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MTA Szamitdstechnikai és Automatizdldsi Kutaté Intézete, Kozlemények 16/1976.

A SZAMITOGEPEK HIERARCHIKUS LAP-TAROLASI ELJARASAINAK
OPTIMALIZALASAROL

Arat6é Matyas

Ahhoz, hogy a szdmitégépek memoria lehetdségeit jol €s gyorsan lehessen kihaszndlni, gyak -
ran alkalmaznak linedaris hierarchikus térolasi eljarasokat. Az ilyen hierarchikus informacio—ta-
roldsi eljardsok esetén meghatiarozott szamu sz6 alkot egy “lap”—ot. A hierarchia minden szint-
jén lehetGség van lapok térolasara, és az egyes szinteken beliil elhelyezhet lapok szdma kiilon-
b6z8 lehet. Egy futd programban a tédrolasi helyekre térténé hivatkozasok minden lépésben két-
féle modon torténhetnek. Vagy az elsé szinten elhelyezkedd lapra iranyul a hivatkozas, amikor
is az elérés kozvetlenil megtorténik, vagy egy alsébb szinten elhelyezkedd lapra, amikor is ezt
a lapot automatikusan 4t kell helyezni az els6 szintre. Az utobbi esetben mas lapokat als6bb
szintekre kell helyezni. Az alsobb szinten 1évé lapra hivatkozdst szokas lapoldsi hib4dnak (page
fault) nevezni. A térolasi eljards linedrisan hierarchikusnak szokdas nevezni, ha a keresett lapot a
megtalalasi szintrél az Osszes kozbensd szinteken keresztiil lehet eljuttatni a legelsé szintre.

A memoria elvi b&vitésének lehetdségét elGszor a virtudlis memoria rendszernek megvalosi-
tdsa adja (lasd Kilburn [9]), melyet elGszor az ATLAS rendszernél készitettek. A buffer—taro-
16s memoridkat az IBM 360-as rendszerben alkalmaztdk. A lapok cserélési eljardsai kozil az u.n.
megkeresési lapolds (demand paging), amikor is csak akkor van csere a szintek kozo6tt, ha lapo-
lasi hiba fordul el — a legelterjedtebb. A cserélési algoritmusok koziil a kovetkezdket emlit-
juk meg:

1. Az elsé bekeriilt kertl ki (FIFO: first in, first out) algoritmus, amely az elsé szinten
legrégebben bennlévé lapot helyezi alacsonyabb szintre lapoldsi hiba esetén.

2. A legritkdbban hasznalt keriil ki (LFU: least frequently used) algoritmus, amely az
elsé szinten — egy bizonyos periéduson beliil — legkevesebbszer hasznélt lapot helye-
zi alacsonyabb szintre lapolasi hiba esetén.

3. A legrégebben haszndlt keriil ki (LRU: least recently used) algoritmus, amely az elsé
szinten legrégebben hivatkozott lapot helyezi alacsonyabb szintre lapoldsi hiba-esetén.

4. Optimalis algoritmus, amely azt a lapot helyezi az elsé szintrél alacsonyabbra, amely-
re a jovoben legkésdbb fognak hivatkozni. Ez utébbi nyilvan hasznilhatatlan a gya-
korlatban, mivel a program jovGbeni viselkedését kellene ismerni.

5. Véletlen(RR: random replacement) algoritmus, mely az elsé szint lapjai koziil barme-
lyiket egyenld valoszintiséggel helyez alsobb szintre lapolasi hiba esetén.

Ebben a cikkben megmutatjuk, hogy bizonyos egyszerii feltevések esetén megadhatdk olyan
tarolasi, illetve cserélési eljarasok, amelyek a lapolasi hibdk 4tlagos szdmat minimalizaljak. A
feladat megolddsanaal a legjelentGsebb korldtozas, hogy az egymasutini hivatkozasok fliggetle-
nek. Ez a feltevés a gyakorlatban ritkdn teljesiil, és csak mint durva kozelités hasznalhato.
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Opderbeck és Chu [11] dolgozatukban a relativ gyakorisigokon alapulé lap—tarolasi algorit-
must vizsgaljdk. Ez az algoritmus 4all legk6zelebb a Bayes—féle feltevésen alapul6 optimalis eljaras-
hoz, igy nyilvanval6, hogy szimulédcids eredményeik aldtdmasztjak a jelen cikkben bizonyitando6
optimalis eljaras josagat. Idézett dolgozatunkban megmutatjuk, hogy az altaluk gyakorisigi he-
lyettesitési algoritmusnak (PFF: page fault frequency replacement algorithm) nevezett eljarés jobb,
mint az LRU (legrégebben hasznalt) algoritmuson alapulé eljaras. Mérési eredményeik egyben azt
is igazoljak, hogy a lapok fiiggetlen hivasira vonatkoz¢é feltevések igen altalanos feltételek mellett
jo kozelitésnek tekinthetdk.

Megmutatjuk azokat a feltételeket, melyek mellett a megoldas a “’kétpisztolyos bandita”
(illetve tobbpisztolyos bandita) problémakor megoldéasara vezethets vissza. Kitériink a kiilonbdzé
mas feltétel melletti feladat megfogalmazasakor, azok lehetséges megoldésaira és a kozelitésekre is.

L

Mindenekel6tt egy, a programozdas szempontjabol elvi jelent&ségii feladat megfogalmazasaval
kezdjiik. Multiprogramozasu gép egy programjat vizsgdlva vetddik fel ezen program két lapja két
kiilonboz6 fokozaton valé elhelyezési problémdja. Amennyiben a masodik fokozaton 1évé lapra
torténd hivatkozas esetén a két lapot azonnal ki kell cserélni, ssmmilyen optimalizalasi feladat
nem mertil fel. Tegylk fel, hogy lehet&ség van mindkét lap elsé szinten val6 tartdsara a hivatkozas
befejezéséig, és csak ezutdn (azaz az ujabb hivatkozas el6tt) helyezziik a lapok valamelyikét a ma-
sodik fokozatra,

Az Aho, Denning, Ullman [ 1] féle kétszintes tarolési eljaras (lasd még: Franaszek, Wagner
[5]) esetén, amikor az elérési idGk atlagat akarjuk minimalizalni, a fenti megvalositas realis. Ezért
roviden ismertetjiik egy ilyen rendszer vazlatat. (1. dbra).

) " My Mys e - elsd szint (cache)
hivatkozas generilas >

k lap

héttér tarolo
n— k lap

1. abra Kétszintes tarolas
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Az elsé szint (cache vagy puffer) egy kisebb, de gyors elérésii memoria— egység, a masodik szint
(hattér tarolo) lassabb elérésii memoria— egység. Az n 13Mgseee hivatkozasi sor generdlasa a le-

hetséges A, ,A2 oo yA, lapokra vonatkozik (ni = j, ha az i-edik hivatkozis az A j lapra torté-

)
nik). Az Osszes elérés az els6 szinten torténik, ha a hivatkozott lap az elsé szinten van: az elérési
id6 T, mp., ha a mdsodik szinten , akkor el6bb az els6 szintre kell hozni és az elérési id6 T, mp
(4ltalaban T, > T1 ). Az elsé szinten egy szabad hely rendszerint rendelkezésre all az esetleges
helyettesités (csere) lebonyolitasahoz (lasd: Aho, Denning, Ullman [1]). Az itt ismertetett eljaras
annyiban uj, hogy a hivatkozas végén kell donteni a masodik szintre torténd Kivitelrsl (esetleges

cserérdl).

Visszatérve a két lap esetére az el6bbi megfogalmazas alapjan jutunk a kévetkezd optimali-
zélasi feladatra. Az A, és A, programrészekre (lapokra) valo hivatkozasok torténjenek fiigget-
leniil egymas utan, de hivatkozésaik valosziniiségeit nem ismerjiik. A konnyebb elérési szint sor-
szama legyen 1, a nehezebbé 2, Minden hivatkozas utdn lehetGség van annak eldontésére, hogy
az A, vagy az A, programrész kertiljon a kénnyebb elérésii helyre. N szamu fiiggetlen hivat-
kozas esetén olyan dontési eljarast kivanunk kidolgozniaz A, illetve A, elhelyezésére, amely
minimalizalja a nehezebb elérésii helyre valé hivatkozasok szdmat (azaz a lapolasi hibdk szamat).
Feltételezzuk, hogy az esetleges cserék nem keriilnek koltségbe.

Ha az Al és A2 programrészek hivatkozasi valoszintliségei: Py és 1 — P, ismertek, és
p; > 1— p,,az A, részt kell a konnyebb elérésii 1. helyre helyezni, mivel az 1. helyre tor-
ténd atlagos hivatkozasok szama ekkor Np,, €s az nagyobb, mint az ellenkezé elhelyezés ese-
tén. Ha az A, ¢ A, hivatkozasi valosziniiségei nem ismertek els kozelitésben, feltessziik
hogy az egyes programrészekre valé hivatkozasi valoszintiségek P, illetve p, és P, > p,
ismertek (pl +p, = 1, bar ez nem sziikséges kikotés), de ismeretlen a hozzarendelés sorrend-
je.

Jeldlie n, a megfigyelési folyamatot (¢ = 1,2,..., N), lehetséges értékei 1,2 és n,
megadja, hogy a ¢ id6pontban az Al(nt = 1) vagy az Az("t = 2) programrészre tortént-e
hivatkozas.

Az ng) (ahol d =1, ha az Al és d= 2, haaz A2 programrész van a 2. (nehezebb)
elérésii helyen) valosziniiségi valtoz6 a d dontés esetén megadja, hogy a ¢ idSpontban melyik
helyre tortént hivatkozas:

1 ha az 1. helyen 1év6 programrészre torténik hivatkozas,
x _
i =

0 haa 2. helyen 1évé6 programrészre torténik hivatkozas.

Minden kisérletnél médunkban all vélasztani (dontést hozni) az el6zd kisérletek eredményei a-
lapjan arrol, hogy az X (az A, r1ész keriil a 2. helyre), vagy az X(?) valtozot figyeljik
meg.
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Nyilvanval6 hogy
0 ha 0= d;

X(d)=
t
1 ha n, #d

A W valdsziniiségi valtozo lehetséges értékei legyenek

1 ha (Al’Az) hivéasi val6sziniliségei (pz,pl),
2 ha (4,.4,) hivasi valoszinliségei (pl, p,y)-

Legyen tovidbba az u.n. nem megfigyelheté W komponens apriori eloszldsa
PW= 1) = %5 PiW=2)= g, '= L=§.

Feltevéseink szerint tetszdleges ¢ idépontban

1 N - 1) = "
P{xV) = 1w =1} = p,, P{XD =o0w=1} = p,,
P{X§2)= 1|W=2}=p1, P{X§2)=OIW=2}=p2,
P{x\V = 1w =2} =p,, P{xD =ow=2} =p,,
2
P{X® = 1w=1} =p,, P{x» = ow=1)} =p,.
Az optimalizalasi feladat megfogalmazasa: a 6 = (do,d1 s« .,dy_,) dontési sorozat olyan

8* megvalasztdsa, melyre

d
E(X(l o

+ X(Zdl) + ...+ XI(:N‘”) = max.

Hasonl6 feladat megfogalmazésa és megoldasa megtalidlhaté DeGroot [2] konyvében (14.7.8),
ezt hasznaljuk fel a kovetkez6 pontban. A dinamikus programozas u.n. Bellman egyenlete segitsé-
gével torténd megoldast (lasd pl. Prohorov—Rozanov [12] 363.0.) ismertetjiik az aldbbikaban. Ez a
nyereség egy mas megfogalmazasat igényli. A nyereségfiiggvény V(x) definicidja az x megfi-
gyelés esetén a kovetkezd:

I ha %=1,
Vix) =
0 ha x=0.

Az optimalizélasi feladat a W valtozé ¢t idGpontban adott §(f) apriori (vagy a ¢t — 1 utéa-
ni apostreiori) eloszlas estén
§ (dg_ ) [£,N]
E , VX, V)= ek X, = w8V =@, ..o dy )

f,i-x s=t
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maximalizédlasa, azaz

V(t,E(t),x) = b?ltle] V(t,s(t), Xt = X, 8[‘:N])

megadasa. Nyilvdanvalé, hogy

V(N,EN)x) = V(x) (figgetlen a § eloszlastol),

VNV = 1),%) = V@) + max (PO = DPU, V= = LW =DVWEM,D +
N-1

+P(W=2)PX{-1D = 1I1W = 2)V(N,&N), 1)},

ahol
V(N EN),1) = 1.

Az utobbi Osszefiiggés a d,, |, = 1 esetben a kovetkez6t adja
VIN = 1,EN = 1), x, dy_, = 1) = V(x) + { §,N)p, + £,(N)p, }
miga d, _, =2 esetben a

VIN =1, &N — 1), xdy_y = 2) = V(x) + { §;(Np, + §,(N)p, }

adodik. Kiilonbségiik (feltevésiink szerint p; > pz)
‘c’l(N)(pl = p,) — W, — Pz) = WM -, - p,)

alapjin a EI(N) > EZ(N) esetben dN_1 =1, miga EI(N) < EZ(N) esetben a dN_l =2
dontés az optimalis. Tehat ebben a 1épésben csak a §(/N) aposteriori eloszlas alapjan kell don-
teni az eljards optimalizdlasirol. A tovébbiakban sziikség van a

(d )
P{w=11x, ""V=x}

valésziniiségek meghatédrozésara. A Bayes tétel alapjén, (ahol P{W = i } jelentia ¢ id6pont-
beli apriori valdszintiséget)

d
P{x,( S L T }P{w=1}

d, 1) i
Pw=1X """ =x}= @, D
{ ' P{X,‘d'--l) =Xiw=1}P{W=1}+P{X, "~V =xIw=2}P{w = 2}
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ahol El(l) = 51 adott, és igy lathaté, hogy a W viltoz6 t-beli aposteriori valdsziniisége ki-
fejezhetd az apriori valdsziniiségek segitségével. Az aposteriori valosziniiségek segitségével tetsz6-

leges t-re

t+l

VkDx) = V) + max (£, + DPLXE = 1W = 1) Ve + Lge+ DD+ ..
t

+ 5+ DPAXE = 01w = 2}V (e + Lt + 1),0)) .

Innen konnyen leolvashaté, hogy az optimalis dontési eljaras:

1 ha E@+ D>EEL D,

d =
d =2 ha Ei(r+ 1) < E(+ 1),

A dontési eljaras tehdt az u.n. rovidlaté politika: a r-edik 1épésben azt a programrészt
(lapot) helyezziik a 2. szintre (nehezebb elérési helyre), amelynek hivasi valoszinlisége, aposte-
riori valészinlisége nagyobb.

2

Az A,,4,,4, lapok koziil a kozponti memoridban csak ketts taroldsara van lehet&ség,
a harmadikat hattér taroloban kell elhelyezni. Feltételezziik, hogy a lapok hivatkozasi valdszi-
niiségei elsé kozelitésben a kovetkez6 modon ismeretlenek. A p, > p2 > p3 (@, + b, +p3=1)
valészinliségek ismertek, de szamunkra meg nem adott sorrendben vannak hozzirendelve az
egyes lapokhoz. Mivel a héttér tarolon 1évé lapra torténé hivatkozasnil hosszabb adminisztracios
munkara is sziikség van, természetesnek tiinik minimalizdlni N 1épés (N hivatkozas) esetén
a hattér tiroloban 1évé lapra torténé hivatkozasok dtlagos szamat.

A programozés technikailag és fizikailag megvalosithaté eljardsok alapjan kiilonbozé tipu-
su feladatok megoldasa lehetséges. Haa d dontés azt jelenti, hogy melyik lap elhelyezése tor-
ténik a hattér tdroloban (d = i, ha A, kerul a hattér taroloba, i = 1,2,3), akkor elegendd
megvizsgilni a hattér tarolohoz torténd hivatkozasok szama varhatd értékének minimumét. Ez
a megoldds azonban gyakorlatilag nehezen képzelhets el, mivel azt jelenti, hogy elegendé a la-
pot a programrész lefutdsa (a lap felhaszndldsa) utdn a kiilsé tarolora visszahelyezni (és ekkor
a dontés vonatkozhat barmelyik lapra). Multiprogramozas esetén ez az eljards hasznilhaté, mivel
a kbzponti memoriaban talalhaté szabad hely. A valésdgban hivatkozés esetén a lapok cseréje
azonnal megtorténik. Ennek a feladatnak a megfogalmazasaval késébb foglalkozunk.

Jelolie n, (lehetséges értékei 1,2,3) a megfigyelhetd folyamatot, amelynek értéke a ¢
idépontban megadja, hogy melyik lapra tortént hivatkozas.

Legyen X ?) az a folyamat, amely megmutatja, hogy a d dontés esetén a kozponti
memoridban vagy a hattér tarolon 1évé lapra tortént-e hivatkozds. Azaz
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Az Xt(d) valtozokra (d = 1,2,3) vonatkozo kisérleteket ugy kivanjuk elvégezni, azaz a

dyd,,...,dy_ sorozatot ugy megvilasztani, hogy
- §d0) (dl) (dN—l)
Z=X2+ X,V + ...+ Xy

- varhat6 értéke, E(Z), maximdlis legyen.

Tegyiik fel, hogy a (p,, pz,'p3) szamhdrmasnak az (4,, 4,, A4y) lapokhoz torténd hozza-
rendelése a W valdszinuiségi valtozo értékeit jelenti:

T B

W=1, (P3»P2,P1)» W= 1)= Ell
W= 2, (p3, Pl,pz), PW=2)= 5221811 ke 512 i 51,
W=3, (p2,p39p1)3 P(w=3)=521’
W= 4, (>0 ’pz), PW=4)= Ezzy £y t 522 =&
W= 35, (Pz,pl,P3), PW =5)= E31:
W=6, @y P35 P3) PW=06) =&y, &+ &, = &,

D=2k =1

1, 1

A P{X{9) = xn, = jW =k} valosziniiségek meghatirozasa azon feltevés alapjan torténik,
hogy tetszdleges ¢ id&pontbeli kisérletnél az egyes lapokra torténd hivatkozas valésziniisége
csak W értékétdl fugg, és fiiggetlen az el6z6 kisérletek kimenetelétsl. Példaul:

P{Xgl)
P{x{V _ o,

2 = 5} = py.

Il
—
=3
s
Il

=3W=5)=0.

=3
~
|

Koénnyii meghatérozni a kovetkezd valoszinuségeket

P{Xt(l)= 1w=1)} =p,+p,=1-p, =P{X;1)= 1w = 2}
PXP = 1W=3}=p, +p,=1—p, =P{X? = 1w = 4}
PXP =1W=5}=p, +p,=1—-p, =P{X® = 1W = 6}
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A W valosziniiségi valtozé kiilonbozé értékei nem fliggetlenek egymastol, igy az (X ,“”, n,)
megfigyelések W egész aposteriori eloszldsit megvaltoztatjdk.

Ha els6 szinten 1évé lapra torténik a hivatkozds, az ezen a szinten 1évé lapok aposteriori
hivatkozasi valosziniiségei megnének és nem kell alsobb szintiivel felcserélni. Alacsonyabb szint-
ten 1évd lapra torténd hivatkozas esetén a behivott lap a sziikséges hivatkozas utdn ismét kiils6
tarolora keriilhet, ha aposteriori hivatkozasi valosziniisége nem nétt eléggé.

A tovabbiakban az x Kkisérleti eredmény (mely megadja, hogy belsé vagy kiilsé lapra tor-
tént-e hivatkozis) esetén legyen a nyereség a kovetkezd

0 ha x=0,
V(x) =
1 ha xi= 1,

Jelolje tetszOleges szekvencidlis eljards esetén M azoknak a hivatkozdsoknak a szamait (az u.n.
“hibas déntések”’-nek a szamat) a lehetséges N-b6l, amelyeknél nem a P valoszintiségu lap
volt a hattér tarolon. Feltevéseink szerint a megfigyelé nem tudja, hogy melyik XP (i = 1,2,3)
valtozéra vonatkozo megfigyelést jelenti a ’hibas dontés” (amikor nem a P valosziniiségi

lap a kiils6).

M tekinthets a “hibas dontések” szamanak, mivel az idedlis megoldas az lenne, hogy min-
dig a legkisebb valdszintiségli lap legyen a hattér tarolon.

Az el6bbi veszteségfliggvény esetén az E(M) varhaté érték minimalizaldsa és E(Z) maxi-
malizaldsa ekvivalens feladat. Ez az optimalizalasi feladat specidlis esete a kovetkez6 megfogal-
mazasu feladatnak.

Legyen § a W valtozé eloszlidsa. Adott N és § esetén jelolje I7N(E) az N megfigye-
1és (hivatkozds) utdn a kilonboz6 dontési eljarasokhoz tartozé lehetséges dsszegek varhatd érté-
kének maximumat.

Tekintsiik azt az eljarast, amely az elsé megfigyelést X(ll) -te (azaz az A, lap van hat-
tér tarolon) végzi, majd N — 1 1épésben optimalis. Az X(ll) megfigyelés utdn a W viltozo
aposteriori eloszlasa E(X‘ll))* és a megmaradé N — 1 lépésben az Osszeg maximuma
’I7N_ l(E(X(ll))). Ennél az eljérasnal az osszeg varhato értéke E(X{!) + VN_ LEX DY),

Hasonléan, ha az elsé megfigyelés X(IZ) volt (az Az lap volt a héttér tarolén) és ezutan
optimilis az eljdrds az osszeg varhato értéke E(X{2) + ?N_I(E(X(IZ)))) lesz. Végiil az elsé
megfigyelés lehet X(13) (az A, lap helyezkedik el a héttér tarolén). A VN (¥) fuggvény
ki kell elégitse a kovetkezd Osszefliggést

* Ez a valdsziniiség n, értékétdl fiigg, ezt azonban nem jeloljiik.
1
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V. (&) = max{EX{D + 7, _ BXDNLEXD + Vy Gy,
Ex) + 7, _ Gxy)).

Mivel ?O(E) = 0 a fenti 6sszefliggésbdl 171, ’172, Sy I7N szukcesszive meghatirozhato.

Mis tipusu nyereségfiiggvényekre a késébbiekben visszatériink.

Lemma. Az EM) ¢értéket akkor és csak akkor minimalizdlja egy szekvencialis eljaras,
ha egyben maximalizdlja E(Z) értéket.

Bizonyitds. A bizonyitds hasonléan végezhetd, mint a két lehetséges alternativa esetén
(v.6. DeGroot [2],14.7§ 1. lemma).

A megfogalmazott feladat optimalis dontési eljardsa meghatdrozasidhoz tekintsiik ismét
Bellman egyenleteit. Adott eloszlas estén nyilvinvaléan teljesiilnek a kovetkezd Osszefiiggések

Legyen

N
d
> -1,

s=t

V(tEnx) = sup  V(tgn)X, = x5l = E,

1),
stV ] e

akkor

V(NEN)x) = V(x)

és
VN = LEV = D) = V) + max (£, P {Xy ¥ =1 = 1IW = 1} VOV,E0,1) +
N-1
+ E,NP{XG V-1 = 1w = 2} VVEN),D + - ..
+ £, WP{X, V-1 = 11w = 6} VIVEN), 1)
ahol

VINEWN), D= 1.

Az utébbi kifejezésre d,, | = 1 esetén

1

~

£, = V() + [£;, N1 — p3) + £, (N1 — py) + £ (N1 = p,) + £, (V)1 — p;) +
+ £, (N1 = py),
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d = 2 esetén

N-1

~

£, = V(x)+ [Eu(N)(l.—Pz) + £,V —p )+ & (N —py) + £, (N1 —py) +
+ E3I(N)(l - Pl) % 532(N)(1 —P2)],

mig dy_, = 3 esetén

£, = V) + (£, (VX1 = p)) + £, (N1 = p,) + £, (N1 = p)) + £, (N(1 = p,) +
5 E31(N)(1 _P3) =t £32(N)(1 —P3)]

adodik.

A El = EZ, g’”l = },?3 és Ez - ,5“3 kiilonbségek a kovetkezéképpen irhatok

~

£ =& = (1= p)E(N) — £ + (1= plEy (N) + £, (V) — £ (N) — £3,(N)] +
£~ pl)[ézz(N) * 532(1\[) S EIZ(N) i E3I(N)]

El == 53 = (l _p3)(£1(N) B E3(N)) o (1 _pZ)[SZI(N) 2 531(N) B zlz(N)_ Ezz(N)] o
+ (1= pEp (V) + £, (V) — £, (V) — £y (V)

£ =& =U—p)E — &)+ (A —pylE, + &3 — &y — &1+
+ (1 "Pl)[‘én g5 231 - 222 iy Eu]'

A jobboldal els6 tagja — £,> £, és & > 5 esetén — pozitiv, mivel p, <p, < p,- A
tobbi tag rendszerint elhanyagolhatd (bar lehetnek negativak is), igy a dontési szabily a &
Ez’ 53 mennyiségek alapjan hozhato.

A Bellman egyenletek altalanos felirdsa szintén konnyen megtorténhet:

V(t,&0),x) = V(x) + max(§, (1 + 1)P{Xﬁf'l)= HW=1}V(t+ LE + 1),1)

t
P F 232P{X:d’)= OlW = 6}V(t+ 1LE(r+ 1),0)],

+1

ahonnan a dontési eljaras rekurzive leolvashaté. Mégpedig a max (, ¢+ 1), £(t+ 1), £+ 1))
aposteriori valoszinliség értéke alapjan hozunk dontést.

Ha Py =Dy = —2—£, Py =€ (ahol e ~ 0) konnyli megmutatni, hogy
o e 3
El - Ez = (1/2 —56)[EI(N) = Ez(N)],

£ — & = (12— 31205 (N) — £, V)],
£, — £, = (112 326)[£,(N) — £, (V)] -

Innen kézvetlentiil adodik, hogy g = main =max § = ’c',-, azaz azt a lapot helyezziik a hat-
1 4

tér tarolora melynek £ aposteriori valoszintisége maximalis.
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Az aposteriori valésziniiségek meghatirozasa a Bayes képlet segitségével torténik *

d
P{X,( =1 _ iy = iyP{w=i}
6 da
SPix, =V = xiw=j}p(w=j}
j=1

d
P{wW = iIX,( t-1) =x}=

ahol P{W = j} az aposteriori valésziniiséget jelenti. Amint azt mér korabban lattuk a
(d ) 5 g 2 2 S
P {X . =1V W= } valosziniségek megadhatok a p; értékek segitségével, kilonben a

P{ Xt(d ) | W } valésziniiségek meghatdrozasira van sziikség.

8.

A dontési eljaras és kisérlet (a lapokra torténé hivatkozas) kovetkezé megfogalmazasa (és
egyben a dontési tér megszoritdsa) jobban megfelel a legtobb gyakorlati kovetelménynek is. Ha
a masodik szinten lévé lapra torténik hivatkozas, az helyet cserél egy elsé szinten 1évé lappal,
mig elsé szinten 1év6 lapra torténd hivatkozas esetén nem todrténik csere, csak az aposteriori
valoszintiségek véaltoznak meg. Legyenek a jelOlések tovdbbra is az el6z6 pontban bevezetettek.
A dontési eljards a kovetkezs:

. d,_4) : :
nincs véltozas, ha X, t=17 — 1 azaz elsd szinten 1év6 lapra tortént hivat-
kozis;

d=d,_,,

d
d = (th_1 + 1 vagy dt_l + 2, mod 3) ha X: t-1) = 0, azaz elsé szintii lap kertil
ki, és az a lap, amelyik a masodik szinten volt, felkeriil az elsé szintre.

Feltételezziik, hogy § kezdeti eloszlas esetén a max (El 5 22, £3) valoszintiségi lap helyezke-
dik el a méasodik szinten, azaz dy =1, ha max (£,,,,8)=§.
A dontési tér ilyen megszoritdsa esetén vizsgaljuk a

dg) (d )
= 0 N-1
Z=X " +...+ Xy
hibatlan lapolési hivatkozasok szamanak maximalizalasat, adott § kezdeti eloszlas esetén.

A Bellman egyenletek ebben az esetben a kovetkezk

V(NEN)x) = V(X)

* Mivel a teljes megfigyelés My X cTe vonatkozik a Bayes-féle képletben, sziikség van a PQ\’t =i, n i jw = k) feltételes
valésziniiségekre. A gyakorlatban csak az X, folyamat megfigyelése torténik, ez a feladat azonban iij préblémakat vet fel,
melyre itt nem tériink ki.
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és
VN = LEN — D,1) = V(1) + (£, MP{Xy ¥ = = 11w = 1} VV,EW), 1) +
FoH B, PX VY = 1w = 6) Vv EN), 1),
& dy_, =dy_,, illtve
V(N = LEN — 1),0) = V(0) +dx;a_xl[zn(1v)r{x,‘f1"-l’ = 1w = VIV EN),D) +
3 el £32P{X::N‘l) = 11W = 6} V(N EN),1)],
és dN—l=(dN—2+l vagy dN_2+2, mod 3), V(0)= 0.

A dy_, =1 dontés értéke elsésorban a §,(N) valoszinuségek viselkedésétdl fligg. Ha
d, _, = 3 volt az el6z6 pontban végzett szamitdsokhoz hasonl6an kiszamithat6, hogy

d =1, ha

(1 = p)E N = §,N)) + (1 = p,)[Ey (N) + &3, (N) — &, (N) — £5,(N)] +
o i1 == pl)[szz(N) + 232(N) e EIZ(N) . E3I(N)] >0

és d

v_1 = 2 ellenkez§ esetben. Ebbdl jo kozelitéssel

I ha £ > EWO),

dN—-l
2 ha £(N< LD,

amint az varhato volt. Abban a specialis esetben; amikor

Py =P, = 26 és p; = €(e ~0) a

kiilénbségre pontosan
11— 35, () — £,(N)]

4 adodik és az optimalis déntés &, ¢€s &, Osszehasonlitasabol adodik.

Altalanosan felirva a Bellman egyenletet beldthatd, hogy a lapolasi hibdk szdmét az az el-
jaras minimalizédlja, amely az els6 szinten 1évé lapok koziil sziikség esetén azt a lapot viszi a
masodik szintre, amelyhez tartozo legkisebb hivatkozasi valoszinliségek aposteriori valosziniisé-
ge a legnagyobb.
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Az aposteriori val6sziniiségek kiszdmitdsa az elé6zéekhez hasonloan torténhet. Erre itt kii-
16n nem térink Kki.

A legutébb megfogalmazott dontési eljaras egy lehetséges modositdsa a kovetkezs (az elja-
ras realizdlasa elképzelhetd, de a gyakorlatban nem ismert hasonlé megoldas):
Ha az elsé szinten 1évs lapra torténik hivatkozas a nyereség legyen 1, ha a mésodik szinten
1évé lapra torténik hivatkozas és csak csere torténik egy elsGszintii lappal, a nyereség legyen O,
ha a masodik szinten 1évé lapra torténik hivatkozas és a hivatkozis befejezése utdn sziikség van
a kivitt csere lappal torténé visszacserélésre, a nyereség legyen —1. A I7N (¥) nyereségre vonat-
kozo el6z6 pontbeli Osszefliggések érvényben maradnak, azonban az optimadlis eljards nem Z
viarhat6é értékének maximalizaldsat jelenti.

4.

Az éltalanos esetben feltételezziik, hogy az A, A2, v oo gl lapok koziil az elsé szinten
(a kdézponti memoridban) csak k < n tarolhatd, a tovdbbiak a masodikon helyezhetdk el. A
lapok hivatkozasi valosziniliségeirdl feltételezziik, hogy adottak

n
pl>p2>...>pn,2 o

de ismeretlen az egyes lapokhoz val6 hozzarendelés sorrendje. A W valosziniiségei valtozé n!
lehetséges értéke a kiilonbozé hozzarendeléseket jelenti, eloszlasat jeldlje

E=Guoo 8-y & b - Y

A g valészintiiség W olyan értékhez rendelt valosziniiséget jelent, amelynél az A; laphoz a
minimélis p, valoszinlség tartozik.

Az elébbiekhez hasonldoan a Bayes—féle hozzaillds alapjan ismét a méasodik szinten (héattér

tarolon) 1évé lapokra toérténd hivatkozasok atlagos szdmat kivanjuk minimalizélni.
1

A d dontés m

lehetséges kiilonb6zé értéke a hattér tarolon elhelyezends lapokra

vonatkozik. A d3ntési tér megszoritdsa abban 4ll, hogy a hattér tarolén 1€vé lapra torténd hi-
vatkozds esetén a lap az elsé szintre keriil s vagy azonnali. csere torténik, vagy — ez a nehezeb-
ben realizdlhat6 eljaras — a hivatkozas befejezése utan torténik valamelyik elsé szinten 1évé

lap masodik szintre helyezése.

Multiprogramozas esetén ez utdbbi eljards hasznilhatd, mivel a kozponti memoéridban szabad
hely rendelkezésre all.

Az n, megfigyelhetd folyamat, melynek lehetséges értékei 1,2, ..., n megadja, melyik
lapra torténik hivatkozas a ¢ idépontban. Az X(?) folyamat megadja, hogy d dontés ese-
tén az elsé vagy masodik szinten 1évé lapra torténik-e hivatkozas.
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1 ha  ne€ els6 szint,
0 ha  ne masodik szint.

Feltételezziik, hogy tetszéleges ¢ idGpontban az egyes lapokra torténé hivatkozas valoszintisége
csak W értékétdl fuigg, és fluggetlen az el6zo kisérletek kimenetelétsl. A W valtozo értékei
fliggbek, igy az (X t(d) , m,) megfigyelési sorozat megvéltoztatja aposteriori eloszldsat.

A feladat olyan 6 = (dy.d, ...,dy_,) dontési sorozat megvélasztdsa, amely maximalizilja

; (dg) (d )
= 0 N-1
Z=X, U ¥ ... %%,

varhato értékét.

A feladat ilyen formaban torténé megfogalmazasa altalanositdsa a 2. és 3. pontokban
megfogalmazott feladatnak, ahol n = 3 volt. Mivel elég nagy n esetén lényeges eltérés nem
tapasztalhato a 2. és 3. pontbeli feladat megoldédsa kozott, elegend az egyik feladattal fog-
lalkozni.

Bebizonyithatd, hogy jo kozelitéssel mindig az a lap keriil (sziikség esetén) a masodik
szintre, amelyhez tartozo legkisebb hivatkozdsi valészinliség valoszinlisége a legnagyobb. A W
segédvaltozo bevezetése, mely megadja, hogy az egyes valdsziniiségek mely lapokhoz tartoznak,

itt is sziikség és kezdeti eloszldsa a megfigyelések soran lényegesen valtozhat.

(d,) (d ) s S ca ah s 2
A P{WIX 1 P 5 t-17} aposteriori valosziniiségeloszlds viselkedése hatdrozza meg a
kovetendd dontési eljarast. A képletek felirdsit és a szamitdsokat mell6zziik, mivel azok az

n = 3 eset formdlis altalanositésai.

Az eddigiekben targyalds sordn lényeges megszoritds volt, hogy az n, folyamat (a lapokra
torténd hivatkozasok) egy fliggetlen valdszintliségi valtozo sorozatot jelentett. Feltételezve 7=
rél markovitdst, vagy bizonyos periodicitést, a feladat megfogalmazasa csak formalisan valik ke-
zelhetdvé. Amint errdl az olvasd meggy6zGdhet Ingargiola és Korsh [8] cikkébdl, ahol altaldnos
Markov hivatkozés esetén felirjdk a dinamikus programozasbol adédo osszefiiggéseket, de egyet-
len éltalanos elvii megoldast nem sikeriil adniok.

A Markov tipusu hivatkozédsok pedig természetesek, kiilonosen a Denning-féle munkamez&k-

kel torténd programleirds mutatja ennek jelentGségét. A sziikséges megfigyelésszam — N — meg-
vélasztésa a p; valosziniiségektol fligg. A gyakorlatban, mivel az optimalis eljaras igen bonyo-
lult szamitdsokat igényel, a kovetkez6képpen tandcsos eljarni.
A p; valosziniségektol fiigeg6 N megaddsa utdn elvégezve az optimalis eljarast, felvilagositast
kapunk az egyes lapol.( hivatkozési valdsziniiségeire is. A nagy szdmok torvénye alapjan, amint
ezt tobb cikkben is teszik (ldsd pl. Gyires [7]) ezutén a relativ gyakorisdgok alapjan torténik a
lapok besoroldsa a kiilonb6zd szintekre.
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Az optimalis és kozelit6 eljarasok Osszehasonlitadsit elvégzé szimulacids eredmények ismer-
tetésére egy masik dolgozatban kivanunk visszatérni.
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Summary

On optimal performance of page storage hierarchies

M. Arato

The Bayes sequential design is obtained for an optimization problem involving the choice
of page replacement. In the most elementary case given are two pages A,,A,, request pro-
babilities py>pPy (pytPy= 1), a positive integer N and a number £. A sequence of
N references is to be made and at each stage either 4, or 4, is on the second level, the
loss being 1 if a page fault occurs (a reference to the second level), O otherwise. § is the
apriori probability that A, has the less request probability, 7, . The replacement of one
page to the second level occurs after delivering the contents of the demanded page. The refe-
rence string is an independent, identically distributed random sequence. The principal result
of this paper is a proof of optimality for the sequential procedure which at each stage puts
the page to the second level with higher posterior probability of having the smaller request
probability p,. The solution is similar to the solution of ”two—armed bandit problem”. The
general case when the number of pages, n > 2 and the number of pages on the first level,
k(1 < k < n) are given and the apriori probability distribution £ = (§,, ..., ;) of the

n
request probabilities p, =zp, = .. .= Pt %1 p; = 1) is given the optimal sequential proce-

dure is constructed. Special cases are examined when the solution does not depend on the

request probabilities.

The results of the paper give general mathematical foundation of the “least frequency
used” and “’page fault frequency replacement” algorithms in the case of independent reference,

string.
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Pe3mw0Me

OnTuMaNyibHasA npouenypa s XpaHeHHUs CTAaHHIL

ile ApaTo

PaccMaTpuBaeTcsa BarecoBckad INIOCTaHOBKa 3aladd O OINTHMH=-
3alMd XPaHEeHHSA U [IepeCTaHOBKM CTPAaHHUIL, B BHYHWCIIMTEJIBHOHW MalllHe C
BHPTYaJbHOH IaMATBI M C MyJIBTHIpOI'PaMMHUpPOBaHHeM. B caMo¥
IPOCTOM IMOCTAHOBKEe 3amayu npenrnosyioraeTcs, 4YTO HMMeeTcsa IOBe CcTpa-
HULIH Al' A2 C BEpOSTHOCTAMU ObpaumeHus p1>p2 (p1+p2=1), eyoe
noJyiIokuTenbHoe uucno N u uucno 0<§E<1l, IocnemomaTesbHOCTH N 0O6-
pameHHH K CTpaHHIlaM ABJISETCS He3aBHCHMOW M B KaXOHHM MOMEHT Bpe-
MEHH HJIIH A1 HIIH A2 HaAaXOOUTCs Ha BTOPOM YPOBHEe NaMATH /Oopyras Ha
nepsoM/. Eciim of6pameHHe INPOHCXOOUT K CTpaHUlle Ha BTOPOM YpPOBHEe
noTtepb paBeH 1 M 0 B OPYroM ciydae. & BEepOATHOCTBH YTO CTpPaHHLA
A1 UMeeT BEpPOSTHOCTH ObpameHusd Py [Iocruika OOHOM K3 CTpPAaHHI, Ha
BTOPON YPOBEHBL IPOMCXOIOUT IIOCJIe NOCTaBKU COOEepXaHus TpebyeMon
CTpAaHHUIH .

IJIaBHHN pe3yJbTaT CTaTbU COCTOHUT B CcllenylmeM: OITHUMaJIbHad
npouenypra B KaXOHP MOMEHT BpeMeHH IIOCHUIaeT TY CTpaHHLy Ha BTO-
poll YypOBeHBb NaMATH KOTOpasa uMeeT Haubosbuwyw aposteriori Bepo-
ATHOCTHL HMETH MEeHBbUIYKW BEpOATHOCTh OOpameHus Py PesynpTaTH
obobmanTCcsa Ha ciaydan n(i3) cTpaHul, rpe 2<k<n MOI'yT HaXOOUTbLCHA
Ha IMepBOM YpPOBHEe IaMATH, PaccMaTpHBawTCHA cCrHelHallbHHE CJy4vyau
Kor'la ONTHMMaJIbHOE pelleHHe He 3aBHUCHT OT BEepPOATHOCTEeH obpaumeHHs
P2P,>0 s 2P ( Zpi=1) .

Pe3ynbTaThH CTAThU JAaWT MaTeMaTHUYeckoe OOOCHOBaHHUE paHee
pa3spaboTaHHHX aJlbTOPHTMOB I'Ie IMOCJIeNOBaTEeJIbHOCTHL ObpameHus

SIBJIAETCA HEe3aBUCHMOM.
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LINEARIS OSZTALYOK SZERKEZETE PRIMSZAM ERTEKU LOGIKABAN

Bagyinszki Jdnos — Demetrovics Janos

0. Bevezetés

E. Post 1921-ben megoldotta a P, kétértéku logika strukturalis vizsgalatat [3,4,8]. P,-
vizsgilatdnal elvi nehézség nem merilt fel, mivel a P -ben megszamlilhaté sok zart osztély van.
A k-értéki logika (k> 3) [1,6] zart osztdlyainak tartalmazas szerinti parcidlis rendezését
elvileg nem lehet teljesen leirni, mert a P, -ban kontinuum sok megszdmldlhat6 zirt osztaly
van [9].

Sz. V. Jablonszkij megadta 1952-ben a P, [7]1, Rosenberg pedig 1965-bena P, k> 3

k
struktura els$ szintjét [S], vagyis leirtik a P, -beli maximaélis osztédlyokat.

Ebben a dolgozatban a Pk strukturdjat teljes mélységében vizsgiljuk. Ugy gondoljuk,
hogy az elvi nehézségek ellenére a strukturat “majdnem teljesen” le lehet irni. Véleményiink
szerint “néhany sokszor’” kontinuum sok zart osztily — amelyek vizsgilatara egyszerii és nem
is érdekes — ugy helyezkedik el, hogy a kériilottink levd osztilyokat teljes egészében le lehet
irni. Elgondolésainkat a linearis maximalis osztdlyon illusztraljuk.

A jelen dolgozatban bebizonyitjuk, hogy a primszam-értékii logikdban:

a.) Véges sok linedris zart osztdly van. Ezen osztdlyok pontos szamat is meghatirozzuk.

b.) Minden egyes lineéris osztily bazisat és rendjét meghatarozzuk. Bebizonyitjuk, hogy
minden osztaly bazisa véges és a rendje < 2.

c.) Megadjuk a linedris osztalyok sti'ukturéjét; maximalis és minimélis ldncainak hosszat.

1. Alapfogalmak, lemmak

Legyen k > 2 egész szam, E, = {0,1,...,k— 1} k-elemii halmaz, s az ExEx ...xE,
n-szeres Descartes-szorzatot jeldlje E? ,n> 1. Az E, halmazon definidlt n-valtozés fiiggvények
halmazat jeldlie B™ : B() = {fif= fix, X,,...,x,)  E;V> E,} n>1 esetén,és legyen

P}co) a 0-valtozoés fluggvények — azaz a konstans fliggvények halmaza. (Itt 7> egyértelmu
leképezést jelol.)

P") halmazt — a benne értelmezett szuperpozicié miivelettel egyiitt — k-

R

n=0
ertékii logikanak nevezzik. Ebben a dolgozatban fiiggvényen mindig P, valamely elemét ért-
juk, p mindig valamely primszamot,a "+ és - miiveleti jelek pedig a mod k Osszeadést
illetve szorzéast jelolik. Az X = (x;,x,,...,x,) rovidjelolést is gyakran fogjuk hasznélni.

L1 Definicié. Legyen Eq(¥)={ele=e(X)=x;,n>1, 1<j<n} és PCP. P hal-
mazon definidlt szuperpoziciok a kovetkezd rekurzive definidlt fiiggvények:

1.) minden feP szuperpozicio P felett;
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2.)/ha fO = fo(x1 Xy ooy X, ) szuperpozicié P felett és f. f( X o )
5 ;
(i=1,2,...,n) fuggvények mindegyike vagy P-feletti szuperpozwlo vagy E (x)
eleme (azaz f(x, Xipo oo Xiy '_) = X 1 <j,<my), akkor az f(f,.f,, ..., [ )eP;

is szuperpozicio P felett. (A valtozok az egyes fliggvényekben nem feltétleniil kilonbo-

z6ek).

3.)az 1.) és 2.) minden P-feletti szuperpoziciot megad.

1.2. Definici6. A P S P, zart friggvenyosztaly a szuperpoziciora nézve, ha f,geP ese-
tén barmely | fig | halmaz feletti szuperpozici¢ is eleme P-nek.
AP C P, lezarasa: [P], a P feletti szuperpoziciok oOsszesége. Vilagos, hogy P pontosan
akkor zart, ha [P] = P, tovabba az itt definialt lezarasi miivelet algebrai értelemben lezérasi
opericio, s igy teljestilnek a kovetkezd relaciok:

PSP, [[P]]=[P], P'cP=[P]CIFL

l.'3. Definicié. Legyen P C P, zart fﬁggvény-osztély, é¢s PP C P. P' teljes P-ben,
ha [P'] = P. P' bazis P-ben, ha [P'] = P, és barmely P" C P' esetén [P =P

A P" C P zart flggvény osztaly maxzmalzs (részosztaly) P-ben, ha barmely P’ # P,
P"CP CPC P esetén [P']=

1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az j(x1 S AT

‘7 i+i AR
valtozoja valodi, ha létezik olyan o, értékpar kombinacio, hogy

/(”)%f(ﬁ) ahol
= (a v s g0l OOt 5 s u s ,an),
= {0y 5 v » 5 g0 faBiBig s~ + « 3ly), BHOL @ £B.

,xn) fliggvény X;

mZQ

Itt és a tovdbbiakban mindig Ala’) illetve AX) az oty g0 0 g} Aletve: fles . vy )
roviditett alakja.

1.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy az fxyse .. x,) fuggveny rendszama 1(0 < [ < n),
ha vglodi a valtozoinak a széma L

1.6. Definici6. Az f(xl i w2 ) fliggvény nem valodi valtozoit fiktiv valtozoknak ne-
vezzik. Két fliggvény egyenld, ha az egyiket a masikbol fiktiv valtézoknak a hozziaadisaval
illetve elvételével meg lehet kapni.

A tovabbiakban az flx,, ... ,x,) flggvény megadisival az fel egyenld fiiggvényeket
is adottaknak tekintjik.

Legyen B a P zart osztily tetszéleges bazisa. I(B)-vel jeloljiik a B-ben levé fliggvé-

nyek rendszdmédnak a maximumat.
[
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1.7. Definici6. A P véges bazisu zart osztaly rendszama az I(B) = minl(B) természetes
£ iz i " B
szam, ahol a P Osszes bazisara vesszilk a minimumot.

1.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy az fxys oo xy) fuggvény a-6rzd, aek, , ha

fla,a, . .. ,a) = a.

Altaldnossagban nyitott kérdés, hogy mely P, -beli fiiggvények irhatok polinom-alakban az
f1 xy)=x +y, fz(x,y) =Xy eP,(cz) miivelet-parra nézve.

A kovetkez6 megallapitas mutatja, hogy altaliban nem minden filiggvény irhaté polinom-alakban.
Megillapitds. Legyen k = q + k', q,k' =2, ésjelolje a mod k Osszeaddst és szorzast
+ lletve °. Az

0, ha x=0
fix) = fliggvény nem irhato

g+1, ha x40

2 m
Cogtextex®+ . .+te X, mz= 1

polinom alakban.

O\

Bizonyitds. Barmely g(x) = ¢ t cl.xi polinomra igaz, hogy

i=

I

2 (5) #qd = gx) + q - Qu0),

m m
gx+@=cot et af =g+ 22
i= F

i=1

ahol Q(x) az x egész-egyiitthatés polinomja. Ezért fix)-re x = 0 esetén ebbdl
g+ 1=flg)=f0)+q- QO)=gq- QO) adoddna, s ez lehetetlen, mert q¢ és g + 1 re-
lativ primek, k=g - k'. =

Legyen s(x)eP}c” k szamu, értéket felvevd fiiggvény, azaz permutacid Ek felett,

" " " "

At gs = miiveletek s-dudlja, azaz x { y = s 1(s(x) + s(»)), x P =
=5 Ys(x) « s()). Jelolje a P, -beli, {i o G } miiveletparra linearis fiiggvények osztalyat
Ls, s(x) = x esetén Lx = L. Konnyen lathato, hogy

~ ~ s s s s :
L = {f(x)lf(x)=co+cl-xl+“...icn-xn,c,eEk) F=100 2, e in n>0}=

= {fZ) I fiF)eL’ }, ahol L* ={fF)IAK) = s~ (alstx,), - - - , s(x, ) gE)eL}.

.
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Ezért elegend6 az L szerkezetét vizsgélni (ld. részletesebben [5])

Jol ismert a kovetkez tétel [6]:
1.1. Tétel. L akkor és csak akkor maximalis P, -ban, ha k = p primszam.w

Egyes bizonyitdsokban gyakran egyszeriibb a kérdéses fliggvényosztily bazisat generdlni, mint
a zart osztily minden elemének elSallithatosagat kimutatni. Ezért a kovetkezd 1.2. tételben
megadjuk L-nek egy bazisit, majd az 1.3. tételben leirjuk az 6sszes olyan bazisit, amely

fxy)ePP\N D és d, (x), d,(x)ePV
fliggvényeket tartalmaz.

1.2. Tétel. Legyen h(x,y) = x + v, g(x) = x + 1. Az L linedris osztilynak bdzisa a
B, = { h(x,y), gx)} halmaz.

Bizonyitds. Legyen

hy(x) = x, hy(x,y) = h(x,y) = x + ¥,
hm(xl,...,xm)=h(hm_l(xl,...,xm_l),xm)=xl+x2+...+xm, mz=2;
g =gx)=x+ l;g, ) =g, ;)=x+m;, m>1L

A konstans fiiggvények L) halmazénak eléallitdsa:

Be(Xs 5. 5x) =0, g (0)=m; m= 1.2 . cosk=1.

Az 1- valtozos linedris fliggvények szintén generdlhatok, mert

ae{12...k—1},be{0,12,...,k— 1} esetén fix)=ax+ b=g,(h(x,...x
Legyen
- n—-1
n ot N 4 ' o
n= 1, LY af(x)= cgteyx, +...+c,x,, 6 Fxys--. ,xn_l) = Gy ¥ ;'Zo ,-x,-eL(

Feltéve, hogy L(" 1) elemeit mar elgallitottuk, AX) = A(f, ¢, * X,) €sezzel n-re vonat-
kozo6 indukciéval bizonyitottuk az éllitast. m

A késébbiekben gyakran fogjuk felhasznélni az itt kovetkez$ 6t lemmat, valamint teljes
valtoz6-azonositasra az (If)(x) = filx,x, . . . ,x) operdtoros irdsmodot.
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1.1. Lemma. Legyenek

(n,)
~ = = l
f1G6) = fi(x %5, - ,xnl) € Xyt - ‘+cln1xlnfl‘ =
N - z (n,)
fz(y) o fz('yl’yZ’ CRCRC ,.V,,z) == 020 + c21y1+ o v 7 Cznz_V"ZGL 2 5
fyYgs - Yy e 0 By« = ,xnl) = 604 - ,ynz), Xosene ,xnl) ngn, = 1.

Az fel szuperpoziciora igazak a kévetkezd dllitdsok:

(@ NG =Uf)x) +(c, Uf,)x) + (k — ey, - x;
(B) ha Uf)(D) =1 (eE,), akkor INW) = Uf)D;
() ha Uf))(D) = Uf)WAD) = 1, akkor (IHWAD) = L

Bizonyitds. Az f, €és f, linedris fliggvények szuperpozicidja:
LU0, xp, - ox, ) = [G) + e L,00) + (k— Deyy %y,

s ebbdl valtozé-azonositissal adédik az () 4llitdsa. A - (B) és () Allitdasok pedig (a)-bol
kozvetleniil leolvashaték. m

1.2. Lemma. Legyen p tetszoleges primszam, p > a > | egész. Igazak a kévetkezd alli-
tdsok:

(¢) a1 = 1(modp)
(B) ax = l(modp) egyenletet kielégiti az x = a? =2 érték.

Bizonyitds. Az (a) Adllitds a jol ismert Euler-Fermat tétel kovetkezménye, a (B) 4llitas
pedig (a)-bol kozvetleniil adodik. =

A kovetkezd 1.3. lemmadaban egy specidlis szuperpozicié-sorozat néhany — a késSbbiekben
felhasznalt — tulajdonsigidt mondjuk ki, az 1.4. lemma pedig az egyvéltozoés fiiggvények szu-
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perpozicidjara vonatkozik. Végiil az 1.5. lemma az egyvaltozoés fliggvényeket érték-megorzés
szempontjabol jellemzi.
1.3. Lemma. Legyen k = p primszam,
l<a<p b cieEp (i=012,...n)),

h».z,x5 - - - »X,) = ay + bz + r(%¥), ahol nX) = Cgt EpNrt o n bl W

Legyenek tovabbd

hl(y,.2.%) = by, 2.%),

B (FyiVign s o v sl BE Y = BO® ™" Qhysin v 55 Yy EIEE)
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Igazak a kovetkezd allitasok:
(@ "G zX)=d"y, +b@ y,+...4a, +D+ @ 1+ 2+, .+
+a+ DHrX), ha 2<sm<p-1
toviabbd, a hlh?. .., WP~ fiiggvények pdronként kiilonbézoek.

B) ¥y * b(ap_2y2+ et ayp_l+ Z); ha a>1
Wl = Gz%) =
yl+b(yz+...+yp_l+z)+(p—l)r(?), ha a=1.

() YW= == .. =) =Z  eselén

@):h"WzX)=d"y + @ 1 + " 2+ .

Y,

..+a+ Dbz + r(x))

ha a>1,

@) : P (,2,X) =

y+@-— Dbz +nx)), ha a=1.

Bizonyitds. (a«)44™ (¥ ,z,X) szuperpozicié rekurziv definiciojabél m-re vonatkozé induk-
cioval adodik a direkt formula, az allitds masodik része pedig nyilvanvalo, hiszen a viltozok

szdma is pironként kiilonboz6, s @’ #0, ha a#0. A (f) allitis az (a)-bél m=p — 1
esetén, az 1.2. lemma figyelembe vételével adodik, a (y) allitds pedig az (a) illetve (B)

megfeleld specidlis esetenként, az

P+ ... 4a+ 1=

azonossag alkalmazasaval, az 1.2. lemma szerint nyerhets. m

1.4. Lemma. Legyen k = p primszam, g(x) = a, + axeL'V), Igaz a kovetkezd ket dllitds:

(@ ha a=1, ay #0, akkor [{gx)}]={xx+1,...x+p—1}
=f{d"x+ay@ '+ .. +a¥ DIim=
’2’

=[x+ 1]]

(B) ha a> 1, akkor [[g(x)}]

— 1
=1,2,...,p—1}.

Bizonyitds. (a) Legyen a = l,aO #0, igy g(x) = a, + x. Vildgos, hogy m, %mz

esetén
g (X)) =my *dy+ xFmy ~dy + %= g *x),

a, =my, * a, egyenldségbdl az 1.2. lemma szerint

mert a +0 kovetkeztében az ma,

m, =m, adodik.
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A (B) allitas az 1.3. lemma alapjan ad6dik. m"

1.5. Lemma. Legyen f(xX)eL, (I)(x) = a, + ax. Igazak a kovetkezo allitasok :

1) haa=1,a,= 0 akkor fiX)eL, minden ack, értékre teljestil;
2) ha a=1, a, +0 akkor f(X )eL, egyetlen aek, értékre sem teljesiil;

3) ha a#1, akkor AX )eL, pontosan egy aeEp ertekre teljesiil.

Bizonyitds. (If)(x) = a, + ax = alx — ) + aa + a; fAX) a-6rz6, ha a = (IN)(a) =
=aa + a,, azaz, ha (a— Da=(p— l)ao. Az (1) esetben ez barmely aeEp értékre teljesiil, a
(2) esetben nem létezik a feltételnek megfelel6 aeEp, mig a (3) esetben az egyetlen megfeleld
aeEp érték:

a=@-1a, - (a- 1)»-2. =
A 1.1.,1.3., 1.4, és 1.5. lemmék felhasznéldsival bebizonyitjuk, hogy igaz a kovetkezs

1.3. Tétel. Legyen fix,y) = ax+ by +c, a+0+b, d,(x) =d, +d, = d,(x)
konstans fiiggvenyek, d(x)e {dl(x),d2 (x)} . Igazak a kovetkezo dllitasok:
1) ha a+b=1, c=0, akkor |fix,y),d,(x),d,(y)] bazis L-ben.
2) ha a+ b=1, c+0, akkor [fix,y),d(x)} bazis L-ben

3) ha a+b# 1, dx)=d#+@—c)a+ b— 1P~2% akkor {fix,y),d(x))
bazis L-ben.

)

Bizonyitds. E16szor megmutatjuk, hogy mindharom esetben generilhaté az L rendszer
By & 1+ ¥ 2+ 1 } bazisa (Id. 1.2. tétel) majd a rendszerek minimalis, azaz bézis voltét
igazoljuk.
1. Az 1.3. lemma () szerinti specidlis szuperpoziciéra adédik:
fmxy)=ad"x+ b@ 1+ ...+ ly.

Az my = p— 2 értékre ebbdl (minthogy a +1):

=9 .
fi69) = fP~2(Ax,d,)y) = @~ %(ax + bd,) + b%ll Yo

—x+ a2 bd -V =x+by+c,

by=(a—- 12, ¢, =d"%b-d,.

A d, #+d, feltétel kovetkeztében f)(x,d)) = x +a®~% - b(d, — d,) az 1.4.
lemma szerint elGéllitja a g(x) = x + 1 fiiggvényt. Minthogy

[{ £, }] of,(ep) = x + by,
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adodik, hogy

b
2xy)=x+by b -y=x+y ha by=@-1P"2.qa

1

2.flx,x) = x + ¢, ¢ +0 kovetkeztében [{f(x,x)}] 2g(x) = x + 1 (1.4.lemma),

s minthogy g° “°(flx,y)) = ax + by, az 1. részben litott moédon szarmaztathaté
h(x,y) = x + y.

3.Ha a="1, azaz flx,y) = x + by + ¢, akkora d +(p — c)b? ~? feltétel kovet-
keztében fix,d)=x+ bd+ c+ x, sigy [[fixd)]] 2g(x)=x+ 1, sezérta
2. rész bizonyitasa szerint szarmaztathato h(x,y) = x + y.
Ha a > 2, képezziik a kovetkez6 szuperpoziciét:

ffP-2(xy)d)=x+ (@ %+ ...+a)by + c)+ bd + ¢c = x + b(d — y).

@@=t 9

(Kézben az @® 24+ ... +a+1—-1= g

— 1 = — 1 azonossigot alkalmaz-
tunk). Minthogy
fdd)=@+bd+c=@+b—1+1)d+c=@+b—1)d+c+d+d

a d(x)-re vonatkozoé feltétel szerint, igy [} x + b(d — fdd))] gx)=x+ 1. A h(x,y) =
x + v elGéllitisa mindkét esetben az elGbbiek szerint torténik.

Végiil, a tételben szereplé harom teljes rendszer valéban bdazis. Ugyanis, az f(x,y) kétvilto-
z6s fliggvény nem hagyhat6 el beléle, hiszen a maradé egyvéltozos fliggvényekbdl kétvalto-
zosakat nem lehet elBallitani. Ha viszont egyvaltozoés fliggvényt hagynank el a rendszerbdl,
akkor:

l.az 1.1. és 1.5. lemma 1. A4llitdsa szerint flx,y) minden aeEp értéket megdriz,
d(x) = d konstans fliggvény viszont az « = d értéket megdrzi, s igy az 1.1.
lemma szerint a megmaradé rendszer is megdrzi a d értéket, tehéat a d ,d,
konstansok kézul az egyiket nem generdlja.

2.az 1.1. lemma (e) dllitdsa szerint flx,y) csak olyan f; fliggvényeket generdl,
amelyekre (If,)(x) = x + c,, sigy dx)é [{ fix. ] .

3.az 1.1. és 1.5 lemma szerint [,'f(x,y)}] CLy,o=(@—c)a+b— 1P-2,
s igy d(x)¢La nem éllithat6 el6 f(x,y)-bol.m

2. Maximdlis fiiggvényosztilyok L-ben (k= p)

Legyen a tovdbbiakban k = p > 3 primszam, rogzitett érték. Megadunk p + 2 sza-
mu zart osztilyt, mindegyik osztidlyhoz megadunk egy-egy bazist, és bizonyitjuk, hogy ezek
maximalisak L-ben, és ezeken kiviil nincs maximélis osztaly L-ben.

A kovetkezd tétel az egyelemii | «) részhalmazt megdrzé linedris fiiggvények osztalya-

nak L-ben maximailis voltat allitia: « = 0,1, ... ,p — 1 értékeknek megfeleléen p” sza-
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mu L-ben maximalis osztalyt ir le.

2.1. Tétel. Legyen L, = {fiX)Ifla, ... 0) = a}C LaeE,. Az L, részosztdly maxi-
malis az L-ben.

Bizonyitds. L, zartsaga az 1.1. lemma () allitasabol kovetkezik. Tovabba, L, nem
teljes, mert x + leL \ L,. Legyen flx,,x,,...,x, )eL \ La. Az (I)(x) = a, + ax fligg-
vényre fel ~kovetkeztében teljesiil a kovetkezé feltétel:

(A) a, +a- ata.
Harom esetet kiilénboztetiink meg.

0% lata

l.eset: a= 0. Az (I)(x) = q, s x+y+i(p— l)aeLa fliggvények szuperpozici6ji -
bol x + a, + (p — 1)a adédik, s az A-feltétel kovetkeztében a, + (p — Da # 0.

2. eset:a = 1. (IN(x) = aqy + x, a, +0 szintén az A-feltétel szerint.
3.eset: a> 1. Az 1.4. lemma (8) szerint m = p — 2 esetén ad6d6
P )= 2x+ay@ 3+ ... +a+ 1) ésaz f(x)=alx —a) + aeL,
fuggvények szuperpozicidja:

fa(IPP~2(x) = a@ 2x + ay@® 3+ ... +a+ D—a)+a=2a"1x+

P -1

i a—1

a, — (a, +aa—a)=x—(a0+aa—a),
saz A-feltétel szerint a; + aa — « 0

Mindhirom esetben az 1.4. lemma (a) szerint g(x) = x+ 1 és g%x) = x + « g_gnerélha-

to, tovabbd x + y + (p — 1)ael, szuperpozici6jabol g*(x + y + (p — Da) = x + y ado-
dik, s igy generadltuk L-nek az 1.2. tételben megadott B, = {x +y, x+ 1} bazisit, =

A most kovetkez6 L, maximdlis osztdly az x + leLil) fliggvényre éndualis linedris
fliggvények osztalya.

"'1 — —
2.2. Tétel. Legyen L, = | IX)IAX) = e, + 2i ey A= 12,504 UPG) = ¢ + x}.
> [ o

L-ben maximalis az L, S L reszosztaly.

Bizonyitds. L, zartsiga az 1.1. lemmébol kovetkezik. L, nem teljes, mert pl.
%+ yigls .

Legyen fix)eL\ Ly . Az (IN(x) és x + p— aoeL* szuperpozicigjabol adoédik az f1 x) =
= ax fiiggvény. Minthogy (If)(x) = a, + ax, a #1, két eset lehetséges.
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I.eset: a= 0. Ekkor f;(x) = 0 konstans fiiggvény és f,(x,y,z) = x + y + (p — )zeL,
szuperpozicidja: f2 xy,00=x+ y

2.eset: a> 1. Legyen b, = (p — 1)@ — [P=5 b, =p= b, + 1, s képezzik a

1222

Z, = fl(t) =@l Z;= teL, ésa blz1 2 bzzzeL* fliggvények aldbbi szuperpozicibjat:

b1 cat+ b2t = t(bl(a — 1) + 1) = 0. Minthogy ismét a fo(x) = (0 konstans fliggvény ado-
dott, az 1. esethez hasonléan nyerheté x + y.

Minthogy x + leL,, mindkét esetben elGallitottuk az L osztaly BL bazisat. m

A kovetkez6 maximalis osztalyra vonatkozé tétel a Slupecki-tétel L-beli analogjanak
tekinthetd.

2.3. Tétel. L-ben maximélis az 1-vdltozos figgvények LY = [ax + bl aeEp', beE, J

halmaza.

Bizonyitds. Hogy LY zart és nem teljes L-ben, az nyilvanvaloé, mert tobbviltozos
fliggvény nem allithato el6 L(1)-bGl és az dsszes [-valtozos linedris fliggvényt tartalmazza
a definici¢ja szerint.

Legyen fix)eL \ L'V, Az | A%)} u L") feletti alkalmas szuperpozici6 a pontosan két val-
toz6tol fiiggd ax + byeL'?) (a +0 +b) fliggvényt eredményezi (0,x + 1eL(!) felhaszna-
lasaval).

Az ax + by fiuggvénybdl viszont mar a? 2. x, pP~2 . yeL“) helyettesitésével adddik

x + p, sigy ismét generdltuk a B, bazist. (x + leL(1)). =

A kovetkez6 tételekben minden maximadlis osztalyhoz megadjuk az 6sszes minimélis elem-
szamu bazist. Ezek az eredmények magukban is érdekesek, de a teljességi tétel bizonyitdsinal,
valamint a Post-struktura kovetkez6, masodik szintjének vizsgdlatihoz is sziikségesek.

24.Tétel. 1) Az f(xy)=x+y+ (p— Da figgvény az Ly-ban bdzis, ahol
a="0L, .. . =1,
2.) Barmely Pyt < v« 5%, Yok X CELU L(l)) fiiggveny bdzis L -ban,
és L o ban mas egy elemil bdzis nincs.

A tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara.

2.1. Lemma. Az n-valtozds a-0rzo fiiggvenyek halmaza

i=1

n
L&")={Zci(xi—a)+a|cieEk, i=1,2,...,n}

Bizonyitds. Konnyen ldthat6, hogy a jobboldalon felsorolt k" szdmu fuiggvények paron-
ként kulénbozéek, és mindegyike a-6rz6. Azonban tobb «-6rz6 n-viltozos fliggvény nincs is,
mert

1
k

1

ILPI = IL™ =2 " = " »
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2.4. tétel bizonyitdsa. El6szor az (1) dllitast bizonyitjuk. n-re vonatkozé indukcioval
kimutatjuk, hogy Lg‘) minden elemét generilja fa(x,y)eLEf) \ L&”. A (2) allitas bizonyi-
tasahoz az ott szereplé f(x) fiiggvénybdl generdljuk az fa(x,y) bézis-fliggvényt.

1.) Az 1.3. lemmaban definidlt hatvinyozas szerint, ha a=b =1, r(X)= (p — Da,
akkor f, m-edik hatvanya:

=g + ¥ ot o 2t mp— Do, mel,

EbbSl m = p — 1 esetén viltozo-azonositassal adodik az L&O) = | halmaz:
arf " He = px + @ - D?a = a.

Az L, l-viltozos elemei L = {a(x —a) + a |aeE,} halmazanak eldalli -
tisa (@ = 0 esetén |a ) = L&O) mar szerepelt):

a=1 esetén (If})(x) =
a>=> 2 esetén ([ O‘:‘l)(x)

=

’

ax + (@a— D@ — Da=ax — a) + a.

Feltéve, hogy az L{"~!) halmazt mér el6allitottuk, az
n
@+ 21 ¢,(x; — a) = fiX)eL{"  elsdllitasa az
i=
c ng,l L)
£,"G.2) & G =a+ 2 oy~ ely™D figevényekbol az
l:
c ~ ' ~ - ., ”, . ”
fa”(y,f (x)) szuperpoziciobolaz y, =y, = ...= Y, = x, azonositassal
n
adodik.
n
2) Legyen fiX)=c, + Z;cixieLa \ (L, VLYD) azaz ¢, #0 #¢,, UH(x) =
i
n
= ¢, + cx, ahol c#1, és ¢y =(— 1)p—1a Az nx) = Zcrxi+ c
i=3

0

jeldlést bevezetve, képezziik fiX) = ¢,x, + ¢,x, + n(X) m-edik hatvanyat:

1

+ 6y # Dr(x). Az yy=X,y,=...=y, =y azonositdssal ¢, > 2
esetben m=p — 1, a ¢, = 1 .esetben m = p vilasztéssal adédik f™-bél a
Hx,y,z) = x + ¢,(y — z) figgvény.

i =c'1" ¥, +c2(c'l”_1y2 +cm—2y3 t...tey, t2)+ (c'l"‘1 , JEpn

Képezzik a t,(x,5,2) = t(x,»,2), t, (x,3,2) = ¢, _,(xy,2),y,2), m=23,...
sorozatot. Lathato, hogy ¢, (x,y,2) = x + mc,(y — 2).

Legyen m, = ((c — l)cz)”'z; ez esetben tmo(x,(lf)(y),y) =x+mg -
cey(egtey —y)=x+ mye,(c— 1y +
+ myepc, =x+ y+ (@ — Da,

amely fiiggvény bazis L, -ban .=



B

2.5. Tétel. Legyen L', = |f'If'el NIV, (f')x) #x] , L., 5= L\, v L),
Igazak a kévetkezo allitasok:
1.) az fyeL«0 akkor es csak akkor bazis L ,,-ban, ha feL', o;
2)az f'eL, akkor és csak akkor bazis L, -ban, ha f'eL’, .

Bizonyitds. A szlikségesség mindkét esetben nyilvanvald, mert egyvaltozos fliggvény tobb-
valtozosat nem allithat el6. Leg_yen

n
f'(§)=c6+12i'c;.xi, 1> 2, lLg<p—1, im=12..:,n

n

esetén, és ¢’ = c; = 1. Az (1) és (2) esetet egyidejileg targyalhatjuk, mert c'O = (0 esetén
i=1

[{f'(X)}] birmely eleme 0-6rz6, c, # 0. eseténipedig az 1.4. lemma alapjin

[L*OU{X+CE)=]=L*

Az 1.3. lemma («) allitasa szerint

FPOydge v« Uy BpFgawe X ) = 0" Ay H @™ "ty + .+ g5y, +25)
e # st upd DG, ahol /X)) = dxt ook ek o
Ezért
500y 25X ) = PPN 0 5 5 RyeteB) =
=y + c'2(c'l"‘2 + ...+ c'l)y2 + X)) + (C'lp'2+ co+ c'1+ Dr(x) =

Y1t a@=2y,+x)+ (- Dr¥), ha cj=1,

¥y +eflp— Dy, + x) ha ¢}> 2.

Azt kell tehdt megmutatni, hogy g(x,»,z) = x + ay + (p — a)z generdlja az L, 0 osztalyt.

n n
Legyen fix,,...,x,) = %cixi, > 1, c= 21 ¢; = 1. Minthogy g, (x,y,z) = gx.3.2),
i= 3 i=
8, (6.3,2) = 88, _ 1 (x,y,2)p,2) = x + m(ay + (p — @)z), az m; =.aP~? esetén
gmo(x,y.z) =x+y+ (p— 1)z adodik.
Képezzik a g (x,y,z) fuggvény s = Gy Dy ;B — 2-edik hatvanyat, és azonositsuk

az elsé ¢
gyen

szamu valtozot xl-gyel, a kovetkez6 ¢, szamu valtozot xz-val, altaldban le-

1 2

X X e = ¥ I=12. . wo g AL
Si—181 Si— 182 Si-1@¢; i o ?

®c, ésa ‘B jel az aritmetikai dsszeaddst jeloli. Igy valoban az
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figgvényt allitottunk el6. =
Az egyvaltozos linedris fliggvények osztalya bézisainak vizsgdlatdhoz sziikség van az Ep L 0}

73 .
.

halmazon a (modp szorzas”) miivelettel definialt striktura néhany tulajdonsagara. Isme-.
retes (Id. [2], 289. old), hogy ez az algebrai striktura ciklikus csoport, tovabba, hogy pon-
tosan ¢(p — 1) szdmu generator eleme van. Az aeE b \ {O} elem multiplikativ rendjén azt
a legkisebb r(a) = r > 1 egész szamot értjiikk, amelyre a” = 1 teljesiil. (A ¢(x) az Euler-

féle -fliggvény). Altalinosabban igaz a kovetkezd

2.2. Lemma. Ha m osztéja (p — 1)-nek, akkor az Ep \ | 0} halmaznak @(m) szami
olyan eleme van, amelynek rendje m. Tovabba ha "a’ egy m-rendii elem, akkor

{d’lr=s"‘D

g 1 <s<m, (s,m)=1}v=M

az me-edrendit elemek halmaza.

Bizonyitds. A lemma a [2] 12. fejezet, 9. tételének kovetkezménye. m
Megjegyezziik tovdbbé, hogy a generator-elemek egyszeri jellemzése nem viarhatd, mert az a

..

p” primszam szdmelméleti tulajdonsigainak fiiggvénye. Viszont — mint latni fogjuk — az L(1)

2 b2

szerkezete éppen a 2.2. lemmadban szereplé m’’ renddel van szoros kapcsolatban. Tekintsiik
elészor L1 bazisait.
Ehhez sziikséglink lesz a kovetkezd, konnyen beldathaté lemmaéra:

2.3. Lemma. Ha f(; ) a-0rzd fiiggveny, g(¥) nem a-0rzé fiiggveny, akkor a
Blisaens Vs ), Visrs - - - V) szuperpozicié nem o-Grzb fiiggvény.
Megjegyezziik, hogy a lemma allitdsa nem csak a k-értékii logikaban igaz. ®

A kovetkezd tétel L1 bazisaira vonatkozik. Legyen lO(x) = coeL(O), li(x) = ax'+
+ cieL(” \LO) i=1 egész. Jeldlie ra) =r, az aieEp \ {O} elem multiplikativ rendjét

& TRkt Riotys:s) 8% F JTys -+ - SzAmok legkisebb kozds tobbszorosét.

2.6. Tétel.
A.) A kovetkezo allitasok ekvivalensek:

1) B, = {1,(x), L,(x), ..., 1 (x)i halmaz bdzis LD\ L(O-pan.
2) B, = { 1,(x)| U B, halmaz bazis ~ L™")-pen.
3. B_ elemeire teljesiil a kévetkezd harom feltetel:
(a) IRREry sl s 55 s X d = p=1
(b) egyetien ozeEp értékre sem tires a B;\ L((Il) halmaz.
(c) B, egyetlen valodi részhalmazara sem teljestil (a) és (b) egyidejiileg.

B.) A minimadlis elemszamu bdzis hossza LY \ L'©) illetve LY halmazokra rend-
re 2 illetve 3.
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Bizonyitds.
A.) (2) = (1): Nyilvanval6, hogy a B, elemeibdl képzett szuperpozicié akkor és csak
akkor nem konstans fliggvény, ha abban [;(x) nem vesz részt. Ezért B bazis
L \ L(O)-ban.
(1) = (2): [B]] = LD\ LO)2x + 1 kovetkeztében

@D 2B 12 BV x+ 1,10} 1= AV N\NLO)yv@® v L) = LD,

(1) = (3): Legyen I(x) = ax + ceL(l), amelyre r(a) = p — 1. Haaz (a) feltétel
nem teljesiilne B e, akkor I(x)e[B,] sem teljestilhetne. Ugyanis :al,az, coesd
altal generalt (modp, multiplikativ) csoport rendje Ikkz‘{r1 Fase ooyl #p—1
esetén p — 1-nél hatdrozottan kisebb lenne, s igy a Lagrange-tétellel keriilnénk el-

|
J

lentmondasba.
Ha viszont a (b) feltétel nem teljesiilne, azaz valamely o értékre B C L{D) \|a},

akkor L(1)\ (L9 y L{)) +¢ halmaz elemeit [B] nem tartalmaznd, s ez ellent-
mond (1)-nek. A (c) feltétel kozvetleniil kovetkezik Bs bézis-voltabol.

(3) = (1)i: Tegyiik fel, hogy B te teljesiil az (a) és (b) feltétel. Az (a) feltétel
szerint eléallithato egy I(x) = ax + c fuggvény, amelyre na) = p — 1, s ez pontosan
egy értéket, az a = L= értéket 6rzi meg (Id. 1.5. lemma), mert r(a) = p — 1> |

1
kovetkeztében a = 2.

A (b) feltétel szerint valamely 1 < i< s értékre I,(x) ¢L£!1,) s igy az a; * al =1
egyenletnek eleget tevé j értékre: Ii(Ii(x))= x + b, ahol b= aic(aj -1y L+ D+
+ ¢, # 0 a2.3.lemma alapjin. Tetszlleges flx) = Ax + BeL'V \ L9 fijggvény
egy eléallitasa: fix) = g8 ((gP ~€(I(x)))"), ahol i az @ = A egyenletnek tesz ele-

get.
Végiil a bazis definiciojabol kovetkezik, hogy egy teljes rendszer pontosan akkor ba-

zis, ha a (c¢) feltétel teljesiil.
B.) A (b) allitas nyilvanval6, mert M xX)=x+1, l2 (x) = l(x) = ax + c,
ra) = p — 1 taljesitik az (a), (b), (c), teltételeketés s < 1 esetén ez lehetetlen.

(1.5. lemma) =

Végul e rész befejezéseként bebizonyitjuk, hogy az el6bbiekben megadott p + 2 szdmt maxi-
malis osztalyon kiviil nincs mas maximaélis osztdly L-ben.

2.7. Tétel. Minden zart osztdly L-ben, amely kiilonbézik az Osszes linearis fiiggvény L
halmazatdl, benne van legalibb egyikében az Ly, Ll I Lp_ pols L(”-gyel jelolt p + 2
szamit maximdlis osztdlynak.

Bizonyitds. Tegylk fel, hogy a P osztdly, amely L-ben zart, nincs benne az elGbbiekben
definidlt p + 2 maximdlis osztdly egyikében sem. Akkor P tartalmaz minden a« = 0,1,...,p
értékre egy-egy fa(i' ) linearis fliggvényt, amely nem «-61z0, azaz

2 )= (L0 = Cyq + €8 — 8), G Py a=0,1,...,p— L.

P tartalmaz tovdbbd egy f, (X)eL fiiggvényt, amely nem L, -beli, azaz
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zp(x) = (pr)(x) = Cpo - c, "X C, +1,

ésegy f, + (X)eL fiiggvényt, amely nem L) beli, azaz

n

fpﬂ(f): Cpe1 0 + ’Zl, Cp+1ix,~’ 1<cp+”<p— L i=02. .08 we 2.

Legyen

n
2,40() = Uf, 0 )X) = Cpyy o + X - '21 G ™ Bpny g ¥ gy ~
Harom esetet kiilonboztetiink meg. Mindharom esetben generéljuk a p + 2 szamu maximalis
osztily egyikét, s igy az a P megfelel6 elemével teljes lesz.

. = : o (1)
1.) Copy = Iy Cpe1 0 = 0. Az 1.5. lemma szerint fpﬂ(x)e(L* r?x?EL"‘) N L,

Ha z,(x)eL,, azaz c, = 1, akkor zo(fpﬂ(f)) = f' teljesiti a 2.5. tétel (2).
feltételét, sigy [|f'} 1= L., | ,‘]’,’4} 1= L. A 2.5. tétel (1) feltétele szerint

[ {fpﬂ(f)}] =L,, saz L, ax+y+ (p— 1)z fiiggvénybél ¢, = 0 esetén
¥+ y+ (= L)y, el6allithat6. Minthogy [|x + y + (p — Dy} 1= Lcoo’
ey [Lco,o & {fco,o= =%

Ha viszont Co > 1, legyen a= (p — l)(c0 - l)P‘z; az ay + (p —a— l)xeL*O
és ¢

S szuperpozicibja:

0 0
a(cox + coo) +(@—a+ x= (a(c0 - 1)+ Dx + acy, = acqy,

konstans fliggvény, s igy az el6bbihez hasonléan szarmaztathat6 az maxi-

malis osztdly, és igy | Losso PHisgs) ]=L

2.) Cpt1 = L, ¢u1 0 #0. A 2.5. tétel szerint [ {fpﬂ(f)}] = L_, mert
fpﬂ(x)eL', .

Minthogy L, maximilis osztdly, f )L , ezért [ | fpv(j7), fpﬂ(i)}] = L.

* 7

3) Cp+1 #1. Az 1.5. lemma szerint pontosan egy aerp létezik, amelyre
FprF)eLy \ (Ly U L) s ezért a 2.4. tétel alapjan [{ f,,,(*)}] =L

o ’
0
Minthogy Lm0 maximalis osztaly, és fao(;)el'ao’ igy [f fpﬂ’fao}l =/ =

Az elébbiekben bizonyitott 2.1., 2.2., 2.3., és 2.7. tételek egyilittesen teljesen leirjdk az L-
beli maximalis osztalyokat. A kovetkez6 pontban e p + 2 szadmu zart osztdly maximalis osz-
talyait irjuk le.

3.Az Ly, Ly,...,L, ;,L,, L' zért fiiggvény-osztilyok maximalis osztdlyai

"
Legyen “ﬁeEp’La,a =L, N Lﬁ, L, =L,N Ly, fol) =L, N LD = | fo)l fix) =

=ucx + (1 —e)a,e =0, ....p— l},L(*”=L,ﬂL(“= {ﬂx)lﬂx)=x+co,
Ly = 0.1 -0 5p7= 1}. A 2.1. és az 1.5. lemmak alapjan La,a CL, 0 masrészt ugyanezen
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p-1
A i =R = : =
lemmak szerint La’ﬁ 2. Ly 2 L*o’ tehat La,B z
hogy L,, =L,,. Megvizsgaljuk, hogy Lg,Ly,...,L, ;, L, LY zart osztilyok mely
zart részosztialyai maximalisak és mindegyikhez megadunk egy minimalis elemszamu bazist.

o Hasonlboan konnyen belathato,

3.1. Tétel.

1) L., maximalis az LigsLiy s v no Lp_1 zdrt fiiggvényosztalyokban

2.) Minden o€E 5 esetén L&l) maximalis az Loy zdrt osztalyban.

Bizonyitds.
n

1.) Legyen f(3c')eLa \L,,, azaz f&y=2 c;(x; —a)+ &, é&s teljesiil a kovet-
=1

=

s

—

kezd feltétel: ¢ = ¢; # 1. (Ugyanis Ly ™= L#0 kovetkeztében ¢ = 1 ese-

~

tén Cy = a(l —¢) = 0 lenne.)

Ha _c_=£, akkor (INH)(x) = gy =4 és. . xF p+ (p= l)zeL* szuperpozicio-
jabol x + y + (p — 1)a adddik, s ez a 2.4. tétel szerint bazis az La osztaly-
ban.

Ha c¢> 1, legyen a= (p— I)(c— 1P~ 2. Az ay + (p—a+ 1)xel. & &
(IH(x) = cx + <o (c0 = a(l — ¢).) szuperpozicidjabol adodik: a(ex + cO) +
+(@—a+ Dx=(lc—1)+ 1)x+ac0=ac
az el6bb latott médon generdlhaté L o

g = a, konstans fliggvény, s igy

Megjegyzés. Formalisan nem sziikséges az eset-szétvalasztas, mert az utobbi esetben képe-
zett szuperpozicid ¢ = 0 értékre is kiadja az « konstans fliggvényt.

2.) Legyen fix)eL,\ L\’ Ha f(x)eL, \L{=L_,\L, akkora 2.5. tétel

alapjan [|fix)}] = L ,,, sminthogy (1) szerint L_, maximalis az L,

0
osztdlyban, ezért 2x + (p — l)aeLfll) \ L* 0 kovetkeztében [L*o | 24
+(p— Dal] = L, Haviszont fix)¢L, , \ L, akkor AX)eL,\ (L, U L))
sigy a 2.4. tétel alapjan [ AX) 1] =L, =

3.2. Tétel. Legyen aeEp. Ha P C L-tdl kiilonb6zo zart osztaly, akkor P az L,
L&” maximalis osztalyok legalabb egyikének része.

0’

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik az La—ban P zart osztaly, amelyre P\ L, +0
és P\ L&” # (. Bizonyitani fogjuk, hogy ez esetben P = L. Ugyanis, ha
P'=(P\L,,) N (P\L)+d, akkor létezik a 2.4. tétel szerint barmely f(X)eP' esetén
[{A%)}] =L, Haviszont P' = g, akkor létezik f,(X)e(L,,\ Ly N P,
fz(j/")e(L&”\ L,o) NP A25. tétel szerint [[fi(X) )] =L s igy valoban [| £, (X),
fz(;)ﬂ =Ly-m

* 0
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3.3. Tétel.

1) L,, maximdlisaz L, zart fiuggveny-osztalyban.

2.) LY maximdlis az L, zdrt fiiggveny-osztalyban.
Bizonyitds.
1.) Legyen f(?c')eL* N 0’ ekkor (IH)(x) = x + €o> o #0. Minthogy az 1.4. lem-
ma szerint x + a,e€ [{x + ¢, }] barmely aOeEp esetén, igy barmely g (¥) =
nv n
= Zi ax; + aoeL* eléallithato g'(x) = 21' ax; € x + a, szuperpozicidjabol.
I: ':
2.) Legyen fiIX)eL s \ L‘,él ). Minthogy fix) legalabb kétviltozos és barmely
aerp esetén x + aq eL(*”, igy alkalmas q, vélasztassal x + a, ¢€s 1)
szuperpozici6jabol nyerheté f'(x)el’, , amely a 2.5. tétel szerint generélja az
L, osztilyt. m

*
3.4. Tétel. Ha PS L, zirt osztaly, P#L,, akkor P az L, L(*l) miainilis o5z
talyok legalabb egyikenek része.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a P C L, zart osztilyra teljesiilnek: P\ L, , #,
B\ L(*l) + (. Bizonyitani fogjuk, hogy ez esetben P = Lx. Legyen

£GP\ LD, f,G)eP\ L, ,, azaz (f,)¥) = y + ¢, ¢, #0.

Az eddigiekhez hasonl6an lathato, hogy létezik f'(Z)e[{f,(X)y + coi] amely teljesiti a 2.5.
tétel feltételeit, ésigy [[f'(z)})] = L,.m

A 2.6. tételbél kiindulva, meghatarozhatjuk L) maximalis részhalmazait. A 2.5. és
2.6. tételekhez hasonloan, a bizonyitasok hasonlésaga miatt L(1) ¢ L(1)\ L(®O) maximailis
osztalyait egyiitt targyaljuk. Kénnyen ellendrizhetd, hogy L(1) \ L(®) egy p(p — 1) rendi
(nem-kommutativ) csoport.

Legyen p—1=q’;1,q;2'...'q:“, pi=%-l-, i=12,...,u és
iz

LOD = {ix)lI(x) = ax + b, Ha)> 1) osztéja p;nek).
3.5. Tétel.
A) Az LD\ L zdrt fiiggvényosztilyban maximdlis a kovetkezd p + u szamu
zart fiiggvényosztaly:
1YLV, =12 ....4

1
2) L0\ {a)a=0,1,...,p—1

B.) Az L'V zart fiiggvényosztdlyban maximdlis a kovetkezd p + u + 1 szami zart
fliggvényosztaly:

1)LAD y 1O j=12....,u
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GL UL, wm 0l p—1
(3) L(l) \ L(O).

Bizonyitis.
A)

1) Az LD zartsiga vilagos, mert r(a, - a,) = lkki{r(a,),ra,)} osztéja
p;nek. Tovabba L valodi részhalmaz L) \ L(O-ban, mert ra) = p — 1
esetén ax + b¢ L1D, Végil L) maximalis, mert barmely ax + be(L(1) \ L(0))
\ (1.0 fiiggvényre az L) definici6ja szerint r(a) oszthat6 q:i értékkel
ésigy az r(a’) = p, feltételt teljesitd a'x + b'eL1-D  figgvénnyel az
{ax + b, a'x + b'} halmazra teljesiil a 2.6. tétel (3.a) feltétele. Tovabba
L) nyilvanvaloan teljesiti a 2.6. tétel (3.b.) feltételét is.

2) Hogy L{"\ | a) zirt és valodi részhalmaz, az konnyen lithat6. Legyen
fx) = ax + be(L'D N LOY\ LY L\ [a}) U | Ax)}| konnyen lithatéan
teljesiti a 2.6. tétel (3.a.) és (3.b.) feltételét. Ugyanis
L\{a)={x, 2 +@—Da,...,p— Dx + 22}, éspl. {2x+
(p — Da, flx)| egyetlen értéket sem Griz meg.

B.)

1.) Az dllitas A. (1)-bdl kovetkezik, mert
LD Dy L) = (1D 0\ (1D
2.) Az (1)-hez hasonléan, L(1)\ (LD U L(O) = (L) \ LO)) \ (LD \ fa))
egyenlGség és A (2) allitds kozvetlen kovetkezménye.
3) Legyen ceL®. [{c} U LD =L u LD kovetkeztében
[ {e] 08\ 20 = £9), mert L) € L VL), =
3.6. Tétel.

A) Ha PSS LU\ [(O z4rt osztaly, P+L1)\ L0, akkor P a 3.5. A. tétel-
ben megadott p + u szami maximalis osztdly legalabb egyikének része.

B.) Ha P' C LY zirt osztaly, P' +L'V), akkor P a 3.5.B. tételben megadott
p+ u+ 1 szamu maximalis osztaly legalabb egyikének része.

Bizonyitds.

A.) Tegyiik fel, hogy P a felsorolt maximalis osztalyok egyikének sem része. Meg-
mutatjuk, hogy a 2.6. tételben szerepld B -tipusu bazis el6allithato P-bdl, s igy
az indirekt feltevésbsl a P = L1\ L0 ellentmondas adédik, amely a tétel
allitasat bizonyitja. Legyen [(x)eP\ L'D, =12, ..., u, és
t,()eP\LY, a=01,...,p— L.

Az {Il(x), Iyx),...,1, (x) | halmaz teljesiti a 2.6. tétel (3)(a) feltételét, a
L1, ()] aeEp | halmaz pedig a (3)(b) feltételnek tesz eleget.
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Ezért az egyesitett halmaz a 2.6. tétel alapjan valoban generilja az L(1) \ L(0)
halmazt.

B.) Az A.) rész bizonyitdsandl alkalmazott gondolatmenet megismétlése adja az alli-
tds igaz voltat. Ugyanis, az
LxeP' \ (@A U L0 = @' N T 21D, pm 12 .. 0 88
£,00eP S (LM U Ly = (P % ZED)A IO, ack,

fliggvények az A.) rész bizonyitasa szerint generdljak az L(1) \ L(©) halmazt.
Ehhez hozzivetve a ceP' \ (L1 \ L(?)) konstans fiiggvényt, a 3.5. tétel B.)
(3) éllitasa szerint lezarassal valoban L{!) adédik. m

A 3.1., 3.3. és 3.5. tételekben megadott maximalis osztidlyok bézisainak vizsgalatdval zarjuk a
3. részt. Az Lx, bézisait a 2.5. tételben, az L(1) \ L(O) bazisait a 2.6. tételben vizsgaltuk.
Az 1.4. lemmabdl leolvashatd, hogy igaz a kovetkezd

3.7. Tétel. Az L'} zart osztdly bazisai egy elemiiek: LV \ |x | minden eleme bazis.m
Az LV é fo” u L(O illetve LD gg LD U LO) phzisait szintén célszerii egyiitt
targyalni.

3.8. Tétel. .

A)ax + (1 — a)aefol) \ | a|akkor és csak akkor bazis elem,#ha r(a) = p — 1.

B.) L minimalis elemszami: bazisai két elemiiek: |a,ax + (1 — @)a} akkor és
csak akkor bdzis L("-ben. ha r(a) = p — 1.

c) fo” U L) minimalis elemszdmu bazisai hdrom-elemiiek: |a,Bax + (1 — a)a ]
akkor és csak akkor bazis L U L(O-ban, ha B+« és rHa)=p — 1.

Bizonyitas.

AB)Az rMa)<p—1 esetén I[fax+ (1 —Qa}ll=r@<p—1 igylax +
+ (1 — a)a} nem teljes L{'’\ « halmazban. Ha viszont r(a) = p — 1, akkor
[{ax + (1 — a)a}]= L)\ a, sigy valoban telies L{!)-ben az{a,ax + (1 — a))
halmaz, s részhalmazara ez nyilvin nem lehet igaz,
C.) A-B) allitasbol és az [L{Pu{p}] = L{V U (B,26+ (»— Da, 36+ (p — 2, .
L= 1B+ 2a} = Lg[” U L) egyenlGségbdl kovetkezik. (Ugyanis
a * B+ (1 — al)a = azﬁ + (11— a2)a egyenlGségbol (a1 = az)(a -p=0,
azaz a, =ﬁa2 esetén a = B adodik.) =

A kovetkez6 tétel a 2.6. tétel megfelelGje; csak a teljesség kedvéért mondjuk ki. Legyen

ly(x) = el ), I(x) = ax + gl g1,
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3.9. Tétel.

A.) A kovetkezé allitasok ekvivalensek:

1) B, = {1,(x), ,(x), ...,1(x)| halmaz bdzis L) pen
2) B, = {1} VB, halmaz bizis LAD U LO-pan

3.) B, elemeire teljesiil a kévetkezo hdrom feltétel :
a) lkkt{r ,ry, ... 1 | = p,
b.) egyetlen a€k, értékre sem tires a B\ fo” halmaz
c.) B egyetlen valddi részhalmazdra sem teljesil a.) és b.) egyidejiileg.

B.) A minimdlis elemszamit bazis hossza L) illetve L(® U LY patmazokra

rendre 2 illetve 3.

A bizonyités is a 2.6. tétel bizonyitdsdhoz hasonl6éan megy, ezért elhagyjuk. ®

A most kovetkezd 4. pontban a L szerkezetének leirasat teljessé tessziik. Ramutatunk
bizonyos hasonldsidgok (mint pl. a 2.6. és 3.9 tételek) mélyebb okaira, megadjuk a szerkezetet
leiré haloé lancainak maximalis hosszat és a haldé pontjainak (zart osztdlyok) szamét.

4. A tovidbbi zdrt fiiggvény-osztilyok leirdsa

Az el6z6 harom pontban az L-ben maximadlis osztalyokat és ezen osztadlyokban maxima-
lis osztalyokat irtuk le. Az 1. dbrdn megadott halo-diagramon minden osztély-tipusbéi csak
egyet tuntettiink: fel — az attekinthet&ség érdekében. E diagram a kiilonb6zé tipusi zart osz-
talyok kapcsolatat irja le oly médon, hogy az iranyitott €l az illetd osztdlyban maximalis osz-
taly felé mutat.

Feltiintettiik még a diagramon a 2.5. és 3.7. kozvetlen kovetkezményeként adodo kovetkezd
eredményt:

4.1. Tétel.

1)L,, zdrt osztdlyban egyetlen maximalis osztaly van, és ez az egy elemii {x}

halmaz.

2.) L} zart osztilyban egyetlen maximdlis osztaly van és ez az egy elemii [x |

halmaz. &

A 3. pontban megjegyeztiik, hogy L1\ L(®) p(p — 1)-rendii nem-kommutativ csoport.
Igy természetesen ebben részesoportok az L9, LI \ [ zért osztélyok, és a mar vizs-
galt LD, Legyen acE, rogzitett értek.
4.2. Tétel.
1.) L&l) %4 a|(p — 1)-rendii ciklikus csoport, amelynek o fix-pontja.
2) LY\ o) maximalis L\ -ben

3) L) maximalis Bty L pan
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Bizonyitds. A 3.8. tételb6l konnyen leolvashaté az allitdsok helyessége. m

Bevezetve az L) n Lg‘” = L((Il 4 = L&l ) jelolést, az eddigiekhez hasonléan lithatod

be, hogy | o} U L{") maximilis L{)-ben, és LD \ {of maximalis L{V\ {a] hal-

mazban. A 3.5. és 3.6. tételek altal leirt L{1)-beli maximalis osztilyok mindegyike G U F
alakd, ahol G részcsoport az L\ L9 csoportban, és F € L9 Vilagos, hogy G U F
barmely zart részosztilya G' U F' alaka, F'C F, és G' & G zart, azaz részcsoport. Az
L) gs LM\ L0 gzerkezetének leirasat a 3.5. tételhez hasonloan egybekapcsoljuk. A
Lagrange-tétel szerint LY\ L) minden részcsoportjanak rendje osztoja p(p — 1)-nek. Lat-
ni fogjuk, hogy minden lehetséges rendhez 1étezik részcsoport, és ezeket két osztalyba sorolja
a kovetkezé:

4.1. Lemma. Az LD\ L(O) csoport G részesoportja akkor és csak akkor tartalmazza
az L(:) részcsoportot, ha G rendje = p.

Bizonyitds. A sziikségesség nyilvanvalo, mert L(*” p-edrendii csoport. Az elégségesség
bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy teljesila |G | > p feltétel. Ha G tartalmaz x + ¢, ¢ #0
alaku elemet, akkor az 1.4. lemma alapjin L(*l) C G teljesiil. Ha viszont G \ | x | barmely
eleme ax + b, a > 1 alaka, akkor az 1.5. lemma szerint minden x-t6l kiilonb6zé elem pon-
tosan egy értéket 6riz meg. Ez az érték nem lehet G minden elemére azonos, mert
GS L\ {a) esetén 1GI< LI \la}l=p— 1. Esminthogy G N L, \{x| bir-
mely két elemére az x egylitthatdja nem lehet azonos, szintén szdmossagi okokbol valamely
@, #a, értékparra létezik ax + blefoll) Vix), ax+ bzeL&lz)\ {x), b;=(1—a,,
i=1,2.

Ez esetben o~ 2. (x — bz)eLgl; \ x| és ax + b, szuperpozicidja:
al@ = %x b))+ b, =x+b, —b,,
ahol
b, —ib, = (1 — a)a, — a,) +0,

és igy ismét az 1.4. lemma alapjan adodik, hogy L(*l) CG =

42. Lemma. A |G I<p—1 rendii G S LW \ LY pészesoport ciklikus csoport, és
részesoportja valamely fol)\ {a), acE 5 osztalynak.

Bizonyitds. A 4.1. lemma bizonyitasibol leolvashato, hogy G € L{") \ | «}, s minthogy
fo” \ |a| ciklikus csoport, barmely részcsoportja ciklikus. ®
A ciklikus csoportok szerkezete (azaz részcsoport-haldja) az Abel-csoportok alaptétele

alapjan felirhat6, Ugyanis L{!’ \ ! a | részcsoport-hil6jaazonos a p — 1 = q:l o q:

u
osztoinak oszthatosiga szerinti, vagyisa (A, ..., A )(0< N\, < k; egészek) KkitevG-soroza-
tok szerinti parcidlis rendezés éltal definialt haloval. Latni fogjuk, hogy ez az LX) \ L(®) csoport-

ra is igaz, mert p — 1 barmely osztéjahoz pontosan egy p — 1-nél nagyobbrendi és bar-
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mely 1-nél nagyobb osztéjdhoz minden aeEp -re pontosan egy «-0rz0 részcsoport tartozik.
Ugyanis igaz a kovetkezo:

4.3. Lemma. Legyen G, a-0rzd, G, B-Orzé részcsoport. (G, VU [ x+ 1}]=
=[G, 0 { x + 1|1 akkor és csak akkor igaz, ha |G| = G, L Tovibba 1[G, VU { x + 1}l =
=p- G,

Bizonyitds. A G, csoport rendje, |G o[l azonos a G -beli fliggvények x egylitthat6ibol

képezett H mod p multiplikativ csoport rendjével, minthogy e két ciklikus csoport izomorf
a kovetkez6 megfeleltetéssel:
Hsa < ax + (1 — a)aeG,,.

Ebbdl mindkét allitas helyessége leolvashato. =

A A

A kolcsonos egyértelmiiség kovetkeztében a p - ql1 Sl et qu“}\ rendi}j\ G rész<}:\soport-

nak megfeleltethetjuk a A A, ... A ~ sorozatot. Altalanosabban, a p © - qll- 2w v g 4 TED
du részcsoporthoz rendeljiik hozza a p + u hosszusigu Moky - o by Ry 5 )\u soroza-

tot a kovetkezd, kolcsondsen egyértelmii moédon (ieE p):

1, ha Aj=1

g,=10, ha A =X =...=%=0

1 — (i — )P~ ! (modp), egyébként.

b

Legyen G, a-6rz6, g = IG,! < p — 1 rendi részcsoport, L;l_ = h. Képezzik az

F,=fa} uG,; F, =[{8;) UF()],---,F,-=[{B,-} UFy slowsnsly =
- - 0
= [1 8] Yal= GaUL( ).
sorozatot, ahol B, #a, BeL'D \ F,_,, i=12,...,h Viligos, hogy F, maximalis
Foben, i=01;. ., b~ 1. Hogya G, CF € F C...CF = G, Y L9 lancok

%l + 2 elemiiek, az abbodl kovetkezik, hogy G, barmely bazis-elemének elem-idegen cik-

lus -felbontdsa ugyanazt a p——é—l-+ 1 elemi particiét indukélja az Ep halmazon. Ebben

| @ | egyelemii halmaz, a tobbi A szamu halmaz mindegyike g elemii. Ugyanigy képezhetSk
az F,= % le), i=0,1,..., halmazok.

Hasonlé médon |G| > p esetén G-hez csak a kételemii G C G U L) lanc tartozik.
Az| x| trividlis csoporthoz viszont Ep részhalmaz-halojanak barmely lanca hozzarendelhetd,
igyaz {x} c{x} u{0olclxlufol}c...c{x}uL® tipusilincok hossza
p + 1. (6sszhangban azzal, hogy |x | a-6rz6 és h=p—1).

Rendeljiink minden F= G U K € L'V zart osztalyhoz bindris sorozatot, amelynek az
elsé p+ u eleme a G-hez rendelt uju, ... My (A, - - . A, sorozat, a kovetkezd p szd-
mu elem pediga K € L‘®) karakterisztikus sorozata, azaz v;= 1, ha ieK és v, = 0, ha
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i¢K, i=0,1,...,p— 1. Végeredményben barmely G < A RW AL, részcsoport esetén
annak maximalis rendu ciklikus részcsoportja altal indukalt particié elemeibdl egyesitéssel adod-
nak a megfelel6 K halmazok. Igy minden F zart halmaz elGéll és mas halmaz nem adédik.
Ezért | x| esetén tetszGleges VoVi - Vp binaris sorozat megfelels, G, «-6rz6 g-ren-
dii csoprt esetén p, = 1 minden F; és F' -ben, tovabbd F,ben 1+ i- g szdmi v ér-
téke 1, a tobbi zérus, Fi’ -ben - g szamu p értéke 1, a tobbi zérus.

Végil IG1= p esetén G U L% hoz a v=1 i=0,1,...,p— 1 sorozat, s éltals-
ban G S LM\ L(®-hoz a »,=0, i=0,1,...,p— 1 sorozat tartozik.

Az F zart osztalyhoz tartozd udv = Moky -« My 1)\1 et )\uvovl -+ .V, soroza-
tok konstrualdsanal az volt a célunk, hogy a sorozatok szokasos rendezése a zart osztalyok
tartalmazas szerinti rendezését megdrizze.

5By
Nevezziik a < bindris sorozat sulyanak és jeloljik s(y)-val’ a benne el6fordulé 1-ek szamat.
Definidljuk a u sorozattol fliggden az N“ halmazt a kovetkezGképpen:

A parcidlis rendezés: v,v, ... <86, 6, . 6,, ha v < 6/., J= 1.2, 05k

10.p], ha s(k) = p;

A A -1
N, ={{l-gl-g+1 g=p'...p4% 1=o,1,...,Lg—;, ha s(u) = 1,
{0,1,...,p} ha s(u) = 0.

Most méar megfogalmazhatjuk az L(!) szerkezetét leiro tételt.

4.3. Tétel.
A) Az LD\ LOY csoport részcsoport haloja izomorf a

=} pNlpel0,l},0< NS, leE,, f=12,...,u; (e 10,1,p |}
parcidlisan rendezett halmazt leiro haloval.
B.) Az L'V félcsoport részfélcsoport-haloja izomorf a
A= [u\wvlulel, s(v)eN,, és v, >, ha s(p) = 1]
parcialisan rendezett halmazt leiro haldval.

Bizonyitds. A konstrukciobol kovetkezik, hogy L(!? minden zart osztalyahoz pontosan
egy A -beli sorozat tartozik és megforditva, A minden eleméhez pontosan egy L{!)-beli
zart osztalyt rendeltlink. Ezért csak a rendezés-tartast kell megmutatni. Legyen G, U K,
maximalis osztdly a G, U K, zart osztdlyban. Ha IG, 1> p, akkor K, = L(® ¢ G,
maximalis Gl-ben (4.1. lemma). Ezért ugl) = L= vﬁ”, ieEp‘ és A2 < A1) 4 Lagrange-

tétel kovetkeztében.
Ha IG,I<p— 1, akkor G, = G, esetén K, C K, ésigy pu\D) = p2\2),

D <D A G, C G esetben viszont pu(?) < pD | s(uM)=1 és A2 <AV nyilvan-
valo, s K, € K, kovetkeztében »(2) < p(1) is teljesiil. Ezért valoban
NP2 < (DAL minden esetben teljesiil. =



— 48 —

A 4.3. tételbdl kiindulva, meghatdrozhatjuk az L“) \ L9 lletve L) .beli zart osztilyok
szamat, Jelolje d(a) az “a” szam pozitiv osztéinak szamat.

4.4. Tétel.
A) Az LD\ L) csoport részcsoportjainak szama:
Tl=@+ )dpp—1)—p+ 1.

B.) Az LY félcsoport részfelcsoportiainak szama:

Al=2dp—1)—(p—12P +2p- 2 28,
glp-1

Bizonyitis.
A.) Az s(u) = O sulyhoz egyetlen, uA = 00 ... 0 sorozat, s(u) = p sulyhoz egyet-
len p és d(p — 1) szamu A sorozat, s(u) = 1 sulyhoz p szdma u-sorozat és
mindegyikhez d(p — 1) — 1 szdmu A sorozat tartozik.

Ezek Osszege:

Fl=1+1-dp-D+p-@p-1)—-D=@+Ddp—1)—p+ 1.

B.) Az s(v) = O sulyhoz tartoznak az A.) részben szdmitott: zart osztalyok, s(u) = p =
= s(v) salyparnak d(p — 1) szdma A\ sorozat felel meg. Az s(u) = 0 #s(r) kom-
biniciohoz 2P — 1 szdmu sorozat tartozik. Legyen most s(u) = 1, s(¥) #0.

(Ez esetben az L1 \ L(9)-hez tartozé rész mindegyik zért osztalyban, o-6rzé
részosztily s ez ciklikus csoport.)
Az s(u) = 1 sulyd sorozatok szima p s ezek mindegyikéhez — rogzitett g ese-

h
tén Z [ lh] féleképpen vélaszthat6 1 + [ - g tipusi s(v) sulyoknak megfeleld

h
sorozat és hasonléan szdmu lesz az s(v)=1-:g(l=1,2,...,h) sialyd
I=1

v sorozatok szdma. Ezek Osszege:

h
A= IP$ dip= 1+ (P~ Deps (2-2[?]—1):

/Ip—1 =0
Ha
={p + 2)d(p—1)—p+2p+p-(/21 (L = 1y~ 2P = 1)) =
gIp—
=p+dp-D—-@p-DP-p 2 1+2p 2 2=
glp-1 glp-1

Wp—-1)—@-DP +2p- 2 2.m
glp-1
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5. Szdmossig, és néhany ziré megjegyzés

A 4.4. tétel és az 1. abran osszefoglalt rész-szerkezet alapjan konnyen megadhatjuk az
L-beli zart osztalyok teljes szamat. Az L linearis osztaly szerkezetét leir6 halohoz rendelt ira-
nyitott graf lancain irdnyitott utakat értiink. Vilagos, hogy a maximalis hosszusagi lanc hossza
az (L) gyokérpont feletti magassag. Legyen most is p — 1 kanonikus felbontasa

K

pr=1=d] * a5,

u

S.1. Tétel.
1) Az L linearis osztaly zart osztdlyainak szdma:

p+3—(p-1D2 +2dp-1)+ 2p /Zl 2%,
&g/p—

2.) Az L linearis osztaly maximalis illetve minimalis lancainak hossza:

u
p+ 2+ 2 k; illetve 3.
(=1

’:
Bizonyitis.
1.) Az L linedris osztaly tobbvaltozos fliggvényeket is tartalmazé osztélyai:
L, LO, Ll, e Lp_l, L* ’L*o’ igy ezek szdama p + 3. Ezért a 4.4. tétellel
egylitt ez bizonyitja az allitést.
2.) Konnyen lathato, hogy a maximalis lanc tartalmazza az (L(1?) pontot. Vilagos,
hogy L‘1)-ben minden lépésnél vagy a p(p — 1) kanonikus felbontisihoz tartozé

u
1 + E K; kitev6-Osszeg, vagy a zart osztdlyhoz tartozé konstansok szama csOkken.
i=1

Ezért a lanc-hosszakra felsé korlat az

u u

1+ IO+ 14+ 2k =p+2+ 2 k,

s, i=1

Ez a korlat elérhet6, mert az

> LDy > . > GULO) > XD UL > (YL VL0 > ... (fx))
*

utvonal hossza éppen ezzel egyezik.
A minimalis lanc:

@)+ L)> L, )~ ([x)).m

Végiil az 1. 4dbra a kiilénbozd tipusa zart osztilyok tartalmazas szerinti rendezését mutatja.
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Megjegyzés a korrekturanal. Akézirat leaddsa utdn jutott tudomdsunkra, hogy az L,,
Ly, ,Lyy(a= 0,1, ...p— 1) zart osztalyokat A.Salomaa meghatdrozta a P, -beli zart osz-
talyok halmazanak szamossagit vizsgalo aldbbi dolgozatdban : “On infinitely generated sets of
operations infinite algebras”, Ann. Univ. Turkuensis, ser. A. I. 74. (1964) 1-13.

1. abra



(1]

(2]
(3]

4

[5]

(6]

(7

(8]

.

Osztaly Bazis Rendszdam
i {x+ 1,x + ¥} 2
L, {x+ 2 +(p — 1)a) 2

o=asp-1)
L {2x+@-1y+1) 2
P 0,x+ 1,ax, ha 1
ra)=p-—1
L 2+ (p— 1)y 2
L(o}) a,ax + (1 — a)a
o<a<p-1 ha a)=p— 1
A%, x+ 1 1
L)\ IS0 x+ 1,ax 1
ha Ha)=p— 1
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Summary

The structure of linear classes in prime valued logics

J. Bagyinszki, J. Demetrovics

In the present paper the following are stated for logics with a prime number of values:

a.) there is a finite number of closed linear classes; their exact number is given.

b.) the base and the rank of each linear class are given.
c.) the structure of the linear classes are given, including the lenght of their minimal

chains.

Pe 310 Me

CTPYKTYPA JIMHEMHBIX KJIACCOB B Pk
[IPU k PABHO IPOCTOMY YUCIIY

i. DazgpumuCKMl — .. /JeuMeTposuy

B sToi paboTe HOOKa3HBaeTCHA, YTO B k-3HAYHOMN JIOTHKE, IIpPU
k=mpocToe uMucCJIO, HMEOT MecTa clleayomUe yTBEDXISHHUS:
a/ MMeeTCs KOHEYHOe YHCJIO JIMHEWHHX KJIaCCOB M ONpelesifeTCs
UX TOYHHE 4Yucia,
6/ onpemenseTcsa MOPANOK M 6Aa3MC KaXIOI'o JIMHEMHOTO KJlacca,
B/ omnpemenseM CTPYKTYPY JIMHEWHHX KJIACCOB M OJIMHY MaKCH-

MaJIBHEIX W MHHMMAJIBHHX liele#.
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TETSZOLEGESEN NAGY EGESZ SZAMOKKAL VALO PONTOS
SZAMOLAS SZAMITOGEPPEL

Gesztelyi Erné — Jékel Pal
(Debrecen, KLTE Szdmitastudoméanyi Tanszék)

0. Bevezetés

Adott szamitogéppel rendelkezd szamolokodzpont keriilhet olyan feladat elé, hogy olyan
nagy egész szamokkal kellene aritmetikai muveleteket pontosan végezni, amelyek nagyobbak
mint a gépen dbrazolhato legnagyobb egész szam. Természetesen sok esetben megoldhato a
probléma, ha dupla, tripla, stb. hosszusiagu szdmokkal dolgozunk, az ALGOL 68 terminologi-
4javal kifejezve: ha ratériink a long integer, vagy long long integer, stb. médu szamokkal va-
16 szamolasra. Természetesen adott gépi reprezentdcié esetén a long-ok szdma kotlatozott, és
ezért adott gépen igy nem minden feladat végezhets el. (Tudomdasunk szerint nagy teljesitmé-
nyu szamitogépekkel végeznek olyan vizsgdlatokat, amelyekkel igen nagy szamokra vonatkozo,
szamelméleti érdekességgel biro kérdéseket dontenek el.)

Jelen dolgozatnak az a célja, hogy megmutassunk egy modszert arra, hogy hogyan lehet
barmilyen nagy egész szadmokkal pontos szamitdsokat végeztetni rekeszek Osszekapcsoldsa nél-
kiil. Természetesen modszeriink akkor is alkalmazhatd, ha méd van rekeszek Osszekapcsoldsa-
ra, ebben az esetben a programok futési ideje rovidiil le.

A mobdszer alapgondolata a kovetkez6: Tekintslink valamilyen b alapot, és az egész sza-
mokat b alapu szamrendszerben megadva képzeljik el. Akkor adott szdm esetén minden
szamjegyet elhelyezhetliink egy egy memoria rekeszben. Ilyen médon igen nagy egész szamok
abrazolhatok a gépben, tekintve, hogy még az operativ memoria rekeszeinek a szama is tekin-
télyes, nem is beszélve arr6l, hogy dobra is vihetSk. Altaldban azonban nincs sziikség a szé-
moknak a memoridban vald taroldsiara, konkrét esetekben elegendd a szamjegyeket el6allité va-
lamilyen eljards algoritmusat tarolni a memoridban. ’

Legyen tehat f(n) és g(n) két fliggvényeljards, melyek egy-egy pozitiv egész szdm b
alapu szdmjegyeit generaljak ugy, hogy a fliggvényértékek a b" egyiitthatdjat szolgaltatjak.
(Megjegyezziik, hogy ha egy szamot a fentebb leirt moédon taroljuk a memoridban, akkor cél-
szerii egy vektorban elhelyezni, és akkor (az ALGOL 60 terminologigjat hasznalva) fln]-et
és g[n]-et irunk). Akkor felirhatunk egy eljarast, mely az f(n) + g(n) értékeket generilja.
Mivel altalaban f(n) + g(n) > b ezért f(n) + g(n) nem adja meg altaldban valamilyen egész
szam b alapu szamjegyeit. A dolgozatban megadunk egy Th nevii eljardst, melynek alkalma-
zasaval Tb(f(n) + g(n)) mar olyan fliggvény lesz, amely megadja a

N

2>, (fin) + g(n)b"

n=0



— Sl

szam b alapu szamjegyeit, ahol N egy bizonyos szdm ugy, hogy fin)=0 ha n> N.

Ha az f eljards és a g eljaras dltal meghatdrozott egész szamok szorzatat akarjuk megkap-
ni akkor képezni kell a
N

2> fin — k)g(k)

k=0

konvoluciét, és azutan aldvetni a 7bh eljardasnak, hogy megkapjuk a szorzat szimjegyeit.

Ha rekeszeket kapcsolunk ossze, akkor valamilyen médon (hardware, vagy software esz-
kozokkel) meg kell oldani az atvitel probjémadjat. A mi esetiinkben tehat a miiveletek végzése
és az 4tvitel kiilon van vélasztva. Ha tobb muveletet kell egy feladat kapcsan elvégezni, akkor
nem sziikkséges minden miivelet elvégzése utdn alkalmazni a 7h eljarast. Ha talcsordulés ve-
szélye nem all fenn, akkor elég csak a miiveletsor végén alkalmazni a Th eljrast, hogy a vég-
eredményt megkapjuk.

Célszerii b-t minél nagyobbra vélasztani, és nagysagat csak a tulcsordulds korlatozza.
Ugyanis minél nagyobb a b anndl jobban kihaszndlhatjuk a gép gyors aritmetik4jit.

Gyakorlatilag célszerli az is, ha b = 10™ (m pozitiv egész) mert ekkor nincs sziikség
olyan algoritmusra, mely a b alapu szamrendszerbdl a 10-es alapu szamrendszerbe alakit at.
Ugyanis a kiiratasnél elegendd a rekeszek tartalmat a legnagyobb helyértéku tagtol kezdve visz-
szafelé kiiratni egymas mellé, és akkor megkapjuk a szdm 10-es szamrendszerbeli alakjit.

A dolgozat targyalasmoédja a matematikai precizitds kovetelményeit igyekszik megvalosita-
ni. Enélkiil ugyanis nem lehetiink biztosak abban, hogy a gép valoban azt szimolja-e ki, amit
akarunk.

A dolgozat végén egy programot kozliink ALGOL 60 nyelven, amelyet az ODRA 1204
gépen le is futtattunk. A program tédbldzatot készit a pozitiv egész szamok faktoridlisair6l 1-t6l
kezdve folyamatosan.

1. Egész értékeket felvevd véges tartészamu aritmetikai fiiggvények

1.1 Definicio. I-vel jeldljiik azoknak az f filiggvényeknek a halmazit, melyek a kovet-
kez6 tulajdonsigoknak tesznek eleget.

a.) f értelmezési tartomanya a nem negativ egész szamok halmaza.

b.) Az f értékkészlete az egész szamok halmazéanak részhalmaza.

c.) Minden f + 0 fiuggvényhez ft6l fiiggden tartozik egy N nemnegativ egész
ugy, hogy fIN) # 0, de ha n > N akkor fin) = 0.

d.) Az azonosan zérus értéket felvevs fliggvény I-be tartozik.

1.2 Definicié. Legyen fel és f+ 0. Azt a N szamot, amelyre filN) # 0 de minden
n >N mellett filn) = 0, az f fiiggvény felsé tarté szamanak nevezziik és Suppf-fel jeldl-
juk, vagyis:
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() N = Suppf, ha AIN) # 0, de minden n > N mellett fin) = 0.

1.3. Definicié. I-ben értelmezzik az Osszeadast és a konvolucios szorzéast a kdvetkezd
modon: Legyen f,gel, akkor

(2) (f+ g)n) = fin) + g(n)

3) f *2)n) = go fin — k)g(k).

1.1. Tétel. Ha f,gel akkor f+ gel és f+gel és ha fgf+ g+ 0 akkor
4) Supp(f + g) < max(Suppf, Suppg) és ha fig+ O akkor f*g+ 0 és

&) Supp(f * g) = Suppf + Suppg.

Bizonyitds. Az 1.1. definici6 @ és b tulajdonsigdnak nyilvan eleget tesz f+ g is és
f*g is, ha fgel. Mivel az is trividlis, hogy ha f és g koziil legalibb az egyik azonosan zé-
rus, akkor f+ g is és fxg is I-be tartozik, elég csak a (4) és (5) tulajdonségot igazolni mert
ezekbél a c) tulajdonsag az osszegre és a konvoliciora mar kovetkezik.
Legyen tehat fgel. Ha f+ g =0, akkor az 1. definici6 d) miatt f+ gel.

Tegyiik fel, hogy f+ g+ 0, éslegyen N = max(Suppf, Suppg). Ha n > N, akkor
igy fin)=0 és g(n) = 0, tehat

(6) (f+8n)=fn)+gn)=0 (n>N).

Mivel f+ g+ 0, ezért van olyan legnagyobb N, melyre (f+ g)(N,) # 0 és (6) miatt
nyilvin N, < N.

Mivel igy N, = Supp(f + g), ezért a (4) egyenlStlenséget igazoltuk.

Most ratériink az (5) egyenlGség igazolasira, ahol feltessziik, hogy f,g # 0 és fgel
f.g # 0 miatt 1étezik

(7 N, = Suppf
és
(8) N, = Suppg.

El6szor megmutatjuk, hogy ha

® Ny=N, +N,

akkor
N

0
(10) (W)= 2 Ny = kiglk) # 0,
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mert, mint igazolni fogjuk,
(1) (F*8N,) = AN EN,),

és mivel (7) és (8) miatt fIN,)) #0 és g&N,) # 0, igy (f*g)(N,) = AN, )g(N,) 1.
Ha k= N,, akkor AN, — k)g(k) = AN, )g(N,). Tehat (10) belatdsihoz azt kell kimutatni,
hogy ha k#N,, akkor

(12)  fIN, — k)g(k) = 0.

Valéban, ha k& < N,, akkor N, — k> N, ésigy (7) miatt fiN, — k) = 0 kovetkez-
tében teljesil (12). Ha pedig k> N,, akkor (8) miatt g(k) = 0 és igy megint igaz a (12)
egyenléség. Tehat a (10) egyenlGség valoban fennall.

Most azt igazoljuk, hogy ha n > N, akkor (f * g)(n) = 0. Valdéban, ha a

n
kEO fin — k)g(k) osszegben k < N,, akkor n— k> N, ésakkor filn —k) = 0, ha pedig

k >N,, akkor g(k) = 0, ésigy (f*g)(n) = 0. Tehiat No = Supp(f * g) ésigy az (5)
egyenlGség (7), (8) és (9) kovetkezménye.

1.2. Tétel. Az I halmaz a (2) és (3) alatt értelmezett milveletekre nézve nullosztémen-
tes kommutativ gyurit alkot.™

Bizonyitds. Az 1.1.tételben igazoltuk, hogy a (2) és (3) alatti miveletek nem vezetnek
ki az [-b8l. Koénnyen igazolhat6, hogy I az dsszeadasra nézve Abel-csoportot alkot. Isme-
retes, hogy a (3) alatti konvoluci6 kommutativ, associativ és az Osszeaddsra nézve disztribu-
tiv miivelet. Igy tehat [/ ‘valoban kommutativ gytrii. A nullosztomentesség (5) kovetkezmé-
nye.

2. A szummaicios transzformacio

2.1 Definicié. Legyen b > 1 egész szam. [-ben értelmeziink egy Sb-vel jelolt
transzformaciot, melyet “b-re vonatkozd szummicios transzformaciénak™ neveziink,
és igy értelmezzik:

Suppf
> flobk, ha n=0
k=0
a P = (fel)
0, ha n> 0

Megjegyzés. Mivel flk) = 0, ha k > Suppf, ezért azt is irhatjuk, hogy

2 (S,N(0) = g‘é Ak)b*

* L.BERG: EINFUHRUNG IN DIE OPERATORENRECHNUNG, Berlin, 1962.
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Megjegyzés. Viligos, hogy ha fel, akkor S, fel, azaz Sb I — L
Megjegyzés. Nyilvanval6 az is, hogy ha (S,/)(0) #0, akkor

«(3) Supp(Sbf) = 0.
2.1.Tétel. Az S, transzformacio additiv:
4 S,F+g=8r+S¢ (fgel),
Bizonyitds. Ha » > 0, nyilvan igaz, hogy
(5) (S, + 8)(n) = (SyNn) + (S,8)(n),

mert mindkét oldal zérus. Ha n = 0, akkor pedig

(S, (f + £))(0) = kZ; (f + QUD* = kFO Ak)D* + k=20 glh)p* =

= (S,/(0) + (S,£)(0),

és igy (5) minden n = 0,1,2, ... -egészre teljesiil, ami (4)-et igazolja.
2.2.Tétel. Az S, transzformacié multiplikativ:

(6) S, (f«g) = (S,N*(S,8) (f,geD)

és

(D (S, *)O0) = (5,0(0) - (5,2)(0).

Bizonyitds. El6szor a (7) egyenlGséget igazoljuk, vagyis azt, hogy

(8) Suvpp(f *g) Supp f Suppg
Zh (f »g)(m)d" = g; fim™ ~ ;(’] g(m)b".

Legyen N, = Suppf és N, = Suppg (feltehetjiik ugyanis, hogy f,g # 0, mert ha f
és g egyike is azonosan zérus, akkor (6) és (7) nyilvanvaldan teljesiil). Akkor
N, = N, + N, jeloléssel



Supp(f * £) Y% n NQ M
2 (f »mb" = 2 Z fi'= kgob" = 2 2> fin — kgk)b" =
n= n=0 =0 k=0 n=k
N0 1\6 . N No_k
= 2 8k 2 fin— k" = Z gl 2 fmpt ™ =
No-k N M
2 gl 2> fimp™ = Z(’) g(k)bk - 20 fm)b™ .
m= 00 = m=

Tehat (8) ésigy (7) is teljesiil. A (6) egyenlGség (7)-bél a kovetkezd tételbbl kodzvetleniil
kovetkezik.

2.3. Tétel. Legyen

9 1, ha n=20
b(n) =
0O, ha n>0

és legyen a tetszOleges szam. Akkor bdrmely fel-te
(10) (f* a8)(n) = afin).
Bizonyitds. .
(Fead)(n) = kjo fin — kyad(k) = finad(0) = afin).

Megjegyzés. A fenti tétel alapjan (7)-b6l (6) igy kovetkezik: A (9) alatt értelmezett
6 flggvény felhasznaldsaval kapjuk minden n > 0 mellett, hogy

(S,N(n) = (S,NO0)8(n) és (S,8)n) = (S,8)(0)5(n) és

(S, (f + @))(n) = (S, (f *£))(0)6(n)

és igy (10) és (7) felhasznaldséaval:

(SN * (S,8)(n) = (((S,N(O0) + 8) x ((S,NO0) + 8)(n) =
= (S, N(0) - (S,8)(0)6(n) = (S, (f * £))(0)8(0) = (S, (f * &))(n).
Tehét valoban igaz a (6) egyenlség.
Megjegyzés. Ha (10)-ben @ = 1 akkor speciilisan kapjuk, hogy
(11) f+s=1,
vagyisa & fliggvény a konvolicids szorzés egységeleme.

Tehat /- egységelemes kommutatity gyuru de nem test, mint arrél konnyen meggy6z6d-
hetiink.
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3. Az egészértékii aritmetikai fliggvények ekvivalencidja

3.1. Definici6. I-ben bevezetiink egy ekvivalencia reldciét, melyet a kovetkezéképpen
értelmeziink: Legyen f;, f,€el. f ekvivalens f2—vel, jelben: fi L f,, akkor és csak akkor
ha

Spf1 = Sply-

Megjegyzés. A 3.1. definiciobol rogton kovetkezik, hogy annak a sziikséges és elégséges
feltétele, hogy 5 2 f2 legyen az, hogy
Supp/y Suppf,

) 2 fpk = 2 gt
k=0 k=0

teljesiiljon.

Megjegyzés. A 3.1. definici6 alatt értelmezett ekvivalencia relaci6 természetesen b-t6l
fugg.
Ha két I-beli fliggvény egy adott b-re vonatkozodan ekvivalens, egy masik b-re vonatkozé-
an 4latlaban nem ekvivalens.
Ha példdul f,(0) = 1, fl(l) =1, Suppf; =1 é f£,(0) =3, Suppf, = 0, akkor

i 2 f,» deha b= 10, akkor nem ekvivalensek, mert

1 0
2 [LOI0F = 11 43 =-2 f,(K)10F,
k=0 k=0
Ha a félreértés lehetdsége kizart, akkor az egyszeriibb ~ jelolést hasznaljuk.

Megjegyzés. A 3.1. definicioban értelmezett reldcié valoban ekvivalencia reldcio, kénnyen
lathato, hogy reflex, szimmetrikus, és tranzitiv, azaz

L fes .
2)Ha f, X f, akkor bf2 ok
3)Haf, 2f, & f,*f, akkor f 2 j

A kovetkezdSkben, mint eddig is, egy adott b-t mindig lerdgzitettnek képzeliink, és igy
a 2 jelolés helyett a ~ jelolést félreértés nélkiil hasznalhatjuk.

3.1. Tétel. A 3.1. definicidban értelmezett ekvivalencia reldcié kompatibilis az Gsszeadds-
ra és a konvolucids szorzdsra nézve, vagyis, ha f, ~ f, és & ~8ys

(f,.f,-8,,8,€D,  akkor
(2 Lte~hHhtg

’

es

3) f1*81~f2*82-



— 160 =
Bizonyitds. Mivel
(4) 2 [ 8F = 2 f, (b
k=0 k=0

és

&) ekt = X g0

ezért (4) és (5) alapjan

>+ g)0bE = 2 fpk + 2 gy (Bt = X (08 + X g, (08 = 2 (7, + ;)0

azaz teljesil (2).

Most igazolni fogjuk, hogy (3) is fenndll. Mivel fy = fy é 8 ~ 8, ezért
(©) Spf1 = Spfy
és
(7) S$,8, = 5,8,
A 2.2 tétel felhasznlasival (2-6 képlet) (6) és (7) miatt
S, (fy = &) = (S,f)) = (S,8,) = (5,1,) x(S,8,) = S,(f, *&,),
vagyis (3) valoban igaz.

3.2. Definicié. A 3.1. definici6 értelmében vett ekvivalencia meghatarozza I-nek egy
osztalyozasat, amennyiben egy osztilyba soroljuk azokat az I-beli filiggvényeket, amelyek
egymadssal ekvivalensek. Ilyen-modon [ felbomlik nem iires, paronként diszjunkt osztalyok
halmazara. Az osztilyok halmazat /I/b-vel jeldljik. Ha fel, akkor azt az osztilyt melyben
f benne van {fln)} ,-vel jeldljiik. Ha nem okoz félreértést, akkor {f(n)}, helyett rovi-
debben | fin)} et is irhatunk.

3.3. Definicié. Az I/b halmazban értelmezzik az Osszeadds és a szorzas miiveletét a
kovetkezGképpen: '

Legyen | f(n)} és { g(n)] két tetszéleges I/b-be tartozd osztaly, akkor az dsszea-
dast a 4

(8) (fn)} + [gn) ] = [fin) + g(n)]

és a szorzast a

) (fm)} (g} ={ 2 fin = kg} = {(f «0)(n)}
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képlettel értelmezziik.

Megjegyzés. A (8) és (9) alatt értelmezett miiveletek a 3.1. tétel kovetkeztében egyér-
telmiien vannak meghatarozva.

3.2. Tétel. Az Ilb halmaz a (8) és (9) alatti miiveletekre nézve kommutativ gyiiriit
alkot, mely az egész szdmok gyiriijével izomorf.

Bizonyitds. Az hogy I/b kommutativ gyiirii, az 1.2. tétel alapjan konnyen lathaté. Azt
kell tehat csak igazolni, hogy I/b leképezhet6 az egész szdmok £ gyiiriijére ugy, hogy a le-
képzés kolcsdndsen egyértelmii és muvelettarto.

Megadjuk a leképzést: Ha | fin)] el/b, akkor ehhez az osztilyhoz az (S, NO)eE egész
szamot rendeljiik. Jelsljiik az | fin) | osztilyhoz rendelt szimot [ fin) | -sal, akkor tehat

azt irhatjuk:

10)  [fim] = N0 = 2 fkbreE.

A (10) leképzés egyértelmii, mert { fin)| nem fiigg attol, hogy az | fin)} osztalybol
melyik f elemet valasztottuk ki.

Tegyiik fel, hogy {f(n)} ={fi (n)} . Akkor f, ~ f, vagyis a. 3.1. megjegyzés alap-
jan

2 [pk = 2 fEE, tehdt {f,(m] = {fin)} .

De a leképezés kdlcsondsen egyértelmii is, mert ha valamilyen {f,(n)] és [f,(n)] osztély-
ra | fl(n)} = { f2(n),I teljesiil, akkor (10) értelmezés szerint

S k_ S k
2 1wk = 2 f,(0b

teljesiil, amib6l a 3.1. megjegyzés alapjin f, ~ f,, azaz [ f,(n)] = | fz(n)} kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy a (10) alatti leképezés miivelettartd, azaz

(11) (fn)} + g} = [An)} + [g(n)]
és
12 {fm) lem)

I
=
S
et
A
S
N
—

Valoban, a 2.1. tétel és (8) és (10) felhasznéldsaval kapjuk, hogy
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(fin) + g(n)} = (S,(f+ &)(0) =
(SN0 + (5,8)0) = {fim) ] + [gn)}

tehat (11) igaz.
(12) igazolasdhoz a 2.2 tétel (7) képletét, valamint (9)-et és (10)-et haszndljuk fel:

() (g)) = [(F«0)m)] = (S, * @)(0) = (5,N(0) + (5,)(0) =

tehat (12) is igaz. Ezzel megmutattuk, hogy I/b és E izomorf,

4. Az étvitelt végrehajté Tb transzformdcié

4.1. Definici6. Aritmetikai fliggvénynek nevezzik az f fliggvényt, ha f értelmezési
tartomdnya a nem negativ egész szamok halmaza és f(n) valés szamértéket vesz fel minden
‘n mellett. Az aritmetikai fliggvények halmazat A-val jeloljuk. _

4.2. Definicié. Az A halmazon értelmeziink egy T, b transzformaciét, mely minden
feA fiiggvényhez egy T, feA fliggvényt rendel. A T, transzformaciot a kovetkezs egyenlet-
rendszer segitségével értelmezziik: :

a) s(0) = f0)
(1) b) sn+ D=fin+ 1+ [¥]
9 (ThH) = s - b[i(bi)]’

ahol s(n) egy egész értékeket felvevd segédfiiggvény, melyet az f ismeretében az (1.a.) ill.
(1.b.) egyenletek egyértelmiien meghatiroznak. s-et az f-hez tartozé allapotfiiggvénynek
nevezzik.

4.3. Definici6. Jeloljuk I,-szal azoknak a fliggvényeknek a halmazit, melyek értelmezé-
si tartomdnya a nemnegativ egészek halmaza, és ezen egész szamértékeket vesznek fel és a ko-
vetkez6 tulajdonsdgoknak tesznek eleget:

I. Minden fel, figgvényre 0 < filn) < b = 01,25 550

II. Minden fel, fiuggvényhez létezik Suppf, ha f+# 0, vagyis minden f+# O,
fel-hez — ft6l fiiggéen — létezik N nemnegativ egész, hogy AIN) # 0, de min-
den n > N egész szamra fin) = 0.

I1I. Ha f= 0, akkor fel,.

Megjegyzés. Vilagos, hogy I, C I.

4.4. Definicié. Jeloljik /_-szal azoknak a nemnegativ egész szamok halmazén értelmezett,
egész értékeket felvevd fliggvényeknek a halmazat, amelyek a kovetkezS tulajdonsigoknak tesz-
nek eleget:
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(i) Minden gel -fiiggvényre 0 < g(n) < b.
(ii) Minden ge/ -hoz — g-t6l fiiggéen — létezik olyan M nemnegativ egész
szdm, hogy ha n > M, akkor g(n) = b — 1.

Megjegyzés. Vilagos, hogy I_N [ = (, vagyis az [ -ba tartoz6 fiiggvények nem [-belick
és forditva, ha fel akkor f¢I .

4.1. Tétel. Legyen fel. Ha (S,/)(0) = 0, akkor T,fel, ha (S,N(0) < 0, akkor
T.fel .
LA

Bizonyitds. ElGszér megmutatjuk, hogy ha fe/, akkor minden n-re

(2) 0< (Ty,Nm) < b .

Valéban, mivel minden valés xre 0 < x—[x] < 1, ezért az (1.c.) egyenletbdl adddo

(TyN(n)  s(n) S(n)]

b~ b [_b_

(T, H(n)
b

Ezzel megmutattuk, hogy I F eleget tesz a 4.3. definicié 1. ésa 4.4, definicio (i) tulaj-
donsidganak minden n-re. Azt kénnyu latni (1)-bél hogy (Tb N(n) egész szam minden n-re.

osszefliggésbbl 0 < < 1 adédik, ahonnan (2) kovetkezik.

Most megmutatjuk, hogy ha (S,N(0) = 0, akkor T »Jfre 4.3. definici6 I. tulajdon-
saga mellett teljesiil a 4.3. definici6 II. tulajdonsiga is, és igy T, fel,, ha pedig
(S, N(0) < 0, akkor Tb fre teljesil a 4.4. definicié (i) tulajdonsiga mellett a 4.4. defi-
nicié6 (i) tulajdonsiga is, ésigy T, fel .

Ehhez sziikséglink van a kovetkez6 lemmara:

4.1. Lemma. Legyen fel éslegyen s = s(n) az (1.b.) egyenletnek az (1.a.) kezdeti
feltétel melletti megoldasa. Ha s(Suppf) = 0, akkor létezik olyan N,, hogy ha n > Ny,
akkar s(n) = 0, ha pedig s(Suppf) < O, akkor létezik olyan N, egesz szdm, hogy ha

n>N2, akkor s(n) = — 1.

Bizonyitds. Legyen N, = Suppf. Akkor f(NO + 1) = 0 miatt (1.b)- b6l azt kapjuk,
hogy

s(Ny) s(Ny)
(3) s(N0+l)=[ 5 ]< 3

Megmutatjuk teljes indukcidval, hogy tetszbleges k természetes szamra

S(N, 0 )
bk

(4) SN, + k) <
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k= l1e (4) a mar igazolt (3) egyenlGtlenségbe megy at. Tegyiik fel, hogy (4) teljesiil
k = l-re. Akkor f(NO + k+ 1)= 0, (1.b.) é (4) felhasznalisival kapjuk:

s(N, +. k)] i s(Ny + k) s(Ny)

s(N0+k+l)=[ 5 5 bk+1’

tehit igaz (4). Ha (V) = 0, akkor teljes indukcioval (1.b.) alapjian beldthatjuk, hogy

s(N, + k) = 0 minden k természetes szamra. Ha K olyan nagy, hogy

S(Np)
bK

<1, akkor (4)-bdl 0< s(N, + K) < 1 kovetkezik, és mivel s(N0 + K) egész szam,

ez csak ugy teljesiilhet, hogy s(N0 + K) = 0. Legyen N, = N0 + K. Akkor s(N,) =0
és igy minden k > 0 egész szdm (1.b.)-b6l s(N,+ k) = 0 kovetkezik, vagyis, ha

nzN,, akkor s(n) = 0.

Legyen most s(NO) < 0. Akkor minden k természetes szamra

s(N, )
Bk

&)

—s(N0+k)<b_1

s(Ny)
b

k = l-re ugyanis (5) az s S(No + 1)< egyenlGtlenségbe megy at, ami

bh—1

S(N,) :
s(N0 + 1) = [To] miatt nyilvan igaz. Tegyuk fel, hogy (5) igaz k > l-re, akkor (5)-
bél kapjuk:

s(No) S(N, + k) 1 b 1
(6) Fxl B “BE-1"B-1
b
S(N, + k)
Mivel [T] = S(No + K+ 1), ezért
s(N0 + k)
@) 'b——S(NO+k+l)<l.

A (6) és (7) egyenlGtlenségek megfelel6 oldalainak az Osszeaddsa utdn kapjuk, hogy

B 0 h TP D
sl R AR AN T s b

Tehat (5) igaz minden k-ra. (5)-bdl azt kapjuk, hogy

S(WNo) b 1
—s(No + k)< ———=1+—-——, ésinnen
bk

h~—1 LR
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1 S(No) S(NO)
(8) S(N0+k)>—1—++ >—2+
b—1 bk bk
s(Ny)
B igeE &5 SRR S, W0l — 3 = 1, akkor
s(Ny)
S(Ng + K)>— 2+ K > -3,
ahonnan
s(N0 + K) 3 3
b Ll L
tehat
s(N, + K)
(€)) S(N°+K+l)=[—b__]>—2'

(9)-bél (1.b.) alapjan felhasznélva, hogy s(n) < 0, ha s(NO) <0, és
hogy
s(N, + K+ 1)
b

}-

kapjuk, hogy

' N + K+ 1)
(10) 0>s(NO+K+2)=[ 5 ]=—1.

n= NO, tovabba azt,

Legyen N2 =N, + K+ 2 Akkor s(n+ 1) = [LI;I)J , (n > N,) egyenlGségbdl tel-

jes indukciéra kapjuk, hogy s(n) = — 1. Ugyanis az éllitis n = N,Te igaz. Tegyik fel, hogy

n= N, mellett s(n) = — 1. Igy
s(n) - :._1 ==
b b & :
Tehat, ha n> N,, akkor s(n) = —1.

Ezzel a lemmat igazoltuk.

A 4.1. tétel bizonyitasdnak a folytatéasa:
Az (1) egyenletek felhasznildsival kapjuk, hogy
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5 N N o)
2 (T,NB" = 2 s(mp” — 2 b"* I[T] =

n=0 n=0 n=0

= f0) + Z fin)b" + an[s(n 1)] bn+1[£(5’1)_}=

y ) _
.,f(n)b”+2b"*1[s(n)] F’b"”[%’)]—b””[%)
n=0

n=0

-

vagyis
N N

() 2 (T,Hmb" = 2 fmb" — b ”[5(-,?"]-

n=0 n=0

Supp f
Tegylik fel, hogy (S, HNQO) = 3—' f(k)bk 0, éslegyen a rovidség kedvéért Suppf= N0'

Akkor s(N,) = 0. Ha ugyanis s(NO) < 0, akkor van olyan N,, hogy ha n >N,, akkor
s(n) = — 1. Legyen N > max(N,V,), akkor (11) atmegy a

3

N ”
(12) 2 (T, Nb" = 2 fob" + oV 1= (SN0 + B¥ 1

2

egyenldségbe. Mivel (2) miatt (7, f)(n) < b — 1, (12)-bél a kovetkezG egyenlStlenséget kapjuk
N
(13 §AO+ " T Z -y =" -,
n:

ahonnan az (Sb NO) < — 1 ellentmondésra jutunk.

Tehit, ha (Sbf)(O) > 0, akkor s(N,) = 0. De akkor van a 4.1. lemma szerint olyan Nl,
hogy ha n> N,, akkor s(n) = 0. De akkor (l.c.) alapjén azt kapjuk, hogy n=> N, ese-
tén

(T,N(n) = 0
Ezzel megmutattuk, hogy T, fel, .

Tegyiik most, fel hogy (S,/)(0) < 0. Akkor s(Suppf) < 0. Ha ugyanis s(Suppf) = 0
volna, akkor a 4.1. lemma szerint 1étezne N1 , hogy s(N) =0, ha N> N1' Legyen
N> max(N1 ,NO), akkor igy (11) 4tmenne a

N N
14 Z (TN = 2 A" = (S,/)/0)

egyenlGségbe. Azonban (2) szerint (Tb Nn) = 0 ésigy (14)-bél az (Sb NO) = 0 ellentmon-
dasra jutnank. Tehat s(Suppf) < 0. De akkor a 4.1. lemma alapjan 1étezik N,, hogy minden
nz N, mellett s(n) = — 1. Igy tehit n> N, esetén (1c)-bdl kapjuk, hogy
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(T, N(n) = s(n) — b[i(-;})—]= ~1b b= p—1.

Tehat (S,/)(0) < O esetén T, fel_ .

4.2. Tétel. Legyen f,gel. Akkor f 2 g akkor €s csak akkor teljesiil, ha
(15) I 0= 1,2

Biionyités. A 3.1.megjegyzés alapjan azt kell igazolni, hogy ha f,gel, akkor
(16)  (S,N(0) = (5,2)(0)
akkor és csak akkor igaz, ha (15) igaz.

Tegyiik fel elGszor, hogy (16) teljesiil. Legyen §y, az fhez, s, a g-hez tartozé dllapot-
fuggvény. A 4.1. lemma értelmében 1étezik olyan N; és N;, hogy n > N; esetén s,(n) = 0
vagy sl(n) = — 1 aszerint, hogy (Sbf)(O) > 0 vagy (Sbf)(O) < 0.

Ugyanigy, g-hez is 1étezik egy N; ugy, hogy sz(n) =0, ha (5,8)0)>0 és n> N; , vagy
ha (S,2)(0) < 0, akkor s5,(n) = — 1 minden n> N, mellett. Legyen N*=max(N; ,N;),
akkor (16) miatt N> N™ esetén vagy s5,(N) = 5,(N) = 0 vagy s,(N) = 5,(N) = — 1.

Tehédt minden esetben

s, (V) _[sz(N) .
b ]’ b ]

«17) [

Legyen N > max(N*, Suppf, Suppg) és ilyen N mellett tekintsiink a (11) egyenl&séget
fre és g-re:

& ™)
(18) (T, H(m)b" = (S, H(0) — b¥*! [fLE_]
n=0
& 5,(N)
(19) 2, (T,)(mb" = (S,8)(0) — bV*! [_23_] )
n=0

A (18)-bol és (19)-b8l (16)-ra és (17)-re valo tekintettel kapjuk, hogy

N N
(200 2 (T,Nb" = > (T,g)(mb".
n=0 n=0

Mivel a 4.1, tétel miatt T, [ Tygel,VUI, a (20) baloldala is meg a jobboldala is ugyanan-
nak a szimnak a b alapu szdmrendszerben felirt alakja. Ez a felirds egyértelmii, ezért (20)-bél

(21) (TyN(n) = (T, 8)(n)

kovetkezik minden 0 < n < N szamra. Mivel N tetsz6leges nagy lehet, (21) igaz minden n-re,
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és igy igaz (15).

Tegyuk most fel, hogy (15) igaz, vagyis (21) teljesil minden n-re. Akkor (l.c.) és (21)
alapjan

s, (n) s, (n)
(22) sl(n)—b[lb J=s2(n)—b[2b ] (n=1012,.:.)

ahol 5y, az fhez, s, a g-hez tartozé éllapotfiiggvény, (22)-b6l kapjuk:

(n=0,1,2,..)

23) sl(n) — sz(n) N [sl(n)] B [sz(n)}

b b b

Legyen N > max(N’l‘ ,Nz*,Suppf, Suppg). Akkor ilyen N mellett tekintve a (18) és (19)
egyenldségeket (21) figyelembevételével kapjuk:

5, (N)
(S,N(0) — phh [—15—] = (5,8)(0) — pYH

ahonnan atrendezéssel adodik

([T @
(S,(0) — (S,8)(0) = BY l[[lT] B b_”

és innen (23)-ra val6 tekintettel
(24) (S,N(0) — (S, 8)(0) = BN (s, V) — $,(N)).

Mivel (24) bal oldala nem fiigg a N szamtol, ezért a jobboldal sem filigg N-t6l. De mivel a N-re
tett feltevés miatt s, (N) — s, (N) sem fuigg N-t6l, (24) jobboldala csak akkor lehet konstans, ha
54 (N) - S, (N) = 0. De akkor viszont (24)-bdl (16) kovetkezik, amit bizonyitani kellett.

4.3. Tétel. Minden n=> 0 egészre és minden feA fiiggvenyre igaz

(25) (Tg N(n) = (TyN(n), azaz T, idempotens operator :
(200 Ti=T,.

Bizonyitds. Legyen fed, akkora g(n) = (Tif)(n) = (T, (T, H))(n)
fliggvény értékeit az (1) egyenletrendszerbél kaphatjuk meg:

(27) $(0) = (T, H(0)
(28)  stn+ 1) = (T,N(n+ 1)+ [ib”)]'

(29)  (T2H(n) = s(nm) — b[s—(b'—l—)]
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Teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy
(30) s(n)=(TyHn) (n=0,1.2,..)

n= 0-ra (27) miatt igaz az alllitas.
(T, N(n)

b

Tegyiik fel, hogy (30) igaz n > 0 mellett. Mivel (2) szerint 0< (T, H(n) < b, igy [
Tehiat (28)-bol (30) felhasznaldsaval kapjuk, hogy

(T, N
b

(n)
s(n+ 1) =(T, H(n + 1)+[fbl]= (TyH(n+ 1) + [ J= (T, H(n+ 1).

Ezzel igazoltuk a (30)-egyenl&séget. Akkor viszont (29) alapjan

(T, N(n)
b

T2f)(n) = (T,,f)(n)—b[ ] = (T, N(n).

Ezzel igazoltuk a (25) egyenlGséget és igy a (26)-0t is.
4.4 Tétel. Ha f,g el, akkor
GBl) T, + g =T,(T,f+ T2

es

(32 T, * @) = T,(T,f * T,2.

Bizonyitds. Elosz6r megmutatjuk, hogy ha fel, akkor f< T,f.

A 4.3. tétel alapjan T, f= Tg f= Tb(Tb f) és innen a 4.2 tétel alkalmazésaval kapjuk,
hogy

(33)  fETf

Mivel gel, ugyanigy fennall

34) g~ T,

is. Igy a 3.1. tétel alkalmazdsdval kapjuk, hogy

3S)  f+gRT,f+ T

o :

(36)  fxgRT,f+Tye

(35) és (36)-bol a 4.2. tétel alkalmazasaval kapjuk (31) és (32)-t.
4.5.Tétel. Ha fel U I, akkor

@7 =i

|- 0



=0 =
Bizonyitds. Legyen fel,Ul . Akkor minden n > 0 egész szamra
(38) 0< fln) < b.
Tehat ha s az f-hez tartozo éllapotfiiggvény, akkor
SO _ 1191] i
o] %] -
Megmutatjuk

(39)

n= 0ra a (39) egyenldséget mar beldttuk.Tegyiik fel, hogy (38) igaz n = 0 esetén. Akkor
(1.b.) alapjan

sin+ 1)=filn+1)

tehat (38) miatt [s(n ; D] = [f(n Z 1)] = 0. Tehat (39) igaz minden n-re. De akkor

(1.b.) és (l.c.) alapjan minden n-re
(T, N(n) = s(n) = fin)

vagyis (37) valéban fennill.

5. Algoritmus hosszt egész szimnak rovid szammal valé osztdsira

5.1. Tétel. Legyen fel, és valamilyen egész szam legyen a # 0.
Akkor az

ax(0) — bt(0) = f(0)
(1)

ax(n) — bt(n) = f(n) — th — 1)
egyenletrendszernek a

2 0<x(n)<b»b (x(n),t(n)ekL" (n=0,1,2,...)

feltételek mellett legfeljebb egyetlen x(n) & t(n) fiiggvény megolddspdria létezik.

Bizonyitds. Tegyuk fel, hogy az x(n) és t#(n) fliggvénypar mellett az x'(n),t'(n) flgg-
vénypar is megolddsa (1)-nek ugy, hogy

3) 0<x'(m<b (@=0,12,..)

teljesiil. Mivel x'(n) és #'(n) is megoldasa (1)-nek, ezért
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ax'(0) — b£'(0) = f0)
4 i=12 ..
ax'(n) — bt'(n) = fin) — (n—1)

Legyen y(n) = x(n) — x'(n), z(n) = t(n) — t'(n) (n=0,1,2,...). Akkor az (1) és (4)
egyenletekbdl kapjuk, hogy

ay(0) — bz(0) = 0
(5) (m=1.2::2

ay(n) — bz(n) = —z(n — 1)
Mivel az ay — bz = 0 diofantikus egyenlet dlatlanos megolddsa y = kb és z = ka, ahol
k=0, 1,%2,... ezért az (5) egyenletrendszer elsé egyenletébél »p(0) = kb és z(0) =

= ka alaku lehet.
A (2) és (3) feltételbdl kovetkezik, hogy

(6) b(m)I<db (@®=012,..))

Tehit specidlisan n =0 mellett

kb = kbl = y(O)I< b

ahonnan azt kapjuk, hogy |kl1< 1. Ez csak k = 0 mellett lehetséges, és igy »(0) = 0,
és z(0) = 0. Megmutatjuk, hogy

(7) y(n) =0

és

(8) z(n) =0

teljesil minden »n = 0,1,2, ... mellett. n = 0 esetre belé}tuk az allitast. Tegyuk fel, hogy

valamilyen n > 1 mellett y(n — 1) =0 és z(n — 1) = 0. Az indukciés bizonyitashoz azt
kell megmutatni, hogy akkor (7) és (8) is teljesiil. Valoban, az indukcios feltevés miatt az (5)
alatti masodik egyenlet ilyen alaku lesz;

9) ay(n) — bz(n) =0

Tehat y(n) = kb és z(n) = ka és (6) miatt k= 0, vagyis valoban igaz (7) és (8).
Igy tehat azt kapjuk, hogy x(n) = x'(n) és t(n) = £(n) minden n-re. Ezzel a tételt igazol-
tuk.

Megjegyzés. Jol ismert, hogy az

ax — bt=c
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diofanatikus egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha a és b legnagyobb kozds
oszt6ja c-nek is osztdja. Igy tehat az (1) egyenletrendszernek biztosan nincs megoldasa, ha
(a,b) nem osztdja flc)-nak. Az (1) egyenletrendszernek mindig van megoldasa, ha a és b
relativ prim, mert akkor (g,b) = 1 minden szdm osztdja.

: Suppf
5.2. Tétel. Legyen fel, és M = kz; R > 0.

Ha a > 0 osztéja M-nek, akkor létezik az 5.1. tétel szerint

ax(0) — bt(0) = f(0)
(n=12;..2)
ax(n) — bt(n) = f(n) —t(in—1)

egyenletrendszernek olyan x(n), #(n) megoldasparja, amelyre a

0<x(n)<b»b

feltétel teljesiil. Ekkor xel, és

Suppx M
(10) 2 x(k)b* ==
k=0 -

Bizonyitds. Legyen m =% és uel, olyan, hogy

Suppu

(11) m= 2 u(k)bF
k=0

vagyis (11) az m szdm b alapu szamrendszerben felirt alakja. De akkor ¢ > 0 miatt

Suppp Suppf
S, @) = 3 aup(k)p* =am=M= 3 [k = (S,/(0),
k=0 k=0

tehat f .2 ap. Igy a 4.2. tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy
(13) .. Tpf= Ty(ap.
fel, miatt a 4.5. tétel alapjan T,f=f ésigy
(14) f= T,(aw)
Legyen s az au fliggvényhez tartoz6 allapotfiiggvény. Megmutatjuk, hogy akkor
x(n) = p(n) és tm) = [*P]

kielégiti az (1) egyenletrendszert, és a (2) egyenlétlenség is tel-

jesiil. Valéban a 4.2. definicié szerint
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(15) s(0) = au(0)
(16) stn+ 1) =au(n + 1) + [Ll’:)]

17 T,@m = stn) - 5[]
Igy tehat (14)-re valé tekintettel kapjuk, hogy
f(0) = T, @w)(0) = 50) — 5[*2] = au(0) — 5[X2L] = ax(0) — b1(0),

vagyis, az (1) els6 egyenlete teljesiil. Legyen n > 1. Akkor (14), (16) és (17) miatt
fin) = Ty = sm) = 5[] = au(my + [FE=L] - p[S2] -
=ax(n) + t(n — 1) — bt(n),

ahonnan atrendezéssel kapjuk az (1) egyenleteit n = 1,2, ... esetére. Az, hogy a (2) egyen-
16tlenség x = u esetén fennall, az quel, feltétel miatt nyilvin teljesil. Az is nyilvinvalo,
hogy x = p mellett (10) is fenndll (a (11) egyenlSség és m = % miatt). Ezzel a tételt iga-
zoltuk.

6. Algoritmus hosszii egész szimnak hosszu egész szdmmal valé osztdsdra

A kovetkazékben adott f és g mellett vizsgaljuk a

(D (g *x)(n) — bt(n) = f(n) — tln — 1) -1)=0n=0,1,...)
egyenleteknek a

(2) 0<x(n)<b (x(n), t(n) egész; n=0,1,2,...)

feltételek melletti megoldasait. Az (1) egyenletrendszer az (5.1.) egyenletrendszer altaldnositasa.
Ugyanis, ha specidlis g(0) = a és Suppg = 0 akkor (1) atmegy az (5.1) egyenletrendszer-
be.

6.1. Tétel. Legyenek f és g egesz ertékeket felvevo fiiggvények. Ha g + 0, akkor leg-
feljebb egy olyan x(n), t(n) fiiggvénypar létezik, amelyre az (1) egyenletek fennallnak €s
ugyanakkor a (2) feltételek is teljesiilnek.

Bizonyitds. Tegylk fel, hogy x(n)-re és t(n)-re teljesil (1) és (2) és ugyanakkor x'(n)
és t'(n)re is fennall, hogy

3) @+ xYn)—bt'(m)=fn)—n—-1) F1D=0n=0,1,...)
és

4 0<xn)<b (&'(n),tn) egész; n=0,1,...)
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Legyen y = x — x' és z =t — t'. Akkor (1)-bél és (3)-bél kapjuk, hogy
(5) g*y)(n) —bzin)=—2z(n—1) —D=0;n=0,1,...)
és (2)-b6l (4)-bél kapjuk:

(6) bm)l<b (n=0,1,...)

Az (5) egyenletet részletesen kiirva kapjuk, hogy

7 k%; gn — k)yk) — bz(n) = — z(n — 1) z=1D)=0n=0,1,..))

n=0 eseténa (7) egyenlet a
(8) g(0)y(0) — bz(0) = 0

egyneletbe megy at. Megmutatjuk, hogy »(0) = z(0) = 0. Ez g(0) #0 esetén (8)-bol (6)
miatt kovetkezik. Ha g(0) = 0, akkor (8)-bol egyenlére csak az kovetkezik, hogy z(0) = 0.
Tegyiik fel, hogy g(0) = 0. Mivel g #0, létezik olyan r > 0, hogy g(r) #0, de ha

0< n<r, akkor g(n) = 0. Ha tehat 0 < n < r, akkor a (7) egyenlet a

9) —bz(n) = —2z(n—1) (n=050a0=11)
egyenletbe megy 4t, ahonnan (teljes indukcioval) kovetkezik, hogy
(10) z(n) = 0, ha O0<n<nr
Helyettesitsik (7)-be n helyébe r-et, akkor (10)—fe val6 tekintettel azt kapjuk, hogy
(11) gr)y(0) — bz(r)= —z(r — 1) = 0.
Innen g(r) #0 és (6) miatt az kovetkezik, hogy
(12) y(0)=2z(n=0

Azt akarjuk teljes indukciéval megmutatni, hogy y(n) = z(n + r) = 0 minden n-re
igaz. Ezt n = 0 esetére mar belattuk.

Tegyiik fel, hogy valamilyen n > 0 esetén ,
(13) yO=y()=...=y(n—1) =0, zO)=z(1)= ...=zn+r—1)=0
igaz. Helyettesitsiink (7)-be n helyébe n + r-et akkor
(14) gn+ r— kylk) =0,

ha k < n, mert akkor y(k) = 0. Hapedig n< k< n+r, akkor 0<n+r—k<r és
igy g(n+r— k) =0, aminek kovetkeztében (14) ismét fennill. Igy tehéit a (7) egyenlet a
kovetkezd egyenletre redukalodik:
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(15) gnyn) —bzin+rN=—zn+rn=—zn+r-—1)
Az indukci6s feltevés miatt z(n + r — 1) = 0, ésigy a (15) egyenletbsl g(r) #+0 és (6)

miatt y(n) = 0 és z(n + r) = 0 kovetkezik. Ezek megmutatdk, hogy minden n-re

x(n) — x'(nP=yn) =0 ésés tn)— t'(n)= 0,

vagyis igazoltuk a tételt.

Megjegyzés. A 6.1 tétel egyik kovetkezménye: Adott f és g mellett, ha g+ 0, akkor
legfeljebb egyetlen olyan xel,UI_ létezik, hogy valamely ¢ = #(n) mellett az (1) egyenletek
teljesiiljenek.

6.2 Tétel. Legyen f.gel, g +0. Ha van olyan xel, amely megoldisa (1)-nek es teljestil-
nek a (2) feltételek is, akkor

Suppf Suppg
> fkb*  oszthatb az > glb* szdmmal, és
k=0 _ k=0
Suppf
Suppx kz f(k)bk
(16) 2wt = ——
=) uppg "
5 s

Bizonyitds. Legyen x az (1) egyenlet megoldasa, és legyen
(17 - N > max(Suppf, Supp (g * x)).

Az (1) egyenlet mindkét oldalat megszorozva b"-vel és dsszegezve n = 0-t6l n = N-ig,
azt kapjuk, hogy

(18) © (5,8)0) * (S,%)(0) = (S,N(0) + V™' 1(N)
Innen viszont kovetkezik, hogy
(19) bY*14(N) = ¢ = konstans N > max( Suppf, Supp (g * x)).

Legyen N, > max(Suppf, Supp (g » x)) olyan nagy, hogy mar

le | 2
bN0+1 i
Akkor (19) kovetkeztében It(NO)I - < 1. Mivel It(NO)l egész, It(NO)I< 1 csak ugy
b 0

teljesiilhet, ha #(N,) = 0. De akkor (19) miatt
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Np+l
0=0"° Ny =c
és igy (19)-re valo tekintettel

(20) t(N) = 0, ha N > max(Suppf, Supp (g * x))

De akkor (18)-bél a bizonyitandé (16) egyenléség is kovetkezik, és mivel (be)(O) egész
szam, az is kovetkezik (16)-bol, hogy (Sb N(0) oszthatd (Sbg)(O)-val.
Ezzel a tételt igazoltuk.

6.3. Tétel. Legyen fgel,(S,N(0) = 0, (S,£)(0) > 0. Ha (S, H0) oszthatd (S, 8)(0)-val
akkor létezik az (1) egyenletrendszernek a (2) feltetelek melletti x(n),t(n) megolddsa. Ekkor
xel, és

(S,N(0)

(21) (S,x)(0) = -(—SbT(O)

Bizonyitds. Legyen

(5,1(0)

22 m=75, 00

és

legyen § = &(n)el, olyan, hogy
Suppt
(23)  m= 2 R = (5,800,

k=0

vagyis (23) az m szamnak b alapu szamrendszerben felirt alakja. Azt fogjuk igazolni, hogy
x = £ a (2) feltételek mellett megoldasa az (1) egyenletrendszernek.

Az, hogy 0< &én)<b (n=0,1,2,...) rogton kovetkezik (23)-bol.

Helyettesitsiik be az (1) egyenletek mindegyikében x helyébe a § fliggvényt. Akkor
t(— 1) = 0 ismeretében a #(0), #(1), . .. értékek szukcesszive meghatirozhatok a

(24) (g« B)m) — bt = i) —ttn—1) (n=012,..)

egyenletekbdl. A tétel bizonyitdsihoz azt kell igazolni, hogy a #(n) szdmok mind egész sza-
mok. E

Legyen N olyan egész szam, amelyre
(25) N > max(Suppf, Supp(g«§)) = N,

teljestl. Adjuk ossze a (24) alatti egyenlSségek mindkét oldalat 0-t6l N-ig, akkor kapjuk,
hogy

o 2";. N 4 g g’
2 (2 gn— DERD" = 2 ("™ = 2 fp" = 2 tn— DY,
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ahonnan (25) kovetkeztében kapjuk, hogy

(26)  (S,8)(0) * (S, £)(0) — (B! = (S, (0),

ugyanis
N-1

N . N
Dlttn— D" = D tn— D" = 2 t(n)b"",
n=0 n=1 0

ns=
De akkor (22) és (23) figyelembe vételével (26)-bol kapjuk, hogy
27 t(N) = 0.

Minden N > N, mellett. Azt kell még beldtni, hogy ha »n < Ny, akkor is egész szam lesz
t(n). Az allitéast No-ra mar belattuk. Tegyiik fel az indukcios bizonyitdshoz, hogy #(n) egész
szam, ha 0 < n < N,,. Akkor (24)-bdl kovetkezik, hogy

tn— 1) = fin) + bt(n) — (g » £)(n)

is egész szdm. Tehat minden »n = 0,1, ... mellett #(n) egész szim, és fennall (24) is és ez-
zel igazoltuk a tételt.

7. A faktordlis tdbldzatot készit6 program

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy a fenti elméleti meggondoldsok hogyan alkalmaz-
haték a gyakorlatban. Mivel k! értéke rohamosan né az k értékével nagy egész szamokkal
val6 szdmolasra adott médszeriink bemutatésara faktoriélis tdbalzatot készité ALGOL 60 prog-
ramot irtunk.

Az eredményt egy fix felsé korldtu w vektor tiroloja. A vektor elemei az eredményt bi-
naris kodolasu 10¢ alapu adbrdzolasban tartalmazzak. Az egyes faktoridlisok kiszimitdsdndl a
vektor ténylegesen felhasznalt hossza csak az értékes szimjegyeket tartalmazé Supp w, amit
az egymds utdni értékek kiszamitdsandl a program hatdroz meg. Az eredményben gyorsan hal-
moz6do szamvégi nulldkat a program csak megjegyzi, de nem szamol velik. Ezt a Norm w
eljaras oldja meg.

A k!b6l a (k+ 1)! kiszamitdsa harom lépésben torténik:

I. A k! jegyeit tartalmaz6 w vektort beszorozza (k + 1)-gyel a hosszu egész szimnak
rovid egész szdmmal vald szorzasra vonatkozé 2.3 tétel alapjan.

II. Az igy kialakvlt w vektor ekvivalens (k + 1)!-sal, de elemei (k + 1)!-nak nem a
109 alapu szamrendszerbeli jegyeit tartalmazzdk. A w vektort aldvetjiik a Tb
transzforméciénak, hogy a keletkezett vektorban megkapjuk (k + 1)!-nak 109 ala-
pu szamrendszerbeli jegyeit.

III. A Suppw ésaNorm w eljardsok alkalmazisa.
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A kiszamitott érték kiiratdsa egy elére megadott “’kezd” értéktdl, vagy egy kényszerités
hatasara torténik.

A szamolas soran a 109 alapszdmot valtoztatjuk abbél a célbédl, hogy az adott gép hard-
ware sajatosidgaibol adodo tulcsordulast kivédjuk.

Esetiinkben k = 838-ig 10%, utana 10° az alapszam. Az adott programba a tovéabbi csdkke-
nést nem épitettiik be, ezért 8388!-nal nagyobb, szimot a program mér nem szdmol helyesen
(még akkor sem ha a w vektort a kell6 hosszusdgura kb. 10 000-re deklaraljuk).

A "RAJT” cimkéju feltételes utasitds kis modositdsaval azonban a jelen program 847 344!
értékét még ki tudja szamitani a hattér tar felhaszndldsdval. Ha ezen is tul akarunk menni, ak-
kor mésik programot kell irni, amelyben mar két hosszi szdm szorzatdra kell eljarast készite-
ni a konvoluciés szorzas felhasznélasaval.

A programot ténylegesen 1003! kiszdmitdsaig futtattuk le. (1003! egy 2577 jegyii szdm.
Annak érzékeltetésére, hogy ez milyen nagy szdm, legyen szabad megemliteni, hogy egy olyan
sugari gombben, amely a féldtél az Ursa Ma II. galaxishalmazig terjed, ami kb. félmillidrd
fényév, legfeljebb annyi atom van, amelynek szamjegyeinek szima 100-ndl kevesebb.) A fu-
tasi id6 10 perc 29 sec volt, amibdl latszik, hogy egy szdm faktoridlisdnak a kiszdmitdsra kb.

1/2 sec idére volt a gépnek sziiksége atlagban (persze az elején kevesebb a végén tobb id6 kel-
lett).

Megjegyezziik, hogy ha assembler nyelv szintjéig mennénk le, vagy méginkdbb, ha gépi
kodban 2™ alapu szdmrendszerben dolgoznank, 1ényegesen gyorsabb lenne a program lefutésa.

Ha a szamit6gép gydrak a fentiekben vazolt hossza aritmetikat a gép alap-software-jébe
épitenék be, akkor a jelenleg hasznalatos programnyelvek némi modositasaval még kis szamit6-
gépek esetén is tetszélegesen eldre adott pontossiggal lehetne szdmolni viszonylag gyorsan.

Irodalom

[11 L. Berg,: Einfithrung in die Operatorenrechnung, Berlin 1962.
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begin comment PAKT;
integer korlsat;
korlaat=9500;
begin
integer i,j,k,1,m,n,r,s,a8,b,c,d,e,f,8,kezd,norm;
Hoolean nagy;
integer array wi0:korlaat];
integer k,s,norm,c,d,f;
integer array W;
begin
integer i,T,1,8;
r=10;
for i=1 gtep 1 until d do
if w[0].x*rdw[0] then go to ki else r=rx10;
ki: if r>10 then
begin r=r.10;
for i=0 step 1 uatil s do
wlilsw[i]sr+ (Wit 1] =W [i+1]e2*r) %(CeX)
norm=norm+ln () /1n(10.0) 3
if w[s]=0 then s2g~1;
end pontos normirozaas;
comment itt helyezkedik el a kiiroo programreesz;
end kiir; '
LO:k=s2norm=w[0]=0;
copy(korlaat,w[0],w[1]);
nagy=false; c=10000; d=4; £260; e=f.d; w[0]=1;
comment egyeeb programkezdeti szervezeesek;
kiir(k,w,s,norm,c,d,f);
RAJTsk=k+1;
if k=838 then
rend:begin
nagy=true; c=1000; d=3; emf.d;
1=re=(841) /34.2 5 s23%r=1;

4
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for i=s step -3 until 2 do
begin m=w[i+r]=w[i]4+10; J=w[i=1]4+100;
Wlitre1]2(w[i]=m*10) *100+J; m=w[i=2]:1000;
W[iire2]1=2(Ww[ieT1]=«]*100) %*10+m;
Wlitr=3]sw [i=2]-m*1000;
reyre1;
end i;
s=2s+1;
end bin. kod. ,4=es aabr.-rool ,J-asra aatteerees;
b=0;
for %0 gtep 1 uatil s do
begin 1=w[i]*k+b; b=l;c; w[i]=l=bXc;
end i; -
ST:1if bi0 then
begin 1=b.c; W[i]=belxc; b=1l; i=i4+l;
go to ST
end 2.3 tetel es Tb transzformcio;
g2i-1; comment Supp W;
ie;
for imis+1 while w[i]=0 do
if 1>0 then
begin copy(s+1,w[i],w[0])
end durva normirozaas;
kiir(k,w,s,norm,c,d, f);

e

sig~i; norm=norm+dxi;

R gy

go to RAJT;
end;
end FAKT;
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Summary

Accurate calculation with arbitrary large integers by means of'digital computers

* E. Gesztelyi — P. Jékel

The paper deals with the theoretical background of an integer arithmetic applicable for
accurate calculation ‘with large integers independent of the specific hardware feature of the
given digital computer.

A function is called arithmetical when it is defined on the set of nonnegative integers. The
arithmetical function f is said to be an integral valued function if f(n) is an integer for every
n and such that filn) = 0 for n > N where the number N depends on f. In the set /
of integral valued arithmetical functions let the addition be defined in the usual way and the
multiplication as the convolution

n
(1) 2 fin — kgthy
This way I becomes an integral domain.

Let 5> 0 be a fixed integer that we consider the base of a number system. We define
in I an equivalence relation (depending on b) as follows. We say that the functions fgel
are equivalent with respect to 5 (written f 2 g) iff

(5,1(0) = (S,2)(0)

where Sb is such a transformation that

~

N
) Rl if =0
k%)f()b if n

Sy N(n) =
0 if n>0

-

This equivalence relation is compatible with respect to the addition and multiplication
(defined by (1)). Thus we can construct the corresponding factor ring I/b in the usual way.
The ring I/b is isomorphic to the ring of integers.

We define a transformation 7, as follows
s(0) = f(0)
stn+ 1)=fin+ 1) + [ﬁl;’l)]
(T, Nn) = s(n) — b2

where [ ] = entier ( ).
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Let
L={f\fel, 0<Sfin)<b, n=0,,...}

and

I ={gb—1—gel}.
Then the following statements are true.

1LIf fel, then (T,N(n) is the (n + 1)-th digit of (Sbf)(O) with respect to the
base b.

2.fLg iff T,f=T,g (fgeD) (Theorem 4.2)

3.If fel and (Sbf)(O) = 0 then beeI+ and if (Sbf)(O) < 0 then beel_
(Theorem 4.1.).

4. T} = T, (Theorem 4.3.).

5. Theorem 4 .4.: Tb(f+ g = Tb(be+ Tbg),
T,(f*g) = T, (T f+T,g).
6.1f fel, UI_ then T,f=f.

If follows from the above facts that we are able to write programs for the computation of
algebraic expressions consisting of integers even if they are very large. Let f and g be two
integer procedures which generate the digits of (S,N(0) and (S,£)(0), respectively, in the
number system of base b. Since f,gel, if we take the sum or the convolution of f and g
we obtain a result # which is also in /. If we submit 4 to the procedure Tb then we get
functions which are in [, or /_ depending on the sign of (S, 7)(0).

Thus the values of Tbh provide the digits of (Sbh)(O) if Tbhel+ and if Tbhel_
then the complement of T,k gives the digits of the number — (Sb h)(0).

We have also presented algorithms for the division.

To show the applicability of the theory we have written a program in ALGOL 60 for the
computation of the factorials. We have flowed the program by the computer ODRA 1204 to
calculate the factorials from 1 to 1003.
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PeswwMe

ToOuyHHE pacCuyeThH C NPOH3BOJBHO O60JIBMIMMH 4YHCIJIaMH Ha 3BM

E. Tecrenps — Il. iexens

B HacTosme paboTe 0O6CYyXOawTcs TeopeTHUYeCKHe OCHOBH LeJlIo¥
MauMHHOM apudMeTHKH, C IIOMOuBI KOTOPOM Ha Jobor 3BM, He3aBHCHUMO
OT ee TeXHUUYEeCKOI'O obecnedeHUus, MOI'yT OHTHL peajli30BaHH TOYHHE
pacuyeTs C IPOHU3BOJIBHO OOJNBMMMH LeJIHIMH UYHCJIaMH .

OYHKIIMKH OIpeneJyieHHHEe Ha MHOXeCTBe HeOTpHUHUATEeJIbHHX YHceJl Ha-—
30BeM apudMeTUHYeCKUMH OQYHKLHAMH .

ApudMEeTHUECKYIO éyﬂxunm Haz30BeM Liesio¥ QyHKIHEeH eCcJii ee 3Ha-
YeHHusA lleJsiEe 4Yucia, 3a MCKJIYeHHeM, OHTBh MOXeT, KOHeUHOI'O uYHcIa
3HaYeHUH OQYHKUUM pPaBHHX HYJIO.

Ha MHoxecTBe I uLeJHX QYHKIHMN omnpeneyiiM OOHYHHM O6pa3oM oIne-

PalMi CJIOXEeHHA, a TaKxe ollepaluil YMHOXeHHHA CO CBEpPTKOM
n

i (f * g)n) = go fin— kgk)  (fgel)

TakuM ob6pasoM I o6r5iacTh LEJIOCTHOCTH.

IlycTs b2_2 dukcupoBaHHOE Liesloe 4YUCJIO, KOTOpOoe INpHHHMaeM 3a
OCHOBaHHE CHCTEeMs CUYHCJIEHHUA,

OnpenesiuM Ha I OTHOUWEHHE 3SKBUBAJIEHTHOCTH:
6ynoeM r'OBOPUTH, UYTO f U gel SKBHBAJIEHTHH OTHOCHTEJIBHO fﬂl3 g/,

eCJI1

@) ’% finb" = 2 g(n)b"

n=0

OTHOWEHHE 3KBUBAJIEHTHOCTH (2) coBMecTuMO Ha I.
[lokaxeM, 4YTO COOTBETCTByWwmasa ¢axkTop-cTpykTypa I/b u3OMOpPPHaA
KOJNBLY LIEJIHX YHCEJ.
OnpenenuM Ty — npeobpasoBaHHe ClenyomuM obpa3om:
IIlycTe f HekoTOpasa apudMeTHueckas QYHKLUHUS, H NYCTh
A(0) = f0)
Mn+ D)= fin+ 1) +[A2]
= snj— pf2le)
(T, Nm) = stm) — b[ ¥ ],
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e L 1 = entlexr ( )»

O60o3HaAuUUM uepes

I,={fifel, 0< )< bn=0,1.2,...}
U uepes

I_={glb—1—gel,}.

Torpa cnpaBeIJIMBH clienywiue yTBEepXIOeHUuA

1/ Ecmu fe], , TOorna B CHCTEeMe CUMCJIEHHA C fpCHOBaHHEM b

fin) OaeT p+ | —H¥ 3HaAK 4Yucia (Sbf)(0)= n%; fin)b"

2/ fAg B TOM u Tonmbko B TOM ciydae, ecimu I,f=T,8

/Teopema 4.2/

3/ Ecm fel u (S,N(0) =0 , Torma T,fel, , a Takxe
ecin (S,N0)<0 , Torma T, fel_ /Teopema 4.1/

4/ T} =T, /Teopema 4.3/

S/ T, + 8= T,(T,f+ T,8),
T,(f »g) = T,(T,f »T,8)f.gel /Teopema 4.4/

6/ Ecnu fel, U I_ , Torma T,f=f.

U3 BHIIEeCKAa3aHHOI'O cJyienyeT, 4YTO CyMMa M yMHOXEeHHEe CO CBepT-—
KoM QyHKUMM f u £, NPH IIOMOMM KOTOPHX MH TI'e€HEepHpyeM LHOpPH L eJHX
uucen (S, (0) u (5,20 B b -puuHOll cHcCTeMe CuUHCIIeHHs, NpU-
Hagnexat [ . .

[l[puMeHAA K CyMMe HJIM IIPOH3BEIeHHI (2) ykazaHHX QyHKIHUN npe-
obpas3oBaHue T, mnonyuaem dyukuuu nexamue B I, wm B I_ , B 3aBU-
CHMOCTH OT 3HakKa npeobtpasoBaHUA Sb .

TakuM o6pasoM, MH noJjiydiaeM b-puuHHe UUpPH pesysbTaTa Sb
HENOCPEeACTBEHHO, €CJH pe3yjbTaT Npeo6pa3OBaHUA I, JIEXHUT B L .

Sb CO 3HAaKOM MHHYC,

nononHenue mobd — 1 maer mam uugpm pesynprara

B TOM cCJjlyyae, eCcjld pel3yJbTaT Npeobpa3oBaHUA Tb nexutr B I_ .
lporpamMma Ha AJlI'OJle-60, HanucaHHas C HCIOJIB30BaHHEM BHuE-

ONHCaHHOI'O MeToma 3a 3¢pexTHUBHOE BpeMs paccuuTalla, Halpumep,

3HavueHue 1003! Ha 3BM ODRA 1204.
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REGULARIS, OPERATOR EGYUTTHATOS STURM-LIOUVILLE
EGYENLET SPEKTRUMANAK DISZKRETSEGEROL

Juhdész Ferenc

Legyen H szeparabilis Hilbert tér. H alljon azon f(x) (0 < x < m) vektor értéki,
Bochner szerint mérhetd fliggvényekbdl, amelyekre

[(fG), flx)dx < .

H szintén szeparabilis Hilbert tér, melyben
IF 12 = [ Iftx) Pdx.
0

Legyen D C H mindeniitt siirii halmaz, Q(x) : D - H o©nadjungilt, diszkrét spektrumi,
egynél nagyobb operator mm. x-re. Minden heD-re Q(x)h legyen H -beli. Legyen

ly = —y" + Q(x)y, ahol a vessz$ erGs deriviltat jelol. Py és P_ legyen pozitiv, nadjungilt
operator H-n.. Ertelmezziik l-et az Osszes olyan

n

kg; hy @, (%)

Ms

y(x) = p2

—

fiiggvényen, amely kielégiti az y'(0) — F, y(0) =0, y'(m) + P y(m) = 0 peremfeltételeket,
ahol h, € D, cpl(x)eC2(0,1r). Jeloljik L-lel [ Friedrichs féle onadjungalt kiterjesztését. Ekkor
igaz a kovetkez6: i

Tétel: L spektruma diszkret.

Levitan és Szuvorcsenkova [2]-ben bizonyitotta a tételt azzal a tovabbi megszoritéassal,
hogy @ inverze gyengén mérhetd. Maszlov [1]-ben foglalkozik a szingularis feladattal. Jelen
dolgozat célja annak megmutatdsa, hogy az ott alkalmazott modszer milyen kdnnyedén elinté-
zi a reguléris feladatot.

A bizonyitas a kovetkezé lemman és annak Maszlov éltal ko zolt megforditdsén alapul. Iga-
zolasuk [1]-ben talalhato.

Lemma: Tegyiik fel, hogy A teljesen folytonos operator, A=Y [étezik és értelmezési
tartomdnya surii. Ekkor minden A~' értelmezési tartomdnydban levd, gyengén nulldhoz tar-
tézo y, -~ 0 sorozatra.

2 - 0, ahol a >0 rogzitett.
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Lemma. Tegyiik fel, hogy A korlatos operator H-n, A~ letezik és értelmézesi tarto-
mdnya sirii. A akkor és csak akkor teljesen folytonos, ha A~' minden, az értelmézési tarto-
mdnydban 1évo, egy normaju, gyengén nullahoz tartozo sorozatot a vegtelenbe visz.

~1
Tételiink bizonyitasdhoz elegendé megmutatni, hogy VL teljesen folytonos, ebbdl ké-
vetkezik, hogy VL és igy L spektruma is diszkrét. A masodik lemmat felhasznélva tegyiik fel
indirekte, hogy létezik olyan {y,6 } sorozat, =1y =+0€ 17, melyre

(VLy,, VLy,) = (P,(0), y(0)) + (P, y(m)y(m)) +

v [ O+ 0@ )<
0

Megmutatjuk elGszor, hogy Iy )< C minden n-re és x-re.

X
M 1y, )P = by (x)PI< 2 j 0, )I<f e+ )< c,
*1
Ha Iy (x)I< C2 nem teljesiilne, akkor létezne olyan {x,.} sorozat, melyre v, (xi)l > o0,

Ekkor azonban (1) miatt Y, (x) > e minden x-re, ami ellentmond az Y, € H feltételnek.
i i

Mivel IIy I< C ezért legyen az { y } sorozat olyan, hogy y = f'e H. Minthogy

Y, =0c¢ H, ezért f=0e€ H. Legyen X(z) a [0,x] intervallum karaktensztlkus fuggvé-
ny'e. Ekkor tetszéleges h € H-ra

@y, )=y, O)= (h,of V)= me(s)y;,i(s»ds >0

mivel y) ~ 0€ H.

I

Vilasszunk ki az { Yy (O)} sorozatbdl egy y (O) g € H sorozatot. Ekkor (2) miatt

b 8 (x) =~ g€ H és minthogy r, = 0e }T, a Lebesque tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy
i i
g=0€H {y, } tehitolyan sorozat, melyre y, (x) > 0€ H mm. x-e.
ik i

A tovibbiakban az {y 1 sorozatot jeloljiik egyszeriien { yn} -nel.
i
k

=1
Minthpgy V@ teljesen folytonos mm. x-re, ezért

l2
02 = Vn -0 mm. x-Te.
n max{(y, Qy,)« }

Minthogy mérhetd, ezért mértékben is tart 0-hoz. Ilymoédon barmely € > 0, § > 0 szamhoz
talalhat6 olyan N = N(e,6), hogy n > N esetén az ) halmaz pontjaiban 0,21< 6 tovabba

4



e 8]

mean < €.

Ekkor

}:_,f'(yn’yn) < 61! max {(VQyn, VQyn)a} <

<5 ] (@, Qv + 0 < 8, + @, tovibbi
F

n

f (yn,yn) < clmes_ﬁ; < Clev

F
n

1 1 . :
Ha 6<5— o & €< 55 akkor Of (,>¥,) <1, ami ellentmond feltételiinknek.

K

£21

€31
42
£5d

61

2(c1 + a)m 1
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Summary

On the discreetness of spectrum of regular
Sturm—Liouville equation with operator coefficient

F. Juhész

The statement of this paper is proved in [2], with an additional condition of meas-
urability. V. P. Maslov studied the singular equation in [1]. The aim of this paper is to show
how usefully that method can be applied for the regular case.

Pe 3I0OMeEee

O OMCKPETHOCTH CIIeKTpa peryJapHOI'O ypaBHEeHHUA
It ypMa-JIMYBHIIJIS C ONEpPaTOPHHEM KO3(0PHLIHEHTOM
o, ixac:
VTBepxOeHue NaHHOM paboTH OoKasaHa B [2] ¢ pmo6aBOYHHM
yCJIOBUEM H3MEepUMOCTH. B CL1] B.II.MacnoB u3y4YalJyl CHHIYJIAPHYK 3a-
mavy. Hama nenp - nokasaThb, 4YTO MeTon MacioBa NOJIe3HO NPHMEHA—

eTcsa TakKxXe B CcJydyae peryJgapHOM 3anadH.
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