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BEHT'EPCKO-COBEICKNE OTHOWEHNUA B OBJIACTY TEO-
PUIl BEPOATHOCTE/ U MATEMATUYECKON CTA-
TUCTHK]

Marusm Apato

Bo BTOpoft momoBuHe XIX Bexa ¥ B HAuaJle Hamero Bexa pycC—
KUe MaTeMaTHKM WMI'DaN¥ MCKIANUUTENBHYNO POJB B MCCIELOBEHMAX IO
Teopuym BepomTHOCTelt M mMaTemaruuecko#t crarucrure. II. YeOwmes,
A.MapxoB, A.JlsnyHoB u C.BepHmTeflH CTamM OCHOBarelfAMU ¥ CO3Za-
TeNmMM TAKWX BAXHMWX DasZelOoB , KaK 3aKOH CONBMMX YMCeN, NEeHT-
pajbHam TeopemMa, METOZ XapaxKTepucTuueckodt QyHxkuuu, nenu Mapxo-
Ba U Teopum cryuaftHwX nponeccos. MHOTHe 3ameuaTelbHHE DE3yNb-
TATH HOCAT C TeX IOp uX uMeHa. CBOMMM paGOTaMW OHKM BOOAYHEBH-
IM ucclrezpomaTenet BO BCeM MMpe, 4YTO NPHUBENO K OYDHOMY pacHBETy
TEOpH¥ BEPOMTHOCTe# M MaTemMaTHuecKO#t CTaTUCTHKM. B AHTIHM,
Oparnuy, CMA ¥ MHOTMX ZDYTHMX CTpaHax OwWJM CO3Z8HW HCCIEAOBa-
TeNbCKUe LEHTPH, NMOFBUIOCH HEMANO BHAADMMXCH CIENNaINCTOR B
arolt o6nactu. JloCTATOYHO BCNOMUHATEH MMeHa P. Owmmepa, II. JleBHu,
T'. Kpamepa u [. lly6a. CoBerckas TeOpuUs BEDPOMTHOCTell 3aHuWMaeT,
eCIM M He CTOJNH MCKINUATENBHOE MECTO, KaKOe MDHMEJIOCH Ha AOJD
KIACCUUYECKUX DYCCKUX paGoT, HO BCe Xe OYEHh BHAUUTENBHOE MECTO
B GonpmMHCTBE CTPAH TEOpHM BEPOATHOCTEH M MaremMaTHyeckas CTa-
TUCTUKE CTAaJNX He TOJNBKO TeMo#t MccaezoBaHuit, HO BOmWJH B 06A3a8~-
TEeJNBHYD NMpPOTpPaMMy YHMBEDCHTETOB. HeCMOTpH HaA 3TO, COBETCKan
MaTeMaTMKa OCTalach BEPHA CTADHM TPAZAMIMAM ¥ BIMAET HA AANb—
Hellmee pasBUTHE TEOPUHM, NPOZOAXAR BaHMMATH BeAymee MECTO B
sToft o6nacru Hayku. PaGorw C. Bepumrefina, A. Xuruuna, B Poma-
HOBCKOT'O OTHOCATCA TJI@BHHM O0pasOM K COBETCKOMY nepMozy. Pacn-—
BeT ZEefTEeNBPHOCTH TAKUX MATEMaTHMKOB, Kaxk A. Koamoropom,
H. CumpHoB, K. JimHHMK, M. B. THeZAeHKO NMpPOUCXOZUN yXe NMDPH COB-
erckoft BracTn. lIx paGoTw ¥ pesynAbTaTH yXe MOTYT OHTH HA3BAHH

eérkezett: 1974. oktéber 10.
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KJIACCHYECKUMH, HccnenoBarmn, NPOBOAMMHE B BEeHIDMH OCHOBWBANTCH
Ha akcmoMaTMKe KOJIMOrOpoBa M TECHO CBASAHW C OCHOBHWMM HAaNpaB-
JNeHNAMY ZaJbHENmMX MCCAEZOBAHME B 3TO#f OONacTHM MaTEMaTHKH,
npoBozmMuMM B CoBerckoM Cownse. B Comercrom Comse cCymecTBYDT
saMevaTelIbHHE MKONN ¥ HeMallO0 TAJaHTIAMBNX CIENWaJINCTOB B 06—
JaCTH TEODMNM BEpOMTHOCTel M MaTeMaTmuecko#t crarmcTmru. MoxHO
NPUBECTH NeJmit pAZ MMEH MOJNOANX MaTeMaTHKOB, yXeé MMEDMMUX 3a
CBOMMM NJNeYyaMy¥ HeMauf#t ONMHT M ZOCTHINHMX KJIACCHMUYECKMX pe8yibrTa-
TOB, MaTeMaTHROB, KOTODHE CBOefl ZemTeNBHOCTED B GOonMBmeft WM
MeHBIel! CTeneHM OKa3aJM BIMMHME HA HCCIEZOBAHHA, NDPOBOZMMEE

B Berrpmu ¥ BO BCeM Mupe. JocraTouno ynoHaHyT®» MuMa K. Ilpoxopo-
Ba, KOTODH{t ZOCTHI DE3yABTATOB OOMEr0 XApaKTepa B YCHIECHHOM
8axOHe COJNBNHMX YKUCEeN, B CBASM C NPHHINNIOM MHBADHMAHTHOCTH H B
TeOpMH clnalolt CXOZMMOCTH MEp, ONpeZeNeHHWX B aO0CTPaKTHHX
NIPOCTPAHCTBAX. 3JHAYEHME €I'0 TEeOpHH He TOJNBKO B TOM, UYTO OHA
ofofmaeT OTAeNbHWE DE3YyJNBTATH, KOTOpDWEe OHJM M3BECTHH paHee, a
X B TOM, 4YTO OTKDHBAET HOBHE HANDaBJIEHHM AJA HCCIEAOBaHuH u
pemaerT BaxHw# ZJm NMpaKTHKM BOMpoc O "O6auMsHOCTH" cayualtHwx
NpONecCOB C ANCKPETHWM M HEeNpepuBHWM BpeMmeHeM. CiezyeT ymoum-
HyTh Takxe uMeHa A. Cropoxoza ¥ . I'mxmana, paGoTH KOTODHX B
Teopun AVGdepeHNHaNbHNX YPaBHEeHult cayualtHWX NpomeccoB ¥ B
ofmen TeopwM CIyda#HWX NMPONECCOB 3aHKMANT BUZAHOE MECTO ¥ TaK-—
Xe NUPOKO MBBECTHH B Hame#t crpaHe. COBeTCKME MaTEeMaTHKH MpO-
ZONXaNT UTPaATh BEAYMYD POJBP ¥ B MCCIEAOBAHMAX, CBABAHHHX C
8aKOHaMM OOJNBNUX YMUCEJN ¥ NpeNeNbHHMH TeopemMaMu. JOCTATOYHO
ynounHyTs mMesa WN.MG6parmmsoBa, B. IlerpoBa m B. 3oxorapemra.

3 coBpeMeHHNX HaNMpaBieHW#t COBETCKHME MATEMATHKM BaHMMANT
pyKOBOZfAMEEe MECTO B OON8CTAX TEODHM MAacCOBOTO OOCHYyXWBAHHA
(B. Trenenxo, B. Kopomwk, K. BeameB) m Teopum wmrdopmanmm (A.
Kommoropos, A. XmHume, P. JloGpymun, M. Nmeckep, P. Xacemmuckuft)
Mo MOram OW NMpOZONXATH NEDEUeHb MMEH ¥ ONEeHWBATH COBETCKME pe-
BYNBTATH M ¥X BINMHME Ha MCCeZOBaTeNbCKOe OCmMECTBEHHOE MHEHME
He TONBKO Hamel#t DOZMHM, & BCErO MUpPa. B TEUEHHMH NOCHAEAHUX
IBAANATH JIeT KPOME yXe M3BEeCTHWX paHee MOCKOBCKOTO, JIEHWHTI-
DaZCKOTO, KMEBCKOTO HAYUHWX MEHTPOB OHIM COBZAHW HOBHE OEeHTDH
B CONBUMX yHMBEDPCHTETAX, NMPOMHNJEHHWX TOPOZAX ¥ CTOJMIAX
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COBETCKMX pecnyoOnurk. Ha nmepBoM MeCTe MH AOJXHN yNOMAHYTH Tall-
KeHTCKUt, BUABEDCCKMA ¥ HOBOCHOMpPCKUlt HeRTpH. Y8CECKMM NEHTDOM
pykosozaaT T. CapsmcaxkoB® ¥ C. CHpaxZAMHOB. BuecTe C CBOMME yYEHH-
KaMM OHM OCOT'aTHIM COBETCKYD HAYKy B OONaCTAX TEODHM MAcCOBOTO
OGCNyXUBAHHA, NDPEAENBHWX TEOPEeM M MaTeMaTHyeckoft CTaTHCTHKH,
NPOZONIXNBE NCCHEXOBAHHA, KOTODHE OHJK HaYaTH B 3TO! pecnyOnmke
emé B, PomMaHOBCKMM. B JIMTOBCKO# MaTeMaTWueCcKO# XHBHN DYyKOBOA-
smyo pons mrpapT I[I. Ku6uawe um B, Craryamsuuyc. UKCIO ¥X yueHH-
KOB yXe NPEBOCXOART CTO. /X pesyarTaTH, OTHOCHNMHECH K NMPUMEHO—
HUAM TEOPETHKO-YHCIOBHX METOXOB B TEODHM BEDOATHOCTel! M K mpe-
HEeJBHNM DacClpeZeyeHunM 38BHCHMHX CAYYaWHNX BEJHYHH, H3BECTHH
BO BCeM M¥pe. [IMDOKYD MB8BECTHOCTH MNOAYYHIM DPEIYNBTATH B OO0~
JBCTH CHYUa#HWX NPONECCOB ¥ NMpEAeNBHNX TeOpeM, NOJNyueHEHe B
HOBOCHOMDPCKOM HMCCHEZOBATENBCKOM IEHTDPe, PYKOBOZMMOM A. Bo-
POBKOBHM. HNCCIENOBAHHA COBETCKMX MATEMATHKOB B MaTeMaTHuecKoH
CTATHCTHKE B MEeDPBYD OuepeAdh yCTAHABIMBANT CBASH MEXAY pesyib-—
TATAMM TEODHM BEDONTHOCTE# ¥ MX NMDUMEHEHMAMM. BwAaDmMUMUCH
crenuanucTaMu B o0jacTM Maremaruuecko#t crarMCcTHrM Owmam B. Po-
uanoscko#t, E. Caxyurutt m H. CuupHOB., VX GOonpmam Bsacayra B TOM,
YTO, KPOME KJIACCHUECKHX HanpaBieHult, OHM yXe B TPHANATHE TOIW
S88HUMANUCE NOCNENOBATENBHOCTAMN BaBHCUMNX CHyuaflHwX BenwuuH

¥ CTATHCTHYECKMMH 3aZavaM¥ cayvaflHwx npomeccoB. HaBepHO MeHee
M3BECTHO, UTO BINEDPBHE CKDHTHE Nepuosw uccienoBan E. Caynxmit.
OH Xxe BBEN CXeMy &BTODEr'DECCHM, M HAUAJ SAHUMATHCH CBASSHHEMHK
c Heft craTHCTHYECKHMA 38ZauaMi. Lonee usBecTeH meroz Caymkoro
-KonmoropoBa, KOTODH# TpaKTMpyeTCs, HaNpuMep, B KHWre Kpamepa
-JlunGerrepa. Ilo BTOMYy METOZy NpU BBEAEGHKH BEPONTHOCTHHX MED
AN% QYHKIMOHANBHNWX NPOCTPAHCTB MOHATHE CeNapaGelbHOCTH 38—
MEHMETCA Ha (0Jiee HaTAAZHOE MOHATHE HEIPEPHBHOCTH.

Knaccuueckue uccaezopanun Koamoroposa u CmmpHOBAa B 06—
JaCTH NOPAZKOBHX CTATHCTHMK HAYANUCH NMOYTH MCKANYMTENABHO 110
MHUIHATHBE COBETCKHX MATeMaTMKOB. HauuHam C NMepBHX DesyAbTa-
TOB, OHM OHJM TECHO CBM38HN C Teopreft ciyualtHuX npomeccos.
9T0oT (AKT MW NMOZYEPKUBAGM NMOTOMY, UTO OHM TPEGYNT ONpeAeNeHNs
NepeneNbHNX pacnpezenenut QYHKOUOHANOB OT CayuyalHWX NMpOmECcCOoB.
Jnm TOro, 4TOGH OTBETHTEH Ha BONPOC, B UEM BAKINYAETCA CEKpeT
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ycrnexo® uccaexosanuit, nposozumwx B3 CCCP mo Teopum BeposTHOCTEik
! MaTeMaTUYeCKO#l CTATUCTHUKE, MW JOJXHN B NEPBYD OYEpPEAb COC—
naThCA Ha caoBa flHoma ¢oH Hefimana: "fBieHue, UuTO MaTeMaTuuec-—
Kam NUCLUUMJIMHE CJIMIKOM YyZAAJAAETCH OT SMIMPUUECKHMX MCTOKOB, WIM
YTO BTOPOE MU Tperbe'noxoneﬂnn He UCIIOAB3YDT HEMOCPEACTBEHHO
uzeit, B3ATHX M8 pPeajbHOCTH, CKPWBAET B cele COJBMYK ONaCHOCTH".
Hccnezosanus B CCCP Bcerza npezynpexnanT o6 3TUX ONAaCHOCTHAX,
KaK TOJNBKO OHM BOBHUKAKNT. TeCHam CBASH C ONHTOM fBJINETCA OCHO—
BO#t TOlt cBexecTu, KOTOpas HAOINZAETCA B 3TUX MCCIEZOBAHUAX. My
CTIOKOiHO MOXeM CKa3aTh, YTO KMCCIEZOBAHHA O TEODUM BEPOATHOC-
refft 38 CCCP He nozBepraercs Toi#f onmacHocTH, OT KOTOpo# oH Helimar
npejocTeperaeT MaTEMaTHKOB CJHOBaMM: '"MaTeMaTWuyeCKas AUCLUNIKHE,
OTOpBaHHAA OT BMIVPUUYECKUX HCTOKOB WIM MCIHTHBAWMAA BINAHUE
MHOTHX 'a0CTDaKTHEX' KZell, nMozBEpraeTCA OMACHOCTH BHPOXZEHHUA".

SHaueHVe 3TUX CJOB INOZYEPKUBAETCA coBeTOoM (oH HefimaHa
"Iinm MEHA KaXeTCA eZMHCTBEHHHM DpelleHMeM OOCHOBJAKELEeEe BO3Bpale-
HUE K MCTOKAM, K NEPEOCMHWCJICHUN SMIUPDUUECKMX MuZeit, MOTyueHHMX
doJiee uUN¥ MEHEEe HeNOCPEeACTBEHHWM INyTeM". MHOI'ME U3 HAC MOTIHM
JUYHO HalOINZaTh, YTO B MCCIENOBAHUAX COBETCKUX MATEMATUKOB
BTM YK8B3HHMM OCYWMECTBIAKNTCH, YTO BWCKABWBAHHA, IDUHOUIH, 0=
A0CHNE K HefiMaHOBCKUM, HAXOZAT CBOE OTPakeHHUEe yXe B YHHBEDCH-
TETCKNX JEKIMAX.

H0CTATOYHO COCNATHECA HA AEATENBHOCTH HEOZHOKPATHO MO=-
cemaBmero Hauwy cTpaHy Koamoroposa, .ZJff KOTODOI'O XapakKTepHa
IOCTOXHHAA CBA3H C QUBMKON U APYyTrMMM OGCJIACTAMU E€CTECTBEHHHX
Hayk. To xe caMOe OTHOCHUTCH ¥ K HOBOMY IOKOJEGHHKN COBETCKUX
yYeHNX. Mu MMeeM B BMAY MCCIEZOBaHNA CBASAHHNE C T'eoyorHeif,
C NPOMNIJI®EHHHMM NDUMEHEHMNAMU ¥ C YIPaBJIEHMEM.

II.

B Hawe#f CTpaHE yHUBEPCUTETCKUE JIEKOMM 1O TEODUUM BEPOAT-
HOcTell W MaTeMaTHueckOff CTAaTMCTUKE CTAJNM NPOBOAUTEHCH peryi-
fDHO TONBKO NOCHE OCBOCOXZEHMA. B Hayale 3TH JEKLUM KacaluCh
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IMID 3IEMEHTEDHWX 3a7au. MckanueHmeM OwJIM KHUTE ¥ ZEATENBHOCTH
Kapos lfopnana B 3KOHOMMUECKOM MHCTUTYTE.

Teopus BEpOATHOCTeH, OCHOBAHHAA Ha COBEDMEHHON BKCHOMATH-
Ke Hamaa MIOZOTBOPHYW MOUBY B Da3BUTWX BEHTEDCKMX TEOpeTHyec—
KUX MCCIeZOBaHMAX. BeHTepcKas MKONAa TeOopU¥ BEpPOfTHOCTe# DKasa=—
Jla HeOlleHMMOe BIMAHME HA BCKH BEHTEPCKYD MaTeMaTHKYy.brarozaps
CBA3KM TEOPUM BEDPORTHOCTE! C KIAQCCUUECKHMH HANDAaBIEHUAMH HOBMi
pasMax TOJYYMIM TEeOPeTUUECKHe HCCHAENOBAHHA; TECHAM CBABEL C
NpUMEHEeHMAMM O0OraTuia Hale MaTeMaTHuecKOe MuljieHWe. Hampas-
nenue coszanHoe Kapoem Mfopzamom, u npusHauue Anbppenom PeHbH
3HAQUEHMH TEOpHM BEPOATHOCTEN BO BpPEMA €ro acHupPaHTypw B Je-
HHHTDaZe NMPUBEJO K HOBOMY OCMMWCIHIEHMD INDUBBSHUA MATEM8TUKOB,.
Bynyun CONBUMM MaTeMaTHMKOM, ANbypex PeHbu B8HaN, UYTO COBZaHUE
a3y ZAJA PAaSBUTUR TEODUM BEPOATHOCTEH ¥ MaTeMaTuueCkoif cra—
TUCTUKM B Hamell CTpaHe HEBOSMOXHO (&3 CephESHO}# OpranmsamuOH=-
Hoft paGorw. Ero saciayroii aBiseTcs M TO, 4YTO OyAyuYH ZUPEKTOPOM
MucTturyTa llpuknszHolff MaTeMaTHku, OH OPI'aHM30BAN OTZAEN TeEOpUH
BEPONTHOCTe# M CTATUCTHMKA. B CBOe#l ZEATENBHOCTH OH CTDEMUJICH
CIeZOBATH TPAAMIUMM COBETCKO} MaTemaTuuecko# mxoim. Co cmoeit
HeyTOMMMO}f 8Heprueit OH OZHOBPEMEHHO MPUCTYNHI K UHTEHCHBHOMY
¥ T'8pMOHMYHOMY D&3BUTHK TEODHM M NPAKTUKHK, a8 TaKXe OCYyUYEHUD
M NONyJAApU3aUUM HayKM. JIA BCeX, KTO B8aHWMaeTcs B Hamefi
CTpaHe Teopuell BeposaTHOCTeldl M CTAaTHCTHKOH# ¢ Havana 50-=X TrozZoR,
OCTaHYTCA He3a0wWBaeMWMH CeMUHapWw MNHCTHTyTa, HA KOTODHX MW CHa=-
yaja MByyalM KIACCHYECKNEe DPes8yJIbTaTH COBETCKMX MaTeMaTHKOB, a
saTeM Mepemay K -HOBefimuM pesyibTaTaM. B TO Bpewms HauGonee HUH-
TEPECHHM NPEACTABAAIOCH MByUEHHEe CBASKM TEODMM BEDOATHOCTelt C
Teopuejt mep. biarozaps padoTe HaZ nepeBOAOM KHWIM Koimoroposa
¥ I'HeIeHKO, Mu CHCTDPO BOWINHM B KAACCUYECKYH NPOCIEMATHKY Teo-
PUH BEDOMTHOCTEHl, B KDYI' 8a7au CBABQHHWX C NPEAENBHNMA Teope-
MaMi, BiaumHHEEe DalOT COBETCKUX MATEMaTHKOB B 3TO# o6nacTy Ha
HalMX MaTeMaTHKOB 70 CHMX IOD OCTaeTCHA HEUSMEeDHMHM. B KauecTme
npuMepa ZOCTATOYHO YIOMAHYTH HA PEBYNBTATH, AOCTHIHYTHE B 3TOM
HanpaBieHun Peneu, Taxaueum, [lpexona, a Taxkxe padoTw Pemeca,
Moz€pozu ¥ Komnoma, Ha KOTOpWE YacTO CCNIAKNTCH B MEXAYHAPOZ—
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Hoft nuTepaType. OCOOCHHO BHAUMTENBHW BEHI'€DCKHME DE3YJNLTATH B
UCCHIEZOBAHMHE DPAZOB QYHKUIMIH.

[lo npuMepy COBETCKEX MATEMaTUKOB PEHBM YCTAHOBUI TECHYD
CBE3F C OGNACTAMM NMPUMEHEHHS MaTeMaTuku. COTPYZAHUKEH UHCTUTyTa
[Ipuxnazro#t MaTemMaTHKH, MCIONB3YM METOZN TEODHMM BepPOmTHOCTei
M MaTEeMaTUYECKO#f CTATHCTUKH, BAHMMSJIUCH DElEHHEM PAKTHUECKUX
8ZZ8Y XMMUM, OMOJNIOTMM, TeOpHMH cBna3elt, kOoHTpoam kauecTma, Oco-
60 ClefyeT OTMETHTh NPUMEHEHHWH TEODUM BEPOATHOCTel B Pusuyec—
KMX HCCIEZOBAHHAX, I'Ze BHAENACTCH ZAeATenbHOCTHh J. fmomm, .
llam # A. Pexemu. Cpezum TEOpETUUECKHMX Pe3yJIBTATOB 0CO60E& 3HAa-
yeNne HMENT pacoTH PeHRM B TEODHM YIOPAZOYEHHWX BWOODOK,
KOTOpHE MOT'YyT pPacCMaTPUBATHCH KAaK AalbHelimee pasBUTHE paloT
Koamoroposa u CumupsHoBa. C Tex nép HCCIIeZIOBAHUA B 3TO# oO6nacTH
HAXOZUTCA B IEHTPE BHMMAHMA ¥ CHMCKAJW HAUMM MATEMaTHUKaM
MUDOBYD U3BECTHOCTE.,

YnoumsHuem nuws W, Bunne, K. Mapxazu, b. Jupew ¥ ux yueHu-
KOB, KOTOpHE CTAaJNM BUAHWNMM CHenuanucTaMM B 3Tof#f obnactu.

JocToitHO® MECTO HA MUDPOBO#l apeHe 3aHUMAKT U MCCIENOBAHUA
TOYEYHNX INPOLECcCCOB, NPOBOZMMHE B Hameil cTpaxe.

JOT¥ MCCIHEZOBAHKA C OZHON CTODOHH UMEJM OTEYECTBEHHYK
6as8yy C ZDyro# CTODOHH, MBUIUCE NPOZOIXEHMEM paloT A. XuHUmMHA
n b. T'HezZeHKoO.

TecHasm CBf3b TEOpUUM BEDOMTHOCTelt ¢ mpaxTuxoif cpemnana
HeoOxozuMo#t paspaCoTKy TakuMx olOnacTelf, xax Teopus MHPOpPMAIMM,
TEOPHA MaCCOBOTO OCCIYXMBAHUE, TEODHUA BETBAMUXCA IPOLIECCOB M
T.l. [0 BIMAHNEM DE3YJNBTATOB COBETCKEX MaTEMaTUKOB MUCCJIEZO0-
BaHMA B 9TUX OONACTAX HAyaluCh ¥ B Hameft cTpaHe. DyKBaaABHO
CO ZHAM Ha J€eHb BOBHMKANM HOBHE HanpaBlieHHA, pa6oTa B KOTOPHX
C TeX NOP TECHO CBA3aH& C MCCIEZOBAHUAMH COBETCKHX MATEMATUKOB.

He cTonp cunbHOe BJIMAHME MMENH B Hamell cTpade paGoTH COB—
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ETCKUX MATEMATUKOB B KIACCHUECKMX MCCIEZOBAHMAX, OTHOCAMMXCH
K cayuvaftHuMm npoueccam, Kak HANpHMED CIEKTDalbHam TEOPUA CTa=
IMOHADHHX TNpOLeccoB, Teopus AUGHY3MOHHHX MPOLECCOB, ¥ paspa-
6oTka oCmero NpHHOUMa ciacdoit CXOZUMOCTM ZAJas aGCTPAKTHHX
$YHKIMOHANBHHX NPOCTPAHCTB. IJTO BIUAHME CTAJO BAMETHHM TOJNBKC
B kcHue 60=-X I'0ZO0B.

OTyacTd 3TO OOBACHRETCHA TEM, UTO, 33 MCKINWUECHHEM &CIHU~
paHETypy PeHbu, B TeueHue I0 JNeT eAMHCTBEHHHM KaHaJIOM CBA3MU
C coBeTCKON MaTeMaTukoff OHAM XypHalIbHHE CTATBH. B NOCIEZHUE
I5 neT My CTaJM yYaCTHUKAMHU OJATONPUATHHX [EpeMeH. 8 acnu=-
PaBHTOB BaMUTUIN AUCCEPTALMUM [0 TEOPUN BEPOATHOCTEH#l M MaTeMa-
TUYECKOR CTATUCTUKE NOZ DYKOBOZCTBOM TAKUX BHIHHX COBETCKUX
yueHnx, xak b. I'negesxo, A. Koimoropos, K. Junrux, f. CuHait,
A. Cxopoxoz M ApyTHe, BIMAHUE KOTODPHX HENOCPEACTBEHHO OIYTHUMO
B BOBHMKOHOBEHHMU HOBHX HanpaBlleHuit. Bce 0oxpme COBETCKUX Ma-
TEMAaTHKOB M0CEemanT BeHTpHK, BCTPEUU C HUMM NPEBPATUIUCE B pe-
I'yIAPHYK DPaGOYHYH CBA3G. Mb MOXEM BCTPEYATHCH C COBETCKUMU
MaTeMaTUKAMM He TOJNBKO Ha KOHPEpeHIUAX, OHM YyYacTBYOT B pado-
T€ HAWMX YHUBEPCUTETOB M MHCTUTYTOB.

CTaTh BEHI'EDPCKUX YUEHMX YaCTO NYGAMKYHTCH B COBETCKUX
XypHamax. JOCTATOYHO YNOMAHYTH TONBKO XypHan "Teopus Bepo-
AITHOCTe! U ee NMpPUMEHEHMs", IZe X0 CUX NOP BHIUJIK Ha CBET pa-
6oty A. Pensu, J. Tarkaua, A. Ilpexoma, M. Apato u JI. Cac. AHa=-
JOTHYHAA CBA3H YCTAHOBIEHA M C APYTUMH COBETCKUMHU KyDHAJIAMH
(YMH, IAH, JuroBckuft MaTemaTuueckutt CGopumk). W HaoGopoT: B
BEHI'€PCKUX M3ZA8HMAX NYONUKYHTCH CTATHK COBETCKUX MATEMaTHMKOB,
BIWAHNE KOTODHX BECOMO. B IEpBYyW Ouepens A XOuy TIPUBIEYS BHM-
MaHue Ha paloTH JluHHUKa, [lupAeBa u UX WKOI.,

B Hamy ZHM CUMUTAETCH €CTEeCTBEHHHNM, UYTO BEHTEPCKHE CIlie=-
OUaJMCTH Ha PYCCHKOM ABHKE UUTAKNT COBETCBYKH JIUTEPaTYPYy IO

TEOPUM BEPOATHOCTEH ¥ MaTeMaTUYeCKOft CTaTHCTHKE.

B Havane 50-X rozoB 3TO OWJO ZASJNEKO He TaK, HO JKOOBB
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K CIENHAJBHOCTM M XakAa [MO3HABAHMM HOBHX DE3YJIBTaTOB HEOO0XO=
ZUMO TIpUBENM K HAOJIWAEHUO 3a DYyCCKO# auTepaTypoii. He TOABKO
EyDHANH, HO ¥ KHUTU 1O TEODHM M NPAKTHKE OYEHb MONYJIADHH Cpe-
Z¥ BEHTEPCKMX CIIEeLMaJUCTOB, Hamu CTYZEHTH ¥ MOJIOZHE HayuHHE
COTDPYAHUKA BHAKOMATCA C KIACCUYECKUMM ¥ COBDEMEHHHMM pE3yib-
raramMu no xkHuram W. I'mxmana, A. Cropoxoza, K. Jlunnura, K.
[Ipoxoposa, k. PasanoBa, B. IllerpoBa, A. Koamoroposa, A. llupsesa
M ZpyruX. KHUIY M3BECTHHX ¥ MOJIOZHX COBETCKMUX MaTEMAaTHMKOB B
TEeYeHUE HECHKOJNBKUX JHell UCYe3anT M3 KHUEKHHX JIaBOK. KHUTH Go-
Jiee CTaporo M3ZaHMUA INOCTOAHHO ABIAKTCH ZePUIUTHHMU.

C korma 50-x ¥ ¢ cepezuHn 60=-X T'OZOB COBETCKUE UCCIEAO-
BAHMA N0 TEOPUM BEPOATHOCTell ¥ MAaTEMaTUYECKO} CTATHCTHKE B
oJiee MUPOKOM CTEKTPe Oxa3anyu BIMAHUE Ha BEHTEPCKYD HAYKY.

llovumo KIaccuuyeckux olnacrell, BCe CoJblee BHUMAHKE yAEI-
fICTCA MCCIEZOBAHMK COBPEMEHHHX HanpaBlieHHii, B padorax mo Teo-
pun ZAupYysSMOHHHX NPOLECCOB OmMYMaeTCHA HENOCPEACTBEHHOE BJIUAHUE
COBETCKO{f MKOJH. B MEpBYW OuepeZdh f XOUy yKa3aTh HA pe3ylbTa-
™ M. Aparo, A. Kpammu, (. Meprem u ll. Ypré. PesyasraTh
COBETCKMX MATEMATUKOB ZaJN¥ TONYOK M MCCrefoBaHusM [i. Tepres,
T. I'epren, ‘I. Caca,‘ﬁ. ToMKO ¥ APYTHMX TEOPUM MACCOBOTO 0GCIy=—
XuBaHuA., B Teopuu MHPODMAOUM ¥ €€ NPUMEHOHWAX HA HAYYHOE pas=-
Butve 0. Ymcapa u [I. Yn6m, KpoME OTEUECTBEHHHX paGOT, GONBmOE
BIMAHWE OKABANM PE3YNBTATH COBETCKUX MATEMAaTHKOB. [EODMA CYMM
CO CIyyailHHM YMCJIOM CJIaraeMEX ¥ DEeZEDmUX TOUEYHHX IIPOIECCOB
MOXET CYMTATBCA COBMECTHOl COBETCKO-BEHTEDPCKO# TeMmofi. B 3Toit
o6nacTu pesynbTaTH Pexpu, Taxaua, baprdau, Moze€pozu, Caca u
ToMKO TECHO CBASaHH C MCCHEZOBaTelNbCKO#t pacdoTol THexeHko,
3onorapeBa, beimeBa ¥ MX yueHMKOB. TeCHYW CBASH MEXAy COBETC~
KUMU ¥ BEHTEDCKHMH MCCIEZNOBAHMUAMU B TEOpMM BEPOMTHOCTEH M Ma-
TEMaTHYECKO} CTaTHCTUKE I10Ka3al NMPOEKT HamuX AxszeMuft o6 us-
JaHUM COBMECTHOTO XypHalJla [0 TEOPHM BEPOATHOCTe#t M MaTeMaTH-
ueckofft craTucTHMKe., OCYmMEeCTBIEHUD BSTOT'0 NMPOEKTA BOCIHPENATCTBO-
BaJU NpeXxfeBPEMeHHHNE KOHYMHH A. PeHsu w K. JMHHMEKA.
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III.

B manrHeflmeM — He NpETEHAYA HA IOJHOTY MBJIOXEHHA - fi XOUy
Ha OZHOM KOHKDETHOM MpPUMEDE MOACHUTH CBA3H COBETCKUX KM BEH=-
TEPCKEX MCCHeZOBaHull ¥ 8HaueHHe BOJBMOT0 00BeMa COBETCKHUX HCC-—
JefOoBaHuit. o

Bonrmanm wacTk nNpodneM, CBASBAHHWX CO BpEeMEeHeM NpeCHBaHHEf,
CBOZUTCY K ciexyomeft 3azave, kKoTOpas Owia ONKCAHA B TEPMEHAX
cnyuaitayx mponeccoB emé B 50-x rozax. llycrs cayualtnuit mpomecc

£(r) TPHHAMAEeT B8 BHAYCHUA gu)=-{z s THe BpeMeHa NpeCHBaHUA

B COCTOSHMMX @& M B MBJANTCH MOCHEZOBATENABHOCTAMM HE38BMCHMHX
cayualtinx BenwuMH., OGOBHauMM 4epes §=>0 M 7,20 (i=1,2,...)
NPOZONRUTENBHOCTS NPEOHBAHMN B (COCTOSHMM 8 ¥ B W uepes (1)
(cooTB. ¢—pB(r) ) mpeCHBaHNE ZO (MKCHPOBAHHOTO MOMEHTA BPEMEHHM
t . OTH clIyuaitHHe BeJWYMHH ABAANTCHA CYMMSMM HES8BHMCHMHX CIy-
yallHHX BEeNMYWH, HO YHCHO ClaraeMux Toxe ciayua#tHo., Pacnpezexne-—
HEEe ¥ aCHMITOTHYECKOe NOoBefeHHe cayvafiHo!t BeaWuwnHH OHAM HBy-
yeHy PeHs¥ M Taxauom. B npocrelftmem clyuae OHM CBeJHW DeleHHE K
pesynapTaTy, NOJAyUYeHHOMY paHee JoOpymuHuM. HaraszHasm MHTEepnpe-
ranus 9Toft 3azauM (cM. pHC.  I.2.) MOKasWBAEeT ee CBASH C NpaK-—
THKO#t, C mMpoOneMaMM TEODHE M8CCOBOI'0 OCCAYyXWBAHMHA.
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The scheme of the system

Puc: L.
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time (elaped)

Priority (1,2) Qam
Priority (21) i ISNIN A SN~ =
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&I Busy period of CPU
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B CBASH C pemeHueM 9TO# sazaux (cM. pHC.3,) MCCAEXOBEHMN CTa-
N TNPOBOAWTHECA B DAa3HHX HANDABIEHHAX, W MMEHHO B 3TOM COCTOMT
s8HAueHMEe TOUYHO# NMOCTAHOBKM 387]8UM NPH DPEHEHHM NMPaKTHUECKOH
NpOGNeMH .

CPU SCHEDULING SIMULATION
BASED ON AUTOREGRESSIVE PROCESSES

K - no. of jobs
1/\ = expected length of CPU periods
V34 = expected length of [/O perioas

Realization of [/0 iods: exponential with parameter Al
Realization of dem iods: exponential with parameter A (t).um«o

Mt)=X#A,n- Tst<(n*l) T

and X,.- satisfies the equation

| WD VY. R WY P2

where the parameters in simulated jobs are counted

Puc. 3.

OTH HANpaBNEHHUR CleZyMmHe:

I. WccaenoBanms NMpEeRENBHHX TEeOpEM ANM CyMM Cayuaii—
HOTO 4YMCJNa CJ8raeMux, 00 STOM yXe I'OBODHIOCH B
HACTORMMEM ZAOKNaZe.

2. HccnenoBanun npeCHBaHu#t cayuallHWX NMpoOmeccoB .HAX
HEeKOTODHM YPOBHEM, 88ZauM nepeceuenuit, 9TM npoGiaeumy
CBOAATCA K M3YUYEHHD NMOAOCHHX NMPOOCNEM AJNM CTANMOHAp-
HHX B ZANQOYB3MOHHHX MPONECCOB IMYTEeM COOTBETCTBYDEEIO
BHOOpPa BPEMEHHOT'O Macmrala.
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1+X

f sz[ln(lm] dF(\) <es, then o(>0-ra
0

Puc. 4.

R aroft o6nacTu B. BoaroHCku#t u 0. POBaHOB MOAYyUYMAM TOT
KNacCuuecKut pesyarrar, COTNACHO KOTOPOMY HAZA ZAOCTATOYHO BH-
COKMM YDPOBHEM UMCJIO NepeceveHH# t HMeeT NMyacCOHOBCKMft 3aKOH pac-
npefeNeHUA. OTH Pe3yNbTaTH OHJM CYmMeCTBEHHO ofolmeHw K. BFeasme-
BHM. [[DOXOPDOB ¥ €TI0 yYEHUKM ZOKA33JIU BBDPUCTHUECKHE DE3YABTATH,
OTHOCAIMECK K TOUHOMY PAclpeieNeHUD M MATeMaTHUeCKOMY ORMAAHMD
uncna nepeceveHu#t. E. Cynamrcras meTozom [I[poxopoBa Zana TOYHOE
ZOK83aTeNbCTBO (OPMYNH AJIR MATEMATHUYECKOT'0 OXHZSHUN YUCIA
nepecevyeHuit,
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3, EcTecTBEeHHO BOSHMKAET BONPOC OC YNPaBIECHMM M CTa-
THCTHYECKOM MCCHEZOBAHUM TAKHUX NMPONECCOB. ECIM MH
pacCMaTpMBaeM - KaK NpUONuReHHe — AudGHysuoHHHH
npomecc, TO TrAa XOPOmO MPEMEHMMH pesyinbraTs M.
I'mxmana, €. IlpoxopoBa, A. Cropoxoza m A. [lupsmesa.
Pemenue npoGnemy HenuHehHO? PUABTpPaALUM ABIMETCHA
craTuueckoft sazaueit m TECHO CBM33HO C Teopuei
cToXacTHyeckux AuddepeHnuanbHHX ypaBHEeHuit. OHO
ABAAETCA OOCOmMEeHHeM JMHeHHO# TeopHM NMpOTHOSa,
KOTOpam Owyia paspadoTana KoaMoroposmM. B cBasH
¢ oxHO#t cmenuanbpHO# mpoGaemo#t, mocTaBAeHHON
KonIMOTOpPOBHM, 4BTOD STUX CTDPOK HAYAN CBOM MCC—
JeAOBAHUA B OGNACTH CTATHUCTHKM CayualflHHX mnpo-
IIecCcOB. Pe3yAbTaTH, NMONYYEHHHE COTDYAHMKAMH
MHCTUTYTa BHUMCHUTENBHO# TEXHWKM M aBTOMaTH3aNMU
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(Isopan, Bernyp, Kpammm, [eprem, TymHazm), ®
70T farKT, UTO MaccoBam 00pPalGOTKa AAHHHX HAE
O9BM TpefyeT STHX DPE3yNbTATOB, NMOKABHBAET Da8-
BUTHE OTEUEeCTBEHHHX MNCCJeZOBaHHit.

PemeHu®, yKa8aHHHE B NYHKTE 3. ZanT XOpomMe
NPHONUXEHNN AJM DemeHu# npodnem, CBABAHHHX C
BHyTpeHHel#t opraHusanmeit padorn cospemeHHO?t 3BM.
3azaua ONTMMUBANMH SKCNJIyaTanu:m peccypcoB SBM
(menTpanbHOE yCTPOHCTBO, KAHANH) CBOAMTCH K IpOG-
JneMe HeNMHe{lHOT0 YNpaBNEeHMM CIyuallHWX NpOIecCoB,
HO pemeHWsf — B COJNBNHHCTBE CIYy4YaeB = MOJAYyUYaNTCH
TONBKO MeTOZOM MoHTe-Kapmo. KoHkpeTrHme pesynpTa-
TH B BTOM HANPABIEHWM HAXOAXTCHA B HOBeAmMX pa-
gorax (Aparo, Kuyr, Téxe u Tomxo) (cM. puc.6- 9).

1if E(t)=a
H) - [o if E(t)-b
L""ﬁ f"""jl_ii

pt)=2(u)du,

Puc. 6.
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B cBE3M ¢ 3Toff mpoGmemaTUxko# M XOTen OH TONBKO yKa3aTh
NMPEMED HA COBMECTHOe BO3ZeftcTBMe DABSHWX HANpaBIEHHH HCCaEnO—
BAHUM ¥ BINAHHE COBETCKUX Pe3ynsTaToB B BeHrpuu. KoHeuHO 3TOT,
lepeuyeHd He WBJAMETCH NMOJNHHM, HO # H8ZENCh, UYTO OH ZA8ET BO3-
MOXHOCTH TMOHATH CMHCJH, MONE3HOCTh M 3HAUEHWE BEHI'ePCKO-COBETC-
KOX cBm3eft B o6nacTH Teop.Bep.

R cBfS8H C BEHI'€PCKO-COBETCKHM COTDYZHMUECTBOM MO TEODHUH
BEPOATHOCTeH MH ZONXHH OHAM Ob TNEPEUYMCANTH MOYTH BCEX MaTEMa-
THKOB, padoTabmux B 3TOoff 06nacTHM, TaK KaK BCe OHM B TOf MiM
uHOt fopMe MMENT CBABR C COBETCKMMM UCCHEZOBATENAMU MIM C KX
pe3ynpraraMn. OZHAKO MMEHOTCH BTODHWUHHE BIUAHUM, COGCTBEHHHE
TEeMH, M CBfSM C HCCJEZOBATENfAMH ADYT'MX CTDAaH.

My uMeeM B BUZY Taxue DalOTH, KAK OCHOBHHE MCCIEZOBAHWA
[I. Mexznem¥ B oOnacT¥ DASJNOREHHMM pacnpezneyeHuit, pesynrsraT
[I. baprdpan B Teopum Goaspmux yrIOHeHu#, pesynasrrarw 0. Bepxema,
. Kommoma, I'. Tymwazu, Il. Maftopa, Il. PeBeca M ZApyrumx B npoG-
' JIeMaTHKe TeopeMH TOBTODPHOTO norapufma. A. Ilpexoma mpezpcTasiser
CymeCTBEHHO HOBOe HanpaBlieHHe B MCCIEZOBAHMM omnepanuit. [pomy
NpomeHue 8a TO, YTO f HE MOTY MOAPOCHEE OCBETHUTH KDPYI' BTUX
npoGneM,TeM GoJjiee, UTO AaXe NMEepEeUYeHdP KX ¥ ZJaNeKO He NOJOH.

OrzmensHOTO AOKNaZa TpelyeT MBNOKEHHE BIMAHNE BEHTEeDCKUX
uccnepgosanu#t. Xopomo M3BECTHO, UYTO QHANUTHYECKHE DE3YNBTATH
®. Pucca, M. Pucca u I'. Ceré OwaM OCHOBHHMM ZAJIf IOCTDOEHHH
KOJIMOTOPOBCKOY% TeOopuM JMHe#HOTO nmporHosa.

Teoperurouncnosue MeTozs Il. Typana II. Opzéma w A. PeHbM
Hamnu Gonemo#t oTkaux B CCCP. Il Opzém #BIAETCH ¥ OZHMM KB OC—
HOBOTIOJIOXHUKOB TEODMHM WHBADHAHTHOCTM. AHAJOTMYHO MONOXEHUE
¥ B TeopuM ciayuaituwx TpadoB, M B TEODUM DO3HCKA, OCHOBH
KOTOPHX OWNM B8anoxeHH A.Pensu ¥ [I. Spzaémem. DTOT mepeueHs
MOT Oy MPOZONXATHCH emé AOATO. OZHAKO B CBOEM ZOKNAZE [ XOTeJ
JINIB NMPOUNINCTDPUPOBATE BAUAHMA MCCIEZOBAHUR COBETCKUX YUEHHX.
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My pafy OTMETHTH, UTO HAWM MOJOZHE MCCIEZOBATENH OXOTHO
exand, n exyT B CCCP yuHTBCHA ¥ 33HKOMUTHCH C HOBHMYM HaIpaBle-
HUAMK, TAK KAK OHM 3H8NT, UTO BCTDETAT TaM MCKDEHHHD TOZAZEDPRKY
¥ ZPYXeCKyl NMOMOMmS.

PasBuTve ¥ - CNOKOHHO MOXEeM CKasaTh = DpacnBeT Teopu#t Bepo-
ATHOCTel# M MaTeMaTHueCHO# CTATUCTHKM B BEHTDUM SABIAETCH HATAAZL—
HHM NDUMEDPOM TOT'0, K8K MPABUIBHOE NPABUIBHOE HalpaBleHHe, BHO-
DaHHOE C ApYXeCKOo# moMomsl, BIAMAET H8 BCH MATEMaTUKY M Ha pas—
BUTHE ee TNpuMeHeHuit!

Summary

In the paper the author gives a detailed survey about the influence of the soviet
probability theoretical researches on the hungarian works after 1945,
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MEGJEGYZES A LOGARITMIKUSAN KONKAV FUGGVENYEK ELMELETEHEZ

Rapcsidk Tamds

Ebben a dolgozatban bebizonyitjuk a folytonos, logaritmikusan konkav fiiggvények és a
folytonos, masodrendii Pélya fliggvények osztdlydnak azonossdgit. Ez a tétel megtaldlhato I. J.
Schoenberg [1] cikkében. Itt a tétel egy mas bizonyitasat adjuk. ‘

ElSszor definidljuk a logaritmikusan konkav filiggvény és a méasodrendii Pélya fiiggvény fo-
galmat, utdna kimondjuk és bebizonyitjuk a tételt.

Definici6. Egy minden valés x-re értelmezett, nemnegativ g(x) fiiggvényt logaritmiku-
san konkdvnak neveziink, ha tetszdleges x,,x, szdmpir és 0 <A< 1 esetén fenndll a

(1) g, + (1 = Nx,) > [g0e 1 - [g0x, 1~ A
egyenlGtlenség.

Definici6. Egy minden valés x-re értelmezett, fnérheté, nemnegativ g(x) fiiggvényt ma-
sodrendii Poélya fiiggvénynek neveziink, ha az aldbbi relacié

g(xl —yl) g(xl—yz)

(2) >0
g(xZ—yl) g(xz'—yz)

teljesiil akarmilyen x, <x, ¢és y, <y, értékekre és g(x) # O legalabb két kiilonbdzé x
értékre.

Tétel. A folytonos, mdsodrendu Pdlya fuggvények osztilya megegyezik a folytonos, loga-
ritmikusan konkdv faggvények osztdlydval. '

Bizonyitds. A bizonyitas elsé részében megmutatjuk, hogy egy folytonos, masodrendii
Pélya fliggvény logaritmikusan konkdv.
Tekintsiik ugyanis csak azokat az X,>x, € y,>y, értékeket, amelyre x, —y, =
=X, — Yy E megko6tés mellett az Xy —Yys%Xy — Yy PAr barmely x értéket felvehet. Vezes-
sikbea z, =x, —y,, 2,=x;, -, jeloléseket. Igy az aldbbi egyenlGségeket kell teljesite-
ni.

Xy =5 B&y
3) z, =x,
Z, =X,

Beérkezett: 1974. oktdber 21.
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Mivel z,>2,, a (3) egyenlGségek teljesiilése ekvivalens a (4) egyenlGséggel
(4) 21_22=2(y2_y1)'
Igya z,,z, par barmely x értéket felvehet. Ekkor az alabbi reldciok igazak.

o P s e R
2 1 1 2
(5) 2) =x1—y1’

X, =y, +x. =y
2 1 1 2
(6 2 iy T My

A determinins feltételt kifejtve az alabbi egyenlGtlenséget kapjuk.
(N gx, —y,)8(x, —y,)>8(x, —y,)8(x, —¥,).

A koribban bevezetett jelolést alkalmazva, (5) és (6) miatt

zl+z2 zl+z2

- 3 és X, =¥, = 5

Igy a determindns feltétel az alabbi alakba irhato

{ z, + 2z, z, +z,
(8) g[‘ > ) 8l—7—) = Vez))e(z,) Ve(z,)e(,).
Ebbdl a fiiggvény nemnegativitdsa miatt kapjuk, hogy

Z, +z,
@ gl > Ve VG

ami éppen az allitas.

A bizonyitds masodik részében megmutatjuk, hogy egy logaritmikusan konkav fiiggvény maésod-
rendii Polya fliggvény. Mivel Xy =YV > Xy =Yy > X, —y,, ezért taldlhato O0< A< 1 oly
modon, hogy az alabbi egyenlGség teljesil

(10) Ax, =y )+ A =Ny —y,)=x, —y,.
Ekkor a (11) relacié6 is igaz.
(11) R(xl—y2)+(l—)\)(x2—yl)=xl —yl.

(Ha a (10) egyenletbdl kifejezziik a A(x = y2)-t, a kapott kifejezést a (11) egyenletbe behe-
lyettesitjiik, akkor azonossigot kapunk.) Mivel a g(x) fliggvény logaritmikusan konkdv, igy az
al4bbi reldciok igazak

12)  g(x, —»,)=8g\x, =) + (1 =N, —,)] > glx, —y P - glx, =y, "2 >0,

(13)  glx, —y,)=g\x, —y,)+ (1 = Nx, —y)]>gx, —y ) - gx, —y "> 0.



.
A (12) és (13) egyenldtlenségeket Osszeszorozva az alabbi egyenlStlenséget kapjuk
(14) g(xz_yz)g(xl —yl)>g(x1 _yz)g(xz—yl))

s ez éppen a kivant determindns feltétel.
Megjegyezziik, hogy a bizonyitds masodik részében nem haszndltuk ki azt, hogy a fiiggvények
folytonosak.

Irodalom

[1] I. J. Schoenberg, ”’On Polya Frequency Functions”
J. D’ Analyse Mathematique 1 (1951) 331-374.

Summary

I. J. Schoenberg proved (1) that the class of continuous, logarithmically concave functions
is identical to the class of continuous, second order Polya functions. In this paper we
present a simpler proof for the above theorem.

Peapopue

A, @, Exoeméepr NIoKasax;, 94To0 KIACC HENPEepPHBHHX JOrapH@Mu-
9YeCKEE BHNyKnax QyHKOEY coBnmazaer ¢ xraccom ¢ymxne# loxs BTOpPOI'O
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ALTALANOS RELACIOKON ERTELMEZETT KAPCSOLODASI
MUVELETEKROL

Farkas Zoltan

0. Bevezetés

Jelen dolgozat szerzGje az Osszetett rendszerek modellezéséhez — napjaink egyik fontos
kutatasi feladatdhoz — kapcsoléd6é matematikai vizsgalatai egyes olyan eredményeit foglalja
Ossze, amelyek rendszerek részrendszerekre vald felbontasanak és kiillonb6zé rendszerek egy
rendszerré valo Osszekapcsoldsinak modellezésére vonatkoznak.

A szerz$ ezirdnyu vizsgdlatai kiinduldsi pontjdul bizonyos Osszett vegyipari rendszerek
modellezésének — dr. Almasy Gedeon, Dr. Pallai Ivan és Veress Gabor 4ltal felvetett és vizs-
galt — gyakorlati problémadi szolgaltak, amelyek egy kezdeti szakaszban 16v6 kozds targyaldsa
és elméleti modszerekkel vald megoldasi kisérlete [1]-ben taldlhato.

A tovabbi vizsgilatok soran kapott eredmények jelenlegi formajukban valé6 megfogalmaza-
sdt — tObb madsirdnyu probalkozds utan — a relacié fogalmanak éltaldnositdsa, valamint az 4ltala-
nositott relaciékon bizonyos miiveletek értelmezése és megfelelé6 modszerekkel valo vizsgilata
tette lehet6vé. Mindezen 6ndllé fogalomalkotasokkal illetve ltalanositdssal a dolgozat szerzdje
az irodalombol ismert relici6—fogalmaknak azt a hidnyossagat igyekszik kikiiszobolni, hogy al-
taluk az emlitett relicio—miiveletek definidlidsa technikai nehézségekbe titkozik. Ervényes ez
pl. mind a Descartes—féle szorzat, mind a rendezett n-es fogalmat felhasznal6 relacio—definici-
okra (1d. pl. Mesarovic [7] és Maurer, Virag [6], illetve Salovaara [9] munkait). Ezen kiviil még
azzal a tulajdonsaggal is rendelkezik az itt bevezetendd relaci6—fogalom, hogy definici6ja az
el6bb emlitettnél altalinosabb fogalmon, a leképezés fogalman, alapszik. Ezéltal lehetévé valik
tetszOleges szamossdgu objektumhalmaz elemei kozo6tti relaciok konstruktiv miiveletek definia-
lasara alkalmas értelmezése, és altala a felvetett problémakdr hatékony vizsgalata.

‘1. Alapfogalmak

A targyalasmod egységességének kedvéért megemlitjliik, hogy a szuperjektiv leképezés, le-
képezések megszoritasanak fogalmét a [3] irodalomban taldlhaté értelemben hasznaljuk.

Paraméterezd leképezést6l beszéliink akkor, ha definicié szerint el8irjuk, hogy egy szuperjek-
tiv leképezés targyhalmazbeli kiillonboz6 elemekhez hozzéarendelt képhalmazbeli elemeket megkii-
16nboztetjiik. Valamely f: X — Y leképezés tehat definicié szerint akkor paraméterezd leképe-
zés, ha Vx1 Xy € X [x, #* x, dﬁf f(x,) # f(x,)]. Egymassal kompatibilis leképezéseknek nevez-
ziik mindazon leképezéseket, amelyek kozos targyelemhez kozos képelemet rendelnek. Legyen to-
vabbéd kompatibilis:leképezések kompatibilis, illetve diszjunkt kompatibilis kiterjesztése a legszii-
kebb kbzbé kiterjesztésiik, illetve az egyes leképezéseknek a tobbi leképzés targyhalmazaiban nem
szereplS targyelemei halmazara valé megszoritasainak kompatibilis kiterjesztése. Definicidja ko-
vetkeztében mindkét Kiterjesztési miivelet asszociativ, tehat ketténél tobb leképezésre is értelmez-
hetd.
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2. Az dltaldnos reldcié fogalma

2.1. Definicié. Legyen adott a Py S—>A y paraméterezd leképzéseknek a- G generéitor-
halmaz altal definialt

P, ¥ p, :S+4,17€G)
paraméterezG leképzésrendszere, és a Py € PG leképzések altal S-paraméterezett
A5®@,) dﬁf{ p,(8)|s€ S €& s5,,5,ES[s #s, def Py (s)) # p7(s2)]} + ¢
halmazoknak a G generatorhalmaz altal generilt
A0 % 4,0 p, e )

halmazrendszere. Az A S(PG) halmazrendszert S tartéju, PG altal generalt R altaldnos re-
lacionak nevezzik. G = ¢ esetén iires, véges G halmaz esetén véges, S= {  FP—, in} esetén
R[n]n tagu vagy n-dris reldcior6l beszéliink, ha i, <. i . Az n tagu relaciokat
R[n] = {(a,.l Ry a'.n)} forméban is felirhatjuk, ahol (a na, ,ain) rendezett n-es.

2.2. Definici6. Legyen R egy S-tartoju altalanos reléci(), és legyen az A (p) S-paraméte-
rezett halmaz az R relaciét definidlé halmazrendszer egy tagja, toviabba tetszdleges adott
SES esetén a d=ef A (p) az Ag(p) paraméterezett halmaz s paraméter(i eleme. Az a ele-
meket az R 4ltaldnos relaci6 s paraméteri tagjainak, ezek

dom (R) %€f {4 %1 4 (p) 1 4,(p) € A, () A5(p) € RY)

halmazit az R 4ltal4dnos relidci6 s paraméterhez tartozo értelmezési tartomdnyéanak nevezzik.

2.3. Definici6. Legyen adott egy S tartdju R 4ltaldnos reldcio, és egy SCS halmaz.
Ha R az As(p ) S-paraméterezett halmazok A (P;)[y€ G] rendszere, akkor a
Py S—»A leképezések Py IS p7 megszoritasai altal definidlt Ay S(P ) paraméteres hal-
mazrendszerként értelmezett R altalénos reléciét az R dltaldnos reldcié SCS tartéhalmaz-

ra valé megszoritasanak nevezzik, és igy jeloljik: R= R/§. Megforditva, az R reldciot az R
relaci6 S tartdhalmazra valé egy Kiterjesztésének nevezzik.

3. Altaldnos reldciok szuperpoziciéja és kompoziciéja

3.1. Definici6. Legyenek adottak valamely olyan SO tartoju RW  4ltalanos relaciok,

amelyeket a

P def { %, :5® A(x) 1/D eGP & 4,4 e G?
G 7

def i
07 #19 % 2l # P01}
1 2
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leképezésrendszerek ltal S®-paraméterezett A© pt halmazrendszerként definidlunk, adott
GP & i= 1,2 esetén.

Azt a P(l(zl)) @ illetve P(lz(}) A o leképezésrendszert, amelyet az dsszes lehetséges mo-
e LG

don megvalasztott

P(l()n’ @ [p(l(l) € P 1)(1) 1’(222) S P( o]
kompatibilis leképezésparok kompatibilis, illetve diszjunkt kompatibilis kiterjesztése definidl,
az R® ¢ R@ ltalanos reldcidk szuperpozicidjdnak, illetve kompozicidjdnak nevezziik, és
RD » RD el illetve RM o R vel jelsljiik. A szuperpozicié és kompozicié miiveletét kapcso-
16ddsi miveletek nevezziik. Ha R® 0R® = R® yagy RO o RD = RO jjletve
RD % RO = RD vagy RW« RD — RD  akkor identikus kompoziciorol, illetve szuperpozi-
ciorol beszéliink.

Ha R® ¢ R® diszjunkt tartéju altalinos relaciok, akkor djsziunkt szuperpoziciorol,
illetve diszjunkt kompoziciérél beszéliink, és R ¥ R@.vel, illetve RD & RD-vel jeldljiik.

Megjegyzések. 1. Definicionkbol kovetkezik, hogy R® % $R@ = RO GRD  ¢s ezért vezes-
siik be az R® & R® def p y p@ def p § D jeislést, és nevezziik e miiveletet az R
és RP direkt szorzatéanak.

2. Leképezésrendszerek kiterjesztésének asszociativitdsabol kovetkezden altaldnos relaciok
kompozici6ja és szuperpozicidja kiterjesztheté ketténél tobb relacid esetére is:

RWo. oRWo  oR™M=R

[0 lR4

RY%, ., #80%,  +j8 - R
3.Legyen adott az I= {1,...,m} é J={I+1,...,l+ n} halmaz, és az [ tartéja
m tagi R®[m], valamint a J tart6ja n tagi R@P[n] altaldnos relacio, és I < m. Ekkor
RPrm] o RPUnY= {Gysvions®ps Vygugsves 1 Ppan) | VE=1+ L, ... om
3z, € dom, (RP[m]) N dom, (RP[n])
[(xl, S /T ,zm)ER(l)[m] €s

2
@rerre 1 Zps V1o Y14n) RPN},

amely egy n—m+ 2l tagﬁ ltalanos relaci6. Példank alapjan kénnyen belathato, hogy relaci-

2202

reldciokra valo kiterjesztése. Ugyancsak definicionkbdl kovetkezben
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RO[m] * R@[n] = {(xl,...,x,, Bpaqo e 5B s P pinen=s Vg n Yl
© T zHl,...,zm)ER(l)[m] és
)
(Zl+l""’zm’ ym+1,...,y“n)€R [n]

[(x17‘ LR ’x13 ym_’_l’ SN ¥ ’yl+n)ER(l)[m] OR(Z)[n]]} b

amely egy /+ n taga altalanos reldci6. Szintén koénnyen beldthatd, hogy relaciok szuperpozici-
6janak miivelete tobbvaltozos fiiggvényekbdl képezett tobbvaltozés fliggvény képzési szabilys-

nak altaldnos relacidkra val6 kiterjesztése.

4. Altaldnos reldciok deszuperpondlhatésdga és dekompondlhatésdga

4.1. Definicié. Az olyan R altaldnos relaciét, amelyhez létezik valamely olyan R' és
R", illetve RD ¢ RP jltalanos relacié, amelyekre

R=R'oR" .
illetve
R=RD x RO@ :

az R' é R" reliciokra dekompondlhato, illetve az R® & R® relaciokra deszuperpondl-
hato reldacionak nevezziik.

Az iménti feltételeknek eleget tevé R’ és R" illetve R ¢ R relaciok megadasa
esetén az R reldcié dekompoziciojarol, illetve deszuperpozicidjarél beszéliink, amelyeket az
R relici6 komponenseinek, illetve szuperponenseinek nevezziik. Ha R' 0 R" az R' és R"
identikus kompozicidja, illetve R® * R® az RW ¢s R identikus szuperpoziciéja, akkor
trivialis dekompoziciordl, illetve deszuperpoziciorél beszélink.

Megjegyzés. A kompozicié és szuperpozicié miiveletének asszociativitisa miatt beszélhe-
tunk adott dltaldnos relacio kettonél tobb dltalanos relaciéra valé dekomponalasarol, illetve

deszuperponaldsarol.

5. Altaldnos reldciék dekompozicidja és deszuperpozicidjira vonatkozé tételek

5.1. Tétel. Legyen adott az SV tartéju R® ésaz S® tartéju R® dltaldnos relacio,
valamint legyen RY lletve R? az RD relicidnak az S — s@ tartohalmazra, illetve az
RD  relicidnak az SP — SO tartéhalmazra vald megszoritdsa. Ekkor:

@) RV o RD gz SOy SD saredji RD * R iltaldnos reldciénak az SO v §@ —

— SO N S@  tartéhalmazra valé megszoritdsa;
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b)az R® * R® = (RWD x ’ﬁ(z)) N RD x R®) Gsszefiiggés teljesiil tetszdleges RV, R®
dltaldnos reldciok esetén.

Bizonyitds. a) Az R® és R® relaciokbol kivalaszthaté kompatibilis elemparok — mint
rendre SD-en és S@-n értelmezett kompatibilis leképezések — diszjunkt kompatibilis kiterjesz-
tése a kompatibilis kiterjesztésiiknek az S® u §@ — sO n S@ halmazra valé megszoritasa,
minden lehetséges kompatibilis elempar esetén.

b) RV » RD tetszéleges eleme RW X R@-nek és R® x R@.nek is eleme, mivel az
R®M x R@ jltalinos reldcio az RW-nek és R®@nek, illetve az RV -nek és RP-nek az
SO U $@ tartéhalmazra valé kozos kiterjesztése. Emiatt R® » R@ tetszGleges eleme az

R12 def p) y F@) A (RO x RD)
relacionak is eleme.

Misrészt viszont az RY?  altalanos relici6 az S® U S@ tartéhalmaza R® x R® s
R® x RD sitalanos relicionak olyan k6z6s része, amely egynuttal az RD ¢ RO ltalanos
relacionak is kiterjesztése. Definicionk kovetkeztében az RU? relici6 tetszbleges elemét olyan
paraméterezS leképezés definidlja, amely az R és R@ relaciok valamely elemeit definiilé
kompatibilis leképezéspar kompatibilis Kiterjesztése, tehat az R1? tetszbleges eleme az
RW » RD _nek is eleme. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk. '

Kovetkezmény. A b) pontbeli 4llitdsbol kovetkezik, hogy egy S tartéju R A4ltaldnos
relacié akkor és csak akkor deszuperponilhaté nem trividlis médon, ha létezik olyan S® tar-
toja RV & S@ tartoju RP sltaldnos relacié, hogy SO uS@ =5, R® £ R vagy
RP® £ R, ¢sha RO, illetve R? az RD relicionak az S? — 5@ illetve R® az R®
relicionak az S@ — S® tart6halmazra valé megszoritasa, akkor

R= R x R®)n (RY x RD)

Példa. Csak trividlisan deszuperponalhaté relacid
R= {(@D,d),d]), @?,dD,dP)} , ahol

(40 YR | (1) (2) (0] (2)
a;’ =ay =a, de a;’ #a;’ & ay’ #+ a;

5.2. Tétel. Legyen adott egy S és valamely olyan SO # ¢, SP + ¢ halmaz, amelyekre
SV ySsD sV N SD =5 Tetszéleges S tartdji R dltaldnos reldcié dekompondlhatd vala-
mely SO tartéju RO és SP tartéju RP ditaldnos reldciéra.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsdéhoz az R Telaciét definiald P, 1S = A[y € G]S-paraméte-
rez6 (szuperjektiv) leképezésekhez elegendd megadni olyan p,(y’) 18D 5 4O = 1, 215D paramé-
terezd leképezéseket, hogy p, a pg) és pg)['ye G] leképezések nem trividlis diszjunkt kom-
patibilis kiterjesztése legyen. Ekkor ugyanis a »
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PO 98T (0559 A% 140 €60 &5 D, € GO
[7(1i) # 7(21) dgfp(izi) o p(i},')]} [i=1,2]

leképezésrendszer altal SO, §@ paraméterezett Aazl)(Pa)(l)) és A(222)(P(2)(2)) halmazrendsze-
sO* g s®@ ¢

rek iltal definidlt R® ¢ R@ relaciokra a kompozicio definiciéja szerint R o R@ = R,
A keresett pfyl) : 5D A,(yl), p(yz) : 8@ A,(yz) lek épezésekhez legyen:

D=8 UH, SP=(S-S)UH,
@ _ 4 @ _ — 4"
AP=4,0C, 4D =4, -4)PUC,

ahol
S,AY,H[¢=S CS,¢=/=A7CA7,H#= ¢,C7=#¢,SnH=¢]

minden y€ G esetén adott halmazok.

Az ilym6don megvalasztott halmazokra teljesﬁlnek az

SO ySAD s gD g
W 4 _ s 48
AP VAP —AD AP = 4., (7€ G

azonossagok. Tekintsik a Py leképezéseknek az S', illetve S — S’ halmazra vald P,y | S,
illetve p y | (S —S") megszoritasat, majd az igy kapott leképezéseknek az S' U H, illetve
(S — ") U H halmazokra valé olyan pﬁy illetve psy egymassal kompatibilis kiterjesztését,
amelyekre tehat definicié szerint

@ . ¢
p) S UH—~A4,UC,, [YEG]

illetve
Q@ .co_ ¢ a0
Py (S S)UH—»(A,Y A7)UC7, [Y€ G]

és tetszbleges h € H elemre pfyl)(h) = pg)(h) €C, [YEG)LA p,:S—>A, leképezés az igy
definidlt pf’“ és p,(yz) leképezések diszjunkt kompatibilis kiterjesztése minden y€ G esetén,
amivel a tétel allitdsat igazoltuk.

Kovetkezmény. TetszGleges n > 2 tagi R[n] reldcié barmely adott k[2< k< n] ter-
mészetes szam esetén dekompondlhaté valamely k tagu R(l)[k] és n—k+ 2 tagu
R@[n — k+ 2] relaciora. (Ez kozvetleniil kovetkezik a tétel 4llitasdbol, ha a H halmazt egy-

elemiinek valasztjuk.)

5.3. Tétel. Barmely n= 2 tagu R([n] reldcid dekompondlhatd valamely olyan
R(l)[nl], ol ,R(’)[n’] —rendre n,...,n, tagi — reldcidkra, amelyekre 2< n,<n,

minden i=1,...,r esetén, és
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f 4
7;1. =n+ 2(r—1).
J=1
Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik el. » = 1 esetén trividlis az allitas,

r= 2 esetére pedig az 5.2. tétel kovetkezménye igazolja. Tegylik fel, hogy r = roTa is igaz a

tétel, vagyis 1éteznek olyan R(l)[nl ] EER ,R(i)[nl.], . ,R(ro)[ro]-rendre n ,h —

12 P

¢
0
tagu — reldciok, amelyekre

Rin1=R®[n 10...0RD[p]o.. 0 R('O)[n, Ik
0

és teljesiilnek a tétel feltételei, vagyis 2 < n,<n minden i=1,...,r, esetén, és

cs Ty
o
Z n=n+ 2(r0—1).

23 Tk

Tetszoleges R®[n,] komponenst kivilasztva, feltevésiink értelmében Iétezik olyan R 1)[n %
& R? [n, ] reldcié, hogy R(‘)[n]—R 1[ ]OR 2)[n 3E ahol

2<ni1,ni2 < n1< n és nl_1 + nl.2 = ni+ 2
’ _ il @) 0V ry it
Eszerint az R[n]= R [r;10...0R Y[n, 1°R *[n, DO...OR [n, ] dekompoziciéra
1 2 0
is teljesiilnek a tétel feltételei, mert
"o
j;; nl.+ (nl.1 + n"z) =[n+ 2(r0 -D)—-n]+ @+ 2)=

J#i o*1

=n+2[(r041) 1]= Z n,.

Ezzel a tétel 4allitasat igazoltuk.

6. Kovetkezmények

A bizonyitott tételekbdl kovetkezik, hogy minden altalanos relacid, illetve minden deszu-
perpondlhaté 4ltalanos relacié az eredetinél nem nagyobb tagszdmossigu dltalanos reldcidkra
dekomponadlhat6, illetve deszuperpondlhat6. Véges relaciok esetén mind a dekompozicio, mind
a deszuperpozici6 hatirozottan csokkenti a tagszdmot, az ut6bbi fokozottabb mértékben. Ezen
legut6bbi dolog természetesen szoros kapcsolatban van azzal, hogy a dekompozicié mindig, a
deszuperpozicié pedig csak bizonyos feltételek teljesiilésekor végezhet$ el. Mindezeknek a té-
nyeknek komoly jelentGségiik van rendszereknek 4altaldnos relaciokkal vald, és rendszerek fel-
bontdsinak — osszekapcsoldsanak az altalunk bevezetett kapcsolodasi miiveletek segitségével
valé modellezése szempontjabol.

Mint misik fontos tényt megemlitjiik, hogy a dolgozatban térgyalt fogalmak és kozolt
eredmények a szdmitastechnika, illetve szdmitégéptudoméany szempontjabél jol hasznélhato
forméaba fogalmazhaték 4t n tagh véges relaciok esetén, ezeknek Boole—matrixokkal valé
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reprezentacidja révén. Ez esetben a dekompozicié és 'deszuperpozicidé  ugyanis visszavezet-
hetd Boole—matrixok alkalmas fraktorizicidjira, amely jol algoritmizalhat6 és programozhato,
illetve elektronikus tton jél megvaldsithatd. A terjedelem korldtai miatt cikkiinkben elssorban
az elvi problémék felvetésére és targyaldsara koncentraltunk, és nem tértiink ki ezen utébbi
inkabb technikai’ jellegli kérdésekre. Ezek részletes vizsgéilata és leirdsa kimeriti egy wijabb cikk
cikk kereteit.

Végezetiil a szerzé koszonetét szeretné kifejezni Nagypdl Botondnak egyes matematikai prob-
lémak felvetésében és megfogalmazasdban nyujtott segitségéért, valamint Veress Gabornak a
kézirat dttanulméanyozaséért és ennek kapcsdn adott hasznos tanicsaiért és kritikai megjegyzése-
iért.

Jelo)ésjegyzék:

S  tartohalmaz (support)

Py paraméterezd leképezés (e G)

G: halmazréndszert general6é halmaz

P;: a G halmaz altal generalt leképezésrendszer

As(p,y) : a p7 leképezés altal S-paraméterezett halmaz

A S(PG) g az A S(py) S-paraméterezett halmazoknak a G halmaz altal generalt hal-
mazrendszere

R altalanos relacié

R[n] n tagu (altalanos) relacio

doms(R) az R Aéltaldnos reldcié s paraméterhez tartozo értelmezési tartoménya

R/§ az S tartoju R Aaltalanos relaciénak az § ' halmazra val6 megszoritdsa

RW o RA az RY ¢ R?P kompozicidja

RW = RO® az RO ¢ R@ szuperpozicitja
RV x R@ az RY ¢ RP direkt szorzata
def jjj. d¢f  definicio szerint egyenls, illetve “kdvetkezik”

{x IF(x)[T(F)]} a T tulajdonsaggal rendelkezd F feltételt kielégité x objektu-
mok halmaza
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Summary

Some of the author’s mathematical results connected with modelling large—scale systems
by means of generalized relations are summarized briefly. A generalization of the relation is
given without using notions of the ordered n-tuple and Cartesian product, using only the
notion of mapping. On the basis of these generalized relations a connectivity operation is
defined and some of its algebraic properties are examined. This approach offers some
advantages in handling and computation large—scale systems.
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A SHEFFER FUGGVENYEK FOATLOJAROL

Demetrovics Janos

0. Bevezetés

A k-értékii logikdk Sheffer fliggvényeivel kapcsolatban tobb jelentSs dolgozat jelent meg
[1,3 — 11]. Ezekben a dolgozatokban a szerzék tobbek kozott a shefferség kritériumaval, illet-
ve a sheffer fiiggvények szamossagaval foglalkoznak. Az [1, 5] dolgozatokban a szerzék “’sok”
Sheffer fiiggvény “altaldnos alakjat” adjadk meg olyan kritérium segitségével, amelyet “’nagyon
egyszeriien” lehet ellenGrizni.

Ez a dolgozat a Sheffer fliggvények f6atlojat tanulmanyozza. Sziikséges és elégséges felté-
telt ad a f6atlora vonatkozoan abbdl a szempontbdl, hogy egy adott fiiggvény értéktablazatat
miként lehet kitdlteni — adott f64tlé6 mellett — Ggy, hogy Sheffer fiiggvényt kapjunk. Tovabba,
a Sheffer fliggvények szamossagara is tesz néhany megallapitést.

1. A Sheffer fiiggvények fédtl6ja

Legyen E, = {0, l,...,k— l}, k= 2. Az SOy ,%y,. .. ,xn) fuggvényt k-értékii fligg-
vénynek nevezziik, ha az ;Ek xE x...x Ek) halmazon van értelmezve és az értékeit is az E,
n-szer
halmazon veszi fel. A k-értéki fliggvények halmazat k-értéki logikdnak nevezziik és P, -val
jeloljik.

Ismert médon hat4rozzuk meg a szuperpozicidét a k-értékii logikan P, [4, 10].

Sheffer fliggvénynek nevezziik azt a o(x;,x,,...,X,)€ Pk (n>= 2) fliggvényt, amely a
szuperpozicio segitségével generélja a Pk -t. A tovdbbiakban, az egyszeriiség kedvéért csak a 2
valtozés Sheffer fiiggvényeket fogjuk vizsgdlni.

Azt mondjuk, hogy az f(x,,...,%X;_ > X;%X; 1q0--- » X, )E P, fliggvény lényegesen fiigg
az x; valtozo6tdl, ha létezik olyan a= (0 50gseees@ 1500, 1,0..,0,), illetve

o= (. S l,a;,aHl ,-..,@,) érték kombinicié par, hogy o, # a; és f(a)# f(a").

A szemléletesség kedvéért az f(x,y) € P fliggvényeket értéktablizattal adjuk meg.
Lasd 1., illetve 2. 4bra.

Beérkezett: 1974. december 6.
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1.1. Lemma. Haaz f(x,x,,..., x,) fiiggvény generdlja az A alterndl6 csoportot,
akkor az f(xl,x2 ..... xn) Sheffer fiiggveny (k= 4),[5].

1.2. Lemma. Legyen o(x) egy teljes ciklus, azaz

% | @y @ .. 5 0

b

a(x) @ @y ... @

tovabba



i pug. g % e Op 5
’
)|y 9 @ @ L
X o o @, 0y S0y,
’
'rz(x) @ Ly a, @ N

akkor a {a(x), 'r].(x)} fiiggvényhalmazok generdljak az Ak-t (1<j<2)[2].

Itt és a tovabbiakban mindig, kiilonbozé indexii «-dk, kiillonboz6 E, -beli elemeket jelol-
nek. Vagyis, a r].(x), 7(x) és o(x) esetében a fliiggvények minden Ek beli értéket egyszer
vesznek fel.

1.1. Tétel. Minden olyan g(x)€ P, fiiggvényhez, amelvre gla)# a (a € E)), létezik
olyan cpg(x,y) Sheffer fliggvény, amelyre igaz, hogy wg(x,x) = g(x).

Bizonyitds. Konnyt belatni, hogyha az f(x,y) fliggvény megdriz legaldbb egy értéket —
— fle,a)=a, e €EE, — akkor az f(x,y) nem lehet Sheffer fiiggvény [1, 10].

Bizonyitsuk be, hogyha g(x) nem O&riz meg egyetlenegy értéket sem, akkor a 2-viltozos
¢g(x, y) fliggvény értéktablazatat ki lehet ugy tolteni, hogy a cpg(x, y) Sheffer fliggvény legyen.
Vagyis meghatédrozzuk a ¢Jg(x, y) fliggvény értéktablazatat ugy, hogy csak a
(0,0),(1,1),... (k—1,k— 1) koordinatikat vessziik ismertnek, ahol .a g(x) fliggvény van
meghatdrozva. A tobbi (i,j) koordinétat csak ezutdn fogjuk megadni a g(x) fiiggvény segit-
ségével, ahol i#j,0<i,j<k—1.

Vegylk a ¢g(x,g(x)) ill. «pg(g(x),x) szuperpoziciét. Vilagos, hogy a «pg(x,g(x)) fligg-
vény altal kivalasztott k koordindta koziil {(O,g(O)), (1,g(1)),...,(k—1,g(k —1))} egy
sem esik egybe az (i,i), 0<i< k — 1 helyek egyikével sem, mivel a g(x) fiiggvény egyetlen-
egy értéket sem Oriz meg. Ezért ezeken a helyeken el tudunk éllitani tetsz6leges o(x) fiigg-
vényt gy, hogy ¢g(x,g(x)) = o0(x), ahol

x |a0 G o volly. g O g

o(x)

P PAE N PR - N
Példankban a sp;,(x,g'(x)) fiiggvény a + -vel jelolt helyeket hatirozza meg novekvé
sorrendben, ahova a o'(x) fiiggvényt épitjiik be, (Lasd 2. 4bra.), ahol

« 16 3 2 3 4
a'(x)|20413

o/ (x)-el jeldljiik a 0(0...(0(x))...)et.

j-szer
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Vizsgaljuk meg a ¢g(x, o/(x)) szuperpoziciok altal kivalasztott koordinatakat
(1 <j< k—1). Kénnyii belatni, hogy létezik legalabb egy olyan j, hogy a
{(0, o), (1, /1), ... , (k= 1, 0/(k — 1))} helyek koziil legfeljebb csak egy hely van lerog-
zitve a ¢g(x, y) fliggvény értéktablazatdban (k> 3). Példankban, pl. a xp;,(x, 0'3(x)) fiige-
vény kivalasztja a *i-vel jelolt koordinatakat. (Lasd 1. dbra.)

Ha minden hely tires, akkor ide épitsik be a 7(x) fiiggvényt, azaz g(x, o/ (x)) = 7(x),
ahol 7(x) tetszéleges olyan fliggvény, amely a o(x)-el egylitt generdlja az A k alternalo cso-
portot.

Ha csak 1 hely van lerdgzitve, akkor is be tudjuk ide épiteni a 7(x) fliggvényt, pl. a ko-
vetkezOképpen.

Legyen cpg(i, o’ (i) = a. Kiilonboztessiink meg 3 esetet:
a) a = i. Ebben az esetben 7(x) pl. legyen a kovetkezd fiiggvény:

X |i i+1 i+2 ap o ... ,

™x) | i i+2 i+1 o

0

X y i @ @y 0.0 g

7(x)

« i @y @y .0 g
c)a+#i és |a—il# 1. Ebben az esetben 7(x) pl. legyen a kovetkezd fliggvény:

x i a a+l ay a, ... _,

a a+1i o

g Oy el g

7(x)

Az 1.2. Lemma biztositja, hogy ezekben az esetekben is a o(x) és a 7(x) generdlja az
A, -t. Igy tehét a tételt bebizonyitottuk, ha k= 4.

Példankban ‘p;'(4, 0'3(4)= cp;v(4, 0) = 3 = 7(4). Ebben az esetben a b) eset igaz, vagyis

x [0 1 2 3 4
) {0 I 2 4 3

Lasd 2. abra.

k= 2 esetén a tétel igaz, mivel mindkét ¢g(x, y) Sheffer fliggvény esetén, ¢g(x, x) =
=x.Az x generilja az S2 -t. A cpg(x,}?) = f(x), ahol f(x) konstans kell, hogy legyen.

k= 3 esetén kulonboztessilk meg 2 esetet.
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a) Ha g(x) felveszi mind a 3 értéket, akkor g(x) = o(x) teljes ciklus. A ¢g(x,g(x)) =
= 7(x), ahol o(x) és 7(x) generilja az S3 szimmetrikus csoportot. Az 1.2. Lemmabdl kovet-
kezik az ilyen tulajdonsigu 7(x) létezése. Legyen cpg(x,g2 (x)) = u(x), ahol

P I e

pe)l 11 2

Ismert tény [10], hogy a o(x), 7(x) és u(x) generdljdk az Osszes egyvaltozos 3 értéki
fliggvényt, G3-t amely a wg(x, y)-al egylitt generdlja a P3 -t [12].

b)Ha g(x) csak 2 értéket vesz fel, akkor vagy a g(x) vagy pedig a g% (x) fiiggvény
u(x) tipusa. A Py (x,y) téablazat tobbi helyeit pedlg ugy toltsik ki, hogy Py (x,g(x)) =
= o(x), vagy a w(x o(x)), vagy pedig a ¢(x, 0 (x)) legyen egyenls r(x)-el ahol a o(x)
ésa 7(x) generaljdk az S, szimmetrikus csoportot. Az S3 , 8(x), wg(x, y) fliggvényhalmaz
pedig generdlja a P,-t [12].

c) Ha g(x) — konstans, akkor a tétel trivilis, mert létezik olyan o« € E;, hogy g(a) =

A tételt bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A «pg(i, 0/(i)) = a esetén masképpen is el lehet jarni. Az 1.2. lemmabol ko-
vetkezik, hogy a 7(x) minden értéket felvesz, ahol a 7(x) ésa o(x) generidlja az A 3t
Legyen 7(f) = a, 0< t< k — 1. Vilagos, hogy ilyen tulajdonsigi 7(x)-et is be tudunk épiteni a
P (x, y) értéktablazataba, a { (0, ol(0)), (1,d/ (1)), ..., (k- 1 oj(k— 1))} helyekre egészen
mas megoldés alapjan. Vegyiik a o/(f)=i é o™ (¢) = o/(i) fiiggvényeket, 1<, m,j < k.
Koénnyi beldtni, hogy a ¢g(01(x), o™ (x))= 7(x), ahol {(0, a/(0)), (1, P o iyl =1
ok — 1)} = {(¢(0), 0™ (0)), ( (1), ™ (1)), ..., (d(k — 1), ™ (k — 1))}.

2. A Sheffer fuggvények szimossdgaroél

Legyen o(x) teljes ciklus és a 7(x)-el egylitt generdljik az A xt-Az 1.1. Tételbdl kovet-
kezik, hogyha létezik olyan i illetve j, 1<i,j<k, hogy ¢,(x, o (x)) = 7(x) illetve
cpa(aj (x), x) = 7(x), akkor ¢ (x,y) Sheffer fliggvény.

2.1. Lemma. Ha
2 O K =asCg.a % g
és
ox) | ey a, ... ; @
% a; a a, « .a a
i i+1 0 1 k—4 k-3 o B
] k=2m+ 1 esetén, ill
T(x) | o,y ¢ @ oy ... 4 O
x a. @ Q. a; @ .a a
i i+1 i k-4 “k=3
, k=2m esetén,
™) | 04 o @y @y @y . ..0 5 @
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akkor a o(x), 7(x) generdlja az Aj-t.
Bizonyitds. Konnyi beldtni, hogy a
") =0""2(x) *k=2m+1) il. 7'G)=""3x) (k=2m)
esetén a kovetkez6képpen néz ki:

X l Q; C"i-t-l

X)) ey Sy =
Az 1.2. Lemma szerint o(x) és 7"(x) generdlja az A, -t.

A Lemmat bebizonyitottuk.

Konny(i belatni, hogy egy o(x)-hez k(k — 3)! kilonbozé 7(x) felel meg, amely a 2.1.
Lemmaban lévé tulajdonsaggal rendelkezik.

2.2. Lemma. Ha
% « a, ...«
0 1 k-1 - ;
es (k—3,3)=1 esetén
ox) | @ a,...a,
X «Q « Q. (43 a a
i i1 0 1 k—4 5 ,
, il (k—3,3)=3 esetén
7(x) @ @, « o, a, - 0y
& * % el % % o ioely s g
b
7(x) o, @, @ @, @, a, a4 o

akkor a o(x), 7(x), generalja az A o 4
Bizonyitds. A Lemma bizonyitdsa azonos a 2.1. Lemma bizonyitdsaval.

Konnyl belatni, hogy egy o(x)-hez k(k — 1)(k —4)! kilénb6zd 7(x) felel meg, amely
a 2.2. Lemmaban 1évé tulajdonsiggal rendelkezik.
A Lemmat bebizonyitottuk.

2.1. Tétel. Legyen o(x) teljes ciklus és k=" 5 Akkor a kiildonbdzd cpo(x y) Sheffer
fiiggvények szama > (k — 1)! k(2k — 4)(k — 4)! kP -2k 41,

Bizonyitds. A 2.1. Tétel bizonyitdsa kozvetlenul adodik a 2.1. és a 2.2. Lemmabol, vala-
mint az 1.1. Tételhez fliz6tt megjegyzésbol.

2.2. Tétel. Minden g(x) fiiggvényhez (g(x)€ P, Vo, €E, :g(a)# a) létezik legalabb
2
k(k — 4)!\(2k — HK* —3* 1 kiilonbozd 0, (x,¥) Sheffer fuggvény.




Megjegyzés. Legyen m az f(x,,x,,...
szama. Salomaa az [5] munkdjiban felvetette a kovetkezd kérdést: mi az a minimélis m szam,
amely mellett meg tudjuk allapitani, hogy az f(x1 2 Xy,
niil att6l, hogy milyen a tobbi k" — m hely. Salomaa [5] bebizonyitotta, hogy m > k+ 2 és

s

Bizonyitds. A 2.2. Tétel bizonyitdsa kozvetleniil adédik az 1.1. és 2.1. Tételbdl.

,xn) (n>= 2) fliggvény ismert értékeinek a

- ,xn) Sheffer fliggvény, fiiggetle-

ha k primszam, akkor m = k + 2. Itt szeretném megjegyezni, hogy nem minden Sheffer
fuggvény ilyen tulajdonsagi, hanem csak léteznek ilyen tulajdonsigu Sheffer fliggvények. Az

1.1. és 1.2. Tételekbdl kovetkezik, hogy minden k-ra (k= 2) léteznek olyan Sheffer fiiggvé-

nyek, amelyekre m < 2k.
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Summary

The present paper studies the main diagonal of Sheffer functions (p(x,x,...,x)). It
gives a necessary and sufficient condition for the main diagonal of a matrix to be extendible
to a matrix a Sheffer function i.e. for all functions g(x) e P, which has no fixed point i.e.
Va,a € E :gla)# «a there exists a Sheffer—functions cpg(xl 3Xg5...5%,)(n=>2) such
that «pg(x, X,...,x)= g(x).As a conclusion some estimates are given for the number of
Sheffer functions.

Pe3apue

B macroamel padore mccaepayercda raaBHas AmaroHaxs lleddep
¢yurnuf m paerca HekoTopas oneHkKa AxA dncexn lledpdpep PyHxmouil,
Boxee TOro JokKasHBaETCH, UTO KaXAyD (QJYHKOHED g(x), HECOXPAHADEYD
HEKAROE 3HAUCHHMEe = T.€¢ VaE€E, :g(a)# a = MOXHO DPACTIPOCTPAHATE XO

Xy oux,) (n>2) Heddep pysEIEE, TXe 0, (%, X, ..., x) = g(x) o RAE

nexH, LOCTATOTHO aad)nxcnponan He GOnLne qyeM 3k BsHaveHmi
mmnn ‘P(x19x23"-’x ) TOeC (p(al) 3k
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AN ESTIMATION PROBLEM IN THE PROCESS
OF SERVECING MACHINES

by Jacob Eshak Samaan

Introduction

Consider the repairman problem described in [3], pp. 462, in which a set of m machines
are attended by one repairman. If a machine breaks down, it is served immediately, unless the
repairman, is already at work on other machine, in which case it joins a waiting line. We say
that the system in state i at time ¢ if i/ machines are not working. Thus the state space
X= {0, | ,m} contains m + 1 elements. Let us assume that the intervals between the
breakdown of machines are independent identically distributed random variables with exponential
distribution with parameter A, and the service time of a machine is exponentially distributed
random variable with parameter pu.

Thus, the number of machines failed is a birth—and—death process with transition
intensities:
}\i=(m~i))\ 0<i<m,
M= M 0<i<m,

the other transition intensities being zero.

Billingsley [2], had investigated the estimation of the parameters A and u assuming
that m is known.

In this paper we assume that A and p are known, and find estimators for the discrete
parameter m. We discuss two methods for estimating . The first method, we call it, the
direct method, and the second is the Maximum Likelihood method, Numerical results based
on simulation are also given to illustrate and Compare the two methods.

The direct method for estimating m:

Assuming that we observe the system for a period of time of length 7T, let:

(1) = denotes the number of failed machines at time ¢,

17, = denotes the first passage time to the state i,

p;(#) = denotes the probability that the system is in the state i at time 7, assuming
that the state m is an absorbing state.

Since, the number of failed machines is always less than or equal m, then we may
consider the statistic. ‘
m, = max u(f)
T  o<i<T
Beérkezett: 1974, december 10.
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as an estimator of the true number m of machines.

To investigate the properties of this estimate, we first calculate the probability:

Q,, (1 = pm, = m)

For this purpose we have by [6], that:

0, () =plm, =m)=p(r, <0)=p, ),

and it may be found by solving the sequence of forward equations assuming that m is an

absorbing state.

This sequence of forward equations is:

1 <

v

D, _

[ PG = = NPy (1) + wp, (1)
p;([) = v ()\, + #)Pi(t) 5 )\,'__ 1P _ l(t) + #le(l‘),
p;n(t)= 7\m—lpm—l(t)

which may be written in the form:

d
ar P(t) = AP(1),

where

Pt =| .

(py(D)]
p, (D)

£, 1)

s m+ 1)x1.

From (1), we get the general solution:

l<is<m—2

(m+ 1)x

Xx(m+ 1)



= 4G =

‘m+1 ¢

& D .o
(2) P = ; Cal) et

=1 i m+l

where Ci, i=1,2,...,m+ 1 are arbitrary constants, and the w; ’s are the eigenvalues of the
matrix A, that is, the solution of the characteristic equation:

3) A —wl| =0,
and a;i) is the j th component of the eigenvector corresponding to the i th eigenvalue w,.

Since we assume that all the machines are in working state at time ¢= 0, then:

F'l'

0
P(0)=|. s Amt 1) xl.

Thus the arbitrary constants Ci’s are determined by:

m +1

%+
Z C.o® =0.
=1

3 +1
i i m

By a similar way as in [1] we can prove that, one of the roots of the characteristic

equation (3) is W= 0 and the other roots w w are all negative and

g3 Was e sWo g
distinct.
Thus (2) may be written as:
a m+1 . Wit
(2) Py (D= C, “m)+1 * 1_221 ¢ af,',),,l e’

where, the second term on the right hand side-tends to zero as ¢ tends to oe.

It is well known that P, (¢) is a proper distribution, since it represents the distribution
of the first passage time to the state m of a finite Markov chain, which is irreducible and

recurrent. Thus
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@ p,e)=1

(See [3], pp. 392.) We can prove (4) also by simple calculations using the laplace transform
of the system (1).

Note that, this fact is true for any P (D), k< m, if we assume that k is an absorbing
state.

Relation (4) means that ’;\1: is a consistent estimator for m.

Now, from (2’) and (4) we have

(1 =
Cl am)-v-l =1,
ie.
m+1 ) Wi
(5) Q,(N=p,(N=1+ 2 call e’

Il
S
W
=
N

where the constants C,’s are determined from the relations:

m+1

) —
i=21' Cai’=1,

1
Cao® =0, 2<j<m,
157

3
+

~
—

1
Ca®  =_1.

i m+l

3
+

-~
n
N

Since p, (1) is the distribution function of the first passage time to the state m, then
it is an increasing function in ¢, this fact is clear also from table (4) of the last section. This
means that:

+

1
Aly= 2 Cuo”

: +
i m+1

w.t
e 1

[ S)

is an increasing function. In fact we have:
A0)= -1, and A() = 0.

Thus, for given A, u,m and a small positive value e, we can find a value ¢ for which
p,H>1—¢

This means that, if we observe the system for a time interval of length ?, then the
probability that we get the true value of the number of machines is, at least, equal to (1 — ¢).

To determine ?, we have to find the minimum value of ¢ for which
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—es A <.

The distribution of m,:

To investigate the distribution of m,
we note that the event m ? > k occurs if
and only if, the event 7, < also

occuts, k= 1,2,...,m.

~¥

Then:
p, () = P(1, < 1) = P(m, > k),
Pror () =P(1, . <O =Pm,>k+ D).
So:
Q, (0 = Pim, = k)= p, () — p,, (), I<k<m-—1
while:
Q,, () = p,, (1) = p(m, = m)
as discussed before.

The quantities pk(t), k=1,2,...,m—1 are again obtained by solving the system (1),
assuming that k is an absorbing state. Thus:

k+1 & it
= E i i
Pk(t)— s Ciak+1 e .

By the same argument as for p,, (?), we have:

k+1 o > ¢
= i 1
p=1+ 2 Cafl e’

when t— e, each Q,(7), k=1,2,...,m—1 tends to zero, while:
Q,(H—1.
Also, we have:

&, (0= EGn) = 2 p(®)

and when ¢—e, each p(H)—1, ie.
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(6) lim E(m,) = m.

t >
So, r’r\zt is an asymptotically unbiased estimate for m.

For the variance of m ; We have:
A A m= 1
Var(,) = E0n, =, (07 = 2 (= e, () [,(D) = P; 14 (D]
l:
+(m — o, (0)?p,, (1)
18
Q) Var(m,) >0 as e,

From (6) and (7), it follows again that the estimator m, is consistent estimator for m
(cf. [S], pp. 281).

Maximum likelihood estimate for m:
Assuming that we observe the breakdown times and repairtimes of the machines in a time
interval of length 7', let:
8= denotes the total number of transitions from the state i to the state i+ 1,
b. = denotes the total number of transitions from the state i+ 1 to the state i,

]

denotes the total time spent in the state i during the time of observation.

Rf;

The log— likelihood function of this sample, by [2] pp. 50, is

A A

mp—1 mp—1
(8) Ltm)= 2 [g;In (n —DN) —70m — DN + ZO (b, In p— 1, , ).
i= i=

The maximum likelihood estimate for m is that value m which maximizes the function
LT(m).

Thus we try to find an integer m > 0 such that:
AL, ()< 0< AL (m — 1)

where AL.(m) is the first difference of the function LT(m) given by:

. — 1
mT—

O ALy =Lym+ D =Lym= 2 gLy

1 m =i 1

In other words, the maximum likelihood estimator for m is the first value m which
satisfies:

ALT(m) <0,



et i
ie.
2 (a, mm__ 71)\]<()
3 m—i

Since

——+)\i=(m—i))\ as T — oo,

then, for large values of T we have:
=1

ZT ; k+1—i

(9) AL ()= 2 yN(m—1) In—————1],

Now, it is quite easy to see that the right hand side takes its maximum at k= m which is

the true value of the number of machines, and that this maximum is unique.

To see this, one can show by elementary calculations that, for any 0< i<k,

>0 for k<m
k—i+ 1
k—i

(m—1i)In -1

<0 for k=>m.

From (9) and (9°) we see that for k> r?zT we have:
A
m -1

Ay,
k= FALL(K) - >fl 7l —din

k+1—i
k—i -1

o)
e
I

L m(s . ] k+1—i
=ig(; T[—;y——(m—z))\ ln—ﬁ—

=0, as T-—»>oo,

a, ) v:

because 7’ — (m — i)\ and 7’ — p;‘ as T — o where p;"s are the stationary probabilities
i

of finding the system in the state i.

This proves the consistency of the maximum likelihood estimation.



e B

Numerical examples and illustrations:

With some modifications of the algorithm given in [4] to simulate the system M/M/m, we
can get a simulating algorithm for our present case. Hundred samples are simulated and estimates
for the number m of machines are founded. The following tables summarize ‘'some of these
results for different values of the parameters.

Let IQ * denotes the number of times we get the true value of the number of machines
out from the 100 samples using the direct method, and N* represents the same but using the
maximum likelihood method of estimation.

In the tables we present both the values 1\/}* and N* in addition to the probability
Qm (#) calculated from formula (5). '

Table (1) gives the results for fixed A, u and m and different values of ¢.

Tl N*| N* |Q @

20 47 38 0.41

50 T 76 0.77

100 91 94 0.95

200 98 | 100 0.99

500 [ 100 | 100 1.00

A=03, u=1.0, m=5

Table 1.
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Table 2. shows the effect of increasing the value of p = Au on the results.

A |u | p |N* |[N*|Q,0

0.1 1.0 0.1 | 54 5 0.05

0.2 1.0 0.2 78 56 0.57

0.3 1.0 0.3 93 91 0.95

0.5 1.0 0.5 98 |100 0.99

0.7 1.0 0.7 97 |100 1.00

0.1 1.0 0.1 54 5 0.05

0.1 0.7 1/7 70 12 0.15

0.1 0.5 0.2 67 29 0.33

0.1 0.3 1/3 70 66 0.68

0.1 0.1 1.0 52 99 0.98

T=100, M=5

Table 2.

From this table, we see that, by increasing p we get better results. But, in fact, the
accuracy of the estimators does not effect notlceably by increasing the value of m. To show
this, we present in table 3., the values of N*, N * and Q (1) for the same values of \,u
and 7, but for m = 8, and also we give in table 4. the values of N* and N * for fixed
A, u and T and increasing m.




A | w | o |F*[R 0,0
01 | 1.0 |01 | 42 0 |oo01l
02 |10 |02 |77 | 38 |040
03 [ 1.0 |03 | 8 | 97 |092
05 | 1.0 |05 | 95 [100 |099
07 |10 |07 |99 |100 |1.00
01 [1.0 |01 | 42 0 |00l
ol |07 |17 | 50 8 | 0.06
01 [05 |02 |57 |24 |o021
o1 o3 |z |71 |s6 |oel
01 |01 |10 |59 |100 |0.97

T=100, M= 8

Table 3.

7m N* ](/*
3 96 | 100
5 90 92
7 91 98
10 81 89
15 90 89

A=0.3, u=1.0, T=100

Table 4.
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From tables 2. and 3. we note that, although, the accuracy of the maximum likelihood
estimator increases with increasing p, but when A and u have small values, (A = 0.1,
u= 0.1), the accuracy of the method is not so good as in the preceding cases with smaller
values of p. This may be because of the decreasing of the number of transition for such
small values of the parameters, which effect the accuracy of the method.

Table 5 shows that, when we increase A and u by the same ratio keeping p fixed,
both the maximum likelihood method and the direct method give better results.

Al ow | N* [N o

0.1 1.0 54 5 | 0.05
0.2 2.0 68 14 | 0.11
0.3 3.0 78 15 | 0.16
0.5 5.0 94 19 | 025

0.7 7.0 97 29 | 0.34

1.0| 10.0 | 100 49 | 045

20| 20.0 | 100 74 | 0.70

3.0( 30.0 | 100 81 | 0.83

5.0| 50.0 | 100 97 | -0.95

10.0 | 100.0 | 100 100 | 0.99

p=01,M=5 T=100

Table 5.

To explain the effect of increasing A and u, by the same ratio keeping p fixed, on the
accuracy of the direct method, we replace A -and u by RA and Rpu respectively. Thus we
can easily prove that the eigenvalues are replaced by Rw,,Rw,,..., me 1 while the
components of the corresponding eigenvectors and also the values of the constants

C1 , C2 S do not effect. (See the proof in the appendix.)

m+1
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This means that the probability Q (1), in this case, takes the form

m‘tl . Rw.t
(10) Q, (0= l+:=22 Coll e !

and we have
Qm(t)—» 1 as R — oo,
In fact, formula (10) shows that, increasing A and u by a ratio' R is equivalent to

increasing T by the same ratio R. We can insure this fact numerically, by comparing tables
1. and 6.

N | u| Ne|N* | Q0

0.06| 0.2 47 38 041

0151 0.8 77 76 0.77

0.3 1.0 91 94 | 0.95

- 0.6 2.0 98 100 | 0.99

1.5 5.0 100 | 100 | 1.00

p=03,M=5, T=100

Table 6.
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Appendix

In this appendix we prove that if we increase the arrival rate A\ and the service rate pu
by the same ratio R, keeping p fixed, then the eigenvalues of the matrix A increases by

the same ratio R while the components of the corresponding eigenvectors and the constants
Cl 555 C do not change.

$ %5 Tm g

To see this, let us write the characteristic equation in the form:

14 — wl| = wf, (W)= 0

where generally:

)\0 +w — 1
- ?\l +u+w -p
f;.(w)= R
—)\1_3 s +ut+w =
L e | )\1_1+y+w-'
Then it is easily seen that, the sequence fo(w), T fm (w) of functions satisfies the

recurrence relation:

(11 W= _; +tp+wfi_ W) =N _,uf;_,W), 2<i<m

with
fo(W) = 1’
fl(w)= w+ )\0, and
[ 1 (W) = wf, (W).

m

We know that one of the eigenvalues of the matrix A is equal to zero and the other m
eigenvalues are the solution of the equation:

f. £ (w)=0.
Let us write

(12)  fw=aw +q_ W14 . +awta =0

0
where the coefficients ay,ay,...,a are functions of A and ..

Now we prove the following:
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Lemma. The coefficient a; of w in [, (W) is a homogeneous function of order
(i—j) in N\ and

1=0,1,....% =012, 0,

Proof. It is clear that the lemma is true for:

fiw)=w+A,, and
LW =w2 + (A, + A + Ww+ N,

Let: a}i) denote the coefficient of w/ in f;(w). Thus using the recurrence relation (1 1) we
have: ’

d =y +wafV+ai 0N paf-?, 1<j<i and
(13) i
al) = £0) = KAy oo ey

Thus by mathematical induction and using (13) it is possible to see that the lemma is
true.

Now, replacing A and u by RA and Rpu respectively, equation (12) for i= m takes
the form

(14) . WP am_lRw'""1 + am_szwm"2 + ...+ alR'"‘lw+ a,R™ = 0.
Thus, if the roots of (12) are WisWyseo s Wy then the roots of (14) are Rw1
Rw,,Rw,, ... ,Rw,_  as required.

Also, since the components of the eigenvector corresponding to any eigenvalue w* are
determined by:

o
al—l
)\0+w*
a¥= ——a*
2 7 12
A + u+w* A :
* k—2 ¥ - k—'3 *
o = m @1 " g %-2 3<k<m,
A
* PO | s P
@41 — i Lo *

Then, it is clear that the values of these components and consequentely the values of the -
constants C,, Cosevns Cm +1. are not effected by the replacement of A and u by RX and
Ru.
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Peabpue

PaccuaTpuBanTCHs XBa METOX& OIEGHWBAHES UYHCHNA MANKNH BHCTa-

HABIMBAEMHX OXHHEM pa6oumM, JANTENHHOCTH PAGOTH B BPEMA DEMOH~-
TA NMpeAnoJarapTCH HMETh 3KCNOHEHNHANBHOE DaCNpeXeleHEe C napa-
MEeTpaME A M u COOTBETCTBEHHO.

OnpezengeTcd pacnpefeleHNe MeKCEMyMa B EHTepsaze (0,7)

quCcl&a JOMAHHHX MANMHKH,

Mprpexernsw nkcxennxo NPpHEMEPH IOJAYyIYSHHHE CTOXAQCTHYEeCKHM MO-

HeXVPOBAHEEM XAJA CPABHEHHA DACCMATPHBACGMHX ABYX METONOB.
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