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A "MEGENGEDETT IRANYOK” ELNEVEZESU NEMLINEARIS
PROGRAMOZASI MODSZER KITERJESZTESE KVAZIKONKAYV FELTETELI
FUGGVENYEK ESETERE

Prékopa Andris

1. BEVEZETES

Ebben a dolgozatban a Zoutendijk-féle un. megengedett irdinyok modszerét (1. [4], 74. old,
P2 eljaras) terjesztjik ki arra az esetre, amikor a feltételi fliggvények nem feltétleniil konkavak,
csupan kvazikonkavak. Kiterjesztésen elsGsorban azt értjiik, hogy az eredeti eljards konvergen-
cidjat az 4ltalanosabb, kvizikonkav feltételi fliggvények esetére bizonyitjuk. Egyéb, f6leg anali-
tikus jellegli feltételeink is eltérnek az eredetiektdl és a feltételi fliggvények kvazikonkavitasaval
egyutt azoknal dltalanosabb esetet jelentenek.

A dolgozatban foglalt eredményeket kordbban mar kozoltiik [2], de rovidebb valtozatban
és egy specidlis sztohasztikus programozasi feladattal 6tvozotten.

Nem toreksziink arra, hogy gondosan Osszehasonlitsuk a dolgozatunkban emlitett lemma-
kat, segédtételeket és gondolatokat azok el6zményeihez, részben azért, mert a felhasznalt gon-
dolatok jelentds részének folklor jellege miatt teljesen redlis kép nem adhato. Megjegyezzik azon-
ban, hogy sokat meritettiink Zoutendijk [4] munkdjabol.

A kovetkez6 nem-linedris programozasi feladat megoldasédval foglalkozunk:

Gi(£)>pi, =8O ey
(1.1) g}£>bi, A=) e
min f(x) .

Amennyiben az x vektorra vonatkozoélag nem-negativitasi kikotés van, ezt beépitve képzeljiik
a linedris egyenlGtlenségek kozé. Az (1.1) feladattal kapcsolatban a kovetkezd feltételeket vezet-
juk be:

FI. A G,(x),...,G, (x) fiiggvények egy K nyilt konvex halmaz K lezartjan vannak
értelmezve, ahol mindegyik G,(x) minden valtozoja folytonosan derivalhato.

F2. Ha x € K és az x vektorra teljesiilnek az (1.1) feladat (6sszesen m + M szamu)
feltételei, akkor x a K halmaz belsé pontja, vagyis x € K. Az (1.1) feladat feltételei altal
meghatarozott halmazt jelolje D. Nyilvanval6, hogy D zart halmaz. A 3. szakasztol kezdve

azt is feltételezziik, hogy az (1.1) madsodik sordban allé linearis feltételek altal meghatdrozott
konvex poliéder korldtos.



F3. Az f(x) fiiggvény legyen értelmezve egy olyan H nyilt konvex halmazon, mely tar-
talmazza a D halmazt és feltesszik, hogy f(x) valamennyi valtozoja szerinti parcialis derivalt
létezik és folytonos H-ban.

F4. Minden x € D esetén, melyre
1.2 6=, Ielcll....ni.
taldlhat6é olyan y € D, hogy (a gradiens mindig sorvektort fog jelenteni):
(1.3) VG,(x)(y—x)>0, i€l .
Ez a feltétel a konvex programozasban hasznélatos Slater-féle feltételhez analog.

F5. A G,(x),...,G, (x) flggvények kvazikonkdvak K -ban, f(x) pedig konvex a sajit
értelmezési tartomanyaban, FH-ban.

Az F1. feltétellel kapcsolatban felmertiilhet a kérdés, hogy miért értelmezziik a G (X); .. - -
.., G, (x) fluggvényeket egy nyilt halmaz lezértjdn. A nyiltsdgra a derivalhat6sag értelmezhe-
tésége érdekében van sziikség, ennek lezarasdra pedig azért, mert kiilénben nem vagyunk benne
biztosak, hogy az (1.1) feladat feltételei egyediil meghatirozzdk-e a D halmazt és nem csupan
oly médon torténik ez, hogy részben az m + M szamu feltétel, részben pedig az x € K fel-
tétel egyutt hataroljak koril a megengedett megoldasok halmazat. Igy ez nem fordulhat el6. A
baj abbdl szarmazhatnék, hogy a D halmaz zirtsiga kérdéses volna, marpedig ez a tovabbi
megfontolasok szempontjabél elengedhetetlen.

Az F4. feltétellel kapcsolatban megjegyezziik, hogy mivel minden y megengedett megol-
dasra

(1.4) G,»)=p;, R

ezért, ha x teljesiti az (1.2) feltételt, akkor a 0<¢<1 esetben

(1.5) GO=Gx)+ VG, (x+ 9ty + x)t(y —x)=p;, A= A O=0>1;
ahonnan azt kapjuk, hogy

(1.6) VGx+d9ty—x)(y—x)=0, i€l,.

Elvégezve a t > 0 hatardtmenetet, a

(1.7) VG, —x)=0, i€l

relaciokhoz jutunk. Itt felhasznaltuk azt, hogy az x és y pontokat Osszekots szakasz is D-
hez tartozik, dm ezt biztositja az FS5. feltétel. Az (1.7) egyenlGtlenség tehat minden y € D-re
teljestil, ennek egy élesebb viltozatat kivanja meg az F4. feltétel.




Az F1.-FS. feltételeket az egész dolgozatban tovabbi kiilon emlités nélkiil érvényeseknek
tekintjiik.

2. ELOZETES LEMMAK

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

L= Y s sm )

I,@={ticl;, Gx)=p,}), x€D,
(2.1)

L=1{1,...,M

L={ticl . dx =218, x€D.

1. lemma. Legyen x € D éslegyenek v, i€ 10(5), u, i€ IL (x) olyan nem-negativ
szamok, melyekre teljestil az aldbbi egyenllség:

Q2 2 vwWex+ > ual=0".
i€lp(x) = ek~ =

Ekkor v;=0, i€l.(x).

Bizonyitds. Legyen y € D olyan vektor, mely az adott x esetén eleget tesz az F4. fel-
tételnek. Szorozzuk meg (2.2) mindkét oldaldt az y— x vektorral skalarisan. Azt kapjuk, hogy

S N7 '
0= 2= vVeX)(y—x)+ 2 ua(y—x)=
i€lox) ' AW =) i€l x) "' =

(2.3)

= 2 w6 —x)=0.
i ¢ B =)

Minthogy itt az als6 sorban az Osszeg nem-negativ 0sszeadandoOkat tartalmaz, azt kapjuk, hogy
24) »VG(x)(y—x)=0, i€l (x).
Az (1.3) egyenlGtlenségre valo tekintettel innen azonnal adodik a lemma allit4sa.

A Kuhn-Tucker tételnél haszndlt regularitdsi feltétel (constraint qualification) abban all,
hogy adott x € D ¢és minden az aldbbi egyenl6tlenségeknek eleget tevéG h vektor esetén:

VG(0)h>0, i€l.(x),

24) |
ah>0, i€l (x),

talalhat6 olyan y(#), 0<t< T, T> 0 differencidlhatd gorbeiv, mely teljes egészében D-ben

van, tehat



Gu>p, i€l
{2.5)
a;y(t)=b;, el ,
tovabba 7= 0 pontbeli érintGjének irdnya megegyezik h-val, vagyis
gl 5
26) Fvo| =k

Itt az I.(x), I, (x) indexhalmazok koziil az egyik, vagy akar mind a kettS is lehet iires. Ha
x D-nek belsé pontja, akkor elég kis # értékekre

27 v(@®=x+th
benne van D-ben. Ez a y(#) trividlisan teljesiti a (2.6) feltételt.
2. lemma. Minden x € D esetén teljesiil a Kuhn-Tucker-féle regularitasi feltétel.

Bizonyitds. Elegendd azzal az esettel foglalkoznunk, amikor [.(x) és I, (x) kozil lega-
ldbb az egyik nem iires. Legyen h a (2.4) feltételeknek eleget tevs vektor és tekintsiik az aldb-
bi differencidlhat6é gorbét

2.8) y®O=x+dh+t(y—-x)], - t=0,

ahol y € D eleget tesz az F4. feltétel kivinalmainak az [, = I,(x) esetben, [.(x)-r6l pedig
tegyiik fel, hogy nem tires. Legyen i€ I.(x). A (2.4) egyenlStlenségek koziil a felsok, tovabba
az (1.3) egyenl6tlenségek maguk utan vonjak #> 0 esetén a

(29) VG(x)t[h+ t(y—x)]>0

egyenlGtlenség fenndllasit. Ekkor azonban elég kis ¢ értékekre

(2.10) Gx+ t[h+ t(y — X)) —G(x) = VG(x+ dt[h+ Hy —x)Dt[h+ t(y —x)]>0,
ahol 0< ¥ < 1. Van tehit olyan pozitiv 7, hogy

2.11) G(y(®)=p;, 0<t<T, i€l (x).

Ami a lineéris feltételeket illeti, ezek a kovetkez6 moédon intézhetSk el. Ha i€/ L (x), mely-
r6l most feltessziik, hogy nem iires, akkor minden #> 0 esetén

(2.12) gy =d,x+ tah+ 2a(y —x)>ax=1b,.

Esszerint elég kis ¢ értékek esetén Y (f) € D (ahatdarozott egyenlStlenséggel teljesuld feltétele-
ket szintén nem zavarja meg a y(f) elég kis ¢ esetén). Végil megjegyezziik, hogy mostani
(1) fliggvényiink trividlisan teljesiti a (2.6) feltételt, ezzel tehat a lemmat bebizonyitottuk.

Egy x*€D és minden x€ D esetén



) o fi(x*)

A Kuhn-Tucker tétel sziikséges feltételt ad arra vonatkozoélag, hogy egy nem-linedris prog-
ramozasi problémanak optimélis megoldésé legyen egy adott x* vektor. Az 1. szakaszban fel-
sorolt feltételek és az ebben a szakaszban bizonyitott (az 1. szakasz feltételeibsl kovetkeztetett)
2. lemméra tdmaszkodva kimondhatjuk, hogy (a bizonyitést illetGen 1. a [3] konyvet) ha x*
optimalis megoldasa az (1.1) feladatnak, akkor taldlhatok olyan

Af20,...,0 20,
m
(2.13)
pi=0,...,p,, >0
szamok, hogy

U M
—Vfa+ ZNVGEN + ute =0,

z ¥
i‘=_ll >\:'.[G,(ﬁ%) ¥ p,] # léll I-’-:[_q; _E* i b,] =0.

A (2.14) egyenléségekkel kifejezett Kuhn-Tucker tétel akkor is érvényes, ha az F5. feltételtsl
eltekintiink, de megkivanjuk az ebben a szakaszban emlitett regularitasi feltétel (constraint qual-
ification) teljesiilését. Mi a regularitasi feltétel teljestilésének bizonyitdsihoz felhasznaltuk D
konvexitasat, ami viszont az F5. feltétel kovetkezménye.

Kovetkez6 lemmank bizonyos Arrow és Enthoven-féle eredmények [ 1] adaptici6jat tartal-
mazza a mi esetiinkre.

3. lemma. Ha az x*€ D pontban teljesiilnek a (2.14) feltételek, ahol a k;’, u;.* szd-
mok eleget tesznek a (2.13) kovetelményeknek, akkor x* optimdlis megolddsa az (1.1) feladat-
nak.

" Bizonyitds. Legyen x € D tetszSleges és szorozzuk meg skaldrisan (2.14) fels6 sorat az
x — x* vektorral. Azt kapjuk, hogy
m M
=~ VARIIx — 2"+ 2 NYGxx — x*]+ 2 wiailx — x*]=

N’

@5y == G S A R E
b o M~ XM > VA x - X7
L=

Minthogy f(x) konvex a H D D halmazon, kovetkezik, hogy
(2.16) Jix)—Hx) 2V x"x— x".



Am a (2.15) relaciékbél azt kaptuk, hogy

2.17) Vf(xH[x—x*1=0.

Ezt figyelembe véve, (2.16)-bdl azonnal ad6dik az x* € D vektor optimalitisat jelents
(2.18) f(x) = f(x), x€D

egyenlGtlenség. Ezzel a 3. lemmat bebizonyitottuk.

3. ALGORITMUS AZ (1.1) FELADAT MEGOLDASARA.

A feladat megoldasara vonatkozé algoritmusunk formalisan megegyezik a Zoutendijk altal
bevezetett algoritmussal (mint emlitettiik, a P2 algoritmusrél van sz6 [4] 74. oldaldn), azon-
ban mi ezt dltalinosabb fliggvénykategoriara alkalmazzuk, mégpedig a kvazikonkav feltételi figg-
vények esetére konkdv fluggvények helyett. Masrészt a fliggvényekkel kapcsolatoé regularitési
feltételeink is sajatosak, eltérnek a korabban hasznaltaktél, azokndl gyengébbek.

Az eljards egy végtelen algoritmus, mely minden egyes 1épésben egy linedris programozasi
feladat megoldasat kivinja meg és az optimumértékek igy kapott sorozata konvergil az (1.1)
feladat optimum-értékéhez. Az optimalis megolddsokt6l nem kivinunk meg konvergenciat.

Kiindulunk egy tetszSleges x; € D vektorbol. Tegyiik fel, hogy mar megkonstrualtuk az

Xys---»X; vektorokat, melyek a D halmaz elemei. Megadjuk x

Xsi konstrudlasinak a mod-

jat. Tekintjiik a kovetkezs linedris programozasi feladatot:

Gx )+ VG(x)x—x; 1+9,y=2p;,, Ii€l,,
a;x>b,, el .

(3.1)
Vix )x—x12 v,

min y ,

ahol a 9k a késGbbiekben is el6jovs, de az egész eljards alatt rogzitett, viszont tetszéleges po-
zitiv szamok. A (3.1) feladatban a valtozé vektor »n + 1-dimenziés, ha x n-dimenzios, ugyanis
egy Uj védltozd, az y kerult be a feladatba. Minthogy feltétel szerint az (1.1) feladat linearis fel-
tételei korldtos konvex poliédert (konvex poli6pot) hatdroznak meg, ezért tetszGlegesen rogzi-
tett y esetén a (3.1) feladat feltételeinek eleget tevé x-halmaz korldtos. Emiatt y, a célfligg-
vény alulrél korlatos és igy a feladatnak van véges optimuma €és optimalis megoldasa. Megje-
gyezzik, hogy a (3.1) feladat feltételeinek eleget tevé x,y halmaz nem iires, mert pl. tartal-
mazza az X = X;, y = 0 vektort.

A (3.1) lineéris programozasi feladatot megoldjuk. A megoldas utdn megallapithaté, hogy
Xz » ¥ =0 optimalis megoldasa-e (3.1)-nek, vagy nem. Az el6bbi esetben az (1.1) feladat meg-



oldasira irdnyulé egész eljaras véget ér, késobb megmondjuk, miért. Ha x,;, y= 0 nem op-
timalis megoldasa a (3.1) feladatnak, akkor tekintjiikk az aldbbi félegyenest

(3.2) §k+)‘(£l:—£k)’ A=>0,

ahol x 5 optimalis megoldasa a (3.1) feladatnak és minimalizaljuk az f(x) fiiggvényt ennek a
félegyenesnek és az (1.1) feladat megengedett megolddsai D halmazéanak a k6z6s részén, mely
egy véges zart intervallum. Massz6val, ha u, az a legnagyobb A, melyre

G(£k+)‘(:_x_*_£k))>p" 1€l ]
(3.3) k i G
g;(£k+)\(£;—£k))>bi, il ,
akkor meghatdrozzuk azt a A, szémot, melyre
(3.4) T FMxp = %)) > fey + Mg - x)), ha 0<A<y,
és ezek utan az x,,, vektort az aldbbi egyenlGséggel értelmezzik
(3.5) Ty ™ Xy B X7 = 23)

Ha x=x,, »= 0 optimalis megoldasa (3.1)-nek, akkor X, optimélis megoldisa az

(1.1) feladatnak, ezt mindjart bebizonyitjuk. Ha viszont ez egyetlen k esetén sem kovetkezik
be, akkor az eljards végtelen és az 5. szakaszban bebizonyitjuk majd, hogy

(3.6) lim f(x,)= min f(x) .
k—>co £€D
1. Tétel. A (3.1) feladat optimuma (yopt) egyenld O-val akkor és csak akkor, ha x,
optimalis megolddsa az (1.1) feladatnak.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Hopt ™ 0. Ekkor minden, a (3.1) feladat feltételeinek eleget
tevé x, y vektor esetén y > 0. Tekintsiik azokata G,(x) > p, feltételeket. melyekre egyen-
16ség teljesil x = x, esetén. Ezek indexei alkotjdk az [C(Ik) indexhalmazt. Az Gsszesen
n + 1-véiltozos aldbbi homogén linedris egyenlGtlenségrendszer:

VGix)z+9,y>0, i€l.(x,)

3.7 a;z20, il (x,)
=“NfG@ )z +3 >0

maga utdn vonja a kovetkezé linedris egyenlGtlenséget:

(38) y=>0.

Ha ugyanis volna olyan z,y melyre (3.7) teljesiil é y < 0, akkor a (3.7) rendszer homoge-
nit4dsa miatt ilyen a ¢z, fy vektor is minden pozitiv ¢ esetén. Legyen ¢ olyan kis pozitiv



K e

szam, hogy a (3.1) feladatban az x= x,, y = 0 esetben inaktiv feltételek (az i€ Ic(ﬁk)’
i€l (x;) indexi feltételek, vagyis amelyek hatdrozott egyenlé6tlenséggel teljesiilnek) teljesiilt
feltételek maradjanak az

(3:9)

vektor esetén is. Mivel a (3.9) vektor elég kis 7> 0 esetén kielégiti mindegyik feltételt (3.1)-

ben és utols6 komponense negativ, nem lehet y_ = 0. Vagyis (3.8) valéban kovetkezménye

opt
a (3.7) linedris egyenlGtlenségrendszernek. Farkas tétele szerint (3.8) bal oldaldnak gradiense

nem negativ sulyokkal vett linearis kombinacidja (3.7) bal oldalai gradienseinek. Taldlhatok te-
hat olyan

v; 20, i€l,(x;)
(3.10) >0, il (x;)

w=0

szamok, hogy

2 wVG(x )+ > ua,-wVf(x)=0,
I€1c(xg) i€l (xg) s N
(3.11)

2 v, +w=1.
i€lp(xg) !

Itt w= 0 nem lehetséges, mert akkor a 2. szakasz 1. lemm4jabél az kévetkeznék, hogy
V-=09 IEIC(Ek)s

ami ellentmond (3.11) masodik soranak. A (3.11) alatti els6 egyenl&séget elosztva a w> 0
szammal, azt kapjuk, hogy teljesiilnek a (2.14), Ggynevezett Kuhn-Tucker-feltételek az x* = x,
vektorral €s az aldbbi szamokkal

)\;':_‘VML, ieIC(Ek)’
N=0, el —I(x,)
(3:12)
u.
B =S i€l (x,).

pr=0, iel, —1,(x,).



= v

Ilyenforman, az el6z6 szakasz 3. lemmdja szerint x ¢ ©optimélis megolddsa az (1.1) feladatnak.

Tegyiik most fel, hogy x 4 optimalis megoldasa az (1.1) feladatnak. Ekkor teljestilnek a
(2.14), Kuhn-Tucker-feltételek az x X vektorral. Ebbd&l kovetkezik, hogy fennallnak a (3.11)
egyenlGségek nem-negativ u;, v;, w szdmokkal. Itt v, =0, ha G(x)>p;, € u= 0, ha
a;x, >b,. Eszerint a (3.8) linearis egyenlStlenség kovetkezménye a (3.7) linedris egyenl6t-
lenségeknek. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy Vot = 0 a (3.1) linearis programozasi feladat-
ban. Minthogy azonban x = x,, »= 0 megengedett megolddsa a (3.1) feladatnak, azért

You™ 0. Ezzel a tételt teljesen bebizonyitottuk.

4. SEGEDTETELEK AZ ELJARAS KONVERGENCIAJANAK BIZONYITASAHOZ

Ebben a szakaszban két segédtételt bizonyitunk be. Jeloléseink fiiggetlenek a tobbi sza-
kaszban alkalmazott jelolésektdl. Legyen K korldtos zart halmaz R”"-ben, F(x) pedig legyen
értelmezve egy a K halmazt tartalmaz6 nyilt halmazon. Feltessziik, hogy F(x) folytonos gra-
dienssel bir az értelmezési tartomanyéban.

1. segédtétel. Legyen y,,y,,... egy K-belivektorokbél alkotott sorozat és t,,t,, . ..

egy korldtos vektorsorozat. Legyen tovibbd v,,7,,... €8y pozitiv szimokbdl alkotott soro-
zat és tegyilk fel, hogy

4.1) 2k+7£keK’ 0<’y<7k, K= 2
és létezik olyan € > 0, hogy

(4.2) VF(y)t,=e, k=12, .

Legyen 0<e; <e, tovibbd tegyik még fel, hogy

(43) limy, =0.
k—>n

Azt dllitiuk, hogy legfeljebb véges sok k index kivételével fenndll a
(4.4) VF(Zk+7Lk)£k>el’ O0<y<v
egyenlotlenség.

Bizonyitds. Ellentétben a (4.4) relacioval, tételezziik fel, hogy végtelen sok k index ese-
tén
(4.5) VF(yr+71, L)t <e€p s

alkalmas 0<1y, <7, szdmok esetén. (4.2) és (4.5) kombindci6jabol azt kapjuk, hogy végtelen
sok k index esetén

(4.6) [VF(y,)-VF(y, + 71 )]1t,>e—¢ >0,



Y

Ez azonban ellentmondés, mert a £, sorozat korlatos, 7; -+ 0, ha k- «, tehit V F(x)
egyenletes folytonossaga miatt (4.6) bal oldaldnak 0-hoz kell tartania, ha k -+ o« . Ezzel a té-
telt bebizonyitottuk.

2. segédtétel. Legyen Xx,,Xx,,... egy K-beli elemekbol alkotott sorozat, s ,5,,. ..
egy korlatos vektorsorozat, \;,\,,... egy pozitiv szdimokbél alkotott sorozat, ahol
T Xppr™ % ¥ X5y » k=120

Tegyik fel, hogy x, + k_skEK, 0<A<N\, k=1,2,..., tovibbd
(4.8) F(£k+l)=F(£k+)\k£k)>F(£k+7\_§_k), 0<As<), B= 25 e

Legyenek y.,V,s---3 tistys.vui Y1sYqs-.. Gz elobbi sorozatok azonos indexil elemei-
nek kivdlogatdsa révén nyert részsorozatai. Legyen €> 0 és tegyiik fel, hogy

(4.9) VFp)t,>e, T

Azt allitjuk, hogy
(4m)%ﬂ<m.
1=

Bizonyitds. Tekintsiink egy rogzitett i indexet és legyen k az az index, melyre x =¥
A (4.8) egyenlGtlenség felhasznildsival azt kapjuk, hogy

k k
Flxpy) = FGx ) = 2 1FGg) = Fx)l = SFG; + ) - Fe)) >

(4.11)

2[Fy, +7,t) - Fp)l,

i
g
* D0, ol ) PN o

ahol v, alegnagyobb olyan v, amely eleget tesz az alabbi feltételeknek

Ty,
4.12)
vF(zr € 7—tr)_tr> e1

és 0<e, <e. Folytatva a (4.11) reldcidkat azt kapjuk, hogy

i i i
@.13) 2P, + 7, 1) ~Fp)]= 2 VR, e, e 2,
ahol 0<h, <1. Ebbll kovetkezik, hogy

&M)§ﬁ<m.
-
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Bebizonyitjuk, hogy legfeljebb véges sok index kivételével fenndll a v, = 7; egyenlGség. Valo-
ban, ha egy r indexre vy, <7,, akkor

(4.15) VF(X, ki 7;_t,) =iy
és ezt (4.9)-cel kombinalva a
(4.16) [VF(L) — VF(L + 7;_tr)]_tr SE—E > 0

relaciot kapjuk. Ez végtelen sok r esetén nem dllhat fenn, mert VF(x) egyenletesen folytonos
a K halmazon. Ezzel a 2. segédtételt is bebizonyitottuk.

5. AZ ELJARAS KONVERGENCIAJANAK BIZONYITASA

Tekintjiik az az XysX,,... sorozatot, melyet a 3. szakaszban ismertetett eljards soran
nyerink. Ha ez a sorozat véges, akkor az 1. tétel szerint eljutottunk az (1.1) feladat egy optima-
lis megoldasdhoz. Tehét csak a végtelen sorozat esetével kell foglalkoznunk. Bizonyitandé a (3.6)
relacio, mig maguknak az x « vektoroknak a konvergencidjéval nem térédunk.

Minthogy az (1.1) feladat megengedett megolddsainak a halmaza korlatos, ezért korlatos az
Xys X,,... sorozat is. Kivdlaszthaté tehdt ebbdl egy konvergens részsorozat, melynek elemeit
Yi>Yqs--. Jelolik. Legyen
(5.1) y*= limy, .

k=
Tekintsik az aldbbi, x, helyett az y* vektorra felirt (3.1) tipusu feladatot:
Gy + VG (y[x—y*+9y=>p, i€l

g_;.£>bi, iEIL,

(5.2)
V" ix—-y"<vy,

min y .

Ha itt Voo™ 0, akkor y* optimalis megoldédsa az (1.1) feladatnak. Indirekt bizonyitéassal élve,
tegytiik fel, hogy Ve == 5 < 0. Ez a (3.6) relacio ellenkezdje, hogy ti. van ilyen Py idgswn
részsorozat.

Az (5.2) feladat felsé sordban 4ll6 feltételek bal oldaldn a gradiensek nem zérd vektorok,
mert 19'.> 0 minden i€ IC esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy az y* vektornak van olyan

N(y*) kornyezete, hogy minden z € N(y*)n D esetén a megfelels Yoy < —§/2.

Legyen S = :g; = X (1. az eljaras leirdsit a 3. szakaszban) és legyenek LY Az

S ;» A, sorozatok részsorozatai, melyek ugyanolyan indexekhez tartoznak, mint Yy elemei az
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X, sorozatban. Ha k elég nagy, akkor y, € N(y*), ezért (5.2) utolso feltételének a figye-
lembe vételével (y* helyett y, irandd) azt kapjuk, hogy

)
(53) -V )1>3.

Az el6z8 szakaszban bizonyitott 2. segédtétel szerint ebbdl az adodik, hogy

(54) 2y, <o,
k=1

és ez maga utdn vonja a

(5.5) i = 0
k==
relaciot. Legyen 0< &, <% . Az el6z6 szakasz 1. segédtétele szerint legfeljebb véges sok k
kivételével fenndll a
(5.6) =Viy +vt,28,, ha O0<y<7y,

egyenlStlenség. Eszerint az f fuggvény az y, pontb6la ¢, irinyba haladva csdkken az
(5.7) Vit 12 s O0<y<n

szakasz minden pontjaban, még a y = v, esetnek megfelel6 végpontban is. Ilyenforman, akkor,
amikor az y, pontbdl elindulva, az f fiiggvényt minimalizaljuk a ¢ k iranyba esé félegyenes-,
nek D-vel vett k6zos részén, akkor el6bb allitja meg D a ¢, irdnyban valo el6rehaladast,

mintsem eléménk f egy minimumhelyéhez. Tekintsiik az (1.1) feladat feltételeit az

(58  y,+Af,, A>0

félegyenes mentén. Az (5.8) vektor addig van benne a D halmazban, amig

Gi(zk+)\£k)>pi, iEIC,
(5.9)
_c_z_i(zk+7\£k)>bi, iG]L,

A misodik sorban all6 feltételek mind megengedik a A = 1 értéket is, mert ekkor

>

(5.10) y,+t,=x¢,

ha y¢ jeloli az x ;: megfeleld részsorozatit, tehat (5.9) elsé sordban 4ll az a feltétel, ill. all-
nak azok a feltételek, amelyek a ¢, irdnyban val6 elérehaladdsit megakasztjdk. Minthogy ez
végtelen sok k esetén van igy és csak véges sok a feltételeink szdma, van olyan j€ /., mely-
re ez végtelen sokszor teljesul. Feltehetjik, hogy az y, sorozat mér olyan, hogy ez legfeljebb
véges sok k kivételével teljesiil. Ilyenforman azt kapjuk, hogy

(AL Glytrpdy)=p,s Kk,
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Minthogy Vi € D, fennall a
(5.12) Gy >p
egyenlGtlenség is. Az (5.11) egyenlOségbdbl azonnal adodik, hogy

(5.13)  lim G(y)=p,.

Esszerint elég nagy k esetén fenndll a
(5.14) Pj = Gi(zk) = St A

egyenl6tlenség, ahol e elére megadott pozitiv szam. Ha k olyan nagy, hogy Y ENQ™),
akkor az is igaz, hogy y, vektorra felirt (3.1) feladat esetén

(5.15) —

Az (5.14), (5.15) egyenl6tlenségek, tovabbd az y k vektorral felirt (3.1) feladatbol nyert
(5.16) Gj()ik)+VG].(Xk)[)_z; S al.yopt>pi
egyenlGtlenség egylitt maguk utdn vonjidk az aldbbit:
) =
(2.17) VGj(Xk)—t-k>0j§_e—el .

Az €> (0 szamot megvalaszthatjuk olyan kicsinek, hogy € > 0. Mivel a 7, sorozat 0O-hoz
tart, az el6z6 szakasz 1. segédtétele szerint minden 0 < €, <€ esetén

(5.18) VGi(Xk+7£k)£k>€2’ O0<y<7,.

Ez ellentmond az (5.11), (5.12) reldcidknak, mert azokbdl kévetkezik, hogy az Y € Yy +
+ 7, 2, kOzotti szakasz belsejében valahol (5.18) bal oldala O-val egyenld. Ezzel tehit bebizo-
nyitottuk, hogy fennill a

2. Tétel. Ha a 3. szakaszban konstrudlt x, sorozat véges, utolsé eleme x n» akkor

(5:19) [f(xy)= minf(x).
X €D

Ha az x, sorozat végtelen, akkor

(5.20) klim fx,;)= min f(x) .

X€E€D
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Summary

Extension of the Method of Feasible Directions to the Case of Quasi-concave Constraint
Functions '

The convergence of the method of feasible directions is proved for the case of quasi-concave
constraint functions. The results are already published in English [2] but in a specialized form, -
amalgamated with a special stochastic programming problem, while the present paper considers
the problem more generally.

Pesnue

PacnpocTpaHeHME METOZa HEJUHEeHHOTO NpOrpaMMUPOBAHUSA 0N HA3-
BaHMeM "7onycTuMHe HanpaBireHUA" Ha Ccayuail KBa3MBOT'HYTHX OI'pa-—
HuueHuit

B aToit paGoTe ZOKA3HWBAETCH CXOAMMOCTH METOZA AONYCTUMHX HaNl-
paBIeHUt B cly4yae, KOrZa OrpaHMYEHMT SBAAWTCHA KBA3UBOIHYTHMY
GyHKIMAMUE. Hamy pesynbrTaTH OHJIM ONyCIMKOBAHH HA AHIJIMHACKOM
f3HKe B cTaThe (2], IpaBZa, B TecHo#f cBfsu c oxHO# cmeuudu-
yeCcKOlli 3azaueif croxaCcTHYECKOI'0 IpOrpaMMUpOBaHNA, TOI'Za KaK
HacToAmas padoTa paccMaTpUBaeT NpoCAeMy B 0OmEM CIyvYac.
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NEM TELJESEN MEGHATAROZOTT BOOLE-FUGGVENYEK
SZINTEZISE |A,V,1!, |NAND| ILL. !NOR! BAZISBAN

Pasztorné Varga Katalin

KIFEJEZESEK ES JELOLESEK

A ®-Boole-fliggvény nem teljesen meghatirozott Boole-fliiggvény [3]. f= fIV v¢ a P-Boole-
fliggvény szokdsos felirdsa. f1 5 B, fo, v teljesen meghatarozott Boole-fiiggvények:

fi=1 ha f=1; g=1, ha f nem meghatirozott; f,= 1, ha f=0; 1 tetszGleges
Boole-fiiggvény, f=f, az [ felsd hatdra; f=f] Vg az f fels6 hatira; f* az f duéd-
lisa. Az altalinos Boole-fiiggvény M db (teljesen meghatarozott vagy &®-) Boole-fiiggvény egy

k k
Gysfyseooshyy) sorozata. IIfi=fiAf A NS NG=HVHV- VS

A DNF diszjunktiv normélforma, az RDNF redukalt diszjunktiv normalforma, az IDNF irre-
dundins diszjunktiv normédlforma, a KNF konjunktiv normélforma és az IKNF irredundans
normalforma.

EGY SZINTEZIS MODSZER

Az |A,V,71| bazisbeli zirojeles formulat eredményez6 szintézisre Akers az [1]-ben érde-
kes modszert ad. Ez a médszer kozvetleniil az un. logikailag passziv (monoton novekvs) -
Boole-fiiggvények | A, V, 1| bazisbeli szintézisére alkalmas. Természetesen tetsz6leges ®-Boole-
fliggvény 4talakithaté logikailag passziv ®-Boole-fiiggvénnyé, ha a fiiggvény DNF-jaban szerep-
16 negalt valtozok helyett Oj viltozokat vezetiink be.

Akers az igy 4talakitott — megndvelt valtészamu — &P-Boole-fiiggvényekre dolgozta ki az
algoritmust, amely feltételezi, hogy az ilyen f fiiggvény az f; és [y fuggvények igazségtib-
lajaval adott. :

Az algoritmus els6 részében az igazsigtiblak méreteinek csokkentése érdekében olyan uj
f, ¢ fo-t alakit ki, amelyek az eredeti f ®-Boole-fiiggvénnyel kompatibilis ®-Boole-fligg-
vényt hatdroznak meg.

Az algoritmus masodik részében ezen \j igazsagtabldk alapjan Osszedllit egy olyan 4 téb-
lazatot, amelynek sorait ill. oszlopait szegélyezi az f, ill. fo igazsagtablajabol bizonyos sza-
bélyok alapjan kiolvashat6é konjunkciékkal; soraiban és oszlopaiban pedig a megfelel6 konjunk-
ciokkal kapcsolatos informacié helyezkedik el.

Az A téblazat A i eleme azon viltozok halmaza, amelyek kozosek az i. sornak és a
j. oszlopnak megfelel6 elemi konjunkciokban. Cikkében Akers megjegyzi, hogy a fiiggvény lo-
gikailag passziv volta miatt az A tdblazat egyetlen eleme sem iires. Megéllapitja, hogy a sorok
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elemeibdl képzett konjunkciok diszjunkcidjaval DNF-ban ad6do teljesen meghatirozott f,
fiiggvény.kompatibilis az f ®-Boole-fliggvénnyel — az f P fliggvényt a tovibbiakban az A 1db-
ldzat dital generdlt fiiggvénynek nevezziik. Az f, fiuggvény KNF-ban is elillithaté — az osz-
lopok elemeibdl képzett diszjunkcidok konjunkcidjaként. A szerzd felsorol tovabbé olyan szaba-
lyokat, amelyeknek az A tabldzatra valé alkalmazasaval el6allo A’ tiblazat altal generdlt f it
fliggvény szintén kompatibilis lesz a kiinduldsi f fiiggvénnyel. E szabdlyok a kovetkezdk:

1. a sorok (oszlopok) felcserélhetGsége

2. a "lefed6” sorok ill. oszlopok elhagyasa

3. egy valtozo egy sorbdl ill. oszlopbdl vald torlése

4. a tablazat elemeibdl egy kivételével az Osszes valtozo torlése.

Ha az A téblézatra a fenti szabalyok mindegyikét mindaddig alkalmazzuk, ameddig lehet-
séges, akkor az el6allt tablazat altal generalt fliggvény IDNF-ban ill. IKNF-ban ad6dik. A mini-
malizélas érdekében célszer(i a szabalyokat ugy alkalmazni, hogy minél nagyobb méretii, egyet-
len valtozoét tartalmazé résztablazatok élljanak els.

Akers a cikkében kimutatja az Osszefiiggést a tdblazat dltal generdlt €s az e tablazat szétva-
gasaval keletkez6 résztablazatok altal generdlt fliggvények kozott. Nevezetesen, ha Al és A2
az A tablazat sorok szerinti szétvigdsaval keletkezik, akkor f, = f, 1V i) yee ha pedig oszlop

szerinti szétvigdsaval, akkor f, = f, 4 ASf U
Az A, & A, tablazat Osszeillesztésével keletkez6 A tablazat altal generalt fliggvény és

a résztablazatok altal generalt fliggvények kozott azonos Osszefliggések mutathatok ki. Pl. az 1.
abran szemléltetett A tablazat esetén:

fulfy, VI I Gy VG, BELD

1. abra

A szerz6 megmutatja azt is, hogy hogyan adhaté meg az A tdblazat alkalmas szétvagasaval
az f P fiiggvény valamely dekompozicioja. Ha az A téblazat szétvagisa olyan, hogy az A i
résztablazatok altal generalt fiiggvényekre f 1, = Xi» akkor végeredményben az f "y Tuggvény
1

egy, altaldban tobbmélységi, | A, V, ! bazisban felirt zéardjeles formula alakjaban all eld.
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Az A tablazat részletes vizsgdlatinak eredményeként lehetGség nyilt a modszer tovabbfej-
lesztésére. A cikkben ismertetjilk e modszer alkalmassa tételét tetszbleges ®-Boole-fliggvények
szintézisére, majd éltaldnositjuk a kapott médszert {NAND] ill. {NOR} bazisbeli szintézisre
is, valamint édltalinos Boole-fiiggvények szintézisére az emlitett bazisokban.

A T TABLAZAT

Elemezve az Akers-féle A tabldzat esetében a kiinduldsi ®-Boole-fuggvény és az algorit-
mus elsé részének eredményeként kapott igazsagtabla alapjan megkonstrudlt A tdblazat szegé-
lyezése kozotti kozvetlen kapcsolatot megallapitottuk, hogy az A tdblazat szegélyezésében sze-
repl6 konjunkciok az eredeti ®-Boole-fiiggvénnyel kompatibilis f &-Boole-fliggvény f ill. f*
RDNF-jat allitjak eld. )

A tovibbiakban Osszedllitunk az eredeti ®-Boole-fiiggvény tetszGleges DNF-ja alapjan az
Akers-féle A tablazattal analég T tablazatot és belatjuk, hogy az A téblazatra vonatkozé
tulajdonsigok érvényben maradnak a 7 tablazatra is.

Legyenek adva q,,q,,..., q, valamint p,,p,,..., p; elemi konjunkciok. A tovabbi-
akban az ezek altal meghatdrozott 7T tadblazat alatt egy olyan /X k-s tablazatot értiink, amely-
nek Ai]. eleme a g, és P; konjunkciék mindegyikében azonos kitevGvel szerepl6é kozos vil-
tozok halmaza. Sziikség esetén a T tdblazat sorait a 41,9555 9 oszlopait pedig a
Py:Py> - - - P, elemikonjunkciékkal szegélyezziik (2. abra).

q;

2. abra

l k

Legyenek az f ®-Boole-fliggvényre f*=\{qi é f= }{pi; az f ®-Boole filggvényhez tar-
i= A =z

tozé tablizatnak nevezzik a 41>95s---.9 € a p,,p,,...,p, Adltal meghatirozott T



Y

tablazatot.

Illusztracioként megadjuk az f= ab V acd V be V ybd fliggvény altal generdlt 7 tablaza-
tot (3. 4bra).

f= abVacaVbc, f,}*-—- abe \V acd \ bed V abd

f’-‘. ,\f ab acd bc
abe a a.c ¢
acd a a c c
bed b c b, c
abd a b a b

3. 4bra

Konny( beldtni, hogy f* = j"\* V yf* miatt az f* ®-Boole-fliiggvényhez tartozé 7* tablazat
az f-hez tartoz6 T tdbldzatnak transzpondltja (amely a T tablazatbél sorainak oszlopaival
torténd felcserélésével 4ll eld).

Ugyanigy lathaté, hogy az f=fV yf fiiggvényhez tartozé6 T tablizat az f-hez tartozé
T tablazat transzpondltjabodl a tdblazatban szereplé valtozok kitevéinek megvaltoztatasaval all
eld.

Logikailag passziv fliggvények A tdblazatira Akers megdillapitja, mi pedig tetszdleges &-
Boole-fiiggvény T téablazatdra bebizonyitjuk az aldbbi tételt.

1. Tétel. Az f ®-Boole-filggvényhez tartozé T téblézatban egyetlen Ai;‘ sem iires.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a T tadbldzatnak van lires eleme, legyen ez az Ai].. Legyen
az i-edik sort szegélyez6 elemi konjunkcié », a j-edik oszlopot szegélyezé elemi konjunkcid
p. Ez azt jelenti, hogy a » implikdnsa f*-nak, a u implikdnsa az f-nek. Egy fluggvény du-
alisanak €s negéltjanak implikdnsai k6zotti kapcesolat alapjan v implikansa ﬁnak. Ha A,./.
ures, akkor up' # 0, tehat fy ¢s fl -nek van kozos implikdnsa, ami lehetetlen.

Valamely f ®-Boole-fliggvény f és f * adott DNF-i alapjan az f-hez tartozé6 T téb-
lazat egyértelmiien meghatdrozott, azonban kiillénbdzé DNF-dk kiilénbozé T tabldzatokat
dllithatnak eld. Nyilvanval6, hogy egy adott 7 tablizat tobb ®-Boole-fiiggvényhez is tartoz-

hat.
k

; ! i k
Egy adott T tdbldzat dltal generdlt fiiggvénynek nevezzik a g=\/ [/ s h =\{ ]1] a;
j=1 i=1 i=1 j=
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fuggvények altal meghatarozott f,. =gV yh* fliggvényt, ahol a; az A ij-ben szerepl$ val-
tozok konjunkcidja és + tetszGleges teljesen meghatarozott Boole-fiiggvény. Az Ir fliggvény-
re érvényes az alabbi tétel.

2. Tétel. A T dltal generdlt f, fiiggvény

a ®-Boole-fiiggvény
b/ kompatibilis barmely olyan f ®-Boole-filggvénnyel, amelyhez a T tdblizat tartozik,

vagyis f<fp </f.

Bizonyitds: a/ Elegendd beldtni, hogy g< h*. A dudlis képzési szabilya alapjan h* =

¥ ol

=\/ ai’;.. Mivel egy o elemi konjunkcié mindig implikdlja a duélisat, o*-ot, ezért minden
=1 i=1
4 A ko1

. * 4 s * e

i,j-re ag>a;, tehit h .—>l/i!l a; >i=l ’!l a;=8g.

b/ Az a/ alapjan elegendé megmutatni, hogy f<g és h* gﬁ A T tablazatot szegélyezd
k
419359, € Py, P,y ..., P, elemikonjunkciokra teljesul, hogy ¢; < ']17‘1’7 i= 120000
j:

l
ot o oy L p; < ,{{aij’ j=1,2,...,k, mivel az 4 legfeljebb a g, és qj—ben szerepl6 valto-

zokat tartalmazza. EbbGl kovetkezik, hogy a definicioban szereplé g és A fliggvényekre
k

f=\l/ p;<g é h=f" Azutébbibol a dualitis miatt h* < f. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
A ]': .

A bebizonyitott tétel a/ pontja alapjin bevezethetjik a g= f r 6¢sa h*= fAT jelolést.

Megmutatunk még néhany, a 7 tablazatra, valamint a tdblazat és a résztablazatok altal ge-
neralt fliggvényekre vonatkozo tulajdonsdgot és Osszefiiggést.

Egyik érdekes kérdés, hogy milyen esetekben lesz biztosan kiilonbozd az eredeti f és a
generdlt f.

3. Tétel. Az f+f, egyenlStlenség sziikséges és elégséges feltétele az, hogy al létezzen
legalabb olyan x; vdltozo, amelyre [ nem monoton x;ben, de f monoton x’.-ben, vagy

b/ f fiigg xqtdl, de f/'\ fiiggetlen x-tdl. Felcserélve f és j?et e feltételekben, az fA # f/'\T

szitkséges és elégséges feltételeit kapjuk.

Bizonyitis. Bédrmelyik feltétel elégséges. Ha a/ teljesiil, akkor f RDNF-jdban van Xx-at

tartalmazoé primimplikans, de f-ében nincs. Ezért ;l. nem szerepelhet a tablazatban és kovet-
kezésképpen f,.-ben sem. Tehit f+# f,.

Ha b/ teljesiil, hasonl6 meggondolassal kovetkezik, hogy x; nem szerepel f,-ben, mig
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f-ben igen. Igy f+# fr. Barmelyik feltétel sziikkséges, ha f# f; akkor a 2. tétel értelmében

[
f<fr Tehat fnek van legalabb egy p; implikdnsa, amelyre p; < / [ s ami azt jelenti,
A A ] -1
hogy a p;-ben szerepl6 bizonyos véiltozok vagy egydltalin nem (b) vagy csak negilva (a) sze-
repelnek fA-ben. Ami éppen a két feltétel valamelyikének teljestilését jelenti. A tétel masodik
allitdsa hasonléan bizonyithaté. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A tovibbiakban a 7 tablizat T, résztablazatai dltal generalt f,. fluggvények és az f.
1

kozotti osszefliiggéseket vizsgéljuk. Jeldlje / a T tablazat sorai, J oszlopai sorszdmainak hal-
mazit. Legyen NS/ és NSJ. A T, tablizata T tablazat azon résztiblizatat jeloli, a-
melynek elemei az i€ M, j€N indexl A..-k. A TMN tablazat altal generalt fliggvény:

fTMN—\/ HaV'y\/Ha

JEN IEM iIEM jJEN ij

A T tablazat résztablazatai dltal generdlt fliggvényekre érvényes az alibbi tétel.

4. Tétel.
a/ fr= le.lefTI, 5, tetszbleges J, U J, =J mellett
b/ fp = fT’lJ AfT’zJ tetszbleges I, U1, =1 esetén.

Bizonyitds. a/ fr=1r VyfAT

V
fT""l fTI,-’z /é‘,/l xga l]é.l/z lgau
o[\ T o)V T )] -
i€l jeJy i€l jEJ,
=V Va| | = fr vty
JEJ 1 UJ, ‘ga R j€J VT, ,é,[au [T 7fT

b/ A tétel a/ pontja ésaz fr = fr« egyenlSség felhasznilasival:

fT’lf AfTIZJ - ’lfrll.l /\lesz*l* N [f;llj Vf;12,]*=
= fra)* = (D =1y .

A T tablazattal kompatibilisnek neveziink egy F r teljesen meghatirozott Boole-fiiggvényt, ha
kompatibilis az f.-vel. Nyilvanvalo, hogy ha a T téblazatot egy teljesen meghatérozott f
Boole-fiiggvény alapjin irjuk fel, akkor f= fr=Fy.

Vilagos, hogy az el6z6 tétel érvényes akkor is, ha az egyes résztablazatok dltal generalt fligg-

vények helyett a résztibldzatokkal kompatibilis valamely teljesen meghatarozott fliggvényeket
tekintink.



T

5. Tétel. Haegy T tdblizatban szerepld Ail.-kre N A,.j = {xml, - S ,xm’= (# 0),
1<t

1 <<k
akkor barmely x, n=1,2,...,r a T-vel kompatibilis fiiggvény.
n

Bizonyitds: Legyen x'""€1<0<1 4, Ekkor x, = szerepel f. és f; minden diszjunk-
I A

1Sj<k

A
=>fr € x, = f7. A duilisra vonatkoz6 szabily miatt x =
X my T m

cios tagjaban, ezért x
n

n
=x, <[ Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
n

SZINTEZIS |A,V,1] BAZISBAN A T TABLAZAT FELHASZNALASAVAL

Az 5. tételbdl tetszSleges Boole-fliggvény kozvetlen szintézisére a kdvetkezd egyszerti elja-
ras adodik. A kiinduldasi T tdbldzatot olyan TMN résztablizatokra bontjuk, amelyekre

= |
.‘DM A= Ymy Xmy 0 Fm,)

JEN

(# 0). E résztdblazatok mindegyike kompatibilis egy-egy

=x_ € (I A._ flggvénnyel; F.. a résztablizatok altal generilt fliggvényekre vonat-
Tun my " iepm U ) f
JEN
kozo tételek alapjan | A, V, 1| bazisbeli zaréjeles formulaval all eld.

SZINTEZIS |NAND| VAGY |NOR| BAZISBAN A T TABLAZAT FELHASZNA-
LASAVAL

A NAND mivelet és az A, V, 1 miiveletek kézotti NAND(fl ,f2, s ,fk) =
k

S PRT K Bl = flk Vf,V...Vf, osszefiiggés alapjan vilagos, hogy ha f = []f,, akkor
i=1

NAND(f,, f,,. .., f,) = f. Ennek alapjin egy lehetséges INAND| bazisbeli szintézis eljaras

a kovetkezd.

k
L. f eldalitisa f= [[f; alakban.
i

2. Ha minden ire f; kompatibilis egy valtozoval, akkor az eljaras befejezédik. Egyéb-
ként az eljdrds a vdltozékkal nem kompatibilis J; fuggvényekre az 1. lépéssel folyta-
todik.

Ez a szintézis eljards egyszerlien megvalésithaté pl. a most ismertetett tiblazat modszerrel.
Ugyanis az f-hoz tartozé tablizat (amely az f-hez tartozé T tabldzat negiltja 717) soririnyu
felbontasiaval kapott T,T,,..., T, résztablazatokkal kompatibilis le . sz’ TR ka fligg-

vényekre f= NAND(le ,sz, e ,ka ). lgy az eljaras a kovetkezd lehet:
1. Képezzik 717-t.
2. Bontsuk fel 717-t Tl, Tz, g e Tk soriranyu résztiblazatokra.
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3. Azon Ti résztiablazatok, amelyekhez van veliik kompatibilis viltozo, tovibb nem

bontandok. Egyébként a T].-kre megismételjik az eljarast az 1. 1épést6l mindaddig,
amig minden résztiblizathoz nem taldlunk vele kompatibilis valtozot.

4. A résztablazatokkal kompatibilis viltozok segitségével az F,. felirdsa.

A modszert egy egyszer(i példan illusztraljuk:

a, b b a
=
a c a,c
1. 1épés
a a, b
T = c b
a,c a

2.1épés. A soririnyu felbontas eredménye:

a E,b - -
T, =[__ ) T, = c bJ
a,c a -

3. 1épés. FT1 = a, tehat nem foglalkozunk vele. T,-re megismételjik az eljarast, tehat:

1. 1épés.

llii i

Il

2. 1épés. A soriranyu felbontds eredménye:

Loy =

3. lépés. =c¢, F, = b. Nincs tovabbi felbontdsra sziikség.

Ty




B A

4. 1épés
Fp= NAND(FTI’Frz)’ FT2 = NAND(FT3,FT4) igy
Fp = NAND(FTl , NAND(FT3 ,FT4)) = NAND(a, NAND(c, b)) .

A fuggvényt realizdlé halozat:

4 ’\ aV bc

; b
e

4. abra

Megjegyzés. Az algoritmus |NOR| bazisbeli szintézist ad, haa 1T oszlopirinyu fel-
bontdsait tekintjuk.

A T és 71T tablazatok kozotti kapcesolatot kordbban elemeztiik. Ennek alapjan megvizs-
galva az algoritmus lépéseit, vildgos, hogy a 71T tiblizat elGallitisa elkeriilhets a kovetkezd
szabdlyok alkalmazasaval:

1. A T tablazatot elGszOr oszlopirinyu résztiblazatokra bontjuk. (A résztiblizatok to-
vabbi felbontasa tetszés szerint torténhet — ugyanigy mint az el6z6ekben.)

2. Ha egy valtoz6 egy sorirdnyu felbontéssal kapott résztiblazattal kompatibilis, akkor
6 maga, egyébként a negiltja szerepel a bazisfliggvény argumentumaként.

Az el6z6 példabeli fliggvény szintézise ennek megfeleléen egyszertisodik (5. dbra).

a,b| b a a a, b T

a ¢ L4 e a,c a T3= c

=E,FT3 =c,FT4 =D..
A HATAROK OSSZEHASONLITASANAK MODSZERE

ALTALANOS BOOLE-FUGGVENYEK SZINTEZISE

Az éltalanos Boole-fliggvények szintézise legegyszerlibben a komponens fliggvények szinté-
zisével oldhat6 meg. Célszer(i azonban a szintézis sordn a kozos részfiiggvények kikeresése [4]. Az
el6z6 két szintézis eljards vizsgalataval megallapithat6, hogy egy Boole-fliggvény szintézisét felfog-
hatjuk a résztablazatokhoz tartozo részfliggvényekbdl, mint komponens fiiggvényekbdl 4ll6 alta-
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lanos Boole-fiiggvény szintézisének is. Az f= x b y fiiggvény |NAND| bazisbeli szintézise az
el6z6 pontban leirt médszerrel pl. az { fl =xVy, HL=xV )7} altalanos Boole-fliggvény szin-
tézisét jelenti. A szintézis eredménye alapjan kapjuk az alabbi halozatot.

34 y_
X

2
. >_f_.

6. abra

A hilozatot megvizsgalva latjuk, hogy a funkciondlis elemek szdma eggyel csokkenthetd,
mivel f -etil az f,-t realizalo funkcionalis elemek x ill. y bemenetei helyettesithet6k
NAND(x, y)-nal. Igy az f-et realizal6 el6z6 hdlozat az aldbbira egyszerlisodik (7. abra).

TS
w3 = B e S I

B

7. dbra

A fluggvényt realizdlé konkrét halézat ismerete nélkiil az ilyen egyszeriisitési lehet6ségeket
nehéz észrevenni. Mint latni fogjuk, az alabbiakban kidolgozott mdédszerrel az ilyen jellegli egy-
szerusitések felismerhetSk.

A T tablazat vizsgélata soran kapott eredményeinkbdl viladgos, hogy a résztiblizatokra
bontasnak fr és f; valamely felbontédsa felel meg. Ennek megfeleléen az el6z6 két szintézis
eljarast ugy alakitjuk at, hogy a 7T tdblazat résztdbldzatokra bontdsit az fr és fA; megfelel-

16 felbontasival helyettesitjuk. Ennek egyik kovetkezménye, hogy a szintézis eljards szamito-
gépes realizicidjandl a memoriaigény nagymértékben csokken. A masik — lényeges — kovetkez-
mény, hogy a szintézis eljards sordn kapott, a résztiblaizatoknak megfelel6 ®-Boole-fliggvények
also és felsé hatdrukkal adottak, ezért a kozos részfliggvények megtaldldsira nagyobb lehetOség
nyilik, ha nem a szintézis eljards végén kapott teljesen meghatdrozott fliggvények kozott keressiik
azokat, hanem a szintézis eljards kozben. Ezért az eljards sordn a részfliggvényekként kapott
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d-Boole-fliggvényeket megvizsgaljuk abbdl a szempontbdl, hogy van-e olyan teljesen meghatédro-
zott, vagy ®-Boole-fiiggvény, amelyik kompatibilis két- vagy tobb részfligvénnyel; ha igen, ak-
kor azokat a részfiiggvényeket helyettesitjiik az igy megtaldlt fliggvénnyel. A szintézis kovetke-
26 lépésében az eredeti részfliggvények helyett ezt a helyettesitd fliggvényt dolgozzuk fel. A
kozos részfiiggvények megkeresését az egyes részfliggvények hatdrainak Osszehasonlitdsival old-
juk meg (ezért hivjuk a modszert hatdrok Osszehasonlitdsa modszerének). Hogy a hatiarok Ossze-
hasonlitaséval valoban megtaldlhaték kozos részfliiggvények, az f=x @y fiiggvény példajan
szemléltetjuk.

fl =;}_’.ny\/7(;\/)")

f,=xyVxyVyxVy)

fl =f3f4
f =xy Vy(xVy)

fi=xyVyxVy)

7, =11,
fs=xyVaxVy)
fe=xyVaxVy).

fy ill. f¢ kompatibilis x ill. y-nal, tehdt tovabbi szintézisre nincs sziikség. f, ill. f
kompatibilis y ill. x-tal, tehit a szintézisik nem fejez6dott be. f, ill. f; alsé hatira xy
ill. xy, fels6 hatiruk azonban x V y. A felsd hatar realizilhaté egyetlen NAND funkcionalis
elemmel, ezért f; = f5 = NAND(x, y).

lgy f=NAND(,,f,) = NAND(NAND(f,, ,), NAND(f;, f,)) =
= NAND(NAND(NAND(x, y), x), NAND(NAND(x, y),»y)), amely a 7. d4brdn 1év8 hal6zattal
realizalhato.

A |NAND| bazisbeli szintézis algoritmusnal felvetédik az algoritmus konvergencidjanak
problémdja. Vildgos, hogy ha a fiiggvények felbontédsa valodi, azaz a felbontisban szerepld f;-k
egyike sem azonos f-fel, akkor a médszer konvergal.

Abban az esetben azonban, ha az f-et vagy az f *-ot leir6 RDNF redundéns, akkor a for-

mula valodi felbontdsa nem biztositja az el6z6 feltétel teljestilését. Ugyanis el6fordulhat, hogy
a felbontdsnél kapott valamelyik részfiiggvény formailag ugyan nem azonos az eredetivel, de
ekvivalens vele. A szintézis kovetkezs 1épésében e fliggvények negaltjaival dolgozunk és mivel
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a negildsndl minden primimplikdnst megkapunk (Nelson tétel [2]). abban az esetben, ha a negalt
figgvény nem csupa lényeges primimplikdnsbdl 4ll, lehet rd olyan felbontast taldlni, hogy az u-
jabb negici6 visszavezet az eredeti fliggvény eredeti formédjahoz.

Pl., ha ¢=xyVxzVyz azegyik felbontando fiiggvény, az aliabbi felbontds nem vezet ered-
meényre.

p=xyVxzVyz

¢, =xyVXxz; ¢,=yz

(,51 =xyVxzVyz=¢p

@y =xyVXxz; ¢, =yz

P =Xy VEZVIZ={

A toviabbiakban ismertetiink két algoritmust, amelyek a tablazat résztablizatokra val6 szét-
vagasit a fiiggvény hatdrainak felbontdsival helyettesitik és amelyek a részfiiggvények hatarai-
nak oOsszehasonlitdsdval keresik a kozos részfliggvényeket.

Az algoritmusokban hasznilt jelolések a kovetkezdk:
Az le, f; fuggvénypart H-vel jeloljuk. A H;-hez rendeljuk az [, ¢, k szamokat
A 1

— H(l, t, k) — ahol i azt mutatja, hogy H-t H-bol i db véltakozé iranyu felbontassal kap-
tuk, / azt, hogy H; oszlop (/= 1) vagy soririnyu (/= 2) szétvagisinak megfelel6 felbontas-
sal allt el6, ¢ azt, hogy a H-nek megfelel6 ®-Boole-fiiggvény szintézise megtortént-e mar, k
pedig azt, hogy H‘. hanyszor szerepel kozos fiiggvényként, mz a megengedett zarojelmélységet,
m(1), m(2) il. m a V, A ill. NAND fliggvény viltozéinak maximalis szdmat, w(1), w(2)
il. w pediga V, A ill. NAND fiiggvény kozos fiiggvényként valo felhaszndlhatosidga szamat
jeloli.

1. ALGORITMUS |A,V, 71! BAZISBELI SZINTEZISRE A HATAROK
OSSZEHASONLITASANAK MODSZEREVEL
1. i«l; l<=2.

2.  Minden H,.(l, 0, k) felbontisa 2< K< m(3 —[) részre 3 — [ &ltal meghatirozott iriny-
ban; i«i+ 1, l«3—1; t<0; v «<0.

3. ve=v+1; Ha H, kompatibilis egyetlen véltozoval, akkor H'. szintézise befejez6dott és
a 10. 1épés kovetkezik.




10.

Ll

12.
13,

14.

e .

Ha van H(/, 0, s)-sel kompatibilis H].(l, t, k), 1<j<i, akkor a 8. lépés kovetkezik.

Ha nincs H (1, 0, s)-hez Hi(l’ 0,k), 1<j<i, hogy [Ti <Ale_ és j'Ti > ij, vagy

{Ti </\ij és fT.' < ij, akkor a 13. 1épés kovetkezik.

Ha k+ s> w(l), akkor a 10. 1épés kovetkezik.

A kompatibilis H, megtartisa; k< k + s5; a 10. lépés kovetkezik.
Ha k+ s> w(l), akkor Hi « H].(I, t, k) ésa 10. 1épés kovetkezik.

H,. azonos Hi(l’ t, k + s)-sel.

‘Ha v < K, akkor a 3. 1épés kovetkezik.

Ha van még felbontando6 Hi(l, 0, k), akkor a 2. 1épés kovetkezik.

Az eljarés befejezédik.

Haaz thezvanolyan j (1 <7< 1), hogy H1,0,5) és Hy(, 0, ky-ban fr. = f}i vagy
[Ti =AfT]_ és k+ s< w(l), akkor H,. = H] = fTi’ f;.i vagy /\fTi’ I;l

10. 1épés kovetkezik.

A |NAND| bazisbeli szintézis sajatossagaibol kovetkezik, hogy a kozos részfiiggvények

keresésénél csak az azonos irdnyu felbontdsokhoz tartoz6 H-ket kell vizsgilni. Egyébként a

! NAND| bazisbeli algoritmus lényegében nem tér el az el6z5tél.

2. ALGORITMUS |NAND| BAZISBELI SZINTEZISRE A HATAROK
OSSZEHASONLITASANAK MODSZEREVEL

i=1; 1«2

Minden H(/, 0, k) felbontdsa 2< K<m részére 3 —/ dltal meghatdrozott irdnyban
i<i+1; 1=3-1, t<0; v<=0.

ve<=v+ 1; ha H, kompatibilis egyetlen viltozoéval, akkor H; szintézise befejez6dott és
a 10. lépés kovetkezik.

Ha van H(], 0, s)-sel kompatibilis Hi(l’ t, k), 1<j<i, ahol !/ azonos, akkor a 8. 1épés
1épés kovetkezik.

Ha nincs H( 0, s)hez H(1,0,k), 1<j<i, hogy AfTig,\fTi és fri>frj’ vagy [T,->

>fr, & fr. < f}l_, valamint / azonos, akkor a 13. lépés kovetkezik.

Ha k+ s> w, akkor a 10. 1épés kdvetkezik.



10.

11

12.

13.

14.

2

A kompatibilis Hn megtartdsa; k<= k+ s; a 10. 1épés kovetkezik.

Ha k+s>w, akkor H; <« Hi(l, t, k) és a 10. 1épés kovetkezik.

H; azonos Hj(l, t, k + s)-sel.

Ha v < K, akkor a 3. 1épés kovetkezik.

Ha van még felbontandé H(/, 0, k), akkor a 2. 1épés kovetkezik.

Az eljards befejezédik.

Ha van olyan H,(/, 0,s) és Hj(l, 0,k) 1 <,{'<i és [ azonos, hogy le_ = fl'\Tl_, vagy
AfTi - '(Ti és k+s<w, akkor H,=H, = fTi,fT’:_ vagy ,fT,-';fT*;'

10. 1épés kovetkezik.

E két algoritmus alkalmas altalanos Boole-fiiggvények szintézisére is. Ezen algoritmusok a-

zonban 4ltaldnos Boole-fliggvények esetén is mindig keresik a kozos részfiiggvényeket fliggetle-

nul attél, hogy egyes komponens fiiggvények ezt a keresést feleslegessé teszik. Ezért az algorit-
musok tovabbi, ilyen irdnyu tokéletesitése kutatds targyat képezi.

(1]
(2]

(31
(4]
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Beérkezett: 1972. julius 5.

Summary

Synthesis of not completely determined Boole functions in bases {/\, V, "1} 3 {NAND} resp.
INOR | .

The ”bound comparison” method discussed in this paper is based on the comparison of the
upper- and the lower bounds of Boolean functions. The synthesis gives formulae with brackets
for a single ®-Boolean function or general Boolean function in bases |A,V, 1|, |NAND]
resp. |NOR| . These formulae satisfy certain constraints.

Pea3abnue

CuHTE3 YacTMYHO-ONpEeZEeNEHHHX OyneBHX (QyHrUuE B Oasucax \A,\V, 1),
INAND, HIM INOR|

Meron "cpaBHeHMA IpaHMU" onuUcaHHH{ B padoTe OCHOBHBAETCH HA
CPaBHEHMM HMEHUX M BEDXHMX NpeZenoB OyAeBHX (QyHKNui. CHHTE3
ZaeT QOpMYJNH CO CKOOKaMd ZJA eAMHCTBEHHON &-OyneBo#ft QyHEL UK
unu AaA odmeit OyneBo#t QyHKUMM B Gasucax |A,V, ), INAND| WIH |NOR!.
OTi QOPMYyIH YZOBJIETBOPANT HEKOTODHM OI'DAHUUCHMAM.
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EGY SZTOHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELL SZAMITOGEPES
KIERTEKELESE*

Dedk Istvan

A cikkben egy Prékopa Andris dltal megfogalmazott és megoldott sztohasztikus programo-
zasi probléma szamitdgépes, numerikus kiértékelését adjuk. Valamely matematikai feladatot meg-
old6 algoritmus praktikussdga fel6l az algoritmus szdmitdgépes reprezenticidja és megfelel sza-
mu kisérleti feladat megolddsa utdin mondhatunk csak véleményt. Kiilébndsen igaz ez a sztohasz-
tikus programozasi modelleket megoldo algoritmusok esetében. Az elméleti algoritmusok isme-
retében sem a konvergenciasebességrél, sem a kiszdmitashoz sziikséges id6rél nem tudunk konk-
rétumot mondani, tovdbba egy elméleti algoritmus még egyéltalin nem szdmol a konkrét hely-
zet szamitastechnikai appardtusival. Ezért sziikséges, hogy a programozasi modellek szimitogé-
pes programjat is elkészitsiik, ezzel a gyakorlatban oldjuk meg a felmerild szamitastechnikai
problémdkat. Tobb konkrét feladat lefuttatasdval a feladat kiszdmitdsihoz sziikséges id6rdl is jo
becsléseket kaphatunk.

azok tovédbbfejlesztését tartalmazza. Az elsG részben a sztohasztikus programozéisi modellt és az
optimdlis megoldast kiszdmit6 algoritmust irjuk le, a masodik részben a felmerult szdmitastech-

nikai nehézségeket és megolddsukat, a harmadik részben pedig konkrét példak futtatisival kap-
csolatos tapasztalatokat kozlink.

A gépi programot el6szor ALGOL nyelven az Egyetemi Szdmitokozpont Razdan 3 gépére,
majd szintén ALGOL nyelven az Akadémia Szamitastechnikai Kézpontjanak CDC 3300-as gépére
készitettem el. A legujabb véltozat pedig FORTRAN nyelven a CDC 3300-as gépen miikddik.

1. A SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELL ES AZ OPTIMALIS
MEGOLDAST KISZAMITO ALGORITMUS

Tekinsik a kovetkezé determinisztikus modellt:

gx)>p,, i=1...,n,
(1.1) Aol = Yalih,
min f(x) .

A g;(x) fluggvények konkivak, az f(x) fiiggvény konvex, a B;» b,k valos szamok, g‘.-k
pedig oszlopvektorok. Tegylik most fel, hogy B;*k valésziniiségi valtozok, akkor az eredeti (1.1)

*Ez a munka az Orszdgos Tervhivatal Tervgazdasdgi Intézetének timogatdsdval késziilt,
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probléma értelmét veszti, fogalmazzuk meg a kovetkezd sztohasztikus programozisi feladatot:

Plg(x) = 6;, i=1,...,nl>p, 0<p<]1,
(1.2) a;x >b;, i=1,...,M,
min f(x) .

Ezt a modellt Prékopa Andrés [4] allitotta fel, és 6 is adta meg bizonyos, itt nem részlete-
zendd feltételek mellett az optimélis megoldashoz vezet6 algoritmust. Maga az algoritmus ismert
volt (Zoutendijk [5]), de Prékopa bizonyitotta be, hogy ebben az esetben is konvergil.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Tegyuk fel, hogy a -k egyuttes eloszlasa normalis,
varhato értékik zérus, szérasuk egy, — ellenkezd esetben a varhatéd értékeket levonva €s a szo-
rassal végigosztva a megfeleld feltételi egyenlGtlenséget kaphatjuk ezt az alakot — korrelacios
métrixuk R. Tehit a (;-k egyiittes eloszlasfuggvénye:

yn yl
<I>O’1,--.,y,,)=£—l— O exp{—%lc.R‘lgc_}dx.
@em?-RT ~° 77

Ha a ﬁi-edik egyuttes eloszldsa normalis, akkor teljesiilnek az algoritmus konvergencidja-
hoz sziikséges feltételek. Jeloljiik:

Gx) = D(g) (x)y,--.,8,x)=Plgx)>B;,...,8@ =8, .
Ezekkel a jelolésekkel az (1.2) probléma a kovetkez6képpen irhato fel:
Gx)=p, 0<p<1,
(1.3) ax=>b,, i= 10005 M

min f(x) .

Sziikséglink van egy x,-re, amely megengedett megoldasa (1.3)-nak. Ebbdl kiindulva to-
vabbi x,,...,x,,..., megengedett megoldasokat készitiink az alabbi modon.

Két eset lehetséges, vagy ez a sorozat véges, ebben az esetben valamely k-ra x, optima-
lis megoldasa lesz (1.3)-nak, vagy a megengedett megoldasok igy képzett sorozata végtelen €s
ekkor konvergdl az (1.3) optimdlis megoldasidhoz.

Tegyiik fel, hogy mdr van egy x, vektorunk, amely megengedett megoldasa (1.3)-nak,
ekkor x, ., .
ban vett Taylor sordval, vegylink hozzd még egy sort, amely a célfliggvényt veszi figyelembe, igy

-et a kovetkezGképpen kaphatjuk. Linearizdljuk az (1.3) els6 feltételét az x, pont-

felirhatjuk a kovetkezd linearis feladatot:
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Gx)+ VG(x,)x-x )+ 9y =>p, 0<p<l],

V
o

a;x
(1.4)
Vix,)x—x,)<y,

miny .

Itt 9> 0 rogzitett szdm az egész eljards folyaman, egyébként tetszbleges. Bizonyos, elég
enyhe feltételek mellett ennek a feladatnak 1étezik optimdlis megoldasa [4], legyen ez (x5 yopt).
Lathato, hogy (x & 0) megengedett megolddsa (1.4)-nek. Ha ez optimalis megoldasa is (1.4)-
nek, vagyis 5; =Xy ¥

™ 0, akkor ez optimdlis megoldasa (1.3)-nak is. A fentebb targyalt

két eset kozul az elsdvel dllunk ilyenkor szemben, x 1 optimalis megoldasa az eredeti sztohasz-

tikus problémanak, végetér az algoritmus. Ha viszont y apt # 0, akkor 0j megengedett megol-
dasat készitjik el (1.3)-nak.

Tekintsuk a kovetkezd félegyenest:
(1.5) -+ MxE—xp), X¥20.

Minimalizaljuk f(x)-t ezen félegyenesnek az (1.3) megengedett megolddsainak halmazaba
€sO részén.

Vagyis legyen u, az alegnagyobb A, amelyre még igaz
G +ANxg-x,0)2p, 0<p<l,
8 x; +Nxg-x,)>b,, i= i,...,M,
és legyen A, egy olyan A, amelyre
f(£k+>‘()i1:_£k))>;f(£k NG -x)), 0<A<p, .
Ekkor definialjuk x, ,, -et a kdvetkez6képpen:
(1.6) Xpsq = Xp P22 =2 ) -

A fentiek szerint ez megengedett megoldasa (1.3)-nak. Ezzel készitsiik el az 4j (1.4) line-
aris problémat és ismételjik meg az egész eljarast. Igy kapjuk az Xysee .3 Xy, ... megengedett
megolddsok véges vagy végtelen sorozatiat, amelynek utolsé tagja az (1.3) optimadlis megoldasa
lesz, illetSleg a sorozat konvergil az optimalis megoldashoz.

2. SZAMITASTECHNIKAI PROBLEMAK ES MEGOLDASUK

A gyakorlatban el6fordulé problémaknal n= 10— 15, M = 100 — 200 szokott lenni. E-
zért a programba beépitett szamitdsfechnikai eljarasokat igyekeztem ugy megvalasztani, hogy
azok ne csak alacsony (n = 2,3) dimenziészam esetén miikddjenek jol, hanem magasabb
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dimenzioban is egy realis gépi id6 alatt lefussanak. A készitett program elvileg akdrmilyen nagy
feladatot tud kezelni, gyakorlatilag a kovetkez6 méretli feladat futtathato le: n =5, M =30,
x vektor 30 dimenzi6s.

Az elkészitett program és a lefuttatott feladatok arra az esetre vonatkoznak, ha a g;(x)
és flx) fiiggvények linedrisak, a f;-k egyuttes eloszldsa normilis, a feladat méretei n = 2,
M =2 ésaz x vektor is két dimenziOs.

A legnagyobb problémét a tobbdimenzids normalis eloszlasfliggvény adott pontban felvett
értékének gyors és lehetSleg pontos kiszamitdsa jelentette. Ez azért is fontos volt, mert a mo-
dell els6 gépi programjidban a futasi id6 90 %-dban a gép a normalis eloszlasfliggvény egyes ér-
tékeit szamitotta. Problémadk léptek fel az (1.5) félegyenesen val6é haladds kdzben, annak meg-
allapitasaval kapcsolatban, hogy mikor érjiik el a megengedett megoldasok tartomédnyédnak ha-
tarat.

Nehézséget okozott még a kozelités josdgdnak megallapitdsa, vagyis az iterdlas befejezésé-

nek feltétele. Végiil legjobbnak az kindlkozott, ha tobb kritérium egylittes teljesiilése esetén al-
litjuk le az iteralast.

A tovabbiakban ezt a harom problémakort fogjuk kiilon-kiilon megvizsgalni.

a/ A tobbdimenzids normalis eloszlasfiiggvény adott pontban felvett értékének kiszamita-
sa.

Tablazatok vagy kozelité képletek csak igen specidlis korreldciés matrixok esetén és csak
alacsony dimenzidban (n = 2,3, 4) léteznek [3]. A felhaszndlt szamitdstechnikai eljardst viszont
ugy kellett kivdlasztani, hogy n = 10 — 15 dimenziéban is hatékony legyen. Ez a szempont
eleve kizart minden hagyoményos megkozelitést (tdblazatok, kozelitd képletek, stb.). Egyetlen
jarhato utnak a Monte Carlo moédszerek mutatkoztak. Ezek kozott lényegében két eljaras ki-
nalkozott a tobbdimenzidés normalis eloszlasfiiggvény adott pontbeli értékének kiszamitdsara.
Tegytik fel, hogy a

p=®Mh,,...,h,)
értéket akarjuk kiszamitani. Legyen D a kovetkezs:
D= y:y<hj.
Ekkor nyilvan
2.1 P=P{x €D/,

ahol x egy normadlis eloszlasu valészintiségi vektorvaltozé. A gyakorlati kiszamitds sordin D he-
lyett a
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tartomdnyt haszndljuk, ahova az a = 4,5 vektort helyettesitjiik. A tartomdny ilyen csonkola-
sa altal elkovetett hiba elhanyagolhatéan kicsi a Monte Carlo médszerek hibdihoz képest, ha a
szordsa minden komponensnek 1, viszont ez a csonkolds a szamitdsokat egyszeriibbé teszi. A
(2.1) szerint tehdt ha N db R korreldciés métrixii normalis eloszlasi pszeudovéletlen vektor-

N
valtozot generdlok és ha N , esik ezek kozil a D tartomdnyba, akkor az Wl relativ gyako-

risig értéke a p érték egy becslése lesz. A masik modszer a p érték meghatdrozasira az

(2.2) p=1...Tp@ay
D

integral kozelité kiszdmitdsa valamely Monte Carlo mddszerrel, ahol ¢(y) a tobbdimenzids
normalis eloszlasu sirtiségfliggvénye.

1. A relativ gyakorisig kiszdmitdsa.

A feladat N darab )_((’7 pszeudovéletlen R korreldciomatrixi normalis eloszlasu vektor-
valtozé generaldsa. Képezziik el6szor a

2.3) G+ +8) — %

Gsszeget, ahol §; a (0, 1]-ben egyenletes eloszlasi pszeudovéletlen szdm [1]. Az Osszeg elosz-
lasa Ljapunov tétele szerint k - esetén az N(0, 1) standard normailis eloszldshoz konvergal.
Rogton lathato, hogy M(§) = 0 és D(¥) = 1. Ha az igy kapott ¢-ketegy n n dimenzids vek-
tor egyes komponenseinek helyébe vessziik, akkor n mér egy n dimenzids pszeudovéletlen
normalis eloszldsu vektorviltozé, amelynek komponensei fliggetlenek. Ezt az n vektort egy

X n dimenziés C Korreldcios matrixi normalis eloszldsu vektorvaltozova legcélszeriibben egy
A haromszogmatrixszal lehet transzformalni.

Vagyis legyen
R I )

Xy = dyp " Ny T ay0,,
(2.4)

xn=anl“'71+ar12.nZ+"'+arm‘77n'

et legyen, ahol Ty Az
R korrelacios matrix eleme. Az A matrix elemeinek kiszdmitdsa utin konnyen szdrmaztathat-

juk a keresett X(l)’ s X(N)

Az A matrix a; elemét ugy hatarozzuk meg, hogy M(x; x,) =

vektorokat:
(2.5) X(i) = A ﬂ(i) ;

Megjegyezziik még, hogy a (2.3) Osszeg konvergenciajat specialis transzformaciokkal gyor-
sitani lehet [2]. Vegyiik a
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| \k
£=_\/_'E_ §;

Osszeg segitségével képzett

p=p - G-

valosziniiségi valtozot a (2.3) dsszeg helyett, ahol §; (0, 1]-ben egyenletes eloszlasi szam. Az
igy képzett ¢ pszeudovéletlen szim empirikus eloszlisa jobban megkdzeliti (adott k& esetén)
a normalis eloszldst, mint a (2.3) alatti Osszegé.

1. A normadlis integrdl kiszamitdsa.

Feladatunk az

integral kiszdmitdsa. Az I becslésére hasznaljuk a

n S
(2.6) 1%, H(h + a) 131 o)

valosziniiségi valtozét, ahol )k valosziniiségi vektorvaltozok, melyek komponensei fiigget-
lenek és egyenletes eloszlasuak a (—a, ), j=1,...,n intervallumban, valamint maguk a
g(i)-k is fliggetlenek egymastol. A (2.6) képlet lényegében az integriland6 tartomany “alapte-
ruletét” szorozza a siiriiségfiiggvénynek az integraland6 tartomdnyban felvett atlagértékével.
Ezt a becslést integralk6zépnek is nevezik.

Vizsgaljuk meg a (2.6) képleten alapulé eljards hibdjait. ©, a

1
’1 .
= [, + a) - o(»?)
2 .
alak valdsziniiségi valtozok szamtani kozepe:

) =5 o b s

1.5
1
Erre pedig ismert [1], hogy

D*(%)
M®)=1, D*@)= —Ni

P{I(—) - M@©))< x, D(©, ) =

valamilyen p valésziniiségi szinttel (pl. p = 0,997-hez B~ 3 tartozik). Igy valamilyen, p-
hez kozeli valoszintiséggel igaz lesz a hibara:
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@.7) o, ~NI<x, %%) .

Tehat a modszer hibdja a p(»")) valésziniiségi valtozok szorasatol fiigg nagy mértékben
és forditottan ardnyos a mintapontok szimanak négyzetgyokével. Az eloszlast kiszimito szub-
futin pontossiganak novelése szempontjabol éppen a (»¥)) szérdsinak csokkentése latszott
tandcsosnak. A gépi program elkészitése sordn tobb, az irodalomban javasolt szérascsokkentd
eljarast kiprobdltam, de egyik sem bizonyult elég hatékonynak [2]; a mintapontok szdmanak
csokkenése ellenére a kiszdmitds bonyolultsiga miatt megndtt a gépiidé azonos hiba mellett.
Ezért lényegében az eredeti (2.6) képlet szerinti eljardst programoztam be, csak két tovabbi
moédositast hajtottam végre az eljarason.

Legyen K a kovetkez6 n dimenzids kocka:
K=|x:—a<x<aj.

Tekintettel arra, hogy a = 4,5 érték esetén elhanyagolhat6 kis & hibaval igaz, hogy

I... Toxyax =1=/...[p(x)dx + &,
R"® K ;

ezért irhatjuk:

I=[.. Jox)dc=1—[...[p@x)dx+[.. [ox)dx=
(2.8) Dt RY D

1| [.. . foxyax —[.. Jee)dx |=1—-/... [o(x)dx — & =
RM n* K=D*

11 —8m~1-1.

A =~ jel azt jelenti, hogy az elkdvetett hiba a kivint pontossighoz és a kiszimitishoz fel-
hasznalt modszer egy€b hibaihoz képest nem jon szamitasba. I,-et a kovetkez6 valosziniliségi
valtozéval becsiilhetjiik:

"
RAR O

(2.9) e, = 2
-

]%, (2a)" —j{;{(hi+ a)| -
ahol v a K — D* tartoményban egyenletes eloszlast véletlen pont. Vegyiik még figyelem-
be, hogy a modell (1.2) felirisiban szereplé p valdsziniiség értéke a gyakorlati alkalmazéasok-
ban 0.8 — 0.95 szokott lenni, igy a modell optimumat Kiszamité algoritmus folyaman a kisza-
mitandé normalis mtegrélok értéke ennél nagyobb, tehit a megfelelé 7 , eérték 0.05 —0.2
kozott valtozik.

Azért jobb I helyett I,-et, vagyis a (2.6) Osszeg helyett a (2.9)-et kiszdmitani, mert a
np(g‘”) valoszinliségi valtozonak a K — D* tartomanyban sokkal kisebb szérdsa van, mint a
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D* tartomanyban.

Ez azt jelenti, hogy azonos hiba mellett kevesebb véletlen pont felvételével kaphatjuk meg
I értékét, ha I kozvetlen kiszdmitdsa helyett (2.9) segitségével megbecsuljiik / et és (2.8)-
bol 7, ismeretében meghatarozzuk I értékét, vagyis a normélis integral kiszamitasinak haté-
konysiga n6. Szemléletesen a szérascsokkenés azt tiikrozi, hogy kihagytuk az dtlagoland6 Osz-
szegbdl a siirtiségfliggvény 4ltal az origd kozelében felvett csticsot és a nagyobb értékeket.

Még egy modositast hajtottam végre a normalis integral kiszamitiasidban. A (2.9) adtlag meg-
hatdrozdsa a kovetkezd 1épésekbdl tevédik Ossze a gépi programban.

1/ A program general egy egyenletes eloszlisi pszeudovéletlen pontot K-ban és megvizs-
galja, hogy K — D*-ba esik-e (ha nem, akkor 0j véletlen pontot szdmit ki, ellenkezé esetben a
2/ 1épés kovetkezik).

2/ Kiszamitja a slirliségfliggvényben szerepld kitev6t, az S = D R K I.v}j)u}i) kvadratikus
ko

alakot.

3/ Elvégzi az exp |- il%l - S| érték meghatdrozdsit és hozzdadja ©, eddig kiszamitott

részéhez.

Ha mir N darab »“) vektor beleesett K — D*-ba, akkor a ©,-ben gyiijtott osszeget

beszorozza a még hidnyz¢6 allanddkkal.

Ez a harom lépés korulbeliil egyenld hosszii id6 alatt jatszodik le. El6fordulhat és ez az
eredeti szubrutin masodik modositdsa, hogy bizonyos esetekben a harmadik 1épést kihagyjuk,
anélkiil, hogy ezzel szdmottevs hibdt okoznank. Ugyanis a (2.9) 6sszegben bizonyos i indexek-
re a w(g(i)) olyan kicsi lehet, hogy még a

@100 ge|@ar - I ty+ )| o= T+ o)
£

I :
érték is kisebb mint pl. m - (Lényeges, hogy a ¢(»"")) nagysiginak megallapitisa még
n
,1 - (2m)2 - |R|
T - 1000
tétel vizsgdlatdval.) Tehat ha ezeket elhagyjuk a (2.9) Gsszegb6l — nem végezzik el a 3/ [épést —

a 3/ 1épés, az e hatvany kiszamitdsa el6tt megtorténhet az S = -2|C|- In fel-

%60- hibdt kovetiink el.

Ez a mddositas kiilénosen akkor jelent nagy idényereséget, ha az R korrelaciés matrix-
ban nagy egyiitthatok vannak (0,7 — 0,9), akkor ugyanis a siirliségfiiggvény értékei a tengelyek-
re koncentrdlédnak, ott nagyobb értékeket vesz fel, mig a tengelyektsl tivolabb nagyon kicsi
lesz, igy sok olyan K(i) pont lesz, amelyre a np(g‘”) értékeket nem szdmitjuk ki kicsinysége
miatt.

legfeljebb
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b/ Az (1.5) félegyenesen val6 haladas.
Tekintsuk a

(2.11) X, +Mxp—x;), A>0
félegyenest és hatirozzuk meg ennek a félegyenesnek a
Gx)=p,

dg» by 0= LM

(2.12)

feltételek éltal hatdrolt tartomanyba es6 részét és ezen a részen keressik meg az f(x) célfluigg-
vény minimumhelyét. A gép.i kiprobédlasban f(x) egy linedris fiiggvény volt, igy a fenti feladat
a (2.11) félegyenesnek a (2.12) feltételek altal hatdrolt tartomdny hatiraval val6 P, metszés-
pontjanak meghatdrozasira redukalédik.

Két eset lehetséges: P, egy g’iz = b; feltétel altal meghatdrozott hipersikon fekszik,
vagy P, a G(x)=p feltétel dltal adott felileten talalhat6. Az elsé esetben kdnnyen megha-
tarozhato a Ph pont, ha tudjuk, hogy melyik hipersikon van, mert a

Py = xp + N (g —Xp)
pontot helyettesitve a hipersik egyenletébe, a kapott
4y, + N 6] —x,)) = b,

egyenletb6l A, meghatirozhat6. A masodik eset sokkal nehezebb, t.i. nem lehet elemi uton a
G(x) fuggvény (a normalis eloszlasfuggvény) inverzét kiszdmitani és fgy A, -t kdzvetleniil meg-
kapni, ezért ebben az esetben masképp kell eljarni. E16bb azonban vizsgiljuk meg, hogyan lehet
eldonteni, hogy az els6 vagy a masodik esettel dllunk szemben egy adott (2.11) félegyenes ese-
tén.

Tekintsuk az
diGe, + NOEE =2 =8,y I=1,...,M

egyenleteket a A; ismeretlenekkel, innen azt kapjuk, hogy
b,—ax
k’.=,—‘*——'_';k—, i=1,...,M.
Ei(ﬁk — Xy)
Vilasszuk ki ezek koziil a legkisebb pozitivat, a

Apip = min N
= i:ki>0

értéket (a negativ )\i értékek a félegyenesnek a masik irdnyban 1év6 hipersikokkal valé met-
széspontjai; nyilvdn a legkisebb pozitiv A, adja az x;-hoz legkdzelebbi hipersikot, az els6t,
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amelyet a félegyenes metsz), és tekintsiik a kovetkezd pontot:

(213) P, =x, + A G}

min "2k E—k) .

Ha G(Pm) > p, akkor nyilvin az els6 esettel allunk szemben €és ekkor P = P,, egyéb-
ként a masodik esettel van dolgunk. Tekintettel arra, hogy G(P, ) kiszdmitdsa pontatlan, itt
egyrészt az dtlagosnil nagyobb pontossdgi szdmitdst kell megkdvetelni, masrészt, ha tudjuk

hogy G(Pm) kiszamitdsa € hibaval torténik, akkor csak a
GP, )=p+e
egyenlGtlenség teljeslilése esetén dontink ugy, hogy az elsé esettel dllunk szemben.

Térjiink vissza arra, hogyan talélj.ukAmeg a P, pontot, ha az a (2.11) félegyenesnek a
G(x) = p egyenlet altal megadott felulettel valo metszéspontja. Az x, pontbdl kiindulva a
(2.11) félegyenesen haladva vesziink tobb, egymasutani P; pontot és vizsgaljuk, hogy mikor
hagyja el a (2.12) feltételek altal adott tartomanyt, helyesebben mikor lesz

GP)<p.

G(x) kiszdmitdsinak lassusdga miatt tdrekedniink kell arra, hogy a lehetd legkevesebb Pl.
pontot vélasszuk ki, mert mindegyiken ki kell szamitani a G(P;) értéket. A legcélszerlibbnek
a kovetkez6 eljards tlint. Kiindulunk az x x bontbol, legyen példaul e = 8. Noveljuk meg
8 =enala A\, =0 értéket egészen addig, amig a keletkezett uj pont:

Pp=xp +j-8-0p—x;)

nem esik a G(x) = p térrészen Kivil, vagyis legyen P/ az elsé olyan ponta P,, i=1,...
., n, ... pontok kozul, amelyre

GP)<p.

Ekkor vegyiik az el6z6 pontot, P/._ -et kiindulépontnak, (ekkor A, = (j — 1)) megfelezzik

1
a lépéskozt, vagyis & = €/2-t vesziink és tovdbb léplink: A -hez & = €/2-t adunk, amig a kelet-

kezett

Pi=x. + (% + i-e/2)(£; =

pont nem hagyja el a (2.12) tartomanyt, vagyis amig
G(Pi) <p

nem lesz. Ekkor X\, = A, + (i — 1) - €/2, ezt az Gjbol felezett 1épéskozzel & = e/4-gyel novel-
juk, kiindulépontként P, -et haszndlva, stb. Természetesen, ha i= 0 adddna, akkor P,
helyett a P/'— 1
(Egy adott tartomédny és félegyenes esetén ez a legkisebb 1€pésszami megkozelités, abban az

1
pontot vessziik kiindulopontnak. Ezt az eljarast ismételjiikk egészen § = €/2%-ig.
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értelemben, hogy ha nem feleznénk a 1épéskozt, hanem harmadolniank, akkor tobb 1épést kelle-

ne tenniink.)

Ha egy adott k iterdci6szdm esetén )\6 < 0,5 adodik, akkor €= 0,2-t vesziink és az
egész eljarast megismételjiik. Erre azért van sziikség, hogy finomabb lépéseket téve kozelebb
kerliljink a hatdrhoz, pontosabb eredményt kapjunk P,-ra. Ha xjp — x k kicsi, akkor egy na-

gyobb e is megfelel; a konvergencia miatt x7 — x, dllandéan csdkken k novekedésével,

k
igy a fentebbi lépegetd eljarasban egyre kisebb 1épéseket tesziink, igy dnmagatél novekszik a
hatar megkozelitésének pontossiga. A gyakorlatban viszont kiderult, hogy az x; — x, egy bi-
zonyos hataron til nem csokken k novekedtével, igy célszerlinek mutatkozott egy kisebb €

bevezetése.

A fentebb leirt lépegetd eljards egész jol miikddne, ha G(x) értékét pontosan ki lehetne
szamitani. Egy redlis gépi id6 alatt (a CDC 3300-as gépen 0,8 sec alatt 1000 mintapontot véve)
a G(x) értékét a kétdimenzios esetben 5 %-os hibdval lehet csak kiszamitani. Igy el6fordulhat,
hogy a félegyenesen lépegetve mdr elhagytuk a G(x) > p egyenl6tlenséggel megadott térrészt,
csak a hiba miatt még mindig a G(P,) > p teljesil, illetSleg megeshet, — ami kisebb baj — hogy
joval a G(P;) = p felilet el6tt megéllunk, de ilyenkor a kisebb 8-k még csokkenthetik ezt
a tavolsagot. Arra az esetre, ha mar kiléptiink a megengedett megolddsok tartomanyabol, a ko-
vetkez$ két ellenintézkedést programoztam be.

Ha azt tapasztaljuk, hogy egy adott & = ¢/2° esetén P/ az els6 pont, amely mar a hata-
ron kivul esik, vagyis G(Pi) < p, akkor nem a Pi— (et az el6z6 pontot vessziik Gjabb kiindu-
l6pontnak, hanem a még eggyel eldbbit, vagyis Pj_ ,°t, ilyenkor N, =N;,_, + (—2)d lesz.
Ennek az az el6nye, hogy ha mar a P]._ ; bont is Kiviilesett, csak éppen a szubrutin hibés ered-
ményt adott, akkor nagyon valészini hogy a Pi— , pont esetében nem, vagy az ellenkezd irany-
ban hibdzott a szubrutin, vagyis a P,._ , még bent van a tartomanyban.

Nyilvan a fentebbi eljards beprogramozdsa még nem nyujt biztositékot arra nézve, hogy
nem kerulink ki a (2.12) feltételek altal hatdrolt tartomanybol.

Ha kikeriiltink, ezt két jelbél lehet észrevenni: a kapott x, +1 = P, pontot véve Gj meg-
engedett megoldasnak, amire valojaban G(x,,,) < p, az ebbdl képzett 4j linedris feladat op-
timdlis megolddsiban y > 0, valamint azt tapasztaljuk, hogy az ebbdl képzett (2.11) félegye-
nesen haladva a minimum értéke nem csokken, hanem novekszik.

Ekkor csindljuk a kovetkez6t: tekintjuk az x, €saz x pontokat Osszekotd szakaszt

k+1
¢és ezen a szakaszon visszalépiink a kovetkez6 szabdly szerint; ha a szakasz hossza kisebb 0,2-

nél, akkor ¢q_. = 0,2-t veszink, ellenkezé esetben q . = 0,05-0t véve ij megengedett Xp+2

min

megoldast vesziink a rossznak bizonyult x helyett:

k+1

Xpry SdminXe + 0 —q )%,
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vagyis visszalépunk az x; — x,,, szakaszon x,,,-b6l x, felé a szakasz hosszédnak 6todré-
szével vagy huszadrészével.

Ezzel az x uj megengedett megoldassal Gjra készitlink egy linedris problémat. Ha

Zk+2
még mindig y > 0, vagy a minimum novekedne az

*
Xp4g t M_)fk+2 _Ek+2) ) A>0

félegyenes mentén, akkor x helyett az

k+2
Xpey = 2quin X + (1 =24, )%4

értéket tekintsiik (ij megengedett megoldasnak, stb. Ez a két vészkijarat elegend6nek mutatko-
zott a gyakorlatban arra, hogy a program normaélisan lefusson.

A fenti moédositott 1épegetd algoritmusnak, nevezetesen a két ponttal valé visszalépésniek
egy nagy el6nye, hogy ilyen médon automatikusan pontosabban szdmol a program, mert a
G(x) = p felilet kozelében sokkal tobbszor szamitja ki az eloszlasfliiggvény értékét, igy végsé so-
ron a mintaszim novekszik.

Nyilvdnvalo, hogy az egész eljaras hatékonysaga attol fligg, hogy a G(PI.) értékeket mi-
lyen pontosan szimitom ki. A gépid6 csokkentése szempontjabol pedig ajanlatos lenne minél
kisebb pontossiggal (minél kevesebb véletlen pontot felvéve) meghatirozni a normalis eloszlds-
fuggvény értékét a P, pontokban. Mivel a lépegetd eljirds folyamén csak a G(P,) > p felté-
tel teljesiilésének eldontésérdl van szo, a valdsziniiséget “’szekvencidlisan” fogom meghatérozni.
Ez azt jelenti, hogy el6szor kiszdmitom a p, = G(P,) értéket 10 %-os hibaval, amihez kevés
véletlen pont €s gépiids sziikséges. Ha |p; —pl> 0,15 (a biztonsdg kedvéért 0,1 helyett 0,15-
Ot irunk, mivel a normalis eloszlas konkrét értékét kiszamito rutinrdl csak azt mondhatom, hogy
elég nagy val6szintiséggel lesz legfeljebb 10 %-os a hiba), akkor dontok a p, = G(P)>p egyen-
16tlenség teljesiilése fel6l. Ha p; ¢€s p eltérése kisebb mint 0,15, akkor kiszimitom a p, =
= G(P;) értéket 5 %-os hibaval és vizsgdlom a |p, — p| > 0,08 egyenlGtlenséget; a teljesiilés
esetén dontdk p, > p felSl. Ellenkez$ esetben megint fokozom a pontossigot, 2,5 %-os hiba-
val szdmitom ki a normalis eloszlasfiiggvény értékét és ekkor mindenképpen dontdk, hogy a
G(Pi) > p feltétel teljesiil-e.

Figyelembe kell még venni, hogy amig messze vagyunk az eredeti (1.3) probléma optima-
lis megoldédsitol, nem érdemes nagyon pontosan meghatarozni a (2.11) félegyenesnek a (2.12)
feltételek altal hatdrolt tartomény hatdrdval valo P, metszéspontjat. Ezért a programot ha-
rom fézisban futtatjuk le. Az els6 fazisban a lépegets eljards folyaman csak 10 %-os hibaval ha-
tirozzuk meg a G(P;) értékeket. A masodik fazisban 10 %-os vagy 5 %-os pontossiggal, attol
fliggben, hogy a szekvencidlis valdszinliségvizsgdlat sziikségessé teszi-e. A harmadik fizisban pe-
dig 10 %-o0s, 5 %-o0s, 2,5 %-os pontossiggal hatdrozzuk meg a sziikségleteknek megfeleléen a
G(P;) fuggvényértékeket. Az egyes fazisok befejezésének feltételeit a kovetkezd alpontban fog-
juk megvizsgalni. -



¢/ Az iteralas befejezésének feltétele.

Azt kell megvizsgalni, hogy mikor jutunk mar elég kozel az optimdlis megolddshoz, milyen
kritérium alapjan allitsuk meg az iteralast. Az els6 kézenfekvd kritérium, ha két egymdsutani
megengedett megolddson a célfuiggvény értéke kicsivel, pl. a célfuiggvény értékének 1 %-dval
valtozna csak, akkor megillhatunk. De ez énmagaban nem elég, mert az altalunk betdplalt els6
megoldds és a gép altal kiszamitott elsé megengedett megoldds ennek a feltételnek mindig ele-
get tesz.

Ezért célszerlinek mutatkozott a kovetkezd kritériumot méasodikként bevenni, nevezetesen
azt, hogy az utolsé két megengedett megoldas egyes koordinatdinak eltérése kisebb legyen mint
a megengedett megoldasvektor nagysaginak pl. 1 %-a. Ezzel viszont az volt a probléma, hogy
ha a félegyenes a valosdgban egy da',x = b, hipersikot metszett, az eloszlast kiszdmito szubru-
tin hibazott és azt mutatta, mintha ez a metszéspont mar a megengedett megoldasok halmazan
kiviil lenne, akkor a 1épegetd eljardsra kerul sor és konnyen elképzelhetd, hogy valamivel a hi-
persik el6tt meg fog 4llni. A kovetkezd iterdcids lépésben majdnem ugyanazt az irdnyt fogjuk a
(2.11) félegyenesnek kapni és igy a kovetkez6 megengedett megoldds valamivel még kozelebb
keriil a hipersikhoz. A masodikként emlitett kritérium alapjan ezt a két egymasutani megoldést

mar optimalisnak venné a program.

Nagyon kdnnyen eléfordulhat az is, féleg az optimélis megoldashoz kozel, hogy A, = 0
adodik, vagyis mar nem tud tovabblépni az eljaras, a fenti kritérium ekkor is megéllitana a prog-
ramot. Ezen esetek kikiiszobolése végett csak harom egymasutani megengedett megoldas fenti-
ekben megfogalmazott “kozelsége” esetén fogjuk megallitani az iteralo eljarast.

A b/ pontban emlitett fazisok végét ugy allapitjuk meg, hogy a fenti kritériumokat alkal-
mazzuk a kovetkezd modon. Az elsé fazis akkor ér véget, ha a célfliggvény értéke az utolso két
megengedett megolddson legfeljebb 2 %-kal valtozik és a hiarom legutols6 megengedett megol-
déas fentiekben leirt eltérése szintén csak 2 %-os. A mdsodik fdzisban mar 1 %-ot kovetellink
meg, a harmadikban pedig 0,5 %-ot.

3. A MODELL KIERTEKELESE, SZAMITASI EREDMENYEK

A modell kiértékelése tobb adatcsoport segitségével tortént. Minden adatcsoportban azon-
ban a g,(x) fuggvények és az f(x) célfuggvény az egyszeriiség kedvéért linedris volt, két szto-
hasztikus és két linedris determinisztikus feltételt vettem, az x pedig két dimenzids vektor
volt.

A probak megmutattdk, hogy ha a G(x) = p dltal generdlt feliilet a linedris feltételek al-
tal generdlt térrészen kivul esik (vagyis a G(x) > p térrész tartalmazza az a';x > b; feltéte-
lek 4ltal adott poliédert; legalabbis a midltalunk vizsgdlt részen), akkor a modszer szimplex al-
goritmussad zsugorodik, a poliéder csucspontjain mozogva éri el az optimumot. Ellenkezd esetben
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is, amig a normdlis eloszlasfliggvény nivofelliletébe nem titkozik, csicspontokon haladva miiko-

dik az algoritmus.

A modszer jobb bemutatdsa érdekében egy olyan példat vettem illusztrilasként, amelyen
a G(x)=p feltétel 4ltal meghatdrozott térrész benne van a linedris feltételek dltal adott po-
liéderben, vagyis a valoszin(iségi feltétel “megtartja” az egymdsutini megengedett megoldaso-
kat. Az algoritmus gyorsasdga, helyesebben az iterdldsok szdma fiigg attél, hogy milyen ’mere-
dek” a G(x)=p feliilet; gyakorlatilag ez azzal mérhetd le, hogy a g;(x) > B; feltételek (itt
B; valos) altal adott hipersikok milyen szégben metszik egymast.

A bemutatott eredmények a kovetkezé modellre vonatkoznak:

2xl+x2—-6>6ll
p lzp’

x1+8x2—8>l32
X 4N a4,
3xl+x2>3,
x,20,,x,20,
min(x; + x,).

Itt [31 és Bz egyuttes eloszldsa normdlis, nulla a varhato értékiik, 1 a szorasuk és r akor-
relacios egyuitthatéjuk. Ha a kiinduldsul vett determinisztikus problémat vizsgaljuk, vagyis a

3xl+x2>6,
x, + 8x, =8,
xl+4x2>4,

3x, +x,23,

min(x, + x,)
feladatot, az optimdlis megoldésra és a minimalizdlandé célfliggvény értékére azt kapjuk, hogy

_ (40 18)_
zopt - l 23 > 23 (1,739, 0,782) s
ami lényegesen kulonbozik a sztohasztizdlt modell eredményeitsl, akdrmilyen korrelacios e-

gyutthatot véve.

A kovetkez6 értékeket kaptuk a probafuttatisok alkalmdval az x pt Optimilis vektorra
és az f(f_opt) célfiggvény értékre p = 0,8 valOsziniliség mellett, valtozé r korrelicios egyltt-

hatora:




S, g LA

F Eopt ﬂﬁopt)
- 0,9 1,878 1,015 2,893
- 0,2 1,942 1,001 2,943
+10.2 1,984 0,964 : 2,948
+ 0,5 2,006 0,944 2,950
+ 0,9 2,065 0,888 2,953

Lathat6, hogy a korreldciés egytitthaté novelésével né az optimum értéke, ami 6sszhangban
van azzal a val6szinliségszamitasi eredménnyel, hogy a korrelacios egylitthaté ndvelésével csok-
ken egy adott pontban az eloszlisfliggvény értéke (hasonlo tétel tobbdimenzidban is igaz.)

A p= 0,95 esetre is kiprobaltam a programot, ez az eset azért fontos, mert a modell e-
gyik alkalmazisi terlilete a megbizhatdsagelmélet lenne. A kapott eredmények:

r Xopt ﬂﬁopt)
+ 0,2 2,161 0,961 3,1227
+ 0,9 2.279 0,931 3,2108

A fentebbi két tablazatot a program ALGOL nyelvii valtozatanak lefuttatisival kaptam, eb-
ben a normdlis eloszlds konkrét értékeit a (2.6) képlet segitségével szimitottam. Egy-egy adat-
csoport lefuttatdsdhoz atlag 20 percre volt sziikség a CDC 3300-as gépen. Kiilondsen sokdig tar-

s 4s

donithat6, hogy ezekben az esetekben a normélis eloszlist szamito rutin a legkevésbé hatékony.

A program FORTRAN nyelvbe val6 atirdsa, valamint a normilis eloszlasfiiggvények a (2.9)
képlet alapjan torténd kiszamitasa kb. S percre csokkentette a fentebbi konkrét példa futasi
idejét. Az eloszlasfliggvény konkrét értékét kiszimité6 modositott szubrutin kiildndsen azokban
az esetekben szdmol gyorsan és viszonylag pontosabban, amelyekben az el6zé (2.6) alapjan mi-
kodd rutin nehézkesen és sokdig szamolt (nagy valdszin(iség, nagy korrelacié) [2]. Ez a (2.9)
képlet alapjan torténd szdmitdsnak és a 2b/-ben leirt két masik modositisnak kdszonhetd.

Néhany adatot kozlink még a normalis eloszlasfliggvénynek adott pontban felvett értékét
kiszamité szubrutin miikodési gyorsasagarol. Az eredeti, ALGOL nyelven a (2.6) képlet alapjian
miik6dé szubrutin 3 sec alatt szdmitott ki 1000 mintapont segitségével egy eloszlasértéket a
kétdimenzios esetben a CDC 3300 gépen, ennek hibdja a p = 0,8 érték kozelében 6 %- 14 %
volt a korrelacié nagysdgatol fliggen. Teljesen ugyanezt a szubrutint megirva FORTRAN nyelven
a futdsi id6 1 sec-ra csokkent. A legijabb szubrutin, amely a (2.9) képlet alapjan dolgozik és min-
den 2b/-ben megemlitett modositast tartalmaz, 0,1 sec alatt szamit ki egy kétdimenzids elosz-
lasfiiggvényértéket 5 %-os hibaval. Ez a hiba fliggetlen a korrelaciotdl, de a valosziniiség értéké-
t6l nem; nagyobb valdsziniségre hatékonyabban szdmol. Ezt a szubrutint mar magasabb dimen-
zioban is kiprobaltam: az 6tdimenziés esetben p = 0,9 valosziniiség esetén 5 %-os hibaval 0,6
sec alatt szdmitott ki egy értéket.
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Megjegyezziik még, hogy a program tovdbbi gyorsitdsdra egy specidlis szimplex irdsa lenne.
Ugyanis az egymdsutani iteraciés lépésekben megoldandé linedris programozasi feladatok egy-
mastél csak két sorban kilonbdznek, ami valdszin(siti, hogy optimdlis megoldédsaik sem kilon-
bdznek nagyon és ezt fel is lehet haszndlni.
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Summary

Computer evaluation of a stochastic programming model

The paper discusses a stochastic programming model, developed by A. Prékopa and tested on

a computer. Chief results of the article are the elimination of the difficulties of computer ap-

plication and the description of an efficient algorithm for the computation of the concrete val-
ues of the multidimensional normal distribution function.
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Pes3wnwume

OueHKa OZHO! NpOoOJEeMH CTOXaCTHUUYECKOT'O IIPOTpaMMMPOBAHUA

B crarre zaerca OLEHKA OZHOM MpPOOGJEMH CTOXaCTUUYECKOI'O IpOr-
paMMupOBaHusi, paspacdoranHoii A. lIlpexona, ¢ moMomsw LBM. Ilpeo-
nejeHne TpyzxHocTeld npu mpuMeHeHuu UBM u omucanme a0peKTHBHO-
ro ajaropuTMa IJA INONYyYEeHUS KOHKPETHHX 3HAUEHH! MHOI'OMEpHOi
GyHKIMKM HODMAJBHOI'O pacHpeZelIeHUs ABIAANTCH IJIABHHMU pe3ylb-
TaTaMu palcoTH .
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MARGINALIS ERTEKEK A GEOMETRIAI PROGRAMOZASBAN

Kléfszky Emil

BEVEZETES

A dolgozatban megmutatjuk, hogy azok a perturbdcios vizsgilatok, melyeket Mills [4]
és Williams [6] a linedris programozasra végeztek, atiltethet6k a geometriai programozadsra is,
és a geometriai programozasndl kapott eredmények teljesen megegyeznek a linedris programo-
zasndl kapottakkal. A geometriai programozasban perturbacios vizsgialatokat mar Duffin —
Peterson—Zener az [1] konyvikben végeztek (Appendix B, pp. 247-254), azonban az itt
targyaldsra keriil6 probléma ett6l eltéré természetii. A geometriai programozast illetéen a szer-
z6 [3] dolgozatara fogunk hivatkozni.

A targyaldsra kerul6 probléma a kovetkezd: Adott egy geometriai programozasi feladat és
a dudlja. Jelolje az A = (a,) = (@) = (a,-l-) m X n-es matrix,a b= (Bi) n dimenzios vektor €s
a c¢=(y;) m dimenzios vektor a geometriai programozds egyiitthatoit. Legyen az [ =
=41,2,...,m| index halmaz az I, /,,... .1, diszjunkt index halmazokra particiondlva.
Jelolje x = (§,) m dimenzios és y = (n,.) n dimenzids vektor a geometriai programozas val-

tozoit. A jeloléseket az aldbbi séman szemléltetjuk:

ala® a™ ¢ ¥
( 1 1 a, lajla;,] - a, % El
1
2 % 1991]%3] -~ Qrn 7, 3
1J 12
m 1{ a. la.ia a %y ¢
8 p m ml|“m mn m m
b |8y} B,
84 1M L




Primdl feladat. Meghatarozando

-Sup by,

feltéve, hogy

Mg, (k=1,2,...,p).

i€l

Duil feladat. Meghatdrozandé

E.
5 I &
g N iEIk
inflee+ 2 In —— _,—| >
k=1 N7 < &
po— E ICIk
el

feltéve, hogy
xA=25b,
x>0,

A geometriai programozas dualitds tétele szerint, ha mindkét feladat konzisztens, akkor a szup-
remum megegyezik az infinummal. Ezt a k6zos értéket nevezzik a geometriai programozds ér-
tékének. A tovabbiakban rogzitsik a particiondldst, és a geometriai programozasi feladatot
[4, b, ] egylitthatéju feladatnak nevezziik. Legyenek A ,bc az A, b, ¢ matrix, illetve vek-
torokkal megegyez6 dimenzidjuak. A probléma: mit mondhatunk az [(A + TA), (b + 1'13),
(c + 7¢)] egyitthatbjii feladat értékérdl zérushoz kozeli T esetében.

A probléma megoldasa soran sziikségiink lesz a geometriai programozas optimalis megolddsa

és a Lagrange fiiggvény kapcsolatira, valamint a linearis programozasbani analog regularitas fo-
galmara. Ezeket kiilon (1.8, 2.§) targyaljuk, majd ezek felhaszndldsaval a 3.§-ban adjuk a prob-
léma megoldasat.

1.§ A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS LAGRANGE-FUGGVENYE

Ebben a fejezetben egy Osszefliggést adunk a geometriai programozds optimalis megoldasai
és a programozdsi feladathoz tartozé Lagrange fliggvény nyeregpontja kozott.

Az egyszertisités kedvéért az alabbi jelolést vezetjik be:
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Definicié. Az [A, b, ¢] egyltthatoju, és adott particioju geometriai programozds
Lagrange-fuggvényének nevezzuk a

d(x, y)=xc+ by —xAy + ¥(x), x =0

figgvényt. Az x*, y* pontot a Lagrange-fliggvény nyeregpontjinak mondjuk, ha tetszSleges
y és x>0 vektorokra:

d(x*, y) < P(x*, y*) < P(x, y¥) .

Lathato, hogy az els6é harom tag csak az A, b, ¢ egyutthatoktol, az utolso csak a particiondlds-

tol fiigg.

Tétel. Az x*,y* vektorpdr akkor és csak akkor optimdlis megolddsa a geometriai prog-
ramozdasnak, ha a Lagrange fiiggvénynek nyeregpontja.

Bizonyitds. a/ Legyenek x* y* optimalis megoldasok. Ekkor a geometriai programozis
dualitési tétele szerint

x*e+ Y(x*) = by*.
A nyeregpont egyenlGtlenség baloldala
Px*, 1) < Px*; ¥%) s
azaz
x*c+ by —x*Ay + Y(x*) < x*c + by* — x*Ay* + Y(x*)
egyenlGséggel teljesiil.
A nyeregpont egyenlStlenség jobb oldaldnak
P(x*, y*) < P(x, %)
teljestiléséhez csak azt kell beldtni, hogy az
xAy* < xc + Y(x)

egyenlStlenség teljestil az x = 0 esetben. Ezt a geometriai egyenl6tlenség felhaszndldsival egy-
szerii szamoléssal beldthatjuk. Mivel y* a primal feladat megoldasa, igy:
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{5 . g¢ Y (k=1,2,...,p).

b

Erre a geometriai egyenlGtlenséget alkalmazva kapjuk, hogy:
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Logaritmizédlva kapjuk, hogy

; 2 ¢
7 :, E'. 1€Ik £
€1,
0>lnk/1 . + xAy* — xc,
; I =4
i€l

azaz
xc+ Y(x) = xAy* .
Ezzel a tétel egyik irdnyat beldttuk.

b/ Tegyiik fel, hogy x*, y* nyeregpontja a Lagrange fiiggvénynek. A nyeregpont egyenl&tlen-
ség baloldalabol, a ®(x*, y) < &(x*, y*) egyenlbtlenségbdl kiindulva kapjuk, hogy

(b—x*A)y < (b—x*A)y*

egyenlStlenség minden y vektorra fennall. De ez csak ugy lehet, hogy ha b - x*4 = 0, mert
kiillonben y alkalmas véilasztasival ez nem teljesiilne. Igy x* a dual feladat lehetséges megol-
dasa. A nyeregpont egyenlétlenség jobboldalibol, a ®(x*, y*) < &(x, y*) egyenltlenségbdl
kiindulva kapjuk, hogy az

(1) x*c —x*Ay* + Y(x*) < xc — xAy* + Y(x)
egyenlGtlenség fenndll minden x > 0 vektorra.

Mint el6bb lattuk, az x* a dudl feladat lehetséges megoldasa, azaz x*A = b, s ezt (1)-be
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helyettesitve kapjuk, hogy
(2) x*e — by* + Y(x*) < xc — xAy* + Y(x),
minden x = O-ra.
De ekkor az x helyébe az x + x* vektort téve:
x*c—by*+ Y(x*)< xc+ x*c— xAy* — x*Ay* + Y(x + x*) ,
azaz:
Y(x*) < xc — xAy* + Y(x + x*) .
A Y fliggvény konvexitdsa miatt azonban a
Y(x*) < xc — xAy* + Y(x) + Y(x*)
egyenlGtlenség is fenndll, s igy az
(3) xAy* < xc+ Y(x)
egyenlStlenség teljesiil minden x > 0 esetben.

Rogzitsiink egy tetszSleges k, indexet, és legyen

| 2P0 e e I,
£,=l
0, ha ielko.

Helyettesitsiik ezt (3)-ba, elészor csak az i€ 1"0 esetre:

>
! g pas) 3
b N\ .
B Elay*—v)< — §Ing - ln‘ — & |k,

Ezutin §; értékét az ielko esetben is behelyettesitve:

N ay*-y N ay*— gy
s B lap* =R o 2" Ylay* —7,) =
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—m| Y & ""Jiefko
€l
1 ko
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Rendezve:

azaz

\! a:p*— .
e e'y 7'<1.

1elk0

Ez, minthogy minden k, indexre fennall, azt adja, hogy y* lehetséges megoldédsa a primal
feladatnak.

A (2) egyenlétlenséget x = O pontra alkalmazva kapjuk, hogy
(4) x*c+ Y(x*) < by*.
A (3) egyenlStlenséget x = x* pontra alkalmazva kapjuk, hogy
(5) by* < x*c + Y(x*).
A (4) és (5) egybevetésébdl adodik, hogy

x*c+ Y(x*) = by*,
azaz x*,y* megolddsok optimalisak is. i

Megjegyezziik, hogy a tétel els6 része — az optimadlis megolddsok nyeregpontjai a Lagrange
fliggvénynek” — egy altalanos dualitasi tétel kovetkezményeként taldilhatd Rockafellar [$5]
konyvében (pp. 326).

2.§. REGULARIS GEOMETRIAI PROGRAMOZAS

A perturbacioés vizsgdlatoknadl fontos szerepet jatszik a regularitas.

Definici6. Azt mondjuk, hogy a geometriai programozdasi primal feladat regularis, ha telje-
sdl az aldbbi primal regularitasi feltétel; Az

Ay <0,
by=0,
y+0
egyenlGtlenségrendszernek nincs megoldésa.

Azt mondjuk, hogy a geometriai programozési dudl feladat reguldris, ha teljestl az aldbbi dudl
regularitdsi feltétel: Az



egyenlStlenségrendszernek nincs megoldésa.
A geometriai programozast reguldrisnak nevezziik, ha az primal reguléris is és dual regularis is.

Az alabbi tétel a regularitasi feltételek és feltételi halmazok konzisztencidja kdzott ad kapcsola-

tot. (MielStt a tételt kimondandnk, emlékeztetiink két definiciora: Kanonikusnak nevezzik a

dudl feladatot, ha az x4 = b, x> 0 egyenl6tlenség megoldhaté. Szuperkonzisztensnek nevez-

zuk a primal feladatot; ha a .; gr W 1, (k=1,2,...,p) egyenlStlenség rendszer meg-
i€l

oldhato.)

1. Tétel. a/ Ha a primdl regularitds teljesiil, akkor a dudl feladat kanonikus.
b/ A dudl regularitds akkor és csak akkor teljesill, ha a primdl feladat szuperkonzisztens.

Bizonyitds. a/ Az Ay <0, by=>0, y+# 0 egyenl6tlenségrendszer nemmegoldhatosaga
azt jelenti, hogy az a,,a,,...,q, ,— b vektorok dltal generilt kip dudlisa csak a zérus elemet
tartalmazza. De ekkor ez a kup kell, hogy az egész teret kiadja, azaz elSallithato a kovetkezd vek-
tor

b—(al+a2+...+am)=i§§iai+t9(—b)
ugy, hogy §=0, 3= 0. .
Ebbdl:
m l+gi
sy (1F 0T
1+ %

legyen §, = T8 ésigy b=xA, x> 0.

Ezzel a tétel a/ részét igazoltuk.

b/ A dual regularitas azt jelenti, hogy az
xA =0,

X0

m

k=1

s ¢
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feltételu és
min (xe¢ + Y(x))

célfiiggvényii geometriai programozasi feladat vagy nem konzisztens vagy a célfiiggvény mini-
muma pozitiv.

Az ennek megfelelé primal pérja:

._\_4' e(a,'yl)(.yi 77)—

LS k=1,2,...,p),
i€l

sup | (0, 1)« (¥, m)!.
Azaz:

N ey =i -n
e? Vg ¢

. ’ (k=172"",p),
iElk

sup n .

Ezen primal feladat mindig konzisztens. Ha a dudl nem konzisztens, akkor n - o, azaz

i a;y —

ié-le ey =10 .

Ha a dudl konzisztens, akkor a dualitasi tétel szerint van olyan primal megoldas, melyre n > 0,
tehat szuperkonzisztens a feladat.

Forditva, ha a primél szuperkonzisztens, akkor a geometriai programozas f6 lemmadja alapjan az

m
xA =0, x>0, "\f g, = 1 egyenl6tlenség minden megoldédsira xc + y(x) > 0. De igy a dudl
l:

regularitds sem teljestilhet. i

A kovetkezs tétel a regularitasi feltételek €s az optimélis megolddshalmazok kozotti kapesolatot
mutatja. Jelolje # a primadl feladat feltételi halmazat, #* a primal feladat optimalis megolda-
sainak halmazait, és hasonloét jelol a &, 2* a dual feladatra.

2. Tétel: a/ A nem iires »* akkor és csak akkor korldtos, ha teljestil a primdl regulari-
tasi feltétel.

b/ Ha 7 nem iires és a primdl regularitisi feltétel teljesiil, akkor #* sem iires.
¢/ A nem iires @* akkor és csak akkor korldtos, ha teljesiil a dudl regularitdsi feltétel.
d/ Ha 7 nem iires és a dudl regularitdsi feltétel teljesiil, akkor 2* sem iires.

Bizonyitds. a/ A [3] dolgozat 3.§. 2 kovetkezménye szerint a nem (ires # ., fels6 nivo-:
halmaz korldtossiaganak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az A madtrix sorvektorai és a
— b vektor 4ltal generalt kup kiadja az egész R"™ teret. Ez azonban a Farkas lemma szerint
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equivalens a primdl regularitasi feltétellel.

b/ A primal regularitds biztositja, hogy tetsz6leges felsé nivéhalmaz korlatos, igy azon a célfiigg-
vény felveszi szuprémumaét.

¢/ ElBszér azt latjuk be, hogy ha ~* nem korlitos, akkor nem teljesil a dual regularitas. Ugyan-

m
1s ekkor van olyan xl,xz,...,xq,...ef/* sorozat, hogy (x| = o« |llx | = ‘:1 gi].
‘:
. xq
Legyen x = .
B e T

Az X ” sorozatbdl kivédlaszthatd egy konvergens részsorozat, (tegyuk fel, hogy maga az )74
sorozat az), amelynek hatarpontjat jelolje X. Az x ? kielégiti a feltételi egyenletet, azaz
qu = b, 2

Ebbdl ||xq|| normaval vald osztéassal

2 A=t

= —— b.
q
I, I

Igy az X torlédasi pontra kapjuk, hogy
XA =0, Ixi =1, ¥20.
A célfliggvényben pedig az
w=x,¢+ lJ/(xq) - ||xq||(qu + lll(xq)) )

azaz az

oG + o
FARC vixg)

egyenlGségbdl hatdrértékben kapjuk, hogy
0=xc+ ¥(x).

Vagyis a dudl regularitais nem teljesil.

Forditva, ha a dual regularitas nem teljesiil, akkor van olyan x = 0 vektor, hogy

Xl =1, XA=0, é xc+ ¢(x)<0.

De akkor tetszéleges x* € * optimdlis megoldasra és tetszGleges nagy & = 0 szdmra fenn-
all, hogy

W< elx*+ 0X) + Yx* + 9X) < ex* + Y(x*) + Hex + X)) < ex* + Yx*) = w .
Igy

clx* + 9x) + Y(x* + 9%) = w, azaz * nem korlitos.
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d/ Az 1. tétel b/ értelmében, ha a dudl regularitis teljesdl, akkor a primal feladat szuperkon-
zisztens, ekkor nyilvan konzisztens is és igy a geometriai programozas f6 lemmdja (Id. pl. [3])
szerint a dudl feladatnak véges w infinuma van. Ha a dudl nem veszi fel infinumat, akkor van

olyan x;,x,,..., Xgseo sorozat, hogy

||qu| >0, € cox, + w(xq)—» @

Azonban

X
_ = ~ o e G
xg + Wxg) = IxIexy + Y0xp D), ahol 3, =g

Igy X, illetve ;q vektorokra fenndll, hogy

1

X A= b,

q |qull

~ i~ B l

€x, + w(xq) = ———"xq” (xqc+ x[/(xq)).

De ekkor az x torlodasi pontra kapjuk, hogy
¥4=0, Id=1, X¥»0, x+y®=0,
ellentétben a dual regularitassal

A kovetkezGkben a regularitasnak egy fontos tulajdonsagdt vizsgaljuk. Legyenek adva az A, A
m X n méretli matrixok, a b és b n dimenziés, a ¢ és ¢ pedig m dimenzi6s vektorok,
valamint a 7 tetsz6leges szdm. Legyen rogzitve az I indexhalmaz valamely particionaldsa. A
regularitds az alabbi ’nyilt” tulajdonsiggal rendelkezik.

3.Tétel. Az A+ 1A, b+ Tl;, c+ 1¢ egyiitthatbjii geometriai programozadsi feladatnal
azon 1 szdmok halmaza, ahol a primdl regularitds teljestil, nyilt halmaz. Hasonléan, ahol a du-
al regularitds teljesiil, szintén nyilt halmaz.

Bizonyitds. A bizonyitdst a primal regularitisra végezzik el; dudl regularitidson teljesen ana-
16g az eljaras.

Az egyszerliség kedvéért tegylk fel, hogy 7= 0 helyen teljesiil a regularitis. Ha nem lenne o-
lyan Ty > 0, hogy a [0, 7,) intervallumban teljesil a regularitas, akkor lenne olyan Ty Ty secs
S Tgrns zérushoz tarté pozitiv szamsorozat, hogy

(A + ‘rqA)yq <0,
(6) (b+71,b), >0,

yq#=0.
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= Y
: N
Legyen: X "yq M

A (6) egyenlGtlenségrendszerbdl az ||y 2 I normaval valé osztdssal kapjuk, hogy
l (A4 + TqA)yq <0,

(7) (b +'rqb)yq>0,

Iy, Il = |

A (7) egyenl6tlenségrendszert kielégitd ;q vektorokbol kividlaszthatd konvergens részsorozat,
mondjuk maga ;q ilyen, melynek limeszpontja legyen ; Nyilvan (7) a torlodési pontra is
fennall, azaz:

<0,

=

A
by=0,
Iyi=1.

Ez ellentétes azon feltevésiinkkel, hogy a 7= 0 helyen a primal regularitas teljesiil. §

3.§. A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS ERTEKENEK VALTOZASA

s s

dat. Az A, 5 ¢ az A, b, c-vel azonos méretli matrix, illetve vektorok. A kovetkezd tételben
feltételt adunk a perturbalt feladat konzisztencidjara és egy formulat a perturbélt feladat val-
tozasainak értékére.

Tétel. (I) Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az [(A + T/i), (b + 7b), (¢ + 'rc:)]
egyiitthatbji perturbdlt feladat konzisztens legyen valamely [0, 7o) intervallumon tetszlleges,
de fix A, b, ¢ perturbdcibs egyiitthatbkndl az, hogy az [A, b, c]| egyiitthatbjii feladatra a regu-
laritdsi feltételek teljesiilienek.

(I) Ha az [A, b, c] feladatra a regularitisi feltételek teljesiilnek, akkor tetsz8leges A .
l;, ¢ perturbdcios egyiitthatékhoz van olyan |0, o) intervallum, hogy a perturbalt primal fela-
datnak is és a dudljanak is van optimdlis megolddsa minden 7€ [0, 7o) esetén és amennyiben
w(7)-val jelsljiik a program értékét, akkor
fim A1) = w(0) _ max_ min_ (xc + by — x/iy) .
=0 T ye P xe*

Ezt a derivdlt értéket Mills terminolbgidjat kovetve " a geometriai programozds margindlis ér-
tékének” nevezziik.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsit, hogy dttekinthetGbbé tegyiik, tobb lépésben végezziik el.
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a/ El6szor azt mutatjuk meg, hogy a feltételek sziikségesek. Az, hogy a dudl konzisztens
equivalens azzal, hogy a primdl célfiiggvény korlatos, ez viszont equivalens azzal, hogy nincs o-
lyan primal megoldds, melyre

(A + ‘r/i)y < 0,
(8) .

(b+7b)y>0.
Azonban, ha van olyan y, melyre:

Ay<O0,
9) by=0,

y#0,

teljesul, akkor A=0 és b olyan megvalasztasival, hogy 5y > 0 legyen, semmilyen kicsi

7> 0 szdmra nem lehet elérni, hogy (8) ne teljesiiljon. Vagyis szuikséges, hogy (9) ne teljesiil-
jOn, azaz a primal regularitas fennélljon.

A primal konzisztencia azt jelenti, hogy

X e(a,-+15,-)y = (yi*1)

= <0, (k=1,2,...,p)
i€1},

egyenlGtlenség fennalljon.

EbbSlaz A =0, v,=—1, (i=1,2,...,m) megvalasztassal a
o P g (k=1,2,...,p)

i€l

egyenlGtlenségeknek kell teljesiilniok. Ennek valamely 7> 0 szamra valo teljesulése azzal equi-
valens, hogy a primal feladat szuperkonzisztens, de a 2.§. 1b/ tétel szerint csak akkor szuper-
konzisztens, ha a dudl regularitas teljesdl.

b/ A 2.§. fejezet 3. tétele biztositja, hogy van olyan [0, 7) intervallum, ahol mind a pri-
mdl, mind a dual regularitas teljesil az A4 + TA, b+ 1h, ¢+ 1¢C egyutthatoju feladatra 7€ [0, 7)
esetekben. A 2.§. fejezet 1. és 2. tételei szerint minden 7€ [0, 7) értékre a megfelel6 #* és
“* optimdlis halmazok korlatosak. |

Megmutatjuk, hogy J’: és f/: egyenletesen is korldtosak valamely [0, TO), T < 7 interval-
lumon.

Indirekte, tegyiik fel, hogy nincs olyan [O, TO) intervallum, ahol ,%’: és ’j: egyenletesen kor-
latosak lennének. Ekkor létezik olyan TysTysesTyses
melyekhez tartozo6 valemely x;, y; optimdlis megolddspdrra az alibbi hdrom eset valemelyike

all fenn:

. zérushoz tart6 pozitiv szamsorozat, a-



1/ IIx‘;II > €s

2/ ||x;|| korlatos és

3/ ||x;||->oo és ny;n-»w.
x* *
Jeloljik: x*=-—3%, és y*= y", .
e lxgl eyl

| yl;ll korlatos,

Iyl >

65 =

Az ;q* korlatos ponthalmozasbdl kivalaszthato konvergens részsorozat. Az egyszerlibb indexe-
zés kedvéért feltehetd, hogy ez mar az, és legyen 35; - Xx*. Hasonléan ;q* > y*. Irjuk fel,

hogy mit jelent az, hogy ezek optimélis megoldasok.
A dual feltételt kielégitik:
(10) Xq(A+TqA)=b+Tqb, x =0.

A primal feltételt kielégitik:

y B e O S P 22
: e(a, 7q8)Yq — itTg i) <1 G=1. 2.0,
ielk

de ekkor fennill, hogy

o . .
(11) (A+'rqA)yq<c+ 7,€ -
A két célfiiggvény értéke megegyezik:

(12) w, =(b+Tqb)y;=x;(C+TqC)+ tl/(x;).

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy mindegyik esetben ellentétbe keriiliink a regularitasi feltéte-

lek teljesuilésével.

1. eset. A (10) és (12) Osszefiiggésekbdl, ||x;|| normdval valo osztas utin kapjuk, hogy

~ A2 - 1 A
X, (A4 + TqA) = T (b + Tqb) "
(13) 5 1
xq(c + ch) + d/(xq*) = —";;;ﬁ b+ 'rqb)y; -

Mivel || y;H korlatos, a (13)-bol az x* torl6dasi pontra nyerjiik, hogy:

x*4 =0 Ix*= 1, x*=>1, és

ami ellentmond a dudl regularitdsnak.

X*c+ Y(x" =0,

2. eset. A (11) és (12) dsszefiiggésekbdl Ily;|| normdval val6 osztas utin kapjuk, hogy
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A ~* 1 A~
(A4 + ‘rqA)yq < —Ily‘;ll (c+ 'rqc) s
(14)

(b+1,b)5 = Fylﬁ [xx(e+ 7,0+ Y.

Mivel ||x;|| korlatos, a (14)-bdl az ;* torlédasi pontra nyerjik, hogy
Ay*<o0, by*=0 és Iy*I=1,

amely ellentmond a primdl regularitasi feltételnek.

3.eset. A (10), (11) és (12) osszefliggésekbdl II}(;II illetve Ily;ll normadval valo osztas
utdn nyerjik, hogy

i e i _1__ "
(15) X, (A4 + TqA) = ||x;|| (b + 'rqb) b
A ~y 1 - A
(16) (4 + TqA)yq < Ily‘;ll (c+ ch) e
(17) 1@+ 7,530 = X1 % r (e + 7,6 + YGED! -

A (15) és (16)-bodl a torldédasi pontokra kapjuk, hogy

¥*4=0, Ix* =1, X*>0, és
(18)

Ay*<0, 191 = 1.

Azonban a regularitési feltételek teljesiilése miatt a torldddsi pontokra, melyekre (18) fenndll,
kell, hogy az

X*c+ Y(x*)>0 és
(19) ~
by*< 0
egyenldtlenségek teljestiljenek.
De (17)-bol adodik, hogy
(b + 4 b)yq - by
és
~% & o ol ™
xq(c+ 'rqc)+ \I/(xq)—> x*c+ Y(x*),
ezért kell, hogy legyen olyan 7 i melyre
(b + qub)yqo <0 ¢ XZ0 (c+ quc) + w(xqo)> 0,

Ami ellentmond a (17) egyenl&ségnek.
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Ezzel az egyenletes korlatossigot igazoltuk.

¢/ Legyenek a TysTosewnsT, .,= 0 zérushoz tart6 sorozat valamely megfelel6 optimalis

4
megoldasai az xr, x;, .30 x;, ... illetve az yi‘,y;, o s y;, ... vektor sorozatok. Megmutat-
juk, hogy az x; sorozat barmely torlbéddsi pontja “* halmazhoz, és hasonlbéan y; sorozat

torléddsi pontjai #* halmazhoz tartoznak.
Az egyszerliség kedvéért feltehetd, hogy az indexezés mdr olyan, hogy x; - x* és y; -> p*,

Mivel x;, y‘; optimdlis megolddsai a 7 paraméteri perturbalt feladatnak, ezért fenndll, hogy

q
x;(A+TqA)=b+Tqb, xq>0,
(20) Sttt e (=1,2,...,8)
i€I)

b+ 7,B)y3 = x}e+ 1,0+ Y(xp) .
Hatéarértékben (20)-b6l kapjuk, hogy
x*A =b
x¥ =20,

1 .*_ '3
oer Bl k=1,2,...,p),
=M -

by* = x*e:+ Y(x*),
azaz x*e€ a* é y*e I+,

d/ A kovetkez6kben meghatdrozzuk a program margindlis értékét, felhasznilva a geometriai
programozds Lagrange filiggvényének nyeregpont egyenlGtlenségét. A tovabbiakban a Lagrange
fiiggvényben a programegyutthatokat is feltiintetjiik.

TetszSleges 7€ (0, 7)) paraméterre a Lagrange fiiggvény nyeregpont egyenlGtlenségét az x =
=Xx5, V= ya helyen felirva kapjuk, hogy

(21) ®A+ 1A, b+ 1h,c+ 1, x2, ¥ < W(T) < B(A + 1A, b+ T, ¢ + ¢, x5, ¥}) .

A 7=0 paraméternél az x = xY, € y =y helyen a nyeregpont egyenl6tlenségb6l —I-gyel
valé szorzds utjan a

(22) -®(A4, b, c, x:‘ Yo) < — w(0) < — P4, b, c, Xg:¥7)
egyenl6tlenséghez jutunk.

A (21) és (22) egyenlStlenségeket dsszeadva és 7 szammal osztva nyerjiik, hogy



G =

w(1) — w(0)

- < (xge + by? = xOAy*)

(65 c+ by0 - x*Ay0)<

egyenlStlenség fennall minden xj€ #* és Yo € 7* esetén.

De akkor fenndll a
: ere A e (1) = w(0) il
(23) yrga}}* (xc+ by =%, Ay) < = < xrén; (xc + by xAyY)

egyenlGtlenség is.

Minthogy bizonyitisunk c/ részében megmutattuk, hogy y* torloddsi pontjai »* elemei,
igy tetsz6leges € > O-ra, ha 7 elég kicsi, fennall, hogy

(24) mm (xc + by —xAy*)< max_ min (xc + by—xAy)+e
yeS* xeg*

Hasonl6an, mivel x) torlodési pontjai egyuttal Z* pontjai is:

25 max_ (x*c + by — x*4 min_ max, (xc+b — ),
(25) yew(, P =X Ay) & S, man y )

A (23), (24) és (25) egybevetésével adodik, hogy

g 2= WD) max_ min, (xc + by — xAy)
T yer* xey*
egyenlGtlenség teljesiil tetszéleges € > 0 szamra, ha 7 elég kicsi, ami a tétel formuldjival equi-
valens. §

Megjegyezziik, hogy a tétel bizonyitisinak c/ része dnmagaban is egy érdekes Osszefiiggést ad a
#¥ ésa 27, 1€ [0, 7,) paraméteri geometriai programozési feladat optimélis megoldéshal-
maz rendszereirdl. Ez az Osszefiiggés Dantzig—Folkman—Shapiro [1] egy altalinos

halmazkonvergencia tételébdl is kikovetkeztethetd.
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Summary

Marginal Values in Geometric Programming

The present paper describes, how perturbational examinations carried out by Mills [ 1] and
Williams [2] on linear programming can be adapted for the purpose of geometric programming
too and how totally the results obtained with geometric programming conform to those ob-

tained with linear programming.

The result of the paper is summarized in the theorem of Chapter 3, i.e.: Let us consider
the pair of geometric programming problems (primal and dual) given, having a given partition
and the coefficients being A, b, ¢; and let us further assume the perturbational coefficients to
be /i, 1;,5 and the perturbational parameter should be the scalar 7> 0.

Theorem. (I) The necessary and satisfactory condition for the perturbated problem with
the coefficients A + 1A , b+ ‘rl;, ¢+ 7¢ to be consistant in some interval [0, 7,), applying
free chosen, but fixed perturbational coefficients, is a regular geometric programming. (Ge-
ometric programming is called regular if its lots of optimal solutions are not empty, limited
ones.)

(II) If the problem is regular, there must exist an interval [0, 7,) for the perturbational
coefficients A, b, ¢. which gives optimal solutions for the pair of perturbated problems and
for every scalar 7€ [0, 7,) and if the value of the programme is nominated w(r), the for-
mula

. w(rt) — w(0 ; - 2
lim = max_ min (xc + by — xAy) .
=0 T yE.’y*xefﬁ*

may be regarded as valid for the marginal value of the programme.

For the proof of the above mentioned theorem it is found desirable to demonstrate first
the interconnection between the Lagrange-function and the lots of optimal solutions (Chapter
1) and that of the regularity conditions and the lots of optimal solutions (Chapter 2) as well.
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Pes3awwume

MapruHanbEHe 3HAYEHUA B I'eOMETDPHUYECKOM ITPOrpaMMUDOBAHMU

B sToit padoTe MH NOKaxeM, YTO MCCIEZOBAHUA BO3MymEeHHM#, KoTO-
pue Muwnnc (1] u BunbsMc (2] mpOBOZMIM B JUHE{HOM IPOIpaMMypo-
BaHUM MOI'YyT OyTH NEPEHECEHH B I€OMETpPUUYECKOE IIPOI paMMUPOBAHME
M pesyJNBTaTH IONydYEeHHHEe B I'eéOMETPUYECKOM IIpOrpaMMMpOBAHMM,
MOJIHOCTEN COBNAZANT C MOJYYEHHHMU B JMHEHHOM IDOIpaMMUPOBAHUM
PesynpraTh paCOTH NOZMTOXEHH B TeopeMe 3-ero maparpada. IycTs
ZaHa Iapa 3aZ84 I'eOMeTpHMYECKOIr'0 IIPOT'DaMMUDOBAHMA C KO3hduum—
EHTAaMU. A4, b,c M C UBBECTHHM pa3OueHueM. IIycTs A, b, ¢, = KO-
90QUIMEHTH BO3MYUWEHMS U CKAJAD 7> 0-IIApaMeTp BO3MYMEHUS.
Teopema: (I) Juas Toro, 4To6H BO3MymMEHHAA 33za¥a C KosQduuueH-
TaMH A+ 7d, b+71h, c+7c OHIA COBMECTHMA Ha MHTEpBale [0,7,) IpH
JOOHX (UKCHPOBAHHHX KOSQPULMEHTAX BO3MYyULEHUs, HEOOXOZMMO X
Z0CTaTOUYHO, YTOOH I'€OMETPUUYECKOE NPOr'paMMUpOBaHUE OHJIO pPEeryi-
AIDHHM /TeOMeTpMYECKOe NPOTpaMMUPOBAHME pEryJApHO, eciam olrac-
TH €I'0 ONTHMAJBHHX pemeHu#t He myctw u orpanuuedn/. (II) Ecau
sazayva peryisfpHa, TO LJIA KO3QOMIMEHTOB BOBMYWEHMA A, b, ¢
CymecTByeT MHTEpPBAaJ [0,7,)y TAKO#, YTO ¥ BO3MyNMEHHAA NAapa
38789 UMEeT ONTUMAJTBHOE pelleHMe I KaXZoro CKaasdpa re [0, 7,)
M eCIM SHaUEHHMe IIpOorpaMMb OCO3HaUMM Yepe3d w(r), TO AJIA Mapru-
HAJIBHOI'O 3HAYSHUSA NPOr'DAMMH BHIIOJIHAETCH

}%M= yrgax* xrgin*(xé + by —xAy).
Jsi IOKas3aTeNbCTBA TEOpPEeMH HEOOXOZMMO IIOKa3aTh CBA3EL MEKRLY
dyexuueit Jarpanxa ¥ ONTUMAJIBHHMM DENEHUAMHM B I'€ OMETDUYECHKOM
nporpauMmupoBasnu (§I.) a TaKEe CBA3H MEXLY YCHOBUAMHU peryi-
SIDHOCTA ¥ OOJACTAMYU ONTHMANBHHX peleHu (824)
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OPERATOR-FELCSOPORTOK ES PARABOLIKUS PARCIALIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK

Kersner Rébert

Az aldbbiakban parabolikus tipust differencidlegyenletekkel foglalkozunk. Vizsgilataink soran
alapvetd szerepet jitszik a megolddsok egy bizonyos tulajdonsiga, az un. félcsoport-tulajdonsdg.
Ezen tulajdonsig illusztricigjaként vizsgiljuk meg a kovetkezd példdkat:

0.1. Példa. Legyen x(f) egy, a valés tengelyen értelmezett differencidlhato fliggvény, a
konstans. A

dx(t)

dr =iq= x(7) x(0)=x0

feladatnak egyértelmiien meghatarozott megoldéasa az

_ pat =
x(t)=e X, Ttx0

fuggvény. Nyilvanvalo, hogy Ttlﬂzxo = Tt1 . Tt2x0 és T, =E ”identikus opertor”.
0.2. Példa. x(¢1)= (x,(t),...,x,(2)), A nX n-es skalarmatrix. A
dx(t)

ar =A - x(?) x(0) = X

feladat egyetlen megoldisa az x(t) = " x, = T x, vektor fiiggvény, ahol
1 1

eB=E+B+?BZ+...+—n—!~B"+... :
Koénnyen beldthatd, hogy

Tt1+12x0 - Ttlﬂzxo és T,=E.
0.3. Példa. Ismeretes (Id. pl. [4]), hogy a

du(rx) _ azu(tx)’ e xLE, FE0

at 2

0x
u(0, x) = u(x)

Cauchy-feladatnak a megfeleld fliggvényosztilyban egyetlen megoldasa az

- x-82
utx)= o [e 7 ug®dF= Ty

fuggvény.
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A Toiphs=T, T, 45

mert azonossag, Tou0 =U,.

formula a Gauss-féle sztohasztikus folyamatok elméletében kozis-

0.4. Példa. Az el6bbi példa feladatinak diszkrétizacidjaval foglalkozunk (véges differencidk
modszere). A modszer 1ényege az, hogy a differencidlegyenletet egy differencia-egyenlettel he-
lyettesitjiik, amelynek teljeslilését véges sok pontban koveteljiik meg. A legegyszeriibb ilyen sé-
ma a kovetkezd: osszuk fel a > 0 félsikot a tengelyekkel parhuzamos, egymdstdl 4, illetve
T tdvolsigra 1év6 egyenesekkel. (Legyen a fligg6leges” tengely a ¢ tengely.) Az i-edik viz-
szintes és a j-edik fliggSleges egyenes metszépontja legyen (j7, ih).

A harmadik feladat egyik lehetséges diszkrétizacidja:

W(x) — u(x) _ux+h) -2 +u"(x —h)
T h2

w(0, ih) = uy (ih) .

Ebbd! a felirdsb6l azonnal észrevehetd (fejezziik ki u”*!(x)-et), hogy a megoldés folyamata a
kovetkezd: a nulladik szinten (f= 0) adott értékekbdl kiszdmitjuk az elsé szinten (= 1)
1év6 értékeket, ezek ismeretében a ¢ = 27-nak megfelel6 értékeket, és igy tovabb. Az el6z6 pél-
dikban kiemelt torvényszertiségek itt is megfigyelhet6k: a f, + ¢, szintnek megfelelS értéke-
ket ugy kaphatjuk meg, hogy elészor eljutunk a t -nek megfelelS szintre, majd a 7,-nek meg-
felel§ lépésszammal a ¢, + ¢, szintre.

0.5, A Tt1 i~ T‘l . th, T,=E tulajdonsigok tobb mds helyzetben is megfigyel-
heték. Ebbél a szempontbdl fogjuk vizsgalni a tovdbbiakban a parabolikus tipusu parcialis dif-
ferencidlegyenleteket. E cikk strukturdja a kovetkezd: bizonyos funkciondl-analizisbeli tények
ismertetése utdn bebizonyitunk egy egzisztencia és egy unicitds tételt, majd az adott egyenlet

numerikus megoldasdval foglalkozunk.

0.6. Az els6 pont megtaldlhatd [1]-ben (IX. fejezet). Néhany tény vazlatos bizonyitdsat
azonban leirjuk itt is, azokét, amelyekben eléfordulnak bizonyos explicit formuldk, amelyek vi-
lagossa teszik az el6forduld operdtorok felépitését. A masodik pont tartalmilag megtaldlhat6 a
[2], [3] cikkekben. Az itt adott bizonyitds egyszerlibbnek tlinik az ottanindl.

A parabolikus parcidlis differencidlegyenletek més szempontbol vizsgélt elméletét 1d. pl. [6]-ban.

1. A HILLE — YOSIDA TETEL

Ebben a pontban a szdmunkra szlikséges funkcionédlanalizisbeli tényekkel foglalkozunk. A nem
definialt fogalmakat ismerteknek tételezziik fel.

1.1. Legyen X Banach tér, T,:X - X linedris operdtor, ¢ nem negativ valés szam (7€ R").



T i

Definicié. A {T‘} operdtorok C° félcsoportot alkotnak, ha

1/ T, korlites VteR*
2 T, x=TTx Vx€X; t,seR*
3/ T, =E identikus operitor

4/ lim T, x=T, x Vx€ X norma szerint, vagyis
a3 iy 1))
In 10

lim || Tr X — T: x| =0, ahol |..|| norma X-ben.
t, >ty n 0

1.2. Lemma. Legyen {T:} egy Co-félcsoport. Akkor léteznek olyan t-t8l fiiggetlen M és
m pozitiv konstansok, hogy .
1T, <M-e™.

1.3. Megjegyzés. Ha |T,| C° félcsoport, akkor {e”""Tl} szintén az.

1.4. Legyen X az [a, b] szakaszon értelmezett Banach-tér értékii fiiggvények tere. x(¢f) € X
egyszerd fliggvény, ha véges sok mérhet6 halmazon 4llando, ezeken kiviil nulla.
Az egyszerl fuggvények integrilja (ha x = x; az a@; halmazon):
b 4
fx(t)dt =, X, mes a; .
a i=1
x(#) mérheté < 3Jx (f) egyszeri fluggvények sorozata, olyan, hogy
lx(#) —x, (DI >0, ha n->e.

Az x(t)= lim x, (¢) fuggvény Bochner-integrélja:
n—>e

b b
[x(t)dt = lim [x, (Hdt,
a

n—>« g

ahol a limesz norma szerint értendd.
b
Megjegyzés. Ha x € X, akkor f x(t)dt € X, vagyis a Bochner-féle integral nem funkci-
3 a

ondl, hanem operdtor X-en.

1.5. Lemma (Bochner). x(t) integrdlhaté Bochner szerint <= az | x(¢t)| skaldr fiiggvény
integrdlhatb.

Megjegyzés. Ez az egyszerii kritérium biztositja a tovibbiakban el6fordulé integrdlok 1éte-
zését, igy az adott esetekben az integral 1étezésére vonatkoz6 szokasos megjegyzéseket el fogjuk
hagyni (az elsd részben).
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1.6. Legyen X Banach-tér, {T,| C% félcsoport.

Tpx —x
Definici6. A infinitezimalis operdtora a {Tt} félcsoportnak, ha hm &

O—h—=Ax

(limesz: norma szerinti).

Az X tér azon elemeinek Osszességét, amelyekre a fenti hatdrérték létezik, az A operator ér-
telmezési tartomdnydnak nevezzik és D 4 -val jeloljik.

1.7. Lemma. D, surd X-ben.

Viézlatos bizonyitds. Legyen x € X tetsz6leges. Hogy az dllitist bebizonyitsuk, elegendd
megadni egy olyan x, sorozatot, amely tart x-hez és x €D 7 Vn.

Legyen X = Fn(x) = fne"”T’(x)dt (az integral Bochner-féle). Belétﬁaté, hogy Axn =
0
= nx, — nx, vagyis azon Kkiviil, hogy beldttuk Ax’l létezését, azt is tudjuk, mivel egyenld.

A lim [lx, — x|l = 0 egyenlSség konnyen bizonyithato.
n—>oe

T T x
1.8. Definicié. D (T,x) = }llm0 —L—~h——— (mindentitt, ahol a jobb oldalon levo limesz I¢-

tezik; limesz: norma szerinti.)
Lemma. A fenti limesz létezik minden D s -beli x-re. Azonkiviil Dt(Ttx) = ATtx =
= TtAx VxeD s

Megjegyzés. Ez az egyenlGség alapvetGen fontos: lehetGséget ad a D,u = Au egyenlet
megoldasira. A megoldas: u = T ,x.

1.9. Lemma. Ha N> 0 és A infinitezimdlis operdtoraa |T,| C° [félcsoportnak, akkor

(\E—A) 'x=RO\ A)x= e MTxdt és RQ\,A) folytonos.
0

Megjegyzés. Az 1.7. lemmdban el6fordul az F, (x) sorozat. Lathato, hogy F,(x)=
= AR\, A).

1.10. Tétel. (Hille — Yosida). Legyen X Banach-tér, A linedris operdtor, D, siri X-ben.
Tegyiik fel, hogy R(\, A) = (\E — A)~ Y étezik és korldtos. Havan olyan m-t6l és M-tél fiig-
getlen M konstans, hogy I|(AR(\, A" || <M, m és N\ pozitiv egészek, akkor létezik olyan
egyértelmilen meghatdrozott egvenletesen korlitos C° félcsoport, amelvnek A az infinitezi-

malis operdtora.

Vizlatos bizonyitds. (Az elhagyott részeket — jobbdra egyszeri — feladatnak lehet tekin-
teni)

a) Legyen In =nR(n, A), akkor lim]nx=x, Vx e X, és

Al x=1I Ax=n(, —Ex Vx€D,
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Az wtbbbi dllitds kovetkezik az (E —+ A)l, =E ésaz I(E—1A)=E egyenliségekbd.
b) Legyen
—ntentln
Ez korrekt mbdon meghatdrozott operdtor, mivel a feltétel szerint |1 "," | <M minden m-re.
¢) A |T}'x| sorozat fundamentdlis X-ben minden Xx-re, t=> 0.
Ez kovetkezik abbdl, hogy
t t

TP Ty = ,OfDS(T,";sT;'x)ds = _0(17‘,"1 AL TM —TM Al T"ds
és

i o L e e
Ezért létezik lim T'x = Tx, hiszen X Banach-tér.

ne F

d T, C O félesoport. Valbban Ye> 0 3 n,: Yn=n,-ra
I T = LT XN S NT @ ~ TH x|+ ITST % =TT 21 +
| +IT}Tx—-T,Txl<e.
A tobbi tulajdonsdg nyilvdnvald.

e) A kapott’ C° félcsoportnak A az infinitezimdlis operdtora:

t i t
Tx—x= lim (T"x — x)= lim [D,T"xdt = lim [T"AI xds= [T Axds,
0 § n 0 s

n-—s>w n—>w n—>re« ()

amibdl kovetkezik, hogy

o T X
lim ——— = Ax.
t=>0 t

Természetesen meg kell gy8z8dni arrél, hogy a limesz és az integrdl felcserélhetdk.

f) Unicitds: minden C° félesoport, melynek A az infinitezimdlis operdtora, megegyezik
T -vel. Val6ban, ha Tt' ilyen félcsoport, akkor

t t
ITx = il = 1 [ Dy Tpodsi = [T7 ALTx + T] AT x)ds ) <
<T-const.* |Ax — I Ax| ,

és az dllitds kovetkezik a)-bbl, mivel E Ts' = Ts'In.
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1.11. Megjegyzés. A Hille — Yosida tétel eredményei kozott szerepelt a || T,Il <M, feltétel.
Tudjuk azonban (Id. 1.2), hogy tetszSleges 7, CO félcsoportra
, ' ”
IT, Il <M,e™ .
Legyen T, = e‘B‘Tt’ (1d. 1.3). Nyilvan || T,I| <M,, B> m. Ha tudjuk, hogy a 7, fél-

t

csoportnak A’ az infinitezimdlis operdtora, akkor a 7, félcsoportnak A4 = A' —BE lesz

az infinitezimdlis operdtora. Valéban:

—ﬂ’l l

T, —E)= [T, D)+ ™ _B)] & lim £y

=_8§.

= —

Az 1.10. tétel alapfeltétele ennek alapjan az
IE- 1 —gE)"1<M

alakba irhato.

2. PARABOLIKUS PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

2.1. Legyen © C R"™ korlitos tartomény, aQ=Q - Q, 0<t<T, G= QX [0,T],
S=2038 X (0, 7).

Feladat (P). Keresendd olyan u(r, x) fluggvény, amely kielégiti az

ou
axi

(1) W_Au= X 22 (a,00

n
A ou
- 4 () 2
= PR ) = b,(x) 2%, + c(x)u

egyenletet és a

Ulpzg = o ()
(2) (t,x)EG
ul =0

s

feltételeket.

Feltessziik, hogy az (1) egyenlet egyenletesen parabolikus, vagyis hogy létezik olyan pozitiv
konstans », hogy minden O0-t6l kiilonb6z8 R"-beli &= (§,,...,§,) vektorraés Q-beli x-re

n
N
- a,(x)s.& =2
i a”( )E,Ej

-

2.2. Az a célunk, hogy bebizonyitsuk, hogy az (1), (2) feladatoknak van egyértelmiien megha-
tdrozott megolddsa, amelyet egy operdtor-félcsoport 4llit eld.

Azonban még nem tisztaztuk, milyen fliggvénytérben keressiik u-t, s azt sem, hogy milyen fel-
tételeket szabjunk az A operator egyltthatoira.
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Tudjuk, hogy ha van olyan fliggvénytér (Banach-tér), amelyben A, illetve R(A, A) kielégiti
az 1.10. tétel feltételeit, akkor figyelembe véve az 1.8 formulat és megjegyzést, meg tudjuk ol-
dani feladatunkat. '

Meg kell adnunk tehat a kivint Banach-teret, és ebben a térben meg kell vizsgdlnunk a
AR(N, A) = ME — M)~ ! operitort.

2.3. ¢(x) tesztfliggvény, ha ¢(x) € C*(§2) és supp ¢ C §2, ahol supp¢ annak a halmaznak
a lezarasa, ahol ¢ # 0. Wz(Q) az -n adott tesztfliggvények halmazdnak lezdrdsa a

ol =[f vzdx]y’
2

norma szerint.
W; (£2) ugyanazon halmaz lezardsa a

& %
lell, = r.{«pzdx+ ;‘{i‘?l

norma szerint.

Megjegyzések (a W2 és a W% terek leirdsa).

a) W2 = L2 (a kis - felul mindig a peremen val6 eltinést jelenti.)

b) W2 és W; Hilbert-terek

c) W% stir Wz-ben.

2.4. Legyen H Hilbert-tér, |... I, norma. Legyen F bilinedris funkciondl H-n, amely kie-
légiti a kovetkezd feltételeket:

\F(hy, B) I < Cillhy Nl = Ik, Nl Fhy, k)2 Cllk I} Vhy, hy€H,

C, ¢s C, pozitiv konstansok.

1

Akkor tetszéleges H-n értelmezett linearis folytonos funkcionadl f(u) = F(u,v), v€ H adott.
(Lax — Milgram tétel, Id. [1].)

2.5. Tétel. Tekintsiik a
3) —Au+ Nu=f

egyenletet. Tegyilk fel, hogy az A operdtor egyiitthatbi mérhetd korlitos filggvények, \ = Ao
Akkor Vfe W2 (2) létezik egy darab u € W), olyan, hogy

(4) Flu,p)= (f, 9)
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minden -tesztfilggvényre, ahol

n n
2 > D6 0L o D b
Flu,¢) = | w51 W9 x, ax, i B0 B, 0 g+ hug Jde

f,0) = | fodx.
N

Megjegyzés. (3)-bol kovetkezik (4): valoban, szorozzuk meg (3)-at ¢-vel, integriljuk £
szerint €s vegyuk figyelembe a

0 ouy | . du dp
S‘{ ax; ai].(x) ax,.) wax Qf ai].(x) ax; axl. 5

formuldt és a

Plyg = 0 feltételt.
Ha az A operdtor egylitthatoi elég simdk, akkor (3) és (4) ekvivalensek.
Altaldban (4) megoldasat a (3) egyenlet gyenge megolddsdnak nevezik.

A tétel bizonyitdsa. Az F(u, y) funkciondl nyilvin bilineédris. Azonkiviil

n
N7 I ou

IF(u, )| < Nlull * llell + a
ij=1 ax,.

n
OB e DO,
I ”ax].” b2l I llell+

+cllull - el < Cllully - llel,.

(F(u, ¢) minden tagjara alkalmazzuk a Cauchy egyenlGtlenséget,

a = max Iai.(x)l s b=max |blx)], = max |c(x)|
ijx Y ix = 7 x

és figyelembe vettiik a llull <lull, és | :7“ < flul
i

1

nyilvanval6 egyenl&tlenségeket.)

n n
2 N7 ou ou X! ou 2
= 2 s —_—— = p —u — =
Flu, u) Q/ Nk 2 a0 5 %, i bix) 5 4 — cbou ]dx
n n n
2 N SO X! . QU 2 9. B N BU D
= Mull®+v ol —¢; <=1 =g 1ul® =5 ="+
i=1 axi 1 i=1 I axi I 2 2 i=1 I axi I
7 e, Vi 2 14
+ A —=cylull >2||u||l, ha 7\>c3+2.
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Itt figyelembe vettik az

17 ou ou 2 1 2
=— < == - el 2 ¢ =
g’l'axi"“'d" uaxin el f”ax,.“ < lul”, e>0,

egyenlGtlenséet és e-t célszerlien valasztottuk Ki.

A ®(p) = | fodx funkcional linearis és folytonos W%—on. Igy 2.4-b61 kovetkezik, hogy W%-
Q
ben van olyan u elem, hogy ®(p)=F(u, ) minden ¢-re. Ezzel bebizonyitottuk, hogy (4)-

nek van megoldasa.

Unicitds. Legyen u, ¢és u, két megoldis, (f,¢)= F(u,,9), i=1,2. Kivonva az els6

egyenlGségbll a masodikat: Flu, —u,)=0 Vpe W%. Mivel u, —u, € W;, legyen

1

2 1 1

2 x =
. “2”1' Tehat u = u,.

PEUp Uy U=I"(u] et uz)>%llu
Ezzel bebizonyitottuk a 2.5 tételt.

Tétellink azt mondta ki, hogy minden Wz-beli f-hez lehet taldlni egyetlen wu-t W:l,-b()l, ami
azt jelenti, hogy W;-en az A operdtornak van értelme. (Wz-ban létezik az (\E — A) ™! ope-

rator).

2.6. Tétel. A P feladatnak (ld. 2.1) létezik egyértelmilen meghatirozott gyenge megolddsa,
amely rendelkezik a kivint félcsoport tulajdonsaggal.

Bizonyitds. 2.5-ben lattuk, hogy F(u,u)> (X —c,)llull®. Legyen N—c; =n, c; =B,
n=\—B. Viligos, hogy I(\E —A) £l =llull és Fu,u)= 1/ fudx|<|fll - llull, tehat
N2

u(XE—A)—'ns%l, vagis  laE—id BBV <=

T Vagy ami ugyanaz

| (E — % (A —BE))" | <1, kovetkezésképpen

II(E—%(A —=BEN "= L,

Ez utobbi egyenlStlenségbdl a Hille — Yosida tétel szerint kovetkezik, hogy létezik egy | T |
o félcsoport, amelynek A az infinitezimalis operdtora.

Tudjuk (I1d. 1.8), hogy
- 1
Dt(Ttw)—ATIw Yw € W2 3

Ebbdl kovetkezik, hogy az u(t, x) = T:“o(x) fliggvény Wé(ﬂ)-beli megoldasa a P feladat-
nak. Ha ehhez hozzavesszik az 1.10 f)-beli unicitiastételt, akkor latjuk, hogy bebizonyitottuk a
2.6 tételt.
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2.7. Megjegyzés. Ha az A operitor egyutthatoi elég simak, akkor az dltalunk konstrualt meg-
oldas megegyezik a klasszikus megolddssal. (Ez kovetkezik abbol, hogy ebben az esetben (3) és
(4) ekvivalensek.)

2.8. Megjegyzés. Nem volt célunk, hogy minden éllitdst a maximadlis dltalinossigban mondjunk
ki, ez csak elhomdlyositotta volna a dolgok lényegét. Megengedhettiik volna, hogy az A ope-
ritor 2m-ed rendl legyen. A megfelel$ allitdsok bizonyitdsa semmiben sem kiilonbdzott volna
a fentiektdl.

3. NUMERIKUS MEGOLDASOK

3.1. Tekintsiik a kdovetkez6 Cauchy- feladatot (feltétel: A elliptikus):

B g N D ou u
(5) t—Au_'__,a (a(x) ]+I:_,b(x) xl+c(x)u

(6) u(0, x) = uy(x), XER" 0<t<T< oo,

Ha a kezdeti feltételen kiviil peremfeltételek is adva vannak, hasonloképpen kell eljarni.

Az ¢l6z6 részben bebizonyitottuk, hogy van olyan C° félcsoport | T,{, hogy u(t, x) =
= Ttuo(x) megolddsa az (5) és (6) feladatnak,
Figyelembe véve az 1.2 lemmadt, értelmet nyer a kovetkezd

Definicié. (Id. [S]). Az - = Au egyenletet egyenletesen korrektnek nevezik, ha

T, Il < e,
Lattuk, hogy esetiinkben ez a feltétel teljestl.
3.2. Bevezetiink néhdny jelolést:

W (x)=u(tn,x)=u"

Su(t, x) = u(t,xl,...,xi+ hi,...,xn),
S_’.u(t,x)zu(t,xl,..., xi—hi,...,xn)
h; = 0, h=maxh, i=1,...,n.

T ey

(7) " & L u"

“kétrétegli differencia séma’’, ahol Li = Ll.(t, T, h, 8,8 _), j=0,1, differencia operitorok,
melyeknek konkrét formdja itt nem lényeges, (konkrét approximaciot illetéleg 1d. 0.4), fontos
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az, hogy approximaljdk az A operatort, 1d. (9). A kezdeti feltétel:
(8) ug(x) = uy(x) .
Legyen u"(x) a (7) és (8) feladat megoldasa.
Definicié. C(7, h, t) lépteté operator, ha
u"(x) = C(r, h, nT)u(x) .

Megjegyzés. Lathatd, hogy a C(7, h, t) operator rendelkezik az un. félcsoport tulajdon-
sdggal, és nem mads, mint az el6z6 pontban el6forduld T, operator diszkrét analogonja.

Definicié. A (7) séma egyenletesen korrekt, ha
| C(t, h, t) || < e*?, w konstans.
Definicié. Legyen u”(x) a (7), (8), u(t,x) az (5) és (6) feladat megoldasa.
u" (x) konvergil u(t, x)-hez, ha
" (x) — u(nr, x) || = || C(r, h, nT)u® — Tmuo -0, ha 7-0,

t szerint egyenletesen a [0, 7] intervallumban. Természetesen mindig fel kell tiintetni, hogy
ha 7 - 0, akkor A hogyan tart a nullihoz.

3.3. Tétel. Tegyilk fel, hogy mind a diszkrétizdlt, mind a differencidl feladat egyenletesen kor-
rekt, az L, L, operdtorok approximdljdk az A operdtort és

IE—7L) ' I<NT).

Ebben az esetben a diszkrétizdlt feladat megolddsa konvergdl az eredeti feladat megolddsihoz.
Elég bebizonyitani, hogy |v"(x)|l = llu"(x) — u(nt,x)|| = 0, ha 7 0, egyenletesen [0, T]-
ben. A v"(x) fiiggvény megoldisa az
9) %(V’”’l—v”)=le”+l F il ¥ £ R,
egyenletnek. R, ., normdja a feltétel szerint tart nulléhoz, ugyanakkor kénnyd meggy8z&dni
a

<t e“’-N- ml?xlle I

becslés helyességérdi.

Megjegyzés. Az A operator konkrét approximacioitodl fliggéen ki lehet mondani egy sor
konvergenciat bizonyit6 tételt. A 3. ponttal f6leg az volt a célunk, hogy a parciilis differencidl-
egyenleteket numerikusan megoldok szamara vilagosabb legyen a megfelelé definiciok értelme
és elméletileg konnyebben meg tudjak alapozni gyakorlati szdmitasaikat.
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Summary

Operator-semigroups and parabolic partial differential equations

After some examples of illustration and exposition in the field of functional analysis necessary

for the solution of the task in view, the paper proves a theorem of existence and uniqueness

for a differential equation of parabolic type. The solution has the so-called semigroup property.
The paper deals with the numerical solution of the task.

Pes3swnue

[lapaCoau4eckue ypaBHEHUT M TEODUA NOJYIDYILI

B paGore, mocie HEKOTODHX IIPUMEDPOB M DPACCMOTPEHUA HECKOJIBKUX
PaKToB (QYHKUMOHAJABHOI'O aHAJIM3a LOKasHBAeTCHd TeOopeMa CymecT-
BOBAHHMA U €IMHCTBEHHOCTM IJIA KpaeBOM 3azauM ypaBHEHUR Napa-
donuMueckoro Tumna. Pemerue 3azauu o6razaeT MNOIYIDYIIOBHM
cBoilcTBOM. PaccMaTpMBAETCH UMCIEHHOE DEMEHMe 3aZadi.
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A YOULE — WALKER EGYENLETEK MEGOLDASAROL

Gyuriacz Németh Teréz

A &) stacionarius folyamatot (p, @)-rendli autoregressziv — mozgoatlag tipusinak nevezzuk,
ha kielégiti a (az egyszertiség kedvéért legyen ME(t) = 0)

(1) =g ilt=1¢st g Sl=p+gG =Bk, 3 —see =88

t= 0.8 L . .

differencia egyenletet, ahol az e(7) egy korreldlatlan sorozat.

Amennyiben p és q ismeretlenek, az a; €s bi egyutthatok meghatdrozdsdra, illetve
a p=P é g= Q hipotézis vizsgdlatira a kovetkezd eljarast szokds haszndlni az irodalomban
(lasd pl. Box —Jenkins [1] 201-204, Hannan [2] 388-395):

Els6 lépésben az aq; egyutthatok becsléseinek meghatarozasa torténik a Youle — Walker e-
gyenletekbdl. Jelolje ¢; a &(¢) folyamat i-edik empirikus momentumat, tovabba

* -— v
_(:(p,Q)—((q+|,cq+2,---ycq+p)
g* =(alaaza---,ap)
i J=1.q iy Wi
= =Wy gy WO = s

(* jeldli a transzpondldst)

akkor az é’. becslések a

(2) clp, q) = Ca

egyenlet megolddsai lesznek. A (2) egyenletrendszert nevezziik Youle — Walker egyenleteknek.

A (2) egyenletrendszer (1)-bél £(¢ — k)-val szorzdssal és varhato érték képzéssel adodik:

p
N
(3) rq+k= ,___l, a'rlk_l' k=1,2,...,p.

&
tovabba az r_kovariancidkat a ¢ empirikus értékekkel helyettesitjiik.

A masodik lépésben rogzitett p, g esetén az a; paraméternek &l. becsléseinek megha-
tarozdsa utian behelyettesitve (1)-be az Jl. becsléseket (i=1,2,...,p), a b/. =12 .:.:8)

2

egyutthatokra, valamint a fehér zaj ¢° szordsira a momentum modszerrel torténik az egyen-

letrendszer felirasa s az Gjabb becslések meghatdrozasa.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy p és g egylittes meghatdrozasara a fenti eljaras valo-
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jaban nem haszndlhaté, és nem haszndlhat6 az eljards a p, g-ra vonatkozo6 hipotézis vizsgilata-
ban sem.

Jelolje
P, Q)= (rgsTguys - s7g4p)
R, Q)= Y )y ahol ry=rge, o
vektort, illetve matrixot, melyek a ¢* vektor ill. C métrix varhat6 értékeit adjak.
Ervényes a kovetkez6
Tétel. Ha P>p é Q>gq, az
rP, Q=R Q) , d*=(a,a,,...,08p)
egyenletben szerepld R(P, Q) mdtrix szinguldris.

Bizonyitds. Mivel Q+/—-1>¢+ 1 minden /=1,2,...,P értékre, (3) alapjin az
R(P, Q) ‘matrix els6 oszlopvektora linedris kombinacidja a kovetkezé p oszlopvektornak. Ez-
zel a bizonyitds kész.

Megjegyzés. Az R(P, Q) mitrix P<p vagy Q< g esetén nem szinguldris (lasd. T.W.
Anderson [3], 240. o0.).

A fenti tételre szimuladcids eljards megvaldsitdsa sordn jottliink ra, amikor is P, Q novelé-
sével, valamint a megfigyelésszim novelésével a becslések igen rendszertelentil” viselkedtek,
igen nagy szoréddsokat mutattak, aminek oka nyilvdnvaléan az R(P, Q) matrix szingularitdsa.

Hannan [2] kényvében szerepel egy megjegyzés (393 o. 5. megjegyzés) p és g meg-
hatarozédsara vonatkozéan. Az ott szereplé megjegyzésbSl nem vilagos, hogy P és Q ndvelé-
se esetén R szingularitdsa miatt az egylitthatok szignifikdnsan el kell, hogy térjenek 0-t6l,
sOt igen nagy értékeket vehetnek fel. Anderson [3] kdnyvében ugyancsak nem emliti a fen-
ti nehézséget. (237-242. old.)

Példdk. Hannan [2] konyvében szerepel példa az g, ill. b]. egyutthatok meghatdroza-
sdra (349-395 o.). Megmutatjuk, hogy szimuldciés eredményeink mennyire vannak &sszhangban
a fenti tétellel.

1) A

E)=a, k(- 1)+ a &t — 2)+ €.~ ble(t— 1)
(2,1)-rendii autoregressziv-mozgoatlag folyamat ((¢, = 1,3, a, =-04, b, =06, o= l,\
a;, bi (i=1,...,P),G=1,...,0) becsléseire 0<P<5, 0<Q<5 esetén a kovetkezd

eredményeket kaptuk.
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Autoregressziv Mozgoatlag
(P, Q) paraméterek
B & B &4 A B B B | ®
(1,0) 0.64 1.02
(2,0) 0.66 | -0.021 1.02
(3,0) 0.66 | -0.011[{-0.014 1.02
(4,0) 0.66 | -0.011[-0.019 0.008 1.02
(5,0) 0.66 | -0.011|-0.019 | 0.010 |-0.004 1.02
(L,1) -0.032 1.02
(2.1) 1.33 | -0.460 0.680 1502
3,1) 0.11 0.349 | -0.025 -0.546 1.02
4,1) 0.18 0.310| -0.025 0.001 -0.479 1.02
(5.1) 9.73 | -6.000| 0.083 0.184 [-0.070 0.110 84.20
(1,2) 0.60 -0.050 |-0.020 1.02
(2.2) 017 0.280 -0.470 |-0.030 1.02
3,2) 0.14 0.310(-0.010 =520 |-0.020 1.02
(4,2) | -68.96 |  8.200| 24.100 |-1.750 -0.560 [-0.010 4880.00
(5,2) 097 | -4.400| 2.760 [-0.030 |-0.060 |[-0.070 |-0.024 18.00
(0,3) -0.730 |[-0.440 | -0.490 0.89
(1,3) 0.62 -0.040 |(-0.010 0.010 1.02
(2,3) 0.10 0.320 -0.560 [-0.040 |-0.002 1.02
3,3)| 79.50 |-13.140 -0.480 [-0.030 | -0.001 |6429.00
(4,3) 1.00 | -1.850| 2.450 [-0.930 -0.530 [-0.370 0.390 3.70
(5,3) 1.02 | —0.570| 2.300 [—1.380 0.030 0.150 |-0.170 0.470 4.50
|



2) A

(1,0)-rendii folyamat (a; = 0.8,

_ 84 —

E)=a,i(t—1)+¢

0 = 1) esetén pedig a kovetkez6 becsléseket kapjuk:

Autoregressziv Mozgobitlag Fehérzaj
(P, Q) paraméterek szoras
a, a, a, a, b, b, b, o’
(1,0) 0.8073 1.019
(2,0) 0.8150 | -0.009 1.019
(3,0) 0.8150 | —0.007 | -0.003 1.019
(4,0) 0.8150 | —-0.006 | -0.010 | 0.01 1.019
¢1;1) 0.8030 -0.010 1.019
(2,1) 1.1800 | —0.300 0.360 1.019
3,1) |-2.3000 2.500 | -0.030 -0.300 9.800
(4,1) 0.6300 0.150 | -0.010 | 0.01 -0.190 1.019
(1,2) 0.8000 -0.010 | -0.004 1.019
(2,2) |-2.2000 2.400 -0.300 | -0.004 9.100
(3,2) 0.3000 | -0.560 0.760 -0.500 | -0.950 1.020
4,2) |-0.2000 | -2.100| -0.020 -0.400 | -0.400 6.700
(1,3) 0.8000 -0.006 0.001 0.010 1.020
(2,3) 0.6000 0.140 -0.180 | -0.001 0.010 1.019
(3,3) |-0.2000 | -1.700 2.100 -0.400 | -0.400| -0.003 | 6.700

[11 G.P. Box — G.M. Jenkins,

Irodalom

Time Series Analysis forecasting and control, (1970).

[2] E.J. Hannan, Multiple Time Series, (1970).

[3] T.W. Anderson, The Statistical Analysis of Time Series, (1970).
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Beérkezett: 1972 szeptember 25.

Summary

On the solution of Joule-Walker equations

Remark about the estimation of the parameters of autoregressive and moving average process
by the Joule-Walker method (momentum method). It is proved that the recommended methods

(sec literature) give singular linear equations.

Pe3anpnpuMe

O pemeHuu ypaBHeHu#t Ha-Bazkepa

3aMeyaHue K OLieHKe IIapaMeTpoB IpoLecca aBTODPErPECCHMBHOI'O THIAE
CO CKOJB3AMUM CYMMMPOBAHMEM IIPOBOZUMOA no MeToxy Hi-Baixepa.
JoxasHBeTCS, YTO NpejJaraeMuii MeToZ ydYeOHUKOB ZJIA OIpeZelieHus
NIOPA/IKOB aBTOPErpPECCUM U CKONB3ANEr0 CYMMHDOBAHUA NPUBOLUT K
CHHTYJNSIDHOMY ypaBHEHUD.
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AZ S SZINTRE VALO FELRENDELES ELNEVEZESU
KESZLETMODELLEK KOLTSEGFUGGVENYEINEK
OSSZEHASONLITASA

Gerencsér Laszlo

- BEVEZETES

A dolgozat elsé részében az S-szintre felrendelés elnevezésii készletmodellt és annak
Prékopa Andrés altal bevezetett altaldnositisit mutatjuk be. (Id. [1]) Az altaldnositott modell
megengedi a szallitmany tobb részletben torténd un. intervallumszerl érkezését. A madasodik
részben a minimdlis koltségre egyszerti kifejezést vezetiink le. A harmadik részben két altaldnos
készletgazdalkodasi folyamatot hasonlitunk 6ssze, amelyekben a felhasznalasi és az érkezési fo-
lyamat is kiilonboz6 lehet. Feltételt adunk arra, hogy a mésodik folyamat minimalis koltsége
kisebb legyen mint az els6é, barhogyan is allapitjuk meg a készletezési, illetve hidnykoltségeket.
A negyedik részben rovid attekintést adunk az emlitett feltételek teljesiilésérdl normalis elosz-
lassal valo kozelitése esetén. Az dtodik részben a felhasznalasi illetve érkezési folyamatokban
bekovetkezd valtozasoknak a koltségekre gyakorolt hatdsat vizsgaljuk.

1. AZ S SZINTRE FELRENDELES ELNEVEZESU KESZLETMODELL ES ANNAK
KITERJESZTESE (d. [1]).

A bemutatandé modell egy igen altaldnos készletgazddlkodasi folyamatot ir le. A modell
és annak vizsgalata Prékopa idézett dolgozatanak gondolatmenetét koveti. Bemutatjuk az iroda-
lomban elterjedt S szintre felrendelés elnevezésii készletmodellt és annak Prékopa altal targyalt
kiterjesztését.

Az altalainos modellben az igényfolyamatot egy «(0, s) filiggetlen novekményii sztohaszti-
kus folyamat irja le; «(0,s) a (0,s) idintervallumban jelentkezd igény. A (¢,,1,) idGin-
tervallumban jelentkezs igényt a(z,, 1,)-vel jeloljik, és feltesszlik, hogy ennek eloszlasa csak
t, — t, -t6l fugg. a(0,s) eloszlasinak slirliségfliggvényét f(x,s) jeloli. A varhato értékre és a
szOrdsra az

(1.1) M@(0,s)=m-s é  D*(a(0,s5)=02-s
jeloléseket vezetjiik be.

A készleteket T idokozonként feliilvizsgdljuk és az utolsd periodus fogyasztasat figye-
lembevéve rendeliink. A 0 id6épontban feladott rendelés a (7, 7+ T) id6intervallumban érkez-
het meg egy vagy tobb részletben. Az érkezési folyamatot egy n(s) 7<s< 7+ T sztohasztikus



— 88

folyamat irja le, ahol 7n(s) az s id6pontig leszillitott &rumennyiség €s
(1.2) nr—0)=0 és n(r+ T)=x.
Az x a rendelt mennyiséget jelenti.

Az n(s) sztohasztikus folyamat csak az el6z6 periddus fogyasztisatol fligg, ezért feltesz-
sziik, hogy ez az «(0, s) sztohasztikus folyamattol fliggetlen a (7, 7+ T) intervallumban. Az
érkezési folyamat x-t6l vald fliggése linedris, tehdt pl. kétszeres nagysagu rendelés esetén az ér-
kezési folyamatot a 2 » n(s) sztohasztikus folyamat irja le. Végil feltessziik, hogy barmely
mas n - T idépontban feladott rendelést kovets szallitds azonos statisztikai jelleggel bir, vagy-
is az m sztohasztikus folyamatok a 7<s<7+ T ésa 7+ nT<s<7+ (n+ 1)T intervallu-
mokon tekintve azonos eloszlasfliggvényekkel irhatok le.

Most bevezetiink még két elnevezést. Egy s id6pillanatban rendelés alatt 1évS, de még meg
nem érkezett arut konyvekben 1év6 készletnek nevezziik. Ha 7<s< T + 7, akkor ennek érté-
ke nyilvin n(r+ T) — n(s). A masik fogalom a készletallapot, melyet egy adott pillanatban a
kovetkezSképpen szaimolunk ki:

készletallapot = fizikai készlet + konyvekben 1év6 készlet — hidny.
Hidnyon az s id6pontig jelentkezd, de ki nem elégitett igények mennyiségét értjuk.

A készletgazddlkodasi folyamatot marmost a 0, 7, 27 id6pontokban feladott rendelé-
sekkel gy szabdlyozzuk, hogy a rendelés utidn a készletallapot szintje egy elSre rogzitett S
szint legyen.

Miel6tt tovibb mennénk, bemutatunk két specidlis modellt.

1. Modell. Az irodalombdl jol ismert S szintre felrendelés elnevezésti modell (I1d. [1],
[2]) az itt bemutatott altaldnos modell specidlis esete, amikor is

n(t) = x T<I<T+T.
Ez azt jelenti, hogy a rendelés a 7 idGpillanatban teljes egészében megérkezik.

2. Modell. Az Gjabbkeletli Prékopa-féle modellben az n(f) érkezési folyamatot a kovet-
kez6 modon képzelhetjiik el: a szdllitasok szima n, ez rogzitett. x nagysdgu rendelés esetén
a minimalis szallitott mennyiség

g e
(1.3) c=A o i

ahol A fix, egynél kisebb pozitiv szam.

Az egyes szillitdsok alkalmédval ¢ + v; mennyiség érkezik. Itt a v, szimokat ugy kapjuk,
hogy a fix Ax nagysdgu szallitmidnyon tul fennmaradé (1 — A)x nagysdgua szallitast felosztjuk.
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mint egy (1 — A)x hosszusagu intervallumot »n — 1 db fiiggetlen egyenletes eloszldsui ponttal.
Végiil a szallitisok id6pontjait a (7,7 + 7T) idSintervallumban » db. fliggetlen egyenletes el-
oszlasi pont rogziti.

Ezt az n(¢) folyamatot a kovetkezd két Osszefliggés jellemzi:

(1.4) M(n(s) = x « ="

(1.5) M(n(s) - n(1)) — M(n(s)) - M(n(1)) = 5;_’2‘2 (s—T)r+T—5) s<t
Itt még a 6% szamot kell megadni:

(1.6) 52=;1[1+(—Z%}»)<1—x)?

Most ratériink a koltségek szambavételére.

A készletgazdalkodasi folyamatnak az u.n. valtozo koltségével foglalkozunk. Egységnyi ara
egységnyi id6re esd készletezési koltsége /C. A hidnykoltség szamitdsakor id6ardnyos koltséget

tételeziink fel. Egységnyi drunak egységnyi ideig fenndlld hianya p koltséggel jar. Itt hallgato-
lagosan feltételeztliik, hogy a ki nem elégitett igénylé varakozik, tehdt az igény nem vész el.

Ha az idGegységre vett atlagkészlet nagysagat D-vel, az atlaghidny nagysagit pedig B-vel
jeloljik, akkor az atlagos koltség fliggvény

(1.7) k=IC-D+p-B.

A koltségfiiggvényt hosszu id6 dtlagdban akarjuk minimalizalni. Beldthato, hogy elegendd
egy T hosszu intervallumra vett atlagot minimalizdlni, pl. a (7,7 + 7)) intervallumra vonatko-
zban.

A (7,7 + T) id6intervallumbol ragadjunk ki egy s pillanatot. A fizikai készlet nagysagat
jelolie &, a hidny nagysigit pedig x,. (Nyilvain & - x = 0). Szdmitsuk most ki £t Az
s id6pontig a(0,s) nagysagu igény jelentkezik. A rendelkezésiinkre allé készlet, amibél az
igényeket kell fedezniink a 7+ 7 id6pontban S, az s idGpontban ennél kevesebb:

(1.8) S—@(+T)—ns)). ’
Tehat
(1.9) £ =8 =i+ T)—n(s)) —al0;s),

ha ez pozitiv. Vezessik be a
(1.10) §,=n(r+T) —n(s) + (0, 5)

valoszinliségi véltozot. Ez S-t61 nem flgg, ti. n(r + T) az el6z6 periddus fogyasztisival egyen-
16, ami S-t6l fliggetlen. Most mar (1.9) helyett ezt irhatjuk:
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[ ) g=5=¢ ha -0
¢€s hasonldan

(1:12) % =8 — ha {s—S>O.
A varhaté értékre pedig az

(1.13) M) = éfs(S — x)dH (x)

€s az

(1.14) M(x,) = sfw(x — 8)dH (x)

kifejezéseket kapjuk, ahol H (x) a §  valosziniiségi viltozo eloszlasfuggvénye. A (7, 7+ T)
intervallumra vett dtlagkészletre az

1 T+T 1 o+l S S
¢1.15) 7 [ ME)ds==5 [ [(S—x)dHx)ds = | (S —x)dH(x)
T r 0 0

kifejezést kapjuk, ahol a H(x) eloszlasfiiggvény a H (x) eloszlasfuggvények egy keveréke:
7 +T

(1.16) H(x)=71: [ H (x)ds .

Végil is az atlagkészletre, illetve az dtlaghidnyra a kovetkezd kifejezéseket kapjuk:

S
(75 D= [ (S— x)dH(x)
0

(1.18) B=[(x—S)dH(x) .
S

2. A KOLTSEGFUGGVENY MINIMALIZALASA

Miel6tt a minimalis koltség meghatarozasara ratérnénk, egy fontos osszefliggést vezetiink
le. Az atlaghidnyt megado kifejezést alakitsuk at a kovetkez6képpen:

(2.1) B=[(x—S)dH(x)= [xdH(x) — S(1 — H(S)) .
S S
Hasonldan
S S
(2.2) D= [ (S~ x)dH(x)=SH(S) - [ xdH(x) .
0 0

A jobboldalon hozzuk be B-t:

(2.3) D=B+S— [xdH(x).
0
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(2.4) Az Ofde(x) =M

jelolést bevezetve kapjuk, hogy

(2.5) D=B+S-M

Ezt az Osszefuggést haszndljuk fel most a koltségfliggvény kifejezésében:

(2.6) k=IC-D+pB=ICB+S—-M)+pB=IC(S—-—M)+ (UC+ p)-B.

A minimumhely meghatdroziasihoz S szerint deriviljuk «k -t:

0K _ dB

(2.7) E—(ICJrﬁ) dS+IC.

Az optimalis S eleget tesz a % = 0 egyenletnek. A most felirt kifejezés alapjan tehit a
daB _ _IC

(a8} S~  IC+p

egyenletet kell megoldanunk.
Mérmost a

B= [(x—S)dH(x)
i

kifejezést S szerint derivalva kapjuk, hogy

(2.9) LB_HES) - 1.

A (2.8) egyenlGségbe ezt beirva az optimalis S szintre a kovetkezd egyenletet kapjuk:
e .

(2.10) H(S) = IC+p

MielGtt ezt az alapvet$ egyenlOséget tanulmanyoznank, vegylik észre, hogy maga a « fluggvény
konvex fliggvény, ugyanis

(2:11) % ={C+ p)H(S) - 1)+ IC

novekvo fuggvény. A koltségfiiggvény altalaban egyetlen S helyen veszi fel minimumat, ez a
hely (2.10) szerint a H(x) eloszlasfiiggvény egy p/(p + IC) kvantilise. Ezt az értéket So-lal
jeloljiik.
Folytatjuk a minimalis koltség kiszamitdsara vonatkozo levezetéseket. A
k=IC(S —M)+ (IC+ p)B=1I1CS—M)+

(2.12) -
+ (IC + p) [xdH(x) — (IC + p)S(1 — H(S))
S

formuldban haszndljuk fel az 1 — H(SO) = IC/(IC + p) Osszefliggést:
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(2.13) Ky = IC(Sy — M) + (IC+ p) [ xdH(x) - S, - IC .
S
0

vagyis
(2.14) kK =JC+ p) [xdH(x)-IC- M,
s
0
ahol k° a k minimumat jeloli. Ez az Osszefliggés lesz tovabbi vizsgilatunk alapja.

3. KET ALTALANOS MODELL OSSZEHASONLITASA

Tekintsink két fenti tipusi készletgazdilkodasi modellt, amelyeket az a,,a, illetve
ny>M, igény, illetve érkezési folyamatok jellemeznek. A készletezési illetve hianykoltség mind-
két modellre IC illetve p. A Kk, k, koltségfuggvényeket valtozo készletezési és hianykolt-
ségek mellett akarjuk Osszehasonlitani. Bevezet6ben megmutatjuk, hogy altaliban adott koltsé-
gek mellett az egyik modell nem lehet minden S-re jobb mint a méasik modell. Irjuk fel ugyan-
is az altaldnos

(3.1) k(S) = IC(S — M) + (IC + p)B
formulat. A két koltségfliggvény eltérésére marmost ezt irhatjuk:
(3:2) Ky () — Ky (S)=—-ICM, —M,)+ (IC+ p)(B, —B,).

Tegylik fel most, hogy pl.

(3.3) M <M, .

Az S =0 helyen

(3.4) B(0) = (.)fde(x) =M,

tehdt

(3.5) Kk, (0) — k,(0)=pM; —M,)<O0.

Ha viszont S - «, akkor B(S)- 0, s ezért
(3.6) K (S) — K, (S)» —ICM; —M,)>0.

A két koltségfiiggvény tehdt metszi egymast, ha M, # M, (ld. az abrat), ezért szukséges az
osszehasonlitdst a minimdlis koltségekre végezni valtozo készletezési és hidnykoltségek mellett.
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Vezessuk be a

A

ﬁz———B-——
IC+ p
0 0

jelolést, a koltségfliggvények minimumat pedig jelolje Ky € K. Vezessik be végiil az opti-
malis S szintre az Sl (B) il Sz(ﬁ) jeloléseket. Ezeket a

3.7)

Hl (Sl (3)) - 6 illetve a
H,(S,8)) =

(3.8)

egyenletek alapjan kapjuk. (H, és H, az l. szakaszban bevezetett H fiiggvénynek felelnek
meg.)

A (2.14) eredmény alapjan altalaban
3.9) KB) = UC+ p) [ xdH(x) — ICM .
S)

Mi most azt vizsgiljuk, hogy mikor lesz

K3 (8) < k9(B)

A

tetszéleges IC és p értékekre. Az idézett formula alapjan ez az egyenl6tlenség (JC + p)-vel
vald osztds és némi dtrendezés utin egyenértékii az

oo oo

(3.10) | xaH,x)y— [ xdH (x)< (1 -B)(M, — M,)
55(8) S1(8) &

egyenlGtlenséggel, ahol felhasznaltuk azt is, hogy IC/(IC + p)= 1 —p.

Az egyenlGtlenség két oldalat vizsgiljuk most mint 8 filiggvényét. A jobboldal f-nak li-
nedris fliggvénye, amely értelmezve van a 0< < 1 értékekre.

A baloldalon vezessiik be az
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(3.11) L= | xdH/(x) = 1,7

548)
jeloléseket. Szamitsuk ki az L(B) = L,(B) — L, (B) fliggvény értékét elészora =0 és =1
helyeken.

Nyilvan
L (0)= [xdH (x)=M, és
0
(3.12) "
L,(0) = Ofde2(x) =M,,
tehdt
(3.13) LO)=M, — M, ,

ami egyben a jobboldal értéke isa =0 helyen. =1 esetén pedig nyilvin
(3.14) L()=L,(1)=L(1)=0,

ami ismét egyezik a jobboldallal. Az

(3.15) L)< -BWM, —M,))

egyenlétlenség teljestiléséhez elég tehat, ha L(B8) konvex (ld. az &brat).
4\

Mz—Ml <

L(p)

-4

L(B) konvexitdsinak vizsgdlatakor kiszdmitjuk a mdsodik derivaltat. Ezt megel6zen azon-
ban meghatarozzuk S(B) derivaltjat. A

H(SP) =B
Osszefuiggést f szerint derivdlva kapjuk:

(3.16) h(S(ﬁ))—‘;—g =1,
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vagyis

as _ _1
dg — h(S@) "

ahol h(x) a H(x) eloszlas siirliségfliggvénye, amelynek 1étezését a tovabbiakban feltessziik.

(3.17)

Mar most az

Li®= [ xh(x)dx

1)

fliggvény derivaltja:

dL, 1 ¢
G18) g = =5, On S, gy =~ SO
masodik derivéltja pedig

d"L, ds, 1
(3.19) . e = — -

dp dp h,(S,(B))

Az L=L, — L, fuggvényre tehit

2
(3.20) d 2L SR SRS
a2 S,B)  hy(S,6)

Ez pozitiv akkor és csak akkor, ha

B2l h(S,B) < h,y(S,®)

Ezt az alapvetd oOsszefuiggést ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a méasodik modell jobb mint az
els6, ha a H, eloszlasfliggvény siirlisége kisebb mint a H, eloszlasfiiggvény siirisége birmely
B kvantilis 0 << 1 mentén 6sszehasonlitva (Id. az abrat).

l

Hy(x)

H,y(x)

E feltétel egy kovetkezménye, hogy
(3.22) H,(x)>H, (x) .

Ugyanis a H(x) fliggvény értéke x negativ értékére 0, és altalaban bérmely pozitiv x-re
H(x)>0. A H,.“l(y) inverz fiiggvények tehdt az y = 0 pontban egyenlSk zérussal, ugyan-
akkor H{l(y) derivaltja kisebb mint Hl'l(y) derivaltja.
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Ezért
(3.23) H;Uon< B Y
ami az allitassal egyenértékii.

Az imént kapott eredményeket gy is megkaphatjuk, hogy kozvetleniil az 4tlagkészlet és
az 4tlaghidny optimélis értékeit vizsgaljuk. Jeloljiik ezeket DO(B)-val ill. B(B)-val. Kénnyii
megmutatni az el6z6ek alapjan. hogy

G249y DB _ B
ag h(S°())

és

dB’@B) _ _B—1
g h(S°(B)

Két modell esetére a

(3.25)

(3.26) D%@)>D3(®)
ésa
(3.27) B (8) = BY(B)

feltételek egyuttes teljesulését kivinhatjuk meg. Ezek a feltételek pedig teljesiilnek, ha (3.21)
teljesil. A (3.26) egyenlGtlenség a = 0 helyen ugyanis érvényes. Masrészt a baloldal derivaitja
nagyobb, mint a jobboldal derivaltja minden f-ra (3.24), és (3.21) alapjan, ezért az egyenlGt-
lenség helyes. Hasonloan bizonyithatd (3.27) is.

Ebben a formdban eredménylink azt jelenti, hogy a masodik modell atlagkészlete csok-
kenthetd az dtlaghidny egyidejli csokkentésével.

A kovetkez6 szakaszban a (3.21) feltétellel kapcsolatban végziink specialis vizsgdlatokat.

4. EGY SPECIALIS OSSZEHASONLITASI MODSZER

El6szor az 1. szakaszban bevezetett 1. és 2. modell viszonyat vizsgdljuk, majd bemutatunk
egy normdlis eloszlassal valo kozelitési modszert és azt a két emlitett modellre alkalmazzuk.

A két modell koltségfuggvényeinek Osszehasonlitisakor szamitsuk ki a H, (x) és H,(x)
keverék eloszlasokat. Valdjaban megelégsziink a varhatd értékek kiszdmitdsdval. Az

(4.1) MES.) = M@0, ) =m-s ésa
(4.2) M(SP) = M(a(0, 5) + n(r + T) — n(s)) = m(r + T)

osszefliggésekbol indulunk ki. A mésodik Osszefliggés (1.4)-b6l adodik, ha elGszor az x  felté-
tel mellett szdmitjuk a vdrhaté értékeket, s aztin figyelembevessziik, hogy az x = a(-T, 0)
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valosziniiségi valtozo varhatod értéke m - 7.

A (4.1) illetve (4.2) egyenlGségek 7 és (7 + T) hatarok kozotti integralkozepe adja az

M 1 illetve M2 értékeket:
4.3) M, =mr+ 1)
(4.4) M,=m(r+T).

Mivel Ml 2 M2 a 3. szakasz bevezetése szerint
4.5) K.I(O) < K2(0) ’

Ebbdl nyilvan kovetkezik, hogy ha B elegendd Kicsiny vagyis p Kkicsiny, akkor Sl(ﬁ) és
S, (B) is kicsi 1évén, érvényes lesz a

(4.6) k3(8) < K3 (B)

egyenl6tlenség is. A klasszikus modell szerint torténd gazddlkodds tehat alacsony hidnykoltség
esetén biztosan kedvez&bb.

Hogy a klasszikus modell totdlisan is jobb (tehat ( akarmilyen értékére) azt egzakt mo-
don nem tudjuk megvizsgalni, tekintve, hogy az intervallumszertii érkezés modelljében a keverék-
eloszlas explicit formaban nem ismert. Mégis adunk némi taimpontot, amelynek alapjin a két
modell koltségfliggvényei O0sszehasonlithatok. A modellek kiszamitasinak elterjedt modszere,
hogy pl. az igényfolyamatot Wiener-folyamattal kozelitik. Prékopa idézett dolgozatiban a §
valtozé normadlis kozelitése szerepel. Ezek a kozelitések nehezen szaimithato integrialokra vezet-
nek, ezért most magdt a §{ valtozo6 H(x) eloszlasat kozelitjuk normalis eloszlassal. Az ilyen-
fajta kozelitések gyakorlati értékére késGbb visszatériink, most tisztin matematikai szempont-
bol vizsgaljuk meg a kérdést.

Legyenek tehat H, (x) és H,(x) normilis eloszlasfuggvények m,, 0, és m,,0, pa-
raméterekkel. Ha o, = 0,, akkor a vizsgiland6 (3.21) formuldban nyilvin egyenl6ség szerepel.
Tegytk fel tehat, hogy pl. 0, <o,.

Allitjuk, hogy na o, <o0,, akkor a (3.21) feltétel teljesiil, azaz:
4.7) hy (S, (B) < h,(S,(B)) .

A bizonyitas vazlata a kovetkezd: tetszdleges m-re bizonyitjuk, hogy a H1 (x) és a
H,(x — m) fuggvények gorbéi egyetlen pontban metszik egymadst (Id. az dbrit). (Ez annak ko-
vetkezménye, hogy a h, (x) €s h,(x —m) fluggvénygorbék pontosan két pontban metszik
egymadst). Marmost konnyti beldtni, hogy

H,(x)> H,(x) ha X—>—o €s

(4.8)
Hl(x)<H2(x) ha Xoospuil e
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Hz(x) Hl(x)

e e

[y S
J

az atmetszés modja tehat az dbran korrekt médon van feltiintetve, az S metszéspontban
4.9) hy(S) < hy(S).

A Hz(x) fliggvény mozgatdsival azonban az S metszéspont az egész szdmegyenest bejarhat-
ja, s ez allitasunkat bizonyitja.

A most ismertetett eredmény alapjan hasonlitsuk Ossze a szakasz elején vizsgélt 1. és 2.
készletmodellt. A §  valtozok Hs(x) eloszlasfliggvényeinek H(x) keverékét azonos varhato
értékli és azonos szorasu normadlis eloszlassal kozelitjlik. Szamitdsaink alapjdn a szordsnégyze-

tekre a

4100  =or+ D)+ .

(4.10) ,l—O'lT 74’—1?' :

és a

4.11 >3 o gr+ 37+ 81)s & py?
(4.11) .42"0(7' '6— 6 } 6m

eredményeket kaptuk az 1. illetve 2. modellre. A K?(O) < xg(O) egyenlGtlenségtdl indittatva
azt vizsgaljuk meg, mikor lesz

2 1
(4.12) 21527,

A Zg érték csokken, ha & = O-t helyettesitiink be, elégséges feltétel ezért a

2
2 T me .2 2 5
egyenlGtlenség. Némi dtrendezés utdn az
2
.14 M o L
b o "NT

feltételt kapjuk. A gyakorlat szimdra a (4.14) Osszefiiggés teljesiilése azt jelenti, hogy ha lehet-
séges a rendelések egy tételben és a megadott hatarid6re torténd szallitdsat kell elényben része-

siteni.
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5. ERZEKENYSEGI VIZSGALATOK

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogyan véltozik a koltségfliggvény a felhasznalasi és
az érkezési folyamat fliggvényében.

......

nélkil dtviheték a 2. modellre is. A felhasznala51 folyamat legyen Wiener-folyamat. Ez egy
mar jol ellenérzott kozelitési modszer. A varidcid abban 4ll, hogy e folyamat szorasit csok-
kentjuk.

Szamitsuk ki el6szor egy adott s iddpillanatban fellépé hiany valtozasidt. Feladatunk
az «a(0, s) — § valosziniiségi valtozo integriljanak meghatdrozdsa a pozitiv féltengelyen. Le-
gyen e valtozd varhaté értéke m, szoérisa o. A keresett kifejezés:

(5.1) R(m, 0) = [x L p(Z=")ux .
0 g
Az integrilds elvégezhet$ és kapjuk, hogy
sl Beall /3 — . 8

(5.2) R(m, 0) = op (— =)+ m[l B = ]].
Ebbé] pedig a ¢ (_—a"l) =y | %] osszefiiggést figyelembevéve:

oR(m,0) _ (m
(5.3) B s (0 )

A derivalt pozitiv, a hidny tehdt o novelésével egyltt n6. Ez minden s id&pillanatban igy
van, tehat a B datlagértékrdl is elmondhatjuk, hogy az o-nak monoton fliggvénye.

A derivdlt numerikus értékét is megbecsiljuk. Az (5.3) dsszefliggést az s iddpillanatban jelent-
kez6 B hidnyra alkalmazva a

0 S — ms ms
5.4 —— B (0 s> * T
(5.4) aowwlf)f(oﬁ)\/"
eredményt kapjuk. Nem nehéz beldtni, hogy ha s végigfut a (7, 7+ T) intervallumon, akkor
a jobb oldal minimuma valamelyik végpontban val6sul meg, tehat

S — ms S — mr S—m(‘r+T)}
(5.5) ap[————o\/s_ ]/mln{w(——\/? r «p[———-am )i -
Figyelembevéve most még a
1 7+T

(5.6) f B ds
Osszefuggést kapjuk, hogy

9B mr S—m(r+1T)
5.7 o — > mln{w(——\/_ ap(———om

Az atlagkészletre vonatkozdan nem kell ujabb szamitast végezni, ugyanis (2.5) alapjan
D — B konstans, tehat
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oD _ B
(5.8) 9

barmely S-re. A k= IC - D + pB Osszefliggés és (5.7) és (5.8) alapjan végil
( S —m(t+ D l l
oT+ 1 :

A o= 0 hatiresetben az ismert Prékopa — Ziermann-féle modell egy minimumkoltséges val-

9K A : S —mr
(5.9) 2o > UCHD) VT mm{\p( ol P

tozatat kapjuk.

Az érkezési folyamatban valtozast a szdllitisok »n szamédnak novelésével tudunk eszk6zol-
ni. Most a Ko(ﬁ) fuggvény valtozasat vizsgaljuk meg, s ehhez az altalunk bevezetett normalis
kozelitést hasznéljuk.

Az (1.6) formula alapjdn n novekedésével 8% csokken. EbbdSl pedig (4.11) alapjan >

csokkenése is kovetkezik, s ezaltal k°(8) is kisebb lesz. Elmondhatjuk tehat, hogy ha mar egy-—
szer intervallumszeri az érkezés, akkor célszerlii minél tobb részletben széllitani.

Irodalom

[1] Prékopa Andrds, Az S szintre valod felrendelés elnevezésii készletmodell és annak kiter-
jesztése intervallumszerl érkezések esetén, Szamologép, 1971.

[2] G. Hadley — T.M. Whitin, Analysis of Inventory Systems Prentice Hall, 1963.

Beérkezett: 1972 junius 10.

Summary

Comparison of cost functions of inventory models called raising to S level

In given T intervals we re-examine the stock in store of a commodity and raise it by order
to S level. In the general model the demand process has an independent growth, the arrival
is an arbitrary stochastic process. A simple expression is given to that S, level for which the
costs of storage and of articles missing are minimal. We compare two processes of general in-
ventory control in which use and transportation can also be different. For arbitrary costs of
storage and of articles missing we give a condition in order to make smaller the minimal cost
of the second process than that of the first and to decrease the average stock simultaneously
with the decrease of the average deficiency.
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We apply the result to two special models. In the first model all commodities ordered arrive
at the same time, whill in the second, so-called Prékopa model, the order is shipped in instal-
ments at random times in even distributions of fixed number. A part of the incoming quantity
is constant; while the part left behind from the order is distributed at random, according to
an even distribution with the particular shipments. In case of low cost of articles missing the
first model is more advantageous. If the demand process is approximated by a Wiener process,
then the minimal cost of the process with smaller dispersion is smaller.

Peawnwue

CpaBHeHue OyHEUME pacxonoB B cayyae MozeNeii 3amacoB MOBHUIEHUS
70 VPOBHA S NMYTEM 38Ka338.

Yepes ZaHHHE MHTEDBAJH BPEMEHM 7 KOHTDOJMDYEM 3amac HeKOTOpo-
ro ToOBapa Ha CKJIaze ¥ IIyTEM 3aKa3a [OBHIAEM YpPOBEHB 3amaca o
S. B oOmeit Mozenu npouecc TpeCoBaHuil UMeeT HE3aBUCUMOE IIpHU-—
pameHue, mocTaBia TOBapa = KAKO{ YyIoZHO CTOXACTUUECKHUX IpO-
uecc.Mu zazuMm IMpocTOe BHPAXEHUE AJA TAKOI'O yPOBHA S,, Npu KO-
TOPOM 338TPATH HA XpaHEHNEe M IMOTepH OT ZAePUIUTE MUHUMATBHH .
[IpuBeeHO cpaBHEHME ABYX OOMUX NpOLECCOB yIpaBICHUA 3alacaMu,
B KOTODHX KaK NMOCTaBKA TOBapa, TaK X CIPOC MOTYyT OHTH Da3IUy—
HHMH. [Ipy JOOMX pacxoZax Ha XpaHeHHE M NMOTepsax OT Zeduuura
ZaZuM yCIOBUE OZHOBDEMEHHOI'O COKpANEHMS CpeZHero 3amnaca M
cpezHero zeduuura X TOro, YTOOH MUHMMAJIBHHE DPACXOZH BTOPOTO
npornecca OWJIM MEHBlNEe pAacXOoZOB NEpBOr'c. [lonyueHHH{ pe3ynbTaT
NpUMEHAETCHA B ABYX CHNEUMAJBHHX MOZEJNAX. B NnepBoil M3 HUX BCE
3aKa33HHOE KOJMYECTBO TOBapa NOCTyIaeT cpady, BO BTOpoil, TaK
HasuBaeMoif Mozenu [IpexomH, 3aka3 IOCTYNaeT II0 YaCTAM B JaHHOE
YUCJO CJAyYaiiHHX MOMEHTOB BpEMEHM DaBHOMEDHOI'O pacIlpeelIeHNsd.
YacTh NOCTyNalmero KOoJIuYyecTBa IOCTOSHHA, B TO BpeMda, KaK OC—
TaBHAACH YacCTh 38Ka3a pas3zeNfaeTCA MEXAY OTZASJHHMM TpPaHCIOpPTU-
pOBKaMU CIAy4YafiHO MO B3aKOHY pPaBHOMEDHOI'0O paclpezelneHus. Illpu
HUBKMX NOTEepAX OT Zeuuura IepBad MOZEJNh BHI'OZHEE. Ecau Mmpo-
1ecc TpeOoBaHMIl ONNpPOKCUMUDYETCH C IIOMOMBW IIpouecca BuHepa,
TO HMEE OKA3HWBAWTCA MUHMMAJBHHE PacXOoZH Impouecca C MeHbuei
IUCIIePCHE
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OROKNAPTAR

Varga Gyula

Az oroknaptar probléma gyakran felmeril az elektronikus szdmitogépek bevezetése folya-
mdan a gyakorlati élet kiilonboz6 teriiletein. Gyakori tény pl., hogy a szamitogép dltal hasznalt
ditum (monitor-date, vagy todays-date) 5 karakteres alaka, mig a gép dltal készitett kiira-
si termékeken, bizonylatokon (pl. bérjegyzéken, szamldkon, zarlati naplokon stb.) 6 karakteres
alakra van sziikség, s ennek automatikus eldéllitasa nem lényegtelen a feldolgozas flexibilitasdnal.
A pénziigyi tevékenységben jelentGs feladat a “lejarati ditumok” ellenérzése, mind az esedékes-
ség, mind a kamatok tekintetében. Vagy gondoljunk csak arra, hogy a szamitogépek lehetévé
teszik a termelés-programozds soran a megrendelések magas szinvonalon intézett, automatikus
visszaigazoldsat. A kiesO vasdrnapok Osszeszamoldsdban az 6roknaptar-elv segithet. A torténészek,
régészek munkdjaban sok segitséget adhat egy Ossszedllitott droknaptar. Nem véletlen, hogy az
irodalomban is taldlkozunk 6réknaptar programokrol sz616 beszamolokkal. De publikdcié nélkil
is szdmtalan helyen késziilt demonstraciés célokra 6roknaptar program.

A megoldés alapjat szolgdl6é naptérelv az elmult évszdzadokban neves matematikusokat és
csillagaszokat foglalkoztatott. A naptér: kisérlet a tropikus évnek* kozép-napokban** val6 ki-
fejezhet6ségére. ElsGsorban a csillagdszati ismeretek béviilésével ez a kisérlet egyre eredménye-
sebb lett. A két legismertebb naptdr, a Julianus és Gergely féle. A Julianus naptdr, amelyet
Julius Ceasar vezetett be Sosigenes, alexandriai csillagdsz tanicsara i.e. 45-ben, i.u. 325-ben 3
napos modositdssal 1582. oktéber 15-ig volt érvényben. A Julianus naptar szerint egy év 365
napbdl all, kivéve minden negyediket, mely 366 napos. A Gergely naptir — melyet elsGsorban
Lilius és Clavius alkotott meg — ezt ugy javitotta, hogy figyelembe véve a felgyiilemlett eltolo-
dasokat, 10 napot atugrott és az évszdzadok kozul csak a 4-el oszthatok maradtak szokGévek.

A tovédbbiakban ismertetiink egy olyan 6roknaptar programot, mely id&szamitasunk kezde-
tétSl hatdrozza meg egy ditumhoz a napot.

*Trépikus év = az az id6koz, mely az évi ldtsz6 mozgdst végzé Napnak a kozepes tavaszponton vald két egymdsutdni dtmenete
kozott telik el.

Ko6zép-napban valé értéke = 365 nap, 5 ora, 48 p., 46 mp.

**Kozép-nap = a Nap két egymast kovets alsé delelése kozt eltelt id6 a Nap — nap. Ez nem egyenletes, a Nap viltozd sebessé-
gll mozgdsa miatt. A Nap nem egyenletes mozgdsdnak kikiiszobolésére alkottdk meg az elméleti kozép-Napot, melynek két egy-
masutdni delelése kozott eltelt id6koze a kozép-nap, értéke 24 Ora.



S [

A program alapja a naptarelv algoritmizalasa. Rendeljiink hozzd minden naphoz egy 0-6
kozotti értéket*, s jeloljuk i-vel.

Amennyiben egy bizonyos datumr6l tudjuk, hogy a ditumhoz rendelt jel6l6 szdm i, akkor
barmely mas datum jelol6 szdma:

j=K+i (mod 7),

ahol a K a két ditum kozott eltelt napok szdma, mely a kovetkezd képlettel szamithato:

h
K=365-e+k211vk+n+k

ahol ¢ = a két ditum kozotti évek szama
h = az években ki nem fejezhet6 maradék honapok szama
n = az években és honapokban ki nem fejezhet6 maradék napok szima
Nk =a k-ik (1< k<h) hbénapban 1év6 napok szima

k = egy korrekciés faktor

Igy a fenti kifejezés a kovetkez6re moédosul:
h
j= e+k21Nk +n+k  (mod 7).

A k korrekcios faktor a szok&évek beszamitdsdra szolgal.

A tovabbi feladat tehat annak az algoritmusnak elédllitdsa, mely a kulonb6zé tagok (mod 7)
vett maradékait szolgéltatja.

Az aldbbi algol program ismerteti ezt az eljarast.

A melléklet alapjan az algoritmus helyessége konnyen ellendrizhetd is.

procedure OROKNAPTAR (A, B, C,D,E);
value A, B, C, D; integer A, B,C, D, E;
comment: A az évszazad, B az évszam masodik két karaktere, C a honap sorszima, D a

nap szama, E tartalmazza a jel6l6 szdmot;
begin integer Al M, X, C1,C2,C3, P, Z, H, Y, W;

comment: évszazad maradéka;
Wl = e
Al:= A — /A + 4/+4;

if Al =0 then W:= 0 else W:=W — Al;

* A kialakitott programban a hozzdrendelés a kovetkezd:

Szombat = 0 Szerda = 4
Vasdrnap = 1 Csiitortok = 5
Hétfs s 2 Péntek = 6
Kedd = 3
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comment: év maradéka;
Al:=B — /B + 28/ » 28;
M: = Al + 4;
M: =M+ Al;

M: =M-/M=7/+7;
comment: nap maradéka;

X:=D-/D=+ 17 *7;
comment: hénap maradéka;

if C<2 then Cl:=C+ 12 else Cl:= C;

Cl:=:Cl =3;

C2i=Cl = 2;
C3:= Cl. —=C2>2:

if C3 =0 then P:= 0 else begin

if C1<6 then P:= 3 else begin

if C=2 then P:=3 else P:= 2 end, end;
if C<9 then P:=P+ 1;

Al:=C2+5;
Al:= Al + 3;
Al:= Al + P;
d E—/B+4/*4=0 then

If C<2 and
begin Al:= Al —1; if B=0 and A - /A+4/*4+ 0
then Al:= Al + 1; end;

Z:= Al —[A1+7/*7;
W+M+ X+ Z+ 14;
Y =A+*105+B=*10*+C*10% + D;

oot
Il

if 'Y< 15821005 and Y > 03250325 then H:= H + 2;
if 'Y < 03250321 and Y = 00000001 then H:= H + 4;
if A< 15 then begin Al:= 15— A;H:=H - Al;

Al:= Al + 4;H:= H + Al end;
E: =H—/H=+7+7
end;



Januar 1. napja idészamitasunk kezdetétSl napjainkig
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MELLEKLET

Vasdrnap  Hétf6 Kedd Szerda Csutortok  Péntek Szombat
0001 0030 0020 0060 0010 0050 0040
0080 0070 0090
0130 0120 0110 0100 0140

0170 0160 0150 0190 0180
0220 0210 0200 0240 0230
0270 0260 0250 0290 0280

0310 0300 0330 0320
0350 0340 0380 0370 0360

0390
0440 0430 0420 0410 0400
0490 0480 0470 0460 0450

0530 0520 0510 0500 0540
0580 0570 0560 0550 0590
0630 0620 0610 0600 0640

0670 0660 0650 0690 0680
0720 0710 0700 0740 0730
0770 0760 0750 0790 0780

0810 0800 0840 0830 0820
0860 0850 0890 0880 0870
0910 0900 0940 0930 0920

0950 0990 0980 0970 0960
1000 1040 1030 1020 1010
1050 1090 1080 1070 1060
1140 1130 1120 1110 1100
1190 1180 1170 1160 1150

1230 1220 1210 1200 1240
1280 1270 1260 1250 1290
1330 1320 1310 1300 1340

1370 1360 1350 1390 1380
1420 1410 1400 1440 1430
1470 1460 1450 1490 1480

1510 1500 1540 1530 1520
1560 1590 1550 1580 1570
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Szombat

Vasarnap  Hétfo Kedd Szerda Csutortok  Péntek
1640 1630 1620 1610 1600
1690 1680 1670 1660 1650
1730 1720 1710 1700
1770 1760 1750 1740 1780
1790
1810 1800
1860 1850 1840 1830 1820
1890 1880 1870
1900 1930 1920 1910
1950 1940 1980 1970 1960
1990
2020 2010 2000
Beérkezett: 1972 junius 25.

Perpetual calendar

Summary

In everyday life we often meet tasks connected with the perpetual calendar principle. For the

calendar principle appearing in the form of a calendar an algorithm can easily be constructed

so that it can be computerized. The paper presents an ALGOL program for this.

BeuHnii KaleHAaph

Pes3swnoue

B npakTHUEeCKO# XM3HM BCTpPEUAlTCH TaKue 3aJauu, KOTOPHE MOL'YT
OHTH NPUBEZEHH K NPUHIUIY BEYHOI'0 KaleHAapd. [[pUHOAN KaleH-
napA nosABiAsUUiicad B dopMe KaJeHZApsA MOXHO JEI'KO aJIr0pUTMUpO-
BaTh M B CJeZCTBUe 3TOro pemars Ha IBM. B KauecTBe mpumMepa
NpuBeZeHa IporpaMua pemeHMs 3azauu Ha AsHxe AJITOJ.
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