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Staciondrius Gauss Markov folyamat csillapoddsi paraméterének

konfidencia hatdrai

Benczur Andras

Tekintsiik a T(t) staciondrius Gauss Markov folyamatot, amely a
(1) d¥(t) = -A¥(H) dt+dt)

sztochasztikus differencidlegyenletnek tesz eleget, ahol 7(t) Wiener-folyamat,

MdItt) =0 & Md)? = crzzdt.

A §¥(t) folyamat korrelicios fuggvénye

(2) R(t) = G; e-)‘Itl

2

alaki lesz, ahol M(dt(t))2= St

osszeflggés dll fenn.

2 2
dt (lisd Araté [1]). A 5; és 0’¥ egyutthatok kozott a o';=27\0'¥

A 6? illetve 0'; paraméterek mdr egy realizdcid ismeretében meghatarozhatok, mert BAXTER tétele

alapjdn

: - 2 2
Lim L[f(tk) - E(tk_ﬂ} = &y T (1 valosziniiséggel)
max (t, -t, _)—=0

ahol 0=t <t <..<t =T egy felosstisaa [0,T] intervallumnak. lly médon a ¥(t) folyamat
ismeretlen paramétereinek szima egyre csokkenthetd. hiszen M¥(t) = 0 kovetkezik az Md7(t)=0
feltevésbol. A tovibbiakban tehdt a A | tgynevezett csillapodisi paraméter becslésével foglalkozunk.

Az egyszeruség kedvéeért feltehetjik, hogy 65 =1.

Jelolje L a kozonséges Lebesgue mértéket a £(0) szimegyenesen és W a §(t)-3%(0) novekmények
terén a [0,T] intervallumban a Wiener-mértéket. Legyen V=LxW ezen két mérték szorzata. Ha P je-
16li a fenti ¥(t) folyamat dltal generilt mértcketa [0,T] intervallumban. akkor a P mérték abszo-

lut folytonos V-re nézve ésa V szerinti Radon-Nikodym derivdltja (lisd Ch. Striebel |5])

d A 2
(3) = = ?exp{—%[s1-

P 1
dVv

1 2

lesz, ahol »x = AT,



- L5@% 3], sh- Lt
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Ebbél léthaté, hogy A (vagy x ) elégséges statisztika rendszerét az sf 5 si statisztikdk adjdk. Irjuk

fel a A paraméterre vonatkozé maximum likelihood egyenletet. (3)-b6l

Log% =c+—[097\ 7\[5——1- 2]

alapjdn A maximum likelihood becslése a

ﬁ-[s, _—T] Ms =0

egyenlet, azaz a

@) , st ails: -1T] %

egyenlet megolddsa lesz.

Lithat6, hogy (4) egyetlen pozitiv megolddsa
2. 4 V 2 4 2 2
_[51__2T] +\ s -—ZT] +2Ts,

2Tsi

%=

A
Ebbdl kovetkezik, hogy a A >z esemény akkor és csak akkor kévetkezik be, ha a (4) egyenlet
baloldaldn 4116 mésodfoky kifejezés a A = z helyen negativ. Teh4t

¢ N
p,/\{')\>z}= p)‘{ 12T$§+ZS12 - iZTz = % "R

2

Bevezetve a Z =AX és 'qa(x) =‘>\2x2Ts§+ﬁxs1

jelolést,
) P{)\>?\x}—P{~]% +—T’)\x}.

Ahhoz tehdt, hogy a & becslés eloszldsdt meghatdrozhassuk, az si és si statisztikdk egyiittes el-
oszldsdra lenne sziikségiink, amit azonban ezideig nem sikeriilt meghatdrozni. Meg tudjuk viszont hat4-
rozni karakterisztikus fiiggvényiiket. A ¥(0) = x feltétel mellett differencidlegyenletet irunk fel a
feltételes karakterisztikus fiiggvényre. Legyen ugyanis

. 2 2
(X 85+, T55)
P B L

(6) w(T,x) = M{ [¥c0) =x}.



A folyamat tulajdonsdgaibol kovetkezik, hogy az u(T. x) fuggvény az x viltozo szerint tetszGleges
sokszor differencidlhato (lasd pl. Gihman-Szkorohod |4 ). Ezt felhaszndlva a kovetkezé modon dllit-

hatjuk el6 az w figgvényt a T+AT helyen:

e L
L(ot1s1+o(2(T+AT)szz

LL(T‘-AT) = jM{M{e E(O)-‘—X} E(AT):)H% p(g(AT): X"lg(O):X)dX,:

AT
o g RO [Foa
=§M{M{e 2

-0

IECO) =X,§(AT)= X&}u(T, x1)pdx'=

@  (X=X+Ax AT)?

2 2
1 T [ du 3'u (x4-%)
m ettt M Wl <) TR
2 AT .5@ X - ! x21. - 2 ]

2
i 50(1((x1-x)+2xu —x)) - (412<x~x)+ i }

1+ Lo, x*AT ) dx, .

EbbSl AT — 0 esetén a kovetkezd parciilis differencidlegyenletet kapjuk w (T, x)-re, ha figyelembe

vessziik, hogy
o  (xy-x+AxaT)?
1 & 2AT
(7) — 5 e (x1-x)dx1 = -AxXAT
V2r AT <
|
' 2
o (Xq=X+AXAT)
1 S 1 2AT 2 2.2 2
— | e (x4-x)dx, = AT+ 2°x"(AT)
V2xAT .o



s a magasabb rendi momentumok o(AT) nagysigrendiiek:

1
8 = 2=
> 2T 2

2 §
i, 20 Lol ety - Zh1. 824)

2
Lol 4 X
A (8) egyenlet megolddsaként az u(0,x) =e A kezdeti feltétel mellett az s> si statisztikdk

1°
koz6s karakterisztikus fiiggvénye a kovetkezd alakban adodik (ldsd Araté [1])

9 =
&) Psﬁ,s§(°‘”°‘1)

-

k A
7 4
2Vk e? (k% 2Tin,)

2 (oo, e 5
[(kTioy e i 2Tiog) € ¢ BT2 _ (=Tioi, -V 2 iy ) © Vie2Tiw, 1z

Az egyszei(isités kedvéért a tovabbiakban legyen T =1 . Ez nem jelenti az dltalinossdg megszoritisit,
mert a t'=7tr— és x'=xg transzformdcioval T=1 és 0’;2=1 elérhetd. Az NA(X)  valdsziniiségi val-

tozé karakterisztikus fuggvénye (9) alapjan

(10) up%(x)(o() =
A 3
2e2 (1-2{xx?)*

R V1-2inx? e R BT
[(1‘“"“‘ 1—2LOLX-2)€7\ Lom—(1—i.oua— 1—2LoLx.2)e At ]2

Mivel 57.; és 522 pozitiv valésziniiségi valtozok, (10)-b8l Lok = p helyettesitéssel és % -vel valé
szorzdssal megkapjuk az n)‘( L) valésziniiségi viltozé F,,] (z) eloszlasfiggvényének Laplace transz-

formaltjat:
A 1
2% (1+2px2)*
- +2pet)

,(—‘—2 \ 2 AN PE——
P[(“P“ 1*2P"2)€7\ 1+2px—(1+px-\l1+2px2>-e W ]2

Az F és F*kozotti ismert osszefiiggés szerint

G+loo
1 PE %
(11) F"](Z):_Z?i,. X e F (p)dp.
0-Loo

Ennek alapjdn az eloszldsfiiggvény meghatdrozdsa numerikus integréldssal elvégezhets. A (11) alatti
integrdl a p=o+Ls jeloléssel



Fn(Z) =

2 1 N1+2x%6+i2x%s ) d
S

oo . di
o [ e (142x% + 1253 )% e2

~00 2 ) \{———_ 2 -2\12dsaizeds 11
0'+Ls[(1+sx+ix5+\‘1+21zc+i2>czs )= ({+oxsixs- 1+2:%+124% ) e ]2

Mivel a jobboldalon szerepld integrdlnak csak a valos részére van sziikségiink, az

2 xzs

2 2 -
r= (1+2L26)+(2X.25) )‘f =1—arct —_—
( ¢ ‘P 2 E 1+2 x2%¢

jeloléssel

L(sz+i—— 3-r~simp) %_-(1-4‘(:05&?)

(o]
Fun(2) = £*F J e 2 R re ds
3 1
& 2 2 " 50
® (6+Ls)[[A1+iA2-J - [B1+L52] (cosZ‘»\rsme—isinZ?\r stncf)e mrm\?]z
ahol
A1=A1(s)=1+o'x+ rcos @ A2=A2(s) = xs+rsinq>
B,=B,(s)=1+6x - rcos B, = B,(S) = xXS~-rsin
1 1 ¢ 2= By ¥
Legyen most
2 9 2 2 ; : ) —ercos?
oly = A1-A2- {(B.'—Bz)cos2')\rsm«.?+ ZB1BZSm erSLn\P} e
YOG JCNIES ; . -2Arcosy
B, = 2A1A2+{(B1— BZ)SLHZXPSLH&P—ZBqucoszkrSLnLP} g

% 52 1125 P1
r., = o(1+[51 - \f)1-—2—a\ctg——-—

™y

- el 2 _ S



Akkor - csak a valds részt véve figyelembe

A
QGZ ~2—'(1—7‘COS‘.P)

¢ A , r
F P S 4+ — = -— - - ) o
(2) = = J cos(sz+ -~ - rsin@-9,-9, = ds

A szamolds sordn legalkalmasabbnak a ¢~ = 1; valasztds adodott. Konnyen ellenérizhetd, hogy az integ-
randus piros fiiggvény. Ezek utdn az integrdlds hatdrdt gy vdlasztottuk [0,A] -nak, hogy az [A,2A)
intervallumon az integral értéke a kivint pontossdgnal, 10 -nél kisebb legyen. Legtobb esetben az

A= % valasztds megfelelt. el6fordult azonban, hogy ennél két-, st 4-szer nagyobb értéket kellett

vélasztani. Egy integrdl kiszamitdsa az URAL-2 gépen 1,5-25 percet vett igénybe. A tdbldzatban zdré-
jelben taldlhato értékek az

(12) = B

egyenlet megolddsai, ahol p és A eldre adott értékek. Az egyenlet megolddsihoz ¥ -ben iterdciét
kell végrehajtani. Abbol a célbol, hogy kevesebb integral kiszamitdsdt kelljen elvégezni, az iterdcio kiin-
dul6 értékeit mar mds A -ra kiszdmitott értékek figyelembevételével vilasztottuk és az iterdciot a koze-

atd értékekbdl kézi uton végzett interpoldcidval hajtottuk végre.

A tdbldzatban a A <1 értékekre p2 0,9 mellett nem szamitottuk ki az x értékeket, mert itt az in-
tegralok kiszimitdsa igen hosszadalmas, mdsrészt pedig az x = x(2,p) figgvény az (0,1] intervallumon

A -ban j6 kozelitéssel linedrisnak tekinthetd.

A A =0 esetben szereplé x értéket XZ tabldzatbol nyertiik. Ugyanis (10) alapjan konnyd beldtni, hogy

2
(L) > L , ha A —0, tehdta Tq]

\/1— Lot X

valészintiségi valtozé egy szabadsdgtoku xz eloszldsu, azaz

% 2
Zmg 2 2 /2
p{ X < X } = F J e d.U. :
0
Ebben az esetben a xz eloszlds Zp kvantilisével a

i)
PO{’Y]O(JL)<7} =P



egyenlet x megolddsa x = zi- oOsszefiiggésben van.
P

A N — o0 esetben igaz a normilis eloszldssal valo kozelités:

{’)x<’)\x} ')\<’)\+z\f_} 1 ( -u/z
VZTL’ )

A kis és nagy A értékekre (0,01, 0.05 ill. 500, 1000, 10000) a szdmitdsokat a kozeliti képletek és
hatdreloszldsok alkalmazhatésdginak vizsgdlatdra végeztiik el. Ennek eredményét egy késibbi cikkben
kozoljik.

A tdblazat segitségével A-ra konnyen megszerkeszthetjik a konfidencia intervallumokat. Az (5) 6sz-

szefiiggés alapjan ugyanis a (12) egyenlet megolddsa ekvivalens az
A A
P(A>2x) = P{A>z} = F(z,0)=p

egyenlet megoldasdval. Ismerjik tehdt a A becslés eloszldsinak Z5( A) kvantiliseit. A tdbldzat alap-
jin a z,(\) fiiggvény A -ban monotonnak tekinthets. Ezek utin A -ra p megbizhatésigu felsd

(als6) konfidenciahatdrt a kovetkezd eljardssal nyerhetiink: az

A

F(?x,?x):p ' (0<p<1)

egyenlet ')\P(’}\) megolddsa (A ban) mely a 2 (7\) inverz fliggvénye, adja az also konfidencia ha-
tirt 1-p megbizhatosdggal. A A ('>\) konhdencna hatdr meghatdrozdsdhoz tehdt a 7\ ZP(M egyen-
letet kell megoldani a mellékelt tablazat inverz interpoldcidjdval.

~
Szerkesztéssel: megrajzolva a z () figgvényta A= zP(’A) osszefiiggésnek eleget tevé A érték adja

P

a konfidencia hatart.



A

valdszin(iségi vdltozd kvantiliseinek tdbldzata

A
A tdbldzatban a P%{ 7 4 } = p Osszefiiggést kielégitS z és - zdrjelben —az X = _z; értékek adottak.

A < 0.001 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(637000)  (6370) (1020) (255.0) (63.60) (0.369) (0.260) (0.199) (0.151) (0.092)
0.01 10.60 4.232 2.274 1.170 0.4734
(1060) 423.2) (227.4) (117.0) (47.34)
0.05 11.195 6.330 4.0065 25130 1.3375
(263.9) (126.6) (80.13) (50.26) (26.75)
0.1 14.38 7.344 4.879 3.268 1.908
(143.8) (73.44) (48.79) (32.68) (19.08)
0.2 15.664 8.468 5.902 4.154 2.624
(78.32) (42.34) (29.51) (20.77) (13.12)
0.3 16.488 9.207 6.561 4.746 3.120
(54.96) (30.69) (21.87) (15.82) (10.40)
0.4 17.080 9.756 6.080 5.208 3.517
(42.70) (24.39) (17.70) (13.02) (8.793)
0.5 17.670 10.230 7.515 5.605 3.8610 0.2085 0.1510
(35.34) (20.46) (15.03) (11.21) (7.722) (0.417) (0.302)
0.6 18.108 10.638 7.896 §:9532 4.1676
(30.18) (17.73) (13.16) (9.922) (6.946)
0.7 18.522 11.011 8.239 6.2713 44471
(26.46) (15.73) (11.77) (8.959) (6.353)
0.8 18.896 11.360 8.560 6.5648 4.7103
(23.62) (14.20) (10.70) (8.206) (5.887)




0.001 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999
A
0.9 19.260 11.682 8.8587 6.8409 4.9446
(21.40) (12.98) (9.843) (7.601) (5.494)
1 19.60 11.98 9.140 7.103 5.188 0.445 0.332 0.269 0.205 0.130
(19.60) (11.98) (9.140) (7.103) (5.188) (0.445) (0.332) (0.269) (0.205) (0.130)
15 21.060 13.3080 10.3845 8.2590 6.2325 0.7005 0.5325 0.4275 0.3360 0.2145
(14.04) (8.872) (6.923) (5.506) (4.155) (0.467) (0.355) (0.285) (0.224) (0.143)
2 22.32 14.462 11.426 9.272 7.156 0.972 0.750 0.606 0.480 0.310
(11.16) (7.231) (5.713) (4.636) (3.578) (0.486) (0.375) (0.303) (0.240) (0.155)
2.5 23.4750 15.515 12.4575 10.2050 8.0100 1.2575 0.9850 0.8000 0.6500 0.4125
(9.390) (6.206) (4.983) (4.082) (3.204) (0.503) (0.394) (0.320) (0.256) (0.165)
3 24.342 16.506 13.389 11.082 8.811 1:557 1.233 1.111 0.807 0.525
(8.114) (5.502) (4.463) (3.694) (2.937) (0.519) 0.411) (0.337) (0.269) (0.175)
335 25.5850 17.4440 14.2800 11.9105 9.5970 1.8655 1.4910 1.2355 0.9975 0.6405
(7.310) (4.984) (4.080) (3.403) (2.742) (0.533) (0.426) (0.353) (0.285) (0.183)
4 26.576 18.352 15.136 12.732 10.352 2.180 1.760 1.468 1.192 0.776
(6.644) (4.588) (3.784) (3.183) (2.588) (0.545) (0.440) (0.367) (0.298) (0.194)
4.5 27.5355 19.2285 15.9705 13.5225 11.0835 2.5020 2.0430 1.7100 1.3905 0.9135
(6.119) (4.273) (3.549) (3.005) (2.463) (0.556) (0.454) (0.380) (0.309) (0.203)
S 28.470 20.090 16.795 14.395 12.755 2.835 2.325 1.965 1.615 1.070
(5.694) (4.018) (3.359) (2.879) (2.351) (0.567) (0.465) (0.393) (0.323) (0.214)
5.5 29.3865 20.9275 17.5835 15.0535 12.5125 3.1680 2.6235 2.4640 1.8315 1.2265
(5.343) (3.805) (3.197) (2.737) (2.275) (0.576) (0.477) (0.448) (0.333) (0.223)
6 30.318 21.750 18.366 15.792 13.282 3.510 2.922 2.490 2.061 1.392
(5.053) (3.625) (3.061) (2.632) (2.212) (0.585) (0.487) (0.415) (0.347) (0.232)
6.5 31.1610 22.5615 19.1295 16.5295 13.8905 3.8545 3.2305 2.7690 2.3140 1.5730
(4.794) (3.471) (2.943) (2.543) (2.137) (0.593) (0.497) (0.426) (0.356) (0.242)



" 0.001 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999
7 32.025 23.359 19.894 17.248 14.574 4.207 3.542 3.052 2.555 1.764
(4.575) (3.337 (2.842) (2.464) (2.082) (0.601) (0.506) (0.436) (0.365) (0.252)
7.5 32.8882 24.1500 20.6475 17.9550 15.2475 4.5600 3.8550 3.3375 2.8200 1.957S
(4.385) (3.220) (2.753) (2.394) (2.033) (0.608) (0.514) (0.445) (0.376) (0.261)
8 33.728 24.920 21.384 18.672 15.912 4.920 4.176 3.632 3.088 2.168
(4.216) (3.115) (2.673) (2.334) (1.989) (0.615) (0.522) (0.454) (0.386) (0.271)
8.5 34.5610 25.6870 22.1170 19.3715 16.5750 5.2700 4.5050 3.9270 3.3490 2.3630
(4.066) (3.022) (2.602) (2.279) (2.950) (0.620) (0.530) (0.462) (0.394) (0.278)
9 35.388 26.451 22.689 20.070 17.226 5.643 4.842 4.230 3.618 2:592
(3.932) (2.939) (2.521) (2.230) (1.914) (0.627) (0.538) (0.470) (0.402) (0.288)
9.5 36.1855 27.1700 23.5790 20.7480 17.8790 6.0135 5.1870 4.5315 3.8950 2.812
(3.809) (2.860) (2.482) (2.184) (1.882) (0.633) (0.546) (6.477) (0.410) (0.296)
10 37.04 27.55 24.28 21.47 18.53 6.38 5.50 4.84 4.20 3.04
(3.704) (2.755) (2.428) (2.147) (1.853) (0.638) (0.550) (0.484) (0.420) (0.304)
20 52.200 42.040 37.800 34.4360 30.8960 14.1780 12.7140 11.580 10.380 8.320
(2.610) (2.102) (1.890) (1.7218) (1.5448) (0.7089) (0.6357) (0.579) (0.519) (0.416)
30 66.270 55.230 50.520 46.7370 42.7080 22.4310 20.4960 18.960 17.340 14.400
(2.209) (1.841) (1.684) (1.5579) (1.4236) (0.7477) (0.6832) (0.632) (0.578) (0.480)
40 79.800 67.920 62.800 58.6800 54.2320 30.9400 28.5920 26.720 24.680 21.000
(1.995) (1.698) (1.570) (1.4670) (1.3558) (0.7735) (0.7148) (0.668) 0.617) (0.525)
50 92.900 80.3200 74.8400 70.3950 65.5800 39.6150 36.9000 34.7100 32.350 27.950
(1.858) (1.6064) (1.4968) (1.4079) (1.3116) (0.7923) (0.7380) (0.6942) (0.647) (0.559)
60 105.780 92.520 86.6820 81.9540 76.7940 52.0140 45.3660 42.8880 40.200 30.300
(1.763) (1.542) (1.4447) (1.3659) (1.2799) (0.8669) (0.7561) (0.7148) (0.670) (0.585)
70 118.370 104.510 98.3770 93.3800 87.9130 57.3020 53.9560 51.2120 48.2300 42.490
(1.691) (1.493) (1.4054) (1.3340) (1.2559) (0.8186) (0.7708) (0.7316) (0.689) (0.607)



N 0.001 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999
80 130.800 116.40 109.960 104.7120  98.9600 66.2722 62.6240 59.6320 56.400 50.080
(1.635) (1.455) (1.3745) (1.3089) (1.2370) (0.8284) (0.7828) (0.7454) (0.0705) (0.626)
90 143.100 128.160 121.4550  115.9650  109.9350  75.2940 71.3880 68.1570 64.620 57.870
(1.590) (1.424) (1.3495) (1.2885) (1.2215) (0.8366) (0.7932) (0.7573) (0.718) .643)
100 155.32 139.79 132.86 127.15 120.86 84.37 80.21 76.8 73.0 65.7
(1.5332) (1.3979) (1.3286) (1.2715) (1.2086) (0.8437) (0.8021) (0.768) (0.730) (0.657)
500 609.000 580.000 567.0500  555.800 543.15 462.05 451.4500  442.600 432.600 412.00
(1.218) (1.160) (1.1341) (1.1116) (1.0863) (0.9241) (0.9029) (0.8852) (0.8652) (0.824)
1000 1149 1110.6 1092.6 1077.3 1060.00 945.3 929.9 917.00 902.3 ~ 872.00
(1.149) (1.1106) (1.0926) (1.0773) (1.0600) (0.9453) (0.9299) (0.9170) (0.9023) (0.872)
10000 10447 10336 10282.1 10236.3 10183.9 9821.4 9771.1 9727.6 9677.5 9574
(1.0447) (1.03360)  (1.02821) (1.02363) (1.01839) (0.98214) (0.97711) (0.97276) (0.96775) (0.9574)
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[3] Araté Mityds, Boiuucnenne noBepuTenbHbiX I'PaHHI ANS napameTpa “ 3aTy-
XaHHA” KOMINIEKCHOrO CTALMOHAPHOI'O 'ayCCOBCKOI'O MapKOB-
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Summary

Confidence limits for the damping parameter of a stationary Gaussian Markovian process.

The one dimensional stationary Gaussian Markovian process §(t) (ME(t) = O) is given by the
covariance function M ¥ (t+s5)%(s) = c2e M where 220 = SE‘ and o‘E‘" are given. The
probability distribution of maximum likelihood estimator of the unknown parameter A is given by
the help of the characteristic function of sufficient statistics. The table gives results of numerical
integration on computer at the levels p = 0.001, 0.01, 0.025, 0.05, 0.01, 0.9, 0.95, 0.975, 0.99,

0.999 (0 < A< 10000).

Pe 3wwMe

Qoaegn'reg;bﬂble 'pa”HuOpl ANd TnapameTpa 'aa'ryxamm' CTAlUuOHAPHOI'O
rayccoBCKOro mnponecca

PaccmaTpuBaeTCsl CTalHOHAPHbIH IrayccoBCKAW MApKOBCKHH Mpouecc ‘§(t)

c Mat. oxunasmemM ME(t) = 0 W yaxumi xopapuamuu ME(t+s)¥(s) =
= o*ze"““ . roe 2762 = 6’? W Gy HIBECTHEL C nomousio

Xapak TepHC THYECKOH GYHKUHH AOCTATOYHbLIX CTATHCTHK BbIYHCJ/IeHA (YHKIHA
pacnpeneieHds OLeHKH Haubonbuiero npapno6onobHs HeH3BECTHOrO mapa -
MeTpa A. B Ta6nuue MOXHO HAWTH p KBAHTHJIH pacnpejelieHH#d, BbIYHC-
NeHHble MeTONOM YHCIEHHOrO MHTerpHpoBanua Ha I.B.M. ¥Ypan-2, npH
p = 0.001, 0.01, 0.025, 0.05, 0.1, 0.9, 0.95, 0.975, 0.99, 0.999 (0<A<10000).
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A homogén Gauss-Markov folyamatokrél

Krdamli Andrds

Ebben a dolgozatban bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

TETEL:

Az 1 valésziniséggel folytonos Gauss-Markov folyamatok osztilyaban a d¥(t) = — A¥(t)dt -
-Mdt +Bdw(t) (w(t) astandard Wiener-folyamat) sztochasztikus differencidlegyenletnek ele-

gettevé folyamat dtmenetval6sziniscge az egyediili, amely homogén is.

Annak ellenére, hogy a bizonyitis egyszerl szimitdsokon alapszik, az ismertebb irodalomban ez a tény

nincs megemlitve.

A probléma Ju. A. Rozanov egy kérdésével kapcsolatban meriilt fel.

BIZONYITAS:
Ismeretes, hogy a Gauss-Markov folyamat dtmenetvaldsziniiség siiriiségfiiggvénye a kovetkezd alaki:
2
& () ) W
i lr (g-m(t)—g(m>(x—m(5) é
plytle,s) = —wceo - —— eup [~- e — .
\fzscu-gﬂ)s(t)z ]

Itt feltessziik, hogy t=5; m(s) és & (S)- a virhatdérték és szords - az idonek tetszéleges folytonos
fuggvényei, a @(s,t) korrelcis egyitthaté pedig ©(s,t) = eF = F® Jaki ( F(t) nem-

csokkeno flggvény).

ot

Minthogy p(y.t|x,s) gy tekinthets, mint egy M (t,s)x + My(t,s) = ¢ Sie; Lt mit) -
-m(s) %% virhatoéetéki és V> (t,s) = \/(1— 92) 62(t)  szordsi normilis eloszldsii

valésziniiségi viltozé siirliségfiggvénye, a homogenitds sziikkséges és elégséges feltétele, hogy M1(t,s),
Mz(t ,S) és Z(t, s) fiiggvények csak (t-s) -tol fiiggjenek.

Vegyiik sorra a fenti fiiggvényeket:

-F(t)
F(s)- F(t
M,(t-s) = ori=F) slt) _ B &)
G (s)

A fenti figgvényegyenletnek, a folytonos fiiggvények korében csak az e F(t)c“(t) = Ce_At
alaku fiiggvény tesz eleget (A és C konstansok). Tehit M1(t,s) = g~ DE=E igy nyert
korlatozé feltételt figyelembevéve fejezzik ki > _(t-s) -t:



= 36=

2A(t-5) 2
G

(b-8) = *(t) -~ & (s)

A jobboldalt 4talakitva:
A e e_ZAt(sz(t) QZAt- o2(s) eZAS) )

Jeloljik o2 (£) e?AY -t G (t)vel.

> ()
T

Megmutatjuk, hogy a lim

hatdrérték létezik, tehdt C:,I (t) differencidlhatd, és
(0]

C%’(t) = eZAt (Lim ;_E_)_) Kivdlaszthat6 olyan nulldhoz tarté {'tn} sorozat, hogy

%0 T
Z (’l‘;n) : n
S e —> B és a hatdrérték véges. (Az ellenkezd eset ellentmonddshoz vezetne.) Ha ©' elég

kicsi az e~ ZAt fiiggvény folytonossigdbdl kovetkezik

N-1 k+1
~-2At — -2A(s+=2Zgn) K41
2t =¢ [Q(s+t)-9(s)] = (1+%)k%oe YN (Cé(s+ —ﬁ—t")-
n
> (5
= K oy e £ N
Gls+ 5T )= (1+ 2)N =
Hasonléképpen nyerjiik a
n

2 (t™ 2 (‘I-—%)

N
egyenlStlenséget. A > () fiiggvény folytonossdga miatt elég kis & -ra fenndll a kovetkezs egyenl5t-
lenség:

2 )
(t)

(1-5)21:(7) - ZS‘") € (4an) that<§ ).

n
Minthogy £ tetszGleges volt és —Z—é—g——) — B, ;(—t)— — B.
T
Egyszeri szdmolds igazolja, hogy

be* o m K20

G(t) =

Bt + e ha A =0



= P =

B
ahol b=- —)é
e ZA)S

_2A(t-5s)
b-be

7 (R85 =
B(t-s)

Hasonlé meggondoldsok érvényesek M, (t,s) fiiggvényre is:

S ACE =
m-me s sl ha A+0

M
My(t-s) = (e~}
M(t—S) ha A =0

A fentieket Osszefoglalva megillapithatjuk, hogy az A>0 , A=0 illetve A< O esetnek a staciona-
rius-, Wiener- illetve az explozios-folyamat felel meg; st az itt szereplé A , B és M paraméterek
egybeesnek az eredeti s/tohasztikus differencidlegyenlet paramétereivel.

Irodalom

J.L. Doob, Stochastic Processes (J. Wiley, 1953).

Summary

On homogeneous Gauss-Markov processes.

In this note it is proved that among the continuous Gaussian Markovian processes only the transition
density of the solutions of the stochastic differential equation d§(t) =-A¥(t)dt+Mdt+dW (t)

is the homogeneous one. ( W(t) is the standard Wiener-process.)

Pea3awwMe

(0]+ OAHOPOAHBIX rayCcCoBO-MAapKOBCKHX Ipomeccax

B macTosmel 3ameTKe [O0Ka3biBAaeTCs, 4YTO KpOMEe IepexONHOH# MNJOTHOCTH OIH—
chiBapINell pelleHHe CTOXaCTHYECKOro audpepennuanbHoro ypapHenus di(t) =
= ~A¥(1)dt + Mdt+dW(t) ueT onHoponHo#k nepexonHol NAOTHOCTH, NpHHaANexawed K
rayCcoBCKOMY MAPKOBCKOMY MNpOLECCY TPaeKTOPHH KOTOpPOro HEMNpephIBHbI C

peposiTHocThio 1./ W(t) - crannapTabi# BuHepoBCKH# mponecc./
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A Lamm-féle parcidlis differencidlegyenlet megolddsa

Szepesviri Istvdn

Koncentracié vizsgilatndl 1ép fel a kovetkezé un. Lamm-féle differencidlegyenlet:

dclr,t) 1 2 2¢c(r,t) 2 2
—_ . = — — |rD ———— - Swrf(r,t
2t r ar[ dr & )]
a
c=C, (R Ssrse,,; tT=09)
kezdeti feltétel, és a
D—gc—(iﬁ=5w2r1c(r,t) (E=ni,, t30)
or
pedCint), o Safriapry  Grw By tsE)
or

hatdrfeltételek mellett. A képletekben C (r,t) akoncentriciofiiggvény, r a forgdsi centrumtél mért

tivolsig, t az id6, D = Dy (1+kc) ill. S = _1_§E°—— a diffuzios ill. a szedimentdcios egyiitthato,
+KqC

mindketté fiigghet a koncentrdciotél. C, a kezdeti koncentracio, D0 a diffuziés, S o aszedimen-

ticis egyutthat6, w a szogsebesség, k,k,,r, és r, Kkonstansok.

Vezessiik be a kovetkez6 dimenzi6 nélkiili paramétereket:

o] =gy Pedufil: B =800,
r‘1 CO
2Dg
£E = —08 — kC =§; kiCs= X
Somzr.,z ' = Lk

A Lamm-egyenlet ezekkel a jelolésekkel :

o0@ 3 20 @
2T ='8X {X[E(’“ﬁ@) =T 1+o(@]}

(1)

kezdeti feltétel:



(x,0) = 4 (1<x<(f2y)

hatdrfeltételek:

2) & (1+p8) 22 =.. 2 Cats 2s0)
1+x®
20 ®@ ra 2
1 = sy
3) £(1+RO) o P e ("1) £50)

©@(x,T) valamely " hatiri G tartomanyon van értelmezve, ahol 1+ x ® +0. Feltessziik, hogy
(1)-nek (adott o, B, € esetén) létezik egyetlen — a kémiai jelenségnek megfelelé — legaldbb a negye-
dik rendig folytonos parcidlis derivdltakkal rendelkez6 megolddsa. A fenti egyenlet csak kozelitdleg

oldhaté meg: esetiinkben célszerii volt a véges differencidk modszerének alkalmazaisa.

A szamitdshoz tekintsiik az alabbi két — koordindta tengelyekkel parhuzamos — egyenessereget:

$<
]

%o+ Lh (= 0,84, 88,...)

3
L}

]
(@)
(L4
i+
N
~—

‘C'04—j£ (J

Ezen egyenesek metszéspontjait ricspontoknak nevezziik. Két racspont szomszédos, ha tdvolsiguk ¥
illetve T irdanyban h illetve { . Csak azokat a racspontokat tekintjiik, amelyek hozzdtartoznak a
G+ halmazhoz, és a keresett @ (x,T) fiiggvénynek ezekben a ricspontokban adjuk meg értékeit.
A rdcspontok koziil azokat, amelyeknek mind a négy szomszédos racspontja benne fekszik ebben a
halmazban, bels6 racspontnak nevezziik. A belsé racspontok halmaza a halétartomdny, és G*-gal je-
loljiikk. Azokat a rdcspontokat, amelyeknek legaldbb egy szomszédos racspontja nem tartozik a G
halmazahoz. hatdrricspontoknak nevezziik, és [ *-gal jelljiik. Minden ( %o+ th, T+ J'?, )
rdcspontban a differencidlhdnyadost differenciahdnyadossal kozelitjiik. A belsé pontokban a kovet-
kezGképp:

(2@_) i @.;+1,j—®a-1,j 5 (_2;5(2_) - @L,jﬁ—@é,j

okt 2h % 2

3%0 ) " ®41,j720,j*9;1,j
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A hatdrpontokban pedig igy:

®L+1|j _®L,J'

(% “J h

(9@) -~ vy Jt L) (L=O vagy n)’

ot /i 3

(L=0 vagy n-1)

Ezekkel a helyettesitésekkel (a differencidldsok elvégzése utdn) a kovetkezéképp alakul az (1) egyenlet:

®L+1 =20, . +O® ,
') Uy t-1,)
®Ly‘j+1 = @L'j-ﬁ-‘E{EUJ-@@L,J')XL hz-] +
(1*) X Of i1, =94,
+ [&(14—(5@%&)* Y .)2 ] 1 i
L)
b V) +8§X/L< L+4) L 1.‘))
1+°(@i"j 2h
A peremfeltételek igy valtoznak:
B¢ :~Bq @o, |
@) e e
+ K olj
O @y
(3% 5(1+(3@nj) n,) . i . - né.l
! +“ n 3

]

Ismerve a @;"j () rogzitett, | = 0,1, ..., n) értékeket (tehdt esetiinkben kiindulvaa ®(ih,0) =1
értékekbdl) az (1*) egyenlet segitségével meghatdrozhatok a Qi'j“ CU=1,2 50 0=t ) értékek; a
(2%) és(3*) egyenletbdl pedig a ®0.j+1 és ®n,j+1 értékek. Ha B+ 0, ot # 0; akkora (2%)és
(3%) egyenlet harmadfoku, amely példdul Newton médszerrel megoldhatd.

A kémiai kisérleteknek megfelelsen ndlunk a G+ " halmaz téglalap (1< x<{,4; 0<v<L).
Kiilonosen fontos a kiilonboz6 €,c¢, B értékekre szamolt @ (x,t) fiiggvény viselkedése az & = 1
hatarvonal kozelében, ezért a lépéskoz az 1< x < 1,05 intervallumban h1= 0,005, €1= .1{ h12;
az 1,05¢x € 1,4 szakaszon h2= 0,025, ¢,=10,02- hg = £1 i

A szamitdsokhoz az MTA Szdmitdstechnikai Kozpontjdban készilt program EFT autékédban, amely
az URAL-2 szdmologépen futott le.
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A tovdbbiakban az alkalmazott numerikus eljdrds hibdjanak becslését adjuk meg. A véges differencidk
maodszere esetén a differencidlegyenletet differenciaegyenlettel kozelitettiikk. Attol fiiggen, hogy mi-

lyen kiilonbségi formuldkat haszndlunk killonboz6 pontossagu kozelitéseket kapunk.

Keressiik az

(4) Lu = ¢

differencidlegyenlet G tartomdnybeli megolddsit a kovetkezd peremfeltételekkel:

(5) Liw =, (b= 1 20msm )

ahol £ a G-n. kPL. a [". hatdron adott fiiggvény, L és 3"{ differencidloperdtorok. Az L ope-
ritort a G* halétartomdnyon értelmezett w, fuggvenyekre hato R, differenciaoperdtorral helyette-
sitjuk:

(6) Rpup = fhn,

ahol R, valamely G; c G* halmazon van értelmezve. f}, a GS -on van adva, és Gg pontja-

iban megegyezik f -el. A megfelelG kilonbségi hatarfeltételek:
(7) th(LLh):kPLh (L:‘,Z,,m))

ahol r:p a r'(;* -on adott W fiiggvényekre hat. és valamely PLB C l_'L* halmazon van értel-
mezve, a fuggvények pedig a @9, fuggvényeknek valamilyen modon megfeleltetett r‘i*o -on
értelmezett fiiggvények. A megfeleltetés maodja attol fiigg, hogyan vittik dt a hatdrfeltételeket [7; -rél

L
2 s
L

Legyen W és F a2 G-n, &

L
tily, hogy u e U esetén értelmezve legyen L (w) és Lt(u), ekkor L(uw)eF és ea(“)edh' y

({=1,2,...,m) pediga ", -n értelmezett olyan figgvényosz-
Feltessziik, hogy minden egyes fliggvényosztdlyban létezik a szokdsos tulajdonsigokkal rendelkezé norma.

Jeloljik ezeket igy: ffw u> (l f I Eo i &.PL- ”4)" . Legyen a G"-on adott Ly, figgvényekre
értelmezve az || Up I Wys @ G;~on adott § fiiggvényekre az IHEn Fl,» €2 FLB -on adott
LPLh fiiggvényekre a || U “‘bih norma. A G -n értelmezett ue U, feF figgvények G™-on
is értelmezve vannak, igy értelmesek az || w || by Il : ﬂ F normdk, az R alkalmazhat6 az u
elemeire stb. Feltessziik, hogy az | || wy, [ By 9 I H(b“‘ normdk olyanok, hogy bar-

mely uel, feF és P € 47‘-‘ esetén léteznek az alabbi hatdratmenetek: [l w || Ly ~* lwlly ;

esetén. Ebben az esetben azt mondjuk. hogy a megfelelé normdk Osszeegyeztethetdk.



= A

Azt mondjuk, hogy a (6) kiilonbségi egyenlet a (7) hatdrfeltételekkel approximailja a (4) differencidl-
egyenletet az (5) peremfeltételekkel az (L fiiggvényosztilyon, ha barmely we Ul figgvényre h — 0

esetén |l Lu - Ryullg — 0

“HL(M]L.Vri»h(u)ncbi)h_’o (i=1,2,..,m),

ahol [ 4 L(u)]i h -val jeloljiik azt az operdtort, amelyet akkor kapunk, ha a hatdrfeltételeket

[, -6l [": -ra atvisszik.

Tovabba: a kiilonbségi approximdcié rendje Kk , ha barmely w e U fiiggvényre,és O < h< h -

esetén teljesiil

I Lu-Rpullg, < hm

Il
P

(3]

k .
I L, - r‘i,h(u.)“(b;’,h < h*M. (i

G )
ahol M és M. nem figg h -tol.

Haszndljuk a kovetkez6 egyenldségeket:

BCe;+h, v ) - OCx;-h,Ty) 2
L - L =®:¢("'Lvtk)+—%“ u';3(51,1:k),

ahol (L;-h<y<x;+h),

@(Lh+h,tk)—2@(x;!:,tk)+@(.x;\'l-»h,tk) hz W
TR A
12 X

@(.X.L-#h,'tk)— ®(X'L»'tk)
h

1 |
= @L(&L,’Ck) + %@;2(93,1:‘()

(v, «yg<x;+h),
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@(.L'L,’Uk)—- ®(*L“h»'tk)
h

| n
= @x(x.i,'tk)—'—';— @xz(g,*,'tk)

(xi—h< Yp< X;)

@(Xc,’bki-e/)-— B iTR)
/

= @;(x,c,'ckwf%@:;z(xhzﬂ

(v, €2, +4)

amelyeket konnyen megkaphatunk. ha a bal oldalakat Taylor sorba fejtjiik. Ezeket haszndlva az (1%*),
(2%) és (3%) egyenlet esetében (a tovibbiakban csak a B =0 esetre szimolunk, de ugyanigy kapndnk
hasonl6 becsléseket B # 0 -ra):

2 2
i-(*D(JL‘-',11)+1»:,x-L °
2%t Ix?

RHGCk=-_89_t@(xi’Tk)‘e @(.X.'-.,T:k)iv

X 2
OCx,,t,)+
(4+o(@(k)2) Ix e

9#
xH

By, 85 (e <

6 axB 1+o(@‘-'k .

£

2
ahol & = -i— 3 MZ = max 9—@- (6 a G lezdrtja)
h? c 9 x?
3 i
M, = max A, : M, = max i-(z— . a = max [ x|
3 As ) 4 bt ) —
G o x3 G o x4 G
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b = max | € - <
G A+ x®)
2 @ -
CH TN R TR M Y S MR
I x 2 a‘xz "4-0(@\"‘
Fih =.[££®]L,kt d1,
P (=
ot |d,l €hEm,.
Igy, mivel esetiinkben || “th mGo.*leh@l, Il "(b _maxlr h@| ezért a koze-

lités rendje a G* tartomanyban mésodrend, a hatdron pedig elsorendu.

Az el6bbiek alapjan a megoldds hibdjat is becsiilni tudjuk. Legyen ugyanis ® a pontos, @, a kozeli-
té megoldis: @, = @+ € . £ kozelithets igy: € ~k(x,t) h" . ahol n az approximicio

rendje, k(x,t) nem figg h -tol. és feltessziik, hogy k (x,t) legalibb mdsodrendben differencidl-
haté. Ekkor, mivel R, @) = LO® =

ILe-Rr@lg = IIRy@,-RLO N =1 PR(®)lg, "€ Mh? ol M

konstans, és

By 5 g=lly By g e Bler 8 kg s
5 1, , o
By - b gy L M T,
? h?
kt.+1j ki -1,] Kit, J"kiJ.j i
+ - . 2+
Bh =h [1+(®; +k;  h")]
2. & n
B (14-0(@ )+o( ki,jh ®L+11j—®i-1,j

[[14'0((@ L'J hn)](1+o<®h))-]2 Zh



g

ki ok i O
- +

h
1+°‘(®C.j+ki,jh ) (4+o(®£‘j)[1+o((@clj+kc,jhn)]

Ha h (é £)— 0, akkor Py (@) — K , ahol K Kkonstans, vagyis || P,,(®) Il , korldtos.
Ezért, minthogy |h| < 41 ,csakis n = 2 lehet. Igy teh4t a hiba rendjére a G*-on: n 2.2
Ugyanilyen médon:

1(£:81; - i I|¢£ i e w@n-rew@ly. = IPL@ g, < hMy

és kapjuk, hogy n=2 1 a *.on.

A tovébbiakban a Runge-elvet alkalmazzuk. Legyen @, (x,v) illetve ®2h( x,t) h illetve
2 h 1épéskozzel kapott kozelité megoldds. Ekkor,ha ® (x,T) a pontos megoldds, akkor

@, (x,T) = O, t)+ep(x,T), Oy (x,T) = O(x,T)+8&,,(%,T)
vagy ©p-©zp, = Ep-Egy, -
Mivel £, (x,T) = k(x,t)h", azént &, ~ k(x,r)2"h"~ 2" (x,).

Igy @h—@)th[Zn—‘l)e'h(L,‘c), ahonnan

@) - O2n

8h(x'l't) = =
2°-1

Feladatunkban a legnagyobb hiba dltaliban & ~ 0,01 a G*-on, £2:0,03 a I"*-on.

Irodalom

Bepeaun-Xunxos: Meronn esiuncnenunft II.
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Summary

Solution of Lamm’s partial differential equation.

The paper deals with the solution of the Lamm-type nonlinear parabolic differential equation by

the method of the finite differences. The error of this approximative method is also estimated.

Pea3awwMme

Pewenue YPaBHEeHHA JlamMmma B yacTHbLIX IPpOU3BOAHBIX

CraTbq 3aHEMaeTCd pelleHHeM HelnuHelHoro napabonuyeckoro auddepeHIu—
anbHOro ypapHeHus tuna Jlamm MetoaoMm certok, PaccmartpuBaerca onenka

OOrpellHOCTHE 3TOIr'o npu6mm(euuor'o MeTona.
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Magnetotellurikus eléleti szonddzdsi gorbék

anizotrop ellendlldsi rétegek felett

dr. Ver6 Jozsef - Varga Gyula

Néhdny évvel ezel6tt a Magyar Tudomdnyos Akadémia Szdinitastechnikai Kozpontjdban program
késziilt a magnetotellurikus mélyszonddzasok eredményeinek feldolgozdsdhoz (1 |3]). Ez a program
lehetdve tette, hogy adott ellendlldsu és vastagsdgu, de kulonben homogén (azaz vizszintes sikokkal
hatdrolt, és minden irdinyban azonos ellendlldsi rétegek felett meghatarozhassuk killonbozé periédusu
elektromigneses varidciok (midsszéval a hullimok kilonbozé behatolasi mélysége) esetére a latszolagos
fajlagos ellendlldst. Tekintettel arra, hogy ez utébbi a természetes elektromadgneses variaciok elektro-
mos és magneses komponenseinek aranydbol gyakorlatilag is meghatédrozhaté (magnetotellurikus mod-
szer), lehetGség nyilik arra, hogy a megfigyelés helye alatt az egyes kulonbozé mélységben elteriils

rétegek elektromos ellendlldsit meghatdrozzuk (1. [2]).

A Magyar Tudomdnyos Akadémia Geofizikai Kutatélaboratériuma mdr korilbelil 6t éve végez a gya-
korlatban magnetotellurikus mélyszonddzasokat. Tekintettel arra, hogy a méréseknek elég nagy peri-
odus-tartomdnyt (10 sec-1 nap) kell telolelnie, a mérések elég hosszadalmasak. Ennek ellenére sikeriilt
az orszag teriiletén kb. 20 pontban a mélyszonddzdsi gorbéket meghatdrozni. Kideriilt, hogy a vizszin-
tes homogenitds feltételezését a mérések értelmezésében nem lehet fenntartani. Ugyanis két egymadsra
merdleges iranyban végezve el a szondazdst, a kapott gorbék nem egyeznek meg, hanem kozottiik 1é-
nyeges kiilonbségek vannak. Ennek magyardzatdra tehdt vizszintes irdnyban is inhomogenitést kell fel-
tételezniink. Tekintettel arra, hogy a gorbék egyes sajatsigai az egész medence teriiletén hasonléak
(pl. kis periédus ( T< 60 sec ) esetén az ellendllds K-Ny, nagyobb periédusok esetén E-D-i irdny-
ban nagyobb), valészinlibb, hogy ez az inhomogenitds az iledékes kozetek alatt fekvd kristdlyos
alaphegység kizettomegébdl ered. oly médon. hogy ennek ellendlldsa E-D-i irdnyban nagyobb, mint
K-Ny-i irdinyban. Hasonlé jellegli inhomogenitds mas rétegekben, igy esetleg az iiledékekben is lehet-
séges. (Az anizotropidnak egyébként szamos mds forrdsa is lehet, igy pl. szerkezeti hatds. arnyékolo
réteg stb., a jelen esetben els6sorban a nagy térbeli kiterjedés miatt szimitunk az alaphegység irany

fuggs ellendlldsara.)

A magnetotellurikus szondazasi gorbék értelmezése anizotrop rétegeket is tartalmazo rétegsor felett
lényegesen bonyolultabb feladat. mert nug anizotropia nélkiil egy réteget ket adat (ellendllds és vas-
tagsdg) jellemez, ehhez most még két adat (egy mdsik irdnyu ellendllas, és a maximadlis ellenallds ird-
nya) is jarul. Tovibb bonyolitja a helyzetet. hogy tobb anizotrop réteg esetében nem mellékes a pri-

mér hulldm polarizdcidja sem.

Anizotrop rétegsor felett észlelheté magnetotellurikus gorbéket elméleti uton tobbek kozott O’Brien
és Morrison hatdrozott meg. Véletlen egybeesés folytdn az dltaluk meghatdrozott gorbesereg nem esik
tulsagosan messze azoktol a gorbéktsl, amelyek a Magyar Medencére jellemzbek. Ezért célszerlinek ldt-

szott, hogy a programm O’Brien és Morrison maddszere alapjan készuljon el az anizotrép rétegek ese-
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tére. Sajndlatos médon a cikkben sok sajtéhiba és félreérthet magyardzat van, igy a levezetések jo
részét meg kellett ismételni a hibdk felismerése és kikiiszobolése céljabol.

Az elkésziilt program lehetGvé teszi, hogy alaposabb ismereteket kaphassunk az eddigi mérési anyag
alapjan is a Magyar Medence mélyszerkezetére aziltal, hogy az egyes paraméterek valtoztatdsdval a
lehetséges modellek szdmadt jelentdsen csokkeneteni tudjuk, ha a gorbék kiilonbozGségének okdt egy
bizonyos rétegben, vagy esetleg tobb rétegben meghatirozzuk. Ez komoly hozz4jiruldst jelentene nem-
csak a Magyar Medence mélyszerkezetének ismeretéhez, hanem torténetének feltdrdsdhoz is. Mivel a
Magyar Medence magnetotellurikus felmértsége az els6k kozott van a vildgon, ezek az eredmények vi-
ldgviszonylatban is sok ujat tudndnak mondani, nem is beszélve arrél, hogy anizotrép modellekkel
val6 értelmezésnek eddig csak nagyon szérvanyos kisérletei ismeretesek.

Az emlitett modszer, melynek leirdsa [1]-ben taldlhat6 meg, a magnetotellurikus gorbék elméleti sza-
mitdsdt anizotrép rétegeket is tartalmazé rétegsor felett hatdrozza meg kiilonb6z6 vizszintes irdnyok-
ban. A rétegsort egy xyz koordindtarendszerben véve fel, amelyben a z tengely pozitiv irinya lefelé
mutat, a kiilonbdz6 vizszintes irdnyokat az xy sikban az x tengely pozitiv irdnydval bezdrt d) sziggel
realizdlja. A szimitds a Maxwell-egyenletek alapjdn az egyes rétegek kozti folytonossdgi hatarfeltéte-
lek ﬁgyelembévételével rétegenkint felfelé haladva a legals6 (co vastagsiginak feltételezett) réteg és a
kozbenso rétegek elektromdgneses paraméterei és a felszinen észlelhetd elektromdgneses paraméterek
kozott hatdroz meg szdmszerd kapcsolatot az adott elektromdgneses varidciéra vonatkozoélag. Ez a
kapcsolat egy #4x4 -es, dlt. komplex elem{ mdtrixszal adhaté6 meg, amelynek segitségével, a matrix ele-
mei kozti kapcsolatok alapjdn, a felszini elektromos és mdgneses komponensek ardnya meghatirozha-
t6, melyekbdl az illetS varidciéra vonatkozé fajlagos ellendllist megkaphatjuk a ¢ szoggel megadott

irdnyban.
A feladat megolddsdra szolgdld algoritmust az aldbbi mdédon adhatjuk meg:

1./ Meghatdrozandé a
B = Q'Tn'An—‘l A1A0 4x 4 -es komplex elemi mdtrix, ahol

e ¢
Q = Wk diagondlis matrix,
1
O 1
b w' T o T
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kovetkezdképpen:
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yike 2 t9Q:iey 1 )3
R — e g A0 Zulngie

51 51-L4~ I
|
jk(“;?‘ i \-gd; ‘T
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s (1 Lo 9P 41
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e 2.5 1 —tg¢l*4 tg¢ 3 1 1
< (C+1) ¢ (C+1) Lt
| 2 2 bl i

5(1")= ‘6'1(”(‘0/“'0 ) s(ZH= “’-2(“("}“'0’ ahol U%L), O’;_L) az (-edik rétegben az

anizotrdpia irdnydban és arra merdlegesen a vezet6 képességek.
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W = _2}_ = L. 40'7 dllandé, T periédusidé sec-ban,
T2, b
] J 59 j’k
(v 9 4 (L) ) Y
l-(1 = §4 - € ) kz = 52 . € )

z; az L -edik réteg felsG hatdrol6 sikjanak az applikatdja a felvett koordindta rendszerben, ¢, az
L -edik rétegben Iévé anizotropia felderitéséhez sziikséges véltozé szog, amely 0° és 180° kozott
barmely értéket felvehet.

2./ Legyen a legalsé réteg paramétereibGl, mint komponensekbdl dllé vektor WU, a felszinen észlelt

paraméterek vektora pedig V,

L Ey J

A V = BU egyenlGségbsl kozvetlen kapcsolat létesithets a H 4 H
kozt:

y és Ex EB mennyiségek

Ey = O‘Hx"' ng

By

CHx+ng

Ha a ésd b é ¢ -hez viszonyitva elhanyagolhatéan kicsinyek (ax~d<<b,c), akkor ezek

az Osszefiiggések lehetSséget nytjtanak az X €és  irdnyu ltszélagos fajlagos ellendllisok meghataro-

zasdra a
2
1 1
e X = > =
Mo ey
képletek alapjan.
3./ ¢i, kilonbo6zé értékei mellett a kiillonbozé T értékekhez tartozd Qx értékek megha-

tdrozzdk a kivant magnetotellurikus gérbesereget.

A leirt algoritmus programja Ural 2 gépre késziilt EFT autokédban. Kisebb T értékekre a gép szdm-
dbrazoldsi korldtai miatt a program nem volt alkalmazhaté. Ezt a hidnyossdgot a késGbbiekben pdtolta
a leirt algoritmus CDC 3300-as gépre késziilt USASI-FORTRAN programja.
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Summary

Magnetotelluric theoretical sounding curves over anisotropic resistence layers

The paper deals with the mathematical processing of the results of magnetotelluric deep-soundings
performed over anisotropic layer-series. Based on the method O’Brien — Morrison, by application of
Maxwell equations it establishes numerical relationships between the electromagnetic parameters of
undermost and medium layers, as well as those to be sensed on the surface. By their aid it fiwes in

a given horizontal direction, for a given electromagnetic variation the apparent specific resistence.
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Bizonyos tipusu fliggvénymadtrix szdmoldsa

Koszé Gdbor — Gergely Jozsef

Az [1] cikkben felvetett és megoldott feladat kapcsdn jutottunk az aldbb ismertetett problémdhoz,
ami a legkisebb négyzetek maodszere alkalmazdsdndl részproblémaként meriilt fel. Az [1] cikk utal

a problémdra, de megolddsdval nem foglalkozik.

Legyen adott a ( 3 dimenzids) térben n  pont. A pontokat Osszekotd tdvolsigok nem fliggetlenek
egymdstol, lesznek olyan tdvolsigok. melyek a tobbi tivolsdg fliggvényeként kifejezhetk. Az [1]
cikkben leirt feladat megolddsa kozben a kovetkezd problémdk meriiltek fel:
1./ meghatirozand6 az r; flggetlen tdvolsdgok szdma és ezen fliggetlen tdvolsdgok kivdlasz-
tdsinak szabdlya
2.| hogyan lehet a fiiggetlen tdvolsigok segitségével kifejezni a fiiggd tavolsigokat ( d, -ket)
3./ a legkisebb négyzetek modszerével megoldando feladathoz elkésziteni a derivdlt mdtrixot.

melynek elemei:

LA ey BlE=9)

od:

g J
[O-LJ] = {har:J g n Tn-12
J ) 2

[. A problémit elGszor 4 és 5 pont esetében vizsgdljuk. Mivel 3 pont legfeljebb sikot (2 dim. teret)
feszithet ki, legaldbb 4 pont sziikséges a 3 dim. tér “kifeszitéséhez”. 4 pontnak egymadshoz viszonyitott
helyzetét pl. tgy fixdlhatjuk, ha (‘2') =6 tdvolsigit megadjuk.

Itt minden tdvolsdg filiggetlen, ha a 4 pont nincs egy sikban.

5 pont esetén a tdvolsigok szdma (2) =10, azaz 4-el tobb mint 4 pont esetén, de ha a térbeli 4
ponthoz hozzdvessziik az 5.-et (mivel 3 dimenzids térr6l van sz6) ennek az 5 pontnak a helyzetét a
tobbihez viszonyitva mdr 3 tdvolsig meghatdrozza. A 4. tivolsdg mdr nem rogzitheté tetszolegesen,

hanem ha ezt d-vel jeloljiik, akkor
d= {i(q,rz)...,rg),
Ezt a filiggvényt konnyen meghatirozhatjuk felhaszndlva a geometria kovetkezd tételét: A (harom di-

menzios) térben adott 4 pont akkor és csak akkor van egy (eggyel alcsonyabb dimenzids térben)
sikban, ha a kovetkezé determindns értéke O:
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ahol a,b,...,f apontoknak egymastdl valo tavolsiga. Ha tehat a tivolsagokbdl 5-6t ismeriink, a

hatodik meghatdrozhaté a fenti egyenletbdl (feltéve, hogy egy sikban vannak ).

Megjegyzés:  d -re két értéket kapunk. A ketts koziil azt fogadjuk el jonak, amelyik a kisérleti
adatoknak jobban megfelel.

A fentiek analégidjara a »4 dimenzios térben adott 5 pont akkor és csak akkor van “egy 3 dimen-

zios térben» ha a fentihez hasonlé determindns

| '
' O 1 4 i i i !
i .
2 2 R
! 1 0 ry Fa r e
| :
1 2 2 2 2
I 1 ry 0 i 4 = |
| [ —
; 1 r‘z2 ré 0 r‘82 r*g2 !
| & 2 2 2
! 1 f‘3 Y"G r‘8 0 qo
2 2 2 2
Vo Yy Fg By B

=p(r‘1,r2,...,r1o) =0.

Ebbdl a 9 tdvolsdg ismeretében a tizedik tdvolsdg meghatdrozhato:

d = f Ui Pypese 5ig )
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Az implicit figgvény derivaldsi szabdlydt alkalmazva megkaphatjuk a keresett métrixot is.

]
Fr. (rpse rg)

’Bré
9rJ-

AP e o =

(r1,...)r ,
Fe (Fq50Tp)

i=1,2,..,10.

II. A pontok szimdt n -re novelve a fiiggetlen tdvolsdgok szdma az el6z6 (n-1) ponthoz tartozd

fiiggetlen tdvolsdgok szimdhoz képest mindig 3-mal lesz tobb. Azaz pl. N pont esetén

N
az Osszes tavolsdg ( 2 )
a figgetlen tdvolsagok szdma 3(N-2)
N 2 &
a filiggé tavolsigok szdma (2) -3(N-2) = N——VZNE

Az 5-nél tobb pont esetében tgy alkalmazzuk az el6bbi eljdrdst, hogy mindig kivdlasztunk 5 olyan
pontot, amelyek 10 tdvolsaga kozil 9-et mdr ismerink. A mdr Kiszdmitott tdvolsigokat ismertnek te-

kintve a tizedik tdvolsdg kiszamithato.
Az dltalunk vizsgdlt molekuldknal a megfelelé 5 pont kivdlasztdsat mindig konnyen el lehetett érni.

I1I. A gyakorlatban problémak léptek fel a d (fiiggd tdvolsdgok) szdmoldsdval kapcsolatban. A d
értékét masodtoku egyenletbdl kapjuk. Geometriailag vizsgdlva az egyenlet két megolddsa nem mds,

mint két kor metszéspontjdnak a meghatdrozdsa.

1./ A szdmolds pontatlansagdbol fellép6 hibdk miatt a diszkriminadns értéke negativ is lehet. vagy tul
kicsi pozitiv. Ebben az esetben tehdt, ha
| diszkrimindns | < £, két kor érintkezésérdl van sz6 és a diszkr. értékét O -nak vettik.
Eziltal egyértelmiivé tettiik a megoldast.

2./ Haakapott 2 db d értékre a kovetkezé teljesiil:
]d,, — a kisérletileg mért (o |
ld-z' = 2 = l ’
akkor ennek a d -nek a meghatdrozisdra egy masik 5 pontbdl dll6 pontrendszer tdvolsdgait vé-

lasztjuk.
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Summary

Calculation of certain type function matrices.

The paper discusses a numerical solution of a geometric problem which came up from computation
in [1].
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Szalagmitrixu linedris egyenletrendszerek

egy megolddsi mddszere

Gergely Jozsef

A pa:cidlis differencidlegyenletek, a kozonséges differencidlegyenletek peremérték feladatainak
numerikus megolddsai gyakran vezetnek olyan linedris egyenletrendszerekre. amelyekben csak

a féegyiitthatok és az ahhoz kozeli egyiitthatok killonboznek O -tdl. Az ilyen egyenletrendsze-
rek megolddsdra a szokdsos elimindciés mddszerek alkalmazdsa nem célszerli. Legtobbszor iterd-
cios eljrdsokat alkalmaznak. Azonban az iterdcids eljardsok nem mindig, vagy csak lassan kon-

vergdlnak. Az aldbbiakban egy kevés szdmoldst igénylé véges modszert ismertetiink.

Legyen az Ax =b egyenletrendszerink A = {aLJ. } nxn -es mdtrixa nem szinguldris és

(l) Q,LJ'zo, ha J—L>l(, LL+L(+O’

ahol (< k <n adott egész szdm.

Legyenek az egyenletrendszer egyenletei e g€ i g By 578 meghatdrozand6é x vektor
komponensei X 4, X, ,..., %, -AZ X, Xy, ¥ valamilyen értékeibdl kiindulva az

€, -bdl kiszdmolhat6 Xy ez-bol Xiporees az e, -bal - W

Helyettesitsiink be az e e e egyenletekbe. Minthogy minden x

ne eGPV R g Y7 )
j = k+#1,k+2,..,n linedris kifejezése az x , Xppeen %y komponenseknek, ezért irhatd
n k
2 . 2 s = . e L = - - :
() %QLJXJ bt_%cizx8+cuk+1’ i = amkard e 620 5 8
Rogzitsik az ¢ indexet és induljunk ki az ¥ 4,%,,...,%, komponensek k+1 értékrend-

szerébol. Legyenek ezek X m=1,2,..., k+1 . A (2) helyettesitéseket

S P
elvégezve kapjuk

k
(©)) 2 ol =Ty d =thex£m+c-

(3) k+1 linedris egyenletet jelent a C;p egyitthatok meghatdrozdsira. A (3) egyenletrend-
szer egylitthatéinak mdtrixa:

X X21 .)(.l<1 i
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Viltoztassuk most ¢ értékét n-k+1 -t6l n -ig.

A (3)-bol kapott d;  helyettesitési értékeket irjuk a

p
d'n-k+1 4 dn~k+21 dn1 W
d
= n-k+1 2 n-k+2 2 n2
D —ﬁ >
L dn—k+'1 k+1 dn—k+2 o d'n k+1 J

(k+1) x k méretd mdtrixba. (3) alapjan az
XC =D
métrixegyenletbdl kapjuk a (2)-ben szereplé egyiitthatok C matrixat
-1
(4) C=X"D

Tetszoleges X 4,X,,..., x| kiindulds esetén teljesilnek az e,,€e,,...,e _, egyenle-
tek, hiszen ezek alapjan szdmoltuk kiaz X  4,%,,2,..., X, -et. Ahhoz, hogy az

€. ad i Cricinzrou €y egyenletek is teljesiiljenek, kell hogy (2) alapjan

k

®) 2 Cigtp+Cip,q=0
R=1

legyen (=n-k+1, n-k+2, ..., n.

Az (5) egyenletrendszerb6l az Ax = b egyenletrendszer megolddsinak elsé k komponen-

sét kapjuk, majd az e, e g8, egyenletekbdl rendre a teljes megolddsvektort.

-k

Az X madtrixot onkényesen vdlaszthatjuk ugy, hogy ne legyen szinguldris. Adott k esetén
X -szel egyiitt X~ is fix matrix és ezeket, mint konstans matrixokat kezelhetjiik. (Lehet-

nek célszeriien vilasztott egyszeri matrixok)

A modszer id és hely-sziikséglete.
A modszert akkor célszerl hasznalni, ha az (1) feltételek helyett az

(6) @, =0, Pj=tl ke @ jens0

feltételek teljesiilnek. Ebben az esetben A gynevezett szalagmdtrix. Vizsgdljuk a szdmolds-
hos sziikséges szorzdsok és osztdsok szdamdt. Egy x tm?*2m1 2 Xkm értékrendszerbdl ki-
d

indulva a hozzitartozé d d -, mennyiségek Kiszamoldsihoz

n-k+t m'¥n-ks2m?> 7
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n(2k+1)~ k2 szorzas illetve osztds kell. Ezeket a szdmoldsokat k + 2 -szer kell elvégez-
ni ( k + 1 -szer ahhoz, hogy a mitrixot megkapjuk és a végén egy visszahelyettesitést kell vé-
gezni). A C matrixot a (4)-b6]l k (k+1 )2 miivelettel kapjuk, majd az (5) egyenletrendszer

megolddsihoz 1 k2+ 3~ 1) sziami mivelet kell. Osszesen n (2 k%43 Sle+2) &
+%(k2+3k+2).

Hasonlitsuk Ossze az igy kapott miveleti igényt a Gauss elimindcios eljdrisbél n x n -es egyen-
letrendszerre ad6do % (n%4 3 -*) -es miiveletigénnyel. Az Osszehasonlitdst az aldbbi tdb-

ldzat mutatja:

i R b R e s e e
n i 10 | 100 [ 1000
T o N | ) I P I o T T AT T e T R R R PR BT
folizas el.'".""acm o430 | 3.4.10° f 3.3.108 '
muveletigénye i : |
R W RS, R __,.;___ S S . = H i =l
' r r T 1 T R N PP
I 1 2 o T B o | 12 ; s ! 10| 00|
f J'[ . = _L__,_..A_f o L I e o
' Az ismertetett ! ‘ |

et -

| ' | 3
|

206 | 9.107 2103]73103 2,6.10° 9103J210 {7710 25105&“‘"
J,A lM By dlige s L

I

l
modszer miuvelet- | 92 |
igénye l

A tdblazatbol lathato, hogy a mdédszer haszndlata akkor célszerii, amikor n nagy ésa K

n -hez viszonyitva kicsi.

A modszer alkalmazdsihoz az egyenletrendszer madtrixdt célszeri n x ( 2k + 1) -szeres
két dimenzi6s tombben tarolni. Ezenkiviil célszerd a két dimenziés X és X~ konstans
maétrixokat eldre elhelyezni. Sziikség van még a C illetve D (k+1) x k méretli kétdimen-

zids tombokre.

Minthogy a médszer haszndlata kozben az A madtrix nem valtozik, a szdimolégép memoridjaban
csak egyszer kell a mdtrixot felépiteni, a szdmoldshoz pedig csak olvasni kell a matrix elemeit
Ezt célszerden ki lehet haszndlni abban az esetben, ha az egyenletrendszer n x (2k +1)

méretli matrixa nem fér el a szimolégép operativ memoridjaban.

Szampélda:
A médszer haszndlatdt a kovetkezd egyszerd szampélddan mutatjuk be: legyen a megoldando
egyenletrendszer

?_x1 - X, + %3 = 3,48

4X2 —)(3 -1. 96
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Az X4, = O. értékbélindulva  x,, = 0.32, Xq4=3.80,d3,=-0.56, a
X4y = 1 -bblpedig X,; =-0.18, x35, = 1.30, dz, = ~0.06 értékek adod-
nak. A (0,-0.56) és (1,-0.06) pontokon dtmend egyenesaz x = 1.12 pontban

metsziaz X tengelyt. Az egyenletrendszer megolddsa tovabbi helyettesitésekkel X,=142,

y2=~0,24)x3=1.00, (Szampéldank esetén n =3, k -1 1‘},

' 1
X-1__{—1 1}, D:{-o.se} 3.
1 0 -0.06

Summary

A solution of linear equations with band matrix.

The paper discusses a quick, direct method for solution of linear equations in which the coefficient
matrix is band matrix with property (6).
Pe3wwMe
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Komplex matrixok sajdtértékeinek meghatdrozdsa a

“hasonldsagi elimindcié’’ modszerével

Varga Gyula

A jelen cikk folytatdsdt és altaldnositdsdt tartalmazza egy, az MTA Szdmitdstechnikai K6zpontja
Kozleményeiben megjelent hasonlé témaju cikknek [3], amely mdtrixok valés sajatértékeinek
meghatdrozdsdval foglalkozik az un. hasonldsagi elimindcio™ modszerével. [ 1] Ennek alapgondo-
lata az, hogy az adott mdtrixot hasonl6sdgi transzforméaciék egymdsutdnjdval hdromszogalakiva
viltoztatja, melynek féatléjdban az eredeti mdtrix sajdtértékei helyezkednek el. Mdsszoval, vala-
mely mxm -es A mitrix Osszes sajatértékének meghatdrozdsshoz az A1) = A |

Alps1) 0;1. ALP2, Cps AP = {CL(F,L}, (p=1,..,n-1) transzformdci6k sorozatit kell
végrehajtani, hogy a mitrix p -edik oszlopdnak fGitlo alatti elemeit rendre elimindlhassuk.
A transzformdciék végrehajtisihoz sziikséges C P métrixokat az aldbbi médon adhatjuk meg:

F o
g | P
0 Nt
(l) sz E— '[O)""O’1)01-~|O—)
X
H=p
EXEN

A CP -ben szereplé m-p db ismeretlen értéket az elimindcio feltételének megfelelden egy m-p

ismeretlenes mdsodfoku egyenletrendszer megolddsaként kaphatjuk meg; eszerint

(p+1)

2 .
(2) aJ+p’p

(X1,-‘.,lm_P)=O (j=1,...,m_p).

Az emlitett cikk azt az esetet tdrgyalja, amikor a sziikséges transzformdciok csupa valés x érté-
kek segitségével végrehajthatok, mdsszéval az eredeti mdtrix elemei valosak, és a madtrix csupa va-
16s sajdtértékekkel rendelkezik. A modszer azonban, bizonyos vdltoztatdsokkal, komplex elemi

matrixok sajdtértékeinek, ill. valos elemid matrixok komplex sajatértékeinek kiszdmitdsara is alkal-

mas.
e
Ha avalés x,,. .., x,m_p értékek helyett megengedjiik a komplex 11,,..,1m_P meny-
nyiségeket, akkor az
(p+1) .
(3) {j‘Z)—aﬁp,p ZyrorZp o) =0 €] = Voo g W0=10)
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m-p egyenletbdl dll6 m —p ismeretlenes komplex egyenletrendszera z = x 274 + X 2] V=14

egyenlGségbdl adodo valés ¢ 2j1" X 2] mennyiségek meghatdrozdsdra szétesik egy

F2j-1(%q1 2 X5 (m_p)) = O
(4) ) (J = 4) )m"P)
sz R gt 0 Mg et & 0
vagy egyszeriibben irva egy
(5) b Lot goen g xz(m_p)) = 0 [¢=1, .,z(m-p)]

2(m-p) egyenletb6l dll6 2(m - p) ismeretlenes valos egyenletrendszerre. Mivel ugyanilyen
egyenletrendszerhez jutunk akkor is, ha az eredeti matrix elemei komplex szdmok . azért ez a mod-
szer valos elemii matrixok komplex sajdtértékeinek meghatdrozdsan kivil komplex elemi matrixok

sajatértékeinek meghatdrozasdra is felhaszndlhato.

Az (5) egyenletrendszert a Newton-Raphson-mddszer [ 2] segitségével akarjuk megoldani. Az

(K3’

iterdci6 végrehajtisdhoz szitkséges J Jacobi-féle matrix elemeit a cikkben litottakhoz hasonléan
(komplex véltozokra dttérve) a kovetkezoképpen kaphatjuk meg (n = m - p ieloléssel.

{ =y & =Y, m )

n
R e CSn-'+‘1,h'[o“p.P~Z-(a .m+1—l'X2€-1"bp,m+1—£'128)] =
J 2.1 P

= aj+p,m+1_h' ap,m+1-h' x?.(n—j+1)—1+ bp,m+1-h' xZ(n-jH )

_ %y
XL 2h
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A Newton-Raphson-moddszer alkalmazdsdhoz sziikséges linedris egyenletrendszer jobboldaldn dllé vek-
tor (- F) elemei Cjedy oy )

“{'2j~1 — —a_j+p,p'a’p,p'x2(n..J'+1)—1*' bp,p' )L2(n_j+1) +
n
+€Z1 [x2€—1'<o‘j+p,m+1—€+ ap.m+1—€ : x2(h—j+’1)—1 B

s bp,m+1_€'!‘2(n—j+‘|)) =B U e g 5

O met-8 2(n-ja1)* bp,mM-(; 'xZ(n_J'+1)_1)];
(8)
“f2; =-bBjipp=%pp La(n-j+1 " Ppp Lon_ji1r-at
n
+b

p,m+d-2 *2(n_j+1)-1 )+*2£'(aj+p, pri =8

* aP'm*"“{' XIZ(n—j+4)—1—bp,m+1—{'x2(n_J+1)>] .
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Az iterdcio végrehajtasdhoz kezdd kozelitésként valos métrix esetén az X , j-1= 0, x5 j = 1
(j=1,.-.,n) értékeket, komplex mitrix esetén X = O -t célszerii venni. Az egyenletrend-
szernek tobb gyokrendszere is lehet, ezek koziil barmelyik felhaszndlhat6 a mdtrix sajatértékeinek
meghatarozdsdra. A kiillonboz6 gyokrendszerek csak a matrix sajatértékeinek sorrendjét befolyasoljak.
A transzformdciora tett meggondoldsaink alapjdn. az egyenletrendszer megolddsa utinaz x, ,...

.., %o mennyiségekbdl Ap  valos és képzetes részét az alibbiak szerint kapjuk meg:

n
Qp.p _;(ap‘m+4_e'x'2€-1 - bp,m+1—{ k 122);
=1

(9)

n
—Z—(ap,m+4~e'128 * bp,M+'\~€'y’2€—1)i
2.1

Az eljdras folytatdsdhoz a madtrix elemeinek transzformadcigjat csak az

-
I

p+i,..., m

(o p+1,4..,m

indexii elemekre kell felirnunk:

0L = AR Yo (moi)et " Ppt taimoide2
(10)

*
bt,& = b(y(”*'ap,a' xZ(m-L)#Z + bp.f'xz(m-i)+‘|

Az eredeti mdtrix haromszog mdtrixszd valo dtalakitisa m -1 1épésben tortént. Mindegyik lépés utan
egy-egy komplex (esetleg valos) sajatértéket kaphatunk meg. Az utolso sajatértéket az m - 1-edik
transzformdcio utdn a matrix jobb alsé sarokeleme adja meg.

Az eljdras leirdsabol lathatd, hogy valamely m » m-es matrix Osszes sajatértékének meghatdrozdsa

egy 2m -2 ismeretlenes,

egy 2m-4 —»—

sit.
svégilegy 2 —» —  masodfoku egyenletrendszer megolddsdt kivanja meg.
Az eredmények pontossdgat valds métrix esetén a szdmitds folyamén kapott konjugdlt komplex sajét-
értékpdrok Osszehasonlitadsaval becsiilhetjiik. Mivel az itt leirt modszer az emlitett cikk eljarasinak dlta-
ldnositasa, valds sajatértékek meghatdrozasdra is alkalmas. A médszerrel tovdbba tobbszoros sajatérté-
kek is megbizhatéan szdmolhatdk. A leirt mddszer programja az Ural 2 gépre készilt EFT autokédban,
tovdbba a Gier-gépre ALGOL-ban, ezenkiviil elkésziilt és lefutott a CDC 3300-as gépen az eljirds
ALGOL-ban és FORTRAN-ban irt programja. .
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Summary

Determination of the eigenvalues of complex matrices by the method of similarity elimination.

The paper deals with the determination of the eigenvalues of complex matrices. The method consists
in the transformation of the given matrix with the aid of similarity transformations to a triangular
matrix in whose diagonal the eigenvalues of the given matrix sought for can be found.
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Néhdny tapasztalat a nagyméretii linedris programozaisi

feladatok megolddsdval kapcsolatban

Srajber Benedek

1. Altalinos megjegyzések

Napjainkban a népgazdasdg legkiilonbozébb teriiletein meriilnek fel linedris feltételrendszerrel meg-
fogalmazhat6 optimalizdlasi feladatok. Ezek megolddsdra a leggyakrabban haszndlhato és jol be-
vdlt algoritmusok az egyszerd és modositott szimplex modszer. Ezeket haszndljak fel a specialis
nagyméretii Dantzig-Wolfe féle -- lépcsds — és lancolt szerkezetii feladatok megolddsdra szolgdlo
eljardsok is. Az aldbbiakban a nagyméretii feladatok szemszogébdl nézve vizsgiljuk az emlitett

modszerek hatékonysagat.

Legyen a megoldandé feladat

(1)
C-X — max,

ahol A m sorbdl (feltételbdl) és n  oszlopbol (vdltozobol) dllé matrix. x  a valtozok, b
a szokdsvs jobboldal. ¢ pedig a célfiiggvény koefticienseinek vektora. Tekintetbe kell venniink

a kovetkez6 korldtozo tényezdket:

a./ arendelkezésiinkre 4ll6 gép kozponti memdridjanak kapacitdsa,
b./ a gép miiveleti sebessége.
c. akilso periféridk viszonylag hosszu elérési ideje,

d.| stabilitdsi kérdések.

2. Az alapmatrix zéré elemeinek kihasznaldsa

Az a.| nehézségen érdemlegesen akkor segithetiink, ha az (1) feladat A matrixdban sok a nulla
elem, ami egyébként gyakori eset. A tabldzat zér6 elemeinek kihasznaldsit a nem nulla elemek
koordindtds tdroldsdval oldottuk meg. Egy mddositott szimplex vdltozatban az A mdtrix tdrola-
sit egy  n -dimenzios és két k -dimenziés ( k az A nem nulla elemeinek szama) vektor beve-
zetésével helyettesitettiik. Az igy megoldhato feladatok méreteire vonatkozoan k fliggvényében.
(az ICT-1900-as gépet alapul véve és az inverzet magnesszalagon tdrolva). a kovetkezG becslések
addodnak:

* A szerz6 1966-68 évi, GIER és ICT. 1900 szamitogépeken szerzett tapasztalatai, amikor méy
Orchard-Hays “Advanced Linear-Programming Computing Techniques™ és E.M.L. Beale “Topics in
Operational Research Series™” konyve nem allt rendelkezésre.
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Helyfoglalds a memoridban: 3k + 13 m+ 3n+ program. Célravezet6 a koordinatds tarolds, ha

ami gyakorlatilag azt jelenti, hogy A elemeinek legalibb a fele nulla. Néhdny szobajohetd alkal-
mazast tiintet fel a kovetkezé tablazat, amelynek elsé sordban Osszehasonlitds végett a teljes mat-

rix tdaroldsinak esetét tuntettik fel:

k m n
Teljes tablazat 100 150
2. 6750 100 150
3. 6160 200 300
4. 5000 300 1000
5. 5000 400 600

3. A Dantzig-Wolfe félc dekompozicios algoritmus programozasi tapasztalatairdl

A megoldando feladat:

Agxg+ Apx,+os A Xy
B,yx,

BZXZ

Byxy = by
C-X — max

ahol a B; maitrixok szektorokat, az A -k pedig a kozpont szektoroknak megfelelGen partici-
ondlt métrixai. Az X ; -k a valtozok particiondlt vektorai, igy az Osszes vdltozot tartalmazo vektor

Y = (Jt..l,.)t2 — T -l célfiiggvény egyiitthatok vektora.

A megolddsra szolgdl6 algoritmus, amelynek lényege, hogy a teljes megolddst a szektorok megolda-
sainak konvex kombindcidjaként illitja elG, két részre bonthatd: szektorszintd ¢s kozponti feladat-

ra. A szdmitdsokat ennek megfelelden végeztik el a GIER szimoldgépen.

Ismeretes, hogy a feladat megolddsdra a modositott szimplex modszer haszndlata a kézenfekvd.

Minthogy azonban kordbbi tapasztalataink (az ELLIOTT-803 gépen) a mddszer konvergencidjanak
rendkivili lassisdgdt igazoltdk, valamelyest azzal is gyorsitani kivdntunk, hogy a szektorszint(i szd-
mitdsokat egyszerd szimplex mddszerrel végeztik. (Az egyszerd szimplex médszer jelent&sen gyor-

sabb a mddositott szimplexnél). Egy viszonylag kisméreti (m = 50, n = 80) hdromszektoros fel-
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adatot ALGOL programmal futtattunk le és az tobb ordt vett igénybe. Ugyanaz a feladat az egy-
szerl szimplexszel 25, a mddositott szimplexszel 40 percig tartott. Nyilvdnval6, hogy a tetemes
id6igény miatt ezres méret korili feladatok széba sem johettek. A mddszer eredményessége csak
rendkivil gyors, nagy memaridju és jo periféridkkal rendelkezé géppel biztosithato. A gyors
kozponti memoridval és lemeztdrolokkal rendelkezé CDC 3300 bizonyira alkalmas lesz a méd-

szer eredményessé tételére.

4. Egy lehet6ség nagyméreti feladatok megolddsdra szimplex modszerrel

Tapasztalatunk azt mutatja, hogy a szimplex algoritmus alkalmazdsa korilbeliil 200 x 200-as méretig
a legtobb esetben pontos eredményt szolgaltat. £ tolott azonban egyre inkdbb jelentkezik az l.d./
probléma. A tdbldzat stabilitdsinak megérzésére tobb lehetdség van. Példdul vdltoztathatd széhosz-
szakkal operdlni, vagy a modositott szimplex esetén a szorzatalakban tarolt inverz idénkénti ujra-
képzésével. Az aldbbi, egyszer(i szimplex modszer esetén alkalmazott fogas bizonyos esetekben

ugyancsak célravezetének bizonyul.

Abbdl a megdllapitdsbdl indulunk ki, hogy a legdurvdbb hibdk a szimplex tdbldzat transzformdcidjanal
akkor lépnek fel, midon egy bevondsra keril6 (pivot) oszlop generdlé eleme zérushos nagyon kozel
esd érték (pl. <10~ © -ndl). Egy-két ilyen oszlop bevondsa teljesen lehetetlenné teheti az itericio
folytatasat. Hasonloan bajt okozhat, ha a pivot elem nilsigosan nagy. JelentGs hidbdt okozhat olyan
pivot elem is, amely nagysdgrendileg erdsen kiilonbozik a tdbldzat elemeitdl. Ezeket a nagy hibaforra-
sokat ugy csokkenthetjiik jelentGsen, ha az ilyen jellegli pivot elemeket elkeriiljuk (ha lehetséges').
Ezért minden egyes iterdcional a legjobban javité oszlopok koziil, tobb oszlopot (szdmuk megadhatd)
vesziink figyelembe . )sszehasonlitjuk a szobajohets generalo elemeket és azon oszlopot vonjuk be a

bdzisba. amelyre a karakterisztikus hanyados 1-t6] valo eltérése a legkisebb.

Pontosabban:
Legyenek P,, P, ,..., P, abevonhat6 oszlopvektorok, koordindtdik Pi}' -k és x a pillanat-
nyi bazismegoldds. (Valamennyi vektor mérete m .)
Bevondsra keril aza P i~ oszlop, amelyre a

mtn ! 4= min sl 8 l

(j ' '(AL) P; j

pLJ >0 l .
(7 = 4D 5

(L=1,2,.-.ym)

teljesiil. Nyilvanvalo, hogy ez a legkedvezGbb vilasztds a kovetkezd iterdcios 1épésre nézve.

Igaz, a vdlogatds idGveszteséggel jar és tény az is, hogy igy nem a maximalis javitds irdnydban ko-
zelediink az optimumhoz, de ezt ellensilyozhatjuk azzal. hogy azon k darab vektort, amelyek
koziil elézéleg vdlasztottunk, megjegyezziik és a kovetkezo iterdciondl azok kozil vonjuk be a leg-
kedvezdébbet. Igy egy-egy vilogatdst kovetSen tobb iterdcion keresztiil is elkeriilhetjiik az Gsszes

oszlop vizsgédlatdt, ami b&ven pétolja az okozott idGvessteséget.
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Summary

Some experiences in connection with solving linear programming problems of large size.

The paper deals with the utilization of the zero places of a large matrix, while the non-zero elements

of the matrix are stored in co-ordinata form in the memory.

The third point involves some practical experiences about the algorithm of Dantzig Wolfe. The
last part gives a possibility for solving problems of large size with the simplex method. This
possibility includes the selection of the pivot element maintaining the stability of the problem

and simultaneously entering the basis with more than one variable.
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B TpeTheM MNYHKTe HaXOAHTCHd ONHCAHHE HEeCKOJ/IbKHX NPaAKTHYeCKHX Onbl—

TOB, CB3aHHBIX C anropaTMom [lanuura-Bonda.

[Tocnenuss 4YacTe IOKA3bIBAET OOHY BO3MOXHOCTBL AN pelieHHd 3anay 6onb-—
oro pa3amepa C NOMOMbLIO CHMIIJIEKCHOrO MeToaa. OTa BO3MOXHOCTb CO-
nepxut B cebe BbIGOp TAKOro NMHBOT-3/€eMeHTAa, KOTOpbIH coxpaHseT yC-—
TOKYHBOCThL 340AYH H BCTyl/ieHHe B 6a3mc Gosblle OOHOrO NEePeMEeHHOr'o NpH

ONHOH HMTepalHH.
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Multitermindlis minimalis it feladat megolddsi

modszerei és alkalmalzdsai

Baké Andrés

Két pont kozotti legrovidebb 1t probléma szdmitistechnikailag leggyorsabb és legkonnyebben prog-
ramozhaté megolddsat Ford [4] és Dijkstra [7] adta. Tovdbbi specidlis minimaélis Ut feladat megol-
ddsa taldlhat6 az irodalomjegyzékben [10], [11], [15]. A gyakorlati szempontbdl igen fontos multiter-
mindlis minimadlis it probléma megolddsdval igen sok szerz& foglalkozott. A dolgozatban osszefoglal-
juk és szamitdstechnikai szempontbdl értékeljiikk a megolddsi modszereket. Végiil néhdny, gyakorla-

ti szempontbdl fontos problémdt sorolunk fel, amelyek a leirt médszerek valamelyikével megoldha-
tok.

1. Jelolések, definicidk

Legyen N =(x,y,..-) véges sok pontbdl 4ll6 halmaz és E az N halmaz bizonyos pontjait 6sz-
szekdtd irdnyitott élek halmaza. Jeloljiik az ¥ pontbél az y pontba vezets élt  (x.y) -nal.

Az (N, E) -t irdnyitott grafnak vagy digrafnak nevezziik. Tekintsiik az E halmazon értelme-
zett £(X,Y) =0 egészértéki figgvényt. A t(x,y) figgvényt szokds az y pont x ponttél
valo tdvolsiginak nevezni. A t(x,y) fiiggvényr6l nem tessziik fel, hogy szimmetrikus. Az

(N, E,t) -t hdlézatnak nevezziik.

A multitermindlis minimalis ut feladat: meghatdrozni az 6sszes pontpart 9sszekoté minimalis tdvol-

sdgu utakat.

Ha a grif nem volt teljes, teljessé tessziik a t fiiggvény kiterjesztésével: t (x,x)=0 és
t(x,y) =00 ,ha (x,y)e E . A fenti feladat megolddsit matrix miiveletek, specidlis matrix

szorzdsok egy sorozataként kapjuk.

2. A feladat megoldaisi algoritmusai
Az elsé ‘megolddsi algoritmust Bellman [1] és Simbell [16] adta. A médszer alapotlete di-
namikus programozasi elven nyugszik: egy ut akkor és csakis akkor minimalis, ha mindenegyes

részutja is az a megfelelé pontok kozott.

Az x pontbél az Y pontba mend legfeliebb r élbél allé minimalis tavolsigy utat r -optimé-

lisnak nevezziik. Az optimilis, a fenti definicionak megfelelsen (n -1) -optimdlis utakat n -1
lépésben kapjuk meg, ahol n az N halmaz pontjainak a szdma. A szamoldsndl kiindulunk a

t(x ,y) figgvényértékekbsl alkotott | ‘') matrixb6l. Ebbo] meghatdrozzuk az (%) =
Y ggv nxn

nxn
= ({(;J-) ) 2 -optimdlis utakat. Az L) g (2D matrixbol a 3 -optimalis utakat. A
fenti lépéseket egészen addig ismételjiik, ameddig az L("~ Y matrixot megkapjuk. Az algorit-
must a kovetkez6 métrix mivelettel adjuk meg:

(k=1)
(l) nxn = thn @ nxn
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ahol

) _ (4‘) : _ _
L “(eéj)=(t(PL’pJ)) pi» P €N

ésa ® miivelet

(k) : &) (k=1)
LLJ :mr}n(f,ir+f,rj )

Az |¢") mitrixot kiszdmoljuk r =2,3,...,n-1 értékre az 1 -gyel megadott matrixmiivelet-
tel. Ez a médszer mddosithaté gy, hogy az it hosszdn kivill még az utvonalat is megkapjuk.

A feladat megolddsdra Warschall [17] 1962-ben kozolte le médszerét. A médszer ALGOL program-
jat Floyd [6] irta le. Lényegében ugyanezt az eljdrdst irja le Murchland [13] és ezt hasznilja fel dol-
gozatdban Hu [8].

Warschall a2 1©) = (4}

madsutdni métrix transzformdciéval kapja.

)=(cp i+ P y) matrixbél az optimdlis ("’ mitrixot n egy-

Az L matrixot az L%=")  matrixbél hatdrozzuk meg a kovetkezoképp:

L(k) s L(k-ﬂ) ® L(k—‘l)

)

ahol a ® miivelet

( (k-1) , .
ztj { =k vagy |=k esetén

(k-1) (k-"))

) (k-1)
mwn (’( ) '&Lk + £kJ

\ i
A Bellman — Simbell médszert Narahary [14] 1961-ben majd Hu [9] 1967-ben tovdbbfejleszti. Az
altaluk leirt modszer matematikailag elegdns, konnyen programozhatd, azonban az eredeti maéd-

szerrel szemben csak az utvonal hosszit adja meg, magdt az utvonalat nem.

A dinamikus programozasi médszer egy mds irdnyd modositdsat kozli Dantzig [3] 1966-ban. Elja-
risiban a k. lépésben egy k x k méretli métrixot hatdroz meg, amely a p 4Py > Py pOD-
tokon 4tmend minimdlis hossziisagi utat adja mega p. pontbdl a pJ- (Lj=1.2,...,k )

pontba.

A k+1 -edik métrix egyiitthatéjit a k. madtrixbol a kovetkezdképp hatdrozza meg:

s 2 (k+1) (k+1) : )
a.] kiszdmolja az {L,kwl és az £k+1,i, (t=1,2,..., k) elemeket:
(k+1) i (k)
{L,k-ﬂ AR (LLJ' * {il,k+1 )

'16j£k



b./ akiszdmolt k +1 -edik sor és oszloppal transzformalja az {(k)

(L=1,2,..,k, j=1,2,... k) elemeket:

(k+1)

1 mm(t“", {

{ks1) (k+1)
et T T ke,

Mdédszerével az optimdlis ithosszakat tartalmazé madtrixot n-4 1épés utdn kapjuk meg.

3. Szdmitdstechnikai megjegyzések

A Bellmann-Simbell médszernél (n-1)%* 6sszeadast, illetve dsszehasonlitést kell végezni. Ered-
ményképp az utvonalak hosszdt kapjuk. Magdt az dtvonalat az algoritmus némi médositdsdval meg

tudjuk hatdrozni.
Az eljdrdst egy kis modositdssal gyorsithatjuk. E célbél a ® miiveletet a kovetkezéképp definidljuk

(m+n) (m) (n)
L - (Mg 18

azaz

{,’(’rrwn) _ mm (z(m) '&(kn.) )

L) J
A fenti képlet az optimalizdcids elv miatt igaz. A legcélszerlibb 2 hatvdnyai szerint haladni, azaz
gz LAY, [ (22 L("‘,‘, LS8 ... . matrixokat meghatdrozni az L¢2%) = [ (K) @ (k)
képletbél. Az optimalis utak hosszit akkor kapjuk meg, ha valamely k -ra L(Zk) _ | (k)
A modosnas utdn az osszehasonhtésok illetve Osszeaddsok szima k (n -4 )2 ahol

=i Log(n 13 )44
Ez a mddszer viszont nem moédosithaté Ggy, hogy az uvonalat is meg tudjuk hatdrozni.

L(k) L(Zk)

Elektronikus szdmoldgéppel valdé szimoldshoz tarolni kell az és madtrixokat —
azaz 2 n? taroldhelyre van sziikség. FORTRAN nyelven irt program esetén — kihasznédlva a CDC

gépen megengedett 24 bites opciét — elegendé 2 n? rovid sz6 taroléhely. Szamitdstechnikai trik-
kel ez a szdm n? -re csokkenthets. Tudniillik lehet a két matrixot ugyanazon a helyen tdrolni. Eh-

hez viszont a matrix elemei egyik lépésben sem lehetnek 999 -nél nagyobbak.

A Hu [9] algoritmushoz 2 n (n - 1) , a Dantzig médszethez n(n-1)(n-2 ) sszehasonli-

tdsa, illetve Osszeaddsra van sziikség.

A Warschall eljardsndl az 6sszeaddsok, illetve az Gsszehasonlitdsok szima n(n-1)(n-2) .Ez

tobb, mint a dinamikus programozdsi médszer szamitdsi igénye. Viszont ezzel a mddszerrel az
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Gitvonalat is konnyen meg tudjuk hatdrozni. Ekkor egy tovabbi M, , matrixra van sziikség. A métrix

: (0]
a minimalis utakndl szokdsos cimkéket tartalmazza. Kiinduliskor M 07 = (m (Cj)> = |

Ak -adik lépésben a matrix elemeit a kovetkezGképp modositjuk:

L5 Cle= & %
(D, e L (40, g)
| J J )
(k)
L) A —
: ﬁ |
Lm(ff‘” egyébként.
LK

Az MK matrix transzformdldsival a szémolasi idG az eredeti szamoldsi id6hoz képest kis mér-

tékben emelkedik. A fent emlitett médszereket és megjegyzéseket Osszegezve a kovetkezére jutunk:

a.

b./

¢l

Ha az \tvonalak hosszdra van sziikség, a leggyorsabb eljdrds a Hu eljdrds, majd ezutan a négy-

zetes hatvanyokkal szimolé Bellman-Simbel eljaras.
Ha az itvonalakat is meg akarfjuk hatdrozni, legcélszeriibb a Warschall médszert haszndlni.

Ha a megoldandé feladat mérete meghaladja a szdmoldogép belsé memoridjanak kapacitasat,
akkor a fenti médszerek nem alkalmazhatdok. Ha a feladat mérete nem sokkal nagyobb a me-
moriaméretnél (kb. 50 %-kal nagyobb), akkor Dijkstra [7] mdédszerét minden pontpérra alkal-

mazva meg tudjuk hatdrozni a multitermindlis utat.

Ha a feladat mérete a fenti korlatndl is nagyobb, akkor a Warschall eljardst haszndljuk dekom-
poziciéval. Az elsé dekompoziciés mddszert Mills [ 12] kozolte. Szdmitdstechnikai szempontbél
sokkal célszer(ibb és matematikailag is elegdinsabb Hu [8] dltal kozolt eljards. Ezzel az eljdrdssal
tobbszords dekompozicidval elméletileg tetszés-szerinti nagysagu feladatot meg tudunk oldani.

Gyakorlatilag természetesen hatdrt szab a szamoldsi és input-output idG.

Eddig feltettiik, hogy t(x, y) = O . Ezt a feltételt elhagyva a feladatot megoldhatjuk a
Warschall eljardssal. Ha negativ ciklus van a hédlézatban, akkor a minimdlis it feladat nincs
egyértelmiien megfogalmazva. Ciklus keresésére felhasznilhatjuk az L matrix fédiagona-
lisét. Ekkor azonban P’L((L» = 0o az eredeti £E?) = O definici6 helyett. Ha az fl(tl? ér-
téke negativva valik, akkor a hdlézatban negativ ciklus van.

4. Megoldhatd gyakorlati problémak

Mint azt a bevezetésben is emlitettiik, a multitermindlis utat meghatdrozé algoritmusokat mds felada-

tok részfeladatainak megolddsaira is felhaszndlhatjuk. Aldbb felsorolunk néhdny ilyen jellegii felada-
tot. Tovabbi hasonlé tipusu alkalmazdsi lehetGségekkel foglalkozik a [2], [4], [5], [8].

a.|

Tekintsiik a kovetkezs valészinGségszamitdsban el6fordulé problémat. A feladatban az
(x,g )¢ E élen nem a tdvolsdgfiiggvény van megadva, hanem annak a valészintisége, hogy
az ¥ pontaz Y ponttal 6ssze van kotve. A feladat: meghatdrozni az Gsszes pontpdr kozott

azt az utat, amely Osszekotésének a valosziniisége maximilis. A P = ( p o B Dyl
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Ut létezésének valdszinliségét az élek létezési valdszinliségeinek szorzataként definidljuk,
azaz

k-1

viPy= T t(p,,p
t=0

L+—1)’

ahol t( Pi-Pisq) @ P; és P 1 ¢l létezésének valoszinlisége. A feladat megold-
hat6 a Warschal eljdrdssal. A (X) miiveletet a kovetkezéképp kell dtfogalmazni:

(k) (k-1) (k-1 (k-1)
Megjegyezziik, hogy a feladat megoldhaté a dinamikus programozisi elven alapulé

Bellman — Simbell mddszerrel is, és ha az itvonal meghatdrozdsa érdektelen, a feladat
megolddsa sokkal gyorsabb.

Egy ciklus-nélkili halézatban sokszor eléfordul, hogy meg akarjuk hatirozni a leghosszabb
utat. Példdul CPM vagy PERT esetén nem akarjuk megoldani a teljes feladatot, csak a mini-
mialis elvégzési id6t akarjuk meghatdrozni.

Az 19 (3(1?)) matrixot definidljuk a kovetkezéképp:

(0) ; :
b;" = tlpP)), ma (pgpeE L#
I 0

LL

(0)

ECJ' =-M (pi,pJ)GE

esetén, ahol M = (0 a leghosszabb it egy felsé korldtja. A feladat a ® miiveletet meg-

felelen definidlva szintén megoldhat6 az 1. alatt elmondott méodszerek barmelyikével.

Virosi vagy orszdgiti tvonalak, 0j utak bedllitdsanal, a forgalom hélézatra vald riterhe-
1ésnél és egész sor egyéb, ezen témakorhoz kapesolddo feladatnal részfeladatok megolda-
sdra haszndljuk a multitermindlis it probléma valamelyik megolddsi algoritmusdt.
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Summary

The solution methods and applications of the multiterminal minimal path problem.

Ford [4] and Dijkstra | 7] have given the fastest and most easily programmable solution of the
minimal path problem between two points as regards the computational technique. Further
solutions of special minimal path problems can be found in the list of literature [10], | 11], [15].
Many authors dealt with the solution of the minimal path problem, so important from a practical
point of wiev. The solution methods summarized and assessed from the angle of computational

technique, liable to be solved by one of the described methods, are enumerated.

Pe3wwMe

MeTonbl pelieHuss U NPHIOXKEHHYS 3a0a4 MYyJIbTHTEPMHUHANBHOIO IIy TH.

HaiibpicTpeiimee C TOYKH 3peHHS BHIYHC/IHTE/ILHOH TEXHHKH H JIerKo Nporpam-—
MHpyeMoe pelleHHe NpobreMbl KpaTdafiero MyTH MeXAy ABYMS TOYKAMH
nauel Popaom [4] u [eiikctpa |[7] [HanbHeiluiwe pelleHuss Clenuallb—
HBIX 3agay MHHHMAlbLHBIX NyTel nauel B cnucke nurtepatypnt [10],[11],[15] .
[po6nema My/LTHTEPMHHANBHOIO MHHHMAJIBHOT'O NMyTH C TOYKH 3pEeHHd

Mpak THKH O4Y€eHb BaXHa W MHOro aBTOpPOB 3aHHMAIJIHChH e,

B macroameii pabore CyMMHpPyeM H C TOYKM 3PEHHS BbIYHCJIHTEJbHOH TeX-—
HHKH OlleHHBAeM MeTONbl pelieHH#. HakoHen nepeyucngeM HECKOJBLKO MpakK-—
THYECKH BaXHbIX Npob6lieM, KOTOpble pellalTCd OAHHM H3 BblilIeyINOMSHYThIX

Me TON OB,
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