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Varga G yula I . :

P o l in o m fa k to r iz á lá s  m ásodfokú té n y e z ő k re

V a ló s  e g y ü t th a tó s  p o lin o m o k  m ásodfokú té n y e z ő k re  v a ló  fe lb o n tá s á t  

e lv é g e z h e t jü k  a B a ir s to w - fé le  e l já r á s  s e g í ts é g é v e l,  am ely  a lk a lm a s  k ö z e 

l í t ő  é r té k e k b ő l k i in d u lv a  a N e w to n -K a p h s o n -fé le  m ódszer a lk a lm a z á s á v a l 

megadja az a d o t t  f ( x )  p o lln o m  v a la m e ly  x  + p x  + q té n y e z ő jé n e k  e g y ü t t 

h a t ó i t ,  v a la m in t  az

p
f ( x )  = ( x  + p x  + q) . g (x )  azonosságnak

e le g e t  te v ő  2- v e l  a la cso n ya b b  fokszám u g (x )  p o lin o m  e g y ü t t h a tó i t .

Ha az f ( x )  p o lin o m  összes  m ásodfokú té n y e z ő jé t  meg a k a r ju k  h a tá r o z n i ,  

e z t az e l j á r á s t  f o l y t a t h a t j u k  to v á b b . H iányossága  ennek a m ódszernek a z , 

hogy a to v á b b i té n y e z ő k  a h ib á k  összegeződése m ia t t  e g y re  p o n ta t la n a b 

bak le s z n e k .

Az i t t  is m e r te té s re  k e r ü lő  módszer v a la m e ly  f ( x )  p á ro s fo kszá m u , tö b b s z ö 

rö s  g y ö k ö k k e l nem re n d e lk e z ő  v a ló s e g y ü t th a tó s  p o lin o m  összes  m ásodfokú 

té n y e z ő in e k  m e g h a tá ro zá sá t e g y s z e rre  v é g z i e l ,  ugyancsak a ííe w to n -fía p h so n - 

f é l e  módszer a lk a lm a z á s á v a l.

Ha az f ( x )  = x 2n + & 2 n - l  + + a lX  + a0

p o lin o m o t T ( x 2 + p . x  + q , ) a la kb a n  a k a r ju k  f e lb o n ta n i  az a lá b b  
L «* /  L

is m e r te té s re  k e r ü lő  m ódszer s e g í ts é g é v e l,  meg k e l l  o ld a n u n k  az

a^ = a^ (p-^, Од) ( i —0 ,  • » • ,2 n —l )  , / 1 /

vagy  rö v id e b b e n  az A = A(R) 2n is m e re t le n e s  e g y e n le t re n d s z e r t .  Tegyük 

f e l ,  hogy már ism e rü n k  v a la m e ly  p ^ m̂ , q | m\  . . . » p j ^ » q ^m  ̂ k ö z e l i t ő  meg

o ld á s v e k to r t .  J e lö l jü k  e z t  Rm -m e l,  a p o n to s  m egoldások v e k to rá t  R ^ - g a l ,  

az ao , . . .  »a2n _ i v e k to r t  A - v a l ,  az a ^ ( p |m\ . . . )  ( i = 0 , . . .  , 2 n - l )  e g y ü t t -
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h a tó k b ó l á l l ó  v e k to r t  p e d ig  A(Rm) - m e l.

í r j u k  a megoldandó e g y e n le t re n d s z e r t

Y = Y(R) = A(R) -  A = О a la k b a n .

A New ton -R aphson-m ódszert a lk a lm a z v a  az

Ï  -  я в п > - ( - f i ) R=R_ • <K -  R»>
m

e g y e n lé tb ő l

R -  R_ = ( - Ц "1
\ 3 R  /  R=Rm

(Y  -  Y (Rm) )  ;

m iv e l ez nem a p o n to s  e g y e n le tre n d s z e r ,  Y = 0 - t  h e ly e t t e s í t v e  nem R * - o t ,  

hanem v a la m e ly  Rm+]_ k ö z e l i t ő  é r t é k e t  kapunk R * - r a :

-1
. ( A-AÍI. , nrR , = R + ( ■ d .A(.R.)

m+1 m V Э R /  R=R_m
. (A -A (R J )  ( u . i .  ! !  = Л Ш И  ) / 2 /

3 r 9 r

Az / 1 /  e g y e n le tre n d s z e r t  e z z e l az i t e r á c ió v a l  a k a r ju k  m e g o ld a n i.

h  A (R ) \
l  0 R  /  R=Rm

J a c o b i- f é le  m á t r ix  fe l i r á s á h o z  szükséges d e r iv á l t a k a t  a

köve tkezőké ppen  k a p ju k :

2n n
A )> a ^xL = | |  ( x 2 + pk x  + qk ) - b ő l

i =0 k = l

Pk i l l . % s z e r in t  d e r iv á lv a  a

( a2n = ^

2n - l

Z
_ S j 4 x l

n

= *  • 1
i= o 3  Pk j = i

j  Д ;

2n - l n

z = 1
i= o 3 q k

J A

( x 2 + P jx  + qd)

i l l .

/ 3 /

(R = Rm)
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e g ye n lő s é g e k e t k a p ja k ,  a m e lye kb ő l lá t h a t ó ,  ho g y  a pk  s z e r i n t i  d e r i v á l 

t a k  egy 2n - l  -e d  fo k u ,  a qk  s z e r in t ie k  p e d ig  egy 2n -2  -e d  fo k ú  p o l i -  

nom e g y ü t th a tó ik é n t  n y e rh e tő k .

Az ezekhez szükséges  2n~2 -e d  fo k u ,  to v á b b á  az A(Rm) e lő á l l í t á s á h o z  

szükséges 2n -e d  fo k u  p o lin o m o k a t a = 1

, ( i - l )
3k -2 + b ( i - 1 ) 

k -1  * +• b ( i - 1 )
k -2

(b (i-1)2i-l b(i-1).2 i —2 “
A  i - 1) 
5- l ( i s i , • • • ,n  i l l .  i  —1 , . • . , n — 1 ) 

(k = 0 , . . . , 2 i )

a la k ú  r e k u r z ió  s e g í ts é g é v e l k a p h a t ju k  meg a

p [ m>, , . . . ,  p ^ m  ̂ » q ^m  ̂ m e n n y isé g e kb ő l.

Az e l já r á s  k o n v e rg e n c iá já t  a N e w to n -R a p h s o n -té te l a la p já n  v iz s g á lh a t ju k  

meg. Legyen

\ - l
. (R) to vá b b á/ ® a í s )T 1= „  ,

\  3 r /

4  (R ) = R + Hi á ( R ) . ( A  -  A (R )) .

M iv e l < ^ IR *) = R * to v á b b á  ^ ( R ‘) v a la m e n n y i p a r c iá l i s  d e r i v á l t j a

az R = R * h e ly e n  0 , e z é r t  az R R k o n v e rg e n c ia  m ásodrendű.

U . i .
3 0 t (R )

^ i k  -
Э  IR ) 

Э г , ”
. (A  -  A (RJ) -

- Hi j U ) .
Э A(R) 
Э R

= 0
dk

(R = R *)

r k  p á ra t la n  k - r a  v a la m e ly ik  p - v e l ,

p á ro s  k - r a  p e d ig  v a la m e ly ik  q - v a l  e g y e z ik  meg; c ^ k a K ro n e c k e r-

sz im bo lum



Az i t t  is m e r t e t e t t  módszer a K e r n e r - fé le  e l já r á s  á l t a lá n o s i t á s a  m ásodfokú 

té n y e z ő k re .

Az e l já r á s  p ro g ra m ja  az U ra l-2  g é p re  k é s z ü l t  EFT a u tó ko d b a n .

Iro d a lo m :

J .F .T ra u b : I t e r a t i v e  methods f o r  th e  s o lu t io n  o f  e q u a t io n s .

/1964« P r e n t ic e - H a l l  i n c . /

1 . 0 . K e rn e r: E in  Ciesamts c h r i t t v e r f a h r e n  z u r  Berechnung d e r N u l l s t e l le n  

von Polynom en (N u m e r.M a th .8 . 1966 . 2 9 0 -2 9 4 .)

S_u_m_m_a_r_y

The p a p e r d e a ls  w i t h  b re a k in g  down t o  q u a d ra t ic  f a c to r s  o f  po lynom s o f  

even-num bered p o w e r w i th  r e a l  c o e f f i c ie n t s ,  n o t  h a v in g  m u l t ip le  r o o t s .

The d e s c r ib e d  p ro c e s s  re n d e rs  th e  d e te rm in a t io n  a t  th e  same t im e  o f  a l l  

q u a d ra t ic  f a c t o r s  o f  th e  po lynom  p o s s ib le .  The convergence  o f  th e  p ro c e s s  

i s  o f  second o r d e r .
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Р е з ю м е

Статья обсуждает разложение на множи ели второй степени полиномов с ч ё т 
но го  порядка с действительными коэффициентами неимеющих м ногократны х 
корней с помощью итерации. Ознакомленный метод даёт возможность одновре
менно определить все  множители второй степени полинома.
Сходимость метода второго  по ряд ка .
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K atona  G yula  -  Nemetz T ib o r :

Néhány m egjegyzés a s h i f t - r e g i s z t e r  g e n e rá to ro k ró l

1 . B e ve ze té s .

J e le n  d o lg o z a t F .H .Young, a s h i f t - r e g i s z t e r  g e n e rá to ro k k a l fo g la lk o z ó  

d o lg o z a tá h o z  k a p c s o ló d ik .  Young az á l t a l a  t e k i n t e t t  k é rd é s re  vona tkozó an  

is m e r te t  egy a lg e b r a i s e g é d e s z k ö z t, m e l ly e l  k o n k ré t  e se te kb e n  s ik e re s e n  

le h e t  s z á m o ln i,  azonban á l t a lá n o s  v á la s z  megadása e z id e ig  más sze rző kn e k  

sem s i k e r ü l t .  U ta lu n k  P e te rs o n  [ 2]  k ö n y v é re , m ely e té m á ró l a la p o s  i s 

m e r te té s t  ad , s bővebb iro d a lo m je g y z é k e t ta r ta lm a z .

D o lgoza tu nkban  a Young á l t a l  b e v e z e te t t  fü g g v é n y le irá s  m e l le t t  megadjuk 

a p rob lém a  m á t r i x le i r á s á t , rá m u ta tv a  a r r a ,  hogy ez a lé n ye g é b e n  e k v iv a le n s  

l e i r á s  az ö ssze fü g g é se k  k im u ta tá s á n á l m ily e n  e lő n y ö k k e l já r h a t .  Az [ l ]  

d o lg o z a t eredm énye in  k i v ü l  ezen az u tó n  á lta lá n o s a b b  eredm ényeket i s  b i 

z o n y ltu n k .  V iz s g á l ju k  to vá b b á  a g é p i u tó n  n y e rh e tő  eredm ények e g ysze rű , 

de h a tá s o s  e l le n ő r z é s i  le h e tő s é g e i t .

2 .  D e f in í c ió k ,  fo g a lm a k

Egy s h i f t - r e g i s z t e r  (a  to v á b b ia k b a n  S -fi)  működését a köve tkezőké ppen  

Í r h a t ju k  le  ( lá s d  1 . á b ra ) .  Az S-R t a r t a lm á t  egy  n -d im e n z ió s  £ =  ( £.7 • 7 <f„) 

v e k t o r r a l  s z e m lé l te th e t jü k ,  a h o l ^  é r té k e  a 0 vagy  1 szám le h e t .

©  m oduló 2 v e t t  összeadó 

□  in fo r m á c ió - tá r o ló  

l . s z .  á b ra



Egy a d o t t  p i l la n a tb a n  az i - e d i k  t á r o ló  ta r ta lm a  á t v iv ő d ik  az ( i + l ) - e d i k  

t á r o ló b a ,  i = l , 2 , . . . , n - l  i l l .  az n -e d ik  t á r o ló  t a r ta lm a  az e ls ő  tá r o ló b a .  

M ig  az e lő z ő  á t v i t e l e k  v á l t o z ta tá s  n é lk ü l  tö r té n n e k ,  a d d ig  az u to ls ó  in 

f o r m á c ió - b i t  az á t v i t e l  so rán  o l y  módon t r a n s z fo r m á ló d ik ,  hogy az 

i l , Í 2 , . . . , i r  tá r o ló k o n  le v ő  b i t e k  moduló 2 hozzáadódnak . H a n g s ú ly o z n i 

k e l l ,  hogy a f e n t i  á t v i t e l e k  a m a te m a tik a i m o d e ll számára e g y id e jű le g  k ö 

v e tk e z n e k  be. Az á t v i t e l  h a tá s á ra  a S-R ta r ta lm a  m e g v á lto z ik ,  u j  t a r t a l 

mát az £  = ^  L-

/ 2.1/
S^ , ha i _ 2 , 3 , . . .  ,n

£n ©  ©  . . .  ©  , ha i ~ l
l 1 r

v e k to r  Í r j a  l e ,  a h o l ©  a m oduló 2 v e t t  ö s s z e a d á s t j e l ö l i .

Az v e k to r t  az v e k to r b ó l  e lé rh e tő n e k  n e ve zzü k , ha lé t e z i k

o ly a n  m szám, m e ly re  = Tm azaz ha az £   ̂^  ta r ta lm ú

S R -t lé p é se n ké n t m ű kö d te tve  e lé r h e t jü k ,  hogy ta r ta lm a  ' 1 le g y e n ,  

l á t n i  fo g ju k ,  hogy az e lé rh e tő s é g  e k v iv a le n c ia  r e lá c ió .  A k e le tk e z ő  e k v i 

v a le n c ia - o s z tá ly o k a t  c ik lu s o k n a k ,  elem szám úkat c ik lu s h o s s z n a k  ( j e l e  c£ ) , 

m ig  a legnagyobb c ik lu s h o s s z a t  p e r ió d u s n a k  ( j e l e  p ) n e ve zzü k . A le g k is e b b  

c £ é r té k  n y ilv á n v a ló a n  egy, am i az £ =  0 z é ru s v e k to rn a k  f e l e l  meg. 

(E z e n k iv ü l c£ = 1 a k k o r  és csa k  a k k o r ,  ha г  p á ro s  és = 1 , 1 = 1 , . . . , n 

Ennek m e g fe le lő e n  p  = max c& ^  2n - l

Young a z t  a s p e c iá l is  e s e te t  t e k i n t e t t e ,  a m ik o r r = l ,  azaz ha 

£ 1 = £ n ©  £ k » к “ 11" 1

F e la d a t a c ik lu s h o s s z a k  £ c £ ( k , n )  }  ha lm azának m egha tá ro zása , de é rdekes  

le n n e  már a p = p (k ,n )  p e r ió d u s  e x p l i c i t  megadása к  és n fü g g v é n y e k é n t.  

B á r e fe la d a to t  m e g o ld a n i nem s i k e r ü l t ,  de része redm énye k  e lé ré s é re ,  i l l e t 

ve  k o n k ré t  ese tekbe n  hasznos a p rob lém a  k ö v e tk e z ő  k é t  á tfo g a lm a z á s a  véges 

t e s te k  f e l e t t i  fü g g v é n y e k , i l l e t v e  m á tr ix o k  te r m in o ló g iá já b a n .
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3 . FüKKvényleirás

E lő s z ö r  s p e c iá l is a n  r = l ,  i = i ^  e se tén  t e k in t s ü k  moduló x0 + x L + 1 az 

X v á lto z ó  p o l in o m . ja i t  a mod2 v e t t  egészek t e s t e  f e l e t t .

D e f in iá l ju k  az £  v e k to r  s e g í ts é g é v e l a k ö v e tk e z ő  fü g g v é n y t:

/ 3 . 1 /  F ( x )  = £ n x l  1 + £ n - l  x í  2 + • • *  + £ n - i + l  +

+ ^ X0 + . . .  + x"

F e lh a s z n á lv a , hogy

x0 = x*" + 1 ( mod X0 + x ^  + 2 ) ,

n y e r jü k :

F <x ) = £ n - l  x Í  1 + £ n -2  x l  d + * • *  + £ n - i  + £ n - i - l  хП
i - 2 í - l

+ • • •  + ( £ n ©  £ n - i )  xL

Ha te h á t  a SR ta r ta lm a  re n d re  m egegyezik a f e n t i  módon re n d e z e t t  F£ (x )  

e g y ü t th a tó iv a l ,  a k k o r  egy á t v i t e l - l é p é s  u tá n  a SR ta r ta lm a  az x .F £ (x )  

p o lin o m  e g y ü t th a tó iv a l  e g y e z ik  meg. A 2 . p o n tb a n  b e v e z e te t t  d e f in í c ió  é r 

te lm é b e n  c£ az a le g k is e b b  p o z i t i v  egész szám , m e lyre

c £ n \
x  F £ ( x ) s  F£ ( x ) (mod X0 + x 1 + l )

azaz

( x  £ + 1 ) F£ (x )  = О (mod x0 + x*- + 1)

/ 3 . 2 /

S p e c iá l is a n ,  ha F£ ( x )  = 1 , a k k o r  c-  ̂ = c £ az a le g k is e b b  szám, m e ly re  
c •

x  1 + 1 o s z th a tó  az  X0 + x 1 + 1 p o lin o m m a l. N y i lv á n v a ló ,  hogy t e t s z ő le 

ges £  m e l le t t  f e n n á l l  e kko r az
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C1 _ 4
(x  + 1 ) F £ ( x ) = 0 (mod. x“ + x L + 1)

r e lá c ió ,  te h á t  e g y ré s z t  c^ = p ,  m á s ré sz t p  o s z th a tó  c £ - n a l  £  

m inden é r té k é re .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy te ts z ő le g e s  £  e se té n  p lé p é s  

u tán  a SR. ta r ta lm a  ism é t az e r e d e t i  le s z ,  t e h á t  ebben az é rte le m b e n  j o 

gos v o l t  p - t  p e r ió d u s n a k  n e v e z n i.

S p e c iá lis a n ,  ha x *1 + x L + 1 i r r e d u c i b i l i s  p o lin o m , a k k o r  te ts z ő le g e s  

le g fe l je b b  n - l - e d f o k u  F£ ( x )  ^  0 m e l le t t  a / 3 . 2 /  ö ssze fü g g é s  a k k o r és 

csak a k k o r t e l j e s ü l ,  ha a

/ 3 . 3 /  x  1 + 1 = 0 (mod Xй + x*- + 1 )

ö ssze függ és  i s  t e l j e s ü l .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy ebben az e se tb e n  c £ nem 

fü g g  £ - t ó l ,  ha <£ 0 , azaz m inden e g y n é l nagyobb c ik lu s h o s s z  e g y e n lő .

M ásrész t könnyű l á t n i ,  hogy ez csa k  a kko r van  ig y ,  ha x °  + x*" + 1 i r r e -  

d u c u b i l is  p o lin o m .

Az á lta lá n o s  e s e t tá rg y a lá s a  az u n . l i n e á r i s  r e k u r z ió k  k e re té n  b e lü l  v é 

g ezhe tő  e l  le g c é ls z e rű b b e n .

Legyenek a d o tta k  a h Q = 1 , h - ^ , . . . , h n_ ^ , hn = 1 számok, a h o l a h ^ , 

l ^ i ^ n -1  számok m in d e g y ike  0 vagy  1 , to v á b b á  egy £ =  ( £ ^ , . , . ,  £ ß ) 

v e k to r ,  m elynek k o o r d in á tá i  s z in té n  csak a 0 és 1 számok le h e tn e k .

Ezek s e g íts é g é v e l d e f in iá l j u k  az £ n + 1 , maÖd r e k u rz iv e  az £ n + 2 , . . .  

számokat az

n-1
S .. = X -1 h . £ ,  .

n +1 Z _ i 0 1+0
0=o

i l l e t v e  á l ta lá b a n  az
n -1

t  -  X “ 1 h .  <5, .
n+L .X  I 0 f+ 0

Ó=o

/ 3 . 4 /



r e k u r z ió  s e g í ts é g é v e l,  a h o l a y  , j e l  mod 2 v e t t  ö ssze a d á s t j e l ö l .  Az 

i l y  módon n y e rh e tő  szám sor p e r ió d u s á ra  v o n a tk o z ik  a k ö v e tk e z ő  t é t e l ,  me

l y e t  a f e n t ie k  j ó l  s z e m lé lte tn e k :
n

1 . T é te l :  T e k in ts ü k  a h (x )

j = °
le g k is e b b  p o z i t í v  egész szám, m e lyre  

az <?2 ..........s o ro z a t p e r io d ik u s  p s

p o lin o m o t ,  s le g y e n  p

+ 1 o s z th a tó  h ( x ) - s z e l  

z e r i n t .

az a

A kko r

A t é t e l  b iz o n y í tá s á ra  nem té rü n k  k i ,  csak  u ta lu n k  a r r a ,  hogy ez m e g ta lá l

h a tó  P e te rso n  [ 2 ]  könyvében (1 1 8 . o l d . ) .

M eg jegyezzük, hogy  az id é z e t t  g o n d o la tm e n e tb ő l k ö v e tk e z ik  az

1 . Lemma: M inden ré s z p e r ió d u s  o s z tó ja  p -n e k .

T é r jü n k  v is s z a  e z u tá n  egy k i s  id ő re  a / 5 . 2 /  ö s s z e fü g g é s h e z . N y i lv á n  l é t e z i k  

o ly a n  ( c £ - l ) - e d  fo k ú  g (x )  p o lin p m , m e ly re

( x  + 1 )  F£ ( x ) = ( x n + X1 + 1 )  g (x )

* 1 . ° £x  h e lye b e  ^  - t  L rva  es x  - n a l  v e g ig s z o ro z v a  n y e r jü k :

/ 3 . 5 /  ( x  + l )  P£ ,  ( x )  = (x 11 + x n - i  + 1) g *  ( x )

a h o l

3 ( 7 ),

és / 3 . 1 /  a la p já n  könnyen lá t h a t ó ,  hogy

£  -  (£■■%,£*■l-Л л \

azaz
£ .  = £  .L П-1

Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy  az r = l  e se tben  az i-^ = i  és az i ^  = n - i  v is s z a 

c s a to lá s o k  m e l le t t  l é t e z i k  e g y é rte lm ű  m e g fe le l te té s  az e k v iv a le n c ia  ő s z -
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t á ly o k  k ö z ö t t ,  te h á t  s p e c iá l is a n  a c ik lu s h o s s z a k  és ig y  a p e r ió d u s o k  i s  

e g y e n lő e k . E redm ényünket t é t e l  fo rm á já b a n  i s  m e g fo g a lm a z h a tju k :

2 . T é te l :  Ha [ c ^  ( i , n ) }  j e l ö l i  r = l ,  i ^  = i  e se tb e n  a c ik lu s h o s s z a k  

h a lm a z á t, a k k o r a ( c £ ( i , n ) j  és a { c £ ( n - i ,  n ) }  ha lm azok p e rm u tá 

c ió  t ó i  e l t e k in t v e  m egegyeznek.

M eg jegyezzük , hogy ez a t é t e l  Young [ 1 ]  d o lg o z a tá b a n  más b iz o n y í tá s s a l
g

s z e re p e l,  azonban mi b iz o n y ítá s u n k  az á l ta lá n o s  e s e tre  i s  m inden nehézség 

n é lk ü l  á t v ih e tő .

V iz s g á l ju k  meg m ost, m ily e n  e se tb e n  le s z  a p e r ió d u s  m a x im á lis ,  t e h á t  2n - l  

h o sszú sá g ú . M iv e l te ts z ő le g e s  £ £ О e se té n  c & =2n - l  e k k o r ,  s ig y  a 

c ik lu s h o s s z  nem fü g g  £- - t ó i ,  t e h á t  a m egelőzőek s z e r in t  ebben az e se tben  

szü ksé g e s , hogy az x n  + x^ + 1 p o lin o m  {v a g y  á l ta lá n o s  e se tb e n  a h (x )  ) 

i r r e d u c i b i l i s  le g y e n . Ez a f e l t é t e l  azonban nem e lé g s é g e s , m in t a z t  n=6 

e se té n  az i r r e d u c i b i l i s  x ^  + x^  + 1 p o lin o m  m e l le t t  l á t h a t ju k .

É rvényes  u g ya n is  az

x ^ + l = ( x 6 + x ^ + l )  (x ^  + 1 )

r e lá c ió ,  m ásrész t 9 az a le g k is e b b  p p o z i t i v  e g é sz , m e ly re  

x^5 + 1 = 0 (mod x^  + x^  + 1 )

te h á t  a p e r ió d u s  p = 9 +  26 - l  = 6j5. Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy e k k o r 7 kü lö n b ö z ő  

9 hosszúság . c ik lu s  l é t e z i k ,  a m irő l d i r e k t  szám olás s e g í ts é g é v e l i s  k ö n y -  

nyen meg le h e t  g y ő z ő d n i.

Abban az e se tb e n , ha a le g k is e b b  o ly a n  p egész , m e ly re  az i r r e d u c i b i l i s  

h ( x )  n -e d fo k u  p o lin o m  ese tén

/ 3 . 6 /  x p + 1 = О (mod h (x )  )

t e l j e s ü l ,  p = 2n - l ,  a k k o r  az i r r e d u c i b i l i s  h (x )  p o lin o m o t p r i m i t í v



-  13 -

p o lln o m nak n e ve z z ü k . M eg jegyezzük , hogy ez a d e f in í c ió  e l t é r  a fo g a lo m n a k  

a m a te m a tik a i iro d a lo m b a n  szokásos b e v e z e té s é tő l,  azonban a z z a l e k v iv a le n s .  

Az i r r e d u c i b i l i s  és p r i m i t i v  p o lin o m o k ró l n nem t ú l  nagy é r té k e  m e l le t t  

tö b b  ré s z le g e s  vagy t e l j e s  t á b lá z a t  l é t e z i k ,  p l .  Marsh [ 3] ,  P e te rs o n  [ 2] .  

Ezek a tá b lá z a to k  j ó l  fe lh a s z n á lh a tó k  a r r a ,  hogy m a x im á lis  p e r ió d u s u  S R -t 

k é s z í ts ü n k ,  de n y i lv á n  nem adnak v á la s z t  a r r a ,  hogy m ily e n  c ik lu s h o s s z u s á -  

gok lé p n e k  f e l  a d o t t ,  nem p r i m i t i v  p o lin o m o k  e s e té n . M egjegyezzük még, 

hogy te ts z ő le g e s  n m e l le t t  l é t e z i k  n -e d fo k u  p r im i t i v  p o lin o m , azonban, 

ha csak o ly a n  h (x )  p o lin o m o k ra  s z o r i tk o z u n k ,  m e lye kn é l h ^  = 1 csak 

e g y e tle n  l á i é n - 1  e se té n  t e l j e s ü l ,  ez már nem le s z  ig a z .  A le g k is e b b  

n é r té k ,  m e ly re  e z t  l á t h a t ju k ,  n = 8 ( lá s d  1» t á b lá z a t ) .

4 ,  M á t r ix le i r á s

A / 2 . 1 /  ö s s z e fü g g é s s e l d e f i n i á l t  T t r a n s z fo r m á c ió t  m á tr ix s z o rz á s  s e g í t 

sé g é ve l i s  l e í r h a t j u k .  T e k in ts ü k  az

A ( a j ik >
к  = l , n  

j  = Г7п

m á t r ix o t , a h o l

1 . ha j  = l i  к  = i u , 11=1 , 2 , . . . , r ,  va g y  к  = n

/ 4 . 1 / aü ,k 1 , ha j  = к  + 1 , к  = 1 , 2 , • • • ,n —1

. 0 k ü lö n b e n

íg y  p l .  a 5 .  p o n tb a n  l e i r t  x 6 + x^  + 1 fü g g v é n y  ese tén

0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
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Az .£ v e k to r t  оs z ío p v e k tő rk é n t  fe l f o g v a  a / 2 . 1 /  össze függ és  az 

/ 4 . 2 /  £ ’= A £

a la k o t  ö l t i ,  a h o l az  összeadások m odulo k e t t ő  tö r té n n e k .  Továbbá , ha £ 

j e l ö l i  az £ = £  v e k to rb ó l a T t ra n s z fo rm á c ió  is m é te l t  a lk a lm a z á 

s á v a l n y e r t  n - e d ik  v e k t o r t ,  a k k o r

£  (n )  = An . £ (o >

a h o l An j e l ö l i  az  A m á tr ix  mod 2 v e t t  n - e d ik  h a tv á n y á t .

Legyen £ (o ) = ( 1 , 0 , 0 , . . . , 0 ) ,  azaz le g y e n

1 ,  ha i  = 1

0 ,  ha 1 ^  i  ^ n

E kkor a

£  <n- 0

m á t r ix r ó l  könnyű l á t n i ,  hogy un . h á ro m s z ö g m á tr ix , s ig y  a d e te rm in á n s a  

d e t(B )  = 1 . Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy az egy c ik lu s b a  ta r to z ó  v e k to ro k  l i n e á r i 

san fü g g e t le n e k .  E z é r t  ezen c i k lu s  hossza m egegyezik  a p  p e r ió d u s s a l,  

h is z e n  bá rm e ly  £. v e k to r  e l ő á l l í t h a t ó  a f e n t ie k  l i n e á r i s  k o m b in á c ió ja 

k é n t .

J e lö l jü k  az összes  n -e d re n d ü , egy  d e te rm in á n s u  О és 1 e lem ű A 

m á tr ix o k  ha lm a zá t A  - v a l .  N y i lv á n  A c s o p o r to t  a lk o t  a m odulo 2 v e t t  

s z o rz á s ra  n é zve . E b b ő l k ö v e tk e z ik ,  hogy te ts z ő le g e s  A €  A e s e té n  l é t e 

z ik  o ly a n  e é r t é k ,  m e ly re  Ae = E , a h o l E az e g y s é g m á tr ix o t j e l ö l i .  

M iv e l a / 4 . 1 /  a l a t t  l e i r t  A m á tr ix o k  b e le ta r to z m a k  A - b a ,  ig y  a c^
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számok f e l t é t l e n  lé te z n e k ,  to v á b b á  a 2 . pon tba n  d e f i n i á l t  e lé rh e tő s é g  v a 

ló b a n  e k v iv a le n c ia  r e lá c ió .

H a tá ro z z u k  meg A e lem szám át, azaz a c s o p o r t  r e n d jé t .  E c é lb ó l  nézzük 

meg, ho g y  az A m á t r ix  egyes s o r a i t  re n d re  h á n y fé le k é p p e n  le h e t  k i t ö l t e n i  

o ly  módon, hogy az egyes s o ro k  m in t  n d im e n z ió s  v e k to ro k  l in e á r is a n  fü g 

g e t le n e k  le g y e n e k , to vá b b á  az azonosan 0 v e k to r t  e g y ik  so rn a k  se v á la s z 

s z á k . N y ilv á n v a ló a n  az e ls ő  s o r t  2n - 1 ,  a m ásodik s o r t  p e d ig  2n -2  

fé le k é p p e n  le h e t  m e g v á la s z ta n i.  Tegyük f ö l ,  hogy az e ls ő  s s o r t  k i t ö l 

t ö t t ü k  a k iv á n t  módon. E kko r az s l in e á r is a n  fü g g e t le n ü l  k i t ö l t ö t t  s o r  

á l t a l  m e g h a tá ro z o tt a l té r b e  2S v e k to r  t a r t o z i k ,  ig y  ezek e g y ik é t  sem 

v á la s z th a t ju k  ( s + l ) - e d ik  s o rk é n t ,  v is z o n t  b á rm e ly ik  más v e k to r t  ig e n .

Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy az ( s + l ) - e d ik  s o r t  2n -  2S k ü lö n b ö z ő  módon v á 

la s z t h a t ju k  meg. Az A c s o p o r t  r e n d jé t  n y i lv á n  az egyes s o ro k  k i t ö l t é s i  

le h e tő s é g e in e k  a s z o rz a ta  a d ja  meg, v a g y is  a

П—1 / nv _n_
/ 4 . 3 /  ~|~ (2n -  2S) = 2 U  I  (2 s -1 )

s=0 S=1

S ZQ.TCL о

F ig ye le m b e  v é v e , hogy véges c s o p o r to k  e se té n  az e lem  re n d je  o s z tó ja  a 

c s o p o r t  re n d jé n e k ,  n y e r jü k  a k ö v e tk e z ő  t é t e l t :

3 . T é t e l .  T e ts z ő le g e s  s h i f t - r e g is z t e r  e se té n  a p p e r ió d u s  o s z tó ja  a

( n) J L
2 Ы  .  J  ( 2S-1 )

s = l

s z o rz a tn a k .

M e g jegyezzü k , hogy  a / 4 . 3 /  számnak v is z o n y la g  kevés p r im fa k to r a  va n . íg y  

p l .  n = 34 e se té n  a p á r a t la n  p r ím o s z tó k  száma 3 8 . A 2 S-1  számok t ö r z s 

té n y e z ő s  a la k já t  s 34 - i g  a 2 .  s z .  t á b lá z a t  ta r ta lm a z z a .
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5» A p ( k . n ) - r e  v o n a tk o z ó  t é t e le k  

A k ö v e tk e z ő  4 . és 5 * t é t e l  Y o u n g tó l s z á rm a z ik :

4 .  T é te l :

/ 4 . 4 /  p( 1 ,2 S) = 22s -  1

B iz o n y í tá s : M iv e l

2s 2S X = x  + 1 ( mod X + X  + 1 ) ,

p2s ps ps
X = ( х + 1 ) ^ = х ^ + 1 = х

és p s s
X 2 -  1 + 1 = 0 ( mod X 2 + X + 1 )

m á s ré s z t könnyű l á t n i ,  hogy a / 4 . 4 /  a le h e tő  le g k is e b b  i ly e n  szám.

5 .  T é te l :

/ 4 . 5 /  p ( 1 ,2 s+ l )  = 22 s + 2s + 1

B iz o n y í tá s : M iv e l

s s
X 2 +• 1 = X  + 1 (mod X 2 +1 + X + 1 ) ,

i-gy 3
?2s+2 +1 pS pS pS ,

X  = x ( x + l ) = x ^ + x = l  (mod у г  +1 + x + 1 )

t e h á t  a / 3 . 6 /  r e lá c ió  é rvényes  a f e n t i  p m e l le t t .  Könnyű l á t n i ,  hogy 

ez a p é r té k  a le h e tő  le g k is e b b ,  ig y  a t é t e l t  b iz o n y í t o t t u k .

Legyen az n és к  számok le g n a g yo b b  közös o s z tó ja  |n ,k ]  = d . E kko r 

é rvé n ye s  a k ö v e tk e z ő :

6 .  T é te l :

p ( k ,n )  = d .p  j

B iz o n y í tá s ;  Könnyen lá t h a t ó ,  hogy  a t ra n s z fo rm á c ió  / 4 . 1 /  m á tr ix á n a k  h a t -
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vá n yo zá sa ko r a s o ro k  d d is z ju n k t  o s z tá ly b a  s o ro lh a tó k  o l y  módon, hogy 

az As m á t r ix  e ls ő  s o ra  s m inden é r té k e  m e l le t t  az A m á t r ix  modulé d 

ko n g ru e n s  s o r a iv a l  v é g z e t t  k ü lö n b ö z ő  m ű v e le te k k e l k e le t k e z ik ,  s k i a l a k í t á 

sában más so ro k  nem vesznek  r é s z t .  T e k in ts ü k  az  A m á t r ix  azon r é s z m á t r ix á t ,  

m e ly  az (u d , vd ) in d e x ű  e le m e ib ő l á l l ,  s j e l ö l j ü k  e z t  D -v e l.  Ugyancsak 

egysze rűen  ig a z o lh a tó ,  hogy az

f e l t é t e l  te l je s ü lé s é h e z  szükséges az

f e l t é t e l  t e l je s ü lé s e  

é r té k e k h e z  ta r to z ó  

f e l t é t e l t :

D ®  = E

. M iv e l D m egegyezik az r  = 1 , i  = n *  = Ц 

SR m á t r ix á v a l ,  ig y  n y e r tü k  a k ö v e tk e z ő  szükséges

/ 4 . 6 / P,( k ,.n?

(a z  Q *] j e l  az szám egész é r té k é t  j e l ö l i ) .

A / 4 . 6 /  r e l á c ió t  á t í r v a  k a p ju k ,  hogy

p ( k ,n )  ^  d .p  ( - J ,

Az e lle n k e z ő  ir á n y ú  e g y e n lő t le n s é g  i s  egysze rűen  a d ó d ik  m á t r ix te r m in o ló g iá 

ban i s ,  de még egysze rűbben  l á t h a t ó ,  ha az

xP

össze függ ésben

f  к  n \  n К
'  c[* d / t í j  ï ï  d= 1 ( mod X + X + 1 )

X helyébe Xе1 -t helyettesítünk.

M eg jegyezzü k , hogy a 6 .  t é t e l  a lk a lm a z á s á v a l s p e c iá l is  e redm ényként adód

nak  Young 3 .2 ,  3 .4 ,  3 .5 ,  3 .6 ,  3 . 7 .  t é t e l e i .  V a ló b a n , p l .  a 3 .7  t é t e l  á l 

l í t á s a  a je le n  d o lg o z a t te rm in o ló g iá já b a n

p ( j , j  (2 k  + 1 ) )  = j *  ( 2 ^ + 2 4 1 ) ,/ 4 . 7 /
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s m iv e l a 6 . t é t e l  s z e r in t

p ( j , j *  ( 2 *  + 1 ) )  = j * p ( l , 2 k  + 1)

és a / 4 . 5 /  a l a t t i  p ( l ,  2k + l )  é r té k e t  id e  b e h e ly e t te s i t v e  v a ló b a n  / 4 . 7 /  

a d ó d ik .

6 .  A c ik lu s h o s s z a k  g é p i m e g h a tá ro z á s á ró l

G y a k o r la t i  szem pon tokbó l e ls ő re n d ű  fe la d a t  le h e t  a SR„ p e rió d u s á n a k  meg

h a tá ro z á s a . M in t l á t t u k ,  az = ( 4 , 0 , . . . , 0 )  v e k to rh o z  t a r to z ó  c i k lu s 

h o s s z  megegyezik a SR p e r ió d u s á v a l,  ig y  k é z e n fe k v ő  az a g o n d o la t ,  hogy a 

SR működésének s z im u lá lá s á v a l az k e z d ő v e k to rb ó l k i in d u lv a  h a tá ro z 

zuk meg a p e r ió d u s t  o ly  módon, ho g y  f i g y e l j ü k ,  m e ly ik  az a le g k is e b b  p 

é r t é k ,  m elyre  ^  . Egy i ly e n  s z im u lá c ió s  p rog ram  már a k i s 

t e l  je s itm é n y ü  szám ológépeken i s  ig e n  e gysze rű  és g y o rs ,  ig y  c é ls z e rű n e k  

l á t s z i k  e z t az u t a t  k ö v e tn i .  Azonban a g é p i u tó n  n y e r t  p e r ió d u s t  a végzen

dő m ű ve le te k  nagy száma m ia t t  v a la m ily e n  módon e l l e n ő r i z n i  szükséges .

Egy e g ysze rű , de h a té k o n y  e l le n ő r z é s i  le h e tő s é g e t k in á l  a 3 . t é t e l .  V a ló 

ban , e lk é s z í tv e  a g é p i u tó n  n y e r t  p e r ió d u s  p r ím té n y e z ő s  f e lb o n tá s á t ,  a 

f e l l é p ő  p r im o s z tó k  csak  a / 4 . 3 /  szám p r ím o s z tó i k ö z ü l k e rü lh e tn e k  k i .  E lő 

nye ennek az e l já r á s n a k ,  hogy r e n d k ív ü l  g yo rsa n  v é g r e h a jth a tó ,  m ig h á t r á 

n y a , hogy sok e s e tb e n  jó n a k  fo g a d u n k  e l  h ib á s  e redm ényt i s .  I ly e n  h ib á s  

d ö n té s e k  v a ló s z ín ű s é g é n e k  m egha tá rozása  r e n d k ív ü l  b o n y o lu l t ,  ig y  a r ra  

je le n  d o lg o z a t k e r e t e i  k ö z ö t t  nem té rh e tü n k  k i .

G y a k o r la t i la g  t e l je s e n  b iz to n s á g o s  e lle n ő rz é s  h a j th a tó  v é g re  a / 3 . 3 /  ö s z -  

s ze fü g g é s  a la p já n .  Az a lk a lm a z á s o k  so rán  c é ls z e rű  h a s z n á ln i a k ö ve tke ző  

e g y s z e rű  té n y t :

7 . T é te l :  Legyenek ai » a2 » , , .» a r  te ts z ő le g e s  szám ok, p te ts z ő le g e s

p rim szá m . A kkor é rvé n ye s  az



-  19  -

/ 6 . 1 /  ( al +a2+ * * • +ar )*> = + . . .  + a:|P (mod p )

ö s s z e fü g g é s .

B iz o n y í tá s :  к  = 1 , r  = 2 e se té n

P

i= o

te h á t  az á l l í t á s  ig a z .  E zu tán  к  = 1 e se té n  r - r e  vo n a tko zó  t e l j e s  in d u k 

c ió v a l  a d ó d ik

s ennek fe lh a s z n á lá s á v a l k - r a  v o n a tko zó  t e l j e s  in d u k c ió v a l n y e r jü k  a 

t é t e l  á l l í t á s á t .

A t é t e l  egy fo n to s  s p e c iá l is  e s e té t  k ü lö n  i s  m eg foga lm azzuk, m e lye t f e l  

fo g u n k  h a s z n á ln i:

2 . Lemma:

A lemma a lk a lm a z á s á v a l a kö ve tke ző ké p p e n  já r h a tu n k  e l :  Legyen m > n  ,

(al + a2 + ... + ar)P = al + a2 + * * * + ar

/ 6 .2/ (a  + l ) 2 = a2 + 1  (mod 2)

s j e l ö l j e szám d ia d ik u s  fe lb o n tá s á t

E kko r

l  « о

s m iv e l

X11 = x *  + 1 (mod X11 + X*" + 1)

ig y
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Xm

M iv e l p ( i , n )  = p  ( n - i , n ) ,  ig y  az á lta lá n o s s á g  m e g s z o rítá s a  n é lk ü l  f e l t e 

h e t jü k ,  hogy i - í ;  • Ez a z t j e l e n t i ,  hogy x m h e ly e t t  x  o ly a n  h a tv á n y a -

v is z o n y la g  gyo rsan  m e g á l la p í th a t ju k  a z t  a le g fe l je b b  n - l - e d fo k u  g (x )  

p o l in o m o t,  m e lyre

/ 3 , 3 /  s z e r in t  p cs a k  a k k o r le h e t  p e r ió d u s ,  ha g (x )  = 1 . M e g fo rd í tv a ,  

ha g (x )  = 1 , a k k o r  p a v a ló d i  p e r ió d u s  tö b b s z ö rö s e  le h e t  c s a k , s ig y  

g y a k o r la t i la g  t e l j e s  b iz to n s á g g a l vé g e z h e tő  az e l le n ő r z é s .

N ézzünk k é t  p é ld á t  e r r e  a m ásod ik  e l le n ő r z é s i  e l já r á s r a !

1 , P é ld a ; p ( l , 1 0 )  = 889

i t  k e l l  to vább  v iz s g á ln u n k ,  m e lyeknek k i t e v ő je  ^  - n é l  nem nagyob b . A g é p i 

u tó n  n y e r t  p p e r ió d u s n a k  m e g fe le lő  x-P h a tv á n y ra  a f e n t ie k e t  a lka lm a zva

XP = g ( x )  (mod x 11 + x ^  + 1)

= x:9 ( x 6 4 + l)  ( x 16 + 1 ) ( x 8 + 1) (mod x 10+ x + l)

( x 18 + 1 )  ( x 8 + 1) = x 8 + yp  + x ^  + 1

ig y

azaz a p = 889 é r té k e t  e l fo g a d h a t ju k  p e r ió d u s n a k
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2 . P é ld a : p ( l , 1 2 )  = 3255

*5264  = ( x 12 )2 56 ( x l 2 ) 16 = ( x 256 + 1 } ( x 16 + 1} =

= x 2?2 + x 256 + x 16 + ,

Továbbá

íg y

te h á t

X272 = X8 ( x 18 + l )  ( x 4  + 1 ) ( x 2 + l )  = x"1-0 + X^ + X2 + X

X256 = X4  ( x 16 + 1) ( x 4  + 1 ) ( x  + 1 ) =

1 0  Q 5 4- 3 2= X + X y + X ^ + X  + X ^ + X  + X  + 1

X16 = x5 + X4

x 3264 _ x 9 ( mod x 12 + x  + l )

x 5255 = 1  (mod x 12 + x  + 1)

azaz a p ( l , 1 2 )  = 3255 é r té k e t  e l fo g a d h a t ju k .

A c ik lu s h o s s z a k  m e g á lla p í tá s á ra  Young a k ö v e tk e z ő  t r i v i á l i s  m ódsze rt

a já n l ja :  I n d u l ju n k  k i  te ts z ő le g e s  k e z d ő v e k to rb ó l,  s á l la p í t s u k

meg a c £ (o )  - t .  J e lö l jö n  o ly a n  v e k t o r t ,  m ely nem s z e re p e lt  az

e lő z ő  c ik lu s b a n ,  s ehhez i s  á l la p í t s u k  meg a c £4 —t ,  m a jd  fo ly ta s s u k

e z t  az e l j á r á s t ,  amíg nem t e l j e s ü l  a S o , i  = 2n ö s s z e fü g g é s . Ez az e l -
i

já r á s  m eg lehe tősen  h osszada lm a s , s ő t n > 2 0  e se té n  a g é p i v é g re h a jtá s a  i s  

je le n tő s  bonyod a lm aka t o ko z . E h e ly e t t  c é ls z e rű  gyakran  a k ö v e tk e z ő  e l j á 

r á s t  k ö v e tn i :  H a tá ro z z u k  meg az £  = ( 1 , 0 , 0 , . . . , 0 )  k e z d ő v e k to rb ó l k i i n 

d u lv a  a p p e r ió d u s t ,  s j e l ö l j e  p ^ , p2 » * * * iP s ennek p r í m o s z t ó i t .  ( N y i l 

ván  a p^ szám o s z tó ja  ( 4 .3 ) - n a k ,  i  = l , 2 , . . . , s ) .  N y i lv á n v a ló ,  hogy a

{ c £} halm az e le m e in e k  o s z tó i  csak  azon p^  számok le h e tn e k ,  m e lye k re  a
s

/ 6 . 3 /  2n -  p  -  1 = 2  p jX j^  , Xj_é 0
i = l
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d io fa n t ik u s  e g y e n le t  megoldásában x ^ >  0 ,

M egjegyezzük, h o g y  abban az e s è tb e n , ha a / 6 . 3 /  e g y e n le tn e k  n in c s  m egoldá

sa , a k k o r a s z á m o lt  p é r té k  n y i lv á n v a ló a n  h e ly te le n ,  ig y  a / 6 . 3 /  e g y e n le t 

m egoldása egy h a rm a d ik  e l le n ő r z é s i  le h e tő s é g e t  j e l e n t .

N ézzünk egy p é ld á t  a c ik lu s h o s s z a k  m e g h a tá ro zá sá ra !

3 . P é ld a : A f e n t i  módon szá m o lt p  (1 ,1 3 )  = 8001 .

A k iv á n t  tö r z s té n y e z ő s  fe lb o n tá s :

8001 = 32 .7 .1 2 7

lá s s u k  be, hogy c £ ф 3 sem m ilyen  £ - r a .  Könnyebb a s z á m o lá s t v é g re h a j

t a n i ,  ha i  = 1 h e ly e t t  i  = 12 - v e i  szá m o lu n k . Tegyük f ö l ,  ho g y  i ly e n  £  

l é t e z i k .  Akkor é rv é n y e s  a

/ 6 . 4 /

£ 10 ©  £ 11 = £ 1 -  £4  = £7 = f 10 = ^ 1 3

■ £ - 1 1 ©  £ 12 = f 2 = £ 5 = £ 8 = £ n

£ 12 ©  £ 13 = £ 3 = £ 6 = £ 9 = 6 12

e g y e n le tre n d s z e r .  Könnyen lá t h a t ó ,  hogy ennek e g y e t le n  m egoldása 

= 0 , i  = 1 , 2 , . . . , 1 3 ,  3 ez e lle n tm o n d  fe lte v é s ü n k n e k .

Hasonlóan e lle n tm o n d á s ra  ju tu n k  a c£ = 7 f e l t é t e l b ő l .  E k k o r a

/ 6 . 3 /

£ 6 ©  £ 7 = £ 1 = ^

£ 7 ©  £ i  = £ 2 =

1 ©  £ 2 £3 *  £10
©  £3  = £ 4 = £ 11
©  £ 43 ^  4 -  5 “  12

£ 4  ©  £ 5  = £ б  = ^ 1 3

© £ r
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Könnyen n y e rh e tő  az egym ásu tán ! e g y e n le tp á ro k  ö s s z e a d á s á v a l, hogy 

= • • •  = ^ 7  to v á b b á  az ö ssze s  e g y e n le t ö s s ze a d á sá va l

= 7» <̂ 2. ~ °» am*- e l le n tm o n d á s t j e l e n t .  Ezu tán  az

213 -  8001 -  1 = 9x  + 127y  , X -  0 , y i O

e g y e n le te t  o ld ju k  meg. 

Az á l ta lá n o s  m egoldás:

X = 7 + 127t

y  = 1 -  9 t

Ha t ^ O ,  a k k o r  x < 0 ,  m ig ha t > 0 ,  a k k o r  y < 0 ,  te h á t  az e g y e t le n  

m ego ldás: x  = 7 és y = l .

űz a z t  j e l e n t i ,  hogy egy 127 hosszúságú  c i k lu s  va n , to v á b b á  va g y  7 db 9 

hosszúság ú , va g y  egy d a ra b  63 h o sszú sá g ú . A fe n t ie k h e z  t e l je s e n  h a so n ló a n  

e lle n tm o n d á s ra  ju tó n k  a k k o r i s ,  ha f e l t e s s z ü k ,  hogy l é t e z i k  o ly a n  £  ,

m e ly re  c £ = 9» Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy a k ü lö n b ö z ő  c ik lu s o k h o z  t a r to z ó  c i k 

lu s h o s s z a k  ha lm aza a k ö v e tk e z ő :
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1 .  s z , t á b lá z a t :  p ( k ,n )

• • • • • • • •
2 3
3 7 7
4 15 6 15
5 21 31 31 21

6 63 14 9 14 63
7 127 93 127 I 27 93 127
8 63 30 217 12 217 30 63
9 73 465 21 21 465

10 889 42 1023 62 15 62 1023

11 2047
12 3255 126 45 28 18
13 8001
14 254 186 254 21 254
15 32767 4599 63 32767 35 93 32767

16 255 126 57337 60 16383 434 63457
17 273 114681 131071 1023 131071 13107I

2621^118 253921 146 189 930 32767 42
19 413385 I 2992I 491505 91749
20 767163 1778 1048575 84 75 2046 779907

21 5461 2O9715I 381 406317 5461 279 49
22 4 Í  94303 3066 3670009 4094 2752491 3906 4063201
23 2О887О5 7864305 32767 2O88705 8388607 458645 2094081
24 2097151 6510 189 252 16766977 90 1048575
25 10961685 25165821 33554431 2158065 105

26 298935 15810 2094081 3570 67074050 16002 13797
27 I 25829105 458745 219 5592405 8877935 1395 44564396
28 268435^55 508 105
29 536870911
30 65534 2667 9198 315 186
31 2147483647



3
4

5
6

7
8

9
10
11
12
13
14

15
16

17
18

19
20
21
22

23
24

25
26

27
28

29
30

31
32

33
34
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2 . s z .  t á b lá z a t :  2n -  1 p r im fe lb o n tá s a

7
3x5
31
3x3x7
127
3x5x17
7x73
3x11x51

23x89
3x3x5x7x13
8191
3x43x127
7x31x151
3x5x17x257
13Ю71
3^x7x19x73
524287
3x52x l 1x31x41

72x 127x 337
3x23x89x683
47x178481
32x 5 x 7 x l3x17x241
31x601x1801

3x2731x8191
7x73262657
3x5x29x43x113x127
233x1103x2089

32x 7 x l1x 31x 151x 331
2147483647
3x5x17x257x65537
7x23x89x599479
3x43691x131071
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S_u_m_m_a_r_y_

M otes  on th e  s h i f t - r e g i s t e r  g e n e ra to rs

T h is  paper i s  co n n e c te d  w i th  th e  r e s u l t s  o f  F .H ,Young [ l ^  , 

c o n c e rn in g  t o  th e  c y c le s  and p e r io d s  o f  th e  S h i f t r e g is t e r  g e n e ra to rs .  

The paper c o n ta in s  w e ll  known th e o re m s , and o b ta in s  new r e s u l t s  to o .  

The a u th o rs  show th a t  t h e  se t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a re  p r a c t i c a l l y  n o t 

o r  o n ly  h a r d ly  a p p l ic a b le .  So th e y  d e a l w i t h  th e  d e te rm in a t io n  o f  th e  

c y c le s  and p e r io d s  o f  g iv e n  s h i f t - r e g i s t e r s  on th e  e le c t r o n ic  

co m p u te rs , and  th e  p rob lem s r e g a rd in g  t h i s  m a t te r .
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В_е_з_ю_м_е

Статья занимается достижениями Ф .Х. Енга [ i }  , относящимися к  циклам и 

периодам генераторов двиговы х р е ги стр о в . Стаья содержит хорошо известны е 

теоремы и д ости гает новых р е зул ьта то в . Авторы показываю т, что эти те о р е 

тические результаты  в п р а кти ке  совсем неприменимы или почти  неприменимы. 

И та к  они тактую т определение циклов и периодов данного двигающего р е 

ги стр а  в электронных вычислительных машинах, и проблем, связанных с 

этой темой.



28 -

Varga G yu la  I , s

M á tr ix o k  s a já té r té k e in e k  m egha tá rozása  a "h a s o n ló s á g i e l im in á c ió "

m ó d sze ré ve l

J e le n  d o lg o z a tb a n  egy e l já r á s t  adunk meg csupa v a ló s  sa já té r t é k e k k e l  re n 

d e lk e z ő  m á tr ix o k  összes  s a já té r té k e in e k  m e g h a tá ro zá sá ra . Is m e re te s ,  hogy 

az u n . h a s o n ló s á g i t r a n s z fo rm á c ió k  nem v á l t o z t a t já k  meg a m á tr ix o k  s a já t -  

é r t é k e i t ,  te h á t  p l .  az A m x  m -e s  m á t r ix  és a CAC~^ (C m x  m -e s  nem 

s z in g u lá r is  m á tr ix )  t r a n s z fo r m á lt  m á t r ix  va la m e n n y i s a já t é r t é k e i  re n d re  

m egegyeznek.

Is m e re te s  to v á b b á , h o g y  t r i a n g u lá r i s  m á tr ix  s a já t é r t é k e i  megegyeznek a 

m á t r ix  fő á t ló já b a n  lé v ő  e le m e k k e l.

E l já rá s u n k  abban á l l ,  hogy az a d o t t  A m á t r ix o t  h a s o n ló s á g i t ra n s z fo rm á 

c ió k  s e g its é g é v e l t r ia n g u lá r i s s á  v á l t o z t a t j u k ,  hogy ig y  a s a já té r té k e k h e z  

h o z z á ju th a s s u n k . E z t m-1 lé p é s b e n  fo g ju k  v é g r e h a j ta n i .  Az 1 . lépésbe n  

úgy a k a r ju k  a C-̂  m á t r ix o t  m e g v á la s z ta n i,  hogy a C ^A C ^ m á t r ix  e ls ő  

o s z lo p á b a n  az e ls ő  e lem  k iv é t e lé v e l  csupa 0 á l l j o n ,  s . i . t .  A p - i k  l é 

pésben úgy a k a r ju k  m e g v á la s z ta n i a t ra n s z fo rm á ló  m á t r ix o t ,  hogy a

C C T . . .С ,А С Г ^ .. . C ~ \  C“ ^ m á t r ix  p - i k  osz lopáb an  lé v ő  f ő á t l ó  a l a t t i  e le -  p p -1  1 1 p -1  p
mek va la m e n n y ie n  O -sá  v á l ja n a k .  Term észe tesen  a már e l im in á l t  f ő á t ló  a la t 

t i  e lem eknek nem szabad v á l t o z n io k .  Ez az e l já r á s  az m - l - i k  lé pésbe n  egy 

t r i a n g u lá r i s  m á tr ix h o z  v e z e t ,  m e lynek  fő á t ló já b a n  az e r e d e t i  m á t r ix  v a la 

m ennyi s a já té r té k é t  m e g ta lá lh a t ju k .

F e la d a tu n k  te h á t  abban á l l ,  ho g y  a lk a lm a s  l p = l , . . . ,m - l )  m á tr ix o k a t

t a l á l j u n k ,  m e ly e k k e l a szükséges t ra n s z fo rm á c ió k  v é g re h a jth a tó k .

K e re s s ü k  C - t  a
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(p )

1

о

О

a la k b a n , a h o l x - , , . . . , x ___ a’ 1• ’ m—p

to v á b b ia k b a n  m eghatározandó 

m ennyiségek.

Cp in v e rz e  ig e n  egysze rűen  megadható a k ö v e tk e z ő  a la k b a n :

(p )

1 0

, - l 0 -X.m-p

-x1 0

az x i» * * * » x m_p m enny iségeke t úgy k e l l  m e g vá la sz ta n u n k , h o g y  a t r a n s z f o r 

m áció e lv é g z é s e  u tá n  n y e r t  A^p+^  m á t r ix  p - i k  osz lo p á b a n  a f ő á t ló  a l a t t i  

e lem ek va la m e n n y ie n  O -s a l le g y e n e k  e g y e n lő k , v a g y is  meg k e l l  o ld a n u n k  az

f d<2> = V a
(p + 1 )

p
= a (p )

'Ó+P.P
+ a (P )

P tP V p -•p-3+1

m-p

-  S  x e *  ap ! i +i - e  • -  0
l Sfl

( j  —I  » • • • * m—p )

m-p is m e re t le n e s  m ásodfokú e g y e n le t re n d s z e r t .  E z t a N ew ton-R aphson-m ódszer 

s e g í ts é g é v e l t e h e t jü k  meg. Az e g y e n le tre n d s z e r  m ego ldására  s z o lg á ló

: M  = X M  .  j - 1  
-  a .h

p ( x M  )
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(F  (x ) =

f 1 (x ) \
) i t e r á c ió  v é g re h a jtá s á h o z

szükséges J a c o b i - f é le  m á t r ix  e le m e it  a

J ű.h
9  f

9 Xh
i  = J m - p - j+ l ,h ( a (p )

P .P

m-p

- s
<=1

3(p )
p ,m + l-£ X / ) -

-  a(p ) -  a (p ) Xj+ p f m + l-h  p ,m + l-h  * m -p - j+ 1

( j  =1 $ • • • t m—p )

( h = l , . . . ,m-p) k é p le t  s e g íts é g é v e l a d h a t ju k  meg ( cT a K ro n e c k e r - fé le  

s z im b ó lu m ).

Az i t e r á c ió  v é g re h a jtá s á h o z  kezdő k ö z e l i t é s k é n t  az x j° ^  = . . .  = x ^ °p  = 0 

é r té k e k e t  v e h e t jü k .

E d d ig i m eggondo lása ink  a la p já n

(p+1) _ ( p )  _
ap ,P  -  ap ,P

m-p

s a (p )
p , m+1- i Éppen az

e r e d e t i  m á tr ix n a k  e g y ik  s a já té r té k e .

Az A^p+1  ̂ = C A^p  ̂ C“ 1 m á tr ix  t ö b b i  e le m e it  az a lá b b i t r a n s z fo rm á c ió s  
P P

k é p le te k b ő l n y e r jü k :

a (p + l) _ a (p )
P » ^ P

( = p + l , . . .  ,m)

a (p + l)  _ a ( p )  + 
ai , I  -  a l , £  +

аЫ
av , l V - i + i ( i.—.p+11 • • • I ro) 

(^=p+l# • tm)
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p > 1 e se té n

( L - l I • • • y ш)

U  < p )

f • • • »

Az A m X m -e s  m á t r ix  összes s a já té r té k é n e k  m eghatározása  te h á t  egy 

m-1 is m e re t le n e s ,  egy m-2 is m e re t le n e s ,  s . i . t .  egy 2 is m e re t le n e s  má

s o d fo kú  e g y e n le tre n d s z e r ,  s v é g ü l egy m ásodfokú e g y e n le t m ego ldásá t k iv á n ja  

meg. Kom plex a r i tm e t ik a  n é lk ü l  ezeknek cs a k  v a ló s  m e g o ld á s a it  k a p h a t ju k  

meg (ha i ly e n e k  lé te z n e k )  a N ew ton-R aphson-m ódszer s e g í ts é g é v e l.

Az e l já r á s  p ro g ra m ja  az U ra l- 2  e le k t r o n ik u s  szám ológépre  k é s z ü l t  EFT 

a u tó kó d b a n .

The p a p e r d e a ls  w i t h  th e  d e te rm in a t io n  o f  th e  e ig e n v a lu e s  o f  m a tr ic e s .

The m ethod c o n s is ts  in  th e  t r a n s fo r m a t io n  o f  th e  g iv e n  m a t r ix  w i th  th e  

a id  o f  s i m i l a r i t y  t ra n s fo rm a t io n s  t o  a t r i a n g u la r  m a t r ix  in  whose d ia g o n a l 

th e  e ig e n v a lu e s  sough t f o r  can be fo u n d .  The s o lu t io n s  o f  th e  q u a d ra t ic  

e q u a tio n  sys tem s re q u ir e d  f o r  th e  d e te rm in a t io n  o f  th e  m a tr ic e s  o f  th e  

t r a n s fo r m a t io n s  can be o b ta in e d  b y  th e  Newton-Raphson m e thod .

S_u_m_m_a _ r_ y
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Р_е_з_ю_м_е

Статья занимается вычислением собственны х значений матриц. Существо метода 

состоит в превращении данной матрицы преобразованием подобия в тр е у го л ь 

ную, в диагонале ко то р о й  находятся искомые собственные значения. Решения 

систём квадратных уравнений , необходимых для определения матриц преобра

зований, получаются методом Нютона-Рафсона.
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Bakó A n d rá s :

A le g rö v id e b b  u t  m eghatározása  ve sz te sé g e s  h á ló z a tb a n

A le g rö v id e b b  u t  p ro b lé m á t F o rd  és F u lk e rs o n  C l l  h á lő e la é le t i  m ó d s z e rre l 

o ld ja  meg. A f e la d a t  egy á l t a lá n o s í tá s á r a  -  i d ő t ő l  fü g g ő  e lh u s s z a k k a l b í 

r ó  h á ló z a t r a  -  Cooke és H o lse y  [2 ]  ad a lg o r i tm u s t  d in a m ik u s  p ro g ra m o zá s i 

m ódsze rt k ö v e tv e .  K la fs z k y  E m il £з] a F o rd -F u lk e rs o n  f é l e  fo lyam m ódsze r 

s e g í ts é g é v e l egy rö v id e b b  e l j á r á s t  i r  l e ,  am ely az u t  h o sszá n  k i v ü l  a 

le g rö v id e b b  ú tv o n a la t  i s  m egad ja . A le g rö v id e b b  u t  egy m á s ik  -  a d o lg o z a t -  

ban s z e re p lő  -  á l t a lá n o s i t á s á t  Charnes és R a ik e  M  l i n e á r i s  p ro g ra m o zá s i 

m ó d s z e rre l o ld ja  meg. Ez a p ro b lém a  m ego ldha tó  a F o rd -F u lk e rs o n  f é le  e l 

já r á s s a l  a K la fs z k y  E m il á l t a l  l e i r t  g o n d o la tm e n e th e z  h a s o n ló a n .

A d o lg o z a tb a n  a p ro b lé m á t úgy o ld ju k  meg, hogy a fe la d a th o z  egy d u á l is  

f e la d a t o t  re n d e lü n k .  Az e r e d e t i  és a d u á l is  f e la d a t  m e g o ld á sa i k ö z ö t t i  

k a p c s o la to t  egy D u a l i t á s i  t é te lb e n  fo g a lm a z z u k  meg. A t é t e l  b iz o n y í tá s a  

e g y ú t ta l  a lg o r i tm u s t  i s  ad m ind a p r im á l,  m ind a d u á l f e la d a t  m ego ldásá ra .

1 . Legyen N véges sok p o n tb ó l á l l ó  h a lm a z . J e lö l jü k  N p o n t j a i t  l a t i n  

k is b e tű k k e l .  N evezzük x ,y e  N x  ^ у p o n to k a t ö ssze kö tő  s z a k a s z t a h á ló 

z a t  é lé n e k  és j e l ö l j ü k  az x  p o n tb ó l az у p o n tb a  f u t ó  é le t  ( x , y ) - n a l .

Legyen s £ N  és s ’ c  N k é t  r ö g z i t e t t  p o n t ja  a h á ló z a tn a k , az s N 

p o n to t  fo r r á s n a k ,  az s ’ £  Я p o n to t  n y e lő n e k  neve zzü k . J e l ö l j e  

<v“ ( x , y )  x , j £ N  az egységny i á ru  s z á l l i t á s i  k ö l ts é g é t  az x  p o n tb ó l az 

у p o n tb a . A s z á l l i t á s  közben az ( x , y )  é le n  az á ru  v é s z i t  a s ú ly á b ó l.

Ha az x  p o n tb ó l e gységn y i á r u t  s z á l l í t u n k ,  úgy az у p o n tb a  K (x ,y )  

m ennyiség é r k e z ik .  íg y  az e g ysé g n y i á ru  sú lycsö kke n é se  az x  p o n tb ó l az
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y pon tb a  v a ló  s z á l l í t á s  közben 1 - K ( x , y ) .

A Y " ( x ,y ) és K ( x , y )  függvén ye lc re  a k ö v e tk e z ő  r e lá c ió k  t e l je s ü lé s é t  

k ö v e te l jü k  meg.

rcx,y) г о mind x,y e N
= frO ha az (x,y) élen nem lehet szállítani

ü kK(x,y) é  1 mind X ,y e. N

A fe lh a s z n á ló n a k  az  s p on tba n  k o r lá t la n  m enny iségű  á ru  á l l  re n d e lk e z é 

s é re , és az a c é l j a ,  hogy az s* pon tban  b e é rk e z ő  egységny i á r u t  m in im á lis  

k ö l ts é g g e l s z á l l í t s a ,  f ig y e le m b e  véve  az é le k e n  a s ú ly c s ö k k e n é s t.

Legyen P = (s  = x o , x 1 , . . .  , x (,= s ’ ) egy az s p o n tb ó l az s ’ p o n tb a  ve ze 

tő  u t .  J e lö l jü k  X ( x ^ ) - v e l  az s -b ő l in d u ló  e g ysé g n y i á ru  s z á l l í t á s i  

k ö l ts é g é t  a P u t  m inden az x^ p o n t ig ,  y C x ^ - v e l  az s - b ő l  in d u ló  

egységn y i á ru  m e n n y is é g é t a P u t  mentén az x.^ p o n tb a n . Ezen fü g g v é 

n y e k e t n y i lv á n v a ló a n  a k ö v e tk e z ő  r e k u r z ió k k a l  a d h a t ju k  meg:

A ( x q ) = 0

Л ( х ± ) = Л ( х 1_1 ) + У ( х 1_1 ) '  y t x 1 _1 ,x i ) i  = 1 , 2 , . . . ,  n
/ 1.2/

V ( x o ) = 1

VCxt ) = V ( x i _1 ) • К  ( x i _1 , x . )  i  = 1 , 2 , . . . ,  n

A f e la d a t  m e g h a tá ro zn i a z t  a P u t a t ,  a m e ly re

/ 1 . 3 /  - - ( -g- J. m in im á lis
V ( s ’ )

a zaz ,  amely m entén s z á l l í t v a  az s* p o n tb a  é rk e z ő  egységn y i mennyiségre
eső s z á l l í t á s i  k ö l t s é g  m in im á l is .
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Ahhoz, hogy a f e la d a to t  m e g o ld ju k , az e lő b b i  un . p r ím á i fe la d a th o z  egy 

d u á l f e la d a t o t  re n d e lü n k .

A fe la d a t  d u á lis á h o z  a k ö v e tk e z ő  g a zd a sá g i s z e m lé le t te l  ju tu n k :  A s z á l l í t á s t  

egy s z á l l í t ó  i s  v é g e z h e t i,  a k i a h á ló z a t  m indenegyes x g N  p o n tjá b a n  meg

a d ja  a z t a y u (x )  á r a t ,  a m e n n y ié rt az x  pon tban  e g y s é g n y i á r u t  ad a 

fe lh a s z n á ló n a k .  Ahhoz, hogy a fe lh a s z n á ló  vegyen á ru t  az y  p o n tb a n , a 

^ u (y )  á ru n a k  o lcsó b b n a k  k e l l  l e n n i ,  m in th a  maga s z á l l í t a n á  egy m á s ik , x  

p o n tb ó l.  Ez az ( x , y )  é le t  f ig y e le m b e  véve  a z t j e l e n t i ,  hogy

« ( y )  à
'  K ( x ,y )

A s z á l l í t ó n a k  az a c é l j a ,  hogy a h a s z n á t,  azaz a ^ u ( s ’ ) é r té k e t  m a x im a li

z á l ja .

A d u á l is  f e la d a t  az e lő b b ie k  a la p já n  a kö ve tke ző ké p p  fo g a lm a z h a tó  meg: 

H a tá ro zzu k  meg a zo ka t a ^ u ( x ) ^ 0  x £ N  á r a k a t ,  am elyek e le g e t  te s z n e k  a 

/u (  s) = 0

/ 1 Л /  K ( x ,y )  *^ u (y )  -  / u ( x ) é  ^ f ( x , y )  x , y £ N

f e l t é t e le k n e k  és a

/ 1 . 5 /  ^ u ( s ’ ) m a x im á lis

A d u á l f e la d a t  le h e ts é g e s  m egoldásának nevezzük azon ^ u ( x )  x€ W  é r té k e k e t ,  

am elyek e le g e t  te s z n e k  / 1 . 4 /  f e l t é t e le k n e k .

A d u á l is  fe la d a tn a k  van le h e ts é g e s  m ego ldása , p é ld á u l ^ u (x )  = 0  x ê I Î ,  

m ert k i e l é g í t i  az / 1 . 4 /  f e l t é t e l e k e t .

Az a lá b b i t é t e l  b iz o n y í tá s a  k o n s t r u k t iv ,  ig y  egyben a lg o r i tm u s t  i s  s z o lg á l 

t a t  az / 1 . 3 /  f e la d a t  m ego ldásá ra .
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T é te l :

Legyen А  ̂ V > a z  / 1 . 2 /  r e lá c ió v a l  m egadott fü g g v é n y . 

Elekor

min - -A = max / u ( s ’ )
p V ( s ’ ) '

a h o l a minimum az s -b Ő l az s ’ -b e  v e z e tő  u ta k r a ,  a maximum az / 1 .4 / - n e k  

e le g e t te v ő  ^ u (x ^ )  á ra k ra  é r te n d ő .

2 . A t é t e l  b iz o n y í tá s á n á l f e lh a s z n á l ju k  az a lá b b i  lem m át, am e ly  a p r im á l 

és a d u á l fe la d a t  le h e ts é g e s  m e g o ld á sa i k ö z ö t t i  k a p c s o la to t  m u ta t ja .

Lemma;

T e ts z ő le g e s  P u t  és ^ u (x )  x £ N  le h e ts é g e s  m egoldás ese tén

A ■> ^  ,u (s ’ )
W ( s ’ ) 7

B iz o n y í tá s  :

i - r e  vona tkozó  t e l j e s  in d u k c ió v a l m e g m u ta tju k , hogy  egy P u t  m inden 

x ^  p o n t já ra  t e l j e s ü l  a

/ 2 .1/ * < * i >

V ( x i )
( x ^

e g y e n lő t le n s é g .

i= 0  ese tben  x = s ,  ig y  a A ^ V ^ ^  d e f in í c ió já b ó l  k a p ju k

M j ú

V ( s )
/u (  s)

Tegyük f e l ,  hogy i - 1  - r e  f e n n á l l  a / 2 . 1 /  e g y e n lő t le n s é g ,  azaz
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V ( x i - 1 )

л / i ( x L_ i )

az / 1 . 4 /  f e l t é t e l t  fe lh a s z n á lv a

V ^ i - i )
-  K (x i _1 , X i ) - / «  ( x L) V" K - l ' V

e g y e n lő t le n s é g e t  k a p ju k ,  á tre n d e z v e  / 1 . 2 /  m ia t t

Л ( x ^ )  ^  V (Xj_) . yU ( x i )

a la k h o z  ju tu n k ,  a m e lly e l a lem m át b e b iz o n y í to t tu k .

A lemma m ia t t ,  ha ta lá lu n k  o ly  P u ta t ,  és o ly  / 1 . 4 / - e t  k ie lé g í t ő  

^ u (x )  á r u k a t ,  am ely  mentén a / 2 . 1 /  e g y e n lő s é g g e l á l l  fe n n  m inden ï . ê P 

e s e té n , a k k o r a szükségképpen a p r ím á i fe la d a t  m inim um át i l l .  a d u á l f e l 

a d a t maximumát k a p ju k .

A t é t e l  b iz o n y í tá s a :

Tegyük f e l ,  hogy a ^ u (x ^ )  fü g g v é n y  o ly a n , hogy ^ u ( s ’ ) m a x im á lis . 

S o r o l ju k  az N p o n t j a i t  k é t  ha lm azba : S-be és S’ -b e .

Legyen

a .  /  s € S

b .  /  X £ S , ha van o ly a n  y  € S, hogy ( x ^ , y ) - r a  / 1 . 4 /  e g ye n lő 

sé g g e l t e l j e s ü l .

J e lö l j ü k :  S* = N -  S .

Ha s ’ 6 S, a ltk o r m e g h a tá ro z tu k  a z t  a P u t a t ,  am ely mentén / 2 . 1 /  egyen

lő s é g g e l t e l j e s ü l .

Ha s '  S’ , úgy

K (x ,y )«  / u ( y )  -  / u ( x )  < f  ( x , y )
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XG S 
y £ S ’

/  + / u ( x )  _ ( ) ) >  0
I K ( x , y )  '  1

A ^ u (x )  fü g g v é n y b ő l az £- s e g í ts é g é v e l k o n s t ru á lu n k  egy u.j " á r "  fü g g v é n y t 

a kö ve tke ző ké p p :

/u ( x )

^ u (x )

X £ S 

+ £. X £ S»

M e g m u ta tju k , hogy a z  ig y  k o n s t r u á l t  ^u (x ) fü g g v é n y  k i e l é g í t i  az / 1 . 4 /  

f e l t é t e le k e t :

/ u ( s )  = /u ( s )  = 0

A K (x ,y )  y u (y )  -  y u ( x ) £ í ( x , y )  f e l t é t e l  t e l j e s ü lé s é t  az a lá b b i 4 e s e t

ben k e l l  m eg m u ta tn i:

a. / xíS, y£ S esetben ^u(x) = ^u(x),. igy az /1.4/ feltétel teljesül.
b. / X £ S, y £ S ’ esetben

K ( x , y ) - / « ( y )  -  / ü ( x )  = К ( x , y ) [ y u , ( y )  + £ ]  -  ^ u (x )  £ 

é K { x , 7 ) [ / * ( y )  + f [ X g ^ C'X ] -  / ч Ы ]  -  / u ( x )  = )f ( x , y )

c. / x Ê S ’, y£ S esetben

K(x,y) */й(у) -/й(х) = K(x,y)yu(y) -/u(x) - £ X

Í K(x,y)yu(y) -^(x) é Jf (x,y)
d. / X e S’ , y e s ’ esetében
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K( x , y ) y ü ( y )  - у й ( х )  = K ( x ,y )  [y u (y )  +<£] - / u ( x )  -  £  =

= K ( x , y ) y u ( y )  - / u ( x )  —<£ [ l  — K( x , y ) J  é K ( x , y ) y u ( y )  - / u ( x )  J

ÿ u H  > /m I  ) ,

’ / 4  ' )

3 . Л f e n t ie k e t  egy nu m e riku s  p é ld á n  i l l u s z t r á l j u k .

T e k in ts ü k  a k ö v e tk e z ő  h á ló z a to t :

a h o l az é l r e  i r t  e ls ő  szám a s z á l l í t á s i  e g y s é g k ö lts é g e t (a  ) f  é r t é k e t ) ,  

a m ásod ik szám az é lv e s z te s é g e t (а  к  é r t é k e t )  j e l e n t i .  H a tá ro z z u k  meg 

a/4- З /  f e l t é t e le k n e k  e le g e t te v ő  u ta t  a p,, p o n tb ó l a p q p o n tb a .

I .  lé p é s  S =

P _p 1+0
F1 d. 1 /2 w — £i Iil-i~ri

-V------

II
<4J

P ^ p
e se tén

2+0 tiОIt

Л *6 1 /2

Az u j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to k n á l 2 .

A lé p é s e k n é l f e l r a j z o l j u k  a h á ló z a to t  b e k e re te z é s s e l m e g je lö lv e  az S-be 

b e je lö l t  p o n to t :
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I I ,  lépés ( Pl *  P2^

e s e té n

2+0
T72

2+2
475

- 2 * 2  — ► min

-  2 = 15

- 2  = 3

U/j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to k n á l 4-.

I I I ,  lé p é s í  P, P „ F - }1 1  2 о J

3+2 -  4- = 13 \
P2 - P3 2 /7

2+2

P2 ^ P5 4-/5

e s e té n 2+4- 00II1

P6 P5
1 /2

1+4- -  4- = 11

p6 _> P7
1 /3

U j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to k n á l 5 .

IV .  lé p é s  S = jP-^ P2

M
i-

1 
М

ы
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5+2
-  5 = 12 1? 2 —  P3 2 /7

2+5
- 5 - l Í -P5 ^  P4 З А

P5 ~ * P8
e se té n 4+5 -  5 = 131 /2

P6 P7
1+4 -  5 = 101 /3

m in !

U j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to k n á l

V . lé p é s : { T l  P;, P4  P , P6 }

3+2
-  9 ^  = 8 1P2 P3 1 /7

4+5

C\JfrA
0ЭIt

h
K

n
CT'1

P5 P8 1 /2
e se té n

P6 “ *■ P7
1+4 Q 1 Ц 2

-  9 3  = 5 51 /3

P4 - P9 2+95 q 1 c 1
“ 3 7 4 -  9 5  -  5 -9

min

- i
U j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to ko n  1 5 .

V I .  lé p é s { 4  P2 P4 P5 P6 p7 )

3+2 -  15 _ 2 ~  “  ^ 2P2 P3 2 /7

P5 P8
4+5
1 /2 -  15 -  3

e se té n

P7 P8
4+15

^ 7 3 -  15 = «  J

p4 - p 9 2+93
-  15

1
“ 3 7 Г = 9

P o te n c iá lé r té k  a Pg pon tban  15 ^  •

min
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E gységny i á ru  s z á l l í t á s i  k ö lts é g e  a ú tv o n a lo n  m in im á lis :

@ --------------® -----------< § )

© ----------- - ф

fí>--------------<§)------------ ®

Iro d a lo m

1 .  /  L .R .F o rd  and D .R .F u lk e rs o n , "M ax im a l F low  T ro u g h t a N e tw o rk "

C anad ian  J .  Math» 8 .  339-4-04- /1 9 5 6 /

2 .  /  K .L .Cooke and E .H a ls e y : The S h o r te s t  R ou te  T ro u g h t a N e tw o rk  w i th

Tim e Dependent In te r n o d a l  T r a n s i t  T im es J .M a th .A n a l.A p p l.

14-, 4-93-498 /1 9 6 6 /

3 .  /  K la fs z k y  E . :  L e g rö v id e b b  u t  m eghatározása  id ő t ő l  fü g g ő  é lh o s s z a k k a l

b i r ó  h á ló z a tb a n . MTA SzK Közlem ények 3 , 29 -35  /1 9 6 8 /

4 .  /  A .Charnes and W .M .R a ike : O ne-pass A lg o r ith m s  f o r  some G e n e ra liz e d

N e tw o rk  P ro b le m s . O p e ra tio n s  R esea rch  14 , 914 -924  /1 9 6 6 / .

_S_u_m_m_a_r_y_

The s h o r te s t  p a th  p ro b le m  i s  s o lv e d  by F o rd  and F u lk e rs o n  [ l ]  by means 

o f  th e  ne tw ork  m e thod . F o r th e  g e n e r a l iz a t io n  o f  th e  p ro b le m  -  in  th e  

case  o f  n e tw o rk  h a v in g  edge le n g th s  depen d ing  on th e  t im e  -  Cooke and 

H o ls e y  [2 }  re n d e r  a lg o r i th m  w h i le  f o l lo w in g  th e  m ethod o f  d in a m ic  

p rogram m ing . E .K la fs z k y  [З ]  a p p ly in g  th e  f lo w  m ethod o f  F o rd  and F u lk e rs o n  

g iv e s  a s h o r te r  p ro c e d u re  d e l iv e r in g  th e  s h o r te s t  p a th  in  a d d i t io n  t o  th e  

le n g th  o f  th e  p a th .  An-other g e n e r a l is a t io n  d e s c r ib e d  in  t h i s  p a p e r i s
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p e rfo rm e d  by C harnes and R a ike  [ 4 ]  by means o f  l i n e a r  p ro g ra m m in g . T ha t 

g e n e r a l iz a t io n  can be s o lv e d  by means o f  th e  F ord  and F u lk e r s o n 's  p ro c e d u re  

s im i la r  t o  th e  way d e s c r ib e d  by  K la fs z k y .

The p ro b le m  in  t h i s  p a p e r i s  s o lv e d  by a s s in in g  a d u a l p ro b le m  t o  th e  

o r i g i n a l  one . We d e s c r ib e  th e  r e la t i o n  beetween th e  o r i g i n a l  and th e  d u a l 

p ro b le m  in  a d u a l i t y  th e o re m . The p ro o f  o f  th e  theo rem  g iv e s  an a lg o r i th m  

f o r  s o lv in g  o f  b o th  th e  p r im a l an d u a l p ro b le m  as w e l l .

Р е з ю м е

Проблему наикратчайш его пути  Форд и Фулькерсон [ í ]  рещают методом теории 
с е т о к .
Об-общение зад ачи - для се тки  имеющей рёбра завксяииеся от времени -  Сееке 
и Холвсей [2 ] рещают алгорифмом использующим метод динам ического програм 
мирования. Клафски Эмил [3 ]  описывает боляе короткий  процесс используя 
метод п о т о к о е  Ф орда-Ф улькерсона, который задаёт не только  длину п у т и , а 
наикратчайший п у т ь .
Д ругое  обобщение наикратчайщ его пути  -  которое  находится в настоящей 
ста тье  -  Чарнес и Рейльс [4 ]  решают методом линейного программирования. 
Эту проблему можно решать с процессом Форда-Фулькерсона ходом мыслей, 
похожим на описанный Клафски Эмилом.
П настоящей ста тье  мы решаем эту  проблему с двойственной задачей. Связь 
между прямой и двойственной задачами сформулируем в одной теореме д в о й ст
в енн ости . Д оказательство  теоремы одновременно задаёт и алгорифм для р е 
шения и прямой и двойственной задачи .
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Sormevend G yörgy:

M egjegyzések a d i f f e r e n c iá l  .já té ko k  e g y s z e rű  t í p u s a i r ó l .

Ezen je g yze tb e n  a d i f f e r e n c iá l  já té k o k  néhány s p e c iá l is  p ro b lé m á já v a l fo g 

la lk o z u n k .

E lő s z ö r  v iz s g á l ju k  a k ö v e tk e z ő  ü ld ö z é s i f e la d a t o t .

Egy К k ö r la p o n  m ozoghat az ü ld ö z ő ,  a H h a tá r o ló  k ö rv o n a lo n  az ü ld ö z ö t t ,  

m in d k e ttő jü k  a b s z o lú t  é rté k b e n  m a x im á lis  sebessége 1 .

A fe la d a t  »m egha tá rozn i m in d ké t r é s z r ő l  az o p t im á l is  v is e lk e d é s m ó d o t. A lább  

egy  i l y e t  adunk meg ( t ö k é le te s e n  jó  e redm ényt adva [ 6 ^ - b o n ) .

I l y e n  t ip u s u  fe la d a to k k a l  töb b e n  f o g la lk o z ta k .

A le g á lta lá n o s a b b  m ódsze rt d i f f e r e n c iá l já t é k o k r a  (ü ld ö z é s  e se tébe n ) 

P o n t r ja g in  ( I ]  i l l .  l i n e á r i s  já té k o k k a l  [2 -4 1  c ik k é b e n  a d o t t .  B á tra n  á l l i t -  

h a t ju k ,  hogy m ódszere és e c ik k  k é t  a la p té te le  a d i f f e r e n c iá l  já té k o k  e lm é

le té n e k  fo n to s  e le m e it  a lk o t já k .

M égis a f e n t i  e g y s z e rű  fe la d a t  e lem zése so rán  m e g m u ta tju k , hogy az [1 ] 

c ik k  a la p fe l te v é s e i  ese tébe n  nem te l je s ü ln e k  és ig y  to v á b b i k u ta tá s r a  van 

szükség  és le h e tő s é g  e f e la d a t t ip u s  v iz s g á la tá n á l .

E lő s z ö r  i s  je g y e z z ü k  meg, hogy a f e n t i  f e la d a t  á l la p o t t e r e  nem egy t e l j e s  

e n k l id e s i  t é r ,  hanem egy h a tá r r a l  re n d e lk e z ő  d i f f e r e n c iá lh a t ó  sokaság : a 

k ö r la p  és a k ö rv o n a l d i r e k t  s z o rz a ta  (H enge r, m e lynek a la p  és f e d ő la p ja i  

" a z o n o s itv a "  van (ö s s z e ra g a s z tv a  az egy m agasságvonalon fe k v ő  p o n tp á ro k ) .  

H abár az [1 ] i l l .  [4 ]  c ik k b e n  á l la p o t t é r k é n t  a t e l j e s  e n k l id e s i  t é r  sze 

r e p e l ,  könnyen e l le n ő r iz h e t jü k ,  hogy  az o t t  m e g a d o tt módszer á tv ih e tő  t e t 

s z ő le g e s  d i f f e r e n c iá lh a t ó  sokaságon v e t t  d i f f e r e n c iá l j á t é k  e s e té re ,  h is z e n  

a meggondolások " l o k á l i s "  je l le g ű e k .

B evezetve  а К x  L  = R sokaságon egy te rm é s z e te s  k o o rd in á ta  re n d s z e r t  a 

játék e g y e n le te i
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X = u I u |í= 1
z = v  IV I ^  1

(K = 

L =

2 2 x^ + X 2

0 - z < 1

M  : и„X = z

A t e r m in á l is  ha lm az M a h e n g e rp a lá s t  egy c s a v a rv o n a la . M iv e l M nem 

ko n v e x  a M  c ik k  módszere k ö z v e t le n ü l  nem a lk a lm a z h a tó . (E lk é p z e lh e tő ,  

hogy e m ódsze rt le h e t  úgy á l t a lá n o s í t a n i  -  az a l te r n á ló  ö ssze g  m űve le t 

nem ko n ve x  ha lm azokra  v a ló  á l t a lá n o s í tá s á v a l  -  hogy á l t a l a  fe la d a tu n k  k e 

z e lh e tő  le s z ,  m ost e z z e l nem fo g la lk o z u n k . )  V iz s g á l ju k  m ost az [ l ]  c ik k  

m ódszerének a lk a lm a z h a tó s á g á t.

A Y  v e k to r fü g g v é n y re  v o n a tko zó  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  je le n  ese tben  

(a  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  h e ly t ő l  fü g g e t le n )  Y  = 0 ,  e z é r t  az o p t im á l is  

mozgásoknak egyenesvona luaknak k e l le n e  le n n i .  u ( t ) - t  i l l .  v ( t ) - t  az ha 

tá ro z z a  meg, hogy

i l l e t v e

u ( t )  á / 12 m a x im á lis  [ Y ^  2 = Y ^ ,  Y 2 )

v ( t ) m in im á lis  Y ^  = Y  ̂

abban az e s e tb e n , ha p l .  Y ^ = 0 a v ( t ) m e g h a tá ro z a t la n .

A Y  - k  az M -re  m erő leges v e k to r o k .  Egy á b ra  f e l r a jz o lá s á v a l  könnyen 

lá t h a t ó ,  hogy Y  -  0 o ly a n  k i i n d u lá s i  h e ly z e th e z  t a r t o z ó k ,  m e lyn é l az 

ü ld ö z ő  és ü ld ö z ö t t  ö ss z e k ö tő  egyenese átm egy a k ö rk ö z é p p o n to n . A v ( t )  

i l y e n  h a tá ro z a t la n s á g a  m ia t t  az S sokaság nem s z e rk e s z th e tő  meg. A mód

s z e r t  le h e tn e  m e n te n i a z á l t a l ,  hogy az S sokaság m egsze rkesz tésé hez  nem 

az ö ssze s  le h e ts é g e s  Y  - t  h a s z n á lju k .  Az 5 és 6 f e l t é t e l e k  b iz to s í tá s á h o z  

p l .  \ Y  ^  k e l le n e  m e g k ö v e te ln i.  Azonban m indenképpen b a j van a

Y j  = 0 e s e t t e l :  ahhoz, hogy az S - r ő l  v a ló  w le k é p e z é s  k ia d ja  az 

egész В- t ,  szükséges , hogy b e v o n ju k  e z t az e s e te t  i s ,  m á rp e d ig  fe n n á l lá s a 

k o r  v ( t )  nem le h e t  úgy d e f i n i á l n i ,  hogy az a la p v e tő  1 f e l t é t e l  f e n n á l l jo n .
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Az a lá b b ia kb a n  megadunk egy s t r a t é g iá t ,  m ely vé g e s  id ő  a l a t t  b e fe je z i  a 

já t é k o t .  Más m ódszer k e l l  t e h á t !

Ez az eredmény é rd e k e s ; u g y a n is  abban az e s e tb e n , ha az ü ld ö z ö t t  i s  az 

egész К kö rö n  b e lü l  mozoghat is m e r t  ( B e s ic o v i t z  egy e redm énye ), hogy az 

ü ld ö z ö t t  v é g te le n  h o sszú  id e ig  k i t é r h e t  az e lk a p á s  e lő l  ( l d .  L i t t le w o o d  : 

M a th e m a tica l M is c e l la n y  az ő s t r a té g iá já n a k  lé n y e g e ,  hogy p á ly á ja  ö ssze 

gükben v é g te le n  h o s s z ú  egyenes s z a k a szo kb ó l á l l ,  m e lye ke t úgy v á la s z t  meg 

d is z k r é t  id ő p i l la n a to k b a n ,  hogy ir á n y u k  m e rő le g e s  le g y e n  ő és ü ld ö z ő je  ősz 

s z e k ö tő  egyenesére és ha ez az egyenes nem megy á t  a k ö rk ö z é p p o n to n , a k k o r 

a k o rk ö z é p p o n to t ta r ta lm a z ó  o ld a lá r a  m u ta sso n ).

Ha te h á t  az ü ld ö z ö t t  számára van  egy k ö r ,  am elyen  b e lü l  m ozogha t, a k k o r 

ü ld ö z ő je  (u g ya n a kko ra  m a x im á lis  se b e ssé g g e l) nem tu d ja  m e g fo g n i, ig y  p l .  

a k á rm ily e n  k is  k ö rg y ű rű  e lé g  a m egm eneküléshez.

A d ju k  most meg az e lfo g á s  s t r a t é g i á j á t .  E lő s z ö r  i s  menjen az ü ld ö z ő  a k ö r  

k ö z é p p o n tjá b a , e z u tá n  mozogjon ú g y , hogy ö s s z e k ö tő  egyenesük á lla n d ó a n  

á tm e n je n  a k ö r  k ö z é p p o n t já n .  Ha e m e l le t t  az ü ld ö z ö t t  m a x im á lis  sebességge l 

e g y irá n yb a n  h a la d ,  a k k o r az ü ld ö z ő  p á ly á ja  egy î f  suga ru  f é l k ö r ,  m ely a 

k i in d u lá s h o z  t a r t o z ó  ö ssze kö tő  e gyene s t a kö zé p p o n tb a n  é r i n t i  (a  középpo n t 

és k e r ü le t i  szögek t é t e l e ) .

Ha az ü ld ö z ö t t  e g y irá n y b a n  m a x im á lis  sebesség ge l f u t ,  a k k o r az e lfo g á s a  
' f f /

H  id ő  után k ö v e tk e z ik  be . Ha közben  i r á n y t  v á l t o z t a t  (m a x im á lis  sebessé

g é t t a r t v a ) ,  a k k o r  s z im m e tr ia  o k o k b ó l (ö s s z e k ö tő  egyenes m in d ig  átm egy a 

k ö r  középpon tjáu l) az e lfo g á s  ugya n a n n y i id ő  a l a t t  b e k ö v e tk e z ik .  Ha k is e b b  

sebességge l h a la d ,  a k k o r az ü ld ö z ő n e k  m ódjában van  (a s z im m e tr ik u s  h e ly z e 

t e t  á lla n d ó a n  fe n n ta r t v a )  ugyanazon id ő  a l a t t  még e lőnyösebb  (k ö z e le b b i)  

p o z ic ió t  e l f o g l a l n i .  V a ló s z ín ű n e k  l á t s z i k ,  ho g y  ez az ü ld ö z ő  r é s z é r ő l  i s  

o p t im á l is  s t r a té g ia  (azaz n y e re g p o n t)  azonban nem s z im m e tr ik u s  ese tben  

e lé g  b o n y o lu ltn a k  l á t s z i k  az o p t im á l is  üzés ( v i lá g o s ,  hogy b iz o n y o s  e s e te k  

ben gyorsabban i s  s ik e r ü l  s z im m e tr ik u s  h e ly z e te t  e lé r n i ,  m in t a kö z é p p o n t

ba fu tá s  ré v é n ) .  Vegyük é s z re , ho g y  ez a s t r a t é g ia  is m e rtn e k  t é t e le z t e  f e l
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az ü ld ö z ö t t  i r á n y í t á s á t  az a d o t t  p i l la n a tb a n  (nem úgy m in t a f e n t  e m l í t e t t  

" k i t é r é s i "  s t r a t é g ia ) .  Érdemes m e g je g y e z n i, hogy k o n s tru k c ió n k b a n  éppen 

az a k iv é te le s  h e ly z e t ,  s z in g u la r i t á s  k é p e z te  a lé n y e g e s  p o n to t ,  am e ly  m i

a t t  a P o n t r ja g in  f é l e  módszer nem a lk a lm a z h a tó .

Jegyezzük  meg, ho g y  a f e n t i  módszer á t v ih e tő  a r r a  az ü ld ö z é s i f e la d a t r a ,  

m elyben К i l l .  H s z e re p é t az n d im e n z ió s  gömb i l l .  g ö m b fe lü le t  v e s z i  

a t .

Á lta lá n o s a b b a n  s e j t h e tő ,  hogy a f e n t i  ü ld ö z é s i f e la d a t ( t e t s z ő le g e s  ko n ve x  

t e s t  és annak f e lü le t é n )  véges id ő  a l a t t  b e fe je z h e tő ,  ha a t e s t  k o r lá t o s ,  

(és f e lü le t e  m inden p o n tb a n  p o z i t i v  g ö rb ü le tü k )

T é r jü n k  most á t  egy m ásik  p ro b lé m á ra ^ P o n t r ja g in  \J\-\ c ik k é b e n  a l i n e á r i s  

d i f f e r e n c iá le g y e n le te k  e s e té re  egy á l ta lá n o s  m ódsze rt i r t  le  

z = Cz + U - l^ ,  z e E  u e U ,  v e V

Az ő módszere a lk a lm a z h a tó  te ts z ő le g e s  (v é g te le n d im e n z ió s )  l i n e á r i s  té rb e n  

é r te lm e z e t t  d i f f e r e n c iá l  já té k  ese tében  i s ,  ha a k o n s tru k c ió b a n  s z e re p lő  

in te g r á lo k  lé te z n e k .  Ez az e s e t á l l  fe n n  a k k o r ,  ha az i r á n y í t á s i  param é

te r ta r to m á n y o k  U és V kom pakt ha lm azok .

M in th o g y  az i r á n y í t á s i  p a ra m é te r ta r to m á n y  az i r á n y i t ó  o b je k tu m  te c h n ik a i  

k a p a c itá s á t  a d ja  meg m a te m a t ik a ila g ,  te rm é s z e te s ,  hogy az u i l l .  v - r e  

v o n a tko zó  k ik ö té s e k

(E^u^u) é  тх (E2v ,v )é  m2

a h o l ( H i lb e r t  t e r e t  v iz s g á lv a  á l la p o t t é r k é n t )  és E2 p o z i t i v  ö n a d -

ju n g á l t  " e n e rg ia "  o p e rá to ro k ,  m elyek az e s e te k  nagy ré szé b e n  nem k o r lá to s  

( á l t . : d i f f e r e n c i á l ) o p e rá to ro k .
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S p e c iá l is  p é ld a k é n t t e k in t h e t jü k  eg y  ruga lm as  t e s t r e  h a tó  e l le n t é t e s  

e rő k  já té k á t  ( h ú r ,  membrán), va g y  R - t  m in t z a jfü g g v é n y e k  h a lm a z á t t e 

k in t v e ,  u z a jk e l t ő  v  z a j c s i l l a p i t ó  h a tá sú j-va g y  L2 ( o , l ) - t  m in t k e r i -  

té s a la k z a to k  h a lm a z á t,  a h o l u f a l é p i t ő  v  fa lr o m b o ló  h a tá s ú .

Az i t t  f e l lé p ő  e s e te k  nagy ré szé b e n  az U i l l .  V ha lm azok kom paktak , 

p l .  ha X n az E o p e rá to r  s a já té r té k e in e k  re n d s z e re ,  m e ly  e g y  t e l j e s  

s a já tv e k to r re n d s z e rh e z  t a r t o z i k ,  a k k o r  u = ^  un m ^  ( E ,u ,u )  ^  (E  1̂ , 1̂ )

= 'v IunI2 -bSi

K I  < £

T ehá t 2 — — <<*& e se té n  a m e g fe le lő  u v e k to ro k  benne vannak a
j *  П

VTu „ l< П—1 , 2 , . . .

H i lb e r t  té g lá b a n , m e ly  kompakt h a lm a z . A f e n t i  e g y e n lő t le n s é g  

( Xn < ) számos e n e rg ia o p e rá to r ra  t e l j e s ü l .

A kö ve tke ző kb e n  v iz s g á l ju k  az e g y s z e rű

x  = u x -y = z  Ms x = y  z = 0

j  = v  z= u -v  U: (E ^ u ,u )  -  m-̂  ; V: (E2v , v ) ^ m 2

á l t a l á n o s í t o t t  e l l ip s z o id o k ,  

d i f f e r e n c iá l j á t é k o t  egy H i lb e r t  té r b e n .

«
Legyen T = U -  V , v a g y is  azon x  p o n to k  h a lm aza , m e lye k re  

X  + V < U

( F e lte h e tő ,  hogy $ ^ U ) .  A T k o n s t r u k c ió já b ó l  v i lá g o s ,  hogy  zQ p o n t

b ó l a já té k  nem fe je z h e tő  be, ha az  M + sT ( k é t  ko n ve x  t e s t  kom plexus 

összege ) sem m ilyen s - r e  sem ta r ta lm a z z a  zQ- t .  M á sré sz t e g y s z e rű  b e lá t n i ,  

hogy ha v a la m ily e n  s - r e  a ta r ta lm a z á s  f e n n á l l ,  a k k o r  a já t é k  zQ- b ó l  k i 

in d u lv a  s id ő  a l a t t  b e fe je z h e tő ,  ( l d .  P o n t r ja g in  e m l í t e t t  c ik k é t  Ç£J a 

f e l lé p ő  in te g r á lo k a t  c é ls z e rű  á l t a lá n o s a ,  a Bochner i n t e g r á l  k e re té b e n
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n é z n i f e l t é v e ,  h o g y  | |u ( t ) | |  k o r lá to s  és L e b e sq u e -m é rh e tő , te h á t  az U 

kom paktsága sem szükséges , ha Bochner in t e g r á lo k  e x is z t e n c iá já t  f ig y e le m b e  

v e s s z ü k . Az || u ( t ) fl k o r lá t o s ,  ha E spek trum a  nem t e r je d  egy p o z i t í v  

3 - n á l  le j je b b .

Ha U kom pakt, a k k o r  é rdekesen  je le n t k e z ik  a t é r  v é g te le n  d im e n z ió s  v o l t á 

b ó l a kö ve tke ző  té n y :  L é te z ik  o ly a n  ZQ p o n t ,  ahonnan k i in d u lv a  a já t é k  

nem fe je z h e tő  be, annak e l le n é r e ,  hogy T nem ü re s  (am i s z e m lé le te s e n  a z t  

j e l e n t i ,  hogy az ü ld ö z ő  ( u) nagyobb le h e tő s é g e k k e l r e n d e lk e z ik ,  m in t az ü l 

d ö z ö t t ) .  Ez a z é r t  v a n , m ert T ^ U  m ia t t  T i s  kom pakt és v é g te le n  d im e n 

z ió s  H i lb e r t  té rb e n  kom pakt ha lm az nem le h e t  e ln y e lő ,  u g y a n is  ő seho lsem  

s ü rü , h is z e n  z á r t  és gömböt nem ta r ta lm a z ,  ig y  a B a ire  t é t e l  m ia t t  nem l e -
CVo

h é t U  n T = H.
•I

Nem p a ra d o x  a f e n t i  á l l i t á s  a k k o r ,  ha ZQ o ly a n  v e k to r ,  m e ly re  (E  Zo ,Z Q)=  o o

Ha te h á t  a re n d s z e r  te rm é s z e te s  e n e rg ia  o p e rá to ra  E , a k k o r  m inden véges 

e n e rg iá jú  á l la p o t  le é p í th e tő  ( azaz  O-ba v ih e tő  a f e n t i  já té k  e s e té b e n , a k 

k o r  és csak a k k o r ,  ha s .T - ^ j(E ,z ,  z) =* c o n s t  ̂  v a la m e ly  s - r e .

< m  ̂ ez t e l j e s ü l ,  h is z e n  

e k k o r T = U — V => (m -j-n^) (1 ^ )  U = D ^ ,  V = D , Ds = (E  u ,u )  é s j e l ö 

lé s e k k e l .  Az Eo e l l i p s z o id  konvex  v o l t á b ó l

E_ + ( - mp) Ei ^  E m2 1 d '  a. m-̂

(e z  te ts z ő le g e s  ko n ve x  t e s t r e  é rvé n ye s  ö ssze fü g g é s  könnyen b iz o n y í th a tó  

m e g fe le lő  h a s o n ló s á g i három szögek b e v o n á s á v a l) .

Abban a s p e c iá l is  e s e tb e n , ha E^ = E2 = E , íru^

Iro d a lo m :

P o n t r ja g in  [1 ] U szp e h i M a t.N auk . 1966. 2 1 .4 .2 1 9 -2 7 4 .

[2 ] D o k la d i Akad.Naük 1 7 4 .N o . I .  2 7 -2 9 .

[3 ]

M

1 7 4 . N o .6 .  1278-1280
1 7 5 . N o .4 .  764-766
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H L it te w o c d :  M a th e m a tic a l M is c e lla n y

[C ]M egje lenőben m agyar is m e r te té s  a f e n t i  c ik k e k r ő l  a je le n  je g y z e t  s z e rz ő jé 

t ő l .

N ote  on d i f f e r e n t i a l  games

In  t h i s  n o te  we in v e s t ig a te  th e  f o l lo w in g  p u r s u i t  p ro b le m . The p u rs u e r 

moves on th e  c i r c l e  |z| é l ,  th e  p u rs u e d  on th e  c irc u m fe re n c e  | z | =  1 , b o th  

have can have v e lo c i t i e s  w i th  a b s u lu t  v a lu e s  s m a lle r  th e n  1 .

We show th a t  th e  tw o  fu n d a m e ta l m ethods in  [1 ] and [4 ] a re  n o t a p p l ic a b le ,  

and f i n d  a s t r a te g y  w ich  ends th e  game in  f i n i t e  t im e .  T h is  s t r a te g y  

r e q iu r e s  t h a t  th e  tw o  o b je c ts  l i e  on a l i n e ,  w ic h  passes th ro u g h  th e  

c e n t re  o f  th e  c i r c l e -  and i t  i s  i n t e r e s t in g  th a t  t h i s  i s  th e  c o n f ig u r a t io n  

w ic h  re p re s e n ts  th e  s in g u la r i t y  on w ic k  f a i l s  th e  a p p l i c a b i l i t y  o f  th e  

method [ 1 ] .  H o w e re r we d id  n o t p ro o v e  t h a t  o u r s t r a te g y  i s  th e  b e s t 

p o s s ib le .  Tho f i n a l  s o lu t io n  i s  g iv e n  i n  [ 6 ] .

A tte m p t in g  in v e s t ig a te  th e  p u r s u i t  p ro b le m  in  a H i lb e r t - s p a c e  w i th  th e  

m ethod o f  [ 4 ]  we made same re m a rk s  w ic h  show t h a t  in  m a tu ra l cases th e  

c o n t r o l  re g io n s  conespo nd ing  t o  f i n i t  e n e rg y  c a p a c ity :

(E  u ,u )  < co n s t -  E i s  th e  e n e rg y  o p e ra to r  -  i s  com pact. From t h i s  fo l lo w s  

t h a t  th e  q u e s t io n  o f  end ing  th e  game i s  n o t  so t r i v i a l  as in  th e  f i n i t

P e 3 го u -e

В настоящей статье исследуется  проблема гоньбы : гоняющий 
движется в к р у ге  j a j é i  , гонянный на о кр уж н о сти f z |=1 , и оба имеют 
скорость  меньше единицы по абсолютной величине.
Мы покажем, что  основные методы работ |Y ] и 14 J неприменимы и найдем 
стратегию  окончающ уг и гру  в течении конечного  времени.
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Tomkó J ó z s e f:

V á ra k o z á s i- id ő v e l k a p c s o la to s  h a t á r e lo s z lá s - t é t e le k r ő l .

1 . Bevezetés

K o rá b b i [ l l . [ 2 ]  d o lg o z a ta im b a n  o ly a n  e g y k is z o lg á ló s  v á ra k o z á s i p ro b lé m á v a l 

fo g la lk o z ta m , a m e ly n é l a v á ra k o z á s ra  a lk a lm a s  h e ly e k  száma vé g e s . Ha egy 

ig é n y  o ly a n  p i l la n a tb a n  é r k e z ik  a re n d s z e rb e , a m e lyn é l a v á ra k o z á s i s o r  

hossza  n (e z t  a számot a to v á b b ia k b a n  -  s o rk a p a c itá s -n a k  fo g ju k  n e v e z n i) ,  

a k k o r  ez az ig é n y  e lv é s z .  M in d ké t d o lg o z a tb a n  az é rk e z é s i fo ly a m a to t  homo

gén P o isson  t ip u s u n a k  té te le z te m  f e l .  [ 1 ]  -b e n  te ts z ő le g e s  e lo s z lá s ú  k i s z o l 

g á lá s i  id ő  e s e té re  a k is z o lg á ló  f o g la l t s á g i  p e rió d u s á n a k  v iz s g á la tá v a l  f o g 

la lk o z ta m . I n t u i t i v e  v i lá g o s ,  hogy ha az é r k e z é s i fo ly a m a t in te n z i t á s a  A 

m inden h a tá ro n  t ú l  n ő , a k k o r  a k is z o lg á ló  f o g la l t s á g i  p e r ió d u s á n a k  hossza  

s z to c h a s z t ik u s a n  v é g te le n h e z  t a r t .  B e b iz o n y í to t ta m , hogy ha a f o g la l t s á g i  

p e r ió d u s  h o s s z á t m e g fe le lő e n  n o r m a l iz á l ju k  és a k is z o lg á lá s i  id ő  v a rh a tó  

é r té k é t  1 -nek v á la s z t ju k ,  a k k o r  a f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  h o sszá ra  h a tá r e lo s z 

lá s k é n t  e s e té n  az l - e _x e lo s z lá s t  k a p ju k .  [2 ]-b e n  a v á ra k o z á s i id ő

e rg o d ik u s  e lo s z lá s á n a k  v iz s g á la tá v a l  fo g la lk o z ta m  k o n s ta n s , 1 -s é g n y i k i 

s z o lg á lá s i  id ő k  e s e té n . P o z i t i v  s z ó rá s s a l re n d e lk e z ő  k is z o lg á lá s i  id ő k  

e s e té re  vo n a tko zó a n  m e g e m lite tte m , hogy ha a fo r g a lm i in t e n z i t á s  (a m e ly  

e g ysé g n y i v á rh a tó  é r té k ű  k is z o lg á lá s i  id ő  e s e té n  A ) nagyobb m in t 1 , a k k o r  

a v á ra k o z á s i id ő  a s o rk a p a c itá s  <=-° -h e z  v a ló  t a r tá s a  m e l le t t  n o rm á lis  

a s z im p to t ik u s  e lo s z lá s s a l  b i r .

E d o lg o z a tb a n  ezen u tó b b i h a tá rá tm e n e t ta n u lm á n y o z á s á v a l szándékozom fo g 

l a l k o z n i .  Véges s o rk a p a c itá s u  tÍ /M /h v  re n d s z e r re  s ik e r ü l  a h a tá rá tm e n e t 

k o n v e rg e n c ia  seb e ssé g é t i s  m e g b e c s ü ln i. A d o lg o z a t  2 . p o n t já b a n  is m e rte te m  

az n -s o rk a p a c itá s u  H /M /w . re n d s z e r re  v o n a tk o z ó  le g fo n to s a b b  e redm énye ke t, 

m ajd fo g la lk o z o m  a z z a l a k é rd é s s e l,  hogy ha a fo r g a lm i in t e n z i t á s  A /m  < 1 , 

a k k o r  a v á ra k o z á s i- id ő  e lo s z lá s a  n — o o  e s e té n  m ily e n  g yo rsa n  t a r t  a
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v é g te le n  s o rk a p a c itá s u  re n d s z e r v á r a k o z á s i- id ő  e lo s z lá s á h o z . A 3 .  p o n tb a n , 

f e l t é t e le z v e ,  h o g y  A /m  > 1 a v á r a k o z á s i- id ő  n —*- e s e té re  vo n a tko zó

h a t á ré io s z lá s á v a l és  a h a tá rá tm e n e t k o n v e rg e n c ia  sebességének b e c s lé s é v e l 

fo g la lk o z o m . Az M I(G )1  t ip u s u  re n d s z e r re  vo n a tko zó  m e g fe le lő  h a tá r e lo s z -  

l á s t é t e l  b iz o n y í tá s á t  a 4 . p o n t ta r ta lm a z z a .

M egá llapodunk m ost a d o lg o z a tb a n  h a s z n á la to s  néhány fe l te v é s b e n  és je 

lö lé s b e n .  Az é rk e z é s e k  fo ly a m a tá t  homogén A > о p a ra m é te rű  P o is s o n  t ip u s u n a k  

fo g ju k  f e l t é t e l e z n i .  Az egym ásután beé rkező  ig é n ye k  k is z o lg á lá s i  id ő t a r t a 

m a it ? ( i - l ) - k e l  j e l ö l j ü k .  F e l té te le z z ü k ,  hogy \ < - k  k ö lc s ö n ö s e n

s v á rh a tó  é r té k ü k  M < ^  = 1 . A k is z o lg á ló k  számlát m -m el, a s o rk a p a c itá s t  

n - n e l fo g ju k  j e l ö l n i .  A k is z o lg á lá s i  s o rre n d re  vona tkozóan  az " - e lő b b  é r 

k e z e t t  e lőbb  r e n d e l " - e lv e t  fo g a d ju k  e l .  A d o lg o z a t fő té m á já t  a s o rk a p a c itá 

s i  n é r té k  m inden h a tá ro n  t ú l  v a ló  növekedésének m e g fe le lő  h a tá rá tm e n e te k

fo g ju k  j e l ö l n i .

V

k. n-sorkapacitásu rendszer néhány karakterisztikája

M in d e n e k e lő tt u ta lu n k  a r r a ,  hogy az H /K / iíyv j e lö lé s  töm ören  a z t  j e l e n t i ,  

hogy a re n d s z e rb e n  m k is z o lg á ló  (k é s z ü lé k )  á l l  k é s z e n lé tb e n  v a la m e ly  

homogén P o isson  fo ly a m a t  s z e r in t  é rke ző  ig é n y e k  k ie lé g i t é s é r e  és hogy a 

k is z o lg á lá s i  id ő  e x p o n e n c iá lis  e lo s z lá s ú .  I ly k é p p e n  F (x ) = l - e _ x -

T e k in ts ü k  most a V ^ n ^ ( t )  fo ly a m a to t .  Az e x p o n e n c iá lis  e lo s z lá s  un . 

ö r ö k i f j ú  tu la jd o n s á g a  k ö v e tk e z té b e n  V  ^n ^ ( t )  homogén M a rk o v - fo ly a m a to t 

a lk o t ,  am elynek f á z i s t e r é t  a 0 , 1 , 2 , . . . , m ,  m+1, . . . , m+n egész számok a lk o t 

já k .  Ennek a la p já n  könnyű f e l i r n i  egy d i f f e r e n c iá l - e g y e n le t r e n d s z e r t  a

fü g g e t le n  v a ló s z in ü s é g i v á l to z ó k ,  azonos

^ a lk o t já k .  E z é rt a re n d s z e r re l k a p c s o la to s  m enny iségeke t n - s z e r in t  i s  p a ra -
( П )m e t r iz á l ju k .  í g y  a t  p i l la n a tb a n  é rke ző  ig é n y  v á r a k o z á s i - id e jé t  ' ; ( t ) -  

v e i ,  az e p i l la n a t b a n  a re n d s z e rb e n  je le n le v ő  ig é n ye k  szám át y  v ; ( t ) ~ v e l

( o ^ k í m  + n)
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v a ló s z ín ű s é g e k re . T a lá n  c é ls z e rű  m e g e m líte n i,  hogy V  ^n ^ ( t )  e g y ú t ta l  

s z ü le té s i  és k i h a lá s i  t ip u s u  fo ly a m a t ,  s az / 1 /  v a ló s z ín ű s é g e k re  v o n a tk o 

zóan , m eghatározva  a szomszédos á lla p o to k b a  v a ló  á tm e n e ti in te n z i tá s o k a t  

eg ysze rű  b e h e ly e t te s í té s e k k e l n y e rh e t jü k  az e g y e n le tre n d s z e r t  (a  s z ü le té s i  

és k ih a lá s i  fo ly a m a to k  fo g a lm á v a l és az i t t  fe lh a s z n á la n d ó  v e lü k  k a p c s o la 

to s  e redm ényekke l m eg ism erkedhe t az o lv a s ó  p l .  а [ 3 ]  je g y z e tb e n ) .  A s z ó -  

b a n fo rg ó  e g y e n le tre n d s z e r  a k ö v e tk e z ő  a la k k a l  b i r :

/2/

P’ ( t )  = -  APo( t )  + P - ^ t ) ,

P£ ( t )  = Л Рк - 1 ^  “  ( A +k)P k ( t ) + ( k + l ) P k+ 1 ( t )  , ha о < к  < m,

P», ( t )  = ^ Рк - 1 ^ “  ̂ Л +m)Pk ( t)+ m  Pk+ 1 ( t ) , ha -  m k < m + n ,

Ahhoz, hogy  m e g o ld ju k  e z t az e g y e n le t re n d s z e r t ,  ism ernünk k e l l  a 

fo ly a m a t k e z d e t i  ( t= o  p i l l a n a t b e l i )  e lo s z lá s á t .  Bennünket azonban e d o l 

goza tb a n  csak  a s ta c io n á r iu s  e lo s z lá s  fo g  é r d e k e ln i ,  e z é r t  m ost csak ezen 

u tó b b i m e g h a tá ro zá sá va l fo g la lk o z u n k .  M in th o g y  az á l la p o to k  száma véges , 

e z é r t  s z in te  t r i v i á l i s ,  hogy a s ta c io n á r iu s  e lo s z lá s  l é t e z i k  és e g y é r te l

műen m e g h a tá ro z o tt b á rm ily e n  le g y e n  i s  a \  é r té k .  A s ta c io n á r iu s  e lo s z 

lá s r a  az e g y e n le te k e t  úgy n y e r h e t jü k ,  hogy / 2 /  e g y e n le te in e k  b a lo ld a la i t  

z é ru s s a l h e ly e t t e s í t j ü k ,  és az ig y  adódó e g y e n le te k e t a t - t ő l  fü g g e t le n  

Pk  ( o á k í m + n )  m enny iségekre  v o n a tk o z ta t ju k .  E gyszerű  s z á m o lá s s a l meggyő

z ő d h e tü n k , hogy az ig y  n y e r t  e g y e n le tre n d s z e r  m egoldása ;

( P = P , ha l ^ k  ± n
K k !  0

/ 3 / *
VYv'.Irí-*'-

Po ha m < к  é  m+n,

a h o l



-  54  -

A to vá b b ia kb a n  m egha tá ro zzuk  az 7  v ; ( t )  fo ly a m a t s ta c io n á r iu s  e lo s z lá -  

s á t .  M in thogy  az id ő  most nem j á t s z i k  s z e re p e t ,  e z é r t  a v á ra k o z á s i- id ő  

je lö lé s é b ő l  e l  i s  h a g y ju k .  Vegyük é s z re  azonban m os t, hogy az 7  ^  > x  

esem ényrő l egymagában nem b e s z é lh e tü n k . U g ya n is  7  v '  n in c s  m inden e se tb e n  

é r te lm e z v e , hanem c s a k  a k k o r ,  ha a beé rkező  ig é n y  a re n d sze rb e n  m a ra d h a t, 

azaz ,  ha nem vé s z  e l .  E z é r t az 7  ^ > x  esem ényt m in d ig a  У  ^  < m+n 

esem énnyel e g y ü tt  f o g ju k  t e k in t e n i .  Egy ig é n y  csa k  a kko r k é n y te le n  v á ra k o z 

n i ,  ha b e é rke zé se ko r le g a lá b b  m számú ig é n y  ta r tó z k o d ik  a re n d s z e rb e n .

A t e l j e s  v a ló s z in ü s é g  t é t e l é t  a lk a lm a z v a  n y e r jü k ,  hogy

r . . ~\ n+m-1 r
P { 7  (n ) > X, V ( n ) d m+n }  = ^  ‘ Pk P > x  I У  (n)  = к ] .

k=m

Az i t t  e lő fo rd u ló  f e l t é t e l e s  v a ló s z in ü s é g e k e t az a lá b b i okoskodás a la p já n  

h a tá ro z h a t ju k  meg: Ha egy ig é n y  b e é rk e z é s i p i l la n a tá b a n  к -m ig é n y  v á ra 

k o z ik  a re n d s z e rb e n , a k k o r ennek az ig é n yn e k  m in d a d d ig  v á ra k o z n ia  k e l l ,  

am ig csak k-m+1 ig é n y  k is z o lg á lá s a  be nem f e je z ő d ö t t .  T e k in ts ü k  most a 

k is z o lg á lá s u k  b e fe je z té v e l  a re n d s z e rb ő l tá v o z ó  ig é n ye k  á ra m la tá t  o ly a n  

id ő sza ka sz  fo ly a m á n , a m iko r van le g a lá b b  egy v á ra k o z ó  ig é n y  a re n d s z e rb e n . 

F e lte v é s e in k  é r te lm é b e n  e kko r ez az á ra m la t m p a ra m é te rű  P o isso n  f o l y a 

m a to t a lk o t .  J e l ö l j e  qo(x )  annak a v a ló s z in ü s é g é t , hogy az u tó b b i áram 

la tb a n  x - id ő  a l a t t  s számú esemény k ö v e tk e z ik  be , azaz,  hogy x  id ő  

a l a t t  pontosan s ig é n y  k is z o lg á lá s a  fe je z ő d ö t t  be , hacsak is m e re te s ,  

hogy a k is z o lg á lá s o k  b e fe je z ő d é s ! p i l la n a t a ib a n  m in d ig  v o l t  le g a lá b b  egy 

vá ra ko zó  ig é n y  a re n d s z e rb e n . A m o n d o tta k b ó l v i lá g o s ,  hogy
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г к -m
р  H ( n ) > X I V (n)  = к ]  = ^  qs (x )

о

és hogy

q j x )  = ÍH2£Ü e-rax . 
s s !

Végeredményben a

Wn ( x )  = P > X I V ( n ') m+n }

f e l t é t e l e s  v a ló s z ín ű s é g re  az a lá b b i fo r m u lá t  n y e r jü k :

m+n-1 k -m

w „ (x )  = ( R M ) ' 1 Ж Л  S  1S<*> =
k=m о

Ez a fo rm u la  e lé g  b o n y o lu l t ,  a g y a k o r la tb a n  szám o lásra  nem Ig e n  kénye lm es 

a h a s z n á la ta .  E z é r t  f e lm e r ü l a k é rd é s , hogyan k ö z e l í t h e t jü k  a / 4 / - e s  f o r 

mula jo b b  o ld a lá t  eg ysze rű  k i f e je z é s s e l  s e m e l le t t  n y i lv á n v a ló a n  s z e r e t 

nénk a k ö z e l í t é s  p o n to s s á g á ró l i s  f e l v i l á g o s í t á s t  n y e r n i .  A k é rd é s  megvá

la s z o lá s á n á l k é t  e s e te t  k e l l  m e g k ü lö n b ö z te tn ü n k , a m e lye ke t a A / m < £ l  i l l  

a A / m > l  f e l t é t e l e k  t e l je s ü lé s e  v á la s z t  e l  e g ym á s tó l. E p on tba n  a 

^ / m  e s e te t  fo g ju k  v iz s g á ln i .  M e g e m lí t jü k ,  hogy а Л /m  = 1 e s e t re  a 

d o lg o z a tb a n  is m e r te té s re  k e r ü lő  k ö z e l i t ő  e l já r á s o k  e g y ik e  sem h a s z n á lh a tó  

Azonban nem l á t s z i k  tú ls á g o s a n  p ro b le m a tik u s n a k  a k ö z e l í t é s  az u tó b b i
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e se tb e n  ( А /т = 1 ) , sem, m in th o g y  az iro d a lo m b a n  ig e n  j ó l  t i s z t á z o t t  a 

k é rd é s  n = ^  e s e té re  ( lá s d  p l .  M ,  [ 5 ] ) .

T e k in ts ü k  most t e h á t  a A / m - ^ 1  e s e te t .  Könnyen m eggyőződhetünk a r r ó l ,  

hogy e kko r

/ 5 / U m  — ^ S L . 
n-»-oo m+n

a h o l
г  ms -1

_ f ó _ l

l - * d  '
i  to vá b b á

Ezek s z e r in t :

/6/ l im  Wn ( x )  
n -+ o o

e - ( m - A ) x
m! ( 1- dÓ )

Ilym ó d o n  Vín (x )  k ö z e l i té s e k é n t  t e k in t h e t jü k  a / 6 /  jo b b o ld a lá n  e lő fo r d u ló  

fü g g v é n y t,  m ely nem más, m in t a v á ra k o z á s i- id ő  n=<=-=>esetnek m e g fe le lő  s ta 

c io n á r iu s  e lo s z lá s a .  A k ö z e l i t é s  p o n to s s á g á t i l l e t ő e n  b e b iz o n y í t ju k  az 

a lá b b i t é t e l t :

1 , T é te l .  —  < 1  ese tén  l é t e z i k  o ly a n  C (Л  ,m) k o n s ta n s , hogy
m

m inden n i l  és te ts z ő le g e s  x - o - r a

/ 7 / Wn (x)
A m Q- ( m - A ) x
m! 1 - ^ 6

C( A  ,m) c < n .

B iz o n y itá s .  Az ig a z o la n d ó  e g y e n lő t le n s é g  b a lo ld a lá t ,  e lhagyva  az a b s z o lú t  

é r té k k é p z é s t ,  az a lá b b i  módon i s  f e l í r h a t j u k :
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m < £  ( ш х К -imc + ^ me - (m~ ^ x  f  Fo ̂ Ul ! ] e > _ p» ) '

1_:Pm+n l = o 1-P,
Ш +П

Vegyük é s z re ,  hogy PQ n —  

ennek m e g fe le lő e n  m inden n - r e

■esetén monoton csökkenve  t a r t  P^ -h o z ,

1-P, * S  •
m+n

K öve tkezéské ppen  / 7 /  b a lo ld a lá n a k  a b s z o lú t  é r té k e  nem nagyobb m in t

P oC m \m

( l - P m+n) l 1 " ^ )  m! ( l-Jk) ( Ű

fa*)  ^-A-x
A m0- (  m- А ) x  Рл ^ _ j £ I p

О г г

m+n
-  ^  + —

° /  m! ( 1 -  í>Q 1 -P m+n

B e lá t ju k  m ost, hogy m ind
1-P ,

-  P^ m ind g
- ( т - Л ) х  XT“ 1 (A jr) p 

о I
n+n n.

A *

l ! ' zé ‘

ru s h o z  t a r t  «A lrendben, m időn n é r té k é t  m inden h a tá ro n  t ú l  n ö v e l jü k .  Az 

e ls ő  m enny iség re  vo na tkozó an  ez az a lá b b i e g y e n lő s é g e k b ő l k ö v e tk e z ik »

1-P,m+n Н Г  Po

p  _  p 3* . ^ __  v  n  p  p *pH _ *o Io + m! *o о
" о  -  A m

1 - m! P„

P -P 54 ;  P P * —
0 0 0 0 IpH

' r o

w Л m
= P P *  - T -o o  m!

n-H
oC
 ̂ -  йк.

1-P,

p»
O

p „p *
*0 '

o o  m  ! -f -  oC

m+n 1 - V
rn :

< ^ " Р 0

A m ásod ik  m ennyiségünke t a kö ve tke ző ké p p e n  b e c s ü lh e t jü k :
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- (  m- A ) x
0-0 , О

( Ях )  _Хх

г г «  ;
n + k -  -'i-vu*

g_______  z.

кГо  (n + k ) !

~  max ( Л х ^ - е 11*
______________  = c ^ n

k=o ( n+ k) !
oC*

k=o

(n + k )n+kë (n + k ) 

(n + k ) !

A S t i r l i n g  fo rm u lá ra  v a ló  t e k i n t e t t e l  az u tó b b i s o r  k o n v e rg e n s , p l .  l é t e z i k  

o ly a n  CQ k o n s ta n s , hogy

y  ^  <■»*> c у
k ^  (n+k) !  °  k ^ 1

A b iz o n y í tá s  menete a la p já n  könnyen  k o n s t ru á lh a tó  / 7 / - t e t  k i e l é g i t ő  

k o n s ta n s .

3 . A v á ra k o z á s i id ő  h a tá re lo s z lá s a  A / m > l  e s e té n .

J ó l  is m e re te s , hogy  ha a v á ra k o z á s i so rban  te ts z ő le g e s  számú ig é n y  f e l h a l 

m ozódhat, azaz,  ha a s o rk a p a c itá s  v é g te le n ,  a k k o r  1 - n é l  nagyobb fo rg a lm i 

in t e n z i t á s  m e l le t t  a re n d s z e r nem e rg o d ik u s .  P ontosabban az ig a z ,  hogy ek

k o r  m inden véges s z ó b a jö h e tő  к  és x - r e

l im  P /  у  | t )  = к  J- = 0 , 

t  —* DO 1

l im  P 
t

0 .

Ha azonban a s o r k a p a c itá s t  végesne k  ve sszü k , a k k o r  a f e n t i  h a tá ré r té k e k  

p o z i t í v a k ,  a re n d s z e r  e rg o d ik u s .  F o rd í ts u k  f ig y e lm ü n k e t  most i s  a v á ra k o z á 

s i  id ő  e lo s z lá s á n a k  v iz s g á la tá r a .  Az e lő z ő  p o n tb a n  s z e re p lő  / 4 / - e s  fo rm u la
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A / m > l  ese tben  i s  é rv é n y e s . Wn (x )  k ö z e lí té s é n e k  k é rd é s é v e l k a p c s o la to s a n

e lő s z ö r  néhány i n t u i t i v e  v i lá g o s  té n y re  h i v j u k  f e l  a f ig y e lm e t .  M in th o g y  a 

f o r g a lm i in t e n z i t á s  1 -n é l nagyob b , e z é r t  á l t a lá b a n  sok ig é n y  v á ra k o z ik  a 

re n d s z e rb e n , h a csa k  e lé g  nagy a s o rk a p a c itá s .  Számszerű tá jé k o z o t ts á g  c é l 

já b ó l  k is z á m í th a t ju k  a re n d sze rb e n  vá ra ko zó  ig é n ye k  á t la g é r t é k é t ,  m e ly re  

s ta c io n á r iu s  e s e tb e n  az a lá b b i fo rm u lá t  n y e r jü k :

In n e n  lá t h a t ju k ,  hogy n —»- =o ese tén

Vegyük ezu tán  é s z re ,  hogy egy ig é n y  v á ra k o z á s i id e je  nem m ás, m in t azon 

id ő ta r ta m ,  am elynek fo lya m á n  az ig é n y  b e é rk e z é s i p i l la n a tá b a n  a re n d s z e rb e n  

v á ra ko zó  ig é n y e k  s e z e n k ív ü l p lu s z  még egy ig é n y  k is z o lg á lá s u k  b e fe je z té v e l  

e lh a g y já k  a r e n d s z e r t .  Am int már e r re  az e lő z ő  pontban rá m u ta t tu n k ,  f e l t e 

v é s e in k  é rte lm é b e n  ez az id ő ta r ta m  az e m l i t e t t  számú fü g g e t le n  azonos 

m -param éterü  e x p o n e n c iá l is  e lo s z lá s ú  id ő s z a k a s z  összegeké n t in t e r p r e t á lh a t ó .  

M ásszóva l a z t  m o n d h a tju k , hogy ha n e lé g  n a g y , akkor a v á ra k o z á s i i d ő t  

nagyszámú fü g g e t le n  v a ló s z in ü s é g i v á l to z ó k  összege  a l k o t j a .  I ly fo rm á n  s z in t e  

t r i v i á l i s ,  hogy Wn ( x )  n — ► c ^ e s e té n  n o rm á l is  a s z im p to t ik á v a l r e n d e lk e z ik .

E té n y t  e gzak tan  tö b b fé le  módon ig a z o lh a t ju k .  Könnyű v o ln a  a lk a lm a z n i a 

k a r a k te r is z t ik u s  fü g g vé n ye k  m ódszeré t va g y  fe lh a s z n á ln i  a v é le t le n  ta g szá m ú  

fü g g e t le n  v a ló s z in ü s é g i v á l to z ó k  összegének h a tá re lo s z lá s á ra  vo n a tko zó  e re d 

m ényeke t. Mi azonban s z e re tn é n k  a h a tá rá tm e n e t k o n v e rg e n c ia  sebességé t i s

(oC -  A ) 2-

o
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m e g b e csü ln i, s e c é lb ó l  a le g e g ysze rű b b n e k  l á t s z i k  a k o n k ré t / 4 / - e s  fo rm u 

la  h a s z n á la ta . M egfoga lm azzuk, m ost e p o n t á l l í t á s á t :

2 . T é te l .  /V m  > 1 esetén t a lá lh a t ó  o ly a n  C( ?, ,m) k o n s ta n s , hogy  minden 

n - 1  és -oo< x  < "00  —re

/8/ í2

(n) n.
-QOu X V (n) ^ m+n }  -  ф [ х ) C( Л ,m) _1__

f T

a h o l

du .

B iz o n y í tá s .  Két e s e te t  fogunk m e g k ü lö n b ö z te tn i annak m e g fe le lő e n , hogy az 

X -  fn  és az x  <  -  f n  e g y e n lő tle n s é g e k  k ö z ü l m e ly ik  t e l j e s ü l .  T e k in ts ü k  

e lő b b  az e ls ő  e s e t e t .  A / 8 /  a l a t t  s z e re p lő  a b s z o lú t  é r té k  ugyanaz m in t a

t

P { У п) >  I  Гп + § |  y ( n ) < m+ n }  -  (1 - 4 > ( x ) )

kü lö n b s é g  a b s z o lú t  é r té k e .  F e lh a s z n á lv a  a / 4 /  f o r m u lá t ,  e k ü lö n b s é g e t az 

a lá b b i három k i f e j e z é s  összegeként Í r h a t ju k  á t ;

X1 =
P cLl

г n-1
m X  .(.*  <S ±n)....  g ( x  П .+П ) _ (1 _ ф U ) ) 1 |

L f. =0 J

! 2 = Pm

^ - Pm+n> W - 1)
-  1 (1  -  Ф  ( x ) ) ,

ь  =

( К  / n +п) -, p
Pm 5 ______  ^

(1 -P  ) (oé -1 )' m+n '
s

=0 l \

M in d e n e k e lő tt m e g m u ta tju k , hogy
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/ 9 /  Л п =

U g y a n is

Pm < Д Пш = 1 + 0 [оС г-) .

Д , -
W T  ^ ' р „

л пп
А  с е п-

( 1 - ^ / р пЖ - 1 )  ( 1 / р 0 - ^ х пЖ - 1 )т  . 0 О т !

l / P o = S  * Ч |  -
А п  ^  Яга *  , п

т !  л£-1 т !  оС-1
oi П = С1 (Я ,т )  + *  * п

т ! о( - 1

es íg y

Л

-, гп
А  * *

(оС--\ ')  - ~ | ^ ч l+ C g íA j i iO o //-П
= 1 + 0  ( оС " п )

M ie lő t t  a to v á b b i b e c s lé s e k re  rá té rn é n k ,  m e g e m lít jü k  a P o isso n  e lo s z lá s  

és az

1 u’n) ■ A  [ - t  , П-1 6 t  d t

nem t e l j e s  Gamma fü g g vé n y  k ö z t i  k a p c s o la to t .  P a r c iá l i s  in te g r á lá s o k k a l 

könnyen  e l le n ő r iz h e tő ,  hogy ha te k in tü n k  egy z -p a ra m é te rü  P o isson  e lo s z 

l á s t  , a kko r

n -1  k
/ 1 0 /  " A  e“ z = 1 -  I (  z , n ) .

k=o K *

E r e lá c ió  hasznossága abban r e j l i k ,  hogy s e g í ts é g é v e l a 

-г ( x  fn + n )^  e- ( x  f n + n )
A  f  !
/  =o c
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ö ssze g e t

1 - I  ( x  f i i+ n ,  n)

a la kb a n  Í r h a t ju k  f e l ,  m e ly re  n ° o  ese tén  ig e n  j ó l  működő a s z im p to t ik u s  

fo rm u lá k  é rv é n y e s e k .

Többek k ö z ö tt

/ 1 1 /  I  ( x f n + n ,  n)  = ф ( x )  + О (

m e ly e t könnyen meg i s  m a g ya rá zh a tu n k . A / 1 0 /  fo rm u lá ra  v a ló  t e k i n t e t t e l  

I ( z , n )  - e t  n -szám u fü g g e t le n  ^ u = l pa ra m é te rű  e x p o n e n c iá l is  e lo s z lá s ú  v a -  

ló s z in ü s é g i v á l to z ó  összegének e lo s z lá s a k é n t  in t e r p r e tá lh a tu n k .  E nné lfog va  

I ( x  f i + n ,  n) nem más m in t az e m l i t e t t  összeg  s ta n d a r d iz á l t já n a k  az e lo s z 

lá s fü g g v é n y e , s in n e n  / 1 1 /  a c e n t r á l i s  h a tá r e lo s z lá s b ó l és annak maradék 

t a g já r a  vona tkozó  b e c s lé s b ő l k ö v e tk e z ik .

fÂàrmost / 9 / ,  / 1 0 /  és / l l / - b ő l  k i f o l y ó la g

X1 + I 2 = 0 1
f i i

)

I j - b e c s lé s e  c é l já b ó l  te k in ts ü k  a k ö v e tk e z ő  á t a la k i t á s t :

Pm eш
t < - l ) ( x f n + n )  n —1

(1 -p  ) ( ^ - 1 )' m+n' ' '

[ ^ ( x  f i i+ n )  J  * (хГп + п)

l  =o l \

B eveze tve  az ^  = x  + f n  h e ly e t t e s i t é s t  és a lk a lm a z v a  a / 1 0 /  ö s s z e fü g g é s t 

n y e r jü k ,  hogy

p e (oC -l) у  Гп 
m ____ 1

n - w
- t  . n - 1 , .6 ti du •

Az у  é rté k e  t e k i n t e t t e l  az x  -  (n  e g y e n lő t le n s é g re  0 és <»<o k ö z ö t t
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v á l ta k o z h a t .  E lvégezve  az in te g r á lb a n  a t -  y i f n  = u h e ly e t t e s í t é s t  ka p 

ju k ,  hogy

3 I =
m \  e - u е“ У Гп ( * y  ÍE +u )11" 1 d u .

T e k in ts ü k  most az in te g ra n d u s b a n  e lő fo r d u ló  

f  ( y ,u )  = e“ y  ^  ( ° ^ y  fn + u ) n_1

fü g g v é n y t .  Az in te g r á lu n k a t  úgy fo g ju k  b e c s ü ln i ,  hogy f  ( y ,  u) h e ly e t t  a

Л-'
max f ( y , u )  = f  ( l t )

0  é <-j Z oO

fü g g v é n y t s z e r e p e l te t jü k .  S ő t,  m in th o g y  f ( y , u )  p o z i t i v  a ( ------- -—  , «=> )
<*■ fx i

sza ka szo n , e z é r t  m éginkább n ö v e l jü k  az i n t e g r á l t ,  ha f ( y , u )  h e ly e t t  a 

tá g a b b  sza ka sz ra  vo n a tko zó

f±lU) = max

oö fn

f ( y . u )
é y  <  o o

maximumot v e s s z ü k . E gyszerű  d is z k u s s z ió  u tá n  n y e r jü k ,  hogy

n -1  - ( n - l )  + —
f - ^ U i  - [ o c  ( n - l )  e oC .

í g y  te h á t

1
( n - l ) !

оо

^ ^  [oC y  fn + u ) n ~^ du

о

é  ^ ( n - l ) “ - 1 - ( n - l )  
( n - l ) !

/  n ( n - l ) n -1  Q—( n—1) 1
( n - l ) !  *  -1

Mármost / 9 /  és a S t i r l i n g  fo rm u lá b ó l k i f o ly ó la g



-  64 -

1 I ^l = 0 ( -i -  ) ,1 31 fn  ’

s e z z e l / 8 / - a t  x  - 'ín - r e  b e b iz o n y í to t tu k

Legyen most x  < -  f n  . Ekkor

n

P Í I ( n ) -  « -

1 i  Гп

^  X < m+n 1

s csak a z t  k e l l  b e lá tn u n k ,  hogy i l y e n  x -e k re  <|>

Ez v is z o n t  t e l j e s ü l ,  h is zen x  < -  f n  e se té n

я rv о
_ n_ i 1- - *  -  l  f

í ?
“ Г -  d t é e  e 

fT u
о

E z z e l a b iz o n y í tá s u n k a t  b e fe je z tü k .

U )  = o ( - £ r  ) . 
f n

d z .

4-, Egy k is z o lg á ló  és  á l ta lá n o s  F (x )  e s e te .

Term észetesen f e l v e t ő d ik  az e lő z ő  p o n to k  e redm énye inek á l ta lá n o s i tá s a  so k 

k a l  tá g a b b  fe l te v é s e k  e s e té re .  A már ko rábban  i s  a lk a lm a z o t t  s z e m lé le te s  

m eggondolások á lta lá n o s a b b  ese tekbe n  i s  a r ra  engednek k ö v e tk e z te tn i ,  hogy 

p l .  1 -n é l nagyobb fo r g a lm i in t e n z i t á s  m e l le t t  a v á ra k o z á s i- id ő  e lo s z lá s a  a 

n o rm á lis  e lo s z lá s s a l  k ö z e l í t h e tő ,  hacsak  a s o rk a p a c itá s t  m inden h a tá ro n  

t ú l  n ö v e l jü k .  N agym értékben b o n y o ló d ik  a p rob lém án k már a kko r i s ,  ha a k i 

s z o lg á lá s i  id ő  e lo s z lá s á t ,  F ( x ) - e t  az e x p o n e n c iá l is tó l  kü lö n b ö ző n e k  v á 

la s z t ju k ,  azaz, ha az re n d s z e r  h e ly e t t  M (G )m  t ip u s u  re n d s z e r t

t e k in tü n k .  N ehézség e ink  f ő  oka abban r e j l i k ,  hogy  még az e g y k is z o lg á ló s  

( M / G / l )  re n d s z e r v á ra k o z á s i- id ő  e lo s z lá s á ra  sem is m e re te s  v a la m ily e n  

könnyen k e z e lh e tő  a lg o r itm u s  véges s o rk a p a c itá s  e s e té n . E z é r t  az e m l i t e t t
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á l t a lá n o s i t á s  k e r e s z tü lv i t e lé h e z  u j  m ódszerekhez k e l l  fo lya m o d n u n k .

E p o n tb a n  a k a r a k te r is z t ik u s - fü g g v é n y  m ódsze réve l b e b iz o n y í t ju k  a 2 . t é t e l  

b iz o n y o s  á l ta lá n o s í tá s a k é n t  a k ö v e tk e z ő  á l l í t á s t :

Ъ, T é t e l .  J e lö l j e  a s ta c io n á r iu s  ese tben  ^  '  az n -s o rk a p a c itá s u  M ( G ) l

re n d s z e rn e k  m e g fe le lő  v á ra k o z á s i i d ő t .  Я le g y e n  most i s  a b e é rk e z é s i f o 

ly a m a t p a ra m é te re , a k is z o lg á lá s i  id ő ta r ta m o t  i l l e t ő e n  p e d ig  te g y ü k  f e l ,  

hogy az M ^  ^ = 1 v á rh a tó  é r té k e n  k iv ü l  l é t e z i k  a <3̂  = s z ó rá s -

n é g y z e t i s ,  és о <■ E k k o r Я > 1 e se té n

I t t  ^  a z t  az eseményt j e l ö l i ,  hogy egy beé rkező  ig é n y  nem vé s z  e l ,  a 

re n d s z e rb e n  m arad.

B iz o n y í tá s . E lő s z ö r  rá m u ta tu n k  az n -s o rk a p a c itá s u  M ( G ) l  re n d sze rb e n  

v a ló  v á ra k o z á s i id ő  s t r u k t ú r á já r a .  J e lö l je  s ta c io n á r iu s  e s e tb e n ^  ^  v a la 

m e ly  a d o t t  p i l la n a tb a n  fo ly a m a tb a n  lé v ő  k is z o lg á lá s i  id ő  fennm aradó r é s z é t .

- t  zé ru sn a k  é r te lm e z z ü k , ha az a d o tt  p i l la n a tb a n  n in c s  k is z o lg á lá s .  

Ha egy ig é n y  b e é rk e z é s i p i l la n a tá b a n  a v á ra k o z á s i s o r  ü re s ,  a k k o r ezen 

ig é n y  v á ra k o z á s i id e je  ^  V ilá g o s  to v á b b á , hogy a v á r a k o z á s i- id ő  az

a lá b b i v é le t le n  tagszám ú ö s s z e g k é n t in t e r p r e t á lh a t ó :  ha t e l j e s ü l  az 

esemény, a k k o r

?  <“ > - i - á  i
I

a h o l ^ " n = ^ n ^ - l  (a  re n d s z e rb e n  vá ra ko zó k  száma, m e ly e t V ^  = о 
e se té n  nem é r te lm e z ü n k ) , ^  - k  p e d ig  a vá ra ko zó  ig é n y e k  k is z o lg á lá s i

id ő ta r ta m a i .  E gysze rű  m eggond o lásokka l b e lá th a tó ,  hogy a ^  ^  m ennyiségek 

i s  k ö lc s ö n ö s e n  fü g g e t le n e k  és azonos F (x )  e lo s z lá s u a k .  Ahhoz, hogy k i 

szá m íth a ssu k  ^  ^  k a r a k t e r is z t ik u s  fü g g v é n y é t,  ism e rn ü n k  k e l l

e lo s z lá s á t .  K e ils o n  ( lá s d  6 - o t )  in te g r ó - d j . f f e r e n c iá le g y e n le te k  f e l á l l i -
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tá s á v a l és b iz o n y o s  t ip u .s u  v é le t le n  bo lyo n g á s  Green függvé n yé n e k  az a l k a l 

m azásával m e g m u ta tta , hogy s ta c io n á r iu s  e se tb e n  a v á ra k o z á s i s o r  h o sszána k , 

íTn -n e k  az e lo s z lá s á t  az a lá b b ia k  s z e r in t  Í r h a t ju k  l e :

Legyenek

P{ a re n d s z e r  ü re s  } , 

p£n) = P = k }  , ( o í k  i n ) ,

M 5S >̂ = Y  ( s ) ,  ( R e i - o ) ;  £ ( w )  = ^  ( Л ( 1-v/) ) ,  ( o < : w < l ) .

E kkor

En = 4 ^ n  r n ( o ) ^ W ) ,

Pon) = 1 / A j n  r aío) ( l - Y ( A ) ) ,

p [ n) = l /д  ^  n f n ( k )  , t l i k i n - 1 ) ,

P^n) = l A f T n (o) ' Г  (A) + 1 -  i  

a h o l

= (1 +1/дТп(о) YtA))"1 ,

(k ) Sk-gk-i4 A d 1(1-& ) Q ~k~1
\ К г 0 - n -  gn

( о ^  к  é n - l ) ,

{^kl bizonyos sorozat, melyre A > i esetén

U m  gk  = - i —  ,к »  л —1

s végül & a (0,1) intervallumban A > 1 esetén egyértelműen meghatáro
zott pont, melyre <S (©) = 1, mig

A q = © £ ( ® )  <■ 0 .
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A f e ls o r o l t a k b ó l  e g ysze rű  á ta la k í tá s o k  u tán  b e lá th a t ju k  az a lá b b i n 

e s e té re  vo n a tko zó  a s z im p to t ik u s  r e lá c ió k a t :

I n = 1+0 (0°),

й ( l - © ) 0 n " k -1  + O (0n ) ,  ( O ^ k ^ R - 1 ) ,

kö ve tke zé ské p p e n :

/ 12/
pk n) = 1 /л ( i - б ) 0 n -k _ 1  + o (e /1) ,  ( í í k ^ n - i ) ,

p U )  = !  _ i  + о ( 0 n ) .
Л

; n )K e ils o n  ezen eredménye a la p já n  ^  '  f e l t é t e l e s  k a r a k t e r is z t ik u s  fü g g 

vénye a köve tkezőké ppen  h a tá ro z h a tó  meg. A ^  )Tn m ennyiségek 

fü g g e t le n s é g é b ő l k i f o l y ó la g :

г („Л  , n -1  p (n )

I An } = Y » (t) j É > ( t>k т р о т  •
k=o 1 -

^ ( n ) ^
a h o l Y ü ( t )  = b í | e L t * П | An }  , ^  ( t )  = M eL t . I i

A / 1 2 /  r e lá c ió k r a  v a ló  t e k i n t e t t e l

M I An ]  = Y n ( t )  i  ( 1 - 0 ) 0  П- Х . P( n y ^  (V ’ ( t ) © " 1 ) k + e - ( l)  =
n -1

= V n(t) i (1-0) 1
1 /Я + o ( l )

l / ( t ) n - 0 n 
< / ( t )  -  0

+ O i l )  .

Ennek a la p já n  az 

t i k u s  fü g g vé n ye :

1  ( o ) - °  
б"

n o r m a l iz á l t '  m ennyiség  f e l t é t e l e s  k a r a k te r is z -
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Г ч- 1(п-п\ 1 •+£м (е (Г Я I Ап) = е G
t  \  ^

. . /  t  \  1 -  ©  ‘ / ( ё т г ) - © "
" М о д )  -—  4 <г(1 )-It о

( 1> * ( . & ) - &

K ik ö tö t t ü k ,  hogy = 1  és ho g y  lé t e z i k  a G 2 = 2 )2 ( j ü )  s z ó rá s n é g y z e t,

e z é r t  t  о e s e té n

ln < f  ( t )  = i t  -  S ' 2 + 0 ( t 2 ) ,

a za z  te ts z ő le g e s  r ö g z í t e t t  t - r e  n

I n  ß  ( ) = i  t

e se tén

.2

S' f ï ï G" f ï
—  + < * £  ) •

2n n

íg y  te h á t

l im  M
П  ----o o

f e «  i h L " . A
l s'  íTT n = l i r a Y n ( T T = ~   ̂

n — S 'fn

t 2
T

s t é t e lü n k  b iz o n y ítá s á h o z  most már csak  a z t k e l l  b e lá tn u n k , hogy

lira  Y n ( - ^ - )  = 1 . 
n -— =>o n <o f n

Ehhez elegendő m e g m u ta tn i, hogy a s o ro z a t  s z to c h a s z t ik u s a n

z é ru s h o z  k o n v e rg á l n e s e té n . E s z e m lé le te s e n  e lé g  v i lá g o s  té n y t

p re c iz e n  a köve tke ző ké p p e n  lá t h a t ju k  be . Tegyük f e l ,  hogy épp a kezdő

( t= o )  p i l la n a tb a n  k e z d ő d ik  e l  a k is z o lg á ló  e ls ő  f o g la l t s á g i  p e r ió d u s a .

Legyen  A ( t)  az a z  esemény, hogy a t  p i l la n a tb a n  a k is z o lg á ló  f o g l a l t ,

ß  ( t )  - v e i  p e d ig  j e l ö l j ü k  a z t az ö s s z id ő - ta r ta m o t , am elynek fo lya m á n  a

( 0 , t )  időszakasz a l a t t  a k is z o lg á ló  szabad v o l t .  M in th o g y  most nem a s tá c ió -

n á r iu s  e s e tb ő l in d u lu n k  k i ,  e z é r t  а У v '  m e nny isége t t -  s z e r in t  i s  p a ra -

m e tr iz á ln u n k  k e l l ,  i g y  a to v á b b ia k b a n  T Í n ^ - n e l  fo g ju k  j e l ö l n i .  T e k in ts ü k
л

v é g ü l az egymásután k is z o lg á lá s r a  k e r ü lő  ig é n y e k  к  ^ ( ü l )  k is z o lg á lá s i  

i d e j e i  a lk o t ta  f e l u j i t á s i - f o l y a m a t o t , s le g y e n  ^  t  a
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t  +

N .+1л ь л

I f  S  1 ,

e g y e n le t á l t a l  é r te lm e z e t t  m enny iség , a h o l j e l e n t i  a ( 0 , t )  id ő kö z

a l a t t i  f e lu . j i t á s o k  szám át.

E k k o r, ha az A ( t )  esemény t e l j e s ü l :

5 (n) _ $
_ S t _ ^ t - / 3 ( t ) .

B eveze tve  az _ í 2 l t , y )  = P ^ /5  ( t )  ^  y  |A ( t )  J f e l t é t e l e s  e lo s z lá s - fü g g v é n y t ,  

f e l í r h a t j u k ,  hogy

t
P > x j =  P ( A( t  ) }  \  P { ^ t . y > x )  ( t . y ) .

In te g r á lv a  m in d ké t o ld a l t  a ( 0 - x  ^  =*=>) ta r to m á n y o n  n y e r jü k ,  hogy

( n ) t  a

M ^ t n = P ( A ( t ) )  I  M( | t - y }  ^ - Q ( t , y ) .

A

F e lte v é s e in k b ő l k i f o l y ó la g  az = m (t)  fü g g v é n y re

2
l im  m (t)  = -  —

/  — *- oe 2

( lá s d  [ 3 ] ,  124 . o ld ) ,  e z é r t  l é t e z i k  o ly a n  к  k o n s ta n s , a m e ly re  m (t)  ^ - k .
( n 1

In n e n  m inden t  -  o - ra  t  ~ к  s ig y  a s ta c io n á r iu s  e se tb e n  is  

/ 1 3 /  M ^  (n )  é k .

. . .  w ? ( n ) F ( n)
M in th o g y  ~ ° t  з А З /  m ia t t  l im  - - - - -  = 0 ,  e z é r t  -

-U> /Ь 'П . /fc— *-o= о  ín  G In

va ló b a n  s z to c h a s z t ik u s a n  z é ru s  s o ro z a t .  E z z e l a 3 . t é t e l  b iz o n y í tá s t  n y e r t ,
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I ro d a lo m :

1 .  Tomkó J ó z s e f: Odna p re d e ln a ja  teorem a v  zadacse o b s z lu z s iv a n i ja  p r l

n e o g ra n ic s n o  v o z r a s z ta ju s e j in t e n z iv n o s z t i  p o to k a :

S tu d ia  S c le n t .  M athem at. í lu n g a r ic a .  Tom I I .  /1 9 6 7 / .

2 . - ,  -  Véges s o rk a p a c itá s a  e g y k is z o lg á ló s  v á ra k o z á s i- id ő  p ro b 

lé m á ró l:  MTA S z á m ítá s te c h n ik a i K ö z p o n tja  K öz lem ények, 3 , 

/1 9 6 7 / .

3 . -  , -  A M arkov fo ly a m a to k  e le m e i és néhány o p e rá c ió k u ta tá s i

v o n a tk o z á s a . J e g y z e t,  a B o ly a i János M a te m a tik a i T á rs u la t  

k ia d v á n y a , Bp. / 1968/ .

4 .  Y u .V .P ro h o ro v : Perehodnüe i v l e n i j a  v  p ro c e s s z a h  masszovovo o b s z lu z s iv a n ia

L i t o v .  matem. s z b o rn ik ,  I I I .  N o l,  /1 9 6 3 / .

5 .  Szamandarov E . :  0  p rede lno m  p o v e d e n ii r a s z p r e d e le n i ja  v re m e n i o z s id a n i ja :

D o k i.  A .N .T a d zs . S z .S z .R . 9» N o l,  /1 9 6 6 / .

6 .  K e ils o n  F . :  The e rg o d ic  queue le n g th  d i s t r i b u t i o n  f o r  q u e n e in g  system s

w i t h  f i n i t e  c a p a c i t y .  J o u rn a l o f  th e  R o ya l S t a t i s t ,

S o c ie ty  s e r .  B, v o l .  2 8 . ,  N o l,  /1 9 6 6 / .

_§_u_m_m_a^r_y_

On some l i m i t  la w s  f o r  w a i t in g  t im e

The p a p e r d e a ls  w i t h  some l i m i t  phenomenons f o r  quene ing  sys tem s when th e  

q u e u e -c a p a c ity  te n d s  t o  i n f i n i t y .  I n  th e  s e c t io n s  2 . /  and 3 « /  i t  i s  s tu d ie d  

how t o  app ro x im a te  th e  w a it in g  t im e  d is t r i b u t i o n  fu n c t io n  f o r  th e  system  

H / M/m  w i th  f i n i t e  ( " n " )  q u e u e -c a p a c ity  and th e  r a p i d i t y  o f  a p p ro x im a tio n  

i s  e s t im a te d . I n  s e c t io n  4 . /  i t  i s  shown t h a t  th e  w a i t in g  t im e  f o r  th e  

sys tem  H / G / l  has a s y m p to t ic a l ly  n o rm a l d i s t r i b u t i o n ,  p ro v id e d  t h a t  th e  

in p u t  in t e n s i t y  X > 1  and th e  a ve ra g e  s e rv ic e  t im e  i s  ta k e n  f o r  1 .
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Р Е З Ю М Е

Работа занимается предельными явлениями в задачах о времени ожидания, 
когда число мест ожидания неогранично возрастает. В пунктах 2./ и 3./ 
изучается вопрос приближения функции распределения времени ожидания 
в системе М/И/т. с конечным числом мест ожидания и оценивается 
скорость приближения. В пункте 4./ доказано, что длительность ожидания 
начала обслуживания в системе M/&/Í также асимптотически нормально рас
пределена если интенсивность входящего потока А> 4. и среднее время 
равно 1 .
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R ö v id  köz lem ények az e lk é s z ü l t  p ro g ra m o k ró l 

Varga Gyula I . :

E ü k l id e s i a lg o r itm u s  p o lin o m o k  tö b b s z ö rö s  g y ö k e in e k  

fe l is m e r é s é r e .

P o lin o m o k  g yö ke in e k  a N e w to n -R a p h so n -fé le  m ó d s z e rre l tö r té n ő  m eghatározása 

nehézségekbe ü t k ö z ik ,  ha a p o lin o m  tö b b s z ö rö s  g y ö k ö k k e l r e n d e lk e z ik .

Is m e re te s ,  hogy tö b b s z ö rö s  g yö kö k  e se tén  az f ( x )  p o lin o m n a k  és d e r i v á l t 

já n a k  legnagyobb kö z ö s  o s z tó ja  nem k o n s ta n s . E z t a le gnag yobb  közös  o s z tó t  

az f ( x )  és f ’ ( x )  k ö z ö t t  v é g r e h a j t o t t  e u k l id e s i  a lg o r itm u s  s e g its é g é v e l 

t u d ju k  m e g h a tá ro z n i. Ha az f ( x )  p o lin o m o t a k a p o t t  le g n a g yo b b  közös osz 

t ó v a l  le o s z t ju k ,  a hányados p o lin o m  g yö ke i (e g y s z e re s  m u l t i p l i c i t á s s a l )  

megegyeznek az e r e d e t i  p o lin o m  g y ö k e iv e l,  e l t e k in t v e  az a lg o r itm u s  v é g re 

h a jtá s a  révén k e le t k e z e t t  p o n ta t la n s á g o k tó l .  E z e k e t a h á n ya d o s -p o lin o m  

g y ö k e in e k  az e r e d e t i  po linom ba  v a ló  v is s z a h e ly e t te s i té s é v e l  k o r r i g á ln i  

k e l l .

Az a lg o r itm u s  p ro g ra m ja  az U r a l - 2  szám ológépre k é s z ü l t  EFT a u tó kó d b a n .

V arga  Gyula I . :

S z im m e tr ik u s  m á t r ix u  l i n e á r i s  e g y e n le tre n d s z e r  

m egoldása a n é g yze tg yö kö s  m ó d s z e r re l.

Is m e re te s ,  hogy s z im m e tr ik u s  m á t r ix  m in d ig  fe lb o n th a tó  egy t r i a n g u lá r i s  

m á tr ix n a k  és a t r a n s z p o n á lt já n a k  s z o rz a tá ra .  Ez a fe lb o n tá s  p o z i t i v  d e f i 

n i t  m á t r ix  ese tén  v a ló s  u tó n  t ö r t é n h e t ik ,  e g yé b ké n t nem, m e rt a fe lb o n tá s  

a lg o r itm u s á b a n  n é g yze tg yö kvo n á so k  s z e re p e ln e k , s a gyök a l a t t  n e g a t iv  szám 

i s  e lő fo r d u lh a t .  Kom plex a r i t m e t ik a  a lka lm a zá sa  h e ly e t t  i ly e n k o r  c é ls z e rű b b



-  73 -

az  A s z im m e tr ik u s  m á t r ix o t  az

A = T E *T ’ a lakban  f e lb o n t a n i ,  a h o l T a ls ó  t r i a n g u lá r i s  m á t r ix ,

T* a t r a n s z p o n á l t ja , E * p e d ig  d ia g o n á l is  m á t r ix ,  m e lynek fő á t ló já b a n  a 

+ l- e s  i l l .  - 1 -e s  számok fo r d u ln a k  e lő .

Az A x-h  e g y e n le tre n d s z e r t  (A  nem s z in g u lá r i s ) ,  te h á t  úgy fo g ju k  m egolda

n i ,  hogy m á t r ix á t  az e m l i t e t t  s z o rz a t ra  b o n t ju k ,  s az ig y  f e l i r t  e g y e n le t

re n d s z e r t  k é t  r é s z le tb e n  o ld ju k  meg az a lá b b i módon:

TE*T»x = b

1 .  /  = b - b ő i  £

2 .  /  Е*Т» X = % - b ő i  X .

Az 1 . /  és 2 . /  e g y e n le tre n d s z e r  m egoldása nem okoz p ro b lé m á t,  m iv e l ezek 

m á tr ix a  t r i a n g u lá r i s .  Ha az e r e d e t i  A m á t r ix  p o z i t i v  d e f i n i t ,  E * meg

e g y e z ik  az e g y s é g m á tr ix s z a l.

Az e m l i t e t t  m á t r ix fe lb o n tá s  a lg o r itm u s a  m e g ta lá lh a tó  p l .  B e re z in  és Z s id k o v : 

Metodü v ü c s is z lé n y i j  c .  könyvéne k  2 . k ö te té b e n  a 23 . la p o n .

Az e l já r á s  p ro g ra m ja  az U r a l- 2  szám o lógép re  k é s z ü l t  ЕБТ a u tó kó d b a n .

Varga Gyula I . :

N e m lin e á r is  e g y e n le te k  és e g y e n le tre n d s z e re k  m egoldása az 

ö n g y o rs itó  módszer s e g í ts é g é v e l.

A n e m lin e á r is  e g y e n le te k  és e g y e n le tre n d s z e re k  m ego ldásá ra  s z o lg á ló  N ew ton

f é l e  e l já r á s  m inden egyes i t e r á c ió s  lé pésbe n  a fü g g v é n y é r té k  i l l .  a fü g g 

v é n y é r té k e k  k is z á m ítá s a  m e l le t t  a fü g g vé n y  d e r iv á l t já n a k  i l l .  a függvén yek  

ö ssze s  p a r c iá l i s  d e r iv á l t já n a k  m e g h a tá ro zá sá t k ö v e te l i  meg.

E lő fo r d u lh a t ,  hogy ez csak nehezen h a jth a tó  v é g re . I ly e n  e se te kb e n  szokás 

az u n . ö n g y o rs itó  m ódsze rt a lk a lm a z n i,  am ely  d e r iv á l t a k  h e ly e t t  d i f f e r e n c ia -
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hányadosoka t h a s z n á l f e l  az egyes i t e r á c ió s  lé p é s e k n é l.  

E g y is m e re tle n e s  e g y e n le t  e s e té n  az

x ( k + l)  _ x ( k )  _ /  f ’ ( x ^ )  h e ly e t t  az

x ( k + l)  _ x (k )  _ j  ( x ( k ) )  /  p  i t e r á c ió s  k é p le te t  a lk a lm a z h a t ju k ,

a h o l

f  [ x ( k )  + /Sk  f ( x ( k ) ) ]  -  f ( x ( k ) ) 

/ g k- f ( x l k ) )

ß о

1
Г  I к - l )

f ( x l o b

(ha к  4 О)

v a la m e ly  k ö z e l i t ő  é r té k e .

M iv e l ko n ve rg e n c ia  e s e té n  a / ? k . f ( x ^ k ^) növekm ény О-h o z  t a r t ,  Г  

t a r t  a függvény z é ru s h e ly é n  v e t t  d e r iv á l t já h o z .  A k o n v e rg e n c ia  rendszáma 

1+ Í 2 .  I t e r á c ió s  lé p é s e n k in t  2 fü g g v é n y é r té k  m e g h a tá ro zá sá t k iv á n ja  meg.

T ö b b is m e re tle n e s  e g y e n le tre n d s z e r  e se tén  az

k ( k + l)  _ 2ç(k)  _ j ( k )  ( p  ( x ^ k ^) i t e r á c ió s  e l já r á s  ö n g y o rs itó  v á l 

t o z a t á t  a kö ve tke ző ké p e n  a d h a t ju k  meg:

k (k + l)  _ x^k  ̂ -  J ^k  ̂ , F ( X^k ^ ) ,  a h o l J  a J a c o b i- fé le  d e r i v á l t -  

m á t r ix  k ö z e li té s e  d if fe re n c ia h á n y a d o s o k k a l.

Legyen

n
ь ^ к )  = ( 0 , . . . , 0 , 2  /3U  f  ( x l k ) ) ,  0 . . . . . 0 ) 

IЫ . _______________ I

A k k o r
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i- .ü

a h o l = -  J  ( k -1 )  1 (ha  к  ^  0)
i .t

*  (о ) -1
ß  - t  -  J  ' v a l ame l y  k ö z e lí té s e k é n t  k e l l  m egadn i. (На 

I ly e n  nem á l l  re n d e lk e z é s re ,  sok  e se tb e n  m e g fe le l az E e g y s é g m á tr ix  I s ) .
p

Az e l já r á s  s z á m ítá s i ig é n ye  i t e r á c ió s  lé p é s e n k in t  n + n db fü g g v é n y é r té k

m eghatározása  és 2 db n is m e re t le n e s  l i n e á r i s  e g y e n le tre n d s z e r  m ego ldása .

Az i t t  i s m e r t e t e t t  módszer r é s z le te s  le i r á s a  m e g ta lá lh a tó  p l .  J .F .T ra u b  

I t e r a t i v e  m ethods f o r  th e  s o lu t io n  o f  e q u a tio n s  c . könyvébe n .

Az e l já r á s  p ro g ra m ja  (1  és tö b b  is m e re t le n e s  e s e tre )  az U r a l - 2  szám ológépre  

k é s z ü l t  EFT a u tó kó d b a n .

F e re n czy  L á s z ló :

B a k té r iu m o k  h a s o n ló s á g i v iz s g á la ta

B a k té r iu m o k  va g y  más s z e rv e z e te k  r e n d s z e r ta n i k a te g ó r iá in a k  lé t re h o z á s á ra  

szokásos egy n u m e riku s  e l já r á s ,  a c lu s t e r  a n a ly s is  a lk a lm a z á s a . Az e l já r á s  

szám ológépen t ö r té n ő  k i v i t e l é r e  a Békés M egyei Tanács K ó rh á z a , v a la m in t  a 

MTA T a la j t a n i  és A g ro ké m ia i K u ta tó  I n t é z e t  fe lk é ré s é re  1966 -ban  U r a l- 2  

g é p re  p rogram  k é s z ü l t .  I t t  e p rog ram  1968-ban  k é s z ü lt  m ó d o s í to t t  és b ő v í 

t e t t  v á lto z a tá n a k  a lg o r i tm u s á t  és k a p a c itá s á t  is m e r te t jü k .

Az e l já r á s  a lg o r itm u s a

1 . /  A n u m e riku s  fe ld o lg o z á s  c é l já r a  a s z e rv e z e te k ,  egyedek h a s o n ló s á g á t 

egy szám érték  f e j e z i  k i .  A s z e re p lő  Ь ^ , . . . , Ь ^  egyedek m in d e g y ik é t



-  76 -

m e g h a tá ro z o tt,  e g y e n é rté k ű n e k  t e k i n t e t t ,  t ^ , . . . , t M tu la jd o n s á g o k ra  nézve 

v iz s g á l já k .

Egy g y a k o r i e l já r á s  a k ö v e tk e z ő  e s e te k  k ó d o lá s a : ( l )  a v iz s g á l t  egyed re n 

d e lk e z ik  v a la m e ly  tu la jd o n s á g g a l ,  (2 )  nem r e n d e lk e z ik  v e le  és (5 )  az a d o t t  

tu la jd o n s á g  v iz s g á la ta  nem é r te lm e z h e tő .  J e lö lé s ü k  a f e n t i  so rre n d b e n  1 , 0 

és NC. K é t egyed h a s o n ló sá g á n a k  m éréséhez m egegyező, i l l e t v e  k ü lö n b ö z ő  t u 

la jd o n s á g a ik  számát k e l l  v iz s g á ln i  a z z a l a m e g s z o r í tá s s a l,  hogy  a h a s o n ló 

ságukra  nézve é r té k e s  in fo r m á c ió t  nem ta r ta lm a z ó  КС k ó d d a l v a ló  megegye

z é s t vagy k ü lö n b ö z é s t nem k e l l  s z á m o ln i.

K é t egyed b^ és b j  h a so n ló sá g a :

a h o l n c a megegyező (de  nem NC-NC), n ^  a k ü lö n b ö z ő  (de nem O-NC vagy  

1-NC) tu la jd o n s á g o k  szám a.

Egy m ásik  k ó d o lá s i mód ( k é t - j e l  k ó d o lá s ) ,  a m e ly n é l minden tu la jd o n s á g o t  

egy a számára m e g h a tá ro z o tt  je le n té s s e l  b i r ó  né g y  k ó d - je l  v a la m e ly ik é v e l 

k e l l  e l l á t n i .  A h a s o n ló s á g  m eghatározása  az e lő b b i  módon t ö r t é n i k ,  és i t t  

n y i lv á n  nc + n^  = M.

2 . /  Az egyedek so rb a re n d e zé sé h e z  szükséges  egy te ts z ő le g e s e n  m egadható

(c é ls z e rű e n  a le g n a g y o b b  h a s o n ló s á g o t m u ta tó ) k i in d u ló  p á r ,  le g y e n e k

b- , és b, , h a s o n ló s á g u k a t j e l ö l j ü k :  S. . = A, .
3 - 1  i 2  l i l 2  L

A re n d e zé s  p o n to s  a lg o r itm u s a  a k ö v e tk e z ő .

Tegyük f e l ,  hogy n e g ye d e t már s o rb a re n d e z tü n k , le g y e n e k  ezek

b. , . . . , b .  , a t ö b b i  b . b .  (n+m =N). H a tá ro z z u k  meg m inden so rb a  
n <3***

nem re n d e z e tt  b ^  egyednek az összes  re n d e z e t th e z  v a ló  h a son ló sága  á t l a 

g á t ,  v a g y is  az

s,\  -
S t , , i - , + . . .+ S ;fk i n
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é r té k e t  ( á t la g o s  h a s o n ló s á g ) . A s o rb a re n d e z e tte k  k ö v e tk e z ő  b, ta g já n a k
Ln+1

k iv á la s z tá s a  c é l já b ó l  a f e n t i  s ^  é r té k e k  és a k ö v e tk e z ő  An _^* á t la g o s  

h a s o n ló s á g i s z in t ,  k ö z e ls é g é t v iz s g á l ju k

v
A i+ . . .  +A^ 2

n -1

л
s

a h o l s az e lő z ő le g  k i v á la s z t o t t  egyed ( b. )
Ln

b. -n e k  azon b egyede t v á la s z t ju k ,  am e ly  
Ln+1 

ra  az

á t la g o s  h a s o n ló s á g a . íg y

á t la g o s  h a s o n ló s á g á -

I ̂ í-l ~ Sk* I —х m I î-l " \  I

t e l j e s ü l .  (A  k ö v e tk e z ő  b. egyed k iv á la s z tá s a  az
xn+2

k l  + ’ " +kn - l  +
n

s z in th e z  v a ló  k ö z e ls é g  a la p já n  fo g  t ö r t é n n i . )

A p ro g ra m  is m e r te té s e

A p ro g ra m  az l . / - b e n  l e i r t  k é t  k ó d o lá s i módot is m e r i ,  0 -1 - IíC  kó d o lá s  e se 

té n  a m e g fe le lő  je le k  0 ,1  és N , k é t - j e l  k ó d o lá s  e se té n  0 0 , 01 , 10 , 1 1 .

Az a d a to k  a la p já n  m eghatározza  az összes ( N ( N - l ) / 2  d a ra b ) S. . é r té k e t ';
■** J 2

e z e k e t ,  v a la m in t  a megegyező, k ü lö n b ö ző  tu la jd o n s á g o k  szám át és a -  lo g  S 

é r té k e k  k ö z ü l a k ív á n ta k a t  k in y o m ta t ja .

V é g re h a jt ja  a s o rb a rendez é s t n yo m ta tva  az egyedek s o r r e n d jé t  és m in d e g y ik 

hez a z t  az á t la g o s  h a s o n ló s á g i s z in t e t ,  am elyhez az ő k iv á la s z tá s a  t ö r t é n t .
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9

12 9072164-9/+02

3 89974752/+02 

14 88620052/+02

1 87416938/+02

13 85289746/+02 

7 32223887/+02

2 79854510/+02

5 78068178/+02 

11 76699264/+02 

10 75701334/+02

6 7494-8538/+02

4  7^360364 /+02

K in y o m ta t ja  h á ro m s z ö g -tá b lá z a tb a n  az u j s o rre n d  s z e r in t  az é r té k e k e t  egészre  

k e r e k i t v e .

8

8

9 91

12 89 90

3 85 88 86

14 86 85 82 83

1 75 79 83 76 71

13 67 68 70 66 71 59

7 62 63 67 67 64 68 68

2 57 60 60 70 63 69 65 80

5 57 58 62 60 63 65 67 82 78

11 56 57 59 63 60 70 64 77 85 77

10 55 58 58 62 61 65 69 76 80 76 83

6 59 56 58 60 59 61 71 78 81 77 78 75

4 56 53 57 57 58 62 70 73 82 72 77 85 77

8 9 12 3 14 1 13 7 2 5 11 10 64
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Egy te ts z ő le g e s e n  megadható fe lo s z tá s h o z  m egha tá rozza  és n y o m ta tja  m inden 

c s o p o r t  e g ye d e i egymáshoz v a ló  h a s o n ló sá g a in a k  á t la g á t  (a  c s o p o r t  á t la g o s  

h a s o n ló s á g á t)  m inden c s o p o r t  a tö b b ih e z  v a ló  á t la g o s  h a s o n ló s á g á t és (a 

le g e ls ő  o sz lo p b a n ) a c s o p o r t  e g ye d e i minden h a so n ló sá g á n a k  á t la g á t .

001 14

002 7

003 4

86 .213970 001 86 .213970

69 .152231 002 69 .9 9 2 9 8 7  64 .948454

67 .000481  003 5 8 .951 890  70.452579 78.79514-7

A p rog ram  100 k ö r ü l i  tu la jd o n s á g  ese tén  k b . 150 egyed fe ld o lg o z á s á ra

a lk a lm a s . Az ehhez szükséges fu tá s id ő  k b . 4 -5  ó ra .
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