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HAJOS GYORGY

Eredményekben gazdag — és csak kivételeseknek osztalyrésziil juté — élet-
palyat tort meg a silyos betegség és a korai halal. 1972. marcius 17-én elhunyt
Haj6s Gyorgy akadémikus, kétszeres Kossuth-dijas, az E6tvos Lorand Tudomany-
egyetem Geometria Tanszékének tanszékvezeté egyetemi tanara, a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat elnéke.

Szamos elméleti és alkalmazott matematikai diszciplina kimagaslé kutatdja volt.
Fiatal miiegyetemi tanarsegéd koraban oldotta meg a Minkowski-sejtést s ezzel
egycsapasra a legnagyobbak soraba emelkedett. Személyében a geometria, algebra,
grafelmélet, statisztika, nomografia €s numerikus matematika kivalé miivelgjét veszi-
tettiik el.

Oktatéi munkajat odaadassal és lelkiismeretesen végezte. ,,Bevezetés a geo-
metriaba” cim{ kdnyvét végtelen gonddal és precizitassal irta meg. Hallgatdi, munka-
tarsai csodaltak paratlan logikajat, amelynek kimagaslé tudomanyszervezoi tevékeny-
ségében is nagy hasznat vette.

Tobb miint tiz éven at tagja volt a Magyar Tudomanyos Akadémia elndkségé-
nek, éveken keresztiil latta el a Matematikai és Fizikai Tudomanyok Osztilydnak
osztalytitkari teend@it, iranyitotta az osztalyvezetGség munkajat. Az Acta Mathe-
matica folydiratnak meginduldsa ota fGszerkeszt6je, t6bb hazai — igy az MTA
IIL. Osztaly K6zleményeinek — és nemzetkozi tudoményos lapnak szerkesztd bizott-
sagi tagja volt.

Tobb éven at tevékenykedett a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat elndkeként
s nagy gonddal szerkesztette a Matematikai Lapok feladatrovatat.

Az emlitetteken kiviil sok mas tarsadaimi és kozéleti funkcidt is betoltott.
1964 6ta tagja volt az Allami- és Kossuth-dij Bizottsagnak, megalakulasa ta az
Akadémia Matematikai Bizottsiganak; az International Mathematical Union al-
elndkévé valasztotta.

Valamennyi tisztségét lelkiismeretesen, nagy kotelezettségtudassal és fegyelem-
mel latta el. Sok éven 4t kifejtett tudomanyos, oktaté és kozéleti tevékenysége tovabb
él miveiben, hallgatéi elméjében és munkassigaban, az intézmények, testiiletek
szellemében és tevékenységében, amelyek egyik szervezdje, vezetdje, tagja volt.

1 MTA III. Osztdly Koézleményei 22 (1973)
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AZ f(ax +by)g(ex +dy)=h(x)k(y) FUGGVENYEGYENLET
‘NEM FOLYTONOS MEGOLDASAINAK
EGY OSZTALYAROL

irta: ECSEDI ISTVAN

1. Jelolje R a valds szamok halmazat és legyen Ry=R—{0}. A dolgozat az

0] Slax+by)g(ex+dy) = h(x)k(y)
filggvényegyenlet
2) J(x)g(x) % 0 minden x€R-re

feltételt kielégitd megoldasainak meghatarozasaval foglalkozik adott-zérustdl kii-
16nb6z6 — valos a, b, ¢, d allandok esetén. Evidens az alabbi

I. TETEL. Az (1) fliggvényegyenlet (2) feltételt kielégité valamennyi megolddsa
3.1-3.9 J(x) = aF(x), gx) = pGXx)
h(x) = yH(x), k(x) = 6K(x)
alakban dllithaté eld, ahol F, G, H, K az

4) F(ax+by)G(cx+Dy) = H(x)K(y)
Sfiiggvényegyenlet

(5) F(x)G(x) # 0 minden x¢R-re

(6) F(0) =G0)=H(0)=K(©0) =1

Seltételeket kielégité megoldasait jelolik. a, B, v, & pedig tetszbleges, zérustél kiilonbozé
N af—y56 =0

egyenletet kielégitd valés dllandok.
Az (1), ill. a (4) figgvényegyenletbdl, valamint a (2), ill. az (5) feltételbdl kovet-
kezik, hogy

®) FxX)g()h(x)k(x) # 0 minden x€R-re
9) F(x)G(x)H(x)K(x) # 0 minden x€R-re,
ezert f,g,h,k, F,G,H, K: R~R,.

2. A tovabbi vizsgalatokban alapvetd szerepe lesz a G: R— R, fiiggvények alabbi
definicidjaval bevezetett S halmazanak.

1* MTA III. Osztily Kézleményei 22 (1973)



4 ECSEDI I.

DEFINICIO. Legyen
(10) M(x, y,z) = 22 LDCE)

Gx+2)G(y+2)°’

ahol G: R—~R,. A G: R—R, fiiggvény akkor, és csak akkor eleme az S halmaznak,
ha a (10) egyenlet altal értelmezett M(x, y, z) fliggvény csak az x, y valtozoktdl
fiigg, azaz

(1) M(x,y,z) = M(x, )
alaku.

1. LemMA. Ha a folytonos G: R-- R, a (4) fiiggvényegyenlet (5), (6) feltételt
kielégitd megoldasa a zérustdl kiillonbozé adott a, b, ¢, d valés szdmokbdl allé
konstans rendszer esetén, melyre

(12) ad + bec # 0,
akkor G¢S.

Bizonyitds. A (4)-b6l x=0, y=0 helyettesitésekkel és a (6) egyenlet alkalmaz4sa-
val kapjuk, hogy

(13) F(ax)G(cx) = H(x),

(14) F(by)G(dy) = K().

A (13), (14) (4) figgvényegyenletbe helyettesitése adja az alabbi egyenletet:

(15) F(ax+by)G(cx+dy) = F(ax) F(by)G(cx)G(dy).

ﬁz u=ax, v=>by (ab0) \j valtozok bevezetésével irhatjuk a fenti egyenlet helyett,
ogy

16 F(u+v) _ G{%“]G{%UJ'

—u+—v
a

Fu)F(v) G[C d ]
b

F: R—R, climinalasa érdekében vegyiik az alabbi egyenleteket:

Futv+w) _ [ w+ﬂﬂ ( ]
F(u+v)F(u)
[—( +v)+—w]

c d
F(u+v+w) B G[ZU]G[E‘(U'FW)]
7 = .
FeF@+w) G[%M—%(t%w)]

17

(18)

MTA III. Osztdly Kozleményei 22 (1973)



AZ flax +by)glcx +dy)=h(x)k(y) FUGGVENYEGYENLET MEGOLDASAIROL 5

A (18), (17) hanyadosabdl kapjuk a (19)-et, ha felhasznaljuk, hogy fennall a (16):

G[iu—i—iv—i-iw]G[—c-v] G[£u+iv+£w]6[iv]
a a b a _ a

(1% d - 3 bd ; '
c c c c
G[;u—k;v}G[?w—kzu] G[;U“F?U]G[?U“‘?W]
Legyen
u="2x =2 w—k és _od
=R e =37 b’

E valtozokkal (19) az alabbi

G(x+y+2)GE) _ Glx+y+12)G(iz)
G(x+2)G(y+2) = G(x+iz)G(y+4z)

alakra hozhatd. (20) tomoren a (10) alatt bevezetett M segitségével

(20)

(#1))] M(x,y,2) = M(x, y, A2)

alakba irhato. A (21)-ben z helyébe ismételten Az-t irva kapjuk az

(22) Mx,y,2) = M(x,y,4z) = M(x,y,A%2) =...= M(x,y,A"z) =...
egyenletet. A~1z ismételt helyettesitésével pedig az

(23) M(x,y,2) =M(x, y, A712) = M(x, y, A"22) =...= M(x, y, A""2) =...

egyenletet nyerjik. Felhasznalva, hogy G: R— R, folytonos és hogy |11, a fenti
egyenletekb6l n— o hataratmenettel kapjuk az 1. Lemma bizonyitasat.

2. LEMMA. S barmely G:R— R, eleme
249 G(x) = exp [m(x)+n(x)]
alakban allithaté el6, ahol m(x) az
(25) m(x+y)+m(x—y) = 2m(x)+2m(y)
normanégyzet fiiggvényegyenlet egy tetszbleges megoldasat, n(x) pedig az
(26) n(x+y) = n(x)+n(y)
Cauchy-féle fiiggvényegyenletet kielégitd tetszéleges additiv fiiggvényt jelol.

Bizonyitds. A (10) és (11) egyenletek alapjan irhatjuk, ha G¢ S, hogy

Gx+y+2)G(z)  Gx+y)

@7 G(x+2G(y+2) GHGH)’
azaz
8 G(x+y+z)  G(x+2) Gy+2)

G(x+y)Ga) GG GUGE)’

MTA 1I1. Osztély Kozleményei 22 (1973)



6 ECSEDI 1.

Legyen
G(x+y)
GGy’

ahol G:R—~R, a (28) filiggvényegyenletet elégiti ki. A (28) egyenletet a (29) jelolés-
maoddal felirva

(29) D = P(x,y) =

(30$) O(x+y,2) = P(x,2)P(y, 2)

lesz. A fenti fiiggvényegyenlet és a (29) alapjan a kovetkezd megjegyzéseket tehetjiik:
G3LD P(x,0) = &(0,y) =1,

(31.2) PD(x,y) = P(y, x),

(31.3) O(x, —y) = ®(—x,y) = P(x, )7,

(31.4) D(x,y) = ®(—x, —y),

(31.5) &(x,y) > 0 minden x, y€R-re.

(31.1) kovetkezménye, hogy minden G€ S-re G(0) = 1. (31.5)-b8l pedig a
(32) G(2x) = ?(x, x)G(x)?

egyenlet alapjan

(33) G(x) >0 minden x€R-re

kovetkezik G€ S-re. A (31.3) egyenlet G-vel felirva

(34) Gx+y)G(x—y) = GxPG(P)G(—y)

lesz. Legyen G=InG, G¢S. E G fiiggvényre (34)-b6l a

(35) G(x+y)+G(x—y) = 2G(x)+G(») +G(~y)
fliggvényegyenlet kovetkezik. Keressiik (35) megoldasat

(36) G(x) = m(x)+n(x)

alakban, ahol

(37 m(x) = 5 [G() + G-,

(38) A n(x) = 5 [60) ~ G(=)]

A fenti felbontdsnal szereplé m(x) és n(x) fiiggvényekre biztosan igaz, hogy
(39 m(x) = m(—x),

(40) n(x) =—n(—x),

valamint

41) m(0) = n(0) = 0.

MTA III. Osztdly Kozleményei 22 (1973)



AZ flax+by)glex+dy)=h(x)k(y) FUGGVENYEGYENLET MEGOLDASAIROL 7

A (36) osszefiiggést (35)-be helyettesitve kapjuk a (42) fliggvényegyenletet:
42) mG&+p+mx—y)—2mx)—2m(y) =—[n(x+y)+n(x—y)— n(x)].

Irjunk a fenti egyenletbe x és y helyébe —x-et, —y-t, majd az igy kapott egyen-
leteket adjuk Gssze és alkalmazzuk a (39), (40) egyenleteket, igy kapjuk, hogy

43) m(x+y)+m(x—y) = 2m(x)+2n(y).
A (43) osszefiiggést (42)-be helyettesitve, n(x) fiiggvényre azt kapjuk, hogy
44) n(x+y)+n(x—y) = 2n(x),

ami az n(0)=0 feltétel miatt n(x) additivitasat jelenti. A 2. Lemma Aallitasat ezzel
bebizonyitottuk.

3. LemMA. TetszGleges racionalis a, b-vel, ha M:R—R kielégiti a (25) norma-
négyzet egyenletet igaz az

(45) m(ax+by) = a*m(x)+b*m(y) + ab[m(x+y)—m(x)—m(y)]
azonossag.

Bizonyitds. Ismeretes, hogy — lasd pl. [4] — a (25) fliggvényegyenlet altala-
nos megoldasa egy szimmetrikus biadditiv kétvaltozos fiiggvénybdl nyerhetd az

(46) m(x) = %T(x, x)

egyenlet alapjan, ahol T:RX R—R az alibbi egyenleteket elégiti ki:
47.1) T(x+y,z) = T(x,2)+T(y, 2),

47.2) T(x,y+z) = T(x, )+ T(x, z),

47.3) T(x,y) = T(y, x).

A fenti T:RXR—+~R és m:R—~R kozott — lasd [4] — a

(48) T(x,y) = m(x+y)—m(x)—m(y)

egyenlet érvényes. A (46)-bol és a (48)-bol raciondlis a, b-vel irhatjuk, hogy
(49) m(ax+by) = % T(ax+ by, ax+by) =
= %[T(ax, ax)+ T(by, by)+ T(ax, by) + T(by, ax)] =
= @m(x)+b*m(y) +ab[m(x +y) —m(x) —m(y)],

mivel raciondlis a, b-vel mindkét valtozéban additiv T'(x, y)-ra

(50) T(ax, by) = abT(x, y)

igaz.

MTA 1I1. Osztdly Kézleményei 22 (1973)




8 ECSEDI 1.

I1. TETeL. Ha G€S, akkor a (4) fiiggvényegyenlet (5), (6) feltételeket kielégito
megolddsai zérustol killénbozé valds a, b, ¢, d esetén az alabbi fliggvények:

(51.1) F(x) = exp [p(x)+q(x)],

(51.2) G(x) = exp [m{(x)+n(x)],

(51.3) H(x) = exp [p(ax)+m(cx)+qg(ax)+n(cx)),
(51.4) K(x) = exp [p(bx)+m(dx)+q(bx)+n(dx)),
ahol m(x) és p(x) az

(52.1) m(x+y)+m(x—y) = 2m(x)+2m(y),
(52.2) Px+y)+p(x—y) =2p(x)+2p(y)

normanégyzet fiiggvényegyenlet megolddsait jeloli, q(x) és n(x) pedig tetszéleges un.
additiv fiiggvények :

(53.1) g(x+y) = g(x)+q(y),
(53.2) n(x+y) = n(x)+n(y).

Tlyen alaku megolddsok akkor, és csak akkor léteznek, ha

(54) R(ax, by)+ T(cx,dy) = 0,
ahol

(55.1) R(x,y) = p(x+»)—p(x)—p(y),
(55.2) T(x,y) = m(x+y)—m(x)—m(y).

Bizonyitds. Mivel G€S, ezért G: R—~R, csak az (51.2) altal adott fiiggvény
lehet (lasd 2. Lemma). Az (51.2) (15)-be vald helyettesitésével az alabbi egyenletet
irhatjuk:

(56) F(ax+by) exp [m (cx-+dy)—m(cx)—m(dy)] = F(ax) F(by).

A fenti egyenletbdl u=ax, v=>by (ab0) helyettesitésével kapjuk az

c d c d
57 F(u+v)exp [m [;u%—z u] —m [-;u] —-m [? v]] = F(u)F(v)
egyenletet. Az (57)-bdl u=v helyettesitéssel nyerjiik, hogy

cb+ad c d |l _ 9
(58) FQu)exp [[ 2 u}—m[—;u]—m[gu]] = F(u)*.

Innen pedig — mivel F(u)#0 u€ R-re — lasd az (5) feltételt — kapjuk, hogy
(59) F(u) > 0 minden u€R-re.
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frjunk (57)-ben v helyébe —v-t:

c d c d
(60) F(u—v)exp [m [—a—u—-g v] —m [;u]—m [? v]] = F(u).F(—v).
A (60) és (57) szorzatabdl kapjuk a (61) egyenletet, ha felhasznéaljuk, hogy m:R—R
kielégiti az (52.1) normanégyzet egyenletet:
(61) F(u+0)F(u—v) = F(u)® F(v) F(—v).

A fenti egyenlet F(u)=0, u€ R feltételt kielégité megoldasa — lasd a (34)-es egyen-
letet:

(62) F(x) = exp [p(x)+9 X)),

ahol p(x) az (52.2), g(x) pedig az (53.2) egyenletet elégiti ki. A (13) és (14), valamint
az (51.2) és (62) egyenletek alapjan irhatjuk, hogy

(63) H(x) = exp [p(ax)+g(ax)+m(cx)+n(cx)],
(64) K(x) = exp [p(bx)+q(bx)+m(dx)+m(dx)].

Az (51.1), (62) és (64) altal adott megoldasok — mint arrdl kozvetlen behelyettesi-
téssel meggy6z8dhetiink — akkor, és csak akkor elégiti ki a (4) fiiggvényegyen-
letet, ha

(65) plax+by)—pl(ax)—pby)+m(cx+dy)y—m(cx)—m(dy) = 0
fennall minden valds x, y-ra.
A Il. Tétel és az 1. Lemma kdvetkezménye a

III. TéTeL. Ha G:R—R, folytonos fiiggvény, akkor a zérustdl kiilonbézé
ad + be # 0 tulajdonsdgii valds a, b, c, d konstans rendszer esetén a(4) fiiggvényegyenlet
(5), (6) feltételeket kielégité megolddsai az aldbbi fiiggvények:

(66.1) F(x) = exp [px*+q(x)],

(66.2) G(x) = exp [mx?+nx],

(66.3) H(x) = exp [(p2a® +m?c?) x?+ g (ax)+ cnx],
(66.4) K(x) = exp [(p*b*+m*dH)x*+ q(bx) + dnx],

ahol gq(x) az (53.2) Cauchy-féle fiiggvényegyenletet kielégito tetszéleges additiv fiigg-
vény, n pedig tetszdleges valos dllands. Tovdbba a fenti alaku megolddsok akkor, és
csak akkor léteznek, ha az m, p valés dllandok kielégitik az

(67) abp+cdm =0
egyenletet. '

MEGIEGYZES. Ha a II. Tételben az a, b, ¢, d raciondlis szamok, akkor az (54)-es
egyenlet altal adott feltétel a 3. Lemma alkalmazasaval felirhaté az

(67) abp (x)+cdm(x) =0
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alakban is. Tovabba ez esetben

(68) H(x) = exp [a®p(x)+c*m(x)+aq(x)+cn(x)]; —
(69) K(x) = exp [0*p(x)+d?m(x)+bg(x)+dn(x)).
IRODALOM
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ON A CLASS OF THE NON CONTINUOUS SOLUTION OF THE
FUNCTIONAL EQUATION f(ax+by)g(cx+dy)=h(x)k(»)

. by
1. Ecsep1 (Miskolc)

Summary
The paper deals with the solution of the functional equation

m Sflax+by)g(cx+dy)=h(x)k(y),

where f, g, h, k are real-valued functions. Here we give the noncontinuos solution of (1) in some
special cases.

(Beérkezett: 1972. 1. 18.)
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A HIPERBOLIKUS TRIGONOMETRIA
EGYSZERUBB ELOALLITASA A KLASSZIKUS UTON

irta: SZASZ PAL

TARTALOM

Bevezetés
1. Elpattano6 egyenesek

1. §. Elpattané félegyenes; elpattanasi szog. Egy segédtétel.
2.—4. §. Az elpattano félegyenesek alaptulajdonsagai.

5. §. Elpattano iranyitott egyenesek: allb.

6. §. Elpattan6 egyenesek homolog pontjai és kézépvonala.
7. §. Végtelen tavoli pontok.

II. Elpattan6 hiromél

8. §. Elpattand egyeneseken atmend két sik metszésvonala ezektdl elpattano.

9. §. Ha llm s az [ egyenesen at az (I, m) sikra mer6leges o, m-en 4t viszont az (I, m)-re nem
merdleges § sikot fektetjiik, akkor « és § metszik egymadst.

10. §. Ha allb s az a cgyenesen atmend « sik killonbozik az (a, b) siktol, akkor b-n it egy és csak
egy olyan f sik fektethetd, amely a-t nem metszi.

11. §. Elpattané haromél; ennek kiilsé szége nem lehet egyenld vele atelienes belsG szoggel.

12. §. Ha alb s az ezeken rendre atmené a, § sikok az (a, b) sikkal annak egyik oldalan olyan
belsS szogeket alkotnak, amelyeknek Osszege <180°, akkor a és f metszik egymast.

13. §. Elpattané haromé!l szogeinek Osszege 180°.

14. §. Ha «, B az (a, b, c) elpattand haromél q, ill. b élén dtmend sikok, amelyek rendre merG-
legesek az (a, c), resp. (b, ¢) oldalra, akkor « és § metszik egymadst.

15. §. Harom egymastol elpattané egyenesen a homolog pontok vonatkozasa tranzitiv.

I11. Paraciklus és paraszféra

16. §. Paraciklus; elemi tulajdonsagok.

17.§. Ha az AC paraciklus-ivnek B valamely k6zbiilsG pontja, akkor AB- AC. Paraciklus-ivbe
beirt nyilt poligon hossza bizonyos korlat alatt marad.

18. §. Paracikluson az ivekre érvényes az Eudoxus- és a Cantor-féle folytonossagi axioma.

19. §. Paraszféra; elemi tulajdonsagok.

20. §. A paraszféran az euklideszi sikgeometria érvényes.

IV. A hiperbolikus trigonometria alapképletei

21. §. Derékszbg szarainak végtelen tavoli pontjait OsszekotS egyenes létezése. A paraciklus-
ivek S egysége. Paraciklus-iv a magassdganak, resp. az érintGjének mint tavolsignak megfeleld
elpattandsi szoggel kifejezve.

22. §. A derékszogli hiromszog szogtrigonometridjanak alapképletei.

23. §. Az éaltaldnos haromszog szogtrigonometriai alapképletei.

24. §. A koncentrikus paraciklusok megfelels iveinek viszonyara vonatkozdé tétel.

25.§. Az elpattanasi szog a tavolsiggal kifejezve. A k természetes hosszegység. A hiper-
bolikus trigonometria alapképletei.
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12 SZASZ P.

V. Paraciklus-ivek rektifikacidja

26.§. Ha az :17’ paraciklus-iven Q a P-t] kiilonb6z6 pont, és H a PB iv felez6pontja, akkor
24H > AP+ AQ.
27. §. Ha a paracikluson a o=>¢’ ivek hurja rendre s és s°, akkor

’ ’

G S
_— - —,
(73 S5

4
28. §. Ha « a paraciklus valamely rogzitett ive és a valtoz6 o iv hirja s, akkor — s meghataro-
o

zott pozitiv hatarértékhez tart, midén ¢—0.
—
29. §. Az AB paraciklus-iv rektifikalhat6 és ivhosszusaga

AB
p=—1L,
[+4

aho! o megadott paraciklus-iv és a valtozo o iv hiarjat s-sel jel6lve
3
L=Ilim—s (g—0).
o

30. §. A k természetes hosszegység a paraciklus-ivek S egységének ivhossza.
31. §. Az r sugaru kor kerilletének leolvasisa a paraszférarol. BoLy a1 JANOs abszolut sinus-
tétele.

Bevezetés

Az Ggynevezett hiperbolikus geometria vagy Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria
alapfeltevését, EUKLIDESZ parhuzamossagi axidmajaval ellentétben (de a tobbi
axioma megtartasaval), egyik lehetséges alakjaban kifejezi a kdvetkezd

AXIOMA. Van olyan e, egyenes és rajta kiviil fekvé P, pont, amelyek sikjiban
Py-on dt nem csak egy olyan egyenes fektethetd, amely ey-t nem metszi. ( Nem-metszési
axioma.)

Ebbdl mar kovetkezik, hogy ugyanez barmely e egyenes és rajta kiviili P pont
esetében is igaz, vagyis fennall a kovetkezd

TETEL. Bdrmely e egyenes és rajta kiviil fekvé P pont sikjaban nem csak egy
olyan egyenes fektethetd, amely e-t nem metszi. ( Nem-metszési tétel.)

Ezt kovetkezOképp lathatjuk be.! Fektessiink az e egyenesen at egy az (e, P)
sikté!l kiilonbozé sikot (1. abra). Nyilvanvald, hogy a fenti axidmaban szerepld
P, pontnak megfeleléen ez utobbi sikban is van bizonyos P* pont az e egyenesen
kiviil, amelyen at nem csak egy olyan egyenes fektethet3, amely e-t nem metszi.
A PP* egyenesen dtmend sikok és az (e, P*) sikban a P* ponton 4tmend egyenesek
ko6z6tt nyilvan kolesondsen egyértelmii vonatkozast 1étesithetlink azaltal, hogy min-

1 V0. szerzétél, Az elliptikus, az euklideszi és a hiperbolikus geometria szétvalasztisa. Marema-
tikai és Fizikai Lapok, 48 (1941), 243—271, spec. 261—263.
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den ilyen sikhoz az (e, P*) sikkal valé
metszésvonalat rendeljiik. Ekkor minden
szoban forgd siknak, amely e-t metszi, d
nyilvan e-t metszé egyenes felel meg €s for-

ditva. Ugyanigy létesithetiink kélcsdndsen

egyértelmii vonatkozast a PP* egyenesen

atmend sikok és az (e, P) sikban P-n at- e

mend egyenesek kozott, amikor is e-t

metszé siknak szintén e-t metsz6 egyenes

felel meg és forditva. Ennélfogva az (e, P*) P
sik P*-on 4tmend egyenesei és az (e, P) sik
P-n atmend egyenesei kozétt olyan kol-
csOndsen egyértelml vonatkozas van, hogy
e-t metszd egyenesnek ugyancsak e-t met- 1. dbra

sz6 egyenes felel meg. Tehat az (e, P) sik-

ban is P-n it nem csak egy olyan egyenes fektethetd, amely e-t nem metszi. Ezt kel-
lett megmutatnunk.

A fenti axidma logikailag megengedett voltat, vagyis a hiperbolikus geometria
ellentmonddsmentességét sem BoLYAI JANOs sem N. J. LOBACSEVSZKIJ] nem bizo-
nyitotta be. Ezt csak jéval késébb F. KLEIN? majd utina mas mddszerrel H. PoIN-
CARE ? tette meg.t

Az alabbiakban a hiperbolikus trigonometridnak az eredeti klasszikus Gton
vald eldallitasat mutatjuk be elejétdl kezdve, lényeges egyszeriisitéssel. Ez az egy-
szeriisités egyéb részletek mellett f6leg abban 4ll, hogy eldszor a hiperbolikus szég-
trigonometridt vagyis a haromszOg szogei és az oldalainak megfelelé elpatrandsi
szogek kozotti egyenleteket allitjuk eld, s ezekbdl jutunk azutan, az elpattanasi szog
meghatarozasaval, az oldalak és a sz6gek kozott fennallé egyenletekhez.® Alkalma-
zasképp, a paraciklus-ivek rektifikdcidjaval,® s ennek alapjan az r sugari kor keriileté-
nek meghatarozasaval fejezziik be a targyalast.

I. Elpattano egyenesek

1.§. TéreL. Ha megadjuk a sikban a P és Q pontokat, s a PQ egyenes egyik
oldalin a Q-bdl kiindulé QY félegyenest, P-b6l a PQ egyenes ugyanazon oldaldn hiz-
hato egy és csak egy PX félegyenes ugy, hogy

1° PX nem metszi a QY félegyenest,

2° P-b6l a QPX 4 belsejébe huzott bdarmely félegyenes metszi QY-t.

: F, KLeiN, Uber die sogenannte Nicht-euklidische Geometrie. Mathematische Annalen,
4 (1871), 573—625.

3 H. PoINCARE, Mémoire sur les groupes kleinéens. Acta Mathematica, 3 (1883), 49—92, spec.
55—56.

4 Az utobbi mddszernek elemigeometriai targyaldsat illetGen lasd szerzdté!, Elementargeomet-
rischer Beweis der Widerspruchsfreiheit der hyperbolischen Raumgeometrie mit Hilfe des Poin-
caréschen Halbraumes. Acta Mathematica Acad. Sci. Hungaricae, 5 (1954), 255—261.

5 VO. szerzétol, Ein bequemer Weg zur Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie mit
Hilfe der Grenzkugel. Annales Universitatis Sci. Budapestinensis etc., Sectio Math., V (1962), 87—93.

8 V0. szerzdtdl, A ciklus-ivek rektifikaciojardl. MTA II1. Osztdlydnak Kozleniényei, 5 (1955),

145—148.
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Bizonyitds. Legyen Q' (2. abra) a QY félegyenes kiegészit6jének valamely pontja,
s PZ az a félegyenes a PQ’ egyenesben, amely nem tartalmazza e Q" pontot. Akkor
a QY félegyenes barmelyik Q-td] kiilénb6zé R pontjara nyilvan

QPR{ - QPZ{ .

Z

p
X
T
Q’ Q R vy
/ R\ RN Ny
2. abra.

Eszerint a P-bdl hiizott és a QY félegyenest metsz6 PR félegyenesekre a QPR
feliilrdl korlatos. Legyen ennek Weierstrass-féle felsé hatara ¢. Akkor az a PX fél-
egyenes a PQ egyenes széban forgé oldalan, amelyre

QPX<I = o,

a fenti 1° és 2° tulajdonsaggal bir. Ezt kévetkez6képp lathatjuk be.

Eldszor is PX nem metszheti a QY félegyenest, mert az ilyen metsz4 PR félegye-
neshez (2. abra) mindig talilhaté olyan PR’, amelyre QPR =>QPR,, mir pedig
a fels6 hatarnal nagyobb szdg nincs a szoban forgé szogek halmaziban.

Legyen most PX’ egy a QPX 4 belsejébe huzott félegyenes. Ekkor

QPXy < QPX4 = o,

amely ¢ szO6g a kérdéses halmaz felsd hatara, tehiat a QPX-nél nagyobb mér van

a halmazban, vagyis a QY félegyenesen az R* pont Uigy valaszthato, hogy QPRY% >

>QPXy. Eszerint a PX’ félegyenes a PQR™* hiaromszdg belsejébe hatol, tehat metszi
a QR* oldalt, s igy a QY félegyenest.

p Ezzel kimutattuk, hogy a PX fél-
egyenes valéban a mondott tulajdon-
sagl. Mas ilyen félegyenes pedig nyil-
van nincsen. Q. e. d.

£=Tk)

X J X DerFiNicIO. A fenti tételben szerep-
16 PX félegyenest a P-b6l hizott és a
QY félegyenestdl ,,elpattand félegyenes-
nek” nevezzik, az elpattanas jelolésére
y szolgaljon PX|QY (olv. PX ,elpatta-
Q né” QY-tdl). Ha PO 1L QY (3. abra),
3. 4bra akkor a QPX 4-et az x=PQ tavolsag-
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nak megfeleld & ,.elpattandsi szognek™ e
mondjuk, jele &=1I1(x).

1. KOROLLARIUM. Az elpattandsi szdg
mindig hegyesszog.

Ugyanis a P-ben PQ-ra allitott merd- b
leges (4. abra) tudvalevéleg nem metszi
a QY egyenest, tehat a nem-metszési tétel
értelmében (Bev.) P-n at fektetheté egy
a PQ-ra nem merdleges e egyenes, amely
ugyancsak nem metszi QY-t. Ennek vagy 4. abra
a PQ egyenesre vonatkozo tiikérképének '
arra a PZ felére, amely PQ-nak a QY
félegyenest tartalmazé oldalan van, a
QPZ 4 hegyesszog, s minthogy a PX elpat-
tano félegyenesre ennek fogalma szerint

QPX4 = QPZ,,
annal inkabb a QPX 4 is hegyesszog.

2. KoroLLARIUM. Ha PX| QY és Q,
a QY félegyenesnek, Q, pedig a kiegészi- 5. abra
téjének pontja, akkor egyben PX|Q,Y,
valamint PX||Q,Y (5. abra).

Mert el6sz6r is PX nem metszvén a QY félegyenest, nyilvin nem metszi sem
Q,Y-t, sem pedig Q,Y-t. Ha marmost PZ a Q, PX4-nek kozbiilsé egyenese, akkor
a fortiori ilyen egyenese a QPX 4-nek is, tehat a feltevés folytan metszi a QY fél-
egyenest, s a metszéspont evidenter a Q, Y félegyenes pontja. Ha viszont PZ a Q ,PX -
nek kozbiilsé egyenese, akkor vagy a Q,PQ 4 -nek, vagy a QPX 4-nek is ilyen egye-
nese, vagy pedig Osszeesik a PQ félegyenessel. Az els6 esetben PZ metszi a PQ,Q
haromszég Q,Q oldalat, s ezzel a Q,Y félegyenest, a masodikban pedig feltevés
szerint metszi a QY félegyenest, amely Q,Y-nak része, végiil a harmadik esetben
metszi Q,Y-t a Q pontban.

o b—
< X

Az alabbiakban alkalmazasra keriil még a kovetkez6

SEGEDTETEL. Ha a PQOR hdromszéghen rogzitett PQ oldal és PQRy mellett
QR + oo, akkor QRP 4—0.

Ezt igy lathatjuk be. Tekintsitk a QR oldal meghosszabbitasat képezd QY, és
az ettdl elpattand PX félegyenest (6. abra). Adatvan ¢=>0, a QPX 4 ko6zbiilsé PZ
félegyenesét valasszuk Ggy, hogy ZPX ,<¢ legyen. Minthogy PX|QY, e PZ fél-
egyenes metszi Q Y-t valamely S pontban. Ha marmost az SY félegyenesre felrakva

SP= ST, akkor
STPq = SPTq <ZPX<,

tehat PZ valasztasa folytan STP <e¢. Es ha Q_R>Q7, akkor a kiilsé szog tétele
értelmében ORP4<STP4, s igy még inkdbb QRP ,<e. Ezzel kimutattuk, hogy

QRP 4—~0, midén QR + oo,
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Y

6. abra

2.§. Az elpattand félegyenes megroviditésével vagy meghosszabbitasaval az el-
pattanasi tulajdonsag megmarad. Ezt fejezi ki a kovetkezd

1. TETeL. Ha PX||QY és a P, pont a PX félegyenesen, P, pedig ennek a kiegészi-
téjén van, akkor P, X| QY valamint P, X|QY.

Bizonyitds. A feltevés folytan P, X nem metszi a QY félegyenest. Ki kell még
mutatnunk, hogy P,-bdl a QP, X4 belsejébe huzott barmely P,Z félegyenes mar
metszi QY-t.

Valasszunk evégb6l a P, X félegyenesen valamely kozbiilsé S pontot (7. abra).
Minthogy ekkor P,Z a QP,Sq-nek kozbiilsé félegyenese, azért metszi a QP S

7. dbra

haromszég QS oldalat valamely kozbiilsé 4 pontban. S mivel P4 a QPX4-nek
nyilvan kozbiilsé félegyenese és a feltevés értelmében PX|QY, azért PA metszi
QY-t valamely R pontban, s A evidenter P és R k6zé esik. Minthogy pedig P, a P
és S kozott van, azért P, Z a PAS 4-nek ko6zbiilsG egyenese, tehat az RAQ 4-nek is
kozbiilsb egyenese, s igy metszi az RAQ haromszog QR oldalat valamely kozbiilsé T
pontban, szoval a P, Z félegyenes metszi QY-t.

Ugyancsak a feltevés folytan a P,X félegyenes sem metszi QY-t. Be kell még
bizonyitanunk, hogy P,-bdl a QP, X4 belsejébe huzott barmely P, U félegyenes mar
metszi QY-t.
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Legyen atrakva (8. abra)
UP2 X{ = VPX{ .

Ekkor a PV félegyenes P-bdl a QPX 4
belsejébe hatol, mert a kiilsé szog té-
tele értelmében QPX 4=>QP,X 4, tehat
még inkabb

QPXq > UP2X<[ = VPX<{,

s mivel feltevés szerint PX|QY, ennél-
fogva PV metszi a QY félegyenest va-
lamely R pontban. Minthogy pedig is-
mét a kilsé szog tétele értelmében 8. abra

RP,P < RPX 4 vagyis RP,P4<UP, X,

azért P,U a QP,R . kozbiilsé félegyenese, tehat metszi a QP,R haromszog QR
oldalat valamely kozbiilsd N pontban, szdval valoban metszi a QY félegyenest.
Qu.e. d.

Ennek felhasznéalasaval bebizonyithaté még a kovetkezd

2. TEéreL. Ha a PQ egyenesnek a QY félegyenest tartalmazé oldaldn a PU fél-
egyeneset ugy vdlasztjuk, hogy

(1) QPU4+PQY 4 = 180°,
akkor PU nem metszi QY-t, de attol nem is elpattand.

Bizonyitdas. Ha PQY=90°, akkor az allitas kovetkezik az elébbi § 1. tételének
1. korollariumabdl. Feltehetjiik tehat, hogy PQY #90° (9. 4bra).

A PU félegyenes nem metszheti Q Y-t a kiilsG szog tétele folytdn. Az elpattanas
lehetetlenségét bebizonyitandd, fektessik a PQ egyenesdarab F felezGpontjan at a
QY egyenesre merdleges m egyenest,
amely azt E-ben messe, €s legyen PU ki-
egészitdje a PV félegyenes. Akkor (1)- p

bdl folydlag PQY 4=QPV 4, sigy nyil- V A AV

vanvald, hogy m merdlegesen metszi az i

UV egyenest is valamely G pontban. Ha X
F

marmost PU| QY allana, akkor az el6b-
bi tétel szerint egyben GU||QY volna, s
ebbdl kovetkeznék (1.§, 2. Korollarium),

hogy GU||EY. Ez azonban lehetetlen el Y
(1.§, 1. Korollarium), miutan EGU 4 Q |E
derékszog. Tehat PUY. QY, q.e.d. 9, abra

KoroLLARIUM. Ha PX|QY, akkor
QPX{‘*‘PQY{ - 1800.

Ugyanis a tételbdl folyolag PX sziikségképp kozbiilsé félegyenese a QPU 4-nek
(9. abra).
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3.§. Az elpattanas relacidja szimmetrikus, vagyis fennall a kovetkezd
TETEL. Ha PX|QY, akkor egyben QY| PX.

Bizonyitds.” A feltevés szerint QY nem metszi PX-et. Ki kell még mutatnunk,
hogy a PQY 4 barmely kozbiilsé QZ félegyenese metszi PX-et.

E QZ félegyenesen a T pontot ugy valaszthatjuk (1. §. Segédtétel), hogy QTP 4 <
< YQZ 4. Legyen a P-bdl T felé hiizott félegyenes PU, és a QT egyenes masik olda-
lara atrakva YQZ ,=VTQ4, s a TV fél-
egyenes kiegészitGje TW (10. abra). Akkor
T valasztasa folytan TU a WTZ 4 kozbiilsé
félegyenese. Mivel pedig TW nem metszi
a QY félegyenest, de attdl nem is elpattand
(2.§. 2. Tétel), azért a TU félegyenes is
ilyen tulajdonsagi. Ennélfogva PU is a
Q Y-t nem metszd, de attol nem is elpattand
félegyenes (2. §. 1. Tétel). Kovetkezdleg a
Q7Y-t6l elpattand PX félegyenes a QPU 4
kozbiilsd félegyenese, tehat metszi a POQT

haromszdg QT oldalat, s ezzel a QZ fél-
egyenest. Q. e. d.

4. 8. Az elpattanas relacioja nemcsak
szimmetrikus, mint €ppen lattuk, hanem
tranzitiv is, azaz érvényes a kovetkezd

TETEL. Ha PX||QY és QY| RZ, de
R nincs a PX félegyenesen vagy kiegészi-
tdjén, akkor PX||RZ.

Bizonyitds. Elbészor tekintsiik azt az
esetet, midén a PX, QY, RZ félegyenesek
nincsenek egy sikban. Ez esetben P, Q és
R nyilvan nincsenek egy egyenesben, és
PX, QY, RZ egyike sem fekszik a PQR
sikban, tehat mindharman nyilvan e sik
ugyanazon oldalara esnek (11. abra).

Megmutatjuk, hogy RZ és PX egy
sikban vannak, vagyis RZ az RPX sikban
van. Tekintsiik evégb6l az RPX és RQY
sikok metszésvonalanak azt az RZ’ fél-
egyenesét, amely a POR siknaka PX, QY,
RZ félegyeneseket tartalmazé oldalan
van. Minthogy PX és QY nem metszik egymast, azért az XPQY sik evidenter nem
metszheti RZ’-t. Tehat RZ’ nem metszi QY-t. De tSle elpattand! Mert legyen RS
a QRZ’, valamely ko6zbiilsd félegyenese. Akkor az SRP sik metszi a QPX siknak a
POR sik széban forgd oldalara es6 felét olyan PT félegyenesben, amely a QPX 4-

11. 4bra

7 Ez BoLyal JANosnak a hatrahagyott irataiban talalt bizonyitasa, amely egyszeriibb az
Appendixben kozoltnél. V6. STACKeL PAL, Bolyai Farkas és Bolyai Jdnos geometriai vizsgdlatai,
ford. Rapos IGNAc, Budapest, 1914, I1. kot., 291.
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nek kozbiilsé félegyenese. De mivel PX|QY, e PT metszi QY-t valamely U pont-
ban, s igy RS is metszi azt U-ban. Eszerint csakugyan RZ’||QY. Minthogy azonban
OY|RZ, azért egyben RZ|QY (3.§.), kovetkezbleg RZ’ Osszeesik RZ-vel, tehat
RZ az RPX sikban van, vagyis RZ és PX tényleg egy sikban vannak.

Most az el6bbihez analég okoskodassal kovetkezik, hogy RZ | PX, tehat egyszer-
smind PX|RZ (3.§.).

Az éppen targyalt térbeli esetre visszavezethetd az az eset, midén PX, QY és
RZ ugyanazon ¢ sikba esnek. Ugyanis egy a ¢ sikon kiviili 4 pontbdl huzzuk az
AU félegyenest ugy, hogy AU||QY (12.
abra). Ekkor AU nem esik a o sikba. S

U
mivel AU||QY||RZ, az elGbbick szerint 6
AU|RZ. De mivel PX||QY, azért egy- X y 7
szersmind QY||PX (3.§), tehat AU va- |
lasztasa folytan fennall AU||QY||PX, s |
igy szintén az elébbiek szerint AU || PX, b a[ A
R

kovetkezoleg PX||AU. Szdval
PX||AUJRZ, tehat ismét a fentebbiek
értelmében PX||RZ. Q. e. d.

5. §. Fentebbiek alapjan (1.§, 2. P
Kor; 2.§, 1. Tét.), iranyitott egyenesek-
re vonatkozdlag az elpattands fogalmat
megadja a kovetkezd

12. 4bra

DEFINICIO. Az iranyitott a, b egye-
nesekrél azt mondjuk, hogy a elpat-
tané b-16l, jelben a||b, ha ez egyenesek-
ben rendre az adott irdnyba esé PX,
QY félegyeneseket valasztvan, PX||QY
(13. abra).

1. KOrROLLARIUM. Ha allb, akkor
a és b egy sikban vannak, s egymdst
nem melszik.

2. KOROLLARIUM. Ha allb, akkor
egyben blla (3.8§.).

3. KOROLLARIUM. Ha allb és bllc, s
¢ az a-t6l kiilénbozik, akkor alc (4. §.).

6.8. TETEL. Ha a|b, akkor az a
egyenes bdarmely A pontjéhoz egy és csak egy B pont taldlhaté a b egyenesen tigy, hogy a
és b az AB egyenessel annak ugyanazon az oldaldn egyenlé belsd szigeket alkossanak.

14, abra

Bizonyitas. ElGszor is A-hoz mindenesetre legf6ljebb egy ilyen B pont talathato.
Ha ugyanis (14. abra) a és b-re a=pf, akkor a b egyenesen a b utani B” és a B
el6tti B” pontot valasztvan, az abra jelSléseivel a kiilsé szOg tételét alkalmazva

B>p=a=d,

all>a=ﬂ>ﬂ”’
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kovetkezbleg
B/ - al’ all - ﬂ”'

Most megmutatjuk, hogy 4-hoz
valoban talalhaté ilyen B pont. Va-
lasszunk evégbdl a b egyenesen tet-
szés szerint valamely B’ pontot, s fe-
lezziik (15. abra) az o és B’ szoget.
Minthogy ajlb, azért az o szog fele-

A a a z6je metszi a b egyenest, tehat nyil-

1 van metszi a f’ szog felezdjét is va-
15. dbra lamely P pontban, amely az a, b
egyenesek kozti savban fekszik. Bo-
csassuk P-bdl a-ra a PQ,, b-re a PQ,, AB’-re a PQ merdlegest. Akkor

PQ, = PQ = PQ,,

tehat PQ,=PQ,. Ha marmost b-re a Q,-b8l B’ felé felrakva Q,4=0,B, akkor
PAQ,,=PBQ,, (két oldal és a kozbezart deréksz6g megegyezése folytan), s igy

PAQ1<= PBqu, 14—}3 = B—_P.
Utébbibdl folydlag
PAB{ = PBA{,
014B4 = O, BA 4,
vagyis a B pont a kivant tulajdonsagi. Q. e. d.

tehat elébbire tekintettel

1. DErFINICIO. A fenti tételben szerepld A és B pontrdl azt mondjuk, hogy B
az a egyenes A pontjahoz homolég pont a b egyenesen és forditva.

1. KorROLLARIUM. Ha a|lb, s ezeknek A és B homoldg pontjai, akkor az AB
egyenesnek az elpattands felé elsd oldaldn az a=p szdg (16. abra) hegyesszog (2.§,
2. Tétel, Korollarium).

2. KoROLLARIUM. Ha allb, s A és B valamint A’ és B’, ezeknek homoldg pontjai,
akkor A’ és B” az AB egyenesnek ugyanazon az oldaldn vannak. Mert ha pl. A" az 4

B

16. abra 17. abra
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ponttdl az elpattanas iranyaba, B’ viszont B-t5l az ellenkezd irdnyba esnék (17. 4bra),
akkor a kiilsé szog tétele szerint

al - = ﬂ - ﬁl
allana, tehat o"=p" volna ellentétben azzal, hogy 4" és B’ homoldg pontok.

3. E)ROERIUM. Ha allb, s ezeknek A és B, valamint A’ és B” homoldg pontjai,
akkor AA’=BB’. Ez nyilvanvald azon ismert tétel alapjan, hogy ha az 4 BCD konvex
négyszégben Aq=B4 €s AD>BC, akkor D4<C4 (18. abra).

D

A 2
18. abra 19. abra

4. KOROLLARIUM. Ha allb, s ezeknek A és B, valamint A" és B’ homolég pontjai,
akkor az AB és A’ B’ egyenesdaraboknak kozos felezé merdlegese van. Ugyanis az
AB, AR egyenesdarabok felezGpontjit rendre F-, F’-vel jelolve (19. 4bra), az el6bbi
3. korollarium alapjan nyilvanvald, hogy A FF'A’=BFF’ B’, tehat

AFFy = BFF,, A'F'Fq= B F'Fy,

vagyis ezek derékszégek.

2. DerINic1O. Ha alb, s ezeken A és B homolég pontok, akkor az 4B egyenes-
darab felez6 merdlegesét az (a, b) elpattand egyenespdr kézépvonaldnak nevezziik.

1. KOROLLARIUM. Minden elpattand egyenespdrnak egy és csak egy kézépvonala
van (1. Definicio, 4. Koroliarium).

2. KOROLLARIUM. Ha az (a, b) elpattané egyenespdr kozépvonala k, akkor a és
b egymdsnak k-ra vonatkozo tiikirképei.

3. KOROLLARIUM. Ha az (a, b) el-
pattand egyenespdr kozépvonala k, ak-
kor allk és bllk. Mert elGsz6r is az a
egyenes nem metszheti k-t, minthogy ek-
kor b is metszené k-t ugyanabban a
pontban (el8bbi 2. Korollarium), tehét
a és b metszenék egymast. Es hasonlo-
képp b sem metszheti k-t. Ha tovabbi e
az A csucsi o belsé szog k6zbiilsé egye-
nese (20. abra), akkor ez metszi b-t va- 20. 4bra
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lamely C pontban, minthogy a|lb. Tehat ez e egyenes metszi k-t is, miutan a és b, s
ezzel A és C is k-nak nyilvan két kilonbozd oldalan vannak. Ezek szerint a|k, és
ugyanigy b||k.

7.8§. Az elpattand félegyenesek alaptulajdonsigaibol folydlag (2. §, 1. Tétel; 3.,
4. 88) a tér félegyeneseit osztdalyokba sorolhatjuk gy, hogy minden félegyenes egy és
csak egy osztdlyba tartozzék, s két kiilonbozd félegyenes akkor és csak akkor sorol-
tassék ugyanabba az osztdlyba, ha vagy elpattandk, vagy egyik a mdsik meghosszab-
bitdsa.

Ez osztalyozas szem elStt tartasaval, egyszeriibb kifejezésmddot enged meg a
kovetkezd

1. DerNic1O. Az el6bbi félegyenes-osztalyok mindegyikéhez rendeliink egy vég-
telen tdvoli pontot, s errdl azt mondjuk, hogy az osztaly félegyenesein rajta van.
A kiilonb6zé osztilyokhoz rendelt végtelen tavoli pontokat kiillonbozbeknek te-
kintjiik.

1. KOROLLARIUM. Két félegyenesen akkor és csak akkor van rajta ugyanaz a
végtelen tdvoli pont, ha azok vagy elpattandk, vagy egyik a mdsik meghosszabbitdsa.

2. KOROLLARIUM. Az egy pontbdl kiindulé osszes félegyenesek végtelen tdvoli
pontjai mind kiilonbézék, s ezek a végtelen tdvoli pontok Gsszességét alkotjdk.

2. DerINicIO. Az Q végtelen tavoli pontrol azt mondjuk, hogy az e egyenesen,
ill. a o sikon rajta van, ha az e, resp. o valamely P pontjat Q2-val 6sszekotd PQ fél-
egyenes e-be, ill. o-ba esik.

I. KOROLLARIUM. Minden egyenesen két végtelen tdvoli pont van (21. abra).

@ P Q

21. abra

2. KOROLLARIUM. Elpattand egyeneseknek egy és csak egy kézds végtelen tdvoli
pontja van (2.§, 2. Tétel, Korollarium).

3. KoROLLARIUM. Ha két kiilonbiz8 egyenesnek van kiézds végtelen tdvoli pontja,
akkor azok elpattandk.

4. KOROLLARIUM. Ha az e egyenes rajta van a o sikon, akkor végtelen tdvoli
pontjai is rajta vannak ezen a sikon.

3. DreriNiciO. Ha a sikban az Q végtelen tavoli pont nincs rajta az e egyenesen,
akkor azt mondjuk, hogy Q ez e egyenesnek azon az oldaldn van, amelyen az e vala-
mely P pontjabdl huzott PQ félegyenes. (E megallapitis nyilvin fiiggetlen a P pont
specialis valasztasatol.)
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I1. Elpattané hiaromél

8.8. TETEL. Ha a|b, s az a egyenesen dtmend o sik a b egyenesen dtfektetett
B sikot egy harmadik ¢ egyenesben metszi, akkor megfelelden irdnyitva c|a, és c|b.

Bizonyitds. Valasszunk a ¢ egyenesen valamely C pontot, s fektessiik ezen at
az a-t6l elpattané ¢” egyenest (22. abra). Minthogy C az « sikban van, azért ¢’ is a-ba
esik. De c’|la||b folytan ¢’||b (5.8, 3. Ko-
rollarium), s mivel C a f§ siknak is pontja,
azért ¢’ a f sikon is rajta van. Vagyis ¢’ az
o és ff sikok metszésvonala, azaz Osszeesik
c-vel. Tehat clla és c||b. Q. e. d.

9.8. Ha l|m, s az | egyenesen dt az /
(I, m) stkra meréleges A sikot, m-en dt vi-
szont az (I, m)-re nem merdleges y sikot fek-
tetjiik, akkor e A, u sikok metszik egymadst.

Bizonyitds.® Bocsassuk az m egyenes

valamely M pontjabdl lre az ML=a /
merolegest (23. abra). A p sik nem mer6- M /

leges az LM egyenesre, mert az a=(a, m)q /
éppen az a tavolsagnak megfeleld elpatta- /
nasi sz0g, tehat hegyesszog (1. §, 1. Korol- Z“ l’
larium). Legyen marmost az LM egyenes 7
vetiilete a u sikon e. Ez kiilonbozik m-tdl,
miutan az m-et és LM-et tartalmazé (/, m)
sik feltevés szerint nem merdleges a u e d
sikra. Tudvalevleg® (a, e)q<(a, m)4=ua, /
tehat ha az L pontban LM-re a ¢ merd- /
L
’
N

legest allitjuk az (LM, e) sikban, akkor az
e egyenes metszi ¢-t valamely N pontban,
Iévén o az a tavolsagnak megfelels elpat-
tanasi sz6g. De mivel a A sik feltevés szerint
merdleges az (I, m) sikra, a szerkesztésbol
folydlag LM | A, tehata c egyenes a A sik-
ba esik. Ennélfogva az e és ¢ egyenesek N
metszéspontja a A, usikoknak k6z6s pontja, 23. dbra
vagyis ezek metszik egymast. Q. e. d.

—

>

10.§. TETEL. Ha a|lb, s az a egyenesen dtmend o sik kiilonbézik az (a, b) siktdl,
akkor b-n dt egy és csak egy olyan sik fektethetd, amely a-t nem metszi.

Bizonyitds. Fektessiik a b egyenesen 4t az a sikra merdleges y sikot, azutan
ez utébbira merdleges B sikot (24. 4dbra). E B sik nyilvan kiilénbozik «-tél. De

8 V&. R. BonoLa, Uber die Parallelentheorie und aber die nichteuklidischen Geometrien,
lasd F. ENRIQUES, Fragen der Elementargeomeirie I, Deutsche Ausgabe von H. THiEME, 2. Aufl.
Leipzig—Berlin 1923, 246—363, spec. 307.

* Lasd pl. KEREKIARTO BELA, A geometria alapjairdl I, Szeged, 1937, 162., 155., tét.
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A
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b
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]

24. abra

nem metszi ¢-t. Mert ha metszené, akkor az a-ra és f-ra egyarant merdleges y sik
merdleges volna o és f metszésvonalara, tehat az o, B, y sikoknak volna koz6s P
pontja, amely eo ipso kdz0s pontja volna a-nak és a f§, y sikok b metszésvonalanak.
De mivel az a, b egyenesek a feltevés folytan egy sikban vannak, azért a b egyenes
és az o sik koz6s P pontja az (a, b) és o sikoknak ko6zds pontja volna, vagyis az
a egyenesre esnék, s igy a és b metszenék egymadst a feltevéssel ellentétben.

A b egyenesen dtmend masik 0 sik azonban mar metszi a-t! Legyen ugyanis
az a, y sikok metszésvonala b’. Ha ez Osszeesik g-val, akkor feltevés szerint b-161
elpattand. Ha pedig &” kiilénbozik a-tol, akkor mint az egymastdl elpattano a, iil. b
egyeneseken atmend x, y sikok metszésvonala, megfelelen iranyitva b-t6l ugyan-
csak elpattand (8. §). Tehat mindenképpen b’||b. Mivel pedig szerkesztés szerint az
o sik merdleges y-ra, & viszont nem, azért az «, 6 sikok metszik egymast (9. §).

Latjuk, a szerkesztett f§ sik az egyetlen a b egyenesen atmend sikok koziil, amely
a-t nem metszi. Q. e. d.

11. §. DEriNicIO. A nem egy sikban fekvl és egymastdl paronként elpattand
a, b, ¢ egyenesek az (a, b, ¢) elpattané hdromélt alkotjak, amelynek a, b, és ¢ az
élei, az (a, b), (b, ¢), (¢, a) egyenesparok kozotti sikrészek az oldalai, s ez oldalak
kozotti lapszogek a szégei (belsé szidgei), ezek supplementumai a kilsé szigei.

TETEL. Elpattand hdromél kiilsé szége nem lehet egyenld vele dtellenes belsd
szdggel.

Bizonyitds. Legyen az a, b, c¢ élek kozOGs végtelen tavoli pontja Q (7.§), az
éleknek megfeleld bels szogek rendre o, f§, y. Megmutatjuk, hogy pl. 180°—f=7
lehetetlen.

Tekintsiik a (b, ¢) elpattané egyenespar d kdzépvonalat (6. §, 2. Definicid), amely
megfeleléen iranyitva b €s ¢-t0l elpattand (6. §, 2. Definicid, 3. Korollarium), és
bocsassuk d-re az a él valamely 4, pontjabol az 4, D,, a b él bizonyos B, pontjabol

pedig a B, D, merblegest (25. 4bra). Tovabba vilasszuk a d egyenesen a D pontot

MTA III. Osztdly Kozleményei 22 (1973)



A HIPERBOLIKUS TRIGONOMETRIA EGYSZERUBB ELOALLITASA A KLASSZIKUS UTON 25

Q

25. abra

ugy, hogy mind D,-t8] mind D,-tdl az elpattanas irAnyaba essék. Akkor a D-ben
d-re allitott merdleges sik nyilvan metszi az a élt valamely 4, a b és c éleket pedig
bizonyos B, C homoldg pontokban. Legyen marmost az 4B egyenesdarab meg-
hosszabbitasa a B végponton tul a BE félegyenes, és tekintsiik a

B(BQ, BE, BD), C(CQ, CA, CD)

haroméleket. Ezekben DBQ 4 =DCQ 4, miutan B és C homoldg pontok a b, ¢ egyene-
seken. Az elsé haromél BD éli lapszdge derékszGg, éppen Ugy, mint a masiknak
CD ¢éli lapszoge, minthogy a szerkesztés folytin az ABC sik merdleges a (b, ¢)
sikra. Tovabbd a 180°— =y feltevés azt jelentené, hogy az els6 haromélnek BQ
¢l lapszoge egyenlé a masiknak CQ €lii lapsz6gével. Ekkor tehat a két haromélben
egy oldal és a két rajta fekvé szo6g rendre egyenld volna a neki megfelelével, s igy
e haromélek kongruensek volnanak. Ennélfogva EBD 4= ACD 4 allana, miutan ezek
a BQ, ill. a CQ élii lapsz6ggel szemben fekvé oldalak a két hiromélben. Eszerint az
ABC haromszogben a kiilsé EBD 4 egyenlé volna az atellenes belsé ACD 4-gel,
ami tudjuk lehetetlen. Tehat valéban nem lehet 180°—f=7y. Q. e. d.

12. §. TETEL. Ha a||b, s az ezeken rendre ditmend a, B sikok az (a, b) sikkal annak
egyik oldaldn olyan belsé szégeket alkotnak, amelyeknek dsszege <180°, akkor o és
B metszik egymudst.

Bzzonyztas Fektessiik a b egyenesen at a 8’ sikot ugy (26. abra), hogy az (a, b)
sik a-val és f’-vel a széban forgd oldalon alkotott belsG szogemek Gsszege 180°
legyen. Ekkor f és f” a feltevésnél fogva kiilonbdz6k. De o és f” nem metszik egy-
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mast, mert kiilénben a ¢ metszésvo-
nalra megfelel6 iranyitas mellett aijc||b
allana (8. §), s az (a, b, ¢) elpattand ha-
romélben az a éli kiilsé szog egyenlo
volna a vele atellenes b éll bels6 szog-
gel, ami a megel6z6 § szerint lehe-
tetlen. Minthogy pedig a b egyenesen
at csakis egy olyan sik fektethetd,
amely a-t nem metszi (10. §), azért f
metszi az « sikot. Q. e. d.

a 13.§. TETeL. Elpattané hdromél
I \ szogeinek dsszege 180°.

Bizonyitds. Az (a, b, ¢) elpattand
haromél (b, ¢) oldalara rakjuk fel a ¢ él
26. 4bra mentén kifelé a b élii lapszoggel kong-
ruens lapszoget, melynek masik lapja
A7 a A félsik, az (a, ¢) oldalra pedig
hasonloképp az a éli lapszoggel kong-
ruens lapszéget, amelynek masik lapja
a u félsik (27. abra). Akkor sem a
A, sem a u félsikot tartalmazd sik nem
metszi az (a, b) sikot. Mert ha pl. a A-t
tartalmazo sik metszené (a, b)-t I-ben,
akkor megfelelé iranyitas mellett b|!|ic
allana (8.§), s a (b, c,!) elpattané ha-
romélben kiilsé sz6g egyenld volna vele
atellenes belsd szoggel, ami lehetetlen
(11. §). Mivel pedig a c egyenesen at
csakis egy olyan sik fektethetd, amely az (a, b) sikot nem metszi (10. §), azérta A,
u félsikok ugyanabban a sikban fekiisznek, vagyis az (g, b, ¢) elpattané haromél
szOgeinek Osszege 180°. Q. e. d.

27. abra

14.§. TETeL. Ha az (a, b, c) elpattand hdromél a élén keresztiil az (a, c) oldalra
merdleges o, b élén keresztil pedig a (b, ¢) oldalra merédleges B sikot fektetjiik, akkor
o és B metszik egymadst.

Bizonyitds. Ha a haromélben az a és b élii lapszdgek mindketten hegyesszogek,
akkor az a, f sikok az (a, b) sikkal annak a c éllel atellenes oldalan olyan belsé sz6ge-
ket alkotnak, amelyek mindketten szintén hegyesszogek (28. abra), tehat Gsszegiik
< 180°. Ekkor tehat o és B metszik egymast (12.§). Ha pedig pl. az q éli lapszog
deréksz0Og, akkor a Osszeesik az (a, b) sikkal, s igy az Aallitas trivialis.

Legyen most pl. az g élii lapsz6g tompasz6g, mikor is a b €lii mar sziikségképp
hegyessz6g (13. §). Ekkor az a sik nyilvan metszi a (b, ¢) sikot valamely d egyenesben
(29. abra), s ez megfeleld iranyitas mellett az a, b, ¢ egyenesektdl elpattand (8. §)
és a (b, c) egyenespar kozotti sikrészben fekszik. Minthogy most az (a, ¢, d) el-
pattané hiromélben az a élii lapszég a feltevés szerint derékszOg, azért a d éli
hegyessz6g (13. §). Ezek szerint a d egyenesen it az a, a tdle elpattand b egyenesen
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28. 4bra 29. abra

at pedig a f sik ugy van fektetve, hogy a (d, b) sikkal annak ugyanazon az olda-
lan mindkettd belsd hegyesszoget képez, tehat (12.§) « és f ismét metszik egy-
mast. Q. e. d.

15.§. TETEL. Ha a|blc és ¢ kiilonbozik az a egyenestdl, s ezeken rendre a
A, B, C pontokat valasztjuk ugy, hogy A és B valamint B és C homolég pontok, akkor
A és C is homoldg pontok. (BoLyar JANos! tétele.)

Bizonyitds."* Tegyiik fol elészor, hogy a, b, ¢ nem egy sikban fekiisznek, s
jeldljiik ezek kozos végtelen tavoli pontjat Q-val (30. abra). Legyen az (a, b) elpattand
egyenespar kozépvonala f, a (b, ¢) egyenesparé g, mikor is f az AB, g pedig a BC
egyenesdarab felez merdlegese és £ b]| g (6. §), tehat fés g is Atmennek az Q végtelen
tavoli ponton. Az AB-t m°rolegesen felezd ¢ sik atmegy fen, a BC-t merolegesen
felez6 vy sik pedig g-n. S mivel £, b és g nyilvan nincsenek egy sikban és a ¢ sik evi-
denter merdleges a (b, f), y pedig a (b, g) sikra, azért ¢ és y metszik egymast bizo-
nyos [ egyenesben (14.§), amelyre f||/||g (8.§), tehat egyben alllllc (6.8, 3. Kor.).
A szerkesztésbdl folydlag ! pontjai egyenld tivolsagra vannak a A4 és B, valamint
a B és C pontoktdl, tehat egyenld tavolsigra vannak A4 és C-t6l is, kOvetkezGleg
az AC egyenesdarabot merdlegesen felezd sk dtmegy az / egyenesen. Legyen e sik-
nak az (a, ¢) sikkal valé metszése 4. Minthogy el8bbiek szerint a|/|c, azért ajlhllc

(8.§). S mivel 4 nyilvan mer6leges AC-re annak D felez8pontjaban, azért QAD 4=

=QCD 4, 1évén mindkettd a DA=DC tavolsagnak megfeleld elpattanasi szog. Esze-
rint 4 és C az a, c elpattand egyenesek homoldg pontjai (6. §).

10 JoHANNES BOLYAI DE EADEM, Appendix. Scientiam spatii absolute veram exhibens etc., Maros-
vasarhely 1832, § 10. Magyarul lasd STACKEL PAL i. m. (18. old.) IT. k&t. 197232, spec. 201, vagy
Boryar JANos, Appendix. KARTESZI FERENC bevezetésével, megjegyzéseivel és kiegészitéseivel,
Budapest, 1952, 71—124, spec. 81.

11 V6. J. BoLyal, i. h. 201—202, resp. 81—82.
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30. 4bra

Legyenek most a, b, ¢ egy sikban. Valasszunk valamely e egyenest, amely e
sikon kivill fekszik, s ez egyenesektdl elpattand (5.§, 3. Korollarium). Ha az e
egyenesen a B-vel homoldg pont E, akkor a feltevésnél fogva az elébbiek szerint az
a, e egyeneseken A és E, az e, ¢ egyeneseken pedig £ és C homoldg pontok. Tehat
ismét az elObbiek szerint az a, ¢ egyeneseken A4 és C szintén homolég pontok. Q. e. d.

III. Paraciklus és paraszféra

16. §. 1. DeriNic10. Megadvan a sikban a A valdsagos és az Q végtelen ta-
voli pontot, a A ponton dtmend Q kozéppontu paraciklus alatt a sik pontjainak azt

A

!
9.

31. 4bra

MTA I1II. Osztdly Kézleményei 22 (1973)

az Osszességét értjiik, amely all A-bdl és
az Q-n atmend, 4 Q-t61 kiilénb6z6 egye-
neseknek A4-val homoldg pontjaibdl (31.
abra).

KOROLLARIUM. A paraciklusok
kongruensek.

Nyilvanvalé (5., 6. §§), hogy mas
szoval az A-n dtmend Q kézéppontu pa-
raciklus dll A-nak az Q-n dtmend egye-
nesekre vonatkozé tiikorképeibdl. Esze-
rint a paraciklus a korrel rokon alak-
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zat, minthogy az 4 ponton atmend O koézéppontld kort hasonloképp A-nak az O
ponton atmené egyenesekre vonatkozo tiikorképei alkotjak.

Alapvetd a kdvetkezd

1. TETEL. Ha az A ponton dtmend Q kézéppontu paraciklusnak valamely mds
pontja B, akkor e paraciklus azonos a B ponton dtmend Q kézéppontu paraciklussal.

Bizonyitds. Ki kell mutatnunk, hogy az elsé paraciklus pontjai a masodik
paracikluson vannak és forditva. Ez a 4 és B pontokrdl nyilvanvald, minthogy
ezek a AQ, BQ egyeneseknek homoldg pontjai. Legyen most C az els6é paraciklus-
nak A- és B-tdl kiilonb6z6 valamely pontja. Ekkor C és 4 a AQ, CQ egyenesek
homoldg pontjai. De 4 és B a 4Q, BQ egyeneseken szintén homoldg pontok, miutan
B az els6 paraciklus pontja. Ennélfogva (15.§) B és C a BQ, CQ2 egyeneseken ugyan-
csak homoldg pontok, tehat C a masodik paracikluson is rajta van. Hasonloképp,
a masodik paraciklus pontjai az elsének is pontjai. Q. e. d.

Tekintettel az el6bbi korollariumra, e tétel alapjan azt mondjuk, hogy a paraciklus
onmagdban eltolhaté.

2. DerINiciO. A sikban a paraciklus k6zéppontjan 4tmend egyeneseket a para-
ciklus tengelyeinek nevezziik.

1. KOROLLARIUM. A paraciklus bdrmelyik tengelyére szimmetrikus.

2. KOROLLARIUM. Ha P és Q valamely paraciklus pontjai, akkor a PQ egyenes-
darab felezd merdlegese e paraciklusnak tengelye (6.§, 2. Def., 3. Kor.).

3. DeriNic16. Ha a paraciklus 4, B, C pontjain 4tmend a, b, ¢ tengelyek koziil b
az a és ¢ kozott van, akkor azt mondjuk, hogy a paracikluson B az 4 és C kdzé esik

(32. abra). A C és A kozotti paraciklus-pontok A-val és C-vel egyiitt a AC paraciklus-
fvet alkotjak. .

A 6. §-beli 1. Definicié 1. Korollariuma alapjan nyilvanvalé (7. §, 3. Definicid)
az alabbi két tétel.

2. TETEL. Az A ponton dtmend Q kozépponti paraciklusnak A-t6l kiilonbozé pont-
Jjai az A-ban AQ-ra dllitott merGlegesnek azon az oldaldn vannak, amelyen Q (33. abra).

Q

32. 4bra 33. 4dbra
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I8 3. TETEL. Ha valamely Q kiozépponti para-

cikluson B az A és C kozé esik, akkor C az AB
(o egyenesnek azon az oldaldn van, amelyen Q (34.
/ 1\ abra), vagyis QAB 4> QAC 4.

Az utobbi tétel mas széval azt mondja,

hogy valamely AC paraciklus-iv kozbiilsé pont-

Jjai az AC egyenesnek a paraciklus Q kézéppontja-

val dtellenes oldaldn vannak. Ezt Ugy fejezhetjiik

ki, hogy a paraciklus a kozéppontjabdl nézve
Q konkav.

34. dbra KoOROLLARIUM. Egyenesnek legfiliebb két
kozos pontja van a paraciklussal.

4. DEFINICIO. A sik valamely P pontja az € kézépponta paraciklus belsejében
van, ha a paraciklusnak a PQ tengelyen fekvé A pontja P-t6l az Q-val atellenes
iranyba esik, viszont a @ pont a paraciklus kiilsejében van, ha a paraciklusnak a
QQ tengelyen fekvd B pontja Q-tdl az Q iranyaba esik (35. abra).

Q A o/

B

€ Q
35. 4bra 36. abra

5. DErINic10. Valamely Q kozéppontu paraciklus 4 pontjaban a AQ tengelyre
allitott merdlegest e gorbe A-beli érintdjének nevezziik.

KOROLLARIUM. A paraciklus A-beli érintdjének A-tél kiilonbézé pontjai a gérbe
kiilsejében fekiisznek. Ez nyilvanvalé abbdl, hogy azilyen Q ponton atmené QR para-
ciklus-tengelynek a paraciklusra esé B pontjara (36. dbra) az Q4B hegyesszog,
mig az QAQ 4 derékszog.

17. §_ SEGEDTETEL. Ha az AC paraciklus-ivnek B valamely kozbillsé pontja,
akkor AB<AC.

Ugyanis a paraciklus k6zéppontjat Q-val jelolve (37. abra), feltevés szerint az
QB tengely QA és QC kozé esik (16.§, 3. Definicid) és B az AC egyenesnek Q-val at-
ellenes oldalan van (16.§, 3. Tétel), minélfogva

ABC4 > QBC4, QCB4 > ACBy.
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De Bés C a BQ, CQ tengelyek homoldg
pontjai lévén QBC .= QCB, s igy elébbi-
b6l folydlag az ABC haromszégben
ACB4<ABC 4, amibdl tudvalevileg ko-

vetkzik, hogy AB<AC.

™~

TETEL. Valamely paraciklus-ivbe beirt
nyilt sokszég hossza bizonyos korldt alatt
marad.

Bizonyitds. Legyen egy az AB para-
ciklus-ivbe beirt nyilt sokszog
AP,P,...P,_1B Q
(38. abra). A fenti segédtétel szerint 37. 4bra
A_P_l < AP, <...< ﬁ"_l < AB,

tehat az 4 mint kézéppont kéril AB sugarral leirt k6r magaba zarja ez AP P,...
...P,_y B nyilt sokszdget. Mivel pedig ez az AB egyenesdarab hozzacsatolasaval
mint zart sokszog nyilvan konvex (16. §, 3. Tétel), a mondott kér pedig befoglalhato
valamely Z sokszdgbe, azért az AP, P,... P,_; B zart sokszog keriilete ismert tétel
szerint kisebb Z keriileténél. Annal inkibb az

AP,+ PP+ ...+ P, B

osszeg kisebb X keriilcténéi. Q. e. d.

el

38. dbra

18.§. DEFINiC1O. Két paraciklus-ivet akkor mondunk kongruensnek (egyenlé-
nek), ha a hirjaik kongruensek.? Ha pedig a P@ paraciklus-ivhez talalhato az AB
iven olyan kozbiilsé C pont, amelyre AC= P@, akkor azt mondjuk, hogy ITQ kisebb
mint A8 vagy AB nagyobb mint P@, jelben P@<AEvagy AB> P@.

—_ —
1. KOROLLARIUM. Az AB paraciklus-iv AB hurjdnak felezé merélegese ez ivet
felezi.

2. KOROLLARIUM. A paraciklus-ivekre fenndllanak az egyenesdarabokra vonat-
kozé Hilbert-féle 111, 111,, 111, kongruencia-axiomdk . '3

12 Konnyen be is lathatd, hogy az ilyen ivek kongruens leképezéssel egymasba 4tvihetSk.
13 V8. D. HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 9. Aufl., Stuttgart 1962, 11—12.
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\. TETEL. Az AB és P@ paraciklus-ivekhez van olyan n természetes szdam, amelyre
nl”b >A,]§.

Bizonyitds. Ha barmely v természetes szamra v@<A§ allana, akkor az AB
ivbe nyilvan beirhat6 volna olyan AP, P,... P, B nyilt sokszdg (39. abra), amelyben

AP,=P,P,=..= P,_,P, = PQ,

2
Py

<0

39. 4bra

akarmilyen nagy is a v szam. De ennek hossza
AP,+ P, P,+...+P,_P,+ P,B> vPQ

volna, tehat nem lenne korlatos, ellentétben a megel$z6 § tételével. Tehat kell lennie

olyan v-nek, amelyre vP@éAE, mikor is az n=v+1 szamra nPQ>AB. Q.e. d.

E tétel szerint a paraciklus-ivekre érvényes az egyenesdarabokra vonatkozo
Eudoxus-féle axidma. Megmutatjuk, hogy a Cantor-féle folytonossagi axiéma is ér-
vényes, vagyis fennall a kovetkezd

2. TETEL. Ha az
AB, A,B,, ..., A,B,, ...
paraciklus-ivek mindegyike tartalmazza a red kévetkezdt, akkor ezeknek van kézés P
pontja (40. abra).
An

\\\\ ///

Q

40. abra
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Bizonyitds. Legyen az AB ivet tartalmazo paraciklus k6zéppontja Q. Minthogy
az A,, B, pontok az 4B egyenesnek Q-val atellenes oldalan vannak (16. §, 3. Tétel),
azért az A,Q, B,Q paraciklus-tengelyek metszik az AB egyenest bizonyos A;, B,
pontokban, s vilagos, hogy (16.§, 3. Def)) az

AB, AB,, ..., AB,, ...

egyenesdarabok mindegyike tartalmazza az utana kovetkez6t. Ennélfogva a Cantor-
féle axioma értelmében van olyan P’ pont, amely ezek mindegyikének pontja. Ebbdl
pedig nyilvan kovetkezik, hogy a paracikiusnak a P’ Q paraciklus-tengelyen fekvd

P pontja az A’,,-B: paraciklus-iveknek k6zos pontja. Q. e. d.

19.§. 1. DerFNicid. Megadvan a térben az 4 valdsagos és az Q végtelen tavoli
pontot, az A ponton dtmend Q kézéppontu paraszféra alatt a tér pontjainak azt az
Osszességét értjiilk, amely all A-bdl és '
az 0Q-n atmend, AQ-t6l kilénbozé
egyeneseknek A-val homoldg pontjai-
bol (41. abra).

1. KOROLLARIUM. A paraszférdk
kongruensek.

2. KOROLLARIUM. A paraszférdt
egy az AQ egyenesen dtfektetett sik \
olyan paraciklusban metszi, amely dt- N\
megy A-n és kdzéppontja Q. A

3. KOROLLARIUM. Egy az A ponton \
datmené Q kozéppontii paraciklust az W
AQ tengely kériil forgatva, elédll az A
ponton dtmend £ kézépponti para-
szféra.

o Qe
N

41. dbra

Eppen tgy, mint a paraciklusnal (16.§), itt is nyilvanvald, hogy mas széval az
A ponton dtmend Q kiozéppontu paraszféra dll A-nak az Q-n dimend egyenesekre vo-
natkozé titkdrképeibdl. Eszerint a paraszféra a gbmbbel rokon alakzat, minthogy az A
ponton atmend O kdzéppontd gédbmbét hasonloképp A-nak az O ponton dtmend
egyenesekre vonatkozé tiikérképei alkotjak.

Alapvets a kovetkezd

TETEL. Ha az A ponton dtmend Q kézéppontu paraszférdnak valamely mds pontja
B, akkor e paraszféra azonos a B ponton dtmend Q kizépponti paraszférdval.

Ez a 15. § tétele alapjan hasonloképp lathatd be, mint a paraciklusra vonatkozé
megfeleld tétel (16.§, 1. Tétel).

Tekintettel a fenti 1. Korollariumra, e tétel alapjan azt mondjuk, hogy a paraszféra
dnmagdban eltolhato.

2. DEFINICIO. A paraszféra k6zéppontjan atmend egyeneseket a paraszféra ten-
gelyeinek nevezziik.
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1. KOROLLARIUM. A paraszféra barmelyik tengelyén dtmend sikra szimmetrikus.
2. KOROLLARIUM. A paraszféra bdrmelyik tengelye forgdstengely.

20. §. Alapvetd fontossagi tény, hogy a paraszférdan az euklideszi sikgeometria
érvényes, ha ’

1° pont alatt a paraszférdan levé pontot, egyenes alatt paraciklust értiink, ame-
lyet egy a paraszféra valamely tengelyén dtmend sik metsz ki a paraszférabdl,

2° az AB és A’ B’ paraciklus-iveket (egyenesdarabokat) kongruenseknek mondjuk,
ha AB= A’ B ,,

3° a BAC 4 alatt azt a lapszdget értjitk, amelynek éle az A ponton dtmend parasz-
Sfératengely, s lapjai a B, ill. C ponton dtmend félsikok.

Ugyanis e megallapodasok utidn a paraszféran érvényesek az euklideszi sikgeo-
metria 0sszes axiomai. Ezt kévetkez6képp lathatjuk be.

42. dbra

El6sz6r is nyilvanvald, hogy az illeszkedés és a rendezés Hilbert-féle sikbeli
axiomai'* érvényesek. Jelesen a II, Pasch-féle axidma fennallasa kovetkezik a sik-
beli Pasch-féle axiomabol (42. abra), ha a paraszféra k6zéppontjat Q-val jelolvén,
az ABC paraszféra-haromszégnek megfeleld (4Q, BQ, CQ) elpattand haromélt at-
metsziik valamely « sikkal.

A kongruencia-axiémak koziil nyilvan fennallnak a III,, IIL,, IlI; axiomak

14 D. HiLBERT, i. m. (31. old.), 3—S5.
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(18. 8§, Def., 2. Kor.), s evidenter érvényes a szOgatrakasra vonatkozé M, axiomals
is. Megmutatjuk, hogy a Hilbert-féle 111; kongruencia-axiomal® is érvényes, vagyis
fennall a kovetkez6

TETEL. Ha a paraszféran az ABC és A" B’ C’ hdromszigekben
AB=A'B, AC=AC, Ayq= AL,

akkor
Bq = B’q, C<I = Clq.

43. dbra

Bizonyitds. Legyen a paraszfera kozeppontja ismét Q (43. abra). Minthogy a
feltevés szerint AB=A'B’ és AC=A"C’, azért (6.§, 2. Definicio, 3. Korollarium)
QAB4 = QA'B’, QAC4 = QA'CY.

S mivel a feltevés értelmében még az
A(AQ, AB, AC), A'(A’Q,A'B’,A'C’")

haromélekben az 4Q éli lapszbg kongruens az 4" Q élfivel, azért ¢ két haromél
kongruens (két oldal és a kozbezart szGg rendre kongruens Iévén a neki megfelelS-
vel), tehat

BAC 4 = BA'C.
Ennélfogva az ABC és A’ B’ C’ egyenesvonali hiromszogek kongruensek (két oldal
és a kozbezart sz6g rendre kongruens 1évén a neki megfelelével), tehat

ABC 4 = A’B'C%
és

BC = B'C’

13 D. HILBERT, i. m. (31. old.), 13—14.
1 D. HILBERT, i. m. 14,
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s ez utdbbibol kovetkezik (6. §, 2. Definicid, 3. Korollarium), hogy
QBC, = QB C%.
Mivel pedig AB = A’B’ folytan még

QBA4 = QB A%,
azért a
B(BQ, BA, BC), B’ (B'Q,B’A’, B'C)

haromélek kongruensek (harom oldal rendre kongruens lévén a neki megfelelSvel).
Tehat a BQ élii lapszOg kongruens a B’ Q éliivel, vagyis a paraszféran az ABC és
A’ B’ C” haromszogekben By =B, . Hasonléképp C4=C%. Q. e. d.

Tovabba a 18. § 1. és 2. tételei szerint az Fudoxus- és a Cantor-féle folytonossagi
axioma is érvényes.

Végil a 10.§ tétele értelmében a paraszféran az euklideszi parhuzamossagi
axioma is fennall.

Ezzel kimutattuk, hogy a fenti 1°—3° megéllapodasok mellett a paraszféran érvé-
nyesek az euklideszi sikgeometria sszes axiomai, tehat e feliileten igy valéban az
euklideszi sikgeometria van érvényben.

IV. A hiperbolikus trigonometria alapképletei

21. 8. SEGEDTETEL. A derékszdg szdrainak Q, Q" végtelen tdvoli pontjait 6sszekoté
QQ’ egyenes létezik.

Legyen ugyanis (44. 4bra) a derékszog csucsa P, s tekintslink a P-ben PQ’-re
merdéleges sikban (amely tehat a PQ egyenest tartalmazza) egy a PQ-tdl elpattand
egyenest, melyen P vetiilete Q. Hizzuk Q-bdl a PQ’'-t6l elpattand QQ’ félegyenest.
Minthogy a szerkesztés folytin PQ | P, PQQL=uo a PQ=a tavolsignak meg-

feleld elpattanasi sz6g. S mivel ugyan-
Q' \ csak a szerkesztés szerint PQ | QQ és
0 nyilvan QQ’ 1 QQ, azért a PQQL=u
4 éppen az QPQ és Q' QQ sikok hajlas-
sz0ge, ez utobbi tehat hegyesszog (1. §,
Definicié, 1. Korollarium). Mivel
viszont a  szerkesztés értelmében
QPQ | QPQ, azértaz QPQ és Q' QQ
sikok metszik egymast (9.§). Az e
metszésvonal mint a PQ, 0Q elpattand
egyeneseken atmend sikok metszése, ez
egyenesekt6l elpattand (8.§), vagyis
szintén Aatmegy az Q végtelen tavoli
ponton, s mint a PQ’, QQ’ elpattand
egyeneseken atmend sikok metszése,
hasonloképp atmegy Q'-n is. Ez e met-
szésvonal tehat éppen az Q, Q végtelen
44. bra tavoli pontokat 6sszek6td egyenes.

MTA III. Osztdily Kézleményei 22 (1973)
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1. DErFINiCIO. A P csucstt derékszog ()
szarainak végtelen tavoli pontjait Q, Q’-
vel jeldlve, a P ponton atmend @ kozép-
ponti paraciklusnak a PQ és QQ’ tenge-
lyek koz€ esb S ivét a paraciklus-ivek egy-
ségének nevezziik (45. abra). S

2. DEFINicIO. A PQ egyenesdarab Q
végpontjdban rea allitott merdlegesnek
egyik végtelen tivoli pontjat Q-val jelélve,
a P ponton atmend Q koézéppontd para-
ciklusnak a PQ és QQ tengelyek kozé esd Q

PP’ ivét a PO = a magassagii p,(a) para- P
ciklus-ivnek, a Q ponton atmend Q kozép- 45. abra
pontu paraciklusnak ugyanezen tengelyek

ko6zé es6 @’ ivét pedig a PQ =a érintdjii p,(a) paraciklus-ivnek nevezziik (46. abra).

o]
Q'

p1(a) a pz(a)

46. abra

TETEL. A PQ=a tdvolsdgnak megfeleld a elpattandsi sziggel kifejezve
(M pi(@) = Sctga, py,(a) = Scosa,
ahol S a paraciklus-ivek egysége.

Bizonyitds.\ Allitsunk P-ben az QPQ sikra merdlegest, amelynek egyik végtelen
tavoli pontja ', mikor is PQ" | PQ és messe a P ponton atmend Q kozéppontd
paraszféra a segédtétel szerint 1étez8 Q0 egyenest P”-ben, a Q ponton atmend Q
kozéppontl paraszféra pedig Q”-ben (47. abra). Minthogy PQ" 1 PQ valamint nyil-
van QQ' | QQ, azért (1. Definicid)

)] PP =S = 00"

17 V9. szerz6tdl, A simpler determining of the angle of parallelism after the method of Janos
Bolyai, Annales Univ. Sci. Budapestinensis etc., Sect. Math. t. III—IV., 327—328.
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47. abra

S mivel Q@' 1 QQ mellett egyben PQ | 0, azért a POQ, az QPO és Q' 0Q sikok
hajlasszoge és ez PQ 1 PQ’ folytan éppen a PQ=a tavolsagnak megfeleld a elpatta-
nasi szO0g (amint a segédtétel bizonyitasanal is lattuk). Tehat a szerkesztett két
paraszféran

©) PP'Py=a, QQQ0%=u
Tovabba az QPQ" és QPQ sikok hajlasszOge derékszog lévén, e paraszférakon
)] P PP, =90° = QQ’'0%.

Végiil a 2. definici6 értelmében a P és P’, ill. a Q és Q' pontokat ezeken a paraszféra-
kon 6sszek6td paraciklus-ivek

©) PP = p(a), Q0 = py(a).

Marmost a paraszféran érvényes euklideszi sikgeometria szerint (20.§) a PP’ P”
és QQ’ Q" paraszféra-haromszégekben a (2)—(5) relaciokbdl folydlag fennall (1).
Q.e. d.

22. 8. A megel6zd § (1) alatti képleteinek birtokaban a derékszdgii haromszog
hiperbolikus szégtrigonometridjanak Lobacsevszkij-féle alapképleteit,!® vagyis a két

18 Vo. F. ENGEL, Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen. Erster
Teil, Leipzig, 1898, 20, (14).
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hegyesszdg és az oldalaknak megfelels elpattanasi szogek kozott fennallé egyenleteket,
leolvashatjuk az alabbi térbeli konfiguraciobol.1®
Legyen ABC derékszgii haromszég (C 4 =90°), amelynek alkatrészei (48. abra)

BC=a, CA=b, AB=c, A¢=4 Bg=p.

48. abra

(Ez utébbi nincs berajzolva, hogy az abrat feleslegesen ne terheljiik.) Allitsunk e
haromszog sikjara A-ban merdlegest, amelynek egyik végtelen tavoli pontjat jel6ljiik
Q-val. A B, A, C pontokon at fektessiink rendre Q koézéppontu paraszférat.
Az (AQ, BQ, CQ) elpattané haromél e paraszférakbol rendre az A, BC;, AB,C,,
A; B3 C paraszféra-haromszogeket vagja ki. Ezekben a szerkesztésbdl folydlag nyilvan

BA1C14 = BzACzq = B3A3C<I = i,
mig
AIC]_Bq = AC2Bg< = A3CB:3{ = 900.

Tovabba (21.§, 2. Def.)
BC, = py(a), A,B=p(c), AC, = Pz(b)’
ABy = py(c), B,C = py(a), 4,C = p,(b).

¥ V6. szerzotdl, i. h. (13. old.), 89—90.
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Tehat a paraszféran érvényes euklideszi sikgeometria szerint (20. §)

Sinl:ﬁ,s—f—_—_!_’_l@’ OSA=A£2 =P2(b)’
A B pi(o) AB,  p,(©)
tgd = Bif' _ Pe(a) )
A C pb)

Ennélfogva az a, b, ¢ egyenesdaraboknak megfelelé elpattanasi szogeket rendre o-,
B-, y-val jelolve, nyerjiik (21.8§, (1)), hogy

., ciga
1)) sind = ey’
(11 cos 4 = S5B.
cos 7y
n tg A = zfgsg
(D és (II) alapjan (I11)-bol
(1v) sin a sin § = sin .

() és a p szogre vonatkozd (I)-hez hasonldé képletbdl (IV) felhasznalasaval

cosA 1

) -

sin sina’

Végiil ebbdl és a f elpattanasi szogre vonatkozo analog képletbdl (IV)-re tekintettel

VD ctglctg u =

siny’
(I—(VI) a jelzett alapképletek, amelyek a derékszogli haromszog két hegyes-

szoge €s a harom oldalnak megfeleld elpattanasi szogek koziil, hArom-harom kozott
fennallanak.

23.§. Tekintsiik most az altalinos hiaromszoéget, amelyben a szégek A, p, v,
az ezekkel rendre szemben fekvé a, b, ¢ oldalaknak megfelel elpattanasi szogek
pedig a, B, y.*°

A haromszoget két derékszogli haromszég Osszegére vagy kiilonbségére bontva
fel, a megel6z6 § (I) tételébdl rogton kovetkezik, hogy

) sin A:sin u = ctg a:ctg f.
Ez a haromszog két szoge és a vellik szemben fekvd oldalaknak megfeleld elpattanasi
szogek kozott fennalld egyenlet.

2 V5. szerz6tdl, A hiperbolikus trigonometriardl, Matematikai és Fizikai Lapok, 48 (1941),
401—409, spec. 1. §.
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Most eldallitjuk a 4, u, v sz6gek és az egyik, mondjuk a v sz6ggel szemben fekvd
¢ oldalnak megfeleld y elpattanasi szOg kozti egyenletet.

Jeldljiik az a oldalhoz tartozé magassagot t-vel, s ossza ez a 1 szbget a 4, és A,
részekre (49a, 49b, 49¢ abra), ahol is 4, 2 0 aszerint, amint u < 90° és 1,2 0 aszerint,

AP

\ \

a a
49a. abra 49b. abra 49c. abra

amint v<90°. A t magassaghoz tartozd elpattanisi sz6get t-val jelGlve, az el6bbi
(V) tétel szerint A,=A— 4, folytan az eldjelek szem eldtt tartasaval

sin A, sin A cos A; —cos A sin 4,
CoOSV = — = - ,
sint sin t

s mivel ugyancsak (V) értelmében

sind, cos
sint O
(IT) szerint pedig
cos 2, = cosr,
cos y
innen
., ctgr 1
cosvV = —cosAcosu+sini —.
ctgy sinvy
De az el&bbi (I) tétel szerint
clgt
M= gy
tehat végiil nyerjiik, hogy
2 = —cosAcos in A si .
) cos v cosAcospu-+smAsinyu sn 7y

A 1, v szbgek és az egyiket, pl. a A-t bezard b, ¢ oldalaknak megfelelS B, y el-
pattanasi szégek k6zott fennallo egyenlethez most mar kikiisz6bolés utjan juthatunk.

Nevezetesen cos u és sin p értékét a 4, p, v, B, ill. g, v, B, y kézti (2)-héz, ill. (1)-
hez hasonlé egyenletekbd! (2) alatt behelyettesitve

ct gh,

1
cosv_cosvcos2/1—smvsmllcosllS +sn,1

in 8
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honnan adddik

cosf

3 i in A = - , .
3) sinfsindctgv cos A+ cosy

Végiil az egyik szog, mondjuk v, és az a, b, ¢ oldalaknak megfelel «, f3, y elpatta-
nasi sz6gek kozotti egyenlet a kovetkezd kikiiszoboléssel nyerhetd.

(3)-at sin i-val végigosztva, s ctg A és sin 4 értékéta v, 4, B, o, ill. 4, v, a, y kozbtt
fennalld, (3)-hoz, ill. (1)-hez hasonlé egyenletekbdl behelyettesitve

ctgv ctgff cosf 1
sinf sinvcosa ctgasinvy siny’

sinfictgy =

honnan eldall

@) 1 1

siny  sinasinf

—cosvctgoactgf.
Az el3bbi §-nak a derékszogli haromszogre vonatkozod (I)—(VI) képletei ez alta-
lanos képleteknek specialis esetei.

24.§. TETEL. Ha s||t és az s egyenesen a P pont P’ -6l az elpattands irdnydba esik’
tovdabbd e pontok vetiilete a t egyene-
sen rendre Q, Q’, akkor a

PP =a, PQ=b PQO =V

jeloléssel a b, b” tdvolsdgoknak meg-
felelé B, B’ elpattandsi szogekre

ctg x
1 = ctg—
(H cgp - 87
50. dbra ahol o az a tavolsdghoz tartozo elpat-

tandsi szég (50. 4bra).
Bizonyitds.?' Legyen

QP =c, PQPy=1, PP Qqi=y, PPQq=v.

Akkor f=180°—v folytan a PP’Q haromszigben a megel6zé § (1) alatti tétele
szerint

sinf _ sinv _ ctgy
sinZ ~ sind  ctga’

mig a QP’Q’ hiromszégben Q' QP =90°— 4 folytin

cos 4 = sin (90°— 1) = ‘jﬁg’; .

1 Szerzétél, i. h. (13. old.), 90—91.
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Ezek Gsszeszorzasaval

ctg f’
ctga

sinfictgld =

De a megel6z6 § (3) alatti tételét a v, A szogekre és a v szdget bezard b, a oldalaknak
megfeleld B, « elpattanasi sz6gekre alkalmazva

. . cos
sinfsinvctg A = —cosv +-—ﬁ,
cosa
s mivel itt most sin v=sin §, cos v = —cos f, ezt sin f-val végigosztva
. ctg
sin fctg A = ct —
Bctg gb+ov

Ennélfogva az eldbbi képlet a P’

ctg f’ _ ctgf
ctga ctgf+ cosa i
alakot 6lti. Innen pedig li)
ctgf’  cosa+ 1l ~ ete X ,L
ctgf ~  sina £75 R Q

51. abra
amivel az (1) képlet be van bizonyitva.

Minthogy a PQ, ill. P’Q’ magassagu PR és PR paraciklus-ivek (51. abra)az S
ivegységge!l kifejezve (21.8§. (1))

PR = Sctg B, 1772\’ = Sctgf,

azért a fenti tétel mas szoval azt mondja, hogy

egymdstél a tdvolsigban haladé koncentrikus paraciklusokra a kiilsé valamely
.y ~ w iy C s a p
ivének a belsé ugyanazon tengelyek kozti ivéhez vald viszonya ctg > ahol o az a tavol-
sdgnak megfeleld elpattandsi szog.

25.§. Az elbbbi tételnek folyomanya kévetkezd

TETEL. Az ay, a, és a=a,+a, tdvolsdgoknak megfelels o, ax,, o elpattandsi
szogekre

22
% %y

o

" E Lobacsevszkij-féle klasszikus fiiggvényegyenletet illetéen vo. F. ENGEL, i. m. (38. old.),
20, (11).
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Ugyanis az 52. abra jel6léseivel a megel6z6 § (1) képlete értelmében

ctgf’ o ctg B” _ote 22

ctep’ B2 Tcigp €3

s ezek Osszeszorzasaval

ctgf’ oy o
ctaf S8 e
—_— a tehat az idézett képletre tekintettel (1) valo-
[ ban fennall.
B" 02 < A
B o
@ ctg 2 = (@)
jeloléssel (1) a
4 B (1) @(ar+a,) = @(a) @(ay)
52. abra fliggvényegyenlet. Ebbdl a (2) fliggvény tiis-

tént meghatarozhaté. Minthogy ugyanis

0<%<45° folytan ctg %>1, azért (1)-bél lithatd, hogy ctg% az a novesztésé-
nél folyvast névekedik, tehat (1*)-bSl mint egyetlen monoton megoldas tudvalevéleg

adédik
€) p(a) = ek,

ahol k bizonyos meghatarozott tivolsag, az ugynevezett természetes hosszegység,
amely azonban egyeldre el6ttiink ismeretlen.
(2)- és (3)-bdl latjuk, hogy az a tdvolsagnak megfeleld a elpattandsi szogre

ELIRS

(4) ctg% = e,
ahol k a természetes hosszegység.
E (4) képlet mas alakjai

a a
, coso=th—, ctga:shz.

* H ——
CY)] sino = 2

a

Ch';

A szdgtrigonometria alapképleteibdl (23.§, (1)—(4)) most mar megkapjuk a

hiperbolikus trigonometria altalanos alapképleteit, amelyek az a, b, ¢ oldalakkal és

ezekkel rendre szemben fekvd A, u, v szdgekkel bird haromszogre vonatkoznak.
Nevezetesen a 23.§ (1) képletébdl (4*) alapjan a sinus-tétel

b

®) sinl:sinu:sh%:sh;,
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az ottani (2) képletbdl a mdsodik cosinus-tétel
. . c
6) cosv=—cos)~cosy+smismuch?,

az ottani (3) képletbol a cotangens-tétel

. b b c
N smlctgv_—cosichz+sh?cthr,
véglil az ottani (4) képletbdl az elsé cosinus-tétel
c a . b a b
® ch?_ ch?chﬁ—cosvsh?shz.

Specialisan az a, b, ¢, A, u alkatrészekkel bird derékszigii hdaromszégre (v=90°)
vonatkozdlag az alapképletek (22.§, (1)—(VI)) dtmennek a kévetkezbkbe:

sh%
M sind = ,
sh£
k
nd
(ID COSA = ,
th~
k
th%
(TID) tgd = 5
ShE
c a b
(IV) Ch? = ChFChE,
cos A a
V) sinpg ch k’
(VD) ctglctgu = ch%.
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Y. Paraciklus-ivek rektifikacidja
26.8§. SEGEDTETEL. Ha az AP paraciklus-iven Q a P-t6l kiilonbézé pont és H a
FQ iv felezépontja, akkor
(N 24H > AP+ AQ.
Ezt kovetkezOképp lathatjuk be. Feltehetd, hogy Q nem esik Ossze A-val sem,

s igy AQ =0, mert kiilsnben AH=HP (18.§, Definicié) és (1) evidens. Legyenek
(53. abra) az A?, [Q, AH ivek felez6pontjai rendre P, Q’, H’, s ezeket a paraciklus

Q’ H' P ]

TLRE

A
T
Q

53. 4dbra

v

Q kézéppontjaval osszekotd egyenesek messék az AP, AQ, AH hurokat rendre az
M, N, R pontokban. Ekkor (18.§, Definicid, 1. Korollarium) nyilvin

(2) 2AM = AP, 2AN = AQ, 2AR = AH
és
(3) AMP = ANQ’; = ARH’; = 90°.

AH messe a P’ Q, ill. Q" Q egyenest S, resp. T-ben. A H’ pont a szerkesztésbél fo-

lydlag nyilvan felezi a Q" P’ ivet, ezért H' Q a P’ Q’ egyenesdarab felez6 merélegese.
Tovabba P’ és Q" a P’ Q és Q' Q elpattand egyenesek homoldg pontjai (16. §) azaz
PO Q4=0 P Q4. S mivel még AH a H’ Q2 egyenest R-ben (3) szerint derékszdgben
metszi, a szimmetria folytan
RS = RT.

Ennélfogva

2AR = AS + AT.
De (3) alapjan

AS = AM, AT = AN,

tehat el6bbibdl

2AR > AM + AN
s ezzel (2)-re tekintettel (1) be van bizonyitva.
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27.§. TETEL. Ha a paraciklus o>’ iveinek hirja rendre s és s’, akkor
o s
%) z.i
g s

Bizonyitds. Legyen a paraciklus AB=0 ivén B az a pont, amelyre AB'=¢"
(18.§, Definicio), mikor is AB=s, AB =s’. Tegyiik fel elészor, hogy AB és AB’
osszemérhetOk. Akkor A B egyenld részekre oszthatod gy, hogy valamelyik osztépont
B’ -vel Gsszeesik. Legyenek e felosztas ivei

13—0?’121?}\’2:---2 w—1Pn (P0=A, P,,:B)

54. dbra

és P, essék Ossze B’-vel (54. abra). Az el6bbi segédtétel értelmében
) 24P, > AP;_+AP;,, (i=12 ...,n—1).
Ez egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy

3) AFI> A;)Z >, > Af:" .

Ugyanis az i=1-nek megfeleld egyenlGtlenség szerint

— AP,
AP > ==,
s ha fennall
AP;_, AP,
Al A5

i—1 i’
akkor (2) alapjan

24P, = =L 4P, 4 4B, .,
1

honnan

AP, _ APy,

i i+1°
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tehat egymas utan adédnak a (3) alatti egyenl6tlenségek. Marmost (3)-bél folydlag

AB° AP, AP, AB

= = —_—
Vi Vy n n
vagyis
bt ~—~
AB° v, AB
> — = -

AB n AB

amivel (1) ez esetre be van bizonyitva.
Legyenek most AB és AB’ Osszemérhetetlenek. Valasszuk a B’ B iven (55. abra)

a kozbiilsé B* pontot gy, hogy AB és AB* 6sszemérhetBk legyenek (ami a 18. §-ban
mondottak alapjan lehetséges), s legyen

AB* = o*, AB* = s*.

Q
55. 4bra

Az AB’ és AB* ivek a feltevésbdl folyolag nyilvan Osszemérhetetlenek. Az AB* ivet
n egyenld részre osztvan a Py, P,, ..., P, osztépontokkal, essék B’ a P, _, és P,
koézé (Py=A, P,=B") és legyen

~—~ —
APv,.—-l = o‘v,.—l APv,.—l = sv,.—l'

Ha n elég nagy, akkor 1<v,<n, tehat o, _,#0 és 5, _,#0. Az el6bbiek szerint

0-v,.—-l Sv,,—l
xS T E
o s

s minthogy o, _,<¢” folytan s, _y<s" (17.§, Segédtétel), még inkabb all

’
Ovpr _ 8
O.-* s*
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Ebbdl az n— + - hataratmenettel, mikor is o, _,—0’, kivetkezik, hogy

0,’
=

sl
- -

Q
I
17

De mivel 4B és AB* Osszemérhetdk, a fentebbiek értelmében egyszersmind
o* s*
.2
a s
s a két utdbbi egyenlStlenségbdl Gsszeszorzassal adddik (1). Q. e. d.
28.8§. TereL. Ha o a paraciklus valamely régzitett ive és a vdltozé o iv hiurja

o . Ly Y g
s, akkor;s meghatdrozott pozitiv hatdrértékhez tart, midén 0.

Bizonyitds.?® Az el6bbi tétel alapjin ¢ csbkkentésénél %s folyvast novekedik.

Ugyanis 6’ <o esetén e tétel felhasznalasaval

Tehat csak azt kell még megmutatnunk, hogy %s bizonyos korlat alatt marad.

Megadva barmely ¢ paraciklus-ivet, az « iv felbonthaté az o, oy, ..., o, ré-
szekre Ugy, hogy mindegyik o;<o. A megfelelé hurokat rendre a, g, ..., a,-nel
jelolve

min? Ty o« o
e T
o o o
De mivel a;<0, az éppen mondottak szerint ,
o a;
— s =—g;=— ({=12,...,n
PR o o ( )
o
s igy el6bbi mellett még inkabb all
o aqt+ax+...+a,
c o o o,
e S S
a o

vagyis o5 +dy+ ... +a, = a folytan
o
—E's - a1+a2+ . -I-ll,,.

B V§. szerz6tdl, i. b. (13. old.), 145—146.
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Tudjuk azonban (17.§), hogy itt a jobb oldal bizonyos p korlat alatt marad az « iv
felbontéasatol fiiggetleniil. Ennélfogva ez egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy

L
p p
barmely ¢ paraciklus-ivre. Q. e. d.
29.§. Jeloljik az elGbbi tételben szerepld pozitiv hatarértéket L-lel, vagyis legyen

(1) L=Hm%s(a»%

ahol o valamely megadott paraciklus-iv és s a valtozo ¢ iv hurja. (E hatarérték ter-
mészetesen fligg az s mérésére szolgald hosszegység valasztasatol.)

—_
TETEL. Az AB paraciklus-iv rektifikdlhaté és ivhossziisdga

AB
(03] p==—1L,
ahol o valamely megadott paraciklus-iv és L=0 az (1) alatti hatarérték.

~~
Bizonyitds.?* Bontsuk az ABiveta oy, g,, ..., 6, ivekre, amelyeknek hirja rendre
S15 Sa, ..., 8,. Tudjuk, hogy

S+ 8+ ... +s,

o
= max—s;.

3) min-ois,- =
i 0y, O3 Op i

224 4

o o o

Ha max o;—+0, akkor (1) szerint

.oa o
min—s; - L, max—s; -~ L,
o; o;

tehat (3)-bél @:al+az+...+a" folytan kovetkezik, hogy ugyanekkor

o~

AB
S1+So+ ... 58, — -oc—L’

Ez éppen azt jelenti, hogy az AB iv rektifikalhaté és ivhossztisaga a (2) alatti érték.

Q.e.d.

1. KOROLLARIUM. AB ivhossza nagyobb az AB hurndl.

2. KOROLLARIUM. Ha P az AB fv kézbiilsé pontja, akkor
ABivh. = AP ivh. + PB ivh.

% V0. szerzdidl, i. h. (13. old.), 146—147.
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, —_—— Vamn ,
3. KorOLLARIUM. Ha AB—0, akkor AB ivh.—0.
4. KOROLLARIUM. Paraciklus-iv hossza az ivvel ardnyos.

5. KorROLLARIUM. Ha a paraciklus valamely ¢ ivének ivhossza p és hurja s,
akkor

(4) % -1, midén o 0.
Ugyanis (2) értelmében a p ivhossziisag
o
P = ;L’
tehat ennek az s hirhoz valé viszonya
p L
s o
—
o

ebbdl pedig az L=0 hatarérték (1) alatti definiciéjara tekintettel folyik (4).

30.§. TETEL. A paraciklus-ivek S egységének ivhossza a k természetes hossz-
egységgel egyenlé.

Bizonyitds. Jeloljiik S ivhosszat s,-lal, valamely ¢ magassaga p,(a) paraciklus-
ivét pedig s-sel. Akkor (29.§, 4. Korollarium, 21.§, (1))

s p1(a)

1 <=5
ahol o az g tavolsaganak megfeleld elpattanasi szég. Tudjuk azonban (25.§, (4%)),
hogy

= ctga,

:g\ a
o)l
N\
a
56. abra
(2) ctga = sh %.
tehat (1)-bdl
K}
So =
sh—

4* MTA I11. Osztdly Koézleményei 22 (1973)
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frjuk e képletet az

3) 5o

alakban. Ha p,(a)—0, akkor s—0 (29.§, 3. Korollarium) és mint az fv kétszerese
hirjanak fele (56. dbra), a fortiori a—0 (29. §, 1., 2. Korollarium), s mivel ekkor
(29.§, 5. Korollarium)

s 2s
és tudvalevileg
a
sh—
k Y
a
k
(3)-bdl kovetkezik, hogy
So = k.

Q.e. d.

E tétel az eddig ismeretlen k természetes hosszegységet geometriailag meg-
hatarozza.

1. KOROLLARIUM. Az a magassdgii paraciklus-iv hossza

a

“) sy = ksh T

Ez a tétel alapjan kovetkezik (2)-bol.

2. KOROLLARIUM. Az a érintdjii paraciklus-iv hossza

4
-
(29.§, 4. Korollarium; 21.§, (1); 25.§, (4%).)

31.8. Az el6bbi § (4) képlete alapjan a paraszférarol leolvashatjuk az r sugari
kor keriiletét, amelyre BOLYAI JANOS?® a ,,or” jelet vezette be, s amelyet bonyodal-
masabban szamitott ki.

Allitsunk ugyanis a kér O kézéppontjaban a kor sikjara merdlegest, amelynek
egyik végtelen tavoli pontja Q legyen, s tekintsiik (19. §, 1. Definicio, 3. Korollarium)
az Q kozéppontl és a kerlilet pontjain dtmend paraszférat (57. abra). Ezen az r
sugarl kor O” kdzéppontu €s ¢ sugaru paraszférabeli kor, ahol is O’ a paraszféranak
az 0Q tengelyen levd pontja, ¢ pedig nyilvan az r magassagli paraciklus-iv. Irjunk
a korbe ennek sikjaban konvex n-szOget, amelynek oldalai sq, 8y, ..., 5,, az ezeknek

(5) s, = kth

2 J. BoLyAl, i. m. (27. old.), § 30.
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mint hiroknak megfeleld ivek a korén w,, w,, ..., ,, a paraszféran pedig o,, o, ...
max s;

2
gassagu paraciklus-iv kétszerese egyben max o;—~0 (21. §, (1); 25. § (4™). A paraszféra
euklideszi geometriaja szerint (20.§) a ¢ sugarti paraszféra-beli kér keriilete 2rp,
vagyis

.., 0,. Ha max w;—~0, akkor nyilvin max s;—0 és ennélfogva mint

01+03+ ... +0, > 219 (maxo; ~ 0),
tehat mondhatjuk, hogy
¢y oy +05+...4+0, - 219, midén max w; - 0.

A o; paraciklus-iv hosszat p;-vel, a ¢ ivét pedig p-vel jelolve, (1)-bdl kovetkezik
(29.§, 4. Korollarium), hogy egyben

¥)) p1+pe+...+p, >~ 2np  (max w; -~ 0).
De

minZ = PtPet P o P

5 S-S+ +s, 5;

57. 4bra

s minthogy itt (29.§, 5. Korollarium)

max 2t R min 2 (max o; > 0)

i 5

és mint lattuk max w;—~O0 esetén egyben max o;,—~0, azért

Pyt ... + D
(3) D1t De y4

-1 (maxw; -~ 0).
S48+ ... S,
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Marmost (2)- és (3)-bdl
4) si+Se+ ... +5, > 2np  (max w; - 0).
A megel6z6 § (4) képlete szerint azonban az r magassagl ¢ paraciklus-iv hossza
p=km%,
tehat (4)-gyel nyertiik, hogy
S +8+ ...+, > 2nk sh% (max w; —~ 0).

Ez pedig azt jelenti, hogy az r sugari kér keriilete

%) or = 2nk shTZ—.

Tekintettel a hiperbolikus trigonometria sinus-tételére (25. §, (5)), (5) alapjan ki-
mondhatjuk, hogy

az a, b, ¢ oldalakkal és ezekkel rendre szemben fekvé 2, u, v szogekkel biré hd-
romszdégben
sin A:sin g:sinv = oa:ob:oc.

Ez BoLyAl JANOs® hires abszoliit sinus-tétele, amely az euklideszi geometriaban is
érvényes.
(Beérkezett: 1972, VIL. 6.)

® J, BoLvari. h. (27. old.), § 25.
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D. A. Buchsbaum egy problémajarol

irta: WOLFGANG VOGEL és MARKI LASZLO

ELOSZ0

Ez a munka annak az elGadasnak az anyagat tartalmazza, amelyet az elsGként
megnevezett szerzd 1972 8szén tartott a budapesti E6tvés Lorand Tudomanyegyete-
men. Nem objektiv okokbdl a dolgozat két részben jelenik meg. Az el6adas célja az
volt, hogy bevezessen az algebrai geometria egy agaba, és arrdl attekintést nyQjtson.
Erre a célra klasszikus témakort valasztottunk : a multiplicitaselméletet. Felépitésiink-
ben a lokalis algebra 1ijabb modszereivel dolgoztunk, anélkiil azonban, hogy explicite
felhasznaltuk volna a multiplicitiselméletben J-P. SERRE altal meghonositott ho-
mologikus szamitismodot. Az elbadas ,,vezérmotivumaul” D. A. BUCHSBAUM egy
problémaja szolgalt, amelyet 1965-ben a varennai nyari iskolan vetett fel. KSzvetlen
célunk e probléma megoldasa volt az elséként megnevezett szerzé dolgozatai (J20],
[26] és [30]) alapjan. (Ezek a szdmok a masodik rész irodalomjegyzékére utalnak.)

Munkénk elsé része a kommutativ és a lokalis algebra alapjairdl szél. Az itt
szerepl6 anyag nagy része jol ismert, és megtalalhaté O. ZARisKi és P. SAMUEL:
Commutative algebra 1—I1. cimii k6nyvében. A mi felépitésiink azonban mas, hi-
szen mar a 0. fejezetben is az el6adas kdzvetlen céljat, a Buchsbaum-probléma meg-
oldasat tartottuk szem elStt. A 0. fejezet 2. €s 3. paragrafusiban olyan eredményeket
is kozliink, amelyek eddig csak egyes dolgozatokban szerepeltek, vagy pedig egyal-
talan nem voltak publikalva (lasd pl. a 2.11., a 3.10. vagy a 3.16. tételt és a 2.6. defini-
cio utani gyakorlatot). Egy résziikre pillanatnyilag csak homologikus mddszereket
igényld bizonyitidsok ismeretesek. Szamos példaval és gyakorlattal kivantuk e fejezet
tomorségét feloldani és anyagat illusztralni.

Munkink méasodik részében (I. és II. fejezet) kizardlag D. A. BUCHSBAUM
problémajaval foglalkozunk. A problémat az I. fejezet 1. §-aban fogalmazzuk meg —
igyeksziink ezt ugy megtenni, hogy legalabb maga a probléma érthetd legyen a 0.
fejezet elolvasasa nélkiil is. Ezutan megmutatjuk, hogy a problémanak altalaban nin-
csen megoldasa. A 2.§-ban a probléma geometriai interpreticidjat adjuk — ez to-
vabbi nyitott kérdésekre vezet.

A 1I. fejezetben megadjuk azokat a lokalis gyfirGket, amelyekben BUCHSBAUM
kérdésére pozitiv a valasz. A lokalis gyfiriiknek ez az Gj osztalya bGvebb, mint a
(lokalis) Cohen—Macaulay-gytiriiké. Ezek a vizsgalataink (jabb érdekes problémakat
vetnek fel.

M ARKI LAszZLO az el6adas anyagat sajat Gtleteivel kritikusan atdolgozta.

Koszonet illeti a Halle—Wittenberg-i Martin-Luther Egyetemet (NDK), a Ma-
gyar Tudomdnyos Akadémia Matematikai Kutaté Intézetét és a budapesti Eotvds
Lordnd Tudomdnyegyetem Természettudomdnyi Kardt. Ezek az intézmények terem-
tették meg szamomra annak a feltételeit, hogy t6bbek ko6zott ezt az eldadast is meg-
tarthassam.

W. Vogel
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11. fejezet: Lokalis gyQrik egy uj osztilya
1. §: A Cohen—Macaulay-gylirik egy altalanositasa
2. §: A Buchsbaum-probléma megoldasa
3. §: Példak, problémak

0. FEJEZET
A KOMMUTATIV ALGEBRA ALAPJAI

Ebben a fejezetben réviden bevezetjiik azokat a segédeszkzoket, amelyekre a
koévetkezGkben sziikségiink lesz. Részben bizonyitas nélkiil k6zoljiik Sket, de akkor
megadjuk, hol talalhato az irodalomban a széban forgd eredmények teljes bizonyitasa.

A hallgatésag varhato Osszetételének megfelelden csak FucHs L. Algebra [2] c.
egyetemi jegyzetének anyagat tételezziik fel ismertnek. Ezért el8szor is a Noether-
gyliriik idealelméletérdl ejtiink rdviden szot, korilbelil ugy, amint az B. L. vaN
DER WAERDEN [13] 13. fejezetében olvashatéd; ugyanott talalhaté az 1. §-ban szerepld
tételek teljes bizonyitasa.

Dolgozatunkban végig gyliriin (melyet altalaiban R-rel jelolink) kommutativ
egységelemes gyiriit értiink, ahol az egységelem nem egyezik meg a zéruselemmel.
Azt, hogy A az R gyiirii egy idealja, igy jeloljik: A< R; az egész gyiiriit nem tekint-
jik idealnak.

1. §. Idedlelmélet Noether-gyiiriilkben

Emlékeztetdiil :

7 1

1.1. DerNic1O. Az R gylirli Noether-féle, ha teljesiil ra a kovetkez6 ekvivalens
allitasok egyike:

1) R idealjainak barmely, nem iires halmazaban van maximalis elem.

2) R idealjainak minden névd lanca megszakad, azaz ha 4, E4,E...E4,&
€A4;,1E..., akkor valamilyen n-t6l kezdve a tagok mind egyenldk: A4,=A4,,,=....

3) R minden idedlja véges sok elemmel generalhatd, azaz ha A< R, akkor
A=(ay, ..., a,).

Az 1. §-ban R mindig Noether-gyliriit jel6l.

Q<1 R primér, ha barmely a, b€ R esetén:

a-beQ, a¢ Q = létezik olyan n természetes szam, hogy b"€ Q.

QO<aR primér < az R/Q maradékosztalygyliriiben minden nulloszté nilpotens.

(bER nilpotens, ha valamelyik hatvanya eltiinik: 3n 5"=0.)

* A cikk jelen elsd része a 0. fejezetet, masodik része az I. és 1I. fejezetet foglalja magaban.
Ez utdbbi részt az MTA 11l. Osztdly Kozleményei 22(1973) 3. flizete tartalmazza.
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1.2. SEGEDTETEL. Minden Q<aR primér idedlhoz tartozik egy P=>0Q primidedl,
amely igy definidlhaté: P az olyan b€ R elemek osszessége, amelyeknek valamilyen b*
hatvdnya Q-ba esik.

A bizonyitds a kovetkezd 1épésekben torténik: P ideal; P primideal (azaz R/P-
ben nincs 0-tol kiillonb6zb nullosztd); QS P.

Elnevezések. P a (Q-hoz tartozé primideal, Q egy P-hez tartozo primér ideal.
Roviden: Q P-primér.
A fenti definiciok szerint minden A4, B<aR-re:

(A-BSQ ¢é AL Q)=BE P,
ahol A-B az a-b (ac A, b€ B) elemek Aaltal generalt ide4l.

1.3. SEGEDTETEL. Ha Q P-primér, akkor van olyan ¢ természetes szim, hogy
Pec Q.

A bizonyitas vazlata: Legyen (pq, ..., p,) P egy bazisa. Alkalmas ¢, ..., o, ter-
mészetes szamokkal p§, ..., p€ Q. Legyen most

e :.;;(Q,—l)"i‘l,

akkor P¢CQ.
A legkisebb olyan ¢ szamot, amelyre fennall P¢ S Q S P, Q kitevdjének nevezziik.

GYAKORLATOK. 1) Ha O<a R primér, P<a R prim és van olyan g, hogy PPSQ &P,
akkor Q P-primér; P a legkisebb, Q-t tartalmazé primideal.

2) Ha P, Q<aR rendelkezik a kovetkez8 tulajdonsagokkal:

1. ha ab€Q és a4 Q, akkor beP,

2. 9P,

3. ha b€ P, akkor van olyan g, hogy b¢€ Q, akkor Q primér, és P a hozza tartozé
primideal. )

3) Igazoljuk, hogy egy primideal hatvanyai nem féltétlentl primérek. (Utmuta-
tas: Tekintsiik a kovetkezd példat: legyen R={ay,+a,x+ ... +a,x"; a; egész, 3|a,};
P=(3x, x2, x3) <« R primideal, de P? nem primér.

A<aR irreducibilis, ha

A=BNC,B,C<aR=(4d=B vagy 4=C).

1.4. SEGEDTETEL. Minden A-<a R véges sok irreducibilis idedl metszete.
1.5. SEGEDTETEL. Minden irreducibilis idedl primér.

Eszerint minden ideal elGallithaté véges sok primér ideal metszeteként. Ezt
az eredményiinket tovabb élesithetjitk az alabbi két tétel segitségével:

1. Véges sok, ugyanazon primidedlhoz tartozé primér idedl metszete ismét primér,
és szintén ugyanahhoz a primidedlhoz tartozik.

Primér idealok egy O, ... N Q, metszetét nem rovidithetének nevezziik, ha egyet-
len Q; sem tartalmazza a tGbbiek metszetét.
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2. Véges sok primér idedl metszete nem primér, ha a széban forgé primér idedlok
nem tartoznak mind ugyanahhoz a primidedlhoz.

Ha egy R=A=0,N...NQ; nem rovidithetd eldallitasban a Q;-k mind kiilén-
b6z6 primidealokhoz tartoznak, igyhogy sehogyan sem vonhatunk Ossze kéziiliik
kettSt (vagy esetleg tobbet) egyetlen primér idealla, akkor azt mondjuk, hogy A4-t
primér komponensekkel allitottuk el6. Végeredményben tehat a kovetkezé tételt
nyertiik.

FELBONTASI TETEL. Minden idedl elddllithato véges sok primér komponens nem
révidithetd metszeteként ugy, hogy ezek a primér komponensek mind kiilonbézé prim-
idedlokhoz tartoznak.

Az ilyen felbontast egyszerlien primér felbontasnak fogjuk nevezni.

PELDAK. Tekintsink egy tetszbleges K test folotti K[x,, Xy, Xs, X3} polinom-
gylirlit. Ennek néhdny, geometriai szempontbdl érdekes idedljat allitjuk most eld
primér felbontassal. Az itt szerepldé geometriai fogalmakkal csak motivalni akar-
juk a felbontandé idealok valasztasat; definidlni kés6bb fogjuk Oket.

1) A P=: (xZx,—x3, Xgx5— X1 Xg, XoX2 —XEX5, x; X2 —x3) primideal negyedrendii
térgorbét definial a 3-dimenzids projektiv térben.

(P, x;) primér felbontiasa a koévetkezd:

(P, X3) = (X3, X1Xg, x;a x(2)x2_x:i) m(xﬂa X1» x%’ X3) = le QZ,

ahol Q, (x;, x,, xz)-primér és kitevdje 4. (Gyakran alkalmazzuk azt az eljarast,
hogy nem kozvetleniil P-t vizsgaljuk, hanem el6szoér pl. (P, x;)-at. Errdl bGvebben is
lesz majd sz6 a 2. §-ban.)

2) A kovetkezs idedl egy egyenesparra szétesd kipszeletet és egy azt nem metszo
egyenest allit eld.

A = (X1, XoXg, XXy — X1 X3, X1 X5 — Xpx3) = (Xo, X1 X5 — X3) (1 (X, Xa).
3) Harom, k&z6s pont nélkiili (paronként kitérd) egyenest definial
A =2 (X Xy — Xy Xg, X Xp — X1 X3, XgXg — XoX3, X]Xp — Xy X3, XoX1 X — Xy X X3) =
= (an xl) N (x2’ x3) N (xO — X3, X1 — x2)-

Most pedig réviden kitériink a primér felbontas komponenseinek egyértelmii-
ségére. Amint azt a kovetkezd egyszer(i példa mutatja, nem varhatjuk, hogy maguk a
komponensek egyértelmiien meghatarozottak legyenek:

K[xg, X1] = A =1 (x5, Xo%1) = (x0) (x5, X;) =

= (x0) N (x3, XoX1, X§) = (%) N (xG, X1+ + Xo)
a K test tetsz6leges k elemére.
Két unicitas-tételt mondunk ki:

1. Egy idedl bdrmely két primér felbontdsiban a komponensek szima és (ha a
komponensek maguk nem is) a hozzdjuk tartozé primidedlok megegyeznek.
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Primér idealokra az allitas trivialis. Ezutan a bizonyitas a primér komponensek
minimalis szama szerinti teljes indukcidval t6rténik.

Tételiink szerint egyértelmiien meghatirozottak azok a primidealok, amelyek
egy A idedl A=0Q,N...NQ, primér felbontasanak a komponenseihez tartoznak.
Ezeket a primidealokat az A idedlhoz tartozd primidealoknak nevezziik.

Az A=0Q,N...NQ, primér felbontas egy Q; komponensét bedgyazottnak ne-
vezziik, ha a hozzi tartozé P; primidedlra P;> P;, ahol P; valamelyik masik, az
A-hoz tartozd primideal; ha Q; nem bedgyazott, akkor azt mondjuk, hogy Q;
izoldlt. Ugyanigy a P; primidealt is az els6 esetben bedgyazottnak (mégpedig P;-be
beagyazottnak), a masodik esetben pedig izolaltnak nevezziik. (A beagyazottsag
fogalmat az algebrai geometridbdl vettiik; geometriailag azt jelenti, hogy a P(D P’)
bedgyazott primideal altal definialt V' (P) algebrai sokasag (lasd az I. fejezet) rész-
sokasdga V(P’)-nek. Innen ered tehat az a furcsa széhasznalat, hogy a tartalmazo
idealt hivjuk bedgyazottnak.)

PELDA. Egy primér komponens tébb masik komponensbe is be lehet dgyazva.
Legyen példaul A=: (x%x;, xoxD)=(xo) N(x)N(xE, x); itt az (x,) és az (x,) primér
komponens izolalt, (xZ, x¥) pedig mindkettdbe be van igyazva.

W 2. A primér felbontds izoldlt komponensei egyértelmiien meghatdrozottak.

Most idedlok kozott bevezetiink néhany miiveletet.

Az A és a B idedl dsszegén az egyesitésiik altal generadlt (4, B) idealt értjik.
Ha tehat A=(a,, ..., a,) és B=(b,, ..., b,), akkor (4, B) egy bazisa (a, ..., q,,
by, ..., b,) — ez a bazis persze altaldban rovidithetS.

Ha egy A ideal elemeit Gsszeszorozzuk egy B idedl elemeivel, akkor az igy ka-
pott ab szorzatok (az Osszegekkel ellentétben) altalaban nem alkotnak idealt; legyen
példaul K[xg, x;lc=A=: (xq, x;), B=:(x%, x,), akkor x3 is, x} is ab alaku szorzat,
x3—x2 viszont nem az. Az ab szorzatok altal generalt idealt nevezziik 4 és B szor-
zatanak, ¢és igy jeloljik: A4-B vagy AB. Ez az idedl a Jab; alak Osszegekbdl
all; ahol aq;€4 és b,€B.

1.6. DeFNic16. 4, B<aR. Az A: Bideilhdnyadoson az olyan r€ R elemek Gsszes-
ségét értjiik, amelyekre r- b€ 4 minden b€ B-vel.

A: B ideal R-ben.

Kd&nnyen igazolhatdk, de fontosak a kdvetkezs Osszefiliggések (4,, ..., 4,, B<iR):

(A.N...NA4,):B = (4,:B)N...0\(4,:B)
(A1:Ag):As = A1 Ay Ag = (A1 Aj): As
Ay:(Ay, Ag) = (A1: A)) N (A, 45).
GYAKORLAT. Minden 4, B<aR esetén
A-BZS ANB é B-(A:B) S A.

Mutassunk példat arra, hogy ezekben az Osszefiiggésekben egyenlSség altalaban nem
all fenn.

Minden A, B<tR esetén A:B2A, és a 2. §-ban latni fogjuk, hogy kiilonésen
érdekes az az eset, amikor A: B=A. Ez esetben azt mondjuk, hogy B relativ prim
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A-hoz. (Vigydzzunk! Ha B relativ prim A-hoz, akkor A4 éltaldban nem relativ prim
B-hez.)

1.7. TETEL. Legyen A, B<iR. Akkor A:B=A < egyetlen, A-hoz tartozé prim-
idedl sem tartalmazza B-t.

Bizonyitds. Legyen A=Q,(...NQ, A egy primér felbontasa. Tegyiik fel, hogy
BEP;, i=1,...,t, ahol P; a Q;-hez tartozé primideal. Lattuk, hogy Q;:B20;.
Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan r€ R, r¢ Q;, melyre r- BS Q,. Minthogy Q; P-primér,
azért innen kovetkezik, hogy BEP;, ami ellentmond a feltevésiinknek. Eszerint
Q;:B=0Q,;,i=1, ..., t. Akkor viszont A:B=(Q,N...NQ):B=(0,:B)N...N(Q;:B)=
=0;N...NQ,=A.

Forditva, legyen A4:B=A. Tegyiik fel, hogy van olyan i, 1 ={=¢t, melyre BEP;;
példaul BS P,. Most ha g a @, kitevdjét jelsli, akkor B¢ S Q,,azaz B-(Q,MN...NQ,)E
CBHQ,N...NQYEQ;N...NQ,=A. Innen Q,N..NQ,EA:B°=(A:B):B* 1=
=A:Be l=..=A4. Ezért A=0,NQ,N...NA,E0,N...NQ, S A4, vagyis A=0,N...
...NQ,, ami ellentmond annak, hogy A4 felbontasa nem rovidithetd, q. e. d.

Az 1.§ anyagardl 1. még: O. ZARISKI—P. SAMUEL: Commutative Algebra 1
[14], 1I1. és IV. fejezet.

2, §. Idealelmélet test folotti polinomgyiiriikben

Legyen K[xg, x;, ..., Xx,]=: R egy tetszOleges K test folotti n+1 hatarozatlanu
polinomgyiirii. Minden F€ R elem elballithaté F=F,+ Fy+...+ F; 4 ... véges Osszeg-
ként, ahol F; nulla vagy pedig homogén j-edfoku polinom. A tovibbiakban a ho-
mogén polinomokat egyszerlien alakoknak nevezziik. Az F; alakok neve: F homogén
komponensei.

2.1. DerINic1®. Az A<aR idealt homogénnek nevezziik, ha F€ A esetén F ho-
mogén komponensei is 4-hoz tartoznak.

Ebben a paragrafusban R homogén idedljainak az elméletébdl vezetiink be
néhany segédeszkozt. A homogén idedlok elmélete és a projektiv geometria kozti
Osszefiiggésr6l lasd pl. O. ZARiSKI—P. SAMUEL: Commutative Algebra 11. [15],
VII. fejezet.

A homogén idealok rendelkeznek az alabbi tulajdonsagokkal:

1) A<aR homogén < A-nak van alakokbdl allé bazisa: 4=(a,, ..., a,). (Lasd
az 1. §-ban a primér felbontasnal szerepld példakat.)

2) Legyen A, B<aR homogén. Akkor (4, B), A-B, ANB é A:B is homo-
gén ideal.

3) Minden homogén idealnak van homogén komponensekbdl allé primér fel-
bontasa, és a komponensekhez tartozo primidealok is homogének.

Ez utébbi allitasunk bizonyitasanak a vazlata: Legyen A egy (tetszdleges) primér
felbontasa A=0,MN...NQ,. Jelolje OF a Q;-beli alakok altal generalt idealt; QF a
legnagyobb, Q;-ben fekvé homogén ideal. Q7 M ...NQ; éppen az 4 kivant homogén
primér felbontasa.

Idedlok dimenzidelmélete tobbféleképpen is folépithet6. Mi most azt az utat
kovetjik, amely W. GROBNER: Moderne algebraische Geometrie. Die idealtheoreti-
schen Grundlagen [3] c. miivének 3. §-aban vagy [4], [S]-ben talalhaté. 0. fejezetlink
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3. §-4ban sz6 lesz majd (Noether-)gyiiriik dimenzidelméletérdl is, polinomgyﬁrﬁkfe
azonban e két dimenziofogalom lényegében megegyezik (Id. 3.1. definicié utdni meg-
Jegyzéseket).

2.2. DerINicio. Azt mondjuk, hogy az x,, ..., x; hatirozatlanok fiiggetlenek
az A<a R (homogén) idealtdl, ha ANK[x,, ..., x;]=(0). Az A<aR homogén ideal
dimenzidja, hdim A eggyel kevesebb az A-tdl fliggetlen hatarozatlanok maximalis
szamanal. (Erre az egy kiilonbségre projektiv geometriai okokbdl van sziikség.
A Klx,, x;, x,]-vel reprezentilt projektiv sikban ugyanis az x; =0 egyenes dimen-
ziéja egy, és ez megfelel a 2.2. definicionak, hiszen (x;)MNK[x,, x,]=(0).) Ebben
a paragrafusban (ahol mas dimenziéfogalom nem szerepel) hdim A4 helyett ro-
viden ezt irjuk: dim A4.

Definiciénkbdl azonnal kévetkeznek az alabbi tulajdonsagok:

1) Ha A4, B<R, dim A=d és dim B=d, akkor dim AN B=d.
2) Ha AS B, akkor dim A=dim B.
3) Ha Q P-primér, akkor dim Q=dim P.

Legyen A<aR egy primér felbontasa 4=0,1...MNQ,; akkor a fenti tulajdonsa-
gok szerint 4 dimenzidja a dim Q; szamok (vagy, ami ugyanaz, a dim P; szamok)
legnagyobbikaval egyenlé.

A homogén idealként tekintett nullidedl dimenzidja n. R 1ényegtelen idealjainak
a dimenzidja —1 — lényegtelen idedloknak nevezziik azokat a primér idealokat,
amelyekhez az (x,, x4, ..., x,) primideal tartozik. (Lényegtelenek az algebrai geo-
metria szempontjabdl, minthogy ezeket az idedlokat figyelmen kiviil hagyhatjuk,
ha algebrai sokasagokra tériink at.) Az egységidealt (azaz az egész gyliriit) nem te-
kintjiik (homogén) idedlnak; ha annak tekintenénk, és kovetkezetesek akarndnk
lenni, akkor a dimenzidja —2 kellene, hogy legyen.

GYAKORLAT. Legyen P és P’ két primideal R-ben, PC P’. Bizonyitsuk be, hogy
dim P>dim P’.

Az A<aR idealt egynemimek nevezziik, ha a primér komponensei mind azonos
dimenzidjuak; ellenkezd esetben A neve: vegyes idedl. Specialisan tehat a prim- és
a primér idealok mind egynemiiek. Ebben a paragrafusban megismeriink még két
masik fontos idedlosztalyt, amelyek csupa egynemi idealbdl allanak.

Az A<aR idedl rangjat (melyet rang A-val jeloliink) igy definidljuk: rang 4=
=n—dim 4.

A kovetkezOkben igen lényeges lesz az, hogy meghatirozzuk (4, F) di-
menzidjat, ahol A4 d-dimenziés homogén ideal, F pedig alak. Ilyen vizsgala-
tokn4l a homogenitds rendkiviil sokat jelent. A nem homogén esetben pl. az
A= (xX34+x;, X1 X5y s 53 X)=(x) N (%, +1, x5, ..., X,) ideal  (n—1)-dimenzids
K[xy, Xy, ..., x,]-ben, ezzel szemben (4, x,+ 1)=(x;+1, x,, ..., x,) dimenzidja n—r,
és itt r tetszOleges lehet: 2=r=n. A homogén esetben viszont egész mas a helyzet:

2.3. TETEL. (A dimenziécsokkentés tétele): Legyen A d-dimenzids homogén idedl,
FeR alak. Akkor:

dim (4, F)=d—1 < F nem eleme egyetlen A-hoz tartozé, d-dimenzids primidedl-
nak sem.

dim (4, F)=d & F eleme valamely A-hoz tartozé, d-dimenzids primidedinak.
Specidlisan, ha F relativ prim A-hoz, akkor dim (4, F)=dim A—1.
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E tétel eddig k6z6lt bizonyitasai igen bonyolultak. Elemi és 6nmagaban zart
bizonyitasat adja viszont O.-H. KeLLER (Halle/S.) algebrai geometriarél és topold-
giardl irt 4j tankdnyvében [6] (amely remélhetbleg 1974-ben jelenik meg).

GYAKORLATOK. 1) Legyen A4 és F olyan, mint a 2.3. tételben, dim (4, F)=d—1.
Legyen P egy A-hoz tartozd, d-dimenziés primideal. Bizonyitsuk be, hogy ha a (d— 1)-
dimenzids P’ primideal hozzatartozik (P, F)-hez, akkor (A, F)-hez is hozzatartozik
(lasd [3], 133. 13.).

2) Legyen P a K{x,, x;, X5, X3, X,] polinomgyiir{i alabbi primidealja:

(42 3 2 2 2
P =: (X3x3— X3, X1 Xq — Xy X3, X1 X3 — X5X,, Xp X3 — X3).

(Ezt a sok szempontbdl igen érdekes primidedlt F. S. MacauLay 1916-ban konst-
rualta.)

Igazoljuk, hogy dim P=2. (Triikk: valasszunk alkalmas Fy, ..., F, alakokat, és
hatarozzuk meg el8szor (4, Fy, ..., F;) dimenzidjat.)

3) Olykor hasznos a kévetkezd tétel ([3], 135. 8.):

Legyen A vegyes homogén ideal K[x,, ..., x,]-ben, rang A=r<n, A legmaga-
sabb rangii primér komponensének a rangja ¢ (r<g=n). Ha az F alak relativ prim
A-hoz (azaz A:F=A), akkor rang (4, F)=r+1, tovabba (4, F)-nek van legalabb
o+1 rangt primér komponense; tehat (4, F) is vegyes.

Utalunk még egy dimenzid tételre, amelynek elsé bizonyitasat B. L. VAN DER
WAERDEN adta 1932-ben.

2.4. TETEL. Legyen P és P’ homogén primidedl R-ben, dimenzidjuk a, ill. b.
Akkor (P, P’) valamennyi izoldlt primér komponensének a dimenziéja=a+b—n.

A tétel bizonyitasat lasd [15] VII. fejezetének 8. §-aban.
K OVETKEZMENY. Ha A és B homogén idedl R-ben, akkor
dim (4, B) = dim A+dim B—n.

(Lasd még B. RENSCHUCH, Sitzungsberichte der sichs. Akad. d. Wiss., math.-nat.
Klasse, Band 107, Heft 4 (1966); Renschuch a fenti kévetkezményt kézvetleniil, a
2.4. tétel folhasznalasa nélkiil bizonyitja.)

GYAKORLAT. Legyen A<aR, B=:(F,..., F)<tR. Igazoljuk, hogy ha
dim (4, B)=dim A—k, akkor dim B=n—k. (Ez a gyakorlata 2.5. és a 2.6. definicio
illusztralasaul szolgal.)

2.5. DerINicIO. Legyen 4, B<aR. Azt mondjuk, hogy A és B globdlisan nem
elfajuléan metszi egymdst, ha dim (4, B)=dim 4+dim B—n. (Ez is geometriai fo-
galom, magyarazatat lasd a 3.9. definiciénal.)

A kovetkezOkben igen fontos lesz két ideltipus. Most megadjuk ezek definicidjat
¢és néhany tulajdonsagukat.

2.6. DerFINICIO. R egy homogén, d=: n— g dimenzidés B idedlja a ¢ fdosztdly-
hoz tartozik, ha B-nek van ¢ elemi bazisa, azaz, ha B=(Fy, ..., F)).

Az 1 féosztalyhoz tehat a féidedlok tartoznak.

A , fGosztaly” elnevezés L. KRONECKERtS], 1881-b6l szarmazik; a féosztalyhoz
tartozé idealok részletes vizsgilatat F. S. MAcAauLAY adta 1916-ban.
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A dimenzidcsokkentés tétele (2.3.) és az utana szerepl6 3) gyakorlat fethasznala-
saval igazolhaté, hogy minden, féosztalyhoz tartozd ideal egynemi. S6t, az ilyen
idealok hatvényai is mind egynemiiek. (Lasd W. GROBNER [3], 135.)

PELDA. A=(x;x3+ X, X5, Xp X5+ X1 X,, X5) a 2 fBosztalyhoz tartozik, hiszen azon-
nal latszik, hogy
A = (%1 X3, X3) = (X1, X3) NV (xz, X3).

A kovetkezd gyakorlat allitasa a féosztalyhoz tartozo idedlok egy 1j, még nem
publikalt jellemzése:

GYAKORLAT. Az A< R homogén ideal akkor és csak akkor tartozik egy f6osz-
talyhoz, ha van olyan F¢R alak, melyre A: F=4 és (A4, F) f6osztalyhoz tartozik.
(Utmu)tatésul lasd E. D. Davis, Pacific J. of Math. 36 (1971), 323—326, Corollary 1
és § 3.

Most pedig egy ujabb, a féosztidlyoknal altalanosabb idedlosztalyt definialunk.
Az itt kovetkezd fogalmat F. S. MACAULAY vezette be 1916-ban, és ugyand ismerte
fel zsenidlisan e fogalom nagy jelent&ségét (Iasd még 0. fejezet, 3. §.). Eléadasunk
soran bevezetiink majd egy tovabbi idedlosztalyt, amely a Macaulay-féle idedloknal
is altalanosabb.

2.7. DeFINIC1IO. Legyen az A<a R homogén ideal rangja r. Az A idealt perfekt-
nek nevezziik, ha

a) r=n+1
vagy ha

b) mar tudjuk, hogy (4, F) perfekt, ahol F valamilyen A-hoz relativ prim alak
(ebbdl az is kovetkezik, hogy barmely, A-hoz relativ prim F alakra (4, F) perfekt — ez
azonban egyaltalan nem trivialis).

Ezt is mondhatjuk:

A d-dimenziés A homogén ideal akkor és csak akkor perfekt, ha megadhaté
d alak: F,, ..., F; 4gy, hogy

A:F,=A, (A,F):F,=(A, F),...,(4, Fy, ..., F;_):F; = (A4, F,, ..., F;_))
és (4, Fy, ..., F;) egynemii.

GYAKORLATOK. 1) a) Igazoljuk, hogy a 2.7. definicié két alakja ekvivalens.

b) Igazoljuk, hogy a 2.7. definicioban szereplé idealok koziil A4, (4, F)), ...
s {4, Fy, ..., F;_)) is egynemii.

Az Fi-k megadasahoz idénként hasznos lehet a kovetkezd lemma:

2) Legyen R tetszOleges gy(iri, 4, Py, ..., P,<aR; P,, ..., P, primideal. Ha
AEP;, i=1, ..., n, akkor létezik olyan a€ A4, hogy a4 P; egyetlen i-re sem (1=i=n).

3) A 2.3. tétel utani 2) gyakorlatban szereplé P primideal nem perfekt.

4) A=: (X¢Xs5, X X5, X1 X5, X1 X3)<1K[xg, X1, X5, X3] nem perfekt.

5) Minden olyan ideal, amely féosztilyhoz tartozik, perfekt.

6) Adjunk meg olyan perfekt idealt, amely nem tartozik f8osztalyhoz (lasd pl.
W. GROBNER, Arch. Math. (Basel) 24 (1965), 257—264).

A kovetkezOkben a (klasszikus) Hilbert-fliggvény elméletének néhany mddsze-
rét irjuk le. (Ezekre egyrészt a 0. fejezet 3. §-aban lesz sziikséglink, masrészt pedig
akkor, amikor a Buchsbaum-sejtésre konstrudlunk ellenpéldat.) A Hilbert-fliggvény
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elméletének alapjait HILBERT fektette le 1890-ben. Mi itt 1ényegében W. GROBNER [3]
4. §-anak targyalasmadjat kovetjiik.

Legyen ismét R=: K[x;, Xy, ..., x,] és A<aR homogén ideal. Rogzitett t-vel az
R t-edfoka alakjai egy F(t)-vel jelolt K-modulust alkotnak. Legyen most
H(t, A)=: Ix(F(t)/ANF(t)) az F(t)/ANF(t) K-modulus ! hossza, ahol a hosszi-
sagot a kovetkezd értelemben vessziik: Csoportokhoz hasonléan modulusokra is
konstrualhatunk kompozicidlancot. Legyen S tetszSleges gy(irt, M S-modulus. Az M
részmodulusaibdl allo leszallé lancot:

M=M2M2.2M =0

M normallancanak nevezziik. Ha itt a tartalmazisok mind valddiak, és a lanc to-
vabb mar nem finomithatd, akkor beszéliink kompozicidlancrél. Két kompozicio-
lanc mindig ugyanannyi részmodulusbdl 4ll, és ezt a szimot nevezziik az M S-modu-
lus lg(M)-mel jelolt hosszanak. Ha M-nek nincs kompoziciélanca, akkor Ig(M )-et
oo-nek vessziik. Esetlinkben H(t, A)< oo, és ezt a filiggvényt (amely csupa nem ne-
gativ egész értéket vesz fel) nevezziik az A Hilbert-fiiggvényének. A Hilbert-figgvény
egyik jelentésége abban rejlik, hogy megadja azoknak a homogén linearis egyenle-
teknek — az ugynevezett ,,Hilbert-egyenleteknek” — a szamat, amelyeket kielégite-
nek az 4-hoz tartozd t-edfoku alakok egyiitthatdi.

2.8. GYAKORLAT. Bizonyitsuk be, hogy a Hilbert-fliggvény rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:

1) Ha A &B, akkor H(t, A)=H(t, B).

2) Minden 4, B<R-re: H(t,(4, B))=H(, A)+H(t, By—H(t, AN B).

3) Ha az F€R alak foka 7, akkor

H(t, AN(F)) = H(t,(F))+H(t—1, A: F).
4) A fenti F-fel:
H(t,(4, F)) = H(t, A)— H(t—71, A: F).

5) Ha A=A4,NA,, ahol A, lényegtelen ideal, akkor H(t, A)=H(t, A,) elég
nagy t-kre; vagyis az A, lényegtelen komponens csak egy bizonyos fokszamig be-
folyasolja az A ideal Hilbert-fiiggvényét.

Specialisan, ha A lényegtelen ideal, akkor elég nagy t-kre H(z, A)=0.

Ha azt akarjuk kimutatni, hogy egy idealnak van lényegtelen komponense, hasz-
nos lehet a kovetkezd allitas:

6) Ha az A< R idealnak nincs lényegtelen komponense, akkor H(¢, A)=
=H(t+1, 4), t=0,1, ....

Most pedig bebizonyitjuk HILBERT alapvetd tételét.

2.9. TETEL. Legyen A<aR d-dimenzids homogén idedl. Elég nagy t értékekre az
A idedl Hilbert-fiiggvénye t-nek d-edfoku polinomja, melyet igy irunk fel:

Itt hy>0, hy, ..., hy egész szdm; nevitk: az A idedl Hilbert-egyiitthatéi. (Ha fel
akarjuk tiintetni, hogy az A ide4lhoz tartoznak, akkor ezt irjuk: 4y(A), ..., h,(4).)
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Kiilénésen érdekes lesz szamunkra a /y(A4) egyiitthato, melyet 4 rendjének
neveziink.

A tétel bizonyitdsa. A bizonyitast d szerinti teljes indukcidval végezziik. Fel-
tehetjiik, hogy az A idedlnak nincs lényegtelen komponense, hiszen az H(t, A) ér-
tékét elég nagy r-kre mar nem befolyasolja (lasd 2.8., 5. 4llitas). Legyen d=0. Akkor
van olyan L€ER alak, hogy A:L=4 (pl. L=x,+x;+...+x, ilyen). Igy a 2.8. gya-
korlat 4. allitasa szerint

H(t, (4, L)) = H(t, A)—H(t—1, A),

ez pedig elég nagy t-kre eltlinik, hiszen a dimenzidcsdkkentési tétel szerint az (4, L)
ideal lényegtelen. Eszerint elég nagy t-kre 0=H(t, A)=h, konstans. Végiil /4,=0;
H(t, A)=0 esetén ugyanis 4> F(¢) lenne, amib&l dim 4 =—1 kovetkezik, és ez
ellentmond a feltevéslinknek.

Tegyiik most fel, hogy tételiink igaz minden olyan 4 homogén idealra, melyre
dim A <d.

Legyen A d-dimenziés homogén idedl; A egy primér felbontasa A=0Q,;MN...NQ,.
Most ujabb teljes indukcidt végziink, ezittal / szerint.

I=1 esetén ismét van olyan L€ R alak, hogy A:L=A; ezzel

H(n, (A4, L)) = H(n, A)— H(n—1, A).

Minthogy a dimenziécsokkentési tétel szerint dim (4, L)y=d—1, azért az indukcids
feltevés értelmében n=n, esetén

H(n, (4, L)) = ho[ ]+...+hd_1.

n

d—1
i s 11n n n n+1) T, ot

Utolsé két eredményiinkbél az |, _ ] +];]|= i | Osszefiigges tobbszori felhasz-

nalasaval kapjuk, hogy

H(n, A)— H(n,, A) = hol[’” 1]—{”"“

d d ]]+...+h,,_1(n—no).

e 1 .

Ha most a konstansok Osszegét h,-vel jeloljiik, akkor az (n}ic— ]: tZ) + (kil- 1) Osz-
szefliggés Gjboli felhasznalasaval éppen a keresett eldallitast kapjuk. Az indukcids
feltevés szerint a Ay, hy, ..., h,_, egyiitthatok egész szamok, H(n,, A) szintén egész,
ezért az 1j egyiitthatok is egészek lesznek; [Z) Uj egylitthatdja is h,, ez pedig =0 az
indukcids feltevés szerint.

Tegyiik fel végiil, hogy a tétel igaz minden olyan d-dimenziés homogén idealra,
amelynek /-nél kevesebb primér komponense van.

Legyen A=0,N...NQ0,=BNQ,, ahol B=: Q;N...NQ,_, és dim Q,=d. A 2.8.
gyakorlat 2. allitisa szerint

H(n, A) = H(n, Q)+ H(n, B)—H(n, (B, Qy)).

Az indukcids feltevések értelmében H(n, Q) és H(n, B) a kivant alaka (H(n, B)
esetén ehhez meg kellett kiilonboztetniink két esetet: dim B=d vagy dim B=d—1).
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Most akkor elegendé még azt megmutatnunk, hogy dim (B, Q))=d—1. A dimenzié-
csdkkentési tétel szerint ehhez azt kell igazolnunk, hogy BE& Py, ahol P, a Q;-hez
tartozé primideal. Tegyik fel, hogy B< P;; akkor

Q1'Q2'-~~'Ql—1 g le-“le—l g Pl’

igy van olyan i, 1=i=I/-1, hogy P;SP, (P; a Qhez tartozd primideal). Most
P;=P, ellentmond a primér felbontas tulajdonsagainak, P,C P, esetén pedig a 2.2.
definicié utani gyakorlat szerint d=dim P;>dim P,=d lenne, ami szintén ellent-
mondas, g.e. d.

Végezetiil pedig idedlok rendjérdl ejtiink néhany szot. Ha F r-adfoku alak,
akkor az (F) f6idealra
(x) H(t,(F)):[H’;n]—[t ‘;+n

] (t=1—n).

Ez az Osszefiiggés kovetkezik az alabbi, konnyen igazolhaté allitasokbdl: F(r)M
N(F)=F(t—1) (a két oldalon szereplé K-modulusok izomorfak); H(t, (F))=
=L (F(1))—Ix(F(t—1)); Ix(F(?)) az x,, ..., x, hatarozatlanokbol képezhetd r-ed-
foki hatvanyszorzatok (azaz: az xpPxi...xlr (0=t;, ty+6,+... +1,=t) alaki kifeje-
zések) szama.

A (%) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy Ao(F)=t. Most a 2.8. gyakorlat 4.
allitasa segitségével ezt az eredményt altalanositjuk féosztalyhoz tartozé idedlokra.

2.10. GYAKORLAT. 1) Legyen A=(F}, ..., F,) a ¢ f6osztalyhoz tartozé ideél, a
bazispolinomok foka 7y, ..., 7,. Igazoljuk, hogy

ho(A) = 1y Ta7 ... 0 T,
2) Legyen A=A4,NA,, dim A,=d, dim A,=d—3&—1. Igazoljuk, hogy
ho(A) = ho(Ay), hi(A) = hy(AY, ..., hs(A) = hs(Ay);

mas szoval az A4 els6 & Hilbert-egyiitthatojit nem befolyasoljak a d—d—1-nél ki-
sebb vagy azzal egyenld dimenzi6ju primér komponensek. (Lényeges lesz majd a
0=0 eset!)

Bezout (idealelméleti) tétele azt mondja ki, hogy bizonyos 4, B<a R idealokra

ho(A4, B) = ho(A4)- ho(B).
A kovetkezd gyakorlat ramutat a perfekt idealok nagy jelentdségére:
3) Altaldnositott Bezout-tétel (W. GROBNER, 1949.):

Legyen A<aR, B=(F,, ..., F,)<<R,dim (4, B)=dim 4 —k. Ha az A4 ideal perfekt,
akkor
ho(A, B) = ho(A) - hy(B).

(ljtmutaté,s: Ha A<aR és az F alakra A: F=A, akkor
ho(A4, F)= hy(A) - ho((F)).

Innen a 2.8. gyakorlat 4. 4llitasa felhasznalasaval, k szerinti teljes indukcidval kovet-
kezik az altalanositott Bezout-tétel.)
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Ennek a tételnek 1ényeges élesitését adja a kovetkezd

2.11. TETEL. Legyen A<a R, B=(F,, ..., F)<aR, dim (4, B)=dim A—k. Ekkor
ekvivalensek az alabbi dllitdsok :
(i) ho(A, B)=hy(A) - ho(B).
(i) h(A, Fy, ..., F)=mh((4, F1, ..., F):F,.y), v=0,1,...,k—1 (v=0 esetén
legyen (A, Fy, ..., F,)=: A).
(iii) F,., nem eleme egyetlen (d—v— 1)-dimenzios, (A, Fy, ..., F,)-hez tartozé
primidedlnak sem; v=0,1, ..., k—1.

(Lasd W. VoGEL, Monatsb. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin 8 (1966), 1—7. és
J. STUCKRAD—W. VOGEL, Beitr. zur Alg. und Geom. 1 (1971), 73—76.)
Most az idealelméleti multiplicitas fogalmat definialjuk:

2.12. DefNic10. A P primidealhoz tartozo Q primér idedl smultiplicitdsa egy,
a Q-bol P-be vezeté kompozicidlanc elemeinek a szama; itt a kompozicidlanc
olyan Q=: Q,Cc Q,C...c Q,=: P lancot jelent, ahol a Q-k mind P-hez tartozd
primér idealok, a tartalmazasok mind valddiak és a lanc tovabb mar nem fino-
mithato.

Ha most hanyadosgyiiriikre tériink at, akkor a kovetkezd, igen hasznos tételt
nyerjik (Id. 0. fejezet, 3. §, gyakorlatok).

2.13. TeteL. Legyen Q P-primér, Q multiplicitdsa p. Akkor
ho(Q) = p-ho(P).
(Lasd W. GROBNER [3], 143. 5))

MEGIEGYZESEK. A 2.13. tételbdl kovetkezik, hogy minden A4 < R-re:

ho(A) = Zﬂi'ho(Pi)s

ahol a P;-k az A-hoz tartoz6 maximalis dimenzidji primidealok, u; pedig az A P;-hez
tartozo Q; primér komponensének a multiplicitasa.
A Bezout-tétel Allitasa tehat az, hogy bizonyos A4, B <a R-ekre

lei ~ho(Py) = hy(A) - hy(B),

ahol a y;-k és a P;-k az (A4, B) ideélhoz tartoznak.
Az I. fejezetben latjuk majd a fent definialt multiplicitis geometriai jelentését.

2.14, PELDA. Legyen P = (x%x, ——.xz, Xy X — XoXg, X Xa—XEX,, XpXxi—x3) és
B=(xy, xy) a K[xg, X1, X, X3, X4] polinomgyiiriben. Akkor

5 = ho(P, B) #= ho(P)-ho(B) = 4.

Bizonyitds. A 2.10. gyakorlat 1. allitdsa szerint y(B)=1. Megmutatjuk, hogy
hy(P)=4. P:x,=P, hy(x;)=1, igy a korabbiak szerint 4,(P, x;)=hy(P). Az 1. §-ban
lattuk, hogy

(P, x1) = (X1, X3, X3 X3, X3 Xy, Xa X3 — X3) =

= (X1, X3, XpXg, Xe X — X3) (N (X1, X3, X3, Xg) =: 0, Q.
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Minthogy dim Q,=1 és dim Q,=0, azért a 2.10. gyakorlat 2. allitisa értelmében
ho(P, x,) = ho((xla X3, X3 X3, Xp X3 — x%))

Most a 2.13. tételt akarjuk alkalmazni, ezért megkonstrualjuk Q, egy kompozicis-
lancat:

(x1, X5, XXy, Xo X5 — X3) C (Xy, Xp, X3) C (X1, Xg, X3) C (X1, X2, X3)}

igy ho(P, x1)=4-hy(x1, X4, x3), tehat hy(P)=4.

Végil (P, B)=(P, x;, x,)=(xy, X4, X2 X3, X3, x3). Most ismét a 2.13. tételt alkal-
mazva kapjuk, hogy h,(P, B)=5.

Xx4-re valoban nem teljesiil a 2.11. tétel (ii1) feltétele.

2.15. GYAKORLAT. 1) Legyen P ugyanaz, mint a fenti példaban, de most
B=(x,, x,). Igazoljuk, hogy

ho(P, B) = hy(P)-ho(B) = 4.
2) Legyen P a K[xgy, Xy, X2, X3, X,] polinomgy{irli alabbi primidealja:
P = (X X5 — X3Xy, X X3 — Xa X3, X1 X4 — X3, X3 X§ — X3).

Hatarozzuk meg dim P-t és /1y(P)-t, valamint adjunk meg két olyan hatarozatlant:
x;-t és x;-t (i, j=0, 1, ..., 4), melyekkel dim (P, x;, x;)=dim P—2 és

ho(P, x;iy X;) 5% ho(P) + ho(x;, X;).

(A kovetkezo fejezetben fogjuk majd latni, hogy P miért primideal.)

3. §. Lokalis gyiiritk

Ebben a paragrafusban a lokalis algebra néhany definicidja és eredménye sze-
repel. Ez az anyag viszonylag réviden O. ZARISKI és P. SAMUEL: Commutative
algebra c. konyve I1. kotetének [15] VIII. fejezetében talalhaté meg — altalaban mi
is e kényv alapjan fogunk haladni. A lokélis gylirlik elméletének legalapvetébb
miive M. NAGATA: Local rings ¢. kényve [9], amely explicite nem hasznil homolo-
gikus moédszereket. J.-P. SERRE KkitlinG jegyzete, az Algébre locale — Multiplicités
[12] a homologikus algebra eszkdzeivel t6rténd targyalasmodot nyujt. A lokalis
algebra rovid, elemi bevezetését talalhatjuk D. G. NORTHCOTT: Ideal theory c. konyvé-
ben [10]. Az alabbi szerzok kitlind, kommutativ algebrardl sz6lé koényvei is foglal-
koznak lokalis algebraval: M. F. ATiyAH—I. G. MACDONALD {1], I. KAPLANSKY [7],
H. MATSUMURA [8].

1. Dimenzidelmélet

Legyen R gylir{i, azaz kommutativ és egységelemes, de nem foltétlen Noether-féle.

Szeretnénk folhivni ra az Olvasé figyelmét, hogy a dimenzidelméleti részben sze-
replS fogalmak definicidja az irodalomban nem egységes; a definiciok, elnevezések
szinte kényvenként valtoznak.
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3.1. DErINICIO. R dimenzidja d, ha van R-ben primidedlokbdl allé

PyDP,D ... D Py

lanc, de (d+1)-nél tobb primidealt tartalmazé ilyen lanc nincsen. Ha ilyen ¢ nem
létezik, akkor azt mondjuk, hogy R dimenzidja végtelen. R dimenzidjat igy jeloljiik :
dim R.
Az az eset lesz majd szamunkra érdekes, amikor R nem nullosztémentes.
Ekkor dim R=0 pontosan azt jelenti, hogy R-ben minden primide4dl maximilis.
Legyen P<aR primideal. P rangja h (ZARISKI és SAMUEL konyvében [14] a
rang neve: ,,height”’), ha létezik primidealok egy

PpcPhhcCc..cP,_,CcP,=P

lanca, de (h+1)-nél t6bb primidealt tartalmazé ilyen lanc nincsen. P rangjat igy
jeloljiik: A(P). Hasonldan P dimenzidjat (ZARISKI—SAMUELnNél: ,,depth”) prim-
idealok P-bdl kiindulé maximalis névé lancanak a hosszaként definialjuk:

P=P,Cc P;_,cC..C P,cC Py(CR).
Jelolése: d(P).
Legyen most R Noether-gyiirii, AsR, P,, ..., P, az A-hoz tartozé primidealok.
Akkor 4 rangjét h(A)=: min {h(P)}i=1, ..., t}-vel definidljuk, 4 dimenzidjat pedig
d(A)=: max {d(P)|i=1, ..., t}-vel.

MEGIEGYZESEK. Ha R=K[x,, ..., x,], A<tR homogén ideal, akkor hdim A=
=d(A)—1.

Ha R Noether-gyiiri, P<aR primideal, akkor A(P) véges, ezzel szemben d(P)
nem okvetleniil. Ha viszont R-nek csak véges sok maximalis idealja van, akkor mar
d(P) is mindig véges.

Azt sejthetnénk, hogy ha P, P’ két primideal, PC P’ és nincs olyan P” primideal,
melyre Pc P”’c P’, akkor h(P’)=h(P)+ 1. Ez azonban nem igaz; a kérdés mindig
visszavezethet$ a nullosztémentes esetre, ott pedig M. NAGATA megadott egy ellen-
példat (Nagoya Math. J. 10 (1956), 51—64.).

A dimenzidelmélet egy fontos tétele W. KRULLtOL, 1928-bdl szarmazik (1. [15],
IV. fejezet, 14.§): Legyen R Noether-gyiirii, és tegyiik fel, hogy az A4 idealnak r
elemii bazisa van. Ha most P minimalis, A-t tartalmazé primide4l (azaz nincs olyan
P’ primidedl, melyre P> P'D> A; mas szdval, P A-hoz tartozé izolalt primideal),
akkor A(P)=r.

3.2. GYAKORLAT. Legyen R Noether-gylirli, P<a R primideal, A (P)=h. Akkor
létezik olyan, /2 elemmel generdlt A< R, hogy P egy, az A-hoz tartozd izolalt prim-
ideal.

Most a 3. § leglényegesebb részéhez értiink.

2. A Hilbert— Samuel polinom

8.3. DEFINICIO. Az R Noether-gyliriit szemilokdlisnak nevezziik, ha véges sok
maximalis idealja van: My, ..., M,. Ha n=1, akkor R neve: lokdlis gyiirii. A maxi-
malis idedlok metszetét a gyiirli Jacobson-radikdljanak nevezziik.
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MEeGIeGyYzEs. Explicite W. KruLL foglalkozott el8szor lokalis gyfiriikkel 1938-
ban. O igy hivta Sket: ,,Stellenringe”. Az angol nyelvii irodalomban kés6bb a ,,local
ring”’ elnevezés terjedt el. Ezt a nevet azért kaptak, mert az ilyen gyliriik struktaraja-
nak az ismerete informaciét nyijt algebrai sokasagok lokalis viselkedésérdl (ilyen
lesz pl. a 3.16. tételliink). Ezért mi is a ,lokalis gyliri” elnevezésnél maradunk.

1951-ben P. SAMUEL a lokalis algebraban bevezetett egy a Hilbert-fliggvényhez
hasonlé fliggvényt.

Legyen a kovetkezdkben R lokalis gylirli, R (egyetlen) maximalis idealja M.
Legyen Q M-primér ideal, azaz dim R/Q =0. Tekintsiik most minden » természetes
szamra az R/Q"*' R-modulus /p(R/Q"*Y) hosszat. Erre igaz a

3.4. TETEL. n elég nagy értékeire Ig(R/Q"*Y)=: Py(n) polinomja n-nek; Py(n)
Jfoka, d, fiiggetlen Q-tdl, és az R dimenzidjdval egyenls: d=dim R. Ezt az un. Hilbert—
Samuel polinomot a kévetkezd alakban irjuk fel:

n+d] [n+d—l

Py(n) = eo[ J J—1 ]+...+(—1)"ed;

itt uz egyiitthaték mind egész szdmok, és e,=>0. Ha fel akarjuk tintetni, hogy az R
gytirithoz és a Q primér idedlhoz tartoznak, akkor ezt irjuk: ey(Q, R), ..., e;(Q,R).
Ezeket az egyiitthatékat a Q Hilbert— Samuel egyiitthatoinak nevezziik. ey (Q, R) neve:
O multiplicitdsa. Q=M esetén azt is mondjuk, hogy e,(M, R) az R multiplicitdsa.

Bizonyitds. El6szér megkonstrualunk egy, a @ idealhoz tartozd gyfiriit.
Az A=: R/Q maradékosztalygylirli Artin-féle, azaz A4 idealjainak minden csdkkend
lanca:
A2 4,24, 2...24,2...

véges sok 1épés utan megszakad: egy bizonyos n-t6l fogva 4,=4,,.,=.... (AKIZUKI
tétele szerint ugyanis egy gylirii akkor és csak akkor Artin-gylirii, ha olyan Noether-
gylirli, amelyben minden primideal maximalis.) Legyen Q%=R, és tekintsik a
Q0 1=: F(Q, i) A-modulusokat. Jelolje F(Q) az F(Q, i)-k diszkrét direkt Gssze-
gét (tehat az F(Q) elemei pontosan azok az (ao, 4y, ..., a;, ...) sorozatok, ahol
minden i-re a;€ F(Q, i) és véges sok i kivételével a;=0). Alkalmas szorzas bevezeté-
sével gylir(i strukturaval latjuk el F(Q)-t. Legyen x,, ..., x; Q egy (minimalis) bazisa,
tehat @ =(x,,..., x,). Az x;-khez tartozd, Q? szerinti maradékosztalyokat jelélje rendre
X1, ..., X5o; ezek F(Q, 1) elemei. Az &’ € F(Q, i) és a b'€ F(Q, j) elemhez valasszunk
R-bOl egy-egy a, ill. b reprezentanst. Most az a’ - b’ szorzat legyen az a- b-nek meg-
feleld, F(Q, i+j)-beli mellékosztaly. Ezzel a szorzassal F(Q) gytlirli; F(Q) neve: a
Q-hoz tartozd alakgyiirii; F(Q)-t, mint A f6l6tti algebrat x3, ..., x5 generalja (ez
utdbbi allitasunk igazolasat az Olvaséra bizzuk). Ekkor 1étezik az A f6l6tti s hataro-
zatlanit F polinomgyfiriinek egy

o F =A[X,, ..., X - F(O)

algebra-homomorfizmusa az F(Q)-ra. Ez a homomorfizmus az X;~~x; leképezés-
sel adhaté meg. B=: Ker @ homogén idedl F-ben. Ez azért van igy, mert a polino-
mok kiilonbozd fokszamu tagjait a @ az F(Q) kilénb6zd direkt dsszeadanddiba
képezi le. Mas széval @ minden s-re indukal egy olyan ¢, homomorfizmust, amely
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az F(n) A-modulust (az F-beli n-edfoku alakokat) F(Q, n)-be viszi. ¢, magja tehat
. BN F(n), igy létezik egy A-modulusok kozti

F(n)/BNF(n) = F(Q, n)

izomorfizmus. Ekkor persze a két A-modulus hossza is megegyezik. A bal oldali
modulus hossza viszont H(n, B), a B (klasszikus) Hilbert-figgvényének értéke az
n helyen (1. 0. fejezet, 2.§), tehat H(n, B)=1,(F(Q, n)), csakhogy most az alapstruk-
tura nem test, hanem Artin-gyiiri. A 2. §-ban latott modszerhez hasonldéan ebben
az Altalanosabb esetben is folépitheté a Hilbert-fiiggvények elmélete; specialisan,
elég nagy n-ekre H(n, B) itt is egész egyiitthatos ,,binomialis polinom”. H(n, B)
foka ismét B dimenzidja, de itt a dimenzié fogalmat a 3.1. definicié mésodik része
értelmében (tehat primideél-lancokkal) kell venniink, azaz H(n, B) foka d(B). (Artin-
gylriikben a Hilbert-fiiggvény elméletérdl 1. W. VoGEL, Math. Nachr. 33 (1967),
39—60. Satz 1.) Eszerint elég nagy n-ekre 1,(F(Q, n)) n-nek egész egyiitthatds ,,bi-
nomidlis polinomja”.

Konnyen igazolhatd, hogy tetszdleges R gylirii mellett, ha M R-modulus, NaR
és NCAnn (M)=: {r€R|r- M=0}, akkor M egyben R/N-modulus is, és [z(M)=
=Ig;n(M). Esetiinkben az R gyl’irl’iben Ann (F(Q, n))=0, tehat Ig(F(Q, n))=

=1,(F(Q, n)). Minthogy Ig(R/Q"*YH= 2 Ix(F(Q, n)), azért a fentiekbd! kovetke-

zik, hogy eleg nagy n-ekre Py(n)=: I (R/Q"“) n-nek egész egyiitthatds ,,binomialis
polinomja™, és mivel minden IR(F (Q, n)) polinom f3egyiitthatdja pozitiv, azért po-
zitiv a P, (n) foegyiitthatdja, e, is.

Legyen most Q" az R egy masik M-primér idealja. Akkor van olyan a és b ter-

mészetes szam, hogy
020" é& 0 20%

Py(n) = Py.(an) és Py (n) = Py(bn).

innen

Ebbdl a két egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy a Py(n) és a Py (n) polinom foka
ugyanaz a d szam. P, (n) foka tehat fiiggetlen Q-tol.

A d=dim R 0Osszefliggést bizonyithatnink 4j fogalmak bevezetésével, de nem
akarjuk az Olvasét tal sok definicidval terhelni, ezért inkdbb a jelen paragrafus
3.6.-tal jelzett, un. dimenzidtételére utalunk. Ott igazoljuk majd, hogy d=dim R,
és ekozben a 3.4. tételiinknek csak a ténylegesen bebizonyitott részét fogjuk fol-
hasznalni.

A Hilbert—Samuel polinomot és az erre vonatkozd tételt a lokalis gyiriiknél
altalanosabb gylirliosztalyokra is ki lehet terjeszteni. Szdmtalan ilyen targyd dol-
gozat koziil mi csak az egyik legutolsot adjuk meg: C. P. L. RHODES: The Hilbert—
Samuel polynomial in a filtered module, J. London Math. Soc. (2) 3 (1971), 73—85.
Egy ennél gyengébb altalanositasra viszont részletesebben is kitériink:

Legyen S szemilokalis gyiir{i, S Jacobson-radikilja M. Az A<a S idealt nyiltnak
nevezziik, ha A& M és valamilyen ¢ természetes szamra M¢Z 4. (Ez az elnevezés
onnan szarmazik, hogy pontosan ezek az idealok Iesznek nyiltak az S Un. m- adikus
Ann (E)=: {s€S|s E=0} ideal S-ben. Az S/Ann (E) maradekosztalygyuru dlmen-
ziojat nevezzilk E dimenzidjanak, és igy jeloljik: dim E.
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A kovetkezd eredmények azt mutatjak, hogy a nyilt idealok viselkedése sok
szempontbol hasonlé a lokalis gyliriik M-primér idealjaiéhoz: ha A< S nyilt, akkor
egyrészt A nem generdlhaté dim S-nél kevesebb elemmel, azaz 4 =(x,, ..., x;) ese-
tén r=dim S, masrészt pedig Is(E/A4 - E)< oo és elég nagy n-ekre Ig(E/A"*1. F) szin-
tén egész egylitthatos ,,binomialis polinomja” n-nek, és a foka dim E. Jeloljiik e
polinom fegyiitthatojat e,(A, E)-val. M. AUSLANDER és D. A. BUCHSBAUM vizs-
galta az e,(4, E) egyiitthat6t. (Errél szol6 dolgozatuk az Ann. of Math.-ben jelent
meg: 68 (1958), 625—657.) Igen érdekes eredményeikre késdbb még visszatériink.

A Hilbert—Samuel polinom tobbi egylitthatéja sem érdektelen. Az utolsé,
errdl szoldé dolgozatok: C. P. L. RHODES fent idézett cikke és W. VOGEL: Uber
die Hilbert—Samuel Koeffizienten von lokalen Ringen der Multiplizitat 1, Beitr. zur
Alg. und Geom. 3 (1974), 37—39.

3. Paraméterrendszerek

Legyen R lokalis gy(irii, M az R maximalis idealja. Ebben a részben M-primér
idealok egy fontos osztalyaval foglalkozunk. Latni fogjuk, hogy az ehhez tartozo
idealok Hilbert— Samuel polinomja jol kezelhet, ami nagy sz6, hiszen altalaban
tavolro! sem ez a helyzet.

A kovetkezOkben ahelyett, hogy: R lokalis gylirli és M az R maximalis idealja,
egyszerlien ezt mondjuk: (R, M) lokalis gylirii.

Legyen (R, M) d-dimenzids lokalis gyiirii. A 3.2. gyakorlat szerint 1étezik M-ben
d elem: ay, ..., a; 4gy, hogy O=: (a,, ..., a;) M-primér ideal, a 3.1. definicié utani
Krull-tétel értelmében viszont d-nél kevesebb elem nem generalhat M-primér idealt.

3.5. DerNic1O. Legyen (R, M) d-dimenzids lokalis gyiiri. Ha a, ..., a6 M
és Q=: (a;, ..., a;) M-primér ideal, akkor azt mondjuk, hogy {a,, ..., a,} paraméter-
rendszer R-ben, Q pedig paraméterided]. A fenti megjegyzésiink szerint ilyen mindig
létezik.

3.6. TETEL (dimenziotétel). Legyen (R, M) lokdlis gyiirii; akkor az aldbbi hdrom
szam megegyezik:

(1) dim R,
(ii) tetszéleges M-primér Q idedl esetén a Py(n) polinom fokszdma: d(R),
(iii) R legkevesebb elemii paraméterrendszerének az elemszdma: 6(R).

A bizonyitds vdzlata. A fenti megjegyzésiink szerint dim R=46(R), mig a 3.4.
tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy 6(R)=d(R). Ezért mar csak azt kell meg-
mutatnunk, hogy d(R)=dim R. Ezt két Iépésben végezziik el: 1) Ha x€ R nem null-
0szto, akkor dim R/R-x=dim R—1 (s6t, a két oldal mindig egyenld, lasd pl. [15],
VIII. fejezet, 9. §). 2) Innen 4 szerinti teljes indukcioval bizonyithaté a kivant dim R=
=d(R) Osszefiiggés (lasd pl. [1], 11. fejezet, 11.10. allitas).

Késébb majd foglalkozunk D. A. BUCHSBAUM egy problémajaval, melyben para-
méteridealok multiplicitisa is szerepel, ezért most err6l a multiplicitasrol ejtiink né-
hany sz6t. Ezt a fogalmat C. CHEVALLEY vezette be 1943-ban, de csak egy specialis
esetben: testet tartalmazd bizonyos lokalis gyiriikben.

A paraméteridealok jelentdségét a multiplicitasok vizsgalataban j6l mutatja
P. SAMUEL alabbi, 1951-b6l szarmazo tétele:
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3.7. TETEL. Legyen @ M-primér idedl az (R, M) lokdlis gyliritben. Akkor van
olyan Q' C Q paraméteridedl, hogy

e(Q’, R) = €,(Q, R).

A bizonyitast lasd pl. [15]), VII. fejezet, 10. §-aban. (Ujabb eredmények szerint
itt az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy R/M-nek végtelen sok eleme
van.)

Fontos lesz majd szamunkra a kovetkezd tétel, ezért a teljes bizonyitasat is
megadjuk:

3.8. TETEL. Legyen Q paraméteridedl az (R, M) lokdlis gyiiriiben. Akkor

eo(Q, R) = IR(R/Q),

és itt e(Q, R)=Ix(R/Q) < az F(Q) alakgyiirii izomorf az R/Q folotti (dim R)-hatd-
rozatlani polinomgyiirtivel.

Bizonyitds. Ugyanazokat a jeloléseket hasznaljuk, mint a 3.4. tétel bizonyita-
saban, és atvesziink onnan néhany részeredményt is. Az R f616tti modulusok hossza-
ban az R-t altalaban nem tlntetjik f6l; de ha mas alapgylirlit vesziink, azt minden
esetben kiirjuk.

I:(F(Q, ) = L(FW)/BNF()) = L,(F()) = In(R/Q)- [z+d 1 ]

itt az utolsé egyenlGséget a kovetkezé modon nyertiik: Legyen A egy kompozicio-
lanca ADA;D...DA,, akkor n=1,(R/Q)=Ix(R/Q). Most akkor az F(i) A-modulus
egy kompozicidlanca olyan modulusokbdl all, amelyeket A4;- P alaki részmodu-
lusok generalnak, ahol a P-k az x,, ..., x, hatarozatlanokbdl alkotott i-edfoku

i+d- 1]. Ekkor

hatvanyszorzatok (monomok); ezen P¥W-k széma[ d—1

i+d— n+d
Py(n) = 2 I(F(Q, D) = I(R/Q) Z[ ] = l(R/Q)[ ]
Innen a féegylitthatok Osszehasonlitasaval kapjuk, hogy e (Q, R=I(R/Q).
A 3.4. tétel bizonyitasabol kovetkezik az is, hogy
Ly(F(m)/B(F(n)) = Py(n+1)— Py(n).

Tegyliik most fel eldszor, hogy B=Ker @ =(0). Akkor van olyan f¢B alak,
melynek a foka c=1. B F(n) tartalmazza az 6sszes olyan f- X{'... X} alakot,

d — —
amelyre > n;=n—c. Ezek az alakok B F(n) egy (n Z—HT
i=1 -
modulusat alkotjak. Ekkor

L(F(m/BNF(m) = L4(F(n)—1,(BN F(n)) = [x(R/Q) [" - 1 ] - [

d—l d-l

= (RIQ) G+ O iy,

d-1

= (lr(RIQ)— Wd j+O00 ),

1 .
hosszusagt rész-

n—c+d—1|
d—1 -

—O(I’ld 2) —
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Ezt Py(n+1)—Py(n)=I (F(n)/BN F(n))-be beirva az egyiitthatok osszehasonlita-
saval

(0, R) = I(R/Q)—1
adodik.
Ha pedig B=Ker @ =(0), akkor

Pon) = 3 1n(F(Q. ) = 3 1(FGYBNF@®) = 3 1,(F@) =

Il

w0 3[4 < o[,

innen ey(Q, R)=I(R/Q), q.e. d.

Most pedig a multiplicitasok lokalis elmélete és a 2. §-ban megismert rend
globalis elmélete kozti Osszefiiggésre akarunk ramutatni. Megadunk egy lokalis-
globalis elvet, amelyet ilyen alakban eddig még nem fogalmaztak meg.

Mindehhez sziikségiink lesz hanyadosgylirli képzésére — ezt a hanyadostest
képzéséhez hasonloan végezziik.

Legyen adott az R gyliriiben egy, a nullelemet nem tartalmazd, a szorzasra
nézve zart S részhalmaz. Jelolje U az R azon elemeinek a halmazat, amelyek nem
nullosztok. Legyen A az olyan a€ R elemek halmaza, amelyekhez létezik olyan s€ S,
hogy a-s=0. Mivel S szorzasra zart, azért A ideal R-ben. Tekintsiik a ®: R—~R/A
természetes homomorfizmust. Ha a eleme az U és S altal generalt, szorzasra nézve
zart halmazaak, akkor @ (a) nem nulloszté R/A-ban.

Most akkor a kovetkezd konstrukcidt végezziik: A P=AXU halmazban be-
vezetjiik az alabbi ekvivalenciarelaciot: (a, u) akkor és csak akkor ekvivalens (b, v)-
vel, ha qv=>bu. (a, u) ekvivalenciaosztalyat igy jeloljiik : a/u. Az ekvivalenciaosztalyok
Q halmaza gyliri a k6vetkezd miiveletekkel:

aju+bfv = (av+bu)juv és afju-blv = abjuv.

Q-t az R teljes hanyadosgyiiriijének nevezziikk. Az a€ R elemeket az a/l € Q osztalyok-
kal azonosithatjuk, igy Q tartalmazza R-et. Q-t az R elemei és az u€ U elemek 1/u
inverzei generaljak.

A fenti megjegyzésiink szerint @(S) nullosztdmentes. Q konstrukcidja szerint
tehat jol definidlt a ®(R) teljes hanyadosgyfirlijének az a részgylirlije, amelyet a
@ (R) elemei és a @ (S)-beli elemek inverzei generalnak. Ezt a részgyiiriit az R S sze-
rinti hanyadosgyiirijének nevezziik, és Rg-sel jeloljiik. Tehat

Rs = {®(a)/P(s)|a€ R, s€S}.

Legyen most P<a1 R primidedl, és végezziik el a fenti konstrukciét abban az igen
fontos specialis esetben, amikor S=R\ P. Ekkor Rg-t az R P szerinti hanyados-
gyliriijének nevezziik, és igy jeloljiikk: Rp.

Ha ACR, akkor Rg-nek a ®(A4) altal generalt idealjat jelslje 4 - Rg. Most fel-
sorolunk az Rg gyiirli idealelméletébdl néhany eredményt:

Ha R Noether-gylird, akkor Rg is az.
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Legyen az A<aR egy primér felbontisa A=0,NQ,N...NQ,. Hai=m+1, ...
..,nre PNS#@, mig i=1,..,mre P;NS=¢, akkor i=Il, ..., mre Q;-Rs
primér, és A - Rg egy primér felbontasa

A'RS = QI'RSﬂ"'QO.RS'

Ha tehat S=R\ P, akkor Rp lokalis gyiirii, és Rp egyetlen maximalis idedlja P- Rp.
Ezzel megismertiink egy fontos olyan eljarast, amellyel lokalis gylirliket konstrual-
hatunk. Erre az eljarasra sziikséglink lesz majd a lokalis-globalis elviinkhoz.

Ugyanugy, mint a 2. §-ban, tekintsiik most ismét a K[x,, Xy, ..., x,}=: L poli-
nomgyfiriit. Legyen A<aL, B=:(Fy, ..., F,)<sL,dim A=d, dim B=n—g, tehat B a
¢ fGosztalyhoz tartozik. Ezenkiviil feltesszik még azt is, hogy A és B lokalisan nem
elfajuldan metszi egymast az alabbi definicid értelmében.

Legyen (A4, B) primér felbontasa

(4, B) = 0,N...NQ,NR(4, B),

ahol a Q,-k (v=1, ..., 1) az (4, B) legmagasabb dimenzidji primér komponensei,
a hozzajuk tartozé primidealok rendre Py, ..., P,, R(A, B) pedig a tébbi primér
komponens metszete. Jeldlje v=1, ..., t-re L, az Lp lokalis gyiiriit.

3.9. DeriNici6. Azt mondjuk, hogy A és B lokdlisan nem elfajuléan metszi
egymdst, ha v=1, ..., t-re:

dim L,/A-L,+dim L,/B-L, = dim L,.

Ez a fogalom az irodalomban eddig még nem szerepelt. Ugy tiinik, sziikség van ra
(L. 3.16. tétel), hiszen attoél még, hogy A és B globalisan nem elfajuléan metszi egy-
mast, a metszetiik lokalisan elfajulhat, lasd a kovetkez$ gyakorlatokat. Ezek a
metszetre vonatkozo kovetelmények is az algebrai geometridbdl szarmaznak. Azt
akarjuk velik elérni, hogy az A4, ill. a B ideallal definialt két algebrai sokasag (l.
I. fejezet) metszete ne tartalmazzon elfajulé komponenseket — B. L. VAN DER
W AERDEN dimenzi6tétele (2.4. tétel) szerint egyébként ilyenek még lehetnének.

GYAKORLATOK. 1) Igazoljuk, hogy ha A és B lokalisan nem elfajuléan metszi
egymast, akkor a metszetiik globalisan sem elfajuld.

2) Legyen a K[x,, Xy, Xa, X5] polinomgylirliben 4 =: (x, x;, x; x3) és B=: (x3).
Igazoljuk, hogy A4 és B globalisan nem elfajuléan metszi egymast, lokalisan viszont
elfajulé a metszetiik.

3) Ha két egynemii ideal globalisan nem elfajuléan metszi egymast, akkor a
metszetiik lokalisan sem elfajulé.

Kiilonosen érdekes lesz majd szimunkra az R=: L,JA - L, lokalis gy(ir{i. Mivel
A és B lokalisan nem elfajuléan metszi egymast, azért

dimR = dimL,—dimL,/B-L, = h(P,)—(h(P,)— ) = o.

Jeloljik rendre fy, ..., f,-val az Fy, ..., F, maradékosztalyat modulo 4; akkor
Q=:(f1, ..., f,)+ R paraméterideal R-ben.

P. SAMUEL Un. redukciotétele (P. SAMUEL: Méthodes d’algébre abstraite en
géométrie algébrique. Ergebn. der Math., Heft 4, Springer, 1955.; IL. fejezet, § 7, b,
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83. 0.) azt mutatja, hogy az algebrai geometria metszetelméletében igen fontos az
eo((fis -5 fo)s LJA- L)) szam. Ezt fejezi ki a kovetkezd tétel is:

3.10. TéteL. Legyen A, B<aL olyan, mint fent. Akkor

t

ho(A)-ho(B) = 3 eo((frs ---» fo) Lol A+ L) ho(Py).

v=1

Ez a tétel L. BUDACHtO] és W. VOGELtG! szarmazik (Monatsh. Math. 73 (1969),
97—111.), és csak részeredmény a 3. §-unk 4. pontjanak a végén szerepld 3.16. tétel
bizonyitasa soran. Mindkét tétel bizonyitisa homologikus mddszereket igényel, ezért
itt nem tériink ki rajuk. Kilonosen a t=1 esetben érdekes a 3.10. tétel, hiszen akkor
lehetdséget nyujt az e, multiplicitas kiszamitasara.

Késébb majd idézziik M. AUSLANDER és D. A. BucHSBAUM néhiny ered-
ményét. Ehhez azonban sziikségiink lesz paraméterrendszerek egy ujabb tulajdon-
sagara.

3.11. TErEL. Legyen A szemilokdlis gyiirii, A Jacobson-radikdlja M, N pedig
végesen generdlhaté A-modulus. Legyenek tovdbbd a P;-k mindazok a primidedlok
A-ban, amelyekre P,2 Ann (N) és dim A/P,=dim N. Akkor minden x¢ M-re

dim N/(x): N = dimN—1,

és itt egyenléség akkor és csak akkor dll, ha x¢ P; egyetlen i-re sem.

Ezt az eredményt paraméterrendszerekre is kiterjeszthetjiik a kovetkezd médon
(az xy, ..., x,6 M elemeket N egy paraméterrendszerének nevezziik, ha s=dim N=
=dim 4 és ha az N/(x,, ..., x;) - N A-modulus hossza véges; N=A esetén egyszeriien
csak paraméterrendszerrd! beszéliink):

Legyen Xx,, ..., x,¢ M. Akkor

dim N/(xy, ..., x)- N+k = dim N,

¢s itt egyenldség akkor és csak akkor all, ha x4, ..., x; kiegészithetd N egy paraméter-
rendszerévé. (Lasd J-P. SerrE [12], 111. fejezet, B.)

GYAKORLAT. Bizonyitsuk be a 3.11. tételt abban a specialis esetben, amikor
A lokalis gylirii és N=/4 (lasd hozz4 a 3.6. tétel bizonyitasat).

3.11a. KOVETKEZMENY. Legyen (A4, M) lokalis gylirli, ac M, és tegyik fel,
hogy a, ..., a, (0=k<d) kiegészithetd paraméterrendszerré. Ekkor ekvivalensek a
kovetkezd allitasok:

(i) @y, ..., ay, a kiegészithetd paraméterrendszerré,

(i) dim (ay, ..., @, @)=dim (ay, ..., a)—1,

(ili) @ nem eleme egyetlen (a,, ..., a,)-hoz tartozé maximalis dimenziéji prim-
idealnak sem.

A 3. § utolsé részéhez értlink. Ebben a lokalis gyliriik egy fontos osztalyat is-
merjiik meg. Ezt az osztalyt F. S. MACAULAY vezette be még 1916-ban, bar a lokalis
gylirliket W. KRULL csak 1938-ban definialta.
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4. Cohen—Macaulay gyiiriik
Legyen (A4, M) lokalis gy{ird.

3.12. DeFINiC1O. Az ay, ..., a,€ M elemek rendszerét primsorozatnak vagy A-so-
rozatnak nevezzlk, ha az a; elem nem nulloszté6 A/(ay, ..., a;_;)-ben egyetlen i-re
(i=1,...,t) sem. (i=0-ra legyen definici6 szerint (ay, ..., a)=(0).)

Az idealhdnyados tulajdonsagai szerint ezzel a feltétellel ekvivalens a kovet-
kezb: (ay, ..., a;_1):a;=(ay, ..., @;_1), i=1,...,1. Az a tulajdonsag tehat, hogy
a,, ..., a, primsorozatot alkot, invarians az 1, ..., t szZimok minden permutacidjaval
szemben.

Ha a, ..., a, primsorozat, és a P primideal (a,, ..., a)-hez tartozik, akkor

h(P) = t,

és itt a 3.1. definicié utan szereplé Krull-tétel és a 3.2. gyakorlat szerint egyenlGség
akkor és csak akkor &ll, ha P izolalt. A-ban tehat létezik maximalis primsorozat,
azaz olyan g, ..., a, primsorozat, hogy minden tovabbi b€ M elem mar nullosztd
Allay, ..., a)-ben. Igazolhaté, hogy barmely két maximalis primsorozat ugyan-
annyi elembdl 4ll. A maximalis primsorozatok elemszamat A homologikus kodimen-
zidjdnak nevezzik, és igy jeloljik: codh 4. (4 homologikus kodimenzidjat nevezik
egyszeriien A kodimenzidjanak vagy A fokanak is.)
A fentiek szerint tehat codh A=h(M)=dim A.

3.13. DEriNic16. A Cohen—Macaulay gyiirii, ha codh A=dim A.

Most felsorolunk még néhany, a Cohen—Macaulay gylirlikre vonatkozé ered-
ményt. Ezzel kapcsolatban O. ZARIski—P. SAMUEL [14] 6. fliggelékére utalunk.

Legyen A Cohen—Macaulay gyiri, dim A=d, B=(a,, ..., a)<1A. Hadim A/B=
=d—1t, akkor a,, ..., a, primsorozat, és minden, B-hez tartozo P primidealra A(P)=t¢
és dim A/P=d—t. Tehit A-hoz nem tartozik bedgyazott primidedl, és 4 egynemii
(azaz: az 4-hoz tartozo primidedlok dimenzidja megegyezik).

Ha 4 Cohen—Macaulay gylir(i, akkor minden P<1 4 primidealra

h(P)+dim A/P = dim 4,

és Ap szintén Cohen—Macaulay gylri.
A Cohen—Macaulay gyiiriik igy jellemezhetdk :

3.14. TETEL. Legyen A lokdlis gyfirii. Akkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

(a) A Cohen—Macaulay gyiirii

(b) létezik olyan Q<a A paraméteridedl, melyre e,(Q, A)=1,(4/Q)

(b)) minden Q<A paraméteridedlra ey(Q, A)=1,(A/Q)

(c) létezik olyan Q<aA paraméteridedl, hogy az F(Q) alakgylirii izomorf az
A/Q folotti (dim A)-hatdrozatlani polinomgyiiriivel

{c) (c) minden paraméteridedlra teljesiil

(d) létezik A-ban olyan paraméterrendszer, amely primsorozat

(d") A-ban minden paraméterrendszer primsorozat.

PELDA. Legyen az R=: K[x,, X, X3, X3, X,] gylirliben

(42 3 2 2 2_ .3
P=: (x{x3— X3, X1 X4 — X X3, X1 X5 — X3 Xg, X3 X3 — X3).
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Akkor A =1 Rixy, 50,05, 50/ P * Rixg, xa, x5, x0)
nem Cohen—Macaulay gylir(.

Bizonyitds. A 2.3. tétel utani 2) gyakorlatbdl tudjuk, hogy dim P=2, és most
konnyen latszik, hogy dim 4=2.

x; nem nulloszté A-ban, és (P, x,) primér felbontasabol kovetkezik, hogy ezt a
primsorozatot nem lehet ,,meghosszabbitani” (ne feledjiik, hogy x, egység A-ban),
tehat x; maximalis primsorozat, vagyis codh 4A=1<dim 4.

3.15. GYAKORLATOK. 1) Legyen R=: K[xq, ..., Xs], akkor 4 =: Ry, v, v, xo/P*
* Rixy, 30, %5, 0 CORen—Macaulay gy(Grd.

2) A fenti R-rel Ry, 1, xo x0/(X1 X35 X1 X4, X2X3, X3 Xg) * Rix;, xp x5, x5 NEM Cohen—
Macaulay gyiirii.

3) Igazoljuk, hogy A <1 R=: K[x,, ..., x,] akkor és csak akkor perfekt, ha
Rixo, ...x0lA* Rixy, ..., x,) Cohen—Macaulay gyliri.

4) Igazoljuk, hogy ha A Cohen—Macaulay gylirii és a B<aA4 ideal general-
haté primsorozattal, akkor minden n természetes szamra a B" ideal egynemdi.

A 3.10. tételben latott lokalis-globalis elvet egésziti ki a kdvetkezd

3.16. TEteL. Legyen K[x,, ..., x,]=: R, A<aR, B=: (F,, ..., F))<R, dim B=
=n—g, és tegyiik fel, hogy A és B lokdlisan nem elfajuléan metszi egymdst. Akkor a
Bezout-tétel dllitasa: hy(A, B)=hy(A) - hy(B) akkor és csak akkor teljesiil, ha minden,
az (A, B)-hez tartozé legmagasabb dimenzidji P, primidedlra Rp A+ Rp és Rp B+ Rp,
Cohen—Macaulay gyiiri.

GYAKORLAT. Igazoljuk a fenti tétel allitasat abban a specidlis esetben, amikor
A és B a 3.9. definicié utani 2) gyakorlatban megadott két ideal.
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Algebrai apparatus

Az algebrai geometria szisztematikus leirasara tett barmely kisérlet alkalmaval
felvetddik az az alapvetd kérdés, milyen terjedelemben hasznaljunk algebrai appara-
tust. Elvileg nem lehet hatart megjellni a kommutativ algebra és az algebrai geo-
metria koz6tt, és a kommutativ algebra fogalmainak és eredményeinek teljes sok-
félesége alkalmazasra talal az algebrai geometria ilyen vagy olyan kérdéseiben.
Ugyanakkor elég mélyen be lehet hatolni az algebrai geometridba, kiilénésen annak
geometriai kérdéseibe, csupan szerény algebrai alapokra tdmaszkodva. Itt ilyen
szempontot fogunk kévetni. Néhany helyen hivatkozni fogunk a kommutativ algebra

* U. P. adapeBny: OcHoBel anrebpanyeckoii reomeTpun, Yenexu Mart. Hayk 1. XXIV.
Bom. 6 (150), 1969, ct. 3—184.

A forditds itt k6z6lt része az eredeti cikk I. és I1. fejezetét tartalmazza. A cikk 1II. és IV. feje-~
zetét magyarra forditva az MTA 11I. Osztaly Kozleményei XXII. kétete 2. fiizete tartalmazza.
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bizonyos izolalt eredményeire. Ezek koziil legkomolyabb a primtényezékre bontas
egyértelmiiségének bizonyitasa regularis lokalis gylirliben és a gylirli egész lezara-
sarol szolo tétel a gyfirli kvocienstestének véges boOvitésében. Mindkét esetben a
bizonyitast odaig fejlesztjiik itt, hogy annak hatra maradé részét elolvasva Zariszkij
és Szamuel ,,Kommutativ algebra” c. konyvébdl, azt meg lehet érteni fliggetieniil
ezen kényv mas részeitdl.

Ezen kiviil csak az egyetemi tananyagban szerepld algebrai és analitikus geo-
metriai ismeretekre fogunk tamaszkodni, valamint bizonyos adatokra a gyiiriikr6l,
testekrdl és modulusokrdl, amelyek jegyzékét kozoljik.

1. Gyiiriik ésidealok altalanos tulajdonsagai. Bau-nep-Bapaeu «Cospemennasn
aazebpar», 1. kotet, I11. fejezet.

2. Polinomok. Bau-gep-Bapnen, I. kétet, IV. fejezet.

Az 1. és 2.-r6l még 3apucckuit 1 CamMwans «Kommymamusnan aizebpa»,
L. kotet, L. fejezet.

3. HiLBERT tétele a bazisrdl. Bau-gep-Bapaen. II kétet, 8. §.

4. HiLBerT tétele a gyokokrdl. Ban-mep-Bapunen, II. kétet 77—79. §, vagy
Bapucckuih 1 Camroans, II. kotet, VIIL fejezet 3. §. 195—198. oldal.

5. Algebrai és transzcendens elemek és bovitések. Bau-nep-Bapaen, I. kotet,
V. fejezet 31., 35.§, vagy 3apucckuit u Camioans, I. kotet, II. fejezet, 1., 2., 3. §§.

6. A transzcendensség foka. Bau-mep-Bapnen, I. kotet, VIIL. fejezet, 64 §,
vagy 3apucckuii u Camioais, I. kétet, II. fejezet 12. §.

7. Szeparabilitas, a primitiv elemrdl szolo tétel. Baun-nep-Bapaen, I. kotet,
V. fejezet, 38., 39., 40.§, vagy 3apucckuit u CaMioans, L. kétet, I1. fejezet, 5., 9. §.

8. Modulusok. Jordan—Hdlder tétele (csak egy helyen alkalmaztuk, a IV. feje-
zetben). 3apucckuit 1 Camrwooansb, L. kotet, I1I. fejezet, 11.§.

9. Foéidealgyiiriik feletti modulusok (csak egy helyen, a III. fejezetben hasz-
naljuk). Bau-nep-Bapaen, II. kotet, 108., 109.§.

Semminemii nemalgebrai apparatust nem hasznalunk. Jelentéktelen kivételként
eléfordulnak elemi fogalmak a topoldgikus gyiiriik elméletébdl a formalis hatvany
sorok gyiiriijével kapcsolatosan, valamint az implicit fliggvény egzisztencia tétele,
amelyet egyetlen helyen hasznalunk (nem is lényeges a kévetkez6k megértése szem-
pontjabol).

I. FEJEZET
ALAPFOGALMAK
1. §. Sikbeli algebrai gorbék
Az els6 fejezetet az algebrai geometria egy sor fogalmanak szenteljiilk. Ebben

a paragrafusban néhany példat fogunk felhozni, amelyek eldkészitik ezen fogalmak
bevezetését.

1. Raciondlis gorbék

Mint ismeretes, az
M P =2t

egyenlettel megadott gbrbe azzal a tulajdonsiggal rendelkezik, hogy pontjainak
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koordinatai kifejezhetSk egy paraméteres racionalis fliggvény alakjaban. Annak ér-
dekében, hogy levezessiik ezt a kifejezést, megjegyezziik, hogy az origén athaladé
y=tx egyenes az (1) gbrbét az origén kiviil egyetlen pontban metszi. Valoban, he-
lyettesitsiik be az y=tx egyenletet (1)-be. Azt kapjuk, hogy x*(t2—x—1)=0. Az x=0
gyok az 0=(0,0) pontnak felel meg. Ezen kiviil még van egy x=12—1 gyok. Az egye-
nes egyenletébdl azt kapjuk, hogy y=1(¢2—1). Ilyen

modon az y /

(03] x=1t*—1, y=1t(t*-1

parametrizalast kapjuk, amelynek a geometriai ér-
telmét is megvilagitottuk: ¢ azon egyenes iriny- \
egylitthatdja, amely az (x, y) és O pontokon megy \
at, a t-nek megfelelé x és y pedig az y=tx egyenes
és (1. gorbe) O-tdl killonbsz8 metszéspontjanak a
koordinatai. Még szemléletesebben képzelhetjiik 3
ezt el magunkban, ha olyan egyenest huzunk,
amely nem megy at az O ponton (példiul az x=1
egyenlettel megadott egyenest), és megfeleltetjiik a
P pontnak az OP egyenesnek ezzel az egyenessel
vald metszéspontjat (a gbrbe projektaliasa az O
pontbdl) (1. abra). Ekkor a paraméter szerepét a
kivalasztott egyenesen valé koordinata jatssza. Eb- Q
bdl a geometriai interpretacidbal, de a (2) képletek- p
bdl is lathatd, hogy a ¢ paramétert (x>0 mellett)
egyértelmilien meghatirozza az (x, y) pont.

Most egy altalanos definicidjat adjuk az olyan 1. dbra
sikbeli algebrai gérbéknek, amelyekre ilyen elGalli-
tas lehetséges. Eldzetesen bevezetiink néhany fogalmat. Rogzitsiink egy k testet. Pon-
ton a kovetkezdkben az (x,y) sik olyan pontjait fogjuk érteni, amelyek koordi-
natai a k testbdl valdk.

Sikbeli algebrai gorbének nevezziik az 6sszes olyan pontok halmazit, amelyek
koordinatii eleget tesznek az

3 Sflx,») =0

egyenletnek, ahol f(x, y) k test feletti polinom.

A kovetkez6kben a k testet algebrailag zartnak fogjuk tekinteni. Ez azzal kap-
csolatos, hogy ellenkezd esetben el6fordulhatna, hogy az algebrai gorbének tilsa-
gosan kevés pontja van. Példaul valds koordinatiji pontokra szoritkozva azt kel-
lene mondanunk, hogy az x2+2y%?=0 és x*+y*=0 egyenletek ugyanazt a ,,gérbét”
hatarozzak meg: az origét. Ha viszont a komplex koordinataji pontokat tekintjiik,
akkor két kiilonb6zd gorbét kapunk. Ez nem jelenti azt, hogy mi egyaltalin nem
fogunk vizsgalni algebrailag nem zart testb6l valé koordinatiju pontokat is. Ellen-
kezdleg, ilyen esethez sok kérdés vezet.

Ime néhany példa.

Ha k a valds szamok teste, akkor az algebrai gorbék ,,szokdsos” geometridja-
hoz jutunk.,

Ha k a racionalis szamok teste, akkor az a kérdés, hogy hogyan keressiik meg a

/
/
N X
\
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(3) gorbe pontjait, azaz a megfeleld egyenlet racionalis gyokeit, a hatarozatlan egyen-
letek elméletének egyik alapvetd kérdése.

Ha k egy p elemfi test (p-primszdm), akkor az f(x, y)=0 (mod p) kongruencia
megoldasanak kérdésével van dolgunk.

Ezen esetek mindegyikében — amint az kideriilt — igen fontos azon pontok
vizsgalata, amelyek koordinatai a megfeleld k test algebrai lezartjaban vannak.

Ha az f(x, y) polinom felbomlik két tényez$ szorzatara: f=g-h, akkor az
altala meghatarozott gorbe egyesitése lesz két gérbének, amelyeket a g(x, y)=0 és
h(x, y)=0 egyenletek hatiroznak meg. Ha f polinom irreducibilis, akkor az altala
meghatirozott gorbét irreducibilisnek nevezziik. Mivel minden polinom irreducibi-
lis polinomok szorzata, minden sikgdrbe véges sok irreducibilis gorbe egyesitése.

Az f(x, y)=0 egyenlettel megadott irreducibilis sikgdrbét racionalisnak nevez-
ziik, ha 1étezik két olyan ¢ (¢) és ¥ (¢) racionalis fiiggvény, amelyek koziil legalabb az
egyik konstanstdl kiilénboz8, hogy az

C)) flo@®),y@®) =0

azonosan teljesiii 7-re. Nyilvanvald, hogy ha r=¢, olyan paraméter érték, amely
kiiionbozik a ¢ és ¥ nevez8it 0-va tevl véges sok érték barmelyikétdl, akkor a
(9 (o), ¥ (1)) pont az X gorbére illeszkedik. Késdbb meg fogjuk mutatni, hogy ha
alkalmas mddon valasztjuk meg a ¢ €s Y parametrizaciéjat, akkor a ¢ paraméter-
értékek és a gorbe pontjai kozott ilyen modon létesitett megfeleltetés kolcséndsen
egyértelmii, amennyiben a paraméter értékek, ugyszintén a gbrbe pontjai koziil bi-
zonyos véges halmazokat kizdrunk. EkGzben a ¢ paraméter kifejezhet6 az x és y
koordinatak y(x, y) racionalis fiiggvényeként. Ha a ¢ és y racionilis fliggvények
koordinatai benne vannak a k test valamely k, résztestében és 7,€k,, akkor a
(9 (20), Y (1)) pont koordinatai ky-bdl valdk. Utébbi kériilmény rdmutat a raciona-
lis gérbe fogalmanak egy lehetd alkalmazasara. Legyenek f(x, y) polinom egyiitt-
hatdi raciondlis szimok. Ha ismert, hogy a (3) gorbe racionalis, a ¢ és ¥ fliggvé-
nyek egyiitthatdi pedig racionalis szamok, akkor az x=¢(¢) és y=(¢) parametri-
tacié megadja a gérbe minden pontjat, kivéve talan azok koziil véges sokat, ha a
t befutja az Gsszes racionalis értéket. Példaul az (1) hatarozatlan egyenlet minden
megoldasat megadja a (2) képlet, ha ¢ befutja az Gsszes racionalis értéket.

A raciondlis gérbék masik alkalmazasa az integralszamitdssal kapcsolatos. Fel
fogjuk tételezni, hogy a racionalis gérbe (3) egyenlete meghatarozza y-t az x algebrai
fliggvényeként. Akkor barmely g(x, y) racionalis fiiggvény az x (Osszetett) fliggvénye.
A (3) gorbe racionéalis voltabdl a koévetkezd fontos koriilmény adddik: barmely
g(x, y) racionalis fliiggvény esetén a

%) f g(x, y) dx

hatarozatlan integral kifejezhetd elemi fiiggvényekkel. Valéban, a (3) gérbe raciona-
lis volta miatt lehetséges annak x=¢(t), y=y (¢) parametrizicidja, ahol ¢ és
racionalis fliggvények. Behelyettesitve ezeket a kifejezéseket az (5) integralba, at-
alakitjuk azt f g(e (1), ¥ (1)) ¢’(t)dt alakra, amely mar racionalis fiiggvény integralja.
Mint ismeretes, ilyen integral kifejezheté elemi fiiggvényekkel. Behelyettesitve azokba
a paraméternek a koordinataktol fiiggb r=y(x, y) kifejezését, megkapjuk az (5) in-
tegralnak az eléallitasat a koordinatak elemi fliggvényeivel.
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Ismertetiink most néhany példdt racionalis gérbékre. Az els6fokl gorbék, azaz
egyenesek nyilvan racionalis gorbék.

Bebizonyitjuk, hogy az irreducibilis masodrendii gérbe racionalis. Valasszunk ki
egy (x4, o) pontot az X gérbén. Tekintsiik az (x4, y,) ponton 4tmend ¢ iranyegyiitt-
hatoju egyenest. Ennek egyenlete

(6) Y—Yo = H{x—Xo)

alaku. Keressiik meg a gdrbe és egyenes metszéspontjait. Ennek érdekében elegendd
a (6)-bol kifejezett y-t behelyettesiteni az X gorbe egyenletébe. Igy x-re az

U f(x, yo+t(x—x5)) = 0

egyenletet kapjuk, amelynek foka =2, mivel az f(x, y) polinam foka 2. Az X gorbe
irreducibilitasat felhasznalva kénnyli megmutatni, hogy a (7) egyenlet foka ponto-
san 2. Szamunkra ismert a masodfoku egyenlet egyik gydke, az x=x,, mivel a fel-
tétel szerint az (x,, y,) pont rajta van a gorbén. Osszuk az egyenletet az x2 egyiitt-
hatéjaval és jeloljiik 4-val az x egyiitthatdjat a kapott egyenletben. Akkor az egyenlet
masik gyokére az x+x,=—A4, x = —xy— A kifejezést kapjuk. Mivel a (7) egyenlet
egyiitthatdiban szerepel ¢, igy A racionalis fiiggvénye r-nek. Behelyettesitve x-nek
ezt a kifejezését (6)-ba, megkapjuk y-nak a kifejezését a ¢ racionilis fiiggvényeként.
Amint a fejtegetések menetébol latszik, ezek a kifejezések kielégitik a gérbe egyen-
letét, és igy megmutatjak, hogy a gbrbe racionalis.

A bemutatott parametrizaciénak nyilvanvalé geometriai értelme van. Az (x, y)
pontnak azon egyenes irdnyegylitthatéja felel meg, amely azt az (x,, y,) ponttal
koti Ossze, a ¢ paraméternek pedig a gérbének azon egyenessel valo metszéspontja,
amely atmegy az (x,, ¥,) ponton és irany-
egyiitthatdja 1. Ez a pont egyértelmiien van
meghatirozva éppen amiatt, mert méasod- (Xo,¥0)
rendli gorbével van dolgunk. Ugyantgy,
amint azt az (1) gorbével kapcsolatosan tet- X
tiik, ezt a parametriziciot interpretalhatjuk
ugy is, mint az X gbérbének az (x,, y,) pontbdl
egy olyan egyenesre valo projektalasat, amely
nem megy at ezen a ponton (2. abra).

Megjegyezziik, hogy a parametrizacié / \
konstrualasanal az X-g6rbén levé (x,, y,) pon-
tot hasznaltuk. Ha az f(x, y) polinom egyiitt-
hatoi és ennek a pontnak az x,, y, koordini-
tai a k-test valamely k, résztestéb6l valok, akkor a parametrizaciét adé fiiggvé-
nyek egyiitthatdi is k,-ban vannak. Példaul megkereshets a hatarozatlan masodfokd
egyenlet racionalis megoldasainak 4ltalanos alakja, ha ismert legalabb egy meg-
oldas.

Legalabb egy megoldas létezésének a kérdése elég komplikalt. Ezt a kérdést
megoldja az Ggynevezett Legendre-tétel (1. pl. 3. U. Bopesuu és U. P. lMlada-
peBuu, Teopus uucea, 1. fejezet, § 7, 2. pont).

Tekintslink egy mas alkalmazast. Amint lattuk, az y*=ax?+bx+ ¢ masodfoka
egyenlet racionalis gérbét hataroz meg. Innen kévetkezik, hogy barmilyen legyen

a g(x, y) racionalis fliggvény, az f g(x, Vax®+bx+c) dx integral kifejezhet elemi

2. dbra
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fuggvényekkel. Az altalunk levezetett parametrizacio explicit behelyettesitési modot
is ad, amellyel ez az integral elemi filiggvényekkel kifejezhetd integralhoz vezethetd
vissza. Konnyl belatni, hogy ilyen médon az ismert FEuler-féle helyettesitéshez
jutunk.

Attériink most a harmadrend{i gorbékre. Ezen paragrafus elején mar lattunk
példat harmadrendi racionalis gorbére. Megmutatjuk, hogy léteznek nem racionalis
harmadrendii gorbék is. Példa egy ilyen gorbére az x*+)3=1 egyenlettel megadott
gorbe. Egy altalanosabb eredménybdl kovetkezik, hogy az

egyenlettel megadott gbrbe nem racionalis n=>2 esetén, ha n nem oszthaté a k-test p
karakterisztikajaval.

Legyen a (8) gorbe racionalis és x=¢(¢), y=y (¢) annak parametrizicidja. Fel-
irjuk a ¢ és ¥ racionalis fiiggvényeket

o) =28,y - 92

r®’ r(t)

alakban, ahol p, ¢ és r polinomok, amelyeket egyiittesen relativ primeknek feltételez-
hetiink. Feltétel szerint a

€) (PO +(g@) —(r@)y =0

egyenléségnek azonosan kell teljesiilni. Differencialjuk ezt az egyenlGséget és osztjuk
n-nel (ez lehetséges, mert n nem oszthatd a k test karakterisztikajaval). A kovetkezd
egyenlOséget kapjuk:

(10) P @O+ g O~ (1) = 0.

Tekintsiik a (9) és (10) egyenleteket, mint a p"~!, g"~1, —r"~! linearis egyenlet-
rendszerét, amelynek mdtrixa
)
p/ q/ r/

Kiszamitva a szokasos mdédon az egyenletrendszer megoldasait, azt latjuk, hogy
a p" 1, g" L, —r"~1 megfelelden aranyos a gr’—rq’, rp’—pr’, és pq’—qp’-vel. Mivel
P, q és r egylittesen relativ primek, innen k&vetkezik, hogy

"Y' —rq), gD —pr), " H(pg —qp’).

Jelsljiik a p, g és r hatvanyait a, b és c-vel. Legyen példaul a=b=c. Akkor az
elsé Osszefiiggésbdl (n—1)a=b+c—1 adddik, ami a b=a, c=a, n=3 Osszefliggések-
kel ellentmondashoz vezet.

A megvizsgalt példak a kovetkezd altalanos kérdéshez vezetnek: hogyan lehet
eldénteni, hogy egy tetszbleges algebrai sikgorbe racionalis-e? Ez a kérdés — amint
késébb latni fogjuk — az algebrai geometria elég finom fogalmaival van kapcso-
latban.
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2. Kapcsolat a testelmélettel

Most meg fogjuk mutatni, hogy az elz6 pont végén feltett kérdést meg lehet fo-
galmazni testelméleti kérdésként. Ennek érdekében minden irreducibilis algebrai sik-
gorbével kapcsolatba hozunk egy testet, azzal analég mdédon, ahogyan minden ir-
reducibilis polinommal kapcsolatban van egy test — az a legsziikebb bdvités, amely-
ben a polinomnak van gyoéke.

Legyen az X gorbe az 1. pont (3) egyenletével megadva. Tekintsiilk az olyan

]

g(x, y) polinom nem oszthatd f(x, y)-nal. Az ilyen fliggvényeket az X gérbén értel-
P Y) o Pr(X,Y)
g(x,»)  q1(x,)
fliggvényt az X gorbén egyenloknek nevezziik, ha a p(x, y)q,(x, ¥)—q(x, y)p;(x, )
polinom oszthaté f(x, y)-nal. Konnyen ellendrizhet6, hogy az X gérbén értelmezett,
a fenti értelemben kiillonb6zé raciondlis fiiggvénynek halmaza test. Ezt a testet
az X feletti racionalis fiiggvények testének nevezziik és k(X)-szel jel6ljik.

Nyilvanvald, hogy a k(X) test minden eleme kifejezhetd az x és y racionalis
fuggvényeként. K6zben x és y algebrailag figgenek — az f(x, y)=0 relacioval van-
nak Osszekapcsolva. Ebbdl kiindulva kénnyen belathatd, hogy a k(X) test transz-
cendencia foka 1.

Ha X egy egyenes, amely péidaul az y=0 egyenlettel van megadva, akkor bar-
mely ¢(x, y) racionalis fiiggvény az X-en egyenlé a csak az x-tdl fiiggd ¢(x, 0)
fliggvénnyel, és ezért az egyenes feletti racionalis fiiggvények teste egybeesik az egy x
valtozos racionilis fliggvények testével: k (X)=k(x).

Feitételezziik most, hogy az X gorbe racionalis és parametrizacidja x=¢ (1),
p(x, )
q(x,y)
U(o (1), Y (1)) racionalis fiiggvényt, amelyet a ¢ és Y-nek az x és y helyett vald he-
lyettesitésével kapunk. Eldszor is meggydzodiink arrdl, hogy ennek a helyettesités-
nek van értelme, azaz hogy a q(¢ (), ¥ (¢)) nevezd ¢ szerint nem azonosan 0. Téte-
lezziik fel, hogy g(p(z), ¥ (r))=0. Hasonlitsuk Ossze ezt az egyenldséget az 1. pont
(4) egyenl6ségével. Azt kapjuk, #-nek kiilonbdz6é k-testbeli értékeket adva, hogy az
Sf(x, »)=0 és q(x, y)=0 egyenleteknek végtelen sok k6z0s megoldasuk van (emlé-
kezniink kell arra, hogy a test algebrailag zart, tehat végtelen). Ez viszont csak akkor
lehetséges, ha f- és g-nak van kozos tényezdjiilk — a bizonyitas kdnnyen adddik a
kizaras elméletbdl* (1. Ban-nep-Bapnen, Cospemennas arzebpa, § 27).

Ilyen médon a behelyettesités meghatarozott eredménnyel jar barmely, az X
gorbén értelmezett u(x, y) figgvény esetében. SGt, mivel ¢ és ¥ kielégitik az 1. pont
(4) egyenletét, igy az X-en egyenld u és u; fliggvények behelyettesités utan azonos
t-t6l fiiggd racionalis fliggvényt adnak. Ilyen modon a k(X) test minden elemének
megfelel egy meghatarozott eleme a k(¢) testnek. Ez a megfeleltetés nyilvanvaléan
izomorfizmus a k(X) test és a k(¢) valamely részteste kozott. Ezen izomorfizmus
hatasara a k test elemei 6nmagukba mennek 4t.

Itt most egy tételt fogunk hasznalni a racionalis fiiggvényekrdl. Ez az tigyneve-

racionalis fliggvényeket (p és g k test feletti polinomok), ahol a

mezett fliggvényeknek fogjuk nevezni. Az X-en értelmezett két

y=t(¢). Megfeleltetjlik minden u= raciondlis filiggvénynek a r-t6l fliggd

* Teopus UCKIIOUCHUH.
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zett Liiroth tétel, amely azt allitja, hogy a racionalis fiiggvények k(t) testének k
testet tartalmazo részteste k(g(z)) alaku, ahol g(¢) valamely racionalis fiiggvény,
azaz ez a test a g(¢) fiiggvény Osszes racionalis fiiggvényeib6l all. Ha a g(¢) fiigg-
vény nem konstans, akkor az f(u)—f(g(r)) megfeleltetés nyilvan egy izomorfizmust
hataroz meg a racionalis fiiggvények k (u) teste és a k(g(¢)) test kozdtt. Ezért Liiroth
tételét a kovetkez6 médon is meg lehet fogalmazni: a racionalis fliggvények k(z)
testének k-t tartalmazé és k-tdl kiilonbszo részteste maga is izomorf a raciondlis
fiiggvények testével. Liiroth tételét be lehet bizonyitani a testb8vitések egyszerii
tulajdonsagainak a felhasznalasaval (I. Bau-nep-Bapuen, Cospemennas aaszcebpa,
L. kotet, 63 §). Alkalmazva Liiroth tételét a mi esetiinkre, latjuk, hogy ha az X gor-
be racionalis, akkor a k(x) test izomorf a racionalis fliggvények k() testével. Téte-
lezziik fel, hogy forditva, az 1. pont (3) egyenletével megadott valamely X gorbe
esetében a k(x) test izomorf a racionilis fiiggvények k(¢) testével. Ebben az izo-
m orfizmusban x-nek és y-nak feleljenek mega ¢ (¢) és  (¢) fiiggvények. Mivel k (x)-ben
teljesiil az f(x, y) =0 Osszefiiggés, azért az izomorfizmus miatt f (¢ (7), ¢ (1)) =0 teljesiil
k(t)-ben, ami éppen azt jelenti, hogy az X gbrbe racionalis.

Koénnyii belatni, hogy barmely Kok test, amelynek k feletti transzcendencia
foka 1, és amelyet két x és y elem general, izomorf egy k(x) testtel, ahol X valamely
irreducibilis sik algebrai gorbe. Valdban, mivel a X test k feletti transzcendencia
foka 1, igy az x és y-nak algebrai relacié szerinti kapcsolatban kell lenniiik. Ha
f(x, )=0 az x és y-t 6sszekapcsold relacié egy irreducibilis f polinommal, akkor X
gyvanant valaszthatd az az algebrai gorbe, amelyet ez az egyenlet meghataroz.
Innen kovetkezik, hogy az 1. pont végén megfogalmazott kérdés a racionalis gérbék-
r8l ekvivalens a kovetkezd testelméleti kérdéssel: a k felett 1 transzcendencia foku,
k felett két elemmel generalt Kok test mikor izomorf az egyvaltozas racionalis
polinomok k(z) testével? Az a kbvetelmény, hogy K test k felett két elemmel legyen
generalva, algebrai szemszogbdl kevésbé természetes. Természetesebb lenne olyan
bévitéseket vizsgalni, amelyek tetszéleges véges szamu elemmel vannak generalva.
Viszont késGbb meg fogjuk mutatni, hogy ilyen médon nem jutunk altalanosabb
fogalomhoz.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy a megel6z6 vizsgalatok lehetdvé teszik meg-
oldani a racionalis gorbe parametrizicidja egyértelmiiségének kérdését. Legyen X
egy racionalis gérbe. Liiroth tétele szerint a k (X) test izomorf a racionalis fiiggvények
k(t) testével. Ebben az izomorfizmusban x és y-nak feleljenek meg a ¢ (¢) és Y (¢)
fiiggvények. Akkor az X gorbe kivetkez6 parametrizacidjat kapjuk: x=¢@ (), y=y (¢).
Bebizonyitjuk, hogy ez a parametrizacié rendelkezik a kdvetkezd tulajdonsagokkal:

1) Barmely (x,, ¥,) € X pont —kivéve esetleg véges sokat koziiliik — eléallithatd
xo=0@ (), Yo=¢(t,) alakban valamely ¢, mellett.

2) Minden pont esetében — kivéve esetleg véges sokat koziiliilk — az ilyen eld-
allitas egyértelmdi.

A k(X)—k(t) izomorfizmusban 7-be a y(x,y) fliggvény menjen at. Akkor a
k(t)~k(X) inverz izomorfizmus az u(r)—u(y(x,y)) képlettel van megadva. Fel-
irva azt, hogy a két megfeleltetés egymads inverze, a kovetkezd relaciokhoz jutunk:

¢)) x =), y=y(x»)
() t = (o), ¥ (@)
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p(x,y) .
ey & q (%0, y0) =0
(olyan (x, yo)€X pont, amelyre q(x,,y,)=0, véges sok van, ugyanis a g(x, y) és
f(x,y) polinomok relativ primek), akkor tekinthetjiikk a y(x, y,) értéket. Legyen
az (x,, ¥o) pont olyan, hogy yx(x,, y,) kiilénbozzon a ¢ (¢) és Y (¢) fiiggvények neve-
z8inek a gydkeitdl (ilyen (x,, y,) pont, amelyre ez nem teljesiil, az eldbbi gondola-
tok alapjan, véges sok van). Akkor az (1) képletek az (x,, y,) pont szimara a kivant
eléallitast adjak. Analdég modon (2)-bdl kovetkezik, hogy a ¢ paraméter értéke, ha az
létezik, egyértelmiien meg van hatarozva (x;, y,) ponttal, kivéve esetleg véges sok
pontot, amelyekre q(xq, ¥o)=0.

Megjegyezziik, hogy az 1) és 2) tulajdonsigot a raciondlis gérbe nem tetsz6-
leges parametrizacidjara bizonyitottuk, hanem valamely specialisan konstrualt eset-
ben. Tetszlleges parametrizaciora a 2) tulajdonsidg nem is mindig teljesiil, példaul az
1. pontban az (1) gérbe az 1. pont (2) képletével megadotton kiviil még ellathaté
x=t4—1, y=¢%(¢t*—1) parametrizaciéval is, amelyet az 1. pont (2) képletében r-nek
t%-tel vald helyettesitésével kapunk. Nyilvanvald, hogy abban a ¢ és —¢ paraméter
értékeknek a gérbe ugyanazon pontja felel meg.

Az els6 relacidk az 1) allitast adjak. Valoban, ha x(x, y)=

3. Gérbék biraciondlis izomorfizmusa

Ha a sik algebrai gérbe nem racionalis, akkor gyakran mégis ki lehet fejezni pont-
jainak koordinitait egy masik — lehetséges, hogy egyszeriibb — gorbe pontjainak
koordinataival. Tekintslik példaul az

M 2 =sx)

alaki gorbét, ahol f(x) paros, 2n fokszamu polinom, ¢€s legyen f(x)=g (x)(x —«) ahol
a g(x) polinom foka 2n—1. Osszuk az (1) egyenlet két oldalat (x —a)?"-nel és vezes-
siik be a kovetkezd jeloléseket:

_ y
—g = yu-! -

2 x—a=u"1 oy v

Akkor (—x%% = f1(u), ahol f, foka 2n—1 és az (1) egyenlet

(3 ? = £, (u)

alakot olt.

Nyilvanvald, hogy megforditva, az (1) gorbe pontjainak a koordinatai is kife-
jezhetdk racionalisan a (3) gérbe pontjainak koordinataival. Valdban, a (2) képletbél
kovetkezik, hogy

(4) x=u_1+a, y:u.u_".

A (2) és (4) leképezések egymas inverzei. Ilyen médon az (1) és (3) gbrbék atala-
kithatok egymasba, ami néha hasznos lehet, mivel az f; polinom foka eggyel kevesebb
az f polinom fokanal.

Itt mi most egy 1j, az algebrai gorbék ko6zott fennallé kapesolat tipussal allunk
szemben. A raciondlis gorbe fogalma beletartozik ebbe az altalanosabb elképzelésbe.
A 2. pont végén levezetett (1) és (2) képletek ugy interpretalhaték, hogy azt mond-
juk: az X gorbe atalakul egy egyenessé, amelyet az s=0 egyenlet ad meg az (s, t)
sikon.
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Pontos definiciokat adunk. Legyenek az X és Y irreducibilis gérbék az f(x, y)=0
és g(u, v)=0 egyenletekkel megadva. Az X gbrbe Y gorbébe valo racionalis leképezé-
sének nevezziilk az X-en értelmezett ¢(x,y) és Y(x,y) racionalis fliggvénypart,
amelyre g(o(x, y), ¥ (x, »))=0 az X goérbén. A 2. pontban alkalmazott fejtegeté-
sek alapjan konnyt ellenérizni, hogy — végesszamu kivételt6] eltekintve — minden
(xg, Yo)€X pont esetén a @(x,,¥,) €8 Wixg, yy) értékek értelmezve vannak és
(¢(x09 yO), l//(XO’ yO)E Y.

X és Y gorbéket biracionalisan izomorfaknak nevezziik, ha léteznek X-nek
Y-ba és Y-nak X-be valo racionalis leképezései, amelyek egymas inverzei. Mas szbval,
léteznie kell X-nek Y-ba valéo — a ¢ (x, ) és ¥ (x, y) fiiggvényparral megadott — olyan
leképezésének, valamint Y-nak X-be valo — &(u, v) és 4 (u, v) fliggvényparral megadott
— olyan leképezésének, hogy

o (x, P, (x, ) = x
n(e(x, ), ¥(x, )=y

o (E(u, v), nu, v)) = u}
W (E(u, v), nlu, v)) = v Y-on

Példaul az (1) és (3) gorbék biracionalisan izomorfak és (2) és (4) a megfeleld
leképezések.

Elérkeztiink az algebrai geometria egyik centralis feladatahoz: hogyan irhatdk
le a sik algebrai gérbék a biracionalis izomorfidig terjedd pontossaggal? Aligha lehet
azt mondani, hogy ma Iétezik kimerité megoldasa ennek a feladatnak. Ennek ellenére
egy sor olyan komoly eredményt fogunk a késGbbiek soran bizonyitani, amelyek a
feladat megoldasa iranyaban haladnak.

Nyilvanval6, hogy ebbdl a szempontbdl a legegyszeriibb tipusii algebrai gérbék
az egyenessel biracionalisan izomorf gérbék, azaz a racionalis gérbék. Megkonstiuilva
a 2. pontban egy példat a nemraciondlis gbrbére, egyuittal azt is bebizonyitottuk, hogy
a fent kitlizott feladatnak Iétezik nemtrivialis megoldasa, ugyanis nem minden gorbe
biracionéalisan izomorf egymassal.

Legyen X és Y két biracionalisan izomorf irreducibilis sik algebrai gérbe, €s
azok egymasba valo leképezései legyenek megadva a

(u,v) = (@(x, ¥), ¥ (x,9), (x,¥) = (E(u, v), n(u, v))

képletekkel. Ugyanigy, mint a racionalis gérbék vizsgdlatanal, kapcsolatot tudunk
létesiteni a gorbék feletti k(X) és k(Y) racionalis fiiggvénytestek koz6tt. Ennek
érdekében megfeleltetjik az X gbrbén értelmezett w(x, y) tetszéleges racionalis
fiiggvénynek az Y gorbén tekintett w(&(u, v), n(u, v)) fiiggvényt. Konnyen belathato,
hogy ilyen mddon a k(X) testnek egy leképezését kapjuk a k(Y) testbe, amely le-
képezés izomorfizmusa ezeknek a testeknek. Megforditva, ha a k(X) és k(Y) testek
izomorfak, akkor az x és y€k(X) fiiggvényeknek ezen izomorfizmus szerint meg
kell hogy feleljenek a &(u, v), y(u, v)€k(Y) fiiggvények, az u, v€k(Y) fiiggvények-
nek pedig a o (x, ), ¥ (x, y)€k(X) figgvények, és trividlis mdédon ismét ellendriz-
het6, hogy a @, ¥ és &, n fliggvényparok az X és Y gorbék biracionalis izomorfizmusat
hatarozzak meg. Ilyen modon két gbrbe biracionalisan izomorf akkor és csakis
akkor, ha azok racionalis fliggvényteste izomorf.

} X-en,
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Latjuk, hogy az algebrai gorbék biracionalis izomorfia erejéig valo leirasanak a
feladata egyszeriien geometriai aspektusa egy természetes algebrai klasszifikicids
feladatnak, a k test olyan bdvitései leirasanak (az izomorfizmus erejéig), amelyek
k feletti transzcendencia foka 1, és amelyek véges sok elemmel vannak generalva.

Az utébbi feladatban természetesebb volna nem elégedni meg csupan az |.
transzcendencia fokiu testekkel, hanem tetszdleges véges transzcendencia fokud tes-
teket vizsgalni. A késGbbiekben latni fogjuk, hogy a kérdés ilyen Aaltalanosabb fel-
vetésének is van geometriai jelentése. Akkor viszont nem maradhatunk meg az algeb-
rai gorbék elméletének hatdrai kozott, hanem tetszéleges dimenzidsszamu algebrai
sokasagot kell vizsgalnunk.

Feladatok

1. Szamitsuk ki a Descartes-féle hurok szalag* teriiletét.

2. Bizonyitsuk be a (x2+y%)?=a?(x%— )?) egyenlettel megadott lemniszkata racio-
nalis voltat. (Ijtbaigazités. Tekintstik a lemniszkata és az x2+ y2=1(x—y) kor nyalab
metszéspontjait.)

3. Bizonyitsuk be, hogy az y*=x%+ Ax+ B harmadrendii gorbe akkor és csakis
akkor racionalis, ha az x®+ Ax-+ B polinomnak van tSbbszorés gydke (az alaptest
karakterisztikaja = 2).

4. Hatarozzuk meg az x24y2=1 kor racionalis parametriziciéjat.

5. Keressiik meg a 4. feladat egyenletében a racionalis megoldasok altalanos
alakjat, és ebbdl vezessiik le a Pythagorasz szamok ismert képletét (I. példaul
H. M. Bunorpanos, OcrHosel meopuu uucea), azaz az x*+y?=z? egész szamu
megoldasainak képletét.

6. Bizonyitsuk be, hogy a trigonometrikus fliggvények teste, azaz a sina és
cos o Osszes racionalis fliggvényeinek a teste, izomorf a racionalis fiiggvények tes-
tével. Specialisan: minden trigonometrikus egyenlet atalakithato algebrai egyenletté.

7. Bizonyitsuk be, hogy a polaris koordinata-rendszerben r=sin 3¢, a Descartes-
féle koordinata-rendszerben (x%2+3)%)2=y(3x*—)?) egyenlettel megadott gérbe ir-
racionalis.

8. Adva van 2n darab «; (i=1, 2, ..., 2n), a;=0 szam. Legyen oc,-+%=ai. Bi-

, 1 .
zonyitsuk be, hogy az u=x+?, v=% fliggvények az

» =i£27:(x—a.-)(x—a,-1)

goérbének a
2n

2
v =[] (u—ay)
i=1
gorbébe vald leképezését hatarozzak meg. Biraciondlis izomorfizmus-e ez a leké-
pezés?

* TleTna BeKapTOBOTO JIMCTA.
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9. Bizonyitsuk be, hogy az f,_;(x, y)+f,(x, y)=0 egyenlettel megadott gérbe
racionalis, ha az irreducibilis. Itt az f,_, és f, megfeleléen n— 1, ill. n-edfok homo-
gén polinomok.

10. Bizonyitsuk be, hogy az u=

liy’ v= :J; fliggvények az x3+)3=1 gor-

bének a v*=4u®—1 gbrbébe vald racionalis leképezését hatirozzak meg. Biraciona-
lis izomorfizmus-e ez a leképezés? Az alaptest karakterisztikdja 2, 3.

11. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges harmadfokii gérbe biracionalisan izomorf
a 2. pont (1) gorbéjével n=2 mellett. Ekdzben a parametrizicié fiiggvényeinek
egyltthatoi k, testbdl valdk, ha a gbrbének van k,-beli koordinatakkal rendelkezd x
pontja. (Utbaigazitas: Hiizzunk x-en egy egyenes nyalabot és vizsgaljuk meg a nyalab
egyeneseinek a gérbével valé x-t6l kiilonboz8 metszéspont parjait. Az alaptest ka-
rakterisztikaja =2.)

12. Bizonyitsuk be, hogy az a harmadfoku gbrbe, amelynek van k,-bdl valé
koordinatakkal rendelkezd y pontja, biracionalisan izomorf a 3. pont (3) goérbéjé-
vel n=2 mellett, és a parametriziciés fiiggvények egyutthat01 benne vannak k,-
ban. (Utbaigazitas: Huzzunk az y ponton keresztiil érintét, és annak a gorbével
alkotott y-td! kiilonb6z6 metszéspontjara alkalmazzuk a 13. feladatban kévetett konst-
rukciot.) Mutassuk meg, hogy az igy keletkezett gérbéhez alkalmazhatd a 3. pont
elején levé okoskodés.

2. §. Affin terek zart részhalmazai

A tovabbiakban allandéan ugyanazzal az algebrailag zart k testtel dolgozunk,
amelyet alaptestnek fogunk nevezni.

1. Zart részhalmazok definiciéja

Az algebrai geometria fejlddésének kilénb6z8 szakaszain annak alapveté ob-
jektumardl, az ,,algebrai sokasag természetes fogalmardl”, valtozott az elképzelés.
Annak tartottdk a projektiv és kvaziprojektiv sokasagokat, absztrakt algebrai sokasa-
gokat, sémakat*, algebrai tereket.

Ebben a dolgozatban az algebrai geometriat fokozatosan mind nagyobb altala-
nossagban fogjuk vizsgalni. Az elsé fejezetekben a legaltalinosabb fogalom, amely
magaban foglalja az Gsszes ott vizsgalt algebrai sokasdgot, a kvaziprojektiv sokasag
fogalma lesz. Az utolsd fejezetekben ilyen szerepet a sémak* fognak jatszani. Most
az algebrai sokasagok egy olyan osztalyat definialjuk, amely alapvetd szerepet jatszik
az Osszes kovetkezd definicikban. Mivel a sokasag sz6t 4ltalanosabb fogalmak sza-
mara tartjuk fenn, mas elnevezéssel fogunk élni.

Jeloljon A" egy k test feletti n-dimenzids affin teret. Koévetkezésképp annak
pontjai a=(x, ..., &,), o;€k alaktak.

DEFINIiCIO. A"-ben zdrt részhalmaznak nevezziik azt az XC A" részhalmazt,
amely véges szamu k feletti polinom &sszes k6z6s zérushelyeibdl all. Néha roviden
zart halmazrdl fogunk beszélni.

* CxeMmBbl.
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A Ty, ..., T, valtozdk n-valtozds polinomjat a kovetkezGkben F(T) alakban
fogjuk irni, T alatt a valtozék T, ..., T, rendszerét értve. Ha a zart X halmaz az
F(T), ..., F,(T) polinomok Osszes k6z0s zérushelyeibd! all, akkor az F;(T)=...
...=F,(T)=0 egyenloségeket az X halmaz egyenleteinek nevezziik.

Az az X halmaz, amelyet végtelen F,(T)=0 egyenletrendszer hatiroz meg,
szintén zart. Valdban, a T3, ..., 7, valtozok polinomjainak gyiirijében az az £
idedl, amelyet az Osszes Fo(T) polinom general, véges bazissal rendelkezik:
F=(Gy, ..., G,). Kénnyii belatni, hogy X a G,=...=G,, =0 egyenletrendszerrel van
meghatarozva.

Ebbdl kovetkezik, hogy tetszOleges szamu zart halmaz metszete zart. Valdban,
ha X, zart halmaz, akkor az X=X, halmazt definiilé egyenletrendszer megkere-
sése érdekében elegendd egyesiteni az Osszes X, halmazt definidlé egyenletrendsze-
reket.

Véges sok zart halmaz egyesitési halmaza szintén zart. Nyilvanvaldan ezt elegend6
ellenérizni két halmaz esetére. Ha X=X,UX;, X;-et az F,(T)=0 (i=1,2,...,m)
egyenletrendszer hatarozza meg, az X,-t a G;(T)=0 (j=1,2,...,1) egyenletrend-
szer, akkor konnyen belathat6, hogy X-et az Fy(T)-G;(T)=0 (i=1,2,...,m;
j=1,2,...,1) egyenletrendszer hatarozza meg.

Legyen X az affin tér zart részhalmaza. Egy Uc X halmazt nyiltnak neveziink,
ha X — U komplementere zart. Tetszdleges nyilt U>x halmazt az x pont kdrnyezeté-
nek neveziink. Nyilvanvalo, hogy a zart halmazok tetszbleges rendszerének a met-
szete zart, véges sok zart halmaz egyesitési halmaza zart, nyilt halmazok tetsz6leges
rendszerének unidja nyilt és véges sok nyilt halmaz metszete nyilt. Az X halmaz
adott MC X részhalmazt tartalmazd Gsszes zart részhalmazainak a metszete tehat
zart. Ezt a halmazt az M halmaz lezartjanak nevezziik és M-sal jeldljiik. M részhal-
mazt X-ben siirlinek nevezziik, ha M =X. Ez azt jelenti, hogy M nincs benne egyet-
len olyan zart Y részhalmazban sem, amelyre YC X, Y= X.

Példdk zdrt halmazokra

1. PELDA. Az egész A" affintér zart — az egyenletek iires halmazaval vagy 0=0
egyenlettel van megadva.

2. PELDA. Az A! olyan X 4* részhalmaza, amely az 4* §sszes 0-tdl kiilonbszo
pontjabdl all, nem zart — az Ssszes F(T) polinom, amely 0-val egyenld az Osszes
T#0 valtozdkra, azonosan egyenld kell legyen 0-val.

3. PELDA. Meghatarozzuk az A! 6sszes zart X 4! részhalmazat. Ez a halmaz
az Fi(T)=0, ..., F,,(T)=0 egyismeretlenes egyenletrendszerrel adhaté meg. Ha az
Osszes F; azonosan egyenl8 0-val, akkor X=A4'. Ha az F;(T) polinomok relativ
primek, akkor azoknak nincs k6zds gydkik, és X nem tartalmaz egy pontot sem.
Ha viszont a polinomok legnagyobb ké6z6s osztéja 2(T), akkor 2(T)=(T—ua,)- ...
eeer(T—ua,) és X a T=ay, ..., T=a, véges sok pontbdl all.

4. PELDA. Hatarozzuk meg az A% §sszes zart XC A? részhalmazat. Ezeket meg-
hatarozza az

(1) F(T)=0,...,F.(T) =0
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egyenlet, ahol most T=(T,, T,). Ha az Osszes F; azonosan 0, akkor X'=A42 Tételez-
ziik fel, hogy ez nem igy van. Ha az Fy, ..., F,, polinomoknak nincs k6z8s osztdjuk,
akkor, amint azt az 1. § 2. pontjaban lattuk, az (1) rendszernck csak véges (esctleg
tires) megoldas halmaza van. Legyen végiil, az 6sszes F;(7) polinomok legnagyobb
koz6s osztdja 2(T). Akkor F;(TY=2(T)- G;(T), ahol 2 G;(T) polinomoknak mar
nincs k6zos osztojuk. Nyilvanvalo, hogy X=X;UX,, ahol az X; a G,=...=G,,=0
egyenletrendszerrel, az X, a 2 =0 egyetlen egyenlettel vannak megadva. Amint lat-
tuk, X, véges ponthalmaz. Az 4%-ben egy egyenlettel megadott zart halmazok sik
algebrai gorbék. Ilyen mdédon az X 42 zart halmaz vagy pontok véges (esetleg lires)
halmaza, vagy egyesitése egy sik algebrai gérbének és véges ponthalmaznak, vagy
egybeesik A2-vel.

5. PELDA. Megfeleltetiink az (v, ..., o) koordindtajli «€A" pontnak és a
(B1, ..., By koordinataji B€A® pontnak egy (o, f)€A™** pontot, amelynek koordi-
natai (o, ..., %, P, ..., Bs). lyen mdédon azonositjuk 4"**-t az («, f) alakl parok
halmazaval, ahol € A7, B€ 45. Legyenek X ¢ A", Y€ A° zart halmazok. Az (x, y)c A™*5,
x€X, y€Y parok halmazat az X és Y szorzatdnak nevezzik és XX Y-nal jel6ljiik.
Utdbbi szintén zart halmaz. Valdban, ha X az F;(T)=0, az Y a G;(u)=0 egyenlet-
rendszerrel van megadva, akkor az XX Y az 4"**-ben az F;(T)- G;(u)=0 egyenletek-
kel van megadva.

6. PELDA. Azt az XC A" halmazt, amelyet egyetlen F(Ty, ..., T,)=0 egyenlet
hataroz meg, hiperfeliiletnek nevezziik.

2. Reguldris fiiggvények zdrt halmazon

Legyen X egy zart halmaz az 4" affin térben, k az alaptest.

DEeriNic1O. Az X-en megadott k-beli értékii f fiiggvényt regularisnak nevezziik,
ha létezik olyan k feletti F(T) polinom, hogy f(x)=F(x) minden x€X pontban.
Adott f fiiggvény esetén az F polinom Aaltaliban nem egyértelmiien van meghata-
rozva. Példaul ahhoz hozzaadhatd barmely olyan polinom, amely az X-et meg-
hatarozo egyenletrendszerben szerepel, és attdl az f fliggvény nem valtozik.

Az adott zart X halmazon értelmezett regularis fiiggvények halmaza gy(r{ és
k test feletti algebra, ha az Gsszeadas, szorzas és a k test elemeivel vald szorzést az
analizisben szok4sos mddon értelmezziik — ezen miiveletek segitségével a fliggvény-
értékek kozott minden x€X pontban. A kapott gylirlit k[X]-szel jeloljik és az X
zart halmaz koordinata gy(riijénck nevezziik.

Jelslje k[T) a Ty, ..., T, valtozék k test feletti polinomjainak gyiiriijét. Min-
den Fek[T] polinomhoz nyilvan hozzarendelhetd egy fek[X] fiiggvény, ha F-et az
X pontjain értelmezett fiiggvényként tekintjik. Ilyen médon a k[T7] gyfirli homo-
morfizmusat kapjuk a k[X] gylriire. Ennek a homomorfizmusnak a magja az 6sszes
olyan F¢k[T] polinomok halmaza, amelyek az Osszes x€X pontban 0-val egyen-
18k. Mint minden homomorfizmus magja, ez a halmaz is idedl a k[77] gy(riiben.
Ezt az idealt az X zart halmaz ideéljanak nevezziik és Fy-szel jeloljiik. Nyilvan-
vald, hogy

k[X] = k{T)/#.

Ilyen médon az £y ideal meghatarozza a k[X] gytir(it.
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1. PELDA. Ha X egy k-beli koordinataja pont, akkor k[X]=k.
2. PELDA. Ha X=A4", akkor #, =0, k[X]|=k][T].

3. pELDA. Legyen XC A? megadva a T,-T,=1 egyenlettel. Akkor k{X]=

=k[T,, TTY] és az Osszes i](,{-)— alaka 7;-valtozdjt racionalis figgvényekbdl all,
1

ahol n=0, G(7,) polinom.

Mivel k[X] gyliri homomorf képe a k[T polinomgyiiriinek, azért abban tel-
jesiil az idedlok bazisanak végességérdl szold tétel. Ugyancsak teljesiil abban a gy6-
kokré6l szOolo Hilbert tételnek kovetkezd analdgja: ha az fek[X] fliggvény nullaval
egyenld, az Gsszes olyan x€ X pontokban, ahol a g, ..., g, fiiggvények 0-val egyen-
18k, akkor f7¢(g,, ..., g,) valamely r=0 kitevére. Valdban, legyen f az F(T) poli-
nommal megadva, a g;—k pedig a Gi(T) polinomokkal. Legyenek F;=0 (j=1, ..., )
az X egyenletei. Akkor az F(T) polinom értéke 0 az Gsszes olyan a€ 4" pontban,
ahola Gy, ..., G,, Fi, ..., F; polinomok 0-val egyenlok. Mivel F;(x)=0, azért a€ X,
viszont akkor F(x)=0 a feltételek szerint. Alkalmazva Hilbert tételét a polino-
mok gytr{ijéhez, azt kapjuk, hogy F €(Gy, ..., G, Fi, ..., F), tehat f*€(g;, ..., &)
a k[X]-ben.

Milyen kapcsolatban all X zart halmaz £y idealja ezen halmaz F,=...=F,=0
egyenletrendszerével? Az £y idedl definicidja szerint F;€ %y, ezért (Fy, ..., F,)E€5%.
Viszont nem teljesiil mindig (Fy, ..., F,,)=F5. Példaul, ha XC 4! ésa T?=0 egyen-
lettel van megadva, azaz a T=0 pontbdl all, akkor £ a konstans tag nélkiili poli-
nomokbdl 4ll. Ilyen médon Fy=(T), de (Fy, ..., F,)=(T?. Meg lehet viszont adni
ugyanazt a halmazt olyan G, =... = G,=0 egyenletrendszerrel, hogy (G, ..., G,,) =F.
Ennek érdekében elegendd visszaemlékezni arra, hogy a k[7T] gy(iriben minden
idedlnak van véges bazisa. Legyen G, ..., G, az #y ideél bazisa, azaz (G,, ..., G)=F.
Akkor a G;=...=G;=0 egyenletek nyilvan ugyanazt az X halmazt hatirozzak meg,
és igy a kivant tulajdonsagiak. Néha egyenesen kényelmes azt feltételezni, hogy a
sokasagot az F=0 egyenletek végtelen rendszere hatarozza meg, ahol F az %4 ideal
dsszes polinomjait futja be. Valdban, ha (Fy, ..., F,,) =4y, akkor ezek az egyenletek
mind kévetkezményei az F,=...=F,,=0 egyenleteknek.

A zart halmazok k&zotti relaciok gyakran titkr6zodnek azok idealjain is. Pél-
daul, ha X és Y az A" affin tér zart halmazai, akkor XD Y akkor és csakis akkor,
ha Sy .#y. Innen kovetkezik, hogy barmely sokasdghoz, amelyet X tartalmaz
(vagyis, amint azt mondani fogjuk, az X sokasag részrokonsagahoz) hozza lehet
rendelni a k[X] gylirli egy a, idedljat, amely ideal az F€.#y polinomok k[7T]—k[X]
homomorfizmus szerinti képeibdl all. Megforditva, a k[X] gylirlii barmely a idealja
meghataroz egy £ idealt a k[T] gyliriiben; .# az a elemeinek a k[T]—k[X] homo-
morfizmus szerinti Osszes sképeibdl all. Nyilvanvald, hogy £ ©.#,. Az F=0 egyen-
letek, ahol F az # Gsszes polinomjai, meghatarozzak az YC X zart halmazt. Ha
u€k{X], akkor azon x€ X elemek halmaza zart, amelyekben u(x)=0. Ezt a halmazt
X, -val jeloljiik és hiperfeliiletnek nevezzitk X-ben.
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3. Reguldris leképzések
Legyenek XC A" és YC A™ zart halmazok.

DerNiciO. Egy f: X—Y leképezést regularisnak neveziink, ha létezik m olyan
fis -os [ regularis fiiggvény X-en, hogy fl@)=(fi(x), ..., f,(x)) minden x€X-re.

Ilyen mdédon minden f:X— A" regularis leképezést fq, ..., f,€k[X] m fiiggvény
hataroz meg. Annak érdekében, hogy ellenérizziik azt, hogy az f:X—~Y (Y az A™
tér zart részhalmaza) leképezéssel van dolgunk, nyilvan elegendé meggy6z6dni arrdl,
hogy az f;, ..., f,, fliggvények mint a k[X] gyiirii elemei eleget tesznek az Y halmaz
egyenleteinek.

1. PELDA. Az X-en értelmezett regularis fliggvény fogalma egybeesik az X regu-
laris leképezésének a fogalmaval az A-ben.

2. PELDA. A linearis transzformAicio6 regularis leképezés.

3. PELDA. Az f(x, y)=Xx projektalas regularis leképezése az xy=1 egyenlettel
megadott gérbének az A-ben.

4. PELDA. Az elSbbi feladatot a kévetkez8 modon Altalanosithatjuk: Legyen
XC A" egy zart halmaz és Fregularis fliggvény az X-en. Tekintsiik az Fi(Ty, ..., T,)=0
egyenletekkel megadott X' A"+ halmazt, ahol F;=0 az X egyenletei A"-ben, és
Tyir  F(Ty, ..., T)=1.A@(xy, ..., Xps1)=(xX1, ..., X,) projektalas egy ¢ : X— Y regu-
laris leképezést hatiroz meg.

5. PELDA. Az f(t)=(1%, t®) regularis leképezése az A! egyenesének az x3=)?
gbrbébe.

6. PELDA. Felhozunk egy — a szdmelmélet szdmara igen fontos — példat.
Tételezziik fel, hogy az X A" zart halmaz F(T) egyenleteinek egyiitthatoi a p prim-
szamu elembdl all6 F, testbdl valdk.

Amint azt az 1.§ 1. pontjaban Kkifejtettiik, X halmaz azon pontjai, amelyek
koordinatai benne vannak az F,-ben, az F;(T)=0 (mod p) kongruencia rendszer
megoldasainak felelnek meg. Tekintslik az A" tér

(p(al’ sy CX") = (af, cers arf)

képlettel megadott ¢ leképezését. ¢ nyilvanvaldan regularis leképezés. Lényeges,
hogy a leképezés X-et 6nmagaba viszi at. Valoban, ha a€ X, azaz F;(x)=0, akkor a
p-karakterisztikdju testek tulajdonsigai alapjan és azért, mert F;(T)€F,, teljesiil
Fi(@}, ..., al)=(Fi(oy, ..., 2,))?=0. A kapott ¢: X~ X leképezést Frobenius-féle leké-
pezésnek nevezziik. Ennek a leképezésnek a jelentGsége abban 4ll, hogy X azon
pontjai, amelyek koordinatai az F,-bol val6k, az X elemei koziil azzal tiinnek ki,
hogy a ¢ leképezés fix pontjai. Valdban, az a?=a; egyenlet megoldasai kimeritik az
F, test Osszes elemeit.

Tisztazzuk, hogyan hat a regularis leképezés a zart halmazon értelmezett regu-
laris fliggvények gyfiriijére. Egy olyan megjegyzéssel kezdjik, amely tetszéleges hal-
mazokra és leképezésekre vonatkozik. Ha f: X—Y az X halmaznak Y halmazba
valo leképezése, akkor az Y-on értelmezett minden u fiiggvénynek (tetszbleges Z
halmazbeli értékkészlettel) meg lehet feleltetni egy X-en értelmezett v fiiggvényt a
kovetkezé médon: v(x)=u( f(x)). Nyilvanvalo, hogy a v fiiggvénnyel meghatarozott
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v: X—~Z leképezés szorzata lesz a u: Y-~ Z és f: X~ Y leképezéseknek. Jelolje f* ()
a v fuggvényt. Akkor f* leképezése az Y-on értelmezett fiiggvényeknek az X-en
értelmezett fiiggvényekbe. Legyen most f: X— Y egy regularis leképezés. Az f* leké-
pezés az Y-on értelmezett regularis fliggvényeket az X-en értelmezett regularis fligg-
vényekbe viszi at. Valéban, ha u az F(Ty, ..., T,) polinommal van megadva, az f
leképezés pedig az F,, ..., F, polinomokkal, akkor v=f*(u) egyszeriien F-ben a
Tinek Fi-vel valo helyettesitésével all elod, azaz az F(F,, ..., F,) polinommal van
megadva. S6t, a reguliris leképezéseket ugy lehet jellemezni, mint olyan leképezése-
ket, amelyek regularis fiiggvényeket regularisokba visznek &t. Valoban, tételezziik
fel, hogy a zart halmazok f: X —Y leképezése olyan, hogy az Y-on regularis tetszdle-
ges u fiiggvény esetén f* (u) fiiggvény szintén regularis. Akkor ez specialisan vonat-
kozni fog a t; fiiggvényekre 1s, amelyek a T; (i=1, ..., m) koordinatakkal vannak
meghatarozva ¥-on. Ezért az f*(t;) fiiggvények regularisak X-en és az F;(T) poli-
nomokkal vannak megadva. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy az f leképezés az
F(T), ..., F,,(T) polinomokkal van megadva, azaz regularis.

Lattuk, hogy ha egy f leképezés regularis, akkor az f* leképezésre f:k[Y]—~k[X].
Ennek a leképezésnek a definicidjabol konnyen kovetkezik, hogy f* homomorfiz-
musa a k[Y] algebrdnak a k[X] algebriba. Megmutatjuk, hogy megforditva, az
algebrak tetszdleges ¢: k[Y]—k[X] homomorfizmusa ¢=f* alaka, ahol f vala-
mely regularis leképezése X-nek Y-ba. Legyenek ¢,, ..., ,, koordinatak az Y-t tartal-
mazd A™ térben és tekintsiik ket Y-on értelmezett fiiggvényeknek. Nyilvanvald, hogy
1,€k[Y], tehat (r)€k[X]. Legyen ¢(;)=s; és tekintsiik az f(x)=(s;(x), ..., 5,(x))
képletekkel megadott f leképezést. Természetesen f regularis. Bebizonyitjuk, hogy
f(x)c Y. Valéban, ha Hc #y, akkor H(t,...,t,)=0 a k[Y]-ban tehat ¢ (H)=0
az X-en. Legyen x€X. Akkor H( f(x))=¢(H)(x)=0, ami azt jelenti, hogy f(x)C Y.

DEFINiC1IO. Zart halmazok f: X— Y regularis leképezését izomorfizmusnak ne-
vezziik, ha annak létezik inverze, azaz ha létezik olyan g: Y~ X regularis leképezés,
hogy f-g=1,g-f=1.

Az X és Y sokasagokat ebben az esetben izomorfaknak nevezziik. Nyilvan-
vald, hogy az izomorfizmus kolcséndsen egyértelmii leképezés. A fent mondottak-
bol kovetkezik, hogy f* izomorfizmusa a k[X] és k[Y] algebraknak. Kénny(i meg-
gy6zddni arrdl, hogy az allitas megforditasa is igaz, tehat zart halmazok akkor
és csakis akkor izomorfak, ha azok regularis fiiggvényeinek gyfiriii £ felett izomorfak.

Az eldbb bebizonyitott tények megmutatjak, hogy az X—k[X] hozzarendelés
ekvivalenciat hatiroz meg az affin terek zart részhalmazainak kategoriaja (és azok
regularis leképezései) és a k feletti kommutativ algebrak kategéridjanak valamely
részkategoriaja (és azok homomorfizmusai) k6zott. Hogy milyenek ezek a kate-
goriak, azaz milyen algebraknak van k[X] alakjuk, kideriil az 1. és 2. feladatokbol.

7. PELDA. Az y=x* egyenlettel megadott parabola izomorf egy egyenessel, és
az f(x,y)=x, g(t)=(t, t*) leképezések izomorfizmust hatiroznak meg.

8. PELDA. Az xy=1 parabola f(x, y)=x projekcidja az X tengelyre nem izo-
morfizmus, mivel ez a leképezés nem kolcsondsen egyértelmii. A hiperbolan ugyanis
nincs olyan (x, y) pont, amelyre f(x, y)=0. Lasd ugyszintén a 7. feladatot.

9. PELDA. Az egyenes f(t)=(22 t?) leképezése az x3=)? egyenlettel megadott
gbrbére — amint azt konnyii belatni — kolcs6nosen egyértelmii. Viszont a leképezés
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mégsem izomorfizmus, mert az inverz leképezés g(x, y)=—));— alaku, az % fuggvény
pedig nem regularis az origéban (l. az 5. feladatot).

10. PELDA. Legyenek X és YC A" zart halmazok. Tekintsiik az XX YT A%
(1. pont 6. példa) halmazt és a t,=u,, ..., t,=u, egyenietekkel megadott 4 A*
linearis alteret, amelyet diagonalisnak neveziink. Minden z€ XN Y elemhez hozza-
rendeliink egy ¢(z)=(z, z)€A* pontot, amely nyilvan benne van (XX Y)N4-ban.
A kapott ¢: XNY—(XXY)N4 leképezés — amint az kénnyen belathaté — az
XNY és (XYXY)N4 izomorfizmusa. Ezt felhasznalva két zart halmaz metszetének a
vizsgilata mindig visszavezethetd egy masik zart halmaz és egy linearis altér metszeté-
nek a vizsgalatara.

A kovetkezGkben minket féleg a zart halmazok olyan tulajdonsigai és olyan
fogalmak fognak érdekelni, amelyek invariansak az izomorfizmusra nézve. A hal-
mazt megadd egyenletrendszer nyilvanvaléan nem ilyen fogalom, ugyanis kiilon-
b6z6 A" terekben megadott, kiilonbdz6 egyenletrendszerekkel definialt halmazok is
lehetnek izomorfak. Ezért természetes volna megkisérelni a zart halmaznak olyan
invarians definicidjat adni, amely filiggetlen annak valamely affin térben valé reali-
zalasatol. Ilyen definicidt adunk késébb a sémak fogalmaval kapcsolatosan.

Most tisztazni fogjuk, milyen az az f: X—Y reguléris leképezésnek megfeleld
[*: k[Y]—k[X] homomorfizmus, amelynek nincs magja, azaz f* mikor hatarozza
meg k[Y]-nak k[X]-be valé izomorf beagyazasat. Vizsgaljuk meg, mikor lesz u€k[Y]
esetén f*(u)=0. Ez azt jelenti, hogy u( f(x))=0 minden x<X pontra. Mas szoval
u az X halmaz f(x) képének minden pontjaban O lesz az f leképezésnél. Azon y<Y
pontok halmaza, amelyekre u(y)=0, nyilvan zart, és ezért, ha tartalmazza f(x)-et,
akkor annak f(X) lezartjat is. Ugyanazt a fejtegetést ellenkezd iranyban végig foly-

tatva azt latjuk, hogy f*(u)=0 akkor és csakis akkor, ha u=0 az f(X)-en, vagy,
ami ugyanaz, u€a. Innen specidlisan az is kovetkezik, hogy az f* homomorfizmus
magja egyenld 0-val akkor €s csakis akkor, ha f(X)=Y, azaz mikor f(X) siiri Y-ban.
Ez automatikusan teljesiil, ha f(X)=7Y, de lehetséges olyan eset is, mikor f(X)=Y,
de f(X)=Y (I. 3. példa).

Feladatok

1. Legyen a az A gylir(i idealja. Azon a€a elemek halmazat, amelyek mind-
egyikére létezik olyan n, egész szam, hogy a"«=0, az a ided! radikdljdnak nevezziik
és V a-val jelsljiik. Bizonyitsuk be, hogy } a szintén ideal! Bizonyitsuk be, hogy
acCk[T,, ..., T,] akkor és csakis akkor idealja az 4" affin tér valamely zart halmaza-
nak, ha Va=a.

2. Bizonyitsuk be, hogy egy k test feletti 4 algebra akkor és csakis akkor £[X]
alaku valamely X zart halmazra, ha annak véges generator rendszere van k felett,
és nem tartalmaz nilpatens elemeket (azaz a"=0, a€ 4-bdl kovetkezik a=0).

3. Adva van egy XC 4% halmaz az f: x2+)%*=1 és g: x=1 egyenleteknek. Hata-
rozzuk meg az £y idealt! Igaz-e SFx=(f, g)?

4. Legyen X A% sik algebrai gorbe az y?=x® egyenlettel megadva. Bizonyitandd,
hogy a k[X] gyliri minden eleme egyértelmiien felirhaté P(x)+ Q (x)y alakban, ahol
P(x) és Q(x) polinomok.
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5. Legyen X a 4. feladat gorbéje, f(¢)=(¢? t%) az A'—~ X regularis leképezés.
Bizonyitsuk be, hogy f nem izomorfizmus. (Utbaigazitas: Felhasznalva a 4. feladat
eredményeit, kiséreljik meg az inverz leképezés megkonstruilasat!)

6. Legyen X az y2=x%+x® egyenlettel meghatarozott gérbe és az f: A'—> X le-
képezést adja meg az f(x)=(r2—1, 1(r2—1)) képlet. Bizonyitsuk be, hogy a meg-
feleld /* homomorfizmus izomorf mddon képezi le a k[X] gyfir{it a k[¢] polinom-
gylir azon részgylirlijére, amely a g(1)=g(—1) Osszefiiggésnek eleget tevo g(¢) poli-
nomokbd! all.

7. Bizonyitsuk be, hogy az xy=1 egyenlettel meghatarozott hiperbola és és A!
egyenes nem izomorfak.

8. Keressiik meg f(4%-et, ha A%—~A? az f(x, y)=(x, xy) képlettel megadott
regularis leképezés! Nyilt lesz-e ez a halmaz 4%*-ben? Sfir(i lesz-e az? Zart lesz-e?

9. Valaszoljunk a 8. feladat kérdéseire, az f: A3~ A3 és f(x, y, z)=(x, xy, xyz)
esetében.

10. Egy zart X halmaznak 6nmagaba vald f: X— X izomorf leképezését auto-
morfizmusnak nevezziik. Bizonyitandd, hogy az A! egyenes minden automorfizmusa
J(x)=ax+b, a=0 alaku.

11. Bizonyitsuk be, hogy az f(x, y)=(x, y+ P(x)) leképezés automorfizmusa 4 2-
nek tetszéleges P(x) polinom esetén. Bizonyitsuk be, hogy ezek az automorfizmusok
csoportot alkotnak.

12. BizonyitandS, hogy ha f(x;, ..., x)=(Pi(X1, coos Xp)s oovs Pp(Xys .. 5 X))
automorfizmusa A4"-nek, akkor a (;:i Jacobi-féle determinans a k testbe esik.
Ha a Jacobi-féle determinans értékét & ( f )-fel jel6ljiik, bizonyitandd, hogy az f—~.# (f)
megfeleltetés az A" Gsszes automorfizmusainak csoportjat homomorf médon képezi
le a k test nullatol kiilénbozd elemeinek csoportjaba.

13. Alljon X két pontbdl. Bizonyitandd, hogy k[X] gylir{i izomorf a k test két
példanyanak direktosszegével.

14. Legyen f: X~ Y egy regularis leképezés. Az (x, f(x)) alaku elemek TC XX Y
halmazat az f grafikonjanak nevezziik. Bizonyitandd, hogy a) 7' — zart részhalmaz
XX Y-ban és b) T izomorf X-szel.

15. A Py(x, y)=y képlettel meghatarozott Py: XX Y—Y leképezést projekcio-
nak nevezziik. Bizonyitsuk be, hogy ZC X és regularis f: X— Y leképezés esetén
teljesiil /(Z)=Py((ZX Y)NT), ahol T az f grafikonja, ZX Y az 8sszes (x, ), z€Z,
y€Y pontok halmaza.

16. Bizonyitsuk be, hogy tetszleges f: X — Y regularis leképezéshez 1étezik olyan
g: XY regularis leképezés, amely izomorfizmusa X-nek az XX Y sokasag zart
részhalmazara, amelyre f=Py g (tetszGleges regularis leképezés felbomlik beagya-
zasra és projekciora).

17. Bizonyitandd, hogy ha X=U U, egy lefedése X zart halmaznak nyilt halma-
zokkal, akkor létezik olyan véges szami U,,, ..., U, halmazrendszer, amelyre tel-
jesil X=U,U..UU,

18. Blzonyltsuk be hogy a Frobenius-féle ¢ leképezés kolcsondsen egyértelmii.
Izomorfizmus lesz-e az, ha példaul X=A41?
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3. §. Racionalis fiiggvények

1. Irreducibilis halmazok

Az 1. paragrafus 1. pontban mar talalkoztunk az irreducibilis sik algebrai
gorbe fogalmaval. Analdg fogalmat vezetiink most be altalanos esetre.

DEerNic16. Egy X zart halmazt reducibilisnek neveziink, ha léteznek olyan
X,cX, X,cX, X;#X, X,#X zart halmazok, hogy X=X;UX,. Ellenkezd esetben
X-et irreducibilisnek nevezziik.

1. TETEL. Bdrmely zdrt halmaz irreducibilisek véges halmazdnak az unidja.

Bizonyitds. Legyen egy X zart halmazra a tétel nem igaz. Akkor X reducibilis:
X=Xx,UX{, viszont vagy az X, vagy az X;-re a tétel nem igaz. Legyen ez éppen X,
igy X; reducibilis és két zart halmaz egyesitése, amelyek egyike reducibilis. gy zart
halmazoknak egy végtelen

XoX,o2X;>..., X=X, Xy = Xo, ...

fancat konstrualjuk. Bizonyitjuk, hogy ilyen linc nem létezhet. Valdban, a megfeleld
idealokra
Iy C Iy, C Iy, T Ix = Iy, Fx, # Iy o

teljesiilne. Viszont ilyen lanc nem létezhet, ugyanis a polinomgyiiriiben minden ideal
végesen generalt, tehat az idealok minden névekvd lanca megszakad. A tételt bizo-
nyitottuk.

Ha az X=UX; el6allitasban valamely i#; indexekre X;C X;, akkor ebbdl a
felbontasbdl kidobhatjuk X;-t. Elvégezve néhanyszor ezt a miiveletet, egy olyan
XUX; eléallitashoz jutunk, ahol i=j indexek esetén X;d- X;. Az ilyen eléallitast az
X-nek irreducibilis zart halmazokra valé nem egyszeriisithet6 felbontisanak nevez-
zik, és az X;-ket az X irreducibilis komponenseinek hivjuk.

2. TETEL. Zdrt halmaz nem egyszerisithetd elddllitdsa egyértelmii.
Legyen X=UX,=UY; — két nem egyszeriisithetd elGallitas. Akkor X;=X;N
i j
ﬂX:X,ﬂ(U Y)=U(X;NY;). Mivel feltétel szerint X; irreducibilis, igy valamely

J J
Jre X;NY;=X,, azaz X;CY;. Felcserélve az elsé és masodik el6allitas helyét, azt

kapjuk, hogy j-re létezik olyan i’, hogy Y;CX;. Kovetkezésképp X,CY;,C X,
tehat a felbontas nem egyszeriisithetd volta miatt i’=i és ¥, =X;. A tételt bebizonyi-
tottuk.

Most a zart halmaz irreducibilitasanak a fogalmat a k[{X] gylir(i nyelvén fog-
Jjuk megfogalmazni. Ha X reducibilis és X=X,UX,, akkor XD X;, XX, miatt
létezik olyan F; polinom, amely X;-en 0, de X-en nem 0, ugyanigy F, polinom az
X,-re. Akkor F;-F, egyenlé O-val X;-en és X,-n is, tehat az X-en. A megfelel
J1, [2€k[X] regularis fliggvények azzal a tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy f,#0,
fo#0, f1+f:=0. Més széval f; és f, zérusosztok k[X]-ben. Megforditva, 1étezzenek
k[X]-ben zérusosztok: f;-f,=0, f1#0, £,=0. Jeloljik X; és X,-vel az (f)) és (f2)
féidealoknak megfelel6 zart részhalmazokat. Mas széval, X; az X azon x pontjaibél
all, amelyekre f;(x)=0 (i=1, 2). Nyilvanvald, hogy X;>X, mivel f;=0 az X-en és
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X=X,UX,, mivel f;-f,=0 az X-en, tehat az X minden x pontjdban vagy f,(x)=0,
vagy f(x)=0. Ilyen médon az X zart halmaz irreducibilis akkor és csakis akkor,
ha k[X] gylirG zérusoszté mentes. Ez viszont ekvivalens azzal, hogy £y ideal prim-
ideal.

3. TETEL. Irreducibilis zdart halmazok szorzata irreducibilis.

Tételezziik fel, hogy X és Y irreducibilisek, de XX ¥Y=Z,UZ,, Z;#XXY
(i=1, 2). Akkor tetszOleges x€ X pontra az (x, y) pontokbol allé xX Y zart halmaz-
izomorf Y-nal, tehat irreducibilis. Mivel xX Y=((xXY)NZ,)U((xX Y)N Z,), igy
vagy xX YeZ,, vagy xXYC Z,. Tekintsiik az olyan x€X pontokbdl 4ll6 X,c X
halmazt, amelyekre xX YC Z; és megmutatjuk, hogy ez a halmaz zirt. Valdban,
barmely y€Y pontra az olyan x€X pontok X, halmaza zart, amelyekre xXy€Z,,
ugyanis ez a halmaz jellemezhetd az (XXy)NZ;=X, Xy egyenlGséggel, az XXy és
Z, zart halmazok metszete pedig zart. Mivel X;= ) X,, igy X; is zart. Analdg

€Y

y
maodon az olyan x€ X pontok X, halmaza, amelyekre x X YC Z,, szintén zart halmaz.
Lattuk tehat, hogy X;UX,=X, igy az X irreducibilis volta miatt ebbdl kévetkezik,
hogy vagy X =X, vagy X,=X. El6bbi esetben XX Y=Z2Z,, utébbiban XX Y=2Z,.
Ez az ellentmondas bizonyitja a tételt.

2. Raciondlis fiiggvények

Mint ismeretes, bArmely zérusoszté mentes gy(ir{i beagyazhatd egy testbe — a
gylirli kvocienstestébe.

!
DErFiNic16. Ha egy X zart halmaz irreducibilis, akkor a k[X] gylirG kvociens-
testét az X-en adott raciondlis fiiggvények testének nevezziik.
Visszaemlékezve a hanyadosok testének definicidjara, azt mondhatjuk, hogy

k[x] az olyan D racionalis fiiggvények halmaza, ahol G(T)¢ #y, mik6zben fel-

G(T)
tételezziik, hogy g:%, ha FG,— F,G€Fy. Ez azt jelenti, hogy k[X] test a ko-
1

vetkez6 mddon is konstrualhatd. Tekintsiik az Oy k[Ty, ..., T,] részgy(riit, amely
olyan f=5; P, Q€k[T] fuggvényekbdl all, amelyekre Q¢.#,. Azok az f fliggvé-

nyek, amelyekre P€ %y, egy My idealt alkotnak és k(X)=0yx/My.
A zart halmazon értelmezett regularis fliggvénytdl eltérGen a racionalis fiiggvény-
nek nem mindig lehet meghatarozott értéket tulajdonitani a halmaz valamely pontja-

ban, példaul az ?lc- fliggvénynek a 0 pontban, vagy -)J%-nak a (0, 0) pontban. Tisztaz-
zuk, mikor lehetséges ez.
DEerINiCI®. @€k (X) racionalis fliggvényt regularisnak nevezziik az x€ X pont-

ban, ha felirhatd ¢ =§; /, g€k[X], g(x)=0 alakban. Ebben az esetben a k test ; (();))

elemét a ¢ fliggvény értékének nevezziik az x pontban és ¢ (x)-szel jeloljik.

4. TETEL. Ha egy ¢ raciondlis fiiggvény reguldris egy zdrt halmaz minden pontjd-
ban, akkor reguldris fiiggvény ezen a halmazon.
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Legyen @€k (X) regularis az Gsszes x€X pontban. Ez azt jelenti, hogy barmely
x pont esetén léteznek olyan f,, g,€k[X], g.(x)=0 elemek, hogy qoz?—. Tekint-

siik az Osszes g,, x€X figgvényekkel generalt a idealt. Annak nyilvan véges bazisa
van, azaz létezik olyan véges sok x,, ..., Xy pont, hogy a=(g,,, ..., &) A g, fligg-
vényeknek nem létezhet k6z8s x€X zérushelyiik, akkor ugyanis az a idedl minden
fiiggvénye O lenne ebben a pontban, ugyanakkor viszont g, (x)=0. HILBERT gySkok-
r8l sz316 tételének analdgjabdl kovetkezik, hogy a=1, azaz léteznek olyan uy, ..., uy€
N
ck[X] figgvények, hogy > u;g, =1. Az egyenléség mindkét oldalat megszorozzuk
i=1
N
¢-vel és felhasznaljuk azt, hogy (pzé"-. Azt kapjuk, hogy o= > u;f,,, azaz
o<k[X]. 8x; i=1
A tételt bebizonyitottuk.
Azon pontok halmaza, amelyekben a ¢ racionalis fiiggvény az X zart halmazon
regularis, nem tres és nyilt. Az els6 allitds abbdl kévetkezik, hogy ¢ elBallithatd

(p=§ alakban, ahol f, g€k[X], g#0. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan x€ X pont,

hogy g(x)>0. Nyilvanvalo, hogy ebben a pontban ¢ regularis. A masodik allitas
bizonyitasa érdekében tekintsiik ¢ Osszes lehetséges ga:E elfallitasait. Tetszo-
leges g; regularis fiiggvény esetén az az Y;c X halmaz, amely azon x€X pon-
tokbdl all, amelyekre g;(x)=C, nyilvanvaldan zart, tehat U,=X-—Y; nyilt. Azon
elemek U halmaza, amelyekben ¢ fiiggvény definicié szerint regularis, U=UUj;
alaku, tehat nyilt. Ezt a nyilt halmazt a ¢ fliggvény értelmezési tartomanyanak
nevezziik. Racionalis fiiggvények tetszbleges ¢,, ..., ¢,, véges rendszere esetén azon
x€X pontok halmaza, amelyekben minden ¢; regularis, szintén nyilt és nem dres.
Az els6 allitas abbdl kovetkezik, hogy véges sok nyilt halmaz metszete nyilt, a ma-
sodik allitas pedig a kovetkezd hasznos tulajdonsagbdl: irreducibilis zart halmaz
véges sok nem tres nyilt halmazdnak a metszete nem Ures. Valéban, legyen
U=X-Y,;, i=1,...,m; NU,;=®. Akkor Y;=X és UY,=X. Viszont Y; zart hal-
mazok, és igy ellentmondéshoz jutunk az X irreducibilitasaval.

Ilyen médon a racionalis fiiggvények tetszbleges véges halmazit Ossze lehet
hasonlitani valamely nem iires nyilt halmazon. Ez a megjegyzés hasznos, ugyanis
egy @€k(X) racionalis fliggvény egyértelmiien meg van hatirozva valamely UcC X
nem tres nyilt részhalmazon vald megadasaval. Valdban, ha ¢ (x)=0 minden x€ U

pontban és @0 az X-en, akkor egy valamilyen q;:g; [, g€k[X] elGallitast véve

azt kapjuk, hogy X unidja két zart halmaznak: X=X, UX,, ahol X;=X—U, X, pedig
az f=0 egyenlettel van meghatarozva. Ez viszont ellent mond X irreducibilis vol-
tanak.

3. Raciondlis leképezések

Legyen X< A" zart halmaz. Egy X-» A™ raciondlis leképezés tetszOleges m sza-
mossagl @y, ..., ,€k(X) fliggvényrendszerrel adhaté meg. Most a ¢: X—-Y
raciondlis leképezés fogalméat fogjuk definialni, ahol Y az A™ tér zart részhalmaza.
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DEFINICIO. ¢: X—>YC A™ raciondlis leképezésnek nevezzilk azt az m szamos-
sagl @, ..., ¢,€k(X) fliggvény rendszert, amelyre minden olyan x€X pont esetén,
ahol az osszes ¢; regularis, teljesiil (¢,(x), ..., 9, (x))€Y. A ¢ leképezést az ilyen x
pontban reguldrisnak nevezziik, a (¢,(x), ..., ¢,,(x)) pontot pedig az x pont képének
nevezziik és ¢ (x)-szel jel6ljiik.

A ¢(x) alaku pontok halmazat, ahol az x-ek az X azon pontjai, amelyekben
¢ regularis, az X képének nevezziik és ¢(X)-szel jel6ljiikk. Ilyen médon a racionalis
leképezés nem az egész X halmaz leképezése az ¥ halmazba, viszont leképezése vala-
mely UC X nem fres nyilt halmaznak Y-ba.

Az olyan fliggvények és leképezések vizsgalata, amelyek nem minden pontban
vannak értelmezve, az algebrai geometria Iényeges kiilonboz8ségét jelenti a geometria
mas agazataitol, példaul a topoldgiatol.

Amint azt az €l6z6 pont végén bebizonyitottuk, az Gsszes ¢; fiiggvény, tehat
a ¢=(¢,, ..., ¢, racionalis leképezés is, valamely nem ires nyilt Uc X halmazon
van értelmezve. Ezért a racionalis leképezéseket tekinthetjiik nyilt halmazok leképe-
zéseinek, viszont ekdzben figyelemmel kell lenniink arra, hogy kiilénboz6 leképezések-
nek kiillonbozd értelmezési tartomanyuk lehet. Ugyanez érvényes természetesen a
racionalis fiiggvényekre is. Hogy meggy6z6djiink arrél, hogy a ¢,, ..., ¢,, fliggvé-
nyek racionalis ¢: X—Y leképezést hataroznak meg, ellendrizni kell, hogy a
(¢1, .-, @) fliggvények mint a k(X)) test elemei eleget tesznek az Y halmaz egyenle-
teinek. Valoban, ha ez a tulajdonsag teljesiil, akkor tetszéleges U(Ty, ..., T,)€#y
fliggvény esetén U(g,, ..., ¢,)=0 az Y-on. Ennek megfelelSen tetszéleges x pontban,
ahol az Gsszes ¢; regularis, teljesil U(;(x), ..., 9,(x))=0, azaz (¢;(x), ..., ¢,,(x)).
Megforditva, ha adva van egy ¢: X—Y leképezés, akkor tetszéleges u€.#, esetén
U(oy, ..., 0)€L(X) fiiggvény egyenld O-val valamely nem iires nyilt Uc X hal-
mazon, tehat 0 az X-en is. Innen kovetkezik az is, hogy U(gy, ..., ¢,,)=0a k(X)-ben.

Megvizsgaljuk, hogyan hat a racionalis leképezés a racionalis fiiggvényekre zart
halmazon. Tételezziik fel, hogy egy ¢: X— Y racionlis leképezés esetén ¢ (X) slirii
Y-ban. Vizsgaljuk ¢-t mint az U— ¢ (X) halmazok leképezését, ahol U a ¢ értelmezési
tartomanya, és megkonstrualjuk a fiiggvények megfelelé leképezését. Barmely
fEk[Y] figgvényre ¢*(f) racionalis fiiggvény az X-en. Valéban, ha YC 4™ és az
U, ..., T,) polinommal van megadva, akkor ¢*(f)-et az U(g,, ..., @,) racio-
nalis fiiggvény hatarozza meg. Ilyen médon van egy ¢*: k[Y]—k(X) leképezésiink,
amely nyilvin homomorfizmusa a k{Y] gylirlinek a k(X) testbe. S6t, ez a homo-
morfizmus izomorf bedgyazdsa k[Y]-nak k(X)-be. Valdban, ha ¢*(u)=0 az
u€kfY]-ra, akkor ez azt jelenti, hogy u=0 a ¢@(x)-en. Ha viszont u>=0 az Y-on,
akkor az u=0 egyenlet egy zart Y,C Y részhalmazt hataroz meg, amely kiil6nbézik
Y-tél. Akkor ¢(X)CY,, ez viszont ellentmondéisban van azzal, hogy ¢(X) siirii
Y-ban. k[Y] gyGriinek k(X)-testbe valé ¢* bedgyazasa nyilvan folytathaté a k[Y]
gylirli k(Y) kvocienstestének k(X)-be vald izomorf bedgyazasiig. Tehat ha ¢(X)
slirii Y-ban, akkor a ¢ racionalis leképezés meghatirozza a k(Y) testnek k(X)
testbe vald izomorf ¢* bedgyazdsat. Ha adva van két ¢: X— Y és : Y- Z leképezés,
és @[X] slirli Y-ban, akkor — amint azt kénnyii belatni — definialhatéa y-¢: X~ Z
szorzat, méghozzi ha ¢ (Y) siirli Z-ben, akkor () - ¢)(X) szintén siirli Z-ben. Akkor
a testek beagyazasaira érvényes a (Y @)*=¢@*y* Osszefiiggés.

”

™ DeriNic6. Egy ¢: X—Y racionalis leképezést biraciondlis izomorfizmusnak ne-
vezziik, ha létezik inverze. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan ¥ : Y- X racionalis le-
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képezés, hogy @ (X) sliri Y-ban és y(Y) X-ben, valamint yo=1, ¢ -y=1. Ebben az
esetben X €s Y-t biracionalisan izomorfaknak nevezziik.

Nyilvanvald, hogy ha ¢: X— Y raciondlis leképezés biracionalis izomorfizmus,
akkor a ¢*: k(Y)~k(X) bedgyazas izomorfizmus. Kdnnyii beldtni, hogy megfor-
ditva is igaz (a sik algebrai gérbékre ezt az 1. §-ban elvégeztiik). Ily médon X és Y
zart halmazok akkor és csakis akkor biracionalisan izomorfak, ha k(X) és k(Y)
k-felett izomorfak.

PELDAK. Az 1. §-ban egy sor példat elemeztiink a sik algebrai gérbék biracionalis
izomorfizmusara. Az izomorf zart halmazok nyilvan biracionalisan izomorfak. A 2. §
3. pont 8. és 9. példaiban a leképezések nem izomorfizmusok, mégis biracionalis
izomorfizmusok.

Azokat a zart halmazokat, amelyek biracionalisan izomorfak valamely affin tér-
rel, racionalisaknak nevezziik. Az 1.§-ban racionalis algebrai gérbékkel talalkoztunk.
Bemutatunk néhany egyéb példat.

1. PELDA. Az A"-ben F(Ty, ..., T,)=0 masodfoku egyenlettel megadott X ir-
reducibilis hiperfeliilet racionalis. Az 1.§ 1. pontban n=2 esetére ismertetett bizo-
nyitas altalanos esetben is alkalmas. A megfeleld leképezés ismét interpretalhaté X
projekcidjaként valamely x€X pontbdl az X-re nem illeszked6 /C A™ hipersikra.
Csupan ugy kell kivalasztani x-et, hogy az ne legyen ,,cstics” X-en, azaz hogy

gTF(x);éO legalabb egy i=1, ..., n-re.

2. pELDA. Tekintsiik A3-ban az x®4)%+z3=1 harmadfoku egyenlettel meg-
hatarozott X hiperfeliiletet, és tételezziik fel, hogy az alaptest karakterisztikaja 3.
X-re illeszkedik néhany egyenes, példaul a kovetkezd egyenletrendszerekkel megadott
L, és L, egyenesek:

x+y=0 x+ey=0

z=1 Y oz=g,

ahol ¢ harmadik egységgyok és 1. Az L, és L, kitérd egyenesek. X-nek a sikra
valé leképezését geometriailag fogjuk leirni és az olvaséra bizzuk a képletek felira-
sat, valamint annak az ellendrzését, hogy biracionilis izomorfizmussal van dol-
gunk. Kivalasztunk egy E sikot A%-ban, amely nem tartalmazza az L, és L, egyene-
seket. Az x€X—L,—L, ponthoz — amint kénnyen belathaté — Iétezik egyetlen
olyan egyenes, amely Atmegy x-en és metszi L, és L,-t. Az L,NE metszéspontot
jeloljiik f(x)-szel. Ez lesz éppen a keresett X— E racionalis leképezes.

Az algebrai geometriaban két ekvivalencia relacioval van dolgunk, az izo-
morfizmussal és a biracionalis izomorfizmussal. Nyilvanvald, hogy a biracionalis
izomorfizmus durvabb relacié, mint az izomorfizmus, vagyis nem izomorf zart hal-
mazok lehetnek biracionalisan izomorfak. Ezért gyakran a zArt halmazoknak a
biraciondlis izomorfizmus szempontjabol torténd leirasa egyszerlibb és attekinthe-
tébb, mint az izomorfizmus szempontjabol. Az izomorfizmus — lévén értelmezve
minden pontban — kozelebb 4ll az olyan geometriai fogalmakhoz, mint a homeo-
morfizmus, vagy diffeomorfizmus €s ezért kényelmesebb. Lényeges kérdés a két
ekvivalenciarelacié kozoétti kapcesolat tisztazasa. Arrdl van szo, hogy mennyivel
durvabb a biracionalis izomorfizmus az izomorfizmusnal, azaz mennyire sok — az
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izomorfizmus szemsz6gébdl kilonb6z6 — zart halmaz tartozik a biracionalis izo-
morfizmus szemsz6gébdl ugyanahhoz a tipushoz. Ezzel a kérdéssel a kdvetkezOkben
gyakran fogunk talalkozni.

Mindkét ekvivalenciarelacionak van tisztin algebrai ekvivalense: X és Y zart
halmazok izomorfak akkor és csakis akkor, ha a k{X] és k[Y] gyiiriik izomorfak,
viszont biracionalisan izomorfak akkor és csakis akkor, ha a k(X) és k(Y) testek
izomorfak. Ezzel kapcsolatosan fontos tisztazni, melyek a k[X] alakd gyfiriik, és
melyek a k(X) alaka testek, ahol X valamely irreducibilis zart halmaz. A valasz
nagyon egyszeri: '

S. TETEL. Egy k test feletti A algebra akkor és csakis akkor izomorf a k[X]
gytirtivel, ahol X irreducibilis zart halmaz, ha A zérusoszté mentes, és k felett vége-
sen generdlt. k test K bovitése akkor és csakis akkor izomorf k(X) testtel, ha az végesen
generadlt.

A feltételek mindegyikének sziikségessége nyilvanvalé. Ha 4 algebrata,, ..., ¢,
véges elemrendszer generalja, akkor A =k[Ty,..., T,)/#, ahol S a k[Ty,..., T,
polinomgyirii idedlja. Mivel 4 zérusoszté mentes, igy S primidedl. Legyen
F=(F, ..., F,). Tekintsiik az F;=...=F,=0 egyenletekkel definialt Xc 4" zart
halmazt, és bebizonyitjuk, hogy .#y=.#, akkor viszont k[X]=k[T}, ..., T,}/Fx= A.

Ha Fe.#y, akkor a gy6kokrdl sz6lo Hilbert tétel miatt Fr€.# valamely r=>0-ra.
Mivel # primideal, igy Fe€#. Ezért £y #, tehat nyilvan S C.#y is igaz, vagyis
Ix=S.

Ha X végesen generalt k felett a ¢4, ..., 1, elemekkel, akkor az A=k[t,, ..., ¢,]
algebra eleget tesz a tétel feltételeinek, és a mar bizonyitottak szerint 4=k[X]
Mivel K az A kvociensteste, igy K=k (X).

Befejezésiil bizonyitunk egy tételt, amely illusztralja a biracionalis izomorfizmus
fogalmat.

6. TETEL. Bdrmely X irreducibilis zdrt halmaz biraciondlisan izomorf valamely A™
affintér egy hiperfeliiletével.

Bizonyitds. k(X) test k felett végesen generalt, példaul a ¢,, ..., ¢, elemekkel —
A"-beli koordinatakkal, amelyeket fliggvényeknek tekintiink X-en.

Legyen d a t,, ..., t, kozotti k felett algebrailag fiiggetlenek maxinalis szima,
és legyenek ¢, ..., t, algebrailag fiiggetlenek. Akkor barmely mas y€k(X) elem
algebrailag figg t,, ..., 7,-t6], méghozza létezik olyan f(z,, ..., t;, ¥)=0 relacié is,
hogy f(Ty, ..., Ty, T4,4) irreducibilis & felett. i

Legyen f(T,...,7T;.1)=0 egy ilyen relacié ¢, ..., ¢ -re. Allitjuk, hogy
Jr(Ty, ..., T4 #0 legaldbb egy i-re (i=1,...,d+1). Valdban, ha ez nem volna
igy, akkor az Osszes f a T;-ben olyan hatvanyon szerepelne, amely t6bbszorose a
k test p karakterisztikajanak, azaz fnek f=Ja, ;T .- T, 24 alakja volna.
Jelslie a;,..i,,,=bl .i,,,» 8= 2 biy.ig T1* 0 - - Tél. Azt kapjuk, hogy f=g?, ami
ellentmond f irreducibilis voltanak.

Ha f7,#0, akkor a d szAmU t,, ..., ;_y, t;41, ..., 1441 €lem algebrailag fiigget-
len k-felett. Valdban, ¢; elem algebrai a k(ty, ..., ¢;_1, tiy1s ..., tz41) test felett,
mivel f7,#0, tehat T; szerepel f polinomban. Ezért ha a #;, ..., ti_y, tigq, ooy Ly
elemek fiiggbk volndnak, akkor a k(t,, ..., #,,1) test transzcendencia foka kevesebb
volna d-nél, ami ellentmond ¢, ..., ¢, fliggetlenségének.
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Ilyen médon mindig atindexelhetjiik a 77, ..., T,-eket Ugy, hogy #,, ..., ¢, fiigget-
lenek lesznek k felett, és az f polinomban fy, ,#0. Ez azt mutatja meg, hogy a
t;,, elem szeparabilis a k(z,, ..., t;) test felett. Mivel 7, , algebrai ezen test felett,
a primitiv elemr6l sz6lé tétel miatt talalhatd olyan y elem, hogy k(#y, ..., tiy2)=
=k(t, ..., t;, y). Ismételve a #;,,, ..., t, elemek adjungalasanak folyamatat, a k(X)
testet eldallitjuk k(z,, ..., z441) alakban, ahol z,, ..., z; algebrailag fliggetlenck k fe-
lett, és az

(l) f(zl’ ---szdszd+l) = 0

polinom irreducibilis & felett és fr, 0. Nyilvanvald, hogy a racionalis fiiggvények
k(Y) teste az (1) egyenlettel megadott zart ¥ halmazon izomorf ugyanazzal a testtel,
Ez azt jelenti, hogy X és Y biracionalisan izomorfak. A tételt bebizonyitottuk.

1. MEGIEGYZES. Az f7, ,#0 feltétel miatt (1)-ben 2441 elem szeparabilis volt
k(zq, ..., zy) test felett. Ezért a k(X)/k(zy, ..., z;) bOvités véges szeparabilis bovités.

2. MEGIEGYZES. A 6. tétel bizonyitisabdl és a primitiv elemrdl szolo tételbol
kovetkezik, hogy zy,...,2z;41 kivalaszthaté a kiinduld Xxy,...,x, koordinatak

z; —2 cijx; (i=1,...,d+1) linearis kombinicidja alakjaban. Az ezekkel a képle-

tekkel megadott (xy, ..., X,)~(2y, ..., Z441) leképezés az A" projekcidja a > ¢;x;=0
i=1

(i=1, ..., d+1) egyenletekkel definialt linearis altérrel parhuzamosan. Ez ramutat
a biracionalis leképezés geometriai értelmére, amelynek létezését a 6. tétel mondja ki.

Feladatok

1. Legyen k egy =2 Kkarakterisztikaju test. Bontsuk fel az x?4)%422=0,
x2—3p?—z241=0 egyenletekkel megadott zart X 4% halmazt irreducibilis kom-
ponensekre.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha X a 2. § 4. feladatban szerepl6 zart halmaz, akkor a
k(X) test elemei egyértelmten elGallithatok U(x)+v(x)y alakban, ahol U(x) és v(x)
tetsz6leges racionilis fiiggvények.

3. Bizonyitsuk be, hogy az 1. § 5., 6., 7. feladataiban emlitett fleképezés biracio-
nélis izomorfizmus.

4. Biracionalis izomorfizmus lesz-e az A4%-ban az x2—)?=1, x2—2z%=1 egyen-
letekkel megadott X zart halmaz projekcidja az (x, y) sikra: a) a z-tengellyel pér-
huzamosan, b) az x=z, y=0 egyenessel parhuzamosan, ¢) az x=y=z egyenessel
parhuzamosan? Hatarozzuk meg a kép lezartjat.

5. Bontsuk fel az 4%-ban az y*=xz, z2=)® egyenletekkel megadott X zart hal-
mazt irreducibilis komponensekre. Bizonyitsuk be, hogy minden irreducibilis kom-
ponense biracionalisan izomorf A-gyel.

6. Biracionalisan izomorf-e A'-gyel a 4. feladatban adott zart halmaz?

7. Bizonyitandd, hogy ha X zart halmaz az A"-ben egyetlen f,_; (7, ..., T,)+
+£,(Ty, ..., T,)=0 egyenlettel van megadva, ahol f,_; és f, megfelelen n—1, ill.
n-edfoki homogén polinomok, és X irreducibilis, akkor az biracionalisan izomorf
az A" 1l-gyel. (Az ilyen zart halmazt monoidnak nevezziik.)
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8. Az x2+y%=1 egyenlettel megadott kér milyen pontjaiban regularis az

racionalis fiiggvény?
9. Az y2=x2+x3 egyenlettel megadott X gérbe milyen pontjaiban regularis a

=£— fiiggvény? Bizonyitando, hogy #¢k[X].

4. §. Kvaziprojektiv sokasagok

1. Projektiv tér zart részhalmazai

Legyen P” egy n-dimenzids projektiv tér, amelynek &€ P" pontjat egy k test
(&p:...: &) elem n+ 1-ese adja meg, ahol nem minden &; egyenld O-val. Két (&,:...: &)
és (no:...:n,) pontot akkor és csakis akkor tekintlink azonosnak, ha létezik olyan
A#0, hogy n;=Af; (i=0, 1, ..., n). Barmely (&,:...:&,) rendszert, amely a & pontot
hatirozza meg, ezen pont homogén koordinatainak fogjuk nevezni.

Azt fogjuk mondani, hogy egy f(S)=k[S,, ..., S,] valamely &€ P" pontban 0,
ha f(&,, ..., £,)=0, barhogyan is valasztjuk ki a ¢ pont &; koordinatait. Nyilvanvalo,
hogy akkor f(1&,, ..., A£,)=0 minden A0, A€k-ra. Felirjuk f-et f=f,+fi+...+/,
alakban, ahol f; az Osszes i-edfoki tag Gsszege f~ben. Akkor

f(}~€0, ey '{én) :f;)(€05 ey 6n)+if‘l(£0, ey én)++irf;(605 EERE] 5;1)

Mivel a k test végtelen, az Gsszes A0, A€k-ra teljesiild f(4¢,, ..., AE,)=0
egyenlGség magéval vonja az fi(&,, ..., £,)=0 egyenlGségeket. Tehat, ha az f poli-
nom 0 valamely & pontban, akkor ugyanabban a pontban 0-val egyenl$ annak minden
homogén osszeadandgja.

DEefINic16. Egy X P" részhalmazt zartnak neveziink, ha az ¢sszes olyan pont-
bol all, amelyekben egyidejiileg 0-val egyenld a k feletti polinomok egy véges halma-
zanak minden polinomja.

Azon f€k[S,, ..., S,] polinomok &sszessége, amelyek 0-val egyenl6k minden
x€X pontban, a k[S] gylirQ idealjat alkotja, amelyet a zart X halmaz idedljanak
neveziink és #,-szel jeloliink. A fent emlitettek alapjan az #5 rendelkezik azzal a
tulajdonsaggal, hogy ha abban benne van egy f polinom, akkor a polinom minden
homogén Gsszeadanddjat is tartalmazza. Az ezzel a tulajdonsiggal rendelkez idea-
lokat homogéneknek nevezziik. Ilyen mdédon a projektiv tér zart részhalmazanak az
idealja homogén. Ebbsl kovetkezik, hogy annak létezik homogén polinomokbdl
allo bazisa. Ebbdl a célbol elegendd venni egy tetszOleges bazist és a bazis Osszes
polinomjainak homogén 6sszeadandoibd! 4116 rendszert tekinteni. Specidlisan, a pro-
jektiv tér barmely zart részhalmaza megadhaté homogén egyenletrendszerrel.

Tehat minden X€ P" zart részhalmaznak megfelel egy £y k[S,, ..., S,] homo-
gén idedl. Megforditva, barmely #Ck[S] homogén ideil meghatiroz egy Xc P"
zart részhalmazt. Espedig, ha F, ..., F, az ¥ homogén bazisa, akkor X-et az
F,=0, ..., F,=0 egyenletrendszer hatarozza meg. Ha ennek az egyenletrendszernek
k-ban nincs 0-t6] kiilonb6z6 megoldasa, akkor X-et természetes lres halmaznak
tekinteni.

Az affin tér részhalmazai esetében f Ck[T] ideal csak akkor hataroz meg lires
halmazt, ha #=(1), ami Hilbert gyokokr0l sz6lé tételének az allitasa. A projektiv
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tér zart részhalmazai esetében ez nem igy van, ugyanis példaul az (S,, ..., S,) ideal
is nyilvan iires halmazt hataroz meg. Jeldlje Is a k[S] gylrii azon idealjat, amely
olyan polinomokbdl all, amelyeknek csak =s fokszimu tagjai vannak. Nyilvin-
vald, hogy az I ideél iires halmazt hatiroz meg, ugyanis abban benne vannak
példaul az S; polinomok is, amelyek egylittesen csak a nulla pontban egyenlék
0-val.

1. LeMMA. Egy # Ck[S] homogén idedl akkor és csakis akkor hatdroz meg iires
halmazt, ha tartalmaz I idedlt valamely s=0 esetén.

Mar lattuk, hogy az I, ideal iires halmazt hatiroz meg. Annil inkabb igaz ez,
az Ot tartalmazo idealra. Hatarozzon meg az £ €k[S] homogén ide4l iires halmazt.
Legyen F, ..., F, az £ idedl homogén bazisa és deg F;=n. Akkor a feltétel szerint

az F,(1, Ty, ..., T,) polinomoknak, ahol Tj=%;, nincs ko6z0s gyodkiik. Valdban,
0

ezek (o, ..., ®,) ko6z0s gyoke az F, ..., F, polinomok (1, a4, ..., a,) kdz6s gyokét
adna. Kovetkezésképp Hilbert tétele szerint létezni kell olyan G,(73, ..., T,) poli-
nomoknak, hogy > F;,(1, Ty, ..., T,) G;(T3, ..., T,)=1. Behelyettesitve ebbe az egyen-

16ségbe T.=—L kifejezést és megszorozva az S alak( kozos nevezbvel, azt kKapjuk,
j To 0

hogy S €.£. Analdg modon tetszbleges i=1, ..., n esetében talalhatd olyan m;=>0
szam, hogy S/ €#. Ha most m=max (m,, ..., m,) és S=(m—1)(n+1)+1, akkor
barmely Sg°- ... S tagban és a,+ ... +a,= S esetén legalabb egy S;-nek tartalmaz-
nia kell a kitev8jében a,=m=m;—t és mivel S™€.#, igy ez a tag is benne van .#-
ban. Ez mar meg is mutatja, hogy I5C.#.

A kovetkezékben egyidejiileg affin és projektiv terek részhalmazait fogjuk te-
kinteni. Ezeket affin és projektiv zart halmazoknak is fogjuk nevezni.

A projektiv zart halmazokra ugyanazt a terminoldgiat fogjuk hasznélni, mint
az affin halmazokra, éspedig ha Y X két zart halmaz, akkor X' — Y-t nyiltnak ne-
vezziik X-ben. Az elobbiekhez hasonldan tetszéleges szamu nyilt halmaz unidja
és véges szamu nyilt halmaz metszete nyilt, valamint véges szimu zart halmaz unidja
és tetszOleges szamil zart halmaz metszete zart. Az olyan &=(&,:...:&,) pontok Aj
halmaza, amelyekre £,><0, nyilvanvaldan nyilt. Pontjait kélesondsen egyértelmiien
meg lehet feleltetni az n-dimenzids affin tér pontjainak, ha oc,-=—§i (i=1,...,n) és

0
a £€ A} pontnak megfeleltetjitk az (ay, ..., «,) € A® pontot. Ezért az A} halmazt affin
nyilt részhalmaznak fogjuk nevezni. Analég mddon az A% (i=0, ..., n) halmaz azon
pontokbdl all, amelyekre &;>0. Nyilvanvalo, hogy P"= U A7

Barmely X P" projektiv zart halmaz esetén az U;=X(1 A} halmazok nyiltak
X-ben. Mint az A} tér részhalmazai azonban ezek zartak. Valéban, ha X az F,=...
...=F,=0 homogén egyenletrendszerrel van megadva és deg F;=n;, akkor pél-
daul U, az

SoMF, =F,(1, T, ...T,)=0 (j=1,..,m

Sy .
Ti—?o (l— 1, ...,n)

egyenletrendszerrel van megadva.
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Az Ui-ket az X halmaz affin nyilt részhalmazainak fogjuk nevezni. Nyilvan-
valé, hogy X=UU,;. Az UcC A} zart részhalmaz meghataroz egy zart projektiv U
halmazt, amely az U-t tartalmazo Osszes zart projektiv halmazok metszete, és ame-
lyet U lezartjanak neveziink. Konnyen ellendrizhetd, hogy az U halmaz homogén
egyenletei az el6bb leirt folyamat megforditasaval nyerhetdk: ha F(Ty, ..., T,) az ¥
ideal tetszbleges polinomja és deg F=k, akkor az U egyenletei Sk F (%, . %] =0

0 [}
alaktuak. Innen kovetkezik, hogy
) U=UnA4:.

Eddig két olyan objektumot vizsgaltunk, amelyek szamot tarthattak arra, hogy
azokat algebrai sokasagoknak nevezziikk — az affin és projektiv zart halmazokat.
Természetes megkiséreini egy olyan egységes fogalom bevezetését, amelynek specia-
lis esete lenne az elGbbi két sokasag tipus. A legteljesebben ezt késébb tessziik meg,
a séma fogalmaval kapcsolatosan. Most egy specidlisabb fogalmat vezetiink be, amely
magéban foglalja a projektiv és affin zart halmazokat.

DEerinic16.  Kvaziprojektiv sokasagnak nevezziik a zart projektiv halmaz nyilt
részhalmazat.

Nyilvanvald, hogy a zart projektiv halmaz kvaziprojektiv. Affin zart halmazokra
ez kovetkezik (1)-bdl.

Kvaziprojektiv sokasag zart részhalmazanak nevezziik annak metszetét a pro-
jektiv tér zart halmazaval. Analég médon definidljuk a nyiit halmazt és a pont kor-
nyezetét is. Az irreducibilis sokasig fogalma és a sokasagnak irreducibilis sokasa-
gokra valé felbontasardl szolo tétel szé szerint athozhatd az affin zart halmazok
esetébdl.

Kvaziprojektiv X P" sokasag Y részsokasaganak fogunk most nevezni minden
olyan YcC X részhalmazt, amely maga is kvaziprojektiv sokasig P"-ben. Ez nyil-
vanvaldéan ekvivalens azzal, hogy Y=Z—Z,, ahol Z>Z,, Z és Z, zart Y-ban.

2. Reguldris fliggvények

Attérve a kvaziprojektiv sokasagokon értelmezett fiiggvények vizsgalatara, a P"
projektiv térrel kezdjiik. Itt egy fontos kiilonbozdséggel taldlkozunk a homogén val-
tozds és inhomogén valtozos fiiggvények kozott. Az

P(S,, ..., S,)
Q(So, -5 Su)
homogén koordinataktdl fliggd racionalis fliggvény ugyanis nem tekinthet az x¢€ P*

pont fliggvényeként még a Q(x)>=0 esetében sem, mert az f(«,, ..., o,) fliggvény
értéke valtozik az Osszes homogén koordinatinak ko6zos tényezdvel valé szorza-

(1) f(SO,'--:Sn) =

taval. Viszont a nullafokit homogén fiiggvények, azaz olyan fz—g— fiiggvények,
hogy P és Q azonos fokszamu homogének, mar tekinthet6k a pont fliggvényének.

Ha X-kvaziprojektiv sokasag, X< P", x€X az f=—1Ql nulla fokti homogén fligg-
vény és Q(x)#0, akkor f az x pont valamely kdrnyezetében egy fiiggvényt hataroz
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meg k-beli értékekkel. Az ilyen fiiggvényt regularisnak nevezziik az x pont kérnye-
zetében, vagy egyszeriien az x pontban. Az X-en megadott, az 6sszes x€ X pontban
regularis fiiggvényt regularisnak nevezziik az X-en. Az X-en regularis fiiggvények
halmaza gyiiriit alkot, amelyet k[X]-szel jel6link.

Az affin zart halmazoktdl eltér6 mddon a k[X] gyiir{i allhat csupan konstan-
sokbol is. Az 5. §-ban be fogjuk bizonyitani, hogy igy 4ll a helyzet mindig, ha X zart
projektiv halmaz. Ezt kénny{i k6ézvetleniil ellen6rizni, ha X=P". Valdban, ha f _ P
ahol P és Q azonos fokszamu formak, akkor feltételezhetjiik, hogy P és Q relativ
primek. Akkor azokban az x pontokban, amelyekben 0(x)=0, az f fiiggvény irregu-
laris. Masrészt a k[X] gy(ir{irdl kidertilhet az is, hogy varatlanul nagy. Espedlg, ha
X affin zart halmaz, akkor k[X] mint gyfirii végesen generalt k felett. Riesz és Na-
GATA konstruédltak példat olyan kvaziprojektiv sokasidgokra, amelyekre ez nem
igy van.

Attériink a leképezésekre. Az X kvaziprojektiv sokasag tetszéleges leképezése
az A" affin térbe megadhatd n fliggvénnyel, amelyek az X-en vannak értelmezve és
értékkészletiik k-beli. Ha ezek a fliggvények X-en regularisak, akkor a leképezést
regularisnak nevezziik.

DeriNic1O. Legyen f: X—Y kvaziprojektiv sokasagok leképezése és Y P™.
Ezt a leképezést regularisnak nevezziik, ha az f(x) pontot tartalmazd AP nyilt affin
halmaz barmely x< X pontjahoz Iétezik olyan U>x kornyezet, hogy f(U)C AT és az
[ U~ AP leképezés regularis.

Ellendrizziik, hogy a regularitds tulajdonsaga nem fligg attdl, hogy az f(x)
pontot tartalmazé AP nyilt affin balmazok koziil melyiket valasztjuk. Ha f(x)=
=1y -+ » V) EAT benne van A'!‘-ben is, akkor y;=0 és ennek a pontnak a koor-

l

dinatai A%}-ben (ylﬁ,..., ym—] alaktak. Ezért, ha az f: U~ A" leképezés az
j Vi
Ji
£’
fiiggvények adjak meg. Feltétel szerint f;(x)>0 és az U pontjainak azon
fi fi
5T

fis .o o fu fiiggvényekkel van megadva, akkor az f: U—~ AT leképezést az f) -

fi
"f’”f,

U’ halmaza, amelyekben f;50, nyilt. Az U’-naz f; =

.» Jm = fuggvények regu-

larisak, tehat az f: U~ A7 leképezés reguldris.

Amint az affin zart halmazoknal is, az f: X~ Y regularis leképezés meghatiarozza
az f*: k[Y]—-k[X] leképezést.

Nézziik most meg, milyen képletekkel adhaté meg a regularis leképezés homo-
gén koordinatakban. Legyen példaul f(x)€ Ay és az f: U~ A leképezést adjak meg
az fi, ..., f, regularis fliggvények. Definicid szerint fi=—g-, ahol P;, Q; az x pont

homogén koordinataitdl fliggd azonos fokszamu formak, és Q(x)=0. K5zos neve-

. F,
z6re hozva ezeket a torteket, azt kapjuk, hogy f———T‘, ahol az &sszes Fy, ..., F,

0
azonos fokszamu formak és Fy(x)=0. Mas széval f(x)=(F,(x):...: F,,(x)), mint a
P™ pontja. Ezen helyettesitésnél emlékezniink kell arra, hogy a regularis fiiggvény-
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nek két forma hanyadosaként valo elballitasa nem egyértelml. Ezért két

¥)) J(x) = (Fo(®): ... . Fo(%), g(x) = (Go(%): ...:G ()

képlet megadhatja ugyanazt a leképezést. Ez akkor és csakis akkor torténik meg,
ha X-en

Eljutottunk a regularis leképezés definicidjanak masodik alakjahoz.
Egy kvaziprojektiv sokasig f: X— P™ regularis leképezése megadhatd az x¢P™
pont homogén koordinataitdl fliggd azonos fokszamu formak

4 (Fy:...:F,)

rendszerével. A (2) leképezéseket egyformaknak nevezziik, ha teljesiilnek a (3) fel-
tételek. Sziikségeltetik, hogy tetszbleges x€X ponthoz létezzen az f leképezésnek
olyan (4) alaku felirisa, hogy legalabb egy i-re F;(x)#0 teljesiiljon. Akkor az
(Fo(®):...: F,(x)) pontot f(x)-szel jelsljiik.
Hogy a regularis leképezés Osszes (4) alaku felirasat fontos megvizsgalni, jol
illusztralja egy masodfokl gorbének az egyenesre valé projektalasanak a példaja.
Ha a gorbe az x2+x3=1 kor, a projektalas kdzéppontja pedig az (1, 0) pont,

. . . u u
képlet adja meg. Vezessiik be az x,=—=, x,=—.
x;—1 Uy Uy

Xg

akkor a leképezést a 1=

t=% projektiv koordinatakat. Akkor a leképezést f(uy:uy:us) =(us:u; —uy) alak-
0

ban irhatjuk fel. Az (1:1:0) pontban mindkét u, és u; —u, forma 0. Viszont a ko-
ron ui=(u—u,) (tg+u,) és ezért ugyanazt a leképezést az fuy: uy:uz)=(uy +ug: —us)
képlettel adhatjuk meg. Az u, +u, és —u, formak az (1:1:0) pontban nem egyenlék
0-val, ami az fleképezés regularitisat bizonyitja.

Miutan a kvaziprojektiv sokasagok regularis leképezését definialtuk, természetes
mdédon definialhatjuk az izomorfizmust, mint olyan regularis leképezést, amelyhez
létezik inverz regularis leképezés.

Azt a kvaziprojektiv X’ sokasagot, amely izomorf az affin tér zart részhalmazaval,
affin sokasagnak fogjuk nevezni. Ek6zben kideriilhet, hogy X< 4", de abban nem
zart. Példaul a kvaziprojektiv, de 4'-ben nem zart halmaz izomorf egy az 4%-ben
nem z4rt hiperbolaval (a 2. § 3. pont 3. példa). Ilyen médon az affin zart halmaz fo-
galma nem invaridns az izomorfizmussal szemben, ugyanakkor az affin sokasag
fogalma definicio szerint invarians.

Analdg moddon a zart projektiv halmazzal izomorf kvaziprojektiv sokasagot
projektiv sokasagnak nevezziik. Az 5.§-ban be fogjuk bizonyitani, hogy ha X< P"
projektiv, akkor az zart P"-ben, ugy hogy a zart projektiv halmaz és a projektiv
sokasag fogalma egybeesik és invarians az izomorfizmussal szemben.

Léteznek olyan kvaziprojektiv sokasigok, amelyek sem nem affinok, sem pro-
jektivok (1. az 5. feladatot és az 5. §-ban a 4., 5. és 6. feladatokat).

A kovetkezGkben fogunk talalkozni az X sokasag olyan tulajdonsagaival, ame-
lyeket elegendd ellenérizni egy tetszbleges x€X pont valamely U kodrnyezetében.

Mas szdval, ha X=UU,, ahol U, tetsz6leges nyilt halmazok, akkor ezt a tulaj-
donsagot elegend§ ellenérizni az U,-k mindegyikére. Ezeket a tulajdonsagokat loka-
lisaknak fogjuk nevezni.
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Felhozunk egy példat erre a tulajdonsagra.

2. LEMMA. Egy YC X részhalmaz zdrt voltdnak tulajdonsdga az X kvdziprojektiv
sokasdgban lokdlis tulajdonsag.

Ez az allitas azt jelenti, hogy ha X=UU,, U, nyilt és YN U, zart minden U,-
ban, akkor Y zart. A nyilt halmazok definicidja szerint U,=X—Z, ahol Z, zart, a
zart halmazok definicidja szerint viszont U, Y=U,UT, ahol a T,-k zartak. Nyil-
vanvald, hogy az X= U U, egyenldségbdl Y=N(Z,UT,) kovetkezik. Ezért Y zart.

A lokalis tulajdonsagok vizsgalatinal elgendd affin sokasagok vizsgalatara szo-
ritkoznunk.

3. LEMMA. Bdrmely x€X pontnak van olyan kérnyezete, amely izomorf egy
affin sokasdggal.

A feltétel szerint X< P". Ha x€ A% (azaz az x pont u, koordinalja nem 0), akkor
x€EXNAG és a kvaziprojektiv sokasag deﬁmcloja szerint X Al=Y—Y;, ahol Y
és Y,C Y az A" zart halmazai. Mivel x€Y, igy létezik olyan Af-beli koordinataktdl
fliggd F pohnom hogy F=0 az Y;-en, F(x)=0. Jeloljiik YF-fel az Y sokasag azon
pontjainak halmazat, amelyekben F=0. Nyilvinvald, hogy Uf=Y— Y az x pont
kornyezete. Megmutatjuk, hogy ez a kornyezet izomorf egy affin sokasiggal. Le-
gyenek F;=0, ..., F,,=0 az Y egyenletei Ay-ben. Megadjuk a Z sokasdgot A"+*-

ben az
®) F, (T3, ...,T,,)=...=F,,,(T1,...,T")=0}
Fl(Tl’ ciesy T")'Tn+1 = 1

egyenletekkel. A ¢: (xy, ..., X,31)—~ (X1, ..., x,) leképezés nyilvan regularis leképezé-
sét hatarozza meg Z-nek UF-ba, a ¥:(xy, ..., x,)~> (xl, oo Xy F(xg, o0y (6,7
pedig regularis leképezése UF-nek Z-be, megpedlg a ¢ inverze. Ez bizonyitja a
lemmat.

Ha Y=A!, F=T akkor a Z egy hiperbola és az altalunk konstrualt izomorfiz-
mus egybeesik azzal a leképezéssel, amelyet a 2. § 3. pontjanak 3. feladatdban vizs-
galtunk.

DerFINic10. Az Uf=X—X, nyilt halmazt, amely az X affin sokasag Osszes
olyan pontjabdl all, amelyekre f(x)20 (f€k[X]), f6 nyilt halmaznak nevezzik.
Ezeknek a halmazoknak a jelentésége abban all, hogy azok — amint lattuk —
affin halmazok és szamukra konnyu megmutatni k[U,] gyfliriijiiket. Mégpedig,
konstrukcié szerint /70 az U,-en, ugy hogy f~1€k[U/], az (5) egyenletek pedig meg-

mutatjak, hogy k[U/]=k[X] [}]

A 2. és 3. lemmak példdul megmutatjak, hogy izomorfizmus hatasara zart
részhalmazok zértakba mennek at. S6t megmutatjuk, hogy tetsz8leges f: X—7Y re-
gularis leképezés esetén barmely ZC Y zart halmaz f~*(Z) inverz képe zart X-ben.

A regularis leképezés definicidja szerint barmely x€X pont és f(x)€Y pont
rendelkezik olyan U3x és V3f(x) kornyezettel, hogy f(U)C Vc A™ és az f;: U~V
leképezés regularis. A 3. lemma értelmében U-t tekinthetjiik affin sokasagnak. A 2.
lemma szerint elegendd ellen8rizniink, hogy f~Y(Z)YNU=fY(ZNV) zart U-ban.
Mivel ZNV zart V-ben, igy az a g;=...=g,, =0 egyenletekkel van megadva, ahol
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g;-k regularis fiiggvények V-n. Akkor viszont /Y (ZNV) az fi*(g)=...=fi*(g.)=0
egyenletekkel van meghatarozva, tehat szintén zart.

A bizonyitottakbdl kovetkezik, hogy nyilt halmaz &6sképe is nyilt. Kénnyen
ellendrizhetS, hogy a regularis leképezés olyan f: X— Y leképezésként definidlhato,
ahol tetszOleges nyilt halmaz &sképe nyilt (folytonossag), és barmely x€X pont
¢s tetszbleges — az f(x)€ Y pont kornyezetében regularis — ¢ fliggvény esetén o *(f)
figgvény regularis az x pont kdrnyezetében.

3. Raciondlis fiiggvények

Racionalis fiiggvényeknek kvaziprojektiv sokasagokon vald értelmezése koz-
ben Osszelitk6zésbe keriiliink azzal a koriilménnyel, hogy az altalanos eset 1ényege-
sen kilénbozik az affin sokasagok esetétdl. Az X affin sokasag esetén ugyanis a racio-
nalis fliggvényeket X-en Ugy definidltuk, mint az egész X-en regularis fiiggvények
hanyadosait. Az altalanos esetben viszont — amint lattuk — el8fordulhat, hogy a
sokasagon nincsenek mindeniitt regularis fliggvények a konstansokon kiviil, akkor
viszont konstanstdl kiilonbdz6 racionalis fiiggvények sincsenek. Ezért a kvézipro-
jektiv X< P" sokasagon ugy értelmezziik a raciondlis fiiggvényeket, mint a P"-en
homogén fliggvényekkel meghatarozott fliggvényeket X-en. Pontosabban megfogal-
mazva, tekintsiik az irreducibilis kvaziprojektiv X< P" sokasagot és jeloljiik (analog
modon a 3.§ 2. pontjaval) Ox-szel az S, ..., S, homogén koordinataktd! fiiggd

f :g alaka racionalis fiiggvények halmazat, ahol P és Q azonos fokszam( formak

és Q¢ #,. Ugyanugy, mint az affin sokasidgok esetében, az X irreducibilitisibol ko-
vetkezik, hogy Oy gylird. Jelolje My azon f€Oy fiiggvények halmazat, amelyekre
Pc#, . Nyilvanvalo, hogy az Ox/My gyiirii test. Ezt a testet az X sokasag racionilis
fiiggvényei testének nevezziik és k (X)-szel jeloljiikk. Mivel a forma az X irreducibilis
kvaziprojektiv sokasagon ugyanakkor 0, amikor annak valamely U nyilt részhalma-
zan is az, ezért k(X)=k(U). Specialisan k(X)=k(X), ahol X az X lezartja a projek-
tiv térben. Ezért a racionalis fliggvények testénck vizsgalata esetén megelégedhetiink a
kivanalomnak megfelelGen affin vagy projektiv sokasagokkal.

Koénnyi ellen6rizni, hogy ha X affin sokasag, akkor a fent adott definicié meg-

P
egyezik azzal, amelyet a 3. §-ban bevezettiink. Valdban, elosztva a nullafokt f=—,
deg P=deg Q=m homogén fiiggvény szamlalGjat és nevezGjét S§-mel, felirjuk azt

a T, ,-=-§i— (i=1, ..., u) valtozok racionalis fiiggvényeinek alakjiban. llyen mddon
1]
izomorfizmus létestl az S,, ..., S, valtozéktol fiiggd nullafokd homogén racionalis

fliggvények teste és a k(Ty, ..., T,) test kozott. Nyilvanvalo ellendrzéssel belathatd,
hogy ezek mellett a 3. § 2. pontjaban Oy és My-szel jelolt k (T, ..., T,)-beli gyiiri
és test egybeesik azokkal az objektumokkal, amelyeket ebben a pontban azonos
betiikkel jeloltiink.

Egy f€k(X) fliggvényt regularisnak neveziink az x€ X pontban, ha eldallithaté
f =£— alakban, ahol F és G azonos fokszamuak és homogének, valamint G (x)0.

G
Akkor f(x)= g((’g

-et az f értékének nevezziik az x pontban. Ugyanugy, mint az
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affin sokasagok esetén, azon pontok halmaza, amelyekben az adott f racionalis
fliggvény regularis, egy nem iires nyilt U részhalmazat képezi az X sokasagnak.
Ezt az U halmazt az f figgvény értelmezési tartomanyanak nevezziik. Nyilvanvalg,
hogy a racionalis fiiggvények értelmezheték az Uc X nyilt halmazokon regularis
figgvényekként is.

Az f: X— P" racionalis leképezés (a regularis leképezéseknek a 2. pontban adott
amelyek az X-et tartalmazé P projektiv tér n+1 homogén koordinatdjatdl fiigge-
nek. Két (Fy:...: F,) és (G,:...:G,,) leképezést egyenldnek nevezink, ha F,G;=F;G;
az X-en. Elosztva mindegyik F; format valamelyikkel koziiliik, amely 0-t61 kiilon-
bdz6, megadhatjuk a racionalis leképezést n+1 racionalis fliggvénnyel az X-en,
a leképezések egyenldségének hasonlo fogalma mellett. Ha az f racionalis leképezést
meg lehet adni olyan (f:...:f,,) fiiggvényekkel, ahol az &sszes f; regularis az x€ X
pontban és nem mindegyikiik 0 ebben a pontban, akkor a leképezés regularis az x
pontban. Ekkor a leképezés az x pont valamely kérnyezetének regularis leképezése
lesz P"-be. Helyettesitve az &sszes f;-t azonos fokszAmu formak héanyadosaival,
azt latjuk, hogy a regularis leképezés megadhaté olyan (Fj:...: F,,) formakkal, ame-
lyek egyszerre nem egyenldk O-val az x, pontban.

Azon pontok halmaza, amelyekben a racionilis leképezés regularis, nyilt hal-
maz. Ezért a racionalis leképezés definidlhaté még mint valamely UC X nyilt halmaz
leképezése. Ha Y P™ egy kvaziprojektiv sokasag és f: X— P™ raciondlis leképezés,
akkor azt mondjuk, hogy f leképezi X-et Y-ba, ha létezik olyan U X nyilt halmaz,
amelyben f regularis és f(U)C Y. Az 6sszes ilyen nyilt halmaz U unidjat az f regu-
laritasi tartomanyanak nevezziik, az f(U)-t pedig az X képének Y-ban.

Ugyanugy, mint az affin sokasagok esetében, ha az f: X— Y raciondlis leképe-
zés képe slirli Y-ban, akkor f meghataroz egy f*: k(Y)—~k(X) beagyazast a testek-
nél. Ha az f: X—Y racionalis leképezésnek létezik inverz racionalis leképezése,
akkor f-et biraciondlis izomorfizmusnak, az X és Y-t pedig biraciondlisan izo-
morfaknak nevezziik. Ebben az esetben az f*: k(Y)—k(X) beagyazas izomorfizmus.

Most mar vildgosabba teheté a kapcsolat az izomorfizmus és biracionalis izo-
morfizmus ko6z6tt.

Allitds: Az irreducibilis X és Y sokasdgok biraciondlisan izomorfak akkor és
csakis akkor, ha azok tartalmaznak egymdssal izomorf UCX és VT Y nyilt hal-
mazokat. b

Valdban, legyen f: X— Y biraciondlis izomorfizmus és g: Y- X, g=f"1 racio-
nalis leképezés, U,C X és V,C Y az f és g regularitasi tartomanyai. Mivel feltétel
szerint f(Uy) siiri X-ben, igy f~*(Vy) N U, nem iires, tehat — amint azt a 2. pont-
ban bebizonyitottuk — nyilt. Legyen U=f~1(V)NU,, V=g~ (U;)NV,. Egyszerii
ellendrzéssel megmutathatjuk, hogy f(U)=V, g(V)=U, fg=1, gf=1, azaz U és V
izomorfak.
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4. Példik reguldris leképezésekre

1°. Projektdlds. Legyen E a P" projektiv tér d-dimenzids altere, amely legyen
megadva az Ly=L,=...=L,_,=0 linearisan fiiggetlen n—d darabbdl allé linearis
egyenletrendszerrel, ahol L; linearis forma. Projektdlasnak nevezziik a n(x)=
=(Ly(x):...:L,_4(x)) racionalis leképezését. Ez a leképezés regularis a P"—E-n,
mivel a halmazpontjain az L; (i=1, ...,n—d) formak egyidejiileg nem egyenlék
0-val. Ezért # meghatarozza an: X—~P"~¢~! regularis leképezést, aho! X-tetszdleges
olyan zart részhalmaza P"-nek, amely nem metszi E-t. A projektalas geometriai
értelme a kovetkezd. A P"~4-! modelljeként vegyiink egy tetsz8leges n—d—1 di-
menzids Hc P" olyan részteret, amely nem metszi E-t. TetszSleges x€ P"— E ponton
és E-n keresztiil egyetlen n—d+1 dimenziés E, linearis altér hizhaté. Ez az altér
H-t egyetlen pontban metszi, amely éppen a n(x). Ha X metszi E-t, de nincs benne,
akkor a projektalas racionalis leképezés. A d=0 esettel, vagyis a pontbdl valé projek-
talas esetével nemegyszer talalkoztunk.

2°, Veronese leképezés. Tekintsiik az S,, ..., S, valtozok Gsszes m-ed foki ho-
mogén F polinomjainak a halmazat. Ezek linearis teret alkotnak, amelynek a di-

menzidja — amint az kénnyen kiszamithatd — ( m ]-mel egyenld. Minket a P"-

ben az F=0 egyenlettel megadott sokasagok fognak érdekelni. Ezeket a sokasagokat
projektiv hiperfeliileteknek nevezziik. Mivel az ardnyos polinomok egy hiperfeliiletet
hataroznak meg, a hiperfeliletek a P¥»m= projektiv tér pontjainak felelnek meg,

amely tér dimenzidja vn,,":(n -;m) —1. Jeldlje vy, ..,; a P¥»m tér homogén koordi-

natait, ahol i, ..., i, tetszleges olyan nem negativ szamok, hogy teljesiil iy+...+1i,.
Tekintsiik a

) v,-,,...in=u(i,°-...-uf,", Iyt ...+i, =m

képletekkel definialt v, leképezését a P* térnek P .m térbe. A leképezés nyilvan
regularis, mivel az (1) jobb oldalain levé egytagok ko6zo6tt az uf" is szerepelnek, ame-
lyek csak akkor egyenl6k 0-val, ha minden u;=0. A v,, leképezést Veronese-leképezés-
nek, a v, (P")-t Veronese-sokasagnak nevezziik. Az (1) képletekbdl kovetkezik, hogy
a v, (P"-en teljesiilnek a

2 Uigiin * Yigvjn = Vkounkn " Vi .1,

Osszefiiggések, ha iy+j,=ko+ 1y, -.., i, +j,=k,+1,. Megforditva, a (2) Osszefiiggésbol
konnyti levezetni, hogy legalabb egy v, ,._, alakll koordinata kiilénbozik O-tol, és
azt, hogy példaul v,,, o4 0 nyilt halmazban az

Uy = Upo...0> Y1 = U;m—1,1,0...05 -+<> Yy = Um_1,0,...,1

leképezés inverze lesz v,-nek. Ezért v, (P")-t a (2) egyenletek meghatarozzak €s v,
izomorf beagyazasa P"-nek P m-be.

A Veronese-leképezés jelentSsége abban 4ll, hogy ha F= Da; . ;. U ... ur az
x€ P" pont homogén koordinataitdl fiiggé m-foka forma és H az F=0 egyenlettel
megadott hiperfeliilet P”-ben, akkor v, (H) metszete lesz a v,,(P")-nek és a P¥nm-
bena Ya;  ; v; . ;=0 egyenlettel megadott hipersiknak. Ezért a Veronese-leképezés
lehetévé teszi a hiperfeliiletekkel kapcsolatos némely kérdések vizsgalatit vissza-
vezetni a hipersikok esetére.
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Feladatok

1. Bizonyitandd, hogy az U affin sokasag ugyanakkor irreducibilis, ha annak U
lezartja is az a projektiv térben.

2. Az A}-ben levd tetszbleges U affin sokasaghoz hozzarendeljik annak U le-
zartjat a P" projektiv térben. Bizonyitandd, hogy ilyen mddon kélcsénésen egy-
értelmii megfeleltetést kapunk az Aj-beli affin sokasagok és a P"-beli olyan pro-
jektiv sokasagok kozott, amelyeknek nincs komponensiik az S,=0 hipersikban.

3. Bizonyitsuk az x;x;=x2, x,X,=x2, XoX3=x; X, egyenletekkel megadott P3-
beli részsokasag irreducibilitasat (a gérbét térbeli kubikos gérbének nevezziik).

4. A 3. feladat két egyenletével megadott sokasidgot bontsuk fel irreducibilis
komponensekre.

5. Bizonyitsuk be, hogy az X=42—x sokasag, ahol x=(0, 0), nem izomorf
affin sokasaggal. (Utmutatds: Szamitsuk ki k[X]-et és hasznéljuk fel azt, hogy
affin sokasag esetén barmely S C k[X] valddi ideal nem iires részsokasigot hatiroz
meg.)

6. Bizonyitandd, hogy barmely kvaziprojektiv sokasag nyilt sajat lezartjaban a
projektiv térben.

7. Bizonyitandd, hogy barmely ¢: P’— P" racionalis leképezés regularis.

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely ¢: P’—~ A" regularis leképezés P!-et egy pontba
képezi le.
rendii irreducibilis feliilet és a P? sik f biracionalis izomorfizmusat. (Sztereografikus
projekcio.) Az f leképezés milyen pontokban nem regularis? Mely pontokban nem
regularis f—1?

10. Keressiink a 9. feladatban olyan UC X és V' P2 nyilt halmazokat, amelyek
izomorfak.

11. Bizonyitando, hogy az y,=2x;Xxs, V1 =2XgXs, Ya=XoX; leképezés biracionalis
izomorfizmusa a P? siknak 6nmagaval. Ez az f leképezés mely pontokban és az f~?
mely pontokban nem regularis? Mely nyilt halmazok izomorfizmusat hatirozza
meg f?

12. Bizonyitando, hogy a v, (P") sokasag nincs benne a P»m tér egyetlen
linearis alterében sem.

13. Bizonyitando, hogy a 3. feladatban szereplS sokasig egybeesik a vy (P)-gyel.

14. Bizonyitandd, hogy a P?— X sokasag, ahol X egy méasodrendili gérbe P2-
ben, affin sokasag. Utasitas: Hasznaljuk fel a v, Veronese-leképezést.

5. §. Szorzatok és kvaziprojektiv sokasagok leképezései

1. Szorzatok

Affin sokasagok szorzatanak definicidja (2. § 1. pont 5. példa) olyan természe-
tes volt, hogy az semmi magyarazatot nem kivant. Tetsz6leges kvaziprojektiv soka-
sag esetében a dolog valamelyest komplikaltabb. Ezért el6szor tekintsiik az affin
terek kvaziprojektiv részsokasagait. Ha X 4", YC A™ ilyen sokasagok, akkor az
XX Y={(x, y); x€X, y€ Y} halmaz kvaziprojektiv részsokasag az A"XAm=A4"*+™-
ben. Valéban, ha X=X,—X,, Y=Y,—Y,, ahol X;, X, és Y;, Y, zart részsokasagai
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az A" és A™ térnek, akkor az XX Y=X XY, —(X;XY,UY; XY, elballitas meg-
mutatja, hogy XX Y kvaziprojektiv. Ezt a kvaziprojektiv sokasagot az X és Y direkt
szorzatanak fogjuk nevezni. Itt meg kell gy6z8dniink arrdl, hogy ha X és Y-t helyette-
sitjiikk veliik izomorf sokasagokkal, akkor az XX Y is izomorf sokasagra cserélddik
fel. Ez konnyen ellendrizhet3. Legyenek @:X—~X"'C AP ésy: Y~ Y’ c A? izomorfiz-
musok. Akkor (¢Xy): XX Y—->X’'XY’, ahol (¢X¥)(x,y)=(¢(x), ¢(3)), regularis
leképezés és (¢~%, Y1) annak inverze.

Térjunk most vissza a kvaziprojektiv sokasdgokhoz és tisztazzuk, mit is aka-
runk a szorzat fogalmatol. Legyen XC P" és YC P™ két kvaziprojektiv sokasag.
Jelolje XX Y az (x, ), x€X, yeY parok halmazat. Mi ezt a halmazt kvaziprojektiv
sokasagként akarjuk vizsgalni, aminek érdekében meg kell adnunk a halmaz olyan ¢
beagyazasat egy PN projektiv térbe, hogy ¢ (XX Y) kvaziprojektiv részsokasag le-
gyen PY-ben. Kozben természetes megkdvetelni, hogy a kapott definicié lokalis
legyen, azaz hogy barmely xc€X ¢és y€Y pontoknak létezzenek olyan affin
XoU>sx és YD VOy kornyezetei, hogy o(UXV) nyilt legyen ¢@(XXY)-ban
és @ izomorfizmust hatirozzon meg az U és V affin sokasagok direkt szorzata (annak
definicidja mar ismert) és a @ (UX V)C (XX Y) sokasag k6zott. Konnyen lathato,
hogy a lokalitas tulajdonsagival a beagyazis lényegében egyértelmiien meg van
hatirozva, pontosabban, ha : XX Y- PM egy misik ugyanolyan beagyazis, akkor
a Y ~1¢ izomorfizmust hataroz meg @ (XX Y) és Yy (XX Y) kozott. Valdban, ennek
érdekében elég bebizonyitani, hogy barmely x€X ¢és y¢€Y-hoz léteznek olyan
P(XXY)DWde(x, y) és Y (XX Y)D WydY (x, y) kdrnyezetek, hogy Y ~1¢ izomor-
fizmust hataroz meg W, és W, koz6tt. Ebbdl a célbdl tekintsiikk az XD Udx és
YD V>y affin kornyezeteket, amelyek létezése a lokalis tulajdonsaggal garantalt.
Kozben feltételezhetjiik, hogy UXV izomorf @(UXV)-vel és Yy (UXV)-vel is, és
elegend6 attérni a kisebb affin koérnyezetekre. Akkor @ (UX V)=W, &y (UXV)=W,
a nekiink sziikséges affin kornyezetek, ugyanis — a feltételezésnek megfeleléen —
mindkettd izomorf az U és V affin sokasagok UXV direkt szorzataval.

Attériink a sziikséges tulajdonsagokkal rendelkezé ¢ beagyazas konstrualasara.
Koézben régton szoritkozhatunk arra az esetre, amikor X=P", Y=P™, ugyanis ha
a @ (P*X P™)— PN bedgyazast mar megkonstrualtuk, akkor — amint egyszerii ellendr-
zéssel belathatjuk — annak sziikitése az XX Y< P"X P™-re mar rendelkezik a szlik-
séges tulajdonsiagokkal.

A @ beagyazas konstrualasa érdekében tekintsiik a P +Dm+D -1 teret amely-
ben az w;; homogén koordinatak két i és j indexszel vannak ellatva (i=0, ..., n;
j=0, ..., m). Ha

x = (ug:...:u)EP", ¥ = (Vo:...:0,,)€EP™,
akkor legyen

€)) e(xXy) = (w;j), ;;=wuv; (E=0,..,n;,j=0,..,m).

Nyilvanvald, hogy az x (vagy y) pont homogén koordinatainak egy k6z6s szorzoval
valé szorzdsa nem valtoztatja meg a ¢(x, Y)e Pr+Dm+D-1 nontot. Hogy meg-
mutassuk, hogy a ¢ (P"X P™) zart halmaz P+Dm+D-1_hen felirjuk az egyenleteit:

(2) a)ij'w“:wkj'(l)” (l,k=0, ...,n;j,l=0, ...,m).

Behelyettesitéssel megmutathatjuk, hogy az (1)-ben definidlt w;;-k kielégitik (2)-t.
Forditva, ha az w;;€k kielégitik a (2) egyenleteket, és pl. wy,#0, akkor, feltételezve
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(2)-ben k=1=0-t,azt kapjuk, hogy w;/= ¢ (x, y),ahol x=(wqp: ... : Wpg), y=(Wep:. .. : Bgy)-
Ez egyuttal azt is megmutatja, hogy a ¢ (x, y) egyértelmiien meghatarozza x és y-t,
azaz ¢ beagyazasa P"X P™-nek P"+Dm+D-1he Tekintsiik az A%(uy+#0) és AT (v,720)
nyilt halmazokat a P" és P™-ben. Nyilvanvald, hogy

QAFX AT) = Woo = ATV DN o (p" X p™),

ahol
AGHIOHD = (oo, = 0},
Ha
. CO,'j U; Uj
;) = X es Z.:. = X; = — PR
( l]) (p( ’y) ij Woo » o ] i To

inhomogén koordinitak, akkor, amint azt épp az elébb lattuk,
Zip = x,-, ZOj = yJ’ Zij = x,yj = ziOZOj’ ha l> 0, j > 0.

Innen kovetkezik, hogy W, izomorf az (xy, ..., x,, Y1, .., Vs) koordinataju 4"*™
affin térrel és ¢ meghatarozza az AFX A7~ W= (43X AF) izomorfizmust. Ez bi-
zonyitja konstrukcidnk lokalis tulajdonsagat.

1. MEGIEGYZES. A (w;;) pontok interpretalhatdk (n+1, m+ 1) tipusii matrixok-

kal, a (2) egyenletek ‘Z"f (‘;’" = 0 alakban irhatdk fel és azt jelentik, hogy a (w;;)
kj ki

matrix rangja 1, az (1) egyenletek azt mutatjdk meg, hogy egy ilyen matrix egy

(1, n+1) tipust sor és egy (m+1, 1) tipusi oszlop szorzata.

2. MEGIEGYZES. A legegyszeriibb, az n=m=1, esetnek egyszerli geometriai ér-
telme van. Egyetlen (2) egyenletiink van, az w;; g =g W19, igy @ (P*X PY) egybe-
esik egy masodfokll nem elfajuld Q feliilettel a P3-ban. A ¢@(2XP?) halmaz, ahol
a=(tp:04), P3-ban az o;we=0yWg, % W =0e®;; egyenletekkel van megadva és
egyenest hatiroz meg P3-ban. Analég mdédon ¢ (PrXf) is, ahol B€ P! egy egyenes.
Mikor a befutja az egész P!-et, az els6 tipusil egyenesek megadjak a Q feliilet egye-
nesel egy generator rendszerének Osszes egyenesét. A masik tipusi egyenesek masodik
rendszert adnak. Miutan adva van a direkt szorzat definicidja a P"XP™-nek
P@+bhm+h -1 he valé ¢ bedgyazisanak segitségével, ésszeril interpretalni bizonyos
fogalmakat, amelyeket el6zdleg ennek a beagyazasnak a segitségével vezettiink be,
zok mennek at a ¢ leképezés hatasara algebrai sokasdgokba. Az P P+ (m+1)-1
részsokasagokat az Fiy(wg: ... w,,)=0 egyenletek hatarozzak meg, ahol az F;-k
homogén polinomok. Az (1) behelyettesités utan az u; és v; koordinatakkal ez
G(uy:...:u,; vy ... :0,) alakban irhaté fel, ahol a G-k homogének gy az u,, ..., u,,
mint a v, ..., v,-re nézve, és a homogenitas foka mindkét valtozo rendszerre nézve
egybeesik. Megforditva, amint azt kénnyii belatni, a homogenitas ilyen tulajdonsa-
gaival rendelkezd polinom mindig elGallithaté az ww; szorzatok polinomjaként. Vi-
szont ha az egyenletek homogének tigy az »;, mint a v;-kre nézve, akkor azok P* X P™-
ben mindig algebrai sokasigot hataroznak meg, ha még a homogenitas fokai kiilon-
boz6k is. Példaul, ha a G(uy:...:u,; vp!...:0,) polinom u; szerinti foka v, a v;
szerinti pedig s, és példaul r>s, akkor a G=0 egyenlet ekvivalens a v;~5-G=0
(i=0, ..., m) rendszerrel, amelyrdl mar szamunkra ismert, hogy algebrai sokasagokat
hataroz meg.
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Késébb fogunk talalkozni egy analég kérdéssel a P"X A™ szorzat esetében.
Legyen A™=ARC P™ a v,=0 feltétellel megadva. A zart halmazok egyenletei
Gi(up: ... u,; vy:...:0,,)=0 alakuak. Legyen G; foka v, ..., v, szerint r;. Elosztva

az egyenleteket vgi-vel és behelyettesitve y; =—:—ji “t,ag; Uy U Y1y -5 V) =0 egyen-
0

leteket kapjuk, ahol a g;-k homogének az u,, ..., u,-re nézve, és altalaban véve
inhomogének az y,, ..., y,,-re nézve. Bebizonyitottuk a kévetkezd eredményt.

1. TETEL. Egy ¥ P*X P™ részhalmaz akkor és csakis akkor zdrt, ha
Gi(up: ...:u; 09 i) =0 (=1, ...,1)

egyenletrendszerrel van megadva, amely egyenletek homogének az u; és v; vdltozo
rendszerekre nézve killon-kiilon. Minden P"X A™-beli zdrt részhalmaz

3) gi(ug: Uy Y1, -y =0 (=1, ...,0)

egyenletrendszerrel van megadva, amelyben az egyenletek homogének az uy, ..., u,
vdltozékra nézve.

Természetesen, analog mdodon all a dolog tetszéleges szamu tér szorzata eseté-
ben is. Példaul egy P™X...X P"%-beli sokasdg olyan egyenletrendszerrel adhaté
meg, amelyben minden egyenlet homogén a valtozéknak mind a k& csoportjara
nézve.

2. Projektiv sokasdg képének zdrtsdga

Egy affin sokasagnak egy regularis leképezés szerinti képe lehet nem zart is.
Affin sokasagoknak affinba valé leképezése esetében ezt bizonyitjak a 2. § 3. pont
3. és 4. példai. Affin sokasagnak projektivba valo leképezése esetében ez még nyil-
vanvaldbb: jé példa erre A"-nek P"-be valé beagyazasa esetében nyilt halmazként
az Aj. Ebben a tekintetben a projektiv sokasagok gyokeresen kiilonbdznek az
affinoktol.

2. TETEL. Projektiv sokasdgnak reguldris leképezés szerinti képe zdrt.

A bizonyitds felhasznal egy olyan fogalmat, amellyel késébb fogunk talalkozni.
Legyen f: XY tetszbleges kvaziprojektiv sokasigok regularis leképezése. Egy X' XY
sokasagnak egy olyan I'; részhalmazat, amely az (x, f(x)) alakd pontokbdl all, az f
leképezés grafikonjanak nevezziik.

1. LEMMA. Reguldris leképezés grafikonja zdrt X X Y-ban.

Eldszor is, elegendd feltételezni, hogy Y projektiv tér. Valdban, Y P™, tehat
XX YCXXP", f meghatarozza az f: X—P™ leképezést és I'y=I ;N (XX Y). Ezért
legyen Y=P™ Legyen i a P"-nek O6nmagaba vald identikus leképezése. Tekintsiik
az (f, i): XX Pm~P™XP™, (f,i)(x, y)=(f(x), y) regularis leképezést. Nyilvanvalo,
hogy I'; 8sképe I';-nek az ( f, i) regularis leképezésre nézve. A 4. § 2. pontban ellen-
Sriztiik, hogy zart halmaznak regularis leképezés szerinti &sképe zart. Ezért minden
a I';-nek P™X P"-beli zartsiganak ellenGrzésére vezethetd vissza. Viszont I'; az
(x, »)EP"XP™, x=(uy:...:u,), y=(vy:...:v,) pontokbdl all, amelyeknél az
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(ug:...:u,)-ek aranyosak a (vp-...-v,)-ekkel. Ez felirhaté w;0;=u;v;; w;=w;
(i,j=0, ..., n) alakban. A I'; zartsaga az 1. tételbdl kovetkezik, igy a lemma be van
bizonyitva.

Térjiink vissza a tétel bizonyitdsdhoz. Legyen I'; az f leképezés grafikonja, a
p: XX Y~Y pedig a p(x, y)=y feltétellel megadott projekcid. Nyilvan f(X)=p(I;).
Az |. lemma alapjan ezért a 2. tétel az altalanosabb allitasbol kovetkezik:

3. TETEL. Ha X egy projektiv, Y pedig egy kvdziprojektiv sokasdg, akkor a
p: XX Y—Y projekcié zart halmazokat zdrt halmazokba visz dt.

A tétel bizonyitdsa visszavezethet6 annak igen egyszerli esetéhez. El8szor is,
ha X zart részhalmaza P"-nek, akkor, bebizonyitva a tételt P"-re, ezzel egyiitt be-
bizonyitjuk X-re is (XX Y zart P"X Y-ban, és ha Z zart XX Y-ban, akkor zart P"X Y-
banis). Ezért feltételezhetjiik, hogy X'= P". Mdsrészt, a zartsag fogalmanak lokalis tu-
lajdonsaga miatt, lefedhetjiik Y-t affin nyilt U; halmazokkal és bebizonyithatjuk a tételt
ezek mindegyikére. Ezért tekinthetjiik Y-t affin sokasagnak. Végil, ha Y zart A™-
ben, akkor P*X Y zart P"X A™-ben, igy elegendd a tételt arra az esetre bizonyitani,
mikor X=P", Y=A". Lassuk, mit jelent a tétel ebben az esetben. Az 1. tétel szerint
barmely & P"X A™ zart részhalmaz az 1. pont (3) egyenleteivel adhaté meg, ame-
lyeket g;(u, y)=0 (i=1,...,¢t) alakban irunk fel. Nyilvinvald, hogy ha y,€A4™,
akkor p~1(yy) a g;(¢, yo)=0 rendszer Gsszes nullatdl kiilonbdz8 megoldasaibdl all,
tehat y,€p (&) akkor és csakis akkor, ha a g;(u, y,) =0 egyenletrendszernek Iétezik
nullatdl kiilénb6z6 megoldasa. A 3. tétel tehat azt allitja, hogy barmely 1. pontbeli
(3) rendszer esetén azon y,€A4™ pontok T halmaza, amelyekre a g;(u, y,)=0-nak
van nullatol kiilonb6z6 megoldasa, zart halmaz. A 4.§ 1. pont 1. lemma szerint a
gi(u, y,)=0 (i=1, ..., t) rendszernek akkor és csakis akkor van nullatél kilén-
b6z6 megoldasa, ha (g,(u, yo), ..., &, yo)) DI, az bsszes s=1, 2, ...-re. Most el-
lenérizni fogjuk, hogy tetszdleges adott s=1-re azon y,€ A™ pontok, amelyekre
(81 po), .., &(u, o)) DI, zart T, halmazt alkotnak. Akkor a T=NT, szintén
zart. Jelolje k; a g;(u, ) homogén polinom u,, ..., u, valtozok szerinti fokat. Le-
gyenek M-k valamilyen mddon atindexelt s foki egytagi kifejezések az uy, ..., u,
valtozoktol. A (g (u, yo), .., &, y)) DI, feltétel azt jelenti, hogy az Ssszes M@
eléall

) M® = 3 it yo) FraW)

alakban. Osszehasonlitva az s-ed foki homogén osszeadanddkat, azt latjuk, hogy
analég egyenl8ségnek kell fennallnia, amelyben deg F; ,=s—k; (és F; ,=0, ha k;=s).
Jelsljiik N® -val az s—k; foku valamilyen médon atmdexelt egytagokat Latjuk,
hogy az (1) osszefiiggés ekv1valens azzal, hogy az 6sszes M egytag linearis kombi-
nacidja a g;(u, yo)N{P polinomoknak. Ez természetesen ekvivalens azzal, hogy a
g (u, y))N#® polmomok generaljik az ug, ..., u, valtozok s-ed fokti homogén polinom-
jainak az egész S linearis vektorterét. Megfordltva a (g1 o), ---» &, yo) DI felté-
tel azt jelenti, hogy az 6sszes g; (u, y,) N polinomok nem generaljak az S teret. Hogy
ezeket a feltételeket leirhassuk, a g;(u, yo) N/ polinomok egyiitthatdit ki kell irnunk
egy kvadratikus matrixba és a matrix minden d=dim S-rend{i minorat egyenlGvé
kell tenniink O-val. Ezek a minorok nyilvdn a g;(u, y,) polinomok egyiitthatéinak
polinomjai, tehat az y, pont koordinatainak a polmomjal Eppen ezek adjak a
T, halmaz egyenleteit. Ezzel a 3. tétel, tehat a 2. tétel is, be van bizonyitva.
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1. KOVETKEZMENY. Ha @ fliggvény reguldris az irreducibilis projektiv sokasdgon,
akkor ¢ €k, azaz ¢ konstans.

Bizonyitds. Tekinthetjik a ¢ figgvényt f: X—~ A leképezésnek, és igy f: X— P!
leképezésnek is. A ¢ regularitisa az f leképezés regularitasat is jelenti. Annal inkabb
reguléris az f leképezés, tehat — a 2. tétel szerint — annak képe zart. Viszont, mivel
f mar regularis leképezés és f(X)=f(X), igy f(X) halmaz zart és benne van A!-ben,
azaz nem tartalmaz végtelen tavoli x. € P! pontot. Innen kovetkezik, hogy vagy
f(X)=A4*, vagy f(X) egybeesik az S véges halmazzal (2. § 1. pont. 3. példa). Az els6
eset nem lehetséges, mivel f(X)-nek zartnak kell lennie P'-ben is. 4! pedig nem zart
abban. Tehat f(X)=S. Ha S az o4, ..., o, pontokbdl all, akkor X=Uf"1(«;) és ha
t=1, akkor ez ellentmond az X irreducibilitasinak. Ezért S egy pontbdl all, ez pedig
azt jelenti, hogy ¢ konstans.

Az 1. kovetkezmény és a 3. § 4. tétele jo példak arra, hogy az affin és projektiv
sokasagoknak homlokegyenest ellenkezé tulajdonsagai vannak. Affin sokasigon
rengeteg regularis fliggvény van, azok az egész k[X] gyliriit alkotjak, viszont az
irreducibilis projektiv sokasagokon csak konstansok vannak. Ime az affin és projektiv
sokasagok ellentétességének egy masik példaja.

2. KOVETKEZMENY. Projektiv irreducibilis X sokasdg Y affin sokasdgba valo
[1 X—Y reguldris leképezése X-et pontba viszi dt.

Legyen YC A™. Az f'leképezés f(x)=(¢,(x), ..., ¢, (x)) fiiggvénnyel adhaté meg.
Az 1. kévetkezmény alapjan a ¢;(x) fiiggvények mindegyike konstans: ¢;=a;€k.
Ezért f(x)=(0ty, -.., %)-

Felhozunk még egy példat a 2. tétel alkalmazasara. Ennek érdekében hasznilni
fogjuk az n+1 valtozas m-ed fok formaknak a P~ tér pontjaiként valé abrazola-
sat (4. § 4. pont).

ALLITAS. Azon &€ P¥nm pontok, amelyeknek reducibilis polinomok felelnek meg,
zdrt halmazt alkotnak.

Az allitas azt mondja ki, hogy a polinom reducibilitisanak a tulajdonsagat
fel lehet irni algebrai relacio alakjaban annak egyiitthatéi kozétt. A masodrendd
gorbék esetében, azaz az m=n=2 esetben ez az Osszefiiggés ismert az analitikus

2

geometriabdl: ha F= > a,uu,, akkor F reducibilis akkor és csakis akkor, ha
i=0

lau|=0.

Attérve az allitas bizonyitdsdra, jeloljik X-szel azon € P¥nm pontok halmazat,
amelyeknek reducibilis polinomok felelnek meg, X, (k=1, ..., m—1) pedig jelolje
azon pontok halmazat, amelyeknek olyan F polinomok felelnek meg, amelyek fel-
bomlanak k és m—k foku tényezGkre. Nyilvan X=X, és elegend$ bizonyitanunk
minden X, zart voltat.

Tekintsiik a P¥nx és PVn,m-x projektiv tereket. Két — k és m—k foki — poli-
nom szorzasa meghatirozza az f: P¥nxX PVsm-x— P¥s,m leképezést, amely, amint
azt konnyil belatni, regularis. Nyilvan X, =f(PVrxX P¥nm-x). Mivel projektiv terek
szorzata projektiv sokasag (amint azt az 1. pontban lattuk), igy az X, zart volta ko-
vetkezik a 2. tételbdl.
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3. Véges leképezések

A 4. § 4. pontjaban bevezetett projektalasi leképezés egy fontos tulajdonsiggal
rendelkezik, amelynek megfogalmazasahoz felidéziink néhany algebrai fogalmat. Le-
gyen A egy B gylriit tartalmazo gytr{i. Egy a< A4 elemet egésznek nevezlink B felett,
ha kielégiti az a*+b,a*"1+...+b,=0 egyenletet. A gylr{it egésznek nevezzik B
felett, ha barmely eleme B felett egész. Koénnyii bebizonyitani (lasd pl. 3apuccxuii
u Camroann, Kommymamuenas aszebpa, 1. kotet V. fejezet 1.§), hogy az olyan
A gylirli, amely mint gylri{i végesen generalt B felett, akkor és csakis akkor egész
B felett, ha az véges tipust B feletti modulus.

Legyenek X és Y affin sokasagok és f: X—Y olyan regularis leképezés, hogy
S(X) siirli Y-ban. Akkor f* a k[Y]-nak k[X]-be val6 izomorf beagyazasat hatarozza
meg. Ezt felhasznalva k[Y]-t részgylirlinek fogjuk tekinteni k[X]-ben.

1. DerNiciO. Az f leképezést végesnek nevezziik, ha k[X] véges k[Y] felett.

Az egész gyliriik fent emlitett tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy két egész leké-
pezés kompozicidja egész leképezés.

Tipikus példaja a nem véges leképezésnek a 2. § 3. pont 3. példaja.

Ha f véges leképezés, akkor barmely y€ Y pontnak nem t6bb mint véges szamu
Osképe van. Valdban, legyen XC A" és 14, ..., t,—A"-beli koordinatak mint fiigg-
vények X-en. Elegendd bebizonyitanunk, hogy barmely ¢; koordinata csak véges
szamu értéket vesz fel az f~'(y) halmazon. Definicié szerint #; eleget tesz a
te4bytf—'+ ... +b,=0; b;ck[Y] egyenletnek. Az x€f~1(y), y€ Y esetén olyan

ey L+ b ()X .+ b () =0

egyenletet kapunk, amelynek véges szamu gydke van.

A végesség fogalmanak a lényege abban all, hogy amint y az Y-on valtozik,
az (1) egyenlet egyetlen gyGke sem tart a végtelenhez, mivel a fOegyiitthaté nem
lesz 0. Ezért az y-nak Y-on vald valtozasakor az f~!(y) pontok Osszefolyhatnak,
de nem ,tlinhetnek el”. Ennek a megjegyzésnek a pontositasat célozza a

4. TETEL. A véges leképezés epimorfizmus.

Legyen f: X—~Y véges leképezése X-nek és Y-affin sokasag, ycY. Jeldlje 9,
a k(Y) gylirii olyan idealjat, amely azon fiiggvényekbdl all, amelyek O értéket vesz-
nek fel az y pontban. Ha ¢, ..., t, koordinatik mint fiiggvények a sokasagon, és
y=(0y, ..., a,) akkor M, =(t, — oy, ..., 1,—a,). Az f~1(y) sokasag egyenletei ™ (t,)=
=0y, ..., [ ¥ (t,)=0, alakuak és az f~1(y) halmaz ilires akkor és csakis akkor, ha

(f*(tl)_ala ...,f*(t,,)—d,,) = k[X]

A kovetkezékben nem fogunk kiilonbséget tenni az uck[Y] és f*(w)ck[X] figgvé-
nyek koézott, k[Y]-t a k[X] részgyiirlijének tekintve. Akkor az el6bbi feltétel
(ti—oy, ..., t,—o,)=k[Y], vagyis M k[X]=k[Y] alakban irhaté fel. Abbdl, hogy
k[X] egész k[Y] felett, kovetkezik, hogy k[X] véges tipusu k[Y] feletti modulus.
Ennek alapjan a 4. tétel kovetkezik a tisztan algebrai aliitasbol.

2. LEMMA. Ha B gyiirlii A (egységelemes) részgyiirii feletti véges tipustu modulus,
akkor bdarmely valddi a€ A idedira aB+ B.

MTA III. Osztdly Kozleményei 22 (1973)



A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 121

Legyen B=Aw;+...+ dw,; akkor abbdl, hogy aB=B, kovetkezik, hogy
w;€aw; + ...+ aw,, azaz ;= D'u;;w;, o; € a. Innen kdvetkezik, hogy Z’(a,-j——é,-j)wj=0

J
és igy dw;=0 (j=1,...,n), d=|a;—0;|. Ezért dB=0, tehat d=0. Mivel «;€a,
az |o;—0;;]=0 egyenl3ségbdl kovetkezik, hogy a=A. Az ellentmondés bizonyitja
a tételt.
A végesség tulajdonsaga lokalis.

S. TETEL. Ha f: X— Y reguldris leképezése az affin sokasdgoknak és bdrmely
x €Y pontnak van olyan affin U3 x kérnyezete, hogy V=Ff"Y(U) affin és f: V— U véges,
akkor f is véges.

Jelolje k[X]=B, k[Y]=A. Barmely pontnal vehetjiik a tétel feltételeinek eleget
tevd U {6 affin kérnyezetet (1. a 11. feladatot).

Legyen Us¢- ilyen nyilt halmazok rendszere, amelyek szamat tekinthetjiik vé-
gesnek. Akkor Y= U U¢%, azaz az Osszes g, altal generalt ideal egyenlé A-val. Ese-
tiinkben

Ve=f"1U%) = Vf*(ga), k[U%]=4 [g—l]; kv, =B [g—‘]

. 1 . L. 1 . .
Feltétel szerint B [g—]-nek véges w; , bazisa van A4 [g—] felett. Kozben feltételez-
wi,

m

hetjiik, hogy w; ,€ B; ha ugyanis a bazis —= elemekbdl alina, ahol w; ,€ B, akkor

i
a

az w; , elemek is bazist alkotnanak. Tekintsiik az 6sszes w; , bazisok unidjat és be-
bizonyitjuk, hogy az B-nek A-feletti bazisa.
Barmely b€ B elgallithato

a.:
b — i, a
25

wi, a

alakban, minden «-ra. Mivel a gl elemek egység idealt generalnak A-ban, léteznek
olyan h,€A4 elemek, hogy > gi-h,=1. Ezért

b = bzg:“ha = Zzai,ahawi,a,
ami bizonyitja a tételt.

2. DeriNic16. Kvaziprojektiv sokasagok f: X— Y regularis leképezését véges-
nek nevezziik, ha barmely y€Y pontnak van olyan affin V kérnyezete, hogy az
U=f"1(V) halmaz affin, és az affin sokasagok f: U~V leképezése véges.

Nyilvanvald, hogy barmely véges f leképezés esetén az f~1(y) halmaz véges
barmely y€ Y-ra.

A 4. tételbdl kovetkezik, hogy barmely véges leképezés epimorfizmus.

6. TETEL. Ha X zdrt P"-ben és XC P"—E, ahol E egy d dimenzids linedris altér,
akkor a m: X~ P"~*"1 projekcié meghatdroz egy véges X—mn(X) leképezést.

Bizonyitds. Legyenek Yy, ..., Yo—q—1 homogén koordinatak P"~4-'-ben és le-
gyen n az y;=L;(x), x€X (j=0, ..., n—d—1) képletekkel megadva. Nyilvanvald,
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hogy U,=n"1(4A'4-Y)NX az L;(x)=0 feltétellel adhaté meg és affin nyilt rész-
halmaz X-ben. Bebizonyitjuk, hogy n: U,~ A ¢"'Nn(X)-véges leképezés. Barmely
Ei—g]zm—Ui'z alakq, ahol G;—m-ed foki formak. Tekintsiik
am: X—~P% z;=L"(x) (j=0,...,n—d—-1), z,_4=G,(x) leképezést, ahol z,, ...
s Zp—g @ P""% homogén koordinatai. Ez regularis leképezés és m,(X) képe zart
P"~4.ben a 2. tétel alapjan. Legyen F;=...=F,=0 ennck az egyenlete. Mivel
Xc P"—F, igy az L; (i=0, ..., n—d—1) forméaknak nincs k6z6s nullhelyiik X-en.
Ez azt jelenti, hogy a 0=(0:...:1) pont nincs a n, (X)-en, mas szdval, hogy a z,=...
w.=2z,_y_1=F=...=F,=0 egyenletnek csak nulla megoldasuk van P"~9-ben.
A 4.§1.pont 1. lemmaja alapjan ebbdl kovetkezik, hogy (zq, ..., Zy—g-1> F15 ---» F)D
DI, valamely k=0-ra. Specidlisan (z, ..., Zy—g—1, Fi, ..., F)32z5_,. Ez azt je-
lenti, hogy

geklU,] figgvény g=

n—d—1 s

k —

d.="2 zH+ SEP,
1= J=

ahol H; és P; polinomok. H?-val jel6lve a H polinom g-ad foki homogén Gssze-
adanddéjat, innen azt kapjuk, hogy

) D(Zg, .y Zp_g) = Zh_4— 2 z;H¥ V=0 a m,(X)-en.

A @ homogén polinom foka k és mint a z,_, polinomjanak a foegylitthatdja 1:

k—1 ]
3 ¢ = zﬁ-d_ 'Z(; Ak-—j(ZOa ey Zpg1) Zh_g.
j=

Behelyettesitve (2)-be a = transzformicié képletét, azt kapjuk, hogy
oLy, ..., L _,_1,G,)=0az X-en, és a @ (3) alakl. Elosztva ezt az Osszefiiggést
L"-mel, megkapjuk a kivant

k—1 '
gk+ Z; Ak_j(xo, ceey 1, cery xll—d—l)gj =0
j=

Osszefliggést, ahol x,=& — koordinatak A7-ben. A tételt bebizonyitottuk.
i
Veronese leképezésének alkalmazisa az eredmény lényeges aitalanositasira ad
lehetSséget.

7. TETEL. Legyenek F, ..., Fy m-edfoku linedrisan fiiggetlen formdk P"-en, ame-
lyeknek nincs kozds zérushelyitk az X P* zdrt sokasdgon. Akkor a go(x)=(F0 x):...
... 1 F4(x)) leképezés véges X~ (X) leképezést hatdroz meg.

Legyen v,,: P*— P'm Veronese-féle leképezés és L;linearis formak P m-en,
amelyek a P"-en adott F; formaknak felelnek meg. Nyilvanvald, hogy akkor
¢=n-v,, aholraz L,, ..., L, formakkal definialt projekcié. Mivel v, izomorfizmus
az X ¢s v, (X) kozott, igy a tétel a 6. tételbdl kovetkezik.
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4. Normalizdcios tételek

Tekintsiik az egész P"-t6l kiilonboz6 X P" irreducibilis projektiv sokasagot.
Akkor létezik olyan x€P" pont, x¢ X, hogy az X-nek x pontbdl valé ¢ projektald
leképezése regularis. A 2. tételnek megfelelden a ¢(X)c P! sokasig projektiv, a
¢: X—¢(X) leképezés pedig véges a 8. tétel miatt. Ha ¢ (X)=P*~1, akkor ahhoz
alkalmazhatjuk ugyanazokat az okoskodasokat. Végiil olyan X — P" leképezéshez ju-
tunk, amely véges lesz, mint véges leképezések kompozicidja. Az altalunk bizonyitott
eredményt normalizicids tételnek nevezziik.

8. TETEL. Bdrmely X irreducibilis projektiv sokasdghoz létezik ¢: X—~P™ véges
leképezés a projektiv térre.

Analdg eredmény igaz az affin sokasagokra is. Bizonyitds céljabdl tekintsiink egy
Xc A" affin sokasigot. Tételezziik fel, hogy 4" nyilt P*-ben és jeldljik X-el az X
lezartjat P"-ben. Legyen X5« A™. Kivalasztunk egy x€ P"— A", x¢ X pontot, és tekint-
jik a ¢@: X— P! projekcidt ebbél a pontbol. Ekdzben X a P*~1 , véges” pontjaiba
projektalédik, azaz az A®~'=P""1—¢p(L) affin tér pontjaiba. Ezt az eljarast addig
folytathatjuk, amig X A" és végeredményben olyan ¢: X - P" projekciét kapunk,
amelyre ¢ (X)=A". Ezzel bebizonyitottuk a kovetkez6 tételt.

9. TETEL. Bdrmely X irreducibilis affin sokasdghoz létezik ¢: X~ A™ véges leké-
pezés az affin térre.

A 8. és 9. tétel lehetdséget ad a projektiv és affin sokasagok némely (nagyon
durva) tulajdonsiga vizsgalatinak visszavezetésére a projektiv, ill. affin terek
vizsgalatara. m=1 esetében ez Riemann szemlélete, aki az algebrai gorbéket a Rie-
mann-féle szférak lefedéseként tekintette (P! a komplex szamok teste felett).

A 9. tétel azt jelenti, hogy a zérusoszté mentes k test felett végesen generalt
A gytiri véges a polinomgyiriivel izomorf test felett. Ezt az eredményt kozvet-
lentil is konnyii bizonyitani. EbbSl konnyii levezetni Hilbert tételét a gyokokrdl (1.
3apuccknit u CamMiwans, Kommymamusnas arzebpa 11. kétet, VIIL. fejezet. 3. §).

Feladatok

1. Bizonyitand6, hogy a ¢ (P"X P®) sokasig nincsen benne a PC+DE+D-1 &r
egyetlen valddi alterében sem.

2. Tekintsiik a sokasagok PIX P'—PL: p,(x, y)=x; p2(x, y)=y leképezését. Bi-
zonyitandd, hogy p,(X)=p,(X)=P! teljesiil barmely zart irreducibilis X< P X P!
sokasagra, ha X a kovetkezd tipusok egyikéhez sem tartozik: a) az (x,, yo) € P X P!
pont, b) az x,X P! halmaz, ahol x, a P! régzitett pontja, ¢) a P1 Xy, halmaz.

3. Ellendrizziik kozvetleniil az 1. tétel 1. kovetkezményét az X'=P" esetében.

4. Legyen X=A%*—x, ahol x egy pont. Bizonyitandd, hogy X nem izomorf
sem affin, sem projektiv sokasaggal (hasonlitsuk Gssze a 4. § 5. feladataval).

5. Bizonyitsuk be ugyanazt, mint a 4. feladatban, a P?— x-re.

6. Bizonyitsuk be ugyanazt, mint a 4. és 5. feladatban, a P1X A!-re.

7. Véges-e az f+ A~ X leképezés, ahol X az y2=x3, (¢)=(r2, 1%) egyenlettel van
megadva?

MTA III. Osztdly Kozleményei 22 (1973)




124 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

8. Legyen X hiperfeliilet P"-ben, L egy egyenes, amely athalad az origén, és
¢ projektalasi leképezése X-nek L-lel parhuzamosan valamely r—1 dimenzids al-
térre, amely nem tartalmazza L-et. Jel6ljik S-sel az olyan L egyenesek halmazat,
amelyekre ¢; nem véges. Bizonyitsuk, hogy S algebrai sokasag. Hatarozzuk meg S-t,
ha r=2 és X az xy=1 egyenlettel van megadva.

9. Bizonyitandd, hogy nyilt affin részhalmazok metszete affin. (Hasznaljuk fel a
2. § 3. pont 10. példajat.)

10. Bizonyitandd, hogy az n+1 valtozos m=k +l-ed fokl olyan formak, ame-
lyek formak l-edik hatvanyai, a P*=.» valamely zart részhalmaza pontjainak felel-
nek meg.

6. §. Dimenzio

1. A dimenzié definicidja

A 2.§-ban lattuk, hogy a zart algebrai X 4% részsokasidgok a pontok véges
halmazai, sik algebrai gorbék és maga az 4% Ez a felosztas harom tipusra meg-
felel a dimenzié intuitiv fogalmanak —0,1 és 2 dimenzids sokasaggal van dol-
gunk. Most definidlni fogjuk tetszéleges algebrai sokasag dimenzidjanak a fogalmat.

Hogyan lehet eljutnni az ilyen definicichoz? El6szér is az n-dimenzids projektiv,
ill. affin tér dimenzidjat természetes n-nel egyenlének tekinteni. Masodsorban, ha
létezik véges X —~ Y leképezés, akkor természetes gy tekinteni, hogy X és Y dimen-
zidja egyenld. Mivel — a normalizacids tételeknek (5. § 8. és 9. tételei) megfeleléen —
barmely X projektiv vagy affin sokasidgnak 1étezik véges leképezése valamely P™
vagy A™ térre, természetes ezt az m-et venni a sokasig dimenzidjanak a fogalmaul.
K 6zben azonban felvetSdik a kérdés ezen definicié korrekt voltardl, azaz nem létez-
het-e két [ X—~A™ és g: X— A" véges leképezés, ahol m=n? Tételezziik fel, hogy
X irreducibilis. Akkor az f: X~ A" leképezés végességébdl kovetkezik, hogy a racio-
nalis fliggvények k(X) teste véges bGvitése az f*k(A") testnek, amely viszont izo-
morf a k(Ty, ..., T,) testtel. Ezért a k(X) transzcendencia foka », ami az nszam
olyan jellemzését adja, amely fiiggetlen az f: X— A" véges leképezés kivalasztasa-
tél. Ezzel bizonyos mértékig megindokoltuk a dimenzidé definicidjat.

Derinici6.  Egy irreducibilis kvaziprojektiv X sokasig dimenzidjanak a k(X)
test transzcendencia fokat nevezziik.

Reducibilis sokasag dimenzidjanak a sokasag irreducibilis komponensei dimen-
zidinak a maximumat nevezziik.

Az X sokasag dimenzidjat dim X-szel jeloljiik.

Ha Y egy zart részsokasig X-ben, akkor a dim X—dim Y szdmot az Y ko-
dimenzidjanak nevezziik X-ben és codim ¥ vagy codim yY jellel jelsljik.

Megjegyezziik, hogy ha X irreducibilis sokasag és U nyilt Y-ban, akkor k(U)=
=k (X) tehat dim U=dim X.

1. PELDA. dim 4"=dim P"=n, mivel a k(A") test egybeesik az n-valtozds ra-
cionalis fliggvények testével. Mivel definicié szerint a dimenzid invarians a biraciona-
lis izomorfizmussal szemben, igy latjuk, hogy A" és A™ biracionalisan nem izomorfak,
ha n=m.

2. PELDA. A sik algebrai gorbe dimenzidja 1, amint azt az 1.§-ban lattuk.
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3. pELDA. Ha X egy pontbdl all, akkor nyilvin dim X'=0, tehat ugyanez igaz,
ha X véges halmaz. Megforditva, ha dim X=0, akkor X véges halmaz. Elegend6 ezt
ellendrizni irreducibilis affin X sokasigra. Legyen XC A" és t,, ..., t, az A" koordi-
natai, mint az X-en értelmezett fiiggvények, azaz mint a k[X] elemei. Feltétel szerint
t; algebra k felett, tehat csak véges sok értéket vehet fel. Innen mar kévetkezik, hogy
X véges.

4. PELDA. Bebizonyitjuk, hogy ha X és Y irreducibilis sokasagok, akkor
dim (XX Y)=dim X +dim Y.

Elegend6 megvizsgalni azt az esetet, mikor X és Y affin sokasagok, X AV,
YT AM, Legyen dim X=n és dim Y=m, t;, ..., ty és uy, ..., uy az AY és AM-beli
koordinatak, amelyeket megfelelden az X-en, ill. Y-on értelmezett fiiggvényeknek
tekintiink. ¢,, ..., #, a k(X)-ben algebrailag fiiggetlenek, az u,, ..., u,, pedig a k(Y)-
ban. Definicié szerint k[XX Y] generalhatd a t,, ..., ty, Uy, ..., Uy elemekkel és
mindezen elemek feltételezéslink alapjan algebrailag fiiggenek a ¢, ..., f,, 4y, ..., U,
elemektdl. ElegendS bebizonyitanunk, hogy az utébbi elemek fiiggetlenek. Tételez-
ziik fel, hogy kozéttik létezik egy F(T; U)y=F(Ty, ..., T,, U, ..., U,)=0 Ossze-
fiiggés az XX Y-on. Akkor barmely x€X pont esetén F(x, u,, ..., u,)=0 az Y-on.
Mivel u, ..., u, figgetlenck Y-on, azért az F(x, U) polinom minden egyiitthatdja 0.
Ez azt jelenti, hogy az a;,(Ty, ..., T,) polinom egyenl6 0-val az X-en. Most felhasz-
naljuk a t,, ..., #, elemek fiiggetlenségét X-en és innen azt kapjuk, hogy minden
a(Ty, ..., T,)=0, vagyis azonosan teljesiill F(7, U)==0 is.

Az egydimenzids algebrai sokasagokat gérbéknek, a kétdimenzidsokat feliiletek-
nek nevezzik.

1. TETEL. Ha X Y, akkor dim X=dim Y. Ha Y irreducibilis, XC Y és dim X =
=dim Y, akkor X=Y.

Elegend6 bebizonyitani a tételt arra az esetre, amikor X és Y affinok és irredu-
cibilisek.

Legyen XC YC AV és dim Y=n. Akkor a ¢,, ..., ty koordindtik k6zétt minden
n+1 algebrailag fiigg mint a k[Y] elemei, azaz az Y-on egy F(t;,...,¢t ,)=0
Osszefiiggéssel vannak Osszekapcsolva. Annal inkabb teljesiil az az X-en. Ez pedig
azt jelenti, hogy a k(X)) test transzcendencia foka nem nagyobb »-nél, azaz dim X'=
=dim Y.

Legyen dim X=dim Y=n. Akkor valamely n szdmossagu részrendszera t,, ..., ty
koordinataktdl fiiggetlen X-en. Legyen ez éppen t,, ..., ¢,. Annal inkabb fiiggetlenek
ezek Y-on. Legyen u€k[Y], u=0 az Y-on. Akkor u algebrailag fiigg a ¢, ..., ¢,-t6l
Y-on, azaz teljesiil az

( ag(ty, st + .+ ap(ty, ..., t,) = 0 az Y-on

Osszefliggés.

Az (1) bal oldalin a polinomot irreducibilisnak valaszthatjuk, és akkor
ai(ty, ..., 1,)#0 az Y-on. Annal inkabb igaz az (1) Gsszefiiggés az X-en. Tételezziik
fel, hogy u=0 az X-en. Akkor (1)-bdl kévetkezik, hogy a,(t,, ..., 1,)=0 az X-en,
azonban mivel ¢, ...,1¢, feltétel szerint fiiggetlen X-en, igy a. (T, ..., T,)=0 az
egész AV-en. Ez ellentmond annak, hogy a.(t,, ..., 1,)#0 az Y-on. Vagyis ha u=0
az X-en, akkor u=0 az Y-on is, ez pedig azt jelenti, hogy X=7Y.

Amint lattuk, az irreducibilis sik algebrai gérbe dimenzidja 1.
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Ennek a ténynek az altalanositasa a kovetkezé eredmény.

2. TETEL. Az A" vagy P¥-beli hiperfeliilet minden irreducibilis komponensének
kodimenzidja 1.

Bizonyitds. Elegend® megvizsgalni az A¥-beli hiperfeliilet esetét. Legyen az
X< AY sokasig az F(T)=0 egyenlettel megadva. Az F=F - ... F, irreducibilis té-
nyezdkre valé bontisnak megfelel az X=X, U...UX, eléallitas, ahol X; az F;=0
egyenlettel van megadva. Nyilvanvald, hogy a tételt elég bizonyitani az X; sokasa-
gokra. Bebizonyitjuk, hogy azok irreducibilisek. Ha X; reducibilis volna, akkor
léteznének olyan G és H polinomok, hogy G- H=0 az X;n, G=0, H=0 az X;n.
Hilbert tételébSl a gyokokrdl kovetkezik, hogy valamely />0 esetén F;/(G-H).
Az F;irreducibilis volta miatt innen az kovetkezik, hogy vagy F;/G vagy F;/H, ami
ellentmond a G=0, H=0 az X;-n feltételnek.

Tételezziik fel, hogy az F;(T) polinomban szerepel a Ty valtozd, és bebizonyit-
juk, hogy a t, ..., ty_; koordinatak algebrailag fiiggetlenek X;-n. Valdban, az X;-n
teljestild G(t,, ..., ty_1)=0 Osszefiiggésbdl az koévetkezne, hogy valamely /=0-ra
F,/G', ami lehetetlen, mivel G nem tartalmazza Ty-t. Ilyen médon dim X=N—1,
és mivel X=4", az 1. tételbdl kovetkezik, hogy dim X;=N—1.

3. TETEL. Bdrmely olyan XC AN sokasdg, amelynek minden komponense 1 kodi-
menzics, hiperfeliilet, és az Fy idedl f6idedl.

Elegendd megvizsgaini azt az esetet, amikor X irreducibilis. Mivel X = A¥ (mivel
dim X=N—1), igy létezik nullatol kiillonbs6z6 olyan F polinom, amely egyenlé 0-val
az X-en. X sokasag irreducibilis volta miatt létezik az F polinomnak olyan H irredu-
cibilis tényezdje, amely szintén egyenlé 0-val X-en. Bebizonyitjuk, hogy f£x=(H).
Valéban, ha G=0 az X-en, akkor HILBERT gyokokrdl szold tétele szerint H/G*
valamely k>0 esetén. H irreducibilis volta miatt innen kovetkezik H/G, azaz
GE(H).

Analég médon bizonyithatd, a 3. tétel masodik varidnsa.

3’. TETEL. Bdrmely olyan XC PM1X ... X PN részsokasdg, amelynek minden kom-
ponense egydimenzids, megadhato egy egyenlettel, amely homogén a vdltozok k csoport-
jdnak mindegyikére nézve.

Mindgssze a polinomok irreducibilis tényezékre valé bontasanak egyértelmii-
sége helyett a minden valtozé csoportjara nézve homogén polinomok ugyanilyen
polinomokra vald felbontasanak egyértelmiiségét kell felhasznalni. Ez abbdl ko-
vetkezik, hogy ha F(xgy, ..., Xn,, Vos -5 ¥Ngs ---» Ug» ---» ¥y,) homogén minden
(Xg5 -vvs Xy, ---5 (g, ..., uy,) Valtozd csoportra nézve, és F=G+ H akkor G és H is
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

2. Hiperfeliilettel valé metszet dimenzidja

Ha megkiséreljiik vizsgalat targyava tenni az olyan sokasagot, amely egynél
tobb egyenlettel van meghatarozva, akkor régton a sokasag hiperfeliilettel valé met-
szetének dimenzidja kérdéséhez jutunk el. Ezt a kérdést el8szor a projektiv sokasadgok
esetén fogjuk vizsgalni. Ha X zirt P¥-ben és az F formara F>0 az X-en, akkor
Xg-fel fogjuk jel6lni azt az X zart részsokasigot, amelyet az F=0 feltétel hataroz meg.
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Barmely X PN projektiv sokasaghoz talalhaté olyan G(U,, ..., Uy) tetszdle-
ges elére megadott m foku forma, amely nem egyenlé O-val az X; komponensek
egyikén sem. Ennek érdekében elegendé kivalasztani az X minden X; komponensé-
ben egy x;€X; pontot és meghatarozni azt az L linearis format, amely nem egyenld
0-val ezen pontok egyikén sem. Igy G gyanant elegendé venni L-nek megfelel hat-
vanyat. Legyen X zart P¥-ben és F>0 az X-en. Az 1. tétel miatt dim X;<dim X.
Legyen X;=X® ¢&s alkalmazva 14 ugyanazt az okoskodast, meghatarozzuk az F,
format, ahol deg F;=deg F, amely nem egyenld 0-val az X® egyetlen komponen-

sén sem. fgy az X® sokasagoknak és az F, (i=0, ...) formaknak egy olyan sorozatat
kapjuk, amelyre
¢)) X=XO>5xW>  oxtD =X F, =F.

Az 1. tétel szerint dim XC¢*D<dim X9, Ezért, ha dim X=n, akkor X®*D {ires.
Mas szoval Fo=F, F,, ..., F,-nek nincs k6z6s nullapontjuk X-en.
Legyen most X irreducibilis sokasag. Tekintsiik a ¢: X— P" leképezést:

@) @(x) = (Fo(x): ... : Fy(x)).

Ez a leképezés eleget tesz az 5. § 7. tétel feltételeinek, igy a tétel miatt az X— ¢ (x)
leképezés véges. Viszont ha az X~ Y leképezés véges, akkor, amint lattuk, dim X'=
=dim Y. Ezért dim ¢ (X)=dim X=n, és mivel az 5. § 2. tétel miatt ¢ (X) zart P"-ben,
igy ¢(x)=P"az 1. pont 1. tétel alapjan. Tételezziik most fel, hogy dim X® =dim Xp<
<n—1. Akkoraz (1) sorozatban mar X~V iires. Més széval az F,, ..., F,_, formék-
nak nincs k&z6s zérus helyiik X-en. Ez azt jelenti, hogy a (0:0:...:0:1) pont nincs
a @(X)-en, ez pedig ellentmond annak, hogy ¢ (X)=P". Ezzel bebizonyitottuk a ko-
vetkez6 eredményt.

4. TETEL. Ha az F forma nem egyenld O-val az irreducibilis projektiv X sokasdgon,
akkor dim Xy=dim X—1.

£ 1. KOVETKEZMENY. Az X projektiv sokasdgon léteznek tetszéleges s<dim X
dimenzidju részsokasdgok.

2. KOVETKEZMENY. (A dimenzid induktiv definiciéja.) Az X irreducibilis pro-
Jektiv sokasdgra dim X=14sup dim Y, ehol Y az dsszes valddi részsokasdg X-ben.

3. KOVETKEZMENY. Az irreducibilis projektiv X sokasdg dimenzidja definidlhato
ugy, mint olyan legnagyobb n szdm, amelyre létezik olyan X> Y, D Y,D...D Y, ldnc,
ahol Yi#Y; ., X#Y, és az Y;-k irreducibilisek.

4. KOVETKEZMENY. Egy X projektiv sokasdg n dimenzidja definidalhaté mint
N—s—1, ahol s az X-et nem metszé PN-beli linedris alterek dimenzidjanak a maxi-
muma.

Legyen EC PV linearis altér és dim E=s. Ha s=N—n, akkor E megadhaté
nem tobb mint » egyenlettel, és a 4. tétel egymasutini alkalmazasival belathatd,
hogy dim (XN E)=0, tehat XN E nem tires (az iires halmaz dimenziéja —1!). Be-
helyettesitve m=1-et, az (1) sorozat konstrukcidja sorAn N—n—1 linearis formét
kapunk: L, ..., Ly_,, amelyeknek nincs k6z3s zérushelyiik X-ben. Ha E az ezekkel
meghatarozott altér, akkor dim E=N—n—1 és XN E iires.
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5. KOVETKEZMENY. Az r darab Fy, ..., F, forma zérushelyeinek a halmaza egy n
dimenzids sokasdgon legaldbb n—r dimenzids.

A bizonyitast a 4. tétel r— 1-szeres alkalmazasaval kapjuk.

MEGIEGYZES. Az 5. kdvetkezmény egy elég erls egzisztencia tételt ad: ha r=n,
akkor r formanak van k6z6s zérushelye az n dimenzids sokasagon. Példaul (X=P"
esetben) n darab n+1 ismeretlenes homogén egyenletnek 1étezik nemtrivialis meg-
oldasa. Ezen egzisztencia tételbdl egy sor fontos kdvetkeztetést lehet levonni.

[°. P%-en barmely két gérbe metszi egymast (mivel barmely gorbe egy homo-
gén egyenlettel van megadva). A Q< P? masodrendii feliilleten léteznek nem metszd
gorbék, példaul ugyanazon generator csalad* egyenesei. Ezért P2 és Q nem izomorfak.
Mivel ezek biracionalisan izomorfak (3. § 3. pont 1. példa), egy példat kaptunk két
biracionalisan izomorf, de nem izomorf projektiv sokasagra. Ezzel a példaval késébb
még talalkozni fogunk.

2°. A 3. tétel nem igaz mar a masodrendii Q feliiletek gbrbéire sem: barmely
gorbe nem hatirozhaté meg egy P3-beli formanak nullaval valé egyenlvé tételével.
Valdban, feltételezve, hogy mindkét egymast nem metsz6 gorbe, amelyeket fentebb
meghataroztunk a Q-n, az F;=0 és F,=0 egyenlettel van megadva, ellentmondasba
keriiliink az 5. kovetkezménnyel, amely szerint az F, =0, F,=0, G=0 (G=0a Q
egyenlete) rendszernek van megoldasa.

5. TETEL. A 4. tétel feltételei mellett az Xy sokasdg minden komponensének
egyenlé a dimenzidja dim X —1-gyel.

Tekintsiik a ¢: X— P*(n=dim X) véges leképezést, amelyet a 4. tétel bizonyitasa
kézben konstrualtunk. Legyenek A} a P"-t lefedd nyilt affin halmazok, akkor
O 1AM = U, nyilt affin halmaz X-ben, amint azt konnyii belatni Veronese leképezé-
sének alkalmazasaval m=deg F mellett. Nyilvanvaloan elegendé bebizonyitani, hogy
az XpNU; affin sokasig minden komponensének a dimenzidja n—1 az Osszes
i=1,...,nre. A kévetkez6kben okoskodasunk valamely régzitett Ui-re fog vo-
F
E’
U-n megegyezik az fek[U] regularis fliggvények zérushelyeinek a halmazaval. Meg-
konstrualtuk a ¢: U— A" véges leképezést, amelyet n regularis £, ..., f, fliggvény
hataroz meg, ahol f;=f.

Annak bebizonyitasara, hogy az U, minden komponensének dimenzidja n—1,
elegend6 megmutatni, hogy azok dimenzidja nem kevesebb n—1-nél. Be fogjuk
bizonyitani, hogy az f,, ..., f, fiiggvények ezen komponensek mindegyikén algebrai-
lag fiiggetlenek. Legyen Pé€x[T,, ..., T,]. Annak bizonyitasa érdekében, hogy
R=P(f;,...,fy) nem egyenld O-val az U, halmaz egyetlen komponensén sem, ele-
gend6 megmutatnunk, hogy az R- Q=0 Osszefliggésbdl az U,-en, Q€x[U], kbvet-
kezik, hogy Q=0 az U,-en. Valéban, ha U=UDU...UU® nem redukalhaté fel-
bontas irreducibilis komponensekre és R=0 az U®M-en, akkor Q gyanant lehet
venni barmely olyan fiiggvényt, amely nulla az UM U...J U®-n, de nem az az UV -en.
Akkor R- Q=0 az Ug-en, de Q=0 az U-en. Hilbert gyokokrdl szold tétele szerint
allitasunkat 4tfogalmazhatjuk igy: ha f/(R(Q)) valamely />0-ra, akkor f/Q* vala-
mely k=>0-ra.

natkozni, amelyet U-val fogunk jel6lni. Nyilvan Xy U=U,, ahol f= azaz az

* CemeilcTBO
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Ilyen modon az 5. tétel kovetkezik az alabbi tisztan algebrai ténybdl.

Lemma. Legyen B=kl[T,, ..., T,] és AD B egy B felett egész zérusosztémentes
gytirti, x=T,, y=P(Ts, ..., T,)#0, és u€ A. Ha x/(yu)* az A-ban valamely 1>0-ra,
akkor x/u* valamely k=0-ra.

Egyetlen olyan tulajdonsaga az x és y polinomoknak, amelyet fel fogunk hasz-
nalni, hogy azok relativ primek a k[T, ..., T,] gyiirliben. Megjegyezziik, hogy he-
lyettesithetjiik y'-t z-vel és u'-t v-vel, és akkor elegendd bebizonyitani, hogy ha x
és z relativ primek k[7Ty, ..., T.}-ben, akkor x/zv-b&l A-ban kévetkezik, hogy x/v*
A-ban valamely k> 0-ra. Ilyen médon a lemma azt allitja, hogy bizonyos értelemben
a z és x€B polinomok relativ prim voltanak a tulajdonsiga megmarad a B felett
egész A gylirlire vald attérés kbzben.

Jeloljiik K-val a B gyiirii kvocienstestét. Ha t€A4 elem egész B felett, akkor
ezzel egyiitt algebrai K felett. Jeloljiik F(T)€K[T}-vel azt a legkisebb foku 1 f6-
egytitthatéju polinomot, amelyre F(t)=0. Ezt az F(t) polinomot a ¢t elem minimalis
polinomjanak nevezziik. A maradékos osztds megmutatja, hogy barmely olyan
G(T)EK(T) polinom, amelyre G(t)=0, oszthaté F-fel K[T]-ben. Innen azt kovet-
keztethetjiik, hogy r elem akkor és csakis akkor egész B felett, ha F(T)€ B[T). Valé-
ban, ha ¢ egész és G(¢)=0, ahol GEB[T] és a G féegylitthatdja 1, akkor G(7T)=
=F(T)- H(T) a K[T]-ben. Viszont abbdl, hogy B-ben a primtényezOk szorzatira
valo bontas egyértelmii (B=K][T,, ..., T,]!), kovetkezik, hogy akkor F(T)€B[T] és
H(T)€B[T], ami egyszerii kovetkezménye a Gauss-lemmanak.

Most mar konnyli befejezni a lemma bizonyitasit. Legyen zv=xw, v, w€A és
F(T)=T*+b,T**+...+b, az w elem minimalis polinomja. Mivel w egész B felett,

k
igy b;€ B. Konnyii belatni, hogy a v elem G(T') minimalis polinomja %F (;ZC- T )
alaku. Ezért
k
G(T) = T"+—Zﬁ T+ 4 .. +z—[k’",
x x
3

b z*b
u"+£x—1 R SN x"k =0.

. , . Z'b; . . ; ,
Mivel v egész B felett, igy _x_"_e B, viszont, tekintettel arra, hogy z és x relativ

primek, x%/b;. Akkor (3)-bol kovetkezik, hogy z/vF. Ezzel a lemma, kivetkezésképp
az 5. tétel is, be van bizonyitva.

I. KOVETKEZMENY. Ha XC PN kvdziprojektiv irreducibilis sokasdg, F az X-en
azonosan 0-val nem egyenld forma és az Xy sokasdg nem tires, akkor annak minden
komponense | kodimenzios.

Bizonyitds. Definicié szerint X nyilt a P¥ tér valamely X zart részhalmazaban.
Mivel X irreducibilis, igy X is irreducibilis, tehat dim X=dim X. Az 5. tétel szerint
(X)p=UY;, dim Y;=dim X—1. Viszont, amint kénnyen belathaté, Xr=(X)NX,
ahonnan az kovetkezik, hogy Xp= U(Y;NX), mégpedig vagy Y, X Ures, vagy Y;X
nyilt Y;-ben €s ezért dim (¥Y;N X)=dim X—1.

Altaldban olyan speciilis esetével szoktunk talalkozni ennek a kévetkezmény-
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nek, amikor XC 4" affin sokasidg. Ha 4"C P", 4"=Aj, akkor X=X, ahol f=ui ,

o
m=deg F, tehat X, egybeesik valamely f€k[X] regularis fliggvény zérushelyeinek a
halmazaval.

2. KOVETKEZMENY. Ha XC PN kvdziprojektiv irreducibilis n-dimenziés sokasdg,
Y egybeesik az X-en adott m forma zérushelyeinek a halmazdval és nem iires, akkor
bdarmely komponensének a dimenzidja nem kevesebb mint n—m.

Nyilvanvald a bizonyitas m szerinti indukcidval. Affin sokasag esetében ismét
beszélhetiink az X-en adott m regularis fiiggvény zérushelyeinek a halmazardl.
Ha X projektiv és m=n, akkor Aallithatjuk, hogy Y nem (ires.

6. TETEL. Ha X és YC PV kvdziprojektiv irreducibilis sokasdgok, dim X=n,
dim Y=m, N<n+m és XNY=0, akkor az X sokasig bdrmely Z komponensére
dim Z=n+m—N.

A tétel nyilvanvaldan lokalis jellegii, ezért elegendd affin sokasigokra bizonyi-
tani. Legyen X, YC A¥. Akkor XNY izomorf az (XX Y)NA4cC A* sokasaggal.
(2. § 3. pont 10. példa.) A tétel most kovetkezik az 5. tétel 2. kovetkezményébdl,
ugyanis 4 N egyenlettel van megadva. Projektiv sokasagok esetében, mint elobb is,
az XN Y halmaz nem lres, ha N=n+m.

3. A rétegek* dimenzidjardl sz6l6 tétel

Ha adva van a kvaziprojektiv sokasagoknak egy regularis f: X— Y leképezése,
y€Y, akkor az f~*(y) halmazt az y pont feletti rétegnek nevezziik. A réteg nyilvan-
valéan zart részsokasag X-ben.

Ez a terminoldgia azért indokolt, mert az X kilonb6z6 y€f(X) pontok paron-
ként idegen rétegeire ,,rétegezddik”.

7. TETEL. Ha f: X—Y irreducibilis sokasdgok reguldris leképezése, f(X)=7Y,
dim X=n, dim Y=m, akkor m=n és

1) Bdrmely y€Y pontra dim f~Y(y)=n—m,

2) Y-ban létezik olyan nem iires nyilt U halmaz, hogy y€U-ra dim f~1(y)=
=n-—m.

Az 1) tulajdonsdg bizonyitdsa. Nyilvanvalo, hogy y-ra nézve lokalis tulajdonsag-
rol van szo, ezért elegendd bizonyitani gy, hogy Y-ként tetszdleges nyilt UC Y,
U>y halmazt, X-ként pedig az f~1(U) sokasagot vessziik. Ezért Y-t affin sokasag-
nak tekinthetjiitk. Legyen YC AY. A 2. pont (1) sorozataban az Y sokasagra Y(™-
ként véges halmazt kapunk: Y™ =Y Z, ahol Z m egyenlettel van meghatarozva
és y€Z. U-t kivalaszthatjuk ugy, hogy ZNUMN Y=y és ezért azt fogjuk feltételezni,
hogy ZNY=y. A Z alteret meg lehet adni a g,=0, ..., g,,=0 m egyenlettel. Tehat a
£.=0, ..., g,=0 egyenletrendszer Y-on az y pontot hatarozza meg. Ez azt jelenti,
hogy X-en az f*(g,)=0, ..., f*(g.) =0 egyenletrendszer az f~'(y) részsokasigot ha-
tarozza meg. Most mar az 1) tulajdonsag kovetkezik az 5. tétel 2. kévetkezményébdl
(affin eset).

* Cnoit
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A 2. tulajdonsdg bizonyitdsa. Y-t helyettesithetjiik annak nyilt affin W részhal-
mazaval, X-et pedig a VC f~1(W) nyilt affin halmazzal. Mivel V siirii f~*(V)-ben,
igy f(V) slirli W-ben. Ezért f meghatarozza az f™*: k[W]—k[V] beagyazast. A kdvet-
kezdkben fel fogjuk tételezni, hogy k[W]cC k[V] és igy k[W]cC k[V). Legyen k[W]=
=k[wy, ..., wyl, k[VI=k[vq, ..., vy]. Mivel dim W=n, dim V=m, igy a k(V) test
k(U) feletti transzcendicia foka n—m. Tételezziik fel, hogy v, ..., v,-,, algebrailag
fliggetlenek k(W) felett, a v; i=n—m+1, ..., M) elemek pedig kapcsolatban allnak
veliik az Fi(0;; 01, ooy Uyems Oy, ..., 0y)=0 Osszefiiggéssel. Jeloljik o;-vel az
Yy V-re szlikitett v; fuggvényeket. Akkor

D kL7001 = klby, ..., D

Tekintsik F;-t a v;, vy, ..., v,_, polinomjianak, hozzacsatolva az wy, ..., wy
valtozékat a polinom egyiitthatdihoz, és jeldljik Y;-vel a W azon részsokasagat,
amelyet azon egyenletek hatiroznak meg, amelyeket a polinomok Osszes fOegytitt-
hatdjanak 0-val vald egyen]éve tételével kapunk. Legyen Y,=UY;, U= W— Y,.
Nyilvanvald, hogy U nyilt és nem iires. Ha y€ U, akkor az F(T;, Ty, ...y Ty o
@,(p), ..., wy(y)) polinomok egyike sem egyenld 0-val, azaz az Gsszes ¥; algebrailag
figg a 61, <oy Uy, elemektdl. (1)-gyel Osszevetve ez megmutatja, hogy dim f~1(y)=
=n—m, az 1) tulajdonsag miatt viszont innen mar koévetkezik a 2. tulajdonsag.
A tétel be van bizonyitva.

Azt, hogy a 2. tulajdonsag nem feltétleniil teljesiil minden y-ra, azaz a réteg
dimenzidja valéban lejjebb ugorhat, mar a kdvetkezd pontban latni fogjuk.

K OVETKEZMENY. Az Y, ={y€Y, dim f~1(y)=k} halmazok zdrtak Y-ban.

A 7. tétel szerint Y,_,=7Y, és létezik olyan zart Y'Y részhalmaz, Y,#7,
hogy Y, Y’, ha k=n—m.

Ha a Z;-k az Y’ irreducibilis komponensei, akkor dim Z,<dim Y és az
f~UZ)—Z; leképezésekhez dim Y szerinti indukciot alkalmazhatunk.

A 7. tételbdl a sokasagok irreducibilitasinak egy gyakran hasznos kritériuma
kovetkezik.

8. TETEL. Ha f: X—~ Y projektiv sokasdgok reguldris leképezése, f(X)=Y, Y és
az ésszes f~1(y) rétegek irreducibilisek, és az dsszes rétegek dimenzidja azonos, akkor X
irreducibilis.

Legyen dim f~1(y)=n. Tételezziik fel, hogy X reducibilis és X= U X; nem redu-
kalhaté felbontas irreducibilis komponensekre. Az 5.§ 2. tétel szerint az Osszes
S(X) zart. Mivel Y= Uf(X)), az Y pedig irreducibilis, igy f(X;)=Y valamely X-kre.
Kidobjuk Y-bol azon zart f(X;) halmazok unidjat, amelyek Y-t6l kiilénboznek,
és a megmaradt nyilt halmazt Y’-vel jel6ljiik. Legyen f(Y')=X" é X'=UX,,
ahol az X nyilt részhalmazok azokban az X;-kben, amelyekre f(X;)=7Y. Jelol_]uk
fi-vel az f leképezés f;: X;—~ Y’ sziikitését, és m -vel a d1m f PRl 6] szamok minimu-

mat. A 7. tétel szerint ez a minimum valame]y nyilt UC Y’ halmazon realizalodik,
viszont mivel Uf;*(»)=f"(y) irreducibilis és n dimenzids, ezért max m;=n és
valamely j=j, értekre dim f;,'(y)=n az y€U-ra, tehat az Osszes y€ Y-ra is. Akkor
viszont tetszbleges y€ Y-ra f~1(y)=Uf; (p), dim f71(y)=n, dim f;;}(y)=n és az

9* MTA I1I1. Osztdly Kozleményei 22 (1973)




132 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

S7H(p) irreducibilitdsabdl kovetkezik, hogy f~1(»)=f;,'(»). Ez azt jelenti, hogy
X=X

’ Nagyon specialis esete a 8. tételnek az irreducibilis sokasagok direktszorzatanak
irreducibilitasa, amelyet a 3. §-ban bizonyitottunk.

4. Egyenesek feliileteken

Azon erdfeszitések utan, amelyeket a metszetek dimenzidjard! szol6 tételek bi-
zonyitasara kifejtettiink, természetes 6haj ezen tételek némely alkalmazasat is meg-
ismerni. Ezt most meg fogjuk tenni az egyenesek P3-beli feliileteken vald elhelyezke-
dése egyszerii kérdésének a példajan.

A dimenzié fogalma altalaban akkor hasznos, ha pontosan akarjuk érzékeltetni
azt a tényt, hogy egy halmaz valamely eleme fligg egy megadott szam1 paramétertol.
Ennek érdekében a halmazt azonositani kell valamely algebrai sokasaggal és alkal-
mazni a bevezetett dimenzid fogalmat.

Lattuk példaul, hogy az m egyenlettel megadott P"-beli hiperfelileteket koleso-
nosen egyértelm{i modon meg lehet feleltetni a P¥» = projektiv tér pontjainak, ahol

v,,’m:(n:_zm)—l (1. 4.§ 4. pont).

Attériink az olyan részsokasagokra, amelyek nem hiperfeliiletek, és a koziiliik
legegyszer{ibbekre, a P3-beli egyenesekre.

A P? pontja megfelel a négydimenzids E vektortér egyeneseinek, a P3-beli egye-
nesek pedig kétdimenzios linearis altereknek, azaz sikoknak az E-ben. Az n-dimen-
zios F térben minden FC E sik bazisa két x, y vektorbodl all, amelyek viszont egy
w=xAy€ A*E bivektort hataroznak meg. Ha az x és y vektorok valamely bazisra
vonatkozé koordinatai (x;, ..., x,) és (31, --., Vs), akkor az xA y bivektor koordina-
tal p;;=x;y;—y;x; (i,j=1,...,n). Mint ismeretes, az x/A\y bivektor egyértelmiien
meghataroz egy F sikot és a bazis valtozasakor x, y szorzddik a test valamely 0-t4l
killénboz6 elemével. Ezért a projektiv tér p;; koordinataja pontja egyértelmiien meg
van hatarozva és egyértelmiien meghatirozza az F sikot.

Esetiinkben n=4 és a p;; bivektornak 16 p;; (i, j=0, ..., 3) koordinataja van,
amelyek a p;=0, p;= —p;; Osszefiiggések utjan vannak relacioban. Illyen médon
hat koordinata, a py;, Pos> Poss Piz> P13 Pes flggetlen. Minden L P3 egyenes meg-
hataroz egy (Po1:Poz:Pos: P12 P13 Pes) € P? pontot, a p;;-ket (0=i<j=3) az L egyenes
Pliicker-féle koordinatainak nevezziik.

Mint ismeretes, nem minden (p;;) (0=i<j=3) pont felel meg valamilyen egye-
nesnek. Ehhez sziikséges és elegendd teljesiilnie a po; pog + Pos * P13+ Pos * P12 =0 Ossze-
figgésnek. Az (1) 6sszefiiggésnek eleget tevd pontok egy masodrendii hiperfeliiletet
alkotnak P®-ben. Ezt a hiperfeliiletet I71-vel fogjuk jel6lni. Nyilvan dim IT=4. Ilyen
moédon kolesondsen egyértelmii megfeleltetést 1étesithettiink az L P? egyenesek és
a II hiperfeliilet pontjai kozott.

A feliileteken elhelyezked$ egyenesek vizsgalata szempontjabdl fontos a kovet-
kez6 eredmény.

LEMMA. Annak a feltételei, hogy a p;; Plicker-féle koordindtdji L egyenes
illeszkedik az F=0 egyenlettel megadott X feliiletre, olyan algebrai reldcidk a p;; és
az F polinom egyiitthatoi kozétt, amelyek homogének mind a p;;-kre, mind az F egyiitt-
hatdira nézve.
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Az L egyenes pontjainak koordinatait eldallithatjuk paraméteres alakban annak
Pliicker-féle koordinataival. Legyen x és y az FC F sik bazisa. Akkor az

2 xf(»)—yf(x)

alakl vektorok haimaza, amint az kdnnyen lathatd, egybeesik F-fel, ha f befutja
az E-n értelmezett Osszes linearis format. Ha az f koordinatai (a4, ..., «,) alakiak,
azaz f(x)= > a;x;, akkor a (2) vektor koordinatdi z;=2 a;p;;, pi;=X;y;—ViX;.

J
Ezért az L egyenes p;; Pliicker-féle koordinataju pontjai u= > o, p;; koordinatakkal

J
rendelkeznek. Behelyettesitve ezeket a kifejezéseket az F(uy, 1y, Uy, u3) egyenletbe
és egyenlévé téve O-val az egyiitthatokat az o; Osszes egytagu kifejezésében, meg-
kapjuk annak a feltételét, az F egyiitthatéi és a p;; koordinatak kézotti algebrai
relacio alakjaban, hogy LC X.

Most attériink a minket érdeklé kérdésre a P3-beli feliileteken elhelyezkedd
egyenesekrél. Adott m-hez tekintsiik azt a P” teret, v= v2’3:(m+ D(m _6{—2) (m+3) _ I,
amelynek pontjai kélesondsen egyértelmli moédon megfelelnek az m-edrendii feliile-
teknek (azaz amelyek m-ed fokd homogén egyenletekkel vannak megadva) P3-ban.
Jel6lje T, azon (&, n)€ P* X II parok részhalmazat, amelyekre az #€I1 pontnak meg-
felel6 L egyenes rajta van a £€ P* pontnak megfelelé X feliileten. A lemma alapjan
I',, projektiv sokasag. Meghatarozzuk a I',, dimenzidjat. Ennek érdekében tekintsiik
a @(P"XIN—~P' és Yy(P*XI)—~11: @(&, n)=E&, Y (&, n)=n projektald leképezéseket.
Nyilvan ¢ és Y regularis leképezések. A kovetkezGkben csak a I',,-en fogjuk Oket
tekinteni. Megjegyezziik, hogy ¥ (I',)=II. Ez egyszeriien azt jelenti, hogy barmely
egyenesen keresztiil legalabb egy m-edrendii felilet halad at, amely legalabb redu-
cibilis.

Meghatarozzuk a ¥ leképezés y~1(n) rétegeinek a dimenzidjat. Elvégezve a
projektalé leképezést, fel lehet tételezni, hogy az n-nak megfelelé egyenes az u,=0,
u; =0 egyenletekkel van meghatarozva. Azon £€P” pontoknak, amelyekre (&, )€
€Yy~i(mcr,,, ezen egyenesen athaladé m-edrendii feliiletek felelnek meg. Ezek
egyenletei F=0 alakdak, ahol F=U,G+ U, H, a G é H pedig tetszéleges m—1
fokl formak. Az ilyen formak halmaza természetesen egy PY-beli linearis altér-
nek felel meg, amelynek dimenzidjat kdnnyi kiszdmitani. Ez a dimenzid

3) §= M“G)('"_H)_l_

Ilyen moédon
m(m+ 1y (m+ 5)_

3 1.

dimy~(n) =

A 8. tételbdl kovetkezik, hogy I',, irreducibilis. Alkalmazva a 7. tételt, azt kap-
Jjuk, hogy
“) dim I, = dimy/(I',,) + dimy ~1(n) = M+

5 3.

Tekintsiik most a ¢:I',—~P" leképezést. Az 5.§ 2. tétel szerint ennek a képe
zart részhalmaza P*-nek. Nyilvan dim ¢(I",)=dim I',,. Ezért ha dim I',,<v, akkor
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o(I',)#P*, ez pedig azt jelenti, hogy nem tetszdleges m-edrendii feliiletre illeszkedik
m({m+1)(m+5)
—6—+ 3<

—1. Ez teljesiil, ha m=3. A kovetkezd eredményt kaptuk.

egyenes. A dim I',, <v egyenlétienség (4) miatt azt jelenti, hogy

(m+1)(m+2)(m+3)
= 6
9. TETEL. Tetszbleges m=3 esetén léteznek olyan m-edrendii feliiletek, amelyek
nem tartalmaznak egyetlen egyenest sem. Ilyen feliileteknek a P* térben nyilt halmaz
felel meg.

Léteznek tehat olyan nemtrivialis algebrai relaciok az m-edfoka F(uy, u,, 4y, u3)
forma egyiitthatéi kozott, amelyek sziikségesek és elegend8k ahhoz, hogy az F=0
egyenlettel megadott felliileten 1étezzen legalabb egy egyenes.

A fennmaradt m=1, 2, 3 esetek koziil az m=1 eset trivialis. Tekintsiik az m=2
esetet, bar a valasz elGre ismert az analitikus geometriabol.

m=2 esetén v=9, dim I',,=10. A 7. tételbdl koévetkezik, hogy ¢~ 1(£)=1. Ez
egy jolismert tény: barmely masodrendi feliileten végtelen sok egyenes fekszik.

Megjegyezziik, nem bocsitkozva a bizonyitas részleteibe, hogy itt mar talal-
kozunk a rétegek dimenzidja megugrasinak a jelenségével, amelyrdl az 5. pontban volt
sz6. Valéban, ha a mdsodrendii feliilet irreducibilis, akkor a neki megfelelé pontra
dim ¢ ~1(¢)=1, ha viszont két sikra esik szét, akkor természetesen dim ¢ ~1(£)=2.

Tekintsiik most az m=3 esetet. Ekkor dim I',,=v=19. K&nnyl konstruilni
olyan harmadrendd Xc P? feliiletet, amelyen csak véges szami egyenes fekszik.
Példaul, ha X inhomogén koordinatakban a

&) T, T, T, =1

egyenlettel van megadva, akkor 43-ban X-re nem illeszkedik egyetlen egyenes sem.
ValGban, felirva az egyenes egyenletét T;=a;t+b; (i=1, 2, 3) paraméteres alak-
ban, és behelyettesitve (5)-be, ellentmondashoz jutunk. Viszont a végtelen tavoli X
sikkal valé metszetén hirom egyenes van. Tehat P'®-ben léteznek olyan & pontok,
amelyekre ¢ ~1(&)=0. A 8. tétel miatt ez csak akkor lehetséges, ha dim ¢ (I'3)=19.
Alkalmazva az 1. tételt, azt latjuk, hogy o (I'y)=P.
Bebizonyitottuk a kovetkezd eredményt.

10. TETEL. Bdrmely harmadrendii feliileten van legaldbb egy egyenes. A P'? tér-
ben, amelynek pontjai az ésszes harmadrendii felilletnek felelnek meg, létezik olyan
nyilt részhalmaz, hogy a pontjainak megfelelé feliiletekre végesszdmiu egyenes illesz-
kedik.

Olyan harmadrendii feliiletek, amelyekre végtelen sok egyenes illeszkedik, valé-
ban léteznek, példaul a harmadrendii kiipok. Ilyen médon a rétegek dimenzidja itt is
megugorhat.

5. Projektiv sokasdg, Chao koordindtdk

A metszetek dimenzid tételeinek egyik leglényegesebb alkalmazisa a rogzitett
n-dimenziéji X< P¥ részsokasig koordinatakkal valé megadasinak lehetGségében
all. Mi mar talatkoztunk ilyen feladattal a hiperfeliiletek esetében: az m fokti formak-
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kal meghatarozott P"-beli hiperfeliiletek megfelelnek a P*  projektiv tér pont-
jainak. Mdsik példa a P3-beli egyenesek leirasa azok Pliicker-féle koordinataival.

Természetes megprobalni valamilyen mddon a tetszGleges X sokasig esetét vissza-
vezetni a hiperfeliilet esetére és ennek érdekében kapcsolatba hozni X-szel a hiper-
feliiletet. Legyen példaul X egy gorbe P3-ban. Tekintsiik az X-et metsz6 P3-beli
egyenesck Y halmazit. Konnyil ellendrizni, hogy Y-nak megfelel az Gsszes P3-beli
egyenest leiré IT sokasagon egy ¥ algebrai részsokasiag. Mivel az adott x€P3 pon-
ton atmend Osszes egyenesek Y, halmazinak megfelel — amint az kdnnyen belat-
haté — egy kétdimenziés ¥.cIT _részsokasag, viszont a dim X'=1, igy a 7. tételbdl
kénnyen levezethetd, hogy d1m ¥=3. Ezért az ¥ kodimenzidja IT-ben 1. Ha tud-
nank, hogy IT-ben, Ugy mint P"-ben, barmely 1 kodimenzids részsokasig egy egyen-
lettel adhat6 meg, akkor ezen egyenletek egyiitthatoit valaszthatnank az X koordina-
tainak. Az itt fellépd nehézséget meg lehet keriilni, ha az X-et metszd egyenesek
helyett E,, E, sik parokat tekintiink, amelyekre E;NE,\ X nem iires. Mivel a P3-
beli sikok P3-beli (v5,=3) pontoknak felelnek meg, az E,, E, pir a 6 dimenzids
P3X P? sokasig pontjainak felelnek meg. Az E,NE,NX=0 o6sszefiiggésnek ele-
get tevo parok halmaza egy S dimenzids Y P3X P3 részsokasagnak felel meg, és
most mar alkalmazhatjuk a 3. tételt. Ezt a tervet akkuratusan végigvissziik tetszoleges
Xc P" sokasagokra.

Az Osszes EC PN hipersik sszessége kolcsondsen egyértelmii médon megfelel
az N-dimenzids projektiv tér pontjainak, amelyet P¥_nel fogunk jelélni, hogy meg-
kiilonboztessiik a kiindulé PN-t8l. A ¢ hipersik és a P¥ megfelel pontjat ugyanazzal
a betiivel fogjuk jelélni.

Tekintsiik az X< P¥, dim X=n projektiv sokasagot. A PVX...X PNX X szor-
~ n+l
zatban, amelyet XX (PN)*+!-gyel fogunk jelSlni, tekintsiik az olyan (O, ..., £0)) x)
rendszerek I' halmazat, ahol az Osszes ¢® (i=0, ..., n) hiperfeliilet tartalmazza az
Xx€X pontot. I' zart részhalmaz és arra értelmezve vannak:a ¢ : I~ (P¥y**1ésyy: - X
regularis leképezések.

Nyilvanvald, hogy ¥ (I')=X. Meghatarozzuk a i ~1(x,) dimenzidjat, ahol x,€ PV.
A Y~'(x) halmaz olyan (£, ...,¢™, x,) rendszerekbol all, amelyekre £@3x,.
Az 0Osszes olyan iePN amelyekre ﬁaxo, egy P¥-'c PN hipersikot alkot. Ezért
Y l(xe)=(PV1)-1 &s dim ¢y ~1(xg)=(N—1)(n+1). A 7. tételbsl kovetkezik, hogy
dim I'=s(N—1)(n+1)+n=N(n+1)—1, viszont a 8. tételbdl kovetkezik, hogy I irre-
ducibilis.

Léteznek olyan y€(PY)"+! pontok, hogy y€p(I') és ¢~1(y) egyetlen pont. Ez
azonnal nyilvanvalé a 2. pontbeli (1) sorozat konstrukcidjabdl, ha F;-ként olyan
linearis format valasztunk, amely valamely x€X pontban 0-val egyenld. Most al-
kalmazhatjuk a 7. tételt és ebbdl addédik, hogy dim o (N)=dim '=Nn+1)—1.
Mivel ¢ (I (PYy**1 és dim (P¥)*+1=N(n+1), igy alkalmazhatjuk a 3’. tételt. Ebbél
kovetkezik, hogy a ¢(I') egyetlen olyan Fy formaval van meghatirozva, amely
n+1 csoport — mindegyikben N +1 — valtozotdl fiigg. Az Fy forma homogén a val-
tozdk minden csoportjira nézve. Nyilvanvaloan ezt a format kivalaszthatjuk ugy,
hogy ne tartalmazzon t6bbszords tényezOket. Akkor ezt a format az X sokasag
egyértelmiien meghatiarozza — konstans tényez6 pontossaggal. Az Fy format asszo-
cialt formanak, egyiitthatoit pedig az X sokasag Chao-féle koordinatainak nevezziik.
Bebizonyitjuk, hogy az X sokasag egyértelmiien meg van hatarozva az Fy formaval.
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Ennek érdekében elegendd ellendrizniink, hogy egy x€P¥ pont akkor és csakis
akkor van az X-en, ha barmely n+1 6t tartalmazé O, ..., ™ hipersik eleget tesz a

6] Fx(¢©, .., M) =0

relacionak. Valdban, ha x€X, akkor (1) teljestil az Fy definiciéja értelmében. Ha
pedig x¢ X, akkor talalhatdé n+1 olyan x-et tartalmazo €O, ..., €™ hipersik, hogy
EON.. . NEMNX=0, ami ismét azonnal adddik a 2. pont (1) sorozatinak a
konstrukcidjabdl. Az ilyen O, ... £™ nem tesznek eleget az (1) relacionak.

Az Fy formaknak van ,,diszkrét” invariansuk: a fokszam, és adott fokszam
mellett ,,folytonos™ invariansai: az egyiitthaték. Tisztazzuk elGszor is az Fy forma
fokszamanak az értelmét. Pontosabban kifejezve, ennek, n+1fokszamavan: d,, ..., d,
a valtozok minden rendszere szerint. Viszont ezen fokszdmok mind egybeesnek.
Valdban, mivel az (1) feltétel szimmetrikus a ¢O, ... EM_re nézve, ez a feltétel
pedig az Fy forma zérushelyeinek a halmazit hatarozza meg, igy a &®-k egymas
kozétti felcserélésétdl az Fy forma legfeljebb konstans tényez6vel szorzédhat (kony-
nyen belathatd, hogy ez a konstans vagy 1 vagy —1). Ezért az Gsszes d; szam egybe-
esik. Ezek ko6z0s értékét d-vel fogjuk jelSlni.

Kivalasztunk n olyan #®, ..., ™ ¢ P¥ hipersikot, hogy azok X-szel vald met-
szete véges szamu pontbdl alljon (a 2. pont (1) sorozata alapjan ez mindig lehetsé-
ges). Legyen

ﬂ(l)ﬂ ﬂ’l(")ﬂX — {x(l), s (0)},

XD =@, .., uf (G=1,..,0).

N
Ha felirjuk a ¢&® egyenletét > v;u;=0 alakban, akkor kideriil, hogy az
i=0

Fy (O, 4, ..., n™) forma fokszama a vy, ..., vy-re nézve d és ez a forma egyenid
0-val akkor és csakis akkor, ha legalabb egy j=1, ..., c-re teljesiil

N +
> ol = 0.
) i=0
Innen kovetkezik, hogy

) Fy(E®, 1, ..o n®) = & I (S vy,
g

ahol r;=1 egész szamok. Innen lathato, hogy c=d mindig, éshaaz Fy (£, 4™, ..., n™)
forma nem tartalmaz t6bbszords tényezdket, akkor c=d. Megmutatjuk, hogy az
n®, ..., n™ hipersikok megfeleld kivalasztasa esetén az Fy(£®, 5D, ..., ™) forma
nem tartalmaz tobbszords tényezoket.

LEMMA. Ha az F(x,y) polinom nem tartalmaz tobbszérds szorzé témyezdket,
akkor vagy léteznek olyan y, pontok, hogy F(x, y,)-nak nincs t6bbszérés szorzé ténye-
zdje, vagy Fy(x,y)=0.

Utobbi eset csak akkor lehetséges, ha a k test karakterisztikdja p=0 és akkor
F(x,9)=G(x", y).

A lemma egyszer(i bizonyitasat az olvasdra bizzuk.
A lemmabdl és abbdl, hogy az Fy(£©, ..., £™) formanak nincsenek t6bbszo-
ros tényezdi, kovetkezik, hogy vagy az M, ..., #™ valamely megvalasztisa mellett
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az Fy(EO, D, .., 4™) formanak nincs tobbszorés tényezdje, vagy az dsszes v(®
(i=0, ..., N) valtozo az F kifejezésben olyan hatvanyon szerepel, amely t6bbszorose
p-nek. Akkor viszont az Fy szimmetrijja miatt (a kiilénb6z6 valtozdcsoportokra
nézve) az Osszes valtozo rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, és igy Fy egy polinom
p-edik hatvanya — feltételezéslinkkel ellentétben.

A 4. tétel bizonyitasanal hasznalt moddszerek segitségével kénnyli ellendrizni,
hogy azok az (4, ..., #™)€(P¥)" pontok, amelyekre az Fy (@, 4D, ..., n™) forma-
nak nincs tSbbszords tényezdje, egy nem iires nyilt halmazt alkotnak (PV)"-
ben. Ugyanezzel a tulajdonsidggal rendelkeznek azok a pontok, amelyekre

W (E@, 4D, . n™)=0. Ezért valamely nem tres nyilt halmaz pontjara a (2) egyen-
I8ségben r;=1 és c=d.

A kapott eredmény az X sokasag asszocialt formajanak d fokszaméara a kovet-
kezd jellemzést adja: d egyenlé az X E metszet pontjai szamanak maximumaval,
ahol E-lineéris altér, dim E=N—n és XNE véges. A d szamot az X sokasag fokanak
nevezziik és deg X-szel jeloljiik.

Azon Osszes F({O, ..., &™) formik halmaza, amelyek n+1 csoport — mind-
egyikben N+1 — valtoz6tdl fiiggenek és fokszamuk minden valtozd csoportra
nézve d, egy projektiv P¥~.na teret alkot, ha a formakat konstans szorzo erejéig valo
pontossiggal tekintjiik. Tetsz8leges n-dimenzids d-edfoki X< PN sokasagnak meg-
feleltetiink egy Fy format, tehat egy C(X) pontot P¥~.ma-ben. Jeldljik Cy , ,C
C P¥~.ma-vel az igy kapott pontok halmazat. Felvet6dik az alapvetd kérdés ezen
halmaz leirasardl. Bizonyitas nélkiil megemlitjiik az ide vonatkozé eredményt. Ez
azt allitja, hogy Cy , 4 egy kvaziprojektiv sokasag, ezen feliil pontositja a kapcsola-
tot az X és Fy kozott.

Eldszor bevezetiink egy fontos fogalmat. Legyen S kvaziprojektiv sokasag, I’
egy zart részsokasig SXP¥-ben és @:I'- PV, y: I'—S annak természetes pro-
Jekceidi.

Ha az Osszes s€ S-re az X =@y ~1(s) részsokasagoknak ugyanaz a dimenzié-
juk, akkor a {X,; s€ S} részsokasig csaladot algebrainak nevezziik. Azt fogjuk mon-
dani, hogy S és I meghatarozzak ezt a csaladot.

ALLITAS. Az ésszes olyan zdrt X< PN részsokasdgok csalddja, amelyekre dim X =n,
deg X'=d, algebrai. Létezik olyan Cy_, 4 Pn.n.a sokasdg és ezt a tulajdonsdgot meg-
hatdrozé zdart T Cy , ;X PV, hogy y€Cy , 4 asszocidlt forma a oy ~(y)-ra nézve.

Nyilvan az F€P'~na forma akkor €s csakis akkor van benne Cy , 4-ben, ha
F=Fy, dim X=n, deg X=d.

A Cy.,.4 halmaz altaldban nem zirt P’~.ma-ben. Példaul az F(x,, x5, X5)
kvadratikus forma — amint az kénnyen belathaté — asszocialt forméja az F=0
masodrendii gérbének akkor és csakis akkor, ha F nem négyzete egy linearis for-
manak. Viszont meg lehet valamelyest valtoztatni a definiciot gy, hogy zart soka-
sagokhoz jussunk. Ennek érdekében bevezetik az n-dimenzids ciklus fogalmat, értve
ezalatt az X,C PN n-dimenzids részsokasigok @ =m; X;+ ... +m, X, formalis linearis
kombin4cidjat, ahol m;>0 egészek. Legyen

deg 2 = m, deg X, + ... + my deg X,
Fg = Fx!« ... Fx*~.
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A ciklus igy bevezetett asszocialt formaja rendelkezik a sokasig asszocialt forma-
janak minden tulajdonsagaval, azonban itt a 2 PV, dim 2 =n, deg @ =d ciklusok
dsszes asszocialt formainak Cy , 4 halmaza zart.

Az asszocialt forma fogalma lehetGséget ad megkézeliteni a projektiv tér rész-
sokasagai és ciklusai rendszerezésének a problémajat. Ugyanis a Cy , , algebrai
sokasag altalaban reducibilis. Ennek irreducibilis komponensei, azok szama és di-
menzidja informaciét adnak az adott dimenzidja és fokszamii PVN-beli részsokasa-
gok Osszességérdl. Aldhuzzuk, hogy k6zben a PVN-beli részsokasigokat nem az izo-
morfiaig terjedé pontossiggal tekintjiik, hanem kiilénbozéknek tekintjiik 8ket, ha
azok mint halmazok kiilénboz6k.

Befejezésképpen néhany példat ismertetiink. A hiperfeliiletek esete még nagyon
egyszerii (13. feladat) ezért az els6 nem trividlis példak a P3-beli gorbék, azaz az
N=3, n=1 eset. Ismertetjiik a d=1, 2, 3-ra vonatkozé eredményeket.

d=1, C3,,=Cy, =10 Pliicker-féle masodrendii hiperfeliilet. Ez irreducibilis
¢és dimenzidja 4 (1. ugyszintén a 14. feladatot).

d=2, Cy;,, reducibilis C; , ,=C’UC". A C’ és C” komponensek irreducibilisek
¢és dim C’'=dim C”=8.

A C’ pontjai masodrend{i sik goérbéknek felelnek meg, a C” pontjai egyenes
paroknak (altalaban kitérdeknek) felelnek meg:

d — 3; 63’1’3 — CIUC"UCI"UCIV,
dim C! = dim C" = dim C'"! = dim C*Y = 12.

A C’ pontjai egyenes harmasoknak felelnek meg, a C” pontjai irreducibilis
— maésodrend(i sik gorbébdl és egyenesbdl (dltalaban mas sikban levd) all6 — gor-
béknek, a CI pontjai 3-adrendli sik gérbéknek felelnek meg. Végiil a C' pontjai
harmadrendii nem sik grbéknek felelnek meg. Meg lehet mutatni, hogy mindezek a
gOrbék a vy (P) gbrbébdl (1. 18. feladatot) adédnak kiilonbozd linearis transzfor-
macidkkal.

Mindazon esetekben, amelyeket eddig sikeriilt kiszamolni, a Cs ; , sokasag irre-
ducibilis komponensei nem tilsigosan bonyolultaknak bizonyultak. Pontosabban
mondva, mind racionalis sokasagoknak bizonyultak, azaz biracionalisan izomorfak-
nak projektiv terekkel. Hogy ez igy van-e altalanos esetben, valdszinii nagyon nehéz
és nagyon elvi jelleg{i kérdés.

Feladatok

1. Legyen L egy (n—1)-dimenzids linearis altér P*-ben, X L irreducibilis zart
sokasag és y¢ L. Osszekotjiik y-t egyenesekkel az Gsszes x€ X ponttal. Az Ssszes ilyen
egyenesen levé pontok halmazat Y-nal jel6ljlik. Bizonyitsuk be, hogy Y irreducibilis
projektiv sokasig és dim Y=dim X+1.

2. Legyen X A3 egy reducibilis gorbe, amelynek komponensei a harom koordi-
nata tengely. Bizonyitsuk be, hogy az Yy idedl nem generalhaté két elemmel.

3. Legyen XC P2 egy reducibilis nulldimenzids olyan sokasag, amelynek kom-
ponenseit harom olyan pont jelenti, amelyek nem esnek egy egyenesre. Bizonyitando,
hogy az Yy ideal nem generalhaté két elemmel.

4. Bizonyitsuk be, hogy pontok barmely véges S 4% halmaza meghatirozhatd
két egyenlettel. (Utbaigazités. Valasszuk ki az x, y koordinata-rendszert 4%-ben ugy,
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hogy az S halmaz clemeinek kiil6nb6z6 x koordinatii legyenek. Ezutan adjuk
meg S-t y=f(x), II (x—a;)=0 egyenlettel, ahol f(x) polinom.)

5. Bizonyitsuk be, hogy pontok barmely véges S P? halmaza megadhatd két
egyenlettel.

6. Legyen X A% egy algebrai gorbe, x, ¥, z az A3-beli koordinatik. Bizonyit-
suk be, hogy létezik olyan f(x, y) polinom, amely 0-tdl kitllénbdz8, és az X minden
pontjaban egyenld O-val. Bizonyitsuk be, hogy az Gsszes ilyen polinom (g(x, »)) f6-
idealt alkot, a g(x, y)=0 gbrbe pedig az X gbrbe (x, y) sikra a z tengellyel pArhuzamos
projekcidjanak a lezartja.

7. Hasznaljuk a 6. feladat jel6léseit. Legyen A(x, y, 2)=g(x, ¥)z"+... +g,(x, »)
a legkisebb pozitiv z-szerinti fokszadmu, polinom az Yy idedlban. Bizonyitsuk be,
hogy ha f€ Yy és f-nek z-szerinti foka m, akkor f-git=h-u+v(x, y) és v(x, y) oszt-
haté g(x, y)-nal. Vezessiik le innen, hogy a £=0, g=0 egyenletek azt a reducibilis
gorbét hatarozzak meg, amely az X-bdl és a z-tengellyel parhuzamos végesszimu a
2o(x, ¥)=g(x, y)=0 egyenletekkel megadott egyenesekbdl all.

8. A 6. és 7. feladat felhasznalasaval bizonyitsuk be, hogy barmely X'C 4% g6rbe
megadhaté harom egyenlettel.
megadhaté harom egyenlettel.

10. Megadhato-e tetszbleges X< 4% (vagy X< P3) irreducibilis gbérbe két egyen-
lettel? A kérdésre a valasz nem ismert.

11. Legyenek az Fy(xq, --.» Xp)s - s Fu(xq, ..., x,) formak my, ..., m, fokdak.
Jeloljik I'-val azon (F,, ..., F,, x) rendszerek halmazat P"X Il P¥»m-ben, amelyekre
Fy(x)=...=F,(x)=0. A ¢: ' -IIP"m és : I~ P" projekcidkat tekintve bizonyit-

suk be, hogy dim I'=dim o (" )=2 Vo m,— 1. Vezessiik le ebbdl, hogy 1étezik az

Fy, ..., F, formak egyiitthatoitdl fliggé olyan R(F,, ..., F,) polinom, hogy R=0
sziikséges és elegend6 arra, hogy az n+1 ismeretlenes n+1 darabbdl all6 Fy=...=
=F,=0 egyenletrendszernek létezzen nemtrivialis megoldasa. Mivel egyenlé az R
polinom, ha az F, ..., F, formak linedrisak?

N
12. Bizonyitsuk be, hogy az (u:...:uy) pont asszocialt formaja > vy, alaki.

i=0
13. Bizonyitsuk be, hogy ha X hiperfelilet és Yy=(G(u,, ..., uN)), akkor
Fx=G(4,, ..., 4y), ahol (—1)4; a (v{?) matrix olyan minorja, amely az i-edik
oszlop elhagyasaval keletkezik.
14. Legyen X< P® egy p;; (0=i, j=3) Pliicker-féle koordinataju egyenes. Bizo-
nyitando, hogy Fx= > p;;v{® -v®.

i,J

15. Legyen YC P" egy adott zart részsokasag. Bizonyitsuk be, hogy az XC Y
feltétel egyenérték{i valamely algebrai relacidkkal az Fy forma egyiitthatéi kozott.

16. Bizonyitsuk be, hogy a G =0 egyenlettel megadott hiperfeliilet rendje egyenlé
a G forma fokaval, ha G nem tartalmaz t6bbsz6rés tényezot.

17. Bizonyitsuk be, hogy az l-rendi Xc P" részsokasigok linearis alterek.

18. Legyen v,,: P1—~ P™ Veronese-féle leképezés, X =v,,(P). Bizonyitsuk be, hogy
az X rendje m. (I'Jtmutatés. Hasznaljuk fel a 4. § 4. pontban emlitett kapcsolatot a
v,,(P") hipersik metszetei és a P'-beli formék kozott.)

19. Bizonyitsuk be, hogy a Pm"-beli masodrendii X gérbe vagy benne van a
sikban és abban masodfoki egyenlettel adhaté meg, vagy két egyenesre bomlik fel.
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20. Legyen X=X;U...UX, irreducibilis komponensekre valé felbontas, ahol a
komponensek dimenzidja egyenld. Bizonyitsuk be, hogy deg X= > deg X;. Milyen
kapcsolat 4il fenn az Fy forma és a Fy, formak k6zott?

21. Bizonyitsuk be, hogy a d-edrend{i irreducibilis X P" gérbe benne van vala-
mely d-dimenzids linearis altérben.

22. Bizonyitsuk be, hogy a II Pliicker-féle hiperfeliiletre kétdimenzids linearis
alterek két rendszere illeszkedik. Az els§ rendszer altere a &€ P? ponttal van meg-
hatarozva és a ¢ ponton atmend Lc P? egyeneseknek megfelel IT-beli pontokbdl
all. A masik rendszer altere a Qc P? sikkal hatirozhaté meg és a Q-beli L P?
egyeneseknek megfeleld Gsszes I1-beli pontbdl all. Mas kétdimenzids altér nincs
II-ben.

23. Legyen F(x,, X1, Xs, X3) tetszOleges negyedfoku forma. Bizonyitsuk be,
hogy létezik az F forma egyiitthatoditdl fiiggd olyan @ polinom, hogy a @ =0 feltétel
sziikséges és elegendd ahhoz, hogy az F=0 egyenlettel megadott feliileten Iétezzen
egyenes.

24. Legyen X P? egy masodrendii nemelfajuld feliilet és Ay II az X-en levd
egyeneseknek megfelel I1-beli pontok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy Ay két egymast
nem metszd egyenesbdl all.

25. Bizonyitsuk be, hogy a masodrendi elfajuld feliileteknek megfelel6 PYs.2
térben levd pontok hiperfeliiletet alkotnak.

1I. FEJEZET
LOKALIS TULAJDONSAG OK

1. §. Egyszerii és szingularis pontok

1. Pont lokdlis gyiiriije

Ebben a fejezetben algebrai sokasidgok pontjainak lokalis tulajdonsagait fogjuk
vizsgalni, azaz az x€ X pontok olyan tulajdonsagait, amelyek nem valtoznak attdl,
hogy X-et helyettesitjitk az x pont tetszdleges kérnyezetével. Mivel minden pontnak
van affin kOrnyezete, igy a pontok lokalis tulajdonsagainak vizsgalata soran elegendd
affin sokasagokra szoritkozni.

Az X sokasag x pontjanak legfébb lokalis invaridnsa a pont O, lokalis gy(r{ije.
Ez a gylir{i az Gsszes olyan fiiggvényekbdl all, amelyek regularisak az x pont vala-
mely koérnyezetében. Viszont, mivel a kiilonboz6 filiggvények kiilonboz6 kdrnyeze-
tekben regularisak, ez a definicié bizonyos dvatossigot igényel.

Ha az X sokasag irreducibilis, akkor az O, a k(X) test azon részgyiir(ije, amely
az Osszes olyan fiiggvénybdl all, amelyek regularisak az x pontban. Visszaidézve
a k(X)-nek mint az x pont valamely U affin kérnyezete k[U] koordinata gy(iriije
hanyadostestének a definicidjat, az O, gyirii kovetkezd leirdsahoz jutunk.

Ez a gylirii az olyan ( f, g), f, g€k[U], g(x)0 parokbdl all, amelyek a kovetkezd
egyenl6ségi relacionak

4} (18) = (f1,81), ha f-gi=g-f1,
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és az

@ (/19)+(f1,81) = (fg1+gf1,gg1),}

(/18) - (f1,> &) = (ff15 881)

miiveleti szabalyoknak tesznek eleget.
Ez a definicid atvihetd a reducibilis sokasidgokra is, megtartva a (2) miiveleti
definicidt és az egyenldségi relaciot felcserélve a kovetkezdvel:

(f,9 = (f1,g1), ha létezik olyan hek([U],

h(x) # 0, h(fg,—gf) =0.

hogy

f

Az O, gylirli elemét meghatarozoé barmely ( f, g) parra az re fiiggvény regularis
az x pont U?¢ kornyezetében. A (3) szabaly azt jelenti, hogy O,.-ben azonositjuk
azokat a fiiggvényeket, amelyek az x pont valamely kOrnyezetében egybeesnek
(esetiinkben U*-ban). Ilyen médon O, definialhaté mint olyan gylir{i, amelynek
elemei az x pont kiilonb6z6 kornyezetében regularis fiiggvények, amelyek kozott
az emlitett egyenldségi relacidé érvényes. Ez a definicié mar fliggetlen az x pont vala-
mely U affin kornyezetének a kivalasztasatol.

Az f—(f, 1) leképezés meghatiarozza a ¢: k[U]—~ O, homomorfizmust, amely-
nek értelme az, hogy az Gsszes f€k[U] fliggvény regularis az x pont U kornyeze-
tében.

Specialisan valasszuk ki az U sokasagot Gigy, hogy annak 6sszes irreducibilis kom-
ponense menjen at az x ponton. Akkor az x pont valamely ¥Vc U kdrnyezetében
0-val egyenlé f fiiggvény O-val lesz egyenlG az egész U-n. Ezért a ¢ homomorfizmus
beagyazas, és mi azonositani fogjuk k[U]-t az O, részgy(riijével. Analég mdodon
elhagyhat6 a /1 szorzd a (3) egyenldségi relacidban. Mas szdval, O, az U-n értelmezett

fliggvényekbdl all — minden azonositds nélkiil — és minden @ €O, filiggvény %,
f,eck[U], g(x)=0 alaku.

Az O, gyliri Noether-féle. Valoban, mint fentebb, kivalasztjuk az U>x kdrnye-
zetet ugy, hogy k[U]c O,. Tekintsiik az ac O, idealt és annak a=aNk[U] met-
szetét. Mivel a k[U] Noether-féle gylirii, igy a-nek véges bazisa van: a=(gy, ..., &)
Most eilendrizziik, hogy a=d- O,, és igy O, idedlnak ugyanaz a g,, ..., g, bazisa

van. Valéban, ha ¢€a, akkor (p=§,f,g6k[U], g(x)=0. Akkor f=¢-gca és igy

f€ea. Tovabba, g €0, és ezért o=f-g~1€a0,.

Az O, lokalis gyfliri a kovetkezé f6 tulajdonsiggal rendelkezik: abban van
egy olyan M, idedl, amely az dsszes tovabbi idealt (O,-tdl kiilonbdz6t) tartalmazza.
Espedig M, az Osszes olyan f€ O, fiiggvénybdl all, amelyek az x pontban 0-val
egyenldk. Hogy bebizonyitsuk, hogy barmely ac O, ideal benne van 9%, -ben, ele-
gendd ellendrizni, hogy barmely f¢9IN, elemnek Iétezik O, -ben inverze. Ez viszont
nyilvanvald, mert ha f¢I,, akkor f(x) =0 és f~1€ O,. Itt most a kommutativ algebra
egyik alapfogalmanak speciilis esetével van dolgunk. Tetsz8leges O gyfiriit lokalis-
nak neveziink, ha az Noether-féle és létezik olyan MM 0, M =0 idealja, amely az Gsszes
t6bbi idealt tartalmazza.
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2. Erinté tér

Az X affin sokasag x pontjaban ugy definialjuk az érintd teret, mint az x pon-
ton atmend X-et érintd egyenesek Osszességét. Hogy definialhassuk az Lo AN egye-
nesnek az X< AY sokasaggal vald érintkezését, feltételezziik, hogy az A4¥-ben a
koordinata-rendszer ugy van kivalasztva, hogy x=(0, ..., 0)=0. Akkor L= {ta, 1€k},
ahol a rogzitett pont, a=0. Az X és L metszetének vizsgilata érdekében fel fogjuk

tételezni, hogy X az F,=...=F, =0 egyenletrendszerrel van megadva, méghozza
jx=(Fl, ceey E”).
Akkor az XML halmazt az F,(ta)=...=F,(ta)=0 egyenletek hatarozzak meg.

Mivel most az egy ¢ valtozotdl fiiggd polinomokkal van dolgunk, akkor azok gyoke
azok legnagyobb k6z0s osztdjanak a gydkei. Legyen

a) {f(t) = L.n.k.o.(Fy(ta), ..., F,(ta))

J@ = ¢ [T (t — o).

A r=uq; értékek az L egyenes és az X sokasag metszete pontjainak felelnek meg.
Megjegyezziik, hogy (1)-ben a t=a; értékek k; multiplicitissal szerepelnek, amelye-
ket természetes Ggy interpretdlni, mint az L és X metszetének a multiplicitasat.
Specialisan, mivel LMNX30, igy (1)-nek van t=0 gyoke. Igy a kovetkezé definicio-
hoz jutunk.

DEFINiC16. Az L egyenes és X sokasag metszetének a multiplicitasin 0 pontban
az f(r)=L.n.k.o. (Fy(ta), ..., F,(ta)) legnagyobb kozds oszt6 polinom 7=0 gySkének
a multiplicitasat értjiik.

Hyen moédon ez a multiplicitas egyenl ¢ azon legmagasabb hatvanyaval, amellyel
oszthaté az Osszes F;(ta) polinom. Definicid szerint ez nem kisebb egynél.

Ha az F;(ta) polinomok azonosan egyenl6k 0-val, akkor a metszet multiplicita-
sat + «-nek tekintjiik.

DEerINiC1O. Az L egyenes érinti az X sokasagot 0 pontban, ha metszetiikk multipli-
citasa ebben a pontban nagyobb egynél.

Felirjuk az L egyenes és az X érintkezésének feltételét. Mivel X350, igy az Osszes
F,(T) konstans tagja egyenl6 O-val. Jeloljik L;-vel azok linearis részét, gy hogy
Fi=L;+G; (i=1,...,m), ahol G; csak a=2 fokl tagokat tartalmazza. Akkor
Fi(at)=tL,(a)+ G(ta), és G;(ta) oszthatd t2-tel. Ezért F;(at) oszthato r2-tel akkor és
csakis akkor, ha L;(a)=0. Az érintés feltétele

2) L@=..=L,(a=0

alaku.

DEFNICIO. Azon egyenesek pontjainak mértani helye, amelyek X-et érintik
az x pontban, érinté térnek nevezziik az x pontban. Ezt a teret ©-szel jeloljiik,
vagy @, x-szel, ha ald kell hiznunk, hogy milyen X sokasagrél van szé.

A (2) egyenletek tehat az érint6tér egyenletet. Ezek azt mutatjak meg, hogy O,
linearis tér.

1. PELDA. Az A"-hez annak barmely pontjaban vett érinté tér egybeesik A"-nel.
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2. PELDA. Legyen XC A" hiperfeliilet és £y =(F). Ha X30 és F=L+G (a fen-
tebb elfogadott jel6lésekben), akkor ©, az L(T,, ..., T,)=0 egyetlen egyenlettel
van meghatarozva. Ezért, ha L0, akkor dim &,=n—1, ha viszont L=0, akkor
@y=A" és dim @,=n. Amikor a masodik eset all fenn; arra egy példa (n=2-re) az

—y?+x3=0 egyenlettel adott gérbe.

3. Az érinté tér invariancidja

A 2. pontban adott definicié az X sokasag egyenleteinek a nyelvén van megadva.
Ezért nem nyilvanvald, hogy az f: X—Y izomorfizmus mellett az x és f(x) pontok-
ban vett érintd terek izomorfak (vagyis azonos dimenzidjuak). Megmutatjuk, hogy
ez igy van, és ennek érdekében atfogalmazzuk az érint$ tér fogalméat ugy, hogy az
csak a k[X] algebratol fiiggjon.

Emlékeztetiink néhany definiciora. Az F(Ty, ..., Ty) polinomra és x=(x;, ..., Xy)
pontra fennall az F(T)=F(x)+ F(T)+...+ F(T) Taylor-féle felbontas, ahol az
F;-k i-edfok T;—x;-t6] fiiggd homogén polinomok. Az F, linearis format az F
polinom x pontbeli differencidljanak nevezziik, és dF-fel vagy d, F-fel jelsljiik.
Emellett

N
2[ ](x)(T —x).

A definiciobdl kovetkezik, hogy
(9] d.(F+G)=d,F+d.G, d(F-G)=F(x)d,G+G(x)-d.F.

Ezt a jelolést hasznalva az X sokasag x pontjaban vett érinté tereknek az 1. pont
(2) egyenletét

) d.F,=..=d.[F, =0,
vagy
N
3 2[ ]()(T X)) =0 (G=1,..,m)

alakban irhatjuk fel, ahol S, =(F,, ..., F,). Legyen g€ k[X] és legyen meghatarozva
az X-re sziikitett valamely G polinommal. Ha felirnank d,g=d, G-t, akkor a vélasz
a G polinom valasztasatol fliggne, és, pontosabban mondva, csak a d, F, FE€Fy
Osszeadandoig terjed6 pontossaggal volna meghatarozva. Mivel Fy=(Fy, ..., F,),
igy F=G,F,+...4+G,F,, és (1) miatt és azért, hogy F;(x)=0, azt kapjuk, hogy
d . F=G,(x)dxF,+...+G,(x)dxF,. Figyelembe véve (2)-t, azt latjuk, hogy az Jsszes
d. F, Fe.#y linearis forma egyenld 0-val a @ -en, ezért, ha d, g-vel jel6ljik a d,.G
linearis forma sziikitését ©,-re:

4) d.g = d:G|O,,

akkor tetszGleges g€ k[X] fliggvénynek egyértelmiien meghatirozott linearis format
feleltetiink meg a @, -en.
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DEFINICIO. A (4) egyenlOséggel meghatarozott d. g linearis format a g figg-
vény differencialjanak nevezziik az x pontban. Nyilvanvald, hogy

) d.(f+g) = dif+dig, d(f2) =f(X)d.g+8g(x)d.f.

Ilyen médon van egy d,: k[X]—@% homomorfizmusunk, ahol ©@% a ©,-en tekin-
tett linearis formak tere. Mivel d,a=0 az a€k esetén, ezért az elGbbi izomorfizmus
vizsgalatat helyettesithetjiik a d, : M, — OF vizsgalataval, ahol M, = { fek[X], f(x)=0}.
Nyilvanvald, hogy M, a k[X] gytiri idealja.

1. TETEL. A d. homomorfizmus meghatdrozza az M /M2 és OF terek izomor-
Sizmusat.

Be kell bizonyitanunk, hogy Imd,=@%, Kerd,=M2. EIGbbi nyilvanvald,
ugyanis tetszdleges ¢ linearis forma a O.-en valamely f linearis fiiggvénnyel van
indukdlva az A"-en és d, f=¢. A masodik allitas bizonyitasara feltételezziik, hogy
d.g=0, g¢M,. Legyen g a GEL[Ty, ..., Ty] polinommal indukélva. Feltétel sze-
rint a d,G linearis forma egyenié 0-val a O, -en, tehat ezen linearis tér (2) egyen-
leteinek

d.G = ,Ld Fi+...+4,d.F,

linedris kombinacidja. Legyen G,=G—4, F,—...— 2, F,,. Azt latjuk, hogy G, nem
tartalmaza Ty, ..., T,-t6l fiiggd O és 1 foku tagokat, tehat G,€(7y, ..., T,)%. Tovabba
G/x=G/x=g, tehat ge€(ty, ..., ty)% ahol £;=T;/x. Mivel nyilvanvaldan M =
=(t4, ..., ty), igy ez bizonyitja is a tételt.

Mint ismeretes, ha L linearis tér és M=L* az L-en értelmezett linearis fliggvé-
nyek tere, akkor L-t azonositani lehet az M-en értelmezett linearis fliggvények teré-
vel, azaz L=M*. Alkalmazva ezt a mi esetiinkhéz, a kovetkez8ket kapjuk.

1. KOVETKEZMENY. Az x pontban vett érinté tér izomorf az M /M2 -en értelme-
zett linedris fiiggvények terével.

Innen koOvetkeztetni lehet az érintS terek viselkedésére a sokasigok racionalis
leképezései kozben. Legyen f: XY egy ilyen leképezés és f(x)=y. Ez meghatarozza
az f*: k[Y]—~k[X] leképezést, méghozza nyilvan f*(M)CM,, fF M)W, és igy
meg van hatarozva az f*: M,/ME—~IM_ /I, leképezés. A linearis fiiggvények — mint
barmely fliggvények — ellenkez6 iranyban képezédnek le, viszont mivel az 1. kovet-
kezmény miatt a O, x és O, y terek megfelelden izomorfak az 9, /M3 és MW, /IN>-en
értelmezett linedris figgvények terével, igy a O, x— 0, y leképezéshez jutunk. Ezt
a leképezést az f leképezés differencidljanak nevezziik és d, f-fel jeloljiik.

Konnyi ellendrizni, hogy ha g: Y- Z egy masik regularis leképezés és z=g(y),
akkor a d(g-f): ©, x—~ 0, ; leképezésre fennall a d(gf)=dg - df Gsszefiiggés. Ha f
identikus X— X leképezés, akkor barmely x€ X pontra d, f is identikus leképezése a
O, térnek. Ezen megjegyzésekbdl kdvetkezik a

2. KOVETKEZMENY. Sokasdgok izomorfizmusa hatdsdra a megfelelé pontokban
vett érintd terek is izomorf médon képezédnek le. Specidlisan az érints tér dimenzidja
invaridns az izomorfizmussal szemben.

2. TETEL. A O, x érintd tér lokadlis invaridnsa az X sokasdg x pontjdnak.
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Megmutatjuk, hogyan kell meghatarozni ©,-et az x pont O, lokalis gy{riijének
a nyelvén. Emlékeztetiink arra, hogy az =, F, G€k[Ty, ..., T,) racionalis fliggvény

FY Gx)d.F-F(x)d,G
Gl G*(x) ?

F
G
differencialjat a kovetkezd mddon hatarozzuk meg: d2(
G(x)=0.

Az f€O0, fiiggvényt Gigy is lehet tekinteni, mint az g— racionalis fiiggvény szl-

kitését az X-re, és definialni a differencialt mint d, f=d, (g]/ O.-et. Az 1. tételt

megel6z8 eszmefuttatasok, Gigyszintén a bizonyitas, érvényben marad, és azt kapjuk,
hogy a d, a d,: M, /M2~ O izomorfizmust hatdrozza meg, ahol most M, az O,
gylirl maximalis idealjat jelenti: M, ={f€O0,, f(x)=0}. Ez bizonyitja a 2. tételt.

Meghatarozzuk tetszleges kvaziprojektiv X sokasigban az x pontbeli ©, érint6
teret mint (M, /M2)*-ot, ahol M, az x pont O, lokalis gyliriijének maximalis idealja.
A 2. tétel miatt ez szintén érintd tér lesz az x pontban annak tetszSleges affin kor-
nyezetéhez.

Ilyen mdédon az érintd tér mint ,,absztrakt” vektortér van definidlva, amely
nem valamely nagyobb tér valamilyen altere alakjiban realizalddik. Viszont ha X
affin és Xc A", akkor az X sokasig AN-be val6 i beadgyazasa a di: O, x—~O, 4~
beagyazast hatirozza meg. Mivel a O, 4~ azonosithaté AY-nel, igy O, x-et te-
kinthetjiik bedgyazottnak A4"-be és visszatériink a 2. pontban adott definicihoz.

Ha X projektiv és X< P¥, x€ X és x€ A4y, akkor O, x benne van AY-ben. A O, y
lezartja PN -ben nem fiigg az affin AY nyilt halmaz kivalasztasatol. Bar ekkor ugyanaz
az elnevezés két kiilonbozd @, y< PV objektumra is vonatkozik, néha szintén érint
térnek nevezziik az X-hez az x pontban.

Az érint6 tér invaridns volta lehetséget nyijt a sokasidgoknak affin terekbe
vald beagyazasara vonatkozd néhany kérdés megvalaszolasara. Példaul, ha az x€ X
pont olyan, hogy dim @,=N, akkor X nem izomorf az 4" affin tér semmilyen részso-
kasagaval sem, ahol n<N ugyanis az f: X~ YC A™ izomorfizmus atvinné O,-ct egy
izomorf O ;,,C A" térbe. EbbdI kiindulva tetszéleges n>1-re lehet konstrualm pél-
dat olyan X A" gorbére, amely nem izomorf az Y A™ gorbével, ahol m<n. Espedig
X az A' képe az

6) X, =1" x, =", ., x, =1

leképezésben. Elegendsé bebizonyitani, hogy az x=(0, ..., 0)-ra 6, y=4". Ez azt
jelenti, hogy az GOsszes F€.#y polinom nem tartalmaz T, ..., T,-re nézve linearis

tagokat. Legyen F¢€.9y és F= Z T,+G, Ge(Ty, ..., T,)>

Behelyettesitve F-be az (1) egyenletet azt kaphatjuk, hogy t-re azonosan teljesiil
Dl a;tt it Gt L, L, 2t ) =0. Ez viszont lehetetlen, ha legalabb egy a;#0,
1

mivel az a;t*~**! tagok fokszama =2un-—1, a G(#", ..., ™ 1)-bbl keletkez$ tagok
foka viszont =2n, tehat azok nem t{inhetnek el.

Amint az a bemutatott bizonyitasbol kovetkezik, az X gérbe x pontjanak
egyetlen kornyezete sem izomorf az A™-beli kvaziprojektiv részsokasdggal m<n
esetén.
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4. Szinguldaris* pontok

Most tisztdzni fogjuk, mit lehet mondani az irreducibilis kvaziprojektiv X soka-
sag pontjaiban vett érintd terek dimenzidjardél. Eredményiink lokalis jellegii lesz,
ezért affin sokasagok vizsgalatara fogunk szoritkozni.

Legyen X< A" irreducibilis sokasig. Az AYX X direktszorzatban tekintsiik az
(a, x), ac A", xc X parok olyan @ halmazat, hogy ac®,. A 2. pont (2) egyenletei
megmutatjak, hogy @ zart AYX X-ben. Jeloljiik n-vel a @ —X: n(a, x)=x projek-
ciét. Nyilvanvald, hogy n(@)=X, n~l(x)={n(a, x), a€®,}. Illyen médon @ fel-
bomlik X-hez érint6 terekre kiilonb6z3 x€ X pontokban. A @ sokasigot az X soka-
sag érintd rétegezOdésének nevezziik. Alkalmazva @-ra a leképezés rétegeirdl szold
tételt (I. fejezet 5. § 7. tétel és kovetkezménye), azt latjuk, hogy létezik olyan s szam,
hogy dim ©,=s, és azok az y€X pontok, amelyekre dim ©,>s, az X-t6l kiilon-
b6z6 X-beli zart részhalmazt alkotnak (azaz alacsonyabb dimenziészamu részsoka-
sagot).

DEerINic16. Az X irreducibilis sokasdg azon x pontjait, amelyekre dim @,=
=s=min dim @,, egyszeri** pontoknak, a tobbi pontot szinguldrisnak nevezziik.

Azt a sokasigot, amelyre az x pont egyszerli, nem szingularisnak nevezzik
ebben a pontban. Azt a sokasigot, amelynek minden pontja egyszerii, simanak
nevezziik. Amint az imént lattuk, az egyszerli pontok nem iires nyilt részhalmazt,
a szingularisak pedig zart valddi részhalmazt alkotnak az X sokasagban.

Megvizsgaljuk a hiperfeliiletek esetét (2. pont 2. példa). Ha #x=(F), akkor az x
pontbeli érintd tér egyenlete:

b [(,%’i] X (Ti=x) = 0

alakl. Bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben s=min dim @,=n—1. Nyilvin ez
ekvivalens azzal, hogy 8—; nem egyenlé egyidejlileg 0-val X-en. O karakterisztika

mellett ez azt jelentené, hogy F konstans, a p>0 karakterisztika esetében viszont azt,
hogy az Osszes valtozé az F-ben p t6bbszérsseivel egyenlé hatvanyon szerepel.
Akkor viszont (a k test algebrailag zart volta miatt) F= Ff ez pedig ellentmond
annak, hogy £y =(F). Ilyen médon példankban az egyszerli x€ X pontokra dim @,=
=dim X=n—1. Meg fogjuk mutatni, hogy ugyanez a helyzet tetszéleges irredu-
cibilis sokasag esetében is, és hogy az Altalanos eset visszavezethet6 a hiperfeliilet
példajahoz.

3. TETEL. Egyszerii pontban vett érinté tér dimenzidja egyenlé a sokasdg dimen-
zidjaval.

Az egyszerii pont definicidjanak értelmében a tétel azt llitja, hogy az irreducibilis
X sokasag minden x pontjira dim @,=dim X, és azon x pontok halmaza, amelyekre
dim @,=dim X, nyilt és nem iires. Nyilvanvalo, hogy ez lokalis allitas, és szimunkra
elegendd az affin sokasig esetét megvizsgalni. Lattuk, hogy létezik olyan s szam,
hogy dim ©,=s az Gsszes x€X-re és azon pontok halmaza, amelyekre dim ©,=s,

* OcoOrie TOUKH.
** TIpocThle TOYKH.
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nyilt és nem tres. Be kell bizonyitanunk, hogy s=dim X. Alkalmazzuk most az
1. fejezet 3.§ 6. tételét, amely azt allitja, hogy X biracionalisan izomorf egy Y hiper-
felilettel. Legyen ¢: X—Y a megfeleld biraciondlis izomorfizmus. Az 1. fejezet 4. §
3. pont allitasanak megfelelGen 1éteznek olyan nyilt nem tires UC X és V' Y halma-
zok, hogy ¢ izomorfizmust hataroz meg kozottik. A tétel megfogalmazasa el6tt tett
megjegyzések értelmében az Y sokasig egyszerli pontjainak W halmaza nyilt és az
y€W-re dim @,=dim Y=dim X. A WV halmaz szintén nyilt és nem iires, tehit
nyilt és nem iires a @~ Y(WN V) U halmaz is. Mivel az érintd tér dimenzidja az
izomorfizmustél nem valtozik, igy x€@~'(WNU)-ra dim O,=dim X. A tétel bi-
zonyitva van.

Most vizsgaljuk meg a reducibilis sokasdgokat. Azok esetében megsziinik igaz
lenni még a dim @,=dim X egyenldtlenség is. Ha példaul X=X, UX,, dim X;=1,
dim X,=2, x¢ X,, x€X; és x az X;-en egyszerii pont, akkor dim @,=1 és dim X=2.
Ez természetes is, hiszen az X sokasignak az x ponton at nem haladé komponensei
hatassal vannak az X dimenzidjara, ugyanakkor nem valtoztatjak meg a O, teret.
Ezért természetes bevezetni a kovetkezd fogalmat. Az X sokasag x pontbeli dim X
dimenzidjan az X sokasig x ponton atmend irreducibilis komponensei dimenziéjanak
a maximumat értjik. Nyilvan dim X=max dim, X.

x€X

DeFINicIO. Az X affin sokasig x pontjat egyszerlinek nevezziik, ha dim @,=
=dim, X.

A 3. tételbdl kovetkezik, hogy barmely x€X pont esetén dim ©,=dim, X.
Valdban, ha X*(i=1, ..., 5) az X sokasag x ponton atmend irreducibilis komponensei,
a @ pedig ebben a pontban az X*-khez vett érintd terek, akkor dim @%=dim X?,
©icO,, és ezért dim O,=max dim O%=max dim X'=dim, X.

Ugyanigy kovetkezik a 3. tételbdl, hogy a szingularis pontok az X sokasag kisebb
dimenzidszamu részsokasagaiban vannak.

5. Erintd kup

A legegyszeriibb invarians, amellyel mérhetd a szingularis pontnak az egyszeriik-
tol valo eltérése, ez a pont érintd terének dimenzidja. Viszont létezik sokkal finomabb
invaridns — az X-hez vett érintd kup a szingularis x pontban. A kovetkezOkben erre
a fogalomra nem lesz sziikségiink. Ezért a kévetkezd eszmefuttatasok részletes le-
folytatasat (nagyon egyszeril) gyakorlatként az olvasora bizzuk.

Legyen X irreducibilis affin sokasag. Az x€X pontban az X-hez huzott érintd
kup azokbdl az x-en dtmend egyenesekbdl fog allni, amelyeket a differencial geo-

Tételezziik fel, hogy X< A¥, x=(0, ..., 0) é A" vektortérré van alakitva az
origénak az x pontban valS elhelyezésével. Tekintsiik az AV*1=4"X A'-ben az
olyan (a, t), ac AV, tc A* parok X halmazat, amelyekre a-t€X. Mint mindig, adva
van két ¢: X— A4 és y: X—~A4" projekcié. Nyilvanvalé, hogy X zart AV+'-ben.
Konnyii belatni, hogy az reducibilis (ha X = 4¥) és két komponensbdél all: X=X, U X,,
X,={(a,0), ac A"}, X, egybeesik a ¢~1(A41—(0)) lezartjaval X-ban. Jelsljik ¢, és
Y, -gyel a @ és  sziikitését az X, -ra. A @, (X,) halmaz lezartja az X sokasag x ponton
atmend Osszes szelSi pontjai halmazdnak. A T,=y, ¢71(0) halmazt az X-hez az x
pontban huzott érinté kuprak nevezziik.
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Konnyii felirni az érinté kip egyenleteit. Az X egyenletei
F(at) =0, Fedy

alakuak. Legyen F= Fk+Fk+1+ .+ F;, ahol F; j-edfoku forma, F,#0. Akkor
Fat)=t*F,(a)+... +t' F,(a). Mivel F(0)=0, igy mlndlg k=1 és az X, komponens
egyenlete r=0. K6nnyli belatni, hogy a T, egyenletei F, =0, Fc.#y alaktak. Az F,
format az F polinom kezdd formdjdnak* nevezzﬁk. Ilyen médon T, definidlhaté az
Fy ideal polinomjaiban az Gsszes kezd6 formanak 0-val egyenl6vé tételével. Mivel
T, homogén egyenletekkel van megadva, ezért az olyan kup, amelynek cstcsa az
x pontban van. Konnyli belatni, hogy 7,c60,, és 7,=0, akkor, ha az x pont
egyszer(.

Tekintsiik egy sik algebrai X 4% gérbe esetét. Ha Sy =(F(x,y)) és F, az F
polinom kezdd formdja, akkor a T, egyenlete F,(x, y)=0 alaku. Mivel F, kétvalto-
z6s forma, a k test pedig algebrailag zart, igy F), felbomlik linearis formék szorzatara:
F.(x, y)=H(o;x+ ;). Ezért ebben az esetben T, felbomlik néhany o;x+ f;y=0
egyenesre. Ezeket az egyeneseket az X érintSinek nevezziik az x pontban, az /;-ket
pedig az érint6k multiplicitisanak. Ha k=1, akkor ©,= A%, A k szamot az x szinguld-
ris pont multiplicitdsdnak™* nevezzik. k=2-nél a pontot kétszeresnek, k=3-nal ha-
romszorosnak nevezziik.

Példaul, ha F=x%—y*+x3, x=(0,0), akkor T, két egyenesbdl all: x+y=0,
x—y=0; ha F=x*y—)y*+x', x=(0,0), akkor 7, harom egyenesbdl all: y=0,
x+y=0, x—y=0; ha F=y*—x3, x=(0, 0), akkor y=0 kétszeres érintd.

Ugyanigy, mint az érinté tér Altalunk eredetileg adott definicidja, az érintd
kup érintett definicidja is felhasznal olyan fogalmat, amely nem invarians az izo-
morfizmussal szemben. Viszont meg lehet mutatni, hogy a 7, érintd kap invarians
az izomorfizmussal szemben és az x pont lokalis invariansa.

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az irreducibilis X sokasdg x pontjanak lokalis gyu-
rifjie unidja (k(X)-ben) az 6sszes k[U] gylirliknek, ahol U az x pont kdrnyezetei.

2. Bizonyitsuk be, hogy az olyan racionalis szZimok halmaza, amelyek nevezdje
relativ prim egy adott p primszammal, lokalis gyiiriit alkot.

3. Legyen A Noether-féle gylirli és p annak primidedlja. Megkonstrualjuk a
%, a€A, beP parokbdl all az egyenldség és
a miiveletek szokasos definicidja mellett. Bizonyitsuk be, hogy Ap-lokalis gyiri.

4. A ¢ (t)=(t? %) leképezés az y*=x® gorbe és az A egyenes biraciondlis izo-
morfizmusat hatdrozza meg. t-nek milyen racionalis filiggvényei felelnek meg a (0, 0)
pont O, lokalis gylirtje fiiggvényeinek ?

5. Ugyanaz a feladat az 4' és az 1. fejezet 1. § 1. pontban adott (1) gdrbe kozotti
biracionalis izomorfizmusra.

6. Bizonyitsuk be, hogy az xy=0 gbrbe (0,0) pontjanak O, lokalis gyfirfije

hanyadosok Ap gyiiriijét, amely az

* HavambHasi popma.
** KpaTHOCTb.
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izomorf az QC O’ ® 0’ (0" az A’-beli 0 pont lokalis gyiirlije) részgyliriivel, amely
olyan (f, g), f, g€ O fliggvényekbdl all, amelyekre f(0)=g(0).

7. Hatarozzuk meg azon goérbe (0,0) pontjanak a lokalis gy(liriijét, amely a
harom koordinata tengelybdl all az 43-ban.

8. Hatarozzuk meg az xy(x—y)=0 gorbe (0, 0) pontjanak a lokalis gy(riijét.

9. Bizonyitsuk be, hogy ha x€ X és y€ Y egyszerii pontok, akkor az (x, y)€EXXY
is egyszerii pont.

10. Bizonyitsuk be, hogy ha X=X,UX,, xcX;NX;; O, x, O, x,, O, x, érinté
terek, akkor @, yC O, y,+0, y,. Mindig igaz-¢ ez az egyenlbség?

11. Bizonyitsuk be, hogy a szingularis ponttal rendelkezd masodrend{i hiperfelii-
let egy kup.

12. Bizonyitsuk be, hogy ha a harmadrend( hiperfeliiletnek van két szingularis
pontja, akkor az Oket OsszekOtd egyenes rajta van a hiperfeliileten.

13. Bizonyitsuk be, hogy ha a harmadrend(i sik gérbének van harom szingularis
pontja, akkor harom egyenesre bomlik.

14. Bizonyitsuk be, hogy az F(x,, ..., x,)=0 egyenlettel megadott P"-beli hiper-
feliilet szingularis pontjait az F(xy, ..., x,)=0, F.(xo, ..., x,)=0 (i=0, ..., n) egyen-
letrendszer hatarozza meg.

Ha az F forma fokszama nem oszthato a test karakterisztikajaval, akkor az elsé
egyenlet a tobbi kovetkezménye.

15. Bizonyitsuk be, hogy ha a P"-beli hiperfeliilet tartalmaz réi;- dimenzidja

L alteret, akkor vannak szingularis pontjai. (Utasitds: Valasszuk ki a koordinata
rendszert ugy, hogy L-t az x,,,=0, ..., x,=0 egyenletek adjak meg, és keressiik az
L-beli szingularis pontokat.)

16. Az a milyen értékei mellett van az x§-+x3+x3+a(xy+x;+x,)3=0 gdrbé-
nek szingularis pontja? Milyenek akkor a szingularis pontok? Reducibilis-e a gérbe?

17. Hatarozzuk meg a Steiner-feliilet szingularis pontjait P3-ban: x2x+xZxi+
+xExE— xox, X, =0.

18. Hatirozzuk meg a Kummer-féle harmadrend{ feliilet szingularis pontjait P3-
ban: xgx; Xy + Xy Xy X5+ Xo X X5+ X1 X x3=0.

19. Bizonyitsuk be, hogy O-karakterisztikaju test felett a P*~m (1. fejezet 5. §
2. pont) tér azon pontjai, amelyek szingularis ponttal rendelkezd hiperfeliileteknek
felelnek meg, hiperfeliiletet alkotnak P¥»m=-ben. (Utmutatas: Hasznaljuk fel az 1. feje-
zet 6. § 11. feladat eredményeit.)

20. Bizonyitsuk be, hogy ha a harmadrend(i gérbének van szingularis pontja,
akkor aza gérbe racionalis. (Utmutatas : Hasznaljunk projekcidt a szingularis pontbdl.)

21. Legyen F(x,, x;, x,)=0 az irreducibilis X< P? gbrbe egyenlete. Tekintsiik

F . . .
az ui=~3—Y (x9, X1, Xs) (i=0, 1, 2) képletekkel megadott ¢: X~ P? raciondlis leképe-

zést. Bizonyitsuk be, hogy a) ¢ (x) akkor €s csakis akkor pont, ha X egyenes; b) ha
X nem egyenes, akkor ¢ az x€X pontban akkor és csakis akkor regularis, ha ez a
pont egyszer{i. A ¢ (X) gorbét az X goérbe dudlisdnak nevezziik.

22. Bizonyitsuk be, hogy ha X masodrendli gérbe, akkor ¢ (X) is masodrendii
gorbe.

23. Keressitk meg az x5+ x3+x3=0 gdrbe dudlisat.
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24. Bizonyitsuk be, hogy ha X P* hiperfeliiletnek nincsenek szingularis pontjai
és nem hipersik, akkor a @, , x€ X linearis terek halmaza hiperfeliiletet képez B"= P¥n,1
dualis térben.

25. Legyen ¢ az XC A" sokasag regularis leképezése, amely valamely altérre
valé projektaldsbol all. Hatarozzuk meg a O,, x€X linearis tér do leképezését.

26. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges t=0 egész szam esetén az W,/ IML+! cso-
port végesdimenzids vektortér k test felett, és a tér dimenzidja az x pont lokalis
invariinsa.

2. §. Hatvanysorba fejtés

1. Lokdlis paraméterek a pontban
Megvizsgiljuk az n-dimenzids X sokasag egyszerii x pontjat.

DEFINiCIO. Az 4y, ..., u,€0, fiiggvényeket lokalis paramétereknek nevezziik
az x pontban, ha €M, és uy, ..., u, az M, /I bazist képezi.

A d.: M /ML~ O% izomorfizmus miatt u,, ..., u, akkor és csakis akkor alkot
lokalis paraméter rendszert, ha a d,u,, ..., d u, linearis formak linedrisan fiigget-
lenek @,-en. Mivel dim ©%=n, igy utdbbi ekvivalens azzal, hogy az

(1) doty = o= dyut, = 0

egyenleteknek csak trividlis megoldasai vannak @,-ben. X-et felcserélhetjiik az x
pont X’ affin kdrnyezetével, amelyen az u,, ..., u, fiiggvények regularisak. X;-vel je-
161jiikk az X’-ben az u;=0 egyenlettel megadott hiperfeliiletet. Legyen U; az X’-n
az u, fliggvényt meghatirozé polinom, és S,=Jx;, F=F%.. Akkor £D(S, Uy,
és az érintd tér definicidjabdl kovetkezik, hogy &, L;, ahol ©; az x pontban az
X ;-hoz hiizott érintd tér, L,c @, pedig a d,u;=0 egyenlettel van megadva. Abbdl,
hogy az (1) rendszernek csak trividlis megolddsa van, kovetkezik, hogy L;#0,,
azaz dim L;=n—1, a metszet dimenzidjarol szol6 tétel és a dim @;=dim X; egyen-
16tlenségbdl pedig az kovetkezik, hogy dim ©;=Zn—1. Ezért dim @;=n—1, ami
pedig azt jelenti, hogy az x pont egyszer(i az X/-n. Az X; sokasigok metszete egybe-
esik az x ponttal ezen pont valamely kérnyezetében, ugyanis ha x-en athaladna a
NX; metszet ¥ komponense, dim ¥=0, akkor az Y-nak az x pontbeli érintd tere
benne volna az §sszes ©@;-ben, ez viszont ismét ellentmond annak, hogy az (1) rend-
szernek csak trivialis megoldasa van.
Bebizonyitottuk a kovetkezé alli-
tast.

1. TETEL. Ha uy, ..., u, lokdlis pa-
raméterek az x pontban, uy, ..., u, re-
guldris az X-en és X;=X, , akkor az x
pont egyszerii az Xk mindegyikén és
N@;=0, ahol O, érinté tere az Xnek
az x pontban.

Az 1 kodimenziés 2., ..., @, so-
3. abra kasagokat, amelyek rendelkeznek ezzel
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a tulajdonsiggal, azaz 9;5>x, ahol x egyszeria Z;-nés (N Oy 9,=x, tranzverzd-
i=1,..,n

lisoknak nevezziik x pontban. Példaul tranzverzilis két gbrbe az X feliileten, ha

az x pont mindkettdn egyszeril és azok érintGegyenesei ebben a pontban kiilénbo-

z6k (3. &bra).

Legyen X’ az x pont affin kérnyezete, amelyben N X;=x. Az x pontot a f,=...
...=ty=0 egyenletek hatarozzdk meg, ha X A¥ és ¢, koordinatak, a NU;-t pedig
az u,=...=u,=0 egyenletek definidljak. HILBERT gyokokrdl szOl6 tétele miatt innen
az kovetkezik, hogy (4, ..., ty)*C(uy, ..., uy) valamely k=>0-ra. Itt (¢, ..., ty) és
(uys ..., u,) a k[X’] gy(irii idealjai. Annal inkabb igaz ez a (¢, ..., ty) és (ug, ..., u,)
idealokra a @, gyfirliben. Megjegyezziik, hogy (¢, ..., ty)=M,, és igy WMic
c(uy, ..., u,). Egy pontosabb allitast fogunk bebizonyitani.

2. TETEL. A lokdlis paraméterek egy M, maximdlis idedlt generdlnak O, lokdlis
gyliriiben.

Amint mar lattuk, M =(¢q, ..., ty). Be kell bizonyitanunk, hogy az Osszes
t;€(uy, ..., u,). N—i szerinti indukcidval be fogjuk bizonyitani, hogy

. tiE(ul,..., u,, tl""’ti—l)'
Feltételezés szerint

) M, = (Uyy cens Upy B1s ooy IN) = (Uys ooy Uyy By oeny Lp)-

A lokalis paraméterek definicidjabol kovetkezik, hogy

(3) tk = Zajul(i[ni), ochk._
i=1
(2) miatt az M2 minden eleme felirhatd

#1u1+"'+”nun+uit1+“'+ﬂl,:tk’ His u;egﬁx
alakban. Ezért (3) azt jelenti, hogy

n n k
tk = thjuj—l_ Z”juj+ Zﬂ.;tsa
j=1 j=1 s=1
vagy
, n k—1 ,
) (l—p)t, = 21' o;u; -+ 21' Usls€ (Uys vous Uy byy ooey ti_y).
i= s=

Mivel p €M, igy 1—wmdM,, és ezért (1—py) ~1€O,. Ezért (4)-bdl az kévetkezik,
hogy 6, €(uy, ... tlyy by ooy tpy)

MEGIEGYZES. A leirt fejtegetések bizonyitjak a kovetkezd altalanos tényt a loka-
lis gyfir{ikrol.

NAKAIAMA-FELE LEMMA. Legyen M egy I maximalis idedllal rendelkezd véges
tipusu O lokdlis gyiirii feletti modulus. Ha az uy, ..., u,€ M elemek olyanok, hogy
azok M|IMMM-beli képei generdljdk ezt a modulust, akkor az u,, ..., u, elemek generdl-
Jjak M-et.
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2. Hatvdnysorba fejtés

Az O, lokalis gylirli elemeihez hatvanysorok megfeleltetése a kovetkezd elképze-
lésen alapul. Tetszbleges f€ O, fiiggvény esetén legyen f(x)=oy, fi=f—o,. Akkor
FHEM,.. Legyen uy, ..., u, lokalis paraméterek rendszere az x pontban. Definicié
szerint u,, ..., u, elemek generdljdk az egész M, /I vektorteret. Tehat léteznek

olyan o, ..., o,€k elemek, hogy fi— Zo,u,¢ M2, Legyen fo=fi— Dou;=f—oy—
! 1
— 2oy Mivel o5, fgy fo= 2gjhy» 8> €M, Mint fentebb is, Iéteznek olyan
Bij» vi;€k elemek, hogy
gi— 2 Buwi€ME,  hi— > yu € M.
i=1 =1

Legyen ‘
Z (Z ﬁjiui)(_z' ?jiui) =1 IZk XUy Uy .
J i i =Lk=n
Akkor
fo— 2 oy € M3,
és igy

S—og— Do — D oy iy € .
Igy folytatva nyilvan taldlkoztunk olyan F;¢k[Ty, ..., T,], deg F;=i formakkal, hogy
f—Zk’O Fi(uy, ..., u) €MEFL, ‘
DEerINiCIO. A4 (Ty, ..., T,)=T vdltozék formdlis hatvinysorai gylirtijének ne-

vezziik azt a gylrfit, amelynek elemei az
) b = Fy+F+F,+...
alaku végtelen kifejezések, ahol F;€k[T] i-edfokt forma, a miiveleti szabalyok pedig
V=Gy+G;+G,y+ ... mellett

P+ = (Fy+Go)+(F1+G)+H T+ Gy)+ ...

&y = Hy+H,+H;+..., H= 2 GF,.

jfT=i

A formalis hatvanysorok gyliriijét k[[T]]-vel jeloljik. Ez tartalmazza k-t (olyan
hatvanysorok, amelyekben F;=0, ha i=0). Ha i az ¢ls6 olyan index, amelyre F;>0,
akkor F;-t az (1) sor kezd6 formajanak nevezziik. Szorzat kezdé tagja egyenld a
kezdd tagok szorzataval, ezért k[[T 1] nem tartalmaz zérusosztokat.

Az el6bbi fejtegetések lehetdséget adnak hozzarendelni az f€ O, figgvényhez egy
®=F,+ F,+ F,+ ... hatvanysort.

A kdvetkezd definicidhoz jutottunk el.

DeriNict6. Egy @ formalis hatvanysort az f€ O, fiiggvény Taylor-sordnak ne-
vezziik, ha minden k=0-ra,

k
2 S Sty -, un)Eim’;“, Sy = ZFi-
i=0
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PELDA. Legyen X=A" és x a t=0 koordinataértéknek megfelelé pont. Akkor

M, =(¢) és azf(t)zg—((?)

D, t,, hatvanysor, hogy
0

, ©(0)0 racionalis fiiggvénynek megfeleltethetd egy olyan

—g%— > ™ = 0 (4,

vagyis

k
PO—-0@) [méo a,,,z'"] =0 (@&,

Ez éppen a szokasos eljaras a raciondlis figgvény hatvanysora egyiitthatéinak a
megkeresésére a hatarozatlan egyiitthatok mddszerével. Példaul

1 oo
- m,
-t mg(;
mivel
1 k Zk+1 T
—_—— M= =0 (&,
Eranb Ll g @5
Az f— & megfeleltetés 1ényegesen fiigg az vy, ..., u, lokalis paraméterrendszer
kivalasztasatol.

A fent folytatott fejtegetések bebizonyitjak a kovetkezd allitast.
3. TETEL. Minden f fiiggvénynek létezik legaldbb egy Taylor-sora.

Eddig sehol sem hasznaltuk azt fel, hogy az x pont egyszerli. u, ..., u,-ként
ki lehetett valasztani az O, gyfir(i tetszbleges olyan elemrendszerét, amelynek képei
generaljak Wi /M2-et. Most fel fogjuk haszndlni az x egyszerliségét.

4. TETEL. Ha az x pont egyszerti, akkor a fliggvénynek egyetlen Taylor-sora van.

Nyilvan elegendd bebizonyitani, hogy az f=0 fiiggvény barmely Taylor-sora
egyenld 0-val. (2) alapjan ez ckvivalens a kovetkezd allitassal: ha F . (Ty, ..., T,)
egy k-adfokd forma, uq, ..., u, az egyszerli x pont lokalis paraméterei és

(3) Fk(ub "',un)emtl;c+1s

akkor
F (T, .., T,)=0.

Tételezziik fel, hogy ez nem igy van. A nemelfajulé linearis transzformacid
biztositja annak elérhetéségét, hogy az F, formaban a T* egyiitthatja ne legyen
egyenld O-val. Valéban, ez az egyiitthatd egyenlé F,(0, ...,0,1)-gyel és ha
F(,...,0)=0 (llyen «, ..., 0, létezik amennyiben F; = 0), akkor elegendé végrehaj-
tani egy olyan linearis transzformaciét, amely (o, ..., ®,) vektorta (0, ..., 0, 1)-be vi-
szi 4t. Ilyen médon feltételezhetjiik, hogy Fi (T, ..., T) =0T+ G (T1,... . T,_ )Tt ...
.+ G (Ty, ..., T,_,), ahol a0 és G, i-edfokti forma.
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Az 1. pont 2. tételébdl kdvetkezik, hogy az ME+! ideal tetszBleges eleme felirha-
t6, egy az uy, ..., u,-tol fliggd k-adfoki forma alakjaban M -beli egylitthatokkal. Ezért
a (3) egyenlGség felirhatd.

@ ok Gty oy Uy YU G (e Uy ) =
= .uuﬁ+H1(u13 bS] un—l)ukn_1+ ‘+‘Hk(u1’ ey un—l)

alakban, ahol ueM,, H; — i-ed foku forma. Innen koévetkezik, hogy (ax—puke
€(Uy, ---, Uy_1). Mivel 0720, gy a—pd M, és (w—pu)~1€0,, és ezért uk€(uy, ..., tp_y).
Latjuk, hogy az 1. § jelolései mellett X, DX, N...NX, .. Innen kovetkezik, hogy
0,00,N...NO,_; (O; az X, ¢érintd tere az x pontban), és igy ©,N...NO,=
=0,MN...NO,_;. Ezért dim (©,(...NO,)=1, ami ellentmond az 1. pont 1. tételé-
nek. A tételt bebizonyitottuk.

Ilyen médon van egy egyértelmiien meghatarozott 7: O,—~k[T] leképezésiink,
amely minden fiiggvényhez hozzarendeli annak Taylor-sorat. A t leképezés (2) defini-
cidjan alapuld egyszerii ellendrzés megmutatja, hogy T homomorfizmus. Ezt az ellen-
Orzést az olvasdra bizzuk.

Milyen a 7 leképezés magja? Ha az f€ O, fiiggvényre t(f)=0, akkor (2) miatt
ez azt jelenti, hogy feIR%+! az Osszes k-ra. Mas széval ez azt jelenti, hogy fe ML,
Ko6vetkezésképp olyan fiiggvényekrdl van szo, amelyek analdgjai az olyan analizis-
beli fiiggvényeknek, amelyek Osszes derivaltjai egyenl8k O-val. Be fogjuk bizonyi-
tani, hogy esetiinkben az ilyen fiiggvénynek egyenlének kell lenni 0-val. Ez a kévet-
kezd altalanosabb tételbdl fog adddni, ha visszaemlékeziink arra, hogy az 1. § 1. pont-
ban mar bebizonyitottuk az O, gylirli Noether-féle voltat.

5. TETEL. A Noether-féle gyiiriiben bdrmely olyan aC A idedlra, amelyekre az
14a, a€a elemek nem zérusosztok A-ban, teljesil (| a*=0.

k

Bizonyitds. Legyen aca* tetszOleges k=>0-ra és a=(u,, ..., u,). Ez azt jelenti,
hogy a eldallithaté o= F, (u,, ..., u,) alakban, ahol F,€A4[T,, ..., T,] egy k-ad foku
forma.

Tekintslik az 6sszes Fi(T) (k=1,2,...) formak &ltal generalt idealt az A[T]
gyliriben. Mivel az 4 gyiir{, tehat az A[T] gylirii is, Noether-féle, igy ennek az ideal-
nak véges bazisa van és kivalaszthatd végesszamua F, forma — mondjuk Fy, ..., F,-
amelyek az idealt generaljak. Akkor

&) Frui(T) = 2; G(T)F(T),

i=
ahol G;€A4[T] egy m+1—i fokd forma. Helyettesitsilk be ebbe az egyenlGségbe
Ty=u,, Ty=uy, ..., T,=u,-cket. Mivel a G; forma fokszidma pozitiv igy w=
=G,;(uy, ..., u,)€a™ 1 ~ica. (5) miatt azt kapjuk, hogy a=px, pu= S’yléa Innen

kovetkezik, hogy (1 —pu)ax=0, és mivel u€a, igy az a-ra tett feltetelezes miatt o=0.
A tételt bebizonyitottuk.

KOVETKEZMENY. Az f€ O, fiiggvényt egyértelmiien meghatdrozza annak tetszg-
leges Taylor-sora. Mas szdval, a t leképezés izomorf beagyazasa az O, lokalis gyiirii-
nek a formalis hatvanysorok k[[T]] gyiiriijébe.
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Emlékeztetiink arra, hogy ebben a paragrafusban sehol sem hasznaltuk ki azt a
koérilményt, hogy az X sokasag irreducibilis. Ellenkezbleg, az 5. tételbdl és annak
kovetkezményébdl bizonyos kovetkeztetést lehet levonni az irreducibilitast illetGen.

6. TETEL. Ha az x pont egyszerti, akkor azon keresztiill az X sokasdg egyetlen
komponense halad.

X-et helyettesitjiikk az x pont U kornyezetével, X'=X— JZ;, ahol a Z;-k az X
Osszes olyan komponensei, amelyek nem haladnak 4t x-en. Akkor k[X"]cO,. Az 5.
tétel kovetkezményének megfeleléen O, izomorf a formalis hatvanysorok k[[77]]
gylrtijének részgyliriijével. Mivel a k[[7]] gylirlinek nincsenek zérusosztdi, ez igaz
a k[X’] gyiiriire is, amely annak részgy(iriijével izomorf. Ezért X’ irreducibilis, amit
a téte] allitott.

KOVETKEZMENY. Az X algebrai sokasdg szinguldris pontjainak a halmaza zdrt.

Legyen X= UJX; irreducibilis komponensekre val6 felbontas. A 6. tételbsl ko-
vetkezik, hogy a sokasag szingularis pontjainak a halmaza az X; N X; (i) halmazok
és az X; sokasigok szingularis pontjai halmazinak az unidja. Mint véges szamu zart
halmaz unidja a kérdéses halmaz tehat zart.

3. Valos és komplex szdmok teste feletti sokasdgok

Tételezziik fel, hogy a k test egybeesik a valds szdmok vagy a komplex szamok
testével. Meg fogjuk mutatni, hogy ebben az esetben az f€ O, fliggvények formalis
Taylor-sorai konvergalnak a T, ..., T, kis értékeire.

Legyen ay=(F}, ..., F,), X& A" és dim, X=n. Ha x€ X egyszerii pont, akkor az

oF; . L.
[3—7}()6)] G=1..,m;, j=1,..,N)
matrix rangja egyenld N —n-nel. Feltételezziik, hogy

OF;

W @

#0 (=1,.,N—-n; j=n+1,...,N),

x essen egybe az origéval. Akkor 1., ..., t, (az X-re sziikitett koordinatik) az x pont
lokalis paraméter rendszerét alkotjak. Jel6ljik X’ -vel az
Fl = 0, ""FN n = 0

egyenletekkel megadott sokasag x ponton iAtmend komponenseinek az Gsszegét.

Az (1) feltétel miatt annak x pontbeli @ érintd tere n-dimenzids, a metszet
dimenzidjardl szold tétel alapjan viszont dim, X'=n. Mivel dim @'=dim,X’, igy
dim, X’ =n, és az x pont egyszerii az X’-n. Innen a 6. tétel miatt az kovetkezik, hogy
X’ irreducibilis. Nyilvanvald, hogy X' X, abbdl pedig, hogy dim X' =dim X, az
kovetkezik, hogy X' =X.

Latjuk, hogy X definidlhaté az x pont valamely kérnyezetében N —n szamu (2)
egyenlettel, mik6zben teljesiil az (1) feltétel.

Az implicit fliggvényekrdl szolé tétel miatt (1. pl. T'ypca, Kypc mamemamu-
yeckozo avaauza) létezik a Ty, ..., T, n-valtozés olyan @,, ..., §y_, hatvanysor
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rendszer €s olyan ¢>0, hogy a @;(Ty, ..., T,)-ek konvergensek az Osszes T;,
|T;|<e-re, és

(3) Fi(Tls A Tn') ¢1(T)?"'! ¢N_n(T))=0’

méghozza a @, ..., Py_, hatvanysorok egyiitthatdi egyértelmiien meghatarozhatdk
a (3) osszefliggésbol.

Viszont a t(T,.4), ..., T(Ty) formalis hatvanysorok (ha lokalis paraméterként
a f,..., t,-ek vannak vélasztva) szintén eleget tesznek (3)-nak, ezért egybe kell
essenck a @, ..., Oy_,-nel, ahonnan az kovetkezik, hogy t(7;) (i=n+1, ..., N)
konvergensek |T;|<e (j=1, ..., n) mellett.
P(Ty,....,Ty)

Q(Tl, recy Tn)

_ P(T(Tl)a '-"T(TN))
O(x(Ty), ...t (Ty))

A 1(f) sor konvergencidja ezért kovetkezik a sorok konvergenciajardl szélé
szokvanyos tételekbdl.

Analég médon meg lehet mutatni, hogy ha u,, ..., u, a lokalis paraméterek-
nek egy tetszbleges masik rendszere, akkor

Tetsz8leges f€ O, fiiggvény elballithaté f= , Q(x)##0 alakban és

T(?)

ot (u;)
o,

(0, ...,0)\ #“0 (=1,uw,n;j=1,..,n)

és a Taylor-sorok a t,,...,t,-ekre az u,, ..., u, lokalis paramétercken keresztiil a
(u)=>(1y, ..., T,) (i=1, ..., n) sorok megforditdsibdl adddnak, és ezért szintén
pozitiv konvergenciasugarral rendelkeznek. Innen kovetkezik, hogy a t(f), f€O;
sornak a lokalis paraméterek tetszbleges kivalasztisa mellett pozitiv konvergencia
sugara van.

Az implicit fiiggvényekrol sz616 tétel nemcsak a létezését 4llitja a konvergens
®,, ..., Oy_, soroknak, hanem azt is, hogy valamely n=0 esetén tetszbleges
(t1, ..., tWEX, |tij<n (i=1,...,N) pontnak i, ;=d(¢t,...,1) (i=1,...,N—n)
alakja van. Innen kdvetkezik, hogy a(t, ..., ty) =~ (¢, ..., t,) leképezésa (1, ..., ty)€ X,
Ir.| <n halmazt kdlcsdndsen egyértelmiitlen és kéleséndsen folytonosan képezi le az
n-dimenzids tér tartomanyara.

A k feletti PY tér (abban az esetben, ha a k valds vagy a komplex szamok teste)
topologikus tér. Az X algebrai sokasig ebben a térben szintén egy topoldgikus tér.
Ezt a topoldgiat X-ben valdsnak vagy komplexnek fogjuk nevezni attdl fiiggden,
hogy k valés vagy komplex test. Ezt ne keverjiik Gssze azokkal a topoldgiai fogal-
makkal — zartsag, nyiltsag —, amelyeket korabban hasznaltunk.

Az cl8bbi fejtegetések megmutatjdk, hogy az X sokasig valds topoldgidjaban
barmely egyszerti pontnak van olyan k&érnyezete, amely homomorf az »n-dimenzids
valos tér egy tartomanyaval. Ezért, ha az X Osszes pontja egyszerfi, akkor X egy
n-dimenzids sokasag ennek a szénak topologiai értelmében. Ha k a komplex szamok
teste, akkor a komplex topoldgiaban az egyszerli x€ X pontnak létezik az n-dimen-
zids komplex, tehat a 2n-dimenzids valds tér egy tartomanyaval izomorf kérnyezete.
Ezért, ha az X minden pontja egyszer(, akkor 2n-dimenzios sokasag.
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Amint azt konny{i megmutatni, a P¥ tér kompakt a valds és a komplex topold-
gidban. Ezért, ha X projektiv, akkor az kompakt. Ha k a komplex szamok teste,
kompakt, X sokasag projektiv sokasig. Ennek a ténynek a bizonyitasat nem fogjuk
elvégezni.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy az ebben a pontban mondottak mind (az utolsé
bekezdés kivételével) szd szerint atvihetSk arra az esetre, ha k a p-adikus szamok teste.

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy azon pontok halmaza, amelyekben az adott n fliggvény
az n-dimenziés X sokasagon nem alkot lokalis paraméter rendszert, zart halmaz.

2. Bizonyitsuk be, hogy az fek[T]=k[A'] polinom akkor és csakis akkor loka-
lis paraméter a T=o pontban, ha « annak egyszerli gyoke.

3. Bizonyitsuk be, hogy a ®=F;+ F,+... formalis hatvanysornak akkor és
csakis akkor létezik inverze a k[[T]] gyliriiben, ha F,>0.

4. Tekintsiikkazo_,T "+, T "1 4. +oy+a, T+ ... alaki kifejezésekbdl 4116
k{T} gyiiriit, ahol T valtozd, n pedig tetszbleges egész szam. Bizonyitsuk be, hogy
k{T} test, amely izomorf a k[[T]] gylirii kvocienstestével.

5. Legyen X A2 az X2+ Y?=1 egyenlettel megadott kér, x a (0, 1) pont. Bizo-
nyitsuk be, hogy X lokalis paraméter az x pontban, és

(Y) :néz(-—l)"n—l!%[%— 1]: ...:[%—n-&—l]Xz".

Az alaptest karakterisztikaja 0.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha x szingularis pont, akkor barmely f¢ O, figgvénynek
végtelen sok kilonb6z6 Taylor-sora van.

7. Legyen X=A!, x€X. Bizonyitsuk be, hogy 7(0,) nem esik egybe az egész
gylirtivel.

3. §. Egyszerii pontok tulajdonsagai

1. 1-kodimenziés* részsokasdgok

A lokalis gylirik elmélete lehetévé teszi a sima sokasagok egy fontos, az I. feje-
zet 6. § 3. tételével analog, tulajdonsaginak a bizonyitdsat. Az l-dimenziés YC X
részsokasig egyetien egyenlettel valé meghatarozasirdl van szo. Altalanos esetben
egy ilyen allitas nem igaz (az I. fejezet 6. § 2. pont 5. kévetkezménye utan tett 2. meg-
jegyzés). Viszont meg fogjuk mutatni, hogy a nemszingularis sokasagokon ez loka-
lisan igaz. Az eredmény megfogalmazasa érdekében bevezetjiik a kdvetkezd fo-
galmat.

Az fi, ..., [n€ O, flggvényeket az YC X részsokasig lokalis egyenletének ne-
vezziik az x kornyezetében, ha 1étezik az x pontnak olyan X affin kérnyezete, hogy
ay-=(f1, .--»fm) @ k[X }ben, ahol Y'=YNX’, fi€k[X’]. Ezt a fogalmat kényel-

* Kopa3MepHOCTb.
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mesebb atfogalmazni az x pont O, lokalis gy(iriijének a nyelvén. Ennek érdekében
tekintsiik az olyan f€ O, fiiggvényekbdl allé a,, yC O, idealt, amelyek 0-val egyenlSk
az Y-on az x pont valamely kérnyezetében.

Nyilvdanvald, hogy az X affin sokasagra

aey = {f = =3 4 vEK[X], v(x) = 0, u€ay},

és ha az Y Gsszes komponense atmegy az x ponton, akkor ay=a, yNk[X].

LEMMA. Az f3, ..., [, fiiggvények akkor és csakis akkor lokdlis egyenletei Y-nak
az x pont kiornyezetében, ha
ax,y = (.fla seey fm)

Nyilvanvald, hogy ha ay=(f;,...,fn) a k[X]-ben, akkor ugyszintén a, y=
=(fi’ :'-3fm) a Qx'ben' Legyen ax,}’z(.fl) ---9fm)5 f;'EOx’ aYz(gls ---,gs)’ glEk[X]
Mivel g;€a, v, igy,

(1) &= Z;hl_’f] (l = 19 sees S)a hijeox'
j=

Az f;, h; figgvények regularisak az x pont valamely affin kérnyezetében. Legyen
U=X~Z és g€k[X] olyan fiiggvény, hogy g(x)#0, g=0 a Z-n. Az X'=X-X,
halmaz a pont f6 affin kornyezete (I. fejezet 4. § 2. pont), mégpedig a k[X’] gyliri

gl—i, uck[X], k=0 alaka elemeib6l all. Akkor (1) miatt (gy, ..., g)=ay-k[X’]C

(i weor o _ .
Meg fogjuk mutatni, hogy ayk[X J=ay.. Innen kévetkezni fog, hogy a,.C

C(f1s ---sSm), és mivel f;€ay., igy a lemma allitasa is.
Ellenérizniink kell tehat, hogy ay - k[X’]=ay.. Az a, k[X’]Cay. kapcsolat nyil-

vanvalé. Legyen v€ay.. Akkor v= % , U€k[X], tehat u=uvg*, kovetkezésképp

u€ay, viszont mivel EIF €k[X’], igy v=?gu? cayk[X'].
Célunk a koévetkezd eredmény bebizonyitasa.

1. TETEL. Az l-kodimenziés YC X irreducibilis részsokasdgnak egyetlen lokdlis
egyenlete van bdrmely x€ X nemszinguldris pont kérnyezetében.

A bizonyitas pontosan kéveti az I. fejezet 6. § 6. tétel bizonyitasanak a menetét.
Igaz, ott az irreducibilis tényezOkre vald bontas egyértelmiiségét hasznaltuk fel a
k[T] gytriiben. Itt ehhez a gylir(thdz analog szerepet az O, gyirii jatszik. Annak
analdg tulajdonsagai vannak.

2. TETEL. Az egyszerii pont lokdlis gyiiriijében a primtényezékre bontds egy-
értelmii.

Most be fogjuk bizonyitani az 1. tételt, igaznak elfogadva a 2. tételt. A 2. tétel
bizonyitasaval kapcsolatosan lasd a 2. pontot.

Amint emlitettiik, az 1. tétel bizonyitasa egybeesik az I. fejezet 6.§ 3. tétel
bizonyitasival. Az allitas lokalis jellegére valo tekintettel X-et affinnak tekinthetjiik.
Legyen g tetszbleges olyan fiiggvény az O, -ben, amely 0-val egyenl6 az Y-on. Felbont-
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juk primtényezdkre O,-ben. A primtényez3k egyike az Y irreducibilis volta miatt
szintén egyenld O-val az Y-on. Jeloljiik ezt g-vel és bebizonyitjuk, hogy az az Y loka-
lis egyenlete. Helyettesitve X-et kisebb affin kornyezettel, feltételezhetjiik, hogy g
regularis X-en.

Mivel X,DY ¢s mindkét részsokasig kodimenzidja egyenld 1-gyel, igy X,=
=YUY’. Ha Y’3x, akkor léteznek olyan 4 és i’ fiiggvények, hogy - h'=0 az X,-n,
mégpedig 70 az X,-n és h" #0 az X -n. Ez azt jelenti, hogy valamely r=0-ra (2 4"y
oszthato g-vel a k[X]-ben, anndl inkibb Oy-ben. A primtényezOkre valé bontas
Ox-beli egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy akkor /4 és A’ oszthaté g-vel O, -ben.
Innen kovetkezik, hogy # vagy h” egyenld 0-val az Y-on az x valamely kornyezeté-
ben, tehat az egész X-en is. Ez ellentmond a feltételnek. Ilyen mdédon Y’3x és, he-
lyettesitve X-et ismét az x pont elég kicsi affin kornyezetével, feltételezhetjitk, hogy
X,=Y. Ha most u egyenld 0-val az Y-on, akkor valamely s>0-ra »* oszthato g-vel
a k[X ]-ben, tehat annal inkdbb az Oy-ben. Innen kovetkezik, hogy v oszthatd g-vel
O,-ben. Ilyen moédon a, y=(g) és a tétel be van bizonyitva.

Az 1. tételnek sok alkalmazisa van. fme koziilik az elsé.

3. TETEL. Ha X egy sima sokasdg és ¢: X— PN annak raciondlis leképezése a
projektiv térbe, akkor azon pontok halmazinak a kodimenzidja, amelyekben ¢ nem
reguldris, nem kevesebb ketténél.

Emlékeztetiink arra, hogy a raciondalis leképezés irregularitasi pontjainak hal-
maza zart. A tétel allitasa lokalis jellegii, és elegendd azt ellendrizni az x€ X egyszeri
pont valamely kornyezetében, -t felirhatjuk o=(fy: ...: f,), fi€k[X] alakban, és
-t nem valtoztatva, megszorozhatjuk f-t egy olyan k6z0s szorzdval, hogy minden
fi€0, és azoknak ne legyen k6z0s osztojuk O,-ben. Kozben ¢ nem regularis csak
az olyan pontokban lehet, ahol fo=f;=...=f,=0. Viszont semmilyen 1-kodimen-
zids Y-részsokasag sem lehet benne az ezen egyenletekkel meghatarozott sokasag-
ban. Valdban az 1. tétel miatt a, y=(g) és az Gsszes f-nek O,-ben k6z0s g ténye-
z6jiiknek kellene lenni, a feltételezéssel ellentétben. A tétel be van bizonyitva.

1. KOVETKEZMENY. Sima gorbének projektiv térbe valo bdrmely raciondlis le-
képezése reguldris.

, , . vl
2. KOVETKEZMENY. Ha két sima pro-

Jektiv gérbe biraciondlisan izomorf, akkor
azok izomorfak.

Legyen k£ a komplex szamok teste. A
2. k6vetkezményb6] adodik, hogy az X’
és X” pontjainak halmaza homeomorf

frer

A
x

és X' ” gorbe biracionalisan 1zomorf Valo- 4 0 1
ban, a regularis fiiggvények, tehat a regula-
ris leképezések is, ebben az esetben konver-
gens hatvanysorokkal vannak meghata-
rozva és ezért ismert modon folytonosak.

Ugyanez igaz a gorbék valés pont-
jainak a halmazara (amelyek valds egyiitt-
hatds egyenletekkel vannak megadva), ha 4. dbra
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a ¢: X—X’ biraciondlis izomorfizmus a valds test felett van meghatarozva, azaz
valds koordinatakra vonatkozo képletekkel van megadva. Ebbdl néha kénnyl meg-
allapitani, hogy a két gérbe nem biracionalisan izomorf a valds test felett. Példaul az
y?=x3—x gbrbének (4. abra) a grafikonja két komponensbdl all. Ezért az nem ra-
cionalis (a valds test felett) — P! homeomorf egy korrel és egy komponensbdl all.

2. Sima részsokasdgok

Az 1. tétel nem altalanosithaté az 1-nél nagyobb kodimenzidji részsokasa-
gokra (l. pl. az 1. fejezet 6. § 2. feladat). Viszont az x pontban nem szinguliris
részsokasagokra analdg allitas igaz. Bebizonyitunk egy valamivel pontosabb tényt.
Egy segéd allitassal kezdjiik.

4. TETEL. Legyen X egy affin sokasdg, x annak egyszerii pontja, az uy, ..., u,
fiiggvények regulirisak X-en és az x pontban lokdlis paraméter rendszert alkotnak.
Akkor az u,=...=u,=0 (m=n) egyenletekkel meghatdrozott Y részsokasdg x pont-
ban nem szinguldris, és az x pont valamely affin kornyezetében ay=(u,, ..., u,,), az
Uy, ..., U, pedig az x pont lokdlis paraméter rendszerét alkotjdk az Y-on.

A bizonyitds m szerinti indukciéval torténik. m=1 esetében az 1. tétel meg-
mutatja, hogy az x pont valamely affin koérnyezetében ay=(f). Legyen u,=fv.
Akkor d u; =v(x)d, f. Mivel u; benne van az x pont lokalis paraméter rendszerében,
igy d,u; #0. Ezért v(x)=0 és igy egy kisebb nyilt halmazban ay,=(u,). Mivel d, u, =0,
igy x egyszer{ pont az Y-on.

Nyilvanvalé, hogy az Y-hoz x pontban hiizott 0, y érint6 tér O, x-bél a d,u; =0
megszoritassal adodik. Ezért d,u,, ..., d, u, bazisa O, y-nak, azaz u,, ..., u, lokalis
paraméterek az x pontban az Y-on.

Legyen az altalanos esetben X'=X, . Akkor Y az X’'-naz u,=...=u,, =0 egyen-
letekkel van meghatirozva és alkalmazhatjuk az indukciot.

Most meg fogjuk mutatni, hogy az x pontban nem szingularis barmely Y rész-
sokasag megkaphatd a 4. tételben leirt mdédon az egyszerli pont valamely kdrnye-
zetében.

5. TETEL. Legyen X egy sokasdg, YT X és x egyszerii pont az Y-on és az X-en.
Kivdlaszthatdk az uy, ..., u, lokdlis paraméterek az x pontban az X-en, és az x pont U
affin kérnyezete ugy, hogy ay=(u,, ..., u,) az U-ban.

Bizonyitds. Az érinté terek O, y—O, y bedgyazdsinak megfelel a konjugalt
terek olyan @: MM, x/MMZ x—M, /M2, epimorfizmusa, amely az X-beli fiiggvények-
nek Y-ra valo sziikitésével all el6. Kivalaszthatjuk 9, x/9M2 x-ben az uy, ..., u, bazist
ugy, hogy uy, ..., u,cay, az Y-ra sziikitett u, ., ..., u, pedig M, /M2 , bazisat
alkotjak. Tekintsiik az x pont olyan affin kérnyezetét, amelyben az Osszes u; regula-
ris és tekintsiik abban az u, =... =u, =0 egyenletekkel meghatirozott Y’ részsokasa-
got. Konstrukcié szerint Y”> Y. Be fogjuk bizonyitani, hogy Y'=Y, ahonnan a 4.
tétel miatt kovetkezni fog a tétel allitasa.

A 4. tétel miatt ¥’ nem szinguiiris az x pontban, tehata 2. § 6. tétel szerint az
irreducibilis az x pont kérnyezetében. A 4. tételbdl kovetkezik, hogy dim Y =n—m.
A konstrukciobdl vilagos, hogy dim O, y=n—m, és igy dim Y=n—m. Ezért Y=Y,
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viszont, mivel a 4. tétel miatt ay. =(uy, ..., 4,), igy ugyancsak ay=(y, ..., u,) az x
pont valamely kdrnyezetében. A tételt bebizonyitottuk.

Az X=A" specialis esetben mar bebizonyitottunk egy analdg tényt a 2. § 3.
pontban.

3. Tényezdkre bontds egyszerii pont lokdlis gyfiriijében

A 2. tétel altalunk elvégzendd bizonyitasa a 1: O,—~k[[T]] beagyazason alapul,
ahol £[[T]] a (T, ..., T,)=T n-valtozés formalis hatvanysorok gyiiriije.

Azzal kezdjiikk, hogy megemlitjik a K[[7]] gylirli és a © bedgyazds néhiny
tulajdonsagat. A formalis hatvinysor nem tekinthetd tagjainak Osszegeként, ha csu-
pan a k[[T]] gyiir(i struktirajara tdmaszkodunk, ugyanis abban nincs definidlva
végtelen szamu tag Osszege. Hogy ez lehet8vé valjon, be kell vezetni a konvergencia
fogalmat, vagy ami ugyanaz, topoldgiat a formalis hatvanysorok gylirfijében. Jelolje
M a k[[T ]] gylirli azon idealjat, amely olyan @ sorokbd! 4ll (a 2. § 2. pont (1) képlet
jeloléseivel élve), amelyekre Fy=0. Nyilvan M=(Ty, ..., T,) és M* olyan ¢ sorokbdl
all, amelyekben F;=0 i<k-ra. A k[[T]] gy(iriiben azzal definidljuk a topoldgiit,
hogy az M* idedlokat valasztjuk a O kornyezetéiil. Mas szdval a &,, hatvanysorok
sorozata konvergil &-hez, ha a &,—® sor kezdd formijanak a fokszama korlat-
lanul né m-mel. Ezt a tényt @,,—~ & vagy & =lim &,, médon irjuk. Kénnyi ellendrizni,
hogy ebben a topoldgiaban a k[[T]] gylirt topoldgikus gylirii (a topoldgikus gytiriik
definicigjat és egyszerlibb tulajdonsagait illetden 1. TlouTpsruu, Henpepuignbie
epynnot, §. 25.)

A > &,, ®,ck[[T]] sort konvergensnek nevezziik a @ Osszeghez, ha S,—~ &,
m=0

k oo
ahol S,= > &,. Ebben az esetben &= > @, -et irunk.

m=0 m=0

Példaul a 2.§ 2. pont (1)-ben S,=Fy+...+F, és S~ @, mivel a &5, sor
kezd6 formajanak a foka k-+1. Ezért minden formalis hatvanysor ebben az értelem-
ben sajat tagjainak az Gsszege.

Az O, gyliri (0,) képe mindeniitt stirl k[[T][-ben. Valéban, ha u,, ..., u, az
M, idedl olyan generatorrendszere, amelynek segitségével a 7 leképezést definidltuk,
akkor t(u)=T; és t(P(uy, ..., u,))=P(Ty, ..., T,), ahol P egy polinom. Mivel tet-
sz8leges hatvanysorra @=lim S,, S, €k[T], igy ®=1im S, (v, ..., 4,), azaz ¢ hatar-
értéke O, -beli elemeknek.

A 2. tétel bizonyitasa azon alapul, hogy a primtényezdkre bontés egyértelmii-
ségét elészor a k[[T]] gylirtikre fogjuk megallapitani. Ez eléggé elemi tény, amely
analog a polinomgyiiriik megfeleld eredményével. Csak a bizonyitas f6bb mozza-
nataira mutatunk ra. Teljesen elemi (és a konyv tobbi részétdl fliggetlen) bizonyitast
lehet talalni a 3apuccxuii u CaMrosab, Kommymamusnas aizebpa konyv 2. ko-
tet, VIL fejezet 1. §-ban.

A &(Ty, ..., T,) hatvanysort a T, valtozdra nézve regularisnak nevezziik, ha
annak kezdd formaja (legyen fokszdma m) tartalmazza a C, T}, C,,#0 tagot.

A Ty, ..., T, valtozdk linearis transzformacidja nyilvan magéval vonja a k[[T]]
gylrli automorfizmusat. Specidlisan, végrehajthatunk egy olyan linearis transzforma-
ciét, hogy az adott sor a T, valtozdéra nézve regularis legyen.
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1. LEMMA. (Weierstrass el6készits tétele.) Ha a ®€k[[T]] hatvdnysor reguldris
a T, vdltozdra nézve és annak kezdG formdja m-edfoku, akkor létezik egy 0-t6l kiilon-
bozé konstans taggal rendelkezd olyan u€k[[T1] sor, hogy ® -u egy polinomja T,-nek
k[[Ty, ..., T,-1l] gyiirii felett:

OU = TP+ Ry(Ty, ooy Ty ) TP+ . + R (T oy TZy)s
Ri(Tls cery Tn—l)ek[[Tla evey Tn—l]]'
A bizonyitdst 1. 3apucckuii 1 CaMrosip 2. kotet, 174. old.

2. LEMMA. A formdlis hatvdnysorok gyiiriijében az elemek primtényezék szorza-
tara vald felbontdsa egyértelmii.

Az 1. lemma lehet6vé teszi az allitas bizonyitasat a T, ..., T, valtozok szima
szerinti indukcidval, visszavezetve azt a T, valtozo k[[Ti, ..., T,-,]] gyfird feletti
polinomjaira vonatkozé analdg allitdsra. A bizonyitas részletes leirasit az olvaso
megtalalja a 3apucckuii ¥ Camroans konyv 2. kétet, VII. fejezet 1. § 6. tétel-
ben (177. old.).

Attérlink a 2. tétel bizonyitasara. Az egész szadmok felbontasinak egyértelmi-
ségét a legnagyobb koz8s osztd létezésére alapitva bizonyitjuk és a tétel igaz barmely
zérusosztémentes gyliriiben, amelyben két a és b elemhez 1étezik d legnagyobb kozos
0szt6. A legnagyobb kozOs oszté helyett lehet az m legkisebb k&zos t6bbszords

gy s 1 e a-b (s .
létezését is bizonyitani, mivel d-—-—m—. Tovabba az, hogy m az a és b elemek leg-

kisebb ko6z6s tobbszordse, azt jelenti, hogy (@) (b)=(m). Ezért elegendd bebizo-
nyitanunk, hogy az O, gyliriiben féidedlok metszete féideal. Ennek érdekében fel-
hasznaljuk azt, hogy a k[[7]] gyiiriiben ugyanez a tulajdonsag ismert a 2. lemmabdl.
Az O, és k[[T1] idealok kozott kapesolatot lehet létesiteni a © bedgyazas felhasznala-
saval. A kovetkezbkben azonositani fogjuk az f€O, és 7(f) elemeket. Barmely
a€ O, idealhoz definialva van annak d lezartja k[[T]]-ben, azaz olyan & hatvanysorok
halmaza, amelyek hatarértékei a 7(f,), fi€a sorozatoknak.

A fent mondottak miatt a 2. tétel az és a idealok ko6z6tti kovetkezd Osszefiiggé-
sekbdl kovetkezik:

1.anb=a+b

2. @ ideal k[[T]]-ben akkor és csakis akkor féideal, ha a f8ideal O,-ben.

Ezen allitasok bizonyit4sa szintén benne van a 3apucckmrit u CaMrosas emli-
tett konyvében (I1. kotet, VIII. fejezet). Hogy az olvasénak segitsiink a bizonyitas meg-
értésében, ismertetjiik itt annak rovid vazlatat, a részletes lebonyolitasért utalni fo-
gunk az emlitett konyvre (az utalasok a II. kotet, VIII. fejezetre fognak vonatkozni).
Az O, gyliriit A-val, a k[[T]]-t A-val fogjuk jeléIni.

Az alapot az A gyiirii feletti £ modulus teljes lezarasinak* a fogalma képezi.
Ez az operacié analdg az A-rél A-ra vald attéréssel. E tetszleges A-modulusra
definidljuk azt a topoldgiat, amelyben a 0 kérnyezetei az M*E részmodulusok, és
konstrualjuk azt az £ A-modulust, amelybe 4 mindeniitt siirfi halmazként agyazo-
dik, és amelyben teljesiil a Cauchy-féle konvergencia kritérium: ha a,€ £ az elemek
olyan sorozata, hogy a,—a,,~0 ha m— o, akkor a, konvergal a hatarértékhez E-ben

* Tononuexne.
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(ezt a tulajdonsagot teljességnek nevezziik). Az E modulust Cauchy-féle soro-
zatokbdl épitjilk, azaz olyan {a,}, o, €E sorozatokbdl, amelyekre a,—a,,—0, ha
n, m—~co. Itt az {«,} és {B,} sorozatokat azonositjuk, ha o,—p,~0. Min-
den E L F homomorfizmus general egy E L. F homomorfizmust. Abban a spe-
cilis esetben, ha E=A(= 0,), akkor E egybeesik 4(= k[[T]])-val. Ha viszont E az
ac A ideal, akkor E egybeesik annak a lezartjaval A-ban, Ha E véges tipusu A-
feletti modulus, akkor E-t mint 4-modulust generalja az E halmaz:

ey E=E.4
(3apucckuit ¥ CaMi031ab, 2.§ 5. tétel).
A teljes lezarasok f6 tulajdonsaga: ha az E-L. F2. G véges A-modulusok so-

rozata, f és g leképezések pontosak, akkor az igaz az EZ- F-%- G sorozatra is (3a-
pucckuit u Camiosns, 4.§ 11. tétel). Ezt a tulajdonsagot ugy fejezik ki, hogy
azt mondjak, hogy A sik az A4 felett.

Az 1. dllitds bizonyitdsdra elészor az analég

) a+b=a+b

tulajdonsagot ellendrizziik. Ez rogton koévetkezik az (1) Osszefiiggésbdl. Tekintsiik
most a
0—-anb—->b/anNb -0,

0—>a—-a+b—~>(a+b)ja->0
pontos sorozatokat. Mivel 4 sik A-felett, igy ezekbdl a kévetkezd

-
0-—~aNb--b—b/anb -0,

S RS
0—~a—~a+b-((a+b)a)~0
pontos sorozatokat kapjuk. A b/(a+b)=b/a izomorfizmus tétel megmutatja, hogy
ugyszintén
S —— ——
b/(a+b) 2 a+Db/a, (a+b)/a = b/anb.

A (2) egyenléség és a most @ és b-re alkalmazott izomorfia tétel a b/aMb=
=5/aNb izomorfizmust adja, amelybdl kénnyen adédik, hogy @aNb=aNb.

A 2. dllitas bizonyitdsa érdekében feltételezziik, hogy a=(x). Mivel a=ad, az
(1) miatt, igy

€)] a=a¢;, aca, éiE/f,
és mivel gq;€a, azért
4 a; = . mEA

Behelyettesitve (4)-et (3)-ba és egyszerlisitve a-val, azt kapjuk, hogy 25 n=1
Ezért nem az dsszes #; van benne M-ben, ha viszont ;¢ M, akkor n;71€A4 és a=(a)).

Ilyen médon d@=a;4, abbdl pedig, hogy A4 sik A-felett, kénnyen kovetkezik, hogy
a:a,‘A.
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Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ egy algebrai gérbe egyszerii pontjainak lokalis
paramétere, akkor barmely f€ O, fliggvény el6all f=¢"u alakban és n=0, u pedig
invertalhaté O, -beli elem. Vezesslk le innen a 2. tételt a gérbék esetére.

2. Bizonyitsuk be a 2. § 1. tétel megforditasat: ha a 2,, ..., &, 1-kodimenzids
részsokasidgok transverzalisan metszik egymast x pontban ¢és u,, ..., u, azok loka-
lis egyenletei az x pontban, akkor u,, ..., u, lokalis paraméter rendszert alkot az x
pontban.

3. Igaz-e a 3. tétel 2. kévetkezménye a simasag feltételezése nélkiil?

4. Bizonyitsuk be, hogy az X algebrai gorbe x pontja akkor és csakis akkor
egyszerii, ha van lokalis egyenlete.

5. Az XC 4% kup az x*+)y?—2z%2=0 egyenlettel van megadva. Bizonyitsuk be,
hogy a kiip x=0, y==z egyenletekkel megadott L alkotdja nem rendelkezik lokalis
egyenlettel a (0, 0, 0) pont egyetlen kérnyezetében sem.

6. Egy ¢: P2~ P? racionalis leképezést a ¢ (xq: X1 Xp) =(xy X321 Xo X1 XoX1) kép-
let hataroz meg. Legyen x=(1:0:0) és Cc P? nem szingularis gérbe az x pontban.
A 3. tétel miatt a C-re sziikitett ¢ leképezés reguiaris x pontban és ezért x-et cgy
pontba viszi at, amelyet mi ¢ (x)-szel jeldliink. Bizonyitsuk be, hogy ¢.,(x)=¢,(x)
akkor és csakis akkor, ha a C, és C, gorbék érintik egymast az x pontban, azaz
0,..,=0

S

7. Bizonyitsuk be, hogy ha (ng raciondlis figgvény, f és g regularisak az

x,¢2"

egyszerii x pontban és a () hatvanysor oszthatd t(g)-vel, akkor ¢ regularis az x
pontban. (Utmutatas: Hasznaljuk fel a kapcsolatot az O, gyfir{i a idedljai és annak @
lezartjai k6z6tt a formalis hatvanysorok gytrtijében.)

8. Legyen XC A" és Y A™ két aflin sokasag, amelyek atmennek az O € 4", ill.
O’ € A™ origon. A formalis hatvanysorok valamely ®,(T), ..., @,(T)(T=(Ty, ..., T,))
rendszerét az X-nek Y-ba valo formalis leképezésének nevezziik az O, ill. O’ kérnye-
zetében, ha @;(0)=0 és F(®,, ..., ?,)€axCk[[T]]| az sszes F€ay-ra. A formalis
leképezések kompozicidjat a sorok permutacidjaval definialjuk. Két (@,, ..., @,,) és
Wy, ..., ¥,) formalis icképezést egyenlének neveziink, ha &;—y;€ay (i=1, ..., m),
X és Y-t formalisan izomorfaknak nevezziik az O és O’ kdrnyezetében, ha léteznek
az X-nek Y-ba vald olyan ¢=(9, ..., ?,,) és Y-nak X-be valo olyan ¢ =}y, ..., ¥,)
formalis leképezése, hogy ¥ - ¢ és ¢ -y identikus leképezések. Bizonyitsuk be, hogy
ha az origd egyszerii pont X-ben, akkor X formalisan izomorf egy affin térrel.

9. Bizonyitsuk be, hogy A"-nek 6nmagaval valé formalis izomorfizmusa (auto-
morfizmus) az O kérnyezetében olyan konstans tag nélkiili @, ..., @, hatvanysorok-
kal adhaté meg, amelyekre a linedris tagokbdl képzett determinins nem egyenld
0-val.

10. Bizonyitsuk be, hogy az F=0 és G=0 egyenletekkel megadott két olyan
gorbe, amely az O€A? origdn megy at, akkor és csakis akkor formalisan izomorf
az O kornyezetben, ha létezik az 4%-nek @, és &, sorokkal megadott olyan formalis
automorfizmusa, hogy F(®;, ®,)=G - U, ahol U egy 0-tdl kiiléonbdz6 konstans tag-
gal rendelkezd hatvanysor.

11. Bizonyitsuk be, hogy azok a sik algebrai gérbék, amelyeknek az O origd
kétszeres szingularis pontja killénb6zé érintékkel, formalisan izomorfak az O kérnye-
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zetében az xy=0 gorbével. (Utmutatés: Hasznaljuk fel a 10. feladatot. Keressiik
@, és P,-t az (x,y) ideal mind magasabb hatvanyai szerint.)

12. Adjunk formalis jellemzést a sik algebrai gorbék kett8s szingularis pontjaira
O-karakterisztikaji k test felett.

13. Legyen X az F=F,(T)+ F3(T)+ ...+ F,,(T) egyenlet(i hiperfeliilet 43-ban,
ahol F,(T) egy n-edrangi kvadratikus forma. Bizonyitsuk be, hogy X formalisan
izomorfa T?4...+ T2=0 kuppal a 0 kérnyezetében.

14. Jeloljik k[[X]]-szel a k[[T1]/ay gyiirtit. Bizonyitsuk be, hogy X és Y forma-
lisan izomorf akkor és csakis akkor, ha k[[X]] és k[[Y]] izomorfak.

15. Konstrualjuk meg a 1: O,—~k[[X]] leképezést, és bizonyitsuk be, hogy az
O, és k[[T1] kozotti —a 3. pontban kifejtett — kapcsolat fennall az O, és k[[X]] ko-
zG6tt is, még ha x pont szingularis is.

16. Konstrualjunk végtelen sok olyan sima projektiv gérbét, amelyek paranként
nem izomorfak egymassal a valds szamok teste felett.

4. §. A biracionalis izomorfizmusok szerkezete

1. o-eljdards a projektiv térben

Az elObbi paragrafusban bebizonyitottuk (3. tétel 2. kévetkezménye), hogy a
biracionalis izomorfizmus projektiv gorbék ko6zott izomorfizmus. Magasabb dimen-
zioszAmu sokasigokra ez nem igaz, példaul a stereografikus projekcid, amely bi-
racionalis izomorfizmust létesit a nemelfajulé masodrendii felilet és a projektiv
sik kozott, nem regularis leképezés (az I. fejezet 4.§ 9. feladata és az I. fejezet 6. §
4. tétel S. kovetkezménye utan tett megjegyzés). Ebben a paragrafusban definialni
fogjuk és megvizsgaljuk a legegyszeriibb és legtipikusabb biracionalis de nem regula-
ris izomorfizmust, a o-¢ljarast.

Tekintsiik az x,, ..., x, homogén koordinataju P" projektiv teret és az yy, ..., y,
homogén koordinataji P*~1-et.

A P"X P"~1-térben az x Xy, x=(xy:...:x,), y=(y,:...:¥,) pontot jeldlni fogjuk
még (xo:...:%,; ¥1:...:¥,)-nel. Tekintsiik az

M Xy =yix;, 1=1i, j=n
egyenlettel meghatarozott ITc P*X P~ zart részsokasagot.

1. DEFINICIO. A P"X P"~1- P" projekcidéval meghatarozott o: IT— P" leképezést
o-eljdrdsnak nevezziik.

Jeloljiik az (1:0:...:0)€ P" pontot &-vel. Ha (x,:...:x,) = ¢ akkor az (1) egyenlet-
bol kovetkezik, hogy (y;:...:p,)=(x;:...:x,), tehat a

(2) (Xt oo i X)) > (Xptcen 12,5 Xq0 e 1Xy)

leképezés g-nak az inverze. Ha viszont (x,:...:x,)=¢&, akkor az egyenleteknek eleget
tesznek az y; tetszbleges értékei. Ilyen modon o 1(E)=EXP"~1 és o izomorfiz-
must hatdroz meg P"—¢ és IT— (£ X P" 1) kozott. A £ pontot a g-eljaras centrumanak
nevezziik.

Most leirjuk a IT struktdrajat a (&, y,:...:y,) alakd pontok kérnyezetében. Va-
lamely i-re ;0 és igy a kivalasztott pont benne van az x,0, y;=0 feltétellel
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meghatarozott U; nyilt halmazban. Ebben a halmazban feltételezhetjiik, hogy x,=1,
y;=1. Akkor az (1) egyenletek x;=y;x;, 1 =j#i=n alakuak lesznek. Innen kovet-
kezik, hogy u; izomorf az yi, ..., x, ..., ¥, koordinataju affin térrel.

Specialisan IT-r6l azt is latjuk, hogy nem szingularis, tehat a 2. § 6. tétel sze-
rint irreducibilis minden pontjanak koérnyezetében. Hamarosan meglatjuk, hogy IT
irreducibilis.

Annak érdekében, hogy vilagosabban el tudjuk képzelni a o-eljaras miiko-
dését, tekintsiik azt a £ ponton atmend valamely L egyenesen. Legyen x;=o;x,
(i=1, ..., n) ennek az egyenesnek az egyenlete. L-en a (2) leképezés 071 (xy:...:1X,)=
=(Xg:...1X,; 0 ...:0,) alakot Olt. Azt latjuk, hogy o~ regularis L-en és Atviszi azt
egy olyan ¢~1(L) gorbébe, amely metszi EX P"1-et a (§; &,:...:0,) pontban. Ezt az
eredményt a kovetkezé médon illusztralhatjuk. A o~ leképezés nem regularis a ¢
pontban, de az L egyenesen tekintve azt, egy regularis o—1: L—II leképezést kapunk.
Ezt felhasznalva potlélag értelmezhetjiik o~1-et a ¢ pontban (a valds vagy a komplex
szamok teste felett ez azt jelentené, hogy értelmezziik o~ (x)-et x€ L esetén és futtat-
juk x—¢&-t az L iranyban). Viszont az eredmény fiigg az L megvalasztisitdl (a
hatarérték kiszamitisa fligg attél az iranyt6l, amely mentén azt megvaldsitjuk).
Kiilonboz6é L-eket kivalasztva megkapjuk az Osszes lehetséges pontot a £ X P*~1-en.
Ilyen médon, bar ¢~ nem regularis a £ pontban, feloldva a keletkezé hatarozatlan-
sagot, a IT nem tetszGleges pontjahoz jutunk, hanem csak a &X Pr~1-beli pontok-
hoz. Ezt szem eldtt tartva azt mondjak, hogy ¢! felduzzasztja é-t a X P*~1-be.

Megjegyezziik, hogy egyuttal bebizonyitottuk a IT irreducibilitasat. Valdban,

I = EXp" YU~ (EXpY).

Mivel IT—(EXP*-Y) izomorf P"—(¢-vel, igy az irreducibilis, tehat irreducibilis
IT— (X P~ is. Csak meg kell gy6z8dniink arrdl, hogy

EXpric—(EXp" Y.
Viszont jo el6re igaz

o (D —(EXp" ),
tehat

cTHL)NEXp" "I —(EXp" Y.

Lattuk, hogy az L megfelelé kivalasztisa mellett megkaphaté a X P*~! barmely
pontja.

n=2 esetén szemléletesen elképzelhetjiik a o: IT-» P? leképezést és annak hata-
sat az L egyenesekre: a 071(L) gérbék metszik a &X P! egyenest azon pontokban,
amelyek annak mértékében valtoznak, amint L a P2-ben a ¢ koriil elfordul. Ilyen
mddon IT hasonléan néz ki a csavar egy menetéhez.

2. Lokdlis o-eljdras

Most tetszéleges kvaziprojektiv X sokasag és annak egyszer(i x pontja esetében

crer

ahogyan az t6értént az 1. pontban X'=P" esetén.
Kezdjik egy segéd konstrukcidval.
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Legyen X egy kvaziprojektiv sokasag, & egy egyszerii pontja és u,, ..., u, az egész
X-en reguldris olyan fiiggvények, hogy

a) az u;=...=u,=0 egyenleteknek X-en egyetlen & megoldasuk van;
b) az u,, ..., u, fiiggvények £-ben lokalis koordinita rendszert alkotnak.
Tekintsiik az X< P"~! sokasigot és abban az olyan (x;¢:...:t,), x€X.

(t:...:t,)EP""* pontokbdl all6 Y részsokasdgot, ahol u;(x)t;=u; (x)t,, 1=i,j=n.
Azt a o: Y~ X regularis leképezést, amely az XX P"~ 1= X pI'O_]CkClO Y-ra val6 sziiki-
tése, lokalis o-eljarasnak nevezziik &-beli centrummal.

Megjegyezziik, hogy ez a konstrukcié altaldban nem alkalmazhaté arra az
esetre, mikor X projektiv, ugyanis megkoveteljiik az X-en nem konstans, mindeniitt
regularis u,, ..., u, fiiggvények létezését. Ezért az 1j fogalom nem foglalja magaban a
korabban bevezetett o-eljaras fogalmat X'=P" esetében. A kozottiik levd kapesolat a
kovetkez6kben 4ll.

Jelolje X azt az affin részsokasagot, amelyet P"-ben az x,=0 feltétel hataroz meg
és legyen Y=071(X). Akkor a ¢: Y—~X leképezés, amelyet Y-on a IT—P" o-eljaras
indukal, lokalis g-eljaras lesz.

Megemlitiink egy nyilvanvald, de fontos specidlis esetet: n=1 mellett a o egy
izomorfizmus.

Az 1. pontban a o-eljarasra bizonyitott kovetkez6 tulajdonsagok szordl szora
ugyanugy bizonyithatok a lokalis o-eljarasra: a ¢ Y— X leképezés regularis és meg-
hatarozza az

Y—(EXp™) ~X-¢
izomorfizmust.

Az y€o1(¢) pontban valamely i-re teljesiil ¢, 0 és feltehetjiik, hogy s; =—L, j=i.

Az Y egyenletei u;=u;s; (j=1, ..., n), j#i alakot &ltenek. Innen lathatjuk, hogy azy
pont idealja

SDzy = (u1*u10’), seey un_un(y)9 S,_—Sl(y), ceey s,,—s,,(y)) =

= (sl—sl(y)s sy ui—ui(y)’ HAAE] sn_sn(y))
alak.

Ezért dim O, y=n, viszont mivel dimo1(X—&)=n, ezért a tetszOleges
y€o~ 1 (X=§&) pontban az Y sokasdg sima. Mivel

Y=o (X-OUEXP"™),

igy Y vagy irreducibilis és egybeesik a ¢~1(X —¢&) sokasag lezartjaval, vagy van még
egy komponense, amely izomorf P"~l.gyel. A masodik esetben a két komponens
metszi egymast, ugyanis ellenkezd esetben o~1(X —¢&) zart volna, akkor viszont zart
volna — az L. fejezet 5. § 3. tétel miatt — annak X—¢& képe is. A két komponens
metszéspontja egyszer(i volna, ami ellentmond a 2. § 6. tételnek. llyen médon Y irre-
ducibilis és sima, az
51=851(0)s s i = wi(P)s -oes S —5(»)

pedig lokalis paraméterek abban az y€o~1(x) pontban, amelyre #;=0.

Most bebizonyitjuk azt a tulajdonsidgot, amelyet a lokalis o-eljaras fiiggetlen-
ségének nevezhetiink az u,, ..., u, fliggvények valasztasatol.
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LEMMA. Ha vy, ..., v, az a) és b) tulajdonsagoknak eleget tevd mdsik fliggvény-
rendszer az X-en, és Y’ a segitségével kapott sokasdg, o': Y —~ X pedig a megfelels
g-eljdrds, akkor Y’ és Y izomorfak.

Sét 1étezik olyan f: Y—Y’ izomorfizmus, hogy a

P
N

Bizonyitds. Legyen Y’ < X X P"~1 és a P"~L-beli homogén koordinatak legyenek
t1, consty. AZY—072(§) és Y’/ — 0~ 1(&) nyilt halmazokban legyen

diagramma kommoutativ.

) {qo(X;tl:---:tn) = (X3 0(%); ... 3 V. (%)),

Yty = (x5 (X)L tu(x)).

Az u; fliggvények a) tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy ¢ és Y regularisak és
(Y=o 1)) Y, Yy(Y—-0o""1()Y.
i

Tekintsiik most azt a nyilt halmazt, amelyben 7,0, és legyen abban sjzt—’.

Mivel v,(&)=0, az u,, ..., u, pedig az M, idedl bazisa, igy
(2) Uk = Z; hkjuj', hkjEO.’,‘

i=
Mivel a mi nyilt halmazunkban u;=u;s; igy,

Uy = U Zn (hk)s = U8k,
3

I]

s= 30t

Legyen o(x; t;:...:t,)=(x; g1:...:8,). Nyilvanvald, hogy a mi leképezésiink egybe-
esik (1)-gyel mindkettGjlik értelmezési tartomanyaban, mivel ott gk:%"—. Ellendriz-

zitk, hogy ¢ regularis. Ennek érdekében be kell bizonyitanunk, hogy g, ..., &,
nem egyenlc’i egyidejiileg O-val egyetlen n€o71(¢) pontban sem. Legyen az Osszes
& (n)=0. Mivel nem minden ¢; (11) 0 (1;=1), igy (3)-bdl kovetkezik, hogy |A;(£)|=0.
Viszont vk_thJ (&)u;(M3), es innen az kévetkezne, hogy a v,-k linearisan fiigge-
nek M /Miz-ben, mikor pedlg azok lokalis paraméter rendszert alkotnak a ¢ pont-
ban. Ilyen médon definidljuk az egyetlen ¢:Y— Y’ leképezést és analég mddon a
VY > Y-t. Azt, hogy ezek egymads inverzei, elegendd ellendrizni egy olyan nyilt
halmazon, ahol az (1) képletek teljesiilnek. Ott pedig ez nyilvanvalod.
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3. Sokasdgok viselkedése o-eljards hatdsdra

Legyen X egy kvaziprojektiv részsokasag PV-ben, o: IT— P¥ pedig az 1. pont-
ban definidlt o-eljaras. Meg fogjuk vizsgilni az X sokasag o~ 1(X) inverz képét,
amely természetesen kvaziprojektiv részsokasag I1-ben.

1. TETEL. Ha XC P¥, X nem szinguldris a & pontban és X PN, akkor a & kézép-
ponti a-eljdrdsra nézve o~ (X) 6skép irreducibilis és két

(1 o7 (X)) = EXpNHUY

komponensbél dall. Az Y komponensen a 6: Y~ X leképezés reguldris leképezést hatd-
roz meg. Ez izomorfizmusa az x€ X pont valamely U kérnyezetének és a a~1(U)-nak,
ha x =&, és 6~ (u)—u lokdlis o-eljdards, ha x=£.

Bizonyitds. Jeloljik Y-nal a =1 (X—¢) halmaz o~ 1(X —¢) lezartjat. Mivel o1
izomorfizmus a PN —¢-be, igy 61 (X —¢&) izomorf X —¢-vel, és igy irreducibilis. K6-
vetkezésképp Y is irreducibilis. A definiciébdl nyilvanvald, hogy (1) teljesiil; ha
x€X—¢, akkor

o7 (X)€Y, ¢ (&) =ExXpNL

Azt mar emlitettiik, hogy ¢: Y— X izomorfizmus a tetszbleges x€ X kornyezeté-
ben, kivéve az x=¢-t. Hatra van még megvizsgalni ezt a leképezést a £ pont kérnye-
zetében.

Ko&zben fel fogjuk hasznalni azt a tényt, hogy a £ pontot tartalmazé affin tér-
ben a o-eljaras leirhato lokalis o-eljarasként, és azt, hogy a lokalis o-eljaras nem
fiigg a lokalis koordinatdk kivalasztisatl. Mégpedig, a 3. § 5. tétel szerint az
uy, ..., ty lokalis koordinata-rendszert a £€ PN pontban kivalaszthatjuk gy, hogy
ezen pont valamely kérnyezetében az X sokasagot az

(2) Upyq = .=ty =0

egyenletek hatarozzak meg, az u,, ..., u, fliggvények pedig a & pontbeli lokalis
koordinata rendszert hatdroznak meg az X-en. Kivalasztjuk a ¢ pont olyan Uc PV
kornyezetét, hogy az u,, ..., uy fliggvények eleget tesznek az 1. pont lemmaja a) és b)
feltételeinek, s ezért a tétel bizonyitasat arra a specialis esetre vezettiik vissza, amikor
X a (2) egyenletekkel van megadva.

Az a) és b) feltételekbdl, valamint u;¢;=u;t;-b6l azt kapjuk, hogy x#¢ esetén

Up1(x)=...=uy(x)=0. Ezért Y benne van abban az XX P¥~1-beli Y’ részsokasag-
ban, amelyet az

(3) U1 = e = U, = 0

“) wit; =wty, 1=1i, j=N

egyenletek hataroznak meg. Ha P"~!-gyel jel6ljiik a PN projektiv tér (3) egyenletek-
kel megadott alterét, akkor latni fogjuk, hogy YC XX P"~! és a (4) egyenletekkel
van meghatirozva. Ilyen mdédon Y’ egybeesik azzal a sokasaggal, amelyet a lokalis

o-eljaras soran kapunk. Bebizonyitottuk, hogy Y =¢"1(X—¢). Ezért Y=7Y’, ami
bizonyitja a tételt.
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Most megadhatjuk a og-eljaras legéltalanosabb definicidjat. Ha X egy kvazi-
projektiv sokasag, X P, £ annak egyszerli pontja és Y az a sokasag, amit az 1. tétel
megfogalmazasaban vezettiink be, akkor a: Y- X leképezést &-kbzépponta o-eljaras-
nak nevezziik. Abbdl, amit a lokalis o-eljarasrdl bebizonyitottunk, kovetkezik, hogy
Y irreducibilis és a ¢ ~1(&) 6sszes pontja egyszer{i az Y-on, tovabba ¢ ~1(£) = EX P~1,

A lokalis o-eljaras definicidjat kovetd megjegyzés miatt a g-eljaras izomorfizmus,
ha X egy gorbe. Ilyen médon a nemtrivialis o-eljaras léte jellemzd a tobbdimenzids
algebrai geometridra.

4. Kiilonleges* részsokasdgok

A o-eljaras példaja ramutat egy elvi kiilonbségre az algebrai gorbék és az n=>1
dimenzidju sokasagok k6zott. Amig a biracionalis izomorfizmus nem szingularis pro-
jektiv gorbék esetében izomorfizmus, addig a o-eljaras megmutatja, hogy ez lehet
masként nagyobb dimenzidszAm esetén.

Megemlitjiik a o-eljaras egy sajatossagat, hogy az regularis leképezés €s csak
azért nem izomorfizmus, mert a raciondlis 6 ~* leképezés nem regularis (a £ pontban).

Ebben a pontban vizsgalni fogjuk az f: X — Y leképezést, ahol fregularis leképezés
és biracionalis izomorfizmus, azaz f~! =g racionalis, de nem regularis ¥ — X leképezés.
A o-eljaras példajan lattuk, hogy az 1-kodimenzids Y-beli részsokasig egy & pontba
sziikiil. Meg fogjuk mutatni, hogy analdg tulajdonsag teljesiil mindig az ilyen koriil-
mények kozott.

2. TETEL. Legyen [ X—~ Y egy reguldris leképezés és biraciondlis izomorfizmus,
x€X, y=f(x) egyszerii pont Y-on és a g=f"? leképezés nem reguldris az y pontban.
Akkor létezik olyan ZC X részsokasdg, hogy codim Z=1, codim f(Z)=2.

Bizonyitds. Sziikség esetén helyettesiteni tudjuk X és Y-t az x és y pontok
affin kdrnyezetével és ezért X-et és Y-t affinoknak tekinteni. Legyen XC AV és g=f1
legyen megadva a t;=g; (i=1, ..., N), g;€k(Y) képletekkel, ahol ¢, ..., ty koordi-
natak AV-ben.

Nyilvanvald, hogy g;=g*(z,) és mivel g irregularis az y pontban, ezért legalabb
egy a g; fiiggvények koziil nem regularis y-ban. Legyen ez éppen g;, igy hogy £,4 O,

Elaliithatjuk g,-et glz%, u, v€0,, v(y)=0 alakban, és az egyértelm{i primfaktori-

zacié miatt O,-ban (feltétel szerint az y pont egyszerii) kivalaszthatjuk u-t és v-t

relativ primeknek. Mivel g=f"1, igy t,=*(g)=/" (i) = ;%,

2

és ezért

) [T =1 ).

Nyilvanvald, hogy f*(v)(x)=0 és igy x€X x(,). Legyen Z=Xyu(,. A metszet di-
menzidjardl szolo tétel miatt codim Z=1 mivel x€Z és ezért az nem iires. Az (1)-
bol kovetkezik, hogy f*(u)=0 a Z-n, mivel a ¢, regularis fiiggvény. Ezért az f(Z)—n
teljestil u=0 és v=0is, tehat f(Z)c Y, NY,.

Héatra maradt ellendriznilink, hogy codim (¥, Y,)=2. Viszont ha ¥Y,NY, tar-
talmazna Y"3y, codim Y'=1 komponenst, akkor ¥’-nek a 3. § 1. tétel szerint lenne

* UckmovATEIbHBIE.
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h lokalis egyenlete. Ez azt jelenti, hogy u€(h), v€(/), ez pedig ellentmond annak, hogy
u és v-nek nincs k6z06s tényezdjiik az O, gyliriiben.

DEerINicIO. Legyen f: X~ Y regularis leképezés, amely egyben biracionalis izo-
morfizmus. Egy ZC X részsokasagot kilonlegesnek neveziink, ha codim Z=1,
kodim f(Z)=2.

2. TETEL. 1. KOVETKEZMENY. Ha a sima sokasdgok f: X—Y reguldris leképe-
2ése biraciondlis izomorfizmus, de nem izomorfizmus, akkor annak van kiilonleges
részsokasdga.

2. KOVETKEZMENY. Ha f: XY egy reguldris leképezés és biraciondlis izomor-
Sfizmus, X és Y gorbék, és Y sima, akkor f(X) nyilt Y-ban és f izomorfizmust hatdroz
meg az X és f(X) kozétt.

Az, hogy f(X) nyilt Y-ban, kévetkezik abbol, hogy X és Y-nak léteznek izomorf
U és V nyilt részhalmazai. Mivel f(U)=V az X-bdl végesszamu pont kidobasaval
keletkezik, ezért annél inkabb igy kaphaté meg f(X), vagyis az nyilt Y-ban. Ha az
S X—f(X) leképezés nem volna izomorfizmus, akkor ellentmondasba keriilnénk a
2. tétellel, mivel esetiinkben csak az iires halmaznak van =2 kodimenzidja.

5. Izomorfizmus és biraciondlis izomorfizmus

Tekintsiik az Gsszes egymassal biracionalisan izomorf kvaziprojektiv algebrai
sokasagok osztalyat. Ezen osztiy Gsszes reprezentansat az osztaly modelljeinek fog-
juk nevezni.

A kovetkezd paragrafusban be fogjuk bizonyitani, hogy a biracionalisan izomorf
gorbék minden osztalyaban létezik projektiv sima X, modell. A 3.§ 3. tétel 2. kovet-
kezménye azt allitja, hogy ilyen modell az izomorfizmus erejéig csak egyetlen 1étezik.
Ezért ha minden osztilyhoz hozzarendeljiik a benne levd egyetlen nemszingularis
projektiv modelit, akkor az algebrai goérbék biracionalis izomorfizmus pontossaggal
vald rendszerezésének a kérdését visszavezettliik a nemszingularis projektiv goérbék
izomorfizmus pontossaggal valdé rendszerezésének kérdéséhez.

Az algebrai gérbéken adott fiiggvények testei a k test 1 transzcendencia foku
olyan bdvitései, amelyek végesen generaltak k felett. Ezért kélcsondsen egyértelmi
megfeleltetést tudunk létesiteni az ilyen K testek és a nemszingularis projektiv gor-
bék k6zott. Ebben a megfeleltetésben K=k (X). X-et a K test modelljének is fogjuk
nevezni.

Meg lehet prébalni kozvetleniil meghatarozni X-et, kiindulva a K test algebrai
tulajdonsagaibdl. Pontositjuk ezt a kérdést, megkérdezve, hogyan jellemezhet6k a
K testen beliil az X gorbe Osszes pontjainak lokalis gyiir{ii. Konnyi ellendrizni,
hogy az x€X pont minden O, lokalis gyliriije rendelkezik a kovetkezé tulajdonsa-
gokkal:

1) O a K test részgyiiriije, k< GO EK,
2) O lokalis gylirii és M maximalis idealja féideal, azaz M = (u).
3) Az O gylirii kvociensteste egybeesik K-val.

Be lehet bizonyitani (7., 8., 9. feladatok), hogy az 1), 2), 3) tulajdonsadgoknak
eleget tevd O részgylirii a K testben egybeesik valamely x€ X pont O, lokalis gy(irtijé-
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vel. llyen modon az X modell univerzalis, ugyanis tartalmazza a K test Gsszes olyan
lokalis gyiriiit, amelyek eleget tesznek az 1), 2) és 3) természetes feltételeknek.

Hogyan oldhaték meg ezek a kérdések az n=>1 dimenzids sokasiagokra? A pro-
jektiv nemszingularis modell 1étezésével a dolog aranylag szerencsésen all, ugyanis
annak létezését bebizonyitottak az n=2, 3 esetekre (WALKER, ZARISKI a O karak-
terisztikaju testekre és ABHYANKAR tetszOleges esetre) és 0 karakterisztika esetében
tetszOleges n-re (HIRONAKA). TetszOleges test és tetszéleges n esetében is nagyon
valdszinlinek latszik annak létezése. Viszont a nemszinguliris projektiv modell uni-
citdsa mar kizardlagos jellegzetessége az n=1 esetnek. Ez lathaté a P? projektiv
siknak és a masodrendii feliileteknek a példajan, amelyek biracionélisan izomorfak,
de nem izomorfak.

Fel lehet tenni a kérdést a biracionalisan izomorf sokasagok minden osztalya-
ban olyan modell létezésérdl, amely univerzalis lenne olyan értelemben, hogy pont-
jainak lokalis gylirdii, mint az n=1 esetben is, kimeritenék a K=k (X) test Osszes
olyan lokalis részgyfir(ijét, amelyek eleget tesznek az 1), 2) és 3) feltételeknek (fel-
cserélve a 2) feltételt az M=(u,, ..., u,)-nel). Viszont ilyen modell szintén nem lehet-
séges ugyanazon okok miatt. Mégpedig ha ¢: X'~ X egy £€X kozéppontu g-elja-
ras, akkor az y€o~1(¢) pontok lokalis gylirlii nem esnek egybe az O,, x€X lokalis
gyliriik egyikével sem. Az olvasd ezt kénnyen bebizonyithatja, gyakorlasképpen.
Igaz, hogy egyesitve egy osztaly Osszes nemszingularis modelljét, kaphatunk egy
olyan objektumot, amely rendelkezik az univerzalissag tulajdonsigaival, viszont az
nem lesz végesdimenzids algebrai sokasag. Egyet és mast lehet olvasni errdl a ,,vég-
telen modelirdl” a 3apucckuii m CamMrwoanb kényv 2. kétet, VL fejezet 17. §-ban.

Egy kiemelt modell hianyaban felvet6dik a feladat megvizsgalni a kapcsolato-
kat a biracionilisan izomorf sokasagok egy osztalyanak kiilénb6z6 nemszingularis
projektiv modelljei k6zo6tt. Bizonyitas nélkiil le fogjuk irni az idevonatkozé fébb
eredményeket.

A kovetkezOkben minden sokasagot irreducibilisnak, simanak és projektivnak
fogunk feltételezni.

Két fogalommal kezdjiikk. Az X’ modell domindlja X-et, ha létezik f: X'~ X
biracionalis regularis leképezés.

Egy sokasagot relativ minimdlis modellnek neveziink, ha az nem domind! egyetlen
vele nem izomorf sokasagot sem.

Példaul a sima projektiv gérbe mindig relativ minimalis modell. A 2. tétel
miatt egy sokasag akkor relativ minimalis modell, ha nem rendelkezik kiilonle-
ges részsokasagokkal.

Be lehet bizonyitani, hogy minden sokasag dominél legalabb egy relativ minimalis
modellt. Ilyen médon a biracionalisan izomorf sokasagok minden osztilyaban léte-
zik legalabb egy relativ minimalis modell.

Felmeriil a fontos kérdés annak unicitasardl. Ha minden osztalyban létezne egyet-
len ilyen modell, akkor ez ismét elvezetne a biracionalis rendszerezés, az izomorfia
pontossaggal valo rendszerezésig.

Viszont n=>1 esetén ez nem igy van. Példat adnak erre a P2 projektiv sik és a
0O masodrendi feliilet, amelyek — mint ismeretes — biracionalisan izomorfak, gy
hogy a biracionalisan izomorf feliiletek ugyanazon osztalyanak a modelljei. Bebizo-
nyitjuk, hogy P2 és Q relativ minimalis modellek, vagyis nincsenek kiilonleges gor-
béik. Mivel P2? és Q nem izomorfak (I. fejezet 6. § 2. pont 1. megjegyzés), igy ez a
szitkséges példat adja.

MTA I1I. Osztdly Kézleményei 22 (1973)



A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 173

Esetiinkben a CC X irreducibilis kiilonleges gorbének az f: X— Y regularis bi-
racionalis leképezés hatasara az y€Y: f(C)=y pontba kell zsugorodnia. Itt X és Y
projektiv feliiletek. Az ilyen gorbék egy sor specialis tulajdonsiggal rendelkeznek
(amivel a ,,kiilonleges” elnevezés magyarazhatd). Mi csak egyet hozunk fel ko-
ziiliik.

A 3.§ 3. tétel szerint az /1 leképezés csak véges szamud y,€ Y pontban nem
regularis. Legyen U az y pont olyan kis affin kdrnyezete, hogy f~* regularis az U
minden y-t6l kiilonb6z6 pontjaban. Legyen V=f~1(U), C=f"1(y). Nyilvanvaléan
V nyilt részhalmaza X-nek és V> C. Meg fogjuk mutatni, hogy ¥ nem tartalmaz
egyetlen olyan Y-ban zart irreducibilis C’ gorbét sem, amely nincs benne C-ben.
Valdban, C’ projektiv gérbe és annak f(C’) képe is projektiv. Viszont f(C’)< U,
amely affin. Az 1. fejezet 5. § 2. tétel 2. kdvetkezmény szerint ez csak akkor lenet-
séges, ha f(C’)=y" egy pont. Ha y"#y, akkor — mivel y-on kiviil f~! izomorfizmus
U-ban — C is pont kell legyen. Ha viszont y'=y, akkor C’'cf~*(y)=C.

llyen médon C izolaltan helyezkedik el Y-ban, azaz annak valamely V kor-
nyezetében nem létezik egyetlen olyan irreducibilis projektiv gbrbe sem, amely nincs
benne C-ben. Mas szoval C-t nem lehet ,,kissé¢ megmozgatni’. Innen le lehet vezetni,
hogy sok feliilet nem tartalmaz kiilonleges goérbét.

Legyen példaul X=P2% V=P>—9DC, ahol C egy kiilonleges gborbe. Akkor
dim £ =0 mivel kiilonben C és & metszenék egymast a metszet dimenzidjardl sz6lo
tétel szerint. Viszont ha dim 2 =0, azaz & véges ponthalmaz, akkor iétezik tetsz4-
leges szamu olyan C gorbe, amelyek nem metszik 2-t, példaul egyenesek.

Legyen X=0. Itt ki fogjuk hasznalni a Q-t dnmagaba leképezd projektiv transz-
formaciok G csoportjanak 1étét. Emlékeztetiink arra, hogy a G-bél vald transz-
formaciok negyedrendii olyan A4 matrixokkal adhatok meg, amelyek eleget tesznek
az A* FA=F Osszefuggésnek, ahol F a Q feliilet egyenletének a matrixa. Innen
kévetkezik, hogy G egy algebrai részsokasagot alkot az Gsszes negyedrendii matrixok
terében. Ezért a kovetkezOkben G-t algebrai affin sokasagnak fogjuk tekinteni.

Ha C egy gorbe és C— Q — 9, akkor konstrualunk egy olyan ¢ € G transzforma-
ci6t, hogy @ (CYE C, ¢ (C)c Q — 2, ellentmonddsban a kiilonleges goérbék fenti tulaj-
donsagaval. Ennek érdekében elegendé bebizonyitani, hogy azon ¢ €G-k halmaza,
amelyekre ¢ (C)N2 =0, zart. Akkor rendelkezésiinkre all az e€ G identikus transz-
formacionak egy egész kdrnyezete, amely a sziikséges tulajdonsagu pontokbdl all.
Annak érdekében, hogy leirjuk azon ¢€G transzformaciok S halmazat, amelyckre
e (C)ND 0, tekintsiik a GX Q-ban az olyan (¢, x) parok I' halmazat, ahol x€C
és p(x)€2. Nyilvanvald, hogy I zart. Ha f: GX Q-G projekcid, akkor S=f(I),
az f(I') pedig zart az I. fejezet 5. § 2. tétel szerint. Ezzel befejeztiik két kiilonboz6
minimélis modell 1étezésének a bizonyitasat.

Annil meglepdbb, hogy mégis igaz a minimalis modell unicitdsa az algebrai
feliiletekre, csak ki kell zarnunk néhany specialis tipust. Mégpedig, amint ENRIQUES
meginutatta, a feliiletek osztalydban a minimalis modell egyetlen, ha ebben az osztily-
ban nincs CX P! alaka feliilet, ahol C egy gorbe. (A feliilettel biracionalisan izomorf
feliileteket vonalazottaknak nevezziik.)

ENRIQUES tételének bizonyitasa megtalaihatd az «Aaeebpauuecrkue nosepxmnocmm,
kényvben, Tpynst Marematuueckoro uuctutyta AH CCCP 75. koétet, 1. fejezet.

Az n=3 dimenzidji sokasigok miniméalis modelljeird] semmi sem ismert.
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Feladatok

1. Legyen dim X=2, & egyszerii pont X-ben, C; és C,C X két olyan gorbe,
amelyek atmennek ¢-n és nemszingularisak abban, o: Y—X egy & kézéppontd o-¢l-
jaras, C;=0"2(C;—¢), Z=0"(£). Bizonyitsuk be, hogy Ci{NZ=C,NZ akkor és
csakis akkor, ha C; és C, érintik egymast a £ pontban.

2. Legyen dim X=2, £ egyszerii pont X-ben, CC X egy gorbe, C5¢ és fa C loka-
lis egyenlete a £ kornyezetében. Legyen

£= 1] Gt By (W), Sh=k,

ahol u és v lokalis paraméterek £-ben.

Amint az 1. feladatban is, 6: Y~ X, C'=0¢~1(C—&). Bizonyitsuk be, hogy C'NZ r
pontbdl all.

3. A 2. feladat jel6léseit hasznaljuk, azon kiviil f=(o;u+ B, v)(cau+ Byv) (V)
és az o u+ Pyv és a,u+ f,v nem aranyosak. Bizonyitsuk be, hogy a C’(Z mindkét
pontja egyszerii a C’-n.

4. Tekintsiik a

@ (Xo: X1 %) = (XpX1: XoXa: X231 XXy X3)

képlettel megadott ¢: P?— P* racionalis leképezést. Bizonyitsuk be, hogy ¢ biracio-
nalis izomorfizmus, a ¢ (P?)—~ P? pedig egybeesik a o-eljarassal.

5. A 4. feladathoz hasonléan vizsgiljuk meg az Osszes harmadfoku egytagu
kifejezéssel (x3, x? és x} kivételével) meghatarozott P2— P® leképezést.

6. Konstrualjunk példat olyan X Y biracionalis izomorfizmusra, amelynek ha-
tasara az l-kodimenzids kiilonleges részsokasag 2-kodimenzids részsokasagba megy
it (dim X=n—1 tetszlleges).

7. Legyen O az 5. pont 1)—3) feltételeinek eleget tevd k (X) test lokalis gytirtije
(X-projektiv algebrai gorbe). Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges uck(X)-re teljesiil
vagy u€O0 vagy u—'€0. Legyen XC P", Xy, ..., X, homogén koordinatdk P"-ben.

Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan i, amelyre %CCLEO (j=0, ..., n).

8. A 7. feladat jeloléseit hasznaljuk. Legye;l X’ egy affin gérbe, X' =X A}
Bizonyitsuk be, hogy k[X']C O, a k[X]MNM idedl valamely x€X’ pont idealja és
0,cO0.

9. Bizonyitsuk be, hogy ha az O, és O, két gyiirii eleget tesz az 5. pont 1)—3)
feltételeinek, valamint O,C O,, akkor O;=0,. Vezessiik le innen, valamint a 7. és 8.
feladatokbdl azt, hogy O=0, (a 8. feladat jel6lései).
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5. §. Normalis sokasagok

1. Normalitds

Emlékeztetiink el6szOr egy algebrai fogalomra. Egy zérusosztémentes 4 gyii-
riit egész-zartnak* neveziink, ha az 4 gyliri K kvocienstestének minden A-ra nézve
zart eleme benne van A-ban.

DermNicio. Egy irreducibilis affin X sokasigot normdlisnak neveziink, ha a k[X]
gylirii egész-zart. Egy irreducibilis projektiv X sokasigot normadlisnak neveziink, ha
annak barmely pontja rendelkezik affin normalis kérnyezettel.

. Hamarosan be fogjuk bizonyitani, hogy a sima sokasdgok normalisak. (1. tétel.)
Ime egy példa a nem normalis sokasigokra. Az y2=x24x3 egyenlettel megadott X

gbrbén a t=%€k(X) fiiggvény egész k[X] felett, mivel 12=1+x, viszont t¢k[X]

(L. fejezet. 3. § 9. feladat).

Az ismertetett példak azt mutatjak, hogy a normalitds fogalmanak bizonyos
vonatkozasa van a sokasag szingularis pontjaira. Felhozunk egy példat olyan soka-
sagra, amelynek vannak szingularis pontjai, de normalis. Ilyen az x4 y2=2z2% egyen-
lettel megadott kup A3-ban (feltételezziik, hogy az alaptest karakterisztikdja #2).

Bebizonyitjuk, hogy a k[X] gylirli egész-zart a k(X) testben. K6zben csak az
egész elemek egyszeriibb tulajdonsagaira fogunk tamaszkodni (I. 3apucckuii u
CaMrio31b, L. kotet, V. fejezet, 1. §). A k(X)) test u+vz, u, v€k(x, y) alakli elemekbdl
all, ahol x és y fiiggetlen valtozék. Analég médon a k[X] a k(X) test olyan elemei-
bol all, amelyekre w, vek[x, y], ezért k[X] véges k[x, y] feletti modulus, és igy a
k[X] gylrii minden eleme egész a k{x, y] felett. Ha a=u+vzck(X) egész k[X] felett,
akkor az egész kell legyen k[x, y] felett is. Annak minimalis polinomja 72—2uT+
+ (U2 —(x2+ yHv?) alaku, ezért 2u€k[x, y] és u€k[x, y]. Analég médon u®— (x2+ yHv2€
€kfx, y], tehat (x243%-v2€k(x, y]. Mivel x2+)2=(x+iy)(x—iy), azaz két relativ
prim elem szorzata, ezért v€k[x, y], ami pedig azt jelenti, hogy a€k[X].

A normalis sokasagok néhany egyszerii tulajdonsagat fogjuk bebizonyitani.

LeEMMA. Egy X sokasdg normadlis akkor és csakis akkor, ha minden pontjinak O,
lokdlis gyliriii egész-zartak.

Mivel a normalitas definicidja lokalis jellegii, igy elegendd arra az esetre szorit-
kozni, amikor X affin. Legyen X normalis, x€X. Bebizonyitjuk az O, egész-zart
voltat. Legyen a€k(X) és o egész O, felett, azaz

(H o ayat i 4a, = 0.

Itt a;€ 0, és ezért aiz%i, b;, ¢;€k[X], c(x)=0. Legyen dy=cy+...- ¢, és beszoroz-
zuk (1)-et d,-val. Azt kapjuk, hogy

2) dyo® +dyo*~t+ ... +d, = 0,

ahol d;ck[X], dy(x)#0. Megszorozzuk (2)-t dy~1-gyel és, behelyettesitve d,a=p-t,
azt kapjuk, hogy B egész k[X] felett. Feltételezés szerint K[X] egész-zart, igy dyox=

* 1lemo3aMKHYTO.
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—Bek[X]. Akkor a:-g—

bizonyitjuk, hogy k[X] egész-zart. Ha ack(X) és a egész k[X] felett, akkor
o +a, " 4. +a,=0, q;€k[X]. Akkor viszont méginkabb a;€ O, barmely x€ X-re,
de mivel feltételezés szerint O, egész-zart, igy «€O,. Ezért a€ [} O,. Az I fejezet 3. §

x€X
4. tétel szerint () O,=k[X], és igy a€k[X].
xeX

€0,, mivel dy(x)=0. Legyen az Osszes O, egész-zart. Be-

1. TETEL. A sima sokasdgok normdlisak.

A lemma miatt elegendd bebizonyitanunk, hogy ha x egyszerli pont, akkor az
O, gylrl egész-zart. Ismert, hogy O,-ben a primtényezdkre bontas egyértelmi

(3. § 7. tétel). Tetszbleges ack(X) elem felirhatd az% alakban, ahol u, v€0, és

azoknak nincs k6zds osztéjuk. Ha o egész az O, felett, akkor a" +a,0" "1 +... +a,=0,
a;€0,. Innen ¥"+a,u""tv+...+a,0"=0. Latjuk, hogy v/u". Ez ellentmond az u és
v relativ prim voltanak és a primtényez8kre bontas egyértelmiségének.

Az 1. tétel megmutatja, hogy a normalitas fogalma bizonyos enyhitése a simasag
fogalmanak. Ez megmutatkozik a normalis sokasdgok tulajdonsigaiban is. Specia-
lisan meg fogjuk mutatni, hogy a normalis sokasagokra atvihet8k enyhitett formak-
ban a sima sokasagok fobb tulajdonsagai (3. § 1. tétel).

2. TETEL. Ha X egy normidlis sokasdg, YC X és codim Y=1, akkor létezik olyan
nyilt X' X halmaz, hogy X'NY#0 és az Y =X'(NY sokasdg idedlja k[X'] gyiiri-
ben fdidedl.

Természetesen feltételezhetjiik, hogy X affin. Legyen fe€k[X], /=0, fcay. Akkor
YC X, és mivel codim Y=1, codim X;=1 (a metszetek dimenzidjardl szold tétel
miatt), igy Y az X, sokasag komponenseibdl all. Legyen X f—YUY Y&Y. Be-
helyettesitve X =X — Y-t, azt kapjuk, hogy YNX =0, YNX=X,. Ezért mi azonnal
fel fogjuk tenni, hogy Y=X,.

Bebizonyitani azt, hogy az ay ideal egy f6ideal, annyit jelent, mint meghatirozni
egy olyan u€ay elemet, amellyel az ay Gsszes eleme oszthatd, azaz ayu~lck[X]
Ilyen elem Iétezik (Iehetséges, hogy X-nek nyilt halmazzal valo felcserélése utan), ha
1étezik olyan vek (X) elem, amely eleget tesz az

3) ay-v < k[X],
€] ayv & ay

tulajdonsagoknak. Valdban, akkor Iétezik olyan u€ay, hogy w=uvday. Helyette-
sitve X-et X— X, -val, elérjiik azt, hogy w invertalhatéva valik (a k[X—X,] gyliri-
ben). Mivel wday, igy Yd X, és (X—X,) N Y#0. A megkeresett elem rendelkezik
mindkét sziikséges tulajdonsaggal: u€ay, konstrukcio szerint, és ayu~l=ayv0~1=
=ay,vCk[X—X,], mivel w invertalhatd a k[X— X ]-ban.

Végill (4) teljesiil, ha vek[X]. Valoéban, ay-nak véges bazisa van k[X] felett,
és abbdl, hogy ay,vcCay, kovetkezik, hogy v egész k[X] felett, hiszen ez az egész
elemek egyik legegyszeriibb tulajdonsdga. Ezen a helyen felhasznaljuk az X normalis
voltat és leszégezziik, hogy akkor v€k[X].
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Ilyen mddon elegendd megkonstruaini egy olyan v€k[X] elemet, hogy v¢k[X],
ayvCk[X]. Visszaemlékeziink arra, hogy ay=X,. HiLBERTnek a gyokokrdl szolo
tétele szerint ebbdl az kovetkezik, hogy valamely k=>0-ra a%C(f), azaz tetszdleges
%, ..., 0 €ay k-db tényezd szorzata oszthatd f-fel. Kivalasztjuk k-t a legkisebb
ilyen tulajdonsagli szamnak. Akkor léteznek olyan a,, ..., o, -, €ay, hogy g=a, - ...
coooy_14(f) és barmely a€ay-ra g,€(f), azaz gayC (f). Latjuk, hogy fel lehet téte-
lezni v=gf 1-et.

3. TETEL. A normdlis sokasdg szinguldris pontjai halmazdnak kodimenzidja nem
kisebb mint 2.

Legyen X normalis, dim X=n, S az X szingularis pontjainak halmaza. Lattuk,
hogy S zart X-ben. Tételezziik fel, hogy S tartalmaz n— 1-dimenzids irreducibilis
Y komponenst. Legyen X~ az a nyilt halmaz, amelynek 1étezését a 2. tétel biztositja,
Y'=YNX'. Az Y’ sokasagnak van legalabb egy egyszer{i pontja (mint az Y’ pontja,
de nem feltétleniil mint az X’ pontja). Jeloljiik azt y-nal. Legyen O, x. annak lokalis
gylirlije Y’-n és u,, ..., u,_, lokdlis paraméterek. A 2. tétel szerint ay =(u) és igy
k[Y'1=k[X’])/(u). Analég mbdon O, y = O, x/(u). Nyilvinvalé, hogy M, x. egybe-
esik az O, y.—~ 0O, y természetes homomorfizmus szerinti M, y. Ssképpel. Jeloljiik
Uy, .y Uyoy-gyel 3z uy,...,u,_; elemek tetszlleges Osképeit. Akkor I, y. =
=(y, ... Uy—1, 4). Ez megmutatja, hogy dim M, »./M2 y"=n, és ezért az y pont
egyszerli X-en az y€ YC S feltételezéssel ellentétben. A tételt bebizonyitottuk.

K OVETKEZMENY. Algebrai gorbék esetén a simasdg és normalitds fogalmai egybe-
esnek.

2. Affin sokasdgok normalizdcidja

Tekintsiink egy egyszerii példat a nem normalis sokasagra, az y*=x%+4 x® egyen-
lettel meghatirozott X gorbét. Az X azon parametrizacidja, amely felhasznilja a

t=% paramétert, az f: A*— X leképezést hatirozza meg, vagy ami ugyanaz, a k[X]cC

k{t] beagyazast. Az f leképezés biracionalis izomorfizmus, és ezért k[X]|ck[t]c
ck(X)ck(t). Az A* egyenes mar normalis és annak megfelelGen a k[¢] polinom-
gylir(i egész-zart. SOt, a k[t] gyirl jellemezhetd ugy, mint az Osszes, k[X]-re nézve
epész, uck(X) elemek Osszessége. Valoban, t2=1+4x és igy t egész k[X] felett, ezért
a k[t] gylirii Osszes eleme is egész k[X] felett. Ha viszont uck(X) egész k[X]
felett, akkor az egész k[t] felett is, és mivel k[t] egész-zart, igy uck[t]. Végiil az,
hogy a k[t] gylirQi egész k[X] felett, geometriai nyelven azt jelenti, hogy az f leképezés
véges. Meg fogjuk mutatni, hogy tetszleges irreducibilis affin X sokasag esetén
létezik X’ sokasag €s X’'— X leképezés ugyanazokkal a tulajdonsidgokkal. Kezdjik
egy definicioval, amely tetszSleges irreducibilis sokasigra vonatkozik.

DeriNicid. Egy X irreducibilis sokasdg normalizdcidjdnak nevezziik azt az X°
irreducibilis normalis sokasagot, amely rendelkezik egy olyan regularis v: X¥— X le-
képezéssel, amely véges és biracionalis izomorfizmus.

4. TETEL. Affin irreducibilis sokasdgnak van olyan normalizdcidja, amely szin-
tén affin.
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Bizonyitds. Jeloljik A-val a k[X] egész lezartjat k(X)-ben, azaz a k[X] gyliriire
nézve egész Osszes u€k(X) elemek Osszességét. Az egész elemek egyszeriibb tulaj-
donsagaibol kovetkezik, hogy A4 egy gylirG és egész-zart. Tételezziik fel, hogy talal-
tunk egy olyan X’ affin sokasagot, hogy 4=k[X’]. Akkor X’ normdlis és a k[x]c
c k[x'] kapcsolat egy f: X'— X regularis leképezést hataroz meg. Nyilvanvalo, hogy
X’ normalizacidja X-nek.

Az 1. fejezet 3.§ 5. tétel szerint ilyen X’ sokasag létezik, ha A-nak nincsenek
zérusosztol és véges generator rendszere van. Az elsé feltétel teljesiil, mivel 4AC k(X).
A tétel be lesz bizonyitva, ha megmutatjuk, hogy A4 végesen generalt. Mi tobbet
fogunk bebizonyitani, éspedig azt, hogy 4 mint modulus a k[X]-en véges generator
rendszerrel rendelkezik. Ha A=k[X]w,+... +k[X]w,,, akkor az w,, ..., ®,, a k[X]
algebra K-feletti generatoraival egyiitt generator rendszerét adjik A-nak, mint &
feletti algebranak. Ennek érdekében fel fogjuk hasznalni az I. fejezet, 5. § 10. tételét.
Ezen tétel szerint létezik olyan BC k[X] gyiird, amely felett k[X] egész, és amely
izomorf a polinomok gy(riijével: B=k[T, ..., T,]. Felirjuk az el6forduld gyliriiket
és testeket:

B k(X)c Ac k(X)
k(Ty, ..., T,).

Ebbél a diagrammabdl és az egész elemek egyszeril tulajdonsagaibol lathato, hogy
A egybeesik a B gyfirli egész lezartjaval a k(X) testben. Tovabba K=k(X) test
véges bévitése a k(T,, ..., T,) testnek, mivel Ty, ..., T, a k(X) test transzcendencia
bazisa. Végiil a B gyiirlt egész-zart (az 4" sokasig normalis, s6t sima). Ezért a sza-
munkra szlikséges végleges eredmény kovetkezik az alabbi allitasbol.

ALLiTAS. Legyen B=k[T,, ..., T,], L=k(Ty, ..., T,), K az L test véges bévitése,
A a B egész lezdartja K-ban. Akkor A egy véges tipusu B modulus.

Az allitas bizonyitasa kiilonbozd attol fliggben, hogy a K/L bévités szeparabilis
vagy nem. Megmutatjuk, hogy lehet visszavezetni mindet a szepardbilis bovités
esetére.

Legyen K=L(, ..., o). Ha o, nem szeparabilis L-felett, akkor annak mini-
malis polinomja o2 "+ a0l " " + ... +a,, =0, alakt, ahol a;,€k(Ty, ..., T,) és ol sze-

1 1 1 1
parabilis L-felett. Ezért a;=b!", ahol b;c k (Tl”s ,.., TV ) Legyen L’=k(T1"s ..., TP ],
1 1 1 1

K’zk(T{’s, L Tr ), B’=k[Tlps, . T,ps], A’ és B’ egész lezartja K’-ben. Akkor
K'=L"(oy, ..., 0,) és o +bo?  +...+b,=0, Ggy, hogy a; szeparabilis L’-felett.
Masrészt AC A’ és ha az allitas be van bizonyitva az 4’-re, akkor A’ egy B’-feletti
véges tipust modulus. Viszont maga B’ egy B feletti véges tipust modulus; annak
bazisaa TH, ..., Tir,0=i,, ..., i,.< P valtozdk egytagi kifejezéseibdl all. Ezért akkor
A’, tehat A is, véges tipusit modulus B felett.

Latjuk, hogy az allitds bizonyitasat visszavezettiik ahhoz az esethez, amikor
oy szeparabilis. A primitiv elemr6l szolo tétel szerint akkor L(ay,---,a,) =L(a],
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0g,e,0,). Megismételve ugyanazokat a fejtegetéseket r—1-szer, a bizonyitdst
visszavezetjiik a szeparabilis bovités esetére.

A bizonyitds érdekében hivatkozunk 3apucckuit u Camroanp konyvének
I. kotet, V. fejezet 4. § 7. tételére. Ez a bizonyitds nem fiigg a kdnyv t6bbi részétdl,
kivéve a véges bovitések elméletének elemeit.

5. TETEL. Ha g:Y—~ X egy véges leképezés, amely biraciondlis izomorfizmus, akkor
létezik olyan h:X¥—~ Y reguldris leképezés, hogy a

XV
h v
Yy————»X
g

diagramma kommutativ. Ha g:Y—~ X reguldris leképezés, g(Y) siirii X-ben és Y nor-
madlis, akkor létezik olyan h:Y—X" reguldris leképezés, hogy a

Y

/\

X X
Yy

Az elsé dllités bizonyitdsa. Feltétel szerint a k{X]|C k[Y]C k(X), mégpedig k[Y]
egész k[X] felett. Az egész lezart definicidja szerint k(Y)Ck[X"], ami meg is adja
a sziikséges /h:X”—Y regularis leképezést.

diagramma kommutativ.

A madsodik dllitds bizonyitdsa. A k[X"] gylir(i v eleme egész k[X] felett és benne
van k(X)ck(Y)-ban. Mivel k[Y]Dk[X], igy u annal inkdbb egész k[Y] felett,
mivel pedig k[Y] egész-zart, igy u€k[Y]. Ezért k[X’]Ck[Y], ami meg is adja a
szlikséges tulajdonsiggal rendelkezd A:Y— X" regularis leképezést.

KOVETKEZMENY. Affin sokasdg normalizdcidja egyetlen. Pontosabban, ha
v: XV X és v: X’ X két normalizicid, akkor létezik olyan g: X*— X" izomorfizmus,
hogy a

g -

XV

X

diagramma kommutativ.
Ez kovetkezik a tétel két allitasanak barmelyikébol.
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Nem fogjuk bizonyitani a normalizicid létezését tetszGleges kvaziprojektiv so-
kasagokra. Megjegyezziik, hogy azon sokasagok esetén, amelyeknek létezik normali-
zacidjuk, azok rendelkeznek az 5. tételben megallapitott tulajdonsagokkal, amint az
rogton adodik az affin lefedések vizsgalataval.

3. Gorbék normalizdcidja

6. TETEL. Kvdziprojektiv irreducibilis X gorbe rendelkezik X, normalizdcicval
(amely szintén kvaziprojektiv).

Bizonyitds. Legyen X=UU,; az X lefedése affin nyilt halmazokkal. Jel6ljik
U?-vel az U, normalizacidjat, amely a 4. tétel szerint létezik, és f;-vel az f;: U}~ U;
természetes regularis leképezést, amely biracionalis izomorfizmus. Beagyazzuk az
U?-t tartalmazo affin teret projektiv térbe és jeloljiik V;-vel az U} lezartjat ebben a
projektiv térben. Megjegyezziik, hogy az eddig eléforduit sokasagok biracionalisan
izomorfak. Legyen ¢;;:Uf—V; a megfeleld leképezés. A 3. tétel kovetkezménye
miatt U} sima gorbe, mivel pedig a V; gérbe projektiv, igy ¢,; regularis a 3. § 3. tétel
szerint. Legven

W=V, @i=][l¢, azaz @) = (¢n(), pu(w), ...).
J J

Jeloljik X’ -vel az 6sszes @;(Up)-k unidjat W-ben. Azt allitjuk, hogy X’ =X". Ebbdl
a célbdl be kell bizonyitanunk, hogy: a) X’ kvaziprojektiv, b) X’ irreducibilis,
¢) X’ normalis, d) létezik olyan véges v: X' X leképezés, amely biracionalis izo-
morfizmus.

A bizonyitas érdekében legyen u,= Mu; nyilt részhalmaz X-ben. A ¢; leképezés
konstrukci¢jabol konnyen adddik, hogy Ui U és az §sszes ¢; egybeesik az Ug-n.
Jeloljiik azok Uy -re vald sziikitését -vel. Akkor @ (U)C @, (UMY ¢ (Uy),ahol a ¢ (Uy)
a @ (Uy) lezartja W-ben. Nyilvanvald, hogy ¢ (Uy) irreducibilis kvaziprojektiv gorbe,
a @(UY)—e(Uy) pedig véges sok pontbdl all. Konstrukcid szerint @(Up)c X'
Co(Uy), ezért a o(U)—X’ véges szamu pontbdl all. Ez bebizonyitja az a) és b)
allitasokat.

Legyen x€X’. Akkor x€¢@(U}) valamely i-re és ¢ (U}) az x pont kOrnyezete.
Bebizonyitjuk, hogy ¢; izomorfizmus, mivel pedig Uy normalis, igy innen az X’
normalitasa, tehat a c) fog kovetkezni. Ennek céljabdl megjegyezziik, hogy konstruk-
cid szerint ¢; az U} izomorf bedgyazasa sajat V; lezartjaba. Ezért az (uy, u,, ...)—~
- @i (u;) leképezés inverze ¢;-nek, ami utébbi izomorf jellegét bizonyitja.

Végiil a d) bizonyitasa érdekében megkonstrudljuk a g: ¢, (U)—X, g:=/f;0;
leképezést. Az elGbbiek miatt az Osszes g; véges leképezés. Megmutatjuk, hogy az
6sszes g; az X’-n ugyanazt az f: X'~ X véges leképezést hatarozza meg. Ebbdl a
célbdl megjegyezziik, hogy az Osszes g; egybeesik az Uj-n ugyanis ha g: Uy—U,
normalizacids leképezés, akkor g;=g az Uj-n. Ezért a g; és g, leképezések egybe-
esnek a @ (U)N@;(U})-ben levd ¢ (Ug) nyilt részhalmazon. Viszont két olyan re-
gularis leképezés, amely egy nem iires nyilt részhalmazon egybeesik, egybeesik min-
deniitt. Ez kévetkezik a fliggvények megfeleld tulajdonsiagabdl. Ilyen modon g; és
g; egybeesik azokban a pontokban, ahol mindketten definidlva vannak, ez pedig
azt jelenti, hogy az Gsszes g; egy v: X'~ X regularis leképezést hataroz meg. Nyil-
vanvald, hogy v egy biracionilis izomorfizmus. A tételt bebizonyitottuk.
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7. TETEL. Projektiv gérbe normalizdcioja projektiv.

Legyen X egy projektiv gorbe, X* annak normalizacidja és v: X¥—X a normali-
z4cios leképezés. Tételezziik fel, hogy az X gorbe nem projektiv és jeldljik X-sal
annak lezartjat a projektiv térben. Legyen x¢ X — X", U az x pont valamely affin
kornyezete X-n, U® az U normalizicidja és v': U'— U a normalizaciés leképezés.
A kovetkezd

Uv
h v
X'—X U
@ ¥
v
X

diagrammat kapjuk, ahol ¢ és ¥ izomorf bedgyazasok. A vo~'yv" biracionalis
izomorfizmus, és a 3. § 3. tétel 1. kévetkezménye, valamint az U” gorbe sima volta
miatt ez a leképezés regularis. Az 5. tétel alapjan létezik a diagramman feltiintetett
h regularis leképezés. Erre igaz gh=yv’. Viszont annak létezése a @h(U")C X7,
de Y (U*)>x ellentmondéshoz vezet, mivel a normalizacids leképezés véges, és igy
epimorf az 1. fejezet 5. § 4. tétel értelmében. Ez be is bizonyitja a tételt.

K OVETKEZMENY. Az irreducibilis algebrai gorbe biraciondlisan izomorf egy sima
projektiv gérbével.

Ez Osszekapcsolasa a 3. tétel és a 7. tétel kovetkezményeinek.

Az algebrai goérbe normalizacidjanak a létezése lehet6vé teszi a szingularis pon-
tok bizonyos hasznos geometriai jellemzéseit.

Legyen X egy gorbe, x annak egy — esetleg szingularis — pontja, v: X*— X az
X normalizacidja és X, ..., X, az x pont 6sképei X*-n. Az X; pontokat az X gorbe
x ponton atmend againak nevezziik. Ez az elnevezés azzal magyarazhaté, hogy ha
k a komplex (vagy valds) szamok teste, u; az X; pontok elég kis komplex (vagy valds)
kornyezetei, akkor az x pont valamely kérnyezete a v(u;) ,,againak™ az unidja.
Jeldljik @;-vel az X*-h6z az X; pontban hizott érintd egyenest. A d; v leképezés
©;-t atviszi az X-hez az x pontban hizott érinté tér linearis alterébe. Nyilvanvald,
hogy (d;, v)(©;) vagy az x pont, vagy egyenes. A masodik esetben az x; agat linearis-
nak nevezziik, a (d, v)(O))-t pedig az ezen aghoz huzott érintének.

Az X; ag linearis akkor és csakis akkor, ha a v* leképezés M, /M2 -et atviszi az
egész M /MZ, térbe. Essen egybe x az origéval a ¢, ..., t, koordinataju 4" térben.
Akkor v*(t,)+MMZ, ..., v¥(1,) + W2, generaljak f(M, /Wi)-et. Mivel az X; pont egy-
szer(i, igy dim 9, /ME =1 és ezért az X; ag linearis akkor és csakis akkor, ha
V()4 ME, legalabb egy s=1, ..., n-re. Méas széval v*(r,) lokalis paraméter kell
legyen az M, pontban. Mivel M, =(¢,, ..., £,), akkor invaridns formaban a linearitas-
nak ez a feltétele v* (M) INE, alakot 6lt. Az X, dgnak a linearistdl vald eltérése
mértékéiil el lehet fogadni azt a k szamot, amelyre teljesil v*(M ) IME , v¥ (M )¢
G ME+L Bzt a szamot az X; g multiplicitisanak nevezziik.
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Az y?*=x%4x3 gorbe (0, 0) pontja példat ad az y=x és y = —x érintGvel rendel-
kez6 két linearis agra, az y*=x® parabola (0, 0) pontja pedig kétszeres nem linea-
ris agra.

Ha az x pont centruma az egyetlen agnak, amely rdad4sul linearis, akkor az x
egyszerii pont. Ez kévetkezménye annak a lemmanak, amelyet a kGvetkezd pontban
fogunk bebizonyitani. Ilyen médon a pont ,,szingularitasanak™ legegyszeriibb jellem-
zésére szolgal a neki megfelelé 4gak szama, és ezen dgak multiplicitasa.

Egy sik algebrai gorbe szingularis pontjat legegyszeriibbnek (vagy elvilasztott
érintdkkel rendelkez6 pontnak) nevezziik, ha annak csak linearis agak felelnek meg,
és a kiilonboz6 agakhoz huzott érintdk kiilonbozok.

4. Sima sokasdgok projektiv bedgyazdsa

Az el6bbi pont utolso részében ismertetett sima projektiv algebrai gérbe modellje
valamely P” projektiv térben helyezkedik el. Felvetodik a természetes kérdés, mennyire
kicsinek kell valasztani az n-t. Valaszolunk erre a kérdésre, bebizonyitva egy altala-
nos eredményt tetszdleges dimenziészamu sokasdgokra.

8. TETEL. Az n-dimenzios sima projektiv sokasdg izomorf a P*"*1 tér egy rész-
sokasdgdval.

Legyen X sima projektivsokasig, X P". A 8. tétel be lesz bizonyitva, ha N>2n+1
esetén ki tudunk valasztani olyan £€ PN —X pontot, hogy a ¢ pontbdl valé projek-
talas izomorf beagyazésa lesz X-nek PY~-be. Ezért annak tisztizasaval kezdjiik,
mikor izomorf beagyazas egy projektalas.

LEMMA. 'Ha a & ponton dtmend tetszéleges egyenes metszi X-et nem tébb mint
egy pontban, és az X-hez annak bdrmely pontjéban huzott érinté altér nem tartalmazza
E-t, akkor a & koézéppontu projektdlds izomorfizmus.

Legyen © az X— PN~ projektalas. Legyen n(X)=Y. A lemma elsd feltételébdl
kovetkezik, hogy n kolcs6ndsen egyértelmii. Jelolje o =n"1. A lemma be lesz bizo-
nyitva, ha megmutatjuk, hogy ¢ regularis. Ez az allitas lokalis jellegli. Legyen y€Y
és m(x)=y, x€X. Az L fejezet 5. § 6. tétel szerint n véges leképezés. Jeloljitk U és V-
vel az x és y pontok olyan affin kérnyezetét, hogy n(U)=V és k[U] egész k[V] felett.
A 7 sziikitését U-ra szintén n-vel fogjuk jelolni.

Elegend6 bebizonyitanunk, hogy az U és V megfeleld kivalasztisa mellett n
izomorfizmus. Akkor ¢ =n""! regularis az y pontban. _

A lemma masodik allitasa azt jelenti, hogy a d,n: @,—~ 0, leképezésnek nincs
magja. Visszaemléksziink arra, hogy a @, tér duilisa az M /M2-nek, ahol M, az
O, lokalis gyiirii maximalis idealja. Innen kovetkezik, hogy #n*: M /INZ—~ M /T2 le-
képezés epimorfizmus. Mas széval, ha M, =(u,, ..., 1), akkor n*(u;) + M2 osztalyok
generaljak I, /M2 -et. Alkalmazzuk NAKAYAMA lemmajat (2. § 1. pont) az M, -re
mint O, feletti modulusra. Ebb3l kévetkezik, hogy akkor M, =(n*(uy), ..., n* (),
vagy pedig

a - M, = n*(M,)0,.

Most alkalmazzuk Nakayama lemmajat O,-re mint n(0,) feletti modulusra.
A véges tipussag abbdl kovetkezik, hogy k[U]-nak véges tipusa van nk[V] feleit. Az
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(1) egyenl6ség megmutatja, hogy O,/n* (,)0,=0,/IM .=k, és igy az egyetlen 1 elem-
mel van generdlva. A Nakayama-lemméabdl most az kovetkezik, hogy O,=n*(0,).
Legyen u,, ..., u; a k[U)-nak k[V] feletti bazisa. Feltétel szerint ;€ O,= = 0, Jel6ljik
Vi=vV-Vv, -vel az y pont olyan f6 affin kdrnyezetét, amelyre az Osszes (n*) (u;) re-
guléris U'=U— U,y -ben. Akkor k[U’}=3n*k[V’Iv;. Feltétel szerint u,€n*[V’],
ahonnan kovetkezik, hogy k[U’]=k[V’], ez pedig azt jelenti, hogy = 1zomorﬁzmus
az U és V kozott. A lemmat bebizonyitottuk.

Most mar attérhetiink a 8. tétel bizonyitasara. Elegendé bebizonyitanunk, hogy
ha X sima sokasag, dim X=n, XC P¥, N>2n+1, akkor talilhat6- olyan ¢ pont
amely eleget tesz a lemma feltételeinek.

Jelsljiik U, és U,-vel az olyan é€ PY pontok halmazat, amelyekre nézve ¢ nem
tesz eleget a lemma elsd, illetve megfelelden a masodik feltételének.

Tekintsiik a PV X X X X-beli olyan (a, b, ¢), a€ P¥, b, c€ X elemek I' halmazat,
ahol a, b és c egy egyenesre illeszkednek. Nyilvanvaléan I' zart halmaz P¥X XX X-
ben. P¥ X X X X-nek P¥-re és XX Y-ra valé projekcidi ¢: I'—P¥ és :I'~ X' X Y regu-
laris leképezéseket hataroznak meg. Nyilvanvald, hogy ha y€ XX X, y=(b, c), b, c€ X
és azonfeliill b=c, akkor Yy~1(y) olyan (a, b, ¢) pontokbdl all, ahol a tetszbleges
pont a, b és ¢ pontokon atmend egyenesen. Ezért dim y~(y)=1 és az L. fejezet
6. § 7. tételbdl kovetkezik, hogy dim I'=2n+1. Definicié szerint U, =¢(I') és ugyan-
abbdl a tételbdl az kovetkezik, hogy dim U,=dim I'=2n+1.

Analdg moédon az U, halmaz vizsgalata céljabol tekintjiik a P¥X X-ben az
olyan (a, b) pontokbol all6é I' halmazt, ahol a€ @,. Teljesen analég mdédon konstrual-
jukay: I'-X és @: I'—> P¥ leképezéseket. Az x€ X-re dim Y ~1(x)=n és ezértdim I'=
=2n, viszont mivel U,=¢(I'), igy dim U,=2n.

Latjuk, hogy dim U, =2n+1, dim U,=2n, és ezért ha N=>2n+1, akkor U,U U, =
= P¥, amit bizonyitanunk kellett.

K OVETKEZMENY. Bdrmely kvdziprojektiv sima gorbe izomorf a hdromdimenzics
projektiv térben elhelyezkeds valamely girbével.

Késdbb meg fogjuk latni, hogy nem tetszdleges gérbe izomorf a projektiv sik-
ban levé valamely gorbével. Ezért nem barmilyen algebrai gorbének van sima sik
projektiv modellje.

Feladatok

1. Legyen X affin sokasag, K a k(X) test véges bdvitése. Bizonyitsuk be, hogy
létezik olyan Y affin sokasag és f: Y— X leképezés, amelyek eleget tesznek a kovet-
kezd feltételeknek: 1) f véges, 2) Y normalis, 3) k(Y)=K és f*: k(X)—~k(Y) meg-
hatdrozza az adott k(X)—K beagyazast. Bizonyitsuk be, hogy Y-t egyértelmiien
meghatirozzak ezek a feltételek. Y-t az X normalizacidjanak nevezziik a k testben.

2. Legyen X a z?=xy kap. Bizonyitsuk be, hogy az X normalizacidja a k(X)(yYX)
testben egybeesik az affin sikkal, a normalizacids leképezés pedig x=u? y=0%, z=wp
alak.

3. Az 1. feladattal analdg allitdsokat bizonyitsuk be tetszOleges X kvaziprojek-
tiv gorbe esetén. Bizonyitsuk be, hogy ha X projektiv, akkor Y is az.

4. Milyen kapcsolatban van XX ¥ normalizacidja az X és Y normalizacidjaval?

5. Bizonyitsuk be, hogy az x pont normalis, ha k[[x]] (I. a 3. § 14. feladatot)
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gylirli zérusoszté mentes és normalis. (Utmutatas: Hasznaljuk fel a 3.§ 15. feladat
eredményeit. Vigyiik at a 3. § 7. feladatot a szingularis pontra és alkalmazzuk azt.)

6. Bizonyitsuk be, hogy az xi+...+x2=0 egyenlettel megadott X A" kip
normalis.

7. Bizonyitsuk be, hogy a 4. § 13. példaban szerepld X hiperfeliileten az origo
normalis pont. i

8. Normalis-e a Steiner-féle felilet? Es a Kummer-féle? (1. § 17. és 18. fel-
adatai.)

9. Bizonyitsuk be, hogy barmely algebrai gérbének van olyan sik projektiv
modellje, amelynek szingularis pontjai csak linedris dgakkal rendelkeznek.

Forditotta: Buzdsi Kdroly
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L. SZ. PONTRJAGIN, A [MAGYAR TUDOMANYOS
AKADEMIA TISZTELETBELI TAGJA

frta: SONNEVEND GYORGY

1. A Magyar Tudoméinyos Akadémia ez évben tiszteletbeli tagjaul valasztotta
Lev SZEMJONOVICS PONTRJAGINt, akit mar most vilagszerte a matematikai tudoma-
nyok XX. szazadbeli legkivalobb mesterei, uttéréi kézé sorolnak.

Ez alkalommal ill6 és tanulsagos kozelebbrdl megismerkedni t6bb szempont-
bol egyedilallo, példamutatd matematikai munkassagaval, tudds egyéniségével.

A jelen ismertetés keretében igyeksziink idGrendi sorrendben kovetni L. Sz.
PONTRJAGIN munkdassagat, az altala elért fGbb eredmények rovid, nem formalis
ismertetése mellett részletesebben kitérve a tudds gondolkodas és alkotasmodjanak,
tudomanyfilozéfiai elveinek néhany jellegzetes vonasara. Reméljik, hogy példija
a magyar tuddsok széles rétegei szamara lesz tanulsidgos, Oszténzd.

A magyar matematikusok szellemi kapcsolata PONTRJAGIN munkaival a 30-as
évek elejére nytilik vissza, KEREKJARTG BELA topoldgiai és algebrai vizsgalatai
taniskodnak arrdl, hogy PONTRJAGIN munkdit alaposan tanulmanyozta. Az [54],
[88], [96] konyvei magyar nyelven vald kiadasa révén sokak ismerkedhettek meg
a modern matematika ma mar klasszikusnak szamité fontos fejezeteivel a kivalo
tudds mintaszerli elGadasaban.

Természetesen a jelen ismertetés keretein belldl nincs mdd teljességében be-
mutatni L. Sz. PONTRJIAGIN eddigi munkassagat. Ki merné allitani, hogy le tudja
mérni az altala bevezetett 0j fogalomalkotdsok, mdédszerek matematikara és annak
alkalmazasaira gyakorolt és ezutan elvarhato hatisat; hogy a tudés alkotderejének,
egyéniségének mély forrasaira rad tudna latni.

A mellékelt irodalomjegyzék, mely tartalmazza L. Sz. PONTRIAGIN Osszes
megjelent munkait 1972-ig, lehet8séget nydjt matematikai tevékenységével vald
megismerkedésre. Filozdfiai elveinek bemutatasakor igyeksziink, ahol csak lehet,
pontosan idézni 6t, ehhez anyagot a [92] interji ny(jtott, tovabba e sorok irdjanak
Lev Szemionovics PONTRIAGIN vezetése alatti, a Moszkvai Sztyeklov Matematikai
Intézetben 1969—72-ig eltoltott, aspiranturdn szerzett tapasztalatai.

2. L. Sz. PONTRJAGIN 1908-ban sziiletett az Orlov tartoméanybeli Trubcsevszka
kisvarosban. Elete tavolrél sem mondhaté az elméleti tudds semmitl sem zavart
életének, sokkal inkabb illik arra a dramai jelz8, kitolti a megfeszitett, nehéz kiilsé
korilmények kozott végzett, felelGsségérzettsl athatott munka. Sziilei anyagi hely-
zete nem tette lehet3vé, hogy gimnaziumba jarhasson, joval alacsonyabb szinvonald
(a régi magyar polgari iskoldnak megfelel§) iskoldban tanulhatott csak. 14 éves
kordban baleset kovetkeztében mindkét szemére megvakul. Edesanyja, aki Moszk-
vaba koOlt6zésiik utan mint szabdnd keresni kenyerét (apja 1927-ben meghalt),
ett6l kezdve hatartalan gondoskodassal, figyelemmel és nagy szigorusaggal veszi
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koril, mindenben segitségére van. Tatjana Andrejevnanak tobbek kozott meg
kellett tanulnia az idegen nyelvii matematikai szévegek és szimbolumok olvasésat,
irasat.

De ne siessiink. Idézziink az [98] interjubdl. ,,Lehet-e beszélni romantikus
elvagyodasrol, az életit megvalasztasanak szabadsagardl?” L. Sz. PONTRIAGIN
valasza hatarozott nem. ,,Egészen élesen emlékszem azon évek kétségeire. Ez a va-
lasznt ideje volt. Az élet ismert vak zenészeket, irodalmarokat, szénokokat... Alkal-
mas vagyok-e én a matematikara?’ — ,,Nemde tévedett EINSTEIN, mikor egy tehet-
séges fiu sziileinek azt ajanlotta, hogy fiukat adjak lakatosnak, ha fizikus rejtézik
benne, akkor az ngyis megmutatkozik majd.”

,»Nem értek egyvet FINSTEINnel” — mondta hatarozottan PONTRJAGIN. ,,Lehet,
hogy igaza volt a leirt esetben, mégis ezt az elvet az ifjusig széles rétegeire nem
szabad alkalmazni. Az embereket olyan feltételek kozé kell allitani, amelyekben
felismerhetik és kifejleszthetik képességeiket. Ez nagyon lényeges. ime nalunk
a tehetséges gyerekek szamdara matematikai iskolakat szerveztek. Ez gyonyori
kezdet. Igaz, bennem felmeriil a kétség, hogy a matematikusok természetes ki-
valasztasa helyett nem lép-e be ezekbe az iskolakba olyan gyakorlat, hogy a gyere-
kek oda a sziillok elhatarozasabdl keriilnek, mely azokbdl a meggondolasokbol
indul ki, hogy nalunk a tudomannyal foglalkozni megbecsiilt, a tdrsadalomban
szélesen elismert, anyagilag jol megjutalmazott, és a forradalom el6tti multhoz
képest konnyen elérheté dolog. Ideje, hogy a matematikai neveléssel olyan teljes
komolysaggal foglalkozzunk, amilyent az megérdemel.”

3. A Moszkvai Allami Egyetemre 1925-ben keriilt, itt P. Sz. ALEKSZANDROV
tanitvanya lett. O fedte fel szamara a topoldgia titkait. Es a matematika ekkor
meghdditotta szilardsagaval, logikdjaval, kovetkezetességével.

Az egyetemen kitiint matematikai képességeivel, tudomanyos érdeklédésének
széleskoriiségével. Meglep8 volt, hogy bonyolult szamitasokat (pl. tenzoranalizis)
fejben tudott tartani minden jegyzetelés nélkiil. Ez természetesen csak azért volt
lehetséges, mert er8sen filozdfikus, mély, nem technikai, nem kiils6é és nem feltiletes
megismerésre torekedett. HINCSIN sok apro triikkk6t hasznald analitikus szamelméleti
elbadasat hidegnek talalta, mig P. Sz. ALEKSZANDROV joval koncepcidézusabb
topoldgiai elfadasain szabadon, otthonosan érezte magat. Széleskériien képezte
magat. Visszaemlékezése szerint fiatal koraban nagyon sokat tanult H. POINCARE
tudomanyfilozéfiai munkaibdl (ha nem is értett egyet teljesen e kdnyvek sokszor
ellentmondasos filozofidjaval). Ebben az id6ben a moszkvai egyetemen sokféle
specialis eldadas volt, sok, késGbb vilaghirt szerzett fiatal matematikus tanult.
A veliik valé kapcsolat természetesen Oszténzben hatott.

Itt emlithetjiik meg, hogy munkassidga soran ha tanisagot is tett 6nallé gon-
dolkodasrdl és kérdésfeltevéseit, kutatasait késébb egyre inkabb 6nalld, szuverén
modon alakitotta ki; abban, hogy mar fiatal kordban milyen nagy eredményeket
ért el, a személyes tehetségén kiviil ugyanannyira jelent8s szerepe volt annak a ma-
tematikai kornyezetnek, melynek jelenlétét, Osztonzését élvezhette. (Példaul az 1934-
ben Moszkvaban rendezett nemzetk6zi algebrai topoldgiai konferencidn talalkoz-
hatott kora igen sok kivalo kiilfoldi tuddsaval, akik koziil tobbel személyes kap-
csolatot is tartott fenn.)

L. Sz. PONTRJAGIN hangstlyozta, hogy a tudomany hatarait, melyek mogott
a felfedezések soran egyre Ujabbak, még jobban elcsodalkoztaték nyilnak, nem
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egyediiliek nyitjak meg, hanem tuddsok kollektivéi, akik teremtd erejiiket a tar-
sadalmi kozegb6l meritik.

4. Térjink vissza az [98] interjuban ko&zdlt emlékezéseihez.

,, Természetesen mindez nem volt egyszerli. Nekem ugy tlinik, hogy egyetlen
ember sem sziletik avval a képességgel, hogy szamolasokat végezzen az agyaban.
Ezt a képességet a kornyezd vilaggal valdé OsszeiitkOzései soran szerzi. Mas dolog
az, hogy a gyakorlat megszerzésének képessége individualisan magasabb lehet az
agy sziletési sajatossagainak megfeleléen.” Tovabbfejlesztve a gondolatot még
hatarozottabban igy folytatja: ,,Nos, hagyjuk el mira a romantikat és beszéljiink
arrdl a tudatrél, mely megmondja az embernek, mit kell tennie neki a nemzet ér-
dekében. Ez mindennél fontosabb. Ime ez az a kialakult vilignézet, amely gyakran
hianyzik fiatal embereinknél. Nekem ugy tlinik, hogy jelentds résziiknél valahogy
késdn kovetkezik be a polgari érettség. A fiatalok felkészitése nélunk elmarad az
id6 kovetelményeitdl. A program telezsufolt sziikségtelen anyaggal, mely gatolja,
hogy a tudomany titkait jobban megismerjék, hogy lekiizdjék a bonyolult gondol-
kodasi folyamatok technikai akadalyait. Ma mint soha eddig, meg kell gyorsita-
nunk a gondolkodasbeli fejlddést. Csak igy tudjuk megemelni a fiatal emberek
intellektualis fejlettségét.”

,,Onnel dolgoznak fiatal tuddsok, sok koziilik ma mar kandidatus, a tudo-
manyok doktora. Mi hatarozza meg sikeriiket a tudomanyban?”

,»INincs a vilagon nagyobb er8, mint a munkaszeretet és Onfeldldozas. A tudo-
soknak néha tobb tonna ércet kell feldolgozniuk, hogy egy kis csepp aranyat kap-
janak.”

,,Es melyek az ilyen munka belsé rugéi? Vannak-e ilyenek?”

,»lgen, természetesen. E rugdk foldiek. Ne gondolja, hogy én ezen az anyagi
érdekeltséget értem, habar az is fontos. A tudomany emberei dolgoznak, kutatnak
azért, mert benniik langolé gondolat él: dolgozni a foldi jobb életért.”

5. Lehetetlen lenne e néhany oldalon nem szakemberek szamara ismertetni
L. Sz. PONTRIAGIN altal munkéssaga elsé szakaszdban az algebrai topoldgidban,
ill. a topoldgikus algebraban elért alapvetd jelent8ségii eredményeket. Ezt itt egész
roviden tessziik anndl is inkabb, mivel a tudds érdeklddési kore késGbb egyre ko-
zelebb keriilt a kevésbé elméleti, alkalmazassal kozvetlen kapcsolatban levé kér-
désekhez.

»ENn a matematika egysége mellett vagyok. De hozzam kozelebb esnek azon
agak, melyeket a fizikaval, kémidval és technikaval egyiitt kell kidolgozni, és me-
lyeknek 1ényeges befolyasuk lehet e teriiletek fejldésére. Benntiik kimerithetetlen
eszkdzoket latok a megismerés és a természet meghdditasa céljara.”

(Itt megjegyezhetjik, hogy az algebrai topoldgia és a topologikus algebra
(Lie-csoportok) az elméleti fizika, sGt a gyakorlat ma mar nélkiilozhetetlen eszkdzeivé
valtak.)

Az algebrai topoldgia a klasszikus analizis sziikségleteib8l keletkezett tudo-
manyag, melynek targya feliiletek és azok egymasra vald leképezéseinek vizsgalata,
osztalyozasa, melynél két objektumot ekvivalensnek (egy osztilyba tartozdénak)
tekintiink, ha létezik kozottiik bizonyos adott tulajdonsaggal rendelkezd meg-
feleltetés. Pontosabban a feliillet fogalmat definialhatjuk, mint olyan topologikus
teret, melynek pontjaihoz lokalisan (egy egy pont kornyezetében) n valds szamot,
,»belsd koordinatat”, rendelhetiink gy, hogy az igy definialt lokalis koordinata-
rendszerek egymasbdl kolcsondsen egyértelmii és folytonos ,,koordinata-transz-
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forméacioval” kaphatok. Ha e transzformacidkat differencialhatd, ill. analitikus
fiiggvények segitségével végezhetjiik, melyek fliggvény-determindnsa nem 0, akkor
differenciathatd, ill. analitikus sokasagrol beszélink. Két sokasigot topologikusan
ekvivalensnek (ill. diffeomorfnak) neveziink, ha 1étezik k6zottiik kdlesonos egyértelmdi
és mindkét irAnyban folytonos (ill. differencialhaté) leképzés. Feliiletekre vonatkozo
egyik alapvet6 operacio a hatarképzés, amely segitségével n dimenzids sokasaghoz
n—1 dimenzids sokasigot rendeliink; az analizisben ez pl. a tobb dimenzids Stokes-
féle integral formuldk megfogalmazasanal 1ényeges. E miivelet és a feliiletek hataruk
mentén valé egymdéshoz ragasztisinak miivelete révén a sokasiagokhoz bizonyos
véges algebrai strukturakat, az fin. Betti-féle vagy homolégia csoportokat rendel-
hetiink, amelyek a felilet topoldgiai invaridnsai. Az algebrai topoldgidban alkal-
mazott egyik tipikus modszer abban &il, hogy a feliiletek, ill. ezek egymésba vald
leképezésére vonatkozd kérdést sikeriil a hozzajuk rendelhetd algebrai invarian-
sokra vonatkozd ekvivalens, de konnyebben kezelbetd kérdésben megfogalmazni,
és igy megvalaszolni.

Kezdetben a Betti-féle csoportok definidlasdhoz a feliilet Gn. topologikus
szimplexekre, azaz tObbdimenzids linedris szimplexek (n dimenziés térben fekvé
n+1 altalanos helyzetii pont konvex burkai) folytonos képeire, bontottak. A fent
emlitett algebrai problémak igy kombinatorikus problémakként jelentkeztek,
e miatt kapta ez az elmélet a kombinatorikus topoldgia elnevezést. L. Sz. PONTRIAGIN
magyarul is megjelent konyve mintaszerii bevezetést nytijt ¢ mddszerhez. A t6bbi
hasonld témaji konyv kozil kiemelkedik a hasznalt fogalmak, gondolatok rend-
kiviili 6konomiajaval, a kombinatorikai (sokszor nem a lényeget illet6) nehézségek
minimumra csdkkentésével.

E konyvben megtalilhatd kovetkezd hires tételének NOBELINGgel egyidGben,
t8le fiiggetleniil adott bizonyitdsa: minden n dimenziés kompaktum kolcsénésen
egyértelmiien és folytonosan bedgyazhatd egy legfeliebb 2n+1 dimenzids eukli-
deszi térbe. Késdbb analdg tételt bizonyit be differencialhatd sokasiagok differen-
cialhaté bedgyazasara. A dimenzié fogalmat sokoldaluan vizsgalja tovabbi mun-
kaiban.

Elsé publikalt eredménye, mely a POINCARE és ALEXANDER altal el@szor ki-
mondott dualitistételek messzemenS Aaltalanositasat adja, megallapit egy, az n-
dimenzids térben fekvd korlatos zart halmaz (S) €s az 6t kiegészit§ nyilt halmaz
(R™\S) homoldgia csoportjai kozotti Osszefliggést. Ebben a BROUWER altal be-
vezetett, egy k és egy n—k —1 dimenzids egymast nem metszd feliilet 6sszelancoltsagi
egyiitthatdjat hasznalja, igy azt a negativ fogalmat, hogy egy fellilet hatara nem
0, avval a pozitivval helyettesitheti, hogy van egy masik vele Gsszelancolt feliilet.
Ezen eredménye kit{inik egy 1j algebrai jellegii fogalom, a dualis vagy karaktercsoport
(egy adott csoportnak az egységkor csoportba vald folytonos homomorfizmusainak
csoportja) felhasznalasaval. Ezt a fogalmat késGbb a kommutativ folytonos cso-
portok elméletének kidolgozasanal alapvetd jelent8séggel szerepelteti, ez utdbbi
elmélete a XX. szdzadi matematika fejlédésének egyik mérfoldkove lett.

6. Ezzel mar at is tértiink a topologikus algebra témakorébe vagé, alapveté
munkassagara. E témakor jellegzetessége az adott halmazon értelmezett kétféle
strukturanak topoldgiai (differencialhatdsagi) és az algebrai tulajdonsagoknak Osz-
szekapcsolasa abban a kovetelményben, hogy az algebrai miiveletek legyenek foly-
tonosak (differencialhatok) az adott topoldgiaban. Az igy keletkezett objektumok
egészen Aaltalanos axiomak kielégitése kovetkeztében meglepden konkrétek. Ezen
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elv realizalasaként PONTRIAGIN megmutatta, hogy a lokalisan kompakt, 6sszefiiggd
testek a kovetkez8k: a valds szamok, a komplex szamok, a kvaternidk teste. O
tisztazta a kompakt és lokalisan kompakt topologikus csoportok szerkezetét is,
mely eredménye végleges a kommutativ esetben. HILBERT 5. problémaéjara valaszolva
megadta azokat a feltételeket, melyek teljesiilése esetén a csoporton nemcsak foly-
tonos, hanem differencialhaté és ekkor mar sziikségképpen(!) analitikus struktira
vezethetd be, vagyis megadta a Lie-csoportok absztrakt: algebrai—topoldgiai,
differencialhatésagot nem feltételezd jellemzését.

Topologikus algebrai vizsgalatainak eredményeit Osszegzi a ,,Folytonos cso-
portok” c. monografidja. A masodik, orosz nyelvii kiadasban az elsé kiadas (1936)
olyan tokéletesitését talaljuk, mely teljes mértékben megérdemli a klasszikus jelzot,
mint olyan kényv, mely megdrzi jelentbségét évtizedeken keresztiil s amely alapjan
tuddsok generacioi alakitjak ki matematikai vilagnézetiiket. Valoban nehéz talalni
szebben megirt matematikai konyvet.

7. Emeljiik ki itt e kényv példaja alapjan is a szerzé jellegzetes eldadasi, és
altalanosabb kutatasi elveit.

Legeloszor maga a kérdésfeltevés, kutatdsi irdny. L. Sz. PONTRIAGIN szerint
egy jo matematikai kérdésfeltevés mar a megoldasaval kapott eredmény ,,90%-4val”
egyenértékii, vagyis az igazan nehéz dolog, mely sok elézetes munkat kovetel, a
megvalaszolhatd, lényegre tapintd kérdésben a valdsag helyes idealizalasa.

Természetesen miként a miivészetekben, itt sem lehet altalanos szabalyokat
adni. Kovetelmény, hogy a kérdés elég egyszeriien megfogalmazhatd legyen, se
tal sziik, se tul altalanos. Azt lehet mondani, hogy altalanosan megfogalmazott
kérdésekre valaszolni konnyebb. Munkéssagat vizsgalva latszik, hogy kiindulas-
ként mindig volt eldtte egy-egy egészen konkrét kérdés, példa, feladat, melynek
sajatossagai diktaltdk az alkalmazando elmélet, vagy mddszer joval absztraktabb
jellegzetességeit. Ez a kutatdsi modszer az évek folyaman egyre inkabb sajatjava
vélt. Ennek koszénhet6, hogy munkai az altaluk bevezetett kérdésfeltevések, mod-
szerek, fogalmak eredetisége, Gjdonsaga (melyet a konkrét, régi modszerekkel meg
nem oldhaté feladat kovetelt meg) miatt késGbb egész kutatasi irAnyok, matema-
tikai szakagak kiindulasaként, alapjaként szolgiltak. Pontosabban szélva, kérdés-
feltevései bizonyos egészen altalanos filozéfiai meggondolasbdl, elképzelésbdl in-
dulnak ki, melyeket igyekszik konkrét feladat altal pontosabbd, hatarozottabba
tenni gy, hogy lathatéva valjék az altalanos kérdés igazi matematikai tartalma,
lehetévé valjék preciz vizsgalata. Mint latni fogjuk késGbb, ez az altalanos filozofia
iranya egyre inkabb az élet kovetelményei altal diktalt kérdések felé fordul.

1dézziik ismét 6t magat. ,,Fejlédése soran a matematika szamtalan sok prob-
Iémaval talalkozik. De azt jelenti-¢ ez, hogy mindegyiket meg kell oldanunk? Nem,
kozottik a legaktualisabbakat kell keresniink, csak azokat a fontos torvényszerii-
ségeket kell kikeresniink, melyekben a kutatds igazédn hathatos eszkdzei vannak.”

E szempontbdl PONTRIAGIN élesen birdlja a kutatd laboratoriumok egy részét,
melyek elszakadnak az élettdl.

Konyveinek, eléadéasainak sajatossaga meég az is, hogy azok Onmagukban
érthetd egészek, benniik minden allitas bizonyitva van pontosan. Hosszabb bizo-
nyitasokat felbont (a benniik szerepld 6nallé gondolatok szerint) részekre tgy,
hogy az alkalmazott ij médszerek alapgondolatai, 1ényeges pontjai kiemelkedjenek.
Benniik nem talalunk latszolag tetszetGs, félig kész gondolatsorokat. Minden Aalli-
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tasnak megvan a stlya, mint tégla illeszkedik bele az épiiletbe. Altalanos, de nem
atgondolt, nem megalapozott meggondolasokkal nem diszitget.

Kiemelendd el8adasmédjanak mondhatni aszketikus tomorsége, minden feles-
leges kolonctdl valdo mentessége, mely megmutatja igényességét abban, hogy a
Iényegre koncentraljon. A jelolések megvalasztidsara mintaszerlien ligyel. ElGadasai
és konyveinek egészen pontos kdvetése nagyfoku koncentracidt kivannak, de egyben
rendkiviil tanulsagosak is. O maga cikkeit végleges megfogalmazasukig tobb 1épcsén
keresztiil tOkéletesiti. Ebben a magnetofon van segitségére.

Talan nem érdektelen itt megemliteni azt az elvét is, hogy egy-egy elGadasban
torekedni kell minél kevesebb kiilonalld, Uj gondolat kozlésére; azok az eléadasok
hasznosak a hallgaték szamara, melyekben valamely 14j, lényeges gondolatot frap-
pans modon kozolnek. Az elsé ilyen gondolat értékét a tovabbi gondolatok hal-
mozasa, erfltetése rontja. Ez sajnos igen kevesek altal kovetett elv, ami miatt a kon-
ferencidk jo része thlsigosan megterheld, illetve kevéssé eredményes. Ugyanez
vonatkozik a matematikai cikkek irasara. Gyakran el6fordul, hogy PONTRJAGIN
visszakildi a hozza véleményadasra, lektoralasra érkezett cikkeket, disszertacidkat,
ha benniik nem talal fontos, \ij gondolatot. Hasonloképpen szigora szemindriumain is.

8. Az algebrai topoldgia és topologikus algebra teriiletein végzett vizsgalatai
Osszekapcsolasaként L. Sz. PONTRJIAGIN 1936-ban kiszamitja a klasszikus Lie-
csoportok homoldgia csoportjait, megoldva evvel egy E. CARTAN altal felvetett
kérdést egészen mas mddszerrel, mint azt E. CARTAN feltételezte. E munka jelentd-
sége a kapott konkrét eredményen kiviil abban van, hogy benne a feliilet topoldgiai
tulajdonsagait nem a nehézkes (és egyenletekkel implicit modon meghatarozott
felileteknél majdnem irredlis) szimplex felbontas segitségével, hanem valamely
alkalmas, a feliileten értelmezett differenciathaté f(z) fliggvény szingularitasi he-
lyeinek (ahol df (z)=0) és e fiiggvény szinthelyeire — (f(z)=c halmazoknak meg-
felelé hyperfeliiletek) — merdleges trajektoridk segitségével vizsgalja. A feliilet
kapcsolatira mar koridbban ramutattak M. MORSE munkai. Késébb L. Sz.
PoNTRIAGIN H. WHITNEYVel egylitt megteremtdjévé valt a differencidltopoldgianak,
észrevéve azt, hogy a feliileten (differencialhaté sokasagon) értelmezett differen-
cialhatosagi struktura segitségével sok topoldgiai és egyéb hasznos invarians de-
finidlhato, egyszeriibben vizsgalhatd, mint a szimplex felbontasokkal. Jegyezziik
meg itt, hogy mig minden differencialhaté sokasagnak létezik szimplex felbontasa,
nem minden topologikus sokasagon lehet bevezetni differencialhaté struktirat,
illetve egy adott sokasagon (pl. a 7. dimenziés gbmbon) értelmezhetd tobb egymas-
sal nem diffeomorf differencidlhatosagi struktiira, mégis az altaluk definiadlhato
invariansokrol sok esetben bizonyithatd, hogy azok egyben a sokasig topologikus
invariansai is.

A differencialhat6 struktura jelenléte lehetSvé teszi az analizis er8s médszereinek,
objektumainak (pl. differencidlegyenletek) alkalmazasat.

L. Sz. PONTRJAGIN 1935-t8l a negyvenes évek végéig a modern algebra és
differencialtopoldgia, ezen beliil a homotdpia elmélet szamos egészen alapvetd
fogalmat és modszerét dolgozza ki, ide tartoznak a rétegezett terek, klasszifikalo
tér, karakterisztikus osztilyok, kohomologikus operaciok, é.i.t.

Tanulsdgos kiemelni itt, hogy vizsgalatai kezdetén mindig teljesen konkrét
feladatokat allit maga elé, fent emlitett felfedezéseire, fogalomalkotésaira is részben
azon konkrét és nehéz kérdés megoldasi kisérletei soran jutott el, mely az S,.,
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dimenzids gombfeliiletnek az n dimenziés gémfeliiletbe valé leképezéseinek homo-
topikus invariansaira, vagyis e leképezések osztilyozdsara vonatkozik. (Két leképe-
z8s @o: XY és @,:X—Y homotopikusan ekvivalens egy osztilyba tartozik, ha
egymasba folytonosan deformalhatok valamely ¢,: X—Y, O0=r=1 leképezés sere-
gen keresztiil.)

9. Az 1930-as évek elején L. Sz. PONTRJAGIN kapcsolatot teremtett néhany
fizikussal, elsGsorban A. A. ANDRONOVval, akivel a rezgéselmélet és az automatikus
iranyitas problémairdl folytatott évenként tobbszér megbeszéléseket. Igy sziilettek
meg elsB, a differencialegyenletek korébe vagéd munkai.

A differencialegyenlet megoldasainak statisztikus, valdszin(i viselkedését elemzi
olyan esetben, mikor a jobboldal egy folytonos valdszinliségi valtozotdl fligg ([16]
munka.)

Uttord jelentBségii az 1932-ben kapott eredmény az vigynevezett durva, vagy
strukturalisan stabil differencidlegyenlet rendszerekrdl. Egy differencidlegyenlet
rendszert durvanak neveziink, ha a jobboldal minden elég kicsi (annak elsé deri-
valtjait is beleértve) megvaltoztatasa esetén az 1j rendszer trajektdridi a régi rend-
szer trajektoridival topologiailag ekvivalensen helyezkednek el abban az értelemben,
hogy létezik a siknak olyan mindkét irAnyban folytonos és kolcsdndsen egyértelmi
onmagaba vald leképezése, mely a régi rendszer trajektoridit az \j rendszer trajek-
toridiba viszi. Erre a [32] munka sziikséges és elégséges feltételt ad kétdimenzids
fazistér esetére az eredeti differencidlegyenlet szingularitasi helyeire vonatkozé fel-
tételek formajaban, és minGségileg leirja e rendszerek trajektdridinak viselkedését.

E feladat filozéfiai hattere az, hogy a fizika torvényeit, ill. a konkrét fizikai
rendszereket, amiket differencialegyenletekkel irunk le, mindig csak bizonyos pon-
tossaggal ismerjiik. Felmeriil tehat az a kérdés, mikor kapunk a kozelité térvény
alapjan mégis min8ségileg helyes képet az adott rendszerr8l. 1942-ben jelent meg
munkaja bizonyos tipusi transzcendens fiiggvények nullhelyeir8l, ez iddére esik
ugyancsak rezgéselméleti kérdések altal inditott vizsgilata az indefinit metrikdji
Hilbert-terekrol ([45], [48]).

10. Az o6tvenes évek elején L. Sz. PONTRJAGIN, abbahagyva topoldgiai kuta-
tasait, figyelmét teljes egészében a rezgéselmélet és az automatikus irdnyitas teriilete
felé¢ forditja. Ezzel teljesen Uj témaba kezdett. Rendkiviili belsé ereje nyilvanul
itt meg, hiszen a ,,minden kezdet nehéz” igazsdgihoz jarult nila a vaksigabol
eredd informacidszerzés nehézsége is. Kés6bbi munkassiga soran is gyakran mu-
tatta példajat bator oOnkritikdnak, eredményeinek ilinneplése nem tartotta vissza
attél, hogy azokat, korabbi felfogasat kifogasolja, elvesse. A kezdeti nehézségekt6l
nem visszariadd kutaté szellemének masik oldala abban nyilvanul meg, hogy kuta-
tasait képes az adott teriileten abbahagyni, amikor maésik teriileten érdekesebb,
fontosabb problémat lat meg. Ebben is kifejezésre jut az az igénye, kivansaga,
hogy hazaja épitéséhez, fejlédéséhez azon a teriileten, ahol az élet sziikségletei leg-
inkabb kivanjak, jaruljon hozza!

,,De ne gondolja, hogy ezen kiilsé koriilményektSl tudomanyos tevékenységem
szabadsaga kisebb lett” — mondja az {98], interjuban. ,,Nem, éppen abbdl eredt,
hogy az élet sziikségletei altali felhivasnak eleget tegyek™.

.Igaz, hogy habar matematikussa tisztan elméleti terlileten végzett munkam-
mal lettem, most nem kezdenék el olyan elméleti kutatassal foglalkozni, melyben
nincs meg az alkalmazas lehet8sége. Az orosz matematikai iskola mindig siirgetd
problémak megoldasaval tiint ki.”
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Tegylink itt rovid kitér6t, felhiva a figyelmet L. Sz. PONTRIAGIN magyarul
is megjelent kozonséges differencidlegyenletekrdl sz6lé tankonyvére. E konyv egyik
jellegzetessége, hogy a szokastdl eltérdéen a differencialegyenletek elméletét nem
a mechanikabdl vett példaktol, kérdésfeltevésektdl inspirdlva targyalja, hanem
az elektrotechnika, automatikus iranyitas konkrét technikai berendezéseinek moz-
gasegyenleteit vizsgalja, kifejezve azt is, hogy az utobbi teriiletek altal a matematika-
nak felvetett kérdések sokasaga Osszehasonlithatatlanul valtozatosabb, fontosabb.

Egy kérdés, mellyel az 50-es évekt8l kezdve rendszeresen foglalkozik az tin.
kis paramétereket tartalmazd differencidlegyenletek aszimptotikus viselkedésére
vonatkozik, ha a paraméter, mely a magasabbrendii differencidlegyenlet legmaga-
sabb foku tagjaban 1ép fel, 0-hcz tart. Eredményei, melyek nemcsak meghataroztak
a trajektoridk min8ségi viselkedésének sokszor meglepd és addig meg nem értett
sajatossagait, hanem az aszimptotikus kozelitések pontos magysagrendjét is meg-
adtak, fényt deritettek az elektrotechnikai berendezésekben jelenlevg parazita para-
méterek szerepére. — Adjuk at ismét neki a szot!

,,Amig annak idején a differencial- és integralszamitas lehetdvé tette sok torvény
meghatdrozasat a mechanikadban és a hének szilard és folyékony testekben vald
terjedését illetGen, az utobbi id6ében a matematikai modszerek hatalmasan be-
nyomultak az automatikus iranyitas folyamataiba. Minden orszag technikai po-
tencialja most attdl fligg, mennyire gyorsulnak meg a termelési folyamatok, csok-
kennek a nyersanyag és energia raforditasok.

,»Nem is olyan régen e kérdéseket gyakran talalomra oldottdk meg és termé-
szetesen e megoldasok kezdetlegesek voltak, kevéssé effektivek. A felszereléseket
a lehetséges rezsim egész kis hanyada erejéig hasznaltak ki. Természetesen a mate-
matika nem mehetett el a problémak mellett. De hogy lehet megoldani ezt a fel-
adatot? Ez azt jelentette, hogy 0j utakat keressiink, kiillénboz6ket, mint amelyet
sok matematikus hasznalt, megkisérelve, hogy a klasszikus varidcidszamitis méd-
szereit alkalmazza. A gyakorlat ellentmondott e modszernek, mivel egyszeriien
nem lehetett 6ket alkalmazni. Igy sziiletett az optimalis termelésiranyitas feladataira
4j, nem klasszikus variaciés modszer.

,»A feladat abban all — folytatja —, hogy megtalaljuk egyik vagy masik gép
optimélis rezsimét. Nem kevés nehézség vet8dott fel. Ismert, hogy technikai be-
rendezések munkajat jellemezhetjiik fazis allapotukkal, pl. koordinatidkkal és se-
bességekkel. A berendezés viselkedését a matematika nyelvére kellett leforditani.
A gépt8l nemcsak miikodésének gyorsasagat kivanhatjuk meg, hanem azt is, hogy
mas értékek, pl. a minbség vagy a raforditasi koltség, vegyenek fel optimalis értéket.
Orszagos méretekben az optimdlis rezsimt8l valé jelentéktelen eltérések is Oriasi
veszteségekhez vezethetnek. A tudomény nem ismert ilyen mddszereket. Tobbé
vagy kevésbé szerencsésen, kisérleti uiton hataroztdk meg ezeket, mintegy «rané-
zésren.”

11. Az ilyen iranyt kutatasok el@mozditasira L. Sz. PONTRJAGIN 1952-ben
szeminariumot szervez a Sztyeklov intézetben. Kezdetben itt f6ként mérnokok
adtak elé problémaikat. Ezek eredménye lett néhany pontos matematikai kérdés-
feltevés kidolgozdsa. PONTRIAGIN megértette, hogy hatarozott el6rehaladas érde-
kében komoly és igen lényeges, de nem tisztin matematikai munkéat kell végezni
a matematikusnak itt abban az irdnyban, hogy kidolgozza a helyes kérdésfeltevést,
a technikai folyamat megfelelé idealizacidjat. Mar maga az is jelentGs eredmény
volt, hogy L. Sz. PoONTRIAGINnak sikeriilt matematikailag megfogalmaznia az
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iranyithaté rendszer fogalmat és e rendszer optimalis irdnyitdsanak a feladatat.

Ezutan sikeriilt megtalalnia az optimalitis sziikséges feltételét, amely a ,,maximum

elv” elnevezést kapta. Adjuk itt meg e fontos eredmény révid megfogalmazasat:
Egy objektumot iranyithatonak neveziink, ha valtozasa leirhaté egy

x=flx,u(®), x=0%.nx, ult)=(uQ), ..., u"{1))

differencidlegyenlet-rendszerrel, ahol x az objektum &llapotat jellemzé fazis-vektor,
az u(z) fliggvény pedig Un. iranyitasi ,,paraméter”, amely értékeit az r dimenzids
euklideszi tér valamely rogzitett — legt6bbszor kompakt — U részhalmazabdl veheti
fel. Redlis az optimalis iranyitas feladatat sok esetben gy megfogalmazni, mint
olyan wu(t) irdnyitds megtalalasat (a szakaszonként folytonos fiiggvények osz-
talyaban), amelyre a rendszer adott x(t,)=x, allapotabdl az x(t,)=x, allapotaba
jut el 1gy, hogy az

flfo(x(t), u(t)) dt

funkcional minimumot vesz fel; x(¢) a fenti rendszer megoldasa u(r) mellett.

L. Sz. PONTRIJAGIN sziikséges feltétele lényegében a kovetkez8: Minden prob-
Iémahoz konstrudlhatunk egy H(y, x, u) valds fiiggvényt (y n+1 dimenzids vektor),
valamint minden u(z) iranyitdshoz egy linearis differencidlegyenletet gy, hogy
teljesiiljon a kovetkez:

ha u(t) (t€lto, 1)

optimdlis iranyitas, akkor létezik a szoban forgd linearis rendszernek olyan nem
trividlis y (1))=Y (@), ..., ¥"*+1()) megoldasa, hogy minden rogzitett 1€[t,, #,] ese-
tében az U-n értelmezett

u —~ H(Y(t), x(t), u)

fliggvény abszolut maximumot vesz fel az u=u(t) pontban. E feltételbdl lathato,
hogy az optimalis irdnyitds kivalasztasa céljabdl nem elégséges csak az egymashoz
kozel esé iranyitasokat Osszehasonlitani. Ebben rejlik a tétel ereje, kiilonbozdsége
a klasszikus variacidszamitas tételeitél és a bizonyitas nehézsége.

Tanulsagos megemliteni itt L. Sz. PONTRIAGIN kissé humoros bevallasat:
,,Bizonyéra nem fedeztiik volna fel a maximum elvet, ha jol tudtuk volna a klasszikus
variacidszamitast.” E megjegyzésbol kitiinik, hogy habar a matematikai tudomany
széles teriiletein jol tajékozott, ismereteit nem elsGsorban olvasassal szerezte, hanem
minden eredményt 6nalléan igyekezett bizonyitani, alapjaiban gondolt at.

A matematikai cikkektdl, eléadasoktol minden esetben megkivanja az eredeti-
séget, tanitvanyait igyekezett 6nallé gondolkodasra nevelni.

A tovabbiakban a maximum elv az optimaélis irdnyitas elméletének kozponti
magjava valt, kiilonb6z6 iranyu altalanositisokat nyert. A [93] monografia, mely
tartalmazza L. Sz. PONTRJAGIN iskoldjanak idevagd eredményeit 1962-ig, az egész
vilagon ismertté valt. Ma mar, a technika legkiilonb6zO6bb agaiban, a gazdasag
globalis tervezésének gyakorlatiban, a maximum elv konkrét iranyitasi feladatok
megoldasanak alapjava valt, minthogy a belSle kiinduld numerikus mddszerek
szamitogéppel realizalhatdk.

De L. Sz. PONTRIAGIN nem elégszik meg eredményeivel. Figyelme az idealiza-
cié kovetkezd, a valdsaghoz kozelebb allé fokan jelentkez8 problémaja felé fordul.
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Sok iranyithaté folyamat esetében annak menetére az u paraméteren kiviil
még mas befolyasolo tényez8k is hatnak, melyeknek ért€keit a v paraméterrel jelolve

z = f(z, u,v)

alakban idealizalhatjuk a rendszer miikodését, ahol u a P, v a Q korlatos zart hal-
mazokbdl vehetik fel értékeiket. Lényeges 0j koriilmény abban jelentkezik, hogy
a t iddpillanatban az u{t) kivalasztasandl a v(s) paraméter értékei s> t-re nem
tekintheték ismertnek. E folyamatok lényegesen bonyolultabbak. Jellegzetes pél-
dajuk az an. Gld6zési feladatok, ahol az elsé jatékos célja a z(¢) pontnak egy adott
zart, M c R" Gn. terminalis, részhalmazra juttatisa, minél révidebb id6 alatt a
z(0)=z, kiindulasi helyzetbdl. A masodik jatékos (melynek szerepét adott esetben
maga a természet is jatszhatja) céljaként a z(¢) pontnak az M halmazra vald keriilé-
sének elodazasat, elkeriilését adhatjuk meg. Ekkor beszéliink az un. elfutasi fela-
datrél.

A fenti, ugynevezett differencialjatékok vizsgalataval el8szor R. IsAAcs kezdett
foglalkozni részletesebben. Vizsgalt sok konkrét feladatot és javasolt megoldasukra
altalanos modszert, melyben az optimalis iranyitdsokat u(t)=U(z(¢)), ill.
v(t)=V(z(t)) alakban kereste. Minthogy azonban az ,,optimalis” U(z), ¥(z) fiigg-
vények mar egészen egyszerii esetekben is nem differenciathatéak folytonosan, ez
a modszer lekiizdhetetlen nehézségekbe Utkozott.

E feladat egy konkrét esete, mely az L. Sz. PONTRIAGIN iltal kifejlesztett els6
altalanos mddszer megalkotisdhoz vezetett, (melynek elemzésével tobb éven ke-
resziil foglalkozott), két rakéta iildozési feladata, melyet az

X4oax =ou, |4 =1,
y+By =ov, =1,
M={X,>'€,J’a}"’x:.}’}, x,ﬂ,g,a>0,

linearis egyenletek irnak le. Eredményeibsl a feladat teljes megoldisa kovetkezik
({971, [100], [107], [108]). Az elfogas minden pontbdl lehetséges elére megadhatd
legrovidebb id6 alatt, ha g/a=o0/f € g=o0 egyenlGtlenségek fennallnak ugy, hogy
egyikiik szigor(t egyenl6tlenség. Elfutas lehetséges, ha o= .

L. Sz. PONTRJAGIN elsOként valdsitotta meg azt az elvet, hogy az ildozési
feladatot két részre kell osztani attdl fiiggben, hogy az elsé vagy a masodik jatékos
szempontjabdl vizsgaljuk azt, ellenkez8 esetben analitikus nehézségekbe Utkoziink,
melyek nem valdédiak, hanem a helytelen idealizacié kévetkezményei. A fent emlitett
feladatra adott elsé megoldasi modszerben az u(t) iranyitést

u(t) = U(z(¢), v(2), 1)

tipusy, a valtozoknak csak lokalisan egyértelmii fliggvényeként épiti fel, nehéz ana-
litikus apparatust haszndlva. Most nem elemezhetjiik ezen elméletének tovabbi
sajatossagait. A benne kapott eredmények a differencidljatékok lényeges nehézsé-
geire mutattak ra, illetve kiizd6tték le azokat bizonyos idealizacio és feladatosztaly
esetében. Megemlitendd viszont az, hogy késGbb, PONTRIAGIN erfsen kritizalta
sajat mddszerét, mint tal ,,finom” idealizaciot és tal altalanos kérdésfeltevést.
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Kovetkezd 1épésként ezen hibak kikiiszobolésére az tin. linearis differencial-
jatékok joval konkrétabb esetével foglalkozott, melyek

2=Cz4+u—v, u€P, v<Q

alakban irhatdk fel, ahol C négyzetes, konstans matrix, P, ¢ konvex kompakt hal-
mazok R"-ben, a terminalis halmaz linearis altér, vagy Aaltalanosabb modszere
esetén tetszGleges konvex zart halmaz. (Pl. a fent emlitett {ild6zési feladat linearis.)

A linearitas tulajdonsaga minimumra csokkentette a szamolasi nehézségeket,
igy a figyelem a v(s) iranyitasrdl vald informacio szerzés és az u(t) iranyitas ezek
alapjan torténd konstrualésira forditédhatott. Az L. Sz. PONTRIAGIN altal javasolt
megoldasi mddszer kitlinik egyszeriiségével, 0j algebrai-analitikai konstrukcidjaval
(alternalé integral fogalma), mely vilagosan kifejezi azt a folényt az irdnyitasi ké-
pességben, amelyre alapozva az iildozés befejezhet el6re megadhatd idGpontbarn.
Az informécidszerzés folyamatanak diszkretizalasa, azaz kis 1épésben t6rténd végre-
hajtasa, az adott feladattipusra helyes idealizacié megtalilasa felé vezetG fontos
1épés volt.

L. Sz. PONTRIAGIN utolsé idézett munkajaban a linedris jatékokra vonatkozo
elfutasi feladat megoldasara ajanl mddszert. E munka is tobbéves kitartd, rend-
szeres, méiyen filozéfikus elemzés, nagyfoki koncentracié eredménye [108].

§2. L. Sz. PONTRJAGIN matematikai eredményeirdl és tevékenységérdl szodlo
ismertetésiink tavolrdl sem volna teljes, ha nem szdlnank arrdl a kiterjedt pedagogiai
tevékenységr6l, melyet mint egyetemi eladd, mint aspiransvezet és mint a Sztyek-
lov intézet tudomanyos osztilyanak vezetSje az évek hosszi soran at kifejtett.
Nagyon sok eredményrdl, melyet tanitvanyai publikaltak nehéz volna elddnteni,
kit kell azok szerzGjének tekinteniink. PONTRJAGIN nagyon sokat, szigor@ian, de
lelkiismeretesen és Onzetleniil foglalkozott tanitvanyaival.

Mint vak emberrel, természetesen vele is tobben megprébaltak visszaélni;
a masokra utaltsag kényelmetlenségeit nem Keriilhette el. Az utdbbi évtizedben
kronikus almatlansag gyotorte, ezt silyosbitotta felesége gyakori betegeskedése,
akivel kettesben élnek. De ezek a nehézségek sohasem torték le, hiszen nem sajét
személyét tartotta legértékesebbnek, hanem hivatasat.

Hasonldképpen a teljesség igénye megkoveteli, hogy utaljunk L. Sz. PONTRJA-
GIN tarsadalmi tevékenységére. A Szovjet Tudomanyos Akadémidn beliil fontos
tudomanyszervez8i munkat végez, tobbek kozott részt vesz a Szovjet Akadémiai
Kiadé konyvkiadasi politikajanak iranyitasaban. E tevékenységet nagyon fontosnak
tartja, tudomanyos igényessége, felelGsségérzete megkoveteli, hogy csdkkentse az
értéktelen, sziirke, sokszor kommersz célokbdl irt, gondolkodast 616 konyvek
kiadasat, ugyanakkor elbsegitse a didkok szdmara irt jol hasznalhaté konyvek
terjesztését.

L. Sz. PONTRJAGIN szerkeszt&ségi tagja tobb szovjet és kiifoldi folydiratnak,
tagja nemzetkOzi matematikai és iranyitaselméleti szervezeteknek, bizottsagoknak,
mint a szovjet és az orosz matematikai tudomany képviselGje. E min8ségben és
mint meghivott eléadd az utdbbi években gyakran jart Amerikaban, Nyugat-Euré-
paban.

Kivanjuk, hogy jo egészségben folytathassa kutatd, alkoté munkajat a mate-
matikai tudomanyok és igy az élet szebbé tétele, fejlédése érdekében.
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L. Sz. Pontrjagin megjelent munkdinak jegyzéke

1927

. Zum Alexanderschen Dualititssatz, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, 315—322; Literatur in

Fussnoten.

. Zum Alexanderschen Dualititssatz, Zweite Mitteilung,—7Jbidem 446—456; Literatur in

Fussnoten.
1930

. Sur une hypothése fondamentale de la théorie de la dimension, Compt. Rend. 190, 1105—1107;

Littérature en notes de pied.

. Ein Knotensatz mit Anwendung auf die Dimensiontheorie, Math. Ann. 102, Ne 5, 785—789;

Literatur in Fussnoten (coBmecTtHO ¢ @. ®pankieM).
1931

. Uber den algebraischen Inhalt topologischer Dualititssitze, Math. Ann. 105, Ne 2, 165—

205; Literatur in Fussnoten.

. Beweis des Mengerschen Einbettungssatzes, Math. Ann. 105, Ne 5, 734—745; Literatur in

Fussnoten (coBmectHo ¢ I'. ToncToBoit).

. Einfacher Beweis eines dimensionstheoretischen Uberdeckungssatzes, Ann. Math., Princeton,

32, N\e 4, 761—762; Literatur in Fussnoten.
1932

. Sur une propriété métruque de la dimension, Ann, Math., Princeton, 33, Ne 1, 156—162;

Littérature en notes de pied (coemectro ¢ JI. HIHHpeJIbMaHOM)

. Uber stetige algebraische Korpes, Ibidem, 163—174; Literatur in Fussnoten.
. Der allgemeine Dualititssatz fiir abgeschlossene Menger Verhandlungen des Internationalen

Mathematiker Kongresses, Ziirich, Zurich—Lpz., Orrel Fussli Brig., Bd. 2, 195—197.

1933

Les fonctions presque-périodiques et I’ Analisis situs, Compt. Rend. 196, 1201—1203; Littérature
en notes de pied.

1934

O nunaMMYecKuX CHCTeMaX, OMM3KUX K TaMUIBTOHOBBIM, JKypH. 5kco. B Teop. (3. 4, BBIIL
9, 883—885. Uber Autoschwingssysteme die den Hamiltonschen nahe liegen, Phys. Zs. Sowjet.
6, Ne 1/2, 25—28.

CrpykTypa HenpepwiBHBIX rpynn, bromn. IT BcecorosH. cre3ga mMatematukos B Jlemmurpane
2430 arons 1934 r., JI., m3n. AH CCCP, 11 (Te3ncet mokiaaza).

CTpyxTypa KOMOAKTHBIX TOMONOTWYecKmX rpymm, Tam xke, 77—78 (Te3dCHl AOKIIana).
CTpyKTypa JIOKajJbHO-KOMNAKTHBIX KOMMYTAaTHBHBIX Ipymnm. Tam xe, 78 (Te3Wchl AOKIAna).
Statistische Auffassung dynamischer Systeme, Phys. Zs. Sowjet. 6, Ne 1/2, 1--24
(coBMecTHO C. A. AHIpoHOBBIM B A. BaTrTtom).

The thehory of topological commutative groups, Ann. Math., Princeton, 35, Ne 2, 361—388;
Literature in footnotes.

The general topological theorem of duality for closed sets, Ann. Math., Princeton, 35, Ne 4,
904—914; Literature in footnotes.

Sur les groupes topologiques compacte et le cinquiéme probléme de M. Hilbert, Compt. Rend.
198, 238—240; Littérature en notes de pied.

Sur les groupes abéliens continus, Ibidem, 328—330; Littérature en notes de pied.

1935

Crpykrypa HempepslBHBIX rpymn, B ki, Tpyast II Bcecoro3HOTO MaTeMaTHYECKOIO ChHE3Aa,
T. 1, JI. m30. AH CCCP, 237—257; JIutepatypa 15 Ha3B. Ha HHOCTD. 3.

Yucna Bert komraktHeix rpunn JIn, JAH 1, Ne 7/3, 433—435. On Betti numbers of compact
Lie’s groupe, lbidem, 435—437; Literature 3 names.

Sur les nombres de Betti des groupes de Lie, Compt. Rend. 200, 1277—1280; Littérature en notes
de pied.

1936

TIpobnemarrika TeopuH Tomnoyiormveckux rpynn, YMH, sem. II, 118—120; Jlurepatypa
B [TOACTP. IPHM.

Jluneiiueie NpeACTABICHES TOHOJIOTEYeckux rpymm, YMH, sbm. II, 121—143; JIntepaTypa
B OOACTP. MPHM.

TeopHs TOHOJOTHYCCKMX KOMMYTAaTHBHBIX rpyma, YMH, Bem. II, 177—195; Jlurepatypa
B moxactp. npuM. (Tlepepon crated: The theory of topological commutative gronps, Ann.
Math., Princeton, 35, Ne 2, 361—388).
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CTpyKTypa KOMIAKTHBIX Tomojoraveckux rpymm, B ku. Tpyasr II Bcecoro3noro maremats-
4YecKOro cue3aa, T. 2, JI.—M., m3ao. AH CCCP, 135.

CTpyKTypa JIOKAJIbHO KOMITAKTHBIX KOMMYTATHBHBIX I'pynm, Tam xe, 136.

Linear representations of compact topological groups, Martem. c6. 1 (43): 3, 257—272;
JlutepaTypa B HOACTP. mpuM.; Pe3roMe Ha PYCcCK. s3.

Les variétés & n-dimensions généralisées, Compt. Rend. 202, 1327—1329; Littérature en notes
de pied (coBmecTtHO ¢ I1. AnekcanapoBbiM).

1937

Sur les transformations des sphéres en spheres, Comptes rendus du Congrés international des
mathématiquens, Oslo, vol. 2, Oslo, Broggers Boktrykkert, 140.

I'pyorie cmcremur, JAH 14, Ne 5, 250; Jlareparypa 4 Ha3B. Ha HHOCTD. A3. (COBMECTHO
¢ A. AEIpOHOBBEIM). Systémes grossiere, Compt Rend. de PURSS, 14, \e 5, 247—250.

Uber den Browerschen Dimensionsbegriff, Comp. math. 2, 2, 239—255 (COBMCCTHO c A. Aexk-
canapossiM # X. Xoudom).

1938

HenpepsuBrpie rpymnet, M.—J1., TOHTH; JImrepatypa 36 Ha3B., 3 HuX 33 Ha HHOCTD. f3.
I'pymnet Jiu. YMH, Bem. 1V, 163-—200.

Knaccudukaims HenpepbIBHBIX OTOOpaxeHmit koMrtekca Ha chepy. I, JAH 19, Ne 3, 147—
149.

Knaccuduxaims HEMpepHIBHBIX 0TOODaXkeruit kommiekca Ha chepy. 11, JAH 19, Ne 5, 361—
363. Idem. 2, Compt. Rend. de ’URSS, 19, Ne 5, 361—363.

Classification des transformations d’un complexe dimensionnel! dans une sphére n-dimension-
alle, Compt. Rend. 206; Littérature en notes de pied.

1939

Topological groups. Transl. from the russian by Emma Lehmer, Princeton, Princ. univ. press,
IX, 299 p. (Princeton mathematical series. 2; Jiutepatypa: crp. 295—296.

. Homologies in compact Lie groups, Mamem. c6. 6 (48): 3, 389—422; Jlutepatypa: 6 Ha3B.;

Pe3tome Ha pycck. f3.

1941

Products in complexes, Mamem. c6. 9 (51): 2, 321—330; Pe3rome Ha pPyCcCK. 53,

A classification of mappings of the three-dimensional complex into the two-dimensional
sphere, Mamem. c6. 9 (51): 2, 331—363.

1942

OtobpaxeHust TpexMEPHOH chepsl B n-MepHbik komirneke, JAH 34, Ne 2.

O HYIAX HEKOTOPBIX 3JIEMEHTAPHBIX TPaHCHEHIACHTHBIX ¢yukmit, U38. AH 6.

Uber die topologische Struktur der Lieschen Gruppen, Commentarii Mathematici Helvetici
13, 277—283.

A method of calculation of homology groups, Mamem. c6. 11 (53): 1—2.

1944

3DpMHTOBBI ONEPATOPBI B NPOCTPAHCTBE ¢ muAehuHUTHOR MeTpukoi, U3e. AH 8, 243—280.
HexoTopble TOMOOrHYeCKHEe HHBAPHAHTHI PUMAHOBBIX MHOrooOpasmit, JIAH, Ne 3.

1945

Xapakreprucrrieckue uukibl, JAH Ned.

Knaccapnkanus HEKOTOPHIX KOCBIX npousseacHuii, JAH, NeS.

1947

Ilepecedennss B MHorooopasusax, YMH II, sem. 1(17) (coBm. ¢ M. I'nesepmanom).
XapakTepHCTHYECKHe LMKJIbl AHddepeHIHpyeMbIX MHOrooOpasuit, Mameasr. c6. 21 (63): 2.
OcHOBBI KOMOuHATOPOH Tonomorma, M.—JI., locTexu3nar.

Tononoruvyecke Teopems! asoiicreeanoctd, Y MH 11, e, 2 (18).

O6mas Tonosoryyeckas TeopeMa ABOUCTBEHHOCTH IS 3aMKHYTHIX MHOXECTB (IepeBo C aHIJL.
cMm. Berue, 18), VMH II, Brim. 2 (18).

1949

BexTopHsle nond Ha MHOr000pa3nax, Mamem. co. 24 (66): 2.

HekoTopble TONOTOrMYECKHe MHBAPHAHTSI 3aMKHYTBIX PHMAHOBLIX MHOrooGpasuit, M3s. AH
13, 125—162.

OO0 oxHoOlM CBA3H MEXIy roMOJOorHsaMu H romororusmu, V3s. AH 13, 193—200.

K,, IpoN3BOIILHO# pa3MepHOCTH, GyHAAMEHTANIbHAS CPYMIa KOTOPOro ¥ rpynns! bertu pas-
MepHocTel 2, ..., n—1 Tpusuambubl, JAH Ne 6.
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1950

FomoTtonuueckas knaccudukaums otobpaskenwmit (n-+2)-mepHoit cheprl B n-mepuyro, JAH
957—959.

Knaccudukauus otobpaxennii (n-+1)-Meproit chepst B nomsap K,,, dyHaamenTanbHas
rpynma KoToporo yu rpynnel bertu pasmepHocreit 2, ...,n—1 TpuBnanbun, V3s. AH 14,
7

1952
OcHOBBI KOMBUHATOPHOI TonoNorny (TTepeBoA HA aHTMifCK. 53.). Hpro-Mopk.
1953

. O HymAX HEKOTOPBIX 3JIEMEHTAPHBIX TpaHCUeHACHTHHIX GyHkmmi, JAH 91, MNe 6.

1954

T'manxume MHOrOOOpa3ust ¥ MX NPHMEHEHUs B TEODHM TOMOTONMH, Tpyap! MaTeM. MH-Ta uUM.
Creknosa.

HenpepsiBhbie rpynmsl, 2 u3a., M., Focrexu3part.

OcsoBel kKOMOMHATOPHOH TOTONOTMH (MEpPEBOX HA KuUTalcKA# s3Ik (PpiH-KaHa), TTekdH.
1955

OCHOBBI KOMOMHATOPHOI# TonoJoruM (nepesox Ha BeHr.), bymamemrr.

Ilepnonvyeckue pemeHust cucTeM auddepeHUMaNbHBIX ypaBHEHWH, OMM3KME K pa3phIBHBIM,
JAH 102, Ne 5, 889—891 (cosMecTHO ¢ E. . Muinenko).

1956

OcHOBBL! KOMOHHATOPHO TONONOrHK (MepeBOA HA HeM.), BepimH.

K Teopuu ontmMambHbBIX npoueccoB, JJAH 100, Ne 1 (cosmectHo ¢ B. I'. BoaTsHckuM u
P. B. Tamkpemunze).

CracteMbl OOBIKHOBEHHBIX IUbGepeHHaNbHLIX YPaBHEHHA C MalbIMM napaMeTpaMu HPH
BBICIIVIX mpou3BonHbix, Tpyns! 111 Bececoro3n. mateM. cwe3nga, Mocksa, T. I1.

OO0 yCTOWYHBOCTH NOJIOXKEHHSA PABHOBECHS «peNefHON» CHCTEMBI OOLIKHOBEHHBIX OUddeper-
umambHbix ypaBHeHuit, Tpyast III Bcecoro3n. mMateM, cwe3ma, T. 1, Mockea (COBMECTHO €
B. I'. Bomranckum).

K Teopun ontumMansHbix npoueccos, Tpyast III Bcecoro3n. marem, cwesma, T. 1, Mockas
(coBmectho ¢ B. I'. Boarsancknm u P. B. I'amkpeminse).

1957

Topologische Gruppen, 1 (nepeBox xuuru «HenpepeiBHble TPYNNIBY, H31. 2, HA HEM. 513.), H3[.
B. C. Teubner, Jletmuur.

ACHMIITOTHYECKOE IIOBEIEHHE pelleHHN CHCTeM IH(D(QEPEHLIMANILHBIX YPABHEHHH C MallblM
apaMeTpoM TIPH BHICIMX NPOM3BOOHEBIX, V3B, AH 21, 605—626.

HeKkoTophle MaTeMaTHYECKHE 3aJadd, BO3HHKAIOHIAE B CBA3M C TEOPHMEN ONTHMATEILHLIX
cucTteM aBToMaTuyeckoro perymupoBanns, Ceccnas AH CCCP no mayydsiM npobiieMaM aBTo-
Matu3anwm np-sa, 15—20 X 1956, 1. II, Mocksa.

1958

Jloka3aTeNLCTBO HEKOTOPHIX aCUMNTOTHYECKMX (GOPMYN AN pemeHmd nudepeHLnaabHBIX
ypaBHeHHl ¢ MambiM napamerpoM. JAH 120, Ne 5, 967—969 (cosm. ¢ E. ®. Mumeuko).
CracteMbl OOBIKHOBEHHBIX IH(depeHInalbHbIX YPaBHEHHI ¢ MalbIMH NapaMeTpaMH TpH
BHICIIHX NPOM3BOAHLIX, Tpyne! IIT Beecoro3n. MateMm. ¢ne3na, T. 3, 570—557.

1959

BbIBOX HEKOTOPHIX aCUMNOTOTHYECKHX OLIEHOK [UIA pelleHud muddepeHUHaIbHbIX ypaBHe-
HHf ¢ MaJIBIM IapaMeTPOM TIpH NPOU3BOAHBIX, M3B. AH, cepus matem. 23: 5, 643—660 (coBM.
¢ E. ®. Mmuenxo).

Onna cTaTHCTAYECKas 3ajavda ONTHMAanbHOro ynpaeieHus, JAH 128, Ne 5, 890—892 (coBm.
¢ E. ®. Muienko).

OnruMansHble Ipouecchl perymmpoBanud, Y MH 14, suimn. 1, 3—20.

1960

OntnManbible npouecchl perynuposanis, Proc. Intern. Congress Math., 1958, Cambridge.
182—202.

Ilepmonuyeckoe peHleHMe OOHOW CHCTEMBI OOBIKHOBEHHBLIX HUBEpEHIMATBHBIX YpaBHEHHHR
€ MalbIM NapaMeTpoM NpH npou3Boaublx, JAH 132, Ne 3, 537—540 (cosm. ¢ JI. B. Poant-
THHBIM).

IIpubimkeHHOE peleHHE ONHOM CHCTEMBI OOLIKHOBEHHBIX AMG(EpEeHLMANBHbIX YpaBHEHH R
C MaJlblM napaMeTpoM NPH Npou3BonaHbix, JAH 131, Ne 2, 255—258 (cosm. ¢ JI. B. Poant-
THHBIM).
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Teopus ontumambhbix npoueccos. I. Tlpunnun makcumyma, U3e. AH, cepus martem. 24: 1,
3—42 (coem. ¢ B. I'. Boarsmckum » P. B, Namkpenunse).

Differential equations with a small parameter attached to the higher derivatives and some
probleme in the theory of oscillation, IRE Trans. on Circuit Theory, CT-7, 527—3535 (coBM.
¢ E. . Muineuxko).

1961

MaTteMaTryeckas TEOPHSA ONTUMAJIbHEIX IpolieccoB, M. (coem. ¢ B. . Boaranckum, P. B. 'am-
kpemmuase u E. ®. Mumenko).

O6 onHOl CTaTHCTUYECKON 3anaye oNTHMAlbLHOrO ympasiewms, M3s. AH, cepus matem.
25:4, 477—498 (coem. ¢ E. ®. Muiiienxo).

TIpMHUMOD MakCEMyMa B TEOPHM ONTHMAJNLHBIX ITpoUeccoB ympasiends, Tpymsl I Mexny-
Hap. konrpecca MOAK, Teopus AUCKPETHBHIX ONTHMANBLHBIX A CAMOHACTPAaUBAaXOUIMXCA CHC-
TeMm, M., 457—470 (coBm. ¢ B. I'. Boarauckum, P. B. I'amxpemunze u E. ®. Mwumenko)
1962

OO0 0IHOI BEPOSTHOCTHOM 3anmaue oNTHMansHOro ynpaeieHus, JAH, 145, Ne 5, 993—995
(coBMm. ¢ A. H. KomMmoropoesiM 1 E. @, Munienko).

A statistical problem in the theory of optimal control. Abstracts of short Communications,
Intern. Congress Math., Stockholm, 3—15.

1963

MartemaTnyeckas TeopHs ONTUMAILHLIX nponeccos, Tpyasr IV Beecolo3n. maTreM. ¢besna,
1. I, 214218 (coBm. ¢ B. I'. Bonrsuckem, P. B. I'amkpemiaze u E. ®. MuteHko).
Relaxation oscillations and differential equations containing a small parameter with the senior
derivative, Calcutta Math. Soc. Golden Jubilee Commemoration Volsme 1958/1959, 1,
Calcutta, 141—150 (coem. ¢ E, ®. Mu1enko).

1964

O nexoTopsix auddepenmanbubix urpax, JAH 156, Ne 4, 738—741.

1965

OO6bikHOBEeHHBIE THbdepeHimalIbHbIe YPABHEHHA, W3, 2-€¢, nepepab., M., «Hayka».

1966

K 1eopun nuddepeHimansupix urp, YMH 21, Bem. 4, 219—274.

TTosruveckne Oynnm matemartnku (Becena c akan. JI. C. IlourpsiruubiM. 3anucan B. Msky-
mes), Hayyno-texH. o-eo CCCP, 1, 48—51.

1967

Jinreiinsle mubdepenmmanbaeie urpei, JAH 174, Ne 1, 27—29 (cosMm. ¢ E. ®. Munienko).
O nuueisbx nuddepentmanbasx urpax. I, JAH 174, Ne 6, 1278—1280.

O muueitnpix nuddepenunambueix urpax. 1, JAH 175, Ne 4, 764—766.

Linear differential games. Mathematical theory of control, Pros. Conf. Univ. Southern
California, Los Angeles, 330—334.

1969

MaTteMaTHYECKasT TEOPHS ONTHMAJIbHLIX TIPOLIECCOB, HM3A. BTopoe, Mockea, «Hayka».
3anava o6 yGeranum omHOro ynpasisiemoro obwmexta ot mpyroro, JAH 189, Ne 4.

1970

JIuneinas mubdepenunansyas urpa yoerawms, JJAH 191, Ne 2.

Linear differential games, Proc. Intern. Congr. Math., Nizza

1971

3amaya 06 yGeranuu OOHOrO YmpaBiseMoro obmexta or Apyroro, Hduddepen. ypasH. 7,
Ne 3.

Juneiinas nudpepentmanbuas urpa yoerauna, Tpyns! un-ta uMm. B, A. Creknosa, 1. CXIIL.
ctp 30—62.
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L. SZ. PONTRJAGIN

by
G. SONNEVEND

Summary

In the year 1973 the Hungarian Academy of Sciences elected L. S. PONTRIAGIN as a honorary
member.

At this occasion we give a brief survey on his path-breaker and many sided mathematical
work. Greater attention is given to his activity in the applied mathematics, chiefly in the theory
of optimal control.

We tried to present his views on the philosophy of mathematical research, on the unity of
theory and application, on the education of young scientific cadres, especially in the socio-ethical
dimension.

(Beérkezett: 1973. julius 30).
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EGY FELEZOSOKSZOGEKRE VONATKOZO TETEL

frta: RUDA MIHALY

1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban egy olyan sokszdgsorozat vizsgalataval foglalkozunk,
mely a kovetkez6 mdédon adhatéd meg:

A sorozat (i+1)-edik elemeként szerepld A;,; sokszdg csucsait az i-edik A;
sokszOg oldalfelezd pontjaiban adjuk meg ugy, hogy az (i+ 1)-edik sokszdg szom-
szédos csicsai az i-edik sokszdg szomszédos oldalainak felez6pontjai legyenek.
Ezt az eljarast egy adott, n-sz6gbédl kiindulva végezziik. Az eljarast magat felezés-
nek, a felezési eljaras iteraciojat pedig felezési iterdcionak nevezziik. A sorozat
(i+1)-edik eleme igy az i-edik sokszog felezG sokszige lesz.

Nyilvanvald, hogy a felezési iteracié 1épései nem valtoztatjdk meg a sokszdg
cslcsainak szamat és a sokszOg csficsainak sdlypontjat sem. Az is régtén belathato
(példaul a kovetkez3 szakaszban szerepld 2. segédtétellel), hogy a fent megadott
sokszogsorozat elemeinek megfelelé cslicspontjai egyetlen ponthoz, az egyes A;
tagok ko6zOs sulypontjahoz tartanak.

Természetesen a sorozat elemeinek mdas tulajdonsidgai — példaul alaki szem-
pontok — is vizsgathatdk; igy igen érdekes eredményekhez juthatunk. A kovetkez6k-
ben éppen azt bizonyitjuk be, hogy
bizonyos, r-dimenzids euklideszi térbeli
sokszogeket a felezési iteracid ,,alaki-
lag” affin szabalyos sokszogbe visz,
azaz a sokszdgsorozat elemeire rendre
megfeleld affinitasokat alkalmazva, sza-
balyos n-sz6ghéz tarté sorozathoz ju-
tunk.

Meg kell jegyezni, hogy az adott
bizonyitds néhany, a kévetkez8kben
pontosan meghatarozott kivételtdl el- 1. dbra
tekintve, barmilyen sokszégre érvényes.

A felezési iteracids sorozat konvergencidjanak bizonyitdsan kiviil megadunk
egy eljarast is, melynek segitségével a sorozat hatirhelyzeteként adddd sokszogek
affin képét megszerkeszthetjiik. Természetesen ez is csak ugy lehetséges, ha a sorozat
egyes tagjait megfeleld mértékben kinagyitjuk tdgy, hogy hatarhelyzetként nem
ponttd fajulé idomot kapunk. A fent emlitett kivételes esetekben azonban ez az
eljaras nem alkalmazhaté.

Az Aaltalunk vizsgélt probléma megoldasat tobb szerzd targyalja kiilonb6zd
formaban CApweLL, J. H. [1], [2], Feses TOTH LAszLO [5), KARTESZI FERENC [6],
KORCHMAROS GABOR [7]. LUKS GABOR [8], RUDA MIHALY [10], SZEP ANDRAS
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[11]. Az itt emlitett szerzGk nem csak a felezGsokszOgek sorozatdval, hanem mas
tipusi transzforméacio-sorozatokkal is foglalkoznak. Példaul az i+ 1-edik sok-
szOg csucsai A, (1 —2) aranyban is oszthatjadk az i-edik sokszog oldalait (1. példaul
az 1. abrat, amikor A=1/3). Ezekrdl az eredményekrdl részletesebben a 4. pontban
szOlunk.

A kovetkezOGkben egy elemi moddszereket alkalmazd bizonyitast adunk a fent
leirt feladat megoldasara.

2. A konvergenciatétel bizonyitasa

A bevezetésben leirt problémat el8szor nem elfajult, konvex sokszogek esetén
vizsgaljuk. Egy konvex sokszogre itt akkor mondjuk, hogy nem elfajult, ha nincs
harom kollinearis cstcspontja.

Az alabbiakban elGszOr néhany jelolést és definiciot adunk meg.

Jeloljik az A n-szog cstcsait A;-vel (j=1, ...,n), (az indexezés mindig egy
adott koriiljaras szerint torténik). Az iteracio i-edik lépése utan nyert A; sokszog
csucsait A4; ;-vel jeloljik (j=1, 2, ...). Az 4; , és 4, , csiics azonos, ha K=/ mod (n)
(az tehat lehetséges, hogy j=n). Az A4;; pontokba mutaté vektorokat a; ;-vel
jeloljik. Egy A; sokszdg két kiilonb6z8 indexii (de esetleg geometriailag egybeess)
A; i, A;y csucsat Osszekotd vektort by j-vel jeldljiik.

1. DermNici6. Egy sokszog egy atlojat k-adrendii dtlonak nevezzik, [k§[%]] s

ha végpontjait a sokszog keriiletén k—1 (illetve n—k—1) csicspont valasztja el
egymastol.

Eszerint példaul a sokszog egy oldala elsérendli atlonak nevezhetd, ezért a ko-
vetkez8kben ha atlorol lesz szd, ez egyuttal oldal is lehet.

2. DEerINic16. Azt mondjuk, hogy egy tetszbleges n-szog i, €s iy, illetve i3 és i,
indexii csucsat Osszekotd két szakasz (atlé vagy oldal) kongruens indexdsszegii, ha
iy +i,=i3+i, mod (n).

MEGIEGYZES. A kongruens indexdsszeg fogalmanak segitségével egy tetszbleges
n-szdg atloit, illetve oldalait alkoté szakaszokat n diszjunkt osztalyba sorolhatjuk.
Egy osztdlyba tartozik két szakasz, ha kongruens indexdsszegi. Beszélni fogunk
ilyen értelemben egy osztalyba tartozé kongruens indexdsszegii atlokrdl, illetve
oldalakrdl.

Egy-egy ilyen osztalyban (n—3)/2 4tld és egy oldal (6sszesen (n—1)/2 szakasz)
n-3

5 +1=3
szakasz van, példdul a b,, b,, b, vektorok), illetve (n—4)/2 atlé és két oldal (n/2
szakasz) vagy (n—2)/2 4tl6, ha n paros (I. pl. a 3. abrat, ahol n=6, tehit egy osz-

van, ha n paratlan (l. pl. a 2. abrét, ahol n=7 és igy egy osztalyban

n—
2
vagy a by, by, vektorok).
Megjegyezhet8, hogy az affin szabalyos soksz6gekben az egy kongruens index-
Osszegli osztalyba tartozd atlék és oldalak (és ha a sokszég nem elfajult, akkor csak
ezek) parhuzamosak.

n—

2 +2=13 iranyitott szakasz van, példaul a by, b,, by

talyban vagy =2 vagy
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3. DerNic1o. Azt mondjuk, hogy egy tetszbleges n-szog kielégiti a parhuza-
mossagi feltételt, ha barmely két olyan 4tlé (oldal), amely egy kongruens index-
Osszegli osztalyba tartozik parhuzamos.

A kovetkezokben egy n-szogben, egy kongruens indexdsszegii osztalyba tartozo
szakaszokat (atlokat, oldalakat) ugy iranyitjuk, hogy egy azonosan indexelt affin
szabalyos n-szogben a megfelel iranyitott atlék és oldalak nem csak parhuzamosak,
hanem egyiranyuak is legyenek. Masrészt, ezeket az atlokat és oldalakat meg-
hatarozo b; ; vektorok j indexét az affin szabdlyos sokszdgben elfoglalt természetes
sorrendjiiknek megfeleléen adjuk meg (I. pl. 2. és 3. abrat).

2. dbra 3. abra

Ezek utan ratériink a (nem elfajult) konvex sokszégek vizsgalatara.

1. TETEL. Egy A=A,, Ay, ..., A, nem elfajult, konvex n-szogre alkalmazva
a felezési iterdcidt, az egyes n-szogek sorozata alakilag affin szabdlyos n-széghéz
tart, azaz a sorozat elemeire megfeleld affinitisokat alkalmazva, hatdresetben egy
szabdlyos n-széghdz jutunk.

Bizonyitds. Nézziikk meg, hogy az egyes sokszdgeknél hogyan kaphatunk meg
egy b; ; atlot (vagy oldalt) a sokszdgsorozat el6z6 tagjainak ismeretében.

Jeloljik az i-edik soksz6g egy kongruens indexdsszegli osztilyaba tartozd
tagokat b;,,b; 5, ..., b; ,-val; k=(m—1)/2 ha, n paratlan, k=n/2 vagy (n—2)/2,
ha n paros. Ilyenkor az (i+1)-edik soksz6gben van egy kongruens indexosszegii
atlékbol (és oldalakbdl) all6 b,y q 1, b4y 5, ... Osztaly, melyre ha n paratlan, akkor

vagy b;y1,1 = 1/2(b; 1 +b; 5)
b;,1,2 = 1/2(b; 2 +b; 5)
(1)
biiie-1=1/2(; 11 +Db,5)
biy1,x = 1/2-b; (I a 4a. abrat, ahol n=7 és igy k =3)
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vagy bit1,0 = 1/2-b;,
biy1,2 = 1/2(b;, +b; 5)

bi+1,k = 1/2(bi,k_1+b,~,k) (l a 4b. ébrét, ahol n=7, k= 3),

4a. abra 4b. abra

ha pedig n paros, akkor
vagy bii1,1 = 1/2(b; 1 +b; o)
bi+1,2 = l/z(bi,2+bi,3)

3) :

byi1,k-1 = 1/2(b; v _1+b; ) (I. az 5a. abrat, ahol n=6, k=3)
vagy b,y 1,1 =1/2+b;,

bii1,0 = 1/2(b; 1 +b; 5)
Q) :

biv1x = 1/2(b; x4+ Db;0)
Bissxss = 1/2-b;, (I az Sb. abrat, ahol n=6, k=2).

Bisit
7 by :
7
/
/ b
y B+l
\
\\
N\ bi2
AY
\_Ri+13
5a. abra 5b. dbra
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A fentieckbdl lathatd, hogy a b;; vektorokat (melyek kongruens indexdsszegli,
ranyitott atldk, illetve oldalak az i-edik n-sz6gben) az eredeti A, sokszég kongruens
indexdsszegii atldinak és oldalainak egyetlen by y, by o, ..., by, osztalyabsl els-
allithatjuk 1gy, hogy

k
&) b, = 2 ci,jbo,ja

ahol ¢, ;>0 (j=1,2,.... k, ha i=n—2).

A tovabbiakban az 1. tétel bizonyitidsa az alabbi segedtetelek egyszert kovet-
kezményeként adodik:

1. SEGEDTETEL. Ha egy nem elfajult, konvex n-szogre alkalmazzuk a felezési
iterdciot, akkor ha az egyes lépésekben létrejovd sokszégeket olyan mértékben na-
gyitjuk, hogy az illet6é sokszig leghosszabb b; ,, oldala példdul egységnyi legyen, akkor

nincs olyan b, ; dtlé vagy oldal a sokszogsorozatban, melyre lim |b; ;|=0. Létezik
j—+oco
tehdt (a nagyitdsoktol fiiggetleniil) egy K konstans, hogy minden i-re 1/K< % <K
i1

(ahol b, és b, tetszéleges két kiilonbozG csicsot Osszekiotd szakasz).

Az 1. segédtétel bizonyitdsa. A sokszdgsorozat fent adott modon felnagyitott
i-edik tagjanak egy b;, atléjat vagy oldalat az (5)-h6éz hasonléan

k
(6) b, =¢ 2; ¢i,ibo,
=

alakba irhatjuk, ahol ¢; adja a megfeleld mértékii nagyitast.

Nyilvanvald, hogy az (5)-ben a ¢; ;, illetve a (6)-ban a ¢;- ¢; ; egyiitthaték csak
az i-t6l, valamint att6l fiiggnek, hogy hanyadrendii &tjo a b, ;. Masrészt egy nem
elfajult, konvex soksz6g kongruens indexdsszegli atldinak barmely osztalydhoz
talathato egy irdny, melyre az adott atlok vetiilete egyiranyd és nullatdl kiilonboz6
vektor. Igy a (6) linearis kombinacidnak ebbe az iranyba es6 vetillete — és igy
a teljes vektor is — csak ugy lehet tetszOlegesen kicsi, ha valamennyi c;c; ;=0 egyiitt-
haté is nulldhoz tart (ha z»oo) Tehat, ha talalhaté a sokszogsorozat tagjaiban
egy-egy b; ; k-adrendii atlo 1igy, hogy ezeknek az &tloknak a sorozata nullvektorhoz
tart, akkor a sokszég valamennyi k-adrendii atléja null-vektorhoz tart a felezési
iteracid folyaman.

A ¢; egyiitthatokat éppen gy valasztottuk meg, hogy a maximalis oldalhosszi-
sag (mint egy elsérendii atlé6 hossza) egységnyi, tehat egyetlen oldal hossza sem
tarthat 0-hoz.

Tegyiik fel, hogy a k-adrendii és alacsonyabbrendii atlok halmazabol nem
valaszthatd ki nulldhoz tarté sorozat. Ekkor a (k+ 1)-edrendii atlék kozil sem
valaszthatd ki olyan sorozat, melynek tagjai tetszleges kicsinnyé valhatnak, hiszen
egy nem elfajult, konvex sokszdgben (ezt a tulajdonsagot a felezési iteracid 1épései
nem valtoztatjak meg) nem lehetséges, hogy minden (k+ 1)-edrend(i 4tlé tetszle-
gesen kicsiny, mig az Osszes alacsonyabbrendii 4tl6k hossza egy rogzitett értéknél
nagyobb. Ez kdnnyen belathato példaul abbdl kiindulva, hogy egy (k+1)-edrendii
atlo két végpontjat két egymashoz csatlakozé alacsonyabbrendl atlé koéti Gssze.
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Ezzel az 1. segédtétel bizonyitasat be is fejeztiik, hiszen a fenti feltétel k =1-re
valéban teljesiil, nagyobb k értékekre pedig indukcioval kimutathato.

2. SEGEDTETEL. Legyen adott egy korldtos a, 1, @y s, ..., 4y, , Szdmhalmaz. Ebbil
a szdm n-esbdl kiindulva képeziink egy szdm n-esekbdl dllé sorozatot a kovetkezd
két rekurziés formula valamelyikének segitségével (a c¢ egy rogzitett érték lesz, és
O0<c=1/2):

1/a. ha i pdratlan, akkor az a; ., ; (j=1,2,...,n—1)az a; ; é5 a; ;,, érték ko-

zott van ugy, hogy min(|a; ., ; — J a i, |a1+1,, a; ;) Zcla j—a; ;04| (haa, j=a; .4,
akkor qiv1,; =4, j_al j+1) esai+1 n=0y,ny

l/t?. ha i pdros, akkor az a;,,; (j=2,3,...,n) az a; j_, és a; ; kozott van ugy,
hogy min(|a; 1y, ;— @i, j 1l |@ig1,j— D Zcla; ;-1 —a ij-1=@j, akkor @i,y ;=
=a;,j_1=0;;) €5 @;111=0a;1;

2/a. ha i pdratlan, akkor a;.1,; (j=1,2,...,n—1) az a; ; és a; ;1 kozott van ugy,
mint az 1/a.-ban, és az a; ., , nincs értelmezve;

2/b. ha i pdros, akkor a; ., ; (j=2,3,...,n—1) az a; j_, és a; ; kozétt van gy,
mint az 1/b.-ben, és a;,1,1=08; 1, Ai11,n =0 n-1-

A fenti formuldk segitségével az 1/a—b. esetben n-elemii {a; ;,j=1,2,...,n}
halmazok egy sorozatat (i=1, 2, ...), a 2/a—b. esetben valtakozva n és n—1 elemi
halmazok sorozatit nyerhetjiik. Minden ilyen sorozathoz egy nem negativ
4; (i=1,2,..)) valés szdmsorozatot rendeliink a kovetkez6 modon:

k

Ai = Z lal.j al,j+1L
j=1

ahol k=n—1, kivéve a 2. rekurzional azt az esetet, amikor az i paros, ilyenkor
k=n-2.

ALLITAS. A A; sorozat monoton fogy, és
llm Ai = O.

(Megjegyezziik, hogy egy nagyon hasonlé tétel bizonyitdsa taldlhaté [9]-ben is.)

A 2. segédtétel bizonyitdsa. Jeloljik m-mel az egyes a;; (i=1,2,..,
i=1,2,...,m) halmazokban levé elemek szamat. Tehat m=n, illetve m=n—1,
ha az i paros és a 2. rekurziés formulat alkalmazzuk.

Felhasznalva azt a tényt, hogy egy Osszeg abszolat értéke sohasem lehet na-
gyobb, mint az egyes tagok abszolit értékeinek Osszege, az l/a., 1/b., 2/a és 2/b.
formulidkra rendre adédnak a kovetkezd egyenlOtlenségek:

l/a. dip1t+cla—a sl = 4,
1/b. i1 +0l@moy—ml = 4,

) 2/a. dipy+clag —a ol +claymr—a,ml = 45,
2b. Aiuy = 4;.

MTA III. Osztdly Kdzleményei 22 (1973)



EGY FELEZOSOKSZOGEKRE VONATKOZO TETEL 207

Ezek alapjan
(8) dipa+c(|a;— a0l + 15 m-1 — i ml) = 4;.

Mar a (7) egyenl6tlenségbdl is lathatd, hogy a A; sorozat monoton fogy. Mivel
a A; értekek nem negativok, ezért alulrdl korlatos monoton fogyod sorozatot alkot-
nak. Létezik tehat egy (nem negativ) alsé hataruk. Jel6ljik ezt H-val.

A (8) egyenlbtlenségbbl azonnal adddik, hogy

©)] lim a; 1~ ;0| = limla; w1 —aiml =0,

ji~>oo i+

hiszen ellenkezd esetben nem létezhetne a H alsé hatar.

Ezutan mar teljes indukcido segitségével kimutathato, hogy barmely j-re
(1sj=m-1)
(10) ‘lim |a,~’j—a,-,j+1| = 0.

i—+oo

Tegyiik fel ugyanis, hogy minden j értékre, ha 1=j=/=m, teljesiil a (10) feltétel,
azaz tetszbleges ¢=>0 értékre
la;,;— @541l < &

hacsak i=1iy(¢) és 1=j=/. Ekkor azonban, ha i=i,(e) és az { paros, igaz a kovetkezd
egyenlStlenség:
|G+ 1— i ol < lc-2e,

hiszen ha az i paros, akkor
|41, = Gisr, a1l Z €l j—a; el — (=€) @i —a; 14,
vagyis mivel i=i,(g)
28 > @41, = Gipr il F A=) a; ;= a ;o = cla;j o1~ j4a-
fgy minden péros i indexre, ha i=i,(e).
(11) 4; < (m—1)(2/c)"2e.

A 4; monotonitisa miatt ugyanez elmondhaté minden paratlan i indexre is (ha
i>i0+1).

Ezzel a 2. segédtétel bizonyitasat befejeztiik, hiszen a (9) egyenlStlenség szerint
j=1-re az indukcids feltétel valdban teljesiil.

MEGIEGYZESEK. Az eljaras végrehajtasa koézben — ahogy 4,-0 — az a;;
elemek is egy a értékhez tartanak, melyre

(12) minag, ; = a = maxa, ;.
J J

A 2. segédtétel bizonyitasat a fentiekhez hasonlé médon nem csak az 1/a—2/b.
formulak mellett végezhetjiik el, hanem mas hasonld rekurzids eljarasok mellett
is bizonyithaté a 4; sorozat nullahoz valé konvergalasa.
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Végiil megjegyezzitk, hogy a felhasznalt transzformacios formulakban nem
szlikséges a c¢ érték rogzitése. Az egyes i-edik (g; ;) halmazokhoz kiilénbdzd ¢;=1/2
értékeket is rendelhetlink. Ekkor a lim A4,=0 teljesiilésének egy elégséges feltétele
a Z’ ¢; sor divergencidja is.

3. SEGEDTETEL. Ha egy ponttd vagy szakasszd el nem fajuit, r-dimenziés euk-
lideszi térbeli n-szdg kielégiti a pdrhuzamossdgi feltételt (3. definicié), akkor az
n-sz20g konvex burka egy affin szabdlyos n-szog (n=4).

A 3. segédtétel bizonyitdasa. A sokszOg sikbelisége a parhuzamossagi feltétel-

bél azonnal addédik. Masrészt az is nyilvanvald, hogy a konvex burkot adé sokszég

oldalainak belsejében nem lehet az ere-

~ deti sokszognek csiicsa, mert ilyenkor —

ﬁ@i ugyancsak a parhuzamossagi feltétel miatt

- T — egy szakassza fajulna a sokszog.

A, S A Valasszuk ki a konvex burok egyik ol-

. / dalat (mely az eredeti sokszog egy oldala

- . g vagy atléja) és egy vele kongruens index-

X ~ o Ssszegll atlét vagy oldalt az eredeti sok-

AN \\\\\\/ sz(?gb()'l' (mely a parhuzamossagi feltétel

A A teljesiilése miatt parhuzamos a konvex

3 2 burok kivalasztott oldalaval) tgy, hogy az

6. abra igy nyert két parhuzamos egyenes k6zott

ne legyen a kivalasztott két szakasszal

kongruens indexosszegii szakasz. A kivalasztott szakaszok A;, Ay, A; €s A, vég-
pontja egy konvex négyszoget, trapézt feszit ki (6. abra).

Ebbdl a trapézbsl a parhuzamossagi feltétel alapjan mar megszerkeszthetd

a sokszOg tobbi csucsa is: példaul /12_A4 parhuzamos az A, A, szakasszal és Az A,
az A,A; egyenessel.

Az abrabdl is jol lathatd, hogy ha A,A4; a konvex burok egy oldala, akkor
AE>AE, azaz példaul A,4;4,< =n—A,A,4;<, killénben az A; csucsot az
A, A, egyenes elvalasztana a sokszogtdl, ami lehetetlen. Megadhato tehat egy olyan

. 2 . .
affinitas, hogy A, A;4, << =A4,4,A4;< =7r——nn-. Ilyen médon az 4, A4,A3A4, trapéz

szimmetrikussa valik. Ebbdl viszont a teljes sokszdgnek az A,A4; szakasz felezd
merdlegesére vonatkozd szimmetridja is adodik.

Ha ilyenkor 4,4,=A4,A;=A;A,, akkor a fenti médon transzformalt rn-szog
konvex burka egy szabdlyos n-szog lesz. (I. a 7. 4brat egy nyolcszog esetén).

Ha 4,A4,=A;4, hosszabb, mint az 4,45, akkor a sokszdg tovabbi A4; cstcsait
(i=5,6,7,..., 1. a 7a. abrat) szerkesztve (igy, hogy A,A;|AzA,, A, A5l Az 4s;

AgAgl| A4 AO,A AgllAgAs; AsA; || AgAg, Ag A7 || A3 Ag - ) az A;AsA, sz0g mindig na-
gyobb lesz, mint a szabalyos n-sz6gben levd meOfelelo szogek (7a abra), igy leg-
alabb n+1 kiilonb6z6 csucspontot lehet eldallitani, -ami ellentmondas.

Meg kell jegyezni, hogy a fentiekben a csticspontok indexezése nem feltétlentil
egy adott koriiljaras szerint monoton névekvd sorrendben tértént — mint altalaban,
— hanem szerkesztési sorrend szerint.
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Abban az esetben, ha A, 4, (és AgA,) rovidebb, mint A, Ay, akkor az 4,454,
sz0gek mindegyike kisebb, mint a szabalyos n-sz6g esetén szereplé megfeleld értékek
(7b abra). Emiatt vagy 1jbdl t6bb mint » kiilonb6z8 csicspont allithaté eld, vagy
egy n—k (k=1,2,...,n—5) csucsponti sokszdg keletkezik, melyr6l (az el6bbi
gondolatmenet megismétlésével) mar kimutathatd, hogy affin szabalyos sokszog,
ami a parhuzamossagi feitétel teljesiilésének figyelembevételével azt jelenti, hogy
osszesen is csak n—k cslcspont szerepel az ilyen mdédon nyert sokszdgben.

7. abra

Mivel pontosan » kiilonb6z6 csticspontnak kell lennie, ha a sokszég nem fajul
szakassza (a t&bbszords pontok eldfordulasat kizarja a parhuzamossagi feltétel),

ezért elmondhatd, hogy csak az az eset lehetséges, amikor A4;4,=A4,4;=A434,,
vagyis az el6zOleg leirt modon transzformalt sokszdg konvex burka szabalyos
n-sz0g. Ezzel a segédtétel bizonyitasa teljessé valt.

MEGIJEGYZES. A fenti segédtétel bizonyitdsa utan mar kénnyen belathatd, hogy
a parhuzamossagi feltételt csak affin szabalyos sokszogek vagy affin szabalyos
csillagsokszogek teljesitik (nem beszélve a szakassza fajult sokszogek trividlis ese-
térdl). Ennek a segédtételnek a bizonyitasa megtalalhaté Fejes TOTH LAszLS [4]
konyvében is.

Az eléz6, 1—3. segédtételek birtokdban mar azonnal adddik az 1. tétel bizo-
nyitasa.

Az 1. segédtétel szerint a nem elfajult, konvex sokszog oldalainak és atloinak
egymashoz viszonyitott ardnya a felezési iteracid tetszbleges sok 1épése utin is
egy korlatos érték marad. Tehat az i-edik sokszdg egy kongruens indexdsszegii
osztalyaba tartozé b, &tlok, illetve oldalak irdnyainak a felezési iteracio soran
torténd valtozasara (melyet az (1)—(4) formuldk adnak meg) alkalmazhatjuk a 2.
segédtéteit (hiszen minden ilyen osztdlyhoz adhatd egy irany, mellyel a hozza tar-
tozd iranyitott szakaszok O<ux<m széget zarnak be). Tehat az egy kongruens index-
Osszegli osztalyba tartozé atlok és oldalak iranya egy k6z6s irany felé tart, vagyis
a hatarhelyzetként addé sokszog kielégiti a parhuzamossagi feltéteit. A 3. segédtétel
szerint igy affin szabalyos sokszOget kell kapnunk. Elvileg lehetséges az is, hogy
egy nem affin szabalyos, szakassza fajult soksz4g jon létre — ugyanis ez szintén
kielégithetné a parhuzamossagi feltételt — azonban figyelembe véve, hogy egy nem
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elfajult konvex sokszogbdl indulunk ki, a 2. segédtételnél szerepld (12) formula
alapjan a kiilonbdzd kongruens indexosszegili osztalyba tartozé atlok (oldalak)
iranya a hatarhelyzetben is kiilonb6z6 lesz, igy tehat a szakassza elfajulas lehetetlen.

Ezzel tételiink bizonyitasit befejeztiik.

Ezutan ratériink annak vizsgalatara, hogy a hatarhelyzetként adédoé sokszog
(vagy sokszogek) megfeleld nagyitas utan az eredeti sokszogbdl hogyan szerkeszt-
heté meg. A kapott eredménybdl azonnal adddik, hogy a felezé sokszégek soro-
zatanak affin szabalyos sokszoghdz vald konvergaldsa tetszGleges sokszégekre tel-
jestl. Hatarhelyzetként azonban nem csak konvex affin szabalyos sokszog, hanem
affin szabalyos csillagsokszég €s olyan, szakassza fajuld sokszdgek is adodhatnak,
melyek szabalyos n-szog vagy szabalyos csillag n-sz6g egyenesre vonatkozé vetiiletei.

Vannak azonban olyan kivételes esetek — melyekr6l a bevezetésben mar szdl-
tunk, és amelyeket a kdvetkez6kben pontosan meghatarozunk — amikor az itt
felhasznalt moddszerrel nem lehet a konvergencia teljesiilését bizonyitani.

3. A hatarsoksziogek szerkesztése,
a konvergencia bizonyitisa nem konvex sokszogekre

Az 1. tétel bizonyitasaban mar szerepelt, hogy az i-edik felezGsokszog egy
kongruens index0sszegii osztalyaba tartozd atlokat és oldalakat az eredeti sokszog
egyetlen kongruens indexssszegili osztalyanak tagjaibol az (S) linearis kombinacié
segitségével, illetve megfeleld nagyitasok alkalmazisa utan a (6) linearis kombi-
nacidval allithatjuk eld.

Tekintsiik a felez8sokszogek sorozatdnak minden masodik elemét, pl. a paros
i=0, 2,4, ... indexii tagokat! llyenkor az eredeti (nulladik) és az i=2/ index{ sok-
szOg kongruens indexdsszegii 4tléinak és oldalainak egy-egy by ;, by 2, ..., by, illetve
b; 4, b2, ..., by, osztalya koicsondsen egyértelmiien megfeleltethetd egymasnak
by, j~b; ; (j=1,2, ..., k) médon ugy, hogy barmely b; ; vektor (6) alaku eldallita-
saban a b, ; vektorok szerepelnek (l. pl. a 8. abrat, ahol i=2 és n=7, azaz k=3;

1 1 1 1 1 | 1

b2.1=‘2‘ bo,l‘*“i‘ bo,2’ b2,2= z‘ b0,1+‘2_ bo,z‘*‘z bo.sy b2,3=2 b0,2+z‘b0,3)-

Természetesen ugyanilyen médon a paratlan / indexekhez tartozé A; sokszogekben
is van egy kongruens indexdsszegli atlokbol alld osztaly, melyb6l a paros indexi
tagok egy b; 4, ..., b; , osztalya is el6allithaté
(6) alaku linearis kombinacidk formajaban
(és forditva). Példaul a 8. abran szerepid A,
sokszdg b, 1, by 2, by 3 atloi elballithatok az

1 i
_bO,I’ b1,2: E- (b0.1+b0.2),

A, sokszégh, ;= 3

1 .
b1,3=5(b0,2+b0'3) atloibdl is. Igaz, itt nem

mindig lehetséges az egyes atlok kolcs6no-
sen egyértelmii megfeleltetése (mint az azo-
nos paritast indexek esetén).

Konnyen belathatd, hogy egy affin
szabalyos sokszoget két egymasutani felezés
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— megfelelé nagyitast alkalmazva — Onmagéra képezi le. Elmondhaté tehat, fel-
hasznalva az 1. tétel eredményeit is, hogy a felezési iteracié soran a paros, illetve
paratlan indexi{i sokszogek sorozata (megfeleld nagyitasokat alkalmazva) egy-egy
affin szabalyos sokszGghoz tart, ha nem elfajult konvex sokszogbdl indultunk ki.
Létezik tehat a (6) linearis kombinacidkban szerepld cc; ; egyiitthatok lim ¢;c; ;=c}
{—~oo

hatarértéke. Vizsgaljuk meg, milyen értékeket vehetnek fel a ¢} egyiitthatok, illetve
hogyan aranylanak egymashoz!

Egyrészt a hatarsokszogekben az egy kongruens indexdsszegli osztalyba tartozo
b} vektorok parhuzamosak és hosszuknak ardnya rogzitett (a megfeleld szabalyos
sokszog megfelelé atlohosszainak aranya), ezért a kiilonbozé b} vektorokat eld-
allité kiilonboz6 > cf b, ;=bj linearis kombinacidkban az azonos j indexii ¢} egyiitt-
hatdk aranya is allandé, és éppen a megfeleld b atidk hosszanak aranyaval egye-
zik meg.

Masrészt, az (5) linearis kombinacick szimmetriajabol koévetkezik, hogy egy
b; ; kongruens indexdsszegii osztaly egy / indexii (b; ;) tagjat el6allité linearis kom-
binacio m-edik komponensének egylitthatdja egyenl6 az adott osztaly m-edik (b; )
tagjat el6allité linedris kombinacié /l-edik komponensének egyiitthatdjaval. Ez az
allitas az i=2 értékre konnyen igazolhato, nagyobb (paros) i értékekre pedig induk-
cidval bizonyithato.

Természetesen ugyanez elmondhatd a cc; ; és a ¢f = lim ¢¢; ; egyiitthatokrol is.

i—+o0

Ezek utin mdar nyilvinvalé, hogy egy b vektort el3allité linearis kombina-
cidkban szerepld b, ; vektorok c} egyiitthatéinak ardnya is egy megfeleld szabalyos
sokszognek a b, ; vektorokkal topologikusan azonos Aatldinak hosszaranyéaval
egyezik meg. Egy konstans szorzétdl eltekintve, ismerjiik tehat a ¢ egyiitthatékat.
Ezek birtokdban mar megszerkeszthetjiik a hatarhelyzetként adddé (illetve a hoz-
zajuk hasonld) két sokszoget.

Ha figyelembe vessziik, hogy a (6) linearis kombinacidk egyiitthatéi — egy
konstans szorzotol eltekintve — fiiggetlenek az eredetileg adott sokszogtdl, akkor
rogton kimondhatjuk a kovetkezd tételt.

2. TéreL. Egy r-dimenzios euklideszi térbeli, tetszéleges n-szogre alkalmazva
a felezési iterdciot — megfelelé nagyitdsokkal — hatdrhelyzetként két affin szabdlyos
sokszoghoz jutunk, melyek esetleg szakassza fajulnak, és amelyeket a fent leirt médon
lehet megszerkeszteni. Kivételt képeznek azok az esetek, amikor a (6) alaku linedris
kombindcick — melyekben az egyiitthatok egy affin szabdlyos sokszog dtlinak és
oldalainak hosszértékei (vagy azokkal ardnyos értékek) — mind null-vektort adnak.
A bevezetésben éppen ezekrél a kivételes esetekrdl beszéltiink.

Bizonyitds. Az el6z8k alapjan nyilvanvaléan adddik.

Ezek utan megvizsgaljuk még, hogy altalaban a felezési iteraciéval kapcsolat-
ban, milyen kiilonb6z6 tipusu esetek fordulhatnak eld.

Ha a (6) alaku linearis kombinaciék kéz6tt van két kilonb6zd iranyd by és b,
vektort szolgaltaté kombinacid, akkor hatarhelyzetként nem elfajult affin szabalyos
u-sz6get kapunk.

Ha az eredeti soksz6g kongruens indexdsszegii atloinak és oldalainak egy osz-
talyabol egy szabalyos soksz6g megfelelé atléhosszaival, mint egyiitthatékkal
képzett (6) alakl linearis kombinacié null-vektort ad, de a tobbi nem, akkor sza-
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kassza fajuld (affin szabalyos) n-sziget nyeriink hatédrhelyzetként. Ebben a sok-
szogben a null-vektort szolgaltatd linearis kombinaci6 altal adott b} (j=1,2, ..., k)
atlék hossza nulla lesz (1. pl. 9. 4bra, ahol n==6és Ay g Ao, 1+ 240 5Ae 2+ Ao 440 3=0)

Hasonldéan, minden esetben szakassza fajuld affin szabalyos soksz6ghéz jutunk
ha a (6) linearis kombinacidk a hatarsokszog két kiilonb6z6 (nem kongruens) index-
osszegu osztalyaba tartozo atlokra egyxranyu vektorokat adnak. (I. 10. abra, ahol

Ao 140,27+ Ay, 4AO 3—c(A0 14, 4-+—A0 24o.5). Egyébként ez a lehetoseg magaba fog-
lalja az el6z6 esetet is, hiszen a null-vek-
tor tetszbleges iranyunak tekinthetd.

Megjegyezhetd, hogy a fenti esetekben
a szakassza fajult hatarsokszog ,,affin sza-
balyossaga” éppen az adott szerkesztési
eljarasbdl kovetkezik.

Abban az esetben, amikor két kii-
16nb6z6 kongruens index6sszegli osztalyba
tartozo b, ; vektorokbodl képzett (6) alaku
linearis kombinacid is (i -~ <o) hatarhelyzet-
ben null-vektort ad, akkor nyilvanvald,
hogy az el6zdekben adott szerkesztési
eljarast alkalmazva, egyetlen ponttd zsu-
gorodé sokszoget nyerhetiink. Ez annyit
jelent, hogy az a nagyitasi arany, melyet
pl. konvex sokszdgekbdl kiindulva alkal-
maztunk, bizonyos esetekben nem elég
nagymértékii. Tehat kiilonboz6 sokszogek
a felezési iteracid soran (nagysagrendben)
kiilonbozé ,,sebessséggel”  zsugorodhat-

10. 4bra nak sajat sulypontukka.
Az eredeti szerkesztési eljarassal pont-
ta fajuld sokszoget kapunk, ha affin sza-
balyos csillagsokszogbdl (vagy annak egy vetiiletébdl) indulunk ki, hiszen kiilonben
egy affin szabalyos soksz6ghdz jutnink, ami lehetetlen; mivel egy affin szabalyos
&s_illag n-sz0g felez6sokszdge is affin szabalyos csillag n-szog.

Megjegyezhetd, hogy ha r-dimenzids tér esetén n elég nagy, kénnyen megad-
hat6é olyan n-szog, amelybdl egy, vagy két kiilonbozd (és ilyenkor barmely két
kiilonb6z6) osztalyba tartozo, nulldval egyenlé b} vektor szerkesztheté még akkor
is, ha megkoveteljiik, hogy a soksz6g ne legyen affin szabalyos csillagsokszog.
Példaul ha r=2, akkor 6tszognél az adott szerkesztési eljards hatdsara csak az
affin szabalyos csillagb6l keletkezhet egyetlen pontta zsugorodd sokszodg, hiszen
két vektor 6sszegeként kell ilyenkor null-vektort elBallitani. Hatszdg esetén ez mar
nem igaz (ha r=2, 1. pl. 9. abra), de ha a hatszdg nem sikbeli, akkor szintén nem
allithato el barmely, egy kongruens indexdsszegili osztalyba tartozé atléinak linedris
kombinaci6jabol null-vektor. Hasonlé eset all fenn magasabb dimenzids tereket
kifeszité sokszgeknél is.

A fenti tételek bizonyitdsa utin tehat kérdéses még, hogy azokban az esetekben,
amikor az adott szerkesztési eljarassal egy olyan sokszdgbdl kapunk pontta fajuld
hatarsokszoget, amely nem affin szabéalyos csillagsokszdg (vagy annak vetiilete)
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akkor teljesiil-e erre a sokszogre a felezGsokszdgek sorozatanak affin szabalyos
csillagsokszoghéz (vagy annak egy vetiiletéhez) vald konvergalasa. Egyébként
konvex, affin szabalyos n-sz6g (mely akar szakassza is fajulhat) nem lehet a hatér-
helyzet, mert ez ellentmond a megfelel6 linearis kombinaciék nullaval valé egyenld-
ségének, ugyanis ez az utébbi tulajdonsag nyilvanvaldan invarians a felezési iteracio
lépéseivel szemben.

4. Osszefoglalas

Befejezésként Osszefoglaljuk dolgozatunk témakorében, a bevezetésben emlitett
szerz8k altal elért eredményeket.

J. H. CapweLL [1], [2] altalanos formaban vizsgalja a kérdést. Tetsz8leges,
r-dimenzids euklideszi térbeli n-szégre mutatja meg a konvergencia teljesiilését
nem csak a felez8sokszbgek sorozatira, hanem tetszGleges rogzitett A, (1 — 1) osztas-
arany mellett is. Megadja a hatarsokszoghoz valé konvergencia sebességét is.

SzEép ANDRAS [11] a fentiekhez hasonlé eredményeket ér el.

Fejes TOTH LAszLO [5] és KARTESZI FERENC [6] a felezGsokszbgek konver-
genciajat sikbeli 6t és hatszdgekre bizonyitja.

K ARTESZI mddszerét alkalmazva KoRCHMAROS GABOR [7] tetsz8leges, sikbeli
hétszogre, LUKG GABOR [8] pedig altalaban n-szogre, tetszBleges A osztdsarany
mellett mutatja meg a konvergencia teljesiilését.

Térbeli négyszbgekre tetszblegesen valtozd A osztasarany esetén a szerzG bizo-
nyitotta .a hatarnégyszog affin-szabalyossagat [10].

Elmondhaté még, hogy szdmos érdekes probléma meril fel egyrészt a fenti
iteraciés eljards tovabbi altalnositasaval kapcsolatban, masrészt egyéb hasonld
eljarasok vizsgalatakor is. Ilyen kérdésekkel foglalkozik J. H. CapweLL [1], [2],
Fries TOtTH GABOR [3], FEJES TOTH LAszLO [5], LUKO GABOR 8] és SzEp AND-
RAs [11].
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BEVEZETES

Doktori értekezésem témaja az alapkutatasokhoz, pontosabban az absztrakt
algebrahoz tartozik. Ertekezésemben igyekszem attekintést nyujtani (bar olykor,
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tasaimrdl, amelyek bizonyos algebrai strukturak altaldnos vagy konkrét radikal-
jainak a vizsgalatat tilizték ki céljukul. Megjegyzem, hogy korabban irtam Radikale
der Ringe (Gylirik radikaljai) cimmel az Akadémiai Kiado részére egy monografiat,
amely nemsokara meg fog jelenni. Disszertaciém anyaga azonban lényegesen kilon-
bozik a monogrifidm anyagatol, mert utébbi féleg kompilativ munka, viszont érte-
kezésemben sajat kutatasokrol van szo, bar az értkezésem 3., 4. és 5. §-ai WIEGANDT
RicHARDdal kozosen végzett kutatasaimrol, a 10.§ egy része pedig részben
Lajos SAnNDORral koézésen végzett kutatdsaimrdé! szamolnak be. Masfelsl, mig
a monografidmban csak asszociativ gyliriik és alternativ gyliriik radikaljai szere-
pelnek, addig az értekezésemben megemlitem a gy(iriik radikaljai mellett a kate-
goridknak, Hashimoto-féle univerzalis algebrak (igy pl. nem kommutativ csoportok,
gyliriik vagy a Higgins-féle multi-operator csoportok, vagy alulrdl korlatos, relativ
komplementumos, disztributiv halék) automorfizmus-csoportjainak, vagy tetsz3-
leges csoportoknak vagy zéruselemes félcsoportoknak a kérében végzett bizonyos
radikalelméleti vizsgalataimat is. (Ezekhez lassuk az értekezés irodalomjegyzékében
a [24] és [25] dolgozatokat, tovabba a [36], [37], [38] stb. jelzésiiekt8l egészen a [85],
[86] és [87] jelzésiiekig terjeds, tehat Gsszesen kb. 6tvendt idevago tartalmu dolgoza-
tot.! Megjegyzem, hogy disszertacidim jobb megértéséhez az olvasd esetleg tanul-
manyozza a magyar nyelvii Osszefoglalé [57], [58] és [59] dolgozataimat, amelyek

1 Lasd még a 7.§. 3. libjegyzetét is.
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ugy is tekinthet6k, mint a mar emlitett német nyelvii monografiimnak magyar
nyelvii vazlata (a monografiabdl tartalmazva az Osszes definiciét és bizonyitas
nélkiil az Osszes tételt).

Gyliriik altalanos és konkrét radikaljairdl, mint jél ismert, N. DIvINsKY [9]
bevezetd angol konyve adta az elsG (teljességre nem torekv3) Osszefoglalast. Ezt
a konyvet az olvasé szintén haszonnal tanulmanyozhatja. Megjegyzem azonban,
hogy értekezésemben definidlni fogok minden nem kozismertnek tekinthet8 fogal-
mat, éspedig ezt nem egy kiilén §-ban teszem, hanem a kiilénbozé §-okban mindig
ott definialom Gket, ahol el8szor sziikség van rajuk. Az értkezésben felhasznalt
altalanos és alapvetd fogalmak pl. REDEI LAszL6 [26], FucHs LAszLO [11], KERTESZ
ANDOR [23] és SzAsz GABor [88] konyveiben megtalalhatdk. (I’Jjabban érkezett
meg — ti. a monografiam elfogadas éta — Magyarorszagra MARY GRAY, A Radical
Approa;‘h to Algebra, Washington, Addison—Wesley Publ. Comp. (1970) érdekes
koényve).

Miként ismeretes, a radikalok torténetileg el6szor egy kommutativ test felett
vett végesrangu-algebraban figy jelentek meg, mint a gyiir{i szingularitisat, a sza-
balyostdl, a ,,jotél” vald eltérést bizonyos értelemben lemérd idealok. Ebben az
esetben WEDDERBURN 1gy definialta a radikalt, mint a gy(ir{i 6sszes nilpotens ideal-
janak az Osszegét. A radikdlmentes végesrangi algebrikat WEDDERBURN félig-
egyszeriieknek nevezte, és ezekrdl kimutatta, hogy egyszerii algebraknak a direkt
Osszegei, és hogy minden végesrangi egyszerii algebra izomorf egy ferdetest felett
vett teljes matrixgyilriivel. HOPKINS észrevette azt, hogy az igy definialt radikal
maga is nilpotens lesz minden, a jobbidedlokra nézve minimum-feltételli gyiiriiben.
ARTIN pedig azt mutatta meg, hogy a végesrangli féligegyszerii algebrakrdl sz6lo
Wedderburn-féle két struktura-tétel is altalanosithaté a jobbidealokra nézve mini-
mum-feltételii gyfirlik szélesebb osztalyara. Ebben az esetben a féligegyszer@i jobb-
artin-féle gyliriik invaridnsokkal irhatdk le, ahol az invariansrendszer véges sok
ferdetestbdl és véges sok természetes szimbol all (utdbbiak a ferdetest felett vett
teljes matrixgy(riik tipusai).

A jobbartin-féle gyfirliknél azt lattuk tehat, hogy a gylirii szerkezete szép és jo
bizonyos értelemben (ti. a gylr{i invariansokkal izomorfia erejéig egyértelmiien
jellemezhetd), ha a radikal a lehetd legkisebb, ti. éppen (0), masfell a gy(lr(i szer-
kezete kevésbé szép és jO, ha a radikal a lehetd legnagyobb, ti. maga a gy(ir{i. (Ebben
az esetben SZELE és WIEGANDT jOl ismert tételei, illetve a szerz8 jelen disszertacio-
janak 51. és 52. Korollariumai mondanak ki valamit a gyiir{i szerkezetérdl, de az
olyan nem jobbartin-féle vagy nem balartin-féle gyiiriikr8l, amelyek egybeesnek
nilpotens idealjaik Osszegével, strukturalis szempontbdl altalanossagban alig ismert
valami, hiszen e gylirlik még annihilator-mentesek is lehetnek.)

A radikalelmélet fejlédésének kovetkezd lancszeme (1943-t6l 1953-ig) az a kor-
szak volt, amikor a radikalt, mint a gyiir(i szingularitasat bizonyos moédon lemérni
igyekvé bizonyos idealt, végességi feltételek nélkiili tetszéleges (asszociativ) gyliriik-
ben nilpotencia, nil, jobbkvaziregularitds és mas konkrét regularitis-fogalmakkal
definialtak. Igy j6tt 1étre a Baer-féle alsé és felsG nilradikal, a Koethe-féle, a Levitzki-
féle, a Jacobson-féle és a Brown—McCoy-féle radikal a gylirikben (v6. B. BROWN—
N. H. McCoy [7]. N. Divinsky [9], N. Jacosson [19]).

Késdbb, 1953-ban, egymastol fliggetleniil, AMiTsur és Kuros Aaltalanosan,
axiomakkal definialta (lasd. az 1. §-t) a gyliriik radikaljait. Ezek az altalanos radi-
kalok mar nem feltétleniil mérik le a gylirli bizonyos szigularitasat, hiszen az is
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eléforduthat, hogy bizonyos, egy radikalra nézve féligegyszerli gylirik éppen radi-
kalgyiiriik lesznek egy masik radikalra nézve. S6t P. N. STEWART [33] (ehhez 1asd
az értkezés 6. §-at is) olyan nemtrividlis gyliriosztalyt is megadott, amely egyrészt
gyliriknek egy teljes radikalosztalya, masrészt pedig ugyanakkor gyilirliknek egy
teljes féligegyszerli osztalya is?. Egyébként az Amitsur—Kuros-féle radikalfogalom
gyliriikre olyan &ltalanos mar, hogy barmely gytiriiosztaly beagyazhatd egy teljes
radikalosztalyba, és bedgyazhaté egy masik gylirGosztalyba is, amely viszont egy
teljes féligegyszerd osztaly lesz egy masik radikalra nézve. Gyiriik altalanos radi-
kalelméletének igen nagy irodalma jott létre, ennek legkivalobb kutatdi koézil pl.
AMITSUR, KUROS ANDRUNAKIEVIC, RJABUCHIN, DIVINSKY, SULINSKI, LEAVITT stb.
nevei emlithetOk! :

Az altalanos radikalelmélet gylirliik esetében tehat abbdl a célbdl jott létre,
hogy megvaldsitsuk a gylirlielmélet céljat: az Gsszes gylrd leirasat, meghatarozasat
vagy jellemzését.

Tlyen médon a radikalelmélet az algebra igen fontos és modern agava valt,
amit még jobban megerdsitett az a tény, hogy A. G. Kuros (majd késébb B. I.
PLOTKIN) csoportokban, majd SULGEIFER, DicksoN, Livsic, SULINSKI, RJABUCHIN
stb. pedig, még altalanosabban, kategdridkban is vizsgalni kezdtek altalanos és
konkrét radikalokat. Szerzé [77]. [79] és [80] dolgozatai pedig a zéruselemes fél-
csoportok altalanos radikal-elméletét kezdték meg kiépiteni. (MegjegyzendS, hogy
korabbi nagyszami konkrét radikalt zéruselemes félcsoportok esetében méas szerzék
vizsgaltak, ezek [77], [79] és [80] irodalomjegyzékében szerepelnek, de ilyen p. szerzd
[47] dolgozata is).

Az értekezésben felhasznalt kutatdsi modszerek valtozdak, mindig a vizsgalt
témahoz idomulnak, de altalaban axidmatikus modszerek. Elég sok az értekezésben
az explicit példakonstrukcio is, ami az érintett eredmény természetébdl adddik.
Ujra kiemelem, hogy a 3., 4. és 5.§-0ok eredményeit csak 50—50%-ban vallom
magaménak, a 10. § eredményeit pedig kb. 80%-ban tekintem sajit eredményeim-
nek, mert ezek teljesen vagy részben tarsszerzOvel kOzGsen végzett kutatasokrol
szO0lnak. A tobbi paragrafus anyaga teljesen a sajat kutatisaim eredménye.

Az értekezésemben nem minden eredményt bizonyitok be, hanem, t6bb kolléga
javaslatara és helykimélés végett, bizonyos eredményeket bizonyitas nélkiil ismer-
tetek, de megjelolom ilyenkor azt a dolgozatomat, ahol a bizonyitas megtalalhato.
Egyébként minden §-t azon dolgozataim megemlitésével kezdek, amelyekben az
illet6 § anyaga részletesebben szerepel.

Minthogy az olvasd, a disszertacid teljes értékeléséhez ugysem elégedhetik
meg pusztan csak a bevezetes elolvasisaval, megemlitem, hogy az egyes §-ok ered-
ményeinek masok korabbi eredményeihez vald viszonyat, illetve egy-egy megoldott
probléma torténetét az olvasé az egyes §-ok elején részletesen megtalalhatja. Tovabba
igyekeztem az egyes §-oknak a cimeit részletesebben megfogalmazni, hogy mar
abbol is viszonylag sok dolog kideriiljén a § tartalmara vonatkozolag. Ezért ebben
a bevezetésben csak a koOvetkezd igen vazlatos tartalmi ismertetést emelem Kki:

Az elsé fejezet altalanos radikalokat vizsgal gylirlikben, kategoriakban, igy
pl. a 4. § a transz-szabad képként el6allé radikalobjektumokat, és a 7. § egy rész-

? Kordbban V. A. ANDRUNAKIEVICS, Dokladii AN S$zS5zSzR 113:3 (1975) 490. oldalon és
a Matr. Szbor. 55 (1961) 344. oldalan adott példat ilyen osztalyra.
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modulus gylirliben vett altalanos radikaljat is elemzi, mégpedig f6képpen a primér
részmodulusokat targyaiva.

A II. fejezet a gyiriik gyengén szubidempotens radikaljait, a III. fejezet pedig
a gyiriik gyengén nilpotens radikaljait vizsgalja.

A disszertacionak a szerintem talan legmélyebb eredményei a IV. és V. feje-
zetekben talalhatok, tehat ezek a Jacobson-radikallal kapcsolatban allanak, és
KEerTEsz, FucHs, SzeLE, REDEI, STEINFELD, HAINAL és WIEGANDT egyesével kiilon-
kilon, vagy parosaval vagy harmasaval k6zosen felvetett bizonyos problémaira
adnak valaszt. Megemlitem, hogy pl. a 17. §-ban egy példakonstrukciém szimultan
megoldast ad Rédei egy félcsoportelméleti és KERTESZ egy gylirlieiméleti problé-
majara.

Végiil a VI. fejezetben bizonyos Hashimoto-féle univerzalis algebrak automor-
fizmus-csoportjanak, valamint a zéruselemes félcsoportoknak a radikaljait téar-
gyalom. A VI. fejezet tanulmanyozasahoz tehat elonyds do]og ismeretekkel rendel-
kezni multioperatorcsoportokrdl és haldkrdl is.

Természetesen, a bevezetés eme vazlatos tartalmi ismertetésénél mar az elGbb
kozolt tartalomjegyzék is tGbbet koz6l, amely az egyes §-ok részletesebb cimeit is
tartalmazza.

Még tobbet tudhat meg az olvasé az értekezés tartalmardl az Osszes huszondét
§ bevezetésének és az értekezés Osszes szazharom tételének (illetve korollariuma-
nak) alaposabb megnézésébsl. A bizonyitdsok attanulmanyozasa pedig arra is
fényt vethet, hogy a hasznalt t&bbféle bizonyitasi médszer tényleg eléggé fiigg a bizo-
nyitandd allitas természetétdl.

1. FEJEZET

ASSZOCIATIV S ALTERNATIV GYURUK, VALAMINT
KATEGORIA-OBJEKTUMOK ALTALANOS RADIKALJAIROL

1. §. Gyiiriik altalanos radikaljai Amitsur—Kuros-féle axiéma-rendszerének
relativ fiiggetlensége és Steinfeld Otté egy problémajinak a megoldasa

Ennek a §-nak az anyaga részletesebben megtalalhatd a szerz6 [67] dolgozata~
ban. Alternativnak neveziink egy A gyiirit, ha 4 barmely két eleme asszociativ
részgylirlit general. Ezért barmely asszociativ gyiirii alternativ. Masfel6l a valods
szamtest felett vett Cayley szamok nyolcdimenzids algebraja alternativ, de nem
asszociativ gyilird. Mint jol ismert, a Cayley szamok bazisa B=[1, e,, e, ..., €}
nyolceleml halmaz, amelyre a szorzas definicidja:

lei = eil = ei
eiej'{'ejei:(), ha i#j
e} =1
€i€iy1 = €iy35, €436 = €41, €;11€43 = €.

Masfel6l egy A gylirii E részgyiiriijét elérhetének nevezziik, ha van olyan véges
hosszl részgytiriilanc
E=A,cA,cA,C...CA4,=A,
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amelynél A; ideal 4;,,-ben (i=0, 1, ..., n—1). R. BaER [6] igazolta, hogy egy asszo-
ciativ gylirii barmely nilpotens elérhetd részgyliriije beagyazhaté egy nilpotens
idealba.

Legyen S tetszOleges gytiriiosztaly, amely barmely A€ S gy{iriivel egyiitt tartal-
mazza A-nak az A¢ izomorf képét is. Ha A€ S, akkor az A gyfirlit S-gylirlinek
nevezzilkk. Ha az A gyir(i egy [ idedlja S-gylir{i, akkor azt mondjuk, hogy I egy
S-ideal A-ban. Ha A tartalmaz olyan, S(A)-val jelolt, S-ideélt, amely tartalmazza
a gylirli minden mas S-idealjat, akkor az S(A4) idealt az 4 gylirli S-radikaljanak
nevezziik. Lathat6, hogy az S-radikal altaldban nem létezik, ha S éppen az Gsszes
véges gyliri osztalya, ezért nem teljesiil automatikusan minden S osztalyra, hogy
az S(A4) radikal minden A4 gyiiriiben 1étezik. Ha az 4 gylirliben (0) az egyetlen
S-ideal, akkor A-t S-féligegyszerlinek nevezziik. Nyilvan, ha S az Osszes gy(iri
osztalya, és ha A2=A, akkor A-nak az S-féligegyszeriisége éppen A egyszerliségét
Jjelenti.

Az R gylirliosztaly Amitsur—Kuros-féle radikal-gyiirik osztilya, ha az alabbi
(I), (D) és (1II) axioma teljesiil:

(I) Ha A€R, akkor A barmely A¢ homomorf képe is az R osztalyhoz tar-
tozik.

(II) Az R(A) radikal létezik minden A4 gyiiriiben, vagyis minden A4 gyirli
tartalmaz olyan R(A)€R idedlt, amelyben benne van A Osszes tObbi R-ideilja.

(II1) Az A/R(A) faktorgylirli R-féligegyszerii, vagyis

R(A/R(A4)) = (0) érvényes.

Jelolje x marmost az (I), (IT) vagy (III) axioma valamelyikét, X pedig az x logikai
tagadasat. Jelsljon u, v, w az x és X jelekbdl all6 haromelemii sorozatot, és (v, v, w)=1
jelolje azt, hogy az (u, v, w) axiémarendszer ellentmondastalan, (u, v, w)= pedig
jelentse azt, hogy az (u, v, w) axidmarendszer ellentmondasos. Az vilagos, hogy
(I1) és (III) nem fiiggetlenek, mert (III) felhasznalja az (II) axidmaban szerepld
R(A) ideal fogalmat. Ha egy u, v axidmaparra

(u,v) = ({,v) = w,?) =@ =t

teljesiil, akkor u és v teljesen fiiggetlen egymastol.

1. Elészor megmutatjuk, hogy (I, II, III)= 4, vagyis, hogy létezik legalabb
egy radikalosztaly. Ilyen modell a radikalaxiémak teljesiilésére pl. az Gsszes Jacobson
radikalgyirii R=J osztalya, tehat 4€ R=J akkor és csak akkor, ha 4=J(4), ahol
J(A) jelenti A Jacobson-radikaljat. Masik, talan egyszerlibb példa az, hogy A€R
legyen akkor és csak akkor, ha A2=A4. Ugyanis (I) nyilvan teljesiil akkor R-re,
tovabba, minthogy idempotens idedlok Osszege maga is idempotens idedl, nyilvan
(D) is teljesil. Végiil (III) az izomorfia-tételek miatt teljesiil.

2. Most azt igazoljuk, hogy (I, II, III)= t. Legyen S mindazoknak az 4 gyi-
riiknek az osztalya, amelyek egybeesnek nilpotens elérhet8 részgyfiriiik Osszegével.
(I) nyilvan teljesiil, tovabb (IT) is érvényes, mert egyrészt ,.elérhets részgyliriinek
lenni” tranzitiv relicié, masrészt, minthogy BAER [6] szerint minden nilpotens elérhetd
részgylirii beagyazhaté egy nilpotens idedlba, az elérhet8 részgyiiriik S(4) Osszege
éppen az A gylirii osszes nilpotens idealjdnak az Osszege lesz. Legyen most J;; a
Kronecker-féle szimbdlum, és A4 az a gy(rii, amelyet az a, és a;; elemek (1=i=2;
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l=j=2; k=1,2,3,4,...) generdlnak az alabbi definidlo relacickkal:
@ = alpyx = aly = 8o+ 01z =
= Qi Qo+ 02 ik = Giyjyay * Digjoky + Oy 13Oy ke O oy =
= 2ay = 2a;5 = 0,

ahol i"i”. Ko6zvetlen szamolas igazolja, hogy A asszociativ nilgyiiri (azaz minden
elem nilpotens), s6t 4 egy MHR-gylir{i is lesz (vagyis teljesiil a féjobbidealok mini-
mum feltétele) és minden y;=x;:x,...x; (x;€A4) szorzat egy elég nagy indextdl
kezdve csupa 0.
Minthogy
a0 & ayu€(a),,

ezért az (a,), f6jobbideal nem nilpotens, €s ezért g, nincs benne az Gsszes nilpotens
ideal Osszegében. Tehat mar asszociativ MHR-gylirik esetében is érvényes lehet,

hogy
S(A/S(A)) # 0,

ami tényleg (I, IL, ITII)=t fennalldsat mutatja. Ez a példa megoldja STEINFELD
OTT0 egy problémajat, aki azt kérdezte, hogy a nilpotens idealok 6sszege nilpotens-e
minden MHR-gyiiriiben.

3. Mutassuk meg azt, hogy (I, II, III)= 4. Legyen S mindazoknak az A gyfi-
riiknek az osztalya, amelyek egy régzitett p primre mindazon E, nilpotens elérhetd
részgyliriliknek az Osszegei, amelyekre p®E,=0, de legalabb egy B indexre pE; =0,
ahol kE={ke; ecE, k rogzitett egész szam}. Vilagos, hogy A€ S esctén A/pA¢ S,
ezért (I) nem teljesiil. Legyen S(A4) az Osszes S-idedl Osszege A-ban. Minthogy
S(A)€S, és S(A) az A minden S-ideéljat tartalmazza, érvényes (I1I). Legyen most
A olyan gyiir{i, amelyre 42=0 és amelynek az additiv csoportja p*-rendi ciklikus
csoport. Ekkor

S(A4/S(4)) = A]S(4) # (0)

miatt (IIT) teljesiil, mert S(4)=p*4, és igy @ I, )= t.
4. Hogy (I, II, IIN)= 4 is érvényes, kovetkezik abbdl, ha S vagy az Osszes
nilpotens gyliri osztalya, vagy az Osszes véges gyiirli osztalya. Ha pl. S.. az Osszes

nilpotens gylirli osztalya, legyen 4= > ® B,, ahol Bi*'=0, de Bi=0. Ekkor B,
n=1

nilpotens idedl, és ezek 4 direkt dsszege olyan nilgyiiri, amely nem nilpotens.

5. Igazoljuk azt, hogy (I, II, IIl)=+t. Ha mar pozitiv irAnyban eldontott
volna az a még nyitott probléma, hogy a Fuchs-féle Z, zeroid pseudoradikalra
mindig teljesiilne

(*) Zy(4/Z,(4)) = (0),

akkor S lehetne mindazon A gyliriik osztilya, amelyre Z,(4)=A, ugyanis ekkor
az (I) axioma nem teljesiil. Ezt a zeroid pseudoradikalt, altalinositasait és ezek
dualizalasait a 2. §-ban részletesebben vizsgiljuk majd. Minthogy azonban (%)
nincs még sem bizonyitva, sem cafolva, masik példat valasztunk. Legyen S, tovabbi
céljaink érdekében, mindazon gyiiriik osztalya, amelyek nem izomorfok a K két-
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elemii testtel. Ekkor (I) nyilvin nem teljesiil, mert A=K@ K=S, hiszen 4 és K
egymassal nem izomorfok, viszont 4/K=< K¢ S. Tovabba (II) nyilvan teljesiil. Ekkor
K egy S-féligegyszerli gyiirii lesz, és az Gsszes K+17 idedl Gsszege, ahol I befutja
A idealjait maga A4 lesz és K=1#0 eietén K+1I¢ S miatt A€ S, tehat S(4/S(A4))=(0)
miatt (III) teljesil. Ezért tényleg (I, 1L, D= t.

6. Végiil bebizonyitjuk, hogy (I, II, III)=* is lehetséges. Legyen ehhez §
az Osszes nullosztomentes gyiirli osztadlya. Ha Z a racionalis egész szamok gyiirije,
akkor

ZeS de Zj4z¢ S

miatt (I) nem teljesiil. Masfelol az 4 =Z @ Z direkt Gsszegben nem 1étezik az S-radikal,
mert ez tartalmazna A-t, de A¢ S. Ezért (II) és (III) sem teljesiil.

Lattuk tehat, hogy az Amitsur—Kuros axiomak relativ fiiggetlenek mar az
asszociativ gyliriik és ezért még inkabb az alternativ gyfirlik osztalya felett.

2.8. A Fuchs-féle zeroid pseudoradikal altalanositasai,
mint tovabbi fontos példak az Amitsur—Kuros axiomak relativ fiiggetlenségére

Ennek a §nak az anyaga megtalalhaté a szerz [37], [81] dolgozataiban.

Fuchs LAszLo [10]) definidlt asszociativ gyliriiben egy zeroid pseudoradikalt,
amely minden zérus-osztomentes gylirliben (0). Viszont pseudo-radikalgyiri lesz
minden olyan gylirli, amelynek minden eleme egyidejiileg balnulloszté és jobbnull-
osztd. FucHs [10] igazolta azt is, hogy direkt Osszeg pseudoradikilja, ha egyik
direkt Osszeadandd sem pseudo-radikalgy(irli, egybeesik a direkt Gsszeadanddk
pseudoradikaljainak a direkt Osszegével. Ha pedig legalabb egyik direkt Gsszeadan-
do pseudo-radikalgyfir{i, akkor maga a direkt Osszeg is pseudo-radikalgytrd.

Fucas [10] legutobb emlitett eredményébbl adodik, hogy bdrmely gyiirii el6all
tigy, mint bizonyos pseudo-radikalgyiiriinek egy alkalmas homomorf képe, ezért
az 1. §ban emlitett Amitsur—Kuros-téle (I) axiéma nem teljesiil a Fuchs-féle zeroid
pseudo-radikalgylirtik Z, osztalyara. Tehat a Fuchs-féle zeroid pseudo-radikal-
gylriiket tartalmazd Amitsur—Kuros-féle legsziikebb radikélosztaly az dsszes
gyliriit tartalmazza. Masfel6l mar négyelemii olyan A= {a} gyiirdi is létezik, ahol
2a=a*+a*=0 (a*=0), ugy, hogy A pseudo-radikalgylirii, bAr e=a?>=0 idempotens
elem a gyliriben.

A Fuchs-féle [10] zeroid pseudoradikalt itt nem definialjuk, hanem ennek egy
tobl1épesds altalanositasat fogjuk értelmezni, és majd megmutatjuk, hogy a tobb-
féle specialis eset kozt melyik lesz éppen a Fuchs-féle zeroid pseudoradikal.

Legyen T egy teljes halo, 0 a legkisebb eleme, i a legnagyobb eleme. T-nek
egy F részhalmazat fels6 halmaznak nevezziik, ha x€ F és x =y esetén mindig y€ F.
Vilagos, hogy 0€ F akkor és csak akkor teljesiil, ha F=T. Egy F fels6 halmazt

végesjelleglinek neveziink, ha V x,€F esetén létezik A-nak olyan véges B rész-
acAd
halmaza, hogy mar U xz€ F is teljesil. Ezeket roviden v-felsé halmazoknak hivjuk.
€B

Véges sok v-felsé halmaznak halmazelméleti metszete és tetszbleges sok v-felsd
halmaznak a halmazelméleti egyesitése szintén v-felsé6 halmaz.

Legyen x€T tetszGleges olyan elem, amelyre x4 F, ahol F egy v-felsé halmaz.
Azt mondjuk, hogy y€T egy (F, x)-elem, ha yUx¢ F. Tovabba z<£ T erdsen (F, x)-
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elem, ha zUyUx4¢ F teljesiil minden olyan y elemmel, amely (F, x)-elem T-ben.
Nyilvin maga x erdsen (F, x)-elem, és minden erGsen (F, x)-elem még inkabb
(F, x)-elem.

1. TETEL. T dsszes erdsen (F, x)-elemének a z(F, x) egyesitése szintén erdsen
(F, x)-elem, amely egybeesik az dsszes maximdlis (F, x)-elem metszetével.

Bizonyitds. Minthogy a haloegyesités asszociativ miivelet, véges sok erdsen
(F, x)-elem egyesitése erdsen (F, x)-elem. A végtelen egyesités erGsen (F, x)-elem
pedig a v-felsé halmaz deflnicidja miatt lesz, ugyanis ha

V z,UyUx€F

volna egy bizonyos y (F, x)-elemmel és ha w,=z,Uy{ x akkor V w, € F miatt van
olyan véges BC A4, hogy U wg € F tehat (U zg) UyUx€F, aml lehetetlen Ezért

V z, is erésen (F, x)- elem
a€A
ZORN lemmaja szerint minden y (F, x)-elemhez van olyan m=y elem T-ben,
amely maximdlis (F, x)-elem. Legyen m, a maximalis (F, x)-elemek metszete, és
meg fogjuk mutatni, hogy
my = z(F, x)

Ha y egy tetszbleges (F, x)-elem, és m olyan maximalis (F, x)-elem, amelyre m=y,
akkor
myUyUx = mUmUx = mUx¢ F

miatt m, erésen (F, x)-elem, tehat my=z(F, x).

Megforditva, ha m egy maximalis (F, x)-elem, akkor z(F, x) Um szintén (F, x)-
elem, tehat z(F, x)=m, és igy z(F, x)=m,. Tehat valoban my=z(F, x).

Legyen most 7 egy negativan rendezett teljes haldgrupoid, vagyis egy teljes
hald, amely ugyanakkor grupoid is, amelyben teljesiilnek az alabbi axiémak:

1.a-b=anb
2. a(bUc) = abUac
3. (@Ub)e = acUbc

T-nek egy F v-fels6 részhalmaza v-felsé részgrupoid, ha F egyszersmind részgrupoid
is 7-ben. Az iires halmazt v-felsd részgrupoidnak tekintjiik. Minthogy

hfe=hNfy & fi-fo€F,

ezért az Fuy-fels6 részgrupoid a 7 halé dualis idealja.
T-ben egy p elemet primelemnek neveziink, ha ab=p esetén a=p vagy b=p
teljesiil.

2. TETEL. Legyen T negativan rendezett teljes hdlogrupoid, amelyben az 1., 2.
és 3. axiomdk teljesiilnek. Ekkor minden maximadlis (F, x)-elem, ahol x§ F és F egy
v-felsG részgrupoid T-ben, primelem, tehdt az 1. Tétel szerint létez6 my=z(F, x)
elem primelemek metszete.
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Bizonyitds. Legyen m egy maximalis (F, x)-elem és a¥ m, valamint b= m. Ekkor
(aUm)UxeF é GbUmUxcF,
tehat, minthogy F részgrupoid is:

f=@UmUx)-bUmUx)€F.
De 1., 2. és 3. miatt
f=abUmUx

és minthogy f€ F, és F fels8 halmaz, azért abUm\ x€ F. Igy, minthogy m maxima-
lis (F, x)-elem, ab Um=m & abUm nem (F, x)-elem, ezért abxm.
Tehat p primelem.

Legyen most M a T negativan rendezett halégrupoidban F v-felsé részgrupoidok-
nak egy tetszGleges halmaza. Ekkor definidlunk egy z(M, x)€T elemet a kovet-
kezdképpen:

z(W, x)= A z(F, x).

x¢ FEM

Vilagos, hogy mindig x=z(I, x)=i teljesiil. Ezt a z(IN, x) elemet az x elem M-
presudo-radikaljanak nevezziik.

Mint alkalmazasok emlithet6k a kovetkez6é példak:
3. TETEL. Legyen A egy nem feltétlen asszociativ gyliri, és I= ﬂ Py prim-

idedloknak egy tetszbleges metszete A-ban. Ekkor I elédllithato “J.R-pseudoradtkal
alakban.

Bizonyitds. Legyen T az A 6sszes kétoldali idealjanak a teljes haldja, amelyben
A a legnagyobb, (0) a legkisebb elem. Az I, - I, szorzat legyen az Gsszes iy * iy Szor-
zatot tartalmazé ideal metszete, ahol i, €1, és i,€1,. Ekkor T grupoid is lesz, és tel-
jesiilnek az 1., 2. és 3. axidomak, hiszen pl. I,-I,S 1,1, miatt T negativan rendezett
lesz. Ha I= /\ Py, ahol P, tetszbleges primidedl A-ban (tehit CDZ P, esetén

CCS Py vagy DCP ahol C és D idealok A-ban), legyen K,=A\ P,. Tehat x€ K,
(x€A) akkor és csak akkor teljesiilion, ha x¢ P;. Legyen F; mindazoknak az I,
idealoknak a halmaza, (tehat Fy & T), amelyekre K; (1,4 nem iires. Ekkor Fy nyilvan
egy v-fels6 halmaz T-ben, és legyen I az Gsszes ilyen F; halmaza. Belathatd, hogy

I= A Pz =2z(9,0),
BEB
amivel a tételt igazoltuk.

4. TETEL. Minden specidlis radikal (tehdt primgytirik V. A. Andrunakievic-
Jéle specidlis osztdlydval meghatdrozott felsé radikal (lJasd N. Drvinsky [9], VIL
Fejezet), tehdt pl. a Baer-féle alsé és felsé nilradikdl, a Levitzki-féle, a Jacobson-féle,
a Brown—McCoy-féle, Thierrin-féle radikdl, vagy az un. antiegyszerii radikdl és
Fuchs zeroid pseudradikdlja egyarint M-pseudoradikdl.

Bizonyitds. A 3. Tétel, N. DiviNnsky [9] és L. Fucas [10] miivei alapjan nyilvan-
valo.
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Most néhany definiciot ismertetiink.

1. DerFNic10. Az A (nem feltétleniil asszociativ) gyiirli gyenge blokkjan olyan
B, részhalmazt (B,< A) értiink, amelyre az aldbbi két feltétel teljesiil:
(i) 0¢ B,, ahol 0 az A zéruseleme;
(ii) Ha az I, és I, idedlokra I;,NB,#0 és I,NB=0, ahol # az iires halmaz,
akkor
11 'Iszl ;é 0.

2. DeriNicid. Blokkon olyan B, gyenge blokkot értiink, amelyre x€ B, esetén
x"¢ B, teljesiil minden n természetes szammal, x" értékét barmilyen zardjelezéssel
is tekintjiik.

3. DErNic16. Erfs blokk A-nak olyan B, multiplikativ részgrupoidja, amelyre
04 B;.

Nyilvan minden er6s blokk egyszersmind blokk és minden blokk egyszersmind
gyenge blokk.

Egy P primideal K=A\ P komplementer halmaza gyenge blokk, amely alta-
Jaban nem blokk. Forditva, egy B, gyenge blokk L=A4\ B, komplementer halmaza
altalaban nem ideal, de ha L ideal, akkor L primideal A-ban. Ha A egy ferdetestt6l
kiillonb6z6 nemzérus jobbtalpu egyszeri gyiirli, akkor B;=A4\0 biztosan olyan
gyenge blokk, amely nem blokk, mert B, tartalmaz >0 nilpotens elemet. Test felett
vett kétvaltozos polinom gylirliben pedig van olyan blokk, amely nem erds blokk.

5. TETeL. Ha B, tetszdleges gyenge blokk az A (nem feltétleniil asszociativ)
gytiriitben, akkor mindazoknak az 1 idedloknak az F halmaza, amelyekre nézve
B,NI=0, egy v-felsé részgrupoidot alkotnak A idedljainak a T hdlégrupoidjdban.

Bizonyitds. B, definicidjabol és a T halé kompaktul valo generaltsagabol ado-
dik.

6. TETEL. Legyen T az A gyiirii idedljainak hdlogrupoidja. Bdrmely [ idedlra
és T v-felsé részhalmazainak bdrmely I halmazdra Z(M, 1) tartalmazza a B Baer-
féle alsé nilradikalt. Ha pedig M-b6l minden Fy v-felsé részhalmaz (az 5. Tétel szerint)
egy B blokk dltal van meghatdrozva, akkor Z(9, I) mindig tartalmazza a K Baer—
Koethe-féle felsé nilradikdlt is.

Bizonyitis. BC Z(M, I) a definiciobol adédik. Legyen most adva a B{P blokkok
M halmaza, és F, mindazon idedloknak a halmaza, amelyek metszete B{-val
nem tures. Legyen [ tetszGleges ideal. Ha I€ Fy, akkor legyen definicié szerint (mint
ires metszet) Z(Fy, I)=A. Ha pedig 1§ F;, akkor legyen Z(F;,, I) az &sszes erdsen
(Fp, I)-ideal Osszege, amely az 1. Tétel szerint egyszersmind az Osszes maximélis
(Fy, I)-ideal metszete is, és az W-pseudoradikal az Gsszes Z(Fy, I) metszete.

Megmutatjuk, hogy KEZ(M, I), ahol K a Baer—Koethe felsd nilradikal.
Legyen J tetszOleges (Fj, I)-ideal az A4 gylirliben. Elég megmutatni, hogy

K+J+1¢F,

érvényes. Ellenkezd esetben ugyanis K+J+1¢€ Fy, és ha Fy-hoz éppen a BY¥ blokk
tartozik (az 5. Tételben leirtak szerint), akkor

(K+J+1)NBP = 9.
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Van tehat olyan b€ B elem és olyan k<K, jeJ és i, €1 elemek, hogy fennall
b =i +j+k.

Minthogy pedig K nilideal, van olyan m kitevd, hogy k™=0. A nemkommutativ
polinomiélis tételt alkalmazva, és minthogy I és J ideal,

b = (i +j+kyme(I+J)NBP,

mert Bf blokk. Ezért J+I€Fy, ellentétben azzal, hogy J egy (Fj, I)-ideal. Ezért
K erGsen (Fg, I)-ideal, amivel a 6. Tételt teljesen igazoltuk.

Példdk erds blokkokra

1. Az A asszociativ gylir(i 6sszes nem balnullosztéjanak B{’ halmaza nyilvan
félcsoport és 0¢ B{?. Hasonl6 igaz 4 &sszes nem jobbnullosztéjanak B{? halmazara
is. Legyen F, a B{"-hez, F, pedig a B{"-hez tartozé egy-egy v-felsé halmaz az A ideal-
jainak T halégrupoidjaban, és legyen R az [F,, F,] kételemii halmaz. Ekkor a
Z (I, 0) pseudoradikal éppen Fucus zeroid pseudoradikalja lesz.

2. Legyen L, az A asszociativ gylirli 6sszes balegységelemének a halmaza.

3. Legyen L, az A asszociativ gy(lirli 6sszes olyan elemének a halmaza, amelyek
balrél minden elemnek osztoi.

Vilagos, hogy L, és L, egy-egy multiplikativ félcsoport és 0¢ L,, 0¢ L,. Bal-jobb
dualitas alapjan R, és R, is definidlhaté. Ez a négy halmaz tehat erds blokk A-ban.

4. Minden e¢=0 idempotens elembdl (e?=e) 4ll6, egyelemii halmaz is erds
blokk.

5. Legyen A asszociativ gylirli, M egy A-jobbmodulus, N egy nemzérus A-rész-
modulus M-ben, tovabba H, és H, az M olyan részhalmazai, hogy 0¢ H,2 H,.
Ekkor tovabbi négy erbs blokk definialhaté A-ban a koévetkezOképpen:

5.1. Mindazoknak az x€4 elemeknek a halmaza, amelyekre Nx=N teljesiil;

5.2. Mindazoknak az x€A4 elemeknek a halmaza, amelyekre minden néN

elemmel fennall nx=n;

5.3. Mindazoknak az x€A elemeknek a halmaza, amelyekre H,xS H, érvé-

nyes;

5.4. Mindazoknak az x€A4 elemeknek a halmaza, amelyekre teljesiil

H,x2H,.
Szerz6 [37] igazolta az alabbi eredményét is:
7. TETEL. Jobbegységelemes és fGjobbidedlokra nézve minimum-feltételii gyiiriiben

Fuchs zeroid pseudoradikdlja egybeesik a B Baer-féle alsé nilradikdllal, a J Jacobson-
radikdllal és a G Brown—McCoy radikdllal.

A bizonyitdst, bar nemtrivialis, helykimélés végett mellSzziik.
Szerzd [37] szintén bebizonyitotta az alabbi tételt.

8. TETeL. Kétoldali egységelemes Neumann-reguldris gyiiriiben Fuchs zeroid
pseudoradikdlja egybeesik a G Brown—McCoy radikdllal.

Bizonyitds. Legyen M maximalis valodi (kétoldali) ideal A-ban, meM és x€ A
olyan elem, hogy m=mxm. Ha e az 4 kétoldali egységeleme, akkor m(e—xm)=0
és (e—mx)ym=0. Tovabba e—xm¢ M és e—mxé¢ M miatt M minden nemzérus
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eleme egyszerre balnulloszté és jobbnullosztd. igy a maximalis (F,, 0)-idedlok és
maximalis (F,, 0)-idedlok metszete egyarant a maximalis idealok metszete, és ez
a metszet e€4 miatt éppen G.

Példa Fucus egy (altala [10] bizonyitottnak vélt) sejtésének a cafolatara.
FucHs LAszLO azt sejtette, hogy zeroid pseudoradikalja (0) minden egységelemes
A Neumann-regularis gyliriiben, de ez nem igy van. Legyen ugyanis ¥ egy F ferde-
test felett vett 8,-dimenzids vektorétér, és A pedig V Gsszes linedris transzformacio-
janak a gyiirlije. Ekkor A kétoldali egységelemes Neumann-regularis gyiir(i, amely-
nek egyetlen nemzérus I maximalis ideédlja van, amely a zeroid pseudoradikal, és
ez az Osszes olyan a€A elembdl all, amelyekre a Va képtér dimenzidja <R,. Mint-
hogy I végtelen, biztosan 70, amit bizonyitani akartunk. Ha §, elég nagy, akkor
ebben az A gyliriben igen sok (pl. §,-szdma) olyan IM-pseudoradikal van, ame-
lIyek egymastol és Fuchs zeroid pseudoradikaljatdl is kiilonboznek. Ennél a v rend-
szam szamossaga legyen legalabb ®,.

E § befejezéseképpen megemlitjiik az M-pseudoradikal egy dudlisat (lasd szerzo
[81]). Legyen T teljes halo és az AC T részhalmazt alsé halmaznak nevezziik, ha

x=y és ycA esetén mindig x€A4. Az A alsé halmaz v-alsé halmaz, ha A x,€4
yer
esetén a I’ indexhalmaznak van olyan véges A részhalmaza, hogy mar ﬂ x;€A4

is teljestil. Nyilvan akkor és csak akkor A=T, ha i€ A4, ahol i jelentia T halo maxi-
malis elemét. A 0 iires halmazt v-alsé halmaznak tekintjiik.
Legyen x€T és x¢ A, ahol A egy v-alsé részhalmaz. Ekkor egy y<T elemet
(x, A)-elemnek neveziink, ha
yMNx§ A.

Tovabba azt mondjuk, hogy z€T erdsen (x, A)-elem, ha
zNyNx§ A

teljesiil minden olyan y€7T elemmel, amely (x, A)-elem. Nyilvin x maga erdsen
(x, A)-elem és minden erlsen (x, A)-elem egyszersmind (x, A)-elem is.

9. TETEL. Az dOsszes erdsen (x, A)-elem metszete szintén erfsen (x, A)-elem és
ez a metszet egybeesik az Gsszes minimdlis (x, A)-elem egyesitésével.

Bizonyitds mell6zhet3, mert ez az 1. Tétel bizonyitasinak a dualisa. Csak azt
jegyezziilk meg, hogy minden y(x, A)-elemhez létezik olyan mecT, hogy m=y és
m minimalis (x, A)-elem.

Probléma. Legyen T negativan rendezett (lasd 1. feltételt) haldgrupoid, de
a 2. és 3. teltételek altalaban ne teljesiiljenek. Mi annak egy nemtrividlis kritériuma,
hogy minden erdsen (x, A)-elem primelem legyen?
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3.8§. A radikal és féligegyszeriiség dualitisa és ekvivalenciaja
az asszociativ és alternativ gyfiriik kategoriajaban

Ennek a §nak az eredményei részletesebben megtalalhatok a szerzd és Wie-
GANDT RICHARD kozos [85] és [86] dolgozataban. E § anyagat csak vazlatosan
ismertetem.

Legyen C egy tetszOleges kategdria, amelyre azonban késGbb t6bb feltételt
kiszabunk. Legyen C* az a kategdria, amelynek ugyanazok az objektumai, mint
C objektumai, de a*:b—a akkor és csak akkor legyen C* leképezése, ha a:a—b
leképezés C-ben. C* lesz C dudlis kategdriaja. Nyilvan (C*)*=C. Legyen H(a, b)
az Osszes olyan leképezés C-ben, amely a-t b-be képezi le. Ha H(a, 0) és H(0, a)
egyarant egyelemii halmazok, akkor 0-t C zérusobjektumanak nevezziik.

Feltessziik, hogy teljesiil:

(C,)) Van C-ben zérus objektum.

Vilagos, hogy C*-ban is van zérus objektum.

Azt mondjuk C zérus leképezésii kategoria, ha minden @, b rendezett objek-
tumparhoz van olyan w,,:a—b leképezés, hogy minden a:c—aés f:b—d leképezésre
0Wap = Wep és wabﬂ:wad'

Egy a:a-c leképezés monomorfizmus, ha g:b—a, 6:b—+a, go.=cua esetén min-
dig g=o0.

Egy o:c—a leképezés epimorfizmus, ha g¢:a—b,6:a—+b és ap=uac esetén min-
dig o=o.

o akkor és csak akkor monomorfizmus (epimorfizmus) C-ben, ha o* epimor-
fizmus (monomorfizmus) C*-ban. Ha létezik két monomorfizmus (epimorfizmus)
szorzata, akkor ez szintén monomorfizmus (epimorfizmus). Ha «f monomorfizmus
(epimorfizmus), akkor o« monomorfizmus (f epimorfizmus).

Most definidljuk a részobjektumot, faktorobjektumot és az ilyenek kozt levd
részbenrendezést.

Legyenek B;:b,—~a és f,:b,—~a monomorfizmusok. Ha Iétezik olyan ¢ mono-
morfizmus, hogy of;=pf,, akkor legyen (by, f1)=(b,, Bo). Ha (by, )= (b, By) és
egyidejlileg (b,, B2)= (by, B,) is fenndll, akkor a (b,, By) és (b, B,) parok ekvi-
valensek. E relacié ekvivalencia-osztalyait nevezziik az a objektum részobjektumai-
nak. Ha két par nem ekvivalens, de =, akkor legyen koztiik > relacid.

Hasonléan, legyenek f,:a—~b, és By:a—b, epimorfizmusok. Ha létezik olyan
¢ epimorfizmus, hogy B, ¢=f,, akkor legyen (B,, b)) =(B;, b,). Ha (B, b))=(B,, by)
és egyidejlileg (8,, b,)=(B,, b,) akkor ez a két par ekvivalens. E relacié ekvivalencia-
osztalyait nevezziik a faktorobjektumainak. Ha két pir nem ekvivalens, de =,
akkor legyen koztik < relacio.

A tovabbiakban definidljuk a visszahuzas (pullback), kilokés (pushout), mag
¢s ko-mag fogalmat.

Egy kommutativ

1Y
N —_—e dl'

]

d, - a

MTA 111. Osztdly Kézleményei 22 (1973)



VIZSGALATOK ALGEBRAI STRUKTURAK RADIKAL-ELMELETEBEN () 229

diagram visszahtzds a &, és 8, leképezésekre nézve, ha minden c€C objektumhoz
és minden kommutativ

71
6 — — =d,

|

dz-—-————-b-d

diagramhoz létezik egyetlen olyan y:c—k leképzés ugy, hogy

Y1
c A
\ %
72 k a
,y
&

N

a

szintén kommutativ diagram.

A kilokés 8, és &, leképezésekre nézve a homologikus nyilaknak mindenhol
valé megforditisaval definialhatd.

Az a objektum (k, ) részobjektuma az a:a—b leképezés magva, ha

k——— »0
|
a —= b

a

visszahuizasi diagram. Itt a y leképezés normal monomorfizmus és ker a=(k, x)
pedig a idealja.
Az a objektum (y, k) faktorobjektuma ko-magva az a:b—a leképezésnek, ha

a
a

b
1 .
0

SE—

kilokési diagram.

Itt ¥ normalis epimorfizmus és Coker x=(y, k) pedig a normalis faktorobjek-
tuma.

A csoportok és gyliriik kategéridjiban minden epimorfizmus normalis, de
nem minden monomorfizmus lesz normaélis.

S6t, két normalis monomorfizmus szorzata sem normalis.

Ha of normalis monomorfizmus és ha B monomorfizmus, akkor a (KUROS
szerint) normalis monomorfizmus lesz.

A tovabbiakban feltessziik:

(Cp Minden leképezésnek van magva és ko-magva.
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(C;) Minden a objektum részobjektumainak az osztalya és faktorobjektumai-
nak az osztilya halmazok, amelyek az el6z6kben definialt = részben rendezésre
egy L, illetve L, teljes halot alkotnak.

(C,) Minden a€C objektum ideédljai és normalis faktorobjektumai L,-nak,
illetve L.-nak teljes részhaldjat alkotjak.

Bebizonyithato, hogy

Ker Coker Ker a=Ker a és Coker Ker Coker a=Coker a.

Megjegyezziik a (C,) axiomaval kapcsolatban, hogy a (d;, 6,) és (d,, d,) idealok
metszete olyan (k, y) idedl lesz, hogy

k— o d
x I

121
l\\‘
dg—*——a

visszahfizasi diagram. Tovabba a (6, d;) és (d,, d;) normalis faktorobjektumok
metszete olyan (y, k) normalis faktorobjektum lesz, hogy

"l
a
L )

TN

kilokési diagram. A (dy, d;) és (d,, 0,) idedlok (/, ) egyesitése pedig olyan ideal,
hogy egyrészt

a4

diagramra nézve létezik olyan A’:/—¢ monomorfizmus, hogy A’y=4, és a kibdvi-
tett diagramm is kommutativ.

Két normalis faktorobjektum egyesitését dudlisan (tehdt a nyilak megfordi-
tasaval) definialjuk.

Szerzd és WIEGANDT RICHARD [85] igazolta, hogy L dudlisan izomorf L,-val,
és a Ker a«»Coker Ker a leképzés kolcsondsen egyértelmdi.
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Legyen a:a—b egy leképezés. Ha p:a--m epimorfizmus és v:m-—b monomor-
fizmus, tovabba a=u- v, akkor b-nek az (m, v) részobjektuma a-nak képe lesz. Ha
y raadasul normalis epimorfizmus, akkor (m, v) normadlis képe lesz a-nak. Legyen
(k, x) az a részobjektuma és a:a—b epimorfizmus. Ha ya-nak egy képe (m, v),
akkor (m, v) a (k, a) egy képe lesz az o epimorfizmus altal. Dualisan definialhatd
a-nak a ko-képe, narmdlis ko-képe, és (y, k)-nak az o monomorfizmus dltal valo
ko-képe is.

A kép és ko-kép nincs egyértelmiien meghatarozva, de a normalis kép és nor-
malis ko-kép mindig egyértelmﬁen meghatérozottak
mindig normaélis kép, de Coim « altalaban nem lesz normalis ko-kep

Feltessziik, hogy teljesiilnek:

(C;) Minden o leképezéshez 1étezik Im o és Coim o (ezek altaldban nem nor-
malisak).

(C¢) Minden ideadlnak a képe barmely normalis epimorfizmus altal mindig
ideal és minden normalis faktorobjektumnak a ko-képe barmely normaélis mono-
morfizmus altal mindig normalis faktorobjektum.

Az elsé izomorfia- téte]lel beléthaté hogy (C, (Cy), ..., (Ce) axiémak mind

Ha van a-nak normalis képe és ha Ker a=(0, co), akkor » monomorfizmus.
(Ez KUroS eredménye).

Azt mondjuk, hogy egy g objektum az a, (x€A) objektumok direkt szorzata,
ha léteznek olyan =,:g—a, leképezések (ezeket g-nek a,-ra vald projekcidinak
nevezziik) gy, hogy minden A€C objektumra és a B,:h—a, (x€A4) leképezések
barmely rendszerére 1étezik egyetlen kanonikus leképezés y:h—~g ugy, hogy
yn,=f, minden a€A4 indexre. Ekkor ezt igy irjuk:

g = Haa(na)-

a€A

Az f szabad szorzat dualisan definidlhato. Feltessziik, hogy érvényes:

(C;) Objektumok barmely halmazanak létezik a direkt szorzata és a szabad
szorzata.

Legyen az a objektum (k,, y,) idealjainak egy halmaza megadva, és legyenek
B.:a—~a, epimorfizmusok a Ker f,=(k,, x,) magokkal. Legyen a g= ]] a,(n,)

direkt szorzathoz tartozé kononikus leképezés y:a—~g, ahol yn,=p, (ozEA) Ekkor
Ker y= A (k,, 1) érvényes. Feltesszlik annak érvényességét, hogy
x€Ad

(Cs) Minden epimorfizmus normalis.
Az ilyen C kategéridkban bebizonyithaté a két izomorfia tétel (ezek sorsza-
mozasa a szokasos, tehat eltér [86]-tdl).

ELSO 1ZOMORFIA-TETEL. Legyenek (k, x), (dy, 6,) és (dy, 85) az a objektum
idedliai ugy, hogy

(k: X) = (dls 51)n(d2, 52) éS (a’ 8a) = (d19 51)U(d25 62)
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exakt sorozatok, akkor exakt és kommutativ a kovetkezd diagram is (azaz b, és b,
ekvivalensek ) :

0 0 0
ol
0—k—dy—~by—0
Voo
0—>dy—~a—by—0
}
0

MASODIK IZOMORFIA-TETEL. Legyen (k,y) idedl az a objektumban és (m, p)
idedl a b objektumban és legyen

0-k%a%b-~0

exakt sorozat. Legyen (d, 8) az (m, p) teljes inverz képe az a epimorfizmus mellett.
Ekkor léteznek olyan B és y leképezések, hogy

0 0
Vo
O-k—-d-m—-0
Vo u
0~k—-a—-b-+0
v 8
O0-c—>c-0
o
0 0
.exakt és kommutativ diagram.

A C kategéria objektumainak egy R osztilya radikal-osztaly, ha teljesiil a ko-
vetkez6 harom feltétel:

(a) Ha a€R és ha a:a—b normilis epimorfizmus, akkor b€R.

(b) Minden a¢C objektumra, az olyan (k, y) idedlok e egyesitése, amelyekre
k€R, szintén R-hez tartozik, vagyis e€ R. Ekkor e=R-rad a, amelyet R-radikélja-
nak neveziink

(¢) Ha «a:a—b olyan normal epimorfizmus, hogy ker a=R-rad g, akkor
R-rad b=(0, w).

Az R-hez duilis S osztalyt féligegyszerii osztalynak nevezziik. Tehat S féliegegy-
szer{i osztaly, ha teljesiilnek:

(a*) Ha a€S és ha o:b—a normdlis monomorfizmus, akkor b€ S.

(b*) Minden a¢C objektumra az dsszes olyan (4,7) normalis faktorobjektum-
nak az f egyesitése, amelyekre /€ S, az S-hez tartozik, vagyis f€ S. Ekkor f= S-ses a,
amelyet az a S-féligegyszerli képének neveziink.

(c*) Ha «:h—+a normdlis monomorfizmus, ahol Coker a=S-sesa, akkor
S-ses b=(w, 0) S-normalis faktorobjektum olyan (4,/) normalis faktorobjektum,
amelyre /€ S.

Ha R radikalosztily, legyen R* mindazon a€C objektumoknak az osztilya,
amelyek R-radikélja zérus objektum. Hasonldan, ha S félieggyszerii osztaly, legyen
S* mindazon a<C objektumoknak az osztdlya, amelyekre S-ses a zérus objektum.
Vilagos, hogy RN R* és SN .S* egyarant csak a zérus objektumbdl allhat.
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Bizonyitas nélkill kimondhaté a nemtrividlis:

9. TEteL. Tegyiik fel, hogy a C kategéridban bdrmely két normdlis epimorfizmus
szorzata normdlis epimorfizmus. Ha S féligegyszerii osztdly C-ben, akkor S* radikdl-
osztdly.

Meg]egyezzuk hogy E. P ARMENDARIZ—W. G LEAVITT [3] szerint az Osszes
feltételt. Viszont az alternativ gy{irliknek vagy az asszociativ gyiiriiknek a katego-
ridgjaban (g*) mindig teljesiil az R* osztlyra.

10. TETEL. Legyen minden R radikdlosztdlyra R* féligegyszerii osztdly, és legyen
minden S féligegyszerii osztdalyra S* radikdlosztily a C kategdridban. Ekkor R**=R
és S**=8S.

4.8§. A szubdirekt beagyazas dualizalasa kategoriakban
és alkalmazasok alternativ és asszociativ gyiiriikre, csoportokra és modulusokra

Ennek a §-nak az anyaga részletesen megtalalhaté a szerzé és WIEGANDT
RicHARD [85] ko6zos dolgozataban. Feltessziik, hogy a C kategériara teljesiilnek
a (Cy, (Cy), ..., (C;) axiomak, amelyeket az el6z5, 3. §-ban fogalmaztunk meg.

Egy acC objektum a g= ][ a,(n,) direkt szorzatba szubdirekt mddon van

acA
bedgyazva, ha létezik olyan, y:a-g monomorfizmus ugy, hogy az Osszes f,:a—~a,
leképezés, ahol B,=ym,, normalis epimorfizmus.

Dualizalassal adddik, hogy egy a€C objektum az f= > a,(0,) szabad szor-

a€d

zatnak egy transz-szabad képe, ha létezik olyan ¢: f—a epimorfizmus, hogy min-
den B,:a,—~a (x€A) leképezés, ahol B,=g,0, normalis monomorfizmus.

G. BIRKHOFF szubdirckt Osszegekrbl szold ismert tétele kategdria-elméleti
altalanositisinak nem trividlisan bizonyithaté dualisaként igaz:

11. TEtEL. Egy a€C objektum az f= Z a,(0,) szabad szorzatnak akkor és

csak akkor egy transz-szabad képe, ha leteZIk (Aa, 1,) normdlis faktorobjektumoknak
olyan halmaza, hogy mindegyik (2,,1,) ko-magva a B,.a,—~a normdlis monomor-
Sizmusnak (x€A) és A (Ay, I)=(w, 0).

€A

Egy a<C objektum transz-szabad modon irreducibilis, ha az Osszes nemzérus
normalis faktorobjektumanak a metszete egy nemzérus normalis faktorobjektum.

Bizonyitds nélkiil emlitjik az alabbi tételt.

12. TETEL. Legyen az a<C objektum Osszes normdlis faktorobjektumdnak L
teljes hdloja kompaktul generdlt. Ekkor a az f= 2 a,(0,) szabad szorzatnak egy

transz-szabad képe a y epimorfizmus mellett, ugy hogy 0,y=P, és B,:a,—~a normdlis
monomorfizmus minden o€ A indexre. Ebben a felbontdsban egy a, komponens akkor
és csak akkor transz-szabad mddon irreducibilis, ha a ko"uetkezé Sfeltétel teljesiil:

(F) a,-nak minden (m, y)#(a,, &, ) idedljdhoz (amely a-nak nyilvdn egy (m, y;)
részobjektuma, létezik a-nak olyan (d,d) idedlja, hogy (m, x,)=(d, 8)% (a,, B.)-
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Az (F) feltétel mas szoval azt jelenti, hogy az a, objektumnak pontosan egy
(d, §’) valodi maximalis idealja van (itt =06"B, és (d, 6) ideal az a objektumban).
Most interpretilni fogjuk a 12. Tételt. Egy L teljes hald k elemét ko-kompakt-

nak nevezziik, ha k= A /; esetén a B index-halmaznak van olyan véges I" részhal-
ﬂ €B
maza, hogy mar n =k is teljesil. Minthogy L, és L. dualisan izomorfok, L;

akkor és csak akkor kompaktul generalt, ha L, ko-kompaktul generalt, vagyis
L, minden eleme ko-kompakt elemek metszeteként allithato eld.

13. TETEL. Az L hdlé minden eleme akkor és csak akkor ko-kompakt, ha L-ben
teljestil a minimum-feltétel.

14. TETEL. Ha az A gyiirii olyan A, gyliriiknek a diszkrét direkt Osszege, hogy
mindegyik A, jobbegységelemes vagy balegységelemes, és A, kétoldali idedljaira
teljesiil a minimum-feltétel, akkor A kétoldali idedljainak az L teljes hdléja ko-kom-
paktul generdlt.

Az (F) feltétel gyiiriikre pl. az alabbi specialis esetekben teljesiil:
1. Minden elérhetd részgylirii ideal.

2. Minden részgyiiri ideal.

3. Minden ideal idempotens.

15. TETEL. Legyen A tetszoleges 1., 2. vagy 3. tipusu olyan gyftirii, amely bal-
egységelemes gyliritknek és jobbegységelemes gytiritknek a diszkrét direkt Osszege
ugy, hogy ezekben a direkt komponensekben a minimum-feltétel teljesiil a kétoldali
idedlokra. Ekkor léteznek A-ban olyan A, (BEB) idedlok, hogy

(i) mindegyik Ag-nak egyetlen valodi idedlja van, amely A-nak is idedlja;

(i) mindegyik Ay olyan tipusu, mint A;

(ili) A homomorf képe a 3 By szabad Osszegnek, ahol By=Ag és a J By sza-
bad dsszeg az Osszes formdlis 3 n.@, végessok-tagu dsszeg halmaza, ahol n,€Z
raciondlis egész szdm, és ¢, pedig bizonyos By gyiiriikbél vett végessok-tényezls
szorzat.

KIiEGESZITES. A 2. eset fontos alesete: 2.1. Minden részgyiirii direkt dsszeadando.
A 3. eset fontos alesetei:

3.1. A Neumann-reguldris;

3.2. A erdsen reguldris, azaz aca*A minden a€ A elemre;
3.3. A bireguldris, azaz minden féidedl egységelemes;

3.4. A gyengén reguldris, azaz minden jobbidedl idempotens.

MEGIEGYZES. A 15. Tétel igaz akkor is, ha az 1., 2. és 3. tipusok helyett a 2.1.,
1., 3.2, 3.3. és 3.4. gyiirli tipusokat vessziik.

16. TETEL. Legyen a G csoport normdlosztéinak az L hdléja ko-kompaktul
generdlt, és legyen G-ben tranzitiv a ,,normdloszténak lenni” reldacié. Ekkor léteznek
G-nek olyan G, normdlosztéi, hogy teljesiil az alabbi két feltétel:

(1) Mindegyik G,nak egyetlen maximdlis normdlosztéja van;

(il) G homomorf képe a [[*F, szabad szorzatnak, ahol F,=G, (a€A).
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MEGIEGYZES. A 16. TETEL megfelelje kimondhaté volna egy A4 gyiirii felett
vett M A-jobbmodulusra is.

Asszociativ gyliriik egy R radikalosztalya 6roklodd, ha abbol, hogy A€R,
és hogy I idedl A-ban, kovetkezik I€R is.

17. TETEL. Legyen A egy 6roklédé R-radikdlgyiirii, amelynek az L idedlhdléja
ko-kompaktul generdlt. Ekkor A bizonyos R-radikdl I, idedljainak egy transz-szabad
képe. I, akkor és csak akkor lesz transz-szabad mddon irreducibilis, ha az (F) feltétel
teljesiil az 1, idedlra.

Példa adhaté meg arra, hog egy a objektum kétoldali idedljainak L, haldja
nem ko-kompaktul generalt. Legyen ugyanis 4 zérusosztomentes, egységelemes
¢s kommutativ féidealgytiri. Ekkor léteznek irreducibilis elemek A4-ban, amelyek
primelemek, érvényes A-ban a szamelmélet alaptétele, és barmely két elemnek
létezik a legnagyobb ko6z0s osztdja. Ha [ tetszSleges nem zérus idedl A-ban, van
olyan a€ A elem, hogy I=(a). Létezik olyan p(s¢1) primelem A-ban, hogy (a, p)=1.

Minthogy A (p¥)=0c(a), de minden k-ra (p*)E(a), ezért I nem ko-kompakt
k=1

elem az A gyiirii L idealhalojaban. Minthogy [ tetszlegesen volt valasztva, L nem
ko-kompaktul generalt.

5.§. Kritériumok és elegendd feltételek arra, hogy egy fels6 radikal
oroklodo legyen

E §nak az anyaga a szerz0 és WIEGANDT RICHARD [87] k6z0s dolgozataban
talalhaté meg.

Az 0roklodo radikalok mar az el6z6 §ban levé 17. Tételben is el6fordultak.
Ebben a §ban, tobbek kozt, megmutatjuk azt, hogy az 6rokldd6 radikalok igen
gyakran lépnek fel abban az értelemben, hogy minden m végtelen szimossagahoz
megadhatd olyan P és Q 6roklédo radikal, hogy P és Q kézt pontosan 2™ szamossagi
6rokl6d6 R radikal 1étezik, tehat: P= R=(Q. Példat adunk még arra is, hogy a P és
Q 0roklédd radikalok kozt nincs mas 6roklédo radikal. Azt tobben vizsgaltak
(pl. ARMENDARIZ—LEAVITT {4]) korédbban, hogy egy als6 radikal 6rokléds legyen,
ezért célszerli most a fels§ radikal 6rokl6d8ségét vizsgaini.

Legyen F testeknek egy osztalya, amely nem halmaz a Zermelo— Fraenkel-
halmazelmélet szerint. Legyen UF az F altal meghatarozott fels radikal, és legyen
F(m) az F osztalynak egy m-szdmossagu részhalmaza.

18. TETEL. Legyen P(S UF) tetszéleges radikdlosztdaly és Q pedig P F(in)
osztdllyal meghatdrozort ¥ (PU F(m)) alsé radikdl. Ekkor a [P, Q] intervallumban
pontosan 2™ szdmu radikdlosztdly van. [P, Q] minden radikdlosztdilya akkor és csak
akkor orékléds, ha P orokléds.

Bizonyitds. Legyen R€[P, O], tehat R a [P, Q)] intervallumbdl egy radikalosz-
taly. Legyen F(n) az F(m) halmazbdl mindazon testeknek a halmaza, amelyek
R-beli bizonyos gyiiriiknek az idealjai. (Itt n jelenti F(n) szamossagat). Ezért
B¢ F(n) esetén B direkt 6sszeadandoja egy R-beli gyiirliknek, és igy PUF(M)ER
miatt £(PUF(n)SR.))
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Ha A€R, de A¢P, akkor A,=A/P(4)>#0 és R(4,)=4,. Minthogy
Q=2(PUF(m)), ezért Q= U N, ahol N;=PJF(m) és N, mindazon gyfiriik
k_

=1

halmaza, amelyeknek minden nemzérus homomorf képében van nemzérus idedl
Npbél, ahol /<k. Ezért Q(4,)=A4,, és van SULINSKI—ANDERSON—DIVINSKY [35]
1. Lemmadja szerint A;-nek olyan nemzérus elérheté A, részgyliriije, amely N,=
=PUF(m) eleme. Ha A4,€P, akkor P(A4,_,) idedl A,_o-ben, és 0= A,SP(A4,_ 9.
Ezért az A,_s, ..., Ay, A; elérhetd részgyiirliknek nemzérus P-radikaljaik vannak,
ami lehetetlen. Ezért A4,-nek egy A, nemzérus elérhetd részgyiirlije F(m) eleme.
Ezért A4, test. Legyen A az A, altal 4,-ben generalt ideal. Ekkor 4,=A3C(4,)*C 4,
miatt A4,€F(n), tehat RS ZL((PU F(n)) kovetkezik. Minthogy pedig F(m)-ben pon-
tosan 2™ szamu olyan F(n) részhalmaz van, amelyekre n=m, ezért a 18. Tétel
elsd felét bebizonyitottuk. A mdsik fele ARMENDARIZ—LEAVITT [4] 3. Lemmajabol
adddik, amely szerint, ha N 6rokl6ds, akkor Z(N) is 6roklGds.

19. TETEL. Legyen PSUF, és legyen F-nek a ¥ részoszidlya nem halmaz
(jelolések megegyeznek a 18. Tételével), legyen tovdbbd Q=%(PU¥%). Ekkor a
[P, Q] intervallumba esé radikdlok osztdlyt, de nem halmazt alkotnak. Ha P Orok-
16d6, akkor [P, Ql-ba esé minden radikadl oréklodé.

Bizonyitds. A bizonyitas modszere ugyanaz, mint a 18. Tételé.

20. TETEL. Minden R radikdlhoz tartozik egyetlen maximdlis 6roklédé H szub-
radikdl.

Bizonyitds. Legyenuﬁ mindazon o6rokl3dé radikalosztilyok egyesitése, ame-
lyekre O=R. Ekkor O szintén 6rokléds, és H=2(0)=R kivint szubradikal,
amely 6r6kl6ds.

21. TETEL. A 20. tétel jeloléseit megtartva H mindazon A gyiiritkbdl dll, amelyek-
nek egyik nemzérus elérhet részgyliriije sem képezheté le homomorf mddon az SR
Sféligegyszerii osztdly egy nemzérus gyiiriijére.

Bizonyitds. Vilagos, hogy R éppen az USR felsé radikal. Legyen C mindazon
gyliriik osztalya, amelyeknek egyik nemzérus elérhetd részgytiriijik sem képezhetd
le homomorf médon az SR osztaly egy nemzérus gyir(ijére. Igazolni fogjuk, hogy
C=H. Minthogy C 6r6kl6dd, és homomorf zart, ezért £C is 6roklédo, és:

C S %C< R=USR

Masfell, ha A€ HS R, akkor SRS SH, és minthogy H 6rokl6do, A minden
elérhetd részgylirlije H eleme, €s igy homomorf médon nem képezhetd le SR egy
nemzérus gyiirlijére. Ezért A€C, tehat HEC. Igy HEZC, tehat H=2C.

Példa. Megmutatjuk, hogy az is lehet, hogy P és Q 6roklodé radikalok, de
a [P, Q] intervallum minden mas radikalja nem 6rokl6dé. Legyen P={(0)} és Q
a Z(p) primszamrendii zérdgyiiriivel meghatarozott alsé radikal. Legyen (H 3 P)
0r6kl6do6 radikal a [P, Q] intervallumbdl. Ekkor minden A€ H gylirlire A€, tehat
van A-nak egy Z(p)-vel izomorf elérhetd részgyliriije. Minthogy H 06rokl6ds,
Z(p)EH, és igy Q=2(Z(p))S H. Masfeldl a Z(p>) kvaziciklikus additiv csoporta
zérogylirlivel meghatirozott £(Z(p™)) alsé radikalosztaly pontosan azon zéré-
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gyliriikbo6l all, amelyeknek az additiv csoportja C(p™) csoportok diszkrét direkt
osszege. Minthogy Z(Z(p=))=Q, ezért L(Z(p>)) nem 6roki6ds, bar £ (Z(p™))
benne van a [P, Q] intervallumban.

Minden R€[P, O] radikalhoz legyen R a [P, O] intervallumba esd, R-et tar-
talmazé 6roklédé radikalok metszete. Ez az R radikal [P, Q)-ban R 6rokl6dé

lezartja lesz. Nyilvan R, UR,=R,;UR, tehat R—~R topologikus lezaras.
22. TETEL. Ha az R radikdl nem orokléds, léteznek olyan PSR és Q 2 R orok-

16dé radikdlok, hogy sem [P, R) sem [R, Q] nem tartalmaz 6roklédé radikdlt, csak P-t
és Q-t.

Bizonyitds. Legyen P=H és Q=R, ekkor nyilvan teljesiilnek a tétel allitasai.

23. TETEL. Legyen M tetszbleges oroklédé gyiirii-osztdaly. Az UM felsd radikadl
akkor és csak akkor oroklédo, ha UM pontosan azokbol a gyiiriikbél dll, amelyeknek
egyik nemzérus elérhetd részgytiriijének sincs nemzérus homomorf képe az M gyiirii-
osztdlyban.

Bizonyitas. UM a 21. Tétel szerint akkor és csak akkor 6roklédd, ha UM
tartalmazza mindazokat a gy(riiket, amelyeknek egyik nemzérus elérhetd rész-
gyiiriijének sincs nemzérus homomorf képe az M= SUM féligegyszeril gylirliosztaly-
ban. Ezért, ha A€ UM, akkor M S M miatt M-ben sincs nemzérus homomorf képe
A nemzérus elérhetd részgylirtijének. Ha pedig 4¢ UM, akkor van olyan B0
elérheté részgylirti, amelynek egy nemzérus S homomorf képe M-ben fekszik, és
S homomortf leképezheté M egy nemzérus gyiirljére is.

A tovabbiakban elegend6 feltételeket adunk meg arra, hogy az UM felsé radi-
kal 6rokl6dé legyen. Feltessziik, hogy M 6roklddd osztaly, €s még a tovabbi fel-
tételeket szabhatjuk ki M-re:

(i) M homomorf zart.

(i) Ha I ide4l A-ban, és L olyan ideal I-ben, hogy I/LcM, akkor L ideél
A-ban.

(iii) Ha K idedl A-ban, és K€M, akkor Ilétezik olyan N valddi idedl A-ban,
hogy K+N=A.

(iv) Jelolje I, az I ideal kétoldali A-beli annihilatorat. Ha /€ M, akkor A/I[,€M.

(v) Ha I és L az A gylirii idealjai és I2 L, tovabba I/Le M, akkor (L: )N J= L.

Megjegyezziik, hogy egységelemes egyszerii gylirik barmely osztalya homo-
morf zart, és eleget tesz az (i), (ii), ..., (v) feltételeknek. Masfeldl az &sszes (Jacobson-
féle) primitiv gylirli M osztalyadval meghatarozott felsé radikal éppen a J Jacobson-
radikal, amely nyilvin 6r6ki6dé radikél, bar ez az M osztaly nem homomorfan
zart., Létezik ui. olyan primitiv gyiiri, amelynek minden valédi homomorf képe
nilpotens, tehat ¢ homomorf képek Jacobson-radikalgyiiriik.

24. TETEL. Legyen M homomorfan zdrt és oréklédi olyan gyiirtiosztdly, amelyre
teljesiil (1), (i) és (iil). Ekkor az UM felsé radikdl 6roklédé.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A€¢UM és A egy I ideédljara I1¢ UM. Ekkor van
Inek olyan L idedlja, hogy 0<I/LeM, és (ii) alapjan L ideal A-ban is. Ezért I/L
az AJ/L gyliri M-idealja, ezért (iii) alapjan van olyan N/L ideal A/L-ben, hogy
N/L#A[L, és

AJL = I/L+NJ/L.
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Ekkor LSINN és A=I+N, tovabba az elsé izomorfiatétel szerint A/N=I/INN,
és igy A/N homomorf képe, LSINN miatt, I/L(€ M)-vek, ezért M homomorf
zartsiga miatt A/NeM, ami A€ UM miatt lehetetlen. Ezért UM tényleg 6roki6do
radikal.

25. TETEL. Ha M homomorfan zdrt és oOroklédé olyan gyidiridosztdly, amelyre
teljesiil (ii) és (iv), akkor az UM felsé radikdl 6roklGds.

Bizonyitds. Legyen A€UM és I az A gyiir(i olyan idedlja, hogy I¢ UM. Ekkor
UM(I) idealja A-nak is, tovabba O0=I'=I/UM(I)¢ SUM=M. Minthogy I’-nek
barmely nemzérus idealja homomorfan leképezhet6 M egy nemzérus gyiiriijére, van
I’-nek olyan L’ ideélja, hogy I’/L’€ M. A masodik izomorfia-tétel szerint van olyan
L ideal I-ben, hogy I/L=I'/L'€ M, és az (ii) feltétel miatt L idedl A-ban. Legyen
A”=A[L és I"=1I/L, tovibba I kétoldali annihilitora [”-nek A”-ben. Ekkor az
(iv) feltétel alapjan 0= A/(f, == (A/L)/I,/LYy=A"[I5 € M, ellentétben azzal, hogy A€ UM.
Ezért UM tényleg 6roklods radikal.

26. TETEL. Legyen M olyan homomorfan zdrt és 6rokléds gyiiriiosztdly, amelyre
a (ii), (iv) és (v) feltételek teljesiilnek. Ekkor az M =SUM féligegyszerii osztdlybdl
minden gyiirii M-bdl vett gyiiriiknek lesz egy szubdirekt dsszege.

Bizonyitds. Ha A€M, van olyan I ideal A-ban, hogy 0 4/I¢ M. Legyen {I,}
mindazon idedloknak a halmaza, amelyekre 0=A/I,é M. Legyen K=NI,. Elég
megmutatni azt, hogy K=0. Minthogy M is 6r6kldds osztaly, 4¢M miatt KcM.
Ezért van K-nak olyan L idealja, hogy K/Lc M, és (ii) alapjan L ideal A-ban is.
Nyilvanvals, hogy K/L-nak A/L-beli kétoldali annihilatora (L: K)/L. Ezért a (iv)
feltétel alapjan

A/(L:K) 2= (4/L)/(L: K)/LE M,

tehat L: K€ {l,}. Ezért KS(L:K), és (v) alapjan
KS(L:K)NK=LZK,

ami ellentmond K megvalasztasanak. Ezért a 26. Tételt indirekt bebizonyitottuk.

Példa. Legyen R az Osszes Neumann-regularis gylird osztalya. R nyilvan 6rok-
16d6 radikalosztily, és R=USR, pedig az SR osztalyra (ii), (iii} és (iv) egyike sem
teljesiil. Legyen ugyanis 4= {a,, a,}, ahol 2a;=0, és a szorzasi tabla

a, |Gz

Gy |Gy |Gy

a,ja,| 0

Vildgos, hogy 4,={a,} nilpotens minimalis ideal, ezért 4, € SR, de (ii) nem teljesiil.
Minthogy nincs olyan N valédi ideal, hogy N+ A4,=A, ezért (iii) sem teljesiil. To-
vibbi A, annihilditora maga A4,, és minthogy A4/A4,={a,} test, ezért A/A,€R és
AJ/A5¢ SR. Tehat (iv) sem teljesil.
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6.§. Wiegandt Richard egy problémajianak a megoldisa
homomorfan zirt nemtrividlis féligegyszerii gyiirfiosztaly 1étezésérol

Ennek a §-nak az anyag megtalalhatd a szerzd [55], [56] és [73] dolgozataiban.

Az 0roklédé radikaloknak kategéria-elméletileg dualisai azok a féligegyszerii
gyliriiosztalyok, amelyek homomorfan zartak. Az ilyen féligegyszerii gytirlik szub-
direkt irreducubilis féligegyszeril gylirliknek lesznek szubdirekt Gsszegei. Ilyen félig-
egyszerd S gyiirfosztalyra van két trivialis példa:

1. S az §sszes gyliriit tartalmazza;

2. S csak a {0} gy(iriit tartalmazza.

WIEGANDT RICHARD kérdezte, hogy létezik-e nemtrivialis, homomorfan zart
féligegyszerli S osztaly. Megmutatjuk, hogy létezik ilyen nemtrividlis osztaly. Meg-
adjuk tovabba ennek az osztalynak hat ekvivalens feltétellel valé jellemzését, és
azt is igazoljuk, hogy az I-US(I) megfeleltetés asszociativ és alternativ gy(iriik
esetében a kétoldali idealok haldjanak egyesités-endomorfizmusa.

Egy R-féligegyszerd gyiirii er@sen féligegyszerii, ha a gyliri minden homomorf
képe R-féligegyszerd. E fogalom V. A. ANDRUNAKIEVIC [2] és A. SULINSKI [34]
dolgozataiban mas vonatkozasban szerepelt.

27. TETEL. Minden n=2 természetes szdmhoz létezik olyan R, radikdl, amelyik
specidlis (v.0. DiviNskyY [9], VII fejezet), és minden R,-féligegyszerii gyfirii erdsen
féligegyszerii és kommutativ.

Bizonyitds. Rogzitett n=2 természetes szamra legyen K, mindazon 4, testek-
nek az osztalya, amelyekre a"=a teljesiil minden ac A, esetén. Legyen tovabba
L, mindazon B, gyiirliknek az osztalya, amelyekre b"=5) teljesiil minden b€B,
esetén. N. JAcoBsoN ([19] Theorem 10.1.1) szerint minden B, kommutativ, é&s mint-
hogy minden B, Jacobson-féligegyszerii, ezért B, a K,-b8l vett bizonyos testeknek
lesz egy szubdirekt 6sszege. Forditva, K,-bsl vett bizonyos testeknek barmely szub-
direkt Osszege L,-hez tartozik, mert az a"=a feltétel 6roklédik részgyliriikre, homo-
morf képre és komplett direkt Osszegre is.

Ahhoz, hogy megmutassuk azt, hogy UK, specialis radikal, igazolni kell (v6.
Divinsky [9], VIL fejezet), hogy

1. K,-bol minden gyfirii primgylirii;

2. K,-beli gylirli minden nemzérus idealja is K,-beli;

3. Ha [, jelenti az I idedl A-beli kétoldali annihilatorat, és ha 7€ K,, akkor
AJLEK,.

A K, osztdlyra 1. és 2. trivialisan teljesiilnek, mert minden test egyszeri és
primgylirli. Legyen 7 idedl A-ban, I€K,, i€l és acA. Ekkor

(ai)' = ai ¢és (ia)* = ia,

tovabba I kommutativitasa miatt k szerinti teljes indukcidval belathaté (ai)*=d*i*
és (ia)*=i*a*. Ezért i"=i miatt nyilvanvaléan:

(a@"—a)i =i(a"—a) =0,
tehat a"—ac€l, minden a€ 4 elemre. Ennélfogva

AL eL,.
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Minthogy azonban I€K,, I egységelemes idedl A-ban, tehat A=I@ 1, és I,=1,,
tehat A/I,=I¢K,. Ezért UK, specidlis radikal, tehat UK, 6roklodo. Belathato,
hogy L,=SUK,, és L, nyilvan homomorfan zart.

MEGIEGYZES. P. N. STEWART [33] megoldotta azt a problémat, hogy létezik
nemtrividlis olyan féligegyszerli gyiiriiosztily, amely ugyanakkor radikalosztaly is
egy masik radikalra nézve. P. N. STEWART nemcsak adott egy ilyen megoldast, hanem
mddszeresen meg is hatirozta az 6sszes ilyen megoldéast. Erdekes viszont, hogy
P. N. STEWART megoldasai egybeesnek éppen a 27. Tétel bizonyitasdban szerepld
L, osztalyokkal.

28. TETEL. Egy A gyliriire ekvivalens az aldbbi hat feltétel:

1. A minden S részgyiiriije idempotens;

2. A minden S részgyliriijének minden homoniorf képe balannihildtormentes;

3. A minden S részgylirifje Neumann-reguldris;

4. A minden S részgyiirilje erdsen reguldris;

5. A-nak az A* additiv csoportja torzié-csoport, és minden elem rendje négyzet-
mentes szdm. Tovdabba minden ac A elemmel generdlt részgyiirii véges, és {a} véges
testek direkt dsszege A kommutativ.

6. Minden ac A elemhez létezik olyan n=n(a)=2 kitevd, hogy

a=a.
Bizonyitds. 6.-bol kovetkezik 5. Ugyanis
2"qa = 2"q" = (2a)" = 2a

miatt (2"—2)a=0. Tovabba 6. miatt minden részgyiiri idempotens, tehit ha
A= ®A,, akkor A3=4, és
14

P°A, = p* A% = (pA,)? = pA,

miatt pA; oszthaté. Ha pA} =0, akkor pA; > C(p~), amibdl p®4%=pA,=0
adddik. Ezért p4,=0, és igy minden elem rendje négyzetmentes szam. Tovabba
a"=a miatt {a} véges féligegyszerii gylirli, tehat alkalmazva N. Jacosson ([19],
Theorem 10.1.1) eredményét, 5. adddik.

5.-bdl 4. kovetkezik. Legyen ugyanis

{a} = F1$F2® e @Fn,

ahol F; véges test. Legyen a=f;+f,+...+f,, ahol fic F;. Ha f;=0, legyen g;=0.
Ha pedig f; =0, legyen g; az f; inverz eleme F;-ben. Ekkor

a=(fit+...+fig1+ .- +/u8) =
= a*(g+ 8+ ... +8)€a* {a}.

4. trividlisan adddik 3.-bdl.

2. is kovetkezik 3.-bdl, mert Neumann-regularis gyiiri minden homomorf
képe is ilyen, és balannihilatormentes.

2.-bdl kovetkezik 1., mert S/S? balannihilitormentes, tehat S& S2 De S2C S,
és igy S?=S.
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1.-b8l kovetkezik 6. Minthogy {a}*={a}, van olyan a,€{a}, hogy a=aa,.
Ekkor a=a-d?, és legyen ai=a-a,, ahol a,€{a}. Ekkor a=a*-a,, tehat A nil-
potens elem nélkiili gylir. Minthogy (a2—q,)?=0, ezért a;=a}=0 idempotens
elem. Miként elobb lattuk, 4A* minden elemének a rendje négyzetmentes szam, €s
a€{a}® miatt A, algebrai algebra a K, véges primtest felett. Minthogy {a} féligegyszeri,
és véges, {a} véges sok véges test direkt Osszege, és igy van olyan s, hogy a"=a.

Ismeretes, hogy ha 7 ideal az 4 gylirliben, és ha R tetszdleges radikal, akkor
R(I) ideal A-ban is. Most ezt a

@ I+ R(I)

leképezést fogjuk vizsgaini.

29. TETEL. (1) A @ leképzés monoton, vagyis 1,S1, esetén ¢(1,)S @ (1y).
(2) Ha az SR féligegyszerii osztdly homomorfan zdrt, akkor bdrmely asszociativ
vagy alternativ gyliriiben bdrmely két idedlra:

o(h+1) = o)+ el)
teljesiil, vagyis ¢: I—-R(I) az idedlhdlénak egyesités-endomorfizmusa.

Bizonyitds. (1) Legyen I, SI,. Nyilvin ¢(;)E1,. Tovabba az elsd izomorfia-
tétel alapjan

(%) o)+ o)Ly = o)/e(I) Ne(ly).

Itt (%) baloldalan az R-féligegyszerii 1,/¢(l,) gylriinek egy idealja szerepel, amely
tehat R-féligegyszerdi. Viszont (%) jobboldalin a ¢ (I,) R-radikalgyiirlinek egy homo-
morf képe all, ez viszont szintén R-radikalgytirli. Ezért (%) mindkét oldala O, tehat

o) = e)Nely) & o(1y),

amivel a tétel (1) részét igazoltuk.

(2) igazolasara megjegyezziik, hogy R-féligegyszerii gylirtinek R-féligegyszerii
gyliriivel vett barmely Everett-b6vitése mindig R-féligegyszeri. Ez az elsd izomorfia-
téteilel lathato be.

Csak mostantol fogva fogjuk kihasznalni, hogy az SR gylirliosztaly homo-
morfan zart.

Minthogy 1,2 ¢ (1,) és A idealhaldja modularis, ezért

LN (¢(11) + 4’(12)) = o(l)+ (12 N ‘P(Il))-

Tehat I,/(L,N(e (1) + ¢ (I,))) homomorf képe az R-féligegyszerli L/ (L) gyfirii-
nek, ezért L/(LN(e(I)+¢ (1)) is R-féligegyszeri. Ezért az elsd izomorfia-tétel
alapjan

((P (1) +I2)/((P(11) + 90(12)) = ]2(12 N ((P )+ ‘P(Iz)))

is R-féligegyszeri.
Masfeldl I, 2 ¢ (1), és az idealhalé modularitasa miatt

Ln (‘P(Il) +12) = o)+, ND).

Tehat 1,/(I,N(¢ (1) +1,)) homomorf képe az R-féligegyszerii I/ (I,) gyliriinek,
ezért L/(ILN(p(I)+1,)) is R-féligegyszerli. Az elsé izomorfia-tétel alapjan:

4 +Iz)/(§0(11) +Iz) = L/(L N (eWh) +12))
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is R-féligegyszerii. Az Everett-bovitésekrol szolé megjegyzés alapjan (I, + L)/(o (I +
+¢(I)) is R-féligegyszerii. Ezért az elsd izomorfia-tétel alapjan

(* %) o(h+1) & o(h)+o(l).
Minthogy pedig ,S1,+1, és a tétel (1) része alapjan o (L)S (I, +1,), ahol k=1

vagy 2, nyilvan
L)+ o) & o, +1).
Ennek (% *)-gal valé Osszehasonlitasaval pedig

(i + 1) = o)+ o(l).

Tehat ¢:I—-R(I) az idealhdlonak tényleg egyesités-endomorfizmusa, amivel a
(2) részt is igazoltuk.

Példa. Megmutatjuk, hogy 7—R(/) nem minden R radikilra lesz egyesités-
endomorfizmus. Legyen R az Osszes idempotens gytliriibol allé radikalosztaly.
Ekkor a racionalis egészek Z gyiiriijére Z€ R. Legyen p és g két olyan primszam,
hogy (p, q)=1. Ekkor (p)+(q)=Z, tovabba (p) és (q) R-féligegyszerli gyirik.
Tehat

Z = R(Z) = R(P)+@) # R((P)) + R((¢)) = 0+0 = 0.

Nyilvan SR nem homomorfan zart gy(rtiosztaly.

7.§. Steinfeld Otté egy eredményének analogonja
részmodulusok gyiiriibeli altalanos radikaljaval és modulushanyadokkal
kapcsolatban

Ennek a §-nak az anyaga a szerz6 [83] dolgozataban talalhato meg.
Miként jol ismert, A. KERTESZ [23], konyve 141. oldalan az 5.28. Feladatban,
egy M A-jobbmodulus radikaljat igy definialja:

(M) = [x; x€ 4, Mx S ®(M)],

ahol @ (M) jelenti az M Frattini-féle részmodulusat. Tehat @ (M) az M Gsszes maxi-
malis részmodulusanak a metszete, és M= @& (M), ha nincs maximalis részmodulus
M-ben. I(M) ideal az A operatorgyiiriiben, és I(M)=2J(A), ahol J(A) az A Jacobson-
radikalja.

Masfelsl STEINFELD [30] bebizonyitotta, hogy ha I idedl az A4 gyiirliben és P
primideal az I gylirliben, akkor a

(%) P:1=[x;x€A, Ix+xI< P]

ideal-hanyados primideal lesz 4-ban. STEINFELD [31] vizsgalta halészeriien rendezett
félcsoportban az x—x:y leképezés néhany tulajdonsagat. Szerz6 [84] pedig arra
adott elegend6 feltételt, hogy haldszeriien rendezett jobbreziduumos grupoidban
(xy: y1) €s (x3: y,) egyesitése szintén (x3: y;) alakl legyen. (A kapott grupoid kap-
csolatban van foidealgyiriikkel és fénormaloszté-csoportokkal.)

Ebben a §-ban a modulus gyiiriibeli Kertész-féle radikaljat két 1épcsGben alta-
lanosithatjuk gy, hogy kozben altalanositjuk Ion D. IoN [18] bizonyos eredmé-
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nyeit is, és megadjuk STEINFELD [30] gyiiriieiméleti eredményének egy moduluselmé-
leti analogonjat.
Egy M A-jobbmodulus L, és L, A-részmodulusaira legyen

L,:L,=1[a;acA, L,a< L]

Ezt az L,: L, szimbdlumot modulushanyadosnak nevezziik. L,: L, ideal A-ban.
Legyen most R egy Amitsur—Kuros-féle altalanos gyiiriiradikal, és N egy A-rész-
modulus az M A-jobbmodulusban. Az

R(N)/(N: M) = R(A/(N: M))

egyenlGséggel definidlt (maximalis) R(N) részhalmaz N radikilja lesz az A gyiirii-
ben. R(N) ideal A-ban, és nyilvin R(N)2(N:M)*. Ha (N:M)=R(A4), akkor
R(N)=R(A). Ha pedig R=J, a Jacobson-radikal, és ha N=¢&(M), akkor J(N)2
2J(4) (v6. KerTEsz A. [23] 5.28. Feladattal).

DerNic16. Ha R gyliriknek egy Amitsur—Kuros radikalja, és N A-részmodulus
az M A-jobbmudulusban, és ha 4 minden I idealjara és minden méeM elemre

mI S N

esetén me N vagy pedig IS R(N) teljesiil, akkor az N részmodulust R-primérnek
nevezziik M-ben.

30. TETEL. N akkor és csak akkor R-primér M-ben, ha minden K A-részmodulusra,
és minden a€ A elemre KaS N esetén KS N vagy pedig ac R(N) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen k€K és k¢ N, tovabba (a) az a altal 4-ban generilt fGideal.
Minthogy
k(da) = (kA)aS Ka S N

miatt k(@) S N, ezért F=(a) esetén (a) S R(N), tehit ac R(N).
Forditva, legyen mec M, I=(a) és K=mAE N. Minthogy

K[ =mAIS mI S N
miatt KaCS N, adédik a< R(N), tehat IS R(N).

31. TEtEL. Legyen R(A/J) nilpotens A minden J idedljdra. Ha N egy R-primér
részmodulus M-ben, akkor R(N)=P primidedl az A gyfiriiben.

Bizonyitds. Legyenek I, és I, olyan ideilok, hogy L LS P és I, E£P. Ekkor
van olyan e kitevs, hogy

MWL) SN é M L)>"tE N
Legyenek Ky=M(L1)*", k, €K, és k¢ N. Ekkor
kL)L, & KhiI, & N
€s I, £ P miatt ky I, EN. Legyen k, tetszdleges elem K, =k, I;-ben, Ggy, hogy k¢ N.
Ekkor k;L,EN és k¢ N miatt [,© R(N)=P, és éppen ezt akartuk bizonyitani.

3 R(N) felhasznilhaté a Jacobson-radikal egy modulus-elméleti jellemzésére is, F. Sz4sz,
Rings with radical maximal submodules, Monatshefte, f. Math. (sajtd alatt).
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32. TEreL. Legyen R a Baer—Koethe felsé nilradikdl és A jobbnoether-féle
vagy jobbartin-féle gyiirii. Ha N egy R-primér-részmodulus M-ban, akkor R(N)=P
primidedl A-ban.

Bizonyitds. Minthogy R(A/I) mindkét esetben nilpotens, elég a 31. Tételt alkal-
mazni.

DEeriNic16. Ha R(N)=P primideal 4-ban, akkor N-et P-primér részmodulusnak
nevezziik.

33. TETeL. Legyen R(A/I) nilpotens minden I idedlra. P akkor és csak akkor
primidedl A-ban és N akkor és csak P-primér M-ben, ha az aldbbi hdrom feltétel
teljesiil:

1. A minden I idedljdgra és minden me M elemre mI< N esetén me N vagy ISP
érvényes;

2. Fenndll az N: M< P tartalmazds;

3. Minden (x)S P féidedlhoz van olyan e kitevd, hogy M(x)*S N érvényes.

Bizonyitds. Ha N egy P-primér részmodulus, akkor 1. és 2. az el6z6 definicio-
bdl, 3. pedig abbdl kdvetkezik, hogy R(A/I) minden [ idealra nilpotens. — Forditva,
tegyiik fel, hogy 1., 2. és 3. teljestilnek. Megmutatjuk, hogy P=R(N) és P primideal
A-ban.

Legyen x<K tetszOleges elem. Ekkor 3. alapjan M (x)°S N alkalmas e kitevGvel.
Ha P, tetszlleges olyan primideal, hogy N: MSP,, akkor A P,=R(N), és van -

olyan e, kitevd, hogy (x)%=SP,. Ezért xcR(N), tehat PSR(N). Megmutatjuk,
hogy R(N)ZP is teljesil. Legyen ugyanis y€ R(N) tetszbleges elem. Ekkor van
olyan e kitev6, hogy teljesiil:

M) SN é& Myyr*EAN
Ha itt minden y elemre e=1, akkor (y)SEN: M, ahonnan 2. alapjan (y)< P, tehat
R(N)SP. Ha viszont van olyan y€ R(N), hogy e=2, akkor legyen K=M(y)*~?,
k€K és k¢ N. Minthogy
k(y) € M(y)* & N,
ezért 1. alapjan (y)E P, tehat y€ P és igy R(N)EP.

34. TETEL. Legyen R a Baer—Koethe-féle felsd nilradikdl és A jobbnoether-féle
vagy jobbartin-féle gyiirii. Ekkor a 33. Tétel 1., 2. és 3. feltétele sziikséges és elégséges
ahhoz, hogy P primidedl legyen A-ban és N P primér legyen M-ben.

Bizonyitds. R(A/I) nilpotens, és elég a 33. Tételt alkalmazni.

MEGIEGYZES. A racionalis egészek Z gylirlije Noether-féle, de nem Artin-féle.
Z(p=) viszont Artin-féle, de nem Noether-féle gylirii.

35. TETEL. Legyen R(A/I) nilpotens A minden I idedlidra, és legyen P rogzitett,
tetszbleges primidedl A-ban és N, (f=1,2, ..., k) véges sok P-primér részmodulus
k
az M A-jobbmodulusban. Ekkor N= (| N; szintén P-primér M-ben.
ji=1
Bizonyitds, bar nem egészen trividlis, elvégezheté a 33. Tétel alkalmazisaval,
ugyanis igazolni kell, hogy az 1., 2. és 3. feltételek teljesiilnek N-re.
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36. TETEL. Legyen R(A/J) nilpotens A minden I idedljdra, P primidedl A-ban,
N egy P-primér részmodulus M-ben és K olyan idedl A-ban, hogy K& P=R(N). Ha

N* = [m; mé M, mKS N],
akkor N* A-részmodulus M-ben és N* K-primér M-ben.

Bizonyitds. Nyilvan NS N*. Legyen x€(N*: M) tetszbleges elem. Ekkor
MxEN* és MxKSN. Minthogy KE P, ezért MxEN, tehat xe N: M és igy

(N*:M)S(N:M)S P

miatt a 2. feltétel teljesiil N*-ra. Legyen B olyan ideal A-ban és m<M olyan
elem, hogy
mB = N* de m¢ N*.

Ekkor mBKS N miatt mBKS N*, és minthogy K¢ P, ezért 1. alapjan BE P. Tehat
az 1. feltétel N*-ra is teljesiil. Végiil 3. alapjan minden (x) & P f6idedlhoz van olyan
e kitevs, hogy M(x)°C N, és NCN* miatt nyilvin M(x)*SN*, tehat 3. teljesiil
N*-ra is. Ennélfogva N* tényleg P-primér A-részmodulus M-ben.

MEGIJEGYZES. A 36. Tétel STEINFELD [30] eredményének egy moduluselméleti
analogonja.

II. FEJEZET
GYURUK GYENGEN SZUBIDEMPOTENS RADIKALJAIROL

8.§. Egy Kertész-probléma redukciojaval kapcsolatban
kritériumok arra, hogy a Divinsky-radikalgyiiriik osztalyanak
egy részosztalyaba eso gyiiriik egységelemesek legyenek

Ennek a §-nak az anyaga a szerzé [46] és [50] dolgozatdban szerepel.

Legyen D mindazon A gylirlik osztilya, amelyekben a<ad teljesil minden
ac A elemre. D-beli gylirliket DIvINSKY elGtt tOobben vizsgiltak (pl. JOHN VON
NEUMANN vagy REINHOLD BAER), és N. DiviNsky [8] megmutatta, hogy D radikal-
osztaly, és vizsgilta e radikal tobb tulajdonsagat.

Masfelsl KerTESZ ANDOR [23] konyve igazolja, hogy A akkor és csak akkor
egységelemes gy(irli, ha minden M A-jobbmodulusra M=M,H MA érvényes, ahol
M, az M-nek maximalis olyan N részmodulusa, amelyre N4 =0 teljesiil. Az ilyen
N részmodulusokat trividlisnak nevezziik. Ezzel kapcsolatban veti fel KERTESZ
ANDOR [23] 1. Problémdja a kovetkez kérdést:

Egységelemes-e minden olyan A gyliirii, amelyre minden M A-jobbmodulusban
az M, maximalis trividlis részmodulus direkt Gsszeadando?

Az ilyen tulajdonsagd gyliriiket, kovetve szerzd [46] dolgozatat (ahol E,-,
E,-, E,-, E;-, E,- és E;-gyliriik is szerepelnek) roéviden E,-gyiriknek fogjuk nevezni.
(A Divinsky-radikalgy(iriik éppen az E;-gyliriik lesznek.)
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Szerz6 [46] dolgozata 2.3.2. Tételének bizonyitasi moddszerével igazolhato:

37. TETEL. Minden E,-gyiirii Divinsky-radik dlgyiirii, vagyis minden A E,-gyiiriiben
acaA teljesill minden a€ A elemre, tehdt nemzérus Ey-gyiirii nem lehet Jacobson radi-
kalgyiirii.

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy van olyan a€ 4, hogy a4 a4. Legyen R az A maxi-
malis olyan jobbidealja, amelyre a¢ R és R2aA. llyen R a Zorn-lemma alapjin
létezik. Ekkor az A/R A-jobbmodulus szubdirekt irreducibilis, és legyen M/R
a szive A/R-nek. Nyilvan (a),+ R=M, és MAZ R. Tehat M/R benne van A4/R-nek
az A,/R maximalis trivialis jobbidedljaban. Minthogy A4 egy E,-gyiirii, ezért A,/R
direkt Osszeadanddja az A/R A-jobbmodulusnak, minthogy pedig A/R szubdirekt
irreducibilis, ezért A,/R=A/R, tehat A,=A. Ezért A2C R. Ha majd igazoltuk azt
(lasd 38. Tételt), hogy minden E,-gyiirii balannihilatormentes, és hogy minden E,-
gyliriinek minden homomorf képe is E,-gyliri, akkor 4%2=4, és igy az ASRG A
ellentmondas adddik, ugyanis A4/A4% balannihilatort iartalmazé E,-gyiirii volna
A%+ A4 esetén.

Tovabba, ha a=ab €és b+c—bc=0, akkor a=a—a(b+c—bc)=a—ab—
—(a—ab)c=0.

38. TETEL. (1) Bdrmely A E,-gyiirinek bdrmely A homomorf képe szintén
E,-gyiirit és (2) barmelv A E,-gyiirii balannihildtormentes.

Bizonyitds. (1) Legyen M’ egy A’-jobbmodulus, és (M "), az M’ maximalis trivialis
részmodulusa. Az ma=ma’ eldirassal M’ egy A-jobbmodulus is lesz, ahol ap=a’
és ¢: A—~A" az A egy homomorfizmusa A’-re. Ekkor M,=(M’), lesz az igy kapott
M=M’ A-jobbmodulus maximalis trivialis részmodulusa, és minthogy M, direkt
Osszeadando M-ben, (M), is direkt Osszeadandé M’-ben, tehat 4’ egy E,-gyirii.

(2) Legyen A, az A Dorroh-bévitése, vagyis az Osszes

(a,m)  (a€A, mcZ)

rendezett par halmaza a megszokott egyenl&ségi éss Osszeadasi definicidval. Legyen
egy tetszOleges b€ A elemre
(a, m)b = (ab+mb, 0).

Ekkor A, egy A-jobbmodulus, tehat 4,=A4,&® 4,, ahol 4, az 4, maximalis trivialis
A-részmodulusa, mert 4 egy E,-gyliri. Legyen (0, 1) = (a, m)+(—a, 1 —m), ahol
(a,m)€A,. Ezért AjA=0 miatt ab+mb=0 teljesiil minden b€ A elemre. Ezért

(6,0) = (0, )b = (—a, 1—m)bc 4,,

tehat (b, 0)4A=(bA, 0)=0 miatt A tényleg balannihilator-mentes gyirdu.

Dernicid. Egy nullatél kiilonbozd ac€A gylirli elemet balmultiplikatornak
neveziink, ha van olyan n€Z racionilis egész szam, hogy minden x€A elemre
ax=nx teljesil.

39. TEreL. (1) Egy A gyiirii akkor és csak akkor egységelemes, ha A egy bal-
multiplikatoros E,-gyiri. (2) A akkor és csak akkor egységelemes gyiirii, ha A olyan
Jjobbmultiplikdtoros Ey-gyiirii, amely jobbannihildtor-mentes.
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Bizonyitas. (1) Ha ecA az A kétoldali egységeleme, akkor e nyilvan bal-
multiplikator és
Me 2 MeAd = (MeA)e = MA

miatt Me egy A-részmodulus. M(1—e) az M maximalis trividlis 4-részmodulusa,
¢s M =Me® M(1—e). Legyen most, megforditva, 4 egy balmultiplikatoros E,-gyirfi.
Ekkor (b+n)A=0 teljesiil egy 0=2b€A és egy n€Z elemparra. Ezért (b, n)€A4,,
ahol A, jelenti az A, Dorroh-bdvitésnek, mint A4-jobbmodulusnak, a maximélis-
trivialis részmodulusat. Minthogy 4 a 38. Tétel (2) szerint balannihilatormentes,
minden n-hez legfeljebb egy b elem tartozik, Ugy, hogy (b, n)€ 4,. Legyen (a, m)€ 4,
olyan par, amelyben |m| minimalis pozitiv szim. Euklides-i osztassal belathato,
hogy A, additiv csoportja ciklikus, és (a, m) egy generatorelem. Minthogy (0, 1)=
=k(a, m)+(—ka, 1 —km), ahol A,=A,®A,; k(a,m)€A,; (—ka,1—-km)€Ad, és
k alkalmas racionalis egész szam, tovabba 4,70 miatt ks20. Minthogy

(x,0) =0, )x = (—ka, 1 —km)xc A,
érvényes minden x€ A esetén, ezért (0, (1 —km))€ 4,. Tehat
(1 —kmi)a, m) = ((1—km)a, 0)+m(0, 1 —km)€ A,N\ Ay = O

miatt km=1. Ha m=1, akkor e = —a lesz egy balegységelem A4-ban, mig m = —1
esetén pedig maga e=a lesz egy balegységelem. Ekkor A(l1—e) balannihilator
A-ban, tehat a 38. Tétel (2) szerint 4(1 —e)=0, és igy e kétoldali egységelem.

(2) Legyen a=0 most egy jobbmultiplikator az E,-gyliriiben. Ekkor xa=nx
teljestl rogzitett n€Z szammal minden x€A4 elemre. Minthogy (xy)a=nxy, ezért

x(ya) = (xy)a = nxy = (nx)y = (xa)y = x(ay),

tehat 4(ya—ay)=0 miatt ya—ay=0, mert feltétel szerint jobbannihildtor-mentes.
Ezért ay=ya=ny miatt a egyszersmind balmultiplikator is és igy elegendd a 39. Tétel
(1) részét erre az esetre alkalmazni.

Lattuk a 37. Tételben, hogy nemzérus E,-gylirli nem lehet Jacobson-radikal-
gyiirli. Bizonyitas nélkiil mondjuk ki a szerzé [50] dolgozataban bebizonyitott-
eredményt:

40. TETEL. Tegyiik fel azt, hogy létezik olyan A nemzérus E,-gytirii, amely egy-
szersmind Brown—McCoy radikdlgyiirii is. Ekkor:

1. A vdlaszthato jobbprimitiv gytiriinek, tehdt primgyfiriinek is;

2. A minden eleme balnulloszté és ha A primgyiirii, akkor axa=0, ahol xa+0,
tehdat xa nilpotens;

3. A minden a elemére A(1—a)A=A;

4. A minden a=0 elemére aA S Aa, tehdt A centruma O, tovibbd Aas=A min-
den elemre;

5. Minden ac A elemre és minden ncZ raciondlis egész szamra: ac(a+mA+
+A(a+n)A;

6. A-ban léteznek L maximadlis balidedlok, amelyekre mindig LA=A teljesiil;

7. Nem teljesiil a maximum-feltétel az

L, = [x; x€A, xa=x]}

alaku balidedlokra, tehdt A nem balnoether-féle gyiirii.
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9.§. Gyiiriikrdl, amelyeknek minden homomerf képe balannihilator-mentes

Ennek a §-nak az anyaga megtalalhatd a szerz6 [46] és [68] dolgozataiban, —
A 38. Tételben lattuk azt, hogy minden E,-gylirii minden homomorf képe bal-
annihiladtor-mentes. Ha E;-gyiirlinek nevezziik e § cimében szerepld gyiiriiket, akkor
minden E,-gyliril E;-gyiiril.

41. TEreL. (1) Ej-gyiirii barmely homomorf képe is Eg-gytirii. (2) LS LA érvényes
bdarmely Eg-gylirti bdrmely L balidedljira. (3) acaA+AaA akkor és csak akkor
érvényes A minden ac A elemére, ha A egy Fs-gyiirii. (4) Bdrmely A E;-gyliriiben a J
Jacobson-radikdl egybeesik A-nak, mint A-balmodulusnak, a Frattini-féle részmo-
dulusdval.

Bizonyitds. (1) Trivialis.

(2) A/L+ LA balannihilator-mentes, ezért LS LA.

(3) Ha 4 egy E;-gylir(i és L=(a);=Za+ Aa, akkor LS LA miatt acad + AaA.
Ha pedig az utdbbi feltétel minden a€ A elemre teljesiil, akkor minden homomorf
kép balannihilator-mentes, tehat 4 FE;-gylri.

(4) E. HiLLE ([16], Theorem 22.15.3]) szerint JAS®,ZJ és minthogy &, két-
oldali ideal, és A/®;-ben J/®, balannihilator, ezért J=&, valéban:

Most tovabbi kritériumokat (v6. 39. Tétel) adunk meg (az FE;-gylriik segit-
ségével) arra, hogy A egységelemes gylirii legyen. E kritériumok tipusa is kiilonbozik
R. BAERétd! [5].

42. TEteL. (1) Egy A gyiirii akkor és csak akkor jobbegységelemes, ha A olyan
E;-gyilirii, amelynek van olyan jobbmultiplikdtora, amely nem jobbnulloszté. (2) Egy
A gyiiril akkor és csak akkor egységelemes, ha A olyan Ej;-gyiirii, amelynek van
olyan balmultiplikdtora, amely nem balnulloszto. (3) Egy torziomentes A gyfirii akkor
és csak akkor egységelemes, ha A egy balmultiplikdtoros E,-gyiirii.

Bizonyitds. (1) Ha a jobbmultiplikidtor, amely nem jobbnulloszto, az A4
E;-gyliriiben, akkor xa=nx 0 teljesiil alkalmas n€Z egész szimmal minden elemre.
Minthogy a 41. Tétel (3) alapjan acad + Aad, léteznek olyan b€ A és c€A elemek,
hogy a=ab+nc, hiszen most da=nAd. Ezért

nx = xa = xab+nxc = nx(b+¢) = x(b+o)a.
Minthogy pedig @ nem jobbnullosztd, ezért
x =x(b+c¢)

érvényes minden x€A4 elemre, tehat e=b+c¢ jobbegységelem.

(2) Legyen az A E;-gyliriiben a olyan balmultiplikitor, amely nem balnulloszté.
Minthogy ekkor van olyan n€Z szdm, hogy ax=nx minden x€A4 elemre fennall,
aA=nA miatt

AaAd = A(nA) = nA®* = n4d

és az acaAd+ AaA miatt acnA. Tehat van olyan b<¢ A4, hogy a=nb, amib8l nbx=
=nx+#0 miatt abx=ax, tehit bx=x addédik minden x€A4 elemre, ezért e=5b bal-
egységelem. Minthogy pedig A(l-—e) balannihilator az 4 E;-gyiiriiben, nyilvan
A(1—e)=0, tehat e kétoldali egységelem.

(3) Ha A torziomentes E,-gy(ir, amelyben a balmultiplikitor, akkor van
olyan n€Z, hogy ax=nx érvényes minden x<A elemre. Ekkor (2)-hoz hasonléan
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van olyan b€ A, hogy n(bx —x)=0, amibdl a torzidmentesség alapjan adodik, hogy
b balegységelem, és minthogy @ nem balnullosztd, (2) alapjan van kétoldali egység-
elem is A-ban.

43. TeteL. (1) Egy A gyiirii akkor és csak akkor egységelemes, ha Es-gyfirii,
és ha van olyan a nem-balnullosztéja, amelyre AazaA teljesiil. (2) Minden olyan
A E;-gyiirtinek, amelynek a C centruma nem nulla, van egységelemes A’ homomorf
képe.

Bizonyitdas. (1) Legyen A egy E;-gylirii és a olyan elem, amelyre 4daCaA, és
a nem balnulloszté. Minthogy AdadSaA és acad+ AaAd, ezért van olyan b€ A elem,
hogy a=ab, amib6l ax=abx adddik minden x€A4 elemre és ebbdl pedig bx=x.
Tehat b balegységelem. Minthogy A4(1—5b) balannihilator az E;-gyiiriiben, ezért
A(1—b)=0 és e=>b kétoldali egységelem.

(2) Legyen 0c€C centrumelem. Ekkor c€cA+ AcA miatt c=bc=cb teljesiil
bizonyos b€ A elemmel. Legyen K=(1-b)A+A(1—-b)+A(1—-b)A. Ekkor b+K
kétoldali egységelem A/K-ban.

44. TETeL. (1) Az A gylirii akkor és csak akkor egységelemes, ha A olyan E;-
gylirii, amelynek van olyan nemzérus c centrumeleme, amely nem nulloszto. (2) A akkor
és csak akkor egységelemes gyiirii, ha olyan E;-gylirii, amelynek egy a elemére
aA=A és a felcserélhetd minden (1—b)A alaku jobbidedllal, azaz az a(l1—b)A=
=(1—b)Aa.

Bizonyitds. (1) Ha c¢=0 centrumelem, akkor c€cA+AcA=cA=Ac miatt
elég a 43. Tétel (1) részét alkalmazni.

(2) Ha aA=A, van olyan c€A4, hogy ac=a, tehat a(l —c)=0. Minthogy a
felcserélhetd az (1 —c)A4 jobbideallal, (1 —c)4a=0, és a4 =A miatt, valamint 42=4
miatt (1 —c)4=0. Tehat ¢ balegységelem, és minthogy A(l—c¢) balannihilator,
ezért A(1—c)=0. Ezért ¢ kétoldali egységelem.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy az Osszes E;-gylirli R osztilya radikal-
osztaly, és vizsgalni fogjuk az R-féligegyszerii gyiiriiket. Legyen R(a)=ad+ AaA.

Egy T radikal gyengén szubidempotens, ha minden 7-radikalgy{ir{i idempotens.
Az 0roklodé gyengén subidempotens radikalokat nevezziik szubidempotensnek.

45. TETEL. Az dsszes Eg-gyiirii R osztdlya gyengén szubidempotens radikdlosztdlyt
alkot Maranda— Michler értelemben*. Minden (Maranda— Michler értelemben) R-félig-
egyszerii A gytirti olyan szubdirekt irreducibilis és R-féligegyszerti S, gyiiriiknek egy
szubdirekt osszege, hogy H,S,=0 teljesiil S,-nak a H, szivére.**

Bizonyitds. Az x€ R(x) relacio egy Brown—McCoy-féle [7] F-regularitast definial,
ahol
F(x) = R(x) = xA+AxA.

Legyen R(A) mindazon y€ A elemek halmaza, hogy az (y) f6idedl minden z elemére
z€ R(z). Ekkor R(A) kétoldali ideal, amely minden R-regularis idealt tartalmaz, és

R(A/R(4)) = 0.

* Trans. Amer. Math. Soc. 110 (1964) 98—135. és Math. Annalen 167 (1966) 1—48.
** Megjegyezzilkk a korrektira olvasasakor (1976. I. 5), hogy a szerz6é 1973-ban azt is igazol-
ta, hogy R Amistur—Kuros értelemben is radikalosztaly.
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R(A) egybeesik mindazon M, idedlok metszetével, amelyekre 4/M,=S, szubdirekt
irreducibilis és R-féligegyszer(i. Ezért van S,-nak a H, szivében olyan 4,70 elem,
amelyre 4, S,+ S,h,S,=0, amibél H,S,=0 adddik.

46. KOROLLARIUM. A bdrmely B idedljdra R(B)S B[\ R(A) teljesiil.

MEGIEGYZES. Ha A= Z a raciondlis egész szamok gyiiriije, és B a paros szamok
idealja, akkor
0=R(MB)SBNR(A) =BNZ=B=0.

47. KOROLLARIUM. R(A) tartalmazza minden A gytiriiben a maximdlis Neumann-
reguldris idedlt (B. BROWN—N. H. McCoy), az N. Divinsky-féle D-radikdit [8]
és a B. de la Rosa-féle i-radikalt (Doktori téziseiben).

48. KOROLLARIUM. Minden nilpotens gytirii R-féligegyszeril.
49. KOROLLARIUM. Minden erésen R-féligegyszerii gytirii antiegyszerii.

50. KOROLLARIUM. (1) Minden erbsen R-féligegyszerii, kétoldali fGidedlokra
minimum-feltételii gyiirii nilgyiirii. (2) Minden erésen R-féligegyszerii és az dsszes
kétoldali idedlra minimum-feltételii gyiird nilpotens.

51. KOROLLARIUM. Egy A jobbartin-féle gytiriire ekvivalens az aldbbi két fel-
tétel:

1. A nilpotens;

2. A olyan R-féligegyszerii gyiirii, hogy az Osszes A" hatvdany A® metszetében
nincs A-nak nemzérus balannihildtora.

Bizonyitasi vazlat: 1.-bél 2. trivialisan adddik. Feltessziik, hogy 2. teljesiil és

I. nem teljesiil. Ekkor
A= Z eiA‘l'Ns

ahol el=¢;#0, ;4 direkt felbonthatatlan és N nilpotens jobbideal. Hosszasabb
szamolassal 2. alapjan ellentmondas vezethetd le.
Legyen R’ az R radikalhoz bal-jobb duéilis radikal. Ekkor érvényes az

52. KOROLLARIUM. Legyen A jobbartin-féle és balartin-féle gyiiri. Fkkor egy-
madssal ekvivalens az aldbbi két feltétel:

1. A nilpotens;

2. A R-féligegyszerii és R’-féligegyszerii, és az dsszes A" hatvdany A® metszetében
nincs A-nak nemzérus kétoldali annihildtora.

MEGIEGYZES. Legyen A a kételemi test felett az a és b elemekkel generalt
algebra, ahol a szorzasi tabla:

alb
ala
b|b

Ekkor A=R(A)# R’ (4)=0 teljesiil a négyelemil gyliriiben.
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10.§. A Neumann-reguliris és erdsen reguliris gyiiriikrdl

Ennek a §-nak az anyaga megtalalhatd a szerzé [60], [61], [69] és [71] dolgoza-
taiban, tovibba LAJOs SANDOR és a szerz6 koz6s [24] és [25] dolgozataiban.

Az olvasét emlékeztetjiik arra, hogy az A gyiliri Neumann-regularis akkor,
ha acada, és erGsen regularis akkor, ha a€a®A, minden a€ A elemre. Mind a Neu-
mann-regularis, mind az er8sen regularis gylirlik egy-egy szubidempotens radikal-
osztalyt alkotnak.

KERTESZ ANDOR igazolta, hogy egy M teljesen reducibilis A-jobbmodulus
operator-endomorfizmusainak a gylirlije Jacobson-féligegyszerii. Szerzé [60] ezt az
eredményt élesitette, mikzben JOHNSON és KIOKEMEISTER egy joOl ismert [19] tételét
altalanositotta is a kovetkezGképpen:

53. TETEL. Legyen M egy teljesen reducibilis A-jobbmodulus. Ekkor M operdtor-
endomorfizmusainak az E(M) gyliriije Neumann-reguldris.

Bizonyitds. Legyen el6sz6r M homogén. Ha y€ E(M), van olyan K A-rész-
modulus, hogy M=yM& K. Legyen

L,=[m, meM, ym = 0].

Ekkor van olyan N A-részmodulus, hogy M=L,® N. Ha N= 3{n,}, akkor yM-nek
az Osszes yn, bazisa lesz, ha {n,} minimélis 4-részmodulus. Ez szdmolassal lathaté
be. Legyen k; bazisa K-nak, és legyen  olyan endomorfizmus, hogy

o(yn,) =n, és 0Oky=0.

Ha 3=ydy—y, akkor 3M =0, tehat y=ydy. Ha pedig M nem homogén, akkor
E(M) a homogén komponensek Neumann-regularis endomorfizmus-gyiiriiinek
komplett direkt Gsszege, tehat E(M) ekkor is Neumann-regularis.

Bizonyitas nélkiil mondjuk ki szerz8 [61] alabbi eredményét, amely JACOBSON—
WoLFsoN egyik eredményének egy altalanositasa:

54. TETEL. Legyen M homogén teljesen reducibilis A-jobbmodulus, és E(M)
az M operdtorendomorfizmusainak a gyiiriije. Ekkor E(M) minden nemzérus két-
oldali I idedljdhoz van olyan m végtelen szdmossdg, hogy I éppen az dsszes olyan
y halmaza, amelyekre rang yM <m.

Az A gylirli egy B részgyiiriijét biidealnak nevezziik, ha BABSB. Az A* cso-
port egy B additiv részcsoportja altalanositott biideal, ha BABCS B. Gyliriik bi-
idealjainak altalanos vizsgalata Lajos S.—SzAsz F. [25] koz6s dolgozatiban,
a minimalis biidealok és altalanositott biidealok vizsgalata szerzG [69], [70] és [71].
dolgozataban tortént meg. Erdsen regularis gylirliben minden altalanositott biideal
kétoldali ideal [71].

55. TETEL.Y Egy A gyfirtire a kévetkezb tizenkét feltétel egymdssal ekvivalens:
1. A Neumann-reguldris;

2. RNL=R-L minden R jobbidedlra és minden L balidedira;

3. (a),N\(b);=(a),- (b), minden a, b€ A elemre;

4 Az 55. és 56. Tételben szerepld feltételek egy része korabbrol ismert.

5% MTA III. Osztdly Kézleményei 22 (1973-:)




252

N-N-N - VN

10.
1.
12,

A

56.

1.
2.
3.
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. (@),N(a);=(a)(a), minden ac A elemre;
. (a),=(a), - (@), minden (a), f6kvdziidedlra,
. (@)q,y=(a), - (a); minden (@)q,y fobiidedira,

@qa,n=(@)(a), minden (a)a,yy dltaldnositott fGbiidedlra;
(@), n=aAa minden ac A elemre;

. (@, n=ada minden a€ A elemre;

QAQ=Q minden Q kvdziidedlra;
BAB=B minden B biidedlira;
BAB=B minden P dltaldnositott biidedira.

bizonyitast itt melldzziik.
TETEL. Egy A gyifiriire az aldbbi harmincegy feltétel ekvivalens:

A erdsen reguldris gyiirii;
A Neumann-reguldris gytirii, amelyben minden egyoldali idedl kétoldali idedl;
A szubkommutativ Neumann-reguldris gylirii (tehdt aA=Aa minden acA

elemre);

4.
5.
6.
7.
8.
9.

idedlra

10.

minden

B2=B minden B dltaldnositott biidedira;

B2=B minden B biidedlra;

Q*=Q minden Q kvdziidedlra;

RL=RNLSLR minden L balidedlra és minden R jobbidedlra,

LN R=L-R minden L balidedlra és minden R jobbidedlra;
LNLy=L,-L, és RyNRy,=R, R, minden L; balidedlra és minden R; jobb-
(=1,2);

LNT=LT és RNT=TR minden L balidedlra, minden R jobbidedlra és
T kétoldali idedlira;

. A Neumann-reguldris és ferdetesteknek egy szubdirekt dsszege;
. A nilpotens elemek nélkiili Neumann-reguldris gyiirii;

. LiNLy=L,+ L, birmely L, és L, balidedlra;

. RyNR,=R, R, bdrmely R, és R, jobbidedlra;

. LNT=LT barmely L balidedlra és T idedira;

. RNT=TR bdrmely R jobbldealra és T idedlra;

Q1N Q=0+ Q, bdrmely Q, és Q, kvdziidedlra;

. B,NB,=B, -B, bdarmely B, és B, biidedlra;,

. BiNBy,=B,-B, barmely B, és B, ditaldnositott biidedlra;
. A multiplikativ félcsoportja csoportok félhdloja;

. Minden egyoldali idedl centrdlis idempotenssel generdlhaté;
. (ab),=(a),N\(b), minden a, b€ A elemre;

. (ab);=(a); "\ (b), minden a, b€ A elemre;

. (@),=(a®, minden ac A elemre;

. (@);=(a®,; minden a€c A elemre;

Minden R jobbidedlhoz van olyan m=m(R)=2 kitevs, és minden L bal-

tdealhoz van olyan n= n(L)>2 kitevé, hogy fennallnak

= (R+AR™ ¢é L = (L+LA);

27. A nilpotens elem nélkiili és az aldbbi ot aleset egyike fenndll:
(1) ad=aAa minden a€A elemre,
(ii) Aa=aAa minden acA elemre,
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(1ii) ad=a*4 minden acA elemre,

(iv) Aa=Aa® minden a€ A elemre,

(v) minden a€A elemhez létezik olyan n=n(a)=2 kitevd, hogy ada=a"Aad"
érvényes.

A bizonyitdst itt mellozziik.
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NORMALITAS-VIZSGALAT

irta: MAJOR PETER és TUSNADY GABOR

BEVEZETES

Ez a tanulmany az MTA Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutatdintézeté-
nek a felkérésére az MTA Matematikai Kutatdé Intézetének Matematikai statisztikai
osztalyan késziilt. Célja a normalitas-vizsgalat irodalmanak az ismertetése, és az
egyes modszerek Osszehasonlitasa.

A normalitas-vizsgalat alapja a koévetkezd

MoDELL. A &, ¢&,, ..., &, valdszintiségi valtozok fiiggetlenek, egyforma el-
oszlastak, és kozos eloszlasfiiggvényiitk, F(x) folytonos.
Ebben a modellben azt kivanjuk eldonteni, hogy igaz-e a kovetkezd

HiroTEzis. A &; valtozok normalis eloszlastak, azaz
F(x) = & [ﬂ]
a
alkalmas (de ismeretlen) u és ¢ mellett, ahol ®(u) a standard normalis eloszlas-
fliggvény:

R —_
d(u) = — 2 dt.
= _{e

Lényeges, az egész vizsgalatot meghatarozé korilmény, hogy az eloszlas varhatd
értéke, u, €s szorasa, o ismeretlen. Ha ez nem volna igy, feladatunk specialis esete
volna az an. tiszta illeszkedés-vizsgalati feladatnak, amely szerint azt kell eldonte-
niink, hogy a fenti modellben igaz-e az a hipotézis, hogy

F(x) = Fy(x),
ahol F,(x) tetszbleges, adott (folytonos) fiiggvény.

A normalitas-vizsgalat természetes altalanositasa a kovetkez8. Dontsiik el,
hogy a fenti modellben igaz-e a kovetkezd

HiroTEzis. A &; valtozdk kozds eloszlasfiiggvénye
F(x) = F(x; \919 ‘92, eres 9k)

alaku, ahol (8,, 9,, ..., 9,) ismeretlen paraméterek. Ezt a feladatot becsléses illesz-
kedés-vizsgalatnak nevezziik. Mar ez az elnevezés is sejteti, hogy a megoldast leg-
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természetesebb a kovetkezd iranyban keresni. A tiszta illeszkedés-vizsgalat megoldasa
altaldban valamilyen

An = é(Fn(x)’ Fo(x))

alaki statisztikan alapszik, ahol F,(x) az empirikus eloszlasfiiggvény:

1 . (X)
i) = 7i~§-2<’x1 == = ’

n

(va(x) az x-nél kisebbek szama a &y, &,, ..., &, mintaelemek kdzott), és 6(G(x), H(x))
a G és H fiiggvények eltérését mérd alkalmas funkcional. Ezt figyelembe véve
a becsléses illeszkedés-vizsgalati feladat megoldasat kereshetjiik a kGvetkez6 alakban.
Adjuk meg el6szor a 3; paraméterek alkalmas

g,':gi(£1962a---’€n) (I= 1’2""9k)
becsléseit, majd mérjiik a vizsgalt hipotézis teljesiilésének a mértékét a
4, = 8(Fy(x), F(x; 3y, 3a, ..., B)

statisztikaval. A normalitas-vizsgalat esetében a paraméterek becslésélil nyilvan a

mintaatlagot, és az

1 n z
s = V?_‘_Ti;;(éi =&y

tapasztalati szérast valasztjuk. Mint ismeretes, ezek a y, ¢ paraméterpar torzitatlan
becslései k6z6tt a legkisebb szorasuak (o-nal egy konstans szorzé6tol eltekintve).

Barmennyire természetes is ez a megoldas, sok szempontbdl nem latszik meg-
nyugtatonak. Az elsé szempont esztétikai. Akik a tiszta illeszkedés-vizsgalati mod-
szereket ismerik, tudjak, milyen nehéz e mddszerek koziil a legjobbat kivalasztani.
A normadlis eloszlasnak az egész valdszinliségszamitasban elfoglalt kdzponti szerepe
arra vezette a statisztikusokat, hogy onallo, a tiszta illeszkedés-vizsgalattol fiiggetlen
modszereket dolgozzanak ki, amelyektdl — ha egzaktul ezt réluk bizonyitani nem
is lehet — legalabb heurisztikusan azt varhatjuk, hogy kozvetleniil az eloszlas nor-
malitdsat, normalis voltat ellendrzik. Hogy ez a torekvés milyen régi a statisztiku-
sok kozott, azt talan legjobban PEarsoN 1930-as(!) cikke [16] bizonyitja (cime:
A further development of tests for normality, amibd} a ,,further” jelzGt kiilon érde-
mes kiemelni). Elgszér a megoldast a momentumok mddszerével kivantak megadni.
Ennek az irdnyzatnak a legjobban kidolgozott eredményeit GEARY [7] cikke tartal-
mazza. Hamarosan kideriilt azonban, hogy azzal, hogy az eloszlas ferdeségét,
csuicsossagat teszteljiik, tulajdonképpen nem az eloszlas normalitasat ellendrizziik.
Hiszen szdmtalan eloszlds van, amelynek ferdesége, vagy csicsossaga 0, és az el-
oszlas mégis igen messze van a normalistol.

A becsléses illeszkedés-vizsgalati mddszerek lényegesebb hidnyossaga a fenti,
esztétikai kifogdson tul az, hogy nem ad megoldast a kovetkezd feladatra. Ennek
alapja az alabbi
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TOBBMINTAS-MODELL. A &, &, ..., &y, (1=1,2, ..., k) valdsziniliségi valtozok
fiiggetlenek, az azonos kezd6 indexii &;,, &y, ..., &y, valtozok egyforma eloszlasuak,
és kozos eloszlasfiiggvényiik, F;(x) folytonos (i=1,2, ..., k).

Ebben a modellben azt vizsgaljuk, hogy igaz-e a kovetkezd

HrpotEzis. A &;; valtozok normalis eloszlasuak, azaz

Fix) = ¢[fa—”'] (i=1.2, ...,k
alkalmas (de ismeretlen) y;, 6; paraméterekkel.

A statisztikai gyakorlatban ugyanis az esetek tobbségében nem egyetlen minta
normalitasat kell megvizsgainunk, hanem sok kis mintardl egyiitt kell eldénteniink,
hogy normalis-e az eloszldsuk, vagy sem. Ezek a kis mintak sokszor csak a lokacids
€s a skala paraméterekben kiillonboznek egymastdl, vagyis az eredeti modell helyet-
tesithet6 egy specialisabb valtozataval:

SPECIALIS TOBBMINTAS MODELL. A tSbbmintas modell feltevésein til feltessziik,
hogy a ¢;; véltozok eloszlasa linearis transzformdcioval kaphatd meg az Fy(x)
eloszlasbol, azaz

Fi(x) = Fu{xa “"] (i=1.2....,k)
alkal)mas (de ismeretlen) g, o; paraméterekkel (ahol Fy(x) folytonos eloszlasfiigg-
vény).

Ebben a specialis modellben elsGsorban az Fy(x) eloszlasfiiggvény érdekel
minket, a py;, o; paraméterek értéke ko6zOmbdés, emiatt e paramétereket szokas
zavard paramétereknek is nevezni. Természetes gondolat ebben az esetben az, hogy
valamilyen mddon megszabaduljunk a zavaré paraméterektSl, szemléletes ki-
fejezéssel élve alkalmas transzforméacidval ,kidobjuk” a paramétercket. Ilyen el-
jarast a normalis eloszlas esetében DURBIN [6], SARKADI [21], és STORMER [27] adott
meg, és ezzel megalapoztak a normalitas-vizsgalat 4j, és szerintiink leghatasosabb
mdodszerét.

Dolgozatunk els6 és masodik része a tiszta és a becsléses illeszkedés-vizsgalattal
foglalkozik, a harmadik részben pedig ezeket a transzformaciés modszereket is-
mertetjik.

1. TISZTA ILLESZKEDES-VIZSGALAT

MoDELL. A &, &, ..., &, valosziniiségi valtozok figgetlenek, egyforma el-
oszlastak, és kozos eloszlasfiiggvényiik, F(x) folytonos.

HrirotEzis. A &; valtozék kozos eloszlasfiiggvénye az ismert Fy(x), azaz
F(x) = Fy(x),

(ahol F, természetesen folytonos).
Ennek a hipotézisnek a fenti modellben torténd ellenSrzését tiszta illeszkedés-
vizsgalatnak nevezziik. A tiszta illeszkedés-vizsgalat modszereit SAHLER [20] cikke
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alapjan ismertetjiik, ebben a cikkben talalhaté meg e témakor részletes irodalom-
Jegyzéke is.

Hipotézislinket statisztikai prébaval ellendrizhetjik. A statisztikai préba
alapja — a fenti modell esetében — egy n-valtozos fiiggvény, jeldljik z(x,, x,, ..., X,)-
nel, amelynek lehetséges értékei 0 és 1 kozottiek:

0=na(x,xs ..., x,) = 1.

Ennek alapjan eljarasunk a kovetkezd: n(&,, &,, ..., &,) valdsziniiséggel elutasitjuk
a vizsgalt hipotézist, 1—n(&y, &y, ..., &,) valoszinliséggel pedig elfogadjuk azt.
Az esetek tobbségében 7 csak O-val, vagy l-gyel egyenl8, ekkor az n dimenzids
térnek azt a részét, ahol n=0, elfogadasi tartomanynak, a n=1 feltétellel definialt
részt pedig elutasitasi, vagy kritikus tartomanynak nevezziik. A n(¢,, &,, ..., &)
fuggvény maga is valoszinliségi valtozo, ennek a varhatd értéke a ¢;-k eloszlds-
fliggvényétol, F-tol fiigg. Jeloljiik ezt a varhato értéKet B (F)-fel:

ﬂn(F) = EFn(éla 629 sers én)

Ezt az értéket a n proba erejének nevezzik, f,.(F,) adja meg annak a valdsziniiségét,
hogy a vizsgalt hipotézis igaz, mégis elutasitjuk azt. Ezt a hibat els6faju hibanak,
az els6fajii hiba B,(F,) valosziniiségét pedig a proba terjedelmének nevezzik, és
g-nal jeloljiik:

e = B, (Fy)

Tetszbleges szintli probat kapunk, ha valamilyen (folytonos) T(xy, x;, ..., X,)
fliggvényt vesziink alapul, és T alapjan =n-t a

0, ha T(x;,x3,....%,) <¢
R(X1s Xps oo Xn) = {1, ha T(xp, Xay ..., X)) = ¢
osszefliggéssel definialjuk, ahol ¢ értékét ugy hatarozzuk meg, hogy a proba szintje
¢ legyen, azaz
PFo(T(éI’ ‘:23 cies én) < C) =1l-¢
teljesiiljon.

A statisztikai probak elméletében fontos szerepet jatszik az invariancia: bizo-
nyos transzformacidkkal ugyanis a legtobb hipotézis-vizsgalati feladatot atfogal-
mazhatjuk; elényben részesitjiik azokat az eljarasokat, amelyek e transzformaciok
hatasara érzéketlenek, illetve amelyekre a transzformacidk természetes modon
hatnak. Esetiinkben a transzformacidé alapja tetszéleges monoton noévé g(x) fiigg-
vény lehet, ennek segitségével az eredeti mintahoz az

r’ng(ét) (1= ]’2”")
mintat rendelhetjik. Hipotézisiink teljestilése esetén az n;-k eloszlasfiiggvénye
Go(x) = P(n;<x) = P(g()<x) = P(§i<g™'(x)) = Fo(g7(x))-

Jeloljiik az F, eloszlas ellenérzésére szolgald probafliggvényt m(xy, x,, ..., X,; Fp)-lal.
Természetes kévetelmény a = prébaval szemben, hogy ha a mintat a g fliggvénnyel
transzformaljuk, akkor a transzformalt G, eloszlast a transzformalt n,, n,, ..., f,
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mintan ugyanigy ellendrizze, mint az eredeti &;, &,, ..., &, mintan Fy-t, azaz

(1) 77"(g(xl)s g(x2)’ e g(xn); GO) = T[(xla Xay -oey Xpns FO)
legyen, ahol Gy(x) = Fo(g~*(x)).

DEerNicI6. A w(xy, Xa, ..., X,; Fy) probafiiggvényt — és a megfeleld probat —
eloszlasmentesnek nevezziik, ha n-re teljesii! (1) minden monoton névekvd g fiige-
vény mellett.

Eloszlasmentes eljarast kapunk, ha a prébahoz az

1
F,,(X)=7 Z 1

i1g<x
empirikus eloszlasfiiggvény alapjan a

T(él’ 62’ R én) = 5(F,,(.X'), Fo(x))

statisztikat hasznaljuk, ahol 6(G, H) a G és H eloszlasfiiggvények tavolsagat mérd
tetszbleges funkcional.

Az eloszlasmentes probak vizsgalatinal mindig feltehetjitk, hogy a &;-k a vizs-
galt hipotézis szerint a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszldstiak, hiszen a g=F,
transzformacio tetszbleges F, mellett erre az esetre vezet. Emiatt a tovabbiakban
feltehetjiik, hogy

0, ha x<0;
Fy(x) =1x, ha 0=x=1;
1, ha x=1.

Annak érdekében, hogy az ¢ szinthez tartozo c¢ szignifikancia-hatart megkapjuk,
meg kell hataroznunk a 8(F,(x), Fy(x)) statisztika eloszlasat abban az esetben,
ha a é;-k a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlasuak. Vannak d-k, amelyekre
ez zart formaban megadhatd, vannak, amikre csak a hatareloszlas adhaté meg, és
vannak, amelyekre csak Monte-Carlo-mddszerrel készithetjiik el (vagy készitették el)
a sziikséges tablazatokat. Az alabbiakban attekintjiik a legfontosabb funkcionalo-
kat — ezzel egyiitt a legfontosabb tiszta illeszkedés-vizsgalati médszereket.

1.1. A Kolmogorov—Szmirnov proba

A proba statisztikaja egyoldali esetben
Dy = sup [F,(x)—Foy(x)]

- Q0 = X < 00

kétoldali esetben
Dn = sup lF,,(X)—Fo(X)|

—ccX<oo

A préba altalanositasa a tetszOleges pozitiv y-hez tartozé

Di(y) = sup Y(Fo(x))[F,(x)— Fo(x)],

a<Fy(x)<b
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illetve
D,(Y) = sup Y(Fo(x))|F.(x)— Fy(x)]

a<Fy(x)=<b

statisztikakon alapszik. Ennek specidlis esete a Rényi-préba, amelynél

1
l/’(x)—;s a = a, b“l,
vagy
1
lﬁ(x)—l—:;, a=0, b=1-0;
ahol O<a<1.

E statisztikdk kozill sokaig csak D; eloszlasa voit ismeretes, D, eloszlasara
csak igen bonyolult Gsszegezéseket tartalmazé formulak voltak. Koénnyen lathatd,
hogy az Osszes Kolmogorov—Szmirnov-tipusii préba-statisztika eloszlasa megha-
tarozhaté STECK [25] aldbbi eredménye alapjin.

TETEL. Legvenek a &;-k a (0, 1)-ben egyenletes eloszldsu, fiiggetlen valosziniiségi
valtozék (i=1,2,...,n), és & legyen kozottiik a nagysdg szerint i-edik. Legyen
tovdbbd

O=ag=a=...=q,=1,
O=bh=b=...=bh=1,
a=b (=12,..,n.

Akkor
Pla=tr=b, i=12,..,n=

= n!det [(b, - aj)'i.-i+l/(j_ I+ 1)!] =

b, —a,)* b,—a,)
(bl—a1)+ ( 1 2! 2)+ . ( 1 n! )+
- (bZ_an)’-li-_l
= n! 1 (by—ay), ... _(W
0 0 vee (by—ay),

(ahol (@), =a, ha a=0, és (a), =0, ha a=0, és 0° = 1).

Erre a tételre igen egyszerli bizonyitast adott SARKADI [22]. A tétel alapjan
D, kis n-ek melletti eloszlasa szamitdogépen konnyen meghatarozhatd.

Az eredeti D;f és D,, valamint a Rényi-féle D} () és D, () statisztikak hatar-
eloszlasara zart formuldk ismeretesek, ezekre az eloszlasokra tablazatok is talal-
hatok, példaul a [2], [14], [17] tablazat-gylijteményekben. A konvergencia gyorsa-
saga kiolvashato az aldbbi lemmabol.

LEMMA.
1

6Vn

P(YA D, = 2) = K@)+ —— K'(2)+ 0 [%J
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ahol

K@) = 3 (—1ye-2=
j=—oo

Itt emlitjiik meg a
Vo= sup [F(x)—Fo(x)]+ sup [Fo(x)—F(x)]

— 00~ X =< 00 — 00 =< X =< 00

statisztikat, amelynek hatareloszlasa

lim P(YnV,=z2)=1+ > (2—8jz%)e 22,
=t

n-»oo

(természetesen itt is, és az el6bbi lemmaban is z pozitiv). Ugy gondoljuk, puszta
véletlen, hogy a D, statisztika terjedt el a gyakorlatban, a magunk részérél V, és D,
ko6zott semmi kiilonbséget nem latunk.

1.2. A Cramér—Mises-proba

A préba statisztikéja

~ 1 n 2_ 2
Q= n_£ () — FoFdFo(x) = 150+ 2 [FO(‘:?)_ lznl] ’

ahol & a rendezett minta i-edik eleme. A proba 4altalanositasa a tetszdleges pozitiv
¥ (x) sulyfliggvényhez tartozé

Q) = n [ Y (Fo(x) [Fa(x) — Fo(x)] dFy(x)
statisztikan alapszik. Ennek specilis esete az Anderson—Darling-proba, amelynéi

1
Yix) = ETER

Ezeknek a statisztikdknak az egzakt eloszlasa nem ismeretes, de a hatarelosz-
lasuk igen. E hatareloszlasok ugyanis, akarcsak az el6z6 pontban szereplé hatar-
eloszlasok, meghatarozhatdk a k&vetkezd tétel segitségével.

TETEL (DONSKER). Legyen W (f) a [0, 1]-beli, szakaszonként folytonos fiiggvénye-
ken értelmezett, folytonos funkciondl. (Ez az utdbbi feltétel azt jelenti, hogy tetszbleges,
a [0, 1]-ben szakaszonként folytonos f, fliggvényhez, és tetszlleges pozitiv e-hoz

van olyan pozitiv §, hogy
W)= (fl<e

teljesiil minden olyan, a [0, 1]-ben szakaszonként folytonos f fiiggvényre, amelyre

IfG) —fo(x)l < 0
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minden 0=x=1 mellett.) Legyenek tovdibbd a &,,¢&,, ..., €, valészinfiségi vdltozdk
Juiggetlenek, és a (0, 1)-ben egyenletes eloszldsuak. Akkor a

4, = y(Vn [Fu(x) = x])
Statisztika hatdreloszldsa egyenld a A=y (W()) vdltozé hatdreloszlisdval, azaz

lim P(4, < x) = P(4 < x);

n=oco

ahol F(x) az empirikus eloszldsfiiggvény, és W (t) az un. Brown-bridge, azaz W (t)
olyan Gauss-folyamat, amelyre EW(t) =0, és EW({t)W(s)=t(l1 —s), ha 0=t=s=1.

E tétel alapjan tetszéleges  funkcionallal generalhatunk probat, hiszen a tétel
alapjan ahhoz, hogy a proba-statisztika hatareloszlasat meghatarozzuk, ,.csak™
a A=y (W(t)) valdsziniiségi valtozo eloszlasat kell meghataroznunk. Amig azonban
a Kolmogorov—Szmirnov-tipusl statisztikdk esetében ezeknek az eloszlasoknak
a meghatarozasira nem ismerlink altalanos mddszert, a Cramer— Mises-tipus
statisztikak hatareloszlasa elBallithato a kovetkezd, KAC—SIEGERTtS! [9] szarmazod
lemma alapjan.

LEMMA. Legyen £(t) a 0=t=1 szakaszon értelmezett Gauss folyamat, a vdrhaté
értéke legyen 0, és jeloljik a kovariancia fiiggvényét B(s, t)-vel:

B(s,t) = EC(s)S(0).
Akkor az

1
n= [ &@t)dr
0
valészintiségi vdltozo eloszldsa megegyezik az
=1
=25
osszeg eloszldsdval, ahol az n;-k fiiggetlenek, standard eloszlasiuak, és a 1; szdmok az
1
[ w(s)B(s, t)yds = (1)
0
integrdlegyenlet sajdtértékei.
1.3. Elemi statisztikak
Mint lattuk, feltehetjiik, hogy az a hipotézis, hogy a &;-k a (0, 1)-ben egyenletes

eloszlasuak, és a &;-k értékkészlete a modell szerint is része a (0, 1) szakasznak.
Azt kell tehat ellendrizniink, hogy a (0, 1)-beli

0==8=8=...==,.=1
n elemii rendezett minta (&g, &,,, szerepeltetése csak a jeloléseket egyszeriisiti)
mennyire egyenletesen osztja fel a (0, 1) intervallumot, azaz az

F@=—, ha H<x=&n (=01.,n
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empirikus eloszlasfiiggvény milyen mértékben kozeliti meg az Fy(x)=x fiiggvényt,
vagyis a

W,(x) = Vn [F(x)—x]

fliggvény mennyire tér el 0-t6l. Az eddigi statisztikdk W, nagysdgat vizsgaltak:
a Kolmogorov— Szmirnov-tipusu statisztikak a lcgnagyobb értéket, a Cramér-—Mises-
tipust statisztikdk a globalis eltérést ellendrizték. Elvileg azonban akarmilyen funk-
cionalt hasznilhatunk, a tovabbi lehetOségek koézil mutatunk be itt néhanyat.

a) Az eloszldsfiiggvény drnyéka

Képzeljiik azt, hogy az origoban egy fényforras van, és az (x, F,(x)) gorbe
arnyékat az y=1 egyenesen latjuk: jeloljiik az arnyék kezdopontjat o,f-szal:

o} = min ———
" O<x<1 Fn(x) ’

és legyen e statisztika parja, a; az (1, 1) pontbeli fényforrasbdl szarmazé arnyék az
x tengelyen:
oy = min 1—x
" 0<x<11_Fn(x).

Mindkettd egyenletes eloszlast (0, 1)-ben, és mindkettonek a nagy értékei szdlnak
a hipotézis teljesiilése ellen. A D,, W, statisztikak mintajara ezekbdl is el6allithat-
juk a

%, = max (d:, d,:), &n = a: +an_

statisztikakat, ezek eloszlasa azonban mar bonyolultabb, és fligg a mintaelemszamtdl.

b) Pozitiv szakaszok

Ez a statisztika azt méri, mennyire szimmetrikus a W,(¢) folyamat értékkészlete
a O-ra: a statisztika értéke annak a halmaznak a mértéke, ahol W, (¢) pozitiv:

1

.= [ P(W,())d1,

ahol
1, ha wu=0;

”mz{q ha u=0.

A 7, statisztika értéke tehat azoknak a szakaszoknak az §sszhossza, amelyek felett
W,(t) pozitiv, vagyis F,(x)=>x, az empirikus eloszlasfiiggvény az F,(x)=x eloszlas
felett van. A =, statisztika eloszlasa egyenletes, til kicsi és tal nagy értékei a hipoté-
zis ellen szdlnak.
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¢) Atmetszések szdma

A statisztika értéke azoknak a (0, 1)-beli x-eknek a szima, amelyekre F,(x)=x,
azaz W,(x)=0 teljesiil. A statisztika eloszlasa, altalanositisai, és megfelelé hatar-
eloszlasok megtalalhatok a [4] dolgozatban. A statisztika alacsony értékei szélnak
a hipotézis teljesiilése ellen.

d) Kvdzi—Cramér— Mises-statisztikdak
A Cramér—Mises-statisztika kissé modositott valtozata a

a

) = 3|

statisztika, ahol A=1. Ez a statisztika azt méri, mennyire maradnak a ¢; rendezett
mintaelemek a varhato értékiik, i/n+1 koézelében. Eldnye, hogy az értéke konnyen
kiszamithato, és a hatareloszlasa egyszerii: ugyanis a tetszGleges A=1 mellett a hatar-
eloszlas normalis. Hib4ja viszont, hogy nem veszi figyelembe azt a tényt, hogy a
kiilénboz6 rendezett minta elemek szorasa igen eltéré lehet. Ezt a hibat kiisz6boli ki a

5]
LN AL
i;; i(n+1—1)

o =

statisztika, amely mar a szdrasokat is figyelembe veszi. Ebbdl a szempontbol még

egzaktabb a
=i§‘1]§;au[él n+1][¢] n+1]

statisztika felépitése, ahol az 4=(a;;) matrix a rendezett minta elemek C kovarian-
ciamatrixanak az inverze: A=C"1. A C=(c;) matrix elemei tehat

_i(n+1-j)

= TmrE ha 1

fIA
)
“~.
[1A

n;
(és természetesen C szimmetrikus).

€) A Moran-statisztikak

Ismeretes, hogy ha pozitiv szamok Osszege allandd, négyzetOsszegiik akkor
minimalis, ha egyenldek. Ennek alapjan mérhetjik a minta egyenletes eloszldsat a

n
p(D) = 2 |efia— 11
i=
statisztikaval, ahol A=0. E statisztikdk sok szempontbodl hasonlitanak a kvazi-
Cramér— Mises-statisztikakra, hatareloszlasuk normalis, és éppugy lehetne Jket

tovabbfejleszteni, mint a f statisztikakat.
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Ezzel korantsem ért véget a lehetséges statisztidk felsorolasa, ez nem is volt
célunk, csak a lehet3ségeket akartuk érzékeltetni. E statisztikak inkabb szinezl
jellegiiek, valamely ,,f6” proba mellett kiegészitésiil hasznalhatjuk &ket. Utalunk
ezzel kapcsolatban VINcze [28] cikkére, aki azt vizsgalta, milyen mértékben lehet
a Kolmogorov—Szmirnov-préba erejét novelni az elsd maximum hely (index) figye-

lembevételével.
1.4, Siriiségfiiggvények

Eddigi probaink mind azt ellendrizték valamilyen formaban, milyen kozel
van az F, empirikus eloszlasfiiggvény a hipotetikus F, eloszlasfiiggvényhez. Most
olyan probékrol lesz sz6, amelyek a siliriiségfiiggvényt ellendrzik. A siirliségfiiggvényt
lényegében haromféleképpen becsiithetjiik:

— hisztogrammal,

— ortogonalis sorfejtéssel,

— Parzen-féle magfiiggvénnyel.

Ebben a sorrendben targyaljuk tehat a lehetséges probakat.

a) Gyakorisdgi hisztogram: y*-préba
Legyen

—°°=ao<a1<a2<...<ak<ak+1=°°

egy beosztasa a szamegyenesnek, és jeldljiik a j-edik intervallumot I;-vel: I;=(a;, a;11)
(j=0,1,2,...,k), a &,¢,, ..., , mintdnak az I-be esd elemeinek a szamit pedig

v;-vel:
vi= 2 1=v,)-v@)
ir§;€1,

ahol v(x) az x-nél kisebb mintaelemek szamat jel6li. A beosztashoz tartozé gya-
korisagi hisztogram

fi(x) = ha x€I, (j=0,1,2,..,k).

—_
n(aj1—a;)’

(Eszerint I,-ban és I,-ban f, értéke definicié szerint 0.) Azt, hogy ez a siirliségfiiggvény
milyen kozel van a teoretikus
Jo(x) = Fg(x)

stirliségfiiggvényhez (amelynek a létezését ebben a pontban feltételezziik) az el6z6ek

alapjan a
d,; = _.,fl’fw[f"(x) —fo(X)},
L d, = sup L)@

- OO0 - X =< 00

Wi = [ L&) —f@Pfx)dx,
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statisztikdkkal mérhetnénk. Ezek azonban &ltaliban nem eloszlasmentesek: vagy
a beosztast kell F, figyelembevételével alkalmasan megvalasztani, vagy a

@) = sup Y(A0) U0 A0

d() = sup Y (f,(0)) /(xS

— 00 < X << 0O

o) = [ () LG Lol fo(x) dx

altalanositsukban szerepld  sulyfiiggvényt kell alkalmasan megvalasztani. A d-
tipusu statisztikakkal eldszor REvEsz foglalkozott, eredményeivel kapcsolatban [18]
alatti cikkére hivatkozunk. Az w?-tipusu statisztikak kozott kdzponti szerepet
jatszik az, amelyik lényegében a y(z)=1/¢2 sulyfiiggvénynek felel meg, és amelyiket
x2-probaként ismeriink:

2= 2": (v; —np)* ,

j= np;

<

ahol
iy

pi = Fo(@j)—Fola) = [ fo(x)dx.

Ez a préba ugyan egzaktul nem eloszldsmentes, de a hatdreloszldsa mér az: ha
n tart a végtelenbe, a statisztika hatareloszlasa a k szabadsagfoki yx2-eloszlas. A
proba legrészletesebb elemzését CocHRAN [3] dolgozataban talaljuk meg. MANN
és WALD [12] a y*proba és a Kolmogorov—Szmirnov-proba erejét hasonlitotta
Ossze.

b) Ortogondlis sorfejtés: Neyman—Barton-préba

Moddositsuk most ugy a modellt, hogy még azt is a feltevések k6z¢é szamitjuk,
hogy a kozOs siirliségfiiggvény:

£ =) 3 a0

alaki, ahol az ag;-k alkalmas egyiitthatdk, a y;-k pedig az f; sulyfiiggvényre nézve
ortonormalt rendszert alkotnak:

[ ¥ f(x) dx = 85,

ahol §;; értéke 1, vagy O aszerint, hogy i egyenlG-e j-vel, vagy sem. Feltessziik
tovabba, hogy yo(x)=1. Ebben a modellben az a; egyiitthatok torzitatlan becslése

aiz%.zn’lll](éi) (1= 112"":k))
i=1
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hiszen a ¥ rendszer ortonormalt volta miatt

EpE = [ efede= [ v, 2 a9, ()fo () dx =

Mivel yo=1, ay=0a,=1, igy csak j=1 mellett kell az a;-ket becsiilniink.)
A vizsgalt hipotézis most ekvivalens azzal, hogy

k
>at =
i=1

azaz a, kivételével az Osszes egyiitthatd 0 (mivel f is sliriiségfiiggvény, ebbdl mar
kovetkezik, hogy a,=1). Ha ez a hipotézis teljesiil, az «; becslések korreldlatlanok,
és a szorasnégyzetiik 1/n:

covay, @ = 3 covi(E). ¥ (&) =

n

:]v—ﬂ

J 40 dx = 8.

Mindegyik o; fiiggetlen valdszinliségi valtozék szamtani kdzepe, tehat a

k 1 k n 2
21 o= Z{Z lﬁj(@)}
statisztika hatareloszlasa k szabadsagfoka x> eloszlas.

Ez a statisztika 1ényegében NEYMANtO! szdrmazik (v6.: [13]), aki azt az esetet
vizsgalta, amikor f, a (0, 1)-ben azonosan 1, és a y fliggvényrendszer a Hermite-
polinomrendszer. Késébb BARTON foglalkozott sokat e statisztikakkal (vo. pl. [1]),
jelenleg a siirliségfliggvények becslésének az aszimptotikus viselkedésének a vizs-
galatanal ismét az érdeklfdés kozéppontjaba keriilt. Ezzel kapcsolatban hivatkozunk
még a KENDALL—STUART [10] konyvre, mint az egyetlen nem hazai statisztika-
kézikonyvre, ahol a normalitisvizsgélatrdl szé esik.

c) A siriiségfiiggvény Parzen-féle becslése

A mddszer inkabb PARZEN nevéhez fiiz3dik (vo. [15]), bar PARzZEN elGtt mar
RoseNBLATT is foglalkozott vele. Legyen g tetszbleges siirliségfiiggvény, b, alkal-
masan valasztott 0-hoz tarté sorozat, akkor a slirfiségfiiggvény Parzen-féle becslése
az

z |x=&
fulx) = 2 g[ 5 ]
nl 1 n
fiiggvény. Sokan ezt tartjak a slrliségfiiggvény egyetlen becslésének, amit vitatha-
tatlan egyszeriisége, atteklnthPtosege kezelhet6sége indokol. Rogzitett n mellett
b, természetesen egyetlen szam, értékét tandcsos n~1/% kdzelében valasztani. Szem-
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léletesen szolva b, annak a perturbald tényezdnek, mesterséges hibanak a szdrasa,
amelyet a mintdhoz rendeliink, hogy a diszkrét elemekbdl allé minta helyett foly-
tonos, Osszemosott gorbét kapjunk. Ezért b, se tul kicsi nem lehet (ekkor a minta-
elemek izoliltak maradnénak), se till nagy (ekkor a valédi f helyett a becsléshez
hasznalt g hatisa dominalna a becslésben).

A becslés illeszkedésvizsgalati célokra valo felhasznalasanak elvi alapjait Rosen-
blatt adta meg a [19] cikkben.

2. BECSLESES NORMALITAS-VIZSGALAT

MoDELL. A &4, &, ..., &, valészinlségi valtozok fiiggetlenek, egyforma el-
oszlastak, és kozos eloszlasfuggvényiik, F(x) folytonos.

Hipotizis. A &; valtozék normalis eloszlasuak, azaz

_ ofxn

alkalmas (de ismeretlen) p és ¢ mellett.

Ennek a hipotézisnek a fenti modellben t6rténd ellendrzését normalitas-vizs-
galatnak nevezziik. Mint a bevezetGben mar lattuk, ez a feladat két kiilonbozd
mddon vezethetd vissza a tiszta illeszkedés-vizsgalatra: becsléssel és transzforméacio-
val. Ebben a fejezetben a becsléses illeszkedés-vizsgalati mddszerrel foglalkozunk.
Becslésiil a

mintaatlagot, és az

tapasztalati szérast hasznaljuk. Azt fogjuk ellendrizni, milyen koézel van az

R =~ 31
i1§<x
tapasztalati eloszlasfiiggvény a & varhaté értékii, s szérasi normalis eloszlashoz,
vagyis azt, hogy mennyire marad a 0 kozelében a

Wa(x) = Vn [F,,(x)_qs[x_E”

N

folyamat.
2.1. A Donsker-tétel megfelelGje
Ha most is az el3z6 pontban definialt ¢ funkcionalokat kivanjuk hasznalni,
felmeriil a kérdés, milyen mértékben befolyasolja a hatareloszlasukat az a koril-
mény, hogy az eloszlds paramétereit becsiiltiik. Fzt a kérdést elészor a Cramér—
Mises-prébaval kapcsolatban DARLING [5] vizsgalta, nem sokkal utana K ac, KIErFeR,
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WoLrowiTz [8] a becsléses Kolmogorov—Szmirnov-préba hatareloszlasat hatirozta
meg. Dolgozataikban néhany — Monte-Carlo-modszerrel készitett — tablazatot
is megadnak, ezeket csak itt, az eredeti cikkekben lehet megtaldlni. Kénnyen lathatd,
hogy a

W, (x) = w,(P(sx + &)

folyamat eloszlisa nem fiigg a u, ¢ paraméterektdl, tehat a y(W,(x)) statisztika
eloszlasa sem fiigg u, o értékétdl egyetlen i funkcional mellett sem, igy kelld szamd
szimulalassal — standard normalis eloszlasbdl kiindulva — a

Py (W, (x)) < 4)

valdszinliségek Monte-Carlo-mddszerrel meghatarozhatéok. (Minket ez elsGsorban
az altalunk valasztott ¢, valamint a mintabeli n és A mellett érdekel, ugy latjuk,
kis mintaclemszdm mellett ez a Monte-Carlo-médszer a legjobb.)

Visszatérve a hatareloszlas meghatarozisira, mint lattuk, a kérdés az, hogy
az ismert hatareloszlasok valtoztatias nélkiil hasznilhatok-e, vagy sem. Varhaté
ugyanis, hogy a becsiilt paraméterekhez tartozé normélis eloszlas jobban meg
tudja kozeliteni az empirikus eloszlast, mint maga a teoretikus eloszlas, hiszen
a paraméterek becslése épp olyan iranyban tér el a valddi értékekt8l, ahogy azt a
minta diktalja. A kérdés csak az, hogy ez a hatas lényeges-e a hatareloszlas szem-
pontjabdl, vagy sem. Az emlitett szerzGk azt talaltak, hogy ez a hatas lényeges,
eredményiik a kovetkezé tételben foglalhato Ossze.

TETEL. Legyen YW (f) a [0, 1]-beli, szakaszonként folytonos fiiggvényeken értel-
mezett folytonos funkciondl. Legyenek tovdbbd a &,, &,, ..., &, valdsziniiségi vdltozok
Siiggetlenek, normdlis eloszldsviak p, 6 paraméterekkel. Legyen £, és s a minta dtlaga,
és szordsa, az 1,1y, ..., N, minta pedig legyen az eredeti minta standardizdltja:

_ &=t

s

N (l= 1’21""”)-

Jeloljik G,(x)-szel az n, mintdhoz tartozé empirikus eloszldsfiiggvényt:

G == 3 1=Fy(sx+9),

iim<x
ahol F, az erdeti empirikus eloszldsfiiggvény. Akkor a
4, = ¥(Yn[G,(x) - o)
statisztika hatdreloszldsa egyenld a A=y(W(t)) vdltozd eloszlisdval, azaz

lim P(4, <x) = P(4 < x),

A-+o00

ahol W(t) olyan Gauss-folyamat, amelyre EW(t)=0, és

] st] £
EW(’)W(S)=¢(t)(1-¢(s))—E[I+T]e =

ha —cc <t=5<oo.
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Ez persze csak a kérdés egvik fele, a konkrét funkcionaiok esetében még meg
kell hatarozni a 4 valtozo eloszlasat. A Kolmogorov—Szmirnov-statisztikara ez
nem ismeretes, a Cramér— Misesre viszont DARLING a mar ismert Kac—Siegert-
lemma alapjan megadta a teoretikus eloszlast.

Osszehasonlitas céljabol megadjuk a kovetkezd tablazatokat:

Kolmogorov—Szmirnov-proba P(YnD,=z) = «

Elfogadasi Kritikus érték Kritikus érték

szint (tiszta illeszkedésvizsgdlat) | (becsléses illeszkedésvizsgdlat)
a=0,9 z=1,23 z=0,82
«=0,95 z=1,36 2=0,90
a=0,99 z=1,63 z=1,04

Cramér—Mises-proba P(Qi=z) = o

Elfogadasi Kritikus érték Kritikus érték

szint (tiszta illeszkedésvizsgalat) | (becsléses illeszkedésvizsgdlat)
«=0,9 2=0,35 z=0,10
o=0,95 z=0,46 z=0,13
«=0,99 z=0,75 z=0,18

2.2. A Wilk—Shapiro-proba

Kiilon figyelmet érdemel az igy kapott eljarasok koziil az, amelyet 1ényegében az
1.3.d. pontban é,-nel jelolt statisztikdbol kapunk. Ez a mddszer WILKt6] és SHAPIROtO]
(vO.: [23]) szarmazik, akik kés@bb a [24] dolgozatukban Monte-Carlo-mdédszerrel
Osszehasonlitottdk az eljarasukat mas normalitasvizsgalati probakkal és azt kaptak,
hogy az egyértelmiien jobb minden mas eljarasnal. Igaz ugyan, hogy csak a probak
erejét vizsgaltak, a sziikséges gépidSt nem, és az is elképzelhetd, hogy ez az eredmény
csak az altaluk figyelembe vett alternativak specidlis valasztasatol fiigg, mégis el-
fogadhaté volna a mddszeriik, ha kiterjeszthetd volna a tobbmintas feladatra.
A szerz8k ezt meg is kisérelték a [29] dolgozatukban, gy gondoljuk azonban, ez
a kérdés a modszer esetleges alkalmazasa elStt tovabbi vizsgalatot igényelne.

A Wilk—Shapiro-statisztika formalisan a kovetkezs:

1 (2 2
VV;: = [2 anif?‘] s
§° \i=1

ahol az a,; egyiitthatékat a szerz6k 2 =n= 50 mellett tdblazatosan megadjik. Ugyan-
ezekre a mintaelemszamokra adjak meg a megfeleld szignifikancia-hatarokat is.

MTA III. Osztdly Kozleményet 22 (1973)



NORMALITAS-VIZSGALAT 273

s

2.3. Siiriiségfiiggvények: 2 préba

Ha valaki nagyon keveset tud a normalitas-vizsgalattal kapcsolatban felmeriilé
nehézségekrdl, a ,,Hogyan teszteljik a normalitast™ kérdésre valdsziniileg a kovet-
kezd vélaszt adja: ,,A Kolmogorov—Szmirnov-préba ugyanigy hasznalhatd, csak
a paramétereket a becsiilt értékiikkel kell helyettesiteni, a y2 prébaban pedig 2-vel
kell csokkenteni a szabadsagfokot.” Lattuk mar, hogy ennek a valasznak az els6
fele mennyire nem igaz, most arrél lesz sz, hogy a masodik fele sem igaz. Pedig
ennek latszatra még teoretikus alapja is van: a maximum-likelihood becsléseknél
megadhaté a y%-préba megfelel6 altalanositasa, és itt azt a koriilményt, hogy néhany
paramétert a mintabdl becsiiliink, valéban a szabadsagfok csokkentésével vehetjiik
figyelembe. A baj csak az, hogy ha valamely beosztashoz tartozé f, empirikus siirg-
ségfliggvényt vesziink alapul, a paraméterek maximum-likelihood becslése mar
nem & és s lesz, és a helyes becsléseket igen nehéz numerikusan meghatérozni.
KoLLer [11] megad ugyan konnyebben kiszamolhatd, a maximum likelihood becs-
Iésekkel ekvivalens becsléseket, ezek azonban jelen formajukban nem hasznalhatok,
hiszen a szerz8 fix beosztast vesz alapul, pedig a normalitas-vizsgalatnal a beosztast
is célszerti volna a minta fliggvényében megvalasztani.

TG6bb szempontbdl eldnydsebbnek latszik a masik két siirliségfliiggvény-becslési
eljarasbdl normalitas-vizsgalati mddszert kifejleszteni. A Neyman—Barton-proba-
nak k=4 mellett a legésibb normalitas-vizsgalati mddszer felel meg: a ferdeség
és a csucsossag ellendrzése. A mintabol kiszdmolhatd

1
Bn=_3"

$°

(&—%?°

M=

1

empirikus ferdeség, és

= @03

Y = S4
empirikus csticsossag értéke ugyanis normalis eloszlas esetén varhaté koézel van
0-hoz. Ennek az ellen8rzésére szolgalo szignifikancia-hatarok megtalalhatok példaul
a [17] tablazatban. Itt emlitjiik még meg az Gn. Geary-indexet:

m

1 n
=5k

amelyre szintén talalhato [17]-ben tablazat.

Ezekkel a tdblazatokkal persze csak kiilén-kil6én ellen8rizhetjiik az egyes mo-
mentumokat, az egyiittes ellenérzés csak egy megfelel$ ortogonalis fiiggvényrendszer
alapjan volna lehetséges. llyet azonban az irodalomban nem taldltunk, eléallitasa
nem latszik kénnyi feladatnak.

Lényegében a Wilk— Shapiro-prébahoz hasonld kvadratikus kifejezést kapunk
ha a Parzen-féle siirliségfiiggvényre becsléses Cramér—Mises-probat kivanunk
alkalmazni. Ez az eljaras nincs kidolgozva, bar a Wilk— Shapiro-mddszerrel szemben
kétségtelen elénye volna, hogy alkalmazasa esetén nem kell a rendezett mintat
eldallitani.
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2.4. Osszefoglalds

A becsléses normalitas-vizsgalati mddszerekrdl Gsszefoglalva elmondhatjuk,
hogy a lehetGségek szama igen nagy, de a megvaldsitasuk, kiilonésen a minket
érdekl5 tobbmintas esetben nem latszik konnyiinek. A feladattal foglalkozé statisz-
tikusok tilnyomo tobbsége ebben az irdnyban kereste a megoldast. Ez sok szempont-
bél érthetd is. Olyan mérdszamot kivantak eldallitani, amely valamilyen értelemben
optimalisan méri a minta normalitisat, és igy a tobbmintas esetben jo képet adna
arrol, milyen mértékben tavolodik el a minta egyik vagy mésik része a normaélis
eloszlastol. A nehézségek, amikkel szembetalaltak magukat, a kovetkez8k voltak:

— nincs egyértelmiien megadhaté optimalitasi kritérium;

-— a javasolt statisztikak értékének a kokrét kiszamoldsa sokszor igen bonyolult;

— a javasolt statisztikak eloszlasa és hatareloszlasa nehezen meghatarozhatd.

Nem tartjuk kizartnak, hogy a megoldast ebben az irdnyban meg lehet talalni.
Sok szempont szl amellett, hogy az ismertetett torekvések, vizsgalatok helyes
iranyban haladnak, és a szlikséges gépi tapsztalatok megszerzése utan sikeriil majd
a szamitdégépen gyorsan realizalhatd, statisztikai szempontbdl egzakt mddszert
megtalalni. A jelen koriilmények koz6tt azonban elsGsorban a kévetkezd fejezetben
ismertetésre keriild transzformacidos modszer realizalasat javasoljuk.

A teljesség kedvéért mégis megjegyezziik, hogy elvileg semmi akadalya nincs
annak, hogy a fenti mddszerek barmelyikét a tobbmintas feladat megoldasara hasz-
naljuk. Legyen ugyanis egy tetszleges modszer alapja az S, statisztika, amelynek a

H,(x) = P(S,<x)

eloszlasa nem fiigg a u, ¢ paraméterektdl, ha a minta normalis eloszlasd, és amely-
nek nagy értékei szolnak a normalitas ellen. Definialjuk a ¢ valtozot a

(o) = H,(S,)

osszefiiggéssel, ahol @ a standard normalis eloszlas. Ez a ¢ — mint az konnyen lat-
haté — normalis eloszlasi, és a nagy értékei szolnak a hipotézis teljesiilése ellen.
Ha tehat a tobbmintas feladat esetében mindegyik minta-egységb6l meghatarozzuk
ennek a valtozonak az értékét, és a kapott szamokat Gsszegezziik, egyszerl u-préba-
val ellendrizhetjiik a minta-egységek egylittes normalitasat.

3. NORMALITASVIZSGALAT TRANSZFORMACIOVAL

Ugyanazt a hipotézist vizsgiljuk ugyanabban a modellben, mint a 2. fejezetben,
csak a médszer lesz mas: alkalmas transzformacidval fogunk megszabadulni a zavard
paraméterektdl.

DEFINICIO. Az n-valtozds Y;(x,, X, ..., X,) (i=1, 2, ..., k) fiiggvényeket meg-
engedhet§ transzformaciénak (MT) nevezziik, ha az

n = wi(éla 52, ey én)

valésziniiségi valtozok a vizsgalt modellben fiiggetlenek, és standard normalis
eloszlastak. Az (n+t)-valtozds §,(xy, Xz, ..., Xa; Z1, ..., Z) (i=1, 2, k) fiiggvénye-
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ket megengedhetd randomizalt transzformacidéknak nevezzikk (MRT), ha az

ﬁi = 'pi(€19 62, (S ] én: Cl’ C25 ety Ck) (l = 1’ 2’ seco k)

valGszinfiségi valtozSék a vizsgalt modellben alkalmasan valasztott, a &£;-ktdl fiigget-
len {; valtozok mellett fiiggetlenek, és standard normalis eloszlastak.

Definicionkkal kapcsolatban megjegyezziik, hogy nincs kiiléndsebb jelent6-
sége benne annak a feltételnek, hogy az -k eloszlasa éppen standard normaélis
legyen: lehetne az n;-k k6z6s eloszlasa barmilyen ismert eloszlas, hiszen az MT-k
és az MRT-k szerepe az, hogy a normalitas-vizsgalatot visszavezesse a tiszta illesz-
kedés-vizsgilatra, ott viszont — mint lattuk — nincs semmilyen jelentdsége, hogy
a vizsgalt, ellendrizni kivant F, eloszlas milyen alak, hiszen az ellenGrzést mindig
eloszlasmentes modszerrel végezziik.

Az alabbiakban felsorolunk néhiany MT-t és MRT-t. Ezek helyes voltanak
a bizonyitasaban sziikségiink lesz a normalis eloszlasnak a kévetkezd tulajdonsagara.

TETEL. Ha a &), &,, ..., &, vdltozok figgetlenek, normdlis eloszldsiak u, o para-
méterekkel, akkor az

a=—;—l/n, ﬂ=‘a—2(n—1)
vdltozok fiiggetlenek egymdstdl, és a

7; il (i=12,..,n)

s
koordindtdjii y=(y1, Vs, ..., V) vektorvdltozotdl; és a, B,y eloszldisa nem fiigg a
u, o paraméterektdl. (Nevezetesen o standard normdlis eloszldsu B pedig x* elosz-
ldsi (n—1) szabadsdgfokkal.)

Célszerlibb a transzformacidkat két 1épésben megadni: MTA-nak vagy MRTA-
nak nevezziik a transzforméciét, ha fiiggetlen u, ¢ paraméterli normalisakhoz
fiiggetlen, 0, ¢ paraméter(i normaAlisakat rendel, és MTB-nek, vagy MRTB-nek
nevezziik, ha fiiggetlen, 0, o paraméterli normalisakhoz fiiggetlen, 0, 1 paraméterii
normalisakat rendel. (Ha egy MRTA utin MRTB-t hajtunk végre — e két transz-
formacio egyiitt nyilvan MRT.)

Az MTA-kat a linearis fiiggvények kozott keressik: legyen

Vi(xy, Xgy oo X,) = .Z;a,-jxj (i=12,..,k).
i=
Ez akkor és csakis akkor MTA, ha

DMa

a; =0 (=12 ..k

j=1

H

7
Emiatt, ha Yy =(0/,, Y3, ..., ¥;) linearis MTA, akkor k=n—1, és ha k=n—1, az
A=a;; matrix az a,;=1/ Vn kiegészitd sorral ortonormalt négyzetes matrix: 44’ =1.

aj;a,; =26, (,v=12..,k).
=1
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Ezzel természetesen A4 nincs egyértelmiien meghatarozva. llyen példaul az un.
Helmert-matrix:

1/y2 —1/y2 0 0 0
1/Vé 1/v6 —2/y6 0 0

1/V12 1/y12 1/V12 -3/V12 ... 0

Vntn—1) 1/¥n(—1) 1/Vatn=1) 1/Vnu=1) ... —(n—D/Vn(n—1)
1/Vn 1/Vn 1/Vn 1/Vn ... 1/Vn

Megfelelé 4 matrixot kapunk, ha az a, b, ¢ paramétereket Uigy hatarozzuk meg, hogy

Y; = ax;+bX +cx, i=1,2,...,n=-1)

MTA legyen |ahol % = % j’xi]. A fentiek szerint ekkor
i=1
a+b+c=0,
, B, 2ab  2bc
F+—t i+ =1,
n n
) 2
ﬂ+—b_+_2£+c2 — 0,
n n n
o Vn ) .
amibdl a=1, b = — kovetkezik

Vn—1" " Yu-1
V;x—xn
yn—1

Ez a transzformacié szemléletesen Ggy mondhaté el, hogy az x; mintaelemekb6l
levonjuk — Ilényegében — a mintaatlagot, hogy a p paramétertél megszabadul-
junk. Hogy mégsem pontosan az X mintaatlagot vonjuk le, annak az az oka, hogy
ugy a transzformalt elemek nem volnanak fiiggetlenek: a legutolsé mintaelemet
tehat arra hasznaljuk fel, hogy a vele mddositott atlagot mar levonhassuk, vagyis
hogy az x;—X kulonbségek fiiggetlenek legyenek. Ezzel elvesztiink egy mintaele-
met — de hat 1figyis csak (n—1) transzformalt mintaelemet kaphatunk. Ez a transz-
formacié SARKADItS] [21] szirmazik.

Nem vesztiink el mintaelemet, és a transzformicid is szimmetrikussa valik,
ha felhasznalunk egy normalis eloszlast, 0, ¢ paraméteri, a mintatol fiiggetlen
{ valdsziniiségi valtozét. Az eldbb kimondott tétel allitasai alapjan ugyanis konnyen
belathatd, hogy az

Y;=x,—%, ahol %=

o

m=&—¢+—=( (=12..,n

1
Vn
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valtozok fiiggetlenek, €s normalis eloszlasiak 0, 6 paraméterekkel. Ez a transz-
formacié DURBINtSI szarmazik (vo. [6]). Erdemes megjegyezni, hogy ebbdl a transz-
formacidbdl visszakaphatjuk az el6z6 transzformaciét: ha ugyanis csak az elsé
(n—1) mintaelemet hasznaljuk, a

&=

—1 =1

mintaatlag fiiggetlen a {&—&);=} vektortdl, tehat

¢ = yn—1
Vn
is fiiggetlen a {£—&)izt vektortdl, és normalis eloszlasu 0, ¢ paraméterekkel, és
ezek szerint _

Vn E_fn

s 1
s = ;= = (; 1 —_— = . — .

ami valdban azonos az eld6z6 transzformacidval.

SARKADI megmutatta, hogy az altala hasznalt transzformécio esetében a transz-
forméit, és az eredeti mintaelemek kozti korrelacids egyiitthatd maximalis az alabbi
értelemben.

LemMmA. Ha P, (i=1,2, ...,n—1) tetszéleges MTA, és ; a Sarkadi-féle transz-
formdcio, akkor
min R(éi’ '7:) = mln R(én ’11)’

1si=n-1 1=isn-1

ahol R(&,n) a &, n vdltozék korreldcids egyiitthatojat jeloli, és n; =W (&, &,y ...y €,
’—’lzlpi(619 621'“’ én)' L. . .

Ratériink az MTB-k és MRTB-k konstrukcidjara. A fenti tétel szerint, ha
&, és &, normadlis eloszlasuak (0, o) paraméterekkel, akkor az

1
n=parctgl, (= le+a

valtozok fiiggetlenek, n egyenletes eloszlast a (0, 1) szakaszon, { pedig exponencialis
eloszlasu A=1 paraméterrel. Ha tehat n paros, a mintaelemekbdl képezett parokbdl
n/2 ilyen n-t és n/2 ilyen {-t kapunk. Az n-kbdl alkalmas transzformaciéval normalis
eloszlast valtozokat allithatunk el, a {-kra pedig alkalmazhatjuk STORMER [26]
modszerét.

DurBIN [6] a kovetkezé mddszert javasolta: legyen most (mivel u=0)

l n
=;§
akkor a
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hanyadosok fiiggetlenek s-t6l, és eloszlasuk nem figg o-t6l. Ha tehat { a ¢&;-ktol
fuggetlen x-eloszlasu valdsziniiségi valtozo n szabadsagfokkal, akkor az

M=l (=12 .,m
s
valtozok fiiggetlenek, és standard normadlis eloszlasuak.
Ebbdl az MRTB-bSl ugyantgy kaphatjuk meg a Sarkadi-féle MTB-t, mint
ahogy az el6bb eldallitottuk a Sarkadi-féle MTA-t a Durbin-féle MRTA-bS! (meg-
jegyezziik, hogy a visszavezetés is SARKADItO! szarmazik). Legyen

22 — 1 nz—:l 62
- n—l = is
akkor a
[g & &
z?> 2’7" 2z

hanyadosok fliggetlenek Z-t8l, és eloszlasuk nem fiigg o-tél. Emiatt ezek a hanya-
dosok fiiggetlenek a &,/Z hanyadostdl is, és £,/Z eloszlasa (n—1)-szabadsagfokua
t-eloszlas. Ha tehat G,_,-gyel jeloljik a |£,]/Z hanyados eloszlasfiiggvényét:

Gn—l(x) = P[—;' 'Cu|<z] = 2Fn—l(x)_l»

(ahol F,(x) az (n—1) szabadsagfoku t-eloszlast jeloli), és H, _,-gyel az (n-- 1) szabad-
sagfoku y-eloszlast, akkor a

6ros [ 1) = s

osszefuiggéssel definialt valtozo y eloszlast (n—1) szabadsagfokkal. igy ez a { alkal-
mazhaté a Durbin-féle transzformaciohoz: az

'],=‘£C (i=1,2,...,n—l)
z
valtozok figgetlen standard normaélisak lesznek.
A fenti Sarkadi-féle MTA és MTB egymas utan valé alkalmazdsabol kapjuk

a Sarkadi-féle MT-t. Legyen tehat (&, &,, ..., £,) az eredeti minta, ebbdl el8szor

1 n—-2 n 1 n 2
El = - = éh 52 = 7'.:2—'1 éi’ E = (61_52)1/;

atlagokat és az .
”izéi_él"*'é (’= 1’23-'-,"_2)

transzformalt mintaelemeket hatarozzuk meg. Ezektdl eltér6 modon hatarozzuk
meg a transzformalt minta utolsé elemét, az

_ cn- Cu—l
Np—1 = ﬁ
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szamot. Az ny, s, ..., ,—, Mintéra ezutdn a Sarkadi-féle MTB-t alkalmazzuk:
legyen

és legyen u a
1
H,_,(u) =1-G,_, [_z_ I'In—ll]

egyenlettel definialt szam, ahol H, az f szabadsagfoku x-eloszlas, G, az f szabadsag-
foku r-eloszlas abszolit értékének az eloszlasfiiggvénye. Akkor a

G=Tu  G=1,2,..,n-2)
z
valtozok fiiggetlenek és standard normalisak.

A Durbin-féle MRT nem kaphato meg kozvetlenill a fenti MRTA és MRTB
egymas utdni alkalmazasabdl, hiszen a Durbin-féle MRTA-hoz ¢ szérasu normalis
eloszlasu véletlen szam kellene, viszont ¢ ismeretlen. Visszatériink az eredeti tétethez,
annak alapjan kénnyen lathaté, hogy ha {; a mintatdl fiiggetlen, standard normalis
eloszlasu véletlen szam, és {, a mintatdl, és {,-t8] fiiggetlen, (n—1) szabadsagfoka
x2-eloszlash véletlen szam, akkor az

B Tt 4 /TR P T
n

s n—1 V—

transzformalt elemek fiiggetlen standard normalisak.

Foglalkozzunk az eljaras hatékonysigaval. Arra vagyunk kivancsiak mi t6r-
ténik akkor, amikor a hipotézis nem teljesiil. E célbdl fogalmazzuk meg az eljarast
altalanosabban.

Az Xx;, X, ..., X, mintarol el akarjuk donteni, hogy az elemei F(x, 3) elosz-
lasuak-e, 9 ismeretlen paraméter. E célb6l alkalmazzunk egy y,=T,(x;, ..., X,)
Ve=To(X15 ey Xp)s o5 V= T(X15 ..., X,) transzformaciét, mely az x,, x,, ..., X,
F(x, 9) eloszlast fiiggetlen mintat valamely y,, y,, ..., V, Ismert G(x) eloszlast
fuggetlen vagy esetleg rendezett mintidba viszi at. Ezutan példaul Kolmogorov—
Szmirnov-probaval ellenérizziik, hogy y,, ..., ¥, valoban G(x) eloszlasi minta-e
Itt azonban a kdvetkezd kérdés meriil fel:

Amikor az x,, x,, ..., x, minta nem F(x, 3) eloszlast, tehat a hipotézist el
kellene utasitanunk, meg fogjuk-e ezt tenni nagy valdsziniiséggel? A kovetkez6 példa
azt mutatja, hogy ily médon a rossz eloszlasi mintat nagy minta esetén is nagy valo-
sziniiséggel jonak fogadhatjuk el.

Legyen x;, X,, ..., X, exponencialis eloszlasu minta (eloszlasfiiggvénye 1 —e~%*,
ha x<0) ismeretlen A paraméterrel. Ismeretes, hogy ekkor az y,=(x;+...+x;)/
/(% +...+x,) valoszinliségi valtozok a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu
rendezett mintat alkotnak. Ha azonban az x,, Xx,, ..., x, elfajult eloszlasti, azaz

i

P(x;=a)=1, i=1, ..., n, ahol a rogzitett konstans, akkor y;= %(iz], ..., 1) 1 valo-

szintiséggel, és a Kolmogorov— Szmirnov-prébat alkalmazva a x,, x,, ..., x, mintat
még kis n esetén is elfogadjuk exponenciilis eloszlasunak, noha nem az. E hibat
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elkeriilendd bevezetjiilk a konzisztens transzformacié fogalmat, és a tovibbiakban
konzisztens transzformacidkkal foglalkozunk.

DerFNici6. Azt mondjuk, hogy egy MT, vagy MRT konzisztens, ha
az n;(i=1, 2, ..., k) valtozdék G, empirikus eloszlasfiiggvénye n—>o mellett tart
a vizsgalt modellben (ha tehat a &, mintaelemek fiiggetlenek, és egyforma eloszla-

suak) a
_ pfx—e

eloszlasfiiggvényhez, ahol F a §;-k kozos eloszlasfiggvénye, és u=EE;, o=D¢,.
Megjegyezziik, hogy a fenti definicié pontatlan, nem tartalmazza, milyen érte-
lemben kell G,-nek G-hez tartania. Er8s vagy gvenge konzisztencidrdl beszéliink
aszerint, hogy a
sup |G, (x) —G(x)|

— 00 T X << OO0

valdszinliségi valtozé 1 valdsziniliséggel, vagy sztochasztikusan tart-e 0-hoz.

Ez a tulajdonsag, amely a Sarkadi- és a Durbin-féle transzformacidét kiemeli
a tobbi koziil, hiszen amint azt STORMER [27] [ényegében megmutatta, mind a két
transzformécié konzisztens.

A kérdés tehat az, hogy e két transzformacio kozill melyik jobb. SARKADI
a fenti lemma A4llitisdhoz hasonlé optimalis tulajdonsagot bizonyitott az altala
javasolt MTB, és MT transzformaciokrdl is. Mi viszont az altala hasznalt opti-
malitasi kritériumot nem tartjuk elég meggy6z6nek, és a Sarkadi-mddszer lényeges
hidnyossaganak tartjuk, hogy nem szimmetrikus. Azt mondhatjuk tehat, hogy pusz-
tan elméleti szempontbol nem tudunk kiilénbséget tenni a két modszer kozdtt, igy
a szamitastechnikai szempontot kell alapul venniink. Ez viszont egyértelmiien
DURBIN moédszere mellett szol, ezért mi ezt a mddszert javasoljuk.
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TESTING FOR NORMALITY

by
P. MaJor and G. TusNADY

Summary

The first part of the paper investigates the goodness of fit testing a simple hypothesis. Then
different methods for testing normality with unknown parameters are considered. One of these
is to estimate the parameters, another method is to eliminate the unknown parameters by trans-
formation. The goodness of these methods is investigated.

(Beérkezett: 1973. I. 25.)
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A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

AZ ALGEBRAI GEOMETRIA ALAPJAT (IT)*

frta: I. R. SAFARJEVICS

A forditas elsS része, amely az eredeti cikk L. és II. fejezetét tartalmazza, az MTA II1. Osztdly
Kozlemények XXII. kotet 1. szimdban jelent meg. (79—184. oldal).

11I. FEJEZET
DIVIZOROK ES DIFFERENCIAL FORMAK

1. §. Divizorok
1. Figgvény divizora

Egy egyvaltozos polinom konstans szorzétényez$ erejéig egyértelmiien meg
van hatarozva, ha meg vannak adva gydkei, és azok multiplicitasai, azaz pontok

Xy, Xg, ...y X,€A' rendszerével és kq, ..., k, multiplicitisukkal. Egy (p(x)=g{—((xx—)),
f, g€k[X] racionalis fiiggvényt meghataroznak az f és g polinomok zérushelyei,
azaz azon pontok, amelyekben az 0-val egyenld vagy nem regularis. Hogy a g gy6-
keit az f gyokeitol megkiilonboztessiik, azok multiplicitasat negativ elGjellel vessziik.
Tehat a ¢ fiiggvényt az x,, ..., x, pontokkal és azok tetszOleges egész k,, ..., K,
multiplicitasaval adhatjuk meg. Most azt a célt tiizzlik ki, hogy analég moédon meg-
adjunk egy racionalis fliggvényt egy tetsz6leges algebrai sokasagon.

Abbdl fogunk kiindulni, hogy — a metszet dimenzidjardl sz6ld tételnek meg-
feleléen — azon pontok halmaza, amelyekben egy reguaris fiiggvény 0-val egyenld,
1-kodimenzids részsokasigot alkot. Ezért az az objektum, amelyet meg fogunk
feleltetni a fiiggvénynek, az 1-kodimenzids irreducibilis részsokasagok rendszere
lesz, multiplicitast tulajdonitva azoknak. A multiplicitasoknak gy pozitiv, mint
negativ értékeket fogunk adni.

DEerfINic1O. Egy irreducibilis X sokasag 1-kodimenzids irreducibilis részsoka-
sadgainak C,, ..., C, rendszerét a nekik tulajdonitott k,, ..., k, egész multiplicita-
sokkal divizornak nevezziik.

Egy D divizor felirhaté
(M D=kC+..+kC,

* Y. P. Ulagapenuu: OcHosbl anreGpanveckoit reomerpun, Ycxenn Mar. Hayk, T. XXIV.
BbII. 6. (150), 1969. pp 1—184.
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alakban. Ha az 6sszes k;=0, akkor D=0-t irunk, ha az &sszes k;=0, akkor D=0
és ekkor D-t effektivnek nevezziik. Az 1-gyel egyenld egyiitthatoval vett 1-kodimen-
zios irreducibilis C; részsokasagokat egyszerii divizoroknak nevezziik. Ha (1)-ben
az Osszes k;#0, akkor a C,UC,U...UC, sokasigot a D divizor hordozdjinak
nevezzilkk és Supp D-vel jeldljiik.

Definialjuk a divizorok osszeadasat. Evégbdl megjegyezziik, hogy ha az (1)-beli
egylitthatoknak megengedjiik a O érték felvételét, akkor barmely két divizor felirhato

D =kiCi+...+klC,, D" =k{Ci+...+k!C,
alakban ko6zds Cy, ..., C,-ekkel. Definicio szerint akkor
D' +D" = (k1 +k)Cy+ ... + (k] + k) C,.

Ilyen médon az X-en értelmezett divizorok csoportot alkotnak, amely izomorf
azzal a Z feletti szabad modulussal, amelynek generatorai az X-beli 1-kodimenzids
irreducibilis részsokasagok. Ezt a csoportot Div (X)-szel jeloljiik.

Most az fek[X], f=0 fliggvényeknek divizort fogunk megfeleltetni. Legyen
C egy egyszeril divizor. El6szor minden f€k(X), f=0 fiiggvénynek megfeleltetiink
egy vc(f) egész szamot. Ha X=A!, akkor ez a zérushely, vagy a pélus rendjének
az analégja.

Ezt a megfeleltetést csak az X sokasagra tett bizonyos megszoritassal végez-
hetjiik el. Mégpedig fel fogjuk tételezni, hogy X sima az 1-kodimenzidban, azaz
hogy az X sokasig singularis pontjai halmazinak a kodimenzidja =2. Legyen
Cc X egy irreducibilis 1-kodimenzids részsokasag és U az egyszerli pontokbdl
allé valamely olyan nyilt affin halmaz, amely metszi C-t, és olyan, hogy a C az U-ban
lokalis egyenlettel adhaté meg. Ilyen U halmaz létezik az X-re tett megszoritas és
a II. fejezet 3. §. 1. tétel miatt. Ilyen mdodon k[U]-ban teljesiil ac=(n). Bebizonyitjuk,
hogy barmely fek[U], f>=0 fiiggvényekhez létezik olyan k=0 szam, hogy f€(n"),
f4 (=z**1). Ha ez nem igy lenne, azaz fe(n*) az 6sszes k=>0-ra, akkor f€ N(n*), és
ezért f=0 volna a IL fejezet 2. §. 5. tétel miatt.

A meghatirozando szamot v (f)-fel jeloljik. Ez a szam a kovetkezd tulajdon-
sagokkal rendelkezik:

ve(fi-f2) = ve(f1) +ve(fa)s
2 ve(fi +/2) = min (ve(f); ve (),
ha fi+f; #0,

amelyek kénnyen kévetkeznek a definiciobodl és a C irreducibilitasbél.
Ha X irreducibilis, akkor barmely f€ k(X)) fliggvény eldallithaté f= %, g, hek[U]

alakban. Az f#0-ra legyen vo(f)=ve(g)—vce(h). A (2)-b6l azonnal adddik, hogy
g
h
f€k(X) és 0-tol kiilonbszdkre.

Az altalunk adott definiciéban a vo(f) szam egyeldre fiigg az U nyilt halmaz
kivalasztasatol, ezért vE(f)-et fogunk irni vc(f) helyett. Megmutatjuk, hogy valo-
jaban v¢(f) nem fiigg U-tol.

Eldszor feltételezziik, hogy V-affin nyilt halmaz, Vc U és V(1 C=0. Akkor
7 lokdlis egyenlete f~-nek a V-ben is, és nyilvan v% (f)=vZ(f). Ha pedig V tetszOleges

ve(f) nem fiigg az f~nek =~ alakban vald elBallitasatol, és hogy (2) igaz az Gsszes
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nyilt olyan halmaz, amely az U-val azonos tulajdonsiagokkal rendelkezik, akkor
UNC és VN C nyiltak C-ben és nem iiresek, mivel pedig C irreducibilis, igy azoknak
nem lres a metszetiik. W-ként véve valamely xc UNVNC pont UNV-beli affin
kérnyezetét, azt kapjuk, hogy az el6bbi megjegyzés alapan vZ(f)=v¥ (f), v&(f)=
=v¥(f), tehat vZ(f)=v&(f). llyen médon a v(f) jelolés korrekt voltat belattuk.
Megjegyezziik, hogy ha X=A4!, C=x egy a-koordinataji pont, fek[AY]=k[T],
akkor v, (f) egybeesik az f(T) polinom o gyokének multiplicitasaval, az altalanos
definicié pedig lényegében lemasolja ezt a specialis esetet.

Ha vc(f)=k=0, akkor azt mondjak, hogy az f fliggvénynek k-adrendii zérus-
helye van a C-n; ha vc(f) = —k<0, akkor f-nek k-adrendii pélusa van C-n. Meg-
jegyezziik, hogy ezek a fogalmak l-kodimenzids részsokasagokra, nem pedig pon-

tokra vannak értelmezve. Példaul az A%n értelmezett %}C— fiiggvény esetén a (0, 0)

pont benne van a fliggvény zérushelyeinek (x=0) részsokasagaban is, és a polusai-
nak (y=0) a részsokasagaban is.

Most bebizonyitjuk, hogy adott fek(X) filiggvénynek csupan véges szamu
irreducibilis 1-kodimenzids olyan részsokasag felel meg, amely kielégiti a vo(f)=0
feltételt. ElGszor azt az esetet tekintjiik, amikor az X affin sokasagés f€k[X]. A defini-
ciobdl folyik, hogy ha C nem komponense az X, részsokasagnak, akkor vc(f)=0.

Ha X tovabbra is affin, de fek(X), akkorf:—}gl—, g, hek[X], és vilagos, hogy v-(f)=0,

ha C nem komponense az X, vagy X,-nak. Végiil az dltalanos esetben legyen X=U U;
az X véges affin nyilt lefedése. Ekkor minden C-nek legalabb egy U;-vel valé metszete
nem iires, és ezért vo(f) csak azon C esetén teljesiil, amely olyan C'c U; irreducibilis
részsokasag lezartja, amelyre vg( f )#0 fenndll U;-ben. Mivel az U; halmazok és
barmely U;-ben a € halmazok szama véges, igy véges szamil olyan C van, amelyre
ve (f)#=0. I]yen modon tekinthetjiik a

2 ve(NC

divizort, ahol az Gsszegzés az Gsszes olyan irreducibilis 1-kodimenzids részsokasagra
vonatkozik, amelyre vo(f)=0. Ezt az f fiiggvény divizoranak nevezziik és (f)-fel
jeloljiik.
A D=(f), fek(X) alaka divizort fodivizornak nevezziik. Ha (f)=>k,C;,
akkor az (f)o= X k;C;, illetve az (f)e= 2 k;C; divizorokat az f figgvény
i k;>0

zérus-divizoranak, illetve pdlusdivizoranak nevczzuk Nyilvanvald, hogy (f)s=0,
(=0, (/)=(f)o— (f). Kiemeliink néhany egyszer(i tulajdonsagot:

(fr+f) =)+ )
(/) =0, ha fek, (f)=0, ha fek[X].

Bebizonyitjuk, hogy a sima irreducibilis X sokasagra a megforditas is teljestil:
ha f=0, akkor fregularis X-en. Legyen az x€ X pontban az f fliggvény nem regularis.

Akkor f= % ¢ O, h, g€0,. Mivel O,-ben egyértelmiien végezhetd el a primténye-

z0kre valo bontas (11. fejezet 3. §-nak 2. tétele), a g és A relativ primnek valaszthatd.
Legyen = az O, olyan primeleme, amely A-nak tényezGje, de g-nek nem. Az x pont
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valamely affin U kérnyezetében az U, sokasag irreducibilis és 1-kodimenzids. Legyen
C az U, lezartja X-ben. Ekkor nyilvanvaldan teljesiil vo(f)<0. Az allitas igaz nor-
malis sokasag esetén is, de itt ezt nem bizonyitjuk.

Mivel a projektiv irreducibilis X sokasag minden pontjiban regularis fiiggvény
konstans (az I. fejezet 5. §-a 2. tételének 1. kGvetkezménye), igy a fentebb bebizonyi-
tott eredménybdl kovetkezik, hogy f=0 esetén f=oack, ha X sima projektiv
sokasag. Specialisan, egy sima projektiv irreducibilis sokasidgon értelmezett raciona-
lis fiiggvényt konstans tényezG6tdl eltekintve egyértelmiien hatarozza meg a fiiggvény
divizora: ha (f)=(g), akkor (f-g%)=0 és f=a-g, ack.

1. PELDA. X=A". Az I. fejezet 6.§-a 3. tétele szerint barmely 1-kodimenzids
irreducibilis C részsokasigot egy egyenlet meghataroz: I.=(F), Fck(X). Innen
C=(F), vagyis minden egyszer{i divizor, tehat 4ltaldban minden divizor valéjaban
fédivizor.

2. PELDA. X=P". Barmely 1-kodimenzids irreducibilis C részsokasagot egy
homogén F egyenlet hataroz meg, emellett I.=(T""*F) teljesiil az affin nyilt U;
halmazban, ha az F fokszama k. Ezért az fck(P") fliggvény divizorat az alabbi
modon konstrualhatjuk. Hozzuk az f fiiggvényt f= g alakra, ahol F és G azonos
fokszamt formak; bontsuk fel ezeket irreducibilis formak szorzatira: F= l'IH,f‘f,
G=I1L}s, ekkor (f)= 2 k;C;— > m;D;, ahol C;, ill. D; a H;=0, ill. L;=0 egyenle-
tekkel meghatarozott irreducibilis divizorok.

Jeloljiikk az F forma fokszamat deg F-fel. Mivel
degF=degG, igy 2 k;degH;= > m;deglL;.

Emlékezhetiink arra, hogy abbdl, ahogyan definialtunk az I. fejezet 6. §-a 5. pontja-
ban a projektiv sokasag fokszamat, kovetkezik a deg C,=deg H; egyenlGség.
Ezért (4)-ben

2 ki deg Ci == Z mj deg D_]'

A D=3 k;C; divizor fokszamat deg D= >'k; deg C; szammal definialjuk. Kimu-
tattuk tehat, hogy D fddivizor esetén deg D=0.

Konnyen ellenSrizhetd a megforditott allitas is: ha > k; deg C;=0 és C; egyen-
lete H;, ahol H; egy forma, akkor az f=IIH} fiiggvény 0-adfokt homogén és
2 ki Ci=(f).

3. PELDA. Analég moddon targyalhaté az X=P™x ... xP™ eset. Az 1-kodi-
menzids C részsokasagot megint egyetlen H=0 egyenlet hatirozza meg (I. fejezet
6. §. 3. tétel), viszont H a P~ terek koordinata csoportjainak mindegyike szerint
kiilon homogén, ennek megfelelden k-nak kiilonbdzb fokszama van: deg; H
(i=1, ..., k). A 2. példahoz hasonléan bevezethetk X-en a D divizor deg; D fok-
szdmai €s a D divizor akkor és csak akkor fédivizor, ha deg; D=0 (i=1, ..., k).

A fédivizorok az Osszes divizorok Div (X) csoportjdban P(X) alcsoportot
képeznek. A Div (X)/P(X) faktorcsoportot a divizorosztilyok csoportjinak nevez-
ziik és CI (X)-szel jeloljiik. A Div (X)/P(X) egy mellékosztalydba tartozé divizoro-
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kat ekvivalenseknek mondjuk: D;~D,, ha D, —D,=(f), fek(X). A Div(X)/P(X)
mellékosztalyait divizorosztalyoknak nevezziik.
A targyalt példakban

.CI(X)=0. 2.ClI(X)=2. 3.Cl(X)=2Z"

2. Lokdlis fédivizorok

Legyen az X sokasig sima. Ekkor minden egyszerii Cc X divizor és minden
x€ X pont esetén megadhatd olyan nyilt U>x halmaz, amelyben C-t lokilis 7 egyen-
let hatiroz meg. Ha D= D> 'k;C; egy tetszOleges divizor és minden C;-t x; lokalis
egyenlet hatiroz meg U-ban, akkor U-ban D=(f), f=Ink. Kovetkezésképpen
minden x pontnak van olyan kérnyezete, amelyben a D divizor fédivizor. Ezekbdl
a kornyezetekbdl kivalaszthatd X'= U U; véges lefedés, ahol minden U;-ben D=(f)).
Nyilvanvald, hogy az f; fliggvények kivalasztisa nem torténhet megszoritasok
nélkiil: az f;-k nem lehetnek azonosan nulldval egyenld fiiggvények, tovibba az
U;NU;-ben az (f;) és (f;) divizorok egybeesnek. Ahogyan az 1. pontban mar lattuk,
ebbdl kovetkezik, hogy az f;-f;! fiiggvény regularis és nem egyenld O-val, az
U;NU;-ben. Ha az {U;} lefedésnek megfeleld {f;} fiiggvények rendszere esetén
fi-f; " regularis és nem nullértékd, akkor azt koordinalt rendszernek fogjuk nevezni.

Megforditva, fiiggvények tetszOleges koordinalt rendszere meghataroz egy
divizort X-en. Valdban, barmely egyszerii C divizor esetén legyen kc=vc(f;), ha
U,NC#=P, ahol fi-t, ill. C-t fiiggvénynek, illetve egyszerti divizornak tekintjik
az U; sokasagban. Mivel a filiggvényrendszer koordinalt, ez a szam nem fligg az
U, kivalasztasitol. Nyilvanvald, hogy csupan véges szamu olyan C létezik, amelyre
kc#0, nevezetesen az (f;) divizorok irreducibilis komponenseinek a lezartjai. Igy
értelmezheté D= > k- C divizor. Nyilvanvald, hogy D-nek az adott { f;} fiiggvényrend-
szer felel meg.

Végiil konnyen eldonthetd, mikor definidljak ugyanazt a divizort az {U;}
lefedésnek megfeleld {f;} fiiggvényrendszer és a {V;} lefedésnek megfeleld {g;}
fiiggvényrendszer. Ehhez sziikséges és elegendd, hogy U;NV;-ben az f;-g;! fligg-
vények mindenhol regularisak és 20 legyenek. Az olvasdra bizzuk az allitas egyszerii
ellenGrzését.

Divizorok fiiggvényrendszerekkel torténé meghatarozasa lehet6vé teszi a divi-
zorok viselkedésének tanulmanyozasat regularis leképezéseknél. Legyen ¢: X—Y
sima irreducibilis sokasagok regularis leképezése és D divizor Y-on. Tegyiik fel, hogy
@ (X) ¢ Supp D. Kimutatjuk, hogy ilyenkor a D divizor ¢* (D) 3sképét meghatairoz-
hatjuk a regularis fiiggvény Gsképének meghatirozasaval analég médon. Mindenek-
elott megvizsgaljuk, mikor hatarozhaté meg az Y-on értelmezett racionalis f fliggvény
dsképe, és az mikor nem azonosan nullértékii X-en. Ehhez elegendd, hogy létezzen
legalabb egy y€p(X) pont, amelyben f regularis és f(y)#0. Ekkor ezek a pontok
egy nem ires nyilt V halmazt képeznek. Az f fiiggvény V-n regularis, tehat ¢* (f)
szintén regularis, a ¢ ~!(¥)-n nem azonosan, (s6t sehol sem) nullértékii fiiggvény.
Mivel ¢ ~1(¥) nyilt X-en, igy a ¢*(f) racionalis fiiggvényt hataroz meg X-en. A ¢
leképezésre és az f fiiggvényre kapott feltételiink divizorok nyelvén a ¢ (X)d¢
¢ Supp (f)-re redukalédik.

Legyen most a D divizor egy koordinalt f; fiiggvényrendszerrel és {U;} lefedés-
sel adott. Tekintslik azokat az U;-ket, amelyekre ¢ (X) N U; nem lires, és bebizonyit-
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juk, hogy @ (X)NU,d Supp (f;). Valoban az X sokasag irreducibilitisa maga utan
vonja a @(X) irreducibilitasat Y-ban. Ha o (X)NU;cSupp (f;), akkor abbdl, hogy
¢ (X) irreducibilis és @(X)N U; nem fires, kovetkezik, hogy ¢ (X)cSupp (f). Végiil,
a Supp (f)NU;=Supp DN U; egyenldség, a ¢(X) irreducibilitdsa és @ (X)NU;#0
maga utin vonja a ¢(X)cCSupp D tartalmazast, ami ellentmond a feltételeknek.

Ezek miatt a ¢(X)-szel nem lires metszetli 6sszes U, esetén a racionalis ¢* (f})
figgvények értelmezve vannak a ¢~ Y(U)-ben. Azok a ¢~YU)=V; halmazok,
amelyekre ¢ (X)-nek van nem tires metszete U,-vel, nyiltak és lefedik X-et, a ¢*(f})
fuggvények pedig koordinalt fiiggvényrendszert alkotnak, amely egy divizort hata-
roz meg X-en. Nyilvanvald, hogy ez a divizor nem valtozik, ha D-t egy mésik fligg-
vényrendszerrel adjuk meg. A megkonstrualt divizort a D divizor 6sképének nevezziik
és @*(D)-vel jeloljiik.

Specialisan, ha ¢ (X) sliri Y-ban, akkor minden D€ Div (Y) divizornak az sképe
értelmezve van.

Ha D és D’ az Y-on értelmezett divizorok, amelyeket az {f;} és {g;} fiiggvény-
rendszerek, és a megfeleld {U;} és {V;} lefedések hataroznak meg, akkor a D+D’
divizort az {f;-g;} fiiggvényrendszer és az {U;NV;} lefedés hatarozzak meg. Innen
rogton koévetkezik, hogy ¢o*(D+D)=¢*(D)+¢*(D), és igy, ha ¢(X) slrii Y-ban,
akkor a ¢* meghatirozza a ¢*: Div Y—Div X homomorfizmust.

Az ( )f ) fédivizort az f;=f fiiggvényrendszer hatarozza meg és ezért o*((f))=
=(o*(f)-

Specialisan, ¢* leképezi P(Y)-t a P(X)-be és meghatarozza a ¢*: Cl/ (Y)—~Cl (X)
homomorfizmust.

A divizorok koordinalt fiiggvényrendszerekkel térténé meghatarozasinak alkal-
mazasaként megmutatjuk, hogyan feleltetheté meg divizor nem fliggvénynek, hanem
a sima projektiv sokasagon értelmezett, koordinataktdl fiiggd forméanak. Legyen
XC P" és F koordinataktdl fiiggd olyan forma PN-ben, amely nem azonosan null-
értékli X-en. Minden x€X pont esetén tekintsilk G format, amelynek a fokszama
a G fokszaméaval megegyezik és amelyre G(x):<0. llyen formak léteznek: ha példaul

x=(cg, ..., &,) és a; =0, akkor G=x¢¢ F valaszthatd. Akkor az f= %fﬁggvény racio-

nalis X-en és regularis egy olyan nyilt halmazban, amelyben G =0.

Ko6nnyli belatni, hogy léteznek olyan G; formak, hogy az U;=X—X; nyilt
halmazok az X lefedését alkotjak. Ugyszintén kénnyen lathaté, hogy az ﬁzg
fliggvények és az U; nyilt halmazok koordinalt fiiggvényrendszert alkotnak, tehélt
divizort hataroznak meg X-en. A G; formak masik megvalasztisa nem valtoztatja
meg ezt a divizort, és igy az csak az F formatdl fligg. Ezt a divizort az F forma divi-
zoranak nevezziik és (F)-vel jeloljik. Mivel az f; fiiggvények regularisak az U;
halmazokon, igy (F)=0.

Ha F; egy masik forma, deg Fy=deg F, akkor az (F)—(F,) divizor az %

1
racionalis fliggvény divizora. Ezért (F)~(F}), ha deg F=deg F;.

Specialisan, az Gsszes (L) divizor, ahol L linearis forma, egymassal ekvivalens.
Nyilvanval6, hogy Supp (L)=X; nem mas, mint az X metszete az L=0 hipersikkal.
Emiatt ezeket a divizorokat a hipersikmetszet divizorainak nevezziik.
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Ha a fentiekben az F, helyett az L9 F format vessziik, azt kapjuk, hogy
(F)~deg F-(L), ahol (L) a hipersikmetszet divizora.

A divizorok koordinalt fiiggvényrendszer segitségével torténd meghatarozasa
kiterjeszthetd tetszéleges, nem feltétleniil sima sokasagok esetére is. Azonban ekkor
a divizor megadasa koordinalt fliggvényrendszerrel a divizor definicidjanak tekin-
tendd. Azt az objektumot, amihez igy jutunk, lokalis f6divizornak nevezziik.

Pontosabban, az irreducibilis sokasagon értelmezett lokalis fédivizor nem mas,
mint olyan racionalis f; fiiggvények rendszere, amelyek az {U;} nyilt lefedés halmazai-
nak felelnek meg és kielégitik az alabbi feltételeket:

1. f; nem azonosan nullértékiick és

2. fi-f;! és a f;-fi ! regularisak U;NU;-n.

Emellett az f; fiiggvények és az {U;} lefedés ugyanazt a divizort hatarozzdk meg,
mint a g; fiiggvények és a {V;} lefedés, ha fig;* és f7'g; regularisak U;NV;-ben.

Minden fek(X) fiiggvény meghataroz egy lokalis fédivizort, ha feltessziik,
hogy f;=f. Az ilyen divizorokat fédivizoroknak nevezziik.

Az f; fiiggvényekkel és {U;} lefedéssel, valamint a g; fliggvényekkel és {V;}
lefedéssel adott lokalis fédivizorok szorzatan azt a divizort értjiik, amelyet az f;-g;
fiiggvények és az {U;AV;} lefedés hataroznak meg. Az Osszes lokalis fédivizor
csoportot alkot, a fodivizorok pedig ennek egy alcsoportjat. A faktorcsoportot
az X sokasag Picar-csoportjanak nevezziik és Pic (X)-szel jeloljik.

Minden lokalis f6divizornak van hordozdja, mégpedig az a zart részsokasag,
amely azon U;-beli pontokbdl all, amelyekben f; nem regularis vagy nullértékd.
Ugyantigy, mint a sima sokasagokon tekintett divizorok esetén, meghatarozhaté
az Y-on vett D lokalis fédivizornak a ¢: X — Y reguléris leképezésre vonatkozd 6ské-
pe, ha a ¢(X) nem része Supp D-nek.

Ramutatunk egy fontos specialis esetre. Ha X egy sima sokasag és Y annak egy
nem feltétleniil sima részsokasiga, akkor az X-en vett barmely olyan D divizor,
amelyre D Y, meghataroz Y-on egy D lokalis fédivizort. Ehhez meg kell vizsgalni
a @: Y- X beagyazé leképezést és ekkor D=¢* (D). A D-t a D-nek Y-ra val$ sziiki-
tésének fogjuk nevezni, és gy (D)-vel jeloljik. A definiciobdl kovetkezik, hogy a f6-
divizorok esetén gy ((D))=(f), ahol f az f fiiggvény Y-ra val6 sziikitése.

Természetes, hogy a divizorok és a lokalis fédivizorok kozotti kiilonbségek
csak a nem sima sokasagok esetén jelentkeznek.

3. Hogyan mozdithatjuk el a divizor hordozdjdt a pontokrdl

1. TETEL. A sima X sokasdgon vett tetszbleges D divizor és véges szamu
X1 -y Xm€X pont esetén megadhaté olyan D’ divizor, hogy D’'~D, x¢ Supp D’
(i=1, ..., m).

A D vehetd egyszerii divizornak, kiilonben elegend6 lenne a tételt mindegyik
komponenséhez alkalmazni. Vilasszunk X-ben egy az x, ..., x,, pontokat tartal-
mazo affin nyilt halmazt. Elegendd bebizonyitani a tételt, erre a halmazra, tehat az
X tekinthetd affin sokasidgnak. Az m szam szerinti indukciét alkalmazva, feltehetjiik,
hogy x;, ..., x;¢ D, x;.,1€D. Meg kell konstrudlnunk egy olyan D" divizort, amelyre
D' ~D, xq, ..., x;21¢ Supp D’. Tekintsiik a D egyszerii divizor egy lokalis n” egyen-
letét az x;,, pont kdérnyezetében. Kimutatjuk, hogy =’ kivalaszthaté olyannak,
amelyre '€ k[X] (feltételiink szerint X affin). Valoban, n” regularis az x;,; pontban
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és igy ha (n")..= Dk, F,, akkor F;dx;,,. Ezért minden l-re létezik olyan fi€k[X]
fiiggvény, amely az F;-en nullértékii és fi(x;,,)=0. A n=n"TIf}r fiiggvény nyilvan
regularis X-en és D-nek az x;,, pont kdrnyezetében lokalis egyenlete. Mivel a fel-
tétel szerint

x;¢DUx,U.. . Ux;_;Ux;, U Uy, (j=1,..,0),

igy minden j=1, ..., i esetén Iétezik olyan g;€k[X] fiiggvény, hogy g;| =0, g;(x;)=0
(121, ...,j—l,j+1, ey l), gl(xl)¢0
Tekintsiik az

j=1
fiiggvényt és az o; allanddkat valasszuk ki Ggy, hogy
(1) fE) =0 (=10,

s (xj)

g;(x;)?
lokalis gyiiriiben g;=0 (r) és

D o;g2 =nh, h€O,,,,, f=n(l+nh).

Mivel (1+7nh)(x;.,)=1, igy innen kovetkezik, hogy f a D divizor lokalis egyenlete
az x;4, pont kérnyezetében. Ezért (f)=D+ 3 r D, amellett a D, divizorok egyike
sem megy at az x;,, ponton. Ez azt jelenti, hogy D’ =D —(f) feltevésbdl Supp D’ H x; 1
kovetkezik. Tovabba, az (1) azt mutatja, hogy Supp (f) dx; (j=1,...,1), és ezért
a D’ divizor kielégiti a tétel feltételeit.

Ime az 1. tétel elsé alkalmazasa. A 2. pontban meghataroztuk az X sokasag
D divizoranak f*(D) 8sképét, ahol az f: Y —X leképezés regularis és f(Y)d Supp D.

Az 1. tétel lehetové teszi a D divizor vele ekvivalens olyan D’ divizorral valé
felcserélését, hogy Supp D’3x, ahol x az f(Y)-bol tetszGlegesen kivalasztott pont.
Akkor automatikusan f{Y)dSupp D’ és az f*(D’) 8skép meghatarozott. Ez meg-
mutatja, hogy nem sziikséges megszoritasoknak alavetni az f regularis leképezést
ahhoz, hogy a CeCl(f) divizorosztaly Osképét meghatarozzuk. Ki kell valasztani
C-ben olyan D divizort, amelyre f(Y)d Supp D, és megvizsgilni Y-on az f*(D)
divizort tartalmazd osztalyt. Kénnyen ellendrizhetd, hogy ezzel az

f*:ClI(X) - CI(Y)

Ekhez elegendd az «; = — teljesitése. Mivel minden g;p,=0, igy az O

Xi+1

homomorfizmust nyerjiik.

sreq

crer

4. Divizorok és raciondlis leképezések

A divizorok megfeleltetése fliiggvényeknek hasznos a sokasagok projektiv térbe
vald racionlis leképezéseinek vizsgalatakor. Legyen X sima sokasag és ¢: X —-P"
egy racionalis leképezés. Vizsgaljuk meg, milyen pontokban nem regularis a ¢.

A racionalis leképezést a

U @ = (for i fo) fi€k(X)
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képletekkel hatarozzuk meg, emellett feltételezhetd, hogy egyetlen f; sem azonosan
pullértékl X-en. Legyen

f) = é‘; ki; C;

ahol C; egyszerii divizorok. Megengedjiik, hogy k;;=0 is teljesiiljon.
Hogy megvizsgaljuk, regularis-e a ¢ az x€X pontban, megadjuk C;-t a =,
lokalis egyenlettel az x pontban. Ekkor

= (l—[ nfi!)'ui, uiEOx, u,-(x) # 0.
J

Mivel O,-ben a primtényez8kre valé bontds egyértelm@, az f,, ..., f, elemeknek
létezik d legnagyobb k&z6s osztdja, vagyls olyan d¢ck(X) elem, hogy f;d~1€O,
és a d,€k(X), f,-d{1€0, maga utdn vonja a d,/d-t, vagyis dd;'€ O, teljesitését.
Mivel az irreducibilis sokasagok lokalis egyenletei az O, primelemei, igy

d = HTC}J', IJ = min kij"

i=0,...n

A ¢ leképezés regularis az x pontban, ha létezik olyan g€k (X) fiiggvény, hogy
figrteo, (i=0, ..., n), és nem az Gsszes (f;g~1) (x) egyenlo nullaval.

A legnagyobb koz6s oszté definicidja miatt innen kovetkezik, hogy g/d. Ha
d=g-h, h€O, és h(x)=0, akkor h/(f;-g~%) és ezért minden (f;g~!)(x)=0. Es igy
a kivant feltételeket csak az olyan g fiiggvény elégiti ki, amelyre d=g-h, h(x)=0.
Ekkor f-g~1=(f,d"1) - h, vagyis

= (I nfu=1) - (u;h),
j
és a ¢ leképezés akkor és csak akkor regularis, ha nem az 6sszes ITn%u—1 fiiggvény
¢ lekép g In gg

nullértékii az x pontban. Hogy divizorok nyelvére leforditsuk ezt al feleletet, nevezziik
a D;=>k;;C; (i=1, ..., n) divizorok legnagyobb kéz6s osztéjanak a

L.n.k.o. (Dl’ caey D") = ZlJCJ’ Ij == min k”

i=1,..,n

divizort. Nyilvanvald, hogy D;=D,;—L.n.k.o. (Dy, ..., D,)=0, és a D] divizoroknak
nincs k6z6s komponensiik. Specidlisan, tegyiik fel, hogy

D =Lanko.((fp),....(f»), Di =(f)—D
Ekkor az x pont valamely kérnyezetében

(H n}"u'lj)) =D
i

és mondhatjuk, hogy a ¢ leképezés akkor és csak akkor regularis az x pontban, ha
nem az Osszes Supp D] sokasig megy it ezen a ponton.
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd eredményt.

2. TETEL. Az (1) raciondlis leképezés pontosan a
N Supp D, D; =(f)—L.nk.o.((fo), ..., (/) (i=0,..,n

halmaz pontjaiban nem reguldris.
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Mivel a D] divizoroknak nincsen k&zds irreducibilis komponensiik, ezért
a MNSupp D] halmaz kodimenzidja =2. Ilyen médon az 1. tétel a II. fejezet 3. §-ban
szerepld 3. tételének élesitése.

5. Divizorral asszocidlt tér

Az a tény, hogy az Osszes legfeljebb n-edfoku f(¢) polinom véges dimenziéji
vektorteret alkot, a kovetkez6 moddon interpretilhaté a divizorok nyelvén. Jelsljiik
X -nel a P! egyenes ¢ koordinataji végtelen tavoli pontjat. A ¢ k-adfoku polinomjanak
az x., pontban k-adrend{i pélusa van és nincs tobb polusa. Emiatt a deg f=n feltétel
kifejezhetd ugy is: az f+nx., divizor effektiv.

Analég moédon az X sima sokasigon adott tetszbleges D divizor esetén tekint-
hetjiik a nullabdl és olyan fck(X), f=0 fiiggvényekbdl allé halmazt, amelyekre

(1) (f)+D = 0.

Ez a halmaz a fiiggvényekre értelmezett szokasos miiveletekre nézve k test
feletti linearis tér. Valdéban, ha D= > n;C;, akkor az (1) ekvivalens azzal, hogy

ng(f)é_nh vc(f)EO, ha C# Ci,

és emiatt az allitasunk rogton kovetkezik az 1. pont képleteibdl.

Az (1) feltételt kielégit6 fiiggvényteret a D divizorral asszocialt térnek nevezziik
¢és L (D)-vel jeloljiik.

Annak az analégja, hogy a legfeljebb n-edfoki polinomok tere véges dimenzidja,
az a tény, hogy az # (D) tér véges dimenzi6jli, ha D tetszdleges divizor és X projektiv
sokasag.

Ezt a tételt a 2. §-ban fogjuk bebizonyitani az algebrai gorbék esetére. Az alta-
lanos eset bizonyitasa kiilondsebb nehézség nélkiil nyerheté innen a dimenzid
szerinti indukcioval. Azonban a tétel jelentGsége vilagosabba vélik, ha az algebrai
koherens nyaldbokra vonatkozé joval altalanosabb allitasbdl vezetjiik le specialis
esetként. Eppen ebben az alakban fogjuk a tételt bebizonyitani.

Az # (D) tér dimenzidjat a D divizor dimenzidjinak is nevezziik és /(D)-vel
jeloljik.

3. TETEL. Az ekvivalens divizorok dimenzidja megegyezik.

Legyen D,~D,, ami azt jelenti, hogy D;—D,=(g); gck(X). Ha fc.¥ (D),
akkor (f)+ D, =0. Innen kovetkezik, hogy (f- g)+ D,=f+ D, =0, vagyis f- g€ £ (D,),
g-Z(D)=2%(D,). llyen médon, az 6sszes f€.Z (D) figgvénynek a g fliggvénnyel
valé szorzasa meghatarozza az £ (D,) és £ (D,) terek egy izomorfizmusat, ami bizo-
nyitja a tételt.

Most lathatjuk, hogy beszélhetiink a C divizorosztaly /(C) dimenzidjardl, ha
ezalatt az osztaly Osszes divizoranak k6zos dimenzidjat értjiik. Ez a szam a kovet-
kezd értelemmel bir. Ha D€C, f€ £ (D), akkor a D,=(f)+D divizor effektiv.
Nyilvanval6, hogy D;~D és ezért D €C. Megforditva, barmely effektiv D'¢C
divizor D, alaku, ahol f€.# (D). Nyilvan, ha X projektiv, akkor a D, divizor egy
konstans tényez6tol eltekintve egyértelmiien meghatarozza az f fiiggvényt. Ezen az
uton kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést 1étesithetiink a C osztaly effektiv divi-
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zorai és a D divizornak megfeleld 1-dimenzids projektiv P(£(D)) tér I(C) pontjai
kozott. (Emlékeztetiink arra, hogy az L vektortérnek megfeleld P(L) projektiv tér
az L 9sszes egyeneseibdl all.)

Az & (D) tér hasznos, amikor a racionlis leképezéseket divizorokkal adjuk
meg, ahogyan a 4. pontban leirtuk. Ha

) o= (fo:...if): X—-P"
raciondlis leképezés, és amint a 4. pontban,
(3) D = L.nk.o. ((.ﬁ))7 cees (f;n)); Di = (.fl)_D,

akkor D;=0, és ezért az Osszes ;€ £ (—D).
Az f; fliggvények kivalasztasa fliggdtt a P" projektiv koordinatarendszerenek

kivalasztasatol. Ezért invarians médon a ¢ leképezésnek az 2 4, f; fiiggvények
1

Osszessége felel meg, amelyek az Osszes f; fiiggvények linearis kombinaciéi. Ezek
a fuggvények egy M. % (— D) linearis alteret képeznek. A tovabbiakban feltessziik,
hogy a ¢(X) a P" egyetlen sajat alterének sem része. Ekkor > 4;f;=0 az X-en,
ha nem az Osszes 4;=0. Az olyan effektiv divizorok rendszerét, melyek a fiiggvények
ilyen Osszességének felelnek meg, vagyis az M(g)+ D, g€ M divizorok rendszerét,
a divizorok linearis rendszerének nevezziik. Ha M=% (— D), akkor a linearis rend-
szert teljesnek nevezziik. Az (f)+ D, f€ M divizorok értelme nagyon egyszerii — ezek
a Pm-beli hipersikok divizorainak dsképei a ¢ leképezés mellett. Tehat az adott sima
X sokasag kiilonb6zé projektiv terekbe valo Osszes racionalis leképezése meg-
konstrualhaté. Ehhez tekintsiik a tetszGleges D divizort és az £ (— D) térben egy
véges dimenzids M linearis alteret. Ha annak bazisa f, ..., f,, akkor a (2) képletek
megadjak a keresett leképezést. Megijegvezziik, hogy a D;€ % (— D) divizorok még
egy tulajdonsaggal rendelkeznek: nincs kozds komponensiik.

Mivel az Osszes f; fliggvénynek egy g€k (X) kozds tényezGvel vald szorzasa nem
valtoztatja meg a ¢ leképezést, a D divizor pedig a vele ekvivalens (g)+ D divizorba
megy at, igy a racionalis leképezés invaridnsa a D divizor osztalya. Ezzel az X soka-
sagnak a P™ projektiv térbe valo sszes olyan raciondlis ¢ leképezésének konstrualasi
modszerét kapjuk, hogy a ¢ (X) nem része a P™ egyetlen sajat alterének sem: kivalaszt-
juk a divizorok tetsz8leges osztilyat X-en és az osztily tetsz8leges D divizorahoz
az % (—D) térben olyan véges dimenziés M linearis alteret, hogy az (f)— D effektiv
divizoroknak nincs k6z6s komponensiik. Ha f, ..., f, az M bazisa, akkor a leképe-
zésiinket a (2)-es képlet hatarozza meg. Természetesen el6fordulhat, hogy & (— D) =0,
vagy hogy az Gsszes (f)—D, f€ ¥ (— D) divizornak van k6z6s komponense, akkor
ez a divizorosztaly nem vezet leképezéshez.

Felhivjuk a figyelmet a létrejott kép egyik érdekes tulajdonsagara. Az adott
C osztalynak megfelelé Osszes racionalis leképezés koz6tt van egy maximalis: az,
amelyet az M=% (--D), D€C feltételek mellett kapunk (itt felhasznaljuk a még
be nem bizonyitott tételt arrdl, hogy az £ (--D) tér véges dimenzids).

Ennek az osztalynak megfelel6 minden mas leképezést megkapunk, ha a fenti
leképezést Kkiilonb6zé projektald leképezésekkel komponaljuk. Valéban, ha
e=(fo: ... :fy) és mondjuk ¥ =(fy: ...: f;), n<N, akkory=mn- ¢, ahol n(x,:...:x5) =
=(xp:...: X,) egy projektalds, amelyet most racionalis leképezésnek tekintiink.
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Vizsgaljuk meg, hogyan miikddik ez a séma, ha X-nek a P™ projektiv teret
vessziik. Tudjuk, hogy CI(P™)=Z és a k egész szamnak megfelejé C, osztaly k-ad-
rendd divizorokbd! all.

Nyilvanvalo, hogy ha k=0, D€C,, akkor & (—D)=0. Ha k=0, akkor — D-nek
vehetjliik a kE divizort ahol E az x,=0 végtelen tavoli hipersik divizora. Ebben az

esetben az £ (kE) az — x_ inhomogén koordinatak legfeljebb k-adfoku poli-

nomjaibol all (lasd a 15 feladatot) Ha a kapott leképezés képleteit beszorozzuk
xg-val, megkapjuk a v,: P™—~P¥.m Veronese-féle leképezést. Tehat azt tapasztal-
Juk, hogy a P™ tér tetszOleges racionalis leképezése megkaphatd a Veronese-féle
és a projektald leképezés komponalasa utjan.

Feladatok

1. Hatarozzuk meg az X figgvény divizorat az xy — zt =0 masodrendi fellleten
Pi-ban. y

2. Hatarozzuk meg az x—1 fiiggvény divizorat az xi+x3=x%, x=2 L kor-
vonalon. Xo

3. Hatarozzuk meg az f*(D,) 6sképet, ahol f(x, y)=x az x2+ y2=1 kérvonal
projekcidja az X tengelyre, és D, divizor az A! egyenesen, D,=p, p€ A%, és koor-
dinataja a.

4. Legyen X sima projektiv gorbe, f€k(X). Tekintsiik fet az f:X—P? regu-
laris leképezésnek és bizonyitsuk be, hogy (f)=f*(D), ahol D=0— o divizor P'-en.

5. Legyen X sima affin sokasdg. Bizonyitando, hogy CI/(X)=0 akkor és
csak akkor, ha a k[X] gyliriben a primtényezdkre vald bontas egyértelmii.

6. Legyen X sima projektiv sokasag, X PV, legyen k[S] a P"-beli homogén
koordinatak polinomjainak gyliriije, és Iy C k[S] ideal X-ben. Bizonyitsuk be, hogy
ha a k[S})/Iy gyliriiben a primtényez6kre valé bontas egyértelmii, akkor CI(X)=
és hipersikmetszeteinek osztalya altal van generalva.

7. Keressiik meg CI/(P"X A™)-t.

8. A p: XX A+ X projekcid meghatarozza a p*: Cl(X)—~Cl(X X A') homo-
morﬁzmust Bizonyitsuk be, hogy a p* epimorfizmus. (Utmutaté. Hasznaljuk fel
a g*: Cl{(XX AY)~CI(X) leképezést, ahol a q: X~X X A azzal van megadva, hogy
q(x)=x><0.)

9. Bizonyitsuk be, hogy tetszlleges XX A'-en értelmezett divizorra letezik
olyan UC X nyilt halmaz, hogy az UXA'-en ez fédivizor. (Utmutatd. X-et affinnak
lehet tekinteni, a divizort pedig irreducibilisnek. Akkor az megadhaté egy k[X X A!]=
=k[X][T]-beli primidealiai. Hasznaljuk fel azt, hogy minden k(X)[T}-beli ideal
féideal, majd helyettesitsiik X-et valamely {6 affin nyilt részhalmazzal.)

10. Bizonyitsuk be, hogy CI(X X AY) == CI(X). Hasznaljuk fel a 8. és 9. feladatok
eredményeit.

11. Legyen X az y?=x%+x% gorbe. BizonyitandS, hogy tetsz8leges lokalis
fédivizor X-en ekvivalens az olyan divizorral, amelynek hordozéja nem tartalmazza
a (0, 0) pontot. Felhasznéalva ezt és olyan normalizalé ¢: A —~ X leképezést, amelynél
a ¢~ 1(0, 0) az x,, x,€A* pontokbdl all, irjuk le Pic (X)-et, mint D/P-t, ahol D az
A'-en tekintett Osszes olyan divizorok csoportja, amelyeknek a hordozéi nem
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tartalmazzak x, és x,-t, P az olyan (f) fédivizorok csoportja, amelyekre f regularis
x; €s x,-ben, és f(x1)=f(x,)#0.

Bizonyitsuk be, hogy a Pic (X) csoport izomorf a k testbeli nulltdl kiilénbézd
elemek multiplikativ csoportjaval.

12. Hatarozzuk meg Pic (X)-et, ahol X az y®=x? egyenletii gorbe.

13. Legyen X kvadratikus kup. A II. fejezet 5.§-ban szereplé 2. feladathoz
megkonstrualt ¢: A2—X leképezés segitségével hatdrozzuk meg a ¢* (Div (X))
képet Div A2-ben. Bizonyitsuk be, hogy D=(F)€Div A2 akkor és csak akkor tar-
tozik ¢*(Div (X))-hez, ha F(—u, —v) =+ F(u, v), vagyis az F paros vagy paratlan
fuggvény., Bizonyitsuk be, hogy fodivizorok X-en paros fiiggvényeknek felelnek
meg. Bizonyitsuk be, hogy Cl (X)=Z/2Z.

14. A 2. tétel segitségével allapitsuk meg, milyen pontokban nem regularis
a biracionalis ¢: X — P2 leképezés, ahol X egy mascdrendii felilet P3-ban, ¢ az x€X
pontbdl valé proicialas. Ugyanez ¢~ esetére is elvégezhetd.

15. Bizonyitsuk be, hogy ha x,=0-hipersik P*-ben, akkor az % (kF) tér az
%,...,% inhomogén koordinatak legfeljebb k-adfokd polinomjaibdl all. ((Jtmu-

(1] 0
taté. Felhasznalhaté az a tény, hogy f€ ¥ (kE)-bdl kovetkezik fEk[P{,’].)
16. Legyen o: X —7Y o-eljaras y€ Y centrummal, Y legyen sima. Bizonyitando,

hogy Cl(X)=CI(Y)& Z.

2.§. Divizorok gorbéken

1. Gorbén értelmezett divizor fokszdma

Legyen X projektiv sima gérbe. Ekkor az X-en tekintett divizor az x;€ X pontok
linearis kombinacidja: D= > k;x;, k;€ Z. A D divizor fokszama alatt a deg D= J k;
szamot értjiik.

Az 1. § 1. pontjanak 2. példaja az n=1 esetben azt mutatja, hogy az X=P!-en
a D divizor akkor és csak akkor fédivizor, ha deg D=0. Kimutatjuk, hogy a deg D=0
egyenloség teljesiil barmely sima projektiv gérbén értelmezett fOdivizor esetén.
Ehhez sziikségiink lesz egy 1j fogalomra.

Tegyiik fel, hogy X és Y megegyezé dimenziéjii sokasdgok és az f: X—+Y
regularis leképezésnél az f(X) siirli Y-ban. Ekkor értelmezve van a f*: k(Y)—~k(X)
bedgyazas, amelyet figyelembe véve, a k(Y)-t gyakran tekintjiik majd a k(X) test
résztestének (vagyis w€(Y) esetén a f*(u) helyett u-t irunk, amikor ez nem vezet félre-
értéshez). Abbdl, hogy dim Y=dim X, kovetkezik, hogy a k (X)/k(Y) bdvités véges.
Ennek a fokszamat az f leképezés fokszamanak nevezziik

M degf = [k(X): k(Y)].

1. TETEL. Ha f:X—+Y a sima projektiv gérbék reguldris leképezése és {(X)=7Y,.
akkor minden ycY pontra degf=degf*(y).

A tételben szereplé f*(y) divizor X-en, amely az 1 egyiitthatéval vett y pont-
bol 4llé Y menti divizor 6sképe. Emiatt a deg fegyenl6 tetszGleges y€ Y pont 8sképei-
nek a szdmaval (ezek multiplicitdsaikkal veend8k). Ez jobban megvilagitja az f
leképezés fokszdmanak intuitiv értelmét — a fokszdm megmutatja, hanyszor fedi
le az X gorbe Y-t az f leképezésnél.
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KOVETKEZMENY. A sima projektiv girbén értelmezett divizor fokszdma nulldval
egyenld.

Valdban, barmely nem konstans f€k(X) fliggvény meghatiroz egy f: X—P!
reguléris leképezést. Emellett a 0€ P! pontra f*(0)=(f),, ami azonnal kdvetkezik
a két divizor definiciéjabol. Hasonléan f*(o)=(f)... Az 1. tétel szerint

deg (f) = deg (f)o—deg (f)- = degf™(0) —degf™ () = degf—degf = 0.

Az 1. tétel két eredménybdl kévetkezik. Ezek megfogalmazisa érdekében beve-
zetjitk a kovetkezo jelolést. Legyenek x,, ..., x, az X gdrbe pontjai. Legyen

? 0= N O
i=1,...,r

Az O tehat olyan fiiggvényekbdl all, amelyek az osszes x,, ..., x, pontban regula-
risak. Ha (x,, ..., x,)=f"1(y), y€Y, akkor az O, gyiirli, amelyet a fenti megalla-
podasnak megfeleléen a k(X)) test részgyliriijének tekintiink, az O része.

2. TETEL. Az O véges szdmu egyszerii idedlt tartalmazé fGidedlgyiirii. Léteznek
olyan t;,€0 elemek, hogy

(3) vxl.(tj) = 6“', 1 = i, j =r.
Ha u¢ O, akkor
@) u=tk.  othk.p,

ahol k;=v, (u), a v pedig invertdlhaté O-ban.

3. TéTEL. Ha {x,, ..., x,}=f""(y), akkor az O szabad modulus az 0, felett
és 0=0}, ahol n=degf.

Kimutatjuk, hogy az 1. tétel kovetkezik a 2. és 3. tételekbdl. Legyen ¢ lokalis
paraméter az y pontban, {x,, ..., x,}=f"4(»). A 2. tétel szerint t=¢{r-... -tk .0,
ahol k;=v, (¢). Felidézve a divizor Gsképének meghatirozasat, latjuk, hogy

fr0) = Skx, é deg(f) = ;’k,-.

Mivel a 1y, ..., ¢, elemek paronként relativ primek O-ban, igy

O/(2) = S Oj(tks).
i=
Ko6nnyen belathatd, hogy barmely w€O elem egyértelmiien elallithaté az

S ©=dgtonti+ .. o, tht (modtl), ack

alakban.
Valéban, ha az
o=d+toti+ ... +ta_ it (mod),

eldallitasunk megvan, akkor
v="t"(w—0p—...—0,_1 /"Y€ 0 O,,.
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Legyen v(x)=a,. Akkor v, (v—o)=0 és a 2. tételbdl kdovetkezik, hogy
v=0, (mod ¢,), vagyis

W= tg+oti+ .. ot ot (mod Y.
Az (5) eldallitasbol kovetkezik, hogy dim O/(t¥)=k,. Ezért

) dimO/(r) = S k.
i=1

Most alkalmazzuk a 3. tételt. BelSle kovetkezik, hogy O/(r)=(0,/(t))". Viszont
t-lokalis paraméter az a pontban és ezért

7 0,/(t) = k, dimO/(t) = n = degf.

A (6) és (7) egyenléségek bizonyitjak az 1. tételt.

A 2. tétel bizonyitdsa. Jeloljiik u;-vel a lokalis paramétert az x; pontban. Akkor
az x; egyiitthatdja az (u;) divizorban 1, vagyis (4;)=x;+D, az x; nem szerepel
D-ben. Az 1.§ 1. tétele szerint a D divizor hordozdja elmozdithaté az x,, ..., x,
pontokrol, vagyis talalhatd olyan f; fiiggvény, hogy ezek a pontok nem szerepelnek
a D+(fy)-ben. Ez azt jelenti, hogy #;=u;f-re a (3) Osszefiiggések érvényesek. Legyen
ucO, v, [(uw)=k;. Feltétel szerint k =0. A v=u-t;%. ... -t,"‘r elemre v, (v)=0
mlnden i=1, ..., r-re, ahonnan v€0 & v=1€0 kovetkezik. fgy megkapjuk az u-nak
a (4) eloallltasat

Még ellendrizni kell, hogy O valoban féidealgyiird. Legyen a az O 1dealja
Bevezetjik a k;= mf v, (1), a =thr. .tk jeloléseket. Akkor wa—2€0, vagyis

ac(a). Kimutatjuk, ho gy a= (a) Evégett Jeloljuk az ua™!, uca fliggvények halmazat
a’-vel. Nyilvanvalo, hogy az o’ ide4l O-ban és mf vy, (u)=0. Tehat minden i=1,

esetén létezik olyan u;€a’, amelyre v, (u,-)=0 vagyls u;(x;)=0. Kénnyen ellendriz-
het6, hogy a c¢= 2’ Ujty+...-f;+...-t,€a elemre (a #; jel arra utal, hogy ethagyjuk

a megfelel6 tenyezot) vi(c)=0 (i=1, ...,r). Ez azt jelenti, hogy ¢ €0, és ezért
a=0, a=(a). A tételt beblzonyltottuk

Ratériink a 3. tétel bizonyitasara. Legel6szor bebizonyitjuk, hogy O véges
tipust modulus O, felett. Jeloljiik az y pont affin kérnyezetét Y-ban V-vel és a k[V]
gylirii egész lezértjét a k(X) testben A4-val. A normalizacié létezésének bizonyitasa-
kor hasznalt féeredmény azt allitja, hogy A-véges tipusii modulus a k{Y] felett.

LEMMA. Az elGbbi jelolések mellett O — AO, még akkor is, ha Y nem normdlis.

Jeloljik U-val azt az affin sokasigot, amelynek koordinata gyfiriije izomorf
az A-val. Ennek létezése kovetkezik abbdl, hogy A-nak véges generator rendszere
van k felett. Ezt tisztdztuk a normalizicid létezésének bizonyitasa kozben. Mivel
U normaélis gorbe és biraciondlisan izomorf X-szel, igy a II. fejezet 4.§ 2. tétel
2. kovetkezménye miatt U-t nyilt részhalmaznak lehet tekinteni X-ben. Ezért a

XoU

A

YoF
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diagrammaval van dolgunk, amelybdl az kdvetkezik, hogy g l(y)cf ()=

={X1, e0s %o} _
Legyen u€0, azaz az u fliggvény regularis az Osszes Xx,, ..., X, pontokban.
Tételezziik fel, hogy annak k., ..., k, multiplicitasi &, ..., & polusai vannak U-n.

Akkor ¢=x;, ezért g(&)=y;#y (i=1, ...,5). Legyen a h;€k[V] fiiggvény értéke
0 az y; pontban, de ;(y)=0. A v=~h-u fiiggvény, ahol h(t)= Hh,,', regularis az U
Osszes pontjaban, azaz v-h€kful]=A. Tovabba h(y)=0, mivel az Osszes y;=y
és ezért h71€0,. Az u=h"v egyenldség bizonyitja, hogy Oc4- 0,. A lemmat
beblzonyltottuk

Most mar konnyi befejezni a 3. tétel bizonyitasat. Nyilvanvald, hogy a k[V]
feletti A modulus generatorai egyuttal generatoral az O, feletti AQ, modulusnak is.
Ezért O benne van az 0, féidealgylird feletti véges tlpusu modulusban tehat maga is
véges tipusi modulus.

A f6idealgyiiriik feletti modulusok alaptetele szerint O egy szabad modulus
és egy torzié modulus direktosszege. Viszont O, és O benne vannak a k(X) testben,
ahonnan kovetkezik, hogy ez a torzié modulus egyenlo nullaval és O = Oy valamely
m-re.

Meg kell még hatarozni m-et, azaz az O modulus rangjat. Ez egyenl§ az 5,-beli
O, felett linedrisan fliggetlen elemek maximalis szamaval. Mivel a gyuru feletti és
a kvoc1ens test feletti linearis fiiggetlenség ugyanaz, az O, gylirli kvociensteste
pedig egybeesik k(Y)-ban, ezért m egyenlé a k(Y) felett linearisan fiiggetlen O
gylirtibeli elemek maximalis szamaval.

Feltétel szerint [k(X): k(Y)]l=n és ezért eleve m=n. Hatravan megmutatnunk,
hogy O-ban van n k(Y)-ra nézve linearisan fiiggetlen elem. Legyen «y, ...,q, a
k(X)/k(Y) bovités bazisa. Jeloljiuk k-val az o; fliggvények pdlusai rendjének a maxi-
mumat az x; pontokban, r-vel pedig az y pont lokalis parameteret Nyilvanvalo,
hogy az o; t" fliggvények regularisak ezekben a pontokban, és igy benne vannak
O-ban. Kovetkezeskepp azok linearisan fiiggetlenek k(Y) felett. A tételt bebizonyi-
tottuk.

2. Beézout-tétel a gorbén

Most ramutatunk a fédivizor fokardl szold tétel egyszerlibb alkalmazasaira.
Ezek egészen specidlis esetei altalanosabb tételeknek, amelyeket a metszetek index
elméletével kapcsolatosan fogunk bizonyitani. Viszont helyes ezeket az egyszeri
eseteket mar most leirni, mivel azok hasznosak lesznek a kovetkezé pontban.

Legyen X sima projektiv gorbe, X P", F a P" pontjainak koordinataitol fiiggd
olyan forma, amely nem azonosan 0 az X-en, és x egy pont az X-en.

Az 1.§ 2. pontban bevezettiik az F forma (F) divizorat X-en. Ennek a divizor-
nak deg (F) fokszamat (X, F)-fel is szokds jelolni és az X-nek a P} hiperfeliilettel
valé metszete indexének nevezziik.

Az 1. tételbsl azonnal kovetkezik a fontos kévetkezmény: ez a szam ugyanaz
az Osszes azonos fokszamu formara.

Val6ban, ha deg F=deg F, akkor f= —IiE k(X). Az (F) divizor definicidjabol

azonnal adddik, hogy (F)=(F)+(f), ahonnan (F)~(F).
Az 1. tétel kovetkezménye miatt deg (F)=deg (F)).
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Hogy tisztazzuk az (X, F) szamnak az F forma fokszamatol valé fliggdségét,
elegendd F-ként egy tetszbleges m=deg F fokszami format venni. Specialisan,
vehetjiik F=L™-et, ahol L linearis forma. Akkor

0] (X, F) = m(X, L) = (deg F) (X, L).

Végiil tisztazzuk az (X, L) szam értelmét. Az 1. fejezetben bevezettiikk az X goérbe
deg X fokszdmat mint az X-nek az X-et nem tartalmazo hipersikkal valé metszete
pontjainak a maximumat

Mivel (X, L)= x((L)) igy deg X=(X, L). Tisztazzuk tetszGleges F forma

(
esetében, mikor teljesiil ) L((F))=1
A v, ((F)) fiiggvény addmv volta miatt elegendd az irreducibilis forma esetét
megvizsgalnunk.

LEMMA. Legyen X C P", F irreducibilis forma, Y=P}. A v.((F))=1 egyenldség
ekvivalens azzal, hogy F(x)=0 és O, yD O, x. Ezen két teret O, p--beli altereknek
tek intjiik.

A Dbizonyitast a II. fejezet néhany definicidjanak az Gsszevetésével kapjuk.
Legyen G olyan forma, hogy G(x)=0, deg G=deg F. Definicié szerint v,((F))=

=v,(f), ahol f—( ]: . Ismert, hogy v,((f))>1 ekvivalens azzal, hogy f€MZ,

vagy, ami ugyanaz, d, f=0. Viszont d f€0Q%,x és a O, x-re valo sziikitése a P"-en

racionalis és az x-ben reguléaris Yel fiiggvény d, differencialjanak. Ilyen modon

G
a v,((F))>1 ekvivalens azzal, hogy d, (—IQi) =0 a O, x-en. Tovabba —IGi az Y loka-

lis egyenlete abban az x pontban, ahol G=0. Ezért d, (%} =0 a O, y egyenlete

és d, (g} =0 a ©-en akkor és csakis akkor, ha @, yD 0, y.

Alkalmazzuk ezt a metszet (X, L) indexének a kiszAmitasara.

Mivel az (X, L) szam ugyanaz az 6sszes L linearis formara, igy azon x€X
pontok szama, amelyekre L(x)=0, akkor éri el maximumat, ha az osszes v, (L)=1.
A lemma szerint ez ekvivalens azzal, hogy az L hipersik egyetlen pontban sem érinti
az X gorbét. L-ként véve egy ilyen linearis format, azt kapjuk, hogy

deg X = (X, L).

Csak azt kell ellendrizniink, hogy a sziikséges tulajdonsaggal rendelkezo
linearis formak valéban léteznek. Ezt kénny( elérni azzal a mdédszerrel, amelyet
mar sokszor hasznaltunk, mégpedig az X X P" (P" a P"-beli hipersikok tere) szorzat-
ban tekintjitk azon (x, &) parok I halmazat, ahol & érinti X-et az x pontban. A leké-
pezések rétegeinek dimenzidjardl szolo tétel szokasos alkalmazasa akkor azt adja,
hogy a I' képe az XX Pr—~P" projekcié szerint =1 kodimenziéval rendelkezik.
Osszevetve az (1) és (2) egyenlséget, az

(2) (X, F) = deg F-deg X

8* MTA 1I1. Osztdly Kozleményei 22 (197°)



300 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

Osszefliggést kapjuk, amely a Bézout-tétel nevet viseli. Ennek a tételnek sok elemi
geometriai alkalmazasa van, amelyekkel pl. WOLKER ,,Anredpanyeckue KpUBBIE’
c. konyvének 1II. fejezetébdl ismerkedhetiink meg.

3. Harmadrendii gérbék

Az 1. tétel kovetkezményébbl adddik, hogy az Osszes ekvivalens divizor a
sima projektiv gdrbén ugyanazon fokszamiu. Ezért beszélhetiink a divizorok osz-
talyanak a fokarol. Van tehat a

deg Cl (X)—~Z

homomorfizmusunk, amelynek képe az egész Z csoport, a magja pedig a 0 foka
osztalyokbol all, amelyet CI°(X)-szel jeloliink. Ennek a csoportnak a szerepe mar
a kovetkezd eredménybdl is kideriil.

4. TETEL. Egy X sima projektiv gorbe akkor és csakis akkor raciondlis, ha
CP (X)=0.

Valéban, ha X=2 P!, akkor az 1.§ 2. pontbdl ismert példaval van dolgunk
(n=1 mellett). Ott lattuk, hogy CI°(PY)=Z és igy CI°(PY)=0. Forditva, legyen
CI°(X)=0. Ez azt jelenti, hogy barmely nullafoka divizor fédivizor. Specialisan,
ha x, y€X, x#y, akkor létezik olyan fek(X) fuggvény, hogy x—y=(f). f-et az
X —P1 leképezésnek tekintve, az 1. tételbdl azt kapjuk, hogy k(X)=k(f), azaz
f biracionalis izomorfizmus. Mivel X és P! sima projektiv gorbék, igy fizomorfizmus.

Most megvizsgaljuk azt az egyszer(i esetet, amikor CI°(X)»0. Ezek sima
sik projektiv harmadrendii gérbék. Az I. fejezet 1. §-ban lattuk, hogy ilyen gorbék
lehetnek nem racionalisak, példaul nem racionalis az x3+y3=1 egyenletii gorbe.
Be fogjuk bizonyitani az 5. § 3. pontban, hogy az &sszes sik sima projektiv har-
madrend{i gérbe nem racionalis. Most fel fogjuk hasznalni ezt a tényt.

5. TeTEL. Kivélasztunk egy tetsz8leges x, pontot a sima projektiv harmadrendii
X gorbén és tetszbleges x€ X pontnak megfeleltetiink egy olyan C, osztalyt, amely
az x—x, divizort tartalmazza. Az x—~C, leképezés kolcsonbsen egyértelmii meg-
feleltetés az x€ X pontok és a CeCI°(X) osztalyok kozott.

Ha C,=C,, akkor x—x,~y—y, és x~y. A 4. tétel bizonyitasabdl kdvetkezik,
hogy x>y esetén innen az X goérbe racionalitasa adddna, amely X-r6l viszont ismert,
hogy nem racionalis.

Mar csak azt kell bebizonyitanunk, hogy tetsz6leges 0-fokil C osztalyban van
x—x, alaka divizor. Legyen el6szor D egy tetszOleges effektiv divizor. Bebizonyitjuk,
hogy létezik olyan x€X pont, hogy

() D ~ x+kx,.

Ha deg D=1, akkor (1) igaz k=0 mellett. Ha deg D=1, akkor D=D"+y, deg D’=
=deg D—1, D’=>0. Alkalmazva az indukciot, feltételezhetjiik, hogy (1) be van
bizonyitva D’: D' ~z+Ix, esetére. Akkor D~y+z+Ix,. Ha taldlunk olyan x
pontot, hogy

@) y+z~x+x,

akkor innen mar koévetkezik (1).
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Legyen el8szor y =z, Hizzunk egy L=0 egyenlet(i egyenest ezeken a pontokon.
Bézout tétele szerint (L, X)=3, és igy

(3) (L) =y+z+u, ucX.

Azonkiviil feltételezziik, hogy u=x,, és az u és u, pontokon keresztiil hiizunk egy
L,=0 egyenletii egyenest. A (3)-hoz hasonléan azt kapjuk, hogy (L,)=u+x,+x.
Mivel (L)~(L,), igy y+z+u~u+x+Xx,, ahonnan (2) kovetkezik.

Meg kell még vizsgalni azokat az eseteket, amikor y=z, vagy u=x,. Ha y=z,
akkor htzunk egy érint6t X-hez az y pontban. Legyen L=0 annak az egyenlete.
A 2. pont lemmaja szerint v,((L))=2, és ezért (L)=2y+u. Ilyen modon (3) igaz
ebben az esetben is. Analdg modon vizsgalhaté meg az u=x, eset.

Legyen most deg D=0. Akkor D=D,—D,, D;=0, D,=0, deg D;=deg D,.
Alkalmazva (1)-et a D, és D,-héz, azt kapjuk, hogy D, ~y+kx,, Dy~z+kx, ugyan-
azzal a k-val, mivel deg D, =deg D,. Ezért D=D, —D,~y—z ¢és elegendd egy olyan
x pontot talalnunk, hogy y—z~x—x,. Ez ekvivalens azzal, hogy y+x,~z+x
és egybeesik (2)-vel a jelolések erejéig.

4. A divizor dimenzidja

Az 1. § 5. pontban a D divizornak egy sima sokasagon megfeleltettiink egy
Z (D) vektorteret.

6. TETEL. Az F(D) tér véges dimenzidj bdrmely D divizor esetén a projektiv
sima algebrai girbén.

Legel8szor is kénnyl a tétel allitasat visszavezetni a D=0 esetre. Valdban,
legyen D=D,—D,, D;=0, D,=0. Akkor £ (D)c#(D,), ugyanis ha f€ ¥ (D),
akkor f+ D+ D,=D"=0, és igy (f)+D,=D"+D,=0, azaz f€ £(D,). Innen mar
adddik a kivant redukcio.

Legyen D=0, D= Z’ mx;, n;=0. Kivalasztjuk az x; pontokan a 1; lokalis

paramétereket. Az (f)¢€ 3 (D) feltétel ekvivalens azzal, hogy v, (f) = —n; (i=1, ..., 1)
v,.(f)=0 az x>=x; mellett, azaz fect; " szi (i=1,...,r), f€O, az xx; esetén.

Ezért tekinthetjiik a ¢: E(D)—» 69 %0, (0 linearis leképezést, amely szerint

fe L (D) fiiggvénynek megfelelnek annak Osszes maradékosztalyai a 70, /O,,
terekben. Ha ¢ (f)=0, akkor f€O,, (i=1, ..., r), mivel pedig f€ & (D), ezért fGO,,
ha x=x;. Igy az f fuggvény regularis az (’)'sszes x€X pontban. Mivel az X gorbe
projektiv, igy az ilyen fiiggvénynek konstansnak kell lennie. Ilyen médon a ¢ leképezés
magja egybeesik k-val, azaz egydimenzidés. Hogy bebizonyitsuk az &£ (D) véges
dimenzids voltat, meg kell még mutatnunk, hogy @170, /O,, tér véges dimenzids.
Nyilvédnvalo, hogy fi-vel valé szorzas egy t;7":0,/O,, % O,,/t}:0,, izomorfizmust
hatdroz meg, a 2. tétel bizonyitdsa soran viszont lattuk, hogy a O, /f}:O,, térnek
véges n; dimenzidja van. Ilyen médon a @1 ™0, /O, tér végesdimenzids terek
direkt Osszege, tehat véges dimenzidja.

A bizonyitis koézben egyattal a dim Z(D)=deg D+ 1 értékelést is kaptuk
a D=0-ra.
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Feladatok

1. Legyen X sima affin gorbe, x,, ..., x,,€X. Bizonyitsuk be, hogy a #; fiigg-
vények gyanant a 2. tételben valaszthatdk az E; olyan hiperfeliiletek bal oldalai,
ahol E;3x;, E;dx; az i#jre és E;DO,, y (azaz nem érinti X-et az x; pontban).

2. Bizonyitsuk be, hogy ha az X gbrbe nem racionalis, akkor a 6. tétel /(D)=
=deg D+1 koézelités finomithatd /(D)=deg D-ig tetszbleges D=0-ra.

3. Legyen X az »?=x®+Ax+B affin goérbe projektiv lezartja, ahol az
x3+ Ax+ B polinomnak nincs tobbszords gyoke, a k test karakterisztikdja pedig
nem 2. Bizonyitsuk be, hogy X sima gorbe és annak metszete a végtelen tavoli
egyenessel egy x, pontbdl all. Keressiik meg a lokalis paramétert az x, pontban és
a v, (x), v, () szdmokat.

4. A 3. feladat feltételei mellett keressiik meg az & (kx,) fiiggvényeinek altala-
nos alakjat. Specialisan bizonyitsuk be, hogy /(kx,)=k. Hasznaljuk fel azt a tényt,
hogy barmely fck(X) fiiggvény felirhaté P(x)+Q(x)y, P, Q€k[X] alakban, és
tisztazzuk, mikor teljesiil f€.Z (kx,).

5. A 3. feladat feltételei mellett hatarozzuk meg, hogyan fejezhetd ki a CI°-beli
osztalyok Osszeadasa a nekik az 5. tétel szerint megfelelé pontok nyelvén. Ponto-
sabban, ha x;, x,€X, C,,=C, +X,,, meghatirozandd, hogyan fejezhet6k ki az
x; pont koordinatai az x, és x, pont koordinataival. x,-ként egy végtelen tavoli
pontot vettiink az X-en.

6. A 4. feladat jel6lései mellett bizonyitsuk be, hogy C,, +C,,+C,,=0 akkor
és csakis akkor, ha az x;, x, és x; pontok egy egyenesre esnek.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha x=(«, f), —C,=C,, akkor y=(a, — ). Bizonyitsuk
be, hogy a CI° csoportnak pontosan négy masodrend{i eleme van. Hatdrozzuk meg
a nekik megfeleld pontokat X-en.

8. Egy X sik gorbe valamely x€ X egyszer{ pontjat inflexios pontnak nevezziik,
ha v,((O,,x))=3. Bizonyitsuk be, hogy a 3, 4, 5 feladatok feltételei mellett egy
x pont akkor és csakis akkor inflexios pont, ha 3C,=0.

9. Bizonyitsuk be, hogy a 3—7. feladatok X gorbéje két inflexiés pontjan
atmend egyenes X-et egy harmadik inflexiés pontban metszik.

3. §. Algebrai csoportok

Az el6bbi paragrafusok eredményei elvezetnek az algebrai geometria érdekes
teriiletére, az algebrai csoportok elméletéhez. Mi nem fogunk elmélyedni ebben az
irAnyban, viszont, hogy az olvasénak valamelyes képet adhassunk errdl, ebben a
paragrafusban ismertetiink néhany alapvetS eredményt, elhagyva a bizonyitasok
nagyobb részét.

1. Pontok isszeaddsa sik harmadrendii gorbén

A 2. § 5. tétele kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést létesit a sima projektiv
sik harmadrendii X gérbe pontjai és a CI°(X) csoport elemei kozott. Ekdzben az
x€ Y pontnak az x —Xx, divizort tartalmazé C, osztaly felel meg, ahol x, egy rogzitett
pont, amely a megfeleltetés meghatarozasara szolgal.

Ennek felhasznalasival a csoport miiveletet atvihetjiik a CI°(X) csoportrdl

MTA III. Osztély Kdzleményel 22 (1973)



A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 303

magara az X halmazra. Az X gorbe pontjai koz6tt igy keletkez6 miiveletet Gssze-
adasnak fogjuk nevezni és @ jellel jel6ljiik. Definicio szerint x@ y=z, ha C.+C,=C,,
azaz

(1) xX+y~z+x,.

Ko&zben, nyilvanvaldan, az x, pont a nulla. A kévetkezGkben ezt 0-val fogjuk jeldlni,
ugy hogy (1) atirhaté

?2) x+y ~ (x®dy)+0.

alakra.

A 2. § 5. tétel bizonyitasa lehetdvé teszi a P miivelet €s a © inverzképzés
miiveletének elemi geometriai nyelven valo leirasat. Mégpedig, ha az X-hez a 0 pont-
ban huzott gérbe X-et egy p pontban metszi, a p és x-en atmend egyenes pedig X-et
az x’ pontban, akkor

3) 20+p ~p+x+x, x+x' ~ 2o,

ez pedig azt jelenti, hogy x"=©x (5. abra). Ek6zben ha x=p, akkor az x ponton
keresztiil az egyenes huzasa helyett érint6t kell htizni a p ponton keresztil.

Analég médon a & miivelet leirasa céljabol egyenest huzunk az x és y pontokon
keresztiil. Legyen z” annak harmadik metszés pontja az X-szel, a z pedig az X-nek
a z’ és 0 pontokon itmend egyenesse! valé harmadik metszéspontja. Akkor

x+y+z' ~ 2 +z+0,
(4) x+y~2+0,
z=x®y (6.4abra).

Ha x=y (vagy z'=0), az x és y-on atmend szeld hizasa helyett érintdt kell
hiizni az x (vagy z’) pontban.

Most bebizonyitjuk az altalunk X-en definialt csoportmiivelet egy fontos
,,algebrai” tulajdonsagat.

A kovetkezd pontban ez fogja képezni az algebrai csoport definicidjanak az
alapjat.

5. abra 6. dbra
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1. TETEL. A @: XX, o(X)=0x &5 Y: XX XX, Y(x,y)=xDy leképezések
reguldrisak.

LEMMA. Legyen acX és s, X—X olyan leképezés, amely az x pontnak egy
L egyenes és az X harmadik metszéspontjdt felelteti meg, ahol L az x és a pontokon
dtmend egyenes, ha x #a és az a ponton dthalado érinté, ha x=a. Az s, leképezés
reguldris.

El8sz6r megmutatjuk, hogy az s, leképezés regularis az Osszes x=a pontban.
Ebbdl a célbdl kivalasztjuk a koordinatarendszert ugy, hogy az a pont legyen az
origd, az x és a pontokon atmend L egyenesnek az X-szel valé harmadik metszés-
pontja pedig a sik véges részére essen. Utébbi feltétel — amint azt kénnyii belatni —
azt jelenti, hogy ha x=(&, n) és flu, v)=fi(u, v)+ fo (¥, V)+ f,(u, v) az X egyenlete,
akkor f3(&, n)=0. Az L egyenlete u=1t¢, v=1tn alakl. Behelyettesitve ezt az X egyen-
letébe, az 3f5(E, M+ 2f(E n)+1f1(E n)=0 egyenletet kapjuk. Ennek ismert két
gybke: a t=0 és t=1, amelyek az a és x metszéspontoknak felelnek meg. Ezért

a harmadik metszéspontnak megfelelé ¢ érték az 141 = — L Osszefiiggésbdl ado-
dik. Azt latjuk, hogy f
! S5, m) ’ f(ém

Mivel f5(&, n)=0, igy ez be is bizonyitja az s, leképezés regularitasat x>=a-ra.

Hogy ezt bebizonyitsuk x=a-ra is, megjegyezziik, hogy sima projektiv gérbének
énmagaba valo racionalis leképezése reguléris. Ezért 1étezik olyan §, regularis leké-
pezés, amely egybeesik s5,-val x>=a esetén. Mivel s2=1, igy s, és §, kolcsondsen egy-
értelmiiek. Viszont mivel azok egybeesnek minden pontban, kivéve talan egyet,
ezért azoknak egybe kell esniiik ebben a pontban is. Tehat s,=§,, ez pedig pont
azt jelenti, hogy s, reguldris.

Az 1. tétel bizonyitdsa. A ¢ leképezésrdl szol6 allitas kézvetleniil kijon a lemma-
bdl, mivel (3)-nak megfelelden @p=s5,. A ¥ (x, y) leképezés x>y mellett az x és y
pontokon Atmend szel6 meghizasanal. Koénnyii belatni, hogy a v leképezés racionalis.
Tetsz8leges a€ X pont esetén a 1, t,(x)=a® x leképezés regularis, mivel a (4) sze-
rint t,=s,+5,. Nyilvinvaldan igaz a

lp(xa y) = ta—@bw(ta(x)s tb(y))

Osszefiiggés tetszbleges a, b€ X-re. Ezért, ha a i leképezés regularis az x,, y, pontban,
akkor az regularis a (#,(x), 7,(»,)) pontban is. Viszont az regularis valamilyen pon-
tokban, mivel racionalis. Innen kévetkezik, hogy mindentitt regularis.

2. Algebrai csoportok

A sik harmadrendii gorbék az egyik legfontosabb példai annak az altalanos
fogalomnak, amelyet most vezetiink be.

Algebrai csoportnak neveziink egy G algebrai sokasagot, ha az egyuttal csoport,
amelyben teljesiilnek a kovetkez feltételek: a ¢: G—G, @o(g)=g~ 1 és y: GXG~G,
Vg, 82)=g18. leképezések regularisak. (g~ és g,-g, inverz elem, illetve szorzat
a G csoportban.)
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Példdk algebrai csoportokra

1. PELDA. Sik harmadrendii gorbe a @ csoportmiivelettel. Azt, hogy az algebrai
csoport definicidjanak a feltételei teljesiilnek, garantilja az 1. tétel.

2. PELDA. Az A4 affin egyenes, amelyen a csoportmiiveletet a pontok koordi-
nétainak az Osszeaddsaval definidljuk. Ezt a csoportot additivnak nevezziik.

3. PELDA. Az A'—0 sokasag, ahol 0 a nullapont. A csoportmiiveletet a koor-
dinatak szorzasaval adjuk meg. Ezt a csoportot multiplikativnak nevezziik.

4. PELDA. Az n-edrendli kvadratikus matrixok A" terében a nem elfajuld
matrixok nyilt halmaza a szokasos szorzésra nézve. Ezt a csoportot teljes linearis
csoportnak nevezziik.

5. PELDA. Az A"® térben az ortogonalis matrixok zart halmaza. A szorzas
természetesen ugyanaz, mint a 4. példaban.

Megmutatjuk a legegyszeriibb példin, hogyan hat a G sokasag geometridjara
az a tény, hogy G algebrai csoport.

2. TETEL. Algebrai csoport sokasiga sima.
Az algebrai csoport definicidjabdl kovetkezik, hogy tetsz8leges #€G-re a

h:G—~ G, t,(g) =hg

leképezés a G sokasag automorfizmusa.

Mivel t,(g) =g, barmely g,, g,€G esetén h=g,-g;! mellett, a pont singulari-
tasanak tulajdonsiga pedig invarians az automorfizmussal szemben, igy, ha legalabb
egy pont a G-ben singularis, akkor az 6sszes pont singularis. Ez viszont ellentmond
annak, hogy barmely algebrai sokasagban a singularis pontok zart sajat részsoka-
sagot alkotnak. Ezért a G-nek nem lehetnek singularis pontjai.

3. Faktor-csoportok. Chevalley tétele

Ez a pont néhany alapveté tétel megfogalmazasit tartalmazza az algebrai
csoportok elméletébdl. Ezen tételek bizonyitasait nem fogjuk adni. g

Egy G algebrai csoport részesoportjanak a G csoport olyan rész‘portjét ne-
vezziik, amely zart részhalmaz G-ben.

Egy Hc G részcsoportot normdlosztonak neveziink, éppugy, mint az absztrakt
csoportok elméletében, ha g—! Hg= H minden g€ G esetén. Végiil algebrai csoportok
@ G,—~G, homomorfizmusdnak nevezziik azt a regularis leképezést, amely az abszt-
rakt csoportok homomorfizmusa.

Adott N norméalosztd szerinti faktorcsoport konstrudlasanak problémija na-
gvon finom. A nehézség természetesen abban 4ll, hogy hogyan alakitsuk at a G/N
halmazt algebrai sokasagga.

A. TETEL. Egy absztrakt G|N csoport algebrai csoporttd alakithaté dgy, hogy
teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1. A ¢:G—~G/N természetesen leképezés az algebrai csoportok homomor-
fizmusa lesz.
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2. Az algebrai csoportok barmely olyan ¢: G—G; homomorfizmusara, amely-
nek magja tartalmazza N-t, 1étezik olyan f: G/N --G, homomorfizmus, hogy ¢ =f- ¢.

Nyilvanvald, hogy a G/N algebrai csoportot egyértelmiien meghatarozzak
a 2. és 3. feltételek. Ezt a G-nek N-szerinti faktor-csoportjanak nevezziik.

Egy G algebrai csoportot affinnak neveziink, ha a G algebrai sokasag affin, és
Abel-féle sokasdgnak, ha a G algebrai sokasag projektiv és irreducibilis.

B. TETEL. Egy affin algebrai csoport izomorf a teljes linedris csoport (2. pont
4. példa) részcsoportjdval.

Nyilvanvald, hogy a teljes linearis csoport, tehat annak minden részcsoportja
is, affin.

C. TETEL. (Chevalley tétele). Bdrmely G algebrai csoportnak létezik olyan
N normdlosztéja, hogy N affin csoport, a G/N pedig Abel-féle sokasdg. Ezzel a tulaj-
donsdggal N egyértelmiien meg van hatdrozva.

4. Abel-féle sokasdagok

Egy G algebrai csoport sokasiganak projektivitasi feltétele, amely az Abel-
féle sokasagot definidlja, meglepden sok informicidt tartalmaz. Beldle igen sok
meglepd tulajdonsidga kovetkezik az Abel-féle sokasagoknak. A legegyszeriibbeket
ezek koziil itt most ki fogjuk fejteni, ugyanis azok bizonyitasahoz csak egyszerd,
még az 1. fejezetben bizonyitott tételekre van sziikség.

Sziikséglink lesz a tetszOleges projektiv sokasidgoknak egy tulajdonsagira.
Az X sokasag Z-be valo leképezései csaladjanak nevezziik az f: XX Y —~Z leképezést,
ahol Y valamely algebrai sokasag, amelyet a csalad bazisanak neveziink. Nyilvan-
valé, hogy tetszleges ycY-ra van f,(x)=f(x, y) leképezésiink, ami indokolja
terminoldgiankat.

LeMMA. Ha az X és Y sokasdgok irreducibilisek, az X pedig projektiv és az Y-
bdzist Z-be valo leképezések f csalddja és valamely y €Y pont esetén f(X X y,) egyet-
len zy€Z pont, akkor bdrmely y€Y pontra is az f(X Xy) egyetlen pont.

Bizonyitdas. Tekintsik az f leképezés I’ grafikonjat. Nyilvanvalé, hogy
rcxx YX‘és I' izomorf az XX Y-nal. Jeloljik p-vel az XX YXZ-~YXZ pro-
jekciot és T4yl a p(I') halmazt. Mivel X projektiv, igy I' zart az I. fejezet 5. § 3. tétel
miatt. Jeloljiik g-val azt a I —Y leképezést, amelyet az ¥ X Z —Y projekcié hataroz
meg. A g leképezés y pont feletti rétege nyilvan (y, f(x, y)) alaku, és igy nem iires,
gy hogy q(I')=Y. Masrészt, feltétel szerint, az y=y,ra a réteg egy pontbdl, az
(yo, 2o)-boOl all. Alkalmazva az I. fejezet 5. § 7. tételt, latjuk, hogy az &sszes réteg
0-dimenzids és dim I'=dim Y.

Kivalasztunk egy tetszbleges x,€X pontot. Nyilvanvaléan I'> {(y, f(x,, »).)
y€Y}, utébbi sokasag pedig izomorf Y-nal. Mivel mindkét sokasig irreducibilis
¢s dimenzidjuk azonos, igy azok egybeesnek, ami pedig azt jelenti, hogy

S(X, ) = f (x5, ))-

MEGIEGYZES. Az X sokasag projektiv voltanak feltételezése nélkiil a lemma
nem igaz, amint azt az f: A' X A*— A", f(x, y)=xy leképezés példija mutatja. Ennek
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oka abban all, hogy a I halmaz
nem lesz zart, ezért arra nem alkal-
mazhatd az I. fejezet 6. § 7. tétele. =
A mi példankban ['c A'X A*= A r (u=0,v=0)-
és az sszes (u, v) pontokbdl all, az S

u=0, v 0-nak eleget tevd pontok >
nélkill. Ez egy sik, amelybdl ki van q
dobva az ¥=0 egyenes, de megma-
radazu=0,v=0 pont. Aq: (4, v)—~u
projekcidra valéban nem igaz az 1. 7. dbra

fejezet 6. § 7. tétel, ugyanis az u=0

pont feletti réteg dimenzidja egyenld 0-val, a kép dimenzidja I, a leképezendd sokasag
dimenzidja pedig 2 (7. abra).

o
[
>

3. TETEL. Az Abel-féle sokasdg kommutativ.

Tekintsiik G-nek G-be vald leképezéseinek G bazisu csaladjat: f: GXG—G,
flg, gYy=g1g’g. Nyilvanvald, hogy f(g, e)=e, és igy, a lemma szerint, f(G,g’)
egy pontbdl all. Ezért f(g, g")=f{(e, g")=g’, ami éppen azt jelenti, hogy G kommutativ.

4. TETEL. Ha :G—~ H a G Abel-féle sokasdgnak algebrai csoportba valé reguldris
leképezése, akkor W(g)=y(e)p(g), ahol ecG egységelem, a ¢:G—~H pedig homo-
morfizmus.

Bizonyitds. Legyen @(g)=y¥(e)~"(g) és bebizonyitjuk, hogy ¢ homomor-
fizmus. Ennek érdekében tekintjik a G sokasag H-ba valo leképezésének azt az
f:GXG~H, f(g,9)=0(@)o(@e(g’g)™* csaladjat, amelynek bazisa egybeesik
G-vel. Mivel a ¢(e)=e’ a H csoport egységeleme, igy f(g’, g)=f(e, g)=¢', ami
pedig éppen azt jelenti, hogy ¢ homomorfizmus.

S. Picar-féle sokasdg

Egyetlen példak Abel-féle sokasagokra, amelyekkel eddig talalkoztunk, a sik
harmadrend{i gérbék. Definialtunk ezeken csoportmiiveletet, kiindulva divizoraik
osztalyainak csoportjabdl. Ez a példa tipikus sokkal altalanosabb szituacio esetén is.
Egy tetszileges sima projektiv X sokasagbol kiindulva, konstrualni lehet egy Abel-
féle sokasigot, amely pontjainak csoportja a CI(X) csoport (a CI°(X) csoport
harmadrendii gorbe esetén) valamely részcsoportjaval izomorf. Ismertetjiik ezt a defi-
niciét, elengedve az Osszes altalunk tekintett allitas bizonyitasat.

Célunk a divizorok vizsgalata sima sokasagokon, de a kozbees vizsgalatokban
el6 fognak fordulni divizorok tetszdleges sokasidgokon. Ilyen esetben divizorokon
csak lokalis f6divizorokat fogunk érieni.

Most egy 1j ekvivalencia relaciét fogunk definialni a divizorok k6zott, az algebrai
ekvivalenciat. Ez durvabb annal az ekvivalencianil (azaz kovetkezik beldle), amelyet
korabban tekintettiink.

Legyen X és T két tetszGleges irreducibilis sokasag. Tetszbleges €T pont
esetén a j;: x>x Xt leképezés az X-nek XX T-be valé bedgyazasat hatarozza meg.
Minden olyan C divizor az XX T-n, amelyre Supp C D X Xt, meghatiroz egy j; (C)
divizort az X-en. Azt fogjuk mondani ebben az esetben, hogy j,(C) divizor defi-
nialva van.
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Az X-en vett T bazisu divizor csaladnak fogunk nevezni barmely f: T—-Div X
leképezést. Az f csalddot algebrainak fogjuk nevezni, ha létezik olyan C¢Div (XX T)
divizor, hogy a j; (C) divizor definidlva van minden ¢€ T-re és j, (C)=f(t).

Az X-en értelmezett két D, és D, divizort algebrailag ekvivalensnek fogjuk
nevezni, ha létezik az X-en olyan 7 bazist f algebrai divizor csalad és olyan két
ty, 1,€T pont, hogy f(t;)=D;, f(ts)=D,. Ezt a relaciét D;=~ D, mddon jeloljiik.
Ilyen mddon a divizorok algebrai ekvivalencidja lehetOséget jelent ,,algebrailag
deformalni” azokat egymasba. Nyilvanvalé, hogy az algebrai ekvivalencia reflexiv
és szimmetrikus. Konnyii bebizonyitani, hogy tanzitiv is. Ha a D, és D, divizorok
ekvivalencija a C divizorral realizdlédik X X 7T-n, a D, és D;-é pedig a C’ divizorral
az XX T’-n, akkor, hogy a D, és D, ekvivalencidjat bebizonyitsuk, tekinteni kell
a (CXTHH(C’XT) divizort a XXTXT’-n. A részletes ellendrzést az olvasora
bizzuk. Végil konnyii belatni, hogy az algebrai ekvivalencia ¢sszhangban 4ll a Div X
csoportbeli dsszeadassal: azok a D divizorok, melyekre D = 0, részcsoportot alkotnak.
JelSIni fogjuk ezt Div? (X)-szel.

A divizorok ekvivalenciajabol kovetkezik azok algebrai ekvivalenciaja. Elegendd
ezt ellendrizni a O-val ekvivalens divizorra. Legyen DéDiv X, D=0, azaz D=(g),
g€k (X). Tekintsiik a T=A42—(0, 0) sokasagot ¢s jeloljik u és v-vel az A2-beli koordi-
natakat. A g, u és v-t fiiggvényeknek fogjuk tekinteni az XX T-n, azt értve ezalatt,
mint szokésos, hogy p*(g), ¢* (1) és g*(v), ahol p: XX T—X és q: XX T—T projek-
ciok. Legyen C=(u+vg) és tekintsiik a C divizorral definidlt algebrai csaladot
az XX 7-n. Koénnyii ellendrizni, hogy f(1, 0)=0 (nulla divizor), f(0, 1)=D, és igy,
D=0.

Végiil megvizsgaljuk az algebrai ekvivalencia fogalmat a sima projektiv X gorbe
példajan. Tetszbleges két x, y€X pontra x=y. EbbSl a célbdl elegendb tekinteni
azt az f divizorcsaladot, amely magaval az X gérbével van parametrizilva és amely
az XX X-beli diagonalissal van meghatérozva. Konnyd ellendrizni, hogy f(x)=x
minden x€X-re. Ezért tetszbleges D= > m;x; divizorra és barmely x,€X pontra
D= (D n)x,, azaz két azonos fokszamu divizor algebrailag ekvivalens.

Kissé nehezebb bebizonyitani a forditott allitast: algebrailag ekvivalans divi-
zorok sima projektiv gorbén azonos fokszimmal rendelkeznek. Nem fogjuk a bizo-
nyitast itt ismertetni. Ilyen médon a sima projektiv X gérbén értelmezett divizorok
esetén a divizorok algebrai ekvivalencidja egyenértékii fokszamuk egyenléségével.
Ezért Div X/Div* (X)=CI(X)/CI°(X)=Z. Ennck altalanositasa a kévetkezd tétel,
amelyet SEVERRI (0 karakterisztikaju testekre) és NERON (altalinos esetre) bizonyi-
tottak. :

D. TETEL. Sima projektiv X sokasdg esetén a Div X/Div®*(X) csoport végesen
generdlt.

Meg lehet mutatni, hogy az X=II P esctén az algebrai ekvivalencia egybe-
esik a divizorok ekvivalencidjaval. Ez a példa megmutatja, hogy a Div X/Dive(X)
csoport komplikaltabb lehet Z-nél.

Sik harmadrendli X gorbe esetén a CI°(X)=Div® (X)/P(X) csoport egydimen-~
ziés Abel-féle sokasadg. Ennek analGgidjara tetszbleges projektiv sima sokasaghoz
létezik G Abel-féle sokasag, amely pontjainak csoportja izomorf a Div® (X)/P(X)
csoporttal és amely a kévetkezd tulajdonsiggal rendelkezik.

Az X-en értelmezett T bazisu f algebrai divizor csaldd esetén létezik olyan

¢: T—G regularis leképezés, hogy f(t)— f(t)€@(t), ahol ¢, a T valamely rogzitett
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pontja (G-t azonositjuk a Div® (X)/P(X)-vel, és ezért ¢(r)-t divizor osztilynak
tekintjiik).

Az Abel-féle G sokasag egyértelmiien meg van hatarozva ezzel a tulajdonsaggal.
Ezt az X sokasag Picar-féle sokasidganak nevezziik.

Sima projektiv algebrai X gorbe Picar-féle sokasagit ugyszintén a gorbe
Jacobi-féle sokasaganak nevezziik. Ennek dimenzidja az X fajaval egyenld.

4. §. Differencial formak

1. Egydimenzids reguldris differencidl formdk

A 1L fejezetben bevezettiik az X algebrai sokasag x pontjaban regularis f fligg-
vény d, f differencialjanak a fogalmat. Definicié szerint d,f egy linearis forma az x
pont @, érintd terén, azaz d, f€ ©. Most meg fogjuk vizsgaini ennek a fogalomnak
az x ponttdl vald fiiggését.

Ha az f fliggvény rogzitett és regularis az egész X-en, akkor a d, f annak az x-t6l
valo fiiggvényében egy olyan objektum tipus, amellyel eddig még nem talalkoztunk:
ez egy megfeleltetés minden x€ X ponthoz az ezen pontban vett érint§ tér @} dualis
terében egy vektornak. A kovetkezOkben ehhez analdg természetli objektumokkal
lesz 4llanddan dolgunk. A kdvetkezd magyarazat taldn segit. A linearis algebraban
talalkozunk konstansokkal, de mas mennyiségekkel is, mint vektorokkal, linearis
formakkal és tetszdleges tenzorokkal. Geometridban a konstansok analdgja a filigg-
vény (amelynek értékei konstansok). A vektorok, linearis formak stb. analdgjai
az olyan ,(filiggvények”, amelyek az algebrai (vagy differencialhatd) X sokasag
minden x pontjanak vektort, linearis format stb. feleltetnek meg ezen x pont O,
érintd terében.

Tekintslik az Osszes lehetséges olyan ¢ leképezések ®{X] halmazat, amelyek
tetsz6leges x€ X pontnak megfeleltetnek egy ¢(x) vektort, a @} térben: Ez, termé-
szetesen tllsagosan nagy halmaz, ugyandgy, mint az X-en értelmezett k-beli értéki
osszes fliggvények halmaza thlsagosan nagy ahhoz, hogy érdekes legyen. Ahhoz
hasonléan, ahogyan az Gsszes fliggvények koziil kiemeltiik a reguiarisokat, a @[X]
halmazban is kiemeljiik azt a részt, amely szorosabb kapcsolatban van a sokasig
strukturajaval. Evégb0l megjegyezziik, hogy a ®[X] Abel-féle csoport, ha bevezet-
jik a (@p+¥Y)(X)=p(x)+¥(x) miveletet. Azonkiviil @[X] egy modulus lesz az
X-en értelmezett k-beli értékdi fliggvények gyilirlije felett, ha az X-en értelmezett
f fiiggvényre és a @€ ®[X]-re bevezetjiik az (f- o} x)=f(x) @(x) miiveletet. Spe-
cidlisan, ®[X}-et tekinthetjiik az X-en értelmezett Osszes regularis fiiggvények
k[X] gylriije feletti modulusnak.

Amint lattuk, tetszéleges X-en értelmezett regularis fiiggvény meghatirozza
a d,fe d[X] differencialt.

Ezért tetszbleges fek[X] figgvény meghataroz egy o@€@[X] fliggvényt:
o (x)=d. f. Jeloljik ezt a fliggvényt df-fel.

DeriNic1O. Egy @€ ®[X] elemet az X-en reguldris differencidal formdnak nevez-
zlik, ha tetszbleges x€ X pontnak van olyan U kornyezete, hogy a ¢-nek U-ra valé
sziikitése benne van a ®{U] modulus olyan részmodulusidban, amelyet a k[U] gylirii
felett a df, fek[U] elemek generalnak.
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Nyilvanvalé, hogy az Gsszes X-en regularis differencial formak k[X] feletti
modulust alkotnak. Ezt a modulust Q[X]-szel jeloljiik. Ilyen mddon, @€Q[X],
ha barmely x€X pont kornyezetében lehetséges a

(1 0= ,_f;fidgi

eloallitas, ahol fi, ..., fm, &1, ---» 8w regularisak az x pont kornyezetében.
A fliggvény differencidlasa meghatarozza a d:k[X]—Q[X] leképezést. A IL
fejezet 1.§ 3. pont 1 tulajdonsagai most

() d(f+g)=df+dg, d(f-g) =f-dg+g-df
alakot Oltenek.

Ezekbol a leképezésekbbl konnyen kaphatd a kovetkezd, barmely Fek[T,, ..., T,]
polinom és f,, ..., f,€k[X] fliggvényre igaz, azonossag:

@ AF (s ost) = S50 s s i)

Ennek érdekében a bizonyitast a (2) fethasznalasaval vissza kell vezetni egytag
esetére, majd ismét alkalmazva (2)-t, az egytag fokszama szerinti indukcidval bizo-
nyitani. Az ellendrzés részleteit az olvaséra bizzuk.

Miutan a (3) Osszefliggést bebizonyitottuk polinomok esetére, azonnal alta-
lanosithatjuk racionalis F figgvényekre. Kozben szem el6tt kell tartani azt, hogy

ha egy F fliggvény regularis az x pontban, akkor az 6sszes — fiiggvény is regularis

oT;
ebben a pontban. Valdban, akkor F= g, ahol P és Q polinomok, Q(x)#0. Ezért

OF P PO
=0 legr 37

ahonnan kovetkezik is annak regularitasa.

1. PELDA. X=A". Mivel tetszbleges x€ A" pontban a d.t,, ..., d,t, differencial
koordinatak a @} tér bazisat képezik, igy minden @€®[4"] elem egyértelmiien

eléall o= 2’ Y, dt; alakban, ahol y,; fliggvény az A"-en k-beli értékekkel.

Ha goe <D[A"], akkor tetszOleges pont kdrnyezetében teljesiil az (1) felbontas.
Alkalmazva f;-re a (3) Osszefiiggést, a o= > h; dt; felbontast kapjuk, amelyben a
h;-k regularisak az x pontban. Mivel az ilyen elééllités egyértelmi, igy a y;-knek
regularisaknak kell lenni tetszGleges x€ 4" pontban, azaz y;€k[A"]). Ezért Q[A"]=
= @ k[A"] dtl .

2. PELDA. legyen X=P?! és t-koordinatak az X-en.
Akkor X=PUP?, mégpedig Piz Pl=>~A'. Az 1. példa eredményeinek meg-
felelden tetszOleges @€ Q[PY] elem el6all o =P(t)dt alakban a Pi-en és ¢o=Q(u)du

alakban a Pj-en, ahol u-r=1. Utdbbi 6sszefiiggésbsl kovetkezik, hogy du = — %—
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dn

12

és P3(\ P}-ben igaz

Q@)

P(t)dt = — dt, azaz P(t) = =l

ha deg O =n. Kézben Q*(¢) = 1t"Q [%] és 0™ (0)=0.

Polinomok kozott ilyen Osszefiiggés csak akkor allhat fenn, ha P=0Q=0.
Ezért Q[P]==0.

3. PELDA. Legyen X az x3+x3+x3=0 egyenlettel megadva. .

Jeloljik U,-J--vel azt a nyilt halmazt, amelyben x;0, x;0. Akkor X=U, U
JU,,UUyy. Legyen

X X d
UOl'ben x=—1, :“g, Z—%,

Xo X X

X Xo dv
Ulz'ben u= —2, v = " 'p = ~3 >

X, Xy u

X X dt
Uzo'ben S = '—0, t = —1, = —

X Xo s

Nyilvanvalé, hogy @€Q[Uyl, ¥€Q[U,), x€®[Us). Konnyl ellendrizni,
hogy o=y az Uy NUp,-ben, o=y az UyMNUyyban és Y=y az U;;M Uy-ban.
Ezért ezek a képletek egyetlen w¢€ Q[X] format hatiroznak meg. Ez a példa azért
érdekes, mert Q[X150, ugyanakkor X projektiv sokasag és azon nincs nem konstans
regularis fiiggvény.

Altalanos esetben bebizonyithaté egy az 1. példaban ismertetetthez analodg,
de annal gyengébb allitas.

1. TETEL. Az algebrai X sokasdg tetszbleges x pontjinak létezik olyan U3 x kor-
nyezete, hogy Q[U] a k[U] felett szabad modulus, amelynek rangja dim, X.

Bizonyitds. Legyen XC AN és F,, ..., F,, fliggvények az X sokasig idedljanak
a bazisat képezik. Akkor F;=0 az X-en, és ezért a (3) miatt
N OF;

4 > —dt; = 0.
@ &1,

Ha x egyszerii pont és dim, X=n, akkor rg (% (x)) =N—n. Legyenek példaul

t, ..., t, lokalis paraméterek az x pontban. Akkor (i)-bél kovetkezik, hogy az §sszes
dt; kifejezhetd a dr,, ..., dr,-nel olyan egyiitthatdkkal, amelyek az x pontban regu-
laris racionalis fiiggvények.

Tekintsiik az x pontnak azt az U kérnyezetét, amelyben ezek a fiiggvények mind
regularisak. Ebben a d,t,, ..., d,t, a tetszéleges y€ U pontban vett ©, bazisat képezik..
Legyen @€ ®[X]. A fent mondottak alapjan U-ban létezik

(5) ¢ = 2", Y dr;
=1

1
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egyértelmi elGallitas, ahol y; az U-n értelmezett k-beli értékd fliggvények. Az (1)
elGallitasbol €s a (3) képletbdl kovetkezik, hogy ¢ a tetszbleges y€ U pont kdrnyezeté-
ben kifejezheté a dty, ..., dty linearis kombindcidjaként olyan egyiitthatdkkal,
amelyek U-ban regularis fliggvények. Amint lattuk, dt,, ..., dty analég modon

kifejezheté a dty, ..., dt, elemekkel. Ezért o= Zg,dt,, ahol a g;-k regularisak

az y pont kornyezetében. Az (5) eldallitas egyertelmusegebol kovetkezik, hogy

V,=g; az y pont kdrnyezetében, és igy ;€k[U]. Latjuk, hogy Q[U]= Zk[U]dt,-.
i=1

Tételezziik fel, hogy a dt,, ..., dt, kézott 2 g; dt;=0 Osszefiiggések allnak fenn, és

példaul g,=0. Akkor abban a nyilt halmazban ahol g,=0, a dty, ..., dt, linearisan
fiiggenek, ami pedig ellentmond annak, hogy a d,1;-k fiiggetlenek @}-ben az dsszes
yeU esetén. A tételt bebizonyitottuk.

KOvVETKEZMENY. Ha u,, ..., u, egy tetszdleges lokdlis paraméter rendszer az x
pontban, akkor az x pont valamely U kérnyezetében a du,, ..., du, generdljék az
QU] modulust.

Legyen dt,, ..., dt, az Q[U] szabad modulus bazisa az U3>x kornyezetben,
amely az 1. tétel szerint létezik. Akkor du;= Z g; dt;, mivel pedig az u;-k lokalis

paraméterek, igy |g;;(x)|=0. Ezért abban az U kérnyezetben, amelyben |g;;| =0,
a duy, ..., du, generdlja az ¢ (U] modulust.

2. A differencidl modulus algebrai leirdsa

Léttuk az I fejezetben hogy az afﬁn sokasagok kategériéja ekvivalens gy spe-

sry

tisztan algebrai szempontbdl nézni, és specialisan, megkisérelni a differencial for-
mak modulusanak algebrai értelmét felfogni.

Tekintsiink egy X affin sokasagot, jeloljik A-val a k[X] gyiiriit és Q-val az
Q[X] modulust. A differencialas az A-modulusok d4: 4 ~M homomorfizimusat
hatarozza meg.

1. ALLiTAS. Az M modulust A felett a df,fcA elemek generdljdk.

Ez az 1. fejezet 3. § 4. tétel analdgja és teljes analég mdédon bizonyithats. Ha
w€Q, akkor definicié szerint tetszéleges x€X pont esetén létezik w= D f; , dg; .,

Ji x> 8i,x€ 0, elballitas. Barmely u€ O, fiiggvényhez 1étezik u= %, v, weA, w(x)=0.
Felhasznalva az ilyen eléallitast az f; , €s g; . esetére, és az Osszes tort k6zds nevezs-
jét véve, olyan p, fliggvényt kapunk, hogy p,(x)=0

Pxr @ = Zri,xdhi,xs Vi x> hi,xeA'

Mivel p,(x)=0, igy léteznek olyan q,€ A fiiggvények, hogy > p.q,=1, ahonnan
w= Z qxri,xdht x
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Ez bizonyitja az 1. allitast.

Az 1. allitas sugalmazza a gondolatot, hogy adjuk meg az Q modulus leirasat
annak dt, f€ A generatorai segitségével. Nyilvanvald, hogy teljesiilnek a kovetkezd
feltételek

(1) d(f+g) =df+dg, dfg=fdg+gdf, de=0 az ack mellett.

2. ALLiTAs. Ha X egy sima affin sokasdg, A=k[X), akkor az Q[X] A-modulust
definidljak az (1) Osszefiiggések.

Bizonyitds. Jeloljik R-rel az A gytirli felett az olyan df elemekkel generalt
modulust, amelyek kélcsonosen egyértelmii megfeleltetésben vannak az 4 elemeivel
és az (1) osszefiiggésekkel. Fennal a nyilvinvald &:R— Q homorfizmus, és az 1 alli-
tas megmutatja, hogy &-epimorfizmus.

Meg kell még mutatnunk, hogy &-nek nincs magja. Legyen ¢€R és & (¢)=0.
Megjegyezziik, hogy az 1. tétel bizonyitasaban csak az (1) osszefiiggéseket hasznal-
tuk fel. Ezért azok a fejtegetések alkalmazhatok az R modulusra is, és megmutat-
jak, hogy tetszbleges x€X ponthoz létezik olyan D€ A fiiggvény, hogy D(x)=0
és D€ g; dt;, g;€A, ahol most a #; lokalis paramétereket az 4 gy(ird elemeiként
valasztottuk. Ha &(¢)=0, akkor > g;dt;=0 az Q modulusban, és az 1. tételbSl
kovetkezik, hogy az Osszes g;=0. Illyen médon D-¢@=0. Latjuk, hogy tetszGleges
x ponthoz létezik olyan D€ A fliggvény, hogy D(x)#0, D.¢p=0. Ugyantugy okos-
kodva, mint az 1. allitds bizonyitasanal, azt kapjuk, hogy ¢=0. Az allitast bebi-
zonyitottuk.

Ilyen mdédon ebben az esetben az Q[X] modulus leirhaté tisztin algebrai uton,
kiindulva a k[X] gylirlibdl. Ez 6szt6n6z arra a gondolatra, hogy tetszdleges olyan
A gylirli esetén, amely egy A, részgyiirii feletti algebra, tekintsiik az analég modu-
lust. A da generatorokkal és az (1) Osszefliggésekkel (természetesen, utdbbiban
a€ Ay) definialt R modulust az 4 gy(lrl A, feletti differencidlmodulusdnak nevezziik.

Ha az X sokasidg nem sima, akkor az ilyen tisztan algebrai uton definialt R
differencialmodulus altalaban nem esik egybe az Q[X]-szel (1. 9. feladat). Az 1. alli-
tas, amely a nem sima sokasagokra is igaz, megmutatja, hogy az R modulus tdbb
informacidt tartalmaz az X sokasagrol, mint az Q[X] modulus. Viszont a kévetkezok-
ben fGleg sima sokasagokkal lesz dolgunk, és ez a kiilonbség szamunkra nem lesz
fontos.

3. Magasabbrendii differencidl formdk

Azok a differencial formak, amelyeket az 1. pontban vizsgaltunk, minden x€ X
pontnak megfeleltették az @ tér egy elemét. Most 4ltalanosabb differencial formakat
fogunk vizsgilni, amelyek az x€X pontnak linearis ferde-szimmetrikus formakat
feleltetnek meg a @, téren, azaz a @ tér r-edik kiilsé foku A"@% elemét.

A definicid teljesen analdg az elébbi pontban vizsgilttal. Jeldljik &' [X]-szel
az x€X ponthoz az A"@;, tér elemét hozzirendels 6sszes megfeleltetések halmazat.
Tehat ha we &'[X], x€ X, akkor w(x)€ A"O%. Specidlisan #°[X] a tetszOleges X +k
leképezések gylirije; ®'[X] az el6bbi pontban vizsgilt ®[X]. Ezért az fek[X]-re
dfe ' [X].

Emlékeztetiink arra, hogy tetszbleges L vektortérre értelmezve van a A kiilso
szorzat miivelete: ha @€ AL, Yy€ AL, akkor @Ay € A*SL, ahol a Ay disztri-
butiv, asszociativ és yAp=(—1)"*@Ay. Ha e,, ..., e, az L bazisa akkor az A’L
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bazisa az Osszes e, A...Ae;, i=<...<I, szorzatokbodl all. Ezért dim A"L= (’:],
specialisan dim A"L=1, A"L=0 az r>n esetén.

Definialjuk a kiilsé szorzat mitiveletét az ¢'[X] halmazokban, feltételezve az
w, €' [X], w€ P [X]re, hogy w=w,Nw,, o(x)=w,(x)\w,(x) minden x€X-re.
Nyilvanvald, hogy we€ @ **[X]. Ha r=1, s=0, akkor az ¢'[X]=@[X] elemeinek
fiiggvényekkel vald szorzasahoz jutunk. Feltételezve s=0 és r-t tetszSlegesnek, azt
latjuk, hogy definidlva van ¢@'[X]-nek az X-en értelmezett fliggvényekkel vald szor-
zasa. Specialisan, az Osszes ¢"[X]-ek k[X] gyiir feletti modulusok.

DerNic16. Egy €@ [X] elemet r-dimenziés reguldris differencidl formdnak
neveziink X-en, ha a tetszOleges x€X pontnak van olyan U kd&rnyezete, hogy az
U-n a ¢ benne van a k[U] felett a dfiA...Adf,, f1, ..., [,€k[U] elemekkel generalt
& [U] modulusban.

Az X-en értelmezett Osszes r-dimenzids regularis differencial forma k[X] felett
modulust képez. Ezt a modulust Q"[X]-szel jeloljiik.

Ilyen médon az w€ &*[X] elem a tetszbleges x€ X pont kornyezetében felirhatod

1 w = Zgil...i,dfil/\ ---/\af',

alakban, ahol a g;, ;. fi, ...,/ -k reguldrisak az x pontban.

A kiilsé szorzat definidlva van az Q"[X]-ben és nyilvanvald, hogy az w, € Q[X],
W € Q5 [X]-re w, Awz€ Q" **[X]. Specidlisan, barmely Q"[X] egy modulus a k[X] felett.

Az el6bbi pontban vizsgalt differencial formak az 4j definicio szemszGgébdl
nézve egydimenziés differencial formak.

Az 1. tételnek létezik analdgja az Q"[X] formaira tetszOleges r esetén.

2. TETEL. Az n-dimenzids sokasdg tetszéleges pontjdnak van olyan U kornyezete,

hogy az Q[U] egy szabad modulus k[U] felett, és rangja (;1)

Bizonyitds. Az 1. tétel bizonyitasa soran lattuk, hogy az x egyszerii pontnak
van olyan U kornyezete és az U-n regularis n olyan u, ..., u, fliggvény, hogy a
dyuy, ..., du, a @ bazisat képezi tetszbleges y€ U esetén. Innen kovetkezik, hogy
barmely (petb’[U] elem eloall

Q=2 Wir.iy d“u/\---/\dui,

alakban, ahol a ¥, _; az U-n értelmezett k-beli értékii fiiggvények.

Ha @€ Qr[U], akkor tetszbleges y€ U pont esetén ¢ elballithaté (1) alakban.
Alkalmazva a df; formakra az 1. tételt, azt latjuk, hogy y,, ; fiiggvények regularisak
az y pontban. Mivel y az U tetszbleges pontja, igy ezek a fliggvények regularisak
az U-ban. Tehat a du, A...Ady; , i,<...<i, formak generaljadk a Q"[X] modulust.
Meg kell még mutatnunk, hogy ezek a formak linedrisan fiiggetlenek k[X] felett.
Viszont barmely

2 8y dug N Adu, =0

Osszefiiggés az x€X pontban egy
(2) Zgll Lip (x)d ull/\ /\d u = O
relaciét ad. Mivel a d,uy, ..., d,u, a O} tér bazisa, igy a d.u, A...Adu; a A"O;
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bazisat képezik. Ezért (2)-bdl kdvetkezik, hogy g, ; (x)=0 az Osszes x€X esetén,
azaz g ;=0

Killénosen fontos az Q"[U} modulus, amelynek a 2. tétel feltételei mellett
a rangja k[U] felett egyenlé 1-gyel. Ilyen mddon, ha we Q"[U], akkor

3) w=g-duy.. Ndu,, gck[U]

Az o feliras ilyen alakban lényegesen fiigg az u, ..., u, lokalis paraméterek kivalasz-
tasatol. Tisztdzzuk, milyen ez az Gsszefiiggés. Legyen vy, ..., v, olyan masik »n regu-
laris fliggvény az X-en, hogy a v; —uvy(x), ..., v,—v,(x) lokalis paraméterek a tetszs-
leges x€ U pontban. Akkor

QU] = k[U]dvy + ... + k[U] dv,

és specidlisan az Osszes du; elBall

(4) dui = Z"’h”dvj (i= 1, ...,n)
Py’
alakban. ’

Mivel a d.u,, ..., d.u, az Q) tér bazisa az 6sszes x€ U-ra, igy (4)-bdl kovet-

kezik, hogy |h;;(x)|=0. Az analizis analdgidjara a |h;| determininst az u,, ..., u,
fiiggvények vy, ..., v, szerinti Jacobi-féle determininsanak nevezzilk. Jeloljiik ezt

J(H‘) jellel. Amint lattuk, J [W)ekw] és az Gsszes x€U-ra
15 +ovs Un 15 -+ Up

Uy, oony Uy
(5) J[ul, s v,,] (x) = 0.

A (4) behelyettesitése az w kifejezésébe, és egyszerli szimitisok megmutatjak,
hogy
©) w=g: J[

Uy coey Uy

]dvl/\.../\dv,,.

13 *»*2 Yn

Tehat, bar az w€ Q"[U] format a gck[U] fiiggvény hatirozza meg, viszont
ez a meghatarozas csak a lokalis paraméterek megvélasztasaval lehetséges és 1énye-
gesen fligg ettdl a megvalasztastol.

Emlékeztetiink arra, hogy a (3) eldallitds majdnem mindig csak lokalisan lehet-
séges (I. az 1. és 2. tételek megfogalmazasat). Ha X= U U; és ilyen elBallitds minden
U;-ben lehetséges, akkor az egész X-en az w-hoz nem tudunk hozzirendelni egy-
értelmiien egy g fiiggvényt, ugyanis azok a g;-k, amelyeket a kiilonb6z36 U,;-kben
kapunk, nem esnek egybe. Ennek példijaval mar taldlkoztunk az 1. pontban
(2. példa). '

4. Raciondlis differencidl formdk

Az 1. pont 2. példdja megmutatja, hogy az X algebrai sokasagon nagyon kevés
regularis differencial forma van (@1, [P1]=0), ugyanakkor azok nyilt részhalmazain
mar elég sok ilyen forma van (QYU]=k[U]du). Analdg jelenséggel mar talalkoz-
tunk a regularis fiiggvény fogalmaval kapcsolatban, és éppen ebbdl kiindulva
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vezettiikk be a racionalis fliggvény fogalmat mint olyan fiiggvényt, amely regularis
valamely nyilt részhalmazon. Most analég fogalmat vezetiink be a differencial
formakra.

Tovabbra is sima irreducibilis kvaziprojektiv X sokasagot fogunk vizsgalni.
Legyen @ egy r-dimenzids differencidl forma X-en. Emlékeztetiink arra, hogy van
értelme arrdl beszélni, hogy w nulla értéket vesz fel az x€ X pontban: w(x)€ A705, és,
specialisan, lehet nulla is.

LEMMA. Azon pontok halmaza, amelyekben egy o differencial forma O értéki,
zdrt halmaz.

Legyen Y az o forma zérushelyeinek a halmaza. Mivel a zartsag lokalis tulaj-
donsag, igy megelégedhetiink egy tetszOleges x€X pont elég kis U kornyezetének
vizsgalataval. Specialisan, kivalasztjuk U-t Ggy, hogy abban teljesiiljén az 1. és 2.
tétel. Akkor léteznek olyan uy, ..., u,€k[U] fiiggvények, hogy Q"[U] a du; A... Ady;_,
i<...<i, elemek A&ltal generdlt szabad modulus. Ezért @ egyértelmiien el6all
0=_2 g .. du, ... Ndu;_alakban és az w(x)=0 egyenlSség ekvivalensa g;, ; (x)=0
egyenlGségekkel, amelyek zart halmazt hatdroznak meg.

A lemmabdl specialisan az is kovetkezik, hogy ha w(x)=0 az U nyilt halmaz
Osszes x pontjara, akkor w=0 az egész X-en.

Bevezetiink most egy 0j objektumot, amely az Uc X nyilt halmazbdl és az
w€ U] differencial formabdl all. Az ilyen (w, u) parokra definidljuk az (e, )~
~(w’, u’) ekvivalenciat, amely akkor all fenn, ha w=®’ az UNU’n. A fent tett
megjegyzés szerint elegendé megkdvetelniink, hogy w és o’ egybeessenek az U
és U’-ben levd valamelyik nyilt halmazban. Innen kovetkezik a relacid tranzitivitasa.
Az ezen ekvivalencia relacio altal 1étesitett osztalyt racionalis differencial formanak
nevezziikk X-en. Az Osszes r-dimenzids racionalis differencial formak halmazat
X-en € (X)-szel jeloljiikk. Nyilvanvalo, hogy Q°(X)=k(X).

Az osztilyok reprezentans elemei kozotti miiveletek atvihetdk az osztalyokra
és meghatarozzdk a szorzas miiveletét: ha ,€Q"(X), o€ Q°(X), akkor w,Aw,€
€ +3(X). s=0 esetén azt latjuk, hogy Q' (X) egy k(X) feletti modulus.

Ha az o racionilis differencial forma (amely ekvivalens parok osztalya) tar-
talmazza az (@, U) part, akkor w-t regularisnak nevezziik U-ban. Azon Osszes
nyilt halmazok unidja, amelyekben w regularis, egy U, nyilt halmaz, amelyet az
@ regularitasi tartomanynak neveziink. Nyilvanvald, hogy w meghataroz egy
Q'[U,}-beli format. Ha x€U,,, akkor azt mondjuk, hogy w regularis az x pontban.
Nyilvanvald, hogy az Q" (X) nem valtozik attdl, hogy X-et felcseréljiik annak vala-
mely nyilt részhalmazaval, azaz biracionalis invarians.

Megvizsgaljuk a k(X) test feletti Q"(X) modulus strukturajat.

3. TETEL. Q" (X) egy (':) dimenziés k(X) feletti vektorteér.
Tekintsiink egy tetszdleges olyan UC X nyilt halmazt, amelyre az Q'[U] szabad

modulus k[U] felett (1. és 2. tétel). Akkor létezik »n olyan uy, ..., u,€k[U] fligg-
vény, hogy a

(1) du,-l/\.../\duir, 1 = il T oaae =< i,. =n
szorzatok k[U] felett @ [U]-nak egy bazisat képezik. Tetszbleges w€ Q"(X) forma
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regularis valamely U”c U nyilt halmazban, amelyre az (1) formak tovabbra is bazist
hataroznak meg k[U’] felett az Q" (U’)-ben. Ezért w’ egyértelmiien el6all

> 8iy...i, dup N\ .. Ndu;

1siy<...<i =n
alakban, ahol a g; ; -ek regularisak valamely U’c U nyilt halmazban, azaz racio-
nalisak X-en. Ez éppen azt jelenti, hogy az (1) formak bazisat képezik az Q" (X)-nek
k(X) felett.

Milyen n-szami wu,, ..., u,€k(X) fiiggvény rendelkezik azzal a tulajdonsaggal,
hogy duy A...Adu; (1=i,<...<i,=n) az Q' (X) bazisa k(X) felett? Mi erre egy ele-
gendo feltételt fogunk adni. Ez a feltétel cgyittal sziikséges is, de nekiink erre a
tényre nem lesz sziikségiink.

4. TETEL. Ha u,, ..., u, egy szepardbilis transzcendens bdzisa a k(X) testnek,
akkor a du; \ ... \du, , 1—11 ...<i,=n formdk az @ (X)-nak k(X) feletti bdzisdt
alkotjdk.

Mivel az @ (X) és k(X) biracionilis invariansok, igy X-et affinnak tekintjiik:
XcAN.

Legyen u,,...,u, a k(X) test egy szeparabilis transzcendens bazisa. Akkor
barmely v€k(X) elem eleget tesz a v-re nézve szeparabilis F(v, u,, ..., u,)=0 rela-
ciénak.

Specidlisan, az Osszes A¥-beli #; koordindta esetén teljesiilnek a

Fiti,uy, ..su,) =0 (=1,..,N)
osszefiiggések. Ezekbol kovetkezik, hogy X-en F;,, dt;+ 2 F.,, du;=0 (i=1, ..., N).

LYy

Az F; polinomok ¢; szerinti szeparabilitdsa miatt F; ,‘¢O az X-en. Ezért

¢) 2 [ ]

l. 1

Valamely nyilt UCX halmazban az 6sszes — L fiiggvény és U, regulérisak,

i
akkor viszont a (2) megmutatja, hogy birmely yelj pontban a d,u; differencidlok
generaljak a @ teret. Mivel ezen differencidlok szama egyenl6 a ter dlmenzwjaval
ezért azok banst képeznek. Ezért a du;-k az Q'[U] modulus bazisat képezik k[U]
felett, az (1) szorzatok az Q' [U] bazisat k[U] felett, tehat annal inkiabb az Q' (X)
bazisat k(X) felett.

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az x2+y*=1 affin kéron a racionalis differencial
forma regularis. Feltételezziik, hogy az alaptest karakterisztikaja 2.

2. Az 1. feladat jel6lései mellett bizonyitsuk be, hogy Q' [X]=k[X] —‘i—x . (Utasitas:

A tetszlleges we Q*'[X] format irjuk fel w=f"- ax alakban, és hasznéljuk fel azt,
ho =B g
gy y - x
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3. Bizonyitsuk be, hogy az 1. pont 3. példajaban dim Q{X]=1.

4. Bizonyitsuk be, hogy Q"[P"]=0.

5. Bizonyitsuk be, hogy Q![P"]=0.

6. Bizonyitsuk be, hogy Q" [P"]=0, ha r=0.

7. Legyen o= % egy raciondlis forma P!-en (¢ a P! koordinataja), ahol

P és Q polinomok, deg P=m, deg Q=n. Milyen x<P' pontokban nem regularis
az @ forma?

8. Bizonyitsuk be, hogy az X sima sokasag II. fejezet 1. §. 4. pontjaban beve-
zetett érintd rétegezBdése biracionalisan izomorf az X X A" direkt szorzattal. (Utasitas:
Az 1. tételbeli U nyilt halmazra konstrudljuk meg az UXA"-en az U-hoz huzott
érintd rétegz8dés (x, &) ~xX((du)(&), ..., (du,)(&)), £€0O, izomorfizmusat.)

9. Szamitsuk ki a 2. pont 2. allitasinak bizonyitasaban konstrualt R modulust
az y?=x3 gbrbére, és bizonyitsuk be, hogy &(3y dx—2x dy)=0. (Utasitds: Hasznal-
juk fel azt, hogy k[X1=k[X]+k[X]y)

10. Legyen K a k test bOvitése. K test k-feletti differenciadlasanak nevezziik
azt a k-linearis D: K— K transzformaciot, amely eleget tesz a D(xy)=D(x)y+xD (),
x, y€K feltételnek. Bizonyitsuk be, hogy ha €K és D egy differencialas, akkor
a D,(x)=uD(x) szintén differencialas, igy hogy a K test k feletti Gsszes differen-
cialasa egy K feletti vektortér, amelyet D, (K)-val jeloliink.

11. Legyen D a K=k(X) test k feletti differencidlasa, w€ Q (X)), o= f; dg;.
Bizonyitsuk be, hogy a (D, w)=2 f;D(g;) figgvény nem fiigg az w-nak > fidg;
alakban valé elBallitasatdl. Bizonyitsuk be, hogy ez a skalaris szorzat a D (K)=
=(Q1(X))* =Hom, (xy(Q* (X), k(X)) izomorfizmust létesiti.

5.§. Példak és a differencial formak alkalmazasa

1. Viselkedés leképezések kizben

Eldszér megvizsgaljuk a differencial formak viselkedését regularis ieképezések
hatdsira. Ha ¢: X—Y egy ilyen leképezés és xcX, akkor d,¢ meghatarozza a
O, x>0,y leképezést, a (d, p)* konjugalt leképezés pedig a Oy, y-t 2 OF x-be
viszi 4t. Ezért az w€ ®[Y]-ra ¢* (w)€ P[X], ahol ¢*(@)(x)=((d,9)* w) (¢ (x)).

A definiciobdl konnyen addédik, hogy a (d,9)* koordinalva van a differencialas-
sal, azaz (d,@)*(d,f)=d:(¢*(f)) az fek[Y]-ra. Innen kovetkezik, hogy ha
w€ Q[Y], akkor o* (w)€ Q[X] és ¢* meghatirozza a @*: Q'[Y]—~Q'[X] leképezést,
amely koordinalva van a differencialassal fck[Y]-ra.

Végiil a linearis algebrabdl ismert, hogy a linearis terek ¢: L —~M linearis leké-
pezése meghatirozza a A"¢g: A"L—-A"M linearis leképezést. Alkalmazva ezt a
(d.0)* leképezésre, a A"(d,@)*: 'Oy, y—~A"O% x leképezést kapjuk, é a
&"[Y]-> P [X], valamint az Q[Y]-Q[X] leképezéseket. Utobbit szintén ¢@*-gal
fogjuk jel6lni.

A fent mondottakbdl kévetkezik, hogy a ¢* miivelet hatasanak a tulajdon-
képpeni kiszamitasa a differencial formakra igen egyszerii. Ha

o= g, idu .. Ndu_,
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akkor
1 o*(@) = 3 0*(gy....) d(@* )\ ... Ad(e* (u;,)).

Legyen most X irreducibilis, ¢: X —Y racionalis leképezés és ¢ (X) stirli Y-ban.
Mivel ¢ az UcC X nyilt halmaznak Y-ba valé regularis leképezése és tetszOleges
VC Y nyilt halmaz metszi a @(U)-t, igy az elGbbi fejtegetések meghatarozzak a’
@*: @ (Y) -~ (X) leképezést. Ezt a leképezést szintén az (1) képlet adja meg.

Tudjuk, hogy r=0, azaz fiiggvények esetén, a ¢* leképezés bedgyazas. Dif-
ferencidl formakra ez nem mindig igaz. Legyen példaul X=Y=P., k(X)=k(t),
k(Y)=k(u), k-nak véges p karakterisztikaja van és ¢ az u=¢? képlettel van meg-
adva. Akkor ¢*(f(W)=f(t") é @*(@)=d(f(")=0, (fek@), tugy, hogy
@*Q'(Y)=0. A helyzetet a kdvetkezd eredmény tisztizza.

1. TETEL. Ha a k(X) testnek k(Y) felett szeparabilis transzcendens bdzisa van,
akkor a ¢*: (Y)—~Q(X) leképezés bedgyazds.

Itt azonositjuk a k(Y) testet a k(X)) test résztestével.

Legyen k(X)/k(Y)nak szeparabilis transzcendens bazisa v, ...,v,. Ez azt
jelenti, hogy a v,, ..., v algebrailag fiiggetlen k(Y) felett és k(X) véges szeparabilis
bdvitése a k(Y)(vy, ..., vy) testnek. Jeloljiik a £ (Y) test k feletti valamely szeparabilis
transzcendens bazisat u,, ..., 4,-rel. Akkor az u, ..., u,, vy, ..., v;a k(X) test k feletti
szeparabilis transzcendens bazisa.

Felirva a tetsz8leges w€ Q' (Y) differencial format

() o= 28, duy ... Nduy,

alakban és alkalmazva arra (1)-et, a ¢*(w)-nak a do* (u;,)A... Adp* (;) szorzatokkal
valo felirasat kapjuk, amely szorzatok az Q" (X) bazisinak egy részét képezik
k(X) felett, mivel a ¢*(v;,) az u,, ..., 4,, vy, ..., U; SZeparabilis transzcendens bazis-
nak egy része (4. §. 4. tétel). Ezért ¢*(w)=0 csak akkor teljesiil, ha az &sszes
©*(g;,..1,)=0, ami pedig csak g; ; =0 esetén teljesiil, azaz w=0.

Az egész eddigi rész tobbé kevésbé nyilvanvald volt. Most viszont egy varatlan
tényhez érkeztiink.

2. TETEL. Ha X és Y sima projektiv sokasdgok és ¢:X—+Y olyan raciondlis
leképezés, hogy ©(X) sirii Y-ban, akkor o*Q[Y]c Q[X].

Mas szdval ¢* regularis differencial formakat regularisokba visz at. Mivel
a ¢ csak raciondlis, ez teljesen valdsziniitlennek latszik még fiiggvények esetén
is, azaz r=0-ra. Ebben az esetben a helyzetet az menti meg, hogy az X és Y pro-
jektiv volta miatt az ezeken értelmezett regularis fliiggvények konstansok és igy
a tétel trividlis.

Altaldnos esetben a tétel kevésbé nyilvanvalS. Fel fogjuk hasznalni azt, hogy
a II. fejezet 3. § 3. tétel miatt a ¢ leképezés regularis az X —Z-n, ahol Z zart az
X-ben és codim, Z=2. Ha wc @ [Y], akkor ¢*(w) regularis az X —Z-n. Be fogjuk
bizonyitani, hogy innen mar kovetkezik a reguliritis az egész X-en. Ebbdl a célbol
felirjuk @*(w)-t valamely nyilt U halmazban a szokasos (2) alakban (felcserélve
w-t ¢*(w)-ra), ahol most az u,, ..., u, olyan regularis fiiggvények az U-n, hogy
dug A...Adu; az [u] bazisa k[u] felett. Akkor a ¢*(w) regularitisabdl az X—Z-n.
kovetkezik az Osszes g; ., fiiggvény regularitisa az U—(ZNU)-n. Viszont
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codim (ZNU)=2, és ez azt jelenti, hogy azon pontok halmaza, amelyekben a
8i,..;, nem regularis, =2 kodimenziés. Tovabba, ez a halmaz egy (g, ;). divizor.
Ez csak akkor lehetséges, ha (g;, . ;)-=0, vagyis a g;, ; fiiggvény regularis.

KOVETKEZMENY. Ha a sima projektiv X és Y sokasdgok biraciondlisan izo-
morfak, akkor az Q' [X] és Q[Y] vektorterek is izomorfak a k test felett.

A 2. tétel és kovetkezményének a jelentGségét ndveli az a tény, hogy projektiv
X sokasag esetén az Q' [X] tér véges dimenzios k felett. Ez az eredmény kévetkezménye
az algebrai koherens nyalabok kohomoldgidirdl sz616 altalanos tételeknek. Gorbék
esetére a kovetkezd pontban adunk bizonyitast. Legyen A"=dim Q[X]. A 2. tétel
kovetkezménye azt jelenti, hogy a #* (r=0,1, ..., n) szAmok a sima projektiv X
sokasag biraciondlis invariansai.

2 Kanonikus osztdly

Most n-dimenzids racionalis differencial formakat fogunk vizsgalni az n-dimen-
zids sima X sokasagon. Az x€ X pont valamely kornyezetében az ilyen forma elGall
w=gduN... \du, alakban. Lefedjiik az egész X-et olyan U; affin halmazokkal, hogy
azok mindegyikében igaz az w=gdu{’ A...\du® elBallitas. A 2. pont 6. tétel sze-
rint az U;NU; metszetben azt kapjuk, hogy

. o el . ud

Mivel a J Jacobi-féle determinans 0-t6l kiilénb6z6 az U;N U;-ben (1. 4. § 3. pont
(5) Osszefiiggést), igy a g'P fiiggvényrendszer az U;-ben koordinilt fiiggvényrend-
szer az 1. § 2. pont értelmében, és ezért egy divizort hataroz meg X-en. Ezt a divizort
az o forma divizoranak nevezziik és (w)-val jeloljiik.

Az n-dimenziés sokasagon értelmezett n-dimenzids differencial forma divizora-
nak kovetkezd tulajdonsagai a definiciobdl azonnal kovetkeznek:

a) (f-w)=(f)+(w), ha fek(X).

b) (w)=0 akkor és csakis akkor, ha w¢€ Q"[X].

A 4. § 3. tétel szerint (r=n mellett) az Q"(X) tér egydimenzids k(X) felett.
Ezért ha w,€Q"(X), w,#0, akkor tetszdleges w€ Q"(X) forma el6adll w=fw, alak-
ban. Az a) tulajdonsig ezért megmutatja, hogy az Osszes w€ Q"(X) formak divi-
zorai egymassal ekvivalensek és a divizoroknak egy osztalyat képezik X-en.

A divizorok ezen osztalydt az X kanonikus osztilyanak nevezziik és K-val
vagy Ky-szel jeloljik.

Legyen w, egy rogzitett Q"(X)-beli forma, amelynek segitségével barmely forma
kifejezheté w=f- w, alakban. A b) tulajdonsdg megmutatja, hogy w akkor és csakis
akkor regularis X-en, ha (f)+(w,)=0. Mas széval Q"[X]= % ((w,)), ha hasznaljuk
a divizorral asszocialt tér fogalmat, amelyet az 1. § 5. pontban vezettiink be.

Ilyen médon A"=dim, Q*[X]=I((w,))=/(K). Latjuk, hogy az 1. pontban beve-
zetett A" invarians egybeesik a kanonikus osztaly dimenziéjaval.

A 2. §-ban bebizonyitottuk az /(D) szdm végességét tetszlleges D divizor esetén
a sima projektiv algebrai gorbén. Innen specialisan az is kovetkezik, hogy a
A =dim, Q'(X) szam véges barmely sima projektiv algebrai X gérbére. Ezt a szamot
a gorbe fajanak nevezzik és g(X)-szel, vagy g: h'=g-vel jeloljiik, ha dim X=1.
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Abban az esetben, ha dim X=1, ismert, hogy egy osztily Osszes divizoranak
ugyanaz a foka, igy hogy lehet beszélnia C osztaly deg C fokardl, specialisan a kano-
nikus osztaly deg Ky foka az X gorbe biracionalis invariansa.

Az altalunk bevezetett g(X) faj és a deg Ky invariansok nem fiiggetlenek.
Bebizonyithatd, hogy kozéttiik fennall a deg Ky=2g(X)—2 0Osszefliggés. Ez az
Osszefiiggés specialis esete a Riemann—Roch-tételnek, amely azt allitja, hogy bar-
mely g-faji D divizorra az X gorbén igaz

I(D)—I(K—D) =degD—g+1.

Ennek a tételnek a bizonyitasa az algebrai gérbék elméletének részleteibe valé na-
gyobb elmélyedést kivan és azt itt nem ismertetjlik. Viszont néhany kovetkezményére
ramutatunk.

1°. Feltételezve D=K-t, azt kapjuk, hogy I(K—K)=1(0)=1, I(K)=g, és igy
deg K=2g—2.

2°. Ha deg D>2g—2, akkor I(K—~D)=0. Valdban, ellenkezb esetben létezne
olyan D'~ K-—D divizor, hogy D’'=0, ami nem lehetséges, mivel deg D’ =
=deg K—deg D<0. Ilyen mddon a Riemann— Roch-tételb6l azt kapjuk, hogy
I(D)=deg D—g+1, ha deg D>2g—2.

3° Ha g=0, akkor eldbbi feltétel teljesiil deg D = —1 esetén. Specidlisan,
ha D=x egy pont az X-en, akkor /(D)=2. Ez azt jelenti, hogy az .# (D) tér konstan-
sokon kiviil nem konstans f fiiggvényt is tartalmaz. Az ilyen fiiggvényre (f).=x,
azaz ha f-et egy f: X—~P? leképezésként interpretaljuk, akkor deg f=1 a 2. § 1. tétel
miatt. Innen kovetkezik, hogy X= P!, azaz hogy a g=0 egyenlGség nemcsak sziik-
séges, hanem elegendé is arra, hogy az X gorbe racionalis legyen.

3. Hiperfeliiletek

Most kiszamitjuk a kanonikus osztalyt és meghatarozzuk A"-t arra az esetre,
amikor X sima hiperfelilet PN-ben, n=dim X=N—1. Legyen az X egyenlete
F(x,:...: x3)=0, deg F=deg X=m. Tekintsliik azt az U affin nyilt halmazt, amely-
ben x,7=0. Ebben X az G(y;, ..., ¥.)=0, G(¥y, ..., yn)=F(1, y,, ..., yn) egyenlettel
adhato meg, ahol y;=x;/x,.

Abban az U;c U nyilt részhalmazban, amelyben G’ #0, a lokalis paraméterek
az Yy, ..., Pis ...y Yy €s az Q"[Unek dy,A.. /\dy;/\ /\dyN a bazisa k[U;] felett.
Viszont kényelmesebb bazisként venni az

w; = dy, A .. /\dy,/\ .Adyy

G’
format (ami lehetséges, mivel G, =0 az U;-ben). Ugyanis az w,, ..., oy formék
nagyon egyszeridi kapcsolatban allnak egymassal: megszorozva a

N
Z G;i dyi = 0
i=1
Osszefiiggést dy;, A .../\cli;,-/\.../\c/l;j/\.../\dyN-nel, azt latjuk, hogy
(l) w_, = (— 1)“1'1(0,-.

MTA 1. Osztdly Kdézleményei 22 (1973)



322 . A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

Mivel az X sima, igy U=UU; és az (1)-bol kovetkezik, hogy az Osszes w; forma
regularis az egész U-n és hogy ezeknek a formaknak a divizora U-ban egyenld 0-val.

Meg kell még vizsgalni az U-hoz nem tartozé pontokat. Tekintsiik példaul,
azt a V nyilt részhalmazt, amelyben x, 0. Ebben az affin sokasagban a koordinatak

Zyy ey NS 3= —1—, ;= P (i=2, ..., N). Nyilvanvald, hogy
341 N
1 z;
= — ;= — i =2,...,N).
(2) N z; s Vi z (l s N)
Ezért
dz zydz;—z;dz .
dy, = ——, dy;=>— "1 (i=2,..,N).
z3 z5

Behelyettesitjiik ezeket a Kkifejeséseket az wy-be. Felhasznalva azt, hogy
dz, ANdz;=0, azt kapjuk, hogy

dz; A ... Ndzy_s.

wN = NGI
Az X egyenlete V-ben
H(zy,y...yzy) =0

-zlG[_ z —]

alaku, ahol

z oz Z;
A
1 =z z
r -1 “2 Nl _ om-1pv
H, =z~ G”"[z vy — | =G (15 s W)
1 'y 21

Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy

®) oy = ‘

ZN m+1H

dzy A .. Adzy_y.

Az U-ra alkalmazott §sszes fejtegetés alkalmas F-re is és megmutatja, hogy
@ Q'] = k[V] dzl/\ o Ndzy .

Ezért V-ben (w,) = —(N—m+1)(z). Nyilvénvalé, hogy a (z;) divizor V-ben az
X-en értelmezett x, forma divizora, amint azt az 1. § 2. pontban értelmeztiik. Végiil
is azt kapjuk, hogy az X-en (wy)=(m—N-—1):(x)=(m—n—2)-(x,). Ilyen mddon
a Ky az (m—n—2)L divizort tartalmazé divizor osztaly, ahol L az X metszete a hiper-
feliilettel.

Meghatirozzuk most Q"[X]-et. Ismeretes, hogy Q"[U]=k[U}wy. Legyen
O=P(y, ..., yn)0y, PEK[yy, ..., yn]. Behelyettesitve (2)-t és felhasznilva a (3)
képletet, azt kapjuk, hogy a V-ben.

P(zy, .., z,) 1
W-F—

ZIN

©=— dzA...Adzy_y, k = degP,

Py, ....zy) = zlP[ L Z . .
2

2 Z;
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A (4)-bdl most mar azonnal kijon, hogy (w)=0 V-ben akkor és csakis akkor,

ha WEk[V}, azaz, amikor k+N—m+1=0, vagyis k=m—N—1. Ilyen mé-
T4l

don w€ Q"[X] akkor és csakis akkor, ha w=P-.w;,

4) degP=m—-N—-1=m—n-2,

Innen konnyii kiszamitani az Q"[X] dimenzidjat. Espedig az (5) feltételnek eleget
tevd két kilonbozé P, Q€k[y,, ..., yy] polinom a k[X] test kiilénb6zd elemeit
hatarozzak meg, ellenkezd esetben P— Q=0 (G), ami ellentmond (5)-nek. Ilyen
modon az Q"[X] dimenzidja egybeesik az (5) feltételnek eleget tevé P polinomok
terének dimenzidjaval. Ez a dimenzid egyenld

On—l%.u-ML—N)__rn—l
N N

Ilyen médon

6 o ="
( ) X) = n+1)’
Ennek a képletnek legegyszer(ibb esete N=2, n=1 mellett
m—1(m-2
gx) = 2= D=D)

az m-edrendii sima sik gérbe fajanak a képlete.
A (6) képletbdl azonnal levonhatunk egy fontos kévetkeztetést. Mégpedig, az

m_l . Y , , . , . ’
( )-et, mint a kombinaciok szamat interpretalva azt kapjuk, hogy m=>m’>

n+1

>n+1 esetén

[m -1 J [m’ — 1]

> .
n+1 n+1

Ezért a (6) képlet megmutatja, hogy kiilonb6z6 m, m">n+1 rendd hiperfeliiletek
biracionalisan nem izomorfak. Latjuk, hogy végtelen sok egymassal biracionalisan
nem izomorf adott dimenzi6ja algebrai sokasag létezik.

Specialisan, N=2, m=3 mellett azt kapjuk, hogy g(X)=1, mivel pedig g(P1)=0,
igy azt latjuk, hogy a harmadrendii sima projektiv gérbe nem racionalis.

A (6) képletbdl kovetkezik, hogy A"(X)=0, ha m=N. Specialisan, #"(P")=0.
n=1 esetben ezt kézvetleniil ellendriztiik a 2. pontban.

Részletesebben megvizsgaljuk az m=N esetet. Ha N=2, akkor ez azt jelenti,
hogy m=1,2. Az m=1, X=P! mellett a A*(P)=0 mar ismert. Ha m=2, akkor
egy olyan sima masodrendl gérbével van dolgunk, amely izomorf Pl-el, Ggy hogy
a B (X)=0 egyenlGség ebben az esetben sem ad ujat.

Legyen N=3. Ha m=1, akkor a P2t kapjuk, és a A2(X)=0 mar ismert. Ha
m=2, akkor az X egy sima masodrend{i feliilet, amely biracionalisan izomorf
P2.vel, igy hogy a h*(X)=0 egyenlGség kovetkezménye a h%(P2)=0 egyenlOség-
nek és a 2. tételnek. m=3-nil az X egy harmadrendii felillet. Ha ezen a feliileten
van két kitér6 egyenes, akkor az biracionalisan izomorf P2-vel (l. az I. fejezet 3. §
2. pont 2. feladatot). Meg lehet mutatni, hogy két kitérs egyenes mindig van barmely
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sima harmadrendii feliileten, ugy hogy a A*(X)=0 egyenl3ség ismét kivetkezménye
a 2. tételnek és annak, hogy h2(P2)=0.

A tekintett példak egy érdekes kérdéshez vezetnek el az alacsony rendii sima
hiperfeliiletekkel kapcsolatban, azaz X P¥, m=deg X=N. Latjuk, hogy N=2,3
esetén az X biracionélisan izomorf a P¥—! projektiv térrel, ami ,,magyarazatot”
ad a A"(X)=0, n=N-—1 egyenlGségre.

Ha N=4, akkor itt egy 1j jelenségre bukkanunk m=3 esetén, példaul, mar az

) x+x3+x3+x3+x3=0

hiperfeliiletre sem ismert, izomorf-e az a P3-mal. Viszont meg lehet mutatni, hogy
létezik olyan ¢: P®—X racionalis leképezés, hogy ¢ (P?) sliri X-ben és k(P3) sze-
parabilis k(X) felett (1. 16. példat). Mar ez, a h*(P?)=0 egyenlBséggel és a 2. tétellel
egyiitt eredményezi a h3(X)=0-t. Ezzel kapcsolatban a kévetkezd terminoldgiat
szokés hasznélni: az X sokasagot racionalisnak nevezziik, ha biracionilisan izomorf
P*-nel, n=dim X, és uniracionalisnak, ha létezik olyan ¢: P" - X raciondlis leképezés,
hogy ¢ (P") siirii X-ben és a k(P")/k(X) szeparabilis. A 2. tételbdl ésa 4. § 6. példaja-
bol kovetkezik, hogy az uniracionalis X sokasigra az ésszes h'(X)=0.

Az algebrai geometriaban el6fordulé egész sor nehézségre jellemzo a kérdés,
egybeesnek-e a raciondlis és uniracionalis sokasdgok fogalmai. Ezt a kérdést Liirot-
féle probléménak nevezik és a valasz ez ideig nem ismeretes. Nyilvanvald, hogy
a probléma atfogalmazhatd testelméleti feladatta: legyen K a racionalis fliggvények
k(Ty, ..., T,) testének olyan részteste, hogy k(Ty, ..., T,)/K véges €s szeparabilis.
A kérdés: K izomorf-e a raciondlis fliggvények testével?

n=1 esetén a valasz pozitiv, méghozza a k test algebrailag zart voltanak és
a k(T)/K szeparabilitasanak megkovetelése nélkiil.

n=2 esetében ezeknek a megszoritdsoknak a hidnyaban a valasz negativ, viszont
azok teljesiilése mellett pozitiv, azonban a bizonyitas nagyon finom. A bizonyitas
megtalalhat6 példdul az ,,4azebpauueckue nosepxnocmu’ cimii kényvben (Tpyam
Marematuveckoro HHcratyra A.H. CCCP, T. 75). n=3-ra a wvalasz ismeretlen.
A legegyszeriibb olyan példa egy uniracionalis sokasidgra, amelynek racionalitisa
sem nem cafolt, sem nem bizonyitott, a (7) hiperfeliilet.

4. Hiperelliptikus garbék

Masodik példaként tekintsiink egy gorbe tipust. Jeloljik Y-nal az 3°*=F(x)
egyenlettel megadott affin sik gorbét, ahol F(x) egy n=2m+1 paratlan foka olyan
polinom, amelynek nincs t6bbszoros gydke. (Az 1. fejezet 1. §-ban bebizonyitottuk,
hogy a paros fokszam esete visszavezethetd paratlanhoz.) Tételezziik fel, hogy a k test
karakterisztikaja 2. Az Y gorbe X sima projektiv modelljét hiperelliptikus gérbé-
nek nevezziik. Kiszamitjuk az X gérbe kanonikus osztalyat és fajat.

Az Y gorbe Y—~A': (x, y)—x racionalis leképezése meghatarozza az f: X — P!
regularis leképezést. Nyilvanvald, hogy deg f=2, ugy, hogy az 1. § 1. tétele miatt az
o€ Plre f~1(a) vagy két x’, x” pontbdl all, amelyek mindegyikében vy (u)=v,..(u)=1
az « pontbeli u lokalis paraméterre, vagy pedig f~1(@)=x és v (u)=2.

Amint azt kénnyii belatni, az Y affin gorbe sima. Ha Y annak projektiv lezartja,
akkor X az Y normalizicidja, és egy ¢: X—Y leképezéshez jutunk, amely Y-nak
és ¢ ~1(Y)-nak izomorfizmusa. Innen kovetkezik, hogy ha £€ A pont koordinatija a
és F(x)>=0, akkor f~1(&)=(x’, x"), ha pedig F(a)=0, akkor f~1({)=x.

MTA 1. Osztdly Kézleményei 22 (1973)



A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 325

Tekintjiik az «.€P! végtelen tavoli pontot. Ha a Pl-beli koordinatat x-szel
jeloljiik, akkor az a.-ben a lokalis paraméter u=x"1. Ha az f~1(x.) két x’, x”
pontbdl alina, akkor példaul az x” pontban az u fiiggvény lokalis paraméter volna.

Innen kovetkezik, hogy v, (x)=1, v,.(F(x)) = —n. Viszont mivel n pératlan, ez
ellentmond annak, hogy v,.(F(x))=2v,.(y).
Ilyen médon f~*(x..) egy pontbdl all, amelyet x.-nel jeloliink, és v, (x) =—2,

v,_(¥) = —n. Innen kovetkezik, hogy
X =0 (Y)Uxa.
Attériink most az X-en értelmezett differencial formakra. Tekintsiik péld4ul
az w=% format. Ha y(&)=0, akkor a £€Y pontban a lokalis paraméter x és

v:(w)=0. Ha viszont y(£)=0, akkor a lokalis paraméter az y és v;(x)=2, ahonnan
ismét az kovetkezik, hogy v.(w)=0. Ilyen médon w=k - x.., és meg kell még hata-
roznunk a k-t. Ennek érdekében elegendd visszaemlékezniink arra, hogy ha ¢ lokalis
paraméter az x.-ben, akkor x=t"%u, y=t""v, u,v,u"l, v71€0,_ . Ezrt o=
=1"3wdt, w, w"2€O,_, ahonnan (w)=(n—3)x_.

Megkeressiik most az Q'[X]-et. Mint lattuk, w az Q'[Y] modulus bazisat képezi:
QY]=k[Y]-w, ugy hogy az Q'(X)-beli tetszGleges forma u - w alak(, ahol u€k[Y],
és ezért elballithaté P(x)+Q(x)y, P, Q€k[X] alakban.

Azt kell még tisztaznunk, ezen forméak koziil melyek regulirisak az x..-ben.
Ez akkor és csakis akkor lesz, ha

@® Ve () = —(n—3).

Meghatarozzuk az ilyen u€k[Y]-okat. Mivel v,_(x) =—2, igy a v,_(P(x)) mindig
paros, mivel pedig v,_(y) =—n, igy a v,_(Q(x)y) paratlan. Ezért

Ve (@) = v, (P(x)+Q(x)y) = min (v,_(P(x)), v._(Q(x))):

tehat ha Q =0, akkor v,_(u) = —n. Ilyen médon u="P(x), és a (8) feltétel azt adja,
hogy 2 deg P=n—3.

Kideritettiik, hogy Q'[X] a —1—)—}(})(—) dx alakd formakbdl all, ahol a P(x) polinom

n;S . Innen kovetkezik, hogy g=ht=dim Q[X]= n;3 .

Erdekes osszehasonlitani a 2. példa és az 1. példa eredményeit N=2 esetében.
A misodik esetben azt lattuk, hogy léteznek barmilyen el6re megadott faju algebrai

foka nem nagyobb

gorbék. Az elsGben azt tapasztaltuk, hogy a sima sik gérbe faja (n;l___)z(n—Z_) alaku,

azaz tavolrol sem tetszGleges egész szam. Ilyen médon nem tetszSleges sima projektiv
gorbe izomorf egy sik sima gorbével. Példaul, ez nem igaz hiperelliptikus gorbékre
n=9 esetén.
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Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az fck(X) elemre df=0 akkor és csakis akkor, ha f€k
(ha a k test karakterisztikija 0), vagy f=gP?, (ha a k test karakterisztikaja p=0).
(Utasitas. Hasznaljuk fel az 1. tételt és a kévetkezd lemmat. Ha K/L véges szepara-
bilis bovités, x€K és annak minimalis polinomja 2 afx’, ;€L alaku, akkor
x=)P, yeK.)

2. Legyen X és Y sima projektiv goérbék, ¢: X—Y olyan regularis leképezés,
hogy ¢ (X)=Y és a k(X)/p*k(Y) bbvités szeparabilis. Bizonyitsuk be, hogy az tsszes
y€Y pont esetén, kivéve véges szamut, a ¢~ y) kiil6nb6z6 pontok deg ¢-jeibdl
all. Mas széval, ha y egy pontbdl 4ll6 divizor az Y-on, ¢*(y)=2 I;x,, akkor ;=1
az Osszes y pontra, kivéve véges sokat. Azokat az y pontokat, amelyekre legalabb
egy ;>1, a ¢ leképezés elagazasi pontjainak nevezziik.

3. A 2. feladat feltételei mellett legyen Y=P! és ¢ a P! koordinataja. A p=>0
karakterisztikaju testek esetében, feltételezve, hogy az Gsszes I;<p, hatarozzuk meg
a @*(dt) divizort (fejezziik ki azt az I, szimokkal).

4. Bizonyitsuk be, hogy a 3. fe]adat jelolései mellett g(X)= > ——-deg p+1,
ahol az /;-k megfelelnek a ¢ leképezés elagazasi pontjainak.

5. A 2. feladat feltételezései mellett keressiink olyan kapcsolatot a g(X), és
g(Y) kozétt, amely altalanositja a 4. feladatot.

6. A @: X—+Y tegyen eleget a 2. feladat feltételeinek. Bizonyitsuk be, hogy az
we Q' (Y) differencial ugyanakkor regularis, amikor a ¢*w€Q'(X) differenciil.

7. Jeloljik ¥-vel az n-dimenzidés L tér 2n vektoratdl fiiggd k testbeli értéki
Osszes olvan y fiiggvények halmazat, amelyek eleget tesznek a kovetkezd feltéte-
leknek:

a) Y(xy, ..., Xp,) linedris a valtozok mindegyikére nézve;

b) Y (xy, ..., X5,) ferde szimmetrikus Ggy is mint az x,, ..., x, fliggvénye és
ugy is, mint az x, ., ..., Xy, fliggvénye;

c) a Y(x, ..., X,,) figgvény szimmetrikus mint az x; és x,,; fliiggvénye bar-
mely 1=i=n-re.

Feltételezziik, hogy a k test karakterisztikdja 2. Bizonyitsuk be, hogy barmely
@c¥ filiggvény megadhatd Y (xy, ..., Xy Xys ooos X)) €8 Y(Xq, cois Xpy X1y ooy Xp)=
=dy(ey, ..., ,, €, .-., €,) értékeivel, ahol e, ..., e, az L tér bazisa, a d pedig az
X1, ..., X, vektorok ey, ..., e, bazisra vonatkozd koordinataibol képzett determinans.
Legyen 61’ . ,é EL* Az dl(xl) ey Xpy X35 000y |§ (xj)!z fuggvenyt l// (él

.NE)?-vel Jelol_]uk Bizonyitsuk be, hogy a EF’ ter egydimenzids, a (& A.. /\5,,)2
pedlg annak bazis vektora, ha ¢&,, ..., ¢, az L* bazisa.

8. Altalanositsuk az n- dlmenzws sokasagon értelmezett regularis és racionalis
n-dimenziés differencidl forméak konstrukcidjat, felcserélve mindeniitt a A*@}
teret a megfeleld ¥ térrel. A megfelelé objektumot kvadratikus differencial formér_)ak
nevezziik. Bizonyitsuk be, hogy az 1. § 3. pont (6) képletének analdgjaban J-t
helyettesiteni kell J2-tel. Bizonyitsuk be, hogy a kvadratikus differencial forma
rendelkezik divizorral, €s ezek a divizorok mind egy osztalyt alkotnak, amely egybe-
esik a 2Ky-szel. Altalanos1tsuk a 2. tételt.

9. Keressiik meg a regularis kvadratikus differencial formak terét egy hiper-

elliptikus gorbén. (Utasitas: frjuk fel 8ket '}{E (dx)? alakban.)

10. Ellendrizziik a Riemann—Roch-tételt az X = P?! esetére.
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11. A Riemann—Roch-tételt felhasznalva bizonyitsuk be, hogy ha g(X)=1,
akkor I/(D)=deg D, ha deg D=0.

12. Legyen X sima projektiv gérbe, g(X)=1 és x€ X. Bizonyitsuk be, hogy bar-
mely n=1-re létezik X-en olyan U, racionalis fiiggvény, amelyre v.(u,) =—n,
v, (u,)=0 az y#x-re. (Hasznaljuk fel a 11. feladatot.)

13. A 12. feladat feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy k(X)=k(u,, u;), még-
pedig u, és u; egy harmadfoku relacidval vannak Osszekapcsolva. (Utasitas: Ennek
a relacionak a levezetéséhez hasznaljuk fel az ¥ (6x)-re alkalmazott Riemann—Roch-
tételt.) Bizonyitsuk be, hogy [k(X): k(u,, u;)]=1, felhasznalva a 2. §. 1. tételét.

14. Ellenlrizziik a deg K=2g—2 Osszefiiggést a hiperelliptikus gérbékre és.
a sima sik gorbékre.

15. Bizonyitsuk be, hogy hiperbolikus gorbe esetében regularis differencial
formak aranyai a k (X) test egy olyan résztestét generaljak, amely izomorf a racionélis.
fuggvények testével. Ebbdl kiindulva bizonyitsuk be, hogy az m=>3 foku sima sik
projektiv gorbe nem hiperelliptikus.

16. Bizonyitsuk be, hogy a P*-beli harmadfoku sima X hiperfeliilet uniracionalis..
(Utasitas: Az I. fejezet 6. § 10. tételt felhasznalva bizonyitsuk be, hogy létezik olyan
Uc X, UNI#P nyilt halmaz, hogy az U-hoz vett érintd rétegezddés izomorf UX A3-
mal.) Jeloljik P2vel az A% origéjan atmens egyenesekbdl allé projektiv teret.
A &=(u, o), u€lNU, o€ P pontra jel6ljik ¢(&)-vel a O, x-en levd o egyenes és az
X metszéspontjat. Bizonyitsuk be, hogy a ¢ egy P1X P2—X racionalis leképezést
hataroz meg.

1V. FEJEZET
A METSZET INDEXEI

1. §. Definicio és fobb tulajdonsagok

1. A metszet indexének definicidja

A sokasigok metszetének dimenzidjardl szolé tételek, amelyeket az 1. fejezetben
bizonyitottunk, lehet&séget adnak gyakran azt 4llitani, hogy valamely egyenletrend-
szereknek van megoldasuk. Viszont azok semmit sem mondanak a megoldasok
szamardl, ha ez a szam véges. A kiilénbség ugyanolyan, mint a polinom gydkének
létezésérol szolo tétel és azon tétel kozott, amely arrdl szol, hogy a polinom gydkeinek
szama egyenlé annak fokszamaval. Ez az utobbi tétel csak akkor igaz, ha minden
gyOkot multiplicitdsaval egyiitt szimolunk. Analdég médon, annak érdekében, hogy
altalanos tételeket fogalmazhassunk meg a részsokasigok metszéspontjainak a sza-
mardl, ezeknek a pontoknak valamilyen multiplicitast kell tulajdonitsunk. Ezt
fogjuk tenni ebben a pontban.

1-kodimenzids részsokasdgok metszetét fogjuk vizsgalnia sima X sokasagon.
Az az eset fog benniinket érdekelni, amikor a metszéspontok szdma véges. Ha
dim X=n, a C,, ..., C;-ek 1-kodimenzids olyan részsokasagok, amelyeknek metszete
nem Ures, akkor a metszetek dimenzidjardl sz6lo tétel szerint dim (CyN... N C)=0,
ha k<n. Ezért természetes a k=n esetet megvizsgalnunk. A kovetkez6kben haszné-
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landé elmélet természetesebbé valik, ha az 1-kodimenzids részsokasigok helyett
tetsz6leges divizorokat tekintiink. Tehéat n divizort, a Dy, ..., D,-t fogjuk vizsgalni
az n-dimenziés X sokasigon. Ha x€X, x€NSupp D; és dim, M (Supp D;)=0,
akkor azt mondjuk, hogy D, ..., D, k6z0s helyzetben vannak az x pontban. Ez azt
jelenti, hogy az x pont valamely kornyezetében a N (Supp D,) csak az egy x pontbdl
all. Ha a Dy, ..., D, k6z8s helyzetben van a M (Supp D,) részsokasag minden pont-
Jaban, akkor ez a részsokasag véges szamu pontbdl all. Ekkor azt fogjuk mondani,
hogy a D,, ..., D, k6z0s helyzetben vannak.

El6sz6r meg fogjuk hatarozni a metszet indexét a k6zos helyzetben levd effektiv
divizorok esetében. Legyenek D,, ..., D, effektiv divizorok, amelyek k6z6s helyzet-
ben vannak egy x pontban és ezen pont valamely kérnyezetében az f,, ..., f, lokalis
egyenletekkel rendelkeznek. Akkor létezik olyan U€x kornyezet, amelyben az
fis --.s [, regularisak és sehol sem vesznek fel O értéket az x ponton kiviil. Hilbert
gyokokrdl szélé tételébdl kovetkezik, hogy az x pont O, lokalis gyiiriijében az
fis - fy fliggvényekkel generalt ideal tartalmazza ezen gyiirli M, maximalis ideal-
Jjanak valamely hatvanyat. Legyen

M (fis s ) DML

Tekintsiik az O,/(f;, ..., f,) faktorteret (k test felett). Ennek k-feletti dimen-
zidja véges. Valdban, (1) miatt ennek céljabol elegendd megmutatni, hogy
dim;, O,/ME < . Utdbbi azonnal kévetkezik a hatvanysorba fejtésrdl sz616 tételbdl,
ugyanis dim, O,/MM% cgybeesik a <k fokszamu n-valtozés polinomok terének
a dimenzidjaval.

A kovetkezOkben az E vektortér k test feletti dimenzidjat /(E)-vel fogjuk jelolni.

1. periNiciO. Ha az n-dimenzids X sokasdgon értelmezett, Dy, ..., D, effektiv
divizorok kozos helyzetben vannak egy x€X pontban és lokalis egyenletiik ezen
pont valamely kornyezetében az fi, ..., f,, akkor az

@ H(O0:/(f1, s 1)

szamot a D,, ..., D, metszete indexének (vagy multiplicitdsinak) nevezziik ebben
a pontban és (D, ..., D,),-szel jeloljiik.

A szam valdban csak a D,, ..., D, divizoroktol fiigg, de nem fiigg azok f;, ..., f,
lokalis egyenleteinek a kivalasztasatdl, ugyanis ha fy, ..., f, masik lokalis egyenletek,
akkor ﬁ,zﬂgh ahol &> gi-leoxs és ezért (.f19 7f;|)=(.f1’9 "'S.f;l,)'

Legyenek most a Dy, ..., D, divizorok nem feltétleniil effektivek. ElGallitjuk
Oket D;=D]--Dj;, D{=0, D; =0 alakban, mégpedig a D} és D; ne rendelkezzenek
k6zos komponensekkel. Az ilyen elddllitds egyértelmi. Feltételezziik, hogy a
D,, ..., D, divizorok koz0s helyzetben vannak az x pontban. Akkor tetszOleges
iy, ..., i, permuticié és barmely k esetén a Dj,...D;, D; ...Dj divizorok kozos
helyzetben vannak az x pontban, mivel Supp D;=Supp D;{Supp D;.

Meghatarozzuk most a Dy, ..., D, metszetének az indexét az x pontban az
additivitas szerint, azaz legyen

3 (Dy, ... D)= 2 (=1)"K(Di, ..., D}, Dy, «e, Di)x.

0=k=n

2. peFINicIO. Ha a D,, ..., D, divizorok az n-dimenziés X sokasagon kozos
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helyzetben vannak, akkor a

Z (Dlﬁ'”’Dn)x

x € N Supp D;

szamot azok metszete indexének nevezzik és (D,, ..., D,nel jeloljiik.
Formalisan kiterjeszthettlik volna az Osszeget az Gsszes x€X pontra, azonban
csak a fent leirt tagok kiilonbdznek 0-tol.

MEGIJEGYZES. A metszet indexét definialni lehet az X sokasag simasiganak
a megkovetelése nélkiil is, azonban akkor csak a lokalisan f6 divizorokra érdemes
szoritkoznunk. Ezen feltételek mellett az Gsszes ismertetett definicid értelmes marad.
Most ismertetiink néhany példat, amelyek célja megmutatni, hogy a metszet
bevezetett multiplicitasanak fogalma Osszhangban van a geometriai szemlélettel.

1. PELDA. Legyen dim X=1, ¢ lokalis paraméter az x pontban, f a D divizor
lokalis egyenlete, v.(f)=v.(D)=k. Akkor (D),=/(0,/(f)=I(0./(t")=k. Ilyen
modon ebben az esetben a (D), index egyenlS azzal a multiplicitassal, amellyel
x benne van a D divizorban.

A kovetkez8 példékban fel fogjuk tételezni, hogy a D;-k egyszerii divizorok,
azaz l-kodimenzids irreducibilis részsokasagok.

2. PELDA. Ha x<D,N ...ND,, akkor definicié szerint (D,, ..., D,).=1.

Tisztazzuk, mikor teljesil (D, ..., D,),=1. Mivel f;€I,, és igy (fi, ....,f)C
<M., viszont [{(0,/M,)=1, tehat a (D,, ..., D,),=1 feltétel ekvivalens azzal, hogy
(fis - [i)=M,.. Mas szoval, az f;, ..., f,-eknek lokalis paraméter rendszert kell
alkotniuk. Lattuk a II. fejezet 2. § 1. pontban, hogy ez akkor és csakis akkor teljesiil,
ha a D,, ..., D, részsokasagok az x pontban transzverzilisan metszik egymast,
azaz az x pont egyszerii az Osszes D;-n és O, p =x.

3. PELDA. Legyen dim X=2, az x pont egyszeri a D; és D, gbrbéken. A 2.
példanak megfelelden (D,, D;)>1 akkor és csakis akkor, ha a O, , és O, p,
egyenesek egybeesnek. Legyenek fi-k (i=1, 2) a D; gorbék lokalis egyenletei, u és
v lokalis paraméterek az x pontban és f,=¢; u+ﬂ,v (M2) (i=1, 2). Akkor a O, p,
egyenesek egyenletei o; &+ f;n=0 (i=1, 2) alakuak ahola ¢é=d,u, n=d.v O,, x-beli
koordinatak. Ezért @, p,=0,, Dy akkor és csakis akkor, ha a,u+ ﬁzv—y(ocwl—ﬂlv)
valamely y€k, y#0-ra, vagy, mas széval, =7/ (J.Rz) Ezért természetes a D, és
D, gorbék x pontbeli érintkezése rendjének nevezni az olyan k szimot, hogy létezik
invertalhaté g, g7*€ 0, elem, amelyre fo=gf, (METY), és ilyen g nem létezik a
k kitevé magasabb értékeire. Be fogjuk bizonyitani, hogy a metszet (D,, D,), indexe
1-gyel nagyobb a D, és D, gorbék x pontbeli érintésének rendjénél.

Ennek érdekében megjegyezziik, hogy mivel az x egyszerti pont a D;-en, igy
feltételezhetjiik, hogy f; egyike az x pontbeli lokalis paraméter rendszer elemeinek.
Masrészt g=Yf, a D, gorbe lokalis egyenlete. Ezért feltételezhetjiik, hogy az u és
v lokalis paraméterek, a D, lokalis egyenlete u, a D, egyenlete f és f=u+¢@(u, v)
(IM%+2), ahol ¢ egy k+1-ed fokn forma. Itt ¢ nem oszthatdé w-val, kiilsnben a D,
és D, érintkezésének rendje >k volna. Ezért

©) ¢ 0,v) = Cv**:, C#0.
A metszet indexének definicidja szerint

(Dl’ DZ)x = I(Ox/(u,f)) = l(Ox/(u)/(u’f)/(u))‘
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Nyilvanvalé, hogy O,/(u)=0 az x pont lokalis gyliriije D,-en, és az O,—~0 homo-
morfizmus az X-en értelmezett fliggvény sziikitése a D, gérbére. Ezenkivil (u, f)/(u)=
=(f), ahol f az f képe O-ban. Mivel O-ban fe(MME+Y), f=@(ME+?), a (4) miatt
pedig @4 a2, igy v, (f)=k+1 & I((0)/(f))=k+1. Ilyen médon (D;, D)=k +1.

4. pELDA. Legyen megint dim X=2 és x szingularis pont a D-n. Ez azt jelenti,
hogy feMZ, ahol fa D lokalis egyenlete. Ezért természetes a szingularis pont multip-
licitasdnak nevezni azt a legnagyobb k-t, amelyre feWik. Be fogjuk bizonyitani,
hogy az x pontban D-vel k6z6s helyzetben levd tetszbleges D’ gorbére

(5) (D, D), = k,

és léteznek olyan gorbék, hogy (D, D),=k. _

Legyen f” a D’ gorbe lokalis egyenlete. Jeloljiik az O,/M, gyiirtit O-val és az
/7 képét O-ban f-sal. Mivel feM;, igy (D, D) =10 /(f, ) =I(0/(])).
Az O gyliri — a hatvanysorokba fejtésr6l szOolo tételnek megfeleléen — izomorf
a klu, v)/(u, v)* gylirivel. Ezért az mint vektortér izomorf az u és v valtozds <k
KD gy ey,
f’ ¢ M+, akkor az (f) ideal elemeinek f-g alaki polinomok felelnek meg, ahol
g befutja az osszes <k—I fokszamu polinomot. Ezért I((f))=1+...+k—-D=

—1)(k— . , T ~
=W . Mivel f €M, igy =1, és ezért (O/(f))=1(0)~1((]))=k.

Most bebizonyitjuk, hogy (5)-ben az egyenldség elérhetd.

Legyen f=o(u, v) (ME*?), ahol ¢ egy k-adfoku forma. Tekintsik a ¢-t nem
oszté u és v-t6l fiiggd polinomot. Az u €s v linearis transzformacioi miatt feltételez-
hetd, hogy ez az u, azaz hogy ¢ (0, v)=0