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A Magyar Tudomanyos Akadémia HI. (Matematikai és Fizikai) Osztilydnak Kozleményei
valtozé terjedelmii fizetekben jelenik meg, és az Akadémia II. Osztilydnak felolvaséiilésein bemu-
tatott matematikai dolgozatokat, valamint egyéb dolgozatokat, referatumokat, tovabba az Osztaly
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2. Acta Physica Hungaricae.
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ALEXITS GYORGY AKADEMIKUS 70 EVES

BensOséges linnepség szinhelye volt a Magyar Tudomanyos Akadémia Matema-
tikai Kutaté Intézete, midén Alexits Gyorgy akadémikust 70-edik sziiletésnapjan
baratai, tanitvanyai, tisztel6i koszontotték.

A Magyar Népkoztarsasag Elnoki Tanacsa kiemelkedd tudomdanyos és tudo-
manypolitikai tevékenységéért Alexits Gyorgy akadémikusnak a Munka Erdemrend
arany fokozatdt adomanyozta.

Az alabbiakban ko6zoljilkk Alexits Gyorgy akadémikus tudomanyos munkdssd-
garol késziilt jegyzéket.
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fe] Mathematik fiir Chemiker, Akadémiai Kiado, Budapest, 1962. VIII+449 o.
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EGY LEGKISEBB VEGES REGULARIS
HIPERBOLIKUS SIiK

frta: KARTESZI FERENC

A véges regularis sikra vonatkozé néhany ujabb — GRAVES-, OSTROM- és
CROWELG] ered6 — publikaciotol indittatva REIMAN ISTVAN egy olyan axiémarendszert
adott, mely egységesen definidlja a véges projektiv, véges affin és a véges regularis
hiperbolikus sikokat. A masodik axidémaban szereplé bizonyos természetes szam
paraméter értékétdl fiigg, hogy e sikok melyik fajtajardl van sz6. REIMAN dolgozata-
nak [1] eredményeire tdmaszkodva konnyen megszerkesztheté egy legkisebb
(nem trivialis) regularis hiperbolikus sik.
Ez a sik 13 pontbdl és 26 egyenesbdl all;
minden egyenesnek 3 pontja van, minden
ponton 6 egyenes megy at. E sikot oOn-
magaba atvivé kollineaciok csoportot al-
kotnak, mely a harmadfoku teljes permu-
tacié csoporttal izomorf.

1. A széban forgé sikot a kovetkezd
axiomarendszerrel definialhatjuk. (V6.[1].) hidss)

i) Bdrmely két pontnak egyetlenegy 7 | ©®|
0sszekoto egyenese van. )

ii) Bdarmely egyenest egy hozza nem
illeszkedé ponton dtmend egyenesek koziil 10
k szamu metszi és | szamii nem.

iii) Minden a sik nem egyenes vonalil
ponthdrmasdt tartalmazé H ponthalmaz 13
legyen olyan, hogy bdrmely két pontjdit
osszekoté egyenes minden pontja a sikhoz
tartozik. Tartalmazza H a sik ésszes pont- 16
Jait.

Egy az i), ii), iii) kirovasokkal defi-
nialt (pont, egyenes, incidencia)-struktura g
eléallitasa bonyolultnak latszé6 kombina-
torikai feladat. A rengeteg kombinaciéval
Jjar6 probalkozast egy heurisztikus észre-
vétel foloslegessé tette. A ko6zolt. modell,
ennek az észrevételnek a segitségével, alig
néhany kombinécié kiprébalasaval rovi-
den adddott. Az észrevétel az a feltevés 5
volt, hogy esetleg van olyan teljesnégyszig
a keresett sikon, melynek egyetlen dtlos- 1 dbra

% 4 10

00 olo‘o &

1@

I
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6 KARTESZI F.

pontja sincs. — Modelliinkén a Py, P,, P4, P,5 pontnégyes. — Ha a 13 pontbdl,
26 egyenesbdl all6 regularis hiperbolikus sik unicitasa nem érdekel, csupan realizal-
hatosagat kivanjuk a modell eléallitasaval igazolni, akkor azt a kévetkez6 inciden-
cia-tablazat mar el is intézi.

2. Tekintsiik a tAblazatot siknak, a j-edik sorat a sik /;nevii egvenesének, a k-adik
oszlopat a sik P, nevii pontjdnak, és a - jellel a jelben talalkozé sornak és oszlopnak
megfelelé egyenes és pont illeszkedését fejezziik ki.

Minthogy j=1,2,...,26 és k=1,2, ..., 13, sikunk 26 egyenesbdl és 13 pont-
bdl all. Szamlaljuk meg a - jeleket soronként és oszloponként. E szimlalas szerint
minden egyenesen 3 pont van, s minden ponton 6 egyenes megy at.

Konnyen ellendrizhetd, hogy sikunkon az i) axioma érvényes. Ragadjunk ki
ugyanis két kiilonboz3 oszlopot, példaul a 4 és a 7 indexii oszlopokat. Kdnnyen
ellendrizhetd, hogy egy és csakis egy olyan sor van, a 19 index{i sor, mely mindkét
oszlopot jellel kitiintetett mez6ben keresztezi. Ez azt jelenti, hogy a P,, P, pontokat

egyetlenegy egyenes koti Ossze: az /yy egyenes. A (13)=78 ilyen ellenérz6 préba
tanlsdga szerint az i) axioma valéban érvényes. 2

Tovabbi ellenérzésre mar nincs sziikség, mert az eddigiekbdl kovetkezik, hogy
a masik két axioma is érvényes.

Legyen ugyanis P,¢I,={P;, P,, P,}. A P, ponton atmend 6 egyenes koziil
a P.P;, PP, PP, metszi az [ egyenest, tehat a tovabbi harom nem metszd, ennél-
fogva az ii) axidma valdban érvényes.

A harmadik axioméiban mondott H halmaz haromszogének a szerepét most
vegye at az el6bbiekben szerepelt {P;, P,, P,} pontharmassal mint cstucspontokkal
Iétesitett haromszég. Ha P,-et az I egyenes minden pontjaval &sszekotjiik, a kapott
harom egyenes mindegyikén egy-egy harmadik pontot is kapunk, s igy Osszesen
harom tjabb pontot allitottunk el6. Az eldbbi 4 és az utdbbi 3 pontbdl dsszetett
G ponthalmazra GS H nyilvanvald. Legyen marmost sikunk tetszdleges pontja P,
és kossiik ezt 0ssze G-nek mind a 7 pontjaval. Minthogy a P, ponton &t sem mehet
6-nal tobb egyenes, kell, hogy e ponton atmend egyenesek kozt legyen olyan is, mely
a G-nek, tehat H-nak két pontjat tartalmazza. Ez az iii) axioma érvényességét
jelenti.

3. A pontsik kollinedcidja a pontok olyan permutacidja, mely egyenes vonald,
de csak egyenes vonalil pontharmast egyenes vonali pontharmasba visz at. A sik
kollinedcidinak osszessége csoportot alkot. Modelliink igy definidlt kollineacidinak
a csoportjat jelolje K, a kollineaciokat n, (s=1, 2, ...).

A kollineacidkat és a K csoportot meghatarozé kovetkeztetéseket melldzve,
befejezésként még a kovetkezbket ismertetjiik.

Ha a pontokat csupan indexiikkel nevezziik meg, akkor a kolline4cidk a kovet-
kezd 6 permutaciot jelentik:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
7, 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
me: 7T 2 5 10 3 12 1 8 11 4 9 6 13
g 49 7 1 10 13 3 8 2 5 11 12 6
e 39 1005 7 12 4 8 111 2 13 6
m,: 1011 L7 413 5 8 2 3 9 6 12
Te: S 11 4 3 1 6 10 8 9 7 2 13 12
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A 74, ..., kollineacidk koziil az elsé az azonossag. Az altaluk alkotott
K csoport a &, csoporttal izomorf. A Pg pont mindegyik kollineacidra nézve fix-
pont; az Iy és I, egyenes mindegyik kollineacidra nézve fixegyenes. Ezenkiviil
7, fixpontjai — a P,, Pg, P,; pontok — egy egyenesen — vagyis az /, tengelyen —
vannak; tovabbi hat fixegyenese van. A 75 kollineacié fixpontjai, a Py, P,y Py,
pontok az I, tengelyen vannak, ezzel egyiitt -hat fixegyenese van. A 74 kollineacid
fixpontjai, a Pg, P, P, pontok az l,; tengelyen vannak, ezzel egyiitt hat fixegyenese
van. A tovabbi két kollineaciénak — a m, és m; kollineacionak — azonban csak egy
fixpontja és két fixegyenese van ~~ a mar mondott Py és [, [,, —; vagyis ezeknek
nincs tengelyiik. A 7,, ..., 7g kollineaciok egyikének sincs kézéppontja.

Ezzel a — mondhatniank — nevezetes, de szimmetria szempontjabdl elég szegény

13 26
6 3
konfiguracié elemzését be is fejeztiik.

IRODALOM

[1] RemmMAN L.: A véges sikok jellemzése, Magyar Tud. Akad. Mat. Fiz. Tud. Oszt. Kozl., 17 (1967)
(Beérkezett: 1968. 11. 27.)

UN MINIMO PIANO GRAFICO FINITO IPERBOLICO REGOLARE

~

F. KARTESZI

E opportuno aver un modello (minimo, ma non banale) dei piani finiti iperbolici di tipo rego-
lare. Un tal piano contiene 26 rette ¢ 13 punti. Ogni retta del piano contiene 3 punti distinti; per
ogni punto passano 6 rette distinti.

L’autore ha costruito la tabella d’incidenza di un tal piano. Le righe della tabella: le rette
del piano; le colonne della tabella: i punti del piano; il segno - denota incidenza. Inoltre viene pre-
sentate il gruppo delle collineazioni di questo piano.

Considerando le colonne d’incidi 1, 2, 3, 13, ci¢ il quadrangolo P; P, P, P;5, si puo stabilire
che il quadrangolo non ha punto diagonale. Considerando le righe d’indici 6, 8, 12, 25, cioé i lati
del quadrilatero 141514, 1,5, st puo stabilire che due a due non hanno punti in comune. Dunque
esiste ,,quadrilatero senza vertici”. Potrebbe dire che questo piano ,,regolare’” ha parti ,,irregola-
rissimi’.
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AZ INFORMACIO SHANNON-FELE MERTEKEROL
irta: DAROCZY ZOLTAN (Debrecen)

Az informacidelmélet alapvetd mennyisége a SHANNON [14] altal bevezetett

H,(p1;P2s s Do) = —'.;;Pi log, p;

entrdpia, amely minden {p,, ps, ..., p.} véges valosziniiségeloszlasra értelmezett
valds értékii fiiggvény. A H, SHANNON-féle entropidta {p;, ps, ..., p,} eloszlas altal
nyujtott informdcié mértékének is szokas nevezni.

A SHANNON-féle entrdpia jellemzésével szamos szerzd foglalkozott. Ennek a dol-
gozatnak az a célja, hogy az eddig ismert jellemzések k6z6s magvara rdmutasson.
A dolgozat 1. §-dban egyszerli meggondolasokra timaszkodva definidljuk a [0, 1]
zart intervallumban értelmezett f(x) informdcidfiiggvény fogalmat az

£+~ x)f[~1{x] = /) —-y)f[rfy]

fiiggvényegyenlet segitségével, ahol Xx, y€[0,1) és x+y=1 tetszbleges valtozok,
tovabba f(3)=1 és f(0)= f(1). A fenti igen egyszerlinek latszo fiiggvényegyen-
letet az informdcioé alapegyenletének nevezziik. A 2. §-ban kimutatjuk, hogy ha f(x)
informaciofiiggvény és {pq, P2, -.., Pu} €8y tetszdleges véges valdszinliségeloszlas,
akkor a

Hn(l’npz’,m:l’n)Z.E;Sif[!;f] (Sl:p1++pl7 i:2’3""an)

egyenlettel értelmezett, az f(x) altal meghatarozott entrépia rendelkezik a Shannon-
féle entropiara ismert fontosabb algebrai jellegli tulajdonsagokkal. Innen kapjuk
a 3.§-ban ~— hivatkozva FADDEIEW [9], TVERBERG [15], KENDALL [10] és LgE [11]
eredményeire —, hogy [0, 1]-ben folytonos, vagy [0, 1]-ben Lebesgue-integrdlhatd,
vagy (0, 1]-ben monoton névekvd, vagy (0, 1)-ben Lebesgue-mérhetd informéaciofiigg-
vények azonosak az

S(x) = —xlogy, x—(1 —x)log, (1 —x)

SHANNON-féle informaci ofliggvénnyel. A 4. §-ban megadjuk az informécié alapegyen-
letének legaltalanosabb megoldasat a (0, 1) intervallum racionalis pontjaiban. Erre
az eredményre tamaszkodva az 5. §-ban megmutatjuk, hogy ha az f(x) informacid-
fiiggvény a O pontban folytonos, akkor f(x)= S(x). Ezzel egy j jellemzést nyeriink
a SHANNON-féle entrépidra. A 6. §-ban BoRGEs [3] gondolataira tAmaszkodva elemi
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bizonyitast adunk KENDALL [10] tételére, a monoton ndvekedés helyett csak mono-
tonitast (csokkenést vagy ndvekedést) megkovetelve a (0, 4] intervallumban. A 7. §-
ban megmutatjuk, hogy mas ismert jellemzések is (CHAUNDY—MCLEOD [4], ACZEL—
DarGczy [1], DAROCZY [6]) lényegében az informacié alapegyenletének bizonyos
feltételek melletti megoldasara vezethetSk vissza.

1.§ Az informacio alapegyenlete

Legyen A4 egy véletlen esemény, és jelolje x =P(A) az 4 esemény valdsziniiségét.
Ha az A eseményre vonatkozdan elvégziink egy kisérletet, akkor a kisérlet ered-
ménye altal nyGjtott informdcié mértékét jelodlje I(A). Az I(A) ismeretlen mennyiség-
rél tegyiik fel, hogy az csak az 4 esemény x valdsziniiségétdl fiigg, azaz

1(4) = f(x),

ahol f(x) a[0, 1] zart intervallumban értelmezett ismeretlen valés fiiggvény. Ha B
" egy tovabbi véletlen eseményt jelol, melyre AB=0, és y=P(B) a B esemény valé-
szintisége, akkor az 4 eseményre vonatkozé kisérlet utadn elvégezve egy tovabbi
kisérletet a B eseményre vonatkozdéan, a masodik kisérlet altal nyert I(B|A) relativ
informdcié A-ra nézve (BC A miatt) legyen az

Y _P(B)
1—x~ P(A)

valdszinliséghez tartozé informacié 1—x = P(A) stllyal vett értéke, azaz

1(817) = (1 —x)f[1 d x]

A két kisérlet egymas utani elvégzése utan kapjuk az
I(A, B) = I(4)+ I(B|A) (AB=0)

informdciényereséget, amelyrdl tegyiik fel, hogy filiggetlen az A és B események sor-
rendjét6l. Ez a feltétel az ismeretlen f(x) fiiggvényre az

M S+ —x)f[l%;c] =f(+Q —y)f[lfy]

fiiggvényegyenlet teljesiilését jelenti minden
6 »ED = {(x, ):0=x<1, 0=y<l, x+y=1}

szamparra. Az informécié mértékének egységéiil — szokasos modon — valasszuk
az x =1 valoszinliséghez tartozoé f(3) informaciot, azaz legyen f(3)=1. Tovabbd
tegyiik fel, hogy a lehetetlen, illetve biztos eseményre vonatkozé kisérlet ugyanakkora
informaciot nyf(jt, azaz legyen f(0)= f(1). Az el6z6 meggondolasok alapjan fogad-
juk el a kdvetkezd értelmezést.
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AZ INFORMACIO SHANNON-FELE MERTEKEROL 11

1. DerINICIO, A [0, 1] zart intervallumban értelmezett f(x) valds fiiggvényt
informdcidfiiggvénynek nevezziik, ha minden (x, y)€ D szamparra teljesiil ra az (1)
filggvényegyenlet, tovabba f(3)=1 és f(0)= f(1). Az (1) fiiggvényegyenletet az
informdcié alapegyenletének nevezziik.

1. LEMMA. Ha f(x) informdcidfiiggvény, akkor f(0)= f(1)=0 és
@ J&x) =f(1—-x)

minden x€[0, 1]-re.

Bizonyitds. Legyen [(x) tetszbleges informdcicfiiggvény. Az informacio alap-
egyenletébe y=0-t helyettesitve f(x)+ (1 —x)f(0) = f(0)+f(x) minden x €[0, 1)-re,
ahonnan f(0) = 0. Tegyiink most (1)-ben y = 1—x-et ((x,1 —x)€D, ha x€[0,1)),

akkor
S+ (1 =x)f(1) = f(1 —x)+xf(1),

ahonnan f(1)=f(0)=0 miatt
Sx)=f(1-x),

ha x€[0, 1). Ez viszont f(1)= f(0) miatt x =1-re is teljesiil. Ezzel a lemmat be-
bizonyitottuk.
Legyen

_)J=xlog,x ha x€(0,1]
) 109 = { 0 ha x=0,

ahol y=log,t (t=0) a 2-es alapu logaritmusfiiggvényt jeloli. Legyen tovabba
(4) S(x) = 1(x)+1(1 —x),

akkor koénnyen belathatd, hogy S(x) informaciofiiggvény. A (4) informacidfiigg-
vényt SHANNON-féle informdcidfiiggvénynek nevezzilk. A jovoben /(x) helyett a
—x log, x jeldlést hasznaljuk azzal a megkétéssel, hogy Olog, O definicio szerint
0-val egyenld. fgy

S(x) = —xlog, x— (1l —x) log, (1 —x)

minden x¢€[0, 1]-re. Alapveté kérdés, hogy egy f(x) informacidfiiggvény milyen
tovabbi feltételek mellett lesz S(x)-szel azonos. A SHANNON-féle informaciofiiggvény-
t8l  kiilonbozé informaciofiiggvényre példa a koévetkezd. Legyen a(r) tetszdleges
megoldasa az

) a(t +s) = a(t) +a(s)

Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek, amelyre a(1)=1. Ekkor

100 = {xa(—logf_,x)-i—(l —x)a(—log,(1—x)) ha x€(0,1)

a7 r 0 ha x=0 vagy 1
informacidfiiggvény. Ugyanakkor létezik olyan megoldasa (5)-nek (az a(l)=1 fel-
tételt is beleértve), amely egyetlen pontban sem folytonos, tehat f,(x) nem lehet
a folytonos S(x) fiiggvénnyel azonos.
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2. § Informaciéfiiggvények entropiaja

Vizsgalataink alapja a kovetkezd
2. DerINICIO. Legyen f(x) tetszéleges informacidfiiggvény és {p,, ps, --., Pu}
n
egy véges valdsziniiségeloszlas, azaz amelyre p;=0 (i=1,2,...,n) é >p, =1

t%ljesiil. Ekkor a

(6) H,(p1,P2s 3P0 = 2 sif[ i‘] i =p1+pet .. +p; i=23,..,n)

i= i
mennyiséget a {p1,Pss -..s D} eloszlds f-hez tartozd entropzajanak nevezziik.
1t Pt 5 definicié szerint 0-val egyenld, ha p;, = 0 (i=12,.., n)

Ha f(x)=S(x), ahol S(x) a SHANNON-féle informacidfiiggvényt jeldli, akkor
kénnyen belathatd, hogy az S(x)-hez tartozd entrdpia éppen a

Hoy(p1, P2y oo Pr) = —,_lei log, p;

SHANNON-féle entropiaval azonos. A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy egy tetszs-
leges f(x) informaciéfiiggvényhez tartozé H,(p,, s, ..., Ps} entropia rendelkezik
a SHANNON-féle entrépiara ismert algebrai jellegii tulajdonsagokkal.

1. TETEL. Ha f(x) informdcidfiiggvény és H,(p,, Ps, ..., Pu} Gz f-hez tartozo
entrépia, akkor H, rendelkezik a kévetkezé tulajdonsdgokkal:

1° H,(p1, Py ..rr D) SZimmetrikus py,py, ..., p-ben;

1 1
o = 2l=1-
2 H2[2,2] 1;

3% H,(p1spasPss s Pw) = Hooy (p14p2sPa. s p) +

D P2
+(p1+p) H [ -—) (n=3).
(Pr+p) Hy Pitpe’ pitps ) )

Bizonyitds. Legyen {p,, p.} tetszbleges valdszinliségeloszlas. A 2. definicié és
az 1. lemma miatt

H, (p1,p5) = (1 +Pz)f[

e ] =f(p)=F(=p) =

=f(p) = (p2+p)Sf [";51—] = Hy (P2, py)s

tovabba H,(3, 1) = f(3) = 1. Ezzel az 1° allitast n=2-re és a 2° allitast bebizonyi-
tottuk. Ezek utdn konnyi belatni a 3° tulajdonsag teljesiilését, ugyanis az el6zdket
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felhasznalva n=3 esetén

H,(p1,D2,P35 s D) — Ho_1 (Pr+D25 P35 o3 P0) =

-Sule)-Borls)-o)-

i=2 2

D2
eoar( 7 ) = eenam [ 22
= (p1+p)f Prt o (p1+p2) Pitps’ Pitps
Hatra van még az 1° tulajdonsag bizonyitasa n=>2 esetére. Teljes indukcids bizonyi-
tasunkhoz tegyiik fel, hogy 1° (n—1)-re (#=3) mar igaz. Ekkor a most bizonyi-
tott 3° tulajdonsag miatt

H,(p1,P2sD3s coosPu) = Hy_ 1 (P1+Pas Pas s D)+

D +P2‘ Pitpe

A feltétel miatt H,(p1, PosPas s Pu)s @ {D3y -ov» Pu}s llletve a {p,, po} valtozo-
csoportokban végrehajthatd permutacidkkal szemben invaridns, ezért elegendd
csak azt megmutatni, hogy p, és p, felcserélhetd H, valtozasa nélkiil. Ekkor ugyanis

H, valtozatlan, ha valtozéinak barmely két elemet felcseréljiik egymassal Az el-
mondottak szerint a

M H(p1, P2 P3> oo s P =H (D1, P3s Pas -5 Pn)

azonossagot kell bizonyitani, amely a

+(p1+po)H" [— ,—pz—]'

Ptpe’ Py +P2

Hn-l(P1+P2aP3,---,Pn)+(P1+P2)H[ Py & ]

V4]
= n— +P sDas oy Py + + H [ _]
1 (P1+DP3, P2 ) +(p1+p3) Hey I +p3 Pit P

azonossaggal ekvivalens. Felhasznalva a 2. definicidt, innen

P3 —
(p1+pe+p3) f [m]+(P1 +P2)f[p +po]

- P _Ps_
= (p1+p3+p2)f[p Tp,+ p2J+(P1+P3)f[pl+p3]

kovetkezik, ahol p;€[0, 1] (i=1,2,3) és p,+p.+ps=1. Legyen most

- Ps3 y = P2
Prtpetps’ pitpetps’

akkor (x, y)€D és a fenti egyenlet atmegy az -

f(x)+(1—x)f[ *] =f(n+ (l—y)f[ }
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egyenletbe, amely nyilvan teljesiil, mert f(x) informaciéfiiggvény volt. Mivel az
atalakitdsok ekvivalensek voltak, ezért az utobbibdl koévetkezik (7), s ezzel a tétel
bizonyitasat befejeztiik.

KOROLLARIUM. Ha f(x) informdcidfiiggvény és H,(pi, Pas ..., P,) az [-hez
tartozé entrdpia, akkor H, rendelkezik a kévetkezé tulajdonsdgokkal:

49 Hn+1(p1’p25 "',pn,o) = Hn (plapZ, ---spn);
5 Ha p;= 2 qu=0 (go. =0, i=12,..,n, k=12,..,m),
k=1

akkor _
Hn (q119 G125 «-s Gums 21> G2z s -<s Jom>s «+ s Gn1s Guzs »o+» qnm) =

9n Y2 dim
- H 11) LICAREY 247) + i " [w’ very l*]'
w(P1sPas o> Pr) Z piH |2

Bizonyitas. Ennek az allitasnak a bizonyitdsa megtalalhaté FADDEIEW [9]
dolgozataban, ahol ki van mutatva, hogy az 1° és 3° tulajdonsagokbdl kovetkezik
4° és 5°, A 4° és 5° tulajdonsagokra épiilt CHINTSCHIN [5] axiomarendszere.

A kovetkezd eredmény az 1. tétel megforditasanak tekinthetd.

2. TETEL. Legyen H(p1,Pas -5 Py) minden {P1,P2s - P} (=0, i=1,2,..., 1;
Z p;=1) véges valdsziniiségeloszldsra értelmezve, ahol n=2 és n=3. Tegyiik fel,

hogy Hpi, Pas ..s P)-re (n=2, 3) teljesiil az 1. tételben szereplé 1° és 3° tulajdon-
sdg n=3-ra, touabba’ a 2° tulajdonsdg. Ekkor ,

S(x) = Hyx,1—-x)  (x€[0, 1])
informdcidfiiggvény.

Bizonyitds, Legyen f(x) = H,(x, 1—x). Legyen a 3° egyenletben (amely most
n=3-ra teljesiil) p,=uv, p, = (1 —u), ps = 1 —v, ahol u, v€[0, 1] tetszOlegesek.
Felhasznalva az 1° tulajdonsagot, kapjuk, hogy

S) +vfw) = Hy(v, 1 —v)+vH(u, | —u) =Hy(uv, o(l —u), 1 —v) =
= Hy(p1, Pa> P3)= Hy(p2, P1, Pa) = Ha(v(l —u), uv, 1 “‘U) =
= Hy(v, 1 —v)+vH (1 —u, u) = fv) +vf(1 —u),
ahonnan f(u) = f(I —u) kovetkezik. Specidlisan f(0)= f(1). Legyen most a 3°

egyenletben p,=x, p,=y és p; = 1l —x—yp, ahol (x, y)€D tetszéleges. Ekkor
megint csak 1° miatt

f(V+y)+(X+})/[x+y] Hy(x+y,1—x-y)+
+(x+y) H, [;c:y’xiy] = H3(pysDs2,P3) =

l—x—y> ¥ | _
1—-x ’1-—x)

= Hy(ps,Ps,P1) = Hz(l—x,x)+(l_x)H2[

—f(l—x)+(1—x)f[ T y],

—_X
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ahonnan a mar bebizonyitott f(x) = f(1 —x) miatt

f(x)+(1—x)f[l{x] =/'(x+y)+(x+y)f[xiy] =

=f()+0 —y)f[lfy]

kovetkezik, azaz f(x)-re teljesiil az informacié alapegyenlete. A 2° tulajdonsagbol
kovetkezik, hogy f(3)=Hx(4.3)=1; s ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Meg kivanjuk jegyezni, hogy az itt kozolt bizonyitds gondolatai BoRGES {[3])
dolgozataban implicit médon megtalalhatdk.

3. § Folytonos informaciéfiiggvények

Az el6z0 vizsgalatok lényegét a kovetkezd modon foglalhatjuk 6ssze. Egy tetszo-
leges f(x) informacidfiiggvényhez tartozd entrdpia rendelkezik a SHANNON-féle
entropiara ismert fontosabb algebrai jellegli tulajdonsagokkal és forditva, ezek
implikaljak, hogy f(x) = Hy(x, | —x) informaciofiiggvény. Ezért a SHANNON-féle
entropia azon jellemzési tételei, amelyek a fent emlitett algebrai jellegli tulajdonsa-
gokra tamaszkodnak, nem masok, mint az informacié alapegyenletének meg-
oldasai kiilonb6z6 regularitasi feltételek mellett. Az ilyen megoldasok természetesen
mindig a SHANNON-féle S(x) informéaciofiiggvényre vezetnek. Ezeket foglalja Gssze
a kovetkezd

3. TETEL. Ha az  f(x) informdcidfiiggvény
a) [0, 1]-ben folytonos; vagy
b) [0, 1]-ben Lebesgue-integrdlhatd; vagy
¢) (0, ]-ben monoton novekvd; vagy
d) (0, 1)-ben Lebesgue-mérhetd,
akkor f(x) a SHANNON-féle informdcidfiiggvény, azaz

S(x) = —xlogy x— (1 —x) log, (1 —x)
minden x€[0, 1]-re.

Bizonyitds. FADDEJEW [9] dolgozataban (amely CHINTSCHIN [5] munkéjahoz
kapcsolodik) a kovetkezd allitds van bebizonyitva: Ha a HJ(p,, Pss -.es Pu)
(n=2,3,...) figgvény minden {p,, p,, ..., p,} valOsziniiségeloszlasra értelmezve
van, és rendelkezik az 1. tételben szereplé 1°, 2° és 3° tulajdonsidgokkal, tovabba
H(x, 1 —Xx) folytonos fiiggvény a [0, 1] zart intervallumban, akkor

H,(p1,P2s -5 Pn) = _.;;Pi log, p;

minden #=2-re. Legyen most f(x) [0, 1]-ben folytonos informéaciofiiggvény. Ekkor
az 1. tételben szereplS 1°, 2° és 3° tulajdonsagok teljesiilnek az f-hez tartozé entro-
piara, tovabba f(x) = Hy(x, 1 —x) folytonos [0, 1]-ben, ezért FADDEIJEW tételébdl
kovetkezik, hogy f(x)= S(x). Ezzel az a) allitast bebizonyitottuk. A b) és d) allitas
teljesen hasonlé mddon kévetkezik TVERBERG [15], illetve LeE [11] tételeibdl, ahol
H,(p1,P2s .oy Po)-re 1°,2° és 3° mellett az van feltéve, hogy H(x, 1 —x)[0, 1}-ben
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Lebesgue-integralhato, ill. (0, 1)-ben Lebesgue-mérhetd. A c) allitds KenNpaLL [10]
dolgozatabdl kovetkezik, ahol 1° és 3° csak n=2, 3-ra van feltéve, tovabba
Hy(x,1—x) a (0,%] intervallumban monoton ndvekvs. Ezen utobbi tételre elemi
bizonyitas BORGES [3] dolgozataban talalhatd.

Megjegyezziik, hogy a d) allitasbdl (amely LEE [11] tétele) természetesen kovet-
kezik a), b) és c).

4.8 Az informaciofiiggvények tovabbi tulajdonsagai
Az alabbiakban az informacid alapegyenietének megoldasairdl tovabbi altalanos

(azaz regularitasok nélkiili) eredményeket bizonyitunk be. Igen hasznosnak bizonyul
a kovetkezd

3. DeFINic1d. Legyen ¢(n) minden n=1, 2, 3, ... természetes szimra értelme-
zett additiv szamelméleti fiiggvény, azaz, amely eleget tesz a
®) @(nm) = @(n) + o(m)

egyenletnek minden n,m=1,2,3, ... értékre. Legyen tovabba r = %E(O,l) tet-

szOleges raciondlis szam, ahol tehat 1=n<m.
Ekkor a

n
® o) = <P[m] =@m—o(m
egyenlettel definidlt — a (0, 1) intervallum racionalis pontjaiban értelmezett — valds
értékil fliggvényt az additiv ¢ kiterjesztésének nevezziik.
Megjegyezziik, hogy a ¢@(r) (rE(O 1) racionalis szam) fiiggvényérték nem fugg

n n n
az r racionalis szam — alakban torténé el6allitasatol; ugyanis, ha r=—=—,
m

m m
akkor o(nm’) = @(n'm) = @(n)+ p(m’) = @(n’)+ @(m) miatt o(r) = @(n) —@(m)=
= q)(n) @(m’). Tovabbi konny{l belatni, hogy minden r,, r,€(0, 1) racionalis
szamparra teljesiil a

. @(rirs) = o(ry) + o(rs)
azonossag.

4, TeteL. Ha f(x) tetszbleges informdciofiiggvény, akkor egyértelmii mddon
létezik egy @(n) additiv szamelméleti fiiggvény a ©(2) =1 tulajdonsdggal, hogy minden
re(0, 1) raciondlis szdmra
(10) Jr) = —ro(r)—(1—r)e( —r),
ahol ¢(r) az additiv ¢ kiterjesztését jeloli. Forditva, ha @(n) tetszéleges additiv szam-
elméleti fiiggvény, amelyre ¢(2) =1, akkor (10) eleget tesz az informdcio alapegyen-
letének minden x, y€(0, 1) raciondlis szdmra.

Bizonyitds. Legyen f(x) tetsz6leges informaciofiiggvény. Jeldlje H,(p1, Pos---sPn)
az f-hez tartozé entrdpiat, és legyen

n n n

o(n) = H, [—1—,—1—, l] n=23,..)
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.y . . 7 7 1
és o(1)=0. A H, entrépiara ismert 5° tulajdonsag egyenletében legyen =
i=1,2,...,n; k=1,2, ..., m), ekkor minden »n, m=2 természetes szamra

1 1 1 1 1 1
(p(nm)_Hnm[ ——9"',“—]_Hn[;9;5"'3—]+

nm ’ nm nm n
cm )Ll L —emrem
m ,n’nl,""m _¢ go >

tovabba ¢(2) = H,(4,3) = 1. igy o) (¢(1)=0 miatt, amely minden additiv
szamelméleti fiiggvényre teljesiil) eleget tesz a (8) egyenletnek és ¢@(2)=1. Az

5° tulajdonséag egyenletében legyen most n=2; p, =%11—1 s D = 1 —% (A=m,<m;

1“ ha k= 1,2,...,m1
m

MW=10 ha k=m+1,m+2,...,m
és
1
— ha k=12,...,m—m,
m
%= 10 ha k=m—m+1l,m—m+2,..m.
Ekkor
m m-—mi m-—mi mi
rm——— rm— e,
1 1 . 1 1
H2m Tn_9 ’—n_l"oy O’E, -yzyoy"-ao -
my m—my
m m m 1 1
= H, it Ty (LA ) PVRLAALNY & Y [ —,0 o] +
m m m m ml, ’ my s Vo »
m—my my

+[ —ﬂ]Hm[ LI ,0,...,0].
m m—m m— my

Innen felhasznalva a H, entrépiara érvényes 1° és 4° tulajdonsagokat

my my

m m
¢ (m) = H, ,1‘—7"—1 +m(/’(m1)+[1—7n£]¢(m—m1),

ahonnan Hy(x, 1 —x) = f(x) miatt ‘

m

f[’,';*-] = <p(m)—%‘<p(ml)—[1 ——,";i] o (m—m) =

=M™ ) o my—{1= ) g () =
= 2 o) m<p(m1)+[1 m](ﬂ(m) [1 m]<p<m m)

__m(m)_fom) [
- el =05l )
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\

Mivel 1:;1—=r€(0, 1) tetszGleges raciondlis szam lehet, ezért (10)-et bebizonyitottuk.

A forditott allitds egyszerii szamolassal ellendrizhetd.
Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy a tételben szereplé ¢(n) fiiggvény
f(x) segitségével kozvetleniil kifejezhetd a

an (p(n)=—1n—§if[-1.] (n=1,2,3,..)

formula szerint.
5.§ Egy ujabb feltétel

Ebben a paragrafusban egy igen egyszerii feltétel mellett oldjuk meg az infor-
macio alapegyenletét. Megmutatjuk, hogy f(x)-re a [0, 1] intervallumbeli folytonos-
sag helyett elegendd a
(12) 1i?f(l)f(?f) =10

x

feltételt kiszabni ahhoz, hogy f(x)= S(x) legyen. Megjegyezziik, hogy kdzvetlen
modon (12)-bdl nem kovetkezik az eddig nyert legenyhébb feltétel, azaz f(x) mér-
hetdsége (1. a 3. tételt!).

A bizonyitas alapja ErDOs [8] kévetkez$ ismert eredménye, melynek igen ele-
gans bizonyitasai RENYI [12] és [13] dolgozataiban talalhatdk:

2. LEMMA. Ha a @(n) additiv szamelméleti fiiggvényre

(13) lim [p(n+1)—@(m] =0

l'eljesiil, akkor létezik olyan ¢ konstans, hogy

(14) p(m)y=clogyn

minden n=1,2,3, ... természetes szamra.
Meg kivanjuk jegyezni, hogy a folytonos (FADDEIEW [9]), illetve (0O, 4]-ben
monoton noévekvd (BorGESs [3]) megoldasok is erre a lemmara tdmaszkodnak.

5. TETeL. Ha az f(x) informdcidfiiggvényre (12) teljesiil, akkor f(x)=S(x),
ahol S(x) =—xlog,x—(1—x)log, (1 —x) a SHANNON-féle informdciofiiggveny.
Bizonyitds. Az ismert f(0)=0 (l. lemma) &sszefiiggés és (12) miatt

a, :f[i] (n=12..)

nullsorozat. Ekkor (11)-et felhasznalva a 4. tételben szerepld ¢(n) additiv fiiggvényre

o(n) 1 < .1 n+l 2 n+1
_—?glf[? = om 0 =—>— 2 q.a,

n o m nmi) ST T A

n

ahol
2i

- (= 1,2,.,0) & g =1
q; n(n+l)>0 i=12,...,n) ¢és i;;q,
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Ezért a,—-0 miatt Z g:a;—~0 (n—o0), mert az utdbbi egy nullsorozat sulyozott
szamtani kozepe. Ebbol viszont

(15) lim 2% _ g

n—oco n

kovetkezik. Méasrészt a 4. tételbdl.

iy = f[;%] =@+ 1)_;1%,(,,(,1),

ahonnan
@(n) n_o¢n)

e+ — () = a,1— I-i-l =aye1— n+l n

kovetkezik, Innen viszont a,—0 és (15) miatt fennall (13). Alkalmazva a 2. lemma;

o(n) =log, n,

mivel ¢(2)=1 miatt ¢c=1. Ekkor a 4. tételben szereplé o(r) fiiggvény a log,r
fliggvényt jelenti, azaz
(16) Slr) = —~rlogyr—(1—r)log, (1—r)

minden r€(0, 1) racionalis szimra. Legyen most y€(0, 1) tetszbleges valds szam,
és y<r,<2y (n=1, 2, ...) olyan raciondlis szamokbdl allé sorozat, amelyre

limr, =y

n-—co

teljesiil. Ekkor a feltételek miatt

x, = 1—ie[0,1] (n=12..)
r, 2

nullsorozat. Legyen x =x, az informaci6 alapegyenletében ((x,, y)€D, n=1,2, ...),
akkor
Y
]+(1 ")f[l_xn]-

Elvégezve az n — o hataratmenetet (12), 1 —}}xv =r, ¢s (16) miatt

n

fO) = x)—-( —y)f[

n-co n-»oo

S =lm(1- n)f[ ] = lim f(r,) =

= lim [—r,log, r,— (1 —r,) log, (1 —r,)] = —ylog,y— (1 —y)log, (1-y).

n-» oo

Ezzel allitasunkat minden y€(0, 4) valds szdmra bebizonyitottuk. Ebbd] viszont
az 1. lemmat felhasznalva kovetkezik tételiink.

2% MTA 111, Osztily Kézleményei 19 (1969)
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KOROLLARIUM. Legyen a H,(p,, ps, ..., p,) fiigguény minden {py, ps, ..., Pn}
valésziniiségeloszldsra definidglva és teljesiilion rd az 1. tételben szerepld 1° tulaj-
donsdg n=3-ra, tovdibbd 2° és 3° n=3,4, ...-re. Ha

17 lim Hy(x,1 —x) =0,

x40
akkor

H,(p1s P2y -os Pn) = ~._le.~log-_)p.- (n=123,..)
a SHANNON-féle entropia.

Bizonyitds. A 2. tételbdl kovetkezik, hogy f(x) = Hy(x, 1—x) informacio-
fiiggvény. A (17) feltétel miatt f(x)-re teljesiil (12), igy az 5. tételbdl f(x)= S(x).
Innen 3° (amely most n=3,4, ...-re teljesii]) miatt teljes indukciéval kovetkezik
allitasunk.

Ezzel a SHANNON-féle entropiara ujabb jellemzést nyertiink.

6. § Monoton informaciofiiggvények

Ebben a pontban KENDALL [10] eredményét altalanositjuk oly mddon, hogy
a (0, 1]-ben feltételezett monoton ndvekedés helyett csak monotonitast (csdkkenést
vagy novekedést) koveteliink meg. A bizonyitasban tdmaszkodunk BORGES [3]
munkajaban talalhaté gondolatokra.

3. LEMMA. Ha az f(x) informdcidfiiggvény a (0, %] intervallumban monoton,
akkor f(x) névekvé és nemnegativ (0, 3]-ben.

. Ly . . 1
Bizonyitds. Az informécié alapegyenletében legyen x=% és y= j--—

ahol 1€(0, 4] tetszbleges. Ekkor (x, y)€ D és igy
1 1 1—-2¢ 1—2¢ 1
f[2]+?f[T—_r] =f[2(1—r)]+2(1—z)f(1_’)_‘
Ebbél az 1. lemmat alkalmazva f€(0, 4]-re
o om WA o]

Elssz6r megmutatjuk, hogy f(x) nem lehet monoton cs6kkend. Ugyanis ha f(x)
csokkend lenne, akkor f(3)=1 miatt f(x)=1 minden x€(0, {}-re. Legyen most
1€(0, 4] tetszbleges, ekkor

l>A1—-2t—>0 é 1 !
2 720 =1 S

miatt (18)-bol f(t)=0 koévetkezne, ami ellentmondas.
Ha viszont f(x) névekvd, akkor (18)-bol f(¢) =0 1£(0, 4]-ban, igy a novekedés
miatt ez r€(0, 1]-ben is érvényes.
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6. TETEL. Ha az f(x) informdcidfiiggvény (0, 1]-ben monoton, akkor f(x)=S(x)
minden x<[0, 1]-re.

Bizonyitds. A 3. lemma miatt ekkor f(x) monoton ndvekvé és nemnegativ
(0, 4]-ben, ezért
limf(x)=f(0+)=0

x+0

létezik. Megmutatjuk, hogy f(0+) = 0 = f(0), amib8l az 5. tétel miatt kovet-
kezik allitasunk. Tegyiik fel allitasunkkal ellentétben, hogy f(0+)=0. Az infor-
maci6 alapegyenletében legyen y € (0, §) rogzitett és végezziik el az x—~0 (x€ (0, 1)
hataratmenetet. Ekkor a monotonitds miatt

JO+H)+/(r+) = () +A=y)f0+),
JO+H)—/(») =—yj0+)<0

kovetkezik. Ez viszont ellentmond a nyilvanvalé f(y+)—f(») =0 egyenldtlen-
ségnek.

ahonnan

7.§ A SHANNON-féle entrépia tovabbi jellemzéseir6l

A SHANNON-féle entrépiara vonatkozélag ismertek olyan kdzvetlen jellemzések is,
amelyek az alapvetének bizonyulé FADDEIEW-féle jellemzésben feltételezett algebrai
tulajdonsagok helyett mas algebrai tulajdonsagokat helyeznek el6térbe. llyen az

'5° tulajdonsaghdl kévetkezd (qu=pigi, i=1,2,...,n; k=1,2,..,m)

(19) Hnm(pl q1, P1925 -5 D1 Qs P2qis Palzs -5 P2Gms -5 Pnd1s Pnas <5 Pn qm)
:Hn(plaPZ’ '--9pn)+Hm(q15 qzs“':qm)

ugynevezett additivitdsi tulajdonsag, ahol {p, pa, ..., Pu} 8 {G1, G2s -..» G} tetszb-
leges valdszintiségeloszlasok. Ismeretes, hogy (19)-nek eleget tesznek a

no !
Hn,zx(pl’p2:"-9pn)= lng_le’? (x>0, a=1)

l—a

a-adrendii entrdpidak is, amelyekre
lin}Hn,a(php% ---,Pn) = Hn (P1aP2a H'apn)

teljesiil, ahol H, a SHANNON-féle entrépiat jeloli. Az AczéL—DAROCZzy [1] dolgozat-
ban ezekrdl tovabbi eredmények talalhatdk.

A (19) additivitasi tulajdonsdgra alapuld kdzvetlen jellemzések koziil elsd
CHAUNDY—MCcCLEoOD [4] dolgozataban talalhatd (a bizonyitas egyszeriisitésére és
az eredmény altalanositasira lasd AczEL—DaARrOCzy [1] munkajat): Legyen
H{p1, P2y ..., py) minden {py, pa, ..., p,} valdsziniiségeloszldsra értelmezett valés
fiiggvény, amelyre teljesiilnek a kivetkezd tulajdonsdgok: ~
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o . Létezik a [0, 1] intervallumban definialt folytonos g(x) fiiggvény, hogy
H,(p1; pes s P) = ;;g(p;);

.@. Hg[%',%]=l;

€. Fenndll a (19) additivitasi egyenlet. Ekkor

H,(p1sDas o5 Pa) = —._2111.- log, p;

minden {py, P, ..., P} valosziniiségeloszldsra.
Egy tovabbi jellemzés DArRGCzY [6] dolgozatban talalhatd. Ezzel részletesebben
foglalkozunk az alabbiakban.

Tegyiik fel, hogy a H.(p,, ps,..., p,) flggvény minden {p,, p,,,... p,} véges
valdszinliségeloszlasra értelmezve van és teljesiilnek ra a kovetkezé tulajdonsagok:

I. H(p,, ps> .... p,) szimmetrikus p,, p,, ..., p,-ben;

IL Hy(} D=1,

HL H(p1s Pes P3s s Pa) = Hys(py +P2s P35 o5 D)+ 45 2(p1, o) 1 Z3),
ahol A,(p,, ps)aD = {(py, p2)p:1=0, p,=0, p, +p, =1} tartomanyban folytonos;

IV. Hn+ 1([71, Deos .-y Pn, 0)=Hn([71, sz (] Pn);

V. Teljesiil a (19) additivitasi egyenlet minden n-re és m =2-re, azaz
H3(p19, Po(1 =), p2g, po(1—9), .., g p(1 =) =
= Hn(pla Pas -evs pn)+H2(q9 1 _Q)
minden {p,, p,, ..., p,} eloszlasra és g€[0, 1]-re.

7. TETEL. Ha a Hp,, ps, ..., Ps) fliggvényre teljesiilnek az 1., II., L, IV.
és V. tulajdonsdgok, akkor H,-re teljesiilnek az 1. tételben szerepld 1°, 2° és 3° tulaj-
donsdgok, tovabbd Hu(x, 1 —x) folytonos [0, 1]-ben; igy a 3. tétel miatt

Hn (p13p29 '-'5pn) = _;ip; log2pi

minden {py, Pa, -, Pu} eloszldsra. ~

Bizonyitds. Lasd DArOczy [6].

Egy tovabbi dolgozatomban (DAROCZY [7]) megjegyeztem, hogy az /., B. és
%. (clegendd %-t csak m=2-re feltenni) tulajdonsagokbdl kovetkezik 1., II., HI.,
1V. és V., ezért az eldbb ismertetett jellemzések koz6s gybkerének a FADDEIEW-féle
jellemzés bizonyult. Tovabbi probléma targyat képezi a I., II. és IIL. részaxiéma-
rendszer 6nmagaban térténd vizsgalata, amely igen érdekes algebrai és topoldgiai
kérdésekre vezet. Ezekre itt nem kivanok kitérni.

A SHANNON-féle entrépiara jellemzd — a FADDEIEW-féle jellemzéstd] fiiggetlen —
tulajdonsidgokra példa az AcCzEL—PFANZAGL [2] tétel: Legyen I,(p1, P2y ..., D))
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n I
minden {py1, Pay oes Pu} [p,- =0,i=1,2,...,n; > p;= 1) valdsziniiségeloszldsra értel-
: i=1
mezve, ahol n =2 rdgzitett természetes szam. Tegyiik fel, hogy I -re teljesiilnek a kivet-
kezé tulajdonsdgok :
o) Létezik egy (0, 1)-ben értelmezett differencidlhaté h(x) fiiggvény, hogy

I, (Pys P2y s Pn) = _;;p,-h(p,-);

B) 1,(p1s p2s .5 P) = Max {leih(q,-):qi >0, ;; 9 = 1}-

Ekkor 1.(py, pas--s P) =AH,(p1, P2, ..., Ps) + B, ahol H, a SHANNON-féle entrdpidt
jeloli és A =0, B konstans értékek. '
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UBER DAS SHANNONSCHEN MASS DER INFORMATION
von Z. DAROCZY

Zusammenfassung

Der Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die folgende

DerntrioN. Die im Intervall [0,1] definierte Funktion f(x) mit der Beschrinkung () = 1
und f(0) = f(1) wird eine Informationsfunktion gennant, wenn sie der Grundgleichung der Information

4)) f(x)+(1—x)f[]—f—x] =f(»+d ~y)f[l—i—y]

fiir alle (x, )€ D = {(x,»):0 = x<1, 0= y<1, x+y = 1} geniigt.
Auf Grund dieser Definition kann man die Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

{P1s P2y eees Pu} ( =0, _Z:‘lp,.=1] in der Form

] .
(2) Hn(p1’p27"',pn)= ;;sxf[%] (S,=p1++p,, l=2,>n)

erklidren, wobei f(x) eine beliebige Informationsfunktion ist. In der Arbeit wird gezeigt, dass die
bekannten Charakterisierungen der Shannonschen Entropie auf die Losung von (1) zurtickgefiihrt
werden konnen. Aus dieser Behauptung erhalten wir die stetigen, integrierbaren, monotonen und
messbaren Losungen von (1). Die allgemeine Lésung von (1) in den rationalen Punkten des Intervalls
(0,1) wird mit Hilfe einer additiven zahlentheoretischen Funktion ¢(n) dargestellt. Auf Grund
dieser Darstellung erhalten wir die im Punkt 0 stetige Losung von (1). In der Arbeit werden noch
weitere Ergebnisse und Probleme beziiglich der Grundgleichung der Information diskutiert.
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REKURRENS FOLYAMATOK RITKITASAROL
frta: MOGYORODI JOZSEF

Tekintsiik a t,=0<t,<t,<... pontfolyamatot, amelyrdl feltessziik, hogy
rekurrens, azaz, hogy a t,—t,_, (i=1, 2, ...) kiilonbségek nemnegativ, egymastdl
figgetlen, azonos eloszlasu valdsziniiségi valtozok. Legyena & = t,—t;_, valtozdk
eloszlasfiiggvénye F(x) és tegyiik fel, hogy ennek varhatd értéke véges pozitiv szam:

0<M(E) = p< + oo

Az F(x) fiiggvényt a rekurrens folyamat eloszlasfiiggvényének nevezziik.

RENYr ALFRéED [1] dolgozatdban a rekurrens folyamat kovetkezd ritkitasi
modelljével foglalkozik:legyen adva a ¢ szam, amelyrél feltessziik, hogy O <g<1.
Sorra haladva a 14, 1,, ... véletlen pontokon, minden egyes pontot a t6bbitdl fiig-
getleniil ¢ valdszinliséggel megtartjuk és p=1—g valdsziniiséggel elhagyjuk. lly
mddon az eredeti rekurrens pontfolyamatnak egy ritkitasat nyerjiilk, azaz olyan
tV=0<tP <tV <... véletlen pontsorozatot, amely az elébbinek részsorozata.
Konnyii 1atni, hogy az (ij sorozat is rekurrens folyamat és a 1) —t®, (i=1, 2, ...)
kiilonbségek eloszlasfiiggvénye az x helyen

kzl gp* 1 F (%),

ahol F(x) az F(x) eloszlasfiiggvény dnmagaval vett k-szoros konvolicidja.
Az [1] dolgozat eredménye tobbek kozott a kovetkezd: a fent leirt ritkitasi
eljarast n-szer egymas utan a ¢, ¢,, ..., g, szamokkal elvégezve, nyerjik, hogy

n

lim g; =0 esetén
1

n—+ oo

i=

Tim P ] q; (¢ — 1) < x] =1l—¢ # (x=0),
j=1

n—-+oo

ahol 1" =0és 1! (i=1, 2, ...) az n-ik ritkitas utan nyert rekurrens folyamat Markov-
pontja. Mas széval, megfelel6 normalas utan hatarértékben Poisson-folyamatot
nyeriink.

Az [1] dolgozatban alkalmazott ritkitasi eljarast megfogalmazhatjuk a kovet-
kez6 médon is: legyenek a v (i, n=1, 2, ...) valésziniiségi valtozok egymastdl
és az eredeti pontfolyamattol fiiggetlen, nemnegativ egész értékeket felvevd
Pascal-eloszlasa valtozok,

PO =k) =q,(1—g)" (Gnk=12..).
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Legyen 1P=0 ¢és
(D = (i=1,2..).

NyilvanvalS, hogy az ily médon konstrualt ¢ (i=0, 1,2, ...) valdszinliségi val-
tozék azonosak a fentebbi eljaras elsé lépése soran nyert valosziniiségi valtozokkal.
Definialjuk rekurzive a tf® valtozdkat a kovetkezé médon: " =0 és i=1,2, ...
esetén '
1M = -1 (n=2,3..
W R

Ekkor " megegyezik a ritkitasi eljaras n-szer torténd alkalmazasa utidn nyert meg-
felelé valésziniiségi valtozdval.

Ez a megfogalmazis sugalmazza a ritkitasi eljaras kovetkez4 altalanositasat.
Legyenek a v (i, n=1, 2, ...) fiiggetlen valdsziniiségi valtozdék pozitivak és egész
értékiiek, legyenek tovabba azonos eloszidstiak és fiiggetlenek az eredeti {f;} re-
kurrens folyamattSl. A ritkitast a kovetkezd6 modon végezziik el: legyen 1@ =4
(i=0,1,2,...) és definialjuk a #™ véletlen pontokat a

W = =D (ni=1,2,..)
W2

rekurziés formulaval. Legyen tovabba (" =1,=0.

Ez a ritkitasi eljards annyiban altalanosabb, mint a RENyi-féle, hogy a v
valtozdk tetszOleges eloszlastiak lehetnek, viszont annyiban specialisabb, hogy min-
den n esetén ugyanazon eloszlas szerint ritkitjuk a folyamatot. Az altalunk beve-
zetett ritkitasi eljaras alkalmazast nyerhet a részecskeszamlalék elméletében, ahol
hasonlé modellt szoktak vizsgalni, amikor tobb leoszté fokozaton keresztiil regiszt-
raljak a beérekezett részecskéket [2]. ; .

Vezessitk be a P(v{? =k)=p, (k=1, 2, ...) jelolést. Erdektelen annak az eset-
nek a vizsgilata, amikor valamilyen k indexre teljesiil, hogy p,=1. Ekkor ugyanis
a ritkitas szisztematikus. A tovabbiakban tehat feltessziik, hogy p, <1 (k=1, 2, ...).
Legyen

W f@= 3Spd, z=c+inlds1
k=1

a v\™ valdsziniliségi valtozok generatorfiiggvénye.

A 1t véletlen pontokat az altalunk vizsgalt ritkitasi modellben a kovetkezd
moédon fejezhetjilk ki. Legyen Z&P=v® (i=1,2,...) és definialjuk rekurzive
a Z{™ valdszinliségi valtozokat a kovetkezd kifejezésekkel:

vgn) vg")+v§")
zZW = > ZMh ZW = 3 ZMY, .. n=2
i=1 i=vi? 41

Marmost a ¢ véletlen pontok a {;} alapul vett rekurrens folyamattal a kovetkezé
modon fejezhetdk ki:
té") =0, t{") = tzgn), t2(") = tz(‘n)+z;'-),
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Konnyii latni, hogy a Z{™ (i,n=1,2,...) valdszinliségi valtozdk generator-
fiiggvénye az (1) generatorfiiggvény Gnmagaval vett n-szeres iteraltja:

(2) n-szer
L@ =f/(f (f).))

tovabba, hogy rogzitett n esetén a Z™ valoszmusegl valtozok egymastdl fiiggetlenek
és azonos eloszlasaak.

1. LEMMA. Tegyiik fel, hogy D¥(v")< 4+ és legyen M(v")=M. Ekkor a
P(ZM < M"x) (n—> + )

eloszldsfiiggvénynek létezik G(x) hatdrértéke. A G(x) fiiggvény eloszldsfiiggvény,
amelynek vdrhaté értéke | és szérdsnégyzete

D* (v (M? — M).

Bizonyitds. Nyilvanvalé, hogy M=1. Tekintsiik azt a Galton—Watson-
folyamatot, (vo. [3], L. fej. 8.1.Tétel), amelyben az elsé nemzedék tagjai szamanak
eloszlasat az (1) altal adott generatorfiiggvény hatarozza meg. Ekkor e folyamatban
az n-edik nemzedék tagszama eloszlasinak generatorfiiggvényét a (2) kifejezés
adja. Ismeretes, hogy a fenti feltételek fennallasa esetén az n-edik nemzedék tagjai-
nak szdma M"-nel osztva | valdsziniliséggel konvergil valamely W valdszin{iségi
valtozdhoz, amelynek eloszlasfiiggvénye esetleg az x =0 hely kivételével abszolut
folytonos, varhato értéke 1 és szorasnégyzete

L7+ W)~ D)
(frop-raq -
Minthogy P(v{” =0) =0, azért f£,(0)=0. Igy a W eloszlasfiiggvénye az x =0 helyen
folytonos. Esetiinkben f"(1)+/"(1)—(f'(1))?=D*(v) és f'()=M. A Z®
eloszlasa a Galton—Watson-folyamat n-edik nemzedékének eloszlisaval egyezik
meg. Ezért allitasunk bizonyitast nyert.

Megjegyzés. A Z!™ valdsziniiségi valtozdk konstrukcidja eltér a Galton-—Watson-
folyamat konstrukcidjatol. A lemma bizonyitisanak médszerével nem mutathaté meg,
hogy Z{”/M" majdnem mindeniitt konvergal valamilyen W valdsziniiségi valtozo-
hoz. Ez valdsziniileg nem is igaz.

At —tM, (i=1, 2, ...) valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye, mint kdnnyd
belatni, a kovetkezs:

5 P(Z" = k) (%),

k=1

ahol Fi(x) jelentése ugyanaz, mint el6bb. Megmutatjuk most, hogy megfeleld nor-
malas utan, ha n — + oo, a 1 — 1, valdsziniiségi valtozoknak létezik hatareloszlasa.

1. TETEL. Ha D*(v{") < + o, akkor

ahol G(x) a Z™|M™ sorozat hatdreloszldsa.
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Bizonyitdas. A t{” — /™, valosziniiségi valtozo a kdvetkezd alakban allithato eld:

i
(n
( l§121 !
1 — 1) = o €je
= (n
i |=1Z' )41
Tekintsiik a
x Zm
=1 . (")
3) '3 ez
j= Z(n)+1
1= 1

valésziniiségi valtozét. Minthogy a &; valdszinliségi valtozok véarhatd értéke véges
és a Z{|M" sorozat hatareloszlasa, G(x), folytonos, azért (3) sztochasztikusan 1-hez
konvergal. (V6.: P. REVESzZ [4], J. MOGYORODI [5].) A

ti(") — ri(ﬂ)l _ ti(") _ ti(i)l . ZL(")
ﬂM" ‘LLZ,-(") Mn

Osszefiiggés alapjan CRAMER egy lemmajat hasznalva adédik allitasunk.

A véletlen ritkitasi eljaras szemléletesebbé tétele céljabol tekintsiik az alapul
vett 7,=0<1,<... rekurrens folyamatot. Nevezziik R, transzformacionak azt az
eljarast, amikor a #,=0, L, LW, ., KO W+ 4D, ... Veletlen pontok
kivételével az eredeti rekurrens folyamat tdbbi véletlen pontjat elhagyjuk. Nevezziik
tovabba C transzformacidnak a feldjitasi folyamat 1/M-szeresére valo Osszenyomasat.
A T,=CR, transzformacid (amelynél a rekurrens folyamaton eldszér az R, majd
a C transzformaciét hajtjuk végre; egyébként a sorrend tetszdleges) eredménye-
képpen Ujabb rekurrens folyamatot nyeriink, amelynél két egymdasra kovetkezd
Markov-pont tavolsdgianak Aatlagértéke tovabbra is u. Hasonléan definialjuk
a T,, Ts, ... transzformacidkat is. A T®™ transzformécié jelentse a T, Ty, ..., T,
transzforméacidk egymas utani végrehajtasat. A T transzformacié segitségével
nyerjiik a

(m) _ ¢tm)
EE =120
valdszinliségi valtozét.

Az 1. Tétel bizonyitasanal felhasznalt, véletlen tagszamu 6sszegekre vonatkozo
nagy szamok torvénye lehet8ségetad arra, hogy RENYI ALFRED eredményét az ovétdl
eltéré6 modon bizonyitsuk. Legyen v fiiggetlen, Pascal-eloszlasi valdszinliségi
valtozok sorozata:

PO =k) = q,(0 —q) ", G,mk=1,2,.),

ahol 0 <g, < 1. Nyilvanval6, hogy M(v{") =—£— . Készitsiik el, mint fentebb is tettiik,

n
a Z{" valosziniiségi valtozokat. Jeldlie f(z) a g paraméterii Pascal-eloszlas gene-
ratorfiiggvényét:

- 9z
1O T=a—gr
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Ekkor a Z{® valdszinfiségi valtozdk generatorfiiggvénye, mint konnyen lathatd,

JonJana (o U @) ) = fri 0.0, -

A Z{™ valosziniiségi valtozok szintén Pascal-eloszlasuak és

P(Z" =k)= Q,(1-0),
ahol Q,=]] q.
i=1
Bebizonyitjuk most a kovetkezd allitast:
2. LeMMA. Ha 0<g;<1 (j=1,2,...,n) és "lil}_’\ Q,=0, akkor
lim P(ZMQ,< x) =1—¢"%, (x=0, i=1,2,..)
n—+oco

Bizonyitds. A

P(ZMQ,<x)= :2"1 Q. (-0 '=1-( _Q")[;;;]

Osszefliggés alapjan azonnal adddik allitasunk.

2. TETEL. Legyen {v{"} fiiggetlen valdsziniiségi vdltozék sorozata, amely fiigget-
len az alapul vett ty=0<t;<ty=<... rekurrens folyamattol, tovdabbd

P =k)y=¢q,(01—q) 1 (inm,k=1,2,..., 0=<gq,=<1).
Ha lim Q, =0, akkor

n— +oo

. 1" —
lim P ‘—71—"- ,<x|l=1—e"* (x = 0).

n—+ oo

Bizonyitds. A 2. Lemmara tamaszkodva, allitisunkat az 1. Tételhez hasonld
modon bizonyithatjuk.

Vizsgaljuk meg most a ritkitasi eljaras soran invarians alapul vett rekurrens
folyamatokat. Azt mondjuk, hogy az alapul vett rekurrens folyamat a 7, (vagy
akarmelyik 7;) transzforméacidra nézve invarians, ha a 7 transzformdcio végre-
hajtasa utan nyert rekurrens folyamat eloszlasfiiggvénye megegyezik a transzfor-
macio elvégzése elbtti eloszlasfiiggvénnyel.

3. TETEL. Tekintsiik azokat a rekurrens folyamatokat, amelyeknek F(x) eloszlds-
[iiggvénye véges vdrhaté értékkel rendelkezik. Az (1) formula dltal adott f(2) gene-

p .. P . Lo p . X L pe
rdtorfiiggvényhez tartozé T, transzformdciora nézve egyediil a G eloszldsfiigg-
U

vénnyel rendelkezd rekurrens folyamatok invaridnsak, ahol G(x) az 1. Lemmdban
definidlt eloszldsfiiggvény és p tetszéleges rogzitett pozitiv szdm.

Bizonyitds. Legyen az alapul vett rekurrens folyamat eloszlasfiiggvénye G [5) .

El6szor belatjuk, hogy ez a folyamat a T, transzformacidra nézve invarians. Ugyanis
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a T, végrehajtasa utani rekurrens folyamat Laplace-transzformaltja

f[g[-/]:;]] , Res=0,

ahol g(s) a G(x) eloszlasfiiggvény Laplace-transzformaltja. Ismeretes, hogy g(s)

eleget tesz a
g(s)=rf [g [is;]]

figgvényegyenletnek (vo. [3], 1. fej. 8.2. Tétel). Ezért a T, transzformacio elvégzése
utani rekurrens folyamat eloszlasfiiggvényének Laplace-transzformaltja g(us).
Vagyis a transzformacié elvégzése utani rekurrens folyamat eloszlasfiiggvénye is

x
o(%).
u ) . e r 14 7 re
Forditva, legyen az alapul vett rekurrens folyamat invarians és a hozza tartozo

F(x) eloszlasfiiggvény p=0 varhato értékii. Belathatjuk, hogy F (x)=G(%). Ha
o(s) jeloli az F(x) fiiggvény Laplace-transzformaltjat, akkor az alapul vett rekurrens
folyamat invarianciija miatt

@ T e =f[<p[:4]]-

A g(us) Laplace-transzformalt ugyancsak kielégiti ezt a fiiggvényegyenletet, tovabba
mindkettd varhatd értéke u. Ismeretes (vo. [3], 1. fej. 8.2 Tétel), hogy ekkor

F(X)=G [E]
Tételiinket ezzel bebizonyitottuk.

Egy kovetkez6 dolgozatban a pontfolyamatok ritkitasanak tovabbi problémaira
vissza fogunk térni,
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O PEJEOIIUX PEKYPPEHTHBLIX INMPOILIECCAX
J. MoGYorép1

PaccMOTpAM HCXOIHBIH pPeKYPPEHTHBIH Tmpouecc: fa=0<fy<fy=<... T. €. cly4aliHEI TOTOK
Tako#, uTO pa3muuel f,—f,_,=¢&; (i=1,2,...) HeOTPHALATENbHblE, HE3aBUCHMBIE M OAUHAKOBO
pacnpeniesieHHbIe ClTy4aliHble BeJH4MHbL BBeAeM ClIeayolyo onepanmio: nycth vi™ (i, n=1,2,...)
HE3aBHCHMBIE M ONMHAKOBO DAaCIpele/IeHHBIE ClyYaiHble BEJIMYMHBI, TPHHUMAIOIKE LEeNbIe JIONO-
KHTENbHEIE 3HAYEHHs H He 3aBHCAMIME OT HCXOMHOTO ciIyyaitnoro rotoka. ITycts ¢ =1, (i=0, 1, 2,...
M ONpedesinM PEeKYPPEHTHO cily4aifHble MOTOKH CIEAYFOIUM obpa3om:

(n) — (n) _ 4(n-1) (n) _ 4(n-1) =
17=0, =100, 1 tv;»)+vgn>"“ n=12..)

Iloka3biBaeTcs, uTo, ecmn P(viV =k)<1, (k=1,2...), 1 D*({™)< + e, cymecTByeT npenen
g — 1
("o

lim P
n— + oo

<x] = G (x),

ans Beex GUKCHPOBAaHHBIX i=1, 2,..., Tie G (x) HenpepbiBHasi YHKUMA pacnpencnesus, M= M)

Mu=M{t—t_))<+e(=1,2,.). Hccrenyerca takxke GyHKUHsA pacrpeae/icHUs HCXOZHOIO
PEKYPPEHTHOIO NOTOKA, OCTAHYILAACH MHBAPMAHTHOM NPU BLILEYIOMAHYTBHIX ONEPALMUsX.
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ADOTT TiPUSU VELETLEN GRAFOK
TULAJDONSAGAIROL

irta: PALASTI ILONA

1. Bevezetés

A grafelmélet a matematika egyik, az utobbi évtizedekben fejlédésnek indult
aga, amely felhasznalhaté kozlekedési haldzatok, bizonyos kémiai problémak,
elektromos haldzatok tanulmanyozasara szolgalé modellként. Alkalmazhato
tovabba az ekonometridban, a hiradastechnikaban stb.

Nézziik meg el8szor, hogy mit is értiink a ,,graf” kifejezés alatt, és idézziink
néhany alapfogalmat, amelyeket a késOGbbiek soran majd felhasznalunk.

Matematikailag egy grafot két halmaz megadasaval, a cstcsok és az élek hal-
mazanak az el6irasaval definidlunk. Legyen tehat adva azr szamozott P,, P,, ..., P,
pontbdl all6 véges P ponthalmaz. Nevezziik a P ponthalmaz P; € P elemeit csicsok-
nak és magat a P ponthalmazt pedig a cstiicsok halmazanak. Egy G grdf értelmezhetd
a csicsok P halmazan, vagyis ¢ valamilyen modon fiigg a P halmaztol:

(1. 1) G =G(P).
Pontosabban G adott, ha elbirjuk az
(1.2) e=(P, P); P, PicP

pontparoknak olyan csaladjat, amely feltiinteti, hogy mely cslicsok vannak Ossze-
kotve. Az ilyen, vagyis az (1.2) altal definialt pontparokat, vagy csicsok parjait
a graf éleinek nevezziik, a P; és P; csucsokat pedig ezen e élek végpontjainak.

Ha tehat egy grafot egy elektromos haldzattal interpretalunk, akkor a graf
csucsai a csatlakozasi, vagy csomdpontok, az élek pedig a huzalok.

Definialjuk az olyan éleket is, amelyeknek mindkét végpontja azonos

(1.3) 1= (P, P).

Az ilyen (1. 3) éleket hurok-éleknek fogjuk nevezni. A hurok-él ugyanabba a P;
csticsba tér vissza, amelybdl kiindult ugy, hogy kézben nem megy it mas csucsokon.

Az élek fenti, (1.2) definicidjaban figyelembe vehetjiik, vagy figyelmen Kkiviil
hagyhatjuk az élek végpontjainak az el6fordulasi sorrendjét is. Ha a sorrend 1ényeg-
telen, vagyis ha

(14) €=(Pi, Pj)=(Pj’ Pi))

akkor azt mondjuk, hogy az e iranyitas nélkiili, vagy nem iranyitott él. Ha azonban
a sorrendre is tekintettel vagyunk, azaz ha elirjuk, hogy a P; a kezddcsiicsa, a P;
pedig a befejezd csicsa legyen az e élnek, akkor az e élt irdnyitott élnek fogjuk ne-
vezni. Azt is mondhatjuk, hogy az e él a P; csicsbdl kimend él, és egyben a P;
csucsba bemend, vagy befutd él. Az iranyitott és nem iranyitott élekre egyarant
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vonatkozo terminoldgia: az e él a P; és P; csticsokhoz illeszkedik, és forditva, a P; és
P; csticsok az e élhez illeszkednek.

Izoldlt az olyan csiucs, amelyhez nem illeszkedik egyetlen él sem. A csak izolalt
pontokbol allé grafot null-grafnak hivjak.

Ha az élek iranyitottak, akkor irdnyitott grdfrol beszéliink, mig a nem iranyi-
tott grafban az Gsszes élek iranyitas nélkiiliek.

Ugyanarrdl a grafrdl lehet egy teljesen masnak latszé diagramot is szerkesz-
teni, ezek izomorf grdfok. Pontosabban: akkor mondjuk, hogy két graf a G és a G’
izomorf, ha a P és P’ csucshalmazok koz6tt van egy olyan, pontrél pontra valo hozza-
rendelés, hogy a megfelelé csucsok csak akkor vannak Osszekétve az egyik graf-
ban, ha a masikban levé megfeleld csticsok is Gssze vannak kotve egy €llel. Ha ezek
az élek iranyitottak, akkor még az iranyitasnak is megfeleldnek kell lenni. Igy tehat
nem lesz fontos, hogy a graf melyik képét hasznaljuk, hiszen az izomorf grafok
ugyanazokkal a graftulajdonsagokkal rendelkeznek.

Fontos specialis graf a (nem iranyitott) teljes grdf, az olyan U=U(P) graf,
amelynek éleit a P halmaz &sszes kiilonb6z8 (P;, P;) csicsparjaival megadhatd,
Osszes lehetséges élek alkotjak.

A G(P) graf részgrafjan egy olyan D(Q) grafot értiink, amelyben a D(Q) graf
éleinek halmaza, részhalmaza a G(P) graf éleibdl allé halmaznak, vagyis igaz az,
hogy e, Ceg ésa QcC P.

Egy iranyitas nélkiili G grafban jeldljiik o(P,)-val azoknak az éleknek a szamat,
amelyeknek k6z6s végpontja a P, csucs. Ezt a ¢ szdmot a P, csics fokszdmanak,
vagy fokanak nevezziik.

Sziikségiink lesz még a kovetkezd definicidkra is.
Ha a G grafnak » cstcsa és N szamt éle van, akkor a G graf csucsainak az atla-

2N . .
gos fokszamat, a o szamot a G grdf fokanak fogjuk nevezni.

A G grafot kiegyensilyozott grdfnak fogjuk nevezni, ha nincs olyan részgrafja,
amely magasabb foka lenne mint maga a graf.

A graf gfjanak az élek olyan sorozatat nevezziik, amelyben minden €l vég-
pontja megegyezik az utana kovetkez6 él kezdSpontjaval gy, hogy kétszer ugyanaz
az él, vagy kétszer ugyanaz a csucs mint kezdépont, illetve kétszer ugyanaz a csics
mint végpont nem szerepelhet a sorozatban. A p={P,, Py, ..., P,} ut hossza,
a h, egyenld azoknak az éleknek a szamaval, amelyekbdl az ut all.

A kor olyan véges u={P,, Py, ..., P} 0t, amelyben a P, kezd&cstcs egybe-
esik a P, utolsé cstccsal. Az egységnyi hossziisagi kor, amely az egyetlen (P;, P;)
€1bdl 4ll, az (1. 3) definicié szerint a hurok. A k élt és k pontot tartalmazo kort k-ad
rendii (vagy k hosszusagu) kornek nevezziik.

Azt mondjuk, hogy egy graf dsszefiiggd, ha barmely P, és P, cstcsok esetén
(ahol P, = P;) van a P, csucsbol a P,-be vezets at. A definicid szerint a kdr Snmagaban
is egy Osszefiiggd graf.

Lényegében mar a definiciobdl is kovetkezik, hogy egy graf akkor és csak akkor
Osszefiiggh, ha csupan egy komponense (azaz egyetlen izolalt részgrafja) van.

Az olyan Osszefiiggé G grafot, amelynek k cstcsa van és egyik részgrafja sem
kor, k-ad rendii (vagy terjedelm() fdnak nevezziik. Egy k-ad rend{i fanak tehat
k—1 éle van.
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A bevezetében elmondottakkal kapesolatban elsGsorban O. ORE [1]és C. BERGE
[2] konyvetire hivatkozunk.

Jelen dolgozatban adott tipusd, véletlen grafok aszimptotikus tulajdonsagait
vizsgaljuk, ha a pontok szdma n —<o. Foglalkozunk pl. kiilonb6z6 fajta pontokbdl
(két szinii véletlen grafok)és bizonyos tipust Osszekottetésekbdl (iranyitott véletlen
grafok) allé grafok esetében a szerkezeti tulajdonsidgok és az Osszefiiggdség, vala-
mint a grafok fejlédésének kérdéseivel.

Moddszereink a kombinatorikus grafelmélet és a valdszinliségszamitas korébe
tartoznak. F. HARARY [3] dolgozataban atfogd bibliografiat adott meg a kombina-
torikus grafelmélet korébe tartozé irodalomrol.

Valdszinliségszamitdsi meggondolasok elsének ERDOs PAL [4] dolgozataban
keriiltek felhasznalasra grafelméleti tételek bizonyitasanal. ERDGS PAL és RENYI
ALFRED [5], 6], [8] dolgozataiban kidolgozott valdsziniliségszamitasi modszerek
képezik tételeink bizonyitasanak eszk6zét. A valdszinliségszamitasban elfogadott
jeldléseket fogjuk hasznalni. P(...)-vel fogjuk jeldlni a zardjelben levé esemény valo-
szinliségét, az M(&) a £ valdsziniliségi valtozd varhaté értékét, D?(¢) pedig a széras-
négyzetet jelenti.

2. A véletlen grafok

Az n szamu szdmozott csicsbol €s az N €1bdl all6 I', y grafot akkor nevezziik
véletlen grafnak, ha ezt az N élt (az egyenletes eloszlas szerint) véletlenszeriien valaszt-

”] ¢l koziil. Mas szavakkal, tekintsiik a Py, P,, ..., P

Jjuk ki az Gsszes lehetséges (2 .

csticsok halmazat, ebbdl véletlen grafot ugy kapunk, ha az Osszes lehetséges (;]

szamu (P;, P;) (i) él koziil véletlenszeriien vélasztu_nk ki N élt ugy, hogy az Bsszes
lehetséges (2) kivalasztas valoszinlisége azonos legyen.

N
AT, y véletlen grafban lehetnek izolalt pontok is és ezeket is a I', y-hez tartozok-

nak tekintjiik.
Jeldljik most G, y-nel azt a tetszleges, rogzitett grafot, amely n szamozott
pontbot €s N €Ibdl ll, akkor annak a valdsziniisége, hogy a I',, y véletlen graf azonos

legyen az adott G, y-nel, az 1 / [;] hanyadossal lesz egyenlé. Altalinosabban:

N
jelentsen 4 most egy olyan tulajdonsagot, amellyel a G, y graf rendelkezhet, vagy
nem rendelkezhet, és legyen A4, v az A tulajdonsagy, ilyen grafok szdma. Jeldljik
tovabba P, y(A)-val annak a valésziniiségét, hogy a I, y véletlen graf rendelkezik
az A tulajdonsaggal, akkor ez a valdsziniiség:

@.1) Py (d)= S

m N
n]'
2

N
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Egy masik, ekvivalens megfogalmazas a kovetkezd: Legyen adva n szdmozott
cstics. Valasszunk ki az Osszes lehetséges (2) él koziil talalomra egy élt Ugy, hogy
az Osszes élek ilyen kivalasztiasa egyenld valdszinfiségii legyen. Ezek utdn a meg-

maradt (’21) —1 ¢éIbdl valasztunk ki egy masik élt és Ggy folytatjuk ezt az eljarast,

hogy ha k élt mar rogzitettiink, akkor a megmaradt [;] —k €l barmelyike egyenld

valésziniséggel valaszthaté ki mint soron kdvetkezd. Ily modon az élek szaimanak
novelésével a véletlen grafok novekedését, fejlodését lehet tanulmanyozni, meg
lehet adni a graf szerkezeti tulajdonsagait, kiilonboz6 fejldédési fokon, ha az N az
n-nel egyiitt nd.

A véletlen grafok fenti definicidja, fejlédésének és szerkezeti tulajdonsagainak
vizsgalata ErRDOs PAL és RENYI ALFRED nevéhez flizddik. (Ezek elemzése, elméleti
megalapozasa, bizonyitasi modszereinek kidolgozasa az [5], [6], [7] és [8] dolgozataik-
ban talalhaté meg részletesen.)

Véletlen grafokkal T.L. AusTiN, R. E. FAGEN, W. F. PENNEY és J. RIORDAN
is foglalkoztak [9], tovabba J. W. MooN és L. Moser [10] dolgozatukban.

ERDGs P. és RENYI A. vizsgalatainak f6 célja bizonyos szerkezeti tulajdonsagokra
vonatkozd kiiszobfliggvények (vagyis azok a fiiggvények, amelyeknél ezek a tulaj-
donsiagok megjelennek), illetve a megfeleld eloszlasfiiggvények meghatarozasa volt.
Vizsgaltak pl., hogy a I', y véletlen grafban adott tipusa részgrafok (fik, adott
nagysagli korok, teljes részgrafok stb.) milyen valdsziniiséggel fordulnak eld, adott
fejlddési fokon. Tanulmanyoztak tovabba a véletlen grafok bizonyos altalanos
tulajdonsagait (Osszefiigghség, az Osszefiiggdség erdssége, az Osszefliggd komponen-
sek teljes szama stb.).

Mint mar emlitettiik, a véletlen grafok fejlédését a graf éleinek ndvelése soran
figyelhetjiik meg. A fejiddés fokat azaltal értelmezziik, hogy megmondjuk, hogy
az N, azaz az élek szdma, a csicsok szamanak az n-nek milyen figgvényeként fejez-
hetd ki. (Vagyis megadjuk, hogy N az n-nek mely adott fiiggvényével fejezhets ki
aszimptotikusan.)

Adott fejlddési fokon ,,tipikus” struktura alatt olyan szerkezeti tulajdonsagot
értiink, amelynek a valdszinlisége 1-hez tart, ha n - <. Ha tehat 4 egy olyan tulajdon-
sag, amelyre
(2.2) lim P, v, (A) =1,
akkor azt mondjuk, hogy ,,majdnem minden” I, vy, graf rendelkezik ezzel az A
tulajdonsaggal.

A grafok fejlédését felfoghatjuk ngy is, mint pl. egy orszag kozlekedési halo-
zatanak (autdbuszvonalainak, vasutjainak, repiil6gép-jaratainak stb.) fejlédését
reprezentilo, igen leegyszerdsitett modellt.
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3. A véletlen grifok osszefiiggésérol

Az elsé kérdés, amely a grafokkal kapcsolatban felmeriil az, hogy 6sszefiiggéek-e,
vagy sem. Ennek a kérdésnek matematikai érdekessége is van, és a gyakorlati alkal-
mazas szempontjabol is fontos [11]. Ezért foglalkozunk mi is elGszoér az Osszefiig-
gbség kérdéseivel.

ERDGs PAL és RENYl ALFRED az [5] dolgozatban vizsgaltak a véletlen grafok
sszefilggdségét az n — oo esetén. Osszefiiggdnek azt a T, y véletlen grafot nevezték,
amelyben barmely pontbol, barmely masik pontba vezet ut. Bebizonyitottak azt,
hogy ha az élek szdma

n

3.1) N, = [2 logn+cn],

ahol a c tetszleges, rogzitett, valds szam, az [x] pedig az x szdm egész részét jelenti,
és ha Py(n, N)-vel jeldljiik annak a valdsziniiségét, hogy a I', _ Osszefiiggd legyen,
akkor az Osszefiiggbség valdsziniisége a

3.2 limP, (n,N,) = e~ *

n—+oo

hatarértékhez tart.

Felvetették tovabba azt a kérdést, hogy mas, bonyolultabb tipusu véletlen grafok
esetén hogyan alakul az Gsszefiiggdség valdszin(isége.

Ezt a kérdést a [12} dolgozatban a paros koriiljarasua, véletlen grafok, a [13]
dolgozatban pedig az iranyitott, véletlen grafok esetében valaszoltuk meg.

MielStt az eredményeket részleteznénk, nézziik el6szor a definicidkat. Paros
koriiljarasunak azt a G, , y grafot nevezziik, amelynek m szamozott Py, P,, ..., P,
pontja van az egyik szinii pontok halmazabdl, n adott O, Q,, ..., Q, csicsa a masik
szinliekbdl, és olyan N szadmu éle van, amelyek csak kiilonbdz6 szinii pontokat
kothetnek ossze. Elképzelhetjiik ezt pl. ugy, hogy az Osszes P; (i=1,2, ..., m)
pontok pirosak, és az dsszes Q; (j=1,2, ..., n) pontok pedig kék sziniiek, és fel-
tessziik azt, hogy azonos szinii pontokat él nem kothet 6ssze. (Szokas ezeket a paros
koriljarasa grafokat paros grafoknak, kétkromatikus vagy kétszini grafoknak is
nevezni.)

Véletlen, paros koriiljarasa grafot ugy kapunk, ha az Osszes lehetséges mn él
koziil véletlenszeri{ien valasztunk ki N szamu élt, ugy, hogy feltessziik, hogy minden él

kivalasztasa azonos valOszintiségli. Ez a valdszinliség tehat az 1 / ( N) hanyadossal

egyenlS. Az ilyen tipusu véletlen grafokat I, , y-nel fogjuk jeldlni. (Lasd a [12],
[14] és [15] dolgozatokat.)

A paros koriljarast G, , v graf Osszefliggd, ha barmely P; csicsbdl barmely
Q; csucs elérhetd egy olyan u uttal, amely a G, , v grafhoz tartozik.

A [12] dolgozatban a paros koriiljarasu, véletlen grafokra megmutattuk, hogy
az m~/in esetben, ahol A>1 allando, annak a val6sziniisége, hogy a I',, , y graf
Osszefiiggd legyen az e—¢™° hatarértékhez tart, vagyis

(3.3) . imP(m,n, N, ;) =e"°",
ha a kivalasztott élek szama
3.4) N, = [mlog m+cm),
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és P(m, n, N, ;) jeloli az ilyen, paros koriiljarasa, véletlen graf dsszefliggdségének
a valosziniiségét.

Abban a specialis esetben, ha 1=1, a véletlen, paros koriiljarast grafok ossze-
fliggiségének valdsziniisége az e—2¢"° hatarértékhez tart, ha N, =[nlogn+cn]
szamu élt valasztunk ki.

E tételek részletes bizonyitasat a kovetkezd, 4. fejezetben fogjuk targyalni,
itt most csak 4ttekintést adunk a targykorrdl, és a tovabbiakban az iranyitott, vélet-
len grafok osszefiiggéségével foglalkozunk.

Az iranyitott élek és iranyitott grafok definiciéjat mar a bevezetésben megadtuk,
ratérhetiink tehat az iranyitott, véletlen grafok definicidjara.

Iranyitott véletlen r .n grafot Ggy kapunk, ha az Osszes lehetséges n’

(iranyitott) él koziil valasztjuk ki azt a N szdmu élt, amely az n ponthoz illeszkedik
2

ugy, hogy az élek Osszes lehetséges (”) kivalasztasardl feltesszitk, hogy egyenld

N
valdsziniiségiiek. (A definicionak az a része, hogy »® irdnyitott él koziil valasztjuk
ki a N szamu élt, azt jelenti, hogy most a hurok-éleket, azaz a (P;, P;) éleket és a
(P;, P;) mellett a (P;, P;) éleket is megengedjiik. Feltessziik tovabbi, hogy két
csucsot azonos irdnyitasu, parhuzamos élek nem kothetnek Gssze.)

Az iranyitott graf dsszefiiggé (gyengén Osszefiiggd), ha a graf minden csics-
parjat az iranyitott élek egy sorozata kapcsolja Ossze. A kézonséges (nem véletlen)
iranyitott grafok esetére vonatkozo, kiilonboz8 Osszefiiggdségi fogalmak és azok
alkalmazasai megtalalhatok pl. B. Roy [16] vagy L. W. BEINEKE és F. HARARY [17]
dolgozataban.

Az dsszefiiggdség itt emlitett definiciojabdl kdnnyen lathatd, hogy annak a valé-
szinfisége, hogy az iranyitott, véletlen graf Osszefiiggd legyen, hatarértékben meg-
egyezik az ERDOs P. és RENyY1 A. altal adott (3. 2) hatarértékkel, amely az iranyitas
nélkiili, véletlen grafok Osszefiiggdségének a valdszinliségére vonatkozik. A kiilénb-
ség csupan az, hogy az Erd6s—Rényi-féle véletlen graf valamennyi élét egy-egy
tetszOleges iranyitassal latjuk el. (Eltekintve természetesen attdl, hogy mi most
a hurok-éleket és az ellentétes iranyitasi parhuzamos éleket is megengedjiik.)

Eppen ezért az iranyitott, véletlen grafok esetében az erds Osszefiiggdséggel
val$ foglalkozas latszik az érdekesebb problémanak.

Az iranyitott graf erésen osszefiiggd, ha a graf barmely pontjabol barmely masik
pontjaba kélcséndsen el lehet jutni, egy-egy jol iranyitott attal. (Tehat oda is vezet
ut, és visszafelé is van egy iranyitott ut.)

Az ilyen grafokra igaz a kovetkezd tétel:

Ha P(n, N,) jelenti annak a valdszinliségét, hogy a I', y_ iranyitott, véletlen
graf ersen Osszefiiggd, feltéve, hogy a kivalasztott élek szdma

(3.5 N, = [nlogn+cn),
akkor
3.6 limP(n,N) = e~27",

ne>co

A bizonyitast az 5. fejezetben fogjuk részletezni.

Osszefoglalva az eredményeket latjuk, hogy az iranyitott, véletlen grafok erds
Osszefiiggdségére vonatkozd valdszinliség hatarértéke ugyanaz, minta Py, P,, ..., P,
piros és a Q,, Q,, ..., Q, kék szin{ csucsokkal rendelkezé I, , v paros koriiljarasa
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véletlen grafok OsszefliggOségi valdszinliségének a hatarértéke. (Pontosabban,
azoknak a paros koriiljarast, véletlen grafoknak a hatarértékével egyezik meg,
amelyekben aszimptotikusan egyenlé elemszdma van a kiilonb6zé szinli pontok -
halmazanak.) Feltéve, hogy a kivélasztott élek szama is megegyezik é N,=
= [nlogn+cn]. Ez az eredmény nem tulsigosan meglep3, hiszen ismeretes
a grafelméletben az a tény, hogy az iranyitott, kozonséges (nem véletlen) grafok
egyértelmiien és kdlcsonosen atvihetdk az azonos pontszami, paros kériiljarasa gra-
fokba (egyszeriien az iranyitott graf cslicsainak a kettévigisa vagy megkett6zése
altal). De ezek az eredmények érdekesek, mar csak azért is, mert ez a leképezés nem
tartja meg a graf Osszefiiggdségi tulajdonsagat.

4. A paros koriiljarasu, véletlen grafok osszefiiggoségérol

Amint azt mar az el6z6 fejezetben is emlitettitk, ERDGs P. és RENYI A. az [3]
dolgozatban vélaszoltak arra a kérdésre, hogy mi a valdsziniisége annak, hogy a I', y
véletlen graf Osszefiiggd legyen. Megmutattak azt, hogy ha az élek szama a (3. 1)
alakq, akkor a (3. 2) adja meg annak a valdszin{iségét, hogy a graf Osszefiiggd.

Bizonyitasuk gondolatmenete a kovetkezd:

Nevezziik 4 tipusiaknak azokat a grafokat, amelyek egy Gsszefiiggh részgraf-
bol, és k szamil, izolalt pontbdl (k=0,1, ...) allnak, az Osszefliggl részgrafnak
(n—k) cstcsa van. Az Ssszes tobbi olyan grafot, melyek nem A tipusuak, A tipusi-
nak nevezték. Jelolje P(A, n, N.) annak a valdszin{iségét, hogy a véletlen graf
A tipusd.

Megmutattak azt, hogy erre a valosziniliségre igaz a kovetkezd:

“1n limP(4,n,N) = 0,
feltéve, hogy N, a (3. 1) alatt megadott alakd. Azaz a véletlen grafnak 1 valdszinii-
séggel nem lehet egynél tobb olyan komponense, amely legalabb két csicsot tartal-
maz.

Jeloljiik most Pg(n, N.)-vel annak a valdsziniiségét, hogy a I', y_ véletlen graf
nem tartalmaz izolalt pontokat, akkor (4. 1)-b8l és (3. 2)-bdl kovetkezik, hogy

4.2 lim (P (n, N.)—Py(n, N,)) = 0.

Ezek utan mar csak azt kellett bizonyitani, hogy
(4.3) limP¥(n, N) = e—e™™,

neroo
ami mar viszonylag nem nehéz, és igy a (3. 2) mar kovetkezik a (4. 2) és a (4. 3)
kifejezésekbdl.

A probléma megoldasanal azért kellett ezt a bonyolult utat valasztaniok,
mert az # csticsbol és a N élbdl allo osszefiiggd grafok szamat megado és kénnyen
kezelhet§, olyan explicit formula nem ismeretes, amelynek segitségével az Gsszefiiggd
grafok aszimptotikus tulajdonsagai is tanulmanyozhatodk.

Célunk a tovabbiakban a paros koriiljarast, véletlen grafok osszefiiggésének
a valoszin{iségét meghatarozni és ezen valdsziniiségeknek vizsgaljuk az aszimptotikus
tulajdonsagait.

MTA III. Osztdly Kdézleményei 19 (1969)




40 PALASTI I

Mint mar emlitettiik, a paros koriiljarasu G, , y graf Osszefiiggd, ha barmely
P; elérhetd barmely Q;-bél, egy a G, , y-ben levd uttal. (Ez a definicié maga utan
vonja azt a tényt is, hogy barmely két pont elérhetd egy tuttal.)

A paros koriiljarasa grafoknak azzal az esetével fogunk foglalkozni, amikor
az m~/n (ahol a A=1 allandd). Legyen el6sz6r A =1, még pontosabban, legyen az
m=n. Akkor igaz a kovetkez$ tétel:

4.1. TETEL. Ha P(n, n, N,) jelenti annak a valésziniiségét, hogy a I', , y_ pdros
koriiljarasii, véletlen grdf Osszefiiggo, feltéve, hogy

4.4) N, = [nlogn+cn),
(ahol a c tetszéleges, rogzitett, pozitiv, valés szdm), akkor
4.5) imP(n,n,N) = e=27",

Bizonyitds. ERDOs P. és RENYI A. [5] dolgozatanak meggondolasaihoz hasonléan,
nevezzitkk A tipusuaknak azokat a paros koriijarasu grafokat, amelyek egy Ossze-
fliggé komponensbdl és k (k=0, 1, ...) olyan, izolalt pontbdl allnak, amelyek az
egyik szinli pontok halmazéba tartoznak, és ! (/=0, 1, ...) izolalt pontbdl a masik
szinbél, és amelyekben az Osszefiiggd részgrafnak n—k cstcsa van az egyik szinli
csucsokbdl és n— 1 csticsa a masik szinliekbdl. Minden egyéb graf 4 tipusu.

Bizonyitsuk be el6szor is a kdvetkezd lemmat:

4.1. LEMMA. Legyen P(A.n,n, N) annak a valdszinfisége, hogy a T, , .,
véletlen graf A tipusu. Akkor _
(4. 6) limP(4,n,n,N) =0,
ahol az N, (4. 4) alaku. Vagyis, ha az n elég nagy, akkor ,,majdnem minden” I', , n_
pdros kériiljardsu, véletlen grdf A tipusu, feltéve, hogy a (4. 4) teljesiil.

A 4. 1. lemma bizonyitdsa. Legyen U=Iloglogn. Akkor minden olyan I', , y_
paros koriiljarasu graf, amely a P,, P,, ..., P, és a Q,, Q,, ..., 0, csucsokbdl
és N, élbol all, a kovetkez6 két osztaly egyikébe tartozik: soroljuk az Ey osztilyba
azokat a grafokat, amelyekben a legnagyobb (azaz a legtobb csiicsot tartalmazo)
Osszefiiggd komponens legalabb n — U piros és legalabb n — U kék pontot tartalmaz.
Az Osszes tobbi grafok (vagyis azok a grafok, amelyekben a legnagyobb, Osszefiiggd
részgraf n — U-nal kevesebb piros, vagy n— U-nal kevesebb kék pontot tartalmaz)
az E; osztilyba tartozzanak.

Jelentse r és s a legnagyobb Osszefiiggd komponenshez nem tartozé pontok,
azaz a legnagyobb Osszefiiggd komponens kiils6é pontjainak szdmat. Legyen r
az olyan, kiilsé pontok szama, amely az egyik szinii pontok halmazaba tartozik és
jelentse s a masik szin{ kiilsé pontok szamat. Becsiiljiik el6szor a kiils6é pontok szdmat.

Ha a graf ¢ komponensbol all, akkor jeldljiik az i-edik komponenshez tartozo
piros pontok szamat a;-vel, és az tedlkhez tartozé kék pontok szamat b-vel. fgy
természetesen teljesulnek a

és a
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Osszefiiggések. A szamtani és geometriai kozepekre vonatkozé egyenlétlenség fel-

hasznalasaval
Sfa+b :
1=21'[ 2 - Nc>
és igy
t
max (a; + b,) [Z’ (a;+ bi)] = 4N,,

i i=1

amibdl

max (a;+b;) = —2%

Ilyenforman, ha a legnagyobb &sszefiiggd komponens » —r piros és n—s kék pont-
bél all, akkor

2N,
n—r+n—s=—-,
n

ahonnan
i max(n—r,n-—s)%}—:,
azaz
n—min (r, 5) é%,
és igy
4.7 min (r, 5) = n——]:%.

Rogzitsiik most a legnagyobb 0Osszefliggd komponenshez tartozé n—r piros
és n—s kék pontok szamat; akkor ezeket a pontokat a kiils6 pontokkal s(n—r)+
+r(n—s) éllel lehet Osszekotni, de a (4. 7) miatt ez a komponens és ezek az élek
nem tartoznak egy Ej; tipusu grafhoz. Pontosabban,a definicio szerintaz Ey osztalyba
tartozdé grafok legnagyobb komponensének mindkét szinbdl legalabb n—loglogn
csucsot kell tartalmaznia, jelen esetben pedig a (4. 7) miatt a kevesebb elemf{i kiilsé
pontok szama legfeljebb n—logn, tehat a legnagyobb komponens csucsainak
szama igy legalabb logn<n—loglogn sziikségképpen az ilyen grafok szdma =
mint azoké, amelyek az Ej osztilyba tartoznak. Igy, ha 4 (Ey, n, n, N,) jelenti
azoknak a grafoknak a szamat, amelyek nem tartoznak az Ey osztalyba, akkor

4.8) N(Ey,mym,N)=2 2 ZN [Z][Z][HZ_s(n—]r\f])—r(n—s)].

U<r<n 0=
s=r
Ha pedig P(Ey, n, n, N,) jelenti annak az eseménynek a valdsziniiségét, hogy
a G, ,y, graf nem az Ey; osztalyba tartozik, akkor

N (Ey, n,n, N

I
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Ahonnan (az 1 —x =e~* egyenlGtlenség felhasznalasaval) azt kapjuk, hogy

[n] [n][nz—s(n—r) —r (n—s)]
r)ls N, N

4.10
( ) s e_NC(L+i)+N 2:;_+2.

¢~
n n n

A (4. 4) feltétel fethasznalasaval, a (4.9) és a (4. 10) Osszefliggésekbol kovetkezik,
hogy ez a valdszinlség

(411) P(EU: n, n, Nc) = 2 2 Z ars’
U<r<n oss=n_Ne

ahol
—— (log n+-¢)—cr—cs+2
N en
12 =("[1" < =
wn o)1) 2
N,

A (4. 11) Osszeg becslésénél a kovetkezd 3 esetet kiilonboztetjiik meg:
1. Eset. Irjuk a (4. 12) kifejezést a kovetkezd alakba:

[ng—s(n—r)——r(n~s)] ors

e(2_") r+(2—c)s+2 ors (log n+¢)—2r—2s
. - n
(4. 13) a,, = o

Vegyiik elészor azokat a tagokat, ahol az r és s értékeire igaz a kovetkezd

:j (logn+c) =r+s,

azaz
(4. 14) lognte 1,1
n ro s
A (4. 14) pedig feltétleniil teljesiil, ha
n
(4. 15) S = W.

Akkor mondjuk azt, hogy az elsé eset forog fenn, ha az s eleget tesz a (4. 15) egyenl&t-
lenségnek. Igy az

(4. 16) a,, =

e(2—ar+(2—c)s+2
ris!

egyenlGtlenség igaz lesz, ha a (4. 15) teljesiil, vagy mas szavakkal, ha az 1. eset all fenn.
2. Eset. Tekintsiik most a (4. 11) Osszeg tagjait abban az esetben, ha az s
~ nagyobb, mint a (4. 15) jobb oldala, de igaz az, hogy

“.17) r+s=n.
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Alkalmazzuk a Stirling-formulat, s akkor elég nagy n esetén ezek a tagok kisebbek
lesznek a kovetkez kifejezésnél:

2
4.18) exp { —:;s (logn+e)+(1—c)(r+s)—rlogr—slog s}.
Felhasznalva még a kovetkezd egyenlStlenséget:

_ (rts)y
2rs = o

nyerjiik, hogy a (4. 18) formula zardjelben levd kifejezése kisebb lesz, mint

(r+s)

(4.19) 5

(logn+co)+ (A —c)+(r+s)—(rlogr+slogs).

Mivel az xlog x konvex fliggvény, a Jensen-egyenlétlenségb8l kovetkezik, hogy
—(rlogr+slogs) = —~(r+s)log Hzl

Tehat a (4. 19) kisebb lesz, mint ¢(x) + x log 2, ahol a

2
¢ (x) = %‘(logn-l—c)-i—(l—c)x——xlogx,

és az
X=r+s.

. . 2n o ateen
Mivel a (4. 17) szerint —igg-;ﬁ_—c"<x:n, a (x) derivalga:

o' (x) = —nx—(logn+c)—(logx+c) <0, haaz e'°< x=n,

X

mert
ert az c-+log

" novekvd fiiggvénye az x-nek, ha az
el f=x<n.

Kovetkezik tehat, hogy

(4.20) o(x)=¢ [

)

2n Knloglogn
— | = -2nt——
logn+c logn

ahol a K>0 allandé. gy tehat a (4. 11) jobb oldalan lev3 azon tagok dsszege, ame-
lyekre a (4. 17) egyenl&tlenség igaz, nem haladja meg az ne~" értéket, vagyis ez
az Osszeg n — oo esetén a 0-hoz fog tartani.

3. Eset. Legyen r" = n—s, és 8" = n—r. Vegyilk figyelembe, hogy a szim-
metria miatt a,,=a,o; igy azon a,, tagok becslése, amelyekre nézve az r’+s <n,
€s mivel az r+s=>n egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy r’+s <n, tovabba az

[

. N, .
sén—N? Osszefiiggésbdl kapjuk, hogy r’§f>U = loglog n, ha n elég nagy.
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Ily médon a (4. 11) valdszinidségre igaz, hogy:

P(Ey,m,n,N)=2 > > gy =

U<r<n Ne
0§S§"_T

res
e(—ar e(2—c)s

4.21) = 4¢° > - > +o(l)=
o<r= EE’ r! U~<s-<n S!
sret-c| < e(2—c)s
sderee| 3 1o,
U<s S

Ha az U —» o, és ez teljesiil, mert az U-t ugy valasztottuk meg, hogy U=loglogn
legyen, kdvetkezik, hogy a keresett valdsziniiség hatarértéke:

(4 22) lim p (Elog logn» n, n, Nc) = 0.

n—oco

Most mar csak azt kell bizonyitani, hogy 0-hoz tart annak a valdszin(isége,
hogy a véletlen graf nelegyen A tipusu, de ugyanakkor beletartozzék az Eyq 104, 052-
talyba. (Azaz a graf legnagyobb komponensének legalabb n—loglogn csicsa
legyen és még legalabb egy élt tartalmazo tovabbi komponenssel is rendelkezzék.)

Mivel az ilyen grafban a legnagyobb komponensnek n—r piros és n—s kék
pontja van, ezért, ha most g =1 jelenti azoknak az éleknek a szaméat, amelyek nem
tartoznak a legnagyobb Osszefiiggd komponensekhez (hanem annak az r, ill. s szamt

kiilsé pontjat kotik Ossze), az Osszes lehetséges rs kiilsé él koziil, (';)-féleképpen

valaszthato ki g él. A megmaradd N, — g belsé élt pedig az (n—r) (n—s) lehetOségek
koziil valaszthatjuk ki, a keresett valdszintiség tehat:

[(n—r)(n—s)]
o w3300 3105

[ 1 c

nl(n nts < | rs " "
P =T &)=

é

S
[(n—r)(n—S)]

N.—q J N 1 Yl m—r)(n—s)—j+1
n? T (N.—g)! mn(mn~1)...(mn—q+1) ;2 mn—q—j+1 ~
[NC]
[ N, ]‘*[(m—r)(n—s) ]Nc“‘
“\mn mn—gq ?
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tovabbd mivel mn ~n?, és a (4.4) szerint

@.24) [N;]qN [‘F’E_”_]q

n
kovetkezik, hogy

_ logn < <
(4 25) P(AEloglogn’ n,n, NC = n é s;].’ rls!

ors g—(r+s)e (loglogn)?
e =0[_2 nIOgn]=o(l).

A bizonyitasnal felhasznaltuk az AE, tipusti grafoknak azt a fontos tulajdonsagit,
hogy r=l1,s=1 és g=1.

A (4. 22) teljesiil és ezzel a 4. | lemma bizonyitasat befejeztiik.

A 4. 1. tétel bizonyitdsa. Az izolalt pontokkal nem rendelkezd, paros koriil-
jarasn, véletlen grafok szamat jeloljik A47(n, n, N )-vel, akkor ez a szam a szitalasi
modszer szerint, nyilvan

(4.26) N (n,n,N,) = k;o'l;o'(_l)kw [Z] ['IZ] [(ﬂ—kl)v(n—l)]'

Ebbdl a k +I=h helyettesitéssel kovetkezik, hogy

(4.27) N (n,n, N) = Z (=D o),
h=0
ahol is az
d n(n—hy+k(h— m]
a= 2L

Tekintsiik az
-0

(2 k=R "
N,

aszimptotikus formulat. Felhasznalva azt, hogy N, =unlogn+cn kovetkezik, hogy

sy, _nboah o n N,
; 2

_dh_ ___‘-Lh e—h log n+ch
n? kl(h—k)! ’
V)
Nyilvanvald tehat, hogy a , .
. e °
Jm ey T 2 kG
V)

hatarérték létezik; de a (4. 26) jobb oldalan all6 tagok fiiggnek az n-t8l is, ezért
a hatardtmenet nem végezhet$ el tagonként. Ez a nehézség a kovetkezd modon
oldhaté fel: Ismeretes az (lasd pl. a [18] dolgozatban, vagy [21]-ben), hogy tetszdle-
ges By, B,, ..., B, eseményekre igaz az, hogy

2H
P(B,B,...B,) = > (—1)*S;, ha 0=2H=n
k=0 .
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és
_ _ 2H+1
P(B,B,...B)= 2 (~1)S,; ha 1=2H+1=n,
k=0
ahol az Sy=1, és

Sk = Z P(Bi1 Biz o Bik)s k= 152’ -5 1,

1=ij<..<ig=n

az Osszegezés pedig az 1,2, ..., n szamok koziil kivalaszthatd Osszes (iy, iy, ..-5 i)
k-adrendli kombmacnokra terjesztendo ki. fgy azt nyerjiik, hogy

2H+1

(4.28) Z' D)oty =N (n,n,Ny) = Z (=)' s,

Figyelembe véve, hogy h-nak barmely rogzitett értékére
M e—ch

lim Z KTh—T)1
N,
azt nyerjiik, hogy
— N'(,n,N) M e~ ch

Iim

o = Z(” ) 2 k'(h k)' >
(V)

és
A (an,NY e
,.l%; [nz ;.ZJ( by Z k'(h 151N
N,

Mivel a H tetszOlegesen nagy szamnak valaszthato, ezért

. N (n,n, e~ e e
(4.29) nl.l»o—— 2’(_])k P Z’( ___e—2e .

[v)

Nyilvanvalé tovabba, hogy ha A7(n, n, N,) jelenti az Osszefiiggd grafok szamat,
akkor

N (H,H,Nc)—-/‘/(n,n,Nc)

(v

Alkalmazzuk most a 4. | lemmat és a 4. 1. tétel Allitasa azonnal kdvetkezik.
Tegyiik fel ezutan, hogy A=1. Akkor a kovetkezd tétel igaz:

liA

(4.30) 0 = P(4,n,n,N,).

4.2. TETeL. Jelolje P(m,n, N, ;) annak a valdsziniiségét, hogy a Iy ,n.,,
pdros koriiljardsu, véletlen grdf dsszefiiggd, tegyiik fel még, hogy m~Ain és

“4.31) N, 1= [mlogm+cm],
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(ahol =1 és ¢=0 konstansok), akkor
4.32) limP(m,n,N, ;) = e °".

Bizonyitds. Ebben az esetben B tipustiaknak fogjuk nevezni azokat a grafokat,
amelyekben a legnagyobb Osszefiiggé komponensnek m —k piros és n kék csu-
csa van (vagyis az Osszes kék pontok egy komponenshez tartoznak) és a graf
k szam, piros szinii izolalt pontot tartalmaz (k =0, 1, ...). Minden olyan I',, , 5.,
grafot pedig, amely nem B tipusti, B tipusinak fogunk nevezni. Bebizonyitjuk,
hogy igaz a kovetkezd lemma: .

4.2. LemMmA. Jelslie P(B, m, n, N, ;) annak a valdsziniiségét, hogy a Iy, n.,,
pdros koriiljardsu, véletlen grdf B tipusu, akkor
(4.33) limP(B,m,n, N, ;) = 0.

Elég nagy n esetén tehdt ,.majdnem minden” I, , . . grdf B tipusi lesz, feltéve,
hogy N, i a (4.31) alaki.

A 4.2, lemma bizonyitisa. A 4. 1. lemma bizonyitasdhoz teljesen hasonléan
térténik a 4. 2. lemma bizonyitasa, ezért itt vazlatosan csak a fontosabb lépéseket
ismertetjiik.

A B tipust m piros és n kék pontbdl és N, ; éIbdl allo, paros koriiljarasa grafok
szamat jeldlje A'(B, m, n, N, ;). Akkor nyilvan az

m n—1
(. 34) ./V(E,m,n,Nc;_)éz [m]{n][mn—s(m ry—r(n—s) .
’ r=0s=1 \ ¥ s Nc,l

Annak valdsziniisége pedig, hogy a TI',,,,,, graf B tipusu, a kovetkezékkel
lesz egyenld:

(4.35) P(B,m,m N, ;) = B Nes)
mn
[Nc,l]
igy tehat ez a valdszin(iség
m n—1
4.36) PB,mnN,;)= > > b,,
r=0s=1
ahol is '
[mn—s(m—r)—r(n—s)]
oS r s 2rs
@31 p =|m||" Neoa mn e-(,,,+',,‘—;,;,') Ne,a,
) rs mn - r!s!
Nc,).
Jelentse most E,; azon (r, s) parok halmazat, amelyekre
4. 38) 0=r=oum, I=s=n—1,
ahol '
A—1-9
(4.39) 0<cx<—2}-— O<d6<i—-1; A=1).
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Konnyen belathatd, hogy

(4. 40) 2> b,=0 [1(,]
(r,s)€Er n

Jel6lje most E, azon (r, s) parok halmazat, amelyekre
(4.41) oam < r < m, léség—.
Ezekre a tagokra azt kapjuk, hogy
(4.42) 2> by=0 [-AII_T].

€r,3) €E2 n

Végezetiil, ha E;-mal jeloljitk azoknak az (r, s) piroknak a halmazat, amelyekre

(4.43) ' 0=r=m, %<s<n——1,

akkor figyelembe véve, hogy

(4 44) brs = bm—r,n—ss

a kovetkez8ket nyerjiik:

(4' 45) 2 brs § Z bl’S + 2 b"S .
(r;s)€E3 (r,s) € Ey (r,s)€ E2

Egyszeriien igazolhatd a (4. 36), (4. 40) és a (4. 45) felhaszndlasaval, hogy a (4. 33)
igaz.

S ezzel a 4. 2. lemmat bebizonyitottuk.

A 4. 2. tétel bizonyitdsa. Ebben az esetben jelentse A'(m, n, N, ;) azoknak
a paros kériiljarasa, véletlen grafoknak a szamat, amelyek nem tartalmaznak izolalt
piros pontokat. Ennélfogva

S —k
(4 46) N (m, n, Nc,).) — ,é’) (_l)l\ [’:] [(n‘llvc,l)n] '

Mivel a fenti sor alternald, és tagjai abszollt értékben monoton csdkkennek, ezért
az N'(m, n, N, ;) értéke a (4. 46) jobb oldalan alls Osszeg két egymas utan kovet-
kezb részletosszege kozé esik. Minthogy pedig

[(m-k)n]
m N2 m* 3 e
@40 [0 et~ )
Nc,l
tehat a keresett valdszinliség hatarértéke
A (m,n, N, ;) > e~k -
4.48 1 O A R L A —Il‘—rfze_e ‘.
(@49 Sim A
Nc,}.
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A 4. 2. tétel ezutan mar a 4. 2. lemmabdl és a
‘/Vv(mnNc/) ‘/V(mnNcl)

mn
Nc,).

egyenlStlenségbdl folyik, ahol is az A '(m, n, N, ;) az Osszefiiggd, paros koriiljarast
grafok szamat jelenti. '

(4.49) P(B,m,n, N ),

5. Az iranyitott, véletlen grafok erds dsszefiiggésérsl

Az ¢l6z6, 4. fejezetben a paros koriiljarash, véletlen grafok Osszefiiggésének
a kérdéseit vizsgaltuk és megmutattuk, hogy az m ~ An esetben (ahol m az egyik
szin{i pontok halmazaba tartozo csucsok szamat jelenti, és n a masik szinfi csicsokét,
s A tetszOleges, pozitiv allandd) annak a valdszinlisége, hogy a I',, , v, Véletlen
graf 6sszefﬁgg6, az e—° ° hatarértékhez tart, ha n oo, feltéve, hogy a kivalasztott
élek szdma: N, ;= [m logm+cm] (Termeszetesen 4 lehet 1-nél kisebb pozitiv
szam is. A 4.2. tétel ez esetben is igaz, feltéve, hogy a (4. 31) helyett az N,=
= [nlogn+cn}] kifejezést irjuk, ugyanis ez esetben az n>m.) Ha a A=1, akkor
e 2" lesz a hatarértéke annak a valdsziniliségnek, hogy a paros koriiljarasu,
véletlen graf Osszefiiggd, feltéve, hogy N, = [r log n+ cn] szamu élt valasztottunk ki.

Ebben a fejezetben az iranyitott, véletlen grafok osszefiiggéségével foglalkozunk.

Jelen esetben tehat az n adott pontot Osszekotd, Osszes lehetséges n? (ig)ényitott)

él kozil valasztunk ki N kiilonbo6z6 élt ugy, hogy feltessziik, hogy az (r]z\;) lehet-

séges kivalasztas koziil barmelyik azonos valdsziniiségli. Ez esetben azért lehet-
séges n® él koziil valasztani, mert egyrészt megengedjiik a hurok-éleket, masrészt
barmely két csiicsot két ellentétes iranyitasi él is Osszekothet. Feltesszitk tovabba,
hogy két ponthoz nem illeszkedhet azonos 1rany1tasu, parhuzamos ¢l.

Az irdnyitott grafot akkor nevezziik erdsen Osszefiiggének, ha a graf pontjal-
nak minden rendezett (P,, P,) parjahoz tartozik egy, a P,-bol a P;-be vezetd, ira-
nyitott ut. Egy a P,-bdl a P;-be vezetd irdnyitott it alatt az éleknek egy olyan jol
rendezett sorozatat értjiik, amelyben barmely él végpontja azonos a rakovetkezé él
kezd6pontjaval (feltéve, hogy egy csics legfeljebb csak két élhez tartozhat) ugy,
hogy az elsé él kezdGpontja a P, és az utolsé él végpontja a P; csucs.

Az ilyen grafokra nézve a kovetkez8ket fogjuk bizonyitani.

5.1. TETeL. Ha P(n, N,) jelenti annak a valésziniiségét, hogy a T N, irdnyitott,
véletlen grdf erbsen Osszefliggd, feltéve, hogy az élek szdma:

(5.1 N, = [nlogn+cnl, .
akkor ennek a valdsziniiségnek a hatdrértéke a kovetkezd:

(5.2) HmP(m, N) = e~2°.

n-—+oo

Bizonyitds. A bizonyitishoz az iranyitott grafokat a koévetkezd mdédon fogjuk
osztalyozni:
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Soroljuk az A tipusba azokat az iranyitott, véletlen grafokat, amelyek egy
erdsen Osszefiiggd részgrafbdl és a kovetkezé fajta izolalt pontokbdl allnak: k; olyan
félig izolalt pontbdl (k,=0, 1, ...), amelyekbe vezethetnek bemend élek, de nincs
beléliik kifelé iranyuld él (nyeléknek, pontosabban nem forrdsoknak is lehet ezeket
hivni), jelolje K~ az ilyen pontok halmazat; és k, olyan, félig izolalt pontbdl
(k,=0,1, ...), melyekhez csak kimené élek illeszkedhetnek, de nincsenek befutd
éleik (nevezhetnénk forrdsoknak, pontosabban nem nyelSknek is), jeldlje K* az
ilyen pontok halmazat. (Természetesen lehetnek a grafnak teljesen izolalt pontjai
is, vagyis olyan pontok, amelyek se nem nyelk, se nem forrasok, azaz nincsenek
se kifelé, se befelé iranyulo éleik, és igy a Kt és K~ halmazok ko6zés részéhez, a
K* N K~ halmazhoz tartoznak.) Az Osszes tobbi grafokat pedig az A tipusba
tartozoknak fogjuk nevezni.

Ezek utan bebizonyitjuk a kovetkezdket:

5.1. LemMmA: Jelolje P(A, n,n, N.) annak a valdsziniiségét, hogy a T, W N, ird-
nyitott, véletlen grdf az A tipusba tartozzék. Akkor ennek a valdsziniiségnek a hatdr-
értéke
(5.3) limP(A4,n,N) = 0.

Vagyis, elég nagy n esetén ,,majdnem minden” I?,,,Nc iranyitott, véletlen grdf A tipust
lesz, feltéve, hogy N, az (5. 1) alakii.

Az 5. 1. lemma bizonyitisahoz bebizonyitunk egy masik lemmat.

5.2. LeMMA. A T N, irdnyitott, véletlen grdf ,,majdnem biztosan” tartalmaz
egy [loglogn] nagysdgrendii, irdnyitott kért, ha a kivdlasztott élek szama N, =
= [nlogn+cn); mds szavakkal, n—oo esetén 1-hez tart annak a valésziniisége,
hogy a I, . grdf egy [loglogn] hosszisdgi jol irdnyitott kort tartalmazzon.

5.2. Lemma bizonyitdsa. Legyen x=(i, is, ..., §;) olyan szam [-es, ahol az/
kiilonboz6 (iy, i, ..., I;) Szamot az 1,2, ..., n szam koziil, tetszélegesen valasztottuk
ki. Nem tesziink kiilonbséget ezen (iy, i,, ..., i;) szadm l-esek és ciklikus permutacidik,
vagyis az (g, ...s iy i1)s ooey (g i1, -ov, fj— 1) kOZOtt. Az Osszes lehetséges ilyen » szam
l-esek halmazat jeldljiik 1-lel.

Legyen

1, haa P, —~ P, —~ ... P, —~ P, irdnyitott kor a 1_:,,,NC irdnyitott,

-4 véletlen grafhoz tartozik,

0, egyébként,

(A tovabbiakban a x-hoz tartozé koroket is x-val fogjuk jeldlni.)

3 _
Az &, varhat$ értéke, feltéve, hogy I=Vn,

nz—l]

_[N——l _ NN=D.(N=I+1) (NY] I

9 M= (7] "o = (3 [+ gl
N

2
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feltéve, hogy N=n(logn+c). Legyen tovibbd &= > ¢,, ahol ¢ nyilvina I', y_
x€Iy
iranyitott, véletlen grafban levo Gsszes l-ed rendli k6rok szamat jelenti. Minthogy

az I-hez tartozé elemeknek (azaz az Osszes lehetséges / hosszusagl, iranyitott
. n .
koroknek) a szama (1) (-1, ezért

1 ! 1
(5.6) M(e) = [ ](l—l)'M(s,)— []Z] 1+0 . ]],
yn
3.
ha I=Vn.
Mivel N-et ugy valasztottuk, hogy N~logn legyen, ezért az M(e) tart
i
a +oo-hez, méghozzd ugyanolyan nagysdgrendben, mint Qggl n . Ennélfogva

a ,,nagy korok” varhaté szama igen nagy szam. Nekiink azonban tébbre van sziik-
ségiink. Azt kell megmutatnunk ui., hogy ,,majdnem biztosan”, azaz elég nagy »n

esetén, 1-hez tetszdlegesen kozeli valdszinliséggel, van egy nagy kor a fn,Nc véletlen
grafban. Ennek bizonyitasdhoz elég megmutatni, hogy n—>o esetén az ¢ relativ
szdérasa a 0-hoz tart. Mert, ha igazoltuk, hogy

lim Dz(a)

im e = O

akkor felhasznalva a
P(e = 0) < P[s - Mz(g)] <P [ls—M(e)[ = MT(S)]

Osszefiiggést, a Csebisev-egyenltlenség alkalmazéasaval az addédik, hogy

o= o0 125
vagy ami ugyanaz
2
[[s—M(s)| M (8)] - 1-%’28.

E két utobbi egyenlStlenség pedig a sztochasztikus konvergencia definicidjanak
specialis esete.

Mutassuk meg ezek utan, hogy az ¢ relativ szorasa valéban a 0-hoz tart.

Az & szérasnégyzete a kovetkezd modon irhatd fel:

DX(e) = M(EH—M2(¢) =
()] Z (M(st )—M(e)M(e)) + Z (M(e,) — M (e2)-

€
x% x

Ha a % és %" sorozatoknak nincs két olyan kozos, szomszédos elemparja, amelyeknek
még az el6fordulasi sorrendje is megegyezik, sem kozds eleme (mas széval, ha a

4% MTA III. Osztély Kozleményei 19 (1969)
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% és 3’ iranyitott koroknek se kozos éliik, se k6z6s pontjuk nincs), akkor

[n'"’—21] [nz_z] :
Mo = =2 ) < |\N=U ) M.

B LGS

%Az (5. 8) egyenldtlenség helyessége a kovetkezd, igen egyszeri modon lathato be.
rjuk az (5. 8)-at a kovetkezd alakba

(=)=l
N=2aJIN]=in=1}]"

(n?—21)! wl (=D
(N=2D)1(iF—N)! (®—N)IN! = [(N=DIF[*—=N)'F "

(5.8)

ahonnan

A faktorialisokat részletesen felirva és a lehetséges egyszeriisitéseket elvégezve:

(P=I+)..n® _  (N=I+D..N
@=2+).. =0~ (N=20+1)..(N=-D"
vagy ami ugyanaz:

I (=140 (N=21+k) =[] (2= 20+Kk)(N—1+k).
k=1

k=1

Ez az egyenlStlenség pedig tényezGnként igazolhatd, mert az
(M — I+ k) N=21+k) = (® 21+ K(N-I+k)

egyenldtlenség az In>=IN helyes egyenlStlenségre redukalédik. Tehat az (5. 8)

fennall.) ,
Visszatérve most az ¢ szOrasanak a becslésére, az (5. 8) szerint a diszjunkt
»x és »’ sorozat-parokra

M(sx ex’) - M (8;() M (8,,') =0.
fgy ha most 3¢ jelenti a » és »” pontsorozatokkal megadott korok kozds éleinek

a szamat, akkor
DZ (8) = M (8) + 2 é’o (M (8,, ax') - M (sx) M (8,,»)).

Mig a xx” =r esetben a varhato érték

n=2l+r
N=2l+r NE-r

(5. 9) M (8,, ex') = [ n2 ~ ;141—21' *
[¥)
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Jelolje H(r)azoknak a x és »” paroknak a szamat, amelyekre a xx” =r, akkor a szoras-

négyzet
n?—2l+r -1
N 2l+r N-I

(5.10) D*(e) = M(a)+2 SXU |22 YH®).

Ha most s a » ésx” korok kozos pontjainak a szamat jelenti (ahol r+1=s=/,
mivel r a kozos élek szamat jeloli), akkor a H(r) értéke nem haladja meg a kovet-
kezdket:

(511 H(r)é(l!)zsgl{';][i][;l:;] = O[(Ityn—r-1),
és ezért a
l' 2 N 20 1-2 r
(5.12) D) = M(5)+ O [%) [nJ b3 [;] ]

Ahonnan mar kénnyen lathatd, hogy az [=[loglogn] esetben

D) _ 1
M2 (8) M (e)

Ehelyett irhatjuk a kovetkezét:

+o(l).

D?(¢)

M2(e) 0,

-

amit bizonyitani akartunk. EbbSl mar kovetkezik, hogy ha az élek szama N=
=n(logn+c), akkor az irdnyitott, véletlen graf 1-hez kozeli valdsziniiséggel
tartalmaz egy [loglogn] nagysagrendii, iranyitott kort, és ezzel az 5.2. lemmat
bebizpnyitottuk.

Az 5. 1. lemma bizonyitdsa. Legyen M =[loglogn}. A P,, P,, ..., P, pontok-
bdl és az N, élbdl képezhetd Gsszes iranyitott grafok koziil mindazokat nevezziik
az Ey részhalmaz elemeinek, amelyekben a legnagyobb erdsen &sszefiiggd rész-
grafnak legalabb n— M pontja van, és az E,, kiegészitd halmazat jelentse E,,.
(Azaz az F) azoknak a grafoknak a halmaza, amelyekben a legnagyobb erdsen
Osszefiiggd részgrafnak nincs tobb mint M Kiilsé pontja)

Masrészt az 5. 2. lemmabdl kovetkezik, hogy a T, N, iranyitott, véletlen graf
legnagyobb erdsen Gsszefliggd részgrafja legalabb [loglogn] vagy ennél tobb csicsot
tartalmaz. Ennek a megallapitasnak a helyessége nyilvanvald, hiszen egy iranyitott
kor is erdsen Osszefiiggd részgraf.

Jeloljiik most L-lel a legnagyobb erdsen Osszefiiggs részgraf pontjainak a szé-
mat, S,;-gyel azon kiilsé pontok halmazat, amelyekbdl nem vezet él a legnagyobb
er8sen Osszefiiggd részgrafba, és s, jelentse az S, elemeinek a szamat. Jelentse
tovabba S, azon kiilsé csiicsok halmazat, amelyek nem tartoznak az S, halmazba,
és amelyekbe nem vezet ¢l a legnagyobb erésen Osszefiiggd részgrafbol. Legyen
5, az S, halmaz elemeinek a szadma.
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Az 5. 2. lemma alapjan feltehetjiik, hogy

L =l1=[loglogn],
amibdl az
n—L = s,+s,=n—[loglogn].

Jeldlje A7(Ey, n, N.) azoknak a grafonak a szamat, amelyek az E, osztilyba
tartoznak, akkor

2.— —_— —_—
N (Erg,n, N,) = Z [”]["](” (511 82) (n—s, Sz)Jé
M=s1+s2=n—loglogn \ 51 §2 N,
(5.13)

n | n][n—(1+s)(n—s51—35)
Z Oészénz-loglogn[sl][sz][ Nc ]‘

M
s <s1=n—loglogn

1A
)

s1Es2

Az (5. 13) helyessége megmutathaté a kovetkez6 meggondolasokkal. Ha az s, és
s, szamokat rogzitjiik, akkor a legnagyobb erdsen Osszefiiggd részgraf n—s; —s,
pontbdl all. Az Osszes lehetséges élek szama »® (figyelembe véve a hurok-éleket is).
Ezekbdl el kellett hagyni el8szor is azokat az éleket, amelyek az S,-bdl indulnanak
ki és az erdsen Osszefiiggd részgrafba vezetnének, mert ilyen élei (az S, definicidja
szerint) nem lehetnek a grafnak; ezeknek az éleknek a szdma s,(n —s, —s,). El kell
hagynunk tovabba azokat az éleket, amelyek a legnagyobb erdsen Osszefiiggd rész-
grafbdl vezetnek az S,-be; ezeknek az éleknek a szama sy(n—s5,—5,). Az igy
megmaradt élek koziil kell kivalasztani az N, élt. Az s, és s, szamu pontokat az n

Sn] (sn]-féleképpen valaszthatjuk ki. Ha P(Ey;, n, N), jelenti annak
1 2 _
a valosziniiségét, hogy az iranyitott, véletlen graf az E,; osztalyba tartozzék, akkor

(5. 14) PE, . mN)= L Ews N

-

Ezt a valdsziniiséget néhany elemi becslés felhasznalasaval egyszerlien tudjuk be-
csiilni (hasonléan ahhoz, ahogyan azt az el6z5, 4. fejezet (4. 10) és (4. 11) formuldi-
ban részleteztiik), vagyis

csucs koziil §(

2
(s;:s;:l (logn+c)—c(s1+s2)

— e
(5.15) P(Ep,n, N,) = 262 > > o
M 0=se=n—loglogn §3-89:
-E-§51§n-loglogn
S1=52

Az (5. 15) becsléséhez a kovetkezd 3 esetet kiilonboztethetjiikk meg.
1. Eset. Legyen

n
S1t+ 8, = —
YT logntc’
akkor
E e(1—c) (s1+s2)
P(Ew,n, N = 2¢* > et
- 51155!
2*§s1§n—loglogn0552§" loglogn 1-92
s1=s2
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2. Eset. Tekintsiikk most az (5. 15) tagjait az

n
__—_‘logn-l—c =5 +5, = 5
feltétel mellett. Akkor a Stirling-formula alkalmazasaval azt nyerjiik, hogy az (5. 15)
tagjai nem léphetik tal a kovetkezd értéket:

2
(5.16) exp {EI—ESE)— (logn+c)+ (1 —c)(sy + 55) — 5, log s, - 5, log sz} = expg (s, + 52),

ahol a g(x) fluggvény ugyanaz, mint az el6z6 fejezet (4. 19) formulajabdl levezetett
¢ (x) fiiggvény, eltekintve a ¢ (x) elsé tagjaban szerepld 1/2 faktortdl. S innen mar
adodik, hogy az (5. 15) Gsszeg kisebb lesz, mint

g Qloglogn
n’e logn .,

ahol a ¢=>0 allandé és az n —» .
3. Eset. Legyen most

n
5 = 5,45, = n—loglogn.

Mivel az (5. 16) tagjai szimmetrikusak az s, + s, és azn —s, — 5, kifejezésekben,
ezért ha (n—s;—s,) helyett (s, +s,)-t irunk, akkor ismét az (5. 13) egyenlétlen-
ségre jutunk, csak azt kell még figyelembe venni, hogy ha az s, +s,=n—log logn,
akkor (s;+s5,) =n—s,—s5, = loglogn = M = [loglog n].

_ Ebbdl a 3 esetben most mar kovetkezik, hogy annak a valdsziniisége, hogy
a G, y, graf ne tartozzék az E,, osztalyba, a kovetkez&képpen becsiilhetd:

- (1—c)s1 (1—c)sa
P(Ey,n, N) = 46 2> e 2> s =

sp! <go=p— Sy!
?éslén-—loglogn 1 0=sz=n—loglogn 2

(5.17)

_ e(l—c‘)sl
= derre™ 1T —to(l).
M MY

<51

2

Itt is M -, mivel a M-et Ggy valasztottuk meg, hogy M =[loglogn] legyen,
helyettesitsiik most be ezt az értéket az (5. 17)-be és akkor kénnyen adédik a kovet-
kezd formula:

(518) hm P(Eloglogna n, Nc) = 0

n—-oo

_ Ha most P(AEogn 1, N;) jelenti annak a valSsziniiségét, hogy a graf az
A és az Ej 0., Osztalyba is beletartozzék, akkor az 5. 1. lemma bizonyitasdhoz
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még azt kell igazolnunk, hogy ez a valdsziniiség a 0-hoz fog tartani. Megmutatjuk
elébb, hogy _

P(AEloglogn, n, Nc) =
(5.19)

2
ng_(sl+s2) n+£s{j;s2)

Ay oy e
- s1=1s2=1\ 1 S2) q=1 q le
N,

Az (5. 19) egyenlStlenség a kdvetkez8képpen bizonyithaté:

Legyen G egy olyan graf, amely az A és az Ejog 0, Osztalyok koziil mind a kettSbe
beletartozik. Akkor a G graf legnagyobb Osszefiiggd C részgrafja legfeljebb
n—lloglogn] pontot tartalmaz. Jeldlje B, a G graf azon csicsainak a halmazat,
amelyeknek nincs a C-b8l a B,-be vezet6 éle, és B, legyen a G olyan csticsainak
a halmaza, amelyekbdl nem vezet él a C-be. Jelentse s, és s, a By, illetve B, halmaz
elemeinek a szamat. Nyilvanvalo tehat, hogy s,=loglogn és s,=loglogn.
(Megjegyezziik, hogy a B, és a B, halmazok nem sziikségképpen diszjunktak.)
Vilagos, hogy G-nek azok a csicsai, amelyek nem tartoznak a C-hez, vagy a B,
halmazhoz tartoznak, vagy a B,-hoz, vagy mind a kett8hoz. Tehat a B, halmazokba

tartozé s; pontok [:]-féleképpen valaszthatok ki (i=1, 2). Legyen B=B,UB,.

A G graf azon éleinek a szamat, amelyeknek mind a két végpontja a B halmazban
van, jeloljiik g-val. Ha a G graf az A osztalyba tartozik, akkor a ¢ =1, ha ugyanis
a g=0Ienne, akkor a B; halmaz a forrdsok K* halmazaba tartoznék, a B, pedig
a nyelék K~ osztalyaba. Amibdl kovetkezik, hogy a G graf egy az A osztalyba
tartozé graf, ez pedig ellentmond a hipotézisiinknek.

Masrészt, nyilvina g=(s, +5,)®. A G graf megmarad6 N,—q éle tehat olyan,
hogy legalabb az egyik végpontja a C-hez tartozik; tovabba, ha egy él a C-ben kez-
dédik, akkor nem végzédhet a B,-ben, ha pedig a C-ben végzédik, akkor nem kez-
dédhet B,-ben. Az ilyen élek szama nyilvanvaldan »n®—n(s;+s,)+r(si+5,),
ahol most r a B, és a B, halmazok k6z0s részéhez tartozd pontok szamat jelenti.

2
M. Es ezzel az (5. 19) helyes-

Vagyis az ilyen élek szaima =n®—n(s,+5,) + 3

ségét igazoltuk. EbbSl mar kovetkezik, hogy
! P(ZEloglogn’n, Nc) =

lo ¥ ¥
len >

N s1=1s=1 sl!s2!

(5.20)

fIA

2s1+52)% p—cls1+s2) e(2loglogm)?
- = O|logn — = o(1).

Es ezzel az 5. 1. lemma bizonyitast nyert. Kévetkezzék most az
5. 1. Tétel bizonyitdsa. Jelolje A(n, N_.) azoknak az iranyitott, véletlen grafok-
nak a szamat, amelyeknek nincs izolalt pontjuk. Akkor nyilvanvalod, hogy

, NS vl )7 ) [PP—kn—kent ki ky
G20 AN = 2 2 1 {kl][kz][ N, ]

k1=0 k2=0
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Ebbdl a k,+k, = [ helyettesitéssel adddik, hogy
[n(n—l)+k1(l—k1)
n

S O L - I

&l [~)

(5.22)

Az el6z6 fejezetben részletezett modon kovetkezik, hogy a

! -
ecl

lime = 2 kT (I—ky)!

n-rco k1=0

hatarérték létezik. Annak a valosziniisége tehat, hogy az iranyitott, véletlen grafban
ne legyen se nyelS, se forras, se teljesen izolalt pont, hatarértékben a kovetkezd:

(5.23) lim < (% N, 2’( 2y _J_ .

n—oco n o
N,

Jeloljiik most A'(n, N)-vel az erGsen Osszefiiggd grafok szamat, akkor a tétel
bizonyitasdhoz elég belatni azt, hogy

./V"(I’I, Nc)—‘/V‘(”a Nc)

n2
v
ami nyilvanvaléan igaz.
Ezzel az 5.1. tételt bebizonyitottuk.

(5.24) =P(,n,N),

6. A paroes koriiljarasa, véletlen grafok adott tipusu részgrafjainak
kiiszobfiiggvénye

A véletlen grafok cimii, 2. fejezetben mar emlitettiik, hogy a [6] dolgozatban
ErDGs P. és RENYI A. a véletlen grafok fejlédésének kérdéseivel foglalkoztak,
és azt vizsgaltak, hogy adott fejlodési fokon a grafok mely szerkezeti tulajdonsagai
lesznek tipikusak. Lattuk azt is, hogy ezt a kovetkezGképpen értelmezték. Jelentse
P..n(4) annak a valdsziniiségét, hogy a véletlen graf rendelkezik az 4 tulajdonsag-
gal. Akkor tipikus struktara alatt olyan szerkezeti tulajdonsagot értettek, aminek
a P, y(A) valosziniisége 1-hez tart, ha az n —~os. Ha tehat 4 egy olyan tulajdonsag,
amelyre igaz az, hogy
6.1) limP, y(4) =1,
akkor azt mondjuk, hogy ,,majdnem minden” # pontbdl és N élbol 4116, véletlen
graf rendelkezik ezzel a A4 tulajdonsiggal.

A kiiszobfliggvényeket a kovetkezOképpen defimaltak:
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Ha fenti, 4 szerkezeti tulajdonsagra vonatkozdan létezik egy olyan A(n) fligg-
vény, amely monoton névekv@en tart a + oo-hez, n > esetén ugy, hogy a

. 0, ha lim N =0
nco A1)
©? P = L ha fim Y
. ’ nee A(M)

limesz tulajdonsag is teljesiil, akkor ezt az A(n) fiiggvényt az A tulajdonsagra vonat-
kozé |, kiiszébfiigguény”-nek nevezték.

Ezt,a kiiszobfiiggvényeket értelmezd (6. 2) definiciot azonnal felirhatjuk a paros
koriiljarasu, véletlen grafok esetére is:

Tegyiik fel, hogy m ~ cn. A(m, n) kiiszobfiiggvény, ha

0, ha lim D™ _
6.3 lim P A e Almm)
( . ) n-.lTeo m,n,N(m,n)( )—" | ha fim ]L(’nLTE) .
’ neo A(myn)

Sziikségiink lesz még a kovetkezd definicidkra is:

(k, I)-ed rendii, reljes, pdros kériiljdrdsu grdfnak nevezziik azt a G,; grafot,
amelynek k csucsa van az egyik szinli pontokbdl és / csicsa a masik sziniiekbdl,
és ezeket k/ szamu él koti Ossze.

Pdros kériiljdrasu (k, 1) fdnak egy olyan Osszefiiggs, két szinii grafot neveziink,
amelynek k pontja van az elsd szinii pontok halmazabdl és I pontja a masxk szintliek-
bél és ezeket (k +1—1) él koti ossze.

Konnyen belathatd az a tény, hogy a teljes grafok, a fak és a korok kiegyen-
sulyozott grdfok (azaz olyan grafok, amelyeknek nincs a graf atlagos fokszamanal
magasabb fokl részgrafija).

Jelen fejezet célja: kiiszobfiiggvényeket keresni a paros koriiljarasia, véletlen
grafok bizonyos, megadott tipust részgrafjaira. Ezt a kérdést a [14] dolgozatunk-
ban a kovetkez6 moddon targyaltuk.

Noveljiikk az élek szamat, az N-et ugy, hogy az a csiicsok szaimahoz, az m-hez
és az n-hez viszonyitva még igen kicsi maradjon. Ha pl. az N-et addig noveljiik,

mig N=ol}|/ - . lesz, akkor a I',, , véletlen graf, 1-hez kozeli valdszinliséggel,
m+n ’

izolalt pontokbdl és izolalt élekbsl all. Abban a specidlis esetben, ha m -~ cn,
akkor az N=o0(}n) mellett lesz igen valészinii, hogy a véletlen graf csak izolalt
pontokbdl és csak izolalt élekbdl all. Annak a valdsziniisége ugyanis, hogy a I',, ,
grafnak legalabb két éle rendelkezzék egy kozbs ponttal, egyenld 1, minusz azzal
a valosziniiséggel, hogy nincsenek ko6zds ponttal rendelkezé élei a grafnak. Mint-
hogy barmely megengedheté N élhalmaz kivalasztasinak a valdsziniisége ugyanaz

és az 1 / (;;:/n) hanyadossal egyenld, kovetkezik, hogy annak a valdsziniisége, hogy
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a graf éleinek ne legyen k6z6s pontja, nem mas mint

mi[n

# [

NJ\ N

6.4 —_— .
mn

]
S ennek megfelelden, annak a valdsziniisége, hogy a I',, , v paros koriiljarasd, vélet-
len grafnak legalabb két olyan éle legyen, amelynek kdzos pontja van:

m|fn
w33
6.5) | \NJAN)
mn
)
Az az allitas, hogy a grafnak van két olyan éle, amelyek egy k6zds ponttal rendel-
keznek, mas szavakkal azt jelenti, hogy a graf legalabb olyan fat tartalmaz, amely

harom pontbdl és két élbdl all.
Alkalmazzuk most azt az Osszefiiggést, hogy

n .
~ e 2n
(6. 6) k] e "
amely érvényes a k = o (n*%) esetben, igy ha N:o[ l/m’Tn] azt nyerjiik, hogy
m n
NJ\N) |1 1 1 N
6.7) 1—-——0[1\’ [m+n—mn]]—0(1)-

[mn]
N

Legyen most az m ~ cn. Ebben az esetben a harom pontbdl allo, paros koriiljarasu
fak, azaz az (1, 2) vagy (2, 1) rendli fak el6fordulasi valdsziniisége pozitiv limesz-
szel rendelkezik n—oo esetén, feltéve, hogy az N ~c,Vn, ahol is ¢, >0 egy olyan
konstans, amely nem fiigg az n-t6l. De hiaromnél tobb pontbdl 4ll6, sszefiiggd,
paros koriiljarasu részgrafok el6fordulasa még igen valdsziniitlen marad. Novel-
jilk most az élek szAmét, az N-et gy, hogy kdzben a pontok szama rogzitett marad-
jon. A helyzet csak akkor fog lényegesen megvéltozni, ha az N eléri az n*/® nagysag-
rendet. Ekkor ugyanis mar az (1, 3), (2,2) és a (3, 1) nagysaga fak, azaz a négy

pontbdl allé fak is megjelennek. Egészen altalanosan, a (k, I)-ed rendii fak meg-
K+l

jelenésére vonatkozé kiiszobfiiggvény nk+1-1 lesz, feltéve, hogy az m~cn. Ezt
az eredményt tartalmazza a kdvetkezé tétel:

6.1. TETEL: Legyenek ak=1,1=1ésa v (k+1—1=v=kl) pozitiv egész szamok.
Jelolje B, ,, a kiegyensilyozott, pdros koriiljdrdsi, véletlen grdfok olyan nem iires
osztilydt, amelynek elemei k ponfot tartalmaznak az egyik szinii pontok halmazdbdl,
! pontot a mdsik sziniiekbél és v szamii (csak kiilonbézé szinii pontokat dsszekotd)
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K+l
g0

élt. Akkor n v lesz a pdros kériiljardsu, véletlen grdfok azon tulajdonsdgdra vonat-

kozo kiiszébfiiggvény, hogy a grdf egy a %B,,, osztdly valamely elemével izomorf

részgrdfot tartalmaz. Feltéve, hogy m~cn, ahol a ¢ >0 nem fiigg az n-tdl.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa ERDOs—RENYI anal6g tételének bizonyitasdhoz
hasonldéan t6rténik, amely tétel az egyszinti, véletlen grafok adott tipusu részgrafjai-
nak a kiiszobfiiggvényét hatarozza meg. (Lasd a {6] dolgozat 1. tételét a 23. oldalon.)

Jelolje B,,, az Osszes olyan grafok szamat, amelyek Ggy képezhetdk, hogy
k pontot vesziink az elsé szinii pontok halmazabdl és [ szamozott pontot a masodik
szinliekbdl ugy, hogy ezeket a csucsokat v szamu él kdsse Ossze, vagyis, hogy ezek
a grafok a 4, , , osztalyba tartozzanak. Jelentse most P, , y(%#,,) annak a valé-
szinliségét, hogy a I, ,y véletlen grafnak legaldbb egy olyan részgrafja legyen,
amely izomorf a %, ; , osztaly valamely elemével, akkor nyilvan

[mn—vJ
mlln N—v
] [ ] Bk,l,v N .

(6.8 Pron N (B 1,0) = [k ] n;l
)

Valasszunk ki ugyanis el8szor k& pontot az elsé szinli pontok halmazabdl (ez (IZ]-

n

/
meg); és ezekbdl képezziik a £, ,;, osztily elemeivel izomorf grifokat (ez By,
szamu kiilonbdz6 modon végezhetd el); akkor azoknak a G, , y grafoknak a szdma,
amelyek a kivalasztott grafot mint részgrafot tartalmazzak, azzal a szdmmal lesz
egyenld, ahanyféleképpen a megmaradt N —uv élt ki lehet valasztani az 6sszes lehet-
séges mn—v €l kozil. (Ily modon tobbszorésen vettitk figyelembe az egynél tobb
olyan részgrafot tartalmazo grafokat, amelyek részgrafjai a 4, , , elemeivel izo-
morfok.)
A (6. 8) egyenlbtlenségbdl adddik, hogy

féleképpen lehetséges), / pontot a masik szinbdl (amely( )kﬁlénbézc’i modon tehetd

6.9 Py (Bs) = 0[ —L]

mb ket

Ha N=oln v |, akkor a (6.9) azonossagbdl és abbdl a feltevésbdl, hogy az
m ~ cn nyilvanvaldéan kovetkezik, hogy

(6 ]0) Pm,n,N('%k,l,v) =0 (1)'

Ezzel a tétel elsG allitasat bebizonyitottuk, vagyis megmutattuk, hogy az A(m, n) =
g_ktl
=n v fiiggvény esetén a (6. 3) definicid elsé kdvetelménye teljesiil.

A tétel masodik részének a bizonyitasa az 5. 2. lemma bizonyitdsahoz hasonld
meggondolasokat igényel.

A tétel masodik részére vonatkozd bizonyitasban az m és n csucsokbdl allo
pdros koriiljdrdsu teljes grafok dsszes olyan részgrafjainak a halmazét, amely a 4%, ,,,
valamely elemével izomorf, jelolie #B{pw. Es definidljuk az &(S) valdszinliségi
valtozot a kovetkezd mddon: Minden S€ B{7 részgrafhoz rendeljik hozza
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az ¢(S) valoszinliségi valtozot. Az e(S)=1 vagy az &(S)=0 legyen aszerint, amint
az S reszgraf ja, illetSleg nem részgrifja a I, , yvéletlen grafnak. Akkora I',, , y azon
részgrafjai szamanak a varhaté értéke, amelyek a %y, clemeivel izomorfok,
egyenlé lesz a kovetkezdvel:

M( 2 eS)= 2 M(E®)=

Seamy Seany
(6.11)
mn—v

AT g B
L)) TR k'l' me k=t
N .

Ha az S; és S, két olyan eleme a %" grafok halmazanak, amelyeknek nincs
koz6s éle, akkor az £(S,)e(S,) valosziniiségi valtozok szorzatanak a varhatd értéke

[mn 2v]
6.12) M(:(Spe(Sy) = N 2]

mn
N
Ha az S-nek és S,-nek van kozos éle, és ezek szamat jelenti az r(l =r =v—1), akkor ,

[mrg—2v+r]

N-2v+r) [N2""]
[mn] - Uy )
N

Masrészt, ha i, illetve j jeloli az S, és S, k6z0s pontjainak a szamat az elsd, illetve
a masodik szinii pontok halmazabdl, és ha i +j = s — 1igy, mivel az S, és S, k6zds
része részgrafja az S;-nek (és az S,-nek is), felhasznalva tovabba, hogy feltevésiink
érte]mében minden S kiegyensulyozott —, akkor az s becslésére azt kapjuk, hogy
r _ ik +l)
—s— l’ vagyis hogy s=

pontokkal rendelkezd parjamak a szama nem Iépheti tul a kovetkezd Osszeget:

, m (k) (m—=kY[(n)[1)[n=1
(6.14) szk’l’viJrjg%é[k][i][k—i][l][jJ[l_j].

Az m ~ cn feltételt hasznalva nyerjiik, hogy

(6.13) M (e (SD &(S2) =

. Tehat az S, és S, részgrafok ilyen, k6zos

[ ok +1)—

re+D)
(6.15) b=0ln )
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Kovetkezésképpen a szoras becslésére azt kapjuk, hogy

M 2 )= 2 MEES)+

seay sealny
[nm——Zv]
B:, ,m!n! N—2v N VI
©-16)  +TEE = S0y (2D [mn] .+0[[nv—<k‘+' ] r1
N

‘

2 A,
NV An v
ol i) S 1

A (6. 16) 6sszeg masodik és harmadik tagjanak a jelentése nem mas, mint az olyan
részgrafok szamanak a varhaté értéke, amelyeknek ko6zo6s éliik nincs, de van i+j
ko6z6s pontjuk. Az ilyen részgrafok szama nem haladja meg a kovetkezd értéket:

mn—2v
Bz,,,u(f(;jf]jf,z’;,‘[':][’:][",z:i‘][z'][i-][’:}J-
N

A (6. 17) Gsszeget két részre bontva

O =
iy [0l

+B,g,,,v[mf,;}}i]§2'f[’2)[’§][’Z:Zf][’il[}][’5:}]’

N

(6.18)

azokat ugy irhatjuk, hogy

[mn—ZU]

2 1al N=2 v 2 k+l-1 1

. 2Bk,l,unl n v +0[[—Efyu¢—+z)] 2> — -

kPR (m—2k)! (n—2])! [mn] n ifjor T
N

(6.19)

Es ez mar megadja a (6. 16) mésodik és harmadik tagjat. A (6. 16) kifejezés masodik
tagjanak a becslése az 5. fejezet (5. 8) egyenlStlenségének bizonyitasahoz teljesen
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hasonldan torténik; kénnyen belathatd, hogy

[mn—2v] [ mn— v]
1! _ 2 2 _
(6.20) - m!n! 7N 20 é[m] [n] ~E_v_
kP12 (m—2k) (n—21)! mn k I mn
N N
Tovabba, ha még azt is feltessziik, hogy
N
(6.21) TR = W +°°, H— oo,
2
n v

akkor a D3(¢) = M(E%)—M(¢) azonossag felhasznalasaval az &(S) szérisnégy-
zetének becslésére a kovetkezdket nyerjiik:

( Z M(s(5)))*
(6.22) D:( > &(s) = 0] 25

seay

min (w, 1)

Masrészt a Csebisev-egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy

(6.23)

I 1 ]

! _ b ol 1

Pm,n,N {s % n)8 (S) Z(VV"")M (8 (S)) = 2 %n)M (8 (S))} 0 [mm ((0, n)J s
€BLY SeEATS ScA{mn
és igy
: 1 1
(6.24) P[ (=L S M SS)]=0[. ]
" SMZ}J:};? ® 2 smz,&';;;:;) = () min (w, 1)
A (6. 16) felhasznalasaval nyilvanvaldan kovetkezik, hogy az @ —oo esetén a
(6.25) 2 M(e(S))~ + .
seam{my

Az elmondottakbdl azonban nemcsak az adddik, hogy 1-hez tart annak a valdszinii-
sége, hogy a I',, , v graf legalabb egy olyan részgrafot tartalmaz, amely a %, ,,
osztaly valamely elemével izomorf, hanem az is, hogy a I, ,y ilyen részgrafjai-
nak a szama valdszinliségben tart a + eo-hez.

Ezzel a 6. 1. tételt bebizonyitottuk.
k+1

Ha a tétel altal megadott n~ »  kiiszobfiiggvényben az élek szamat altali-
nosan jelenté v helyébe, most a (k, I) fak élei szamanak megfelels (k +/—1) értéket
irjuk, akkor a kovetkezGkre jutunk:

’ k+1-2

1. KOVETKEZMENY. Ha m~cn, akkor n*+t'=1 arra a tulajdonsdgra vonat-

kozé kiiszobfiiggvény, hogy a pdros kériljardsu, véletlen grdf tartalmaz egy (k, 1)

fat.
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Ez az 1. kovetkezmény Osszhangban van a [I5] dolgozatunkban foglalt ered-
ményekkel, amelyeket a kovetkezd, 7. fejezetben fogunk részletesen ismertetni.

Ha a v helyébe kl-et irunk, akkor az alabbiakat nyerjiik:
k+1

g

2. KOVETKEZMENY. n ¥ arra a tulajdonsdgra vonatkozd kiiszobfiiggvény,

hogy a pdros kériiljardsii, véletlen grdf egy (k,l) nagysdgrendii teljes grdfot, mint
részgrdfot tartalmaz.

Ez az utdbbi kiiszobfiiggvény nyilvanvaldéan megegyezik azzal, amelyet ERDOS
és RENYI nyertek a szinezés nélkiili véletlen grafokat vizsgalva, arra a tulajdon-
sagra nézve, hogy a graf egy telitett paros részgrafot tartalmaz. Ezt ErRDOs P. és
RENYI A. a [6] dolgozat 24. oldalan adta meg az 1. tételiik 5. korollariumaban.

Legyen v =k +1 és k=1, akkor:

3. KOVETKEZMENY. n-nel egyenlé arra a tulajdonsdgra vonatkozo kiiszobfiigg-
vény, hogy a pdros kdriiljdrdsa, véletlen grdf tartalmaz egy (k, k) hosszusdgu
kért, ahol k=2.

7. A paros koriiljarasi, véletlen grafok izolalt részgrafjaiként szereplé fak
szamanak eloszldsarol

ErDGs P. és RENYI A. [6] dolgozatukban bebizonyitottak, tobbek kézott, a kovet-
kezd tételt:

Ha az n pontbdl és az N élbdl allo I, y véletlen grafban a kivalasztott élek
k-2
szama N~ gn*=1, ahol a ¢=>0 és k pozitiv egész szam, akkor a k-ad rendl olyan
fak szama, amelyek a I, y-ben mint izolalt részgrafok fordulnak el6, n — <o esetén,
hatarértékben Poisson-eloszlasiiak
(2Q)k—-1 kk~2
A=

varhaté értékkel. -

Felvetették tovabbi azt a kérdést, hogy mi igaz a szinezett, véletlen grafok
esetében.

A [15] dolgozatban ezt a kérdést a kdvetkez6 mddon valaszoltuk meg. A paros
koriiljarasu, véletlen grafok faira igaz a kdvetkezd:
7. 1. TETEL. Legyen n=m'*°m ahol lim 4§, =0, legyen tovdbbd
N (m,n)

i—1 k-1
mk+i-1 nk+l—1

¢ = lim

m-»oo

Ha 7, (k=1,1=1) azon (k,1) rendii fik szdmdat jelenti, amelyek a I, , n(m,n
pdros koriljardsu, véletlen grdf izoldlt részgrdfjai, akkor

. ] e %
(7 1) lim Pm,n,N(m,n)(Tk,l =.]) =

[} b
Mmoo J!
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(j=0,1, ...), ahol a A paramétert az alibbi kifejezés szolgdltatja:
QrHIm1 I -t
k!

Bizonyitas. A 7.1. tételt a [6] dolgozat analdg, 2a. tételének bizonyitisihoz
(lasd a 27—30. 1.) hasonlé médon bizonyitjuk. Legyen T{%™ azon (k,I) rendid
fak halmaza, amelyek a Py, P,,...,P, és a Q,,Q,, ..., 0, csucsokbol allé
teljes, paros koriiljarasa grafok részgrafjai. Legyen Se€ 7™ és minden S fahoz
rendeljiik hozza az &(S) valdsziniiségi valtozot. Legyen &(S)=1, ha S izolalt rész-
grafja a I,y grafnak, és legyen &(S)=0 egyébként. Akkor az &(S) varhatd
értéke

(7.2) A=

rm—mm—nl
_AN—=+1-1) N HINED G Ky(n—1)—j
7.3 MES) =—" N[mn L2 e
)
Ebbél
N ¥ ml+kn
(7. 4) M (e(S)) = [Tn){] L1 +0 [N —mn]].

Ha az S; részgrafok nem diszjunktak (S;€ ™) (j=1,2, ...), akkor az &(S)
definicidja értelmében

(1.5) M(c(S)...£(S,) = O.

Ha azonban az S, S,, ..., S, diszjunkt grafok, akkor minden k=1, I=1és r=1
értékekre m - esetén az &(S,) ... &(S,) szorzat varhaté értéke

[(m—-rk) (n—rl)]

M (e (S)e(Sy) ... (S,)) = N—rk+1-1)) _

V)

2 otz

mn mn

(7.6)

Nom,n) o
m

Feltevéseinkbdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy m > esetén

és {V("f’_ﬁ) -0.
n

Masrészt T. L. AusTIN [19] dolgozatanak egyik tétele szerint az 6sszes kiilon-
bdzb, olyan szinezett fak szama, amelyeknek ¢, szdmozott csicsa van a k szind
pontokbdl (k=1, 2, ..., a),

.7 A(c,u—1) = w2 (u—c)r 2 (u—cy)2t ... (u—c)a 1,

ahol a ¢ vektor, c=(cy, Cy, ..., C,), és az u jelentése: u = c;+c,+ ... +c¢,. gy tehat
a két szind, (k, /) rendfi, dsszes kiildnbdzd fak szdma: k'-1%-1, (Ez utdbbi, vagyis
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a paros koriiljarasu fak szamat megado formula és annak egy, a [19] dolgozatban
megadott bizonyitasatol teljesen kiilonbdzé bizonyitisa megtalalhaté RENYI A.
[20] dolgozataban is.)

Alkalmazzuk most a kdvetkezd aszimptotikus kifejezést:

113 Y || Gl B &
LI o) o)

r!
igy azt nyerjiik, hogy

SM(e(SDe(Sy) ... e(S) =

K=Y (1Y mkr e (N (k+1-Dr Nr
:[k—!] [1!] THT [WT] 1405 i+ k)|

ahol a bal oldalon levS Gsszegzés az Gsszes olyan fa r-esekre terjesztendd ki, amelyek
a T™™ halmazhoz tartoznak. Ily médon a kdvetkezokre jutunk

(7.9

(7.10) lim DM (e(S) e(Sy) ... e(S) = -
N (m,n) -0
it Sl

mk+1—1 pk+I-1

A"'l'
r—!,

r-ben egyenletesen, ahol a 4 jelentését a (7. 2) adja meg.

Masrészt ERDGS P.—RENYI A. 1. lemmaja a [6] dolgozatban a kovetkezGket
alligja:

Legyenek az &y, ..., &, valdszinliségi valtozok valamely valdsziniiségi mezdn
értelmezve ugy, hogy ezek az ¢, (1=i=b,) viltozdk csak az 1 vagy csak a O érté-
ket vegyék fel. Ha még az is igaz, hogy

(7.11) lim 2> M(en, - n,) =

neoo 1=i<ig<..<i,=bp

,’{r
r’

r-ben egyenletesen (r=1, 2,...), ahol az Osszegzés az 1,2,...,b, egész szamok
Osszes r-edrendii kombinacijara van kiterjesztve, akkor

& Me~*

(7.12) lim P[Zsm =j] =22 (j=0,1,..).
n—+co i=1 .

Alkalmazzuk ezt a lemmat, akkor a (7. 10)-b6]l a 7.1. tétel allitdsa azonnal
kovetkezik.,

Tekintsiik most az a-szini T, . , v Véletlen grafokat, ezeknek n;
(i=1,2, ...,a) szamozott pontja van az i kilénb6zé szinli ponthalmazbdl és N
szamu olyan, véletleniil kivalasztott éle van, amelyek csak kiilonb6z6 szinii pontokat
kothetnek ossze, és ezen megengedett éleknek minden egyes kivalasztasarol fel-
tessziik, hogy azonos valdszinliségli. Ezekre a grafokra ugyanigy bizonyithaté be
a 7. 1. tétel kdvetkezd altalanositasa:
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7.2. TETEL: Ha
(7.13) lim

ny-»oco

N(ny,ny, ..., n,)
u—c1—1 1 u—cz—1 u—ca—1

=0>0,

nu—lnul nu—l
R (

ahol az my=nl*%®) (i=2,..,a) és limd/(n,)=0, jelentse tovdbbd z,, ., . ..
"l—bw

azon u = ¢1+Cy+ ... +c-adrendii  fik szdmdt, amelyeknek pontosan c¢; csicsa
van az i-edik szinii pontok halmazabdl, és amelyek a T na, N Q-Szinii véletlen
grdf izoldlt részgrdfjai, akkor

(7.14) lim P(t, ¢y, e =J) =

My oo J!

ny, ng, ...

AMe?

b4

(j=0,1, ...) ahol a A paraméter a kovetkezd alaku:

(7.15) PR il Chnl eV il Ul Y e o 2 il
aleg!... el

A 7. 2. tétel bizonyitdisdnal a kovetkez6 formulabodl indulunk ki:

[(nl —e) (=) ... (n— c,,)]
M(e(5)) = N-w=1) ),
Ny Ay ... 1,
[
(7.16)
[ ““”‘ﬁ‘” [ —c) (ma—¢2) .. (n,—c,)—j +1]
o, .. j=1 nhy...n,—Uu—1)—j+1 :

A bizonyitas gondolatmenete teljesen azonos azzal, amelyet az el5z6 tétel igazolisa
soran alkalmaztunk.

8. Az iranyitott, véletlen grafok koreinek kiiszob-eloszlasfiiggvényérdl

A 6. fejezetben idéztitk ERDGs P. és RENYI A. altal a [6] dolgozatban definialt
kiiszobfiiggvény fogalmat, a tovabbiakban sziikségiink lesz a kiiszob-eloszlasfiigg-
vény fogalmara is. Lattuk, hogy ha 4 olyan szerkezeti tulajdonsag, amellyel a vélet-
len graf rendelkezhet, vagy nem rendelkezhet, és ha P, y(,(A) jelenti annak a vald-
szinliségét, hogy a I', y véletlen graf rendelkezik az 4 tulajdonsaggal, ahol az N(n)
egy adott fiiggvénye az n-nek, és az N az n-nel egyiitt ndvekszik, tovabba ha

@1 lim P, yey(4) = 1,
akkor azt mondjuk, hogy majdnem minden I', y¢, Véletlen graf rendelkezik ezzel

az A tulajdonsaggal. De ha még az is igaz, hogy van egy olyan F(x) eloszlasfugg-
vény, melyre fennall, hogy

. N
8.2) i P,y (4) = F(9, ha lim 5 —
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akkor azt mondjuk, hogy A(n) regularis kiiszobfliggvény és F(x) az A tulajdonsagra
vonatkozo kiiszob-¢eloszlasfiiggvény. Ily médon ErDGs P. és RENYI A. a [6] dolgozat-
ban kiiszobfiiggvényeket és kiiszob-eloszldsfiiggvényeket nyertek a véletlen grafok
bizonyos lokalis és globalis szerkezeti tulajdonsagaira. Igen sok tételt bizonyitottak
be, koztilkk a kovetkezd, korokre vonatkozd lokalis tételt.

Erdds P. és Rényi A. tétele. (Lasd a [6] dolgozat 3b tételét.)

Tegyiik fel, hogy

(8.3) N (n)~cn, ahol ¢ =0.

Jelentse y, azoknak a k-adrendii izolalt koroknek a szamat, amelyek a I, y(,
grafhoz tartoznak, k=3, 4, ..., akkor

ﬂje"‘l‘ .
(8‘4) lim pn N(n\('}’k _]) _J'*' (.] = 0919 "')’
ahol
_ (2ce )
8.5 ="k

A tovabbiakban mi most ismét az iranyitott, véletlen grafokkal foglalkozunk. Az
iranyitott graf definicidjat a bevezetOben, az irdnyitott véletlen graf definicidjat
pedig a 3. és 5. fejezetekben adtuk meg.

Az 5. fejezetben foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy a I', y_ irdnyitott, vélet-
len grafban milyen nagy iranyitott kor fog megjelenni 1 valdsziniiséggel a fejlédés-
nek azon a fokan, amikor a kivalasztott élek szima a N, = [nlogn + cn], és a kovet-
kezdket talaltuk.

Ha az N, = [nlogn+ cn], akkor az iranyitott, véletlen 1",, . graf ,majdnem
biztosan” tartalmaz egy [loglogn] nagysagrendli kort; mas szavakkal 1-hez tart
annak a valdsziniisége, hogy az iranyitott, véletlen graf egy [loglogn] nagysagrendii
kort tartalmaz, ha N, = [nlogn+ cnl.

Ezt az eredményt az 5. fejezetben az iranyitott, véletlen grafok erSs sszefiiggs-
ségének bizonyitasanal segédtételként alkalmaztuk. Mindezek birtokdban mar
igen konnyen bizonyithaté a fent idézett Erdds—Rényi-tétel analdg tétele
az iranyitott, véletlen grafok esetére, s az eredmény a kovetkezd formaba irhatd:

8. 1. TETEL: Tegyiik fel, hogy N(n)~cn, és jelolie o, 1=1,2,3,...) a I:,,,N(,,)
véletlen grdf irdnyitott, izoldlt kireinek szamdt. Akkor n— oo esetén a 6, Poisson-
eloszldsu

(8. 6)

vdrhato értékkel.

A tétel bizonyitdsanak modszere analdg a [6] dolgozatban vazolt bizonyitasi
eljarassal.

Jeldlje »x=(iy, s, ..., 1) az olyan, rendezett szam l-est, ahol a kiilonb6z6
x=(iy, s, ..., [j) szZdmok az 1, 2, ..., n szamok koziil vannak kivalasztva tetszéleges
moédon. A » szam l-es és annak ciklikus permutacidja kézott nem tesziink kiilonb-
séget. Jelentse I; az Osszes lehetséges ilyen » szam l-esek halmazat.

B Lc.e—Zc)l
B
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Vezessiik be a kovetkezd valdsziniiségi valtozot:
1, ha az irdnyitott, izoldlt P, —P;,—~ ...~ P~ P,
8.7 &, = kor a I', y végtelen grifhoz tartozik,
0 egyébként.

Ekkor az g, varhatd értéke

7]
M) = V=L NV=1 .. [(n—D3...[(n=DP=N+I1+1]
VST (N=1)... 1 M —1)...*~N+1)
H
(8.8)
NIN —i+1 (n 1)2—_]

. T iZo n—l—j’

vagyis
N

8.9) M) ~ A;i e

Ebbdl kovetkezik, hogy ha i, x,, ..., ¥, diszjunkt rendezett, s az 1, 2, ..., n sza-
mokbdl képezett szam [-esek, akkor

[(n—rl)2]
5, N
(8.10) M(e,, &y, ... &) = r N i .

- e
[¥)

Legyen e= > ¢,, akkor az ¢ nyilvan egyenld a r v iranyitott, véletlen grafban levé
l-edrendii 1ra€ny1tott izolalt korok teljes szamaval. Masrészt az 1, halmaz x elemeinek

a szama (l) (-1

A kovetkezd aszimptotikus formulat fogjuk felhasznélni:

8.11) [7]['11_11'"[n_(r;—l)l]=[7’1;]’:”0[;:]]’ ——

Régzitett / mellett ekkor a kovetkezdket kapjuk:

NY' (1) -~ X
(8.12) S Mt by ) ~ ( [ ]e o
wi€ly n l
(i=12,...,r)
Ity médon nyerjiik, hogy
[
8.13) lim M, ...e,) = X,
e (l=’1¢,i2€,.1!,r)
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r-ben egyenletesen, ahol

—2cyl
(8.14) A= (Cil L
Nyilvinvaléoan minden egyes x,, ...,%, r-es a (8. 13) Osszeg bal oldalan r!-szor
fordul eld. Ha az Osszegzést a » elemeinek Osszes lehetséges kiilonb6z6 r-ed osztalya
kombinéacidjara kiterjesztjiik, akkor ez az Osszeg a (8.13)-bdl Gigy nyerhetd, hogy
a (8.13)-ban szerepld Osszeget elosztjuk rl-sal. Ezért, hogy ha > jelenti azt,

(%1 ... %p)

hogy az Osszegzést a » elemeinek az Osszes r-edrendii permutéciéjéra kiterjesztjiik,

akkor
(8.15) lim 2 M, ...&) = *
N

Ge1 ... %) r!
-—c
n

Alkalmazzuk most ERDOs P. és RENYI A. [6] dolgozatanak 1. lemmajat, melyet
a 7. fejezetben is idéztiink, akkor a (8. 15)-b6l azonnal kovetkezik a 8. 1. tétel
allitasa.
_ Végezetiil hasonlitsuk Ossze a 8. 1. tételt ERDGs P. és RENYI A. idézett tételével.
. Irjuk a (8. 6)-ba az /=4k értéket, akkor azt latjuk, hogy a nem iranyitott, véletlen
graf koreinek (8. 5) aszimptotikus vdrhaté értéke 2¢~'-szerese az iranyitott korok
varhat6 szamanak, feltéve, hogy mindkeét esetben a kivalasztott élek szama azonos.
Ez elég nyilvanvaldnak tiinik, ha meggondoljuk, hogy az iranyitott grafok esetében
nem szamoljuk az iranyitott korok kozé azokat a kordket, amelyekben az egymas
utan kovetkezd élek iranyitisa nem megfelelé. Mivel egy k-adrendii kdrnek k éle
van és minden élt két kiildnbdzd mdodon lehet iranyitani, és mert az 6sszes 2* lehetd-
ség koziil csak két esetben kapunk jol iranyitott kort, igy a nem megfelelGen iranyi-
tott korok szama 2¢-!. Ez a tény tiikroz6dik az aszimptotikus varhaté értékek
esetében is.
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(Beérkezett: 1968. marcius 10.)

ON SOME STRUCTURAL PROPERTIES OF GIVEN TYPES
OF RANDOM GRAPHS

by 1. PALAsTI

Abstract

P. ErpSs and A. REnyr have investigated the structural properties of random graphs in a
series of their papers. Our aim was to study the properties of bichromatic and those of directed
random graphs.

Let the graph consist of m given vertices of one colour n given vertices of another colour,
and N edges. We obtain a bichromatic random graph if we choose N different edges among the

possible mn edges supposing that all choices of the edges have the same 1 / (’Z’] probability. It was

shown in the case of m~An that the probability of the random graph I being connected,

m,n, Nc,a
tends to the limit e ¢~ °, that is, lim P (m, n, Ncyl)ze"”—c, if the number of the chosen edges is

N,,, = [mlogm+cm). In the special case of A=1, the limit of the probability of the connectedness
of bichromatic random graph is e "2, if N, = [nlogn + cnj.

Threshold functions for subgraphs of the bichromatic random graphs is also given. If N is
increased, an k=1, /=1, and v denote positive integers (k+/—1=v=kl) and let &,,,, any non
empty class of connected balanced bichromatic random graphs containing k& vertices of the first
colour, / vertices of another, and v edges. In that case the threshold function concerning the property

of the bichromatic graph, that it contains a subgraph isomorphic with some element of .@,‘,,,,
k+1

2- —
isequalton Y . (If m~cn, where ¢>0 is a constant).

The distribution of the number of trees in a chromatic random graph was determined too.
A directed random graph I, y is obtained if we choose N different directed edges among

the possible #n* (directed) ones connecting # given vertices so that each of the ('}'\;) possible choices

are equiprobable. For such graphs the following hold:
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A directed random graph f,,, N, contains a directed cycle of order {loglogn] ““almost surely”
(the probability of it tends to 1 for n— =) if the number of the edges is N, = [nlog n+cn].

If P(n, N.) denotes the probability, that the directed random graph is strongly connected,
then

lim P(n, N) = e~ 2%, if N, = [nlogn+cr)
n—+oo

Finally let us denote by 8, the number of isolated directed cycles of order I, /=1, 2,...) in a direc-

ted random graph. If the number of the choiced edges is N~ cn, then the limiting distribution of ¢,

(Ce—ZC)I

is a Poisson distribution with the parameter u = FaE where ¢>0 is a constant.
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KORELHELYEZESEK TEGLALAPOKON

irta: RUDA MIHALY
Medgyessy Pdl 50. sziiletésnapjara

Bevezetés

A diszkrét geometria egy klasszikus feladatkore alakzatok mas alakzatokkal
vald kitoltésének a problémaja. Ide tartozik példaul a sik kongruens kordkkel vald
legsiir{ibb kit6ltése vagy a korelhelyezések a gombfeliileten.

Felvethetd bizonyos értelemben a forditott (és valamivel altalanosabb) probléma
is, nevezetesen az, hogy adott alakzatok bizonyos feltételeket kielégitod elrendezéséhez
keresiink ezt az alakzatrendszert tartalmazo, adott tipus( alakzatot, amelynek vala-
milyen jellemz8je extremalis. Ha ezek utdn vizsgaljuk az egyes elrendezésekhez
tartozd extremdlis tartalmazo alakzatot, kérdezhet, hogy mely elrendezés mellett
lesz ez az extremalis érték extremalis.

A kovetkezdkben egymasba nem nyuld, egyenl sugaru kordk sikbeli elren-
dezéseit vizsgaljuk. Tartalmazo alakzatként téglalapokat szerepeltetiink. Az extre-
malitasi kritérium a téglalapok teriiletének minimalitasa lesz. Masképpen fogal-
mazva: adott szamu korhoz keresiink egy olyan téglalapot, mely az adott kdrokkel
a lehetd legsiiriibben tolthetd ki.

Be fogjuk bizonyitani, hogy ha a korék szdma — a kovetkez8kben ezt n-nel
jeloljik — nem nagyobb nyolcnal, akkor a legsir{ibb kitoltést ado elrendezések-
nél a koérok kézéppontjainak egy négyzetracson kell elhelyezkedniiik. Pontosabban
fogalmazva: a kérok kézéppontjai ugy helyezkednek el, hogy vagy barmely kor-
kdzépponthoz talalhaté masik harom, hogy az igy adédd négy pont egy 2r oldali
négyzet csticsait adja (r a korok sugara) és az Gsszes ilyen négyzet egyesitése egy
téglalap, melynek élei az eredeti (kitdltendd) téglalap éleinél 2r-rel rovidebbek
(1. pl. 26¢ 4bra), vagy valamennyi kérkdzéppont egy 2r(n — 1) hosszisagu szakaszon
van (L. pl. 26a abra). A kdvetkez8kben az ilyen elrendezéseket négyzetrdcsos elren-
dezésnek nevezziik.

Ezek utan még néhany megjegyzést tesziink » nagyobb értékeivel kapcsolatban is.

Altalanos megjegyzések

A vizsgalatokat a kovetkezOkben tigy fogjuk végezni, hogy a téglalap révidebb
oldalanak a hosszat — jeloljiikk m-mel — rogzitjiik, és ehhez az értékhez adjuk meg
(adott n mellett) a masik oldal — legyen ez & — hosszanak minimalis értékét, tehat
rogzitett m értékekhez keressiik, adott korszam esetén, a lehet6 legnagyobb kitdl-
tési slirliséget. Ezutan megnézziik, hogy a kiilonboz6 m értékek koziil melynél
érhetd el a legnagyobb kitoltési stirliség.

A targyalds egyszerlisitésének kedvéért legyen a kordk sugaranak hossza
egységnyi (r=1). Ezenkiviil nyilvan elég azt a téglalapot vizsgalni, mely csak a korok
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kozéppontjait tartalmazza — vagyis korelhelyezés helyett elég pontelhelyezést vizsgalni
egy y = m—2, x = h—2 oldalu téglalapban (1. 4bra), hiszen, ha adott m mellett
a h minimalis, akkor a megfeleld y mellett az x is minimalis, és forditva.

A kovetkezdkben becsléseket adunk rogzitett y esetén az x minimalis értékére,
vagy adott y esetén megadunk egy legsiiriibb elrendzést (mikor tehat az x minimalis).

Az itt targyalt esetekben az adodo teriilet: T=m-h=(y+2)-(x+2) négyzet-
racsos elrendezés esetén lesz minimalis, vagyis ha m=2,4, ... .

A targyalas soran tobbszor felhasznaljuk a kovetkezdket:

1. SEGEDTETEL. Ha egy téglalap oldalait (m és h) a kévetkezd fiiggvények adjdk :
m=kc-sin p+c; € h=lc-cos(p—7y)+c,,

ahol Oéaéq)éﬂég, 0=yl e k==120 oot =0 5 25 850 0 Gy e gL nent negativ

konstansok (lasd pl. 2. abrat), akkor a téglalap T=m-h teriilete mint ¢ fiiggvénye
a @ =a vagy ¢ =/[ helyen veszi fel minimumadt.

B ‘ c/ : e
Lo i
Cq
h
h t=2, k=1, y=0
1. abra 2. abra

Bizonyitds. A sin ¢ és cos (¢ —7) az [a, ] zart intervallumon alulrdl konkav,
nem negativ fiiggvény €s derivaltjaik el6jele ellenkezd. Eldallitva tehat a T=m-h
értéket mint ¢ fiiggvényét, az szintén alulrél konkav az [o, B] zart intervallumon,
igy valamely végpontban veszi fel a minimumat.

MEGIEGYZES: Az 1. segédtétel valamivel 4ltalanosabb forméaban is megfogalmaz-
haté — gy, hogy m és h nem ilyen specialis fiiggvénye a @-nek — de ezzel itt nem
foglalkozunk, mivel a tovabbiakban csak a fenti specialis esetre lesz sziikség.

2. SEGEDTETEL. Tetszéleges n-re az n, pdronként egymdstdl legaldbb 2 egységnyire
levé pontot tartalmazé és y magassdgi téglalapok koziil a minimdlis hosszisdgiiak
mindkét y hosszusdgu oldalan az n pont kéziil legaldbb egynek-egynek rajta kell lennie.

Bizonyitds. Ellenkez6 esetben a minimalis hosszusag révidithetd lenne — ellent-
mondva a minimalitasnak.

3. SEGEDTETEL. A 0=y=V3 intervallumon tetszbleges n-re min (x) =
= (n—1)J/4—y® (3. abra). Ha az y a fenti intervallumon vdltozik, akkor, ha n<14,
a siriiségfiiggvény az y =0 pontban veszi fel maximumdt (vagyis egy négyzetrdcsos
elrendezésnél) ; ha n =14, akkor viszont az y =V3 helyen (amikor a kirkiézéppontok
egy szabdlyos hdromszogrdcs pontjai).
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Bizonyitds. Az y=Y3 értékeknél a ko-
rok egymas utan helyezhetéek el a téglalap-
ban, az egyik m hossziisagi oldaltol kiin-
dulva (mint a 3. abran). Mindegyik kor
helyzetét csak a kozvetlen elétte levd hata-
rozza meg, mivel y (vagyis m) elég kicsi. A

3. abran adott elrendezés igy valéban — az 3. 4bra
egyetlen — extremalis. A siirliség maximu-

mat a kiilénb6z6 m értékeken beliil az 1. segédtétel adja (c=2,¢, = ¢, = 2, y=0,
k=1,1=n-—1).

MEGIEGYZES: A 3. segédtételben tulajdonképpen végtelenbe nyulé savokra is
megadtuk a legsiiriibb korkitoltést, ha a sav szélessége 2 és Y3 +2 koz6tt van, és
az ilyen értékek koziil a Y3+ 2 szélességii savnal lép fel a maximalis siirliség.

4. SEGEDTETEL. Adott n esetén a vizsgdlatot elég a 0=y=V4n—2 korlitok
kozott végezni — hiszen x és y szimmetrikus szerepe miatt feltehets, hogy y =x,
és y = Van—2 értéknél a téglalap teriilete T=m-h = (x+2)-(y+2)=4n, ez
a négyzetrdcsos elrendezéshez tartozo teriiletérték, tehdt nagvobb teriiletii téglalapot,
vagyis nagyobb y ériékeket nem sziikséges vizsgdlni.

Extremalis elrendezések, becslések a siiriiségre

Kongruens korokkel kitoltott téglalapokra a kovetkezd allitast fogjuk be-
bizonyitani:

TETEL. Tetszdleges téglalapnak nyolcndl nem tébb, kongruens korrel valé kitolté-
S I . T, no
sekor ha ¢ =max (S), a kitéltési siirliség maximuma, akkor ¢ = 4 s az egyenloség

csak a négyzetrdcsos elrendezéseknél lép fel.

A bizonyitast az n kiilonboz8 értékeire kiilon-kiilon fogjuk elvégezni (n a ki-
tolt6 korok szama).

n=1, n=2 esetén adott y (illetve ) mellett a legjobb elrendezések és a siirtiség-
maximumok azonnal adédnak (22. abra), megegyezve allitasunkkal.

n=3 esetén az x minimalis értéke:

a) ha O0=y=V3, akkor min(x) = 2/4—)2,

b) ha V3=y=2, akkor min(x):%]/4_y2+]/2,3y’

2

¢) ha 2=y=4, akkor min(x):l/4—%.

MEGIEGYZES: A 4. segédtétel szerint a vizsgalatot nem kellene ilyen széles
intervallumon végezni, ezt csupan a késGbbiek kedvéért tessziik.
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Bizonyitds. Az a) és c) eseteket 1ényegében véve a 3. segédtétellel megoldottuk
(a) és ¢) az x és y szimmetrikus szerepe miatt ekvivalens). Bizonyitando tehat a b) eset.

Két pont a harom koziil — legyen ez A és C — a 2. segédtétel értelmében a tégla-
lap y hosszasagh oldalain helyezkedik el (4. abra). E feltétel mellett (egyszeriien
a Pitagorasz-tételbdl) azonnal addédik, hogy az adott y €s a hozza rendelt x értékek
esetén csak az abran lathato elrendezés lehetséges — amikor AB=BC=CA =2 és
a két széls6é pont, A és C, koziil egy a téglalap egyik csticsaban van — kisebb x
értékek mellett a pontok kozti tavolsagok minimuma egyaltalan nem érheti el
a sziikséges két egységnyi értéket.

Figyelembe véve az a) és c) esetet is, megadtuk minden széba johetd y-ra a leg-
nagyobb siirliséget szolgaltatd elrendezést (1. a 23a—c abrat).

Az 1. segédtételt felhasznalva — miutan kiszamitottuk az eredeti téglalap
teriiletét az y fent adott intervallumainak végpontjaiban (melyek egyben az 1. segéd-
tételben szerepld ¢ szog valtozasi hatarai is) — azt kapjuk, hogy az adott y érté-
keken beliil a legkisebb teriilet az y =0 (és y =4) pontban 1ép fel, vagyis a négyzet-
racsos elrendezésnél (1. a 23. d abrat), amikor ¢ :%.

A tovabbi vizsgalatok érdekében foglalkoznunk kell az alabbi problémaval.

Az y magassagli téglalapban adott egy a szélességli ABCD (,.fiiggbleges™)
sav (5. abra). Ebben a savban helyezkedik el harom pont: I, 11, III, (a koztiik levs
tavolsag legalabb 2). Az a kérdés, hogy ezt a pontharmast egy negyedikkel (IV)
kiegészitve, mekkora az igy kapott pontnégyes altal lefoglalt ABEF sav minimalis
szélessége — vagyis az AF tavolsig minimuma. Csupan azt koveteljiik meg, hogy
az eredeti pontharmas bent maradjon az eredetileg adott ABCD savban és a pontok
kozti tavolsagok minimuma legalabb 2 legyen.

z
A D _F - enmmmech o L i
e AR T T i | or ][ 1Nd’
o Z | | | &7;
I oIy et I 7]
Y J o’ ;
o | i
I, fe T : |
o' |d{| a | |
Foilian; ) b (Y el | |
E/B ﬂ‘lC E g | ID
5. abra 6. abra

Keresend6 tehat adott y-hoz négy pont olyan elrendezése és egy olyan z érték,
hogy a négy pont az y, z oldala téglalapon beliil legyen (legalabb két egységnyi
tavolsaggal a pontok kozott) és koziilik harom pedig egy y, @ oldalhosszisagu
savban. A z értékének az adott y és a értékek mellett minimalisnak kell lennie.

Természetesen csak olyan eseteket vizsgalunk, amikor az a=z.

5. SEGEDTETEL. Legyen V3=y=3. A z minimdlis értéke az a fiiggvényében:

V3

min (z) = a+ V4—(y—V4—a®?, ahol %V4—y2+7y§a§2, ha Y3=y=2,

2

illetve V4 —% =a=)4y—)? ha 2=y=3. Az a-ra adott alsé korldtok tételiink
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n =23-ra vonatkozd részébdl kivetkeznek (hiszen az a szélességii savban hdarom pontnak

kell lennie); a felsé korldtok (2 illetve Y4y —y?) feletti a értékek vizsgdlatira nem
lesz sziikség. |

A bizonyitast csak a Y3 =y=2 intervallumra részletezziik, mivel a 2=y =3
esetben teljesen hasonld mdédon lehet eljarni.

Bizonyitds. A 2. segédtétel szerint a negyedik pontnak IV-nek), illetve az
elsé harom pont koziil is legalabb egynek (jeloljiik ezt I-gyel) rajta kell lennie egy
y hosszusagu (figgdleges) oldalon (6. abra).

Legyen I-nek a téglalap legkozelebbi (4) csucsatél mért tavolsaga d, és IV-nek
az A-val szemkozti (C) csucstol mért tavolsaga d”!

Eldszor belatjuk, hogy adott d esetén, ahol Oédég—l;—z’
malis értéke akkor 1ép fel, amikor a korkdzéppontok egy a téglalapba irt rombusz
csucsai, melynek oldalhosszisidga 2 és rovidebb atloja sem kisebb 2-nél (7b abra).

Ad= %—Vg V4 —y® értéknél ez az 4tlé éppen 2-vel egyenld. Ennél nagyobb

Y4—)? a z mini-

d értékeknél nagyobb a-hoz nagyobb z tartozik, tehat ezt az esetet nem kell vizsgalni
(lasd 8. abra).

A rombuszos elrendezésnél (7b abra) a z értéke: z = V4—d>*+V4—(y—d)®
(d=d’). Barmely mas esetben — ha d=#d’ (7a,c abra) — ugyanekkora z mellett
nem lehetséges az I és IV pontokon kiviil még egyszerre masik kett6t (II, III) el-
helyezni, mert az ABC ivharomszogben (7a, c 4bra) — ahova a fennmaradd két
pont keriilhetne — két pont kozti tavolsag mindig kisebb 2-nél, mivel az AB, BC és
CA tavolsagok mindegyike kisebb mint 2, — ez elemi titon belathato.
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Kivételt képez az y =2, d=1 eset, amikor a 9a abrén lathaté elrendezés is lehet-

séges — mely nem a rombuszos elrendezés —, azonban az a =}/3 és z =23 értékek
megegyeznek a rombuszos elrendezésnél adodo értékekkel (9b 4bra).

Minden d értékhez — az adott intervallumon — tartozik egy « érték (az I, 11, 111
altal elfoglalt rész szélessége). Belatjuk, hogy ehhez az a-hoz a fent adott
(z = V4—+V4—(y—d)?) értéknél kisebb z érték nem tartozhat, és ezzel
eredeti problémankat (adott a-hoz minimalis z keresése) meg is oldottuk:

Kisebb z-hez feltétleniil kisebb d is tartozik (d csokkentésével a rombusz mind-
két atléja novekedhet az adott téglalapon beliil, tehat z csokkenthet és forditva)
azonban — szintén elemi uton — bizonyithatd, hogy a fent adott a és z értékek mel-
lett (melyek d fiiggvényei) harom pontot nem helyezhetiink el az a szélességii savon
beliil tgy, hogy az I d-nél kozelebb van A-hoz, és még egy negyedik pont is-van
az y, z oldalu téglalapon beliil.

A rovidség kedvéért a bizonyitast itt nem targyaljuk, csupan a 10. abran illuszt-
raljuk a 1étrejové helyezetet.

Meg kell jegyezni, hogy itt is kivételt képez az y =2, a= V3 eset, amikor d =1
és d=0 egyarant megfelel, azonban a z valtozatlanul 2)/3 (11. abra).

A 2=y=3 intervallumra az adott a esetén legkisebb z értéket szolgaltatd
elrendezés (mely szintén egy rombuszt ad) a 12. abran lathaté. Ebben az esetben

ishaitd = % (a :gl értékeknél kétféle megoldas is felléphet (13. abra), azonban az

a és z értékek egyértelmiiek. (Az a valtozasi intervallumat, valamint a kiilonb6z6
a értékekhez tartozd z értékeket az el6z6kben mar megadtuk.) g

Az n=4 esetben a Kkitoltési siirliség
az y=0 vagy az y=2 pontban (négyzet-
racsos elrendezés) veszi fel maximumat,

R | amely a g=% érték.

2.8

a

11. édbra
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A bizonyitas az 5. segédtételbsl a 3. és 4. segédtételek figyelembevételével

azonnal adédik. A vizsgalatot csak a J/3 =y =2 intervallumon kell elvégezni. Itta
kozéppontokat tartalmazé téglalap x hossziisiga — mely az 5. segédtételben sze-

z
2

d=04
I Z

13. 4bra

replé z-nek felel meg — akkor minimalis, ha — szintén az 5. segédtétel szerinti
értelemben — a d minimalis, vagyis 0. Tehat a minimdlis x-et valéban a 14. dbran
lathatd elrendezésnél kapjuk. Igy tehat valamennyi szoba johetd y értékre ismerjiik
mar a legjobb elrendezéseket (24. abra).

Kiszamitva az y=}3, y=2 helyeken a T=m-h teriiletértéket — mivel ez az
y =2 helyen kisebb —, az 1. segédtétel szerint a minimalis teriilet, vagyis a maxi-
malis slirliség, mely a ¢ =§ az y =2 esetben — négyzetracsos elrendezésnél — Iép fel,
ugyanugy mint az y =0 esetén (Id. 24b, c 4bra).

Az n=35 eset visszavezethetd az n =3 esetre:

Vagjunk le a téglalapbdl (15. dbra) — az y hosszlisagu oldallal parhuzamos

8 D F
I
o \‘ oIV
g o
ol t
A Ql ;C E
14. abra 15. édbra

egyenessel — egy akkora savot (4BCD), melyben harom pont éppen elfér — az
adott elrendezés mellett —, vagyis ugy, hogy egy pont a harom koziil legyen rajta
az elvalasztd egyenesen. Igy a téglalap masik felében (CDEF) is éppen harom pont

(II, IV, V) van.
Tételiink n=3-ra vonatkozé részében mar megadtuk e két rész minimaélis

szélességét :
5 V3
min (a) = —V4 i+ DB ha V3=y=2
X = 2. min (a).

min(a)=1/4——}:1—~ ha "G2=p=4
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Mivel a J3 =y =2}3 intervallumon megvaldsithaté (két harom-harom pontot
tartalmazé téglalap Osszeillesztésével), hogy x értéke 2-min(a) legyen, igy egyben
megadtuk az Osszes lehetséges y értékre az extremadlis elrendezéseket (25a, b abra).
(A 4. segédtételben adott korlat: 2()'5—1)<2y3).

Az 1. segédtételt alkalmazva itt is konnyen megkaphatd, hogy a siirliség
maximuma az y =0 helyen (négyzetracsos elrendezés) 1ép fel (25 d abra).

Az n=6 esetre vonatkozd allitasainkat bizonyitva megvizsgaljuk, hogy
az 5. segédtételben szerepld z érték hogyan valtozik az a fliiggvényében, pontosabban
nem is a z hanem a z —a értéket vizsgaljuk. Tekintsiik a 16. 4brat. Mivel mindig

; d(z—
igaz, hogy a=z—a, ezért p3=¢,. EbbOl azonnal adddik, hogy —(Zd—a-i) =1,
e = 35 i ; 4 . d(z—a) :
- s6t mivel a novekedésével ¢ 5 csokken €s ¢, novekszik, a —— o monoton csokken,

vagyis a (z—a) = f(a) fiiggvény alulrdl konkav (természetesen csak azon az inter-
vallumon, amelyet az a valtozasara mar megadtunk az 5. segédtételben).

a
P
Za0 O R8T B
To o ‘I L
\ 72 Dieiay
>/ /7 y 1 :
y / . . JI[ |
o ‘ ok ' 87
{ 7<"\\ SO ETE ; .if_/
a X
16. 4dbra 17. abra

Tekintsiik ezutian magat a hat pontot tartalmazo téglalapot (1. a 17. abrat).
Valasszunk ki a pontok koziil harmat, melyek a legkeskenyebb a szélességii savot
foglaljak el. Minden esetben felbonthaté az y, x oldala téglalap harom olyan savra,
amelyek koziil kettdben harom-harom pont van, és az egyik éppen a fent kivalasz-
tott pontharmas. A harmadik siav, mely emellett a pontharmas mellett van, két
pontot tartalmaz. Természetesen barmely paros n esetén adhaté ilyen pontharmasok-
bol és egy pontkettdsbél allé felbontas, ahol a pontkettés a minimalis szélességii
részt elfoglalé pontharmas mellett all.

Az a szélességli és a mellette levs két pontot tartalmazd savok Ossz-szélességének
minimuma — az 5. segédtételben hasznalt jel6lés szerint — éppen z. Minthogy
a masik harom pont a-nal nem kisebb szélességii savot foglal el, az x-re egy also
becslés az a+z érték. Mivel az el6z8k szerint z—a és igy z+a is a-nak alulrdl
konkav filiggvénye, ezért ahhoz, hogy x minimumat megkaphassuk, az x-et mint

az a fiiggvényét csak az a széls6 értékeire kell vizsgalni; azaz ha J/ 3 =y =2, akkor az

A g T e
a=2, illetve :2—1/4—y +7y, ha 2=y=3, akkor az a =V4y —y?, illetve |/ 4— 7
helyeken.

Elvégezve a szamitasokat, megkapjuk, hogy a kiilonb6zé y értékek mellett
a maximalis sliriség mindig a legnagyobb a érték mellett 1ép fel, vagyis éppen a

26b, d abran lathato rendszereknél.
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Megadtuk tehat a Y3 =y =3 intervallumon a legnagyobb siiriiséget szolgaltato
rendszereket. Mivel a 4. segédtételben adott korlat: 2(]/6—1) kisebb mint 3, és
az 1. segédtételt alkalmazva kimutathatd, hogy a J/3 =y =3 intervallumon a legna-

gyobb siirliségek mindegyike kisebb mint %, kivéve az y =2 helyet, ezért elmond-

hatjuk, hogy a kiilonboz6 alaku téglalapok koziil az y =0 (m=2) és y =2 érték-
nél, azaz négyzetracsos elrendezésnél érheté el a legnagyobb Kkitoltési siirliség
n=06-ra is (26a, c abra).

Beszélhetiink még a 3 <y értékekrdl is. Az y=£ helyen y =x. Ez a [2] cikk-

V13
bdl ismeretes. A megfelelS elrendezés a 26e abran lathatd. Nagyon valdszindi, hogy

2 ;
aj3= é—ll—g helyeken, amelyekre extremalis elrendezéseket nem adtunk, a leg-

jobb elrendezéseket a két sz€éls6 helyzet kozti folytonos atmenet adja, azaz a két-két
korbdl allé |, fiiggbleges” sorok mind jobban egymasba nyomulnak (3la abra)
— ilyen mozgas torténik a 2 =y =3 intervallumon is. Pontos slirliségértékre tehat
csak egy sejtésiink van, de egy becslés adhatd a téglalap teriiletére ezen az inter-

Rty 12 A s
vallumon is, hiszenha az ya 3=y éVl:?;? intervallumon valtozik, az x ssmmiképpen

sem lehet B— -nal kisebb.
V13

Az n=7 esetre nem adunk extremalis elrendezéseket minden y-ra, csupan ki-
mutatjuk egy becslés segitségével, hogy az y =0-hoz tartozé négyzetracsos elrendezés
adja a legnagyobb Kitoltési siiriiséget.

Tekintsiik az y magassagu téglalapnak a 18. abran lathatd felosztasat!

iatel oo 2o il
b T, i j §
1 ¢

b, M . /\ [ e
22y %, >n¢/,‘f [ N ’m \»—AZ//L\ f\-‘y:Z
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S SFRC Rl BRUE - e AL
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18. 4abra

Legyena—=b= l/4— 1; —¢& (=0, tetszOlegesen kicsi). Ekkor az elsd négy

részben csak egy-egy pont helyezheté el. A fennmaradé harom pontnak igy a ¢
szélességli részben kell lennie. Ekkor — mint mar tételiink 7 =3-ra vonatkozo részé-

A ) ey 7 :
ben belattuk — ¢ minimalis értéke: e 1/4——y2 +V73y, ha ]/3 =y=2 vagyl/4—yz,
ha 2=y=2J3. Alkalmazva az 1. segédtételt (ha Y3=y=2, akkor a segédtételt
kiilon-kiilon kell alkalmazni a 7y= (a+b+1)-(y+2) és.a Ty = (c+1)-(y+2)
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teriiletii téglalapokra, és ezeknek minimalis teriiletét kell sszegezni) megkaphatjuk,
hogy a fenti médon adott téglalap T=m-h teriilete a V3= y=3 intervallumon
28-nal nagyobb (28 =4n a négyzetracsos elrendezéshez tartozo teriiletérték).

Az az eset, amikor y=x, az y = 2+ J/3 értéknél 1ép fel. Ez szintén [2]-bSl
ismert eredmény; a megfeleld elrendezés a 27b abran lathato. Ha y kisebb mint
2 +V3, akkor az x csak nagyobb lehet ennél az értéknél. Tgy egy becslés adhaté
a T=m-h teriiletre: Tz(y+2)-(4+l/3). Mivel ez az érték y=3-nal is nagyobb
mint 28 és a 4. segédtételben adott felsé korlat: 2(/7—1)<2+V3, ezért elmond-
hatd, hogy tételiink n=7-re is igaz. (Az extremalis elrendezés y =0-nal 1ép fel;
1. 27a abrat.)

Az n=8 esethen az n=6 esethez hasonlé mdédon vizsgalhaté a probléma a
Y3=y=2, illetve a 2=y =3 intervallumon, azzal a kiilonbséggel, hogy itt az a+z

helyett 2a+z szerepel. Ennek a fiiggvénynek a kon-
_ Kkavitasat kihasznalva itt is megkapjuk, hogy az
S W g NS I n=6-hoz hasonléan a 28b,d abran levé elrendezé-

B o sek, vagyis amikor az ¢ maximalis, a legjobbak. Sza-
y & mitasunk ebben az esetben (n=28) csak y=2,8-ig al-

X

|
I
|
|
I
|

L kalmazhatd. Az 1. segédtétel fethasznalasaval itt is
! l konnyen kimutathaté, hogy a 28b,d abran adott
= ———>UI elrendezésekhez tartozo teriiletérték: T=m-h=32=

i i 4n. Ezzel azokra a téglalapokra melyeknél m =48

tudjuk, hogy a maximalis Kkitoltési siirliség %, mely
y=0 és y=2 esetben (négyzetracsos elrendezés) 1ép fel (28a, c abra).

Nagyobb y értékekre becsléseket adunk, melyek néhol pontosak lesznek.

Osszuk fel a nyolc pontot tartalmazoé téglalapot egy az y hosszasagl oldailal
parhuzamos egyenessel két részre ugy, hogy az egyik hat,a masik harom pontot
tartalmazzon! (19. abra.) Legyen az el6bbi rész szélessége a, az utobbié b.

12 :
Ha yévﬁ, akkor @ mindenképpen nagyobb, vagy egyenld ezzel az értékkel,

2.4
b= V4— J:T (I. az n=6 ¢€s n =3 eseteket).

1.2 - : 2

Ha V? =y=2y3, akkora =3 (ez szintén az n = 6 esetbSl adédik) és b= |/ 4— %
Ezekre az y és x = a+ b értékekre kiszadmitva a T=m-h teriiletet (a b értéknél
felhasznalva az 1. segédtételt), 7T-re mindig 32-nél nagyobb értéket kapunk (32 =4n).

A fenti becslések az y:]/]123 és y =23 helyen pontosak (I. 28e, f abrat).

Mivel ha y = V6+V2, akkor x=y (I. [1]), ezért ha y=V6+V2, akkor
x=V6+ V2. Ennek alapjan becslést adva a T'=m-h teriiletre (mely y= V6 +V2-nél
pontos lesz, 1. 28g4bra): a 2J/3 =y =16+ 2 intervallumon a 7 mindig nagyobb
32-nél. Tehat — mivel a 4. segédtételben adott korlat: 2V8—1)<V6+V2 — téte-
liinket mar n=_8-ra is bizonyitottuk, és n=2_8-ra is az Osszes kiilonbozé téglalapra
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becslést adtunk a kitdltési siiriségre a 2,8=y=16+V2 intervallumon (kisebb
y értékekre pedig pontos elrendezéseket).

Ezzel tételiink bizonyitasat befejeztiik.

Befejezésként néhany megjegyzést tesziink arra az esetre, amikor n>38.

Megjegyzések az n> 8 esetekre

Valdszintinek latszik, hogy n=9 és n=10 esetén is a négyzetracsos elrendezés
(y=0, 4 és y=0, 2) adja a siirliség maximumadt (32a, b és ¢, d 4bra).
n=11 esetén mar biztosan nem a négyzetracsos elrendezés az extremalis. Amint
az konnyen kiszamithato, a 20. abran lathatd szabalyos haromszogracsot add elren-
11z m
= >
16(Y3 +1) 4
bizonyitva azonban, hogy az elébbi extremalis.

dezés nagyobb stiriséget [Q ] ad, mint a négyzetracsos — nincs

n=12 esetében viszont a négyzetracsos elrendezés g nﬂ )
ad nagyobb siirliséget (nincs bizonyitva, hogy az ext- vA"'A"VA'
rémumot adja vagy sem). i .“"‘Y "

Ha n=14, akkor mar sohasem adjak a négy- """“
zetracsos elrendezések a siirliség maximumat — ez a /Y YA"AYA' %
3. segédiételbdl kovetkezik. N oy

A 3. segédtételen kiviil — melyben a 0=y=}/3
intervallumon minden n-re megadtuk a kiilonbdzd y
értékek mellett a legnagyobb siirliséget ado elrendezé-
seket — mas eredmények nem ismertek 8-nal nagyobb n értékekre, kivéve a [2]-
ben szerepld elrendezést n=9 és y =4 esetére (I. 29. abra). Egy ilyen problémaval
foglalkozunk még roéviden.

Az x minimalis értékének szamitdsa tetszéleges paros n-re lehetséges a 3=y =2
(illetve 2=y =3) intervallumon az n=6 (és n=28) esetben hasznalt mddszerrel.

20. abra

Az ott szerepld jelolésekkel paros n-re x = (%—2) a+z. Ennek alapjan példaul

a J/ 3=y =2 esetben kimutathatd, hogy az egyes y értékekre n= 14 esetén (n paros)
az n=6 (n=_8) értéknél felléps elrendezésekkel azonos szerkezetli rendszerek az
extremalisak (30. abra). Az 1. segédtételbdl pedig az is adddik, hogy ilyenkor is

PR AL
i P 8(sV3 -2

i 200/3+1)

21. abra
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az y=2 pontban (négyzetracsos elrendezés) iép fel a legnagyobb siirliség — mikoz-
ben az y valtozik, kivéve az n =14 esetet, amikor a maximum y=}3-nél van.

Egy érdekes részprobléma annak vizsgéilata, hogy nagy n esetén a szabalyos
haromszogracsos elrendezések koziil melyek adjak — adott n mellett —alegnagyobb
kitoltési stirtiséget, vagyis, hogy hany sorban kell elhelyezni a koroket és soronként
hanyat. Példaul n=14 esetére a 21. abra két lehetOsége koziil az a) elrendezés
nagyobb siirliséget ad, mint a b) elrendezés. Ezekkel a vizsgalatokkal azonban itt
nem foglalkozunk.

Osszefoglalas

A kovetkezOkben egy abrasorozatban Osszefoglaljuk azokat a korelhelyezéseket,
amelyek extremalisak, illetve sejthetéen azok. A 22a, c; 23d; 24b, c; 25d;
26a c; 27a; 28a,c; 32a,b,c és d abrakon az adott n mellett legnagyobb siirii-
séget szolgaltatd, négyzetrdcsos elrendezések lathatok, mig a tobbi abran a kiilon-
b6z6 y értékektdl fiiggben a lehetd legnagyobb siiriiséget ado korelhelyezések
szerepelnek.

Az egyszeriiség kedvéért altalaban csak a kozéppontokat tartalmazd y, x
oldalu (esetleg — ha y=0 — egy szakassza fajuld) téglalapok szerepelnek.

EXTREMALIS ELRENDEZESEK : :
(Az y <V/3 értékekkel kapesolatban 1. a 3. segédtételt.)

=l n=2
C@ /%)
2 m
; y 05y<V2
ASEE, s N h
a) b cv)
22. 4bra

24. abra
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d»
25. 4bra

27, abra
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q-)
28. abra
n=9 n=10,12,1%
X i B
Lokl )
e / / / [1V3<y<2 :
Y=x=4 & | / I ! / Y
o4 +
10 12 14
29. 4bra 30. dbra

SEJTHETOEN EXTREMALIS ELRENDEZESEK :

2/3<y<V+V2

31. abra

12 -4 S
Az y=28és y=r kozott az n=8 esetben nem adtunk meg extremalis

elrendezéseket. Ez—azn=7(y> }/3) esethez hasonléan — elég bonyolult probléma-
nak latszik.
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32. 4bra

IRODALOM

[1] SCHAER, J.-—MEIR, A.: On a Geometric Extremum Problem, Canadian Mathematical Bulletin,
8. No. 1. (1965).

[2] ScHAER, J.: The Densest Packing of 9 Circles in a Square Canadian Mathematical Bulletin,
8. No. 3. (1965).

(Beérkezett: 1968. XII. 20.)

PACKING OF NON-OVERLAPPING CONGRUENT CIRCLES
IN RECTANGLES

by MIHALY Rupa

Summary

If o(n) denotes the maximal density of » non-overlapping congruent circles in a rectangle,
b4
then o(n) = ) for n=8, and the extremal configurations are illustrated by Fig. 22—28. Conjectured

extremal configurations for some greater value of »# are shown in Fig. 31., 32.
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RACIONALIS SPEKTRAL SURUSEGFUGGVENYU
STACIONARIUS FOLYAMATOK VARHATO
ERTEKENEK MEGENGEDHETO BECSLESEROL

irta: ARATO MATYAS

1. Korrekt becslések

Legyen a &(t) valds (0=¢=T) stacionarius (szigori értelemben) folyamat
1 valdszinfiséggel folytonosés @ = ME(r) ismeretlen, mig a B(t) = M(&(s+1)—0)-
-(&(s) —0) kovariancia fiiggvény legyen ismert. Adott 6 esetén a folyamathoz tar-
tozd valoszinliségi mértéket, ill. varhaté értéket jeldlje P, ill. M,. Stacionarius
folyamatok esetén van értelme 0 olyan becsléseit tekinteni, melyek a koordinata-
rendszer megvalasztasaval szemben invariansak.

Definicidé. A é(q“(t)) funkciondlt korrekt becslésének nevezziik, ha tetszd-

leges —oo<c<oo esetén R
0 +c)=0(@@)+ec.

T
. 1 . .
Konyi latni, hogy pl. az T /f(t)dt ¢és a &(¢,) funkcional (7, fix) korrekt becs-
b

ése 0-nak. ~
Jelblje a tovabbiakban " a korrekt becslések osztalyat. Ha 8¢

L) My (0—0F = My(0E (1) —0) = My@E ()Y

Fiiggetlen megfigyeléssorozatra a korrekt becslés fogalmat Prtman [7] vezette be.
A 6 0n. lokaciés paraméter Pitman-féle becslésének nevezziik (a varhato érték 1éte-
zése esetén) az

(1.2) u = £(0)—My(&0)E()—£0), 0=r=T)

becslést. A tovabbiakban a £(¢) —£(0) (0=t =T) valtozok altal generalt c-algebrat
AT-vel fogjuk jeldlni, s akkor

u = £ (0)— My o)/ 543).

Nyilvan
u@t)+c) = &) +c— M, (£(0)/£]) = u(E (1)) +ec,

azaz uc A és
(1.3) U My(u) = MyE(0)— My (M y(E0)|£D)) = 0,

tehataz u torzitatlan becslése O-nak. Az M (0|]) és 0 — M (0|/]) valtozok orto-
gonalitasa miatt, ha 0¢. 4

(1.4)  My(0—0)*= My(0)* = My (60— My (0| 4D + My (M0 | #T))? =
= Mo[0— M, (0| DI
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Ha 0 korrekt becslés, 6 — M(©0|#7) is korrekt becslés marad. Megmutatjuk, hogy
tetszbleges 0., 0, korrekt becslésekre

(1-5) 01—M0(91|dg'):(72—M0(02|.521§),

ahol az egyenldség majdnem mindeniitt értendo.
Nyilvanvalé ugyanis, hogy

(1.6) 0, (¢() =0, (1) = B, (E()—L©O)—0:(((N—¢(0) =
= h(E()—&(0),

azaz 0,—0, a &(t)— &(0) funkcionalja, melyet h-val jeldliink. A feltételes varhaté
érték jol ismert tulajdonsaga alapjan

(L.7) M (0,— 0| 8) = h(E(1)—£(0)).
(1. 6) és (1. 7)-b6l adddik, hogy

M@0, 47) = M@ | 5 +h(E()—EO0) = M D,| #T)+0,—0,
és ezzel (1. 5)-6t igazoltuk. (1. 5) specialis esete az

T ) T
1 y 1
-—T—f g(r)dr—Mo[?f é(f)dtlﬂg] = O =M, (@] D)
(i} . 0
Osszefiiggés. R
(1. 4) és (1. 5) Osszevetésébdl adddik, hogy tetszbleges 0 € A -ra
My (02 = M, (w2,

ezzel igazoltuk a kovetkezd allitast:

1. 1. TETEL. A korrekt becslések osztdlydban u minimdlis szérdsu becslése 6-nak.
Konnyli megmutatni, hogy

(1.8) DEO)[ ) = My [(E(0)—M (£ 7)) | #]] =
= M, (& (0)\/7)— M (£(0)| 45 ).
Példa. Legyen P, a stacionarius Gauss—Markov folyamat (0, A) paraméterek-
hez tartozd mértéke (M o (1)? :21—)] , tehat &(r) elégitse ki a
d&(t) = —A8@) dt+2-0dt +d w(t)

differencidlegyenletet, ahol w(¢) a [0, 1] paraméteri Wiener-folyamat.
Ismeretes (lasd pl. [1]), hogy ha V=L X W (ahol L a Lebesgue, W pedig a fel-
tételes Wiener mérték), akkor

- T
,‘% - V%exp{—x[—f?(é(owf(r)wf ¢ (f)d’)+"2[‘ +)§]_

T
T A 2 E0)+&(T)
—7+5f5 <”+—z—]}'
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Ebbdl az Osszefiiggésbol lathatd, hogy a maximum likelihood becslés

T
EO+EM)+ [ et
24T

torzitatlan becslése 0-nak, s egyben elégséges statisztika is. A Blackwell—Kolmo-
gorov—Rao egyenlbtlenség alapjdn minimalis szOorasa torzitatlan becslés. Exponen-
cialis eloszlas-csaladrdl 1évén sz6 0 teljessége miatt (lasd pl. LEHMAN [6] 183. 0.)
egyetlen legjobb torzitatlan becslés.

Mivel 6 egyben korrekt becslés is, M(B(£(1))|#T)=0 és (1. 5) alapjan

0Ew)=

EO)~ Mo(EO)£F) = —;/é(t)dt—Mo [;/ é(r)dzwg] ~

T
EO+EM+A [E@at
- 24T ’

ahonnan

T
2 [ (€0 =E©)dr+(E(T)—E(0)
24 AT

ME©O)|L5)=—

| 2 [ (€)= &) dt=T (£(T)~E(0)
M(f/‘f(’)d”‘”g]z TC+ )

2. A Pitmnan-féle becslés

A slirliségfiiggvény létezését feltételezve az azonos eloszlasu, ue nem fiiggetlen,
£, &, ..., &, minta esetén a Pitman-féle becslést (1. 2)-tdl eltérd alakban is kifejez-
hetjiik. Legyen po(xq, ..., x,) a &1, &q, ..., &, valtozdk egyiittes siiriiségfliggvénye,
akkor az n,=¢&,n, = E,—&4, ..., n, = &, — &, valtozdk egyiittes slirfiségfiigg-
Vénye’ Do (yl’ Yas oees yn) = Po(Jf'n Ve +y11 cevs Vn +y1) Innen

Stpalt,n+ 1, om0y dt

Mo(éllfz—‘él,"'én_Cl):MO(éIWIz""rI”)= fp (t 7 +f n +t)dt,

ahonnan ¢t = £, — x helyettesitéssel

S xpo (& —x, &= X, .. £, —x) dx
fpo(fl“‘x: Co—x, ... &, —x)dx

Mo(fﬂ&fg) = 51 -
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adodik. (1. 2)-vel Osszevetve a
rfoo(f1_x, 52_x9 wes én_x) dx
[ro&i—x,&a—x, ... &, —x) dx

becsiést kapjuk, mely akkor is létezik, amikor a &; valtozok varhatd értéke esetleg
nem létezik (pl. Cauchy eloszlas esetén, vo. [3]). Hasonlé mddon lathaté be, hogy

C[ept et )
- fPo(taﬂz+t,...i1,,+t)dt
¥ po(&s =X, & —x, ... £, — x) dx
fPo(él*x,fz—X,---f,,—x)dx '

@D 0=

M, (&3lo3)

= —G+25 ML+

(1. 8) alapjan
S —x, G- xdx | fap@x, G )dx |
fr@—x..&=—ndx | [p&—x .. &—xdx |

STEIN [9] bebizonyitotta, hogy a (2.2) kifejezés % -ik hatvanyanak varhaté értéke
végessége esetén a (2. 1) becslés megengedhetd becslése #-nak, fliggetlen megfigye-
lésekre. (A megengedhetdség definicidjdban szerepls veszteségfiiggvény itt és a to-
vabbiakban természetesen a paramétertdl vald eltérés négyzetének varhato értéke.)
A tétel nyilvan érvényben marad stacionarius sorozatokra is.

2.1. Példa. Legyen a &(n) stacionarius sorozat egyben Gauss-sorozat és elé-
gitse ki a

(2.2) D*(&4|3) =

Em+k)+ta_En+k—1)+...+aé(n) = e(n+k)

differenciaegyenletet, ahol az e(n) (Me(n)=0, D%(n)=1) fiiggetlen Gauss-sorozat.
Ismeretes hogy (lasd [1])

Po(X15 Xg5 ooos Xy) = ¢ €Xp {—3 [(x1, .., Xy) R(x 1, ... xn)*]),

ahol (a,=1, a,=0, ha /<0 vagy I/=>k, és *-gal a komplex konjugaltat jel6ljiik)

a aag_, ... aa, 0... 0
R = 0 ag+ai_ a0 s+aap_,...0... 0
0 0 a;

azaz R elemeire

rii=ry; €s ry_;ny-;j =, €s (csak az i<~ és j=i elemekre szoritkozva)

Jt 2
‘o, ha j+i=k+]1

2 ha a=j

r,-j= 1=0

i
126’ Q1O -jy- ha j>1i
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A (2. 1) Pitman-féle becslés

fx exp {—%(xl—x, v Xy—X) R (x;—x, ... xN—x)*} dx

b

fexp {—%(xl—x, v Xy—=X)R(x;—x, ... xN—x)*} dx -

amint arrdl egyszerli — de hosszadalmas — szdmolassal meggy6z6dhetiink, meg-
egyezik a maximum likelihood becsléssel. Specialisan a k =1 esetben, amikor

En+1) = ¢ &(m)+e(n+1),
azt kapjuk, hogy

N-1
Gtivt(-0 2 &
2+(N=2)(1—g) ’

51—M0(51|Jf12v) =
és
N—1
CEv—S)+ (-0 ; & —-&)
2+(N=2)(1—9)

Az 1d6ben folytonos &(t) stacionarius folyamat Pitman-féle becslésén, amikor nem
létezik &(t) varhato értéke, értsiik a kovetkezdt. Legyen a &(¢) folyamathoz tartozo
P, mérték abszolut folytonos Q mértékre nézve és jeldlje Radon—Nikodym deri-
valtjat:

Moy (] 48) = —

dp,

d0

@.3) g =W —0dx
' [fi€@=x)dx

&(r) varhato értéke létezése esetén a (2. 3) és (1. 2) becslések megegyeznek, amint
azt az id6ben diszkrét esetre megmutattuk. Az 1. pont példajaban ily mdédon is
megmutathaté a maximum likelihood becslés és a Pitman-féle becslés megegyezése.

(M) = /(D).

0 Pitman-féle becslése legyen

3. Megengedhetd becslések

Az egydimenziés Doob-féle elemi Gauss stacionarius ([2]) folyamat esetén
kozvetleniil is bizonyithaté a maximum likelihood, illetve a Pitman-féle becslés
megengedhet3sége. A Stein-féle bizonyitas kiterjesztése sztochasztikus folyamatok
esetére nyitott kérdés marad, de lathatdlag elvégezhet6. A megengedhetdség
bizonyitasithoz HODGES és LEHMAN [5] mddszerére van sziikség, melyet itt a teljes-
ség kedvéért ismétliink.

Legyen a &(t) stacionarius Gauss-folyamat n — 1-szer differencialhaté és elégitse
ki a
3.1 dEB=D(t) +[a,_ 1 EO-V() + ...ay (& (1) — 0)] dt = dw(r)
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differencialegyenletet, ahol w(t) az ismert Wiener-folyamat Mdw(t) =0, M(dw)®> = dt
paraméterekkel. Ismert, hogy &(7) spektral siiriisége

1 1
21 (A +a,_, A1+ ...+ a?

alakt. A &(r) folyamathoz tartozé mértéket jeldljik P,-val, hangsulyozva ezzel,
hogy M,i(t)=0. l1gaz a kovetkezd tétel:

3. 1. TETEL.
Az
e T
S G an[60 (T) (= D EOO)] +ap [ E(1)
(3.2) m* = = °

2a,+a, T

maximum likelihood becslés egyben Pitman-féle becslés is és az Myé(t)=20
(— o<l <o) paraméternek megengedhets becslése.
A tétel bizonyitasat tobb 1épésben végezziik.

3. 1. LeMMA. Ha a &) =(& (1), ..., &(1)) staciondrius folyamat eleget tesz a
3.3) dE(1) = AE(t) dt +dw (1)

differencidlegyenieteknek, ahol w(t) n-dimenziés Wiener-folyamat (esetleg elfajult)
Mw(dr)=0 és M((w)(dt)w*(dr))) = B,(0)dt kovarianciamdatrixszal (A sajdtértékei
negativ valés résszel birnak), akkor

G4 B(1) = M {E(s+ 1) E*(s)) = ¢* B (o),
és
(3.5) AB(0) + B(o) A* = — B,,(0),

illetve (3. 5)-bél adodik, hogy
(3.6) B Y(0)A+A*B (o) = — B Y(0) B,,(0) B~'(0).

A lemma bizonyitasa szerepel Doob [2] cikkében, itt egy 1j, a sztochasztikus dif-
ferencialegyenletek tulajdonsagain alapulé bizonyitast adunk. (3. 3)-at dw*(¢)-vel
szorozva, s varhaté értéket képezve (dw(r) és &(7) fiiggetlensége miatt)

MAE(r) dw*(t) = B,,(0) dt
vagy
ME(t-+dt)dw* (1) = B, (o) dt

adddik. Ezt felhasznalva (3. 3)-at eldbb E*(¢)-vel szorozva, illetve §(¢+dt)-t (3. 3)
bal és jobb oldalanak konjugaltjaval szorozva s mindkétszer varhatd értéket képezve
kapjuk a

B(dt)— B(o) = AB(o)dt

B(0o)— B(dt) = B(dr) A*dt + B,,(0) dt
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Osszefiiggéseket, ahonnan Osszeadassal B(r) folytonossagabdl kovetkezik (3.5).
A (3. 4) Osszefiiggés
lim
t—>0

-1 _
w = A (E az egységmdtrix),

kovetkezménye. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.
Legyen most &(t) (n— 1)-szer differencialhatd és

S () =2¢()

déo(t)
# =& (1)
G- 1) |
_(_l_é_n_‘;;-(t)_ = én_l(t)

dé,_,(t) = ~(‘70(50(1‘)_0)““11 G+ o, & () di+dw(t),

azaz (3.1) a (3. 1) differencidlegyenlet tobbdimenzids megfelelje. Ekkor

0100 ..0 00...0
G.7) 4= 9010...0 & B,(0)= 000
—ay—a, —a; —az ... —4a,_y 00...1

3.2. LEMMA. Ha A (3.7) alaku, akkor

a,a, 0 a, ds 0 ayas ... aya,
0 ayas—aga; 0 aya,—aya, 0
(3.8) B71(0)=2{aya, 0 dsa@z—ayds+aya; 0 a,a,| (ha n pdratlan),
la() an an -1 an

ahol a,=1 és a;=0, ha i <0 vagy i>n, mig B;;(0) elemeire

0, ha i=j+1 (mod2)
bt = bzt =

Y 7 2 X (=1ai @414, ha i=j (mod2),i<j.
k=0

1

A lemma helyességér6l (3. 6)-ba torténG behelyettesitéssel gydzddhetiink meg.
Ezutan térjiink at a (3. 1)-nek eleget tevd &(r) (M, (5(r)) = 0)és &(r)+ 0 (M (&(1))=0)
folyamatokhoz tartozé P, és P, mértékek Radon—Nikodym derivaltjainak meg-
hatarozasara.
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3. 3. LEMMA. Ervényes a kovetkezd osszefiiggés:

P,
d L (f (1) = exp{——a0 0 (ayT+2a))+ak 0 fé(t) dt +
3.9
n—1
+a,0 5 a1 [EP(T) + (= 1) E® (0)]} .
k=0
Bizonyitas. Jeldlje @q4(xq, ..., x,) @ (3. 1) egyenletnek eleget tevé folyamat

esetén &£,0), ..., &,_ 1(0) slirliségfiiggvényét, akkor Szkorohod ismert tétele ([8],
131. o.) alapjan

T

9 ) = 20260 {_;_2 ot (£(0)) i +

90(600), -, &1 0)

T T

S @9 (6 (0), ..., &,_1(0) {_*1_ 0 f }
o2 [aeoamo) < pEG G or -y aer o] o).

0 0

ahol

(2o (%), ..cr oty 1 (X)) = (Ag—A)x = (0,0, ..., 0a,).

A (3. 2) lemma szerint

00 (E©) _ {_ 2 : }
?, (£(0) = €Xp | —doa, 0°+ 24, 0 kg; s 1 62 (0)( 5

masrészt a dw(t) szerinti integralast a (3. 1°) bal oldali kifejezésével helyettesitve
(0 =0 mellett) nyerjiik, hogy

dPo (f (t)) = exp {_‘ao a, 0*°+2a, 0 j Aoy 1 ok (O)} - eXp {-; as0* T+
k=0
T
+a,0 f [der (D + a1 &ar () dt+ ... +ay & dt]} =
= exp {—ﬁ a4 0% (ay T+2a) +a2 0 ] E(t)dt+

n—1
+ay0 2 e[S + (=1 é“"(O)]},
K=o
s ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

T
A jol ismert faktorizacids tétel (lasd pl. LEHMAN [6] 75. o.) szerint aofg” (t)dt+
0

n—1
+ 2 @y 1[E® (1) + (= 1)FEB(0)] elégséges statisztika és a Blackwell—Kolmogorov—

k=0
Rao-egyenlitlenség szerint a (3. 2) maximum likelihood becslés minimalis szérasa tor-
zitatlan becslés. A Lehmann— Scheffé-tételbdl ([6], 183. o.) kovetkezik az elégséges
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statisztika teljessége és hogy a (3. 2) maximum likelihood becslés az egyetlen mini-
malis szdérash torzitatlan becslés. Mivel (3. 2) korrekt becslés, egyben Pitman-féle
becslés is. A Pitman-féle becslés (2. 3) alapjan tdrténd kozvetlen kiszAmolasara itt
nem tériink ki.

Konnyii megmutatni (lasd pl. GRENANDER [4] 243. o.), hogy
v
ayRay+a,T) '’

Legyen O(£()) a 0 egy becslése és My(f) = 0 +b3(0). A Cramér—Rao-egyenlbtlenség

szerint \
1 b' 0
3.1 Di(0) = My(0—07—b2(0) = ; +6 0)

Mo [ae o8 G ( (’))]

Mivel m* elégséges statisztika (de egyszerii szimolassal is beléthato’)

(3.10) D m* =

o . dPY) 1
M"[&G lo —o] = Dim®) ay(2a,+a, T).
3.4. LemMA. Ha a 0 becslés olyan, hogy minden 0-ra teljesiil a
1+ b; OF
p LHEOF

a0(2a1 + a, T) - dy (2a1 + dy T)
egyenlitlenség, akkor by(8)=0 (— o <f<oo).

Bizonyitds. A feltevésbdl kovetkezik egyrészt, hogy b3(0)| korlatos (— co <f< ),
masrészt, hogy by(0) nem lehet pozitiv. Igy by(8) monoton csdkkend fiiggvénye
0-nak, s korlatossaga miatt létezik olyan 0, -—oo, ill. 0, - sorozat, hogy b°(6,)
és b’((),’,) zérushoz tart. De ez csak akkor lehetséges, ha b(6,) és b(B,',) is zérushoz
tart, amibdl a lemma Aallitasa kovetkezik.

Végiil sziikségiink van a kovetkez8, HODGES és LEHMANNtO] szirmazé lemmaéra

(L. [5]):

3.5. LeMMA. Haa 8* becslésre a Cramer—Rao-egyenlotlenségben minden 6-ra
egyenléség dll fenn és tetszbleges O becslésre a

(L+b; (0))
*(9 log dP,
20 dP

egyenlitlenség teljesiilése maga utdn vonja a by(0) =by(0) azonossdgot, akkor 0*

megengedhetd becslése 0-nak.

Bizonyitds. Bebizonyitjuk, hogy ha O-ra teljesiil My(d — 0)* = My(6* — 6)?
(minden §-ra), akkor  =0* azaz 6§ megengedhetS. Ha

M,(0—0) = M,(0*—0)* = b2.(6) +

(3.12) 12 (0) +

5 = bj«+ Dg(6%)

[1+b5: O)F

9 dr,\"’
Mo[aelogd—})z]
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akkor (3.11) szerint

1+ 55 (0)) R -
5O+ — ! f,()?”) s = B3 0)+ D3O = M, (0—6) =
[
Mg[% IOgd—PO]
Bt ber(0))?
Mo gy log S22
“{ 00

is teljesiil, de ez azt jelenti, hogy bs(0) =bg(0) és_egyben b3(0) = bge(0). Igy tehat
Dyd)= D2(0*) és My —0) =My 0* —0)?, azaz 0=6* amit bizonyitani kellett.

A 3.5. és 3. 4. lemmakbdl kozvetleniil adédik a 3. 1.tétel.

Amint az a bizonyitasbdl lathatd, tobb dimenzidés Gauss-stacionarius folyamatok
varhaté értékének becsléseire a modszer nem terjeszthetd ki. Fiiggetlen megfigye-
lések esetében — mint az jol ismert [10] — a megengedhet8ség n =3 esetén (n az isme-
retlen kozépértékek szama) nem is igaz. Kérdés, hogy kétdimenzids stacionarius
Gauss-folyamat esetén igaz-e a megengedhetség?

Ugyancsak érdekes megvizsgilni a minimax becslések és a (2. 3) Pitman-
féle becslés kapcsolatat (vo. [3)).

A Cauchy-folyamat Pitman-becslésének vizsgalatara a késdbbiekben keriil sor.
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ON ADMISSIBLE ESTIMATION OF AN UNKNOWN MEAN OF STATIONARY
PROCESSES WITH RATIONAL SPECTRAL DENSITY
by 7
M. ARATO

Summary

For a stationary process with unknown mean there is given the definiton of the Pitman esti-
mation in the form of (1. 2.) and (2.3), where f,(&(¢)) is the Radon-Nikodym derivative. It is shown
that in the case of stationary Gaussian—Markov process the maximum likelihood and Pitman
estimates are the same.

Theorem 3.1. states, that the maximum likelikood estimate of the unknown mean for the
Gaussian process (3. 1)is a Pitman estimate and it is admissible. There is given the inverse matrix
of the correlation matrix of the variables €(0), £(0), ..., £~ (0) in the form (3. 8).
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WALSH—FOURIER-SOROK EROS
APPROXIMACIOJAROL \

irta: SCHIPP FERENC

Bevezetés

Legyen x=0, x¢x;...X,... (x,=0,1) az x€[0, 1) szam diadikus kifejtése, és
R a [0, 1) intervallum diadikus racionalis szamainak halmaza. A tovabbiakban
az x € R elemekre lehetséges kétféle felirds koziil azt valasztjuk, amelyben egy bizo-
nyos jegyt6l kezdve csupa 0 jegy all.

Az {r, (x)} (n=0,1,2,...) Rademacher-féle fiiggvényrendszert a kovetkezd-
képpen értelmezziik:

) r,(x) = (= 1) (x€[0,1), n=0,1,2,...).

Ismeretes, hogy a Rademacher-féle rendszer a [0, 1) intervallumon er&sen
multiplikativ ortogondlis fiiggvényrendszer. Az {r,(x)} rendszer altal generalt
{Y.(x)} n=0, 1,2, ...) szorzatrendszert Walsh-féle ortonormalt rendszernek nevez-
ziik, azaz Y o(x) =1, és ha az n természetes szam diadikus elballitisa

@ n=Sn2 (=01,
akkor -
) ) = T 1)

Az (1), (2) és (3) egyenlGségekbdl kovetkezik az alabbi eldallitas is:

i X1

E n
@) Yau(x) = (D7 .

A Walsh-rendszer szerint haladd sorfejtések vizsgalatanal alapvet6 szerepet
jatszik az N.J. FINE [1] altal az

X—O Xg X1 - ZO' F1° y=0’y0y1"'yn"' 22n+1

(xll,yﬂ = 0’ 1)

szamokra bevezetett kdvetkezd ,,6sszeg’:

2 bt lxn_'yn'
(%) x+y= nzzow—
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Konnyen lathato, hogy a Walsh-fiiggvények a fentl Osszeadasra nézve lényegé-
ben multiplikativ fliggvények, azaz

(6 v+ =¥, (0)  (FyéR, n=0,1,2,..),
tovabba, ha f(x)€L[0, 1), akkor barmely [0, 1)-beli y-ra f(x+y)€L[0, 1) és

™ Jf&dx = [f(x+y)dx.

Jelsljiik D, (x)-szel az n-edik Walsh— Dirichlet-féle magfiiggvényt, S,(f; x)-szel
az f€L[0,1] fiiggvény {W,(x)} rendszer szerint haladé Fourier-soranak n-edik
részletOsszegét, azaz legyen

D, =3 ¥,
®) S, (f;0) = 3 o (W () = [ £x-L1) Dy (u)

v=0

[Mﬂ=/ﬂwMMW}

Koénnyen igazolhatd, hogy n=2*+n’-re (0 <n’=2%)
€] D, (x) = Dy(x) + r.(x) D, (x),
ahonnan n’=2%ra a
k 2k +1 (xe[o’z—(lwl))),
(10 Dy-1(x) = v]=]1 (1+r,(x) = {0 (re2-%+, 1)
egyenléséget kapjuk.

G. W. MORGENTHALER [2] nyomén azt mondjuk, hogy az f(x) (x€[0, 1)) fiigg-
vény eleget tesz az a kitevds Walsh—szsclutz-fele feltételnek (jelben: f(x) € Lip a(W)),
ha létezik olyan A, allandd, hogy

(11) [faFN—f D = 4,0 (% p€[0,1), xFy¢R).

Mivel (5) alapjan |x — y| =x ¥y, azért minden a [0, 1) intervallumon értelmezett,
a-kitevds (kbzonséges) Lipschitz-féle feltételnek eleget tevd fiiggvény egyben
kielégiti az o kitevGs Walsh—Lipschitz-féle feltételt is.

S. YaNo [3] megmutatta, hogy minden Lip o(W) (0 <a<1) fiiggvényosztaly-
hoz tartozd fiiggvény egyenletesen approximalhaté n~* nagysagrendben a tekintett
fiiggvény Walsh— Fourier-soranak n-edik (C, f) (B <a«) kozepeivel, azaz

(12) oB (f;x)—f(x) = O(n™) O<a<LlLa=<p),
ahol

Z ALDS (5 %)

v=0

(13) "

n!

[Am _BEDBE) ) g 1]_
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Jeloljik h(f, p, B; x)-szel az f(x) fiiggvény Walsh— Fourier-soranak 1un.
erls kozepeit, azaz legyen

n—1 1/p
(14) W85 = |t S AB .91

Az er0s approximicié megfeleld problémajat trigonometrikus és polinom-
szerii rendszerek szerinti kifejtésekre, azaz a h,(f, p, f; x) kozepek konvergencia-
sebességének vizsgalatat ALEXITS GY. [4] vetette fel. Azita tobb szerzé (ALExITS [5],
ALEXITS—KRALIK [6], [7], LEINDLER [8]) foglalkozott e kifejtések erds kozepeinek
approximacios kérdéseivel; ezek a vizsgalatok szamos érdekes eredményre vezettek.

E dolgozatban tetszbleges Lip a(W)-beli fiiggvény Walsh-fiiggvények szerinti
sorfejtésének er6s approximaciés tulajdonsagaival foglalkozunk, nevezetesen
igazoljuk a kovetkezd tételt:

Tétel: Ha f(x)€Lip W), ahol 0<a<1 és 1/p>a, akkor tetszdleges B >0
esetén a [0, 1) intervallumban egyenletesen fenndll a

(15) ' ha(f,0,B;%) = O(n™)
reldcio.

Ez a tétel S. YANO emlitett tételének élesitését adja. Analog tétel igaz trigono-
metrikus és polinomszerii rendszerekre. (Lasd: [5], [6], [7], [8].)

1. § Segédtételek

Tételiink igazolasahoz felhasznalunk néhany segédtételt. M
1. Segédtétel: 4 :
k~1
|
(1.1 D (y;k)y = Zo ¥, [y+W] r:(») Dy ()

mddositott Walsh—Dirichlet-féle magfiiggvénnyel a D, (y) magfiiggvény az aldbbi
mddon dllithaté eld:

(1.2) D,(y) =

Dzk(y)z—lﬁ..(y) _Dr(y:k) (n=0,1,2,...).

2

Bizonyitds: Az (1. 2) azonossag igazolasihoz felhasznaljuk a D,(y) magfiigg-
vénynek a [9] dolgozatban megadott kdvetkezd eldallitasat:

k—1
(1.3) D,(») = ¥.(» _20 n;r;(¥) Dy (),
k=1
ahol az n(=0, 1) szamok a diadikus alakban felirt n= 3 n,2' természetes szam
i=0

jegyeit jelentik. Mivel (4) alapjan

1
“”J?“J_l—enm_
2 -T2 T
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azért az (1), (6) és (1. 1) egyenlGségek figyelembevételével a

-1 © k-1
(1.4 D,(») = 1/2¥, (Y)iZO ri(3) Dui () —1/2 :Z; Y (Y +1724Y 1, (3) Dt ()

egyenl6séget kapjuk.

k—1
Az (1. 3) azonossagot az n=2%—1= 3 2iszamra alkalmazva (3) és (10) alap-

jan a =
310D Du) = Y20 D2 0) = s () (Do )~ s 0) =

= Dy (y)—1

egyenlGség. adodik, ahonnan (10), (1. 1) és (1. 4) figyelembevételével a

D,(y) =

bizonyitandé allitast kapjuk.

Dy (p) =¥, (3) _Di(»;k)
2 2

2. Segédtétel: Tetszéleges m természetes szdmra vezessitk be a kdévetkezd
Jjeloléseket:
A.5) u= (s ...sthy), En={uwu=u,u,..,u,),u;€[0,1),j=1,..,m},

W) =y Fu,+ ... +u, (ucE,).
Legyen tovdabbd

(1.6) Im; k) = {iti = (i1, 02, - 0m), EG, 0=i;<k, j=1,2,...,m},
ahol G jelenti a nem negativ egész szamok halmazdt. Legyen végiil

, 1 .1 . L1
(1.7 n0) = s+ seat - Tonae

AG,m;w) = [ D), R = []r, ()
i=1 =

és
2%—1 m

(1.8) Ko(m;uy=27% > [] D} (u;; k),
v=0 j=1

ahol ucE, és icI(m,k).
Ekkor az E,, halmaz megszdamldlhaté sok pontjdtdl eltekintve fenndll a

(1.9) Kb (m;u)| = 2"‘“1,(2 Do (E@)+n @) 4G, m;uw)
egyenlitlenség.
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Bizonyitas: A (6), (1. 1), (1.5), (1.6), (1.7) és (1. 8) egyenlbéségek alapjan
az E, halmaz egy megszamlalhatd részhalmazat kivéve fennall a

2X—1 m

2K (m;u) = go j]=71 ké_:lpv(uj"?_1/2s+l)rs(uj)D2’(uj)] =

=3 3 WE@O) R A Gmin) =

I(m,k)

= = R@AGmN 3 ¥ (E@In6) =

icI(mk)

. =i“(2mk)R.- (@) A (i, m; u) Dy (€ )+ n ()
egyenlSség. EbbSl '
Du(é(m+n()) =0, |R@l=1, A@@,muy=0

alapjan (1.9) mar kovetkezik.

3. Segédtétel: Bdrmely k természetes szdmra

(1.10) [1K5(m; w)| du = Cy(m),
Em

ahol C,(m) csak m-tdl fiiggd dllando.

Bizonyitds: A 2. segédtétel alapjan elegend$ a

(1.11) 5, =27k (2 ) szk(é(u)-T—n(i))A(i,m;u)du = C,(m)
€1 (m,k) g
egyenlStlenséget igazolnunk. Az (1. 11)-ben szerepld integralokra az uj = uj—i’-%

(G=12,....m), u =i, us,...,u,) helyettesitéssel és a (10)-b6l adddo

Dzij(u}—ié%) = D,i;(u};) egyenl8ség, valamint (7) figyelembevételével a kovetkezbt
kapjuk:

(1.12) [ AG,m;u) Dy (6@ +n@)du = [ AG,m;u) Dy (£@))du’ =
Em Em

-,

= fA (i, m; u) Dy (¢ () du.
Em
A (8) egyenl8ség alapjan az

1
J Do () Doty 0) duy = Sy (D5 0) = Dymin 0r.v0) ()
0
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azonossagot nyerjiik. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

fA (i, m; u) Dy (& (W) du =
Em
1

1 1
f ( Dy, (uy) .. f (Dzim Y (7 f D,i,, (#,) Dy (11 FuF...Fu,) du,,,) ditp,_q.. .]du1 =
0

0
1

1 1
= [ (P f(Dzi,,,_z(u,,,_z) ./Dzim_l(tlm_l)Dzi,,,(ur?-...-‘I’-u\m-l)du,,,_l)dum-?...)dul=

0
1
f( Dyiy (1) .. f( Dgipy g (U -5) fD2;m g (U —2) DyminGiy, g, i) (1 F oo F il ) dum—Z]"')dul=
0
1

=..= f Dty (1) Dymin Gig, i, ..., i) (#1) dity = Dymin Gy, iz, ..., i) (0) = ¢
o = 2min(i1, ig,...,im),
Jeldljiikk m(i)-vel az i=(iy, ..., i) €I(m, k) vektor koordindtidinak minimumat.
Az (1. 12)-t és a most kapott egyenlGséget egybevetve az
[ 4G, m;0) Dy (€ @) F 1)) du = 2m©
En,
elballitas adddik, és ennek alapjan (1. 11)-bdl a

5k_2k Z' om) — 2~ kzzv Z'

icI(m,k) =0 m(i)=v

i€l(m,k)
egyenlOséget kapjuk. Mivel
2 l<(k—wm,
felm o

azért

S Sh—-vy S
G =27F 2 2(k—"= 2 T < 2 5y = Gulm),

v=0 v—1
amivel az (1. 10) egyenlGtlenséget igazoltuk.

4, Segédtétel: Bdrmely n természetes szamra p=1 vdlasztds mellett

n—1 1/p
(1.13) {;112 lSv(f;x)l”] SGEMY)  FEDD, n=12..),

ahol M(f) az f€L|0, 1] fiigguény abszolut értékének [0, 1) intervallumra vonatkozo
lényeges felsG hatdra és C,(p) csak p-tdl fiiggd allando.
Bizonyitds: Mivel (8) és (1. 2) alapjan

S,(f;%) = [fxn D, dy =172 [ f(x+y) Do (3 dy—

—12 [FF ) dy =112 [ f(x 1) D}(p; k) dy,
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tovabba (3) és (10) alapjan

1 1
| [fxF0) Da()dyl = M(S), | [SxEN UG dy| = M (),

azért

1S, (f; 9P = (M (H+12] [ Fx+3) D} (r; ) )’ =

= 20 M ()P +1)2] [ f(x 33 Dy (v R dy [P =

= 2P M (f)?+ 12|85 (f, k; x)|P.
Ebbdl kovetkezik az

=|)—-

. 2;1 1S,(f3 )7 = 2P- M ()P +1/2n lesf(f,k;x)'p (n < 2%

egyenlStlenség, amelynek figyelembevételével (1. 13) igazolasahoz elég megmutat-
nunk, hogy

n—1 1/p
(1.14) ox (030 = {,1;;’ [St(f,k;x)l”} = LM (),

ahol Cf(p) csak p-t6l fiiggd allando.

Jeloljiik k =k(n)-nel azt a természetes szamot, amelyre 2*~l1=p<2% é&s
m=m(p)-vel azt a legkisebb paros szimot, amelyre m =p. Ekkor, mint ismeretes,
fennallnak a

(.15 G (fip;x) = ok (f,m; x) = 2V a% (f, m; x) = 2YP o%i(f, m; x)

egyenlStlenségek. A o3a( f, m; x) kozepek becsléséhez irjuk fel az [S*(f, k; x)"
hatvanyt az alabbi alakban:

1S3 (f ks )| = { [fx+y) Di(y; k) dy} =
= [ff(xiulwt(ul;k)dul] [ff(xfrun.)bt (3 K) du,,,] =

1 1(
= f... f[[]f(x-?—uj)Df(uj;k)Jdul...du,,,,
0 o \=t
és vezessiik be az

(1.16)  Fo(x;u) = éf(x—i—uj) (X€[0,1), 4 = (g, ..., ) € Ep)
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jelolést. Ezek és a 2. segédtétel jeléléseinek felhasznalasaval o5 (f, m;x)-re a
kovetkezGt kapjuk:

2k—1

n 1/m
oy (f,m;x) = {2"‘ 2 | Falxsw) 2 D¥u;; k) du} =
v=0 j=1

Em

{f[F (x;uw)2- "zzlﬁD*(uJ,k)] du} m=

= { /F,,,(x; u) K3 (m;u) du}l/m.

m

Ebbé! az (1. 10) és az (1. 16)-bdl adédé

_ |Fux;0)] = M(S)"
egyenlétlenség alapjan a

b (fym;x) = M () { [1K5Gm;0)] duf'" =
Em

= M(NH{GCmP" = {Ci(p+ 2P M(f)

egyenlotlenséget kapjuk, amivel (1. 14)-et, s ezzel egyiitt az (1. 13) egyenlGtlenséget
is igazoltuk.

2.§ A tétel igazolasa

Az (1.13) egyenlStlenség birtokaban tételiink hasonlé mddszerrel bizonyi-
tandd, amellyel az analog allitast trigonometrikus vagy polinomszeri{i rendszerre
igazoltak.

Legyen 2ko~l<p=Dk ¢s vezessik be az Ny=0, N,=2"1 (I=1,2, ..., k,),
N, +1=n Jeloléseket. A tétel igazolasihoz felhasznéaljuk a (B—1)¢' > —1 esetén
fennallé

Ni-1 e Ni-y
@.1) { > ¢ ln)“} =027 3 ALY (=23, k+1)
v=Nj-2 v=Ni-2

egyenl6tlenséget, ahol p’ = q
Legyen f(x)€Lipa(W) (0 <a=<1) és

1
T,()=Su(fsx)= [f&x+n)Du()dy (=012 .).
0
Ekkor (10) és (11) alapjan magatol értetGdéen érvényes az
1
@.2) F-Ti®) = [1f(x+2)—f ()| Du()dy = 4,27
0

MTA I11. Osztdly Kozleményei 19 (1969)
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egyenlStlenség, kovetkezésképpen v=2'-re nyerjiitk, hogy
23 1S, (f; ) =S @)1 = |(S, (f:9) =5, (T4; ) + (T —F W) P =
= 218, (/= T 9P+ T~ (P} = O {1S,(/= Tis »)le +27"=2),

A (2. 3) egyenlétlenség felhasznalasaval

Ni-a Ni-1
2 AES (0= = 0Q21r) D AP+
v=Nj-2 v=Ni-2
(2.4)
Ni-1
+O() 2 ABLIS( Tl (=23 .. k+D).
V=i¥1-2
Vélasszuk a p’ szamot olyan nagyra, hogy (B —1)q" > —1 teljesiiljiin (q’ = p’p—l)’

amikor is a Holder-egyenlétlenség és (2. 1) alapjan

Ni~1 Ni-1 1/¢ f Ni-1 yp’
> ARSI —f; X)l”S{ > (A5 1>1)“} {VZ IS..(T,—f;x)l“”} =

v=Nj-2 v=Nt-2 =Ni-2

2.5

Ni-1 Ni-y p’
= 0(1) {2”/?’ Z An-—v—l}{ Z |Sv (f_ Tl;x)lpp'} (l = 2, 3, -'-1k0+ 1)'

v=Ni-z2 v=Ni-2

Mivel a 4. segédtétel és (2. 2) alapjan

Ni-1 p’
{ 2 IS.(f- Tz,x)l"”} = O(1) N}/72-#lr = O(1) 27" 2-el,

v=Ni-2

azért (2. 4) és (2. 5) figyelembevételével a

Q. 6)

Ni-1 Ni-1

2 AEDUS (0P =0)2-9 D ALY (=2,3,...,k+1)
v=Ni-3g v=Ni-g

egyenlStlenséget kapjuk. Mivel y=> —1 mellett

(v)
.7 0<K; < Ax

igy azt kapjuk, hogy A¥ ;Y =0(Dn®-Y(v<2%~-2), Ennek figyelembevételével
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(2. 6) és (2.7) alapjan a (14) értelmezés szerint a

B (f,p, B5 %) = A(,,) ZA“* 218, ()~ f WP =

ko—1 Ni-1

= TS 2 ALRIS, (9 fl+
ko+1 Ni-1
Yo 2 2 A(ﬂ 218,30 @) =
n—1 l=kg v=N;-
ko—1 Ni-1 0(1) ko+1 Ni-1
=0(l) ﬂZ’ 2-dlr D' gBD 4 i 2 2-adp D' gD,
v=~Ni-2 An 1i= v=Ni-2

1 0(1)2-skr "}
=0M s g’; 2T (A)m)l Z A2

1 ko—1
=0() {; 1_22' 2(1—ap)l+2—aknp}

egyenléségeket nyerjitk, ahonnan 1—ap =0 miatt a
hE(f,p, B; %) = O(1) {% 20—apko +2—«kw} = 0(1)2-wk = O(1)n=*°

bizonyitando allitast kapjuk.
Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.
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ON THE STRONG APPROXIMATION BY THE PARTIAL SUMS OF THE |,
WALSH—FOURIER SERIES

by
F. Scuipp

Summary

This paper gives a generalisation of the theorem of S. Yano [3]:

Let S,(f;x) be the n-th partial sum of the Walsh—Fourier expansion of f(x)¢ L[1,0] and let -

h,(f,p, B; x) be the following mean:

1 n—1 1/p
b (fo0, B0) = i { LS (/30 —f(x)i"}

n—-1 Lv=

(Aﬁ“’ - ("+“],p =1,f> 0) :
n

The main result is the following theorem: If f(x) satisfies the condition f(x) € Lip a(W)(0<a<1) [2]
and if p~1>a, then the estimate

ho(fip, B; X)=0(n-%) (B>0)

is true uniformly in the interval [0,1].
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A CSOPORTOK FELHALOJAKENT ELOALLITHATO
FELCSOPORTOK IDEALELMELETI JELLEMZESE

irta: LAJOS SANDOR

Alexits Gyorgy akadémikus 70. sziiletésnapjira

Legyen S tetszBleges félcsoport'. CLIFFORD nyomdan azt mondjuk, hogy az
S félcsoport csoporiok félhdldja®, ha S eldallithaté a G, (x€I) paronként idegen
csoportok egyesitéseként :
1 §=UG,
a€l
tovabba barmely két G,, G, csoport szorzata benne van valamelyik G, (y€l)
csoportban:

(2) Ga Gﬁ g Gy; Gﬂ Ga g Gy (d, ﬁ’ Y EI)

Ismert, hogy egy tetszdleges félcsoport akkor és csakis akkor all el§ csoportok
félhaldjaként, ha

1. aca®SN Sa® az S félcsoport barmelyik a elemére, és

2. ef=fe az S félcsoport barmely két idempotens elemére.?

Az a kikotés, hogy az S félcsoport csoportok félhaldja, ekvivalens a kdvetkezé
allitasok koziil barmely kettének a fennallasival:

I. S csoportok egyesitése.

II. S inverz félcsoport.

III. S-nek mindegyik egyoldali idealja kétoldali ideal. (Lasd CLIFFORD és
PRESTON [2].)

Ebben a dolgozatban a csoportok félhaldjaként eldallithatd félcsoportoknak
két idealelméleti jellemzését bizonyitjuk. -

1. TETEL. -Egy S félesoport akkor és csakis akkor csoportok félhdldja, ha az
3) LNR=LR
Osszefliggés érvényes S-nek bdrmelyik L bal és bdrmelyik R jobb idedljdra.

2. TETEL. Ahhoz, hogy egy tetszdleges S félcsoport csoportok félhdldja legyen,
sziikséges és elégséges, hogy az

C)) LNL,=L,L, !
és az
(%) RiNR, = RR,

illetve CLirFORD és PRESTON [2] monografidjira.
2 A félhdlod definicidja magtalalhatd SzAsz GAsor {8] konyvében.
3 Lasd R. Croisor [3].
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osszefiiggés fenndlljon az S-nek bdrmely két L, L, bal idedljdra, illetve az S-nek
bdarmely két R, R, jobb idedljdra.

Az 1. tétel bizonyitdsa. Elégségesség. Eldszor megmutatjuk, hogy a (3) fel-
tételt kielégité S félcsoportban barmelyik egyoldali ideal kétoldali. Tegyiik fel
hogy L az S félcsoportnak tetszbleges bal idealja. Akkor R=S esetén a (3) feltétel
igy fest:

LNS=LS.

Innen kovetkezik, hogy L jobb ideal is, tehat valdéban kétoldali idealja az S fél-
csoportnak. Hasonlé mddon lehet igazolni, hogy az S félcsoportnak barmelyik
R jobb idealja is kétoldali ideal.

Masodszor bebizonyitjuk, hogy a (3) feltételt kielégité S félcsoport regularis,
azaz a€aSa a félcsoportnak mindegyik a elemére. Minthogy

aS=5NaS=SaS
€s

Sa=8aNS=SaS
az S félcsoport barmelyik a elemére, azért
6) aS=Sa,

vagyis S normalis félcsoport. Ismert!, hogy egy normalis félcsoport akkor és csak
akkor regularis, ha L2=L a félcsoportnak barmelyik L bal idedljara. Ha L az S
félcsoportnak tetszéleges bal idealja, akkor az kétoldali idedl, s a (3) feltételbdl
kovetkezik, hogy
N LNL=LL,
tehat S valoban regularis.

Mivel egy normalis félcsoport idempotens elemei a félcsoport centrumaban
vannak, ezért az

® ef =fe

feltétel fennall az S félcsoportnak barmely két idempotens elemére (lasd [2]). Igy
S olyan regularis félcsoport, amelynek barmely két idempotens eleme felcserélhetd.
Ez azt jelenti, hogy S inverz félcsoport.

b Megmutattuk tehat, hogy a (3) feltételt kielégitd S félcsoport olyan inverz
félcsoport, amelynek barmelyik egyoldali idealja kétoldaliideal. fgy Skielégiti a fentebb
emlitett TI. és I1II. feltételt, tehat csakugyan csoportoknak a félhaloja. A (3) feltétel
elégséges ahhoz, hogy egy félcsoport csoportok félhaldja legyen.

Sziikségesség. Megmutatjuk, hogy a (3) feltétel sziikséges is ahhoz, hogy
egy félcsoport csoportok félhaldja legyen. Ha ugyanis az S félcsoport csoportoknak
a félhaloja, akkor kielégiti az'elébbi I—II1. feltételeket. Ebb&l kovetkezik, hogy
S regularis, s mivel regularis félcsoportban

® RNL=RL
barmely L bal és barmely R jobb idealra, azért
(10) ANB=AB

4 Lasd Lasos [4] és [5].
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fennall az S-nek barmely két idealjara. fgy (3) valdban érvényes az S félcsoportnak
barmely L bal, illetve barmely R jobb idealjara.

Ezzel az 1. tételt teljesen bebizonyitottuk.

Hasonlé gondolatmenettel lehet bizonyitani a 2. tételt is. Az 1. és a 2. tételbdl
kovetkezik az alabbi eredmény:

3. TETEL.® Egy tetszdleges S félcsoportra vonatkozélag a kévetkezd dllitdsok
egymdssal ekvivalensek :

(A) S csoportoknak a félhdldja. v

(B) LNR=LR az S-nek bdrmely L bal és bdarmely R jobb idedljdira.

(C) LyNLy,=L,L, és R,N Ry=R R, az S-nek barmely két L, L, bal idedl-
jara és barmely két R,, R, jobb /idea’ljdra.
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CHARACTERIZATIONS OF SEMIGROUPS WHICH ARE SEMILATTICES
OF GROUPS

By
S. LAjos
Summary

The author proves the following results.

THEOREM 1. The following conditions on a semigroup S are equivalent:

(A) S is a semilattice of groups.

(B) LN R = LR for any left ideal L and for any right ideal R of S.

© LinL,=L,L, and RiNRy, = R\Ry for any two left ideals L,, L, of S and for any
two right ideals R,, R, of S.

THEOREM 2. A commutative regular semigroup is a semilattice of groups.

THEOREM 3. Let S be a semigroup which is a semilattice of groups. Then the set of all ideals oy
S is a semilattice (commutative band) under the multiplication of subsets.
For the terminology we refer to A. H. CLiFrorp and G. B. PresTON [2].

5 Ebbdl koveikezik, hogy 1. egy csoportok félhdldjaként eldallithato félesoport dsszes idedljai
a komplexus szorzdsra nézve félhdlot alkotnak, és 2. bdarmely kommutativ reguldris félcsoport csopor-
toknak a félhdldja.
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A STATISZTIKUS MECHANIKA NEHANY
ELOSZLASTETELEROL*

irta: VINCZE ISTVAN

Bevezetés

BoLTzMANN, majd PLANCK munkdiban egy altalanos eljaras keriilt kidolgozasra,
amely megadja, hogy egy rendszer Osszes energidja hogyan oszlik meg a rendszert
alkot6 nagyszamu — azonos tipusunak és fiiggetlennck feltételezett — részecskéje
kozott. A modszer tisztin valdszinliségszamitasi, amely lényegében a maximum
likelihood elv alkalmazasa. JAYNES [5] 1957-ben a mddszernek informicidelméleti
megfogalmazasit adta. A diszkrét eloszlas esetével foglalkozik és a folytonos esetre
a kérdést alapvetOen bonyolultabbnak itélte meg [lasd i. h. 622. o. 6) labjegyzet].
Ugyancsak JAYNES egy 1968. évben megjelent kényvismertetésébdl kitlinik, hogy
a kérdést ma sem tekinti a statisztikus fizika elmélete szempontjabol lezartnak.

PLANCK ,,A normalspektrum energiaeloszlasi t6rvényének elmélete” cimii
eldadasdban maga is arra hivatkozik, hogy ha a teljes energia ,,minden hatiron
tul részeire oszthatd, akkor végtelen sokféle eloszlas valosulhat meg”. A kovetkezd
mondataban — mintegy e kériilményt tekintve a nehézség okanak — az energit
diszkrét értékeket felvevé mennyiségnek tekinti és bevezeti a # mennyiséget. PLANCK
itt nyilvadn az eloszlas folytonos voltabdl eredé kombinatorikus nehézségekkel
talalta magit szemben, azonban nem allithatd, hogy ez lett volna valoban és kizardlag
az oka a kvantumhipotézis felallitisinak. Mind a kvantumelmélet sikerei, ahogyan
a fizika szamos problémajat megoldotta, mind pedig az a kériilmény, hogy az ener-
giaeloszlasra kapott diszkrét eloszlasfiiggvényt akadaly nélkiil helyettesithették
volna a megfelelS folytonos eloszlassal, arra utalnak, hogy tobb iranyll meggondolas
vezette a fizikusokat az elméletnek a kvantumhipotézis alapjan vald kifejlesztésére.

Nem érdektelen azonban a felmeriilt valdsziniiségszamitasi feladat vizsgélata
és a fizikusok 4ltal e téren alkalmazott méodszer egzaktabb matematikai megalapo-
zasa mind folytonos, mind diszkrét valtozé esetében. Hasonlé nehézség meriil fel
a SHANNON altal megadott entrépia-fogalomnak folytonos valtozéra valo kiterjesz-
tése esetén, mely kiterjesztést a szerzd [11, 12] dolgozataban vitte keresztiil, majd
ettd] fiiggetleniil néhany évvel késGbb JAYNES [5a] is erre az eredményre jut. A Boltz-
man—Planck-féle alapproblémanak egzakt megoldasmddja is hasonld ehhez.
A Boltzmann—Planck- médszer a maximum likelihood mddszerrel teljes analogiat
mutat. Ez természetesen csupin analdgia: a maximum likelihood médszer jogossa-
gat (konzisztencia, efficiencia) bizonyos eléggé altalanos feltételek mellett bizonyitani
lehet. A Boltzmann— Planck-eloszlas jogossigit semmiféle matematikai modszerrel,
,.bizonyitani” nem lehet, azt csupdn a tapasztalattal vald egyezés tdmaszthatja

* Szerz0 e vizsgalatairdl beszamolt 1968. szeptember 3-an Amszterdamban a ‘‘European
Meeting 1968 on Statistics, Econometrics and Management Science” konferenciin.
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ala. Mindamellett a kérdésnek érdekes valdsziniiségelméleti vonatkozasai vannak,
amir8l kiilén szélunk.

Az alabbi targyalasban el6jové egyes matematikai meggondolasok mar ismer-
tek; igy JAYNES emlitett munkajan kiviil SaNov [10], KuLBacK [6a] munkajaban
megtalalhaték. Az alabbiakban a kialakult moddszer matematikai szempontbol
valo kifogastalan targyalasat és olyan értelmezését adjuk, amely plauzibilis, semmi-
féle informacidelméleti, vagy a valdsziniiségszamitastol, ill. fizikai meggondolasoktodl
idegen elv alkalmazéasat nem teszi sziikségessé. A modszer mind folytonos, mind
diszkrét eloszlasi valtozo esetére alkalmazhatd. Az, hogy adott esetben diszkrét
vagy folytonos modellt valasszunk-e, a jelenség természetétdl fiigg, és a feltevés
a tapasztalattal valé egyezésében nyerheti igazolasat. Ugyanakkor megmutatjuk,
hogy ha a Bose—Einstein- vagy Fermi—Dirac-elvekre alkalmazunk folytonos modellt,
akkor az ismerttdl eltéré eredményre jutunk, amelynek a klasszikus eloszlasok csak
elsé kozelitései. Minthogy azonban a folytonos modell a diszkrét modell (numerikus)
kozelitésének tekinthetd, a valdsagos helyzet jobb leirasat adhatja. Ezek az elosz-
lasok sajnos explicite nem adhatdék meg és csupan numerikus mddszerek vezethet-
nek eredményre.

Targyalasunk, amely a Boltzmann—Planck-féle eljaras kifejtése, még azzal az
elénnyel is bir, hogy nincs szitkség a valtozo értéktartomanyanak egyenld ,,apriori”
valdszinilségli részekre vald felosztasara; ugyanakkor természetes mdodon adddik
a termodinamikai val6sziniiség logaritmusara, tehat a termodinamikai entrépiara az

. dF (x)

S= —k_l dF (x) log 0% ()
alaku kifejezés, amely mind diszkrét, mind folytonos valtozé esetén érvényes. Itt
F(x) a széban forgé véletlen ingadozast mutaté fizikai mennyiség eloszlasfiiggvénye,
mig &(x) az ,apriori” eloszlas, melynek értelmezésére tObbféle lehetség van;
az apriori eloszlas lényegében mar BoLTzMANN munk3jaban fellép.

Szerzé eziittal mond koszonetet RENYI ALFRED akadémikusnak és FENYES
IMmrEnek, a fizikai tudomanyok doktoranak értékes megjegyzéseikért.

1. §. Az eloszlas kivalasztdsdra vonatkozo elv

Tekintsiink egy & fizikai rendszert (pl. idealis gz egy reszecskeje) és 1egyen
az X val6sziniiségi valtozé arendszerrel kapcesolatos valamely mennyiség (pl. energia,
sebesség stb.). Kiindulunk abbdl, hogy a rendszernek valamely allapotaban az X
valtozé eloszlasat a @(x) eloszlasfiiggvény irja le, amely kifejezi a rendszer maga-
tartasat az adott helyzetben. Kérdés, hogy a rendszert éré valamely hatas eredménye-
ként mi lesz X eloszlasa.

A kovetkezd két feltételezéssel éliink:

a) Az X valtozd a tartds hatasra is ugyanavval az értékkészlettel rendelkezik,
mint a rendszer kiindulé allapotaban. Ezt a kovetelményt alabb pontosabban
megfogalmazzuk. (Mds eset targyalasara késébb kivanunk rdtérni.)

b) Az X valtozdé alapvetd magatartdsdt a feltételezett hatas létrejotte utin is
lényegében a ®(x) eloszlastérvény szabja meg, bar attdl a tényleges eloszlas a kényszer
folytan el fog térni.
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A hatast abban a legegyszeriibb formaban vessziik tekintetbe, hogy az X val-

oo

tozéra az f xd®(x) =m -1l kiilénbodz6 m elsé momentumot kényszeritiink.

Ha az X eloszlasara tekintetbe jovo eloszlasok Osszessége véges sok paraméter-
rel volna megadhatd, akkor a maximum likelihood mddszerhez analég eljarasnak
nem volna akadalya. Igy a kévetkezd eljarast kovetjiik: a tekintetbe jové eloszlasok
Osszességében egy pszeudoslirliséget vezetiink be; szemléletesen szolva: megha-
tarozzuk annak valdsziniiségét, hogy a @(x) eloszlasii X valtozéra vonatkozd igen
nagy szami megfigyelés eredményébdl konstrualt tapasztalati eloszlasfiiggvény nem
a @(x)-hez, hanem valamely tekintetbe jov6 F(x) eloszlasfiiggvényhez esik kozel.
Mis széval: annak valodszinliségét hatarozzuk meg, hogy a ®(x) eloszlasu valtozdra
vett nagy minta olyan képet mutat, mintha eloszlasfiiggvénye F(x) volna. Ennek
az eseménynek a valdszinlisége novekvé megfigyelésszammal természetesen zérd-
hoz tart, miként annak a valosziniisége is, hogy egy folytonos eloszlast valtozé
értéke egy el6re megadott értéket vesz fel; ugyanakkor azonban létezik a folytonos
valdszinliségi valtozo siiriisége az adott pontban. Esetiinkben az F(x)-beli pszeudo-
siiriiségrdl beszéliink, amely a Boltzmann— Planck-eljaras kovetkezetes keresztiil-
vitele esetén a kovetkezd kifejezés:

dF (x)
- f dF (x)log M’S
e —=

A Kkitev6ben negativ elGjellel az informaciéelméletben hasznalt Gn. relativ informacio
vagy I-divergencia all. E kifejezés veszi at szerzé [10] és JAYNES [Sa] munkajaban
a folytonos valtozé esetében a Shannon-féle entropiakifejezés szerepét, illetve abbdl
hataratmenettel nyerhetd.

Hy médon a szoba johetd eloszlasok Osszességében pszeudosiirliséget vezet-
tiink be és a maximum likelihood mddszer analogonjat alkalmazhatjuk. Elébb
azonban a mondottakat pontosabban megfogalmazzuk.

2.§ Az I-divergencia mint pszeudo-likelihood fiiggvény.
Sanov formulidja

1. Legyen X valdszinliségi valtozo az (Q, o/, #) valdsziniliségi mezén &(x)
eloszlasfiiggvénnyel:
P(X<=x) = P(x), —c=<x=<oo,

Jelolje up azt a mértéket, amelyet az F(x) eloszlasfiiggvény a (— oo, o) szam-
egyenes Borel-halmazain értelmez. Tekintsiik az eloszlasfiiggvények ama %, hal-
mazat, amelynek F(x) elemeire a pp mérték ekvivalens a pg-vel, azaz egymasra
. nézve kdlcsdnosen folytonosak:

Fo={F(x)ile<<ity & [<lig).

Tekintsiik tovabba a valds egyenes egy felosztasrendszerét, azaz minden n=>1
egész szamra a

(o =xP < x" <. <x(M <xP= 1o}
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osztépontrendszert, amely birjon a k&vetkezé tulajdonsaggal: minden véges (a, b)
(a<b) intervallumban a max x —xM), a=xP, <xM =b tartson zéréhoz,
1

ha n—c.

Jeloljék a nagyszamu részecskékbdl alld rendszerben az egyes részekre nézve
az X mennyiséget az X, X,, ..., X, ... fliggetlen valészinliségi valtozék (amelyek
szama tehat megszamlalhatéan végtelen). Legyen e valdsziniiségi valtozok egy
realizicidja az  (xy, X,, ...) végtelen dimenziés vektor. Jelentse NP az
{xM=X<x{"} esemény gyakorisight a megfigyelt (x,, x,, ..., xy) mintaban;
vagyis az illetd intervallumba esé elemek szamat az els6 N megfigyelésbol.

Jelolje végil Fy(x) az (x4, x5, ..., Xy) mintadhoz tartozé empirikus eloszlas-
fiiggvényt:

Fy@) =5 31, Fy(o) = 0, Fy (=) = 1.

Xi<X

Tekintsilk most az %, eloszlasGsszesség valamely F(x) elemét és olyan
(x3, X3, ...) realizacidjat az (X,, X,, ...) valdsziniiségi vektor valtozonak, amelyre
az egész (— o, o) szamegyenesen bllim Fy(x)=F(x) egyenletesen.

E realizaciokra nézve az is teljesiilni fog, hogy minden rogzitett n-re
(n)

(%) lim -NNL = F(x™)—F(x®), i=12,..,n

N->co

A tovabbiakban régzitett n mellett fogjuk az N megfigyelésszamot végtelenbe
tartatni, majd a felosztasok n szdmat noveljik minden hataron tul.

2, Az (X4, X,, ...) végtelen dimenzids vektorvaltozé elemei tehat fiiggetlenek,
d(x) eloszlasi valdszintiségi valtozok. Vegyiik az elsé N szama (X, X,, ..., Xy)
megfigyelést, és jelolje a v valdsziniiségi valtozé az (x{”;, x) intervallumba es6

N

elemek szamat: > v{f) = N. Ha a ¢;, = ®(x{”) — P(x{?y) jelolést hasznaljuk, akkor a

i=1

v = N, i=1,2,..n
események egyiittes bekOvetkezésének a valdszinlisége

Nt MR N

P"’N:N{W!Né’,{)!...N,S;)!ql" e

k
Nagy N-re alkalmazzuk a Stirling-formula k!w(]: ) valtozatat, ami a kovet-

kezé eredményre vezet:
{(n)

n
N'N
“ qin
i=1

nN n N(ﬂ) N:I"V' .
i
N

i=1
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Valasszuk most az {N{%} rendszert gy, hogy az a () feltételt kielégitse. Ha
F(x)= &(x), akkor megmutathatd, hogy
llm PnN = 1.
N-—>oo
Ha azonban F(x) eltér a &(x)-t6l, akkor a P, y valdsziniiség N-nel zéro felé

tart, ugyanakkor N-edik gyokére a kdvetkezd relacidt nyerjiik:
N__ - L': nlog Pin
lim P,y =e = ain
N—>oo
ahol a
Din = F(x{"))—F(x(")l), i = 1a2’ ... R

jelolést alkalmaztuk. Ha most a felosztasok szdmat is végtelen felé tartatjuk, akkor
a kovetkezé formulahoz jutunk:

oo

dF (x)
~ - f aF () log oo

lim lim YP,y =e —=
n-—+oco N-»co
A fenti aszimptotikus relacidk pontosabb alakjai Sanov [10] munkajaban
talalhatok.
A &(x) eloszlasrdl nem tettiik fel sem hogy folytonos, sem hogy diszkrét.
Folytonos esetben az F és @ siiriiségfiiggvényét f-fel, ill. ¢-vel jelolve a kitevé alakja

- ff(x)logfﬁid

mig diszkrét esetben

- p,log
ghiloe

ahol p; és ¢; jeldli az F(x), ill. & megfeleld ugraspontjaihoz tartozo valdsziniiségeket.

3. A kapott pszeudosiirliség logaritmusa — amit pszeudo-likelihood fiiggvény-
nek nevezhetiink — negativ el8jellel adja az I-divergenciat:

() = [ dFosfo0.

Ennek a kdvetkezd nevezetes tulajdonsagai j6l ismertek:

o) Nemnegativ; akkor és csakis akkor zérd, ha F(x)= &(x).

B) Az x tengely monoton transzformacidival szemben invarians.

Szemben az entrépiaval, ami a bizonytalansiag mértéke, az I-divergencia az
informacié mértékének tekinthetd. Ez megfelel annak, hogy erre a kifejezésre nem
a Shannon-féle entrépia formulajabdl jutunk, hanem annak kiegészitd kifejezésé-
bél, a

logm— Zpllogp Zp, ]/m
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kifejezésbél. Ez az érték akkor 0, ha egyenletes az eloszlas, mig a log m értéket veszi
fel, ha egyetlen eseménynek 1 a valdszinlisége, a tobbié zérd, tehat amikor teljes
informacioval rendelkeziink egy jovObeni kisérlet kimenetelét illetGen.

4. Ha tehat a &(x) eloszlasfiiggvénnyel bird X valdsziniiségi valtozdval kap-
csolatban olyan feladatot tiiziink ki, hogy adott kényszerfeltételek mellett milyen
eloszlast fog kovetni, akkor kozelfekvé az %y 0Osszességbdl annak az eloszlas-
fliiggvénynek kivalasztisa, amely — az adott mellékfeltételek mellett — a legnagyobb
(pszeudo-) valdsziniiségli. Ez a Boltzmann— Planck-eljaras matematikai szempont-
bo!l kovetkezetes keresztiilvitele és — heurisztikusan — megfelel az el6z6 pontban
tett a) és b) kovetelményeknek.

3.8. A Boltzmann—Planck-féle eloszlastorvényrol

1. Mint az 1. §-ban emlitettiik, a rendszerre hatd kényszert (hatast) avval adjuk
meg, hogy a valdszinliségi valtozdra egy az eredetitdl kiilonbozé elsé momentumot
irunk el6. lly médon azt az F(x) € %, eloszlasfiiggvényt keressiik, amelyre a pszeudo-
likelihood fiiggvény maximum:

— f dF (x) log Z&)(—) = maximum

a kovetkez6 mellékfeltételek mellett

jodF(x) =

f xdF(x) = m,

ahol m fxd(D(x)'

szokas megoldani, ame]ynek eredmenyekent a kovetkezé adoddik:
dF(x) = ¢ (4, wye~*=#* 4o (x),
ahol
1

=fe""‘"dq§ (x);

itt p értékét a masodik feltétel hatarozza meg; A értéke F(x) kifejezésébdl eliminal-
hatd, ill. értéke fizikai meggondolasoknak megfeleléen valaszthaté meg.
A szélséérték feladat alabb adott megoldasa RENyI Alfrédtél szarmazik.
Legyen a minimalizdlandd kifejezés

c (4, 1)

dF(x)

A(F) = de(x)logd(p( T

—oo
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legyen tovabba

ar, (= <0

ahol

V)= [ e=do(x).
Hatarozzuk meg a ¢ allando értékét az

f xdF,(x) = m |

feltételbdl:
5o ] ex _ Y0
m= fxch (x) = I70) fxe do (x) = P (o)
. Y (c) . i .
Vagyis a ¥ = m egyenletet megoldjuk c-re; a tovabbiakban jelentse ¢ ezt az

értéket. FEkkor
o _ dF(%) .
A(F) __l dF (x) log'q/(c)e—cxmp(x) =

dF(x)

¢ j xdF (x) + fa’F(x)log .y

1
=8y~

Tehdt minden F(x)€Z,-re

F(x) 1
A(F Io —cm+ dF(x)lo = lo —mc
(F) = gy,() f ()ng() £ o
€s egyenldség akkor és csakis akkor 4all fenn, ha F(x)=F/(x), ami ¢ = —u jelolés-

sel a fentebb adott eredménnyel egyezik.

2. Az F(x)-re kapott megoldasfiiggvény ismeretéhez P(x) ismerete sziikséges.
Ezt legtobbszor nem ismerjilk, hanem feltevéssel éliink erre vonatkozolag. A fel-
tevést — az elméletet — a tapasztalat igazolhatja, vagy nem tdmasztja ala, amikor
is Ujabb feltevéssel kisérleteziink. Ha F(x)-re vonatkozdéan tapasztalati adataink
vannak, akkor a

do = —i e’ dF (x)

relacio tajékozddast nyajt @(x)-re nézve.

PLANCK feltevése az energiaeloszlast illetéen a dd(x;)=1, i=1,2, ... volt,
ami nem valodszinfiségeloszlas, s6t nem is normalhaté mérték egy diszkrét allapot-
halmazon. Ez 6nmagaban nem volna baj; a targyalt mddszer kiterjeszthetd olyan

.
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monoton nem csOkkend @(x) fiiggvényekre, amelyekre @(0)=0, P(c)=o0 és
f e~ #*dP(x) < oo, Kérdés azonban, sziikséges-e ez a végtelen halmaz egyedein vett
egyenletes eloszlas? Valamely kezdeti @(x) valdsziniiségeloszldssal nem kozelithets-¢
jobban az F(x) eloszlas tapasztalati alakja.

3. Ami a nyert eredmény ,matematikai bizonyitasat” illeti, a kovetkez8t
jegyezzitk meg. A felallitott variacids feladatot a nyert eredmény kielégiti, s6t 1énye-
gében ez az egyetlen megoldasa a feltételes szélséérték-feladatnak. Azonban a kivet-
kezé rokon probléma vethetd fel, amelyre nézve kézenfekvd az altalunk felallitott
szélsdérték-feladathoz fordulni, legalabbis a feladat formalis megoldasa céljabol:

Legyenek X, X,, ... fliggetlen, azonos eloszlasa valdsziniiségi valtozdk. Kér-
dés: mi X, eloszlasa ama feltétel mellett, hogy az els6 N tagszamtani kézepe adott:

PX;<x|Xi+X;+ ...+ Xy = Nm) =12,

ahol m = f)?dcb(x). Ha N —oo, akkor varhatd, hogy X, feltételes eloszlasa a maxi-
mum likelihood elv szerinti lesz az altalunk adott pszeudo-értelemben. Ezt az alli-
tast az exponencialis eloszlascsalad némely Osszességére (normalis, exponencialis)
nem nehéz bebizonyitani. A @(x)-re vonatkozd bizonyos feltételek mellett BARTFAI
PAL adott igenlé valaszt, amely kérdésre vissza kivan térni. Lasd még HINCSIN [4]
munkajaban 19—31. old.

4. Erdekes végiil megjegyezni, hogy az

de(x) log Zg(();)) = minimum

fT,-(x)a'F(x)zm,—, i=1,2,...k

feltételes szélsGérték-probléma az exponencialis eloszlascsalad altalanos alakjahoz
vezet:

SuTi
dF(x) = ¢ty tas ... 1) €° d® (x).

Ez a tény hasonlé mddon lehet magyarazata annak, hogy ez az eloszlascsalad
alkalmazasokban gyakran fellép, mint ahogyan a normalis eloszlasnak mint hatéar-
eloszlasnak fellépése motivalhatd.

Ugyanitt érdekes megjegyezni, hogy LINNIK az [I-divergencia tulajdonsagai
segitségével bizonyitja a normadlis eloszldsnak mint hatareloszlasnak fellépését.

4.§. Megjegyzés a termodinamikai entropia fogalmahoz
A termodinamikiban szokdsos a termodinamikai valdszinliség bevezetése,
amely megadja, hogy egy makroallapot hany mikroallapottal valosithaté meg.
Ehhez tudnunk kell az tin. apriori eloszlast, mert az Gn. betoltési szamok egyenld

apriori valdszin(iségli cellikhoz tartoznak. Fenti meggondolasaink azt mutatjak,

MTA III. Osztdly Koézleményei 19 (1969)



A STATISZTIKUS MECHANIKA NEHANY ELOSZLASTETELERGL 125

hogy ha nem csupén a lehetséges allapotok szamat, hanem a teljes valdsziniiséget,
azaz az adott esetben az

N! N1 N2 Nn

NNt . Ny P42

kifejezést tekintjitk, ahol most az egyszeriisitett N;=N{ jeldlést alkalmaztuk,

nincs sziikség arra, hogy egyenld valdsziniiségii cellakra osszunk és a matematikai

targyalas teljesebb. Fenti kifejezésbd! N-edik gydkot vonva és limesre térve diszkrét

esetben az
—Ipilog pi
ai

i

e s

folytonos esetben az

ff(x) log fQ dx

alaki kifejezéshez jutunk.
Ily médon a termodinamikaban hasznéalatos entrdpia kifejezésnél egzaktabbnak
és igy alkalmasabbnak mutatkozik a

H= ——deF(x)logi%%

formula. Ez ugyancsak bir az additivitds tulajdonsdgdval. Legyen ugyanis két fiigget-
len rendszer a

Hy = del (x) log ""—x—‘a
ill.

H, =—K/dF2( )1ogd¢228

s

érvényes.

Ugyancsak tekinthet az entrépia két nem fiiggetlen valdsziniiségi valtozora.
Legyen ezeknek egyiittes eloszlasfliggvénye F(x, y), az apriori eloszlas &(x, y).

Ekkor
dF
- ﬂdF(x,y)log ',@g’ﬁ-

Fiiggetlen esetben ez ismét dsszeadandokra bomlik.
Tekintetbe kell azonban venni, hogy a valdszinliségek kiszdmitdsa kiilonbdzd
elvek alapjan torténhet. fgy az entrépia definicidjat a kovetkezé médon adhatjuk meg:
Jelolje Py(®(x); F(x)|R) annak valésziniiségét, hogy a rendszerben, amely-
nek valamely X fizikai mennyisége a rendszer kiinduld allapotaban a $(x) eloszlas-
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sal bir, az N nagyszdmu részecske mégis az F(x) eloszlas koriil helyezkedik el;
itt M jelzi azt az elvet, ahogyan a valdszinfiség kiszamitandé. Ekkor az entrdpia

H = —klog lim Ilv/PN (2(x); F(x)R).
N—+oo

Fentickben az R a polinomidlis valdszinliség alkalmazisat jelentette. Most
ratériink a termodinamikai entrépia kiszdmitaséra, ha a Bose—FEinstein- ill. Fermi—
Dirac-féle elveket alkalmazzuk.

5. A termodinamikai valésziniiség a Bose—Einstein-eloszlas
folytonos valtozata esetén

A szamitas egyszeriibbé tétele érdekében az energiaskalat egyenld % (apriori)
valdsziniiségii részekre osztjuk és mindegyik részben z szAmu cellat jelSliink ki.
A cellanagysag tehat h=;lz— , amit zérd felé fogunk tartatni. Nagyszamu részecske
és kis cellanagysag mellett ez az eredeti modell jo approximacidjanak tekinthetd.

d(x)-szel jelolve ismét az apriori eloszlasfiiggvényt az i-edik felosztasban a szokasos

_ 1 o) oY) do(x{”)
T nh h o h

Osszefiiggést kapjuk.
A Bose—Einsteinelv szerint egy cellaba akarhany részecske juthat, azonban
a részecskék meg nem kiilonboztethetdk. Ily médon, ha a részecskék szima N,

akkor az 4, y ={N1, Ny, ... N, Z’ N;= N} makroallapothoz tartozé valdsziniliség
ﬁ [Nz + Z]
N;
P(An N)
N+ (z+ l)n
N

Tovabbi egyszerlisités végett valasszuk a részecskék szamat a kdvetkez6képpen:
N =zn. Ez nem jelent megszoritast, mert egy aranyossagi tényez8t véve, az a késébb
valasztandd allandékba ugyis beolvaszthatd. Alkalmazva a Srirling-formulat az

NN [n(Z+l)]"(z+1) n [
[N+(Z+1)I1]N+(z+l)" p

P(AnN) ~

p—
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A szorzatjel el6tti rész a kovetkezGképp irhatd — mindjart az N-edik gyokét
véve
n

l+n 1+W
N 1

[2+ " ]“% )
N

Ez az 4llando a széls6érték-feladat szempontjabdl nem jatszik szerepet; igy el fogjuk
majd hagyni. A IT jel utani kifejezésben arra tigyeliink,hogy az F(x) és @(x) eloszlas-
fiiggvények egymasra nézve valé abszolit folytonossagat biztositsuk. Ezért a

¥(x) 23{;3 bevezetésére toreksziink. Ezt figyelembe véve:
1 Ni+n Ni z
S B B b
P(Au,~)~@117 H—E 1
N n

Minthogy —N]v' ~ dF(x;) és }1; =d¢(x), i=1,2,...n, a kovetkezGt kapjuk

’

]‘lv log P(A, y) ~ log ‘11— +
+ =21 [(dF(x;) +dd (x;)) log[ 14 Z‘; ((;; ] L d () log jggg _

Az N — o, majd az n - = hataratmenetet elvégezve eredményiil a termodinamikai
valdszin(iségre, illetve a termodinamikai entrdpiara a koveikezd Kkifejezést kapjuk
— az % additiv tag elhagyasaval:

dF (x)

H=—k [dF(x)log

- .
- I+ (x) @ do(x)
Ha ezt maximalizalni akarjuk, az

de(x) =1

oo

f xdF(x) = m

— oo

feltételek mellet a kovetkezd szélsGérték-feladatra jutunk:

f dF (x) log dF (x) i +logec (4, p) = minimum,

= (b p) e~ x (1+W(x))  FO dp (x)
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ahol
1

c(A ) =— 1 .
[ e (1+¥ ) TP dd(x)

A masodik tag most fiigg az ismeretlen F(x)-t61 ami sokkal bonyolultabbi teszi
a problémat. Az elsé tag minimalis — azaz zéré — értékét a

1
e~ (1 4+ ¥ (x)) G 4o (x)

dF(x). = I
f e~ TE (149 (x))”ma@ (x)

relacié mellett kapjuk. Ha a kitevGoben levd @—(1)—5 tagot elhanyagoljuk — ami nem

tehetd minden tovabbi nélkiil —, akkor a

. dF (x) = ce=*~#* [1 +Z%] dd (x),
vagyis a
do
dF () = Sop)

klasszikussal analog eredményre jutunk.
Hasonlé moédon hatarozhaté meg a Fermi—Dirac-esetben a termodinamikai

entrépia. Erre a kovetkezd kifejezés adddik — egy additiv allandotdl eltekintve:

H=—kdelog dFa , a=>1,
—1
1 O de(x)
[1 — v'4 (x)]
Az el6z6hoz hasonld médon képzett kozelitésként a kovetkezd eloszlas adédik:
cd® (x)
dF(x) = m—l .

6. Tovabbi megjegyzések az /-divergencidra vonatkozoan

Az I-divergencia, mint emlitettiik, széles korii alkalmazast talalt eddig is egészen
kiildnbo6z6 iranya vizsgalatokban. Ez az alkalmazhatdsig legtobb esetben a 2. §-ban
adott és elsGként SaNov altal nyert formulaban, ill. annak értelmezésében leli
magyarazatat.

KureBack és LEBLER [6], majd KULLBACK [6a] terjedelmes munkajaban
matematikai statisztikai alkalmazasok egész sorat adja és hozza Osszefiiggésbe
az I-divergenciat kiilonb6z6 ismert mddszerekben szerepld statisztikakkal. Szerzé [12]
konfidenciaintervallumok konstrukcidjara alkalmazta, ami mir KuULLBACKnal is

szerepel.
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Perez [7] informacidelméleti alkalmazasait adta. CsiszAr [1] altalanositotta
az I-divergencia fogalmat €s az 4ltalanositott fogalom szdmos tulajdonsagat és
alkalmazasat adta meg.

RENYI [8, 9] munkaiban a matematikai statisztika informacidelméleti megala-
pozasat adja. Dolgozataiban a statisztikai eljaras hibdjat az entrépia mennyiséggel
becsiilte. A parameter itt diszkrét; szerzé [13] RENYI bizonyos eredményeit folyto-
nos paramétertérre terjesztette ki az /-divergencianak adva a diszkrét entrépia sze-
repét.

HAEK [3] Gauss-folyamatok vizsgalatira hasznalta az I-divergenciat, annak
bizonyos alapveté tulajdonsigait is tisztazta.

Fritz [2] informacidelméleti mddszerrel hatarozta meg gravitacids térben a gaz
nyomaseloszlasat.
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ON SOME DISTRIBUTION LAWS OF STATISTICAL PHYSICS
by
ISTVAN VINCZE

Summary

The aim of the paper is to establish an exact and unified formulation and treatment of the
method given by BoLTZzMANN and PLANCKk for the derivation of the distribution laws of statistical
physics valid for continuous as well as discrete random quantities. Indeed — as mentioned by
PLANCK — in obiaining the distribution of the total energy of a gas-system among the large num-
ber of their particles, certain difficulties arise if the energy may take all possible values; these combi-
natorial difficulties are similar to those which occur when Shannon’s entropy is to be extended to
the continuous case. The latter problem was treated by JAYNES [5a] and earlier by the author [11,13];
the present consideration has a similar feature to this extension. — A pseudo-likelihood function
or pseudo-density function is introduced in the set of the distribution functions which can be taken
into consideration; this procedure has an obvious interpretation. With the aid of this pseudo-likeli-
hood function a principle — analogous to the maximum likelihood method — can be introduced
for the selection of the appropriate distribution function. What is discussed here is that this is
only an analogy: the two procedures have different nature. — As a natural consequence we may
obtain for the (thermodynamical) entropy the following expression:

dF (),

S=—k | dF(x)1 ;
'/.( & 0gd<15(x) N

F(x) denotes here the distribution function of the considered random variable (discrete or conti-
nuous) and &(x) is the prior distribution, which may have different interpretations. The prior
distribution occurs already in the work of BoLTzMANN. —— PLANCK uses a prior distribution which
leads to a distribution uniform on a countable infinite set of energy-values; the question wheter
this assumption is necessary or not is discussed. — Finally the entropy and the continouos version
in the case of the Bose—Finstein and Fermi—Dirac statistics is considered; to obtain the exact
distribution laws for these is considerably difficult. The classical forms can be considered as very
first approximations. — In the different parts of the paper some known mathematical results due
to KuLLBACK [6a], SANov [10] are used, one proof was given by A. RNy,
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A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

A FELIG KORLATOS HERMITIKUS
OPERATOROK ONADJUNGALT FOLYTATASAINAK
ELMELETE ES ALKALMAZASAI (1D)*

frta: M. G. KREIN
6. 8. Véges defektus-szami® félig korlatos operatorok

1. Mindenekel6tt kimondjuk a kovetkezd tételt.

18. TereL. Ha a T alulrdél félig korldtos operdtornak véges w(T) defektus-
szdma van, akkor T bdrmelyik T onadjungdlt folytatdsa szintén alulrdl félig korldtos
és, ezen tulmenden, minden ilyen folytatds spektrumdnak a (— oo, m(T)) szdmkdzbe
es6 része véges szdmu sajdtértékbdl dll, amelyek multiplicitdsdnak az oOsszege leg-
feljebb n(T).

Ennek a tételnek a bebizonyitdsa nem jar semmiféle nehézséggel. Minthogy
azonban a kovetkezd paragrafusban altalinosabb allitast fogunk bebizonyitani
(21. tétel), a 18. tétel bizonyitasat elhagyjuk.

A 15, tétel lehetdvé teszi az alabbi élesebb tétel igazolasat.?

19. TETEL. Legyen S az S operdtornak — amelyre m(S)=0 és amelynek n
defektus-szdma véges — egy onadjungalt folvtatdsa; legyen tovabbd {@1,¢2,..., ¢,}
az N,, D[S] halmazok kézds részének egy bdzisa.

Ekkor w(S) — az § operdtor negativ sajdtértékeihez tartozé multiplicitdsok osz-
szege — pontosan egyenlé a

6.1) kZ: §[¢j9¢k] fjfk

Jrik=1

alakban fellépd negativ négyzetek szdmdval.

Bizonyitds. A 4.§-ban talalhaté 4. lemma értelmében tetszés szerinti £€D[S]
elemre®

S14 1= jﬂdlE(l)flzzfidlE(ﬂ)flz Zu,l(f,w)lz

* MaremaTtryeckuit cGopruk 20 (1947) 431—495. és 21 (1947) 365-—404. A forditas elsd része
ugyanezen folydirat 18 (1968) 273—314. oldalain jelent meg, s a cikk I. fejezetének 1.—5. §-4t és az
I. fejezet irodalomjegyzékeét tartalmazza.

1 (1, n) defektus-indexii hermitikus operator defektus-szamanak az 1 kardindlis szimot neve-
zik.

2 Konnyli belatni, hogy a 18. tétel a 19. tétel k(’jvetkezménye; erre a koriilményre azonban
nem hivatkozhatunk, ugyanis a 19. tétel blzonyltasa soran tdmaszkodni fogunk a 18. tételre, ameny-
nyiben bebizonyitottnak vessziik, hogy az S operator negativ spektruma véges szamu sajatértékbol all.

3 Feltessziik, hogy m= m(S)<O mert m($)=0 esetén a tétel helyessége nyilvanvalo.
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ahol Wy, Vo, ..., ¥, az S operator
m=Ep=..=pn (<0

negativ sajatértékeihez tartozo sajatvektorokbdl alkotott teljes ortonormalis rendszer,
Specialisan az

= k21fk Dx

helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
1
Z Slepodé;ée= Z#, Z((pk, ¥,) &

és ebbdl k6vetkeznk, hogy a (6. 1) alakban fellépd negativ négyzetek p szima nem
nagyobb, mint v.
Misrészt a 15. tétel szerint fennall

d/;zkg;ajk(pk—l_)fj (XjED[S]; J=12,...,v)

2

b

és igy
V= Z;'?ﬂ/ﬁ =k21€k§9k+l =0+
j= =
ahol

£k= Z‘la"kﬂ.’ (k= 1,2,...,"),
ji=

i=
De ekkor a 8. lemma értelmében

S,y = Sie, o)+ S1 21 = Sle, 01+ Sk 1] = Slo, ol
Ily médon

Sy, ¢l = ,é; wiln? = %5[%,%] &&= Slo, 9,

tehat v=p.
A tételt bebizonyitottuk.
2. A tovabbiakban sziikséglink lesz néhany altalanos tételre, amely (i1, n)
- defektus-index{ Eqmlés szerinti hermitikus operatorokra vonatkozik, ahol 1< oo,
Legyen H(D(H)=9) ilyen operator, H ennek egy onadjungalt folytatasa és
Rl = (ﬁ—)»l)—l
a H operator rezolvense, amely A minden reguldris (vagyis A spektrumahoz nem
tartozo) értékére létezik.
Kivalasztva tetszés szerinti 1, (Im 4,0) szamot, vegyiink fel a H*¢ — 4,0 =0

egyenlet Osszes ¢ megoldasaibdl allé 9, halmazban egy {@i(4), ... , ¢, (4)} orto-
normalis bazist, és vezessiik be tetszés szerinti regularis A-ra a

6.2) ©; (%) = @;(A)+(A—219) Ry 0; () G=12..,m
jelolést.
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Felhasznalva a rezolvens
RI‘ = RA—*‘(/J—”).) R“RA

fiiggvényegyenletét nem nehéz megmutatni, hogy ekkor barmely két regularis
A, p értékre

(6.3) o;) = 0;(H+@—DR,0;(4) (G=12,...,m).

Innen a pu=27, helyettesitéssel azt kapjuk, hogy tetszés szerinti reguliris A érték
mellett a @(4), ..., p.(2) vektorok linearisan fiiggetlenek..Be fogjuk latni, hogy ezek
a vektorok a

H*o = ¢

egyenlet Osszes megoldasaibdl allé M, halmazban bazist alkotnak.
Csakugyan, minthogy

H*R:,f=HR,f=f+AR,f  (f€9),
azért a (6. 2) definicié értelmében
H*‘Pj A = H*(Pj (Ao)+(A—4) H* R, ?; (Ao) =
= 4 @; (Z0) +(A—4y) ((pj (A + AR, @; (lo)) = A(Pj 03]
G=12..,n).
Tekintsiik az _ _
(6. 4) Uy =(\A-IDHA-D"1=I+(A-DR,

unitér operatort.
A (6. 3) egyenl3ségben u helyébe A-t, A helyébe A-t irva kapjuk:

(6 5) Ul (pj (I) = (pJ(/l) (J = 1’23 '-'an)'

A konstrukcié szerint a {@(Z¢), ..., @.(4o)} rendszer ortonormalis bazis,
tovabba U, és Uz=U;?! unitér operator, tehat a H*p —1,¢ = 0 egyenlet ¢ meg-

oldésaibdl alié Itz halmaz

i i s {(p 1(10)9 mreo (pn(ZO)}
bazisa szintén ortonormalis.

Tekintetbe véve, hogy N;, az R(H —A,I) halmaz ortogonalis komplementuma,
arra az eredményre jutunk, hogy tetszés szerinti f¢ $ elemre

fro=/— 2 (/s 0 () 01 () € R(H =4y T,

és igy barmilyen f€$H mellett az

(6.6) U [f— ;ﬂ (fs 2 (o) @u (Zo)] = frot Go—2) (H—2 )71 f3,

kifejezés nem fiigg a H operator o folytatisanak a megvalasztasatol.
Most legyen H’ a H operatornak H-t6l kiilonb6z6 6nadjungalt folytatésa,
€s legyen a korabbi jelolésekkel 6sszhangban

R,= (T =i, U,=I+(A-D)R,
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Az U; operatorra alkalmazhaték ugyanazok a meggondolasok, mint Uj-ra, tehat
a (6. 6) vektorrdl mondottak alapjan

6.7 U:lo[f_ %":,(ﬁ Oy (Zo)) D (10)] = U,, [f_ ;“ (fs Dk (10)) @ (£0) (f¢9).

Az U, operator, ugyaniugy mint U,, az R halmazt izometrikusan N, -ra
képezi le; ezért .

(6.8) VoG = 3 up; () (= 1,201,

ahol {u|t numerikus unitér matrix.
A (6. 4), (6. 5), (6.7), (6. 8) egyenlBségeket egybevetve a kovetkezdket kapjuk:

, TR
6.9 Ruf=RJ+, 5 ~Zk =30 (/o) 0; () (FED).
i 0 JR=

Jeloljik az fluy — 0,1 matrix rangjat r-rel. A {@i(4), ..., p,(4o)} ortonor-
malis bazis alkalmas megvalasztasa atjan a (6. 9) Osszefiiggés az

(6.10) R f =R f— z,’ (hod)o; () (€D

alakra hozhato, ahol [la;ll; nem szingularis matrix.
Tekintsiik a

(6.11) Q (%) = 12 (Al = llorll =1
matrixot, tovabba barmely a A operatorra vonatkozdan regularis A pontban a
(6.12) 0 (A = Q)+ (A~ 2)(@;(D: @ (o)) 1T

matrixot. A (6. 3) egyenletek segitségével nem nehéz megmutatni, hogy a / opera-
tor tetszés szerinti regularis A, y pontjaira

(6.13) 0 = QW+ G-l (¢;(D), o (W)II5-
Ezenfeliil ha egy regularis A-ra

(6. 14) det O(2) =0,

akkor?

619 Rf=Rj- 3 0O (heD)ad (€D,

A A=A, esetben ez az egyenlGség a (6. 10), (6. 11) dsszefliggésekbdl kovetkezik.
Minden mas, a (6. 14) feltételt teljesité reguléris A-ra az egyenléség annak a kozvet-

1 Q%Y a Q1 inverz matrix elemeit jeloli. Mellesleg megjegyezziik, hogy a (6.3), (6.13), (6.15)
képletek anal6gok azokkal az ismert képletekkel, amelyeket H. BaTEMAN [8] az integrilegyenletek
elméletében nyert (ldsd még K anTorovics—KRILOV: A felsdbb analizis kozelitdé modszerei, Akade-
miai Kiadd, Budapest, 1953.)
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len igazolasa utjan lathatdé be, hogy a belSle nyert R} f kifejezésre érvényes az
Rif =R, f+Q—t) R, R, f  (f€9)
egyenlet.

Minthogy det O(2,) =0, azért a 2, pont valamilyen kornyezetében a (6. 14)
feltétel teljesiil.

Mutassuk meg, hogy a (6. 14) feltétel minden olyan A értékre teljesiil, amely
H-ra nézve is, A’-re nézve is regularis.

Ebbél a célbdl eldszér megjegyezziik, hogy det Q(A) barmely a H operatorra
vonatkozdan regularis 4 pont kdrnyezetében holomorf fiiggvény, tehat ilyen pont
nem lehet e determinans zérushelyeinek torlddasi pontja, Gigyhogy ilyen pont barmely
kornyezetében talalhatok 2 ertekek amelyekre fennallnak a (6. 14), (6. 15) Ossze-
fiiggések.

Masrészt ha A, a A’ operatornak is regularis értéke, akkor A,-t61 elindulva
be lehet bizonyitani, hogy a 4, pont valamilyen kérnyezetében

(6.16) Rif=Rif= 3 PO (Lo D) i) (€9,

ahol @3(4), ..., @5, (1) a H*qo Ap =0 egyenlet olyan linedrisan fiiggetlen meg-
oldasai, amelyek (6. 3) tipust fiiggvényegyenleteknek tesznek eleget. Osszehason-
litva a (6. 15), (6. 16) egyenlGségeket azokra a A értékekre, amelyekre mindketten
érvényesek, azt talaljuk, hogy r;=r és hogy létezik egy |[ch||1 nem szingularis
numerikus matrix, amelyre tetszés szerinti, a H operatorra nézve regularis 1 mellett

(p;k(l) :k;;ckj(pk(j‘) (.]= 1925"-’r)1
kovetkezésképpen®
6.17) P(Ay=C*Q(H)C

minden olyan A-ra, amelyre fennall (6. 15) és (6. 16), és igy a A operator minden
A regularis értékére is. Specidlisan A =4, esetén a (6. 17) 6sszefiiggésbdl a kovetkezs-
ket kapjuk:

det OQ(4,) =det P(1,)|det C]*#0.

Allitasunkat bebizonyitottuk.
3. Ezen el6készité megfontolasok utan be fogjuk bizonyitani az alabbi tételt:

20. TETEL. Legyen S, Sés {©1, ©g,---, ®,} ugyanolyan, mint a 19. tételben. Ha
a 0 pont az S operdtorra vonatkozdan reguldris, akkor

S;lf =81~ _k2'=1ajk (fopee  (FED)

ahol || olyan nem szinguldris hermitikus matrix, hogy a

Zr: “jkfjf_k

k=1
* A C* matrix a C=llc,llf matrix komplex konjugéltjidnak a transzpondltja.
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alakban fellépé negativ négyzetek szama pontosan egyenlé az S operdtor negatfv
sajatértékeihez tartozé multiplicitdasok ésszegével.

Bizonyitds. A 2. pont eredményeit fogjuk alkalmazni a

H=S, A=S8 =S5,
esetre.
Ha N
a>=-—-m(S), O,

akkor —a a H operatornak és a H’ operatornak is regularis értéke, tehat a (6. 15)
képlet értelmében

(6.18) (S, +al)™'f = (§+01)"1ff,:1=21' 05 (=) (f, 9;(— @) pr(—a).

Misrészt a tekintett a értékek mellett az S+al, S, + al operatorokra alkalmaz-
haté a 12. tétel, tgyhogy

(Sy+al)™t = (S+al) = (S+al);?,

ahol B _, az S*@ +ap = 0 egyenlet &sszes megoldasainak a halmaza.
Ezek szerint

S+ah;t f= jfz" 050a) (f.0; (D) o (~a)  (FEH).

Visszaemlékezve az 1. §-ban szerepl§ &) allitasra, azt nyerjiik, hogy a {¢,(—a), ...
ey ©,(—a)} rendszer az

(6.19) N_,ND((S+al)) = N_,ND[S]

k6z0s részben bazist alkot, és

Qi(—a)= [ (G+a)d(EW)¢;(—a), ot (—a)) =

m(S)

= §[¢J (_a): Dx (_a)]+a ((pj(_a)’ Pi (_a)) (.]ak = 1a2s vers rl)-

Most megjegyezziik, hogy ha egy ¢@(}) vektor-fiiggvény (4 befutja S regularis
pontjainak a halmazat) kielégiti a

(6.21) P =0 W+@A-—wWRe(w) (Ry=(E-iD7)

fiiggvényegyenletet, és legalabb egy A regularis értékre @(A) € D[S], akkor ez fennall
minden regularis A-ra. N

Valéban, ha o(u) € DIS], akkor az R;¢p(x) € D(S) = D[S] 6sszefiiggés és a (6. 21)
egyenlet alapjan ¢(1)€D[S]. Ennélfogva ha a {p,(—a), ..., ¢,,(—a)} rendszer
bazist alkot a (6. 19) halmazban, akkor {¢,(0), ..., ¢,,(0)} bazis lesz az

%,N DS

(6. 20)

halmazban és igy valaszthaté a 20. tétel szdvegében szereplé {¢,, ..., ¢,} bazis
gyanant (specialisan r,=r).
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A (6. 18) egyenlBségben a —a értéket helyettesithetjiik az S operator tetszés
szerinti A regularis értékével. Specialisan lehet a =0 és ekkor a kdvetkez6t kapjuk:

(6.22) Sitf= 87— 3 0GP O)(£.9;0) 0 0).

Masrészt ha a (6. 20) egyenléség mindkét oldalan a helyébe A-t irunk, akkor
J-nak analitikus fiiggvényeit nyerjilk, és minthogy ezek a valtozé minden eléggé
nagy pozitiv értékére megegyeznek, azért azonosan egyenl6k minden olyan A-ra,
amely az S operatorra nézve regularis. Kovetkezésképpen a (6. 20) Osszefiiggés az
a=0 esetben is érvényes.

Ilyen modon

(6.23) 05 = S[0; 0, 0]  (k=12,..,r),

ez pedig a (6. 22) egyenlSséggel és a 19. tétellel egyiitt a 20. tételt eredményezi.

6. 1. megjegyzés. A (6.23) dsszefiiggésbdl adédik, hogy ha 0 az S operator
regularis értéke, akkor a (6. 1) alak nem szingularis. Nem nehéz meggy6z8dni
arrdl, hogy a (6. 1) alak rangja mindig r —d, ahol d(=0) a 0 szamnak mint az §
operator sajatértékének a multiplicitasa.

7. §. Hézagos spektrumia hermitikus operatorok

Bar a jelen munka alapvetd feladata a félig korlatos operatorok 6nadjungalt
folytatasainak a tanulmanyozasa, mégis célszerii lesz, ha ismertetjitk vizsgalataink
azon kovetkezményeit, amelyek tetszés szerinti hermitikus operatorok &nadjungalt
folytatasainak az elméletére vonatkoznak.

1. Legyen H hermitikus operator, amelynek D(H) értelmezési tartomanya
strd $H-ban.

Allapodjunk meg abban, hogy a véges (a, b) szamkdzt a H operator hézagdnak
nevezziik, ha

-0 =20 (reday.

Ha H 6nadjungalt operator, akkor az az allitas, hogy («, b) az operator hézaga,
kidnnyen belathatd mddon azzal ekvivalens, hogy (a, b) a H operator regularitasi
intervalluma (vagyis (4, b)) minden pontja regularis a H operatorra vonatkozdan).

Ervényes a kovetkezd tétel.

21. TETEL. Ha az (a, b) szémkéz a H (D(H)=9) hermitikus operdtor hézaga,
akkor H-nak vannak énadjungdlt folytatdsai®, és ezek kozott taldlhaté legalabb egy,
amelyre nézve az (a, b) szamkoz regularitdsi intervallum.

Bizonyitds. Ha a H operator helyett a

2 a+b
Hl:b-——a[H_ 2 1]

8 A tételnek ezt az allitasat még J. W. CALKIN bizonyitotta be (Iasd [9], 2. tétel).
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operatort tekintjiik, akkor arra az esetre jutunk, amikor @ = —1, h=1. Ennélfogva
az altaldnossdg megszoritasa nélkiil eleve feltehetjiik, hogy ¢ = —1, b=1, vagyis
hogy a H operatorra teljesiil a

(7. 1) Hf|=1fl  (f€DH))

feltétel.

Ertelmezziink az R(H) halmazon egy A hermitikus operatort az

AHf =f (feD(H))
képlet 1itjan. Ekkor D(4)=NR(H), és a (7. 1) feltétel értelmében

ldgl=lgl  (g€D(W),

azaz ||A|=1. A 2. tétel szerint az A operatornak van legalabb egy A Onadjungalt
folytatasa, amelyre [|4] =1. Meg fogjuk mutatni, hogy a 0 szim az 4 operatornak
nem sajatértéke.

Csakugyan, ha feltessziik, hogy létezik olyan ¢ =0 vektor, amelyre Ap =0,
akkor azt allithatjuk, hogy ¢ L R(4); de ez nem lehetséges, mert

RA) >R =DH), DH)=

Ha azonban 0 az 4 operatornak nem sajatértéke, akkor létezik a H=A4"" operator
és ez az A operatorral egyiitt 6nadjungalt. Minthogy || 4]l =1, azért

Hf = |fl  (feDA)),

vagyis a (—1, 1) szamk&z a H operator hézaga, vagy ami az adott esetben ugyanaz,
regularitasi intervalluma. Minthogy a H 6nadjungalt operator nyilvanvaléan a H
operator folytatasa, a tételt bebizonyitottuk.

Az olvasdra bizzuk, hogy a 2. § tobbi tételei segitségével megfeleld kritériumokat
nyerjen arra, hogy az (a, b) hézaggal rendelkezé H operitornak mikor lesz egyetlen
olyan H 6nadjungalt folytatasa, amelynek az (a, b) szamkoz regularitasi intervalluma.

2. Amint korabban emlitettiik, az alabbi tételbSl kovetkezik a 18. tétel.

22. TETEL. Ha egy (a, b) hézaggal rendelkezé H hermitikus operdtor n(=>0)
defektus-szama véges, akkor a H operator tetszés szerinti H onadjungdlt folytatdisa
spektrumdnak az (a, b) szamkozbe esé része véges szamii sajdtértékbdl dll, amelyek
multiplicitdsdnak az ésszege legfeljebb n’.

Bizonyitds. Legyen H a H operator olyan onadjungalt folytatdsa, amelynek
az (a, b) szamkoz regularitési intervalluma, A’ pedig H-nak egy masik énadjungalt
folytatasa. A A, H’ operatorok minden 4 regularis pontjiban az ezen operatorok-
hoz tartozé R;, R rezolvensek kozott fenndll az

(7.2 Rif = Rif= 3 059D (Lo, )o@ | (£€9)

Jrk=1

7 Konnyl belatni, hogy hermitikus S operitor esetén m(S§)=b(> — ) akkor és csak akkor,
ha tetszés szerinti a<b mellett az (a, b) szamkoz az S operator hézaga; tehat a 18. tétel a 22. tételbol
kovetkezik.
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Osszefliggés, ahol r=mn, tovabba a ¢,(1) (k=1, 2, ..., r) vektor-fiiggvények és a
0(A)=Q(A|] matrix a H operator regularis ponUamak a halmazan holomorfok
(lasd 6.§, 2. pont) Ebbdl adddik, hogy H’ spektrumanak az (a, b) intervallum
belsejsbe es6 része izolalt sajatértékekbol all (és ezek a det Q(4) fiiggvény zérus-
helyei).

b ~, o~ L
El6szor tegyiik fel, hogy a ¢ = a__-;_ érték a H’, H operatorokra nézve regularis.

Ekkor a (7. 2) egyenlGségben jogos a A =c helyettesités és igy a kovetkez6t kapjuk:

(7.3) mf=&ﬁ3§5mmenﬁ%«»%@.

Egyidejiileg megjegyezziik, hogy (a, b) a H operator hézaga, tehat

0.4 R A= 2ol (e®),

Most tegyiik fel, hogy talalhaté a H’ operator sajatvektoraibdl allé olyan
Vi, Wa,..., ¥, (n=>r) ortonormalis rendszer, amelyre

Hy, =, a<p;<b (G=12,..,n.
Ekkor tetszés szerinti f#0 vektorra, amely

f = ‘fl!l/1+ +fn¢u

alaka, fennall az

2 |
IR.f] = 2,,_,, ‘ Zflﬁ‘ 5/l
j=1€C— I'[j
egyenlOtlenség.
Masrészt n>r esetén mindig talalhatSk olyan &,, ..., &, szdmok, amelyek koziil

nem mindegyik nulla és amelyekre

(hou@) = 2 &) =0 (k=12 ..m,

és a £; szamok ilyen megvalasztasa mellett (7. 3) és (7. 4) alapjan

Rf1=1RS = 211,

Ellentmondasra jutottunk.

. b ~ .

Ezek szerint ha a ¢ = ‘jf;ﬁ szam a H’ operatornak nem sajatértéke, akkor
H’ spektruma az (a, b) intervallum belsejében olyan sajatértékekbdl all, amelyek
multiplicitasinak az Osszege =r, tehat még inkabb =mn.

Most tegyiik fel, hogy ¢ a H’ operator sajatértéke. Ebben az esetben barmelyik
c-t6l kiilonbozs és hozza elég kozel fekvs ¢, pont regularis a H’ operatorra vonat-
kozoan, és igy a mar_elmondottak értelmében minden ¢, kdzéppontu és (a, b)-ben
foglalt szamkdzben H’ spektruma olyan sajatértékekbdl all, amelyekhez tartozo
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multiplicitasok Osszege =mu, kovetkezésképpen ugyanez lesz a helyzet az egész
(a, b) nyilt intervallumban.
A tételt bebizonyitottuk.

7. 1. megjegyzés. Ugyanezzel a modszerrel nehézség nélkiil bebizonyithato,
hogy ha a H operator (1=n(H)< ) valamelyik a7 Snadjungalt folytatisa spekt-
rumanak az (a, b) szamkoz belsejébe esO része véges szamu sajatértékbdl all és
a megfeleld multiplicitasok 8sszege =n, akkor H barmely masik A’ 6nadjungalt
folytatasanak a spektruma (a, b) belsejében véges szamu sajatértékbdl all és az
ezekhez tartozd multiplicitasok Osszege =n+n.

3. Allapodjunk meg abban, hogy a A valds szamot a H hermitikus operdtor
reguldris értékének fogjuk nevezni, ha A a H operator legalabb egy H onadjungalt
folytatdsara vonatkozéan regularis.

A 21. tétel alapjan ez a definicié a kovetkezével ekvivalens: a A szamot
(— o <Ad<oo) akkor nevezziikk a H hermitikus operator regularis értékének, ha
valamilyen kornyezete a H operator hézaga.

Az n(H) < esetben érvényes az alabbi tétel.

23. TETEL. Legyenek Ay <2d,< . <X, a H hermitikus operdtor reguldris értékei,
P1>Pa> ---» Ps pedig olyan természetes szdmok, hogy p,+ps+...+ps = n(H).
Ekkor a H operatornak van legaldbb egy H onadjungalt Solytatdsa, amelynek a i
(U=1,2,...,5) szdm legalibb p;-szeres (j=1,2, ...,5) sajdtértéke®

Bizonyitds. Ha A, <A,<...<A, a H operator regularis értékei, akkor talal-
hatdk olyan 6;=0 (j=1, 2, ..., s) szamok, hogy

(1.5) \Hf—2,f|=6,1f] (feDE); (=1,2, ..., ).

Legyen H, a H operator olyan dnadjungalt folytatasa, amelynek a A; szdm
regularis értéke. Jeldljiikk a I, operator rezolvensét Rj-vel és s képezziink segitségével
olyan ¢ (1) (j=1,2, n) vektor-fiiggvényeket, amelyek H, regularis pontjainak
a halmazan holomorfok és a H*@=lp egyenlet Gsszes megoldédsaibdl allé halmaz-
ban bazist alkotnak.

Jeldlje D(H,) a H-beli

(1. 6) f= g Go,0+e (g€ (H))

alaku vektorok Osszességét, és legyen

Pt

= ).1 2 gvj(PJ(ll)"‘Hg.

Ekkor specialisan fennallnak a

Hl(pj(/ll)=)'l(pj(’11) (G=12,...,p9)
egyenlbségek.

8 A 23. tételt lényegében véve eldszor H. HAMBURGER blzonyltotta be (lasd [10], 12. tétel),
habar 6 seholsem fogalmazta meg az altalunk adott formaban. A mi bizonyitasunk lényegesen
eltér HAMBURGER bizonyitasatél.
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Nem nehéz igazolni, hogy H, a H operator valamilyen hermitikus folytatdsa.
Ennélfogva a
(7.7 Hfp = ¢ (Im4 = 0) .

egyenlet mindegyik ¢ megoldasa egyfittal a H*¢p =1¢ egyenletnek is megoldasa,
tehdt

(7.8) ¢ =11 (D) +Fcapa (D) + ... +cnpn(A)

alaki, ahol a ¢; (j=1, 2, ..., n) mennyiségek komplex allandok.
Ahhoz. hogy egy (7. 8) alakd ¢ vektor tényleg kielégitse a (7. 7) egyenletet,
sziikséges és elégséges, hogy

(7.9) (p, Hif=2f) =0 (fCD(HY)
legyen.

Helyettesitsiik itt f-et a (7. 6) egyenldségben szerepl$ kifejezésével. Minthogy
az f=gcD(H) esetben a (7.9) feltétel minden (7. 8) alakil ¢ mellett teljesiil, azt
kapjuk, hogy ez a feltétel a kdvetkezd egyenletrendszerrel ekvivalens:

(7. 10) (@, 0 (D) = g ¢;(0; (), 0. () = 0
(k = 19 23 --~3p1)'

Mivel a

(7.11) 10, ), D)

matrix A =24, esetén nem szingularis Gram-matrix, azért 1,-hez elég kozeli komplex
4 értékekre (Im A0) a (7. 11) matrix szintén nem szingularis. Koévetkezésképpen
ezen A értékek mellett a ¢y, ¢, ..., ¢, ismeretlenckre vonatkozé (7. 10) egyenlet-
rendszer matrixanak a rangja pontosan p,-gyel egyenld, tehat az egyenletrendszernek
pontosan 1 —p, szdmu linedrisan fiiggetlen megoldasa van.

Ezek szerint ha A elég kozel van A,-hez, akkor a (7. 7) egyenletnek pontosan
n—p, szamu linearisan fiiggetlen megoldasa van, azaz

n(Hy) = n(H)—p;.

Most meg fogjuk mutatni, hogy a d,<Ad3<... <A, értékek H;-re nézve is
regularisak. Ebbdl a célbdl allitsuk eld az f¢ D(H,) elemet a (7. 6) képletnek meg-

felelGen
f=0+g (g€DH); Hip = H*¢ = 1,0)

alakban. Tekintetbe véve a (7. 5) egyenlbtlenségeket és azt, hogy ¢ L Hg—1,g,
a kovetkezot kapjuk:

IHlf“‘;vflz = [Hg‘"/ljg_(lj—'h) ¢lz =
= |Hg— 2 gI*+ (4 — )* |o* = 8 |gl*+|4; — Af? o) (J=23,..,5).

Legyen _
0% = min (5;, |4;— 4,) (J=23,..,9);
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ekkor
, o 1., .
S5 lel* + (4 — A’ lol* = 67 (gl +10I") = 5 67 g + "
Ily médon

lHlf }'fl ;/‘6 ]fl (j=2’3""as)’
vagyis a 4; (j=2, 3, ..., s) szamok a H, operator regularis értékei.

Analdog mdédon ahhoz, ahogyan a H operatorhoz megszerkesztettitk Hq-et,
a H, operatorbdl kiindulva képezhetjiik ennek egy H, hermitikus folytatasat, amely-

nek a A, szam p,-szo6rQs sajatértéke, tovabba
n(Hy) = n(H)—pi—ps,

és amelyre nézve a 4,, ..., A, értékek regularisak. Tovabb folytatva ezt az eljarast

egy H, onadjungalt operatort kapunk, amely a 23. tételben szerepld Osszes feltétel-

nek megfelel, és amelynek egyebek kozott a A szdm pontosan p-szeres sajatértéke.
A tételt bebizonyitottuk.

7.2. megjegyzés. A tétel bizonyitasa soran nem volt lényeges, hogy a
Z; (j=1,2,...,5) szamokat nd&vekedésiik sorrendjében szidmoztuk. Ennélfogva
a tételre adott bizonyitasunkbdl kovetkezik, hogy a H operatornak mindig van
olyan H 6nadjungalt folytatdsa, amelyre a tétel valamennyi feltétele teljesiil, és
amelynek a tetszés szerint rogzitett A, pontosan p,-szoros sajatértéke.

Ha pedig mindegyik 1; (j—-],.., . s) pont a H operatornak ugyanabban
a hézagaban helyezkedik el, akkor még az is igaz lesz, hogy létezik olyan A dnadjun-
galt folytatds, amelynek mindegyik A; (j=1,2,...,5) szdm pontosan p;-szeres
(j=1,2,...,5) sajatértéke. Ez az allitas k62vet]enﬁl adédik a 22. és 23, tétel egybe-
vetésébol.

Végiil megjegyezziik, hogy abbdl az eljarasbol, amellyel a H operatort a kivant
H operatorra folytattuk, kovetkezik, hogy s=1 esetén az utdbbi soha sincs egy-
értelmiien meghatarozva, és megforditva, s=1 esetén egyértelmilen meg van
hatarozva.

4. A hermitikus operatorra vonatkozdan regularis pontok masodik definicidja
értelmében (lasd 7. §, 2. pont) ha egy (a, b) nyilt intervallum a H hermitikus operator
hézaga, akkor ennek az intervallumnak mindegyik pontja regularis H-ra nézve.

A forditott allitas nem igaz, vagyis ha az (a, b) nyilt intervallum minden pontja
regularis H-ra nézve, akkor egyaltalan nem biztos, hogy az (q, b) intervallum a H
operator hézaga. A 23. tétel szerint ebben az esetben (feltéve, hogy n(H) < ) csak
annyit lehet allitani, hogy a H operator tetszés szerinti H Onadjungalt folytatasa
spektrumanak az (a, b) intervallumba esé része véges multiplicitasi izolalt sajat-
értékekb@l 4ll.° Az utdbbi allitas, amint az alabb sorra keriild 24. tételbdl kovet-
kezni fog, egyszerli H operator esetén megfordithato.

% Ugyanis a Heine—Borel-tétel szerint (a, b) minden (a,, b,) belsd rész-intervalluma befed-
hetd a H operator véges szamu hézagaval.

MTA I11. Osztdly Kozleményei 19 (1969)



A FELIG KORLATOS HERMITIKUS OPERATOROK ELMELETE ES ALKALMAZASAI (II) 143

Emlékeztetiink arra, hogy egy H (H % H™) hermitikus operatort akkor neveznek
egyszeriinek, ha a § térnek nincs olyan valodi altere, amely a H operétort redukalja
és amelyben H 6nadjungilt.

MielStt kimondanank a 24. tételt, a kdvetkez8 megjegyzést tessziik az (n, n)
defektus-indexti H egyszerii hermitikus operatorokra vonatkozdan, az egyszerfiség
kedvéért arra_az esetre szoritkozva, amikor n <o,

_ Legyen H az egyszerli H operator valamelyik dnadjungalt folytatasa, és legyen
H rezolvense R;. Képezziikk gy mint a 6. § 2. pontjaban, a linearisan fiiggetlen és
holomorf ¢;(4) (j=1,2, ..., m; Im A=0) vektor-fiiggvényeket, és mutassuk meg,
hogy ha az f€$ vektorra

(7. 12) (f, 0 (1))=0 (j=1,2,...,m; Im 1=0),
akkor f=0.

Bizonyitas céljabdl tegyiik fel az ellenkezdt és tekintsiik azt a $, halmazt,
amely a (7. 12) azonossignak eleget tevd Gsszes f€ 9 vektorokbdl all. Elbszor is
tetszés szerinti A-ra (Im 4320) fennall

RzS’ngm
mert ha f€$H,, akkor a (6. 3) 6sszefiiggések értelmében

(Ri> 0;(w) = (fs R0 (W) = (/. (DZ):Y’ 2,0) _ 0

(G=12..,1n; u#l),
azaz
R, fe$y.

Masrészt a {@,(4), ..., @.(4)} rendszer az R(H—1I) (Im A>0) halmaz orto-
gondlis komplementumaban bazist alkot, tehat minden f¢$, elemnek megfelel
egy g=g(4) (Im As0) vektor, amelyre

Hg—Jg=f, vagyis g= R;f¢D(H).
llyen modon a H operator értelmezve van a
D1 =R;Ho < He

halmazon, és H mint a H, tér D, részhalmazan értelmezett operator Snadjungalt,
ugyanis (H—ADD, =9, (Im 1=0).
Most legyen
gCD(H), f=(H-2Dg (Imi=0).

Bontsuk fel az f vektort:

S =rfot/ (fo€90, /1€D0D0)
Ekkor a kévetkez6t kapjuk:

g=Ryf =R i+ R;f1 = g +8&1,

ahol go=R; f,€ D, CcD(H). Tovabba f;1 H, miatt f; 1 R;H,, kovetkezésképpen
g1=R;f1 1 9Hy. Ezek szerint barmilyen g€ D(H) vektor H,ra vald vetiilete egy
o€ D, CD(H) vektor, vagyis 9, redukalja a H operatort.
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Ellentmondasra jutottunk, mert a feltevés szerint H egyszer(i operator.
Az allitast bebizonyitottuk.

24, TETELY. Legyen H (D(H)=$9) valamilyen egyszerii hermitikus operdtor,
amelynek a defektus-indexe (n,n), aliol 1 Sn<-oo, Ahhoz, hogy az (a, b) nyilt szdm-
kéz mindegyik pontja a H operdtor reguldris pontja legyen, sziikséges (elégséges),
hogy a H operdtor. tetszés szerinti (legaldbb egy) H onadjungdlt folytatdsinak a
spektruma az (a, b) intervallumban izoldlt sajdatértékekbdl dlljon.

Bizonyitdas. A feltétel sziikségessége, amint mar megjegyeztitk, a 23. tételbdl
kovetkezik fiiggetleniil attdl, egyszerii-e a H operitor vagy sem.

Bebizonyitjuk, hogy az ismertetett feltétel elégséges.

Tehat létezzék H-nak olyan M onadjungalt folytatasa, amelynek (a, b)-beli
spektruma izolalt 4; sajatértékekbdl all. Ekkor a 4; (j=1,2, ...) pontoktol kiilon-
bozd barme]y1k A pont a H operatorra nézve, és 1gy H-ra nézve is, regularis. Meg
kell még mutatni, hogy a 4;(j=1, 2, ...) pontok is regularisak.

Megjegyezziik, hogy ha V< )” az (a, b) intervallum két pontja, amelyek a {4;}7°
sorozat egyetlen pontjat sem fogjak kozre, akkor a (', ) szamkoz a H operatornak
és igy H-nak is, hézaga. Ezért a 22. tétel szerint a H operator barmely masik A’
onadjungalt folytatisanak (4’, A”)-beli spektruma véges szadmu sajatértékbol all,
tehat az egész (a, b) szamkozbe esd spektrum izolalt sajatértékek Gsszessége.

Legyen a kordbbiaknak megfelelden {¢(4), ..., ¢, (1)} bazis a H*¢p—~Aip = 0
egyenlet megoldasainak a halmazdban, amelyet az ismert médon a H operator
R; rezolvensének a segitségével szerkesztettiink meg.

Most megmutatjuk, hogy tetszés szerinti A4€{A;}i” sajatérték multiplicitasa
legfeljebb n-nel egyenlé. Ha ez nem lenne igaz, akkor talathatnank olyan np sajat-
vektort (Hy =20, ¥ #0), hogy

(Y, 0,(N=0 (=12,..,n),
ahol 4 a H operator barmelyik regularis pontja. De ekkor ¥ ¢ R(H — ZI), tehat

Y= (=D RYeDEH), HY =Y.

Ellentmondéasra jutottunk, ugyanis az egyszerii operator definicidja értelmében
H-nak nem lehet egy sajatvektora sem. 5

Legyen {{1,V¥,, ... ¥,} (p=u) a ¢ (Hy=A) sajatvektorok halmazanak
egy bazisa.

Megjegyezziik, hogy tetszés szerinti

(7.13) Y= 2 an [2 &2 > 0]

sajatvektorra és a H operatorra nézve regularis A pontra a
10 A 24, tétel szintén benne foglaltatik H. HAMBURGER mar emlitett [10] cikkének eredményei-

ben. Az n=1 esetben a szerzd felhasznalta kordbbi vizsgédlatai sordan (lasd [10]). A jelen bizonyitas
kiilonbozik H. HAMBURGER bizonyitasatol.

(7. 14) (0, %)  (G=1,2, ..., )
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skalaris szorzatok koziil legalabb az egyik nem egyenlé nulldval. Valéban, ha fel-
tessziik, hogy valamilyen regularis 4 esetén ezek a szorzatok mindnyajan nulldval
egyenlGk, akkor barmely masik regularis u érték mellett is

(0; W, ¥) = (@, D+~ R, 0;(M),¥) = (¢; (D, Y +(E—- V) Reyp) =

:;::%;((pl(l)’l/,)=0 (]: 1329'-'911)’

ez pedig ellentétben &ll azzal, hogy a H operator egyszerdi.
A (7.14) skalaris szorzatokba behelyettesitve a  vektor (7. 13) alatti kifejezé-
sét azt kapjuk, hogy az emlitett tény a kovetkezSt jelenti: tetszés szerinti regularis

A esetén a

. . ”((pj(i)! lAbk)“ (]= 1323"',"[; k = 1’2’ ,P)
matrix rangja p.

Ha ezt a matrixot a valds regularis A =o pontban vizsgaljuk és tekintetbe vesz-
sziik, hogy a {@,(4), ..., 0, (1)}, {¥1, ..., ¥,} bazisok csak nem szingularis linearis
transzformacid erejéig vannak meghatarozva, akkor arra a kovetkeztetésre jutunk,
hogy az altalanossig megszoritasa nélkiil vehetd

_JI, ha j=k —
(7' 15) ((pj(a)’ l//k) - {0, ha j - k (]’k e 1323 "'9p)'

Ezutan értelmezziink egy R, operatort az alabbi mddon:

P
(7.16) R,f=R,f— 21 (fro;@) o)  (f€9).
j=
Mindkét oldalra alkalmazva a H* —al operatort és felhaszndlva, hogy H*@(a)—
—ap{0) =0 (j=1,2, ..., p), nyerjik:
(H*—a) R f = (H*—a)R,f = (H—a)R,f =  (f€9).

Ez az egyenl8ség azt mutatja, hogy =0 esetén R,f#0, és igy az R, dnadjungalt
operatornak van- (R))~! inverze, amely szintén &nadjungalt operator,
Legyen
H = (R) 4ol (DH) = R(RY).

Nem nehéz meggy6z6dni réla, hogy H” a H operator folytatasa.
Csakugyan, ha ge¢ D(H) és

f=Hg—ag = Hg—ag,
akkor (f, 9 ())=0 (j=1,2, ..., n), tehat a (7. 16) definicié alapjan

Rf=Rf=g
innen pedig g€ D(H’) és

H'g—oag = (H' —a) R, f = f = Hg—ag,
azaz H'g=Hg.
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A J, pont a H’ folytatasnak vagy regularis pontja, vagy izolalt sajatértéke
lehet. Ha megmutatjuk, hogy az elsd eset 4ll fenn, vagyis hogy a

(7.17) Hy—24,x=0

egyenldség csak y=0 mellett teljesiil, akkor a tétel be lesz bizonyitva (ugyanis
4o a {A;} sorozat tetszés szerint valasztott eleme).
A (7. 17) egyenlGségbdl adddik, hogy

(o= Ry = Ry (H'y~ax) = 1,
tehat a (7. 16) definicié értelmében

(7.18) 1= Go— ) Ry = — (Ao —20) ;”(x, 0, (@) 9; ().

Masrészt a {y,, ..., ¥, rendszer bazis 1évén a Hy — iy = 0 egyenlet megoldasai-
bol allé halmazban, bazist fog alkotni a

(7.19) Y—(Zo—) R Y =0

egyenlet megoldasainak a halmazaban is.
Ebbdl specialisan az is kovetkezik, hogy

(X-(lo-“) Rozx’ l//J) = (X9 l/’j_(i()'—a)Rd l//j) =0
(j=12,..,p).

Ennélfogva ha a (7.18) egyenldség mindkét oldalat megszorozzuk ,-val
(k=1,2, ..., p) és figyelembe vessziik a (7. 15) Osszefiiggést, a kovetkezbt nyerjiik:

(7.20) (6 o@)=0  (k=1,2, ..., p),

tehat a (7. 18) egyenldségben a jobb oldalt nullaval lehet helyettesiteni. Ily médon
x a (7. 19) egyenlet egyik megoldasa, kovetkezésképpen

X =cfritcifat ... +cplpp'

Visszahelyettesitve y-nek ezt a kifejezését a (7. 20) egyenléségbe és wjra felhasznalva
a (7. 15) osszefiiggést, azt kapjuk, hogy ¢,=0 (k=1, 2, ..., p), vagyis y =0.
A tételt bebizonyitottuk.

5 Allapodjunk meg abban hogy a 1-7 6nadjungalt operator spektrumét akkor

A 24, tételbdl kovetkeznk hogy ha a H (1 =n(H)<eo) operator valamelylk
A Onadjungalt folytatdsanak diszkrét spektruma van, akkor a H operator barmely
masik A’ 6nadjungalt folytatasanak a spektruma is diszkrét.

Valdban, ha A spektruma diszkrét és H egyszeru operator, akkor a 24. tétel
szerint a valos tengely csupa reguldris pontbdl all, és igy a 22. tétel alapjan tetszés
szerinti masik A’ 6nadjungalt folytatas spektruma izolalt sajatértékekbdl all, ame-
lyek multiplicitasa =mn.

Abban az esetben viszont, amikor a H operator nem egyszeri, ugyanerre a kdvet-
keztetésre jutunk a

55 = 50®$1a H = H0®H1
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felbontasok felhasznalasaval, ahol $, olyan maximalis tér', amely a H operatort
redukélja és amelyben H (tehat a H, megszoritas) onadjungalt, $, ennek az orto-
gonalis komplementuma, H, és H, pedig a H altal H-ban, ill. $;-ben indukalt
hermitikus operéatorok.

8. §. Félig korlatos operatorok diszkrét spektrumi folytatdssal

Legyen T (alulrdl) félig korlatos operator és T ennek egy diszkrét spektrumu

felig korlatos Onadjungalt folytatdsa. Ekkor a T operator spektralis felbontasa

Tf= Z;AJ(T) fs (Pj) P
7=
alaku, ahol {p;}i" a T-hoz tartozé sajatvektorok teljes ortonormalis rendszere és

WD =2uD=..=1T)=

a megfelel6 sajatértékek sorozata, minden sajatértéket annyiszor feltiintetve, amennyi
a multiplicitasa.

Ha ezenkivill 1=n(T)<-e, akkor a 18. tétel és az elé6bbi paragrafus végén
tett megjegyzés értelmében 7 mindegyik Onadjungalt folytatisinak a spektruma
alulrol félig korlatos és diszkrét lesz. Viszont ha n(T) = e, akkor ennek az allitasnak
egyik része sem igaz.

Ennéifogva nem érdektelen a kovetkezd tétel.

25. TéTEL. Ha a T (1 =W(T)= ) hermitikus operdtor valamelyik T félig kor-
ldtos onadjungdlt folytatdsa diszkrét spektrummal rendelkezik, akkor a T operdtor
T, durva folytatdsinak a spektruma diszkrét, tovdbbd

8.1 MT) =4(T) (G=12..)
ahol /Ij(f'), AT (j=1,2,...) a T, T, operdtorok egymds utdn kévetkezd sajdt-
értékel.
Bizonyitds. Ha a tételben az adott T, T, T, operatorokat rendre az
S=T+al, §=T+al, S,=T,+al

operatorokkal helyettesitjiik, ahol @ valds szam, és a tételt bebizonyitjuk az S, S,
operatorokra, akkor ezzel nyilvanvaldan az adott operatorokra is készen lesz a bizo-
nyitas. 5 N

Legyen a= —m(T); ekkor m(8)=0 és a 12. tétel értelmében

(8.2) S;t=81-(8 Yy,

ahol 9, az S*¢ =0 egyenlet Ssszes megoldasaibol all.
Minthogy feltevés szerint S spektruma diszkrét és pozitiv, azért S-1 és vele

1A 24, tétel bizonyitasa elott végzett megfontolasokbol kovetkezik, hogy £, mindazoknak
az f vektoroknak az Osszessége, amelyek a ¢,(4) (j=1,2, ...,n) vektorokra tetszés szerinti A(ImA0)
esetén ortogonalisak.
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egyiitt (SY)y, is teljesen folytonos operator’?. Kovetkezésképpen S,;' is teljesen
folytonos, tehat az S, operator spektruma diszkrét.
Ha
LB =@ = M) SAHE) S

(0 <A (S~)a 0<4 (Su))
az S, ill. S, operator sajatértékeinek novekvden rendezett sorozata, akkor
A =41 ) = .5 AS)=AAS)= ..

az §-1, ill. S;! operator sajatértékeinek fogydan rendezett sorozata. Minthogy
pedig (8. 2) értelmében
S;t=8-1

azért a teljesen folytonos operatorok sajatértékeinek ismert minimax tulajdonséagai
miatt

AFNS;)=4;71(8Y, azaz L, S)s=4S) (=1,2,..).
A tételt bebizonyitottuk.

8.1. megjegyzés. Az n(T) < esetben a (8. 1) Osszefiiggésnél tobb is mond-
hatd, nevezetesen a kovetkezd:

Ty = 2(T,) = Aju(D) (=12 ...).

Csakugyan, ha valamilyen j értékre 1, (T) <A(T,) volna, akkor a (— e, A(T}))
szamkoézben a T, operatornak (multiplicitdssal szdmolva) j—1, a T operatornak
pedig j+n sajatértéke helyezkednék el, és ez a 7. 1. megjegyzés szerint lehetetlen.

26. TETEL. Ha az S (m(S)>0) operdtor valamelyik S félig korldtos onadjungdlt
Sfolytatdsanak diszkrét spektruma van, akkor az S operdtor M -ra megszoritott Sy
Sfolytatdasdnak is diszkrét a spektruma. Itt My az Sy operdtor O sajdatértékhez tartozé
N, sajdtalterének az ortogondlis komplementumdt jelenti.

Bizonyitds. Az elobbi tétel értelmében S, spektruma diszkrét. Masrészt a
13. tétel bizonyitasa soran mellesleg nyert (5. 17) képlet szerint

SiiVg =Py, Si'e (€M),

ahol S{V az M-on tekintett Sy operator inverze, Py, pedig az My-ra valé mers-
leges vetités operatora.

Az S, operatornak diszkrét spektruma van, tehat S;! teljesen folytonos, kovet-
kezésképpen SiV is teljesen folytonos, vagyis az Sy operatornak 9 ,-ban diszkrét

spektruma van,

8.2. megjegyzés. Emlékeztetiink arra, hogy 9, megegyezik az S*¢p =0
egyenlet ¢ megoldasainak az Osszességéve! és dimenzidja n(S), amely végtelen is

12 Az 1. tételbdl adddik (lasd az (1.1) képletet), hogy ha a H Onadjungdlt operator teljesen
folytonos, akkor tetszés szerinti 9t < § zart linedris halmaz esetén a Heg operator szintén teljesen
folytonos (mert korlatos operatornak teljesen folytonos operatorral valdé szorzata mindig teljesen
folytonos).
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lehet. Ha azonban n(S)< <o, akkor a tételt egyszeriibben is meg lehet fogalmazni,
ti. a kovetkez6képpen:

Az Sy operdtor spektruma diszkrét. N

Ebben az esetben még az is igaz, hogy S tetszés szerinti S pozitiv énadjungdlt
Jolytatdsdahoz tartozé sajatértékekre mindig fenndllnak a

(8.3) 2 (S,) = 2;(S) = 4;(Sw) (G=12,..)

egyenldtlenségek.
Valdban, a 11. tétel értelmében a=0 esetén

S, +al) = (S+al) ' = (Sy+al)~

Az Osszes itt szerepld inverz operator teljesen folytonos, tehat a kozéttiik fenn-
allo egyenlédtlenségek maguk utan vonjak a (fogyo sorrendben) egymas utan kovet-
kezé sajatértékeikre vonatkozd megfeleld egyenlStlenségeket.

Ennélfogva érvényesek az alabbi egyenlStlenségek :

1
Ai(S) +a
és ezekbdl adodik (8. 3).
Megemlitjiik még, hogy ha S egyszerii operator, akkor, amint be lehet bizonyi-

tani, érvényesek a
. /1,(SM)<AIJ(S‘!) (j=1,2, ...)
szigoru egyenlGtlenségek.

1 1
(8 +a T 2;(Sy)+a

fiA

tIA

(U=12,..),

I1I. FEJEZET *

ALKALMAZASOK

REGULARIS KVAZI—DIFFERENCIALOPERATORRA VONATKOZO
EGYDIMENZIOS PEREMERTEK-FELADATOK

Ebben a fejezetben a $ Hilbert-tér szerepét azoknak az (a, b) véges intervallum-

ban értelmezett komplex értékli és mérhet f(x) fiiggvényeknek az L,(a, b) linearis
halmaza fogja jatszani, amelyekre

b
S @) dx <o
két L,(a, b)-beli elem, f és g skalaris szorzatat szokas szerint az
b —_—
(f,e)=[F(x)ex)dx
képlettel fogjuk definidini.

* A II. fejezet irodalmi hivatkozasait az e fejezet végén taldlhato irodalomjegyzék tartalmazza.
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Vizsgalni fogjuk az L(a, b)-ben értelmezett O6nadjungalt kvazi-differencial-
operatorokat. Az utobbiak azon operatorok kozvetlen altalanositasai, amelyekhez
a matematikai fizika egydimenzidos peremérték-feladatai rendszerint vezetnek.
Meg fogjuk mutatni, hogy a vizsgalt operatorok félig korlatosak, és az I. fejezet
eredményeire tamaszkodva tanulmanyozni fogjuk tulajdonsagaikat'®,

1.§. Linearis kvazi-differencialegyenletek és Cauchy-fiiggvényiik

Legyenek pu(x) (k=0,1,2,...,n) az x€(a, b) valtozd rogzitett valos mérhetd
fiiggvényei, amelyekre teljesiilnek a kovetkezé feltételek:

b
dx
[A) f T < oo,
- |Po(x)
(1.1 . |
B) [im®ldx<eo  (k=1,2,..,n).

Ekkor, amint meg fogjuk mutatni, bizonyos f¢€L,(a,b) figgvényekre az alabbi
egyenléségek utjan definialhaté [ (k =0, 1, 2, ..., 2n) kvazi-differenciélkifejezések-
nek meghatarozott értelmiik lesz:

' df["‘”
('f[(’]:f, f["]= —*CE— k=12,...,0—-1),
J df["_ll
J rln] Y -
(1.2) f=pgs
[n+k-—1]
Flren) 2 _dfT_ o fH (k=1,2,...,n).

E definicidk szerint
k
fr—po 9SS g0, n—),

dxk
darf
S = pof™ = py dx{ s

d( dy).  aif
[n+1]1 . __ ~ 4
f T dx [Po a'x"]_f-p1 dxn-1°

" d[_df daf), a'f},  dif
o= - ‘d_x[pl’lbc_"]“’l dxr=1| P2 g

stb. és végiil
d d d

d
SB = Pnf—zg Pn-1f(l)'—d—x Paoaf®— ... T dx [P1 f("_l)—E(pof("))] ”

13 Az ebben a fejezetben ismertetett kutatdsok eredeti része a szerz6 kordbbi [2], [3] munkainak
bizonyos altaldnositasat és lezardsat képezi. Az 1. fejezetben nyert &ltaldnos fogalmak és tételek
segitségével most sikeriilt a targyaldst attekinthetdbbé tenni és lerdviditeni.
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Ha a p, (k=0,1, ..., n) fiiggvények rendre (n—k)-szor differencidlhaték (ami
természetesen nincs biztositva), akkor 2m-szer differencidlhaté f fliggvényekre
S végeredményben a Jacobi—Bertrand-féle alakban irhaté fel:

n d* k
(1.3) Se= 2= [p"-k %{]-

k=0 X

Jelolje D* azoknak az f¢L,(a, b) fiiggvényeknek az Osszességét, amelyekre
az (1.2) szerint egymas utan képzett fI¥ (k=0, 1, ...,2n—1) kvazi-derivaltak
abszolut folytonosak, tovabba f1®1¢ L.(a, b).

Most legyenek C, (k=0, 1, ..., 2n—1) tetszés szerinti komplex szimok, x =x,
pedig az (a, b) intervallum tetszés szerinti pontja. Eppen figy, mint a kézonséges
differencidlegyenletek esetében, érvényes a kdvetkezd egzisztenciatétel.

1°. Bdrmilyen h€ Ly(a, b) fiiggvény mellett az
(1. 4) {ffz"] = h,
(1.4 [ (xy) = C, k=0,1,...,2n—1)

kvdzi-differencidlegyenletre vonatkozo kezdetiériék-feladatnak egy és csak egy
feD* megoldisa van.

Bizonyitas céljabdl elég megjegyezni, hogy az (1. 4’) kvazi-differencialegyenlet,
ha az (1. 2) képletekkel egyiitt tekintjiik, ekvivalens egy linearis differencialegyenlet-
rendszerrel:

d il 2n—1
gx = 2 a, /P (k=0,1,..,21-2),
i=
(1.5) dften-11
“ =p f[ol_h
dx ! ’

minthogy pedig az (1. 1) feltételek alapjan az egyenletrendszerben szereplé mind-
egyik egyiitthato (beleértve a h€ Lyo(a, b) fiiggvényt is) az (a, b) intervallum lezarasa-
ban integralhatd, azért az (1. 5) rendszernek az (1.4”) kezdeti feltételek mellett
egy és csak egy olyan megoldisa van, amely abszolit folytonos fI¥
(k=0,1, ..., 2n—1) fiiggvényekbdl all*®,

Az 1°, allitasbdl ismert megfontoliasok segitségével adddik, hogy az az M,
linearis halmaz, amely a

(1.6) P =0

4 Amint még JACOBI és BERTRAND megmutatta (J. BERTRAND, Journal de I'Ecole Polytech-
nique, 28 (1878) 276.), minden a Lagrange-féle értelemben 6nadjungalt
2i d* f
L = L ——
f) k;:) ek
differencialkifejezés, amelynek /, (k=0, 1, ..., 2n) egyiitthatdi rendre k-szor (k=0, 1, ..., 2) differen-
cialhatok, eldallithaté az (1.3) alakban, ahol a p,_, (k=0, 1, ..., n) egyiitthatok rendre k-szor
(k=0,1, ..., n) differencialhatok.
15 Ez a Picard-féle szukcessziv approximacioé ismert modszerével bizonyithato be.
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homogén egyenlet @(€D*) megoldasaibdl all, 2n dimenzidju. Bazisnak vehetjik
példaul az (1. 6) egyenlet azon valds @;(j=1, 2, ..., 2n) megoldasainak a rendszerét,
amelyek eleget tesznek a
Pl-1(g) = §;, (j,k=1,2,..,2n)

kezdeti feltételeknek.

Sziikségiink lesz a {®,, ®,, ..., P,,} rendszer bizonyos tulajdonsagaira, és
ezeket az alabb ismertetett azonossagok felhasznalasaval fogjuk levezetni.

Nem nehéz belatni, hogy az (1. 2) Gsszefliggések alapjan tetszés szerinti g, f¢ D*
fiiggvényekre fennall az

} d n T n o
(1.7) Sy = Dty Y, f Mg
X k=1 k=0
azonossig, ebbdl viszont kovetkezik az

- T d
(1 8) f[2n]g__fg[2n] = _d; [f’g]x
Lagrange-féle azonossag, ahol

9 = 3 00T ) ),

Az (1. 8) egyenldség mindkét oldalat tagonkint integralva a-tol x-ig kapjuk:

[ (e —fePN)dx = [f,gl,—[f,gl. (@=x=0b)

Ha most itt elvégezzik az f=®;, §=Py,_141 (J,1=1,2, ..., 2n) helyettesitést,
akkor azt talaljuk, hogy

2n

2ea ot I@WIRI@ =5 @=x=b),

ahol
. b (j=n),
T =1 (j=n).

lly moédon az |le;g®¥~(x)|3", |94, (x)If" matrixok sorok szerint Ossze-
szorozva az egységmatrixot adjak, tehat oszlopok szerint sszeszorozva is azt adjak;
ezt kiirva a kovetkez6t kapjuk:

n 0 (k+!#2n—1)
[k1 o _ k) [ )) —
(110) .’g’l((p_] (x)(p2n—j+1(x) ¢2n—]+l(x)d)1 (x)) {1 (k_+_1=2n_l’k<l)

(a=x=b; kI1=0,1,...,2n).
Ennélfogva ha bevezetjiik a
(1.11) P(x,¢) = Zl(d’,- (X) Pouj+1(8) = P;(8) Pop_jsr (%))
j=
(a=x, £E=b)
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jelolést, akkor azt allithatjuk, hogy ®(x, £) mint x fiiggvénye eleget tesz az (1. 6)
homogén egyenletnek és a kovetkezd kezdeti feltételeknek:

M (x,O)ee =0 (k=0,1,...,21-2),
Ppl2n-11 (x, §)|x=§ = 1.

Amint ismeretes, éppen ezek a tulajdonsagok definialjak a Cauchy-féle fiiggvényt,
amelynek segitségével (kdnnyen belathatéan) az

s = h,
,{fua(xo):o (k=0,1,...,2n—1)

feladat f(€®*) megoldasa az

f@) = [ o(x,Oh©)d¢

képlet szerint nyerhetd.

2.§. A T, T* kvazi-differencialoperatorok

Vizsgalatunk targyaul az a T operator fog szolgalni, amelynek a D(T) értelme-
zési tartomanya az

2.0 fW@ = @p)y=0 k=0,1,..,2n-1)
kikotéseket teljesitd f¢€D* elemekbdl all, és amelyre

Tf=f"1 (feD().

Az (1. 8) Ssszefiiggés értelmében tetszés szerinti f, g€ D* elemekre

2.2) [ (g —fe=)dx = [, gly—1/. 8,

tehat :
(Tf,) = (%)  (feDT), geD¥)

(T =(£Te)  (f£igeD).

llyen moédon T hermitikus operdtor.

Meg fogjuk mutatni, hogy a T operator defektus-indexe (2n, 2n). EI6bb azonban
tisztazzuk, hogy mi a T operator T* adjungalt operatora. Ennek érdekében eldszor is
bebizonyitjuk a kovetkezé tételt.

és specialisan

2°. A T operdtor R(T) értékkészlete és a p'*"1 =0 egyenlet o(€D*) megolddsai-
nak az Ny halmaza egymds ortogondlis komplementumai, vagyis

2.3) Ly(a,b) = R(D)eN,.
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Valéban, ha feD(T) és @ €N, akkor a (2. 2) egyenléséghbdl a g =¢ helyette-
sitéssel azt kapjuk, hogy
(Tf, )=0.

Ezek szerint 9t, L R(T).

A (2. 3) felbontas igazolasahoz azt kell még megmutatni, hogy ha az f* € Ly(a, b)
elemre f*1N,, akkor f*€R(T).

Az f* elemhez szerkessziik meg azt az f,€ D* elemet, amelyre

= ) =0 (k=0,1,..,2n-1).

Ezutan a (2. 2) azonossagban elvégezve az f=f,, g=&, (k=1, 2, ..., 2n) helyette-
sitéseket azt talaljuk, hogy

(f*o) =+ 4@ (k=1,2,..,2n).
Ennélfogva ha f* 1 9,, akkor fennélinak az
fA@y=0 (k=0,1,..,21—1)

Osszefiiggések is, azaz fo€ D(T) és f*=Tf,€R(T). Ezzel a 2°. allitast bebizonyi-
tottuk.

30186 4 T* operdtor D(T*) értelmezési tartomdnya éppen a D* halmaz, és
T* g = gt*) (geD(T™).

Valdban, az adjungalt operator definicidja szerint a g€ L,(a, b) elem D(T*)-hoz
tartozik és g* = T*g akkor és csak akkor, ha

2.4 (Tf,9)=(fgH (€D

A (2. 2) azonossagbal latjuk, hogy ez a feltétel mindig teljesiil, ha geD* és g* =gl*,
Meg kell még mutatni, hogy megforditva is, ha g€ D(T™*) és g*=T*g, azaz
egy g,g%€Ly(a,b) elemparra teljesiil a (2.4) feltétel, akkor biztosan geD* és

g* =g[2n]_
Legyen g, a D* halmaz olyan eleme, hogy

gzt = g,
Ekkor (2.2) és (2.1) alapjdn
(If.8) = (f,&5) = (Tf,80)  (f€D(D).
Kovetkezésképpen ¢ = g—g, LR(T), és igy a 2° allitas értelmében ¢ €N,
vagyis @ €D* és o!*1=0. De ekkor g = go+@€D* és
g[2n] — g!:)zn] — g*.

A 3°. aliitast bebizonyitottuk.
Megjegyezzitk, hogy mint kideriilt, T* egyértelmiien meghatirozott operator,
tehat a D(T) halmaz sirii Ly(a, b)-ben.

16 Minthogy R(T) ortogonalis komplementuma mindig megegyezik a T*¢=0 egyenlet ¢
megoldasainak az Osszességével, nyilvanvald, hogy a 3° allitds magédban foglalja a 2° allitast.
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Minthogy tovabba tetszés szerinti komplex A mellett a
Tf—if =0
egyenletnek pontosan 2n linearisan fiiggetlen f€¢D(7T*) megoldasa van (ugyanis

konnyd belatni, hogy az 1°. allitds érvényes marad, ha benne az f1*"1 kvazi-dif-
ferencialkifejezést az f12"1— Aif kifejezéssel helyettesitjiik), igaz a kovetkezg allitas.

4°, A T operdtor defektus-indexe (2n, 2n).

3.§. A T operator énadjungalt folytatasai
s

Jelsljiik €-vel az x=(&, &,, ..., &,,) vektorokbdl allé6 4r dimenzidji unitér
teret. Mindegyik f¢D* elemnek feleltessiik meg azt az x=x(f) vektort, amelyre

&= %@, L =00 (k=1,2,..,20n)

Az 1°. és a 2°, allitds értelmében x(f) végigfut az egész € téren, ha f végigfut
D*-on.

Legyen T a T operator valamelyik 6nadjungalt folytatisa. Minthogy T* minden
ilyen operatornak folytatasa, fennall

3. D DT DT é Tf =11 (fEiD(T‘))

Jelolie I1(T) azoknak az x =x(f ) vektoroknak az Osszességét, amelyeket akkor
kapunk, ha f végigfut az egész D(T) halmazon. Nyilvan I(T) az € tér linearis
altere. H(T) megadasa teljesen meghatarozza a D(T) halmazt (és igy (3. 1) folytan
magata T " operatort is), mert D(T) mindazokbél az f¢ D(T*) elemekbdl all, amelyekre
1(f)eI(T). Valdban, ha f€ D(T*) és 1o=2(f)€I(T), akkor II(T) definiciéja
szerint talalhatd olyan fOECD(T) hogy xo=x(f,). Ekkor azonban x(f—f,) = 0,
tehat g = f—fo€ D)D), f = fo+gecDT).

Az 6nadjungalt operatorok definicidja értelmében a g€ D(T*) elem akkor és
csak akkor tartozik a D(T) halmazhoz, ha

(3.2 (Trhe)=(£,T*g (D).

A (2.2), (3. 1) osszefiiggések és a 3°. allitas folytan az utdbbi feltéte! ekvivalens
azzal, hogy

(3.3) [f:8lb—[/81.=0 (feD(T)).
Tekintsiik azt az
y = Ux

unitér transzformaciét, amely az x={}€€ vektornak az yp={n}€€ vektort
felelteti meg, ahol

— 4 vmn —
M=Conokr1> Mask = —Cnoksts Nowtk = —Canoit1s Mantx=Csnoks1

(k=1,2,...,n).
Ekkor (1. 9) alapjan a (3. 3) feltétel a kovetkezdképpen is felirhatd:
ENUz(@)=0  (fe€D(D)
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Ennélfogva a gE’D(T*) elem akkor és csak akkor van benne a ®(T) halmazban
(vagyis akkor és csakis akkor lesz x(g)EI'I(T)) ha Ux(g) ortogonalis I1(T)-ra, mas
széval a IT=TI(T) altér és UIT egymas ortogonalis komplementumai:

3.4 ’ C=HopUI.

Azt is konnyit belatni, hogy megforditva,- minden (3. 4) tulajdonsagu_I1 C €
altérnek megfelel a T operator egy T 6nadjungalt folytatisa, amelyre II(T)=1II.
Valéban, ha D(T) gyanant azoknak az fe D(T*) elemeknek az Osszességét valaszt-
juk, amelyekre x(f)€ll, és elGirjuk, hogy FED(T) esetén Tf=f1*1 legyen,
onadjungalt operatort kapunk (ugyams ra vonatkozdéan a (3. 3) egyenléség akkor
és csak akkor all fenn, ha gED(T)) amelynek megvan a klvant (T)=1 tulaj-
donsaga.

Hyen modon igazoltuk a kovetkezd allitast.

5°. Legyen I1C€ olyan altér, amely rendelkezik a (3.4) tulajdonsdggal, Dy
pedig azoknak az f€D(T™) elemeknek a halmaza, amelyekre x(f)€I1. Ertelmezziink
a Dy halmazon egy Ty operdtort a kovetkezokeppen

fnf = fm"] (fE :Dn)-

Az igy kapott Ty, operdtor a T operdtor 6nadjz)ngdlt Sfolytatdsainak az dltaldnos alakjat
szolgdltatja.

Megmutatjuk, hogyan adhaték meg analitikusan a (3. 4) tulajdonsiggal ren-
delkez6 IT alterek. Az emlitett tulajdonsag kovetkeztében minden ilyen IT altér
dimenzidja sziikségképpen 2n. Ezért a IT C € linearis halmaz 2n szdmu linedrisan
fiiggetlen egyenletbdl allé rendszerrel adhaté meg:

2n 2n
(3' 5) kg;(xjk ék—l_kzll ﬂjk 52n+k =0 (j = 112, ...,2”)-

Bevezetve az N ,
(j = (&jl’ crey aj2n,Bj1, ceey szn) (j = 1, 2, ...,2”)

linearisan fiiggetlen vektorokat, a (3. 5) egyenletrendszert igy irhatjuk fel:
(3.6) (xi)=0 (=12,..,2n).

Nyilvanvalo, hogy a (3. 6) egyenletrendszer akkor és csak akkor hatarozza meg
az adott, (3. 4) tulajdonsagu /7 alteret, ha az i, i,, ..., i,, vektorok bazist alkotnak
IT ortogonilis komplementumaban, vagyis UIl-ben. Minthogy pedig U?=1,
az utobbi feltétel ekvivalens azzal, hogy az Ui,, Ui,, ..., Ui, vektorok bazist alkot-
nak a IT=U(UI) altérben. Ismét figyelembe véve, hogy IT i UII, az alabbi fel-
tételekhez jutunk:

(3.7 (Ui,i) =0  (ik=1,2,..,2n).

Konnyu belatni, hogy ezek a feltételek nemcsak sziikségesek, hanem elégsé-
gesek is ahhoz, hogy a (3. 5) egyenletrendszer altal meghatéarozott IT lineéris hal-
maznak meglegyen a (3. 4) tulajdonsaga.
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A nyert eredmény megfogalmazasa céljabdl fel fogjuk hasznalni az 6nadjungalt
peremfeltétel-rendszer fogalmat. Mint ismeretes, a

(3.9 D fE @+ Zpu B =0 (j=1,2,...,m)

linearisan fiiggetlen peremfeltételekbdl allé rendszert akkor nevezik énadjungdltnak,
ha tetszés szerinti g, f€ D* elemekre, amelyek eleget tesznek ezeknek a feltételek-

nek, fennall
[gsf]b—[gaf]a = O

vagy, ami ugyanaz, ha mindazoknak az f€D* elemeknek a halmaza, amelyekre
ezek a feltételek teljesiilnek, a T operator valamelyik 7' 6nadjungalt folytatasinak
a D(T) értelmezési tartomanyat alkotja.

Az 5°. allitas és a fenti megfontolasok értelmében a T operator mindegyik T
onadjungalt folytatdsanak megfelel egy Onadjungalt peremfeltétel-rendszer, amely
a D(T) halmazt hatarozza meg az imént ismertetett moédon.

Vezessilk még be a kovetkezd jelolést: ha a=(ay, a,, ..., @y,) € b=
=(b,, b,, ..., by,), akkor legyen

(3 9) {0, b} = kg; ak E2n—k+1‘—k§ a2n—k+15k‘

Ekkor érvényes a kovetkezé allitas.

6°. Ahhoz, hogy a linedrisan fiiggetlen peremfeltételekbél allé (3. 8) rendszer
énadjungdlt legyen, sziikséges és elégséges, hogy m=2n legyen és hogy az a;=
=(&j1> %jay -oos Ujon)s D;=(Bj1, Bj2s --.s Bjan) vektorok eleget tegyenek az

(3. ]O) {al, uk} = {bj’ bk} (i,k = 1, 2, ey 2’1)

Seltételeknek?’.
Ez az allitas abbdl adodik, hogy a (3. 10) feltételek ekvivalensek a (3. 7) alattiak-
kal, ugyanis kdnnyen belathatoan

Uiy, i) = {a;, a,} — {b;, by} (. k=1,2,...,2n).

Most felsorolunk néhany példat 6nadjungalt peremfeltétel-rendszerre.
Nem nehéz belatni, hogy az

flet@ =0, flal)=0 (j=12,..,n)
peremfeltételek, ahol

o=Pr=P = =P _5, 4
G <qs<..<d,

akkor és csak akkor alkotnak 6nadjungilt rendszert, ha

PitPo-gir=2n-1, q+q, 41 =2n—1

k=1,2,..,n).
*

17 A valods esetben az onadjungiltsag analdg feltételei szerepelnek A. A. GRAFF [4] munkaja-
ban.
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Azt sem nehéz megmutatni, hogy ha a (3. 8) 6nadjungalt peremfeltétel-rendszer
szétesik az a végpontra vonatkozo m, szamu és a b végpontra vonatkozo m, szami
feltételre, akkor biztosan m,=my=n, és igy ebben az esetben a peremfeltétel-
rendszer a kovetkezd alakban irhaté fel:

2n 2n
G1)  ZatN@=0, 3o/ =0 (=12,
k=1 , k=1

Bevezetve az
a; = (@1 es Gjan)s  b; = (Bj1, -, bj) (G=12,...,n
vektorokat, a (3. 11) rendszer 6nadjungaltsaganak a feltételei az alabbiak lesznek:
{a;,,00} =0, {b;,b} =0 (j,k=1,2,...,n).
Specialisan az
FEi @) = 3 ap f4 @) = 0,
= G=1,2,...,n)

ST 3 by fRE ) = 0
k=1
peremfeltétel-rendszer akkor és csak akkor onadjungalt, ha
(3. 12) ajk:akj, bjk:Ek] (j,k= 1,2, ...,I’l).

Az altalanosabb esetben az

flan—i-1)(g) _ Z"v a £ (a) j cx ST (B) = 0,
k=1

k=1
flen-i-1py Zn’ dy 5 (@) + _5':' by f 1) =0
k=1 k=1

(=12..,n
peremfeltétel-rendszer akkor és csak akkor lesz 6nadjungalt, ha fennall (3. 12) és
Cjk:ajk (],k= 1,2,...,}7).

4. §. Félig korlitos T operatorok

Az alabb kovetkezd allitas azt mutatja, hogy a matematikai fizika szokasos
feladataiban el6forduld kvazi-differencidloperatorok félig korlatosak.

7. A T operdtor alulrol félig korldtos, ha'®
O) - Po(x)=0 (a=x=b).

18 Meg lehet mutatni, hogy a C) feltétel nemcsak elégséges, hanem sziikséges is ahhoz, hogy
a T operator alulrél félig korlatos legyen.
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Az 4llitds bebizonyitdsa céljabdl elég megmutatni, hogy a T operator vala-
melyik T onadjungalt folytatasa alulrél félig korlatos. llyen Onadjungalt foly-
tatasnak a T, operatort valasztjuk (ez a tovabbiakban fontos szerepet fog jatszani:
ki fog deriilni, hogy T. a T operator durva folytatasa), amely a legegyszeriibb On-
adjungalt peremfeltétel-rendszernek, nevezetesen az

4.0) (@) = fX(B) =0 *k=0,1,..,n—1)
feltételeknek felel meg.'?

Az (1. 7) azonossagot az f€D(T.), g=f elemekre felirva, majd mindkét oldal:
a-tol b-ig integralva azt kapjuk, hogy

b
4.1) (T.51) = ,é’)/pk(X)lf‘”’k’(X)lzdx (feD(T.)).
Masrészt, ha fe®D(T.), akkor ~

b
O = [V 9@ k=12..,0-1),
(x i)k 1

N ha ¢=x,

Ve, &) = 0 ha ¢&é=x

k=1,2,...,n—1).

Ennélfogva, ha bevezetjilk a

H(é,n)=—k§/pk(X)Vk(x,§)%(x,*1)dx (a=¢, n=b)

[n]

jelolést és f helyébe mindeniitt az fp — kifejezést tessziik, akkor a (4. 1) egyenlb-
0

séget a kovetkezG alakban irhatjuk fel:

¢ dn_

4.2 (T fif) = f 77 OF (é) f f HEn MO0 o .

a

Tekintsiik a

4.3) Y@ =p [HENY @) (7)

19 Ezek szerint D( i.,) azoknak az fe D(T*)elemeknek az dsszessége, amelyek eleget tesznek
a (4. 0.) feltételeknek.
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stlyozott integrélegyenletet, amelyben a H(&, n) magfiiggvény valds, szimmetrikus
és folytonos®,

Legyen {lﬁ 1}1 a (4. 3) egyenlet fundamentalis fliggvényeinek a teljes ortonor-
malis rendszere és {u;}i" a sajatértékek megfeleld rendszere. Itt az ortonormalitas a

{@w—f¢©¢©p©

skalaris szorzatra vonatkozodan értendd. Ekkor barmllyen @(&) (a=¢=b) folytonos
fliggvényre® érvényes a Hilbert-féle képlet:

{Ho, 0} = éuill{w, Y%
ahol !
ac  dn
(4.4) waw—ffﬂmmw@mm

IXGIXO)

Minthogy j -~ esetén |u;] <o, alkalmas szdmozas mellett

/“lj_lél (]= 1,2,...,V), u.l_1<l (j>V)

Kovetkezésképpen, ha

{(p, lp]}:o (j=1, 27 ...,V),
akkor

{Ho,0} = I{q),w}l2 = {0, ¢}.

J=v+

Most figyelembe véve a (4. 2), (4. 4) képleteket azt kapjuk, hogy tetszés szerinti
SeD(T,) clemre, amely eleget tesz az

(4 5) {f[n]’ l//1}=0 (] = 19 23 esey V)

feltételeknek, fennall a

(I.1,1)=0

egyenldtlenség. Ennek alapjan mar kénnyi belétni, hogy T.. alulrdl félig korlatos
operator, sét azt is, hogy T.. negativ spektruma véges szam sajatértékbdl all, amelyek
multiplicitdsdnak az Osszege =v.

-

20 Megemlitjiik, hogy ha pg-ra teljesiil az 4) és a C) feltétel, akkor a (4.3) egyenletre érvényesek
maradnak a valds szimmetrikus magu integralegyenletekre vonatkoz6 Hilbert-Schmidt-féle elmélet
Osszes allitdsai és formulai, feltéve, hogy alkalmas modon fogalmazzuk meg, ill. irjuk fel oket, vagyis

dé
az elméletben fellép6 integralokban minden d¢, dy, ... differencialt a megfelelo —— .. sulyo-
&)’ Po('l)

zott differenciallal helyettesitiink.
1 S5t, minden olyan ¢(¢) (a=¢&¢=5b) mérhetd fiiggvényre, amelyre

b
. % _
af|¢ (69 @ .

MTA II1. Osztdly Kozlemeényei 19 (1969)



A FELIG KORLATOS HERMITIKUS OPERATOROK ELMELETE ES ALKALMAZASAI (II) 161

Csakugyan, ha a T operator spektralfiiggvényét E(1)-val jelsljik (— oo <4 < o),
és feltessziik, hogy valamilyen & =0 mellett az E(— )9 ($ = L(a, b)) altér dimenzidja
nagyobb, mint v, akkor az E(—¢)9 altérben talalhato olyan f#0 vektor, amelyre
teljesiilnek a (4. 5) feitételek és amelyre

Tfif) = [AEDL) =—s(£1) =<0,

ez pedig lehetetlen.
Tehat 7. és vele egyiitt T is alulrdl félig korlatos. A 7°. allitast bebizonyitottuk.
A tovabbiakban, anélkiil hogy mondanank, mindig feltessziik, hogy a p, fligg-
vény az A) feltételen kiviil a C) feltételnek is eleget tesz (vagyis nem-negativ).
Ebben az esetben érvényes a kovetkezd allitas.

8°. A T operdtor barmelyik T 6nadjungdlt folytatdsa alulrél félig korldtos, és
diszkrét spekiruma van.

A 8°. allitaselsd része abbol adddik, hogy a T operator félig korlatos és defektus-
szama n(T)=2n véges (lasd I. fejezet, 18. tétel). Az &llitds masodik részének (ti. |
hogy T spektruma diszkrét) a bebizonyitasdhoz, n(7) végessége miatt, elég meg-
mutatni, hogy a T operator legalabb egy folytatasanak példaul a 7. folytatasnak,
diszkrét spektruma van (lasd L. fejezet, 22. és 24. tétel). Masrészt a 7°. allitas i igazo- |
lasa soran egyuttal megallapitottuk, hogy 7. negativ spektruma véges szamu |
sajatértékbdl all, és a hozzajuk tartozé multiplicitisok Osszege véges. Minthogy
ugyanezek a megfontolasok alkalmazhatdk a_ T..+cl operatorra tetszés szerinti 1
valds ¢ esetén, ebbdl mar koévetkezik, hogy 7. spektruma diszkrét.

A 8°, dllltaSt bebizonyitottuk.

Megemlitjiikk, hogy a T operator spektrumanak a diszkrétségét rendszerint ‘
mas moédon igazoljak, nevezetesen mint annak a kozvetlen folyoményat, hogy ha
¢ a T operatornak nem sajaterteke akkor (T'—cI)~? teljesen folytonos. Az utébbi
koriilmény viszont a (T'—cI)~* operatornak Green-fiiggvény segitségével torténd
integral-el6allitasabol adddik.

'

5.§. A Green-fiiggvény és a T onadjungalt folytatis fundamentilis fiiggvényei

Azon feltevés mellett, hogy a 0 szim a T operatornak nem sajatértéke, meg fog-
juk mutatni, hogyan hatarozhaté meg az f fiiggvény a

Tf=h (hELz(a, b))

egyenletbdl.
Mint tudjuk, ez az operatoregyenlet ekvivalens az

6.1
(5.1

f—

f[2n]:h’
{Uj(f)=0 (J=12..2n
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rendszerrel, ahol az U/(f) (j=1, 2, ..., 2n) kifejezések valamilyen

U= 3 e/ @+ 3 BasUE) (=120

alaku ,,perem-funkcionalok™.
Az (5. 1) egyenlet f€D* altalanos megoldasat a kovetkez6képpen lehet els-
allitani:

6D I@= [ewDIOET S CGa@  @=x=b)

itt ®(x, &) a Cauchy-figgvény, (94, ®,, ..., D,,) a ¢*"1=0 egyenlet megoldisaibol
allo M, halmaz bazisa, C, (k=1,2, ..., 2n) pedig tetszés szerinti konstansok. A

0 (x=9¢),
?(x, &) x=¢)

jelolés bevezetésével az (5. 2) egyenlOség az

* (x, & = {

S@) = [0 00RO+ 3 GaW  @sr=bh

alakra hozhaté. Az f fiiggvénynek ezt a kifejezését behelyettesitve az (5. 17) Gssze-
fiiggésekbe a C, (k=1,2, ...,2n) értékekre az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

5.3) J U@ . 9)h@de+ 3 Uy @) G =0
(G=12,..,2n).

Ennek az egyenletrendszernek az |U/(®)|i" determininsa nem nulla, mert kiilon-
ben az (5. 1) rendszernek £ =0 esetén (vagyis a 7f=0 egyenletnek) léteznék f=0
megoldasa, és ez ellentmond a tett feltevésnek.

A &(x, &) fiiggvény (1. 11) kifejezésébdl kovetkezik, hogy fennall

20 = U (2*(x, )R,  (=1,2,...,2n)
is. Ennélfogva ha megoldjuk az (5. 3) linearis egyenletrendszert a C, (k=1, 2, ..., 2n)
ismeretlenekre és a nyert kifejezéseket behelyettesitjik az (5.2) Osszefiiggésbe,
arra az eredményre jutunk, hogy '

b
(5.4) [ = [Gx,On©d,
ahol
2n
P (x, &)+ Zl ;) ¥;(C) (x=9),

(5.5 G(x, ) = ”

2n

RACEAG x=9),
és ¥ER,  (=1,2..,20).
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Minthogy barmllyen heLy(a,b) esetén az (5.4) egyenldség ekvivalens az
f=T"h egyenléséggel és a T~ operator hermitikus, azért a G(x, &) Green-fiiggvény
hermmkus magfiiggvény, azaz

G(x,8) =G x) (a=x, {=h).

Most legyen {p;}i" a T operator sajatvektoraibdl allé teljes ortonormalis rend-
szer, ahol a szdmozast Gigy végezziik, hogy a megfeleld 4; (j=1, 2, ...) sajatértékek
novekedo sorozatot alkossanak:

}.1§12§13§ ces (,{n—boo).
Mas széval {¢;} a

e _1p =0
5.6 .
(5.6) {U,-(w 0 (=12 ..,2)

peremérték-feladathoz tartozé fundamentalis fiiggvények teljes ortonormaélis rend-
szere, {A;}r pedig a megfeleld karakterisztikus értékek sorozata. Minthogy a
To—ip = 0 egyenlet ekvivalens a ¢ —AT—1p = 0 egyenlettel, azért az elobbi
egyenlet, és igy az (5. 6) peremérték-feladat is, ekvivalens a

b
94 [Gx, 0O d =0

integralegyenlettel.
Tekintettel arra, hogy ennek az egyenletnek majdnem mindegyik 4;(j=1, 2, ...)
karakterisztikus értéke pozitiv, MERCER tétele szerint érvényes a ,

6.7 G(x, &) = Z”M%V—@ (a=x, E=bh)

sorfejtés, és ez az a=x, £=h négyzetben abszolut és egyenletesen konvergens.

Most megjegyezziik, hogy az (5.5), (1. 11) képletek és az (1. 10) Osszefiiggések
értelmében a G(x, &) fiiggvény

DItk G
.9) Gulr, &) = 571 (k= 0,1, n—1)

derivaltjai léteznek és folytonosak.
Ennek folytin érvényesek a

2 oW (x)o® (§)
69 Gawo=2202 O oo,

sorfejtések®™ és mindegyikiik abszoliut és egyenletesen konvergens az a=x,E=b
négyzetben.

22 Az (5.9) sorfejtések érvényességét folytonos (5.8) derivaltakkal rendelkezd G(x, &) hermi-
tikus magfiiggvényekre a szerz6 eldszor az [5) kozleményben allapitotta meg. Az alabb ismertetett
egyszerli bizonyitds A. M. DANYILEVsZKIItO] szarmazik [6] (aki Harkovban a varos német megszal-
lasa idején éhen halt).
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Ennek az allitasnak a bebizonyitasa soran az altalanossag megszoritasa nélkiil

feltehetjiik, hogy®
)'v>0 (v:l, 2, ...).

Ekkor az (5. 7) sorfejtésbd]l adddik a kovetkezd egyenldtlenség:

*2’2’ {G(x, )= G(x,x+h—G(x+hx)+G(x+h; x+h)} =

1 Slo,(x+N—o, M _ 1 <lo,(x+h)—0,)
=_2§ ¢ A I §—2§ ( A

(as=x,x+h=>b; m=12..).

Elvégezve eldszor a h -0, azutin pedig az m — o hatardtmenetet, azt kapjuk, hogy

(5. 10) (Gyy (%, x) = El‘plﬂ? (a=x=b).

Minthogy tovabba tetszés szerinti m <n természetes szamokra

D (x) p® (&) t«pmmizl/ le® )
A, 1 Z Z i,

vmi

(5.11)
(asx, Esb),

azért az (5. 10) Osszefiiggésekbdl adddik, hogy a
= oD () o® (5
(5.12) Z&M (a=x, E=b; j, k=0,1)

sorok rogzitett ¢ (illetve x) mellett x-ben (illetve &-ben) abszolut €s egyenletesen
konvergensek. Ennélfogva az (5. 12) sor Osszege j=1, k=0 esetén a j=0, k=0
értékekhez tartozo (5. 12) sor dsszegének az x valtozo szerinti derivaltja. Az (5. 7)
egyenléség értelmében innen

5.13) Gutr,5= > 20O oy eap)
=1 Yy

Minthogy pedig ugyanigy a j=1, k=1 értékekhez tartozé (5.12) sor Osszege a
j=1,k=0 értékekhez tartozé (5.12) sor-Osszeg & szerinti derivaltja, az (5.13)
Osszefiiggés alapjan kapjuk:

(5.14) Gu(x,§&) = Z”VM (a=x,&éE=D).
v=1 l

v

2 Ellenkezd esetben a G(x, ¢) fliggvényt megfontolasainkban mindeniitt helyettesithetnénk a

v (x) 0. (&)

v

Gp(x7f) = G(xyé) 2—
fiiggvénnyel, ahol a p értéket ugy valasztjuk meg, hogy v=>p esetén 1, >0 legyen.
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Be kell még bizonyitani, hogy az (5.13), (5. 14) sorfejtések az a=x, ¢=b
négyzetben abszolut és egyenletesen konvergensek. Ez azonban kovetkezik az (5. 11)
egyenldtlenségbdl, az (5. 7) sorfejtés egyenletes konvergenciajabol és abbdl, hogy a

N
(5.15) Gy (3%, %) = > "”-le(ﬂ (@=x=b)
v=1 v

sorfejtés az (a, b) intervallumban egyenletesen konvergal (DiNi tétele alapjan).

Hyen moddon allitdsunkat a G(x, &) (j, k=0, 1) derivaltakra bebizonyitottuk.

Analog eljarassal, de most mar az (5. 7), (5. 13), (5. 14) sorfejtésekbdl kiindulva
be lehet bizonyitani az allitdst a G,(x, &) (j, k=0, 1,2) derivaltakra. Ugyanigy
folytatva az okoskodast igazolhatjuk az Osszes (5.9) sorfejtések érvényességét,
valamint abszolut és egyenletes konvergenciajat.

Erre az eredményre hamarosan sziikségiink lesz.

6.§. A D[7] halmaz és a T, durva folytatis

Jeldlje L, mindazoknak az f€L,(a, b) fiiggvényeknek a halmazat, amelyek
abszolit folytonosak, abszolit folytonos f™1(k =1, 2, ..., n— 1) derivaltjaik vannak
és ezekre teljesiilnek az

©.1) M@ =M@E)=0 (k=0,1,...,n—1)
peremfeltételek, végiil

b
(6.2) [ P fP(x)dx < o,

Ertelmezziik az L, halmazon a (g, /), skalaris szorzatot a kévetkezd képlettel :

b —_—
@M = [P@e” @ P x)dx  (g,fELy).
Ekkor L, Hilbert-tér.
Ennek az allitisnak a bebizonyitdsa céljabol elég annyit igazolni, hogy L,
teljes normalt tér az

o 171 = VD
normara nézve.
Legyen {f,}y <L, egy Cauchy-sorozat, azaz

”fv—f,,lll—»O, ha Uy, V—> o0,

Ekkor a Vpo(x) f{"(x) fiiggvények sorozatara alkalmazni lehet a Riesz— Fischer-
tételt; e tétel értelmében talalhaté olyan ¢(x) (a=x=b) mérhetd fiiggvény, hogy

b
[ P () dx < o=,

6.3) .
S P @I —fP@Pdx~0, ha oo,
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Legyen

)= f"; Lo@d @=x=b;

a

ekkor fM=¢ és

- _gyn—k-1
f“’(@:f%%_m(p(g)dc (@=x=b;k=0,1,....n—1).

a

Minthogy azonban L, definicidja szerint

£ (x) = (——-—&:élzn_kl;:f(") (&) dé¢ (@=x=b; k=0,1,..,n—1)

a

is fennall, azért
n—k
SO 1P 0] = %—2—3—,@ O—FP @) de| =

a

b
b—a)yr—k-1
é((n——‘llc)——l)! f [0 (&)~ @) dt =

(b a)n k-1 " \
= n—k—D! (5) Po Do @O—£" QP &,

tehat (6. 3) alapjan k=0, 1, ..., n—1 esetén az f¥(x) (v=1, 2, ...) sorozat egyen-
letesen tart f®(x)-hez. K&vetkezésképpen

f®(@) = f® ) = lim £ (a) = lim £¥(b) = 0

v—+oo Y+ oo

*k=0,1..,n=-1).

Ily médon f€ L, és minthogy /" = ¢, azért (6. 3) azt jelenti, hogy || f—£,ll, 0.

L, teljességét bebizonyitottuk.

Most mutassuk meg, hogy D(T) mint az L, Hilbert-tér részhalmaza siirii ebben
a térben. Tegyiik fel az ellenkezGt; ekkor L-ban talalhat6 olyan g( < 0) elem, amely
ortogonalis D(T)-re, amelyre tehat

b b
[ o) @ ) g™ () dx = [ f(x) g™ (x)dx = 0

6.4
.. (fed (D).
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De f€D(T) esetén
65 fO)= [ 00O E, SO0 = [ Gl fHE) &,
ahol &(x, &) az (1. 11) képlettel értelmezett Cauchy-féle fiiggvény, és
Dy(x,8) = FZn; (‘PS-“] (x) (p%ln]—j+1(§) - 4’5’”(5) Q)g”‘,]_“l (x))

(e=x,¢=b; k1=0,1,...,2n).

Az 17 fiiggvény (6. 5) alatti kifejezését behelyettesitve a (6. 4) Osszefiiggésbe azt
nyerjiik, hogy

b —_—
(6.6) [rea @di=0  (fe D)),
ahol :
6.7 1O = [ 0x,Hg"(®)dx  (a=x=0b).
¢

A (6. 6) egyenldség azt fejezi ki, hogy y 1 R(T), kovetkezésképpen a 2°. allitas
szerint y €D(T*) és
¥P*1=0,
Masrészt ha (1. 10) felhasznalasaval (6.7) alapjan egymas utan kiszamitjuk
a y* (k=1, 2, ..., 2n) kvazi-derivaltakat, kideriil, hogy majdnem mindeniitt

b
M@ = [Ou(x, e (Wdx  (k=1,2...,n-1),
s

(6' 8) [n+k] — d (n) ¢ (n)
AE) = 4 (PO 8”@ + [ pnin(x, 8 () dx
4
k=0,1,..,n),
és ebbdl egyuttal kovetkezik a

dk
g (P08 (k=0,1,....m)

kvazi-derivaitak abszolit folytonossaga. Specialisan

dll
(6.9) 2B = r (Pog™) =0.

Minthogy a g(€ L) fiiggvény eleget tesz a
(6.10) g¥ (@) =g®®B)=0 (k=0,1,...,n—1)
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peremfeltételeknek, a (6. 9) egyenldségbdl kdvetkezik, hogy
b ) b d"
(n)|2 — IR (n) —
fhmlﬁ—fﬁﬂﬂﬁmgﬁh—ﬁ

Ennélfogva g™ =0 és igy a (6. 10) Ssszefiiggések miatt g=0. Ellentmondasra ju-
tottunk.

Tehat D(T) siirl Lg-ban.

Most mar nem okoz nagy nehézséget az alabbi 4llitas bebizonyitasa.

9°. A D[T] halmaz megegyezik az L, halmazzal; a T. operdtor® azonos
a T operdtor T, durva folytatdsdval.

Valoban, minthogy (T) slirli L,-ban, azért tetszés szerinti f€ L, elemhez
talalhaté olyan {f,}c®(T) sorozat, hogy

b
If =18 = [ P Gf® ()~ £ @] dx 0.

Ekkor, mint mar tudjuk, k=0, 1, ...,n—1 esetén az {f®(x)} sorozat az (a, b)
szamko6zben egyenletesen tart f®)(x)-hez, tehat

b

L (f~fof-f)= [IfQ—f®)PFdx~0 ha vsoo;

a

n b
1 ATGL=1) = 2 [ 2@ @£ (ol dx 0
ha p,v—see.
Az 1. és a II. feltétel teljesiilése azt jelenti, hogy f€D[T]. lly médon
6.11) LycD(T.].

Masrészt az 1. fejezet 4. § értelmében (lasd a 10. tételt és a 3. pontot) egy T
6nadjungalt folytatisra akkor és csak akkor all fenn a D[T]=D[T] egyenldség,
ha T'=T,. Ezek szerint ha bebizonyitjuk, hogy
(6.12) D(T.]cL,,
akkor a (6. 11) oOsszefiiggés figyelembevételével a

D[T1=2[T.] =L,
egyenldséget nyerjiik, €s igy a 9°. allitas be lesz bizonyitva.
Minthogy D[T.]=[T..+cl] (—ew<c<we), a (6. 12) tartalmazas bizonyita-

sanal az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy T.. =0.

2 Emlékeztetiink arra, hogy ez az operator a (6.10) peremfeitételekhez tartozik.
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Az L fejezet 4. lemmaja értelmében f€D[T.] esetén

(6.13) Z’ 210 0% < oo,

ahol {¢;}i a T., operator sajatvektoraibdl allé teljes ortonormalis rendszer és

Too;=hdo;,  (4=0; j=12,..).
Tekintsiik az .

fi= glmwj)m,-emﬁ] v=12.)

fiiggvények sorozatat. Erre nyilvan fennall

(T=f ) fi=f) = ) =Z,,+ Al @pP~0

ha py,v—>o (u<v).

Minthogy masrészt a 7., operator G(x, &) Green-fiiggvényére érvényesek a

© 1K) ()2
G,‘,‘(x,x)=25’97(i€l (k=0,1,...,n—1; a=x=b)
=1 j

7
sorfejtések, ¢és igy egy M =0 szamra

0

) ()12
"ﬁj(—x)-’ =M (a=x=b; k=01,..,n-1)
=4

. J
azert

Ly 4 [2
| £ (x) ~ @ (x)]? = ; 2 (Le)eP) =

j=p+1 [

J=p+1

(6.14) = 3 Aoy X WOy > 2
: = > hithe)r 2 =y 3 41 0)
J=pt1 J J=pt1
(a=x=b; k=0,1,...,n—1).

Ily mddon tetszés szerinti k=0, I, ...,n—1 mellett az {f*(x)};=, sorozat
az (a, b) intervallumban egyenletesen tart valamilyen g (x) folytonos fiiggvényhez.
Kovetkezésképpen az f fiiggvény, amely az {f,} sorozat négyzetes kdzépben vett
limesze, egyuttal e sorozat egyenletes limesze is, és (n — 1)-szer folytonosan differen-
cidlhaté: fO(x)=gu(x) (k=0, 1, ..., n—1)?. Tovabba minthogy az f, (v=1, 2, ...)

fiiggvények eleget tesznek a (6. 10) peremfeltételeknek, ugyanez igaz 1952 az f figg-
vényre is.

25 Ezek szerint érvényesek az
fP@ =23 fe)e?'® (asx=b; k=01,..,n-1)
v=1
sorfejtések, és mindegyikiik egyenletesen (€s abszolit) konvergens az (a, b) szamkozben.
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Mindezek utan vildgos, hogy a

(TS=ffi—=f) = / PolfP=£ 1 dxt 20 [ byl S0 —f P dx

egyenléség jobb oldalan all6 Osszeg u, v oo esetén nulldhoz tart, dgyhogy (6. 14)
értelmében

b
[ Polf® ~fP[dx~0, ha p,v-oo.

Ez azt jelenti, hogy az {f,} <L, sorozat Cauchy-sorozat, tehat L, teljessége miatt
van f, limesze Ly-ban. De ha az {f,}i" sorozat Lban tart f-hoz, akkor egyenle-
tesen is tart f-hoz. Ennélfogva f=f,€L,. lly mddon a (6. 12) Osszefiiggést és vele
egyiitt a 9°. allitast bebizonyitottuk.

7.§. A T operitorhoz tartozé f6 peremfeltételek és a D[7] halmaz

Egy 2n 2n
2 4 @) + 2 B fE1 () = 0
k=1 k=1

alaka peremfeltételt, amely minden fe®D(T) fiiggvényre teljesiil, a T operator
T o6nadjungalt folytatasihoz tartozd f& peremfeltételnek neveziink, ha

o, =P, =0 (k=>n).

Ennek a fogalomnak a jobb megertese céljabol végezziik el a kovetkezé meg-
fontolasokat.

Mindegyik fe®D(T) elemnek feleltessiik meg a 2n-dimenziés komplex € tr-
ben fekvl %(f)=(&4, &, ..., £,,) vektort, ahol

& =N, &, = 1) k=1,2,..,n).

Nyilvanvald, hogy az a I1 halmaz, amely az &sszes #(f) (f€D(T)) vek-

torokbdl all, az € térben linedris alteret alkot. Legyen ennek a dimenzidja 2n—d.
Ekkor a IT alteret egy d szamu linedrisan fliggetlen egyenletbdl alld rendszer hata-
rozza meg:

2opbet 2Bl =0 (i=12..,d).

Vilagos, hogy ekkor a

Ié;ajkf[k—u(a)-[—kzzn'l B fE1(B) = O G=12,..,d)

peremfeltételek a T operitorhoz tartozé linedrisan fiiggetlen f6 peremfeltételekbdl
allo teljes rendszert szolgaltatnak.
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Az elmondottakbol tobbek kozott az is Kitiinik, hogy ha egy (n—1)-szer dif-
ferencialhaté f(x) (a=x=»b) fiiggvény eleget tesz a T operatorhoz tartozé mind-
egyik f6 peremfeltételnek, akkor talalhatd olyan f,€®(T) fiiggvény, hogy

9@ = fP@, fFB@b) =100 k=0,1,..,n-1).
Azt is konnyd belatni, hogy ha a

(7.1) jdjkf[k‘ll(a)+2 Bu S By =0  (j=1,2,..,2n)

egyenletek a T operator 6nadjungalt peremfeltétel-rendszerét alkotjak akkor a
T operatorhoz tartozé linearisan fiiggetlen f6 peremfeltételek pontos d szama éppen
2n—r, ahol r az

Urn oo %12n Bin -~ Bion

(1.2) Oop --- Oagn Pan --- Baon
a2nn -ee Ooyop ﬁ2nn ﬂ2n2n

matrix rangja. Az is nyilvanvalo, hogy a (7. 1) feltétel-rendszer mindig helyettesit-
hetd olyan ekvivalens rendszerrel, amelyben az elsé d feltétel {6 peremfeltétel.
A 6 peremfeltételek szerepét a kovetkez6 allitas vilagitja meg.

10°. Legyen T a T operdtor valamelyik onadjungalt Solytatdsa, {¢ 1}1 a T ope-
rdtor sajdtvektorainak teljes ortonormdlis rendszere és T (p,—lj(p ; U=L2,..).
Ekkor egy f€ Ly(a, b) elemre nézve az aldbbi harom kijelentés ekvivalens:

a) fed(T;
(1.3) b) Z A (S, @12 < o

c) f majdnem mindeniitt megegyezik egy f, abszolit folytonos fiiggvénnyel,
amelynek az f® (k =1,2,...,n—1) derivdltjai léteznek és abszolit folytonosak,
amelyre teljesiilnek a T operdtorhoz tartozé dsszes f6 peremfeltételek, végiil pedig

(7.9 [ o ()£ ()2 dx < oo

Minthogy D[T]=D[T +clI] (—eo<c<oo) és T-nak a T+ cI operatorral valé
helyettesitése esetén a (7. 3) sor a

Z Oy +0(f o)

sorba megy at, amely a (7. 3) sorral egyszerre konvergens vagy divergens, azért
az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjilk, hogy 4,=0 (j=1,2, ...). Ekkor
azonban az a) és a b) allitds ekvivalencidja kozvetleniil adédik a 4. lemmabol
(I fej., 4. §).

Jelolje L(T) az olyan f, fiiggvények Osszességét, amilyenekrdl a ¢) kijelentésben
sz van.

\
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Az a), c) kijelentések ekvivalencidjanak a bebizonyitasdhoz elészér megmutat-
Jjuk, hogy c)-bdl kovetkezik a), azaz .

L(T) c D[T).

Legyen f¢ L(T). Ekkor f-re teljesiil valamennyi {3 peremfeltétel, és igy talalhatd

olyan f,€D(T) elem, amelyre
/8@ = [P, fPO) =P (*k=0,1,..,n-1).
Ennélfogva, a 9°. allitas felhasznalasaval,
g =f—fEeD[TICD(T],

minthogy pedig fo€ D[T], azért f = g+fo€D(T].

Most meg fogjuk mutatni, hogy a)-bol kévetkezik c¢), vagyis
7.5 DT} L(T),

és ezzel a 10°. allitas bizonyitasanak a végéhez ériink.
Az 1. fejezetben szereplS 15. tétel szerint

DTl = D(T1+NR;, ahol %Ry = N,ND[T].

Ebbdl, figyelembe véve a 9°. allitast, azt kapjuk, hogy minden f¢D[T] fiiggvény
abszolit folytonos, elsé n—1 szami fW (k=0, 1, ..., n—1) derivaltja létezik és
abszolut folytonos, tovabba f™ eleget tesz a (7. 4) feltételnek.

Ily médon (7. 5) bebizonyitasdhoz mar csak azt kell megmutatnunk, hogy az
feD[T] fiiggvényre teljesiilnek az dsszes f6 peremfeltételek. Erre a célra felhasznal-
hatjuk azt a tényt, hogy a) és b) ekvivalens egymassal, és ugyanigy okoskodva, mint
a 9°. allitas bizonyitasa soran, igazolhatjuk, hogy (7. 3) folytan érvényesek az

(7.6) P = ._gl (o))  (k=0,1,...,n~1)

sorfejtések, és mindegyikiik az (a, b) intervallumban abszolut és egyenletesen kon-
vergens.
_ Minthogy mindegyik ¢«(x) (j=1,2,...) fundamentalis fiiggvény eleget tesz
a T operatorhoz tartozo teljes peremfeltétel-rendszernek és igy minden f& perem-
feltételnek, a (7. 6) sorfejtésekbdl kdvetkezik, hogy f-re is teljesiilnek a T operator-
hoz tartozo Osszes f6 peremfeltételek.
A 10°. alllitast bebizonyitottuk.

8.§. A I'#(f, g) és a T[f, g] funkcionalok.
Az fc D[T] elemeknek a T operitor sajatvektorai szerint haladé sorfejtései

Tekintsitk a D(T) halmazon a kovetkezé funkcionalt®:
n b
@®.1 Iy (f,8) =— LZ: SB 8 (x) g™ (x) (&.f € D(D)).

26 Mint rendesen, [p(x)]2 a ¢(b) — p(a) kifejezést jelenti.
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Minthogy N
B [f;g]a = [f’g.lb (gnyD(T))!
azért

8.2 ri(f,e) =Ti@&f) (&sfeD().
Ez az egyenléség azt mutatja, hogy rogzitett g € D(T) mellett a I'z(f, g) funkcionalt az
) =@, ... " V@, f(b), ..., [V (D))

vektor teljesen meghatdrozza. Tekintettel arra, hogy ennél a megfontolasnal f
és g szerepét fel lehet cserélni,~azt kapjuk, hogy a I'7(f, g) funkcional értékét az
1(f) és az #(g) vektor megadasa teljesen meghatarozza. Ezek szerint

(8.3 I (f,8) = F(2(/). £ (9);

ahol F(x, y) egy funkcional, amelynek az értelmezési tartomdnya az Osszes x, en
parokbol all (itt 1 az a linearis halmaz, amelyet az (1), f¢ D(T) vektorok alkot-
nak). Minthogy

I'i(y fit+2: 12,8 = M Ti (1,8 + 27 (fo,8) (41,4, szdmok),
azért a (8. 3) Osszefiiggés alapjan
1. F(x,9) = F(n,%)  (x,yell);
2. F(A 2+ 453, 0) = 4 F (3, 9) + 4, F (32, 9) (xI’stt)Eﬁ)'

Innen mar kdnnyen addédik, hogy az F funkcionilhoz hozzirendelhetiink (még-

hozz4 végteleniil sokféleképpen, ha IT nem azonos az egész ¢ térrel) egy [[yxl%
hermitikus matrixot, amelyre

x=(€11-'-562n)eﬁ’ I):(rll"":’hn)eﬁ
esetén

2n
F(x,9) = Z Vi €5 -
Sk=1

Ekkor (8.3) értelmében tetszés szerinti f, g€ D(T) elemekre igaz a kovetkezd:

-

ri(f,e) = 2 vf9 0@ (@ +
Jk=
B4+ 2 i fINBEV@ + D VSV V(@) g D) +
Jk=1 jk=1

+ -,21 P L (O VERI))

Ugyanezzel az egyenl8séggel értelmezziik a I'7(f,g) kifejezést tetszés szerinti
J, g €D[T] elemekre. Minthogy a 10°. allitas értelmében az £, g€ D[T] fiiggvények
eleget tesznek a T operatorhoz tartozé valamennyi f6 peremfeltételnek, azért

#(f), #(g)€1l, tehita ~
ri(f,g)  (f,g€DIT)
funkciondl emlitett definiciéja nem fiigg a ||y;/|i" matrix megvalasztasatdl.
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Az (1.7) azonossag és a (8. 1) egyenlGség folytan fennall

b

(8.5) (Tre) = I'i(f,9)+ Z P () S® (x) g™ (x) dx
L (f, gD (1))

Specialisan

(8.6) (Tf,1) =T (L )+ g) Proi OO )2 dx.

Erre a képletre sokféle célbol lesz sziikségiink, tobbek kozott az alabbi allitas igazo-
lasahoz is.
11°* Ha az f(x) (a=x=b) abszolit folytonos fiigguény n—1 szdmii abszolit

Solytonos f®(x) (k=1,2, ...,n—1) derivdlttal rendelkezik, tovdbbd teljesiti a T
operdtorhoz tartozo Osszes f6 peremfeltételt és az

S P @) f® ()2 dx <o

feltételt, akkor érvényesek az

@.7 fOE) = g(f, )P )  (k=0,1,..,n=1)

sorfejtések, amelyek az (a, b) intervallumban abszolit és egyenletesen konvergdinak,
valamint az

F®x) ~ g (s @) 0 (%)

sorfejtés, amely abban az értelemben konvergens, hogy

b v
(8.8) JP@Uf® @)= 2 (f0) 9P dx~0, ha v

27 A Hilbert—Schmidi-tétel szerint az f(x) (a=x=b) folytonos fiiggvény az (a, b) szamkozben
abszolut és egyenletesen konvergens

@ fx) = _i s 0.) 0, (%) (a=x=b)

sorba fejthetd, ha a figgvényt eld lehet allitani forrdsszeriien a T operator G(x,s) Green-fiiggvénye,
vagy ha a 0 szdm sajatérték, T altalanositott Green-fiiggvénye segitségével. Ez a feltétel ekvivalens
azzal, hogy fderivéltjai abszolit folytonosak és eleget tesznek a 7 operatorhoz tartozd 6sszes perem-
feltételnek. Nyilvanvalo, hogy a 11°. allitas az f fliggvényre vonatkozd lényegesen enyhébb kovetel-
mények mellett biztositja az abszolit és egyenletesen konvergens (I) sorfejtések létezését. A 11°
allitas altaldnosabb és teljesebb azoknal a sorbafejtési tételeknél is, amelyeket TREFFYZ [7] a Schmidt-
féle parok elmélete segitségével nyert.
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Valoban, az f fliggvényre tett megkdtések egyiittesen ekvivalensek, a 10°. allitas
alapjan, azzal az egyetlen megkotéssel, hogy f€D[T]. Masrészt a 10°. allitas bebi-
zonyitasa kozben megallapitottuk, hogy barmilyen fe®[T] fiiggvényre (amelyet
mindig tekinthetiink folytonosnak) fennallnak az (@, b) szamkozben abszolat és
egyenletesen konvergens (8. 7) sorfejtések.

Be kell még bizonyitani a (8. 8) sszefiiggést. Ennek az érdekében vezessiik be az

f,(x) = ;(ﬁ¢j)¢,(x) @sx=b; v=12..)
jelolést. Ekkor
TU=tdf=h) = 2 B0l =0,

(8.9)
ha py,v—oo.

Masrészt (8. 6) értelmében
(TUSo=S)Ls=1) = Tilfy=fus fo=F) + ’% f Pk 10— £ PP dx,

és itt a (8. 7) sorfejtések egyenletes konvergenciaja miatt

By Voo

lim fp.. QIO —fORdx =0  (k=0,1,..,n—1).

Hy Voo

Ennélfogva

lim fp | £ — 2 dx = 0.

H,v—+oo

Kovetkezésképpen, a Riesz— Fischer-tétel szerint, talalhato olyan @(x) (a=x=b)
mérhetd fiiggvény, amelyre

(8.10) lim fp0|qo—f(")|2dx = 0.

v g

Ekkor tekintettel arra, hogy

X

/w(Y)dY~ﬁ"’ V) +f )| = fl¢(X) —fP ()| dx =

l// (x)l//”"(")l@(x) —fO@Rd (@=xsb; v=12..),
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fennall

[ 0@ dr o0 (x) 105 (@) =

= lim {f(p(x) dx — £~V (x) +fv("‘1)(a)} =0.

V=0

Ily médon ¢ =™, és (8. 10) azt fejezi ki, hogy érvényes a (8. 8) Osszefiiggés.
Az allitast bebizonyitottuk.
_ Megjegyezziik, hogy mivel f,—f és igazak a (8.9) alatti egyenlségek, azért
T1/, /] definicidja szerint (lasd 1. fejezet, 4. §)

@.11) lim (74,,£) = T(£./])

y—>oo

Masrészt a (8. 7) sorfejtések egyenletes konvergencija és a (8. 10) egyenldség miatt,

amelyben ¢ =f™, fennall
lim I'z (f,, /) = T+ (£, f)

és -0
b b
lim [ p,ilf®fFdx = [poilf®Rdx  (k=0,1,...,n).

Tehat ha a (Tf,, f,) kifejezést a (8. 6) képlet segitségével irjuk fel, akkor (8. 11) alap-

jan kdnnyen nyerjiik, hogy
b

(8.12) T[f,f]=Fi(f,f)+go Pak|f®Pdx  (f€D[T).

a

Innen ismert gondolatmenettel kdvetkezik, hogy altalaban

b
(8.13) T[ﬁg]=Ff(f,g)+,£ f PuifPgWdx  (f,g€D[T)).

9.§. A T operitor negativ sajatértékeinek a szdma
Ebben a paragrafusban azt az esetet fogjuk vizsgilni, amikor a T operator
szigoruan pozitiv.
1. A T operatort akkor mondjuk szigordan pozitivnak, ha

6.1 T, f1=0  (feD[T], f+0).

Minthogy 7., megegyezik a T operator T, durva folytatasaval, azért a 10. tétel
és a 4. lemma (I. fej., 4. §) értelmében D[T]=D[T..] és

©o

TUAA1 = T.1f /1= 2 M0N0 (f€DIT),

J=1
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ahol {p;} a T. operator sajatvektoraibsl allé teljes ortonormélis rendszer és
T.o;=¢; (j=1,2, ..; A= =..). 5

Ilyen médon a T operator akkor lesz szigoriian pozitiv, ha 7.. mindegyik
A (j=1,2, ...) sajatértéke pozitiv, kdvetkezésképpen

(T.f,f) =0, ha fe®D(.), f=O.

Mivel a I'f., funkcional azonosan nullaval egyenld, a (8. 6) képlet értelmében
annak a feltételét, hogy a T operator szigorian pozitiv legyen, a

2 f Pek () [/ GEdx = 0

alakban lehet felirni, ahol az egyenlGtlenségnek minden olyan [0 fiiggvényre
teljesiilnie kell, amelynek az f® (k =0, 1, ..., n—1) derivaltjai léteznek és abszolat
folytonosak,

b
S P /PP dx <o
és ‘
9.2) f®@ = fOB)=0 (k=0,1,...,n=-1).

Specialisan megallapithatjuk, hogy a T operator szigoru pozitivitisihoz elég-
séges, hogy a p, (k=0, 1, ..., n) figgvények mindannyian nem-negativak legyenek®®.
Az 1. fejezet 19. tételébdl és a 10°. allitasbol kozvetleniil adddik az alabbi allitas.

12°. Ha T szigorian pozitiv operdtor, akkor a T énadjungdlt folytatds negativ
sajdtértékeinek a pontos szama®® megegyezik a

.3 jél T[(Pj, AL e

alakban fellépé negativ négyzetek szdmdval, ahol {@,, @5, ..., @,} valamilyen bdzis
a @PM=0_egyenlet azon @o(€D*) megolddsainak a halmazdban, amelyek eleget
tesznek a T operdtorhoz tartozé dsszes fG peremfeltételnek.

Mutassuk meg, hogy

9. 4) r =2n—d,

- . ) /
ahol d a T operatorhoz tartozd linearisan fiiggetlen f6 peremfeltételek szama.
A T operator szigordan pozitiv 1évén a ¢®1=0 egyenlet megoldisainak az
N, halmazabdl vett tetszés szerinti ¢ =0 elemre az ¥(¢) vektor (amelyet a 8. § elején

38 Be lehet bizonyitani (lasd [2], 1. tétel), hogy a T operator szigord pozitivitisdnak a sziikséges
és elégséges feltétele a kovetkezd: legyen {x1, X, ..., Xm} bazis az (1.6) egyenlet ¢ (a)=p™ (b)=0
k=0, 1, ..., n—1) peremfeltételeknek eleget tevd ¢ megolddsainak a halmaziban; ekkor m=n
és det ¥~V (x)| (j, k=1, 2, ..., n) kiilénbozik nullatél minden a<x<b érték esetén.

2 A T operator negativ sajatértékeinek a ponfos szdmdn az operator egymdstdl kiilonbozoé
negativ sajatértékeihez tartozd multiplicitdsok Gsszegét érvjiik.
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definialtunk) nem nulla (ugyanis #(¢)=0 esetén @€ D(T..)). Tehat minden @€N,
elemnek megfeleltetve az i((p)E@ vektort, a 2rn-dimenzids N, térnek a 2n-dimenzids
€ térre valo kolcsondsen egyértelmii leképezését kapjuk. Masrészt az a kdvetelmény,
hogy ¢-re teljesiiljenek a T operatorhoz tartozo Osszes fo peremfeltételek, azt jelenti,

hogy az #(p) vektorok egy (2n—d)-dimenzios IT € altérhez tartoznak, amelyet
d szam linearis egyenlet hataroz meg. Ebbdl kévetkezik a (9. 4) sszefiiggés.

2. Megmutatjuk, hogyan szamithaté ki a T[(pj, o (G, k=12, ..., r) kifejezés
a I' funkcionalok segitségével.

Legyen {®,, ..., ®,,} valamilyen bazis az (1. 6) egyenlet ¢ megoldasaibdl allé
N, halmazban. Ha a (2.2) Lagrange—Green-féle azonossigban elvégezziik az
f=®;, g=9, (j, k=1, 2, ..., 2n) helyettesitést, akkor a kvetkezét kapjuk:

9.5) [¢;, &2 = 0.
Tekintsiik az
9.6) Lf, (Dj]Z:O (j=1,2,...,2n)

peremfeltétel-rendszert. Nem nehéz meggy6z3dni rola, hogy ezek a peremfeltételek
linearisan fiiggetlenek és 6nadjungalt rendszert alkotnak (akar pozitiv a T operator,
akar nem). Csakugyan, ha feltessziik, hogy a (9. 6) peremfeltételek linearisan Ossze-
fiiggnek, akkor talalhaté olyan ®=c;@,+ ... +c,,P,, =0 fliggvény, amelyre
tetszés szerinti f€ D* esetén fennall az

[/, oh=0

egyenlség. A (2. 2) azonossag alapjan ebbdl kovetkezik:
b
[rendax=0  (fed,

és ez nyilvanvaldan ellentmondasban van az 1°, allitassal.

Hatra van még annak az igazolasa, hogy a (9. 6) rendszerre teljesiilnek a (3. 8)
Onadjungaltsagi feltételek. Konnyii azonban belatni, hogy ezek a jelen esetben a (9. 5)
Osszefiiggésekre redukalédnak.

Most jelolie 7% a T operatornak azt az 6nadjungalt folytatasat, amely a (9. 6)
peremfeltétel-rendszernek felel meg.

A minket érdekl esetben, amikor 7 szigoruan pozitiv operator, a (9. 6) egyenlet-
rendszert meg lehet oldani a magas rendszamu f¥(a) és f¥)(b) (k=n,n+1, ...,
..., 2n— 1) kvazi-derivaltakra. Valéban, a (9. 6) egyenletrendszerben ezekhez a kvazi-

30 Megemlitjik, hogy mivel (9.5) értelmében &; € §( io) (j=1,2,...,2n) és
Ted, =0 (j=1,2,..,2n),

azért a 13, tétel (1. fej., 5. §) szerint i‘., azonos a T operator T,, finom folytatasaval (ha T pozitiv
operator).
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derivaltakhoz tartozé egyiitthatok matrixa
D, (@), D1 (a), ..., PV (@), DL (D), D), ..., DI V(D)
©.7) e,
Py, (@), P24 (@), ..., D5~ (@), Doy (), P2 (B), ..., 857D ()
és ennek a determinansa nem nulla, mert a matrix sorait rendre az ¥(®,), ..., %(®,)
vektorok alkotjak, amelyek linedrisan fiiggetlenek (:(®)#0, ha & =0). Megoldva

a (9.6) egyenletrendszert az f®(a) és f®(b) (k=n, n+1, ..., 2n—1) derivaltakra,
a (9. 6) peremfeltétel-rendszert a kovetkezd alakra hozhatjuk:

ST @)= 2 aff fED (@)= 2 e} f4D (B) = 0,
k=1 k=1
©.8) G=1,2,..,n)

SO )+ 2 A3 4D (@) + 2 b0 f* D () = 0,
k=1 k=1
ahol (lasd a 158. oldal (3. 12) képletét és utolsé sordt)
aft =alh, BN =bI0, o =dPi0 (k=12 ..,n.
A (9.8) és a (8. 1) képlet alapjan azt kapjuk, hogy tetszés szerinti g, f¢€ Ty,
tehat tetszés szerinti g, f€ D[T,] esetén is fennall a
Ii(fie) = 2 af? f4 P (@g" D@+ 2 ¢’ f* (b)) gV (a)+
Jk=1 Jk=1
9.9)

+ 2 diP 40 (@) VTV + 2 bRO fED (0) gD (8)
Jik=1

Jk=1 ,
egyenldség. Minthogy (8. 5) értelmében a
I'v(o;, 0 — 't (@, ¢1), T[%', ol — To [0, @4l Gk=12,..,n
kiilonbségek egyenlék egyméssal, tovabba
TD[(pj:(pk]z(fO(pj,(pk):O (j,k=1,2,...,l‘),

arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy
(9.10) T[q)j’ O] = FT((Pja (Pk)—rfo(%‘sﬁpk) Lk=12..,r)

Az alabbi allitas a 12°, 4llitas és a (9. 10) képletek folyomanya.

13°. Ha az

fem_)f =0

9.11) {f(k)(a) =f®})=0 k=0,1....,0n-1)
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peremérték-feladat mindegyik karakterisztikus értéke pozitiv, akkor az

fe—if =,

012 /@ 3 D@ = B eas 40 =0,

f[2n—j—1](b)+ Zn'djkf("‘l)(a)+Zn,;bjkf(k'l)(b) =0

peremérték-feladat negativ karakterisztikus értékeinek a pontos szdma, hacsak tel-
Jesiilnek az

(9. 13) ajk=5kj, cjk=‘—ikj, bjkzb-kj (j,k: 1,2, ...,n)
onadjungdltsdgi feltételek, megegyezik a

©.149) 2 (a awma+m%2ywwmqﬂ+gymﬁme
JHR= Jok=
hermitikus alakban eldforduld negativ négyzetek szdmdval.

Valdban, az hogy a (9. 11) peremérték-feladat karakterisztikus értékei pozitivok,
éppen azt jelenti, hogy a T operator szigordan pozitiv. Ennélfogva a (9. 12) feladat-
ban szerepld peremfeltételekhez tartozo T o6nadjungalt operitorra alkalmazhatd
a 12°. allitas. Masrészt mivel a T operatorhoz nem tartozik egyetlen f6 peremfeltétel
sem, azért a 10°. allitas értelmében @ €D[T] (j=1,2, ..., 2n), kovetkezésképpen
a vizsgalt esetben r=2n, és igy a (9. 3) alak felirasanal elhetiink a ¢;=0;(j=
=1, 2, ..., 2n) valasztassal. Ezek szerint a (9.12) peremérték-feladathoz tartozo
negativ karakterlsztlkus értékek pontos szama egyenld a T[®, @] alakban felléps
negativ négyzetek szamaval, ahol

@ =(0,+0 P+ ... +(,P,.
Masrészt tekintettel arra, hogy (9. 10) értelmében
T(®, 9] =I'i(P,9)—TI7,(2,9)

s a o

és hogy I't a I'7,-ra vonatkozo (9. 9) képlettel analog képlet segitségével szamithato
ki, T[®, ¢] megegye21k a (9. 3) alakkal, amelyben

2n
E= 0% D@ =D (o V(a),
j=1
’ k=1,2,...,n).
2n

ne = O*-D(p) = ZC, P*=D (b).
j=1

Ez a { valtozdkat a &, n valtozokba atvivé transzformacié nem szingularis (a (9. 7)
matrix nem szmgularls) és ezzel a 13°. allitast bebizonyitottuk.

Masképpen és egyuttal egészen egyszeriien képezhetS a (9. 3) alak abban az
esetben, amikor ismeretes a T operator G(x, s) Green-fiiggvénye (és igy a 0 szam
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a T operatornak nem sajatértéke). Minthogy ezzel kapcsolatban fény deriil néhany
érdekes részletre, megmutatjuk, hogyan torténik ez.
Tisztadzzuk el6szor, hogy az

U(f) = Z o S (@) + Z’ B f®=D (b)

alaki U(f) perem-funkcional milyen feltételek mellett generadl a T operatorhoz
tartozé U(f)=0 {6 peremfeltételt. B

Ehhez megjegyezziik, hogy a T operator D(T) értelmezési tartomanya, azonos
1évén a T~ operator értékkészletével, mindazokbdl az f elemekbdl all, amelyek
eléallithatok

b
f@ = [GEs)h(s)ds  (hELy(a,b)

alakban. Minthogy ekkor
b
U() = [U(G(x5)h(s)ds,

nyilvdnvald, hogy az U(f)=0 feltétel akkor és csak akkor lesz a T operatorhoz
tartozé 8 peremfeltétel, ha az s valtozéban azonosan fennall®! az

U(G (x,5)) = gl % Gr_1,0(a, 5) + gl BiGio,0 (b,5) = 0

(a=s=0b)
egyenldség. Ezek szerint a

Gro(a,5), Giob,s)  (k=0,1,..,n—1)

fiiggvények kozott talalhaté r = 2n-—d szam\, az (q, b) intervallumban linearisan
fiiggetlen fiiggvény, de tobb nem talalhato.
A G(x, s) mag hermitikus lévén, ugyanezt allithatjuk a

(9.15) Go(x,a), Gu(x,b) (k=0,1,..,n—1)

fiiggvényekrdl.

Masrészt tetszés szerinti s€(a, b) érték mellett G(x, s) mint x fliggvénye eleget
tesz az Osszes f6 peremfeltételnek, tovabba a G (x, s)(j, k=0,1, ..., n—1) fiiggvények
mindannyian folytonosak, tehat a (9. 15) fiiggvények is eleget tesznek a f6 perem-
feltételeknek.

Kovetkezésképpen a

n—1 n—1
P (x) = k_Zokaok(X,a)‘F‘;; M Gox. (%, b) (a=x=b)
alaku @ fiiggvények r-dimenzios linearis halmaza megegyezik a
¢(x)=2;é',~(,0j(x) (@a=x=0b)
j=

31 Itt felhasznaljuk az (5.8) jeloléseket.
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alaka @ fiiggvények linearis halmazaval, ahol ¢; (j=1, 2, ..., r) a 12°. allitasban
definialt fiiggvények. Ebbo] nyerjiik:

Gu(x,a) = Z;Cjk ?; x),
iz

G (x,b) = 21 Cjrmix @5 (%),
p=

ahol eyl (j=1,2,...,r; k=0,1, ...,2n—1) r-ed rangt téglalap alaki matrix.
Ennélfogva

n—1 n—1 n—1 n—1
T[ kZ & Gy (x, a) + kg M Goi (%, B), ,‘_20 & Gy (x, @) + g e Gox (%, b)] =
9.16)

= T[; Lo 26 (,,,.] = 2 Tloj, 0d b
ahol ! "

n-—-1 n—1
9.17) = gcjk ék+k§c,~,,.+mk G=12,...,r).

Szamitsuk ki a (9. 16) bal oldalan allé alak egyiitthatdit. EbbS] a célb6l meg-
jegyezziik, hogy (5. 9) értelmében

= 00 () 90 (s)
G (x,8) = Zg,(_x);(pi_(_s_) (a=x, s=b);
=1 .

7

masrészt a 4, lemma szerint (L. fej., 4. §) fennall

Tif,8l= 51 Lfe)g ey  (&feDITD.
Ennélfogva ”

- < o (s) o (1)
TGos (5,9), G v, 0] = X 2D 6, 0.1y
(ass,t=b; jk=0,1,..,0-1),
tehat a (9. 16) bal oldalan allé alak felirhato a kovetkezOképpen:
n—1 n—1 n—1
©0.18) > Gu(@,a) & E+2Re { 2 Gy(a,b) é,m} + 2 Gu b, b) ;i
J.k=0 J k=0 J k=0
Minthogy ez az alak a (9. 3) alakbdl keletkezik a (9. 17) transzforméicio segitségével,
amelynek a matrixa r-ed rangu, a 12°. allitas alapjan igaz a kovetkezo.

14°. Ha T szigortian pozitiv operdtor, T pedig T olyan dnadjungdlt folytatdsa,
amelynek van G(x, s) Green-fiiggvénye, akkor a T operdtor negativ sajdtértékeinek
a pontos szama megegyezik a (9. 18) alakban eldfordulé negativ négyzetek szdamdval.
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Valdban, mivel feltettiik, hogy a 0 szim nem sajatérték, azért a (9. 3) alak nem
szingularis, tehat a (9. 18) alak rangja r.

Valasszuk most meg a c¢;=a,b (j=1,2,...,r) é a ¢;=0,1, ..., n—1
(j=1,2, ..., r) szamokat gy, hogy a megfelel6 determindns ne legyen nulla:

A = |Gy, (c;s 5, k=1 7 0.
Ekkor a (9. 18) alak ekvivalens a

_kzvl quqk (cj’ ck) Cj zk
=
alakkal, mert a
@; (x) = Gy 4, (x,0) a=x=b; j=1,2,...,r)

valasztas esetén a két alak azonos.
Az (L fej., 5. §) 12. tétel és az L. fejezet (6. 22), (6. 23) képletei alapjan kimond-
hatjuk, hogy a T.. operator G._(x, s) Green-fiiggvénye a G(x, s) Green-fliggvénybdl
az alabbi képlettel nyerhetd:
G(x,s) Gy, 0(c1,8)...Gy 50 (¢ 8) |
_1_ GO,q1 (x, cl)
A :

(9.19) G.(x,5) = A

GO,q,. (X, Cr)

Ezt az osszefiiggést kozvetleniil is le Iehet vezetni (lasd [2], 7. tétel) és ekkor
a 14°, allitds az I. fejezetben szereplé 20. tétel kdvetkezményeként adddik.

10. §. Peremérték-feladatok karakterisztikus értékeire vonatkozé korlatok

Minthogy a 9°. allitas értelmében a 7., operator mindig azonos a T operator
T, durva folytatasaval, a 9. §-ban definialt T, operator pedig megegyezik a T operator
Ty finom folytatasaval (hacsak T szigorGan pozitiv operator), azért az (1. fejezet
8. §-ban ismertetett) 24. és 25. tételnek, tovabba a 8. 1., 8.2. megjegyzéseknek
a tekintett 7" kvazi-differencidloperatorra valé egyszeril atfogalmazasival a kovet-
kezo Allitasra jutunk.

15°. Legyenek A, =l,=1,=... az
[2n] __ —
(10. 1) 2n 2n / 4 =0,
2w [ @)+ 2 B /TG =0 (G =1,2,...,2n)
k=1 k=1

Onadjungdlt peremérték-feladat egymds utdin kivetkezd karakterisztikus értékei,
IN=2 =M =... pedig a megfeleld

re—if=o,
fP@=fP®) =0 (=01,.,n-1)
»aurva” peremérték-feladat egymds utdn kovetkezd karakterisztikus értékei.
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Ekkor
ljél}“) (G=12..).

Ezenkiviil ha A, =0, akkor fenndlinak a
A= AP G=12.)

egyenldtlenségek is, ahol AP =1V =)1O= .. az

fem—af =0,

[LoL=0 (j=12,..,20)
»finom” peremérték-feladat egymds utdn kovetkezd sajatértékei.

Emlékeztetiink arra is, hogy a 8. 1. megjegyzés értelmében (1. fej.)
A =29, (Gi=1,2...

Ha pedig felhasznaljuk a G és a G Green-fiiggvény kozott fennallé (9.19)
osszefiiggést, akkor meggy8z8dhetiink réla, hogy

'1,('”) = Ajyon-ds

ahol d a (10. 1) feladathoz tartozé f6 peremfeltételek szama®.
Ismertetiink még egy, az elébbivel megegyezd tipusi allitast.

16°. Legyenek Ai=A,=A1;=... az
(10.2) S if =0,

2n 2n -
(10.2%) 2 aufT (@) = Dby /e =0 (j=1,2,..,n)
k=1 k=1

onadjungdlt peremérték-feladat egymds utdn kovetkezd karakterisztikus értékei,
M=M= =... pedig az

(10.3) SB1—if =0,
2n
(10.3) fIP@ = Dby fe @) =0 (j=1,2..,n)
k=1

peremérték-feladat egymds utdn kovetkezd karakterisztikus értékei.
Ekkor

(10.4) A, =A@ (Gj=12.).
Ha ezenkiviil A, =0, akkor az is igaz, hogy

(10. 5) j'j = )'Ja (j = 1, 2, .-.),

32 Vagyis d = 2n—r, ahol r a (7.2) matrix rangja.
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ahol A, =R, =1y =... az

(10.6) fiE_ s = 0,

2n
(10.6”) Ul = k;: buf*UB) =0 (j=1,2,..,n)

peremérték-feladat egymds utdn kdévetkezd sajatértékei; itt i, Yoy o5 u @
(10.7) ol = 0,

2n
(10.7) 2 b @) =0  (j=1,2..,n
k=1

Sfeladat n szdmi linedrisan fiiggetlen o( € D*) megolddsdt jelenti.

Valéban, tekintsiik azt a 7@ operatort, amelynek a D(T@) értelmezési tar-
toménya azokbdl az f€D* elemekbdl all, amelyekre

f@=0 (=01,..,2n-1),

Db TG =0 (j=1,2,..,n),
k=1

és legyen T@f=fI (fcD(T@)). Konnyen belathatd, hogy T'® hermitikus
operator és a T operatornak folytatésa.

A (10. 3) peremfeltételekhez tartozé T@ operator a T operator dnadjungalt
folytatasa. Nem nehéz belatni, hogy 7@ barmely masik 7' &nadjungalt foly-
tatisa, egyidejiileg a T operatornak is Onadjungalt folytatdsa 1évén, egy (10.2)
alakld 6nadjungalt peremfeltétel-rendszernek fog megfelelni.

A 10°. allitas segitségével nehézség nélkiil adodik, hogy a T operator tetszés
szerinti 7@ 6nadjungalt folytatasara

DT D[T®]

A 10. tétel értelmében (I. fej., 4. §) ez azt jelenti, hogy T@ a T'¥ operator durva
folytatasa, és ebbdl kovetkezik (10. 4). i

Ha 1,>0, akkor A{® =0 (j=1,2, ...). Igy a (10.7) rendszer ¢ megoldisainak
az M Osszessége n-dimenzids (mert ha N dimenzidja ennél nagyobb volna, a (10. 3)
peremérték-feladatnak a A=0 szam is karakterisztikus értéke lenne). Legyen
(1> X25 ---» X, bazis az M halmazban. A

sxda=0 (G,k=12,...,n)

Osszefiiggések segitségével igazolhatd, hogy a (10. 6”) peremfeltétel-rendszer On-
adjungalt. Tovabba ugyanezen Osszefiiggések folytin mindegyik y €M fiiggvény
a (10. 6) feladat megoldasa a =0 esetben. A 13. tétel értelmében (I. fej., S. §) ez
azt jelenti, hogy a (10. 6”) peremfeltételekhez tartozé 7{® operator a T® operator
finom folytatasa, ebbdl pedig kovetkezik (10. 5).

A 16°, alljtast bebizonyitottuk.

A (10. 2) peremérték-feladat negativ karakterisztikus értékeinek a pontos sza-
mara vonatkozoan az alabbi megjegyzéseket tehetjiik.
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Ha T® szigorfian pozitiv operator (A{® =>0), akkor ennek a szimnak a meg-
hatarozasara a 12°. allitAsban megfogalmazottnal egyszerlibb szabalyt alkalmaz-
hatunk, nevezetesen ez a szam megegyezik a (9. 3) alakban fellép6 negativ négyzetek
szamaval, ahol a T operator a (10. 2”) peremfeltételeknek felel meg, {¢,, ¢4, ..., @,}
pedig valamilyen bazis a (10. 7) rendszer azon megoldésainak a halmazaban, amelyek
eleget tesznek a 7T operdtorhoz tartozd, csak az a végpontra vonatkozd Osszes f6
peremfeltételnek. Ebben az esetben a (10. 2) peremérték-feladat negativ karakterisz-
tikus értékeinek a pontos szdmat még masképpen is meg lehet hatarozni, ti. a T
operator G(x,s) Green-fiiggvénye segitségével (hacsak ez létezik, azaz 4,;=0).
Nem nehéz megmutatni, hogy most ez a szam megegyezik nemcsak a (9. 18) alakban,
hanem az egyszeriibb

2 Gula,a)&
5k=0

alakban fellépé negativ négyzetek szamaval is.

11.§. Az eddigi eredmények egy altaldnositisa

Legyen o(x) = o(x—0) (a=x=b) noévekeds fiiggvény. Jeloljik L ,(0)-val
mindazoknak az f(x) (¢ =x=5b) komplex értékii fiiggvényeknek a linearis halmazat,
amelyek a ¢ fliggvényre vonatkozdéan mérhetdk (o-mérhetk) és amelyekre

b

[ 1/ @) do(x) <o

a

Ha az L,(o)-beli f, g elemek skalaris szorzatat az

(£,8) = [f(x) &) do(x)

egyenlGséggel értelmezziik, akkor L,(c) Hilbert-térré valik.

Az Osszes korabbi meggondolasokat el lehet végezni ugy is, hogy L.(«, b)
helyett az Lo(0) teret vessziik alapul, ekkor azonban a T operatort az alabbi mdédon
kell definialni.

Jelolje D* azoknak az f¢€Ly(o) filggvényeknek a halmazat, amelyeknek az

¥ (k=0,1, ..., 2n—1) kvazi-derivaltjai 1éteznek és abszolut folytonosak, amelyek-

hez tovabba talalhaté olyan /€ Ly(o) elem, hogy

(11.1) th do = fn=1(g) — f2=11(x) | jp,,fdx (a=x=b).

fgy a o(x)=x esetben (11. 1) mindkét oldalat differencialva azt kapjuk, hogy
h=f121 Ha a o fiiggvény abszolit folytonos,

(11.2) g(x) = fg(x)dx (@a=x=0b),
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akkor az (g, b) szamkozben majdnem mindeniitt
1
h = —fBi2n,
2 f

Nyilvanvald, hogy mindegyik f€ D* elemnek csak egy olyan / fiiggvény felel meg,
amelyre teljesiil a (11. 1) feltétel; legyen definicidképpen

h=T*f.

Ekkor nem nehéz megmutatni, hogy barmelyik g, /€ L,(0) elemparra érvényes lesz
az (1. 8) Lagrange-féle azonossagot helyettesitoé

(11.3) [ (T 5—fT*g)do = [f,g]

azonossag.
Most jeloljiik D(T)-vel azoknak az f€D* elemeknek a halmazat, amelyekre

S¥a) = f@B) =0 k=0,1,..,2n-1),
¢és értelmezziik a 7 operatort a
Tf=T% (feD(D))
képlettel. Ekkor a (11.3) azonossag®® segitségével be lehet bizonyitani, hogy T

hermitikus operator az L,(c) térben mindeniitt s{irli D(T") értelmezési tartomannyal
és (2n, 2n) defektus-indexszel, T* pedig a T operator adjungaltja.

Nem nehéz megmutatni, hogy az ilyen médon definialt T operatorra az 1°—16°.
allitasok valamennyien érvényben maradnak, ha az f1*? kifejezést mindeniitt,
ahol eléfordul, a T*f kifejezéssel helyettesitjiik.

Tekintsiink egy

T*f-if =0,
(11.4)

S @ S EIH =0 (=122

alaku 6nadjungalt peremérték-feladatot. Tegyiik fel, hogy ha ebben a feladatban
a T*f kifejezést az f12] kifejezéssel helyettesitjiik, olyan peremérték-feladatot kapunk,
amelynek a 0 szam nem karakterisztikus értéke, és legyen G(x, &) az ehhez a fel-
adathoz tartozé Green-figgvény. Ekkor kideriil, hogy a (11. 4) peremérték-feladat
ekvivalens a kovetkezé silyozott integralegyenlettel:

f®—=4 [G(xOf(©)da(®) = 0.

Ebbdl nem nehéz levezetni (lasd [2], 1059. oldal), hogy a tett feltevés mellett a perem-
ériék-feladat negativ karakterisztikus értékeinek a pontos szima nem fiigg a o(x)
fiiggvény megvalasztasatol.

33 Bg az 1°. allitas felhaszndldsaval, amely igaz marad, ha f1*"! helyébe a 7*f kifejezést irjuk.
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Megemlitjiik még, hogy ha a ¢ fiiggvény abszolut folytonos és ¢ =g, akkor
a (11. 4) peremérték-feladat a kdvetkez6 alakra hozhato:

f["]’—lgf= 0,

Sapt @+ S BB =0 (=12 )
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MTA III. Osztaly Kozleményei 18 (1968), 111—136.

DEeTRE LAszLO levelezd tag

Mathematical and Physical Interpretation of Non-periodic Phenomena in Variable Stars. IV,
TAU Colloguium on Variable Stars, 1968. Introductory Report pp. 1—30.

RR Lyrae-Stars. Nordisk. Astr. Tidskrift. 36 (1968), 7—19.

A MTA CGsillagvizsgdlé Intézetének miikodése (1967.)] marc. 31—1968. apr. 1.) Csill.
FEvkonyv 1969-re. 84—90. o.

A csillagdszat legiijabb eredményei. U. i. 134—145. o.

GomBas PAL rendes tag

Bevezetés a hulldmmechanikdba és alkalmazdsaiba, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1967. Kisbi
DAvipdal k6zdsen.

Uber eine Korrektion des statistischen Besetzungsverbotpotentials, Theor. Chim. Acta
(Berl.) 11 (1968), 210.

Uber die Weizsdckersche kinetische Energiekorrektion, Acta Phys. Hung. 25 (1968), 361.

Zur Priifung der Pseudopotentialmethode am Wasserstoffatom, Acta Phys. Hung. 23 (1967),
443, KuNvART OLGAval kdzosen.

On the exchange energy of A atom and K* ion, Journ. Chem. Phys. 49 (1968), 2865. L. PORRO-
val kézosen.

* A Magyar Tudomdnyos Akadémia Elndkségének 27/1968. szamu hatdrozata alapjan az Osztilykozlemények
évenként ko6zolIni fogja az osztdly rendes és levelezd tagjainak az el6z8 naptéri évben megjelent publikicidi jegyzékét,
mégpedig az 6ndllé eredményeket tartalmazo cikkeken, kényveken kiviil az dsszefogleld jellegli dolgozatokat, tankdny-
veket, népszerlsit cikkeket, €. i. t. is,

MTA III. Osztdly Kozleményei 19 (1969)
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Feies TOTH LAszLO levelezd tag

Uber das Didosche Problem, Elem. Marh. 23 (1968), 97—101.

On the permeability of a layer of parallelograms, Studia Sci. Math. Hung. 3 (1968), 195—200.
Solid circle-packings and circle-coverings, Studia Sci. Math. Hung. 3. (1968), 401-—409.

Egy sokszog oldalainak hatvanyosszegérdl, Mat. Lapok 19 (1968), 55—58.

Harom lemez Dido-helyzetérol. Mat. Lapok 19 (1968), 9—12.

JANossY Lajos rendes tag

Mérési eredmeények kiértékelésének elmélete és gyakorlata, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1968.
Remark to the Interpretation of the Kennedy-Thorndike Experiment, Acta Phys. Hung., 25/3
(1968), 275—78.

Teoria i praktika obrabotki rezultatov izmerenij, Izd. ,, MIR” 1I. kiadas, 1968.
Relativitdaselmélet és fizikai valdsdg, Gondolat Kiado, Budapest, 1968. II. kiadas.

KALMAR LAszLO rendes tag

Znacsenyije, szinonyimija i perevod, Masperevod-67, Budapest (Orszagos Miiszaki Konyvtar
és Dokumentaciés Kozpont), 1968, 374—390.

On the problem of full utilization of the technical possibilities of computers in devising appro-
priate approximation methods for the solution of numerical problems, Bulletin Mathématique
de la Société des Sciences Math. de la R. S. de Roumanie, 12 (60) (1968), 1—5.

A programozasi nyelvekkel kapcsolatos tovabbi teendok, Informdcid-Elektronika, 4 (1968),
251—254.

KovAcs IsTvAN rendes tag

Rotational Structure of the Spectra of Diatomic Molecules, International Conference on Spec-
troscopy, Publ. for ICSU 101—107. 1968.

A. H. Muw, K. J. Anpo, H. M. CooGaN: Mdssbauer Effect Data Index 1958—1965. (Konyv-
ismertetés) Acta Phys. Hung. 24, 1968.

W. L. HINDMARSCH: Aftomic Spectra. (KOnyvismertetés) Acta Phys. Hung. 24, 1968.

PAL LENARD levelezd tag

Structures. and phase transformations in the Mn—Ni system near equiatomic concentration,
(E. KrEN, E. Nagy, 1. Nagy, P. SzaBO szerzdkkel kozosen), J. Phys. Chem. Solids, 29
(1968), 101—108.

Magnetic structures and phase transformations in Mn-based CuAu-l type alloys, (E. KRrEN,
G. KADAR, P. SzaBO, T. TarNOCzZI szerzbkkel kozosen). J. Appl. Phys. 39 (1968), 538—44.
X-ray and susceptibility study of the first-order magnetic transformation in Mn,Pt, (E. KREN,
P. SzaB6, T. TAarRNOczI, G. KADAR, C. HARGITAI szerzOkkel kozosen), J. Appl. Phys. 39
(1968), 469—70.

Inelastic scattering of neutrons by virtual magnon states in dilute alloys, (N. Krooval kézosen),
J. Appl. Phys. 39 (1968), 452—54.

Correlation type time-of-flight specrometer with magnetically pulsed polarized neutrons,
(J. GorDON, N. Kr60, G. OrBAN szerzokkel kozosen), Phys. Letters 26A (1968), 122—23.
Magnetic structures and exchange interactions in the Mn-Pt system, (E. KrREN, G. KADAR,
J. S6LYoMm, P. SzaBO, T. TarnOCzI szerzdkkel kozosen), Phys. Rer. 171 (1968), 574—85.
Correlation type time-of-flight spectrometer with magnetically chopped polarized neutron
beam, (N. KrRoOo, J. GORDON, P. PELLIONISZ, F. SZLAVIK, O. VizIszerzokkel kozosen), Neutron
Inelastic Scattering Vol. 1I. p. 407—16, IAEA, Vienna (1968). B
Neutron scattering investigations of the dynamics of critical state in iron, (J. GorbpoN, Eva
Kispi-Koszo6, 1. Viziszerzokkel kozésen), Neutron Inelastic Scattering Vol. 11. p. 55—62. 1AEA
Vienna (1968).

Virtual magnon states in dilute alloys, (N. Kréoval kozosen), Neutron Inelastic Scattering
II. p. 37—44. IAEA Vienna (1968).

Virtual spin-wave state below and above the Curie temperature in dilute Fe(Cr) alloy, (N.
Kr60, M. Arsic, D. Jovic szerzokkel koz6sen), Phys. Letters 28A (1968), 213—14.

Vita az atomenergiarol, Természet Vilaga (1968) 271—274..

Az 1j tiizgyujtas nagy uttordje, Népszabadsdg 1968. aug. 14.

A val6sig sohasem jelentkezik sterilen, Magyar Hirlap 1968. dec. 24,

MTA III1. Osztdly Kozleményeti 19 (1969)
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RENYI ALFRED rendes tag

Sur la théorie de la recherche aléatoire, Colloque International Besangon 1966, C.N.R.S.
1968, 281—287.

Information and statistics, Studies in Math. Stat. Akadémiai Kiado, Budapest 1968, 129—131.
Zufillige konvexe Polygone in einem Ringgebiet, Z. Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandte
Gebiete 9 (1968), 146—157. (R. SULANKEvelD)

A rendezett mintak elméletének egy problémakorérol, MTA I1l. Oszt. Kozleményei 18 (1968),
23—30.

Viltozatok egy Fibonacci témara. I—11. A Természet Vildga. 1.: 1968. 1. sz. 22—27, 1. 1968.

2. sz. 88—90.

Kerekasztal-konferencia szovjet matematikusokkal a matematika e]vn kérdéseirdl, Mat. Lapok
19 (1968), 3—8.

Some remarks on the large sieve of Ju. V. Linnik, Annales Univ. Sci. Bp. de R. Eotvos nom.
Sect. Math. 11 (1968), 3—13. (ErRDGs PALlal)

Ars Mathematica 1., Fizikai Szemle 18 (1968), 60—61, 11. Elet és Tudomdny 14 (1968), 564—655.

On quadratic mequalmes in the theory of probablhty, Studia Sci. Math. Hung. 3 (1968), 351—
358. (GALAMBOS JANOSsal)

On random matrices, IY. Studia Sci. Math. Hung. 3 (1968), 459—464. (ERDGs PALlal)

On some problems of statistics from the point of view of information theory, Proceedings of
the Colloquium on Information Theory, Debrecen 1967. J. Bolyai Math. Society 1968. 343—357.

SzALAI SANDOR rendes tag

Improvement of the Resolution and Transmission of a Toroid-Sector Type Beta Spectrometer.
(BERENYI D., VARGA D., Buparl L., VARGA L. szerzokkel kdzosen). J. Scientific Instruments
(J. of Physics E.) 2. Ser. 1 (1968), 364—365.

Observation and Cross-Section of the Reaction Zn® (n, t) Cu®2. (Csika1l., Jost K. szerzk-
kel k6zosen.) Acra Phys. Hung., 24 (1968), 199—203.

Precipitation of Fission Products from the Atmosphere in Debrecen, Hungary, During 1966.
and 1967. (CsonGor Evaval kozosen), Acta Phys. Hung. 25 (1968), 279—286.
Nyomtéapelemek szorpcidja tozeghumuszsavakon és jelentOsége a gyakorlati mezégazdasag-
ban, (SziLAGYI M.-vel kozisen). Agrdrtudomdnyi Kozlemények, 27 (1968), 109—114.
Accumulation of Microelements in Peat HumiC AcCIDS AND COAL. (SZILAGYI M.-vel k6zGsen).
4th International Meeting on Organic Geochemistry, Sept. 16—18. 1968. Amsterdam,
Laboratory Experiments on the Retention of Micrometrients by Peat Humic Acids. (SziLAGY1
M.-val kozo6sen.) Plant and Soil 29 (1968), 219—224.

A fizikai kisérletezés technikai alapjai. (BERecz I.; MEDVECZKY L.; SEBESTYEN B. és Szapo J.
kozremiikodésével.) ATOMKI Kézl., Suppl. 10 (1968), 2. sz.

Sz6xXEFALVI-NAGY BELA rendes tag

Dilatation des commutants d’opérateurs, Comptes rendus Acad. Sci. Paris, (A) 266 (1968),
493—495. (C. Foiassal kozosen.)

Commutants de certains opérateurs, Acta Sci. Math. 29 (1968), 1—17. (C. Foiassal kozosen.)
Products of operators of classes C,, Retue Roumaine de Math. Pures et Appl., 6 (1968), 897—
899.

Vecteurs cycliques et quasi-affinités, Studia Math. (Warszawa-Wroclaw), 31 (1968), 35—42.
(C. Foiassal kozdsen.)

Vorlesungen iiber Funktionalanalysis. 11. kiadas (Deutscher Verlag d. Wiss. Berlin) (RIESZ
FriGyEessel k6zosen.)

TANDORI KAROLY levelezd tag

Abschidtzungen vom Menshoff-Rademacherschen Typ fiir die Summen von orthogonalen
Funktionen, Studia Math. Hungarica, 3 (1968), 325—336.

Bemerkung zur starken Summation der Fourierreihen, Acta Math. Acad. Sci. Hungaricae,
19 (1968), 271—285.

On a problem of summability of orthogonal series, Acta Sci. Math Szeged, 29 (1968), 331—
350. (Mo6ricz Ferenceel k6z6s dolgozat.)

Berichtigung zur Arbeit ,,Uber die starke Summation von Fourierreihen”, Acta Sci. Math.,
Szeged, 29 (1968), 351.

MTA III. Osztdily Kézleményei 19 (1969)
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TUrRAN PAL rendes tag

On some problems of a statistical group-theory III. (ERDGs PALlal), Acta Math. Hung. (1967),
309—320.

On the twin prime problem, III. Acta Arith. 14 (1968), 399—408.

On some problems of a statistical group theory IV. (ErDSs PALlal), Acta Math. Hung. 19
(1968), 413—436.

On an inequality of Cebysev, Annales Univ. Sci. Budapest de Rol. Eétvds nomin. 11 (1968),
15-—16.

Algebrai egyenletek kozelitd megoldasardl, MTA III. Oszt. Kozleményei 18 (1968), 223—236.
Uber die angendherte Bestimmung von Wurzeln algebraischer Gleichungen und Eigenwerten
von Matrizen, Bericht der IV. Int. Math. Kongr. iiber Anwendungen der Math. in den Ing.
Wiss Weimar. 1961. p. 209—216.

Uber einige Fragen der vergleichenden Primzahltheorie (S. Knarowskival). Landau Festband,
VEB Deutscher Verlag der Wiss. Berlin 1968. p. 159—171.

VarGA OT1T6 rendes tag

Karteszi Ferenc 60 esztendds, Mat. Lapok 18 (1967), 273—282. (MerzA J6zserfel kbzosen.)
Hyperflichen konstanter Normalkriimmung in Finslerschen Rédumen, Marth. Nachrichten,
38 (1968), 47—52.

.
Technikai szerkesztd: L. Ziermann Margit

A kiaddsért felel az Akadémiai Kiadé igazgatdja Miszaki szerkesztd: Merkly Laszlé

A kézirat nyomddba érkezett: 1969. VII, 28. — Terjedelem: 16,75 (A/5) iv, 33 dbra
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TARTALOMJEGYZEK
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Kdrteszi Ferenc: Egy legkisebb véges regularis hiperbolikussik .............ooooiiiiiiit.
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MATEMATIKAI ES FIZIKAI TUDOMANYOK OSZTALYANAK

KOZLEMENYEI

A SZERKESZTO BIZOTTSAG TAGIJAI:

CSASZAR AKOS, DETRE LASZLO, HAJOS GYORGY,
NAGY KAROLY, PAL LENARD, RENYI ALFRED, TURAN PAL

FOSZERKESZTO
ALEXITS GYORGY

XIX. kotet 3—4. szam

SzerkesztOség: Budapest, V., Miinnich Ferenc utca 7.

Kiadoéhivatal: Budapest, V., Alkotmany utca 21.

A Magyar Tudomdanyos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztalyanak Kozleményei
valtoz6 terjedelmi fiizetekben jelenik meg, és az Akadémia I1I. Osztalyanak felolvaséiilésein bemu-
tatott matematikai dolgozatokat, valamint egyéb dolgozatokat, referatumokat, tovabbé az Osztily
munkdjira vonatkozé kozleményeket, konyvismertetéseket stb. kozol. Evenként egy kotet jelenik
meg (négy szam alkot egy kotetet).

Kéziratok a kdvetkezd cimre kiildenddk:

A Magyar Tudomanyos Akadémia
1I1. Osztilydnak Kozleményei.
Budapest, V., Miinnich Ferenc u. 7.

Ugyanerre a cimre kiildendé minden szerkesztoségi levelezés.

Minden szerzot 100 kiilonlenyomat illet meg megjelent munkajaért.

Ko6zlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztOség lehetSleg visszajuttat a szerzbhdéz, de
telelosséget a bekiildott kéziratok megodrzéséért vagy tovabbitdsiért nem vallal.

A Kozlemények el6fizetési ara kotetenként 60 forint, Belfdldi megrendelések az Akadémiai
Kiadé, Budapest, V., Alkotmany u. 21. Pénzforgalmi jelzGszamunk 215-11488, kiilf6ldi megren-
delések a ,,Kultira” Konyv- és Hirlap Kiilkereskedelmi Villalat, Budapest, 1., F6 utca 32. (Ma-
gyar Nemzeti Bank egyszdmlaszdm: 43-790-057-181) utjdn eszkozolhetok.

A Magyar Tudomdnyos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztalya a kovetkezd idegen
nyelvil folybiratokat adja ki:

1. Acta Mathematica Hungaricae,

2. Acta Physica Hungaricae,

3. Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica.



VARGA OTTO
1909—1969

1969. junius 14-én, életének 60. évében elhunyt VARGA OTTO Kossuth-dijas,
a Magyar Tudomdnyos Akadémia rendes tagja, c. egyetemi tandr, az MTA Mate-
matikai Kutaté Intézetének tudomdnyos fémunkatdrsa, a Szocialista Munkdért
Erdemérem tulajdonosa.

Elhunytdval érzékeny veszteség érte a magyar és az egyetemes tudomdnyt,
tanitvdnyait s mindazokat, akiket még csak ezutdn vezetett volna be a tudomdnyos
kutatds mihelytitkaiba, amelynek oly kivédl6 ismerdje volt. A geometria hatdrainkon
messze tll is neves miivel6jét veszitettitk el benne. Megalapozdja és vezetdje volt
a magyar differencidlgeometriai iskoldnak, megalapitéja a Publicationes Mathe-
maticae folydiratnak. A Kossuth Lajos Tudomédnyegyetemen fejtett ki kimagaslé
tudomdnyos tevékenységet és oktatd-neveld munkdt, majd a Budapesti Miiszaki
Egyetemen és az MTA Matematikai Kutaté Intézetében. T6bb hazai tudomdnyos
testiilet munkdjdban vett részt és tagja voit szdmos bel- és kulfoldl tudomdnyos
szervezetnek.

VARGA OTTO AKADEMIKUS DOLGOZATAINAK JEGYZEKE

1. Beitrdge zur Theorie der Finslerschen Rdume und der affinzusammenhingenden Riume von
Linienelementen, Lotos, Prag 84 (1936), 1-—4.
. Integraigeometrie, 3. Croftons Formeln fiir den Raum, Math. Z., 40 (1935), 384—405.
. Integralgeometrie, 8. Uber Masse von Paaren lincarer Manmgfaltxgkelten im projektiven Raum
P,, Rev. Mat. Hispano-Americana (1935), 241—279.
Integralgeometrie, 9. Uber Mittelwerte an Eikdrpern, Mathematica 12, 65—80. — W. BLASCHKE-
vel kozosen.
. Integralgeometrie, 19. Mittelwerte an dem Durchschnitt bewegter Flichen. Math. Z. 41 (1936),
768—784.
. Integralgeometrie, 24. Uber die Schxebungen im Raum, Math. Z. 42 (1937), 710—736.
. Uber die Integralinvarianten, die zu einer Kurve in der Hermiteschen Geometrie gehdren,
Acta Sci. Math. Szeged 9 (1939), 88—102.
. Zur Herleitung des invarianten Differentials in Finslerschen Rdumen, Monatshefte f. Math.
und Phys. 50 (1941), 165—175.
9. Zur Differentialgeometrie der Hyperflichen in Finslerschen Rdumen, Deutsche Math. 6 (1941),
192—212.
10. Az invarians differencial megallapitdsa a Finsler-féle terekben, Mat. és Fiz. Lapok 48 (1941),
423—435.
11. Zur Begriindung der Minkowskischen Geometrie, Acta Sci. Math. 10 (1943), 149—163.
12. A Finsler-féle geometria felépitése a Minkowski-féle simulé mértékmeghatdrozdssal, Mat. és
Term. Ert. 61 (1942), 14—21.
13. Az éllandé gorbiiletli Riemann-féle terek egyik jellemzési modjarol, Mat. és Fiz. Lapok 50
(1943), 3439,
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14.
15.
16.

17.
18.
19.

20.
21.

22.
23.

24.
25.

26.
27.

28.
29.

30.
31.
32.
33.
34.
35.

36.

37.
38.

39.

40.
41.

42.
43.

VARGA OTTO

Uber eine Klasse von Finslerschen Riumen, die die nichteuklidischen verallgemeinern, Comm.
Math. Helv. 19 (1946), 367—380.

Linienelementrdume, deren Zusammenhang duich cine beliebige Transformationsgruppe be-

_ stimmt ist, Acta Sci. Math. Szeged 11 (1946), 55—62.

Uber die Losung differentialgeometrischen Fragen in der nichteuklidischen Geometrie unter
gleichzeitiger Verwendung homogener und inhomogener Koordinaten, Hung. Acta Math.
1 (1947), 35—-52.

Vektorfelder, deren kovariante Ableitung lings einer vorgegebenen Kurve verschwindet, Hung.

 Acta Math. 4 (1949), 1—3.

Uber affinzusammenhingende Mannifgaltigkeiten von Linienelementen insbesondere deren
Aquivalenz, Publ. Math. Debrecen 1 (1949), 1—17.

Bemerkung zur Arbeit des Herrn A. Dinghas ,,Zur Metrik nichteuklidischer Raume”, Math.
Nachrichten 2 (1949), 386—388.

Affinzusammenhingenden Mannifgaltigkeiten von Linienelemente, die ein Inhaltsmass besitzen,

_ Proc. Acad. Amsterdam 52 (1949), 316—322.
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1965. KovAcCH A. tarsszerzovele Acta Physica Hung., 23, 137 (1967)

Uranium kioldodasanak vizsgalata magmads kdzetek zuzalékabol. SAMsont Z. tarsszerzovel.
Foldtani Koziony, 97, 60 (1967)

Preparation of Separated Mg Isotopes Targes by Reductive Evaporation. SoMorJal E. tars-
szerzovel. Nuclear Instruments and Methods, 49, 355 (1967)

Laboratory Experiments of the Retention of Micronotrients by Peat Humic Acids. Preprint
Debrecen, 1967, Institute of Nuclear Research of the Hung. Acad. of Sci. § p. Plant and
Soil, 29, 219—224 (1968)

Mérések Ge(Li) detektorral a ¥5Sm bomldsi sémajan. UcHRIN J., VARGA D., BErREnYI D.,
MOLNAR F. tarsszerzokkel. ATOMKI Kozl., 9, 261 (1967)

Nyomtapelemek szorpcidja tézeg humuszsavakon €s jelentdsége a gyakorlati mezégazdasagban,
SziLAGY1 M. tarsszerzovel. Agrartudoményi Kozlemények, 27, 109—114 (1968)

Improvement of the Resolution and Transmission of a Toroid-Sector Type Beta Spectrometer.
VaArGA D., Bupart L., VArRGA L. és BErRényl D. tarsszerzokkel. J. Scientific Instruments,
(J. of Physics E. 2. Ser.) 1, 364—365 (1968).

Observation and Cross Section of the Reaction Zn®t (n, t) Cu®® Csikal Gv., Jost K. tars-
see1 20KKkel. Acia Phys, Huig., 24, 195—203 {1968)

Precipitation of Fission Products from the Atmosphere in Debrecen, Hungary, During 1966
and 1967. CsoNGoOR E. tarsszerzovel. Acta Phys. Hung., 25, 279—286 (1968)
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98. Accumulation of Microelements in Peat Humic Acids and Coal. 4th International Meeting on

Organic Geochemistry, Sept. 16—18. 1968. Amsterdam. SzILAGYI M. tarsszerzovel.

99. Experimental Evidence for a New Radioisotope Cu—70. Acta Physica Hung. (megjelenés alatt)

K. Jost téarsszerzovel.

100. Accumulation of Uranium and Other Micrometals in Coal and Organic Shales and the Role
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of Humic acids in These Geochemical Enrichments Guest — lecture presented at the general
meeting of the Royal Swedish Academy of Sciences on the 23 October 1968. Archiv for
Mineralogi och Geologi. (megjelenés alatt)

1. Vizsgalatok ndvények mikroelem felvételénél laptalajokon mutatkozd problémakrol. BELAK S.,
GyYORr1 D., SAMSONI Z., SZILAGYT M. és TOTH A. tarsszerzokkel. Agrokémia és Talajtan.
(megjelenés alatt)

REFERALO KOZLEMENYEK

. Atomenergia a villamos energiafejlesztés szolgalataban. Elektrotechnika, 39, 101 (1947)

. Radioaktiv izotdpok alkalmazasanak hazai lehetdségei és nehézségei. Magyar Kémikusok Lapja,
6, 71 (1951)

. Dunantuli szeneink urdntartalmanak jelentdsége Magyarorszdg jovendd atomenergia-gazdalko-
dasa szempontjabol. Magyar Kémikusok Lapja, 11, 203 (1956)

. Az atomenergia békés célokra valo alkalmazdsa. Magyar Technika, 9, 194 (1954)

. Szovjet kutatdsok az atomenergia békés felhasznalasa irdnyaban. Akadémiai Ertesitd, 62, 340
(1955)

. Termonuklearis atommagfolyamatok és a hidrogénbomba. BErRENy1 D. tarsszerzovel. Fizikai
Szemle, 6, 145 (1956)

. A mesterséges radioaktivitas felfedezése és hatdsa a tudomdnyos kutatds fejlodésére. Magyar
Tudomdny, 4, 565 (1959); Fizikai Szemle, 10, 67 (1960).

. Az ATOMKI tervei a meteorit kutatisok terén. ATOMKI Kézl., 2, 202 (1960)

. A meteoritok, mint a vildglir kutatasanak eszkozei. Gyarmati B., KovAcH A., SAmsonI Z,
tarsszerzokkel. Fizikai Szemle, 11, 227 (1961)

. Kristalyvagd készulék. ScHADEK J. tarsszerzbvel. ATOMKI Kozl., 5, 123 (1963)

. Debrecen—Dubna egyiittmiik6dés az atomkutatas teriiletén T. FENYEs tarsszerzovel. Acta Phys.
et Chim. Debrecina (megjelenés alatt)
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. Fizikai gyakorlarok. Segédkdnyv orvostanhallgatok fizikai gyakorlataihoz., Debrecen, 1944.
Debreceni M. Kir. Tisza Istvan Tud. Egyetem Orvoskari Fizikai Intézete. 174 p. 21 cm

. Fizikai gyakorlarok. Segédkdnyv természettud. kari hallgatok fizikai gyakorlataihoz. Debrecen
1951. Debreceni Tudomanyegyetem Természettudomanyi Kara Kis. Fiz. Int. 138 p.

3. Elektronika. Egyetemi jegyzet. Debrecen, 1951, Kossuth Lajos Tudomanyegyetem Kisérleti
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Fizikai Int. 55 p. 31 cm.

. Elektronika. Egyetemi jegyzet. Debrecen, 1951, Kossuth Lajos Tudoményegyetem Kisérleti
Fizikai Int. 41 p. 31 cm.

. Technikai fizika. Egyetemi jegyzet. Debrecen, 1951—52, Kossuth Lajos Tudomanyegyetem
Kisérleti Fizikai Intézete. 60 p. 31 cm.

. Fizikai gyakorlatok. Kossuth Lajos Tudomdnyegyetem Természettudomanyi Kar jegyzetei.
Budapest, 1954, FelsOoktatasi Jegyzetellaté V. VI, 230 p. 31 cm.

. Fizikai gyakorlatok. 1—2. kot. Budapest, 1959, FelsGoktatasi Jegyzetellditd V. 480 p. 29 cm.
Debrecen, Egyetemi jegyzet.

. Fizikai gyakorlatok. 1—3. kot. 4. 4td. és bdv. kiad. Budapest, 1961. Tankdnyvkiadd, 29 cm.

. Fizikai gyakorlatok. 1—3. két. Bp., 1963. Tankonyvkiadd 24 cm.

. A fizikai kisérletezés technikai alapjai. ATOMKI Kézl. Suppl. 10, 1968. 2. sz. Berecz 1., MEeD-
VECZKY L., SEBESTYEN B., SzAaBO J. tarsszerzokkel.
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A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
MATEMATIKAI ES FIZIKAI TUDOMANYOK
OSZTALYANAK OSZTALYVEZETOSEGI BESZAMOLOJA*

A Kozgylilés alkalmdbdl az osztdlyvezetdségek beszdmoldikat — a szokdsoknak
megfeleléen — szdban és irdsban terjesztik eld. A szébeli beszdmold csak a legfon-
tosabbnak itélt tudomdnypolitikai kérdéseket és az Osztdly munkdjdanak dltaldanosabb
érdeklédésre szdmot tarté problémdit tdrgyalja, az irdsban el6terjesztett és elbre
kikiildott jelentés pedig vdzlatosan az elmult 3 évben elért f6bb kutatdsi eredménye-
ket tartalmazza néhdny szamszer{i adattal egyiitt.** A mostani kibgvitett osztdly-
iilésen mind a szobeli, mind pedig az irdsbeli beszdmold egyiittesen keriil megvita-
tdsra; ezért kérem, hogy a hozzdszolasok, illetéleg a vita sordn mindkét beszdamolot
sziveskedjenek figyelembe venni.

Az Osztalyhoz tartozo kutatasok célja és feladatai

A tudomdny és technika egyre gyorsuld iitemii fejiddése mdr egymagdban is
ujszerii kovetelményeket tdmaszt minden tudomdnydgban a kutatdssal és dltaldban
a tudomdnyos tevékenységgel szemben. Ehhez jdrult még a gazddlkodas irdnyitdsi
rendszerének a megvaltozdsa, amely az Osztdlyhoz tartozé kutatdsok vonatkozdsa-
ban is elengedhetetlenné teszi mind a kutatdsi céloknak, mind a kutatdsszervezés
eddig kialakult rendszerének az alaposabb elemzését. Az Gj helyzetben egyrészt
l1ényegesen novelni kell a kutatds hatékonysdgat, mdsrészt pedig egy-egy témakdrben
a kutatds sordn feltdrt j ismeretek olyan szintézisére kell torekedni, amely a termelés
szdmdra tudomdnyosan megalapozott, a gyakorlatban megvaldsithaté konkrét
segitséget nyujthat. EbbSl azonban helytelen lenne mechanikusan arra kdvetkeztetni,
hogy az alkalmazott és az alapkutatdsok ardnydt intézményeinkben az elébbiek
javdra kell megvdltoztatni; sokkal inkdbb az kévetkezik ebbsl, hogy az alap- és
alkalmazott kutatdsoknak az eddiginél szorosabb &sszhangjdt kell biztositani. Az
Osztdlynak és intézményeinek ezért az eddigieknél még nagyobb mértékben kell
egyeztetnie az alapkutatdsok tematikdjdt a gyakorlat idGszerii igényeivel, és az er6k
jelent8sebb részét olyan alapkutatdsi problémdk megolddsdra kell forditani, ame-
lyeknek teriiletén a gyakorlat elGreldthatéan leginkdbb fogja igényelni az objektiv
valésdg eddiginél mélyebb és részletesebb ismeretét. Az alap- és alkalmazott, illetve
a fejlesztési kutatdsok helyes ardnydt az egyes kutatdsi célok sajdtossigainak meg-
felelden kell kialakitani, ami azt jelenti, hogy némely kutatdsi teriileten az alap-,
a mdsik teriileten pedig az alkalmazott, illetve a fejlesztési kutatdsok fokozott
tdmogatdsa a célszerd.

* Eldadta Bup6 AGosToN akadémikus az 1969. majus 6-i nyilvanos osztalyiilésen.
** Az irasban elbterjesztett jelentést a MELLEKLET tartalmazza.
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A kilénbozé hatdrozatoknak azt az emlitett megdllapitdsdt, hogy szorosabb
osszhangot kell teremteni a tdrsadalmi sziikségletek és a tudomadnyos tevékenység
kozott, ugy valdsithatjuk meg, ha a kutatdsi programok kidolgozdsakor tudomanyo-
san elemezziik a széban forgd kutatdsok feladatait, bizonyos vonatkozdsokban
az ipar helyzetét, egyes népgazdasdgi célkitiizéseket, és ennek az elemzé munkdnak
az alapjan meghatdrozzuk azokat a csomopontokat, amelyek jovébeni fejlédésiinkre
dontbek. Ilyen csomdpontok meghatdrozdsdra — mint az ismeretes — a legutobbi
idében a matematika egyes dgaiban, a szildrdtestfizika terén mdr sor keriilt, de ezt
a munkadt kell§ koriiltekintéssel és alapossdggal tovdbb kell folytatnunk.

A feladatok megolddsa sordn alap-, alkalmazott és fejlesztési kutatémunkat is
kell végezni, de nem kevésbé fontos a mds orszdgokban elért eredmények megismerése
és adaptdldsa is. Nyilvdnvalo ugyanis, hogy minden kérdésben csak sajdt kutatdsi
eredményre tdmaszkodni nem lehet, és a nemzetkozi tapasztalatok ismerete nélkiiloz-
hetetlen.

A matematikai, a fizikai és a csillagdszati kutatdsok irdnyitdsanak
helyzete és feladatai

Az Osztdly a tudoménypolitikai kérdések megolddsdban a mdr évekkel ezel6tt
kialakult szakbizottsdgi rendszerre tdmaszkodik. Ezek a testiiletek Osszefogjak
az Akadémia és a MivelGdésiigyi Minisztérium irdnyitdsa alatt mi{ikodd kutato-
helyek és tanszékek vezetd és fiatal kutatait, s igy tevékenységiik hatdsa a 111. Osztdly
kozvetlen hatdskorébe tartozd kutatdintézeteknél szélesebb korben érvényesiil,
viszont nincs, vagy alig-alig van hatdsuk a mds tdrcikhoz vagy féhatésdgokhoz
tartozé kutatdhelyekre. A kutatds terén a két legnagyobb volument képviseld ird-
nyitod szerv — az MTA és a Miivel6désiigyi Minisztérium — munkdjdnak 6sszhangja
szervezetileg is biztositott, és igy a két fohatdsdghoz tartozé kutatdhelyeken az elvi
irdnyitds egységessége megvaldsithato.

A tudomdny rohamos fejlédése és e fejl6dés tarsadalmi kovetkezményeinek fel-
ismerése egyebek kozott azt eredményezi, hogy a part és a kormanyszervek egyre
intenzivebben foglalkoznak a tudomdny fejlesztésére és irdnyitdsdra vonatkozd
kérdésekkel. Hazdnkban is éppen most folyik az MSZMP Kozponti Bizottsdgdnak
irdnyitdsdval egy igen széles korii vizsgdlddds, amely ugyan még nem zdrult le, de
az mdr most is ldtszik, hogy a tudomadnyszervezési és irdnyitdsi rendszernek az 0j
kovetelményeknek jobban megfeleld dtalakitdsa komplex reformot tesz sziikségessé.

Az Osztdlyvezetdség az elmult idészakban tobbszor is foglalkozott iddszerii
tudomdnypolitikai, irdnyitdsi és szervezeti kérdésekkel. Ha az OsztdlyvezetSség
e munkdjdval szemben kifogdsok emelheték, az valdsziniileg nem azért van, mert
az Osztdlyvezet8ség rosszabbul dolgozott, mint kordbban, hanem mert a kovetel-
mények a kutatomunkdval szemben nagyon megnovekedtek, és mert az Akadémia
szervezeti keretei mdr nincsenek kelld 6sszhangban az akadémiai kutatdsok jellegé-
vel, volumenével, az Akadémia 20 évvel ezelStt kialakult szervezete korszeriisi-
tésre szorul. Eppen ezért jogos igény, hogy foglalkozni kell azzal, miként illeszthetd
hozzd az Akadémia szervezete a legmegfelelébben tdrsadalmunk jelenlegi strukttrd-
jahoz.

Helyesnek ldtszik a vizsgdloddsnak az a megdllapitdsa, hogy az Akadémidn beliil
a testiileti és a szakigazgatdsi irdnyitds viszonyat feliil kell vizsgdlni. Ma még azonban
nem egészen vildgos, hogy ennek a megvaldsitdsa hogyan lenne optimalis. Ezzel
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kapcsolatban tovdbbi, nagyon mélyrehaté eszmecserék és vitdk sziikségesek. Egyet
lehet érteni azzal a torekvéssel, hogy az Akadémidn beliil sor keriiljon a funkcidk
szétvalasztdsdra. Helyeselhetd, hogy az Akadémia orszdgos feleldsséggel tartozzon
bizonyos iigyekért — kiilondsen gondolunk itt a tudomdnyos utdanpdtlds és a mind-
sités tigyére — az emlitett ligyek szdmat és korét azonban konkrétan és egyértelmien
meg kell hatdrozni, és a feladatok ellatdsdhoz a feltételeket biztositani is kell.

A kutatds szervezése és a kutatohelyek helyzete

Az Osztdlyvezetdség arra térekedett, hogy a kutatShelyeken az {ij mechanizmus-
nak megfeleléen érvényesiiljon a nagyobb ondlidsdg, a vezetSk feleldsségének egy-
idejii novekedésével. Az intézmények — amelyek erre feladatkoriik és egyéb adott-
sdgaik révén képesek — igyekeznek élni azzal a lehetGséggel, amelyet az vj gazddl-
kodasi rendszer nyujt a kiilsé kutatdsi megrendelések terén. Az eddigi tapasztalatok
e vonatkozdsban jok, az {ij rendszer segiti a kutatdsi eredmények gyakorlati alkal-
mazdsdt, illetve a gyakorlati igények érvényesiilését a kutatdsi témdk kialakitdsdban.

A kutatéhelyek nagyobb 6ndllosdga érvényesiilt a tekintetben is, hogy a kutatdsi
temdkat 6ndlldan vdlasztottdk meg. Az 0 3 éves kutatdsi tervek elkészitéséhez azon-
ban az Osztdly tobb fontos teriileten tartalmi irdnyelveket adott az intézmények-
nek, kiilonb6zé formdban meghatdrozta néhdny fontosabb kutatdhely kutatdsi
tevékenységének fébb irdnyait.

Igy példaul a Matematikai Bizottsdg és az Osztdlyvezetdség az utdbbi években
tobbszor is foglalkozott a Matematikai Kutatd Intézetben folyé kutatdsok helyes
ardnyainak a kialakitdsdval. Ennek eredményeként az intézet 0j 3 éves terve Ot
fontos f6 irdnyt jelolt meg, amely 21 témacsoportot tartalmaz.

A KFKI Bizottsdg az elmilt év elején igen alaposan elemezte a KFKI-ban foly-
tatott kutatdsokat, és ezzel értékes segitséget nydjtott az uj tudomdnyos terv kiala-
kitdsdhoz.

A Szilardtestfizikai Komplex Bizottsdg 1968-ban tobbszor is foglalkozott a hazai
félvezetd kutatdsok helyzetével, és tervtanulmdnyt dolgozott ki a kutatdsok jovo-
beni feladataira vonatkozdélag. Mindezek figyelembe vétettek a 3 éves kutatdsi
tervek Osszedllitdsakor.

A Magfizikai Albizottsdg irdnyitasdval a kiilénb6z8 intézményekben dolgozd
hazai magfizikusok évenként 2—2 hetes nydri iskoldn értékelik az elvégzett kutata-
sokat, és megvitatjdk a feladatokat. Az igy kialakitott elképzelések, javaslatok
tiikrozédnek a magfizikai kutatdsokkal foglalkozé kutatdhelyek 0j 3 éves tudo-
mdnyos terveiben. Mindezeken tilmenden azonban fontos, hogy miel6bb megkez-
dédjék a hazai magfizikai kutatdsok perspektivikus tervének a kidolgozasa és a jelen-
tésebb beruhdzdsi igények kialakitdsa.

Ugyancsak nydri iskoldk keretében keriilt sor a hazai elméleti fizikai kutatdsok
feladatainak a kijelslésére is.

Az OsztdlyvezetSség — a bizottsdgok dlldsfoglaldsaira timaszkodva — a kuta-
tdsi beszdmoldk és a 3 éves tervek értékelése sordn megvizsgdlta, hogy a kutato-
helyek profilja helyesnek bizonyult-e, nincs-¢ sziikség mddositdsra.

Tekintettel arra, hogy az orszdgos szdmitdstechnikai programmal kapcsolatban
még nem voltak teljesen tisztdzhaték a KFKI Elektronikus Fbosztdlydnak és az inté-
zetben m{ikdd8 Elektronikus Fejleszt6 és Kisérleti Mintagydrté Uzemnek a feladatai,
ezt a problémakért az illetékesekkel egyiitt dtvizsgdlva, még ez év végéig 1j kutatdsi
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tervet kell az emlitett kutatéhelyeknek késziteniok, ha lehetséges, hosszabb idészakra
vonatkozdan is. A tervben tisztdzni kell, hogy a két részlegnek milyen intézeten
beliili feladatai vannak, és mit tudnak az orszdgos szdmitdstechnikai programban
segiteni. '

Folyamatban van az MTA Kristdlyfizikai Tanszéki Kutaté Csoport és az MTA
Kristalyndvesztési Tanszéki Kutaté Csoport egyesitése, s ezért mar most bizonyos
intézkedések sziilettek az egyesités utdni kutatShely profiljdnak 1ijbdli meghatdro-
zdsdra vonatkozolag. Kivdnatos, hogy ezt el6zze meg a hazai kristdlyfizikai kutatdsok
tavlati tervének a kidolgozdsa.

Sziikséges, hogy az 1ij, korszerii elektronikus szdmoldgép beszerzésével egyidében
a Szamitdstechnikai Kozpont feladatkdrének 0jb6li meghatdrozdsara is sor keriil-
J6n egyebek kozott annak érdekében is, hogy a szdmitdstechnika teriiletén a kutatdsok
eredményeinek és a kidolgozott médszereknek az alkalmazdsa a tobbi tudomédnyban
a leheté legeredményesebb legyen.

A kisérleti kutatdsokkal foglalkozéd munkahelyeken a berendezések, miiszerek
dllomdnydnak az értéke ersen lecstkkent. A jelenlegi beruhdzdsi helyzetben még az
egyszeril szinttartds sem biztosithatd, holott a kutatémunka mostani szinvonalon
tartdsdhoz minimdlisan a dinamikus szinttartds lenne sziikséges, amely pedig még
nem jelent fejlesztést. Ez az dllapot rendkiviil aggasztd, mert emiatt a hazai kisérleti
kutatobdzis rohamosan kezd elavulni, korszeriitlenné vdlni. Az utdbbi években
felnétt egy intenziv tudomdnyos munkdra alkalmas kutatdgdrda, amely az emlitett
okok miatt feladatdt nem tudja megfeleléen elldtni. Ez komoly politikai probléma is,
nem beszélve arrdl, hogy ilyen koriilmények ko6zott jelentés 4j tudomédnyos ered-
mények nehezen sziilethetnek. Az Osztdlyvezetéség ezzel a nehéz kérdéssel behatéan
foglalkozott, és hangsilyozottan szorgalmazza az elmaradds 2—3 1épcsSben torténd
megsziintetését, mert ez kulcskérdés a kisérleti kutatdsokhoz. Ezfiton is felhivja
az OsztdlyvezetOség az intézményeket arra, hogy az elmaradds felszdmoldsdra vonat-
kozé elgondoldsaikat, javaslataikat dolgozzdk ki. A megoldds el6tt jo1 megalapozott,
eléremutatd tudomdnypolitikai koncepciét kell kialakitanunk, meghatdrozva azokat
a teriileteket, amelyeket esetleg mds teriiletek rovdsdra is er8sebben kell fejleszteni.
Erésen Osszefiigg ezekkel a kérdésekkel az is, hogy a jovében 1j kutatdhelyeket
csak nagyon koriiltekinté vizsgdldodds utdn és csak igen indokolt esetben szabad
létrehozni, mert Uj intézmények alapitdsa tobbek kozott azt is jelenti, hogy a meglevék
anyagi elldtottsdgdnak a helyzete tovdbb romlik.

Nagyon aktudlis probléma a kutatdmunka finanszirozdsi mddjanak a helyes
megvdlasztdsa is. Egyes teriileteken — kisérletképpen — taldn célszer(i lenne meg-
kezdeni a feladat-finanszirozdst, mert ez jobban lehetévé tenné, hogy az Akadémia
valéban kiemelten kezeljen néhdny fontos kutatdst, és elésegithetné a kutatoi sze-
mélyi dllomédny thlzott megmerevedésének a felolddsdt is.

Az Akadémia az Orszdgos Tervhivatallal koz6sen — mint ismeretes — nagy
teljesitményi elektronikus szamoldgépet kivdan beszerezni. A szdmologép beszer-
zésére és fogaddsdra az elGkészit6 munkdk megkezdddtek. A tudomdnyos kutatd-
sokhoz a legkorszer(ibb, a legjobban bevalt és a megbizhatdsdgi kovetelményeket
messzemenden kielégité géptipus beszerzése érdekében a szdmoldgépet gydrtd
nagyobb cégeknek csaknem mindegyikével folytak elzetes tdrgyaldsok Budapesten,
és ezt koveten a mult év oktoberében kiilonb6z6 nyugat-eurdpai orszdgokban
az MTA — kozelebbr6! az Osztdly — és az Orszdgos Tervhivatal kozos delegdcidja
a helyszinen tdjékozddott az eurdpai cégeknél, az amerikai cégek eurdpai képviseletei-
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nél, tovabbd a felhaszndld intézményeknél. Gondot okoz a beszerzésben, hogy az
eredetileg megvdsdrolni tervezett géptipusokra a cégek sajdt hatdésdgaiktél nem
kapjdk meg a kiviteli engedélyt. Az Akadémia a maga részérdl a szdmologép beszer-
zéséhez a sziikséges Osszeget (egymillio dolldir) a harmadik Otéves terviddszakra
jovdhagyott beruhdzdsi keretébsdl biztositja. Az Osszeget eme tervidGszak alatt fel
kell haszndlni. Mindezen koriilményeket figyelembe véve, az Elndkség a kozelmult-
ban 1jbdl foglalkozott a szdmoldgép beszerzésének helyzetével, és elhatdrozta, hogy
az embargd ald nem tartozo legnagyobb teljesitményii elektronikus szamoldgépet
kell megvdsdrolni.

Az osztélytitkdrsdg kérte az intézményeket, hogy a 3 éves beszdmoldk és tervek
készitése sordan jelezzék véleményilket a jelenlegi beszamoltatdsi és tervezési rend-
szerre vonatkozdlag. Tobb mint 50 véleményezd szakember ugyancsak foglalkozott
ezzel a kérdéssel, és az opponensi véleményekben dlldst foglaltak e tekintetben;
kifejtették e vonatkozdsban véleményiiket a szaktestiiletek és az OsztdlyvezetGség is.
A vélemények tobbsége szerint a kutatdsok tervezésének és ellendrzésének a jelenlegi
rendszere tobb vonatkozdsban formalis, és nem felel meg a kivdnt céloknak. Nem
szliikséges és nem érdemes minden kutatdst azonos modon és azonos energidval
tervezni és ellenrizni; bizonyos elméleti vizsgdlatok, illetdleg bizonyos hatdrndl
kisebb anyagi rédforditdssal folyo kutatdsok tervezése és ellendrzése mell6zhetd
lenne, a nagy anyagi rdaforditdssal folyo vizsgdlatok viszont az eddigieknél alapo-
sabban és tartalmasabban tervezenddék és ellendrizend6k. Célszerii lenne tovdbb
fejleszteni az opponensi rendszert oly modon is, hogy a felkért véleményezék dija-
zdsban részesiiljenek. Mindezek figyelembevételével indokoltnak latszik — a tudo-
madnyos kutatdsok irdnyitdsdval kapcsolatban jelenleg folyd vizsgdlat befejezése
utdn — a mostanindl jobb beszdmoltatdsi és tervezési rendszert kidolgozni.

A kiilonb6z6 beszdmoldk és tervek megvitatdsa sordn a tudomdnyos osztalyok
figyelemmel kisérik az akadémiai intézmények tevékenységét, és ezt killonbozd
szempontokbol — pl. kddermunka, nemzetk6zi kapcsolatok alakuldsa stb. — id6-
szakonként megtdrgyaljdk mds akadémiai szervek is. Az ilyen tdrgyaldsok kétség-
teleniil hasznosak, de pusztan ezek alapjdn még nem tekintheték dt az intézmények
dltaldnos fejlddési tendenciai; a kiilonb6zé oldalakrd! torténd elkiilonilt vizsgdlatok
nem teszik lehetévé a teljes dttekintést és az dtfogd értékelést. A tudomdnyos fejld-
dés dltaldnos menete és meggyorsuldsa azt is sziitkségessé teszi, hogy nagyobb idg-
szakokban Osszefiiggben keriiljon megvizsgdldsra az intézmények profilja, egész
tudomdnyos munkdjuk irdnya és jellege, szervezeti felépitése, olyan javaslatok
kidolgozdsa érdekében, amelyeknek megvalositdsa szinte ugrédsszerlien el6reviheti
az egyes kutatdhelyek fejlédését.

Az akadémiai intézetek dltaldnos megvizsgdldsa legutobb 10 éve tortént meg.
Az Akadémia vezet&sége részérdl nemrég felmeriilt az a kivansdg, hogy a kozeljovében
ismét ilyen jellegil vizsgdlatokra keriiljon sor. Ezeknek az 1970-ig befejezendd vizs-
gdlatoknak a f6 célja, hogy kell6 mélységili tdjékoztatdst nyujtsanak az Elntkségnek
és az osztdlyvezetGségeknek az intézeti hdlozat dltaldnos dlldsdrdl, az egyes intéz-
mények helyzetérdl, és mddot adjanak esetleges intézkedésekre a munka megjavitdsat
illet&en.
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Kdderfejlesztés és kdderutanpdtldas

A tudomanyos kutatds eredményességének legfébb tényezdje a kutato. Az eldre-
haladds tehdt nagyrészt azort mulik, hogy mennyire sikeriil az egyes munkahelyekre
a legalkalmasabb kutatdkat kivdlasztani és szakmai, ideoldgiai €s politikai felkésziilt-
ségiliket fejleszteni.

Az Akadémia az intézetek tudomdnyos szinvonaldnak emelése érdekében egyre
szigorubb kovetelményeket tdmaszt a kutatdi munkakdrok betoltdivel szemben.
Kzt szolgdlja a személyi mindsités rendjének a kdzelmultban tortént szabdlyozdsa is,
a hatdrozott id6tartamra sz3016 kinevezési rendszer pedig egyes vezet6i munkak6rok-
jel kapcsolatban a vezetés megmerevedését hivatott kikiiszobolni.

Intézkedések torténtek a tekintetben is, hogy az akadémiai intézetek nagyobb
szerepet vdllaljanak a nem akadémiai munkahelyeken dolgozé szakemberek tudoma-
nyos tovabbképzésében. Lehet3ség van arra, hogy a vallalatokndl, {izemeknél dol-
goz6 diplomds szakemberek akadémiai intézetekben 1—3 éves id6tartami tudo-
mdnyos tovabbképzésben részesiiljenek, vagy kozépiskolai tandrok részt vegyenek
egyes konkrét tudomdnyos feladatok megolddsdban.

A tudomdnyos mindsitéssel rendelkezd kutatdink, oktatdink szdma az elmult
évben is tovabb ndvekedett. 1968-ban 2 f6 doktori, 18 f6 pedig kandiddtusi fokozatot
szerzett. A helyzet tdargyilagos értékeléséhez azonban hozzdtartozik annak a ‘meg-
dllapitdsa is, hogy a tudomanyos minésitésekkel kapcsolatban hosszabb tdvu tudo-
many-irdnyitdsi politika jelenleg nemigen érvényesiil. Az aspirantirdra valo jelent-
kezés Otletszer(i, dltaldban véletlen tényezdék dltal irdnyitott folyamat, és tulzottan
érvényesiil a vizsga-centrikussag negativ jelensdge is.

A kutaté munkdja tobbek kozott csak akkor lehet eredményes, ha megfelelé
szdmu és képességii, j6l képzett technikus, miiszerész és labordns segiti a kisérletek,
vizsgdlatok elvégzését. A kutatdsi segéderdk szerepét és jelentGségét a tudomdnyos
munkdban nem lehet eléggé hangsilyozni. Ennek ellenére kdderpolitikdnkban réluk
gyakran megfeledkeziink, és ennek sajndlatos kovetkezménye a kutatdsban is érez-
heté. Nem csupdn arrdl van szd, hogy egy-egy kutatora kevés kutatdsi segéderd
jut, hanem megoldatlan a meglevék rendszeres képzése is. Emiatt azutdn olyan mun-
kdt is gyakran magdnak a kutatonak kell elvégeznie, amely nem kivdn magas szintii
képzettséget, és igy a kutato ideje elaprozddik.

A kutatok képzettségét az egyetemi oktatds alapozza meg. Az egyetemi képzés
vildgszerte id8szerii problémdival most nem kivdnunk foglalkozni, bar az Akadémid-
nak feladata az egyetemi oktatds figyelemmel kisérése is. Egy kérdést emlitiink meg
csupan.

A Fizikai Bizottsag a kozelmultban foglalkozott a fizikusképzés meginduldsa
Ota végzett fizikusok helyzetével. A vizsgdlddds a fizikusképzés jellegére, a tovdbb-
képzés lehetBségeire, a fizikusoknak a népgazdasagban betoltott szerepére vonat-
kozott. A felmérés nem zdrult le, de mdr az eddigiekbdl is megdllapithatd, hogy
a fizikusképzés jelenlegi formdja mddositdsra szorul; a képzést gyakorlatibbd kell
tenni, jobban kozeliteni kell az ipari problémdkhoz. A hallgatékban idejekordn
tudatositani kell (mdr a felvételi vizsgdn vagy az el6re kiadott tdjékoztatdban),
hogy az egyetem elvégzése utdn az iparban igen fontos feladat vdr rdjuk. Ugyanakkor
fontos meghallgatni az ipar vezet8 szakembereit is, hogy milyen igényt tdmasztanak
a fizikusokkal szemben. Valésziniileg sokan ma még nem tudnak hatdrozottan
valaszolni e kérdésre, de éppen ezért fontos a kolesdnss tdjékoztatds és eszmecsere.
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Az Osztdly javaslatdra az Eo6tvos Lordnd Fizikai Térsulat a kozelmiltban ipari
szakemberek részvételével e témakorben ankétot rendezett, és ezt tovdbbiak fogjdk
kovetni.

Nemzetkozi kapcsolataink

A tudomdny forradalmi fejlddésének tevékeny részesei csak akkor lehetiink,
ha szinte napra készen ismerjiik a tudomdny leglijabb eredményeit. Ehhez mds orszd-
gok kutatdhelyeivel szorosabb, céltudatosabb egyiittm{ikodésre van sziikség, mint
amilyen a kdzelmultban is fenndllt. Ma is természetesen vdltozatlanul fontos és
kivdnatos, hogy nemzetkdzi kongresszusokon részt vegyiink, és szerepeljiink.
Emellett azonban egyre nagyobb sulyt kell vetni arra, hogy a kiilféldi utak konkrét
kutatdsi feladatok megolddsdt segitsék eld. Az Osztdlyvezetdség kiilonos gonddal
foglalkozott a kutatohelyek beszdmoldinak és terveinek tdrgyaldsakor azzal, hogy
megvalosultak-e a killfoldi egyiittm{ikodésbdl ad6dé lehetdségek az intézmények
tevékenységében, milyen mértékben teljesiiltek a nemzetkozi egyezményekben villalt
kotelezettségek, a kutatShelyi tervek tartalmazzdk-e ezen kapcsolatok tovdbb-
fejlesztését. :

A Szovjetunié Tudomdnyos Akadémidja az elmult év elején javaslatokat tett,
hogy a magyar és a szovjet matematikai intézmények kdzott az eddigieknél nagyobb
mértékil egyiittmlikodés jojjon létre. Az egyiittmiikodés tovdbbfejlesztésének eld-
készitése érdekében az elmult év oktoberében egy magyar matematikus delegdcio
utazott a Szovjetunidba. A tdrgyaldsok sordn el6zetes megdllapodds sziiletett a tekin-
tetben, hogy kiilonodsen a kdvetkezd teriileteken kivdnatos szorgalmazni az egyiitt-
miikodést :

klasszikus analizis és konstruktiv fiiggvénytan,

funkciondlanalizis és alkalmazésai,

valdsziniiségszamitds, matematikai statisztika, informdcidelmélet és ezek alkal-

mazdsai,

numerikus matematika,

operdciokutatds és matematikai kdzgazdasdgtan.

A koOz0s kutatdsok konkrét programjait a felsorolt témdkban egyiittm{ikod6
szovjet és magyar kutatdintézmények dolgozzdk ki. Ebbdl a célbol ez évben témanként
egy-egy szovjet, illetve magyar kutatd kikiildésére keriil sor hazdnkba, illetéleg
a Szovjetunidba. Az egyiittmiikodés alapvetd formdi a kutaték kolcsonds tanul-
mdnyttjai és kétoldali munkaértekezletek vagy szimpoziumok lesznek. Igy példdul
1969 szeptemberében Magyarorszdgon konstruktiv fiiggvénytannal, ugyancbben
az évben pedig a Szovjetunidban valdszinfiségelmélettel és matematikai statisztikdval
foglalkozé kozos tudomdnyos tandcskozds megrendezésére keriil sor.

A tdrgyaldsok sordn mindkét fél hangsilyozta azt a kivdnsdgdt, hogy a késdbbick-
ben célszerii lenne létrehozni egy k6z6s matematikai intézetet a szocialista orszdgok
tudodsainak részvételével.

A szovjet—magyar matematikai egyiittm{ikodés egyik fontos feladata a koz0s
folydiratkiadds. A magyar matematikus delegdcié tagjainak szovjet kollégdikkal
folytatott tdrgyaldsai eredményeként alakult ki az a vélemény, hogy egy kozds mate-
matikai folydirat kiaddsa igen hasznosan segitheti a két orszdgban folyé kutatdsok
Osszehangoldsdt és egymds eredményeinek a megismerését. Kiilonosen kivdnatos
ko6z6s folydirat elinditdsa a matematikai statisztika és a valdsziniiségelmélet teriiletén,
mivel itt mindkét orszdgban mind az alapkutatdsokat, mind az alkalmazdsokat
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illetéen viszonylag sokan dolgoznak eredményesen, és ilyen folydirat még egyik
orszdgban sem keriilt kiaddsra. A tervek szerint a folydirat 1970-t8] évente egy kotet-
ben, 4 szimban jelennék meg, 30 iv terjedelemben.

Az Osztdly intenziven bekapcsolddott a nemzetkdzi tudomadnyos szervezetek
munkdjdba. Kiilondsen vonatkozik ez tobbek kozdtt a Nemzetkiozi Elméleti és
Alkalmazott Fizikai Uniéban (IUPAP) végzett tevékenységiinkre. Jelenleg az IUPAP
15 szakbizottsdga koziil 6-ban van magyar képvisel6. E magyar képvisel6k révén
és mds modon is az Osztdly kapcsolatot tart fenn az ITUPAP kiilonb6z6 kézponti
¢s nemzeti szerveivel. Az TUPAP erkdlcsi és anyagi tdamogatdsdval mi is rendeziink
nemzetkOzi tandcskozdsokat; az elmult évben a magspektroszkopia targykorében
Debrecenben keriilt sor nagy sikerii konferencia rendezésére, ez évben pedig Buda-
pesten lesz nemzetkdzi konferencia a kozmikus sugdrzas korébdl. A kovetkezd
években hdrom, az IUPAP égisze alatt tartand¢ tandcskozds szervezésére keriil sor
hazdnkban a heterodtmenetek, az akusztika és a fizikaoktatds tdrgykorokben.
Az Osztdly az IUPAP-pal kapcsolatos tevékenységet egyezteti a szocialista orszdgok
megfelelS testiileteivel. E szervek rendszeresen tdjékoztatjak egymadst a tudoményos
rendezvényekrél, a jovobeni tervekrdl stb.

Az MTESZ-hez tartozd Eétvds Lordnd Fizikai Tdrsulatnak a kozelmultban
megalakult Furdpai Fizikai Tdrsulathoz vald csatlakozdsdt tobb vonatkozdsban
az Osztdly készitette el3. Az Eurdpai Fizikai Tdrsulat Uj nemzetkdzi szervezet,
amely az elmult honapban Firenzében rendezte meg alakulé kozgyGlését; ezen
az Osztdly is képviseltette magdt. A megalakult Tarsulat célkitiizése tobb vonat-
kozdsban érinti a hazai szakfolyédiratokat, a nydri iskolakat, tanfolyamokat és a tudo-
manyos tandcskozdsokat is, éppen ezért kivdnatos, hogy az Osztédly e tekintetben is
szorosan egyiittmiikodjék az E6tvos Lordnd Fizikai Tdrsulattal.

Jelenleg a nemzetk6zi kapcsolatok mennyiségi fokozdsdra foéleg pénziigyi okok
miatt alig van lehet8ség. Kivdnatos volna tobbek kozott, hogy szocialista orszagok
devizdjit szolgdlati ttlevélre szabadon lehessen vdsdrolni, ez ugyanis lehetdvé
tenné a tudomadnyos egyiittmiikddést fokozd taldlkozasok gyors, biirokrdciamentes
lebonyolitdsdt. A kapcsolatok javitdsdt szolgdlnd magyar 6sztondijak Iétesitése kiil-
foldi kutaték szamadra, tovdabbd a k6lcsonos munkavdllaldsi lehetdségek kiszélesitése.

Tudomadnyos életiink egyre nagyobb nemzetk6zi elismerését jelenti, hogy mind
tobb nemzetkozi tudomdnyos szervezet 6hajt hazankban nagylétszami tudoményos
tandcskozdst rendezni, féleg a nydri honapokban, az egyetemi oktatomunka sziineté-
ben. Egy idegenforgalmi rendelkezés folytdn azonban a nydri hdnapokban ilyen targyt
tandcskozdsok szervezése nemigen lehetséges, holott a résztvevok az oktatdsi elfog-
laltsdg miatt csak az emlitett id6szakban érnek rd. Ezért a szoban forgo idegenfor-
galmi rendelkezést mielébb feliil kellene vizsgdlni.

Az Osztdly testiileteinek tevékenysége

Mint ismeretes, jelenlegi testiileteink az 1967. évi Kozgyilés utdn szervezédtek
0jjd. Az jjdszervezéskor arra torekedtiink, hogy e testiiletek munkdjaban a szak-
teriilet legkivdlébb képviseléi mellett helyet kapjanak a fiatal tehetséges kutatdk is,
akik szdmdra a bizottsdgi munka eldsegiti a szakmai fejlodést, béviti a latokort.

A kozelmiltban 0j munkabizottsdgok is 1étesiiltek. Nemrég kezdte meg munka-
jat a Szdmitdstechnikai és Operdciokutatdsi Albizottsdg, tovabba a Szoldris-Terriszt-
rikus Programok Albizottsdga.

MTA III. Osztaly Kézleményei 19 (1969)



AZ MTA IIl. OSZTALYANAK VEZETOSEGI BESZAMOLOJA 211

Bizottsdgi rendszeriink nagy elénye, hogy Osszefogja az Osztdly — tobb esetben
mds akadémiai osztdly — és a Miivelddésiigyi Minisztérium feliigyelete ald tartozo
tanszékek kutatdit és tuddsait, és egyes bizottsdgok, kiillondsen a Szildrdiestfizikai
Komplex Bizottsdg munkdjaban tobb ipari szakember is részt vesz. Ugyancsak
helyesnek bizonyult, hogy az dllamigazgatdsi szervek vezet6i koziil tobbeket felkér-
tiink a KFKI-Bizottsdgban valo kézremiikodésre, ami f6ként a gyakorlatukat kozel-
rél érinté kérdések megvitatdsat teszi eredményesebbé.

A testiiletek tobbsége tevekeny kezdeményezé munkdt végzett. Tobb tudomdny-
politikai, szakmai javaslatot tettek, hasznos tandcskozdsokat szerveztek, és ezdltal
hozzajdrultak tobb vitds kérdés tisztdzdsdahoz és egységes dlldspont kialakitdsdhoz.
Segitséget nyujtottak tovdbbd az OsztdlyvezetSségnek az Akadémiai Kiadé gondoza-
saban megjelent munkadk értékelésében, az éves konyvkiaddsi terv kialakitdsdban.

Igen nagy munkadt végeztek a bizottsdgok a kdzelmiltban a 3 éves tudomdnyos
beszdmoldk és tervek értékelése és véleményezése sordn. A beszdmolok és a tervek
elozetes véleményezésére tobb mint 80 opponenst kértiink fel, ezek tobbsége a hely-
szinen is megldtogatta a kutatdhelyeket. Tobb testiilet az iilését az intézményekben
tartotta, és ott megtekintette az egyes munkahelyeket is. A bizottsdgok a jelenlegi
beszdmoltatdsi €s tervezési rendszer adta lehetGségeken beliill nagy gonddal és
felelSsséggel végezték munkdjukat; az iiléseken élénk, tdlnyomodrészt szakmai vitdk
alakultak ki, amelyek sorédn hasznos javaslatok, tandcsok sziilettek. Kiilonosen
J6 hatdst keltett, hogy az iiléseken a témacsoportok miivelésében résztvevé kutatdk
koziil is tobben megjelentek.

A kutatdsi eredmények hasznositdsa

A kutatdsi eredmények nyilvdnvaléan csak akkor vdlhatnak termelSerévé, ha
ismertté vdlnak, a gyakorlatban megvaldsitdsra, haszndlatba keriilnek. A haszndlatba
vétel gyorsasaga hatvdnyozottan noveli a kutatdsra forditott kapacitds hatékony-
sdgdt.

Ehhez a kérdéskorhoz tartozik annak az elemzése, hogy az \j gazdasdgi mecha-
nizmus milyen hatdst gyakorolt a kutatéhelyek témavdlasztdsdra. Intézményeink
a lehetOségekhez képest torekedtek el6térbe helyezni azokat a feladatokat, amelyek-
nek a megolddsa népgazdasdgi szempontbdl fontosnak, illetve perspektivikusan
jelent8snek ldtszik. Igy példdul a KFKI-ban folyo szilardtestfizikai kutatdsok az ipar
egyik igen lényeges és gyors fejlédésben levé teriiletét tdmasztjdk ald tudoményos
alapokkal, és nyitjdk meg a kés6bbi fejl6dés lehetSségeit. Megélénkiilt a Matematikai
Kutato Intézet tevékenysége is a konkrét alkalmazdsi problémdk megolddsdval
kapcsolatban; a munkatdrsak szdmos megbizdsos feladat megolddsdval foglal-
koztak. A kordbbi évekhez képest 1968-ban nagyobb szdmban fordultak az intézet-
hez olyan jellegli kérdésekkel, amelyek ténylegesen lehet6vé teszik a tudomdnyos
felkésziiltség kiakndzdsdt, és amely feladatok kapcsin nem a matematika valamilyen
mechanikus alkalmazdsdrol van csak szo, hanem ténylegesen elmélyiilt kutatémunkdt
igénylé problémakrol. Ez vonatkozik a Szdmitdstechnikai Kodzpont ilyen jellegii
tevékenységére is.

A kutatdsi eredmények ismertetését szolgdlta az Osztdly kényv- és folydirat-
kiaddsi politikdja is; ezenkiviil a kutatdsi eredmények széles kor( elterjesztése érde-
kében az Osztdly tagjai és az intézetek munkatdrsai tobb cikket jelentettek meg
a sajtoban, és szamos elGaddst tartottak a televizidban és a rddiéban egyardnt.
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Konye- és folydiratkiadds

Az Osztdlyvezetség az eimult év szeptemberében foglalkozott az Osztdly gondo-
zdsdban megjelend folydiratok tudomdnyos és tudomdnypolitikai értékelésével.
Megdllapitotta, hogy a folydiratok magas tudomdnyos szinvonalat képviselnek,
megfelelc’ien reprezentdljdk a hazdnkban folyé matematikai és fizikai kutatdsokat,
¢s megfelelnek azoknak a tudomdnypolitikai kdvetelményeknek is, amelyeket az
Akadémia a folyonratalval szemben tdmaszt. Alldst foglalt az Osztalyvezetoseg
a tekintetben is, hogy idegen nyelvit folydiratainknal a jelenieginél tiimenden
tjabb szakositds nem sziikséges. A matematikai folyoiratokndl a szakositdsnak
egy formdjdt jelenti az, hogy a Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica
elsGsorban alkalmazdsokkal foglalkozo dolgozatok publikdldsdra torekszik, tovdbbd
— mint arrdl az elGbbiekben tdjékoztatast nyljtottunk — elbrelathatdéan sor keriil
egy koOzOs szovjet—magyar matematikai statisztikai és valdsziniliségelméleti tdrgy-
kori folydirat meginditdsdra is.

A folyoiratok szerkesztdségei jogot kaptak arra, hogy a hagyomdnyos, terjede-
lem szerinti dijazdsrol mindségi elbirdlds alapjdn differencidlt szerzéi-dijazdsra tér-
hessenek 4t. Elve a lehetSségekkel, a Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica
szerkesztGsége a szerzdi tiszteletdijakkal a jovében fakultativ mdédon kivan gazddl-
kodni.

Foglalkozott az OsztdlyvezetGség az 1966-ban megjelent miivek értékelésével is.
Ennek sordn PETER ROzsA: ,,Recursive Functions”, RENYI ALFRED: ,,Dialégusok
a matematikdarol” és a LANG LASzLO szerkesztésében megjelend ,, Ultraibolya szinkép-
atlasz” cimii miiveket emelte ki.

Az OsztdlyvezetOség a Matematikai Bizottsdg javaslatdra elhatdrozta, hogy
ez évtl kezd8dden az Akadémiai Kiadd keretében ,,Disquisitiones Mathematicae
Hungaricae” cimmel matematikai monografia-sorozat kiaddsdt inditja meg. A Mate-
matikai Bizottsdg hatdrozza meg, hogy mely, mdr betervezett matematikai miivek
keriilhetnek be a monogrdfia-sorozatba. A sorozat, amely hazai szerzéktdl szdrmazo,
magyar vagy idegen nyelvii matematikai monogrziﬁékat foglal majd magdba, az
Akadémia matematikai konyvsorozata lesz, és blzonyos értelemben képet fog adni
a hazai matematikusok munkdssdgarol.

Az Akadémia igyekszik elGsegiteni a kritikai konyvismertetések megjelentetését
és azok szinvonaldnak emelését. Ennek érdekében évenként elndkségi nivodijban
részesithet6k a magyar szerz6k milveir6l megjelent kiemelked6 konyvkritikak irdi,
az Osztdlyvezet§ség pedig az Osztdly prémiumkeretéb6l — eldre meg nem hatdrozott
Osszegben és szdmban — ugyancsak évenként jutalomban részesiti a szinvonalas
kritikdk szerz&it. Ez utdbbi jutalmat ama kivdlé kényvkritikdk szerz8i kaphatjdk
meg, akik az Akadémiai Kiad6ndl megjelent matematikai, fizikai vagy csillagdszati
miivekrdl irtdk birdlatukat, figgetleniil attél, hogy az Osztdlyhoz vagy a Tdrsulathoz
tartozo folydiratokban jelent-e meg. Ez vonatkozik olyan esetekre is, amikor a szerz6
a birdlatot a matematikdt, fizikdt vagy a csillagdszatot er8sen felhaszndlé mds tudo-
mdnyos miivekrol késziti, vagy amikor mds tudomdnyteriileten dolgozd szerzd
jelentet meg az emlitett folydiratokban kritikdt, matematikai, fizikai és csillagdszati
miivekrol.

Attekintve az elmult idGszak eredményeit és problémadit az 0j gazdasdgirdnyitdsi
rendszer szempontjabol, megdllapithatjuk, hogy az \j rendszer az Osztdlyhoz
tartozo intézmények tevékenységére is serkentéen hatott, a régebbi merev gazddlko-
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dasi keretek feloldddtak, és hatékonyabb kutatomunka lehetGségei bontakoztak ki.
Még rovid id6 telt el ahhoz, hogy a gazdasdgirdnyitds 0j hatdsa részleteiben is érté-
kelhet6 lenne, a kezdeti eredmények azonban feljogositanak arra, hogy bizakodva

nézziink a jovobe.
/

MELLEKLET

A I11. Matematikai és Fizikai Tudomanyok Osztilyanak tevékenysége

A beszamolé az osztdlyhoz tartozé intézményekben és a szakteriiletileg ide-
tartoz6 egyetemi tanszékeken az elmult hdrom évben elért legfontosabb kutatdsi
eredményeket és az osztdly 1968. évi m{ikddésérél szOolo rovid tdjékoztatdt tartal-
mazza.

Matematikai kutatasok

Az 1966—68. években végzett kutatdsok kiemelked6bb eredményeirdl szold
beszdmolé a matematika fejezetei szerinti tagozdddsban késziilt. A beszdmold
tdmaszkodik az egyes kutato intézmények hdroméves munkabeszdmoldira, az ezek-
kel kapcsolatos opponensi véleményekre, tovabbd a Matematikai Bizottsdg értéke-
lésére. Természetesen a beszdmold még a kiemelked6 eredmények tekintetében sem
mondhato teljesnek.

1. Vizsgdlatok a matematika alapjai korébol

A Matematikai Kutatdintézetben az igazsdgfiiggvényekre vonatkozd eredmények
els6 Osszefoglaldsa a vildgirodalomban Adam Andrds ,,Truth functions and the
problem of their realisation by two-terminalgraphs™ c. konyve. Egységes modszert
sikeriilt kidolgozni a kozonséges logikdra vonatkozd megdrzési tételek bizonyitad-
sdara. Eredmények. sziilettek a megszdmldlhaté strukrardkra vonatkozolag.

Az ELTE matematikai tanszékein az ALGOL 60 programozasi nyelv tovdbb-
fejlesztésével kapcsolatban jelent8s egy végtelen sok mondatszerkezetszabdlyt
definidl6 nyelv bevezetése. Az absztrakt halmazelméletben megolddst nyert B. Jonsson
egy algebrai problémaja. Megemlitendd a regressziv fiiggvények elméletének dltala-
nositdsa, a modalis logikdkkal kapcsolatos vizsgdlatok, valamint a logikai rendszerek
valdszinlségi modellstruktiardi fogalmdnak megalkotdsa.

Az MTA Matematikai Logikai és Automataelméleti Tanszéki Kutatdcsoportjandl
jelentdsek a regressziv fliggvények elméletében elért eredmények, valamint a majdnem
diszjunkt halmazrendszerek fogalmdnak éltaldnositdsa terén végzett vizsgdlatok.

2. Algebrai vizsgdlatok

A Matematikai Kutatdintézetben féidedlfélcsoportok struktirdjanak véges test
feletti hézagos polinomok vizsgdlatiban, tovdbbd a gyiirii-, kategdria-, radikdl- és
idedlelméleti kérdésekkel kapcsolatban elért eredmények jelentSsek.

Az ELTE matematikai tanszékein kiemelkeddk a statisztikus csoportelméleti
eredmények.
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Az MTA Matematikai Logikai és Automataelméleti Tanszéki Kutatécsoporindl
Gécseg Ferenc és Pedk Istvan ,,Az automatdk algebrai elmélete” c. kéziratban
elkésziilt monogrdfidja az automatdk elméletében fellépd algebrai szempontbdl is
érdekes kérdéskor els6 rendszeres tdrgyaldsdt tartalmazza. Jelentés a ,,csoport
részcsoport-grafja” fogalmdnak bevezetése.

A KLTE Matematikai Intézeténél kiemelked6k az Artin-féle gyirikkel kap-
csolatos eredmények.

3. Szdamelméleti vizsgdlatok

Az ELTE matematikai tanszékein megadtak egy a Riemann-féle primszdam-
formuldval analdg, a bindr Golbach-problémdval kapcsolatos ,,pontos” formulat.
Uj tipusu siiriiségtételeket taldltak a zeta- és L-fiiggvényekre. Ujszerii eredményeket
nyertek az oszthatdsdggal kapcsolatban értelmezett sorozatokra. Nemzetkszi érdekl6-
dést valtott ki a korlap racspontjaira vonatkozo eredmény. ,

4. Vizsgdlatok a klasszikus analizis kérébél

A Matematikai Kutatéintézetben Freud Géza ,,Orthogonale Polynome” c.
monogréafidja szdmos 1ij eredményt tartalmaz az ortogonalis polinomok elméletébdl.
Bizonyos ,,jol interpoldld”™ pontcsoportokrdl sikeriilt kimutatni, hogy azok egyben
jO approximdcids eljardst szolgdltatnak. Az ortogondlis polinomok elmélete jol fel-
haszndlhatonak bizonyult konvergens approximald eljardsok felépitésénél.

Az interpoldcios és (részben) a mechanikus quadratura eljdrdsok konvergencidjd-
nak a Lebesgue-dllanddval vald kapcsolatdt szinte minden részletében sikeriilt
tisztdzni. A raciondlis tortfiiggvényekkel valé approximdcidban sok fiiggvényklasszis
elemei egyenletes megkozelitésére igen jo becslést sikeriilt adni, az eredmények egy
részét dltaldnositottak végtelen intervallum és a komplex egységkor esetére. Az dlta-
ldnos approximacidval kapcsolatban a legjobb linedris approximdcié nagysdgrend-
Jével sikeriilt jellemezni bizonyos fiiggvényklasszis elemeit.

A komplex fiiggvénytanban a hézagos Borel- és Abel-féle szummalhatdsdggal,
a konform leképezések keriileti problémdival, valamint abszol(t konvergens Fourier-
sorokkal kapcsolatban sziilettek szép eredmények. A multiplikativ szdmelméleti
fiiggvények vizsgdlatdra (j analitikus modszert sikeriilt kidolgozni.

Az MTA Analizis Tanszéki Kutaté Csoportjdban a Haar-kifejtések egyiitthatdira
tovdabb nem finomithatd becslést sikeriilt adni. A Fourier-sorok kiilonb6z6 szum-
macidinak (er8s-, de la Vallée Poussin-, abszolit- stb.) konvergencidjira tovabbi
strukturdlis feltételek adodtak. Az dltaldnos ortogondlis sorok majdnem mindeniitt
valo konvergencidjdra ujabb sziikséges és elégséges feltételt adtak meg. Ortogondlis
figgvényekbdl dllé Osszeg részletosszegei felsé burkoldjdnak négyzetintegriljdra
minden eddiginél élesebb becslés adddott. Bizonyitdst nyert, hogy bizonyos, az orto-
gondlis sorok konvergenciaelméletében szerepet jdtszo Banach-féle sorozatterek
reflexivek. Egy a valodszinliségszdmitdsban hasznos Takdcs-féle lemmadt sikeriilt egy
altalanosabb mértékelméleti eredménnyé kiterjeszteni.

Az ELTE matematikai tanszékein a valSs fliggvénytanban a Dabroux-fiigg-
vényekkel kapcsolatban értek el kiemelkedd eredményeket. Eredményes vizsgdlatok
folytak egy fiiggvény analitikus fliggvénnyel vald transzformacidjinak a Fourier-sor
konvergencidjdra valé hatdasdrdl. Az ortogonalis sorok elméletében a Haar- és
Walsh-fliggvényekkel kapcsolatos eredmények kiilonosen érdekesek. A raciondlis
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approximdciéban a szakaszonként analitikus fiiggvényekre vonatkozdé eredmény
a kutatdsok egész sordt inditotta el.

A KLTE Matematikai Intézetében a valos fiiggvények iterdcidelméletében sike-
rillt véglegesen tisztdzni egy bizonyos fiiggvényosztdlyra vonatkozé iterdcids eljdrds
érvényességi korét.

A BME Vegyészmérnoki Kar Matematikai Tanszékén az ortogondlis fliggvény-
sorokra elért eredmények nemzetkdzi viszonylatban is kiemelked&ek.

A Miskolci Nehézipari Miiszaki Egyetem Matematikai Tanszékén a fiiggvény-
egyenletek és alkalmazdsaik témakorben elért eredmények jelentdsek.

5. Vizsgdlatok a funkciondlanalizisbol

A Matematikai Kutatéintézetben az indefinit metrikaji terek elméletében elért
eredmények szamottevdek, e témakorb6l monografia késziil.

Az MTA Analizis Tanszéki Kutatécsoportjandl a véges Neumann-algebrdkban
konstrudlt centrum érték{i harmonikus nyom fogalmat dltaldnositottdk a Neumann-
algebrdk végességének egy mds irdnyld definicidja mellett. Szdkefalvi-Nagy Béla
és C. Foias romdn matematikus ,,Analyse harmonique des opérateurs de l’espace
de Hilbert” c. monografidjaban kiilondsen j az operdtor karakterisztikus fiiggvénye
reguldris faktorizdcidi €s az operdtor invaridns alterei kozti kapcsolat elemzése,
tovdbbd a gyenge kontrakcidkkal foglalkozd, valamint az operdtorok hasonldsdgdt
targyalé rész. Kiemelkedd az operdatorkommutdnsok dilatdcidjara vonatkozo
eredmény is.

Az ELTE matematikai tanszékein emlitésre méltdak a Pontrjagin-féle maximum-
elvvel és a matrixok altal indukadlt /, -/, operdtorokkal kapcsolatos kutatdsok.

6. Vizsgdlatok a differencidl- és integrdlegyenletek elméletébél

A Matematikai Kutatdintézetben eredményes volt a Mikusinski-féle operdtor-
szamitds alkalmazdsa integrdlegyenletek megolddsdban. A kozOnséges linedris
differencidlegyenlet megolddsainak aszimptotikus viselkedésére vonatkozé ered-
ményeket sikeriilt kiterjeszteni bizonyos nem-linedris egyenletekre. A kozonséges
mdsodrendii egyenlet megolddsai gybkeinek elosztdsaira 10j becslések adddtak.

Az ELTE matematikai tanszékein a kutatdsok irdnya a Laplace- és Poisson-
egyenletekre vonatkozé Dirichlet-feladatoknak a disztribuciok korében torténd
vizsgdlata volt, és ezekben értek el (] eredményeket.

7. Geometriai vizsgdlatok

A Matematikai Kutatéintézetben a differencidlgeometriai vizsgédlatokndl ki-
emelked6 a Riemann-geometria zérus gorbiilet(i tereinek siksdvok dltal burkolt
feliiletekként valo jellemzése. Eredményes volt a mozgé n-él modszerének a Finsler-
geometridra valo alkalmazdsa. Megallapitdst nyert egy alkalmas indikatrixa pseudo-
Minkowski-tér iveleme és a hozzd tartozé Hilbert-geometria metrikdja kozti Ossze-
fiiggés. A diszkrét geometridval kapcsolatban kiemelkeds a korok és gombok el-
helyezésére, - korlefedésekre, a Dido-problémdra, a sokszdg oldalainak hatvdny-
Osszegére €s a gyakorlati alkalmazdsokra vonatkozd eredmények.

MTA III. Osztdly Kozleményei 19 (1969)



216 AZ MTA III. OSZTALYANAK VEZETOSEGI BESZAMOLOJA

Az MTA Analizis Tanszéki Kutatdcsoportjaban a differencidlgeometriai terek
bizonyos specidlis tipusi ekvivalens varidcioproblémdi alapfiiggvényeinek Ossze-
fuggéseit, valamint az dltaldnos metrikus vonalelemterek ekvivalencia-feltételeit
sikeriilt meghatdrozni. Az dltaldnos geometriai vizsgdlatokkal kapcsolatban egyes
elemi geometriai egyenlStlenségeket sikeriilt dltaldnositani tébbdimenzids esetre.

Az ELTE matematikai tanszékein kiemelendé a véges projektiv sik bizonyos
problémdinak tisztdn geometriai mdédszerekkel torténé megolddsa, valamint a gombi
trigonometria folytonossdgtol fiiggetlen felépitése.

A KLTE Matematikai Intézetében a nem-euklideszi geometria kormodelljei
teljes osztdlyozdst nyertek. A pédlydk geometridja és ennek kiilonbozé metrikus
geometridkban vald realizdcidja kiemelkedd eredmény.

8. Topologiai vizsgdlatok

A Matematikai Kutatdintézetben a topoldgiai eredmények a szintopogén terek
elméletének tovdbbi kiépitésére, a szintopogén struktirdval felruhdzott csoportok,
a bovitéselmélet tovdbbfejlesztésére vonatkoznak. A grafelméletben az irdnyitott
grafok kromatikus szdmdval, a kritikus grafokkal, az irdnyitott véletlen grdfokkal
kapcsolatos eredmények kiemelkedbek.

Az ELTE matematikai tanszékein eredményesen indultak a szintopogén (és
dltaldnosabb) strukturdval felruhdzott csoportok elméletére vonatkozd vizsgdlatok.
Altaldnositottdk a Wallman-féle, Freudenthal-féle stb. kompaktifikdacidk elméletét.
Eredmények vannak a nagy szdmossagi diszkrét alterek létezésének, a szdmossdg-
figgvények Darboux-féle tulajdonsdgdnak, a tetszéleges szdmossdgu diszkrét terek
pontjai karaktereinek vizsgdlatdban is. A grafelméletben extrém grafok strukturdjd-
nak vizsgdlata volt eredményes.

9. Valdsziniiségszdamitdsi, matematikai statisztikai és informdcidelméleti
vizsgdlatok

A Matematikai Kutatéintézetben 1j eredmények sziilettek a pontatlanul meg-
figyelt rekurrens folyamatok jellemz&inek egyetlen realizdcidobol valé meghatdroza-
sara. Tovabbi eredményeket sikeriilt elérni az egycsicsos siirliségfiiggvények jellem-
zésével kapcsolatban. Sikeresen alkalmaztak valdszinliségszdmitdsi mddszereket
szdmelméleti, analizisbeli, kombinatorikai, grdfelméleti és geometriai problémak
megolddsdban. Az informdcidelméletben szdmos Uij eredményre vezettek az eloszldsok
eltérésének informdcidtipusi mértékszamaival kapcsolatos vizsgdlatok. Az infor-
mdcidelmélet modszerei felhaszndldsra keriiltek a matematikai statisztikdban és
a statisztikus fizika elméletében is. A statisztikai becslések és a probdk vizsgdlatdval
kapcsolatban is szdmos szép eredmény sziiletett. A sztochasztikus kapcsolatok
vizsgdlatdban t6bb konkrét gyakorlati probléma nyert megolddst. A biometriai
eredmények kozvetlen felhaszndldsra Keriiltek az orvosi kutatdsokban és a gydgy-
szergydrtdsban.

Az ELTE matematikai tanszékein a nagy szdmok torvényének egy 10j alakjdt
taldltdk, amely alkalmazdsra keriilt a pontatlanul megfigyelt sztochasztikus folyama-
tok torvényszeriiségeinek rekonstrukciéjanal. Ujabb eredmények sziilettek a véletlen
tagszdmu Osszegek hatdreloszldsdra vonatkozolag. A sztochasztikus folyamatok
elméletében a homogén Poisson-folyamat egy 0j jellemzését adtdk meg. Sikeresen
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alkalmaztak valdszinliségszamitdsi modszereket a mdtrixelméletben, geometridban,
szamelméletben és csoportelméletben. Az operdcidokutatas modszereit eredményesen
alkalmaztdk t6bb kozgazdasdgi és ipari probléma megolddsdra.

Az MTA Szdmitdstechnikai Kozpontjaban kiemelkedbek a Gauss—Markov-
folyamat paramétereinek becslésére vonatkozo eredmények. Elektronikus szdmologép
segitségével, csak a karakterisztikus fiiggvényt ismerve, tdbldzatok késziiltek az illetd
paraméterekre vonatkozé adott szinti konfidencia-intervallumokra. Ertékesek
azok az eredmények, amelyek empirikus siriiségfiiggvény konvergencidjira vonat-
koznak, és amelyek a matematikai statisztikdban fontos szerepet jatszanak.

A KLTE Matematikai Intézetében kiemelked6ek az informdcidelmélet alapjaira
vonatkozd kutatdsi eredmények.

10. Numerikus és gépi matematikai vizsgalatok

A Matematikai Kutatéintézetben az elliptikus tipusu parcidlis differencidlegyen-
letekkel kapcsolatban becsléseket adtak perem- és sajdtérték feladatok véges dif-
ferencia modszerrel torténé megolddsara. Kiilonboz6é eloszlasokbdl vett véletlenszam-
generdtort terveztek és azt ICT 1905 elektronikus szamologépre programoztdk.
Ujabb eredmények sziilettek az egész értékii programozds elméletében és gyakor-
latdban (telepitési, termelésszervezési stb. feladatokra). Algoritmust dolgoztak ki
a fix koltséges linedris programozdsi feladatra. A kidolgozott véletlen iitemezési
széllitdsokra szolgdlé készletmodell a népgazdasdg tobb agdban keriiit felhasznd-
ldsra. Eredményesen foglalkoztak kozgazdasdgi idésorok spektrdlelemzésével is.

Az ELTE matematikai tanszékein a Lagrange- és trigonometrikus interpoldcio
hibdjdra sikeriilt nem javithato becslést taldlni. Eredményes munka folyt a differen-
cidlegyenletek kozelité megolddsa terén is.

Az MTA Szdmitdstechnikai Kézpontjdban értékes eredmények vannak nume-
rikus moédszerek teriiletén a stabilitds szempontjabol j6 algoritmusok kidolgozdsé-
ban, elsdsorban differencidlegyenletek teriiletén.

Igen fontosak a gazdasdgi intézkedések hatdsdnak elemzéséhez sziikséges
kidolgozott szimuldcids programok. A szdmoldgépes nyelvészetnek a miiszaki
tudomdnyos gyakorlatban valé alkalmazdsa szempontjabol vannak értékes ered-
ményei. Igen eredményesek voltak a kdzpont dltal mds intézményekkel valé kap-
csolatai soran megoldott gyakorlati vonatkozdsu feladatok.

A KFKI Matematikai Féosztdlydn kiilondsen kiemelkedbek a szamitdstechnika
teriiletén elért eredmények. A numerikus analizisben és rendszer-programozdsban
uj modszerek kidolgozdsdra keriilt sor.

11. Matematikai didaktika és a matematika térténete

A Matematikai Kutatéintézetben atdolgoztdk a specidlis matematika tantervii
osztalyok szdmdra késziilt tantervet. Sikeresen miikddtek kdzre az dltaldnos iskolai
als6 tagozatos komplex tanitdsi modszer tovdbbfejlesztésében. A gbrog matematika -
torténetével kapcsolatban monogrédfia késziil. Elemezték Leibniz, Descartes és
Fermat munkdssagdt.

Az ELTE matematikai tanszékein kiemelkedd eredmény ,,Az analizis elemeinek
tanitdsa a k6zépiskoldban” cim{i tandri segédkonyv, mely irdnt kiilfoldon is érdek-
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16dés mutatkozott. Ki kell emelni azt is, hogy az () kozépiskolai matematika tan-
konyv és tandri segédkonyv sorozat megirdsa orszdgos fontossdgi munka volt.
Jelent6s az a munka is, amelyet a Moddszertani Csoport a tandrok reformtanterv-
tanitdsara valo felkészitésében végzett.

Fizikai kutatasok

1. Szilardtestfizikai kutatdsok

A KFKI Szilardtestfizikai Laboratoriumdnak tevékenységét a madgneses fdzis-
dtalakuldsok tanulmédnyozdsa jellemezte, és ezen a teriileten sziiletett a legtdbb
nemzetkdzi szinvonali tudomédnyos megdllapitds és felismerés. 1966—67-ben a mag-
neses jelenségeket sokféle modellanyagon vizsgdltdk a laboratoriumban alapdssze-
fliggések feltardsa és Uj anyagféleségek elGdllitdsa céljabdl. A laboratorium szerzd-
dést kotott a Csepel Vas- és Fémmiivel lagy mdgneses anyagok kutatdsdra, és ennek
keretében vizsgdlta a mdgneses hdkezelések hatdsdt a madgneses paraméterekre.
Ez a tevékenység igen hasznosnak bizonyult, mert lehetévé tette az adott teriileten
a tudomdny vildgszinvonalu fejlesztését, és egyben hozzdjdrult az alapkutatds, alkal-
mazott kutatds, fejlesztés és termelés kozotti kapesolatok megerésddéséhez.

A laboratériumban sikeriilt vildgviszonylatban is el6sz6r a virtudlis magnon
nivok létezését kodzvetleniil igazolni. Az igazolds vas és nikkel alapu hig 6tvozetek-
ben inkoherens neutronszdérds kisérletekkel tortént. — Neutrondiffrakcios és
klasszikus mddszerekkel sikeriilt kimutatni, hogy az els6érendli mdgneses fdzis-
atalakuldsokndl dontd szerepe van a kicserélddési kodlcsénhatds tdvolsdg-fliggésé-
nek. — Ugyancsak kiemelked$ eredmény az NMR spektroszképia felhasznéldsa
a fémekben levé szennyezések kolcsonhatdsainak tanulmdnyozdsdra. Mérési méd-
szert dolgoztak ki a toltéseffektus és lokalizdlt momentum miatt fellépé spinsiiriiség
perturbdcié szétvilasztdsdra. fgy sikeriilt meghatdrozni a réz alapu hig 6tvozetekben
a szennyezés koriili tobblet vezetési elektron siiriséget. — Az elméleti munkdk koziil
elsésorban a paramdgneses szennyezéseket tartalmazd alagut didddk karakterisz-
tikdjdnak magyardzatira kidolgozott, nemzetkozileg is nagy érdeklédést keltd
elméletet kell kiemelni. Ertékesek az antiferromdgnesség elméletében és az dtmeneti
fémek sdvszerkezetének szamitdsdban elért eredmények is. — Ki kell emelni a hideg-
technika teriiletén elért eredményeket, amelyek most mdr biztositjdk az egyes fizikai
mérések elvégzését néhdny °K hémérsékleten, és ezzel hazankban tobb évtizedes
lemaradast sikeriilt végre megsziintetni. Kezdeményezések sziilettek arra vonatkozdlag,
hogy a hig 6tvozetek vizsgdlata sordn a laboratérium mint modellanyagot az alumi-
niumot vegye figyelembe. A hazai nagyiitemii aluminium félkész- és készdrugydrtds
fejldésével az aluminium megfeleld szinvonali felhaszndldsi teriiletének kialakitdsa-
hoz a fém fizikai tulajdonsdgairdl, az egyes szennyezd atomok szerepérdl széles
kora alapinformdcidk megszerzése szitkséges. A laboratorium ezen a teriileten igen
ériékes segitséget nydjthat a hazai aluminiumiparnak.

A szegedi Jozsef Attila Tudomdnyegyetem Kisérleti Fizikai Intézetében mikodo
MTA Lumineszcencia és Félvezeté Tanszéki Kutatécsoportban folyd lumineszcencia-
kutatdsok terén az értékes elméleti felismerések mellett ipari szempontbd! hasznos
eredmény a nagy fényutat biztosité cella, mely igen hig oldatok lumineszcencia- és
abszorpciods-vizsgdlatait teszi lehetévé. — A kristdlyfoszforok kutatdsa sordn két
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terilleten emlitésre méltd eredményt sikeriilt elérni, egyrészt fényporok fluoreszcen-
cidjdval kapcsolatban, mdsrészt az iivegporok reflexios szinképeinek vizsgdlata
teriiletén. — Hazdankban egyediil ez a csoport foglalkozik a Ge félvezetd-elektrolit
rendszer vizsgdlatdval. A félvezetok feliileti tulajdonsdgainak kutatdsa mellett jelen-
t6s eredmények sziilettek a félvezetdk optikdja terén is, igy pl. sikeriilt meghatdarozni
a V,0; kristdlyok optikai dllanddit, és ennek kapcsan kidolgoztak egy Uj mérési
eljarast, amely alkalmas vékony egykristilyok abszorpcids tényez6jének, valamint
torésmutatojanak a meghatdrozdsdra, csupdn a transzmisszios szinkép felvételével.
A GaP kristdlyok optikai vizsgdlatai sordn kimutattak a vezetési sdv minimumdnal
magasabban fekvd lokalis nivok létezését.

A budapesti Orvostudomdnyi Egyetem Biofizikai Intézetében miikédé MTA
Kristalyfizikai Tanszéki Kutatéesoportban tobbek ko6zott az OH-mentesen novesz-
tett, majd kdlciummal szennyezett alkalihalogenid egykristdlyokban X-sugdrzdssal
keltett, defektelektronokat tartalmazd kristdlyhibdkat (V-tipusu centrumok) tanul-
manyoztdk. A kiilonboz8 kisérleti koriilmények kozott felvett abszorpeios és ESR
spektrumok, valamint az ion- és fotonvezetés, tovdbba a szinez6dés dodzisfiiggésének,
a glow gorbéknek stb. vizsgdlata révén tisztdztdk a KCI(Ca) és NaCl(Ca) rend-
szerekben magasabb hdémérsékleteken (200—300 °K) stabilis centrumfajtdk alap-
vet6 tulajdonsdgait. Tisztdztak tovdbba egyes centrumok felépitését is, masok szer-
kezetére vonatkozolag pedig modelleket javasoltak. Vizsgdlataikhoz, dltaluk kidol-
gozott modszerekkel, extrém tisztasdgu alapanyagokat dllitottak eld.

A budapesti Miiszaki Egyetem Kisérleti Fizikai Intézetében mikodé MTA
Kristdlyniovesztési Tanszéki Kutatécsoportban a kristdlyok ndvekedése terén kiilo-
nosen két teriileten értek el eredményeket. Egyrészt az alkalihalogenid kristdlyoknak
oldatbdl valé novekedése sordn a novekedési sebesség ingadozdsdnak mérésébdl
tjabb, az eddiginél pontosabb adatokat sikeriilt kapni a Gyulai-féle hatdrréteg
koncentrdcideloszldsdra vonatkozolag. Madsrészt a NaCl tiikristdlyokkal végzett
kisérletek sordn — amelyek a szennyezés hatdsianak a tisztdzdsra vonatkoztak —
azt taldltdk, hogy azok az ionok, amelyek a makroszkopos kristdlyok novekedését
gyorsitjdk, gatoljdk a tlkristdlyok kialakuldsdt. Ez utdobbi eredmény azért is fon-
tos, mert lehetdvé teszi a maratds mechanizmusdnak az értelmezését. — Eredmé-
nyes munka folyt a kristdlyhibdk kutatdsa terén is. Ebben a vonatkozdsban a tii-
kristdlyok elektromos vezetGképesség-mérését, a szennyezések beépiilését a tiikris-
tdlyokba, valamint a Gyulai-féle nyomdseffektussal kapcsolatos wUjabb eredmé-
nyeket kell kiemelni. Jelentés megdllapitas, hogy a tiikristdlyok csavardsa utdn
az elektromos vezet6képesség aktivdcios energidja megvaltozik.

Az ELTE Kisérleti Fizikai Tanszékén az egykristdlyok rontgendiffrakcids szer-
kezetvizsgdlata, tovdbbd a fdzisdtalakuldsok és a h8kezelés utdn egyensillyra vezetd
folyamatok vizsgdlata — fémekben és 6tvozetekben — terén értek el eredményeket.
Kiemelkedbek azok a felismerések, amelyek a rendezett rdcst szilard oldatok ren-
dezddési folyamatdnak megismerésére irdnyuld kutatdsokban, valamint az f.c.c.
fémek képlékenységével kapcsolatban sziilettek.

Az ELTE Atomfizikai Tanszékén sikeresen alkalmaztdk a rezonanciamodszereket
szildrdtestek vizsgdlatdra a Mossbauer-effektus segitségével; igy pl. igen értékes
eredményeket értek el a viszont-koordindcio jelenségének, a szubsztitucionak
és a ligandumcserének a kézponti vasmagra gyakorolt hatdsdnak tanulmdnyozédsdban.

MTA III. Osztdly Kozleményei 19 (1969;



220 AZ MTA III. OSZTALYANAK VEZETYOSEGI BESZAMOLOJA

2. Magfizikai kutatdsok

Az atommagfizika ma az egyik legkdltségesebb tudomdnydg; f6 irdnyainak
miiveléséhez drdga gyorsitok és mérbberendezések sziikségesek. A masik fontos
sajdtossdga a kisérleti kutatds jelenlegi helyzetének, hogy az iparilag fejlett orszdgok
fizikusai mindezeket a felszereléseket készen kapjak. A nagy biztonsdggal mikodo,
erdsen automatizdlt miiszerek rovid 1dd alatt Osszegyiijtik a mérési anyagot, igy
ezek a kutatok idejiik tulnyomo részét a mérések tervezésére és a mérési ered-
mények kiértékelésére hasznilhatjdk. — Vildgos, hogy ebben az irdnyban a kisebb
gazdasdgi erével rendelkezé orszdagok — ide értve hazankat is — nem verseny-
képesek. A kisebb gyorsitoberendezések alacsony energidja mdr Onmagdban is
hatdrt szab, kijeloli azt a teriiletet, amelyen egydltaldn lehetséges dolgozni. A meg-
feleld ipari hdttér hidnya pedig a magyar kutatokat is arra kényszeriti, hogy idejiik
jelent8s részét technikai jellegli problémak megolddsdra forditsak. Igy a kis orszdgok
magfizikusai dltalaban csak olyan mérések elvégzésére vidllalkozhatnak, amelyek sok
kozvetlen kutatdi munkaidét igényelnek. Egy mdsik kutatdsi irdny, ahol viszonylag
kevés anyagi befektetéssel is nagyobb remény lehet eredmények elérésére, a mag-
fizikai mddszerek alkalmazdsa a hatdr- és egyéb tudomdnyok problémainak a meg-
olddsdra. Itt azonban alapfeltétele az eredményességnek, hogy a lehetséges témdk
igen nagy szdmabol az keriiljon kivdlasztdsra, amelyben megfelelé — a rokon tudo-
manyagat képviseld — egyiittm(ikodé partnereket lehet taldlni.

Az Atommagkutato Intézet a hazai lehetGségeket redlisan értékelve vdlasztotta
meg miikodési teriileteit. Itt elsGsorban a béta- és gamma-spektroszkopiai csoport
tevékenységére utalunk. A jol vidlasztott téma lehetGvé tette, hogy a szerényebb
miszerezettség ellenére is komoly nemzetkdzi visszhangot kivélto eredményeket
érienck el. E csoport munkdjinak elismerését mutatja, hogy Magyarorszdigon
(Debrecenben) keriiit megrendezésre 1968-ban a ,,Conference on the Electron
Capture and Higher Order Process’ targykor{i nemzetkozi konferencia. — A gyors-
neutronokkal létrehozott magreakciokat vizsgdlé csoport szintén eredményesen
dolgozott. — A toltott részecskékkel létrehozott magreakcidk vizsgdlata terén lehet
taldlkozni leginkdabb a problémadkkal. Ez érthets, hiszen ezen a teriileten a csoport
rendelkezésére dll6 kaszkdd generdtor semmiképpen sem tekintheté modern kutatdsi
eszkdznek, igy a csoport munkdjdra az adottsdgoknak megfelelé téma és modszer
keresése volt jellemzé. Jelentés haladds volt e teriileten a szildrdtest nyomdetektorok
technikdjdnak a kifejlesztése és mérésekben vald alkalmazdsa. Ugy tiinik, hogy ez
a Iényegében hattérmentes detektdldst biztosito technika lehetévé teszi, hogy nemzet-
k6zi érdeklodésre szamottartd eredményeket érjenek el. — Az 5 MeV-os Van de
Graaf generdtor épitésével kapcsolatban helyes volt, hogy a kiilfoldi gyorsitok
tanulmdnyozdsa mellett 6nalld kutatdsokat is folytattak az intézetben a gyorsitd
optimalis méretezésére vonatkozdan. Igen Srvendetes, hogy szoros kapcsolat alakult
ki az ATOMKI és a KFKI gyorsitoépitéi kozott. — A nukledris elektronika fej-
lesztése terén elért eredmények koziil a félvezets detektorokhoz csatlakozé elektronika
kifejlesztése a legjelentGsebb. — Kiilon kiemelend6, hogy sikeresen folytatddtak
a magfizikai és radioaktiv modszerek alkalmazdsai mds tudomédnydgakban. Jelen-
tds eredmény annak a felismerése, hogy a nyomelemek a tézeg humuszsavakon
megkotédnek.

A KFKI Magfizikai Féosztdalydn a kutatds f6 irdnyai a magreakcio és a mag-
spektroszkopiai vizsgidlatok voltak, ideszdmitva a gyorsneutron-spektroszkopidt
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és a maghasaddsi jelenségek tanulmédnyozdsdt is. — Az elért eredmények koziil
jelentds az izobdr analdg rezonancidk vizsgdlata tobb atommagon. Meghatdroztdk
a Coulomb-gerjesztéssel 1étrehozott magdllapotok giromdgneses faktorait a vas-fém
otvozetek bels6 mdgneses terének a felhaszndldsdval. — A Mo0ssbauer-effektus
alkalmazdsdval szildrdtestfizikai eredményeket értek el; megdllapitottdk az effektus
hémérsékletfiiggését 11%Sn és ' Dy ionok lefagyasztott vizes oldatdban, és cdfoltdk
a Goldanszki—Karjagin-effektus jelenlétét a FeCog-ban. — Kimutattdik, hogy
neutronok urdnon vald rugalmas szérdsdnak differencidlis hatdskeresztmetszetében
semmiféle kisszogli anomadlia nem jelentkezik. — Mind értékben, mind pedig relativ
mennyiségben ugyancsak kiemelkednek az elméleti magfizikai vizsgdlatok, amelyek
részben a magreakcid mechanizmusdra, részben a magstrukturdra vonatkoznak. —
Egy sor értékes insztrumentdlis eredmény is sziiletett, igy pl. az ionforrasokra és
az elektrosztatikus lencsékre vonatkozolag. A kutatdsok koncentrdltan, jol szer-
vezetten folytak, és nagy gondot forditottak arra, hogy a fejlesztési munkdk — pl.
a gyorsitokndl — lehetéleg pdarhuzamosan torténjenek a fizikai kutatdsokkal. Az
elért eredmények ¢és moddszerek alkalmazdsra keriiltek mas tudomédnydgakban és
a gyakorlatban is. Igen Orvendetes az aktiv elméleti munka, amely ugyan a kisér-
letekhez kapcsolddott, de mégis ondlldan folyt.

Az Izotép Intézetben egyrészt az igen fontos precizids aktivitds mérési feladatokat
és izotdptisztasagi vizsgdlatokat oldottdk meg sokoldalian és eredményesen, mas-
részt az intézet birtokdban levs tobb kilocuries gamma sugdrforrdsokkal magfizikai
szempontbdl is sok érdekes mérést végeztek. Kiemelendé eredmény az extrém
nagy — kilocuries feletti — gamma sugdrforrdsok aktivitisdinak mérése a magfoto-
effektus alapjdan kidolgozott mddszerrel.

A debreceni Kossuth Lajos Tudomdnyegyetem Kisérleti Fizikai Intézetében
végzett kutatdsok kozil kiemelkedbek az (n, toldtt részecske) reakciokkal végzett
vizsgdlatsorozat és az (n, 2n) folyamatok fluktudcidinak tomegszdm filiggésére
vonatkozé eredmények.

3. Héffizikai kutatdsok

A KFKI-ban a Fizikai Optikai Laboratoriumban folyé kutatdsok f6 célkitiizése
a fizikai alapkérdések vizsgdlata volt. Eredményes' munka folyt a nagy intenzitdst
fény és anyag, tovabbd az atomi sugdrzasi folyamatok és atomok koles6nhatdsainak,
valamint a laserek gyakorlati alkalmazdsa terén. Az alapkutatdsok koziil a leg-
kiemelkedébbek a fémek feliiletén fellépd nem-linedris elektronemisszioval kap-
csolatos vizsgdlatok eredményei. A laboratérium munkatdrsai a kutatdsi témdk
vizsgdlatdnak kisérleti feltételeit viszonylag rovid id6 alatt magas nivén oldottak
meg, viszont az elméleti munka tekintetében még bizonyos kivdnnivaldk vannak,
igy pl. célszerii lenne a molekuldk, ill. atomok kozotti energiadtadds értelmezése
céljdbdl nemzetkszi kooperdci6t kialakitani a minszki kutatdintézettel. — Gyakor-
lati szempontbdl igen jelentSs a hélium-neon laserek hazai gydrtdsdnak el6készitése.
Kivdnatos a terveken bizonyos mértékben tdlmenden is — a laboratdrium tevékeny-
-ségét a laserek fejlesztése és esetleg azok elGdllitdsa tekintetében fokozni. Erre azért
van sziikség, mert pillanatnyilag ugyan a laboratérium e téren folytatott eredményes
munkdja folytdn elényds helyzetben van, ugyanakkor azonban az orszdgban lema-
radds mutatkozik; a lasereket tobb kutatohely szeretné haszndlni, és az ipari fel-
haszndlds is perspektivikusnak mutatkozik.
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Az Elméleti Fizikai Kutatécsoportban vildgviszonylatban is magas szinvonalu,
eredményes, sokoldalil kutatémunka folyt, és ennek sordn szdmos kiemelkedé ered-
mény sziiletett. Tovdbb tokéletesiteiték a kordbban bevezetett nagy jelentGségii
pszeudopotencidl-mddszert, igy az eddigieknél pontosabb kifejezéseket sikeriilt
bevezetni az egyrészecske hulldmfiiggvények ortogonalitdsat helyettesitd taszitod
potencidlokra és a kicserélddési potencidlra is. Sor keriilt a pszeudopotencidlok
tobb alkalmazdsdra, igy pl. tokéletesitették a fékvantumszdm szerint csoportositott
atommodellt. Altaldnositottdk a statisztikus atommodellt paramdgneses atomok
leirdsdra, amely lehetévé teszi a mdgneses momentum siiriségeloszlasinak meg-
hatdrozdsdat is. Ezek az eredmények igen nagy jelent8ségliek a szildrdtestfizikai
alkalmazdsok szempontjabdl is. — Kidolgoztdk a ,,soft-core”-os kétnukleon kolcsdn-
hatdson alapuld statisztikus modellt, amelyet a neutroncsillagok szerkezetének
vizsgdlatdra alkalmaztak. Szepardihato kétnukleon kolcsonhatds segitségével meg-
hatdroztdk a teljes kOtési energidt, a szimmetria- és a pdrenergidt, mint a nukleon-
stiriiségek figgvényét. — lgen lényeges 11j energiadsszefiiggések feltirdsdra keriilt
sor a semleges atomok elméletében, melyeknek segitségével egy 1) atommodelit
allitottak fel. — Tovdbb fejlesztették az erésen ortogondlis tobbrészecskefiiggvények
modszerét. Az 0) modszerben Iényegesen javul a perturbdcioszamitds madsodik
kozelitése a kozonséges perturbdcioszdmitdshoz képest. Ennek segitségével szamitd-
sokat végeztek a transzbutadien molekula elektronjai korreldcids energidjdra,
melynek eredménye jobb a mds moddszerekkel szdmitottakndl. — Kidolgoztdk
az ,,unrestricted self-consistent-fied” modszert a konnyii magokra.

A szegedi Jozsef Attila Tudomdnyegyetem Kisérleti Fizikai Tanszékén m{ikodé
MTA Lumineszcencia és Félvezeté Tanszéki Kutatdcsoportban folyd molekuldris
lumineszcenciavizsgdlatok sordn a kutaték mind kisérleti, mind pedig elméleti
téren Iényeges tudomadnyos felismerésekre jutottak. Kiemelkeddek a lumineszcencia-
hatdsfok terén elért eredmények, amelyek nagy nemzetkozi érdeklédést vdltottak ki.
A csoport kidolgozott egy, az igen gyengén abszorbedlé kozegek abszorpcios,
lumineszcencia-emisszidos és fluorometrids vizsgdlatdra szolgdld eljdrdst, és meg-
konstrudlta az e célra alkalmas berendezést, amelynek fontos gyakorlati alkalmazasi
lehet6sége van.

Az ELTE Elméleti Fizikai Tanszékén mikodé MTA Elméleti Fizikai Tanszéki
Kutatécsoportban igen értékes eredmények sziilettek a fizikai soktestprobléma
vizsgdlata sordn. A folytonos fazisdtmenetek és a szuperfolyékonysdg elmélete
korében a sokrészecske-rendszerek kritikus hémérséklet koriili viselkedését tanul-
madnyoztdk és ennck keretében a dinamikus skdla-torvények feldllitdsdra keriilt
sor, amelyek 1j irdnyt jelentettek a fazisdtalakuldsok napjainkban igen széles kor-
ben vizsgalt témdjaban. A kidolgozott elméletet a kisérletek igazoltak és a feldllitott
skala-torvényeket azéta kiillonboz6 fizikai rendszerekre dltaldnositottdk. — Sike-
resen alkalmaztdk a magfizikai soktestprobléma elméleti modszereit maganyagra
és véges magokra. Tanulmdnyoztdk az atommagok szintsiirliségének meghatdrozdsat
félklasszikus és kvantummechanikai mddszerekkel és ennek sordn rdmutattak az
atommagok kotési energidja és a szildrdtestek kohéziods energidja k6zotti parhuzamra.
Alkalmaztdk a Bardeen—Cooper—Schrieffer-elméletet az atommagok szints{iriiségé-
nek a meghatdrozasdra, és a véges részecskeszamnak megfeleld korrekciokat vezettek
be. Ennek keretében meghatdroztdk az atommagok feliileti; szimmetria- és dtrende-
zési energidjdt. Az eredményeket a neutroncsillagok energidjanak és relativ proton-
szamdnak meghatdrozdsdra is alkalmaztdk. A plazmafizika és magnetohidro-
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dinamika terén végzett kutatdsok eredményei koziil kiemelkedd az Orvénytételek
kiterjesztése a relativisztikus folyadékokra vonatkozodan.

A debreceni Kossuth Lajos Tudomdnyegyvetem Elméleti Fizikai Intézetében széles
kor vizsgdlatokat végeztek az elméleti atom- és molekulafizika terén. Az elért
eredmények koziil kiemelkedSek az atomok legmélyebben fekvé s, p, d, f dllapotai-
ban az egyelektron energidknak és hulldmfiiggvényeknek a meghatdrozdsa az uni-
verzdlis potencidl segitségével a periédusos rendszer valamennyi elemére, valamint
a Hollmann—Feynmann-tétel alkalmazdsdban elért eredmények.

A szegedi Jozsef Attila Tudomdnyegyetem Elméleti Fizikai Intézetében végzett
kutatdsok koziil jelentdsebbek a komplex ionokndl fontos d" elektron konfigurdcidk
felhasaddsdnak vizsgdlata, a siirliségoperdtor klaszter kifejtése; a természetes spin-
pdlydkkal leirt dllapotban az elektronkorreldcié értelmezése és a hidrogénmolekula
1,, 4,, 1 2% dllapotaira vonatkozé szdmitdsok.

A miskolci Nehézipari Miiszaki Egyetem Fizikai Tanszékén a plazmafizika
témakdorben szép eredmények sziilettek, de kivdnatos lenne, hogy e kutatdsok a jovo-
ben ne csak elméleti téren folyjanak.

4. Nagyenergidjii és az elemi részek fizikdjaval
kapcsolatos kutatdsok

A KFKI-ban folyé nagyenergidji fizikai kutatdsok az intézet legaktudlisabb
alapkutatdsai kozé tartoznak. A kozmikus sugdrzdsi vizsgdlatokkal néttek ki,
és dtterjedtek kiilf6ldon készitett fotoemulziés és buborékkamrds felvételek feldol-
gozasdra. Igy lehet6vé vdlt, hogy magyar kutatok — ha szerényebb eszkozokkel is —
olyan idGszerli kutatdsokat folytathassanak, amelyeket dltalaban csak egy-két nagy
kutatécentrum végezhet. — Vildgviszonylatban is kiemelkedéek a Regge-polusok
klasszifikaciojdval és konspirdcios elméletével kapcsolatos eredmények. A Regge-
szekvencidk felfedezése jelentés részben a KFKI-ban dolgozé kwtatok eredménye.
A nagyenergidju fizikdban ez a felismerés tekinthet6 vildgviszonylatban az utdbbi
2—3 esztendd legjelent8sebb, legtobbet igérd sikerének. A nagyenergidju fizikdban
nagyon erds a verseny, és valdszind, hogy az erds iram az erék tovdbbi koncentrd-
Idsdt kivdnja majd meg. Ebben az esetben az automatizélt buborékkamrds méréseket,
az analitikus S-mdtrixra vonatkozd elméleti vizsgalatokat és a kozmikus sugdrzds
Urkutatdsi vonatkozdsi kutatdsait kell elGtérbe helyezni. Kiemelkedbek tovdbbd
az aramalgebrai mdédszerek alkalmazdsainak teriiletén elért eredmények, a vektor-
bozonos kdlcsonhatdsokkal kapcsolatos vizsgdlatok, valamint a kozmikus sugdrzds
moduldcids effektusainak kisérleti technikdjdra vonatkozd kutatdsok.

Az ELTE Elméleti Fizikai Tanszékein miik6dé MTA Elméleti Fizikai Tan-
széki Kutatécsoportban az elemi részek fizikai sajdtossdgainak a vizsgdlata térelméleti
és csoportelméleti modszerekkel igen magas szinvonalon folyt. Kiemelkeddek a Fold
szerkezetének neutrindk dltal torténd meghatdrozdsdval kapcsolatos vizsgdlatok,
a csoportelmélet részecskefizikai alkalmazdsai teriiletén végzett kutatdsok, az dram-
algebrai mddszerekkel nyert Osszefiiggések, a szuperfolyékonysdg, az atommag-
szerkezet elméletében, a nukledris asztrofizikdban elért eredmények, valamint a Lee-
modellel s a spontdn szimmetriasértéssel kapcsolatos vizsgalatok.

Az Elméleti Fizikai Kutatécsoportban értékes munka folyt az elemi részek
nem-linedris elmélete terén; ennek keretében a Bethe—Salpeter-tipusu egyenleteket
vizsgaltdk. A vizsgdlatok f6 feladata alkalmas kozelité mddszerek keresése. A vizs-
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gdlatok sordn varidciés modszereket dolgoztak ki az egyenletek numerikus meg-
olddsa céljabdl kotott allapotok esetén.

A szegedi Jozsef Attila Tudomdnyegyetem Elméleti Fizikai Intézetében az izo-
transzformdciok geometriai értelmezése céljdbd! vizsgdltdk az izotér geometriai
szerkezetét, és megmutattdk, hogy ez a geometriai struktira a Yukawa-féle bilokélis
térelméletnek felel meg, és a relativisztikus fizistér geometriai hdtteréiil szolgdlhat.
Altaldnositottdk tovabba Noether-tételét.

5. Spektroszkdpiai kutatdsok

A budapesti Miiszaki Egyetem Atomfizikai Tanszékén 1949 ota folyik a két-
atomos molekuldk szerkezeti vizsgdlata szinképiik segitségével. Ennek eredménye-
ként a kétatomos molekuldk szinképének rotdcids szerkezetérdl elkésziilt egy angol
nyelvli monogrifia, amelyben szdmos fontos, merében Uj elméleti eredmény is
publikaldsra keriilt. i

Az egri Tandrképzd Féiskola Fizikai Tanszékén a kétatomos molekuldk emisszids
és abszorpcids szinképének vizsgdlatdt folytattdk ; ennek keretében sikeriilt egy olyan
emisszids fényforrdst épiteni, amellyel az alkdlihidridek ultraibolya savrendszerei
lefényképezhetok.

6. Az osztdlyhoz tartozo fizikai intézményekben folytatott
mds kutatdsok

A KFKI-ban a magkémiai kutatasok terén az izotopkémiai vizsgdlatok kereté-
ben elsdsorban a radiokémidval foglalkoztak: igy tanulmédnyoztdk tobbek kozott
a 125-1 izotop célanyaga, XeF, hidrolizisének sebességét a rendszer py-janak fiigg-
vényében. Mddszer kidolgozdsdra keriilt sor az extrém nagy tisztasagi cérium cso-
portu ritkafoldfém-készitmények elodllitdsdara vonatkozélag. — Kiilon kiemelend6k
a nukledris analitikai kémiai kutatdsok és szolgdltatdsok terén elért eredmények.
A Magkémiai Fdosztdly, mint az orszdgban foly6 aktivdcids analitikai bdzisintéz-
mény, széleskorlien kifejlesztette ezt a teriiletet. Neutrongenerdtor alkalmazdsaval
eljarast dolgoztak ki az acélok oxigéntartalmdnak meghatdrozdsdra, amely 1967-ben
a Dunai Vasmiiben bevezetésre is keriilt. Gydrtdskozi ellenérzésre és adagvezér-
1ésre alkalmazzdk e vildgviszonylatban is Gttorének tekinthetd eljdrdst. Igen korszerd,
sorozatelemzésre is alkalmas mddszereket dolgoztak ki a hiraddstechnikai ipar
szamdra. Ezek kozil kiemelendd a félvezetd szilicium nyomszennyezdinek meg-
hatdrozdsdra szolgdlé roncsoldsmentes eljdrds, amely alkalmas arra, hogy évi tobb
szdz elemzés elvégezhetd legyen az Egyesiilt 1zzoldmpa és Villamossdgi Rt. és mads
véllalatok igényeinek megfeleléen. — Fokozddtak az utdbbi években a bioldgiai
mintdk aktivdcids analitikai vizsgdlatai. Az orvosokkal folytatott egyiittmiikodés
is megfelel visszhangra taldlt. Kiilonosen eredményesnek tekintheték a szilikdzis
megbetegedések diagnosztizdldsat jelentGsen megkdnnyité modszereik, amelyek
szilicium, aluminium és foszfor egyidejii meghatdrozdsdt teszik lehetdvé a nyirok-
mirigyben. — A F&osztdly munkdjdnak eredményességét nagymértékben fokozza
az a kdvetend§ helyes ardny, ami az elméleti jellegli — alapkutatds — és a kozvetlen
népgazdasdgi hasznositdst eredményezd kutatds kozott fenndll; a szolid tudomdnyos
eredmények és a kdzvetlen szolgdltatdsok harmonikusan egészitik ki egymadst.
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A reaktorfizikai és technikai kutatdsok terén a KFKI munkdja hozzdilleszkedett
a hazai igényekhez, programja a szovjet és mds szocialista orszdgok hasonld jellegii
intézeteinek programjdval Osszehangoltan keriilt végrehajtdsra, és tudomdnyosan
és miiszakilag megalapozott volt. Kiilén ki kell emelni a reaktor rekonstrukcidja
kapcsdn végzett szinvonalas tudomdnyos és miiszaki tervez6 munkdt. Ehhez kap-
csolodik a reaktor megbizhatd iizemvitele, valamint az ezek sordn gy(ijtott iizemel-
tetési tapasztalatok sora is. A Reaktorfizikai Féosztdly — megfeleld egyiittmiikodést
alakitva ki a villamosenergia-iparral — az elmualt idészakban megteremtette annak
a tudomanyos bdzisnak az alapjdt, amely lehet8vé teszi az atomerdmil épitésével
kapcsolatosan felmeriild €s hazai kutatdst igénylé munkdk elvégzését. Ezt a tudomad-
nyos badzist elsésorban az az elméleti és kisérleti tevékenység képezi, amely a kutato-
reaktor megépitése utdni iddszakban a KFKI-ban tervezett és épitett zéréreaktorok
koré csoportosul. A beszdmoldsi idészak kordbbi fdzisiban a reaktortechnikai
kutatdsi tevékenység f6 célkit{izése ugyan az organikus moderdtoru reaktorokkal
volt kapcsolatban, azonban a f6osztdly a hazai sziikségleteket id6ben felismerte és
megkezdte programjdnak olyan modositdsat, amely a kovetkezd periddusban a hazai
atomenergetikai program megalapozdsdval szorosabb kapcsolatban lesz, és olyan
kutatdsokra dlit d4t, amelyek az atomerdmiivek korszer(i és gazdasdgos lizemvitelét
segitik eld. A fOosztdlyon olyan szakemberképzés is tortént, melyet majd az atom-
erémii létesitésének elokészitése kapcsdn a népgazdasdg hasznositani tud. A hazai
atomenergetikai fejlesztéssel szoros kapcsolatban dllé témdkon kiviil a féosztdly
fenntartja és fejleszti azt a kutatdsi tevékenységet is, amely a reaktorfizika alapkérdé-
seit érinti és ezek tekintetében az obnyinszki Fizikai-energetikai Intézettel kdzdsen
megallapodott kutatdsi programon dolgozik. — A f6osztdly tudomanyos munkdjanak
szinvonala jo. E kérdés megitélésénél szdmitdsba kell venni azt is, hogy e teriileten
nemzetkozi viszonylatban is jelentGs eredményeket csak igen nagy koltségrafor-
ditdssal lehet biztositani. Ezeknek hazdnkban nem volt meg a lehetGsége és ezért
a célkitizéseket is az anyagi lehet3séggel 6sszhangban kellett megallapitani. A kutatd-
sok igy egyes részteriiletekre szoritkozhattak, amelyekben az elért eredmények azon-
ban kielégitdek.

A KFKI Elektronikus Féosztdlya az elmilt idészakban helyesen vdlasztotta meg
elektronikus kutatdsi témait. Az elért eredmények a célikitiizéseknek megfeleltek,
sOt azokon bizonyos mértékig tovdbbléptek, a most kialakulé orszdgos szdmitds-
technikai program keretében. A foosztdly kordbban egy kifejezetten nukledris adat-
feldolgozd épitését vette tervbe, ez a munka azonban logikusan tovdbb folyt egy
sokoldalian alkalmazhatd torpegép irdnyaban. Hasonlo mddon egészségesen szé-
lesiilt ki az intézeten beliili elektronikus tevékenység olyan alkalmazdsi irdnyokba,
amelyeket az elért kutatdsi eredmények konnyen lehetéveé tettek, de mdr nem szorosan
a fizikai kutatdsok profiljdhoz tartoznak. A fdosztdly és az EFKU jelenleg az orszdg
egyik legerOsebb elektronikus kutatdsfejlesztési bdzisa, szildrd alap a hazai elektro-
nikus szdmologépgydrtdsi program fontos feladatainak a megvaldsitdsdiban. Rend-
kiviil pozitivnak kell értékelni az EFKU-vel — amely onfenntarté — kapcsolatban
azt, hogy a KFKI tudomdnyos eredményeinek népgazdasdgi hasznositdsdt a kisér-
leti gydrtdas mélységéig is elvitte. Ez az intézeten beliil bizonyos technoldgiai kultiarat
is eredményezett. Ez a technoldgiai kulttira adta meg azt a lehetGséget, hogy az Elekt-
ronikus Féosztdlyon elektronikus szdmoldgéphez hasonlé bonyolult berendezések
kifejlesztésére is sor keriilhetett. A kutatdhely tudomdnyos szinvonala j6. A TAKI
mellett a legjobban felszerelt, a legnagyobb hagyomdnyokkal rendelkezé kutatds-
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fejlesztési kozpont. Bédr a féosztdly és az EFKU publikdcids és disszertdcids tevé-
kenysége nem iiti meg a hagyomdnyos akadémiai mértéket, ez nem annyira az ottani
munka szinvonaldt jellemzi, mint inkdbb a hasonlé jellegli munkadk értékelési prob-
lémadira vet fényt. — Az eredmények koziil kettd kiilondsen kiemelkedd; az egyik
a TPA gép megépitése, a masik pedig az olyan elektronikus berendezésépitési
tapasztalat felgyiilemlése, amelyre az orszdgos programokban a tovdbbiakban
szildrdan lehet épiteni. — Jelenleg veszélyek mutatkoznak olyan tekintetben, hogy
a felszerelés dinamikus fejlesztésére a kutatdhelynek nem lesz elegend6 anyagi
eszkoze.

Jelent8s biofizikai kutatdsok folytak a szegedi Jézsef Attila Tudomdnyegyetem
Kisérleti Fizikai Intézetében miik6dé6 MTA Lumineszcencia és Félvezeté Tanszéki
Kutatécsoportban és a Budapesti Orvostudomédnyi Egyetem Biofizikai Intézetében
miikddd MTA Kristdlyfizikai Tanszéki Kutatdcsoportban.

A szegedi csoportban értékes felismerésekhez jutottak a modellrendszerekben
végzett fizikai kutatdsok sordn. Igy pl. magyardzatot szolgdltattak az alacsony
viszkozitas olddszerekben magas festékkoncentrdciok esetén felléps repolarizdciora,
¢és megjelolték a fluoreszcencia depolarizdcidjdt, kvantitative leiré modellek érvényes-
ségi hatdrait. E munkdk a klorofill emisszids spektrumanak hémérsékleti és kon-
centracios valtozatainak értelmezése céljabdl igen jelentdsek, mivel a klorofill
irodalomban tapasztalhaté empirikus tdrgyaldsmodtol eltér kvantitativ szemléletet
nydjtanak. A bioldgiai rendszerek fluoreszcencidjdnak tanulmdnyozdsa sordn
tobb 0j eredményhez jutottak.

A budapesti csoportban egyes fizikai és kémiai dgensek dltal kivdltott struktira-
és funkcidvadltozdsok kutatdsdval foglalkoztak. A vizsgdlatok egyszerii bioldgiai
rendszerekre és bioldgiailag fontos makromolekuldkra vonatkoztak. Kiemelenddk
a T7 fdgok UV inaktivdcios dézishatdsgbrbéinek menetére vonatkozo megdllapi-
tasaik. A gorbék kvantitativ értelmezésére kidolgozott eljdrasuk lehetGséget nyujt
az inaktivacios és reaktivdcios folyamatok eseménysiiriiségének, valamint egy DNS
molekuldn beliil a sértheté helyek szimdnak meghatdrozdsdra.

Intenziv tudomdnytorténeti vizsgalatok folytak a budapesti Miszaki Egyetem
Kisérleti Fizikai Intézetében miikod6 MTA Kristdlynovesztési Tanszéki Kutatd-
csoportban. Kiilondsképpen kiemelend6 az az igyekezet, ahogyan a feltdrt tudomdny-
torténeti tények alapjdn a kutatdk segitséget kivdnnak nyujtani a most folyd fizikai
és kémiai kutatdsok szellemének alakitdsdhoz és a tudomdny vildgnézeti szerepének
tisztdzdsdhoz.

Tobb intézményben szakdidaktikai kutatdsok is folytak. A szegedi Jozsef
Attila Tudomdnyegyetem Kisérleti Fizikai Intézetében miikodd MTA Lumineszcencia
és Félvezeté Tanszéki Kutatdcsoportban vannak a jelenlegi felfogdsban miivelt
fizikai szakmddszertannak a legrégibb hagyomdnyai. A szegedi szakmoddszertani
iskola jelent8s munkdt végzett a fizikaoktatds korszeriisitése érdekében. Kiemelkedd
a gimndziumok II. osztdlya szdmdra irt 0j szerkezetli kényv és a Csoport dltal
tervezett, jelenleg gydrtds alatt levé eszkozkészlettel kapcsolatos munka. — Az
ELTE Kisérleti Fizikai Intézetében tobbek kozétt 4 kdzépiskolai tankdnyv késziilt el
szakositott és nem szakositott tantervli osztdlyok szdmdra. E korszerii munkdk
az oktatds szinvonaldt igen nagy mértékben javitjdk. — A debreceni Kossuth Lajos
Tudomdnyegyetem Alkalmazott Fizikai Intézetében kiemelkedGek voltak a tanuld-
kisérletezéssel kapcsolatos munkdk.
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Csillagaszati kutatdsok

A Csillagvizsgdloé Intézetben elért kutatdsi eredmények a kutatohely miikodésé-
nek magas szinvonaldt bizonyitjdk. Kiemelkedéek a vdltozécsillagok kutatdsdval
kapcsolatos eremények, a mesterséges holdak megfigyelésein alapuld légsiirliség-
véltozds vizsgdlatok és a szupernova-kutatdsok. — A Blashko-effektus vizsgdlatdban
sikeriilt 4 G szekundér periodus, valamint az ezzel kapcsolatos viltozdsok megdila-
pitdsa. Tovdbb fejlesztették az effektus magyardzatdra vonatkozé kordbbi elgondo-
ldsaikat. — A periddusvéltozdsokra az dltaluk 1965-ben kidolgozott mddszereket
alkalmaztak kiilonbozd tipusa valtozdesillagokra. Az 1968-ban Budapesten tartott
nemzetkdzi valtozdcsillag-kollokviumra a periodikus valtozocsillagokban mutat-
kozé irregularitdsokra olyan elképzelést dolgoztak ki, amelyek Osszefiiggésbe hozzdk
az irregularitdsokat a magnetohidrodinamikai jelenségekkel. — Az asiagoi csillagdé-
ban nyert szinképfelvételek alapjdn érdekes eredmények adddtak a Béta Canis
Maioris tipusii valtozdcsillagok tengelyforgdsdra. Kideriilt, hogy erds rotdcid is
eléfordult ezeknél a csillagokndl. — A szupernova-felfedezésekben, kiilondsen
1968-ban, a nemzetk6zi program keretében m(ikddé eurdpai csillagddk koziil a mdt-
rai obszervatorium volt a legeredményesebb. 1966-ban 1, 1967-ben 1, 1968-ban 4,
1969 elején pedig 2 szupernovit sikeriilt felfedezni. — Sikeriilt elérni a nemzetkozi
mértéket a madtrai dllomds Gj 50 cm-es teleszkdpjdhoz késziilt kétcsatornds poli-
méterrel végzett polarizdcios mérésekben. Nehézséget okoz a kutatdsokban az a koriil-
mény, hogy a hazai csillagdszat felszerelése lassanként a szomszédos kis dllamokéhoz
viszonyitva is teljesen jelentéktelen lesz. Bulgdria, Csehszlovdkia, Lengyelorszdg és
Ausztria csillagdszai mind lehetSséget kaptak az utébbi években masfél-két méteres
tiikdr-teleszkopok beszerzésére, ndlunk a legnagyobb méret még mindig csak 60 cm.
A Nemzetkdzi Csillagdszati Unid 1968 szeptemberében Budapesten rendezte meg
4. valtozécsillag kollokviumdt ,,Nem-periodikus jelenségek vdltozdcsillagokban”
cimmel.

A Napfizikai Obszervatérium a mostoha koriilmények ellenére jelentds, nemzet-
kozileg is elismert eredményeket ért-el, amely f6képp annak koszonhetS, hogy
erbiket egy-két témdra koncentrdltdk, és kiterjedten alkalmaztdk a statisztikus
feldolgozdsi modszereket. Az intézet vezetdjének a nyugat—LKeleti aszimmetria magya-
rdzatdra vonatkozo elgondoldsai nagy figyelmet kaptak a témdra vonatkozd kiil-
foldi referatumokban.

Az eredmények nemzetkozi elismerését jelzi az is, hogy a Nemzetkozi Csillagd-
szati Unio a nemzetkozi napfizikai szimpoziumdt 1967 szeptemberében hazdnkban
rendezte meg.

Kivdnatos lenne az obszervatérium alapvetd helyiség- és miiszerproblémdinak
mielébbi megolddsa.

A testiiletek tevékenysége

A testiiletek rendszeresen foglalkoztak a hozzdjuk tartozé kutatShelyek éves
beszdmolo jelentéseivel, illetSleg a hdroméves jelentésekkel és tudomdnyos tervekkel;
az illetd tudomdnyag belfoldi és nemzetkozi kapcsolataival ; kdnyv- és folyoiratkiaddsi
ligyekkel; egyetemi tandri és docensi pdlydzatok véleményezésével; a tudomdnyok
doktora fokozatra pdlydzok tudomdnyos munkdssdganak értékelésével; akadémiai
dijakra és elnéki jutalmakra vonatkozé javaslatokkal. Eme rendszeresen visszatér$
feladatokon kiviil a testiiletek a kovetkezd Iényegesebb kérdésekkel foglalkoztak:
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Osztalyvezetdség

Az osztdlyvezetdség az intézmények elSterjesztése alapjdn megvitatta a negyedik
Otéves terv beruhdzdsaira vonatkozo igényeket, és azokat rangsorolva, javaslatot
tett az Akadémia Elnckségének. Tobb alkalommal foglalkozott a Szamitdstechnikai
kdzpont részére beszerzendd elektronikus szdmoldgép problémdjdval, azonban
a folyamatban levs tdrgyaldsokra vald tekintette]l végleges dlldspontjdt még nem
alakitotta ki. A bizottsdgok elGterjesztése alapjan elvégezte az osztdly gondozdsdban
megjelend folydiratok tudomdnyos és tudomdnypolitikai értékelését az 1963—1967.
évekre vonatkozoan. Megdllapitotta, hogy az osztdlyhoz tartozé folydiratok magas
tudomanyos szinvonalat képviselnek, és megfeleléen reprezentdljdk a hazdnkban
folydo matematikai és fizikai kutatdsokat. A folydiratok szakositdsdt nem tartja
sziikségesnek. Ugyancsak a bizottsdgok elGterjesztése alapjan értékelte az osztdly
¢és az Elndkség gondozdsdban 1966-ban megjelent matematikai és fizikai konyveket.
A megjelent konyvek koziil mint kivdldakat kiemelte Péter Rozsa: ,,Recursive
Functions” ¢és Rényi Alfréd: ,,Dialdgusok a matematikdrdél” cim munkdjat,
valamint a Ldng Ldszlo szerkesztésében megjelend Ultraibolya szinképatlaszt.
Az osztalyvezetGség javaslatdira a Magyar Tudomdnyos Akadémia, az Eo{tvos
Lorind Tudomdnyegyetem és a MTESZ illetékes egyesiiletei Eotvos Lordnd haldld-
nak 50. évforduldja alkalmabdél dinnepi iilésszak megrendezését hatdroztdk el.
Az iilésszak megrendezésére 1969. dprilis 17-én keriilt sor.

Matematikai Bizottsdg

A Matematikai Bizottsdg kezdeményezésére matematikusokbdl dllé delegdcid
utazott a Szovjetunioba, hogy a magyar és szovjet matematikusok egyiittmikodésének
tovdbbfejlesztésérdl tdrgyaljon. A megbeszélések eredményeként megdllapodast
irtak ald kozos kutatdsi témdkrdl, egy kozds matematikai statisztikai folydirat
meginditdsara vonatkozo javaslatrdl, valamint kdzo6s tudomdnyos tandcskozdsok
megtartdsdrdl. Az elsé ko6z0s rendezvény a konstruktiv fiiggvénytani kollokvium
lesz, amelyre 1969-ben keriil sor Magyarorszdgon. A bizottsdg elemezte eddigi
konyvkiaddsi tevékenységét, €s megdllapitotta, hogy az egészében véve eredményes
volt. Ugyanakkor hatdrozatot hozott egy matematikai monogrifia-sorozat meg-
inditdsardl a kovetkezd cimmel: Disquisitiones Mathematicae Hungaricae. A bizott-
sdg értékelte az osztdly gondozdsdban megjelend matematikai folydiratokat, és
ethatdrozta a magyar matematikai folydiratok szerkeszt6i kozos értekezletének meg-
tartdsdt a szerkesztéssel kapcsolatos kozos elvek és gyakorlat egyeztetése érdekében.

Fizikai Bizottsdg

A Fizikai Bizottsdg megvitatta és értékelte a fizikai kutatdsokkal foglalkozo
testiiletek tevékenységét és egyes konkrét problémadkkal kapcsolatban dlldsfoglaldst
alakitott ki. Tobb alkalommal foglalkozott a bizottsdg a hazai fizikusképzés problé-
mdival. Kérdoivek szétkiildésével viszonylag széles korben felmérést végzett az elmiilt
8—10 évben végzett hallgatok kérében. A bizottsdg elhatdrozta, hogy a felmérést
kiegésziti, tobbek kozott kikéri az ipari intézmények vezetSinek véleményét is, és
javasolta, hogy megfelel el6készités utdn err6l a problémdrdl az Etvos Lordnd
Fizikai Tdrsulat rendezzen ankétot. Javasolta tovdbbd, hogy a felmérés és az ankét
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eredményei alapjdn egy vitainditd cikk jelenjék meg a Fizikai Szemlében. A bizottsdg
javasolta az osztdlyvezetGségnek az MTA Kristdlyfizikai Tanszéki Kutatocsoport-
jabdl és az MTA Kristdlynovekedési Tanszéki Kutatécsoportjabdl egy munkakodzos-
ség létrehozdsdt, amely intenzivebb tudomdnyos munkédt tesz majd lehet&vé.

A Szildrdtestfizikai Komplex Bizottsdg — amely a III. és VI. osztdly kozos
testiilete — megyvitatta a kristalyfizikai kutatdsok hazai helyzetét, valamint a hazai
elektronikus szdmoldgép programmal kapcsolatban a szildrdtestfizikai kutatdsok
feladatait. A bizottsdg a tovdbbi feladatokra vonatkozéan javaslatot dolgozott ki
a IIL. és a VI. osztdly osztdlyvezetSségei és mds érdekelt szervek részére.

A Fizikai Bizottsdghoz tartozé albizottsdgok a beszamoldsi idészakban szintén
foglalkoztak teriiletiik sajatos kérdéseivel.

Csillagdszati Bizottsdg

A bizottsdg foglalkozott az 1968 szeptemberében Budapesten megrendezett
nemzetkdzi valtozocsillag-kollokvium el8készitésével, ill. értékelésével; a csillagad-
szatot is felvett végz6s hallgatok elhelyezésének problémdjdval, és ezzel kap-
csolatban javaslatokat dolgozott ki. Megvitatta a bizottsdg a Magyar Tudomdnyos
Akadémia Csillagvizsgdld Intézete és az Ormény Tudomdnyos Akadémia bjurakdni
Csillagvizsgdlo Intézete kozotti egyiittm(ikodési egyezményt, és — azt kblcsondsen
hasznosnak itélve — javasolta annak elfogaddsat.

A Szputnyikmegfigyelési Albizottsdg rendszeresen értékelte a megfigyelé allo-
mdsok tevékenységét és az elért eredményeket tobb alkalommal szélesebb korii
tudomanyos tandacskozdson vitattdk meg.

Konyvkiadas
Matematika

Székefalvy-Nagy Gyula: Geometriai szerkesztések elmélete (Strommer Gyula jegy-
zeteivel)

Freud Géza: Orthogonale Polynome
Ko6z06s kiadés a Birkhauser Verlag-gal

Contests in Higher Mathematics, Hungary 1949—1961 in memorian Miklés Schweitzer
Szerkesztették : Szdsz Gdbor, Gehér Ldszlé, Kovacs Istvdn és Pintér Lajos

Fizika
Jdnossy Lajos: Mérési eredmények kiértékelésének elmélete és gyakorlata
Proceedings of the International Conference on Luminescence (Budapest, 1966)
I—II. kotet.Szerkesztette: Szigeti Gyorgy
Absorption Spectra in the Ultraviolet and Visible Region X. és XI. kotet.
Ko6z6s kiadds a New York-i Academic Press-szel.
Szerkesztette: Lang Ldszlo
Absorption Spectra in the Ultraviolet and Visible Region Cumulative index,
VIi—X. kdotet.
Ko6z06s kiadds a New York-i Academic Press-szel.
Szerkesztette: Ldng Ldszld
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Nivédij

1968-ban az osztdly gondozdsdban megjelent aldbbi konyv részesiilt az Aka-
démiai Kiadé nivédijaban:
Rédei Ldszlé: Theorie der endlich erzeugbaren kommutativen Halbgruppen
(20 000 Ft)

Folyéiratkiadas

Acta Mathematica XIX. kotet

Acta Physica XXIV. és XXV. kotet

Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica I11. kotet
Osztdlykézlemények XVIII. kotet

Magyar Fizikai Folyodirat XVI. kotet

Felolvasé ilések

Rapcsdk Andrds, az MTA lev. tagja: Pdlyatartd leképezések (székfoglalé eldadds)

Turdn Pdl akadémikus: Algebrai egyenletek kozelité megolddsdrol

J. Lecomte, a Francia Tudomédnyos Akadémia tagja: Az infravords spektrometria
és alkalmazdsai fejl6dését gatld tényezdk

Tudomanyos tanacskozasok

V. Magfizikai Nydri Iskola. (Tihany, 1968. jinius 19—26.) Az iskoldn kb.
otvenen vettek részt az orszdg magfizikdval foglalkozé intézményeibdl. Az iskola
,tanuld” jellegli volt, azaz az eléaddk, akik a résztvevOk soraibdl keriiltek ki, nem
a sajdt kutatdsaikrdl szdmoltak be, hanem a magfizikdnak egy alapvetd, a jelenleg
hazdnkban foly6 kutatdsok nagy részéhez szervesen kapcsolddo teriiletérdl tartottak
9 elméleti eldadast.

Nemzetkozi konferencia az elektronbefogds jelenségérél és a magasabb rendii
effektusokrdél az atommagok bomldsdban. (Debrecen, 1968. julius 15—18.) Megren-
dezésére a Nemzetkozi Elméleti és Alkalmazott Fizikai Unid felkérésére keriilt sor;
a tandcskozdst a Bécsi Atomenergia Ugynokség is tdmogatta. A konferencia, ame-
lyen kb. szdzan vettek részt, a magspektroszképidnak viszonylag kis, de igen kor-
szer(i témakorét olelte fel. Mintegy 60 eléadds hangzott el, amelyek a konferencia
kozleményeiben mdr meg is jelentek.

Nemzetkizi vdltozdcsillag-kollokvium. (Budapest, 1968. szeptember 5—9.)
A tandcskozds — amelynek a megrendezésére a Nemzetkozi Csillagdszati Unid
felkérésére keriilt sor — a vdltozdesillagokban levd periodikus jelenségekkel fog-
lalkozott. Igen sok — 8sszesen 67 — nivos elfadds hangzott el. A téma rendkiviil
nagy terjedelme miatt csak ritkdn volt hosszabb diszkusszid, de egészben véve
a kollokvium tudomadnyos szempontbdl igen jol sikeriilt. A kollokvium anyaga
konyv alakban jelenik meg az Akadémiai Kiadondl. A tandcskozds irdnt igen nagy
volt az érdeklSdés; a 70 kilfoldi csillagdsz jelent meg 14 orszdgbdl.

Madgneses konferencia. (Eger, 1968. szeptember 24—29.) A tandcskozds tdrgy-
kore a mdgneses szerkezetek és mdgneses fazisdtalakuldsok, tovdbbd a hig mdgneses
otvozetek kisérleti elméleti vizsgdlata volt. Mindkét témdban nagy szerepet jdt-
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szottak a magfizikai médszerekkel — neutrondiffrakcid, rugalmatlan neutronszdrds,
Mossbauer-effektus, magrezonancia — elért eredmények ismertetése. A konferen-
cidn — amelyen 50 eldadds hangzott el — 96 szakember vett részt, koziiliik 43-an
kiilfoldrsl.

Hadronspektroszkdpiai  konferencia. (Keszthely, 1968. szeptember 6—10.)
A konferencidn — amely kozvetleniil kovette a Bécsben megtartott nemzetkdzi
nagyenergidji konferencidt — meghivott eléaddk szdmoltak be a hadronok témeg-
spektrumdra és bomldsdra vonatkozé eredményekrdl és a tervezett vizsgdlatokrol.
A konferencia elSkészitésére Visegrddon a Magyar Elméleti Fizikai Nydri Iskola
keretében keriilt sor.

Matematikai nyelvészeti konferencia. (Balatonszabadi, 1968. szept. 7—10.)
A konferencia témdja a modern nyelvelmélet néhdny igen idészerl problémdja volt.
A tandcskozds tudomdnyos szempontbdl pozitivan értékelhetd. A hazai kutatok
sok jo otletet kaptak, amit tovdbbi kutatdsaikban hasznosithatnak. A konferencidn
10 orszdgbal 31 kiilfoldi és 19 magyar szakember vett részt.

Kézds magyar—osztrdk sugdrvédelmi tandcskozds. (Bécs, 1969. dprilis 9—11.)
A témakorok: megengedhetd maximdlis dozis, méréstechnikai problémdk; réntgen-
besugdrzds és nagyenergidji elektronsugdr alkalmazdsdnak sugdrvédelmi kérdései;
méréstechnika fejlédése a sugdrvédelem teriiletén; belsd besugdrzds sugdrvédelmi
kérdései; radioizotdpok kiszabaduldsa teljesitmény reaktorokbdl; kdrnyezet ellenér-
zések utdn a lakossdg sugdrterhelése. A tandcskozdson tobb mint 40 magyar szak-
ember vett részt és 20 elGaddst tartott. A résztvevOk a tudomdnyos iilésszak kapcsdn
megtekintették a seiberdorfi reaktorcentrumot is.
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A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
ELNOKSEGE ALLASFOGLALASA
A KRITIKAT KONYVISMERTETESEKROL

Y

A Magyar Tudomdnyos Akadémia Elncksége 1968. december 17-én foglalkozott
a kritikai kdnyvismertetések megjelentetésének és szinvonaluk emelésének kérdésé-
vel. Az Elnckségnek e kérdéssel kapcsolatos hatdrozatdt kivonatosan az alabbiak-
ban ismertetjiik :

Az Elnékség megallapitja, hogy ismételt erdfeszitések és dltaldnos tdrsadalmi-
politikai fejlddésiink ellenére tudomdnyos életiink sziikséges fejlédésének még min-
dig lassitdja a kritikai szellem elégtelensége. Bar néhdny szakteriileten nyilt és egész-
séges tudomdnyos vitdk bontakoztak ki (példdul a kbzgazdasdgtudomany, a szociold-
gia és a torténettudomadny terén), tovdbbd amellett, hogy egyes esetekben megjelent
tudomdnyos munkdk birdlatdban is éles és felelésségteljes kritikai megitélés nyil-
vdnul meg, egész tudomdnyos életiinkben nagyobb teriileten érvényesiil a semmit-
mondé méltatdsokra, a szubjektiv érdekeltségbdl folyé megalkuvdsra és a vitak
elkeriilésére valé hajlam. Kiilondsen a megjelend tudomdnyos konyvek kritikdja
tekintetében nem kielégité a helyzet.

Tudomadnyos kdzéletiink e szektordnak tovdbbfejlesztése érdekében az Elndkség
felhivja az Akadémia minden illetékes szervét és testiiletét, kiilondsen az osztdly-
vezetSségeket és az akadémiai folydiratok szerkeszt6it, hogy ne tor6djenek bele ebbe
a sokféle okbdl kialakult helyzetbe, hanem tudomdnyos lelkiismeretiiknek és szo-
cialista tdrsadalmunk irdnt érzett feleldsségiiknek megfelelGen 0jbdl és 4jbdl kiizd-
jenek a kritikat szellem lanyhasdga ellen. Allhatatosan torekedjenek arra, hogy
minden szubjektiv érdekeltség ellenére jusson érvényre a kritikai meggy6z6dés,
s e téren faradhatatlanul tegyenek kezdeményezd 1épéseket.

Az Einékség meg van gy6z6dve arrdl, hogy e téren a példamutatds és olyan
tudomdnyos mordl kialakitdsa a dont8 tényez8, amely visszaszoritja a megalkuvds
és az alkalmazkodds szellemét. Emellett azonban egyes konkrét szervezési és dsztonzd
intézkedések megtételét is sziikségesnek tartja. Ezért a kovetkezbket hatdrozza.

El6 kell segiteni kritikai ismertetéseknek, mint tudomdnyos miifajnak a meg-
becsiilését. Ennek érdekében akadémiai folyoiratok foglalkozzanak a kritikai
mifaj mddszereivel és mordljanak a kérdéseivel. Az e téren elért teljesitménye-
ket jelent&ségiiknek megfeleléen méltassak.

Az Elnokség felhivja a tudomdnyos osztdlyok figyelmét arra, hogy folyéira-
taikban magyar szerzé tudomdnyos miiwérél megjelent, kiemelkeds konyv-kritikai
ismertetések szerzit — fiiggetleniil attdl, hogy a miivet melyik magyar kiadd
adta ki — prémiumban részesitsék. Ajinlja, hogy az osztdlyvezet8ségi beszaimolok
a jo kritikai ismertetéseket rendszeresen emeljék ki.

Az Elndkség gy hatdroz, hogy a jovBben kritikai ismertetések is részesithetbk
1000—3000 Ft dsszegéi nivédijban. Felhivia a tudomdnyos osztdlyokat és a
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KFB-t, hogy a nivodijra vonatkozé javaslatukban legyenek figyelemmel a magyar
szerz6ktdl, Magyarorszdgon, magyar, vagy idegen nyelven kiadott, tudomdnyos
miivekrdl késziilt, s akadémiai folydiratokban megjelent kritikai ismerteté-
sekre. Nivédijban azok a kritikai ismertetések részesithet8k, amelyek nem
kordbban, mint a dij odaitélését megel6z6 naptdri évben jelentek meg.

Az Elnokség hatdrozatdval a Matematikai és Fizikai Tudomdnyok Osztdlydnak
Osztdlyvezetosége 1969. janudr 21-i iilésén foglalkozott. Az Osztdlyvezetéség allds-
foglaldsdt az aldbbiakban szintén kivonatosan ismertetjiik:

Az Osztdlyvezetdség az Osztdly prémiumkeretébdl — elére meg nem hatdrozott
Osszegben és szdmban — évenként jutalomban részesiti a kiemelkedd konyv-
kritikdk szerzdit.

E jutalmat azon szinvonalas konyvkritikédk szerzdi kapjak meg, akik az Aka-
démiai Kiaddondl megjelent matematikai, fizikai, vagy csillagdszati miivekrd! irtdk
birdlatukat, fiiggetleniil attdl, hogy az Osztdlyhoz, vagy a Tdrsulathoz tartozd
folyéiratokban jelent-e meg. Ez vonatkozik olyan esetekre is, amikor a szerzé a kri-
tikdt a matematikdt, fizikdt és csillagdszatot erésen felhaszndld mads tudomdnyos
miivekrdl késziti, vagy amikor mds tudomdnyteriileten dolgozd szakember jelentet
meg az emlitett folyodiratokban kritikdt matematikai, fizikai és csillagdszati miivekr6l.
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PERMUTACIOK GENERALASA
SZAMOLOGEPEKEN

irta: NEMETZ TIBOR

1. Bevezetés

A nagy teljesitményii elektronikus szdmologépek megjelenése és rohamos fej-
16dése szdmos olyan probléma megolddsdt tette lehetévé, melyeket kordbban sem
egzakt modszerekkel, sem pedig a végzendd miiveletek nagy szdma miatt konkrét
szdmoldssal megoldani nem sikeriilt. A matematika kiilonb6zd teriiletein felmeriild
ilyen problémdk egy jelentds részében véges sok jel permutdcidi szerepelnek vilto-
z0ként. E tipusi alkalmazdsokra példaként megemlitjitk a latin négyzetekkel,
tovdbbd a véges geometridkkal kapcsolatos vizsgdlatokat.

Az utobbi idében a kombinatorika teriiletén kiviil szdmos gazdasdgi progra-
mozdsi feladatban, mintavételi eljdrdsok optimalizdldsdban, a tdvkozlésben, nyil-
védntartdsi rendszerek tervezésében oldottak meg olyan feladatokat, melyekben
a valtozok permutdcidk voltak. Megemlitjiik még A. SCHONEBERG kisérletét, amely
modern zenét gépi titon kompondl, mint érdekes alkalmazdst.

A feladatokat a permutdcidk felhaszndldsa szerint két nagy csoportba sorol-
hatjuk:

a) Az dsszes n-edrendli permutdcié generdldsa sziikséges, vagy csak bizonyos

feltételeknek eleget tevd Osszes permutdcidt kell generdlni (n fix).

b) A permutdcidkat véletlenszerfien kell kivdlasztani, azaz minden egyes kivd-
lasztds az Osszes permutdcidk kozill egyenlSé valdsziniiséggel, egymdstdl
teljesen fiiggetleniil torténik.

Mdr viszonylag kis szdmu jel permutdcidit még nagy memoridju gépeken is
célszer(i szukcesszive generdini, semmint tdrolni. Nyilvdnvalé, hogy a generdlds
moédjdt az egyes gépek specidlis tulajdonsdgainak figyelembevételével lehet csak
optimdlisan megvdlasztani. Kiilonosen érvényes ez a mdsodik esetben, amikor
a permutdciokat véletlen (vagy pszeudo-véletlen) szdmok felhaszndldsdval generdljdk,
igy a véletlen szdmsor forrdsa és milyensége is lényeges. Jelen dolgozatban a per-
mutdcick gépi generdldsdnak kiilonbozd lehetSségeit ismertetjitk. Megjegyezziik,
hogy véletlen permutdcidk generdldsakor az egyszerliség kedvéért un. ,,valdodi”
véletlen szdmsort tételeziink fel, azonban az eredmények a megfeleld statisztikai
vizsgdlatok elvégzése utin pszeudo-véletlen szdamsorok esetén is alkalmazhatéak.

A dolgozat tartalmaz egy eljarast ismétléses permutdcidk generdldsdra is.

A szerzd koszonetét fejezi ki BANKOVI GYORGYnek, aki a dolgozat elkészitéséhez
értékes segitséget nyujtott.
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I. Az 6sszes (N + 1)-edrendii permuticié szukcessziv generdlisa

Ebben a fejezetben a 0, 1, ..., N szdmok Osszes permutdcidinak olyan generd-
ldsi modjait ismertetjiik, melyek a szdmoldgépi gyakorlatban hasznosak.

1. Jel6ljon P =p,, p;, ps, ..., Py €8y tetszdleges permutdciot, s legyen a, =a,(P)
az a szdm, mely megmutatja, hogy hdny k-ndl kisebb szdm kovetkezik k utdn a per-
mutdcioban. Nyilvdnvaldan

(1) O=a,=k, k=0,1,..,N.

Ugyancsak vildgos, hogy a P permutdcié egyértelmilen hatdrozza meg az a=a(P) =
=(ay, 4y, -.., ay) vektort. Igaz a megforditds is, amit a kovetkezGképpen ldthatunk
be: Legyen r; az i szim sorszdma a P permutdcioban. (Azaz legyen R=(r,, ..., ry)a P
»inverze”.)

Definidljuk a C} szdmokat a kdvetkez&képpen:

C¥=N—-j, j=0,1,..,N

J
Ci = {C§+1’ ha j<ai+1
I |Citl killonben
0=i=N esetén. Legyen _
ri :C:Ii‘

Nyilvdnvald, hogy igy egyetlen R permutdciot hatdroztunk meg, minden, az (1)
Osszefiiggésnek eleget tevd a vektor esetén, tovdbbd R valoban inverze az eredeti
P permutdcionak.

Szemléletesen az R permutdcid kialakitdsa a kovetkezOképpen torténik:
Vegyiink N+ 1 egymds utdni iires poziciot, s kezdjiik a kitoltést a legnagyobb szdm-
mal, N-nel. Irjunk a visszafelé szdmitott (ay + 1)-edik poziciéba N-et, majd az ugyan-
csak visszafelé szdmitott (ay_,+ 1)-edik iires pozicicba (N —1)-et, s igy tovdbb.
Tehdt a k-ndl nagyobb szdmok beirdsa utdn a visszafelé szdmitott (g, + 1)-edik
iires pozicioba keriill a k szdm. Ezt az utat viszonylag egyszeriien lehet gépi reali-
zdcié sordn is kovetni. Lényegében ezt az eljdrdst alkalmazta D. H. LEHMER [4]
az Osszes permutdcid szukcessziv generdldsdra.

Tekintsitkk a kovetkezd példat: Generdlandd az a,=0, a,=0,a,=1, a;=3,
a, =2 értékeknek megfelelé permutdcio.

1. 1épés 4

2. lépés 3 (4] |
3. 1épés 3] |42

4. lépés 3| |al2]1
a permutacio: 3 0 4 201

2. Megjegyezziik, hogy az a(P) vektor bizonyos értelemben felfoghaté a P
permutdcié sorszdmdnak is. Valoban, definidljuk a P permutdcié sorszdmat, mint
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azt a szdmot, melynek a faktoridlis szdmrendszerben vett k-adik jegye a,, azaz legyen

) s(P) = zNa,,k!
k=1

Adott s(P) sorszdm esetén az a vektor meghatdrozdsa szintén fiigghet a gép tulaj-
donsdgaitél. Ennek egyik mddja lehet az

m,
3) Gy = [%] ) my = My —a - k!

Osszefiiggés szukcessziv kiszdmitdsa k=N, N—1, ..., 1 esetén, ahol my.,;=35(P)
és [o] a legnagyobb, a-ndl nem nagyobb egész szdmot jeloli.
Gyakran hasznosabb a kdnnyebben ciklusba szervezhetd

C)) Ir+1 = [7(‘%]: 4 = G — G k+1)
Osszefliggés haszndlata, k=1, 2, ..., N, ahol g, =s(P).

3. Konkrét szdmolds esetén nem mindig célszer(i rendre az egymds utdni sor-
szdmoknak megfeleld permutdciokat meghatdrozni. Csak az egyes szdmoldgépek
specidlis tulajdonsdgait figyelembe véve lehet pl. mdr az egyszerii s, = f(s,) eset-
ben is egy optimalis f(+) fiiggvényt meghatdrozni. Erdekes megjegyzések taldlhaték
erre C. B. Tompkins [7] dolgozatdban, E dolgozat tirgyal néhdny olyan esetet is,
melyekben csak bizonyos feltételeknek eleget tevé permutdcidkat kell generdlni,
tovdbba ismertet egy szisztematikus generdldsi eljdrdst is.

A tovdbbiakban javasolunk egy ehhez hasonlé eljdrdst, mely azonban lényegesen
kevesebb ,,felesleges” (ismételt) permutdciot éllit eld. E modszer alkalmazdsa kiilo-
ndsen karakteres gépek esetén ldtszik célszerlinek. Jelljon p,, ps, ..., py €8y pet-
mutdcidt. Legyenek I, I, ..., Iy és K ellendrz8 szdmok. A szamoldst a kovetkezd
utasitdsok szerint végezziik el:

1. Lépés: Legyen p;=1;=j], j=12,.., N.
2. Lépés: Legyen K=1.
3. Lépés: Osszehasonlitds: Ha Iy <N, akkor a 4. 1épésnél,
i ha Iy =N, akkor a 6. lépésnél folytatjuk.
4. Lépés: Uj permutdciét kapunk a p;  és a p; .., szdmok felcserélésével.
5. Lépés: Az I, szdmot eggyel noveljiik, majd folytatjuk a 2. 1épéssel.
6. Lépés: Legyen Iy =K. ,
7. Lépés: Ciklikusan eltoljuk eggyel jobbra a pg,pg+i, ..., Py Szdmokat,

tehdt ha az 1j szdmokat p;-vel jeldljiik:

Pis ha i<K
pi =1py, ha i=K
pi-1, ha K<i=N,
8. Lépés: K értékét eggyel noveljiik.
9. Lépés: Osszehasonlitds: ha K<N, akkor a 3. 1épésnél folytatjuk,
ha K=N, akkor az eljdrds véget ér.
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Megjegyezziik, hogy bédr a 4. és 7. 1épésben egyardnt generdlunk egy permutdciét,
de csak a 4. 1épésben kapunk ujat, mig a 7. 1épésben mindig egy kordbbit dllitunk
vissza. :

Szemléltetésként tekintsiik a N=4 esetet.

Lépések 71 D2 3 Pa } I Iz I Iy ’ K ' Az \j permutacid

1, 2, 1 2 3 4 1 2 3 4 [ 1] 1,2 3,4,
3, 4,5, 2, 1 2 1 2,1, 3, 4,
3, 4,5, 2, 3 01 3 1 2,31, 4,
3, 4,5, 2, 1 4 1| 2,341,
3,6 17, 8,09, 1 2 3 4 1 2

3,4,5, 2, 3 2 3 1 1, 3, 2, 4,
3,4,5, 2, 3 1 2 1 3,1, 2, 4,
3, 4,5, 2, 2 1 3 1 3,2, 1, 4,
3,4,5, 2, 4 1 4 1 3,2, 4,1,
3,6 7,8,9, 1 3 2 4 1 2

3, 4,5, 2, 4 2 4 1 1, 3, 4, 2,
3, 4,5, 2, 301 2 1] 31,42,
3, 4,5, 2, 4 1 3 1] 3 4,1,2,
3, 4,5 2, 2 1 4 11 34,21,
3,6, 78,9, 1 3 4 2 1 2

3, 6,7 80, 1 2 3 4 2 3

3, 4,5, 2, 4 3 4 1 1,2, 4,3,

Végiggondolva az algoritmus 1épéseit, beldthatd, hogy a 4. [épésben az Osszes
permutdcié generdldsdra sor kerdil.

II1. Véletlen permutaciok generildsa

1. Tekintsiink egy tetszbleges folytonos eloszldst, és végezziink N fiiggetlen
kisérletet. Jelolje az egyes kisérletek eredményét &,, &,, ..., &y a bekovetkezés sor-
rendjében. Jeloljiik a rendezett mintaelemeket a szokdsos mddon: &F, &F, ..., &f.
Legyen p; a &f =&, Osszefiiggéssel definidlva. Mivel folytonos eloszldst tekintettiink,
igy definicionk 1 valdszinfliséggel egyértelmi. Konny( beldtni, hogy az igy nyert
P=p,, ps, ..., py permutdcio véletlen a bevezetésben mondott értelemben.

Valdban, ez egyszeriien kovetkezik abbol, hogy tetszdleges — o =x,<x;<...<
<Xy_1<Xy=+o és az 1,2, ..., N szdmok tetszdleges iy, i, ..., Iy permutdciéja
mellett .

P{x,=& =X, %<E=Xxy, ..., Xy_1<Ex=x5} =

N
=P{x,=¢,,=x, X1 <& =Xg, oo, Xy <& =Xy} = ]Z Plx,_,<&=x}
iz
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Véletlen permutdcidk generdldsdnak ez az egyszer(i mddja azonban még célgép
segitségével is nehezen valdsithaté meg, mivel mérési adataink nem valtozhatnak
folytonosan. Abban az esetben, ha nem folytonos eloszldsbél szarmazik a minta
(vagy mérési pontatlansdagunk teszi diszkrét eloszldssd), a permutdcié fenti defini-
cidja nem lesz 1 valdsziniiséggel helyes. Ilyenkor azon p; szamok djabb permutdldsa
sziikséges, amelyekre ¢, megegyezik, ami {jabb mintavétel segitségével torténik.
Lényegében ez az eljaras taldlhatd C. R. Rao [6] dolgozatdban.

Abban az esetben azonban, ha a forrds-eloszlds N-nél Iényegesen tobb és egyenld,
vagy kozel egyenl6 valdsziniiségii értéket eredményezhet, sok gépen célszerii az ismét-
16d8 értékeket egyszerlien elhagyni. Tegyiik fel, hogy ¢ lehetséges értékei az
1,2, ..., M szdmok, s ezeket egyenld valosziniliséggel veheti fel, akkor annak a valo-
sziniisége, hogy az N elemii minta minden eleme kiillonb6z6 legyen

N-1 k _N_z
P{& =&, ha i=j, i,j=1,2,..,N}= ][ [1——],@/ M

ahol az utdbbi kozelités M ~ N2 esetén mdr elég pontos. Ez azt jelenti, hogy M =~ 10N?
mellett a rendezett minta elemek legaldbb 0,95 valdsziniiséggel kiilonbozok, s igy
ekkor célszerii elkeriilni azt a programozdsi nehézséget, melyet azonos mintaelemek
indexeinek ismételt permutdldsa okoz.

Megjegyezziik, hogy M értékétdl fiiggetleniil ezt az eljardst javasolja M. G.
KenpaLL [3] (L. kotet, 195. old.), anélkiil azonban, hogy elényeit vagy hdtrdnyait
vizsgdlna.

2. Lényegesen mads a helyzet akkor, ha M értéke nem sokkal nagyobb N-nél.
Ha £ egyes értékeinek eloszldsa erSsen eltér az egyenletestdl, ajanlatos a C.R.RaA0
dltal javasolt eljarast kovetni. Vizsgdljuk a tovdbbiakban azt a leggyakoribb esetet,
amikor ¢ egyenlé valdszinliséggel veheti fel az 1,2,..., M értékek mindegyikét
(M=N).

Jelolje Sy azon véletlen szdmok (kisérletek) szdmdt, amennyi ahhoz sziikséges,
hogy N kiilonboz6t taldljunk. Nyilvdn Sy valdsziniiségi véltozé. Kénnyen ldthato,
hogy felbonthaté N fiiggetlen, de kiilonb6z6 geometriai eloszldsii valdsziniiségi
véltozd Osszegére, s igy mint ismeretes (ldsd pl. FELLER [1] 230., ill. 244. old.) Sy
vdrhatd értéke

1 1 1
ESy = M{M+m+“' +ﬁfﬁf}’

vagy a gyakorlati esetek tobbségére elegendd kozelitéssel
M
E(SN) ~ MlOg ﬁjN—}-_l"
Sy szordsa:
M-1 1

DX (Sy) = M?. >

k=M—-N+1 K
Specidlisan N~ M =10 esetén jé kozelitéssel
E(Sy)~ M log M,
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mig ha M=~a- N, akkor a =6 mellett
' 1
E(SN) ~ [1+aj]’N.

Mindkét fenti eljards kozos tulajdonsdga, hogy a mintaelemeket rendezni kell
(kivéve, ha N=M), s ez elég lassan hajthaté végre. El6nye viszont, hogy egyszer(i
rendez8gépeken kialakithatok a permutdcidk, s az igy nyert permutdcidkat beol-
vasds utjan haszndlhatjuk fel, ami a szdmoldgépek egyes tipusaindl gyorsabb és
olcsébb eljdrds. Ez kiilondsen érvényes akkor, ha primér forrasként un. ,,valédi”
véletlen szdmsorokat akarunk felhaszndlni, hiszen ekkor a gépek t6bbségénél a beol-
vasdsrol egyébként is gondoskodni kéne.

3. A legegyszeriibb megoldds, amely nem igényel rendezést, a kovetkezd:
N =M esetén a permutdcio elsé szdma az elsé véletlen szdm. Miutdn a permutdcio
k-adik szdmdt meghatdrpztuk, legyen a (k + 1)-edik szdm az elsé kévetkez6 olyan
véletlen szam, mely a permutdcid mdr meghatdrozott szdmai kdzott nem szerepel.
Eldnye ennek az eljdrdsnak, hogy kevés tdrolohelyet és kevés programlépést igényel,
nagy hdtranya viszont, hogy viszonylag sok, (Nln N) véletlen szdmot igényel.
J. E. WaLsH [8] javasolja, hogy az igy ,,elvesz8” véletlen szamokat ugyanilyen médon
Ujabb permutdcidk szimultdn generdldsdra haszndljuk fel. Megjegyzi azonban, hogy
az igy generdlt permutdcick nem lesznek fiiggetlenek. Konny( ldtni, hogy az ily
modon késziilt egymas utdni permutdcidk valdjaban nagyon is erdsen 6sszefiiggnek,
s ezért a modositott eljdrds haszndlata nem ajdnlatos. Az Osszefiiggbség illusztrd-
lasdra tekintsiik a kovetkezdket: Legyen #ny, ill. n, az els6ként, ill. mdsodikként
generdlt permutdcio. Jel6ljon A4 egy tetszéleges permutdciot, s B egy olyan masik
permutdciét, amelynek elsd jele megegyezik A utolséd jelével. Viszonylag egyszeriien
lathato, hogy a

P(n,=Aln, = 4)

P(n,=Bly, = A)

hdanyados exponencidlis sebességgel novekszik N novelésével. Megjegyezziik, hogy
a Plylm=(,2,...,N)} feltételes valdsziniiségeloszldsra rekurzids Osszefiiggés
irhato fel, jelen dolgozatban azonban ennek részletezését nem tekintjiik célunknak.
Szemléltetésként dlljon itt az egyszerii N =3 esetre vonatkozdana 108-P{n, = Aly, = B}
mennyiségek tdbldzata:

A

\" Py Py Py P Py Py
B |
I

1,2, 3, | P, 49 22 19 4 10 4
2, 1,3, | P 22 49 4 19 4 10
1,3,2, | P, ¢ 19 10 49 4 22 4
2,3, 1, | P, - 10 19 4 49 4 22
3,1,2,| P, 4 4 22 10 49 19
3,2, 1, | Py | 4 4 10 22 19 49

4. Véletlen permutdcidk generdldsdra ugyancsak természetes ut olyan véletlen
szamokat generdlni, melyek O és (N!—1) kozott minden értéket egyenld valoszin-
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séggel vehetnek fel. Ezt a szdimot a generdlandd permutdcio sorszdmdnak tekintve
a I1. részben leirt médon meghatdrozhatjuk a permutdciét. Ez az eljdrds, melyet el6-
szOr D. H. LEaMER publikdlt, N kis értékeire a legtobb szémologépen jol alkalmaz-
hatd. Eldnye, hogy minimadlis véletleniil generélt bitet (digitet) igényel.

5. N nagy értékeire olyan (pszeudo-) véletlen szdmok generdldsa, melyek
a0,1,..,(N!'—1) értékeket egyenlsé valdszinliséggel veszik fel, nehézkes, vagy
gyakorlatilag lehetetlen. Ezért célszerii ilyenkor az s(P) sorszdm helyett magat
az a(P) vektort generalni. Lényegében ezt teszi R. A. FisHER és F. YATES [2]. Forrds-
ként az 1,2, ..., M értékeket egyenlS valdszinliséggel felvevs, fliggetlen valdszinii-
ségi vdltozok sorozatdt haszndljdk, ahol M = N. Az a(P) vektor kialakitdsa a kovet-
kezéképpen torténhet. Legyen a,=0. Az g, _, szdm meghatdrozdsa utdn tekintsiik

a kovetkez6 £ valdsziniliségi vdltoz6t. Ha ez nagyobb, mint (k +1) [k/‘—fl] , akkor

Uj valoszinliségi valtozdval folytatjuk a vizsgdlatot, mig ellenkezd esetben az

o Gi
(6) a = &—(k+1) [k;f )
vagy ami ugyanaz

aq=¢mod (k+1)

Osszefiiggés alapjdn nyerjiik a k-adik komponenst.

6. L. E. Mosts és R. V. OAKFORD [5] a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlasu
¢ valoszinliségi valtozdk sorozatdt haszndlja forrdsként, felhaszndiva a sorozat
minden elemét. Konyviinkben az a(P) vektor meghatdrozdsa az

aq=[k+1)], k=0,1,..,N

osszefiiggés segitségével torténik. Eljdrdsunk 6tletesen az a(P) vektor alapjan a meg-
feleld P permutdcio meghatdrozdsa helyett egy tetsz8leges P, permutdcié és az
. a(P) vektor segitségével egyszeriibben szdrmaztat egy 0j P, permutdciot, mely tel-
jesen fiiggetlen a kiinduldsul vett Py-tol. A generdlds N 1épésben torténik, mégpedig
ugy, hogy az i-edik lépésben (i =0, 1, ..., N—1) a P, permutdcio, illetve a mdr belble
nyert kdzbeesd permutdcio (N —i)-edik és ay_;-edik jelét felcseréljiilk. Természetesen
P, lehet rogzitett a permutdcidk szukcessziv generdldsa mellett, de a k-adik Gj per-
mutdci6 dtveheti P, szerepét a kdvetkez8 permutdcié generdldsa sordn. Nyilvdnvald,
hogy az igy generdlt permutdciék valdban véletlen permutdcidk lesznek. A modszer
elénye, hogy ebben az esetben, ha nem a 0,1, ..., N szdmokat, hanem bdrmilyen
N +1 kiilonboz6 jelet akarunk permutdlni, nem sziikséges ezeket elGzetesen dtkon-
vertdlni.

7. Megjegyezziik, hogy az a vektor meghatdrozdsa mindkét esetben Iényeges
informdcidveszteséggel jar. Ezt az informdciéveszteséget a kiilonbdzd szdmolo-
gépeken jelent8s mértékben cs6kkenteni lehet a fenti modszerek kis véltoztatdsdval.
Erre vonatkozéan bemutatunk egy konkrét példdt.

Tegyiik fel, hogy 6 bites véletlen szdimokat haszndlunk forrdsnak (példa erre
az UNIVAC szdmoldgép, melynek memoridja 6 bites karakterekbdl 4ll). Legyen
a feladat a 0, 1, ..., 9 szdmok permutdldsa. A 6 bites véletlen szimok haszndlata
Iényegében azt jelenti, hogy a 0, 1, ..., 63 értékeket egyenlS valdszinliséggel felvevd
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§; fiiggetlen valdsziniiségi véltozdk sorozata dll rendelkezésiinkre. Ekkor az a vek-
tor meghatdrozdsdndl a kovetkez8képpen jarhatunk el.

AO. dy = 0.

1 1_87
Al. a7=[68], a1=[€-4a].

A2. Jeldlje &; a kovetkezd & —k koziil az elsét, mely kisebb, mint 63, s legyen

as = [%2]’ ag = &—Tag.

A3. Legyen &; az elsd kovetkezd &, mely kisebb, mint 60.

[ ] ay = &—10-a;

A4. Legyen &; az els6é kovetkezd &, mely kisebb, mint 60.

e[ a-

3

A Kkiilénbbdz6 pontok alatt generédlt a, szdmok nyilvan teljesen fiiggetlenek
egymdstdl, hiszen a &; sorozat is ilyen volt. Konnyl ldtni azt is, hogy az azonos
lépésben szdmitott a, szdmok is fiiggetlenek, tovdbbd g, egyenlé valdsziniiséggel
veszi fel a 0, 1, ..., k barmelyikét minden & mellett. Az a vektor meghatdrozdsa utdn
célszerii Moses és OAKFORD fenti modszerét haszndlni a permutdcid kialakitdsdra,

Szdmitsuk ki a felhaszndlt &; vdltozék # szdmdnak vdrhatd értékét! Jeloljiik
n;i-vel az Ai lépéshez sziikséges ¢; vdltozdk szdmdt. Nyilvdn

E(m) = 1+ E(n)+2-E(ny).

], a; = & —12a,—3a,

. X .. . 63 1 L
Mivel n, és 5, geometriai eloszldsi =gy és p,= 16 paraméterrel, igy, mint jol
ismert

E(r))=l+L' E(r1)=1+L
2 63° 3 15"
Tehat

1 2
E(@m) = 4+5+E ~ 4,15.

Ez azt jelenti, hogy dtlagosan 25 véletlen bitet kell generdlnunk 10 elem egy véletlen
permutdciéjdhoz, ami jonak nevezhet$, ha figyelembe vessziik, hogy log,-10!=
=log, 3628800 >21. Megjegyezziik, hogy az A3, ill. A4 esetekben az ,.elvesz8”
&; valtozokat &; — 60 kiilonbség formdjdban felhaszndlhatjuk, s igy ekkor két véletlen
bitet nyerve az dtlagosan sziikséges bitek szdma lényegében véve megegyezik a mini-
malissal. Ezen el6ny mellett hdtrdnya a mddszernek, hogy az egyes programlépések
nem szervezhetOk egyetlen kozos ciklusba.
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IV. Ismétléses permutaciok

1. Jeloljik i,-val azt a szdmot, mely megmutatja, hogy a k szdm hdnyszor
k

fordul el§ a permutdciéban, k=0, 1, ..., N, s legyen r, = > ;. Akdr szisztematikus,
j=0

akdr véletlenszer(i generdldsrol van szd, a legegyszeriibb megoldds 2 0, 1, ..., ry—1
szdmok egy permutdcidjdt elkésziteni, s ezutdn a 0,1, ..., ry—1 szdmokat nulldval,
az ry,ro+1,...,r;,—1 szdmokat 1-gyel, s igy tovabb, az ry_y, ry_1+1, .., ry—1
szdmokat N-nel helyettesiteni. Ez azonban a végzend$ miiveletek szdmdt sokszoro-
sdra noveli, mig véletlen permutdciok generdldsa esetén tovdabbi hdtrdnyként lényeges
informacidveszteség jelentkezik. Célszerii tehdt ekkor is az el6zé eljarasokhoz
hasonld generdldsi modot keresni.

2. Készitsiink el, mint az el6z6kben, most is egy a=a(P) vektort, melynek
ry komponensét a kovetkez6képpen definidljuk:

Legyen g;=i, ha 0=i=r,—1,
legyen a,, egyenl6 azon O jegyek szdmdval, melyek a legutolsé 1-es utdn kovet-
keznek
a,,+, a visszafelé szamitott mdsodik 1-est kovetd nulldk szdma plusz 1,
s dltaldban a,,_, ., a visszafelé szdmitott (u+1)-edik ,k-jegyet” kovetd,
ndla nem nagyobb szamok szdma, hacsak 0=u=1i, — 1.

Példaként tekintsiik a kovetkez8t: Legyen a permutdcio 0,1, 3,0, 0, 2, 1. Ekkor
a hozzd tartozd a vektor: 0, 1, 2, 0, 3, 1, 4. Nyilvdnvald, hogy az a vektort a per-
mutdcidé minden esetben egyértelmiien hatdrozza meg, s hasonléan, mint azt a II. rész-
ben tettiik, kdnnyen beldthatd az is, hogy az a vektor és az i, szdmok egyiitt szintén
egyértelmiien hatdroznak meg egy permutdciot. Ugyancsak vildgos, hogy

a =k, k=0,1,...,ry—1
és _

A <@ 1< <y, -1 k=0,1,...,N—1.

3. Nem kivanunk foglalkozni részletesen azzal, hogy az a vektorbdl miként
lehet a permutdciét meghatdrozni, hiszen ez nagyon hasonlé a II. részben leirthoz,
viszont érdemes rdmutatni arra, hogyan lehet az a vektort megvalasztani olyan
véletlen mddon, hogy a hozzd tartozé permutdcié az Osszes lehetséges ismétléses
permutdcidk barmelylke egyenld valosziniiséggel lehessen.

E célbdl vegyiik észre azt a kbénnyen verifikdlhatd tényt, hogy az a vektor ilyen

megvdlasztdsa esetén az

(s Brpt1s ovvs Qryy—1)s k=0,1,...,N-—1
részvektorok fiiggetlen valdsziniiségi vektorvdltozdk, melyeknek eloszldsa megegye-
zika 0,1, ..., .., — 1 szdmok koziil visszatevés nélkiil vett i, elem(i rendezett minta
eloszldsdval.

Jelolion  Ey(M, n), E(M, n), ..., &, (M, n) a O,1,..,M—1 szdmok kozil
visszatevés nélkiil vett » eleml mintdt, s mint szokasos, jelolje a rendezett mintdt

E (M, n), E5(M, n), ", E_1 (M, n).
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Ezutdn az a vektort filiggetleniil vdlasztott rendezett mintdk segitségével az
a,=u, ha O0=u<r,
ovw = Ea(rean )y - u=0,1,..,4—1, k=0,1,...,N—1

Osszefiiggéssel definidlhatjuk.

. V. Tovabbi megjegyzések

1. A sziikséges véletlen bitek (digitek) szdmdnak vdrhatd értékét csokkenteni
lehet, ha egyidejiileg tobb a vektort hatdrozunk meg.

2. A pszeudo-véletlen szdmsorok ‘gépi generdldsa sordn voltaképpen egy per-
mutdciét hatdrozunk meg. Igy barmely N egymads utdni szdm kiilonb6zd, tehdt
ilyen forrds esetén a permutdcidk rendezéssel t6rténé meghatdrozdsdhoz pontosan
annyi szdm sziikséges, ahdny jelet permutdlni akarunk.

3. A szamologépeken generdlt, a [0, 1] intervallumban ,,egyenletes” eloszldsu
pszeudo-véletlen szdmok szokdsos statisztikai ellendrzése csak bizonyos részinter-
vallumba esé szimokra terjed ki. Ajdnlatos tehdt az ilyen szamoknak csak az elsé
2—3 decimidlis, ill. 6—10 bindris jegyét felhaszndlni.

4. Minden konkrét esetben megfontolds tdrgydvd kell tenni, hogy az adott
gépen célszerii-e generdlni a véletlen permutdcidkat, s nem igényel-e kevesebb idSt
kiils forrdsbdl szdrmazd véletlen permutdciok beolvasdsa, ami dontden a perife-
rikus egységek tulajdonsdgaitdl fligg. .

Véletlen permutdcidkat tartalmaz L. E. Moses és R. V. OAKFORD [5] konyve,
de taldlhatdk véletlen permutdcidk R. A. FISHER és F. YATES [2] konyvében is.

5. Eléfordulhat, hogy bizonyos pszeudo-véletlen szdmsorozat egyes feladatok
szdmdra kielégitGen véletlenszer{inek mutatkozik, azonban ebbdl a forrdsbdl szdr-
mazé permuticick mdr nem lesznek véletlenszertiek. Igy akkor, amikor egy adott
szdmologép esetén pszeudo-véletlen permutdcidk generdldsdnak optimdlis mddjdt
keressiik, elengedhetetlen a generdlt permutdciok véletlenszerliségét is ellenbrizni.

6. A 1V. fejezetben leirt modszerhez hasonldan jdarhatunk el akkor is, ha a fel-
adat N elembdl visszatevés nélkil k kivdlasztdsdra korldtozodik.

7. Az a(P) vektor helyett mindvégig foglalkozhattunk volna egy b(P) vektorral
is, ahol b, a k index{ szdmot megel6z6, k-ndl nagyobb szdmok szdama, hiszen ez
Iényegében nem jelent mdst, mint az N-edrendii permutdcidk halmazdnak dnmagdra
valo leképezését.

8. Véletlen permutdcidk sorszdm alapjdn torténd generdldsdt B. JanssoN [9]
konyve is ismerteti (189—191. old.).
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ON COMPUTER-GENERATED PERMUTATIONS
by
TiBOR NEMETZ

Summary

Among the problems; which formerly could not be dealt with because of the large number of
operations to be performed and whose solution was first made pdssible by the appearance and fast
development of the large computers, are those with varying permutations. Part II of the present
paper deals with methods concerning the successive generating of all permutations of order N,
while part III deals with the question of random generating of permutations, together with minor
modifications of already published methods.

In part IV there is presented a way which is equally feasible in case of systematical and of ran-
dom generation of permutations with repetition.
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LEKEPEZESEK ES LEKEPEZESFELCSOPORTOK, I.

irta: DENES JOZSEF

Rédei LdszIlé akadémikus 70. sziiletésnapjdra

Bevezetés

A permutdcidk €s a permutdciocsoportok elmélete a véges csoportelmélet egyik
legjobban kidolgozott fejezete és tobb konyvet (C. JorRDAN [15], W. A. MANNING
[21], H. WIELANDT [38]) teljes terjedelmiikben a véges csoportelmélet ezen fontos
fejezetének szenteltek.

A permutdcidk lényeges szerepét mutatja a Cayley-féle dbrdzoldsi tétel, amely
szerint tetszBleges absztrakt csoport izomorf modon dbrdzolhaté permutdcid-
csoportként.

A Cayley-tétel félcsoportokra vald kiterjeszthetGsége miatt a leképezések
hasonl6 szerepet jatszanak a félcsoportelméletben.

Jelen dolgozatnak az a célkitlizése, hogy néhdny eredményt ismertessen a véges
leképezések elméletébdl elsGsorban azokat, amelyek a permutdciok és a leképezések
kozotti analdgidra mutatnak.

Egy mdsik fontos szempont, amelyet a dolgozat megirdsdndl szem elStt tar-
tottunk, rdirdnyitani a figyelmet a leképezések elméletének olyan gyakorlati alkal-
mazdsaira, amelyek a szerzé6 tudomdsa szerint Ujak, szdmos egyéb alkalmazdst
ezek fontossdgdnak elismerése mellett is igyeksziink roviden tdrgyalni.

Annak ellenére, hogy a mult szdzad utolsé éveiben és a XX, szdzad els$ éveiben
tobb szerz6nél (G. ANDREOLI [1], G. FroBeNius [11], E. H. Moore [22]) felmeriilt
a csoport, illetve a permutdcié dltaldnositdsdnak gondolata A. Szuskevicsnek
az 1920-as években megjelend dolgozatai jelentik a lekepezesfelcsoport elméleti
rendszeres kutatdsok meginduldsdt. A. Szuskevics [37] konyvének 1937. évi megjele-
nése a mai napig a leképezésfélcsoportok elméletének legjobban kidolgozott &sszefog-
laldsa. S. SCHWARzZ egyetemi doktori értekezése [31] szimos SzuskEvics felfogdsa-
hoz kozel dll6 eredményt tartalmaz. A modern kdnyvek R. BRuck [41], A. CLIFFORD,
G. PrestON [3], E. Sz. LiapPIN [18] egyre kisebb teret szentelnek a leképezésfél-
csoportoknak, annak ellenére, hogy pl. E.Sz. LiAPIN ezek jelentGségét killon
hangstlyozza.

A Szuskevics dltal megkezdett irdnyvonalat tdbb szovjet matematikus foly-
tatja (a teljesség igénye nélkiil megemlitendSk E. Sz. LiAPIN, A. JA. AJZENSTAT,
K. A. BairaMov, N. N. VoroBIEv, L. M. GLUSZKIN, B. M. SCHEIN, V. V. WAGNER,
A. E. LIEBER, V. A. OGANYESZJAN, K. A. ZAREcKII). (A szovjet iskoldnak a tdrgy-
korre vonatkozd fontosabb dolgozatai a kévetkez8k: [40], [42), [43], [44], [45], [46],
[47], [48], [49], [50], [511], [52], [53], [54], [55], [56], [571, [58], [59], [60], [61], [62], [63].)

A szerz6 mivel sokdig nem tudott A. SzUskevics kényvéhez hozzdjutni, tobb cikké-
ben, amelyeket a leképezésekrél irt (lasd [6], [7], [8]) egyes A. SzUskEvicsnél meglevd
eredményeket (jra bebizonyitott.
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fgy munkdnkban nagy elérelépést jelentett A. SZUSKEVICS munkajanak megisme-
rése, ezért a szerzd ezaton is készonetét fejezi ki dr. SCHEINnek és prof. S. SCHWARzZ-
nak, akik A. Szuskevics eredményeivel valé megismerkedését konyvének megkiildésé-
vel, illetve mds forrdsokra rdmutatva elGsegitették.

1. Alapfogalmak

A dolgozat véges halmazokkal és algebrai strukturdkkal foglalkozik, ezért
a dolgozat szovegében a véges szdt elhagyjuk €s halmazon, illetve algebrai struk-
turdn mindig végeset értiink, ellenkezd esetben ezt kiilon jelezziik. Szdmos véges
esetben a vizsgdlt dllitds végtelenre vald kiterjesztése [30]-ban megtaldlhatd.

Az altaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetjiikk, hogy a H halmaz elemei az
1,2, ..., n természetes egész szdmok, vagyis H={1,2,...,n v

A H halmaz 6nmagdra torténd leképezését n-ed foka permutdcionak, az 6n-
magaba valo leképezését n-ed foku leképezésnek nevezziik.

H két valddi nem azonos részhalmaza kozotti kdlesondsen egyértelmii meg-
feleltetést részleges permutdcionak, ha a megfeleltetés egyértelm(, részleges leképe-
zésnek neveziink. (A részleges leképezést A. SZUSKEVICS [37] konyvében transzmutdcio-
nak nevezi.)

A permutdcidk, leképezések, részleges permutdciok, részleges leképezések
jelolésére a szokdsos irdsmodot fogjuk haszndlni.

Példdk:

Permutacio Leképezés
1 2 3 4 1 2 3 4
(2 31 4] (2 2 4 3)
Részleges permutacid Részleges leképzés
1 2 4 [1 3)
(3 1 2) 4 4

Egy leképezést akkor neveziink szmgularzsnak ha H pontosan egy elemének
pl. i-nek a képe j nem azonos 6sével. Jelolése | j! (A szinguldris leképezés fogalma
B. JonssoNnal is szerepel, [14]}-ben ugyanezt a fogalmat ,.replacement”-nek nevezi.)
Az o leképezés defektszamdnak a kiilonbozd képelemek szdmdt nevezziik. o defekt-
szdmdt D (2)-val jel6ljik. Ha o n-ed foku permutdcid, akkor D(a) =n, egyébként
D(x) <n.

Ha o szinguldris leképezés, akkor D(x) = n—1. Ha a n-ed fokd leképezés
kép-elemei kozdtt az i s;-szer fordul els, akkor az (sy, s, ... s,) vektort a tipusdnak
nevezziik. (A permutdciok tipusa nyilvdn (1, 1, ... 1).)

Az 8sszes n-edfokli permutdcidk (ezek szdma n!), a permutdcidk egymads utdni
végrehajtdsdra mint miiveletre nézve, csoportot alkotnak, ezt a csoportot n-edfoki
szimmetrikus csoportnak nevezziik és S,-nel fogjuk jeldlni. Az 6sszes n-edfoki
transzformdciok (ezek szdma n") félcsoportot alkotnak az in. n-edfoku szimmetrikus

Sfélesoportot, amelyet F,-nel fogunk jeloini.
A szorzat defektszdmdra vonatkozéan F,-ben érvényes a kovetkezd tétel.
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1. TETEL. A szorzat defektszdma legfeljebb annyi lehet, mint a tényezék defekt-
szdmainak minimuma.

Bizonyitds. A tételt elég két tényezbs szorzatra bizonyitani. Vagyis a, f, y leké-
pezésekre vonatkozoan dlljon fenn az

afp=y

azonossdg, ekkor min (D(x), D(B)) = D(y) teljesiilését kell igazolni.
Ha

(1 2 .. n (1 2 .. n
““(ﬂnummawy ﬁ"(ﬂDMﬂmﬁwL
akkor > .
2

_ 1 O ]
”‘memmwﬁ’
min (D(x), D(B)) = D(y).

Annak bemutatdsdra, hogy az eredmény nem élesithetd, vagyis a min (D(a), D( B)=
= D(y) is fenndllhat, a kovetkezé példa szolgdljon:

NETENEE PN
min (D(x), D(B)) = D(af) = 2.

Az 1. tétel bizonyitdsa megtaldlhato a CLIFFORD—PRESTON [3] konyv II. kotet
223, oldalan, valamint a szerz6 [6], [7] dolgozataiban.

Késébb ldtni fogjuk, hogy az 1. tétel annak az ismert matrixelméleti tételnek
a kovetkezménye, amely szerint a szorzat rangja nem lehet nagyobb, mint a tényezdk
rangjanak minimuma.

Két részleges leképezés

5= Il I ; _ m1m2--~m,)
(k1k2 ) s B—(nlnz---n,

szorzata @8 =7 részleges leképezés, amelyet ugy kapunk, hogy

igy valdban

K={ky, ksy ... ks} és N={ny, n,, ..., n}

halmazok metszetében levé ¢y, t,, ..., t, elemeket tekintjiik, ekkor [;-vel jeldlve
1; a-beli 8sét és n; -vel ¢; f-beli képét

_ L1 .
y:(lz‘]ﬂ Jr), ha KﬂN=®
Hj Hjy +o 1y,
akkor § =, ekkor y-t iires elemnek fogjuk nevezni. (¥ nyilvdn zérus elem, mivel
tetszbleges o részleges leképezés esetén a3 = Ja= .

A H halmaz részhalmazain értelmezett leképezések és részleges lekepezesek
az tires elemmel egyiitt a szorzdsra nézve algebrai struktardt alkotnak, amelyet

n-edfokl részleges szimmetrikus félcsoportnak fogunk nevezni és Ff-nel jeloliink.
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Hasonlé moddon definidlhatjuk az n-edfoku részleges szimmetrikus csoportot, ha
F, definicidjdban szerepld leképezés szavakat permutdcidval helyettesitjik. Az
n-edfokii részleges szimmetrikus csoportot S¥-gal jeléljiik.

Az n-edfoku részleges szimmetrikus félcsoport rendje

O(F*) = 1+_,_Z"{’[’:]nf
Az n-edfokit részleges szimmetrikus csoport rendje
0(s¥) = 1+é[’;]2i!.
Példaként kozdljitk Sy, Fj, Sy és F; miivelettdbldjdt.
0(S5)=6 O(Fy)=27 O(FH)=64 0(S;)=34

| N 1 2 3 1 2 3 1 2 3

S5 elemei: (l 5 3)«»1 (1 3 2)«»4 (2 1 3]«5
1 2 3 12 3 1 2 3
(3 2 1)‘*6 (2 3 1)‘*2 (3 1 2)*’3

S5 miivelettablaja

1 23456
11 2 3 4 5 6
202 31 6 45
331 2 5 6 4
44 56 1 2 3
55 6 4 3 1 2
66 4 52 3 1
N 12 3 12 3 1 2 3
F; elemei: [1 1 1]«»1 (2 2 2)«»2 [3 3 3)«3
123 12 3 1 2 3 12 3
(1 1 2)‘*4 (1 2 1)“5 (1 1 3)*’6 (1 3 1)*’7
1 2 3 12 3 12 3 12 3
(2 1 1)‘*8 (3 1 1)“9 (2 2 1]*’10 (2 1 2)“”
12 3 123 12 3 12 3
(2 2 3)“12 (2‘3 2)“13 (1 2 2)*’14 (3 2 2)*’15
123 12 3 123 12 3
(3 3 1)‘*16 (3 1 3)‘*'7 (3 3 2)*’18 (3 2 3]‘*19
12 3 123 123 123
(1 3 3]‘*20 (2 3 3)‘*21 (1 2 3)*’22 (1 3 2]"23
123 123 123 12 3
(2 1 3)‘*24 (2 3 1)*’25 (3 i 2)‘*26 (3 2 1)‘*27
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