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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA

MANFAY MATE .

Markov-folyamatok vizsgalatakor kulcsfontossagu szerepet tolt be az igy-
nevezett Poincaré-egyenlétlenség, segitségével részecskerendszerek hidrodi-
namikai viselkedésével kapcsolatban vonhatunk le fontos kdvetkeztetéseket.
Korabban T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau bizonyitotta az egyenlét-
lenséget a kétallapoti egyszerd kizarasos folyamatra, ebben az esetben az
egyenlStlenségben szerepld konstans a rendszer méretének négyzetével ara-
nyos. Cikkiink a haromallapoti kizarasos modellel foglalkozik, ahol interakcié
is megengedett az allapotok kozt. Fé eredményiink a Poincaré-egyenlétlenség
bizonyitasa erre a folyamatra, melyben a konstans nagysagrendje megegyezik
a kétallapotid modellnél latottal.

1. Bevezetés

A réla elnevezett egyenlStlenséget Henri Poincaré francia matematikus a
Laplace-egyenlet Dirichlet-feladatahoz kapcsoléddan igazolta: felsd becslést adott
a Laplace-operator legnagyobb sajatértékére, ami persze negativ. Klasszikus alkal-
mazasi teriilete az elliptikus és parabolikus egyenletek elmélete, de az utébbi évtize-
dekben tagabb értelmezést nyert, diszkrét jellegii problémak targyalasakor is fontos
szerepet jatszik, tobbek kozt a valdszinliségszamitas modern elméletében, Markov-
folyamatok ergodikus viselkedésének vizsgalatanal [6]. Véges Q allapottérben ha-
lado6 folytonos idejii Markov folyamatokat vizsgalunk, altalaban © ¢ X", ahol X
véges halmaz. A folyamat generatora

Low) = Y _ r(w,0)(p(o) — pw)),

geN

ahol r{w, o) jeloli a nemnegativ ugrasi ratat w-bol o-ba. A mérték staciondrius,
ha minden ¢ fiiggvényre ) .o Lo(w)A(w) = 0. Kolcsénhato részecskerendszerek
vizsgalatakor a kérdéses folyamat generatoranak megszokott felirasi moédja a kovet-

kezG:
w)= Y Caw)(p (@) — o)),

A€A

ahol A olyan 4 : @ — Q transzformaciék gyijteménye, melyek w néhany koor-
dinatajat valtoztatjak. Ca(w) > 0 egy A-t6l, illetve w-t6l fliggd konstans, és
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2 MANFAY MATE

w? jeldli azt a konfiguraciot, melyet w-bol kapunk az A-val jeldlt transzforméacion
keresztiil. Tipikusan (wA)A = w, illetve esetiinkben A(w) = A (w?) is teljesiilni fog.
Jelolje Ex a A szerinti varhato érték operatorat: Exp = ). o @(w)Mw), Vary a A
szerint szamolt szérasnégyzet értéke. Poincaré egyenl6tlensége szerint van olyan
¢ > 0 szam, hogy ha ¢ € L?()\) és Exp = 0, akkor

Z Mw)p? (W) < —¢ Z w(w). (1)

weN weN
Az egyenl6tlenség jobb oldalén a

= 2 A@)p(w)Lpw)

Dirichlet-forma all, vagyis Exp? < c¢D(yp), tehat Varyp < ¢D(p) ha Exp #0.
A kélcsénhat6 folyamatok elméletében gyakran feltételezett A(w) = A(w?) azo-
nossag miatt A eleve stacionarius mérték, vagyis ExLp? = 0, tehat

D)= > Calw)(p (W) -ew) Aw).
wWEN,ACA
Valéban,

N = N =

D(p) =5 > (Ly® — 20Lp) A(w) =
we

ST Calw) (¢* (0*) — 9*(W) — 20() (p (w*) = p())) =

weN,A€A
= 3 Ca) (¢ (@*) — e)’ Aw).
wEN,AEA

Poincaré egyenlétlensége tulajdonképpen az L generdtor szimmetrikus részérdl
sz0l, ami S := (L 4 L*)/2, ahol L* jeldli az L adjungaltjat az L%()\) téren:

L p(w) = > Ca(w?) (¢ (w*) = o)),

A€A

hacsak A (w?) = A(w) . Az § < 0 operator legnagyobb negativ sajatértékére adott
becslés a stacionarius eloszlashoz valo konvergencia sebességérdl is informéaciot szol-
galtat. A vizsgalt problémak t6bbségénél n = +o00, de persze elsdként a tér véges
részét vizsgaljak, majd ezt terjesztik ki a végtelen rendszerre.

2. A Poincaré-egyenlétlenség egyszerii alkalmazasai

Elészér azt mutatjuk meg, hogy valészinilségi mértékek

= A= > p(w) = AW)|

weN
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 3

variacios tavolsidga becsiilhetd a Dirichlet-forma segitségével.
2.1. ALLITAS. Ha egy véges €1 dllapottert, A staciondrius eloszldsd sztochasz-
tikus folyamatra teljesiil a Poincaré-egyenlétlenség ¢ konstanssal, akkor

= AP < 4eD (VF),
ahol p valésziniiségi mérték, és f(w) := p(w)/A(w) .
Bizonyitds. A ) ,cqlf(w)— 1|M(w) tagot alakitva:

Y 1Fw) = Aw) = > IVFW) = LIVFW) + 1w

we weN
S (Vi@ - 1)2 M), |3 (V@ + 1)2 Aw).
wen wen
Mivel )
S (VI -1) Aw) =2-2 )" VFww)
weN wenN
illetve )
S (VI +1) aw) =2+2 Y V@)
wed weN
tehat
\/2 -23" \/f(w))\(w)\/;%- 2> VWA
weN weN
2
- 2\l 1- (Z \/f(w)/\(w)> =2 (Vam/f)l/z
wEeEN
amib6] Poincaré egyenlGtlenségével adodik az allitas. a

Az aktualis u és a stacionarius A mérték eltéré sére az

SN = pw H w)

weN
relativ entrépia csokkenésének sebessége ad becslést.

2.2. ALLiTAS. Egy véges Q allapotterd, A staciondrius mértékd, juo eloszlasbol
inditott Markov-folyamat t id6 utdni eloszldsa p, , ekkor

Sl + [ D (VE) < Sluol),
ahol fi(w) = pe(w)/A(w).
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4 MANFAY MATE

Bizonyitds. A Kolmogorov-egyenlet alapjan:

0:S(e|A) = 0, Zm(w log fi(w Z/M (O + L) log fi(w),

we weN

ahol 9; fi/ fs jaruléka eltiinik, mert A stacionéarius, tehat

OrS(pe|N) = Z Z (w)r(w, o) fi(w)lo f(o)

wEN cEN f(w)

Mivel

(J.)

= o) = ) ~ (V@) ~ VE@)

ft(w)lo E = 2ft(w)log () SQ \/ft Vil ft(w)

adédik, hogy

25N < = 3 3 Mwir(w,o) (VI@) - Vi@ = -2 (VF)

weENoEN
ad

A két eredményb6l kovetkezik, hogy ha teljesiil a Poincaré-egyenlGtlenség egy
adott folyamatra, akkor annak staciondrius mértéke egyértelmd. Ha ugyanis A
mellett p is stacionarius meérték volna, akkor u; = u, vagyis 8,S(u:|A) = 0, tehat
lu—Al=0.

3. Poincaré-egyenlGtlenség szimmetrikus kizarasos folyamatokra
3.1. A kétallapota modell

A legegyszertibb vizsgalt folyamat az egyszerii szimmetrikus kizarasos folya-
mat, ennek konfiguracioi n periodusi 0—1 sorozatok: w = (w1, ..., Wn ) €S Wk4n = Wk.
Ha wy = 1, akkor azt mondjuk, hogy a k helyen részecske van, wy = 0 iires poziciét
jelez. A konfiguracios tér az Q7 = {w | 3wy = p} halmaz, A az {1,...,n} halmaz
kételemti részhalmazaibol all, és

Caw) =Ch{w) = =

3 (wi + wr — 2wwy) ,

ha b = (k,1), tovabba w® azt a konfiguraciét jeloli, amit w-bol kapunk, ha b = (k, )
élen 16v6 wy, és w; koordinatékat feleseréljiik, vagyis (w® D), = w; és (w*D); = wg.
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 5

Koénnyen lathat6, hogy a folyamat stacionarius mértéke: Aw) = ﬂ';—?”l
T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau [1] erre a folyamatra bizonyitotta a Poincaré-
egyenl6tlenséget. Cikkiik egyik eredménye a szimmetrizalt, illetve tavoli ugrasokat
megengedd folyamatra vonatkozik:

3.1. TETEL. [1] Minden ¢ : Q0 — R fiiggvény esetén, melyre Exp = 0, teljesiil
a Poincaré-egyenlGtlenség:

S AR g S0 (0(F) — olw)) Aw),

weay weNn beB
ahol B = {(k,1)]1 < k,l < n} a cserék halmaza.

A késGbbiekben utalni fogunk arra, hogy az altalunk vizsgalt probléma megol-
dasakor mennyire voltak alkalmazhatéak a Funaki-féle cikkben latott modszerek.

3.2. A haromallapota modell

A kévetkezSkben vizsgalt modell fizikai indittatasa. A modellt Téth Balint és
Valké Benedek vezette be [5], majd Fritz Jézsef és Téth Balint, illetve Fritz Jozsef
és Nagy Katalin vizsgélja 2004-ben, valamint 2006-ban megjelent cikkiikben [4], [2].
A konfiguraciok 3 fajta elemet, részecskét tartalmaznak: —1,0, 1, és mindegyikbél
adott, a folyamat soran allando6 szamu szerepel, igy a konfigurécios tér:

U ={w| D we=p—m, ) wi=p+m}

Gondolhatunk itt pozitiv, negativ részecskékre és iires helyekre. A részecskéink
tovabbra is egy dimenziéban mozognak, egy periodikus szakaszon, igy a konfigu-
raciokat egy mn-hosszii vektorral reprezentaljuk: w = (w1, ...,wWn) €S Wrin = Wk,
Tovabba egy er6tér hatasara a pozitiv toltést részecskék jobbra, a negativ tolté-
siiek balra mozognak 1-1 rataval, és egy —1-es és +1-es részecske helycseréje 2-es
rataval tdrténik. Ez bonyolultabb T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau &ltal vizs-
galt kétallapotii modellnél, viszont a cikkiikben [1] latott médszerek koziil néhanyat
mi is alkalmazni fogunk.

A stacionarius A valésziniségi mérték most is az egyenletes eloszls az QU
altéren: AMw) = P'—:’L#, ahol z = n — m — p jeloli a nulldk szdmat. Vagyis A egy
megmaradasi feltételekkel vett egyenletes eloszlas a konfiguraciés téren. Legyen ¢
a konfiguracios tér elemein hat6 fiiggveny: ¢ : QF . — R, feltehetd, hogy Exp = 0.

A folyamat generatora a kovetkezdképpen hat:

n
Low) = 3 5 (@F + @l +on = winr) (0 (WD) = pw)
k=0

Koénnyen ellendrizhets, hogy A stacionarius mérték.

Térjiink 4t a Poincaré-egyenlétlenség vizsgalatara. Az (L + L*)/2 generatorral
rendelkez6 folyamatot vizsgaljuk, — < ¢, Ly >= — < ¢, L*¢p > és igy

1 .
—<<p,L<p>=—§<<,o,(L+L*)Lp>.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



6 MANFAY MATE

Vagyis ezaltal a Dirichlet-forma értéke nem valtozik, viszont egy reverzibilis fo-
lyamatot vizsgalhatunk, ami kényelmesebbé teszi a targyalast. L* képlete alapjan:

(£45) -

n

_Z (WE + Wiy + we — Wiey1) +
k=1

»h'—‘

+ (why) + WE 4 wiki1 — wi)) (cp (w(k""+1)) - <p(w)> =

= 3" 1 (k) (o (54) - ple).

k=1
Tehat 1 .
D)= 3 3 k) (o (w4) — o))’

we

A kivetkezd tétel a cikk {6 eredménye. Itt jegyezziik meg, hogy a kévetkezékben
meég tavoli cseréket is megengediink (gondolhatunk erre ugy is, hogy a folyamat egy
n pontu teljes grafon zajlik), majd ezt az eredményt felhasznalva vizsgaljuk a val6di
folyamatot. Ezt az utat kovették a Funaki-féle cikkben is.

3.2. TETEL. Minden ¢ : 2 ,,, — R fiiggvény esetén, melyre Exp = 0, teljesiil
a Poincaré-egyenl6tlenség:

S AWF@ e Y (p(e!) - o)’ Aw)

wen wenr  bEB

p.m pom>

ahol B = {(k,1)|1 < k,l < n} a cserék halmaza.

4. A Poincaré-egyenlGtlenség bizonyitasa a haromallapota kizarasos
folyamatra

Ebben a fejezetben a 3.2. tételt bizonyitjuk.
4.1. A Poincaré-egyenlétlenség bal oldalanak atalakita sa

A [1] cikk mint&jara, mivel IE,\cp =0:

ST Aw)ew Z > Ma)AB)(e(a) - ¢(B))?,

weng ., OEQ,, w BEQD

tovabba az
a=wouwo.. =5

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 7

uton haladva a-bol 8 konfiguracioba a kdvetkez6 atalakitast hajthatjuk végre:

(p(a) — w(B))* k‘j w' ) (lczl W) (wl))2>+

=0 l

+2 Z (e ") =@ (W) (¢ (W) — ¢ (B) := Na,g + Ko
r=0

E szerint a felbontas szerint fogjuk becsiilni a tagokat, a kétszeres szorzokrol
belatjuk, hogy az 0sszes konfiguraciéra 6sszegezve negativot adnak, mig a négyzetes
tagok alkotta Gsszeget pedig feliilrél fogjuk becsiilni.

A harom allapotot a kénnyebb kezelhetéség kedvéért értelemszerden a +,0, —
szimbélumokkal jeloljiik.

A bizonyitas szerkezete hasonlit a 0,1 részecskékbdl 4ll6 konfigurdcios térnél
latottra [1]. Viszont vegyiik észre, hogy most az, hogy két konfiguraci6 hany helyen
kiilonbozik, nem hatarozza meg a két konfiguracié kozt vezetd ut hosszat:

a = (_a_70v0a+a+)7
IB = (+a+v_1_10,0)1
Y= (+)07+7_50’_)-

Konnyen lathato, hogy mind 8, mind 4 is 6 helyen kiilénbozik a-tél, viszont
o — B it 4 hossza és @ — <y ut 3 hosszq, igy a tagok 0sszeszamolédsa nem igérkezik
egyszeriinek. Az olyan 3 elemii részkonfiguraciokat, melyek rendezéséhez legalabb
2 csere sziikséges, ciklusnak fogjuk nevezni.

Vegyiik észre, hogy a permutacioktol eltekintve két fajta ciklus van:

|+7 07 _I - IOa ) +|7

illetve
]+7O’ _| - |_’ +a0|'

Az elsg ciklust negativ ciklusnak, a masodikat pozitiv ciklusnak nevezziik a to-
vabbiakban. Az elnevezés abbdl ered, hogy a 0 elem helyére —, vagy + allapotnak
kell keriilnie.

4.2. Az utak szerkezete:

El6szor vizsgaljuk meg adott o és § konfiguracié par kozti kiilonbségek szerke-
zetét, azt, hogy milyen cserékkel lehet egyikbdl a masikba eljutni:

Nx’y = {k| Qp =X, ﬂk = y},

és legyenek ezek elemszamai:
N,y = | Na gyl

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



8 MANFAY MATE

Most vezessiink be néhany transzformaciét, melyek a konfiguraciékon hatnak.
T(I’,C ) legyen az a transzforméacio, ami w konfiguracié k. és I. koordinatajin 1évé alla-
potot feleseréli. Vagyis (T} ;) (w)), = wi & (T(”,\:,l)(w))l = wg, és a tdbbi koordinata,
nem valtozik.

T(’,C Lm) mar harom elemet valtoztat, és akkor értelmes, ha k,I,m allapotok -
kozill egy-egy +,0, — allapot, és a transzformacié a 0 allapotbdl +, a + allapotbol
— és a — allapotbdl 0-4t csinal az adott k,!,m koordinata harmason, a tobbi
koordinatat nem véltoztatja. Példaul: T(E;’3 5)( ——0+)=0-0—++.

T(Clc_,l,m) is olyan konfiguraciékon értelmezett, ahol k, [, m allapotok koziil egy-
egy +,0,— allapot, és a transzformaéci6é a 0 allapotbol —, a — Allapotb6l + és a
+ allapotbél 0-at csindl az adott k,l, m koordinata harmason, a tobbi koordinatat
nem véltoztatja. Peéldaul T3 (0 +— —0+) =00 + — — +.

Vegyiik észre, hogy T”+ és T° transzformaciok a ciklusokat hivatottak ren-
dezni, és mindkett§ felirhaté két megfelels T? transzformacioé szorzataként. A kovet-
kezSkben utakat fogunk a konfiguracié parok kozt definidlni. Adott « és 8 kon-
figuracié par esetén o konfiguracién hajtsuk végre T° T°+,T¢ transzformaciok
egy sorozatat, hogy f konfiguraciét kapjuk. Méghozza tegyiik ezt gy, hogy min-
den egyes koordinatéan legfeljebb egyszer hajtunk végre transzformiciot. Egy ut
legyen azon konfiguraciok egymasutanja, amiket egy ilyen transzformacié sorozat
soran kapunk. S, p legyen adott «, 3 parra az igy megengedett utak halmaza.
A konnyebb érthetdség kedvéért hozunk egy példat a transzformaciok sorozatara:

b - b
(T(1,2) ° T(3 4,6) ° T(co 7,10) © T(s,u)) (+04+00 - +0+ ——) =
= (04 —+ —00 - ++0),
és az ehhez tartozd at:

=(+04+00—+0+ =) > (+0+00 -+ -+ —0) —
- (+04+0--0—-4+40)=>(+0—+-00—++0) >
-0+ —-+-00—++0)=

Vegyiik észre, hogy mivel a transzformaciék egymastél diszjunkt koordinatakat
valtoztatnak meg, a transzformaciok feleserélhetGek.

4.3. A kétszeres szorzatok

Kezdjiik a kétszeres szorzatok negativitasaval. Adott o, konfiguracié par kozt
készitsiik el az Osszes S, g-beli utat, ekkor a

> > Z (@) =@ (W) (o (W) = w(8)) (2)

(a,/i)sES,.,q| aﬂ' r=0

Osszeg negativitasat fogjuk igazolni, ahol |s| az s ut hosszat jeloli.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 9

Fixaljunk egy
(¢ @) = (@) (¢ (W) — w(8)) (3)

tagot, és az w™! = Tw-et ad6é T transzformAaciot és w”-t is és magat r-t is, vagyis
azt, hogy hényadik helyen hajtjuk végre a T transzformaciot. Az attekinthetdség
kedvéért w” = w jeldlést hasznaljuk. Négyesével fogjuk csoportositani a tagokat.
HaT = T(”,c, ) valamely k,! parra, akkor a Funaki-féle [1] cikkben latottak tovabbra
is érvényesek:

Ugyebar van egy s-sel jelolt utunk:

a— .. osw-owto .86
Az a — 3 1t, ezt harom részre bontjuk: s; legyen o — w, és legyen sy w® — 3.
Induljunk ki 8 konfiguraciébél, és haladjunk a b o s; Gton (ahol o az utak egymas
utén fiizését jelenti), igy jussunk el y-ba:
I IR Ny LN, R N

1

Igy van egy v — w® utunk: s7! obos;' és ezen ut mentén talaljuk

(0 (%) — @(8)) (#(8) — ¢ (w*))

tagot, tovabba ha az egész iton végrehajtjuk a b cserét, akkor ugyebar v* — w utat
kapjuk és (p(8) — ¢ (B°)) (¢ (B®) — p(w)) tagot. Tehat a szumméban szerepls
tagok négyesével (mint o — B, a® = %, +* - w, v — w’) csoportosithatoak,
hiszen barmelyik tagbo6l indulva a fenti harom atalakitast elvégezve a masik harom
tagot kapjuk. Tovabba minden négyes csoportbdl minden egyes tag szorzéja a
szummaban azonos, hiszen mindegyik tagban a b csere azonos helyen torténik,
és ugyanazokat az elemeket cseréljiik fel csak esetleg forditott sorrendben. Egy
csoporton beliili tagok Osszege:

(p(w) = p(w®) (pw®) — ©(B)
+((B%) — (B)) (¢(B) — p(w®)

= (p(w) = pw")) +0(B%) — p(w)) +
+((B) — (B%)) (p(w®) — 0(B) + ©(B°) — p(w)) =
~ (@) = 9(B) + 9(8") — p(w))” < 0.

Ha T transzformacié T°* vagy T° tipust, akkor egy apr6 valtoztatasra van
sziikség: Van egy s-sel jelolt utunk:

a—.v>w—>Tw—- .. — B

Ekkor létezik egy T, transzformécid, ami a fent definialt elemi transzformaécidk
szorzata, hogy Ts, ¢ = w tovabb egy T, transzformécid, szintén elemi transzfor-
méaciok szorzata, hogy (T, o T)w = B. Persze ekkor (T, 0T 0Ty, Jo = B is teljesiil.
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10 MANFAY MATE
Igy az utunkat igy is felirhatjuk:

T, T T,
a5 w > Tw— B,

ahol a nyilak indexébe az keriil, hogy a konfiguricién milyen transzfroméaciét haj-
tunk végre. -

Most induljunk ki T'ex konfiguraciébol, és haladjunk Ty, oT‘loTSl transzforma-
ci6 sorozat altal definialt uton. Ekkor a kévetkezé konfiguracidkon halad keresztiil
az ut:

Ta L5 7w L o T2y 71,

Ha T« és T~ kbzt ezen a fenti Gton haladunk, akkor a kétszeres szorzatoknal

megjelenik a
(P(Tw) = p(w)) (¢ (W) — (T B)) (4)
tag.
Ezek utan induljunk ki (T, oT)a konfiguraciobol, és haladjunk T, o T~ 1o T,
transzformaci6 altal definialt aton. Ebben az esetben a kovetkez$ konfiguraciokat
érinti az ut: .

T, - T
(Ts, 0T)a =% g T 7718 2224 4,

Ekkor ha (T, o T)a és w kozt ezen az uton haladunk, akkor a kétszeres szor-
zatoknal a kévetkezd tag is szerepelni fog:

(@(B8) = (T7'8)) (¢ (T7'B) — () - (5)

Végiil ha T, o konfiguraciobol indulunk ki, és T, LoT 0Ty, transzforméacio altal
definialt aton haladunk, akkor a kovetkezd konfiguracidékon keresztiil halad az 1t:

T, 1, T, T
Ts,0 —5T718 5 B —25 Tw.

Vagyis ebben az esetben ha Ts,« és Tw kozt a most definialt uton haladunk,
akkor a kétszeres szorzatok kézt a kdvetkezs tag is szerepel:

(o (T7'8) — 0(B)) (9(B) — p(Tw)) . (6)

Konnyen lathato, hogy akarmelyik most definialt 4 Gt egyikéb6l indultunk volna
ki, és elvégeztiltk volna a fenti 3 manipulaciét, szintén ugyanezeket az utakat és
tagokat kaptuk volna. Tovabba nyilvan minden egyes tag szorzdja azonos. Ekkor
a (3), (4), (5}, (6) tagok Osszege:

(p(w) — (Tw)) (p(T <P(,3 ) +
+(p(T71B) - (ﬁ))(@ Tw)) +

(w(TW) w(w)) (pw) = (T718)) +

(e(B) = o(T7'B)) (P(T7'8) — p(w)) =

= (p(w) - (Tw))(( w) — (B + ( “18) — p(w))+

+(9(B) — P(T718)) (p(Tw) — 9(B) + (T ™' B) — p(w)) =
—(@(Tw) = p(B) + (T 'B) — p(w))* < 0.
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 11
Igy o Ko,p < 0, amit igazolni akartunk, most mér attérhetiink az Osszeg
els6 tagjanak vizsgalatara.
Itt jegyezziik meg, hogy az [1] cikkben latott bizonyitas Snmagaban nem volt
megismételhets, 1évén, hogy vannak olyan cserék, melyek sorrendje nem felcserél-
hetd, ezt kiiszoboltiik ki T¢F és T°~ transzforméaciék bevezetésével.

4.4. A négyzetes tagok

Masodik lépés

Qzla

[s|-1

S Y W) e W)’ (7)

’ﬂl S€ES, .8 =0

bsszeg vizsgalata. Elscként T°t és T transzforméaciokat felbontjuk az Osszes
lehetséges modon két-két T transzforméacié szorzatara, ezt ugyebdr egy-egy transz-
formacional 6 féleképpen tehetjlik meg. Képletben:

3

£

o
I

(p(TFw) -

(0((Tiz 0 Ty )w) — p(Tiaw) + Tin(Tiaw) — p(w))’ <

.a
i
-

I
(=>4
-

(P(Tiz 0 Tin)w) — o(Tinw))” + (9(Tiaw) — p(w))? <

-
]
-

ol
'M‘”

(o((Tiz 0 Tin)w) — @(Ti1w))* + (0(Tiw) — o)),

i

1l
-

ahol T; > és T; o megfelelS cseréket jelolik, az talakitasok soran a Cauchy-egyenldt-
lenséget hasznaltuk. Ezzel a lépéssel tulajdonképpen azt értiik el, hogy csak sima
parcserékkel kell foglalkoznunk.

gy a (7) becslése a kévetkezd alakot olti:

Q<Y elw,b) (v (&) — p(w)’,
w,b

ahol c(w, b) csak w-tol és b-tdl fliggd allandd. Vegyiik észre, hogy
c(wr, b1) = c{wa, b),

ha b; és by azonos allapotokat cserélnek fel. Hiszen ha vesziink két tagot:

(p(w?) — p(wn))? &s (p(wl) - p(wa)) ™.
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12 MANFAY MATE

Ekkor létezik olyan 7 permutacid, mely wi konfiguriciét we-be viszi, és by csere is
by cserébe megy 4t. Igy ez a permutacié az utak kozt, melyek a két kérdéses tagot
tartalmazzak, egy bijekciét ad meg, vagyis a két tag szorzoja valoban azonos lesz
a fenti Osszegben.

Felsé becslést fogunk adni arra, hogy egy adott (p(w®) — <p(w))2 tag milyen
egylitthatoval szerepelhet (7)-ban, ehhez elég megbecsiilni, hogy hany olyan tag
van, amelyben a csere b-vel azonos allapotokat cserél. Legyen b csere olyan ami +
és 0 allapotokat cserél (ezt innentdl (+0) cserének hivjuk), mas cserékre ugyanez
az okoskodas elmondhaté.

Ehhez elséként vizsgaljuk meg azt, hogy adott « és 3 kbzt vezetd uton legfeljebb
hany (+0) csere van. Minden egyes tthoz tartozik egy koordinata particid, asze-
rint, hogy melyik elemeken hajtottunk végre T, T<t, T~ transzformaciét. Példa a
particiokra:

Q= |_70|0|+,0|+a0|_a0,+|—a+| + I + |0)—7+|+10a —ly
IB = lov —IO|0’+|O’+|+7 _70|+7—| + | + |"» +70|—a+a0|'

Ekkor akarmilyen utat is tekintiink, a (+0) cserék szama nem lehet t&bb, mint a

!+10| |_101+I |+70,—|
|0’+| ]+7_70| |"7 +’0|

tipust particiok szdma 6sszesen, hiszen az elsé esetben egy darab (+0) csere torté-
nik, a harom elemi particibknal pedig particionkent legfeljebb egy. Tehat a (40)
cserék szama nem t8bb, mint ny. ¢ + ng +, és fontos, hogy ez minden egyes o és 3
koézti ttra egy magatol az uttél fliggetlen becslés.

Tehat az olyan tagok szama, melyekben a b = (40) az

|s|—1
ANB Y == ST (p @) —e @)’ =
2 a,B ]Sa,ﬁl s€Sa.p =0

) 1
=35 A(@)A(B) QZ S0, ]

Z R(T,s,w)

SES,,,H

Osszegben, ahol
{sl-1 6 )

R(T,s,w)= | > > (p((Tiz0Ti)w) — ¢ (Tiw)) + (¢ (T 1w) — o))
=0 i=1

legfeljebb 2W, ahol:

W =>"kl{(c, B)lex és B parra k = nyo +not}| (®)
- .
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Ez a kovetkezdk miatt igaz. Minden egyes s € S, g Utra az s uthoz tartoz6

[si-1 6

S ST (0 ((Tha o Ty w) — o (Thw)) + (¢ (T w) — o))

=0 i=1

Fagban a fentiek szerint a b cserét tartalmazé tagok szama legfeljebb ny o + ng +.
Igy a tagok szama legfeljebb:

Z (”i’,o + "g,'f) = Zkl{(a,ﬁﬂa és B parra k =nio + no+}s
o, k

ahol a, 8 fels6 indexek azt jelzik, hogy az adott n mely konfiguricioé parok kozti
kilonbségeket jeloli.
A (8)-es kifejezés tovabb alakitva, most mar hozzavéve a 2 A\(a)A\(B) szorzét is:

AMa)A(BW = E(X),

ahol X valosziniiségi valtozé két egyenletes eloszlassal kivalasztott konfiguraciora az
olyan koordinatik szamat jeloli, ahol az egyik konfiguraciéban + all, a masikban
0 vagy forditva. Legyenek Xj,..., X, valosziniségi valtozdk, melyekre X; = 1,
ha az egyik konfiguraci6é az i. koordinatajan + allapot all, a masik konfiguracio
1. koordinatajan pedig 0 allapot 4ll. Legyen X; = 0 minden mas esetben. Persze
ekkor X = Xy + ...X, teljesiil. Igy a varhat6 érték linearitasa miatt:

E(X) = ;E(Xi) =nE(X;) = n(%ﬁ) - %,

Vagyis egy adott (p(w®) — <p(w))2 tag, ahol b = (+0), szorzdja legfeljebb:

2pz 2
c(w,b) £ —— = —A(w)
PPz T

hiszen feleképp tudjuk w konfiguriciot megvalasztani és pz féleképp a b
cserét.

Mig a Poincaré-egyenlGtlenség jobb oldalan ennek a tagnak a szorzéja pont
%/\(w), hiszen w és b rogzitett, igy a bizonyitandé egyenlétlenség jobb oldalan lévé
szummaban a (p(w®) — ¢(w))? tag egyszer fordul elé.

Ugyanez a gondolatmenet miikddik a (+—) és (0—) cserékre is, a harom kapott
eredményt Osszevetve adédik, hogy

n!
' plzim!

St

S AW S () - ew)’ Mw),

wEN wey . beB

amit igazolni akartunk. (J
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14 MANFAY MATE

Az el6z6 bizonyitasban B-vel, az Osszes lehetséges cserék halmazaval dolgoz-
tunk. Viszont a modell leirasanal a folyamat motivaciojaként azt irtuk, hogy elekt-
romos erStér hatdsira a pozitiv toltésd részecskék szomszédos helyekre ugralva
jobbra haladnak, mig a negativ tdltésii részecskék balra. Igy B* jeldlje a szomszé-
dos helyeken létrejohets cserék halmazat, vagyis

B* = {(k,k+1)|[1 <k <n, wg —wis1 =1 vagy wg — w1 = 2}

Ekkor igaz a kovetkez§ Poincaré-egyenlStlenség:
4.1. TETEL. Minden ¢ : QF . — R fiiggvény esetén, melyre Ep = 0, teljesiil a
Poincaré-egyenl6tlenség:

3 awPw et S (e (W) - ew)’ Aw),

wenn wenr  beB*

P P

ahol B* a fent definialt.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa azonos a [1] cikkben latottakkal. Az el6z6
tétel eredményét fogjuk kihasznalni. Elséként (¢ (w?) — cp(w))2 tagot alakitjuk at:
jussunk el w®-bsl w-ba (vagy forditva, amelyik lehetséges) egy titon, hogy kdzben
csak B*-beli cseréket végziink, vagyis egy részecske szomszédos helyekre lépkedve
"véndorol":

b

w :———ak—)...—)on::

w

a Cauchy-Schwartz-egyenl6tlenséget alkalmazva:

(¢ (") = p(@))* = (: (p () —p (wﬁ))) 2 <
< (L) (Lt o) <
<n (3 (0 (@) - (e)’)
Vagyis _
weﬂ; "y (0 (@) — o)’ < wemZbEBn (k‘;: (¢ (@) — o (a’?))2> <
<n® QZ,,B (o (") — pw)*,

hiszen egy adott (¢ (a't!) — ¢ (Oz"))2 tag nem szerepelhet tSbbszér a fenti szum-
maban, mint n?, hiszen a "vandorl¢" részecske (legyen az 1-es vagy -1-es) kevesebb,
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mint n helyrél indulhatott, és kevesebb mint n helyre érkezhet. Felhasznalva el6z6
tételiink eredményét:

2 2
S @@ Y (o) - o) Aw) <
wens weQy . bEB
) 2

<m? Y (o (W) - pw) Aw)

weny: ,, be B*
adodik, ezzel a bizonyitast befejeztiik. a
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POINCARE INEQUALITY FOR INTERACTIVE PARTICLE SYSTEMS
MATE MANFAY

The Poincaré inequality is an important tool in the theory of continuous Markov processes.
It can be used to analyze the hydrodynamic behavior of the process. Previously T. Funaki,
K. Uchiyama and H.T. Yau proved the inequality for the simple symmetric exclusion process. In
this case, the constant has an order of n?, where n denotes the size of the system. In this paper
we deal with the simple symmetric exclusion process with positive and negative charges. The
main result of the paper is the proof of the Poincaré inequality for this model with a constant
that has the same order as in the previous model.
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EGY INTERVALLUM ALAPU GLOBALIS OPTIMALIZALASI MODSZER
ES ALKALMAZASA SZENZOR LOKALIZALASI FELADATRA

PAL LASZLO ES CSENDES TIBOR

A cikkben egy intervallum alapi optimalizalasi modszer egy Gj implemen-
taciojat mutatjuk be. Az algoritmust MATLAB koérnyezetben valésitottuk
meg az INTLAB csomagot hasznalva, amely tartalmazza a sziikséges inter-
vallum aritmetikai miveleteket és az automatikus differencialast is. A nu-
merikus eredmények alapjan az ij INTLAB alapt implementaci6 hasonléan
hatékony, mint a C-XSC alapu eredeti algoritinus — eltekintve a szamitasi id6-
t6l. A program més hasonlé programokkal dsszevetve kénnyen telepithets és
hasznéalhat6. A cikkben vizsgalunk tovabba egy 1j feltételt a Newton-lépés
bekapcsolasara, valamint egy szenzorhal6zati alkalmazast mutatunk be, és
tanulmanyozunk az INTLAB alapu algoritmussal.

1. Bevezetd

A megoldando feladat az intervallum korlatos globalis optimalizalasi probléma

a kovetkezs formaban:

min f(z),
ahol f : R®" - R, X = {z; € [2,,Ti), i = 1,...,n}, és2,,T; € R, i =1,...,n.
Az f fiiggvényrdl altaldban feltételezziik, hogy sima. A mi algoritmusunk is erre
tamaszkodik, ennek ellenére nem sima fiiggvények optimalizalasara is hasznalhato,
ha elhagyjuk bel6le a Newton-1épést és a konkavitasi tesztet.

Globalis optimalizalasi modszerek segitségével nehéz matematikai feladatokat
sikeriilt megoldani az elmilt idészakban. Ezek a problémak a dinamikus rendszerek
[3, 9, 10], a diszkrét geometria, illetve az optimalis kdrpakolas [15, 20] témakdrébe
tartoznak. Sikeresen alkalmaztuk ezen moédszereket tovabba elméleti kémiai fel-
adatokra [2], valamint {izemelhelyezési feladatokban [22].

Célunk egy konnyen hasznalhatd, megbizhaté globalis optimalizalasi médszer
implementalasa és tesztelése volt MATLAB kirnyezetben. Egy korabbi sikeres imp-
lementéacionk MATLAB kornyezetben a GLOBAL [11] nevi sztochasztikus globalis
optimalizalasi algoritmus.

A jelen cikkben vizsgalt eljaras csak egy, a célfiiggvény kiszdmitasara szolgild
szubrutinra tamaszkodik. Mas informaéciét nem hasznal a globalis optimalizalasi
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problémaéra vonatkozban. Az eljards maga hatarozza meg a célfiiggvény gradien-
sét és Hesse-matrixat, felhasznéalva az INTLAB csomag automatikus differencisls
eljarasait.

2. Az algoritmus és implementalasa

Az implementalt algoritmus egy korlatozas és szétvalasztas tipusi médszer,
amelynek pszeudokédjat az 2.1. Algoritmusban adtuk meg. A médszer el6dje a
Numerical Toolbox for Verified Computing [12] csomagban volt implementalva.
Jelenleg a kdvetkezs gyorsitéd teszteket tartalmazza: kdzépponti teszt, konkavitési
teszt, monotonitasi teszt és intervallumos Newton-lépés. A természetes befoglala-
son kiviil a kozépponti formulédkat is alkalmazzuk mint befoglalé figgvényt. Ha a
gradiens befoglalasa ismert, akkor az el6bbi két befoglalé fiiggvény metszete alta-
laban j6 megkdzelitést ad a fiiggveny értékkészletére.

Az algoritmusban hasznalt jelGlések:

w(X) =b—a, ahol X = [a, ],

mid(X) = (a +b)/2,

és F az f célfiiggvénynek megfeleld befoglalé fiiggvény.

A keresési tartoményok felosztasara szeletelést, illetve fejlett felosztési iranyt
valaszto [14] szabalyokat hasznalunk. A szeletelés azt jelenti, hogy az intervallu-
mot felosztjuk harom masik intervallumra a két legmegfelel6bb iranyt hasznalva.
A felosztasi irany megvalasztasa a C tipusi szabaly ([7, 14]) alapjan torténik. Az al-
goritmus egydimenziés feladatok megoldasara is alkalmazhaté. Ebben az esetben
a szeletelés helyett egy sima kettéosztast hasznéalunk.

A felosztas soran keletkezett intervallumokat rendezett listaban taroljuk vala-
milyen rendezési szabaly alapjan. Az algoritmusban a pf* heurisztikus paramétert
[7] hasznaljuk a lista rendezésére. Pontosabban, mindig a lista legnagyobb pf*
értékkel rendelkez6 intervallumat osztjuk fel. Egy el6z6 cikkben [18] a befoglalasok
legkisebb alsé korlatja szerinti rendezést is vizsgaltunk.

Az algoritmus nem keresi meg az Osszes globdlis minimum pontot, hanem az
els6nél ledll, ha az azt tartalmazé intervallum befoglalasanak szélessége kisebb,
mint 1078,

Az implementalas soran kovettiik a Markét Mihaly Csaba altal készitett
C-XSC alapu program [16] szerkezetét. Természetesen ahol lehetett, hasznaltuk a
MATLAB vektor struktirait. Ez utébbi programozas technika a processzor cséve-
zetékének (pipeline) jobb kihasznalasa révén az eljaras gyorsitasat eredményezi.

Az algoritmus tartalmaz egy f§ iteraciés struktirat a 4. sortél a 36. sorig.
Az iteraciok sordn két listat kezeliink: egy munka-, valamint egy temporilis lis-
tat. Minden iteracio elején meghatarozzuk az optiméalis vagasi irdnyokat (5. sor),
majd ezek alapjan felosztjuk az aktulis intervallumot harom masik intervallumra
(6. sor). A 8. és 15. sorok kozdtt rendre a kapott intervallumokra végrehajtunk
egy monotonitasi- (8. sor), egy kivigasi tesztet (10. sor), valamint alkalmazzuk a
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Algorithm 2.1 A tanulminyozott intervallum korlatos globalis optimalizalasi
algoritmus

1. function GlobalOptimize (f, X, ¢€)

2. Lyork = 0; Ltemp =0

s Y:=X; fi=F(mid(X))

4. repeat

5. OptimalComponents(Y, k1, k)

6. Trisection(Y, k1, ko, U, U2, U?)

7. for i :=1to 3 do

5. if MonotonicityTest(VF(U*)) then next i

5. fv:=FU

10. if f< fu then next i

1. fu := fu N CenteredForm(U?, VF(U?))

if F(mid(U?)) < f then

1. f = F(mid(U%))

14. Lyork := CutOﬂTest(Lw,,rk, f)

1s. if > fu then Leemp = Ltemp U (U, fv)

16. if length(Liemp) = 1 then

17. U .= Head(Ltemp)

8. if not ConcavityTest(VZF(U)) then

19. NewtonStep(f,U, V2F(U),V,p)

20. fori:=1topdo

21, _ if MonotonicityTest(VF(V*)) then next i
22. fv := F(V*) N CenteredForm(V*, VF(V?))
23. if F(mid(V%)) < f then

f = F(mid(V))

2. Luwork := CutOffTest(Luyork, f)
26. if fZ fv then Lok := Lyork U (Vi,f_v)
27. else o )
28. while Liemp # 0 do

29. U:= Head(Ltemp)

30. Luyork = Lwork U (U, _fﬂ)

31. if Lyork # 0 then

32. = Head(ngrk)

33. if w(fy) < ¢ then

34. [r= [I}ir fl

35. return Y, f*

36. until Lwork = @
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kozépponti formulat (11. sor). A 14. sorban a munka listat aktualizaljuk az Gj
fels6 korlat alapjan. Ha az aktualis intervallumot nem sikeriilt eldobni az el&bbi
lépések soran, akkor taroljuk a temporalis listaban (15. sor). A harom interval-
lum feldolgozasa utén, ha a temporalis lista csak egy elemet tartalmaz (16. sor),
akkor erre végrehajtunk egy konkavitasi tesztet (18. sor) valamint egy Newton-
lépést (19. sor). A Newton-lépés eredményeként kapott intervallumokra a koréb-
ban leirt 1épéseket hajtjuk végre. Ha a lista t6bb mint egy elemet tartalmasz,
akkor ezeket taroljuk a munka listdban (30. sor). Az iteracio végén (31. és 35.
sorok kozétt), ha a munka lista nem iires, akkor kivessziik annak els6 elemét, és
megvizsgiljuk, hogy az intervallum befoglalasadnak szélessége kisebb-e, mint egy
elére megadott érték (33. sor). Ha ez a feltétel teljesiil, akkor az intervallumot és
az optimum értéket tartalmazo intervallummal egyiitt visszaadjuk eredményként
(35. sor), kiilénben folytatjuk a kovetkezs iteracioval.

Az 4j algoritmus hasznalatahoz sziikség van az INTLAB csomag [19] telepi-
tésére. Az INTLAB csomagot a Hamburgi Egyetemen fejlesztette ki Siegfried M.
Rump és ingyenesen hasznalhat6 nem kereskedelmi céllal, illetve a kutatasban is.
A program szamos MATLAB verzi6 alatt volt tesztelve egészen az R2009b valto-
zatig. A csomag a

http://www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/

helyr6l tolthets le, ahol talalhaté egy telepitési tmutato is. Letoltés utdn a progra-
mot ki kell csomagolni, majd MATLAB kérnyezetben futtatni kell a startintlab.m
szkriptet, amely tulajdonképpen telepiti a csomagot. Az INTLAB 5.5 és korabbi
verzi6i esetén elGfordulhat, hogy nem sikeriil a telepités. Ennek az lehet az oka,
hogy a MATLAB az Intel Math Kernel Library (IMKL) csomagot hasznalja a
numerikus miiveletekre. A megoldas az, hogy az Atlas kdnyvtarat hasznaljuk az
IMKL helyett. A Windows rendszer alatt a BLAS_VERSION kérnyezeti valto-
z6t kell beallitani az atlas***.dll értékre, ahol a "***’ a processzor tipusat jelenti
(Pentium 4 esetén ’atlas_P4.dll’). A sziikséges fajl a ...\MATLAB\bin\win32\
mappaban talalhatd. Az Gj 6.0 verzié esetén a kornyezeti valtozd beallitasa nélkil
is problémamentesen telepiil az INTLAB.
Linux alatt a kovetkezd utasitassal allithatjuk be a megfelel6 konyvtarat:

export BLAS_VERSION="atlas_P4.so"

Lényeges, hogy telepités utan valahanyszor sziikség van az INTLAB csomagra,
mindig el kell inditani azt a startintlab paranccsal.

Az INTLAB elinditdsa utan 1j intervallumot az alabbi utasitis segitségével
hozhatunk létre:

infsup(a,b).

Az intervallumok alapértelmezett megjelenitési forméaja a bizonytalansagot meg-
jelenité mod. Példaul
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a = infsup(3.14, 3.15)
eredmeénye

intval a = 3.15_.

A hagyomaényos intervallum megjelenitési format az
intvalinit(’displayinfsup’)
paranccsal allithatjuk be, amelynek eredményeképpen az intervallum kiirasi alakja:
intval a = [3.14, 3.15].

Intervallumokkal persze kiilonb6z6 muveleteket is végezhetiink. Példaul az
x=infsup(0,1); és y=infsup(2,3); intervallumok osztasdnak eredménye (x/y):

intval ans = [0.0000, 0.5000].
Mig sin(x) az
iﬁtval ans = [0.0000, 0.8415]

intervallumot eredményezi.

Szamos méas példat és bemutat6 programot talalhatunk az INTLAB [19] leira-
saban. Az 1j MATLAB/INTLAB alapt intervallumos globalis optimaliz4lasi prog-
ram letolthets a

www.inf.u-szeged.hu/~csendes/Reg/regform.php

cimrél. A letoltott csomag tartalmazza a sziikséges dllomanyokat és a tesztkornye-
zetet is.

3. Az intervallumos globalis optimalizalé program hasznalata

Az intervallumos globalis optimalizalé programot viszonylag egyszerti hasz-
nalni, ugyanis a felhasznalonak csak az optimalizalandé feladatot kell elhelyeznie
a TestFunctions mappéaba, majd futtatni a MainTester programot. A mappéba
egyszerre tobb feladatot is be lehet tenni, és megoldani.

Az optimalizaland6 problémat két allomany segitségével kell megadni. Az egyik
(ennek neve *.bnd lesz) tartalmazza a feladat olyan adatait, mint példaul a feladat
neve, dimenzidja, intervallum korlatok a valtozokra, és a megkdvetelt pontossag.
A maésik fajl pedig a célfiiggvényt adja meg (a neve *.m). Példaul a Shekel-5 stan-
dard globalis optimalizalasi tesztfeladat esetén a két allomany sh5.bnd és sh5.m.
Az shb.bnd fajl tartalma:
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10
10
10
10

O O O O

le-8
A célfiiggvényt tartalmazé shb.m allomany tartalma pedig:

function y = sh5(x)

m = 5;
a = ones(10,4);

a(l,:) = 4.0%a(1,:);
a(2,:) = 1.0%a(2,:);
a(3,:) = 8.0*a(3,:);
a(4,:) = 6.0%a(4,:);
for j = 1:2; :
a(5,2%j-1) = 3.0; a(5,2%j) = 7.0;
a(6,2%j-1) = 2.0; a(6,2%j) = 9.0;
a(7,3) 5.0; a(7,j+2) = 3.0;
a(8,2*j-1) = 8.0; a(8,2xj) = 1.0;
a(9,2xj-1) = 6.0; a(9,2%j) = 2.0;
a(10,2*j-1)=7.0; a(10,2%j)= 3.6;
end
c(l) = 0.1; c(2) =0.2; c(3) =0.2; c(4) =0.4; c(5) =0.4;
c(6) = 0.6; c(7) = 0.3; c(8) =0.7; c(9) =0.5; c(10)=0.5;
s = 0.0;
for j = 1:m;
p=20.0;
for i = 1:4
p = p+(x(i)-a(j,i))"2;
end
s = s+1.0/(p+c(j));
end y = -s;

A MainTester futtatasa utdn az eredményt az alabbi formaban kapjuk meg:

Function name: S5

The set of global minimizers is located in the union of the
following boxes:

cl: [4.00003713662883, 4.00003718945147]
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[4.00013323800906, 4.00013329348396]
[4.00003713910016, 4.00003717168197]
[4.00013326916774, 4.000133285666954]

The global minimum is enclosed in:

[-10.153199679058694, -10.153199679058199]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL CPUt(sec)
16 126 86 7 10 6.69

El6fordulhat természetesen, hogy eredményként t6bb intervallumot is kapunk.
A globalis minimum pontok ezen intervallumok egyesitésében talalhaték. Az ered-
mény kiirt alakja tartalmazza a feladat megoldésa soran mért szokdsos hatékony-
sagi mutatokat: az iterdcié szamot, a fliggvényhiviasok szdmat, a gradienshivasok
szamét, a Hesse-matrix kiértékelések szamat, a maximalis lista hosszat és a CPU
id6t.

Az optimalizalé eljaras kozvetleniil, parancssorbdl is hasznilhat6é a kovetkezd
mobdon:

>> addpath(’./’,’./Utils’,’TestFunctions’)
>> amin = {0; 0; 0; 0]

>> amax = [10; 10; 10; 10]

>> b = infsup(amin,amax)

>> [intv, min, stats] = GOP(@sh5, b, 1e-8)

Lehetdség van arra is, hogy ugy hasznaljuk az opimalizalé eljarast, hogy a sziik-
séges két allomanyt nem adjuk meg, hanem a célfiiggvényt inline médon definialjuk.
Erre tekintsiik az alabbi példat:

>> f = inline(’x(1)~2+x(2)~2+17)

>> amin = [-2; -2]

>> amax = [1; 1]

>> int = infsup(amin,amax)

>> [intv, min, stat] = GOP(f, int, 1le-8)

4. A C-XSC alapi algoritmus és az INTLAB alapi médszer
osszehasonlitasa

Az INTLAB alapu algoritmust numerikusan teszteltiik. A célunk az volt, hogy
megvizsgaljuk ennek hatékonysagat a szokasos hatékonysagi mutatékkal, valamint
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Osszehasonlitani a kapott eredményeket a C-XSC alapu algoritmus megfelel§ mu-
tatoival.

A teszteket MATLAB R2008a kornyezetben, INTLAB 5.5-6s verzi6 alatt végez-
tiik, Pentium 4-es (2 Gbyte RAM memoériaval ellatott, Core 2 Duo, 2 GHz-es pro-
cesszord) szamitogépen. A tesztfeladatok halmaza tartalmazta az Osszes standard
globalis optimalizalasi fiiggvényt is. Hasonlé feladathalmazon végeztiink tesztelést
a [7, 8] cikkekben.

A numerikus eredményeket az 1. és 2. tablazatokban Gsszegeztiik. A tébla-
zatok elsd két oszlopa a probléma nevét és dimenzidjat tartalmazza. A fiiggvény
nevek helyett azok roviditéseit hasznaltuk, példaul Shekel-5 helyett S5, Schwe-
fel 3.2 helyett Sch3.2, Ratz-4 helyett R4 szerepel stb. A t6bbi oszlop a szoka-
sos hatékonysagi mutatékat tartalmazza, mint amilyen az iteracio szam (ITSz), a
fiiggvényhivasok szama (FHSz), a gradienshivasok szama (GHSz), a Hesse-matrix
kiértékelések szama (HHSz), a maximalis munka lista hossza (MLH) és a sziikséges
CPU id6 masodpercben (CPU).

A két implementacié esetén a hatékonysagi mutatok (egy, a CPU id6 kivéte-
lével) megegyeznek, vagy hasonlok. Ez nagyjabol annak tudhaté be, hogy a két
algoritmus struktiraja kdzel megegyezik. A CPU id§ esetén nagy eltérés figyel-
heté meg. Az INTLAB alapt implementéci6é atlagosan 442-szer tobb id6t igényel
ugyanannak a feladatnak a megoldasahoz. Az aranyok az egyes feladatok esetén
16 és 1251 kozott valtoznak, és a médian értéke erre az ardnyra 345. A nagyobb
szamok azon feladatok esetén figyelhetGk meg, ahol sok szamitisra volt sziikség. A
nagy futasidébeli kiilonbségek a MATLAB interpreter médban valdé miikddésének
tudhatok be.

Az 6sszehasonlitas eredményeképpen elmondhaté, hogy MATLAB kérnyezetben
az INTLAB alapu algoritmus egyszertien hasznalhaté, viszont hatranya a sebesség
visszaesése. Ennek ellenére az 11j globalis optimalizalasi médszer hasznos modellezd
eszkdz lehet optimalizalasi feladatok kezdeti tanulmanyozasara. Kilondsen igaz ez
olyan feladatok esetén, amelyekre a CPU id6 a novekedés ellenére is elfogadhaté
meértéki (legfoljebb par perc). A szamitasi kdrnyezet interaktivitasa elényds olyan
esetekben, amikor kezdeti lehetSségek kozotti valasztas céljabol nagy szamu kisér-
letet végziink eltérs beallitasokkal, illetve modellekkel.

5. A Newton-lépés bekapcsolasanak vizsgalata

A Newton-lépést az algoritmus gyorsitasara hasznaljuk. Tulajdonképpen egy
intervallumos Newton-Seidel-lépést alkalmazunk a célfiiggvény gradiensére, ezél-
tal megprobalunk kozeli korlatokat adni a minimum helyekre. A teljes Newton-
algoritmust nem futtatjuk le, mert az tal koltséges lenne, ezért alkalmazunk csak
iteracionként egy-egy lépést.
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1. tablazat. A C-XSC- és az INTLAB alapt algoritmusok eredményeinek 6sszeha-

FHSz a fiiggvényhivasok szamat, és GHSz a gradiens hivasok szamat.

P

A C-XSC kod Az INTLAB kéd
Feladat Dim | ITSz FHSz GHSz | ITSz FHSz GHSz
S5 4 16 126 86 16 126 86
S7 4 18 129 84 17 121 78
510 4 17 122 78 17 123 78
H3 3 38 256 187 23 147 99
H6 6 191 1505 1167 191 1505 1167
GP 2 76 458 229 76 458 229 -
SHCB 2 17 103 60 17 103 60
THCB 2 44 274 189 44 274 189
BR 2 44 250 177 44 250 177
RB 2 38 238 151 38 238 151
RB5 5 389 3584 2713 396 3660 2758
L3 2 47 293 170 47 293 170
L5 2 86 593 406 86 593 406
L8 3 11 80 55 11 80 55
L9 4 13 107 73 13 107 73
L10 5 15 125 86 15 125 86
L11 8 23 189 128 23 189 128
L12 10 30 254 175 30 254 175
L13 2 10 74 47 10 74 47
L14 3 15 120 77 15 120 77
L15 4 17 136 87 18 146 94
L16 5 19 142 88 19 142 88
L18 7 27 206 130 27 206 130
Schw2.1 2 113 803 580 113 804 580
Schw3.1 3 14 96 64 14 96 64
Schw2.5 2 50 293 205 50 293 205
Schw2.14 4 353 3146 2263 356 3242 2337
Schw2.18 2 3 21 13 3 21 13
Schw3.2 3 20 144 98 20 144 98
Schw3.7_5 5 45 309 208 45 309 208
Schw3.7_10 10 696 4371 2665 696 4371 2665
Griew) 5 25 190 117 25 190 117
Griew7 7 40 297 173 40 297 173
R4 2 35 210 125 35 210 125
R5 3 107 996 748 107 996 748
R6 5 140 1516 1221 140 1516 1221
R7 7 204 2728 2293 204 2728 2293
R8 9 310 4723 4063 320 4881 4201
EX2 55975 37816 27834 | 9279 59605 44126
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2. tablazat. A C-XSC -és az INTLAB alapu algoritmusok eredményeinek 6sszeha-
sonlitdsa. A tablidzatban Dim a feladat dimenzi6jat jelenti, HHSz a Hesse-matrix
kiértékelések szamat, MLH a maximalis lista hosszat, valamint CPU a futasi idét
masodpercben.

A C-XSC kod Az INTLAB kod
Feladat Dim | HHSz MLH CPU | HHSz MLH CPU
S5 4 7 10 0.02 7 10 5.66
S7 4 7 14 0.02 6 14 7.27
S10 4 6 16 0.03 6 17 10.36
H3 3 22 21 0.00 11 16 5.09
He6 6 86 64 0.43 86 64 97.45
GP 2 0 153 0.00 0 153 9.25
SHCB 2 3 22 0.00 3 22 1.70
THCB 2 21 24 0.00 21 24 3.75
BR 2 18 10 0.00 18 10 3.44
RB 2 11 11 0.00 11 11 1.59
RB5 5 309 74 0.15 317 79 93.13
L3 2 8 57 0.01 8 57 10.06
L5 2 31 32  0.05 31 32 26.25
L8 3 5 9 0.01 5 9 2.34
L9 4 7 13  0.01 7 13 4.08
L10 5 8 15 0.03 8 15 5.95
L11 8 9 28 0.07 9 28 14.11
L12 10 11 36 0.09 11 36 23.89
L13 2 4 9 001 4 9 1.45
L14 3 7 12 0.00 7 12 3.16
L15 4 7 19 0.00 8 19 4.84
L16 5 6 20 0.03 6 20 5.56
L18 7 8 26 0.01 8 26 10.80
Schw2.1 2 53 25 0.01 53 25 12.50
Schw3.1 3 5 6 0.00 5 6 1.58
Schw2.5 2 27 4 0.00 27 4 2.13
Schw2.14 4 209 119 0.10 216 123 47.98
Schw2.18 2 1 4 0.01 1 4 0.16
Schw3.2 3 11 7  0.00 11 7 1.66
Schw3.7_5 5 24 32 0.03 24 32 7.13
Schw3.7_10 10 192 818 0.48 192 818 183.59
Griew5 5 7 28  0.02 7 28 5.94
Griew? 7 8 58  0.06 8 58 12.48
R4 2 6 36 0.00 6 36 2.23
R5 3 71 57 0.05 71 57 27.20
R6 5 100 30 0.25 100 30 71.72
R7 7 168 41  0.35 168 41 184.78
RS 9 261 59 1.17 270 59 429.48
EX2 5| 3149 534 3.51 | 5020 576 4 390.09
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A Newton-lépés alkalmazasa minden egyes részintervallumra szintén koltséges
lenne, ezért célszerid valamilyen feltételt hasznalni ennek bekapcsolasara. Egy ko-
rabbi cikk [16] alapjan algoritmusunkban a Newton-lépést csak abban az esetben
hasznaltuk, ha a felosztas soran keletkezett harom részintervallumbdél a tébbi gyor-
sit6 lépés végrehajtisa utan méar csak egy részintervallum maradt.

A tovabbiakban egy 4j bekapcsolasi feltételt vizsgalunk. Ennek az a lényege,
hogy minden olyan részintervallumra alkalmazzuk a Newton-lépést, amelynek szé-
lessége kisebb, mint egy elére megadott érték, ugyanis a Newton-1épés igazabél
akkor hatékony, ha az adott argumentum intervallum maér elég kicsi. Az 4j felté-
telben 0.1 értéket hasznaltunk az intervallum szélessége kiisz6bértékének.

5.1. Elméleti vizsgalat

Vannak esetek, amikor az elébbi feltételt alkalmazva a Newton-lépés nem ered-
ményes abban az értelemben, hogy vagy nem is csékken az intervallum mérete, vagy
sok darabra osztja fel az aktualis intervallumot. A gyakorlatban tobbnyire az utébbi
eset szokott eléfordulni, amely azért nem elény6s, mert hasonlé eredményt érhetiink
el egyszerti kettéosztassal is, de joval kisebb kéltséggel. A Newton-1épés hatékony-
saga tobb-dimenzios esetben meéginkabb romolhat, ugyanis a dimenzi6é névekedéssel
az 1j részintervallumok szama is névekszik.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a masodrendii derivalt befoglalasa, amelyre
a Newton-lépés nem eredményes, az alabbi alaki:

FII

1) = [E/(X) = D-w(F" (X)), F'(X) + Dw(F(X))], ()

ahol F”(X) a masodrendii derivalt egy befoglalasa az X intervallumon, és D egy
pozitiv valos szam. F”(X) lehet a masodrendd derivalt értékkészlete is X-en.
Hasonlo alaku befoglalofiiggvényt feltételeztek az [5, 6] cikkekben is, a gyakorlatban
hasznalt befoglalé fiiggvények korében a szimmetrikus talbecslés gyakori.

A kovetkezd két tétel arra akar ravilagitani, hogy milyen esetekben nem lesz a
Newton-lépés hatékony.

5.1. TETEL. Adott f egyvaltozos fiiggvény és X, w(X) < € intervallum esetén
létezik olyan befoglalé fiiggvény, amelyre a Newton-lépés nem eredményes abban
az értelemben, hogy vagy nem is cs6kken az intervallum mérete, vagy sok darabra
osztja fel az X intervallumot.

Bizonyitds.
Az egydimenzits f(z) fliggvény esetén a Newton-iteracié az alabbi Gsszefiigge-
sekkel irhato le:

t (k)
® =0 _z _ I @)
N (X ' T ) =z Fr(X®)’ @
xk+) _ x®) A N (X(k),ff(k)) , k=1,2,... 3)
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ahol () = mid(X*)), f’ az els6rendii derivalt, F” a masodrendi derivalt befog-
lalasa.

Legyen egy, a w(X) <e feltételnek megfelels X =la,b] intervallum és
F"(X)=[c,d]. A Newton-lépés akkor nem eredményes, ha a (2) egyenletben a
masodrendd derivalt tartalmazza a nullat, és a metszetképzés (3) utan eredmény-
ként két intervallumot kapunk. A Newton-lépés ezen eredménye azért nem hasznos,
mert ezt elérhetjiik egy egyszerd kettéosztassal is, amely olcsébb miivelet, mint a
Newton-lépés. A kérdés az, hogy milyen tilbecslésre van szikség ahhoz, hogy a
masodrendd derivalt befoglalasa tartalmazza a nullat és a metszetképzés utan két
intervallumot kapjunk eredményiil.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy 0 ¢ F"'(X) és F,;(X) = [/, d']. A feladat
¢’ és d’ értékeit ugy meghatdrozni, hogy 0 € F)/;(X) teljesiiljon.
A korabbi jelolésekkel a Newton-operitor a kdvetkezd alaki lesz:

1@ _ . f@

N(X,i)=55-— F"~(X) [c’,d’].

(4)

1. Eset: amikor f(Z) > 0. Ekkor N(X,z) = (—oo,'f— %,@} U [EE— @,oo) .
Az X N N(X,Z) miivelet eredményeként akkor kapunk két intervallumot, ha

teljesiil
e
a<i-i (Ef”), (5)
~_ (=)
- . 6
b>z v (6)
Az (5) és (6) egyenlStlenségekbdl rendre azt kapjuk, hogy:
) f'z)
7
f'(@)
!
- . 8
¢<-2 w(X) ®)

A (7) és (8), valamint az (1) Osszefliggésekbdl kovetkezik:

c—D-w(F"(X)) < -2- ig)) 9)
d+D-w(F"(X))>2- 1{)((?) (10)

Innen D-re a kdvetkezd egyenlStlenségek adédnak:

2. (&) + ¢ w(X)
w(X) - w(F"(X))’

D>D= (11)
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2. f1(Z)—d-w(X)

D> D= 2R3y wF(x)

(12)

Tehat, ha D > max(Dy, D), akkor a Newton-lépés eredményeként két inter-
vallumot kapunk.

2. Eset: amikor f'(Z) < 0. Ekkor N(X,Z) = (—oo,'i— f—/f,@] U [E— %,oo) .
Az els6 esethez hasonld gondolatmenettel azt kapjuk D-re, hogy:

—2. f1(F) + ¢ w(X)

D> Dv= =05 wrx)

(13)

—2- /(&) - d- w(X)

D> Do = =050 wlF (X))

(14)

Tehét ebben az esetben, ha D > max(D;, D3), akkor a Newton-lépés nem
lesz eredményes.

@]

Az el6bbi bizonyitasban a D; és Dy értékek segitségével olyan befoglalasat
kapjuk a masodrend( deriviltnak, amelyre a Newton-modszer két intervallumot ad
eredményiil. Mivel szimmetrikus tilbecslést feltételeztiink a masodrendd derivalt
befoglalasara, ezért D értékéill a D és Dy koziil nyilvan a nagyobbikat valasztjuk.

Az 1. esetnek megfelelGen, ha most azt vizsgaljuk, hogy a Newton-lépés mikor
hatékony, akkor a kovetkezs Gsszefiiggést kapjuk:

D<p, o 2 L@ e wX)

<P =) W) i

Ezen Osszefiiggés alapjan ismert D tulbecslési paraméter mellett megadhato
olyan e kiiszébérték a Newton-lépés bekapcsolasara, amely biztositani tudja, hogy a
Newton-lépés hatékony legyen abban az értelemben, hogy eredményiill egy
sziikebb intervallumot kapjunk, mint az argumentum intervallum. Az (15) Gssze-
fiiggés alapjan

2. f'(z)
X) < .

wX) S X)) =

Tehat, ha

2@
T D-w(F"(X)-c

akkor a Newton-lépés eredményeként sziikebb intervallumot kapunk, mint az argu-
mentum intervallum.

Hasonl6 allitas vezethetd le arra az esetre is, ha f'(Z) < 0 (ez a 2. eset az
1. tétel bizonyitasaban).
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Egy F(X) befoglalé fiiggvényt akkor mondunk izotonnak, ha X C Y-bal
F(X) C F(Y) kovetkezik. Ez a tulajdonsiga csaknem minden, a szamitogépes
eljdrasokban hasznalatos befoglaléfiiggvénynek megvan. Az (1)-ben definidlt Fy
fiiggvény nyilvanvaléan minden rogzitett D értékre izoton filiggvény. A kovetkezd
allitas mégis azt mondja ki, hogy amennyiben a D konstans értékét agy kell megva-
lasztani, hogy a Newton-lépés ne legyen eredményes, akkor az igy ad6dé befoglaléd
fiiggvény nem lesz izoton.

5.1. ALLITAS. Az 1. tétel bizonyftasdban megkonstrualt F,; befoglalofiiggvény
nem izoton.

Bizonyitds. Ennek belatasara elegend6 ellenpéldat mutatni.

Az f(z) = 35(z + 4)(z + 2)(x + 1)(z — 1)(z — 3) + 2 fiiggvény esetén az (1)
Osszefiiggéssel és az 1. tétel bizonyitasaban kidolgozott konstrukciéval megadott
befoglal6 fiiggvény nem izoton az alabbi intervallumokra.

Ha X; = [-1.60,—1.5], akkor D > 3.7569.

Ha D = 3.76, akkor F,;(X1) = [—1.41,7.46].

Ha X, = [-1.65, —1.45], akkor D > 1.3002.

Ha D = 1.31, akkor F,;(X2) = [-0.70,6.81].

Ha X3 = [-1.7,—1.4], akkor D > 0.6353.

Ha D = 0.64, akkor F,;(X3) = [—0.46,6.67].

A példa esetén tehat Xy C Xo C X3 és F,;(X3) C Fi;(X2) C Fy;(X1), azaz
az el6irt tulajdonsaggal rendelkez6 F,); nem izoton. O

Az 5.1. allitas lényegi jelentése tehat az, hogy elegenddéen kicsi € dontési para-
méter valasztasa esetén a Newton-lépés eredményességének esélye novelhetd.

5.2. TETEL. Adott f tébbvaltozds fiiggvény és X, w(X) < e intervallum esetén
létezik olyan befoglalé fiiggvény, amelyre a Newton-lépés nem lesz hatékony, abban
az értelemben, hogy vagy nem is csékken az intervallum meérete, vagy sok darabra
osztja fel az X intervallumot.

Bizonyitas.
Tébbvaltozos esetben a Newton-médszer iterdcios sémaja a kovetkezd forma-
ban irhaté:
G (39) + H (X®) (N (x®,50) - i) =0 (16)
XD = x) o N (X(’“),E““)) L k=1,2,..., (17)

ahol 7¥) = mid(X(*®)), G a gradiens, és H a Hesse matrix befoglalésa.

Az N érték meghatirozasara a Hansen-Sengupta-operatort hasznaljuk. Ez az
operator a Gauss—Seidel-eljarast alkalmazza. A (16) egyenletet H(X) kbzépponti
inverzével, C-vel prekondicionalva kapjuk, hogy

C-H(X)(N(X,%) - ) = ~C- G@).
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Bevezetve az
M=C -HX), b=C- G

mennyiségeket, a komponensenkénti intervallumos Gauss-Seidel-eljaras

b + Z;;ll M;; (X;H” - .'f(k“)>

N <1Xy(k)"§)(k)> _ 75/.) - 7 J 4
" ’ (k) k) (18)
S My (X )
M;; 7
x*D — x® (X(k)yi:(k)) (19)

alaki lesz, ahol Z*) = mid(X(®) ésk = 1,2,.... Aziteraciéban, haaz N(X®), zk))
i-dik komponensét kiszdmoltuk, akkor elvégezziik a metszetképzést.

A (18) &sszefiiggésbél latszik, hogy minden iteracios lépésben az M matrix egy
fsatlobeli elemével osztunk. Az egyvaltozos esettsl eltérGen, itt nem a masodrendi
derivalt befoglalasat hasznéaljuk, hanem a Hesse-matrix egy prekondicionalt valto-
zatat. A prekondiciondalas célja, hogy az M - H(X) szorzas eredményeképpen olyan
métrixot kapjunk, amelynek egyiitthat6i jobban kezelhetk a rendszer megoldasa,
soran, mint az eredeti matrix esetén. A (18) egyenlet hasonl6 a (2) egyenlethez,
igy a bizonyitds is hasonldéan torténik, mint az egyvaltozos esetben. A kiilénbség
itt az, hogy gy kell meghatarozni a befoglalast, hogy a Hesse-matrix kézépponti
inverzével valdé szorzas utan tartalmazza a nullat, és a metszetképzés soran két
intervallumot kapjunk.

Az adott iteracio . bels6 lépésében, ha 0 € M;;, i =1,...,n és a Newton-lépés
eredményeként az i. komponens két intervallum egyesitéseként irhat6 fel, akkor
a Newton-lépés két kiilon részfeladatra oszthaté. Ezekben a részfeladatokban a
kapott i. komponenst helyettesitjiik az egyesitésben szerepls egyik intervallummal.
Tehat, ha egy komponens esetén igaz a fenti allitas, akkor a Newton-lépés mar nem
lesz eredményes. a

5.2. Numerikus vizsgalat

Az INTLAB alapt algoritmust teszteltiik az uj feltétellel és a kapott eredménye-
ket Osszehasonlitottuk az eredeti feltétellel elért eredményekkel. A tesztkornyezet
beallitdsai megegyeznek a kordbban leirt beallitasokkal. A 3. és 4. tablazatok tar-
talmazzak a fliggvényekre az eredményeket, valamint az egyes mutatok Osszesitett
és atlag értékeit a teljes célfiiggvény halmazra vonatkozoéan. A két feltételt a kapott
hatékonysagi mutatdkkal nehéz 6sszehasonlitani, ugyanis ezek értékei lényegesen, és
persze érthetd modon kiilénboznek az 4j feltételnek kiszonhetSen. Ezért célszeriibb
a ket feltételnek megfeleld CPU iddket Osszehasonlitani a teljes fiiggvényhalmazra.

A teljes futasidét tekintve megallapithato, hogy az 1j feltétel esetén ez 14 perc-
cel (15%-al) kevesebb, mint a régi esetén. Figyelembe véve azt, hogy az EX2 és a
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Schw3.7.10 fiiggvények egyiittesen a teljes futasidé 80 szazalékat igénylik, érdemes
megvizsgalni az eredményeket e két feladat elhagyasaval. Ebben az esetben azt
talaljuk, hogy az 1j feltétel esetén a teljes futasids 6 perccel (30%-al) lett keve-
sebb, mint a régi feltétellel. Az eredmények alapjan elmondhato, hogy az 0j feltétel
segitségével sikeriilt a sziikséges szamitasi id6t lényegesen cstkkenteni. Ez a javulas
mégis nem minden fiiggvényen figyelheté meg, s6t egyes estekben (pl. Schw3.7.10)
rosszabb értéket kaptunk. Ez azt jelenti, hogy nehéz az 0j feltétel szaméara olyan
értéket beallitani, amely minden vizsgalt feladatra javulast eredményez. A jovében
ennek az értéknek az adaptiv beallitasat fogjuk megvizsgalni.

A teljes elméleti gondolatmenet hasonlé formaban megismételhets olyan be-
foglalo fliggvényekre is, amelyek tilbecslése nem szimmetrikus.

5.3. Numerikus vizsgalat

Az INTLAB alapu algoritmust teszteltiik az 4j feltétellel és a kapott eredmé-
nyeket Gsszehasonlitottuk az eredeti feltétellel elért eredményekkel. A tesztkSrnye-
zet beallitdsai megegyeznek a korabban leirt beallitasokkal. A 3. és 4. tablazatok
tartalmazzak a fliiggvényekre az eredményeket, valamint az egyes mutaték Ossze-
sitett és atlag értékeit a teljes célfiiggvény halmazra vonatkozoan. A két feltételt
a kapott hatékonysigi mutatékkal nehéz 6sszehasonlitani, ugyanis ezek értékei lé-
nyegesen, és persze érthet6 médon kiilénboznek az 1j feltételnek kdszonhetSen.
Ezért célszeriibb a két feltételnek megfelel6 CPU idSket Gsszehasonlitani a teljes
fiiggvényhalmazra.

A teljes futasidét tekintve megallapithat6, hogy az 0j feltétel esetén ez 14
perccel (15%-al) kevesebb, mint a régi esetén. Figyelembe véve azt, hogy az EX2 és
a Schw3.7.10 fliggvények egyiittesen a teljes futasids 80 szazalékat igénylik, érdemes
megvizsgilni az eredményeket e két feladat elhagyasdval. Ebben az esetben azt
talaljuk, hogy az 0] feltétel esetén a teljes futasids 6 perccel (30%-al) lett kevesebb,
mint a régi feltétellel. Az eredmények alapjan elmondhatd, hogy az 0j feltétel
segitségével sikeriilt a szlikséges szamitasi id6t lényegesen csékkenteni. Ez a javulas
mégis nem minden fiiggvényen figyelhetG meg, s6t egyes estekben (pl. Schw3.7.10)
rosszabb értéket kaptunk. Ez azt jelenti, hogy nehéz az 1j feltétel szamara olyan
értéket beallitani, amely minden vizsgalt feladatra javulast eredményez. A jévében
ennek az értéknek az adaptiv beallitasat fogjuk megvizsgalni.

6. Alkalmazas
6.1. Lokalizalas szenzorhalézatokban

Szenzorhalozati alkalmazasokban nagyon gyakran sziikség van az egyes csomo-
pontok foldrajzi poziciéinak az ismeretére. Ezért az egyik legfontosabb elviras az
ilyen halézatokban a csomépontok helymeghatarozo képessége. Az elmilt idGszak-
ban szdmos modszert [1, 4, 13, 17] dolgoztak ki szenzorok lokalizalasara.
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3. tabldzat. A Newton-lépés bekapcsolasanak vizsgalata az INTLAB alapua algo-
ritmus esetén. A tablazatban Dim a feladat dimenzi6jat jelenti, ITSz az iteracio
szamot, FHSz a fiiggvényhivasok szamat, GHSz pedig a gradiens hivisok szamat.

Eredeti feltétel

Uj feltétel

Feladat Dim ITSz FHSz GHSz ITSz FHSz GHSz
S5 4 16 126 86 22 117 76
S7 4 17 121 78 22 120 76
S10 4 17 123 78 22 122 76
H3 3 23 147 99 14 82 51
H6 6 191 1505 1167 112 560 363
GP 2 76 458 229 53 717 415
SHCB 2 17 103 60 16 105 63
THCB 2 44 274 189 59 284 187
BR 2 44 250 177 71 360 256
RB 2 38 238 151 17 174 117
- RB5 5 396 3660 2758 608 3511 2568
L3 2 47 293 170 32 191 103
L5 2 86 593 406 22 131 73
L8 3 11 80 55 20 98 67
L9 4 13 107 73 26 129 85
L10 5 15 125 86 33 161 106
L11 8 23 189 128 52 253 163
L12 10 30 254 175 65 315 202
L13 2 10 74 47 13 76 49
L14 3 15 120 77 22 121 76
L15 4 18 146 94 28 150 94
L16 5 19 142 88 29 162 97
L18 7 27 206 130 41 226 136
Schw2.1 2 113 804 580 168 758 557
Schw3.1 3 14 96 64 21 122 81
Schw2.5 2 50 293 205 34 161 114
Schw2.14 4 356 3242 2 337 527 5914 4160
Schw2.18 2 3 21 13 19 95 63
Schw3.2 3 20 144 98 25 149 99
Schw3.7_5 5 45 309 208 108 517 364
Schw3.7_10 10 696 4371 2665 | 5232 22065 15781
Griewb ] 25 190 117 53 263 163
Griew?7 7 40 297 173 73 363 223
R4 2 35 210 125 21 134 80
R5 3 107 996 748 181 760 544
R6 3] 140 1516 1221 339 1409 1018
R7 7 204 2728 2293 500 208 1501
R8 9 320 4881 4201 651 2713 1954
EX2 5| 9279 59605 44126 | 5774 42338 32161
Osszeg 12640 89037 65775 15125 88012 64 362
Atlag 324 2283 1687 388 2257 1650
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4. tablazat. A Newton-lépés bekapcsolasinak vizsgilata az INTLAB alapu algorit-

S

kiértékelések szamat, MLH a maximaélis lista hosszat, valamint CPU a futasi idé6t
masodpercben.

Eredeti feltétel Uj feltétel
Feladat Dim | HHSz MLH CPU | HHSz MLH CPU
S5 4 7 10 5.66 3 10 5.02
S7 4 6 14 7.27 3 14 7.00
S10 4 6 17 10.36 3 17 9.95
H3 3 11 16 5.09 3 13 2.69
H6 6 86 64 97.45 10 55 32.77
GP 2 0 153 9.25 56 175 16.63
SHCB 2 3 22 1.70 6 19 1.80
THCB 2 21 24 3.75 3 26 3.59
BR 2 18 10 3.44 18 12 4.91
RB 2 11 11 1.59 19 9 1.25
RB5 5 317 79 93.13 162 79 83.20
L3 2 8 57 10.06 2 53 6.22
L5 2 31 32 26.25 2 32 5.25
L8 3 5 9 2.34 2 9 2.72
L9 4 7 13 4.08 2 14 4.67
L10 5 8 15 5.95 2 17 7.13
L11 8 9 28 14.11 2 30 17.42
L12 10 11 36 23.89 2 39 27.03
L13 2 4 9 1.45 3 9 1.47
L14 3 7 12 3.16 3 12 3.08
L15 4 8 19 4.84 3 18 4.73
L16 5 6 20 5.56 3 20 6.03
L18 7 8 26 10.80 4 26 11.31
Schw?2.1 2 53 25 12.50 17 31 11.36
Schw3.1 3 5 6 1.58 7 6 1.95
Schw2.5 2 27 4 2.13 5 7 1.13
Schw?2.14 4 216 123 47.98 | 455 442 88.22
Schw?2.18 2 1 4 0.16 2 11 0.64
Schw3.2 3 11 7 1.66 9 8 1.66
Schw3.7_5 5 24 32 7.13 13 32 10.52
Schw3.7_10 10 192 818  183.59 28 1024  873.70
Griew5 5 7 28 5.94 1 28 7.95
Griew? 7 8 58 12.48 1 51 15.02
R4 2 6 36 2.23 6 24 1.44
R5 3 71 57 27.20 0 23 18.97
R6 5 100 30 71.72 0 25 59.06
R7 7 168 41 184.78 0 47  122.38
RS 9 270 59  429.48 0 65  204.88
EX2 5| 3802 38 439009 | 4284 145 318241
Osszeg 6 777 2600 5732 | 5111 2677 4 867
Atlag 174 67 147 132 69 125
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Az altalanos szenzor lokalizalasi feladat a kvetkezSképpen fogalmazhaté meg.

Adott m darab szenzor csomépont ismert poziciékkal: ar € R!, k=1,...,m, vala-
mint n darab csomépont, ismeretlen pozicickkal z; € RY, j = 1,...,n.
Két tetszbleges csomépont esetén bevezetjiik a kévetkez6 euklideszi tavolsagokat:
dr; = ||lax — z;j||, egy ismert és egy ismeretlen pozicioju csomépont esetén, vala-
mint d;; = ||z; — 2;]|, két ismeretlen pozici6ju csomépont esetén, ahol j =1,...,n
ési#j.

Téavolsagalapu alkalmazasoknal a csomo6pontok jeleket bocsatanak ki, amelyek
segitségével a szomszédos csomopontok képesek az egyméas kozotti tavolsagokat
becsiilni. Egy csomépont szomszédai azon csomépontok, amelyek az adott csomo-
pont hatékorén beldl vannak. Az 6sszes régzitett és nem rogzitett csomopontokra
értelmezziik a kévetkezd halmazokat:

N ={(k,j):dxj <7}, 5=1,...,n,

Ni={(4,j4):diy <m}, j=1,...,n,

ahol az ry és r; paraméterek a maximalis hat6kordk sugarai. _

A di; és d;; valos tavolsagok helyett altaldban a csomépontok dltal mért di;,
JL-]— zajos tavolsdgokat szoktak hasznédlni. Az utébbiak a valds tavolsdgoknak egy
zajjal modositott valtozatai. .

Tehat a lokalizalasi feladat: adottak a dgj, di; zajos tavolsagok, és az ismert
csomoépontok koordinatai ax € RY, k = 1,...,m felhasznalasaval hatarozzuk meg
a tobbi csomoépont z; € R!, j = 1,...,n pozicisit. A feladat megfogalmazhato
szemidefinit programozasként [4], vagy nemlinearis optimalizalasi feladatkeént {13].
Mi az utébbi lehetéséget valasztottuk, amelyben a cél egy nemlinearis hibafiiggvény
minimalizalasa:

min S5 (la-5l-d) + 2 3 (E-z0-4)° b, @

k=1j€N, i=1 jEN;

ahol T;, T; az ¢ és j csomoépontok becsiilt pozicioi, ka és (Zj a meért tavolsagok a
(k,7) és (i, 7) csomépont parok kozott és N;, Ny a szomszédos csomépont halmazok.

6.2. A feladat megoldasa

A korabban megfogalmazott lokalizalasi probléméat szamos sztochasztikus mod-
szerrel sikeriilt kozelitGleg megoldani. A leggyakrabban hasznalt médszer a szimu-
lalt hiteés [1, 13, 17] és a genetikus algoritmus [23]. A (20) célfiiggvénnyel megadott
feladat egy globalis optimalizalasi feladat, amelyet mi intervallum aritmetikin ala-
csomépont mindkét koordinatajshoz egy intervallum valtozét rendeltiink. A cso-
mopontok a sik [0,1] x [0, 1] tartomanyaban helyezkednek el, igy az intervallum
valtozok is ezen a tartomanyon beliil valtoznak.
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A (20) célfiiggvény minimumanak a megkeresése az INTLAB alapt optima-
lizdléval nagyon idSigényes mtivelet, ezért egy kozelitd megoldas megtalalasira az
ivmetszés [17, 21] technikajat alkalmazzuk hasznalva az INTLAB alapu programot.
ismert helyzeti szomszédja, akkor az el6bbi helyzete egyértelmiien meghatérozhato,
amennyiben ismertek a csomépontok kdzotti valds tavolsagok. Mivel a tavolsagok
zajosak, ezért altaldban nem létezik egyértelmi megoldas, igy azt a pontot keressiik
meg, amely minimalizalja az ismert helyzetd csomopontoktol vett tavolsagok dssze-
gét. A feladat megoldasa sordn a csomépontokat két halmazba csoportositjuk: az
ismert és az ismeretlen helyzetii csomépontok halmaziba. Minden ismeretlen hely-
zetd csomépont esetén meghatarozzuk a szomszédait, majd az ivmetszés segitsé-

S sea

zetd csomopont helyzetének meghatarozasara. A mi esetiinkben, ahol lehetséges,
ott négy szomszédos csomdpontot valasztunk a pontosabb meghatarozas érdekében.

A lokalizalasi feladat megoldasa nagymértékben fiigg a kiillénb6z6 csombpontok
szamatol, a régzitett szenzorok pozicidjatol, a szomszédos csomdpontok szamatdl, a
meért tavolsagok hibajatol és a hatokorsugaratdl. Az altalunk vizsgalt feladatokban
elhelyezéssel a [0, 1] x [0, 1] tartomanyban. Valamennyi csomépont esetén a hatokor
sugara r = 0.3. A szimulacié elvégzésére szilkkség van a szomszédos csomépontok
kozotti mért tavolsidgokra, amelyek hibajat normaél eloszlas segitségével modellez-
ziik. Hasonlé6 eloszlast feltételeztek az [1, 17] cikkekben is. Tehat a mért tavolsagok
és a valos tavolsagok kozotti Osszefliggések:

di; = dij(1 +randn() - nf),

czj = dij(1 + randn() - nf),
ahol randn() a normal eloszlas alapjan generalt szam, nf pedig a hiba faktor,
amelynek értéke 10%.

Az el6bbi beallitasok mellett a lokalizalasi feladatot az INTLAB alapu
globalis optimalizalé eljaras segitségével oldottuk meg. Az eredmény interval-
lumra 103 pontossagot koveteltiink meg, és ezen intervallum kézéppontjat tekin-
a mért tavolsagokban, a becsiilt poziciok megegyeznek az eredeti poziciokkal (1asd
1(a) &bra). Zajos tavolsagok esetén pedig a kozelité megoldasok az 1(b) abran
lathatok. Az algoritmus teljes futasi ideje a zajos tavolsagok esetén 261 masod-
perc. Egy csomoépont esetén az atlagos fliggvény-, gradiens-, illetve Hesse-méatrix
kiértékelések szama rendre 194, 139 és 10. A maximaélis munkalista hossza 10 volt.
Az abrakon lathat6é a csomoépontok eredeti pozicidja (karika), a becsiilt poziciok
(csillag), az eredeti pozici6 és a becsiilt pozicié kozotti tavolsag (vonal), valamint
az ismert pozicigju csomépontok (négyszég). A kapott kdzelité megoldasok javita-
sat, valamint a feladat részletesebb tanulmanyozasat az X-CSC alapi intervallumos
globalis optimalizaléval tervezziik.
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1. 4bra. A szenzor lokalizacios feladat kozelitd megoldasa zaj nélkiili és zajos tavol-
sagok esetén

7. Kovetkeztetések

A cikkben egy intervallumos globalis optimalizalé algoritmus Gj implementaci-
6jat mutattuk be, és teszteltilkk azt MATLAB/INTLAB kornyezetben. Az 1j prog-
ramot Osszehasonlitottuk a hasonlé C-XSC alapt eljarassal. A teszt eredménye azt
mutatta, hogy az 1j modszer hasonléan hatékony, mint az elbbi — eltekintve a
CPU idétol.

Megvizsgaltunk tovabba egy 4j feltételt a Newton-1épés bekapcsolasara. Az ered-
mények alapjan ez az 1j feltétel cstkkenti a teljes sziikséges szamitasi id6t a régi
megoldashoz viszonyitva. Az INTLAB alapd algoritmus segitségével sikeriilt jo
kozelit6 megoldast talalni a szenzor lokalizalasi problémaéra.

8. Kdszonetnyilvanitas

Az elvégzett kutatast részben a Nemzeti Fejlesztési Ugynokség TAMOP-4.2.2/
08/1/2008-0008 és TAMOP-4.2.1/B- 09/1/KONV-2010-0005 palyazatai, valamint
az MTA Hataron Tuli Magyar Tudomanyos Osztondijprogramja tamogattak.
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AN INTLAB BASED GLOBAL OPTIMIZATION METHOD
AND IT’S APPLICATION TO A SENSOR NETWORK LOCALIZATION PROBLEM

LAszL6 PAL AND TiBor CSENDES

In this paper, we describe a new implementation of an interval optimization algorithm.
The algorithm implemented in MATLAB that uses the INTLAB package supporting interval cal-
culations and automatic differentiation solves the bound constrained global optimization problem.
According to the numerical studies completed, the new, INTLAB based implementation is closely
as efficient as its C-XSC-based basis algorithm ~ with the exception of the CPU time needed.
It can be installed and used easily compared with other similar programs. Furthermore, we exami-
ned a new condition for applying the Newton step and we described a sensor network localization
problem solved by the INTLAB based algorithm.
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ELJARAS JO MINOSEGU VELETLEN EGESZ VEKTOROK
GENERALASARA

TAKACS SZABOLCS

Alkalmazasok soran sziikségiink lehet véletlen egész vektorok generala-
sara, amelyek min&ségét tobb szempont alapjan is értékelhetjiik.

Szamunkra elsddlegesen az volt fontos, hogy a vektorok eloszlasanak egyen-
letességét biztositani tudjuk, tovabba a kozottik 1évs nyilvanvaloan meglévs
Osszefiiggdség a lehetd legkisebb mértékben legyen kimutathaté. Természe-
tesen az altalanosan elfogadott informatikai feltételeknek is megprébaltunk
eleget tenni.

A felsorolt szempontokra tébb tesztet is alkalmaztunk. Osszehasonlitas-
ként a MATLAB® véletlen egész vektorokat generalé rutinjat hasznaltuk,
annak eredményeivel vetettiik Gssze a sajat generatorunk eredményeit.

A teszteket eldre kivalasztottuk, nem az algoritmus eredményeinek fliggvé-
nyében déntéttiink hasznalatuk mellett, azonban az eredmények ismeretében
hajtottunk végre valtoztatasokat az eredeti algoritmuson — elérve igy egy jobb
eredményeket mutatd verziét.

1. Mi a véletlen?

A véletlent definialni - gyakorlati kritériumok alapjan, mint az majd lathaté is
lesz, nem konnyt feladat. Egzakt matematikai definicick sokasagat lehet megtenni,
melyek tobbé-kevésbé ekvivalensek egymaéssal, azonban teljesen nyilvanvalé médon
vannak eltérések. Vannak sorozatok, melyek az egyik definicié szerint véletlensze-
riinek tekinthetSek, mig mas definici6k szerint mar nem ,eléggé” véletlenek.

[3] egzaktul megfogalmaz néhany lehetséges definiciét. Milyen problémékat,
illetve lehet6ségeket biztositanak szamunkra ezek a definicidk, illetve milyen kap-
csolat van a kiildnb6zd definiciokat teljesits sorozatok kézott? Van-e olyan sorozat,
mely minden definici6 szerint véletlen?

Tekintsiink két régebbi definiciét, melyek nélkiilozik a teljes matematikai pre-
cizitast, azonban a probléma lényegére jol ravilagitanak.

1.1. Definicié. (Lehmer, 1951) A véletlen sorozat bizonytalan fogalman olyan
sorozatot értsiink, melynek késébbi elemeit az avatatlan személy nem tudja meg-
joésolni; tovabba jol vizsgazik néhany szokasos statisztikai proban; ezeknek a pré-
baknak a megvalasztasa fiigg attol is, hogy mire szeretnénk hasznalni a sorozatot.

Alkelmazott Matematikai Lapok (2011)



42 TAKACS SZABOLCS

1.2. Definicié. (Franklin, 1962) Egy U,,...,U,, U; € [0,1) sorozat véletlen,
ha rendelkezik minden olyan tulajdonsaggal, amely az egyenletes eloszlasu véletlen
valtozokbol all6 fiiggetlen mintdk végtelen sorozatainak kézés tulajdonsaga.

pontositdsa, azonban ez alapjan a sorozatnak minden statisztikai probat ki kell
allnia. Definiciéink nem elég pontosak — és [3] eszmefuttatisa és tételei alapjan,
ez utébbi definiciét szigorian véve megallapithatjuk, hogy véletlen sorozat nem
létezik.

Ezért altalaban Lehmer kicsit liberalisabb definici6ja alapjan érdemes elindulni
és dolgozni.

A fenti megallapitas, miszerint nincsen olyan véletlen sorozat, mely minden
tesztet kielégitene, a kovetkezs egyszer(i gondolatmenettel értelmezhetd legkénnyeb-
ben.

Vélasszunk egy olyan véletlen sorozatot, melyben csak 0, vagy 1 értékek szere-
pelhetnek. Egy 1000 hosszu sorozatban is, sok ismétlést kérve, kell lennie olyan
esetnek, melyben egymas utan 1000 darab 0 szerepel.

Ez a fajta lokalis nem-véletlenszer(iség a szamitégépes alkalmazasok szaméara
katasztrofalis helyzetet eredményezne — amit persze az alkalmazéasok stabilitasa
érdekében kénytelenek vagyunk kiszdrni. Holott egy igazi véletlen szamsorozattol
a lokalis nem-véletlenszeri viselkedés elvarhato.

Ebbél kovetkezik [3] szerint az a tény, mely alapjan el kell, hogy fogadjuk:

Megjegyzés. Nem létezik olyan véletlenszam sorozat, amely minden alkalma-
zashoz tokéletesen megfelel§ lenne.

2. Elvarasok

JomindGségii pszeudo-véletlen szamokat, vagy vektorokat generalni nem kénnyd,
hiszen szamos minGségbiztositasi szempontnak kell eleget tenni. [3] szerint nem
létezik olyan pszeudo-véletlen szamokat, vagy vektorokat generalé algoritmus, mely-
hez ne lehetne olyan tesztet elSirni, amelyen fennakad. Egészen pontosan, ennek
vizsgalatahoz olykor azt is nehézkes definidlni, hogy mit tekintsiink véletlen soro-
zatnak.

[3] tobb, egymassal nem feltétleniil ekvivalens definiciét is felsorol. Vizsgalja
annak fényében, hogy milyen matematikai tulajdonsagaik — és milyen algoritmikus
tulajdonsagaik vannak az ket kielégitd sorozatoknak.

Vannak azonban altaldnosan elfogadott elvarasok egy algoritmussal szemben
([6], [2]), melyeket illik teljesiteni. Ezek az alabbiakban foglalhatéak dssze:

1. Gyorsasag

Az alkalmazott algoritmusunknak nem szabad tul lassan generélnia a szdmo-
kat, vektorokat, hiszen ezek altalaban nagyobb programok részeiként
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alkalmazandok, igy elvarhaté, hogy az alkalmazasok sebessége ne egy véletlen
szam meghatarozasanak sebességétdl fliggjon.

. Egyszeriség

Minél kdnnyebben, egyszertibben implementilhaté egy algoritmus, annél
konnyebb lesz a felhasznalhatosiga. Vilagos, hogy egy tulbonyolitott algorit-
mus — bar viselkedését tekintve tiinhet kaotikusabbnak — alapvetden, alkal-
mazasi szempontbdl lehet mégis rosszabb, mint egy egyszerii, szintén ,eléggé
kaotikus” verzio.

. Szabadsag

Az algoritmusunk akkor lesz megfelels, ha az szamitdégépes rendszertdl fiig-
getleniil alkalmazhat6, azaz pl. az operacids rendszer vagy a hasznalt gép nem
akadalyoz minket a felhasznalhatosigaban.

. Megismételhetdség

Nagyon fontos szempont, hogy bar alapvetSen véletlennek t{ing szamokat,
vektorokat szeretnénk elBallitani a megadott paraméterek alapjin (hiszen
algoritmizalunk), azonos parameéterbeallitdsok mellett (azaz azonos feltéte-
lek biztositasaval) a program determinisztikussaga megmaradjon.

. Ciklushossz
A pszeudo-véletlen algoritmusok egyik nagy hatranya szokott lenni, hogy a
ciklushossz (azaz, hiany elGallitott szam utan ismétlédik mar a szamok soro-
zata) tal révid.

. Statisztikai probak

A fenti, alapvet&en strukturalis, informatikai feltételeket (elsé 4 pont), illetve
az 5., matematikai feltételt egy hatodik feltétel teljesitése teszi teljesebbé:
nevezetesen, hogy elére meghatarozott, az algoritmus viselkedését vizsgalo
statisztikai teszteken is meg kell felelnie a programnak.

Ezeket az olykor nehezen ellendrizhets kritériumokat statisztikai prébak segit-
ségével fogjuk vizsgalni. Megnézziik, hogy az alkalmazott algoritmusunk
mennyire ad hasonld eredményeket ahhoz, mintha egy valéban véletlen
(pl. rulett-kerékrdl) szarmazo szamsorozattal dolgoznank.

Teszteléseink soran ezeket a fenti szempontokat vettiik alapul. Az els6 4 szem-

pont ellendrzése alapvetGen egyszerd volt — ezekre fogunk el§szor kitérni.

Az 5. szempont vizsgalata némiképpen eltérd lesz, errdl majd a késébbiekben

még lesz sz6.

A 6., statisztikai probak szempontjihoz elére meghataroztuk, hogy mely tesz-

teket fogjuk alkalmazni — elkeriilve igy azt a csabitast, hogy az algoritmus vizsgalta
soran, annak megismerése utan olyan teszteket valogassunk ki, melyeknek megfelel
az algoritmus. A modositasok az eredeti algoritmuson mind azt a célt szolgaltak,
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hogy az el6re meghatérozott teszteken, kontrolalt korillmények kozott tudjunk jol
teljesiteni.

Az egyenletesség tesztelésére a x2-préba kiilonbozs, strukturalt valtozatait és
a Kolmogorov-Szmirnov-tesztet alkalmaztuk.

Az Osszefiiggeések feltarasara szintén x2-probat és monotonitasi egyiitthatokat
(Kendall-gamma) alkalmaztunk, illetve a Knuth altal javasolt sorozattesztet, vala-
mint annak egy atrendezés-tesztnek nevezett modositasat.

Az eredeti algoritmus forrasa [6], és ugyancsak ismerteti {5], a r4 vonatkozo
mindséghez kapcsolédd bizonyitasokkal egyetemben. Az eredeti algoritmust azon-
ban t6bb ponton is médositottuk, illetve specifikaltuk — ezen médositasok, specifi-
kiciok hatasat teszteltiik kiilonb6z6 mindségbiztositasi eljarasok segitségével.

A teszteléshez hasznalt eljarasokat részint [3], részint [4] javaslatai alapjan
készitettiik el.

3. Az eredeti algoritmus leirasa

Az algoritmus egész vektorokat vesz egy véges, rogzitett halmazbdél, majd e
véletlenszertien kivalasztott vektorokat adja Ossze, és az eredményt visszatransz-
formalja egy adott élhossziisagii kockaba (altalanos esetben tetszdleges tartoméanyba).
Leépéseit a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg:

1. Inicializalas
AeZY™, n<<m, n,méeEZy
& ~U(m)eZy, je,...,K| DeZ}, KEcZ,,

ahol:

1

A maétrix 6sszes n X n-es részmatrixanak determinénsaira teljesiil, hogy
a legnagyobb k6z0s osztéjuk 1.

&, véletlen, egyenletes eloszlast valoszindségi valtozok.

D a pozitiv ortans adott d élhossziisagi kockaja (természetesen itt bar-
milyen tartomény valaszthato).

— K szamu véletlen egész vektort szeretnénk generalni.

Azaz egy D tartomany - jelen leiradsban a d élhosszisagi, pozitiv ortans-
ban elhelyezkedé n dimenziés kocka egész racspontjaira szeretnénk véletlen
vektorokat generalni.
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2. Ciklus és levagas

,U()=O,

vi=¢

Hi = fi—-1 + ay,
i=1...K.

Ha p;; > d (vagy pij < 1) akkor p;; == puf ;, ahol

— 1

pij = pi; mod(d), 1<pu;;<d

j=1,...,n.

Azaz a 0 vektorbdl indulva az A maétrix oszlopainak véletlen sorrendben —
egyenletes eloszlast valdszinlségi valtozok realizicidinak segitségével — tor-

véletlen vektorokat.

Az algoritmus megtalalhato [5] alatt, ahol a levagast - ha tullépnénk a kockan
(vagy az adott tartomanyon) az algoritmus egy maradékos osztassal oldja
meg, mely az adott koordinatan visszaterel minket a tartominy belsejébe.

3.1. TETEL. Amennyiben az {a1,...,am} C Z™ vektorrendszer tartalmazza az
R"™ egy linedris bazisat, a determindnsokra vonatkozo feltétel fennall és 3t € [1,m] :
at = 0, ugy:
: 1 —n
Yu € D: khmP(uk:u): — =d™",
—00
Il 4;
i=1

azaz minden u ricspont egyenlé valészintséggel vétetik fel, amennyiben a generlt
vektorok szdma a végtelenhez tart [6].

Megjegyzés. A tételben szerepls d; értékek most egyenldek, hiszen a d élhosszi-
sagl kocka racspontjaira generalunk. Altalabanegy D = (di,...,d,), pozitiv egész
élhosszak altal meghatarozott téglaba allitjuk el6 a vektorokat.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa 6] cikkben megtalalhato. 0

3.1. KOVETKEZMENY. A tételbdl kdvetkezik az is, hogy ha a D tartomany
akkora, melyben a rdcspontok szama meghaladja az alkalmazott véletlenszam ge-
nerétor ciklushosszdnak mértékét, uigy az igy megalkotott algoritmusunk ciklus-
hossza meghaladja az eredeti véletlenszamgenerator ciklushosszét, hiszen pozitiv
(s6t, hatarértékben egyenld) valészintiséggel minden rdcspontot el6allit az algorit-
musunk.
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4. Az algoritmus fejlesztése, javitasa

Megjegyzés. Az altalunk alkalmazott algoritmusban seed beallitas is szerepelt,
ami azt jelenti, hogy amennyiben K vektorra volt sziikségiink, ugy a generalt u
vektorokat csak egy bizonyos érték utan kezdtiik el egy matrixba feltlteni (a seed
érték eléréséig szabadon generalt a program, nem tortén kiiratds). Ez random-
seedet eredményezett szamunkra, hiszen igy az adott D tartomany egy pszeudo-
véletlen pontjabél inditottuk el az algoritmust.

Megjegyzés. Az eredeti algoritmus leirdsaban latszik, hogy egyetlen pont van,
ahol déntési lehet6ségiink van: az A matrixunk megvalasztidsa. Az algoritmushoz
olyan A maétrixra van sziikségiink, melyre igaz, hogy az n x n-es aldetereminansok
legnagyobb kozés osztéja 1.

Amennyiben ez nem teljesiil, agy az algoritmus soran sivokat generalnank,
nem tudnank kitolteni az egész, kitéltends D tartomanyt.

4.1. VALTOZAT. Az A matrixot elsG kérben az aldbbi technikdval generaltuk:
egy n X n-es egységmaétrixon végrehajtottunk adott szamii (n?) Gauss-eliminéciés
eljarast forditott irdnyban (ezzel elértiik, hogy a kapott matrix determininsa to-
vabbra is 1 maradjon). A forditott irdny azt jelentette, hogy most az egységmatrix
sorainak véletlen szamszorosat hozzdadtuk / kivontuk egymasbdl.

Ezt az eljarast alkalmaztuk egymdst utan tobbszor. Igy garantaltuk, hogy min-
den n x n-es aldeterminéns legnagyobb kéz0s osztéja 1 maradt, hiszen tartalmazott
tobb olyan részmétrixot is, melynek determindnsa 1.

Fontos azt is megemliteni, hogy az algoritmus mindenképpen hasznal egy kiilsd,
véletlen szam generatort, mellyel egyenletes eloszlasbol szarmazd pszeudo-véletlen
szamokat nyeriink a vektorok Gsszegeinek elGallitasahoz, illetve ezt a generatort
hasznaljuk az A métrix elGallitasdhoz is.

Az algoritmus teszteléséhez kiilonbo6zd statisztikai eljarasokat alkalmaztunk.
Egyik oldalrél fontos szempont volt az eloszlas egyenletességének tesztelése. Erre
részint x2-probat, részint Kolmogorov—-Szmirnov-tesztet valasztottuk.

Az egyenletességet vizsgdld teszteket a 100 oldalhosszisagu, pozitiv ortans-
ban elhelyezkedd, 2, 3 és 5 dimenzids kockdba torténd, 2000 vektor generdlasira
végeztiik el.

A vektoraink fliggetlenségének tesztelésére a késGbbiekben bemutatasra keriilg
teszteket hasznaltuk. Szintén a 100 oldalhosszisagu, pozitiv ortdnsban elhelyez-
kedé kockaba generalt véletlen egész vektorokkal dolgoztunk, azonban a megbiz-
hatosag érdekében 5000 vektort generaltunk (a [3] szakirodalomban a minimalis
4000-es érték szerepel).

4.1. Mé6dositas az algoritmuson
Kétfajta modositast hajtottunk végre az algoritmuson. Az egyik az A métrix

generaldsa, a masik pedig egy ritkitas beallitasa.
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Generalas

Az algoritmus lelkét képez6 A matrix megvalasztasa fontos lépés. A moédosi-
tasban az aldbbi lépéseket tettiik.

1. El6szor a mar ismertetett modon végrehajtottuk az A matrix generala-
sat, majd annak segitségével generaltunk egy megfelelden hosszG (2000
darabos) véletlen vektorrendszert, amit egy M maétrixba rendeztiink.

2. Az A matrix elejérdl megtartottuk a Gauss-eliminacio segitségével
generalt n x n-es részt, igy mar garantalni tudtuk, hogy a determinansok
relativ primek legyenek. Ezutin az M matrixboél valasztottunk egy meg-
felel§ nagysagi szeletet, azaz: az A méatrixba mar el6zetesen legeneralt,
ebbdl az eljarasbol] szarmazéd pszeudod-véletlen vektorok keriiltek. (Ezzel
azt szerettiik volna elérni, hogy az algoritmus lényegében a kérnyezet-
t6l fiiggetlen legyen — ne teljes egészében a MATLAB® generatoraval
dolgozzunk.)

Ritkitas
Mar emlitettiik, hogy beallithaté ritkitas is az algoritmusban. Most a mar
emlitett seed mellett még ezt is alkalmaztunk. Igy egy j6val nagyobb vektor-

rendszert alkalmaztunk — nevezetesen 2, 4, 8, 16-szoros ritkitassal dolgoztunk
és teszteltliink.

Megjegyzés. Nem alkalmaztunk ennél nagyobb ritkitast, mert bar teszteltiik,
de nem hozott érdemi javulast, vagy romlast a 16-szoroshoz képest, viszont
nagyban megnovelte a futasidét.

A ritkitassal mérhetSen nem javultak az eredményeink az egyenletesség tekin-
tetében, azonban az Osszefligglség esetén mar mast tapaszaltunk.

Az elss teszt, amit alkalmaztunk a nagy elemszamra valé tekintettel a Kolmo-
gorov-Szmirnov-préba volt. Ennek soran el8szor a peremeloszlasokat teszteltiik,
majd minden perem esetén azokat 2, 4 és 5 részre bontottuk, és ezen vagasok
mentén kialakult téglakban vizsgaltuk a tobbi koordinita egyenletességét.
hogy minden téglaban egyenletesen vannak-e jelen a generalt racspontok. Ez persze
27, illetve 4™, 5™ téglat jelentett, melyekre x2-probat alkalmaztunk.

Megjegyzés. Ezen a ponton nyer jelentGséget az a tény, hogy a szigoru pozitiv
kvadransba generaltunk vektorokat, ugyanis igy valéban értelmes osztépontokat
hozhattunk létre — nem 50 — 51 pont keriilt az egyes vagasokba, hanem 50 — 50,
vagy 25 — 25 — 25 — 25 stb.

A Kolmogorov-Szmirnov-tesztek kiziil az egyvaltozos esetek eldfeltétele, hogy
folytonos F-eloszlast vizsgalunk. Ismert, hogy a kétvéltozés esetnek is az a fel-
tétele, hogy mindkét valdszindségi véltozo egy-egy folytonos F-, és G-eloszlasbol
szarmazzon, majd ezen F-, és G-eloszlasokat vizsgaljuk egyenlGség szempontjabol.
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A Kolmogorov-Szmirnov-tesztek kétvaltozos esetében a véletlen egész vektoro-
kat ugy kezeljiik, mint ha folytonos eloszlasb6l szarmaznanak. (Példaul 1Q-tesztek
esetén is ugy feltételezziik, hogy folytonos eloszlas huzodik meg a hattérben, csak
a mérdeszkoziink nem tudja ezt mérni).

Igy az alabbi eljarast fogjuk elvégezni.

1. Generalunk egy V n x m-es vektorrendszert, azaz m darab n dimenzi6s vek-
tort. Azt vizsgaljuk, hogy az m darab vektor minden egyes peremeloszlasa
egyenletes-e.

Valasszuk ki példaul V elsé oszlopat (ami most igy egy m hosszt vektor lett)
tesztelésre, jelolje ezt V.

Legyen Maz és Min Vi maximalis és minimalis eleme.

2. Vesziink egy w vektort, mely Max és Min k6z6tt minden egész értéket felvesz,
rdadasul mindet egyenlé mértékben. Ez azt jelenti, hogy minden értékbsl

n
Maz — Min+1

darabot vesziink.

Ezzel elérjiik, hogy a Vi vektorral majdnem megegyez6 hossziisdgd, annak
legnagyobb és legkisebb eleme kozott egyenletes eloszlasbdl szarmazé w vek-
torunk legyen.

3. Most w és V] eloszlasat a fent nevezett illeszkedés-vizsgalati eszkozokkel Gssze-
hasonlitjuk. Igy azt feltételezhetjiik, hogy mindkett6 ugyanazon mérSesz-
kozzel késziilt, egyenletes eloszlasbol szarmazo minta — tovabba, a tesztnek
az elemszamok nagyon eltérd volta miatti gyengiilését mindenképpen kizar-
juk, hiszen majdnem megegyez6 méret(i vektorokat hasonlitunk dssze.

4.2. Osszefiiggdség tesztelése
4.2.1. A Kendall-gamma monotonitasi egyiitthato

Tegyiik fel, hogy adott A = (X1,Y1) és B = (X3,Y2) pontpar.

Amennyiben X; > X, és Y; > Y, ugy azt mondjuk, hogy A és B konkor-
dans viszonyban vannak egymassal (pozitiv iranyu az Gsszefiiggés, monoton névs
kapcsolat van kozottiik).

Amennyiben X; > X, de Y; < Y3, gy azt mondjuk, hogy A és B diszkordans
viszonyban vannak egymassal (negativ iranyua az osszefliggés kozottiik, monoton
csOkkend kapcsolatot mériink). )

Vilagos, hogy ha egy ponthalmazban a konkordéans parok py szdma a nagyobb,
tgy azt mondhatjuk, hogy a ponthalmaz Osszességében monoton névs, a pon-
tok egymashoz képest monoton névekednek. Amennyiben a diszkordans péarok
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p- szadma a nagyobb, Ugy ennek ellenkezgjét allithatjuk - azaz monoton csdkkends
viszonyt vélelmezhetiink a ponthalmazunk esetén. Tehat

p+ = H{(A (X1, Y1), B (X2, Y2)) | (X1 < X2) A (Y1 < Y2)},
p- =1{(A(X1,11),B(X2,Y2)) | (X1 < X2)A (Y1 > Ya)}.

Az is vilagos, hogy nem minden pontpart tudunk Osszehasonlitani — hiszen
lehetnek egyezd X vagy Y koordinatdk. Erre az esetre olyan korrekciét hajtunk
végre, hogy p, és p_ szamok kiilonbségét nem az Gsszes létezd paroshoz viszonyit-
juk, hanem az &sszeshasonlithaté parokra. Az igy képezett monotonitasi egyiitt-
haté:

_ P+ —P-
P+ +p-

Megjegyzés. Technikai kérdés, hogy a pontparok Osszehasonlitiasat miként
végezziik. Ha sorban haladva a mar 6sszehasonlitottakat kihagyjuk, vagy rosszabb
szervezés miatt minden pontot minden ponttal akir t&bbszor is dsszehasonlitunk —
az aranyokon, illetve azok hanyadosan ez a részlet nem fog valtoztatni.

Jackknife médszer segitségével mérjiik az igy elkészitett monotonitasi egyiitt-
hatok 95%-os konfidencia-intervallumat. Ezt ugy tessziik, hogy a generalt vektorok
koéziil mindig kihagyva a megfelel6t, pszeudo-statisztikikat nyeriink a fenti mono-
tonitasi meértékre, majd utana trimmelés segitségével (adott szamu legnagyobb és
legkisebb elem elhagyasaval) meghatarozzuk a kivant szélességi intervallumot.

Megjegyzés. A jackknife eljarasr6l bovebben [1] alatt olvashatunk. A trimme-
lés soran nem tesziink mast, mint a nagysag szerint sorbarendezett elemek els§ és
utols6 darabjaitél (egy el6re meghatarozott ardnyban, szimmetrikusan) megszaba-
dulunk.

Amennyiben ez az intervallum a ponthalmazunk esetén tartalmazza a 0 értéket,
ugy azt mondhatjuk, hogy a ponthalmazunk lényegében azonos ardnyban tartalmaz
monoton ndvekedd és csokkend pontparosokat.

4.2.2. Atrendezés- és sorozatteszt

[3] alapjan a sorozattesztet, illetve annak atdolgozasat alkalmaztuk.

1. Atrendezésteszt

Az eljarasunkat abbol a szempontbél vizsgiljuk, hogy a monoton névé és
csbkkend részsorozatok tulajdonsdgai atrendezés hatasara megvaltoznak-e.
Ugyanis, ha az atrendezés valtoztat az eredményeken az azt jelenti, hogy
menet kozben valamit kihasznaltunk, vagy elvesztettiink, és ennek hatésa
van a sorozatunk viselkedésére.
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Az atrendezést az alabbi médon értjiik: tekintsiik az adott, generalt V vektor-
rendszeriinket. A V' vektorrendszert egy permutacié segitségével rendezziik
at, a permutécio altal adott sorrendben felsorolva ujra a vektorokat, legyen ez
V*. Amennyiben a monoton névé és cstkkend részsorozatok aranya, szama
V és V* esetén szignifikinsan eltérd, tgy azt mondhatjuk, hogy az eredeti
sorozatunkban jelentdsége volt a vektorok sorrendjének, az nem egészen volt
véletlenszerd.

. Sorozatteszt

A sorozatteszt [3] alatt megtalalhaté, melynek lényege, hogy a véletlen sza-
mok generalasakor vizsgalhat6, hogy hany monoton névé és csokkend részso-
rozatot general az algoritmus. Ezek természetesen nem fiiggetlenek egymastol
(igy pl. az esetszam tesztelésére egyszerti x>-préba nem alkalmazhaté). A fiig-
getlenség azért sériil, mert teljesen nyilvanvalé médon egy névekedd sorozatot
mindenképpen egy cstkkend kell, hogy kévessen.

Lényegében annyi torténik, hogy Gsszeszamoljuk: a generalt vektorrendsze-
riinkon lexikografikus rendezés utan hany darab, milyen hosszii monoton névé
részsorozat keletkezett. Ezeket utana a fenti (3] hivatkozason megadott mo-
don statisztikai vizsgilatnak vetjiik ala.

5. Informatikai és algoritmus-szervezési szempontok

Az alkalmazott statisztikai eljarasokat majd azutan ismertetjiik, hogy az alap-

vetd informatikai elvarasok teljesiilésérsl meggy6z6dtiink.

Az elején felsorolt szempontok tehat, melyeket ellendrizniink kell a kovetkezdk:

1. Gyorsasag

Az algoritmus a MATLAB® véletlen generatoraval lényegében egyezs ids
alatt futott, amennyiben nem kértiink talzott mérvi ritkitast. Vilagos, hogy
egy 20-30-szoros ritkitas 20-30-szor annyi vektor generalasat jelenti, amelyek
koziil csak minden 20. vagy 30. keriil felhasznalasra. igy a ritkitas pl. 5000
vektor generalasa soran mar mérhetd idGveszteségeket okoz.

. Egyszeridség

Az algoritmus leirasan latszik, hogy annak struktarija nem til bonyolult —
bar hasznal egy szubrutint, nevezetesen: mindenképpen alkalmaznunk kell
egy kiilsé véletlenszam generatort az algoritmus beinditdsdhoz, illetve koztes
mikodtetéséhez (minden olyan esetben, amikor sziikségiink van egy vélet-
len szamra). Ez feltétleniil bonyolultabba teszi az algoritmust pl. annél az
algoritmusnal, melyet szubrutinként meghivunk.
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3. Szabadsag
A szamitogépes rendszertSl annyiban fiiggetlen csak, hogy olyan szamitogépes
feliilet kell az algoritmus szamara, mely mar rendelkezik az el6z6 pontban is
emlitett szubrutinnal. Azonban ett6l a ponttol valéban barmely rendszeren
alkalmazhato.

4. Megismételhetdség

Amennyiben az alkalmazott szubrutin paramétereit ismerjiik, tgy a t6bbi
paraméter fixalasa utin nyilvan az eljaras ugyanannyira lesz reprodukalhato,
mint amennyire a szubrutinként alkalmazott véletlenszam generatorunk az
volt.

5. Hosszu ciklusidé

A MATLAB® ciklusideje kell6en hosszi, és az algoritmus leirasabol lathato,
hogy szubrutinként ezt az eljarast hasznalé algoritmusunk ciklusideje részben
ehhez k6tott — bar ennél akar hosszabb is lehet, amennyiben a generalasban
meghatarozott tartomany racspontjainak szamossagit néveljiik.

6. Statisztikai prébak
Ennek ismertetése a kivetkezd fejezetben térténik.

Megjegyzés. Az informatikai kritériumokat lényegében teljesitettiik — bar az
algoritmus egyszerisége garancia volt arra nézve, hogy az els6 négy ponttal nem

lehet problémank.
Az 5-0s pont teljesitése részint a szubrutinként alkalmazott, kiilsé generatoron

mulik, tehat amennyiben ez megfelelGen lett megvalasztva, 4gy a mi algoritmusunk
is jol fog viselkedni. Masik oldalrol |6] alapjan a D tartomany racspontjainak
szamatol is erdteljesen fiigg a ciklushossz.

A statisztikai prébak teljesitése alapvetSen nem a szubrutinon milik, hanem

az A matrix megvalasztasan.

6. Az algoritmussal elért eredményeink a kiilonb6zé statisztikai
teszteken

A vizsgalt algoritmust a MATLAB® véletlen egészeket generald rutinjaval
hasonlitottuk Ossze.

6.1. Kolmogorov—Szmirnov-statisztika alkalmazasa

A tesztek eredményeinek ismertetése el6tt emlékeztetiink ra, hogy 2000 vektort
generaltunk a szigorian a pozitiv ortansban elhelyezkedd, 100-as oldalhosszisagt,
adott dimenzios kockaba.
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Megjegyzés. Bar 100 futas tortént, a tablazatokban tort értékek szerepelhetnek.
Ugyanis 100 futas esetén, adott dimenzié és adott torés (kocka éleinek felosztasa)
miatt 100-nal természetesen tObb statisztikai préba késziilt.

Példaul 3 dimenzidban, 4 térés esetén (minden élen 4 részre bontunk)
4 * 3 * 2 darab kocka keletkezik, tehat ennyi darab kisebb tartomanyban tesz-
teljiik a generalt vektorok egyenletességét. (Altalinossagban — ha van torés —
dim * (dim — 1) * térés.) Azaz, e fenti példa esetén ez 24 x 100 = 2400 tesztet
jelent.

Az alkalmazott statisztika feltételei az alabbi médon irhatoak le.
Adott X; koordinatat szeletekre bontjuk, nevezetesen az alabbi atkédolasokat,
toréseket vezetjiik be.

.- )1 Xie[1,50];
2, X; € [51,100].

Xi [1,25];
X; € [26,50];
X; € [51,75);
X; € [76,100].

oW N

X; € [1,20];
X; € [21,40];
X; € [41,60];
X; € [61,80];
X; € [81,100].

e
w
|
Ot W

A Kolmogorov—Szmirnov-statisztikat az egyenletesség tesztelésére alkalmazzuk
Vj # i, X; koordinatara, minden lehetséges T; » mentén, ahol k € {2,4,5}. Azaz,
KS(Tik,X;),ahol 1 < 4,7 <dim,i# jésk€ {2,4,5}. AKolmogorov-Szmirnov-
statisztika elsé koordinatajan a bontasban résztvevd koordinita szerepel, mig a
masodik koordinata mutatja, hogy mely koordinata egyenletességét szeretnénk
tesztelni. A vektorrendszeriink dimenzi6jat most dim jeloli.

Az alabbi tablazatokban 100 futas eredményeinek szazalékos megoszlasat 1at-
hatjuk (3 tizedesre kerekitve), a fenti bontésok esetén.
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MATLAB®
Perem | torés = 2 | torés = 4 | torés = 5
2D Nincs ritkitas 0 0 0 0
2D Ritkitas = 2 0 0 0 0
2D Ritkitas = 4 0 0 0 4]
2D Ritkitas = 8 0 0 0.125 0
2D Ritkitas = 16 0 0.25 0.125 0.3
3D Nincs ritkitéas 0 0 0 0.033
3D Ritkitas = 2 0 0 0 0
3D Ritkitas = 4 0 0 0 0.067
3D Ritkitas = 8 0 0 0 0.033
3D Ritkitas = 16 0 0 0 0
5D Nincs ritkitas 0 0 0 0
5D Ritkitas = 2 0 0 0 0.03
5D Ritkitas = 4 0 0.025 0 0.01
5D Ritkitas = 8 0 0.05 0 0
5D Ritkitas = 16 0 0 0 0.01
SAJAT
Perem | torés = 2 | torés = 4 | térés = 5
2D Nincs ritkitas 0 0.25 0] 0
2D Ritkitas = 2 0 0 0 0.2
2D Ritkitas = 4 0 0.5 0.125 0.2
2D Ritkitas = 8 0 0 0.125 0.1
2D Ritkitas = 16 0 0.25 0 0
3D Nincs ritkitas 0 0.583 0.292 0.367
3D Ritkitas = 2 0 0.167 0.125 0.1
3D Ritkitas = 4 0 0 0 0.1
3D Ritkitas = 8 0 0.167 0 0
3D Ritkitas = 16 0 0 0.125 0.033
5D Nincs ritkitas 0.6 1.425 1.113 1.01
5D Ritkitas = 2 1 04 0.125 0.06
5D Ritkitas = 4 0.2 0.025 0.013 0.02
5D Ritkitas = 8 0 0 0.013 0
5D Ritkitas = 16 0 0 0.025 0.01
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Megjegyzés. A tesztek — mint az lathato — elfogadhat6 eredményre vezettek,
ugyanis a célkitzést, miszerint nagysagrendileg olyan j6 eredményeket szeretnénk
elérni, mint a MATLAB® altal hasznalt véletlen egész vektorokat general6 algorit-
mus, lényegében teljesitettiik. (Természetesen nem értiik el azt a fajta, lényegében
0 valoszintiségd hatart, amit a MATLAB® produkalt, viszont altalaban az 1%-os
kiisz6b alatt tudtunk maradni).

Még az 5 dimenzids eset ritkitas mentes értékei is a 95%-o0s hatar alatt maradtak
(alig lépték at az 1%-ot), bar ezen a ritkitas segitett, és 4-es ritkitas utin mar a
MATLAB®-hoz hasonl6 eredményeket tudtunk kimutatni.

6.2. A x%-teszt eredményei

A x%-préba eredményeit nem foglaljuk tablazatokba, ugyanis nem akadt fenn
sem a MATLAB®, sem az altalunk alkalmazott algoritmus.

6.3. A Kendall-féle teszt eredményei

Annyi mdédositast alkalmaztunk még, hogy nem minden sorsolasban minden
koordinatat minden mas koordinataval vetettiink &ssze, hanem barmely bontas
esetén véletlenszertien valasztottunk ki 1-1 koordinata part, akiket Gsszehasonlitot-
tunk egymassal.

Példaul, 5 dimenzi6 esetén, ha a masodik koordinata alapjan 4 részre bontot-
tuk a generalashoz alkalmazott kockit, majd azon belill a 3. szeletet teszteltiik,
akkor hol az els6 és negyedik, hol a harmadik és 6tddik koordinata monotonitasat
hasonlitottuk Gssze, és igy tovabb.

Minden esetben a fent mar emlitett 95%-os szignifikancia-szint melletti konfi-
dencia-intervallumot fogjuk a tablizatokban megmutatni. A konfidencia-inter-
vallumot jackknife eljaras [1] segitségével becsiiltiik meg 100 futas eredményei alap-
jan. A ritkitasi beallitasok itt is a ,nincs ritkitas”, 2, 4, 8 és 16 voltak.

Megjegyzés. Mindegyik konfidencia-intervallum tartalmazza a 0 értéket, azaz
a vektorokat nézve, koordinatanként sztochasztikusan dominans par nem talal-
hato, illetve szignifikinsan nem mutathaté ki, hogy valamely koordinatapar mentén
monoton novekedést, vagy csokkentést generalna szisztematikusan az algoritmus.

Tovabba megallapithaté az is, hogy a konfidencia-intervallumok hossza nem
til variabilis, azaz egyik dimenzi6 egyik ritkitasanak esetén sem tapasztaltunk
érdemileg hosszabb, vagy rovidebb konfidencia-intervallumot.

6.4. Az atrendezésteszt és a sorozatteszt eredményei
Az el6zetes teszteket 32-szeres ritkitas mellett is elvégeztiik, azonban e két tesz-
tet futdsideje és szamitasigénye okan csak 8-szoros ritkitasig teszteltiik magasabb

esetszamon. Lathato lesz, hogy a vizsgalt dimenzidk esetén mar a 8-szoros ritkitas
is elfogadhatban j6 eredményeket mutat.
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Nincs Ritkitas MATLAB® SAJAT
2D [-0.0417; 0.0423] | [-0.0445; 0.0503 ]
3D [-0.0680; 0.0417] | [-0.0516; 0.0458 |
5D [-0.0413; 0.0372] | [-0.0516; 0.0505 |
Ritkitas = 2
2D [-0.0407; 0.0463] | [-0.0569; 0.0404 ]
3D [-0.0414; 0.0425] | [-0.0528; 0.0557 |
5D [-0.0387; 0.0360] | [-0.0845; 0.0793 ]
Ritkitas = 4
2D [-0.0490; 0.0480] | [-0.0510; 0.0379 ]
3D [-0.0431; 0.0381] | [-0.0516; 0.0554 |
5D [-0.0472; 0.0483] | {-0.0491; 0.0586 ]
Ritkitas = 8
2D [-0.0458; 0.0342] | [-0.0476; 0.0470 ]
3D [-0.0405; 0.0351] | [-0.0533; 0.0419 |
5D [-0.0664; 0.0417] | [-0.0603; 0.0471 |
Ritkitas — 16
2D [-0.0418; 0.0384] | [-0.0504; 0.0514 ]
3D [-0.0368; 0.0432] | [-0.0510; 0.0500 ]
5D [-0.0451; 0.0417] | [-0.0453; 0.0394 |

6.4.1. Az atrendezésteszt eredményei

55

A x%-préba teszteredményihez hasonloan itt sem foglaljuk tablazatba az ada-
tokat, mert minden generalt vektorrendszer dtment ezen a préban.

Az atrendezés hatasara nem valtozott semmi. Azt tapasztaltuk, hogy az elja-
rasok — 100 futasbol — egyszer sem fogtak el egy generilt rendszert sem.

6.4.2. Sorozatteszt eredményei

Ez a teszt (lasd [3]) a ritkitasi paraméter beallitasanak tesztelését volt hivatott
elvégezni.

Az eljaras soran egy alap matrixot generdlva ritkitdsonként, tébb tesztet is
végrehajtottunk.

Tovabbra is 2, 3 és 5 dimenziés vektorokkal dolgoztunk. 5000 darab véletlen
vektort generaltunk 1-1 sorozatban, a ritkitasok mértékét valtoztatva.

Azt tapasztaltuk, hogy a teszten fennakadt futésok aranya nem valtozik (sem
a MATLAB®, sem a mi generatorunk esetén) a ritkitas parameéter novelésével.
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Sorozatteszt eredményei

Az alabbi két tablazatban ismertetjiik, hogy az adott dimenziéban hany soro-
zatot generaltunk, illetve az adott sorozatszim mellett milyen aranyban fogta meg
a sorozatteszt a tesztelt algoritmust.

Futasok szama

Ritkitas 2D 2D 3D 3D | 5D 5D
mértéke MATLAB® | Sajat | MATLAB® | Sajat | MATLAB® | Sajat
Nincs ritkitas 10000 10000 10000 10000 10000 10000
Minden 2. 10000 10000 10000 10000 5000 5000
Minden 4. 5000 5000 1000 1000 1000 1000
Minden 8. 1000 1000 1000 1000 500 500

Megfogott futasok aranya

Ritkitas 2D 2D 3D 3D 5D 5D
mértéke MATLAB® | Sajat | MATLAB® | Sajat | MATLAB® | Sajat
Nincs ritkitas 5,4% 5,3% 5,4% 5,4% 5,4% 5,2%
Minden 2. 5,4% 5,4% 5,6% 5,3% 5,3% 5,8%
Minden 4. 5,6% 5,2% 6,8% 4,8% 5% 5,1%
Minden 8. 5,7% 4,7% 4,1% 4,8% 4,6% 4,8%

A tablazatokbol kideriil, hogy 1-2 tizedes eltérés van a MATLAB® generatora
és a sajat generatorunk kozott — raadasul mindegyik az 5%-os hibahatar kornyékén
mozog (a 6%-ot egy esetben lépi 4 a MATLAB® generatora).

Ez azt jelenti, hogy az altalunk alkalmazott generator ez alapjan a teszt alap-
jan sem mutat Gsszességében rosszabb képet, mint a MATLAB® 4ltal hasznalt
altalanosan elfogadott véletlen egész vektorokat generalé algoritmus.

7. Osszegzés

Osszefoglalasképpen elmondhatd, hogy a [6] cikkben ismertetett algoritmus
atdolgozasaval egy elfogadhaté eredményeket mutatd algoritmust sikeriilt alkotni.
A vizsgalatra el6re kivalasztott teszteken a referenciaként hasznalt MATLAB®
véletlen vektorokat general6 rendszere és az altalunk javitott algoritmus hasonléan

jo eredményeket mutattak.
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Megallapithat6, hogy a ritkitasi paraméter hasznalataval az algoritmusunk a
magasabb dimenzidknal javul6 tendenciat mutat, illetve nem kiilénbozik lényegesen
egymastol ebben a tekintetben sem a MATLAB® beépitett és az altalunk ismerte-
tett véletlen egész vektorokat general6 algoritmus. Erdemes észrevenni, hogy a tal
nagy ritkitas sem feltétleniil j6 — részint nem javit mar az eredményeken érdemben,
a futasidot viszont nagyban megndoveli.

Megfigyelhetd, hog}; az eloszlas illeszkedésének szempontjabol a ritkitasnak
érdemi jelentGsége nincsen (ahogy az varhato is volt). Az egyméas utan generalt
vektorok kozotti Osszefiiggség cstkkentésére magasabb dimenzidéban volt igazan
hatasa. Tapasztalataink szerint minden 16., vagy még kés6bbi vektor figyelembe
vétele mar nem javitott érdemben az eredményeken, tehat a ritkitasi paramétert
elegendd pl. 8-as értékre bedllitani.

Fontos kiemelni azt a tényt, hogy az ezen technikdval megalkotott genera-
tor ciklusa nem a belsejében alkalmazott szubrutintol fiigg elsGsorban, hanem a
generalas soran kitltendd tartomanyban taldlhatdé racspontok szaméatol, melynek
segitségével tetszblegesen hosszi ciklushosszal rendelkezd algoritmus konstrualhat6.
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A PROCEDURE FOR GENERATING HIGH QUALITY
PSEUDO-RANDOM INTEGER VECTORS

SzaBoLcs TAKACS

We present a method for generating high quality pseudo-random numbers or vectors, focusing
on the applicability in applications.

The following measure of quality is used: the distribution of the generated vectors must be
uniform and the cross-dependency between the generated vectors must be low. Other, traditional
aspects from computer science are also considered.

We apply various tests to verify the quality of the generated sequences. As a reference, we
used MATLAB®’s pseudo-random algorithm to compare our results against. We have fixed the
set of test to be applied before generating any results. However, after the set of test methods
have been fixed, we did tune our algorithm to improve it’s performance on the tests.
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KOLTSEGELOSZTASI MODELLEK

KOVACS GERGELY ES RADVANYI ANNA

A cikk alapjat egy O6ntozéses gazdalkodas teriiletérdl szarmazo koltségel-
osztasi probléma adja. Felhasznalok egy csoportja egy k6z6s csatornarendszer
segitségével latja el sajat teriiletének Ontozését. A csatornarendszer egy kozos
ponton csatlakozik a f6csatornahoz, ahonnan a csatornarendszer vizellatasat
fedezik. A rendszer mikoédéséhez és fenntartasahoz sziikséges koltségek a fel-
hasznal6kat terhelik. Egy lehetséges koltségelosztas megadja, hogy az egyes
felhasznalok kiilon-kiilon mekkora koltségeket vallalnak a rendszer teljes kolt-
ségébdl. Természetesen a felhasznaloknak egyiittesen fedezniiik kell a teljes
Osszkoltséget. Az elosztasnak pedig olyannak kell lennie, amit minden részt-
vevd valamiféleképpen ,igazsagosnak” itél meg.

Megvizsgaljuk tehat a koltségelosztas fogalmat, elvart tulajdonsagait és
modellezésének lehetGségeit, illetve értékeljiik az egyes megoldasi javasla-
tokat. A cikkben Aadland és Kolpin [1] lanc-struktirakra vonatkozé eredmé-
nyeit altalanositjuk faval reprezentalhaté csatornarendszerekre, kiegészitve
azokat tovabbi, szintén vizgazdalkodasi problémak kapcsan felmeriilt model-
lekkel [6].

1. Bevezetés

A cikk alapjat egy koltségelosztasi probléma adja. Gazdalkodok egy csoportja
egy focsatornahoz csatlakozé csatornarendszerbdl fedezi sajat foldteriiletének viz-
igényét. A csatornarendszer mikodtetése és karbantartasa koltségeket von maga
utan, ezeket a gazdalkodok k6zosen alljak. A probléma pedig az, hogy a gazdal-
kodék (tovabbiakban felhasznalok) hogyan osszak fel ,igazsagosan” egymas kozott
a csatornarendszerre vonatkozé 6sszkoltséget. A bevezetSt kdvetSen megismerke-
diink az alapmodellekkel és az ,jigazsagossag” fogalmat megragadni kivand axio-
mékkal. Az axi6émaék alapjat Aadland és Koplin |1} munkaja adja.

Modelljeink alapjai a val6s életbdl vett problémak megoldasa soran felmeriilt
megoldéasi javaslatok. Aadland és Kolpin [2] munkdjukban a Montana allambeli
allattenyészt8k altal évtizedek 6ta ténylegesen alkalmazott koltségelosztasi séma-
kat vizsgaltak. Két elosztasi rendszert irtak le, az atlag szerinti és a soros elosz-
tasi elveket. Ezen feliil bemutattdk a korlatozott atlag szerinti koltségelosztast
[1], mely az el6z6 két elosztas ,elonyeit” egyesiti. Ezen lancokra megfogalmazott
modelleket altalanositjuk fa-strukturakkal reprezentalhat6é problémak esetében, és
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megmutatjuk, hogy tovabbra is rendelkeznek a lancokra megfogalmazott elosztasok
tulajdonsagaival. A tovabbi két ltalunk vizsgalt modell alapjat szintén valés viz-
gazdélkodasi probléma kapcsan felmeriilt megoldéasi javaslatok adjak. A Tennessee
Valley Authority 1933-ban alakult tobbek koz6tt a Tennessee Volgy gazdasagi fej-
lesztésének kidolgozasara. A TVA munkassagat a kozgazdaségi, illetve jatékelméleti
szakirodalomban Straffin és Heaney [6] mutattak be el6szér, a szeparalhaté-nem
szepardlhat6 koltségekre alapozott modszerek innen eredeztethetdek. Modelleink
megfogalmazasanak alapjat Solymosi [5] munkija adja.

A formalis elemzéshez el3szor is foglaljuk 6ssze a példankban szerepls csatorna-
rendszer két legfontosabb sajatossagat! El6szor is minden felhasznal6 alapvetéen
sajat foldterilletének Ontdzése céljabol haszndl vizet, az allatallomany eltartasara
szolgalo vizmennyiség és az ebbdl eredd koltségek elhanyagolhat6 nagysagrendiiek.
Az altalanos tapasztalat pedig azt mutatja, hogy az Ontéz6csatornak kapacitasa
elegendG az sszes érintett foldteriilet 6ntozéséhez. Igy tehat a feladat nem egy
adott vizmennyiség elosztasa, sokkal inkabb a csatornak mik&dési, fenntartasi és
egyéb koltségeinek a felhasznalok kozotti elosztasa lesz.

2. Alapmodellek

Reprezentaljuk a feladatot egy faval, a fa gyokere legyen a f&csatorna (amit
0. csiicsnak fogunk tekinteni), a fa egyéb csiucsai pedig a felhasznalok. L-lel a fa
leveleinek halmazat jel6ljiik.

Legyen N = {1,2,...,n} a f6csatornidhoz csatlakozo felhasznalok véges, ren-
dezett halmaza. A felhasznalok halmazan definidlhat6 egy rendezés, ami reflexiv,
tranzitiv, de nem feltétleniil teljes, ugyanis nem minden esetben lesz barmely két
felhasznalé pozicioja dsszehasonlithat6. Tekintsiik példaul a grafon a gyokértsl ki-
indulva végrehajtott mélységi keresés elérési sorrendjét. Az igy kapott sorrendben
jeldlje ¢ a zsilipts] szamitott i-edik felhasznal6t. A csatornarendszer i-edik szakasza
(azaz a graf i-edik éle) legyen az a szakasz, amivel az i-edik felhasznalé a rendszer-
hez csatlakozik. Minden ¢ € N-re jelolje ¢; a f6csatorna i-edik szakaszara es6 éves
fenntartasi koltségét, az ezen koltségek altal meghatarozott koltségvektort pedig
c=(ci)ien € RY. A keresett eredmény a ) c; Osszesitett koltség egy ,igazsigos”
elosztasa lesz.

Megjegyzés. Specialis esetben a probléma egyetlen lanccal reprezentéilhatd,
aminek elsé csiicsa a fécsatorna, a felhasznalék pedig a lanc tovabbi, egyméas utan
kovetkez6 csicsai. Ekkor a rendezés a természetesen ad6dé sorrend szerinti lesz.

A tovabbiakban definialni fogunk kiilonb6z6 koltségelosztasi sémakat, és meg-
vizsgaljuk, milyen természetesen addédé tulajdonsigokkal rendelkeznek. Ehhez
sziikségiink van néhéany jelolés bevezetésére.

Egy i felhasznaléra megkiilonboztetjitk az 6t megeldzd és az 6t kévetd felhasz-
nalok halmazat. Jelolje I; azon cstcsok halmazat, melyek az i-t a gyokérrel 6ssze-
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kotd, egyértelmi tton helyezkednek el. Ez a halmaz lesz az i-t megeldzé felhasz-
nalok halmaza. Most tekintsiink egy olyan irdnyitast, ahol a fa éleit a gyokertdl,
mint forrastél kifelé mutato iranyitassal latjuk el, azaz a gyokérbsl csak kifelé
vezetnek élek, minden tovabbi cstics be-foka pedig egy. Az ilyen iranyitassal ella-
tott faban jelolje Ii+ az i-bdl irAnyitott tton elérhetd cstcsok halmazat. Ez pedig
az i-t kovetd felhasznalok halmaza lesz.

Vagyis I;” = {j € N|j <i}, I/ = {j € N|i < j}, ahol a j < i relaci6 fennallasa
jeldli, ha létezik j-bdl i-be iranyitott ut.

Példankban el6szor kétféle elosztasi szabalyt vizsgalunk, az (a) atlag szerinti
és (b) a soros elosztast. A koltségek mérhetdk hektaronkénti egységben, egységnyi
felhasznalt vizmennyiségben vagy felhasznalonként, mi ez utébbit fogjuk tekinteni.
(A 2.1. definici6 és a fejezetben felhasznalt axiomak alapjaul Aadland és Kolpin [1]
munkdja szolgalt.)

2.1. Definicio. Egy € : Rf - Rf leképezés egy koltségelosztasi szabaly, ha
Ve e RY -re Y& (c) = 3 ci,ahol (& (¢));en = £ (c).

(a) Az atlag szerinti koltségelosztasi szabaly szerint a csatorna fenntartasi kolt-
ségeit egyenld aranyban osztjuk szét minden felhasznalo kozott, azaz

g=> %J Vi € N-re.

JEN

(b) A soros koltségelosztasi szabaly szerint az egyes szegmensekre es6 koltsége-
ket osztjuk el egyenlé médon azok kozdtt, akik az adott szegmenst igénybe veszik,
vagyis

g@= > iy VieNre
JeIy u{i} 571+

Megjegyzés. Utobbi specidlisan a ldnc esetére igy is felirhat6:
i

- ; € N-re.
it 1) Vi € N-re

G=Z4+

A definici6 tartalméat a kovetkezs két példaval szemléltetjiik:

2.1. Példa. Tekintsiink elsz6r egy példat lanc esetén! Legyen N = {1,2,3}
és ¢ = {6,1,5}. Az atlag szerinti elv esetén az aggregalt koltségek elosztasa a
felhasznalok kozott egyenld mértéki, azaz £ (c) = (4,4,4). Masrészrd] a soros
elosztéasi szabalyt alkalmazva az elsé szegmens koltségeit mindhirom felhasznilo
k6zott kell egyenlGen felosztani, a masodik szegmenst a 2-es és 3-as szamu kozott,
mig a harmadik szegmens koltségeit egyediil a 3-as felhasznalé allja. Igy tehat a
kovetkezd elosztast kapjuk: &° (¢) = (2; 2,5; 7,5).

Most pedig lassuk, milyen eredményt kapunk az alabbi braval reprezentalhaté
esetben:
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1. abra. Fa-struktiraval reprezentalt csatornarendszer

2.2. Példa. A fenti A4bra egy olyan csatornarendszert Aabrazol, ahol
N = {1,2,3,4,5} a felhasznalok halmaza, ¢ = (6,2,5,4,5) a megfelel6 szaka-
szokhoz tartozd koltségeket leird koltségvektor. 0 jeldli a fa gyOkerét, ez repre-
zentalja a fGcsatornét, ahova a csatornarendszeriink becsatlakozik. Ebben az eset-
ben a kovetkezd megoldasok adodnak: £%(c) = (4,4; 4,4; 4,4; 4,4; 4,4), illetve
&(c) = (1,2; 3,2; 2,87; 6,87; 7,87). Az atlag szerinti elosztds esetén a teljes
Osszkoltséget — ami 22 — osztottuk fel 5 egyenlS részre. A soros esetében pedig
a ¢y szakaszhoz tartozé koltséget osztottuk 5 egyenlS részre, mert ezt mind az 5
felhasznal6 igénybe veszi. A ¢y koltséget egyediil a masodik felhasznalé allja, a cs-at
a 3-as, 4-es, 5-0s felhasznalo kozott kell egyenld ardnyban felosztani, a ¢4 egyedill a
4-es, a ¢5 pedig egyediil az 5-0s felhasznald koltségét képezi. Ezeket a részkoltsé-
geket kell Gsszeadni az egyes felhasznal6kra vonatkozo szakaszoknak megfelelSen.

A kovetkez6kben karakterizaljuk a koltségelosztasi sémakat, bevezetiink olyan
axiéméakat, melyek teljesiilése a modellezés szempontjabol jogosan elvarhaté.

Vektorok Osszehasonlitisa alatt minden esetben koordinatankénti 6sszehason-
litast fogunk érteni, tehat ¢ < ¢, ha Vi € N-re ¢; < ¢

2.1. Azioma. ¢ kéltségmonoton, ha Ve < ¢ esetén £ (c) < €(¢).

2.2. Arioma. € rang-tulajdonsagu, ha Ve € RQ_’ és Vj-revVie 17 U {7} esetén
gi{e) <& (o). :

Megjegyzés. Lanc esetén pedig Vi < j-re & (c) < & (¢).

2.8. Aridma. £ szubvenciémentes, ha Vc € Rf és VI = {iy,i2,...,ik} C N
halmaz esetén
Y &@<D ¢
ied jed

ahol az egyszeriség kedvéért J := I,/ U---UI; U, ahol J részfa.
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Megjegyzés. Lancra pedig a J halmaz mindig az I legnagyobb indexii ¢ tagjahoz
tartozé I;” U {i} halmaz lesz, azaz j € J pontosan akkor teljesiil, ha j < . Ebben
az esteben tehat elég azt irni, hogy Vie N ésc e Rf esetén

Y@< ¢

i i<i

A héarom axiéma értelmezése kézenfekvs. A koltségmonotonitas felel azért,
hogy névekvé koltségek esetén egyetlen felhasznaléra es6 koltség se csbkkenhessen.
Ez a kritérium biztositja, hogy semelyik felhasznalo se tegyen szert haszonra olyan
esetleges ligyletek altal, melyek az Gsszkoltséget névelnék.

A rang-tulajdonsag biztositja, hogy a koltségelosztasok rangsorolhatok asze-
rint, hogy az egyes felhaszn4aldk a csatorna mekkora hanyadat hasznaljak. Vagyis,
haiel i akkor a j felhasznalé definici6 szerint tobb szegmensét hasznalja a f6-
csatornanak, mint ¢, azaz a j-re es6 koltség legalabb akkora, mint az i-re esd.

A szubvenci6-mentesség pedig megakadalyozza, hogy a felhasznalék barmely
csoportjanak tobbet kelljen fizetnie, mint a csoport kollektiv kdltsége. (Megjegyez-
ziik, hogy a szubvencié-mentesség axiéméaja a felhasznaléknak csak olyan csoport-
jaira vonatkozik, amelyek részfat alkotnak.) Ha a szubvenci6 esete allna fenn, akkor
a felhasznalok néhany csoportjanak fizetnie kellene az altaluk hasznilt csatornasza-
kaszokért, és tovibbi ,tamogatast” nydjtananak a csatorna mentén hatrébb elhe-
lyezked6 felhasznaléknak. Ez pedig sértené azt a célunkat, mely szerint a kéltségek
Ligazsagos” elosztasara toreksziink. (A megfelelGen definialt kooperativ jatékban a
szubvencié-mentesség felel majd azért, hogy mag-elosztast kapjunk. [4]) Kénnyen
ellendrizhet6 tovabbé, hogy a soros koltségelosztasi elv kielégiti mindhdrom axié-
mat, mig az atlag szerinti csak az elsé kettét [1].

A tovabbiakban megemlitiink két tovabbi lehetséges elosztasti elvet és megvizs-
galjuk, mely axiomakat elégitik ki. Ezen modellek alapjat Solymosi [5] munkéja
adja. Vezessiik be tehat az alabbi fogalmakat!

Jeldlje ¢(N) a csatorna fenntartadsinak Osszkoltségét, azaz a ) ¢; értéket.

iEN
Az s; = ¢(N) —~ ¢(N \ i) koltséget a fogyaszté szepardlhato kéltségének nevezziik,
ahol ¢(N \ 1) jeloli a csatorna fenntartasi koltségét, amennyiben az i-t nem kell
kiszolgalni. (Vegyiik észre, hogy s; a leveleken mindig c;-vel egyezik meg, egyébként
0.) Olyan £&(c) koltségallokaciot keresiink, amelyik teljesiti a & (c) > s; egyenlStlen-
séget minden ¢ € N esetén. Tovabbi kérdés még, hogy mennyit fedezzenek az egyes
fogyasztok a fennmarado, Gsszesen

k(N)=¢(N) - Zsi = ¢(N) —Zci

iEN i€l

kozos koltséghdl. A fogyasztok ugyanis nem egyforma mértékben hasznaljak a
csatornat, csak kiilonbdzs részeire van szitkségiik. Igy azt sem szeretnénk, ha a
fogyasztok tobbet fizetnének annal, mintha egyediil hasznalndk a csatornat. Jeldl-
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jiik e(i)-vel az i € N fogyasztonak az igy értelmezett tn. egyedi kéltségét, vagyis

e(t) = Z cj-
Jel; u{i}
Az igazsidgossag” értelmében tehat teljesiilnie kell a £;(c) < e(i) egyenlétlenségnek,
minden i € N-re. Természetesen a fentieckben emlitett két korlatozas csak akkor
kielégithets, ha
c(N) < e(N\i) + e(3),

minden i € N-re. Ez a mi esetiinkben mindig teljesiil. Atrendezve az egyenl6tlen-
séget ez annyit jelent, hogy

c¢(N) — (N \ i) <efi), azaz s; <e(i).

Ha i nem levél, akkor s; értéke 0, e(?) pedig trivialisan mindig nemnegativ, ha pedig
latszik.

Az egyéni koltségekbSl a szepardlhatd koltségeket kivonva kapjuk a
(k(i) = e(i) — s;)ien vektort, ami a kozds rész egyéni hasznalatakor felmerils
koltségeket tartalmazza.

Ezek alapjan tekintsiik az alabbi koltségelosztasokat:

— A koz0s koltség egyenld elosztésa:

1

£79%(c) = si + —k(N) Vi€ N-re.
(V|
— A kozos koltség egyéni haszndlutbol eredd kiltségrészek ardnydban torténd
elosztasa: N
€8 (c) = si + —=——k(N) Vi€ N-re.
2 kK
JEN

2.3. Példa. Gondoljunk vissza a korabbi, fakra vonatkozé példankra (2. abra).
Ebben az esetében ez utobbi két elosztasunk a kovetkezdképpen szadmolhaté:
o N) =22, s=(0,2,0,4,5), k(N) =11, e=(6,8,11,15,16) valamint
k = (6,6,11,11,11). Ebbél adédik, hogy £°9¥(c) = (2,2; 4,2; 2,2; 6,2; 7,2)
illetve £°72(c) = (1,47; 3,47; 2,69; 6,69; 7,69).

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy ezen koltségelosztasok mely axioméakat
elégitik ki. Tekintsiik el6sz6r a kozos rész egyenld elosztasanak esetét!

2.1. LEMMA. A £°9Y koltségmonoton.

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy tetszoleges ¢ < ¢’ esetén £°9%(c) < £°9Y(¢).
Az s(c) szeparalhato koltségekbdl 4ll6 vektor ebben az esetben olyan, hogy minden
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-

-

(7
”

2. dbra. Fa-struktiraval reprezentalt csatornarendszer

i € L esetén s; = c;, egyébként pedig 0. Ezért két esetet kiilonboztetiink meg, els-
szor, amikor a koéltségnovekedés nem levélen realizalodik, masodszor pedig, amikor
levél esetén né. Az elsG esetben az s vektor nem valtozik, viszont k(N ), < k(N)e,
mivel

E(N)e =c(N)=> ai,

€L

i€l icl

és ¢(N) < /(N), igy tehat kész vagyunk.
A masodik esetben azonban éppen azt kapjuk, hogy i € £ esetén s;(c) < s,(¢'),

Z = Z ci = k(N).,

iEN\L iEN\L

vagyis k(N) nem valtozik, tehat Osszességében a £°9Y értéke nem csbkken-
hetett. Amennyiben a két eset egyiittesen &ll fenn, Ggy a noévekedés az s vek-
torban és a k(N) értékben is megmutatkozik, igy az Osszegiikre is igaz, hogy nem
csokkenhet. 0

2.2. LEMMA. A £°9Y teljesiti a rang-tulajdonségot.

Bizonyitds. Azt kell ellendrizni, hogy tetszGleges i-re és j-re i € I; esetén
£7%(c) < £5%¥(c). Mivel azonban rogzitett c-re £ (c) = £,%% Vi, h € I esetén, és
j € L-re &% < €5%Y Vi € I} -re, igy az allitas teljesiilése nyilvanvalo. 0

2.3. LEMMA. A £°9Y elosztds pontosan akkor nem szubvenciémentes, ha a prob-
lémét reprezentilo faban van legaldbb 3-hosszi lanc.
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Bizonyitds. Abban az esetben, ha a fa csupa 1-hosszt lancokbél all, a szubven-
cié6-mentesség trividlisan teljesiil, minden esetben &; = ¢;.

Ha a faban legfeljebb 2-hosszi lancok szerepelnek, szintén teljesiil a szubvencio-
mentesség. Egy konkrét 2-hossza lanc esetén ugyanis a kovetkezéket tudjuk:
c(N)=c1+ecz, 5= (0,c2), k(N) = c1. Ekkor &;(c) = 0+ %, &a(c) = c2 + 4, ami
azt jelenti, hogy &1 (c) < ¢1 és &1(e) +E&2(c) < ¢ +c2, vagyis a szubvenci6-mentesség
mindig teljesiil, ha |[N] = 2.

Egy tovabbi esetet még meg kell emliteniink: a fiban legfeljebb 2-hosszi lancok
szerepelnek, de ezek nem ,fiiggetlenek”, hanem ,elagazok”. Azaz az els6 csicsbol
kiilén-kiilén agazik el egy-egy tovabbi pont (3 cstcsra ez egy ,Y-alakot” jelent).
A fenti szamolassal analég médon meggondolhatd, hogy a szubvencié-mentesség
az ilyen ,elagazd” esetekben is teljesiil, ugyanis a ¢; koltség osztédik tovabb annyi
részre, ahany tovabbi cstcs kapcsolédik hozza. Igy tehat legfeljebb 2-hosszi lan-
cokra a szubvencié-mentesség fennall. Ha pedig egy legfeljebb 2-hosszi lancokbol
all6 faban ez lanconkeént teljesiil, akkor akirhogy valasztva csticsokat, a szubvencio-
mentesség teljesiilni fog, ugyanis csak a megfelels egyenlStlenségeket kell 6sszegezni,
amikrél kilon-kiilon tudjuk, hogy igazak, és igy az Osszegiikre is igaz lesz.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a faban szerepel legalabb 3-hosszu lanc.
Mivel a tulajdonsignak minden koéltségstruktirara fenn kell allnia, elég egyetlen
példat adnunk, amikor a tulajdonsdg nem teljesiil. Ekkor a legalabb 3-hosszu
lancra (ha tébb ilyen van, akkor egy tetsz6legesre) a kovetkezSket irhatjuk fel:
¢(N)=c1+ca+-- +cn, s =(0,0,---0,¢n), k(N) = c14c2++ - -+cn_1. Ezek alapjan
&1(c) = 0+ 2FFen=1 ami azt jelenti, hogy ¢1 minden esetben megvalaszthato
ugy, hogy mar a &;(¢) < ¢; feltétel se teljesiiljon.

Tekintsiink egy egyszerd ellenpéldat pontosan 3-hossza lancra! Ekkor specid-
lisan & = 242, tehat elég olyan c;-et valasztani, ami ennél kisebb, vagyis, amire
co > 2¢1 teljesiil. Legyen példdul a konkrét lancon ¢ = (3,9,1), ekkor ¢(N) = 13,
s = (0,0,1), k(N) = 12 és igy £€°9%(c) = (0 + 2,0+ 2,1 + 1) = (4,4,5).
Azaz az elsé felhasznalénak tébbet kell fizetnie, mint amennyi a belépésének a
koltsége, és a tobbletfizetéssel mintegy ,tamogatja” a téle hatrébb elhelyezkedd
tobbi felhasznalot. Ebbél tehat 1atszik, hogy a szubvencié-mentesség nem teljesiil,
amennyiben a faban talalhato legalabb 3-hossza lanc. 0

Vegyiik most a kozos koltség egyéni hasznalatbol ereds koltségrészek aranyaban
torténd elosztasat!

2.4. LEMMA. A £°h nem kéltségmonoton.

Bizonyitds. Egyszerd ellenpéldaval igazoljuk: vegylink egy 4-hosszi lancot,
legyen N ={1,2,3,4}, ¢=(1,1,3,1), ¢ =(1,2,3,1). A koltségndvekedés
i = 2 esetén valosul meg. Ekkor a koltség-monotonitds méar a £°h%(c) és

¢°ha(¢') elsé koordinataira sem lesz igaz. Ugyanis £5"%(c) = 5= 0,384, illetve

gsha(c) = 1% = 0,375, vagyis £€°"%(c) > £°h%(c) biztosan nem teljesiil. 0
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2.5. LEMMA. A £°" teljesiti a rang-tulajdonsagot.

Bizonyitds. Azt kell beldtni, hogy i € I; esetén &;(c) < &;(c).
Definici6 alapjan:

k(3)
2 k()

leN

k(5)
2 k()

leN

€i(c) = si+ k(N),

&) =85+ - k(N).

ha j e N\ L vagy c;, haje L. Mar csak a k(i) = e(i) — s; és k(j) = e(j) — s;
viszonyat kell tisztazni. Azt kell belatni, hogy k(7) < k(j), minden i € I ;. esetben.
Ekkor ugyanis &;(c) < €;(c).
1. 1€l ,j¢cL
Ekkors; = s; = 0ése(i) < e(j), mivele(i) = >, cqése(fj)= > o«
1€l Ui} lEI7 UG}
illetve I;- U {i} C I7 U {j}, amennyiben i € I;". Vagyis k(i) < k(j).

Minden ¢ € I -re tudjuk, hogy s; < s;, mivel i € N'\ £, igy s; = 0, s; pedig 0,

2. 1€l ,jecl
Ekkor 0 = 8; < 55 = ¢;j.
Ebben az esetben:

k(i) =e(i) —s; = Z c—-0= Z €1,

lel7 U{i} ler;u{i}
K@) =e(G)—sj= Y, a-eg=) a
ler;u{j} lel;
- i=j— lre k(i) = k(j),
- i€ I -re k(i) < k(j).
Vagyis minden esetben k(i) < k(j), amivel az allitast igazoltuk. O

2.6. LEMMA. A £°"® nem minden c € R* esetén elégiti ki a szubvenci6-mentességet.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd ellenpéldat: egy 5-hosszil lancra legyen
N = {1,2,3,4,5}, ¢ = (10,1,1,100,1). Ekkor az elosztasra a kovetkezSt kapjuk:
gehe = (4,35; 4,79; 5,23; 48,81; 49,81). A szubvencié-mentesség ¢ = 3 esetén
nem teljesiil, ugyanis & + & + &3 = 14,37 > 12 =c¢1 + ¢ +c3. a
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3. A korlatozott atlag szerinti elosztas

Egy gazdalkoddk kozott végzett felmérésben a megkérdezettek vilaszai azt
mutattak, hogy az eddigiekben leirt axiémak barmelyikének Athagasa egyfajta
sgazsagtalansiagot” eredményez [2]. Ugyanakkor azt érezhetjiik, hogy a soros elosz-
tas esetében a hatrébb elhelyezkeds falhasznaléknak olykor mar ,tual sokat” kellene
fizetniiik, ami szintén sértheti az alapvetd ,igazsagossagi” szandékunkat. Ezeket a
megéllapitasokat kell 6sszhangba hozni egy latszolag atlag szerinti koltségelosztas
létezésének tényével. Ezért definidlunk egy moédositott szabalyt, amely a lehetd
Jegkozelebb” esik az atlag szerinti elosztasi szabalyhoz, és mindharom axiémat
kielégiti. Ebben a részben Aadland és Kolpin fogalmait és eredményeit 4ltalano-
sitjuk lancrol fara [1].

3.1. Definicid. Egy korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi szabaly egy kolt-
ségmonoton, rang-tulajdonsigi, szubvencidémentes elosztési elv, ahol az eltérés a
szétosztott legmagasabb és legalacsonyabb kéltségek kozott a legkisebb, az Gsszes
lehetséges elosztasi elvet tekintve.

Nyilvanval6, hogy az atlag szerinti elosztas esetén a legmagasabb és legala-
csonyabb koltségek megegyeznek. A korlatozott atlag szerinti elosztas ezt a tényt
prébalja realizdlni, megérizve a jogosan elvart kritériumokat, azaz kielégitve az
axiémakat. A fenti definici6 azonban nem garantilja sem a létezést, sem az egy-
értelmiséget. A létezés kérdését foglalja magéba az a probléma, hogy a kiilon-
b6z6 koltségprofilok kiilonb6zé minimalizalasi eljarasokhoz vezetnek-e, a szétosz-
tott koltségek kozotti eltérésre nézve. Az egyértelmiség kérdésének felmeriilése
pedig abbol a ténybdl kovetkezik, mely szerint az emlitett minimalizicié nem ad
direkt kikotéseket a ,kozbiils6” koltségekre. Az 3.1. tétel az egyetlen korlatozott
atlag szerinti kdltségelosztasi szabaly létezését fogalmazza meg.

Ehhez vezessiik be a kiovetkezéket: Adottak H C I részfak. Legyen
2. ¢

JENH

1| - |H|

P (H,I) reprezentalja az I \ H csatorna részekhez tartozé felhasznaléonkénti kolt-
ségeket, a megfelel6 szegmensekhez tartozo felhasznalok kozott felosztva.

P(H,I) =

3.1. TETEL. Egyértelmiien létezik egy & korlitozott atlag szerinti koltségel-
osztéasi szabaly, mely rekurziven konstrudlhaté a kivetkez6 médon: legyen

w1 =min{P(0,J)|J részfa}, J1 = maz {J|P(0,J) = u1},
p2 = min{P (J1,J) |1 C J részfa}, Jo = maz {J|P (J1,J) = pa},
pj =min{P(Jj-1,J)|Jj-1 C J részfa}, Jj = maz {J|P (Jj-1,J) = u;},

éSEiT(C)=Hj Vi=1,...,n, L CJoC--CJpy =N, aho]ier\Jj_l.
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A fenti formula latszélag bonyolult, valéjaban azonban kénnyen kiszamolhato.
A py értéke egyszerien a legalacsonyabb az egy fére ess koltségek kozdtt, Ji
pedig a csatorna szegmensek legb6vebb részfaja, amin ez a legalacsonyabb kolt-
ség érvényesiil. A Ji-bél indulé csatornaszakaszokhoz tartozo legkisebb egy fére
juté koltség a pg, ez a Jo \ Jq részrendszeren realizalodik, és igy tovabb.

3.1. Példa. Ebben az esetben a minimalis egy f6re jut6 kéltség 4, a legbévebb
részfa, amin ez felvétetik, a J; = {1,2} részfa, tehat itt pu3 = 4. A fennmarado
részfdban az egy fére esé minimalis koltség 4,5, ami a Jo = {3,4} részfan vétetik
fel, vagyis po = 2t = 4 5 A fennmaradé cs kéltség pedig a Jz = {5}-ra
vonatkozik, azaz u3 = 5. Ezek alapjan £€"(c) = (4; 4; 4,5; 4,5; 5).

Most pedig tekintsiik a 3.1. tétel bizonyitasat!

Bizonyitds. Konnyen ellendrizheté a P(H,I) definiciéjabol kiindulva, hogy
a konstrukci6éval megadott £ teljesiti az alaptulajdonsigokat. Majd tegyiik fel,
hogy van egy maésik, ami legaldbb olyan j6 a célfiiggvényt tekintve, azaz &
mellett ¢ is rendelkezik az elvart tulajdonsidgokkal. Tekintsiink egy olyan fat és
¢ koltségvektort, amire a £ a £"-t6] eltérs eredményt ad, n’ értéke pedig legyen &7
konstrukcidjaban minimélis. Ha &(c) # €7 (c), akkor létezik ¢, amire &(c) > &7, az
ilyenek kozott is tekintsiik a legkorabbit (a csucsok rogzitett sorrendjében a legko-
rabbi ilyen tulajdonsagu csicsot). Ez az i € Ji \ Ji—1, azaz &7 (c) = ug. Két esetet
vizsgalunk:

1. k<n':

§" konstrukcidjamiatt 3 £7(c) = 30 ¢; = 3 &;(c), utdbbi egyenldtlenség a

j€Jx J€Tk i€l
szubvencié-mentességbdl kévetkezik. Az egyenl6tlenség fennallasabol adodik, hogy
létezik h € Ji, amire &} (c) > &n(c).

Emellett ¢/ < c legyen a kovetkezS: j € Ji esetén ¢; = ¢;, j ¢ Jr-ra
pedig &} (c') = k- Ez utébbi csdkkentés elvégezhets, mert c-ben a Ji-n kiviiliekre
a konstrukciébol kdvetkezden &7 (c) értéke uy értékénél nagyobb volt. A koltség-
monotit4s miatt, valamint a h valasztasabol és a ¢’ konstrukciojabol a kévetkezok
addédnak:

&n(c’) < &nle) < &hle) = &1(c) = .
Tehat &n(c) < &} (c), emellett ¢’ esetén a konstrukci6 csak k < n' lépésbdl 4ll, ami
ellentmond n’ minimalitasanak. (n’ = 1 esetén £ épp az atlaggal egyenld, tehat
egyértelmd.)

2. k=n':

Ekkor &;(c) > &7 (c) = pns, ugyanakkor & (c) < €7(c) (mert k = n’ miatt nincs
korabbi, ami nagyobb lenne). Vagyis £ esetén a szétosztott legkisebb és legnagyobb
kéltségek kozti eltérés nagyobb, mint £" esetén, ami ellentmond a minimalitasi
feltételnek. a

Definici6 szerint tehat a korlatozott atlag szerinti koltségelosztast a szétosztott
legnagyobb és legkisebb koltségek kozti eltérés minimalizalasaval nyertiik, meg-
tartva a koltség-monotonitast, a rang-tulajdonsagot és a szubvencié-mentességet.
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A kovetkezd tételiink szerint ugyanezt az eredményt megkaphatjuk dgy is, ha egy-
szerlien a koltségelosztas soran kapott legnagyobb értéket minimalizaljuk. Ha a
hasznossagot negativ koltségekben mérjiik, a probléma ekvivalens lesz a rawlsi
jolét maximalizalasaval (amit a tarsadalomban elfogadott legkisebb hasznossagban
mériink). A mi esetiinkben ugyanis a rawlsi jolét maximalizildsa egyenértékii az
n-edik felhasznaléra esé koltségek minimalizalasaval. Igy tehat a korlatozott atlag
szerinti koltségelosztasi szabaly felfoghaté Ggy, mint kollektiv térekvés a tarsadalmi
jolét maximalizdlasara, egyenldségi alapon.

3.2. TETEL. A korlitozott 4tlag szerinti koltségelosztasi szabaly az egyetlen
kéltségmonoton, rang-tulajdonsagi, szubvenciémentes kéltség mechanizmus, ami
maximalis ralwsi jélétet biztosit.

Bizonyitds. A bizonyitas a 3.1. tétel bizonyitasival analég moédon torténik.
A bizonyitas utols6 lépésében kapott &;(c) > £7(c) = pns Osszefiiggés egyben azt is
jelenti, hogy a rawls-i jolét a & elosztas esetén nem lehet maximalis, amivel szintén
ellentmondasra jutunk. |

A tétel Osszehasonlithato Dutta és Ray [3] cikkében megfogalmazott ,egalita-
rius” elosztassal, amely konvex jatékok esetén a mag egy specialis eleme lesz.

A korlatozott dtlag szerinti elosztasnak egy tovabbi, olyan tulajdonsagat vizs-
galjuk meg, ami koltségelosztasok esetén szintén hozzajarul ahhoz, hogy az ,jigaz-
sagossagot” arnyaltabban tudjuk kifejezni. Kimondunk tehat egy djabb axiémat,
mely azt a célt szolgalja, hogy a felhasznilok egy olyan csoportja, amely eddig
JLamogatasban” részesiilt, egy esetleges koltségnovekedés esetén szintén koteles
legyen részt vallalni az djonnan felmeriil§ koltségekbsl. Ezen axiéma és a 3.3. tétel
Aadland és Kolpin [1] lancra megfogalmazott eredményei:

3.1. Azidma. £ kielégiti a kolesonosség axidémajat, ha Vi-re
() > &nlc) < 2 cn

h<i h<i
(b ¢ > cés

(©) 2 (en—¢&n(e)) = 20 (cj —¢j)

h<i §>i
teljesiilése esetén nem igaz, hogy &n(c’) — Enlc) < &(c’) —&j(c) Yh <iésj > i
esetén.

A kdlcsondsségi axioma azt fejezi ki, hogy ha (a) az {1, ..., 1} felhasznalok élvez-
nek (akar alacsony) tamogatast, (b) a koltségek c-r6l ¢’-re nének, és (c) amennyi-
ben a plusz kéltségek kollektive magasabbak az ¢ utani szegmensen, mint amek-
kora tamogatast az {1,...,i} csoport élvez, méltanytalan lenne, ha a tdmogatott
csoport tagjai kisebb koltségnévekedésre szamithatnanak, mint az Sket tdmogato
{i +1,...,n} szegmens. Intuitive tehat, amig az {i + 1,...,n} felhasznalok kolt-
ségndvekedése nem haladja meg az {1,...,1} felhasznaloknak nyujtott tdmogatast,
a tamogatottak legalabb egy kevés tartozassal birnak a tdmogatd csoporttal
szemben. A kolcsdndsség axioméja biztositja, hogy a tamogaté csoportban leg-
alabb egy felhasznalo esetén az adott felhasznalora es6 koltségnévekmény ne haladja
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meg a tadmogatott csoportban a legmagasabb koltségnévekményii felhasznaléra esé
értéket.

3.3. TETEL. (Aadland és Kolpin, 1998) A korldtozott 4tlag szerinti kéltségel-
osztdsi szabdly lancok esetén kéltségmonoton, rang-tulajdonsagu, szubvenciémen-
tes és kielégiti a kdlcsOndsség axiomajat. [1]

4. A soros koltségelosztas tovabbi tulajdonsagai

Problémank kapcsan a soros koltségelosztasi szabély szintén kiemelkedd jelen-
toségl. Ebben a részben tehat ezen elosztas tovabbi tulajdonsagait mutatjuk be,
az axiomak és tételek alapjat Aadland és Kolpin [1] cikke adja.

4.1. Aziéma. € szemi-margindlis, haVi e N\ L-re &1+1(c) < &i(¢) + ¢it1, ahol
i+ 1 jeldli az i egy kozvetlen rakovetkezjét I, -ban.

4.2. Aziéma. & nbvekvden szubvencidmentes, ha Vi € N és ¢ < ¢’ esetén

S @) - < D (e

heI” Ui} hel]u{i}

A szemi-marginalitas azt jelenti, hogy ha & (c) az I U {i} csoportra nézve
sigazsagos” elosztas, akkor az i + 1-edik felhasznalénak semmiképpen ne kelljen
tobbet fizetnie, mint & (c) + ¢;31. A novekvd szubvenci6-mentesség a £(c)-bsl
kiindulva azért felel, hogy koltségndvekedés esetén a felhasznalok egyetlen csoportja
se fizessen tébbet, mint a kollektiv tobbletkoltség.

4.1. TETEL. A soros kéltségelosztdsi szabalyt a koltség-monotonitds, a rang-tu-
lajdonsag, a szemi-marginalitas és a névekvé szubvencié-mentesség karakterizalja.

Bizonyitds. A soros elosztas konstrukciojabél kiindulva kénnyen meggondol-
hat6, hogy a soros koltségelosztas eleget tesz a fenti tulajdonsdgoknak. Tegyiik fel,
hogy létezik egy £°-t6] kiilonbozs € elosztas, ami szintén eleget tesz a feltételeknek.
Azt fogjuk belatni, hogy ekkor £° = £. Legyen J egy részfa, és jeldlje ¢’ a kévetkezd
koltségvektort: c} = ¢;, ha j € J, kiilonben legyen 0.

1. Elgszor azt fogjuk megmutatni, hogy £(c®) = £°(c%), ahol 0 jeléli a csu-
pan egyetlen gyokérbdl allo fat. Két egymast kozvetleniil megelézé i < j
pontra &(c®) < &;(c°) a rangtulajdonsag miatt, illetve £ (c®) +c) > &;(c°)
a szubvencio-mentesség miatt. Tovabba cg = 0. Ezek alapjan £(c®) min-
deniitt egyenld, azaz megegyezik £°(c®)-lal.

2. A kovetkezs lépésben belatjuk, hogy ha egy J részfara £(c’) = £%(c”),
akkor a részfat egy olyan j-vel bévitve, amire J U {j} is részfa, szintén
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azt kapjuk, hogy €(c/Y}) = £5(¢/V{3}). igy indukcidval eljuthatunk a
¢V = c esethez, vagyis megkapjuk, hogy £(c) = £%(c).

Azt kell tehat belatni, hogy £(c/V{7}) = €3(¢/VU9}). A monotonitas miatt
mindeniitt &, (c’) < €,(c’V}). Most alkalmazzuk a névekvs szubvencio-
mentességet a H = N\ j\ Ij’ halmazra! Ekkor

Z (fh(CJU{j}) _ fh(CJ)) < Z (CJU{j} _ CJ)_

heH heH

Mivel azonban a H halmazon ¢/Y{7} = ¢/, ezért az egyenlétlenség jobb ol-
dala 0. A monotonitéassal &sszevetve azt kapjuk, hogy &n(c”) = &, (c/V{}),
Vh € H-ra. Ezen a halmazon viszont £* sem valtozott, vagyis

En(c?VUY) = g5 (70U,

A {jlul J+ halmazra pedig az els§ pontban leirtakat alkalmazva a rang-
tulajdonsagbdl és a szemi-marginalitasbél kdvetkezik, hogy ezen a hal-
mazon £ mindeniitt egyenls, vagyis megegyezik az atlaggal. Igy ezen a
halmazon is megegyezik £°-sel.

O

4.2. TETEL. A soros kéltségelosztasi szabdly az egyetlen koltségmonoton, rang-
tulajdonsagu és novekvien szubvenciémentes mechanizmus, ami maximalis ralwsi
Jolétet biztosit.

Bizonyitds. Konnyen meggondolhat6, hogy a soros koltségelosztas teljesiti a
tételben elvart tulajdonsigokat. Most tegyiik fel, hogy £°-en felil ez egy téle
kiilénb6zs &-re is igaz. Tekintsiik most azt a ¢ koltséget, amire 3, hogy &i(c) > &,
emellett ¢ az ilyen koltségek kozott legyen olyan, ahol a ¢; # 0 koltségek szama
minimalis. Legyen ¢ a faban olyan, amire &;(c) > 7.

A c koltséget a kovetkezSképpen csdkkentjiik: kereslink egy olyan ¢; # 0 kolt-
séget, amire j ¢ I; U {i}, vagyis j nem az ¢ el6tti lancbdl valo.

1.

Ha ilyen létezik, akkor ¢;-t lecsdkkentjiik 0-ra, és az igy kapott ¢’-t vizs-
galjuk. A 4.1. tétel 2. pontjahoz hasonléan a H = I;” U {i} lancon a kélt-
ségmonotonitas miatt &p(c’) < €n(c). A ndvekvd szubvencié-mentesség
miatt pedig a lancon nincs valtozas. Azaz &;(c') = &(e) > & (c) = & (¢),
vagyis c-ben a nem 0-ak szdma nem volt minimadlis, ami ellentmond ¢
valasztasanak.

Eszerint a minimalis nem 0-as ellenpélda egy olyan koltséghez tartozik,
ahol az I, U{i} halmazon kiviil minden ¢; = 0. A rang-tulajdonsag miatt
Vj € If-ra &(c) > &(c) > &(c) = &;(c). Utobbi egyenldség a soros kolt-
ségelosztas konstrukci6jabol kévetkezik, mivel I;"-on mindeniitt ¢; = 0.
Egy olyan faban, ahol ¢; csak i-ben és I; -ben lesz 0-t6l kiilonboz4, a leg-
nagyobb soros koltségelosztas a £ (c) lesz. A rawlsi jolét maximalizalasa
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a legnagyobb szétosztott koltség minimalizalasaval egyezik meg, igy a ¢
szétosztas ezt a tulajdonsigot nem teljesitheti, mert £5(c) < &(c).

O

A tétel szerint tehat a soros koltségelosztas egy jolét-maximalizalas végered-
ményeként kaphaté meg.

4.3. TETEL. A soros kéltségelosztasi szabdly az egyetlen koltségmonoton, rang-
tulajdonsagi, szemi-margindlis mechanizmus, ami minimalis ralwsi jolétet biztosit.

Bizonyitds. Konnyen lathat6, hogy a soros koltségelosztas kielégiti a tétel felté-
teleit. Tegyiik fel most, hogy ez ugyanigy igaz a £°-t6l kiilonb6z6 £-re is. Tekintsiik
tovabba azt a koltséget, ahol 3¢, hogy &i(c) < &F(c), emellett ¢ olyan, hogy benne
a ¢; # 0 tipustu koltséges szdma minimaélis.

A c koltséget a kovetkez6képp csbkkentjiik: keresiink egy olyan c¢; # 0 kolt-
séget, amire j ¢ I U {i}, majd ¢;-t O-ra cs6kkentjiik. Az igy kapott ¢’ koltségre
£5(c’) = &8(c) > &ic) > &i(), utébbi egyenldtlenség a koltség-monotonitds miatt
all fenn. Igy kapjuk, hogy £(c¢’) > &;(c), ami ellentmond ¢ vilasztasanak. Tehat
ilyen ¢; nem létezik, csak az I U {i}-beliekre lehetnek c; # 0 értékek.

Ekkor a rang-tulajdonsag miatt az I, U {¢} lancban a legnagyobb &; érték az
i-hez tartozik. Mivel a lancon kiviil V¢; = 0, ezért a rang-tulajdonsag és a szem-
imarginalitas miatt (a 4.1. tétel 1. része alapjan) a lancon kiviil £;(c) mindeniitt a
j-t megel6z6 utolsé lancbeli h-ra vonatkozo &x (c)-vel egyezik meg. A soros elosztas
konstrukcidja miatt c-re szintén £ (c) a legnagyobb. A ralws-i j6tél minimalizalasa
a legnagyobb szétosztott kdltség maximalizalasaval egyezik meg, igy &i(c) < €7 (c)
miatt a £ nem lehet rawlsi minimum. O

Nyilvanval6, hogy a korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi elv szemi-margi-
nalis, a soros pedig szubvenciémentes. Osszegzésiil tehat mindkét mechanizmus
kéltségmonoton, rang-tulajdonsagi, szubvenciémentes, szemi-marginélis, és amig
a korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi elv maximalizalja a rawlsi jolétet, addig
a soros éppen hogy minimalizalja azt. Igy tehat a korlatozott atlag szerinti elosztasi
elv a f6csatorna hatsé felén, mig a soros kiltség-elosztasi elv a fScsatorna elején
elhelyezkedd felhasznaléknak kedvez.

5. Silyozott koltségelosztasok

Ebben a szakaszban a korlatozott 4tlag szerinti és a soros elosztasi elvek hekta-
ronkénti és viz-részesedés szerinti stulyozott valtozatat vizsgaljuk meg. Ezek a ver-
ziok lefrhatok a felhasznalonként targyalt eset analogonjaként. Az itt szerepls
definicidk és tételek alapjat Aadland és Kolpin [1] cikke adja.

Jelsljiink ki minden felhasznal6hoz egy w; > 0 sulyt, ezen suly megfeleltet-
hetd az 6ntdzott hektarnak, a felhasznalt vizmennyiségnek (ez tekinthetd a teljes
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vizkészlet azon hdnyadanak, mely az adott felhaszniléra esik), vagy akar egyéb
mértékeknek. Tekintsiik az alabbi definiciot!

5.1. Definicio. Az w : Rf — Rf egy w-sulyozott koltségelosztasi szabaly, ha
Ve € RY-re S wilc)w; = 3 ¢;.

t
(a) Az atlag szerinti w-stlyozott koltségelosztasi szabaly szerint

(b) A soros w-silyozott kiltségelosztasi szabaly szerint

wi= Y ﬁ

jeluid} terf ugs)

Megjegyzés. Lanc esetén pedig

C1 (&) Ci .
wi )= —— +—— 4 +—— VieN.
e STV SE A S
321 jz2 jzi

Az atlag szerinti w-silyozott esetben az Gsszkoltség egyenlGen oszlik meg min-
den egységnyi sulyon, mig a soros w-silyozott elosztas szerint a kdltséget az egyes
szegmensekre nézve osztjuk el egyenld médon (egységnyi sulyok szerint) azok kdzott
a felhasznalok kozott, akik az adott szegmenst igénybe veszik. Tekintsiik a korab-
ban mar vizsgalt példankat lancra, ahol N = {1,2,3} és ¢ = {6,1,5}. Feltehets
tovabba, hogy w = {1,2,3}. Ezek alapjan kiszamolhaté, hogy w®(c) = (2,2,2),
mig w?(c) = (1; 1,2; 2,86), a koltségek pedig ¢* = (2,4, 6) és ¢ = (1; 2,4; 11,44).

Mint azt a korabbi (felhasznaléonkénti) esetben tapasztaltuk, az dtlag szerinti
w-sulyozott elosztas nem fogja kielégiteni az Gsszes sziikséges axidméat, mégpedig
a szubvencié-mentesség sulyozott megfelelgjét. Ismét egy korlatozott atlag sze-
rinti elosztashoz folyamodunk, melynek definidlasa a korabbi esettel analég maédon
torténik, a megfelels ,salyozott” axiémak bevezetése utan.

5.1. Axidma. Az w w-sulyozott koltségelosztasi szabaly
— koltségmonoton, ha w(c) < w(c') Ve < '-re,
~ rang-tulajdonsagu, ha w;(c) < wj(c) Ve € (R)Y és Vi e I u{s},

~ szubvenciémentes, ha ¢ € RY és VI = {41,i2,...,1x} C N esetén (ahol az
egyszertiség kedvéert J := I, U---U I, UI)

ij(c)wj < Z cj-

jed jeJ
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Megjegyzés. Lanc esetén pedig j € J pontosan akkor teljestil, ha 7 < i, ekkor
tehat elég annyit irni, hogy Vi € N esetén

Z wji{c)w; < Z cj.

i<i i<i
A kovetkez$ axiomakat a kordbbi alfejezethez hasonlésan ismét csak lanc ese-
tére mondjuk ki.
5.2. Aziéma. Az w w-sulyozott koltségelosztasi szabaly

~ kielégiti a kolcsbndsségi axiémat, ha ¢ < ¢’-re

D wh(cwn <D en és

h<i h<i
Z (ch — wn(c)ws) E (c; —¢j)
h<i J>i

esetén nem igaz, hogy wn(c’) — wn(c) < wj(c’) —wj(c) V h < i és j > i-re,

- szemi-marginalis, ha w;y1(c) < wi{c) + :ﬁ’i Vi=1,...,n—1-re,

— ndvekvéen szubvenciémentes, ha V i € N-re és ¢ < ¢’ esetén

Y (wile) —wilehws < D (cf —¢))-

jsi J<t

5.2. Definicié. Egy korlatozott 4tlag szerint w-silyozott koltségelosztéasi
szabaly olyan koéltségmonoton, rang-tulajdonsagi, szubvenciémentes w-silyozott
mechanizmus, ahol az eltérés a legmagasabb és a legalacsonyabb silyozottan szét-
osztott koltségek kozott a lehetd legkisebb, az Gsszes elosztési elvet tekintve.

Korabbi eredményeink a lancokra 4tfogalmazhatdk a w-stlyozott esetre is,
adott sulyozas esetén minden egyes sily formalisan megfeleltethetd a felhaszna-
lonkénti kdltségekkel. Ezért korabbi tételeink egyszerden igy foglalhaték Gssze:

5.1. TETEL. (Aadland és Kolpin, 1998) Az 3.1, 3.3,, 3.2, 4.1, 4.2, 4.3. tételek
lancokra vonatkozéan érvényben maradnak a w-siilyozott kbltségelosztasi szabalyok
esetében is. [1]
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COST-SHARING MODELS
GERGELY KovAcs AND ANNA RADVANYI

In this paper we consider cost-sharing models for which the basis is a real-world economic
problem regarding irrigation. There is given an irrigation ditch joined to the stream by a head-
gate and a group of users who use this ditch to irrigate their own farms. The functional and
maintenance costs of the ditch are given too, and they have to be payed for by the users. One
of the main questions is how to share the costs among the users. A cost-sharing rule defines how
much each user has to pay to allocate the total cost. This allocation must be regarded "fair” by
all users.

We explore the concept of cost-sharing, consider its expected properties and modelling oppor-
tunities, and evaluate the different solutions. In this paper we generalize Aadland and Kolpin’s
(Mathematical Social Sciences, 1988) results on chains to ditch-systems represented by rooted
trees. We complete our study with other models also stemming from the Tennessee Valley Autho-
rity’s (TVA) water farming problems. TVA was formed in 1933 to develop the economic expansion
of Tennessee Valley. The results and methods based upon TVA’s separated and non-separated
cost models were first introduced by Straffin and Heaney (International Journal of Game Theory,
1981).
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LIE-SZIMMETRIAK EGY KOZGAZDASAGI ALKALMAZASA!

MOCZAR JOZSEF ES MARKUS FERENC

1. Bevezetés

Egy fizikai rendszer idébeli fejlddése bizonyos esetekben nagyon elegdnsan meg-
fogalmazhaté a legkisebb hatas elvével. A matematikai leiras kdzéppontjaban a
koordinatédk és sebességek specidlis fiiggvénye, az un. Lagrange-fiiggvény 4ll. Ez a
fizika tudoményaban oly hatisos mdédszer alkalmazhato lehet akir az analog kdz-
gazdasagi dinamikai rendszerekre is. Ekkor a rendszer egy extremalis palyat kovet
a fazistérben gy, hogy a Lagrange-fiiggvény integralja stacionarius. Latni fogjuk,
hogy a Lagrange-fliggvény tetszéleges Lie-szimmetriai megfelelnek egy-egy allando
mennyiségnek, a megmaradasi elvet pedig egy variaciés szimmetria magyarazza,
amely egy dinamikai vagy geometriai szimmetridhoz kapcsolhaté.

Ebben a tanulmanyban ismertetjiik a Nother-tétel lényegi vonatkozdsait, és
kitériink a Lie-szimmetridk értelmezésére abbol a célbél, hogy kdzgazdasagi folya-
matokra is alkalmazzuk a Lagrange-formalizmuson nyugvé elméletet. A Lie-szim-
metridk dinamikai rendszerekre torténd feltarasa és viselkedésiik jellemzése a leg-
ujabb kutatdsok eredményei e teriileten. Példaul Sen és Tabor (1990), Edward
Lorenz (1963), a komplex kaotikus dinamika vizsgalataban jelentss szerepet betolté
3D modelljét, Baumann és Freyberger (1992) a két-dimenziés Lotka-Volterra
dinamikai rendszert, és végiil Almeida és Moreira (1992) a harom-hullam inter-
akciés probléméajat vizsgaltak a megfelel6 Lie-szimmetridk segitségével. Mi most
empirikus elemzésre egy kozgazdasagi dinamikai rendszert valasztottunk, neveze-
tesen Goodwin (1967) ciklusmodelljét. Ennek vizsgalatat tdztiik ki célul a leirando
rendszer Lie-szimmetridinak meghatarozasan keresztiil.

Ismert, hogy a Lotka-Volterra 6kologiai rendszer {Lotka (1925), Volterra (1931))
¢s Goodwin (1967) vele analog novekedési ciklusmodelljének megoldasgbrbéi, a
zart elliptikus palyak, kozvetlenill megadhatok egy specidlis Ljapunov-fiiggvény
segitségével (Hirsch-Smale, 1974). Viszont maga Goodwin az els6 integral fogal-
mat hasznalta fel kbzgazdasagi modelljének megoldasgorbéi meghatarozasaban, de
kell6 magyarazat hidnyaban, a kozgazdaszok elstt mindvégig homaly fedte az els6
integral fizikai k6t6dését, a Lagrange-struktirabol torténd szarmaztatasat. Sem az
1967-es tanulméanyaban, sem a késbbi irdsokban sem Goodwin, sem mas ez idaig

1A szerzok koszonetiiket fejezik ki az anonim lektornak a dolgozat elkészitése soran nydjtott
értékes megjegyzéseiért és javaslataiért
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nem mutatta meg, hogy dinamikai rendszere rendelkezik Lagrange-struktaraval,
és a megfelel§ Lie-szimmetriaval 4ll el6 a kérdéses els§ integral, vagy méasképpen
nevezve, a Hamilton-fliggvény, azaz a dinamikai folyamat egy megmaradé mennyi-
sége. Szigornan didaktikai szempontok miatt, kihasznalva az egyszertibb Lotka—
Volterra-modell és a bonyolultabb Goodwin-modell ekvivalencidjat, parhuzamos?
levezetésekkel jutunk el a megfelel§ Lie-szimmetridkhoz.

Az a célkitizésiink, hogy az elméleti vizsgalatainkat kévetS empirikus elem-
zéseinkben megmutassuk, hogy Goodwin 2D dinamikai rendszerének is van Lag-
range struktiraja, kovetkezésképpen a Nother-tétel itt is alkalmazhato, és a meg-
felel dinamika kvalitativ értelemben egyértelmi. Ebben felhasznaljuk Fernandez-
Nufiez (1998) eredményeit is. A Lie-szimmetridkat és a Lotka—Volterra-modellre
kapott elsG integralokat vagy masképp Hamilton-fiiggvényeket, azonban téle elté-
rden szarmaztatjuk le. Az éaltala alkalmazott modszerben a Lagrange-fiiggvény
el6allitasdhoz a modell paramétereiben erés matematikal megszoritasokat kivant
meg. Ez azonban lehetetlenné teszi az un. skilazott Lotka—Volterra-modelljének
okologial magyarazatat, csak ugy, mint a Goodwin-modell kdzgazdasagi értelme-
zését. Mindazonaltal e megkozelités, a Nother-tételen keresztiil, nemcsak relevan-
ciat, hanem eleganciat is mutat, mivel szabadon hasznalhatjuk mind a klasszikus
(nem relativisztikus) mechanika, mind a matematikai irdnyitaselmélet nyelvezetét,
illetve fogalmi rendszerét.

Tanulmanyunkat a kévetkezSképpen rendeztiik. A 2. szakaszban a Lagrange-
elméletet mutatjuk be. A 3. szakaszban elemezziik Nother tételét és a vele kapcso-
latos megmaradasi torvényeket, majd ezt kévetSen a 4. szakaszban definidljuk az
alapvet6 Lotka—Volterra-rendszer Lagrange-fiiggvényét. Az elsS integral a Nother-
tételben feltételezi a mozgasi egyenletek Lie-szimmetridit, amelyeket az 5. szakasz-
ban irunk le. A 6. szakaszban felvazoljuk a Goodwin-modellt. A kovetkez&kben, 7.,
8. és 9. szakaszokban, megmutatjuk az ekvivalencidt a Goodwin-modell és a Lotka—
Volterra-rendszer k6z6tt, megadjuk a modell Lagrange- és Hamilton-fiiggvényeit,
Lie-szimmetriait, és végiil a kapott eredmények kézgazdasagi értelmezését a meg-
felelo kovetkeztetésekkel egyiitt.

2. A Lagrange-elmélet

A dinamikai szimmetridk és a megmaradasi elvek kézotti kapesolatra elsGként
Nother (1918) allitott fel egy altalanos érvényességi tételt. Ennek szellemében alta-
laban is igaz, hogy a Lagrange-fiiggvény barmely szimmetridja megfelel egy meg-
maradé mennyiségnek, és vice versa. Ezt egy nagyon egyszeri példaval szemléltet-
hetjiik. Vegyiik az m t6megi szabad részecske klasszikus Lagrange-fliggvényét, ami
egyszerden L = (1/ 2)ma'52. Lathato, hogy az L csak az x sebességtdl fligg, és fligget-

2Ezt megkdnnyiti Goodwin (1967) tanulmanya is, mivel modelljének kifejtésében szorosan
kovette a Lotka-Volterra modell logikajat. Harvie (2000) tanulmanyab6! tudjuk, hogy a genetikus
J. B. S. Haldane hivta fel Goodwin figyelmét a hires Skolégiai modelire.
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len az z helytdl, azaz a térbeli eltolassal szemben invarians. Igy a dL/dz = 0, azaz,
az L szimmetrikus az z-en keresztiil. Ebbé&l kévetkezik, hogy az Euler—Lagrange-
egyenlet® alapjan p = L/0z = maz konstans, vagyis a p impulzus megmarado
mennyiség.

A Lagrange-fiiggvény hatarozza meg a dinamikai rendszer mozgaspalyait. A kap-
csolédoé Lie-szimmetridk olyanok, hogy az integral-funkcional fliggd és fiiggetlen
valtozéinak infinitezimalis transzformdaciéi mellett valtozatlanul hagyjak a teljes
struktarat. Ezt az invariancidt az irodalomban idénként variacids szimmetridnak
is nevezik. Vizsgalatainkban kiilonos figyelmet forditunk az din. dinamikai szim-
metriara, amely nem a koordinata transzformaciokkal kapcsolatos geometriai szim-
metria, és amely ugyancsak fontos lesz a N&ther-tétel megértésében.

Meg kell emliteniink azt az ismert tényt [Wigner (1954)], hogy nem mindegyik
dinamikai rendszerhez adhat6 meg Lagrange-fliggvény, s ennek kovetkeztében-a
No6ther-tétel nem alkalmazhaté. Tovabba, egy adott Lagrange-fiiggvény esetén a
Nother-féle variaciés szimmetria adott megmaradasi elvekre vezet. Ugyanakkor
egy dinamikal rendszerhez t6bbféle (és nem csak egy id6derivalt tagban kiilén-
b6z6) olyan Lagrange-fliggvény is megadhaté, amelyek Euler-Lagrange-egyenletei
a kérdéses dinamikai rendszert eredményezik, de integral-funkcionaljukat infinite-
zimalisan transzformalva nem feltétleniil viselkednek ekvivalensen.

Tekintsiik példaul a két-dimenziés harmonikus oszcillitor esetét, amelyre
Morandi et al. (1990, 203. 0.) két kiilénbz6 Lagrange-fiiggvényt is meghataroznak:
1 [2, .2 N
21

5 A
Ly = ¢y +an —w (g e as)] (1)
és a kevésbé ismert lehetséges vilasztas

Ly = g1g2 — w?q12. (2)

Mindenesetre a ¢, és go valtozokra* vonatkozé Euler-Lagrange-egyenletek (moz-
gasegyenletek) ugyanazok mindkét Lagrange-fiiggvény esetében:

4, +w3q1 =0, (3a)

ds +wg2 = 0. (3b)

Felvetédik ugyanakkor a jogos kérdés, hogy a két lehetséges megfogalmazas ekviva-

lens-e, és ha nem, akkor melyik biztositja a ténylegesen alkalmas leirast? Lathato,

hogy a mozgasegyenletek szarmaztatasa alapjan nincs egyértelmi valasz. A fizikai

probléméak vizsgalata soran segitségiil hivhaték az impulzusra, impulzusmomen-

tumra, energiara, de akar elektromos téltésre, lepton-szamra, barion-szdmra stb.
vonatkozo megmaradast tételek.

Jelen eseteket megvizsgalva lathato, hogy a véges 8 szogi
qy = q1cosf — gzsinf (4a)
gh = g1 5in 6 + gz cos b (4b)

3Lasd késSbb a (8) egyenletet.
4 Altalaban érvényes, hogy az extremalizalando fiiggvényekre: g (t) € C2.
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O(2) forgatasokkal szemben az (1) egyenlettel megadott Lagrange-fiiggvény invari-
ans®. Masrészt az is igaz, hogy ezzel a transzformaciéval szemben a (2) Lagrange-
fiiggvény nem marad valtozatlan®. Ha viszont a 6-ra kikétjiik, hogy infinitezimalis
mennyiség lehet, azaz 8 << 1, akkor a cosf ~ 1 és sinf ~ 0 kozelitéssel élve
a (2) Lagrange-fiiggvény is invaridns marad’. Mivel az infinitezimalis forgatasok
az impulzusmomentum megmaradésaval vannak szoros kapcsolatban (lasd késébb
a 3. szakaszt), ezért megallapithatjuk, hogy e fontos megmaradasi tétel mindkét
Lagrange-fliggvényben jelen van.
Erdekes észrevenni, hogy a

o =€"q, (5a)
g = e g2 (5b)

i

egyfajta Gsszenyomaést kifejez6 az n véges paraméterd transzformaciéval szemben
a (2) Lagrange-fiiggvény invarians, mig az (1) Lagrange-fiiggvény nem, és ez az
n — 0 hataresettel sem érhet6 el®. Ezért, ha ez a transzformaci6 az egyik esetben
hordoz is valamiféle értelmet, és levonhato esetleg egy megmaradasi tétel léte, a
masik esetben biztosan nem jelent semmit.

Végiil meg kell jegyezziik, hogy az L, Lagrange-fiiggvény egy-dimenzios ese-
tekre is azonnal alkalmas mozgasegyenletet szolgaltat a g2 = 0 valasztdssal, mig
a masik esetben ez a lépés egyszeriien azonosan zérussa teszi az La-t. Ott a két
szabadsagi fok egylittes megléte a leirasban alapvetd kovetelmény.

Legels6 feladatunk az, hogy megmutassuk, hogy ha egy dinamikai rendszer-
nek van Lagrange struktiraja és elss integralja, akkor ez utobbi valéban egy olyan
Hamilton-fiiggvény vagy megmarado mennyiség, ami megfelel a kérdéses Lagrange-
fliggveny Lie szimmetridjanak. Ehhez sziikségiink lesz Nother tételére is, amit most
vazlatosan levezetiink.

3. A Nother-tétel és a megmaradasi torvények

Mar fizikai tanulmanyainkbdl is tudjuk, hogy No6ther tétele barmely mas tudo-
manyteriileten hasznos lehet, ha ott a kérdéses probléma variaciés elvvel megfogal-
mazhat6. A tétel 6sszekapcesolja az

oty
S = / L{t.q(t).q(t))dt (6)

integral-funkcional (hatas) invarians tulajdonsigait a megmaradasi torvényekkel,
azaz a megfelelé Euler-Lagrange- vagy Hamilton-differencidlegyenletek integral-

5Ennek belatasa azon alapszik, hogy fennall: ¢}? + ¢ = ¢% + ¢%.

6Belathat6, ha tekintjiik: ¢|qh = g, 4, cos28 — qf sin 6 cos 0 + g5 sinf cos§ — g, g, sin?6.
7 Az infinitezimalis 6 szégii forgatasok esetén: ¢jgh = q,q,.

8Az n = 0 eset az identitas transzformaciénak felel meg.
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jaival. Igy az impulzus (mozgasmennyiség) és az impulzusmomentum megmara-
désa a mechanikdban rendre megfelel a fenti integral-funkcional térbeli eltolasi és
forgasi invariancidjanak, mig az id6beli eltolasi invarianciaja az energiamegmara-
dashoz kapcsolddik. Az id6- és térvaltozdk szerinti eltolasi és forgasi invarianciakat
geometriai invariancidknak is nevezik. Ezekbe ujabb és mélyebb betekintést nyer-
hetiink, ha feltirjuk a Lagrange-fiiggvény és a bel6le nyerhet6 mozgasegyenletek
bels§ szimmetridit. Minden egyes fiiggetlen szimmetria a folyamat tovabbi meg-
maradasi torvényét adja. Fontos hangsulyozni, hogy egy bizonyos jelenség leirasa a
matematika nyelvén t&rténik, ezért nem korlatozhatjuk a Lagrange-fiiggvény megfo-
galmazasat csak fizikai jelenségekre, azaz, sikeresen alkalmazhat6 kémiai, biologiai
és kozgazdasagi folyamatokra is.

A mechanika extremalis elvei alapvetd fontossagiak mind a fizikdban, mind az
optimalis irdnyitaselméletben. A kezdeti ¢; és a végss ty id6pontokban felvett q; és
q2 allapotok kbzotti mozgast vizsgaljak. Altalaban az extremalis palya kiszamitasa
a kitdzott feladat. Matematikailag, ha a hatasfiiggvény extremalis az optimalis
(redl) palyara, akkor az integral-funkcional a (6) egyenletben nem veheti fel ext-
rémumait egyik varialt (perturbalt) g (t) + dq (t) palyara sem, legyen az barmilyen
kozel is az extremalishoz. Ezt gy mondjuk, hogy varialjuk a hatasfiiggvényt,

,,,,,,

t2

55 = [ [L(ha®+50@.a0 +500) - L{tg®.a@)]d (0
Jiy

Mindez azt a célt szolgilja, hogy megtaldljuk az extrémum sziikséges feltételét,

amely mellett §S = O teljesiil. Ez a legkisebb hatas elvét fejezi ki. Alkalmazva

a variacioszamitas lépéseit (lasd Budo (1964) vagy Moczar (2008)), megkapjuk az

Euler-Lagrange-differencidlegyenletet:

d oL 0L ,
et (8)

dt &q 0Oq
Ennek az egyenletnek a megoldasa adja az extremalis (optimalis, valds) ¢ (t) moz-
gasi palyat?.

A Nother-tétel kifejtése iranyaba tovabblépve, feltessziik, hogy a hatas legyen
invarians mind a ¢(t) altalanos koordinata (palya-valtoz6), mind a t idévaltozd
hataron torténd egyiittes infinitezimalis eltolasdval szemben. Az egyszeriiség
kedvéért csak a fels6 hatar koordinatajat véltoztatjuk meg, amit ugy jeloliink,
hogy a to helyett t + dt-t irunk. A megvéltozott felsé hatarhoz vezetd fiiggvényt
pedig q’-vel jelsljiik: ,

g (r)=q(r) +¢(r). (9)
9Megjegyezziik, hogy az Euler-Lagrange-egyenlet a kbvetkezd explicit formaban is megadhato:
8L 8°L . 8°L. &L

_—— — — — —-————:0,
8¢ 930¢" b | baot

igy a standard Euler-Lagrange-egyenlet mindig egy masodrendi ODE.
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A ((7)-rol feltessziik, hogy infinitezimalisan kis fiiggvény, és teljesiti a ¢ (¢;) = 0
feltevést. Az integral-funkcional megvaltozasa most:

68 = /t :m L (‘r, q',q”) dr — /t : L (T, q, q) dr

=/tL(T,q+<,é+é)dT+ (10)

[31

+/tt+6tL(T,q+C,(}+é‘> d‘r—/jL(r,q,(;) dr.

1

A kozépsd integral ugy is irhaté, mint
t+5t ]
/ L(r,q+c,q+() dr = L (t) ét, (11)
t

mivel az integraciés tartomanya infinitezimalisan kicsi. Az L (‘r, qg+¢,q+ C) fligg-
vény linearis kozelitését véve a Taylor-sorabdl, kapjuk:

. . oL oL
L(na+¢a+d)=L(nad)+gc+ 5 (12)
A (11)-et és (12)-t behelyettesitve (10)-be:
‘1oL oL .
6S=/ [— +—.]dT+Lt6t. 13
[ 155¢+ 3¢ ar+ L@ (13)
Az integral masodik tagjat parcialisan integralva, kapjuk:
‘foL d aL] [8L }‘
88 = — e — T + | = + L(t)dt. 14
5~ @5 o+ |55, +re (14)

Az integral az Euler-Lagrange-egyenlet miatt eltiinik, a kiintegralt rész pedig az
als6 hataron zérus. Ezért a kovetkezs egyenletet kapjuk:

88 = (Z_SC (t) + L(t)dt. (15)
A ((t) a fels6 hatar koordinatajanak dg megvaltozasaval irhaté mint:
dq=q (t+8t) —qt) =q(t+6t)+(t+dt) —q(t), (16)
ahonnan
C(t+dt)=08q—[q(t+6t)—q(t)]. (17)

A szigletes zardjelben levé mennyiség a differencialszamitas kozépérték-tétele alap-
jan gét-vel kozelithetd, a ¢ (¢ + dt) helyett kozelitésiil irhatunk ¢ (t)-t a 6t és ¢
kicsiny volta miatt. Azaz,

¢ (t) = dq — gbt. (18)
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Ezt beirva (14)-be, kapjuk:

oL oL .
8g"° {30(1 ]& 19)
Bevezetve a
_ oL (20)
b= "—aq

jelolést, a szogletes zardjelbeli kifejezés
pqg— L =H(q,p), (21)
ami a rendszer Hamilton-fiiggvénye. Az integral-funkcional megvaltozasa végiil is:
6S = pdqg — Hét. (22)

Az integralasi tartoméany hataran torténd varidlas okan ezt az Osszefiiggést a vari-
aci6szamitas hatarképletének is szokés neveznil®. Ha a hatéas-fiiggvény érzéketlen
a hatarokon tetszélegesen valtoztatott §t-re és dg-rall, akkor az azt jelenti, hogy a
H és p mennyiségek konstansok a mozgéas ideje alatt. A kalkulusban az id§ szerinti
integraljaikat gyakran els6 integraloknak nevezik. A H Hamilton-fiiggvény kons-
tans a mozgas alatt, ha a Lagrange-fliggvény explicite nem fligg az 1d6t6l, azaz
L = L(q,q). Ez a kovetkezdképpen lathat6 be, felhasznéalva az Euler-Lagrange-
egyenletet:

dL. 8L. OL. .doL OL. d (.0L
Fa =i ai=a (i) (%)
Az elsG és az utolsé mennyiség koz6tti egyenlGségbdl kapjuk:
% (q%]-;- —~ L) =0, (24)
amelybdl .
q%‘;’q) — L(q,q) = const (25)

a mozgasegyenlet elss integralja. A fizikdban a H Hamilton-fliggvényt a rendszer £
energiajaval azonositjak, és ez az idGeltolassal kapcsolatos. A (20)-beli mennyiség
a téreltolassal kapcsolatos p impulzus.

Egy harmadik megmaradé mennyiség nyerhets a

oL (t,q,q)
0q

10A hatarképlet definialja a ¢ koordinatahoz és a t id6héz kanonikusan konjugalt mennyiségeket,
nevezetesen a (20) képlettel adott altalanos vagy kanonikus impulzust, illetve a (21) Hamilton-
fiiggvény (—1)-szeresét. B6vebben lasd Nagy (1981).

1 Megjegyezziik, hogy a (19) 6S = 0 mellett az optimalis iranyitaselméletben az Gn. altalanos
transzverzalitasi feltételt adja (1asd Moczar (2008) 108. oldal).

dq (26)
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alakbol, ha vessziik a dg = /e\q infinitezimalis forgatast a 3D térben, ahol € a for-
gatas antiszimmetrikus matrixa. Ekkor az impulzusmomentum megmaradasahoz
jutunk!?,

E harom transzformacié tartozik az elmélet geometriai szimmetridihoz. Rend-
kiviili nagy kihivas azonban, hogy megtalaljuk azokat a nem geometriai szimmetri-
akat, amelyek teljessé teszik e feltevést altaldban. Ezek a mozgas dinamikai szim-
metridi. A matematikai kidolgozas a legtobb esetben nem egy trividlis szamolas.
Ha a g valtozé olyan transzforméaciojat adjuk meg, ami szerint a hatas-fiiggvény
a megmarad6 mozgasmennyiséget eredményezi. A fiiggetlen transzforméaciék mind-
egyik aga egy-egy megmaradasi t6rvényt ad. Ez a N6ther-tétel jelentése.

4. Lotka-Volterra 2D dinamikai rendszerének Lagrange-struktaraja

El6szor a Lotka-Volterra 2D dinamikai rendszerérel® fokuszalunk:

z = az — dyz, (27a)
y = —by + cxy. (27b)

Koénnyen felismerhetjiik, hogy a rendszer Lagrange-fiiggvényét sokkal egyszeriibben
megkaphatjuk, ha mindkét egyenletet elosztjuk az zy szorzattal. Ekkor a kévetkezd

12Jelélje ¢ = (g=,qy,q-) a helyvektort, mig a (20) egyenletb6l p = (pz,py,pz) az impulzust.
Az infinitezimalis forgatast leiré matrix

0 —£2 €4

A ]
€= €, 0 —Ex ,

—€y  Ex 0

amellyel a §¢' komponensei rendre

8qy = —€2qy + €yq2
Jq,’J = €9z — €2Gz

8q, = —eyqz + €xqy.

Ha most képezziik a (26) 8sszefiiggésbeli szorzatot, és kiemeljiik az er, €y és €. egyiitthatokat,
akkor ennek értékére kapjuk:

€x(—PyGz + P2qy) + €y(P2qz — P2¢z) + €2(—Pxqy + Pyqz).
Ismeretes, hogy itt rendre az impulzusmomentum vektor x,y, z komponensei alltak el6.

13\Megjegyezziik, hogy itt az eredeti Lotka~Volterra-modellt vessziik, az a,b,¢,d > 0 kikotések-
kel, ami biztositja az Skologiai értelmezést.
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egyenleteket kapjuk:

Z-2y (282)
Y
y b
Yo e (28b)
Ty T

A (27a) és (27b) mozgasegyenletek Lagrange-fiiggvénye a kivetkezs:

. . 1lny. 11 .
L(x,a:,y,y):——n—y:r——%y—(alny+blnw—cw—dy). (29)

Ez konnyen ellenérizhetd, ha vessziik az L egyes valtozoi, azaz x és y szerinti Euler~
Lagrange-egyenleteit, amelyek pontosan megegyeznek a Lotka—Volterra-rendszer
(27a) és (27b) egyenleteivel.

Végiil a Hamilton-fiiggvényt fejezziik ki, amely a kovetkezs:

H=d:§£+ya—;—L=a1ny+blnx—cz——dy. (30)
oz dy
Mivel a Lagrange-fiiggvény explicite nem fiigg az id6valtozotol, ezért a Hamilton-
fliggvény a megmaradé mennyiség (els6 integral), ami a mechanikiban az F ener-
gidnak felel meg. Kis atalakitds utan egy kompakt formulat kapunk a megmaradé
mennyiségre:

b,.a
I(=€F) = égggg. (31)

5. A mozgasegyenletek Lie-szimmetriai

Ebben a pontban megvizsgaljuk a (27a) és (27b) mozgasegyenletekkel leirt
Lotka—Volterra-rendszer Lie-szimmetriait. Tekintsiik most a kovetkezd infinitezi-
malis transzformaciékat:

o =z+m(z,y), (32)
Y =y+n2(zy), (33)
t'=t, (34)

ahol nem tételezziik fel az n; (z,y) és 12 (z, y) fiiggvények idofiiggését, azaz az 1dS
szerinti parcialis derivaltjaik zérussal egyenl6ek: dn; /0t = On2/0t = 0. Behelyette-
sitve a (32), (33) és (34) egyenleteket a (27a) és (27b) egyenletekbe, az egyszerdsités
utan az alabbi PDE rendszert kapjuk:

0 17}

(e —dya) -+ (eay ~by) ZL + (dy —a)m + o =0, (3)
On2 Ona _ _

(az — dyx) 5z T (cxy — by) By cym + (b—cz)m = 0. (36)
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E két csatolt parcialis differencialegyenlet egy partikuléaris megoldasat mutatjik az
alabbi egyenletek:

m = ar — dzxy, (37)
N2 = cxy — by, (38)

amelyek felhasznalasaval azonnal megfogalmazhatjuk a relevins generatort (a szim-

metria vektort)!4:
X—(ax—da;)2+(cz —b)2 (39)
1= Y o Yy Y dy’
A (35) és (36) egyenletek egy masik megoldasa kdvetkezéképpen irhato:
:L.byn
m= orgrle—dy), (40)
xbya
M= —orgy¥(cz—b). ' (41)

Most az infinitezimalis generator a kdvetkezd:

b,a o b,,a

zly : z’y 17}
m (aa: - dyx) .(9_:1: + gm (cwy - by) a—y (42)

Xy =
Osszehasonlitva a (39) és (42) egyenletekben szerepls generatorokat, konnyen belat-
haté, hogy

—Xl, (43)

azaz a generatorok csak egy tényezében kiilonbdznek. Mivel a generatorok struk-
tiraja ugyanaz, a kérdéses
zbya
1= ecx+dy (44)

tényez6nek a mozgas allandésagat kell mutatnia. Ez az eredmény 06sszhangban
van a (31) egyenletben szerepls, a Lagrange-fiiggvény alapjan kapott megmaradé
mennyiséggel, ami a Lotka-Volterra rendszer dinamikai szimmetridjara vonatko-
zik. Hangsilyozzuk, hogy ezeket az eredményeket anélkiil kaptuk, hogy levezeté-
seinkben barmiféle kikotést is tettiink volna az a, b, ¢, d paraméterekre, szemben
Fernandez-Nufiezzel (1998).

6. Goodwin noévekedési ciklusa

Goodwin (1967) ’novekedési ciklusa’ a foglalkoztatas és a kibocsatas (teljes
termelés) elosztési aranyainak egyszeri dinamikus modellje. A foglalkoztatasi rata

14Részletekert 1lasd Hydon (2000).
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és a munkasok teljes jovedelembdl torténd részesedése mozgaspalyait az alabbi nem
linedris dinamikai rendszer alapjan vizsgalta:

v=[(1/0) = (a+ B) — (1/0) u] v, (45)
u=[~(a+7)+ pv]u, (46)

ahol v a foglalkoztatasi rata, u a munkasok teljes jovedelembdl torténd részesedése,
v és © az id6 szerinti derivaltjaik, o a régzitett t6ke-kibocsatas arany, o a munkater-
melékenység novekedési liteme, ami 4llandé meg nem testesiilt technikai haladast
feltételezve konstans. B a munkaer6-kinalat allandé névekedési {iteme, valamint
w/w = —v + pv, ahol w a bérrata, v és p konstansok nagy pozitiv értékekkel.
Megjegyezziik, hogy a (45) és (46) egyenletek egy els6rendd nem linearis autoném
homogeén 2D differencialegyenlet-rendszert alkotnak.

Ha nincs u a (45) egyenletben, akkor a foglalkoztatas konstans iitemben né,
azaz v/v = (1/0) — (@ + B), ahol (1/0) > (a+ B), ami azt jelenti, hogy a téke
hatékonysaga nagyobb, mint a munkatermelékenység novekedési litemének és a
munkaerd-kinalat névekedési {itemének Gsszege. Masképpen, a foglalkoztatasi rata
né, ha a t6ke hatékonysiga nagyobb, mint a névekedés intenziv és extenziv ténye-
z6inek Osszege. Hasonl6an, ha nincs v a (46) egyenletben, akkor a munkasok teljes
jovedelemb6! torténd részesedése konstans iitemmel csokken, azaz 4/u = —(a + 7).
Vagyis a munkasok teljes jovedelembdl torténé részesedésének iiteme pontosan
annyival cs6kken, mint a munkatermelékenység novekedési litemének és a bérrata
autoném ndvekedési iitemének az 6sszege. Mindkét esetben a mozgasi palya expo-
nencialis fiijggvény, az el6bbi esetben névekvd, az utébbiban csokkend. Ha viszont
figyelembe vessziik a masik valtozot is, akkor (45)-ben a t6ke hatékonysaga az u-n
keresztiil cs6kkenti a foglalkoztatasi rata {itemét, a (46)-ban pedig az egységnyi
foglalkoztatasi ratara es§ bérrata novekedési liteme a v-n keresztiil csdkkenti a
munkasok teljes jovedelembdl torténd részesedésének cskkenési iitemét.

Ezt koévetden Goodwin eliminalja az id6valtozast a (45) és (46) egyenletekbdl.
Ebben ugyanazt az egyszeri technikit alkalmazta, mint amit Andronov et al. (1966,
143-145. 0.) alkalmaztak a Lotka-Volterra dinamikai rendszerre. Az igy kapott
idéinvariancia, csakigy mint a klasszikus mechanikiban, az elsé integralt adja:

(1/o) — (a+ B)]Inu+ (y+ a)lnv — (1/0)u — pv = const. (47)

Mig Goodwin semmi t&bbet nem mondott errél az egyenletrsl, most megmutatjuk,
hogy az a (45) és (46) dinamikai rendszer Hamilton-fliggvénye, vagy masként, a
megmaradd mennyiség.

7. A Goodwin-modell Lagrange- és Hamilton-fiiggvénye

Kénnyen belathato, hogy a (45) és (46) egyenletekkel leirt Goodwin-modell
az dnszabalyozo6 foglalkoztatas-bér rendszer idébeni evolacidja a Lotka—Volterra-
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rendszer egy-egy leképezése, ekvivalencidja. A v foglalkoztatasi rata az x aldozat-
szamnak, a munkasok teljes jovedelembd] térténd u részesedése pedig az y ragado-
zészamnak felel meg. Az ekvivalencidhoz a két modell megfelels egyiitthatéinak is
meg kell egyeznie, azaz a (45) és (46) valamint a (27a) és (27b) egyenletek megfelels
Osszahasonlitasabol kapjuk:

(/o) = (a+B) =a

l/c=d
at+vy=>
p=c

Ha most L’ jeloli a Goodwin-modellhez tartozé Lagrange-fiiggvényt, akkor ezt a
kovetkezd alakban irhatjuk:

L' (v,0,u,0) = %II—;—"-L-{;_;_ %lnTvu_
—(((V/o)—(a+B)nu+ (a+v)lnv— (1/o)u — pv). (48)

Ha vessziik az L’ Lagrange-fiiggvény v és u szerinti Euler-Lagrange-egyenleteit,
akkor a Goodwin-modell (45) és (46) egyenleteihez jutunk. Ezzel megmutattuk,
hogy a Goodwin-modell is rendelkezik Lagrange-struktiraval.

A fentieket alkalmazva egyszerd szamolassal megy&z6dhetiink arrdl is, hogy a
Goodwin-modell Hamilton-fiiggvénye az alabbi:

H =t——+u—-L = ((1/0) — (¢ +8))Inu+{a+y)Inv—(1/c)u—pv (49)
u
ami a megmaradd mennyiség, azaz az els6 integral, ami megegyezik a (47) egyen-

lettel. Ha itt is vessziik az E’ energiaval t6rténd mechanikai megfeleltetést, akkor
az elsd integralt most a kivetkezd alakban is felirhatjuk:

, atyy,(1/0)—(a+6)
I’ (: eE ) = v

epv+(1/o)u (50)

8. A Goodwin-modell Lie-szimmetriai

Vegyiik a modell allapotvaltozoinak alabbi infinitezimalis transzformécidit:

v = v+ (v,u) (51)
u' =+ G (v, ) T (52)
t'=t, (53)

ahol ¢ (v,u) és (2 (v,u) fiiggvények explicite nem fiiggnek az id6tsl, azaz
0¢1/8t = 8(2/0t = 0. Most helyettesitsitk be az (51) , (52) és (53) egyenleteket a
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(45) és (46) egyenletekbe; stalakitasok utén a kovetkezs parcialis differencidlegyen-
leteket kapjuk:

((1/0) = (ac+ ) ~ (1/) u) 2L + (g — (e + ) w) 2L ¢ "
+((1/o)u—-1/o)+ (a+8) (1 + (1/0) v(a = 0,
(((1/0) - (a+ﬁ))v—(1/a)uv)%i+(pvu—(a+7)u) ff (55)

—puCr+(a+y—pv)(a=
Természetesen ismét két csatolt parcidlis differencidlegyenletet kaptunk, amelyek
egy lehetséges partikularis megoldasa

G =((1/0) = (a+B))v—(1/0)uv, (56)
G = pou—(a+7)u. (57)
Ezeket felhasznalva, a relevians generatort, vagyis a Lie-szimmetriavektort is felir-

hatjuk:

X{ = (((1/0) ~ @+ B)) v = (1/0)u) -+ (pou — (@ + M) = (58)

Az (54) és (55) egyenletek egy masik megoldasat adjak az alabbi egyenletek:

va+’yu1/a—(a+ﬂ)

C1=——ém—l—/;—((l/a)-(a+ﬂ)—(l/a)u)v, (59)
po 1y (/) —(a+B)
<2 = ePv+(1/0)u (p’U - (a + ’Y)) u. (60)

Az infinitezimalis generator most a kovetkezGképpen adhaté meg:

vty (1/o)—(a+B)
epv+(1/o)u

potrg(l/o)—(a+B)
YT CyEym (pvu ~ (o +7y)u) = 5o

((1/0) v — (a + B) — (1/0) uv) 62

X5 = -
(61)

Ha egybevetjiik az (58) és (61) egyenletekkel meghatarozott generatorokat, akkor
konnyen észrevehetjiik, hogy

w1y, (1/0)~(e+B)

/ 4
Xo = —— o b (62)

azaz a generatorok csak egy tényez6ben kiilonboznek. Minthogy a generatorok
strukttirdja most is megegyezik, a kérdéses

va+7u(1/a)—(a+[3)

! e
I'= ePv+(1/o)u (63)
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tényezének az alland6é mozgasmennyiségnek kell lennie. Pontosan megegyezik a
Lagrange-fiiggvénybdl kapott megmaradé mennyiséggel, az (50) egyenletbeli dssze-
fiiggéssel, ami a Goodwin-modell dinamikus szimmetridjara vonatkozik.

9. Kovetkeztetések

A Goodwin-modell a tékefelhalmozas és a jovedelemelosztéas kozotti kolesonos
fiiggdséget vizsgalja. Megoldasgorbéi valaszt adnak arra a kérdésre is, hogy a felhal-
mozas (novekedés) hogyan véltozik ciklikusan,

T =2n/ (@ +7)((1/0) — (a+B))"?
periddussal, az egyensiilyi pont!'® koriil, amely a kvetkezs koordinatakat veszi fel:

u*=1-(a+fB)o,

*

v* = (a+1)/p.

A modellben szerepld paraméterek becsiilhet6k a megfelel§ idGsorokboél 6konomet-
riai eljarasokkal. E szamitasok egyuttal a modell valés adatokkal torténd teszte-
lését is jelentik, amirdl érdekes kovetkeztetések olvashatok Harvie (2000) tanulma-
nyaban'®,

Az alabbi grafikonok a paraméterek kovetkezd megvalasztasaval késziiltek:
a=0.056, 8 =0.1, 0 =0.08, v = 15 és p = 17. A kezdeti értékek: v(0) = 0.095 és
u(0) = 0.9.

1. abra. A v(t) id6beli periodikussaga.

15Fz az Gin. nem trividlis egyensilyi pont. A trivialis egyensilyi pont az origo, amely instabil
nyeregpont, és ami most kiviil esik vizsgalatainkon.

16 rdemes megjegyezni, hogy Brody Andras és Farkas Miklos (1987) a magyar gazdasagra
végeztek teszteléseket a Goodwin-modellel.
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2}

/
/
} L

o.s 1o s 2.0 o

3. abra. Az u-v fazisportré.

A Goodwin-modell ciklikus palyai - amint bebizonyitottuk -, olyan extremalis
palyak a fazistérben, amelyek mentén a modell Lagrange-fiiggvényének integralja
stacionarius, vagyis optimalis a legkisebb hatés elve alapjan. Ez az eredményiink
jelentésen pontositja az elsérendd nem linearis kozonséges differencidlegyenletek-
kel (ODE) leirt rendszerek mozgéaspalyainak eddigi jellemzését, amit altalanositva,
kimondhatjuk: minden olyan dinamikai rendszer mozgéaspéalyaja optimalis, aminek
van Lagrange-fliggvénye.

Vizsgalatainkkal tehat kimutattuk, hogy ezt a ciklikus mozgést a modell Lie-
szimmetriai, pontosabban a dinamikai szimmetriaja generédlja. A modell Lagrange-
fiiggvénye alapjan kapott alland6 mozgasmennyiség, az un. elsé integral ered-
ményezi a belsé szimmetridjat. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy a N&ther-tétel a
Goodwin-modell mechanikajaban is szerepet kap.
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AN ECONOMIC APPLICATION OF THE LIE SYMMETRIES
J6zsEF M6CzZAR AND FERENC MARKUS

The dynamic behavior of a physical system can be frequently described very concisely by
the least action principle. In the centre of its mathematical presentation is a specific function of
coordinates and velocities, i.e., the Lagrangian. If the integral of the Lagrangian is stationary,
then the system is moving along an extremal path through the phase space, and vice versa. It can
be seen, that each Lie symmetry of a Lagrangian in general corresponds to a conserved quantity,
and the conservation principle is explained by a variational symmetry related to a dynamic or
geometrical symmetry. Briefly, that is the meaning of Noether’s theorem.

This paper scrutinizes the substantial characteristics of Noether’s theorem, interprets the Lie
symmetries by PDE system and calculates the generators (symmetry vectors) on R. H. Goodwin’s
cyclical economic growth model. At first it will be shown that the Goodwin model also has a
Lagrangian structure, therefore Noether’s theorem can also be applied here. Then it is proved
that the cyclical moving in his model derives from its Lie symmetries, i.e., its dynamic symmetry.
All these proofs are based on the investigations of the less complicated Lotka — Volterra model
and those are extended to Goodwin model, since both models are one-to-one maps of each other.

The main achievement of this paper is the following: Noether’s theorem is also playing a
crucial role in the mechanics of Goodwin model. It also means, that its cyclical moving is optimal.
Generalizing this result, we can assert, that all dynamic systems’ solutions described by first order
nonlinear ODE system are optimal by the least action principle, if they have a Lagrangian.
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TOMORITETT ERZEKELESNEL MINDEN EGYES KEPPONT SZAMIT!

Forditotta: Réti Zoltan

Egy is elegendé. Richard Baraniuk és Kevin Kelly a Rice University-rél épi-
tette azt az egyetlen pixeles fényképezGgépet, amivel ez a fénykép késziilt. (a) Egy
focilabda képe, amit 64x64-es felbontasban hagyomanyos digitalis fényképez6gép
vett le. (b) Ugyanaz a focilabda az egyetlen pixeles fényképez&géppel. A képet
1600 kiilénbo6z6, véletlenszertien kivéalasztott mérésbol matematikailag szarmaztat-
tak, felhasznalva a tomoritett érzékelésnek nevezett modszert. (R. G. Baraniuk,
Compressive Sensing [Lecture Notes|, Signal Processing Magazine, July 2007. c2007
IEEE. szivességébdl)

Az a kozos dolog a szemétben és a szamitogépes fajlokban, hogy mindkettd
Osszenyomottan szép. A digitalis fényképez6gépek vasarlasakor azonban észreve-
hetjiik, hogy gyartoik ezt nem értették meg.

Néhany éve a miiszaki boltok tele voltak 1, vagy 2 megapixeles gépekkel. Aztan
jottek a 3 megapixeles aramkori lapkak, majd a 10, s6t a 60 megapixelesek.

1 Eredeti cim: Compressed Sensing Makes Every Pixel Count, What’s Happening in the Mathe-
matical Science, 7. kotet. Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkesztOsége koszonetet mond
az Amerikai Matematikai Tarsasagnak (American Mathematical Society), amiért engedélyezte
a dolgozat magyar forditasanak egyszeri publikilasat. Az AMS minden tovabbi jogot fenntart
maganak.
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Emmanuel Candes. (sajat szivességébol)

Sajnos, ezek a nagyon sok pixeles fényképezGgépek oridsi méretii szamitogépes
adatfijlokat hoznak létre. Ezért ha az ember e-mail-en akar elkiildeni egy fény-
képet, vagy fel akarja rakni a vilaghélora, az az els6 dolog, hogy kezelhetSbb
méretre tomoriti. Altalidban szabad szemmel lehetetlen észrevenni a kiilonbséget
ezen Osszetomoritett és az eredeti fénykép kozott (lasd az 1. abrat). Igy kettds
dinamika fejlédott ki:a fényképezdgépek mérndkei egyre tobb adatot zsufolnak a
lapkakra, mik6ézben a szamitégépes programok mérnokei egyre okosabb moédokat
otolnek ki, hogy megszabaduljanak az adatoktol.

2004-ben matematikusok megtalaltik a modjat, hogy hogyan allitsak meg ezt
a fegyverkezési versenyt”. Miért vegyiink méretet 10 milliészor, amikor esetleg 10
ezer is elég ahhoz, hogy képiinket kielégitGen jellemezze? Nem lenne-e jobb, ha méar
kezdetben is csak a leglényegesebb 10 ezer adatot vennénk le? Halaval tartozunk
Emmanuel Candesnek (Caltech Egyetem), Terence Taonak (University of Califor-
nia Los Angeles-i részlege), Justin Rombergnek (Georgia Tech Egyetem) és David
Donohonak (Stanford University) azért a hathat6s matematikai technikaért, ami-
vel az adatmennyiséget ezredére csokkenthetjiik, mieldtt egyaltalan befogadnank.
Eljarasukat tomoritett érzékelésnek hivjak. Ez a kifejezés mérnokoknél mostanaban
nagyon felkapott lett, habar matematikai gyokerei évtizedesek.

Az elgondolés bizonyitékaként Richard Baraniuk és Kevin Kelly (Rice Uni-
versity) még egy egyetlen pizeles fényképezdgépet is kifejlesztettek. Azért persze
ne gondoljuk, hogy ez a gép felbukkan a Wal-Mart polcain a 10 megapixelesek
mellett, mivel utobbiaknak beépitett gazdasagossagi elényiik van. ,Azért tudjuk
olyan olcson megépiteni 6ket, mert szerencsés véletlen egybeesés van a szemiink
altal és a szilikon altal érzékelt fény hullimhosszai kézott.” - mondja Baraniuk.
,Ez tette lehet6ve, hogy a fényképezdgép-készitGk a Moore-szabaly szekerén utaz-
zanak (azaz kihasznaljdk Moore-szabélyat)”, mas széval azt, hogy nagyjabol két-
évenként megduplazzak a pixelek, azaz képpontok szamat.
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X 10* Wavelet Coefficients

1.5 :

0.5

x 10

1. abra. Balra: az eredeti teszt kép. Fent: Az egyik standard tOomorité eljaras,
hogy a képet waveletek Osszegeként fejezziik ki. Fent a waveletek egyiitthatoit
abrazoltuk, a nagy egyiitthatok a képhez jelentGsen hozzajarulé waveleteket jelzik
(példaul amelyek egy élet vagy texturat azonositanak). Jobbra: Amikor a kis
egyiitthatokkal rendelkezd waveleteket kihagyjuk, és csak a tobbi waveletbdl allitjuk
a képet helyre, az eredetit6l majdnem megkiilonboztethetelen lesz. (Emmanuel
Candes szivességébol)
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Emiatt a tomoritett érzékelés valodi piaca a lathatatlan hullimhosszoknal van.
Ezen hullamhosszoknal nem olcsé dolog érzékeldket épiteni, viszont az ilyen érzéke-
16knek sok alkalmazasi lehetGsége van. Példaul a mobiltelefonok a radiofrekvencidk
széles spektrumabol fognak kodolt jeleket. A terahertzes sugarzas® vevéit pedig
csempészaru vagy ruha alatt elrejtett fegyverek kiszurasara lehet hasznélni.

Még a kozonséges infravoros fényrél is koltséges fényképet késziteni. ,Ha kilé-
piink abbél a hatokorbdl, ahol a szilikon érzékeny, akkor a 100 dollaros fényképezs-
gép 100 ezer dollarossa valik” - mondja Baraniuk. Néhany alkalmazasnal, példaul
drhajok esetében, lehet, hogy nincs elég hely til sok érzékels szamara. Az ilye-
tén alkalmazasoknal komolyan el kell gondolkodnunk azon, hogy hogyan tegyiink
minden egyes képpontot (pixelt) értékessé.

1. A régi, hagyomanyos bolcsesség

Terence Tao. (Reed Hutchinson/UCLA szivességébdl)

A tomoritett érzékelés torténete Claude Shannonnal kezdddik, aki az infor-
maciéelmélet uttdéréje volt. Shannon 1949-ben bizonyitotta be, hogy egy id6-
lehet allitani, ha a jelbél %N masodperces szabélyos id6kozonként mintat vesziink.
De ez pont annak a tételnek a forditottja, ami jelfeldolgozok nemzedékeinek valt az
helyreallitani; egy jel barmikor ,alnéven” jelenhet meg (aliasing), vagyis mintaja
azonos lehet egy masik jelbdl vett mintaval.

2Ez az elektromagneses spektrum azon része, amit nézéponttol fiiggden vagy ultra ultramagas
radiofrekvencianak, vagy infra infravoros fénynek irhatunk le.
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A digitalis képek vilagaban egy kép a ,,jel”, és a képbdl vett ,minta” jellegze-
tesen egy képpont (pixel), ami mas széval egy kivalasztott pont mérésnyi fényerss-
sége (talan szinadatokkal is megtdzdelve). Shannon tétele, amit Shannon-Nyquist
mintavételi tételnek is neveznek, azt mondja ki, hogy egy kép felbontasa egyene-
sen aranyos a mérések szimaval. Ha meg akarjuk duplazni a felbontast, akkor jol
tessziik, ha a pixelek szamat is megduplazzuk. A digitalis fényképezdgépek eladoi
pontosan ilyennek latjak a vilagot.

Candes, Tao, Romberg és Donoho ezt a vilagot allitotta a feje tetejére. A tOmo-
ritett érzékelés vilagidban az elérhet felbontast féleg a kép informdcidtartalma
vezérli. Alacsony informéaciotartalma képet tokéletesen helyre lehet allitani kis
szadmu mérésb6l. Ha méar megfelel6 szdmt mérést végeztiink, nem segit, ha még
tobbet mériink. Ha az ilyen képek ritkdk vagy szokatlanok lennének, a dolog nem
lenne nagyon izgalmas. De valéjdban joformdn mindegyik, a valds életbdl vett
képnek alacsony az informaciétartalma (mint ahogy az 1. 4bréan lathato).

Ez a kijelentés az Gsztoneinkkel ellentétesnek tiinik, hiszen az ,jinforméacié”
matematikai jelentése a kdznyelvi jelentésnek a majdnem teljes ellentéte. Egy TV-
képerny6n lev véletlenszeri statikus zaj latvanya példa magas informéaciétartalmu
képre. A legtobb laikus valészintileg ezt a jelet informéacié nélkiilinek tekintené!
De egy matematikus szdmara ez pontosan azért magas informéciotartalmi, mert
nincs benne szabdlyszerdség. A kép leirasadhoz, vagy két ilyen kép megkiilénboz-
tetéséhez a szd szoros értelmében minden egyes pixelt meg kell nevezniink. Ezzel
szemben a valds életbdl vett képeknek alacsony az informéaciétartalma, mivel kis
szamu leir6 elemmel tovabbithatjuk a kép tartalmat. Néhany vonas elégséges, hogy
egy arc képzetét keltsiik, mig egy képzett mdvész, viszonylag csekély szami ecset-
vonassal, barmilyen arcrél felismerheté hasonmast tud késziteni.

A témoritett érzékelés Stlete az, hogy a legtdbb, valés életbd] vett képnek pont
az alacsony informaci6tartalmat hasznaljuk ki, és ezzel keriiljiik meg a Shannon-
Nyquist mintavételi tételt. Ha egyaltalan nincs informacionk a helyreéllitani kivant
jelrél vagy képrél, akkor Shannon tétele helyesen hatérolja be az elérhet6 felbontést.
De ha tudjuk, hogy a kép ritkis vagy témorithets, akkor Shannon korlatai nem
érvényesek.

Jéval azt megel6z6en, hogy a ,tomoiritett érzékelés” divatos kifejezéssé vilt
volna, voltak méar utalasok a jelenségre. Az 1970-es évek végén, foldrengésekkel
foglalkozé mérnskok kezdték felfedezni, hogy ,az ugynevezett sarkalatos korldtok
nem is sarkalatosak” - mondja Donoho. Féldrengéskutatok a rétegek kozotti foly-
tonossagi hianyokrol visszapattané foldrengéshullamokbol gyijtenek informaciét a
foldalatti sziklaképz6dményekrol. (A szikla allagaban vagy Osszetételében meglevd
barmilyen hirtelen valtozas, mint példaul egy olajtartalmu sziklaréteg eléfordulasa,
a felszinre fogja tiikrézni a rezgéshullamot.) Elméletileg a visszatiikrézott hulla-
mok nem tartalmaznak elegendd informaciét ahhoz, hogy a sziklarétegek képét

3A ,képzett miivész” mai valtozatat képtémérits algoritmusnak hivjuk. Ilyen példaul a JPEG-
2000 szabvany, amelyik az eredeti kép masolatat kevés szamii, waveletnek hivott alkotéelembdl
allitja els. (Lasd a Parlez-vous Wavelets cimii cikket a What’s happening in Mathematical Sciences
2. kétetében)
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Justin Romberg. (sajat szivességébdl)

egyértelmien felrajzoljuk. Ennek ellenére, a féldrengéskutatok képesek voltak a
t6liikk jogosan elvarhatonal jobb képeket nyerni. Az olajkutatas kevésbé vaktaban
torténik azota, hogy képesek vagyunk a fold ala ,latni”. Donoho szerint a fold-
rengéskutatok a ,ritkas tiiskenyalab (sparse spike train) feltevés™sel magyaraztak
szerencséjiiket. A feltevés az, hogy a foldalatti szikldk szerkezete elég egyszert.
A legtobb mélységben a szikla egynemii, ezért egy bejovs foldrengéshullam semmit
sem lat. Szabalytalan id6kozonként a foldrengéshullamok a szikla egyik folytonos-
sagi hianyaval taldljak magukat szembe, és ekkor éles, tiiskealaku jelet kiildenek
vissza kiildGjiiknek. Igy a jel tiiskék olyan ritkds sorozata, amelyben a tiiskék
k6zott hosszu sziinetek vannak.

Ilyen koriilmények kozott meg lehet szabadulni Shannon tételének a béklya6itol.
Konnyebb a duélis helyzetet adtgondolni, ami csak néhany, N hertzes frekvenciat
meg nem haladé, szinuszos hullam egymasra rakasabol ad6do ritkas hullamnyaldbot
jelent. Ha K darab frekvenciatiiske van egy olyan jelben, amiben a maximalis
frekvencia N, akkor Shannon tétele azt mondja, hogy egyenlé kézokben N mintat
gytjtsiink. De a ritkds tiiskenyaldb feltevés szerint 3K, s6t néha 2K minta is
elégséges. A triikkk abban all, hogy nem egyenlé id6kozonként, hanem taldlomra
vessziik a mintakat (lasd a 2. és 3. abrat). Ha K << N (és éppen ez a ,ritkas” jel
jelentése), akkor sokkal hatékonyabb a véletlenszertd mintavétel.

Mas teriileteken is, mint pl. a magneses rezonancia vizsgalat (MRI), azt talal-
tak a kutatok, hogy az adatminta ,alul-mintavételezésével” is még jo eredményeket
tudnak kapni. Tudoményos taldlkozékon mindig kételkedéssel talaltak magukat
szemben, mondja Donoho, mivel olyasmit probéltak csindlni, ami 4allitélag lehetet-
len volt. Visszanézve, egyfajta matematikai ,tanusitvany” hidnyzott, a jévahagyés
pecsétje, ami azt garantélja, hogy a véletlenszert mintavétel mikor mikodik.
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2. abra. Ritka (sparse) hullimnyalab rekontrukci6ja. (a) Egy 3-ritka (sparse)
jel frekvencia spektruma. (b) Maga a jel, két mintavételi stratégiaval: egyenle-
tes mintavétel (voros pettyek), véletlenszeri mintavétel (kék pettyek). (c) Ami-
kor a spektrumot az egyenletes mintavételbdl allitjuk vissza, stulyos "aliasing" az
eredmény, mert a mintak szama 8-szor kevesebb, mint a Shannon-Nyquist korlat.
Lehetetlen megmondani, hogy melyik frekvencia valédi és melyik az imposztor.
(d) Véletlenszeri mintavétel esetén konnyt kiszirni a hattérbél a két legnagyobb
tiiskét. (M. Lustig, D. Donoho, J. Santos and J. Pauly, Compressed Sensing MRI,
Signal Processing Magazine, March 2008. szivességébdl)

2. Az 4j bizonyitvany

Donoho egyik volt didkja, Emmanuel Candes, ugyanezzel a kételkedéssel
talalta magat szemben 2004-ben, amikor magneses rezonancia vizsgalatban egy
csapat radiologussal dolgozott egyiitt. ,,Fantomképes” probafuttatasokon, azaz ami-
kor nem egy igazi betegrdl késziilt képet futtatott, képes volt tokéletesen helyre-
allitani a képet alul-mintavételezett adatbél. ,Semmilyen kiilonbség nem volt az
eredeti és a rekonstrualt kép kozott” - mondja Candes. ,Tulajdonképpen bajba is
keriiltem, mert azt hitték, hogy simliskedtem.”

Ezen a ponton Candes sorsszerii dolgot tett: beszélt a 2006-os Fields-érem
egyik kitiintetettjével, Terry Taoval. Ugy esett, hogy mindkét matematikus gye-
reke ugyanabba az 6vodaba jart. Mikézben éppen a gyerekiiket adték le egyik nap,
Candes mesélt Taonak a ,tul jo, hogy igaz legyen” rekonstrualasokrol. ,Mar elkezd-
tem keresni a magyarazatot, és némi haladast is elértem, de egy bizonyos ponton
elakadtam” - mondta Candes.

,Terry matematikusként reagélt” - folytatja Candes. ,,Azt mondta, olyan ellen-
példat fogok taldlni, ami megmutatja, hogy amire gondolok, az nem lehet igaz”.
De furcsa dolog tértént. Egyik ellenpéldarol sem latszott, hogy mikodne, és Tao
kezdte figyelmesebben hallgatni Candes érvelését. ,Egyszer csak rdm nézett és
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3. abra. A 2. abra viszonyai kozott a harmadik frekvencia tiiskét iterativ kii-
szob eljarassal lehet visszanyerni. Ha kezdett6l tudjuk, hogy a jel 3-ritka (sparse),
akkor a jelet tokéletesen vissza lehet nyerni annak ellenére, hogy 8-szoros az alul-
mintavétel. Roviden, ritkassag és véletlenszeri mintavétel lehetéve teszi a tokéletes
(vagy majdnem tokéletes) rekonstrukciot. (M. Lustig, D. Donoho, J. Santos and
J. Pauly, Compressed SensingMRI, Signal Processing Magazine, March 2008. szi-
vességébol)

azt mondta: Lehet, hogy igazad van”. Tao legendas gyorsasagaval néhany napon
beliil atsegitette Candest az akadalyon, és ketten elkezdték felvazolni a tomoritett
érzékelés elsG igazan altalanos elméletét.

A Candes-Romberg-Tao szerkezetben egy x vektor (N valés szam sorozata)
jellemez egy jelet vagy egy képet. Err6l a vektorrél feltessziik, hogy K-ritka
(sparse), ami azt jelenti, hogy, valamilyen el6irt bazisban, legfeljebb K nullatol
kiilénb6z6 egyiitthatot tartalmaz. (K-rol feltessziik, hogy sokkal kisebb N-nél).
Példaul, ha a bazis tagjai RV standard koordinata vektorai, akkor = sz6 szerint,
majdnem csupa nullaboél all. Pontosan ez a helyzet a ritkas tiiskenyalab feltevés
esetén.

A ritkas tiiskenyalab feltevés azonban nem kovetel meg adott bazist. Példaul
a fényképek egyaltalan nem ritkdk (sparse) a standard bazisban; sok nem nulla
egyiitthatojuk van, nevezetesen a nem fekete pixelek. A JPEG tomorités bizo-
nyitotta be, hogy egy maésik bazisban viszont majdnem mindig kozelitSleg ritkak
(sparse), és ez a waveletek bazisa. Ha VU jeloli a bazisvektorok N x N-es métrixat,
akkor ebben a K-ritka (sparse) jel az lesz, amelyiket a Wz alakban lehet irni, ahol
a-nek legfeljebb K nullatél kiilonbozs egyiitthatdja van.
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Az z jelb6l vett y mintavétel x linearis fiiggvénye, y = ®z, a Candes-Romberg-
Tao~-szerkezet szerint. A mintaban levé mérések szamarol, M-r6l feltessziik, hogy
a jel méreténél kisebb, M << N. Igy ® egy M x N-es méatrix. Elemi linearis
algebrabol tudjuk, hogy végtelen sok olyan z* vektor van, amire y = ®z*. De ha
M > 2K, akkor y = ®z* egyetlen mas megoldasa sem lesz ritka (sparse). Tehat,
ha el6re tudjuk, hogy z ritka (sparse), akkor az M szamu méréshdl elvileg pontosan
rekonstruélni lehet.

Abbdl, hogy tudjuk, hogy csak egyetlen megoldas létezik, még nem kovetkezik,
hogy képesek is vagyunk megtaldlni. A probléma abban all, hogy nem tudjuk
elére, hogy x melyik K koordinitija nem nulla. A naiv megkozelités az, ha végig-
probéljuk az sszes lehetGséget, amig raleliink a jéra, de ez reményteleniil lassi
algoritmusnak bizonyul. Candes és Tao azonban egy olyan utat talalt, ami nemcsak
gyorsabban fut a szamitégépen, de megmagyarizza azt is, hogy a véletlenszerd
mintavétel miért mikddik sokkal jobban az egyenletes mintavételnél.

Ha képiink néhéany ritkasan elhelyezkeds pontbél vagy néhany éles vonalbol
all, akkor a legrosszabb modszer az, ha az egyes pixelek befogisaval vesziink mintat
(a kozonséges fényképezGgép pont igy miikodik). A legjobb modszer az, ha a képet
szélesen kiteritett zajfiiggvényekkel vetjiik &ssze. A ,20 kérdés” nevii jatékkal? tud-
juk ezt érzékeltetni. Ha 1-t6l N-ig kell egy szamot kitalalni, a legrosszabb amit
tehetiink, ha talalgatjuk az egyes szamokat (ez felel meg az egyes pixelek megmé-
résének). Atlagban ez N/2 talalgatast jelent. Ezzel szemben, ha olyan kérdéseket
tesziink fel, hogy ,a szam kisebb N/2-nél?”, azutan ,a szam kisebb N/4 -nél?” és
igy tovabb, akkor az elrejtett szamot legfeljebb logo N kérdéssel megtaldlhatjuk.
Ha N nagy szam, akkor ez hatalmas gyorsulas.

Figyeljiik meg, hogy a ,,20 kérdés” stratégia adaptiv: az el6z6 valaszok fényében
szabad valtoztatnunk kérdéseinken. Candesnek és Taonak nem adaptiv eljarast
kellett kifejlesztenie ahhoz, hogy a gyakorlatban is hasznalhat6 legyen, de tgy,
hogy kbézben ugyanazt a garantalt teljesitményt nyGjtsa, mint az el6bb leirt adaptiv
stratégia. Mas szoval, eldre ki kellett talalniuk, hogy mik lennének az z-r6l legtébb
informéaci6t nyajté kérdések. Az 4j elmélet egyik nagy meglepetése, hogy ezt meg
is lehet tenni. Megkozelitésiikben az Gtlet az ¢; minimalizalas.

Egy vektor £y normaéja egyszertien a benne levs, nullatél kiilonbsz6 bejegyzések
szama, amit kicsit feszteleniil igy lehet irni:

| (1,22, .., 20) llo= D |25 [°.

(Ebben a formuldban, megallapodas szerint, 0° = 0.) Az ¢; normat gy nyer-
jiik, hogy a 0-akat 1-esekre cseréljiik az el§z5 egyenletben:

[ (1,72, 2n) 1= |5 '

Ezen a nyelven az y = ®x* egyenlet egyetlen legkisebb ¢y normaji megoldasa
éppen z. De Tao és Candes megmutatta, hogy sok esetben ez az x az egyetlen

4A  barkochba jaték egy amerikai, televizios valtozata, en.wikipedia.org/wiki/
Twenty _Questions
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legkisebb ¢; normaju megoldas is. Ez a felismerés dontének bizonyult, mert az ¢;
minimalizélas linedris programozasi feladat, amit ismert, hatékony szédmitogépes
algoritmusokkal meg lehet oldani. (Lasd a Smooth(ed) Moves cimi c1kket a What’s
happening in Mathematical Sciences 6. kotetében)

4. abra. Az S ritka (sparse) jel véletlenszerti mérése ezt a mérést produkalo
lehetséges jelek (zold) alterét generalja. A zold altéren beliil a legkisebb 11 norméju
vektor, S”, ltaldban S-sel egyenls. (R. G. Baraniuk, Compressive Sensing [Lecture
Notes], Signal Processing Magazine, July 2007. szivességébdl)

A 4. abraillusztralja, hogy miért gyakori az, hogy az ¢1-et minimalizal6 ugyanaz,
mint az {o-t minimalizal6. A 3 dimenzibs térben az ¢; norma szerinti egységvekto-
rok egy oktaédert alkotnak. Mivel sok nulla koordinataja van, gondoljuk el, hogy a
ritka (sparse) = vektor benne fekszik egy koordinata tengelyben, ezért az oktaéder
egyik csiicsaban végzodik. Azon x* vektorok halmaza, amelyekre y = ®z* teljesiil,
egy, az x ponton atmend sik. A legtébb az x ponton dtmend sik az oktaédert csak
ebben az egyetlen = pontban metszi, masképpen szélva, = a sikon az egyetlen mini-
malis norméaval rendelkezé pont. Tehat, ha egyszertien a ® mérést véletlenszertien
tessziik meg, jo esélyilink van ra, hogy z -et egyértelmiien rekonstrualni tudjuk.

Sajnos ® véletlenszeri kivilasztdsa nem mindig miikédik. Esetleg pechesek
lesziink, és pont egy olyan z-en atmend sikot valasztunk, ami az oktaéder belse-
jébe is belemetsz. Ha ez torténik, akkor az f; minimalizal6 nem lesz ugyanaz,
mint az o minimalizal6. Az algoritmus egy hibas z* jelet fog eredményezni. De a
4. dbran lathato kép valamennyire félrevezets, mivel a képek vektorainak dimen-
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zi6ja Aaltaldban ezres vagy milliés nagysagrendd. A milli6-dimenzids térben az
oktaéder analdgjat keresztpolitépnak hivjak; és a keresztpolitép a millié-dimenzios
térben nagyon, nagyon, nagyon hegyes. Egy a csticson dtmend, de egyébként vélet-
lenszerd sik majdnem biztos, hogy a keresztpolitép belsejét elkeriili. A ,nagy dimen-
zids geometria e csoddjanak” kdszonhetSen, ahogy ezt Candes nevezi, az ¢; mini-
malizalé majdnem biztosan a korrekt jel lesz.

Osszefoglalva, a témoéritett érzékelés elmélete a kdvetkezoket mondja:

- S0k ® M x N-es matrixra az y = ®z* egyenlet egyetlen K-ritka (sparse)
megoldasat pontosan vissza lehet nyerni.”

~ N-nek K-nal sokkal nagyobbnak kell lennie, azonban M-nek, a mérések
szamanak csak egy kicsit kell K-nal nagyobbnak lennie. Pontosabban, M-nek
durvan Klog(N/K)-nak kell lennie. Figyeljiik meg, hogy ez N-t&l logaritmi-
kusan fiigg, {gy a ,,20 kérdés’-nél véghezvitt gyorsulast most is elértiik.

- A K-ritka (sparse) megoldast £; minimalizilassal talaljuk meg, amirél a ®
mérési matrixra vonatkozé bizonyos feltételek teljesiilése esetén belathato,
hogy az £y minimalizalassal ekvivalens.”

- A ® véletlen matrixok majdnem mindig kielégitik ezeket a feltételeket.

Az egész tOrténet lényegében valtozatlanul megmarad, ha a jel nem a standard
koordinata vektorok bazisara nézve, hanem egy masik bazisra, mondjuk a wavele-
tekére nézve ritka (sparse). Az egyetlen dolog, ami valtoztatasra szorul az, hogy
az y = $z* megszoritdst az y = ®Vx™ megszoritissal helyettesitjik. Ebben az
Osszefiiggésben a ® mérési matrix véletlenszeriisége kettss célt szolgil. Elészor, azt
a legegyszertibb feltételhalmazt biztositja, amikor az ¢; minimalizilas bizonyitha-
toan ekvivalens az £y minimalizalassal. Masodszor pedig, az el6bbitél fliggetleniil
biztositja, hogy a mérési vektorok halmaza (P sorai) annyira kiilonboznek a kép
bazisatél (¥ oszlopaitél), amennyire ez csak lehetséges. Ha a kép bazis tiiskékbsl
all, akkor a mérések bazisanak kiterjedt véletlenszerd zajbol kellene 4llnia. Ha a kép
bazis waveletekbdl all, akkor a mérések bazisa ,noiselet”-eknek hivhaté kiegészits
tipusu jelbdl kell allnia.

,»Cikkiink valami tényleg varatlanra mutatott rd” - mondja Candes. ,,Arra neve-
zetesen, hogy rendkiviil hat4sos érzékel§ mechanizmust ad a véletlenszeriség hasz-
nalata. Ez az els6 szamu allitds. A masodik szamu 4llitds pedig az, hogy mindez
kiallja a szigorii elemzés probajat.”

,»Ami a matematikusoknak a cikkbdl tetszett, az a mod volt, ahogy az analizist
és a val6szindségszamitast egybeolvasztotta. Terliletemen, az analizisben sokan ugy
gondoltik, hogy a valészinliségszamitas nem hasznos vagy nem mélté a figyelmiikre.
Intellektualis szinten valtoztatta meg a cikk gondolkodisukat, és arra késztette
Gket, hogy foglalkozzanak ezzel a teriilettel is.”
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Richard Baraniuk. (sajat szivességébdl)

3. Legujabb fejlemények

Tao és Candes preprintje 2004-ben jelent meg, mint ahogy Donoho hasonlo
eredményeket k6zl6 cikke is. Mire Tao és Candes cikke 2006-ban ténylegesen meg-
jelent, mar tobb, mint 100-szor idézték. Azéta mind elméleti, mind gyakorlati téren
sok elérelépés tortént.

Az eredeti cikkben megvélaszolatlanul hagyott kérdés az volt, hogy mennyire
marad j6 a tomoritett érzékelés, ha a mérés valamilyen véletlenszert hibat tartal-
maz (valodi eszk6zoknél ez elkeriilhetetlen probléma), vagy ha a ritka (sparse) jelrél
sz010 feltételezés nem teljesen igaz. Fényképezésnél példaul sz6 szerint nem igaz.
Elethiibb az a feltételezés, hogy a jel tomorithets, ami azt jelenti, hogy a jel né-
hany egyiitthatoja tartalmazza az informécié tulnyomo részét. A tébbi egyiitthato
nem teljesen nulla, de kicsi. Ilyen koriilmények kozott még az ¢ minimalizalas se
illik pontosan Gssze a jellel, igy remény sincs ra, hogy az ¢; minimalizalas teljesen
korrekt legyen.

Candes, Romberg és Tao megmutatta 2005-ben, hogy a tomoritett érzékelés jol
miikodik még zajos mérések és tomorithetd, bar nem ritka (sparse) jelek esetében
is. A helyreallitott jel hibaja nem lesz sokkal nagyobb a mérések hibajanal, és az
¢, minimalizalas nem lesz sokkal nagyobb annal a biintetésnél, amit az /p minima-
lizalas méar rank rott. Vagyis az ¢; minimalizalas hien adja vissza a legfontosabb
informéciokat, a jel legnagyobb Gsszetevsit. Az 5. abra szimulalt képhez adott zaj
esetén ad példat a tomoritett érzékelés teljesitményére.

A matematikusok olyan, a szokvanyos linearis programozasi eljarasoknél gyor-
sabb, 1j algoritmusokon dolgoznak, amelyek megoldjék az ¢; minimalizalas prob-
lémat. z legnagyobb K egyiitthat6jat nem mind egyszerre talaljak meg, hanem
iterativan: elGszor a legnagyobb nullatél kiilonbozs egylitthatét, azutdn a méasodik
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Noisy, Fully sampled N°%_‘§{L‘§$§?§£§'ed

(a) (b}

Noisy, under-sampled Noisy, under-sampled
SPARSE recon (e =0.05) SPARSE recon (e =0.1)

(d) (c) e ““‘”““"‘j

5. abra. Tomoritett érzékelés zajos adatokkal. (a) Kép hozzaadott zajjal. (b)
Az alul-mintavételezett, majd a Shannon-Nyquist megkozelitéssel helyreallitott
kép. (d) Ugyanaz a kép,véletlenszertien alul-mintavételezve, majd egy "tulsago-
san optimista" zaj modellel hellyreallitva. Habar nincsenek miileletek, a zaj egy
részét félreértette és valos modosulasként vette az eljaras. (c) Ugyanaz a kép, egy
toleransabb zaj modellel rendelkezd véletlenszerii mintabol helyreallitva. Az eljaras
elnyomta a zajt és nincsenek miileletek sem. (Michael Lustig szivességébdl)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



108 FORDITOTTA: RETI ZOLTAN

legnagyobbat, és igy tovabb. Az elsé ilyen algoritmus, amit ortogonalis illeszkedési
keresésnek (Orthogonal Matching Pursuit (OMP)) neveztek el, nem érte el az /;
minimalizalas altal biztositott pontossagot. De méra mar az OMP valtozatainak
szines csokra létezik, mint példaul regularizalt OMP (ROMP), vagy a szakaszon-
kénti, ,stagewise” OMP (StOMP), amik sikeresen 6tvozik az ¢; minimalizalas pon-
tossagat és az OMP gyorsasagat. Ezeknek az algoritmusoknak az az elényiik az ¢,
minimalizalas ,,nagy dimenzids csodédjaval” szemben, hogy intuitivabbak. A 3. abra
mutat erre példat.

Ekozben tobb kiilonbozé teriilet kutatoja puhatolja a tomoritett érzékelés
gyakorlati alkalmazasait. Baraniuk és Kelly 2006-ban épitett egyetlen pixeles fény-
képezdgépe egy sereg baktérium méret tiikrot hasznal, hogy a bejove fénybdsl vélet-
lenszert mintat vegyen. (Lasd a 6. dbrat.) Mindegyik tiikrot kétféle allas egyikébe
lehet donteni: vagy az egyetlen érzékels felé tiikrozi a fényt, vagy elfelé. Tehat az
érzékel6 altal kapott fény sok pixel sulyozott atlaga, amit egyetlen pixelben gytij-
tottiink ossze. Ha Klog(N/K) pillanatfelvételt készitettiink, minden alkalommal
kiilonb06z6, véletlenszeriien valasztott pixelekkel, az egypixeles fényképezégép képes
volt felismerhets képet késziteni, N pixellel 6sszemérhetd felbontasban.

Photodiode Bitstream

Reconstruction

Image

-

6. Abra. Az "egypixeles fényképezigép" sematikus diagramja. Az érzékeld egyet-
len fotédidda. A "DMD" egy mikro-tiikor racs, ami a bejovs fénycsova egy részét
visszatiikrozi az érzékels feleé. A kép masik részét (a fekete négyzeteket) elfelé té-
jon létre. Az "Egy is elég" képen 1600 véletlen mérés elegendd volt, hogy egy 4096
pixeles féenyképezdgép altal készitett képpel osszevethets képet csindljon. (Richard
Baraniuk szivességébél)

Baraniuk és Kelly csapata most a jhiperszinképes fényképezdgépen” dolgo-
zik, amely a kép minden egyes pontjaban a teljes szinképet rekonstrudlna. ,Egy
hagyoményos digitalis képnek vannak voros, kék és zold pixelei.” - mondja Bara-
niuk. ,Bz nagyszert arra, hogy olyan fényképet csinaljunk, ami becsapja az emberi
szemet, de ez nem fogja be a kiilonb6z6 anyagok altal kiadott hullimhosszok lénye-
gét. Igazabol ezernyi szinbdl 4llé spektrumot szeretnénk kapni pusztdn harom szin
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helyett. Ez lehet6vé tenné, hogy meg tudjuk kiilénbéztetni egy kocsi zold festékét
és egy bokor z6ld levelét.” Mivel a milliényi pixel mindegyike ezernyi szind lehet,
adattémorités komoly iiggyé valik.

Baraniuk volt didkjaval, Michael Wakinnal, aki most a Michigan Egyetemen
van, szintén dolgozott a targyészlelési probléman. Sok alkalmazasnal nem egy tény-
leges fénykép elkészitése a fontos, hanem az, hogy gyorsan felismerjiik, hogy mi van
benne. Példaul, egy biztonsigi rendszernek esetleg egy arcot vagy egy jarmiivet
kell azonositania. Megtanithatjuk, hogy felismerje egy Corolla és egy Porsche kozti
kiilonbséget - példalézik Baraniuk. A szamitogépben Corolla és Porsche képek van-
nak tarolva, de a fényképez6gép elStti jarmi lehet, hogy ugy van elfordulva, hogy
egyik képpel sem illik pontosan Gssze. Ebben az alkalmazasban a képvektornak
mas jellegi ritka (sparse) szerkezete van. Nem egy K-dimenziés sikon fekszik, ha-
nem az N-dimenziés térben levg gorbiilt K-dimenziés sokasdgon. (Esetiinkben X
3-mal egyenld.) Wakin megmutatta, hogy ebben a kdrnyezetben KlogN mérés még
mindig elégséges.

A tOmoritett érzékelés néhany alkalmazasa teljesen kiviil esik a képfeldolgozas
birodalman. Az egyik ilyen példa az ,analégrol digitalisra konvertalas”, ami a drot-
nélkiili, mobil kommunikicié alapvetd jellegzetessége. Példaul a CDMA mobiltele-
fon szabvany bevesz egy hangiizenetet, ami 4096 hertzig terjed§ hangfrekvenciakat
tartalmaz, és szétteriti a radiéspektrumban, ami szazezernyi hertzig terjed. A jel
ritka (sparse), mivel csak annak a 4096 hertznek a belsejébe préselt informaciot
tartalmaz. Tehat egy tomoritett érzékelést végrehajté vevonek gyorsabban kell
visszanyernie a jelet, mint egy Shannon tételén alapulé vevének.

Moore szabalya szerint a digitalis fotografiAban kétévenként duplazzuk meg
az egy aramkori lapkan 1évé jelfogék szamat. De a digitalis atalakitas vilagaban,
Baraniuk szerint ,,az egyenértékii érdemleges szam 6-8 évenként dupliazodik meg”.
Tehat ne varjunk évtizedeket hardver megoldasra, hanem oldjuk meg a problémat
a tOmoritett érzékelésen alapulé szoftverrel.

Végiil, a tomoritett érzékelésnek orvosi alkalmazasai is vannak. Ez nem meg-
lep6, hiszen egy, a mégneses rezonancia vizsgdlatban talalt probléma kdzvetleniil
ihlette elméletének léetrejottet. Az MRI késziilékek hasznéalata hagyomanyosan moz-
dulatlan struktirak képének rovid idg alatti létrehozasara korlatozodott, és a bete-
get utasitottak, hogy tartsak vissza a lélegzetiiket. De mostanaban, a képet id6ben
és térben ritka (sparse) jelként kezeld MRI késziilékek elkezdték lekiizdeni ezeket
a korlatokat, példaul egy dobogd sziv képét allitjak elg. A 7. dbra mutatja, hogy
egy ritka (sparse) rekonstrukcios algoritmus mennyire képes éles képet nydjtani a
beteg lababan 1évs artéridkrol, pedig 20-szor kevesebb adatot hasznél, mint egy
hagyomanyos angiogram.

Egy akadalyt meég le kell kiizdenie a t6moritett érzékelésnek. Ez azt jelenti,
hogy hogyan fejlesszen ki gyakorlatban hasznéalhaté ,kovetkezetlen” érzékelcket.
A toémoritett érzékelésben egyetlen mérés a bejovs tomorithets jel, és a véletlen-
szerd, zajos teszt jel skalaris szorzata. Baraniuk egypixeles fényképezSgépe ugy
hajtja végre a skalaris szorzast, hogy a fénycsova egy részét a titkrok az érzékels
felé, mas részét elfelé tovabbitjak. Ha a kdvetkezetlen méréseket lehetévé tevs
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7. abra. Egy angiogram. Feliilrgl lefelé, az angiogramot fokozatosan egyre na-
gyobb tényezdkkel fokozatosan alul-mintavételezziik. A Shannon-Nyquist minta-
vételezési stratégiat hasznélva, a kép mindsége tgy csokken, ahogy az alul-
mintavételezés ng. A tOomoritett érzékelést hasznalva, a kép még 20-szoros alul-
mintavételezés esetén is nagyon éles korvonali marad. Az itt és az 5. abraban
hasznalt megkozelités nem ¢; minimalizalas, hanem a térbeli gradiens ¢; minima-

lizalasa. (Michael Lustig szivességébdl)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)

| MTA Kényvtara
| Periodika 20A206763




TOMORITETT ERZEKELESNEL MINDEN EGYES KEPPONT SZAMIT 111

0 hardver dragabb, mint a felvaltani kivant érzékelSk sokasaga, akkor a tGmdritett
érzékelés melletti gazdasagi érvek elenyésznek valés alkalmazasokban.

Miutén annyi kérdés és annyi lehetéség van, pillanatnyilag lehetetlen megmon-
dani, hogy melyik lesz a tomdoritett érzékelés legsikeresebb alkalmazasa. Azonban
egy dolog vilagos: a mérnokok végre kilépnek a Shannon tételét jelentd dobozbol.
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SAJTOKOZLEMENY
A Reényi kdnyvtar az élethosszig tart6 tanulaseért

Az olvasoéi szolgalat korszertisitése valamint a folyamatban 1évé, illetve terve-
zett kutatdsok elGsegitése érdekében hazai kényvtaraink nagyszabast informatikai
fejlesztésekbe kezdtek. A sajat erSbdl torténd korabbi bévitésen til palyazatok
segitségével torekedtek az egyes szakteriiletek specidlis igényeinek megfelelé prog-
ramok megvalositasara. Ilyen volt az eurépai uni6 TAMOP-3.2.4-09/1/KMR-2010-
0008 jeld kiirasa. A feladat teljesitése révén az MTA Rényi Alfréd Matematikai
Kutatoéintézetében 1év6 elektronikus adatbazist hiszezer kényv valamint hétszaz
folyoirat bibliografiai leirasaval tudtuk béviteni. Az altalaban szokasos adatfel-
vételen til megadtuk az illeté tétel mas adatbazisban (pl. Library of Congress)
szerepld leirasat, konyvek esetében korabbi kiadasok helyét, idejét, a mivekben
szereplG életrajzi adatok, fényképek, facsimilék fellelhet&ségét. A hatékony tajé-
kozodast részletesebb, magyar és angol nyelvi kulcsszavak beiktatasa segiti el6.
Ilyen moédon az egyetemi szakdolgozatot készité vagy tudomanyos kutatomunkat
végz6 személyek, meg a nem formalis és informalis képzésben résztvevsk gyor-
sabban, eredményesebben kaphatjak meg a keresGprogramok révén a szamukra
fontos tényeket vagy létesithetnek j6 kapcsolatokat mas adatbazisok
iranyaba. A Koényvtarbol eléerhets adatbazistartalmakhoz a meguajult, kétnyelvi
honlapunkon olvashaté e-forraslokatorbol illetve a konyvtari kataldogusbol
http://www.renyi.hu/konyvtar/main_hu.html cimen juthatunk el. A fentebb em-
litett tamogatas segitségével létrejohetett a http://matek.ek.szte.hu/matek/opac
cimii Matematikai Egyesitett Katalogus (MatEK), amely egybefoglalja és ezéiltal
egységesen kutathat6va teszi négy hazai egyetem, az Akadémia és két kutatdinté-
zete matematikai gytijteményét. Ezek: a Budapesti Miegyetem Koényvtara (BME
OMIKK), a Debreceni Egyetemi és Nemzeti Konyvtar, az E6tvés Lorand Tudo-
manyegyetem (ELTE) Egyetemi Kdnyvtari Szolgalata, Szegedi Tudomanyegyetem
(SZTE) Klebelsberg Egyetemi Konyvtar, a Magyar Tudomanyos Akadémia Kényv-
tara, az MTA SZTAKI Konyvtar és végiil az MTA Rényi Alfréd Matematikai Ku-
tatointézetének Konyvtara.

A korszert, gyors adatkézlés és informaciocsere érdekében ezeket a kényvtéra-
kat modern reprografiai és dokumentumtovabbité rendszerek szolgéaljik ki.
Az utébbi idében hatékony dlloméanyvédelmi rendszereket allitunk munkaba az ér-
tékes gytijtemények megérzésére.
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