Alkalmazott
matematikal
lapok

2006/1




ALKALMAZOTT MATEMATIKAI LAPOK

A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
MATEMATIKAI TUDOMANYOK
OSZTALYANAK KOZLEMENYEI

o ) ALAPITOTTAK o
KALMAR LASZLO, TANDORI KAROLY, PREKOPA ANDRAS, ARATO MATYAS

FOSZERKESZTO
PALES ZSOLT

FOSZERKESZTO-HELYETTESEK
BENCZUR ANDRAS, SZANTAI TAMAS

FELELOS SZERKESZTO
VIZVARI BELA

TECHNIKAI SZERKESZTO
KOVACS GERGELY

A SZERKESZTOBIZOTTSAG TAGJAI

Aratd Matyas, Csirik Janos, Csiszar Imre, Cs6rgd Sandor, Demetrovics Janos, Esik Zoltan,
Farkas Miklés, Frank Andras, Fritz Jozsef, Galantai Aurél, Garay Barna, Gécseg Ferenc,
Gerencsér Laszlo, Gyorfi Laszlo, Gy6ri Istvan, Harnos Zsolt, Hatvani Laszlé, Heppes Aladéar,
Ivanyi Antal, Jarai Antal, Katai Imre, Katona Gyula, Klafszky Emil, Komaromi Eva;
Komloési Sandor, Kovacs Margit, Krisztin Tibor, Lovasz Laszlé, Maros Istvan,
Michaletzky Gyorgy, Pap Gyula, Prékopa Andras, Rapcsik Tamas, Recski Andras,

Rényai Lajos, Schipp Ferenc, Stoyan Gisbert, Szeidl Laszlé, {Tandori Karoly), Tusnady Gabor,

Varga Léaszlo

KULSO TAGOK:

[Balla Katalin], Csendes Tibor, Fazekas Gabor, Fazekas Istvan, Forgd Ferenc, Friedler Ferenc,
Fiilop Zoltan, Imreh Balazs, Kormos Janos, Kuba Attila, Maksa Gyula, Racské Péter,
Tallos Péter, Temesi Jozsef
23. kotet
Szerkeszt&ség és kiadohivatal: 1027 Budapest, F6 u. 68.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok valtozo terjedelmi fizetekben jelenik meg, és olyan
eredeti tudomanyos cikkeket publikal, amelyek a gyakorlatban, vagy mas tudomanyokban kdzvet-
leniil felhasznalhaté Uj matematikai eredményt tartalmaznak, illetve mar ismert, de szinvonalas
matematikai apparatus ijszerd és jelentds alkalmazasat mutatjak be. A folyoirat ko6zol cikk forma-
jaban megirt, 4j tudomanyos eredménynek szamité programokat, és olyan, kiilfoldi folyéiratban
mar publikalt dolgozatokat, amelyek magyar nyelven torténé megjelentetése elésegitheti az elért
eredmények minél elébbi, széles kord hazai felhasznalasat. A szerkesztdbizottsadg bizonyos idén-
ként lehet6vé kivanja tenni, hogy a legjobb cikkek nemzetkézi folyoiratok kiilonszamaként angol
nyelven is megjelenhessenek.

A folyéirat feladata a Magyar Tudomanyos Akadémia III. (Matematikai) Osztalya’mak mun-
kajara vonatkozo kozlemeények, konyvismertetések stb. publikalasa is.

A kéziratok a fészerkeszt6hoz, vagy a szerkeszt6bizottsag barmely tagjahoz bekuldhetok
A fészerkeszt6 cime:

Pales Zsolt, f6szerkesztd
1027 Budapest, F6 u. 68.
A folyéirat e-mail cime: aml@math.elte.hu

Kozlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkeszt8ség lehetsleg visszajuttat a szerzéhoz, de a
bekiildétt kéziratok megdrzéséért vagy tovabbitasaért feleldsséget nem vallal.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok eléfizetési ara kotetenként 850 forint. Megrendelések a
szerkesztGség cimén lehetségesek.

A Magyar Tudoméanyos Akadémia III. (Matematikai) Osztalya a kdvetkezd idegen nyelvi
folyoiratokat adja ki:

1. Acta Mathematica Hungarica,

2. Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica.



S

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006), 1-4.

MARTOS BELA OPTIMALIZALASELMELETI MUNKASSAGANAK
MELTATASA AZ EGERVARY-EMLEKPLAKETT ATADASA
ALKALMABOL

RAPCSAK TAMAS

Budapest

Martos Béla 1920-ban sziletett Budapesten. Miutan kitanulta az elektromi-
szerész szakmat, a haboru utan tanari oklevelet szerzett az Edétvés Lordnd Tudo-
mdnyegyetem matematika-fizika szakin. Palydjanak kezdeti szakaszat igencsak a
valtozatossag jellemezte. Volt elektromiszerész, gépi hurkolo és tarsadalombiztosi-
tasi tisztviseld, majd 1949-1962 koz6tt osztalyvezets a Kdozponti Statisztikai Hiva-
talban, az Orszdgos Tervhivatalban és f6mérnok a Kohd- és Gépipari Minisztéri-
umban, mikozben szakcikkeket irt munkaligyi kérdésekrsl a Statisztikai Szemlébe,
a Munkaiigy: Szemlébe és a Kdzgazdasdgi Szemlébe. 1962-t6] kezdSédben az MTA
Kozgazdasdgtudomdnyi Intézetében dolgozott. Husz éven at (1968-88) f&szerkeszt6-
je volt a Szigma matematikai-kézgazdasagi folydiratnak. 1990 6ta nyugallomanyban
van.

Martos Béla szigora értelemben vett tudomanyos palyafutdsa az 6tvenes évek
vége felé vette kezdetét, és ez a kezdet, noha Martos Béla akkor mar kozel 40
éves volt, ragyogo sikerekkel indult. Els6 olyan eredményét, amelyre a nemzetko-
zi tudoméanyos vilag is felfigyelt, az optimalizalaselmélet teriiletén érte el, amihez
a kozgazdasagtan Ugynevezett optimalizalé modelljei is kapcsolédnak. Abban az
idében a kutatasok f5 irdnya a legegyszertibb modelltipus, a linearis optimalizalasi
feladat vizsgalata volt, aminek a megoldasara szolgald szimplex algoritmus ismerete
ma mar a kézgazdasz alapmiveltség része.

Martos Béla észrevette, hogy az a feladatosztaly, ahol két linearis fiiggvény ha-
nyadosanak a szélsGértékeit kell meghatarozni, sok lényeges tulajdonsdgban meg-
egyezik a linearis feladatokkal. Ennek alapjan, a vilagon els6ként oldotta meg a
linearis tortprogramozasi, vagy az altala bevezetett terminolégiat hasznalva, a hi-
perbolikus programozasi feladatot, megelzve az ugyanezzel foglalkozé amerikai és
német matematikusokat.

Martos Béla visszaemlékezése szerint a hiperbolikus optimalizalas létrejottének
a kovetkezG a héattere:
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2 RAPCSAK TAMAS

1958 tajan a Nehézipari Minisztérium megbizta az MTA Kibernetikai Kutatd-
csoportyit (az MTA SZTAKI Gsét) a magyar bauxit-aluminiumipar négy vertikuma
(bauxitbanyaszat, timfoldgyartas, aluminiumkohészat, félkész termékek) aranyainak
és kiilgazdasagi Osszefiiggéseinek a vizsgalataval. Abban az id6ben mar miikédott a
szovjet kooperaci6, amelynek keretében a hazai timféldet a Szovjetunidban kohosi-
tottak, és az aluminiumtdmbot visszaszallitottak.

A kutatécsoportot Martos Béla vezette, kozgazdaszok (Kornai Jdnos, Nagy And-
rds), matematikusok ( Krekd Béla, Mentes Imre) és aluminiumgyartashoz érté szak-
emberek voltak a tagjai. A kisszamu termék és technologiai-kereskedelmi varians le-
het&vé tette olyan kisméreti optimalizalasi modell kidolgozasat, amelyet az akkori
technikai feltételek mellett (elektroncséves szovjet szamitogép) kezelni lehetett.

A miszaki és gazdasagi (linearis) korlatozo feltételek felallitasaval nem is volt na-
gyobb gond, de a célfiiggvény meghatarozasa nehézséget okozott. A probléma gybkere
az volt, hogy amig a raforditasokat forintban lehetett szamitasba venni, a hozamokat
a vilagpiaci (dollar) aron kellett értékelni. Ma nevetségesnek tiinhet, hogy ez akkor
gondot okozott, hiszen erre valo a devizaarfolyam. Csakhogy akkoriban a hivatalos
dollararfolyam, szovjet mintéra, olyan alacsony volt, hogy alkalmazasi lehetésége fel
sem meriilt. Mas, realis (fekete) arfolyamot viszont csak bizonytalanul lehetett volna
becsiilni, és emiatt barmilyen eredményt nehéz lett volna elfogadtatni.

Veégil, a kutatocsoport a feladatot paraméteres optimalizalassal oldotta meg,
minthogy azonban nem volt olyan paraméter érték, devizadrfolyam, amely mellett a
megrendel6knek tetszé eredmény adodott volna, a zardjelentést titkositottak és el-
siillyesztették.

A munka soran otlott fel Martos Béla szamara, hogy ha kiilonb6z6 dimenzié-
ji mennyiségeket 6sszeadni-kivonni nem lehet is, de elosztani egymassal igen, és ily
modon €l6 lehet allitani az aluminiumipar belss devizaarfolyamat, azaz hogy optima-
lisan mennyiért lehetne dollart kitermelni. Ez viszont a hiperbolikus optimalizalasi
feladat megfogalmazasat jelentette, amire abban az id6ben nem létezett megoldé al-
goritmus. Ez volt az a kihivas, amelyre koriilbeliil egyidében, kiilonbsz6 és egymastol
fiiggetleniil kifejlesztett modszerekre alapozva, harom megoldas sziiletett. Errél rész-
letesebben lehet olvasni Martos Béla (1975) kényvében.

Martos Béla idevagd eredményei 1960-ban jelentek meg magyar nyelven, de az
eredmény fontossagat mutatja, hogy par éven beliil a teljes cikk angol nyelvii val-
tozatat megjelentette az egyik vezets amerikai szakmai folyéirat, a Naval Research
Logistic Quarterly {3] is. Martos Béldnak ez a cikke inditotta el a tortprogramozasi
kutatasokat, aminek bibliografiAja ma maér tSbb szaz adatot tartalmaz.

Martos Béla tovabbi vizsgalodasaiban érdekes ujitast vezetett be: ahelyett,
hogy adott feladatosztalyhoz keresett volna megoldasi algoritmust, adott algo-
ritmushoz, nevezetesen a szimplex algoritmushoz keresett olyan feladatosztalyt,
amelyre az algoritmus miikodik. Ezen vizsgalodasai kapesan jutott el a linearités
kiilonbo6zs altalanositasainak vizsgalatihoz. Martos Béla az els6k kozott vezette be
a ma is gylimolcsozd explicit kvazikonkav és kvazimonoton fliggvény fogalmakat és
vizsgalta ezen fiiggvényosztalyok szerepét az optimalizélasi feladatokban és szimp-
lex alapt megoldasi modszerekben, kiilonos tekintettel a poliedrikus megengedett
halmazokra [4], [5], [6]. Kiemelendd eredménye a pozitiv szubdefinit kvadratikus
fiiggvény osztaly bevezetése és jellemzése [7], [8]. Ezek az eredmények is szamos
tovabbi kutatas kiindulasi pontjaul szolgaltak.
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1966-67-ben Ford 6sztondijjal az Egyesiilt Allamokban, Cambridge-ben (az
MIT-n) és Stanfordban folytatott tanulmanyokat. 1969-ben (majd 1980-ban Gjra)
a Purdue Egyetemen (Indiana, USA) volt vendégprofesszor egy-egy szemeszterre.
1970-ben elnyerte a matematikai tudoméanyok kandidatusa fokozatot az optimali-
zalaselméleti eredményeit Osszegzd disszertacidjaval. Par évvel késébb, 1975-ben,
angol nyelvii monografisban foglalta Gssze kutatasi eredményeit Nonlinear Pro-
gramming: Theory and Methods [9] cimmel. Hazai és kilfoldi szakemberek szerint
ez a konyv abban az idGben a legjobbak kozott volt. Jollehet azota 30 év telt el, és
az adott témaban t6bb 0j monografia is napvilagot latott, konyvét ma is rendsze-
resen hivatkozzak a szakteriilet kutatoi.

Operaciokutatasi és optimalizalaselméleti kutatasai széles spektrumot ivelnek
at: a tiszta matematikatol a relevans alkalmazasokig. A hatvanas években intenzi-
ven tanulmanyozta a népgazdasig dinamikus modelljeit, amirGl 1967-ben a tars-
szerzGivel (Andorka Rudolffal és Ddnyi Dezsdvel) konyvet jelentettek meg Dina-
mikus népgazdasdgi modellek cimmel. Tudomanyos teljesitményét nagyra értékelte
a szakma, amit jelez, hogy bevalasztottak a Mathematical Programming Society
elnckségébe, melynek tobb éven keresztiil volt tagja.

Jollehet nem témam, de nem tehetem meg, hogy ne tegyek emlitést Martos Béla
masik kutatasi teriiletérsl. Martos Béla a hetvenes évek elején kezdett foglalkoz-
ni a szabalyozaselmélet kozgazdasagi alkalmazasaival. Ebbdl a témabdl elsé cikkét
nek angol nyelvi valtozata a vilig egyik legrangosabb matematikai-kozgazdasagi
folyoirataban, az Econometriciban jelent meg 1973-ban. A gazdasdgi szabdlyozdsi
struktirdk cimi kozgazdasagi akadémiai doktori értekezése, melyet 1985-ben sike-
resen védett meg, Economic control structure: a non-Walrasian approach cimmel
a North-Holland kiadénal jelent meg.
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RAPCSAK TAMAS
MTA SZTAKI
OPERACIOKUTATAS ES DONTESI RENDSZEREK LABORATORIUM ES OSZTALY

1518 BUDAPEST, PF. 63.
rapcsak@oplab.sztaki.hu

REVIEW ON BELA MARTOS' ACTIVITY IN THE FIELD OF OPTIMIZATION THEORY -
ON THE OCCASION OF HIS BEING AWARDED EGERVARY COMMEMORATIVE
PLAQUE

TAMAS RAPCSAK

The profile is a short summary on Béla Martos’ professional life, illustrating the background
of developing one if his outstanding results, hyperbolic optimization.
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ROZSA PAL MELTATASA AZ EGERVARY JENO-EMLEKEREM
ATADASA ALKALMABOL

GALANTAI AUREL

Budapest

1. Palyafutasanak allomasai

Roézsa Pal 1925. januar 20-an sziiletett Budapesten. Kozépiskolai tanulményait
a Toldy Ferenc gimnaziumban, egyetemi tanulményait pedig a Budapesti Miiszaki
Egyetemen végezte. 1949-ben, gépészmérnoki diplomajanak megszerzése utan ta-
narsegédi kinevezést kapott a Miskolci Nehézipari Miszaki Egyetem Borbély Samu
altal vezetett Matematika Tanszékére. Innen 1950-ben a Kozoktatastigyi Miniszté-
rium FelsGoktatasi Féosztalyara kerilt, ahol a miiszaki egyetemek alaptargyainak
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6 GALANTAI AUREL

el6adodja lett. 1951-1955 kozott az MTA Alkalmazott Matematikai Intézetében volt
Egervary Jené aspiransa [5]. 1955 és 1963 kozott ugyanitt tudomanyos munkatars,
illetve 1960-t6] tudomanyos fémunkatars. 1960 és 1963 kozott Egervary Jend utoda-
ként a ,Matrixelmélet és alkalmazésai” csoport vezetdje is volt. 1963 és 1968 kozott
a KFKI Matematikai FSosztalyat iranyitotta. 1968-ban egyetemi tanarra és a BME
Epitémérnoki Kar Matematika Tanszéke vezetdjévé nevezték ki. 1978-ban atkeriilt
a BME Villamosmérnoki Kar Matematika Tanszékre, amelynek a vezetését is ellat-
ta 1982-1990 kozott. 1995-ben tortént nyugdijazasa 6ta a BME Villamosmérnoki és
Informatikai Kar Szamitastudomanyi és Informacidelméleti Tanszékének (az elobbi
tanszék jogutodjanak) emeritus professzora.

2. Tudomanyos eredményei

Rézsa Pal a linearis algebraban, az alkalmazott matematika kiilonbézé teriile-
tein és kilonféle mérnoki és természettudomanyi alkalmazéasaiban ért el szamottevd
eredményeket. Témakorok szerinti bontasban a kovetkezd teriileteken dolgozott.

Matrixelmélettel foglalkoznak a 7], [18], [84], [23], [22], [38], [67], [68], [26],
[27], (28], [34], (351, [86], [85], [48], [87], [30], [45], [46], [32], [47], [44], [42], [a1], [43]
dolgozatok.

A matrixelméletben féként a blokkmatrixok, savmatrixok és egyéb specialis
matrixok (pl. periodikus tridiagonalis matrixok, tranzitiv matrixok) tulajdonsaga-
ival foglalkozott és e teriilet nemzetkozileg elismert vezetd kutatédjava valt, amit
az is mutat, hogy rendszeresen publikal a linearis algebra vezets kutatoival, Peter
Lancaster és Ludwig Elsner professzorokkal. A blokkmatrixok kérében tartott ven-
dégprofesszori eldadasokat a Braunschweigi Egyetemen [14], valamint a McMaster
Egyetemen is [20]. Savmatrixok szerkezetével és inverzével kapcsolatos [27] és [28]
dolgozatait, amelyek egy sor, a Pisai Egyetem munkatéarsaival kozos dolgozat ([34],
[35], [86], {85], [48], [87]) létrejottét inspiraltak, a teriilet fontos eredményeiként
tartjak szamon (lasd pl. R. Bevilacqua: Structural and computational properties
of band matrices, in: Complexity of Structured Computational Problems, Applied
Mathematics Monographs, CNR, Giardini, Pisa, pp. 131-188 c. attekints cikkét).
A specialis szerkezetd matrixok témakorében elért eredményeiért kapta meg a ma-
tematikai tudomanyok doktora fokozatot is [25].

Differencialegyenletek numerikus megoldasaval foglalkoznak a [6], [49], [16],
[116], [117], [118], [21], [66] dolgozatok. Itt foként a diszkretizalt parcialis differen-
ciadlegyenletek direkt megoldasait tanulmanyozta. A végeselem-mddszer pontossa-
ganak névelésével foglalkozik a [66] dolgozat.

Az elméleti fizika kiilonféle kérdéseit vizsgaljak a [13], valamint a Janossy La-
jossal, Lee Annaval és Otto Litzman professzorral (Brno) kozésen irt [60], [61], [71],
(721, [62), (73), {74], (75}, [76], [52], [77], [78], [79], [81], [80] dolgozatai.
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Miszaki mechanika témakorben az [2], [4], [10], [45], a Tassi Gézaval irt [99],
[100], [102], a Szab6 Janossal irt [97], [98], a Michelberger Pallal irt [51], valamint
a Peter Lancasterrel irt [69] dolgozatokat publikalta.

Hidak és szerkezetek mechanikajaval kapcsolatosak Tassi Gézaval kézosen irt
(101], [104], [105], {115], [106], [107], [108], [109], [112], [113], [114], [110] munk4i.
Bgyiittmiikodésiik tapasztalatairol ,A mérnok és matematikus egyiittmikodése tar-
toszerkezeti feladatok megoldasaban” cimd [111] dolgozatukban is beszamoltak.

Elektrotechnikaval foglalkoznak a [82], [83] és a Kerényi Dénessel kozos [64],
[65] dolgozatok. Vizépitéstannal kapcsolatosak az [50] és |33] cikkek.

Geotechnikai témajaak az Imre Emékeével irt {53, [54], [55], [56], [58], [57], [59]
munkak.

Az operaci6kutatas, ezen beliil a tébbkritériuma dontések korébe tartoznak a
Farkas Andrassal irt [39], [40} dolgozatok.

Vegyipari alkalmazasokkal foglalkoznak a Jung Gittaval, Sarkany Gyorggyel,
illetve Tettamanti Karollyal irt [63], |88], [90], [89] tanulmanyok.

A szabalyozaselmélet kérdéseivel foglalkozik a [91], [92], [94], [93], [95], [96],
[70], [37] dolgozat. E témakdrben {6 kutatési partnere Naresh K. Sinha professzor
(McMaster University) volt.

Rozsa Pal alkalmazott matematikai munkassagat az alkalmazasok sokszintsé-
ge és igényessége jellemzi. Az ilyen targyn dolgozatai szinte kivétel nélkiil az adott
szakteriilet vezetd folydirataiban jelentek meg. Fontos jellemzéje ennek a tevékeny-
ségének a tarsszerzdivel kialakitott, hosszi idén (évtizedeken) 4t is toretlen, elko-
telezett egylittmikodés. Palyafutasanak minden alloméasan kutatok egész soraval
alakitott ki gylimélesdzd egytlittmikodést.

Nemzetkozi elismerését a kovetkezd tényekkel lehet még jellemezni. Tébb mint
50 konferencian volt elado, vagy meghivott eldadé. Egyéni meghivas alapjan t6bb
mint 80 elGadast tartott mintegy 20 orszagban. Vendégkutaté volt a Newcastle
upon Tyne Egyetemen (1971), a McMaster Egyetemen (1973-74), a Pisai Egyete-
men (1988, 1990) és a Calgary Egyetemen (1993).

Rozsa Pal kezdeményezte a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat nemzetkozi
sNumerikus moédszerek” konferencia sorozatat, amelynek az 1968, 1973, 1977, 1986,
1990 és 1994 években szervezdbizottsagi elntke is volt. Ez a nagy elismerésnek 6r-
vendé konferenciasorozat nyujtott lehetséget sok hazai matematikusnak arra, hogy
megismerje a szakteriilet kilfoldi vezetd kutatoit, illetve, hogy sajat eredményeit
kozzétegye.

Rozsa Pal jelenleg is igen aktiv és eredményes kutatasi tevékenységet folytat.
1995-ben tortént nyugdijazasa ota (maig) 26 elméleti és alkalmazasi targya dolgo-
zatot publikalt.
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3. Oktatoi tevékenysége

Roézsa Pal jelentSs és elismert tanari munkassaggal rendelkezik. Palyafutasa
soran mérndk-, matematikus-, fizikus- és mas szakos hallgatok témegeit tanitotta
és tanitja mai is. Az egyetemi matematikaoktatasba koran, mar 1947-48-ban mint
demonstrator bekapcsolédott. Gépészmeérnokoket tanitott Miskolcon az 1949/50-
es tanévben. A Kozoktatasligyi Minisztérium referenseként is f6ként a matematika
oktatasaval foglalkozott. 1956-t6l kiilsG elGadoként, illetve masodallasban, az EL-
TE TTK-n matematikus- és fizikushallgatokat tanitott. Ezt a tanari tevékenységét
1968-ban, a BME-re tortént kinevezése utan specialis eladasok formajaban foly-
tatta. Bevezetés a matrixelméletbe c¢. specialis el6adasa igen népszerd volt és sok
hallgatot vonzott. A diplomaés szakemberek tovabbképzésébe mar 1960-ban bekap-
csolodott. 1960-62 kozott elGadasokat tartott az Orszidgos Atomenergia Bizottsag
Atomtechnikai Tanfolyaman [12]. A szakmérnék-képzésben az Epitémérnoki Karon
1968-tol, a Villamosmérnoki Karon pedig 1978-t6] vett részt. 1973-ban maétrixel-
meéleti el6adassorozatot tartott a Matematikai Kutaté Intézet ,A szamitastechnika
matematikai alapjai” c. kétéves tanfolyaméan.

A ,Budapest Semesters in Mathematics” program keretében ,Valogatott fe-
jezetek az analizis korébdl” cimmel angol nyelvii el6adasokat tartott USA-beli és
kanadai egyetemi hallgatok részére 1985-1991 kozott.

1995-ben tortént nyugdijazasa sem torte meg tanari aktivitasat. Rozsa Pal ma
is rendes elSadasckat tart a BME-n, valamint angol nyelven a. Western Maryland
College (most McDaniel College) kihelyezett budapesti tagozatan.

Vendégprofesszorként a kovetkez$ egyetemeken-tanitott: Technische Univer-
sitit, Braunschweig (1966), McMaster University, Hamilton (1981-82, 1992-93),
George Washington University, Washington D.C. (1991-92).

Elsadasaihoz minden esetben jegyzetet, vagy konyveket irt [19], [3], [12], [14],
[17], [20], [36], [31]. Ezek koziil kiilontsen kiemelkeds jelentSségii a haromszor ki-
adésra keriilt ,Linearis algebra és alkalmazasai” c¢. kényve [19], amely a témakor
alapvetd hazai szakkonyve.

A matematika népszertsitésével, ill. a matematikaoktatéas kérdéseivel tébb dol-
gozatban ([1], [8], [103], [29]) is foglalkozott.

4. Tagsagok, elismerések

Palyafutasa soran Rozsa Pal fontos tisztségeket toltott be az egyetemi életben
és a szakmai kozéletben. Tagja a Bolyai Janos Matematikai Téarsulatnak, az Ame-
rikai Matematikai Tarsulatnak (AMS) és a GAMM-nak. Alapitéja az ILAS-nak és
ugyanezen szervezet nemzetkozi bizottsaganak is tagja. Otto Litzman professzorral
egyiitt végzett eredményes kutatasi egyiittmikodéséért a Brnoi Purkyné (jelenleg
Masaryk) Egyetem Eziist Ermét kapta 1979-ben. A Munka Erdemrend eziist foko-
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zatat 1985-ben kapta meg. Nyugdijba vonulasa alkalmabol 1995-ben a Koztarsasagi
Erdemrend tiszti keresztjét kapta eredményes munkassagaért.

%k % ¥k

Rézsa Pal személyében nemcsak egy kivalo, az elméletben és alkalmazasokban
egyarant sock eredményt elérd és ma is aktiv matematikust koszonthetiink, hanem
Egervary Jend azon tanitvanyat is, aki igen sokat tett Egervary munkassaganak
folytatasaért, nemzetkozi és hazal elismertetéséért. Rozsa Pal rendezte sajto ala
Egervary posztumusz matrixelméleti dolgozatait a ZAMP-ban és a Publicationes-
ben. Kiilonosen a ZAMP-ban megjelent dolgozat az, amelybél a nemzetkozi szak-
mai kozosség Egervary matrixelméleti munkéssagardl egyaltalan valamilyen képet
kapott. Rozsa Pal Egervary Jend munkassagat tébb dolgozatban ([9], [11], [24]) és
a |15] konyvrészletben is ismertette. Kutatoként is szamos dolgozataban fejlesztet-
te tovabb Egervary eredményeit. A teljesség igénye nélkiil emlitjik meg Ludwig
Elsnerrel kozos [38] dolgozatat, amelyben Egervary rangszamcsokkentési tételének
egy 1j bizonyitasat, ill. jellemzését is megadjak, vagy a Naresh K. Sinha professzor-
ral kozos [96] dolgozatat, amelyben Egervary egy eljarasat alkalmazzak. Rozsa Pal
tanari tevékenységében is megérizte és tovabbvitte Egervary ,matrixelméleti isko-
lajat”. Ennek (egyik) nyilvanval6 bizonyitéka Rozsa Pal harom kiadasban is megje-
lent kivalé ,Linearis algebra és alkalmazasai” c. kényve, amelybdl sokan ismerték,
ismerhettiik meg a matematika ezen teriiletét és alkalmazasait.
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AZ ALTALANOSITOTT LPT(k) ALGORITMUSCSALAD EGYFORMA
PARHUZAMOS GEPEK UTEMEZESERE

DOSA GYORGY ES VIZVARI BELA

Veszprém, Budapest

Egyforma parhuzamos gépek litemezésével és Graham klasszikus LPT algoritmusa-
nak egy Gjabb altalanositasaval foglalkozunk. (Korabbi [1] cikkiinkben mar megadtunk
egy masfajta altalanositast.) Az LPT sorrend szerint, egyszerre mindig k szamii munkat
itemeziink ugy, hogy a teljes atfutasi id6 novekedése minimalis legyen, vagyis az adott
allapot mellett minden lépésben lokalisan optimalisan iitemezziik a soron kovetkezé k
munkit. Fé eredményiink, hogy minden 2 < m < 4 gépszam és minden k érték ese-
tén megadjuk az algoritmuscsalad pontos hatékonysagbecslését, az élességet bizonyité
példakkal egyutt. Végiil tesztfeladatokkal demonstraljuk az algoritmuscsalad gyakorlati
hatékonysagat.

1. Bevezetés

Az itemezéselmélet gyakran vizsgilt feladata az egyforma parhuzamos gépek
iitemezése, amely a kovetkezs: Adott munkak egy T = {T1,T%,...,T,} halmaza.
Mindegyik munkat m gép valamelyikével kell elvégezni. A T; munka elvégzésének
ideje barmely gépen [(T;). Ha egy gép egy munkat elkezd elvégezni, akkor azt be is
kell fejeznie. A munkak egy litemezésén T valamely P = { Py, P, ..., P,,} partici6-
jat értjiik: az i-edik gép végzi a P; -ben lévo feladatokat. Varakozasi id6k nincsenek.
Az egy gépen elvégzendd munkak sorrendje az iitemezési feladat szempontjabol ko-
zOombos. A P litemezés teljes atfutasi ideje

(1) L(P) = max l(F),

1<i<m

ahol 7 tetszéleges X részhalmazara [ (X) = Y I(T), vagyis [ (P;) az i-edik gé-
TeX

pen az utolsé munka befejezési ideje, ahol feltettiik, hogy a gépek a 0 id6pontban
kezdenek dolgozni. A P* iitemezés optimalis, ha L (P*) < L(P) a T halmaz tet-
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széleges P litemezése esetén. Optimalis itemezés biztosan létezik, esetleg tébb is
lehet. Az L (P*) értéket jeloljik C*-gal, ami csak 7-t6l és az m szamtél fiigg.
A probléméval kapcsolatos legfontosabb eredményeket 6sszefoglalja [5].

A feladat az NP-teljes feladatosztalyba tartozik, sok heurisztikus médszert dol-
goztak ki ra. Ezek kozott egyik legkorabbi, és egyben a mai napig legnépszeribb,
a Graham-féle LPT (Longest Processing Time) algoritmus {3, 4]. Az algoritmus
népszertiségének oka, hogy rendkiviil egyszerii, és masrészt sok esetben igen haté-
konyan miikodik. Az algoritmus a kovetkezd: ElSszor a munkakat a miveleti idé
szerint monoton nemnévekvd sorrendbe rakjuk, majd ebben a sorrendben iitemez-
ziik Gket. A kovetkezd munka mindig olyan gépre keril, hogy a lehetséges legkorab-
bi id6pontban fejez6djon be. Az LPT algoritmus vizsgalataval foglalkozé késébbi
cikkekrsl talalhato egy attekintés korabbi [1] cikkiinkben, ahol megvizsgaltuk az
algoritmus egy lehetséges altalanositasat is. Most egy maésik altalanositassal foglal-
kozunk. A jelen cikkben szerepl$ altalanositott algoritmus soran (a kezdeti sorba-
rendezést kdvetGen) minden lépésben egyszerre k szamu munkat iitemezink ugy,
hogy ezek egyiittesen a lehets legkevésbé noveljék az atfutasi id6t. Az algoritmus
érdekessége és 6 eredményiink, hogy 2 < m < 4 gépszam esetén minden k para-
méterre pontos elméleti hatékonysag értékeket tudunk majd megadni. Példakkal
illusztraljuk majd a moédszer gyakorlati hatékonysagat is. Ezek konklaziéja, hogy
az Gj algoritmuscsalad sok feladatosztaly esetén hatékonyabb az eredeti algoritmus-
nal.

A cikk szerkezete a kovetkezs: A 2. fejezetben megadjuk az algoritmuscsalad
pontos definiciéjat, a 3-6. fejezetekben hatékonysagbecslésekkel foglalkozunk, végiil
a 7. fejezetben teszteredményeket kozliink.

2. Az altalanositott algoritmuscsalad

Jeloljik egy tetszdleges A algoritmus altal a 7 feladatra meghatarozott ilite-
mezés atfutéasi idejét £ 4(7)-vel. Bevezetjiikk a kdvetkezé mennyiséget:

. La(T)
R, (A)= .s};p { o } .

és ezt az A algoritmus elméleti hatékonysaganak nevezziik. Ez lényegében azt a
szorzot jelenti, ahanyszorosa lehet az algoritmus altal kapott atfutasi idé az op-
timumeértéknek, a lehets legrosszabb esetben. A legrosszabbhoz kozeli esetek az
Osszes esetnek csak igen kis szdzalékdban fordulnak el§. Graham LPT algoritmu-
sara igaz a kovetkezd

1. TETEL. Ry (LPT) = (5 — =) O

Im

A ,sup” helyett a képletben ,max” is allhat. Legyen ugyanis

2) T*={2m-1,2m-12m-22m-2,...,m+1,m+1,m,m,m}.
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A halmaz 2m 4 1 feladatbol all: kettd-kett§ van mindegyik fajtabol és a hossza-
saguk eggyel csbkken, kivéve az utols6 fajtat, amelybdl harom darab van. Az op-
timalis megold4snal az utolsé harom feladatot egy gépre tessziik, ahol az &tfutasi
id6 {gy 3m lesz, a tobbi feladatot pedig parokba rendezziik gy, hogy egyet min-
dig a sor elejérdl, egyet pedig mindig a sor végérdl vesziink, a két munka hossza
egyuttesen szintén 3m. Ezzel szemben az LPT algoritmus az els6 m szamd mun-
kat mind kiilonbozé gépekre litemezi, ezek utan masodik munkaként a kévetkezé m
szami munkat, a gépek forditott sorrendjében, ekkor minden gépen éppen 3m — 1
az atfutdsi id6. Az utols6 munka elhelyezése utan az atfutasi idé 4m — 1 lesz. [2]
cikkiinkben megmutattuk, hogy az elébbi 7* példan kiviil nincs is mas olyan fela-
dathalmaz, amelyet LPT ilyen ,rosszul” iitemez, minden mas feladathalmaz esetén
a heurisztikus megoldas értéke kisebb, mint az optimumérték (% - #)-szerese.

Az LPT algoritmus a kévetkezd munkat a leheté legkorabbi idépontra iitemezi.
Helyezziink el most egyszerre k > 1 szama munkat ugy, hogy ezek egylittesen a
lehets legkevésbé noveljék az atfutasi idét. & = 1 esetén nyilvan az eredeti LPT
algoritmust kapjuk. Az algoritmus formalis leirasa a kévetkezd, ahol m a gépek, n
a feladatok szama, 1 < k < n rogzitett pozitiv egész.

Az altalanos LPT(k) algoritmus

1. Rakjuk sorba a munkékat csokkend idGtartam szerint. Legyen ny = n.
2. Legyen k; = min {k,n1}.

3. Helyezziik el a soron kovetkez8 k; szama munkét az Osszes lehetséges mo-
don. Ezek kéziil valasszuk ki azokat az elhelyezéseket, amikor az atfutasi id6
névekedése minimalis.

4. Az elébbiek koziil valasszuk ki azokat az litemezéseket, amikor a masodik leg-
nagyobb atfutasi id6 maximalis, ezek koziil azokat, amikor a harmadik leg-
nagyobb atfutasi id6 maximalis, és igy folytassuk; végiil utoljdra amikor az
(m — 1)-edik legkisebb atfutasi id6 maximalis (a legkisebb atfutéasi idg értéke
ekkor mar adodik).

5. Az igy kapott elhelyezések kozil valasszunk tetszés szerint, és litemezziik a
kivalasztott moédon a munkakat.

6. Legyen ny := ny — k1. Hany > 0, akkor menjiink a 2. 1épésre, egyébként vége.

Figyeljiik meg, hogy LPT(k) a soron kivetkezd k szami munkat mindig loka-
lisan optimalisan helyezi el, amin azt értjiik, hogy ha nem lenne tobb munka, csak
a soron kovetkezé k darab, akkor a pillanatnyi helyzet mellett ennek a hatralévs
k darabnak az elhelyezése optimalis. Jegyezziik meg, hogy Graham eredeti cikké-
ben is szerepel egy altalanositasi lehetdség: A k darab munka optimalis litemezését
csak egyszer, az algoritmus elején javasolja, majd a hagyoményos LPT-vel folytatja
a modositott algoritmust.

2. TETEL. Az LPT(2) algoritmus az eredeti LPT algoritmussal azonos lite-
mezést hatdroz meg.
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Bizonyitds. Ha egy gépre keriil a soron kévetkezd két munka, akkor is; és ha
két kitlonbozé gépre, akkor is ugyanagy ,helyezédnek el a munkak”, mint az LPT
algoritmus esetében. 0O

Definicio. Legyen A egy litemezési algoritmus, m a gépek szama. Legyen p, q
tetszbleges pozitiv egész szam, ahol p > ¢. Egy (p/q) példan olyan T feladathal-
mazt értiink, amelyre teljesil, hogy £4(7) > p, és C* = q. Minimalis (p/q) példan
olyan T (p/q) példat értiink, amely minimaélis az elemszam tekintetében.

1. LEMMA. Legyen T egy tetszéleges (p/q) példa. Ekkor tetszéleges 8 > 0
esetén, a T-beli munkik mindegyikét 3-val megszorozva (Bp/Bq) példit kapunk. O

Az is kénnyen lathato, hogy az R,,(A) szam, ami azon g értékek szupremuma,
amelyekhez létezik (p/q) példa, egyben azon fI-’ értékek infimuma, amelyekhez nem
letezik (p/q) példa.

3. TETEL. Tetszoleges rogzitett k esetén van olyan m pozitiv egész szdm,

amelyre teljesiil a kévetkezo egyenlétlenség: Ry, (LPT (k)) > % - L

3m”

Bizonyitds. Az LPT eljarasra R,, (LPT) = 3 — ;& = 42=1_ Tekintsiik a (2)
példat, ahol ¢ = 3m, valamint p = 4m — 1. Minden munkabél vegyiink k darabot,
és k-szorozzuk meg a gépek szamat. Ekkor az eredeti LPT algoritmus altal adott
litemezéshez hasonlét kapunk, csak az eredetileg szereplé munkak helyén mind-
egyikbdl k példany lesz egymas utani gépekre iitemezve; igy a hatékonysagi arany
is ugyanaz. O

Mas a helyzet, ha a gépek m szamat rogzitjik, ahogyan ez az aldbbi tételbédl
kitdinik:

4. TETEL. Rogzitett feladathalmaz esetén limg_,o R (LPT(k)) = 1, vagyis
a k szam névelésével az algoritmus elméleti hatékonysaga 1-hez tart.

Bizonyitds. k > n esetén mar optimalis megoldéast kapunk. d

Ezutan az egyszeriiség kedvéért egy T' munka ! (T) atfutasi idejét tobbnyire
egyszeriien csak T-vel fogjuk jelolni, a legrévidebb ideig tartdé munkat A-val jelol-
jiik.

3. Az altalanos eset

Az alabbiakban minden rogzitett m esetén becslést adunk az LPT(k) elméleti
hatékonysagara, és belatjuk, hogy ez k novelésével 1-hez tart. Altalaban a (2) példa
megfelels médositasai adjak majd az élességet bizonyitoé példakat. Sziikségiink lesz
a kovetkezd lemmara:

2. LEMMA. Legyen a gépek szama m > 2 és T minimélis (p/q) példa az
LPT(k) algoritmus esetén. Legyen A € T minimélis hosszusigi munka. Ekkor
A> 25 (p—q)
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Bizonyitds. A munkak Gsszhossza legfoljebb mgq. Az egyik gép atfutasi ideje az
LPT(k) algoritmus altal adott iitemezés esetén p. Legyen 77 azon munkak halmaza,
amelyeket az algoritmus utoljara (egyszerre) iitemezett, és ennek az ilitemezésnek
az ideje legyen a * idSpont. Legyen 7y = 77 \ {A}. Helyezziik el a * id6pontban 7Ty
elemeit ugy, hogy az atfutasi id6 a lehetd legkevésbé novekedjen. Mivel 7\ {A} nem
(p/q) példa T minimalitasa miatt, nem értiik el a p atfutasi id6t. Az ezen mun-
kak titemezése utani pillanat legyen a ** idépont. Most helyezziik el az A munkat
a lehetd legkorabbi idépontra. Mivel nem kaphattunk jobb iitemezést, mintha az
LPT(k) algoritmus a 77 elemeit egyszerre helyezte volna el a * id6pontban, most
is legalabb p az atfutasi idé, és ez azon a gépen adodik, ahova az A munka keriilt.
A tGbbi gép kozott a legrovidebb atfutasi id6 legfoljebb ¢ — B4, és ide keriilt az
A munka a ** id6pontban, amikor is elértiik a p atfutasi id6t, ezért A hossza leg-

alébbp—(q—-jy’l—"_ql-)zm—"_‘—l(p—q). O
5. TETEL. Ry, (LPT (k)) < 4= ha 2 <k < 2m. A becslés éles, ha

2m=0,1,2 (mod k).

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy van olyan 7 minimalis feladathalmaz, ahol ¢ = 3m
ésp > 4m — 1. A legrovidebb munka hossza a 2. Lemma szerint t&bb, mint m. Emi-
att az optimalis itemezésnél minden gépen legfoljebb 2 munka van, igy a munkak
szama legfoljebb 2m. Barmely két munka egyiittes hossza nagyobb, mint 2m. Te-
gyiik fel, hogy mindegyik munka hossza kisebb, mint 2m. Emiatt egyik gépre sem
keriil hdrom munka addig, amig nincs mindegyiken legalabb ketté munka. Ekkor
az LPT (k) algoritmus ugyanazt az litemezést eredményezi, mint az LPT algorit-
mus, és ez optimalis megoldas is egyben: A Gantt tablan az alsé sor balrél jobbra a
felsG jobbrol balra haladva van feltoltve csékkens magassagi téglalapokkal. Ha van
2m-nél hosszabb atfutasi ideji munka, az ilyenek az optimalis iitemezésnél egyediil
vannak a gépeiken. Az LPT (k) algoritmus is csak azutan helyezne az ilyen mun-
kak gépeire még egy munkat, amikor a 2m-nél rovidebb munkak mar mind legalabb
ketten vannak egy-egy gépen, azonban ekkor mar nem maradt tobb munka. Ezzel
belattuk az allitas elsd részét. )

Ameddig az algoritmus alkalmazésa soran legfeljebb 2m munkét iitemeztiink,
azok ugyanoda keriilnek, mint ahova ket az LPT algoritmus helyezi. A (2)-beli T
halmaz esetén 2m + 1 munka van, és ez adja az élességet. Abban az esetben, ha
2m k-val osztva 0, 1 vagy 2 maradékot ad, utoljara legfeljebb harom munkat he-
lyeziink el egyszerre, ezek egyforma hosszisagiiak. Emiatt nem tudjuk ket jobban
elhelyezni, mint ha ugyanoda tessziitk ezeket is, mint az LPT algoritmus, emiatt a
hatékonysag értéke ekkor ég—l—rg—l. tl

A becslés éles, ha gépek szama 2 vagy 3, valamint ha k < 4. Ha a gépek szama
m = 4, akkor a (2)-beli 7 halmazra az LPT (5) algoritmus jobb iitemezést ad, mint
az LPT algoritmus. Az alabbi tétel szerint az LPT (5) algoritmus elméleti haté-
konysaga négy gép esetén valéban jobb, mint % Nem végeztiink olyan vizsgalatot,
hogy pontosan melyek azok a k szamok, amikor 2 < k < 2m és az el6bbi tételben
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szerepld becslés nem éles, ugyanis arra fogunk koncentralni, hogy hogyan valtozik
az elméleti hatékonysag értéke a k paraméter novelésével, a gépek szamanak rog-
zitése mellett. Viszont ha a gépek szama legfeljebb négy, és 2 < k < 2m, akkor az
el6bbi eset az egyetlen kivétel, amikor is LPT (5) hatékonysagi szorzoja jobb, mint
az LPT algoritmusé.

6. TETEL. R4(LPT(5)) = 4.

114+
9 3 —
3 ]
44143 [3]3)4],
BEBE -
5(5(5[]

5 3 5/5(5(4
opt LPT(5)

1. dbra

Bizonyitds. Az abran lathato feladathalmaz (11/9) példa. Tegyiik fel, hogy 7
minimalis (p/9) példa, ahol p > 11. A legrévidebb téglalap (a legrovidebb ideig
tart6 munkanak megfelel§ téglalap a Gantt tablan) magassaga > % 2= %, emiatt
minden optimalis gépen legfoljebb harom munka lehet. Ha minden optimalis gépen
fegfoljebb két munka van, akkor feltehets, hogy azok gy helyezkednek el, hogy az
alul levék hossza balrél jobbra, a felil levéké jobbrol balra haladva csokken. Ne-
vezziik ezt a sorrendet regularis sorrendnek. Az elsé 6t munka az algoritmus altal
ugyanoda keriil, és utana a t6bbi munka is, vagyis az algoritmus a munkakat op-
timéalisan itemezi. Emiatt van olyan optimalis gép, amelyiken harom munka van.
Ezeken a gépeken a leghosszabb munka hossza is legfeljebb 9 — 2 - % = %1, a leg-
kisebbnek a hossza pedig legfeljebb 3. Az algoritmus végrehajtasa utan barmelyik
gépre helyezziik 4t az A munkat, annak teteje a 11 magassagot meghaladja, ezért
az A munka nélkil is a gépek atfutasi ideje legalabb 8, hiszen A < 3. Emiatt a mun-
kak hosszusagainak osszege legalabb 11 + 3 - 8 = 35. Tehat amelyik optimalis gépen
két munka van, a nagyobbik hossza legalabb 4. Belatjuk a kévetkezd lemmaét:

LEMMA. Legyen P a7 \ {A} olyan iitemezése, amikor a fe]jes atfutasi idG leg-
feljebb 11. Ekkor A elhelyezhetd tigy, hogy az iitemezés teljes atfutési ideje tovibbra
is legfeljebb 11 marad.

Bizonyitds. Legyen a P, gép atfutasi ideje legalabb akkora, mint valamelyik op-
timalis gép atfutasi ideje. Tegyik az A munkat valamelyik F;-t6l kiilonbézé gépre.
Tegyiik fel, hogy az litemezés atfutasi ideje meghaladja a 11-et, ekkor a P;-t8l kii-
lonb6z6 harom gép egyike az, ahol tébb az Atfutasi id§, mint 11, azaz az optimum-
értéknél tobb, mint kettével nagyobb, a P; gépen legalabb akkora, emiatt a masik
két gép atfutasi idejénél legalabb 2 egységnyi hiany keletkezik, ezért egyikiiknek az
atfutasi ideje kisebb, mint 8. Tegyiik akkor ide az A munkat, és nem lépjiik tul a

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



AZ ALTALANOSITOTT LPT(k) ALGORITMUSCSALAD 23

11 egységet, hiszen A < 3. ' O

Folytatjuk a tétel bizonyitasat. Feltessziik, hogy az optimalis gépeken a mun-
kak hossza az ilitemezés sorrendjében csokkend. Vegyiik sorra a lehetséges eseteket
aszerint, hogy hany optimalis gépen van kettd, ill. hirom munka. Mindegyik eset-
ben azt mutatjuk meg, hogy az LPT(5) algoritmus altal adott teljes atfutasi idé
legfeljebb 11. ‘

9 94— 94—
A2|B,|C3|Ds Ag_BiC3 D;
e Ca D, —BZ C> D,
A1lB; NN Ay ]
C1|D, B1|Ch|Dy
b,2-2-3-3 c,2-3-3-3
2. dbra

a) 2-2-2-3 munka van az optimaélis gépeken. Feltehetd, hogy az els6 harom gé-
pen a munkék sorrendje regularis. A harom leghosszabb ideji munka az A;, By és
a C;. Helyezzik el az els6 6t munkat, ekkor a negyedik gépen ketté munka lesz.
Az {itemezetien munkak k6zott szerepel az Ay és a D3 munka, mert mindketts ese-
tén van maésik 6t olyan munka, amelyeknek a hossza legalabb akkora. D3 hossza
legfeljebb 3. Tegyiik az A, munkat az elsd gépre, itt ugyanazok a munkék van-
nak most, mint az optimalis iitemezésnél, emiatt ugyanakkora a gép atfutasi ideje.
A masik harom munka koziil a D3-t6l kiilonb6z6 két munka elhelyezheté most a
masodik és harmadik gépen gy, hogy ne 1épjitk tal a 11 id8t, (s6t 9-et sem), mert
most ide legfeljebb olyan hosszisiagi munkak keriilnek, mint amilyenek az optima-
lis ilitemezésné! voltak. Most alkalmazzuk a lemmat, és kapunk egy legfeljebb 11
atfutési idével rendelkezd iitemezést.

b) 2-2-3-3 munka van az optimalis gépeken. Feltehetd, hogy az els6 két gépen a
munkéak sorrendje regularis. A két leghosszabb idejil munka A; és B;. Az utols6 két
gépen levé munkak hossza kisebb, mint 4, emiatt az 6t legkisebb mindegyikének
a hossza is kisebb, mint 4. Helyezziik el az els6 6t munkat. Tegyiik fel, hogy ezek
kozott az A munka nem szerepel. Ha az els6 6t munka kozott ott van Cs, akkor
Cy és C) is, D3 pedig nincs. Ugyanigy, ha D3 ott van, akkor C3 nincs. Emiatt a
maradék 6t munka koziil az egyik az Az, a masik négy hossza kisebb, mint 4, és
van olyan is e négy kozott, amelyiknek a hossza legfeljebb 3.

Tegyiik az As munkat az elsé gépre, ekkor a gép iitemezése nem valtozott.
A masik négy munka koziil a harom nagyobbikat probaljuk gy elhelyezni a méasik
harom gépen, hogy egyiknek az atfutasi ideje se lépje tal a 11-et. Ezeken a gépe-
ken most csak olyan munka van, mint az optimaélis litemezésnél, és hidnyzik még
egy legalabb % hosszusagt munka. Ha valamely gép atfutési ideje tobb lenne, mint
11, akkor a masik két gép koziil van olyan, amelynek az atfutasi ideje kisebb, mint
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27 —-11 - % fele, emiatt kisebb, mint 7. Az elébb emlitett harom nagyobbik mun-
ka mindegyikének a hossza kisebb, mint 4. Ha tehat valamelyik gép atfutasi ideje
tallépné a 11-et, akkor a talnydlé munkat tegyiik a 7-nél kisebb atfutasi ideji gép-
re. Ekkor egyik gép atfutasi ideje sem t6bb, mint 11. Alkalmazzuk a lemmat, és
kapunk egy 11-nél nem nagyobb ideji iitemezést.

Hatramaradt az az eset, hogy A2 az els6 6t munka kozott van. Ez csak ugy
lehet, hogy az Ot leghosszabb munka: A, As, By és B,, valamint a maéasik két
optimalis gép egyikérdl a leghosszabb munka, példaul C;. Mivel A; és B; a két
leghosszabb munka, ezek az els6 6t elhelyezésekor kiilon gépre keriilnek. A masik
harom munka két gépre keriil. Legyen koziliik X az, amelyik 6t koziill egyediil ma-
rad. Tegyiik még erre a gépre a D, és D3 munkakat. Ennek a gépnek az atfutasi
ideje most legalabb Dy + Dy + D3, mert X > D;. Ha X + Dy + D3 > 11 lenne, ak-
kor X >D;+2> 432-, ami nem lehet, hiszen B;, By és C) mindegyike ennél kisebb.
Maradt még harom munka. Tegyiik a két nagyobbat az els6 két gépre, ezek leg-
feljebb akkorak, mint az optimalis litemezéskori kisebbik munkak, igy egyik gép
atfutasi ideje sem tébb, mint 11, és a lemma alkalmazhaté.

¢) 2-3-3-3 munka van az optimalis gépeken. Ha A; és Ay egy gépre keriilt az
elsé tiz munka elhelyezésekor, tegyiik olyan masik gépre az utols6 munkat, amelyen
csak két munka van. E harom munka egylttes hossza legfeljebb 3 - 13—1 =11. Ha A,
marad utoljara, akkor ha A; gépén nincs mas munka, oda befér. Ha van, akkor
van olyan masik gép, ahol csak két munka van, és ide elfér, mert e hirom munka
mindegyikének a hossza legfeljebb 131 Ha az A, és A két kiilénbo6z6 gépre keriilt
az elsé tiz munka elhelyezésekor, akkor ha a mésik két gép koziil valamelyiken csak
két munka van, ide elfér az utols6 munka. Ha viszont e masik két gépen hirom-
harom munka van, az A; és A, gépén pedig még egy-egy munka, legyen az As
gépén példaul még rajta kivil az X munka. Legyen az Y olyan munka, amelyik
ugyanazon az optimalis gépen van, mint az X. Ekkor ¥ + X + A <9. Ha A, +
X + A > 11, akkor A; > Y + 2, emiatt Ay > 4%, ami ellentmond annak, hogy A,
az elsé optimalis gépen a kisebbik munka. Eszerint az utolsé munka elfér még azon
a gépen, amelyiken A van, és az atfutdsi id6 nem lesz nagyobb, mint 11.

d) 3-3-3-3 munka van az optimalis gépeken. Mivel a legkisebb munka hossza
tobb, mint %, a leghosszabb munka hossza is kevesebb, mint %’ Helyezziik el az
els6 6t munkat, majd a kovetkezd 6t6t. Mivel minimalis példars] van szd, egyik gép
atfutési ideje sem lépi tal a 11-et. Van két olyan gép, amelyeken legfeljebb csak két
munka van. Tegyiik ezekre az utolsé két munkat. Mivel harom munka atfutési ideje
egyiitt kisebb, mint 11, ellentmondast kaptunk. _ O

Az 5. Tétel szerint R, (LPT (2m)) = #2=1. Ezt altalanositja az alabbi tétel:

m

7. TETEL. R, (LPT (ym)) = %ﬂﬂ, ahol v > 2, tetszdleges pozitiv egész.

Bizonyitds. A becslés értéke legalabb ennyi, ugyanis a (2) példat bévitsiik ki
(y — 2)m szamu m méretd munkaval, és megkapjuk az elébbi értéket. Masrészt
tegylik fel, hogy van olyan 7 minimalis feladathalmaz, ahol az optimalis megol-
das értéke m + ym,.a heurisztikus megoldéas értéke pedig tobb, mint 2m — 1 + ym.
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A legrévidebb munka hossza tobb, mint m. Emiatt minden optimalis gépen leg-
foljebb v munka van, igy a munkak egyiittes szama legfoljebb ym, ezekre viszont
algoritmusunk optimaélis megoldast ad, ellenmondast kaptunk. 0

KOVETKEZMENY. Ry, (LPT (ym +1)) < %ﬂ, ahol v > 2, tetszéleges po-

zitiv egész, valamint 0 <l < m nemnegativ egész szam.

Bizonyitds. A munkak szama az el6bbi médon kiszamitva megint legfoljebb ym,
ezekre viszont a heurisztikus algoritmusunk optimalis megoldast ad, ellenmondast
kaptunk. O

Ha k értéke nagy, akkor a becslést egy kicsit javitani tudjuk a kovetkezd harom
tétel szerint.

8. TETEL. Ry (LPT (ym+1)) < %ﬁ%, ahol «v > 2, valamint v > m — 3.

Bizonyitds. Tegyiuk fel, hogy van olyan 7 feladathalmaz, ahol ¢ = m +ym + 1,
mig p > 2m + ym. A legrovidebb A téglalap magassagara A > m. Emiatt az op-
timalis litemezésnél minden gépen legf6ljebb v + 1 munka van, ami Gsszesen leg-
foljebb ym + m munka. Emiatt pontosan két iitemben helyezziik el a munkakat.
A két Gtem kozti idGpont *. A téglalapok 6sszteriilete legfoljebb m (m + ym + 1).
A x id6pontban még nem értiik el a 2m + ym magassagot, kiilonben a tobbi munka
elhagyhato lenne.

A x idépontban egyik gépen sem lehet v + 2 vagy t6bb munka, mert az ezek-
nek megfelels téglalapok egyiittes hossza meghaladna a ym + 2m magassagot. Ezért .
mindegyik gépen legfeljebb v + 1 munka van, és van ahol éppen ennyi, mert mar
vym + 1 munkat elhelyeztiink. Tekintsiink egy ilyen gépet. Az elsé v munka egyiit-
tes ideje tobb, mint ym. Legalabb ekkora az atfutasi idé a tébbi gépen, kilénben
a (v + 1)-edik munkat nem ide tettiik volna. Ezért a masodik iitemben egyik gép-
re sem keriilhet ketts vagy tébb munka, ugyanis a x-kor meglevé tGbb, mint ym
atfutasi id6héz igy még hozza jon tobb, mint m (az egyik munka ideje), ez mar
tébb, mint ym + m, ekkora atfutasi idé mindegyik gépen van a végén, mert ak-
kor a masik munka nem erre a gépre keriilne, ez Gsszesen tobb, mint m(m + ym),
és még ehhez hozzajon a masik munka ideje, ami igy Osszesen meghaladja a tég-
lalapok Gsszteriiletét. Ugyanigy lathaté be, hogy az eljaras végén egyik gépen sem
lehet ¥ + 2 vagy tobb munka. Tehat * id6pontban néhany gépen pontosan v + 1
szamu munka van, a tobbi gépen ennél kevesebb. Az algoritmus masodik lépésében
a maradék munkak csak olyan gépekre keriilnek, ahol még legfeljebb v munka van,
tovabba ezek a x idépont utan elhelyezett munkak mind kilénb6zs gépre keriilnek.
Ebbél kévetkezik, hogy a maradék munkakat az eredeti LPT szabaly szerint rak-
juk le. Igy a minimalitas miatt feltehets, hogy csak egyetlen feladatnak, és éppen
egy minimalis idejlinek az atfutasi ideje fogja csak meghaladni az algoritmus végén
a ym + 2m értéket.

Legyen A = m + ¢, ahol € > 0. Az eljaras végén egy olyan gép van, ahol az atfu-
tasi id6 tobb, mint ym + 2m, ami az optimumértéknél tobb, mint (m — 1)-gyel tobb.
A t6bbi gépen az atfutéasi idék atlaga kisebb, mint m + ym, hiszen az atfutasi idék
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oOsszege a téglalapok dsszteriiletét nem haladhatja meg. A * idépontban amelyik gé-
pen pontosan vy + 1 munka van, ott az 4tfutasi idS t6bb, mint ym + m + (v + 1) e.
Legalabb egy ilyen gép van, ezen gép(ek)en az el6bbi atlagmagassaghoz képest leg-
alabb (v + 1)e-nyi tobblet keletkezik. Az algoritmus végén lesz legalabb egy olyan
gép, ahol az atfutasi id6 nem éri el a m + ym értéket, de az ilyen gépek szama, legfol-
jebb m — 2. Mivel az eredeti feltevés szerint teljestil v > m — 3, ezért y+1 > m — 2,
igy az algoritmus végén lesz olyan gép, amelyiknek az atfutasi ideje kisebb, mint
m + ym — €. Ellentmondashoz jutottunk, mert akkor az A munkat erre a gépre he-
lyezve a heurisztikus megoldas értéke csokkenne. O

Az alabbi példa mutatja, hogy sziikséges a v > m — 3 feltétel. Legyen m = 6,
vy=2é7=1{9,9,8,8,7,7,6,6,5,5,5,5,5,5}. Ekkor a munkak optimalis elhelye-
zésekor mindegyik gép atfutasi ideje 15 lesz: Py = Py = {9,6}, Pf = Py = {8,7},
P = P§ ={5,5,5}. Az LPT (13) algoritmus el6szér elhelyez 13 munkat a kovet-
kezSképpen: P, = P, = {9,5}, Ps = Py = {8,6}, Ps = {7,7}, Ps = {5,5,5}. Ekkor
az elsG ot gép atfutasi ideje 14, az utols6é 15. Az utolsé munka iitemezése utan az

atfutasi id6 19 lesz. Mivel % > %, emiatt az elgbbi tételben szerepls becslés hat

gép és v = 2 esetén mar nem teljesiil. Ekkor igy a hatékonysag értéke legalabb i—g.

9. TETEL. Ry (LPT (ym + 1)) > 2010 ahol v > 2.

Megjegyzés. Most a v > m — 3 feltételre nincs sziikség. Allitasunkbol kovet-
kezik, hogy az LPT (ym + 1) algoritmus hatékonysagbecslése v > max {2, m — 3}
esetén éles.

— -
3Im * 3m ¢
T | ] __“__“—-—u__ﬁ
m =2k m=2k+1

3. dbra

Bizonyitds. Legyen el6szor v = 2. Megmutatjuk, hogy ha a (2) példahoz még

egy darab m hosszu téglalapot hozzavesziink, akkor a hatékonysag értéke % =

331";_1. Az abrakon a (2) feladathalmaz optimalis elhelyezése lathato, valamint a
hozzavett még egy téglalap az el6bbiek folott. Az elsd két gépen levé munkak ideje
2m — 1 és m + 1, a kovetkezd két gépen levd munkaké 2m — 2 és m + 2, és igy to-
vabb. Ha a gépek szama paros: m = 2k, akkor az utolso el6tti gépen levé mindkét
munka ideje 3k; ha m = 2k + 1, akkor az utolso el6tti és azel6tti gépen levé munkak

ideje 3k + 2 és 3k + 1. Az utolsé gépen mindkét esetben négy darab m hosszisaga
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munka van. Az LPT(2m + 1) algoritmus az el6bbi elhelyezéseket produkalja. Az op-
timalis elhelyezéseket a kdvetkezdképpen kapjuk: A révidebb ideig tarté munkakat
kettS géppel balra tessziik, az elsG esetben ez a 3.-t6l az (m — 2).-ig terjedé mun-
kékra, a masik esetben szintén a 3.-t6l az (m — 1).-ig terjedé munkakra vonatkozik,
az abran ezek a vastag vonallal keretezett részek. Az érintett gépeken az atfuts-
si id6 megnovekszik 1-gyel. Ha a gépek szama paros, akkor tegyiik az utols6 el6tti
gépen levs két munkat az elStte levs két gépre. Ekkor kimaradt hat munka: az el-
56 két géprol szarmazik két m + 1 hosszasagy, és az utolsordl négy m hosszusaga
munka. Helyezziik el ezeket a maradék két gépre egyforméan. Ekkor az atfutasi id6
mindegyik gépen 3m + 1 lett. Ha a m = 2k + 1, akkor még az utols6 harom gép
itemezése maradt hatra, és nyolc munkit nem helyeztiink még el: Az els két gép-
16l szarmazik két m + 1 hossziisdgi munka, az utolso elStti és azeltti géprol két
3k + 2 hosszisagi munka, valamint az utolsérél négy m hossziisagi munka. Tegyiik
a 3k + 2 hosszisagit munkakat egy gépre, a tobbit pedig osszuk el a maradék két
gép kozott egyforman. Az atfutasi id6 most is mindegyik gépen 3m + 1 lett. Igy
kaptunk egy 3—417?5 hatékonysagu példat. Tetszéleges v > 2 esetén a szokasos mo-
don kapjuk a megfelel§ példat: Adjunk a feladathalmazhoz még (v — 2) - m szama
m méretd munkat. O
2m-+ym

KOVETKEZMENY. Rm (LPT (ym +1)) = ;7520 ahol v>2 és y2m —3

(vagyis példdul m < 5 esetén a 8. Tétel becslése éles).

10. TETEL. Ry (LPT (ym +1)) < %, ahol v > m tetszdleges pozitiv

egész, valamint 1 <1 < m nemnegativ egész szam.

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy 7 olyan minimalis feladathalmaz,
amelyre LPT(ym + 1) > 2m + ym, de C* = m + ym + 1. Vélasszunk ezek kozott
a feladathalmazok kozott olyat, amikor az [ szam minimalis. Mivel [ = 1 esetén az
allitas adodik az el6zs tételbdl, | > 1. A 2. Lemma szerint a legrévidebb téglalap
magassaga A > m. Igy optimalis iitemezésnél minden gépen legféljebb v + 1 munka
van, tehat a munkak szama legféljebb m + ym. Mivel ym + [ vagy ennél kevesebb
szamu feladat esetén optimalis megoldast kapnank, a feladatok szama ennél t&bb.
A x id6pontban Osszesen ym + [ szamu munkat helyeztiink mar el a gépekre, a tob-
bi munkat mar mind elhelyezi egyszerre az algoritmus a kdvetkezd lépésben. *-kor
van olyan gép, amelyiken v -nél tobb munka van, vagyis a v > m feltétel miatt a *
idépontban van olyan gép, amelyiken m-nél t6bb munka van. Ezek kézott van két
olyan, amelyek az optimalis titemezés esetén azonos gépeken vannak. Modositsuk
ugy a feladathalmazt, hogy e két munka helyett vegyiink egyetlen olyat, aminek a
végrehajtasi ideje egyenld az el6bbi két munka idejének Osszegével. Legyen ez a 7”7
feladathalmaz. Most végezzik el az LPT (ym + [ — 1) algoritmust a 7’ feladathal-
mazzal. A x id6pontban minden gép atfutasi ideje ugyanannyi lesz, mint az elSbb,
és a maradék téglalapok ugyanoda keriilnek, mint ahova LPT (ym + !) helyezte az
elsbb a 7 maradék téglalapjait. (Most hasznaltuk fel el6szor az algoritmus 4. pont-
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janak teljesiilését!) Igy most is ugyanolyan hatékonysaga példat kaptunk, mint az
elébb, ez pedig ellentmond az [ szam minimalis valasztasanak. a

Az eddigieket Gsszefoglalva elmondhatjuk, hogy minden m-re és k-ra van eléggé
pontos felsé becslésiink, ami raadasul éles is, ha 2 < k < 2m, és 2m k-val osztva
legfeljebb kett6 maradékot ad, illetve ha k& > max {Qm, (m — 3) m}, és k m-mel
osztva 0 vagy 1 maradékot ad.

Ha m = 2, akkor az el6z6 tételeket alkalmazva minden k-ra pontos becslést
tudunk megadni. Ha a gépek szama harom, akkor a ,kicsi” k értékek 2 és 6 kozot-
tiek, a ,nagyok” pedig 9-t5l kezd&dnek, ezek mindegyikére pontos becslésiink van.
k = 7 esetére alkalmazhato a 10. Tétel el6tti kovetkezmény, csak k = 8 esete maradt
ki, erre a kovetkezs tételben fogunk pontos becslést megadni. Ha a gépek szama
négy, és a k értéke legféljebb 8 vagy legalabb 16, akkor alkalmazhatok az elébbi
eredmények. Az el6bbi hatarok kézott tudjuk még az el6z6 tételek alapjan a pon-
tos hatékonysagi értéket 9, 12, és 13 esetén, a tobbi k-ra az elméleti hatékonysag
értéke szabalytalan. A kovetkezs tételben megvizsgaljuk a k = 3m — 1 esetet. A ko-
vetkez$ fejezetekben 2, 3 és 4 gép esetén minden k-ra meghatarozzuk az elméleti
hatékonysag pontos értékét.

11. TETEL. Ry, (LPT (3m — 1)) = §2=2,

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy T olyan feladathalmaz, ahol ¢ = 4m — 1, mig
p > 5m — 2. Ekkor A > m. Emiatt optimalis gépen legféljebb 3 munka van. Mivel
3m-nél kevesebb munka esetén az eljaras optimalis megoldast ad, pontosan 3m a
munkak szama, és minden optimalis gépen harom munka van. Tegytik fel, hogy a *
idépontban van olyan gép, amelyre két munkat, Cy-et és Ca-t (C) > Cs) osztottunk.
Az utolsé munkat erre a gépre téve az atfutasi idé meghaladja az 5m — 2 értéket,
ugyanis ha a legkorabbi id6pontra iitemezziik az algoritmusunk szerint, akkor is
meghaladja ezt az értéket. Emiatt teljestl a C1+ Cs + A > 5m — 2 egyenlétlen-
ség, ahonnan 2C;+ A > 5m — 2. Mivel a C; munka mellett optimalis {itemezésnél
még két masik munka van ugyanazon a gépen, teljesiil a C;+ 24 < 4m — 1 egyen-
16tlenség is. A két egyenlStlenséget Gsszevetve A < m adédik, ami ellentmondas.
Ellentmondésra jutunk akkor is, ha a x idé6pontban van olyan gép, amelyiken csak
egy munka van: Jel6ljiik ezt az egy munkat C-vel. Ekkor C' + A > 5m — 2, de akkor
optimalis itemezésnél is egyedil kellene a C munkéanak lennie. Az el6z8ek alapjan
a * idépontban mindegyik géphez legalabb harom munka lett mar rendelve, ami el-
lentmond annak, hogy eddig a pillanatig még csak 3m — 1 munkat osztottunk szét
a gépek kozott.

A becslés éles voltat a (2) példa azon modositasaval latjuk be, ahol (2)-t kiegé-
szitettiik m — 1 darab m hosszu téglalappal. Abrankon (2) LPT algoritmus szerinti
elhelyezése lathato, kiegészitve a hozzavett téglalapokkal. Minden gépen harom
munka van, a legrovidebb munka ideje mindig m. Az elsé két gépen levé masik
két munka ideje 2m — 1 és m, a kovetkezd két gépen pedig 2m —2 és m + 1, és
igy tovabb. Ha a gépek szama paros: m = 2k, akkor az utolsé elStti két gépen le-
v6 tovabbi munkak id6tartama 3k és 3k — 1; ellenkezs esetben az utolso gépen levs
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—
3m —1 3m—1
——n_’_,__u_J '—_‘“--—1\_.._,‘____
m = 2k m=2k+1
4. dbra

mindkét tovdbbi munka id6tartama 3k + 1. A heurisztikus megoldasban a vastag
vonallal keretezett téglalapok két géppel jobbra keriilnek, ahol az atfutési id6 1-gyel
csokken.

Ha a gépek szdma péros, akkor marad még két gép (az els6 és a masodik),
valamint hat munka: az els6 két géprol szarmazik még egy-egy 2m — 1 hosszusagu,
és az utolso kettdérdl két 3k — 1 és két m hosszusagu munka. Az egyik gépre kertiil
a két 2m — 1 hosszisagu, a masikra két 3k — 1 és egy m hosszsagi munka. Ezek
a munkak helyez6dnek el az LPT (3m — 1) algoritmus els6 1épésében, az atfutasi
id6é ekkor minden gépen pontosan 4m — 2, és még hatramaradt egyetlen m ideji
munka, ezeket elhelyezve lesz az algoritmus atfutasi ideje egyik gépen 5m — 2.

Ha a gépek szama paratlan, akkor még harom gép maradt, az elsd ketts és
az-utols6, valamint kimaradt még kilenc munka. Az els6 két géprol szarmazo két
2m — 1 hosszt munkat tegyiik egy gépre. Hatra van még ketts 3k, ketté 3k + 1 és
harom m hosszasagu munka. Helyezzilink el két gépre harom-harom munkat a ko-
vetkezSképpen: egy 3k, egy 3k + 1, és egy m hosszusagut. Most mindegyik gépen
pontosan 4m — 2 az atfutasi id6, és ezt az elhelyezést valositja meg az LPT (3m — 1)
algoritmus az els6 lépésében. Megint maradt még egyetlen m idejii munka, ezt el-
helyezve lesz az algoritmus atfutasi ideje éppen 5m — 2. O

12. TETEL. R (LPT(k)) < Z4f ha k > 2m.
Bizonyitds. Legyen k=~m + [, ahol 0 <l <m. Teljesiil a kovetkezd egyenlStlen-

2 e 2m+ +ym+l k
ség-lanc: Ry, (LPT (ym +1)) < A e e O

KOVETKEZMENY. Az el6bbi tétel szerint rogzitett m esetén az algoritmusunk
elméleti hatékonysiga 1-hez tart: limg_oo Ry (LPT(k)) = 1.

A kovetkezs harom fejezetben megvizsgaljuk két, harom, illetve négy gép esetén
az Osszes lehetséges esetet.
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4. m = 2 esete

Legyen m =2, 7 = {5,3,3,3,2,2}. Az 5. abra bal oldali része mutatja, hogy
az LPT algoritmusnak 10, mig LPT(3)-nak 9 egység a teljes atfutasi ideje.

Az 5. Tétel szerint az LPT(3) és LPT(4) algoritmusok hatékonysaga Ry = %:
Alljon 7 a kévetkezd téglalapokbol: T = {3,3,2,2,2}. Ekkor az LPT(3) és LPT(4)
altal meghatarozott atfutési id6 7, mig az optimalis megoldas értéke 6 egység (5. ab- -
ra). A legels6 k, amelyre javul algoritmusunk hatékonysaga, a k = 5. Az eléz6 fe-
Jjezetbeli 6., 7. és 8. Tételek alapjan tetszSleges k-ra megadtuk az algoritmusunk
hatékonysigat. m = 2 esetén azonban az algoritmus hatékonysagat kozvetleniil és
egyszerre, tetszleges k > 2 esetére is meg tudjuk hatarozni, az alabbi tétel szerint:

13. TETEL. Ha k > 4, akkor Ry(LPT(k)) = ££3.

10
L) | s
2], 84—
MR 3 74 7 2
- 2 6 2 2|2
- - 2 2
3 3 317 5|2 oo 307
s| | |s| ] 12 1?2
3 3 3/, 3|3 33 3,
LPT  LPT(3) opt LPT(4) opt LPT(5)
5. dbra

Bizonyitds. %{%—es példanak megfelel a kovetkezs: Alljon a 7 feladathalmaz 2
darab 3 egység magassagu, és k — 1 darab 2 egység magassagu téglalapboél. Ekkor
az LPT(k) altal meghatéarozott atfutasi idé k + 3, mig az optimalis megoldas érté-
ke k + 2. (Az optimalis és heurisztikus megoldasok ugyanis k =4 és k = 5 esetén
az 5. abran szerepelnek. Nagyobb k szamok esetén pedig az el6bbi téglalapok folé
keriil még néhany sor a 2 hossziasagu téglalapbdl, paros k esetén a kozépsd, parat-
lan k esetén pedig a jobb oldali abrat véve alapul.) Meg kell mutatnunk még, hogy
Ry (LPT(k)) < ’;—1‘3 Tegyiik fel ezzel ellentétben, hogy létezik olyan 7T feladathal-
maz, ahol az optimalis megoldas értéke éppen k + 2, a heurisztikus megoldas értéke
tobb, mint k + 3. A téglalapok dsszteriilete legfoljebb 2 (k + 2). A 2. Lemma miatt
a legrovidebb téglalap magassaga tobb, mint 2. Emiatt k + 2-n4l kevesebb téglalap
van, k + 1-nél kevesebb nem lehet, mert ekkor LPT(k) optimalis megoldast hataroz-
na meg, igy pontosan k + 1 darab téglalap van. Az els6 k szamu téglalapot LPT(k)
ezekre vonatkozéan optimalisan helyezi el, ezek 7 minimalitasa miatt beleférnek
k + 3 savmagassagba. Az utolsé téglalap az alacsonyabb helyre keriil, ekkor névek-
szik a savmagassag k + 3 folé. A masik magassag ezért kisebb, mint k + 1, az utolsé
téglalap elhelyezése el6tt ezért mindketté kisebb, mint k£ + 1. Legyen k paratlan.
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Ekkor az elsG k darab téglalap elhelyezésekor az egyik gépre legalabb k—‘;l feladat
keriilt, ezek egyiittes atfutasi ideje t6bb, mint k + 1, ellentmondast kaptunk. Most
legyen az k paros szdm. Mivel Osszesen k + 1 szamu téglalap van, az optimalis meg-

oldasnal van olyan gép, amelyikre legalabb k_;z szamui munka keriil, ezek egyiittes
atfutasi ideje tobb, mint k + 2, megint ellentmondast kaptunk. O

5. m = 3 esete

121 13——3—
10 3 11
9 = , 3(3/3

3.3 3|3
5_‘ 4/4|3 3(3 51 |
[ 33| | °1°14] |33

Loy 3 || |
544| 505 E B
opt LPT(7) opt LPT(8)

6. dbra

Ha m = 3, az LPT algoritmus éles fels6 becslése %. AT ={5,54,4,3,3,3}
feladathalmaznal az optimum értéke 9, mig az LPT altal adott iitemezésé 11. Az
LPT(k) algoritmus ugyanezt az elhelyezést valositja meg 3 < k < 6 esetén, és az
5. Tétel szerint R3(LPT(k)) = 4 (3 <k < 6). Tovabba a 6. Tételben belattuk,
hogy R3(LPT(6 +3v)) = Y37 A 7. és 8. Tételek szerint R3(LPT(7 +37)) =

9+37
igigz, ahol v > 0. A becslés éles voltat bizonyité példat gy kaptuk, hogy a (2)

példahoz hozzavettiink még egy legrévidebb idejii munkat, az optimalis, illetve heu-
risztikus megoldasokat mutatja v = 0 esetén a 6. 4bra. Nagyobb -y esetén a szokasos
moédon jarunk el: hozzaveszink a feladathalmazhoz 3v szama, 3 egység idGtartamu
munkat.

A 11. Tétel szerint R3(LPT(8)) = % Az éles példa T = {5,5,4,4,3,3,3,3,3}.
Harom gép esetén az LPT(11 + 3r) algoritmus elméleti hatékonysaga legfeljebb

igig:, ha v > 0, a 10. Tétel szerint. Most megmutatjuk, hogy ez a becslés éles.

14. TETEL. Ha vy > 0, akkor R3(LPT(11 + 3y)) = {3332

Bizonyitds. Csak azt kell belatnunk, hogy a hatékonysag értéke legalabb ekkora.
Legyen elészor v = 0. Tekintsiik a 7 = {4,4,4,3,3,3,3,3,3,3,3,3} feladathalmazt.
Az optimum értéke 13: mindegyik optimalis gépen egy darab 4, és harom darab 3
hosszisagi munka van. Az LPT(11) 4ltal kapott megoldas atfutasi ideje 15: az el-
s6 gépre kertlnek a 4 hosszisagli munkak, a masik két gépre négy-négy darab 3
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hossziisagd munka, az algoritmus els§ iitemében. Ekkor minden gép atfutési ide-
je 12, és még hatravan egy darab 3 egység hosszii munka elhelyezése. Nagyobb
szamok esetén elég az el6bbi 7 halmazhoz még 3 darab 3 egység hossziisagu tégla-
lapot kell hozzavenni, ekkor az optimalis és a heurisztikus megoldas értéke is 3y-val
novekszik. a

Az el6z8 tételek eredményeit foglalja 6ssze az alabbi

15. TETEL. Legyenk > 8. Ha k = 3y vagy k = 3y + 1 alaku, akkor R3 (LPT(k))

= §8f, & Ra(LPT(K)) = £ ha k= 37 + 2 alak -

6. m =4 gép esete

Négy gép esetén az LPT algoritmus éles felsé becslése %g— Az LPT(k) algorit-
mus ugyanezt az elhelyezést valdsitja meg 3 < &k < 8, k # 5 esetén (a k = 5 esetet
a 6. Tételben kiilon megvizsgaltuk, ekkor az éles becslés értéke %) Ezért a }—g
éles hatékonysagi becslés adodik az 5. Tétel szerint, ha 3 <k <4,ésha6 <k <8

(7. abra).

1 1717
157 1 14 4
4 13
12 ala 4144 44
5154 6|6 5l5|a (4 7 616
6| | 41455 11 6} aldls 1
N R i I
776; 77616 7'755 7764 7665 7755
opt LPT(3-8) opt LPT(9) opt LPT(10)
7. dbra
15+4y

A 7. Tétel szerint Rq(LPT(8 +47)) = iy

R4(LPT(9 + 47)) = i—g{%—;‘. A Graham-féle (2) példa esetén LPT(9) optimalis
megoldast ad, és eljarasunk hatékonysdga m = 4 esetén most eldszor jobb, mint
az LPT hatékonysaga. v = 0 esetén a 7. abra mutatja, hogy az elméleti hatékony-
sag legalabb %, masrészt a 7. Tétel szerint legfoljebb ennyi. Nagyobb < szamok
esetén az éles példat megint ugy kapjuk, hogy hozzavesziink 4y szamu 4 idStarta-
mid munkait az elébbi példa elemeihez, ezek a téglalapok fognak az el6z6ek f6l6tt
elhelyezkedni. Ezutan az altalanos részben még nem tisztazott esetek kovetkeznek.

16. TETEL. R4(LPT(10)) = 3.

Bizonyitds. A 7. dbra jobb oldali példaja szerint az elméleti hatékonysag leg-
alabb ekkora. Tegyiik fel, hogy ¢ = 14 egység, mig p > 17. Most is igaz, hogy A > 4.
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Minden optimalis gépen legféljebb 3 munka van, ezért 11 vagy 12 a téglalapok sza-
ma. A = id6pontban egyik gépen sem lehetett haromnal tobb munka. Az els§ tiz
téglalap lerakasakor ezért 3, 3, 2, 2 vagy pedig 3, 3, 3, és 1 munka keriilt a gé-
pekre. Ha 12 a munkak szama, akkor minden optimalis gépen harom munka van,
ezért minden munka ideje kisebb, mint 6. Ezért a x idépontban amelyik gépen két
munka van, ott az atfutési idg kisebb, mint 12, ahol viszont harom, ott ennél tobb.
Igy a maradék két munka olyan gépekre keriil, ahol legfeljebb két munka van még.
Ebbél kapjuk, hogy 2C) + A > 17, mésrészt C; + 2A < 14, ezekbsl A < & kovet-
kezik, ami ellentmondéas. Tegyiik fel ezért, hogy 11 a munkak szama. Ha 3, 3, 3, 1
munka keriilt a gépekre, legyen C annak a gépnek az atfutasi ideje, ahol egy mun-
ka van. Ekkor C + A > 17, emiatt ez a munka egyediil van az optimélis megoldasal
is, igy a munkak szama legféljebb 3 -3 + 1 = 10, ami tal kevés. Maradt az a lehe-
tGség, hogy 3, 3, 2, 2 a gépeken levé munkik szima. A harmadik gépen lévs két
munka legyen A, és A;, az utolso gépen levék pedig By és By. Legyen A, > A, és
By, > .B;. Ha az A; munka mellett az optimalis megoldasnal még lenne két mun-
ka, akkor az elébbi egyeniStlenség-rendszert kapnank: 24; + A > 17, A; + 24 < 14,
ami ellentmondasra vezet. Ezért A; mellett az optimalis megoldasnal legfeljebb egy
munka lehet, és ugyanez igaz Bj-re is. Ez csak 1gy lehet, ha A; és By ugyanazon
az optimalis gépen vannak és nincs tobb azon a gépen. A, és B egyiittes ideje leg-
feljebb 14, ezért egyikiik nem hosszabb, mint 14 fele, legyen példaul A; < 7. Ekkor
A, + As + A > 17, amibél kapjuk: Ay + A > 10. Masrészt Az + 2A < 14, amibdl
kovetkezik A < 4, ellentmondas. O

Az elébbiekhez hasonl6an most LPT(10 + 4v) hatékonysagara szeretnénk pon-

tos becslést kapni. Az LPT(14) algoritmus esetében a varhat6 2 értéktdl eltéréen

20

i7 a pontos becslés értéke.

17. TETEL. Rq(LPT(14 + 47)) = 3532, ahol y > 1.

Bizonyitds. Legyen v = 0. A 8. 4bran kozépének példaja mutatja, hogy az el-
méleti hatékonysag legalabb ennyi. Tegyiik fel, hogy ¢ = 17, p > 20. Ekkor A > 4.
A téglalapok szama 15 vagy 16. Kénnyen lathato, hogy az eljaras végén egyik gé-
pen sem lehet 5 vagy tobb munka. Ha 16 téglalap van, minden optimalis gépre négy
munka jut, igy mindegyik hossza legfeljebb 5, ezért a heurisztikus megoldas értéke
legféljebb 20, ami ellentmondas. Ezért pontosan 15 munka van. A legutolsé munka
olyan gépre keriil, ahol négynél kevesebb munka van. Legyen most is A =4 + ¢, és
a 8. Tételben leirtakhoz hasonldan ellentmondéshoz jutunk. Ezutan v > 0 esetén a
szokasos modositasbol: 4y darab 4 egység hosszt munkat a feladathalmazhoz hoz-
zavéve adédik az allitas azon része, hogy az elméleti hatékonysag értéke legalabb
ekkora. Az ellenkezd iranyu egyenlGtlenség a 10. Tételbdl adodik. O

Az altalanos részben lattuk, hogy Ry (LPT(ll)) = }—g‘ A 8. abran bal oldali
példaja bizonyitja az élességet. Hatra van még az LPT(11 + 4v) algoritmus ha-
tékonysaganak megkeresése. Az LPT(15) algoritmus esetében —f% helyett meglepd

20.5

médon {72 a pontos becslés értéke.
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18. TETEL. Négy gép esetén LPT(15) elméleti hatékonységa R4(LPT(15)) =

[V
(=]
o

—
N
3]

Bizonyitds. A 8. abra jobb oldali példaja szerint az elméleti hatékonysig leg-
alabb ekkora. Tegyik fel, hogy ¢ = 17.5, mig p > 20.5. Ekkor A > 4 és minden
miveleti id6 kisebb, mint 5.5. Pontosan 16 téglalap van. A * idépontban minde-
gyik gépen van legalabb harom munka. Legyen C a legkisebb atfutasi id6, ekkor
teljesiilnek az alabbi egyenlétlenségek: C + A > 20.5, masrészt % +3A <175, ami-

bél kovetkezik A < 4, ellentmondast kaptunk. 0
20+ 20.5—%{
18 . 4 17544
4 4l4/4/4 4)4i4 alala
15371711
4lajala el - 4544 C
+ 7 6:444 4l 4141418 4lala
44515 ala 55__ - B=45
= __}__5 L 14]4(4 s 444B g C=5.5
—1 \__‘ -
7I7l6l6] |7l6i6]5 Tslsis|  {716l4la cccd  CBeAH
|
opt LPT(11) opt LPT(14) opt LPT(15)
8. dbra

19. TETEL. Ha y > 1, akkor Ry(LPT(15 + 4y)) = 2+

Bizonyitds. A 4 darab 5 hosszu és 16 darab 4 hossza téglalapbol allo példa
ekkora hatékonysagot ad. Az optimum értéke 21, ahol minden gépen ugyanolyan
munkak vannak. LPT(19) 24 egységnyi magassagot hasznal fel. A hatékonysag ér-
téke legfeljebb ekkora a 10. Tétel miatt. O

A ,nagy” k szamokra vonatkozé becsléseket foglalja Ossze a

20. TETEL. Ha k > 16, akkor (i) R4(LPT(k)) = 3%, ha k = 4y vagy k =

4y +1 alaku, (ii) R4(LPT(k)) = $3%, ha k = 4y +2 alakuj, (iii) Rs(LPT(k)) = 5%,
ha k = 4~ + 3 alaki. O

A kovetkezd tablazatban az m = 2, 3, 4 esetén kapott eredményeket szemléltet-
jlik. Ha a k > 23, a tablazat also részén fellelhets szabaly szerint kovetkeznek az

elméleti hatékonysag pontos értékei.
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m=2 m=3 m=4
k=1 7/6 11/9 15/12
k=2 7/6 11/9 | 15/12
k=3 7/6 11/9 15/12
= 7/6 11/9 15/12
k=5 8/7 11/9 11/9
k=6
k=7
k=8

9/8 | 11/9 | 15/12
10/9 | 12/10 | 15/12
11/10 | 13/11 [ 15/12
k=9 | 12/11 [14/12 | 16/13
k=10 [ 13/12 | 15/13 | 17/14
k=11 | 14/13 | 15/13 | 18/15
k=12 [ 15/14 | 17/15 | 19/16
k=13 | 16/15 | 18/16 | 20/17
k=14 [ 17/16 | 18/16 | 20/17
k=15 | 18/17 [ 20/18 | 41/35
k=16 [ 19/18 | 21/19 [ 23/20
k=17 | 20/19 | 21/19 | 24/21
k=18 | 21/20 | 23/21 | 24/21
k=19 | 22/21 | 24/22 | 24/21
k=20 | 23/22 | 24/22 | 27/24
k=21 24/23 [26/24 | 28/25
k=22 [ 25/24 | 27/25 | 28/25
k=23 | 26/25 | 27/25 | 28/25

Az Ry (LPT(k)) értékek

7. Az algoritmuscsalad numerikus vizsgalata

[lusztracié céljaboél az alabbiakban kozliink néhany futasi eredményt, ahol a
cikkben szerepld algoritmusokat hasonlitottuk Gssze. Egy-egy feladatosztalyon be-
lil vizsgaltuk az algoritmusok miikodését, ahol m a gépek szamat, n a feladatok
szaméat jelenti, amelyeknek az idGtartamat a [py,pe] intervallumbol valasztottuk
egyenletes eloszlas szerint, kerekitéssel. Azt vizsgaltuk, hogy az egyes algoritmusok
szaz esetbdl hanyszor adtak minimélis eredményt. Az elsé tablazat annak illuszt-
ralasara szolgél, hogy mi torténik, ha a gépek szama rogzitett, és a k paramétert
noveljik. A felsé sorban az LPT algoritmus mellett a k paraméter névekvd értékei
szerepelnek.
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L [m[ n]pp[LPTRTO[GOIOTOIE®TO®00)]
2[29] 918 O] 2] 0] 885 ] 8]69] 75
21| 9,18 06 [ 0|12 2 [91 [0 [10] 0
16| 9,18 | 94| 71 | 96| 26 | 96 | 91 | 98 | 65 | 98
7] 9,18 L] 1 0| 2 [24]12] 23] 87

29| 9,18 1 0 0 4 1 0 1 0 | 100
30 [ 9,18 97 |t 79 | 60 | 73 | 96 | 14 | 78 | 96 | 76

[3&]

ol | | ool 10| =
W W W o] o

Mi torténik a k paraméter ndvekedése esetén?

Az els6 harom esetben ketts, a kovetkezd harom példaban harom volt a gépek
szama. A munkak idétartamat mindegyik esetben a [9, 18] intervallumbdl valasztot-
tuk. Az els6 és negyedik sorban arra latunk példat, amikor az algoritmus hatékony-
saga a k paraméter novekedésével egyiitt novekszik. A 2. és 5. példa azt illusztralja,
hogy az el6bbi szituacié nem &ltalanos: az LPT(k) hatékonysagat erdsen befolya-
solja a munkak sziamanak és a k paraméternek az oszthatosagi viszonya. Amikor
k osztdja a feladatok szaméanak, LPT(k) hatékonyan meg tudja oldani a feladatot
{mint példaul a 2. sorban k = 7 esetén), vagy példaul akkor is, ha a maradék —1
(5. sor, k = 10 esete). Ilyen iranyu alaposabb vizsgalatokat (ami a k paraméter és a
munkak n szamanak oszthatdsagi viszonyait érinti) a jelen cikk keretei kz6tt nem
végeztiink. A 3. és 6. példa kiilonleges abban, hogy itt minden masodik, illetve a
6. esetében minden harmadik k-ra majdnem mindig optimalis megoldast kapunk,
a tobbi k-ra pedig ezeknél rosszabb megoldasokat.

[ Tl nlppe PTG [6G[{M]E)]0)]00]
N1 2]17] 918] ol o] oJ]ofJo]o]o]J]10] 10 |
T2 3[20] 918 o o] oJoJo[3[]3[] o] 9 |
N3] 4]718] 918 of 1T oJoJ4T9JoJo97] 28T

Egy specialis eset: k értéke a munkak szaménak a fele.

A masodik tablazatunk egy érdekes jelenséget mutat. A k paramétert ugy va-
lasztottuk meg, hogy akkora legyen, mint a munkak szamanak a fele. Az esetek
tilnyomo részében ekkor az algoritmusunk optimaélis megoldast adott.

Az algoritmus bonyolultsiga a k paraméter novelésével exponencidlisan no-
vekszik. A szamitogépes realizacié soran az algoritmus altalanos 1épésénél, tehat a
kivetkez6 k szamt munka helyének a keresésénél korlatozas és szétvalasztas tipust
algoritmust alkalmaztunk. Ennek soran, a kovetkezd k szami munka optimalis el-
helyezése utan ad6do teljes atfutasi idére egy egyszerd fels6 becslést hasznaltunk:
a kovetkezé k darab munkanak az LPT algoritmus szerinti ¢lhelyezésével adodé
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becslést. A program futasa példaul 6t gép, k = 10 és n = 30 munka esetén Penti-
um l-es tipusi géppel koriilbeliil négy masodpercig tartott, négy gép esetén pedig
koriilbeliil fél masodpercig. Ez azt mutatja, hogy kis vagy kozepes méreti feladat
esetében az algoritmus szamitogépes futdsa hamar véget ér. A kapott eredménye-
ket Gsszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a k paraméter névelésével az algoritmus
hatékonysaga bizonyos esetekben jelentdsen névekszik, de jelentésen befolyasolja a
hatékonysagot a k és n oszthatdsagi viszonya.
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THE GENERAL ALGORITHM LPT(k) FOR SCHEDULING IDENTICAL PARALLEL
MACHINES

GYORGY D6GsA AND BELA VIZVARI

The paper is devoted to investigate the general algorithm LPT(k). First the tasks are ordered
to the LPT order. Then at the same time commonly k tasks are scheduled in a (locally) optimal
way (when the increase of the makespan is minimal), and this step is iterated. As our main result,
we give the tight value of the theoretical efficiency of the algorithm for every k& and every 2 <
m < 4, where m is the number of machines. Numerical results are also given.
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UJABB STATISZTIKAI VIZSGALATOK AZ
ORNSTEIN-UHLENBECK-FOLYAMATROL
I. ELMELETI HATTER

FEGYVERNEKI SANDOR

Miskolc

Ebben a dolgozatban azzal a klasszikus problémaval foglalkozom, hogy hogyan be-
csiilhetSk egyiitt a staciondrius Gauss—Markov- (Ornstein-Uhlenbeck-) folyamat para-
méterei. Ezen folyamat esetén szamos probléma adodik a maximum-likelihood becslések
eloszlasanak vizsgalataval és a paraméterekre adandé konfidenciaintervallumok megha-
tarozasaval, ha a csillapitasi tényez8 tart nullahoz. A cikk célja el6késziteni a szimulacios
vizsgalatokhoz sziikséges elméleti eredményeket. Bebizonyitom a maximum-likelihood
becslés egyértelmi létezését (stacionarius esetben) és megadom a becslés meghataroza-
sara szolgald numerikus modszert. A dolgozat tovabbi részében az aszimptotikus esetek
vizsgalatahoz sziikséges eloszlasokat, becsléseket és sorfejtéseket adom meg kiilonds te-
kintettel a végpontokhoz kapcsol6dé becslésekre.

1. Bevezetés

A fizikai folyamatok egy jelent8s részében a folyamat lefolyasat nem a

dz(t)
dt

=-xz(t) (A>0)

differencialegyenlet irja le (melynek megoldasa z = zoe~*t, 7o € R), hanem egy
un. sztochasztikus differenciilegyenlet

(1) de(t) = ~NE(t) dt + oudw(t) (E(£(t)) = E(w(t)) = 0),
vagy integralalakban

t

E(t) — E(to) = —)\/f(s)ds + o (w(t) - w(te)),

to
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ahol A > 0 és o, > 0. Tovabba a £(tp) normalis eloszlasa és fiiggetlen a w(t) stan-
dard Wiener-folyamattol, ha ¢ > to. Ekkor igaz a kovetkezs tétel.

1.1. TETEL (Arato [1]). A £(t) sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor
stacionarius Gauss-Markov-folyamat, ha az (1) sztochasztikus differencidlegyenlet
megoldésa a kévetkezd értelemben:

(i) Ha £(t) folytonos staciondrius Gauss—Markov-folyamat, akkor létezik A > 0
és egy Wiener-folyamat, melyre E(w(t)) = 0, E(w?(t)) =t ugy, hogy (1) teljesiil
és

(2) R(t) = E(&(s + t)E(s)) = ofe™ (t>0),
ahol

0,2
(3) E(&%(s)) =0} = 2‘§~

(ii) Ha A > 0 és o, > 0, akkor csak az (1) &(t) folytonos staciondrius megoldésa

staciondrius Gauss-Markov-folyamat, amelynek kovarianciafiiggvényére teljesiil (2)

s (3). Amikor £(t) t > to esetén definialt, akkor £(ty) olyan normélis eloszlast,
amelyre

B(E(t) =0, () =of = 22,
és fiiggetlen a w(t) Wiener-folyamattél, ha t > tg. a
Legyen m € R és n(t) = £(t) + m, azaz
(4) d(n(t) —m) = —A(n(t) — m) dt + owdw(t).

Ekkor az 7(t)-folyamat harom paraméter, az m, A és a o2 altal meghatéarozott. Fel-
adatunk ezek meghatarozasa (becslése). A feladat két paraméterre egyszeriisodik a
kovetkezd allitas alapjan.

1.2. TETEL (Arat6 [1]). Legyen 0=ty <t; <--- <t, =T egy felosztisa a
[0, T) intervallumnak, ekkor
5 lim te) — E(tk_1))’ = 02T (1 valészintséggel). a
) dm > e — €lt) ( agel)

(5) alapjan a o2 ,difftzios egylitthatd” egyetlen realizacié alapjan 1 valészini-
séggel meghatarozott.

Két feltétel kell ahhoz, hogy a paraméterek jol becsiilhetSk legyenek egyet-
len trajektoria alapjan. Az egyik az altalanositott Markov-tulajdonsag, a masik a

metrikus tranzitivitas.
A stacionarius Gauss-Markov-folyamat teljesiti a Markov-tulajdonsagot A

metrikus tranzitivitas pedig abbél adédik, hogy

2 too iut
ag. €
Rt)=2u [ & g,
) =2 a2
- 00
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igy a folyamat spektral siirdségfiiggvénye

ol 1
21 |\ +ul?’

A fiiggetlen megfigyeléssorozatok esetén a maximum-likelihood médszer alkal-
mazéasahoz szitkség van a mintaelemek egyiittes strdségfiiggvényének az ismeretlen
paraméterektdl fliggé seregének meghatarozasara. A folyamatok statisztikajaban
ennek felel meg a trajektoériak fiiggvényterén a folyamat altal generalt, paramé-
terektsl fiigg6 mértékseregnek valamilyen standard mértékre vonatkozé Radon-
Nikodym-derivaltja.

Gauss-folyamatok esetén érvényes a Feldman-Ha4jek-féle dichotomia elv: ugyan-
azon a téren értelmezett két Gauss-mérték vagy szinguldris, vagy ekvivalens. Ez a
tény azt sugallja, hogy standard mértékiil valamilyen analitikusan j6l leirhato és a
vizsgalandé folyamattal egyszerid Osszefiiggésben 4ll6 Gauss-mértéket valasszunk.

Az (5) 6sszefiiggés alapjan tudjuk, hogy az azonos diffizios egyutthatoja stacio-
narius Gauss—Markov-folyamatok ekvivalens mértékeket generalnak. Tovabba ezek
a mértékek ekvivalensek az ugyanilyen szérasnégyzetd Wiener-mértékkel. A £(t)
(0 £t <T), realizaciok Re tere felfoghatd, mint a £(0) valés szamegyenes és a
£(t) —&(0) realizaciok terének szorzata. Jelslje W a Wiener-féle mértéket (z(0),02
paraméterekkel a 0 < t < T intervallumon értelmezett folytonos fliggvények terén,
L pedig a Lebesgue-mértéket a szdmegyenesen. Legyen V = L x W. Ha P, jeloli a
£(t) stacionarius Gauss-Markov-folyamathoz tartozé meértéket, akkor a P, mérték
abszolut folytonos a V mértékre nézve, és a 'V mérték szerinti Radon-Nikodym-
derivaltja:

T
dPg \/X 1 2 or, AT A L, .
—S(z) =4/ =— - tydt + =— — = [2XT 0)] b.
6 —@ M_wexp{ 207 z(t)dt + 20120[75( )_+I()]
, 0

Legyen £(t) az (1) egyenlet megoldasa, mig n(t) a (4) egyenleté. Tovabba legyen
Py és Py, a £(t)- és n(t)-folyamatok altal generalt mértékek a [0, 7] intervallumon
folytonos fliggvények terén, akkor

T
(7) O(iiPTT:(a:) =exp{ - ;:—;—[x(O)—i—z(T)%-/\/z(t)dt%—m(l+%>]}.
e 0

A (6) és (7) formulakat ugy kell értelmezni, hogy majdnem minden Wiener-
trajektoriara megadjak a Radon-Nikodym-derivalt értékét.

Ha az m és a X\ paraméter ismeretlen, akkor a Radon-Nikodym-derivalt a ko-
vetkezdSképpen adhat6é meg:

Al Alg 1 2 2 AT s 1,
(8) \/;Eexp{—a—2 [sl+§/\Tsz+(m—m1) +7(m—m2) —anT ,

w
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ahol
my = MO +1(T)

¥

2
1 /T
m2=7/0 n(t) dt,
2

2 [ =m]’ + ) = m]®  [n1) - n()]’
1~ - 4 ’

2
s3 1/T[ (t) —ma)” dt
= -m .
2T o n 2
A (8) formula alapjan kovetkezik, hogy mi, ma, s? és s2 rendszer egy elégséges
statisztika. A maximum-likelihood egyenletek pedig a kovetkezgk:

Z (1 +AT) = s2 = ATs2 — (m —m;)? = AT(m — my)? =0,

Ll

(9)
(10) 2(m —mq) + XT(m —my) =0.

A becslések eloszlasanak vizsgalatdhoz meg kell adnunk a karakterisztikus fiigg-
vényt. A helyzetet bonyolitja, hogy ez csak abban az esetben adott, amikor m = 0.
Tehat az elégséges statisztikak karakterisztikus fliggvényérdl a kovetkezot tudhat-
juk:

V2AerA

P(u,v,w,2) = E(exp [i(uml + vsk, + wmg + zsgz)]) =

Tp(v, 2)
20w + TwA
1 uw + w? 2 w 2 v a2,
exp 5 - ———A —O'wT+ ? —TO’w A (\I}l +‘I’2) y
ahol
uos, Aol e 2] (k= ToZiv+ A — (k — ToZiv— A)
U, = [ (1+e™™) —iwo}, T ] To(oz) ,
2 A 2, 2, -A
iuoy, Ay . ol—et| (k—Toliv+A)—(k—-Toliv—Ae
= 1 - )
U, [ 3 ( +e ) woy, —x ] T, 2)
\
A =+/k?-2T%2iz
1 1
PY(v, z) = T2 [(k— To2iv + A)?er — (k — Toliv — A)Qe"A] ,
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—m]?: —ml? T ,
2 = 10 = m] +2[n(T> I o 2= 1 /0 Io(e) — ).

A dolgozat hatralévs része a kovetkezéképpen szervezddik. A 2. szakaszban be-
latom, hogy mindig létezik egyértelmi, pozitiv maximum-likelihood becslés a csilla-
pitési tényezére. Megadok két numerikus eljarast ennek meghatarozasara. A 3. sza-
kaszban az s? statisztika eloszlasat adom meg. Ez fontos, mert a szakirodalom
alapjan a reciproka felmeriilt a « becsléseként, ha k — 0. Ezenkiviil a segitségével
konnyen bemutathaté, hogy a 0 kézelében nincs nullatél kiilonbézé alsé hatara a &
paraméterre készitett konfidenciaintervallumnak. A 4. szakaszban néhéany, az elég-
séges statisztika rendszerhez k6t8dé eloszlas paraméterének a becslését adom meg.
Az 5. szakasz pedig az aszimptotikus (A — 0 és A — +00) esetek kénnyebb megér-
tését és vizsgalatat eldsegits altalanositott sorfejtéseket tartalmazza. A szimulacié
és az eredmények leirasat, kiértékelését a cikk II. része tartalmazza. (Ez ut6bbi a
folydirat kovetkezd szamaban jelenik meg — a szerk.)

2. A maximum-likelihood becslés meghatarozasa

Ha mind a két paraméter ismeretlen, akkor lattuk, hogy a (9)-(10) egyenlet-
rendszer adja meg a maximum-likelihood becsléseket. Vezessiik be a k = AT jeldlést
és atalakitva az egyenletrendszert kapjuk, hogy

(11) 2(m — my) + k(m —my) =0,
(12) [253 + 2(m — m2)?]k? + [282 + 2(m — my)? — 02 T)k — 02T = 0.
Az elsd egyenletbdl az m koénnyen kifejezhet6:

_ 2my + kmy
N 24+ kK

(13)
Ennek segitségével x-ra egy negyedfoku egyenlet adédik:
(14) 2s3x* + (855 + 253 + 2(my — m2)? — o2 TR+

+ [852 4 85% + 8(my — ma)? — 562 T|k? + 852 — 802 T)k — 402 T = 0.

Szamunkra csak a k > 0 (stacionarius) eset fogadhato el, igy meg kell vizsgalnunk
a gyokok elhelyezkedését. A kovetkezGkben belatjuk, hogy csak egy pozitiv gydk
van, s megadunk két modszert is, amelyek alkalmasak ennek a gycknek a megha-
tarozasara.

Jeldljik a (13) negyedfoki egyenlet egyiitthatoit a kovetkezéképpen:

A =282,
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B =85} + 253 4+ 2(m; — my)? — 62T,
rC = 8s3 + 852 + 8(my — ma)? — 5027,
rD = 8s% - 802 T,
rE = —402T.

Ekkor a kovetkezd Gsszefliggéseket tudjuk felirni:

A >0,

4B = 32s% + 852 + 8(m; — my)? — 402 7T,
C =4B — 245 - 42T,
D = C —8s2 —302T — 8(m; — my)?,
E <.

Tovabba ha B < 0, akkor C < 0, és ha C <0, akkor D < 0, azaz rogtdn lat- !
szik, hogy a (14) egyenletben szerepld polinomnak pontosan egy elGjelvaltasa van.
A Descartes-féle elGjelszabaly alapjan az algebraban jol ismert a kévetkezd — a
gyokok szaméara vonatkozéd — allitas, amely felithaté a Polya—Szegs [11] I1. kdtet,
V. rész, 36-37. feladat alapjan.

2.1. TETEL (Pélya—Szegé [11]). Ha z a polinom pozitiv zérushelyeinek a sza-
ma, w pedig az egytitthatékbdl 4116 sorozat elGjelviltdsainak a szdma, akkor w — 2z
egy nemnegativ paros szam. O

Ezzel belattuk a kovetkezd allitast:

2.2. ALLITAS. A (14) negyedfoki egyenletnek pontosan egy pozitiv gydke van,
azaz a staciondrius megoldas egyértelmd. O

A negyedfoku polinom gytkei meghatarozhatok a jol ismert algebrai médszer-
rel, ha az egyiitthatok pontosan adottak. Mivel nekiink nincs sziikségiink az Osszes
gyokre, igy egyszeribb a numerikus kézelités.

Szidarovszky [12] dolgozata alapjan gySkkeresd eljarasként azonnal alkalmaz-
hato a Newton-médszer. Mivel szamunkra csak a (14) egyenlet legnagyobb gyGke
érdekes, igy az eljaras a kévetkezd:

Legven o, az

f(x) = apz™ + an—l-Tn—1 +---+ayr+ag (an #0),
polinom legnagyobb gydke és zo > o. Az 7o kezdeti kozelitésbél elkeszitjiik az

flzk)

P IT i)
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Newton sorozatot. Legyen o =z —an. A {12] dolgozat allitasaibol kévetkezik,
hogy

P >0 (minden ke N esetén),

k
n—1
as,k)S( - ) (To — an), azaz I — an,

o® < (n—1)(zi_1 - 24),

mely utobbi becslés nem élesithetd altalanos esetben.

Az zy érték, mint a polinom gy6keinek felsd korlatja sokféleképpen meghata-
rozhat6. Lagrange-tételként ismert a kovetkezé allitas a polinom pozitiv gyokeinek
egy felsé korlatjanak a meghatarozasara.

2.3. TETEL (Kuros [10]). Legyen az
f(x) = anz™ + an—l-'lfnw1 +---+a1x+ ap

valés egyiitthatés polinom, ahol a, > 0. Legyen tovabbi ar (k <n —1) az elsé
negativ egyiitthaté. Legyen végiil B a negativ egyiitthaték abszolit értékei kéziil

a legnagyobb. Ekkor az
’ 14 (n-x)/ _B_
Qn

szam az f(z) polinom pozitiv gyokeinek felsé korlatja. |

Megjegyzés. Ha nincs negativ egyiitthatd, akkor nincs pozitiv gyok. Ez, mint
lattuk, a mi esetiinkben nem fordulhat elg.

Habar ezek alapjan a maximum-likelihood becslés mar meghatarozhato, meég-
is vizsgaljuk meg a (14) egyenlet negyedfoki polinomjat, mint fiiggvényt, mert
latni fogjuk, hogy kozvetlenil is belathato, hogy csak egy pozitiv gyoke van az
egyenletnek. Egyszeri atalakitasok utan értékes osszefiiggések deriilnek ki, ame-
lyek fontosak a szimulaciés eredmények feldolgozasanal. Tovabba megadunk egy
masik modszert a stacionarius gyok meghatirozasara.

Legyen

f(z) = 253z + [85] + 253 + 2(m; — mp)? — 02 T2+
+ (853 + 853 + 8(my — m2)? — 502 T)x? + [8s% — 802 T ]z — 402 T.

Abbél, hogy f(0) = —402 T, tudjuk, hogy létezik pozitiv gyok (a féegyiitthaté po-
zitiv). Tovabba vegyiik észre a (11)-(12) egyenletrendszerben, ha m; = m,, akkor
egyrészt m = m; = my, masrészt ekkor k-ra az egyenlet masodfokara redukalhato.
Ebben az esetben a k = —2 kétszeres gyoke a negyedfokd egyenletnek. Ezenkiviil

f(—2) = 16(m1 — m2)2.
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Ezek adtak azt az Gtletet, hogy rendezziik at fiiggvénytinket a kovetkezd alakba:
f(z) = {2532 + [23% +2(my —my)? - oﬁ,T]x - 02T }Hzx +2)? — 8(my — my)%a.

Ebbdl is jol latszik, hogy

(1) ha my = mq, akkor a —2 kétszeres gyok, és ezenkiviil létezik egy pozitiv és
egy negativ gyok is;

(2) ha m; # ma, akkor az f(z) = 0 egyenlet atrendezhetd a kovetkezéképpen:

T 1

15) =557 = 3omy =

- {2s32% + [257 + 2(my — m2)® ~ 02 T)z — 02T} .
2

A (15) egyenlet bal oldala kdnnyen &brazolhatd, hiszen a kévetkezd jellemzdk
allapithatok meg:

Racionalis tortfiiggvény, amelynek kétszeres polus helye van —2-nél, zérushelye
0-n4l, maximuma van 2-nél és a maximum 3’ inflexiés helye van 4-nél, a (—o0,4]
intervallumon alulrél konkav, mig a [4,4+00) intervallumon konvex. A hatarértéke
+oo esetén 0 (1. abra). A figgvényvizsgalat alapjan jol lathato, hogy a fiiggvény
egy viszonylag szik intervallumban valtozik, ha x > 0.

A (15) egyenlet jobb oldalanak az alakja is kénnyen meghatarozhaté, hiszen
egy parabola, amelynek f6egyiitthatéja pozitiv, mig a konstans negativ, igy pozitiv
és negativ z-tengelymetszete is van.

Ez viszont azt jelenti, hogy az = > 0 félsikon pontosan egy metszéspontja van

a két figgvénynek.
A pozitiv gyok meghatarozasara a kovetkezs iteraciét is hasznalhatjuk:

m(O) = ma,

/{(k) . U,?UT hat 23% - Q(m(k) — m1)2+
 2[2s% + 2(m®) - my)?

252 4+2(m*) —m,)2—021 2+80’3]1 82+ (m*k) —my)?
1
2[252 + 2(m(%) — my)?]

k)

m(k+1) _ m; + K(k)mz
24 &)

Ez a modszer egyszertien az elsé egyenletbd] kifejezett m értéket behelyettesitve
megoldja a masodfoki egyenletet x-ra, s ezt folytatja, amig valamilyen megallitasi
szabaly alapjan eléri a megfeleld pontossagot. A tovabbiakban ,,gyckos” iteracioként
hivatkozunk réa.

A szimuléacié soran 6sszehasonlitjuk a két modszer esetén az iteraciok szamat és
a gyorsasagot. [tt az Osszehasonlitasbol csak annyit emeliink ki, hogy a szimulacié
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2 g I
:::2:5 +§:1:—3

1. dbra.

soran alkalmazott pontossag mellett a két modszer altal meghatarozott gyokkoze-
litések eltérése kisebb volt, mint a pontossag. Tovabba a szamolési id6 — a hasznalt
szamitogépes koriilmények mellett — csak akkor volt 6sszehasonlithato, ha ugyanazt
a gyokkeresést 10° alkalommal megismételtiik.
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3. Az elégséges statisztikik eloszlasarol

Legyen a (&1,&2) véletlen vektor sdriiségfiiggvénye

_ 1 (x1 —m)? = 2p(x; — m)(z2 — M) + (T2 ~ m)?
Sl = e { - )

Tehat a (£1,&2) véletlen vektor normalis eloszlasi, ahol

E(6) = E(&) =m, D*(&)=D*&) =0 & r(éi,&)=p.

Keészitsiik el a £, & mintaelemekbdl] (nem fiiggetlenek) az atlagot (jeldlje ;) és a
tapasztalati szorasnégyzet kétszeresét (jelolje 72), azaz

&1+6& (61— &)

1=F g =T

Az (m,7n2) véletlen vektor sirdségfiiggvényének meghatarozasahoz a megfelels
transzformaciok:
1 + T2 _(z1 - T3)?

2 3 Y2 = 2 .
Ez a transzforméaci6 leképezi az A = R? halmazt a B = {(yl, y2) lvyi € R,y > 0}
halmazra. De ez a transzformécié nem egyértelmd, és a B halmaz minden elemének
(kivéve, amikor y; = 0) két elem felel meg az A halmazban. Igy az inverzfiiggvények
két csoportja tartozik a transzforméacidhoz:

$1=y1—vy2—27 $1=y1+”%7
x2=y1+\/y?2, I2=y1—\/%‘

Tovabba az A halmaz nem irhaté fel két olyan diszjunkt halmaz uniéjaként, ame-
lyek mindegyike esetén a transzformacionk a B halmazra képez. A problémat az A
halmaznak azok a pontjai okozzak, amelyek az £; = x5 egyenletii egyenesen feksze-
nek. Ekkor ugyanis y; = 0. Azonban mondhatjuk azt, hogy f(z1,z2) = 0 minden
olyan pontban, ahol r; = z5. Ezt megtehetjlk anélkiil, hogy az eloszlas megvaltoz-
na, hiszen ezen pontok valészindsége 0.

Legyen tehat A = R2\{(:1:1,:c2) |2y = zg}. Ez a mintatér az

Yy =

Ay = {(z1,22) | Z2 <71} &5 Az = {(z1,22) | z2 > 71}

diszjunkt. halmazok unidja. Ekkor a transzformacionk kolcsénosen egyértelmi az
A; (1 = 1,2) halmazok mindegyikérél az aj

B ={(y1,¥2) | ;1 €R, y2 >0},
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halmazra. Az (n1,72) véletlen vektor stiriségfiiggvénye most mar meghatarozhaté.
A transzformaciok Jacobi-determinansaira teljesiil, hogy

1
V22

Tehat az (n1,72) véletlen vektor stiriségfiiggvénye

_ 1 2 =20y —mP + (1 +p)y2 | _
9(y1,y2) = PN \/%exp{ 2071 7) } =

il = 1J2] =

V2 m-m) L S S
"mom“’{ 02(1+p)}mam¢y—z p{ zam—p)}'

Ebbdl jol 1athaté, hogy 71 és n sztochasztikusan fliggetlenek (ez ismert fliggetlen
valoszintiségi valtozok esetére). Tovabba n; eloszlasa normalis, amelyre

o3(1 +
B(m)=m e Dm) =012
Mig
72
o*(1-p)’

eloszlasa 1-szabadsagfoka x?.
Legyen n = af (a > 0), ekkor az eloszlasfiiggvényekre, illetve a sirdségfiggvé-
nyekre teljesil, hogy

R@=F(3), f@=_s(%).

azaz ha
1 1

fe(z) = Wﬁe—' ,

(V1

1
ahol T <§> = /7, és ha a = 0?(1 — p), akkor

1 T
fale) = V2ma?(1 - p)z exp {_202(1 - p) } ’

Tovabba ez azt jelenti, hogy
2 _ (G -&)°

2 4 '
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sirdségfiiggvénye

(3) alﬂ——‘pﬁ =)

A fiiggetlenség és a normalis, illetve a x2-eloszlas karakaterisztikus fiiggvénye
alapjan az (n1,n2) véletlen vektor karakterisztikus fuggvénye

- ' 1 . t202(1 +
E‘(exp {ltlnl + 'Lt27]2}) = \/1 o 02(1 p) exp {'Lt]m A (4 p) } .
— 2 —

A Radon-Nikodym-derivaltakbol ad6dé elégséges statisztikak kozott eléfordul a

62+ &2 _ (El -+-§2)2+ <§ -52)2:n12+%_

2 2 2

Az eddigiek alapjan viszonylag gyorsan meghatarozhatd

(51 +& &° +§22> _

2 2

egylittes karakterisztikus fiiggvénye. Az egyszertiség kedvéért legyen m = 0 (az elég-
séges statisztikdk egyiittes karakterisztikus fliggvénye is ebben az esetben adott a
differencidlegyenlet modszer alapjan). Tehat

plt1,t2) = E (exp {itml + ity (7712 + 723) }) =

+oo +oo

'2
_ / /eit1y1+uz(y¥+yz);e-;zﬁ*m—;z%’fm dys dy, =
m0%\/1 — p?\/y2

-0 0

2

. . v
itiy1+itay] 1 Tarm dy, =

—e—

+o0
= ) ™
= €
1 —iteo?(1 — p) VroyT+p
— 00

u2
ity +‘it2y?— ;—ﬁ“m dyl

+o00
1 / 1
= [
" /1 Z i1 - p) VroyT+p
-0
Alakitsuk 4t az integrandusz kitevéjében 1évé kifejezést a kovetkezéképpen:

2 y%
ity + itgyl - 0_2(I+—[)) =
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1 2 . 2 2 - 2
= ) (U7 —it20®(1 + p)yi — it10’(1 + p)y1] =

1

=~ [(1 —ita0®(1+ p)) ¥} — it1o®(1 + p)y1] =

_ 1=ityd® (1 +p) [ it102(1 + p) _
ST 20 (M it T

_1zitso®(1+ p) [( - o’ +p) )2_< iti0*(1 + p) ))2].

o2(1 + p) T 2= 2it0%(1 + p) 2 — 2ite02(1 + p
Ezen atalakitasokat és azt felhasznéalva, hogy a
1—ita0%(1 + 1—ity02(1 + itic®(1+p) \?
h(y) = 2 U+p) 1 2 (A+p)|f i (2 p)
mo?(1 + p) a2(1 + p) 2-2it20%(1 + p)

fiiggvény formalisan egy olyan normalis eloszlas siiriségfiiggvényének tekinthetd,
amelynek varhatoé értéke '
it10%3(1 + p)
2 — 2ity02(1 + p)’

mig szoérasnégyzete

a*(1+p)
2 — 2it02(1 + p)’
s igy
400
/ h(y1)dy: = 1.
— o0

Tehat a karakterisztikus fliggvény

1 1 —t20%(1 +
(16) o(t1,t2) = - _ exp{ 1 (2 ) }
V1 —it202(1 — p) /1~ it20%(1 + p) 4 — dityo(1 + p)

A 3. szakasz eredményeit a kivetkezoképpen osszegezhetjiik.

3.1. ALLiTAs. Ha adott két korrelalt, normalis eloszlasi valészintiségi valtozo,
akkor a beldliik képzett szamtani atlag és tapasztalati szérasnégyzet fiiggetlen. To-
vabba a tapasztalati szorasnégyzet eloszlisa egy olyan 1-szabadsagfokii x? eloszlas,
melynek a virhaté értéke

o%(1 - p)

—
Ezenkiviil a két valészintiségi viltozé négyzetisszege felbonthaté két olyan fiigget-
len 1-szabadsagfoki x?-eloszlist valésziniségi valtozé dsszegére, melyek varhaté
értéke :
o?(1 - p), illetve  o%(1 + p). O
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Megjegyzés. Ha m tetszbleges, akkor a (16) karakterisztikus fiiggvény a kovet-
kezg:

1 1 { 1 ( 5 (2m+itlc)2>}
- - expy—\m — —F——m— ,
V1 —ita02(1 - p) VI —itac c 4 — ditye

ahol ¢ = d%(1 + p). A t; = 0 esetén pedig

1 1 { itgm? }
S - €xXp _2— )
V1 —it202(1 — p) /1 — it202(1 + p) 1 —ityo2(1 + p)

azaz a két valosziniségi valtoz6 négyzetdsszege felbonthaté olyan centralis és nem-
centralis 1-szabadsagfoku x2-eloszlasii valésziniiségi valtozok Osszegére, amelyek
figgetlenek.

4. A paraméterek becslése

Az eddigiek alapjan lathatd, hogy a A paraméter becsléseinek vizsgalatahoz

sziikségiink van az
(ml - m2)21 5%7 S%

statisztikikhoz k6t6d6 eloszlasok paramétereinek a becslésére. A 3. szakasz alap-
jan tudjuk, hogy s? eloszlasa mindig 1-szabadsagfoki x?, mig Cox [5] szerint, ha
a harom paraméter mindegyike ismeretlen, akkor az s2 a Karhunen-Loeve sorfej-
tés alapjan reprezentalhato, mint fiiggetlen nemcentralis x2 eloszlast valoszintiségi
valtozok silyozott Gsszege, ezért ebben a szakaszban Gsszefoglaljuk szimulacidk ki-
értékeléséhez, az aszimptotikus esetek vizsgalatahoz sziikséges fogalmakat és ered-
ményeket.

A szimulicié statisztikai vizsgalatahoz sziikséges a x?-eloszlast valészintiségi
valtozo reciprokanak az eloszlasa és jellemzése.

1
Legyen ¢ x2-eloszlasu és n = E, ekkor az eloszlasfiiggvény, ha z > 0,

F,,(x)=2—2<1>( %)

ahol ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.
Ezutan meghatarozzuk a skdlaparaméter maximum-likelihood becslését:

Tehat a &1, &2, . . ., &, figgetlen minta, amelyhez tartozé eloszlasfuggvény
F(z)=2—2<I>< %) ha z > 0.
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A megfelels sdrdségfiiggvény

amelybél a likelihood fiiggvény

L(&,&, ..., &n;0) = —Zlnf(&i) = ——lna — —Zlnéz ln (2m) + %Z%
=1

Ebbél

Cox [5] alapjan tudjuk, hogy az s2 statisztika esetében a nemcentralis x2-
eloszlas paramétereinek a becslésével kell foglalkoznunk. A nemcentralis x2-eloszlas
tulajdonsagainak, illetve a paraméterbecsléseknek egy kiting Gsszefoglalasa talal-
haté a [9] kényvben. A paraméterek becslése soran szamos probléma vetddik fel,
viszont szamunkra az a fontos eset, amikor a szabadsagi fok r = 1, és

E@€=p D=0 & n=¢,

ekkor az eloszlasfiiggvény, a siirtiségfliggvény, a varhaté érték és a szorasnégyzet a

Kovetkezd:
Fo(z)=® (ﬁcal‘—‘) - ("‘/—%@ (z > 0),

o= e [ () o (RE22)] oo,

E(n) = 1 + a2,

D*(n) = o®(4p® + 20%),
ahol p a standard normalis eloszlas siriségfiiggvénye.

A vizsgalatok azt mutatjak, hogy méar ekkor sem egyszer numerikusan meg-
hatérozni p és ¢ maximum-likelihood becslését (1. [9]). Viszont a momentumok
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2
modszerének hatasfoka ,kicsi”, ha a ¥ = It_2 nemcentralasi paraméter kozel van az
o
egyhez vagy kisebb egynél. Egyszeriibb meghatarozni a paramétereket, ha a

(17) VN =0 + gl

eloszlasanak paramétereit hatarozzuk meg. Ekkor a maximum-likelihood becslése-
ket meghatarozo egyenletrendszer felirhat6 a kovetkezd alakban:

1m
22 | =2
pe+o =—E 1;,-2,

ahol 73,1, - . ., i fiiggetlen minta eloszlasa megegyezik a (17) valészintségi valtozo
eloszlasaval. Az egyenletrendszer megoldasara pedig a [6] cikkben leirt ,ping-pong”
algoritmust hasznaljuk.

A szimulacids vizsgalataink egyik iranya, hogy a A milyen ,kis” értékei mellett
hasznalhaté a x?-eloszlas a konfidenciaintervallum készitésére. Hiszen ha X érté-
ke ,nagy”, akkor a hatareloszlas-tételek szerint a normalis eloszlis, mig a koztes
értékekre a [2] cikkben megadott tablazatot hasznaljuk.

Ha egy sztochasztikus modell csak kozelitdleg teljesiil, azaz ha a mintaelemek
eloszlasa csak megkozelitGen ismert, akkor szokas tin. robusztus modszereket alkal-
mazni. A [6] cikkben egy olyan robusztus paraméterbecslési eljarast adtam meg
egy eloszlastipus hely- és skilaparaméterére, amely tobbek kozétt jol alkalmazhato
a x? tipus reciprokanak a vizsgalatara is. Tovabba jél hasznalhaté a nemcentralis
x? esetén is. Ennek rovid leirasa a szimulaci6s eredmények mellett talalhato (a cikk
I1. részében).

5. Sorfejtések kézel nemstacionarius esetben

A (15) egyenlet bal oldalan lévé fiiggvény nagyban segiti az aszimptotikus ki-
értékelést, igy megadjuk az altalanositott sorbafejtését:

1 1 3 1 5
. Zz—Zz2+ﬁz3—§x4+az5+0($ﬁ), ha z — 0,
z2- Y1 4 12 32 1 :
(I+2) ————2‘+—3——4+O(—5>, ha £ — +o0.
T T T T

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



UJABB STATISZTIKAI VIZSGALATOK AZ ORNSTEIN-UHLENBECK-FOLYAMATROL 1 55

Az elégséges statisztikak varhato értékének és szérasnégyzetének altalanositott
sorbafejtése és az ebbdl ad6do hatarértékek, ha k — 0, illetve K — 4-00:

1 1 1 )
—— et -k - — O(k%), h 0
, s~ atgt Tt (), hak —0,
e h .
4K + dkexp(k)’ a k= too
1 1 1 1, s
Sk —k24 O h 0
, P 6+24ﬁ 50" + O(x®), ha k-0,
Bm)=01 1 1
e h :
K2 n3+n3exp(rt)’ a K= too
111 1, ,
4 k- K240 h 0
2% a1t gt TOK) has=0,
E(mymy) = 1 1
S U — h .
L2k2  2kZexp(k) B K= 400
1 1
— — — k2 +0(K%), ha « — 0,
9 12 120
Bllm-ma)) =97 11 1) 1
-— - — —+—=+—=)——, h — +00.
4k K3 <4n K2 n3> exp(x) a o
1 1 1
- — k4 —Kk*+0(k*), hak—0,
, 1 8" Ty
E(sl): 1 1
—_———, ha Kk — +o0,
L4k 4rexp(k)
11 1, 5
kit —K240 h 0
) 6 7"t igr TOR) har—0,
Bl)=y1 1 1 1
— -+ -———, har— too.
L2 k%2 k% K3exp(k) af T Too
1 1
— — —k+ O(K?), ha k — 0,
R F T
D%(s3) =
' ! ) +i+0 1 ha Kk — +o0
2k3  4r? K kiexp(k) )’ |

A 3. szakaszban ismertetett eredmények alapjan lathat6, hogy érdemes meg-
adni a 62(1 — p) és 02(1 + p) értékekhez kot6ds sorfejtéseket is, ha
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(1. 1 1 43 3
1—6_'\_ 2"2)\+ﬁ/\ +O0(X%), ha\X—0,
2 )1 1
kz\‘——2)‘exp()\), ha A — +o0.
T | L w5 o
1+e_’\_< x=5 4/\—-1—2)\ +O(X\°), ha\—0,
2 )1 1
k5/-\-+—2)\exp(/\), ha A — +oo0.
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NEW STATISTICAL INVESTIGATIONS OF ORNSTEIN-UHLENBECK PROCESS. I.
THEORETICAL BACKGROUND

SANDOR FEGYVERNEKI

An asymptotic analysis is presented for estimation in the three-parameter Ornstein—Uhlen-
beck process, where the parameters are the local mean, the drift and the variance coefficient. Sec-
tion 1 is a short overview about properties of stationary Gauss—-Markov process, Radon-Nikodym
derivatives, sufficient statistics and their distribution. The maximum likelihood estimate of the
parameter vector is a solution of a rather complicated system of equations. In Section 2 we de-
scribe the methods for solving maximum-likelihood equations. In the rest of the paper we give
some basic results which are necessary to statistical investigations and simulations. We determine
the distributions of some simple statistics, that is, the distribution of the mean and variance of
the sample where the sample size is two and the elements are correlated and normal distributed.
In Section 4 we give the maximum likelihood estimator for the parameter of reciprocal chi-square
distribution and noncentral chi-square distribution. At the end of the paper generalized series
expansions are given for the expectation and variance of some sufficient statistics.
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SS-TIPUSU IGAZMONDO-HAZUG FEJTOROK GRAFELMELETI
MEGKOZELITESBEN

NAGY BENEDEK

Debrecen

Olyan igazmondé-hazug fejtorck grafjait vizsgaljuk részletesen, amikben minden
szerepl6 csak egyszerd mondatokat mondhat valamely szerepls tipusar6l. A graf-repre-
zentacidban a tiszta rejtvényekr§l — amelyekben az elhangz6 mondatokon kiviil nincs
plusz informéciénk — minden informacié benne van. A lehetséges grafok tébb érdekes
tulajdonsagat is bemutatjuk. Megmutatjuk, hogy nincs olyan tiszta egyszeriimondatos
igazmondé—hazug fejtérd, aminek egyetlen megoldasa van. A grafban az élek kétféle si-
lytak lehetnek, iranyitdsuk viszont nem jatszik szerepet. Bevezetjilk a maximalis és a
minimalis fejtorék fogalmat, amelyek a teljes grafokhoz, illetve a feszit6erdékhoz kithe-
téek. Mutatunk egy algoritmust, amellyel barmely tiszta rejtvénynek meghatarozhatjuk
a lehetséges megoldasait a graf Gsszefliggé komponenseinek vizsgalataval.

1. Bevezetés

A logikai fejtérdk mindig érdekelték az embereket, koztiikk minden korosztaly
talal a tudasszintjének megfelelt. R. Smullyan az egyike volt az els6knek, aki tu-
doményos, logikai szempontbol is vizsgalta Sket, nagysikerd kényveket irva a téma-
korben, amikbdl tobbet magyar nyelvre is leforditottak ([4], [5], {6], [7]). Aszalos
Laszlé [1)-ben, illetve PhD dolgozataban egy, a mesterséges intelligencidban hasz-
nélatos, az Gn. tablé-moddszerrel, illetve Prolog nyelvil programokkal oldott meg
kiilénb6zd tipusu fejtéréket. Ebben a cikkben csak olyan igazmondé—hazug fejto-
rékkel fogunk foglalkozni, amelyekben az igazmondék minden atomi allitasa igaz, a
hazugoknak pedig minden atomi allitasuk hamis. Az alapdefiniciok utan elkészitjik
e rejtvények graf-reprezentacidjat, megvizsgaljuk szerkezetiiket. A fejtoréket a le-
hetséges megoldasaikat megtartva bévithetjitk in. élhozzaado lépések segitségével, -
amig el nem érlink az ezekkel a megoldasokkal rendelkezé maximalis feladvanyig.
A feladvanyokat a grafjaik segitségével, G4j médszerrel oldjuk meg, amiben az an.
kiértékels nyilak jatszanak jelentds szerepet.
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2. Alapdefiniciok

Azért, hogy matematikai szempontb6l pontosan el tudjuk érnt a célunkat, sziik-
séglink van néhany fogalom meghatarozasara. Néhany definicié egyelére altalano-
sabb, mint amire most szilikséglink lesz, ezekrél késébb még szolunk.

2.1. Definicio. Atomi allitdsnak (vagy egyszeri mondatnak) neveziink egy
részéllitadsokra nem bonthaté allitast.

2.2. Definicid. Egy embert (ersen) igazmondénak (az angol Strong szébol
roviden: S-truthteller) neveziink, ha minden atomi allitasa igaz, gyengén igazmon-
dénak, ha legalabb egy atomi allitdsa igaz (feltéve, hogy megszo6lal). Hasonl6an
egy ember erfsen hazug, ha minden atomi allitasa hamis, illetve (gyengén) hazug,
amennyiben legalabb egy atomi allitdsa hamis (ha mond egyaltalan valamit).

Konnyen belathatjuk, hogy aki nem mond semmit, az barmilyen tipusa lehet
a fentiek koziil.

Evidens, hogy az (er8sen) igazmond6 allitasai logikai és mivelettel dsszekotve
igazat adnak, a gyengén igazmondd allitasait 6sszekapcesolva logikai vagy miivelettel
szintén igaz az eredmény. Ennek megfelel6en az erésen hazug ember allitdsainak
diszjunkcidja is hamis, mig egy gyengén hazug allitasainak konjunkciéja is hamis
lesz.

Ebben a cikkben mi csak olyan tipust atomi allitdsokkal foglalkozunk, ami egy
a feladvanyban szerepld személy igazmondé, illetve hazug voltat allitja, szereplGink
pedig erdsen igazmondok, illetve erdsen hazugok. (Az ,erésen” jelz6t innen kezdve
nem mindig fogjuk kitenni.) Formélisan tehat:

2.3. Definicio. Egy fejtorét SS-tipusiunak neveziink, ha benne minden szerepld
csak ,a j. szerepld hazug”, illetve ,a j. szerepls igazmondd” alaku kijelentéseket
tesz.

Egy fejtorét tisztanak neveziink, ha a benne szerepl6k altal mondott monda-
tokon kiviil nincs egyéb informéaciénk a megoldashoz.

Ebben a cikkben tiszta fejtorskkel fogunk foglalkozni, szemben pl. [8]-cal, ahol
olyan programot prezentaltunk, amely nem tiszta fejtoréket is képes generalni.

2.4. Definicio. Egy fejtoré megoldasanak hivjuk azt a fliggvényt, amely a ben-
ne szerepld emberek mindegyikéhez hozzarendeli az {igazmondo, hazug} halmaz
egyik elemét, és igy minden ember altal mondott allitas az adott ember tipusanak

megfelelen alakul.
Két megoldast kiilonbdzdnek neveziink, ha legalabb egy szerepl6hdz nem ugyan-

azt az értéket rendelik. .

2.5. Definicio. Egy feladvany megoldhato, ha van megoldasa, tovabba egy
fejtorst akkor neveziink jonak, ha pontosan egy megoldésa van.

A jo fejtorskben minden ember tipusa egyértelmien kideriil a megoldas soran.
Valéjéban az ilyeneket szeretjiik, hasznaljuk feladvanyokként pl. rejtvénydjsagok-
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ban. Amelyik fejtorének nincs megoldasa, azokat valojaban nem is szoktuk annak
tekinteni.
A fejtorsket szemléletessé tehetjitk a graf-reprezentéacio segitségével.

2.6. Definicid. Egy fejtors graf-reprezentaciéjan a kovetkezé iranyitott gra-
fot értjik: A graf cstcsai legyenek a fejtérében szerepls emberek. Az éleket pedig
kétféle nyillal jeloljiik: folytonos nyillal, ha valaki azt allitja valakirél, hogy igaz-
mondo; és szaggatott vonallal, ha azt allitja, hogy hazug. (A nyil az allitast tevétsl
mutat arra, akirsl az allitas szol.)

2.1. Megjegyzés. Tulajdonképpen a kétféle éltipus egy olyan stilyozott grafot je-
lenit meg, amelyben minden &l kétféle sulyi lehet, célszeri pl. a szaggatott nyilnak
1-es, mig a folytonos nyilnak 2-es silyt megfeleltetni.

2.2. Megjegyzés. Altalanos esetben az allitasoknak megfelels logikai formulat
diszjunktiv normal formajava alakitjuk, és a graf-reprezentacioban az egy csticesbél
indul6 ,és-éleket” Osszekotjiik. Igy a feladvany ,és-vagy grafjaban” minden infor-
macié benne lesz.

2.7. Definicio. Egy feladvany grafjaban kiértékels nyilnak hivunk egy élt ak-
kor, ha valamelyik végpontjiban levs ember tipusa mar ismert, és ez alapjan meg
tudjuk mondani a méasik végpontban levd ember tipusat.

2.8. Definicio. Két feladvanyt ekvivalensnek neveziink, ha grafjaik izomorfak.

2.9. Definicié. Az P és a Q feladvanyokat (gyengén) ekvivalensnek neveziink,
ha P megoldasa(i) pontosan ugyanaz{ok), mint a Q megoldasa(i).

Most nézziink meg részletesebben a cimben is szerepld feladvanytipust.

3. Erdsen igazmondo6 — erdsen hazug (vagyis SS-tipusi) fejtérék

Ebben a cikkben olyan feladvanyokkal foglalkozunk, amelyben minden igaz-
mond6 erésen igazmondé, illetve minden hazug erGsen hazug (innen, az erdsen
szavakbol az SS-tipus). Tehat a feladvany a kovetkezd alakot olti:

Adott n szama ember, akik mindegyike vagy igazmondd, vagy hazug. Az igaz-
mondodk csak igaz egyszerd mondatokat tudnak mondani, a hazugok pedig csak
hamisakat. Minden ember a kévetkezd kétféle atomi mondatokat mondhatja: az
n ember kozil valamelyikré] azt allitja, hogy igazmondé; vagy pedig azt allitja,
hogy hazug. Egy ember tébb allitast is tehet. (Ekkor minden allitasa kiilon-kiilon
a tipusanak megfelels.)

Formalisan:

Jeloljik az ¢. embert B;-vel, ekkor B; tetszéleges B; emberrdl a kévetkezd Al-
litasokat teheti:

(1) B; azt mondja, hogy B; igazmondé;
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(2) B; azt mondja, hogy B; hazug;
(3) - (B; a Bj;-r6l nem mond semmit);
ahol 1 <14,5 < n.

3.1. Megjegyzés. Mivel ebben a fejtorétipusban minden 4llitds atomi, ezért
helytallé az ,egyszeriimondatos” fejtorék elnevezés is.

- Ahhoz, hogy behatébban megvizsgilhassuk e fejtérétipus lehetséges grafjait,
vezessiik be a kovetkezd roviditést. Jeldljiik az erdsen igamondé tipust az I, az
erdsen hazug tipust a H betivel.

3.1. LEmMMA. Az SS-tipusu fejtorck grafjaban (a hurokélektdl eltekintve) min-
den él kiértékeld nyil.

Bizonyitds. Mivel minden ezekben a fejtérSkben szereplé ember tipusa erés,
ezért minden egyes allitasa (vagyis minden egyes él) pontosan meghatéarozza a ti-
pusat. Esetekre bontva ez a kivetkezdképpen néz ki:

a kiértékels nyil a kiértékelés soran megtudjuk a masik ember tipusat is

I — I — I (igaznak kell lennie az allitasnak)

I —-» I —--»H (igaznak kell lennie az allitasnak)

H— H—H (hamisnak kell lennie az allitasnak)

H—-» H—-1 (hamisnak kell lennie az allitdsnak)
— I I — 1 (igaz az allitas: igazmond6 mondta)
—-s I H—-1 (hamis az &llitas: hazug mondta)
— H H-— H (hamis az 4llitas: hazug mondta)
—-+ H I —-» H (igaz az allitas: igazmondé mondta)

Az elébbi lemma akkor nyujthat segitséget, ha a megoldas méar részben ismert
(pl. ez gyakran el6fordul nem tiszta fejtorék esetén).

3.2. Megjegyzés. A kiértékelS nyilakat megfigyelve lathatjuk, hogy a folytonos
nyillal 6sszekotott csacsok tipusa megegyezik, mig a szaggatott nyillal 6sszekototte-
ké ellenkezé. A nyil iranyitasa pedig nem jatszik szerepet ezekben a rejtvényekben.
Ezért a tovabbiakban az ilyen tipusi fejtorék grafjainak éleit nem tekintjik iranyi-
tottnak. A nyil helyett a vonal sz6t is hasznaljuk.

Ha pl. két kiilonbozd kiértékeld nyil egy csicsban az I és a H tipust is megje-
leniti, akkor ellentmondéast kapunk, igy nem lehet megoldas.

3.2. LEMMA. Egy megoldhaté fejtoré grafjaban nem lehet két csics mindkét
tipust éllel dsszekdtve.

Bizonyitds. Legyen két csiucs kozt mindkétféle él. Ekkor tegyiik fel, hogy az
egyik ember tipusat ismerjiik. A masik tipusanak meg kell egyeznie ezzel, hiszen
folytonos él van koztitk, masrészt ellenkezdnek kell lennie, hiszen szaggatott él is
vezet koztiik. Ez ellentmond annak, hogy a feladvany megoldhaté.

Ennek a lemmanak kozvetlen kévetkezményei a fejtorék nyelvére atfogalmazva
a kovetkezdk.
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3.1. KOVETKEZMENY. Ha egy SS-tipusit fejtérének van megoldasa, akkor ben-
ne senki nem &allithatja senkirdl azt is, hogy igazmondé és azt is, hogy hazug.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C azt allitja a D-rél, hogy igazmondé, és azt is al-
litja a D-rél, hogy hazug. Ekkor e két allitasbol pontosan az egyik igaz. C nem lehet
igazmondd, hiszen akkor minden allitdsanak igaznak kellene lennie, masrészt a C
hazug sem lehet, mert akkor minden allitasanak hazugsdgnak kell lennie. Marpedig
a fejtérében csak igazmonddk, illetve hazugok szerepelhetnek. Ez ellentmondas.

3.2. KOVETKEZMENY. Megoldhaté SS-tipusi fejtérében senki sem &llithatja
olyanrol, hogy igazmondd, aki réla azt allitja, hogy hazug.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C azt allitja a D-rél, hogy igazmondo, és D azt
allitja C-rél, hogy hazug. Ekkor C nem lehet igazmondé, hiszen akkor D is az lenne,
aki most éppen hazugsagot allit. C hazug sem lehet, mert akkor a D is hazug lenne,
mikdzben éppen igaza van. Ez ellentmondas.

3.3. LEMMA. Egy megoldhaté SS-tipust fejtoré nem tartalmazhat szaggatott
hurokélt, vagyis senki sem 4llithatja 6nmagéarél, hogy hazug.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C 6nmagardl azt allitja, hogy hazug. Vilagos,
hogy C igazmondé nem lehet, mert ekkor hazug is lenne, ami ellentmondas. Ha vi-
szont C hazug lenne, akkor ez az allitisa igaz lenne, ami szintén ellentmondas (ez
a jelenség egyébként Hazug-paradoxonként ismert).

A graf nyelvén bizonyitva: ha van szaggatott hurokél a grafban, akkor mivel
ez az él is kiértékels nyil a végpontjainak kiilonb6z§ tipusinak kell lennie, ez el-
lentmond annak, hogy a hurokélnek csak egyetlen végpontja van, ami nem lehet
egyszerre H és I tipusu is. Tehat ennek a fejtor6nek nincs megoldasa.

3.4. LEMMA. Egy egyszerifmondatos igazmondé—hazug rejtvényben minden
szerepld allithatja magdrél, hogy igazmondo.

Bizonyitds. Barmely tipusi csticsot 6sszekothetiink sajat magéaval folytonosan,
hiszen a tipusa megegyezik a sajatjaval, ez nem befolyasolja a feladvany megolda-
sa(i)t.

3.5. LEMMA. Egy n szereplés erésen igazmondé-erésen hazug rejtvényben
minden ember maximum 2n kiilénbézé allitdst tehet, vagyis dsszesen maximum
2n? 4llitas hangozhat el.

Egy n szereplds, megoldhaté erésen igazmonddé-erésen hazug rejtvényben min-
den ember maximum n kiilénb6zé allitast tehet. Ez 6sszesen maximum n? allitast
Jelent.

Bizonyitds. A lemma els6 része trivialis, hiszen barmely szerepld legfeljebb
két kiilonb6zd atomi allitast mondhat ugyanarrdl a személyrdl. Most bizonyitsuk
a masodik részt. A 3.2. Lemmaval (illetve annak 1. Kovetkezményével) belattuk,
hogy barmely ember barmely masikrol pontosan egy allitast tehet. A 3.4., illetve
3.5. Lemmabd! kévetkezik, hogy sajat magarol is pontosan egy allitast tehet. Tehat
barmely szerepld Gsszesen annyi allitast tehet, ahany szereplds a rejtvény.
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3.6. LEMMA. A tobbszoros éleket elég egyszeresen figyelembe venniink, az
eredetivel megegyezi lesz a megoldas.

Bizonyitds. Az el6z6 lemmak alapjan barmely két csics kozott legfeljebb egyféle
él vezethet, amelynek az iranyitisa nem lényeges. A kiértékels nyilakat figyelembe
véve barmely két csiicsot Gsszekotd él ugyanannyi informaciot hordoz, mintha két
vagy akar tobb ugyanilyen tipusu él lenne koztiik.

A tovabbiakban barmely két csiics kozott legfeljebb egy azonos tipusa élt ve-
szink figyelembe.

4. A fejtorsk grafjanak manipulalasa

A graf manipulilasian most elsGsorban élek hozzaadasat értjiik. A fejezet végén
azonban élek elhagyasaval kapcsolatos eredményeket is kozliink.

Ahhoz, hogy tobbet tudjunk mondani e grafokrol ebben a részben olyan mod-
szert mutatunk, amelynek segitségével ugy vehetiink éleket a grafhoz, hogy a meg-
oldas(ok) ne valtozzon(anak) meg. Ezeket a lépéseket mutatja a kovetkezd tablazat.

4.1. Definicio. A kovetkezi lépéseket élhozzaado léepéseknek nevezziik, ameny-
nyiben a kiegészité ¢l még nem szerepelt a grafban. Legyen A, B és C tetszleges
harom csucs, ekkor
ha az eredeti fejtéroben benne vannak a kovetkezd élek, akkor a kiegészits él

1. A B c A c
2. A B----- c A----- c
3. A----- B----- c A——C

4.1. LEMMA. Ha adott a P rejtvénynek egy megoldasa, akkor ez megoldisa
annak az R rejtvénynek is, amit a P-bdl valamely az — el6bb felsorolt — élhozzsadé
lépéssel kaptunk.

Bizonyitds. Ha az elss lépést alkalmaztuk, akkor az eredeti megoldasban a B
és az A valamint a B és a C tipusanak meg kell egyeznie, tehat az A és C kozé a
folytonos él behizhaté.

Ha a masodik lépést alkalmaztuk, akkor az A és a B azonos tipusi, mig a B
és a C kiilonbo6zd, igy az A és a C is kiilonbo6z6, jogos koztiik a szaggatott nyil.
A barmadik 1épés alkalmazasakor a B az A-val és a C-vel is ellentétes tipusy, igy
mivel csak kétféle tipus van, az A és C tipusa egyforma, koztiik folytonos vonal
lehet.

4.1. KOVETKEZMENY. Az élhozzdadé lépésekkel az eredetivel gyengén ekvi-
valens fejtorcket kapunk.

4.2. LEMMA. Ha valamelyik élhozzaad6 lépéssel olyan rejtvényt kapunk,
amelyben szaggatott hurokél jelenik meg, vagy két csics mindkétféle éllel dssze
lesz kétve, akkor az eredeti rejtvénynek nincs megoldisa.
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Bizonyitds. A 3.2., illetve a 3.3. Lemma szerint ilyen fejtéré nem lehetséges
megoldéssal, mivel a 4.1. Lemma alapjan ami az eredetinek megoldasa az ennek is,
igy az eredeti rejtvénynek sem lehet megoldasa.

4.2. Definicié. Egy SS-tipusi feladvanyt maximalisnak mondunk, ha élhozza-
adé lépéssel nem adhaté grafjahoz tjabb él.

4.1. TETEL. Minden megoldhaté feladvianyhoz pontosan egy olyan maximalis
fejtérd tartozik, amit az eredetibdl élhozzdadé lépésekkel megkaphatunk.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a Q és az R is olyan maximalis fejtoré grafja, amit
a P-bél nyertiink élhozzaadd lépések segitségével. Ekkor mivel Q és R maximalisak,
egyikbe sem lehet 1j élt felvenni ily modon. Tegylik fel, hogy a Q-ban az A és a
B csiics Gssze van kétve. Ekkor belatjuk, hogy ezek a csiicsok az R-ben is dssze
vannak kotve ugyanilyen médon. Ha az A és B folytonos vonallal van dsszekotve,
akkor tipusuk megegyezik a megoldasban. De ugyanez a megoldasa a P-nek is a
4.1. Lemma alapjan, s6t ez a megoldas megoldasa az R-nek is. Tehat mivel az R
maximalis, és benne az A és B csticsok tipusa megegyezik, e két csicsnak az R-
ben is 6ssze kell kotve lennie folytonos éllel. Hasonldé gondolatmenettel belathato
az az eset is, amikor a két csiics szaggatott vonallal van 6sszekotve. Megforditva a
Q és az R szerepét lathatjuk, hogy ha egy él az R-ben benne van, akkor a Q-ban
is benne kell, hogy legyen. Ezzel belattuk, hogy a @ és az R graf megegyezik.

4.2. TETEL. Egy fejtérébdl kapott maximalis grafban az eredetileg dsszefliggd
részekben minden csiics mindegyikkel ossze lesz kotve, az eredetileg nem ésszefiiggd
részek kézott pedig tovabbra sem lesz él.

Bizonyitds. ElGszor azt bizonyitjuk, hogy az Gsszefiiggd részben minden csics
Ossze lesz kotve. Legyen az eredeti grafunk P, a bel6le kapott maximalis graf pe-
dig R. Egy grafban azt a részt nevezziik 6sszefliggének, amelyen barmely csicsboél
barmelyikbe eljuthatunk. Tegyiik fel tehat, hogy az A és B csiicsok kozt vezet ut
P-ben. Ha a csicsok kdzvetleniil (is) dssze voltak kotve, akkor készen vagyunk, ha
nem, tekintsiink egy utat koztik: A = Bg, By,..., B; = B. Alkalmazva a megfelels
élhozzaado lépést az A, By, Bs-re nyeriink egy olyan utat, amely a Bi-et kihagy-
va egy éHel rovidebb az eredetinél. Ezt folytatva végiil elérjiik, hogy kdzvetlen él
legyen A és B kozt, aminek a maximalis graf egyértelmiisége miatt R-ben szerepel-
nie kell. Ha az A és a B kozt nem vezetett it a P-ben, akkor R-ben sem vezethet,
hiszen az élhozzaadé lépésekkel az Osszefiiggdség nem valtozik.

Tekintsiik most azt a graf-reprezentaciét, amelyben a szaggatott éleknek 1, a _
folytonosaknak 2 silyu éleket feleltetiink meg.

4.3. TETEL. Egy S5S-tipusi fejtérének pontosan akkor van megoldésa, ha tel-
Jesul a kévetkezd: ha két csics kozt vezet Gt, akkor kéztitk vagy minden ut paros
hossziisagu, vagy minden it paratlan hossziisagu.
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Bizonyitds. Tegyik fel indirekt, hogy az A és a B csicsok kozt vezet pa-
ros és paratlan hosszisagi ut is. Ekkor eldszor vegyiik a péaros hosszisagi A =
By, By,...,B; = B utat. Készitsiik el az A és B kdzti kozvetlen élt ezen t alap-
jan a 4.2. Tétel bizonyitasaban szereplé médon. Ez egy 2 sulya (azaz folytonos) élt
fog eredményezni. (Az elsé és a masodik élhozzaads lépés hasznalataval 2-vel ke-
vesebb lesz az j ut koltsége, mint az egy lépéssel hosszabb uté, mig a harmadik
lépés hasznélatakor az 4j, egy éllel révidebb ut koltsége megegyezik az elézGével.)
Hasonléan a péaratlan hosszit utboél kiindulva azt kapjuk, hogy a maximalis graf-
ban a két csics kozt 1 stlyu (azaz szaggatott) él is vezet. Ez viszont a 3.2. Lemma
alapjan azt jelenti, hogy a maximaélis fejtor6 nem oldhaté meg, ekkor viszont a
4.1. Lemma alapjan az eredeti feladvanynak sincs megoldasa. A masik irany bizo-
nyitasahoz készitsiik el a maximalis fejtérg-grafot. Ha két cstcs kozt paros hosszi
az ut, legyenek Gsszekdtve 2 stlyu éllel, paratlan hosszisagu 1t esetén pedig 1-silyu
éllel. Most megkonstrualunk egy megoldast. Valasszunk ki egy-egy csiicsot minden
komponensbdl, legyen ezek tipusa I. Legyen tovabba minden ezekkel 2 sulyu éllel
Osszekotott csics értéke I, valamint az 1 silyd élekkel kapesolodé csticsok értéke 1.
Koénnyen belathato, hogy ez megoldasa az eredeti fejtérdnek is.

4.2. KOVETKEZMENY. Ebben a reprezenticiéban két egymasbdl elérhetd
csutcesrél azt mondhatjuk, hogy pontosan akkor azonos tipusuak, ha az it kolt-
sége kettejiik kozt paros, illetve pontosan akkor ellenkezs tipustak, ha koztiik az
ut koltsége paratian.

Bizonyitds. Az el6z8 tételben belattuk, hogy ha két csiucs kozt vezet ut, ak-
kor a koztiik vezetd minden at kdltségének paritisa ugyanaz. A fejtérébsl készitett
maximalis grafban paros utkoltség esetén 2 salya (folytonos) él, paratlan utkolt-
ség esetén 1 silyu (szaggatott) él vezet a két csics kozt. Ez a kiértékels nyilakat
hasznalva éppen az allitidsunkat jelenti.

Térjiink most vissza az eredeti grafjainkhoz, hasznaljunk njra szaggatott, illet-
ve folytonos nyilakat.

4.4. TETEL. Adott egy fejtord, tekintsiik a grafjanak azt a részgrafjat, amely
csak a szaggatott nyilakat tartalmazza. Ha a fejtorének van megoldasa, akkor ez a
részgraf péros.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy adott a feladvany egy megoldasa, tekintsiik ek-
kor az igazmondok és a hazugok halmazait. A kiértékeld nyilak tulajdonsiga miatt
‘szaggatott él csak a két halmaz kozott vezethet, halmazon belil nem, tehat a szag-
gatott élek paros grafot alkotnak. (1.8.1. Definicié [3]-ban.) :

4.3. KOVETKEZMENY. Egy feladvianyhoz rendelt maximalis fejtéré grafjaban
a szaggatott élek bizonyos értelemben maximélis paros grafokat jelentenek. Ha a
fejtord grafja osszefiiggd, akkor teljes paros grafot kapunk. Ha nem &sszefiiggd az
eredeti graf, akkor Osszefiiggd részenként kapunk egy-egy teljes paros grifot a szag-
gatott élekkel.
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4.5. TETEL. Ha egy rejtvénynek van megoldasa, akkor a folytonos élek rész-
grafjai teljes diszjunkt grifok a fejtéréhéz rendelt maximalis grafban.

Bizonyitds. Vegyiik az Osszes lehetséges megoldast, nyilvanvals (a 4.2. és a
4.3. Tételek alapjan), hogy két cstics kdzt pontosan akkor vezet folytonos él, ha ti-
pusuk minden lehetséges megoldasban megegyezik. Ekkor viszont a 4.2. Tétel és
bizonyitasa alapjan ezen részek teljes grafok.

4.3. Definicio. Egy megoldas inverzén azt a fliggvényt értjuk, amely minden
emberhez pontosan az ellenkezs tipust rendeli, mint az adott megoldas.

4.3. LEMMA. Minden megoldésfiiggvény kiilonbézik az inverzétdl.
Bizonyitds. Trivialis, minden szereplSben eltéréek.

4.6. TETEL. Legyen egy feladvany grafja P. Egy f fiiggvény pontosan akkor
a P megoldasa, ha azonos tipusi csicsok kézt csak folytonos, ellentétes tipusiiak
kozott csak szaggatott él van a hozzarendelés utan.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f megoldas. Ha két azonos tipusu csics kozt szag-
gatott él vezet, az ellentmondasra vezet, csakagy, mint két eltérs tipusa kozt levs
folytonos él (kiértékels nyilak). Tehat ha f megoldas, akkor az allitas igaz.

Most tegyiik fel, hogy azonos tipusi csicsok kozt csak folytonos, ellentétes tipu-
sdak kozott csak szaggatott él van. Ekkor minden igazmondé altal mondott mondat
igaz, hiszen beldle folytonos él csak igazmondéhoz (azonos tipusi), szaggatott pedig
csak hazughoz (ellenkezd tipusd) vezet. Hasonléan minden hazug minden allitasa
hamis, ugyanis igazmondésagot csak hazugrél (folytonos él azonos tipusithoz); azt
hogy hazug, pedig csak igazmondoérél (szaggatott él a masik tipusthoz) allit. Tehat
az f megoldasa a fejtorének.

4.7. TETEL. Tiszta erdsen igazmondé —erdsen hazug jo fejtérd nincs.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van ilyen fejtors, legyen a grafja P. Megmutatjuk,
hogy a megoldas mellett annak inverze is megoldas. Mivel a feladvany tiszta, a graf
tartalmaz minden informaciét. Ha nincs megoldas, akkor a fejtéré nem lehet jo.
Tehat van megoldasa, legyen f egy megoldas. Ekkor a 4.6. Tétel alapjan azonos
tipust cstcsok kozt csak folytonos, ellentétes tipusiak kozott csak szaggatott él
van. Vizsgaljuk meg most a g fliggvényt, ami az f inverze. A P graf csicsaiba irt
tipusokat megvaltoztatva, a kilonbség annyi, hogy amely él eddig két I csiicsot
kotott ossze, az most két H csdcsot kot Ossze, és forditva. A 4.6. Tétel feltételei
most is teljesiilnek. Tehat g is megoldas. Mivel van két kiilonb6z8 megoldasa, a P
nem lehet j6 feladvany. ‘

Az el6z8ekben a feladvany grafjat Gjabb élekkel egészitettiik ki. Vajon mit ta-
pasztalunk, ha elhagyunk egyes éleket a grafbol? Mennyire fiiggetienek egyméastol
a fejtoro élei?
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4.4. Definicio. Egy fejtoré minimalis fejtoréjének nevezziik azt a fejtorst, ami
az eredetivel gyengén ekvivalens (pontosan ugyanazok a lehetséges megoldasai), és
a legkevesebb elhangzé mondatot tartalmazza. Hasonloan értelmezziik a minimalis
graf fogalmat is.

Az €l6z6 definicid, valamint a 3.3. Lemma alapjan azt mondhatjuk, hogy az
ellentmondésos fejtorék minimalis grafja egyetlen — szaggatott hurok- — élt tartal-
maz.

4.4. LEMMA. Egy megoldhaté feladvany minimalis fejtéréjének grafjaban min-
den komponensben eggyel kevesebb él van, mint cstcs.

Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy komponensenként egy feszitéfa, barmely
élek elhagyasaval pontosan egy minimalis fejtorét fog reprezentalni.

Osszefiiggs graf esetén egy minimalis fejtors éppen egy feszitGfat jelent, nem
Osszefliggl esetben pedig egy feszitGerdst.

4.8. TETEL. Bérmely SS-tipusi rejtvény esetén a feszitéerd6héz tartozé rejt-
vény mindig megoldhaté.

Bizonyitds. A feszitGerdSben barmely két csucs kozott legfeljebb egy ut vezet-
het. Ez a 4.3. Tétel értelmében elégséges feltétele a megoldhatdsagnak.

Az el6z6 tétel miatt vigyaznunk kell az élek elhagyasaival, mert lehet hogy egy
rejtvénynek nem volt megoldasa, ekkor a grafjanak feszitGerdeje nem ekvivalens az
eredeti rejtvénnyel.

4.9. TETEL. Ha egy hurokélmentes graffal rendelkezd SS-tipusi rejtvénynek
nincs megoldasa, akkor van legalabb két olyan, a grafjahoz tartozo feszitéerdd,
amelyekhez tartozé rejtvényeknek nincs azonos megoldésa.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a P rejtvény nem megoldhaté és grafja hurokél-
mentes. Ekkor a 4.3. Tétel alapjan lennie kell benne 2 csicsnak melyek kozt vezet
paros, illetve paratlan hosszt at is. Készitsiik el a P graf R feszitGerdejét gy, hogy
benne a fenti 2 cstics kozott paros hosszi Gt vezessen, mig a @ feszitGerdGben le-
gyen a 2 csucs kozti ut paratlan hosszi. Nyilvanvaloan az R grafot tekintve minden
megoldasban azonos értékd lesz a fenti két csics. Ezzel szemben a Q megoldésaiban
mindig kiilénb6zé értéki lesz ez a két csucs.

5. Erésen igazmondé — erdsen hazug fejtérék megoldasa

Most médszert adunk az ilyen tipust fejtorék megoldasara.

Itt jegyezziik meg, hogy a vizsgalt fejtorék egyszerden megoldhatbak az Osszes
lehetséges I-H sorozat ellendrzésével, azonban n szerepl$ esetén ez 2™ darab ,,pré-
balkozast” jelent. [tt egy probalkozas ellenérzéséhez a fejtord minden allitasat meg
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kell vizsgdlnunk, ami egyaltalan nem hatékony. Ezért most egy jéval hatékonyabb
algoritmust adunk, felhasznalva az el6z6 eredményeinket.

A kovetkezd algoritmus segitségével egy tiszta fejtors lehetséges megoldésait
allithatjuk els.

5.1. Algoritmus.
Adott a fejtors grafja, P.

1. Nézziik meg hany komponensbél &ll a graf (2.1.7. Definicié [3}-ban).

2. Komponensenként jelljiink ki egy-egy cstcsot.

3. A kivalasztott cstcsokhoz kiilon-kiilon rendeljiik hozza az {I, H} valamelyik
elemét.

4. Ciklus komponensenként: amig az adott komponens minden csticsahoz nincs
érték rendelve az {I, H} halmazbél, az élek, mint kiértékelS nyilak segitségével
az Osszefliggd részekben hatarozzuk meg a csiicsok tipusait a mar ismertekbél
kiindulva.

5. Ellendrzési fazis, csak az els6 megoldas elgallitasakor: ciklus komponensenként:
minden élre vizsgaljuk meg, hogy a végpontjaiban szerepld értékek azonosak
(folytonos €l esetén), illetve kiilonbdzsek (szaggatott él esetén).

Ha valamelyik élre nem stimmel, akkor NINCS MEGOLDAS é&s STOP.

6. Amennyiben nincs szitkséglink minden megoldas el@allitasara, akkor mar
van(nak) megoldas(ok), STOP.

7. Vissza a 3. lépésre és ott rendeljiitk az I, H értékeket az eddigiektdl eltéréen
a kivalasztott cstucsokhoz, ha ez lehetséges. Ha ez mar nem lehetséges, akkor
minden megoldast elallitottunk. STOP.

5.1. TETEL. Ha a P nem megoldhaté, akkor az 5.1. AIgoritmuS ellentmondasra
vezet. Ha a P megoldhaté, akkor pedig megoldas(oka)t allit eld.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a P nem megoldhat6. Ez azt jelenti a 4.6. Tétel
alapjan, hogy nincs olyan fiiggvény, hogy azonos tipusi csiicsok kozt csak folyto-
nos, ellentétes tipusuak kozott csak szaggatott él van a hozzarendelés utan. Ez azt
jelenti, hogy lennie kell olyan csicsnak, hogy a kiértékels nyilak segitségével ez a.
csucs I és H tipusi is lesz, ami ellentmond annak, hogy mindenki csak egyféle ti-
pusi lehet. Ilyen esetben az algoritmus nem allit els fuggvényt. Tegyiik fel, hogy a
P megoldhaté. Ekkor azt allitjuk, hogy ha az algoritmus elséllitja az f fiiggvényt,
akkor az f megoldas. Ekkor a kiértékel$ nyilakkal nem kapunk ellentmondéast egyik
komponensben sem. Tehat azonos tipusi csticsok kozt csak folytonos, ellentétes
tipustak kozott csak szaggatott él van a hozzarendelés utan, igy f megoldas.

5.2. TETEL. Legyen k a komponensek szama a fejtoré grafjaban. Ekkor lehet-
séges megoldasok szama 2%. Az algoritmus pedig mindet el6 tudja allitani.

- Bizonyitds. El6szor azt bizonyitjuk, hogy az algoritmus ennyi kiilénb6z8 meg-

oldast allit els. Az algoritmus 3. lépésében kivalasztunk minden komponensbdél
egy csucsot, és mindhez hozzarendelhetjiik az {I, H} egyik elemét, ezt pontosan
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2k_féleképpen tehetjiik meg, és ez mind mas megoldast fog eredményezni. Most be-
bizonyitjuk, hogy ezeken kiviil nincs mas megoldas. Tegyiik fel, hogy f megoldas.
Ekkor tekintsiink a P grafban minden komponensbél egy-egy csticsot, és rendeljiik
hozza az f altal adott értéket. Ekkor a kiértékels nyilak segitségével éppen az f
megoldast kapjuk meg.

Az el5z6 két tétellel megmutattuk, hogy algoritmusunk helyes és teljes.

5.3. TETEL. A nem tiszta fejtéré megoldasa mindig része az ugyanazon P
grafhoz tartozoé tiszta rejtvény lehetséges megoldésainak.

Bizonyttds. Tegylik fel, hogy f nem lehetséges megoldasa P-nek. Ekkor a graf-
ban a hozzarendelés utan ellentmondast kapunk, vagyis lesz két kiilonbozs tipusa
csics folytonos éllel, vagy két azonos tipusu csics szaggatott éllel dsszekotve. Te-
hat valamely a P graf altal hordozott informécié nem teljesiil. Ez tehat nem lehet
megoldas, akkor sem, ha a grafon kivill még mas informéaciénk is van.

Most vizsgiljuk meg az algoritmus hatékonysagat. Az elsé megoldas el§allita-
sdhoz a graf egy feszitGerdejét kell ,végigjarni”. A megoldas ellendrzéséhez a graf
osszes élét meg kell vizsgalnunk. A tobbi megoldas elallitasahoz mar csak a feszi-
téerd6k bejarasara van szitkség az algoritmus szerint.

Megjegyezziik, hogy a megoldhatosag vizsgalata torténhet a 4.3. Tétel alapjan,
de ez nem feltétleniil gyorsabb, mint ahogy az algoritmus egy lehetségesnek ting
megoldast leellendriz. :

Az algoritmus a tovabbi megoldasok eléallitasaban gyorsithaté a kovetkezkép-
pen:

Vegyiik a graf k komponensét, ezeken beliil (mint kisebb, tiszta SS-tipust rejt-
vények) a megoldasok inverze is megoldas (lasd 4.3. Lemma és 4.7. Tétel). Tehat
minden komponensre adott az algoritmus altal adott els§ megoldas és annak az
inverze. Az Osszes megoldas pedig ezek tetszés szerinti kombinacibja, vagyis az
eredeti rejtvény barmely megoldasa el6all a komponensek elsS, vagy azok inverz
megoldasaibol.

6. Osszefoglalas

Az egyszerdmondatos fejtordk definiciéja utan azok grafjait vizsgaltuk. Tobb
észrevételt tettiink arra, hogy milyen lehet egy megoldhaté feladat grafja. Ezen
kiviil bevezettiik a kiértékels nyilakat, amik segitségével a mar ismert tipusi csi-
csokbdl indulva a veliik osszefiiggs grafrészben szerepls csticsok tipusat meghata-
rozhatjuk. Az élhozzaad6 lépésekkel pedig olyan grafokat allithatunk eld, melynek
megoldasai megegyeznek az eredetiével. Ezek a lépések a lokalis informacidkat ki-
hasznalva segitenek jellemezni a grafot és megtalalni a megoldast. Belattuk, hogy
ahhoz, hogy egyértelmd megoldasunk legyen még plusz informaciéra lenne sziiksé-
glink. A médszer akkor is kivaléan miikodik, ha nem szélal meg minden szerepls.
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Egy meg nem szélalé szereplSt helyettesithetiink példaul mas atomi kijelentéssel.
Ekkor, ha a fejtdrd jo, akkor egyértelmiien kideriil e kijelentés tipusa, vagyis igaz-
sagértéke a megoldas soran. Tehat a modszert szinte valtozatlan formaban hasz-
nalhatjuk akkor is, ha a szerepl6ék nem csak egymas tipusara, hanem példaul az ez
az ut Budara vezet”, illetve (és/vagy) ennek ellenkez6jét (is) allitjak. Ekkor ennek
a mondatnak is megfeleltetiink egy cstucsot a grafban.

A graf tulajdonsagait hasznaldé modszerhez hasonlét mas tipusa fejtorékre is
alkalmazhatunk.

Kosz6netnyilvanitas
A szerz§ eziton is szeretné megkdszénni a lektor és az érdeklgds kollégak ta-
nacsait, észrevételeit.
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SS-TYPE TRUTHTELLER-LIAR PUZZLES AND THEIR GRAPHS

BENEDEK NaAGY

In this paper we define the SS-type puzzles. In these puzzles each person can say only simp-
le statements about a person type. A truth-teller can have only true assertions, and a liar can
make only false statements. We present the graph-representations of these puzzles. The graph of
a puzzle has all inforination about the puzzle in case of clear puzzles. We present some interes-
ting properties of the possible graphs of puzzies. We prove that there is no clear SS-type puzzle
with unique solution. We present an algorithm which can provide all possible solutions of a cle-
ar puzzle. In case of non-clear puzzles, we must choose among the possible solution of the clear
puzzle with the same graph.
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MUSZAKI BERENDEZESEK VIZSGALATA FAKTORANALIZIS
SEGITSEGEVEL

GYARMATI JOZSEF

Budapest

Cikkemben miiszaki berendezések paramétereit elemzem a tébbvaltozés matemati-
kai statisztika eszkozeivel. Az elemzés soran a korrelacids viszonyokat vizsgalva csoporto-
sitom a paramétereket, valamint a korrelaciot kivalté okokat azonositva, a mintat alkoto
berendezések meghatarozé vetiileteit megallapitva inputadatokat szolgaltatok ugyana-
zon eszkozhoz tartozd tobbszemponta dontési problémahoz. Vizsgalatom célja a tobb-
véltozoés analfzis egy ujszerd alkalmazasanak a bemutatisa. A szamitasokat SPSS 11.
statisztikai programcsomag segitségével végeztem el.

1. Bevezetés

A katonai beszerzések gyakorlatdban gyakran eléforduld probléma két vagy
tobb haditechnikai eszkoz koziil a legmegfelelsbb kivalasztasa. A kérdéses eszko-
z0k tobb vetiiletiik alapjan jellemezhetsk, a koziiliikk torténd valasztas tehat egy
tobbszempontt dontési probléma, melynek altalanos modelljét az (1) mutatja:

A Ay, - A,
C1, w ai; a2 -0 QGin
Ca, w2 [ a1 Gz - aop
(1) b
Cmy Wm | Gm1l Gm2 " (mn
Ty Ty - In

ahol: A; a j-edik haditechnikai eszkéz (alternativa), j = 1,2,...,n;
C,; az i-edik vizsgalati szempont, 1 = 1,2;...,m;
w; az t-edik szempont fontossagat jelzs silyszam, i = 1,2,...,m;

Alkalmazott Matematikai Lapok 28 (2006)



74 GYARMATI JOZSEF

a;; az j-edik haditechnikai eszkoz i-edik szempont szerinti értéke (utilitasa);
1=1,2,...,mésj=1,2,...,n;
z; a j-edik haditechnikai eszk6z pontszama, j =1,2,...,n

Az alternativik pontszamai a vizsgilati szempontok és ezek sulyszamainak,
valamint az alternativak szempontonkénti értékeinek a fiiggvénye. Ismertnek te-
kinthetSk az alternativik szempontonkénti értékei, a stlyszamok szamitasara tobb
modszer All rendelkezésre, a szempontrendszer kialakitasara viszont csak altalanos
Jjellegi ajanlasok vannak, melyek teljesitési szintje szubjektiv. Mivel a pontszam és
ebbdl kovetkezGen az alternativik sorrendje fiigg a szempontoktol, ezért megalla-
pithato, hogy a sorrendet a szempontrendszert felépits szakértGi csoport szubjek-
tivitasa jelentds mértékben befolyasolja. Dolgozatomban olyan médszert kinalok,
amely ezen szubjektivitast csokkentve segitséget nydjt egy tébbszemponti déntési
probléma esetén a szempontrendszer kialakitasaban.

Vizsgalatom soran abbol a megfigyelésbél indultam ki, hogy miiszaki berende-
zések egyes paraméterei kozott korrelacios viszony tapasztalhaté. Feltevésem szerint
a korrelaciot kivalto ok az eszkézre jellemzd és az eszkoz valamilyen funkcionalis ké-
pességével van Osszefiiggésben. A tobbszemponta dontési eljaras soran a vizsgalati
vetiileteknek vagyis a szempontoknak pontosan ezeket a funkcionalis képessége-
ket kell takarniuk. Tehat, ha megfeleld nagysaga minta alapjan korrelacios viszony
szerint csoportositjuk a vizsgalt eszk6zok paramétereit, és az egyes csoportokon be-
lil meghatarozzuk a korrelaciét kivalté okokat, akkor egy olyan tulajdonsaglistat
kaphatunk, amely alapjaul szolgalhat a szempontrendszer kialakitasaban.

A 2. pontban bemutatom a probléma megoldasaban alkalmazott matemati-
kai modszereket, a 3. pontban pedig az ismertetett modszerek segitségével gépjar-
miivek paramétereit elemzem. Vizsgalatom soran nem volt célom 1j matematikai
eredmények bemutatéasa, csak a 3. pontban bemutatott példan keresztiil az el6z6-
ekben felvetett probléma megoldasara kinalok megoldast a tébbvaltozds analizis
egy Gjszeri alkalmazasaval.

2. A matematikai modell

A problémat két modszer segitségével oldottam meg: a faktoranalizis és a f6-
komponens elemzés. Jelen fejezetben ezen két eljaras lényegét kozlom,

A faktoranalizist a [3] alapjan ismertetem, ezen kiviil a médszertannal és az
alkalmazassal foglalkoznak az [1, 2] irodalmak. .

Rendelkezzenek egy N szami sokasag egyedei n ismérvvel és reprezentalja aj-
edik ismérv valtozatainak az eloszlasat X;N(m;, o;) valosziniségi valtozo. Legyen
z;; az i-edik egyed j-edik ismérv szerinti értéke, aholi=1,...,Nés j=1,...,n
Standardizaljuk az X; valsziniiségi valtozo reprezentacioit a
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egyenlet szerint, ahol T; az X; valészinfiségi valtozo realizacidinak a szamtani ko-
zepe és s; a korriglt tapasztalati szorasa. Hasonléan legyen a Z; valoszindségi
valtoz6 az X;-bol képzett N(0, 1) valtozé. A standardizalt értékek matrixa:

211 ce.  Zin

ZN1 --- ZNn

A standardizalt értékek segitségével hatarozzuk meg a korrelacios egyiitthatokat:

N
Z ZijZik
i=1

Tjk = _N .

A korrelaciés egyutthaték matrixa:

Thl1 --- Tpn

Az R matrix a faktoranalizis kiindul6é pontja. A matematikai modell feltételei sze-
rint n szdmi X; valészintségi valtozéval rendelkeziink, melyek egymassal korrelal-
tak. A korrelaciét fliggetlen virtualis valtozok, un. faktorok hatésa okozza. A fak-
torok kdvetkez6 tipusait killonboztethetjiik meg:
1. Kozos faktorok, amelyekben egyszerre tébb ismérv (valosziniségi valtozd) je-
lentkezik és ezek egymassal korrelaltak. Jelolésik: Fy, ..., F,,.
2. Specifikus faktorok, amelyekben csak egy valtozd hatasa figyelhets meg. Jelo-
lésiik: S; ésj=1,...,n.
3. Hibafaktorok, amelyekben nem figyelhets meg egyetlen egy ismérv hatisa sem.
Jelolésiik: E; s j=1,...,n.
A Z; valtozot az eljaras segitségével a faktorok linearis kombinaciciként a (2)
egyenletek szerint ifrhatjuk fel:

(2) Zy=anFy a4+ .t aimFm + 0151 +aFa,

Zo = anFy +axnky+ ...+ asp Fr + 6252 + CgEz,

Zn = an1 Fy + anaFo + ---+a_anm + bnSn + By,
ahol: aj;x a Z; k-adik faktorahoz tartozé faktorsulya;

b; a Z; specifikus faktordhoz tart6zo faktorsilya;
¢; a Zj hibafaktorahoz tartozo6 faktorsulya.
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A modell szerint a koz6s, a specifikus és a hibafaktorok varhaté értékei nul-
14k, valamint paronként fiiggetlenek, amennyiben X; normal eloszlasd, ha ez nem
teljestil, akkor csak korrelalatlansagrol beszélhetiink. '

Az aj faktorsuly a k-adik faktor hozzajarulasat fejezi ki a Z; valtozo s
rasnégyzetében, vagyis

2

3 SZO-

s?=a§1+a?2+...+a?m+b?+cf, (7=12,...,n).

Az eljaras eredményeként a kozos faktorok egyltthatomatrixat, vagyis a faktorsa-
lyok matrixat kapjuk:

aip] -.. Qim

Apl .- QOnpm

A koz6s faktorokhoz tartozé faktorsalyok négyzetdsszegét kommunalitdsnak nevez-
zitk és h2-tel jeloljiik:

h2

2 2 2
]—aj1+a]'2+...+ajm.

Mivel Z; standardizalt, ezért szérasnégyzete 1, ezért:
2 32, 2 _
hj + bj +e;=1,

vagyis a kommunalitasok segitésével kifejezhetd, hogy a kozos faktorok milyen mér-
tékben magyarazzak az eredeti valtozdok szorasnégyzeteit, vagyis informaciét ad az
eljaras eredményének az informéciétartalmarol. A faktorstilyok meghatarozasat az
[1, 2, 3] irodalmak tartalmazzak.

Az eljaras eredményeként egymassal korrelalt valészin(iségi valtozékat az ere-
deti valtozoszamnal kevesebb, egymassal paronként korrelalatlan, virtualis valtozo,
vagyis faktor segitségével irhatunk le. Az eredmények segitségével a rendszert le-
ir6 valtozok szaméat lehet csokkenteni, valamint lehetGség nyilik a rendszer belsé
strukturajanak analitikus vizsgalatara.

A fékomponensanalizis lényegét a [2] szerint mutatom be. Az eljaras ismertetése
soran csak a faktoranalizist6l valé eltérés bemutatasara térekszem. Az X;N(m;, o;)
valésziniségi valtozobol, a faktoranalizishez hasonléan képezzik Z;N(0,1) valoszi-
niiségi valtozot. A f6komponensanalizis soran Z; olyan linearis kombinacioit keres-
siik, ahol teljesiil, hogy maximalis szérasuak, korreldlatlanok és linearis kombina-
cidik egyiitthatéinak a négyzetsszege egységnyi:

Zy =a11C1 4+ a12C2 + ... + a1nCh,

Zy = a91Cy1 +a22Cs + ... + a2, Ch,

Zn = 0y1C1 +an2Co + ...+ annCn,
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ahol: a;; a Z; j-edik f6komponenséhez tartozo egyiitthatéja, 1,7 = 1,...,n;
C; a j-edik f6komponens.
A felbontasbol lathato, hogy a valészindségi valtozok és a f6komponensek (vir-
tualis valtozok) szdma megegyezik, de mivel a modell feltétele szerint:

(7) D*C; > D*C;11 (j=1,...,n-1),

az utols6 néhany komponens elhagyisaval Z; szérasnégyzetei magas szazalékban
magyarazhatok a megmaradt fSkomponensek segitségével. Az elhagyott f6kompo-
nensek szimanak a meghatarozasahoz a [2] Bartlett tesztet javasol.

A kommunalitasok jelen esetben az el nem hagyott f6komponensekhez tartozéd
egyutthatok négyzetosszegét jelentik. ’

3. Gépjarmivek vizsgalata f6komponens- és faktoranalizis segitségével

A vizsgalatot 49 darab kozuti és terepjar6 gépjarmi 17 paraméterére végeztem -
el SPSS 11 statisztikal programcsomag segitségével. A jarmivek kozott — személy-
gépkocsitdl a nyerges vontatdéig — minden teherbirasi kategéria megtalalhato. Az
egyes tipusok gyartasanak kezdeti idépontjai kozott nincs jelentSs eltérés. Amennyi-
ben ez nem é&llna fenn, az analizis eredménye nem lenne feltétleniil megbizhato,
mivel a miiszaki-tudomanyos fejlédés a vizsgalt berendezések paramétereit folya-
matosan moédositja, ami befolyasolhatja a korrelaciok nagysagat. Az adathalmaz
elemzését f6komponens- és faktoranalizis segitségével is elvégeztem.

A f6komponensanalizis elvégzésekor az egyes f6komponensek szérasnégyzetei
alapjan meg kell hatarozni, hogy az elemzés soran hany f6komponest vilasszunk
ki. Ezt a program szamara meg lehet adni a f6komponesek sziikséges szaméaval
és a korrelacios matrix legnagyobb még figyelembe vett sajatértékénck a segitsé-
gével. A sajatérték rendre megegyezik a hozza tartozé f6komponens szérasaval.
Mivel a sajatértékek és ezzel a szorasnégyzetek a (7) egyenlStlenség szerint csdk-
kennek, ezért az els6 néhany f6komponens az eredeti valtozok teljes szérasnégyzetét
altalaban nagy szdzalékban magyarazza. A hatart az elhagyott és a bennmaradt
fokomponensek kozott ott célszerd meghtizni, ahol a szérasnégyzetek kozott nagy
lesz a kiilonbség. Az eljaras eredményeként kapott egyiitthatéméatrix informacis-
tartalmat jol mutatja a bennmaradt fékomponensek szoérasnégyzet Osszegének és
a f6komponensek teljes szorasnégyzetének — ami megegyezik az eredeti valtozok
teljes szérasnégyzetével — a hanyadosa szazalékos formaban kifejezve (1. tablazat).

Esetemben a korrelacidés matrix legkisebb még figyelembe vett sajatértékének
0,8-et adtam meg, igy az els6 6t f6kompones keriilt kivalasztasra, melyek a teljes
szorasnégyzetet 81,609%-ban magyarazzak. Az eredményeket a 2. tiblazat mutatja.

A 2. tablazat szerint a elsé fékomponenssel a legnagyobb korrelacids viszony-
ban a fogyasztas van, mellette korrelaciét tapasztalhatunk az 6ntomeg, a teherbi-
ras, a vontatmany tomeg, a motor teljesitmény, a vonéers és az 6sszgordiilétémeg
esetében. Ezek a jellehzSk belathatéan miszaki megfontolasok szerint is szoros
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Teljes szorasnégyzet Kivalasztott f6komponensek | Rotalt f6komponensek
szOrdsnégyzetei szOrasnégyzetei
A teljes A teljes A teljes
Fékom- Sajat- sz6ras- | Kumu- | Sajat- | szoras- Kumu- [ Sajat- { sz6rds- | Kumu-
ponens érték négyzet | lalt % | érték [ négyzet lalt % érték | négyzet | 1alt %
%-aban %-aban %-aban

1 8,434 | 49,610 49,610| 8.434| 49,610 49,610 | 5,682 33,426 | 33,426
2 1,940¢ 11,411 61,022 1,940| 11,411 61,022 2,869| 16,878 | 50,304
3 1,498 8,811 | 69,833 1,498 8,811 69,833 2,475 14,561 | 64,865
4 1,127 6,631 76,464 | 1,127 6,631 76,464 1,491 8,769 73,635
5 ,875 5,145 | 81,609 875 5,145 81,609 | 1,356 7,974 | 81,609
6 ,655 3,851 | 85,460
7 ,546 3,210 88,670
8 ,446 2,625| 91,295
9 414 2,436 | 93,731
10 ,323 1,901 | 95,632
11 ,233 1,368 | 96,999
12 ,201 1,182 | 98,182
13 ,130 765 98,946
14 8,570E—02 ,504 1 99,451
15 4,245E—02 ,250 | 99,700
16 2,871E-02 ,169 [ 99,869
17 2,224E-02 ,131 | 100,000

1. tdbldzat. A teljes szérasnégyzet magyardzata

osszefliggésben allnak egymassal. A korrelaciot kivaltd ok a teherbirdsi kategoria,
ezért ez a f6komponens ezt a szempontot reprezentalja.

A mdsodik fékomponens a max. sebességgel korrelal, emellett gyenge korrelaciot
tapasztalhatunk a jarmd befoglalé méreteivel (hosszlisag, magassag) és a teljesit-
mény dotacioval (a gordilétomeg és a motorteljesitmény hanyadosa). Az Gsszefiig-
gés jarmitechnikai okai belathatok, de az Osszefliggés nagysaga miatt szorosabb
korrelaciot lehetne varni f6képpen a sebesség és a teljesitmény dotaci6 kozott. A je-
lenség magyarazhaté azzal, hogy a jarmivek legnagyobb sebességét a méreten és
a tonnara vetitett teljesitményen kivill forgalombiztonsagi és jogszabalyi elSirasok
is meghatarozzak. Haszongépjarmivek esetén a motor egy meghatarozott sebesség
elérésekor automatikusan leszabalyoz, igy miiszakilag akadalyozza meg a bizton-
sagosnak itélt sebesség, altalaban 100 km/h tallépését. A fSkomponens a koziti
mozgékonysdg szempontjat reprezentalja.

A harmadik fékomponens legnagyobb korrelaciéban a terepjarassal van, mellet-
te korrelaciét tapasztalhatunk az oldalddlés és a maszoképesség esetében, melynek
oka egyértelmii, kérdéses viszont az ellenkezs§ elGjel. A vizsgalt jarmivek kozott
kozatiak és terepjarék egyarant talalhatéak. A kialakitast egy alternativ ismérv
segitségével vettem figyelembe, melynek értéke 1, ha a jarmid koziti és 0, ha te-
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Fékomponens
1 2 3 4 5
fogyasztas ,909 ,161 | —7,802E—02 ,161 [ 1,338E-02
motor teljesitmény ,885 ,265 ,153 ,258 | —3,659E-02
vontatmany témeg ,871 [ 7,775E-02| 5,517E~02 -,140 —,139
bsszgordiilstomeg ,790 ,370 ,279 296 | 9,541E—02
max. vonoerd ,781 ,180 ,291 ,1991  5,001E-02
dntémeg 771 ,490 1151 236 | 7,637E—02
teherbiras ,713 ,361 ,235 ,359 ,127
max. sebesség -, 117 —,810| 5,093E-02 ,101 ,338
magassig ,316 ,736 ,296 —,138 | —5,701E-02
teljesitmény dotécié —,403 —,642 —,368 —,254 -,177
hosszusag ,281 ,635 ,164 373 ,188
terepjaras —,157 | 8,221E-02 ,821 ,104 -,141
oldaldglés -,305 —,207 —,816 ,139 | —=7,722E-02
mészoképesség —,458 -,120 —,734| 4,032E-02 —124
fajlagos fogyasztas —,307[1,696E-02| 8,954E-02 —,864 | 2966E—02
nyomatéki rugalmassag | —,145 —-,198 | —9,210E—-02 | —7,568E—02 ,868
fordulokér dtmérd 426 ,331 ,232 ,223 ,567

2. tdbldzat. Rotalt egyiitthatomatrix

repjaré. A harmadik f8komponens 4ltal reprezentalt szempont a terepjdré képesség
szempontja.

A negyedik fékomponens egyediil a fajlagos fogyasztassal korrelal. Ez a para-
méter csak a motor korszeriiségére jellemzs, ezért nem lehet mas itt is megjelend
paraméterrel vald osszefiiggést tapasztalni. Vizsgalhato lenne a fogyasztas, de ennek
az értékét a fajlagos fogyasztason kiviil még szamos tulajdonsag alakitja ki, példaul
a teljesitménydotacio, az erdatvitel attételi viszonyai, a gumiabroncsok kialakita-
sa és a hajtott tengelyek szama, stb. A negyedik fékomponens ennek megfelelen
csak a fajlagos fogyasztdst reprezentalja.

Az otodik fékomponens csak a nyomatéki rugalmassaggal van korrelacids vi-
szonyban. Az el§z6 f6komponens tapasztaltakhoz hasonldéan ez is csak a motor
jellemz&je.

Az elss két f6komponenshez tartozé paraméterek kozil néhany (6ntomeg, tel-
jesitmény dotéacid) mindkét komponenssel mutat némi korrelaciés viszonyt, amibél
nagyrészt a masodik f6komponenst és az ide megallapitott szempontot teszi bi-
zonytalanna. A fordul6kor atmérd nem korrelal egyértelmien egyik f6komponenssel
sem, valamint nem egyértelmi a korrelacié a jarmi hosszisiga esetében. A vizs-
galt gépjarmivek kozott van terepjard személygépkocsi, pick up, nyergesvontatd,
valamint kett&-, harom-, és négytengelyes gépjarmii. Az eltér$ funkciokbdl ad6do-
an jelentGsek az eltérések a gépjarmiveket jellemzd {6 méretek aranyaiban, amivel
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magyarazhaté a jarmd befoglalo méreteinek a korrelalatlansiga. Nincs figyelembe
véve a tengelyek szdma, a nyomtivolsig és a tengelytivolsag ardnya, valamint a
szerkezeti kialakitas, amivel a fordul6kér korrelalatlansaga magyarazhaté.

A minta nagysaga lehet6vé tette a faktoranalizis elvégzését is. Az egyutthato-
matrixot f6faktor moédszerrel allitottam els. A létrehozand6 kozos faktorok szamat,
hasonléan, mint azt a f6komponensanalizisnél lattuk, a program szaméra elére meg
kell adni. Célszerii tobb faktormegoldast megvizsgalni, megkeresve azt, ahol a ku-
mulalt szérasnégyzetek maximalisak lesznek, ugyanis ez a faktormegoldis magya-
razza legnagyobb mértékben az eredeti valtozok teljes szorasnégyzetét.

Esetemben az optimalis faktormegoldas a f6komponensanalizis eredményéhez
hasonléan 6t kozos faktort tartalmaz, amelyek 71,52%-ban magyarazzak az erede-
ti valtozok teljes szorasnégyzetét. Faktoranalizis esetében a minta megfelelségét a
program Kaiser-Meyer—Oldkin teszt segitségével ellenérzi. Ennek értéke jelen eset-
ben 0,794 volt, ami j6 faktorelemzést mutat. Az analizis eredményei a 3. tablazatban
lathatok.

Faktor
1 2 3 4 5
vontatmany tomeg ,850 9,278E-02 ,147 ,107 —-,111
fogyasztas ,812 ,429 ,189 | —3,899E-02 | 9,282E-03
motor teljesitmény ,756 ,534 ,250 ,190 -,114
dntémeg ,611 ,510 ,508 , 191 9,398E-04
max. vonéers ,579 ,505 ,164 ,343 | —4,138E-02
Osszgordilgtomeg ,573 ,642 ,336 333 -1,561E—-02
teherbiras ,497 ,638 ,341 257 | 3,476E-02
fajlagos fogyasztas —,174 —,607 | 2,180E—-03 , 110 1,716E—02
magassag ,304 | —7,684E-03 ,734 ,325 -,117
max. sebesség —7,879E—02 | —6,996E—-02 —,621 | —4,155E-02 411
teljesitmény dotacié —,225 —,454 —,618 —,380 | —6,794E—02
hosszusag ,191 ,425 ,525 ,176 6,213E—-02
oldaldélés —,225 | —2,987E—-02 -,197 —,887 | —2,051E-02
maszoképesség —,314 —,217 -,114 —,759 | —4,891E~02
terepjaras —9,629E-02 | —1,859E—-02 ,120 ,543 | —6,386E-02
nyomatéki rugalmassag —,119 | —2,887E—-02 —,142 | —-5,436E—-02 ,627
fordulékor atméré ,274 ,432 ,339 ,257 ,458

3. tdbldzat. Rotalt egyiitthatématrix

Az eredmények hasonlosagokat mutatnak a f6komponensanalizis-eredménye-
ivel. Hasonlésagot tapasztalhatunk a harmadik, a negyedik, az 6todik faktor, és
rendre a méasodik, a harmadik és az 6todik f6komponens kozott. A fordulokor atmé-
6 esetében mindkét eljarasnal ugyanazt tapasztalhatjuk. Az els§ f6komponensbe
sorolt ismérvek a faktoranalizis soran két kiilon faktorba lettek sorolva, kiegészitve
az el6z6ekben fuggetlennek itélt fajlagos fogyasztdssal.
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Megfigyelve viszont az elsd két faktort, az ide sorolt paraméterek a vontatmany
tomeg és a fajlagos fogyasztas kivételével, mind a két faktorral magas korrelaciot
mutatnak. Az eredmények pontositasa érdekében ezért a [2] 264. oldal szerinti ite-
raciot végeztem el. Az ott bemutatott példa szerint az analizisbél ki kell hagyni
azon paramétereket, amelyekhez tartozo legnagyobb egyiitthaté egy meghatéarozott
értéket nem ér el. A bennmaradt paraméterekkel pedig ajra el kell végezni az anali-
zist. Ez az érték esetemben 0,6 volt. A t6bbszoros iteracié eredményét a 4. tablazat
mutatja. '

A KMO teszt eredménye 0,826. A két faktor az iteraciok eredményeként meg-
maradt 8 paraméter teljes szorasnégyzetének a 81,822%-4t magyarazza. Vagyis az
eddigi eljarasok koziil ez szolgaltatta a legnagyobb pontossagot. A tablazatot meg-
vizsgalva megallapithatd, hogy az eredmények megerésitik a f6komponens analizis
soran kapott els6 f6komponenst, a maz. vonderd kivételével és megerdsitik a har-
madik f6komponenst. A terepjaras kiesése magyarazhato azzal, hogy ezt alternativ
ismérv segitségével vettem figyelembe, ami a jelen eljaras esetében nem hasznalha-
to.

Faktor
1 2
fogyasztas ,908 | —6,639E—02
motor teljesitmény ,947 —,279
vontatmany tomeg ,724 —,159
Osszgordiilétomeg ,856 —,419
Ontomeg ,866 —,335
teherbiras ,817 —,324
oldaldélés —,141 ,980
mészoképesség —,324 ,750

4. tdbldzat. Rotalt egylitthatomatrix

Végezetill megallapitom, hogy a kozel valamennyi lehetséges tehergépkocsit
reprezentalé minta alapjan a vizsgélt paraméterekbdl két olyarn csoport sziirheté
ki, amelyeket alkot6 tagok egymassal paronként magas korrelaciés viszonyban van-
nak. Az altaluk reprezentalt szempontok a kovetkezsk: teljesitmény kategoria és
terepjdrd képesség. A mintat alkotd gépjarmiivekre ezek lesznek az alapvets infor-
maciét hordozo valtozdk, vagyis ezen két szempont szerint lehet a mintat elkilo-
niteni. Az eredmények helyességét visszaigazoljak a kiindulasi adatok; miszerint a
tai alkotjak. ) :

Figyelembe véve a kiszirt két csoportot korrelalatlannak tekinthet6é a nyoma-
téki rugalmassdg, nem képezhets egyértelmid csoport a max. vonderd, a magassag, a
maz. sebesséy, a teljesitmény dotdcid és a hosszisdg paraméterekbdl. A fordulokor
datmeérd esetében egyértelmd korrelaciés viszony nem allapithaté meg.
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Az analizis eredményeként esak két faktor maradt, ezért lehetdség van a fak-
tortér grafikus abrazolasara is (1. abra).

1,5
terepjar6 képesség
o i
5 . |
é ! teherbirasi kategéria
0.0 ; : :
0,5 ’ 05 [* .'5 15
)
Faktor 1
# fogyasztas M motor teljesftmény A vontatmény témeg X 8sszgordillétémeg
X 5ntdmeg Mteherbfrés #® oldaldolés = mészoképesség

1. dabral. abra. A teherbirasi kategoria és a terepjaroé képesség szempontjaihoz tartozo
faktortér

4. Osszegzés

A két adathalmaz elemzését kovetGen megallapitom, hogy a tobbvaltozos anali-
zis segitségével a miiszaki berendezések paraméterei csoportokba foglalhatok. A cso-
portokon beliil a korrelaciot kivalté okok azonosithatok, és ezen okok alapjat képez-
hetik a vizsgalt eszkozt leiré szempontrendszer kialakitasanak. Tovabba az eredmé-

nyek lehet6vé teszik a paraméterek kozotti korrelaciok segitségével a rendszerben
lévs Osszefliggések feltarasat.

Meghatarozo az eszkozoket leird paraméterek teljessége, mivel csak ezeknek az
informéaciotartalma keriil feldolgozasra, ezért ennek a feltételnek a be nem tartasa
egyrészrél a faktorok altal nem teljes paramétercsoportokat és ebbél adéddéan nem
teljes szempontrendszert szolgaltathat.

Az eljaras alkalmazéasa, illetve az eredmények pontossaga fligg az egyedek sza-
matol. Tovabbi feltétel, hogy a mintat képz6 eszkozoknek kozel azonos funkcidkkal
és teljesit6képességgel kell rendelkezniiik, valamint hasonlé miszaki-tudomanyos
szinvonalat kell képviselnitik. :

Az eljarasok eredményeként sziiletett funkcionalis képességeket leiro vetiiletek
segitségével elGallnak azok a vizsgéalati szempontok, amelyek inputadatat képezhe-
tik egy tobbszemponta dontési eljarasnak.
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EXAMINING TECHNICAL EQUIPMENT WITH THE HELP OF FACTOR ANALYSIS

J6zSEF GYARMATI

In this article, I will investigate the characteristics of technical equipment with the help of
factor analysis and principal component analysis. In the process I will use mathematical methods
in order to classify the characteristics of technical equipment. Within the individual classes, I will
look for the reasons behind the correlation that exists between the characteristics. I will try to
prove that those reasons will help identify the main purposes of the equipment under scrutiny.
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NAGY PONTOSSAGU KEPFELDOLGOZAS
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Egy sziirke skilaju képen mintegy hiromszaz, nagyjabol kor alaka, 10 és 30 pixel
kozotti &tmérdjid folt kozéppontjat és sugarat kell lehets legnagyobb pontossaggal meg-
hatarozni. A feladat nehézségét az jelenti, hogy ellentétben a képfeldolgozasban szokasos
pixeles pontossaggal, ennél egy nagysagrenddel nagyobbra van sziikség. A megoldasban
kiilonbozé paraméterd szlrbkkel készitett konvolucidk geometriai tulajdonsagait hasz-
naljuk fel; nevezetesen az illeszkedés josagat a feliilet lokalis maximumaban mért gorbi-
lete adja meg. A cikkben az ujfajta megkozelités elemeit és azok matematikai hatterét
ismertetjiik.

1. Bevezetés

Egy tipikus képfeldolgozasi feladatban egy képen megadott, vagy a megadott-
hoz hasonlé alakzatot kell keresni. Gyakran elegendd csak azt eldénteni, hogy a
minta egyaltalan megtalalhaté-e a képen. A legtobb ismert eljaras a minta Gsszes
eléfordulasat par pixeles pontossiggal meg is adja. Esetiinkben képenként tobb
mint haromszaz, nagyjabol kor alaku folt sugarat és helyét kellett pixelnél nagyobb
pontossaggal megallapitanunk. A feladatot a kovetkezd modszer szerint kivanjuk
megoldani. Els6ként definidljuk mintdknak egy egyparaméteres sokasagat: minden
sz6bajovs r sugarra egy mintat, ami leirja azt, hogyan néz ki egy tipikus r sugaru
folt. Ezek utan egy gyors, heurisztikus modszerrel megkeressiik az ésszes folt ko-
zéppontjat és sugarat par pixel pontossaggal. Minden sugarra megkeressiik, hogy
ehhez a sugarhoz tartozé minta hol illeszkedik a legjobban a becsiilt kézéppont ko-
zelében, majd kivalasztjuk azt a sugarat és a hozzatartoz6é kozéppontot, ahol ez
az illeszkedés a lehetd legjobb. A tovabbiakban ennek megvalositasa soran felme-
rilé problémakat ismertetjilk azzal egyiitt, hogyan oldottuk meg, illetve hogyan
keriiltiik meg a problémat.
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Foltok helyének kozelit§ meghatarozasa nem igényel a képfeldogozasban ismert
és hasznalt modszereken tdlmutato Gtletet, igy annak ismertetésétdl eltekintiink.
A 2. részben foglaljuk ssze mindazt a sziikséges elSismeretet, amit a szdrékrél
és a konvoluciordl — a képfeldolgozas alapvetd modszereirs] — fel fogunk hasznal-
ni. A 3. rész taglalja, hogyan kell megvalasztani a kiilonb6zé sugarakhoz tartozéd
mintakat, tovabba hogyan kereshetjiikk meg a foltok kézéppontjat pixel pontossag-
gal. A kozéppontokat pixelnél nagyobb pontossaggal a 4. részben hatarozzuk meg.
Az 5. rész az r sugar meghatarozasarol szol. Mig fix sugar mellett a legjobb illeszke-
dés helyét a konvoliiciés feliilet lokalis maximumai szolgaltatjak, addig kiilénb6zé
sugarak mellett a lokalis maximum értéke nem tikrozi vissza, hogy mennyire j6 az
illeszkedés. Ennek mérésére a konvolucios feliilet masik jellemzgjét, a maximumban
meért gorbiiletet hasznaljuk. Kideriil azonban, hogy a lokalis maximum helyét megfe-
lels pontossaggal becsiils eljaras til nagy hibat vét a gorbiilet esetében. A 6. részben
megmutatjuk, hogyan lehet mas moédszerrel, megfelels pontossaggal a gorbiiletet
is szamitani. Az utolso, 7. részben Osszefoglaljuk a feladat megoldasat, és néhany
nyitva maradt kérdést vetiink fel.

2. Szirdk

A képfeldolgozas soran a leggyakrabban hasznalt moédszer szdrék alkalmazasa
(2, 6]. A képet egy p(z,y) kétvaltozés valés sikon értelmezett fiiggvénynek tekint-
jiik; a fiiggvény értéke a kép (z,y) pontbeli szine. Mivel fekete-fehér képrdl van
526, a szin egy 0 és 1 kozotti valés szam, ahol O jelenti a feketét, 1 pedig a fe-
héret. A p(z,y) fliggvényrdl feltessziik, hogy a sik megfeleléen nagy tartomanyan
(vagy akar a teljes sikon) értelmezve van, és mindazon feltételeknek eleget tesz,
amik biztositjak, hogy a felhasznalt tételek igazak legyenek (példaul p akarhany-
szor derivalhat6, vagy négyzetesen integralhato, stb.). A feldolgozandé képen a p
figgvénynek az egész koordinataja racspontok egy téglalap alaka részén felvett ér-
tékeit talaljuk valamekkora hibaval. A hiba természetével és a kép mindségének
javitasaval (zajszirés, kontrasztjavitas) nem foglalkozunk.

Egy sziré mindeniitt értelmezett, sima, négyzetesen integralhaté f fiiggvény,
ami rendszerint, de nem feltétleniil még centralszimmetrikus is (vagyis f(z,y) =
f(—=z,—y) minden z, y valés szampérra). Az f-et eltoljuk az (u,v) pontba, majd
az eltolt és tiikrozott f-fel mint sillyal atlagoljuk a p képet:

(1) Plu,v) = /R‘Z plx,y)flu —x,v —y)drdy.

Ez az ugy nevezett konvolicids integrdl a p(z,y) kétvaltozos fliggvényhez a P(u,v)
kétvaltozds fliggvényt rendeli; szokasos még a P = (p,.f) jelolés is. Kénnyd latni,
hogy {(p, f) szimmetrikus: (p, f) = (f,p), valamint mindkét argumentumaban line-
aris, példaul (p,c1f1 +cafa) = c1(p, fr) + ca{p, f2). Az f szilir§ a konvolicié mag-
fiigguénye.
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A o szorasu (kétdimenzios) Gauss-szird az alabbi fiiggvény:

1 i +¥
Gu(zay)zm‘e 20 &

Szokas szerint a konstanst ugy valasztottuk meg, hogy a sziirG teljes sikon vett
integralja (vagyis a szir6 L; normaja) éppen 1 legyen. ElGszeretettel hasznalnak
‘kis szorast Gauss-szlirét a kép hibainak csokkentésére; nagyobb szorasa sztirgvel a
képet ,Jagyitani” lehet, vagyis az éleket elmosni (blurring). Még nagyobb szoérasu
Gauss-sziir6vel vett konvolucioé értéke jol méri egy képpont kornyezetének atlagos
sziirkeségét. Példaul az élesitésnek (sharpening) hivott kontrasztjavitod eljarasnal
a kép (u,v) pontbeli értéket ugy modositjuk, hogy az ottani atlagtol vald eltérés
¢ > l-szeresére néjon. Az atlagot egy oy szorasu Gauss-sziirGvel valé konvolicid
adja meg, az (u,v) pontbeli értéket pedig egy oo szorasu Gauss-szlré (persze o
nagyobb, mint o3). A kontrasztjavito eljaras eredménye az (u,v) pontban:

<p’ GUI> +c- ((p,G02> o (p1G01>) = <p1 (1 == C)Gal +CG02>7

felhasznalva a konvolucio linearitasat. A javitas tehat egyetlen konvolicioval is sza-
molhat6. A két Gauss-sziir6 kiilonbsége ugy néz ki, mint egy mexikoi kalap (1. ab-
ra).

1. dbra. Két Gauss-sziirs kiilonbsége

Gyakorlatban a szamitasok gyorsitasa érdekében a szilirGket egészen kis méret,
egész értéki matrixszal kozelitik. A kontraszt novelésére példaul az alabbi 3 x 3-as
métrixot szokéas hasznalni kiilonb6z6 ¢ konstansokkal:

-1 -1 -1
-1 c -1
-1 -1 -1

Visszatérve a (p, f) konvolaciora, ennek (u,v)-beli értékét ugy is tekinthetjiik,
mint annak a mértékét, hogy ebben a pontban p mennyire hasonlit az f sz{ir6hoz.
Nézziik ugyanis p valamint f eltolt (és tikrozott) képe kozotti kiilonbség négyzetes
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integraljat a teljes sikon:
/ (p(z,y) = flu—z,v—y))" dzdy =
= [Padedy+ [ ) dedy - 20,9)

A jobb oldalon az elsS két integral értéke fiiggetlen az (u,v) ponttol, tehat a négy-
zetes eltérés a konvolicié (—2)-szeresétl csak egy additiv konstansban tér el. Mi-
nél nagyobb tehat a konvolicio, annal jobban hasonlit a p az f sziréfiiggvényre.
A konvolucionak ezt a tulajdonsagat kihasznalva tudunk egy képen adott mintahoz
hasonlé alakzatokat keresni. A mintat felvessziik sziirének; ahol a konvolaciénak
(lokalis) maximuma van és értéke meghalad egy bizonyos kiiszébét, ott varhato a
minta megjelenése. Természetesen az eljaras csak az adott minta eltoltjait tudja
csak megtalalni. Szerencsére esetiinkben a keresendd alakzatok forgisszimmetriku-
sak, igy nem kellett a minta elforgatasabol adodé problémaval kiiszkédniink.

Gyakorlatban a konvolucié kiszamitasa numerikus integralast jelent. A p fiigg-
vény értékét csak egész helyeken ismerjiik (és ott is csak valamilyen hibaval), ezért
az integralt az integralandé fiiggvény racspontokon felvett értékeinek Osszegeként
kozelitjik:

P(u,v) =~ P(u,v) = Z (2, 7) flu—i,v — 7).
i,j€Z?

Az f sziiré altaldban mindeniitt (és nem csak a racspontokon) van definialva, tehat
P értekét tetszoleges (u,v) pontban, és nem csak a racspontokon tudjuk szamitani.

3. Lokalis maximum keresése pixel pontossaggal

Egy feldolgozandé kép tipikus részletét lathatjuk az 2. dbra bal oldalan. A jobb
oldalon a kiemelt rész haromdimenzios képe lathatd; a foltokat a késGbbi utalasok
kedvéért megszamoztuk.

A keresendé alakzatok nem homogén foltok, hanem gyakran gydrd alaktak,
melyeket egy nagyon keskeny, a hattérnél vildgosabb csik vesz koriil. Az egyes széa-
mu (bal alsé sarokban talalhato) folt kbzepén is megfigyelhetd egy krater. A foltok
hozzavetsSleges helyét és sugarat egy gyors, heurisztikus algoritmussal megkeressiik.
Ezutén vesziink egy r sugarhoz tartozo f, sziirdt, és a kdzéppont becsiilt helyébésl
indulva megkeressiik azt a legkozelebbi (v, v) racspontot, ahol a

Bo(u,v) =Y p(i,5) fr(u —d,v - 5)
o .
kozelits osszegnek lokalis maximuma van. Amennyiben mind a sugarat, mind a folt

helyét megfelelden jol becsiiltiik meg, a lokélis maximum helye jo kozelitést ad a
kézéppontra.
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2. dbra. A feldolgozandd kép és részének 3D képe

Mint az el6z8 részben lattuk, az ideélis f, sziir6 megegyezik az r sugari folt
alakjaval. A foltok valamilyen fizikailag létez objektumok képei, til nagy valtoza-
tossagot mutatnak, és nincs is ra esély, hogy valamilyen szép fiiggvénnyel le tudjuk
Gket irni. Ezért olyan f, sziir6t hasznalunk, amely egyrészt analitikusan kezelhe-
t6, masrészt jol hasznalhaté a folt kézéppontjanak és sugaranak meghatarozasara.
Ez azt jelenti, hogy a sziir6 viszonylag nagy és egyenletes meredekségii a folt szé-
lének kornyékén — vagyis az origétol r tavolsadgban —, attdl tavolabb és az origd
kornyezetében pedig lényegében vizszintes kell legyen. Minél meredekebb a szrd,
annal jobban kiemelkedik az illeszkedés helye. Ugyanakkor tal meredek szlir6 mar
tulsagosan érzékeny a pontos r értékre és a folt szabalyos alakjara: kicsit eltérd
sugar vagy bizonytalan alaku folt esetén a lokalis maximum nagyon eltolédhat az
igazi kozépponthoz képest. :

Tovabbi probléméat okoz, hogy nem egyetlen sziir6t kell megadnunk, hanem
minden szo6bajovs r sugarra egyet-egyet. Kiilonbozs sziir6k altal adott eredménye-
ket kell 0sszevetniink, ami azt jelenti, hogy a sziir6ket megfelelGen kell normalni. De
milyen norméat valasszunk? A kép atlagos sziirkeségét azok a sziir6k tartjak meg,
melyek L; normaja (a tejes sikon vett integralja) éppen 1. Ha viszont a konvoluci-
ot ugy tekintjiik, mint ami a kép és a sziir6 kozotti négyzetes eltérést méri, akkor
a szlir6k Lo normajat kellene egyenlgvé tenniink. Persze esetiinkben nem sziikség-
képpen a négyzetesen legjobban kozelit6 sziirs illeszkedik legjobban. Ennek oka a
folt alakjaban mutatkozo6 bizonytalanség és a folt kozepén megjelens egyenetlenség.
A norma megfelel§ megvalasztasanak kérdését megkeriilhetjiik, ha az f, sziirét fi
megfelelSen felnagyitott képének valasztjuk: f,.(u,v) = fi1(u/r,v/r). Ekkor ugyanis
fr tetszSleges normaja fi; megfelels normajanak r2-szerese. Ennek a valasztasnak
hatranya viszont, hogy f.-nek sugér tavolsidgban mért meredeksége linearisan fiigg
r-t6l: minél nagyobb a sugar, a sziir§ annal kevésbé érzékeny kis elmozdulasokra.

A keresett foltok korszimmetrikusak, tehat sziiréink is azok lesznek. Az els-
z6 érvelésnek megfeleléen f.-et ugy valasztjuk, hogy egy valos egyvaltozos ¢(z)
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0.5 1. S~ 1.5 2

3. dbra. A sziirét generalo (1 — :1:8/4)6"’4 fiiggvény grafja

figgvényt r-szeresére nyujtva megforgatunk az y tengely koril:

Vu? + v?

fr(u,v)y =p | —— |.

T

p-nek olyan fiiggvényt kell valasztani, mely a 0 kornyékén nagyjabol konstans, az

1-hez kozeledve meredeken csokken, majd nem sokkal 1 f6l6tt gyorsan belesimul az
z tengelybe. Az altalunk valasztott

=12

fiiggvény z ~ 0,7-ig vizszintesen halad, onnan elindul lefelé. z = /2 ~ 1,18 koriil at-
metszi az T tengelyt, 1,5 folott pedig mar elenyészéen kicsi (3. 4bra). A kis negativ
tartoméany a folt koriili keskeny vilagosabb savnak felel meg. A tovabbi elemzéseket
erre fiiggvényre tessziik; kovetkeztetéseink azonban maés szlrdkre is igazak.

4. dbra. A kép r = 7,5 paramétert sziir§ alkalmazasa utan

Alkalmazva az f, sziir6t az r = 7,5 értékkel, a kapott felillet hAromdimenzios
képét a 4. dbra mutatja. Jol lathatok a markéans siivegek, melyek csiicsa felel meg
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a konvoliici6 lokalis maximumainak, vagyis a csticsok koordinatai adjak meg a fol-
tok kozéppontjait. A szidrd eltiintette az eredeti képen a foltok kozepén talalhato
bemélyedéseket, a folt egyenetlenségeit és bizonytalansagokat.

A P = (p, fr) konvoltcié lokalis maximumait — vagyis a siivegek csiicsait — pixel
pontossaggal egyszerden meghatarozhatjuk. A maximumhoz elegend&en kozelrsl
indulva racspontokon lépkediink. Minden lépésben a racspontnak olyan szomszéd-
jaba megyiink, ahol a P konvolicié nagyobb értéket vesz fel. Amikor megakadunk,
megtalaltuk a lokalis maximumot. Az algoritmus gyorsithat6, ha példaul minden
lépésben elGszér abban az iranyban prébalkozunk, amit az el6z$ 1épésben hasznal-
tunk. Robusztusabba is tehetd az algoritmus, ha lépésenként az Gsszes kozvetlen
(vagy masod-, harmad-) szomszéd koziil valasztjuk ki a maximalisat.

4. Nagyobb pontossag feliilet illesztésével

A P, = (p, f;) konvolucié lokalis maximumainak helyét pixelnél nagyobb pon-
tossaggal is megbecsiilhetjiik. Tegyiik fel, hogy az (ug, vo) racspontban P, értéke
nagyobb, mint a kornyezd racspontokban. A P.(ug + z,vo + y) fiiggvényt egy

1 1
(2) G(z,y) =A+Bz+Cy+Dzy+§E:c2+ 5Fy2

alakt masodfoki feliilettel kozelitjuk, és P, lokalis maximumat (ug + o, vo + yo)-lal
becsiiljiik, ahol (zg, yo) az a hely, ahol G(z,y) a lehets legnagyobb.

Szokas szerint G egyiitthato6it ugy hatarozzuk meg, hogy P.(ug + z,v0 + ¥) és
G(z,y) eltérésének négyzetdsszege az origd koriili néhany racspontban a lehetd leg-
kisebb legyen. Ha A ezen racspontok halmaza, akkor a minimalizalandé kifejezés

3" (Gli,5) = Poli + 0,5 + )"
(,5)€A

Ennek az A, B, C, D, E é F egyutthaték szerinti parcialis derivaltjai el kell
tinjenek. Ez hat linaris egyenlet az ismeretlen egyiitthatokra, amibdl azok meg-
hatarozhaték. Amennyiben az 4 halmaz szimmetrikus mind a két tengelyre, az
egyenletrendszer harminchat egylitthat6jabol 24 nulla lesz, és az egyenletrendszer
akar kézzel is kdnnyen megoldhato.
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Az A-ra j6 valasztas pédaul az a 21 elemd halmaz, ami az origd kériili 5-szor
9-0s racsnégyzet pontjaibdl all annak négy sarkat kivéve:

Y

A G(z,y) egylitthatéinak meghatéarozasa utan megkeressiik G maximumat. Ezt
abban az (zg, yo) pontban veszi fel, ahol az G-nek z és y szerinti parcialis derivaltja
egyarant eltinik:

oG
— =B+ Dy+ Ex =0, C{)—G=C+D310+Fy:O.
Oz Oy

Az egyenletrendszer megoldasa

CD - BF BD-CE

3 _co-Br  _BD-CE
®) =Fr-p2’ T EF-D?

A nevezében 4ll6 d = EF — D? érték a G masodfoku feliilet fontos jellemz&je. En-
nek elGjele azonositja a feliilet tipusat a (3) szerinti (zg, yo) pontban. Ha d pozitiv,
G-nek az (2o, yo) pontban vagy abszolit maximuma, vagy abszolit minimuma van,
attol fiiggden, hogy E (és vele egyiitt F') negativ vagy pedig pozitiv. Ha d nulla
vagy negativ, akkor G-nek egyatalan nincs lokalis szélsGértéke, és igy specialisan
(zo,y0) sem lehet az.

Mindezeket Osszerakva a P, konvolicié lokalis maximuméanak meghatarozisa-
ra az alabbi algoritmust kapjuk. Az (ug,vo) racspont meghatarozasa utan az A
racspontokban négyzetesen legjobban illeszkedd G masodfoku feliilet (2) szerinti
egyiitthatoit kiszamitjuk. Ha a feliilet d = EF — D? diszkriminansa nulla vagy ne-
gativ, az illesztett felilletnek (ug,vo) kérnyékén nincs szélsGértéke, ami az jelenti,
hogy a P, konvoldciénak sincs itt szignifikins maximuma. Ha d pozitiv, a (3) alap-
jan szamfitott (zo,yo) pontban van G-nek szélsGértéke. Még érdemes ellendrizni,
hogy To és yo abszolit értékben kisebb 1-nél (tulajdonképpen az 1-hez vagy —1-
hez kozeli érték sem igazan elfogadhaté). Ha igy van, az (u¢ + zo,vo + o) pont a
P, lokalis maximumanak j6 kozelitése.
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5. A sugar meghatarozasa — Gauss-gérbiilet

Amennyiben ismerjikk az r sugarat, az el6z6 pontban ismertetett eljarassal a
folt kézéppontjat mar megfelel pontossaggal meg tudjuk hatarozni. Feladatunk
tehat r meghatarozasa.

Mint lattuk, a P, konvolicié az f,. sziir6 és a kép négyzetes eltérését meéri. Ter-
mészetesen adédik, hogy azt az r-et fogadjuk el a sugér értékének becslésére, amire
P,.-nek el6z6 pontban leirt algoritmus szerint szamitott lokalis maximuma a lehetd
legnagyobb. A tapasztalat szerint azonban ez nem mikodik: a lokalis maximum-
ban felvett érték r-ben nagyon enyén, de monoton csékken. Ennek oka elsGsorban
az, hogy a foltok alakja r-rel nem linearisan valtozik, mig az f, sziiréket fi-bél li-
nearis nagyitassal kapjuk. Igy az optimalis r sugar esetén f, mar nem feltétleniil
illeszkedik négyzetesen a lehetd legjobban.

Megoldasként egyik lehetGség az, hogy az f,. sziir6ket masképp definialjuk.
Példaul nagyszamu foltrol statisztikat készitve probaljuk meg azok tipikus alakjat
meghatarozni — ehhez viszont a statisztikiban részt vevd foltok pontos sugaraf tud-
nunk kell. Ha ezt a trivialisnak egyatalan nem tind problémat megoldottuk (pél-
daul klaszterezéssel csoportositjuk a nagyjabol egyforma sugaru foltokat), Gjabb
problémaéaval keriiliink szembe: a sz(iréket normaéalni kell. Tokéletes alakii szdrd és -
hiba nelkiili p(z, y) értékek esetén persze a sziir6k Ly normajat kell egyenlévé ten-
ni. A mérési hibak hatasat az L; norman keresztiil tudjuk kontrollalni. Mivel az
L; és L, norma. teljesen méas, a normalast ismét az adatok alapjan kell beallitani.

Masik lehetdségiink az, ha az illeszkedés josagat masképpen mérjiik. Ehhez
vegytk jobban szemiigyre a (2) felillet (zo,yo) lokalis szélssértékét. Hogy ez a szél-
s6érték mennyire szignifikins, a pozitiv d = EF — D? érték mutatja meg. Ha d
kicsi, akkor G maximumét egy lapos platén alig kiemelkedve veszi fel. Minél na-
gyobb a d, a feliilet annal meredekebb, hegyesebb (xg,yo)-ban. Ez nem véletlen,
hiszen d éppen G-nek az (zo, yo)-beli Gauss-gorbilete, lasd [3, 4].

Huazzunk érintd sikot a G feliilet egy (x,y) pontjaban, és az egyszertség ked-
véért tegyik fel, hogy a feliilet az érintési pont egy kornyezetében az érinté siknak
ugyanarra az oldalara esik. (Ez a helyzet példaul, ha (z,y) lokalis maximum.) Ha
most az érintd sikot Gnmagéval parhuzamosan & tavolsagra eltoljuk a felilet felé,
akkor a feliiletet és a sik metszésvonala kozel ellipszis alaka lesz. A metszet ellip-
szis kis- és nagytengelyének félhosszat emeljiik négyzetre, a négyzeteket szorozzuk
ssze, majd a szorzatot normaéljuk le. Mivel mindkét tengely hossza £1/2 nagysag-
rendi (érintS sikon vagyunk), a normalas 4e%-nel valé osztast jelent. (A magikus
4-es szorz6 megjelenésének okat lasd alabb.) A Gauss- - vagy masképpen szorzat- —
gérbiilet a normaélt szorzat reciprokanak hatarértéke, amint € tart a nulldhoz.

A Gauss-gorbiiletet masképpen is szokis definialni. A feliillet (z,y) pontjaban
az érintd sikra mer&leges egyenest emeliink. Ezen a normalison at fektett 6sszes si-
kon meghatarozzuk a feliilet és a sik metszetének a gorbiiletét. A gorbiiletek koziil
a minimalis és a maximalis két egymasra mer6leges sik esetén fordul el. A szorzat-
gorbiilet ennek a két szélsGértéknek a szorzata. Az dsszeg- vagy Minkowski-gorbiilet

" pedig a minimalis és maximaélis gorbiilet 6sszege. Az, hogy a Gauss-gorbiilet két
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definicidja ekvivalens, abbol kévetkezik, hogy limeszben a fenti ellipszisek kis- és
nagytengelyei éppen a maximalis, illetve minimalis gorbiiletet adé sikokban vannak,
tovabba ezek a gorbiiletek annak a hanyadosnak a hatarértéke, mikor 2e-t a meg-
felels feltengely hosszanak négyzetével osztjuk. (Innen adédik a fenti 2¢ - 26 = 4¢2
normalé tényezs.) Ha az F{(z,y) fiiggvény altal definialt feliilet egy pontjaban az z
és y szerinti parcidlis derivalt is eltlinik, akkor abban a pontban a Gauss-gérbiilet

@ O°F F ([ 8F\?
8z2  Oy? axrdy ) ’

egyezésben azzal, hogy a (2) masodrendd G feliilet (xq,yo) lokalis széls6értékében
ez az érték éppen EF — D?, hiszen G masodik parcialis derivaltjai rendre E, F,
and D. Hasonléképpen ugyanebben a pontban a Minkowski-gorbiilet

0*F O*F
5 — + =
(5) ox? + Oy?

Mind a Gauss-, mind a Minkowski-gorbiilet a feliilet csticsossagat, hegyességét méri.
Gauss nevezetes tétele szerint a Gauss-gorbiilet invarians a feliilet hajlitgatasaival
szemben, azt a feliilet bels§ geometridja meghatarozza, szoros kapcsolatban van a
feliiletre rajzolt haromszogek szogosszegével. Ugyanakkor egyik iranyban hosszan
elnyal6 feliilletnél a Gauss-gorbiilet majdnem nulla, fiiggetleniil att6l, hogy erre
merdlegesen a felillet mennyire meredek. Ilyenkor a Minkowski-gérbiilet jobban
hasznalhato a felillet gérbiiltségének mérésére. Esetiinkben a feldolgozando foltok
nagyjabol kor alakuak, igy P, lokalis maximumaiban a minimalis és maximaélis gor-
biilet varhatéan kozel van egymashoz. Kovetkezeskepp a kétfajta gorbiilet ezeken
a helyeken egyforméan fog viselkedni.

Az illesztett G fellilet maximuméaban a go1bulet egyuttal becslést ad a P kon-
volucios fellilet gorbiiletére is. Minél nagyobb ez a gorbiilet, annal szignifikdnsabb
a lokalis maximum. Ez az észrevétel sugallja, hogy a kiilonb6z6 sugarakat annak
alapjan hasonlitsuk 6ssze, hogy mekkora a lokalis maximumban a gorbiilet. Az opti-
malis sugar a maximalis gorbiilethez tartozik: mind kisebb, mind nagyobb sugéarhoz
tartozé szird ezt a maximumot egy kissé ,elkeni”, és igy a gorbiilet kisebb lesz.

Ezek a meggondolasok a kovetkez eljarast sugalljak egy folt helyének és su-
garanak becslésére. Legyen 1o valamint (ug,vg) az eldzetesen becsiilt sugar, illetve
kozéppont. Az ¢ koril valasztunk kilonbozd r értékeket. Mindegyikkel elkészit-
jlik a folt kérnyékének az f, szlirével valé P, konvoluciojat. Az (ug,vo)-bél indulva
megkeressiik azt a racspontot, ahol P.-nek lokalis maximuma van. Ott a 4. részben
leirtak szerint kiszamitjuk a négyzetesen legjobban illeszkedd G maéasodfoku feliile-
tet, és azt, hogy hol veszi fel maximumat, illetve hogy ott mekkora a gorbiilete. Azt
az r-et fogadjuk el a sugar kozelitésének, amelyikre a gorbiilet a lehets legnagyobb,
és az ekkor ad6do maximum helye adja meg a folt kézéppontjat.

Az eljaras eredményét a harmas és négyes szami foltokra az 5. abra mutat-
ja. A vizszintes tengelyen az r sugar fut 6-t6l 12-ig. A g-vel jel6lt gorbe a Gauss-
gorbiilet, az z, illetve y pedig a lokalis maximum helye. Mindkét esetben jol lathato -
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1 | | | J 1 I I I I J
r==6 12 r=6 12

5. dbra. Maximumbhely és Gauss-gorbiilet a harmas és négyes folt esetén

a gorbiilet maximuma r = 7,6, illetve r = 7,7 esetén, tehat ezek az értékek adjak
meg a foltok sugarat. A harmas foltnal g, x és y varakozasainknak megfelel§en vi-
selkedik: z és y nagyjabol egyenletesen né: mikozben a sugar r = 6-r6l r = 12-re
nd, z mindegy kétharmad, y pedig egynegyed pixelnyit mozdul el. Ekézben a g
gorbiilet el6szor meredeken né, majd a maximum elérése utan meredeken zuhan.
A négyes foltnal z és y nagyjabol folytonosan koveti r-et, x Osszesen méasfél pi-
xelnyit, y nagyjabol egyharmad pixelnyit mozog; a gorbiiletnek viszont 7 = 6,5-nél
egy nagyobb, r = 8,8 koriil pedig egy kisebb ugrasa van. Bar az ugréasok ellenére
a gorbiiletnek jol meghatarozott maximuma van, ami persze a keresett sugarat is
megadja, altalanos esetben a szakadasok miatt az eljaras egyatalan nem, vagy csak
igen kortilmeényesen alkalmazhato.

6. A végsé eljaras

A gorbiiletnél adodo szakadasok okat vizsgalva nézziik meg egy kicsit ponto-
sabban a fenti eljarast. El6szor is kivalasztjuk az r sugarhoz tartozo f, sziirét, majd
az el6zetesen becsiilt racspontbdl indulva keresiink egy kozeli (u,,v,) racspontot
helyet, ahol a konvoluciés integral P, kozelits értékének lokalis maximuma van. Ez-
utan meghatéarozzuk azt a G, masodfoku feliilletet, amely az (u,,v,) racspontnak
egy (21 racspontot tartalmazd) kornyezetében négyzetesen a legjobban illeszkedik
P,-re. Végiil kiszamitjuk G,-nek a maximumét, valamint azt, hogy a maximum-
ban mennyi G, gorbiilete. A gorbiiletben akkor tapasztalunk szakadast, mikor az
(ur,vy)-beli lokalis maximum éppen atugrik egyik racspontbol egy méasikba. Az il-
lesztett G, feliilet, mig helyesen ad szamot arrél, hogy hol is taldlhato P, lokalis
maximuma, mar nem elég j6 ahhoz, hogy P.-nek a maximumbeli gérbiiletét is jol
megbecsiilje. P, gorbiiletét tehat kozvetleniil kell kiszamitani. A (4) és (5) képletek
szerint ehhez elegends P, mésodik parcialis derivaltjainak ismerete.
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Lattuk a 2. rész végén, hogy ha a sziir6 mindeniitt értelmezve van (ami esetiink-

ben fennall), akkor P, értékét nem csak racspontokban, hanem tetszdleges (z,y)
pontban tudjuk szamitani a kévetkez6képpen:

P,(x,y) = Z p(iwj)fr(m—i’y—j)'

1,jEZ2

Ennek alapjan P, parcialis derivaltjai a jobb oldal tagonként derivalasaval ado-
dik. Igy P, egy parcialis derivaltja annak a konvoluciénak az értéke, melyben a
magfiiggvény az f, sziiré megfelels parcialis derivaltja. Igy példaul’

02 0? i 02 &
Wpr = <P,wfr>, illetve a—yQPr = <P,5y—2fr>-

Ezeknek a konvoluicioknak az értéke pedig tetszéleges pontban szamithato.
Tekintsiik a P, fliggvénynek az (u,v) pont kortili Taylor sorat, és vegyiik abban
a legfeljebb masodrendi tagokat:

8. OB, OB LR, 5 10°R 5

ax‘Ha_ny’axaym“i a2~ "3 8y2y ’

(6) Pr(u+z,v+y) = P(u,v)+

P,-nek ebben a masodrendii kozelitésében az Gsszes egyiitthatot tetszoleges (u,v)
pontban ki tudjuk szamitani.

r=6 12 r=26 12
6. dbra. Maximumhely és Gauss-gorbiilet iteralas utan

Ha (u,v)-nek az a pontot valasztjuk, amelyet a 5. részben ismertetett elja-

ras eredményez, akkor P, lokilis maximuméanak még jobb kozelitését adja a (6)
masodrendii feliillet maximuma. Ebben a maximumban (6) Gauss-gorbiilete

N . o 2
7 0%P. O%P. B 02P,
(M) oz2  On? Axdy
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jobb kézelitést ad P, gorbiiletére. A 6. abra mutatja az ennek alapjan szamitott ma-
ximumbhelyet és Gauss-gérbiiletet. A maximum helye par szazad pixellel mozdult
el a négyzetesen legjobban illeszked6 felillet maximumatél, mig a gorbiilet értéke
jol lathatoan kisimult. P, gorbiiletének ez a kozelitése tehat mar hasznalhaté a folt
sugaranak megallapitasara.

A (6) felillet hat egyiitthatoja hat konvolucié kiszamitasat jelenti, melyekben
a magfiiggvények értékeit helyben kell kiszamitani. Amennyiben elfogadjuk, hogy
(u,v) megfelelSen jol kozeliti a lokalis maximumot, akkor csak a gérbiiletet kell sz4-
mitanunk. A Gauss-gorbiilet esetén (7) szerint ez harom konvoliciot jelent, mig a
Minkowski gorbiilet esetén — a konvolucié linearitdsa miatt — ez egyetlen konvoli-
cidval is szamithato:

0%°P,  0%P, NG i o
© Gt X (35 + 5% ) e-iw -1

7. Osszefoglalas

A kitlzott feladat, miszerint hatarozzuk meg a képen talalhato foltok helyét
és nagysagat pixelnél nagyobb pontossiggal, a bevetésben vazolt modszerrel meg-
oldhat6. A 3. részben targyaltuk, hogy az f, szlréknek milyen feltételeket kell
kielégiteniiik. Fix 7 érték mellett a legjobb illeszkedést a kép és az f, szlrd kon-
volicidjanak maximuma adja. A maximum helyét pixelnél nagyobb pontossiggal
megkaphatjuk, ha a konvoluicios felilletet egy négyzetesen legjobban illeszkedd méa-
sodrendi feliilettel helyettesitjiik. Természetesen a négyzetesen legjobban illeszkedd
feliilet helyett hasznalhatnank a 6. részben bemutatottak mintajara azt a masodfo-
ku polinomot, melynek egyiitthatoi a racspontban kiszamitott parcialis derivaltak.
A maximumban mind a Gauss-, mind a Minkowski-gorbiilet j6 mérészama annak,
hogy mennyire j6 az illeszkedés. Azt az r sugarat kell valasztanunk, amire a gor-
biilet maximalis.

A gorbiilet rosszul viselkedhet abban az esetben, mikor az r sugéar par pixellel
kisebb a folt valodi sugaranal, és a folt belsejében egyenetlenségek vannak. Ezért
a kovetendd eljaras az, hogy r-et nagyobbra valasztjuk, majd addig cstkkentjiik,
amig a gorbiilet nd.

Erdekes lenne megvizsgalni, hogy a p fiiggvény, vagyis a kép hibai hogyan mu-
tatkoznak a lokalis maximum, illetve a gorbiilet értékében. Szokas szerint a hibarol
feltessziik, hogy pixelenként fiiggetlen, kis szérasd, nulla varhaté értékd normaélis
eloszlasbol szarmazik. Elképzelhets, hogy a négyzetesen illeszkedd feliilet kisebb
hibaval adja meg a lokalis maximumot, mint a harmadrendd tagoknal levagott
hatvanysor, kiilénésen ha a hiba nagy lehet.

A masodendi kozelitést arra hasznaltuk, hogy a konvolacios felillet lokalis ma-
ximumat megkeressiik, vagyis olyan (u,v) pontot, ahol a feliilet mindkét parcialis
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derivaltja nulla. Elképzelhets, hogy erre egy kozvetlen, gyors algoritmus is adhato,
mely ezeknek a parcialis derivaltaknak explicit alakjat hasznalja.

Egy folt sugaranak megallapitasahoz a gorbiilet fiiggvény maximumat kell meg-
keresni. Ha ehhez a (8) szerinti Minkowski-gorbiiletet hasznaljuk, akkor (8) ana-
litikusan derivalhato, és a derivalt zérohelyét kell keresni. Egy egyvaltozés fiigg-
vény zérushelyét numerikusan joval egyszeriibb meghatarozni, mint a maximumaét.
Lehet-e ezt az észrevételt egy hasznalhato algoritmussa fejleszteni?
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SUBPIXEL IMAGE PROCESSING
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During a recent research project we had to develop a method which can determine the center
and radius of more than three hundred circular patches on a grayscale image. This had to be
done with precision exceeding the resolution of the image. For a fixed radius we used filtering
technique to find the patches’ location with high precision. The goodness of fit was measured by
the Gauss curvature of the convolution surface at the local maximum. The radius was estimated
by looking for the maximum of the curvature. The paper discusses the mathematical background,
and, through an example, some fine points of the final algorithm. It concludes with ideas for
further research.
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A MEG NEM UJULO EROFORRASOK EGY DINAMIKUS
LEONTIEF-MODELLJE

FLORISKA ADEL ES DOBOS IMRE

Go6dolls — Budapest

A dolgozatban a sokszektoros dinamikus termelési Leontief-modell egy altalano-
sitdsat mutatjuk be. A standard nyilt dinamikus Leontief-modellt kibévitjilkk a meg
nem ujuld eréforrasok meérlegegyenletével. Megvizsgaljuk az igy kapott diszkrét line-
aris rendszer iranyithatosagat, a végsd felhasznalast, a fogyasztast tekintve iranyitasi
paraméternek. Nyilvanvaléan a meg nem @julé erdforrasok készleteit (pl. vasérc, szén,
kéolaj) az elsddleges erdforrasok felhasznilasa csokkenti. Egyenletesen ndvekvé fogyasz-
tast és termelést feltételezve megvizsgaljuk, hogy a kezdeti eréforras-készletek mennyi
ideig fedezik a termeléshez sziitkséges raforditasokat, valamint a rendszer élettartama,
miikédoképessége hogyan fligg az egyenletes novekedés litemétdl és a fogyasztastol. Vizs-
galatainkhoz felhasznaltuk a klasszikus irdnyitaselméleti tételeket valamint a linearis
algebra sajatérték-feladataira vonatkoz6 eredményeket.

1. Bevezetés

A véges, kimeriils eréforras-készletek problémajanak megoldasa nemcsak kor-
nyezetvédelmi, hanem gazdasagi szempontbdl is igen fontos feladat. A dolgozatban
egy kornyezeti hatasvizsgalatot mutatunk be, a gazdasagi tevékenységek és ezen te-
vékenységekhez szitkséges meg nem 1ijuld nyersanyagok kozotti kapesolatot tekintve
tanulmanyunk alapjanak (Turner, Pearce, Bateman [3], Tietenberg [7]).

A kozismert egyszertsits feltevések ellenére az input-output elemzés igen hasz-
nos eszkdz a gazdasagi fejlédés stratégiai iranyainak vizsgalatara, valamint az egy-
massal Osszefiiggl gazdasagl tevékenységek és a természet mennyiségi kolcsonha-
tasainak tapasztalati tanulményozasara. Mindezeket figyelembe véve, a szakiroda-
lomban jol ismert sokszektoros dinamikus Leontief-modellt kibgvitjilk a meg nem
tjulé erdforrasok mérlegegyenletével (Leontief [4]). A kapott modellel kapcsolato-
san a dolgozatban a kévetkezd kérdésekre keressiik a valaszt.
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Az igy konstrualt dinamikus termelési-Gkologiai modell iranyithaté-e, ha a
fogyasztast tekintjlik iranyitasi paraméternek? Azaz tudjuk-e befolyasolni a gaz-
dasagi folyamatok nyersanyag-felhasznalasat azaltal, hogy iranyitjuk a végsé fel-
hasznalast a gazdasagban? Ismert, hogy névekvs fogyasztasi igényeket csak no-
vekvs termeléssel lehet kielégiteni, aminek kovetkeztében viszont a meg nem tuju-
16 erdforras-készletek csdkkenni fognak. Tovabba megvizsgaljuk, hogy a kezdeti
erSforras-készletek mennyi ideig fedezik a termeléshez sziikséges raforditasokat,
amennyiben mind a termelés, mind a fogyasztas egyenletes litemben noévekszik,
valamint a rendszer élettartama, miikodoképessége hogyan fiigg az egyenletes no-
vekedés litemétol.

A dolgozat a kdvetkezs részekre tagolodik. A bevezetést kovetd els6 részben
ismertetjiik modelliinket, majd a tovabbi részekben vizsgaljuk a rendszer iranyit-
hatosagat, az egyensulyi novekedési palya létezésének feltételeit, a meg nem Gjuléd
er6forras-készletek id6beni alakulasat, valamint a készletek kimeriilésének idgpont-
jat egyenletesen novekvd termelést és fogyasztast feltételezve. Végiil modelliink
mikodését egy egyszerd numerikus példan mutatjuk be. Az utolsé részben pedig a
dolgozat eredményeit foglaljuk Ossze.

2. A kibdvitett dinamikus Leontief-model

A modell leirasakor a hagyoményos sokszektoros dinamikus Leontief-modell
egyenletébs] indulunk ki. Ezt a modellt kibgvitjiik a meg nem Gjulé eréforrasok
meérlegegyenletével. Az igy kapott modell eszkoz arra, hogy vizsgaljuk a gazdasa-
gi folyamatok és a kornyezet kolcsonhatasat. A Leontief-modell alapvet§ feltevése,
hogy az egyes gazdasagi szektorok teljes termelésének fedeznie kell a végss fogyasz-
tast, a termel6fogyasztast, azaz a termeléshez sziikséges folyé raforditdsokat és a
novekedéshez sziikséges beruhazasokat.

A modellinkkel kapesolatosan a kovetkezs feltevésekkel élink. A gazdasagi
agazatok szama n, és minden egyes agazat egyetlen terméket allit el6. A terme-
léeshez minden egyes agazat legfeljebb m-féle elsédleges eréforrast hasznalhat fel
(feltessziik, hogy m < n).

Ez a gazdasagi-okologiai modell, a gazdasag mikodését leirs, a termékekre vo-
natkozo6 input-output mérlegegyenlettel, valamint az eréforras-készletek alakulasat
leir6 mérlegegyenlettel jellemezhets. A termékek mérlegegyenlete azt fejezi ki, hogy
a gazdasagi dgazatok teljes kibocsatasanak fedeznie kell a termeléshez sziikséges
raforditasokat, beruhazasokat és a fogyasztast.

(1) Ty = A.’Et + B(fEH.l — .’1,'3) + ¢;.

Az eréforrdsok mérlegegyenlete azt fejezi ki, hogy egy adott évben a kitermeléssel
csokkentett meg nem tjuléd ersforras-készletek jelentik a kovetkezs évben rendelke-
zésre allo készletmennyiséget.

(2)- Riy1 = Ry — Dy,

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



A MEG NEM UJULO EROFORRASOK EGY DINAMIKUS LEONTIEF-MODELLJE 101

ahol

— 1; a termeld agazatok bruttd kibocsatasanak n-dimenzios vektora,

- ¢ a végs6 fogyasztas n-dimenzids vektora,

—~ A a foly6 raforditasok egyiitthatbinak n x n-es méatrixa,

— B a tokeraforditasi egytitthatok n X n-es matrixa,

— D az ertforras-raforditasok egyiitthatoinak n X n-es méatrixa, amely megmu-
tatja, hogy egységnyi termék elGallitdsahoz mennyi meg nem ujul6d erdforras
szlikséges az egyes fajtakbol,

— R, a meg nem Gjuld eréforras-készletek n-dimenziés vektora.

Feltevések. A dolgozatban feltessziik, hogy A, B és D nemnegativ matrixok, B
nemszingularis matrix és ¢, nemnegativ vektor. A fenti két egyenlet explicit vekto-

rialis alakja
Tepl | I+ B_l(l — A) 0 Ty . B_l c
Rii1| ) I| |R; 0|~

ahol I az n x n-es egységmatrixot jeloli.

A tovabbi vizsgalatok céljabol célszerd atirni a fenti diszkrét idejd linearis rend-
szert a jolismert méatrix-vektor alakban (Kalman [2])

(3) Ge+1 = Ath + Bqu’tv
177 _
ahol A, = [1 + B_l()I 4) ? a rendszer (m-+n)x (m+n)-es matrixa,
-1
By =-— [ 0 } az irdnyitds (m + n) X n-es hatasmaétrixa, ¢ = [1?] a rendszer
t

m + n-dimenzios allapotvektora, u; = ¢; az irdnyitas n-dimenzios vektora. A ko-
vetkez6 részben megvizsgaljuk a (3)-as rendszer iranyithatosagat.

3. A modell iranyithatosaga

Egy rendszer irdnyithatdsdgdin (Elaydi [1]) azt a tulajdonsagét értjiik, hogy
egy megadott idGintervallumon beliil, a rendszer egy tetszéleges kezdeti allapotboél
atvihets egy tetszéleges végss allapotba.

A Kalman-féle rangfeltételt alkalmazva (Kalman [2], Elaydi [1]) kapjuk, hogy
a (3)-as rendszer akkor és csakis akkor iranyithaté, ha

rang [By AgB, ... A7TIB] =m+n.

1. LEMMA. A (3)-as rendszer akkor és csakis akkor irdnyithaté, ha
rang D = m.
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Bizonyitds. A matrixok rangjara vonatkozoé tulajdonsagokat felhasznalva egy-
szeriien belathatd, hogy a (3)-as rendszer irdnyithatosiga ekvivalens az alabbi rend-
szer iranyithatosagaval:

di+1 = (Aq - I) q + Bqut-
Jellje az n x nm-es iranyitasi matrixot W, ahol

@4 W= [Bq (A4, ~1)B, ... (Aq—z)’”"—quJ =

) [ )

(B_l(I _ A))m+n—lB_]
~D(B~Y(I - A))™*"?B-1

ey

Az iranyithatosag feltételének teljesiilése, azaz a W matrix rangja m + n, azt je-
lenti, hogy a W matrix linearisan fiiggetlen sorainak a szama pontosan m + n-nel
egyenls. Megmutatjuk, hogy a W matrixnak pontosan akkor van m 4+ n szdmu
linearisan fliggetlen sora, ha rang D = m.

Legyen y; egy n- és y pedig egy m-dimenzi6s konstans vektor. A W maétrix-
nak pontosan akkor van m + n linearisan fiiggetlen sora, ha minden [y;,y2] W =0
teljesiilése esetén fennall az y; = 0 és yz = 0 egyenlGség.

A (4) jeloleseit alkalmazva az [y1, y2] W = 0 egyenletre kapjuk, hogy

B~ [B-Y(I-A)B~'] [(B~Y(I - A))*B!
(5) [y11y2] [ 0 ] ) l: _DB-I jl ) |:£DB(_1(I _)1)4)3_1] g
(B=Y(I — A))™* "Bt _ o
U |-DpBI- A" |

Mivel rang B~} = n, az [y1,y2] W = 0 egyenlet csak y; = 0 esetén oldhaté meg.
Behelyettesitve az (5) egyenletbe az y; = 0 kifejezést, azt kapjuk, hogy

[B‘l] ’ [3-1(1— A)B’l] , [(B‘I(I - A>)ZB'1]

0w} |7 ~DB™! -DB~Y(I-A)B!

(B=}(I - A))™"" B!
-1 m4n-2 ,_3 =0.
—-D(B~(I - A)) B
A szorzéasokat elvégezve
[0, —y2DB~*, —y,DB~Y(I = A)B™Y,...,—y2D(B~Y(I - A))™"*B~!] = 0.
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Az egyenlet bal oldalan 1év§ kifejezésbdl kiemelve az yo D-t kapjuk, hogy

(6) y2D[0,-B~1,-B~Y(I - A)B7,...,—(B }(I - A))™"*B ] =0
Amennyiben feltesszilik, hogy rang D = m, a fenti egyenldség pontosan akkor telje-
siil, ha y» = 0. Ezzel belattuk, hogy rang W = m + n.

Most feltételezziik, hogy rang W = m + n, majd belatjuk, hogy rang D = m.
Ha rang D < m, akkor létezik olyan y, # 0, m-dimenzi6s konstans vektor, amelyre
fennall az y, D = 0 egyenldség. Ez azt jelenti, hogy az ys # 0O-ra (6) egyenldség is
teljesiil, tehat rang W < m + n, ami viszont ellentmond feltevésiinknek.

Megjegyzés. A (3) lineéaris rendszer matematikai értelemben vett iranyithato-
sagat tanulmanyoztuk, de valoés gazdasagi rendszer esetén vizsgalni kell az allapot-
valtozok nemnegativitasat is. A nemnegativitasi feltételek teljesiilését a kovetkezd
részben egy specialis esetben vizsgaljuk, feltételezve a termelés és a fogyasztas azo-
nos ilitemi egyenletes novekedését.

Megvizsgaljuk, hogy adott irAnyitas, azaz adott fogyasztas mellett hogyan ala-
kulnak az (1) rendszer palyai, valamint az egyenletes novekedésd palya hatasat a
meg nem Ujulé erdforrasok készletére.

4. Az egyenstilyi aranyos palya vizsgalata

A tovabbiakban keressiik az (1) rendszer adott a (a > 0) névekedési litemsé-
hez tartozo egyensilyi megoldasat, feltételezve, hogy a termelés is és a fogyasztas
is azonos o iitemben novekszik. Ekkor a rendszer megoldasa z; = (1 + a)'zo és
= (14 a)tco alaku, ahol a > 0 és g, ¢ a kezdeti termelési, illetve fogyaszta-
si szerkezetet jeloli. Az elobbi kifejezéseket z,-re és ¢;-re behelyettesitve az (1)-es
egyenletbe azt kapjuk, hogy a kezdeti termelési és fogyasztasi szerkezetek kozott
az alabbi kapcsolatnak kell fennallnia:

(7) (I — A—-aB)zy = cp.

A (7) egyenletbdl kovetkezik, hogy az egyenletes névekedésd palyahoz tartozo kez-
deti termelési szerkezet fiigg mind a novekedés iitemétdl, mind pedig a kezdeti
fogyasztastol. A tovabbiakban feltételeket keresiink a nemnegativ zq kezdeti kibo-
csatas létezésére vonatkozoan.

A tovabbi érveléseinkben a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk: Legyen M egy tet-
sz6leges nemnegativ n X n-es matrix. A\; (M) jelolje az M matrix Frobenius-gyokét,
amely a matrix legnagyobb abszolit értékd nemnegativ valds sajatértékét jelenti.

2. LEMMA. A (7) egyenletnek megfelel6 zo kezdeti kibocsatési szerkezet 1é-
tezik és nemnegativ, ha o € (0,9}, ahol ap az Gn. hatdrnévekedési rata, amelyre
/\1 (A +Q()B) =1.
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Bizonyitds. Mivel az A + B maétrix nemnegativ, a Perron-Frobenius-tételbél
(Morishima [5]) kovetkezik, hogy az A + aB matrixnak van Frobenius-gyoke.
Amennyiben ez utébbi kisebb mint egy, akkor az I — A — aB matrixnak létezik
nemnegativ inverze.

Produktiv termelési rendszereknél, o = 0 esetben a A;(A + aB) < 1 egyenl6t-
lenség nyilvinvaloéan teljesiil. & > O-ra a Perron-Frobenius-tételek alkalmazaséaval
kénnyen belathaté, hogy A;(A + aB) monoton ndvekeds, folytonos fiiggvénye a-
nak, és létezik o* (a* = ﬁ) ugy, hogy A (A + a*B) > 1. Ezért o értékét novel-
ve A1 (A + aB) is nd, a folytonossag miatt viszont léteznie kell egy pozitiv ap-nak,
amelyre A\;(A+ agB) = 1. Ezzel belattuk, hogy minden a-ra, @ € [0, ap) teljesiil a
A (A + aB) < 1 egyenl6tlenség, ami viszont azt jelenti, hogy (I — A — aB)_l léte-
zik és nemnegativ. Azaz minden adott o névekedési titemhez o € [0, ay), és adott ¢g
fogyasztashoz létezik egy nemnegativ zo(a) kibocsatasi szerkezet, amelyre fennall

(8) zo(e) = (I — A—aB) e

1. ALLITAS. Az oq hatdrnévekedési rata az alabbi sajatérték-feladat megolda-

sa:
B7YI — Ay = agv

valamely nemnulla n-dimenziés v vektorra.
Bizonyitds. A 2. Lemma alapjan az ag hatdrnévekedési rdtdra fennall a
M(A+aeB)=1

egyenl8ség. Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan nemnulla v vektor, amelyre
(A + apB) v = v. Ekvivalens atalakitasokkal ez utobbi egyenlSséget az

S 1
(I-A) Bv—aov

alakra hozzuk, ami viszont ekvivalens a bizonyitandé sajatérték-feladattal.

2. ALLiTAS. Legyen C és D nemnegativ n x n-es martix agy, hogy C < D.
Ekkor C? < D?.

Bizonyitds. A feltétel azt jelenti, hogy 0 < ¢;; < d;; minden 4,5 € T,n esetén.
Ez utobbi feltételt, valamint a matrixok szorzasanak szabalyat felhasznalva kapjuk,

n 7
hogy C? = [ > Cikckj] < [ > dikdkj] = D2
k=1 k=1

Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy az 1. Allitas a C és D matrixok tetszs-
leges hatvanyéara is teljesiil.
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3. LEMMA. Feltételezziik, hogy létezik az xo(a) nemnegativ kibocsatési szer-
kezet. Ekkor
(i) zo() a-nak monoton nivekedé fiiggvénye, ahol a € [0, ),
(ii) xo(o) nem feltétleniil korldtos fiiggvény a [0, aq) intervallumon.

Bizonyitds. (i) Legyen oy, ap € [0, ag), ahol a1 < ay. Mivel a) € [0, ap), ezért a
2. Lemma alapjan A\ (A + a;B) < 1, azaz (I — A — alB)"1 létezik és nemnegativ,

o .
a Neumann-hatvanysora pedig konvegens: (I — A — alB)—l =35 (A+a;B)". Ha-"
=0

sonloképpen kapjuk, hogy (I — A — apB) ™! = Z (A+ ayB)*. Az 1. Allitast és a
Megjegyzest felha,sznalva C=A+oBés D= ;1 + QQB matrixokra kapjuk, hogy
Z(A+alB <Z (A+0yB)', azaz (I - A—a;B)"' <(I-A-ayB)". Be-

=0 =0
szorozva az egyenlStlenséget a nemnegativ ¢y vektorral kapjuk, hogy

zo (a1) < zp (02)

ami éppen bizonyitandé volt.
(ii) Tegyik fel, hogy a — ag. A A1(A4 + aB) fiiggvény folytonossagat felhasz-
nalva A\j (A + aB) — 1. Egyszer( szamolassal adédik, hogy

1

_1_—
M(E-A-aB) = 1-M(A+aB)

Ezért minden a — ag esetén, amennyiben a A\ (] -~ A — aB)'1 sajatértékhez tar-
tozd sajatvektor nem merdleges a nemnegativ ¢ fogyasztasvektorra,

M —A-aB)™t - .

5. Az eréforrasok vizsgalata

A gazdasig mikodésébsl kévetkezik, hogy a meg nem Gjuld eréforrasok korla-
tos jellegiikbdl adédodan korlatozzak a gazdasag novekedését. A tovabbiakban ezt
a kapcsolatot vizsgaljuk, azaz hogy miként alakulnak az egyenletes névekedésii pa-
lydhoz tartozo erdforras-készletek.

Elgszér meghatarozzuk a (2) differenciaegyenlet megoldasat, feltételezve, hogy
a termelés is és a fogyasztas is azonos, nemnegativ « litemben né. Helyettesitsitk
be az (1) rendszer egyensilyi megoldasat z; = (1 + a)'zg a (2) egyenletbe, majd
az erdforras-készletekre egyszeri szamitéassal a kovetkezd formulat kapjuk:

1+a) -1

(9) ~ Ri(o,c) = Ro — Dzxo(a).
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4. LEMMA. Az R, (a, cp)-val jeldlt eréforras-készletek

(i) a-nak monoton csékkené fiiggvényei minden o € [0, ap) névekedési iitem ese-
tén, és

(ii) co-nak monoton csékkené fliggvényei minden nemnegativ cy fogyasztasvektor
esetén.
E feltételek a (9) egyenlfség analitikus alakjabol kdzvetleniil kovetkeznek.

Megjegyzés. A fenti lemmak kozgazdasagtani értelemben azt jelentik, hogy
amennyiben a novekedés iitemét csckkentjik, vagy csokkentjiik a kezdeti fogyasz-
tasi szintet, az eréforras-készletek tovabb tartanak.

6. Az erdforras-készletek kimeriilésének becslése

Az alabbi kifejtésben becsiiljiik, hogy kezdeti eréforras-készletek mennyi ideig
fedezik a termeléshez sziikséges raforditasokat, amennyiben mind a termelés, mind
a fogyasztas egyenletes litemben novekszik. Keressiik azt a legnagyobb t id&tarta-
mot a (9) egyenletet hasznalva, amelyre az erdforras-készletek még nemnegativak
(R: > 0). Jeloljiik T-vel a keresett iddtartamot, amely nem feltétleniil egész szdm.
Ekkor teljesiilnie kell az alabbi egyenl@ségnek:

1+ -1 _ i [ (Bo)s
a i \ (Dzo(®), )’

ahol (- ); jeloli a megfelels vektor i-edik komponensét. T-t kifejezve kapjuk, hogy

; (Ro);
In (a mim (Do), + 1)
In(1 + @)

(10) T(a) = , a € (0,ap) .

Megjegyzés. Egyszeri matematikai érveléssel belathato, hogy T'(e) a-nak mo-
noton csokkend fiiggvénye, ami pontosan azt jelenti, hogy csokkend névekedési litem
esetén a készletek tovabb tartanak.

7. Egy numerikus példa

A dolgozatban leirt modell mikddését egy egyszer( szampéldan mutatjuk be.
Feltételezziik, hogy harom gazdasagi dgazatunk van, és minden agazat mikodésé-
hez kétféle eréforrast hasznal. A foly6 raforditasok, a tékeraforditasok valamint az
eréforras-raforditasok egyiitthatoinak matrixai legyenek a kovetkezék:

0.1 03 0.2 0.01 0.03 0.02

A=105 02 04], B=10.06 0.02 0.04 és D:[g'i 8§ 8:1)’]
0.2 04 05 0.07 0.06 0.01 ’ ' '
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A 2. Lemma eredményeit felhasznalva, fenti paraméterekkel szamolva, a hatar-
novekedési rata értéke 0.404 (ap = 0.404). Ez azt jelenti, hogy a gazdasag noveke-
dési itemének csak ennél kisebb értéket valaszthatunk.

500 T 1 I | T

400

300
z (a)a

200

100

| I | | | |
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
o'

1. dbra. A harmadik agazat kezdeti termelési szerkezetének alakulasa a novekedési litem
fliggvényében

Legyen az egyenletes novekedeés iiteme 0.03 (azaz 3%). A kezdeti fogyasztas és
erGforras-készletek vektorainak valasszuk a kovetkezd paraméterértékeket:

—

go= (8 &8 RO:[15,000

10,000}
2

A (8) egyenletet alapjan a gazdasag kezdeti termelési szerkezete:

35.787
70(0.03) = |59.479
66.302

Amennyiben a novekedés litemét valtozonak tekintjiik, a kezdeti termelési szerkezet
ezen novekedési iitem monoton noévekvs, nemkorlatos fiiggvénye (lasd 3. Lemma).
Ez a tulajdonsag a harmadik agazatra az 1. abran lathato.

A 2. és 3. abrakon mutatjuk be a gazdasdg egyensulyi ardnyos péalyajanak,
valamint az erdforras-készleteknek idébeni alakulasat az egyes 4dgazatok esetében,
feltételezve, hogy a novekedési titem értéke 0.03. Az agazatok termelésének id6-
beni alakulasat vizsgéalva lathatjuk, hogy a termékkibocsatas monoton névekvd
és nemkorlatos, mig az erdforras-készletek kimertilése az idének monoton csokke-
né fiiggvénye. A felvett adatokkal elvégezve a szamolasokat a (9) azonossigban,
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azt kapjuk, hogy az els6 fajta eréforras-készletek 72 évig, viszont a méasodik fajta
er6forras-készletek csak 70 évig elegenddek, igy a gazdasag 70 évig lesz miikodoke-

pes.
600 | T | |
S
o
& 7
vé W
v d #
7 Sl
- // ’/ —
z@), 400 7
z(t)z
z(t),
5 | [ | | 1 l |
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2. dbra. Az egyensilyi aranyos palya id6beni alakulasa az egyes dgazatok esetében

1,5-10% ~==— L T T T
1-10* =
R(t),
R(t), 5000 .
0
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t
3. dbra. Az erSforras-készletek kimertilése
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4. dbra. Az er6forras-készletek kimeriilése a novekedési iitem fiiggvényében

A 4. abran bemutatjuk, hogy a névekedési litem értékét a megengedett hatarok
kozott valtoztatva hogyan valtozik az erdforras-készletek kimeriilésének idépontja.
Lathat6, hogy a novekedési iitem értékének novelésével ez az id6pont egyre ki-
sebb. A (10) azonossagot hasznalva a példa adataira azt kapjuk, hogy az eréforras-
készletek mintegy 70 évig (7°(0.03) = 70.48) biztositjak a gazdasdg miikodését.

8. Osszefoglalas és tovabbi kutatas

A dolgozatban egy altalanositott Leontief-modellt vizsgaltunk. Az alapmodellt
az er6forrasok felhasznalasaval bévitettiik ki. Bebizonyitottuk, hogy a bévitett mo-
dell iranyithaté, ha az eréforrasok felhasznalasi matrixdnak a rangja megegyezik
a sorvektorok szaméval. A dolgozat mésodik részében az egyensilyi ardnyos palya
hatasat vizsgaltuk az erdforrasok felhasznéalasara. Bemutattuk, hogy a meg nem
Ujulé erékorrasok készlete tovabb tart, ha a novekedési ratat és/vagy a fogyaszta-
si szintet csokkentjiik. A kutatas egy kovetkezs fazisaban azt lehetne megvizsgalni,
hogy az aranyos egyensulyi palya hogyan befolyasolja a megijulé eréforrasok (pl.
viz, levegd) mindségét. Hogyan alakul az egyensulyi aranyos palya, ha a kormény-
zat a gazdasag egészére kibocsatasi hatarértékeket allapit meg? Tovabbi vizsgalatok
targya lehet az ujrafelhasznalas bevonasa az alapmodellbe. Ekkor az Gjrafelhaszna-
lassal csokkenteni lehet a természeti eréforrasok felhasznalasat, ami a fenntarthato
fejlédés értelmében erdforrasokat takarit meg a kovetkezé generacioknak.
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Az emlitett lehetséges vizsgalatok figyelmen kiviil hagyjak az drak hatasat az
egyensilyi aranyos palyara. Ezen elemzések olyan arrendszer kialakitasahoz nyujt-
hatnak elemzési keretet, amelyekben a termelést kornyezettudatosan lehetne iranyi-
tani. Veégiil, a vizsgalt modell eltekint a technolégiai haladastél, vagyis az egyiitt-
hat6é méarixok idében valtozatlanok. A technikai haladas hatasanak meg nem ujulé
eréforrasokra gyakorolt hatésa lehet egy kovetkezs kutatasi irany.
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NON-RENEWABLE RESOURCES IN AN OPEN DYNAMIC LEONTIEF MODEL

ApEL FLORIskA AND IMRE DoOBOS

In this paper we study a generalisation of the dynamic Leontief input-output model. We ex-
tend the standard dynamic Leontief model with the balance equation of non-renewable resources.
Obviously the non-renewable stocks will decrease exploiting primary resources. In this study we
examine the controllability of this extended model taking the consumption as control parameter.
We suppose a balanced growth path both for consumption and production, and we examine how
long these scare resources will cover the inputs of production and how the lifetime of the system
depends on the balanced growth rate and on the consumption, as well. To these investigations we
use the classic results of the control theory and the eigenvalue problems of the linear algebra.
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KORSTRUKTURALT POPULACIODINAMIKAI MODELL
STABILITASA

FARKAS JOZSEF ZOLTAN

Budapest

1974-ben Gurtin és McCamy bevezette a Lotka-McKendrick korstrukturalt modell
egy nemlinearis valtozatat. Az azota eltelt 30 évben ez a PDE modell és késdbbi altala-
nositasai a populaciédinamika egyik legtdbbet kutatott teriilete lett. Gurtin és McCamy
dolgozatukban levezették a modell stacionarius megoldasahoz tartozo karakterisztikus
egyenletet, de stabilitasi eredményeket egészen specialis esetektdl eltekintve nem tudtak
bizonyitani. Nemrég Farkas Mikl6s levezette ezt a karakterisztikus egyenletet teljesen
mas formédban, melynek segitségével stabilitasi eredményeket sikeriilt igazolnunk Altala-
nos feltételek mellett. Ebben a dolgozatban megmutatjuk a két egyenlet ekvivalenciajat,
majd megadjuk stabilitasi eredményeinket a legaltalanosabb formaban.

1. Bevezetés

1926-ban A. G. McKendrick 4j fejezetét nyitotta meg a matematikai populaci-
odinamikanak. [9] dolgozataban egy 1j, an. korstrukturalt modellt vezetett be elsé-
sorban biolégiai, demografiai problémak modellezésére, mely modell, illetve késéb-
bi nehéz, matematikai szempontbdl is igényes problémakat felveté altalanositasai a
populaciédinamika egyik legtSbbet kutatott tertlete lett. A teljesség mindenfajta
igénye nélkiil néhany altalunk jol hasznalhatonak tartott monografia a témakorbél,
amelyekben az olvas6 tovabbi hasznos referenciakat talalhat: [1], [6}, [8], {10], {11].

A McKendrick-modell lényegi jitasa, hogy korstruktaraval jellemzi a popula-
ciot, mely a leginkabb relevans meghatarozéja az un. vitalis rataknak, melyekkel
jellemezhetdk a populacié egyedei. A modell — mely egy parcialis differencilegyen-
let a megfelel§ peremfeltételekkel — egy fajbél 4ll6 populacié dinamikajat adja meg,
melyben nincs migracié. Természetesen tobb fajbél allo biolégiai rendszerek is mo-
dellezheték a megfelels szamu egyenletbdl allo modellel, 1d. pl. {8], [5].
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Jeloljiik p(a,t)-val a t id6pillanatban az a-kori egyedek siirdségét, azaz a po-
pulédcié Osszlétszama a t idépillanatban a

P(t) = /Ooop(a, tyda = /Omp(a,t) da

mennyiség, ahol m jeloli a maximalis életkort. Ilyen véges m bioldgiai okok miatt
nyilvan mindig létezik, és sok esetben matematikai szempontbo6l konnyebb véges
tartoju figgvényekkel dolgozni. Megjegyezziik, hogy a két modell (véges, illetve
végtelen tartoju fiiggvények) lényegesen kiilsnbozGen kezelhetd.

Mivel a modelliinkben nincs migracié, a t + dt id6pontban azok az egyedek
alkotjak a populaciot, akik éltek az a — dt id6pontban, illetve le kell vonni azon
egyedek mennyiségét, akik meghaltak a dt id6 alatt. Az a kori egyedek mortalitasat
u(a)-val jelolve kapjuk

pla,t +dt) = pla — dt,t) — pla — dt, t)u(a — dt) dt.

Ertelemszertien az egyedek az id6 elérehaladasaval parhuzamosan oregednek,
tehat da = dt, az egyenletet megfelel§en rendezve a kévetkezst kapjuk

pla,t +dt) — p(e,t) + p(a,t) —pla — dt,t) = —p(a — dt)u(a — dt) dt,
amibdl dt (ill. da)-val leosztas utan kapjuk da = dt — 0 esetén
pi(a,t) + pl(a,t) = —u(a)p(a,t), 0<a<m<oo.

Az a koruak fertilitasat B{a)-val jelolve az Gjszlilottek sirdsége
m
p0,0) = [ B t)da, t>0
0

megadunk tovabba egy kezdeti koreloszlast p(a,0) =: po(a).

Ebben a modellben tehat a vitalis ratak csak a kortél fiiggnek. Ezt a klasszi-
kus korstrukturalt linearis modellt ma méar j6! ismertnek tekinthetjiik, j6 leirast ad
pl. [8] els6 két fejezete.

Az alkalmazasok szempontjabol lényegesen érdekesebb, ha a vitalis ratak, g

-és pu nem csak a kortél, hanem a populacié Gsszlétszamatol P(t), vagy annak va-
lamilyen stlyozott atlagatol, vagy explicite a t id6tdl fiiggnek. Ezt a nemlineéris
modellt Gurtin—-McCamy vezette be 1974-ben {7]. A modell biolégiai Gjitasa igen je-
lent&s: a rendszer dinamikajat meghatarozo sziiletési, illetve halalozasi fliggvények
Osszlétszamtol valo fiiggésének figyelembe vétele lehetGséget ad olyan mar ismert
jelenségek, mint példaul az Alle-effektus vizsgalatara, amikor az egyedek fertilitasa
az Osszlétszam egy bizonyos K kritikus értékéig né, mert nagyobb a ,meeting” va-
loszinisége, a K értéken tul pedig csdkken, példaul a tulzott 1étszam miatt csdkken
a szaporodokedv.
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A masodik esetben, amikor tehat a vitalis ratak explicite az id6t6l fiiggnek,
linearis nem-autoném parcidlis egyenletet kapunk, melynek aszimptotikajat a 3]
dolgozatban kezdtiik el vizsgalni. Igen érdekesnek igérkezik a periodikus vitalis ra-
takkal rendelkez6 rendszer megoldasai viselkedésének vizsgalata.

Ahogy mar emlitettiik, szdmos dolgozat foglalkozik a modell olyan &ltalano-
sitasaival, amikor a vitalis ratdk nem a P(t) Osszlétszamto6l, hanem annak vala-
milyen stlyozott atlagatol, S(t) = fom v(a)p(a,t) da, illetve véges sok ilyen S;(t)
silyozott atlagtél fiiggnek. Ez sok esetben bioldgiai szempontbdél még realisabba
teszi a modellt, hiszen pl. a kiilénb6z6 kort egyedek nem egyforman vesznek részt
a szaporodéasért vivott harcban.

2. A karakterisztikus fliggvény

A Gurtin-McCamy altal bevezetett modell a kivetkezs nemlineéris parcialis
differencidlegyenlet

Pala,t) +pi(a,t) = —u(a, P(t))p(a,t)

a kovetkez6 integral peremfeltétellel:

p(0,1) = / " B(a, P(t))pla, 1) da,

illetve a po(a) := p(a,0) kezdeti koreloszlassal, amely teljesiti a kévetkezé kompa-
tibilitasi feltételt: po(0) = f;" B(a, P(0))po(a) da. Kiemeljiik, hogy most a vitalis
ratak véges tartoju fliggvények m maximalis életkorral, ez biolégiai szempontbdl
realis, hiszen minden egyed véges életkort. Gurtin és McCamy [7]-ben bizonyitottak
a megoldasok létezését és egzisztenciadjat a megfelels feltételek mellett.

A fenti modell egy stacionarius, id6t6l nem fiiggs p.(a) megoldasa egyensi-
lyi helyzete a rendszernek. Kénnyen belathato, hogy ilyen egyensilyi helyzet csak
olyan (id6t6l fliggetlen) P Osszlétszamnal valdsulhat meg, amely kielégiti a kovet-
kezs egyenletet:

R(P) = /Om B(a, P)r(a, P)da = 1.

Itt 7(a,P) =€~ Jo w(s:P)ds annak a valoszindsége, hogy egy egyed megéri az a
életkort, illetve R(.) az Ggynevezett reprodukcids rata, az egy egyed altal produkalt
utodok varhato értéke.

Ha tehat adottak a p,( vitalis ratak, akkor megoldhatjuk a fenti egyenletet
P-re, majd ezen P, megoldasboél(megoldasokbol) kapjuk a stacionarius megoldas
p«(a) jsziilotteinek szamat a kovetkezd képlet szerint:

(0) = _}_D’:___
P = fomw(a,P,) da’
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amibdl a stacionarius megoldas

p«(a) = p.(0)7 (a, P.)

meghatarozhatd. Persze tobb stacionarius megoldas lehet attol fliggéen, hogy az
R(.) figgvény hanyszor veszi fel az 1 értéket.

[7]-ben a szerzdk levezették a stacionarius megoldashoz tartozé karakteriszti-
kus egyenletet, de stabilitasi eredményeket egészen specialis esetektd] eltekintve
nem tudtak bizonyitani. Az altaluk levezetett egyenlet a kovetkezd:

1) 1= [Mr@edat o, (5~ [Cr@no da).

ahol r(a) = Bo(a)mo(a),

@) =80 [ Bilam@)da, fyla) = [ e e,
tovabba

Bof e~ e 7r0(a) da
(3) 9y = 1+ B, fo o(a f7 / Bo(a)pola

A mi jeloléseinkkel Mo(a)=pu (s, P.), mola) =7 (a, P.)}, Bo(a) =0 (a, P\), y=A.
[5]-ben a szerzé egy 1j karakterisztikus egyenletet vezetett le, amely a kdvet-
kezs:

(4) K()) = An(MAn(A) — AN A21(0) + A12(A) + A21(A) = 1,
ahol
All(/\) =/ e_/\ae—f(;‘ u(s,P,)ds da,
0 .
Al = —p*(O)/ emitem i “(S’P')ds/ #p (s, P.) e* dsda,
0 0
An(A) = / e=298 (a, P,) e~ o #is:P)ds gy
0 .

Ax(A) = p*(O)/ B} (a, P,) e~ Jo ws:P)ds go
0

m -a a .
—p*(O) / (e-—/\aﬂ (a’ P*) e~ Iy n(s,P.)ds / “IP (s, P*) dS) da,
0 0
itt P, = [;" p«(a) da a stacionarius megoldas dsszlétszama.
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Lassuk be, hogy a két egyenlet ekvivalens.
Az (1) egyenletbe behelyettesitve a (2)—(3) kifejezéseket, a mi jelGléseinkre
attérve, illetve a p.(0) = f"‘Ti‘ﬁm Osszefliggést hasznalva kapjuk a kovetkezd
T (a,P.
egyenletet: :

1 =/ e **B(a, P.) 7 (a, P,) da+
0

Tty Jo €2 (0 P.) da

+
1+ W Jo" (@, P) Jg e M=y (s, P.) ds da

- / " B (a, P.) 7 (a, P.) da—
0

W Jo e (a, P.) da
b M’)m Jo m(a,P.) [y e Mo=9 ) (s, P,) dsda

./Omg(a,p*)/ ~Ma=9) 1 (5. P,) ds da.

Ebbél az A;;(A) formulakat bevezetve kapjuk

p*(O)All /
1= —— Bp (a, P.) 7 (a, P.) da—
Ay ()\)
+2.(0) 550 ;

_ P (O)Au()\)

1+ P,(0)22)

/ e"\aﬂ(a,P,,)n-(a,P*)/ eyl (s, P,) dsda.
0 ]

Innen

) PO A1) Az(N)
1=A4x(0)+ ( 1— All;(,\) ) Piz(o) ’

ebbdl pedig atrendezéssel kapjuk a (4) egyenletet.

Latszolag tehat ez az Gjabb (4) karakterisztikus fiiggvény sem egyszeriibb,
mint a korabbi (1)-es, mégis sokkal jobban kezelhetének bizonyult, és stabilita-
si/instabilitasi eredményeket sikeriilt igazolnunk igen altalanos 3, u fiiggvények ese-
tén is.

Vegyiik észre, hogy az uj karakterisztikus fiiggvény szempontjabol szembetiing
kiilonbség, hogy a vitalis ratak véges tartéju fliggvények-e vagy sem. Utobbi eset-
ben az A;; egylitthatok Laplace-transzformaltak, a karakteriszikus fiiggvény pedig
polinom véges sok gyokkel, mig az elsd esetben exponencialis fliggvény végtelen sok
gyokkel.
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Példa. A kovetkez6 numerikus példaban olyan sziiletési és halalozasi ratakat
adunk meg, amely valasztas esetén a (linearis) rendszernek (végtelen sok) stacio-
narius megoldasa van. A sziiletési és halalozasi fliggvények végtelen tartojuak, igy
a karakterisztikus fliggvény polinom lesz.

Legyen

B(a) := a®(40 — a)%e™%, u(a):=0.2.

Ebben az esetben 7(a) = e~ %2 adodik.
A reprodukcio6s rata pedig R = fooo B(a)m(a) da ~ 235544.91026520347508. Va-

lasszuk tehat az 4j [ fliggvényt a kovetkezs normaélassal: § := %.

0.5

0.4

0.3 4

0.2+

0.11

6 2_-—a
. — a’(40—a)“e
1. dbra. B(a) := 335557.91026520347508

0.3

0.2

0.1

2. dbra. p(a) := 0.2
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A (4)-es karakterisztikus egyenlet linearis modell esetén a kovetkezs egyszerd
alakra redukalodik: '

Kiz)=1= /000 e " B(a)n(a) da,

aminek lathatéan a 0 mindig gySke, igy a stacionarius megoldas nem lehet aszimp-

totikusan stabil.
Val6ban,

o
K(z) ~ / 0.42454748815165876777 - 10~ °e~%%a®(40 — a)%e % %?? da ~
0

4.8007870635071090047  1.7117754722274881516  0.17117754722274881516
(z +1.2)7 (z+1.2)8 (z +1.2)°

b

és a K(z) = 1 egyenlet megoldésai kozelitSleg a kovetkezdk:
Typ~ —2.376 +0.545i, 234 ~ —1.527 + 1.2263,
T56 ~ —1.025 +0.066i, 78~ —0.470+0.984i, xo ~ 0.279 - 10721

Linearis modell esetén, ha létezik stacionarius megoldas, akkor annak tetszéle-
ges (pozitiv) konstans t6bbszorose is ilyen tulajdonsagu, igy stacionarius megolda-
sok egy I osztalyat kapjuk.

pu(a) :=m(a), I={c-pi(a) | c€eRT}

0.8

0.6

0.4

o 2 4 6 8 10 =D 14 16 18 20

3. dbra. pu(a) = m(a) = e~

Alkalmazott Matematikai Lapok 28 (2006)



118 FARKAS JOZSEF ZOLTAN
3. Stabilitas

Ebben a fejezetben a Gurtin-McCamy-féle nemlinearis modellre vonatkozé sta-
bilitasi eredményeinket ismertetjiik.

Stabilitas alatt mindig aszimptotikus stabilitast értiink. Stabilitasi/instabilitasi
eredményeink bizonyitasainak kulcsa a (4)-es karakterisztikus egyenlet, illetve a [5]
dolgozat 2.2-es tétele, miszerint ha a (4)-es karakterisztikus egyenlet minden gyo-
kének valés része negativ, akkor a p.{a) stacionarius megoldas aszimptotikusan
stabil, masrészt ha létezik pozitiv valos részi gyoke, akkor a stacionarius megoldas
instabil.

Tegyiik most fel, hogy a u halalozasi fliggvény nem fiigg a populacié Osszlétsza-
matél, P-t3l, csak az a kort6l. Ez reilis feltevés lehet olyan bioldgiai modellekben,
ahol az egyedek pusztuldsa szempontjibél a fajon beliili 16tszam elhanyagolhaté,
mint példaul mélytengeri koralloknal. Ebben az esetben az alabbi eredmény iga-
zolhato.

1. TETEL. A p(a),B(a, P) alaki vitalis ratdk esetén a p.(a) staciondrius meg-
oldds aszimptotikusan stabil, ha fp (., Px) <0, illetve ha Sp (., P.) > 0, akkor a
stacionarius megoldas instabil.

A tétel bizonyitasa a B(a, P) = b(a) f(P) specialis esetben megtalalhaté a [2]
dolgozatban, illetve a [4] dolgozatban a 2-es tétel egy altalanosabb modell esetén
mond ki hasonlé eredményt, amelynek a bizonyit4sa konnyen atvihets a mi model-

liinkre.
Vegyiik észre, hogy a fenti esetben

rP) = [ " Bo(a, Pyn(a) da

miatt, ha §p (., P.) < 0, akkor R'(P) < 0, m(a) > 0 miatt, illetve ha 85 (., P,) >0
teljesiil, akkor R'(P) > 0. :
Mint latni fogjuk, az Gn. reprodukcios rata R(.) nagymértékben meghatarozza
a populacié dinamikajat az altalanos esetben is.
Tegyiik tehat most fel, hogy mindkét vitalis rata fiigg mind az e kortél, mind

a P Osszlétszamtol.
Ebben a teljesen altalanos esetben a alabbi instabilitasi eredmény igazolhaté:

2. TETEL. Az altalanos p(a,P), B(a,P) alakt vitilis ratik esetén az
R'(P,) > 0 feltételbdl kivetkezik, hogy a P, Osszlétszémhoz tartozé p.(a) staci-
onérius megoldas instabil. .

Ennek az eredménynek a bizonyitasa konnyen adddik az [4] dolgozat 3-as téte-
lének bizonyitasabol a v = 1 valasztas esetén.
Tekintsiik most a 3(a, P), p(a) speciélis esetet. Ekkor

R(P) = [ Bpla Pyr(ada
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miatt az R’ (P,) < 0-bol kivetkezik, hogy

/m Bp (a, P.) w(a)da < 0.
0

Vegyiik figyelembe tovabba, hogy a m(.) filgvény a 3. abra szerinti monoton
csokkend pozitiv fliggvény.

Mindezekbdl kovetkezik, hogy a B(., P) figgvény a populdciénak a nagy fer-
tilitasa korcsoportjainal a P, kérnyezetében a P Osszlétszam novelésével csokken,
tehat ezekre a korcsoportokra a ' (., P.) < 0 feltétel kell teljesiiljon. Ha ez minden
a-ra teljesiilne, akkor 2-es tétel garantalna a stabilitast.

A modelliink segitségével tehat a fenti egzakt matematikai eredményekbdl az
alabbi kovetkeztetéseket tehetjiik.

Ha egy populaciéban a maximalis fertilitasi korosztalyok elstti korosztalyok
mortalitasa kicsi, mint pl. a fejlett vilagban él6 embereké, akkor a populacié nem
. lesz annyira érzékeny egyes kisebb korcsoportok szaporodasi ratajanak gyors meg-
valtozasara. Ellenkez§ esetben, tehat ha a maximalisnal jelentSsen alacsonyabb
fertilitasu egyedek mortalitasa is jelent8s, akkor a populacid egyes kisebb korcso-
portjainal bealldo megnovekedett szaporoddkedyv is instabilitast okozhat. azaz a sza-
porodéképes egyedek mortalitisanak névekedése destabilizalja a rendszert.

Ez a viselkedés magyarazhatja olyan populacidk létezését, ahol a kevéssé sza-
porodoképes (fiatal) egyedek hatarozzak meg a dinamikat, mert az 6 mortalitasuk
relative nagy. Az itteni korcsoportoknal a szaporoddkedvben bekovetkezs valto-
zasok a dontSek. J6 példaul szolgathatnak erre bizonyos északi-tengeri halfajok,
amely populaciokban a fiatal egyedek planktonnal, aprébb rakokkal taplalkoznak,
mig a feln6tt egyedek a fiatal egyedekkel taplalkoznak, tehat kannibalok.
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STABILITY OF AN AGE-STRUCTURED MODEL

JOzsEF ZOLTAN FARKAS

In 1974 Gurtin and MacCamy introduced a nonlinear version of the Lotka-McKendrick age-
structured equation. In the last thirty years this PDE model and further generalizations served as
basic models of structured population dynamics. Gurtin and MacCamy deduced a characteristic
function corresponding to'the stationary solution of the system. Recently Miklos Farkas deduced
another equation, which enabled us to prove stabiliy results under biologically interpretable con-
ditions on the vital rates. In this note we show the equivalence of the two characteristic equations
and then we formulate our stability results in the most general form. At the end we point out an
interesting phenomenon of the model.
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SULYOK MEGHATAROZASA PAROS OSSZEHASONLITAS
MATRIXOK LEGKISEBB NEGYZETES KOZELITESE ALAPJAN

BOZOKI SANDOR

Budapest

A paros sszehasonlitasok modszere a tobbszempontii dontési feladatok megolda-
sanak egy lehetséges eszkoze mind a szempontsilyok meghatarozasaban, mind az al-
ternativak értékelésében. A szempontokat paronként 6sszehasonlitva, fontossagaiknak a
dontéshozé altal megitélt aranyait matrixba rendezve a feladat a stilyvektor meghataro-
z4sa gy, hogy annak komponensei valamilyen értelemben jol illeszkedjenek a déntéshozo
altal megadott értékekhez.

A paros Osszehasonlitas matrixbol a stlyok kiszamitasara leggyakrabban hasznalt
sajatvektor modszer (Analytic Hierarchy Process) mellett szamos tavolsdgminimaliza-
16 médszer is létezik. Ezek egyike a legkisebb négyzetek méddszere, melynek megolda-
sa nemlinearis, nemkonvex fliggvény feltételes optimalizalasat jelenti. A cikkben olyan
moédszereket mutatunk be a paros 8sszehasonlitas matrixok legkisebb négyzetes becslé-
sére, amelyek a célfiiggvény Osszes lokalis és globalis minimumbhelyének meghatarozasara
alkalmasak.

1. Paros 6sszehasonlitas matrixok

A t6bbszemponti dontési modellekben a cél véges szamu alternativa véges sza-
mi szempont szerint térténd rangsorolasa. A palyazatok versenyeztetése, a vallalati
stratégidk kozil a legjobb kivalasztasa, a kozbeszerzési eljarasok, adott poziciéra
a legalkalmasabb személy kivalasztasa olyan gyakorlati problémak, amelyek tobb-
szempontd dontési feladat megoldasara vezetnek. A szempontok altaldban nem
egyforman fontosak, sziikség van tehat olyan modszerre, amely a szempontokat fon-
tossagi silyokkal 1atja el ugy, hogy az a dontéshozd céljaival harmoénidban alljon.
A feladat egyik nehézsége, hogy a fontossagnak nincs altalanosan elfogadott mér-
tékegysége, azt csak valamilyen skalaval egyiitt lehet értelmezni. Eléfordul, hogy a
dontéshozé kozvetlenill, szamszerien meg tudja adni a szempontsiulyokat, ezt egy-
szerd kozvetlen becslésnek is nevezi az irodalom [27]. Nagyobb méretd, Gsszetett
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feladatoknal azonban nem varhato el, hogy a modellez6 rendelkezésére bocsassa a
szamszerisitett értékeket. A probléma kisebb részekre torténd bontasaval azonban
elérhetd, hogy a dontéshozénak csak egyszert, vilagos kérdéseket kell megvalaszol-
nia, azokbél mégis elGallithat6 az egész. feladat szempontsuly-rendszere. Axiéma-
ként elfogadjuk a preferencia-modellezésben hasznalt feltételt, miszerint a dontés-
hozo képes két dolog (ami lehet pl. a szempontok fontossiga) 6sszehasonlitasara:
meg tudja mondani, hogy valamelyik jobb (vagy nagyobb) a masiknal, vagy egy-
formaék.

Condorcet [10] és Borda [2] szavazasi feladataikban mar az 1780-as években
bevezették a pdros (vagy paronkénti) dsszehasonlitds fogalmat, mint az egyéni pre-
ferencidk alapjan felallitott rangsor két eleme koz6tti viszonyt. A paros Gsszehason-
litas, mint modszer alkalmazasi lehetségeit Kindler [27] torténeti és modszertani
attekintése targyalja, melybdl itt csak a csak legfontosabbakat emeljik ki. A ki-
sérleti pszicholégiaban az 1920-as években jelent meg e fogalom Thorndike [34] és
Thurstone [35] munkaiban. Churchman és Ackoff [9] eljarasaban az elemeket elszér
ordinalis értelemben rendezni kell, ezutan valamelyiket régzitve és a tobbivel kar-
dinalis értelemben osszehasonlitva szamszerd eredmények adédnak. Guilford [21]
modelljében pusztan ordinalis informéciék alapjan kardinalis sorrend allapithato
meg. Tobb déntéshozd (csoportos dontéshozatal) esetére dolgozta ki Kendall [25]
a rola elnevezett egyetértési egyutthatot.

Bar e dolgozatnak nem célja az emberi racionalitas korlatait és paradoxonait
firtatni, megjegyezziik, hogy a paronkénti dsszehasonlitasok a dontéshozokkal tor-
téné elvégeztetésének fontos modszertani szempontja, hogy nem mindegy, milyen
sorrendben tessziik fel a kérdéseket. A szabalyos elrendezés szinte mindig torzit, a
véletlenszerii mar kevésbé, a Ross-féle elrendezés {32] pedig a véletlennél is kisebb
torzitassal miikodik.

A dolgozatban a paros Osszehasonlitasok azon véltozatat targyaljuk, amely-
ben az elemeket aranyskalan hasonlitjuk dssze, azaz a dontéshozétdl olyan forma-
ban varjuk az elemek Osszehasonlitasat, hogy hanyszor tekinti az egyiket jobbnak
vagy nagyobbnak a masiknal [33]. A paronkénti Gsszehasonlitasokbdl felépithetd
egy négyzetes matrix, melynek definici6ja a kévetkezd:

Definicié. (Péaros ésszehasonlitas matrix.) Jelolje R}™™ a pozitiv valos elemek-
bél alldé n x n-es matrixok osztalyat. Az

1 a2 a3 ... Qlp
1/a12 1 ao3 ... QGop
A = 1/a1z 1/azs 1 ... Q3n eRr_:_xn
l/aln l/agn 1/(13,1 1
métrixot paros osszehasonlitds méatrixnak nevezzilk, ha minden ¢,7 =1,...,n in-
dexre teljesiil, hogy
(1) Ay = 1,
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1

A métrix a;; eleme azt mutatja meg, hogy a déntéshozo hanyszor jobbnak itéli
meg az i-edik objektumot a j-ediknél. (1) alapjin az onmagéval valé dsszehasonli-
tas eredménye mindig 1.

A (2) tulajdonsag azon a feltételezésen alapul, hogy ha a dontéshoz6 szamara
az i~edik objektum a;;-szer akkora, mint a j-edik, akkor a j-edik pontosan ;%-szer

akkora, mint az i-edik. Az (1)—(2)-bsl adédéan n objektum esetén (3) = "(Lz_l—)
Osszehasonlitassal adhaté meg a matrix.

Definicic (Konzisztens paros Osszehasonlitas matrix). Ha egy
A= [aij]i,j=1,2,...,n € RP"
matrixra (1)—(2)-n tal még
3) ijajk = ik

is teljesiil minden i,j,k = 1,...,n indexre, akkor konzisztens paros osszehasonli-
tas matrixnak nevezzik. Az (1)—(2) feltételt igen, de (3)-at nem teljesité matrixot
inkonzisztens matrixnak nevezziik.

A feladat: az elemek paronkénti dsszehasonlitasanak (A méatrix) ismeretében

a wiy, Ws, - - -, Wy, silyok meghatarozasa, ahol
w; > 0, 1=1,2,...,n
n
(4) > wi=1
i=1
A sulyokat egylittesen a w = (wyq,ws, ..., wy) sulyvektorral jeloljiik.

A probléméra tobb megoldasi lehet6ség kinalkozik. Az Analytic Hierarchy Pro-
cess (AHP) [33] modszertanban a matrix legnagyobb sajatértékéhez (Anyax) tartozo
jobboldali sajatvektor komponensei adjak a sulyokat. Mas, tavolsdgminimalizalé
médszerekben a matrix valamilyen célfiiggvény szerinti legjobb kozelitése alapjan
lehet a salyokra kdvetkeztetni. A legkisebb négyzetek madszere [8] és annak rela-
xalt valtozatai, mint pl. a silyozott legkisebb négyzetes [8], a logaritmikus legkisebb
négyzetes [12, 11], vagy a x2-es [22] feladatok mellett olyan megkozelitések talalha-
tok, mint a szingularis felbontés [19], célprogramozas {5], linearis programozas [7].

Konzisztens matrixok esetén minden egyes eljaras ugyanazt az eredményt ad-
ja. Inkonzisztens esetben a kiilonb6zé modszerek altal eredményezett sulyvektorok
kisebb-nagyobb mértékben eltérnek. Golany és Kress [20] tobb szempont alapjin
torténd osszehasonlité elemzésébél kideriil, hogy minden silyozasi médszernek van
elénye és hatranya, egyik sem nevezhets ,a legjobb”-nak.
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A t6bbi modszerrel ellentétben a legkisebb négyzetes feladatrol altalaban nem
mondhaté el, hogy megoldasa egyértelmid [22], [23]. A célfiiggvény ugyanis nem
feltétleniil konvex, és az eddigiekben publikalt eljarasoknal ([23], [15]) jelentSs ne-
hézséget okoz a stacionarius pontok meghatarozasa, mivel azok az iteraciés elvid
numerikus médszereket hasznaljak.

A kovetkezd fejezetben olyan moddszereket tekintiink at, amelyekkel megold-
hato a paros Osszehasonlitas matrixok legkisebb négyzetes kozelitése. Az eljarasok
elénye, hogy minden lokalis és globalis minimumhelyet megtalalnak, tovabba indu-
lépont valasztasara sincs sziikség.

2. A legkisebb négyzetek méodszere.

Legyen adott az A n x n-es péaros dsszehasonlitds matrix:

1 a2 a3 ... Qln
1/0.12 1 a23 ... Q2n
A = 1/a13 1/ags 1 ... Q3p
i/an 1/asn 1l/az, ... 1
Keressiik azt a w = (w;,ws, ..., wn) € R} vektort, amelynek komponenseib3l kép-
zett
1 wyf/we wyfws ... wi/wn
wz/wl 1 ’lUQ/'wg wg/wn
X = ’LU3/’w1 w3/w2 1 wg/wn
Wn/w) wp/we wnp/wz ... 1

matrix Frobenius-normaban a legjobban kozeliti A-t. Az optimalizalasi feladat te-
hat:

n n ws 2
minf A-X 3= Y (0= 2,
— §

i=1 j=1

n
E w; = 1,
i=1 . ’

W1, Wy, ..., Wn > 0.
Vezessiik be az 1, Z3,...,Tn-1 0j valtozokat a kovetkez8képpen:
Wy Wy Wy w1
(5) Iy =—, Tp=—>, ..., Ij= s ety Tl = —.
wa w3 Wit1 Wn
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Ekkor
1, ha i = 7;
w; Tj—1, hat=1é1<j<n;
wi | 7 haj=lésl<i<m
%:_:’ hal <i,j <mn,
igy az X matrix z; (1 = 1,2,...,n — 1) valtozokkal valo felirasa a kovetkezs:
1 T z3 Tn-1
1 1 2 En-1
T3 T T 7
1 E3% Tn-1
X=| = z2 1 z2 |,
1 = _z2 1
En-1 Tn-1  Tn-1
és az optimalizalasi feladat
. 2 .
mln“A_X”F: f(-'L'l,.’L'2,...,(L'n_1)

T1,%2, ..., Zn-1 >0,

alakban frhaté fel, ahol

- 2

=2 aij Tj-1
n-1 n 2 2
Tj-1 1 Ti-1
+53°05 e -2 +(—-=22) .
i=2 j=it1 Ti-1 Gij  Zj-1

Mivel f nyilt tartomanyon értelmezett differencialhaté fiiggvény, az optimalitas
elsérend( sziikséges feltétele olyan pont létezése, amelyre

of _ of of
6 — = == =0.
©) dr; Oxg 0Tn_1
Az f figgvény els6rendd parcialis derivaltjai az z,,2s,...,T,_1 valtozdk ra-

clonalis tortfliggvényei, hisz maga f is az volt. Adott ¢ (1 < ¢ < n — 1) indexhez
tartoz6 z; valtozo csak az X maétrix (¢ + 1)-edik soraban és oszlopaban fordul elg,
ezért az z%ff parcialis derivalt igy irhato:

af _
c’hi N
2 2 n SN2 Ti_1\2
6{(ai+1,1 —z;) +(ag i1 - ,%) + 2 [(ai+1,j - ﬁ:) + (aj,i+1"_‘;‘i_l) ]}
_ o
- 83:1- ’
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of 1\ 1
=-2(ai+1,—Zi) +2{a1i411— — )| =
Bz, (i1, —xi) + < 1,i+1 Ii) P
= T 1 Zj T;
+ — 2| Gig1,5 — 1) +2<a'- — ]—1)—3-—1.
; [ <z+1,] ;1 T; 1 7,i+1 z; 1‘12
J#i+1
Mivel —-[- felirasaban a nevezében xz (G=12...,n-1,7 #Ai), valamint z3 sze-
n-1
repel, a 5—$Li-et (xf 11 sz)-nel beszorozva a
j=1
Jj#i
1 _19f .
Pi(zy,72,...,ZTn-1) “Ea—f I:[ f.rijli[l:rjz, 1=1,2,...,n—-1

J#z

tobbvaltozos polinomokat kapjuk. A P; (i =1,2,...,n — 1) polinomok kozds gyo-
keit a

(7) Pl (mlvx2a"'axn—l):0
P2 (2,‘1,.’1,‘2,...,.’1,",,,_1) =0
P4 (iL‘l,xz,... ,In—l) =0

rendszer megoldasai adjak.

A dontési feladat szempontjabél csak a pozitiv valds (zy,z2,...,Zn—1) gyokdk
érdekesek, igy a (6) és (7) rendszerek egyenértékiek abban az értelemben, hogy
egy pozitiv valés (z1,Z2,...,Zn—1) (n — 1)-es pontosan akkor megoldasa (6)-nak,
ha (7)-nek is.

Haegy (z},%5,...,25_;) (n—1)-es f-nek minimumbhelye, akkor sziikségképpen
megoldasa a (7) polinomrendszernek is. Forditva, ha a pozitiv (z},z3,...,25_,)
vektor megoldasa a (7) polinomrendszernek, az f Hesse-métrix pozitiv definitsé-
gének ellendrzésével tudjuk ellendrizni, hogy valéban (lokalis) minimumbhely-e.

Ha igen, akkor (z%,z3,...,z%_;)-bol (5) és (4) alapjan felirhaté a keresett w =
(wy,ws,- .., wy,) sulyvektor. Kifejezve ugyanis (5)-bél a w; (1 =2,3,...,n) stlyo-
kat: '
w1y w1y w1 w1
Wwe=—, w3=—, ..., W= y e, Wp = ,
I T2 Ti-1 Tn—1

majd az egyenleteket Gsszeadva
8 w, = w _
( ) Z 1 1 : ;
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(4) szerint (8) baloldali kifejezése (1 — w))-gyel egyenls, igy wi-re

Wi L1
Wi = = n—1
Ti-1 1
1+ ]; =
adoédik. Kaptuk tehat, hogy az LSM-optimalis w salyvektor a (7) polinomrendszer
(z},23,...,25_;) megoldasabol az alabbi formula szerint szamolhaté:
’ 1
1 zi_,
Wy = w; = v 1=2,3,...,mn
1+ Yy & 1+ X
i=1 J j=1 i

3. Polinomrendszerek megoldasa

A matematikai (fSleg geometriai) és fizikai-mérndki problémak (kinetika és
egyensuly) gyakran vezetnek polinomialis rendszerek megoldasara, mely — mint
a nemlinearis rendszerek megoldédsa altaldban — nem konny(. Jelen fejezet atte-
kintést ad négy olyan maddszerrsl, amelyek segitségével kisméreti feladatok meg-
oldhatok. Mivel egy adott polinomrendszer Gsszes megoldasat keressiik, a Newton-
iteracion alapuld algoritmusokat nem targyaljuk. Megjegyezziik azonban, hogy vala-
mely polinomrendszer-megoldé algoritmus altal szolgaltatott megoldas, mely sziik-
ségképpen csak kozelité megoldas lehet, a Newton-iteracié induloértékéil valasztva
tetszélegesen pontosithaté.

3.1. Rezultans modszer
Bevezetésiil idézziik fel Gauss egyik legfontosabb eredményét.

TETEL. (Az algebra alaptétele.) Minden nemkonstans komplex f € Clz] poli-
nomnak van gyoke a C szamtestben.

Legyenek f és g egyvaltozés, valés egyiitthatos polinomok:
flz) = aoz™+ a1z 4.+ 41T + an,

box™ + b1z™ L 4 L 4 b 1T + Qs

Q
—~
5
N
I
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ahol ap # 0, bp # 0. Az algebra alaptételébs] kovetkezden f és g felirhatok gyokté-
nyezds szorzatalakban:

f@)=a]](@-a),

i=x]

) 9(z) =bo [[ @-8)),

j=1
ahol a;,3; €C,i=1,...,n,5=1,...,m
Definicié. Az f és g polinomok R(f, g)-vel jelslt rezultansa

IICE

j=1

:j:

R(f’ - aO

I
—_

(9) alapjan

g(0) =bo [ (i = 8;),

ij=

an

és hasonloan,

R(f,g) = af" Hg<az>

A definiciébol kévetkezik, hogy f-nek és g-nek pontosan akkor van kézos gyoke
C-ben, ha R(f, g) = 0. Megjegyezziik, hogy a rezultans definiciéja nem szimmetri-
kus az argumentumokra nézve, igaz viszont, hogy

R(g, f) = bgag’ H H ; — i) = (=1)""R(f,9).
R(g, f) egy masik alakban térténd felirasa:
R(g, f) = b} Hf (B;) -

Az alabbi tétel [28] szerint R(f,g) nemecsak f és g gyckeibdl, hanem kézvetleniil
az egyutthatokbol is szdmolhaté.
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TETEL. Jelélje D a kévetkezd (Sylvester-féle) matrix determindnsat:

G a1 a4z ... @
ay @1 ... Gp-1 Gp
D=loo b by o b T
bo b1 ... bmo1 by
bp b1 b ... by (ntm) x (n4m),
ahol az tiresen hagyott elemek 0-kat jelentenek. Ekkor
D = R(f,9).
Példa. Legyenek f és'g
f(z) = 2% — 5z — 14,
glzy =z -6z -T.
Az el6z6 tétel szerint
1 -5 -14 0
R =() L o dl=0
0 1 -6 -7

tehat f és g-nek kell, hogy legyen kozoés gyoke (x - 7 valéban az). Mindezt anélkiil
kaptuk, hogy ki kellett volna szamitanunk f és g gyokeit.

Legyen most adott a kovetkezd egyenletrendszer:
(10) flz,y) =0,
(11) g9(z,y) =0,

ahol f, g € Rz, y] kétvaltozos, valés egyiitthatds polinomok. Ha csak z-et tekinte-
nénk valtozonak, y-t pedig paraméternek, akkor az f-ben és g-ben, mint egyvaltozos
polinomokban szerepld tagok sorbarendezhet8k x kitevdjének nagysaga szerint:

(12) f(=@,y) = ao()z* + a1 ()" + ...+ ar—1(¥)z + ak(y),

(13) 9(z,y) = bo(y)zt + br(m)2! 1 + ...+ b1 (y)z + au(y),
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ahol ag(y),a1(y), ..., ax{y), bo(y),b1(y), - .., bi(y) € R[y] valés egyttthatds egyvalto-
z0s polinomjai y-nak. Felirhaté tehat R, (f, g), mint az f és g egyvaltozos polinomok
rezultansa:

ao(y) ar(y) ex(y) ... ar(y)
ao(y) ai1ly) . ak-1(y) ak(y)

_ o) al) o) . a)_
BlFo0) = loot) butw) bole) . by) =P,
bo(y) b1(y) bi-1(y)  bi(y)

bo(y) bily)  baly) ... biy)

ahol P(y) € R[y] valos egyiitthatos egyvaltozos polinomja y-nak.

Tegyiik fel, hogy az ¢ = o,y = 8 megoldasa a (10)—(11) rendszernek. Behe-
lyettesitve y = 8-t (12)—(13)-be, az f(z,3) és g(z, §) egyvaltozos polinomokat kap-
juk, melyek kozos gydke a. Ha az ag(8), bo(0) f6egyiitthatok nem nullak, akkor az
f(z,B) és g(z, B) polinomok rezultansa az alabbiak szerint irhato fel:

ao(B8) ar(B) a2B) ... ak(B)
a(B) ai(B) ... ax-1(B) ax(B)
_ () @) ) ... wd)

bo(B8) bu(B) ... bi-a(B)  bu(B)

bo(B) b8 5B ... b(B)

mely rezultanst kifejtve S-nak egy P(8) polinomjat kapjuk. Mivel o kozds gyoke
f(z,B) és g{z, B)-nak, azt kaptuk, hogy P(8) = 0, azaz § gydke a P-nek.

Masfelsl, tegyiik fel, hogy P{y) = R.(f,g) polinomnak gydke az y = 3. Ha
az ao(B) és bo(B) foegyiitthatok nem nullak, akkor P(8) = R(f(z, ), g(z,B)). De
P(B) =0, igy f(z, B)-nak és g{xz, #)-nak sziikségképpen van kozos gyoke.

3.2. Altalanositott rezultans moédszer

A rezultans-modszer hatranya, hogy csak két egyenletbél allo, kétvaltozos rend-
szerek redukalhatok egyvaltozés polinom valds gybkeinek megkeresésére. Az alta-
lanositott rezultansok elmélete Bezout, Dixon [13], Kapur, Saxena és Young [24]
nevéhez fizédik. Az altalanositott, vagy Dixon-rezultans szerepe megegyezik a re-
zultanséval: adott polinomrendszer esetén olyan indikatort keresiink, amely felir-
haté a polinomok egyutthatdinak fiiggvényeként, tovabba pontosan akkor 0, ha a
polinomrendszernek van megoldasa. Az eljaras leirasa lényegesen hosszabb, mint a
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rezultans modszeré, ezért itt inkabb az algoritmus implementaciojaval és a futasi
tapasztalatokkal foglalkozunk.

Robert H. Lewis [30] létrehozta a Fermat computer algebra programcsoma-
got, melyet kifejezetten nagyméreti polinomialis és matrix-szamitasokra tervezett.
A 4 x 4-es matrixok LSM-approximéaci6jabol szarmazoé 3 egyenletbsl 4ll6 3 isme-
retlenes polinomrendszer a Fermat szoftver segitségével megoldhato [4]. A kapott
egyvaltozés polinom foka 26 és 137 kozott valtozik, az adott matrix elemeinek
fiiggvényében. Ezen egyvaltozos polinom pozitiv valés gydkeinek megkeresésére a
Maple program kielégitd eredményt ad. Az eddigi tapasztalatok alapjan a pozitiv
valés gyokok szama 1 és 10 kdzott mozog. Ez lehet&séget ad arra, hogy egyszertd
visszahelyettesitéssel az eredeti 3 egyenletbdl 4ll6 3 ismeretlenes polinomrendszer
3 egyenletbdl 4ll6 2 ismeretlenes polinomrendszerre redukalédjon. A 3 egyenletbél
egyszerre csak kett6t tudunk megoldani a rezultans moédszer segitségével, viszont
képezve a 3 lehetséges egyenletpar megoldasainak metszetét az eredeti polinom-
rendszer kéz6s gydkei immaron rendelkezésiinkre allnak.

3.3. Grobner-bazisok

A polinomgyirik és idedlok tanulméanyozisara vezette be Buchberger [6] a
Grobner-bazis fogalméat, mely elnevezést PhD témavezetdje iranti tisztelete jeléll
valasztotta.

Egy adott polinomrendszerhez tartozé Grobner-bazis egy az eredetivel ekviva-
lens rendszer, azaz pontosan ugyanazok a gyokei, mint az eredetinek. A Grébner-
béazisbeli polinomrendszer azonban rendelkezik bizonyos tulajdonsagokkal is, me-
lyek jol hasznalhatdk a polinomokkal vald osztas és egyéb vizsgalatok soran. A Map-
le szoftverben irt programjaink futési eredményei azt mutatjak, hogy a 3 x 3-as
paros Osszehasonlitds matrixokbdl kapott polinomrendszerre még miikédik az algo-
ritmus, nagyobb méretekre azonban memoria-tulcsordulas miatt leal].

3.4. Homotopias modszer

Az utébbi 25 év soran a homotdpids kontinuitasi modszerek megbizhatéd és
hatékony technikava fejlédtek a polinomialis rendszerek Osszes megoldasanak meg-
hatarozasara.

Garcia és Zangwill [18], valamint télik fiiggetleniil Drexler [14} javasolta els6-
ként a homotoépids moédszerek alkalmazasat polinomialis rendszerek Gsszes gyoké-
nek numerikus meghatéarozasara. A homotépias kontinuitas médszer alapgondolata
a kovetkezs: Adott P = (P, Py, ..., Pp),

Py (.'171,132,...,1'7;_) =0,
P2 (.’1,'1,12,...,1,‘n) =0,
Pp{zy,29,...;2,) =0
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polinomrendszerhez definidljuk a Q = (Q1,Q2,...,Qn)
Ql (13173721 v axn) = 0’

Qz (.'131,1'2,...,1»,1) =0,

Qn (Il,$2,...,xn) =0

polinomrendszert 1gy, hogy Q gyokeit mér ismerjiik. Legyen x = (z1,z3,...,Zy)
és definialjuk a
H(x,t) = (1 -t)Q(x) +tP(x) =0

parametrikus egyenletrendszert, ahol 0 <t < 1. Q megvilasztasanal arra kell iigyel-
ni, hogy a kévetkezd tulajdonsagok teljesiiljenek:

(1) trivialitas: Q(x) = 0 megoldésai ismertek;

(2) simasag: a H(x,t) =0 (0 < ¢ < 1) megoldashalmaza véges sok sima utbol all,
melyek mindegyike t-vel paraméterezhetd;

(3) elérhetdség: a H(x,1) = P(x) = 0 rendszer minden izolalt megoldasa elérhets
valamely ¢t = 0-b6l indulé Gt mentén, mely ut kezdépontja tehat a H(x,0) =
Q(x) = 0 rendszer egy megoldasa.

Jelélje d; a P; polinom teljes fokat,
d; = deg P;(x), 1=1,2,...,n,

és legyen d =dy -da - ... d,. A tébbvaltozés polinomokra vonatkozé Bezout-tétel
értelmében a P, P,..., P, polinomok teljes fokainak szorzata (d) fels6 becslést
ad a kozos gyokok szamara (multiplicitassal) C”-ben. Q valasztasara gyakran a
kovetkezs hatvanyfliggvények adédnak:

d
Ql (1,'1,.’132,. .. 1In) = al.’Ell =0,
Q2 (z1,Z2, . - -, Tn) = apxd? = 0,
Qn (.’El,xz,... ,.’En) = anxﬁ" — 0’

ahol d; = deg Pi(x),1=1,2,...,n, az a;, bj, j = 1,2,...,n pedig tetszGleges, alta-
laban véletlenszerden generalt komplex szamok. Ezek teljesitik a fenti harom tu-
lajdonsagot, igy a P(x) = 0 gydkei a H(x,t) =0 (0 <t < 1) megoldasaként adodo
d szamu ut végpontjai kozott keresenddk.
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A tapasztalatok szerint azonban d értéke nagysagrendekkel nagyobb lehet, mint
a keresett gyckok szama, és az utak tobbsége nem tényleges gyokhoz konvergal,
hanem a végtelenbe. A polinomrendszerek gyokszamanak jobb becslésére szolgal
Bernshtein [1], Kushnirenko [29] és Khovanskii [26] m6dszere, amely a kisebb sza-
mu ut vizsgalataval a homotopiads médszert hatékonyabba teszi.

E cikk szerzGjének lehetdsége nyilt Tien-Yien Li és Tangan Gao [31, 17] algo-
ritmusanak tesztelésére. Az 1. tablazatban Osszefoglaltuk a paros sszehasonlitas
maétrixokra felirt legkisebb négyzetes kozelités feladatabol adédé polinomrendsze-
rek megoldasanak atlagos adatait és a homotopias algoritmus futési idejét 1 GHz-es
processzoron.

A 3 x 3-as eset elemzésében [3] talalhat6é olyan métrix-konstrukei6, amelyhez
tartozé LSM-feladatnak négy lokalis minimumbhelye van. Ezek azonban gyakorlati
szempontbol nem tiinnek elsédleges fontossaguinak. A 3 x 3-asnal nagyobb esetben
néhany tapasztalati (konkrét feladatra dontéshozoé altal megadott), valamint vé-
letlenszertden generalt paros Gsszehasonlitas méatrixokat vizsgaltunk. Szamitasaink
szerint a tapasztalati matrixok esetén a legkisebb négyzetes sulyvektor az esetek
donté részében egyértelmt, de még a véletlenszerten generalt matrixok esetében is
csak elvétve fordult el 2 megoldéasnal tébb.

A méatrix mérete
n=3 n=4 71.=.5 n==6 A n=3~8
(n xn)
CPU time 0.05 mp. | 0.5 mp. | 20 mp. | 14 perc | 10 6ra | 3 nap
Kozos gyokok 24 224 1840 14000 | ~10° | ~ 108
szama,
Ko6z06s
pozitiv valds 1 és 7 kozott
gyokok szdma
1. tdbldzat. Polinomrendszerek megoldéasa (n'= 3.4, 55278)

4. Kutatasi lehetdségek

Dontési szempontbol alapvets fontossagu annak biztositasa, hogy egy péaros
Osszehasonlitas matrixbol szamolt sulyvektor egyértelmd legyen, ami az 1. feje-
zetben emlitett sulyozasi modszerek esetében biztositott. A legkisebb négyzetes
megoldés egyértelmdségére vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel azonban még
nem ismert. A péaros Osszehasonlitds méatrixok egy osztalydban a megoldas nem-
egyértelmiiségére Farkas és Rozsa [16] adott elégséges feltételt.
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Dontéselméleti és alkalmazasi szempontbdl is lényeges kérdés a kiilonb6zé suly-
meghatarozé modszerek Osszehasonlitdsa. Célunk, hogy a dontési feladatok jelleg-
zetes vonasainak, tipusainak leginkabb megfelel6 mddszert ki tudjuk valasztani.
Ezen jellegzetességek feltérképezése és azonositasa jelenleg is kutatas targya.

5. Osszegzés

A cikkben egy, a tobbszemponti dontési feladatok szempontsily-rendszerének
kialakitdsara szolgilé modszert vizsgaltunk. Négy eljarast tekintettiink at a péaros
Osszehasonlitds matrixok legkisebb négyzetes kozelitésébsl (LSM) adédo silyok
meghatarozasara. A kapcsol6d6 nemlinearis célfiiggvény nemkonvexitasa miatt az
optimumbhely altalaban nem egyértelmid. Az altalunk targyalt médszerek az Gsszes
lokalis és globalis minimumhely megkeresésére alkalmasak. Tapasztalataink alapjan
a 3 x 3-as matrixok esetére hasznalhato a rezultans-modszer és a Grobner-bazisok,
3 x 3-as és 4 x 4-es esetben az aAltalanositott rezultansokat alkalmazé Fermat szoft-
ver, 3 x 3-astél 8 x 8-as méretig pedig a homotopias kontinuitisi modszer.

A kutatas jelenlegi fazisaban a 3 x 3-as esetben tudunk péaros sszehasonlitas
matrixokat nagy szamban generalni, majd azokbdl automatikusan silyokat sza-
molni. Ez lehetGséget ad a stlyozas szabalyszertségeinek feltarasara, valamint a
véletlen és a dontéshozo altal megadott métrixok dsszevetésére. 3 x 3-as matrixok-
ra a targyalt 4 modszer mindegyike lényegében azonnali eredményt ad, ezért kis
méretd dontési problémak szempont-silyozasiban felhasznalhatok.

A 4 x 4-estS] 8 x 8-as méretig a stulyok szamitasa egyedileg torténik, ezért a
statisztikai jellegii elemzés lehetdsége korlatozott. A futasi eredmények (kiilondsen
n = 7,8 esetében) azt mutatjak, hogy dontési feladatok valds idGben torténd meg-
oldasara még nem alkalmazhatok, az altalunk alkalmazott moédszertan a kutatas
fazisaban van.

A legkisebb négyzetes kozelitésbdl szamolt stlyvektor ismeretében lehetdség
nyilik e médszer sajatossagainak feltarasara valamint mas silymeghatirozé méd-
szerekkel vald Osszevetésre. A moédszerek elényeinek és hatranyainak pontosabb
ismeretével kozelebb keriilink ahhoz a célhoz, hogy a dontési feladattipusok alap-
feltevéseinek megfelelGen ki tudjuk jellni az alkalmazhatd stlymeghatarozé moéd-
szerek csoportjat.

Készonettel tartozom Tangan Gao-nak (Michigan State University) a homoto-
pias algoritmus rendelkezésemre bocsatasaért, valamint Stefan Péternek (Nemzeti
Informacioés Infrastruktura Fejlesztési Program (NIIF) Szuperszamitogép Kozpont)
a program futtatasdban nyajtott technikai segitségéért.

A tanulmany az Orszagos Tudoméanyos Kutatasi Alapprogramok OTKA-T043-
276 és OTKA-T043241 szamua palydzatainak tamogatasaval késziilt.
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WEIGHTS FROM THE LEAST SQUARES APPROXIMATION OF PAIRWISE
COMPARISON MATRICES

SANDOR BozO6K!

The method of pairwise comparisons is one of the tools for determining the weights of att-
ributes or evaluating the alternatives in Multi Attribute Decision Making. The decision maker is
requested to compare pairwise the importance of the attributes, then the rates are arranged in a
matrix. The aim is to find the weight vector which best reflects the values given by the decision
maker.

There exist many distance minimizing methods, besides the Eigenvector Method (Analytic
Hierarchy Process) for determining weights from a pairwise comparison matrix. One of them is
the Least Squares Method, the solution of which leads to the optimization of a nonlinear, non-
convex function. In the paper, methods for solving the problem of least squares approximation
of pairwise comparison matrices are presented. All methods are suitable for finding all local and
global optima.
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A DUAL SZIMPLEX ALGORITMUS ELSO FAZISANAK VIZSGALATA

MAROS ISTVAN

London

A cikk egy Uj, a szimplex modszer szamara készitett dual elsd fazis eljaras elméle-
ti és szamitastechnikai vizsgalataval foglalkozik. Megmutatja, hogy a GDPO algoritmus
lényegesen jobb teljesitményt képes nydjtani egy dudl megengedett bazis megtalalasa-
ban, mint a hagyomanyos médszer. A 48 feladaton végrehajtott kisérletek meggy6zéen
igazoljak, hogy az algoritmus elényos elméleti tulajdonsagai a gyakorlatban ténylegesen
és nagy mértékben érvényesiilni tudnak.

1. Bevezetés

A lineéris programozasi (LP) feladat megoldasara Dantzig [1] altal kidolgozott
szimplex algoritmus kiilonféle variansai rendkivil fontos szerepet jatszanak az op-
timalizalas elméletében és gyakorlataban. A Karmarkar [3] altal bevezetett és sok
szerz6 (cf. Terlaky et al. {7, 8]) altal tovabbfejlesztett belsépontos algoritmusok
(BPA) nem homalyositottak el a szimplex alapu algoritmusok jelentségét. Bebi-
zonyosodott, hogy a két algoritmus csalad jol kiegésziti egymast. Bizonyos feladat-
tipusokra a BPA-k a jobbak, méasokra pedig a szimplex eljarasok hatékonyabbak.

A szimplex modszernek két alapvets valtozata van: a primdl és a dual algo-
ritmus. Kezdetben a primal médszer kapta a tobb figyelmet. Ennek megfelelGen a
(primal) szimplex alapt programrendszerek folyamatos algoritmikus és implemen-
tacios fejlédésen mentek at és egyre nagyobb feladatokat tudtak megoldani egyre
megbizhatébban és hatékonyabban. A duil szimplex ettsl jelentdsen elmaradt, és
hasznalata els6sorban arra az esetre korlatozodott, amikor egy megengedett (fizibi-
lis) bazis a rendelkezésre allt. Ez volt a helyzet az egészértéki LP feladatok egyszerii
branch-and-bound {B&B) médszerrel t6rténé megoldéasa esetén. Ekkor ugyanis egy
szarmaztatott relaxalt LP feladatra nézve a megel6z6é LP relaxacié optimaélis bazi-
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sa egy dual megengedett bazis. Errdl indulva a dual médszernek altalaban sokkal
kevesebb iteraciora van sziiksége, mint a primal modszernek (lasd pl. {4]).

A korszerd B&B algoritmusok lokalis technikakat alkalmaznak a keres6 fa csu-
csainal, mint példaul logical testing, implied bounds, added cuts. llyen esetekben
mar nemn igaz, hogy az eléd LP feladat optimaélis bazisa dual megengedett marad
a szarmaztatott feladat szamara. Igy a dual algoritmus dual elsé fazissal tud csak
indulni, de még mindig ez a jobb valasztas a primallal szemben.

A kedvez8 tapasztalatok alapjan felmeriilt a kérdés, vajon a duél algoritmus
egyenértékii, esetleg jobb alternativija tud-e lenni a primélnak nagyméretid LP fel-
adatok megoldasara. A dual masodik fazis sikeres fejlesztése [4, 5, 2] utan a dual
elsé fazis algoritmikus maradt a hidnyzo lancszem. Ezen dolgozva jutott el a szerzé
a GDPO algoritmushoz [6, 5], amely a fenti kérdésre pozitiv valaszt adott. Elméle-
tileg kimutathato, hogy az 4j algoritmusnak szdmos kedvezé tulajdonsaga van. Az,
hogy ezek a valosdgban milyen mértékben realizalédnak, még nem volt ismeretes.
Jelen cikk ezt a hidnyt potolja és pozitiv kévetkeztetésekre jut.

A tovabbiakban a 2. szakasz a vizsgalt altalanos alaka LP feladatot fogalmazza
meg, amit a 3. szakaszban a GDPO algoritmus lefrasa kdvet. A 4. szakasz GDPO
elméleti vizsgalatat targyalja, mig a 5. szakasz a szdmitastechnikai vizsgalatot mu-
tatja be. A 6. szakasz a kGvetkeztetéseket Gsszegzi.

2. A feladat megfogalmazasa

A gyakorlat szempontjabol fontos és az elmélet szamara sem kdzombos, hogy
az LP feladatot a természetes felmeriilésnek megfelels formaban lehessen kezelni.
Ez sziikségessé teszi az el6forduld osszes tipusii valtozo és feltétel algoritmikus keze-
lését. Ez nem pusztan esztétikai kérdés, hanem a hatékonysag novelésének a forrasa
is.

2.1. A primal feladat
Egy LP feladat legaltalanosabb alakja a kovetkezé:

minz =c¢cyg+c1z1+ -+ ChZa,

feltéve, hogy a ko6z6s korlatok
7
L; < Zaijxj <U;, i=1,...,m,
i=1

és a valtozok egyedi korlatai
ngzjguj j=1,...,77l

is teljesiilnek. Az alsé (L; vagy ¢;) korlatok kéziil barmelyik lehet —co. Hasonléan,
a felsé (U; or u;) korlatok kozott is lehet +oo.
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Egyszerd atalakitasok és a kdzos feltételekhez egy-egy z; logikai valtozé hozza-
adasa utan a feltételek az alabbi alakra hozhatok:

fi
(1) zi+2aijzj=bi, 1=1,...,m,
J=1

ahol a valtozdk egyedi korlatai:

Megengedett tartomany Tipus | Hivatkozas
zZi, T = 0 0 Fix
(2) 0 < z,z; < uj 1 Korlatos
0 <€ z,z; £ 40 2 Nem-negativ
-0 < zz; £ 4 3 Szabad

A valtozok tipusara type(z;) vagy type(z;) moédon fogunk hivatkozni.
Az LP feladat az (1) feltételrendszerrel matrix alakban is felirhaté:

(3) min c’x
(4) st. Ax+Iz=b

és a valtozok eleget tesznek (2)-nek.

Az z valtozokat strukturdlis, a z valtozdkat pedig logikai valtozdknak nevezziik.
Miutan ¢y nem jatszik szerepet az optimalizalasban, (3)-ban mar nem tiintettik
fel.

Technikai és algoritmikus szempontbdl a logikai és strukturalis valtozok egyen-
rangu szerepet jatszanak és altalaban nem sziikséges megkiilonboztetni dket. Ha a
(4) bal oldalan allé matrixot és valtozdkat djra definialjuk:

X = [’;] ci= [8] A=[A]|T]

ahol 0 az m dimenzids null vektor, akkor a feladat a kovetkez6 alakra hozhato:

min ¢Ix
(5) st. Ax=Db
£<x<u,

az £ és u vektorok értelemszeri kiterjesztése utan. x és ¢ 4j dimenzidéja n = 7 + m.
(5)-6t az LP feladat primal alakjanak, vagy primal LP feladatnak szokas nevezni.

(5) egy bazisat B-vel jeloljik, mig a bazisvaltozok indexhalmazat B-vel, a tébbi
valtoz6 indexhalmazat pedig R-rel. Az 6sszes valtozoé indexhalmaza: NV = BUR és

Alkalmazott Matematikai Lapok 238 (2006)




142 MAROS ISTVAN

M| = n. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy B az A métrix elsé
m oszlopa. Bz A particionalasat eredményezi A = [B|R] alakban, ahol R jeloli
A nem-bézis részét. Ennek megfelelden particionaljuk x-et és c-t is. A matrix j-
edik oszlopat a;-vel, mig i-edik sorat a'-vel jelsljiik. (5)-nek a B-hez tartozé bazis

megoldasa
xg =0 :B_1<b— Zujaj),
jeu
ahol U jeloli azon bazison kivili valtozok indexhalmazat, amelyek felsé korlaton
vannak. Az i-edik bazisvaltozot (;-vel jeloljik. A d; redukalt koltség definicidja
dj =c¢; — 7rTaj =cj - c'gB‘laj, ami tovabb egyenld ¢; — cgaj—vel, ha az aj =
B~1a, jelélést hasznaljuk.

2.2. A dual feladat

A dual feladathoz a primal dualizalasan keresztiil jutunk el. El§szor a primal
feladat azon valtozatat tekintjiik, ahol minden valtozo 2-es tipusi (nem-negativ):
Ha a primal

(P1) min c’x
s.t. Ax=b,
x>0
alakban van megadva, akkor ennek a dualja
(D1) max bTy
st. ATy <ec.

Megjegyzend§s, hogy itt az y dual valtozok 3-as tipusd (szabad) valtozok.
A w=[wi,...,w,]T duél logikai valtozok bevezetésével (D1) felirhaté egyen-
16ség forméban:

max bTy
(6) st. ATy +w=c,
(7 w>0.

Legyen B az A métrix egy béazisa, aminek nem kell primal megengedettnek lenni.
(6) strendezésével a wT = cT — yT A alakot kapjuk, ami particionalt formaban:

T T T
wg =cg—Yy B,

T _ T _ T
wrp =cx -y R.
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A (7) alatti, w-re vonatkoz6 nem-negativitasi feltétel particionalva: [wg, wk]7 > 0.
Az yT = c¢LIB~? valasztassal azt kapjuk, hogy

(8) wi =cf —cEB'B =0,
(9) w}k =ck —cgBT'R =d% >0,

ahol dr a primal redukalt kéltségekbdl alkotott vektor bazison kiviili részét jelen-
ti. Mivel (8) teljesiil tetsz8leges bazis esetén és y szabad valtozo, a B bazis dual
megengedett, ha kielégiti (9)-et. Ez azonban nem més, mint a primal optimali-
tasi feltétel. Vagyis a dual megengedettségi feltétel azonos a primal optimalitasi
feltétellel és a primal redukalt kéltségek egyben a duéal logikai valtozok.

A gyakorlatban a dual szimplex algoritmusok a primal feladaton dolgoznak,
hasznélva annak szamitastechnikai eszkdztarat, de a baziscserét a dual algoritmus
szabalyai szerint hajtjak végre.

Nagyméretd LP feladatokat a gyakorlatban csak akkor lehet megoldani, ha
kihasznaljuk a feltételi matrixok ritkéssagat (kis kitoltottségét). Ez a modositott
szimplex modszer keretein belil valésithatd meg a legjobban. Ilyen esetben csak
az iteraci6hoz szikséges transzformalt elemeket kell meghatarozni. A dual szimp-
lex algoritmusoknal mind elsé, mind masodik fazisban szamitastechnikailag a ,Jleg-
dragabb” mivelet a transzformalt pivot sor eldallitasa. Ennek a sornak az esetleges
tobbszoros felhasznalasa jelentsen motivalta a szerzének az altalanositott dual elsé
fazis eljarasra iranyuld vizsgalatait.

A 3. szakaszban bemutatandé 0j algoritmus, amelyre GDPO (Generalized Du-
al Phase One) néven fogunk hivatkozni, egy iteracioval képes annyi haladast elérni,
mint a hagyomanyos moédszer sok iteraciéval. Mindezt a dragan elGallitott transz-
formalt pivot sor tobbszori felhasznalasaval éri el. Ezen tilmenden, a GDPO-nak
olyan tovabbi tulajdonsagai is vannak, amelyek algoritmikusan és szamitastechni-
kailag is egyarant igen elénydsek. Ezeket a 4. és 5. szakaszok targyaljak.

3. A GDPO algoritmus leirasa

3.1. Elméleti alapok

A GDPO algoritmus részletesebb targyalasa Maros eredeti cikkében (1. {6])
talalhato.

Az LP (5) alatti altalanos esetére is igaz (lasd pl. [5]), hogy a primal redukalt
koltségek azonosak a dudl logikai valtozdkkal. Ezért az (5) minimalizalasi feladat
duéljanak a megengedett megoldasai kielégitik a kovetkezd feltételeket. Megjegy-
zend§, hogy a d; dual logikai valtozok a primal strukturéalis valtozékkal allnak
Osszefiiggésben.

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)




144 MAROS ISTVAN

Type(z;)|Erték d; |Megjegyzés
0 z; =0 Mindegy
r; = 0 Z 0
z;=u; <0 |[jelU
;=0 >0
Ty = 0 =0

WO B e

Ebbél adédéan egy (B,U) halmazparhoz tartoz6 dual megoldas megengedett, ha
teljesiti (10)-et.

Miutan a fix (type-0) primal valtozok redukalt koltsége mindig egy megenge-
dett d; érték, ezeket a valtozokat kihagyhatjuk a dual megengedettség vizsgalata-
bél. Hasonlé a helyzet a korlatos (type-1) valtozékkal is. Ha ugyanis egy type-1
valtozohoz tartozoé d; elGjele nem teljesiti (10)-et, akkor a primal véaltozé értékét az
ellenkezd korlatra allitva d; dual megengedett lesz. Ez a lépés nem igényel bazis-
cserét, minddssze a primal bazismegoldast kell transzformalni. Ugyanis a korlatos
primal valtozokhoz tartozd d; kétféleképpen lehet nem-megengedett (infizibilis).
Formalisan: legyenek

J: type(z;) =1,z; =u;,d; >0
3 3= Y
T~ ={j: type(z;)=1,z; =0,d; <0}

a type-1 dual infizibilis indexek halmazai. Ekkor a primal valtozék korlatcseréje
utan a megoldas transzformacidja:

(11) ﬂ = ﬂ - Z U; ;5 + Z U; g,
: JETH+ J€T-
ahol a; = B~ !a;, .=’ értékadast jelent, és a szumma értéke nulla, ha a vonatkozoé

indexhalmaz iires. a;-k kiszamitésa a (11)-ben szereplS Gsszes j-re nagyon szami-
tasigényes lenne. Azonban az egész miveletet egyetlen lépésben el lehet végezni a
kévetkezd modon:

(12) B:=08- Z ujoy + Z ujo
JET+ JET-
:ﬁ—B_1< Z ujay; — Z ’U,jﬂj)
JETH JET-
=B-B7la
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a nyilvanvald értelmezésével. a (egyszerti) meghatéarozasa utan csak egyetlen FT-
RAN miiveletet (lasd pl. [5]) kell végrehajtani a bazis inverzével. (12)-t dudl megen-
gedettségi korrekcionak nevezzik. Ezt a miveletet elég akkor végrehajtani, amikor
mar sikeriilt (ha lehet) az Osszes type-2 és type-3 pozicié dual logikai valtozéjat
megengedett értékre hozni.

Fentiek alapjan elegendd a type-2 és type-3 valtozdkkal foglalkozni. Ezekre két
infizibilitasi indexhalmaz hatarozhaté meg:

(13) M = {j:d; <0 és type(z;) > 2},
(14) P= {j tdy > 0 és type(z;) :3},

Ezek segitségével a dudl infizibilitdsok dsszegét a kivetkezdképpen definialjuk:

(15) =Y 4 -% 4,

JEM JEP

ahol barmely szumma egyenld nullaval, ha a vonatkozé indéxhalmaz ures. Nyilvan-
valéan mindig igaz, hogy f < 0.

Dual els6 fazisban a cél f maximalizalasa. Ha f = 0-t el tudjuk érni, akkor a
megoldas dual megengedett lesz egy esetleges megengedettségi korrekcioé utan. Ha
ez nem érhet§ el, akkor a feladatnak nincs duil megengedett megoldasa.

A dual algoritmusok el6bb a bazisbdl kiléps valtozot hatarozzak meg, ami egy-
ben a pivot sort is definidlja a soronlévé iteracidra. Tegyiik fel, hogy a p-edik sort
valasztottuk ki, mert egy késébb targyalandé kritérium alapjan ez bizonyult a leg-
jobbnak. A szimplex iteraci6 ennek a transzformélt sornak bizonyos t tobbszorosét
vonja le a dual logikai valtozok sorabél: dz(t) = dg — ta®. Igy a duél logikaiak,
mint a t fiiggvényei:

Ezzel a jeloléssel d§p)(0) = d;. Ha t kell8en kicsi 1igy, hogy az M és P halmazok val-
tozatlanok, az infizibilitasok Gsszege a t fliggvényében a kovetkezdképpen fejezhetd
ki:

f(p)(t) Z d(p) Z d; p) (p) 0) - t( Z Qpj — Zam)-

JEM JjEP JEM JEP

Lathaté, hogy a (15)-beli f-et t = O-ra kapjuk meg: f = f(P(0). Kénnyen kimutat-
hato, hogy a soron kovetkezs targyalas akkor is igaz, ha a halmazok csak a ¢ =0
esetben valtozatlanok (degeneracio).

A dual infizibilitasok megvaltozasa, ha t elmozdul a nulla értékrél:

(17) A =50~ 10 =t T o~ Yo )

JEM JEP

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



146 MAROS ISTVAN

Ha bevezetjiik a

(18) Up = Z Qpj — Zam’

JEM JEP

jelolést, (17) a Af = —tv, alakban frhat6. Ennek kovetkeztében a dudl infizibilita-
sok javulasanak a kovetelménye, Af > 0, ekvivalens a

—tup, >0
kévetelménnyel. Ezt pedig kétféleképpen lehet elérni:

(19) Ha v, > 0, akkor t < 0-nak kell teljesiilni,
ha v, < 0, akkor ¢ > 0-nak kell teljesiilni.

Mindaddig, amig van olyan 4 sor hogy type(8;) # 3 és a hozza tartoz6 (18)
altal definialt v értéke nem nulla, lehetGség van a dual elsé fazis célfiiggvény javi-
tasara. A feltételek pontos kimunkalasa a késébbiekben térténik meg. Amennyiben
tobb sor is potencialis javitd, akkor ezek koziil valamilyen egyszerd vagy Osszetett
szabaly alapjan valasztunk (,dual phase-1 pricing”).

Jeloljiik a p-edik bazisvaltozd (B, eredeti indexét A-ban u-vel. Igy z,=0p a
kivalasztott kilépd valtozé. Ezen a ponton kikétjilk, hogy a kilépd valtozd redu-
kalt koltsége, Jw dual megengedett legyen a bazisbdl valo kilépés utin. Ez nem
feltétleniil szitkséges, de igy a dual megengedettség jobban kézben tarthaté.

Ha t elmozdul nullardl, egyes d;-k elmozdulnak a nulla irdnyaba, ami a megen-
gedettségi tartomanyuk hatara, és bizonyos t esetén el is érik azt. Ezek az értékek
(16) alapjan d; — tap;-bol hatarozhaték meg:

d;

t; = — bizonyos j € R indexekre,
Qpj

és ezek lehetévé tesznek egy béziscserét, mivel itt d;(t) nullava valik. Ez azt is
jelenti, hogy a j-edik dual feltétel ekkor egyenldség formaban teljesill. Ha a tébb
lehetséges j koziil kivalasztott indexet g-val jel6ljiik és ezt a valtozét vonjuk be a
bazisba z, helyett, akkor (a szimplex transzformacios képlete alapjan) azt kapjuk,
hogy
dy, = LR —tg,
Qpq

aminek duil megengedettnek kell lenni a fentiek szerint. Ju elGjelét az hatarozza
meg, hogy z, hogyan (als6 vagy fels6 korlaton) hagyja el a bazist. Ez régton sza-
balyt is ad arra, hogy a belépé valtozé hogyan hatérozhaté meg, ha a kilépst méar
megvalasztottuk. Alabb a szabaly szobeli formajat adjuk, a részletes bizonyitas
[6)-ban talalhaté.
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1. Ha v, > 0, akkor ¢, < 0 kell, hogy (19) teljesiiljon. Ez maga utan vonja, hogy
a p-edik bazisvaltozonak alsé korlaton kell kilépni (ugyanis d,, > 0 sziikséges a
duél megengedettséghez). Dual degeneraci6 esetétdl eltekintve ez azt jelenti,
hogy d;-nak és apg-nak ellenkezd eljeliinek kell lenni, vagyis a potencialis
pivot pozicidknak teljesiteni kell ezt a kévetelményt.

2. Ha v, < 0, akkor t, > 0 szitkséges, ami csak gy lehetséges, ha a kiléps valto-
26 By (= x,) korlatos tipusu és a felsg korlaton lép ki a bazisbol. Degenerciétol
eltekintve ez azt jelenti, hogy d,-nak és apg-nak azonos elGjelinek kell lenni.

3. Hawv, # 0 és a kiléps valtozo 0 tipust (fix), akkor d, elsjele érdektelen. Ezért
ha v, > 0, akkor t, < 0 hanyadosokat keresiink, és ha v, < 0, akkor pozitiv
t-ket vizsgalunk.

Hatra van még annak a vizsgalata, hogy a v = [vy,... ,vm]T vektort hogyan
lehet meghatarozni. v-t dual elséd fdzis redukdlt kéltség vektornak nevezziik.
Vektor alakban (18) a kovetkezGképpen irhaté:

(20) v:Za,-—zaj:B-l(Zaj—Zaj):B-la

JEM JEP JEM JEP

a nyilvanvalé értelmezése mellett. Ez a szamitas egy FTRAN mivelet segitségével
végezhets el, ami egy standard szimplex technika.

3.2. Az f(t) fiiggvény vizsgalata
Miutan a kilépé valtozot meghataroztuk (20) segitségével, a duél infizibilitasok
Osszege t fiiggvényében:

(21) £8) = £(0) - t( T o — 3 am-) ~ 7(0) - toy.

JEM JEP

Lathato, hogy f(t) el6allitasahoz az o transzformalt pivot sorra van sziikség, ami-
bél kiolvashatok az a,; egyiitthatok. Ez szamitastechnikailag egy koltséges miivelet.

Az el6zményekbdl kovetkezben t elmozdulasa nullardl lehet pozitiv, illetve ne-
gativ iranyban is, a helyzettdl fiiggSen. (21) nyilvanvaléan linearis fiiggvény t-ben,
amig a —v, meredekséget definidlé halmazok (M és P) valtozatlanok. Bebizonyit-
haté (lasd Maros [6, 5]), hogy

F(t) egy szakaszonként linedris konkdv tértvonal fiiggvény, melynek to-
réspontjai a belépd vdltozd kilonbizd megudlasztdsainak felelnek meg és
amely pontokban az infizibilitdsi halmazok (M és/vagy P) megudltoz-
nak. Ennek megfelelden f(t) a globdlis marimumdt akkor éri el, amikor
a meredeksége elbjelet vdlt. Az igy definidlt bdziscsere eredményezi a
dudl infizibilitdsok mazximdlis javuldsdt, amit a kivdlasztott kilépé vdlto-
zoval el lehet érna. '
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Ugyancsak bebizonyithato (lasd Maros [6, 5]), hogy a toéréspontokat a kovetke-
26 j € R poziciok definialjak:
1. At >0 esetben
d; <0 €s ap; <0 vagy
deOésapj>O,
2. at <0 esetben pedig
d; <0 és ap; >0 vagy
d; >0 és ap; <0.
A mdsodik eset kizvetleniil szdrmaztathatd az elsébol dgy, hogy —ayp;-t
haszndlunk ap; helyett. Mindkét esetben egy tovdbbi lehetdséy az, hogy
ha type(z;) = 3 (szabad vdltozd) és d; # 0, akkor a d;/ap;, (ap; # 0)
toréspont multiplicitdsa 2.

Ha a definialt toréspontokat nagysag szerint sorba rendezziik, akkor kénnyen
kovethets, hogy f(t) meredeksége akkor valtozik, amikor t eléri a legkisebb definialt
hanyadost (toréspontot). A rendezett értékek a ¢t > 0 esetben 0 <t; <--- <tg, ha
@-val jeloljiik az Gsszes definialt téréspontok szamat, mig a t < 0 esetben forditott
asorrend tg < -+ <ty <0, vagy ezzel egyenértékien, 0 < —t; < --- < ~tq, illetve
a kozos alak 0 < |t £ --- < tgl

Ha sikeres volt p megvalasztasa (van kiléps) valtozo, akkor @ > 0. Bebizonyit-
haté (lasd Maros {6, 5]), hogy

Akdr a vp <0 (t > 0), akdr a vp >0 (t < 0) esetrél van szd, f(t) kez-
deti meredeksége sg = |vp|, és a linedris szakasz meredeksége a k-adik
toréspont utdn A
s'; = s';_l — |apjl, fork=1,...,Q.
Ezen elméleti alapokon nyugszik a GDPO algoritmus, amelyet a kévetkez sza-

kaszban mutatunk be részletesen.
f(t) jellegzetes alakja az 1. dbran lathato.

3.3. A GDPO algoritmus

Az alabbiakban a GDPO algoritmus egy iteraciojat definidljuk a 3.1. és 3.2. sza-
kaszokban targyaltakra alapozva.

Legyen ty = 0 és f; = f(t;). Belathatd, hogy a dual infizibilidsok Gsszege a t6-
réspontokban a kévetkezd rekurzidval szamithato ki: fr = fr—1 + sz‘l (tk — tk—1),
k=1,...,Q.

A dual els6 fazis egy iteracidjanak a lépései:

1. Lépés. Hatarozzuk meg az M és P halmazokat (13) és (14) alapjan. Ha mind-
kettd iires, hajtsunk végre megengedettségi korrekciot. Ezutan a bézis dual
megengedett, az algoritmus befejezédik.
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f(®)
A
t1 t2 t3 t4 t

1. dbra. DuAl infizibilitasok mértéke (Gsszege) t fliggvényében

. Lépés. Allitsuk fel az a = Z a; — Z a; segédvektort (20) szerint.
JEM JEP
. Lépés. Hatarozzuk meg a duél redukalt koltségek vektorat: v = B~1a (20) alap-

jan.

. Lépés. Kilép6 vektor meghatéarozasa: Valasszunk ki egy jeloltet a v-bsl vala-
milyen (egyszerid [pl. Dantzig|, vagy osszetett [pl. Devex|) szabaly alapjan.
Jeloljiik ezt a poziciot p-vel. Ez lesz egyben a pivot sor indexe is.

Ha nem talalunk jeloltet, akkor a dual feladatnak nincs megengedett megol-
dasa, az algoritmus befejezddik.

. Lépés. Hatarozzuk meg B~! p-edik sorat: p” = eI B! és ennek segitségével A
p-edik soranak transzformalt alakjét: o,; = pTa; a j € R pozicickban.

. Lépés. Dual hanyadosteszt. Hatarozzuk meg és taroljuk a dual hanyadosokat a
3.2. szakaszban leirtak alapjan a v, > 0, illetve v, < 0 esetnek megfelelGen.
Rendezziik a hanyadosokat (toréspontokat): 0 < [t1] < -+ < |tg].

. Lépés. f(t) maximalizalasa.

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



150

MAROS ISTVAN

Legyen k =0, to =0, fo = f(0), s =|vpl.

While k <@ A s§>0do

k:=k+1

Jelolje ji azt az oszlopindexet, amelyik |tx|-t, a k-adik legkisebb hanyadost
(toréspontot) hatarozta meg.

Noha algoritmikusan nem sziikséges, a teljesség kedvéért szamitsuk ki f(¢)-t
ebben a pontban: fi = fk_1 + st~ (tk — tk-1),

Hatarozzuk meg f(t) meredekségét ezutan a pont utan: s’; = sf,"l = |apj |-
end while

Jelolje g az utolséd toréspontnak az indexét, amelyre a s'; meredekség még po-
zitiv, ¢ = jk. f(t) a maximumaét ennél a toéréspontnal éri el. A belépd valtozod
Zq.

8. Lépés. Uj megoldas meghatarozésa:

Ha z,, fels6 korlaton 1ép ki a bazisbol (v, < 0'eset), Z, = uy, kiilonben (v, > 0
eset) T, = 0.

Hatarozzuk meg a belépd oszlopvektor transzformalt alakjat: o, = B la,.
Legyen 0p = B,/apq, ha v, > 0, vagy 6p = (B, — wp) /apg (wp a p-edik ba-
zisvaltozo egyedi felss korlétja), ha v, < 0. Transzformaljuk a megoldast:

Bp =1x,+0p és Bi=08 - fpoi; minden i # p.

Transzformaljuk a bazison kiviili valtozdkhoz tartozd dual logikai valtozokat:

- d - -
d, = ——% és d; = dj + d,ap; minden j # p.
pq

Moédositsuk a B és ha sziikséges, az U halmazt, hogy tikrézzék a baziscserét.

Térjlink vissza az 1. Lépésre.

4. A GDPO algoritmus elméleti vizsgalata

Ebben a szakaszban elészor a GDPO algoritmus helyességét mutatjuk meg,

majd néhany fontos tulajdonsagat elemezziik.

4.1. Az algoritmus helyessége

Elészor is, a 3.2. szakaszban kideriilt, hogy f(t)=f(0)—t< Yo api— > apj)

JjEM JEP

egy szakaszonként linearis konkav tortvonal fiiggvény, amit minden iteracié soran
djra definidlunk és maximalizalunk.

Masodszor, miutan az f(t) fiiggvénynek 0 a felsg korlatja, a GDPO soran meg-

oldott LP feladat megolddsa mindig korldtos.
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Harmadszor, f(t) maximalizalasa a dual megengedettségi feltételek mellett egy
konvex probléma. Ezért ha nincs tobb javité sor és a megoldas még mindig nem
dual megengedett, akkor feladatnak nincs dudl megengedett megolddsa.

Negyedszer, ha az algoritmus minden iteraciéban pozitiv lépést tesz a dual
megengedettség felé ( f(t) szigortian monoton n('jvekszik), akkor egyetlen bazis sem
ismétl&dhet, tehat ciklizalas nem fordulhat el6, igy az algoritmus véges szdmai lépés
utdn befejezddik vagy az 1., vagy a 4. Lépésben. Ha az iteraciok soran degene-
racio lép fel, és a GDPO is csak degeneralt 1épést tudna végrehajtani (lasd még
4.2.4. szakaszt), akkor példaul az elméletileg garantalt (és szamitastechnikailag ha-
tékony) Wolfe féle ,ad hoc” médszert ([9]) lehet hasznélni, amig a degeneraciébol
kikeriil az algoritmus.

4.2. A GDPO néhany fontos tulajdonsaga
4.2.1. A hagyomanyos eljaras altalanositasa. A GDPO az f(t) figgvény ma-
ximalizalasaval a lehets legnagyobb lépést teszi meg a dual megengedettség felé,
amit a kivilasztott kilépd valtozd esetén el lehet érni. Konnyen lathaté, hogy a
hagyomdnyos dudl (HD) elsé fizis eljards ennek specidlis esete, amikoris f(t)-nek
csak az elsd toréspontjaig megylnk el. A masik oldalrél nézve GDPO a HD eljdrds
dltaldnositdsdnak tekinthetd.

4.2.2. A pivot sor t6bbszoros hasznositasa. HD a ,dragén” elGallitott transz-
formalt pivot soron egyetlen iteraciét végez el és utana eldobja azt. GDPO ezt a
sort tobbszorosen hasznositja, ami azt eredményezi, hogy egyetlen GDPO iteraci-
6val akar nagyon sok HD iteracionyi el6rehaladast képes elérni. Mindez attol fiigg,
hogy f(t) maximuméat hanyadik téréspontnal éri el.

4.2.3. Nagyobb numerikus stabilitas. A szimplex implementacidk numerikus
probléméinak nagy része abbol adédik, hogy abszolut értékben tul kicsinek ad6dik
az apq pivot elem. GDPO esetén ezen konnyd segiteni, ha f(t) maximuma nem az
elsd torésponton éretik el. Ekkor ugyanis lehet&ség van az eggyel korabbi toréspon-
tot venni. Ha az ehhez tartozo6 pivot elem még mindig nem megfelels nagységrendd,
akkor fokozatosan lehet visszalépni a toréspontokon egy j6 pivot elem megtalalasa-
ig (ha egyaltalan van ilyen). Nagy val6sziniséggel GDPO még ilyen visszalépéses
esetben is nagyobb elérehaladast tud biztositani, mint HD. Ezen tilmenden, ha az
els6 toréspont pivot eleme ,rossz”, akkor HD nem is tud mit csinalni ezzel a pivot
sorral, mig GDPO-nak van esélye egy jo iteraciéra, ha f(t) a maximumat nem az
elss toérésponton éri el.

4.2.4. Jobb hatasfok degeneracio esetén. Dual degeneracié esetén egy vagy
tobb bazison kivili valtozéra d; = 0. Ha ezek a poziciok részt vesznek a dudl ha-
nyados tesztben, akkor ezek 0 értéki hanyadosokat definidlnak. Ez a (esetleg t&bb-
szoros multiplicitassal rendelkezs) ¢ = 0 toréspontot eredményezi. HD ezek koziil
valaszt egyet, és egy 0 lépéshosszii, nem-javitd iterdciét hajt végre.
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Ezzel szemben GDPO esetén a helyzet a kovetkezs. Tegyiik fel, hogy t =0
multiplicitasa ¢, vagyis

(22) 0=ltr] = =lte] <lters] <--- < [tgl.

Jeloljék ay,, ..., ..., q;, a megfelels pozicidkban a transzformalt pivot sor ele-
meit, az egyszertiség kedvéért elhagyva p-t a felsG indexbdl. f(¢) maximumat de-
finialé toréspont k indexét az s > 0 és siy; < 0 relacidk hatarozzak meg, ami
részletesen:

k k+1
sk——-so—ZIaj‘,l>0 és sk+1:so—2|a]-i|§0.
i=1 i=1

Ha erre a k-ra k > ¢ teljesiil, akkor (22) 4ltal azt kapjuk, hogy |tx| > 0. Ez pe-
dig azt jelenti, hogy a degeneraci6 ellenére GDPO pozitiv lépést tud tenni a dual
megengedettség fele. Ha k < ¢, akkor a lépés degeneralt (0 lépéshosszi) lesz.

4.2.5. Egy iteraciéra es6 szamitasi munka. GDPO egy iteracija valamivel,
de altalaban nem sokkal tobb szamitasi munkat igényel, mint HD.

1. Hanyados teszt: ugyanaz, mint a HD-nal. A kiilénbség annyi, hogy GDPO
esetén a hanyadosokat (f(t) toréspontjait) tarolni kell. Ez t6bblet meméria-
igényt jelent, altaldban nem t6bb, mint n — m dupla pontossigi szam taro-
lasat. Noha a type-3 pozicidk két toréspontot is meghatarozhatnak, az ilyen
valtozok szama kevés szokott lenni az LP modellekben.

2. Mig HD a legkisebb hanyadost (elsd toréspontot) valasztja, addig GDPO széa-
mara a ti toréspontokat nagysag szerint sorba kell rendezni. Ha sok t6éréspont
definialédik, akkor ez jelentds tobbletmunkat igényel, hiszen a rendezést min-
den iteracié soran 1jbol el kell végezni. Altalaban azonban nincs sziikség az
Osszes tx-ra f(t) maximuméanak a meghatarozasanal. Igy célszeri olyan ren-
dezési modszert hasznalni, amelyiknél az i-edik lépésben az elsG i elem helyes
sorrendben van. A legmegfelel6bb rendezési modszer megvalasztasat nehezi-
ti az, hogy a definialt és felhasznalt toréspontok szama iteraciérol iteraciora
drasztikusan kiilonb6z8 lehet. Vizsgalataink azt mutattak, hogy a heap-sort
modszer adaptéacidja megbizhatban, j6 hatékonysaggal képes ezt a feladatot
ellatni.

3. Tapasztalataink szerint a fenti tébbletmunka GDPO iteracios sebességét alig
érzékelhetéen befolyasolja HD-hez képest.
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5. A GDPO algoritmus szamitastechnikai vizsgalata

A GDPO tulajdonsagainak elméleti vizsgalata soran tobbszor szerepelt olyan
kitétel, hogy az igazan jé tulajdonsagok akkor jonnek els, ha valéban tobb torés-
pont definialédik iteraciénként és nem az elsén éretik el f(t) maximuma, mert igy
az algoritmusban rejlé nagyfokt rugalmassag jobban kihasznalhat6. Az, hogy ilyen
helyzet mennyire fordul eld, és ezaltal mekkora az algoritmus jelentésége, elsGsor-
ban gyakorlati tapasztalatok alapjan deriil ki. Ebben a szakaszban a szakméban
elfogadott tesztfeladatokkal végzett szamitasok soran nyert tapasztalatokrol sza-
molunk be. Miutan GDPO egy lokalis stratégiat valosit meg, elméleti iiton nem
lehet globalis teljesitményt garantalni. Ezért is fontos a szadmit4stechnikai vizsgalat
elvégzése.

Az irodalomban nem ismeretes kiilonféle dual szimplex algoritmusokkal kapcso-
latos szamitastechnikai tapasztalatok publikalasa. Kommercialis LP rendszerekkel
valo Gsszehasonlitdsnak nem lett volna értelme, mert azok algoritmikus hattere is-
meretlen, publikalatlan lizleti titok, ezért algoritmikus Gsszehasonlitasra alkalmat-
lanok. Igy GDPO-nak az els§ torésponton alapulé hagyomanyos dual elsé fazissal
val6 Gsszehasonlitasahoz folyamodtunk.

5.1. A tesztfeladatok jellemzdi

A tesztelés célja GDPO algoritmikus hatdsossdganak a vizsgalata. A tesztelés-
re a korabban a szerz6 altal kifejlesztett, szimplex alapi MILP nevi kisérleti kodot
hasznaltuk. Noha MILP primal orientaltsagt, tartalmazza azon eszkdzSk nagy ré-
szét, amik a dual implementaciéjahoz sziikségesek.

MILP a nagyméretii LP feladatok hatékony megoldasara szolgald algoritmikus
és szamitastechnikai elemek kiprobalasara kesziilt. Igy ez egy kisérleti kod, amely
tele van tizdelve olyan utasitisokkal, amelyek a miikodést figyelik és informaci-
ot gytdjtenek. Ezaltal nagyon alkalmas 1j eljarasok tulajdonsagainak vizsgalatara,
amikor is a hatasossag a kérdés. Mindezek mellett MILP miikddése igen hatékony,
noha a ,numerikus kernel”™je kb. 10-12 évvel ezel6tt késziilt (ami az akkori igé-
nyeket biztonsagosan kielégitette). Mindezt azért sziikséges megjegyezni, mert bar
ez az esetek nagy részében jol ki tudta szolgalni a dual ismert nagyobb igényét a
szamit4si pontossagra, de egy-két feladatnal ez nem bizonyult elegendének. Hang-
sulyozni kell, hogy ez nem a GDPO algoritmikus hidnyossagat jelenti, hiszen nem
mitasa kozt adédd numerikus kiilonbségrél és az ebbdl esetleg bekovetkezd kisebb
visszaesésrél. Noha MILP /Dual ilyenkor kijavitja a numerikus hibat néhany tobblet
iteracié aran, ez azonban eltorzitja az iteraciés statisztikat. Az alabb ismertetett
tesztelésben olyan feladatok vettek részt, amelyek esetén MILP/Dual numerikus
kernelje hibatlanul miksdstt, mert igy a kiilonbségek feketén-fehéren a megoldo
algoritmusok kozti kiilonbséghdl adédnak és ezaltal alkalmasak GDPO hatésossa-
ganak kiértékelésére. A hatdsossdgot a dudl elsd fdzisban megtett iterdcidk szdmdval
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mérjik. Ennek azért is van értelme, mert GDPO és HD iteracios sebessége alig mér-
hetGen tér el egymaéstol.

Miutéan a type-0 és type-1 valtozék kezelése a dual els6 fazisban trivialis (lasd
dual megengedettségi korrekcid), olyan feladatokat valasztottunk, amelyeknél a
type-2 (nem-negativ) és type-3 (szabad) valtozok vannak tulsilyban. Ezen tulmens-
en az is szempont, hogy a futési eredmények reprodukalhaték, illetve ellendrizheték
legyenek. Ennek érdekében a hasznalt feladatokat a szakmaban elfogadott teszt-
feladattarakbol vettiik. MILP két valtozatat hasznaltuk a futasok soran. Az egyik
(m503d) a GDPO, mig a masik (m503d1) a hagyomanyos dual (HD) implementals-
sat tartalmazza. Az utébbi valdjiban az el6zének egy olyan valtozata, ahol az els6
toréspont alapjan torténik a baziscsere meghatarozasa (legkisebb dual hanyados,
k = 1). Osszesen 48 feladat szerepel a vizsgalatokban. Kéztiik van kisebb, kbzepes
és nagymeéret( is. Ezek valos életbdl vett problémék, nem pedig generalt feladatok.

Az 1. tablazat a tesztelésben résztvett feladatok {8bb jellemzéit tartalmazza,
amelyek: feltételek szama (m), strukturalis valtozék szama (7)), nem-nulldk szama
A-ban, valamint a strukturalis valtozok szamanak megoszlasa tipus szerint.

5.2. A tesztfutasok eredményei és kiértékelése

Az eredményeket el$szor Osszevont tablazatos formaban mutatjuk be, majd a
levont kovetkeztetéseknek megfelels tovabbi tablazatok kovetkeznek.

A 2. tablazatban a dudl els6 fazisban végzett iteracidk szaméat mutatjuk be
GDPO és HD esetén, tovabba a megoldis soran hasznalt stratégiat: volt-e norma-
las (altalaban igen), mi volt az indul6 bazis (logikai vagy crash), illetve a pivot sor
meghatarozasa Devex technikaval tortént-e vagy sem. Nagy érdeklddésre tarthat
szamot az iteracié aranyokat feltiintets két oszlop. A H/G jelentése az, hogy a HD
" algoritmus hanyszor tobbet iteralt, mint GDPO, a G/H oszlop ennek a reciproka.
Lathatod, hogy nem minden feladat esetén voltak a futisi paraméterek azonosak.
Ennek tobb oka van. ElSszor is, olyan indulé bazist kellett valasztani, ami duél
nem-megengedett. Bizonyos esetekben az egységvektorokbol allo logikai bazisra ez
teljesiilt, és amikor nem, akkor egy ,crash” eljarassal el6allitott bazis (lasd [5]) fe-
lelt meg a célnak. Masodszor, a nagyobb feladatok sorkivalasztasira a dual Devex
technikat hasznaltuk a racionalisabb megoldasi id6§ érdekében. Harmadszor, a fela-
datok legtébbjét normalassal oldottuk meg, hogy numerikus problémak ne lépjenek
fel és az eredmények ,tisztan” legyenek értelmezhetSk az algoritmusok hatasossa-
ga szempontjabol. Nagyon fontos megjegyezni, hogy minden konkrét feladat esetén
ugyanazzal a stratégiaval futott mindkét (m503d és m503d1) program. Ezért a meg-
oldasi stratégia gyanant ezek a k6zos beallitdsok vannak feltiintetve.

A GDPO elvart hatasos mikodésének az alapja a pivot sor tobbszoros felhasz-
nalasa, ami abban nyilvanul meg, hogy f(t) maximalizilasira hiny toéréspontot
hasznal fel. Ezt egy bizonyos értelemben algoritmikus lépéshossznak lehet nevezni.
A 3. tablazat errél ad képet. Miutan nagyon nagy a variacio, az adatokat kissé to-
moriteni kellett, hogy be lehessen mutatni. A tablazat egy sora azt mondja meg,
hogy az 6sszes dual els6 fazis iteraci6 soran (ez a szam az utolsé oszlopban van)
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Valtozdk szama tipus szerint
Feladat Sorok | Oszlopok | Nem-nullak | Type-O0 | Type-l [ Type-2 | Type-3
25fv47 822 1571 11127 0 0 1571 0
80bau3b 2262 9799 29063 498 2986 6315 0
agg 488 163 2541 0 0 163 0
agg2 516 302 4515 0 0 302 0
agg3 516 302 4531 0 0 302 0
baxter 27441 15128 109823 0 1122 14006 0
bnll 643 1175 6129 0 0 1175 0
bnl2 2325 3489 16124 [ 0 3489 0
boeingl 351 384 3865 0 228 156 0
cre_a 3516 4067 19054 0 0 4067 0
cre_b 9648 72447 328542 0 0 72447 0
cre ¢ 3068 3678 16922 0 0 © 3678 0
cre_d 8926 69980 312626 0 0 69980 0
czprob 929 3523 14173 229 0 3294 0
d6cube 415 6184 43888 0 0 6184 0
dbir2 18906 27355 1148847 0 0 27355 0
degen2 444 534 4449 0 0 534 0
degen3 1504 1818 26230 0 0 1818 0
degend 4420 6711 107375 0 0 6711 0
grow07 140 301 2633 0 280 21 0
growls 300 645 5665 0 600 45 0
grow22 440 946 8318 0 880 66 0
israel 174 142 2358 0 0 142 0
maros 847 1443 10006 35 0 1408 0
modO011 4481 10958 37425 1 1596 9361 0
nsct2 23003 14981 686396 0 0 14981 0
osa-07 1118 23949 167643 0 0 23949 0
osa-14 2337 52460 367220 0 0 52460 0
osa-30 4350 100024 700160 0 0 100024 0
perold 625 1376 6026 64 266 958 88
pilot _we 723 2789 9218 78 294 2337 80
rentacar 6804 9557 42019 650 179 8728 0
scagr_2 32847 34580 141757 0 0 34580 0
scrs_3 16545 17420 71401 0 0 17420 0
scsd6 147 1350 5666 0 0 1350 0
scsd8 397 2750 11334 0 0 2750 0
sctap2 1090 1880 8124 0 0 1880 0
sctap3 1480 2480 19734 0 0 2480 0
ship08l 778 4283 17085 0 0 4283 0
ship12l 1151 5427 21597 0 0 5427 0
stair 357 467 3857 82 6 373 6
sto27 14441 34114 114973 0 0 34114 0
stocfor2 2157 2031 9492 0 0 2031 0
stocfor3 16676 15695 74004 0 0 15695 0
SWS 14310 12465 105480 0 0 12465 0
unicolns 5421 45569 168220 2 1449 44118 0
woodlp 244 2594 70216 0 0 2594 0
woodw 1098 8405 37478 0 0 8405 0]
1. tdbldzat
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Indulé Megoldasi stratégia
Feladat | dudl inf. || Dual Ph-1 it. szdma | Iteraci6é aranyok || Normalas | Ind. bazis | Devex

szama [ GDPOTHD (k=1)] H/G] G/H I/N CB/LB I/N
25fv47 41 238 1033 4.34 0.23 1 LB N
80bau3b 208 736 997 1.35 0.74 I LB 1
agg 95 11 107 9.73 0.10 1 LB N
agg?2 171 13 109 8.38 0.12 I LB N
agg3 171 13 109 8.38 0.12 1 LB N
baxter 3259 2687 4482 1.67 0.60 1 CB I
bnll 57 4 27 6.75 0.15 I LB I
bnl2 156 49 134 2.73 0.36 I LB I
boeingl 164 9 102 11.33 0.09 1 LB N
cre_a 1156 476 1655 3.48 0.29 N CB 1
cre_b 14503 4604 12281 2.67 0.37 N CB I
cre ¢ 1056 532 1559 2.93 0.34 N CB 1
cre_d 10409 3479 14798 4.25 0.23 N CB 1
czprob 1521 191 1959 | 10.26 0.10 I LB N
décube 2637 1209 6500 5.38 0.19 I CB 1
dbir2 9210 9631 9848 1.02 0.98 I LB I
degen2 425 143 574 4.01 0.25 1 LB 1
degen3 1249 571 1945 3.41 0.29 I LB I
degend 2697 1177 6792 5.77 0.17 1 LB 1
grow07 21 1 14{ 14.00 0.07 I CB N
growl5 45 1 14| 14.00 0.07 I CB N
grow22 66 1 14| 14.00 0.07 I CB N
israel 24 1 24| 24.00 0.04 1 LB N
maros 162 666 799 1.20 0.83 I LB N
mod011 4343 602 3753 6.23 0.16 1 CB 1
nsct2 11240 11507 11636 1.01 0.99 1 LB I
0sa-07 9201 114 3456 | 30.32 0.03 1 CB I
osa-14 19695 141 3616 | 25.65 0.04 I CB 1
0sa-30 37495 68 7785 | 114.49 0.01 I CB 1
perold 7 725 587 0.81 1.24 I LB N
pilot__we 91 580 1065 1.84 0.54 1 LB N
rentacar 2 1778 1629 0.92 1.09 1 LB N
scagr_2 8645 16676 27473 1.65 0.61 1 LB I
scrs_3 4355 11635 12765 1.10 0.91 1 LB I
scsd6 218 46 147 3.20 0.31 I CB N
scsd8 353 6 30 5.00 0.20 I CB N
sctap2 238 442 578 1.31 0.76 1 CB 1
sctap3 315 532 714 1.34 0.75 I CB I
ship08l 581 39 587 | 15.05 0.07 I CB N
shipl2l 708 51 958 | 18.78 0.05 I CB N
stair 1 180 152 0.84 1.18 I LB N
sto27 11541 4879 6844 1.40 0.71 I CB I
stocfor2 639 1366 1552 1.14 0.88 I LB N
stocfor3 5077 10620 11848 1.12 0.90 I LB N
SWs 2190 988 1694 1.71 0.58 1 CB 1
unicolns 43914 4975 50841 | 10.22 0.10 I CB I
woodlp 1057 30 1288 | 42.93 0.02 1 CB N
woodw 1738 60 2520 | 42.00 0.02 1 CB N

2. tdbldzat
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Felhasznalt téréspontok szama Iteraciok
Feladat 1 2 3 4 56-10 11-20 21-50 504 | Max | Phl-ben
25fv47 80 76 - 38 16 7 17 4 - - 18 238
80bau3b 389 165 66 41 29 41 5 - - 14 736
agg - 1 - 2 - 6 2 - - 18 11
agg2 1 1 - 3 1 4 - 3 - 48 13
agg3 1 1 - 3 1 4 - 3 - 48 13
baxter 1381 331 157 142 74| 201 188 178 35| 194 2687
bnll - - - - - - 4 - - 17 4
bnl2 17 18 4 - - - 10 - - 19 49
boeingl 1 - - - 2 3 2 - 1} 136 9
cre_a 79 62 39 27 30 67 79 57 36 474 476
cre_b 103 179 169 203 171 | 702 287 875 1915 | 3538 4604
cre ¢ 102 93 62 49 20 89 49 47 21| 397 532
cre_d 108 105 151 109 133 | 548 656 733 936 | 3948 3479
czprob 46 71 32 12 8 5 2 4 11 172 191
d6cube 103 90 83 81 92| 300 231 139 90 | 821 1209
dbir2 8851 587 130 34 22 6 1 - - 13 9631
degen2 19 34 64 7 5 11 - 1 2 58 143
degen3 128 131 247 23 11 14 11 3 3 91 571
degend 312 165 189 109 111 | 185 90 10 6| 162 1177
grow(Q7 - - - - - - - 1 - 21 1
growls - - - - - - - 1 - 45 1
grow22 - - - - - - - - 1 66 1
israel [ - - - - - - - 1 - 24 1
maros 258 200 97 44 24 34 8 1 - 32 666
mod011 260 107 64 46 31 52 17 10 15 917 602
nsct2 10974 298 85 35 19 59 31 6 - 26 11507
osa-07 37 24 3 6 1 2 4 5 32 | 4503 114
osa-14 70 18 4 2 1 2 3 6 39 | 9454 145
osa-30 18 3 4 4 2 2 1 6 39 | 3654 79
perold 414 156 47 18 21 38 15 14 2| 154 725
pilot _we 341 84 39 16 11 42 36 9 2 103 580
rentacar 1737 33 6 - - 1 1 - - 11 1778
scagr_2 | 10625 5186 - 865 - - -. - - 4 16676
scrs_ 3 8311 2995 298 23 8 - - - - 5 11635
scsd6 2 2 4 2 2 6 14 10 4| 100 46
scsd8 - - - 1 - 1 - 1 3| 260 6
sctap2 65 98 58 64 26 83 28 17 3 55 442
sctap3 103 124 46 59 39 87 39 32 3 90 532
ship08 16 2 - 1 12 - - - 8 73 39
shipl2 13 6 9 9 1 1 - - 12 62 51
stair 147 30 1 - 1 - 1 C— - 14 180
sto27 612 725 916 520 484 | 1006 424 191 1 56 4879
stocfor2 583 450 179 99 30 25 - - - 10 1366
stocfor3 3730 3491 1604 761 443 | 546 44 1 - 21 10620
SWS 367 332 12 85 31 71 70 - - 17 988
unicolns 441 627 225 359 96| 348 2659 220 - 34 4975
woodlp - - - - - - 5 8 17 { 588 30
woodw - 2 - 2 4 7 7 15 23 | 801 60

3. tdbldzat
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hanyszor maximalizalta f(t)-t az els6, a masodik, ..., az 6todik téréspont, illetve
hanyszor volt a maximalizal6 téréspont 6 és 10, 11 és 20, 21 és 50 kozott, illetve 50-
nél t6bb. Az Gsszevont része a tablazatnak sok érdekes esetet eltakar (féleg az 50+
részben). Ennek részbeni ellensulyozasara szerepel a ,Max” felirati oszlop, amelyik
azt tiinteti fel, hogy az Osszes iteracié soran mennyi volt az egy lépésben felhasz-
nalt toréspontok maximalis szama. Ha példaul megnézziik a mod011 sorat, akkor
azt latjuk, hogy az els6 fazisban megtett 602 iteraciobél (utolsé oszlop) 31 esetben
fordult el8, hogy f(t) az 6todik toréspontnal érte el a maximumat, tovabba volt
olyan eset (Max), amikor a 917. toréspontig kellett elmenni a maximum eléréséhez.

A kiértékelés els6 szempontja az algoritmus helyességének az igazolasa. No-
ha ez elméleti Gton mar megtortént a 4.1. szakaszban; a kisérletek soran szerzett
tapasztalatok is azt mutatjak, hogy GDPO képes helyesen megoldani a feladatokat.

GDPO hatasossagnak a kiértékeléséhez a 2. tablazatbol indulunk ki. Mar az
elsGé atnézés alapjan latszik, hogy GDPO harom eset kivételével jobb, mint HD.
A H/G oszlop azt mutatja, hogy HD héanyszor tobb iteraciot végzett a dual megen-
gedettség eléréséig, mint GDPO. Az 1-nél nagyobb szamok jelzik azokat az eseteket,
amikor GDPO volt a jobb, és ez a szim egyben a hatdsossag mérdszama is. Harom
esetben ez a szam 1-nél valamivel kisebb, jelezve, hogy ekkor HD volt a hatasosabb.
A jobb attekinthetdség érdekében elkészitettiik a 4. sz. (tomoritett) tablazatot an-
nak a-bemutatasara, hogy GDPO hany esetben és hanyszorosan volt jobb HD-nél.

Optimalizalé algoritmusok esetén 25% javulast altalaban jelent8snek szoktak
mindsiteni. Ha GDPO esetén csak a legalabb 50%-o0s javulast tekintjiik, akkor azt
latjuk, hogy a 48 feladatbol 35 esik ebbe a kategoriaba (lasd 4. sz. tablazat). Fel-
tling, hogy ezen beliil 13 esetben a hatasossag tobb mint 10-szeresére novekedett.
Kiilonosen az osa feladatcsalad megoldasa latszik kiemelkeds teljesitménynek, ahol
a legjobb esetben (osa-30) a javulas 114-szeres.

Az elsd toréspontot hasznalé algoritmusok {mint amilyen HD is) a dual nem-
megengedettségek szamat altalaban csak egyesével tudjak csékkenteni, kivéve ami-
kor dual degeneraci6é miatt ennél tobbet sikeriil egy lépésben elérni. Bar GDPO csak
a nem-megengedettségek Osszegében monoton, mégis képes a nem-megengedettsé-
gek szamat is igen gyorsan cskkenteni. Az ebbdl a szempontbdl kiemelkedSen jo
példakat az 5. sz. tablazatban foglaltuk 6ssze (6sszesen 20 feladat).

A 3. sz. tablazat azt tanusitja, hogy f(t) aktivan hasznalja a definialt téréspon-
tokat. S6t, ennél tobb is kideriil. Elméletileg a lehetd legjobb teljesitmény az, ha az
Osszes nem-megengedettséget egyetlen iteracéval ki lehet kiiszobolni. A tablazat-
bél lathato, hogy valodi feladatokon GDPO ezt el is tudja érni. Ezek a feladatok:
a grow csalad (grow07, growl5 és grow22), valamint israel. A grow feladatok-
ban viszonylag kevés type-2 valtozé van (21, 45 és 66), azonban az ezekhez tartozd
osszes dual logikai valtozé dual nem-megengedett a crash bazis esetén. Az elsé ite-
raciéban definidlt f(¢t) maximumat az sszes (21, 45 és 66 [annyi, mint a type-2
véaltozok szamal) definidlt toréspont felhasznalasaval érte el, és ezaltal mindegyik
dual logikai valtoz6 megengedett értékre keriilt egyetlen lépésben. israel esetén
az Osszes valtozd 2-es tipusi, de itt is a maximalis hatasossaggal mikédstt GDPO.
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| Javulas

| Hany esetben |

1.0 — 1.5-szeres 10
1.6 — 3.0-szoros 7
3.1 - 5.0-sz6rds 7
5.1 - 10.0-szeres 8
Tobb mint 10-szeres 13
Romlas

0.8 — 1.0-szeres 3

| Osszes I 48 I

4. tdbldzat. GDPO hatasossaga az iteracidk szdménak aranyaban mérve

Indulé dual GDPO
Feladat inf. szama  iteraciok
agg 95 11
agg?2 171 13
agg3 171 13
bnil 57 4
boeingl 164 9
grow(7 21 1
growls 45 1
grow22 66 1
israel 24 1
mod011 4343 602
0sa-07 9201 114
osa-14 19695 141
osa-30 37495 68
scsd6 218 46
scsd8 353 6
ship08l1 581 39
ship12l 708 51
unicolns 43914 4975
woodlp 10567 30
woodw 1738 60

5. tdbldzat. Dual infizibilitasok szamanak kiilondsen gyors eliminalasa
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6. Kovetkeztetések

A cikk célja a szimplex modszerre kidolgozott és GDPO-nak nevezett dual elsé
fazis algoritmus [6, 5] elméleti és szamitastechnikai elemzése, az algoritmus tulaj-
donsagainak vizsgalata volt. El6szor magat az algoritmust mutattuk be roviden,
hogy az elméleti tulajdonsagok targyalasa dnmagaban is érthets legyen. Ezutan
tértiink ra a szamitastechnikai vizsgalatra, amit intenziv kisérleti munka el6zott
meg. A kisérleteket a nemzetkozileg elfogadott valodi életbdl vett tesztfeladato-
kon végeztiik el. Ezek méretben és komplexitasban széles kort dlelnek fel. GDPO-t
Osszehasonlitottuk egy tipikus hagyomanyos dual elsé fazis algoritmussal. Kommer-
cidlis LP rendszerekkel val6 Osszehasonlitasnak nem lett volna értelme a korabban
mar emlitett okok miatt.

A GDPO-val kapcsolatos elméleti és szamitastechnikai vizsgilatok tapasztala-
tait az alabbiakban lehet Gsszefoglalni.

1. GDPO a hagyomanyos dual elsé fazis algoritmusokat specialis esetként tar-
talmazza, és igy azok altalanositasanak tekinthetd.

2. GDPO a transzformalt pivot sort tobbszordsen képes hasznalni, ami altal
egy iteraciéban sok hagyomanyos iteraciénak megfelel§ elérehaladast képes
elérni.

3. GDPO csak az infizibilitasok Osszegében monoton, ami nagy rugalmassagot
biztosit és lehetdvé teszi megfeleld nagysagrendi pivot elem kivalasztasat. Ez
pedig kedvezd numerikus tulajdonsagot eredményez.

4. Dual degeneraci6 esetén GDPO-nak sokkal nagyobb esélye van nem-degene-
ralt iteraciot végrehajtani, mint mas dual algoritmusoknak.

5. GDPO j6l implementalhaté, és az iteracios sebesség alig érzékelhetSen valto-
zik HD-vel szemben, ha a szamitastudoméany korszerd médszereit hasznaljuk.

6. GDPO elényos elméleti tulajdonsagai a gyakorlatban rendszeresen érvénye-
siilnek.

7. GDPO hatéasossag tekintetében szinte mindig jelentsen feliillmilja a hagyo-
manyos dual els fazis modszert. Tébb valés esetben képes az elméleti ma-
ximumot is nyujtani, vagyis dual megengedetté tenni a megoldast egyetlen
nem trivialis iteracioval.

8. GDPO kedvezs miikodésének egyértelmien az a magyarazata, hogy minden
lépésben a maximalis el6rehaladast valositja meg, ami egy kivalasztott kilépd
valtozo6 esetén lehetséges, és ami csak (akar magyon) sok normal dual szimp-
lex iteraciéval lenne elérhets. Sok téréspont felhasznélasa esetén ez hatalmas
kiilonbséget jelent.

Fentiek alapjan levonhato az a kovetkeztetés, hogy GDPO elméleti és gyakor-
lati szempontbol egyariant jelentés algoritmus, aminek feltétlen helye van a dual
szimplex algoritmus korszerd eszkoztaraban.
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INVESTIGATING PHASE 1 OF THE DUAL SIMPLEX

IsTVAN MAROS

The paper performs a theoretical and computational analysis of a new dual simplex algo-
rithm GDPO that is based on a piecewise linear phase 1 objective function. It concludes that it is
able to considerably outperform the traditional dual phase 1 methods. It offers enhanced numer-
ically stability and more effectiveness in coping with degeneracy. Tests on 48 real life problems
indicate that the theoretically possible improvements are very likely to materialize in practice
thus making this algorithm a prime candidate for inclusion in any modern simplex solver.
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FEJER LIPOT 100 EVE HABILITALT KOLOZSVARON
STABILITASELMELETBOL

GARAY BARNABAS, HATVANI LASZLO, KOLUMBAN JOZSEF

Budapest, Szeged, Kolozsvar

Fejér Lipot szaz esztendeje, 1905. junius 23-4n habilitalt a kolozsvari egyetemen.
Habilitaciés eldadasanak témaja a kozonséges differencialegyenletek stabilitaselmélete
volt, cime pedig ,Stabilitdsi és labilitdsi vizsgdlatok a témegpontrendszer mechanikdjd-
ban” [8].

Ebben a dolgozatunkban Fejér Lipéton kiviil szeretnénk emléket allitani a kolozs-
vari iskolanak is, amely a magyar matematika elss, valéban nemzetkozi rangi szakmai
kozossége volt. Fejér habilitacios eldadasinak ismertetését a stabilitaselmélet 1900 ko-
riili altalanos helyzetét bemutato alfejezet, valamint a Ljapunov munkassagat réviden
leir6 Fiiggelék foglaljak keretbe. A hangsilyt a habilitacios el6adasban szerepld mecha-
nikai példara helyezziik, amelyet Fejér — a topoldgia fogalmi és technikai apparatusanak
akkori viszonylagos fejletlensége miatt — csak részben tudott kielemezni (7], [9]; megmu-
tatjuk, hogy Fejér gondolatmenetét az Stven évvel késébb felfedezett LaSalle-elv teszi
teljessé.

1. A helyszin és a {Gszereplé

Gergely Jend, a kolozsvari Bolyai Tudoméanyegyetem egykori tanara, az elsé
vilaghaboru idején Riesz Frigyes tanitvanya volt. A tarsszerzék egyike téle hallotta
az alabbi torténetet.

A Keleti Palyaudvaron a magyar tudomanyos élet szamos kivalésaga izgatot-
tan varta a parizsi gyors érkezését. Henri Poincaré, a kor egyik legnagyobb tudésa
jott Budapestre, hogy atvegye a Bolyai-dijat.! Az allomason az {idv6zls szavak el-

LA Magyar Tudomanyos Akadémia Elndksége 1902-ben Kolozsvaron tartott iinnepi megemlé-
kezést Bolyai Janos szliletésének szazadik évforduldja alkalmabol. Ekkor jelentették be a Bolyai-
dij létrehozasat, amelyet — a Nobel-dijhoz hasonlé feltételek mellett — 6tévenként szandékoztak
odaitélni a viladg legjobb matematikusai egyikének. ElsGként ezt a dijat Henri Poincaré nyerte el
1905-ben. A méasodik dijat David Hilbert kapta. Az 1915-6s dijkiosztas a habort miatt elmaradt.
A Bolyai-dij torténetének elsg szakasza a haboriat kovet§ inflacioval (pontosabban az alapitvanyi
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hangzisa utan megszdlalt Poincaré is: — Hol van Fozsé? — kérdezte. A magyarok
zavartan néztek Ossze. Ki lehet az a F6zsé?7 Hamarosan rajottek, hogy Fejér Li-

potrol, a kolozsvari egyetem tanarardl van sz, aki 25 éves kora ellenére az akkori

idék egyik legismertebb magyar matematikusa volt. Erthets tehat Poincaré 6ha-
ja, hogy magyarorszagi rovid latogatasa alkalmaval talalkozhasson a fiatal tudéssal.
Mit lehetett tenni? Hathatos kézbenjaras utan, néhany 6ra malva egyetlen személy-
kocsibél és mozdonybdl All kiilonvonat robogott Fejérrel Kolozsvarrél Budapest
felé ...

Akéar hiteles, akir nem, a torténet azért is figyelemremélto, mert Fejér Lipot
nem az egyedili matematikus, akinek tevékenysége lényegesen befolyasolta a XX.
szazad tudoméanyanak fejlddését, és aki akkortajt hosszabb-révidebb ideig a ko-
lozsvari egyetemen dolgozott. Erdekes, hogy a XIX. szazad masodik felében a ma-
gyarorszagi tudomanyegyetemek kozil nem a budapesti, hanem a kolozsvari valt
fontos matematikai centrumma. A haborat megel6z6 masfél évtizedben a kolozsva-
ri matematikai iskola a vilag legjobbjai kozé tartozott. Véleményiink szerint a XXI.
szazadban sem mulik el olyan munkanap, amelyen valahol a nagyvilagban Farkas
Gyula, Fejér Lipot, Haar Alfréd vagy Riesz Frigyes nevét ne emlegetnék.

Hogyan jutott a XX. szézad elején a kolozsvari matematika ezekre a magasla-
tokra? Milyen személyi feltételek, tarsadalmi és gazdasagi jelenségek, tudoméany-
mivelési és oktatasfejlesztési stratégisk segitették a fejlddésben??

1.1. A kolozsvari matematika a 19. szazad végén

1872-ben, a kolozsvari egyetem megnyitasakor a matematika szempontjaboél Er-
délyben a helyzet nem volt kecsegtetd. A két Bolyai tevékenységétsl eltekintve a
kor itteni matematikai irodalma egészen szegényes. A leginkabb emlitésre mélto ese-
mény Brassai Samuel nevéhez fiiz6dik, aki magyarra forditotta Eukleidész Elemek
cimi kényvét. Amikor a kolozsvari egyetemen a matematikai tanszékek megszerve-
zésére sor keriilt, az erdélyiek koziil csak Brassai johetett szdba, aki akkor az Erdélyi
Miuzeum-Egylet igazgatdja és a Természettar 6re volt. Tudomanyos hirneve, tekin-
télye Kolozsvaron olyan nagy volt, hogy az egyetem tgyével foglalkozo djsageikkek
allandoan emlegették 6t a jeloltek kozott. Mar 1870-ben egyetemi tanarsagra pa-
lydzott Pesten, és varta, hogy hivjdk meg a szanszkrit nyelv tanarinak. Ugy tud-
juk, Brassait baré Eotves Jozsef tanligyminiszter megkérdezte, hajlandé volna-e
az alapitandé kolozsvari egyetemen valamilyen tanszéket vallalni. A vilasztast 6ra
biztak, de Brassai tobb targyat jelolt meg, ami utébb a kinevezéseket eszkozl6 1]
taniigyminiszternek, Trefort Agostonnak nem kis fejtorést okozott, ,nem kénnyen
allapodhatvan meg abban, melyik tanszékre nevezzék ki”. Brassai azt ajanlotta,
hogy véalasszanak a filozéfia, novénytan, pedagogia, mivel6déstorténet, nyelvtudo-

pénzek altaladnos elértéktelenedésével) egyiitt ért véget. A dfjat a Magyar Tudoméanyos Akadémia
1994-ben wjraélesztette.

2Bizonyara az erdélyi magyarsag mai gondjainak kezelése szempontjabél is tanulsagos lehet az
ezekre a kérdésekre adott valasz.
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manyok és a matematika kozott. Végil kinevezték nyilvanos rendes tanirnak az
elemi mennyiségtani tanszékre, amire maga Brassai is a legkevésbé szamitott.

A masik kinevezett matematikus nyilvanos rendes tanar Martin Lajos volt a
fels6bb mennyiségtan tanszékén, aki mérnokként lett 1859-ben az Akadémia levele-
z6 tagja, 1871-t6] pedig a kolozsvari tavirda igazgatoja. A kinevezés pillanataban,
a sz6 szoros értelmében sem Brassai, sem Martin nem volt matematikus. Egyikiik
sem végzett matematikai kutatasokat, nem ez allt érdeklédésiik kozéppontjaban.
Viszont mindketten érdeklédtek alkalmazott matematikai kérdések irant: az elébbi
csillagaszattani, az utobbi pedig repiiléstechnikai targya dolgozataival igazolta ezt.

A harmadik matematikai tanszékre, melynek neve mennyiségtani fizika volt,
csak 1874-ben taliltak megfelel6 embert a fiatal Réthy Mor személyében.

Az egyetemnek nagyon keményen kellett kiizdenie a kezdet nehézségeivel. Sza-
mos, tobbnyire célszertitlen épiiletben folyt az oktatas. Az intézetek s az egyetemi
kényvtar helyzete szinte kétségbeejts volt. Igaz ugyan, hogy az Erdélyi Mizeum-
Egylet Gsszes gytijteményét, mintegy 30 000 kotetbdl all6 kdnyvtaraval egyiitt, évi
otezer forintért 50 évre az egyetemnek bérbe adta, de az cktatas és a tudoma-
nyos kutatas céljaira szolgalé szakkdnytar alapjat még ezutan kellett lerakni. Az
allam, a sziikségletekhez képest, kezdetben csak csekély Osszeggel tudta segiteni az
egyetemet. A kolozsvari tarsadalom maga is ,kevéssé buzdult fel, s az elsG évben
minddssze csupan négy alapitvanyt tett az ifjisAg szamara”. A tanarok csak hosszas
keresgélés utan talaltak maguknak megfelel§ lakast, s a kisvarosban a didksag sem
talalt elég szorakozast, ezért ,zajos mulatsagokban keresett karpotlast”.

Ilyen elzmények utan nem csoda, hogy az egyetem létesitése utan néhany évig
a kolozsvari matematika a felzarkozas kényszere alatt allt. A nehézségeket tetGzte,
hogy azokban az években val6jaban az egész magyar matematika hasonlé gondok-
kal kiiszkodott. Az érdekeltek tobbsége tudta, hogy az egyetem csak Ggy toltheti be
igazi szerepét, ha ott az oktatis mellett magas szinti tudoményos kutatas folyik.
Ennek ellenére, ugy tinik, az els§ években a tanarok kozott nem volt egyetértés
az egyetemi tevékenység céljait és formait illetGen. A Ferenc Jézsef Tudomanye-
gyetem 1896-ban kiadott torténete és statisztikaja szerint 1878. szeptember 8-an
Imre Sandor rektor a tudomanyos szellem hianyat kifogasolta, hangsilyozva, hogy
az egyetem nem iskola, hanem tudoméanyos intézet, s a kett6t nem szabad Ossze-
téveszteni. Ugyanakkor, ,elsé és f6dolognak a tudoményok meggydkereztetését s
terjesztését tartvan, erélyesen siirgette a kozépiskolak reformjat, hogy az ifjak iga-
zan megfelels el6késziiltséggel jojjenek az egyetemre”. A kovetkezd évi rektorvaltas
idején a régi rektor biiszkeséggel utalt az utébbi tanévben kétszer tartott palyazati
linnepségre s az egyetemi ifjisag tudomanyos szorgalmanak, onallosaganak jeleire,
valamint a tanari karnak a nemzeti és egyetemes tudoményossag elébbre vitelében
tanusitott és kiilf6ldon is elismeréssel fogadott munkassiagara. Ezzel szemben Bras-
sai Samuel, az 0] rektor ,kikelt az ellen, hogy a tanar ne csak maga térekedjék aj
dologra a tudomanyban, hanem tanitvanyait is ez iranyban vezesse. Az egyetemi ta-
narnak nem az az els6 és {6 kotelessége, hogy ujat talaljon, s az efféle research irant
valo kiveteldzés felesleges, jogtalan és képtelen. Annal feleslegesebb, jogtalanabb és
képtelenebb magukkal a hallgatékkal szemben.” Ezért kifogésolta a palyadijakat,
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ymint a melyek megtestesitései ama, mar sokszor elutasitott kovetelménynek, hogy
a tanitvanyt jak folfedezésére, a tudomany tovabb-vitelére kell vezetni”. Szerencsé-
re az elkdvetkezd években a kolozsvari egyetemen nem ez a felfogas valt uralkodéva.
Az egyetem egyre nagyobb figyelmet forditott a legtehetségesebb hallgatok alapos
felkészitésére és a kutatisba vald bevezetésére. A hallgatok szamara kiirt kutatéasi
palyazatok évrél évre népszeriibbekké valtak, a tananyag pedig fokozatosan kozele-
dett a tudomany aktudlis problémaéihoz. A legjobbak tovabbképzését dsztondijakkal
segitették. A tanarképzés munkajatol fiiggetleniil folyt az egyetemen az alkotémun-
kara alkalmassa tevs tudosképzés. Ugyanakkor az egyetem vezetGsége nagy gondot
forditott olyan tanarok kinevezésére, akik hires kiilfoldi egyetemeken doktoratust
szereztek, és ott elismert tudomanyos eredményeket értek el. Ezek sok olyan specia-
lis kollégiummal segitették a tehetséges fiatalok fejlédését, amelyek egy-egy divatos
diszciplina legmélyére nyaltak, magukba foglalva eladdjuk sokszor egészen alapve-
tG eredményeit is. Kolozsvaron matematikiabdl a szamelmélet, a differencialegyen-
letek elmélete, a komplex fiiggvénytan, a vektoralgebra és analizis, a kvaterniok
és az elliptikus fiiggvények tana, valamint a Bolyai-geometria volt el6térben. Az
eredményességet és szinvonalat nemcsak a megjelent néhany monografia, a sok li-
tografalt jegyzet, de a bel- és kiilfoldi folydiratokban kozzétett értekezések egyre
névekvd szama is bizonyitja.

Az allam évrdl évre tobbet koltott az egyetemre: az els§ 15 évben 160 000
forintrél 279 000 forintra nétt a koltségvetési tamogatas. A tanarok tudomanyos
miikodésérsl és az egész egyetemrdl elismerd szavak hangzottak el a sajtéban s az
orszaggyilésen is. Mindezen eréfeszitések ellenére 1876 és 1886 k6zott a matema-
tikus hallgatok szama 67-r6l 23-ra csokkent. Az egyetem vezetdsége abban latta
az okot, hogy éveken at még a jelesebb tanarjelltek is csak nehezen talaltak ma-
guknak megfelels allast. Annak f6 okat pedig, hogy az egyetemi hallgaték szama
altalanossagban véve is alacsony maradt, a varos rendkiviili dragasagaban kereste.

A XIX. szazad utolsé évtizedének elején az egyetem életében fontos valtoza-
sok torténtek. A tanszékek szdma 5l-re, a tantestiilet tagjaié 68-ra, a tanarsegé-
dekkel és gyakornokokkal egyiitt pedig a tudoméanyos alkalmazottak szama 119-re
emelkedett. A hallgatoké az elsé negyedszazadban 233-r6l 702-re ugrott. Hason-
l6képpen novekedett a matematikusok szdma is. KiillénGsen nagy nyeresége volt a
tudomanynak Farkas Gyula és a valamivel késébb Kolozsvarra keriilt Schlesinger
Lajos, akiknek munkassaga donté moédon kihatott az itteni matematikai életre.
Nagy szaktekintélyliket és ratermettségiiket arra hasznaltak, hogy a matematikai
oktatas és kutatas feltételeit minél magasabb szinten biztositsik, és a kolozsvari
iskola eredményeit mindenhol elismertessék.

Az épiiletgondok megoldasa végett, Meixner Kéroly tervei szerint, Reményik
Karoly kolozsvari épitész 1893-ban megkezdte a kozponti épiilet felépitését. Igy
1895-ben Martin Lajos rektor, aki székfoglalojaban a repiilégéprdl értekezett, im-
mar az egyetem 1j épiiletében iidvozolhette az ifjusdgot. Ugyanabban az évben
Kolozsvar varosa az allamnak ajandékozta a Bel- és a Kiils6-Torda utca sarkan
levé telket, hogy rajta az egyetemnek egészen modern konyvtari palotit emeljen.
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A szézadforduléra az egyetem Erdély szellemi kézpontja, a tudomanyoknak valéban
olyan szentélye lett, ahol grof Miké Imre szavai szerint ,,az ismeret, a felvilagosodas
és ezaltal a szabadséag igéit hirdetik”. Mindez, természetesen, elvalaszthatalan attél
a tarsadalmi, technikai és gazdasagi fejl6déstd], amely abban az id6ben Magyaror-
szagra — és benne Erdélyre — jellemzd volt. Az ekkor kialakul6 polgari tarsadalom
igényelte az oktatas és a tudomany fejlesztését. A polgari csaladokbél szarmazo fi-
atalok egyre nagyobb hanyada vonzodott a tudomanyokhoz. Nem egy fiatalember
mondott le biztos megélhetést igérs karrierjérdl a tudoméanyos palya kedvéért.
Kiilon ki kell emelniink a magyar kdzépiskolai reformok jotékony hatasat. A '90-
es évek elejére sikeriilt kiépiteni egy modern iskolahalézatot, amelyben igényes, ha-
tékony oktatas folyt. Kitiind kozépiskolai tanarok jelentek meg, mint a matematikus
Arany Daniel és Ratz Laszld, akik faradsagot nem ismerd munkajukkal a fiatalok
hosszu seregét nyerték meg a tudoméanynak. A matematikus-képzés szempontja-
bol fontos szerepet jatszott az 1893-ban elinditott ,magyar csoda”, a Kdzépiskolai
Mathematikai Lapok, amely a maga nemében a legels6 volt az egész vilagon (s a
két haboru altal okozott kényszersziineteket leszamitva) azoéta is folyamatosan je-
lenik meg. Mindenkori szerkeszt6i pontosan tudtak, milyen hasznos, ha tehetséges
fiatalok, megfelel iranyitas mellett, éveken 4t példak tucatjain torik a fejiiket és
irjak le gondolataikat. A ma hivatalosan K6Mal-nak nevezett lapon nevelkedettek
egy része tudos lett, masck ,csak” nagyon j6 szakemberek, tanarok. Megoldoi ko-
zul keriiltek ki a XX. sz4zad legjobb magyar matematikusai, igy azok is, akik az
els8 vilaghaborut megel6z8 idSben vilagszintre emelték a kolozsvari matematikat.

1.2. Fejér Lipo6t kolozsvari elédei és kortarsai

BRrASSAI SAMUEL (1800-1897) Torockészentgydrgyon sziiletett. Huszonegy
éves koraban a kolozsvari unitarius kollégiumban végezte a filozéfiai tanfolyamot.
Néhany évig nevels, majd 1837-ben a kolozsvari unitarius kollégiumban a fold-
rajz és a torténelem tanara, késébb a matematikat és a természettant tanitotta.
1841-ben németorszagi tanulmanyuton vett részt, azutan visszatért tanari allasaba
mint igazgat6. A szabadsagharc utan Pesten, majd ismét Kolozsvaron tanarkodott.
Akit a magyar matematikai szaknyelv fejlédése érdekel, sokat tanulhat Brassai ira-
saibdl. Sok tankényve kozil mar csak az 1883-ban Budapesten kiadott Algebras
gyakorlatok, valamint az Altala magyarra forditott Elemek talalhatok meg a ko-
lozsvari matematikai konyvtarban. Ot tartjak az utolsé magyar polihisztornak (aki
sajnalatos médon nem ismerte fel Bolyai Janos 4j korszakot nyitd felfedezésének
jelentGségét).

MARTIN LAJos (1827-1897) Budan szilletett, fels6bb tanulmanyait sziiléva-
rosiban, a Mdegyetem jogel6djén és a Genie-Akadémian végezte. 1859-ig tartod
hadmérndki palyafutasa utan 1861-ben budai f6mérnck, 1863-68 kozott kozépis-
kolai tanar. Ebben a minéségében, a kozoktatasiigyi miniszter megbizasa alapjan,
mennyiségtan-, mértan- és abrazolé meértan tankdnyvet irt. 1868-ban a pesti tavir-
da gondnoka, 1869-ben pedig a debreceni tavirda helyettes igazgatoja. Innen 1871-
ben a kolozsvari tavirdahoz igazgatonak nevezték ki. 1872-t8] halalaig a kolozsvari
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egyetem fels6bb mennyiségtani tanszékének nyilvanos rendes tanara. Tudomanyos
tevékenységének kozéppontjdban a repiilés kérdésének megoldéasa allt. A repiilés
magyar uttér8je. F6bb mivei: A vizszintes szélkerék (Budapest, 1874), Az erémi-
tant csavarfeliiletek (Budapest, 1874), A csillagdszat tijabbkori haladdsdrél (Kolozs-
var, 1877), Variatio Szdmitds (Kolozsvar, 1879), A maddrrepilés dltaldnos elmélete
{Kolozsvar, 1890). Ezek koziil az elsé két md, egy kotetbe foglalva, valamint a Va-
riatio Szdmitds a kolozsvari matematikai kényvtarban ma is megtalalhato.

A németorszagi hires egyetemeken doktoratust szerzett, alapos felkésziltség-
gel és rendkiviili tehetséggel rendelkezé fiatal matematikusok, akik a kolozsvari
egyetemre keriiltek, 4j lendiiletet adtak az itteni tudomanyos életnek. Koziilik ids-
rendi sorrendben az els6 RETHY MOR (1848-1925) volt. Nagykoroson sziiletett,
a bécsi, a gottingeni és a heidelbergi egyetem hallgatéja volt. Ez utébbi helyen
szerzett doktoratust 1874-ben. Mar ebben az évben a kolozsvari egyetem rendkivii-
li tanara, majd két év milva a mennyiségtani fizika tanszékének nyilvinos rendes
tanara. 1884-1886 kozott az elemi mennyiségtani tanszék vezetdje. Ezutan a buda-
pesti Mdegyetemre ment at. Az elméleti fizika egyik els6 magyarorszagi professzora.
Kiilfoldon is elismert eredményei az inkompresszibilis folyadéksugar alakjara vonat-
koznak. Jelentések a mechanika elveire és a kémiaban szerepld Ostwald-elvre vonat-
kozo6 kutatisai. A matematika terén kiilondsen értékesek azon eredményei, amelyek
a Bolyai Farkas altal vizsgalt végszerden egyenld teriiletek kérdésére vonatkoznak.
Reéthy Mér rendezte sajté ala Konig Gyulaval egyitt a Tentamen masodik kiadéa-
sanak elsé kotetét. Eléviilhetetlen érdemeket szerzett a Bolyai-geometria kutatasa
és elismertetése teriiletén is.

Réthy leghiresebb tanitvianya a Marosvasarhelyen sziiletett VALYl GYULA
(1855-1913) volt, aki kés6ébb a kolozsvéri egyetem elsé erdélyi szdrmazasi, mar-
kins matematikusa lett. Egyetemi tanulmanyait 1877-ben Kolozsvaron végezte,
majd az egyetem tamogatasaval négy féléven at Berlinben Weierstrass, Kirchhoff,
Kronecker, Borchardt és Kummer el6adasait hallgatta. A mdsodrendd parcidlis dif-
ferencidlis egyenletek elméletéhez cimid doktori értekezését 1880-ban Kolozsvaron
védte meg. 1881-ben kezdte meg magantanari miikodését a kolozsvari egyetemen.
1884-ben a mennyiségtani természettan, majd 1886-ban az elemi mathésis tanaraul
valasztottak meg. T6bb fontos publikicidja a Mathematikai és Természettudomdnys
Ertesité-ben jelent meg. Amint Réthy is megjegyzi, ,értekezéseinek nem a szdma
és nagysaga, hanem azok mingsége imponal”. Testi torékenysége, egyre jobban el-
hatalmasodé szembetegsége gatolta a munkiban, ennek ellenére ,lelke maradandék
alkotasara vitte”.

A kolozsvari egyetemen a matematikusok és fizikusok koziil senki sem jatszott
fontosabb szerepet, mint FARKAS GYULA (1847-1930). Pusztasarosdon sziiletett,
egyetemi tanulmanyait a pesti egyetemen végezte, ahol foleg Jedlik Anyos volt
ra nagy hatéassal. Késébb Batthyany Géza gréf jévoltabdl franciaorszagi tanulma-
nyuton vett részt. Farkas Gyula fiatalkori matematikai eredményei koziil itt csak
Bolyai Farkas trinomegyenletekre vonatkozd, a Tentamen-ben roviden targyalt,
gyokkozelitd algoritmuséaval kapesolatos vizsgalatait emlitjlik meg. Ezaltal a Bolyai-
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algoritmus igen ismertté valt; dltalanositasaival, alkalmazasaival, a vele kapcsolatos
konvergenciaproblémak vizsgalataval - a legiijabb idékben is — t6bb magyar és kiil-
foldi matematikus foglalkozott. Farkas Gyula 1887-ig Pesten magéantanar, amikor
kinevezik a kolozsvari egyetem tanaranak. 1888-ban az egyetem rendes tanara lett,
és e mingségében 1915-ig mikodott. Ortvay Rudolf, egykori tanarsegéde irta réla,
hogy ,mélyrehaté kritika, a hajthatatlan, mellékes szempontok 4ltal el nem térit-
hetd keresése az igazsagnak jellemezte gy tudomanyos miikodését, mint egyetemi
koziigyekben kifejtett tevékenységét ... és épp mivel nem kereste a népszertséget,
igen nagy tekintélyt tudott magénak szerezni, és aldasdis befolyast gyakorolni az
egyetemi lgyek vezetésére”.

Egyetemi tanarként f6leg az elméleti fizikai kérdéseivel foglalkozott, de a vizs-
galt problémak matematikai hatterét olyan mélységben dolgozta ki, hogy azok ko-
z0Ott klasszikus matematikai eredmények is vannak. Kiilonésképpen a Fourier-féle
mechanikai elv foglalkoztatta a ’90-es évektsl. Dolgozataiban egyenlStlenségekkel
adott kotések esetén az egyensily sziikséges feltételét adja meg. Ehhez bebizonyit-
ja a homogén linearis egyenl6tlenségekre vonatkozo tételét, mely Farkas-lemma
néven az egyik legismertebb magyar matematikai eredmény, s6t egyike a vilag ma-
tematikai irodalméaban a legtobbet idézett tételeknek. Ezeknek a munkidknak az
alapjan ma vilagosan latjuk, hogy Farkas Gyula egyike a modern optimalizélas-
elmélet megalkotoinak. Az utdébbi évtizedekben oly alaposan tanulmanyozott és
sokfelé alkalmazott variacios egyenlStlenségek elméletének szintén egyik eléfuta-
ra. Egyetemi el6adasait gondos kidolgozasban litografalva kozreadta. A kolozsva-
ri matematikai kényvtarban még ma is megtalalhaté egyetemi jegyzetei: Analyti-
kus mechanika (1907-08), Analitikus mechanika (1913-14), Erétan (1913-1914), A
mechanika alaptanai (1913-14). Ugyancsak megtalalhaté a Kolozsvaron megjelent
Vector-tan €s az egyszerid inaequatiok tana cimid konyve. Utobbi egy nagyon jol
megirt vektoranalizis tankonyv, mely tartalmazza sajat kutatasainak legfontosabb
eredmeényeit is.

KLUG LIpOT (1854-1944) Gydngy6son sziletett. Budapesten abrazolé geomet-
ridbol és matematikabdl szerzett tanari oklevelet. Pozsonyban, majd Pesten tani-
tott, 1897-t51 1917-ig a kolozsvari egyetemen az abrazolo geometria tanszék tanara.
Ekozben, nagyszami értekezés mellett, 6t népszeri tankényve jelent meg: A projek-
tiv geometria elemei (Budapest, 1892), Projektiv geometria (Budapest, 1903), Az
dltaldnos és négy kilonds Pascal-hatszig configuratidja (Budapest, 1898), Abrdzo-
l6 geometria (Budapest, 1900} és A harmadrendd térgorbék synthetikai tdrgyaldsa.
Ezek kozll az els négy Kolozsvaron ma is megtalalhatd. Sajnos, egyetemi jegyzetei
koziil csak egy van meg: Az egyszertd gorbe feliletek dbrdzoldsa (1909-10).

A szazadfordulon a kolozsvari egyetem matematikai intézetének kiilf61don legis-
mertebb tanara SCHLESINGER LAJOS (1864-1933) volt. Nagyszombatban sziiletett,
kozépiskolai tanulmanyait Magyarorszagon, egyetemi tanulméanyait pedig Heidel-
bergben és Berlinben végezte. Mint a berlini egyetem magéantanéra, 1890-ben egy
felévet Kolozsvaron tanitott.
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1897-ben, amikor nyilvanos rendes tanarként az egyetemre kerilt, mar ismert
tudés volt. Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen cimi hires
konyvének elsé két kotetét mint a berlini egyetem magéantanara, a lipcsei Teub-
ner Kiadénal jelentette meg. A befejezs, harmadik kotetet 1898-ban mar kolozsvari
professzorként jegyezte. A matematikus tarsadalom dgy ismerte 6t, mint a differen-
cidlegyenletek komplex fliggvénytanra épitett elméletének egyik meghatarozo szak-
tekintélyét. Kevés olyan része van ennek a jelentds elméletnek, amelyet Schlesinger
ne gazdagitott volna lényegbevagoan 0j eredményekkel.

Kolozsvarra érkezve, a kutatéi munka folytatasa mellett, nagy lelkesedéssel vé-
gezte az egyetemi oktatast. A kolozsvari matematikai konyvtarban ma is megtalal-
hat6 15 egyetemi jegyzete: Elliptikus figguények elmélete és alkalmazdsar (1898-
99), Egi testek mechanikdja (1898-99), A differentidl-szdmitds (1900), Riemann-
féle feliiletek (1900), Elliptikus figgvények (1901), Bevezetés a variatio szdmitdsba
(1902), A tér abszolute igaz tudomdnya (jubilaris elsadassorozat Bolyai Janos sziile-
tésének 100. évforulojara), Differencidlszdmitds (1907), Az abszolit sik eltoldsaibol
alkotott discontinuus csoportokrdl (1905), Fuchs-féle fiigguények (1906-07), Egites-
tek mechanikdja (1907), Gorbevonalak és feliletek elmélete (1907-08), Vilogatott
fejezetek az infinitesimdlis geometridbsl (1908), Egi testek forgdsdrol (1908-09),
Differencidl-egyenletek elmélete (1909-10). Elgadasai lenytigoznek attekinthetd, vi-
lagos stilusukkal és a targykorok akkori legijabb eredményeinek szabatos targya-
lasaval. Kétségtelen, hogy a mindenkori kolozsvari matematikai oktatas csucstelje-
sitményei kozé tartoznak.

Schlesinger Lajos kolozsvari tudoméanyos munkassdganak fontos eredménye a
Teubner Kiadénal 1908-ban megjelent Vorlesungen iber lineare Differentialglei-
chungen. Ez nem a fent emlitett Handbuch-ban kifejtett elmélet atdolgozasa, hanem
a linearis differencialegyenlet-rendszerek teljesen j modszerekkel vald targyalasa.
Ez az els6 monografia, amelyben a Vito Volterra olasz matematikus &ltal értelme-
zett szorzatintegral segitségével kezelik a linearis differencidlegyenlet-rendszereket.
Schlesinger szaktekintélyének elismerését jelenti a Német Matematikai Tarsasag
gondozasaban — a Teubner Kiadonal 1909-ben — megjelent Bericht iber die Ent-
wickelung der Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 1865 cimd konyve
is. Automorphe Funktionen cimd ismert kényvét mar mint a giesseni egyetem pro-
fesszora irta.

Kolozsvaron toltott évei alatt igen sokat tett az itteni matematikai élet fel-
lenditéséért. Farkas Gyulaval és Valyi Gyulaval egyiitt dont6 szerepe volt abban,
hogy az egyetemen kit(iné matematikai kdnyvtar jott létre. Schlesinger volt az, aki
Kolozsvaron Bolyai Janos sziil6hazat felkutatta. A Bolyai-geometria, amint egye-
temi jegyzeteibdl is kitiinik, sziviigye volt. Bolyai Janos sziiletésének centenariu-
mi {innepségén tartott emlékbeszédében fontos érveket sorakoztatott fel a Bolyai-
Lobacsevszkij—geometria prioritasi vitdjaban, nagymértékben hozzajarulva Bolyai
Janos langelméjének elismertetéséhez.
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Végill megemlitiink két nagy matematikust, akik ugyan Fejér tavozasa utan,
de az & kozremiikédésével jottek Kolozsvarra, és akikkel mindig szoros kapcsolatot
‘tartott fenn.3

RIESZ FRIGYES (1880-1956) 1912 és 1919 kozott vezette a felsébb mennyiség-
tan tanszéket. Gy6rott sziiletett, és igen gondos nevelésben részesiilt. A kozépiskolat
a bencésrend gydri gimnaziumaban végezte, egyetemi tanulméanyait pedig a ziirichi
miegyetemen kezdte. A tudoményos hivatas utéani vagya azonban gyézedelmeske-
dett a biztosabb megélhetést nytjté mérndki palya vonzoderején, és tanulményait
1899-t5l a budapesti tudoméanyegyetemen folytatta, majd egy évet toltott Got-
tingenben. Budapesten Kénig Gyula és Kiirschak Jozsef, Gottingenben Hilbert és
Minkowski el6adasai voltak ra a legnagyobb hatassal. 1902-ben Budapesten avat-
tak doktorra, majd Lécsén lett gimnaziumi tanar. Fiatalkori felfedezései hamar
vilaghirivé tették, még mielstt Kolozsvarra keriilt volna.

Egyetemi jegyzetei koziil Kolozsvaron ma csak harom taladlhaté meg: Fiigg-
vénytan (1911-12), Fourier-féle sorok (1913-14) és Fiiggvénytan (1914-15). Ugyan-
csak megtalalhato a Riesz kolozsvari évei alatt Parizsban megjelent Les systemes
d’équations linéaires a une infinité d’inconnues cimi konyve, amely jelent8s szere-
pet jatszott a funkcionalanalizis fejlédésében.

A mai Magyarorszag teriletérsl Kolozsvarra keriilt kivalo fiatal matematiku-
sok sorat Haar Alfréd (1885-1933) zarta. Budapesten sziiletett, és az ottani evan-
gélikus gimnaziumban érettségizett, ahol Ratz Laszlo, a Kozépiskolai Mathematikai
Lapok neves szerkeszt$je volt a matematika tanara. Ennek a lapnak Haar is szorgal-
mas munkatarsa volt kézépiskolas koraban. Az el6z6 évben érettségizettek szamara
évenkeént tartott orszagos ,,E6tvos Lorand matematikai verseny”™en 1903 &szén Haar
Alfréd nyerte az el§ dijat. Egyetemi tanulmanyait Budapesten és Géttingenben vé-
gezte. Budapesten Beke, Eotvés, Frolich, Kiirschak, Rados, Scholtz, Gottingenben
pedig Carathéodory, Hilbert, Klein, Minkowski, Prandtl, Runge, Schwarzschild, Vo-
igt és Zermelo elGadasain, illetve szeminariumain vett részt. Hilbertnél doktoralt
1909-ben. Ezt kovetGen magantanar a ziirichi miegyetemen. 1912-ben a kolozsvari
egyetem egyik matematika-fizika tanszékére nevezték ki, eldszor nyilvanos rendki-
viili tanarra, majd 1917-ben nyilvanos rendes tanarra.

Haar Alfrédtol konyv nem jelent meg, azonban tébb igen gondosan megirt jegy-
zetet készitett, amelyek sok eredeti részletet tartalmaznak, s mint egyetemi tan-
konyvek ma is bevalnanak. Sajnos, ma ezek kozll Kolozsvaron csak négy taldlhaté
meg: Differential-Gleichungen (Gottingen, 1911), Algebra (1912-13), Determindn-
sok és quadratikus formdk (1912-13), Szdmelmélet (1915-16).

1.3. Fejér Lipot Kolozsvaron

Farkas Gyula — maig haté tudomanyos tevékenysége mellett — meghatarozo
szerepet jatszott abban, hogy a kolozsvéari matematikai intézet, szinte a semmibdl

3Jelen irasunknak nem lehet célja Riesz Frigyes és Haar Alfréd matematikai munkassiginak
ismertetése. Eletatjukat is csak kolozsvari tartézkodasuk végéig kovetjiik. Ugyanez vonatkozik
magara Fejér Lipotra is.
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indulva, az egyetemalapitas utan alig negyedszazaddal a Monarchia legkivalébb tu-
domanyos miihelyei kozé emelkedett. A tudomany irdnti elhivatottsaga, nagyszeri
emberi kvalitasai kovetkeztében tanartarsai és tanitvanyai kérében egyarant nagy
tekintélynek 6rvendett, melyet az egyetemi tigyek intézésében érvényre is juttatott.
Tébbszor volt dékan és egyizben az egyetem rektora is. Szava mindenben donts
volt. Befolyasat rendszerint arra hasznalta, hogy az egyetemi tevékenység anyagi
és személyi feltételei minél jobbak legyenek. Igényes volt, sokat kivant magatol és
masoktdl is. Az emberi értékeket igen nagyra becsiilte, és sokat tett azokeért, aki-
ket arra érdemesnek tartott. Fejér Lip6t esete is bizonyitja, hogy mennyire szivén
viselte a honi matematika és fizika ligyét, ugyanis 1905 marciusiban Fejér Lipo6t
kifejezetten Farkas Gyula kézbenjarasara keriilt a kolozsvari egyetemre. (Valészind-
leg 6 kezdeményezte Schlesinger Lajos (1897), Riesz Frigyes (1911) és Haar Alfréd
(1912) kinevezését is.)

Miért éppen Fejér Lipét? Mit tudhattak rola kinevezésekor a kolozsvari egyete-
men? Tudtak, hogy Pécsett sziiletett 1880. februar 9-én. Gimnazistaként egyik leg-
sikeresebb megoldéja volt a Kdzépiskolai Mathematikai Lapok feladatainak. 1897-
ben a Matematikai és Fizikai Tarsulat versenyén méasodik helyezést ért el. Ugyan-
ebben az évben beiratkozott a budapesti miiegyetem gépészmérndski szakosztalya-
ba, egy szemeszter utin azonban atlépett az Un. egyetemes szakosztalyba mint a
matematika- és fizikatanari szak hallgatéja. Itt fGleg Kénig Gyula, Kiirschak Jo-
zsef és Rados Gusztav el6adasait hallgatta, majd atkeriilt a budapesti tudoméany-
egyetemre. Az 1899/1900-as tanévet a berlini egyetemen tdlt6tte, ahol Frobenius,
L. I. Fuchs (aki egyébként Schlesinger aposa volt) és H. A. Schwarz el6adésait 1a-
togatta. Hazatérve, az 1900/1901-es tanévet ismét a budapesti egyetemen toltétte.
Ezalatt publikalta a parizsi Comptes Rendus-ben a Fourier-sorokkal kapcsolatos
tételét, ami nevét vilagszerte egy csapasra ismertté tette. Tanari szakdolgozatat
matematikabol a Fourier-sorokrél, fizikabél pedig a fényelhajlasrdl irta. 1901. szep-
tember 1-t6] repetitor volt a budapesti egyetemen, majd ugyanott 1902 tavaszan
megszerezte a bolcsészdoktoratust. Az 1902/1903-as tanév els§ felét Gottingen-
ben, masodik szemeszterét pedig Parizsban toltétte. Gottingenben f6leg Hilbert és
Minkowski, Parizsban Picard és Hadamard el6adasait hallgatta. 1905-ig kilenc koz-
leménye jelent meg, melybd]l harom a mar emlitett Comptes Rendus-ben, egy pedig
a Mathematische Annalen-ben. Ilyen el6zmények utan — Farkas Gyula szavait hasz-
nalva — senki sem szerette volna ,elvesziteni 6t a kiilfoldnek”. A kolozsvari egyetem
lehetSséget biztositott szaimara az elGlépésre. A mennyiségtani természettan tanszé-
ken (melynek egyediili tagja Farkas Gyula volt) repetitorként alkalmaztik. Ebben
ragyogd matematikai tehetségének tanubizonysaga mellett annak is szerepe lehe-
tett, hogy korabban fizikat is tanult, és érdeklGdéssel fordult az elméleti mechanika
fele. Fejér Kolozsvarra keriilése utan harom hoénappal, 1905 nyaran habilitalt. Az
1905/1906-0s tanév elsd felében Schlesinger Lajos tanarsegédeként heti két 6raban
gyakorlatokat vezetett a felsdbb és elemi mennyiségtan, valamint a mennyiségta-
ni természettan tanszékei mellett. A masodik szemeszterben mar az analizis s az
analitikai mechanika magantanara. Ekkor a variaciészamitas II. részét tanitja he-
ti két 6raban, valamint az infinitezimalis calculus alkalmazasait a gorbevonalak és
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feliiletek elméletére, heti harom éraban. 1906 szeptemberében adjunktus lett, 1911-
ben pedig nyilvanos rendkiviili tanar. A kolozsvari egyetemen tevékenységét ez év
nyaran befejezte, mert szeptembert6l a budapesti egyetem nyilvanos rendes tanara
lett. Vele parhuzamosan Schlesinger Lajos is tavozott Kolozsvarrol.

Az 1911-es év §szén Farkas Gyula tébb olyan levelet irt Fejér Lipotnak, ame-
lyek ma is megtalalhatok Fejér hagyatékaban. A Fejér altal irott levelek hollétérsl
nincs tudoméasunk. Farkas Gyula Fejérhez intézett levelei kozill néhanyat Prékopa
Andras kozolt egyik tanulmanyaban {16]. Ezekbél a levelekb6! arra kévetkeztethe-
tiink, hogy Fejér feladott allasanak betdltésére Riesz Frigyest javasolta.?

Kolozsvari évei alatt Fejér Lipot egyik fontos feladata volt a Matematikai Sze-
minarium ligyvezets igazgatisa. Ezt a (mai sz6hasznalattal élve: Gsszintézeti) sze-
minariumot, amelynek vezetsi (akkori széhasznalattal: igazgatoi) Farkas Gyula,
Schlesinger Lajos és Valyi Gyula voltak, 1901-ben létesitették. A konkrét szerve-
z61, ,ligyvezetd igazgat6i” teendSket 1905-ig Schlesinger latta el, utana Fejért biztak
meg vele.

Végil széljunk arrél is, milyen varos volt Kolozsvar sziz évvel ezel6tt és ho-
gyan élt benne Fejér Lip6t. Passuth Laszlé Kutatddrok cimi 6néletrajzi regényében
felvillant néhany emlékképet a varos akkori hangulatabol. ,,. .. dgy idézem vissza a
vdrost, mint amelyet egyik oldalon a Monostor, a mdsikon a Hdstdt zold évezete ha-
tdrol. A Hostdt két végtelenbe nyilo féutcdja mellett a néhdny ezer fényi parasztsdg
Lcorpus separtum’™ként élt. Elég sok vasutas témorilt telepekbe, kevés kisebb gydri-
zem volt. Viszonylag sok volt a bank, az egyhdzi intézmény, de mindent felilmiltak
az iskoldk. A nem vdrosi eredetd didkok ozdnlése szeptembertdl juniusig tartott, s
rengeteg kosztot addnak, szabonak, kvdrtélyosnak juttatott kenyeret. Szemindriumo-
kon toltotték a bolcsességet mezei jogdszok fejébe, s viszonylag szines volt a vdros
LEj5zakai” élete is. ... Ipari munkdssdg csekély szamban élt, s nem emlékszem arra,
hogy bérkovetelések, sztrijkok vagy munkanélkiliség formdjdban éreztiink volna tdr-
sadalmi fesziiltséget. A szocidlis eszmék elsGsorban elméleti forrdsokbol kozelitettek:
egyetemni professzorok ,radikalizdlédtak”, ... erds volt a Munkdsbiztosité Pénztdr
hatdsa (... Kun Béla is itt dolgozott) ... A sokféle vallds egyiittélése feltételezett

4Farkas Gyula Fejér Lipétnak (1911. oktéber 1-én) ... Kérem azonban, hogy sziveskedjék vélem
k6z6Ini Riesz Frigyes lakcimét, hogy a helyettesités tigyének eldontése utdn lehetd kozvetlenséggel
fordulhassak hozzdja ... (1911. oktéber 3-4n) ... A bizottsdg tegnap javaslatomat magdévd tet-
te, s a rendes tanszék helyetiesitésére meg a szemindrium tgyvezeld igazgatdsdra Riesz Frigyes
folkérését javasolja. Kari ilés holnaputdn ... (1911. oktober 20-a4n) ... A mai napon Riesz Fri-
gyes Uj tdrsunk megérkezett; délben a dékdni hivatalban taldlkoztunk véle a dékdn, Vilyi meg én, s
immdr a matematikai szemindriumok vezetését is kezébe adtuk. Nyomban megirta a fekete tdiblin-
kon eléaddsainak és gyakorlatainak a hirdetését, 23-dn megkezdi eldaddsait. Most mdr bizonyos
jotékony megnyuguds szdllotta meg drvasdgunkat. Haar feldl irt szives értesitését vételekor azon-
nal kézéltem a dékdni hivatallal ... (1911. november 4-én) ... ime Riesz Frigyes tdrsunk mdr
javdban megkezdte itteni mikédését nagy lelkesedéssel a math. szemindrium koril <s ... Tegnap
levelet kaptam Haartol. Ugy ldtszik ebb6l, hogy meghivdjdban, mint a tanszéki bizottsdg kari refe-
rense meg lettem nevezve. Kdvetkezéleg vilaszomban jonak littam kissé kérvonalazni a lényeget.
Egyébirdant Haar levele oly mély hazafias érzelmeket drul el, hogy most mdr nem is tartok attdl,
hogy ha egyszer haza keriilt, elveszitsik a kilfoldnek ... A megszolitas Kivdléan Tisztelt Ked-
ves Tandrtirsam, illetve Folottébb Tisztelt Kedves Tandrtdrsam, az alairas pedig minden esetben
Igaz bardtja, Farkas Gyula.
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bizonyos tirelmességet, melyben nem volt sok helye a vaskalapossdgnak. Mert ta-
ldn sehol Magyarorszdgon nem volt olyan tarka a lakossdg valldsi megoszlds szerinti
térképe akkor, mint ebben a vdrosban, ahol a féiskoldk egy része is felekezeti formdk-
ban élt tovdbb. A tébbség katolikus volt, de a vdros torzsékds lakossdgdnak komoly
hdnyada — kdlvinista. A lutherdnusok inkdbb szdsz ajkiak. Az unitdriusok egyetlen
piispéksége is itt volt. Két ,,gorog” templom osztozott a romdn hiveken: a géordg-
katolikus és a gordgkeleti. A hdbori elétt patricius zsiddsdg élt a vdrosban, neoldg
életformdk kézott. A biedermeier vdros a maga apré szellemi vulkdnjaival alapjdban
provincidlis pletykafészek volt, bdr a vdroslakdk tdvolrdl sem ismerték gy egymdst,
mint mds otven-hatvanezer lakosi vdrosban. Ennek oka az dllandd népcserélédés
volt, elsdsorban a kiézéposztdlyban: nagyszdamu tisztviseld telepedett be, vagy vdndo-
rolt el, a hivatali lét mozgdstirvényet szerint ... "

A New York Szallé6 nagykavéhaza volt a tarsadalmi és szellemi élet kézpont-
ja. A teremben két hosszu kiilonasztal volt, ahol egyetemi tanarok s magnasok
jol megfértek egymas mellett. Str{n ultek Gssze, poharaztak, kdzosen vonultak a
,miivészasztalokhoz”. Ott a Nemzeti Szinhéz szinészei, irok, Gjsagirdk vertek hagyo-
manyszeri tanyat. ,Van itt Kolozsvart egy néhany nyakas, javithatatlan idealista.
Kifinomodott izlésd, mivészi hajlandosagi emberek. Van kozottiik piktor is, szob-
rasz is, épitész is, ir6 ember is” — irja az Ellenzék 1905. januar 3-an. A varos sajatos,
torténelmi légkore, s ugyanakkor szellemi avantgardizmusa éreztette hatasat ezeken
az Osszejoveteleken. A szajhagyomany szerint Fejér Lipot torzsvendég volt a New
York kavéhazban. A szépirodalomban és zenében egyarant tajékozott matemati-
kus a tarsasagi élet népszeri alakja volt. Igy talalkozott egy tarokkparti sodraban
Passuth anyjaval is, aki nagyjabol egyidés volt vele. Passuth elbeszélése szerint, ja-
ték utan az ifju professzor megkérdezte a fiatal holgyet, miért nem iratkozik be az
egyetemre, s felajanlotta, hogy vallalja matematikai el6készitését ...

Fejér szellemi érdeklédése a matematikin messze tulterjedt. Szenvedélyesen
szerette a zenét, és maga is jol zongorazott. Muzsikusok és irok éppugy nagyra
tartottak itéleteit, mint esztétak és jogfilozofusok. A New York kavéhazban tobb-
szor talalkozott Ady Endrével is. Baratsagukat Ady neki ajandékozott arcképén a
dedikacié melegsége illusztralja.

A Farkas utca volt a tudomany és a muzsak k6zGs szentélye, gyonyori gesz-
tenyesorral. Egyik végében az egyetem fGépiilete, mellette a régi készinhéaz, veliik
szemben a piarista gimnazium, a masikban pedig a reformatus kollégium és a to-
ronynélkiili reformatus templom. Ezek, a koréjik tarsult intézményekkel egyiitt,
mintegy megszabtik e nevezetes varosrész hangulatat. Ebbgl az utcabdl tért be
Fejér Lip6ét nap mint nap munkahelyére, az egyetem f&épiiletébe.

2. Habilitaci6, szoban-irasban

Fejér Lipot éppen szaz esztendeje, 1905. junius 23-an habilitalt a kolozsvari
Ferencz-Jozsef Tudomanyegyetem Matematikai és Természettudomanyi Karan. Ha-
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bilitacios eladasanak témaja a kézonséges differencislegyenletek stabilitaselmélete
volt, cime pedig ,Stabilitasi és labilitasi vizsgalatok a témegpontrendszer mechani-
kajaban”. A habilitaciés eldadas témavailasztasat minden bizonnyal Farkas Gyula
és Schlesinger Lajos kezdeményezték, dsszhangban a kolozsvari matematika hagyo-
ményaival és — amint arra mar a kordbbiakban utaltunk — az analitikai mechanika
leendé magantanaranak oktatasi feladataival.® Fejér habilitaciés el6adasanak irasos
valtozata a Mathematikai €s Fizikai Lapok 1906-0s évfolyamaban jelent meg [§]. Az
ezt (logikailag) kévets 7], [9] dolgozatok kozvetleniil kapcsolédnak a habilitacids
elsadas témakoréhez.®

2.1. Stabilitaselmeélet 1900 koriil

A stabilitas fogalma a matematikaba a mechanikabél keriilt, a mechanikaba pe-
dig a latin koznyelvbgl. Stabilitas allhatatossagot, szilardsagot, allandésigot, tar-
tossagot, elmozdithatatlansagot jelent. A gorog hasonlo értelemben a hedraios szot
hasznalja, amint az a magyar fiil szamara is visszacseng a poliéder, a ,sokfélekép-
pen letelepedni képes test” nevének hallatan. Jol allni (sto = dlini) [latin], illetve
jol iilni (hedra = ildhely) [gbrog] — ez a stabilitas.

A stabilitas fogalméanak a mult szdzad elején nem volt altalanosan elfogadott
matematikai definiciéja. Magat az elnevezést akkor mar vagy szazotven éve egyre
gyakrabban hasznaltak a legkilénfélébb mechanikai rendszerek egyensilyi helyzete-
inek, illetve altalanos megoldasainak vonatkozasaban — magatol értet6dé természe-
tességgel, de az egymaséitdl gyakorta teljesen eltérd értelemben’. A stabilitas mint

5Az altalaban vett differencialegyenletek elmélete egyébként fontos szerepet jatszott Fejér ta-
nulmanyaiban, s6t az 6t egy csapasra vilaghirivé tevé szummacios tételt is az elliptikus differenci-
alegyenletek elméletének egy kérdése motivalta. A nevezetes eredmény megsziiletésének torténetét
(s benne az Q) = {(.’E, y) ER2|x2 4942 < 1} kérlemezre vonatkozé Au = 0, u|zq = g peremfeladat
megoldasat leird Poisson-féle integralformula szerepét) Turan P4l irta meg a Fejér Lipt Ossze-
gyijtott Munkdi — Leopold Fejér Gesammelte Arbeiten I-II, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1970
kotetben, pontosabban az eredeti Comptes Rendus dolgozat ottani facsimile valtozatat kovetd
kommentarban. Fejér egyébként kilenc differencidlegyenletek témajiu cikket publikalt, amelyek
koziil az elsé kett6 (3], [4] még kolozsvari miikodése elstt jelent meg. Az Ostwald-féle mecha-
nikai elvrél frott két dolgozatat [5], (6] Réthy Mor [és minden bizonnyal a (leend8) kolozsvari
allas), a habilitacos eldadas utani linearis kozonséges differencialegyenletek dolgozatot [10] pedig
Schlesinger Lajos hatasa/késztetése inspiralta. Kolozsvari évei utan Fejér egyetlen alkalommal tért
vissza a differencialelegyenletek témakoéréhez [11]. Differencidlegyenletek témaju frasainak a hi-
vatkozasjegyzékben torténs felsorolasa az Osszegyidjtott Munkdi-ban szerepld sorrendet (az egyes
dolgozatok ottani sorszama rendre 3, 7, 10, 11, 13, 14, 16, 18, 57) koveti.

SEgészen 1918-ig altalanos szokds volt a hazai matematikdban a magyar és a nem magyar
nyelven parhuzamosan térténé publikalas. A magyar és a német (esetenként francia) valtozatok
megjelenési sorrendje a szerzé szabad dontésétsl fiiggott, tartalmukat tekintve csaknem mindig a
késSbbi idépontban kozlésre leadott valtozat a gazdagabb. Fejér esetében a {7] és a [9] dolgozatok
egymas sz6 szerinti forditasai. Habilitaciés el6adasarol (legjobb tudomasunk szerint) csak 65 évvel
késébb késziilt (német) forditas, amely az Osszeqyijtétt Munkdi-ban olvashaté.

7Az els6 tobbé-kevésbé sikeres kisérletet egyensiilyi helyzet stabilitasanak, pontosabban viz-
ben tisz6 test felborulas elleni stabilitdsanak definidlasara Euler tette, 1749-es , Haj6zastudomany"-
anak De stabilitate, qua corpora aquae insidentia in situ aequilibrii persistunt fejezetében. A mér-
noki gyakorlat sokkal gyorsabban fejlédétt, mint a ra vonatkozé absztrakcié. Watt 1784-ben felfe-
dezte a centrifugalis regulatort, amellyel szabalyozni és stabilizalni tudta a gézgép altal forgatott
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olyan, konkrét mechanikai rendszerek tulajdonsiga volt, nem pedig az Sket leird
kozonséges differencidlegyenletrendszereké. Stabil lehetett egy egyensulyi helyzet,
egy mozgas vagy éppen a mozgasok Osszesége. Adott egyensilyi helyzetek és moz-
géasok stabilitdsa bizonyos zavard hatasokra vonatkozott, amelyek a kezdeti allapot,
illetve a mechanikai rendszer paramétereinek kismértékd megvaltozasat — ma agy
mondanénk, az £ = f(z) egyenlethez tartozo kezdetierték-feltétel, illetve az egyen-
let jobb oldaldnak perturbaciojat — eredményezték. Ez a soksziniiség meghokkents
médon tiikrdzdik Felix Klein ([14], 345. oldal) megjegyzésében: ,,Allgemein verbin-
det man ndmlich mit dem Worte ,instabil” die Auffassung eines ausnahmsweisen
und turbulenten Vorganges”. Instabilitas mint turbulencia? Stabilitas mint szokasos
viselkedés? Teljesen egyet kell érteniink Lord Kelvin ([19], 282. oldal) Felix Klein
altal is idézett véleményével: ,There is scarsely any question in dynamics more
important for Natural Philosophy than the stability or instability of motion”.2

A XIX. szazadi égi mechanika kdzponti kérdése a Naprendszer (Lagrange) sta-
bilitdsa volt, ami alatt azt értették, hogy a bolygdk nem iitkdznek Gssze sem egy-
massal, sem a Nappal, de talsagosan el sem tavolodhatnak téle. A matematikai
modell az Ggynevezett n-test probléma, amikor is n darab pontszerd m; tomegi
test ugy mozog R3-ban, hogy rajuk csak az egymas altali tomegvonzas az egymas-
t61 vett mindenkori |r; — ;| (¢ # j) tavolsagok négyzetével forditottan aranyos ersi
hatnak. Vegyiik észre, hogy az energiamegmaradas

1 < iy
(1) Ezmir?—v(Z{lrﬂ%’—l i # 5 m‘=1,2,...,n}) = Const.
=1 L

formulaja szerint max{lr'i| lt=1,2,... ,n} pontosan akkor nem korlatos, ha
max{lri - rj]—l |i#£7;4,7=12,... ,n} sem az. Egyuttal az is latszik, hogy az
n-test probléma pozitiv id6ben korlatos megoldasai automatikusan a teljes t > 0
felegyenesen vannak értelmezve. Igy a Nap és a kilenc bolygé (Lagrange) stabilitasa
- kihasznalva a sdlypont helybenmaradéasat is - matematikailag agy fogalmazhaté
meg, hogy a 10-test problémaban szerepld valamennyi tomegpont mozgésa hely és
sebesség tekintetében t — oo mellett korlatos marad®.

tengely szogsebességét. Igazabdl csak ezzel lépte tal Alexandriai Heron majd 2000 évvel korab-
bi munkéassagat, aki sajat gdzgépét-gozgépkezdeményét nem tudta jol kordaban tartani” (viszont
sikerrel oldotta meg a lampéaban ég6 olaj szintjének valamint a vizéra sebességének szabalyozasat).

8 Az egyes idegen nyelvi idézeteket szandékosan nem forditottuk le, hogy érzékeltessiik a ha-
zai szaknyelv (ki)alakitasanak a feladatat, amelyet egyébként, mint arra mar utaltunk, Fejér és
kortarsai olyan derekasan felvallaltak.

9 Altalaban is, jollehet az égi mechanikan kiviil ez az azonositas teljesen 6nkényesnek tinik,
egy korlatos mozgast Lagrange értelemben stabilnak hivunk és vice versa. A (Lagrange) stabilitas
= korlatossag sz6hasznalat védelmében meg kell jegyezniink, hogy a kozelitd eljardsok Neumann
Janos és Lax Péter altal kiépitett ltalanos elméletének hires konzisztencia & stabilitds < kon-
vergencia tételében a stabilitas szintén korlatossagot jelent, linearis feladatokra bizonyos linearis
operatorok egyenletes korlatossagat, nemlinearis feladatokra pedig bizonyos becslések egyenletes-
ségét. (Itt jegyezzilk meg azt is, hogy a numerikus analizis egyes fejezetei a stabilitas kifejezést
sok mas egyéb értelemben is hasznaljak.)
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Kihasznalva az erétér érvénymentességét, Poincaré igazolta, hogy amennyiben
az n-test problémat leir6 kézonséges differencilegyenlet 6n dimenzios fazisterének
(testenként harom hely- és harom sebességkoordinata) egy korlatos V' tartomanya
teljes trajektoriakbol all, akkor a V-ben mozgd n tomegpont kezdeti mozgasal-
lapotanak tetszGlegesen kicsiny kornyezetébe t — oo mellett egy valdsziniiséggel
végtelen sokszor tér vissza, azaz majdnem minden zoq € V rendelkezik az alabbi,
rekurrencianak nevezett tulajdonsaggal: minden € > 0 és T > 0 esetén létezik olyan
T > T, hogy |z(7’,; Zo) — zo| < g, ahol z(T;x¢) az x = xo kezdeti dllapotbol a t =0
idépontban induld megoldasnak a t = 7 id6pontban felvett értékét jeloli. Ennek az
eredménynek a fényében Poincaré egy masik stabilitasfogalmat is hasznal és az n
test egyuttesének pontosan azokat a mozgasait nevezi (Poisson) stabilnak, amelyek
a mai széhasznalat szerint rekurrensek.

Pontrendszerek egyensiilyi helyzetének stabilitasat Lord Kelvin és Tait ([19],
202. oldal) igy definialjak: ,[... a material system ...], when displaced infinitely
little in any direction from a particular position of equilibrium, and left to itself,
it commences and continues vibrating, without ever experiencing more than in-
finitely small deviation in any of its parts, from the position of equilibrium, the
equilibrium in this position is said to be stable”. A huszadik szazadban sziiletett
matematikus azonnal felismeri ebben a stabilitas ma altalanosan elfogadott defini-
civjanak csirajat.

2.1. Definicio. Tekintsiik az & = f(z) differencislegyenletet, ahol f : R* — R"
folytonos fiiggvény. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy minden zo € R"™ ese-
tén az = = f(x), (0) = z¢ kezdetiérték-problémanak pontosan egy megoldéasa lé-
tezik és hogy ez az x(-; xo)-al jeldlt megoldas értelmezve van a teljes t > 0 félegye-
nesen. Legyen tovabba f(0) = 0. Az £ = f(z) egyenlet zo = 0 egyensulyi helyzete
STABIL, ha minden & > 0 esetén van olyan 6 > 0, hogy tetszdleges |zo| < d ést > 0
mellett |z(t;z0)| < €.

2.2. Definicié (folytatas). Az zo = 0 egyensilyi helyzet ASZIMPTOTIKUSAN
STABIL, ha stabil és ezenkiviil még létezik olyan 7 > 0 is, hogy tetszdleges |zo| <1
ést — oo esetén |z(t; zo)| — 0.

(Erdemes megjegyezniink, hogy a stabilitas definiciéjaban szerepls feltétekbol
mar kévetkezik a megoldasoknak a kezdeti feltételektsl valé folytonos fiiggése. Igy
az xo = 0 egyensulyi helyzet mindenképpen rendelkezik a kovetkezd tulajdonsaggal:
minden € > 0 és T > 0 esetén van olyan § > 0, hogy tetszéleges |zo| < 6 ést € [0,T)
mellett Im(t; mo)l < ¢. Egyensulyi helyzet stabilitasa tehat azt jelenti, hogy a kezdeti
feltételektsl valo folytonos fiiggés -0 megfogalmazasa a [0, 77 helyett a teljes [0, 00)
intervallumon érvényes.) Abban mindenki egyetértett, hogy egy linearis rendszer
egyensulyi helyzetét pontosan akkor kell stabilnak hivni, amikor valamennyi meg-
oldas korlatos a t > 0 idSintervallumon. Mindez teljes Gsszhangban van az 6sszes
eddigi megfontolassal.
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2.3. TETEL. Tekintsitk az & = Az differencidlegyenletet, ahol A valés elemi
n-edrendd négyzetes métrix'®. Az alabbi tulajdonsigok egymassal paronként ekvi-
valensek:

(i) az i = Az egyenlet xo = 0 egyensiilyi helyzete stabil;

(i1)g az i = Az egyenlet megoldasai at > 0 id6intervallumon (egyenként) kor-
latosak; . A

(iti)g az A métrix valamennyi sajatértékének vals része < 0, a 0 valos részd
sajatértékek mindegyikéhez pedig annyi dimenziés sajataltér tartozik, amennyi az
illetd sajatérték multiplicitdsa a karakterisztikus polinomban.

2.4. TETEL (folytatas). Egymassal paronként ekvivalensek az alabbi tulajdon-
sagok is:
(1) 4,5 az = = Az egyenlet o = 0 egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabil;
(1) ,g azZ = Az egyenlet minden megoldasat — 0 mellett az xo = 0 egyenstilyi
helyzethez tart;
(741) 4 az A matrix valamennyi sajitértékének valés része < 0.

Az el8z8 tétel vezet tovabb Ljapunov ,stabilitas linearizalassal” tétele felé.!!

2.5. TETEL (Ljapunov (1892)). Tekintsiik az £ = f(x) differencidlegyenletet,
ahol f : R® — R" sima'? fiiggvény. Tegyiik fel, hogy f(0) = 0 és hogy az A = f'(0)
derivaltmatrixra teljesiil a (ii1) , 5 feltétel. Ekkor az & = f(x) egyenlet xy = 0 egyen-
stlyi helyzete aszimptotikusan stabil.

A ,stabilitas linearizalassal” modszer altalanosan ismert volt, azt azonban a
Weierstrass-féle analitikus szigorusag talajan felnétt matematikusok — kézottitk
Fejér is — nem tartottak matematikailag megalapozottnak. Teljesen igazuk volt:
nem tudtak és nem is tudhattak Ljapunov 1892-es korszakalkotd felfedezésérdl. Az
okokat roviden taglaljuk irasunk Fiiggelékében, ahol egyuttal kitériink Ljapunov
munkassaganak altalanos értékelésére is. Biztosak vagyunk abban, hogy ez a Fiig-
gelék az olvasok tobbsége részére szamos meglepetést tartalmaz.

10Az A, mint matrix jelolés még Fejér idejében sem volt szokasos: a meghatirozé elemeket
kiirtak a megfeleld kettds indexekkel, a kozbiils6 sorok és oszlopok elemeit pedig egyszerden ki-
pontoztak.

11 A Watt-féle centrifugalis regulator differencislegyenletrendszerét Maxwell irta fel és vizsgalta
meg 1868-ban. A magasabbfokii tagok elhagyasaval linearizalt az (w = wo alland6 szégsebességnek
megfeleld) egyensulyi helyzet kortl és meghatarozta, hogy a paraméterek mely értékeire teljesiil az
aszimptotikus stabilitas (i41) 4 5 feltétele. Erdemes felidézniink, hogy a (iii) , 5 tulajdonsag megfo-
galmazhat6 az A matrix karakterisztikus polinomjanak egyiitthatéira vonatkozo feltételrendszer-
ként is. Ezt az ugynevezett Routh kritériumot a 19. szadzad végének mérndkei egyre gyakrabban
hasznaltak nemlinearis rendszerek egyensulyi helyzeteinek stabilitasvizsgalatara is.

12A7 f € C? feltevés béven elegendd. Ljapunov azt tette fel, hogy az f fiiggvény analitikus.
A nem-analitikus jobb-oldali kézonséges differencialegyenletekre vonatkozé exisztencia- és unici-
tastételek csak a XIX. szdzad utolso évtizedében sziilettek meg. Akircsak Ljapunov, Fejér is szinte
egész életében hliséges maradt az analitikus fliggvényekhez. Absztrakt tereket is csak nagyritkan
hasznaltak.
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2.2. A stabilitas fogalma Fejér olvasataban

Az n-test probléma egyszerre Lagrange és Poisson stabil megoldasait Fejér Po-
incaré nyoman ,astronomiailag stabilis™-aknak nevezi. Habilitacios értekezése ezzel
a definiciéval kezdddik.

Az n-test probléma ma is hihetetleniil nehéz, és a bonyolult dinamikai viselke-
dések hosszu soranak megléte bizonyithato benne [1], [2]. Tanulmanyozasa megha-
tarozd volt a a dinamikai rendszerek XX. szazadi elmélete legkeményebb modsze-
reinek kialakulasa soran. Szaz évvel ezel6tt még csak sejtették, mennyire 6sszetett
lehet annak a testnek/bolygénak a mozgisa, amelynek a tobbiekhez viszonyitott
helykoordinatai nem maradnak korlatosak. Fejér — az m3 = 0 valasztas altal jellem-
zett (Nap, Jupiter, idedlis kisbolygs) dgynevezett korlatozott 3-test problémaban
— Jacobi, Hill, Poincaré, Charlier, G. Darwin, Bohlin, Kobb ‘és Levi-Civita gondo-
latait ismertetve érvel egy ilyen tulajdonsagi ,kéményszerd” (ma tgy mondanank,
a Hill-fele feliilet szingularitasan at divergals) megoldas létezése mellett.

A stabilitas Fejér habilitacios eldadasaban szereplé masodik definicidja mini-
malis valtoztatasokkal az akkorra mar alighanem folklérnak szamit6 ,minden € > 0
esetén van olyan § > 0, hogy tetszéleges To € R™, |Zp — 2| < d és t > 0 mellett
lz(t; Zo) — z(t; zo)' < €” formulara egyszerisithets. Csatlakozva Klein és Sommer-
feld [14] véleményéhez!3, Fejér ezt a definici6t — amennyiben zo nem egyensulyi
helyzet — megengedhetetleniil sziiknek tartja. Konkrét mechanikai példakon keresz-
til bemutatja, hogy a definiciét érdemes modositani a parcialis és az orbitalis tipu-
st stabilitasfogalmak irdnyaba, de egyik valtoztatast sem érzi igazan meggy6z6nek.
A béség zavaraval szembekertilve igy foglal allast: A stabilitds fogalmdnak még a
tomegpontrendszerek mechanikdjinak keretén belil is nagyon kilonbézé tartalmat
szokds adni. Azon vitatkozni, hogy ezen kilonbézé definiczick kézott melyik a leg-
jobb — nem lehet; a stabilitds ugyanis, mint populdris fogalom, néhdny — téle igazdn
elvdlaszthatatlan jegyen kivil annyira hatdrozatlan, tovdbbd annyira relativ, hogy a
fennforgs viszonyok kilénfélesége szerint eqymdstol lényegesen kiilonbizé definiczi-
ékat dllithatunk fel, a nélkil, hogy a stabilitds populdris fogalmdual ellentmonddsba
Jutndnk”.

Talan nem erdltetett parhuzamot vonnunk a  kaotikus” melléknév mostani va-
lamint a ,stabil” melléknév szaz évvel ezelStti hasznalata kozétt. Jollehet a kao-
tikussag Devaney-féle definici6ja egyre inkabb kiszoritani latszik a tobbit, be kell
vallanunk, hogy a matematikusok mindennapi széhasznéalataban a ,kaotikus” egy-

13 A német algebrista Klein (aki egyéb munkaiban a differencislegyenleteket csak ugy emlegeti,
mint bizonyos transzforméacioécsoportok generatorait), monumentalis esettanulmanyt [14] keszi-
tett a porgettyiirdl, errsl a John Herschel szép szavéval élve, ,philosophical instrument”-rél [talan
bizony a cirkalok agyukamrait kellett stabilizalni ... igen, azokat] — a konkrétnak adva a prio-
ritast az altalanossal szemben, az angol empirizmus legjobb hagyoményainak megfelelden. Fejér
— habilitaciés el6adasanak szamos részlete ra a bizonyiték — nagyon jél ismerte a masodik kotet
342-374. oldal kozotti részeit. Aligha jarunk messze az igazsagtol, ha feltételezziik, Fejér szamara
Felix Klein hatasa és néz6pontja meghatarozo volt a stabilitdselmélet szempontjabol. A Lagrange—
Dirichlet-tétellel kapcsolatban Fejér [7], [8], {9] Bohl, Hadamard, Hamel, A. Kneser és Painlevé
munkai mellett egyébként Liapounoff egy francia nyelvd (nagy felfedezéseihez képest meglehetésen
partikularis) cikkére is hivatkozik.
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szerien a ,roppant bonyolult” szinoniméaja. Felix Klein mar idézett megjegyzésének
értelmében a ,stabil” annak idején egyszerien a ,rendezett”, vagy legalabbis a ,nem
csunya” biztonsagérzetét sugarozta.

2.3. Fejér példaja tomegpont egyenstilyanak stabilitasarél ellenallo
kézegben

Habilitaciés eléadasaban [8] (akkor szép magyar kifejezéssel magantanari pré-
baelsadasnak nevezték) Fejér Lipot két problémardl beszélt: a mar emlitett n-
test-problémarol, és tomegpont egyensulyanak stabilitasarol ellenallé kézegben. Ez
ut6bbi kérdéskornek egy kiilon dolgozatot [7] is szentelt, amelyben leirja a habi-
litacios el6adasban ismertetett sajat eredményei (egy kisebb mértéki altalanosi-
tasanak) bizonyitasat is. A most kezd6dd alfejezetben végig ezzel a dolgozattal
foglalkozunk.

Jeldlje z, y, z egy egységnyi tomegi tomegpont koordinatait az R3 térben.
Tegyiik fel, hogy a pontra egy konzervativ erd hat, amelynek U : R® — R a po-
tencialfiggvénye, és a mozgas ellenalld kozegben torténik. Az ellenallasbodl eredd
eré

(—f(v)%', ~f0% -1 (”)z?l)

alaki, ahol (2,3, 2') a sebességvektor (vagyis (-)’ az idS szerinti differencialhanya-
dost jeloli), v a sebességvektor hossza, f : [0,00) — [0, 00) folytonos fliggvény, és
f(w) >0, ha v > 0. A mozgast Newton II. axiémajanak megfelelSen az

v U '

(2) 2 = 2o (@y.2) - f)
U /

V' =5 @ 92) ~ f0)%

Y 2

= (@ y2) - f0)5

egyenletek irjak le. Arra vagyunk kivancsiak, hogy adott (xo,yo,20) helyzetbdl
adott (zg, g, 25) kezdSsebességgel kiindulva hogyan mozog a pont idében és tér-

ben. A probléma megoldéasat az a t — (z(t),y(t), 2(t)) fiiggvény adja, amely eleget
tesz a differencidlegyenleteknek és az

x(o) = Zo, y(O) = Yo, Z(O) = 20,

2'(0) ==zp, ¥'(0)=wp 2'(0)=12
kezdeti feltételeknek. Ismeretes, hogy ez a rendszer nem integralhaté tipusd, ami

durvan szélva azt jelenti, hogy nem létezik formula a mozgast leiré fiiggvények-
re. Ezért sokszor megelégsziink a mozgasok aszimptotikus viselkedésének, vagyis
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az Gket leir6 fliggvények ¢ nagy értékeire mutatott tulajdonsagainak leirasaval. Fe-
jér sokkal szebben fogalmaz: ,,... az ellendlld kézegben térténé mozgds lefolydsdra,
vagy, mi tébb, annak véglefolydsdra nézve keresiink eldleges tdjékoztatdst”.

Az aszimptotikus tulajdonsagok kozil mind elméleti, mind gyakorlati szem-
pontbél a legfontosabb a stabilitas. Az az idGszak a stabilitds matematikai elmé-
letének héskora volt, akkor kezdtek letisztazodni maguk az alapfogalmak. A ha-
bilitaciés eladasbol [8] kideriil, hogy Fejér a ma Ljapunov nevéhez kotott sta-
bilitasfogalommal dolgozott. Tegyiik fel, hogy gradU(0,0,0) = 0, vagyis hogy az
T =y = z = 0 pont egyensulyi helyzet, és alkalmazzuk a Ljapunov-féle 2.1. Defini-
citazr =y =2z=0, 2’ =y = 2’ = 0 egyensilyi allapot stabilitdsanak meghata-
rozasara. Ehhez elGszér vezessiik be a ma hasznalatos vektoros irasmoédot. Jelolje
7 = (z,y,2) € R® a mozgd pont helyvektorat, 7 = 7 = (z',1/,2') € R3 pedig a se-
bességvektort. Jeldlje tovabba r, illetve v az 7, illetve a ¥ vektor hosszat:

1/2 1/2

ri= @+ +20)"% vi= (@) + @)+ ()Y

Igy a (2) masodrendi differencialegyenlet-rendszer a tomérebb

®3) 7" = gradU(7) - f(v)

|

alakot 6lt1, amely ekvivalens a hat egyenletbdl allo
(4) 7 =7, 7' =gradU(f) - f(v)~
v

elsérendii rendszerrel. A 2.1. Definicié értelmében az 7 = 0, ¥ = 0 egyensulyi allapot
stabil, ha barmely € > 0 szamhoz létezik olyan §(¢) > 0, hogy ha rZ + v2 < 5(6)2,
akkor r(t; 7"'0,170)2 + v(t;f’o,ﬁo)2 < €2 tetszleges t > 0 esetén.

Fejér a [7] dolgozatot a hires Lagrange-Dirichlet-tétel ismertetésével kezdi,
amely a konzervativ esetrél (nincs ellenallas, vagyis f(v) = 0) azt mondja, hogy
,valamely egységnyi tomegd P toémegpontnek G egyensily: helyzete stabilis, ha az
U(z,y,z) potenczidlfigguénynek a G pontban izoldlt mazimuma van”.!*

Fejér itt nem fejti ki, mit ért stabilitason, de a kijelentést kovetd paragrafus
sz6 szerint idézve a kovetkezdképpen sz6l: ,Ha ekkor a G pont kéril, mint kozép-
pont koriil, két elegendd kicsiny, de kilonben tetszéleges Ry és Ry (Ry < Rs) sugari
gombét irunk, akkor a kdvetkezdt dllithatyuk:

Ha a P témegpont mozgdsa folyamdn egyszer, valamely to idépontban, a kiseb-
bik, Ry sugari gomb belsejében van, akkor a tdmegpont nemcsak minden késSbbi
idében marad a nagyobb, Ry sugard gomb belsejében, hanem minden kordbbi idében

14 A ma szokasos terminolégia az U helyett a —U fiiggvényt hasznalja és potencialis energianak
nevezi; igy a Lagrange—Dirichlet-tétellel kapcsolatban potencidlgodorr6l, izolalt minimumrél be-
szél. A tovabbiakban is Fejér széhasznélatat és (amennyire csak lehet) jelolésrendszerét kovetjiik.
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is az Ry sugard gomb belsejében volt — filtéve, hogy a to idSpontban a sebessége ki-
sebb, mint egy az Ry, Ry sugaraktdl fiiggé mennyiség. Az izoldlt mazimum esetében
tehdt stabilitds van a »jovére« és »miiltra« vonatkozdlag”.

A 2.1. Definici6 értelmében vett stabilitas tényleg kovetkezik az izolalt (vagyis
szigorl) maximumra vonatkozoé feltételbél, ahogyan azt Dirichlet gydnyori bizonyi-
tasaban megmutatta. Erdemes viszont megjegyezni (és a zsenialis Fejér Lipétnak
ez az apro tévedése is jol mutatja a stabilitdselmélet akkori képlékeny voltat), hogy
a helyes megallapitast kovets kiegészits ,magyarazat” (definici6?) nem allja meg a
helyét, ugyanis az abban az R; és Ry gombbel megfogalmazott tulajdonsag nem
kovetkezik az izolalt maximum feltételébdl. Errdl konnyen meggyézédhetiink, ha
olyan gémbszimmetrikus U potencialfiiggvényt tekintiink, amelynek a G pontban
szigori maximuma van ugyan, de a G tetszdlegesen kicsiny kornyezetében létezik
olyan G koériili koncentrikus gombgytird, ahol U allandé értéket vesz fel. (Erdemes
elgondolkodni azon, hogy mely U fiiggvények esetén teljesiil a Fejér altal megfogal-
mazott (a Ljapunov-félénél erGsebb) stabilitasi tulajdonsag.)

Fejér megemlékezik a Lagrange-Dirichlet-tétel megforditasanak problémakéoré-
ben elért eredményekrél és idézi az akkor ismert legaltalanosabb tételt!S:  Ha a
potenczidifiigguénynek a G egyensily: helyzetben izoldlt minimuma van, és ha a po-
tenczidlfiigguénynek minimdlis volta a Taylor-féle sor legalacsonyabb rendd tagjai
révén jut folszinre, akkor az egyensilyi helyzet labilis.” Ezutan ratér a dolgozat {6
téméajara: milyen hatassal van a kozegellenallas az egyensulyi helyzet stabilitasara,
-instabilitasara?

Altalanos természeti torvényként ismeretes az a tény, hogy a kozegellenallas
stabilizalo hatasta. Ezt kicsit pontositja a kovetkezd tétel:

2.6. TETEL (Fejér [7]). Ha a potenczidlfiiggvénynek a G egyensulyi hely-
zetben izolalt maximuma van, akkor a jovére nézve stabilitds van, mig a multra
vonatkozélag labilitds is lehetséges.

Azt is észrevette, hogy a kiézegellenallas néveli a stabilitas fokat abban az ér-
telemben, hogy a mozgas id6nként nagyon lelassul, ahogyan & fogalmaz, a sebesség
abszolut értéke, ,v végtelen sokszor tetszélegesen kicsinynyé lesz”. Ezt a tulajdon-
sagot ma a
(5) liminfu(t) =0

t—o0
formuléval fejezhetjiik ki.

Megallapitja tovabba: ,, Az ellendllds a labilitds esélyét cskkenti.” Ezért érde-
kesebbnek tartotta az instabilitdsra gyakorolt hatas tanulmanyozasat, nevezetesen

annak a kérdésnek a megvélaszolasat, hogy ha olyan potencialfiiggvénybdl indu-
lunk ki, amelynek esetén ellenallas hianyaban az egyensilyi helyzet instabil, akkor

15A probléma még ma sincs teljesen lezarva. A nagy attdrést Kozlov és Palamodov dolgoza-
ta [15] jelentette, amelyben a tétel megfordithatosagat analitikus potencialfiggvények egy igen
altalanos osztilyara bizonyitottak.
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megmarad-e az instabilitas. Pontosabban, milyen potenc1alfuggveny, milyen kézeg-
ellenallas esetén marad meg az 1nstab111tas'7

2.7. TETEL (Fejér [7]). Tegyiik fel, hogy ,a potenczialfiiggvénynek az egyen-
stlyi helyzetben izoldlt minimuma van, mely tulajdonsédga a potenczialfiiggvénynek
a Taylor-féle sor legalacsonyabb rendd tagjai altal lesz nyilvanvalova.

Szigortan ki lehet most mar mutatni, hogy ha f(v)/v av kicsiny értékei mellett
egy véges fels6 hatarnal, M-nél kisebb, akkor az egyensulyi helyzet labilis.”

Kettds szandékkal tartottuk meg az eredeti fogalmazast. Egyrészt, be szeret-
nénk mutatni a Fejér altal hasznalt szép magyar matematikai miinyelvet, masrészt
érzékeltetni a nagy tudoésnak azt a megértést konnyits képességét, amellyel bonyo-
lult tételeket tudott formulak nélkiil megfogalmazni.

Fejér a tétellel kapcsolatban felvet egy problémat: ,Ha tehdt pl. f(v) olyan
erdsen konvergdl a zérushoz mint v®, hol a > 1 - a legtobbszor haszndlatos esetek
a = 1,2 ide tartoznak —, akkor az egyensulyi helyzet lobilitdsa még biztositva van.
Ha azonban az f(v) végtelen kicsinynyé vdldsdnak mértéke v*, hol0 < a < 1, vagy-
18, ha az ellendllds - dsszehasonlitva az o > 1 esethez tartozo ellendlldssal — a v
kicsiny értékei mellett nagy, akkor a labilitdst a most kézlendd mddszer segitségével
mdr nem tudom kimutatni. KENYTELEN VAGYOK!® NYILTAN HAGYNI AZT A KER-
DEST, VAJJON AZ ELLENALLAS KEPES-E EZEN ESETBEN A LABILITAST TELJESEN
MEGSZUNTETNI?”

A 2.7. Tétel bizonyitéasa 7] az energia valtozasat leiro ,elevenerd-egyenlet” (Fe-
jér a latin ,vis viva” mintajara probalkozik meg a ,die Energie” magyaritasaval)
és egy, Jacobi-tol szarmaz6 azonossag Gtletes kombinaciéjan alapszik, amelyben
f(v)/v korlatossaga lényegesen ki van hasznalva.

Ugy gondoljuk, Fejér Lipot munkassaga el6tt akkor tisztelgiink méltoképpen,
ha érzékeltetjiik a jelen irasban azt is, hogy az eltelt szaz év alatt az utédok ho-
gyan fejlesztették tovabb azt az elméletet, amelynek elinditdsdban Ljapunovval,
Poincaré-val és a tobbi mas nagy tudodssal egyiitt 6 is részt vett, és amit ma-a DIF-
FERENCIALEGYENLETEK KVALITATIV ELMELETE, vagy kicsit altalanosabban DINA-
MIKUS RENDSZEREK néven szokas emlegetni. Fejér kivalé problémafelismerd érzékét
dicséri, hogy ezeknek az elméleteknek a torténetén végighuzodik az altala valasztott
téma, az ellenallas hatasanak vizsgalata. Most megadjuk Fejér két idézett tételé-
nek tovabbfejlesztett valtozatat. A 2.9. Tétel egyben valaszt ad a Fejér altal nyitva
hagyott problémaéra is.

2.8. TETEL. (Salvadori [18]) Tegyiik fel, hogy
(i) az U potencialfiggvénynek helyi maximuma van G-ben;
(ii) G izolalt egyensilyi helyzet.
Ekkor a (3) rendszer G egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabil.

Ez a tétel azt fejezi ki, hogy a stabilitds megmaradasanal és a (5) tulajdonsag-
nal joval tobb teljesiil: a rendszer aszimptotikusan visszatér az egyensulyi allapotba,

16451t betiis kiemelés az eredetiben
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azaz
tl_l'l’& 7(t) = G, tll)rgo v(t) = 0.

2.9. TETEL (Salvadori [18]). Tegyiik fel, hogy
(i) az U potencialfiiggvénynek nincs helyi maximuma G-ben;
(i) G egy kirnyezetében az {(z,y,z) € R* | U(z,y,z) < U(G)} halmaz nem tar-
talmaz egyensilyi helyzetet.
Ekkor a (3) rendszer G egyensiilyi helyzete instabil.

Mindkét tétel bizonyitasa ugyanazon a technikan alapszik, amelynek kulcsa a
megoldéasok pozitiv hatarhalmazinak fogalma és az Ggynevezett LaSalle-féle (1960)
invariancia-elv. (Ez utobbi lényegében véve nem mas, mint az orosz nyelvi iroda-
lomban a Barbasin-Kraszovszkij-tétel (1952) néven emlegetett allitds.) A bizonyi-
tasok — n szabadsagi foku rendszerekre — megtalalhatok a [17] monografia I11. fe-
jezetének 5. pontjaban. A modszernek létezik kiterjesztése olyan rendszerekre is,
amelyekben a kinetikai energia és az erék explicit médon fiigghetnek az id6tél is
(nem-autoném, avagy instacionarius rendszerek [12, 13]).

Mivel Fejér csak a 2.7. Tételre adott részletes bizonyitast és ezzel kapcsolatban
vetett fel problémat, mi is csak a 2.9. Tételt bizonyitjuk. Olyan bizonyitast adunk,
amely csak implicit médon hasznalja a Fejér utan kialakult fogalmakat — magat
a bizonyitast akar Fejér is leirhatta volna ebben a formaban.

A 2.9. Tétel bizonyitdsa. 1. El6szor vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a moz-

gasok soran az
1
E(F,7) = 51;2 - U(F)

teljes mechanikai energia. Ehhez szamoljuk ki az F irdnymenti derivaltjat a (3)
rendszer szerint:

Tehat az energia csokken a mozgasok mentén és
(7) E'(7 i) =0&v=0.

2. Feltebetjiik, hogy G = (0,0,0), és U(0,0,0) = 0. A tovabbiakban indirekt
utat valasztunk: tegyiik fel, hogy az 7= 0 egyensulyi helyzet stabil. Legyen £ > 0
tetszGlegesen rogzitett, és vegyiik a (4) rendszer egyensilyi helyzetének stabilitasi

H:={FfeR3|U(7) <0}
halmazban van olyan 7y pont, amelyre ro < d(¢) teljesiil. Tekintsiik az

7(t) :=7(t;7,0), T(t) := 5(t; 7o, 0)
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mozgast. Az € és §(e) kozotti Osszefiiggés miatt
(8) r2(t) + v3(t) <€ (t>0).

Tehéat — az 1. pontot figyelembe véve — az energia a tekintett mozgas mentén csok-

kend és alulrél korlatos, vagyis létezik a

(9) Jim E(7(t),0(t)) =t e« <U(f) <0

hatarérték. Megmutatjuk, hogy a (8)—(9) tulajdonsigok ellentmondashoz vezetnek.
3. Most konstrualunk egy r. pontot a H halmazban, amelyrél meg fogjuk mu-

tatni, hogy egyensuilyi helyzet.
Tekintsiink egy tetszoleges {t}re, (klim tr, = 0o) sorozatot. Az RS tér origd
—0oQ

koriili e-sugart gémbje kompakt, tehat (8) kovetkeztében feltehetjiik, hogy a
(10) lim 7(tg) =: 7, lim T(ty) = U,

k—o0 k—oo
hatéarértékek léteznek. (9) szerint

E(7,3.) = lim E(7(t), 0(tx)) = e. <0,
ésv2 > 0, ezért U(7.) < 0, vagyis 7 € H. A kovetkezs pontban bebizonyitjuk, hogy
7. egyensilyi helyzet, ami ellentmond az (ii) feltételnek.

4. Inditsunk mozgast az 7(0) = 7., U(0) = ¥, kezdeti feltételekkel. Be fogjuk
latni, hogy 9(t; 7x, ) = 0 (t > 0). Ekkor 7(t; 7, Tu) = 7(t; 7%, 0) = Fu (t > 0), azaz
7, valoban egyensilyi helyzet, és készen is vagyunk.

Legyen most t > 0 tetszdlegesen rogzitett idSpillanat. A megoldasok a kezdeti
értékektd) folytonosan fiiggnek, tehat (9) és (10) szerint

- —,

E('F(t;F*yﬁ*), ’l—}’(t,T‘_‘*,ﬁ*)) = kl—l-»rgo E(F(t + tk;FOyO)a ﬁ(t + tk;Fo,O)) = €.

Mivel t tetszéleges volt, azt kaptuk, hogy az E mechanikai energia allando az (7., ¥)
allapotbdl inditott mozgas mentén. De ez azt jelenti, hogy ezen mozgas mentén min-
den idépillanatban teljesiil az E' = 0 feltétel, ami (7) szerint csak gy lehet, hogy
v(t;Tu, Uu) = 0.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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3. Epilogus

1919-ben a kolozsvari egyetem roman fennhatdsag ala keriilt, ezért a tanarok
nagy része — koztiik Haar Alfréd és Riesz Frigyes — Szegedre ment, ahol egy 1j
egyetem alapjait raktak le. Kézben a magyar ,matematikusokat gyarté szerkezet”
tovabb miikédott. Kevéssel a habora befejezése utan a tudomény olyan miivelsi
jelentek meg Magyarorszagon, mint Karman Tédor, Polya Gyorgy, Szegs Gabor,
Neumann Janos és masok. Ok viszont nem a Karpat-medence keleti régioi felé vet-
ték utjukat, mint néhany évvel elGttiik jard tarsaik, hanem ... de ez mar egy méasik
térténet. A mostani véget ért.!”
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4. Fliggelék. Ljapunov szerepe a stabilitidselmélet létrehozasaban

Ljapunov, amint arra a 2.1. alfejezetben mar kitértink, felzarkoztatta a stabili-
tas elméletét a matematika akkori fejlettségi szintjére. Ami legalabb ennyire fontos,
harom tertileten a jovét is el6készitette.

1) Az 4ltala kidolgozott és késdbb 6rola elnevezett modszer!® — amelynek fel-
hasznalasaval sikeriilt a 2.5. Tételt is bizonyitania — minden tovabbi stabilitas-
vizsgalat (1930-t6] a Szovjetunidban, 1960-t6l kezdve Nyugaton is) leghatékonyabb
eszkozének bizonyult és szamtalan alkalmazast nyert az iranyitas- és a szabalyozas-
elméletben is.

2) Befejezetleniil maradt irasaiban Ljapunov kisérletet tett a centralis sokasag
tételének kimondasara és bizonyitasara. Viktor Pliss, aki végiilis a hatvanas évek
kézepén sikerrel jart, sokat profitalt Ljapunov egy kéziratabol, amely egy konkrét
nemlinearis mechanikai feladat egyensilyi helyzetének stabilitasvizsgalata kapcsan
a harom sajatérték a képzetes tengelyen problematikajaval foglalkozott.

3) Ljapunov (1884) Poincaréval egyidejiileg, ugyanazzal a gondolatmenettel -
egy térbeli integracids tartomany hatara szerinti sorfejtés els6 tagjainak vizsgé-
lataval — kimutatta, hogy az egyre gyorsabban forg6 bolygok/csillagok (folyadeé-
kok, amelyek részecskéit csak a gravitacios erd tartja Ossze) alakja  korte” is lehet.
Visszatérve e témakorhoz, egy Osszességében tobb mint ezer oldalas (1906-1916)
cikksorozatban azt is sikeriilt plauzibilissa tennie, hogy ez a — ma ugy mondanank,
hogy a forgési ellipszoidbél az egyenlitd mentén szimmetriasérts bifurkacioval ke-
letkezs — ,korte” instabill®.

18 Természetesen ennek is voltak eldzményei: az, hogy az energia bizonyos disszipativ rendszerek-
ben a trajektoriak mentén cstkkenve ,Ljapunov-fiiggvény”-ként viselkedik, mar 50 évvel kordbban,
Jacobinal is fontos szerepet jatszik.

19Poincaré és George Darwin (a biolégus Darwin fia, a Kiralyi Csillagaszati Tarsasag elno-
ke) ezzel ellentétes véleményt képviseltek, s6t a korte” stabilitdsat (tanitvanyaik munkai altal)
bizonyitottnak vélték. A  kortés 4g” stabilitasan alapult G. Darwin elmélete a kettdscsillagok ke-
letkezésének magyarazatara. Végérvényesen csak joval mindharmuk haldla utan deriilt ki teljes
bizonyossaggal, hogy a ,korte” valoban instabil. A | korte” stabil vagy instabil voltanak eldontése
- a funkcionalanalizis eszkozeinek szinte teljes hianyaban — alighanem még egy Poincaré erejét is
meghaladta volna.
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Jollehet nemzetkozi elszigeteltsége soha nem volt teljes, Ljapunov nagyfoki
nyelvi és foldrajzi elkliloniiltségben élt. , Kortés” dolgozatait leszamitva, stabilités-
elméletbd] egyetlen nem-orosz nyelvii cikket publikalt. Felix Klein [14] egy kony-
vel6 pontossagaval emliti Ljapunov ezen cikkét, sét egy labjegyzetben még azt is
megjegyzi, hogy ugyanennek a szerzének tovabbi, orosz nyelven irott dolgozatai is
vannak a stabilitds témakorében.2¢

A Ljapunovra — csakiigy mint a stabilitas régi torténetére — vonatkozo infor-
maciok jelentds részét N.D. Mojszejev 1949-ben megjelent Ocserki po razvityiji
tyeoriji usztojcsivosztyi ciml kdnyvébél vettiik. Bator és kiegyensilyozott iras?!,
amely beszamol Ljapunov halalanak koriilményeirsl is. Ljapunov nem érezte j61 ma-
gat a forradalom utani Petrograd zavaros vilagaban. Feleségével egyiitt Ogyesszaba
ment, de tovibbjutniuk nem sikeriilt. Az asszony tiidégyulladasban megbetegedett
és meghalt. Alekszandr Mihajlovics még aznap, 1918. oktober 31-én fejbe 15tte
magat és harom napra ra meghalt.
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207 groteszk az egészben az, hogy mindezt kényvének abban a fejezetében teszi, amelyben
egyensilyi helyzetek linearizdlassal torténd stabilitasvizsgalatarol, mint matematikailag mega-
lapozatlan médszerrdl értekezik. Pedig a lényeg — nevezetesen a Ljapunov altal mar korabban
bizonyitott 2.5. Tétel — ott rejtzik a labjegyzetben ([14], 374. oldal). Abban az idében még
természetes volt, hogy egy gottingeni professzor nem érdeklddik egy harkovi docens cirillbetds
munkai irant, Ljapunov eredményeit balti matematikusok (akik értettek oroszul) kozvetithették
volna a Nyugat felé. Koziiliik Bohl és Adolf Kneser (a sokkal ismertebb H. Kneser apja) maguk is
foglalkoztak stabilitaselmélettel. Hogy miért nem tették? {Minden oroszok carjanak alattvaléiként
aligha érezték feladatuknak, hogy az orosz tudomany és kulttra értékeit Nyugaton képviseljék.]
A matematikusok 1908-as rémai kongresszusan Poincaré és Ljapunov egyarant részt vett. Poin-
carét itt is nagy udvartartas vette koriil. Ljapunov, mint afféle vidéki ember, anélkiil ment haza,
hogy személyesen talilkozhatott volna vele.

21 A német forrasokat ugyan negligalja, de Sztalin-idézet sincsen benne. Lenintél is csak elvétve
idéz ezt-azt. A legérdekesebb a kovetkez8: ,Poincaré gyermeteg filozéfus, de hatalmas fizikus”.
(Ugy latszik, ez a szavajarasa lehetett. A tarsszerz6k még legfiatalabbika is emlékszik egy masik
Lenin-idézetre, kozépiskolai irodalomtanulméanyainak idejébdl: ,Tolsztoj gyermeteg filozofus, de
o6riasi mivész”.
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LIPOT FEJER HABILITATED AT KOLOZSVAR 100 YEARS AGO IN STABILITY
THEORY

BARNABAS GARAY, LAszLd Harvani, J6zser KOLUMBAN

Lipét Fejér habilitated 100 years ago at June 23, 1905 at the University of Kolozsvar. His
habilitation lecture was devoted to the stability theory of ordinary differential equations with
title “A study on stability and instability of the mechanics of mass-point systems”. (A German
translation of the original Hungarian can be found in Fejér Lipét Osszegyijtott munkdi — Leopold
Fejér Gesammelte Arbeiten (ed. P. Turan), Akadémiai Kiads, Budapest, 1970.)

In this paper we commemorate Lip6t Fejér as well as the Kolozsvar School, being the first
internationally recognized professional community of the Hungarian mathematics. Our review on
Fejér’s habilitation lecture ranges from an introductory chapter surveying the general state of
stability theory around 1900, to a short Appendix on the work of A. M. Liapunov. The main
emphasis here is put on the mechanical example in Fejér's lecture, which he could not analyze
in full detail due to the relative immaturity of topological concepts and techniques that time:
his original line of thought can be made complete by LaSalle’s invariance principle discovered 50
years later.
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MEGEMLEKEZES KONIG DENESROL

LIBOR JOZSEFNE

Budapest

1884. 09. 21. — 1944. 10. 19.

Ezen megemlékezés aktualitasat tekintve megkésett ugyan egy kicsit, hiszen
2004-ben volt nagy matematikusunk sziiletésének 120. és halalanak 60. évforduldja.
Ro6videbb eladas, illetve poszterbemutaté ugyan méar késziilt kiillonbozs konferen-
cidkra, mégis ugy gondolom, hogy Kénig — mint a grafelmélet egyik megalkotdja —
megérdemli, hogy ne csak szoban, hanem irasban is megemlékezziink életérdl és
munkassagarol. Nem 6 volt a legelss, aki grafelmélettel foglalkozott, hiszen pl. Pe-
tersen mar 1891-ben megirja [37]-es cikkét és masok is foglalkoztak a témaval, de
mégis Kénig Dénes nevéhez kothetjiik a grafelméletnek, mint 6néall6 matematikai
diszciplinanak a megsziiletését. Az adatok, informaciok Gsszegyiijtéséhez felhasz-
naltam Gallai Tibor 1965-ben megjelent, hasonl6 témaju munkajat, H. W. Kuhn
és Egervary Jend cikkeit, valamint Kénig megjelent munkait, melyeket ajanlok ta-
nulméanyozasra a téma irant érdeklédék szamara (lasd irodalomjegyzék).
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1. Néhany fontosabb életrajzi adat

Koénig Dénes 1884. szeptember 21-én sziiletett Budapesten, a Miegyetem vi-
laghird matematika professzora, Kénig Gyula kisebbik fiaként. Edesapja nevéhez
fiiz6dik tobbek kozott a matematikai logika els6 monografidjanak megirasa. Okta-
to1 és tudomanyos tevékenysége révén egyarant az egyik legnagyobb hatast magyar
matematikus volt, akinek a halmazelméletben alapvets a szamossagokra vonatkozo
munkéssaga. Kénig Dénes matematikai tehetségét — édesapjan kiviil — kozépisko-
lai tanarai is hamar felismerték. A budapesti Gyakorlé Fégimnaziumban Szijjarto
Miklés mellett féleg Beke Mané volt ra nagy hatassal és segitette tehetsége ko-
rai kibontakozasat. Ennek koszonhetéen els6 tudoményos cikke mar kozépiskolas
koradban, 1899-ben megjelenik a Matematikai és Fizikai Lapokban [1].

Kénig Gyula Beke Mano
1849-1913 1862-1946

Ezen els6 dolgozataban két szélsGérték-probléma elemi targyalasat adja. Te-
hetségét dicséri az Eotvos Lorand matematikai tanuléversenyen 1902-ben elért elsé
dija. Ugyanebben az évben megjelenik els6 kiadott mive, a Matematikar mulatsa-
gok elsé kotete, melyet 1905-ben kovet a masodik rész [I, II]. A kényvek — vagy
inkabb fiizetecskék — legnagyobb érdeme, hogy ez az elsé magyar nyelven megje-
lent, szinvonalas, szérakoztaté matematikai mi. Az el6szoban Beke Mano ir méltato
szavakat a munkarol.

Egyetemi tanulméanyait a budapesti Miegyetemen kezdi, itt négy szemesztert
hallgat, majd a gottingeni egyetemen az utols6 6t szemesztert. Gottingenben vé-
gighallgatta Minkowskinak az Analysis Situs el6adésait az 1904/5-6s tanévben,
melyek nagy hatéassal voltak Kénig témavalasztésara. Ezen el6adasokon Minkows-
ki a kétdimenzios feliiletek topologikus tulajdonsagainak jellemzése, a kiilonb6zs
normaltipusok elGallitasa mellett a négyszin-sejtésnek egy Wernicke-t6l szarmazo
bizonyitasat is k6zolni akarta. Azonban a bizonyités el6készité 1épéseinek elGadasa
soran kidertilt, hogy a bizonyitas hibéas, igy csak az 6tszin-tétel keriilt bizonyitéas-
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ra. Természetesen K&nig nem ekkor talalkozott elGsz6r kombinatorikus topologikus
problémakkal, hiszen a Matematikai mulatsdgok készitésekor mar talalkozott ilyen
jellegt feladatokkal, mégis kutatasainak nagy lendiiletet adtak az emlitett elGada-
sok.

1907-ben, tanulmanyai befejezése utan bélcsészdoktori cimet szerez geometriai
targyu értekezésével, melyben az n-dimenzios tér valoédi és nem valédi forgasa-
it vizsgalja ([3]). Ugyanettsl az évt6l a budapesti Mdegyetemre keriil gyakornok-
ként és 1944-ig, halalaig az egyetemen tanit. 1908-ban mint tanarsegéd, 1910-ben
mar adjunktusként és 1911-t6] magantanarként tart el6adasokat az alabbi cimeken:
Analysis situs, Nomographia, Valos szdmok, Halmazelmélet, Valés szdmok és figg-
vények, Grdfelmélet. A grafelmélet kilonallo targykent csak 1927-t6] van meghir-
detve, de Analysis situs el6adasain mar 1911-t6l szerepel ez a témakér. Az 1913/14-
es tanévtgl 1927-ig meghivott eldaddként matematika elSadasokat tart épitész- és
vegyészhallgatok szamara. Eladasanak anyaga konyvben is megjelenik 1920-ban
{IV]. 1932-ben miegyetemi rendkiviili tanari cimmel ruhéazzak fel, 1935-t6l pedig
intézeti tanarra nevezik ki.

Egyéniségével kapcsolatban meg kell emliteni kivalé humorat, tarsasag- és em-
berszeretetét, mely majd a kozéleti munkajat vizsgilva még jobban kirajzolodik
elsttiink. A fasizmus idején, f6leg 1944-ben sokat tett az {ild6z6tt matematiku-
sok segitése érdekében. Azonban a nyilas part hatalomra keriilése, oktober 15-e
megakadalyozta tervei végrehajtasaban: oktéber 19-én az iilddzések el6l a halalba
menekiilt, 6ngyilkos lett. ‘

2. Grafelméleti munkai

LegjelentGsebb alkotasai ezen a teriileten sziilettek, tobb alapvetd tétel fiizddik
a nevéhez. Tételeinél azonban nem kisebb jelentdségriek a grafelmélet népszerdsité-
se, meg- és elismertetése terén elért eredmeényei. Az 6 munkassaga révén valt a szo6-
rakoztatd matematika egyik aga, a grafelmélet a matematikai tudoméanyok elismert
uj fejezetévé. Grafelméleti el6adasait az alabbi mondattal kezdte: ,A4 grdfelmélet a
matematika legérdekesebb diszciplindinak egyike.” Bar akkor még csak sejthette,
mégis kitartéan hitt a grafelmélet j6vGjében. Ma mar tudjuk, hogy mennyire iga-
za volt, hiszen nehezen talalnank olyan agat a matematikidnak, melynek ne lenne
grafelmeéleti vonatkozasa. Nap mint nap Gjabb terileteken lathatjuk az alkalmaz-
hatésagat. Csak példaként emlitem, hogy a jol ismert internetes keres6programok
a talalatok kilistazasi sorrendjének Gsszeallitasahoz szintén grafelméleti eredménye-
ket hasznalnak fel.

2.1. Topologikus grafelméleti munkak

Els6 munkaiban Kénig a grafok feliiletekre valo felrajzolhatosagaval és ezek
tulajdonsagaival foglalkozott, mely problémakat relativ grafelmélet néven is isme-
riink. Elsé ilyen jellegi munkaja 1905-ben jelenik meg [2], melyben az ugynevezett
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hdromszin-tételt ismerteti. A tétel azt mondja ki, hogy ha egy orszdg sitkra raj-
20lt térképét egyetlen Osszefiiggd hatdrvonal hatdrolja, és az orszdg megyéi mind
valamely vonalszakasz mentén hatdrosak az orszdghatdrral, akkor a megyék megszi-
nezhetdk hdrom szinnel oly mddon, hogy a kizds hatdriek mindig kilonbozd szint
kapjanak.

1911-ben két dolgozataban is [8, 9} azt a kérdést vizsgalja, hogy egy mega-
dott graf mikor rajzolhaté fel egy adott nemszamu (genust) iranyithaté feliiletre.
Bebizonyitja, hogy minden grdf felrajzolhatd egy elég magas nemszdmai irdnyithaté
feliiletre, ezenkiviil bevezeti a graf nemszamanak fogalmat. (A nemszam vagy genus
p, ha a graf felrajzolhaté p nemszamu iranyithato feliiletre, de alacsonyabb nemsza-
" miira nem rajzolhaté fel.) Foglalkozik tovabba azzal a kérdéssel, hogy hogyan lehet
a graf belsd, kombinatorikus tulajdonsagaibol a nemszamat megéllapitani. Ezen
vizsgéalatai jabb kutatasokat indukaltak, 1937-ben Vazsonyi Endre egészitette ki
és fejlesztette tovibb az elért eredményeket, valamint t6bb amerikai matematikus
kezdett nemszamokkal kapcsolatos kutatasokba.

2.2. Kombinatorikus (abszolat) grafelméleti munkak

Kénig legismertebb eredményei ehhez a teriilethez kapcsolédnak. Legel&szor
1914-ben Péarizsban az elsé matematikai-filozofiai kongresszuson szamolt be ilyen
targyu eredményeirdl. Bar az el6adasanak teljes szovege csak 1923-ban jelenik meg
{14], eredményeit determinanselméleti alkalmazéasokkal bévitve 1916-ban jelenteti
meg [18]. E dolgozatbél kideriil, hogy eredményeihez egy halmazelméleti problé-
ma révén jutott. Még 1906-ban édesapja a halmazelmélet ekvivalencia-tételére egy
egyszerii, 4j bizonyitast adott, mely a grafelmélet fogalmaival igen szemléletessé te-
hetd ([V], 85. oldal). Ezt a modszert kisérelte meg alkalmazni Bernstein kdvetkezd
tételének bizonyitasara:

Ha m és n tetszdleges szamossdgok és k természetes szdm, akkor a km = kn
egyenldségbdl kivetkezik az m = n egyenldség.

A bizonyitas részletesen szerepel a [18]-as irodalomban. Ezen dolgozat egyik
f6 érdeme, hogy ebben szerepelnek elGszor végtelen grafokra vonatkozé problémak.
Késébbi kutatasal soran is mindig vizsgélja, hogy az adott grafelméleti tétel érveé-
nyessége kiterjeszthets-e végtelen grafokra. Ezt olyan lényegesnek tartotta, hogy
konyvének cime is kiemeli [V]. Az emlitett [18]-as munka f§ eredménye az alabbi
véges grafokra vonatkozo tétel:

Minden véges k-adfoki (k természetes szdam) reguldris pdros grifnak van elsd-
foki faktora.

E nevezetes, talan egyik legszebb grafelméleti tétel egyik valtozatat kozérthets
alakban igy fogalmazza meg Kénig ([V], 175. oldal):

Ha egy tdncestélyen minden férfi k nét és minden né k férfit ismer, akkor lét-
rehozhatd olyan pdrbeoszids, hogy minden pdrba ismerdsok keriljenek.

Az emlitett [18]-as dolgozatban ezen tételének végtelen grafokra vald kiterjesz-
tését is kimondja, de a bizonyitast itt csak méasodfoki grafokra tudja elvégezni.
Az emlitett tétel két fontos kévetkezményét is kozli:
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a) Ha azn X n-es M mdtriz elemei nemnegativ egész szamok, és minden sor-
hoz, illetve oszlophoz tartozo elemek Gsszege ugyanaz a pozitiv k szdm, akkor M k
szdmu n X n-es permutdcids mdtrix dsszege.

b) Ha egy determindns elemei nemnegativ egész szdmok és minden sor és oszlop
dsszege ugyanaz a pozitiv €rték, akkor a determindnsnak van zérustdl kilonbozé
kifejtési tagja.

(Ezen két kévetkezményt érdemes Osszevetni G. Birkhoff tételével: minden
n x n-es duplan sztochasztikus matrix n x n-es permutéaciés matrixoknak olyan
linearis kombinaciéja, amelyben az egyiitthatok nemnegativ szamok és az egyiitt-
hatok Gsszege 1.)

A determinansok és paros grafok kapcsolatat Kénig gy hozza létre, hogy a
determinans minden soranak és oszlopanak megfeleltet egy-egy szégpontot, és két
szogpontot akkor és csak akkor kot dssze éllel, ha a megfelels sor és oszlop ta-
lalkozasi helyén zérustol killonbo6zd elem all. Tételének alabbi altalanositasa azért
jelent@s, mert elvezet a tétel végtelen grafokra valo kiterjesztéséhez:

Ha egy véges pdros grdf minden szégpontjdhoz k-ndl nem tébb él illeszkedik,
akkor a grif élei megszinezhetdk k szinnel gy, hogy egyik sz6gpontba se fusson két
egyenld szind él.

A bizonyitasra az egyik leghatasosabb eljarast, az alternalé utak moédszerét
alkalmazza. Ugyancsak ezzel a modszerrel sikeriil a [17]-ben Frobenius tételének
egy egyszer( grafelméleti (kombinatorikus) bizonyitasat adnia. A [23]-as dolgozat-
ban megkisérli tételének a) kovetkezményét tobbdimenziés matrixokra kiterjeszte-
ni. Ez az elsd olyan dolgozat, amelyben kétdimenziés grafokkal kapcsolatos kérdé-
sek felmeriltek. Az 1925-26-0s években Valké Istvannal kozosen sikeriil tételének
a végtelen grafokra valo kiterjesztését igazolni, melyet a [24]-es dolgozatban publi-
kalnak. A bizonyitas alapgondolata egy olyan 4altalanos eljarast szolgaltat, melyet
fel lehet hasznalni tételeknek végesrsl végtelenre vald kiterjesztésénél. 1926-ban a
[27]-ben kozli az eljaras alapjat szolgaltatoé un. végtelenségi lemmat:

Legyen Py, P, . .. pironként idegen véges és nemdires ponthalmazoknak egy vég-

o0
telen sorozata, G pedig egy olyan grdf, amelyben a szdgpontok halmaza |J P;, és
i=1
P41 (n=1,2,3,...) minden pontjdt él kéti 6ssze P, valamelyik pontjdval. Ekkor
létezik G-ben olyan z1xox3. .. végtelen it, amelyre x; € P; (1 =1,2,3,...).

Ugyanebben a dolgozatban bemutatja két halmazelméleti alkalmazasat is a
lemmanak, majd 1927-ben egy kiilén dolgozatot [28] szentel a lemma kiilonbézs
alkalmazéasainak.

Szintén 1927-ben megjelenik Mengernek az ,,n-Kettensatz” néven ismertté valt
gorbiiletelméleti cikke. K&nig észrevette e tétel kombinatorikus vonatkozasat, va-
lamint hogy kimaradt a bizonyitasbél egy kombinatorikus szempontbél kiilonosen
érdekes eset. Ezt a hianyt pétolta bizonyitassal egyiitt Kénig, mely eredményrdl az
Eotvos Lorand Matematikai és Fizikai Tarsulat 1931. méarcius 26-an tartott eléado-
tilésén szamolt be (1. [29]). Nevezetes tétele azota is az 6 nevét visel, és a grafelmélet
egyik legtobbet idézett tétele:
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Pdros koriiljdrdsi grdfban az éleket kimeritd szogpontok minimdlis szdma meg-
egyezik a pdronként kozds végpontot nem tartalmazo élek mazimdlis szdmduval.

Szintén Kénigtdl szarmazik a talan még ismertebb matrixelméleti megfogalma-
z4s:

Bdrmely mdtrizra az oly vonalak (sorok vagy oszlopok) minimdlis szdma, me-
lyek Osszességiikben az dsszes el nem tind elemeket tartalmazzdk, megegyezik az
oly el nem tdnd elemek mazimdlis szdmdval, melyek pdronként nem fekiisznek egy
vonalban.”

A bizonyitas ebben az esetben is az alternaloé utak modszerével torténik. Még
ugyanabban az évben Egervary Jend a tétel egy egyszeri, uj bizonyitasat adja,
valamint egy érdekes altalanositast [34]. (Ezért fordul els, hogy a tételt Egervary—
Kénig néven is emlitik.) Egervary munkassagarol részletesebben a [40]-esben olvas-
hat az érdekl5dd. A tétel szamos tovabbi kutatas kiindulopontja lett. Maga Kénig
is, valamint a mar emlitett Egervary Jenén kiviil elsésorban R. Rado, Ore, Ford
és Fulkerson foglalkoztak alaposabban a tétellel. A tétel gyakorlati alkalmazasai
koziil talan a legjelentésebb H. W. Kuhn amerikai matematikus altal kidolgozott
eljaras, mely a matematika gazdasagi alkalmazésainal felmeril$ an. hozzarendelé-
si problémara ad egy megoldési algoritmust. Kuhn, akit modszerének kialakitasara
az Egervary-féle altalanositas bizonyitésa inspiralt, eljarasat ,magyar modszernek”
nevezte el, és az eljaras ezen a néven valt kézismertté. Maga Kuhn irja a [34]-es dol-
gozat bevezets részében: ,One interesting aspect of the algorithm is the fact that
it is latent in work of D. Kénig and J. Egervary that predates the birth of linear
programming by more than 15 years (hence the name, the Hungarian Method).”
A témaval részletesen foglalkozik még a [38] és [39]-es irodalom.

Az 1933-ban megjelent [31]-es munkaban visszatér a Frobenius tételével kap-
csolatos vizsgalataira, valamint Menger tételének végtelen grafokra vald kiterjesz-
tésére. Ez utébbi tétel bizonyitasa ErdGs Paltél szarmazik.

2.3. F6 mivérél

Koénig legjelentdsebb miivének az 1936-ban megjelent konyvét tekinthetjiik, hi-
szen ez a mi az elsd valéban tudomanyos szinvonala kényv, amelynek egyediili tar-
gya a grafelmélet. Osszegytjtotte a kombinatorikus grafelmélet majdnem minden
lényeges eredményét és ezzel konnyen hozzaférhetévé tett sok, addig csak elszor-
tan fellelhetd probléméat. Anyaganak tervszerid elrendezésével, targyalasmédjanak
pontossagaval, teljesnek mondhaté irodalomjegyzékével a szinvonalas matematikai
monografidk kozott biztositott helyet kdnyvének. Formalizmust6l mentes, kénnyen
érthet6 stilusa és a felvetett érdekes problémak sok fiatal matematikus érdeklédé-
sét keltették fel a grafelmélet irant. Hosszd éveken at, nagy gonddal irta kdnyvét,
nem is lehet pontosan tudni, hogy mikor kezdett hozza. Annyi biztos, hogy 1930-
ban a konyv jelent8s része mar készen volt. Az irashoz a szétszort irodalom minden
fellelhets forrasat felkutatta. Utalasai, megjegyzései és fGleg labjegyzetei a grafel-
mélet egész torténetét tartalmazzak. A mi terjedelmének jelentés hanyada maés
terliletekkel valo kapcsolatokkal, alkalmazasokkal foglalkozik. A szerepld bizonyi-
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tasok — koztilk azok is, melyek maés szerzék gondolataira épiilnek — a konyvben
kézolt alakjukban kevés kivétellel Kénigtsl szarmaznak. A végtelen grafok vizsga-
latat konyvében tervszertien tovabbfejlesztette. Igen sok érdekes kérdést vet fel,
melyek aztan tovabbi kutatisok meginditéi lettek. A kényv 14 fejezete roviden az
alabbi témékat targyalja:

1. fejezet: alapfogalmak és néhany fontos, utakra és korokre vonatkozoé tétel,

2. fejezet: Euler- és Hamilton vonalak targyalasa,

3. fejezet: labirintus-probléma kiilonbézé megoldasai,

4. és 5. fejezet: kornélkiili grafok,

6. fejezet: végtelen grafok,

7. fejezet: iranyitott grafok bazisproblémai,

8. fejezet: iranyitott grafok logikai, jaték- és csoportelméleti alkalmazasai,

9. fejezet: iranyitott grafok ciklusai és iranyitott csillagjaihoz tartozoé linearis
formak,

10. fejezet: 9.-ben szerepld linearis formak mod 2 redukéalasa,

11. fejezet: regularis véges grafok faktorizacios kérdései,

12. fejezet: Petersen tételének bizonyitasa,

13. fejezet: végtelen regularis grafok faktorizécioja,

14. fejezet: majdnem megegyezik a [31]-es értekezéssel.

3. Egyéb, nem grafelméleti munkai

3.1. Halmazelméleti problémak

Az €ls6 munkaja ebben a témaban az 1908-ban megjelent [4] dolgozata. Eb-
ben az m = 2m (m tetsz6leges végtelen szamossag) egyenldségre ad 4j bizonyitast.
Majd 1909-ben Haar Alfréddal ir k6z6s munkat [5], melyben a linearis ponthal-
mazokra vonatkozé f6bb tételeket tetszbleges, rendezett halmazokra altalanositjak.
Az emlitett tételek: Heine-Borel, Cantor-Bendixon és a Bolzano-Weierstrass téte-
lek. Végiil itt kell megemliteni a logikai ellentmondasokrol szol6 [7] értekezését is,
amelyben a Russel- és a Richard-féle antinémiakkal foglalkozik.

3.2. Geometriai targyd munkak

Els6ként az 1907-ben megirt doktori értekezésérdl 3] kell szélni. Ebben az n-
dimenzids (ahol n legalabb 3) euklideszi tér valédi és nemvaléddi forgasait (fixponttal
biré tavolsagtartod transzformacioit) és ezeknek olyan véges forgascsoportjait vizs-
galja, melyek a minden n > 3-ra létez6 harom szabalyos test valamelyikét onmaga-
ba viszik at. Egyik eredménye: az n-dimenzids szimpler valamely forgdstengelyének
dimenzidja 1-gyel kisebb, mint a forgdst meghatdrozd csicspont-permutdcio ciklu-
sainek szdma.

1913-ban Sztcs Adolffal irt kozds munkaban [15] egy kocka belsejében v kezds-
sebességgel magara hagyott pontnak a kocka lapjain valé rugalmas visszaverddések
kovetkeztében létrejovs palyajat vizsgaljak. Modszeriiket Egervary Jend és Turan
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P4l is alkalmazzak az idealis gazok egy modelljét targyalé miiviikkben: A kinetikus
gazelmélet bizonyos kérdéseirsl, MTA III. Osztilydnak Kézleménye: 1 (1951).

1922-ben a [22]-es dolgozatban a Helly-féle tételre ad Gj bizonyitast. Ez a bi-
zonyitas megegyezik Helly eredeti bizonyitasaval, mely csak 1923-ban kerilt pub-
likalasra. A tétel maga 1921-ben Radon egy dolgozataban keriilt nyilvanosssagra,
melyben a szerzé egy a Helly-Kénig félétdl eltérs bizonyitast ad.

3.3. Kombinatorikus-topolégiai munkak

Az 1912-ben irt [10] és [12] dolgozataiban igazolja, hogy az n-dimenzids pro-
jektiv tér iranyithato, illetve nem iranyithat6 aszerint, hogy n paratlan vagy péaros.

Legjelentdsebb miive ebben a témaban az 1918-ban megjelent Az analysts situs
elemei cimi kényve [III}, melyben a kétdimenzios irdnyithaté feliiletek topologia-
janak a kezd8k szamaéra is konnyen elsajatithat6 targyalasat adja. A md nemcsak
a hazal, hanem a nemzetk6zi matematikai irodalomban is az elsé ilyen irdnya md.
Sok magyar matematikus Koénig konyvébdl ismerte meg a feliiletek topoldgiajat.
Szemléletre tamaszkodo targyalasmoddal igazolja a feliiletek topolégikus jellemzé-
sét megado fotételt, ismerteti a felilletek kiilénb6z8 normaltipusait. A normalti-
pusok szarmaztatésara az eddig ismerteknél egyszeribb eljarast ad. Bizonyitasai
hézagpotloak a nemzetkdzi irodalomban is.

4. Kozéleti tevékenysége

Edesapjahoz, Kénig Gyulahoz hasonléan & is jelentSs szerepet jatszott ma-
tematikai kozéletiinkben, melynek legjelentésebb szintere az Eotvés Lorand Ma-
tematikai és Fizikai Tarsulat volt. Mar 1907-t6l tagja a Tarsulatnak, és 1908-t6l
egészen halalaig tagja a matematikai tanuléversenyek dolgozatait elbiralé bizott-
sagnak, melynek 1942-t6l az elndke is lesz.

1933-t6l, Fejér Lip6ot utodaként a Tarsulat titkara lesz, ezt a tisztséget is élete
végéig viseli.

Szintén 1933-t6l Pogany Bélaval, majd 1940-t5l Ortvay Rudolffal kdzosen szer-
keszti a Tarsulat lapjat, a Matematikai és Fizikai Lapokat. A szerkesztési munkak
mellett a fenntartashoz sziikséges pénz elSteremtése is az 6nként vallalt feladatai
kozé tartozott, hiszen az allami tdmogatis nem volt elegend§ a lap megjelente-
téséhez. F6 feladatanak mégis a fiatal tehetségek tamogatasat tartotta. Minden
segitséget megadott a disszertaciok, cikkek publikilasahoz. Szintén az ifji mate-
matikusok tamogatasat szolgalta a batyjaval, Gyorggyel létrehozott alapitvany is.
Ezen alapitvanyt az 1913-ban elhunyt édesapjuk emlékére hoztak létre 1918-ban és
a kamatokbol szandékoztak jutalmazni a fiatal tehetségeket. A legjelentSsebb ta-
mogatast azonban a fiataloknak mégiscsak tanari mikodése nytjtotta. Kozvetve
vagy kozvetleniil az 6 hatasara kezdett el grafelmélettel foglalkozni sok neves mate-
matikusunk, mint Egervary Jend, Egyed Laszlé, Erdds Pal, Hajos Gyorgy, Krausz
Jozsef, Szele Tibor, Turan Pal, Vazsonyi Endre és még sokan maésok.
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Utolsé munkija a Tarsulat 50 éves fennallasa alkalmabél tartott jubilaris iilé-
sen tartott beszéde [33], melybdl kiérezni a szeretetet és térsdést, mellyel a Tar-
sulat mikddését egész életén 4t kisérte. Bar a megemlékezés a haboru legsotétebb
napjaiban késziilt, befejezésében Kénig bizalommal tekint a Tarsulat jovSje elé.
Sajnos reményeinek megvalésulasat nem érhette meg, nem lathatta eréfeszitései-
nek leginkabb kivant eredményét, a grafelmélet rohamos fejlédését sem, melynek
mi napjainkban is tanai vagyunk.

A leirtak alapjan mondhatjuk, hogy akar emberi tulajdonsagait, akar tanari te-
vékenységét, tudomanyos munkassagat, vagy kozéleti tevékenységét tekintjik, élete
példaként szolgalhat mindannyiunk szamara.
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IN COMMEMORATION OF DENES KONIG

JOzsEFNE Li1BOR

My presentation is about one of the famous Hungarian mathematicians, Dénes K&nig. I've
chosen him because he was the creator of graph-theory and his most famous theory is used in
Operations Research nowadays too.

To most graph theorists there are two outstanding landmarks in the history of their subject.
One is Euler’s solution of the Konigsberg Bridges Problem, dated 1736, and the other is the
appearance of Dénes Kénig's textbook in 1936.

But the honour of presenting Graph Theory to the mathematical world as a subject in its
own right, with its own textbook, belongs to Dénes Ké&nig.

In 2004 there were the anniversary of his 120th birthday and the 60th anniversary of his
tragic death.

First of all I'd like to write about his biography and than about his scientific works and his
activities in mathematical community.

His father, Gyula Kénig, was an eminent professor of mathematics at the Technological Uni-
versity of Budapest. In 1899, while he was a high-school student, his first paper was published in
Matematikai és Fizikai Lapok (Mathematical and Physical Journal of secondary schools). In this
he gives an elementary discussion of two extreme-value problems.

He attended the first four semesters of his university classes at the University of Budapest,
and the last five at the University of Goéttingen.

After finishing his studies he obtained in 1907 the degree of doctor of philosophy, with a
dissertation on a geometrical topic. In the same year he worked as Demonstrator at the Technical
University of Budapest. From that time until his death in 1944 he remained attached to the
Technical University.

Dénes Konig's most important contributions are in graph theory. His name is attached to
a number of fundamental theorems. No less important than his results is his success in making
graph theory widely known and appreciated.

His best-known results are in combinatorial (absolute) graph theory. Kénig never failed to
investigate whether the result under consideration might be extended to infinite graphs. He con-
sidered this sufficiently important to stress it in the title of his book: Theory of finite and infinite
graphs.

Using Kénig’s theorem, the American mathematician H. W. Kuhn constructed a solution
algorithm to the so-called assignment problem in mathematical economics. Kuhn, whose inspira-
tion came from Egervary’s generalization, called the process the ‘Hungarian method’ and it has
become known by that name. Kuhn said in the introduction of his paper: The Hungarian Method
for the assignment problem: “One interesting aspect of the algorithm is the fact that it is latent
in work of D. Kénig and J. Egervary that predates the birth of linear programming by more than
15 years (hence the name, the Hungarian Method).”

In 1907 he was already a member of the Lorand Eotvos Mathematical and Physical Society,
in 1933 he was elected secretary of the Society as successor of Lip6t Fejér, and he held this office
until the end of his life.

In 1944 he expended great effort to help persecuted mathematicians, but 15th October — when
the Hungarian National Socialist Party took the power over —, prevented him from fulfilling his
plans. This sad turn of events had also become the cause of his tragedy. On 19th October 1944,
he sought refuge from persecution in death.
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KONYVISMERTETES

Toth Janos, Simon Péter:
Differencialegyenletek. Bevezetés az elméletbe és az alkalmazasokba
(393 oldal; 4100 Frt) Typotex, Budapest, 2005

GARAY BARNA

A szerzdpéros sikerrel oldotta meg a kozds tankdnyviik alcimében felvallalt
feladatot. Megismertetik az olvasét a differencidlegyenletek eiméletének elemeivel,
bemutatjak a legfontosabb alkalmazasokat, s ekozben kijelolik a tovabbhaladas at-
jat, mind az igényesebb elmélet, mind a bonyolultabb alkalmazéasok felé.

A rovid 1. Bevezetés” és az 50 oldalnyi ,,11. A feladatok megoldasa” részeket le-
szamitva valamennyi fejezet az aktualis célkitizések tézisszerd megfogalmazasaval
kezdddik, amelyet az adott témakor részletes targyalasa kdvet. Az absztrakt ered-
ményeket szamos el6készité és menet kézbeni példa motivalja, majd mechanikai,
fizikai, biolégiai és kémiai alkalmazasok jonnek, ahol is a hangsaly — a szerzétarsak
sajat kutatasi tapasztalatianak megfeleléen — ez utébbiakra, azon beliil is a reak-
ciékinetikai alkalmazasokra esik. A tényleges alkalmazéasok elképzelhetetlenek sza-
mitégép hasznalata nélkiil. Ennek megfelel6en az egyes fejezeteket (a Mathematica
programcsomag segitségével készitett) felhasznaloi szintid, bemutaté-demonstracios
programok zarjak.

A konyv kozonséges differencialegyenletekbdl az alabbi témakorcket veszi sor-
ra: kezdetiérték-feladatok, linearis rendszerek, egyensulyi helyzetek és periodikus
megoldasok stabilitasa (n > 1 dimenziéban); linearis peremérték-feladatok, altala-
nos kvalitativ elmélet (n =1 és n = 2 dimenziéban). A szigortian vett kdzonséges
differencialegyenletek rész mintegy 250 oldal terjedelmii, ezutan 30-30 oldalon a
parcialis differenciidlegyenleteknek és a varidcidszdmitédsnak azok az alaptipusai-
alapegyenletei kovetkeznek, amelyek a k6zonséges differencialegyenletek imént be-
mutatott fejezetei alapjan jol kezelhet6k. A konyv olvasasihoz elézetes funkcio-
nalanalizis tanulméanyokra nincsen szikség, az elemi analizis és a linearis algebra
alapjainak ismerete teljesen elegends. Mindazonaltal — utalasaiban, megjegyzései-
ben, és ami kiillonosen fontos, természetes altalanositasokként felmerils példaiban

((j:(t))4 =z oz(t) polinom alaka megoldasai, £+ Az =0, z(0) = z(1) = 0 mint

sajatérték-feladat, ©(t) = fioo K(s,t)z(s)ds mint a teljes multtol valé lineéris fiig-
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gés etc.) — a konyv nyitott a matematika szdmos tovabbi fejezete felé; a sziikebb
szakman belil az olvasét a bifurkacidelmélet és a centralis sokasag kiiszobéig kiséri.

A szerzsk szerencsés kézzel teremtenek egyensilyt a matematikan beliili és az
alkalmazasok gyakorlati megfontolasaibél szarmazé intuicié kozott — a kezdeti fel-
tételektsl vald folytonos figgés tételét példaul a ,Mérési és modellhibak hatéasa a
megoldasokra” alfejezetben targyaljak. A kitlzott feladatok egyrészt a tipuspéldak
begyakorlasat, masrészt az elmélet alapvets dsszefliggéseinek felidézését, 6nallo 0j-
ragondolasat szolgaljak. Sziikség esetén az olvasé elérelapozhat a megoldasokért,
de az a cél, hogy ezt minél kevesebbszer kelljen tennie. Az ,egyiittlakva ismerszik
meg” bolcsessége erre is vonatkozik: az olvasd akkor ismeri meg igazan a differen-
cidlegyenleteket, akkor érti meg Gket, ha béanni is tud velitk — papiron, ceruzéval,
szamitogéppel, matematikus és nem-matematikus végzettséggel, a sajat szakmaja-
ban. Simon Péter és Téth Janos egyetemi elGadasokbdl kingtt, a magyar nyelvi
szakirodalomban hidnypétldo munkaja ehhez kinal segitséget.

Téth Janos tervezi, hogy a konyvvel kapcsolatban folyamatos kiegészitéseket
jelentet meg sajat http://www.math.bme.hu/~jtoth honlapjan.
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kaszt kell alkotnia. Az irodalomjegyzék utan, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzé
teljes nevét és a munkahelye (illetve lakdsa) pontos cimét. A dolgozatban elsfordulsé képleteket
szakaszonként OjrakezdSd&en, a képlet el6tt két zardjel kozé irt kettds szamozassal kell azonosi-
tani. Természetesen nem sziikséges minden képletet szamozassal ellatni. Az esetleges definiciékat
és tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyancsak szakaszonként tjrakezdéds, kettSs szamozas-
sal kell ellatni. Kérjiik a szerzéket, hogy ezeket, valamint a tételek bizonyitasat a szovegben kells
médon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német francia vagy orosz nyelvti,
kiilén oldalra gépelt sszefoglalot.

Mind az dbrakat, mind a labjegyzeteket a dolgozat szakaszokrd bontasatol fliggetlen, folyta-
tolagos arab sorszamozassal kel ellatni. Az abrak elhelyezését a dolgozat megfelel6 helyén, szél-
jegyzetként feltiintetett, dbraazonosité sorszamokkal kell megadni. A labjegyzetekre a dolgozaton
belil az azonosito sorszam fels6 indexkénti hasznalataval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozasok formaja a kovetkez6. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgozat
végén talalhaté irodalomjegyzékben, a szerzdk, illetve a tarsszerzdk esetén az elsG szerz6 neve
szerint alfabetikus sorrendben Wgy, hogy a cirill betiis szerzék nevét a Mathematical Reviews
atirasi szabalyai szerint latin bettsre kell 4tirni. A folydiratban megjelent cikkekre [1], a konyvekre
[5], a kotetben megjelent dolgozatokra (4], a disszertaciékra 3] és a gépi program leirasokra [2] a
kovetkez6 minta szerint kell hivatkozni:

[1] Farkas, J., Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fir die reine und ange-
wandte. Mathematik 124 (1902) 1-27.

Kéri, G., ,DUALSIMP”, rutin a CDC 3300-4s gépekre (Magyar Tudomanyos Akadémia Sza-
mitastechnikai és Automatizalasi Kutat6 Intézete, CDC 3300 felhasznal6i ismerteték 2. 1973.
majus) 19-20.

Prékopa, A. ,Sztochasztikus rendszerek optimalizalasi problémairél”, doktori értekezés. Ma-
gyar Tudomanyos Akadémia, Budapest, 1970.

2

(3

[4] Prabhu, N. U. ,Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: Inventory
Control and Water Storage Ed. A. Prékopa {Janos Bolyai Mathematical Society and North-
Holland Publishing Company, Amsterdam-London, (1973) 221-228.

Zoutendijk, G. Methods of Feasible Directions (Elsevier Publishing Company, Amsterdam
and New York, 1960).

(5

A dolgozatok szdvegében az irodalmi hivatkozas szamait szogletes zar6jelben kell megadni,
mint példaul (5] vagy [4, 76-78]. A szerz6k a dolgozatukr6l 50 darab ingyenes kiilénlenyomatot
kapnak. A dolgozatok utan szerzéi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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A KRIPTOGRAFIAI BIZTONSAG MEGKOZELITESI MODJAI -
ALKALMAZASOK, KRIPTOGRAFIAI STRUKTURAK

PAPP PAL, SZABO ISTVAN

1. Bevezetés

Jelen Tanulméany elsGsorban a kriptografiai biztonsag elérésének modjait elem-
zi, kiilonés tekintettel a nyilvanos kulest rendszerek (PKI) kriptografiai biztonsa-
gara. Ehhez attekintésre keriilnek:

o a biztonsagot veszélyeztetd tényezdk, a szakirodalombél ismert tamadasi
médszerek osztalyozasa;
o a kriptografiai biztonsag kiilénboz8 megkézelitései:
— informaécioelméleti megkdozelitések, bizonyitott biztonsag,
— redukcids-bonyolultsagelméleti biztonsag,
— kalkulaciés biztonsag,

— a kvantumkriptografiai eredmények hatasa a kriptografiai biztonsag
klasszikus eredményeire,

e a kriptografiai rendszerek strukturai, részosztalyai:
— kriptografiai primitivek:
* kulcsnélkiili primitivek,

* titkos kulesu primitivek (folyamrejtjelzsk, blokkrejtjelzsk),
* nyilvanos kulcsi primitivek,

~ kriptografiai sémak,

— kriptografiai protokollok,

— kriptografiai alkalmazasok,

e kriptografiai szabvanyok.
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A téma rendkiviil sokréti, és szinte attekinthetetleniil hatalmas szakirodalma
van. Szamtalan konyv, interneten elérhetd publikicio, az 0j eredményeket évente
attekint6 - hatalmas kutatéi 1étszammal megrendezett — konferencia (pl. EUROC-
RYPT, CRYPTO, ASISACRYPT, FSE /Fast Software Encryption/, SHARCS
/Special Purpose Hardware for Attacking Cryptographic Systems/, stb. kiadva-
nyat mutatjak a kriptografia dinamikus fejlédését. Jelen attekintés elsésorban a
kriptografiai alkalmazas rendszerszemléletét, a biztonsag kiillonbozé megkozelité-
seit emeli ki (néhéany, a konferencidkon elhangzo6, nehezen hozzaférhets eredményre
figyelemfelhivassal). Akit a téma részletesebben érdekel, a hatalmas irodalombél
kiilén is ajanljuk a magyar nyelven is elérhetd, a klasszikus eredményeket (DES,
LFSR, KnapSack, ...) attekints [6] konyvet, a modern biztonsagi algoritmusterve-
zés kovetelményeit részletezs [2] konyvet, az atfogd ismeretterjesztést megvaldsito
(10] kdnyvet, illetve [5] interneten szabadon hozzaférhetd konyvét: Handbook of
applied cryptography, http://www.cacr.math.uvaterloo.ca/hac/.

Kevés olyan alkalmazotti szakteriilet van, ahol annyira szertedgazé matema-
tikai részteriiletek eredményei keriilnek komplex alkalmazasra, mint a kriptog-
rafia terliletén. Néhany matematikai teriilet, melynek eredményeire épit a krip-
tografia: algebra (csoportelmélet, Galois-testek ...), szamelmélet (primszamelmé-
let, faktorizacié, kongruenciak ...), bonyolultsagelmélet (NP elmélet, NPC oszta-
lyok, redukcié bizonyitottan nehéz problémékra ... ), valésziniliségszamitas, mate-
matikai statisztika, informacioelmélet (entrépia, Shannon-féle tokéletes rejtjelrend-
szer, véletlenszam-generalasok ellendrzése . . . ), szamitégéptudomany (algoritmusok
gyorsitasa, parhuzamositasa), és igy tovabb.

Ugyanakkor a hatas nem egyiranyi, a felvet6dé gyakorlati problémak az el-
méleti kutatasokra is jelentds visszahatast eredményeztek, melyek alapjan jelentds
1) matematikai eredmények sziilettek. Gondoljunk itt az informacidelméletre gya-
korolt hatason til pl. az RSA algoritmus altal indukalt fejlédésre a faktorizacios
mobdszerekben, a stream-cipherek teriletén bevezetett linearis ekvivalens fogalma
alapjan kidolgozott 0j statisztikai prébakra, a kriptografiai céla véletlenszam ge-
neralas kovetelményei alapjan kifejlesztett statisztikai programrendszerekre,! to-
vabba az NP elmélet kriptografiai indittatasa tovabbfejlesztéseire (pl. az egyiranyud
fliggveny, keménybit, véletlentdl megkiilonboztethetdség NP technikat felhasznalo,
tovabbfejlesztd bizonyitasaira, melyekrol részletesen olvashatnunk a [2] kényvben)
vagy a kriptografiai szakirodalomban az 1990-es évektdl 0ij kutatasi irdnyként meg-
jelens (NP elméleti modszerek felhasznalasaval) bizonyitott biztonsaga primitivek
gyakorlati szamitasigény-becslési megkozelitésére, és a sor még hosszan folytathato.

A titkosiras tobb mint kétezer éves torténete soran megszamlalhatatlan mennyi-
ségd algoritmus (eljaras) keriilt kidolgozasra és (rengeteg) feltorésre (1d. példaul
David Kahn hires konyvét: The Coedebreakers, New York, (1996)). Ez a folyamat
a legutobbi néhany évtizedben felgyorsult (Id. pl. a hatalmas mennyiségd ujkeleti

L(ld. pl. NIST Special Publication 800-2: A Statistical Test Suite for Random and Pseudo-
random Number Generators, May 2001; Maurer Ueli M.: ,A universal statistical test for random
number generators”, Journal of Cryptology, vol.5, no. 2., 1992, pp. 89-105.);
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algoritmusok egy részének Osszefoglalasat Bruce Schneier: Applied Cryptography:
Protokols, Algorithms, and Source Code in C, John Wiley & Sons, New York, 2nd
edition, (1996) kényvében).

Ahogy az informacié-technologiai rendszerek fejlédésében is nemzetkozi szin-
ten az egységesitésre, a szabvanyositasra valé torekvések térnyerése figyelhets meg,
ugyanugy az informéacié védelme, és ennek fontos részteriilete, a kriptografiai eljara-
sok teriiletén is — a korabbi egyedi torekvésekkel szemben - egységes kévetelmények,
szabvanyos védelmi megoldasok (és szabvanyok) jelentek meg.

A kriptografia nem 6ncéla eszkoz, hanem az informatikai (kommunikéacios)
rendszerek biztonsagihoz tud nélkiilozhetetlen eszkozeivel hozzajarulni, mind a bi-
zalmassag (Confidentiality, Secrecy) megérzése, az integritas (Integrity) biztositasa
{pl. MAC), mind a hitelesség (Authenticity) biztositasa (pl. elektronikus alairas,
hitelesitési protokollok) teriiletén — de csak kell§ erdsségii, bizonyitasokkal alata-
masztott eljarasok, rendszerek alkalmazasa esetén.

2. A kriptografia helye az informaciévédelemben

Az informatikai biztonsag témakore rendkiviil szertedgazo teriilet, melybdl a
kriptografia alkalmazéasa tobb kiemelt terlileten elfsegiti az informatikai biztonsag
novelését.

Az informatikai biztonsag két nagy aga:

o A megbizhatd mikodés biztositasa, mely teriilet tobbek kozétt magaban fog-

lalja az alabbi veszélyek kivédését:

— mikodési (SW, HW) hibak okozta kéarok;

— a rendszer fizikai sériilései;

— szolgaltatasok megbénitasa, megbénulasa (pl. DOS, DDOS: Distributed
Denial of Services), tAmadasok;

|

szamitasi kapacitas lopésa; stb.
e Informdcidvédelem, melynek leggyakrabban emlitett részteriiletei:

— bizalmassag (Confidentiality, Secrecy) megdrzése;
— integritas (Integrity) biztositasa: a rendszerek (programok) és adatok
integritasanak, konzisztencidjanak fenntartasa;

— hitelesség (Authenticity), beleértve az eredet (kildd), és a tartalom hi-
telességének /pl. elektronikus alairassal torténd/ igazolasat.

o Kiegészit$ informatikai biztonsagi elvdrds:

— Tranzakecié utdlagos letagadhatatlansdganak garantalasa (Non-repudia-
tion): megakadalyozni a felhasznalokat abban, hogy utélag letagadjanak
valamilyen altaluk elvégzett tevékenységet.
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A fenti biztonsagi elvarasok teljesitéséhez a kriptografiai eljarasok tébb terii-
leten nydjthatnak magas szinvonald, (kdrnyezeti feltételek biztositasa mellett) bi-
zonyithato biztonsagu moddszereket, példaul a bizalmassag megérzése teriiletén, de
ezen kivill a hitelesség, integritds megdrzése, a rendszerekhez valé illetéktelen hoz-
zaférés kizarasa (ld. jelszéképek egyiranyu fliggvények segitségével vald tarolasa,
egyszeri jelszoképzések, stb.) teriiletein is.

A kriptogréfia alkalmazasaval kapcsolatos szabalyozas nemzetkozi szinten nem
egységes. A legtobb orszagban, ahol a kriptografiaval torvényi szinten is foglalkoz-
nak, a kriptografiai jogalkotas tobbnyire csak a titkositasra hasznalt kriptografiara
vonatkozik (a sértetlenség, hitelesség, letagadhatatlansag céljabol hasznalt krip-
tografidra nem). Magyarorszagon a titkositassal kapcsolatos jogszabalyok hatékore
csak az un. mindsitett informaciok (allam- és szolgalati titok) védelmére vonat-
koz6 hatosagi feliigyeletet szabalyozzak. A hitelesség kérdéseivel — az elektronikus
alairasok szabalyozasaival — kiilon jogszabalyok foglalkoznak.

Korabban a kriptografiai eszk6zok exportjat a Wassenaar Egyezmény (Wasse-
naar Arrangement — WA) értelmében 32 orszag egylittesen korlatozta. Néhany év-
tizede a COCOM (Coordinating Committee for Multilateral Export Controls) egy
nemzetkézi szervezet volt, amely a tagorszagok stratégiai termékeinek és technikai
adatainak kozOs szabalyozasat, védelmét biztositotta meghatarozott célorszagok
vonatkozasaban.

A Wassenaar Megallapodast 1998 decemberében feliilvizsgaltak, konnyitéseket
vezettek be. Ennek alapjan a kdvetkezd termékek szabadon exportalhatok lettek: az
osszes szimmetrikus kriptografiai termék 56 bit-ig, az Gsszes aszimmetrikus krip-
tografiai termék 512 bit-ig és az Osszes alcsoporton alapulé kriptografiai termék
(beleértve az elliptikus gorbét) 112 bit-ig.

A 2000. november 30-an megtartott Glés alkalmaval a Wassenaar egyezmény-
hez csatlakozott allamok feloldottdk az 56 bit-es export szabdalyozasi korlatot a
tomegpiaci kriptografiai szoftverek és hardverek vonatkozasaban.

Ma elfogadott — s6t kovetelmény — a kriptografiai megoldasok alkalmazasa,
szabvanyositasa — igy nyilvanossaga — az informéciévédelem tébb teriiletén: a bi-
zalmassag és a hitelesség biztositdsa, a sértetlenség segitése, az utédlagos letagad-
hatatlansag garantéaldsa teriletén.

A kriptografia (alapvetSen elméleti matematikara tamaszkodd) eredményei
donté hozzajarulast adhatnak az informatikai rendszerek biztonsaganak garanta-
lasahoz. Ugyanakkor az informatikai rendszerek biztonsaga (benne a kriptografiai
eljarasok biztonsaga is) tobb mas szakterlilethez kapcsolodik. Ilyen, a matematikai
diszciplinatol eltérs teriiletek:

e jogtudomdny (ld. jogszabalyi kévetelmények az adatvédelemre, konkrét ma-
tematikai eljarasok megjelenése jogszabalyokban — pl. az elektronikus alairasi
torveny, illetve végrehajtéasi rendeletei, ahol meghatéaroztik a jogilag relevans
alairé algoritmusokat, ajanlasokat fogalmaztak meg paramétervalasztasra);

o mindségbiztositdsi, szervezetirdnyitdsi szaktertletek: pl. termékek és folyama-
tok minéségbiztositasa, informatikai rendszereket {izemeltets szervezetek mi-
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kodtetése, szabalyozésa, emberi tényezdk kezelése: a legbiztonsagosabb rend-
szerek is veszélybe keriilhetnek emberi mulasztasokbdl, ezt hasznalja ki az Gn.
,social engineering” féle tAmadas: Id. pl. Kevin Mitnick: ,A legendas hacker”
cimd konyvét.

A kriptografiai rendszerek alapjat a kriptografiai algoritmusok, alapelemek biz-
tositjak, melyek egzakt leirasit a szakirodalomban kriptogrdfiai primitiveknek
nevezik. Erre épiilnek a kriptogrdfiai sémdk, azokra a kriptogrdfiai protokol-
lok. Ezeket hasznaljak fel a kriptogrdfiai alkalmazdsokban, melyeket komp-
lex informatikai rendszerekben mikodtetnek. A biztonsagi elvarasok teljestiléséhez
minden szinten biztositani kell a kévetelményeket teljesitd biztonsigos eljarasokat,
valamint ezek konzisztenciajat (késébbiekben példat latunk arra, hogy erds titko-
sitas, j6 kriptogréafiai protokoll mellett is gyenge konstrukciét valdsithat meg, 1d.
10.1. fejezet).

3. A szteganografia fogalmai, osztalyozasai, felhasznalasi teriiletei

A bizalmassag biztositasa a kommunikicié soran két — moédszereiben elkiils-
niils — médon (illetve ezek egyiittes alkalmazaséaval) is biztosithato /kell§ erésségi
eljarasokkal/:

e a kommunikacié tényének /létének/ elfedésével,

e a kommunikacié tartalmanak elfedésével.

Az els§ eljarast a szakirodalom a szteganografiai modszerekhez, mig a méasodi-
kat kriptografiai modszerekhez sorolja.

Jelen tanulmény targya elsGsorban a kriptografia, de a bizalmassag biztosi-
tasdban a gdrogoktsl napjainkig (s6t ma ismét egyre ndvekvs ardnyban) jelentds
szerepe volt (van és lesz) a szteganografidnak. A szteganogréfia rejtett irast jelent.
A kommunikéicié védelme targyaban olyan kommunikaciot értenek alatta, amikor
a kommunikacié (informécié kozlés) ténye is rejtve marad egy illetéktelen figyeld
el6tt. Sok esetben ez is a biztonsagot néveld fontos szempont. (Szokas még a ,,DATA
HIDING”, katonai szakirodalomban a ,TRANSEC” /transmission security/ kifeje-
zések analég hasznalata.)

A szteganogrdfia két nagy dga: a lingvisztikai szteganografia és a technikai szte-
ganografia (mely utobbiak kozé tartozik példaul az Gn. ,szért spektrumi” adas,
amikor a kommunikacié — illetékteleneknek —  fehérzajként” foghato, de adod-vevd
oldal altal ismert eljsrassal az lizenet kiveheté a zajbél, vagy amikor digitalizalt
adatfolyamba — pl. képekbe — illesztik a védendd iizeneteket).

£z 1. abra &sszefoglalja a szteganografia néhany nagyobb csoportjat (terjedelmi
okokbdl a teljesség igénye nélkiil):
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4. A kriptografia fogalmai, osztalyozasai, felhasznalasi teriiletei

A kriptologia két nagy aga: a kriptografia, mely alatt elsGsorban a rejt-
jelrendszerek tervezését és hasznalatat értik; mig kriptoanalizis alatt egyrészt a
rejtjelrendszerek erdsségének vizsgalatat, masrészt az illetéktelen tamado moédsze-
reinek tarhéazat, amely a rejtjeles iizenetek feltorésével foglalkozik, vagyis azzal,
hogy hogyan lehet visszanyerni a nyilt szoveget a megfelel§ kulcs ismerete nélkil.
(A kovetkezdkben a szakirodalomban is 6sszevontan hasznalt fogalomként kriptog-
rafiarél beszéliink.)

A kriptografisban az alabbi fontosabb elnevezések hasznalatosak:

e a védend§ iizenet: nyilt széveg /Plaintext/;

e az lzenet tartalmanak az olyan kodolasa, transzformalasa, amely elrejti an-

nak tartalmat a kiviilallok elél: rejtjelzés /Encryption/;

e a transzformalas eljarasa: rejtjelzd algoritmus;

e mig ennek eredménye, a transzformalt {izenet: rejtjeles szoveg /Ciphertext/;

e az a folyamat, amelynek soran a nyilt szdveget visszanyerjik a rejtjelesbél:

megoldas /Decryption/;

o a rejtjelzés soran altalaban egy kulcsot /Key/ hasznalnak ugy, hogy a meg-

oldast a cimzett a kulcs ismeretében elvégezheti.
Az algoritmusok altalaban nyilvanosak, s6t a legdjabb algoritmusok esetén (pl.
AES, NESSI projektek) az algoritmusok tervezési, tesztelési szempontjai is nyilva-
nosak. Els6dleges cél — ez csak kells erdsségii algoritmus és a rendszerkdrnyezetre
vonatkozo feltételek biztositasa esetén teljesiil —, hogy a kulcs ismeretének hianya-
ban illetéktelen fél a nyilt széveget ne tudja visszaallitani.

A kriptografia biztonsagi mechanizmusokat biztosit a biztonsagos lizenetkiil-
dési, hitelesitési, a digitalis alairasi és egyéb informéaciévédelmi problémak megol-
dasahoz is.

A kulcsokat felhasznald kriptogréfiai algoritmusok két nagyobb csoportba so-
rolhatok:

e a szimmetrikus (titkos) kulcsua és

e az aszimmetrikus (nyilvanos) kulcsu algoritmusok.

A szimmetrikus kulcsu algoritmusok ugyanazt a kulcsot hasznaljak a rejtjelzés
és a megoldas soran {vagy a megold6 /dekddolé/ kules kénnyen szarmaztathatoé a
rejtjel kulesbol).

Az aszimmetrikus kulcsa (vagy nyilvanos kulcst: PKI) algoritmusoknal ki-
csit félreérthetd a ,nyilvanos” kulcsti megjelolés, mivel kiilon kulesot hasznalnak a
rejtjelzéshez és a megoldashoz, és csak a rejtjelzd kules nyilvanos, mig a megoldd
kulcs szamitasa a rejtjelzd kulesbol — jo rendszerek esetén — nem kivitelezhetd.

Altalaban a szimmetrikus kulesti algoritmusok sokkal gyorsabbak, mint az
aszimmetrikus kulcst algoritmusok, ezért a gyakorlatban ezeket gyakran egylitte-
sen hasznaljak agy, hogy egy nyilvanos kulcsu algoritmussal egyeztetnek (viszony-
lag rovid) titkos rejtjelkulesot a hosszabb iizenet — szimmetrikus kulesi, gyors —
rejtjelzéséhez.
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5. A kriptografiai rendszerek struktiirai, részosztalyai

A kriptografiai rendszerek sokféle célbol (kiilonb6z6 elvarasok teljesitésére) sza-
mos algoritmust, algoritmusock egyiittesét alkalmazzak, melyek egy részének bizton-
saga (és tervezési elve) kozos matematikai problémakra vezethet vissza.

A tervezés soran biztonsagi szempontbo6l megkilonboztethetsk

o intuitiv médszerek (legyen minél ,bonyolultabb”);

o jol struktiralt, klasszikus matematikai problémakra visszavezethets algorit-

musok.

Az els§ tipusra példak a DES (ahol utélag dolgoztak ki tervezési elveket, pl. a
véletlen permutéciok, S-dobozok tervezésére), vagy AES blokkrejtjelzék.

A masodik tipus inkdbb a nyilvanos kulcsti rendszerekre jellemz8, a felhasznalt
klasszikus matematikai problémak, melyekre probaljak visszavezetni a kriptografiai
biztonsagot: a faktorizacié (IFP: Integer factorization Problem), diszkrét logarit-
mus probléma (DLP), hatizsak probléma (KSP), stb., melyekrsl részletesebben
sz6lunk majd a kriptografiai rendszerek biztonsagaval foglakozé fejezetben.

A kriptografiai rendszerek alapjat a kriptografiai algoritmusok biztositjak, me-
lyek egzakt leirdsat a szakirodalomban kriptogrdfiai primitiveknek nevezik, a krip-
tografiai primitivek tipikus - klasszikus matematikai problémakkal kapcsolatos —
kriptogrifiai fiiggvényeket hasznalhatnak fel (1d. lentebb).

A kriptografiai primitivekre épiilnek a kriptogrdfiai sémdk, azokra a kripto-
grdfiai protokollok. Ezeket hasznaljak fel a kriptogrdfiai alkalmazdsokban, melyeket
komplex informatikai rendszerekben miikodtetnek. A biztonséagi elvarasok teljesii-
léséhez minden szinten biztositani kell a kovetelményeknek biztonsagos eljarasokat,
valamint ezek konzisztenciajat.

A kriptografiai rendszer hierarchidjat mutatja az alabbi dsszegzés (melynek
részletezése késdbbi fejezet targya):

e a kriptografiai primitivek (kriptografiai algoritmusok),

melyek tipikus — klasszikus matematikai problémakkal kapcsolatos — krip-
tografiai fliggvényeket hasznalhatnak fel (pl. véletlenszam generalas, véletlen
permutaciok alkalmazésa, véges testbeli miveletek ... ).

e kriptografiai sémak,

melyek a primitivek kritografiai alkalmazasat vezérlik:
— meghatarozzék, hogyan bontsuk blokkokra a rejtjelzendd tizenetet;
— hogyan kell kiegésziteni a csonka blokkokat;
— hogyan kapcsolédjanak egymashoz a blokkok az lizenet rejtjelzése folya-
man;
— hogyan alakitsuk ki a rejtjelzéshez a kulcsokat (a kulcsok egyeztetése
mér a protokollok teriilete);

e kriptografiai protokollok:

melyet a partnerek kozotti kapesolat hataroz meg. A protokoll a résztvevsk
kozotti egyértelmien meghatarozott 1épések sorozata, amely két, vagy tobb
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résztvevs kozott zajlik le a biztonsagi elvarasok maradéktalan teljesiilésének
érdekében.

A protokolloknak illeszkedniiik kell a kommunikaciés protokollokhoz. Alkal-
mazéisukat meghatarozzik a biztonsagi elvarasok: példaul a kulcskialakitasi
és szétosztasi lehetdségek és kovetelmények (Id. kulcsesere protokollok), vagy
specialis elvarasok (mint a partnerhitelesitési, résztvevsi kiegészité védelmi
elvarasok, pl. zero-knowledge, secret sharing ... ).

kriptografiai alkalmazasok:

A kriptografiai rendszer fenti elemei nem 6ncéliak, hanem egy altalanos infor-
matikai alkalmazast segité komplex feladat megoldasahoz sziikséges elemek.

Komplex kriptografiai rendszert val6sit meg egy védett levelezd rendszer, a
mobil kommunikacié maganszféraba tartozé (privacy) informaciéinak védel-
mét megoldé GSM rendszer kriptografiai alrendszere vagy az elektronikus
fizetés védelmére kidolgozott SET (Secure Electronic Transaction) . ..

6. A kriptografiai biztonsagot veszélyeztets tényezdk, a f6bb tamadasi

moédszerek osztalyozasa

Az alabbi osztalyozas természetesen nem diszjunkt csoportokra bontja a le-
hetséges eseteket, raadasul nem is torekedhet teljességre az esetszamok hihetetlen
nagy szama (sok esetben ismeretlen alesetek) miatt sem, csak a legfébb tipusokat
szandékoztunk kiemelni, amelyeket a védelmi modszerek tervezésénél sziikséges fi-
gyelembe venni.

6.1. A tamadas megcélzott eredménye szerint (cél lehet):

a rejtjelzett lizenet visszadllitasa,
megolddkulcs megszerzése;

hamisitas elkovetése (pl. iizenetblokkok kihagyésa, felcserélése, médositasa
... ), elektronikus alafras hamisitdsa;

véletlents] valo megkiilonboztetés felismerése /distinguish attack/, mely egy
algoritmikus tamadas kiindulépontja lehet;

forgalomanalizisbél értékes informéaciok szerzése ...
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6.2. A tamado6 aktivitasa szerint

Passziv mdodszerek (passive attack):

Amikor a tdmadé ,csak” a hozzaférhetd titkositott szoveget analizalja (inter-
ception, eavesdropping, wiretapping /pl. switch-eknél/), megfigyeli a kommunikéa-
ciés — nyilt — csatornat vagy elektronikusan tarolt rejtjeles széveget. Beletartozik a
lehetdségébe:

o a nyilt sz6veg valamilyen a-priori feltételezése, kiprobalasa (azaz Gsszetartozd
nyilt-rejtjeles par/ok/ vizsgalata), igy az Gsszetartozo nyilt-rejtjeles parokbol
probalja a tamadé meghatarozni a titkos kulcsot, mellyel azutan mas rejtjel-
zett szovegek védett lizenetét is visszaallithatja,

e known-key attack: néhany kulcseldzménybdl kovetkeztetnek a kovetkezs (1))
kulcsra.

Hasonldan ide tartoznak a lehallgatas egyéb modszerei, pl. forgalomanalizalas, az
eszkozok mikodése kozbeni elektromagneses kisugarzas vételébdl szarmazé tech-
nikai informéciék felhasznéalasa (melyekhez nem kell |hozzényalni” a kriptografiai
algoritmust végrehajté hardverhez, tavolbol lehet levenni, analizalni a tAmadashoz
szitkséges informéacidkat).

Aktiv mddszerek (active attack):

Amikor a tamadé megkisérelheti a rejtjelszoveget modositani (torolni, hoz-
zairni, blokksorrendet valtoztatni), rdkényszeriteni a legalis alkalmazét valami-
lyen szamara nem tervezett miveletre (valamilyen szoveget titkosittatni/alairatni),
a kommunikacioba harmadik félként belépni (ld. pl. az ,,intruder in the middle
attack”, vagy ennek specialis esetét a ,, grandmaster chess” tamadast .. .).

Tipikus példai ennek az ugynevezett visszajatszas (replay attack), megszemé-
lyesités (impersonation attack), dsszefésilés (interleaving attack) ...

Beletartozik a ,fegyvertarba” valamilyen ,side information” aktiv megszerzése
(pl. a titkosit6é kulcs megszerzése, részinformacié szerzése a titkositas folyamatabol
az eszkdz aktiv tamadasaval, pl. power analysis attack, timing analysis attack ...).

Ilyen tamadéasokat tipikusan Smart Cardokra dolgoztak ki, amikor a kartyan
kiilén van a processzor és ennek tapellatasa, s a kettd k6zotti vezetéken mérhetdk
a fizikai jelek. Ilyen lehet6ségeket bizonyitottak és prezentaltak példaul az ASIAC-
RYPT 2000 konferencian Mehdi-Laurent Akkar, Régis Bevan, Paul Dischamp, and
Didier Moyart ,,Power Analysis, What Is Now Possible” c. eldadasukban (megjelent
Springer-Verlag kiadoénal).

A DES chipek energiafelvételbd] torténd tamadasat is részletesen elemezték
tébb kutatasban, példaul a ,Public Key Cryptography: 5th International Works-
hop on Practice and Theory in Public Key Cryptosystems, Paris, France, February
2002. konferencian hangzott el ,,Differential Power Analysis” cimmel Paul Ko-
cher, Joshua Jaffe, and Benjamin Jun eladasa, melyben abrakkal szemléltették a
power analysis attack mitkodését a DES mikddése soran. Az RSA hasonlé tama-
déasarol késébb lesz sz6.

Masfajta aktiv tamadast mutatott be a CRYPTO 2000 konferencian, ,,Dif-
ferential Fault Attacks on Elliptic Curve Cryptosystems” cimmel, ahol még bon-
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tasvédelemmel ellatott eszkdzokben is hibabit beszirasaval (bejuttatasaval) olyan
mikodési hibat lehetett elGidézni, mely az elliptikus gorbéken alapulé kriptorend-
szer tamadasat teszi lehetévé. (A mobdszer a korabban RSA-ra kidolgozott ,diffe-
rential fault attack” tovébbfejlesztése: 1d. pl. D. Boneh, R.A. DeMillo, and R.J.
Lipton: On the Importance of Checking Cryptographic Protocols for Faults, Lec-
tures Notes of Computer Science 1233, Proceedings of EUROCRYPT’97, Springer,
pp- 37-51.)

6.3. Tamadasi technikak szerint
A tamadasi technikakat is sokféleképp lehet csoportositani.

Algoritmikus:

o Ezen bellil szamitasi ,eréfolényt” kihasznaldé (ld. ,,brute force attack”, ,ex-
haustive attack” pl. a DES-re: EFF Cracking DES projekt /The Electronic
Frontier Foundation projekt, Id.: http://www.eff.org/descracker/ /.

e A rendszerek strukturalis dsszefliiggéseit kihasznald, matematikat eszkoztéarat
igénybevevs tamadasok (statisztikai, algebrai, szamelmeéleti ... modszerek-
kel)

A felhaszndld kézremikodését kivdlts tamaddsok:

e A tdmadot raveszik, valamilyen lizenet rejtjelzésére/alairasara, melybdl a té-
mado sikeres tamadéast hajthat végre (pl. az 1. vilighaborua el8tt az osztrak-
magyar monarchia rejtjelfejtsi ugy fejtették meg a bevezetett olasz katonai
kodkonyvet, hogy érdeklédésre szamot tartd ,fal” iizenetet jelentettek meg
egy konstantindpolyi Gjsadgban, melyet az olasz katonai attasé rejtjelezve ha-
zakiildott). Ennek egyik mai alkalmazéasa, amikor elektronikus alairasi rend-
szerekben egy ,kozjegyzdt’ ravesznek tetszéleges lizenet alairasara, mely utan
hamisitani lehet egy masik lizenet alairasat.

e ,Social engineering attack” tdAmadésok, amikor a felhasznalét a tamado rave-
szi valamilyen, a rendszer biztonsagat gyengits tevékenységre (Nemrég jelent
meg magyarul Kevin Mitnick — A legendas hacker c. konyve, melyben sok
példa olvashat6, amikor a befolyasolas és rabeszélés eszk6zével megtévesztik
a felhasznalokat, meggydzik Sket, a rendszer gyengitését okozé tevékenységek
végrésére).

Fizikai eszkdzt igénybevevd aktiv tdmaddsi mdédszerek:

pl. lizenetatiranyitas, hamisitas, intruder in the middle attack, power analysis

attack, timing analysis attack ...

6.4. A tamadas inputja szerint

a) Pusztan rejtjelszoveghdl végrehajtott tamadas / Ciphertext only attack/

Klasszikus passziv tamadas:
itt a tAmado ismerheti a nyilt szoveg statisztikai tulajdonsagait (ezzel
ellenérzi a timadas sikerességét), pl.

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



218

PAPP PAL, SZABO ISTVAN

e a nyelvszerd statisztikat;
o vagy a DES FFT tamadésanal csak azt feltételezik, hogy a nyelvszo-

veg rejtjelzett karakterei az Osszes lehetséges byte érték kb. negyedét
vehetik fel (kis- és nagybetiik, szamok, irasjelek);

vagy esetleg kihasznalhatjak, ha azonos nyilt blokkok keriiltek —
kiilonbozd kulesokkal, vagy eltérd nyilt szoveg azonos kulcsokkal
rejtjelzésre, pl. OTP (One-time-pad rejtjelzés) esetén, illetve egyes
protokollok tamadasa esetén, ahol sok lizenethez azonos protokoll-
lépesek rejtjelzédnek le, stb.

b) Nyilt szovegbdl /nyilt toredékbsl/ végrehajtott tamadas /plaintert and
corresponding ciphertext attack/.

Itt a tamado feltételezhet nyilt széveget:
— Pl a file rejtjelzése soran az utolsé blokk vége 8 db. HOO érték,

hasonlé feltételezés miik6dik Hellman elsé DES fejt6 otleténél,

— vagy JPEG képek elsd blokkja jellegzetes strukturaja,
— az EXE file-ok els6 két byte-ja: ,MZ", azaz H4D, H5A, decimalisan:

77,90, stb.

Erdekes side information attackrél szo6l John Kelsey: Compression and
Information Leakage of Plaintext c. cikke, mely elhangzott a Fast Soft-
ware Encryption 9th International Workshop, FSE 2002 konferenciin.
Ebben a toméritett adat (az input és output méretének eltérése) tomo-
ritési aranya ad side-informaciot.

(Az inputrdl valami informacié kiszivargasa valdszinibb, mint a
kulcsroél.

Példaul, ha tudjuk, hogy egy 1 MB-os file 1 KB-osra tomorodott,
tudjuk, hogy nagyon redundans volt.

Trivialis, ha van néhany valoszinisitett lizenet, ezek kozott a ta-
madé tud valasztani.)

Valasztott rejtjelszovegti — és hozzatartozo nyilt szovegii — tamadas /Se-
lected ciphertext and corresponding plaintext attack/. Ide tartozé
gyakorlati médszer pl. a differential cryptoanalysis.

Ennek alesete az adaptiv valasztott rejtjelszévegi tamadas, amikor
a menetkozbeni eredmények szerint valasztjak a kovetkezd rejtjeles
blokkot. /Adaptive chosen-ciphertext attack/

Példa erre Lars R. Knudsen and John Erik Mathiassen ,,A Chosen-
Plaintext Linear Attack on DES” c. cikke, mely elhangzott az EU-
ROCRYPT 2001 konferencian.

Specialis algoritmusokra egyre jabb modszereket dolgoznak ki,
példa erre John Kelsey, Tadayoshi Kohno, and Bruce Schneier Amp-
lified Boomerang Attacks Against Reduced-Round MARS and Ser-
pent, EUROCRYPT 2001-es konferencian elhangzott eléadasa. A
bumerang attack egy adaptiv valasztott nyilt-rejtjelszovegpar alapu
tamadas.
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Tovabbi algoritmusra Jongsung Kim, Dukjae Moon, Wonil Lee, Se-
okhie Hong, Sangjin Lee, and Seokwon Jung szerzéktél az ,,Ampli-
fied Boomerang Attack against Reduced-Round SHACAL” c., ASI-
ACRYPT 2002-es konferencian elhangzott ismertetét emlitjlik.
Figyelemre mélt6 specialis vizsgalati mdodszereket fejlesztettek ki
példaul a Clinton adminisztracié altal 1993 aprilisaban javasolt
Skipjack algoritmusra, melynek nyilvanossagra keriilése utan ezt tu-
doméanyos kérokben is intenziven analizaltdk. Uj médszerrel valo
tamadas hangzott el a Fast Software Encryption 9th International
Workshop, FSE 2002 konferencian ,Saturation Attacks on Reduced
Round Skipjack” cimmel Kyungdeok Hwang, Wonil Lee, Sungjae
Lee, Sangjin Lee, and Jongin Lim szerzékt6l. Szintén ennek vizsga-
latar6l hangzott el el6adas ,Flaws in Differential Cryptanalysis of
Skipjack” cimmel Louis Granboulan-tél az FSE 2001 konferencian.
A 2002-es Fast Software Encryption 9th International Workshop
konferencian ,,New Results on Boomerang and Rectangle Attacks”
cimmel Eli Biham, Orr Dunkelman, and Nathan Keller szerzéktsl
hangzott el el6adas a differencialis és linearis kriptoanalizis kombi-
naciés tamadasarél, ahol a differencidk linearisan kézelithetdk.
d) Valasztott nyilt — és hozzatartozé rejtjeles — szévegi tamadas /selected
plaintext and corresponding ciphertext attack/. (Példaul a blind

signature eljarast lehet igy hatékonyan tamadni.)
Ennek a modszernek alesete az adaptiv valasztott nyiltszovegi ta-

madas, amikor a menet kdzbeni eredmények szerint valasztjdk a
kovetkezd nyilt blokkot. / Adaptive chosen-plaintext attack/
e) A rejtjelrendszerrdl nyilvainossdgra kerilt informdcickbol tor-
ténd tamadas.
Erre j6 példa az RSA modulus faktorizalasa a nyilvanos kulesokbol. Eh-
hez nem kell rejtjelszdveg, viszont pl. sikeres faktorizalas esetén az RSA
alapui rejtjelzés/alairas fejthet/hamisithaté. (Hasonld nyilvanos infor-
maciokbol térténd tamadas mas PKI rendszereknél is elvileg lehetséges.)

6.5. A tamadas célpontja szerint

— Kriptografiai algoritmus feltorése, kulcs megszerzése.

— Kriptografia protokoll timadasa.

- Kriptografiai rendszer tamadasa (kulcsmenedzsment, kulcsfelhasznalas, algo-

ritmus felhivasa ... ).

(PL Bruce Schneier, Adam Shostack ,Breaking Up Is Hard To Do: Mode-
ling Security Threats for Smart Cards, http://www.counterpane.com/
smart-card-threats.html) cimi cikkben kiilon elemzi az egyes — rossz-
indulata — résztvevsk lehetséges tamadasait SmartCard-okat hasznald
rendszerekben a tobbi résztvevivel szemben, kiemelve az alabbi kocka-
zatokat:
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m Jogosult résztvevsk tamadasai més résztvevékkel szemben:
e terminaltulajdonos tamadéasai
- a kartyabirtokos vagy adattulajdonos ellen;
- a kartyakibocsato ellen;
¢ a kartyabirtokos tamadésai
- a terminal ellen;
- az adattulajdonos ellen;
- a kartya kibocsatoja ellen;
- a szoftvergyarto ellen;
e a kartyakibocsaté tamadasai a kartyabirtokos ellen;
e a gyarté tAmadasai az adatok tulajdonosa ellen.
& Nem jogosult résztvevék tamadasai mas résztvevskkel szemben:
o kiviilalloék tAmadasai lopott kartyakkal.
m Kooperativ tamadasok.

Vizsgaljak kiilonbo6zd kriptografiai sémak viselkedését véletlenszerd hardver hibak
kihasznalasa szempontjabol (latens hibak, tranziens hibak, indukalt /gerjesztett/
hibak), példaul ilyen vizsgalat szerepel D. Boneh, R. A. DeMillo, R. J. Lipton, On
the Importance of Eliminating Errors in Cryptograpic Computations cikkében.

Roviden, csak a lényeget kiemelve elmondhatjuk, hogy a titkos kulcsa algo-
ritmusokkal szemben az alabbi minimalisan elvart kévetelménycsoportokat emelik
ki, melyek teljesitése elengedhetetlen, ugyanakkor ezek még nem biztositjak pl. a
kalkulaciés biztonsagot. Ilyen minimalis kovetelmények (a fogalmak pontositasa
nélkiil):

Bitsoros algoritmusokkal szembent kdvetelmények:

e legyen hossza periodus, nagy kulestér;

e legyen a generalt sorozat (bit, byte ...) egyenletes;

linearis és ugras-komplexitésa véletlenszerd legyen;

Lempel-Ziv komplexitasa véletlenszerd legyen;

a generalt sorozat differenciasorozata egyenletes legyen;

allapottér elemei kdzotti korrelaciok véletlenszertiek legyenek.
Blokkos algoritmusokkal szembeni kdvetelmények, alaptamadasi modok:

o ElegendSen nagy kulestér: a kulcstér teljes kiprébalasa ellen (,brute force at-
tack”).

e Lavinahatds teljesiilése: hiba, ha a bemenet csak kis mértékben valtoztatja
meg a kimenetet, elég valamilyen kozelitd bemenet megtalalasa, mind a kulces,
mind a nyilt bemenet lavinahatasa sziikséges).

o Statisztikai egyenletesség, statisztikai Osszefiiggések kizarasa:

Statisztikai egyenetlenségek strukturalis hibdkra mutatnak, melyeket esetleg

ki lehet hasznalni. Az egyenetlenség csckkenti a keresett ismeretlen entrépi-
ajat, igy csokkenti a sikeres teljes kiprobalas esetszamanak varhaté értékét.
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Linedris kriptoanalizissel szembeni ellendllcképesség:

A kodolo leképezések altal meghatarozott ANF (algebrai normal forma)
egyenletek kozelithetSek linearis formulaval, az igy kapott kozelit§ linearis
egyenletrendszerek Gauss-eliminaciéval kénnyen megoldhaték. Sok ilyen li-
nearis egyenletet megoldva kozelitik az ismeretlen kulcsokat.

Differencidl kriptoanalizissel szembeni ellendlloképesséy:
Input-output kozétti differencia-sorozatok egyenetlenségébdl a felhasznéalt
kulcsokra lehet kévetkeztetni (szikiteni).

Taldlkozunk kozépen tdmadds kivédése:

Ismert bemenet és kimenet-par esetén véletlenszerii kulcsokkal rejtjelezve a
bemenetet és véletlenszerdi kulcsokkal megoldva a kimenetet a két halmaz
kozos elemeit keressiik; ha taldlunk, akkor az ismeretlen kulcsi egyszeri rejt-
jelzést a két ismert kulesa rejtjelzés/megoldas kompozicidjara vezettiik vissza.
Ldncolt alkalmazdsndl ne legyen rovid periddus (pl. CBC iizemmédia blokk-
rejtjelzz6 csupa nulla sorozatra).

Stream cipher alkalmazasnil ez a tulajdonsag mint kulcsismétlés kozvetleniil
tamadhato.

A titkos kulcsu algoritmusokkal szemben tamasztott, fent nagyon vazlatosan ismer-
tetett minimalisan elvart kovetelménycsoportok teljesitése elengedhetetlen, ugyan-
akkor ezek még teljes kdrden nem garantaljak a biztonsagot, melynek sok megko-
zelitése van (1d. késdbb).

7. Kriptografiai rendszerek elemei

7.1. Kriptografiai primitivek

A kriptografiai primitivek meghatarozasa elemeik pontos meghatarozasat jelenti:

jelolések és input pontos meghatarozasa (kulccsal rendelkezd primitivek ese-
tén a nyilt bemend adatok és a kulcs /plain text- key/ formatumanak, méret-
valasztékanak megadasa);

output pontos meghatarozasa,
algoritmus egzakt leirasa (teszteredményekkel adott input-output parokra);

esetleges feltételezések megadéasa.

A kriptografiai primitivek harom nagyobb osztalya:

kulcsnélkiili primitivek;
titkos kulcst primitivek;

nyilvanos kulcsa primitivek.
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7.1.1. Kulcsnélkiili primitivek
7.1.1.a. Egyiranyu leképezés

A leképezés nyilvanos, mindenki megvalosithatja, és konnyd kiszamitani (gyor-
san: a bemend paraméterek méretének fliggvényében polinomialis id6ben szamit-
hat6), viszont az inverz leképezésre nem ismert polinomidlis idejd algoritmus (1d.
pontosabban a 8.2. fejezetben).

Csapda egyirdnyi irdnyi leképezés (trapdoor one way function)

A forditott iranyu leképezés egy rejtett
(magdn) kiegészits informaci6 birtoka-
ban hatékonyan szamithato. (Ld. pél-
daul az RSA nyilvanos kulcsi rendszer-
ben a két prim, melybdl szamithato a
T f(:v) visszafelé irany, vagy a hatizsak algo-
ritmusoknal a csapda informéaciot egy
szupernovekedd sorozat jelenti.)
Jelentds az egyiranyu leképezések fel-
hasznalasa a jelszoképzések tertiletén.
Jelszoképzésre vonatkozé legfontosabb

Konnyt kiszamitani

Nehéz kiszdmftani

szabvanyok:
R - s FIPS 112, Password Usage May
Konnyi kiszamitani 1985

Egy tn. csapda informécié birtokdban
FIPS 181, Automated Password

Generator October 1993.

7.1.1.b. Hash fiiggvények

A (binaris) hash fiiggvények: M — H(M)/{0,1}" — {0,1}™ leképezést valo-
sitanak meg egy tetsz6leges n (> ng) hosszusagu binaris sorozatot egy rogzitett
m (> mg) hosszusagu sorozatra képezve le. Ennek felhasznélasi teriilete lehet az
lizenet integritasanak (sértetlenségének) igazolésa, ilyen értelemben a hibajelzé ko-
dok egy véltozatanak is tekintheték (pl. CRC: Cyclic Redundancy Check), mely
kodok megfelelGek voltak a kommunikéacié /tarolas/ véletlen hibainak kimutaté-
sara, azonban a szandékos modositasok okozta integritds-megsértést nem tudjak
kivédeni. Egyik legfontosabb felhasznaléasi teriilete az elektronikus alairasi rend-
szerekben van, ahol nem a teljes dokumentumot irjak ala (alairasi primitivvel),
hanem csak egy lenyomatat, amit hash fiiggvénnyel allitanak el6. Ehhez elenged-
hetetlen, hogy adott lenyomathoz ne lehessen masik olyan dokumentumot talalni,
amely azonos lenyomatot (igy azonos alairast) képez. Ilyen tulajdonsagokkal a ha-
gyoményos hibajavité kodolok nem rendelkeznek (mint alabb latni fogjuk, nem is
egyszerti megfelels hash fiiggvényt konstrualni).

Hash fiiggvényekre nagyon sok algoritmust javasoltak, ilyenek példaul: az MD
csalad (Message Digest roviditésébsl: MD2, MD4, MD5), az SHA csalad (SHA-0,
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SHA-1, SHA-256, HSA-384, SHA-512), RIPMD-160, és egyebek (HAVAL, N-HAsh,
Snefru, Tiger, Whirpool).

Szabvany leiras Hash fiiggvényekre:

FIPS 180-2, Secure Hash Standard (SHS), August 2002. (Ebben definialtak
az SHA-1, SHA-256, SHA-384 és SHA-512, valamint 2004. februar 25-én kiegészi-
tették az SHA-224-gyel.)

7.1.1.c. Kriptografiai céla véletlenszam generalas

A kriptografiai véletlenszam generatorok kriptografiai alkalmazéasokhoz — pél-
daul kulesok generalasahoz, protokollok miikédéséhez, esetleg véletlen feltltések-
hez /random padding/ — allitanak el§ véletlen szamokat.

A valodi véletlen szamok valamilyen véletlen fizikai forrason alapulnak, amely-
nek outputja nem megjésolhato. Ilyen forras lehet példaul egy félvezetSbdl szarmazo
zaj, egy hang input legkevésbé szignifikins bitje, vagy billentytizet leiitések kozotti
idétartamok. A fizikai forrasbol szarmazo zajt ezutan ,feljavitjak”, tesztelik, amely
olyan outputot eredményez, amelyben a kivant statisztikai tulajdonsagok, valamint
az el6zmeényekbdl ,,josolhatatlansagi” elvarasok garantalhatdak.

Legtobb alkalmazashoz fizikai véletlen generator nem all rendelkezésre, pszeu-
do-véletlen szamokat alkalmaznak.

A hagyomaényos véletlen-szam generatorok, amelyek a legtobb programozasi
nyelvben rendelkezésre allnak, nem alkalmasak kriptografiai célokra (ezek valami-
lyen statisztikai véletlenszertiségre vannak tervezve, és nem arra, hogy ellenalljanak
a kriptoanalizisnek).

Példaul C-nyelvben a véletlenszam generator alapja egy kongruencia-elvi sza-
mitas:

sp initial vector,

$; = as;—1 + b (modulo m),

ahol a, b és m fix konstansok, altalaban m = 224, vagy m