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A MOT vezetSsége 2004 decemberében az operaciokutatas teriiletén kifejtett,
kiemelked tudomanyos és iskolateremts tevékenységéért

Klafszky Emilt

az Egervary Jend emlékplakettel tiinteti ki.
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Klafszky Emil tudomanyos és oktatasi tevékenységének meéltatasa

1. Palyafutasanak allomasai

Klafszky Emil 1934 december 3-an Kény kézségben, Gyér-Sopron megyében
sziiletett. Sziiléfalujaba azota is rendszeresen visszajar, sziil6hazat sajat, és fele-
sége, Bisztricin Anna (hazassagot 1968-ban kotottek, leanyuk Edina 1968-ban szii-
letett) tervei alapjan allitottak helyre a kdézelmultban. Kozépiskolai tanulmanyait
abban a Gy6ri Révai Miklés Gimnaziumban végezte, mely szamtalan kivilo elmét
adott a magyar tudomanynak.

Egyetemi tanulmanyait az Edtvés Lorand Tudomanyegyetem (ELTE) Termé-
szettudomanyi Kara matematikus szakan és a Budapesti Miiszaki Egyetem (BME)
Epitémérnski Karan végezte. Matematikusi tanulmanyait 1953-55 (nappali, mate-
matikus) és 1960-64 (esti, alkalmazott matematikus) idészakokban, mig épitémeér-
noki tanulméanyait a BME-n 1955-59 kozt folytatta. Matematika tanarai Szasz Pal,
Hajos Gyorgy, Fuchs Lészlo, Surdnyi Janos, Turan Pal;, Rényi Alfréd, Mogyorédi
Jozsef, voltak; a BME-n pedig Egervary Jend és Varga Ott6. Elméleti és gyakorlati
problémak iranti mualhatatlan érdeklgdése miatt (két diplomaja, épitémérnck és
matematikus) csalhatatlan érzékkel talalja meg minden irdsaban az absztrakci6 és
a kozérthetd, gyakorlatias gondolkodas megfelels aranyat; az elmélet és az alkalma-
z4s egységének kiemelkedd szinvonalil megvalésuldsat. A Matematikai Tudomanyok
Kandidatusa cimet 1974-ben a ,,Geometriai Programozds és Néhany Alkalmazdsa”
cimti kandidatusi értekezése alapjan nyerte el, melynek témavezetGje Dancs Istvan
volt.

Munkahelyei is j6] reprezentaljdk a gyakorlatias mérndki és az elméleti ma-
tematikusi érdeklGdés egységét. Mérnoki diplomaja megszerzése utan az Epitésii-
gyi Minisztérium Kozépiilettervezd Vallalatanal statikus tervezd 1959 mdjusa és
szeptembere kozott, majd 1959 szeptemberétsl 1965 februarjiig a BME Epit6-
mérndki Kara Matematika Tanszékének tanarsegédje. A miszaki egyetemi oktatoi
periodust, amely idészak alatt alkalmazott matematikusi diploméjat is megsze-
rezte 1965-ben, egy hosszabb kutatointézeti korszak kévetett. A szamitastechnika
fejlédése hazankban is, a Klafszky Emil érdeklédésének homlokterében allo, alkal-
mazott, algoritmikus, ,szadmithaté” matematika moédszerek jelentSségének felérté-
kelGdéséhez vezetett. 1965 februarjatol 1976 augusztusaig Klafszky Emil a Magyar
Tudomanyos Akadémia Szamitistechnikai és Automatizilasi Kutato Intézetében
az Operacickutatasi Osztaly tudomanyos f6munkatéarsa, majd az Orszdgos Tervhi-
vatal Koordinaciés Tudomanyos Titkarsaganak f6eldadoja 1976 augusztusatdl 1977
juniusaig. Az intézet Atszervezése utin, a Tudoményos Titkirsag jogutddjanal, az
Orszégos Miiszaki Fejlesztési Bizottsig Rendszerelemzési Irod4janal a csoportve-
zetS 1977 juniusatol 1979 juliusaig, amiutan f6allasban is visszatért a felsGokta-
tasba. Ekozben 1976 oktoberétsl 1977 decemberéig tartos kikiildetésben a Moszkvai
Nemzetkozi Iranyitasi Problémék Intézetében vendégkutato.

1979 jaliusatél 1989 januarjaig a Miskolci Nehézipari Miiszaki Egyetem
(MNME) Gépészmérnoki Kar, Matematikai Intézetében a Szamitastechnikai Tan-
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szék egyetemi tanara, 1980 juliusatol pedig tanszékvezetGje. 1989-ben visszatért
Budapestre, ahol 1989 februarjatél a BME Epitészmérndki Kar, Epitéskivitelezési
Tanszék egyetemi tanara.

Klafszky Emil életpalyajanak egyik f6 jellemzGje a legujabb kutatéasi eredmeé-
nyek egyetemi oktatdsba valé azonnali atiiltetése. Ezért kutatéintézeti munkaja
mellett mindvégig kitartott egyetemi oktatémunkaja mellett. A 60-as és a 70-es
években az ELTE-n oktatott masodallasban, illetve 6raadéként. Az ELTE-n tob-
bek kozott analizis, halézati folyamok, linedris és nemlineéris programozas targya-
kat oktatott. Budapestre valé visszatérte utin 1989 februarjatol egy évig masod-
allast egyetemi tanar az MNME-n, majd évekig 6raadéként tanitott az ELTE-n
kiilonb6z6 operaciokutatasi targyakat.

2. Tudomanyos eredményei

Klafszky Emil els6 nagyivii munkija a hdlézati folyamok elméletének és algo-
ritmusainak alapos feldolgozasa. ,,Hal6zati Folyamok” jegyzete a Bolyai Janos Ma-
tematikai Tarsasag kiadasaban (1968) tobb magyar matematikus korosztaly féltett
kincsei kozé tartozott. Még ma is a legjobb, legteljesebb magyar nyelvi kényv a
témaban, vilagos és szemléletes bizonyitasai ma is nélkiilozhetetlenek az oktatés-
ban. A hal6zati folyamok kényv szamtalan (j algoritmust, szemléletes, meglep6en
egyszerd 4j bizonyitast tartalmazott. Az eredmények jelentSségét és szinvonalat
az is mutatja, hogy néhany eredményét majd két évtizeddel kés6bb nyugati kuta-
ték djra felfedezték. Ezen kutatasi vonal késébbi tovabbfejlesztése az altalanositott
szallitasi feladat megoldé algoritmusainak részletes kidolgozasa a nyolcvanas évek-
ben (kézos munka Erdélyi Zoltannal és Egertné Molnar Evaval), és a terviitemezési
modellek (CPM, MPM) elméletének és algoritmusainak kidolgozasa és gyakorlati
alkalmazasa. A , Hdlés tervezési technikdk az épitések tervezésében és irdnyitdsdban”
cimi jegyzet 1994-es kiadasa (k6zds munka Hajdu Mikléssal) a halés tervezési mo-
dellek modern, az adott teriilet ismeretanyaganak korszeri Osszefoglalasa, amelyet
mérndki, épitészeti példak illusztralnak.

Klafszky Emil kandidatusi disszertaciéja a geometriai programozds eredményei-
nek egységes, egyszerd, kdnnyen érthets feldolgozasa a ma mar legendas ,Klafszky-
féele stilusban™ minden wjragondolva, a lehet6 legegyszeriibb megfogalmazasban,
esztétikus jelolésekkel, mikdzben szdmtalan j eredményt adott a téma irodalma-
hoz. A geometriai programozasi témakdr végigkiséri életpalyajan. Uj alkalmazéso-
kat fejleszt ki a kozlekedéstudomanyok teriiletén (k6z6s munka Kadas Sandorral
és Bako Andréssal), a dontéstudomanyok (k6z6s munkak Nagy Taméassal, Malyusz
Leventével és masokkal), csatornakapacitasi, modultervezési és becslési feladatok
optimalizalasa (k6z6s munkak Nagy Ferenccel, Mayer Janossal és Terlaky Taméa-
sal). A kozelmult fejleménye, hogy a belsGpontos algoritmusok hatékony algoritmust
adnak a geometriai programozasi feladatok megoldasara, és részben ennek kovet-
kezményeként a geometriai programozasi feladatok alkalmazési kore is jelentGsen
kibéviilt. Ma mar nem késziil mikroprocesszor anélkiil, hogy a processzor atvi-
telsebességét alapvetGen meghatarozé agynevezett ,Elmor-késés” optimalizalasban
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ne hasznalndk a geometriai programozasi modelleket. Klafszky Emil kandidatusi
kozt szerepel.

A linedris programozds és a pivot algoritrnusok szerepe mindig foglalkoztatta
Klafszky Emilt. Maradandé hatasu eredmény a konstruktiv linearis algebra elméleti
és oktatasi modszereinek kidolgozasahoz valé hozzajarulasa: a pivot technika szere-
pének részletes kidolgozasa a linearis algebra alaptételeinek bizonyitasara, valamint
a linearis programozas elméletének teljes kor( egységes targyalasa konstruktiv moé-
don, criss-cross tipusu algorimusok alapjan. Ezen a teriileten végzett munkissagat
szamos kombinatorikus és ,Magyar Modszer” jellegi pivot algoritmus publikilasa
féemjelzi. Az 4j médszereket, algoritmusokat két irdnyban is altalanositotta: abszt-
rakt kombinatorikus struktirakra, nevezetesen iranyitott matroidok, valamint li-
nearis komplementaritasi feladatok kiilonb6z6 osztalyaira. Ezen munkak tobbségét
Terlaky Taméssal, akkori doktoranduszaval és aspiransaval publikalta.

Eredeti Gtleteinek egyike a statisztikai paraméter becslési mddszerek wjszerti,
egységes, az informécié-divergencia fogalmara tamaszkodé felépitése. Ezen téma-
korben is feltiinik széles latokore, egyedi szintetizalasi képessége. Statisztikai, infor-
méacioelméleti modszereket 6tvoz egyedi moédon optimalizalasi, elsGsorban geomet-
riai programozasi modszerekkel. Klafszky Emil nem tagadta meg 6nmagit ezen a
teriileten sem. Kidolgozta az informacié divergencia egy alkalmazasat épiiletszerke-
zetek értékelésére (ko6zos munka Ottmar Bélaval). Nem lenne teljes a kép, ha nem
emlitenénk meg, hogy az informaciéelméleti médszerek matematikai programozasi
aspektusainak kiaknazasara valo torekvése az entrépia programozéis elméletének
kidolgozasahoz vezetett (Nagy Tamaés).

A linedris, geometriai és entrépia programozasi kutatasok egy nem vart, meg-
lep6 eredménye a Young programozds, mint egy specidlis nemlineéris programozasi
feladat osztaly definidlasa, és az 1j feladatosztaly elméletének immar t6le megszo-
kott alapossaggal és részletességgel valé kidolgozasa (k6zos munkik Kas Péterrel
és Malyusz Leventével). A Young programozasi feladatoknak meglep&en szép al-
kalmazéasal vannak olyan, egymastél latszolag eltéré teriileteken, mint a linearis
programozas bels6 pontos moédszerei és, ismét a mérndki alkalmazasok oldalarél, a
raudszerkezetek equilibrium helyzetének meghatarozéasa. A belsGpontos algoritmu-
sok szemszogébdl kiiléndsen érdekes, ahogy a Young programozasi médszerek els-
térbe allitjak annak lehetségét és sziikségességét, hogy a centralis at kovets belsd
pontos moédszerek tanulmanyozasa mellett sziikséges és lehetséges mas, alternativ
belsé, vagy kiilsé pontos mddszerek kutatasa, alternativ algoritmikus koncepciék
tanulmanyozasa.

Klafszky Emil munkassaganak egyedi, utanozhatatlan jellemzGje az elméleti
tisztasagra, egyszertségre valo torekvés, mérndki-matematikusi kettds énje mindig
hozzasegitette, hogy megtalalja az arany kézéputat a matematikai absztrakcio és a
kozérthets, oktatasba is bevihetd targyalasmod kozott. A kdvetkezd Einstein idé-
zet toékéletesen jellemzi kutato-oktatd filozofiajat: ,Make everything as simple as
possible, but never more simple”. Munkassaganak masik jellemzGje az elmélet és a
gyakorlati alkalmazasok egysége. Barmely kutatasi témahoz is nyult, az elméleti
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kutatds mindig egy (vagy tobb), szamitégépen is megvaldsithato, algoritmus kidol-
gozéasaval parosult, amelyet Gj gyakorlati, t&bbnyire mérnoki vagy dontéshozatali
alkalmazasok kidolgozasa kovetett. Ezaltal gyakran egyszemélyben testesitett meg
egy multidiszciplinaris operacidkutatasi teamet.

3. Tudomanyszervezd tevékenysége

Klafsszky Emil jelentGs szerepet jatszott hazankban az operacickutatasi mod-
szerek elterjesztésében, azok egyetemi oktatasba valé beépitésében, oktatasi se-
gédanyagok, jegyzetek elkészitésében. Barhol is dolgozott, mindig egy, tébbnyire
informalis tudoméanyos miihely szervezddott koéré. Miskolcon szeminarium és tudo-
manyos tovabbképzé el6adas sorozatokat szervezett, melyeken rendszeresen talal-
koztak az 0j tudomanyos eredmények irant érdekl6dé matematikusok, mérnskok
és kozgazdaszok. Az elméleti képzés mellett mindig nagy hangsulyt fektetett a kor
szinvonalanak megfelel§ szamitogépes infrastruktira megteremtésére és kollégaival
az algoritmusok szamitogépes programjainak elkészitésére. A Miiveldési Miniszté-
rium palyazatainak segitségével korszerd szamitogépes labort hozott létre az NME-
n. A masodik fazisban minikomputerekkel bévitette és korszertsitette az oktatas
és kutatds céljait is szolgald szamitogép parkot. Egy EGPO palyazat vezet§jeként
kilonbodzs optimalizalasi feladatok megoldasi algoritmusainak szamitdgépi megva-
lositasara, szervezett munkacsoportot. Tobb munkatarsat vonta be a vezetése alatt
végzett AMSz munkakba.

Klafszky Emil jelentésen hozzajarult a Miskolci Egyetemen (akkor még NME
volt a neve) 1987-ben Gjonnan alakult Gazdasdgtudomanyi Karon oktatandé ope-
raciokutatasi targyak kidolgozasahoz és tantervbe illesztéséhez, valamint a Gépész-
mérnoki Kar Géptervezdi Szak akkoriban alapitott Folyamattervezd agazata tan-
tervében az operaciokutatasi sav felépitéséhez. Az angol nyelvi képzés beinditasa-
kor kollégaival elkészitette a halozati folyamokat targyald tantargyak angol nyelvi
oktatasi segédletét.

A BME-re val6 visszatérése utan 1j alapokra helyezte az opericiékutatasi tar-
gyak oktatasat. Ujjaszervezte az Epitészmérndki Kar Epitési Menedzsment szakan
a dontéstamogaté modszerek oktatasat, és Magyarorszdgon az els6k kdzott, Ma-
lyusz Leventével egyiitt, az interneten is elérhetd segédletet készitettek. Hasonl6an,
az Epitémérnoki Kar doktorandusz oktatdsaban megijitotta a linearis algebra és a
linearis programozasi tanterveket, valamint az Epitészmérndki Kar Szigetels Szak-
mérnoki szakan posztgraduéalis képzés keretében 1j tantargyként bevezette a szami-
togépes modellezést. Oktatas-fejlesztési tevékenysége eredményeként 2001-ben 6n-
allo szakirany lett a BME Epitémérnoki Karan az Epitési Menedzsment szak. Az Gj
szak létrejdtte a tantargyak anyaganak bévitését, Gjragondolasat, az 0j eredmények
oktatasba valé bevitelét kovetelte meg. Ennek keretében a beruhédzas litemezési
modellek koltség minimalizalasi feladatanak, valamint a sztochasztikus modellek
épitsipari alkalmazhatosadganak oktatasba val6 bevitelét dolgozta ki.
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A BME Epitészmérnoki Kar ,Csonka Pal Doktori Iskolajanak” alapito tagja,
valamint a Széchenyi Istvan Egyetem felkérésére az egyetem Doktori Iskolajanak
kiilsé tagja.

Szamos egyetemi doktori és kandidatusi értekezés birdlataban és vizsgabizott-
sagaban vett részt. 1981-ben és 1989-ben Miskolcon rendezték a XI. és a XIX.
Magyar Operaciokutatasi Konferenciat, melyek megszervezésében jelentés szerepet
vallalt.

Jelenleg a Periodica Polytechnica és az Alkalmazott Matematikai Lapok cimi
tudomanyos folyodiratok szerkesztébizottsagi tagja.

4. Oktatéi tevékenysége

Klafszky Emil oktaté-nevelé munkassiga a hazai operacidkutatok szamos nem-
zedékét gazdagitotta. Eletrajzabol is jol 1athaté, hogy egész palyafutasa alatt, kuta-
tointézeti korszakai alatt is tanitott, negyvendt év egyetemi oktat6i munkat tudhat
maga mogott. Oktaté munkajat mindig nagy gonddal végezte. Didkjait a precizitas
mellett az absztrakcio és a kozérthetd, gyakorlatias gondolkodasméd kifejlesztésére
Osztonozte; el6adasaiban pedig a magas szintid elmélet és az alkalmazas egységének
kiemelked szinvonali megvalosulasat élvezhette a hallgatosag.

A BME épit6meérnoki szakanak elvégzése utan, 1959 szeptemberétsl az Epi-
témérnoki Kar Matematika Tanszékén tanarsegédként oktatott. Oktatéd és kutatd
munkajat 6raadoként folytatta az MTA SZTAKI-ban illetve az OT és OMFB kuta-
téintézeteiben valé allasai alatt is. Az 1965-66-0s tanévben linearis algebrat, linearis
programozast és halézati folyamokat tanitott Pécsett.

A hatvanas évek kozepén kezdte az ELTE-n elGszor analizis, majd operacioku-
tatasi targyak oktatasat. Els§ halézati folyamok kurzusat 1967 6szén, els6 linearis
programozasi kurzusat 1967 Gszén az esti matematikus hallgatoknak, elsé nemline-
aris programozasi kurzusat 1969-ben tartotta az 1968-ban indult operaciokutatési
szakiranyon. Ezt kbvetGen majd minden évben oktatott operacidkutatasi targyakat,
és szamos végzds didknak volt szakdolgozati témavezetdje.

1968-70 kozott, a Bolyai Tarsulat Alkalmazott Matematikai Szakosztalyanak
rendezésében, a Prékopa Andras altal szervezett nagysikerii két éves operacidku-
tatasi tanfolyam keretében tartotta a ,Halézati Folyamok” kurzust. Minden héten
6t napon 4t, napi négy éraban folytak az el6adasok. Klafszky Emil mellett Eltets
Odon, Kovacs Laszlé Béla, Majthay Antal, Prékopa Andras és masok voltak az
elsadék. Az elGadas alapjan irt, a Bolyai Tarsulat altal kényv alakban is megje-
lentetett ,,Hal6zati Folyamok” cimi konyv a mai napig is féltett kincse a halézati
folyamok irant érdekl6ds operacidkutaté nemzedékeknek.

A Miskoci Nehézipari Miiszaki Egyetemen (MNME) 1980-ban egy nagylét-
szamu tanszék vezetését olyan idépontban vette at, amikor a tanszékkel szembeni
elvarasok a kutatéasfejlesztési és oktatasi program megujitasi feladatok mellett a
szamitastechnikai eszkozokkel valo ellatottsag fejlesztését is elSirtak. 1981-ben a
szamitastechnika oktatasa tantervi korszeriisitésen ment at. Ezt kdvetGen vezeté-
sével készlltek el a tanszéki targyak (j programjai és ezzel egyidében elinditotta

Alkalmazott Matematikai Lapok 22 (2005)



EGERVARY JENO EMLEKPLAKETT KITUNTETES 7

a tanszéki oktaték tudomanyos tovabbképzését szolgild szakmai szeminariumot.
Vezetésével 6t intézeti szemindriumi fiizet késziilt el, amelyet a mai napig is hasz-
nalnak utédai az oktatasban. Tanszékvezetsi tevékenysége soran nagy gondot for-
ditott a fiatal oktatok tudomanyos és didaktikai tovabbképzésére. E célt szolgaltak
az Altala szervezett, sokak altal latogatott szakmai tudomanyos szeminariumok,
amelyeken kezdetben O, majd kés6bb a kollégai tartottak eldadasokat. Az egyik
szeminariumsorozat témaja egy, a dontési problémakrol sz616 idegen nyelvd kényv
feldolgozasa. Meghatarozé médon jarult hozza a modulrendszeri oktatés keretében
létrejott szamitastechnikai oktatas modern szemléleti kialakitdsihoz, gyiimolcsodz-
tetve a mérndki tudomanyok és a miszaki matematika egészére valé attekints-
képességét. Kollégaival az oktatott algoritmusok szamitégépes programjait is el-
készitette. A Miivel§dési Minisztérium palyazatain vald részvételével sikeriilt egy
korszerd szamitogépes labor megteremtéséhez a kezdeti lépéseket megtenni. Majd
egy Mivel6dési Minisztérium oktataskorszertisitési palyizat elnyerésével ajabb mi-
nikomputerekkel bévitette az oktatasi gépparkot. Elnyert egy EGPO palyazatot,
amelynek O volt a témavezetdje. A palyazatban kiilsnbdz6 optimalizalasi feladatok
megoldasi algoritmusainak szamitogépi megvalésitasat végezte el a munkatarsaival
egyiitt. T6bb munkatarsat vonta be a vezetése alatt végzett AMSz munkakba.

Kidolgozta az tjonnan alakult Gazdasdgtudomanyi Karon oktatandé két félé-
ves Operacidkutatas cimii tantargy tantervét, valamint a Gépészmérnoki Kar Gép-
tervezdi Szakan djonnan megalakult Folyamattervezs dgazatan a négy féléves Ope-
racidkutatas cimii tantargy tantervét. Az angol nyelvii képzéshez kollégiival el-
készitette a ,,Transportation Problems” angol nyelvii oktatasi segédletet. Egyik {6
feladatanak tekintette az informacidelméleti alapfogalmaknak a matematikai sta-
tisztikaval valé Gsszekapcsolasat, ezaltal a statisztika jobban hasznalhatéva valt a
gyakorlatban. A tanszékre keriilésekor, a bemutatkoz6 elGadasaban is errdl szolt és
tobb tanszéki kollégaval és diplomatervezé hallgatéval dolgozott ezen a teriileten
Miskolci Egyetemi tartézkodasa alatt.

A BME-re val6 visszatérése utan feltétlen megemlitends a ,Dontéstamogato
Modszerek” cimi tantargy oktatasa az Epitészmérnoki Kar Epitési Menedzsment
szak hallgatéinak, a ,Linedris Algebra és Linearis Programozas” cimi tantargy ok-
tatasa és 4] alapokra helyezése az Epitémérnoki Kar doktorandusz hallgatoinak, va-
lamint a ,,Szamitogépes Modellezés” cimii tantargy oktatasa az Epitészmérnski Kar
Szigeteld Szakmeérnoki szakin posztgradudlis képzés keretében. Oktatas-fejlesztési
tevékenysége eredményeként 2001-ben 6nallo szakirany lett a BME Epitémérnski
Karan az Epitési Menedzsment szak. Az 0j szak létrejétte a tantargyak anyaganak
bévitését, az 1j eredmények oktatasba vald bevitelét kovetelte meg. Két tanszéki
kollegajaval, Vattai Zoltan és Mélyusz Levente docensekkel, akiknek Ph.D. téma-
vezetGje is volt, a beruhazas litemezési modell kéltség minimalizalasi feladatdnak
oktatasba valo bevitelét, valamint sztochasztikus modellek épitSipari alkalmazha-
tosaganak oktatasban vald bemutatasat dolgozték ki. A dontéstamogaté médszerek
cimi tantargyhoz interneten is elérhetd segédletet készitettek Malyusz Leventével
egyiitt.
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A BME Epitészmérndki Kar ,,Csonka Pal Doktori Iskolajanak ” alapité tagja,
ahol a doktori iskola keretében szamos fiatal kutaté oktato-kutaté munkajat irdnyi-
totta. Széchenyi Istvan Egyetem felkérésére az egyetem Doktori Iskolajanak kiilsé
tagja.

5. Tanitvanyok

Klafszky Emil pélyafutdsa sordn mindig nagy gondot forditott diplomazo és
doktorandusz hallgatok témavezetésére. Tébb mint 40 diplomatervnek volt a té-
mavezetSje az BME-n, az ELTE-n és a miskolci NME-n. Egyetemi doktori, kandi-
datusi és Ph.D. fokozatok megszerzésében a hetvenes években Baké Andras, Kas
Péter és KKadas Sandor, a nyolcvanas években a miskolci szakaszban Nagy Tamas,
Szabé Istvan, Erdélyi Zoltan, Egertné Molnar Eva, Nagy Ferenc, Terlaky Tamas,
Lourdes Gonzales (Kuba); a kilencvenes évektsl a BME-n Hajdu Miklés, Vattai
Zoltan, Malyusz Levente, Lepel Adrienn, valamint Bolyai post-doktori dsztondi-
jasként Illés Tibor gazdagitotta a tanitvinyok hosszd sorat. Tanitvinyai ma mér
vezetd egyetemi oktatok és nemzetkozileg elismert kutatok hazankban és neves kiil-
foldi egyetemeken.

Széles 1atokorét és a gyakorlati problémék iranti affinitasat a tanitvanyok altal
kutatott témak tag kore is mutatja. A doktoranduszi, kandidatusi kutatasi témak
az elméleti, matematikai mddszerektdl, algoritmusoktél azok szdmitdgépes megva-
l6sitasan keresztiil az ij modszerek és algoritmusok mérndki és ipari alkalmazasaig
terjednek. Halozati folyamok és szallitasi feladatok tanulméanyozasiban Kas Péter,
Erdélyi Zoltan, Hajdu Miklos kutatasait vezette, mig a halézati modellek alkal-
mazasait Baké Andras, Kadas Sandor, Hajda Mikldés, Malyusz Levente teljesitette
ki. A geometriai programozasi témakorben Baké Andras, Kas Péter, Nagy Tamas,
Egertné Molnar Eva, Terlaky Tamas, Malyusz Levente munkassagéat vezette. A ge-
ometriai programozasi témakorbdl nétt ki az Ip-programozis (Terlaky Tamas, Illés
Tibor), az entrépia programozas (Nagy Tamds, Kas Péter) és a Young programozas
(Kas Péter, Malyusz Levente) teriiletén végzett kutatéasi projectek. Az eredmények
gyakorlati alkalmazasa a gravitacios kozlekedési modellek (Kadas Sandor, Baké
Andras), megbizhat6sagi modellek (Nagy Tamas), modultervezési feladat és infor-
macideméleti eltérésfiiggvények osszehasonlité vizsgalatat (Mayer Janos, Terlaky
Tamés) is magaban foglalta. Statisztikai, informéaciéelméleti problémakkal Szabé
Istvan, Nagy Tamas, Lourdes Gonzales és Vattai Zoltan kutatasait vezetve ért el
jelentds eredményeket.

A linearis programozési feladat alapvet6 problémai és megoldasi modszerei
mindvégig Klafszky Emil érdekl6désének kozéppontjaban maradtak. A legkisebb
index szabaly, a criss-cross pivot szabélyok és a Magyar-Médszer valtozatait Ter-
laky Taméssal kozésen dolgozta ki. Azok altalanositasaira irdnyitott matroid li-
neéaris programozas és linearis komplementaritasi feladatok eseteire mindig nagy
hangsulyt fektetett. Az ellipszoid és bels6pontos mddszerek megjelenésekor azon-
nal felismerte azok korszakalkoto jelentdségét. Tanitvanyait (Terlaky Tamaés, Illés
Tibor, Kas Péter) is azok tanulmanyozasara 6sztbnozte, azok elterjedését egysze-
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riibb, az algoritmusok analizisében csak elemi eszkdzoket hasznalo valtozatok ki-
fejlesztésével segitette el6. Az utébbi évtizedben sok energiat forditott arra, hogy
a logaritmikus barrier fiiggvényen alapulé polinomislis belsépontos algoritmusok
analogidjara méas, hasonld elveken alapulé algoritmusokat dolgozzanak ki. Erre egy
példa a linearis programozas Young programozassal valé megkozelitése (Kas Péter,
Malyusz Levente).

Tanitvanyai korét messze meghaladja tisztel6inek, kévetSinek kore, a magyar
operacidkutatasi tarsadalomra kifejtett hatasa. Klafszky Emil irod4janak, otthoni
dolgozészobajanak ajtaja mindig nyitva allt az érdeklddé kollégak és diakok elétt,
telefonja allandéan csengett, ahogy didkok és kollégak kérdeéssel, tanacsért fordul-
tak hozza.

Dijak: Széchenyi Professzori Oszténdij, 1999-2003.

Tagsag és funkcié tudomanyos szervezetekben:
MTA Operacidkutatasi Bizottsag tagja
MTA MAB Gépészeti Szakbizottsig Szamitastechnikai és
Automatizélasi Szakbizottsag Tagja
Neumann Janos Szamitogéptudomanyi Tarsasag Oktatodi Szakbizottsag Tagja
Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Borsodi Tagozat Alelnke
Miskolci Akadémiai Bizottsag
MTA Koztestiiletének Valasztott Tagja (két periéduson keresztiil)
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KET OPTIMALIZALASI FELADAT

DOSA GYORGY

Veszprém

Két egyszerd grafelméleti feladattal foglalkozunk: Legrovidebb utat, és maximalis
folyamot keresiink olyan héilézatban, amelyben az éleken valé athaladési idé, illetve a fo-
lyamfeladat esetén az élek kapacitésa az id6ben véltozik. Korabbi ismert algoritmusokat
altalanositunk, az algoritmusok lépésszama lényegében ugyanannyi marad.

1. Bevezetés

Két alapveté grafelméleti feladat a legrévidebb nt illetve maximalis folyam ke-
resése két kitiintetett pont koézott. A korai algoritmusok olyan grafokkal foglalkoz-
nak amikor az élek hossza illetve kapacitasa alland6. (Nevezziik ezt a tovabbiakban
statikus modellnek.) Tekintsiik példaul a kévetkezd fontos alkalmazast: A pontok
egy varos tereit, az élek pedig titszakaszokat jelentenek. Az éleken valé athaladas
ideje az él hossza. Ez sok esetben napszakonként, akir 6ranként mas és mas le-
het, csicsforgalomban akar a t6bbszorose is lehet az athaladasi id6, mint amennyi
maskor. Hasonloképpen valtozo napszakonként az élek atereszté képessége (kapaci-
tasa). Vagyis a valosagnak pontosabb megkozelitését kapjuk, ha feltételezziik, hogy
az el6bbi értékek az id6ben valtoznak. (Dinamikus eset.) Mindkét feladatra (legro-
videbb 1t illetve maximalis folyam keresése) tGbb modellt és algoritmust dolgoztak
ki. Ezek a modellek altaldban két csoportba sorolhaték: Egyik esetben az élek kapa-
citasa illetve hossza id6intervallumonként allandé, vagyis az id6 lépcsés fiiggvénye,
a masik esetben pedig folytonos, vagy szakaszonként folytonos fiiggvény. Az utébbi
esetben sokszor tovibbi megszoritisokat is tesznek, példaul felteszik az el6bbi fiigg-
vények differencidlhatosagat stb. Mi ebben a dolgozatban mindkét, a diszkrét, és a
folytonos valtozattal is foglalkozunk. Egyrészt réviden attekintjiik az ide vonatkoz6
irodalmat, masrészt néhany olyan eset vizsgalataval foglalkozunk, amikor a stati-
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kus feladatra kidolgozott eredeti algoritmusok megfeleld adaptaciéi a dinamikus
esetre is alkalmazhatéak.

A legrévidebb utat keres§ algoritmusok irodalma elég béséges, attekintést ad
peldaul [1], [3]- A korai cikkek olyan esetekkel foglalkoztak, amikor az élek hossza
allando, de kiilonbdz6 megszoritéd feltételek is felléptek, illetve az élhosszisagokat
megado fliggvény az id6 pozitiv egész értékd lépesss fiiggveénye [8]. Sok esetben fel-
teszik hogy az éleken val6 athaladasra teljesiil a FIFO (First In First Out) szabaly:
Ha kés6bb indulunk el az élen, akkor az él tuls6 végéhez késGbb érkeziink meg. Ez a
feltétel a gyakorlatban nem mindig teljesiil: Tekintsiink egy kommunikaciés hal6za-
tot. Az lizenetet két gép valamelyikével kiildhetjiik el, de csak akkor, ha valamelyik
gép szabad. Tegyiik fel, hogy az els6 gép gyorsabb mint a masodik gép, de az iizenet
kiildésének idGpontjaban csak a masodik gép szabad. Ekkor az iizenetet a masodik
gépen kiildjiik el, ami lehet hogy késébb érkezik meg, mint egy késébbi idépont-
ban elkiild&tt {izenet, amit a kézben szabadda valt els6 gépen kiildtiink el. Hasonlé
szituacié a kovetkezs: Képzeljiik el, hogy a peronon allunk, és el kell donteniink,
hogy felszalljunk-e az éppen benn &ll6 személyvonatra. Ha ugyanis megvarjuk a
gyorsvonat indulasat, lehet hogy el6bb megérkeziink a kivant alloméasra, mintha
a személyvonattal mennénk [9]. [4] targyal bizonyos eseteket, amikor a FIFO sza-
baly teljesiil, és Dijkstra tipusa algoritmus alkalmazhat6. A mai napig publikilnak
olyan cikkeket, amelyek a Dijkstra algoritmusnak a feladat valamilyen valtozatara
val6 alkalmazasarél szolnak [7]. [10] olyan esetekkel is foglalkozik, amikor a FIFO
szabaly nem teljesiil. Ugyanez a két szerzd foglalkozik maximalis folyam keresé al-
goritmusokkal is, olyan halézatban, ahol az élek kapacitasa az id6ben valtozik [11].
Az el6bb felsorolt cikkek irodalomjegyzékébdl bévebb attekintést nyerhet akit a
téma részletesebben érdekel.

A cikk szerkezete a kovetkezs: A masodik fejezetben a legrévidebb ideig tarto
ut keresésével foglalkozunk, a harmadik fejezetben pedig maximalis folyamot ha-
tarozunk meg idében valtoz6 kapacitasa élekkel rendelkezd halézatban.

2. Legrovidebb ideig tartd at keresése

Dijkstra klasszikus algoritmusa egy graf két pontja kozott vezetS minimalis
hossztisagi utat (az ilyenek egyikét) keresi meg, ahol az élek hosszisiga nemnega-
tiv régzitett valos szam [2]. [13] megad egy olyan modellt, ahol a FIFO tulajdonsag
teljesiil, és megmutatja hogy a Dijkstra algoritmus megfeleld mddositasa alkalmaz-
haté. Mi az alabbiakban megmutatjuk, hogy minden olyan modell esetében meg-
adhato egy Dijkstra-tipust algoritmus, amikor az élek hosszat megado fiiggvény
teljesiti a FIFO feltételt. Dijkstra klasszikus algoritmusa a kovetkezdképpen irhatod
le: Legyen G(V, E) iranyitatlan, sulyozott éld, egyszert, Gsszefiiggs graf, az (4, j)
él silya legyen c; ;. Keressiik az s € V csucsbol a t € V csticsba vezetd utak koziil
azt, illetve egy olyat, amelyik esetén az élek silyainak Osszege minimalis. Dijkstra
algoritmusa a kévetkezs 1épésekbdl all:
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1. Inicializaci6: Legyen S = {s}, T =V \ S. Legyen u(s) = 0, valamint legyen
u(i) = ¢y, ha vezet s-bél i-be él, egyébként legyen u(i) = oo.

2. Legyen k = argmin {u(i), i € T}. Legyen S = SU {k}, T = T\ {k}. Médo-
sitsuk a T-beli csticsok cimkéit a kdvetkez6képpen:

(i) = min {u(i),u(k) + cx;} ha (k,i)€ E
~u() ha (k,i) ¢ E

3. Menjiink djra az el§z6 pontra, ha még van T-beli pont, egyébként vége.

Az algoritmus végén az u(i) cimkék értéke egyenls az s-bél i-be vezetd legro-
videbb t hosszaval. A Dijkstra algoritmus végrehajtasa soran teljesiil a kovetkezo
harom tulajdonsag:

(A), Az S halmazbeli ¢ pontok (i) cimkéjének az értéke egyenls az s-bél i-be
vezets legrovidebb Ut hosszaval.

(B), A T halmazbeli ¢ pontok esetén az u(i) cimke jelentése a kovetkezs: Az
s-bdl i-be vezet, e két ponton kiviil csak S-beli pontokat érinté utak koziil a leg-
révidebbnek a hosszasaga.

(C), Tetszoleges S-beli pont cimkéje legfeljebb akkora, mint akarmelyik T-beli
cimke, vagyis

N < min u(s).
max u(i) < min u(1)

2.1. Legrévidebb at keresése iddben valtozé élhossziisagiu grafban

Legyen G(V, E) iranyitatlan egyszerd Osszefiiggs graf. Az (4,7) él athaladasi
ideje, ha az athaladast a t pillanatban kezdjiik el: ¢; ;(t) > 0. Alabb két feladatti-
pussal foglalkozunk. Az els6 esetben feltessziik, hogy teljesiil a FIFO feltétel. Ez a
kovetkezdképpen fejezhetd ki:

(1) cj(t2) +t2 —t1 > ¢ j(t1), haty > ¢

A keéplet azt fejezi ki, hogy ha valamely él athaladasi ideje csékken, akkor nem
csokkenhet tobbel, mint a kozben eltelt id6. Masképpen szélva, ugyanazon az élen
a kés6bb induld jarmi az él talsé végére kés6bb érkezik meg. Emiatt ha megér-
keziink egy pontba, ott nem érdemes varakozni, vagyis azonnal tovabbindulunk
valamelyik élen. Altalaban egy varosi forgalomban az el6bbi feltétel teljesiil, ak-
kor is, ha torlédasokkal, kézlekedési dugokkal is szamolunk: nem érkeziink meg az
uticélunkhoz elébb, ha valahol varakozunk. A feladat tehat a kévetkezs: Az adott
s € V csiicsbol keressiik a g € V csiicsba vezetd utak kozill azt, amelyik esetén a
lehetd legkorabban érkeziink meg. Egy t soran egy (4, j) €l Athaladasi idejének azt
a ¢, ;(t) szamot kell venni, ami az ¢ csticsba valé megérkezés ¢ idejekor adodik. Je-
16ljiik az s-bél g-ba vezetd utak halmazat P(s, q)-val, egy tetszlleges P € P(s,q)
ut hossza, ami az élek hosszainak sszege, legyen z(P). Ezt tehat a kivetkezGkép-
pen kell kiszamolni: Egy élbél allo (s, q) 0t esetén z(P) = ¢,,4(0). Ha az at k > 1
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élbgl all és az els6 k — 1 élbdl allo P’ részut hosszat mar kiszamoltuk, az utolsé
él pedig (i, q), akkor z(P) = z(P’) + ¢; 4(2(P’)). A megoldo algoritmus lényegében
megegyezik Dijkstra algoritmuséval, és a 1épésszamok is megegyeznek.

ALcl

1. Inicializaci6. Legyen S = {s}, T =V \ S. Legyen u(s) =0, legyen u(i) =
¢s,:(0), ha vezet s-bél i-be él, egyébként legyen oo.

2. Legyen k = argmin {u(3), i € T}. Legyen S = SU {k}, T =T \ {k}. Modo-
sitsuk a T-beli csiicsok cimkéit a kovetkezdképpen:

uli) = {min{u(i), u(k) + ck,(u(k))} ha (k,i) € F
- (i) ha (k.i)¢ F

3. Menjink ajra az el6z6 pontra, ha még van T-beli pont, ellenkez§ esetben
vége.

2.1. TETEL. Az Algl algoritmus végén az u(i) cimkék értéke egyenlé az s-bol
i-be vezets legrovidebb 1t hosszaval.

Bizonyitds. Elég belatnunk az elébbi (A), (B), (C), tulajdonsagok teljesiilését.
Kezdetben, vagyis az algoritmus inicializilé lépése utan mindharom tulajdonsag
teljesiil. Az (A), tulajdonsag allitja, hogy ha egy csics bekeriil az S halmazba, ak-
kor mar tudjuk az oda vezets legrévidebb 1t hosszat, cimkéje végleges lett. Tegyiik
fel, hogy valahany iteracion keresztiil (A), (B), és (C), teljesiil, és most éppen a k
cstics keriil at S-bsl T-be. Allitjuk, hogy u(k) egyenlé az s-bél k-ba vezets legro-
videbb ut hosszaval. Legyen P egy olyan 1t, ahol az el6bbi minimum felvétetik, ez
csak S-beli pontokon halad keresztiil; valamint P’ egy ennél rvidebb tt, amely mas
csiicsot is érint. Legyen a P’ it soran az ¢ a legelsé T-beli cstics, és legyen a P’ ut @
csucsig halado része P”’. Ez csak S-belieken halad keresztiil, ezért a hossza legalabb
u(i), a P’ ut hossza legalabb ekkora, mert az el6bbi hossztisdghoz még nemnegativ
hosszusagi élek adodnak. Az el6bbi u(z) szamnal viszont (k) nem lehet nagyobb,
ellentmondast kaptunk, vagyis belattuk az (A), tulajdonsag teljesiilését az 4j S-beli
pontra. A (C), tulajdonsag miatt teljesiil max u(i) < ulk) < IzIéITI} u(i). A T-ben ma-

rado i pontok u(i) cimkéje vagy valtozatlan marad, és akkor ezekre a (C), tovabbra
is teljesiil; vagy ha megvaltozik, akkor u(k) + cx,i(u(k)) lesz a cimke uj értéke, ez is
legalabb akkora mint u(k), a nemnegativ élhosszisigok miatt. Ezért a (C), tulaj-
donsag is tovabbra is érvényben marad. Maradt a (B), tulajdonsag. Legyen i € T'.
Tekintslink egy olyan legrévidebb utat, ami s-bél i-be vezet, és csak S-beli ponto-
kat, valamint esetleg a k pontot érinti. Ha ezek kz6tt nincs révidebb azoknal, mint
amelyek csak S-belieken haladnak keresztiil, akkor az 1 cstics cimkéje u(i) marad.
Ha van rovidebb, akkor a k csiics ezen az dton csak az utolsé elGtti cstcs lehet,
ellenkez6 esetben valamelyik S-beli pontba egy, a kordbbinal révidebb utat talal-
tunk volna, ami az (A), tulajdonsag miatt lehetetlen. Ezért ekkor k az utolsé el6tti
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csics, és a minimum a képletben a u(k) + cx,i (u(k)) szam esetén vétetik fel, és ez
lesz a cimke 4j értéke. Ezzel belattuk a (B), feltétel teljesiilését is. a

Az el6bb semmi mést nem koveteltiink meg az élhossztisagokat megadé fiigg-
vényektél, csak a FIFO feltétel teljesiilését. Az el6bbi fiiggvények tehat lehetnek
akar lépcsss, akar szakaszonként folytonos fiiggvények is. Egy fontos alkalmazas
az elébbi esetre a kdvetkezs: Taxival indulunk a viros egyik pontjardl egy masik
helyre, és a lehetd legrovidebb id6 alatt szeretnénk megérkezni. Ugyanez a szitu-
acié adodik, amikor rendér-, ment6-, vagy tdzoltoautoval kell a helyszinre sietni.
Mindegyik esetre jellemz8, hogy az indulds id6pontja nem tervezheté meg elbre,
hanem ,most” kell elindulni. Ezekben az esetekben tehit az Algl algoritmus helye-
sen hatarozza meg a legrévidebb utat. Az algoritmus lépésszama O(n?), ahol n a
csucsok szama.

Mas szitudciorél van szo, ha elére eltervezhetjiik az indulas idejét: Egy te-
herauté soférje bizonyos esetekben maga hatarozhat arrél, hogy mikor indul el.
Szeretne Ugy utazni, hogy elkeriilje az Ut soran érintett nagyobb varosokban a
csucsforgalmat. Az § kérdése tehat a kovetkezd: Mikor induljon el tgy, hogy az op-
timalis itvonalon haladva az utazasanak ideje a lehets legrovidebb legyen. Ha véges
sok indulasi id6pont lehetséges, pszeudo-polinomialis algoritmust kapunk tgy, ha
minden lehetséges indulasi id6pontra lefuttatjuk Algl-et. Tetsz6leges indulasi id6
esetére [10] kozd! egy (nem polinomialis) algoritmust. Ha barmikor indulhatunk,
kénnyen lathaté, hogy nem minden esetben oldhatd meg polinomialis algoritmus-
sal a feladat. Alljon ugyanis a graf akar csak egyetlen élbsl. Az él hosszat megadd
fiiggvénynek akar végtelen sok lokalis minimumbhelye is lehet, amelyeket nem min-
dig lehet véges sok 1épésben kiértékelni. Ugyanilyen kdnnyen lathato, hogy ha ugyan
rogzitett az indulas id6pontja, de a FIFO feltétel nem teljesiil, akkor nem minden
esetben oldhaté meg polinomialis algoritmussal a feladat: Alljon megint a graf akar
csak egyetlen élbol. Az él hosszat megadé fliggvény legyen c(t), ekkor ha t ideig va-
rakozunk, akkor a t + ¢(t) id6pontban érkeziink meg. Ezt a fiiggvényt megint csak
nem minden esetben lehet véges sok lépésben kiértékelni.

Alabb megadunk egy masik olyan feltételt, amelynek teljesiilése esetén pszeudo-
polinomialis, Dijksra tipusit algoritmussal az indulas optimalis id6pontja meghata-
rozhatd, (a FIFO feltétel teljesiilését nem kivanjuk meg.) Legyen megint G(V, A)
iranyitatlan egyszeri 6sszefliggs graf. Az (i, 7) él athaladasi ideje, ha az athaladast
a t pillanatban kezdjik el: ¢; j(t) > 0, ahol 0 <t < T'. Feltessziik, hogy tetszdleges
(i,7) él és to € [0,T) idGpont esetén legfeljebb k algoritmikus lépésben ki tudjuk
szamolni a

i t—1 i g (T
oy 1~ o+ e}

;,J',io =
értéket. ([10] kozol olyan példat, amikor az el6bbi minimum nem is létezik.) Legyen
t3(1,7) az az id6pont, amikor az elbbi minimum felvétetik, ha tébb helyen is folvé-
tetik, legyen t§ (7, ) ezek koziil a legels6. Nyilvanval6éan ez az az id6pont (illetve az
ilyenek barmelyike) amikor a t id6pontnal nem korabban elindulva az élen a lehetd
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legkorabban érkeziink meg az él tulso végére. A legkorabbi megérkezés idépontjat
jeloltiik d7 ; , -val. :

A feladat tehat a kovetkezs: Az adott s € V csticsbél a 0 id6pontban indulva
keressiik a ¢ € V' csticsba vezetd utak koziil azt, amelyik esetén a lehet6 legkorab-
ban érkeziink meg. Egy ut sordn egy (¢, j) €l 4thaladasi idejének azt a ¢; ;(t) szamot
vessziik, ami ¢ csiicsbdl torténd indulas ¢ idejében adodik. A megoldé algoritmus
az el6z6 algoritmus médositasa.

ALG2

1. Inicializaci6. Legyen S = {s}, T =V \ S. Legyen u(s) = tg, legyen u(i) =
d3 ;00 ha vezet s-bél i-be él, egyébként legyen oo.

2. Legyen k = argmin {u(i), i € T}. Legyen S = SU {k}, T =T \ {k}. Médo-
sitsuk a T-beli csicsok cimkéit a kovetkezGképpen:

u(i) = {min {U(i%d;’i'"(k)} ha (ki) e E
u(?) ha (ki) ¢ E

3. Menjiink djra az el6zG6 pontra, ha még van T-beli pont, ellenkez§ esetben
vége.

2.2. TETEL. Az algoritmus végén az u(i) cimkék értéke egyenld az s-bdl i-be
vezetd legrovidebb it hosszéval.

Bizonyitds. Az el6z6hoz hasonléan elvégezhetd. ]

A legrovidebb ideig tartd Gt a szokisos moédon kereshetd vissza: a 2. lépésben
u({i) moédositasakor megjegyezziik hogy a minimum melyik élen vétetik fel, és az
élen mikor kell elindulni. Az algoritmus lépésszama O(kn?).

2.2. Legrovidebb utak keresése menetrend szerint indulé jaratok esetén

Az alabbiakban megadunk egy olyan alkalmazast, amikor az el6z6 feltétel telje-
siil, de a FIFO feltétel teljesiilését nem kivanjuk meg. Egy telepiilésrél egy masikra
akarunk utazni autébusszal, vagy vonattal. A jaratok az altalunk ismert menet-
rend szerint indulnak. Utkdzben tSbbszor atszallhatunk egyik jaratrol egy masikra.
Lehet, hogy ttkdzben varakoznunk kell a csatlakozas induldsara. A feladat: ha-
tarozzuk meg az indulds id6pontjat és az utvonalat (atszallasokat) gy, hogy az
utazas teljes ideje minimalis legyen, beleszamitva az esetleges varakozasi iddket is.
A FIFO feltétel most nem biztos hogy teljesiil. Gondoljunk csak a kovetkezére: Ha
megvarjuk a gyorsvonat indulasat, lehet, hogy el6bb megérkeziink a kovetkezs vég-
allomasra, mintha a személyvonattal mennénk. Most nézziik hogyan lehet az Alg2
algoritmust a feladatra alkalmazni: Tegyiik fel, hogy az i-edik cstcsbél a j-edik
csticsba a t] <ty < ... < t, id0pontokban indul jarat, és a menetidsk ¢;,c2,...,cy.
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Ha az i-edik cstcsba a tp id6pontban érkeziink meg, akkor a j cstcsba valé legko-
rabbi megérkezés ideje és az indulas id6pontja az alabbi médon kaphaté meg:

to(d,J) = argmin {t;, — to + ¢},
ti>to

. .
di‘j,to = min {t; — to + ¢}
ti>to

Tegyiik fel, hogy mindegyik (i, ) élen a [0, 7] idGszakban legfeljebb k jarat indul.
Ekkor az elébbi szamok legfeljebb k lépésben kiszamolhaték. Megint két esetet kii-
16nboztetiink meg. Ha éppen a peronon allunk maér, és ,,mostantél kezdve” akarunk
a legrovidebb idon beliil megérkezni, akkor ezzel az indulasi id6ponttal mint tg-val
Alg2 koézvetleniil alkalmazhaté. Ha elére megtervezhetjiik az indulas idejét, akkor
tegylik fel hogy a [0, 7] id6szakban az s csicsbél K id6pontban indul valahova ja-
rat. Mivel csak akkor érdemes elindulnunk, amikor indul jarat, az eldbbi idépontok
mindegyikére alkalmazzuk az Alg2 algoritmust, és megkapjuk az optimalis indulasi
id6pontot, és az utvonalat. Az algoritmus lépésszama legfeljebb Kkmn, ahol n a
cstcsok, m az élek szima.

3. Maximalis folyam meghatarozasa idében valtozé kapacitasi élekkel
rendelkezd halézatokban

Adott a G(V, E) iranyitott graf két kitlintetett csticcsal, s a forras és ¢ a nyelé.
A csicsok szama |N| = n, és feltessziik hogy a csucsok valamilyen sorrendbe vannak
rendezve. A cstcsokat a sorszdmukkal azonositjuk. Minden (3, j) irdnyitott él ese-
tén adottak még az o ; és B; ; szamok, amelyekre teljesiil hogy 0 < a;; < B ; < 1.
Adott még minden (i, j) él esetén egy c; ; kapacitas-érték. Az (i, 5) él csak o, ; és
Bi,; kozotti idsintervallumban miikédik. Vagyis az (i, j) ¢l kapacitasa

0, egyébkeént.

Feltessziik, hogy az éleken valé athaladas ideje 0. Kérdés, hogy mennyi a [0, 1]
intervallum alatt elérhetd maximalis folyam értéke. Ez a feladat nyilvanvaléan a
statikus folyamfeladat (amikor az élek kapacitdsa az id6ben alland6) altalanositasa.
Jeldljiik a G grafra vonatkoz6 maximalis folyameértéket max (G)-vel. Egy lehetséges
algoritmust kénnyen megadhatunk az alabbiak szerint: Valasszunk ki egy tetsz6-
leges (s, k) élt. Tekintsiik egy 2op. maximalis folyamnak azt az x;,, részfolyamat,
amely ezen a kivalasztott élen atfolyik, (vagyis nem hasznil masik, a forrasbdl in-
dul6 élt). Ennek a részfolyamnak a szempontjabol foloslegesek a forrasbél indulé
tébbi élek, valamint azok az élek, amelyek mikédeési idejének és az (o i, Os k) in-
tervallumnak a metszete iires. Jeloljiik a f6losleges élek elhagyasaval keletkezs gra-
fot G1-gyel. A maradék zop. — Ty, részfolyam szempontjabol pedig folosleges az
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elébbi (s, k) él, legyen a G grafbol az (s, k) él elhagyasaval keletkez6 graf Go. Ek-
kor az alabbi rekurziot kapjuk: max (G) = max (G,) + max (G3), ahol a G és G,
grafoknak G-nél kevesebb éle van. Ez az algoritmus nem polinomialis lépésideju.
Polinomidlis algoritmust kaphatunk azonban a kdvetkezéképpen:

Legyen az élek szama m. Készitsiik el a [0,1] intervallumnak azt a felosztésit,
ahol az « ; és B3;; szamok az osztopontok. Ezek a lehetséges egybeesések miatt a
[0,1] intervallumot legfeljebb 2m + 1 részre osztjak fel. Eszrevehetjiik, hogy mind-
egyik részintervallumon a folyamfeladat statikus, igy a klasszikus algoritmussal
polinom idSében megoldhatd, és Osszességében is polinom lépésszamu algoritmust
kapunk. Ez a megoldasi modszer akkor is miik6dik, ha minden élre a kapacitas-
fiiggvény véges sok helyen szakadé lépcs@s fliggvény.

Ha azonban az élek kapacitasat megadé c; ;(t) fiiggvény az id6 folytonos fiigg-
vénye, akkor nem miikddik az el6bbi mdédszer. Tekintsiik a kovetkezs, egyszeribb
feladatot: Van-e olyan id6pont, amikor létezik at s-bél ¢-ba: Bizonyos esetekben e
feladat megoldasara alkalmazhat6 a Bellman-Ford algoritmus adoptalt valtozata:
Jelolje di(7,7) a t id6pontoknak azt a halmazat, amely ¢ id6pontokban van olyan
i-bdl j-be vezet iranyitott ut, amely csak miikddg éleket hasznal, és bels6é pontok-
ként nem halad 4t a {k+1,...,n} pontokon. Definici6 szerint tetszéleges (4, j) parra
ha letezik (i, j) él, akkor do(i,5) = {{t € [0,1]},¢:;(t) > 0}, egyébkent do(i, 5) iires
halmaz. Ekkor k = 1,...,n esetén di(i, ) a kdvetkezs rekurzidval adhaté meg:

(3) di(i,5) = dr—1(3, ) U (di (i, k) N di(k, 7))

Nyilvan n® 1épésben dy. (i, 7) meghatarozhaté minden 4, j, kK hdrmasra. Ezek utan
d, (s,q) megadja azon t idGpontok halmazat, amikor van s-bél g-ba vezeté irdnyitott
ut. Azonban a (3) formulaban a metszet és uni6 szamolasa az élek kapacitasat meg-
ado fiiggvenyektdl fliggben bonyolult lehet, emiatt az algoritmus nem polinomialis.
A klasszikus [5] valamint [6] a statikus feladat mellett egy olyan modellt targyal,
ahol az élek kapacitdsa allandd, de az éleknek athaladasi ideje is van, és minden
paraméter pozitiv egész. A feladattal sokkal nagyobb altalanossigban foglalkozik
[11], ahol az élek kapacitasa, dthaladasi ideje az id6 fiiggvénye, és a csicsoknak
korlatozott tarolé kapacitdsa van.

Lattuk tehat, hogy a feladat teljes altalanossigban nem oldhaté meg polino-
mialis algoritmussal, ha a csiicsokban korlatozott tarol6 kapacitas van. (Az el6bbi
egyszertibb feladatban nem volt tarolasi lehetGség, vagyis minegyik csics tarolasi
kapacitasa 0.) Ha viszont korlatlan tarolasi kapacitasokat tételeziink fel a csticsok-
ban, akkor, ahogy latni fogjuk, a feladat polinomialis algoritmussal megoldhato,
az eredeti maximalis folyamot meghatarozé Ford-Fulkerson algoritmus megfeleld
modositasa alkalmazhato.

3.1. Idében valtozé kapacitasfiiggvénnyel rendelkezé élek esete

Adott a G(V, E) iranyitott egyszerd Osszefiiggd graf, benne két kitlintetett
csiiccsal, s a forras és g a nyel6. (A t az id6t jelenti.) Az (4, ) é] kapacitasa f; ; :
R} — R{ korlatos, legfeljebb véges sok hely kivételével folytonos nemnegativ ér-
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tékd fiiggvény. Mindegyik f; ; fiiggvény egy kozos T periddus szerint periodikus.
Az élek egy cs6halézatot reprezentalnak, az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy
az éleken valo athaladas ideje nulla, vagyis amint bemegy valamekkora mennyi-
ség az €l egyik végén, ugyanennyi rogton ki is jon a masik végén az élnek. (Az
altalanosabb eset, amikor az éleknek athaladasi ideje is van, ehhez hasonlékép-
pen targyalhaté.) Minden csiicsnak van egy végtelen kapacitasu tarozéja, ahol a
csicsba befoly6 folyam azon része, ami nem tud azon nyomban tovabbfolyni, rak-
tarozodik. Feltessziik, hogy a tarozok kezdetben iiresek. Keressiik a halézaton egy
periédus alatt atereszthetS folyam maximalis értékét. Ez a modell az eredeti stati-
kus folyamfeladatnak altalanositasa: ott f; j(t) = ¢; ; allandé. Latni fogjuk, hogy a
raktarozott mennyiség minden csicsban korlatos marad, és nem lesz tul nagy, ha
az élek kapacitdsanak idébeli valtozasa, valamint a csucsok be-, és kikapacitasa-
nak kiilénbsége ,nem tul nagy”. Egy fontos alkalmazas az tgynevezett evakuacids
feladat: Példaul egy sportcsarnokot kell kiiiriteni, a forrads a sportcsarnok, egy bi-
zonyos sugard korén kiviili terek=csicsok mindegyikét 6sszekotjiik egy egy fiktiv
pontal, ami a nyeld. A tomeg elszallitasat tomegkdzlekedési eszkzokkel oldjuk meg,
ezek ciklikusan kozlekednek. Emiatt (megfelel$ szervezés esetén) sehol nem alakul
ki torlodés, tehat a kozbiilsé csomdpontokban nem torlodik Gssze til nagy tomeg.
Hasonl6 feladat léphet fel egy magas épiilet kiiiritésckor, ahol lifteken és 1épcsékon
kell a tomeget kimenekiteni az épiiletbél.

Megjegyzés. Az eredeti feladat esetén nincs sziikség tarozokra, és ott folyamato-
san ugyanakkora, maximalis értéki folyam folyik a halézaton keresztiil. Tekintsiink
egy olyan hal6zatot, ahol van olyan cstics, amelyik csiics esetén amikor a bemend
éleken pozitiv a kapacitas, akkor a kimené élek kapacitasa nulla. Igy ezt a befo-
lyé6 mennyiséget el kell tarolni addig, amig azok el tudnak majd tavozni. Alljon
példaul a G graf egyetlen s-bdl g-ba vezets egyszerii utbol, ahol minden péaratlan
sorszamu €l minden paratlan percben aktiv, és minden parosadik él minden péaros
percben aktiv, egyébként pedig nulla a kapacitasuk. Az aktiv idészakokban minden
él kapacitasa legyen 1. Ekkor az n élbél all6 ut végére n ,hullamban” érkezik meg
a folyam, ami tehat n percig tart. Az azonban belathat6, hogy az athaladasi ideje
egy-egy ,szallitmanynak” ennél lassabb nem lehet: A halézaton minden s-bél indi-
tott mennyiség legfeljebb n peridédus alatt beérkezik ¢-ba, ha az s-bél g-ba vezets
iranyitott utak mindegyike legfeljebb n élbdl all. Masrészt a kezdeti feltltédési
idGszak utan (amikor a varakozni kénytelen mennyiségek elraktarozédnak egy-egy
csucs tarozéjaban) mar folyamatosan érkeznek a ,kiildemények” a nyelébe.

3.1. Definicié. Halozati folyamnak neveziink egy az éleken értelmezett x; ; :
R} — R{ fiiggvény-sereget, amelyek mindegyike periodikus egy Tp > 0 szamtol
kezdve, mindegyik fiiggvény periddusa T', mindegyik korlatos, és legfeljebb vé-
ges sok hely kivételével folytonos, valamint tetszéleges t € Ry esetén 0 < z; ;(t) <
fi;(t). Feltessziik még, hogy mindegyik k csiicshoz tartozik egy tarozo, az itt el-
raktarozott mennyiség pillanatnyi értéke Wy (t), az ide befoly6 folyamérték yy(t),
az innen kidramléé pedig zi(t), mindkettd nemnegativ. Feltessziik, hogy teljesiil-
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nek megmaradési szabalyok, amelyek a kovetkezs alakban irhatok: Tetszéleges k
csucs esetén teljesiil:

(a) Ha Z z; k() > Z fr,;(t), akkor

(i,k)eEE (kJYEE

Yo m®) —w(t) = D mslt).

(i,k)EE (k,j)EE

(b) Ha Z ik (t) < Z fr,j(t), é&s Wi (t) > 0, akkor

(i,k)EE (k,j)EE

Yooz +at)= D fry(t)

(i,k)EE (k.J)EE

(c) Ha Z Tip(t) < Z fr,i(t), és Wi(t) = 0, akkor

(i,k)EE (k,j)EE
S omiklt)y= > ;).
(i,k)EE (k.j)EE

Megjegyzés. Az (a) feltétel azt fejezi ki, hogy ha egy csticsba a pillanatnyi be-
foly6 mennyiség nagyobb, mint ami ki tud folyni, akkor a tobblet elraktarozodik.
A (b) és a (c) feltételek a masik esetre vonatkoznak, vagyis amikor pillanatnyilag
kevesebb folyik be a csiicsba, mint amennyi éppen ki tudna folyni. Ha a tarozéban
raktarozott mennyiség értéke pozitiv, akkor innen kipétoljuk a csicsba bejévs viz
értékét, és éppen annyi folyik ki, mint amennyit pillanatnyilag ki tudnak ereszteni
a kivezet6 élek. Ha viszont iires a tarozo, akkor a (c) feltétel szerint a befolyé és ki-
folyd mennyiség értéke azonos. Mivel lattuk, hogy a folyam elinditasakor lesz egy
feltsltGdeési szakasz, vagyis el6szor még nem minden csics fog teljes kapacitassal
dolgozni, ezért lesznek csak valamilyen T szamtol kezdve periodikusak az ; ;(t)
fiiggvények.

3.2. Definicid. A folyam értékén a kivetkezs szamot értjiik:

To+T
v s,cr)nj‘?gas / ( Z #as () = Z xiJ(t)) dat
fo \ )EE G)EE
i€S8,J€EQ 1€Q,jE€S
Megjegyzés. A folyam értékét a kovetkezdképpen definialtuk: A T id6t6l kezdve
az x, ; fliggvények periodikusak. Tekintsiink egy tetszéleges S, Q vagast. Az ezen
egy periédus alatt atfolyé mennyiség egyenls az elgbbi integral értékével. Ez a szdm
vagasonként kiilonbo6za is lehet, ha valamelyik csucs trozojaban a tarolt mennyiség
,szaporodik”. Emiatt vegyiik azt a vigast (véges sok vagas van), amelyik esetén az
elébbi integral értéke minimalis.
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Megjegyzés. Konnyen adhaté felsé becslés a cstucsokban tarolandé mennyiségre.
Legyen 1 tetszéleges csiics. Ekkor az i-edik csiicsban tarolt mennyiség nem t&bb
mint

ty
gl;g;/ < Y fay - > fi,j(t)) dt.

5 NGAEE (1J)€E

Példaként tekintsiink egy olyan ¢ csticsot, ahova egy él vezet, és ahonnét egy él vezet
ki. Mindkét él jelentsen egy-egy autdbuszjaratot, ahol a csiicsba bemend él viszony-
latadban az autoébusz 80 utast képes szallitani, és féléranként kozlekedik. A kimend
élnek megfelel6 autébusz pedig negyven percenként jar, és 140 {6 a kapacitasa. Ek-
kor kénnyen kiszamolhato, hogy a csicsban legfeljebb 160 f6 kénytelen varakozni.
Ez a szam nem csokkenthetd a masodik buszjarat kapacitasanak novelésével, csak
a jarat siritésével. Maisrészt az elGbbi integral, illetve a példaban a 160 f6 csak
fels6 korlatja a sziikséges tarozéméretnek, ugyanis akkor adodnak ezek az értékek,
ha a bemend élek mind maximalisan ki vannak hasznalva. Ez a maximalis folyam
esetén altalaban nem teljesil.

3.3. Definicid. Legyen S, Q tetszsleges vagas, ahol s € S és q € ). Legyen |
azon (i, ) élek halmaza, amelyekre i € S, j € Q. Az S, Q vagas K(S, Q)-val jelolt
kapacitasdn a 3 (; ey fOT fi,j(t) dt hatarozott integral értékét értjiik.

3.4. Definicid. Legyen a k € V, k # s csics Ct(k) be-kapacitdsa a

T
> / fir(t)dt

(GR)EE

hatarozott integral értéke, valamint a k € V', k # t cstics C~ (k) ki-kapacitasa a

T
> /fk,j(t)dt

(k,HEE
hatarozott integral értéke.

Megjegyzés. Az elobbi integralok léteznek. A K(S,Q) szam azt a legnagyobb
mennyiséget jelenti, amennyi folyam &t tud folyni az S,Q vigason egy periddus
alatt, ha minden él maximalisan ki van hasznalva, és visszafelé nem folyik semmi.
Ugyanigy egy csiics bekapacitasa és kikapacitdsa a legnagyobb mennyiség, ami be
tud folyni egy csicsba, illetve ki tud folyni egy csicsbol egy periédus alatt, ha
minden él maximalisan ki van hasznéalva.

3.5. LEMMA. Tetszdleges vagas kapacitasa felsé korlatja tetszéleges megenge-
dett folyam értékének.
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Bizonyitds. Kovetkezik a 0 < x; ;(t) < f; ;(t) feltételbsl. O

A kovetkezSkben belatjuk, hogy a klasszikus esethez hasonléan, a minimalis
vagas kapacitasat a folyam értékét novelve el lehet érni, vagyis itt is teljesiil a ma-
ximalis folyam=minimalis vagas tétel.

3.6. LEMMA. Legyen k € V tetszdleges s és t-t6l kiilonboz6 pont, legyen I a k-
ba vezetd, J a k-b6l kivezets élek halmaza. Tegytik fel, hogy a k-ba befolyé folyam
mennyisége valamely ty id6tdl kezdve periodikus, és minden periédusban legalabb
C~ (k). Ekkor a to + T id6t6l kezdve tetszdleges idépontban teljesiil az, hogy a k-bol
kivezet6 valamennyi él maximalisan ki van hasznilva, vagyis minden élen pontosan
az él kapacitdsaval egyenlé folyam folyik.

Bizonyitds. Tegyiik fel el&szor, hogy a k csticsba befolyé folyam mennyisége a tq
idéponttol kezdddGen minden periédusban pontosan C~ (k). Tekintsiik a [to,to + 7]
peri6dust. Ennek legyen H az a része, amikor a folyam el6bbi definiciéban a (c),
eset fordul elG, vagyis kevesebb viz folyik be a & pontba, mint amennyit éppen
ki tudndnak engedni az élek, és a k pont tarozéja is iires. Ilyenkor ahhoz képest,
mint hogyha minden kivezets él az egész periéduson keresztiil teljesen ki lenne
hasznalva, hidny keletkezik. Ennek a hidnynak az értéke pontosan

WZ/.( TOEEY -’Tv'.k-(7')>'

o N kged (i.k)el

Mivel pontosan annyi folyik be a csicsba, mint a cstics kikapacitasa, a periédus
végén legaldbb W mennyiség lesz a tarozéban. A kévetkez6 periédusban megint az
elébbi H-nak megfelel részeken keletkezne hidny, de most ezt fedezi a tarozéban
eltarolt folosleg, igy a kévetkezd periédus soran végig mar minden kifelé vezets él
maximélisan ki lesz hasznalva. Ha most a k csicsba befolyé folyam mennyisége
egy peri6dusban legalabb C~(k), akkor a tarozéban mindig van annyi viz, mint az
el6bb, esetleg tobb is lehet, ezért a to + T 1d6tsl fogva ismét minden kifelé vezetd
¢l maximalisan kihasznélt. a

Megjegyzés. A kovetkezd tételben egy leegyszertisitett valtozatban oldjuk meg
a maximalis folyam megkonstrualasinak a feladatat. Késébb azonban latni fog-
juk, hogy ezeknek a leegyszerisits feltevéseknek a teljesiilése lényegében mindig
feltehetd.

3.7. LEMMA. Tegyiik fel, hogy minden csics ki-, és bekapacitdsa egyenld, és
a hédlézatban nincs iranyitott kér. Ekkor van olyan folyam, amelyre teljesiil az,
hogy a Ty id6 utan minden é maximalisan ki van hasznalva. Kovetkezésképpen
a folyam értéke ett6l az idoponttol kezdve minden periédusban pontosan egyenld
a minimdlis vagaskapacitassal. A Ty szam értéke legfeljebb nT, ahol n a csicsok
szama. Tovabba a csiicsok tarozoéiban levé vizmennyiség periodikusan valtozik, és
legfeljebb akkora, mint az adott csiics bekapacitésa.
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Bizonyitds. Inditsunk el egy maximalis folyamot s-bél, vagyis legyen tetszéle-
ges t > 0 esetén x, ;(t) = fs,;(t) minden (s, ) él esetén, és vigydzzunk arra, hogy
mindegyik kozbiils6 csiicsban a megmaradasi feltételek teljesiiljenek. Allitjuk, hogy
ez a folyam olyan lesz, amilyennek a létezését a lemma allitja. Ennek igazolasa, ér-
dekében rendezziik sorba V pontjait agy, hogy a sorrendben hatrébb levs csicsbol
ne vezessen a sorrendben elérébb levébe él. Ez a kormentesség miatt megtehetd.
Nyilvan s lesz az els cstics. Legyen S = {s}, @ = V' \ S. Tegyiik 4t fokozatosan
S-be a sorrend szerint a pontokat. A @Q-beli legkisebb sorszamt csticsba csak S-
beli csticsbol vezet él, ezek az élek pedig az (|S] — 1) T 1d6t6] kezdve maximalisan
kihasznaltak. Most az el6z6 lemmat alkalmazva kapjuk, hogy a kivezet6 élek is ma-
ximalisan kihasznaltak lesznek, legfeljebb egy peridédus elteltével, kdzben S elem-
szama eggyel novekszik, és az el6bbi (|S] — 1) T is ennek megfelelsen nétt. Utoljara
minden él maximalis kapacitdssal lizemel, és az eltelt id6 legfeljebb nT". Mivel ett6t
az id6tol fogva x, ;(t) periodikus minden él esetén, valamint a csiicsokba egy-egy
periédusban ugyanannyi megy be mint amennyi elhagyja a csticsot, a tarozokban
1évé mennyiség nagysaga is periodikusan fog valtozni, tovabba semmikor sem lehet
egy tdrozéban a csiics bekapacitasanal nagyobb mennyiség. Annak bizonyitasara,
hogy a folyam értéke maximalis, tekintsiink egy minimalis S,Q vagéast. Most az
S-b6l Q-ba vezets éleken maximadlis folyamérték folyik, vissza pedig nem folyik
semmi, mert visszafelé egyaltalan nem vezet él, vagyis a folyam értéke egyenls a
vagas kapacitasival, emiatt maximalis értékid folyamunk van. O

Megjegyzés. Valojaban nem kell nT id6nek eltelnie ahhoz, hogy az éleken ma-
ximalis folyam folyjon. Ha az s-b6l ¢-ba vezet utak maximalis élszama ng, akkor
mar noT id6 elteltével is teljesiilni fog ez. Masrészt az el6bbi tétel szerint, ha maxi-
malis folyamot akarunk konstrualni, elég megtenniink a kovetkez6t: Vigyazva arra,
hogy ne cstkkenjen a minimalis vigas kapacitdsa, a, az élek kapacitasainak meg-
felel6 csdkkentésével elérjik azt, hogy minden csucs bekapacitisa és kikapacitisa
egyenl6 legyen, b, ha van a halézatban iranyitott kor, az ilyen kdrékben torliink egy
élt. Ezutan a lemma mér alkalmazhato, a felfutasi id6 utan az éleken folyd folyam
azonos lesz az élek kapacitasaval.

3.8. TETEL. Tetsz6leges, a korabbiakban definialt G(V, E), kapacitasfiiggvé-
nyekkel rendelkezé graf esetén a maximalis folyam értéke egyenlé a minimalis vagéas
kapacitasaval.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa érdekében tegyiik meg a kovetkez&t: Legyen
G'(V, E) iranyitott, egyszeri dsszefiiggd graf, G-nek az a moédositasa, ahol az (i, j)
¢l kapacitasa ¢; ; = fOT fi,(t) dt. Most ebben a G’ halézatban mindegyik vagas ere-
deti értelemben vett kapacitdsa ugyanakkora, mint a mialtalunk hasznalt értelem-
ben vett kapacitdsa a G halézatban ennek a vagasnak. Keressiik meg a szokasos
modon novels utak segitségével a maximalis folyamot (és a minimalis vagast.) Fel-
tehets, hogy ,kérben” nem néveltiink, tehat nincs olyan irdnyitott kor, ahol minden
élen az aram értéke porzitiv. Toroljiik a folosleges éleket, tehat azokat, amelyeken
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nem folyik semmi. A maradék grafban mar nincs iranyitott kor. Masrészt minden
csticsba a befolyé aram értéke egyenl6 a csiicsbol kifolyo értékével. Legyen y; ; < ¢; ;
a maximdlis folyam értéke az (4,j) élen. Konstrualjunk olyan g; ;(t) periodikus
fiiggvényeket minden élhez, amelyekre g; ;(t) < f; ;(t), a fiiggvények véges hely ki-
vételével folytonosak, nemnegativ értékiek, és fOT 9:,5(t) dt =y, ;. Ez elvégezhetd
ugy is, hogy az eredeti f; ;(t) integralfiiggvényét egy megfelel$ intervallumon nul-
lava modositjuk, vagy példaul ugy, hogy az f; ;() fiiggvény i’:—':-szeresét vessziik.
Azokon az éleken, amelyeket az elgbb tordltiink a moédositott G’ halozatban, le-
gyen a g; ;(t) fliggvények értéke azonosan 0. Ezutan készitsiik el azt a G”(V, A)
halézatot, ahol az f; ;(t) kapacitas-fiiggvényeket kicseréljiik a g, ;(t) fiiggvényekkel.
A minimalis vigas kapacitasa nem csokkent, masrészt a kapott g; ;(t) fiiggvényekre
alkalmazhaté az el6z6 lemma. Készitsiik el agy, mint az el6z6 lemméaban, most a
9:,;(t) kapacitas-fliggvényekhez az z; ;(t) folyamot. Ez a folyam maximalis folya-
mértéki az eredeti G(V, A) halézatban. O

Megjegyzés. Ha az elGbbi tételben szerepld G’ halézatban megkeressiik a maxi-
malis folyam értékét, az megegyezik az altalanositott feladatbeli maximalis folyam
értékével. Egyben modszert is adtunk maximalis folyam megkonstrualdsara. Az al-
goritmus polinomialis, de az eredeti maximalis folyamot meghatarozé6 algoritmus
lepésszama enyhén nétt, mert miutan G’-ben megkeresiink egy maximalis folyamot,
a folosleges” koroket torolni kell.
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TWO ALMOST EASY PROBLEMS

GYORGY Dosa

We are looking for shortest path, or maximum flow in time-dependent networks. The prob-
lems both are NP-hard, but there are some special and interesting cases, when we can apply some
previous classical algorithms to solve the more complicated problems, as well.
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MATRIX TRANSZPONALASI PROBLEMA BUSSZAL ELLATOTT
HALOSZERUEN OSSZEKAPCSOLT PROCESSZOROKON*

BEKES! JOZSEF, GALAMBOS GABOR

Szeged

Ebben a cikkben a métrix transzponalasi problémat elemezziik 2 és 3-dimenziés
parhuzamos processzor-architektirakra. Elgszor bebizonyitjuk, hogy tetszéleges algorit-
musnak legalabb 0.45n 1épésre van sziiksége egy n X n-es halézaton. Ezutan bemutatunk
egy algoritmust, amely kétdimenziéban a problémat kevesebb mint 0.5n + 9 lépésben
oldja meg.

1. Bevezetés

A t6bb processzorral ellatott parhuzamos szamitogépek vilaga nem alom tébbé.
Azonban egy parhuzamos gép hatékonysagat jelentdsen befolyasolja, hogy milyen
gyorsan tudunk adatokat kiildeni a forras processzortél — ahonnan az adat szér-
magzik — a célprocesszorhoz, ahol tovabbi feldolgozas torténik. Egy j6 felépités vagy
egy hatékony algoritmus cstkkentheti egy parhuzamos szamitégép fejlesztési kolt-
ségeit. A kiilonbo6zd architekturak k6zott az ugynevezett haldszerden 6sszekapcsolt
processzorokbél allé rendszerek a legszélesebb korben vizsgaltak. A legegyszeriibb
- egydimenzits — esetben a halozat egy linearis témb, amelyben minden processzor
kétiranyu Gsszekottetéssel kapcesolodik szomszédaihoz. Magasabb dimenziokban a
processzorok valédi tombot alkotnak és egymadssal haloszertien vannak dsszekap-
csolva. Vizsgélataink soran feltételezziik, hogy a processzoroknak elegendSen nagy
memoériajuk van hogy a varakozé iizeneteket taroljak.

Egyes esetekben a parhuzamos kommunikicié hatékonysagat buszokkal segi-
tik. Amennyiben buszt hasznalunk, azt mindig &sszekdtjiik néhany processzorral.
Az igy osszekapcsolt processzorok nemcsak szomszédaikkal, hanem barmelyik, hoz-

*A cikket az Magyar Tudomanyos Akadémia OTKA F-025743 sz. projektje, valamint az Eu-
ropai Unié IST-2001-32007 sz. APPOL-1I Tematikus Hal6zat projektje tamogatta.
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zajuk busszal kapcsol6dé processzorhoz kiildhetnek egy lépésben iizenetet. Fontos
azonban, hogy egy 1épésben csak egyetlen processzorpar hasznilhat egy adott buszt.
Altalanosan az az elterjedt, hogy kétdimenziés halézatok esetén sor és oszlopbuszo-
kat haszndlunk. Ilyen architektura esetén az egy sorban, illetve az egy oszlopban
elhelyezked§ processzorokat kotjitk Ossze egy-egy busszal. Ezeket sor-, illetve osz-
lopbuszoknak nevezziik.

Az egyes lizenettovabbitasi problémak a processzorok kézotti kommunikacié jel-
legében kiilonboznek egymastol. A permutdcids iizenettovdbbitdsi probléma esetén
minden processzornak k(> 1) darab iizenetet kell kiildeni ugyanahhoz a processzor-
hoz. Az lizenetet elindité processzort forrdsnak, az lizenetet fogadd processzort cél-
nak, az azonos iizenetekhez tartozé forrast és célt pdrnak nevezziik. A problémat
akkor tekintjiik megoldottnak, ha minden egyes iizenet megérkezik a céljdhoz. Egy
algoritmus hatékonysagat a megoldasahoz sziikséges lépések szamaval jellemezhet-
juk.

A kétdimenziés halézatokon definidlhaté egy specidlis permutacids iizenetto-
vabbitasi probléma, a mdtriz transzpondldsi probléma (MTP). E feladatnal min-
den i,j-re, ahol 1 <14,5 < n, az (4,5) indexi forrasban tarolt iizeneteket a (j,1)
indexii célhoz kell eljuttani. Kétdimenzidos busz nélkiili esetben Ding, Ho és Tsai
[1] elemezte az MTP-nek azt a verzidjat, amikor a processzorokban k darab
matrix elemeit taroljuk, és a feladat ezeknek a matrixoknak a transzponalasa.
Ez az an. k — k verzi6. Ha egy A algoritmus vizsgalatakor T4 (k,n)-nel jeloljiik
k darab n x n-es métrix transzponalasahoz szitkséges lépések szamat, akkor [1]
alapjan a kovetkez6 also korlat igaz: tetszéleges MTP-t megoldé A algoritmusra,
Ta(k,n) > (1 —1/v2)kn ~ 0.293kn. Késsbb Kaufmann, Meyer és Sibeyn [2] defi-
nialt egy algoritmust, amely a megoldashoz 0.301kn + O(n/k) lépést igényel.

A matrix transzponalasi probléma természetes moédon altaldnosithaté a d-
dimenzi6s esetre, ugy hogy az {ag,...,a4-1) — (ai,...,qi44—1) permutacioét te-
kintjiik valamely i-re, 0 < ¢ < d — 1. Az ilyen permutaciokat transzpozicidknak fog-
juk nevezni [2]. Pontosan d ilyen transzpozicié van, egy koziilik az identitas.
Specidlisan harom dimenziéban két nem-trivialis transzpozicié van, méghozza az
{(a,b,c) — (b,c,a) és a (a,b,c) — (c,a,b).

Ebben a cikkben megmutatjuk, hogy sor és oszlopbuszok hasznélataval javit-
hatjuk a matrix transzpondalasi probléma megoldasi algoritmusainak hatékonysé-
gat. Pontosabban, a fentiekhez hasonléan T2 (1,n)-nel jelslve a buszos valtozat
megoldasanak lépésszamat, bebizonyitjuk, hogy

lim (T5(1,n)/n) > 0.4508...
n—00
és definialunk egy algoritmust — melynek neve MTB ~ amire
TErs(ln) < 5 +9.

Kiterjesztjilk tovabba az alsé korlat elemzésiinket harom dimenziéra is, és végiil
néhany nyitott problémaét is megemlitiink.
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2. Alsé korlat 2 dimenziéban

Tekintsiik a kétdimenziés MTP-t egy buszokkal elldtott halézaton. Legyen a
processzorok szama minden sorban és oszlopban n, igy 6sszesen n? processzorunk
van. Ekkor a kdvetkezd tétel teljesiil.

2.1. TETEL. Legyen A egy tetszoleges algoritmus és jelolje T (1,n) az MTP
megoldasahoz sziikséges lépések szamat a kétdimenziés n x m buszokkal ellatott
hélézaton. Ekkor

(1) lim

n—o00 n n— oo n

TEm) Q}_%«am2—2mr+9+g>

2
=2—g%rz0%%%””

Bizonyitds. Osszuk fel az n x n processzort 5 teriiletre a f64tl6 mentén az 1. dbra
szerint. Az azonos betiivel jelolt teriiletek (A és B) ugyanannyi szamu processzort
jelolnek a megfelel§ sorokban és oszlopokban. Valasszuk tovabba z-et ugy, hogy
5 <z < n teljesiiljon és legyen y = 2z — n + 1. Ekkor azt kapjuk, hogy 0 <y < z.
Jelolje P(A,) és P(B,) a processzorok szamat az i-edik sorban az A illetve B terii-
leteken, 1 <14 < n. A teriileteket ugy valasztjuk meg, hogy z = P(B;) + P(A;) és
y = P(A,) teljesiiljon.

N

1. dbra. Az n X n-es halozat felosztasa

Jeloljiik egy par tavolsagat |p; ;|-vel, ami azt a minimalis lépésszamot jelenti,
mikoézben az iizenet a processzorok kozotti kapcsolévonalakon ,sétal”. Ekkor |p; ;| =
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2| — j|. Kénnyen lathato, hogy

max |pis| = |pnay 1| = 2(n = - 1).

4,3

Az A és B teriileteken lévd parok koézotti tavolsag mindig nagyobb, mint ez az
érték. Ez azt jelenti, hogy ha nem szeretnénk rosszabb eredményt kapni, mint
2(n — z — 1), akkor ezeken a teriileteken barmely iizenetnek legalabb egyszer buszt
kell hasznélni. Az A teriileteken lév6 parokra azt kapjuk, hogy miny, ;. , |pi ;] =

Pn.yl = 2(n —v), igy
(2) 2n—y)=2(2n—-2x—-1) >4(n—z —1).

(2)-bol kovetkezik, hogy az A teriileteken 1évs iizeneteknek kétszer kell buszt hasz-
nélni, hogy elérjék a céljukat legfeljebb 2(n — x — 1) lépésben, igy az Gsszes iizenet
tovabbitasahoz sziikséges buszmiiveletek szama legalabb

4P(A) + 2P(B).
Konnyen lathato, hogy

Y ‘ _(2z-n+1)(2x—n+2)
- > ,

Hasonléan,
T
P(B)= > P(B)=1+2+...+z—P(A)=
i=y+1

_z{z+1)-(2x-n+1)2x-n+2)
= 5 .

Mivel & buszok szdma 2n, az 6sszes 4P(A) + 2P(B) iizenet tovabbitasa legalabb

TB(1,n,z) = 4P(A)2;2P(B) _zz+ 1)+ (2z —27:L+ 1)(2x —n+2)

lépést igényel. A T2(1,n,z) z-ben monoton novekv fiiggvény, a 2(n — z — 1) pe-
dig csokkend. Ezért az x optimalis értékét a T2(1,n,z) = 2(n — z — 1) egyenlet
megoldasaval kaphatjuk meg. A megoldas

1
T = _ L 4+ —+/60n% — 20n + 9.

10 10

Ezt behelyettesitve T2 (1,n,z)-be kapjuk (1)-et. O
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3. Alsé korlat 3 dimenziéban

Tekintsiik most a 3 dimenziés MT P-t, amelyet az (a,b,c) — (b,c,a) transzpo-
zici6 definial. Szimmetria okokbol elemzésiink miiksdik a masik nemtrivialis transz-
poziciora is. Legyen n a processzorok szdma az egyes iranyokban, azaz az &sszes
processzor szama n®. Definicié szerint az (a, b, c) forras iizenetének tavolsaga a cél-
jatel

(3) la —b] +1b—c|+|c—al.

A kovetkez6kben ezen Gsszeg lehetséges értékeit vizsgaljuk minden egyes (a, b, c)
harmasra.

3.1. LEMMA. A (3) dsszeg lehetséges értékei 0,2,4,...,2(n —1). Azon hirma-
sok szdma, amelyre az (3) Osszeg értéke 2w, 1 < w < n — 1 pontosan 6w(n — w),
mig a 0-val egyenl6 hdrmasok szima egyenlé n—nel. (Ez utébbiak a kocka — transz-
pozicié szempontjibol — f6diagondlisdba es6 elemek, amelyek iizenetei a helyiikdn
maradnak.)

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszbleges (a,b,¢), 1 < a,b,c < n, hdrmast. Legyen
m = min (a, b, )
és
M = max(a,b,c).
Konnyen lathato, hogy
la—bl+b—cl+|c—a|l=2(M—-m)

és ebbdl kovetkezik a lemma elsé része.

A mésodik rész bizonyitasdhoz meg kell szaimolnunk azokat a hArmasokat, ame-
lyekre a maximum M, a minimum m és w = M — m minden w-re, 1l <w<n -1
Ilyen tulajdonsagt M és m éppen n — w kiilénb6z6 médon valaszthat6. A harmadik
komponense a harmasnak w kiilénb6z6 médon valaszthato. Ezeket a harmasokat
6 kiilonb6z6 médon permutalhatjuk, és ebbdl szorzassal kapjuk a lemma allitasat.
Koénnyen ellendrizhetd, hogy a (3) 0sszeg csak akkor lehet 0, ha a hdrmas minden
komponense azonos, azaz (a,a,a) alaki, 1 < w < n. Ezzel a lemma bizonyitisat
teljesen befejeztiik. O

Ezutan nekilathatunk az alsé korlat bizonyitasahoz 3 dimenziéban.

3.1. TETEL. Legyen A egy tetszéleges algoritmus és legyen T2 (1,n) az MTP
megoldasahoz sziikséges lépések szama 3 dimenziéban, n x n X n-es busszal felsze-
relt halézaton. Ekkor

TE(1
(4) lim ZA0M S 45

n—oo n
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Bizonyitds. A bizonyitas a 2.1. tétel gondolatat koveti. Elészér a processzorokat
csoportokba osztjuk a parok tavolsaga alapjan. A 3.1. lemmabél adédik, hogy n
kiilénb6z6 csoportot kapunk, amelyek mindegyike a lemmaban megadott szamu
processzort tartalmaz. Jeloljiik ezeket a csoportokat Ay,. .., A,—1-gyel és az egyes
csoportokban 1év6 processzorok szamat P(Ag),..., P(A.-1)-gyel. Valasszuk z-et
gy, hogy 0 <z < 7 teljesiiljon és legyen y = 2z.

Ahogy korabban, a kozeli iizenetek a kapcsol6vonalakon haladnak, egyes té-
volabbi iizenetek egyszer hasznalnak buszt, mig masok kétszer. Tegyiik fel, hogy
az lizenetek a P(A;), 0 <1 < z csoportbél ,sétalnak”, a P(A;), = < i < y iizenetei
egyszer hasznalnak buszt, a P(A;), y < i csoportok iizenetei kétszer. A 3.1. lemma
alapjan a sziikséges buszmiiveletek teljes sziméat Opg-vel jelolve kapjuk, hogy

y n-—1
ZP(Ai)+22P( '—62 i(n—i) +12 Z i(n —1)

i=z+1 t=y+1 i=x+1 1=2z+1
Mivel az &sszes buszok szama 3n?, az O buszmiivelet legalabb

TE(1,n,z) = Op _ 2n3 — n(15z2% + 9z + 2) + 3z(6z% + 5z + 1)
AR 3n? 3n2

lépést igényel. Tekintsiik most az alabbi egyenletet:

(5) T2(1,n,z) = 2z.

Megoldva z-re kapjuk, hogy (5)-nek a gydke 0.225n és 0.25n kozott van. Ebbél
adddik a tétel allitasa. O

4. A felsé korlat 2 dimenziéban

Most definidljuk az MTB algoritmust a matrix transzponalasi probléma meg-
oldasara 2 dimenzioban. A konstrukcié soran az el6zé bizonyitidsokban kovetett
Stleteket hasznaljuk: csak azok az iizenetek fognak ,sétalni”, amelyek kdzel vannak
a céljukhoz. ,Kozepes” tavolsagra az lizenetek egyszer hasznilnak buszt és ezutan
sétalva haladnak. A nagyon tavoli iizenetck két buszhasznalatra lesznek iitemezve.

Két alapvetd probléma meriil fel:

1. Hogyan hatarozzuk meg azokat a teriileteket, amelyek megmondjak, hogy az
egyes iizenetek hogyan kézlekednek a parok kozott?

2. Az egymastol tavolra 1év6 parok a bal alsé és a jobb felsé sarokban helyez-
kednek el. Emiatt ezeknek a paroknak a tovabbitasa soran a kiils6é buszok
nagy terhelésnek lennének kitéve, mig a belsé buszok kézben tétlenek marad-
nanak. Emiatt az iizenetek egy részének el6szor belsé buszok felé kell haladni
a kapcsolévonalakon. Ezutan valamely k6zéps6 buszt kell hasznalniuk, opti-
malizalva a buszok iitemezését. Kérdés, hogy ez hogyan oldhaté meg?
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Az MTB ALGORITMUS
1. lépés: Legyen

és osszuk fel a processzorokat Ot diszjunkt részre. Legyenek ezek A, B, C, D, £
ahogy a 2. d@bra mutatja.

T
Yy
V4
u
Bl A|lu
2
CB
y
D
X
£
D
BN\ C
Alg

2. dbra. Az n x n halozat felosztasa az MT B-nél

2. lépés: Jeloljiik meg a processzorokat a C és D teriileteken az R és C be-
tiikkel, a 3. dbra szerint. Azok a processzorok, amelyek az R jelet kaptak, elGszor
a sorbuszokat fogjak hasznélni, mig a C jeliek oszlopbuszokon indulnak. Vegyiik
észre, hogy ha egy processzor a C jelet kapta, akkor a parja R jeli és forditva.

A kovetkez6 4 lépése az algoritmusnak (3-6 lépések) parhuzamosan hajtédik
végre:

3. lépés: Tovabbitsuk az &£ teriilet iizeneteit a kapcsolovonalakon a mohé al-
goritmussal: a f64tlo alatt 1év6 elemek el6szor a céloszlopukhoz sétalnak, ott elfor-
dulnak, majd a célprocesszorukhoz mennek lépésrél lépésre. A t6bbi elem el6szor
a célsorhoz megy, balra fordul, majd eljut a célprocesszorhoz.
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R, C|R|C|R|C|R|C
C|R|CJR|C|R|C
C|R|CJR|C|R|C

C|R|CJR|C|R|C
R C|R|CJR|C|R|C
C|R C|R|C]JR|C|R
R|C|R C|R|O}R|C
ClR|C|R C|R|C|R
R|C|R|C|R ClR|C
C|R|CJR|C|R C|R
R|{C|R|CJR|C|R (o
R|C|R|C]JR|C|R
R|C|R|CJR|C|R
RICIR|C]R|C|R
Rys R|C|R|CIR|C|R

3. dbra. A sor- és oszlopbuszok iitemezése egy 15 x 15-6s halézaton

4. lépés: Utemezziik a C és D teriiletek iizeneteit a sor- és oszlopbuszokra a
2. lépésben meghatarozott cimkék szerint. Az R cimkével ellatott processzorokra
a ,legtavolabbi legelGszor” stratégiat alkalmazzuk, el6szor a D teriilet elemeivel in-
ditva. Vegyiik észre, hogy a megfelel6 oszlophoz val6 megérkezés utéan a D teriiletrol
érkez6 lizenetek a kapcsolévonalakon haladnak a céljuk felé. A C teriilet iizenetei ez-
utan jbol buszt fognak hasznalni, méghozza R jeli iizenet esetén oszlopbuszt. Igy
ezen lizenetek tovabbitasa 2 buszmiveletet igényel. A C-jeld iizenetek tovabbitasa
hasonléan torténik.

5. lépés: Tovabbitsuk a B teriilet {izeneteit a héalozat kozepe felé a kapcso-
l6vonalakon, amig az (1,n — z + 1), (z,n), (n —z+1,1), (n,2) poziciok iizenetei
eljutnak a nekik megfelel6 (1,y + 1), (n — y,n), (y + 1,1), (n,n — y) poziciokba.

6. lépés: Utemezziik az tjonnan érkezett elemeket (amelyek a B teriiletrél
szarmaznak) a C teriileten a sor- és oszlopbuszokra, amikor megérkeznek. A felfelé
(illetve lefelé) mozgo elemek sorbuszokra lesznek titemezve, a balra (illetve jobbra)
mozgb elemek pedig oszlopbuszokra. Amikor egy ilyen elem elkiildésre keriil a bu-
szon, mindig egy Gj elem keriil a pozicidjara, hogy a kovetkezs lépésben a buszt
hasznalhassa. Az els§ buszmiivelet utan az elemek a masodik buszmitveletre a pro-
cesszorok bufferében varakoznak. A sorbanallas megroviditése érdekében ezek az
elemek folyamatosan mozoghatnak is a céljuk felé.
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7. lépés: Amikor a fenti négy lépés befejez6dott, akkor az algoritmus az A
régi6 elemeit, és azokat az elemeket tovabbitja a sor as oszlopbuszok hasznalata-
val, amelyek a 6. 1épés végrehajtdsa utan a pufferben varakoznak. Mivel ezek nem
hasznélnak kdz6s buszt, ezért ezek tovabbitasa parhuzamosan megoldhaté.

5. Az MTB algoritmus elemzése

5.1. LEMMA. Az & teriileten 1év6 elemek legfeljebb % lépésben tovabbithatok
a céljukhosz.

fsrs

kapjuk, hogy

_ _ .| 5] n|_n
e |pis| =2(n -2 -1) ‘QlTJ <|3]=%

Mivel minden iizenet a f64tlén fordul, késleltetés nem fordulhat els. O

5.2. LEMMA. Az D teriileten 1év0 elemek legfeljebb 7 lépésben tovabbithaték
a céljukhoz a 4. lépésben megadott ilitemezés szerint.

Bizonyitds. A bizonyitast csak az R-elemekre ismertetjiik. Hasonlé érvelést
alkalmazhatunk a C-elemekre. A 4. lépés a ,Jlegtavolabbi legelGszor” stratégiat al-
kalmazza a D teriileten az R-elemekre. Tekintsiik a halézat egy tetszbleges sorat.
Rendezziik az R-elemeket a sorban a parjuktol valé tavolsaguk szerint. Az i-edik
elem tavolsaga a parjatol 2(n —y — i). Az i-edik elemet az i-edik lépésben iitemez-
zitk a busz hasznalatara. Igy az Gsszes lépések S szama a célhoz valé megérkezésig:

S=n—y—i+i—1+1=n—y=n——"g-‘S—g. |
Tekintsiik most azokat a sorokat, amelyeknek az indexei n-z +1,...,z,
azaz a halozat kdzépss sorait, és jeloljiik ket R,_zi1,.-., Re-szel. Legyen |R;|

az 6sszes buszmivelet szama, ami az R-elemek tovabbitasahoz sziikséges az R,,
n—z+ 1 < i < z, sorban. Vegylik tovabba hozz4 |R;|-hez azokat a sorbusz miivele-
teket, amelyek az R; sorba iranyul6 C-vel jelzett elemeket tovabbitjak a C teriileten.

5.3. LEMMA. ma.x|Ri|<%"+4ah01n—a:+1§i§n—-y.

Bizonyitds. Egyszerii szamolassal kapjuk a kdvetkezé formulat |R;|-re.

e[ 52
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t—-n+zxr IT-Y )
- 3 =
< 2 + 5 +y—-1+

Ebbdl kévetkezik, hogy

y n n—zxz+1
maxilRi|=x+§—§——2 +3=

|
I\

|
)

< = +4. O

5.4. LEMMA. |Ry_;41) < |R;|+1 aholn -~z +1<i<n-y. Han pératlan,
akkor |Rn—y4+1| = |Rn—yl-

Bizonyitds.

t—n+zx T -y y—t+1
—ipl| = 2|/ <
Bl = [ E5 2 4 [220 ] 42 |25

1—-n+x -y y—1+1
< 20— <|R;|+1

Ha n paratlan, akkor

xr — T —
[Rn—y+1| = l 2 y)‘ + [ D) y-l +2= !Rn—yl' U

5.1. KOVETKEZMENY. max |R;} < 32 +5 aholn -z +1 <i<z.
K]

5.5. LEMMA. |Rp_y| >z —y.

Bizonyitds.
-y T—y 2y—n+1
PN = IR EST IR S
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5.2. KOVETKEZMENY. Az (1,n - 2+1), (z,n), (n— z+1,1), (n, z) poziciékban
1év6 elemek megérkeznek az (1,y + 1), (n —y,n), (y + 1,1), (n,n — y) pozicickba
az 5. lépésben leirt eljaréds szerint, miel6tt a sor- és oszlopbuszok az R,,_, és Ry41
sorokban, illetve a Cy41 és C,,_, oszlopokban befejezik feladataikat a 4. lépésben
leirtak szerint.

5.6. LEMMA. A 6. lépés befejezédik legfeljebb %ﬂ + 6 lépésben.

Bizonyitds. Az 5.2. kovetkezménybdl adédik, hogy az R,_,_; sorokban lévs
buszok, ahol 1 <4 < z — u folytathatjak az iizenetek tovabbitasat, kozvetleniil azu-
tan, hogy a 4. 1épés befejez6dott. Kiszamoljuk az Gsszes buszmiiveletet az Rn_y—;
sorokban, amelyet a 4. és 6. lépésben definidltunk. Jel6ljitk ismét ezt a szamot
|Rn—y—il-vel, igy a kovetkez6t kapjuk:

z-y—i] [z- % —n+i+l
|Rn_y_i|=[r i Z]+[12y]+2[3’ s -’+z—u—i+1§

2 2

§r+y+z—n—u—%+5.

Ebbal
9 9 3
(6) mainRn_y_i|=x+y+z—n—u+—2—=y—u+§<—g—+6.
A (5.1) kovetkezmeénybdl és (6)-bol kovetkezik a lemma allitasa. O

Vegyiik észre, hogy amikor a 6. lépés befejez6dik, a C teriilet minden eleme
megérkezik a céljahoz.

5.7. LEMMA. A 7. lépés legfeljebb T + 3 Iépésben befejezédik.

Bizonyitds. Mivel u < § + 2, az A teriileten 1év6 elemek és a 6. 1épésb6l szar-
maz6 varakozoé elemek tovabbithaték buszmiiveletekkel legfeljebb g + 3 Iépésben. [

Az 5.1, 5.2, 5.6, 5.7. lemmaék allitasait kombinalva a kovetkezd tételt kapjuk.

5.1. TETEL. Az MTB algoritmus kevesebb mint 3 + 9 lépésben megoldja a
matrix transzpondlasi problémat.

Végezetiil megadunk egy tablazatot ami a sziikséges 1épések szamat és a meg-
felel6 als6 korlatokat mutatja:

n 10 100 500 1000 4000

Alsé korlat | 5 45 226 451 1803

MTB 14 59 259 509 2009
Hanyados | 2.8 | 1.3111 | 1.1460 | 1.1286 | 1.1142
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6. Befejezés

Ebben a cikkben a maétrix transzponalasi problémat vizsgaltuk parhuzamos
szamitogépen. Bebizonyitottuk, hogy négyzetes halézatokat busszal felszerelve ha-
tékonyabb megoldast adhatunk a probléma megoldasara. Bar az als6 és felsG kor-
latok kozotti eltérés nagyon kicsi, nem tudtuk kdzelebb hozni ezeket egymashoz,
igy az éles korlat kérdése nyitott marad. Mivel csak az 1-1 esetet elemeztiik, a k-k,
(k > 2) eset szintén megoldatlan maradt a busszal ellatott esetben.
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MATRIX TRANSPOSE ON MESHES WITH BUSES

JOzseEF BEkEs], GABOR GALAMBOS

In this paper we analyze the matrix transpose problem for 2-dimensional mesh architecture
with buses. First we give lower bound of approximately 0.45n for the number of steps required
by any algorithm. Next we present an algorithms that solves the problem in less than 0.5n + 9
steps on an n X n mesh with buses.
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MIZUNO-TODD-YE TIPUSU PREDIKTOR-KORREKTOR
ALGORITMUS ELEGSEGES MATRIXU LINEARIS
KOMPLEMENTARITASI FELADATOKRA

ILLES TIBOR*, NAGY MARIANNA

Budapest

A Mizuno~Todd-Ye prediktor-korrektor tipusd belsSpontos algoritmust fogalma-
zunk meg Pu.(k)-matrixszal meghatarozott linearis komplementaritidsi probléméra
(LCP), szigortan pozitiv megengedett megoldés létezésének a feltevése mellett. Az algo-
ritmusunk a Potra (2002) altal pozitiv szemidefinit matrixszal adott horizontalis linearis
komplementaritasi feladatokra (HLCP) adott Mizuno-Todd-Ye prediktor-korrektor ti-
pust algoritmus altalanositisa. A modszer elemzése soran, az eredetihez hasonldan,
a ||[v™! — v|| centralitasi mértéket hasznaljuk. Miao (1995) médszerétsl eredményiink
mind a hasznalt centralitdési mértékben, mind a centralitasi paraméter iteralasi médja-
ban eltér. Elemzésiink a korabbi eredményekhez képest egyszeriibb. Megmutatjuk, hogy

az igy kapott szamitasi eljaras lépésszama O((l + n)% \/ﬁL)

1. Bevezetés

Tekintsiik a kovetkez6 linedris komplementaritdsi feladatot (LCP): keresiink
olyan x,s € R™ vektorokat, amelyekre

(1) —Mx+s=q, xs=0, x,5>0

teljesiil, ahol M € R™*™ matrix és q € R™ vektorok.

A lineéaris komplementarit4si feladat, NIP-teljes, 1évén polinom idében visszave-
zethetd ra pozitiv egész egyiitthatos tobbvaltozos linearis egyenletek 0 — 1 értékd
kielégithetGségének a problémaja [6]. Ezért, nem varhato el, hogy a feladat méatrixa-
nak specialis tulajdonsaga hijan, a linearis komplementaritasi feladatot hatékonyan
tudjuk megoldani.

*Illés Tibor készénetet mond a MOL Rt. Operacidkutatési Professzori Osztondijaért.
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A dolgozatban az M matrixrdl feltessziik, hogy P.(k)-matrix, és a szakiroda-
lombél ismert Mizuno-Todd-Ye tipusu prediktor-korrektor belsGpontos algoritmust
altalanositjuk a linearis komplementaritasi feladatra.

A prediktor-korrektor belsdpontos algoritmusok egyik els6 valtozatat Sonne-
vend, Stoer és Zhao [16] vezette be linearis programozasi feladatokra. Sonnevendék
algoritmuséanak a prediktor lépés utan tobb korrektor lépésre volt sziiksége ahhoz,
hogy a centralis Gt megfeleld, el6irt kdrnyezetébe visszajusson. Mizuno, Todd és Ye
[8] olyan prediktor-korrektor belsGpontos algoritmust publikélt linearis programo-
zasi feladatra, amelynél egy prediktor lépést csupan egy korrektor lépés kivetett és
az algoritmus komplexitasa, a linearis programozas szakirodalmabol ismert legjobb.
Ezt az eredményt Anstreicher és Ye [18] iiltette 4t pozitiv szemidefinit matrixszal
adott linedris komplementaritasi feladatokra megtartva az eljaras komplexitasat.

A bels6pontos algoritmusok szakirodalmanak egyik legszebb dolgozataban Ko-
jima, Mizuno és Yoshise (5], polinomilis primal-duél belsépotos algoritmust fogal-
maztak meg pozitiv szemidefinit méatrixszal adott linearis komplementaritasi fela-
datra. Algoritmusuk polinomialitasanak a bizonyitasabol, természetes modon fogal-
mazhat6 meg egy 4ltalanosabb matrixosztaly tulajdonsigai, amelyet Kojimaék [6],
P.{x)-matrixoknak neveztek el és igazoltak, hogy primal-dual belsépontos algorit-
musuk a P, (k)-matrixokkal adott linearis komplementaritasi feladatok megoldasara
is alkalmas.

Kojimagék [6] kdnyve Ota a belsGpontos algoritmusok mindségét az is mutatja,
hogy melyik valtozatat lehet P.(x)-méatrixokkal adott linedris komplementaritasi
feladatok megoldasara is &ltalanositani.

Ennek természetes kdvetkezménye volt, hogy a 90-cs évek kézepén, egyre-masra
jelentek meg a kiildnbozé bels6pontos algoritmusok variansai P, (x)-matrixokkal
adott linearis komplementaritasi feladatokra.

A Mizuno-Todd-Ye tipusi prediktor-korrektor belsépontos algoritmus szamos
valtozata ismert a szakirodalombdl. Miao [7] adott el8szor ilyen tipusi algoritmust
P.(x) matrixszal adott linedris komplementaritasi fizibilis feladatra, majd ezt kéve-
téen Potra és Sheng [11] is foglalkozott ezzel a problémaval bels6 pont 1étezésének
feltevése mellett. Miao a centralis ut pu paraméterét Ggy viltoztatta az iteraciok
soran, hogy az xT's/n = u egyenl6ség végig fennalljon. Ebbdl ad6doan a p iteras-
lasa igen elbonyolédik a ferdén szimmetrikus esethez képest, ahol u’ = (1 - o),
ahol a a prediktor 1épésben megtett Newton-1épés hossza. Tovabbi altalanositasok
is sziilettek: Ji, Potra és Sheng [4] elvetve a belsdpontos feltevést un. infizibilis bel-
sépontos algoritmust készitett a linearis komplementaritasi feladatra, mig Potra és
Sheng [12, 13] el6z6 modszeriiket degeneralt (LCP) feladatokra is kiterjesztette.
Ezekben a u paramétert szintén u’ = (1 — o) mddon valtoztattdk. Ebbsl adédoan
xTs/n # p, csupan csak egy megadott tavolsagon beliil marad a két érték. Ezt az
utébbi frissitést alkalmazzuk a dolgozatunkban is.

A dolgozat alapjaul Potra [14] ferdén szimmetrikus illetve pozitiv szemidefi-
nit HLCP feladatokra adott Mizuno-Todd-Ye tipusa prediktor-korrektor algorit-
musa szolgalt, mely a megel6z6 eredményektdl eltérden a centralitds mérésére nem
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a [|[v —e|, hanem a ||[v=! — v|| tavolsigot hasznalja (ahol v = \/xs/u). A dolgo-
zatban Potra eljarasat altalanositjuk P.(x)-métrixokra a |[|[v=1 — v|| centralitasi

mértékkel. Az ismertetésre keriil§ algoritmus komplexitasa O((1 + &)2 \/_ L).

A kovetkez6 fejezetben a P, (k)-matrixok alapvetd tulajdonsagaival és néhany
kozismert tétellel foglalkozunk. A 3. fejezetben keriil ismertetésre maga a prediktor-
korrektor algoritmus, majd a tovibbiakban ezt az eljarast elemezziik. A 3.2. rész-
ben, ahol a prediktor lépéssel foglalkozunk, meghatarozzuk a Newton-lépés hosszat.
A kovetkezd részben pedig a korrektor lépés vizsgalatanal megadjuk a 7 és 7' kor-
nyezeti paraméterek egymashoz vald viszonyat. Végiil a befejezé részben bizonyit-
juk az algoritmus komplexitasit, majd az algoritmus javitasira adunk néhany le-
hetdséget.

Végezetiil térjiink ki a jeldlésekre:

R% az n-dimenziés pozitiv vektorok halmaza

R% az n-dimenzi6és nemnegativ vektorok halmaza

x, ;  vektorokat vastag betii, skalarokat normal beti jelzi

az x és az s vektorok koordinatankénti (Hadamard) szorzata
az x és az s pozitiv vektorok koordinatankénti hanyadosa

a hatvanyozas koordinatankénti elvégzésével kapott n-dimenzidés vektor
a két vektor skalarszorzata

az LCP feladat egyiitthatématrixa, M € R**"

az x vektorbol elgallitott diagonalis matrix, azaz X = diag (x)
az Fuklideszi norma

az ls, norma

a csupa egyesbdl allo, n-dimenzids vektor

w

oo

e LA

2. A P*(k)-matrixok és tulajdonsagaik

A Kojimaék [6] altal bevezetett P*(x)-matrixokat a pozitiv szemidefinit mét-
rixok altalanositasaként foghatjuk fel.

1. Definicié. Egy M € R™*™ matrixot P,(x)-mdtriznak neveziink valamely
& > 0 mellett, ha

(1+ 4k) Z zi(Mzx), + Z zi(Mz), >0, barmely x € R",
i€l (x) i€l _(x)

ahol I, (x) = {1 <i<n:z;(Mz),>0}eésI_(x)={l<i<n:z(Mz) <0}

A k nemnegativ valos szam, azt a stlyt jeloli, amellyel a pozitiv tagokat figye-
lembe kell venniink, hogy barmely x € R™ vektor esetén a stlyozott ,skalarszorzat”
nemnegativ legyen. Ezekutdn természetes, hogy a P.(0) megegyezik a pozitiv sze-
midefinit matrixok osztalyaval, (ha az M szimetrikussagatol is eltekintiink).
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2. Definicio. Egy M € R™*™ matrix P.-mdtriz, ha valamely & > 0 valés szamra
P.(k) matrix, azaz

Pu= | Pu(r).

x>0
Egy masik matrixosztalyt, az elégséges matrixok osztalyat Cottle, Pang és Ven-
kateswaran vezették be [1].

3. Definicio. Egy M € R™™™ matrix oszlopelégséges, ha barmely x € R™ esetén
X(Mx) <0 feltevésbol kovetkezik az X (Mx) = 0,

és sorelégséges, ha MT oszlopelégséges. Az M elégséges mdtriz, ha mind sor-, mind
pedig oszlopelégséges is.

Kojimaé¢k [6] bebizonyitottak, hogy a P, matrixok oszlopelégségesek, illetve
Guu és Cottle [2] belatta, hogy sorelégségesek is. Tehat minden P, matrix elég-
séges is. Viliaho bizonyitotta be az ellenkezg irdnyu tartalmazast [17). Azaz a P,
méatrixok osztdlya megegyezik az elégséges matrixok osztalyaval.

Az alabbiakban jél ismert eredmények kiévetkeznek, melyek részletes ismerte-
tését az olvasé Kojimaék [6] kdnyvében talalhatja meg.

4. ALLITAS. Ha M € R™*™ P, (k) matrix, akkor

-M . . .
M = [ S X] nemszinguldris matrix
tetszdleges X, S € R™*™ pozitiv diagonalis matrixok esetén. a

Ez az allitas ahhoz sziikséges, hogy a bels6pontos megoldasok sordn hasznéla-
tos Newton rendszernek egyértelmd megoldasa legyen.

5. KOVETKEZMENY. Legyen M € R**" P, (k) matrix, x,s € R%}. Ekkor a

-MAx+ As=0
sAX + xAs =a

rendszer (Ax, As) megolddsa barmely a € R™ esetén létezik és egyértelmd. O

Vezessiik be a kovetkezd halmazokat:

F = {(x,s) € RY : —Mx +s = q} a megengedett vektorok halmaza,

) €

Fti={(x,s) € R?" : —Mx +s = q} a pozitiv megengedett vektorok halmaza,
)
)

F* = {(x,s) € F : xs = 0} az (LCP) megoldashalmaza,
€= {(x,s) € F* : xs = pe, pu > 0 tetszGleges} a centralis Gt.

Belathat6 a kovetkezs tétel [10]:
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6. TETEL. Legyen adott az (LCP) feladat, legyen M P,(x) matrix, ekkor az
alabbi allitasok ekvivalensek:
1. Ft # 2,
2.Vw e R%, JI(x,s) € Ft : xs = w,
3.Yu >0, 3x,s) € F* : xs = pe, azaz a € centrélis ut létezik és egyértelmi. ]

Beldthato, hogy € centralis ut egy egydimenzios végtelen sokszor differencial-
haté gorbe [6], amely p — 0 esetén, tart az (LCP) megoldasahoz, ezért F* # @.
A tovabbiakban a kévetkezd feltevéseket tessziik:
1. Ft £ 2.
2. S6t adott egy (x°,s°) € F+ kezdépont.
3. M P*(k) matrix.

3. Prediktor-korrektor algoritmus

Az (LCP) megoldasanak els6 lépéseként relaxalva a feladatot kapjuk a
centralis ut feladatot:

~-Mx+s=q
x,5 >0 (CPP,)
XS = pe

Ha p — 0, akkor az (x(u),s(u)) sorozat tart az (LCP) feladat (x,s) megoldasa-
hoz [6].

Tegyiik fel, hogy (x,s) € F* és a centrélis it feladat egy adott p paraméterhez
tartozo (%(p),8(u)) megoldasat %(u) = x + Ax, §(i) = s + As alakban keressiik.
Behelyettesitve, valamint a nemlinearis (kvadratikus) tagot elhagyva kapjuk az
alabbi

Newton rendszert:

—-MAx+As =90

NR
SAx+XAs=/ze—xs} (NE)

Mivel az M P.(k)-matrix, a fenti rendszernek létezik és egyértelmd a meg-
oldsa (a 6. Kovetkezmény miatt). Az (X(u),8(x)) pontra vonatkozé pozitivitasi
feltételt a Newton-lépés hosszanak megfeleld megvalasztisaval biztositjuk.

Legyen ¥(x,s, ) = ¢¥(v) := ||[v™! = v|| a centralitds mértéke (ahol v = , /%)
A 1 kielégiti a centralitasi mértékkel szemben tamasztott elvarasainkat, mivel ha
a pontunk rajta van a centralis (ton, azaz xs = pe, valamely g > 0 paraméterre,
akkor a centralitasi mértéke 0, és a centralis uttol tavolodva nd. S6t ¢ azt is biinteti,
ha a pontunk a megengedett tartomany hatarahoz kozelit, mivel ha az x vagy az
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s barmely koordinataja tart nulldhoz, vagy végtelenbe, a pont centralitasi mértéke
tartani fog a végtelenhez.

Legyenek 0 < 7 < 7/ megfelels, a centralis ut kdrnyezeteit definialé allandok
(melyek egymashoz valo viszonyat a késGbbiekben megvizsgaljuk).

A prediktor! lépésben mohé moédon, a Newton- rendszert = 0 esetén oldjuk
meg egy adott (x°,s°, %) pontbél indulva, melyre ¥(x°%,s%, u®) < 7 teljesiil. Jeldlje
a megoldast (Ax, As). Legyen

x =x" +alAx, s?=s5"+aAs, p=(Q1-a)d

az 1j pontunk, ahol a € (0,1] a legnagyobb olyan szadm, amelyre ¥(x?,sP, uP) < 7/
teljeslil, azaz megengediink egy bizonyos mértékid eltavolodast a centralis uttél a
prediktor 1épés soran.

A korrektor lépés célja: visszatérni a centrilis at 7 kornyezetébe. A Newton
feladatot most p = uP paraméter értékre oldjuk meg és a (A%, AS) vektort kapjuk.
Az 4] pont legyen:

x¢=xP+ Ax, s°=sP+ A8, uf=puf,

tehat a prediktor 1épéssel ellentétben itt teljes Newton-lépést tesziink meg. Ekkor
az (x¢,s¢, u¢) pont ismét a 7 kornyezetben lesz, igy, mint (x°,s%) ponttal folytat-
hatjuk az iteralast, mig a komplementaritasi rés x”s kellSen kicsi nem lesz.

A fenti bevezetd utan mar felallithatjuk a pontos algoritmusunkat:

M1zUNO-TODD-YE TiPUSU PREDIKTOR-KORREKTOR ALGORITMUS.
Input:
€ >0 pontossagi paraméter

T kornyezeti paraméterek és 0 < 7 < T
(x9,5% u®) kezdSpont, amelyre (x°,s% u0) <7

begin
x:=x% s:=5% p:=po
while xTs > ¢ do
Prediktor 1épés
Newton rendszer megoldasa u = 0 értékre — Ax, As
xP = x + aAx, s? =s +ads, pf = (1 - a)u
o meghatérozdsa: max {a >0 : (xP,sP) € F* és p(xP,sP, pP) < 7'}
Korrektor 1épés
Newton rendszer megoldasa x = xP, s = s”, u = uP értékre — AXx, AS
x¢ = xP + AX, s¢=sP + AS§, pf=py?
x =x% s=5s°% p=p°
end
end.

1 A szakirodalomban [15] ezt a tipusu prediktor lépést olykor affin lépésnek is nevezik.
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A tovabbiakban az algoritmus mikddésének elemzésével foglalkozunk.

A prediktor lépés vizsgalatanal az a lépéshosszra, mig a korrektor lépésnél a 7
és a 7/ kornyezeti paraméterekre szamitunk ki korlatokat.

3.1. Atskalazas
Az atskalazassal az a célunk, hogy kiemeljiik a feladatunk strukturajat. Legyen

XS X d!Ax vAx dAs vAs
V= — d —t —y dI = = ds = — e
7 s N X N/ s

A fenti jelolésekkel a Newton rendszer

—-Md, +d;,=0 } -y

R
d, +d,=v1i-v Wi
alaki lesz, ahol M = DM D (D a d vektorbél képezett diagonélis matrix).

3.2. Prediktor lépés

Adott (x,s) € F*, (x,s,u) < 7. A prediktor lépésben az a célunk, hogy minél
kozelebb keriiljiink az F* megoldashalmazhoz. Ennek érdekében a Newton rend-
szert a fi = 0 paraméterre szeretnénk megoldani, ami azt jelenti, hogy az (NR)
rendszer masodik egyenlete a kovetkezs alaku lesz

SAx + XAs = —xs.
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Atskalazas utan pedig a kovetkezé prediktor rendszerhez jutunk

-Md, +d,= 0
d; +d;, = —v

amelynek a megoldasa

do=—-(T+M)'v & d,=-MI+M)'v.
Az o lépéshosszt ugy valasztjuk meg, hogy az alabbi két feltétel teljesiiljon:
1. (xP,sP) € F*, azaz xPsP > 0,
2.9(xP,sP) < 7,
ahol x? = x + aAx, sP =s + als, azaz az 1j pontra teljesiiljon a pozitivitasi fel-
tétel, valamint ne tavolodjunk el tulsdgosan a centralis uttol.

A belspontos szakirodalomban szokisos médon kiszamolhatjuk az elsé feltétel
teljesiilését, azaz
2 xPs?P 2 a

2
vi4+ d.d, >0
a

xPs? = (1 —a)uv? +o’ud.d, ésigya (vP)" = T—au 1-

sziikséges az (xP,sP) € F* teljesiiléséhez. Részletezve ez azt jelenti, hogy ha (d;d;),
> 0, akkor természetesen (vP), > 0 igaz, ellenben, ha (d.d,), <0, akkor a lépés-

2
hosszra a % < _(Tiﬁ«—)- feltétel kell, hogy igaz legyen.

a2

Vezessiik be a ¢ = min { — (d—:’;'—)i : (dzds); < 0} jeldlést. Legyen o = 1%,
ekkor ¢ € [0, p) sziikséges a (xP,sP) € F* feltételhez.

Ezek utan vizsgaljuk meg a lépéshossz megvalasztas masodik feltételének tel-
jesithetGségét. Szamoljuk ki a vP vektor centralitisi mértékét, azaz

e e
o2 + (pdzds

e [ I (R O R it )

Potra cikkéhez [14] hasonléan legyen f : [0,¢) — R képez6 fiiggvény, amely az
ij és a régi pont centralitasi mérték négyzetének killonbsége a ¢, azaz a 1épéshossz
fiiggvényében, tehat

e e

v2 +pd,d, V2 + Lpdﬂis) ‘

ﬂ@=¢@ﬂ*—ﬂﬂ2=é(

Konnyen belathaté, hogy az f fiiggvény szigoruan konvex a [0,¢) intervallumon,
f(0) =0 és lim f(p) = oo. Az f fiiggvény tulajdonsigaibol kovetkezik, hogy az
oo

Flp) = p(vP)? — 9(v)?
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egyenletnek létezik egyértelmd megoldasa o* € [0,3). A p* = %‘f’_—r alakban adhat-
juk meg, és ekkor az o* lépéshosszt az o™ = m képlettel szamithatjuk
ki.

7. ALLITAS. Az o* a prediktor lépésben megtehetG legnagyobb lépéshossz,
amely esetén Y(vP) < 7' és (xP,sP) € FT.

Bizonyitds. Ha a ennél nagyobb lenne, akkor (vP) > 7’ teljesiilne.
Megengedettség:

q + Mx(a') =s(a’)
x(a),s(a’) > 0 Va' € [0,a"].
Ugyanis indirekt tegyiik fel, hogy 3o’ € [0,a*] : x(a’)s(a’) = 0. Ekkor

lim Y(x(a),s(a)) = oo,
ami ellentmond a 1/1(v(a))2 = y(v)? + f(p) < 0o egyenlbtlenségnek. O

3.3. Korrektor lépés

A prediktor lépéssel elléptiink az (.5, = (1 - a)u) pontba. Célunk a 7" kor-
nyezetbdl visszatérni a 7 kbrnyezetbe. Ehhez a kovetkezé feladatot oldjuk meg:

—MAx+As=0

a Newton rendszer.
)"(As+§Ax=ﬂe—)'(§}

Az atskilazas utan:

-Md, +d;=0
d,+d, =v1-v%

ahol

V=4f— = ——— d, = , d=

Jel6lje a Newton rendszer megoldasat

xt=x4+Ax, st=5+As, p"=gp=(1-a)u, -ekkor (v+)2 =e+d,d,.
Hasonlé szamitasok alapjan
e

—-1\2
@ =
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A centralitisi mértékre pedig

(d,d,)?

m adodik.

2 —
P = vt - T =
Ag=d.d = %AxAs jeloléssel a kovetkezs Gsszefiiggést kapjuk
—2 n

o -2 -2

2 T 94 4q; q; q;
P(vi) =e - =) —i—=5 — 4+
eta [ 1+ icl, 1+a el 1— g

ahol I, ={1<i<n:§>0}tesl_={1<i<n:§<0}

A korrektor 1épés tovabbi elemzése, tekintettel arra, hogy esetiinkben az M
matrix P.(x)-matrix eltér Potra [14] elemzésétsl abban, hogy esetiinkben & > 0 is
lehetséges, mig Potra kizarolag a & = 0 esettel foglalkozott. Mivel M P, (x)-méatrix,
a kovetkezd becslés all fenn:

dolwl < (1+4r) Y

iel_ i€l

Becsiiljiik meg az uj pont tivolsagat a centralis uttdl, felhasznélva az [, norma
tulajdonsagat, illetve az M métrix P, (k) tulajdonsagaboél adodé eldz6 egyenlStlen-
séget:

n _.2 n —_ _
2 ql 7 llall oo s llalloo |l
w(x+,s+,ﬂ+) - l_. S o_?
byl Z,_ 1— gl i§1+|lqll g,: - alle
llall ~ . lalle

S e Gt (1+4e) Y &

1+ [lall ,.; —lallo :4,:

olla
= 2l 14 94 20fal) T 4

1-Jlall, et

Sziikségiink lesz a kovetkezd eredményre, amelynek az elsé allitasat Potra [14]
igazolta, a masodik &llitas igazolasa hasonlo az Illés, Roos, Terlaky cikkének [3]
5.1. Lemmajahoz (127. old), a harmadik becslés a P, (k) tulajdonsaghdl kovetkezik,
mig az utols6 allitds a masodik és harmadik kozvetlen kdvetkezménye a normdak
tulajdonsaga miatt.

8. LEMMA. Legyen M P.(x)-mdtrix. Ekkor a

MAx = As
XAs +8Ax =a

Alkalmazott Matematikai Lapok 22 (2005)



MIZUNO-TODD-YE TIPUSU PREDIKTOR-KORREKTOR ALGORITMUS 51

Newton rendszer minden (Ax, As) megoldéséra

? 1
ZAxlAs,_~’ . lAaxas|, ( >

Z€1+
“AXAS||2 < - + K - + K
’ 4 2

2
a

7=

=

a 2

Jxs

jaxas), < (3 ++) |

Alkalmazzuk a lemmaét a = ie — X8 vektorra, ekkor

a
Vv XS

1
lallog < (1+48) Z0(%,5,8)° & D @<

Ezeket felhasznalva folytassuk a ¥(xt,s*, u™) becslését

w( +a +a/J'+)2 < 2“(_1'_'002 ( ) Z 7

1-lalle iel,

(1 + 4r)y?
716 — (1 +4k)%yt

(2+ 4k + K(1 + 4n)¢2),

ahol ¥ = y(x,5, ).
Az o lépéshosszt ugy szeretnénk megvalasztani, hogy ¥(x*,s™, u*)z < 7% le-
gven. Ekkor egy erdsebb feltétel teljesiilését irjuk el

(1 + 4k)y*
16 — (1 + 4r)%yp

(2 + 4k + £(1 + 46)Y?) < 12,

egyszerd atalakitasok utan
k(1 + 4r)2y°% + [(244K)(1 +4K) + (1 + 4/{)272]1/14 < 1672
adadik.
Tudjuk, hogy ¥ = ¥(X,§, 1) < 7/, igy T alkalmas megvalasztasaval a fenti egyen-

16tlenségnek biztos, hogy van megoldasa 1 valtozora nézve. Vizsgaljuk meg, hogy
ezek alapjan 7 és 7' koz6tt milyen Osszefiiggés all fenn

(2) k(1 + 41\:)2'r'6 +[(2+4R)(1 +4k) + (1 + 4/{)27'2]7"4 < 1672,

9. ALLiTAS. Ha7' < %ﬁjr, akkor az (2) egyenl6tlenség teljesiil barmely

7' > 1 >0 és barmely k > 0 esetén.
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Bizonyitds. Ekkor

/6 6473 a4 1672
T < 3 €s < ) ,
(1+4r)°(2+712)V2+ 2 (1+4k)°(2+72)

behelyettesitve a (2) egyenlStlenségbe

K(L+48)77° 4 (2 + 4R)(1 + 45) + (1 + 45)*7%] 7"

< 1672 1 ATk 2+ 4k + (1 + 4k)72
1+4r 2+ 72)V2+ 72 2 + 72
1 2(1 +4k) + (1 + 4r)72
< 1672 : = 1672
" T¥ak 2% 72 107 =

A fenti allitasban a 7' korrektor és a 7 prediktor kérnyezeti paraméterre adott
Osszefiiggés alapjan meghatarozhatjuk a 7 paraméter megfelel§ értékét a x para-
méter fliggvényében.

10. KOVETKEZMENY. A 7 < \/—1 +4/1+ ﬁ; feltétel teljesiilése mellett

létezik az el6zd allitast kielégits 7'.

Bizonyitds. Az el6z allitas alapjan

<7< 2v7 tehat 7 < 1677
T T , i
V1+4kv2 + 72 (1 +4K)%(2 4+ 72)

Elemi atalakitas ut4n azt kapjuk, hogy (1 + 4/<;)27'4 +2(1+ 4»@)27'2 —16 < 0, amely-
nek megoldasara

\ ~2(1+4k)% £ \/4(1 +45)" +4-16(1 + 4r)? 16
(T2 = 2 =-1+,/1+ 2
' 2(1 + 4k) (1+4k)
adodik. Az elGjeleket figyelembe véve kapjuk az allitast. a

Vilagosan lathato, hogy a k értéke befolyasolja a 7 és a 7/ kérnyezet nagysagat.
Minél nagyobb a k értéke, annal kisebb a 7 és a 7’ kdrnyezet, mely kornyezeteken
beliil az algoritmus a prediktor és korrektor 1épéseket megteheti.
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4. Komplexitasvizsgalat

A kovetkezd részben az algoritmus lépésszamat hatarozzuk meg kévetve Potra
[14] altal adott komplexitasvizsgilat menetét. Ehhez sziikségiink van a Newton-
lépés hosszanak egy als6 becslésére. Ezt harom lépésben hatarozzuk meg. ElGszor
az f fiiggvény értekkészletét becsiiljitk feliilrdl, majd ennek segitségével adunk ¢
értékére alsé becslést. Végiil ebbdl az o értékét kifejezve, megkapjuk a keresett als6
korlatot.

A koévetkezd lemmat a késGbbi becslésekhez hasznéljuk fel.

11. LEMMA (Potra, [14]). Legyenx,s € R7 és u > 0 szam. Ekkor ha $*(x,s, p)
< 2p, akkor

11<1+77+\/217+77, barmely i =1,...,n indexre.
0O

1+n+\/2n+n

Alkalmazzuk a lemmét az 1 = % szamra, ekkor
1 < minv? < v2| < () hol ('r)—-l ’ T2 m
- 2 = — R
() mimvl || | m(tT), anol m +2+ +4

A tovabbiakban Potra {14] 6tlete alapjan vizsgaljuk az f fiiggvényt a

3 mini T8
’ 8 max; (Az);(As),

intervallumon.

12. ALLiTAS. Barmely ¢ € [0, g max‘;‘('gf) e A%, ] esetén

f(‘p) (1'*'4’i (ph Z(In

i€l

AxA
Ax8s — d.d,.

2
aholh(r):S(mT ——m) és q=

Bizonyitds. Felhasznélva az lo, norma és a P.(x) tulajdonsidgokat, becsiiljiik
f(p) fliggvényértéket.

n ) 1
f(so)=z<m 2 ‘P‘h) Z‘/’q‘< v+<,0qz)>

i=1

1 1
= Sen (- i) - 2o (lW)

‘iEI+ i€l
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1
< Z Yaq; (1 - 5 +
iel, IvII2 (IvIZ, + ellall)

1
+ -1
2 olad (mmt o2 (min; o7 — gl )

el

1
< g |l-—— 3 ) +
,-ezf: ( Ivlis (V15 + #llalle)

1
+ ) pq(l+4k) | — . -1
PR min, v2( min, o7 — gllqll.)

i€l

Az f fliggvény értelmezési tartoménya alapjan és az el6z6 lemma eredményét fel-
hasznalva,

1
m(r)

3
o S 8 -m(r), ésa miinvi2 >

3
Pl < 3 mine? < SV

egyenlGtlenségek segitségével folytassuk a becslést

<¢Zq,[ —_ (T) (1+4n)<é 11 _1”
‘LEI+ 8m (T)

B m2(r) 8 8m2(r)

=v ) a [8 5 1im2(r) +4“< 5 '1)]'

i€l

2
Mivel m?(7) > 1, ezért §m” (T) -1< §1—"5—(T—) - Tmsimv tehat az allitast belattuk. O

Az f fiiggvényre kapott egyenlotlenséget atrendezve g valtozora alsé becslést
kapunk a megadott intervallumon. Ennek segitségével adhatunk als6 becslést az
egyértelmtien meghatarozott * szamra, azaz a megengedett legnagyobb o™ 1épés-
hossz egy kifejezésére.

13. KOVETKEZMENY. A ¢ alsé korlatjira igaz, hogy

fl¥) 3 min; x;8;
> , ha € (0,
v (1 + 4k) h(7) EXI: g v 8 max; (Az);(As);
i€l

azaz az egyértelmden meghatdrozott p* szamra teljesiil a teljesiil a kdvetkezd

% — (2,5, 1) 3
" 5 _ ) 19 . [:]
02 m:“{(1+4ﬁ)h<f) Seer @ Bl
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A ¢* paraméterre kapott als6 korlatot egyrészt a kévetkezmény elss allitasabol
az f(p) maximalis értékének behelyettesitésével, masrészt az f fiiggvény leszikitett
értelmezési tartomanyanak figyelembevételével kapjuk.

Az alabbi lemma a fenti als6 korlat tovabbi atalakitasahoz ad becsléseket.

14. LEMMA. Legyen q = %s-. Ekkor

Fosin(). @ ts(eo)on() -3 () 0vom

Bizonyitds. Ha ’l/)(X,S,/J.)2 < 27, akkor a 11. Lemma, illetve [14] alapjan

1 1 xTs 2 2 2
= ——— <SSl %’+%=m< —77).
m( —’1) 1+2+y/3+ 5

n

IA

3|3

Alkalmazzuk a 8. Lemmét az a = —xs vektorra, ekkor

»M:
/\
4-
\./

xTs xT
ZA%ASZ_—”\/E” =3 ¢ 2%34—

i€ly i€l

Hasonléan kovetkezik az allitas ||ql|,, értékre is. O

A fenti lemmat felhasznalva kapjuk a kovetkezdket:

S 4 . 72— 2 3
v —‘p—nm( )m‘“ (1 +4r) A(7)’ 8m(r) (1 + 4)

_ 4 min{7’2—7'2 3 } 4~
_nm( )(1+4n) h(r) " 8m() _nm<ﬁ)(1+4n),

2 _ 2
ahol v = mm{ h(r) ,Sm(r)}

Ezt a ¢* szamra teljesiils egyenlGtlenséget dtrendezve az o értékre egy alsé
korlatot kapunk.

15. TETEL. A prediktor lépésben megtehets legnagyobb o* lépéshosszra telje-
stil az, hogy a* > ).(\/%’ ahol

=2 i 7 +1- 7
" \/m (ﬁ) (1+4k) \/nm (\/L-) (1 +4r) \/nm (%) (1 +4x)

korlatos mennyiség.
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Bizonyitds.

o PV 4y
- 2

1 4 1672 16
S>ii_ 2 N g + 2

2 nm (\/Lﬁ) (14 4k) n?m? (ﬁ) (1+4k)? am (JLE) (1+4k)

- 2 _ Y vy
_2\/nm(ﬁ) (1 +4k) \/nm(ﬁ)(l%—@s) +\/nm(ﬁ) (1 + 4k) i

A x, kifejezés korlatos, ugyanis

. T . P
nlerolom (ﬁ) =1, azaz nan;o Xn =2 1:4,{ véges. O

Konnyen megmutathatd, hogy a x» kifejezés monoton névs a feladat méreté-
vel, az n dimenziéval. A fenti x,, kifejezést Potra vezette be [14] cikkében pozitiv
szemidefinit matrixokra, ami a k = 0 esetnek felel meg.

Az alabbiakban az algoritmus lépésszamat fogjuk megbecsiilni az el6zSekben
o* szamra kapott alsé korlat segitségével. Elszor a dualitasrésre adunk alsé és
fels6 korlatot.

16. TETEL. Jeldlje o; az 1. iterdcioban a Newton-lépés hosszat, ekkor a k. 1é-
pésben kapott pont dualitdsrésére a kbvetkez6 becslés teljesiil

n<fl(1 —ai)>ﬂ0 [1 - %2] < Tk < n(ﬁ(l —ai))uo [1 + 2—:

i=1 i=1

Bizonyitds. Jeldlje (xP,sP) azt a pontot, ahova az (x*~1,s*~!) pontbél a pre-

diktor lépés soran lépiink az aj hosszisigu (AxP, AsP) irdnyi Newton-lépéssel,
valamint (Ax¢, As€) a korrektor lépés Newton-1épésének iranyat. Ekkor

xFsk = (xP + Ax®)(sP + As®) = pxe + AxCAsC.
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. T -
Tehat x*° sF = pen + AxT As. Becsiiljiik meg a Ax°T As® skalarszorzatot a 8.
Lemma segitségével (a = e — xPsP)

n _ «PgP |12
(Az®),(As%), < Az®),(As® HRe XS
(@75 = 3 (82, (859, :;u(x s g B

xPsP
- —M xPsP

ahol I, = {1 <i<n: (Az),(As), > 0}. Valamint a P,(x) tulajdonsig miatt

Sl
4 k)

AxTAs = 3" (Az°),(Ase), + Z (Az°),(As%), > —4r Y (Az°),(As°),
i€l i€l_ i€l
Ure — xPsP 2 /2
> K| = —K{kT

v/ XPsP

Behelyettesitve, illetve felhasznalva, hogy ux = o Hle(l — a;) kapjuk a tétel al-
lit4sat. U

A dualitasrésre adott becslés felhasznalasaval meghatarozzuk az algoritmus
komplexitasat.

17. TETEL. Tekintsiik az (LCP) feladatot valamely M P,(x)-mdtrix esetén,
ahol k > 0 és legyen pop = 1. Ekkor a Mizuno-Todd-Ye algoritmus legfeljebb

12
[@ log dn+ 1 ]
X1 4e

Iépésben megad egy (x,s, u) pontot, melyre a dualitisrés xTs < e.

Bizonyitds. A Mizuno-Todd-Ye algoritmus mind a prediktor, mind a korrektor
lépéshen csak egyet 1ép, igy elegends a p paraméter frissitéseinek a szamat Ossze-
szamolni. Mivel pg =1 a k. iteracié utdn a dualitasrés biztos, hogy ¢ értékénél

kisebb, ha
k 2
n(ilj[l(l - a,»)) [1 + E} <e

teljesiil. Felhasznalva az o* értékére adott also korlatot
(-3) <1
- _") <
TIZ
\/7_7' n [1 + m]
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adddik, amelybél elemi szamolassal

log £ 1422
ks ®nf1+32 _ log - +€4" kapjuk
os (1= %) les(1- )

Felhasznélva a —log(l —8) > 6, 8 € (0,1) egyenlétlenséget és a x,, névekedését

’2
1+ Z _’_12 2
logiL_"J_ \/ﬁ n[1+—4—ﬁ-] \/ﬁ n[l_}.z_n]
B DT ‘AL TNV S N ‘AL PP S 1 O

A fenti tételben meghatarozott 1épésszam csak latszolag fiiggetlen x paramé-
tert6l, mert mind x, mind pedig 7’ fiigg a k értékétsl.

18. KOVETKEZMENY. Tekintsiik az (LCP) feladatot valamely M P.(k)-matrix

esetén, ahol k > 0 éslegyen po = 1, 7 = 1_+14_~ ést1 = ﬁ%. Ekkor a Mizuno-Todd-

Ye algoritmus O((1 + K)%\/ﬁlog g) lépésben megad egy (x,s, u) pontot, melyre a
dualitasrés x"'s < ¢.

Bizonyitds. Kénnyen ellenérizhetd, hogy a megadott 7, 7/ paraméterek kielégi-
tik az el6z6ekben megadott feltételeket. A tovabbiakban az elézd tételben kapott
eredményt alakitjuk tovabb. A x; als6 becsléséhez el6szor vizsgaljuk meg az m(r),
h(T), és a -y értékét

2 1
1Sm(‘r)=1+%+\/‘r2+%<(l+7)2,

8

8 8 .
- <2 201
Tm2(r) <gm (T)<5( +7)°,

-2 3 > mi T2 3 S T2
=min{ ———; min ;
! h(r) "8m(r) 8(14+7)8(1+7) 8(1+7)*

és v < Wns(T) < %. Ezek alapjan

X = 2\/m(r)(Z+ 4r) (\/m(f)(z+ W \/W)(ZITH))

¥ 1
=2
V 144 Y _—
m(T)( + K) \/m(7)(1+4n) +1+ \/m('r)(1+4rc)
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y 1 72
g V m(r)(1 + 4x) et + 1 g \/[3 +8(1+4k)](1+1)°

e

. 72 :\/ (1 + 4r)° R
11(1 + 46)(1 + 7)° 11(1 + 4r)*(2 + 45)® ~ 8V11 '

Behelyettesitve a x; alsé korlatjat az el6z6 tételben a lépésszamra kapott kifeje-
zésbe

2
n [1 + I—] . )
% log *—g—f-'i— < 8VII(1 + 4x)? nlog ?" adodik, azaz
1

az algoritmus komplexitasa O((1 + n)%\/ﬁlog %) O

5. Osszefoglalas

Dolgozatunkban megmutattuk, hogy a Mizuno—-Todd-Ye prediktor-korrektor
algoritmus P, (k)-méatrixszal adott linearis komplementaritasi feladatok megolda-
sara is alkalmas. A 7 és 7’ kérnyezeti paraméterek megfelel§ megvalasztasaval biz-
tosithatjuk, hogy minden prediktor lépés utan elegendd egyetlen korrektor lépést
megtenniink ahhoz, hogy visszajussunk a centralis Gt megfelel§ kdrnyezetébe.

Az algoritmus vizsgéilata soran Potra [14] gondolatmenetét kévettiik, aki pozi-
tiv szemidefinti méatrixokra, azaz k = 0 esetben, elemezte a Mizuno-Todd-Ye algo-
ritmust. Dolgozatunk tehat Potra elemzésénél altaldnosabb, ugyanis a £ > 0 érté-
keket is megengedjiik, de bonyolultabb is, mivel a 7 és 7’ kornyezeti paraméterek
megfelels értéke fiigg a & értékétdl, igy meghatarozasuk nehezebb. Minél nagyobb
a x paraméter, annal kisebb a 7 és 7/ kdrnyezeti paraméterek megengedett értéke,
és a megadott komplexitas alapjan az eljaras lépésszama is ng, ami megfelel szem-
léletiinknek. Példaul mar s = 0, 3274 esetén mind a 7 mind pedig a 7’ paraméterek
megengedett értéke egynél kisebb lesz, mig x = 0 mellett 7 maximalis megengedett
értéke v/ —1 + V/17.

Az eljaras soran Potrdhoz hasonléan a p’ = (1 — a)u iteraciét hasznéltuk. Ez
eltér a Miao 4ltal alkalmazottol, mivel 6 arra térekedett, hogy a ¢ paraméter min-
dig a megfelels ponthoz tartozd x7's/n értékkel egyezzen meg, azaz az xTs/n=p
egyenlGséget végig megtartja. Tegyiik fel, hogy az (x?,s°) pontbél 1épiink el az
(xo)TsO

n

(x,s) pontba a (Ax, As) vektorral. Legyen u := és jelolje pps Miao, mig pp

Potra esetén a p 0 értékét. Ekkor ppr = %5 és up = (1 — a)u, tehat

xTs

MM=T=(1—0¢)M+0¢2

AxTAs o AxT As
=pp + o ———.
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Felhasznalva a 8. Lemma eredményeit a kovetkez6 kapcsolatot kapjuk

1
par = 70 < pp < p + Kap.

Tehat « =0, pozitiv szemidefinit esetben mindig jobb (azaz a p paraméter ér-
téke nagyobb mértékben cstkken), mig « > 0 esetén olykor jobb, olykor rosszabb
a Potra altal hasznalt iteralasi modszer, &m az algoritmus és annak elemzése ez
esetben egyszer(bb.

Még megjegyeznénk, hogy valosziniileg tovabbi javitas remélhet6 a centralitasi
mérték megvaltoztatasatol valamely mas self-regularis fiiggvényre [9].
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THE MIZUNO-TODD-YE PREDICTOR-CORRECTOR ALGORITHM
FOR SUFFICIENT MATRIX LINEAR COMPLEMENTARITY PROBLEM

TiBOR ILLES AND MARIANNA NAGY

We analyze a version of the Mizuno-Todd-Ye predictor-corrector interior point algorithm
for the P.(k)-matrix linear complementarity problem (LCP). We assume existence of a strictly
positive feasible solution. Our version of Mizuno—Todd-Ye predictor-corrector algorithm is gene-
ralization of Potra’s (2002) results for (LCP) with P.(x)-matrices. To derive complexity result
for this algorithm we are using |v~! — v|| proximity measure like Potra. Our algorithm is diffe-
rent from the Miao’s method (1995) in both the used proximity measure and the way of updating
the centrality parameter, too. Our analysis is easier than the mentioned previous results. We also

show that the complexity of our algoritm is O((l + n)% \/HL)
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ENTROPIASZERU PROXIMALIS MODSZEREK EGYSEGES
FELFOGASBAN

KOMAROMI EVA*

Budapest

Kibdgvitett Lagrange multiplikdtor médszerrel konvex feltételes optimalizalasi fela-
datot oldhatunk meg. Az eljaras lényege az, hogy egy, az optimalis Lagrange multiplika-
torok aktualis becslésével parametrizalt kvadratikus tavolsagfiiggvényt adunk a feladat
Lagrange fliggvényéhez az eljaras minden egyes iteraci6jaban és az igy kapott fiiggvény
nyeregpontjanak szamitasa utan aktualizaljuk a multiplikatorok értékét. E modszer ent-
ropiaszeriivé gy valik, hogy kvadratikus fiiggvény helyett a pozitiv térnegyedben ér-
telmezett u.n. entropiaszerid eltérésfiiggvényt alkalmazunk, ezzel minden 4j Lagrange
multiplikdtor pozitivitasat is biztositjuk. A dolgozatban bizonyitjuk az eljaras konver-
gens voltat az alkalmazott eltérésfiiggvény tulajdonsagaira — de nem megjelenésére —
vonatkoz6 ésszerii feltételezések mellett. Szamos példat mutatunk az alkalmazhaté ent-
ropiaszeri eltérésfiiggvényekre.

1. A probléma bemutatasa

A megoldandé probléma a kovetkezs:
(P) f(z) — min
gi{z) <0 i=1,...,m,
xz € R"

ahol az f és g; (¢ = 1,...,m) nemiires értelmezési tartomannyal biré zart, konvex
n-valtozés fliggvények. (A szokasoknak megfelelGen a konvex fiiggvény értékét +oo-
nek tekintjiik az értelmezési tartomanyhoz nem tartozo pontokban.) A dolgozatban
feltessziik, hogy

() A (P) optimalis megoldasainak C halmaza nemiires és kompakt.

*Az FKFP 0231/2000 program tamogatasaval késziilt.
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Az (o) feltevés ekvivalens azzal a feltevéssel, hogy C recesszios kipja csak az
origét tartalmazza:

(@) {u:flz+w)~fo<0, gi(z+u)<0, i=1,...,m, VzeC}={0}

ahol fy a (P) optimalis célfiiggvényértéke.

A (P) feladat klasszikus dudlis feladata maximalizalni (P) Lagrange fiiggvényé-
nek a minimumat, a maximumot az R7' halmazon és a minimumot az R™ halmazon
véve. (R" nemnegativ térnegyedét R, pozitiv térnegyedét R’ , jeloli.) A dualis
feladat a kdvetkez6:

© g e = @ >aie) | = G~ max

YyER™, y=W. 1Y¥m) 20

Az () feltevés mellett G(y) véges fiiggvény az RT* halmazon. Kénnyii belatni, hogy
G(y) konkav fiiggveny és igy (D) is konvex feladat.
Ha ezenkiviil (P) regularis, kiiléndsképpen, ha (P) kielégiti a

(8) dZedom f hogy gi(T)<0, i=1,...,m

Slater feltételt, akkor, mint ismeretes a konvex programozas irodalmabél, L(z, y)-
nak van nyeregpontja, van olyan (z°,y°) pont, amelyre fennall, hogy:

° < == =L ° o = = i < °
L(z°,y) < glgch(y) Go = L(z°,%°) = fo g,.’(’i‘)réof(z) < L(z,y°)

Vz € R", ye R™, y 20, fo=f(z°), Go=G(°)

Ez az allitas magaban foglalja, hogy G(y) felveszi a maximumét az R halmazon
és minden olyan (z°,y°) pont nyeregpontja (P) Lagrange fiiggvényének, amelyre
y° maximalizalja G(y)-t az R7* halmazon és z° = Argminzepn L(z,y°). A Lag-
range fiiggvény nyeregpontjanak létezésére vonatkozo tételeket és kozottiik az itt
felhasznalt eredményeket pl. Mangasarian [10] kdnyvében megtalilja az érdeklsds

olvaso.
A (D) feltétel fennallasa esetén (D) optimalis megoldasainak halmaza is nemii-

res és kompakt, és az
(1) {ye€R™ y=>0:G(y) >~} halmaz kompakt barmely v € R esetén.

Feltessziik ettdl kezdve, hogy az (a) és (0) feltételeket a feladat kielégiti. Ekkor
megoldhatjuk a (P) feladatot oly médon, hogy megoldjuk a (D) feladatot és meg-
hatarozzuk (P) optimalis megoldasat az z° = Argmingeg~ L(z,y°) formajaban,
ahol y° a (D) optimalis megoldasa.

A modszer, amelyet a dolgozatban vizsgalunk, ezt teszi: megoldja a (P) fela-
datot azzal, hogy megoldja a (D) feladatot. Az irodalomban kiilonb&z6 nevek alatt
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talalhato, a zomében angol nyelvi irodalom Augmented Lagrangian Method, Aug-
mented Multiplier Method, Entropic Proximal Method, Modified Penalty Method
cimek alatt foglalkozik vele. Ténylegesen e mé6dszer a belspontos médszerek egy
csaladja. Ez az algoritmus csalad a kovetkezdképpen foglalhat6 6ssze.

Kezdjiik az eljarast egy tetszéleges R™ 3 y® > 0 dualis — Lagrange multipli-
kator — vektorral. Hogy az optimalis dualis vektor meglévs y* becslését javitsuk,
hatarozzuk meg az

(2)  ly(z,y) = flz) + Z {vigi(z) - wid(yi, yF) } fiiggvény (%1, yF+1)
i=1

nyeregpontjat az R"-n torténd minimalizdlasra és az R, -n t6rténé maximalizé-
lasra nézve, (k=0,1,...). Itt d : R? - R, szerepe az, hogy regularizalja az op-
timalizalasi eljarast. A d(z,v) eltérésfiiggvény: nemnegativ és zéré akkor és csak
akkor, ha z = v, de a tavolsagfiiggvény t6bbi tulajdonsiga nem feltétleniil teljestil:
sem a fiiggvény szimmetrikus volta, sem a haromszog egyenlStlenség kielégitése
nem tétetik fel. Az wy egy valasztott pozitiv konstans.

A proximalis modszert konvex fiiggvény feltétel nélkiili minimalizalasara Marti-
net [11] vezette be. Kés6bb Rockafellar [16], [17] és Bertsekas [4] fejlesztette tovabb
konvex feltételes minimalizalasi problémék megoldasara oly méodon, hogy Martinet
proximalis médszerét a dualis feladat megoldasara alkalmaztak. Alkalmazasukban d
kvadratikus tavolsagfiiggvény. A koncepciét Teboulle [18] terjesztette ki, aki entro-
piaszer( eltérésfliggvényt alkalmazott a kvadratikus fiiggvény helyett és a modszert
elnevezte entrépiaszerd Lagrange multiplikdtor mddszernek. Késébb Auslender, Te-
boulle és Ben-Tiba [1) masodrendd homogén eltérésfiiggvényt vezetett be d szerepé-
ben. Kiwiel [8] a médszer azon valtozatat tanulmanyozta részletesen, amelyben a d
eltérésfiiggvény Bregman fiiggvény, Ben-Tal és Zibulevsky [3] pedig azt, amelyben
d Csiszar-féle p-divergencia fiiggvény. E modszer és bizonyos biintetsfiiggvényes
modszerek koztti kapesolatra Teboulle [18], Polyak és Teboulle [13], és Polyak [14]
mutatott rd. Mostanaban Auslender és Teboulle [2] e modszert a lehetséges iranyok
mobdszere és a bundle modszerek kontextusidba helyezte.

Az entrdpiaszerd elnevezés abbdl a ténybél fakad, hogy a d(z,v) = zInZ +v —
z, z > 0, v > 0 Kullback-Leibler relativ entrépia fiiggvény az egyik legnépszeribb
d szerepében. E fliggvénynek a pozitiv térnegyed az értelmezési tartomanya. Ez a
koriilmény kikényszeriti y pozitivitasat, vagyis leegyszer(siti a teenddnket, hiszen
igy az l,(z,y) maximalizdlasa a pozitiv térnegyeden a fiiggvény feltétel nélkiili
maximalizalasava valik.

Bar a (2) iteraciés formula moédszerek egy csaladjat irja le, amelyek tagjait
megkiilonbozteti a d(z,v) fiiggvény konkrét valasztasa illetve az wy vélasztasinak
mobdja, ebben a dolgozatban e csalddra mint egyetlen médszerre hivatkozunk. En-
nek az az oka, hogy célunk a d eltérés fiiggvény azon tulajdonsagainak azonositasa,
amelyek kritikusak az algoritmus konvergenciija és j6 viselkedése szempontjabol.

A dolgozatban altaldnositunk meglévé konvergencia eredményeket az iroda-
lomban talalhaté eddigi eredményektdl eltéréen oly modon, hogy nem specifikaljuk
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a d eltérés fiiggvény konkrét alakjat. A (P) feladatban szereplé fiiggvények diffe-
rencidlhatésagat nem tételezziik fel. A dolgozat f6 eredménye a kivetkezs tétel:

1. TETEL. Tegyiik fel, hogy d(t,a) az R?% _-n értelmezett folytonos fiigg-
vény, amely els6 viltozéjanak kétszer folytonosan differencidlhaté szigoriian kon-
vex fiiggvénye, d(t,a) >0 és d(t,a) =0 akkor és csak akkor, ha t = a. Tegyiik
fel, hogy d'(a,a) = 0, limy_, o0 d'(t,a) = +o0, lim; o d'(t,a) = —oo adott a > 0 mel-
lett; d"{a,a) > 0, d"(t,a) < M minden t > a esetén egy pozitiv M értékre — ahol

d'(t,a) = igt’a—) és d'(t,a) = &géﬂ és M nem fiigg a értékétsl. Valasszuk wy-t
egy rogzitett pozitiv intervallum elemei kéziil minden k = 0,1,2,... . iterdciéban.
Akkor a (2) médszerrel meghatarozott (z*,y*) sorozatra fennallnak a kévetkezs
allitasok:

(i) Az {z*} sorozatnak létezik konvergens részsorozata.

(ii) Az {z*} minden torlédasi pontja a (P) feladat egy optimalis megoldasa.

(iii) Az {y*} sorozat globalisan konvergal a (D) egy optimélis megoldasshoz.

Vizsgaljuk a moédszert, Gjrafogalmazzuk és elemezziik az iteracios formulat a
2. fejezetben. Megallapitasokat tesziink és kovetelményeket tamasztunk d tulajdon-
sagaira a 3. fejezetben. A 4. fejezetben példak kivetkeznek, amelyek bemutatnak az
entropiaszerti multiplikdtor mddszerek csalddjanak az irodalomban méar alaposan
vizsgalt tagjai mellett lehetséges uj tagokat is. Az 5. fejezet az algoritmus konver-
gencidjara vonatkozo eredményeket tartalmazza.

2. A modszer vizgsgalata

Kezdjiik a d fiiggvényt illeté néhany alapveté feltevéssel. Hogy az y* dualis
vektor pozitivitasat kikényszeritsiik, olyan eltérésfiiggvényt alkalmazunk, amelynek
a pozitiv térnegyed az értelmezési tartomanya:

domd = R%,, d(a,a)=0, d(t,a)>0 ha t+#a.

A (2)-ben leirt algoritmus szerint minden iteraciéban egy nyeregpontot kell meg-
hat4roznunk abbél a célbél, hogy az eljaras végén jo kozelitését kapjuk egy nye-
regpontnak, nevezetesen a (P) feladat Lagrange fiiggvénye nyeregpontjinak. Az
algoritmus ujrafogalmazéisaval bemutatjuk, hogy az egyes iteracidkban ténylegesen
nem nyeregpont-meghatéarozasi, hanem ,csak” feltétel nélkiili minimalizalasi fela-
datunk van.

Kezdjiik az eljarast az y® > 0 duélis vektorral. Barmely adott z € R™, wy > 0
mellett és paraméterek egy adott y* = (y¥,...,y~) > 0 vektora esetén azt kapjuk,

hogy

sup L (z,y) = sup [f(x>+2{yigi<z>—wkd(yi,yf)}] -

yER™ yER™ i1
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)+ Y sup {yigi(x) — wd(wi, k) } =

i=1 ¥

— 1@+ Y v {0 - ) | =
=1 ¥ k

m . 1
o+ Y (Law@at).
i=1

A d*(s,yF) egyvaltozos fiiggveény a d(y;, y¥) fiilggvény konjugaltja az y¥ mint para-
méter megléte mellett, a konjugalt fiiggvény definiciéja alapjan. A d* (s, yf) fiigg-
vény zart, konvex, ha d(y;,y¥) (amelyet y; fiiggvényeként fogunk fel y¥ adott para-
méter érték mellett) konvex. A d*(ﬁgi(az), y*) fiiggvény z-ben is konvex barmely
pozitiv wy esetén, mert g;-rél feltettiik, hogy konvex, i = 1,...,m. A konjugalt fiigg-
vény definicidja és a konjugalt fiiggvényekre vonatkozé itt alkalmazott eredmények
megtalélhaték Rockafellar kﬁnyvében (15], 12- dik 25 dik és 26-dik fejezetek)

tara

kator értékek, i = 1,...,m. Az iteracids formula szerint keresiink olyan ¢+l ¢ R®
vektort, amely minimalizilja a

sup lyx(x,y) +wk>:d (—gl k)
yER™

fiiggvényt. A dualis feladat optimalis megoldasanak 1j becslését az

Y51 = Arg max Lyx (@**1,y)

vektor szolgaltatja. Az ujrafogalmazassal az iteraciés formula a kovetkezd lesz:

(3 P41 ¢ g {0, ( +wk2d< ,)>=0}

e
(4) yetl = d’<—gi(rk“),yf)
Wi

ahol 0 szubgradienst jeldl.
Ahhoz, hogy y**1! a (4) formulaban jol-definidlt legyen, elvarjuk, hogy fennall-
jon:

(i) d*(-,yF) szigortan konvex, differencialhaté az intdomd*(-,yF) halmazon,

amely esetben d*'(-,y¥) szigorian névekvs. Mivel y** komponensei pozitivak és
felvehetnek barmely pozitiv értéket, ezért el kell varnunk, hogy

(4) lim d*(s,y¥) =0 & lim d¥(s,yF) = +o0
o STk
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fennalljon, ahol (—oo, ) = domd*(-,yf). Ekkor (ii)-bol kévetkezik, hogy d* (s, yF)
szigorian névekvé.
E kovetelmények mellett sup, !, (z,y) eléretik egyetlen pontban barmely olyan

z esetén, amelyre 242 € dom d* (-, y¥).

Ahhoz, hogy z*+! (3)-ben jél-definialt legyen, arra van sziikségiink, hogy a

Jnin {f(x) + Wi ;d* (:};gi(w),yf> }

alfeladat megoldhat6 legyen minden y* € RT esetén. Az (') feltétel miatt az f
és gi, (i = 1,...,m) fiiggvényeknek nincs kdz0s recesszios iranyuk és dom f N {z :
gi(z) <0,i=1,... ,m} # 0. Vizsgaljuk meg, vajon ez az alfeladat 6rokli-e (P)-nek
ezt a tulajdonsagat. Fennall-e, hogy

1 .
gi(z) 0 &= d" (w—gi(ﬂ”% yf) <07
k

Hogy a valasz igenlé legyen, el kell varnunk, hogy dom d* (-, yf) tartalmazza a nem-
pozitiv félegyenest és hogy d* értéke zéré6 legyen a 0 pontban:

(1) domd* (-, y¥) = ( - OO,Ty‘{c), 0 <ryr < 400
és
(iv) d*(0,y¥) = 0.

(v) d*(0,yf) =y}

Az (i)-(iv) kovetelmények mellett (P) megengedett megoldasainak halmaza a ké-
vetkezs:

{zeR": g(z) <0, G=1,...,m)} =
= {ze R" : d" (wikgi(x),yf) SO,(i——-l,...,m)}.

Alkalmazhatjuk ezért Ben-Tal és Zibulevsky eredményét ([3], Proposition 1) és
arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy az (o) feltevés mellett az f, d*(u}—kgi,yf),
(i =1,...,m) konvex fiiggvényeknek sincs kdz0s recesszids irdnyuk és

domfﬂ{xGRn s d* (w__l_gi(z),yf) <0, (i= 1,...,m)} #0,
k
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ha az (i)-(iv) kovetelmények teljesiilnek. Ez esetben f(z) +wi D iv; d*(:}:gi(x), yk)
felveszi a minimumat barmely adott pozitiv y* = (y¥,...,y%) vektor és wy, pozitiv
skalar érték esetén, amely immar maga utdn vonja, hogy 9—‘(? € domd* (-, y¥)
és £F*1 (3)-ban jol-definialt.

Osszefoglalva az (i)—-(iv) kovetelményeket azt kapjuk, hogy a d*(-,y¥) fiigg-
vény ( — oo,ryf) intervallumon értelmezett szigortian konvex, szigorian novekvd,
esszencialisan sima zart fiiggvény kell, hogy legyen — ahol 0 < Tyk < +00. A konju-
galt fiiggvény definiciéja miatt ekkor d(-,y¥) is szigorian konvex és esszencialisan
sima, d'(-,y¥) szigortan névekvs és d'~1(-,yF) = d*' (-, y¥). Igy a (4) Gsszefiiggeés
azt jelenti, hogy

1

k k k
w—k!]i(l‘ +1) = d,(y- +17yi )

1

Az entrépiaszeri multiplikdtor médszerek sem nem u.n. dualis tipusi, sem nem
primal tipusti médszerek. [Husztracioképpen alkalmazzuk a d(z,3) =xIln§ +3 -z
Kullback-Leibler relativ entrépiit az x — min, In 1—_%%; < 0 feladat megoldasara.
Az wy, = 2y* valasztas mellett az optimalis megoldast két tizedes pontossaggal meg-
kapjuk néhany nem-megengedett pont kiszamitasa utan, ha az y° = 2-vel kezdiink,
illetve néhany megengedett pont kiszdmitésa utan, ha az y° = 5-tel kezdiink. De
az wy = 75 valasztas mellett és ha az y° = 2 értékkel kezdiink, akkor megenge-
dett és nem-megengedett pontokat egyarant kapunk az el6irt pontossag eléréséhez
szitkséges néhany iteraciéban.

3. A d eltérésfiiggvény tulajdonsagai

Az el6z6 fejezetben a d eltérésfiiggvény és d* konjugaltja azon tulajdonsagait
igyekeztiink kideriteni, amelyek ahhoz sziikségesek, hogy az algoritmus funkcio-
naljon. Kiegészitjiik ezeket annak az érdekében, hogy az algoritmus konvergaljon
is.

A d(t,a) fiiggvényt az alabbi tulajdonsigokkal jellemezziik. A leirasban d’ és
d" a d fiiggvény els6 valtozoja szerinti elsé és masodik derivaltjat jelenti: d'(t,a) =

2
adgt,a) és d"(t,a) _ 2 ggt,a).

(A) d(t,a) R%,-n értelmezett folytonosan differencialhaté fliggvény, szigordan
konvex az els6 valtozéjaban, d(t,a) > 0, d(t,a) = 0 akkor és csak akkor, ha
t =a;

(B) d'(a,a) =0, lim;_,o0 d'(t,a) = +00, lim;—,¢ d'(t,a) = —oo adott @ > 0 mellett;
(C) d"(t,a) létezik és folytonos Ry —n, d"(a,a) > 0,d"(t,a) < M mindent > a

értékre és egy pozitiv M konstansra;
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A (C) tulajdonsagban az M konstans nem fiigg a-tol.

Nyilvanvald, hogy ha d(t,a) eltérésfiiggveény, akkor xd(t,a) is az barmely pozi-
tiv x konstansra.

A d(t,a) fiiggvény d*(s,a) = sup, {st — d(t,a)} konjugaltja egy egyvéltozos
fiiggvény adott a > 0 paraméter érték mellett. A 2. fejezetben ennek a tulajdon-
sagait szarmaztattuk és rajtuk keresztiil hataroztuk meg a d fenti (A) és (B) tu-
lajdonsagait. De ez forditva is megtehetd — esetiinkben egy kivétellel. A konjugalt
képzés mint mivelet szimmetrikus és egy-egy-értelmi, de csak akkor, ha mindkét
fiiggvény nem csupan konvex, hanem zart is. Az (A)—(C) tulajdonsagokkal biré d
fiiggvény azonban nem zart és nem is akarjuk lezarni (megtehetnénk azzal, hogy
t = 0-ban a d fliggvény értékéiil a fiiggvény 0 pontban vett hatarértékét rendel-
jik, ha az véges, kiilonben +o0o — t). Ezzel egyiitt az (A) és (B) tulajdonsagok
implikaljak, hogy d(-,a) szigortan konvex és esszencidlisan sima, igy d konjugaltja
esszencidlisan sima, szigoruan konvex zart fiiggvény (ld. Rockafellar [15], 26. feje-
zet). A d fiiggvény (A)—(C) tulajdonsagaibol d* alabbi tulajdonsagai kovetkeznek:

(A1) d*(s,a) a (—oo,r,) intervallumon értelmezett folytonosan differencialhato,

szigortan konvex fiiggvény (0 < 7, < +00), d*(0,a) = 0, lim,_,,, d*(s,a) vé-
ges vagy +00;

(B1) d*(0,a) = a, lims_,_o d*'(s,a) = 0, lims_,,, d*'(s,a) = +o0;
(C1) d*”(s,a) létezik és folytonos, d*”(s,a) > %, ha s > 0,
ahol a € R, adott és M a fenti, a (C) tulajdonsagban jelzett konstans.

Az abrak a Kullback-Leibler relativ entropia fliggvény és konjugaltja alakjat
mutatjak a = 3 mellett.

d*(s,3))
d(t,3) 8t
31 6T
44
2‘ +
o) 5 4 -3 2 -1 /1 1 %
“ o1
0 4 5 6 t -4
1. dbra. d(t,3) =tlng +3 -1t 2. dbra. d*(s,3) = 3(e* — 1)

Alkalmazott Matematikai Lapok 22 (2005)



ENTROPIASZERU PROXIMALIS MODSZEREK EGYSEGES FELFOGASBAN 71
4. Példak

Az entrépiaszerd multiplikitor modszerekben az eltérésfiiggvények két nagy
csaladjadhoz tartoznak a legnépszertbb alkalmazott eltérés fiiggvények. Ezek: a Csi-
szar féle p-divergencia [6] és a Bregman fiiggvények [5], de kombinalt kvadratikus
és nemkvadratikus, masodrendi fiiggvények is egyre gyakrabban eléfordulnak. Neé-
hany példat mutatunk be. Tébbségiik rendelkezik az (A) és (B) tulajdonsagokkal,
de a (C) tulajdonsaggal csak kevesen.

4.1. Csiszar féle p-divergencia alkalmazasa a d fiiggvény szerepében

Legyen ¢(p) a pozitiv félegyenesen értelmezett, kétszer differencialhato szigo-
rian konvex fiiggvény a kdvetkezé tulajdonsagokkal:

(5) p(1)=0; (1) =0; ¢"(1)>0; limy'(p) = —co.

Adott y € R, ,z € R, mellett a z és y koz6tti p-divergenciat (sorrend szamit!)
a kovetkezSképpen definialjuk:

m m
2
> d(zi,y) =D vip (—l> :
i=1 i=1 Yi
Egyszeri szamitas mutatja, hogy ekkor

d*(s,¥i) = yip*(s)

igy domd*(-,y;) nem fligg y;-t6l. A o-re vonatkozo feltevések miatt a d fiiggvény
rendelkezik az (A) és (B) tulajdonsagokkal. Erre a tipusi tavolsagszeri fiiggvényre

a k-adik iteracio az
9:(x)
flx) +wi Z Y P ( o )

minimalizalasat jelenti, vagyis megtalalni a minimalizalé z5+! vektort azért, hogy
a jelenlegi y* becslést az y*+! = ykp*/ (%’:“)) formajaban aktualizaljuk. Ez az
iteracios formuldja a Nemlinedris djraskdldzdsi mdédszernek (1d. [12]), a Csiszar féle
-divergencia alkalmazasa tehat ehhez a modszerhez vezet.
e Ha ¢(p) = plnp — p+ 1, akkor d(z;,y;) = 2 In 5’- + y; — z; — ez a Kullback-
Leibler relativ entropia. Ekkor d*(s,y:) = y;(e® — 1), a k-adik iteracioban mi-
nimalizalandé fiiggvény pedig

+wk2y1 ( I(’ —1)

E fiiggvény alkalmazéasa az Ezponencidlis Lagrange multiplikdtor modszerhez
vezet (1d. [9]).
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e Ha p(p) = —lnp+p -1, akkor

d(zi, %) = ¥s ln ” L zi— Y, d'(s,y)=-yIn(1-3s), s<l1,

i

a k-adik iteraciéban minimalizalandé fiiggvény pedig

—wi Zyl In ( gz(z))

Wk

E fiiggvény alkalmazasa a Mddositott logaritmikus barrier mddszerhez vezet
(1d. {12]).

2
e Hap(p) = (\/p—1), akkor d(z;,y;) = (\/Z_i—\/!ﬁ)z» d*(s,4:) = yits, s < 1,

a k-adik iterdcioban minimalizalandé fiiggvény pedig

T) + w Zy,

E fiiggvény alkalmazasa a Mddositott inverz barrier médszerhez vezet (1d.
[12)]).

Tovabbi példakat talalhat az érdekl6ds olvasé a |7] dolgozatban.

w—gl)

4.2. Bregman fiiggvény alkalmazasa a d fiiggvény szerepében

Két m-dimenziés z és y vektor Bregman féle eltérésének konstrukcidja arra a
tényre épiil, hogy barmely szigorian konvex m-véltozos ¥ fiiggvényre fennall, hogy

D(z,y) = ¥(2) - ¥(y) - V¥(y)(z —y) 2 0.
és D(z,y) = 0 akkor és csak akkor, ha z = y. A jelen dolgozatban feltessziik, hogy
D szeparabilis:

m

D(z,y) =Y dzi,ys) = Y _ (v (v:) — ¥' ()2 — w3)),

i=1 i=1

Egyszerid szamitas mutatja, hogy
d*(s,y:) = ¥* (s + ¥ (i) — ¥ (¥’ (w1)).

Ha ¢ szigoruan konvex, kétszer differencialhaté és lim,_o %'(p) = —oo0, domy =
R, ., akkor d rendelkezik az (A) és (B) tulajdonsigokkal. Az eltérésfiiggvényeket
general6 alabbi ¢ fliggvények ebbe a kategéridba tartoznak, kivéve az elsd, a kvad-
ratikus fiiggvényt, amely céljainknak f6ként azért nem felel meg, mert értelmezési
tartomanya R.
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e Ha ¢(p) = %pz, akkor d(z;,y:) = %(zi — yi)2 az euklideszi tavolsag négyzete
és d*(s,y;) = 3% + sy,

e Ha +(p) = plnp, akkor d(2;,3:) = 2;1n ;z/* +1y; — z; — ismét a Kullback—Leibler
relativ entropidhoz jutottunk.

e Ha ¢(p) = —Inp, akkor d(z;,y;) = —In Z 4 % —1 - ez a Burg entropia. Ek-
kor d*(s,y:) = —In(1 — sy;), s < i A k-adik iteradcibban minimalizdland6
fiiggvény a kovetkezd:

flz) - wkZln< I) k>

e Ha ¢(p) =plnp—(1+p)In(l+p)+ (1+ p)In2, akkor d(zi,y;) = z:In &t —
{(1+2z)n 1+—”'— esd*(s,y:) = —In(l4+y;—vyis),s< 1—;} A k-adik iteraciéban
mmlmahzalando fiiggvény a kovetkezs:

- W In{1+y;, —y: .
k; ( Yi = Y

e Ha 1/1(10) =p—2/p, akkor d(z;,y;) = (‘/z_"\;ﬁyi)z és d*(s,ys) = =k -

A k-adik iteracioban minimalizalando6 fiiggvény a kovetkezd:

s < \/—
91(:‘7)

+wkZ ka

A kovetkezd két példaban a generalt eltérésfiiggvény nem elégiti ki alapvetd
feltételeinket. Széles kérben alkalmazzak azonban Sket a statisztikdban és d szere-
pében is alkalmazhatok, ha a kvadratikus tavolsagfiiggvénnyel kombinaljuk, amint
ezt alabb latni fogjuk.

e Ha (p) = —\/r —p?, 7 > 0,—/r < p < /r, akkor
T-—Zly,

d(zi,ys)
/o yl
a Hellinger tavolsig, —7 < z; <1, —r <y </r ¥*(s) = V1+ 52,

-1 <s<1.
e Ha ¢(p) =plnp+ (r—p)In(r —p), r > 0,0 <p < r, akkor

2
T =2z

r—=z

2
Az, ) = ziln 2 4 (r — z)1
(ziy¥s) zznyi+(r Z)nr—yi

a Fermi-Dirac tavolsag, 0 < z; <7, 0<y; <7, ¥*(s) =rIn(1 +¢€°) —rlnr.
Tovabbi példakat taldlhat az érdekl6dd olvasé a [8] dolgozatban.
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4.3. Kombinalt kvadratikus és nem-kvadratikus, és masodrendii
fiiggvények
Polyak [14] dolgozatéban bevezetett alabbi 4 fiiggvény a Fermi Dirac tavolsag

s sve

4
(2-p)In(2—p)+plnp, ha 0<p<§

1 ) 4
Z(p—b)? - 2 <
4a(17 )"~ ha 2 <p

w(p) =

ahol a, b és c értékeit ugy valasztjuk, hogy ¢ kétszer differencialhaté legyen p = %-
ban. Akkor

2y; — 2z i 4
(2y; — zi)In YiZ%  oimZ, ha 0<z <2
Yi Yi 3
d(ziayi) = 2
1 (Zi—b’l,') n } ” > 4yl—
4a vi CYi, la z; 2 3 s
l S
. 2y; In +e’ ha s> ~1In2
d (S7yi) = 2

yi(as® + bs +c), ha s< —In2.

E o fiiggvényrol Polyak megmutatta, hogy a neuralis halézatok irodalmaban gyak-
ran alkalmazott Log-Sigmoid transzformacié Fenchel konjugéltja. Az dltala generalt
d eltérésfiiggvény rendelkezik az (A4),(B) ¢s (C) tulajdonsagokkal. Ezenkiviil van
egy szamitasokban elényds extra tulajdonsaga is: masodik deriviltja korlatos az
egész pozitiv félegyenesen.

Auslender, Teboulle és Ben-Tiba az {1] dolgozatukban az y € R}, ,z € R},
vektorok eltérését egy az (5)-ben leirt ¢ fiiggvényre igy definialjak:

Z 21,, 3/1) - Z yt ( )
o vi
A d(z;,y;) fiiggvény homogén masodrendd, mert d(Az;, Ay;) = Nd(z;,y:)- A Lag-

range multiplikdtor médszerben alkalmazva ezt az eltérés fiiggvényt azt kapjuk,
hogy a k-adik iterdcioban minimalizaland6 fiiggvény a kovetkezs:

+wk2 yl 2 (gz I))

y, Wk

Megjegyezziik, hogy ez a tipusi eltérésfiiggvény rendelkezik a kritikus (C) tu-
lajdonsaggal mind a harom, a 4.1. szakaszban felsorolt ¢ esetében.
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A szerz6k az alabbi kombinalt masodrendd fiiggvényt is bevezették. Adott
g > 0, v > 0 mellett legyen

o(p) = nd(p) + = (p — 1)°

2
ahol ¢ kielégiti az (5)-ben leirt feltételeket. Bizonyitottak az algoritmus konvergen-
cidjat, azonban csak a ¢ deriviltjara vonatkozé kiegészits feltételek mellett.
A kovetkezd két példaban szerepld fiiggvényeket Ben-Tal és Zibulevsky vezet-
ték be a [3] dolgozatukban. E fiiggvények és igy a segitségiikkel képzett Csiszar-féle
-divergencia masodik derivaltja korlatos az egész pozitiv félegyenesen.

o Kvadratikus-logaritmikus fliggvény:

~1)2 1
-1 ha p>
w(p) = - )
~ — -In2, h —
g~ 72 ha p<g
Ekkor
l(zz yl), haziz%

d(z’i7 yl) = 2 Y Vi
i

Yi Yi Zq
= -=In2—, ha z; <=,
\ 8 4 n Ui ' 2

1 1
Yi <s+§s2), ha 32—5

d’ 5y Yi) =
(s,30) ) ) )
Yi —Zln(—Qs) ~5) ha s < -3

o Kvadratikus-reciprok fiiggvény:

2

- 2

(- 1) , ha p> -

2 3

¢(p) = . s 5 0

S ip-=y/5/p, ha p<Z.

G TP 3\[3‘/’_’ & P=3

Ekkor

2 .
l(zi_yi)’ ha 21‘22_%‘
2 Yi 3

d(zi, y'l.) =

Ty, 8 /2 ;
g +Zi*§\/;\/zi—yiv ha Zi<—3—»
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1 1
Y (s+§s2), ha 52—§

d*(s,y;) =
(541 (32 1 Ty ]
Yi\211-5"%)’ 3

5. Konvergencia

Tegyiik fel, hogy a d eltérésfiiggvény rendelkezik az (A) és (B) tulajdonsagok-
kal. Minthogy domd(-,y¥) = R4y, y* > 0, ezért a (3) és (4) formuldk 4ltal meg-
hatarozott y* € R™ pozitiv kell, hogy legyen. Vegyiik észre, hogy az algoritmus
miikédési szabalyai szerint fennallnak a kovetkez6 Gsszefiiggések:

G(ka) — L(xk“,yk“) k+1 + ZyHl k+1

zk+1 +Z{yk+1 k+1)-—wkd( 1k+1’y£c)},
mivel d(y ]‘“, yf) > 0, ha y'hLl # y&. Ez utobbi kifejezés tovabb igy irhaté fel:

m
1
k+1 d* [ —a. ("1 oF
FE) s Yo (o k)
amely pedig nagyobb, mint

£+ 5 {yba(e* ) —wnd(vk,95) ),

i=1

mivel y**! maximalizal, i = 1,...,m. Tekintettel arra, hogy d(yF, y¥) =0,

m
(Ik+1) + Z {yfg,—(xk“) —wkd yz oyt )} f k+1 + Zyz 91 k+1

i=1

ez pedig nagyobb, mint
m
@)+ > vkaia*) = G,
i=1
mivel z* az egyetlen minimumpont.

Alkalmazott Matematikai Lapok 22 (2005)



ENTROPIASZERU PROXIMALIS MODSZEREK EGYSEGES FELFOGASBAN 77

Ez azt jelenti, hogy G(y*) novekvé:
(©) G - Gt > Zwkd L) > 0,

és hogy G(y¥) konvergens, mert a (P) és (D) kozos optimalis értéke feliilrsl korla-
tozza:
(7) G = kllm G(*)

létezik. Ezenkiviil

m

k *
Zy gy (zk+1y >wkzd (wkgz(w“l),yf) > ket
=1

=1
és  lim Zwkd (yFt,yf) =

Ha wg-t minden iteracidban egy korlatos 0 < W < wy, < W pozitiv intervallumban
valasztjuk, akkor

(8) hm d( ’”H,Jf) =0, i=1,...,m.

Megmutatjuk, hogy ebben az esetben nem csupan {G(yk)}, de {y*} is konvergens.

2. TETEL. Tegyiik fel, hogy d rendelkezik az (A) és (B) tulajdonsigokkal, és
hogy wy-t egy korlatos pozitiv intervallumban vélasztjuk: 0 < W < wy, < W a k-adik
iterdciéban. Akkor a (3) és (4) formuldkkal meghatérozott {y*} sorozat konvergens

és limy_,oo y* > 0.

Bizonyitds. Az {y*} barmely torlodasi pontja nyilvanvaléan nemnegativ, hiszen
y° pozitiv volt és d( a)-t az R, -n értelmezziik.

Mmthogy G(y*) novekvs, igy az {y*} sorozat minden tagja eleme az {y >0 :
G(y) > G(y°)} szinthalmaznak, amely korlatos (1) szerint. Ez azt jelenti, hogy az

{y*} = {y'”} ¢ Sorozatnak van konvergens részsorozata. Jelolje ezt {y* : k € K} a

megfelels K indexhalmazra: limyex y* = § > 0. Tekintsiik-most az {y**+! : k € K}
részsorozatot, amelynek szintén kell, hogy legyen konvergens részsorozata: {y*+! :
ke Ky K} : limgeg, y*+! = =7>0. (Itt a Zangwill [19] dolgozataban alkalmazott
jelolést kovetjiik.)

Ha g = 5, akkor K1 = K és {y*} minden konvergens részsorozata ugyanahhoz
a torlodasi ponthoz konvergal, vagyis {y*} maga konvergens, amint ezt allitottuk.

Megmutatjuk, hogy #; =3, i =1,...,m
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Minthogy egy konvergens sorozat minden végtelen részsorozata ugyanahhoz a
hatarértékhez konvergal, ezért limpex, y* = limgex y* = ;. Figyelembe véve a (6)
és (8) egyenl6tlenségeket és azt a tényt, hogy G(y*) konvergens vagyis

é: l. k = m = i k+1 = ::
Jim G(y") = G(@) = lim GE™) = G(@)

azt kapjuk wy valasztisa miatt és azért, mert a d fiiggvény mindkét valtOZOJaban
folytonos, hogy limgex, d(yf“, A ) =0 és igy d(yl, ¥:;) =0, amikor §; > 0, g, > 0,

t=1,...,m. Ez azt implikilja, hogy
@- =7%;, amikor ’ﬁ\l >0 é Y, >0
az (A) tulajdonsig fennallasa miatt.

Hogy teljessé tegyiik a bizonyitast, meg kell mutatnunk, hogy 3:;:, > 0 akkor és
csak akkor, ha ; >0,1=1,...,m.
Legyen 3; > 0 egy adott 7 indexre. Azt kapjuk, hogy

0= i do k) =

= lim lim d(y*t, ") =
kEK) kEK, (™ w)

= lim d(y**, %
Jim (Wit %)

mivel d mindkét valtozdjaban folytonos. Ha ;':, = 0, akkor barmely 4 > 0 mellett
létezik olyan k¢ index, hogy 0 < yk’Ll < 4, ha k > kg, k € K;. Valasszuk 4-t ily

modon: § = 1’2— Akkor

d(yiﬁ_l §2)>d(‘;,@,), ha k>ky, keky

azon feltevésnek koszénhetSen, hogy d{y,¥;) szigorian konvex y-ban és felveszi a
minimumat 7;-ban, vagyis szigorian cstkkend a (0,7;) intervallumon. Ez ellent-
mond annak a ténynek, hogy 0 = limgex, d(yF+?, y¥).

Hasonloképpen, ha 3, > 0, akkor limgex, d(yF*t, yF) = limgex, d@i,yl’-‘) =0
implikalja, hogy limkex, y¥ = 7 > 0.

Igy az {y**! : ke K} é {y* : k€ K1} sorozatok ugyanahhoz a torlodasi
ponthoz konvergalnak.

Ezzel bizonyitottuk a tételt. a
Legyen § = (G1,...,0m) = limg—oo y*. Az iterciés formulinak megfelelSen
fennall, hogy
(k1
y:+l=d*l(gl(l‘ )yyf)a i:l,...,m,
Wk
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vagy ami ezzel ekvivalens, hogy

RS
d' (yk+t, k) = gi(z"7)
(™ w) ==
Tegyiik fel, hogy a d fiiggvény rendelkezik az (A) és (B) tulajdonsagokkal. Akkor
a fenti Osszefiiggés maga utan vonja, hogy pozitiv wy esetén

yf“ < y¥ ekvivalens azzal, hogy g;(z**!) <0
yf - yi" ekvivalens azzal, hogy g,-(zk“) =0

yE+1l 5 4k ekvivalens azzal, hogy  g;(z**t1) > 0,

mivel d'(t,y¥) szigordan névekvé és zérd a t = y¥ pontban.
Néhany észrevételt tesziink és 6sszefoglaljuk Gket az alabbi allitasokban.
1. ALLiTAS. Ha ; > 0 és 0 < @ < wy, < @, akkor g;(z*+') konvergens és
k+1)

i @)

= lim g;(z**!) = 0.
k—o0 Wi k—vnologl(x )

Bizonyitds. Minthogy d mindkét valtozojanak folytonosan differencialhato fiigg-

vénye, ezért d’(yFt!, y¥) = ﬂy—yri— is folytonos minkét valtozéjaban, igy
k+1
9i\T ~ o~
sE) _ (it o) - d' (G, &)
Wi
és d'(§i,9:) = 0—ha g; > 0. |

2. ALLiTAS. Tegyiik fel, hogy d* rendelkezik az (A1), (B1), (C1) tulajdonsa-
gokkal. Akkor a {gi(x’““)} barmely torléddsi pontja nempozitiv, i € {1,...,m},
ha 0 < @ < wy < @ minden iterdciéban, k =0,1,... .

Bizonyitds. Legyen az 4llitssal ellentétben {g;(z**!) : k € K2} a {gi(z*T1)}
egy olyan részsorozata, amelynek hatarértéke pozitiv vagy +oo. Akkor létezik
olyan ko index, hogy g;(z*+!) > 0, amikor k > ko, k € Ko. Ez azt jelenti, hogy

k“ =d* (L) yz) -ra fennall, hogy yl’-”rl > yF. Minthogy d*-rél feltettiik,
hogy kétszer folytonosan differenciathaté, ezért a d*'-re vonatkozo6 kozépérték-tétel
szerint

d*(z,yf) — d”(0,45)
z

De d*'(0,yF) = y¥ a (B1) tulajdonsag miatt és d*”(£,y¥) > 7 a (C1) tulajdonsag
miatt, igy

=d"(&yF), ha 0<¢<a

d*l (91(1 )7./1) yf 1
>

1(zk+12 _M‘v

Wk

ha k> kg, k € Ky.
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Igy azt kapjuk, hogy
.’Ek+l) 1

w—k]\l_i —*:w':—'—-ﬁ, ha k>k0,k€’€2,

vt 2y +
amely, figyelembe véve, hogy y¥ konvergens a 2. Tétel szerint, maga utan vonja,
hogy limkex,g:(z**1) < 0. Ellentmondésra jutottunk azzal a feltevéssel, hogy
{9:(z**) : k € Ky} hatérértéke pozitiv. O

3. ALLITAS. Ha a {gi(z**")} sorozat valamely részsorozatdnak hatérértéke ne-
gativ vagy —oo (i € {1,...,m}), akkor §; = 0 — feltéve, hogy 0 < @ < wy minden
k-ra.

Ez az 4llits az 1. Allitasbol kovetkezik.

A kdvetkezé allitas arrdl szol, hogy {gi(«*+!)}-nek nincs olyan részsorozata,
amely —oo -hez tart, feltéve, hogy a d fiiggvény rendelkezik a (C) tulajdonsaggal
is.

4. ALLiTAS. Tegyiik fel, hogy d rendelkezik az (A), (B) és (C) tulajdonsa-
gokkal, és hogy 0 < W < wy, < @ minden k-ra. Akkor a { g,—(zk)} sorozat korlatos,
1=1,...,m

Bizonyitds. Az 1. és a 2. Allitasok szerint létezik olyan r € R, , hogy
(9) gi(zF) < r, i=1,...,m
k=0,1,2,....Igy a {gi(z*)} sorozat korlatos, i € {1,...,m},haa { Y1, g:(z*)}
sorozat alulrél korlatos. Ez utobbi allitast fogjuk bizonyftani.

Mivel {y*} konvergens a 2. Tétel értelmében, ezért barmely £ > 0-hoz létezik

olyan ko index, hogy |y¥ — #i| < §, ha k > ko, i = 1,...,m. Rogzitsiik € értékét.
A G fiiggvény konkavitasa miatt fennall, hogy

G(y*) - G(y) 2 0G(y*)(v* - v) Zgz(z (vf — )

barmely y € RT esetén, k =0,1,2,....
Valasszuk y — t gy, hogy
Ui = Ui + &, i=1,...,m

legyen. Akkor

3e - e
_? < yz Yi < "‘5
ko~ £
g:(=")yF — %) > —§gi($k), ha g;(z*) < 0
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) - 3e
g:(@")(F - i) > —‘2—gi($k), ha gi(z*) > 0,

i=1,...,m. Igy

i=1 i1 gi(z%)>0
A (9) és (7) osszefiiggések felhasznalasaval az kovetkezik, hogy
£ & .
52 68> -G +G@ - D a(=*) 2
i=1 i:gi(z*)>0
> -G + G(F) — erm.

Ezért 3°70 gi(z*)-t [ - G+GH) - erm] 2 alulrél korldtozza minden k > ko esetén.
Ez bizonyitja az allitast. O

Az 1., a 3. és a 4. Allitasok maguk utan vonjék, hogy
m m
(10) Jim. Egi(x"')yf = lim ;gi(x")y:- =0 és
1= 1=
lim f(z*) = f= lim G =G
k—oo k—o0

Be kell még latnunk, hogy az {z*} sorozat maga is korlatos. Minthogy
limg oo G(¥¥) = F < fo, ahol fo a (P) feladat minimum értéke, (10) és a 2. Al-
litas szerint barmely € > 0 mellett létezik olyan k. index, hogy

zk €C. = {1’ : f(-’Ck)_fO <e, gz(xk) <e, izla-"am}a
ha k > k.. Akkor (P) optimalis megoldasainak C halmaza a C, halmazok metszete:
C =Ne>0Ce.

Minthogy C recessziés kiupja a C. halmazok recessziés kupjainak metszete
Rockafellar ([15], Corollary 8.3.3) szerint, az (') feltevés miatt fennall, hogy {u :
z+ueC.VzeC}) = {0}, vagyis {z*} korlatos. |

Készen allunk, hogy bizonyitsuk az 1. Tételt. Ez kovetkezik.
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Az 1. Tétel bizonyitdsa. Minthogy az {z*} sorozat korlatos a 4. Allitas szerint,
ezért van konvergens részsorozata. Ez bizonyitja az () allitast.

Legyen § = limy o y*. E hatarérték 1étezik és nemnegativ a 2. Tétel szerint.
Legyen 7 az {z*} sorozat egy torlédasi pontja. Minthogy limg_,eo [gi(x")+] =0a
2. Allitas értelmében, i = 1,...,m (ahol a, jeloli a max(a,0) értéket), igy g;(%) <
0. Ezenkiviil ¢;(Z) = 0, ha #; > 0 az 1. Allitas szerint, igy :g;(Z) = 0. Ez azt jelenti,
hogy

G(@) = f@) + ) §igi(®) = f(3),

i=1

amely bizonyitja az (i1) és (4i¢) allitasokat. O
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BUDAPESTI KOZGAZDASAGTUDOMANYI
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A UNIFYING APPROACH TO ENTROPY-LIKE MULTIPLIER METHODS
IN CONVEX PROGRAMMING

Eva KoMAROMI

Entropy-like multiplier methods solve the convex constrained minimization problem by sol-
ving its dual. To regularize optimization process a distance function parametrized by the current
estimate of the Lagrangian multipliers is added to the Lagrangian of the problem, to enforce
positivity of these multipliers the chosen function is a so-called entropy-like function which is
defined on the positive orthant. In this paper we are concerned with extending available conver-
gence results without giving some specific form to this entropy-like function. Several examples of
applicable entropy-like functions are presented.
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OSSZEFUZESI TECHNIKAK ES ALKALMAZASAIK*

IMREH BALAZS, IMREH CSANAD, IMREH SZABOLCS

Szeged

Dolgozatunkban felidézziik az ugynevezett ,patching” technikat, és a teljesség igé-
nye nélkiil dsszefoglaljuk annak néhany szép alkalmazasat. Ezt kdvetden egy tovabbi,
uj alkalmazast mutatunk be, melynek hatékonysagat valosziniiségi és empirikus analizis
segitségével demonstraljuk.

1. Bevezetés

Mivel a hozzarendelési feladat az utazé {igynoék probléma relaxéacitja, kézen-
fekvé az a megoldasi technika, hogy a hozzarendelési feladat optimalis megoldasabal
konstrualjunk egy ,,j6” korutat. Itt a j6 korutat abban az értelemben hasznaljuk,
hogy a hozzatartozé célfiiggvényérték eltérése az utazoé igyndk probléma optimum
értékétol kicsi legyen. Ehhez tekintsiik a hozzarendelési feladat azon interpretacio-
jat, amikor az {1,...,n} halmaz permutaciéi koziil keressiik azt a ¢ permutaciot,
amelyhez a minimalis z(y) célfiiggvényérték tartozik, ahol z(@) = Y, €1 () 8
C = (ci;) egy fixalt koltségmatrix. Ebben az esetben a hozzarendelési feladat op-
timéalis megoldasa egy permutéacid lesz, amely vagy egy ciklus, vagy diszjunkt cik-
lusck uniéja. Az elsé esetben a kapott permutacié optimalis megoldasa lesz a C
koltségmatrixi utazéd igynck problémanak, mig a masodik esetben kettd vagy tobb
diszjunkt ciklus egy ciklusba t6rténd dsszeflizésével képezhetiink djabb és ijabb per-
mutacidkat egészen addig, amig egy ciklikus permuticiét nem kapunk. Amennyi-
ben a ciklusok Osszefiizésével jar6 koltségek nem nagyok, tgy az elGallitott ciklikus
permutacié egy ,,j0” lehetséges megoldasa lesz az utazé iigynék problémanak. Az
ilyen tipust heurisztikus eljarasokat nevezik patching vagy subtour-patching elja-

*A kutatast OTKA T046405 szami palyazata tdmogatta.
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rasoknak, amelyek alapvetSen az Gsszefiizend6 diszjunkt ciklusok kivalasztasaban
kiilonboéznek egymastél. Az emlitett eljarasok viszonylag kevésbé ismertek, példaul
nincsen magyar terminolégidjuk, igy a tovabbiakban a patching technika helyett
az Osszeflizési eljaras kifejezést hasznaljuk. Fontos még megjegyezni, hogy az 6ssze-
fizési eljarasok jol alkalmazhaték az utazé ligynok probléméaval rokon feladatok
kozelité megoldasainak meghatarozasara is. A kovetkezékben felidézziik a hozza-
rendelési feladatot, az utazé igynék problémat, valamint kettd, ezzel rokon felada-
tot, ezek matematikai modelljeit, majd ismertetiink t6bb, az Osszefizési eljarason
alapulé heurisztikus algoritmust a tekintett problémak kozelitd megoldasara.

2. Hozzarendelési és utazé ligynok feladatok

A hozzarendelési feladatot a kovetkezGképpen szokasos definidlni. Adott n dol-
gozd és n munka, valamint adott minden ¢,j € {1,...,n} indexpérra ¢;;, amely
megadja azt a koltséget, ami akkor keletkezik, ha az i-edik dolgozé hajtja végre
a j-edik munkat. Feladat a munkakat elosztani a dolgozdk kozott gy, hogy min-
den dolgozé pontosan egy munkat kapjon, minden munkit pontosan egy dolgozb
végezzen el, tovabba a teljes munkavégzés koltsége minimalis legyen. A C = (c¢;5)
matrixot a feladat kéltségmdtrizdnak nevezziik.

A problémaét a kévetkezs optimumszamitasi modellel irhatjuk le. Helyettesitsiik
a dolgozokat és a munkakat rendre a sorszamaikkal. Ekkor a lehetséges megoldasok
az {1,...,n} halmaz permutacioi lesznek. Legyen ¢ az {1,...,n} halmaz egy per-
mutacidja, azaz egy lehetséges hozzarendelés. Ekkor a teljes munkavégzés koltsége:
2(p) = >4 Co(ty- Most jeldlje P az {1,...,n} halmaz &sszes permutécidinak a
halmazat. Ekkor egy, a problémat leiré optimumszamitasi modell a kovetkezs:

(1) p€P

n
> Cep(ey = min
t=1

Az utazé ligynok probléménal adott n szamu varos és egy ligyndk, akinek va-
lamely varosbol kiindulva végig kell latogatnia az Osszes varost ugy, hogy minden
varost pontosan egyszer érintsen, tovabba az altala megtett ut a lehetd legrovidebb
legyen. Nyilvanval6, hogy amennyiben 1-t6l n-ig sorszamozzuk a varosokat, akkor
az utazé iigyndk probléma lehetséges megoldasai pontosan az {1,...,n} halmaz
ciklikus permutéciéi. Legyen az i-edik varost a j-edik varossal osszekdtd at hossza
¢ij. Ekkor a feladatot a k6vetkezd optimumszamitasi modellel irhatjuk le:

(2) pEP
 egyetlen ciklusbdl all

n
> Ceip(ey = min
t=1
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A C matrixot itt is koltségmatrixnak nevezziik. A révidebb széhasznalat ér-
dekében az utazé {igynok problémaéra hasznalni fogjuk a TSP roviditést, amely
az irodalomban hasznalt angol Travelling Salesman Problem réviditése, tovabba
optysp(C)-vel jeloljiik a C koltségmatrixii TSP optimumat.

Az utazé ligyndk problémaval rokon, két tovabbi problémat is egyszerien le
lehet irni az eddig hasznalt terminolégidban. Az els6 annyiban kiilénbézik a TSP-
t6l, hogy adott egy 1 < p < n egész és a varosokat legfeljebb p szamu {igyndk alkal-
mazéséival kell végiglatogatni Ggy, hogy minden varost a hasznalt {igynoksk egyike
pontosan egyszer érintsen, minden varost csak egy ligynok latogasson meg, tovabba
a hasznalt iigynokok altal megtett Osszes it hossza minimalis legyen. A probléma
az alabbi optimumszamitasi modellel irhaté le:

(3) peP
 legfeljebb p ciklusbél 4ll

n
g Cy,p(t) — Min
t=1

Ez a feladat az irodalomban (Id. pl. [4], [19]) TSP with p traveling salesmen
néven ismeretes és pTSP-nek réviditik. Mi is ezt a roviditést fogjuk hasznalni, és
opt,rsp(C)-vel fogjuk jeldlni a C koltségmatrixt pTSP optimumat.

A maésik rokon feladat az irodalomban Hamiltonian p-Median Problem (HpMP
roviden) néven ismeretes (ld. [3], [5], [11]). Ez annyiban kiilénbozik a pTSP-tdl,
hogy a p iigynck mindegyikét kitelezd hasznalni. Ennek megfelelen a kévetkezd
optimumszamitasi modellel irhat6 le:

(4) peP

@ pontosan p ciklusbdl all

n
E Ctp(t) — Min
t=1

A C kbltségmatrixd HpMP optimumadra a optyy,yp(C) jelolést hasznaljuk.

Mivel a pTSP mind a TSP-nek, mind a HpMP-nek relaxacioja, rogton adodik,
hogy barmely C koltségmatrix mellett opt,rsp(C) < optpgp(C) és opt,rgp(C) <
opty,mp (C) érvényes. Az dltalanosan érvényes relacional szorosabb Gsszefiiggés tel-
jesiil, ha a C koltségmatrixra érvényes a haromszdg egyenlGtlenség, azaz minden
i,7,k € {1,...,n}-re ¢;j + ¢jr > ci. Erre az esetre [12]-ben igazolast nyert, hogy

optypmp(C) < p-optyrsp(C) < p - optrgp(C).

Ami kissé meglepd, hogy [12]-ben azt is sikeriilt igazolni, hogy ezek a korlatok
élesek, azaz minden pozitiv n-re van olyan D, koltségmatrix, amelyre teljesiil a
haromszogegyenl6tlenség és minden 1 < p < n-re

OpthMP(Dn) =p Optstp(Dn) = p - optrgp(Dn).
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A felsorolt problémaknak szdmos gyakorlati alkalmazasa van, melyekre e dolgozat
keretében nem tériink ki. Csak egy olyan TSP alkalmazast mutatunk be, amelyben
a koltségmatrix nem sziikségképp szimmetrikus.

Legyen adott n munka és egy olyan gép, melyen a munkik mindegyike végre-
hajthat6. Ha a gépen az i-edik munka utan a j-edik munkat hajtjuk végre, akkor a
gépet at kell allitani, jelolje ezen Atallitas koltségét c;;. Hatarozzuk meg a munkak
egy olyan végrehajtasi sorrendjét, amelyre minimalis az atallitasi koltségek Gsszege!

Nyilvanvald, hogy a probléma egy olyan TSP feladatot eredményez, melynek
kéltségmatrixa nem okvetlen szimmetrikus, ugyanis az i-edik munkaro! atallni a j-
edik munkara nem sziikségképp annyi koltséggel jar, mint a j-edik munkarol atallni
az i-edik munkéra.

Ismeretes, hogy a TSP (ld. [10]) probléma NP-nehéz. Mivel a p = 1 esetben
mind a pTSP mind pedig a HpMP probléma a TSP problémara redukalédik, ezért
ezek a problémak is NP-nehezek. Szintén igazolast nyert, hogy tetszéleges p kons-
tans mellett a HpMP (1d. [5]) NP-nehéz. Masrészt egyszerien adédik, hogy tetszs-
leges p konstans mellett a pTSP probléma is NP-nehéz, tetszdleges TSP probléma
megoldasa visszavezethets egy alkalmas pTSP probléma megoldasara felvéve p — 1
tovabbi pontot, melyek tivolsiga egymaéstél és az eredeti pontoktdl egy elegen-
déen nagy érték. Kovetkezésképp mindharom esetben van létjogosultsidga szubop-
timalis lehetséges megoldasokat szolgaltaté heurisztikiknak. A kovetkezd részben
Osszegyiijtiink olyan heurisztikus algoritmusokat a TSP és a HpMP problémékra,
amelyek hasznaljak a ciklusok 6sszefiizésének modszerét. Ezt kovetden bemutatunk
egy 1j, a ciklusok Gsszeftizésén alapuld eljarast a pTSP probléméara. A bemutatéasra
keriil6 heurisztikik mindegyikének miiveletigénye O(n?), igy ezen eljarasok lénye-
gesen gyorsabbak, mint az exponencialis miveletigényi egzakt eljarasok.

3. Heurisztikak a TSP és HpMP problémakra

Jelolje a C koltségmatrixi hozzarendelési, TSP, HpMP és pTSP feladatokat
rendre A(C), TSP(C), HpMP(C) és pTSP(C). Akkor nyilvanvalé, hogy A(C) re-
laxacioja a TSP(C), HpMP(C) és pTSP(C) feladatok mindegyikének. Ennek ké-
vetkeztében A(C) optimuma also korlatja a fentiekben felsorolt feladatok optimu-
mainak. Empirikus vizsgalatok azt mutatjak, hogy ez a korlat egyenletes eloszlasu
véletlen koltségmatrix esetén kozel éles. Az A(C) és TSP(C) feladatok optimumér-
tékeit hasonlitotta 6ssze Balas és Toth [1]. A szerz6k 400 problémapart hasznaltak
fel a vizsgalathoz. Minden feladatparnal egyenletes eloszlas mellett véletlenszeriden
valasztottak feladatméretet az 50 < n < 250 tartomanybdl, valamint célfiiggvénye-
gyiitthatékat az 1 és 100 vagy az 1 és 1000 kbzé esd egészekbdl. Az igy elGéllitott
C koltségmatrixra megoldottak az A(C) és TSP(C) feladatokat, majd képezték
az optpgp(C) és az opt, (C) optimumok hanyadosat, ahol opt, (C) jeldli az A(C)
hozzarendelési feladat optimuméat. Atlagolva a hanyadosokat azt kaptak, hogy az
atlag 1.008, ami azt mutatja, hogy a tekintett mintdn a hozzarendelési feladat
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optimumeértéke éles alsé korlatja a TSP optimuménak. Masrészt a hozzarendelési
feladat megoldasara Egervary [6] eredményeire épitve, Kuhn [16] kidolgozott egy
hatékony eljarast, amelyr6l Munkres [17] igazolta, hogy az eljaras miiveletigénye
O(n3). Késébb A(C) megoldasara kidolgozasra, keriiltek hatékonyabb eljarasok is,
Id. példaul a [7] és [9] munkikat. Az a két tény, hogy A(C) optimuma véletlen
input esetén kozel éles alsé korlatja TSP(C) optimumaéanak, tovibba A(C) megol-
dasara léteznek hatékony megold6 algoritmusok arra Gszténézte a kutatdkat, hogy
A(C) optimalis megoldasabol kiindulva kellene kis kéltséggel egy korutat eldalli-
tani, amely a TSP(C)-nek egy jo kozelité megoldasat szolgiltatna. Ezt az Stletet
els6ként Szwarc 18] alkalmazta a kovetkezéképpen. Amennyiben A(C) optimalis
megoldasa nem ciklikus permutéacié, akkor diszjunkt ciklusok uniéja. Ekkor két
diszjunkt ciklusbél képezhetd egy 4j ciklus gy, hogy mindkét ciklusbél torliink
egy-egy élet és két, megfelels uj él felvételével a tekintett két ciklusbél egy ciklust
készitliink. Két ciklus ilyen egyesitését a késSbbiek soran patching miveletnek ne-
vezték, mi a két ciklus dsszefizésének fogjuk nevezni. A tovabbiakban szabatosan
definidljuk az Gsszefiizés miiveletét, majd olyan heurisztikus eljarasokat mutatunk
be, amelyek a hozzarendelési feladat optimalis megoldasabdl indulnak ki, és ebbdl
Osszeflizési miiveletek sorozataval allitanak el6 kozelité megoldasokat a maésodik
fejezetben megadott utazoé ligynék problémékra.

TSP heurisztikak. Legyen adott egy C n x n-es koltségmétrix és oldjuk meg az
A(C) hozzarendelési feladatot. Ha A(C) ¢ optimalis megoldasa ciklikus permuté-
cio, akkor ez nyilvanval6an TSP(C)-nek is optimalis megoldasa. Ellenkezd esetben
@ diszjunkt ciklusok uniéja. Tekintsiik most ¢ két diszjunkt ciklusat. Tartozzon az
(u,v) él az egyik ciklus altal meghatarozott részkorathoz, és az (r,s) él a masik
ciklus altal meghatarozott részkorithoz. Az elsd részkorutbol toroljiik az (u, v) élet
a masodikbol az (r, s) élet. Az igy el6allo grafhoz vegyiik fel az (u, s) és (r,v) éle-
ket. Az eredmény egy iranyitott részkorut lesz, amely egy 1j ciklust hataroz meg.
A tekintett két ciklus ilyen Osszekapcsolasat 2-dsszefiizési miveletnek nevezziik.
Hozzavéve az 1j ciklushoz ¢ maradék ciklusait, egy olyan @ permutéciét kapunk,
amely eggyel kevesebb ciklust tartalmaz, mint ¢, tovibba az Osszeflizés koltsége

Z(()b) - Z((p) = Cy,s + Cry — Cyv — Cr,s-

Most az 6sszes lehetséges (u,v) és (r,s) élekre kiszamitva a megfeleld Osszeflzés
koltségét, meghatarozhat6 a tekintett két ciklus egy, a legkisebb koltséggel jard
dsszefiizése, amelyet legjobb 2-Gsszefizésnek neveziink. A bevezetett fogalmakkal
egyszertien megadhatok az Gsszeflizési mdveleten alapulé eljarasok.

Szwarc eljarasa ({18])

(1) Oldjuk meg az A(C) hozzarendelési feladatot. Legyen ¢ az A(C) feladat opti-
malis megoldésa és ¥ := ¢. Tovabba legyen 9 diszjunkt ciklusainak a szdma k.

(2) Ha k = 1, akkor vége az eljarasnak, ¥ a TSP(C) egy kozelité megoldasa. El-
lenkezé esetben folytassuk az eljarast a (3) lépéssel.
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(3) Rendezziik 9 ciklusait a benniik szereplé legkisebb elemek szerint névekve
sorrendbe. Ha k paratlan, akkor hajtsunk végre az els6 két cikluson egy leg-
jobb 2-Osszeflizési miiveletet. Ha k paros, akkor tegyiik ugyanezt az utolso
ket ciklussal. A kapott 4] ciklushoz vegyiik hozza ¥ maradék ciklusait, és az
igy elgallé permutacié legyen 1. Csokkentsiik k értékét 1-gyel és folytassuk
az eljarast a (2) lépéssel.

Karp eljarasa ([14])
Karp eljarasa csak a (3) lépésben kiilonbozik a fenti eljarastol. Nevezetesen a (3)
lépésben a két legnagyobb elemszamu ciklus egy legjobb 2-Gsszefiizését tartalmazza.
A Karp-féle eljarasra végrehajtott empirikus és valészintiségi analizisek azt mu-
tatjak, hogy ez az eljaras jo kozelit6 megoldast ad a TSP-re. A [2] dolgozatban
n=100,150,200,250 feladatméretekre 100-100 kdltségmatrixot generaltak véletlen-
szertien egyenletes eloszlas mellett a [0, 100] intervallumba es6 egészekbél. A gene-
ralt C koltségmatrixok mindegyikére meghatirozasra keriilt optgp(C), tovabba
végre lett hajtva TSP(C)-re Karp eljarasa. Jeldlje Karprgp(C) a Karp-féle elja-
rassal nyert kozelits megoldason felvett célfiiggvényértéket. Az empirikus analizis
soran kapott Karppgp (C)/ optrgp(C) hanyadosok atlagat adja meg az 1. tablazat.

n=100 | n=150 [ n=200 | n =250
Karprgp(C)/optrsp(C) | 1108 | 1127 | 1127 | 1.177

1. tdbldzat

A Karp-féle eljarasra valoszintiségi analizist végzett Steele és Karp a [19] mun-
kaban. Igazoltdk, hogy amennyiben a ¢;; célfiiggvényegyiitthatok a [0,1] interval-
lumon egyenletes eloszlasu fiiggetlen valoszintségi valtozok, akkor a Karppgp(C)/
optygp (C) valdsziniiségi valtozé varhatoé értéke 1 + O(n‘%). Késabb tovabbi ered-
mények keriiltek publikaldsra Karp-féle eljaras kiilénb6z6 médositasainak val6szi-
niiségi analiziseir6l. Ezen téma attekintése megtalalhato a [8] dolgozatban.

3-6sszefiizési eljaras ([2]). Ha az A(C) hozzarendelési feladat ¢ optimalis meg-
oldasa kettonél tobb diszjunkt ciklust tartalmaz, akkor lehet olyan eljarast kezde-
ményezni, amely harom vagy tébb ciklust egyidejtileg egy ciklussa alakit at. A [2]
dolgozatban egy olyan eljaras keriilt kidolgozasra, amelyben kettSnél tobb ciklus
esetén harmasaval keriilnek a ciklusok egyesitésre.

Jo6l megoldhaté feladatosztalyok. Fontosnak tartjuk megemliteni, hogy az
Osszefiizési technikat nem pusztan heurisztikus algoritmusok kifejlesztésére alkal-
maztak. NP-nehéz probléméak esetén érdekes kérdés olyan specialis feladatosztalyok
meghatarozésa, amelyek esetén polinomialis idejd algoritmussal megkaphat6 az op-
timalis megoldas. Tobb dolgozat foglalkozik olyan specialis osztalyokkal, amelyekre
az optimalis megoldas megkaphat6 a hozzarendelési feladat optimélis megoldasa-
bél kiindulva, alkalmasan megvalasztott ciklusok Gsszefiizéseivel. Ezen eredmények
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Osszefoglalasa és altaldban egy attekintés a TSP probléma j6l megoldhat6 oszta-
lyairél a [4] dolgozatban talalhatok.

HpMP heurisztikiak. A HpMP feladat egy szuboptimalis lehetséges megoldasa-
nak meghatarozésara tobb heurisztikus eljaras keriilt kidolgozasra a [11] dolgozat-
ban. Itt most egy olyan heurisztikus eljarast idéziink fel [12]-b6l, amely részben
a 2-Osszeflizési technikdn alapul. Az eljaras alapétlete az, hogy a hozzarendelési
feladat optimalis megoldasabél indulunk ki. Ha az optimalis megoldasban a cik-
lusok k szdma megegyezik p-vel, akkor az illeté permutécié optimalis megoldasa
HpMP-nek is. Ha k > p, akkor ciklusok 2-6sszefiizésének egy sorozataval készitiink
egy lehetséges megoldast. Ha pedig k < p, akkor ciklusok két ciklussa torténd va-
gasaval noveljik a ciklusok szamat addig, amig a ciklusok szama el nem éri p-t.
Az eljaras Cutting and Patching Method néven keriilt bevezetésre, amire a tovab-
biakban mint vdgdsi é€s 2-Gsszefizési eljdrdsra fogunk hivatkozni. Az eljarashoz a
ciklusok vagasat kell pontositani. Ehhez legyen adott egy (ig,%y,...,%-—1) ciklus.
Tovabba legyenek 0 < s < r és 0 <t < [(r — 2)/2] tetszbleges egészek. Tekintsiik a
ciklus altal meghatarozott iranyitott részkoérutat. Elindulva ezen a részkériuton az
is csucsbol és bejarva a részkorat csucsait i,-ig, ahol v = s + t(mod r), majd eh-
hez az iranyitott uthoz hozzavéve a (i,,1s) élet egy iranyitott részkdrutat kapunk.
A masik részkorutat gy képezziik, hogy a tekintett ciklus altal meghatarozott
koriat ¢, csticsabo! indulunk, ahol u = v + 1(mod r), és bejarjuk a cstcsokat i,,-ig,
ahol w = s +r — 1(mod r), majd felvessziik az (i,,1%,) élet. A kapott két részkorit
két diszjunkt ciklust eredményez, amelyek ugyanazon elemeket tartalmazzak, mint
a tekintett ciklus. A ciklus szétvagasanak koltségeként tekinthets az 4j részkdrutak
hosszai Gsszegének a tekintett ciklushoz tartozoé részkorit hosszatol vald eltérése,
ami
Ci,yiy T Cipin — Ciyyine — Cinin

Most minden lehetséges s és t egészre kiszamitva a fenti koltséget, majd képezve
a kapott kéltségek minimumat, megkapjuk, hogy ilyen tipusu vagasok koziil, mely
vagas jar minimalis koltséggel. Ezt a koltséget a tekintett ciklus vdgdsi koltségé-
nek nevezziik. Ezek utdn a HpMP feladatra az alabbi heurisztikus eljarast lehet
alkalmazni.

Vagasi és 2-8sszeflizési eljaras ([12])

(1) Oldjuk meg az A(C) hozzarendelési feladatot. Legyen ¢ A(C) optimaélis meg-
oldasa és 9 := . Tovabba legyen ¥ diszjunkt ciklusainak a szadma k.

(2) Ha k = p, akkor vége az eljarasnak, 9 a HpMP(C) egy kizelits megoldasa. Ha
k < p, akkor a (4) lépés kiovetkezik. Ellenkezs esetben folytassuk az eljarast
a (3) lépéssel.

(3) Valasszuk ki 9 két olyan ciklusat, amelyekre minimalis a 2-0sszefiizési koltség,
majd hajtsunk végre ezen a két cikluson egy legjobb 2-Gsszeflizési miiveletet.
A kapott 4j ciklushoz vegyiik hozza ¥ maradék ciklusait, és az igy el6allé
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permutéaci6 legyen 9. Csokkentsiik k értékét 1-gyel és folytassuk az eljarast a
(2) lépéssel.

(4) Valasszuk ki 9 egy olyan ciklusat, amelynek minimalis a vagasi koltsége. Vag-
juk szét ezt a ciklust a minimalis vagasi koltségnek megfelelGen. A tekintett
ciklust helyettesitsiik ¥-ban a vagassal kapott két 4j ciklussal és az igy el6allo
uj permuticid legyen 9. Noveljitk k értékét 1-gyel és folytassuk az eljarast a
(2) lépéssel.

A Karp-féle eljaras empirikus analiziséhez hasonlé empirikus analizist végez-
tek a vagasi és 2-Osszefiizési eljaras vizsgalatara a [12] dolgozatban. Az analizisben
n = 50,100,150 feladatméretekre és p = 1,2,3,4,5,7,10 értékekre 100-100 kolt-
ségmatrixot generaltak véletlenszeriien egyenletes eloszlas mellett az [1,100] in-
tervallumba es6 egészekbdl. Minden generslt C koltségmatrixra meghatarozasra
keriilt opty,mp(C), tovabba végrehajtisra keriilt HpMP(C)-re a vagasi és 2-
Osszeftizési eljaras. Jeldlje Vupmp(C) a vagési és 2-Osszefiizési eljarassal nyert ko-
zelitd megoldason felvett célfiiggvényértéket. Az empirikus analizis sordn kapott
Vipmp (C)/ opty,mp(C) hanyadosok V/opt-tal jelolt atlagit adja meg a 2. tabla-
zat.

n=>50n=100 | n =150
V/opt | V/opt | V/opt
1.099 1.098 1.076
1.018 1.030 1.028
1.002 1.015 1.019
1.006 1.003 1.010
1.002 1.003 1.008
1.010 1.032 1.013
10 | 1.107 1.064 1.033

N O e[ W R =S

2. tdbldzat

4. Heurisztikus algoritmus a pTSP problémaéara

Ebben a részben a pTSP problémat vizsgaljuk. Kifejlesztiink egy az Gsszeflizési
technikin alapul6 heurisztikus eljarast a probléma megoldéasara, eljarasunk a Karp-
féle eljaras altalanositasa. Az eljaras hatékonysagat elemezziik empirikus analizis
alapjan, majd kiterjesztjiik a Karp-féle ([15]) valoszintiségi analizist erre az esetre
is.

Az eddig bemutatott alkalmazasok alapjan kézenfekvs az alabbi heurisztikus
eljarast hasznalni a pTSP(C) feladat egy szuboptimalis megoldasanak elSallitaséra.
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2-0sszefilizési eljaras pTSP-re

(1) Oldjuk meg az A(C) hozzarendelési feladatot. Legyen ¢ A(C) optimalis meg-
oldasa és 9 := ¢. Tovabb4 legyen ¥ diszjunkt ciklusainak a szdma k.

(2) Ha k < p, akkor vége az eljarasnak, 9 a pTSP(C) egy kozelit6 megoldasa.
Ellenkez§ esetben folytassuk a (3) 1épéssel az eljarast.

(3) Rendezziik ¥ ciklusait a tartalmazott pontok szama szerint csokkend sor-
rendbe. Hajtsunk végre az elsé két cikluson egy legjobb 2-6sszefiizési miive-
letet.

Mivel a jelen dolgozatban eddig emlitett Gsszes empirikus és valoszintiségi ana-
lizis az egyltthatok egyenletes eloszlasat tételezte fel, az altalunk a 2-Gsszeflizési
eljarasra végzett empirikus és valdszindségi analiziseknél hasonlé feltevéssel éltiink.
A 2-Gsszefiizési eljaras empirikus analizise soran n = 100, 150, 200 feladatméretekre
és p=2,3,5,7,10 értékekre 100-100 koltségmatrixot generdltunk véletlenszerten
egyenletes eloszlas mellett az [1,100] intervallumba esé egészekbdl. Minden generalt
C koltségmatrixra meghataroztuk a opt,rgp(C) optimumot, tovabba végrehajtot-
tuk a pTSP(C) feladatra a 2-Osszefiizési eljarast. Jelolje Kprsp(C) a 2-Gsszefiizési
eljarassal nyert kozelité megoldason felvett célfliggvényértéket. Az empirikus anali-
zis sordn kapott K,1sp(C)/ opt,rsp(C) hényadosok K/opt-tal jelolt atlagit vala-
mint a heurisztikival nyert optimalis megoldasok s, szamat adja meg a 3. tablazat.

n = 100 n = 150 n = 200
K/opt | s, | K/opt | s, | K/opt | s,
1.0515 | 12 [ 1.0359 | 13 | 1.0258 7
1.0284 | 34 | 1.0263 | 21 | 1.0257 | 16
1.0133 | 68 | 1.0108 | 56 | 1.0105 | 56
1.0023 | 96 | 1.0017 | 92 | 1.0018 | 83
10 | 1.0000 | 100 | 1.0000 | 100 | 1.0000 | 100

N[Ot | W NS

8. tdbldzat

Valésziniiségi analizis. Az algoritmusok hatékonysaganak valészintségi analizis
alapjan torténd elemzésekor, feltételezziik, hogy az input valamely valoszinidségi
eloszlas alapjan keletkezik, és ezen feltétel mellett vizsgaljuk az algoritmus altal
kapott koltség és az optimalis koltség hanyadosanak varhatéd értékét. Jelen eset-
ben a Karp-féle [15] valészindségi analizist terjesztjiikk ki a pTSP problémara, igy
feltessziik, hogy a koltségmatrix elemeit a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlas
alapjan kapjuk. Ekkor teljesiil a kdvetkezs allitas.

TETEL. Ha ac;j célfiiggvényegyiitthatok a [0, 1] intervallumon egyenletes elosz-
lasi fiiggetlen valészintdségi valtozok, akkor a Kyrsp(C)/ opt,psp(C) valdsziniségi

valtozo varhato értéke 1 + O(n‘%).
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Bizonyitds. A Karp-féle bizonyitas kiterjeszthets erre az esetre is. A bizonyitas
a kovetkez§ lemman alapul.

LEMMA ([15]). Amennyiben az Osszefiizések sordn mindig feltételezziik, hogy
a korokon beliili élek kiltsége 0 és a tébbi él koltsége az egyenletes eloszlas alapjan
generalt, akkor a Karp-féle eljirasra

Karprgp(C) _1
E (ﬁ) <1+0(n"7).

Mivel a lemmaban szerepld feltétel mellett minden Osszefiizés varhato koéltsége
nemnegativ, ezért
Kp1sp(C) < Karppgp(C)

teljesiil. Masrészt opt 4(C) < opt,rgp(C), ezért a fentiek alapjan ad6dé

Kprsp(C) n-1/2
E( ey <10l

Osszefliggésb6l mar kovetkezik a bizonyitando allitas.
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ON SOME APPLICATIONS OF THE PATCHING METHOD

BaLAzs IMREH, CSANAD IMREH AND SzABOLCS IMREH

In this paper we survey some applications of the patching method regarding the travelling
salesman problem. We also recall an application for the Hamiltonian p-median problem. Further-
more, we develope a new algorithm based on this technique for the pTSP problem. The efficiency
of this algorithm is demonstrated by empirical and probabilistic analysis.
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A PERT EGY UJ, SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELLJE

GOUDA ASHRAF* ES SZANTAI TAMAS!

Budapest

A PERT modellezés hagyomanyos modszereinek nagy hatranya az, hogy a projekt
végrehajtasi idejére meghatarozott valdsziniiségi jellemzdk csak azzal a feltételezéssel ér-
vényesek, hogy minden egyes véletlentdl fiiggs id6pontban, amikor a projekt valamelyik
tevékenysége befejezédik, minden, ezt a tevékenységet kdzvetleniil kbvetd tevékenység
végrehajtasat azonnal el kell kezdeni. Ez a feltétel szamitégépes task-ok litemezésekor
esetleg betarthato lehet, azonban gyakorlatilag elképzelhetetlen a PERT legfontosabb
alkalmazéasa, az épitkezési projektek litemezése teriiletén. Nem véletlen, hogy deter-
minisztikus tevékenységi id6k esetén meg szokds hatdrozni minden egyes tevékenység
agynevezett legkorabbi és legkés6bbi kezdési id6pontjait, tartalék idejeit stb. Ebben a
dolgozatban olyan PERT modellt mutatunk be, amely véletlen tevékenységi idSk esetén
is determinisztikus legkorabbi kezdési idépontokat ad meg minden tevékenységre, mikdz-
ben gondoskodik arrél, hogy ezek az el6re adott legkorabbi kezdési idSpontok a projekt
véletlen kériilmények kozdtti megvalositisa soran elSirt megbizhatésaggal betarthatok
legyenek. Ezaltal az 4j modell a projekt végrehajtasi idejére is olyan becslést szolgéaltat,
amely az el6irt megbizhat6siggal betarthaté. Ennek az jfajta modellezésnek tovabbi
elénye, hogy akkor is alkalmazhat6, amikor a tevékenységek véletlen végrehajtasi ide-
jei Dirichlet eloszlasuak, mely eloszlas a PERT modellezésben elészeretettel alkalmazott
béta eloszlas tobbdimenzids sltalanositasa. A dolgozat végén nem til nagyméretd teszt-
feladatokra az 0j modell altal szolgaltatott numerikus eredményeket fogunk bemutatni.
Ezeket az eredményeket dsszehasonlitjuk a hagyomanyos elemzési modszerek hasonlé
szamadataival.

1. Bevezetés

A PERT az angol ,,Project Evauluation and Reviewing Technique” elnevezés-
bl képzett betiiszo. Jelentése ezért magyarul Ggy fogalmazhaté meg, mint ,pro-

*A BME Matematika Intézet PhD hallgatéja
tA dolgozat megirasahoz vezet§ munkat részben az OTKA T047340 szamu palyazata tamo-
gatta.
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jektek kiértékelési és ujratervezési médszere”. Projektnek kiilénféle tevékenységek
egymastol fiiggd sorozatat nevezziik, mely tevékenységek elvégzése a projekt meg-
valositasat jelenti. A projektet alkoto tevékenységeket {a,b,...} kis latin betiikkel
jeloljiik és feltessziik, hogy kozottiik definidlva van egy a < b-vel jelolt, tigynevezett
elsobbségi relacio, amely azt jelenti, hogy a b tevékenység végrehajtasat csak akkor
lehet elkezdeni, amikor az a tevékenység végrehajtasa mar befejez8dott. Ez a rela-
ci6 nyilvan rendelkezik a tranzitivitdsi tulajdonsaggal, azaz ha a < b és b < ¢, akkor
a < cis teljesiil. Barmely projekt uigy dbrazolhaté, mint egy hurokmentes irdnyitott
graf, amelyben az iranyitott élek a tevékenységeket jelentik. Az altalanossig meg-
szoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy az iranyitott grafban pontosan egy olyan csiics
van, amelyikbe nem vezet él és ugyancsak pontosan egy olyan csics van, amely-
b6l nem vezet ki él. Ha a csucsokat altalaban eseményeknek nevezziik, akkor ezek
a specialis csiicsok ugy tekinthetSk, mint kezdd, illetve befejezé események. Minden
tevékenységnek van egy végrehajtdsi ideje, vagy hossza. Ennek megfelelGen beszél-
hetiink a hurokmentes iranyitott graf barmely utjanak hosszarél is, mint az utban
foglalt tevékenységek végrehajtasi ideinek az Gsszegérél. Kiilonds jelentSsége van a
kezdd eseményt a befejez6 eseménnyel 6sszek6td utak hosszainak. Ezen utak koziil
a leghosszabb hatirozza meg ugyanis azt a legrovidebb idStartamot, amely alatt a
projekt teljesithetd, azaz minden tevékenysége végrehajthat6. Ezt az idétartamot
a projekt megualdsitdsi idejének, az ennek megfelels leghosszabb utat pedig kritikus
itnak nevezziik. Ezért, ha a tevékenységek végrehajtasi idejei determinisztikusan
meghatarozottak lennének, akkor a projekt megvalésitasi idejénck meghatéarozasa
csak annyit jelent, hogy egy hurokmentes, irdnyitott grafban meg kell keresni két
kijeldlt cstics kdzott a leghosszabb, vagy ami ezzel ekvivalens, a legrévidebb utat.
A PERT modellek azzal — a gyakorlati alkalmazhat6sag szempontjabél lényeges —
feltételezéssel élnek azonban, hogy a projekt tevékenységeinek a végrehajtési idejei
véletlen mennyiségek, vagy mas szoval valoszindségi valtozok. A tovabbiakban az-
zal foglalkozunk, hogy ilyen feltételezés mellett hogyan lehet a projekt ugyancsak
véletlen megvalositasi idejét jellemezni.

Tegyiik fel, hogy a projektet leir6 grafunknak n csicsa van, melycket az
1,2,...,n egész szamokkal azonositunk. Tegyiik fel tovabba, hogy p kiilonb6z6
ut letezik a kezdd, azaz az 1-es csticsbol a befejezs, azaz az n csiicsba. Ezeket az
utakat egy A = (a,;) ut—¢él incidencia méatrixszal irhatjuk le:

1, ha a j tevékenység szerepel az i Gtban,
(I,LJ' =
0, kiilénben.

Jelolje A; az A matrix i-edik sorat, mint sorvektort (1 <i < p). Legyen £ =
(&1, .. ,§n)T a tevékenységek véletlen végrehajtasi idejeib6l képezett oszlopvektor.
Ekkor az R(£), ,véletlentd] fiiggs kritikus athossz” gy irhaté fel, mint

R(€) = max A€

1<i<p
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Ha Py,..., P, jeloli a kezd6 eseménybdl a befejez6 eseménybe vezets utakat, mint
élhalmazokat, akkor ugyanez tgy is irhaté, mint

RO = 26
Az R(€) valbszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét jelolje F(z):

8 F(z) = P(R(€) < ).

A hagyomanyos PERT modellek {6 probléméija az (1) eloszlasfiiggvény, illetve az
azzal kapcsolatos valdsziniségi jellemzSk becslése. Ennek az a legnagyobb hatra-
nya, hogy a projekt végrehajtasi idejére meghatarozott (1) valésziniségi eloszlas-
fiiggvény csak azzal a feltételezéssel érvényes, hogy minden egyes véletlentdl fiiggs
idépontban, amikor a projekt valamelyik tevékenysége befejezGdik, minden ezt a
tevékenységet kozvetleniil kovets tevékenység végrehajtasat azonnal el kell kezdeni.
Ez a feltétel szamitogépes task-ok iitemezésekor esetleg betarthaté lehet, azonban
elképzelhetetlen a PERT legfontosabb alkalmazasa, az épitkezési projektek iiteme-
zése teriiletén. Nem véletlen, hogy determinisztikus tevékenységi id6k esetén meg
szokds hatarozni minden egyes tevékenység ugynevezett legkorabbi és legkésbbi
kezdési id6pontjait, tartalék idejeit stb. Ebben a dolgozatban olyan PERT modellt
mutatunk be, amely minden tevékenységre megad legkorabbi kezdési id6pontokat,
melyeket el6irt megbizhat6saggal tartani lehet a projekt megvaldsitasa soran és me-
lyek betartasa mellett a projekt megvaldsitasi ideje is az adott megbizhatésiggal
meghatarozhato.

Eredetileg a PERT modellezést D. G. Malcolm és munkatarsai fejlesztették ki
(14sd [10]), melyben csupan a projekt varhato befejezési idejének a meghatérozasara
vallalkoztak. Késébb korlatokat és kozelitéseket hatarozott meg ugyanerre D. R.
Fulkerson ([6]), C. T. Clingen ([1]), S. E. Elmaghraby ([4]), P. Robillard és M. Tra-
han ([17], [18]), L. P. Devroye ([2]) és sokan masok. A PERT modellezésr6l magyar
nyelvii irodalomként Klafszky Emil jegyzetét ajanljuk (lasd [7]). A gyakorlati al-
kalmazasok szempontjaboél ennél fontosabb azonban korlatokat, illetve kozelitéseket
megadni a kritikus at valészintségi eloszlasfiiggvényére. Ilyen irdnyt kordbbi ered-
ményeket illetSen a kévetkezd dolgozatokat ajanljuk: G. B. Kleindorfer ([8]), A. W.
Shogan ([19]), A. Nadas ([15]), L. Meilijson és A. Nadas ([11]), B. M. Dodin ([3]),
G. Weiss ([25]), S. W. Wallace ([24]). Fiiggetlen gamma eloszlasu tevékenységi id6k
esetén D Monhor [12]) a Boole—Bonferroni korlatok alkalmazasaval adott als() és
let eloszlas PERT modellezésben valé alkalmazhatosédgara D. Monhor ([13] ) hivta
fel elgszor a figyelmet. Az (1) eloszlasfiiggvény tobbdimenziés normélis eloszlas-
sal valo kozelitésének a gondolata A. Prékopa és J. Long ({16]), illetve D. Monhor
([14]) dolgozataban meriilt fel el8szor, erre vonatkozé hatékony szamitasi eljaras
J. Long, A. Prékopa és T. Szantai ([9]) dolgozataban olvashaté.
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2. A PERT sztochasztikus programozasi modellje

Legyen a projektet leiré hurokmentes iranyitott graf (A, .A), ahol A a csticsok
(esemeények) halmaza, A az élek (tevékenységek) halmaza. Legyenek az A-beli cst-
csok c;, 7 =1,...,n, melyek koziil ¢; legyen a kezds cstcs és ¢, a befejezd cstics.
Rendeljiik a ¢; csticshoz az x; valtozot, mely jelentse azt a legkorabbi kezdési id6-
pont, amikor az Osszes, a c; csticsbdl induld él altal reprezentalt tevékenység el-
kezdhets, j = 1,...,n. Legyenek az A-beli élek e;, i = 1,...,m és rendeljiik az e;
élhez a d; szdmokat, mint az él Altal reprezentalt tevékenység végrehajtasi idejét,
t =1,...,m. Ha ezek determinisztikusan meghatarozottak, akkor az (N, A) hurok-
mentes irdnyitott graf altal leirt projekt legrovidebb végrehajtasi idejét a kovetkezd
linearis programozasi feladat megoldasa adja:

Ty, — T, 2 diy 1=1,...,m
(2) £;>0,j=1,...,n
min (z, — 1),

ahol k;, v; rendre az e; él kezd§ és végzd csicsanak az indexei. Nyilvan feltehet-
jiik, hogy z; = 0 és ennek megfelSlen egyszeridsithetjiik a (2) feladatot. Ha a d;,
it =1,...,m tevékenység végrehajtasi idok valdszinlségi valtozok, akkor jelolje eze-
ket &,1=1,...,m és oldjuk meg a kdvetkezs egyiittes valoszintiséggel korlatozott
sztochasztikus programozasi feladatot az x;, j = 1,...n legkorabbi kezdési id6pon-
tok meghatarozasahoz:

P(-’rv.;"xk,: 2{1’, 1:1,,771)217
(3) r; >20,5=1,...,n
min (z, — 1),

ahol p egy eldirt, elég nagy valdszinlség, amellyel megkivanjuk, hogy a teljes pro-
jekt kivitelezhets legyen a (3) feladat megoldasa altal meghatarozott zy,...,x,
tevékenység kezdési idépontok szigora betartasaval. A PERT modellezés szakiro-
dalm4bé! ismert modellekben Altalanos feltételezés a tevékenység végrehajtasi id6k
sztochasztikus fiiggetlenségének a feltételezése, mely esetben a (3) sztochasztikus
programozasi feladatban az egylittes valoszinliség az egydimenziés peremeloszla-
sokkal szamitott valoszintiségek szorzatara bomlik és ezaltal numerikusan kdnnyen
kezelhetvé valik.

A kovetkezd, numerikus eredményeket tartalmazo szakasz elsé feladataban
megmutatjuk, hogy a (3) sztochasztikus programozasi feladat megoldhaté reélis
méreti tesztfeladatokra a tevékenység végrehajtasi idsk Dirichlet tipusu egyiittes
eloszlasanak a feltételezése mellett is. A masodik feladatban normalis eloszlasu,
sztochasztikusan fiiggetlen tevékenység végrehajtasi idék feltételezése mellett a [9]
dolgozat modszerével meghatarozzuk a hagyomanyos PERT modellezés szerinti (1)
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eloszlésfiiggvényt és dsszehasonlitjuk azt a (3) sztochasztikus programozasi feladat
kiilénb6z6 megbizhatdsagi szintek elSirasa melletti megoldasaval nyerhetd eredmé-
nyekkel.

3. Numerikus eredmények

Tekintsiik elGszor az 1. dbran lathaté hurokmentes, irdnyitott graffal megadott
PERT feladatot. Az 1. abran d;, i = 1,...,15 a 15 tevékenység végrehajtasi ideit,
x; az Osszes olyan tevékenység végrehajtasa legkorabbi elkezdési id6pontjat jeldli,

amelyek a j-edik eseménynél kezd6dnek, j = 1,...,8. Az 1-es esemény a kezd§ és
a 8-as a befejezd esemény és feltessziik, hogy ; = 0. Ekkor, ha a d;, i =1,...,15

tevekenység végrehajtasi id6k determinisztikusan adottak, akkor a PERT modellt
CPM (Critical Path Method) feladatnak tekinthetjiik és a (2) linearis programozasi
feladatnak megfelel6 (4) feladat xg megoldaskomponense a projekt megvalositési
idejét, mig az x; megoldaskomponensek a megfelels tevékenységek legkorabbi kez-
dési id6pontjait adjak meg, 7 = 2,...,8. Ezekbdl a CPM modell minden kérdése,
mint példaul az ugynevezett kritikus it meghatarozasa a szokott médon megold-
hato (lasd [7]).

T >d;
T3 > dy
T4 >ds
T7 > dy
—Tg +zs5 >ds
—Z2 +z7 > dg
) +zg > d7
~g +24 > ds
(4) —Z3 +s > dyg
—3 +Z6 >dyo
—T4 +x7 >dn
—Tg +x8 > di2
—x6 +Z7 >di3
—T6 +zg > dyy
—T7 +x8 > di5

25 2 05 1=25.5::::8

min ( s)

Ha azonban a d;, i = 1,...,15 tevékenység végrehajtasi id6k sztochasztikusak,
akkor egy, a (3) sztochasztikus programozasi feladatnak megfelels (5) feladatot kell
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1. dbra. PERT terviitem halo

megoldanunk. Ennek megadasahoz legyen most
{,::ai+(b,-—ai)17i, =1 s 510,
ahol a;, b; az i-edik tevékenység végrehajtasi idejének optimista, pesszimista becslé-

seit=1,...,15 ésazny,...,ns valészintségi valtozok ¥, > 0,...,915 > 0,916 > 0,
paraméteri Dirichlet egyiittes eloszlasuak, azaz az egyiittes siriségfiiggvényiik

P +...+ %15 +Y16) 9,21 _9y5-1 #ig—1

s 5 = o v ipe 1B 1l = =] 16 )
f(z Z15) T{@1) - T(015)T (0r0) %) e § . Y T15)

haz; >0,...,215 >0ésx; +...+ x5 < 1. Ekkor a megfelels egyiittes valoszinti-

séggel korlatozott sztochasztikus programozasi feladat:
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Brman(—01 +32 )=m
m( @2 T3 ) =12
m( —asz +x4 ) >3
(b4ia4)( —a4 +x7 ) >y
(bsiad)( —a5 —X2 +zs5 ) >ns
(buiab)( —ag —IT2 +z7 ) >
(b7ia7)( =Qr —Ty +x5) > 17
(5) Pl el —as g, Ty )=ns | 2p
ey ( —a9 —x3 +x5 ) > o
By ( @10 —T3 +Zs ) = Mo
Bram ( —on —Ty4 +z7 ) = nu
(b_mla—u)( —a12 —Zs +8) > M2
a,“—_lam( —ap3 —Zg +T7 ) > M3
T ( 1 —T6 +28) > M14
('b—lTia_l,)( —a15 —Z7 +I8) = Ms

min g,

ahol p a projekt hataridére torténd megvaldsithatosaganak elGirt valosziniisége. Az
1. tablazatban megadjuk a projekt 15 tevékenysége Dirichlet eloszlasdnak azokat a
jellemzdit, melyekkel a szamitasokat elvégeztiik. Az egyes tevékenységek végrehaj-
tasi idejeinek a korrelacios egyiitthat6i a paraméterekbdl kiszamolhatoak, azokat
itt nem soroltuk fel, csak megjegyezziik, hogy az értékiik 0 és —0,124409 kozott volt.
A 2. tablazatban megadjuk a (4) linearis programozasi feladat megoldasat azokra
az esetekre, amikor az optimista, a pesszimista illetve a legval6szintibb tevékenység
végrehajtéasi értékekkel, mint determinisztikusan adott értékekkel dolgoztunk, va-
lamint az (5) sztochasztikus programozasi feladat az 1. tablazatban adott Dirichlet
eloszlassal vett megoldasait harom kiilénb6z6 valészintségi szintre: 0,9-re, 0,95-re
és 0,99-re. A 2. tablazatban az xg valtozo értéke egyben a projekt megvaldsitasi
idejét is jelenti. Lathato, hogy a determinisztikus esetek egyike sem ad kielégitd
eredményt, ha az optimista, vagy a legvaloszinibb tevékenység végrehajtasi id6k-
kel dolgozunk, akkor 0,9-nél joval kisebb valészintiséggel lesz csak a kapott id§ alatt
megvalosithaté a projekt, mig a pesszimista tevékenység végrehajtasi idékkel dol-
gozva ugyan 0,99-nél is joval nagyobb valdsziniiséggel lesz a projekt megvalosithato,
A dontéshozé aszerint valaszthat a harom sztochasztikus valtozat koziil, hogy mek-
kora kockazatot véllal a projekt hataridére torténd megvalositdsara. Feltehetdleg ez
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1. tdbldzat. A Dirichlet eloszlas paraméterei

sorszam | optimista | pesszimista | legvalészintibb 0 varhat6 | szoras
becslés becslés érték paraméter érték

1 45 60 45,043 1,06 45,691 | 0,642
2 10 40 11,500 2,05 12,674 | 1,745
3 50 75 50,048 1,04 51,130 | 1,060
4 10 40 12,957 3,07 14,004 | 2,083
5 15 45 15,286 1,20 16,565 | 1,362
6 70 95 70,071 1,06 71,152 | 1,070
7 40 75 40,133 1,08 41,643 | 1,511
8 85 95 85,524 2,10 85,913 | 0,588
9 10 35 10,600 1,05 11,141 1,065
10 45 90 45,011 1,005 46,966 | 1,878
11 25 45 25,967 2,015 26,752 | 1,154
12 25 50 25,083 1,07 26,163 | 1,075
13 30 60 30,071 1,05 31,370 | 1,278
14 55 75 56,048 2,10 56,826 | 1,176
15 15 35 15,029 1,03 15,896 | 0,844
16 1,02

2. tdbldzat. A linearis és a sztochasztikus programozasi feladat megoldasai

determinisztikus esetek sztochasztikus esetek
valtozok | optimista | pesszimista | legvalészinibb | p =0,90 | p = 0,95 J p = 0,99
1 0 0 0 0 0 0
T2 70 130 70,171 79,695 82,784 96,084
T3 10 40 11,500 15,291 24,443 27,131
o 95 135 97,024 104,492 | 114,908 | 117,901
Ts 170 255 170,410 177,479 | 181,694 | 193,509
e 115 175 116,507 126,897 | 138,993 | 148,067
7 140 225 144,199 162,424 | 181,097 | 184,299
Tg 195 300 199,227 226,194 | 247,067 | 250,336
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a valasztas konnyebb lesz szaméara, mint a csupan a determinisztikus esetek koziili
valasztas lenne. A sztochasztikus programozasi feladatok megoldasa a Szantai Ta-
mas altal kifejlesztett PCSP (Probabilistic Constrained Stochastic Programming)
programrendszerrel tortént (lasd [20], illetve ennek gamma és Dirichlet eloszlas ke-
zelésére is alkalmas tovabbfejlesztése [21]).

Masodik numerikus példaként tekintsiik a 2. abran lathatoé, J. Long, A. Prékopa
és T. Szantai altal a [9] dolgozatban elemzett terviitem halot. Ez a terviitemhal6
66 tevékenységhdl és 28 eseménybdl all, az 1-es eseményt tekintjiik kezdé és a 28-as

2. dbra. Prékopa Andras és J. Long PERT terviitem hél6ja

eseményt befejezs eseménynek. A tevékenységek végrehajtasi idejeire a 3. tablazat-
ban adtuk meg az optimista és a pesszimista becsléseket.

A 2. abra PERT terviitemhalojaban 1623 ut létezik a kezdd és befejezd ese-
mények kozott. A tevékenységi id6kre a 3. tablazatban megadott végrehajtési ido
alsé és felss korlatok figyelembevételével, a [9] dolgozatban leirt 1. eliminacios al-
goritmus utan 201, mig az ezt kovets 2. elimindciés algoritmus végrehajtasa utan
csupan 8 it maradt meg, mint amelyik valaha is kritikusnak, azaz leghosszabbnak
mindsiilhet. Mivel ebben a 8 tutban csak 21 tevékenység van érintve, az ezekre az
utakra redukalt ut—él incidencia méatrix 8 x 21 méreti és a 4. tablazatban lathato.

Konnyen észrevehetd, hogy ennek a matrixnak csak 4 linearisan fiiggetlen osz-
lopvektora van, ezért a tobbdimenzi6s normalis eloszlassal valé kozelités esetén a
8-dimenzios normalis eloszlas a 4-dimenzi6s Euklideszi térre korlatozodik. Ezen a
numerikus példan a [9] dolgozatban targyalt tobbdimenziés normaélis eloszlassal
és a sztochasztikus programozassal valé megkozelités kozti kiilonbséget kivanjuk
szemléltetni. Ehhez azt fogjuk feltenni, hogy a tevékenységek végrehajtasi idejei
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3. tdbldzat. A 66 tevékenység végrehajtasi idejeinek also és felsd korlatjai

Sorszam | Tevékenység | Alsé6 | Fels6 || Sorszam | Tevékenység | Als6 | Felss
korlat | korlat korlat | korlat
1 (1,2) 24 32 34 (13,18) 47 55
2 (1,3) 48 56 35 (13,19) 44 52
3 (1,4) 49 57 36 (14,23) 11 19
4 (1,13) 24 32 37 (14,28) 36 44
5 (2,4) 21 29 38 (15,16) 39 47
6 (2,5) 43 51 39 (15,17) 18 26
7 (2,15) 30 38 40 (16,17) 13 21
8 (3,6) 14 22 41 (16,18) 41 49
9 (3,8) 28 36 42 (16,22) 42 50
10 (3,13) 29 37 43 (17,22) 38 46
11 (4,13) 36 44 44 (17,24) 27 35
12 ( 4,15) 19 27 45 (18,19) 26 34
13 (5,7) 49 57 46 (18,20) 39 47
14 (5,17) 12 20 47 (18,22) 25 33
15 (6,8) 35 43 48 (19,20) 13 21
16 (6,9) 28 36 49 (19,21) 16 24
17 (7,10) 15 23 50 (20,22) 29 37
18 (7,17) 26 34 51 (20,23) 42 50
19 ( 8,11) 33 41 52 (20,25) 33 41
20 ( 8,13) 46 54 53 (20,26) 43 51
21 (9,11) 41 49 54 (20,27) 44 52
22 (9,12) 47 55 55 (21,23) 22 30
23 (9,21) 42 50 56 (22,24) 46 54
24 (10,24) 40 48 57 (22,26) 19 27
25 (10,28) 37 45 58 (23,25) 33 41
26 (11,13) 27 35 59 (23,28) 39 47
27 (11,19) 26 34 60 (24,26) 15 23
28 (11,21) 31 39 61 (24,28) 48 56
29 (12,14) 38 46 62 (25,27) 27 35
30 (12,21) 48 56 63 (25,28) 26 34
31 (12,23) 29 37 64 (26,27) 29 37
32 (13,15) 32 40 65 (26,28) 22 30
33 (13,16) 20 28 66 (27,28) 20 28
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4. tdbldzat. A 8 megmaradt it Gt—¢él incidencia métrixa

DI 2 8 15 16 19 21 26 32 38 41 45 46 48 50 51 56 58 60 62 64 66
f][t10 1 0 1 1 1 1 1 1 06 11 0 1 0 1 0 1 1
2g1 11 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1
3t v+ 6 17 0 1.1 1 1 1 0 1 O 1 O 1 O 1 0 1 1
4ftr 11 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1
5§11 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 O 1 O 1 0 1 0 1
6111 0 1 6 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
7fitr1 06 1 0 1 1 1 1 1 0 1 O O 1 0 1 0O 1 0 1
8yj2 1 1 6 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1

5. tdbldzat. A 8 megmaradt it egyiittes normalis eloszlasanak a parameéterei

Varhato érték | 508 507 504 503 487 486 483 482
Szorasnégyzet | 8,9443 | 8,9443 | 8,6410 | 8,6410 | 8,6410 | 8,6410 | 8,3267 | 8, 3267

1,0000 0,8667 0,8971 0,7591 0,7591 0,6211 0,6445 0,5013
0,8667 1,0000 0,7591 0,8971 0,6211 0,7591 0,5013 0,6445
0,8971 0,7591 1,0000 0,8571 0,6429 0,5000 0,7412 0,5930
Korrelaci6 | 0,7591 0,8971 0,8571 1,0000 0,5000 0,6429 0,5930 0,7412
métrix 0,7591 0,6211 0,6429 0,5000 1,0000 0,8571 0,8895 0,7412
0,6211 0,7591 0,5000 0,6429 0,8571 1,0000 0,7412 0,8895
0,6445 05013 0,7412 0,5930 0,8895 0,7412 1,0000 0,8462
0,5013 0,6445 0,5930 0,7412 0,7412 0,8895 0,8462 1,0000

egymastol fiiggetlen, adott varhato értékid és szorasu, de kiilonben tetszéleges el-
oszlasi valdszintségi valtozok.

A varhato6 értékeket mint a 3. tdblazatban adott also és felss korlatok szdmtani
kozepét, a szérasnégyzeteket pedig mint a két korlat érték kozti kiilonbség négyze-
tének a tizenketted részét valasztottuk, vagyis a t6bbdimenziés normalis eloszlassal
val6 kozelités tgy is tekinthet, mintha a tevékenységek végrehajtasi idejeire azt
tettiik volna fel, hogy azok egyenletes eloszlastiak az alsé és fels6 korlatjaik altal
adott intervallumon. Ezzel a feltételezéssel a centralis hatareloszlas tétel értelmében
a megmaradt utak hosszai olyan, egy 4 dimenziés altérre korlatoz6dé 8 dimenziés
normalis eloszlasiak, amely paraméterit az 5. tablazat mutatja.

Ahhoz, hogy a tobbdimenziés normalis eloszlassal és a sztochasztikus progra-
mozassal valé kozelitést konnyen Ossze lehessen hasonlitani, megoldottuk az (5)
sztochasztikus programozasi feladatot 0-t6l 1-ig terjed§ val6szinidségi szintekkel.
Ezt az AMPL modellezd nyelv (lasd R. Fourer, D. M. Gay és B. W. Kernighan
[5]) és a LOQO megold6 algoritmus (lasd R. J. Vanderbei (22| és [23]) segitségé-
vel konnyen meg lehetett tenni, hiszen feltettiik, hogy a tevékenységek végrehajtasi
idejei egymastol fiiggetlen, normalis eloszlast valészindségi valtozok. A kapott ered-
ményeket a 6. tiblazat tartalmazza.
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6. tdbldzat. A sztochasztikus programozasi feladat kiilonbozé valészinidségi szintek
melletti megoldasai

val. | megvaldsitasi val. | megval6sitasi val. | megvalositasi
szint idé szint id6 szint id6

0,01 531,358 0,35 560,794 0,70 577,641
0,05 540,927 0,40 563,087 0,75 580,677
0,10 546,329 0,45 565,351 0,80 584,153
0,15 550,112 0,50 567,624 0,85 588,333
0,20 553,206 0,55 569,945 0,90 593,796
0,25 555,927 0,60 572,353 0,95 602,312
0,30 558,427 0,65 574,897 0,99 619,592

Ezekbdl linearis interpolacioval allitottuk el§ a projekt megvalositasi idejének
a valbszinidségi eloszlasfliggvényét a 495-625 intervallumban egységnyi 1épéskozok-
kel haladva. A tobbdimenziés normalis eloszlassal vald kozelités eredményeit pedig
a 7. tablazatban adjuk meg. Ebben a tablazatban az eloszlasfliggvény pontos érté-
kei mellett feltiintetjiik a [9] dolgozatban ismertetett modon szamitott binomidlis
momentum, illetve hipermultifa alsé és felsé korlatokat is, melyeket rendre BM L3,
BMUS3 illetve HML(0,2), HML(0,3), HMU(1,1) és HMU(1,2) jeldl.

A 7. tablazatbél kiolvashato, hogy a hipermultifa korlatokat elég a 4-es szor-
zat valésziniiségek szintjéig szamitani (HML(0,3)-HMU(1,2) parig), ekkor az als6
és felss korlatok mar gyakorlatilag teljesen megegyeznek a pontos értékkel. Az is
lathat6, hogy a tébbdimenziés normalis eloszlassal torténd kozelités szamitasi id6i-
génye nagyon alacsony, hiszen az nem fligg a PERT hélé méretét6l, hanem csupan
attél, hogy hany Gt marad meg, mint szamitasba veendd, lehetséges leghosszabb
ut.

7. tdbldzat. A kritikus tuthossz eloszlasfiiggvényének tobbdimenziés nor-
malis eloszlassal szamitott also, fels§ korlatai és pontos értékei

[ X |[BML3[HML(0,2) | HML(0,3) [pontos | HMU(1,2) | HMU(1,1) | BMU3 |
480 |[ 0,0000 [ 0,0002 0,0003 [0,0003 | 0,0003 0,0003 | 0,0070
481 |[ 0,0000 | 0,0003 0,0004 |0,0004 | 0,0004 0,0005 | 0,0085
482 |{ 0,0000 | 0,0005 0,0006 | 0,0006 |  0,0006 0,0008 | 0,0102
483 || 0,0000 | 0,0007 0,0009 |0,0009 | 0,0009 0,0012 | 0,0114
484 || 0,0000 | 0,0011 0,0013 [0,0013 | 0,0013 0,0017 | 0,0124
485 |l 0,0000 | 0,0016 0,009 [0,0020 | 0,0020 0,0025 | 0,0138
486 || 0,0000 | 0,0024 0,0028 [0,0028 | 0,0028 0,0037 | 0,0155
487 |[ 0,0000 | 0,0035 0,0040 [ 0,0040 |  0,0040 0,0052 | 0,0178
488 |l 0,0000 | 0,0050 0,0056 | 0,0057 | 0,0057 0,0073 | 0,0208
489 || 0,0000 | 0,0070 0,0078 [ 0,0079 [ 0,0079 0,0100 | 0,0248
490 |[ 0,0000 | 0,0097 0,0108 [0,0108 | 0,0108 0,0137 | 0,0300
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7. tabldzat (folytatas)

| X |[BML3[HML(0,2) [ HML(0,3) [ poutos | HMU(1,2) | HMU(1,1) | BMUS3
491 | 0,0000 [ 10,0133 0,0146 [0,0146 [ 0,0146 0,0184 [ 0,0366
492 | 0,0000 | 10,0180 0,0195 |0,0195 | 0,0195 0,0244 [ 0,048
493 |[ 0,0000 | 0,0240 0,0258 [0,0258 | 0,0258 0,0320 [ 0,0551
494 |l 0,0000 | 10,0316 0,0337 [0,0337 ] 0,037 0,0415 | 0,0675
495 1[ 0,0000 | 0,0410 0,0434 10,0435 | 0,0435 0,0531 | 0,0824
496 || 0,0000 | 10,0526 0,0554 [0,0554 | 0,0554 0,0670 | 0,0962
497 |l 0,0000 | 0,0666 0,0697 | 0,0697 [ 0,0697 0,0837 [ 0,1125
498 |l 0,0000 [ 10,0833 0,0867 | 0,0867 | 0,0868 0,1032 | 0,1320
499 |/ 0,0000 | 10,1030 0,1067 [0,1067 | 0,1067 0,1259 | 0,1549
500 | 0,0103 [ 0,1258 0,1207 [0,1297 | 0,1297 0,1518 | 0,1812
501 || 0,0487 | 10,1518 0,1560 | 0,1560 | 0,1560 0,1810 [ 0,2109
502 |[ 0,0873 | 10,1812 0,1855 | 0,1855 | 0,1856 0,2134 | 0,2439
503 || 0,1270 | 10,2139 0,2183 [0,2183 | 0,2183 0,2489 | 0,2800
504 || 0,1683 | 10,2497 0,2541 | 0,2541 | 10,2541 0,2873 [ 0,3188
505 || 0,2179 [ 0,2884 0,2028 [0,2928 [ 0,2928 0,3283 | 0,3600
506 || 0,2731 | 0,3296 0,3340 [0,3340 | 10,3340 0,3714 | 0,4031
507 | 0,3270 | 0,3730 03772 [03772 [ 03772 0,4161 | 0,4476
508 || 0,3798 | 10,4180 0,4220 [0,4220 [ 10,4220 0,4619 [ 0,4928
509 || 0,4318 | 04641 0,4678 |0,4678 | 0,4679 0,5082 | 0,5334
510 |[ 0,4830 | 10,5106 0,5141 [0,5141 [ 05141 0,5543 | 0,5741
511 | 0,5330 [ 0,5569 0,5601 [0,5601 | 0,5601 0,5996 | 0,6148
512 |[ 0,5816 | 0,6024 0,6052  [0,6053 [ 0,6053 0,6436 | 0,6549
513 || 0,6284 | 10,6465 0,6490 [0,6490 [ 0,6490 0,6857 | 0,6938
514 || 0,6720 | 10,6887 0,609 | 0,6909 | 0,6909 0,7255 | 0,7310
515 || 0,7148 | 10,7285 0,7304 [0,7304 | 0,7304 0,7626 | 0,7661
516 || 0,7538 | 0,7656 0,7671 [0,7671 [ 10,7671 0,7967 | 0,7987
517 |[ 0,7895 | 0,7996 0,8009 [0,8009 | 0,8009 0,8277 | 0,8285
518 || 0,8220 | 10,8305 0,8315 [0,8315 | 0,8315 0,8555 | 0,8555
519 | 0,8510 | 0,8581 0,8589 [0,8589 | 0,8589 0,8801 | 0,8795
520 || 0,8766 | 0,8824 0,8831 [0,8831 [ 10,8831 0,9015 [ 0,9006
521 | 0,8989 | 0,9037 0,9041 [09042 | 0,9042 0,9199 | 0,9189
522 || 0,9181 | 10,9219 09223 [0,9223| 09223 0,9357 | 0,9346
523 || 0,9344 | 10,9374 09377 [0,9377 | 0,9377 0,9488 | 0,9478
524 | 0,9480 | 10,9504 0,9506 | 0,9506 |  0,9506 0,9598 | 0,9583
525 | 0,9593 | 0,9611 0,9613 | 0,9613 | 0,9614 0,9687 | 0,9667
526 | 0,9685 | 0,9699 0,9700 | 0,9701 | 10,9700 0,9760 | 0,9737
527 || 0,9759 | 10,9769 0,9771  [0,9770 | 0,9770 0,9817 | 0,9796
528 || 0,9818 | 10,9825 0,9827 [0,9826 | 10,9825 0,9863 | 0,9843
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7. tabldzat (folytatas)

| X |[BML3[HML(0,2) [ HML(0,3) [ pontos [ HMU(1,2) [HMU(1,1) | BMU3 |
529 || 0,9865 | 0,9869 0,9870 | 0,9869 | 0,9869 0,9898 0,9881
530 || 0,9900 | 0,9903 0,9904 |0,9904 | 0,9904 0,9925 0,9911
531 || 0,9927 | 0,9929 0,9932 |0,9931 | 0,9929 0,9946 0,9934
532 || 0,9948 | 0,9949 0,9949 |0,9949 | 0,9951 0,9961 0,9952
533 || 0,9963 | 0,9963 0,9963 | 0,9964 | 0,9964 0,9973 0,9965
534 || 0,9974 | 0,9974 0,9977 |0,9975 | 0,9976 0,9981 0,9975
535 | 0,9982 | 0,9982 0,9984 |0,9983 | 0,9983 0,9987 0,9983
536 || 0,9987 | 0,9987 0,9989 | 0,9989 | 0,9990 0,9991 0,9988
537 || 0,9991 | 0,9992 0,9994 |0,9993 | 0,9994 0,9994 0,9992
538 || 0,9994 | 0,9994 0,9996 | 0,9996 | 0,9995 0,9996 0,9994
539 || 0,9996 | 0,9996 0,9997 |0,9997 | 0,9997 0,9997 0,9996
CPU || 16,02 7,46 18,23 15,69 0,00® 0,00® 0,00°
AAE || 0,0069 | 0,0064 0,0000 c 5 = -
MAE || 0,0340 | 0,0184 0,0001 - . = s
ARE || 0,1594 0,0374 0,0007 - - - -
MRE || 0,9059 | 0,0820 0,0250 < S - -

Végiil tekintsiik a két kozelités 6. és 7. tablazatokban kozolt eredményeit gra-
fikusan 6sszehasonlit6 3. abrat. Ez egy grafikonon mutatja a projekt megvalosi-
tasi idejére a két kiilonb6z6 megkozelitéssel nyert eloszlasfiiggvény gorbét. Lathato,
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3. dbra. A projekt megvalositasi id6 kiilonboz6 modszerrel szamitott eloszlasfiiggvényei

3 Az also és felsé korlatok egyidejiileg lettek kiszamitva
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hogy az (1) képlettel meghatarozott eloszlasfiiggvény gérbe lényegesen kisebb érté-
kek mentén halad, mint a (2) sztochasztikus programozasi feladat kiilénbdz6 meg-
bizhat6ségi szintek melletti megoldasaibol felrajzolt eloszlasfiiggvény gorbe. Ez azt
mutatjatja, hogy ha minden tevékenység azonnal elkezdhetd lenne, amikor véletlen
id6pillanatban megvalésul a kiindulé eseménye, akkor a teljes projekt lényegesen
rovidebb id6 alatt lenne el8irt megbizhatésaggal megvalésithatd, mint ha az egyes
tevékenységek végrehajtoi megkiovetelnék, hogy a véletlen kériilmények ellenére is,
még a projekt megvalositasanak a megkezdése elGtt biztos idSpontot kapjanak a
munkajuk elkezdésére. Igy peéldaul amig az elsG esetben azt allithatnank 0,9 valo-
szintséggel, hogy a projekt 521 idSegységnél nem t6bb id6 alatt befejezhets, addig
a masodik esetben ugyanekkora valdsziniséggel csak azt mondhatjuk, hogy 594
idegységnél nem t6bb 1d6 alatt lesz az befejezhets. Ezutan a felhasznalo feladata
annak eldéntése, hogy elfogadja-e ezt a tavolabbi befejezési id6pontot, vagy igyek-
szik a tevékenység végrehajtokat rabirni a véletlen modon ad6do kezdési idépontok
betartasara.
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A NEW, STOCHASTIC PROGRAMMING MODEL OF PERT

A. Goupa AND T. SzZANTAI

In this paper we give a new, stochastic programming based solution method to the PERT
model. The main drawback of the conventional solution techniques is that the activities of the
project are supposed to be started promptly when all predecessor activities are finished at a ran-
dom time point. However in many applications this can not be guaranteed. In our new stochastic
programming method there are provided deterministic starting times in advance to all of the ac-
tivities and these starting times (and so the finishing time of the whole project) are guaranteed
to be kept with prescribed reliability. A further advantage of the new approach is that it makes
possible to model the random activity duration times with Dirichlet distribution. The one dimen-
sional marginals of the Dirichlet distribution are known to be beta distributed so the Dirichlet
distrbution may become as popular in PERT modeling as beta distribution is. The results of the
two solution methods are compared on numerical test problems.
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AZ ENTROPIA PROGRAMOZAS NEHANY MODELLJE ES AZOK
MEGOLDO ALGORITMUSA

NAGY TAMAS

Miskolc

Bemutatjuk az entrépia fogalmat és annak altalanositasait, az entrépia programo-
zas f6 modelljeit és ezen probléméak megoldasara szolgald algoritmusokat. Szamos 1j
entrépia programozasi problémat fogalmazunk meg és hatékony algoritmusokat adunk
azok megoldasara.

1. Bevezetés

Az els6 két fejezetben réviden megadjuk az entrépia fogalméat és az entropia
optimalizalas alapelveit. Az entrépia széval elGszor a termodinamikai szakiroda-
lomban talalkozunk. 1865-ben Rudolf Clausius [3] a termodinamikai rendszerben
az energia mennyiségének mértékeként hasznalta az entropia szot. Clausius a német
energie szo6hoz hasonl6 szt akart hasznalni és ezt a gordg npornn [1] széban talalta
meg, ami atalakulasi képességet jelent. Az entrépia sz6 1948-ig, Claude Shannon
{13] hires cikkének megjelenéséig csak a fizika teriiletén volt hasznalatban. Shan-
non a bizonytalansig mértékének leirdsara keresett egy szét és Neumann Janos
javaslatara az entrépia sz6 mellett dontott.

2. Az entropia fogalma

2.1. Shannon-féle entropia
A Shannon-féle entrépia diszkrét valoszintiségi eloszlasokon van definidlva. Te-
kintsiink egy véletlen kisérletet, amelynek véges szamu (n) lehetséges kimenetele
van. Jelolje a lehetséges kimenetelek értékeit x = (z1, 22, ...,2,), az ezekhez tar-
tozo valdszinlségeloszlast pedig jelolje p = (p1,p2,.--,pn). Jelolje S(p) a valdszi-
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= 1
p)=) pjln—.
=1 P

2.2. Kereszt-entropia
Legyen p= (pl,pg, -eyDn) és q= (ql,qg, .oy Gn) két val(‘)szinﬁségeloszlés Ap

kovetkezSképpen definialjuk:

Iplq)= ijln

A kereszt-entropiat Kullback-Leibler-féle informaciénak [11], viszonylagos entrépi-
anak, irdnyitott divergencianak vagy I-divergenciianak is szokds nevezni.

2.3. A kereszt-entropia altalanositasa
Legyen u = (uj,ua,...,un) és v = (v1,v2,...,vn) két nemnegativ vektor. Az
u vektornak a v vektortdl valé eltérését a kovetkezé modon definialjuk [4]:

D{u|v)= Z(u]ln——uz+vj)

j=1

Kénnyen belathato, hogy D(u || v) > 0 minden nemnegativ u, v vektorra és egyen-
16ség akkor és csak akkor allhat fenn, ha u; = v;, j =1,2,...,n. Megmutathato,
hogy az uln ¥ — u + v mennyiségnek geometriai jelentése is van, mégpedig egy te-
rillet mértéke.

3. Optimalizalasi alapelvek

Két matematikai programozasi problémat fogalmazunk meg az entrépia és a
kereszt-entrépia fogalmak segitségével.

3.1. Entrépia maximalizalas elve

Ezt az elvet E. T. Jaynes [6] fogalmazta meg és maximum entropia elvként
vagy Jaynes-féle maximum entrépiaként ismerjiik.

Legyen X egy véletlen valtozo, amelynek n lehetséges értéke lehet, ezek:
T1,T2,...,Zn. Legyenek g1(X), g2(X), ..., gm(X) az X véletlen valtozénak valami-
lyen fiiggvényei, amelyeknek ismert a varhato értékiik, jeldlje ezeket: by, ba,. .., bm,
azaz

E(gi(X)) =b1, E(g2(X))=b2, ..., E(gm(X)) = bm.
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Jelblje p = (p1,p2,-..,Pn) a véletlen valtozo lehetséges értékeinek a bekdvetkezési
valdszinilségeit. A p eloszlds meghatarozasat a maximum entrépia elv alapjin a
kévetkezd matematikal programozasi problémaként fogalmazhatjuk meg:

S(p) = — ij Inp; — max!
j=1

ijgi(-'rj):bi, 1=1,...,m,
Jj=1

n
ij = 17
j=1

p; 20,  j=1,...,n

3.2. Kereszt-entropia minimalizalas elve

Ez az optimalizacids elv a maximum entropia elv altalanositasa. Ezt az elvet
Kullback-Leibler-féle minimum kereszt-entrépia [11] elvként is ismerjiik. Tegyiik
fel, hogy rendelkeziink egy q a priori valészintiségeloszlassal, amelyrsl azt gon-
doljuk, hogy az ismeretlen p valészintségeloszlashoz kizel van. Az ismeretlen p
valosziniiségeloszlast ugy hatarozzuk meg, hogy a p valészintiségeloszlasnak az is-
mert q valdszintiségeloszlasra vonatkozo kereszt-entropiaja minél kisebb legyen. Ezt
az elvet, amely két valoszintiségeloszlas eltérésének mértékét hasznalja, Kullback-
Leibler-féle minimum kereszt-entropia elvnek nevezziik. Matematikai formaban ezt
az elvet az alabbi médon fogalmazhatjuk meg;:

- P
I{pllq)= ij In =2 — min!
=1 qy
j
ijgi(l'j)=bi, i=1,...,m,
j=1

ij =1,
=1

ijO, j:].,,n

Amennyiben nem ismerjiik az a priori valdsziniiségeloszlast és ezt a q = (%, %,

R %) egyenletes eloszlasnak tekintjiik, ekkor a kereszt-entropiat a kovetkezokép-

pen irhatjuk:
I(p || q) =Inn - S(p),
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és ebbdl lathatd, hogy a maximum entrépia elv a minimum kereszt-entrépia elv
egy specialis esete.

4. Optimalizalasi modellek és algoritmusok

A kovetkez6kben a D(u || v) altalanositott I-divergencia felhasznalasaval né-
hany optimalizalasi feladatot mutatunk be és megadunk néhany algoritmust is ezek
megoldésara.

Megjegyezziik, hogy a toviabbiakban két vektor (a,b) skalaris szorzatat az ab
szimbélummal jel6ljiik, nem hasznaljuk a transzponalas jelét.

4.1. Az ,,A” tipush optimalizalasi feladat
Legyenek A € R™*", b e R™, d € R" (d > 0) adottak. Hatarozzuk meg line-
aris feltételek mellett azt az x vektort, amelynek az eltérése az adott d vektortdl
minimalis.

Primdl feladat.
D(x || d) — min!
Ax=Db
x>0 } P
Dual feladat.

yb - de exp (ya;) + Z d; — max!

J=1 Jj=1

ALAPLEMMA. Hax € P ésy € R™, akkor

D(x |l d) > yb— djexp(ya;) + Y d;,

j=1 j=1
és egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha
(1) z; = d; exp (ya;)
minden j =1,2,...,n indexre.

KOVETKEZMENY (gyenge equilibrium). Ha x* € P, y* € R™ és
n n
D(x*||d)=y*b—> djexp(y*a;) + Y _dj,
j=1 j=1
akkor x* és y* optimadlis megoldésok.
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Megjegyzések. a) A primél célfiiggvény mindig korlatos alulrél.
b) A dual célfiiggvény akkor és csak akkor korlatos feliilrsl, ha P konzisztens.

DUALITASI TETEL. a) Ha P konzisztens, akkor létezik olyan x* € P vektor,
hogy
n n
D(x*{| d) = sup {yb - Zdj exp (ya;) + Zdj}.
yer™ j=1 j=1
b) A duil optimum akkor és csak akkor létezik, ha P Slater konzisztens, azaz
ha van olyan x € P vektor, amelyre x > 0.

Megjegyzések. a) Ha P Slater konzisztens, akkor a primal feladatnak egyetlen
optimalis megoldasa van.

b) Ha rang (A) = m, akkor a duél feladatnak is egyetlen optimalis megoldasa
van.

4.2. Algoritmus az ,,A” tipusi optimalizalasi feladat megoldasara

Az utébbi két-harom évtizedben szamos algoritmust fejlesztettek ki az ,A” ti-
pusil optimalizalasi feladat megoldasira. Két algoritmust fogunk bemutatni: az
egyik a jol ismert Bregman mddszer [2], amely egy dn. row-action tipusa algo-
ritmus, a masik pedig egy priméal-dual algoritmus, amely a [12] irodalomban is
megtalalhato.

Az el6z8ekbd] kovetkezden ahhoz, hogy meghatarozzuk az optimalizalési fela-
dat optimdlis megoldasat az alabbi egyenletrendszert (primal feltételek és equilib-
rium feltétel) kell megoldani:

Ax=b
(x=>0)
zj =djexp(ya;), j=1,...,n

4.2.1. Bregman médszer. a) Kiindulas: Vilasszunk egy € > 0 elegend@en kicsi
pontossagi szintet és egy y° € R™ kiindulé dual vektort, amelybél kiszamitjuk a
kiindul6 primal valtozokat: 9 = d; exp (y°a;), j = 1,...,n.

b) Az iteraci6 a k-adik lépésben:

A k-adik lépésben az Ax = b lineéris egyenletrendszer m darab egyenleté-
nek valamelyikét megprobaljuk teljesiteni azaltal, hogy az y* dual valtozénak csak
egyetlen komponensét médositjuk. Az x* vektort behelyettesitjiik az Ax = b line-
aris egyenletrendszerbe:

Ha |aldx* — b;| < € minden i indexre, akkor megallunk, egyébként tekintjiik az
elsd olyan indexet, amelyre az egyenlStlenség nem teljesiil, jelolje r ezt az indexet
(egyenletet). A kovetkezé mo6don keressiik a dudl valtozo 4j, (k + 1)-edik kozelitését:

yetl = gk 4+ ),
k .
yrtl =gk i#n
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k+1

ekkor z;*! = d; exp (y**'a;) = d; exp (y*a; + Aar;), azaz

ZJ?+1

; =x§exp(x\arj), i=1,...,n.

Valasszuk meg A értékét gy, hogy az r-edik egyenlet teljestiljon, ekkor a kdvetkez6
egyenletet kell megoldani A-ra:

(2) Z arjx;‘ exp (Aa,;) = b,.

j=1

Jelslje A¥+1 a (2) egyenlet megoldasat, igy az x vektor (k + 1)-edik kozelitése az

alabbi:
Zh+1

k k :
ST =zexp (A o), j=1,...,n.

e st e

Elsé interpretdcic: Ez egy egyvaltozos feltétel nélkiili optimalizacio.
Az y vektor kozelitése a (k + 1)-edik 1épésben:

ytt =yt 4
k . .
vitl =yt i#r

Valasszuk meg A értékét ugy, hogy a dual célfiiggvény értéke maximalis legyen.

n n
(N =y**'b = > djexp(y*tla) + Y d; =

=1 =1

n

=y*b + Ab, — Zdi exp (y*a; + dar;) + Zdj.
j=1 j=1

Differencislas utan kapjuk, hogy

dy " ;
T Y _djexp(y*a; + Aarj)ar; = 0.

j=1

Ez pedig azonos a A-ra megoldandé (2) egyenlettel.

Mdsodik interpretdcidé: Entropia vetités.
Egy z > 0 vektornak egy hipersikra val6 entrépia vetitése alatt azt a z vektort
értjiik, amelyre teljesiilnek a kdvetkez6 egyenlSségek:

2; = zjexp (v0y), i=1,...,n,

az = (.
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A Bregman médszerben a vy vetitési egyiitthaté a A, a hipersik pedig a linearis
egyenletrendszer r-edik egyenlete.

4.2.2. Primal-dual médszer. A Bregman médszerben egy duil valtozébdl indul-
tunk ki, a primal-dual médszerben [12] pedig a kiindulas a primal egyenletrendszer
egy pozitiv megoldasa, amelyet 1épésrél lépésre javitunk.

a) Kiindulas: x° € P, x° > 0.

b) Az iteraci6 a k-adik lépésben:

Az equilibrium szerint az y duél valtozoéra az alabbi linearis egyenletrendszert
kapjuk

- Ha a line4ris egyenletrendszer megoldhaté, akkor x* az optimalis megoldas.
— Ha a line4ris egyenletrendszer nem oldhat6 meg, akkor a Rouche-Kronecker—
Capelli tétel szerint létezik olyan Ax vektor, amelyre:

AAx =0,
Zij lnd—] =-1.
i=1 I

Most keressitk a Ax iranyban az x vektor aj kozelitését, azaz
xF = x* 4+ MAx.

Valasszuk X értékét ugy, hogy x**! > 0 legyen és a primal célfiiggvény értéke minél
kisebb legyen.

4.3. A ,B” tipust optimalizalasi feladat
Legyenek A € R™*", b € R™, ¢c,d,w € R*,d > 0, w > 0 adottak és az opti-
malizalasi feladat legyen a kdvetkezd:

n
cx + Z w;D(zj||d;) — min!
Jj=1

Ax=b}
P
x>0
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4.4. Bels6 pontos algoritmus a ,,B” tipust optimalizalasi feladat
megoldasara
A Karush-Kuhn-Tucker feltételek szerint az optimalis megoldasnak ki kell elé-
giteni a kovetkezdket:

Ax=Db
P
x>0
T
cj+'luj111j—yaj=«9j, Jj=1...,n D
J
stO, j=1,...,n

iL‘ijZO, j:1,...,n}K
Az utébbi kettdt matrix-vektor formaban is irhatjuk a kévetkezéképpen:
c+wlnE -~ ATy =5
d
s>0
Xs=0}K

ahol X az x vektor elemeibdl felépitett diagonalis matrix.

ALGORITMUS.
a) Kiindulas: x° € P 1igy, hogy x® > 0 é¢s y® € R™ ugy, hogy s° > 0.
b) Az iteracié a k-adik lépésben:
Keressiik az x, y, s vektorok aj kozelitését a kovetkezd moddon:

K = xF 4 Ax,

vy =y* + Ay,

skl = g% 4 As.
Az Ax, Ay, As vektorokra a (P, D, K) egyenletek:
P : Ax**! = b, amelybdl

(P) AAx =0,

D:c+wln "k'f% — AT(y* + Ay) = s* + As, amelybdl

kLA -
(D) As:wlnx—+—k§—A1Ay,
X
K : Xk+lgh+l — 0 amelybél
(K) xFAs + SFAx = p,
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ahol
p=e-— XkSke,

az e a csupa l-esekbdl 4ll6 vektor, az S pedig az s vektor elemeibdl felépitett dia-
gonalis matrix.
Ha alkalmazzuk az f(z + Az) — f(2) = %Az kozelitést a D egyenletben, akkor:

(D) As = W(X*) Az — AT Ay.
Végiil azt kapjuk, hogy a kdvetkezd linearis egyenletrendszert kell megoldani:
[A(W +8%)T'X*AT)Ay = —A(W + S¥)p.

4.4.1. Kiindulé megoldas meghatirozasa a belsé pontos mddszerhez. Te-
kintslik a kovetkez6 optimalizalasi feladatot (segéd feladat):

D(x | e) + Mz — min!

Ax 4+ (nb—-Ae)z=Db
ex=1 P
x>0, 220

ahol M egy elegendfen nagy valds szam, e pedig a csupa 1-esekbdl allé vektor.
Lathato, hogy az x° = (%, %, ceey %) > 0 vektor és a 20 = % > 0 szam a fenti

segéd feladatnak egy lehetséges belsé pont megoldasai.

4.4.2. A belsS pontos algoritmus alkalmazasa linearis programozasi fel-

adatra. Legyenek A € R™*" b e R™ c,d € R", d > 0 adottak

LP | Perturbalt LP (u > 0)
cx — min! | ex+ pD(x || d) — min!
Ax=b p Ax=Db

x>0 x>0

Ha p — 0, akkor cx*(u) monoton cstkkend fiiggvény u-ben és x*(p) a linedris
programozéasi feladat optimalis megoldasahoz tart.

4.5. A ,,C” tipusu optimalizalasi feladat
Ezt a feladatot vegyes entropia programozasi feladatnak [7] is nevezik. Legyenek
Ac R be R c,de R"JgUJy ={1,...,n}, (JeNJIn =0),d; >0,j € Jg
adottak.

Primdl feladat.

cx + Z D(z;l|d;) — min!
Jj€Jp
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Ax=b
P
x>0
Dudl feladat.

yb — Z djexp (ya; —c;) + Z d; — max!
Jj€Jr Jj€Jr

ya, —¢; <0, jeJy}D

Ha Jg = @, akkor ez a feladat linearis programozasi feladatra vezet.
Ha ¢ =0 és Jg ={1,...,n}, akkor ez a feladat az ,A” tipust optimalizalasi
feladatra vezet.

ALAPLEMMA. Hax € P ésy € D, akkor

cx + Z D(z,||d;) > yb - Z d; exp (yaj -¢j)+ Z d;
je€JIr j€Jr j€Jr

és egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha

z; = d;exp(ya; —¢;), Vje€Jg,

3) .
(ya; —¢j)z; =0, Vjie Jn.

DuALITASI TETEL. a) Ha P és D konzisztens, akkor létezik olyan x* € P vek-
tor, hogy

cx* + Z D(z7|d;) = sup {yb - Z djexp(ya; — ¢;) + Z dj}.
j€Jdr yeDb Jj€Jr jE€EJE

b) A dual optimum akkor és csak akkor létezik, ha P Slater konzisztens, azaz
ha van olyan x € P vektor, amelyre x; > 0 minden j € Jg indexre.

5. Alkalmazasok

Ebben a fejezetben két modellt [12] mutatunk be, amelyek jol ismert model-
lek altalanositasai. A szerzé a modellek megoldaséra hatékony algoritmusokat [12]
dolgozott ki.
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5.1. Alkalmazas a szallitasi feladatra

Tekintsiik a szallitasi feladatot felsGkorlatos feltételekkel. Jelolje Ty,..., T, a
termelSket és F,..., F, a fogyasztokat. Legyen a termel6k kinalata ag,...,an
(a; > 0), a fogyasztok kereslete pedig by,...,b, (b > 0). Legyen ¢;; > 0 a T; ter-
mel6tdl az F; fogyasztoig torténd szallitas egységkoltsége. Legyen tovabba k;; > 0 a
maximélisan szallithaté mennyiség (fels6 korlat) a T; termel6td] az F; fogyasztoig.

Mbodositsuk a felsGkorlatos feltételekkel adott szallitasi feladatot ugy, hogy az
egyenléségek fennallasat nem koveteljik meg minden indexre. Legyen Iy azon
termel6k indexhalmaza, amelyeknél megkoveteljitk a feltételek teljesiilését és le-
gyen Jy azon fogyasztok indexhalmaza, amelyeknél szintén megkéoveteljiik a felté-
telek teljesiilését. Legyenek Ir és Jg a komplementer indexhalmazok, amelyekre
az egyenletek két oldalanak eltérését beépitjiik az eredeti célfiiggvénybe.

Legyen A; az eredeti célfiiggvény stlya és legyenek Ao, Az az eltérések sulyai,
ahol A1, A2, A3 >0, A1 + Ao+ A3 =1.

A FELADAT MATEMATIKAI MEGFOGALMAZASA.
A probléma az aldbbi matematikai programozasi feladatra vezet.

OS.'L'US/CU, (i:l,...,m;j:l,...,n),

o

Tij = Qq, ’iEIN,

j=1

o

Tij =bjs je JNa

-
Il
—

Z Zcuxm +Ae D<qu I al) +A3 ) D<Zx” I b> min!

i=1 j=1 i€lg jE€JE

A fenti matematikai programozasi feladat 0j valtozok bevezetésével vegyes entropia
programozasi feladatra transzformalhato.
A feladat dualisat a kovetkez8képpen fogalmazhatjuk meg. Legyenek u; (i =

L...om)v; (J=1,...,n), wy ((=1,...,m; j=1,...,n) a dual valtozok, ame-
lyekre az alabbi matematikai programozasi feladatot kapjuk.
Meghatarozandé u;, (i=1,...,m), v; (j=1,...,n), wy; (i=1,...,m; j=

1,...,n) gy, hogy

(4) Z a;(u; +9) + Z bi(v; — V) + Z Z ki jwi; —
i=1 j=1

i€ln J€JIN
— A Zalexp ul+19)//\2 — X3 Z bjexp(—(vj—ﬁ)//\g)
i€l Jj€Jr
maximalis legyen az alabbi feltételek mellett
ui+vj—wij§éij, (i=1,...,m;j=1,...,n),

’LUHZO, (i=1,...,m;j:1,...,n),
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ahol &;; = A1¢y5, ¥ pedig egy tetszlleges szam.

Bevezetve az e;; = ¢;; — u; — v; jelolést, az alaplemmaban szereplé (3) equi-
librium feltétel szerint az z;;,u;, vj, wij, (e;;) primal és a dual valtozék optimalis
értékeinek meghatarozasara a kdvetkezs rendszert kell megoldani:

(5) ei; +wi; >0, }
n \
injZGi, i€ ln,
j=1
n
>z =aiexp (- (wi+9)/As), i€l
j=1
m
Ty = by, Jj€Jn,
(6) ; b
m
Zmij =bjexp(—(v; —9)/A3), je€Jg
i=1
Tij = 0, if eij > 0,
xij = kij, if €ij = 0,
0 <z < kyj, if e;; <O0. J
ALGORITMUS.

A fenti rendszer megoldasira szolgalé algoritmus vaza a kévetkezd. Kiindu-
lunk olyan u,, v;, wsj, (e;;) dudl valtozokbol, amelyek teljesitik az (5) feltételeket
és megprobalunk olyan z;; primal valtozékat talalni, amelyekre fennall a (6) felté-
tel. Algoritmusunkat egy tételben foglaljuk Ossze és a tétel konstruktiv bizonyitisa
fogja szolgaltatni az iteraciés modszert.

TETEL. Legyenek u;, vj, wij, (€i;) dudl lehetséges megoldasok, amelyekre az
(5) feltétel teljestil. Ekkor
(i) vagy megadhaté egy olyan x;; megoldds, amelyre a (6) feltétel teljesiil,

(i) vagy megadhatunk olyan uj u;, vj, w;j;, (e;;) dudl lehetséges megoldasokat,
amelynél a (4) dudl célfiiggvény értéke nagyobb mint az el6z6 duél célfiigg-
vény érték.

Bizonyitds. Az (5) feltételbdl a u;, vj, wij, (ei;) dudl valtozokra egy kiinduld
megoldas konnyen el6allithat6. Az z;; meghatarozasara a (6) rendszert kell megol-
dani, amelynek megoldasara az 4ltalanositott Kénig modell [5, 8, 10] fels6 korlatos
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valtozatat lehet hasznalni. Valasszuk meg az eddig tetszlegesnek mondott 9 érté-
két ugy, hogy a kereslet és a kinalat egyenstulyban legyen.

Két esetet kiilénboztethetiink meg aszerint, hogy a felsé korlatos altalanositott
Kénig modell megoldhaté vagy sem.

a) Ha a Kénig modell megoldhato, akkor az x;; valtozok teljesitik a primal
feltételeket és az optimalitasi kritériumot is, igy x;; optimalis megoldas.

b) Ha a Kd&nig modell nem oldhaté meg, akkor a Gale tétel [8] szerint léteznek
Pc{1,...,m}és RC {1,...,n} indexhalmazok. Ezeknek az indexhalmazoknak a
segitségével 0j @;, U; dudl valtozok hatarozhaték meg az alabbiak szerint:

. u; +€, haie P, _ v;—€, hajéeR,
i = U5 =
‘ Ui, haié¢ P, 7 vj, ha j ¢ R.

Az £ szam értékét két szempont figyelembevételével hatarozhatjuk meg:
bl: i@, 0,05, (&) lehetséges dual valtozok legyenek,
b2: a (4) dudl célfiiggvény értéke minél nagyobbat névekedjen.

A bl esetben: Legyenek
g1 =min{e;; | e;; >0, i € P, j ¢ R} >0,
gg=min{—e;; | e; <0, 1 ¢ P, j€ R} >0, ¢és
€3 = min {eq,&2}.

Ha e-t ugy valasztjuk, hogy 0 < € < e3, akkor i;, 7, Wij, (€;;) dual lehetséges
megoldasok lesznek, azaz teljesitik az (5) feltételt.

A b2 esetben: Ha ¢ a kovetkezd egyenlet megoldasa, akkor a dudl célfiiggvény
novekedése a legnagyobb.

qrexp (—€/X2) + gz exp (e/A3) — g3 =0, ahol

q = Z a; — Z bj + ZZ kij — ZZ kiz,

iEPNIN JERNJN i€PjER.(i,j)EKNF i¢PjER,(1,j)EF
q2 = Z a,-exp(—(ui+19)/)\2), q3 = Z bjexp(—(vj—ﬂ)//\g),
€PN JERNJ

K={(i,j)e5=0}, F={(5)]le;<0}.

Jelélje €4 a fenti egyenlet megoldasat. Ahhoz, hogy a dudl célfiiggvény névekedése
maximalis legyen és a dual valtozokra dual lehetséges megoldasok adédjanak az &
értékét a kivetkezképpen kell valasztani: € = min {e3,e4}.

Megmutathat6, hogy a kifejlesztett algoritmus egy specidlis implementacidja
a Zoutendijk megengedett irdnyok médszerének [15]. A megengedett iranyok mod-
szerének elmélete garantalja és bizonyitja a modszer konvergencijat.
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5.2. Alkalmazas a Gravity modellre

Az input-output tablidkat gyakran hasznaljak szallitasi struktiurak és agazati
kapcsolatok vizsgalataban. Az input-output tabla elemei a kibocsatohelyek és a
befogadohelyek kozotti forgalmat jelentik. Alapvetd feladat az, hogy egy jelenbeli
forgalom ismeretében becslést adjunk a jévébeli forgalomra. Két modelltipust szo-
kis hasznalni az elSrebecslésre attol fiiggéen, hogy a jovébeli adatok koziil mik az
ismertek. Az egyik a faktor tipust, a masik a gravitaciés tipusi modell. Ebben a
cikkben a gravitacids tipusit modellel [9] foglalkozunk és ezt a tipust Altalanositjuk.

Legyenek adottak a K, ..., Ky, kibocsatéhelyek és a By, ..., B, befogad6he-
lyek. Legyen a;; > 0 (i =1,...,m;j =1,...,n) a jelenbeli forgalom mennyisége a
K; kibocsatoéhely és a B; befogadéhely kozott. Az input-output tabla ezeket az a;
értekeket tartalmazza. Tegyiik fel, hogy adottak dy,...,d,, (d; > 0) és by,...,b,
(b; > 0), amelyek a Kj,..., I\, kibocsatohelyek jovsbeli teljes forgalmat, illetve a
By, ..., B, befogaddhelyek jovGbeli teljes forgalmat jelentik. Legyen tovabba adott
c; >0 (i=1,...,m;j=1,...,n), amely az egységnyi mennyiségi forgalom kolt-
ségét jelentse a K; és a B; pont kozdtt a jovében. Tegyiik fel tovabba azt, hogy
adott a jovébeli forgalom C koltsége. Feladatunk, hogy megbecsiiljitk az z;; > 0
(t=1,...,m;j=1,...,n) jovébeli forgalmat a kibocsatohelyek és a befogaddhe-
lyek kozott. A jovSbeli forgalmat azzal a hipotézissel probaljuk meghatarozni, hogy
a jovébeli forgalomnak az eltérése a jelenbeli forgalomtoél a lehetd legkisebb legyen,
a forgalmakat egy-egy vektornak tekintve.

Az alabbiakban gy médositjuk a fenti problémat, hogy a feltételi egyenle-
teket nem minden indexre irjuk elé. Legyen Iy, illetve Jy azon kibocsatéhelyek,
illetve befogadohelyek indexhalmaza, amelyekre az egyenl@ségi feltételeket elSirjuk.
Legyen Ig, illetve Jg a komplementer indexhalmazok, amelyekre az egyenlet két ol-
dalanak az eltérését beépitjiik az eredeti célfiiggvénybe. Legyen tovabba N az (i, j)
indexparok azon halmaza, amelyekre vonatkozoéan elSirjuk a koltségekre vonatkozo
egyenldséget és legyen E a komplementer halmaz. Legyen Cy és Cg adottak, ahol
Cyn az N indexhalmazra elSirt koltség, mig Cg az E indexhalmazra el6irt koltség.
Az E indexhalmazra vonatkoz6 kiltség és az adott Cg koltség eltérését szintén a
célfiiggvénybe épitjiik be.

Legyenek A1, A2, Az > 0; A1 + Ay + A3 = 1 salyok, ahol Ay az eredeti célfiiggvény
silyat, Ap a forgalom eltérések sulyat, Az a koltség eltérés sulyat jelenti.

A FELADAT MATEMATIKAI MEGFOGALMAZASA.
A fentiekbdl kévetkezSen az alabbi matematikai programozasi feladatot nyer-
juk:

Iij_>_0v (i:l,...,m;j:l,...,n),

n
Zl‘,‘j=d,’, 1€ Iy,
j=1
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m
E x5 = by, Jj € Jn,

E ¢ij%i; = CN,

(ti)EN

+

MD(X || A) +/\2[Z D(_Y;xij I d,) > D(Zz,] I b)

i€lp Jj€Jr

+ )\3D( Z CijTqj ” CE> min!

(i,5)EE

Ez a matematikai programozasi feladat 1j valtozok bevezetésével entrépia progra-
mozéasi feladatra vezet.

Most ennek duél feladatat fogalmazzuk meg: Legyenek r; (i =1,...,m), s;
(G=1,...,n) és Oy, 9 a dudl valtozok, amelyekre a kivetkezo feltétel nélkiili
optimalizalasi feladatot kapjuk:

(1) > Mdilnri+ > Mibjlns; + MCvlndy — Y Airiays;9y —

i€ly JE€JIN (i,5)EN
ESY A A
Z Airiai;s;9g 95— Z Agd;T; 2 Z Azbjsj - A3Ceig X max!
(i,7)EE JEIN JE€EJIN
ALGORITMUS.

Az (1) equilibrium feltétel szerint az z;; primal és az ry, s;, YN, Vg dudl val-
tozok optimalis értékének meghatarozasara az alabbi rendszer megoldasa szolgal:

Cij Cij . 3\
ZmaijsjﬁN’ + ZTiaiijﬁEJ =d;, iely,
JIN J|E

M
Cij Cij A .
E ’r‘iaiijﬁNj + E Tiaiij’l?EJ = di"'i 2 , 1€ IE,

(8) JiN JIE Y
Cij Cij .
ZriaiijﬂNJ + ZT,'aiijﬂE' = bj, 7€ Jn,
N i\ E
M
Y riagsIN + ) riais V5 =bis; 2, j€Jg,
ilN i|E J
(9) Z CijT‘,‘(liijﬁxj = CN,
(i,4)EN
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M
(10) 193/\3 Z A]Tiaiijﬁ(Ej:CE.
(i.3)EE

A fenti rendszer megoldasara szolgalé algoritmus roviden az alabbi. Kiindulunk
tetszéleges Iy > 0 és Vg > 0 értékekbdl. Megoldjuk a (8) rendszert és behelyette-
sitjiik a kapott 7;, s; értékeket a (9), (10) egyenletekbe. Jelolje Cy a (9) egyenlet
baloldalat és C a (10) egyenlet baloldalat. Ezutan 6sszehasonlitjuk kiilon-kiilén a
(9) és a (10) egyenlet két oldalat. A bal- és a jobboldalak Gsszehasonlitisa alapjan
az alabbi iterativ modszert kovetjiik:

ha |Cn — Cn| < € 6s |Cg — Cg| < €, akkor megéllunk,

ha Cn < Cn, akkor 9y értékét noveljiik, egyébként cstkkentjiik,

ha Cg < Cg, akkor 9 értékét noveljiik, egyébként csokkentjiik.

A (8) rendszert szintén iterativ eljarassal oldjuk meg az alabbiak szerint. Ki-

indulunk tetszoleges r( )
k=0,1,2,... ertekekre

> 0 értékekbdl és a kovetkezd iterativ eljarast kovetjiik a

(k) b, .
s, = ’ J€ JN)
k 55 k i s
J AT]_:VTE )(11}'!9;/] + %Tf )aijﬂcE"
1 1
A
i b. X1+X7
; ) = c: 1 P 3 je JE’
Z 7 a”ﬁ 7+ %r a,]19 3
1
AR _ di . )
1€ In
k ; (k i ’
" Zaug)ﬁc’JFZaua)ﬂC]
N i|E
d xX/\*')‘2
(k+1) i .
T = i€ Ig.
k 7 k id 7
' (Z ays\0 + T ayjs] )19?)
i N i|E J

Az eredeti probléma megoldasat az iteracié egyes lépéseiben a kovetkezd médon
kaphatjuk meg:

'S_l;) = Tl(k)aijs_gk)ﬂ;\lija (Z,.]) € N7

2® = ¥ Wy )€ B

1 al] 7
(k+1) _ (’»)
Ha ixij | < € minden (4, ) indexpérra, akkor megallunk.

A (7) dual celfuggveny segitségével megmutathato, hogy a Cn(V9n) és a Cg(VE)
koltségfiiggvények szigoriian monoton noévekvd fiiggvények.
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6. Szamitasi eredmények

A kovetkezdkben néhany szampéldat mutatunk be az algoritmusokra.

6.1. Példak a primal-dual algoritmusra
A linearis egyenletredszer:

Ty + 2x9 + 323 + 84 + x5 + 626 + 7 = 87
2xy + 94+ x3 + 4x4 + 515 + 226 + TZ = 60
321 + 9+ 223+ 524+ x5 + 376 + x9 =54
Ty + Zo+ T3+ T4+ x5+ T+ T19 = 21

A megallité paraméter: € = 1078,
A kovetkezd tablazat két feladat megoldasat mutatja:

d=(1,2,3,4,55,3,2,3,1) d=(3,26,1,4,1,1,3,5,2)
x® =(1,2,3,4,5,5,3,2,3,1) x(® =(1,2,3,4,5,5,3,2,3,1)
Iteraciok szama: 43 Iteraciok szama: 57

D(x || d),,;, = 0.00000043 D(x || d),. = 883268964

min

1 = 0.99983558
9 = 2.00019059
T3 = 2.99908371
T4 = 3.99976614
s = 5.00005432
z6 = 5.00080574
T7 = 2.99951429
g = 2.00010692
g9 = 3.00083305
10 = 1.00026393

z; = 0.42605673
T2 = 1.85729719
T3 = 5.13556460
z4 = 4.59654881
z5 = 4.59855550
Tg = 3.52995273
z7 = 1.90199275
zs = 3.71614654
Ty = 2.42224569
T10 = 0.85602443

6.2. Példa a Gravity modellre
Az alapadatok:
m=13,n=9,
Cn = 200000, Cg = 18000,
Ig ={3,4,7,9,11}, Jg = {1,4,7},
E ={(1,1),(2,9),(3,5),(4,1),(4,7),(7,5),(9,9),(10,2), (10, 4), (12, 7)},
d = (3959,1970, 2302, 2731, 2996, 2112, 2832, 3496, 4502, 3570, 6077, 5842, 3857),
b = (4556,4972, 3760, 3214, 6686, 6069, 7350, 1299, 8351),
A megallité paraméter: € = 1075,
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A jelenbeli forgalom mennyisége (a;;):

[355 401 442 347 427 353 347 418 363]
427 425 372 359 373 358 349 400 421
359 383 414 392 424 347 400 415 364
356 363 398 442 371 422 422 381 396
359 364 355 438 357 398 363 352 441
410 399 432 383 348 386 349 391 392
393 413 418 375 436 381 392 417 383
389 382 379 380 386 346 428 439 444
442 348 434 429 400 359 395 395 403
419 418 433 352 357 359 427 384 347
371 393 418 442 391 354 405 350 401
402 385 425 389 394 355 389 379 355
(417 411 430 377 433 433 392 357 405

A jovobeli forgalom egységkoltsége (ci;):

(10 4 11 8 11 12 11 10 16]
20 31 18 42 6 10 19 27 9
30 44 14 35 35 4 10 24 12

1 37 17 29 10 34 42 49 34
30 31 30 8 43 24 11 30 2
30 49 24 38 15 33 32 41 2
11 16 30 4 6 34 48 28 48
42 9 11 33 3 6 47 43 19
7 10 44 10 13 33 1 10 29
13 28 16 12 2 41 36 20 6
14 25 1 31 48 1 4 32 24
23 1 14 27 20 36 1 10 36

[11 27 23 34 40 6 20 26 1

1. példa: A\, = 0.333, Ay = 0.333, A3 = 0.333.
Az iteraciok szama: 39.

I = 0.852701, 9 = 0.634386.

A célfiiggvény minimélis értéke:

A1 - 39020.64 + Ag - 3144.54 + A3 - 239.05 = 14383.61.

s = (2.02,1.57,1.36,1.72,2.06,1.90,1.54,1.86,1.69, 2.12.1.45,3.13,1.88),
r = (1.77,2.70,3.14, 1.72, 3.40, 4.05,1.75,2.05, 3.34),
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A jévébeli forgalom mennyisége (z;):

[284 1157 486 338 508 427 213 353 192
28 13 101 1 742 449 45 17 555
7 1 189 3 10 1007 193 25 244
935 5 143 13 440 13 2 1 10
11 14 19 434 3 72226 12 2204
12 1 56 3 206 15 7 2 1810
186 134 17 526 926 11 1 15 1
2 457 383 6 1511 1001 1 2 134
435 323 2 254 289 13 997 279 29
199 36 225 213 1872 4 5 69 947
103 29 1624 8 1 1775 545 6 43
57 2775 449 28 173 15 1837 496 12
241 28 65 5 5 1267 53 22 2171]

2. példa: A\; = 0.5, A2 = 0.2, A3 =0.3.
Az iteraciok szama: 35.

In = 0.861018, 9 = 0.655662.

A célfiiggvény minimalis értéke:

A1 - 37314.91 + Ay - 5525.70 + Ay - 462.04 = 19901.21.

3. példa: )\1 = 0.1, /\2 = 07, /\3 =0.2.

Az iteraciok szama: 35.

Iy = 0.831337, 9 = 0.361114.

A célfiiggvény minimalis értéke: A; -45812.70 + g - 240.98 + A3-99.95 = 4769.95.

Tovéabbi szamitasi eredmények talalhatok [12]-ben.
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EGY UJ PREDIKTOR-KORREKTOR ALGORITMUS A LINEARIS
PROGRAMOZASBAN

DARVAY ZSOLT

Kolozsvar

A bels6pontos algoritmusok esetén az elmozdulasvektorok meghatarozasanak na-
gyon fontos szerepe van. Nemrég, az elmozdulasvektoroknak egy uj osztalyat vezettiik
be, és ennek az osztalynak egy sajatos elemére egy olyan algoritmust kaptunk, amely
polinom idében hatirozza meg a linearis programozasi feladat egy adott pontossigi
megoldéasat. A kezdeti bels6 pont meghatarozasat az éndualis beagyazas segitségével
valésithatjuk meg. A médszer altalanosithaté arra az esetre is, amikor nem a centralis
it mentén, hanem egy sulyozott Gtvonalat kévetve kozelitiink az optimalis megoldashoz.
A témaval kapcsolatos eredmények a [4] cikkben vannak 8sszefoglalva. A belsGpontos
modszerek koziil, a gyakorlatban a prediktor-korrektor algoritmus valtozatai a legha-
tékonyabbak. Eppen ezért, ebben a cikkben, egy olyan prediktor-korrektor algoritmust
vezetiink be, amely a [4] publikicioban szereplé algoritmus kiterjesztésének tekinthetd.
Azt is igazoljuk, hogy ez az algoritmus polinom idében szolgiltatja a lineéris optimali-
zalasi feladatnak egy adott pontossigi megoldasat.

1. Bevezetés

A linearis optimalizalas feladatat leggyakrabban a szimplex modszer segitségé-
vel oldjak meg. Ezt a mddszert Dantzig [1] vezette be 1947-ben. A szimplex algo-
ritmus a gyakorlatban is hatékonynak bizonyult, annak ellenére, hogy nem sikeriilt
bizonyitani a polinomialitasat. Klee és Minty [9] 1972-ben bebizonyitotta, hogy a
legrosszabb esetben a szimplex médszer lépésszama exponenciilis lehet. A szimp-
lex médszer egyes lépéseit pivotalassal kapjuk. A lineéris optimalizélas feladatanak
megoldasara léteznek mas, ugyancsak pivotalasra alapozott algoritmusok is, pél-
daul a criss-cross modszer [18, 8]. A pivotélassal kapcsolatos, illetve a bels6pontos
algoritmusok Osszehasonlitasa talalhaté az [5] cikkben. Természetes modon vets-
dott fel a kérdés, hogy létezik-e olyan algoritmus, amely a linedris optimalizalasi
feladatnak egy adott pontossagi megoldasat polinom idében hatarozza meg. Ezt
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a problémat Khachiyan [7] oldotta meg 1979-ben. Az 6 moédszere cs6kkend térfo-
gati ellipszoidok egy sorozatat hasznilja az optimalis megoldis megkozelitéséhez,
ezért ezt a modszert ellipszoid méddszernek nevezik. A polinomialis lépésszam elle-
nére az ellipszoid médszer gyakorlati implementéciéi egyaltalan nem bizonyultak
hatékonynak. A bels6pontos méodszerek a Karmarkar, 1984-ben publikalt, [6] cikkeét
kovetSen jelentek meg. Ebben az esetben a poliéder belsé pontjain keresztiil igyek-
szlink megkozeliteni az optimalis megoldast. Ezek az algoritmusok dltalaban poli-
nomialis komplexitissal rendelkeznek, a komplexitas pedig a pontossag fiiggvénye.
Ugyanakkor, a belsGpontos médszerek gyakorlati implementaciéi is hatékonyak,
kiilénosen akkor, ha nagyméreti feladatokat kell megoldani. A bels6pontos méd-
szerekkel kapcsolatos hosszu kutatasi folyamat eredményei tobb kényvben vannak
Osszegezve. A linedris optimalizalasra vonatkoz6 bels6pontos algoritmusok részle-
tesen vannak targyalva a Roos, Terlaky és Vial [16], Wright [19] illetve a Ye [20]
kényvében. Magyar nyelven példaul a [2] jegyzet jelent meg. A kovetkezd jeloléseket
fogjuk hasznalni:

R a val6s szamok halmaza;

R+ a nemnegativ valés szimok halmaza, tehat R = {r € ® | z > 0};

R" a val6s elemd n dimenziés vektorok halmaza;

Rmxn a valos elemt, m sort és n oszlopot tartalmaz6 matrixok halmaza;
diag (&) diagonalmatrix, amely a £ € R™ vektor elemeit tartalmazza, az indexek

sorrendjében. Tehat

& 0 0
dinge)= |0 & o O
e egy n dimenziés vektor, amelynek minden eleme 1;
€]l a £ € R vektor euklideszi normaja (/2 norma);
€l oo a £ € ™ vektor végtelen normaja (I norma);
min (£) a £ € R™ vektor komponenseinek a minimuma, tehat:

min (§) =min{§; |1 <i < n};

rang (A)  az A matrix rangja;

zs az T € R" és s € R™ vektorok komponensenkénti szorzata. Tehat,

— T-
T8 = [T181,%282y- -, LnSn] ;
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2 ha z € R™ és s € R™ két vektor, és nem létezik 1 <1i < n 1ugy, hogy
s; = 0, akkor
T
T_|51 %2 In|
f(z) ha f az R egy részhalmazan értelmezett valos értéki fliggvény, és x € R?
egy vektor, akkor f(x) jeldli az f fliggvény komponensenkénti alkalma-
zasaval kapott vektort. Tehat,
T
f(@) = [f(@1), f(@2),..., fza)]
Példaul, ha f(z) = 1, akkor
T
1 1
7l = [——,...,—] ,
I Tn
ha nem létezik 1 <1 < n agy, hogy z; = 0.
2. A linearis programozas feladata
Tekintsiik a linearis optimalizalas feladatat a kdvetkezd standard forméban:
min CT:E,
(P) Az = b,
z >0,

ahol A € R™*" rang (A) = m, b€ ™, és ¢ € R". Ennek a feladatnak a duélisa a
kovetkez6:
max b7y,
(D) ATy +s=c,
s> 0.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a kovetkez feltétel, az ugynevezett belsd pont
feltétel, fennall.

1. Feltétel (Belss pont feltétel). Létezik (2,39, s°), Ggy, hogy:
Azl =, z% > 0,

ATYP 4+ %=¢,  s°>0
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Az 6ndudlis bedgyazis modszerébdl kivetkezik, hogy ez a feltételezés az altala-
nossag megszoritasa nélkiil megtehetd, s6t ezen kiviil még azt is feltehetjiik, hogy:

O\T 0
2% = 5% = ¢, tehat p = % = 1. A fenti feladatok optimalis megoldasat a ko-
vetkez$ egyenletrendszer segitségével hatarozhatjuk meg:

Az = b, x>0,
(1) ATy +s=¢, s >0,

xs = 0.

Az (1) egyenletrendszer elsé két feltételét megengedettségi feltételnek nevezziik. Ez
biztositja azt, hogy a kapott vektorok megengedett megoldasok lesznek. Az utolso
egyenlet az ugynevezett komplementaritdsi feltétel. A bels6pontos médszerek ese-
tében a komplementaritasi feltételt altalaban egy parametrizalt egyenlettel helyet-
tesitjiik. Igy a kovetkez6 rendszert kapjuk:

Az =), >0,

(2) ATy +s=c, s> 0,
s = pe,
ahol u>0ése=][1,1,..., 1]T egy olyan n dimenzios vektor, amelynek minden

eleme 1. Ha a bels6 pont feltétel fennall, akkor minden rogzitett x>0 a (2)
egyetlenrendszernek egy egyértelmii megoldasat hatarozza meg, amit u-centrumnak
(Sonnevend [17]) neveziink. A p-centrumok halmaza a o > 0 paraméterek értékeire
egy analitikus gorbét hataroz meg, amit centrdlis wtnak neveziink. A belsGpontos
modszerek keretében altalaban a centralis Gt kovetését igyeksziink megvaldsitani.
A kiilénb6z6 u-centrumokat a Newton modszerrel kizelitjiik meg. A Newton mod-
szer alkalmazasa gy torténik, hogy az aktualis pontbél kiindulva, ugynevezett
elmozduldsvektorokat hatarozunk meg annak érdekében, hogy a centralis utat meg-
kozelits kovetkezs vektort megkapjuk. A tovabbiakban egy modszert mutatunk be,
amely alkalmas az elmozdulasvektorok generalasara.

3. Az elmozdulasvektorok meghatarozasa

A bels6pontos algoritmusok kérében a kiilénb6z6 elmozdulasvektorok kivalasz-
tasanak fontos szerepe van. Nemrég Peng, Roos és Terlaky [14] bevezette az dn-
requldris figgvény fogalmat, amely alkalmas az elmozdulasvektorok egy osztalya-
nak a meghatarozasara. Ennek az osztilynak a tagjaira kiilonb6z6 polinomialitasi
eredményeket bizonyitottak [13, 12, 15]. Ezen kivil fontos azoknak az elmozdu-
lasvektoroknak a tanulmanyozéasa is, amelyek nem szdrmaznak onreguléris fiigg-
vénybdl. Ennek érdekében egy masik modszert definidltunk az elmozdulasvektorok
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meghatarozasara. Az igy kapott osztaly egy sajatos elemérsl megallapitottuk, hogy
nem szarmazik énreguldris fliggvénybdl, de ennek ellenére a kapott algoritmus po-
linom id6ben hatirozza meg a linearis optimalizalasi feladat egy adott pontossagi
megoldasat. Erre vonatkozé eredményeket a [3, 4] cikkekben taldlunk. Az elmoz-
dulasvektorok meghatarozasanak ezt az 4j modszerét ismertetjitk a tovabbiakban.
Tekintsiik a

peCt @ RT - R,

fiiggvényt, és tételezziik fel, hogy ez a fiiggvény invertalhaté, az inverzét pedig ¢ ~*

jeloli. A centralis utat definialé (2) egyenletrendszert a kbvetkezs vele egyenértékd
formaba irhatjuk:

(3) ATy +s=c¢, s >0,
p(zs) = p(pe).
Ha a (3) egyenletrendszerre alkalmazzuk a Newton modszert, akkor az elmozdu-

lasvektorok egy 1j osztalyat hatarozhatjuk meg. Egy masik megoldas az lehetne,
hogy a (2) rendszerrel ekvivalens

Az = b, x>0,

ATy +s=c¢, >0,

P (%—> = ¢(e),

rendszert tekintjiik, és erre alkalmazzuk a Newton mddszert. Ez altal az elmozdu-
lasvektorok egy masik osztalyat hatarozzuk meg. A tovabbiakban a (4) rendszerrel
foglalkozunk. Ennek a mddszernek az elénye, hogy be lehet vezetni a

vektort, amit kés6bb a Newton moédszerrel kapott lineéris egyenletrendszer skalaza-
sara hasznalhatunk. A tovidbbiakban feltételezziik, hogy adott az (z,y, s) harmas,
és teljesiil a bels6 pont feltétel, azaz

Az =b, >0, ATy+s=¢, s>0,
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tehat = és (y, s) szigortan megengedettek. A (4) rendszerre alkalmazva a Newton
modszert a kdvetkezd linedris egyenletrendszert kapjuk:

AAz =0,
ATAy + As =0,
s ,fxs x ,[zxs s
—p' | — ) A+ — <~—> As = p(e) — <—> .
n (u) n? \u #le) ~ ¢ 7

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

dy = ”im, dy = %‘s, d, = Ay.
Ekkor
(6) pv{dy + ds) = sAx + zAs,
és
X dod, = AmAs.
u

Kovetkezésképpen az (5) egyenletrendszert igy irhatjuk:

Ad, =0,
(8) ATd, +d, =0,
d:t + ds = Pu,
ahol
_ ple) = p(v*)
’ ve'(v?)

1 _ v, ésigy a

és A= %A diag (%) Vegyiik észre, hogy ha o(t) =t akkor p, = v~
standard primal-dual algoritmust kapjuk. Peng, Ross és Terlaky a [13, 12| publi-
kaciokban a p, = v~3 — v, illetve p, = v~ — v, ahol ¢ > 1 eseteket targyaltdk. Ha
p(t) = t2, akkor p, = 3(v™3 — v) lesz, illetve tetszoleges g > 1, és o(t) = 5 ese-
tén a p, vektort a kdvetkezd alakban irhatjuk p, = q%(v“’ —v). Megallapithatjuk,
hogy a kapott elmozdulasvektorok csak egy konstans szorzétényezSben kiilonboz-
nek a [13], illetve [12] cikkekben tanulmanyozott esetektSl. A tovabbiakban egy
masik ¢ fliggvényt hasznalunk, annak érdekében, hogy egy 1ij primal-duél algorit-

must vezessiink be.
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4. Egy primal-dual algoritmus

Tekintsiik a ¢(t) = v/t esetet. Bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben a fenti
elmozdulasvektorok egy olyan primal-dudl algoritmust hataroznak meg, amely po-
linom idében talalja meg a linearis optimalizalasi feladat egy adott pontossagu
megoldasat. A p(t) = v/t helyettesitéssel az (5) rendszer a kévetkezs alakra hoz-
haté:

AAzx =0,

ATAy + As =0,

\/gAz + \/gAs = 2(y/pe - Vs ).

A (9) egyenletrendszert az alabbi alakban is irhatjuk:
AAz =0,
(10) ATAy + As =0,
sAT + zAs = 2(\/jizs — z5).
Ebben az esetben

(11) Py = 2(e — v).

Egy adott pontnak a tavolsagat a centralis ut egy pontjatol a kovetkezd, centralitds:

mértékkel mérjiik:
[xs
e—./—1|.
i

Py ll

2k e -l =

o(zs,p) =

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
qu = d:c - ds-

Felhasznalva a (8) egyenletrendszert kovetkezik, hogy dTds = 0, tehét a d; és d
vektorok mer6legesek egymasra, azaz

ol = llgoll-

A fenti egyenldségnek az a kovetkezménye, hogy a o mérték a g, vektorral is kife-
jezhetd, azaz
o(zs, 1) = ——“q;“
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Tovabba
p + v . v~ Yu
dxz——UQ(I és dS:p—2q ,
tehat
2 2
(12) dpdy = qu

Most mar definialni tudjuk az algoritmust. Hirom bemeneti paraméterre lesz sziik-
ségilink. Az algoritmus pontossagat egy pontossdgi paraméter fejezi ki, a u értékének
modositasat a redukcids paraméter hatarozza meg, a centralis Gttol valéd tavolsagot
pedig a centralitdsi paraméterrel hasonlitjuk Gssze.

4.1. ALGORITMUS. Legyen € > 0 a pontossigi paraméter, 0 < 0 < 1 a redukcids
paraméter (alapértelmezett értéke 8 = 2—\1/—; ), 6s0 < 7 < 1 a centralitdsi paraméter
(alapértelmezés szerinti értéke T = 1 ). Feltételezziik, hogy az (z°,y°, s°) hirmas

LT 0

teljesiti a belsé pont feltételt, és legyen p° = ﬁz—n& Tovéabba, feltételezziik, hogy
o(x%s% u0) < 1.
begin
z:=2a%y:=y" s:= 5%
o= po;
while 27's > ¢ do begin
pi=(1-0)pu;
A (10) rendszer alapjin kiszamitjuk (Ax, Ay, As)-et.
z:=x+ Azx;
y:=y+Ay;
s:=s+ As;
end
end.

A tovabbiakban azt fogjuk bizonyitani, hogy a fenti algoritmus j6l definialt, te-
hét az algoritmus 4ltal generalt vektorok megengedett megoldasok maradnak, és a
o(zs,n) < 7 feltétel teljestil minden lépésben. Ugyanakkor az algoritmus polinomi-
alitasat is vizsgaljuk.

5. Az algoritmus komplexitasa

A kovetkezd lemméban azt vizsgaljuk, hogy a teljes Newton lépés milyen fel-
tételek mellett vezet megengedett megoldashoz. Legyenek z, =z + Az és sy =
s + As a Newton moédszer alkalmazasaval kapott vektorok.

5.1. LEMMA. Legyen o = o(zs, ) < 1. Ekkor
Ty > 0 és Sy > O,

tehat a teljes Newton lépés szigorian megengedett megoldast szolgéltat.
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Bizonyitds. Tetsz6leges 0 < o < 1 esetén vezessiik be az x4 (a) = z + oAz és
sy(a) = s+ aAs jelolést. Ekkor

z4(a)sy(a) = s + a(sAz + zAs) + a’AzAs,
tehat a (6), illetve (7) egyenlGségeket felhasznalva, a kivetkezét kapjuk:

1
;x+(a)s+(a) =v* + av(dy + ds) + o?d,ds,

most pedig a (8) és (12) felhasznalasaval kovetkezik, hogy

1 2 2 2 (P2 ¢
;$+(a)8+(a) = (1 - a)v’ + a(v® + vpy) + a (Z" - Z”) _

Ezen kiviil a (11) 6sszefiiggésbol
r;

:e—(e—v)2=e—I

v2 + vp, = 20 — v?

adadik, tehat

2 2
(13) %x+(a)s+(a) =(1-a)’+a (e -{1- a)‘% - a%”) .

Természetesen az z4(a)s4(a) > 0 feltétel teljesiil, ha

2 2
p‘U q‘l)
1—-—a)—> == 1.
H( o) 1 +a4 oo<
Tovabba
2 2 2 2
Py . T el oo llgz ]
— o) v < (1 - X L
Hu a)4+a4w_( a) == Fa e
2 2
< _a) ”pzll +a”q2” B 1,

azaz minden 0 < a < 1 esetén xy (a)s(a) > 0. Levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy
az a parmétertdl fiiggd z, (o) és s, (a) linedris fiiggvények elGjeltartok a [0, 1] inter-
vallumon. Tehat az z, (0) = x > 0, illetve s, (0) = s > 0 egyenlétlenségekbdl kovet-
kezik, hogy z, (1) = 2, > 0, és s.(1) = s4 > 0. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk. [J

A kévetkez6 lemma keretében egy elégséges feltételt adunk meg a Newton méd-
szer kvadratikus konvergencidjara vonatkozoan.
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5.2. LEMMA. Legyen 0 = o(zs, ) < 1. Akkor
(T84, pt) < o
+°9+ =1 T /—1 — 02 )
tehdt a teljes Newton lépés kvadratikus konvegencidja biztositva van.

Bizonyitds. Az 5.1. lemma alapjan x4 > 0 és s4 > 0. Vezessiik be a

[xys
vy = i
7

jel6lest, és helyettesitsiink a = 1-et a (13) dsszefiiggésbe. Igy
(14) vi=e—

adodik. Ezt felhasznalva kovetkezik, hogy

1 2
(15) min (v4) = /1 - Tl > /1 - 120 < T2

Tovabba a (14) és (15) Osszefiiggések alapjan

2 1

e v 2
= — <
(@454, 1) e+ve| ~ 1+ min(vy) lle—vill <

2
S W 11 [ S % GO
STVl S Tivicer 4 1xvicet

kévetkezik. Végiil azt kapjuk, hogy o(zysy,u) < 0% Ezzel a lemma bizonyitva
van. O

A kodvetkezs lemma a teljes Newton lépésnek a dualitasi résre gyakorolt hatésat
fejezi ki.

5.3. LEMMA. Legyen o = o(xs, p) és feltételezziik, hogy az x és s vektorokat
egy teljes Newton lépés hatdrozza meg, azaz £, = = + Az és sy = s + As. Ekkor

(z4) 54 = p(n - o?).
Tehat (z+)Ts+ < pn.

Bizonyitds. Felhasznélva az

1 2
—T484 =€ — ({Tv
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Osszefiiggest, kovetkezik, hogy

eT a2 2
($+)T3+ = eT($+S+) =4 (eTe - —%) =4 (" - @) = p(n —a?).

Ezzel a lemma bizonyitva van. O

A kovetkezd lemma keretében a centralitasi mérték modosulasat vizsgaljuk,
egy Newton lépés, és a ;1 paraméter valtoztatdsa utan. Tételezziik fel, hogy a u
értékét az (1 — 6) szorzotényezével csokkentjiik.

5.4. LEMMA. Legyeno = o(zs,p) <1 ésuy = (1 - )u, ahol 0 < § < 1. Akkor

6v/n + o?
o(x4+54,
o(T454,14) < 1-0+ ,—————(1_ (1 = o2)

Tovabb4, hao < %, 6 = 2\/_, és n > 4, akkor teljesiil a o(xys4,p14) < 5 egyenl(’)’t-

lenség.

Bizonyitds. Felhasznalva a (14) és (15) 6sszefiiggéseket, a kdvetkez6t kapjuk:

T8
o(T454,p4) = e—\/ s \/———Ilvl—f)e—v+ll=
S P
1—-0e+uvyll — 8(v/1 =0 + min (vy)) 4

2

< 1 ( it > O/n+o
1-0+4+/(1-6)(1-02) 1-6+ /(1 -6)1-02)

Ily médon a lemma els6 része bizonyitva van. A masodik rész bizonyitasdhoz ve-

gyiik észre, hogy han > 4és 0 = ﬁ akkor 1 — 8 > %. Végiil, ha o < %, akkor egy

egyszeri szamitdssal a o(z4s4,u4) < % egyenlGtlenséget kapjuk. a

Az 5.4. lemma azonnali kovetkezménye az, hogy az algoritmus j6l definialt.
Valéban az (z,s) > 0 és o(zs,u) < § feltételek teljesiilnek az algoritmus minden
lépésében. A tovabbiakban az algoritmus lépéseinek szamat vizsgaljuk. A kovet-
kez6 lemma erre ad meg egy felsG hatart, feltételezve, hogy egy adott pontossidggal
szeretnénk meghatarozni az optimalis megoldast.

5.5. LEMMA. Tekintsiik az (z°,s°) szigorian megengedett part, legyen u° =
0\T 0 k

L—)— és tételezziik fel, hogy a 4.1. algoritmus j6l definialt. Legyenek z* és s

az algontmus altal szolgéltatott vektorok a k-adik lépésben. Akkor (z ) F<e
minden olyan k értékre, amely teljesiti a

1. (29)7s°
> | = log ——
k> [9 0g -
fetételt.
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Bizonyitds. Az 5.3. lemmabél kévetkezik, hogy
()% < pFn = (1 - )" u’n = (1 - 0)"(")"s",

ahol pF-val jeldltiik a p értékét k iteracié utan. Ily médon, az (as")Ts’c < € egyen-
l6tlenség fennall, ha

1-6)f@")"s* <e.
Ha mindkét oldal logaritmusat vessziik a

klog (1 —8) + log ((xO)Tso) <loge

egyenlStlenség adodik, és felhasznalva a — log (1 — 0) > 6 Gsszefiiggést is, levonhat-
juk a kovetkeztetést, hogy a fenti egyenlGtlenség teljesiil, ha

(2%)"'s°

k6 > log ((zO)Tso) ~loge = log

Ezzel a lemma bizonyitva van. O

Tudjuk, hogy az 6ndualis beagyazis mddszerét hasznalva az altalanossig meg-
szoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy z° = s® = e, tehat u® = 1. Ebben az esetben
a kovetkezd lemmat kapjuk.

5.6. LEMMA. Tételezziik fel, hogy x° = s° = e. Ha a 4.1. algoritmus jél defini-
alt, akkor legtobb

iterdciot igényel. O
Ha a 0 helyére az alapértelmezett értékét helyettesitjiik, akkor a kovetkezd té-
telt kapjuk.

5.7. TETEL. Tételezziik fel, hogy ° = s° = e, ésn > 4. A 6 és T alapértelme-
zett értékei mellett a 4.1. algoritmus legfeljebb

s

iteraciét igényel. Az eredményként kapott vektorokra fennall az zTs < € egyenlét-
lenség. O

A tovabbiakban a 4.1. algoritmus egy prediktor-korrektor valtozatat definial-
juk.
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6. Prediktor-korrektor algoritmus

Egy prediktor-korrektor algoritmus alapé6tlete abban rejlik, hogy az algoritmus
skalazast irdny hatarozza meg. Célja az, hogy minél gyorsabban kézelitsiink az op-
timalis megoldashoz. Ez a lépés a u = 0 esetnek felel meg. Ha az affin skalazasn
irany megengedett megoldast eredményezne, akkor egyetlen lépésben megoldanank
az optimalizalasi feladatot. Mivel a teljes lépés altaldban nem szolgaltat megen-
gedett megoldast, ezért az affin skalazash irdny mentén egy csokkentett lépést al-
kalmazunk, ugy, hogy a kapott vektor megengedett megoldas maradjon. Az affin
skalazasu lépés altalaban eltavolitja az aktualis vektort a centralis uttél, éppen
ezért a masodik lépés célja a centralizalds. Ennek az alkalmazdasa altal, egy olyan
vektort kapunk, amely a centralis ut egy Gjabb pontjanak a kozelében helyezkedik
el. Ezeket a lépéseket addig ismételjiik, amig az optimalis megoldast egy adott ko-
zelitéssel meg nem kapjuk. A prediktor-korrektor elnevezést Mizuno, Todd és Ye
[11] vezették be. A mi esetiinkben a (8) egyenletrendszer harmadik egyenletét a
kévetkezs alakban irhatjuk:

dy +d; = 2e — 2u.

Vegyiik észre, hogy az egyenlet jobb oldalan szerepls kifejezést két tag Osszegeként
irhatjuk. Ennek megfelel6en tekintsiik a kovetkezs egyenleteket:

(16) d2 +d? = —2v,
(17) d° + d = 2e.

Az elsS egyenlethez hozzarendelhetd a kovetkezd egyenletrendszer:

Ad? =0,

AT o a __
(18) A'dy +dg =0,

di +d = —2v,
a méasodikhoz pedig a kvetkezd

Ade =0,

AT jc c __
(19) ATdy +dg =0,

ds +dS = 2e,

ahol A = A diag (Z). A (18) és (19) egyenletrendszereknek egyértelmd megoldéasa
van, és ezekre a vektorokra fennall a kvetkezd két feltétel:

(20) @) =0, ()7 =0,
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tehat d2 és d, valamint dS és d$ merGlegesek egymasra. Figyeljiik meg ugyanakkor
azt is, hogy teljesiilnek a

dy = d +de,
dy = d® +d°

egyenldségek. Vezessiik be a kdvetkezs jeloléseket is, annak érdekében, hogy a nem
skalazott térben is meg tudjuk hatarozni az elmozdulasvektorokat:

Az=2ds,  A%s=1dl, A%y =d,
() v

Aw==di,  As==d5, Ay=d.
v

Ezekkel a jel6lésekkel a kévetkezSket irhatjuk:

(21) TA%s + sA%z = po(d® + d?) = —2uv? = ~2xs,
(22) xACs + sAx = po(dS + dS) = 2pv = 2\/zsu,
(23) A%zA%s = pdid?.

A (21) egyenldség alapjan megallapithatjuk, hogy (A%z, A%y, A%s) az
AA%z =0,
(24) ATA%Y% 4+ A% =0,
sA%z + xzA%s = —2xs.

egyenletrendszer megoldasa. Ennek alapjan a prediktor-korrektor algoritmust a ké-
vetkezSképpen adhatjuk meg.

6.1. ALGORITMUS.
Legyen a centralitasi paraméter: 0 < 7 < 1 (alapértelmezett érték T = % ), a pon-
tossagi paraméter: € > 0, és a redukciés paraméter 0 < 8 < % (alapértelmezett érték
6= ﬁ) Feltételezziik, hogy az (z°,y°, s°) teljesiti a bels6 pont feltételt, és legyen

O\T 0
=) s

p® = L2 Tovabbi, feltételezziik, hogy o(z°s°, %) < 7.
begin
z:=12%5:= 8% p:=pub
while z7s > ¢ do begin
A (10) rendszer alapjin meghatirozzuk a (Az, Ay, As) hdrmast.
r:=x+ Ax;
s:=s+ As;
A (24) rendszer alapjan meghatdrozzuk a (A®x, A%y, A®s) hdrmast.

0
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T =z + 0A%;

s:=s5+0A%s;

pi=(1-20)p;
end

end.
Célunk az, hogy igazoljuk, hogy ez az algoritmus jol definialt, és polinomialis 1é-
pésszammal rendelkezik. Ennek érdekében, a kovetkezd lemmaban meghatarozzuk

a v vektor komponenseinek also, illetve felsG hatarat.
%: éso = o.(x‘s?/‘l’) = ”6—1)” <

6.1. LEMMA. Legyenz > 0,8 >0, 0> 0,v =
1. Akkor, minden i-re, amelyre 1 < i < n, fennall az
l—-0o<vy; <140

egyenldtlenség. Tovdbbd, a
% Il < n(1+0)

(25) min (v?) > (1 - 0)*,

egyenlStlenségek is érvényesek.
Bizonyitds. Legyen 1 rogzitett agy, hogy 1 < i < n. Mivel tetszSleges £ € R
vektorra, fennall a |&;| < ||| egyenlStlenség, kovetkezik, hogy

—oc<1-v; <o,

ebbdl pedig a lemmabeli elsé allitas adédik. A masodik allitas bizonyitdsdhoz ve-
gyiik észre, hogy ha ¢ < 1, akkor minden i-re érvényes a v > (1 — 0)2 Osszefiiggés,

amelybél a (25) elsS egyenlGtlenségét nyerjiik. Végiil

n
ol = > vf <n(l+0)%
i=1
O

Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.
A tovabbiakban egy olyan lemmat bizonyitunk, amely két egymasra merdleges

vektor esetén a komponensenkénti szorzat normdajara szolgaltat felsé hatart. Ez a

lemma megtalalhaté Roos, Terlaky és Vial [16] konyvében.
6.2. LEMMA. Legyen m € R" és ( € R™ két egymasra meréleges vektor. Ekkor

érvényesek a
1 V2
Il < w4+ CI%, llwcll < ==l + 1P

egyenldtlenségek.
Alkalmazott Matematikai Lapok 22 (2005)



150 DARVAY ZSOLT

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhaté a {16] konyvben. A teljesség kedvéeért
ezt megadjuk a tovabbiakban. Fennall a

(26) "= glr+ 0 = gln - ¢

egyenlGség. Ebbdl kivetkezik, hogy

1 1
—z(m = () <m< 2T+ o
Tehat ) )
2 2
— T - <7e < = )
Al —dlife < ¢ < 2w+ Cl%e
Mivel 7 és ¢ merélegesek egymasra [|m — || = ||7 + (||, és ezzel az els6 egyenlGtlenség

bizonyitva van. Tovabba, a (26) egyenldséghdl a kévekezs adodik:

L el ((m+ O+ (- ()4).

Inl? = e (x)? = e ((m + O (m - %)’ < 1o

Mivel eT¢4 < ||€]|* tetszoleges £ € R™-1e, a
2 _ 1 a1 4
< — J— —
l=¢ll” < 16”” +Cm+ 16”"r ¢l

egyenlétlenséget nyerjiik, és ujbol felhasznalva a || — (|| = || + C|| egyenldséget a
masodik egyenl6tlenséget kapjuk. Ezzel a lemma bizonyitva van. 0

Vezessiik be a
(27) AMo) = (1+v2)o? —2(V2-1)o + V2,

9%n

2
1_26(1+U)

(28) K(o,8,n)=(1—-0)%-

jeloléseket. Ezen kiviil legyen
Mo) = V2K (0,6,n)
1+ K(0,0,n)

Ezeknek a jeloléseknek a felhasznalasaval, a kovetkezd lemmaban egy elégséges
feltételt biztositunk arra vonatkozéan, hogy az affin skalazasu 1épés szigorian meg-
engedett megoldast eredményezzen.

(29) ®(0,0,n) =

6.3. LEMMA. Legyen = > 0, s > 0, £ > 0 1igy, hogy o = o(zs, ) < 1. Tovabb4,
legyen 0 < 6 < %, valamint £+ = x + A%z, és st = s + 8A%s. Ekkor

z¥ >0 és st >0,

ha érvényes a K(o,0,n) > 0 egyenlGtlenség.
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Bizonyitds. Tetszéleges 0 < 8 < 1 valos szam esetén vezessiik be az
et (B) =z + B9A%x, & sH(B) = s+ BOA"s
jeloléseket. Fennall az
z¥(B)sT(B) = zs + BO(zA%s + sA%x) + F260%AcA%s

egyenlGség. Felhasznalva a (21) és (23) osszefiiggéseket az alabbi egyenldséget nyer-
jiik:

(30) %Lﬁ@ = %((1 — 280)zs + pB26°d2d?) = (1 - 266)v® + 526%d2d°.
Ebbdl, az

.13+(,8)S+(ﬁ) a2 18292 a ja
(31) mﬂ——v +1_2189d1d3

Osszefiiggés kovetkezik. Tehat

_(z*(B)s*(B) ooy B
min <m‘;> Z mm(v ) - 1_ Qﬁglldzds

Mivel minden rogzitett 0 < 6 < 1 értékre a ¥(B) = % fiiggvény novekvd, 0 <

B <1 esetén, kovetkezik, hogy

z*(B)s*(B)
(1-280)u

A 6.2. lemma alapjan, a (16) egyenlGséget, és a 6.1. lemmat is felhasznalva a

: : 6 a ja
(32) min < ) > min (v?) — 1—_—2—9||dzds oo

1
(33) [d2d®)l < 11d2 + d2|f* = ol® < n(1 + 0)?

egyenlStlenséget nyerjiik. Ebbégl, valamint a (32) Gsszefiiggésbdl, a 6.1. lemmat dj-
bol felhasznalva a

[zt (B)s*(B) 2 _On 2 _
(34) mln(m)Z(l—o) —1_29(1+U) —K(J,B,n)

adodik. Mivel K(c,6,n) > 0, kbvetkezik, hogy minden 0 < 3 <1 esetén érvényes
az z+(8)st(B) > 0 egyenlétlenség. Tehat a B paraméterto! fiiggs z+(B3) és st (0)
folytonos fiiggvények elGjeltartok a [0,1] intervallumon. Mivel z%(0) =z > 0, és
s7(0) = s > 0, levonhatjuk a kdvetkeztetést, hogy z+(1) = z+ > 0,és sT(1) = s* >
0. Ezzel a lemma bizonyitva van. O
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A kovetkez6 lemmaban azt vizsgaljuk, hogy az affin skalazasa lépést, illetve a
p paraméter modositasat kovetden, hogyan valtozik meg a centralitasi mérték.

6.4. LEMMA. Legyen £ >0, s>0, >0 dgy, hogy o = o{zs,u) <1. To-
vabb4, legyen 0 < 6 < %, gy, hogy K(o,8,n) >0, valamint z+ =z + A%z és
st = s+ 0A%s. Vezessiik be a ut = (1 —20)u és ot = o(ztst, ut) jeloléseket is.
Ekkor érvényes a

(35) ot < ®(0,6,n)
egyenlétlenség.

Bizonyitds. A 6.3. lemma alapjan az affin skalazasa lépés szigoriian megenge-
dett megoldasokat szolgaltat. Vezessiik be a

ztst

ll‘+

vt =

jelolest. A 6.3. lemma (31) és (34) Osszefliggéseibdl a § = 1 helyettesitéssel a ko-
vetkezGket kapjuk:

2

+\2 _ 2 a ja
(36) (") =v +1_26dzds,
(37) min (v') > \/K(a,0,n).
Tovabba )
+
+ _ o le=0)
ot = lle vl = | S

tehat fennall a kovetkezs egyenlStlenség:

”e —v? 4 0? - (v+)2” lle — 2| + ||v2 — (v+)2||
(38) S et S Tamnen)

A 6.2. lemmat, a (16) egyenldséget, és a 6.1. lemmat is felhasznalva a

(39) ldzds] < “T—indz +d3)* = V2|lv])* < Van(l +0)*

sszefiiggést kapjuk. Ebbdl, valamint a (36) egyenl8séghél kovetkezik, hogy

o ||dada||<——(’2—\/§n(1+a)2
1-20" =" =126 '

2
(40) [[v* = ()7 =
Mivel e —v2 = e — v 4+ v — v?, és a 6.1. lemma alapjan ||v||, < 1+0,a

(41) lle — V2 <o+ “v(e — v)“ <o+l lle=vll < 0%+ 2
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egyenlGtlenséget nyerjiik. Behelyettesitve a (40), (41), és (37) dsszefiiggéseket a (38)
egyenlGtlenségbe a

02 + 20 + 1Z5v/2n(1 + o)’
1+ +/K(o,0,n)

adédik. Ebbél, figyelembe véve, hogy fennall a

(42) ot <

Ao) =02 + 20 + V2(1 - 0)?
egyenldseég, a (35) egyenl6tlenséget nyerjiik. Ezzel a lemma bizonyitva van. O
Tekintsiik a 0 <t < 1 esetén értelmezett,
#2
1+vi-¢g

fiiggvényt. Az alabbi lemma keretében, az 5.2. lemma felhasznalasaval, a teljes
Newton lépéssel kapott vektorok altal meghatarozott centralitasi mértéket vizsgal-
juk.

w(t) =

6.5. LEMMA. Legyenz > 0,5 > 0,2 > 0,650 < 7 < 1 dgy, hogy o = o(zs, u) <
7. Ha az z+ és st vektorokat egy teljes Newton lépéssel kapjuk, tehit z+ = z + Ax,
és s = s + As, akkor

(43) o(ztst,pu) < w(r).
Tovabba, ha T < 3, akkor o(z*st,p) <6 — 42, s o(ztst, u) < 75

Bizonyitds. Az 5.2. lemma alapjan

o(ztst, u) <w(o).

Mivel az w(t) fiiggvény novekvs 0 < ¢ < 1 esetén, és o < 7, kbvetkezik, hogy érve-
nyes a (43) egyenl6tlenség. Ha 7 < %, akkor egy egyszerii szimitissal meggy6z6d-
hetiink arrél, hogy

3 9

0’(:(:+s+’u) < w(‘r) <w (Z) = m <6 - 4\/5

Az utols6 egyenl6tlenség bizonyitasahoz elegends az w(r) < % Osszefiiggést iga-
zolni. De 7 < % < gg, tehat 372 < 21/27, és ebbél

(Var -1 =212 —2V2r+1<1- 1%

Kovetkezik, hogy

Vor =1 <+/1-72,
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innen pedig

T 1
—_— < —,
1+vV1i-72 2
és ebbdl azonnal adédik az w(7r) < %i egyenlGtlenség. Ezzel a bizonyitast befejez-
tiik. O

A kovetkezd lemmaban egy elégséges feltételt adunk meg arra, hogy az affin
skalazasu lépés utan a centralitasi mérték ne legyen nagyobb a centralitasi para-
méternél.

6.6. LEMMA. Legyen T rogzitett tgy, hogy 0 < 7 < %, tovabba p > 0, és le-
gven most x >0, és s >0 a 6.1. algoritmus altal szolgaltatott két vektor a tel-
jes Newton lépés utin. Legyen x% és s* az affin skaldzast lépéssel kapott két
vektor, tehdt x+ = x + A%z és s* = s + 0A%s. Vezessiik be a p* = (1 — 20)u és
ot =o(ztst,ut) jeloléseket is. Ezen kiviil, legyen 0 < 6 < . Ekkor a

(44) ot <71

egyenlGtlenség fennall, ha

(45)

ahol
2

V(o) = — <a2—20+\/§r—1).

T1+o) 2

Tovébba ¥ () > 0, és minden régzitett T esetén a ¥V, fiiggvény csokkend a [0,w(T)]
intervallumon.

Bizonyitds. Figyeljiik meg, hogy

(46) 19_2’;0 <, (0) = ﬁ ((1—0)2_ (1_ %)2> - (1;3)2

Tehat K(o,0,n) > 0, és czért alkalmazhaté a 6.4. lemma. Mivel £ >0 és s >0
a 6.1. algoritmus keretében, a teljes Newton lépés altal szolgaltatott két vektor, kell
létezzen két > 0 és § > 0 vektor, amelyekbdl az « és s vektorokat a teljes Newton
lépéssel kapjuk, és (25, 1) < 7. A 6.5. lemmat alkalmazva az & és § vektorokra a

(47) g < E,
(48) o< 6—4v2
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egyenlStlenségeket nyerjiik. A 6.4. lemma alapjan megallapithatjuk, hogy a ot <7
egyenlGtlenség teljesiil, ha ®(o,0,n) < 7, azaz

o) — V2K(0,0,n) <7 (1 +K(o, 6,71)) .

Ebbdl a
V2K(0,0,n) + 7/K(0,0,n) + 7 - A(g) > 0

egyenlGtlenséget kapjuk. Vezessiik be a k = \/K(0,8,n), és a

o(t) = V22 + 7t + 7 — Mo)
jeloléseket. Ekkor a (44) teljesiil, ha p(x) > 0. A tovabbiakban, el6bb A(c) értékeire
allapitunk meg egy alsé, és egy felsG hatart, majd a p fiiggvény elGjelét vizsgaljuk.
Mivel (48) alapjan 0 < ¢ < 6 — 4v/2, kovetkezik, hogy

(1+v2)0? <2(vV2-1)o,
tehat A\(c) < v/2. Ugyanakkor, kénnyen belathaté, hogy

Mo)=(1+V2)(o-(3-2v2)) +7T-4v2 > 7 - 42,

tehat

(49) 7-4V2 < A(0) < V2.

Legyen

(50) Agr =72 —4V2(1 = AN0)) = 72 = 4V2 7 + 4V2 A(0).

Ekkor a g fiiggvény gyokei a kovetkezsk:

-7 — /A r T+ /Asr

] t -
22 2 22

Mivel 0 < 7 < 3, a (49) egyenl6tlenségbdl 7 < (o) ad6dik, tehat

t =

Agr > 2> 0.

Ebbsl a t; <0, illetve t; > 0 egyenlétlenségeket kapjuk. Ez azt jelenti, hogy ha
K > to, akkor a g(k) > 0 teljesiil, és igy a (44) egyenlGtlenség is fennall. Mivel (49)
alapjan A(o) < v/2, az (50) Osszefiiggeésbdl kovetkezik, hogy

,/Amg\/r2—4\/§r+8:\/(2\/§—r)2=2\/§—r,
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tehat
N
V2o T
2v2 V2
Figyeljiik meg, hogy a 0 < 7 < % feltétel miatt
(51) - L5132
NG 8

A fenti Osszefiiggések alapjan a (44) egyenlGtlenség teljesiiléséhez elegends a x >

1- %, azaz

K(0,0,n) > (1—\/%)2.

Ezt az egyenlétlenséget a (28) felhasznalasaval a

6%n 1 2
(52) 1=26 = (110) <(1 i (1 - %) ) =)

alakra hozhatjuk. Ezzel a lemma elsé allitdsa bizonyitva van. A méasodik allitas
bizonyitasahoz vezzessiik be a

2

(53) 1/’7(0)=02—20+\/§T—%
jelolést. Ekkor
_ Y- (o)
rlo) = (1+ 0)2'

Mivel a 6.5. lemma alapjan fenndll a ¢ < w(7) egyenlStlenség, ezért a ¢, és ¥,
fiiggvényeket a [0,w(7)] intervallumon fogjuk vizsgilni. Vegyiik észre, hogy a (46)

alapjan, érvényes a
T T
w1=(72) (-7

egyenl6ség. De a (47) egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy -ﬁ -0 >0, és az (51)
Osszefiiggést is felhasznalva

2—\/L§—0>2(1—%)>0.

Ebbél azonnal addédik a ¥, (o) > 0, és természetesen a ¥, (o) > 0 egyenlGtlenség is.
Az (53) Osszefliggéssel megadott ¢, fliggvény derivaltja:

() (o) =20 -2 < 0.
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Kovetkezik, hogy a 9, fliggvény csokkens és pozitiv, ugyanez érvényes az m
fiiggvényre is, tehat a ¥, fliggvény is csékkend. Ezzel a lemma bizonyitasat befe-
jestiik. d

Az alabbi lemma az affin skilazasi lépés utdn a dualitasi rés mdédosulasat ha-
tarozza meg.

6.7. LEMMA. Legyen x >0, s >0, és u > 0 1gy, hogy o = o(zs,u) <1, és
0 < 6 < 1. Tételezziik fel, hogy az x* és s vektorokat a 6.1. algoritmus egy affin
skalazasi lépése hatdrozza meg. Ekkor fenndll az

(z*) s = (1 — 20)2Ts

egyenldség.

Bizonyitds. A (30) egyenlségbe a 3 = 1 értéket helyettesitve, és felhasznalva
a (20) osszefiiggest is, kovetkezik, hogy:

(m+)Ts+ =eT(ztst) = (1 — 20)e” (xs) + ub?eT (d2d?) = (1 — 20)z7's.

Ezzel a lemma bizonyitva van. a

A kovetkezd lemmaban a prediktor-korrektor algoritmus egy iteraci6ja Aaltal
eredményezett dualitasi résre hatarozunk meg egy felsé hatart. Az algoritmus egy
iteracioja el6bb egy teljes Newton lépésbdl, majd ezt kovetSen egy affin skalazasa
lépésbél all.

6.8. LEMMA. Legyenz > 0, s > 0, és p > 0, ugy, hogy 0 = o(zs,p) < 1,650 <
§ < L. Tételezziik fel, hogy az x* és st vektorokat a 6.1. algoritmus egy iteracidja
szolgaltatja, tehat el6bb egy teljes Newton lépést, majd egy affin skdlazasi lépést
alkalmazunk. Tovabba, legyen u* = (1 — 20)u. Ekkor fennéll az

(z*)"s* < nut
egyenlétlenség.

Bizonyitds. Jelolje T és 5 a teljes Newton lépés alkalmazasaval kapott vektoro-
kat. Ekkor az 5.3. lemma alapjan

s < nu.
Ebbé! a 6.7. lemma felhasznalasaval az
(z*) st = (1 - 20)275 < (1 — 20)npu = nu*

dsszefiiggest kapjuk. Ezzel a lemmat igazoltuk. O
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A kovetkezd lemma a prediktor-korrektor algoritmus lépéseinek a szamara ad
meg egy felss hatart. Feltételezziik, hogy az optimalis megoldast egy adott pontos-
saggal szeretnénk meghatarozni. Ezt a pontossigi paraméterrel fejezziik ki.

6.9. LEMMA. Jelolje z* és s* a 6.1. algoritmus 4ltal meghatarozott vektorokat
a k-adik iteraci6 végén. Akkor, az (z*)" s* < e egyenl6tlenség fennall minden olyan
k-ra, amely teljesiti a

(:100)Ts0
€

1
feltételt.

Bizonyitds. A lemma igazolasadhoz felhasznaljuk a 6.8. lemmat. A bizonyitas
az 5.5. lemmahoz hasonléan torténik, azzal a kiilénbséggel, hogy a 8 értékét 26
fogja helyettesiteni. O

Az alabbi tétel egy elégséges feltételt biztosit arra, hogy a 6.1. algoritmus jol
definialt legyen. Ugyanakkor az iteraciok maximalis szaméara is megadunk egy felsd
hatart.

6.10. TETEL. Legyen 0 < 7 < %, és0 < 6 < 3. Ha

2n
0 <P (w(T)),

(54) T < ¥r

akkor a 6.1. algoritmus jol definialt, és legtobb

T
(55) [l log () so“

20 €

iteraciot igényel. A kapott vektorokra fennall az x7's < ¢ egyenlé6tlenség.

Bizonyitds. A 6.6. lemma bizonyitasaban alkalmazott jeloléshez hasonldan, egy
adott iteracié kezdetén, a vektorokat jeldlje T és 5. Tovabba, a teljes Newton lépés
alkalmazasa utan kapott vektorok legyenek z és s, végiil az affin skalazasa lépés
utan kapott vektorokat jeldlje £+ és s*. Azt fogjuk bizonyitani, hogy minden ite-
racié kezdetén fennall a belsé pont feltétel, és az aktualis vektorokra a centralitési
mérték nem nagyobb, mint 7. Ehhez elegendd azt belatni, hogy ha £ > 0, 5§ > 0,
és o(8,u) < 1, akkor z+ > 0, és sT > 0, valamint o(zts™, pt) < 7,.ahol p* jeldli
a p paraméter értékét az iteracio végén. Az 5.1. lemmabél kévetkezik, hogy = > 0
és s > 0. Ezt felhasznalva, a 6.3. lemma alapjan, az z+ > 0, és sT > 0 egyenldt-
lenségek teljesiilni fognak, ha K(o,8,n) > 0. Ugyanakkor, a 6.6. lemma alapjan a
o(xtst, ut) < 7 feltétel teljesiil, ha a (45) egyenlStlenség fennall, és a (46) alap-
jan ebben az esetben a K(o,0,n) > 0 is igaz. Ez azt jelenti, hogy elegendd a (45)
egyenlGtlenséget igazolni. A 6.5. lemmabdl kovetkezik, hogy

o =o(zs,p) <w(r).
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Mivel a W, fiiggvény csdkkend, a (45) egyenlGtlenség teljesiilni fog, ha érvényes
az (54) Osszefiiggés. Az iteraciok szamaéra vonatkozé felss hatar a 6.9. lemmabél
kovetkezik. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. a

A kovetkezs tétel keretében azt bizonyitjuk, hogy a 6.1 prediktor-korrektor
algoritmus az alapértelmezett értékekre jol definialt. Az iteraciok maximalis sza-
mabdl arra kévetkeztethetiink, hogy az algoritmus polinom idében szolgéltatja a
linearis optimalizalasi feladat egy e-pontossdgi megoldasat.

6.11. TETEL. Legyen T = 3, és 6 = ﬁ, ahol n > 2. Ekkor a 6.1. algoritmus

T
B\/ﬁ log (z2) " ]

Jol definidlt, és legfeljebb

£

iteraciot igényel. Az algoritmus &ltal szolgaltatott vektorokra fennall az x7s < e
egyenlGtlenség.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a 6.10. tételt hasznaljuk fel. Igazolnunk kell, hogy
a 0, és T értékeire érvényes az (54) egyenlStlenség. Figyeljiik meg, hogy

5 5\% 1 1
wl|l—=)=\|— 7 = 72
13 13) 1+2 13

Ebbél, a r = 1—53 értékre, egy egyszerid szamitassal a

bsszefiiggeést kapjuk. Tovabba, n > 2 > 12, tehat /n > 3, és ebbdl %ﬁ <1 Ezt

felhasznalva, 8 = #ﬁ esetén, a

8%n 1

1—2029(1_%)

<

NeR i o]

Osszefliggés adédik. Ebbdl, és az (56) egyenlétlenséghdl kbvetkezik az (54) Gsszefiig-
gés, tehat a 6.1. algoritmus jol definialt. Az iteraciék maximalis szaméara vonatkozé
allitas az (55) Osszefliggésbdl kovetkezik, ha behelyettesitjiik a 6 értékét. Ezzel a
bizonyitast befejeztiik. O

Ebben a cikkben egy olyan 1j prediktor-korrektor algoritmust definiltunk,
amely a [4] publikiciéban megjelent linearis optimalizalasra vonatkozé algoritmus
tovabbfejlesztése. Azt is igazoltuk, hogy ez az algoritmus polinom idében hatarozza
meg a linedris optimalizasali feladatnak egy e-pontossidgi megoldasat, a komplexi-
tas pedig ¢ fiiggvénye.
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A NEW PREDICTOR-CORRECTOR ALGORITHM FOR LINEAR PROGRAMMING

ZsorLt DARvAY

Recently, we have introduced a new class of search directions for linear optimization prob-
lems. Using a particular element of this class, we have obtained a new polynomial-time algorithm.
The self-dual embedding technique can be used to obtain a starting interior point. The algorithm
can be generalized in such a way that follows a weighted path. These results are summarized in
[4]- However, predictor-corrector type algorithms are the most efficient, from the implementation
point of view. Therefore, in this paper we develop a new predictor-corrector algorithm for solving
linear programming problems. We apply the technique of finding search directions presented in
the paper [4]. We prove that this algorithm finds a solution with a given precision in polynomial
time.
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GLOBALIS OPTIMALIZALAS STIEFEL-SOKASAGOKON -
EGY ERDEKES DISZKRETIZALASI EREDMENY*

BALOGH JANOS, CSENDES TIBOR ES RAPCSAK TAMAS

Szeged, Budapest

Rapcsék néhany kordbbi dolgozatiban Stiefel-sokasigokon adott optimalizalasi
problémakat targyalt, szdmos elméleti, és emellett alkalmazasi, pl. statisztikai vonat-
kozésokkal is. Itt az 4ltala is targyalt feladat egy specialis diszkretizalasat mutatjuk be
és vizsgaljuk, eredményiil pedig a hozzarendelési feladat egy ekvivalens eseteként kapjuk
meg. Ez onmagaban is érdekes, de motivaciét adhat ehhez néhany példa és numerikus
eredmény — amelyeket szintén ismertetiink.

1. Bevezetés

Stiefel 1935-ben vezette be azt a differencidlhato sokasagot, amely az Gsszes
X1,X2,...,Xr € R™ ortonormalt vektorrendszert tartalmazza, ahol R™ az n-dimen-
zios Euklideszi tér [29]. A Stiefel-sokasagok gyakorlati problémakhoz kapcsolod-
nak. Tekintsiink t6bbdimenziés idGsorokbdl szarmazo megfigyeléseket, feltételezve,
hogy a dimenziészadmhoz viszonyitva kevés tényezd hatarozza meg a viselkedésii-
ket. A statisztikai vizsgdlatok egyik célja ezeknek a hatdsoknak az azonositésa.
A statisztika hagyomanyos eszkoze erre a célra a faktoranalizis, ami t6bbdimen-
ziés idGsorok esetén pontatlan vagy hibas eredményeket is adhat, kiilonGsen, ha az
id6sorok komponensei kézott id6té] fiiggs dsszefiiggés van. Ennek oka, hogy a fak-
toranalizist fliggetlen megfigyelésekre dolgoztak ki, mely fiiggetienség nem jellemz§
a tobbdimenzios id&sorokra. Mindez 1ij mddszertan kidolgozasat tette sziikségessé,
ami figyelembe veszi a megfigyelések dinamikijat is. A dinamikus faktoranalizis
fogalmat Geweke [16] és Bankovi, Veliczky, és Ziermann ([6, 7]) vezették be tobb-
dimenzi6s gazdasagi idésorok vizsgalatara. Az az6ta ebben a téméaban megjelent

*Koszonet az Orszagos Tudomanyos Kutatasi Alapprogramok (OTKA T 034350, T 043241,
és T 043276 projektek) és az 5. Eurépai Unios Keretprogram APPOL II. Tematikus Halozati
Projekt (FP5, IST-2001-32007) tamogatasaért.
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munkak a hagyomaényos faktoranalizis bizonyos tulajdonsigainak altalanositasait
tartalmazzak.

Bankovi, Veliczky, és Ziermann ([6, 7]) megkozelitését alapul véve, Bolla,
Michaletzky, Tusnady és Ziermann heterogén kvadratikus alakok maximalizalasat
vizsgaltak Stiefel sokasdgokon, feltételezve, hogy a heterogén kvadratikus alakok
pozitiv definitek. A feladat strukturalis vizsgilata soran megadtik az elsGrendii
és a masodrendi sziikséges optimalitasi feltételeket, valamint egy globalis masod-
rendd sziikséges feltételt, és globalisan konvergens, iteracios algoritmust dolgoz-
tak ki kritikus pont meghatarozasara [9]. Eredményeiket elsGsorban matrixelméleti
eszk6z0k felhasznalasaval érték el. Rapcesak a fenti optimalizalasi feladatot kvadra-
tikus célfiiggvényt és kvadratikus egyenlGségfeltételeket tartalmazé optimalizalasi
feladatként fogalmazta meg, amire a Riemann-geometria eszkdztarat és ezen ke-
resztiil a globalis Lagrange-multiplikator-szabalyt alkalmazva, lokilis és globilis,
els6- és masodrendd, sziikséges és elegendd optimalizalasi feltételeket kapott, va-
lamint klasszikus, nemlinearis optimalizilasi médszerek crre a feladatra vonatkozé
kiterjesztéseit [25, 26].

Markus, Berke, Kovacs és Urfer [23] a dinamikus faktoranalizis médszerének al-
kalmazasat és a kapott eredményeket ismertetik tobbdimenzios kdrnyezeti idésorok
esetén. Helmke és Moore kdnyvében [17] a dinamikus rendszerek strukturalis stabi-
litasanak a vizsgalata a Rayleigh-hidnyados és az altalanositott Rayleigh-hanyados
Stiefel-sokasagokon torténd optimalizalisara vezet. Edelman és tarsszerzoi elektro-
nikus rendszerek tervezését emlitik mint a Stiefel-sokasagokon térténd optimalizalas
egyik lehetséges alkalmazasat [13). A statisztikai alkalmazasok koziil a f6komponens
analizist és a statisztikai vizualizalast lehetne még megemliteni [27]. Megjegyezziik,
hogy gyakorlati problémak fiiggetlen valtozécsoportjainak modellezésében a Stiefel-
sokasagokat alkoté ortogonalis vektorrendszerek hatékony eszkodzt jelenthetnek.

A dolgozatban Stiefel-sokasagokon adott problémék globalis optimalizalasi fel-
adatait targyaljuk. Stiefel-sokasagok f6lotti optimalizalast targyalt és elemzett Rap-
csak néhany korabbi dolgozataban [25, 26, 27]. Az 4ltala, valamint Bolla és szerzg-
tarsai altal [9] tanulmanyozott feladatot vizsgaljuk ezen dolgozatban, illetve néhany
globalis optimalizalasi modszer is elemzésre keriil Stiefel-sokasagokon {1, 2, 3, 4, 5]-
beli eredményeink alapjan. Masként fogalmazva, egy Stiefel-sokasigokon megadott
globalis optimalizalasi problémat tanulmanyoztunk elméletileg és numerikusan, glo-
balis optimalizalasi eszkozokkel, tovabba globalis optimalizalasi algoritmusok, szoft-
verek tesztelésére jol hasznalhatd, vizsgalhaté tesztfiiggvényeket adunk meg. Itt
megvizsgaljuk, elemezziik — utébbiakat is beleértve — a probléma néhany specialis
esetét.

Tekintsiik a kdvetkezd optimalizalasi problémat:

k
(1) min Z xT Aix;
i=1

(2) xTx; =485, 1<i,5 <k,

1

x;eR*,  i=1,...,k, n>2,
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ahol A;, i =1,...,k, szimmetrikus matrixok, és d;; a Kronecker-féle delta. A to-
vabbiakban jel6lje M, ;. azt a halmazt, amely az n-dimenzioés Euklideszi tér Gsszes
k elemi ortonormaélt vektorrendszerébdl all.

Vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket:

— (T T T k
X = (X{,X3,...,X) €R"™

k
f(x) = Z xiTAix,».
=1

A Stiefel-sokasagok szerkezete a kdvetkezé modon jellemezhet6:

1. TETEL [26]. Az M, halmaz kompakt, kn — M%l dimenziés, végtelen
sokszor differencidlhaté sokasdg minden olyan pozitiv egészekbdl allé (n, k) parra,
amelyekre k < n teljesiil. A Stiefel-sokasdgok a k < n esetekben Osszefiiggdek, a
k = n esetben két 6sszefiiggd komponensbdl dllnak.

Az ortogonalitas elirasabol kovetkezden n > k > 2.

A vizsgalandé (1)-(2) optimalizalasi probléma specidlis tipust, kvadratikus
egyenldség-feltételekkel adott kvadratikus célfliggvényti feladat. Az optimalizalasi
irodalom szerint nehéz erre ltalanos esetben j6 kizelité megoldast (és lehetséges
megoldasokat is) ad6 hatékony médszert adni [18]. Ez indokolja az eredeti probléma
néhany specialis esetének tanulméanyozasat. Az [5] munka alapjan megoldasi mod-
szereket és technikdkat adunk meg az (1)-(2) probléma numerikus optimalizalasa-
hoz. A dolgozat fejezetei a kovetkez6 moédon tagoldédnak: el3szor az optimumpontok
struktiirajat adjuk meg néhany specilis esetben (lasd még [1]) a [9, 25, 27]-ben
targyalt és itt is targy: » .ind6 kvadratikus feladatra, amibgl néhany redukciés 6tlet,
lehetSség és eredmény adddik. Kiilon foglalkozunk azzal az esettel, amikor a cél-
fiiggvény egyiitthatomatrixai diagonalisak. Miel6tt ezt megtennénk, motivacioként,
illetve a probléma numerikus nehézségeinek megvilagitasa céljabdl dsszefoglaljuk a
numerikus vizsgalatat ([5] alapjan), annak tapasztalatait és nehézségeit kiilonb6z6
technikikat hasznalé numerikus eszkozokkel, szoftverekkel. Ez lesz a kiindulépont
ahhoz, hogy a dolgozat 3. részében ismert minimumhelyekkel és -értékekkel ren-
delkezé specialis eseteket vizsgaljunk. Ennek kiterjesztéseként [3]-ban tesztfiigg-
vényeket adtunk meg, amik a globalis optimalizalasban nagy jelentéséggel birnak
(14, 15).

A dolgozat {6 eredményeként a probléma egy olyan megszoritasat vetjiik fel és
elemezziik (4. fejezet), amely egyben annak egy diszkretizalasat is jelenti és igy egy,
a jol ismert hozzarendelési feladattal ekvivalens problémat eredményez.

2. El6zetes numerikus eredmények — mint motivacié

Néhany redukciés lépés és (1)—(2) probléma numerikus megoldasai keriiltek be-
mutatasra [1, 3, 5]-ben. A szamitogépes futtatasok eredményeit itt foglaljuk &ssze,
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ami az (1)-(2) probléma szerkezetének megvilagitasat is célozza. Az ennek illuszt-
ralasara késziilt, csatolt numerikus tanulmény (1asd [5]-ben is) két kiilonbézd tipusi
globalis optimalizalasi algoritmust megvalosité programra épiilt. Egyrészt, egy in-
tervallumos globalis optimalizalasi eszkdz megbizhat6 eljarasara [11, 19, 30, 31],
masrészt, hagyomanyos sztochasztikus globalis optimalizalasi médszerre [8, 12].
Ennek tanulsagai szolgadlhatnak motivacioul is, el6szor ezeket foglaljuk Gssze rovi-
den.

Az els6 lépés célja garantalt megbizhatosidgu eredmények elérése volt. Amint
azt elemezziik (és ahogy [5]-ben beszamoltunk rola) ennek nehézségei, illetve a nagy
szamitasi koltségben rejlé nehézségek ebben az esetben nagyrészt a korlatozoé felté-
telek ellendrzésében rejlenek. Emiatt létjogosultsaga lehet mas technikak, példaul
biintetfiiggvények alkalmazasanak, illetve a redukcids lehetéségekben rejlé felgyor-
sitasnak. Erdemes megemliteni, hogy a GlobSol program [11, 19] csak polarkoor-
dinatas helyettesitések utan adott garantalt megoldast. Ilyenfajta transzformacié
nélkiil egy M3 3 f616tt definialt hasonlé probléma tébb napig futott — garantalt
megoldés elérése nélkiil.

Ezért elkeriilhetetlennek latszik a redukcids lépések hasznilata a numerikus
eszkOz0k megbizhatéva és hatékonyabba tételéhez. Néhany gyorsitasi moédositast
javasolunk, és ujbol fokuszalunk a probléma azon esetére is, amikor az egyiitthato-
matrixok a célfiiggvényben diagondlisak.

A feladat megbizhaté numerikus megoldasanak nehézségeit [2]-ben és [5]-ben
részletesen illusztraltuk: ahogy ott beszdmoltunk tapasztalatainkroél, [3] egy egy-
szerd példaja, amely M, 2-n adott, diagonalis egyiitthatématrixu (1)-tipusi cél-
figgvénnyel kb. 3 milli6 figgvény-kiértékelést igényelt, melyek tilnyomd tobbsége
(2,9 milli6) a korlatozé feltételek ellenérzése miatt volt sziikséges, ez az un. ,dense
constraint” kiértékelés, amit a GlobSol szoftverrel végeztiink el. Az itt eredményiil
kapott intervallumok, ,boxok” nem ellendrzottek, bar megvizsgalva Sket kimutat-
hato, hogy tartalmazzak az optimalis megoldast. Csak a polarkoordinatas transzfor-
macié utani futtatas adott ellendrzétt megoldasokat. Egy nem tul bonyolult, M3 3-n
definialt optimalizalasi probléma 3,5 napnyi CPU-id6t igényelt szamitogépiinkon
és 36 kiilonb6z6, nem ellendrzott megoldast szolgéltatott a GlobSol program al-
kalmazasa soran [30, 31]. Masrészt az ismert megoldasok [3, 5] koriili megfeleld,
szintén nemellendrzétt boxok” burka kb. 10~2?4-szer kisebb ,térfogatt”, mint az in-
dulé n-dimenzios intervallumé. Ezen értékek helyessége nagyon nehezen ellendriz-
hetd, mivel ez a feladat ekvivalens az eredeti problémaval. Ezért sziikséges specialis
problémak vizsgalata M, -n algoritmusaink hatékonysaganak és megbizhatosaga-
nak tesztelésére, ;mérésére”. Ilyeneket adtunk meg [3]-ban, de szolgalhatnak hasonl6
célokat az itt vizsgilando partikularis esetek is. Azok a tesztfeladatok, amelyek tet-
sz6leges M, i Stiefel-sokasagon értelmezhetdk, és ahol az optimumpontok és -érték
ismertek, konnyebben kezelhetGek. Ezek egyrészt szolgadlhatnak a numerikus esz-
kozok ,,j6saganak” mérésére, masrészt kezdGértékiil szolgdlhatnak az ezt igényls
numerikus algoritmusok, példaul a Branch-and-Bound tipust médszereknél vagy
olyan numerikus algoritmusoknal ahol ezt az algoritmus igényli [10] vagy ahol ez
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masfajta elénnyel jar [21]. Emiatt van sziikségiink megfelel6 tesztproblémakra és
specialis feladatokra, ismert megoldashalmazzal.

A numerikus motivaci6 mellett ez a masik érv a probléma. specialis és partiku-
laris esetei vizsgalata mellett, ami a jelen dolgozat targya is.

Tovabba [2, 3]-ban és [5]-ben lattuk, és itt a 3. fejezetben is szerepel, hogy
néhany probléma esetén az optimalis megoldisok az n-dimenzi6és koordinataten-
gelyekre esnek, azaz, a vektorkomponensek egyik koordinataja 1 vagy -1, és az
sszes tobbi (n — 1) koordinatajuk zérus. Latni fogjuk, mint [3, 5]-ben, hogy ha az
(1) célfiggvényben szerepls egylitthatématrixok diagonalisak Mj o esetén, akkor az
Osszes optimalis megoldas az n-dimenziés hipergémb koordinata-tengelyekkel vett
metszéspontjai koziil keriil ki (kivéve az elfajulé eset, amikor a célfiiggvény konstans
az egész Mj »-n). Méas szavakkal, nem csak a megadott probléemak és tesztfelada-
tok rendelkeznek ilyen tulajdonsaggal, de mas problémaknak is lehet hasonlé a
megoldas-szerkezete.

Ez utobbi észrevétel adta az Gtletet [3]-ban a lehetséges megoldasok halmaza-
nak megszoritdsanal, és itt ebben a dolgozatban is. Elscként a fenti (1)—(2) tipusi
probléma egy partikularis esetét tekintjitk (a legkisebb méretd érdekes esetben)
és azt vizsgéljuk, hogy milyen tipust elemi geometriai eszkézok alkalmazhatok a
probléma egyszertisitésére. A kovetkezs lépésben elemezhetSk a valasztott nume-
rikus eszkozok, és megvizsgilhatd, hogy ezek koéziil melyek alkalmazhatok ilyen
tipust példikra, és melyek az altalanos, tetszéleges dimenzios esetekben.

3. Néhany bevezets példa és megoldasaik — specialis esetekben

Bevezetésként néhany egyszeri példat elemziink. Megadjuk az optimumpontok
halmazanak szerkezetét specialis diagonalis problémak esetén. Ez segit a feladat
szerkezetének feltarasiban, masrészt lehetGséget ad néhany lehetséges egyszertsi-
tési, redukciés triikkkre is. (A nagy szamitasigény miatt ezek hasznalata elengedhe-
tetlennek latszik.)

Ezen belill a diagonalis egyilitthatématrixok esetét is vizsgaljuk. Megadjuk a
megoldast, és az optimumpontok halmazanak szerkezetét, az M 2-n értelmezett di-
agonalis matrixokkal megadott kvadratikus célfiiggvények esetére. (1) ezen specilis
esetei gyakran elSaddédhatnak valodi alkalmazasoknal [26).

1. Példa. Tekintsiik a kovetkezd feladatot, [26] egy feladatat:

1. 3
min f(x) = 3 + 5:1:5 + a3+ 5.7:3
feltéve, hogy
m? + :l:% =1,
(3) 2+zi=1,
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T1T3 + Toxg = 0,
T 4
X = (1171,.’172,.’133,.’1,‘4) € R*.

Megmutatjuk, hogy M;o-n a feladat két fontos (keresett) jellemzdje, a mini-
mumhelyek és a maximumhelyek halmaza (a célfiiggvény megfelels fliggvényérté-
keivel egyiitt) explicit médon kiszamithatok az (1) probléméahoz. Az egyenlGségfel-
tételekbdl kovetkezik, hogy

x% =1 —x%,
(4) Ig:l—zi

2.2 2,2
T1T3 = LTy,

innen z?(1 — z2) = (1 — z%)z2, azaz,
(5) ri=127 & 1xi=7x3

Osszevetve ezt (1) korlatozo feltételeivel nyerjiik, hogy

Iy = —14 T = T4
(6) } vagy {

Iy =2X3, Iy = —X3.
Ilymédon az M » Stiefel-sokasag két komponense a kovetkezd alakban all el6:
(7) M2'2={X€R4|.’L‘%+.’L‘g=l, T1+24=0, 20 —23=0}U
{XER4]$%+$§ =1, 21 —24=0, 20+ 3 20}.

Kihasznalva a fenti egyenleteket, azt nyerjiik, hogy a célfiiggvény M, 2-n a ko-
vetkezo:

1 3 5 3 3 3
$%+§$3+I§+§I§=§$g+§$§=$f+§(17%+f'?§)=x%+§,

igy kOonnyen lathat6 médon a globdlis minimum értéke csakigy, mint az eredeti
feladatnal 3/2, az x; = 0 pontban. Az eredeti feladat globalis minimumbhelyeire
ebbdl a

(0, +1,+1,0)7

alaku M, 2-beli pontok adédnak, mig négy globalis maximumhelyként a
(£1,0,0,+1)7

alaku pontok, ahol a globalis maximum értéke 5/2.
Megjegyezziik, hogy itt mindegyik esetben az elGjeleknél az sszes eset lehet-
séges, nincs egyéb fiiggdség, kapcsolat koztiik (igy a megfelels értékek kozott sem).
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2. Példa. A kovetkezs optimalizalasi feladatunk:
(8) min f(x) = 222 + 22 - 222 + 22, T € My,.
Kihasznalva ismét a (4)—(5)-beli technikat, az f fiiggvény
227 + 23 ~ 223 + 2% = 327 —

alakban adhat6é meg M, 2-n. Az elsg korlatozo feltételt kihasznalva (lasd (1), 1.
Példa) egyvaltozos célfiiggvényt kapunk. Egy masik lehet&ség kdzvetleniil a 32 — 3
fiiggvényt tekinteni; az egységkoron ennek szobajohets legkisebb lehetséges értéke
egyenlé —1-gyel. A célfiiggvény ezt az als6 korlatot a (0, il)T pontokban veszi fel,
és mivel (pl. (4)-bol lathatéan) a hozzajuk tartozoé négy

(0, +1, £1,0)"

pont az eredeti négyvaltozds feladat lehetséges megoldasai, igy ezek globalis mi-
nimumbhelyek is, és ebbdl kévetkezSen a minimum értéke My o-n —1-gyel egyenls.
Ké6nnyen belathatd (példaul az utolsé fiiggvényalakboél), hogy minden mas pontban
a fiiggvényérték nagyobb, igy az eredeti, négyvaltozos feladat négy megoldasaval
annak Gsszes megoldasat megkaptuk.

Hasonléan belathat6 az is, hogy az eredeti négyvaltozos feladat globalis maxi-
mumbhelyei a

(£1,0,0,+1)"

pontok, és csak azok, a maximum értéke pedig 3.

Ennek kiterjesztéseként a diagonalis A;, i = 1,...,k, egylitthatématrixok esete
kénnyen targyalhaté teljesen analég médon (lasd [1]), ekkor az optimumpontok
minden koordinatéja szintén a {0,+1, -1} halmazbol keriil ki (kivéve azt az elfa-
julé esetet, amikor minden lehetséges megoldas egyben optimalis megoldas is). Az
altalanos (1)—(2) feladat optimumpontjai szerkezetének jellemzése M 2-n szintén
térténhet elemi eszkdzokkel, peldaul fiiggvény-diszkusszioval; [5]-ben ennek segit-
ségével kritériumot adtunk az optimumpontok szimanak végességére Ms 2-n.

Az ismert minimumbhelyekkel és -értékekkel rendelkezs feladatok és tesztfiigg-
vények M, ;-n térténé megadasa kapcsolodik a diagonélis matrixokkal megadott
kvadratikus célfiiggvényt feladatokhoz, mivel az igy definialt feladatok megol-
dasa(i) szintén a {0,+1, —1} értékekbdl allnak.

A specialis korlatozo feltételekkel rendelkezd tesztfiiggvényeket minden M,
Stiefel-sokasag f6l6tt értelmeztiik.

Ezen tesztfliggvények elzetes kézi szamitassal konnyen meghatarozhaté mini-
mumhelyekkel és -értékekkel rendelkeznek. Ez a teriilet, nevezetesen a tesztfiigg-
vények megadasa, fontos szerepet jatszik a globalis optimalizalasban. A Floudas—
Pardalos kdényvben [14] megadott tesztproblémak kozott nem tdl sok korlatozo
feltételekkel rendelkezd probléma talalhaté, és az ezen kérbe sorolhatok is tilnyo-
morészt, ipari alkalmazasokbol szarmaznak [18].
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Az altalunk javasolt tesztfiiggvények jol hasznalhaték az optimalizalasi modsze-
rek numerikus vizsgalatanal, mivel minden optimumpont kénnyen meghatirozhaté.
Ezek és az 1. fejezetben megadott problémak megoldasai is a {0, +1,~1} halmaz
elemeibdl] allnak.

4. A lehetséges megoldasok halmazanak megszoritasa — diszkretizalasa

Ebben a fejezetben M,, ;-n a lehetséges megoldasok halmazanak egy megszori-
tasat — pontjainak egy specidlis megszoritasan keresztiil — vetjiik fel. A (2) feltetelek
specidlis diszkretizaldsa kvadratikus célfiiggvény esetén NP-nehéz probléma, ami-
b6l kvadratikus hozzarendelési probléma [28] adédik.

Az el626 fejezetben is, illetve [5]-ben a példainkban tébbhelyiitt az optimalis
megoldasok minden vektora egy n-dimenziés koordinitatengelyen helyezkedett el
(azaz egy koordinatajuk 1 vagy —1, és a tobbi n — 1 darab koordinata zérus volt).
Amint az beladthatd az el6z6 fejezet alapjan, M, o-n az optimalis megoldasok ti-
pusa is ilyen, ha az egyiitthatomatrixok diagonalisak (kivéve azt az elfajuld esetet,
amikor a fliggvény konstans az egész Mz 2-n) [1]. Ilyen esetekben és az altalunk
konstrualt tesztproblémaknal is minden megoldas az n-dimenziés hipergdmb és a
koordinatatengelyek metszéspontjainak halmazabol keriil ki. Masként fogalmazva,
nemcsak az adott problémak, és tesztproblémak rendelkeznek ilyen tipusi megolda-
sokkal, de mas probléméik is ebbe az osztilyba tartozhatnak. Az altalunk targyalt
feladatok azzal a kozos tulajdonsiggal birnak, hogy a célfiiggvény csak négyzetes
tagokat tartalmaz.

Ezen tény szolgilt motivaciéul ahhoz, hogy megszoritsuk a probléma lehetsé-
ges megoldasainak halmazat. A lehetséges megoldisok halmaza legyen MM, ;. egy
olyan részhalmaza, ahol a lehetséges megoldisok pontjaira még azt a feltételt is
eléirjuk, hogy az n-dimenziés koordinatengelyeknek is pontjai legyenek (mind a k
vektor). Az igy kapott probléma vizsgalatat — ahol tovabbra is az (1) célfiiggvény
szerepel, de a tovabbiakban immaér ezen, a tovabbiakban L’-vel jellt megszoritasan
definialt — harom lépésben fogjuk elvégezni. Els6ként olyan n x n-es problémakat
tekintiink, amelyeknél a célfiiggvényben csak négyzetes tagok szerepelnek (a dia-
gonalis matrixok esete). Ennek megoldasa utan a hasonlé tipusid, de ezattal mar
n x k meéretli problémak esetét vizsgaljuk meg, és végiil az altaldnos problémat.
Mindegyik targyalt esetben a lehetséges megoldasok halmaza a fonti médon meg-
szoritott. Amikor a célfiiggvény nem (1) tipusu, akkor a megoldashalmaz szerkezete
nyitott kérdés még abban az esetben is, ha a lehetséges megoldasokat megszoritjuk
az L'-vel jelolt halmazra.

Mire j6 egy ilyen megszoritas? Egyrészt, felhasznalhato az f* optimumérték
kozelitésére, masrészt, ezen kozelités alkalmazhatd néhany optimalizalasi eszkdz
konvergencidjanak gyorsitasara is (lasd, pl. [10]). Térjiink vissza a font emlitett
harom lépéses eljarasra. (2) lehetséges megoldasainak fonti, L’ megszoritasa a hoz-
zarendelési feladatra vezeti vissza a problémat.
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2. ALLITAS. Ha az (1)-(2) probléméaban M,, ;. lehetséges pontjainak halmazat
megszoritjuk arra az L' halmazra, amely az n-dimenziés hipergémb koordinataten-
gelyekkel vett metszéspontjainak halmaza, akkor az (1) és az igy L'-re megszoritott
(2) altal megadott feladat ekvivalens a hozzarendelési probléméaval.

Bizonyitds. A bizonyitast harom lépésben végezziik. Els6ként azt a specialis
esetet vizsgaljuk, amikor az M, , sokasigon (k = n) vagyunk, és az (1) célfiigg-
vény csak diagonalis A; (i =1,...,k = n) egyiitthatoméatrixokat tartalmaz. Ezu-
tan felhasznalva az els§ allitast, az konnyen altalanosithaté M, .-ra (ahol immaron
n és k tetsz6leges), még mindig a diagonalis egyiitthatomatrixok esetére. A harma-
dik lépésben az els6 és masodik allitast kihasznalva befejezziik a bizonyitast. Ez a
(tetszOleges) M, i f616tti tetszbleges alaku (1)-beli matrixok esete.

1. Az (1)-(2) probléma M, ,-en ekvivalens a hozzarendelési feladattal, ha az
egylitthatomatrixok diagonalisak, és a lehetséges megoldasok L’ halmaza az n-
dimenzi6s hipergdémb és R™ koordinatatengelyei metszéspontjainak halmaza. A jol
ismert hozzarendelési feladat a kovetkezGképpen adhat6 meg:

(9) min Z Z Ty

i=1 j=1

agy, hogy:
n
(10) dozu=1 (i=1,...,n),
t=1
n
(11) Say=1 (j=1,...,n),
t=1 .
(12) zi; €{0,1} (i=1,...,n; j=1,...,n),

ahol az a;; egyiitthatok egy n x n-es A’ matrix elemei. Azt kell megmutatnunk,
hogy az (1) célfiiggvény a (2) korlatozo feltételek mellett (9)—(12)-et eredményezi,
ezen 10j, megszoritott L’ halmazon.

Elgszor is megjegyezziik, hogy minden z; n — 1 darab zérus komponenssel ren-
delkezik, és pontosan egy eleme egyenld eggyel, vagy minusz eggyel.

Feleltessitk meg a hozzarendelési feladat A’ matrixanak a;; elemeit (1) (4;);;
elemeinek, tovabba a hozzarendelési feladat z;; valtozoinak az (1)-beli x; j-dik ele-
mét. Ezen feltételek mellett a hozzarendelési feladat (10)-(12) feltételei egybeesnek
az eredeti probléma (2) korlatozé feltételeivel, mig a (9) célfiiggvény pontosan az
eredeti (1) célfiiggvénnyel egyezik meg.

2. A fonti allitas kiterjeszthets az M, ;, Stiefel-sokasagra is: az (1)-(2) probléma
M, ;-1 az el6z6 megszoritas mellett ekvivalens egy hozzarendelési feladattal.
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Ennek megmutatisahoz az eredeti, k x n matrixméreti probléma helyett te-
kintsiink egy olyan hozzarendelési problémat, amelyben a matrix mérete n x n,
ugy, hogy toltsiik ki a hianyzé n — k sort M + 1 értékekkel, ahol M az elsé k oszlop
elemeinek abszolutérték-osszege.

Megoldva az ily médon nyert hozzarendelési feladatot a ,magyar médszer” al-
kalmazéasaval [20], és a megoldasbol elhagyva az utolsé n — k vektort, a megmaradé
k darab vektor-n-esbél 4ll6 rendszer pontosan az eredeti probléma megoldasa lesz,
amint az kdnnyen lathato.

Térjiink most vissza a célfiiggvény szempontjabol az altalanos esetre: azaz az
altalanos (1)-(2) problémat fogjuk tekinteni, megszoritva M, x-t a koordinataten-
gelyekkel vett metszéspontjaira.

3. Elegend6 azt megmutatni, hogy az utébbi probléma, azaz amikor az (1)-(2)
feladatot vizsgaljuk, ahol (1) immaron tetszéleges alaku, (2) pedig L’-re megszori-
tott, ekvivalens egy olyan problémaval, ahol a célfiiggvény csak x;x; kifejezéseket
tartalmaz, amelyek egyiitthatéja (A;),; minden i-re. Ezen masodik feladat ugyanis,
mint azt font belattuk mar, ekvivalens a hozzarendelési feladattal, igy ezzel az egész
allitast belatnank.

Vizsgaljuk meg ehhez (1)-et az L’ részhalmazon. L' minden vektora specia-
lis tulajdonsagi, nevezetesen egy kivételével minden koordinataja 0. Ezért, az (1)
célfiiggvényben minden z;;z; kifejezés egyiitthatoja zérus, kivéve az z? tipusu
kifejezéseket. Formalisan:

k k n n k
Y oxlAxi =) (Z Zzij(Ai)jlxil> = mu(A)miu = ) zh(Ady
i=1 i=1 i=

i=1 Mj=1 =1

Ebbdl kévetkezik, hogy a nyert probléma ekvivalens a hozzarendelési feladattal,
ahogy azt allitottuk. O

Visszatérve az altalanos esetre, folvethetS a kérdés: hogyan oldhaté meg egy
altalanos feladat (ahol a célfiiggvény nem feltétleniil az (1) alakban adott), M, x
fenti L' részhalmazara megszoritva.

Ebben a tetszéleges célfiiggvényi esetben, ha n = k, és a feladat 0 — 1 értékd
megszoritasat tekintjiik a {0, £1} megszoritas helyett, akkor nyilvin szintén egy
hozzarendelési feladat feltételrendszerét kapjuk, azaz egy olyan feladatot, amely-
nek feltételrendszere a hozzarendelési feladatéval egyezik meg. Az optimalizalasi
feladatunk ekkor: keresend§ a célfiiggvény minimuma ezen specialis 0 — 1 (10)-(12)
feltételek mellett. A hozzarendelési feladathoz hasonléan a lehetséges megoldasok
ban gy is megkaphat6, hogy 1-eseket irunk a megfelel6 helyekre, mig az Gsszes
tobbi helyre 0-kat.) Ha n # k akkor a feladatnak, akar lineéris célfiiggvényt te-
kintve is t6bb specialis esete, alkalmazasa van, példaul a szallitasi feladat, ami a
linearis hozzarendelési feladat sok specialis esete kozill az egyik {20].
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Ha a célfiiggvény tetszéleges kvadratikus, példaul a

n n n n

Z Z Z Zaijxitxjrbtr

i=1 j=1 t=1 r=1
fiiggvényt tekintjiik, akkor a korlatozé feltételek fenti (0 — 1) értékd megszoritasa
esetén is NP-nehéz problémat nyeriink, az un. kvadratikus hozzarendelési feladatot
(lasd pl. [24] vagy [28]). Erre szamos fontos elméleti eredmény talalhat6 az iroda-
lomban. Pardalos és szerz6tarsai attekinté tanulméanyaban példaul 254 hivatkozas
talalhaté a kapcsolédé publikicidkra.

Az altalunk tekintett (1)-(2) probléma vizsgalata onmagaban is érdekes M,
ezen L’ megszoritdsival, masrészt, ennek a vizsgalatnak szamos jaruléka, haszna
lehet. Amint azt fentebb littuk, a megoldas diagonalis egyiitthatomatrixck esetén
megadhaté. Altalanositva ezt, ezen technika tetszéleges egyiitthatématrixu fela-
datokra is alkalmazhat6: megoldva az L’-re megszoritott feladatot, az optimum
egy kozelitése nyerhets. Megjegyezzitk ugyanakkor, hogy ezen — a lehetséges pon-
tok halmazanak ezen L’ megszoritasaval kapott — feladat megoldasa tetszélegesen
tavol lehet az eredeti, az M, ;-n értelmezett feladatétol.

Egy masik nyitott kérdés az utdbbi észrevétellel kapcsolatban, hogy vajon
adhatoé-e jo heurisztika az optimum értékének, f*-nak a kozelitésére abban az eset-
ben, ha a probléma lehetséges megoldasainak halmazit megszoritjuk a koordina-
tatengelyek pontjaira, hasonléan a csak négyzetes tagokkal rendelkezé problémak
esetéhez.

3. Példa. Tekintsiink egy feladatot az M; 2 sokasigon, a kovetkezd célfiiggvény-
nyel:

32}%1 + 6.’1:%2 + 413%3 + 711,‘1111112 - 4.7311.’1,‘13 et 181‘12.’1:13—
— 3.’)3%1 + 5117%2 + 31‘%3 -~ 6291299 + TT01T23 — 1279023,

ami minimalizalandé a 0-1 koordinataértéki pontokra megszoritott halmazon.
A feladat tulajdonképpen egy

3 7/2 -2
A= 72 6 -9 |,
—2 -9 4
-3 -3 7/2
Ay=| -3 5 -6
7/2 -6 3

matrixokkal adott (1)-(2) tipusu feladat ((2)-nek 0 — 1 megszoritasa mellett).
Az utolso eredmény szerint ezen feladat optimalis megoldasa

x* = ((0,0,1)7,(1,0,0)7)

lesz, és az optimum értéke 1.

Alkalmazott Matematikai Lapok 22 (2005)



174 BALOGH JANOS, CSENDES TIBOR ES RAPCSAK TAMAS

5. Osszefoglalas

Korabban megmutattuk, hogy egy egyszerd M;3 Stiefel sokasigon defini-
alt 9-valtozos optimalizalasi probléma megoldasa t6bb mint 3 napig fut egy at-
lagos szdmitégépen, ha megbizhaté6 megoldast koveteliink meg. Ez az oka an-
nak, hogy a felgyorsitasi lehetSségeket érdemes elméletileg vizsgalni, akar geo-
metriai redukciékban, akir numerikus moédszerekben. Ehhez megfelels tesztfela-
datok sziikségesek. Dolgozatunkban elére ismert optimalis megoldasokkal rendel-
kezd (teszt)problémakat javasoltunk, melyek a numerikus eszkdzok ,,josaganak”,
hatékonysagidnak mérésére alkalmazhaték. Egy specidlis esetet, a diagonalis A;
(i =1,...,k) matrixok esetét részletesebben is vizsgaltuk. Ezen tulmenden a meg-
engedett halmaz egy érdekes megszoritasat adtuk meg, ami a hozzarendelési fela-
dattal ekvivalens, ahol a minimumpontok szama véges, bar exponencidlis az input
méretében. Egy érdekes tovabbi kérdés, hogyan jellemezhet§ az optimumpontok
halmaza az M, -n. Szandékaink szerint kés6bb mdas numerikus szamitasi eszko-
zOket is kiprobalunk ilyen tipust feladatok megoldasara, ezen beliil intervallum-
matematikin alapuld, korlatozo feltételeket kezel globalis optimalizalasi médszert
is [21, 22].
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GLOBAL OPTIMIZATION ON STIEFEL MANIFOLDS -
AN INTERESTING RESULT OF DISCRETIZATION

JANOs BaLoGH, TiBOrR CSENDES AND TAMAS RAPCSAK

Optimization problems on Stiefel manifolds has been discussed recently in some papers of
Rapcsak, together with references to several theoretical and application (e.g. statistical) conse-
quences. Now, a special discretization of the studied problem is introduced and investigated that
is posed as an equivalent case of the assignment problem. It is interesting in itself, but some
examples and numerical results may provide additional motivation.
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BELSOPONTOS ALGORITMUSOK ONREGULARIS
TAVOLSAGFUGGVENNYEL

POLIK IMRE ES TERLAKY TAMAS*

Hamilton

A belsépontos algoritmusok elméletének egyik érdekes kérdése a kis- és a nagy-
lépéses modszerek komplexitésvizsgalata. Mig a gyakorlatban az utébbiak miikddnek
jobban, a kislépéses eljarasok elméleti komplexitasa jobb. Az utdbbi évek egyik jelentés
eredménye Peng, Roos és Terlaky [5] nevéhez fiiz6dik, akik dnregularis tavolsagfiigg-
vények segitségével megmutattak, hogy a nagylépéses bels6pontos médszer legfeljebb
O (v/nlognlog(n/e)) lépésben e pontossiggal megoldja a linearis optimalizalasi felada-
tot, ezzel sokat javitottak az addigi O (nlog(n/e)) eredményen, bar a komplexitas még
mindig elmarad a kislépéses modszerek O (/7 log(n/e)) 1épésszamatol.

Cikkiinkben a monoton linearis komplementaritési feladaton mutatjuk be az algo-
ritmus egy ujabb, egyszerisitett elemzését. A cikk alapjaul Salahi és Terlaky [10] cikke
szolgal.

1. Bevezetés

A belsSpontos algoritmusok 1984-es megjelenésével [2] lehetévé valt olyan nagy
méretii linearis optimalizalasi feladatok megoldasa is, amelyeket a szimplex méd-
szerrel akkor nem, vagy csak kevésbé hatékonyan lehetett megoldani. Tiz évvel
kés6bb Nesterov és Nemirovski [4] vezették be az 6nkorlatozo fiiggvényeket, ame-
lyek segitségével meég altalanosabb konvex optimalizalasi feladatokat (mint pl. a
szemidefinit vagy a masodrendiikip-optimalizalasi feladat) is polinomialis id6 alatt
lehetett megoldani. A szemidefinit optimalizalasi feladatokat leghatékonyabban bel-

*Tamogatva az NSERC Discovery Grant #5-48923 palyazat és a Canada Research Chair Pro-
gram altal. Mindkét szerzd a ,New Interior Point Methods and Software for Convex Conic-Linear
Optimization and Their Application to Solve VLSI Circuit Layout Problems” MITACS kutatasi
projekt résztvevdje.
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s6pontos médszerekkel oldhatjuk meg. A belsGpontos algoritmusokrol bévebben a
[8, 9, 13, 14] munkakban, illetve magyarul a [3, 7] szakdolgozatokban olvashatunk.

Ebben a cikkben a monoton linearis komplementaritasi feladaton mutatjuk be
egy adaptiv 1épéses, onregularis fiiggvényeket hasznalé belsGpontos algoritmus tel-
jes elemzését. A bizonyitas teljes, vagyis nem tartalmaz méas bels6pontos cikkekre
utald kiilsé hivatkozasokat.

2. A monoton linearis komplementaritasi feladat

A linearis komplementaritasi feladat altalanos alakjal a kévetkezs:

Mz+qg=s
(MLCP) z,5>0
s =0,

ahol M € R™*™, zx,s,q € R", az zs szorzatot pedig koordinitanként eértjiik
(Hadamard-szorzat), vagyis zs = (xlsl,...,xnsn)T. A tovabbiakban feltessziik,
hogy az MLCP feladat monoton, vagyis M egy pozitiv szemidefinit, de nem fel-
tétleniil szimmetrikus matrix. Ezzel az MLCP feladat tartalmazza a lineéris és a
konvex kvadratikus optimalizélasi feladatot is.

Jelolje R%} az n-dimenziés, minden koordinatajukban pozitiv vektorokat, Ry
pedig az n-dimenziés nemnegativ vektorokat. Definidljuk a kovetkezé halmazokat:

Megengedett megoldasok: F = {(z,s) € RY' : Mz +q=s}

Szigoruan megengedett megoldasok (belsé pontok):
Fr={(z,s) R : Mz +q=s}

Komplementaris (optimalis) megoldasok:
Fu={(z,5) eRY : Mz +q=s, zs =0}

A tovabbiakban feltessziik, hogy a szigortian megengedett megoldasok F, halmaza
nem iires, vagyis létezik belsé pont.

1Sz0kas a linearis komplementaritasi feladatot a latszolag Altalanosabb

Qr + Rs=—q
s =0
z,s 20

alakban is targyalni, ahol feltessziik, hogy a [Q|R] € R™*2™ matrix teljes rangi. Ez a Q = M,
R = —1I csetben éppen a fenti definiciét adja. Azonban mivel feltettiik, hogy [Q|R] teljes rangu,
ezért az x és s vektorok megfelel6 koordinatait kicserélve mindig elérhetd, hogy az R matrix
invertilhaté legyen, vagyis a két feliras lényegében ekvivalens.
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Az MLCP feladat centralis Gitjan a szokasos médon az

Mz+qg=s
(2.1) z,5>0
Ts = pe
rendszer megoldashalmazat értjiik, ahol 1 > 0 és e = (1,...,1). A bels6pontos al-

goritmusok egyik alapkdve az a mira mar klasszikusnak tekinthet6 eredmény, hogy
ha létezik bels§ pont, akkor az M matrixra tett feltevés miatt a fenti rendszer meg-
oldasa minden p > 0 esetén létezik és egyértelmd, lasd peldaul a [7, 9, 11, 12, 14]
muveket. Jel6lje ezt a megoldast (z(u), s(u)). A centralis ut tehat egyparaméteres
gbrbe a primal-dual viltozok terében. Az is konnyen lathatd, hogy a centrélis Gt
1 — 0 esetén az MLCP feladat egy megoldasahoz tart.

2.1. Klasszikus belsGpontos modszerek

A primal-dual belsépontos algoritmusok a centralis utat kdvetik, pontosabban
a centralis at kdrnyezetében haladnak. A kérnyezetet altaldban a kovetkezéképpen
definidljuk:

(2.2) N(n,7):={(z,s) : (z,8) >0, Mz +q=s, ®(z,s,u) <n(nr7), p>0},

ahol ®(x,s,u) fiiggvény meéri a tavolsagot, n(n,7) pedig a kirnyezet nagysagat
szabalyozza.? Vegyiik észre, hogy a tavolsag fiigg p-t6l is.

(z + alAz,s + als) Y(z,s,p) <7

1. dbra. Utkdvets eljaras mikodése

A klasszikus bels6pontos modszerek (lasd a 2. dbra algoritmusat és az 1. 4b-
rat) egy (x, s) belss pontbél indulnak, s6t még azt is feltehetjiik, hogy u = 1 esetén

2 A kiilénbdz6 tavolsagfiiggvényekkel kapcsolatban lasd még a [9, 13] konyveket.
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(z,s) € N(n,7). Az optimalis halmazhoz akkor keriiliink kézelebb, ha a centra-
lis at p' := (1 — 6)p paraméterhez tartozé pontja felé probalunk ellépni. Ehhez a
kovetkezé Newton-rendszert oldjuk meg:

MAz -~ As =0
(2.3)
SAz +zAs = y'e — xs.

Konnyen ellendrizhetd, hogy a rendszer megoldasa

Az = (S+ XM)™(y'e — zs)
(2.4)
As = MAz,

ahol X és S az x illetve az s vektorokat tartalmazé diagonalis méatrixok. Ha létezik
belsé pont, akkor ez a rendszer minden g > 0 esetén megoldhaté, tovibba az M
métrixra tett feltevés miatt a megoldas egyértelmii.> Mivel a Newton-rendszerben
a kvadratikus tagot elhanyagoltuk, ezért nem biztos, hogy a teljes (Az, As) lépést
megtehetjik, a megoldas inkabb csak egy iranyt jeld! ki. A lépéshosszt az « € (0, 1]
paraméter szabalyozza, vagyis a lépés utan kapott pont (z + aAzx,s + aAs). Cé-
lunk, hogy ez a pont minél kézelebb legyen a centralis it u-hoz tartozé pontjahoz,
mikdzben a nemnegativitasi feltételt is kielégiti. Ezt addig ismételjlik, amig elég
kozel nem keriiltiink, ekkor p értékét (1 — @)u-re csokkentjiik és megint Newton-
lépésekkel folytatjuk. Az eljaras akkor ér véget, ha a dualitasrés elér egy megadott
értéket, vagyis az aktualis pont bizonyos hibahataron beliil megoldja a feladatot.

Input:
Pontossag: € > 0
Tavolsag a centralis uttél: 7 > vy!
Frissitési paraméter: 0 < 0 < 1
(z°,5°) és 1° = 1, amelyekkel ®(z°,s% %) <7
Output: z és s, amelyekre 27s < ¢
x:=x° s:= 5% pi=pu°
while ny > € do
pi=(1-0)u
while ®(z,s,u) > 7 do
Az és As kiszamitasa (2.4) alapjan
Az o lépéshossz kiszamitasa
z:=z+ alz, s:= s+ als
end while
end while

2. dbra. Klasszikus Newton-lépéses utkévets algoritmus

3A létezés és az egyértelmiiség bizonyitasa megtalalhato pl. a {7, 9, 12] munkakban.
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A ;1 paraméter értékét tobbléle modon csdkkenthetjiik:

sy

paramétert minden lépésben (1 — #)u-re cseréljiik, vagyis rogzitett konstans-
sal szorzunk. Ezek a nagylépéses algoritmusok.

(1 — 8,)u-t vesziink, ahol példaul 6, = -2—1\/7 Igy mikodnek a kislépéses el-
jarasok.
o Az el§z6 lehetGség egyik valtozata az, amikor a cstkkentés mértéke fiigg az

algoritmus aktudlis iteraciéjatol, vagyis adaptivan valtoztatjuk a u paraméter
értékeét, erre mutatunk példat a kdvetkezs szakaszban.

Furcsa ellentmondas, hogy a gyakorlatban a nagylépéses médszerek hatékonyab-
bak, mikdzben a kislépéses eljarasok elméleti komplexitasa jobb: O(y/nlog %) a
klasszikus Newton-lépéses algoritmusok O(n log %), illetve az Onregularis fiiggve-
nyeket, hasznalé algoritmusok (’)(\/ﬁlognlog %) komplexitasa helyett. Nyitott kér-
dés, hogy elérhet6-e a jobb komplexitds a nagylépéses médszerekkel. A témarol
bévebben lasd az [1, 9, 13, 14] miveket.

2.2. Az atskalazott rendszer
Legyen v =,/ %s és vezessiik be a kovetkezd jeldléseket:

(2.5) dy = Az,  dy:= As.
T S

Tekintsiik a kovetkezd Newton-rendszert:

(26) A]vldx =d;, da: =+ ds = -—-V\I/(’U),

ahol Apy = pVS~IMV S~ Ha ¥(v) = W —>" logv; (a logaritmikus bar-
rierfiiggvény), akkor éppen a klasszikus (2.3) Newton-rendszert kapjuk. Innen az
is latszik, hogy — megfelels skaldzas utan — az eredeti (2.3) rendszer megoldasa a
U(v) fiiggvény vetitett legmeredekebb csdkkenési iranyanak felel meg.

Bizonyos feltételek teljesiilése esetén természetesen valaszthatunk mas ¥ ta-
volsagfiiggvényt is. ElGszor is célszeri a tavolsagfiiggvényt az imént bevezetett v
valtozo fiiggvényének tekinteni, ekkor a centralis ut pontjaira v = e teljesiil. Méas-
részt, mivel minden koordinatat egyforman szeretnénk kezelni, ezért kézenfekvé a
P(v) = Y7, ¥(v;) valasztss valamilyen alkalmas 1 fiiggvénnyel. A ¢ fiiggvényrol
mindenképpen fel kell tenniink, hogy nemnegativ, ¥(1) = 0, valamint ¥(t) — oo,
ha t — 0 vagy t — co. A komplexitas elemzéséhez ennél tébbre lesz sziikségiink,
errdl szol a kovetkezd szakasz.
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3. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

Az Onreguldris fiiggvényeket Peng, Roos és Terlaky [5] definidlta elészor és
hasznalta belsépontos algoritmusokban tavolsagfiiggvényként.

3.1. Az Onregularis fiiggvények definici6éja

3.1. Definicié (Onreguléris fiiggvény). A ¢(t) : R, — Rg fiiggvényt nregu-
larisnak (self-regular) nevezziik, ha kétszer folytonosan differencidlhaté és kielégiti
az alabbi két feltételt:

SR1 A teljes értelmezési tartomanyan szigorian konvex, a t = 1 pontban globélis
minimuma van, amelyre (1) = ¢¥’(1) = 0. Léteznek tovabb vp > vy >0 és
p,q > 1 konstansok, hogy minden ¢ > 0-ra

(3.1) n (P4 t7179) < 9(E) < (P4 719),

SR2 Minden t1,ty > 0-ra és r € [0, 1]-re
(32) Y(tity™T) < rp(t) + (1= r)pta).

Az elsé feltétel egy szigora konvexitasi tulajdonsagot kovetel meg a y-r6l, vala-
mint azt, hogy a 0 és a végtelen kozelében megfelelen névekedjen, a masodik pedig
szintén egy konvexitasi tulajdonsag, amely ekvivalens ¥( exp (£)) konvexitasaval.

A szokasos médon legyen v = , /%‘f és definialjuk a centralis utat (2.1) alapjan.

Legyen tovabba ¢ : R, — Rg Onregularis fiiggvény. Ekkor a centralis uttél mért
tavolsagot a

(3.3) ®(z, s, 1) == ¥(v) = Z P(vs)
i=1

képlettel definidlhatjuk.

Elgszor vizsgaljuk meg, hogy értelmes-e ez a definicié. Egy (z, s) pontpar pon-
tosan akkor van rajta a centralis uton, ha xs = ue, vagyis v = e. Ebben az esetben
O(z,s,u) = 0, s6t — a ¢ fliggvény szigoru konvexitasa miatt — a forditott allités is
igaz. Masrészt, ha az (z, s) vektor valamelyik koordinataja ,kozel van” 0-hoz, ak-
kor ®(z, s, 1) ,nagy lesz”, ami azt jelenti, hogy a fenti @ fiiggvény egyszerre biinteti
a centralis uttol valé eltavolodast és a megengedett tartomény hatarahoz valé ko-
zeledést, megfelelve a fent kirétt kovetelményeknek. A kétféle biintetés ardnyat a

Felmeriilhet még a kérdés, hogy létezik-e egyaltalan Snreguldris fiiggvény. Erre
konnyen valaszolhatunk, hiszen (1) = ¢'(1) = 0 miatt

t p¢
(3.4) Wit) = / /1 ¥ (€)dedc.
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Ha most a vy = v2 = 1 esetet tekintjiik, akkor azt kapjuk, hogy #”(t) =tP~! +
t~179, ami az SR1 tulajdonsagnal megkdvetelt (1) = 4'(1) = 0 feltételekkel egyiitt
egyértelmien meghataroz egy (t) fiiggvényt. Ezt a fiiggvényt a tovabbiakban
T, 4 (t)-vel jeloljiik.

tr+l 1

p—1
T,1(t) = ——— —logt +—( -1
pa(8) p(p+1) 8 p ( )

(3.5)

tPrl 1 ¢t p—q(

Ypqlt) = + T t—1), ¢>1.
ba plp+1) qlg—1)  pq b4

Vegyiik észre, hogy Tp 4(t) — Tp1(t) hag — 1.
Az Onreguldris fiiggvények masik fontos osztalya a T, 4(t) csalad:

t”+1—1+t1‘q—1
p+1 q-1

(36) I‘qu(t) - 1’ p 2 17 (I > 17

ahol vy =1és vy =gq.

3.2. Az onregularis fiiggvények alapvets tulajdonsagai

Py

és SR2 feltétel kapcsolatat.

3.2. LEMMA ([5]). Legyen ¢ : R, — Ry kétszer folytonosan differencidlhaté
fiiggvény. Az alabbi 4llitdsok ekvivalensek:

1. A ¢(t) fiiggvény kielégiti az SR2 feltételt.

[NV

A w(exp (f)), ¢ € R fliggvény konvex.
3. Minden t > 0 esetén ¢/ (t) + 3"’ (t) > 0.

4. Minden ty,t2 > 0 esetén ’(,b(\/tltg) < %’l/)(tl) + %’(/)(tg)

Szintén konnyen igazolhaték az alabbi tulajdonsagok, részletes bizonyitasaik
megtalalhatok [5]-ben.

3.3. AvLiTAs ([5]). Ha a:(t), ¥2(t) fiiggvények énreguldrisak, akkor énregu-
laris minden G111 + P22, 1, B2 > 0, 1 + B2 > 0 pozitiv linearis kombindci6juk is,
tehat az onreguléris fiiggvények halmaza konvex kip. Ha (t) Gnreguldris, akkor
—(t) nem az, vagyis a kip hegyes. Végiil az Snreguldris fiiggvények kiipja nem
zart.

A kovetkezd allitas az dnregularis fliggvények néhany alapvets és hasznos tu-
lajdonsagat tartalmazza.

4Valsjaban csak annyit lattunk, hogy Yp,q és [p ¢ kielégitik az SR1 feltételt. A tovabbi bizo-
nyitasokhoz mar ez is elég, azonban bizonyithato, hogy ezek a fliggvények tényleg Onregularisak.
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3.4. ALLITAS. Legyen Q; és Qg rendre az SRI illetve az SR2 feltételt kielégito
fiiggvények halmaza és legyen t > 0. A kévetkezdk igazak:

1. Legyen ¥(t) € Q;, ekkor |%1/)’(t)| < “—:fz/)"(t).

2. Ha y(t) € Q1 és vy = s, akkor ¢(t) Onregularis.

. Ha 9(t) € Q, akkor 2v,9(t) < ¢'(t)%.

. Ha y(t) = p(t™!) és ¢(t) € S, akkor (t) onreguléris.
. Ha 9(t) € Qy, akkor ¥(t™1) € Q.

o ot e W

Legyen N pozitiv egész szam, By € R, 8; 20, p; € R,i=1,...,N. Ekkor a

N
(3.7) Y(t) = Bologt+ Y Bi(t” — 1)

i=1
fiiggvény teljesiti az SR2 tulajdonsigot.
Ha az irodalomban szokasos tdvolsagfiiggvényeket vizsgaljuk, akkor azt talal-

juk, hogy az H, /‘Z——s - e” tavolsag nem Onregularis (nem biinteti kozvetleniil a meg-

engedett tartoméany hatarahoz valé kézeledést, mig a |lv — v~! ||2 tavolsag onregu-
laris (p = 1, ¢ = 3). Ez talan szolgalhat némi magyarazattal az utébbi tavolsaggal
elérhetd jobb eredményekre.

3.3. Onregularis fiiggvények és a linearis komplementaritasi feladat

A tovabbiakban a linearis komplementaritasi feladatok szemszogébdl tekintjlik
az onreguldris fiiggvényeket. Elgszor altalaban vizsgaljuk a I'y 4(t) fliggvényeket,
majd részletesebben elemezziik a g = 3 és a ¢ = log(n) + 1 eseteket. Ezekre a fiigg-
vényekre épiil majd a kévetkezd szakasz belsGpontos algoritmusa, amelyet aztan
részletesen elemzi2ink. -

AT q(t) =1 + ‘q—_f—l fliggvény alapjan definialjuk a kovetkez6 tavolsag-
figgvényt:

i eTvi—n eTvl=9—n
(3.8) Dy(z, 5, p1) 1= Yg(v) = ;Fl,q(vi) = 5 q—1

A kovetkezs allitasban meghatarozzuk a fiiggvény p-szerinti globalis minimumaét:

3.5. ALLiTAs ([10]). Legyen (z,s) > 0 rogzitett, ekkor a ®q(z, s, p) fiiggvény
. szerinti globalis minimumhelye:

rEsy

ar

. zTs )

Hq = (1_-q) 1-g ’
T2 sz

Innen egyszerien adédik az alabbi kdvetkezmény:
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3.6. KOVETKEZMENY ({10]). Minden rogzitett (z,s) > 0 esetén a ®,(z, s, j1)
figgvény p-ben csékken, ha p < pg, és novekszik, ha p > .

A centralis 4t kornyezetének definidlasakor lesz fontos szerepe a kivetkezd lem-
manak:
3.7. LEMMA ([10]). Legyen 7 € R, T > 2. Legyen

_2_

h _ n o~
fo =\ o)

az xs vektor komponenseinek dltalinositott harmonikus kézepe és

IL‘TS

az aktualis dualitdsréshez tartozé p érték. A kivetkezd allitasok ekvivalensek:

Hy
1. E;f— S T,
q

2. &y(z,s,L2) < w,

()

3. Qq(z,8,19) < )

A tavolsagfiiggvény specialis ¥(v) = Y | I'j 4(v;) valasztasa miatt a (2.6)
Newton-rendszer az eredeti Az és As valtozokat hasznalva a kévetkezd alakban
irhato fel:

MAz - As=0
(3.10) o an 1
sAz+zAs=p'7 (z77 )s 7 —as.

Jelélje ennek a rendszernek az egyértelmd megoldasat, méasnéven a Newton-1épést,
(Az(p), As(p)). A kivetkez6 két lemma azt adja meg, hogy kiilonbdz p értékek
esetén mennyivel cs6kken a dualitasrés a Newton-lépés utan.

3.8. LEMMA ([10]). Legyen (Ax(u}),As(u;)) a (3.10) rendszer megolddsa
p = p; mellett. Ekkor

mTAs(u;) + sTAa:(,u;) =0.
Bizonyitds. Egyszerten adodik p definiciéjabol. O
Ebbé! a lemmabdl a kivetkezs becslést kapjuk a dualitasrésre:

3.9. KOVETKEZMENY ([10]). Ha p = u;, akkor a dualitdsrés semmilyen a ese-
tén nem csokken, vagyis

(z + an(,u*))T(s +als(ul)) > z7s.
q q

Hasonlé eredményeket kapunk p = ug esetén.
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3.10. LEMMA ([10]). Legyen (Az(uk), As(ul)) a (3.10) rendszer megoldssa
= pl mellett. Ekkor

xTAs(,uf;) + sTAm(,ug) = nug —zTs.

Bizonyitds. Egyszerien adodik ufl‘ definiciéjabol. |

3.11. KOVETKEZMENY. Ha u = ;Lf;, akkor a dualitasrés a kivetkez6képpen vil-
tozik:

h
(z+ aA:r(ug))T(s +als(pd)) > z7s (1 —a+ /jj—a> .
g

A (8.8) definialé egyenlGséghdl egyszert behelyettesitéssel adodik, hogy a ¢ = 3
esetben

(3.11) By(,5, 1) = Ws(o) = gllo — v

3.12. AvLiTAs ([6]). Rogzitett (x,s) > 0 esetén a ®3(x, s, 1) tavolsagfiiggvény
@ szerinti p3 minimumbhelyére teljesiil, hogy

T
zTs
* /., . h
= =/ popl.
H3 z-Ts-1 Mok

Bizonyitds. Egyszeriien kovetkezik a 3.5. allitasbél és a 3.7. lemmabél. O

3.13. ALLitAs ([6]). Rogzitett (z,s) > 0 mellett

B(z, s, pg) = B(x, 5, 1),

és
o, B, )
®(z, s, pg) = B(z, s, %) + ———( 5 3.
n
A g =logn + 1 esetben a tavolsagfiiggvény:
T,2 T, —logn
evi—-n ewv -n
(3.12) Dy(x, s, 1) := Ve(v) = 5 + Toen

3.14. ALLiTAS. Régzitett (x,s) > 0 mellett a ®,(z,s,p) fiiggvény u szerinti
minimumhelye pg := fij,, 4 q-

Bizonyitds. Egyszertien ad6dik a 3.5. allitasbol. ]
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4. Adaptiv lépéses utkovets algoritmus dnregularis tavolsaggal

Az itt bemutatott algoritmus Gjdonsaga, hogy a u paraméter értékét adapti-
van csokkenti. Hasonlé rugalmassigot mar régéta alkalmaznak a gyakorlatban, 4m

viszonylag kevés ismert a moédszer elméleti tulajdonsagairol.

Legyen 7 > 2 és legyen n(n,7) = -("2—1)" a tavolsagfiiggvény maximalis meg-
engedett értéke. A p = /if, paraméter értékét minden iteraciéban gy maédositjuk,
hogy a ®,(z, s, puf) = ST;& feltétel teljesiiljon. Konnyen lathato, hogy ez pontosan

akkor teljesiil, ha ufl az alabbi egyenlet megoldasa:

(4.1) 2(m%ﬁ) sl_;'LpL;_l -(2n+71(g-)n)u+(g— DzTs = 0.

Ennek az egyenletnek két megolddsa van, az egyik kisebb, mint uj, a masik na-
gyobb. Mivel mi p értékét minél kisebbnek szeretnénk valasztani, ezért a két gyok
koziil a kisebbet fogjuk hasznalni. Kénnyen belathato, hogy ha pg < Tpf;, akkor

pt < pl és egyenlSség pontosan akkor all fenn, ha p, = 7uf. A mésik irdnya becs-
lésrol szdl a kovetkezd lemmas:

4.1. LEMMA. Legyen p} az (4.1) egyenlet kisebbik gyGke. Ekkor
My < 274,

Bizonyitds. Az (4.1) egyenlet bal oldalan szerepls fiiggvény a p valtozd kon-

h
vex fliggvénye. A pu = %— értéket behelyettesitve és felhasznalva, hogy pg > pg azt
kapjuk, hogy a figgvényérték alulrél becsiilhets a

1
4.2 -t —
(42) (27.)"? st

mennyiséggel. A konvexitds miatt elég megmutatni, hogy ez a kifejezés nemnega-
tiv. Mivel 7 > 2, igy a (4.2) kifejezés q¢ > 1 esetén a ¢ paraméter szigorian konvex
ndvekvé fiiggvénye, tovabba ¢ = 1 esetén a fliggvényérték 0, tehat g > 1 esetén po-
zitiv. Ezzel a lemmat belattuk. O

A koévetkezd lemma a v — v~ 7 vektor normajara ad alsé becslést:

4.2. LEMMA. Ha 7 > 2 akkoro = |v - v~ 9| > 1.

Bizonyitds. A 3.4 allitas 3. pontjinak felhasznalasaval kapjuk, hogy
0® 2 20(z,s,pl) =(r—-)n>1, Vn>1 O

A kiévetkezd lemmaban azt vizsgaljuk, hogyan viltozik a dualitasrés, mikdzben
a centralis at uf,—hez tartoz6 pontja felé lépiink.
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4.3. LEMMA. Legyen (Az(u}), As(ut)) a (3.10) rendszer megoldisa pu = pt
esetén, ahol u, a (4.1) egyenlet kisebbik gyike. Ekkor

4l 1 g\ T 1-4
T As(ut) + 5T Aa(ul) = u * (a77) 5T — 2T,
és
f‘+_1
t\7T t T /Jut; ‘a
(4.3) (x+aldz(ul)) (s+als(ul)) 2z's|[1-a+ T
/‘gﬂq

Bizonyitds. Egyszerien kiszamolhat6 a definiciok és a rendszer monotonitisa-
nak felhasznalasaval. ]

4-4. Megjegyzés. Ha ,uf7 = ,uf;, akkor az 6nreguldris fiilggvénybdl kapott keresési
irdny hasonlé dualitasrés-cstkkenést ér el mint a Newton-1épés. Ha viszont ,uf, < MZ,
akkor az iménti eredmény szerint az 6nregularis keresési irdny sokkal hatékonyabb.
Tovabbi motivaciok talalhatok a [10] cikkben.

Az 1j, adaptiv algoritmus (lasd a 3. abrat) a 2. algoritmus specialis esete. Eb-
ben az eljarasban — fiiggetleniil az aktualis pont centralis uttol vald tavolsdgatol —
mindig nagy lépést tesziink, vagyis p értékét p = pl < pg/7-ra csokkentjiik, majd
egy Newton-lépést végziink. Végiil definiiljuk a centralis ut kérnyezetét a kovetkezs

Input:

Pontossag: € > 0

Tavolsag a centralis attél: 7 > 2

(«°,s°), amelyekkel uy/ph < 7

z:=x° s:=s°

while z¥s > ¢ do
p = pl a (4.1) egyenlet kisebbik gyoke
Az és As kiszamitasa (3.10) alapjan
Olyan « lépéshossz kiszamitasa, amelyre .
By o(a) (), ) < Byl s, ) — T )

& pg(a) < Tug(a)
r:=z+ alz, s:= s+ als
end while
Output: z és s, amelyekre z7s < ¢

3. dbre. Adaptiv utkovets algoritmus

moédon:

(4.4) Ny(n,7):={(z,s) : (z,5) >0, Mz+q=s, Bg(z,s,1) <n(n,7), p> 0},
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ahol ®4(z,s, u)-t a (3.8) egyenlet definidlja, 7 > 2 és legyen

(Ty%l' — l)n

(4.5) Ne(n,T) 1= p—

Az algoritmus komplexitdsanak elemzése sordn az o lépéshosszra fogunk also
becslést adni. Célunk annak bizonyitasa, hogy ezaltal a pg paramétert kells meér-

tékben tudjuk csokkenteni. A tovdbbiakban tehat a ®,(z(a),s(a),py(a)) és a
o, (x(a),s(a),,ufl) fiilggvények novekedési tulajdonsagait vizsgaljuk, ahol ug(a) =
(z + aAz)T (s + aAs)/n.

Kezdjiik egy technikai lemmaval.

4.5. LEMMA. Legyen o = ||V¥,(v)||. Ekkor
Umin = (1 +U)_%-

Bizonyitds. Ha vy, > 1, akkor a lemma allitasa trividlis. Masrészt ha viin < 1,

akkor o = [v —v7 > vl — vmin > v ] — 1. Ezzel a lemmat belattuk. O

Ebbdl az eredménybdl egyszeri als6é becslést kapunk az « lépéshosszra.

4.6. LEMMA. Legyen (Ax, As) a (3.10) rendszer megoldésa, ahol p = pf a (4.1)
egyenlet kisebbik gybke és 0 = ||V\Ilq(v)“. Legyen an,ax 2z a maximalis 1épéshossz,
amelyre T + amaxAx > 0 é5 § + amaxAs > 0. Ekkor

_
o(l+ o)

Omax 2 O 1=

21—

Bizonyitds. A v(«a) valtozé definiciéja alapjan frhatjuk, hogy

(46) 'U(amax) _ \/m(amax)s(amax) _ \/(m + amaxAr)(S + amaxAS) _

1t 7

[

zs T s - i -
= \/7 (6 + amaxE) (6 + amaxZ;) = v(e + GmaxV ld:c) : (6 + OmaxV lds)

A v(@max) > 0 feltételhez elég, ha
e+ amaxv—ld:c >0 ¢ e+ amaxv—lds > 0.

Ezekbdl az egyenletekbdl azt kapjuk, hogy

1
Qmax 2

= |[(v=tdg, vy
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Az el6z6 lemmaét felhasznalva kapjuk, hogy

el o

“(U_ldxyv_lds)n < (1 +0’)".

Umin
Ezzel a lemmat belattuk. O
Végiil sziikséglink lesz még a kovetkezd technikai lemmaéra:

4.7. LEMMA. Tegylik fel, hogy h(t) kétszer differencidlhaté konvex fliggvény,
amelyre

(4.7) h(0) =0,  K'(0) <0.

Tegyiik fel tovabba, hogy h(t)-nek globalis minimuma van at, > 0 pontban és hogy
h"(t) monoton névekvé fiiggvény. Ekkor Vit € [0,t.] esetén

h(0)t

(4.8) h(t) < —

Bizonyitds. Mivel h(0) = 0, igy

(4.9) h(t) = /0 “h(s)ds = ()t + /0 t /O "R(z) dzds < W(0)t + /0 s (s) ds =

= h'(0)t + [sh'(s)]g - /Ot h'(s)ds < h'(0)t — h(t),

ahonnan atrendezés utan kapjuk a kivant allitast. O
Most mar meg tudjuk becsiilni a tavolsagfiiggvény cstkkenését.

4.8. TETEL. Legyen (Az, As) a (3.10) rendszer megolddsa, ahol pu = pf, a (4.1)
egyenlet kisebbik gytke. Ekkor az o* = a/4q lépéshosszra teljesiil, hogy

g=1 q=1
* * 2lﬁq) (xvsrut) 2
Qq(x(a )’S(a )7“3) S Qq(x’s7iu'fl) - ! 16q 2
Bizonyitds. Legyen
(4.10)  h(a) := &, (z(a), s(a), ut) — Bq(x,5,1) =
2 1oa)2 14 2
@t —n p@F [ n e n s o

B 2 g-1 2 q-—-1
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A tagokat kiilon becsiiljiik. Kénnyen lathatjuk, hogy

(4.11) v(a) = \/:E(Oz)s(a) _ \/(x+aAm)(s+aAs) _

I I

= \/% (e+a%) (e+a%) = /(v + adz)(v + od,).

Hasonl6é médon gy6zédhetilink meg arrdl is, hogy = + oAz > 0 ekvivalens v + ad, >
0-val, tehat valoban felbonthatjuk a gyokjel alatti szorzatot. A szamtani-mértani
kézepek kozotti egyenlStlenséget hasznalva kapjuk, hogy

n

(412) [o(@) T = > vi(@) 0 = 37/ (0 + alde)) " (i + alda)) T <
i=1

i=1

<

NN

S (s + ade)) ™ + (v1 + alde),) ).
1=1

Szintén v(a) (4.11) alatti alakjat hasznalva kapjuk, hogy
4.13) |[o(@)||* = Iv]® = (v + ads)T (v + ady) — vTv = av” (dy + dy) + o2dTd,.

Az o?dTd, mennyiség becsléséhez hasznaljuk fel, hogy barmilyen a,b € R esetén
ab < %, igy:

n n 2
(4.14) dTdy =" (de)i(ds); <Y M _a
i=1

i=1

mivel a Newton-rendszer miatt d, + ds = -V (v).
A h(a) fiiggvényt tehat a kovetkezSképpen becsiilhetjiik:
(4.15)  h( )<lavT(d +d)+ﬁ+ ! i(vz-i-a(d))l_q-i-
. L(X_2 x s 4 2((1—1)i=1 i z);

+ ! Z (Ui + a(ds)i)l—q - q%lnvl_;ll H2 =: hl(a).
i=1

2
ag
!
0) = ——
(4.16) 0 2
| " (10'2 —1-q o2
1(a) £ 5~ (Vmin — @) + 50
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igy a kovetkez8 becslést kapjuk:

2 22 2 o pC
hla) < =55+ 4 5 [ [ o o)™ Pnd = ),

- 2 4

A hy(a) fiiggvény kétszer folytonosan differencialhato, szigoriian konvex fiiggvény a

[0, @) intervallumon, ahol & := (—1)1—, tehat létezik globalis minimumbhelye, jeldlje
ag(l+o)4

ezt a. Nyilvanvald, hogy o az alabbi egyenlet egyértelmii megoldasa:

2h) @ —g—
hg(a) = —;ga—) =-14+a+ (I/O (Umin - 77‘7) ‘ ldn =0.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy o* < ai. Mivel a h3(a) fliggvény monoton né-
vekvs és h3(0) < 0 ezért ez azzal ekvivalens, hogy hz(a*) < 0. A kévetkez6t irhatjuk
tehat:

o
* —q- 1 . . g
hi(a*) = -1+« +q/ (Viin —10) ™7 ldn§—1+z+qa (Vmin —a*q) ™7 1,
0

ahol az integralandé fiiggvényt az intervallumon felvett maximumaval helyettesi-
tettiik. A tovabbi felsG becsléshez felhasznaljuk, hogy v, > (1 + o)—l/ q

, és

_ _ 1
1+ o) 1/q—o/’0=(1+0) 1a (1—5) >0,

igy

—g—-1
3 ~1/q —q-1 3 o+1 1 1
W 2 * % -2 1— — .
ha(a*) < 1 +qa*((1+0) a*o) 1 + P 10

Az (1+ %)n sorozat konvergenciatulajdonsagait felhasznalva egyszerien megmu-
tathato, hogy
-q
-1 < i f,
4q - 3
igy végiil azt kapjuk, hogy

3 o+1 1\ 31,4
< -2 - = <-Z4+2{= <o,
hala®) S -3+ %5 (1 4(1) =713V

azaz a* < of. A 4.7. lemmat a ho(a) figgvényre alkalmazva kapjuk, hogy

o*a

2 8g1+0)

*

h(e*) < hy(a™) < — md
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Veégiil, mivel o > 1 és 02 > ¥? azt kapjuk, hogy

q=1 q—1
T t\'%
< 2% Qy(x, 5, 1) >

- 16q
Ezzel a tételt belattuk. O

h(a®)

Most azt vizsgaljuk hogyan valtozik a ®q(x(a), s(a), pe(a)) tavolsagfiiggveny
(vagy ami ezzel ekvivalens, a ®,(z(a),s(a), pi(a)) fiiggvény) a Newton-lépés
soran. A ®,(z(a), s(a), u3(a)) < Py(z(a), s(a), u;) egyenlStlenség miatt elég a
®q(z(a), s(a), py) fiiggvényt vizsglni.

4.9. TETEL. Legyen (Az, As) a (3.10) rendszer megoldasa, ahol p = pf, a (4.1)
egyenlet kisebbik gybke. Ekkor minden o < o* esetén

(7':‘—;'l — l)n
D (z(a), s(@), pgla)) < g—1

Bizonyitds. A 4.6. lemma miatt minden o < o* < & lépéshossz megengedett,
tovabba uf valasztasa miatt

(r—1n
B, (2(a), s(a), (@) = "

A ®y(x,s, ) fiiggvény a p valtozo konvex fiiggvénye, a minimuma u;-ban van. Az

altalanositott szamtani és mértani kozepek kdzotti egyenlGtlenség felhasznalasaval

kapjuk, hogy u!(a) < p}(e), igy minden o < o™ esetén

2, (x(0), s(0), () < T,

vagyis a 3.7. lemmaét felhaszndlva

yZ_l—l)n

(I)Q(x(a)vs(a)v :ug(a)) S (T q—l

Ezzel a tételt belattuk. O

Az algoritmus lépésszamanak meghatarozasihoz becslést kell adnunk az o™ 1é-
péshosszra, vagyis meg kell becsiilniink mennyivel csokken Mf, egy lépés soran. A
kovetkezd technikai lemma a tavolsagfiiggvény novekedését vizsgalja, mikdzben p
csGkken.

4.10. LEMMA. Legyen vt = —%=, ahol 6 € (0,1). Ekkor

V1=’
q—1
U,(v) né ng [1-(&)7

<
ST-¢9t20-6 T1-6| ¢q=1
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Iy

)2 _ +12 _ L2
1n) vty < Wl =n ot T —n el -
2 q-1 2

q=1 1—¢q 112 —-—qn2
) I [l (mﬁ—n+nf%n—n>+

qg-1 T 1-6 2 g-1

TR L — ey - o™=

21-6) (¢g—-1)(1-9) 1-0) ¢q-1

1-q (12

< U, (v) N nd N 0 n—||lv="| <

1-6 2(1-6) 1-6 g-1 -

q—1
), mo  on (1- (L)7T
~1-6  201-6) 1-6 q-1 ’
ahol az utolsoé egyenlGtlenséget a 4.1. lemmabdl kapjuk. O

A 4.10. lemmat és a 4.8. tételt felhasznalva a kdvetkezd tételt lathatjuk be:

4.11. TETEL. Legyen 7 > 2 és legyen (Azx, As) a (3.10) rendszer megoldésa.
: Legyen a* a 4.8. tételben definialt 1épéshossz, ekkor

B, (2(a), s(@*), (1 - O)pt) < Bg(z,5,18),

ahol .
o (r-1)'%
- T 1 q+1-
169(5 + 1+ 4% )n %

Bizonyitds. A 4.10. lemmat felhasznalva elég egy olyan 6 értéket valasztanunk,
amelyre teljesiil, hogy

A 4.8. tétel miatt ehhez elég, ha

nf(1—(L)? ) 2% & %
oo (-E)T) 2R F
(4.18) 02q(z, s, 1) + 5+ p— < T4 )
Felhasznalva, hogy ®,(x,s,pu}) = #, a kovetkezd ekvivalens alakot kapjuk:
q—1
1\ g=1 g-
o C-1n  n "(1 -(3) ) < r-1) =
2 2 7—1 = 169
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Ebbdl mar kovetkezik, hogy a

(r-1)%

6 = RAB—
16g(% + 1+ &7 )n'z

valasztas esetén
D, (z(a*), s(a*), (1 - O)ug) < Bq(z,s,p7).

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. 0

Most mar minden a keziinkben van ahhoz, hogy az algoritmus komplexitasat
megadjuk. A p} valasztasa miatt a ®,(z,s, p}) tavolsagfiiggvény nem valtozik az

iteraciok soran. Legyen uf] a uz paraméter értéke a kovetkezd iteraciéban, ekkor

* * +
Oy (z,5,u5) = Oq(z(a*),s(a”), uy 7).
Maésrészt a 4.11. tétel miatt
@, (z(a*), s(a*), (1 — O)ut) < By (x(a®), s(a*), ut™).

Mivel a tavolsagfiiggvény a p paraméter konvex fiiggvénye, igy

q—1 —g—1

_1) 29 24
4.19 it 1o 7 .
( ) 'uq —( 16(](%—*'14—10257') 'uq

A kovetkez6 tételben megadjuk az algoritmus komplexitasat.

4.12. TETEL. Legyen 7 > 2. Ekkor a 3. algoritmus legfeljebb

8q(T -+ 2+ log T)ny;Tl 2n7?
4=1 log
(r—1)= €

iteracio utan olyan megengedett megoldast talal, amelyre z7s < e.

Bizonyitds. A (4.19) egyenlGtlenség alapjan legfeljebb

log

8q(t + 2 + log T)n% 2m'2-|
q—1
(r - 1)157 €

iteracio utan pf < 525. A 3.7. lemma és a 4.1. lemma miatt py < 2r2ul < £, vagyis
2Ts <e. O

A ¢ paramétert optimalisan vélasztva a kévetkezé komplexitast kapjuk.
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4.13. KOVETKEZMENY. Ha q = logn akkor a 4.12. tétel a kivetkezd lépéssza-
mot adja:

o (\/ﬁlognlog -g) .

A nagylépéses eljardsok kozott ez a jelenleg ismert legjobb lépésszamkorlat,
nemcsak a monoton linearis komplementaritasi, hanem a klasszikus linearis opti-
malizalasi feladat esetén is.

5. Osszefoglalas

Ebben a cikkben egy onregularis fiiggvényekre épiilé belsGpontos algoritmus
teljes elemzését adtuk meg a monoton linearis komplementaritasi feladatra. Az al-
goritmus adaptiv lépést hasznél, komplexitasa (’)(\/ﬁlognlog %), ami megegyezik
a [5, 6] munkdkban elért komplexitasi eredményekkel. Az eredményhez nagyban
hozzajarult a

t2-1 tlm9-1
vt = 5=+

fliggvényosztaly tulajdonsigainak vizsgalata. Ezen tulajdonsagok arra engednek
kovetkeztetni, hogy ha az algoritmus soran akar tavol, akar kozel vagyunk a centra-
lis athoz, a nagylépéses eljaras jo keresési iranyt szolgaltat és a tavolsagfiiggvényt
is megfelelGen csckkenti.

Erdemes megjegyezni, hogy az itt leirt adaptiv bels6pontos médszer nem hasz-
nél belsé iteraciokat. Ez egyaltalan nem szokatlan a gyakorlatban implementalt
algoritmusoknal, ugyanakkor eltér a |5]-ben kozolt sématol. Az algoritmus gya-
korlati vizsgalata még hatravan, de kezdeti eredmények arra mutatnak, hogy az
énregularis fiiggvényekbdl szarmazo keresési irdnyt hasznélva kevesebb iteraciora
van sziikség, mint a szokdsos Newton-1épés esetén.

Az énregularis fiiggvények tovabbi tulajdonsagainak felderitése izgalmas kuta-
tasi teriilet. Paratlan g > 3 esetén példaul a kdvetkezd Osszefiiggés igaz:

D, (x, s, u*)> Dy(z,s #*)'31
_ * g\ _ AN
Dy(z, 8, 1g) = Pylz, 5, 1%) + (g+1)n toet (g+1) 2 a1’
2(q-1) (2(q—1)) (g =1)n"

Nyitott kérdés, hogy paros q esetén igaz-e hasonlé formula. Ezek az &sszefiiggések
nagyban leegyszerisitik a komplexitas elemzését.

Tovabbi lehetdség hasonlé eljarasok elemzése altalanosabb linearis komplemen-
taritasi feladatok, illetve méasodrendd és szemidefinit optimalizalasi feladatok ese-
tén. Nem megengedett iteraciokat hasznalé (infeasible) és prediktor-korrektor al-
goritmusok is természetes médon konstrualhatok. Végiil az eredmény esetleg kiter-
jeszthetd az onreguléris fiiggvények nagyobb osztalyara is, bar ez nehezebb fela-
datnak ttinik, hiszen a komplexitas elemzése soran t6bbszor is felhasznaltuk, hogy
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a ®,(z, s, u) fiiggvény a p valtozo konvex (vagy legalabb kvazikonvex) fiiggvénye.
A Ty ,4(t) fiiggvényekbdl kapott (1/y/t) fiiggvényekre ez kinnyen ellen6rizhetGen
teljesiil, azonban altaldban nem kdvetkezik az 6nregularitasbol.
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INTERIOR POINT METHODS WITH SELF-REGULAR PROXIMITIES

IMRE POLik AND TAMAS TERLAKY

An interesting problem in the theory of interior point methods is the investigation of the
complexity of small-step and large-step methods. While small-step methods enjoy a better the-
oretical worst-case complexity, large-step methods perform better in practice. A significant bre-
akthrough is due to Peng, Roos and Terlaky [5], who showed that large-step self-regular interior
point methods can solve the linear optimization problem with accuracy ¢ in O (y/nlognlog(n/e))
iterations. This improved the previous result of O(nlog(n/¢)), but is still slightly worse than the
O (vnlog(n/e)) iteration bound of small-step algorithms.

In this paper we present a new and simplified analysis of the algorithm for monotone linear
complementarity problems. Our results are based on a recent paper by Salahi and Terlaky [10].
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MONOTON NOVEKEDO KOLTSEGFUGGVENYU
TEVEKENYSEGEK ALKALMAZASA A KOLTSEGTERVEZESI
,TIME-COST TRADE-OFF” FELADATBAN

MALYUSZ LEVENTE

Budapest

A koltségtervezési feladat elszor Kelley és Walker [5] munkajaban jelent meg 1959-
ben, ahol a problémara egy linearis programozasi feladaton alapul6é megoldast is k6zol-
tek. Halozati folyam algoritmuson alapulé megoldéast adott ra 1961-ben Fulkerson [2],
majd Kelley [6]. A koltségtervezési feladat klasszikus formajaban visszavezethets egy
minimalis koltségii folyam feladatra. Ennek leirasa megtalalhaté Ahuja [1]-ben. Eb-
ben a cikkben egyrészt a Malyusz [8]-ban ismertetett modellt terjesztem ki oly moédon,
hogy monoton novekedé koltségfiiggvényii tevékenységek is megengedettek, mésrésat a
klasszikus feladathoz képest itt cél, hogy megadott eseményeknek el6irt idépontokban
kell bekdvetkezniiik. Ha el6bb kévetkeznek be, akkor bevételt hoznak, ha késébb akkor
koltséget okoznak.

1. Feladat ismertetése

Egy beruhazas elvégzéséhez sziikséges tevékenységek és a tevékenységek kozotti
kapcsolatok iranyitott élhalmaz, ugynevezett terviitem hild, forméjiban adottak.
A halé pontjai eseményeket, az élek valodi- és latszattevékenységeket vagy kap-
csolatokat jelolnek. Valdodi tevékenység esetén — ekkor ,,a” és ,,b" nemnegativak —
a tevékenység elvégzésének normal idejét 0", illetve roham idejét ,,a” jeloli, ,, 7’
pedig a tevékenységidéSt. Jelolje egy tevékenységre az ,,a”’ ,,m” ,b” id6tartamok-
hoz rendelt kdltségeket rendre K,, K,,, K. A koltségfiiggvényrdl tegyiik fel, hogy
konvex és linearis szakaszokkal kozelitjilk, a monoton nem névekedé meredeksége

E;HC_QL =tga; = —ci, ahol ¢; > 0. Ekkor egy adott tevékenységid6hoz ,,7-hoz tar-
tozo koltség Ko, + (m — 7)c;.
A monoton nem cstkkend koltségfiiggvény esetén —%ﬂ = —tgas = ¢, ahol

co < 0. A negativ koltségfliggvényd tevékenységet a kévetkezd abran lathaté modon
transzformaljuk pozitiv koltségfiiggvényii tevékenységgé.
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»

koltség 4

= - <
clz_tgalgo C2 tga2=0
K, + a
(251

TN

a T m b tevékenység ido

1. dbra

A monoton névekedd koltségfiiggvény( tevékenységek gyakorlati jelentSsége
az, hogy azok a tevékenységek amelyek elsGsorban a beruhazas kozvetett koltsé-
geit tartalmazzak (példaul viztelenités, allvanyozas . ..) kozvetleniil bevonhatok a
modellbe.

Az i-edik esemény bekévetkezte az elGzetes tervek, szerz6dések szerint a kezdési
id6ponttol szamitott e; > 0 napon torténik meg. Az épittetd/beruhazoé generalkivi-
telez6t biz meg a munkalatok elvégzésével, a generalkivitelez§ pedig t6bb munkara
alvallalkozokat fogad. Tegyiik fel, hogy a szereplk k6zotti szerzodések szerint az
i-edik esemény feltételezett bekdvetkeztekor elGirt D; Gsszeget kapunk vagy kell
fizetniink a kovetkezdk szerint.

koltség A}

[55] -T-
B

] I .

a m b tevékenység id6

C2 +
|i‘

2. dbra

T

Ha mi kapunk az épittetSt6l, akkor D; pozitiv, ha mi fizetiink az alvallalkozénak
akkor D; negativ. Az i-edik eseményhez tartoz6 miszaki tartalom megval6sulasa-
nak id6pontjat, az i-edik esemény bek6vetkeztét, jellje p;. Legyen a napi banki
betéti kamatlab g és d; = D;q tovabba kerekitsiik d;-t egész szimma. Igy naponta
d; 6sszeget nyeriink vagy vesztiink aszerint, hogy mi fizetiink vagy nekiink fizetné-
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nek, illetve attol fiiggSen, hogy milyen irdnyban tér el p; az elére adott e; értéktdl.
Alternativ értelmezés szerint a d; jeloljon napi kétbért. A generalkivitelezd szem-
pontjabél, ha d; pozitiv, akkor azt a napi kétbért fejezi ki, amit az i-edik esemény
bekidvetkeztének késéséért (u; > e;) kell fizetnie a megbizé felé vagy az az elGtelje-
sitési prémium, amit a generalkivitelez6 kap a megbiz6tél, ha hamarabb (u; < e;)
teljesit. Ha d; negativ, akkor vagy azt a napi kotbért jeloli, amit a generélkivitelezd
kap az alvallalkozo6tol, ha az késik (u; > e;) a munka elvégzésével vagy azt az els-
teljesitési prémiumot jelenti, amit a vallalkoz6 kap, ha hamarabb (u; < e;) teljesit.
Formalisan kifejezve célunk az, hogy a

K+ D, (mg—mgleg+ Y (15— my)eas + (us — ei)ds
ijEA ijEA
a;; <Ti; <mij; mi; <7 <bi;

értékeket minden tevékenységre és eseményre Osszegezve az igy kapott érték mini-
malis legyen.

1.1. A matematikal modell

Adott egy [N, A] egy iranyitott élhalmaz, ahol N a csomépontok indexhalmaza,
,A” az élek indexhalmaza. A halénak egy kezd§ ,,s” és egy végpontja ,,t” van. Min-
den csoméponton keresztiil vezet 1t s-bél t-be. Az igy definidlt halét nevezziik
terviitem halénak. Adottak a halo éleihez rendelt a;;, m;jés b;; nemnegativ egész
szamok, amelyekre feltessziik hogy a;; < m;; < b;;. Legyen 7;;0lyan keresendd egész
szam, amelyre a;; < 7;; < bj; Vij € A-ra. Adott tovibba minden élre egy [@ij, bij]
szakaszon értelmezett linearis fliggvény, amelynek meredeksége —cy;5, c155 = 0, ha
Ay S Tij S my; és €245, C2ij S 0, ha my; S Tij S bij. Az Ai5, My és bij értékekhez
tartozo fiiggvényértékeket jelolje rendre Kgij, Kmij €5 Kpij-

A halé pontjaihoz rendeljiink p;, Vi € N értékeket. Feltétel, hogy 75 < pj — s
Vij € A. A halo atfutasi ideje, az litemezés értéke: p, ahol p > p; — pu,. Legyen
ts = 0. Adottak tovabba e; > 0, Vi e N egész értékek, és d;, Vi€ N egész sza-
mok. Az [N, A] iranyitott élhalmazt egészitsiik ki a (t, s) éllel, amelyre a;s := —p,
bys := 0, cis := 0. Az igy definialt halot a tovabbiakban [N, A]-val jel6ljiik.

Megjegyzés. Egyes éleken megkoveteljiik, hogy 7;; = p; — pq. Ha az élhez tartozo
koltségfiiggvény monoton nem novekedd, akkor ezt ugy érjiik el, hogy az ilyen éleken
eléirjuk, a kovetkezs feltételeket 755 < pj — i, aij < o5 < byy, illetve 75 < py — pj,
——bij = G4 S Tji S bji = —Q45 és Cji = 0. K('jvetkezésképpen Aij S Hy — Hi _<_ bij. Mi-
vel a célfiiggvény optimumat c;; > 0 esetén 7;; = min(by;, u; — p;) helyen veszi fel,
ezért elébbiek szerint 7;; = p; — p; teljesiil. Ha cj; = 0, akkor 7;; tetszGleges, tehat
tgy valasztjuk meg, hogy 7;; = p; — p; teljesiiljon. Ha az élhez tartoz6 koltség-
fiiggvény monoton novekeds, akkor ezt ugy érjiik el, hogy az ilyen éleken eléirjuk,
a kivetkezd feltételeket 75 < pj — ps, a5 < 75 < byj, ci5 = 0, illetve 755 < pi — pj,
—=bij = aj; < 1ij < —aj; = bi; és cj; > 0. Kovetkezésképpen a,; < pj — p; < bij. Mi-
vel a célfiiggvény optimumat c;; > 0 esetén 7;; = min [bj;, s — p;] helyen veszi fel,
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ezért el6bbiek szerint 7j; = p; — p; teljesiil. Ha ¢;; = 0, akkor 7;; tetsz6leges, tehat
tgy valasztjuk meg, hogy 7 = p; — u; teljesiiljon.

Célunk minden lehetséges p értékre olyan 7 és u rendszerek keresése, amelyre

Z Kpij + Z (mij — mij)ens; + Z (Tij — maj)c2ij + Z(M —e;)d;
jE€A iJEA ijEA iEN
@i <Ti;<mij m;j <7ij<bij
minimalis.
A koltségtervezési feladat adott patfutasi idére a kovetkezé formaban irhaté
fel.

Primal feladat. Adott az [N, A] terviitem hal6 és hal6 éleihez rendelt a;j, by;
egész és cii; = 0, c255 < 0 egész értékek Vij € A-ra, valamint a p és d;, Vie N
egész szamok, ahol } ;. d; = 0.

Keresend6 azon p;, Vi € N-re és 7,5, Vij € A-ra, ahol

1) Tiy SHj—pe VijEA
(2) Tij < bij V’L] cA
(3) Ty >a;; VijeA
(4) ps =0
(5) —p < s —
és
Z Ky + Z (mij — Tij)crij + Z (1ij — mij)caiy + Z(Mi —e;)d;
jea ijEA ijeA e
a;; <7i; <mi; my;<7ij <bij

legyen minimaélis vagy legyen maximalis

{ E C1ijTij — E C2ijTij — E dz‘#z}-
ijEA ijEA iEN
ai; <7 Smy; mi; <7i; <bij

A fenti feladathoz rendelhets a kovetkezd dual feladat.

Dual feladat. Tekintsiik az [N, k] halozatot, ahol k;; = oo, ha Vij € A és 0 egyéb-
ként.

Keresend§ az [N, k] hilozaton értelmezett s-bél t-be iranyuld f;; > 0, Vij € A
folyam, amelyre

(6) Z fii— Z fij = di, Vi€ N-re,

Ji€EA ijEA
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és

Z (Clij - fz’j)mz‘j - Z (fij - Clij)aij—

ijJEA ijEA
0< fij<erij fij>erij
- E (215 — fij)biz + E (fij — c2ij)my;
ijEA 1jEA
fij<ec2i5<0 fii>cai5

legyen minimalis.
A két feladat kozotti kapesolatot mutatja meg az 1. lemma.

1. LEMMA. Minden a primal feladat feltételeit — (1), (2), (3), (4) és (5) fel-
tételeket — teljesitd u és T vektorra valamint az [N, k] halézaton értelmezett dudl
megengedett — (6) feltételt teljesité — s-bdl t-be irdnyulé f folyamra, teljesiil az
alabbi egyenlGtlenség.

(7) Z C1ijTij — Z C2iTij — Z dip; <

ijEA ijEA iEN
aijST,‘]‘SmiJ‘ mij<7'ij$bij
< E (crij = fip)mag — Y (fij — crij)ai;—
ijeA ijEA
0< fij<eni; fiz>crij
- § (c2ij = fij)biz + E (fij — c2ij)maj.
ijeA ijEA
fij<c2i;<0 c2i;<fi; <0
Bizonyitds.
E C1iTij + E €2ijTij — E dip; =
ij€A ijeA iEN
aij <7i;<mij mi;<Tii<bij
= E (fij + iy — fij)mis + E (fiz — (fi = €145)) a5 —
ijEA ijEA
fij<eris c1ij S fij
a;; <Ti;<mi; ai; STij <My
- (fij +caij = fij)Tij — Z (fis — (Fij = c2ig)) 75 — D _ dipas =
ijeA ijEA iEN
fij<c2ij c2i;<fi;<0
M5 <735 <bij UCTRSPR
= > fumii— > fumii— y_ difsi + > (crij — fig)mis—
ijEA ijEA iEN ijEA
fi20 fi;<0 0< fij<crij

aij<Tij Smij
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- > (fy -y - 3o (e —fi)mg+ Y. (fij = eIy <

ijEA ijEA ij€EA

c1i; < fij fij<caij c2i;<fi; <0
@i <7i; <mij mi;<7i; <by; mi;<7i; <bij;
< E Fii (g — pa) — § dipi + E (crij — fiz)mij—
ijEA iEN ijEA
0L fij<eij

a5 <Ti; <My

- Z (fij — cuij)aij — Z (c2i5 — fij)bij + Z (fij — c2ij)myj

ijEA ijEA ijEA

c1i; < fij fi<c2i;<0 €2i; < fi; <0
a;; <Tij<my; m;; <7i;<bij mi;<7i;<bi;
ahol
D Fiilps —ps) =Y pads = Z ui Y (fij = fii—di) =0
ijEA iEN JEN  iEN
ijEA

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

KOVETKEZMENY. Ha (7)-ben az egyenléség 4ll fenn, akkor a célfiiggvények op-
timalisak.

Optimalitasi kritérium. Annak elégséges feltétele, hogy (7)-ben az egyenlGség
alljon fenn az, hogy létezzen egy olyan folyam, amelyre:

10 Ha 7; <pj;—p; akkor fi; =0.

20 Ha my; <75 < by, 75 <by; akkor 02 fi; > coij.
30 Ha my; <75 <bij, 755 >my; akkor fij < caij

40 Ha a;; <m; <myj, 7 <m; akkor fij > cuyj.

50 Ha a;; <7i; <myj, 7 >ai; akkor 0< fi; < ey

Azaz a folyam (koltség) és a 745, Vij € A (tevékenység idS) kozott minden tevé-
kenységre az 2. 4bran lathaté fiiggvénykapcsolat alljon fenn.

Vezessiik be a kovetkezd valtozokat. Minden Vij € A-ra a koltségfiiggvények
monoton nem csokkend szakaszat b;; > 7;; > my; (0 > fi;) transzformaljuk uj 7*5*
tevékenységbe és bovitsiik ezzel az A halmazt a kdvetkezd modon

f{} = —fij; b:j = 044, a;-’j = —Myy; cfj = 04y és 7'1-*]- = =Ty
Ezzel a feladatot visszavezettitk a Malyusz [8)-ban megtalalhaté alakra.

A transzforméaciéval a 2. abran lathato adott kdltségfiiggvényd tevékenységet
a modellben két tevékenységre bontjuk. Az egyik koltségfiiggvénye monoton nem
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ndvekedd, a masik koltségfiiggvénye monoton nem csdkkend. Az els6 tevékenység
tevékenységideje ,,a” és ,,m” értékek kozotti, ¢ > 0, a masik tevékenység tevékeny-
ségideje 0 és b* = b — m.

Ha ismeriink egy atfutasi id6hoz p-hez tartozé optimalis megoldast, akkor
Klafszky [7] folyamszemléletét megtartva tudunk konstrualni egy olyan algorit-
must, amely egy maximalis folyam feladat megoldasaval p-nél kisebb atfutasi idére
— ha ez létezik - is optimalis megoldast eredményez. De ha halénk hurkot tartal-
maz, akkor a megengedett megoldas létezése is kérdéses és altaldban egy kiindulé
optimalis megoldashoz egy minimadlis koltségil folyamfeladatot kell megoldanunk.
Specialis esetben (pld. CPM halé, csak minimalis kapcsolatokat tartalmazo MPM
halé) azonban trividlis médon kaphato a kiindulé optimalis megoldas.

2. A koltségtervezési feladat megoldasa

Eszrevételek.
1. Folyam csak olyan éleken folyhat, ahol 1i; = p; — ps.

2. A primal feladat feltételeit kielégit6é optimalis 7 a kovetkezd értékeket veheti
fel:
—7ij = min[p; — i, bij).
A kiindulé optimalis megoldas: 7;; = b;;, ha ez egyaltalan megengedett meg-
oldas.

3. Ha d; =0, Vi € N és a hal6 hurokmentes, akkor a 7;; = b;;, fi; =0, Vij €
A egy optimalis megoldas. Ez az tgynevezett CMP/cost feladat. A feladat
megoldasa megtalalhaté a kévetkezs mivekben Kelley-Walker [5], Fulkerson
[2], Klafszky [7].

4. Had; =0,Vi€ N és a valodi tevékenységek leirasahoz (7;; = pj — p1s) zérus
hurkot hasznalunk, akkor a 7;; = by;, fi; = 0, Vij € A egy optimalis megol-
das. Ez az tigynevezett csak minimalis kapcsolatokat tartalmazé MPM/cost
feladat. A feladat megoldasa megtalalhaté Hajdu [3]-ban.

5. Ha d; =0, Yi € N és a hal6 negativ hurkot is tartalmazhat akkor a maxi-
malis kapcsolatokat is tartalmazé MPM/cost feladatot kapjuk. Ez a feladat
visszavezethetd egy minimalis kéltségii folyamproblémara lasd Ahuja [1}-ben.
Malyusz [8]-ban a feladat kiindulé megoldasat egy minimalis kdltségi fo-
lyam probléma megoldasaval kapjuk, majd kovetve Klafszky [7] szemléletét,
maximalis folyam feladatok sorozatos megolddsival megkapjuk a legkisebb
kéltségii megoldast egyre kisebb atfutasi idékre.

6. A koltségtervezési feladat olyan altalanositasa, amely MPM/cost modellben
megengedi tevékenységek megszakitasat is megtalalhaté Hajdu [4]-ben.
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7. A koltségtervezési feladat primal feladata a legkisebb kéltségii folyam fela-
dat duélisa. Tehat altalanos esetben egy kiindulé optimalis megoldashoz egy
minimalis koltségi folyam feladatot kell megoldanunk.

A feladat megoldasanak algoritmikus lépései:

Keresiink egy kiindulé optimalis megoldast, amelyhez tartozo atfutési idé6 le-
gYen Prax-
Keresiink egy optimalis y, 7, f, v rendszert, amelyre p* < pmax, 9ts = —Pmax-
— osztalyozzuk az éleket
- konstrualunk egy szabad kapacitas hal6zatot

- maximalis ,,¢” folyamot keresiink ,,s”-bsl ,,t"-be

ha ,,¢” végtelen, akkor vége,

ha véges, akkor

do

— a minimalis vigasban megvizsgaljuk az éleket és mddositjuk a u, 7, f,v
rendszert: a;s = —p.
— osztalyozzuk az éleket
— konstrudlunk egy szabad kapacitis hal6zatot
— maximalis ,,¢” folyamot keresiink ,,s”-bél ,,t"-be

until maximalis folyam véges;

Az optimalitasi kritériumoknak megfelelGen a kvetkezd osztalyokba sorolhat-
juk az éleket.

1° teljesiil, (esetleg 3° is)
20 65 39 teljesil,

csak 29 teljesiil,

csak 3° teljesiil,

egyik sem teljesiil,

Tij < Hj = fhi fij=0
aij < Tij < bijy Tij = pj — i fij = ¢y
Tij <by, Tiy =p; —pi = ay; fij 2 ¢y
aij < Tij, Tiy = pj — i = bi;  fij < ¢y
Tij = Gij = bij = pj — s fij =0

2. LEMMA. Ha valamely p-re létezik optimdlis u, 7, f, akkor vagy létezik p* <
p, amelyre van optimaélis pu*, 7*, f* megoldas, vagy p a legkisebb érték, amelyre a

feladat megoldhaté.

Bizonyitds. Készitsiik el az alabbi [N, A’, r] szabad kapacitas halézatot, ahol A’
olyan kib6vitése A-nak, ahol igaz, hogy ha ij € A, de ij ¢ A, akkor legyen ji € A’
és ekkor Tij = 0.1

El csoport | Kapacitas az ij € A | Kapacitas a ji élen (ji nem
élen biztos, hogy A-ba tartozik!)

ij € Ay Tij = 0, Tj = 0

1,] € A[[ Tij = 0, Tji = 0

ij € A | 1ij = 00, rji = fij = Cij

ij € Aty | rij = ¢ij — fij, rji = fij

ij € Av Tij = 00, Tji = f,‘j

1 Az igy kialakitott szabad kapacitas halézatban csak a minden egyes algoritmus lépésnek meg-
felels folyamnovekményeket abrazoljuk. Ez egy tigynevezett ,residual network”.
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A tobbi él és a cstcspontok kapacitdsa legyen 0. A csicspontok kapacitasat
mar a kiindulé optimalis megoldas telitette!

Ha ij € A, és ji € Ay, ahol ¢, € ([IL IIL, IV, V) akkor ry; =18, +rh,.

Keressiink maximalis folyamot az el6bb definialt t6bb nyelével és forrassal ren-
delkez6 hélézaton. Legyen a maximélis folyam g a minimalis vagas (S, T).

Legyen fx = g+ f. A kapacitasok megvalasztisa miatt f* toviabbra is megfelel
az optimalitasi kritériumoknak.

Ha g végtelen, akkor van olyan it s-bdl t-be, amelyen minden él vagy az Ay
vagy az Av csoportba tartozik, tehat azon az uton minden 7;; = aj, igy p a legki-
sebb érték (atfutasi id6) amelyre a feladat megoidhato.

Ha g véges, akkor a vagasban 1évé élek telitettek, azaz a vagasban vagy f; =0
vagy f; = cij, ahol ij € (S,T). A vagasban csak A, Ay, Ary tipusu élek lehetnek,
mert ezek kapacitdsa korlatos. A vagasban visszafelé barmilyen kapacitasa él lehet.
Vizsgéaljuk meg a folyaminformaciok segitségével, hogy a vagasban 1évé és a vagas-
ban visszafelé 1évs élek milyen élcsoportba keriilhetnek az optimalitasi kritériumok
betartasaval, ha viltoznak a T halmazban a potenciél értékek.

Ekkor egy élen a folyam vagy 0 vagy c.

Vagasban lévs elek i € S, j € T, ij € A.

Aj (f}; = 0): a maximalis cs6kkenés tetszbleges c-re, minden vagasban 16vé Aj

ij
tipusii élt figyelembe véve

41 = min i — Wi — bij).
i€, jET('uJ pi = bis)
ijEA;

Am, A (f = ¢i;): a maximalis cs6kkenés

d2 = min P — Wi — Gij)-
2 S jeT('u] Hi z])
ijEAN

A vagasban visszafelé barmilyen él lehet. Ekkor i € T, j € S, ij € A és a po-
tencialértékek a kovetkezdképpen valtoznak.

Aj, Arv vagy Av tipusi élek estén a csdkkenés tetszéleges nagy lehet.

Ajqr, Aqgp élek esetén a maximaélis csokkenés tetszéleges c-re

by2 = min bij — pi + ).
v €T, j€§ (bij — s + i)
iJEAn v At

A (t,s) él az algoritmus folyaman mindig visszafelé mend Ay tipusi él lesz a
vagasban. A maximalis csokkentés a (t,s) élen: bys — g + ¢ = 0 -0+ p.

Most cstkkentsiik a potencidlértékeket Ggy, hogy a folyamértékek valtozatlanok
maradnak és az optimalitasi kritérium tovabbra is teljesiil.

§ := min (61, 62, d,1), ahol & biztosan pozitiv mennyiség.
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Legyenek az 1j potencial értékek a kévetezok szerint megvalasztva.

/t:zp,i, ha iES,
)u’;:/"i_Av ha 1e€T,
ahol A =0,1,2,...,6,

illetve T,-‘;- := min [p;‘ — 3, biz).
Pt =p—A Ap*, u*, v, f* értékek az optimalitasi kritériumot kielégitik.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Jellje pmin a legkisebb p-t, amelyre még létezik megoldasa a feladatnak, és
Pmax a kiinduldé optimalis megoldashoz tartozé p értéket. A 2. lemma kovetkez-
ménye, hogy tetszéleges Pmin €S Pmax kOzé esd p-re létezik u, 7, f, v optimalis
megoldas.

Megjegyzés. pmin-t megkaphatjuk az adott haloézaton értelmezett maximalis ut
minimalis potencial feladat megoldasaval pn,ax-ot pedig egy minimaélis koltségi fo-
lyam feladat megoldasaval.

3. Az algoritmus illusztralasa egy numerikus feladaton

Hatarozzuk meg az alabbi terviitem halén minden lehetséges atfutési idére a
minimalis kéltségld megoldast.

Kiindulé megoldas

fi2 = faa =1, egyébként f = 0 minden élre.
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Primal célfiiggvény értéke:

Z CjTij = C12T12 + €C34T34 + C56T56 + d1,u.1 —dqpg =40+ 15+20+0—11 = 64.
ey

A dual célfiiggvény értéke:
—(fts — Ces)aes + (€12 — fr2)b12 + (€304 — f3a4)b30a+
+ (c3a3 — f303)b3a3 + (cs6 — f56)bs6 = 0 + 30 4+ 14 4+ 20 = 64.

1. iteracios lépés

Elek osztalyozasa szabad kapacitas halézat

g maximalis folyam, minim4lis vagas f* folyam

a vagasban visszafelé

6330 =5-6+6=5

d=5.
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Az 0j potencial értékek és tevékenységidsk

Primal célfiiggvény értéke:

E CijTij = C12T12 + C3a3T3a3 + C3a4T3a4 + C56T56 + d1jt1 — dapig =
ijEA

=40+ 15-5+ 20— 11 = 59.
A dual célfiiggvény értéke:
— (fis — cts)ars + (c12 — f12)b12 + (C3a4 — f304)b3a4 + (€430 — fi3a)baza~
— (f24 — c2a)aza — (fa3 — ca3)aqs — (fas — c35)a3s =
— 124 (4=-2)10+ (3-0)5— (2= 0)1+ —(1 = 0)(=5) — (1 = 0)1 + (2 — 1)10 =

=39.

2. iteracibs lépés

Elek osztalyozasa szabad kapacitas halézat

(csak a vagasban 1éve élek valtozhat- (szaggatott vonallal jel6ltem a csak

tak!) a folyamszamitashoz sziikséges éle-
ket)
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g maximalis folyam, minimalis vagas f* folyam
(t6bb lehet8ség koziil tetszés szerint
valasztottam)

012=10-0-5=5
033, =6—-1-0=5
b6 =12-2-5=5
a vagasban visszafelé
dy1=-5-04+10=5
53a3=0—1+6=5
b5 =—H5—-2+12=5
§d=5

az 4j potencial értékek és tevékenység idsk

Z CijTij = C12T12 + €34T34 + Cs6Ts6 — daptg = 20+ 15+ 10 — 6 = 39.
ij€EA
A dual célfiiggvény értéke:
— (fts — cis)ags + (34 — faa)bag — (f2a — c24)024 — (fa3 — ca3)agz—

— (fa6 — Cag)ass — (fas — C3s5)ags =21 +15—4+10—1—2 = 39,
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3. iteracid

Elek osztalyozasa szabad kapacitas hal6zat

¢ maximalis folyam, minimalis vagas (tobb lehetSség koziil tetszés szerint valasz-
tottam)

Mivel a maximaélis folyam végtelen, ezért algoritmusunk leall. 7 nap az elérhetd
legrévidebb atfutasi idé.
A kapott eredményeket a kévetkezd tablazatban foglaljuk &ssze:

p0 | pl|p2|p3|pd|p5|p6]|01 12| 21 |13|24(23(32(35[45|56| 65 |v|cf.

olof10|6 117|170 f10|-10|1 |1 |5 |~5|1|1]|10|-10!064

0|0f10]6 11| 7{12|0{10|—~10|1 |1 {5]|-5[1|1|5|—-5{2{54

o(of(5]1(6(217|0|5]~5]111|5}|-5|1}1{5]|—-5/(4(39
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APPLICATION OF ACTIVITIES WITH MONOTONE INCREASING COST FUNCTION IN
MPM/PDM LEAST COST SCHEDULING “TIME-COST TRADE-OFF” PROBLEM

LEVENTE MALYUSZ

Least cost scheduling techniques on CPM network (shortly CPM/cost problem) originates
from James E. Kelly and Morgan Walker was developed in 1959. First algorithm based on network
flows was published by Fulkerson D. in 1961. In classical model every activity has a monotone
decreasing cost function. In this paper monotone increasing cost function also allowed and a new
project scheduling model is presented as an application of the mathematical model. An algorithm
is presented that follows the main steps of algorithm of CPM/cost method published by E. Klaf-
szky in 1969. Starting from an optimal initial solution, project duration time is decreased step by
step until minimum project duration time is attained. In each step only a maximum flow problem
must be solved. An example is presented in order to show the new developments.
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