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Szerkeszt8ség és kiaddhivatal: 1027 Budapest, F§ u. 68.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok vdltozé terjedelmii fiizetekben jelenik meg, és olyan
eredeti tudomdanyos cikkeket publikal, amelyek a gyakorlatban, vagy méas tudomanyokban kézvet-
lenii] felhasznalhat6é dj matematikai eredményt tartalmaznak, illetve mar ismert, de szinvonalas
matematikai apparatus Gjszerd és jelentds alkalmazasat mutatjik be. A folydirat kézél cikk forma-
jaban megirt, 4j tudomanyos eredménynek szamité programokat, és olyan, kiilfldi folydiratban
maér publikdlt dolgozatokat, amelyek magyar nyelven torténd megjelentetése elgsegitheti az elért
eredmények minél elébbi, széles kord hazai felhasznaldsat. A szerkesztSbizottsag bizonyos idén-
ként lehetévé kivanja tenni, hogy a legjobb cikkek nemzetkszi folydiratok kiilénszamaként angol
nyelven is megjelenhessenek.

A folyéirat feladata a Magyar Tudomanyos Akadémia III. (Matematikai) Osztdlydnak mun-
kajara vonatkozé kozlemények, kényvismertetések stb. publikdldsa is.

A kéziratok a f@szerkeszt6hoz, vagy a szerkesztébizottsig barmely tagjahoz bekiildhet&k.
A f&szerkesztd cime:

Benczir Andras, fdszerkesztd
1027 Budapest, F6 u. 68.

INozlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkeszt8ség lehet&leg visszajuttat a szerz6hoz, de a
bekiildstt kéziratok megdrzéséért vagy tovabbitasaért felelgsséget nem vallal.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok el6fizetési ara kotetenként 850 forint. Megrendelések a
szerkeszt8ség cimén lehetségesek.

A Magyar Tudomanyos Akadémia III. (Matematikai) Osztalya a kdvetkezd idegen nyelvi
folyéiratokat adja ki:

1. Acta Mathematica Hungarica,

2. Acta Physica Hungarica.
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AZ INFLACIO ES A KULSO-BELSO EGYENSULY EGYUTTMOZGASA*

MELLAR TAMAS

Budapest

A tanulmaény a rendszervaltas utani magyar kormanyok infliciés politikainak me-
chanizimnusat kisérli meg feltadrni. Ennek keretében azt vizsgilja, hogy vajon a kiilsé és
a belsd egyensilyi helyzet javitdsa érdekében felhaszniljik-¢ az inflacié inesterséges no-
velését eszkozként. Az empirikus vizsgalatok alapjan az dllapithaté meg, hogy az egyes
kormdanyok nem voltak erésen elkételezettek az inflacié elleni harcban, esetenként feldl-
doztak az inflacié visszaszoritasdnak céljat. Az inflicié cél- és eszkozjellegének ciklikus
valtozasira vonatkozé jelek ugyan akadtak, de a vilasztasi logikdnak megfelels négy
éves politikai iizleti ciklusok 1étét nem lehetett egyértelmiien igazolni.

Bevezetés

A rendszervaltds utdn eltelt tiz esztendd bizonyos teriileteken mar elegendd
Osszehasonlithaté adatot teremtett ahhoz, hogy ne csak elvi sikon. hanem gya-
korlati alapon is elemezni lehessen bizonyos makro-osszefiiggések érvényestilését.
A munkanélkiiliség és az inflacié kozotti sajatos kapcesolatot megfogalmazé Phillips-
gorbe Osszefliggés érvényesiilésének a vizsgdlata az atmeneti gazdasigokban annal
is inkdbb érdekes, mert a fejlett piacgazdasigokban valé érvényesiilése is erésen
vitatott.!

Az elmuilt évek adatai fényében elég egyértelmiien megallapithatd, hogy a ma-
gyar gazdasdghan nem érvényestilt a munkanélkiiliség-inflacio atvaltds, hanem sok-
kal inkabb az egyirduyt egyiittniozgds volt jellemzd a két makro-viltozora. A ki-
valto ok azonban eltéréen a fejlett piacgazdasigoktol, nem a racionalis varakozasok-
ban illetve a pozitiv vagy negativ kinalati sokkok létében, hanem a kiilkereskedelem-
szimmetrikus ciklusokban keresends. A kereslet ndvekedése azért nem okozott are-
melkedést, mert az import kinalat megnovekedése le tudta kotni azt, s6t a termelési

*Ez a dolgozat a XVII. Magyar Operaciékutatdsi Konferencidn (Veszprém, 1999. obtéber
7-9.) elhangzott elGadds irott valtozata.

1Elég itt csak a keynesidnusok és a monetaristdk, illetve tjklasszikusok kézétt immar két
évtizede zajlé vitara utalni.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (20¢1)




N

MELLAR TAMAS

eszkoz import gyakran a hazai kinalati potencialt is novelte, csokkentve eziltal az
egységhkoltségeket. A kiilkereskedelmi hidny névekedése azonban el6bb-utobb ki-
kényszeritette a forint leértékelését és az import visszafogasat. A kettd egyiitt
a termelés csokkenését, a munkanélkiiliség novekedését és az inflicié emelkedését
idézte els.2

A korményok szdmadra dnmagaban az inflicié nagysdga is fontos tényezs, éppen
ezért Defolydsoldsa is igen fontos dontési paraméter. Kozismert, hogy a novekvd
és magas inflacié a koltségvetés szamdra seigniorage-bevételt és a koz szamdra at-
harithatatlan infldcids addt jelent. A mésik oldalon a magas inflacié koltsége az
allamadéssdg utdni nagyobb kamatfizetési kotelezettség, a kedvezStlenebb folyo
koltségvetési pozicié és az iizleti szféra elbizonytalanoddsa. A negativ hatasok elle-
nére bizonyos helyzetekben az egyes kormanyok mégis az inflicié tudatos felpsrge-
tésére fanyalodnak, majd késébb annak cstkkentésére kényszeriilnek. Nem voltak
kivételek az ilyen tipusi viselkedésmodtél a rendszerviltas utani magyar korma-
nyok sem. Az érvényesiil§ ciklikus mikoédési mechanizmus azonban némiképpen
bonyolultabl a fent leirtaknal. Az inflacié mellett szerepet kap még a kormdny
altal tervezett inflacio és a gazdasagi szereplSk inflacids varakozasai, illetve ezek
dinamikus mozgasal. A tényleges és a tervezett inflicio, valamint a bels§ és kiilsé
egyensilyi helyzet évenkénti alakuldsat az 1. tdbldzat tartalimazza.

1. tabldzat: A tervezett és tényleges infldcid,
valamint az eqyensilyi helyzet alakuldsa

) Tervezett | Tényleges | Tényleges — | Koltségvetési Kiilkeres-
Ev inflacio inflacio tervezett | egyenleg/GDP kedelmi
infldcié egyeuleg/GDP

1990 19-20 28,9 9 -0,1 0,2
1991 35-38 35,0 -1 -3,0 0,8
1992 | 22-25 23.0 -1 -7,0 0,9
1993 17-19 22,5 4,5 —6,7 -9,0
1994 | 18-22 18,8 1,2 -96 -94
1995 | 19-20 28,2 8,7 -73 —5,6
1996 19-20 23,6 4,1 ~4,6 -3,7
1997 18-19 18,3 —0,2 —-4,7 —2,2
1998 13-14 14,3 0,8 ~4.8 —-4,8
1999 10-11 9-10 -1 —4,5 -5,0

Forrds: KSH évkinyvek és a PM Koltséguetési elSirdnyzatal

A konkrét mechanizmus leirdsanal azzal a feltételezéssel éliink, hogy a kormény
lényegét tekintve képes befolyasolni az inflaci6 alakuldsat és minden id&szakra meg

2Lasd errél bévebben Mellar (1997) tanulmanyat.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



AZ INFLACIO ES A KULSO-BELSO EGYENSULY EGYUTTMOZGASA 3

tudja hatdrozni a szamara legmegfelel6bb inflaciés szintet. A gazdasagi szereplGk
a folyamatok értékelése alapjan az inflaciés viarakozasaikat alakitjak ki. A kor-
manyzat szimdra el6nyos, ha a tervezett infliciénal a tényleges inflicié valamivel
magasabb lesz. Két megszoritdst azonban tenniink kell ehhez a megéllapitashoz:
csak akkor elényos, ha a vart inflicié viszonylag alacsony marad, valamint ha a
tényleges inflicié sem valik til magassd (nem éri el azt a szintet, amely utdn mar
kontrollalhatatlanna vilik). Miért eléuyss a kormany szdmara ez a helyzet? Azért,
mert igy a koltségvetést konnyebben ki tudja egyensitlyozni, a bevételek magasab-
bak a kiaddsok pedig alacsonyabbak lesznek, a bértargyaldsokon pedig alacsonyabb
redlbérben tudnak megéllapodni, hiszen a tervezett inflaciét veszik a nomindlbér
novekedés alapjaul és nyilvdan hasonlé megfontoldsokbdl az ellentétes elgjelfi eltérés
a tervezett és a tényleges inflacié kozott viszout kedvezétlen a kormény szdméara.
A dolog szépséghibdja természetesen az, hogy a tervezettnél magasabbra kalibrdlt
inflacio Shatatlanul az infliciés varakozdsok és az inflacié emelkedését véltja ki,
s ezért az inflaciés koltségek elébb vagy utébb tilszarnyaljak a koltségvetési els-
nyoket. Az inflacios koltségek koziil talan a legjelent&sebb az Allamaddssag utani
kamatfizetési kotelezettség emelkedése, amely igen erételjesen rontja a koltségve-
tési egyenleget is. Ezért aztdn a kormadny rakényszeriil az inflicié csokkentésére.
A cstkkend inflacié mellett amikor azonban még magasak az inflacidés varakozdsok
és a tervezett inflacio, a tervezett és a tényleges inflacié kozotti kiillonbségbdl ad6do
veszteségek mar megjelennek, de egy ideig még kompenzalhatdk lesznek az infla-
ci6 mérséklodésébsl kovetkezd haszonnal. Amikor azonban mar az inflacié tovabbi
cstkkentése nagy tobblettel nem kecsegtet, alkor a kormény ismét elszanja ma-
git a tervezett infliciét meghalado inflaciot generdlni. S ezzel eljutottunk a ciklus
kiindulépontjara.

A folyamatot leiré makro-modell kereteit és alapvondsait a kovetkezd részben
targyaljuk. Majd a harmadik rész az empirikus elemzést, az adatok alapjdn tor-
ténd verifikdldst tartalmazza. S végiil a negyedik rész a levonhato kovetkeztetéseket
fogalmazza neg.

Az inflaciés mechanizmus alapmodellje

A probléma tanulmanyozasahoz sziikséges egyszerii modelluek két szerepldje
van, az allam és a gazdasdgi szerepldk egyiittese. A modellben két endogén vdltozo
van a virt infldcid és a tervezett infldcid, s ugyancsak két egzogén valtozé szerepel a
koltséguetési és a kilkereskedelmi egyenleg, valamint egy dontési valtozé a tényleges
inflacio. A modellt két viselkedési fiiggvény és egy veszteségfiiggvény egytittese
alkotja. Ezek konkrétan a kovetkezdk:

(1) 7Y = omi—1 + aa(m_y —wﬁl) oy, a9 >0

(2) 8 = Bime—1 + BeDi1 + B3Ki—2 B1,82,83 >0

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



4 MELLAR TAMAS

(3) Ly = n(nf = m) + vame + 3 (m — 7E) Y1, 72,73 > 0,

ahol 7 az infliciét jeloli, a fels§ e index a varhatd, a P index pedig a tervezett
inflaciora utal, az als6 indexek pedig az id6t mutatjak, D a koltségvetési (allam-
haztartasi) egyenleg, K pedig a kitlkereskedelmi (foly6 fizetési) mérleg egyenleg
GDP-hez viszonyitott ardnyat mutatja. Az els6 egyenlet a gazdasdgi szerepldk inf-
lacios varakozdsainak képzGdési szabalyat rogziti, amely legkozelebbi rokonsagba
taldn az adaptiv varakozasi szaballyal hozhaté. Ez két részb6l (pontosabban azok
stlyozott osszegébdl) tevidik ossze: egyfelsl a korabbi inflaciés rata nagysigabdl,
masfelsl pedig az el6z6 iddszaki inflicié és a tervezett inflacié eltérésébhsl. Jol lat-
hat6, hogy a gazdasagi szerepl6k az inflicidés varakozasok novelésével ,biintetik” a
kormanyt a tervezett inflacié tullépéséért. A mdasodik egyenlet a tervezett inflacié
meghatarozasanak modjat definidlja. Ennek elsd része azt rogziti, logy a tervezett
inflaci6 erdsen fiigg az el6zG idGszaki infliciotol. Az egyenlet mdasodik fele pedig
azt mutatja, hogy a kormény altal tervezett inflicié anndl kisebb, minél rosszabb
a belst és kiils6 egyensiulyi helyzet a megeldz6 idszakban. A D és I egyensilyi
valtozo aszerint pozitiv, illetve negativ, hogy a koltségvetési és a kiilkereskedelmi
mérleg szufficites vagy deficites. A lLarmadik egyenlet a kormanyzat veszteség-
fiiggvénye, amely harom részbgl all. Az els6 rész a tervezett és a tényleges inflacié
eltérésébl szarmazo veszteséget szamszerdsiti. Mivel a silyparaméterek pozitivak,
ezért egyértelmifen latszik, hogy a tervezettnél kisebb tényleges inflaci6 a kormény-
zat szamara veszteséget jelent, és forditva: a tervezettnél nagyobb inflacié viszont
hasznot (negativ veszteséget) jelent. A masodik rész az inflaciéboél kovetkezd al-
taldnos veszteséget mutatja, amely a szakirodalombél kozismert. A harmadik rész
pedig a korméanyzat reputacics, bizalmi t6kéjének veszteségét jelenti, amelyet a
varthoz képest felfelé eltéritett inflacio fejez ki.

A veszteségfiiggvényt a két magatartdsi fliggvény segitségével a kovetkezd re-
dukalt alakra hozhatjuk:

(4) L= (v +v —)m + [1B1 — valon + a2)|my + v me_p+
+ 182Dt + 1302082 D0 + 1 B3 K1 + vz B3Ny _a.

A konnyebb attekinthetdség kedvéért vezessiik be a ¢q,ca,...,cr paramétereket,
ekkor a (4) veszteségfiiggvény a kovetkezs format veszi fel:

(4a) Ly =cim+camy +c3m—a +caDyy + 05Dy + ce iy 1+
+ Ko C],C‘ZEO, ¢3,...,c7 > 0.

A kormanyzat feladata tehdt ugy meghatdrozni az aktudlis, t-edik id&szaki
infliciét. m-t, hogy a veszteség minimalis legyen. A feladat ilyen formdji megha-
tarozésa implicite feltételezi a korméanynak azt a képességét, hogy jél tudja kont-
rolldlni az inflaciét a monetdris és a fiskalis politikan keresztiil. Ez a gyakorlatban
természetesen nem teljesiil maradéktalanul, mert a belsd piaci erék és a kiilpiaci
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hatdsok igen lényeges befolyassal birnak az inflici6 alakulasara. De ezzel egyiitt is
bizonyos hatarok kozott a kozponti intézkedések (tarifak, adozasi szabalyok, bér-
és jovedelem-megallapodasok) valtoztatdsa révén a kormanynak lehetGsége van ro-
vidtavon befolyasolni az drszinvonal-valtozdsit. A rendszerviltds utdni magyar
gyakorlat és az ezt rogzitd arstatisztika egyértelmien visszaigazolja ezt: a piaci
indittatdsti armozgdsok mellett mindig markans szerepet jatszott a koézponti intéz-
kedések altal generdlt drvaltozdsok hatdsa az inflacié alakuldsara. Az ilyen tipusi
eltéritések lényegében a koltségvetési politika eszkozeivel valésulnak meg, s ezért
joggal meriilhet fel, hogy vajon a monetaris politika miért nem képes ellenstilyozni a
fiskalis indittatdsy inflicidgerjeszt& akcickat? Nem a jegybanki fiiggetlenség, vagy
az akarat hidnya miatt nem véllalkozik erre az MNB, hanem azért mert a pénz-
igyi intézményrendszer még nem elég fejlett és a monetdris eszkozok nem elég
erések az onallé inflacios célkitiizés, illetve az aktiv antiinflaciés beavatkozasok
megval6sitdsahoz.”

A redukalt formaban felirt célfiiggvénybsl egyértelmiien kivilaglik, hogy a kor-
manyzat szamdra tényleges dontési paraméter csak az aktudlis inflicié és nem a
tervezett inflaci. A tervezett inflicié meghatarozdsa egy magatartasi szabaly alap-
jan torténik, amely ugyan a megeldz6 iddszaki inflicié mellett az egyensiilyi helyzet
értékelését is magabau foglalja, de még ezzel egyiitt sem tekinthets optimalizalandé
dontési paraméternek. Egyrészt azért nem, mert a tervezett infliciénak mindig a
targyidgszakot megeldzden mar meghatarozottnak kell lennie, hiszen ennek alap-
jén torténnek a bértargyaldsok és a kovetkezs évi koltségvetési szamok kialakitasa.
Midsfels] pedig, a tervezett infliciénak elég szoros dsszhangban kell lennie az altala-
nos inflaciés folyamattal, a kordabbi id6szakok inflaciés adataival, annak érdekében,
hogy egy elfogadhaté szinten hiteles lehessen a gazdasigi szereplék elstt.

Visszatérve a veszteségfiiggvényiink elemzésére, mindenek el6tt azt a sajitos-
sdgot kell megmagyardzuunk, ami a ¢4, ..., c; paraméterek pozitivitasabdl kovetke-
zik. Ez ugyanis azt jelenti, hogy az egyensilyi helyzet javulasa (pozitiv, szufficites’
mérleg) noveli a veszteségeket, rontja a kormdnyzat pozicijat. Az ellentmondas
azonban csak latszolagos, amely abbdl kovetkezik, hogy a veszteségfiiggvény az
inflaiciéra van felirva. A kedvez6 egyensilyi helyzet (D, > 0) folyomanyaként
ugyanis nem lesz feszitett az inflacids terv, vagyis viszonylag magas lesz a tervezett
infldcio. illetve varhatéan magasabb lesz, mint a tényleges inflicié (mert a rossz
egyensilyi lelyzet nem készteti a kormanyt a tudatos alultervezésre). Ezért az-
tan veszteség éri a kormanyt, mert a koltségvetési kiaddsai a magasabb tervezett
inflacichoz igazodnak, a bevételei pedig az alacsonyabb tényleges inflicidhoz.

A veszteségliiggvény egyszeribb alakra hozisa és tovabbi elemzése céljabol az
eddig egzogénként kezelt egyensulyi mutatékat kell ,endogenizalni”. Nyilvan mind
a belsd, mind a kiils6 egyensuly jelentds mértékben fiigg az inflacié nagysagatol.

336l példazza est a csiiszéleértékelési rendszer miikodtetése, amely igen fontos a kiilsé pénz-
ligyi egyenstly és a bizalom megtartdsa szempontjabél, de éppen ezért az arfolyampolitika nem
hasznalhaté antiinfliciés célok megvalésitasira. A monetdris intézmények és eszk6zok gyengeségé-
rél a harom dtmeneti orszagban tovabbi adalékok olvashaték Brada-IKutan (1999) tanulményédban.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)




6 MELLAR TAMAS

Tételezziik fel, hogy a kovetkez6 egyszert kapcsolat all fenn az egyenstlyi valtozok
és az inflacié kozott:*
Dy = wm, w E 0

I\'t = (,Zl)ﬂ'g ¢ < 0.

Az w paraméter lehet pozitiv és negativ is, annak megfelelSen, hogy a seigniorage
és inflacios ad6é bevétel nagyobb, vagy kisebb, mint az adéssiagszolgilat noveke-
dése. A ¢ paraméter egyértelmien negativ, mert az inflacié kovetkeztében romlik
a versenyképesség és ez a kilkereskedelmi mérleg romlasalioz vezet. Ezt a két
osszefiiggést behelyettesitve a (2) egyenletbe a kovetkezdképpen médosul a terve-
zett inflaciéra vonatkozé tsszefiiggés:

(2a) 7r,P = fri—1 ahol B =0+ Baw + B3¢

Az el6z6ekbol kovetkezben a 3 paraméter lehet pozitiv és negativ egyardnt. A (2a)-
t figyelembe véve a veszteségfiiggvény redukilt alakja a kovetkezd lesz:

>
(4b) Ly = c1m +cam_1 + €3y .23 20

A c értékek itt csak annyiban kiilonboznek az elgbbi (4a) formatdl, hogy most a
meghatéarozatlan elGjelii 8 helyettesiti a pozitiv [1-et.

Amennyiben a (4b) veszteségfliggvény elemzése soran az inflaciérol feltételez-
zitk. hogy nem lehet negativ (jollehet ez altalanossdgban erds kikotés, de a rendszer-
valtas utani magyar helyzetet alapul véve egydltalan nem az), vagyis m; > 0 minden
t-re, akkor a kovetkezd megfontolasok tehetdk a veszteségfiiggvény minimalizdldsa
kapcsén.

e Ha a ¢ paraméterek mindegyike pozitiv, akkor az inflicié optimdlis nagysiga
nulla minden idészakra, s a kumuldlt veszteség is nulla lesz, barmilyen id6ho-
rizont vonatkozasaban.

e Ha c;,¢2,c3 < 0, akkor az optimalis megoldds a minél nagyobb inflicié valasz-
tdsa minden id@szakra, mert ez minimalizdlja a veszteségfiggvényt. Ebben az
esetben a rendszer teljesen egyensilytalannd vélik, explodal.

e Minden més esethen ,vegyes megoldas” lesz az optimadlis, vagyis specidlis ke-
veréke a pozitiv és a zéré inflaciés iddszakoknak. Jol lathaté ez a veszteség-
fiiggvény véges, n-iddszakra osszesitett forméajabol:

n
Z Li=(cr+cta)[m+ma+.. .+ mu2] + (01 +2)Tn1 + 17
=1

4 A definialt kapcsolat tobb szempontbdl is erdsen leegyszerisitett: egyrészt azért, mert csak
a jelenbeni inflaciétdl valé fiiggést kezeli, masrészt azért, mert a kozvetett hatdsokat nem veszi
figyelembe (hiszen az egyensulyi valtozék maguk is hatdst gyakorolnak az infliciéra), harmadrészt
pedig azért, mert az egyéb, nem inflaciés tényezdket figyelmen kiviil hagyja.
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Annak megfelelGen, hogy a (¢1 + ¢z + ¢3), valamint a (c; + ¢3) paraméter-
egylittesek, illetve a ¢; paraméter pozitiv vagy negativ elSjeld, lesz az érintett
idoszaki inflacié zéré, vagy pozitiv.

Jol lathato. tehdt, hogy az el6re meghatarozatlan elSjeld paramétereknek ki-
emelt jelentdségitk van a teljes folyamat alakuldasaban. Ez persze nem véletlen,
hiszen a paraméterek el&jel-irdnyanak konkrét kozgazdasdgi jelentsége van. Ha
ugyanis ¢; > 0 ez azt jelenti, hogy v2 +v3 > 71, ami pedig arra utal, hogy a kormdny
szdméara nagyobb jelentGségiiek az inflacié novekedésébsl szarmazo koltségek, mint
a tervezettdl elmaradé tényleges inflicio okozta veszteségek. Vagyis ¢ pozitivitdsa
egy, az inflacié ellen komolyan elkotelezett kormdany jelenlétére, negativitdsa pedig
egy valésdgosan nem elkotelezett, az inflaciét mas célok érdekében feldldozhaté esz-
kozként kezeld kormdanyt feltételez. A ¢y > 0 azt jelzi, hogy v18 > v3(oy + ), ami
dgy interpretalhatd, hogy az el6z6 id&szakokbol athizédé inflacios hatds negativ
kovetkezményeit a kormény nagyobbra értékeli, mint a pozitiv kévetkezményeket.
S végiil a c3 = y3a23 > 0 azt mutatja, hogy a kormany hajlik arra, hogy a korabbi
inflacié alapjan a tervezett infliciét magasabbra allitsa be, s igy kevésbé legyen
lehetdsége az inflacio felporgetésével haszonra szert tennte.

Empirikus vizsgilatok

Az adatokon alapulé vizsgalat hdrom 6 részre bonthat6: elsGként a (4a) 6ssze-
filggés, az eredeti modell redukdlt formajanak a tesztelése torténik, majd a leegy-
szeriisitett. endogenizalt egyensilyi viltozok mellett szarmaztatott (4b) egyenlet
tesztelése kovetkezik, és végiil az (1-2), illetve az (1-2a) egyenletekb6l szarmazta-
tott inflacios varakozdsi magatartasi szabdly empirikus igazoldsa zarja az elemzést.

A makrogazdasdgi miikodés sajatos reakcidideibdl kovetkezden negyedéves lép-
téki adatok elemzése latszik célszeriinek. Rendelkezésiinkre allnak 1989 és 1998
kozott az el6z6 év azonos negyedévén alapulé negyedéves fogyasztéi drindexek, vi-
szonylag homogén mdédszertani alapon szamitva. A szokdsoknak megfelel6en mi is
az éves (12 havi) intervallumu fogyasztéi arindexet tekintjiik az inflicié mérdsza-
manalk, tehat a toviabbiakban ezzel dolgozunk, illetve ennek szezondlisan kiigazitott
valtozatdval. A koltségvetési deficit és a kiilkereskedelini mérlegre vonatkozdan csak
az 1992 és 1998 kozotti iddszakra vannak Gsszehasonlithaté negyedéves adataink,
ami némiképpen korlatozza a tesztelés idGintervallumat.

Az inflacié és a kiils§-belsd egyensilyi helyzet kapcsolata

Mindenek el6tt célszert elvégezni a valtozdinkra az egységgyok tesztet, annak
érdekében hogy megdllapitsuk, milyen integraltsagi idgsoraink vannak. A kibovi-
tett Dickey- Fuller egységgyok teszt elvégzése alapjan megallapithats, hogy a ma-
gyar inflacids folyamat és az egyensiilyi helyzetet jellemzd koltségvetési valamint
kiilkereskedelmi egyenleg elsérend integraltsagu (lasd a 2. tablazatot)
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2. tdbldazat: Az infldcids és egyensilyi id8sorok egységgyok teszt eredményei

Vart Koltségvetési Kiilkeres-
Inflacio inflacié egyenleg kedelmi
mérleg

Szint -2,569  (3) (3) (3) | —2,82 (2)
-1014  (4) (4) | 2,100 (2) | -263 (1)
Elsg differencia | —3,839*** (3) | —3,562** (3) | —3,767*** (3) | —3,757*** (2)
—2.827%  (4) (4) | =6,708™* (2) | —4,42*** (1)

** szignifikdns 5%-os szinten, *** szignifikdns 1%-

* Szignifikins 10%-0s szinten,
08 szinten

A zardjelben az optimdlis késleltetés értéke, amelyet az Akaike informdcios
kritérium és a Schwartz kritérium segitségével hatdroztunk meg. A szdmitdsokat

minden esetben konstans mellett végeztik.

A (4a) dsszefliggés teszteléséhez célszertinek latszik elGszor egy kicsit dtrendezni
az osszefiiggést. Ha feltessziik, hogy a veszteségfiiggvény tobb id&szakon keresztiil
egy jellemz6 (optimadlis?) szinten van, akkor L, = b helyettesitéssel élhetiink, s
ennek megfelelen a kovetkezs egyszeriisitett format kapjuk:

(5) Ty = Qg + @1 Ty—1 + @22 +aszDiy + @Dy +as K1 + agl»

ahol ag = b/c1, ay = —¢c2fc1, ..., a6 = —c7/c1. Mivel a véltozok kozotti kapcsola-
tok vonatkozdsaban nem zarhaté ki elméletileg a forditott hatds sem, nevezete-
sen az inflicié befolydsa az egyensilyi valtozokra, ezért kézenfekvonek tinik egy
VAR-modell feldllitdsa az érintett hdrom viltozo, az inflicié, a koltségvetési és a
kiilkereskedelni egyenleg bevonédsaval.> A becslési eredményeket a 3. tdblazat tar-
talmazza.

A becslési eredményekbd] megdllapithato, hogy csak az inflaciora felirt dssze-
fiiggés fogadhato el, a kiilkereskedelmi mérleg esetén egyediil a sajit kettdvel késlel-
tetett értéke szignifikins, a koltségvetési egyenleg tekintetében pedig egyik tényez6
sem. A kettds késleltetés nem csalk elméleti szempontbél volt kivanatos, hanem gya-
korlati oldalrdl is elfogadhaténak bizonyult, a likelihood-ardny teszt bizonyitotta
megfeleldségét. A becslési eredmények alapjan felirhaté az (5) becsiilt alakja:

(5a) m = 1,309m,—q — 0,4057;_5 — 1,734D, 1+ 0,48D,_»+ 0,43K,_; — 0,675),_,

Mivel a konstans nem volt szignifikins, ezért mdar a specifikicié soran kihagytuk.
Kozgazdasagi oldalrdl ez azt jelenti, hogy a veszteségfiiggvény jellemzd értéke a vizs-
galt idgintervallumban nulla volt. vagyis a rendszervaltds utani kormdanyok igyekez-
tek minimalizalni a veszteségeiket. Ha feltételezziik, hogy a meghatdrozatlan els-
jeld ¢, paraméter pozitiv (egyébként ezt tamasztja ald a becsiilt célfiiggvény-érték

5Mivel a valtozék nem kointegraltak, ezért egységgytkok jelenléte mellett is alkalmazhaté a
VAR-modell és konzisztens becslést ad.
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3. tablazat. A VAR-modell eredményei

M I, D,

g1 1,309 —0,056 0,028
(7,78) (=0,55) (0,34)

Ti_2 —0,405 0,054 —0,055
(—2,66) (0,58) (-0,74)

K4 0,429 0,145 0,048
(1,31) (0,73) (0,29)

L —0.675 0,416 0,191
(—2,20) (2,23) (1,27)

D —1,714 0,518 0,031
(—3,51) (1,76) (0,13)

D,_, 0,480 0,186 0,046
(0,86) {0,56) (0,17)

R? 0,891 0,306 —0,095
F-statisztika 32,92 1,76 —-0,34
Log likelihood —47,92 —34,80 —-29,38

Zardjelben a t-préba értéke

is, vagyis az a feltételezés, hogy a kormanyok dltaliban nagyobbra értékelik az inf-
lacié koltségét, mint a belGle szarmazé elényoket), akkor a becsiilt paraméterek
tobbségének eldjele megfelel az elméleti elvarasoknak. Kivételt csak az aq,a5 > 0
paraméterértékek jelentenek, ezek azonban nem szignifikinsak, ahogy az a 3. tabla-
zatban kozolt t-értékekbdl kiolvashat6. A szignifikins egyensiilyi valtozék negativ
hatdsa a modell logikdjabol kovetkezben azt jelenti, hogy a javuld egyensilyi hely-
zet azaltal csokkenti az infliciét, hogy mérsékli a kormanyzat inflicié felporgetési
szandékat (tervezett f6lé emelését, mert a tervezett inflacio is realisan és nem ald
van tervezve). Természetesen nem zirhaté ki a modell logikdjatél fiiggetlen, a
standard kozgazdasigi elméleten alapuld értelmezés sem, amelynek értelmében a
koltségvetési deficit mérséklGdése kovetkeztében csvklken a kereslettobblet, a kiilke-
reskedelmi egyenleg javuldsa pedig enyhiti a leértékelésre iranyuld nyomast, s ezek
miatt csokken az inflicié.

A hazai infliciés folyamat jellege

A (4Db) redukalt veszteségfiiggvény tesztelése tulajdonképpen a magyar inflacios
folyamat dinamikdjanak empirikus vizsgalatat jelenti. Az el¢zé részhez hasonléan
itt is egyszeribb formara hozhatjuk az Osszefiiggést a konstans célfiiggvény-érték
feltételezésével. Ennek megfelelGen a kovetkezs egyenletet kapjuk:

(6) Ty = Qg + @171 + AT,
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ahol ap = b/c1, a1 = —ca/c1, ag = —cg/fey. A (6) differenciaegyenlet az skonomet-
riai vizsgalatok szemszogéb6l egy autoregressziv folyamatnak tekinthetd. amelynek
érvényesiilése az adatok alapjan kozvetleniil tesztelhets. Tobh ARMA-modellel valé
kisérletezés utdn azt taldltuk, hogy az inflaciés iddsorhoz egy AR(2) folyamat igen
jol illeszthets. A becsiilt adatok alapjan tehdt a (6) egyenlet konkrét formaja a
kovetkezd (zardjelben a t-préba értékek):

(Ga) m = 22,356 + 1,40637,_; — 0,53m;_»
R? =0,86 D.-W. =218 F-stat. = 111,37

A differenciaegyenlet gyokei konnyen szamithaték, ezek Ay = 0,70 4+ 0,19¢ és Ay =
0,70 - 0,19:. Jol lathato, hogy komplex gyokoket kaptunk, ezért ennek megfelelGen
a (6a) altalinos megoldasa a kezdGértékek fiiggvényében a kovetkezd:

(6b) m = [0,73"][(mo — 179,3) cos 15° + (5,37, — 3,7mp — 283,1) sin 15°¢] + 179,3

A 7y és a mp kezd@értékek megadasaval barmely id6pontra kiszdmithaté az aktua-
lis inflacios szint. A paraméterek értelmezésénél nézziik eldszor a pozitiv konstans
tagot! Ez azt jelenti, hogy hosszabb id& dtlagaban a kormanyzat (illetve tobb kor-
mdény is) nem torekedett a zéré veszteség elérésére, hanem engedett a rovidtavi
csabitdsnak, amelynek kovetkeztében hosszabh tdvon tarsadalini veszteség alakult
ki. Ez a megéllapitas ellentmond az (5) és (5a) egyenlet teszteredményeinek. Vi-
szont ha az el6zd résznek megfelelGen most is feltessziik, hogy a ¢; > 0, akkor a
becsiilt paraméterértékek alapjan a ¢3 < 0 és ¢z > 0 adddik, ami teljesen egybe-
vag az el6z6 rész eredményeivel. Mindazondltal a kiilsé és bels egyensilyi helyzet
endogenizalasa némileg médositotta a kormdanyzatok gazdasagpolitikdjarél levon-
haté kovetkeztetéseket. Még az egzogén egyensilyi mutaték melletti becslésnél
elég egyértelmifen egy inflici6 ellen elkotelezett magatartist lehetett kimutatni,
addig most kevésbé elkdtelezett magyar kormanyok képe jelenik meg. A pozitiv
veszteségfiiggvény-érték és az inflacié ciklikus palydja azt jelzi, hogy itt kénnyen
el6fordulhat, hogy esetenként az inflacio felporgetésének eszkdzéhez nytilnak. Alap-
vetden azonban nem kaptunk més természet viselkedést, hiszen az most is igaz,
hogy a kormanyok preferencia rendszeritkben az inflici6é koltségeit nagyobbra ér-
tékelték, mint a bel6le szdrmazé elényoket. Ezt a megéllapitast tdmasztja ald a
(6b) altaldnos megoldasbol kovetkeztetd néhany megallapitas is. Mivel a konjugalt
komplex gyokok négyzetgyoke (0,728) kisebb, mint 1, ezért az inflaciés folyamat
stabil, tart a 179,27-es egyensilyi szintjéhez.

A kiegészit6 megoldas masodik szogletes zardjelen beliili részében megjelend
trigonometrikus fiiggvénybsl az kovetkezik, hogy az idgbeli palya fluktudlé és pe-
riodikus. Egy peri6dus hossza 24 iddszak (360/15), vagyis 6 esztendd, minthogy
negyedéves léptékii idgszakokkal dolgozunk. Ez utébbi nem igazolja vissza a négy-
éves vilasztasi periddusok kézenfekvs szakaszolasi idejét, amely a kiindul6 koncep-
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ciénkban benne rejlik. Ugyanis elég nyilvinval6 a valasztasok utani elsd két éves
id6szakot, mint az egyensulyteremtés idgszakat tekinteni, tehdt ilyenkor 16dul meg
az inflacié, s a valasztasok eltti két évet pedig, mint a koltségvetési engedés, vagyis
az alacsony inflaci6 idgszakat tekinteni. Az egész inflacids folyamatba azonban za-
varé tényezgként szamithaté be a rendszervdltas koriili idGszak, ahol a kiilonféle
sokkok kovetkeztében ugrasszerfen emelkedett meg az inflicié szintje. Ha ezt az
idgszakot elhagyjuk, s a becslést csak az 1992-99-es idGszakra végezziik el, akkor a
kovetkezd eredményt kapjuk:

(6c) me = 19,96 + 1,287, — 04775
R?=0,79 D-W.=1,95 F =4923

Ebben az esetben a komplex gyokok értéke A = 0,64 + 0,244, amib6l1 a 4,3 év peri-
6dusidé adédik.% Ez igazolhatja a fentebb megfogalmazott politikai iizleti ciklusok
létére vonatkoz6 hipotézisiinket. Azonban nagyon évatosan kell kezelni az itt kapott
eredményeket, mert egyfelsl a modell az egyensilyi viltozok olyan endogenizala-
san alapul, amely elméletileg nem eléggé megalapozott. Masrészt, mert a becsiilt
paraméterekbdl szdmitott peridushossz szerfelett bizonytalan (még a konfidencia
intervallumon belill maradé paraméterérték modosulds is jelent6sen megvaltoztat-
hatja az egész folyamat jellegét, pl. nem is ciklikus lesz a folyamat). Harmadrészt
pedig, mert az empirikus elemzés alapjaul szolgalé minta tul kicsi (csak két perié-
dust fog 4t és ebb6] nem nagyon lehet stabil viselkedési szabalyokra kovetkeztetni).

Az inflaciés viarakozasok szdmszeriisitése

A tovdbbi empirikus vizsgalatok szdmdra még hatra van az inflaciés varako-
zdsokra és a tervezett infliciora vonatkozé (1)-(2), illetve az (1)-(2a) egyenletek
tesztelése. A tervezett inflicidra vonatkozo (2) illetve (2a) Osszefiiggéseket behe-
lyettesitve a vart inflicié azt kapjuk, hogy

= (o + az)miey — afim_y —anfaDi_g — B3,

7
" Af = a1m—1 + asPrim—g + azDiy + ag 4o a; >0, ag,a3,a4 <0
illetve

- T = (a1 +a2)mo1 — a2 fmg

Ta

e Ty = Q1M1 + Q27— ap >0, ax <0

Ezt a két osszefiiggést kell tehat tesztelni a kvetkez6kben. Az inflacids varakozasok
okonometriai vizsgalatanal az alapvetd problémat az jelenti, hogy a vart inflaciéra

6Mert cosa = 0,64//0,64 1 0,24 = 0,9363, ami 20°30'-nek felel meg és 360/20,5 = 4,3.
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vonatkozo adatok nem &llnak rendelkezésre. Mindenek eltt tehdt ezt az akadalyt
kellett elharitani a vart inflacié meghatdrozasaval.”

A vart inflacié meghatarozasihoz a redlkamatok alakulasit hivtuk segitségiil.
Ha az éven beliili futamidej nomindlis betéti és hitelkamatlabakbdél a 12 havi inf-
lacios rata segitségével redalkamatlabat szamitunk, akkor azt taldljuk, hogy ezek az
értékek igen nagy volatilitast mutatnak (lasd az 1. abrat).

szazalék
15

89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 év

— Betéti kamatlab (redl) ———- A betéti kamatlab trendje
-------- Hitelkamatlab (real)  -------- A hitelkamatlab trendje

1. dbra. A rovidtdvi kamatldabak és a hosszutdvi hozamok alakuldsa

A Fisher azonossdg értelmében a redlkamatlab hosszabb iddszak atlagaban vi-
szonylag allandé és a nomindlis kamatldb az infliciés varakozasok szerint alakul,
képletben:

R{ = 'f[ + 7I'tC
ahol R; a nomindlis kamatlab, 7, pedig az idében viszonylag dllando6 realkamatldb.

Mivel a tényleges realkamatldbakhoz ugy jutottunk, hogy a nomindlis kamatlabboél
levontuk a tényleges inflaciét

Ty = Ry —my,

"Kézismert ugyan a szakirodalomban az adaptiv, illetve a racionalis varakozasok becslési
technikdja, de ez megkeriili az inflaciés varakozasok konkrét meghatarozasat, ami viszont a mi
elemzésiinknek lényegi eleme.
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ezért egyszertien szarmaztathatjuk az infliciés varakozasokra a kovetkezs sszefiig-
gést:

(8) T =M+ T — Tt

Ha tehat ismernénk a hosszabb tdavon érvényesiils redlhozamot, akkor a (8) dssze-
fiiggés segitségével meg tudndnk hatarozni a vart inflacié nagysagat. Nyilvin nem
jarunk messze az igazsdgtol, ha az allando realkamatlabat egy dtlagként, egy tren-
dértékként fogjuk fel. Ennek megfelelGen az id6ben viltozé redlkamatlabakhoz il-
lesztettiink egy trendet, amelynek értékei a hosszabb tavon érvényesiils redlhozam
tendencigjat jelzik. Igy mar lehet6vé valt az inflaciés varakozasok meghatarozasa.
A (8) osszefiiggés ugy is értelmezhets, hogy a tényleges redlkamatlabak azért és
aszerint térnek el a hosszabb tavon érvényesiils redlhozam-kovetelménytsl amiért
és amennyiben az infliciés varakozds nem volt megfeleld és eltért a tényleges infla-
ciotol. A szamitdsokat elvégezve a betéti és a hitel-kamatldbakra, a vart infliciét a
ketts egyszerti szamtani atlagaként hatdroztuk meg.® A 2. dbra mutatja a vart és
a tényleges inflacié alakuldsat a vizsgalt idgszakban.

szazalék
40

354

30

T T
8 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 ¢év

Tényleges inflacié6  --------- Vart inflacié I

2. dbra. A tényleges és a vart inflacio alakuldsa

Most mér abban a helyzetben vagyunk, hogy az osszefiiggéseinket tesztelhet-
jiik. Vegyiik elGszor az egyszeriibb (7a) dsszefiiggést, amely ebben a leegyszertsitett
forméjadban az adaptiv varakozasi szabalyt testesiti meg, hiszen a jelenre vonatkoz6
inflaciés varakozdasokat végsd soron a kordbbi tényleges infliciok silyozott értéke

8 A szamitasok havi kamatlabak alapjan térténtek, s ennek megfelelGen havi gyakorisagi (12
hénapra vonatkozé) inflaciés varakozasokat kaptunk, amelyekbél egyszerii szamtani atlagolassal
kaptuk a negyedéves indexeket.
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hatdrozza meg. Mindenek elStt célszerdf megvizsgalni a vdrt inflacié integraltsagi
fokdt. Az egységgyok teszt eredményeit a 2. tdblazat tartalmazza. A teszt ered-
ményeib6l jol 1athats, hogy az inflaciéhoz hasonléan a vart inflacio is egyes integ-
raltsagt folyamat. Ebb6] kovetkezéen viszont direkt médon, regressziés egyenlet
illesztésével nem végezhetjiik a tesztelést. Viszont semmilyen elvi akadalya nincs
a két valtozo kozotti kointegracids vizsgilatnak. A Johansen kointegriciés teszt
eredményei azt mutatjak, hogy legfeljebb csak egy kointegraciés kapcsolat meglé-
tét lehet valésziniisiteni a szdmitott likelihood-aranyok alapjan 5%-os szignifikancia
szint mellett. A kointegraciés egyiitthaték alapjan szamitott hibakorrekcios modell
eredménye a kovetkezd lett:

(8a) Are = —0,026[rf_; — 1,017m,_y] + 0,704A7E_, + 0,050Am;_y
(—0,40) (—34,7) (5,33) (0,58)
R? =0,589 F-stat. = 25.1 Log likelihood = —55,7

A becslési eredmények azt mutatjik, liogy a kointegraciés kapcsolat dltal meg-
hatdrozott egyensilyi szinthez a konvergencia igen bizopytalan, mert a vonatkozé
paraméter nem szignifikins. S ugyancsak nem szignifikins a multbeli inflicié val-
tozasdnak a hatdsa sem., amely pedig igen fontos lenne a (7a) érvényességének
fenndllasdhoz. Az eredmények alapjan az is felvethets, hogy egyéltalan van-e vala-
milyen oksagi kapcsolat a vart és a tényleges inflaci6 kozott. A Granger-féle paros
oksagi vizsgdlat eredményét a 4. tablazat foglalja Gssze.

4. tdbldzat. A Granger oksdgt vizsgdlat eredményes

A null hipotézis elfogaddsdnak valdszinisége

Null hipotézis 1 késlel- 2 késlel- 3 késlel- 4 késlel- 5 késlel-
tetés tetés tetés tetés tetés

7 nem oka 7¢-nek 0,284 0,585 0,550 0,715 0.184

7¢ nem oka m-nek 0,461 0,106 0,091 0,021 0,015

Am nem oka Arnc-nek 0,596 0,804 0,740 0,274 0,260
Arn® nem oka Arn-nek 0,500 0,654 0,535 0,015 0,048

Az okségi vizsgdlat eredménye eléggé egyértelmifen arra utal, hogy az inflaciét
nem tekinthetjiik a vart inflicié meghatdrozé okdnak, mig a forditott oksdgi kapcso-
lat sokkal nagyobb valésziniiséggel 4llithat6. Kozgazdasagilag ez azt jelenti, hogy
az adaptiv tipust varakozasok nem tekinthetSk tipikusnak az inflaciés varakoza-
sok vonatkozdsiban. Ugyanakkor viszont a tényleges inflicié alakuldsat lényegesen
befolydsolja az inflaciés varakozdsok véltozasa, vagyis nem kizart, hogy érvényesiil
a varakozasokkal kibovitett Phillips-gorbe 6sszefliggés a magyar gazdasdgban is.

Az adaptiv varakozasok hipotézisének elvetése utan érdemes ellenprobaként azt
megyvizsgalni, hogy vajon a racionélis varakozasok érvényesiiltek-e az inflicié vonat-
kozdsaban. Ezt konnyen megtelietjiik, hiszen a raciondlis varakozdsok definicidja
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értelmében ezek a varakozédsok nem tartalmazhatnak szisztematikus eldrejelzési hi-
bat. vagyis érvényesiilnie kell a kovetkezd dsszefliggéseknek:

(9) E(nf —m)=0 és = —m =ey,

ahol e, normélis eloszlasi konstans szérdsu véletlen valtoz6. Ennek alapjan csak
azt kell tesztelni, hogy a két valtozo kiilsnbsége vajon tényleg nulla varhaté értékii
normalis eloszldsti-e. Az erre vonatkozé normalitasi teszt eredményei azt mutatjak,
hogy a Jarque—Bera érték 0,45 és a normalitdsra vonatkozé null-hipotézis fennalla-
sanak a valoszintsége 0,79. Tehat itt is megerdsitést kaptunk az adaptiv varakozds
feltételezésének elvetésére.

Mindez azonban nem jelenti azt, hogy az (1)-(2) egyeunletek és a bel6liik re-
dukalt (7) osszefiiggés nem igazolhaték empirikusan, hiszen ott nem tiszta adaptiv
varakozasokrol van szé, mert a (2) egyenlet tartalmazza az egyensilyi viszonyok
véltozdsat is, s a raciondlisan viselkedd gazdasagi szerepldk ezt is figyelembe veszik
infliciés varakozasaik kialakitasa sordn. Ezért célszeriinek latszik az elgzé hibakor-
rekciés modelliinket kib&viteni egzogén tényezdként a koltségvetési és a kiilkeres-
kedelmi egyenleg adataival. Tobb késleltetést végigprébdlva a kiovetkezs eredmény
adédott:

(8) Anmf =0,101[rf_, — 1,046m,-1] + 0,627An;_, + 0,041Am, 1 —
(1,46) (=51,2) (5,53) (0,46)
—0,236AD,_; - 0,233ALK;_,
(~1,32) (~1,78)

R? =0,713 F-stat. = 12,4 Log likelihood = —27,5

Az egyensiilyi helyzet alakuldsdnak a beiktatdasa hozott némi pozitiv valtozast
az eredményekben. Egyrészt javult a becslés mingsége, jollehet az el6z6 hidnyos-
sagok egy része tovdbbra is fennmaradt. A hosszi tavi egyeusilyhoz valdé kon-
vergencia nem valosul meg, s6t itt még a mozgds irdnya sem megfelels, mert a
konvergencia-paraméter pozitiv, s az inflacié véltozdsa tovdbbra sem szignifikdns.
A belsd és a kiilss egyensilyi helyzet paramétereinek az el&jele megfelel az elmé-
leti varakozasoknak, bar szignifikancidjuk nem elég meggy6z6. Mindezek alapjan
csak fenntartasokkal fogadhatjuk el a (8) becslést az (1)-(2) modell, illetve a (7)
osszefiiggés igazolasanak.

Osszegzés

A tanulmanyban megfogalmazott modell és annak empirikus verifikdlasa alap-
jan elég nagy biztonsaggal allithat6, hogy Magyarorszdgon a rendszervaltds utdni
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korméanyok nem voltak egyértelmiien elkstelezettek az inflacidellenes kiizdelemben.
Az altaluk alkalmazott gazdasdgpolitikdk gyakran nem célvaltozéként, hanem az
egyensiilyi helyzet javitdsahoz sziikséges eszkozvaltozéként kezelték. A cél- és esz-
kozjelleg dominancidjanak idGbeli megoszldsara az ckonometriai vizsgdlatok nem
adtak (az alkalmazott modell jellegébsl kvetkez6en nem is adhattak) kell§ felvila-
gositast, igy e vonatkozédsban csak arra az alapadatok dltal nem céfolt feltételezésre
alapozhatunk, hogy a nagy kiils6 és belsG egyenstilytalansag és ezért erGteljes egyen-
silyteremtés idGszakaban az inflacié jelent&sen emelkedett, tehat f{6ként eszkszként
szerepelt, mig a kiegyensilyozott id&szakokban célként szerepelt, vagyis lényegesen
alacsonyabb értéket vett fel.

A negyedéves inflaciés adatokon becsiilt autoregressziv modell nem tamasztja
ala meggydzden a hazai inflaciés folyamat ciklikus jellegére vonatkozé hipotézist.
A valasztasi id6tdvnak megfeleld 4 év koriili periédusidé nem bizonyithatd, a pe-
riodusidé hossza igen bizonytalan, erételjesen fiigg a becslési id§tartam hosszanak
megvalasztdsatol. A becslési eredmények alapjin ugyan valészintsithets a politikai
iizleti ciklus logikaja szerint cselekvé kormanyok jelenléte, de az id6 rovidsége és
az adatok hidnyossdga miatt nem dokumentalliaté és nem bizonyithaté megfelels
szinten.

A realkamatlabakbdl szarmaztatott infliciés varakozdsokkal végzett vizsgalat
megmutatta, hogy az adaptiv varakozdsok feltételezése a magyar gazdasdgban nem
allja meg a helyét. Sokkal inkdbb tekinthetd az inflacids varakozasok képzd&dése ra-
cionalis jelleglinek a rendszervéltas utani idészakban. Ezt tamasztja ald az is, hogy
pusztdan a kordbbi idGszakok infliciés szamai nem megfelel§en magyardzzak a var-
hato inflacio alakuldsat, ha azonban a korabbi makro-egyensilyi helyzet jelzdsza-
mait is figyelembe vessziik, akkor mar tobbé-kevésbé elfogadhaté becslést kapunk.
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PARALLEL MOVEMENT OF INFLATION, DOMESTIC AND FOREIGN EQUILIBRIA

T. MELLAR

The paper attempts to reveal the mechanism of the inflationary policy of the Hungarian go-
vernments of the transition period. It investigates whether forced inflation is used as a means of
improvement of foreign and domestic equilibria. According to the empirical results it can be dedu-
ced that the governments were not highly committed in the struggle against inflation, sometimes
they even sacrificed the goal of suppressing inflation. There are, however, some indications, for
a cyclical alteration of the pattern of inflation but the existence of the four year business cycles
corresponding to those of the general elections could not be unequivocally proven.
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NEHANY POLINOMIALIS PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA
KLASZTEREZO ALGORITMUSSAL*

BORGULYA ISTVAN**

Pécs

Tanulmanyomban egy olyan klaszterezd algoritmust ismertetek, amely linearis,
vagy nemlinedris feltételrendszerek figyelembevételével, egyardnt alkalmazhaté multi-
modalis fliggvények adott szami lokdlis szélsGértékének, vagy globilis optimumanak
koézelité meghatarozdsara. Az algoritmus a feltételeket a célfiiggvénytsl elkiilonitve ke-
zeli. és az evolucids algoritmusoknal alkalmazott egyik mérték (measure of violation
of constraints) alapjan veszi figyelembe &ket. Az algoritmus a szokasos tesztfeladatok
esetén kb. 0,01 pontossaggal hatarozza meg a széls§értékek helyét és értékét. A lehetssé-
gek szemléltetésére, a tesztfeladatok mellett, néhdany polinomidlis programozasi feladat
megoldasat ismerteteni.

1. Bevezetés

Szdmos technikai és gazdasagi probléma megoldasihoz olyan nemlinedris fiigg-
vényt kell optimalizalni, melynek tobb lokdlis minimuma (maximuma) talalhaté a
vizsgdlt tartomdnyban. E multimodalis fiiggvényeknél dltaliban a globilis opti-
mumot keressiik, de egyes esetekben sziikséges a lokdlis szélsGértékek ismerete is.
E tanulméanyban egy jabb médszert kivinok e szélsGérték keresésre bemutatni.

A vizsgalt probléma matematikai forméja a kovetkezs: keressiik az f multimo-
dalis fiiggvény egy x* € S globalis minimumpontjat, amelyre

¥ = min ({f(m) lre FC S})
Legyen S egy m-dimenziés tartoméany:

S={zeR"|a; <2; <b;, a5, b2, €N, i=1,2,...,m},

*Ez a dolgozat a XVII. Magyar Operaciékutatasi [Konferencidn (Veszprém, 1999. obtéber
7-9.) elhangzott elfadds irott véltozata.

**Késziilt az OTIKA T030861 kutatas keretében.
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ahol az F' C S tartomdanyt r (r > 0) szdmu linearis és/vagy nenlinedris feltétellel
adunk meg:

g;(x) <0, j=1,2,...,r

A feltételrendszerbeli egyenlGségeket, pl. a h{x) = 0-t, helyettesitsiik a

—h(x) -6 <0,

+h(z) — 6 <0,

pérral, ahol a § paraméter az algoritmus pontossagat fogja jelenteni.

Nézziik eldszor a rendelkezésre allé mdédszereket. A korlatozdsi feltétel nél-
kiili, globalis optimalizaciés problémét megoldé algoritmusok két nagy csoportba
sorolhatdk: garantdlt megbizhatésdgl, valamint heurisztikus maédszerek csoport-
jara (pl. [11], [17])-ben). A garantalt megbizhat6sigt mdédszerek kozt a legfonto-
sabb az intervallum felosztdsi médszerek csoportja. E modszerek adott pontos-
saggal képesek megtalalni a globalis optimumot, esetleg exponencidlisan névekvs
lépésszam mellett. Alapgondolatuk az, hogy a tartomanyt egyre kisebb részekre
osztjak és a megoldas szempontjabol egyes részeket elvetnek, vagy elényben része-
sitenek. A részleteket tekintve kiilonboz8 viltozatok léteznek (pl. [16], [14], [25]).
E mddszerek altalaban csak akkor hasznalhaték. ha a fiiggvény megfelel analitikai
tulajdonsdgokkal rendelkezik.

Ellentétben az eldzé csoporttal a heurisztikus médszerek csak nagy valdszint-
séggel hatarozzak meg a globalis optimumot. Alkalmazdsukhoz elegendd ismerni
a filggvény értékeit az adott pontokban, a fiiggvény analitikai tulajdonsagait nem
hasznaljak fel. E csoport legismertebb médszerei a sztochasztikus médszerek, me-
lyek véletlen mintapontok alapjdn keresik a lokalis minimumokat, valamint a si-
mulated annealing és evoluciés technikdk, melyek fizikai, ill. bioloégiai analdgiak
alapjan kozelitenek a globalis optimumhoz ([6], [18], [1], [23]). Nézziik a moédsze-
rilnk szempontjabol lényeges sztochasztilius modszereket kozelebbrdl.

A sztochasztikus moédszerek korébe kiilonbozs véletlen keresési technikik, va-
lamint klaszterez§ algoritmusok tartozuak (pl. [6]-ban). Egy jelenetds csoportjukat
képezik a kétfazisi modszerek, melyeknél az algoritmus miikodésében két fazis kiilo-
nithetd el. Az els6 fazisban az algoritmus véletlen mintapontot, ill. mintapontokat
generdl, majd a masodik fazisban valamelyik pontbél ,helyi keres§ eljarast” in-
dit egy-egy lokalis minimum megkeresésére. Ilyen médszer pl. a multistart, amely
minden generalt pontbol helyi keres6 eljarast indit, vagy a klaszterezs algoritmusok
(pl. [30], [31], [5], [32]-ben). Klaszterezésnél folyamatosan csoportositjdk a gene-
ralt mintapontokat, és minden csoportnal helyi keres6 eljarast inditanak egy lokalis
minimum meghatdrozdsara. E kétfazisi moédszerek alkalmasak minden lokélis mi-
nimum keresésére.

Tovabbi lényeges csoportja a sztochasztikus moédszereknek a random search
modszerek csoportja. E moédszerek valamilyen valészintiségi eloszlas szerint gene-
ralt mintapontok alapjan keresik a globalis optimumot (pl. [28]).
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A kiilonboz6 feltételrendszerekkel adott optimalizaciés problémak megoldasara
szintén szdmos modszer alkalmazhaté (lasd pl. [2]). E médszerek arra hasznalha-
tok. hogy a problémat egy ekvivalens, korldtozasi feltétel nélkiili, vagy egy egyszerd
feltételrendszerii globalis optimalizaciés problémava alakitsuk &t. Ehhez pl. a pe-
nalty és a barrier fiiggvények, vagy Lagrande dudlis médszere alkalmazhat6. Tobb
moédszer a linedris és nemlinedris feltételek esetén mds-mas megoldasi alternativat
ajanl (pl. [33], [34]), azon mddszerek pedig, melyek evoliciés algoritmusokat al-
kalmaznak a feltételrendszerrel adott problémak megolddsara, altaldban szintén a
penalty fiiggvény mddszerét alkalmazzak ([3]).

A bemutatasra keriil§ médszer szintén sztochasztikus médszer, egy klaszterezs
algoritmus, amely multimoddlis fiiggvények minimumait (maximumait) hatdrozza
meg. Ellentétben az emlitett klaszterezg algoritmusokkal e médszer elgszor kiala-
kitja a klasztereket, majd utdna pontositja a szélsGértékeket. Az optimumkeresd
klaszterezd algoritmus (OSCA) a mintapontokat feldolgozva, folyamatosan gy ala-
kitja a klasztereket, hogy a prototipusaik (magpontjaik) lehet&leg minél kozelebb
keriiljenek egy-egy lokdlis minimumhoz. A kasztereket hasonlésdg alapjdn alakitja
ki és egy prototipus kornyezettel (box) ,szeparilja” a széls értékeket egymas-
t6l. A [8]-beli algoritmus [9]-beli tovabbfejlesztésével az OSCA feltételrendszerrel
adott problémdk megoldédsara is felhasznalhat6. A moédositds lényege: S minden
x pontjat az evoluciés algoritmusoknal alkalmazott mértékkel, az F' tartomanytél
valé D(z) ,tavolsdggal” jellemez, mely tdvolsag alapja a feltételrendszer nemtelje-
siilésének foka (degree of violation of constraints). E D(z) ,tavolsdg” alapjan az
algoritmus a klaszterek kialakitdsanal preferdl, vagy elvet pontokat, és akir F-en
kivili pontokat is eredményesen fel tud hasznalni ([3], [22]). Ezzel a célfiiggvény és
a feltételek kezelését kiilonvilasztja.

Osszehasonlitva az OSCA, valamint a szokdsos klaszterezd algoritmusok alap-
gondolatat, a kovetkezs {6bb jellemzék emelhetSk ki.

e Az OSCA nem az 8sszes, hanem csak n darab lokdlis minimumot (maximumot)
keres.

o A klaszterek prototipusat (magpontok) a lokilis minimum (maximum) pon-
tokkal azonosnak vilasztjik a mdédszerek. A szokdsos médszerek e ptototipust
egy helyi keres6 eljaras egyszeri alkalmazasaval hatarozzak meg, mig az OSCA
parhuzamosan, folyamatosan javitva kozeliti a lokdlis minimumolkat.

e A szokdsos médszereknél a csoportositas alapja a tdvolsig, és minden klasz-
ter kiterjedésére egy ,kritikus” tdvolsdgot adnak meg. Az OSCA hasonlésag
alapjan csoportosit és egy elemet a leghasonlébb prototipus klaszterébe sorol.

e Az OSCA a kritikus tavolsag helyett egy prototipus kornyezetet vezet be, mely-
nek felhasznalasaval a véletlenszerien kialakitott klaszterek kozill az azonos
szélsGértéket meghatdrozé klasztereket idénként kisziri és csak egyet hagy meg
koziiliik.

¢ A szokasos médszerek a megdllasi szabdlyt kiilonbozd szempontok, pl. lokdlis
minimumok strukturdja, vagy a fliggvényértékek eloszlasa alapjan valasztjdk

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



22 BORGULYA ISTVAN

meg. Az OSCA-ndal a prototipusok stabilitdsa a megallasi feltétel. Ha stabilak
az értékek, a prototipusok kornyezetében koncentrdlt kereséssel még tovabb
pontositja a szélsGértékek értékét, Lelyét, miel6tt megall.

¢ Feltételrendszerrel adott optimalizacios problémak esetén az F-t6l val6 ,tavol-
sdg” alapjan S minden pontjat fel tudja hasznalni a klaszterek kialakitasanal.

Nézziik a tovabbiakban eldszor az 4j klaszterezd algoritmust, a teszt eredmé-
nyeket, majd a polinomidlis programozasi feladatok megoldasat.

2. Az OSCA

2.1. A kiindulasként valasztott algoritmus.

A lokdlis minimumok meghatarozasahoz egy fuzzy klaszterezd algoritmust mé-
dositottam ([7]). E kiinduldsul vilasztott fuzzy klaszterez6 algoritmus alapgondo-
lata a kovetkezs:

Tekintsiik a klaszterezésre keriils elemeket egy pobbkritériumos dontési prob-
léma alternativdinak, és vdlasszunk egy fuzzy rendezd médszert (FRM). Ha minden
elemhez (alternativahoz) az FRM-el, mint fiiggvénnyel egy értéket rendeliink, el-
lendrizhets az elemek sorrendje (FRM értéke fiiggjon mind a kritérium értékektl,
mind a kritérium stilyoktol).

Hasznaljuk fel e fiiggvény értékeket a klaszterek kialakitdsandl. Soroljuk az ele-
meket hasonlésig alapjan ¢ darab klaszterbe. Rendeljink minden klaszterhez egy
centrumot és prototipust. Legyen a centrum a klaszterbeli elemek fiiggvényértéke-
inek atlaga, a prototipus pedig a klaszter olyau eleme, melynek fiiggvényértéke a
legkozelebb esik a centrum értékéhez. Az algoritmus a kritérinmok stlyszamanalk
valtoztatasdval megkeresi, megtanulja az egyes klasztereket jellemzd prototipuso-
kat, centrumokat.

Az osztalyozast fokozatosan tanulja meg rendszer. Egyenként, véletlenszeriien
veszi el6 az elemeket, és minden elemet hasonlésigi mérték alapjan valamelyik
klaszterbe sorol. Hogy a centrumok egy stabil érték felé konvergdljanak, a kritéri-
umok silyszamait tgy mdédositja, hogy az elem 1j fiiggvényértéke a megfelels cent-
rum értéke felé kozeledjék. A silyszamokat minden olyan esetben mddositja, ha
az utols6 két elemhez tartozé fiiggvényértékek sorrendje eltérd klaszter centrumaik
sorrendjétSl (A silyszam moédositas a neurdlis halék delta szabalydhoz hasonlé kép-
lettel torténik). Az algoritmus mindaddig folytatodik, amig a centrumok stabilld
nem valnak (valtozasuk értéke adott kiiszobszam ald nem csokken). (Az algorit-
mus tehat a klaszterezéshez sziikséges ismereteket implicit forméban, a klasztereket
jellemz& prototipusokban és a kritériumok kozos stlyaiban tédrolja.)

Az OSCA alapgondolata abban tér el e fuzzy klaszterez§ algoritmus alapgon-
dolatatol, hogy a klaszterek prototipusait a lokdlis minimum pontokkal lehetGleg
azonosnak valasztja és az FRM alkalinazasa helyett a multimodélis fiiggvény érté-
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keit hasznélja fel. Ezek az eltérések lényegesen egyszerisitik az 1j algoritmust, igy
nincs sziikség fuzzy technikira és silyszam tanuldsra sem.

A kiinduldsi algoritmushoz képest a kovetkezd eltéréseket kell még az optima-
lizalashoz megvalésitani:

1. Mivel szélsGértékeket keresiink, mindig a pillanatnyilag ismert legkisebb (ill.
legnagyobb) fiiggvényértéki elemet kell egy klaszter elemei koziil kivalasztani.
Legyen a klaszter centruma azonos ezen elem fiiggvényértékével, prototipusa
pedig a hozza tartozé input adatokkal.

no

Nem kell a klaszterek elemeit nyilvintartani. Elegendd csak egyetlen elem, a
prototipus nyilvantartasa.

3. A klaszterek generaldsa kozben ki kell sziirni azon prototipusokat (és klaszte-
reket), melyek egy madsik, olyan prototipus kérnyezetébe esnek, melynek cent-
ruma kisebb (ill. nagyobb) értéki. Ezt az ellenérzést elegendd pl. az iteracié
minden kn-dik 1épésében végrehajtani.

4. A tesztfeladatok eredményei szerint, az algoritmus pontosabb eredményeket
ad, ha az elemekkel a [0,1] intervallumra (ill. a [0,1]™ hiperkockdba) transz-
formaélva szamol.

2.2. Az algoritmus

OSCA-t, a fenti megallapitdasokat figyelembe véve, a fuzzy klaszterezd algorit-
mus modositasdval kapjuk. Jeloljiik a klaszterezésre keriils S, m-dimenziés tarto-
many elemeit (alternativait) a1, as,...,a;,...-vel, az elemeket leiré kritériumokat
K1, Ky, K ,,,-mel, egy a; elemet pedig adjunk meg a ki1, kiz, ..., kim adatokkal. Az
a; elemhez tartozo fiiggvényértéket jeloljik o;-vel (o; = f(a;), ahol f a multimodéa-
lis fiiggvényt jeloli). Tegyiik fel, hogy ¢ szamu lokalis minimumot akarunk keresni.
(Amennyiben lokdlis maximumokat keresiink reldcio cseréjével médosithatjuk a ki-
vant moédon az algoritmust).

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket még:

e Egy a; clem kornyezetét jeldlje Box (a;), amely minden kritérium esetén egy-

forma, a h valtozéval meghatédrozott szélességi intervallumot jelent: Box (a;) =
{[kij —hkij+h],j=1,2,... ,m}.

o Két a;,a, elemnél jelvlje a hasonldésdgot
H((li, (L]') = 1/(1 + d(ai,a.j))

ahol d(a;, a;) az elemek euklideszi tévolsiga.

e Legyen D(a;) az a; elem ,tavolsaga” F-t6]

- Y
D(a;) = <Zmax{gj(m),0}'>

2
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(Ha az a; € F, vagy nincs feltételrendszer, akkor D{a;) = 0).
Hasznaljuk fel D(a;) értékét a pontok jellemzésére a kovetkezd médon:

a; jobb a;-nél, ha D{a;) < D(ay).
D(a;) = D(a;) esetén a; akkor jobb aj-nél, ha f(a;) < f(a;).

E jellemz&k felhasznélasa lehetdvé teszi, hogy az OSCA azon pontokkal is sz4-
moljon, melyek nem elemei F-nek.

Az algoritmus mkodését hét paraméter: ¢, h, epsz, itt, delta, kn és § befolya-

solja. Nézziik kiilon-kiilon a szerepiiket:

2

t — a keresett lokdlis minimumok szdméat adja meg.

h — a prototipus kornyezetek kozos paramétere, amely a Box intervallumainak
nagysagit befolyasolja. (Az algoritmusnak a [0, 1] intervallumra transzformalt
értéket kell megadni).

eps — a stabilitasi feltétel paramétere. Ha az utolsé két ellendrzés soran a széls6-
értékek ingadozasa kisebb mint eps (error, oerror értékek), stabilnak tekintjiik
a klasztereket.

itt — a koncentralt keresés paramétere. Ha az iterdcidk it szama eléri az itt
értéket, elkezdddik a prototipusok egyre sziikiil§ kornyezetében a koncentralt
keresés.

delta — a koncentralt keresés megallasi feltételének paramétere. Koncentralt
keresés esetén minden kn-dik iteracié utdn a h értékét felére csokkenti az algo-
ritmus. Az eljaras akkor fejez6dik be, ha a h értéke kisebb mint delta.

kn — az ellendrzések idGpontjat meghatarozé paraméter. A stabilitdst csak
minden kn-dik iteraciéban ellenérzi az algoritmus.

& — paraméter, amely a feltételrendszerbeli egyenldségek pontossagat, és egyben
az algoritmus pontossdgit adja meg.

Az algoritmus lépései a kovetkezsk:

. Kezddértékek bedllitasa.

Adjuk meg t, h, eps, itt, delta, kn és § értékét. Legyenek ocy,o0cy,...,0c; és
P1.P2,- .., Dt & klaszterek centrumai és prototipusai. Legyen az i-edik klaszter
centruma, jelzdszama és prototipusa oc;, ¢; és p;. Legyen it =0, error =1,
oerror = 1, tuning =0,¢; =0, p; =0, 0¢; =0 és uwoc;, =0 (i =1,2,...,1).

Uj elem.

.1. Elem vélasztas.
Ha tuning = 0 generaljunk véletlenszertien egy S-beli a; clemet.
Ha tuning = 1 generaljunk véletlenszerien valamely Box (p;)-ben egy «;
elemet.
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2.2. Transzformalas. Transzformaljuk a;-t a [0, 1] intervallumba, vagy a [0, 1]™
hiperkockdba.

3. Hasonlésag ellenérzése.
Legyen H(aj, p-) = max, H(a;j,pq); ¢,2 € {1,2,...,t}.

4. Prototipus médositas.
Ha ((oj < oc.) A (D(a;) = D(p:)) vV (D(ay) < D(pz))) A (c. = 1), akkor p, =
aj, oc; = 05, cx- = D(aj).

5. Uj klaszter.
Ha (p- # a;) A (3i)(e; = 0) akkor p; = ¢, oc; = 05, ¢; = 1, cz; = D(a;j).

6. A centrumok stabilitasanak ellenérzése:
it = it + 1. Ha mod (it, kn) # 0, folytatdsa a 2. pontnal, kiilonben:
6.1. Klaszter torlés: minden 1, 44 indexre (3,4t € {1,2,...,t} ¢ # i)
Ha (¢; > 0) A (cii > 0) A (pii € Box (pi)) A ((ocis >= oc;i) A (cxi = cxii)
V(czi; > ca;)) akkor ¢;; =0, oci; = 0, wocy; = 0.
6.2. Megallasi feltétel. Legyen

t
2
error = |0C,1 — UO0C;

=1

6s woc; = oc; (1 =1,2,...,1).

tuning = 0 esetén: ha [(error < eps) A (oerror < eps) A ((ﬂz)(c, =0))V
(it > itt)] hamis, cerror = error és folytatds a 2. pontnal. Kiilsnben
legyen tuning = 1, h = h/2 és folytatas a 2. pontnal.

tuning = 1 esetén: ha h < delta igaz, vége az cljarasnak. Kiilsnben legyen
h = h/2 és folytatas a 2. pontnal.

A paraméterek megudlasztdsa

A paraméterek kozil az eps, delta, kn értékeire megadhaté egy standard érték,
melynél az algoritmus helyes eredményeket adhat (pl. eps = 0.001, delta = 0,001,
kn = 500). Ett6l kissé eltérd értékeknél az eredmény pontossaga, vagy az iterdcidk
szama viltozhat. Az itt értéke mar erdsen feladatfiiggs. (Altaldban 2500 iterdcié
utdn mar elkezd6dhet a koncentralt keresés).

A t és h paraméter vilasztasa alapvetGen befolydsolja az eredményt. Ha lo-
kalis minimumokat keresiink, elgszor is meg kell becsiilniink a prototipusok kozti
legkisebb dmin tavolsagot. Legyen nm a minimumok szama. Ekkor a lehet&ségek:

e ha t < nm, a h értéke hatarozza meg az eredményt. Ha h € (0,25 - dmin,0,75
dmin), helyes eredményt kapunk. Minél nagyobb 0,75 - dmin-nél a h, annal
nagyobb a valészintisége, hogy nem teljesiil a stabilitdsi feltétel és kevesebb
szélsGértéket tud csak megtaldlni az algoritmus. Minél kisebb 0,25 - dmin-nél
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a h, anndl nagyobb a valésziniisége, hogy nem csak szélsgérték pontok lesznek
az eredményben.

e hat > nimn, (n < o0) nem fog teljesiilni a stabilitasi feltétel.

Mindkét esetben, ha nem teljesiil a stabilitasi feltétele, az iteracié csak akkor
all le, ha az iteraciok szama nagyobb mint itt. A koncentralt keresés utan az ered-
mények koziil csak azon pontokat tekinthetjiik helyes megoldasnak, melyek értéke
tobb (pl. 1-2 ezer) iteracio 6ta valtozatlan.

2.3. Teszt eredmények

Bar az OSCA alapvet@en multimodalis fiiggvények lokalis szélsGértékeinek meg-
hatdrozasat teszi lehetGvé, alkalmas globdlis optimum keresésére is. Egy multimo-
dalis fiiggvény esetén ugyanis, ha meghatarozzuk a minimumhelyeket, egyuttal a
legkisebb minimumot, a globélis optimumot is megkapjuk. Ez a megoldds azonban
nem a leggazdasigosabb. Felhasznédlhatjuk az OSCA-t a globalis optimum keresé-
sére anélkiil, hogy minden lokilis minimumot megkeresnénk. Ha csak néhany (pl.
két) minimumpontot keresiink, koncentralt kereséssel j6 kozelitését kaphatjuk a glo-
balis optimumnak. Unimodélis fiiggvényck esetén szintén alkalmazhaté az el6bbi
moédszer. Bar ebben az esetben csak egy szélsGérték létezik, alkalmazhaté az al-
goritmusa megfelels itt érték valsztdsdval. Egyszertibb fiiggvények esetén pontos
kozelitését kapjuk a globalis minimumnak.

Az OSCA mifkodését szemléltesse tobb ismert mintapélda: alkalmazzuk lokdlis
szélsgértékek, valamint globdlis optimum keresésére. A példak paraméter bedllita-
sait, a futtatdsok iterdcidszamnat, az eredmények pontossigit az 1. tablazat tar-
talmazza. (Tekintettel arra, hogy benchmark-ként alkalmazott figgvényekrsl van
sz6, képleteik, optimalis helyeik ismertetését6l eltekintiink). Mivel sztochasztikus
modszerrsl van sz6. minden példat otszor futtattunk isimételten, és az of iterdciésza-
mok (és egyben fiiggvényhivas szamok), valamint a pontossag értékek az ismételt
futtatdsok dtlag eredményeit mutatjak.

a) Lokdlis szélsdértékek keresése. A bemutatdsra keriils tesztfeladatok koziil az
elsd, a modositott ,Himmelblau” fiiggvény, melynek 4 globdlis maximuma van, a
masodik pedig a ,Shekel’s Foxholes” fiiggvény, 25 lokdlis minimummal. A két figg-
vény szélsGértékeit OSCA hasonlé pontossdaggal hatdrozta meg mint pl. az evoliciés
technikat alkalmazé médszerek (pl. [15], [24]).

b} Globdlis optimum keresése. A kiillonboz§ globdlis optimum meghatédrozo
moédszerek tesztelésénél a feladatok tobbsége multimodalis fiiggvény, melynek csak
a globalis minimumadt, ill. minimumait keressiik, a tovabbi lokdlis szélsGértékek
érdektelenek. (Tgy az OSCA lehetségeit csak részben kell kihasznalni e probléma-
kornél). Az irodalomban szamos tesztieladat talalhaté. A legismertebb Dixon és
Szegd (1978) klasszikus tesztfeladat sora, valamint De Jong 5 tesztfiiggvénye, de e
mellett t&bb 6sszeallitas ismert. Alkalmazzuk a tovabbiakban az OSCA bemutata-
sara a klasszikus tesztfeladatokat (jelolés: S5, S7, S10, H3,H6, BR, GP, C6, SCH),
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és De Jong fiiggvényeit (jelolés: Sphere, Rosenbrock, step, De Jong F4, Shekel’s
foxh).

E feladatokndl egységesen két minimumot kerestiink a lehetséges lokdlis mi-
nimumok koziil. A paraméter értékek megvalasztdsaban az itt és delta értékek
bizonyultak a legkritikusabbnak. Valasztdsuk nagyban befolyasolta az eredmény
pontossagdt. A kapott eredimények pontossiga altaldban jobb 0.01-nél, amely el-
fogadhaté kozelitésnek tekinthetd.

dim itt t delta it pontossag
Himmelblau 2 2000 4 1073 4491 1072
Shekel’s foxh. 2 13000 | 25 1074 18463 1072
S5 4 1500 2 1073 3992 1072
S7 4 1500 2 1073 3992 1072
S10 4 1500 2 1073 3992 1072
H3 3 400 2 | 0.005 1497 1073
H6 6 400 2 0.005 1497 1074
BR 2 400 2 | 0.005 1497 1072
GP 2 400 2 0.005 1497 1074
Cé6 2 400 2 | 0.005 1497 1073
SCH 2 400 2 | 0.005 1497 1072
Sphere 30 2500 2 1073 5489 1073
Rosenbrock 2 1500 2 | 0.005 2994 107°
Step 5 1500 2 0.05 2994 107°
De Jong F4 30 2500 2 1073 6487 107°
Shekel’s foxh. 2 1500 2 | 0.005 2994 1073

1. tdbldzat. Paraméterek és futdsi eredmények (eps = 0,001, kn = 500, h = 0,1)

A Klasszikus tesztfeladatok eredményeit 6sszehasonlitva mas médszerekkel, f6-
leg a sztochasztikus médszereknél kapunk hasonlo iteraciokat (fiiggvény hivasokat).
Nézziik a szokdsos, fiiggvényhivasck szama alapjan val6é osszehasonlitiast. Tobb
moédszer, és koztiik az OSCA eredményét a 2. tablazat tartalmazza ([12], [5], [11],
[19], [4], [29] alapjan). Megallapithat6, hogy az OSCA leginkabb Torn és Price
médszerével vethetd egybe. Az OSCA egyike azon médszereknek, melyek mind a
9 tesztfeladatot sikeresen oldjak meg.

c) Feltételrendszerrel adott globdlis optimum keresése. Az OSCA a D(a;) ,ta-
volsdg” alkalmazasdval lényegesen leegyszer(siti a feltételrendszerek kezelését. Ez
az egyszerisités az olyan feladatndl, melynél az F-beli elemek generdlasa igen id6-
igényes, kiilonosen gazdasigos: a megoldasi 1d6 az atlagos feladatok megoldasi
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S5 S7 S10 H3 Hé BR GP C6 | SCH
‘ Gomulka-Branin | 5500 | 5020 | 4860
‘ Torn 3679 | 3606 | 3874 | 2584 2447 | 1558 | 2499
Gomulka-V. M. 7085 | 6684 | 7352 | 6766 | 11125 | 1318 | 1495
Price 3800 | 4900 | 4400 | 2400 | 7600 )} 1800 | 2500
Fagiuoh 2504 | 2509 | 2518 513 2916 | 1600 158
Mockus 1170 | 1279 | 1209 513 1232 189 362
Boender et al. 567 624 755 235 462 235 398
Boender—Csendes 990 | 1767 | 2396 216 1446 330 | 436 233
Jones et al. 15 145 145 199 571 195 285 | 2967
Storn-Price 6400 | 6194 | 6251 476 7220 | 1190 | 1018 | 416 | 1371
OSCA 3992 | 3992 | 3992 | 1497 1497 | 1497 | 1497 | 1497 | 1497

2. tabldzat. Kilonbizd mddszerek dsszehasonlitisa o figgvényhivdsok
szdma alapjdn (Dizon & Szegd figguények)

idejére csvkken. Nézziink egy ilyen tesztfeladatot Michalewicz et al. és Binh et al.
nyomdn ({21}, [22], [3]).

F(X)= —22 + 22 + 3120 — 142y — 1635 + (13 — 10)° + 4(z4 — 5) + (x5 — 3)°+
+2(z — 1)% + 522 + T(as — 11)% + 2(z9 — 10)* + (x10 — 7)° + 45
feltételek:
105 — 4z, — 525 + 327 — 928 2> 0
—10x; + 8x3 + 17x7 — 225 > 0
8x) — 225 — 529 + 2290+ 122> 0
321 — 62y — 12(zg — 8)2 + 7219 > 0
—3(z1 — 2)% = 4(z2 — 3)° — 222 + Tz4 + 120> 0

—mf = 2(xe — 2)2 + 2x129 — 1425 + 625 > 0

—52% — 8xy — (23 — 6)° + 224 +40> 0
~0.5(z; — 8)2 —2(a2 —4)° =32l + 26 +30>0
ahol z; € [-10,10}, i = 1,2,...,10.
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A tesztfeladatot evoluciés technikdaval, penalty fiiggvény alkalmazasdval tobb
valtozatban megoldottak. E nehéz problémanal (amely a ,,death penalty method”-
ot illusztralja) dtlagos megoldasként pl. 25,00-6t kaptak a globalis optimum 24,3062
értéke helyett ([3]). OSCA eredménye is hasonls: 24,9. Ezt az eredményt a kovet-
kezd paraméter értékeknél kaptuk: h = 0,01, itt = 5000, delta = 107 és it = 15469.

Osszességében OSCA-t sikeresen teszteltiik kiilonbozd tipusi figgvények koré-
ben. Folytonos, vagy nem folytonos, szeparalhatd, ill. nem szeparalhaté, multimo-
dalis, ill. unimodalis tulajdonsdgokkal jellemezhet& fliggvények, ill. feltételrendsze-
rek egyarant el6fordultak a tesztfeladatok korében.

3. Néhany polinomialis programozasi probléma

Az OSCA, valamint a hozza tartozé program lehet@ségeinek tovabbi szemlél-
tetésére valasszuk a polinomialis programozds (PP) témakorét. A PP probléma
altalanos alakja:

Global minimuma Z £ (X)

1=1
feltételek
g(X)<0 k=1,2,...,q 0<;<z;<u; 1=12,...,n

ahol f;(X) és g(X) X polinomidlis fiiggvényei és [;, u; az alsé és fels§ korlatjat
jeloli a;-nek.

PP probléméara pl. Li és Chang mutat be részletesen 3 feladatot cikkében,
mellyel a globélis optimum kozelitd megolddsat egy 1j linearizalé eljarassal szem-
léltetik [20]. Oldjuk meg e hdrom feladatot az OSCA-val is.

A harom feladat:
Globalis minimuma

PP1(X)==x, 22 23 +.7:'f—-21:1 - To — 3x1 - T2 + 52 -x3—17§+5x2 + x3
feltételek:

4xy + 325 + 23 < 20,

) +2xy+ a3 > 1,
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Globalis minimuma
PP2(X) = 0,6224a3 - T4 + 1,7781x; - 25 + 3,1661a% - x4 + 19,8427 - 13
feltételek:

—x1 + 0,019323 <0,
—xy + 0,0095423 < 0,
—ma3 - wq — 4/3723 + 750 < 0,
1,0 < x; €1,375,

0,625< 2, <10
ahol x; és o diszkrét valtozék 0,0625 lépéskozzel, és

47,5 < a3 < 52,5,

90.0 < 24 < 112,0 °

Globalis minimuma,
PP3(X) = ~(z} + a3 + 22),

feltételek:

05x1+a2+23—-1=0,

22 +2/322 +1/422 -4 =0

ahol z;, x2, x3 tetszGleges értéket felvehet.

A korldtozo feltételekkel kijelslt tartomdany az elsé két feladatnal egyszerti,
konnyen lehet6vé tetszi véletlen mintapontok generaldsat. A harmadik (PP3) fel-
adatnal az egyenlGségek mar olyan tartomanyt jelolnek ki, amelyben id&igényes a
véletlen mintapontok generaldsa. E probléma megolddsanal § = 1074 értéket va-
lasztottam és feltettem, hogy 1, z2,23 € [-3,3].

A PP1 és PP3 feladat esetén Li és Chang linearizalé technikdval kapott ered-
ményeivel azonosat, a PP2 feladatnal pedig a kordbbi globalis optimumnal jobb
kozelitést kaptam. Az eredményeket, alkalmazott paramétereket a 3. tdblazat
szemlélteti (csillaggal jelolve a kordbbinal jobb eredményt). A PP2 feladat ese-
tén Sangren (1990), Fu et al. (1991), Li et al. (1998) mo6dszereivel és az OSCA-val
kapott eredmények 6sszehasonlitasat a 4. tablazat szemlélteti.
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Dim h itt delta it eredmény
PP1 3 0.01 2000 1073 3493 —~119
PP2 4 0.01 2500 107° 8982 6395,5*
PP3 3 0.01 500 1078 11477 —10,99

3. tdbldzat. A PP problémdk megolddsa
(eps = 0,001, kn = 500, t = 2)

valtozé/modszer Sangren’s Fu et al. Li et al. OSCA
1 1,125 1,125 1,000 1,000

T2 0,625 0,625 0,625 0,625

3 48,95 48,35 50,25 47,5

T4 106,72 11,745 90,991 90,00
PP2(X) 7982,5 8048,6 7127,3 6395,5

4. tabldzat. PP2 megolddsinak dsszehasonlitdsa mds mddszerekkel

A teszt feladatokkal kapcsolatban ki kell emeluem, hogy feltételrendszerek-
kel adott problémak esetén a rovid megolddsi idék egyértelmiien a D{a;) tavolsag
alkalmazdsanak koszonhetSk. Ennek szemléltetésére vizsgdljunk meg egy masik
megoldast. Médositsuk a mintapontok generaldsat és csak olyan véletlen ponto-
kat engedjiink figyelembe venni, amelyek a korlatozo feltételnek megfelelnek (azaz
a; € F). Ez a viltozat, amennyiben F' pontjait nem nehéz megtaldlni, az el6z6hoz
hasonlé id6 alatt, ugyanazokat a j6 megolddsokat nydjtja. Ha viszont F' pontjait
nagyon nehéz megtaldlni, a megoldds id§igénye nagyon megnéhet.

A D(a;) értékek alapjan valé vizsgalat 1dGigénye egységesen rovid: pl. a PP3
feladatnal 15 percrdl 2 percre, Michalewicz teszt feladatanal pedig tobb 6rarol
3 percre csokkent a megoldas ideje egy 300 Mhz-es Pentium II-es PC-n.

4. Osszefoglalas

E cikkben egy klaszterez§ algoritmust mutattunk be multimodalis fiiggvények
optimalizaldsara. Az OSCA eltérden a szokdsos médszerekts), folyamatosan fi-
nomitva alakitja ki a klasztereket az egyes lokdlis minimumok koré. A feltétel-
rendszereket az evolucids algortimusoknal alkalmazott mérték felhasznéildsdval a
célfiiggvénytol elkiilonitve kezeli. A benchmark-ként alkalmazott fiiggvények szél-
sGértékeit altaldban 0,01 pontossiggal hatdrozza meg, és a konvergencia, a figg-
vény kiértékelések szdma hasonlé més klaszterez6 algoritmusokéval. Az OSCA a
szokdsos sztochasztikus moédszereknél szélesebb koérben alkalmazhaté: tobb lokdlis
minimum (pl. 20-30) keresésére, magasabb, 20-30 dimenziés feladatok megolda-
séra, ill. feltételrendszerek kezelésére is gazdasidgosan hasznalhato.
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SOME POLYNOMIAL PROGRAMMING PROBLEMS SOLVING WITH
A CLUSTERING ALGORITHM

IsTVAN BORGULYA

In my study I describe an optimum search clustering algorithin and I demonstrate its ca-~
pabilities by the approximate solving of a few polynomial programming problems.This clustering
algorithm determines in a given number the local or global minima of the multimodal functions
as the center of the clusters. Unlike normal clustering algorithms it approaches the extrema con-
tinuously in a single phase, on the basis of the sample points. The method determines the values
and places of the extrema of the usual test examples with an accuracy of about 0.01. The OSCA
can be used to solve linear or nonlinear constrained problems, and as the examples demonstrate
it gives a good approximation of the global optimum in case of benchmark optimization problems
as well.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)




Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000) 35-44

DEKOMPOZABILIS HALMAZOK*

KANNAI ZOLTAN

Budapest

A dekompozabilitds mint a konvexitds egy analdgidjira épiilé elmélet mara mar
alapvetd szereppel bir mind az optimadlis irdanyitasok, mind a differencialtartalmazasok
elméletében. Legyen T mértéktér, E Banach-tér és L1(T, E) jelslje az E fazisterii, a T
téren Lebesgue-integralhaté fiiggvények Banach-terét. Egy M C LY(T, E) halmazt de-
kompozdbilisnak neveziink, ha minden f, g € M fliggvényre és A C T mérhetd halmazra

xa-f+(—xa) g€ M

Dekompozabilis halmazra tiptkus példa egy mérhetd halmazértéki leképezés mérhetd
szelekcidinak oOsszessége. Ugyanakkor a konvex halmazokra kézismert allitdsok koziil
egy sereg dolog atvihetd dekompozabilis halmazokra, pl. fixponttételek, folytonos sze-
lekcick; amelyek nemcsak dnmagukban érdekesek, hanem hatékonyan alkalmazhaték
a kezdetiérték-feladatok perturbicidiban, illetve a nemlinedris irdnyitdsok elméletében.
Sét segitségiikkel kézenfekvé médon adédik a Ljapunov-tétel és a bang-bang elv egy
kozos direkt 4ltalanositasa.

1. Bevezetés

A dekompozabilitas fogalma a matematikal szakirodalomban alig tébb, mint
hisz éve jelent meg [4], és bar a dekompozabilitds és konvexitds kozotti parhuzam
nagyon kézenfekvd, a dekompozabilis halmazokra vonatkozé silyosabb matemadti-
kai eszkozok megjelenése alig tiz éves miltra tekint vissza. Ezen dolgozatban a
dekompozabilitast gy mutatjuk be mint az analizisben alapvetd szerepet betoltd
koncepciét. Ebben, tovibba a masodik, harmadik és negyedik paragrafusban a
dekompozabilis halmazoknak a matematikai analizis kiilonbozé teriiletein vett al-
kalmazésaibol mar kordbban publikalt eredményeket vonultatunk fel, mig az utolsé
paragrafusban az Aumann-integralok és optimadlis irdnyitdsok elméletébsl kordb-
ban ismert eredmények 1j, absztraktabb valtozatait bizonyitjuk a dekompozabilis
halmazok &ltal kinalt elegdns megkozelitésben.

*Ez a dolgozat a XVII. Magyar Operacidkutatdsi Konferencian (Veszprém, 1999. obtéber
7-9.) elhangzott el6adas irott viltozata.
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A konvexitas és dekompozalitds elméletének analégidja a konvex és dekompo-
zabilis kombinacié anal6gidjan alapul, melyre az egész elmélet raépiil:

Konvex kombinacié:
zy€X, A e0,l]] — Az+(1-A)y
Dekompozabilis kombinacié:

f,ge LMT.E), ACT mérhets6 — xa-f+(1—-xa) ¢

ahol persze X valés vektortér, E Banach-tér és T mértéktér. Mind a konvex, mind
a dekompozabilis halmazokra vonatkozoé legjelentésebb analizisbeli eszkozok szo-
ros kapcsolatban allnak a halmazértékil analizissel, folytonossagi és mérhet&ségi
szempontbdl egyarant. A kovetkezGkben sziikségiink lesz az ezekhez kotddd lega-
lapvet&bb fogalmakra.

Legyenek X és Y topologikus terek, jelolje P(Y') az ¥ hatvanyhalmazat. Egy
F : X — P(Y) leképezést

o also-Vietoris-folytonosnak (a-V-folytonos) mondunk, ha minden G C Y nyilt
halmazra

{zeX : Flz)nG # 0}
nyilt halmaz X-ben;

o felso- Vietoris-folytonosnak (f-V-folytonos) mondunk, ha minden G CY nyilt
halmazra

{a:EX : F(.’C)QG}
nyilt halmaz X-ben.
e Tegyiik fel, hogy X nem topologikus, hanem mérhets tér. Az F' leképezést
mérhetének nevezziik, ha minden G C Y nyilt halmazra

{reX : Flz)nG # 0}

mérhet§ halmaz X-ben.

Legyen T véges atommentes mértéktér, E Banach-tér és L}(T, E) jelolje az
E fazisterii, a T téren Lebesgue-integralhaté fiiggvények Banach-terét. Egy M C
LY(T, E) halmazt dekompozdbilisnak neveziink, ha minden f, g € M fiiggvényre és
A C T mérhet6 halmazra

Xa-f+(1-xa)-g€M.
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Konvexitisi eredmények:
Legyen X metrikus tér, £ Banach-tér és I C E konvex.

1. Schauder-fixponttétel: Legyen K zart, ekkor tetszdleges f : K — K folytonos
relativ kompakt értékkészleti fiiggvénynek van fixpontja.

2. Dugundji-féle kiterjesztési tétel: Barmely M C X zart halmazon értelmezett
tetszdleges f : M — K folytonos fiiggvény folytonosan kiterjeszthets X — I
folytonos fiiggvénnyé.

3. Michael-féle szelekcids tétel: Minden F : X — P(E) nemiires konvex zart ér-
tékll a-V-folytonos leképezésnek van folytonos szelekcidja.

4. Cellina-féle szelekcios tétel: Tetszéleges F' : X — P(E) nemiires konvex zért
értékii f-V-folytonos leképezésnek Ve > 0 esetén van folytonos e-grifszelekcidja,
azaz f : X — E folytonos fiiggvény, amelyre

graph f C B(graph F¢).

Dekompozabilitisi eredmények:

A fentiekben az E teret az L!(T,E) térrel, a konvezr szét a dekompozdbilis
széval helyettesitve mind a négy allitds igaz marad (A. Bressan-G. Colombo (2]).

2. Dekompozabilitas és szélsGérték

Szélsgértékfeladatok gyakran a kovetkezd tipust feladatra vezetnek: egy nor-
malt figgvénytérben egy zart halmazon kiviili ponthoz taldljunk (ha van) a zart
halmazban legkozelebb fekvd pontot. A hétksznapi gondolkodds azt sugallnd, hogy
egy halmazhoz legkozelebbi filggvényt pontonként (valtozénként) prébaljunk meg-
taldlni. Am néhany pontban optimalis fiiggvény az eredeti feladat szempontjabél
esetleg nagyon is rossz lehet. Ami pedig esetleg j6, az pontonként nem bizonyul
a legjobbnak. Dekompozabilis halmazok esetén viszont a két szemlélet(i optimum
lényegében egybeesik:

1. TETEL. Legyen M C LY(T, E) nemiires dekompozabilis halmaz, uw € M és
ve LY T, E). v-nek az u-tdl vett L'-beli tavolsdga pontosan akkor minimélis, ha
minden w € M-re

“u(t) — v(t)” < ”w(t) - v(t)” m.m.t € T esetén.

Bizonyitds. A ||w(:) —v()|| (w € M) fiiggvények dekompozabilis halmazt al-
kotnak L'(T,R)-ben. Ha ennek ”u() - v()” majdnem mindeniitt minim4alis eleme,
akkor persze minimdlis norméji is. Most azt tegyiik {61, hogy ||u(-) - v()” mimi-
malis normaji. Ha majdnem mindeniitt nem lenne minim4lis, akkor volna olyan
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w € M, hogy egy pozitiv mértékii A halmazon “u(t) - v(t)” > ||w(t) —v(t)| 4llna
fonn. Ekkor z =xa-w+ (1 —xa) v €M és ||lu—2| ., >|z—v|,:, ami ellent-
mond4s. O

A dekompozabilis halmazoknak a mérhets szelekcidk elméletében is fontos sze-
rep jut, ami pedig az optimdlis irdnyitasok elméleti vizsgalataiban bir alapvetd
szereppel. 1977-ben F. Hial és H. Umegaki [4] bizonyitottak, hogy szeparabilis
LYT) és E esetén egy M C L'(T, E) halmaz pontosan akkor dekompozabilis és
zart, ha van olyan F : T — P(E) zart értékd mérhets leképezés, hogy

M ={ue LT,E) : u(t) € F(t) mun.t € T esetén}.

Az idén Pales Zsolt és Vera Zeidan bizonyitottak hasonld allitast az L™ tér-
ben [7].

3. Differencialtartalmazasok

A differencidltartalmazasok egzisztenciatételeiben nagyon szemléletesen mutat-
kozik meg a konvexitds és dekompozabilitds kozotti parhuzam. Differencidltartal-
mazéasnak az

2'(t) € F(t, z(t)) m.m.t esetén

alaku feladatokat szokds nevezni (a keresett fiiggvény abszolit folytonos valamely
intervallumon). A differencidltartalmazdisoknak két 6 altalanos tipusa van:

¢ a jobboldal konvex zart értéki és {-V-folytonos;
e a jobboldal (nem feltétleniil konvex) zart értéki és a-V-folytonos.

Az el6bbiek esetében a fentebb emlitett konvexitdsi eredmények jelentik a f§
eszkoztarat, mig az utébbiak esetében ugyanezek dekompozabilis analogonjai. Va-
l6ban,

I': C([a,b),E) — L' ([a,b], E)
L(f) := {u € L'([a,b],E) : w(t) € F(¢, f(t)) m.m.t € [a, D] esetén}

az els6 esetben konvex értékii, a masodikban nem feltétleniil, de dekompozabilis
értékd. Ha ezt a parhuzamot tovabb vissziik, akkor arra jutunk, hogy irdnyitasel-
méletben linearis és nemlinedris irdnyitasi feladatok tgy felelnek meg egymadsnalk,
mint absztrakt esetben a konvex és dekompozabilis halmazok.

A fenti transzformaciét alkalmazva V. V. Goncharov [3] bizonyitott eldszor
nemkonvex jobboldala differencidltartalmazésra egzisztenciatételt.
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4. Kontrakcié és szelekcid

A delkompozabilis értékii leképezések szelekcids problematikéja tovabb sz6hetd,
és egybe sz6hiet§ a fixpont problematikijaval. Ez differencidltartalmazéasok pertur-
bacidelméletében jelent alkalmazast. Legyen

F: X x L'([a,0}; E) — P(L'([a, b]; E))

zart dekompozabilis értéki leképezés, melyre
(i) van olyan folytonos a : X — R, fiiggvény, hogy

F(z,u) C a(z) - BLI([a'b];E)

minden x € X és u € L'([a,b]; E) esetén;
(ii) minden y € L' ([e,b]; E) esetén

F(.,y) : X - P(L'([a.b]; E))

a-V-folytonos leképezés;
(iii) Van olyan korltos és folytonos v : X — L'([a,b]; R) fiiggvény, hogy min-
den x € X, y1,y2 € L ([a,b]; E) és w € F(z,y1) esetén Jv € F(z,y) melyre

ut) - v(0)]] < ~(x)(8) / 191(7) = () dr

m.m.t € |a, b-re.

2. TETEL. (1)-(iii) teljesiilése esetén van olyan
fo: X— Ll([a,b];E)

folytonos fiiggvény, melyre
fo(x) € F(z, fo(2))
minden x € X esetén.

A bizonyitas [6]-ban talalhats.
Legyen most S szepardbilis metrikus tér és E valés Banach-tér. Tekintsiink
egy zart értékd
F :[0,1]x Ex S — P(E)

leképezést az alabbi tulajdonsagokkal:
(a) minden (z,£) € E x S mellett F(.,z,£) mérhetd;
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(b) van olyan folytonos a : § — L'([0,1];R) fiiggvény, hogy minden (z,£) €
E x S és m.m.t € [0, 1] mellett

F(t.z,£) € a(§)(t) - Bg;

(c) van olyan folytonos v : S — L!([0,1]; R) fiiggvény, hogy m.m.t € [0, 1], min-
den z,y € E és minden £ € S esetén

DHausdorft (F(t»lv§)~F(t’y7§)) < 7(5)(0 : ”CL‘ - y“’
(d) m.m.t € [0,1] és minden z € E mellett
F(t,z,.)) : S - F(E)

a-V-folytonos leképezés.

3. KOVETKEZMENY. Tegyiik ol az (a)-(d) feltételek teljesiilését. Ekkor van
olyan folytonos z : E x § — AC([0,1}; E) fiiggvény, hogy minden (z,£) € Ex §
mellett z(z,£) € AC([0,1]; E) megolddsa a

" { (z(2,6)) (t) € F(t,2(z,6)(t),€) mm.t

(2, 6)(0) = =

Cauchy-feladatnak.

A kovetkezménynek a tételre valé visszavezetése a

I'((z,€),f) = {u € L'([0,1];E) : u(t) € F(t,z + /Of,£> m.m.t € [0, 1]}

leképezés bevezetésével torténik (lasd szintén [6}).

5. Fiiggvényhalmazok integralasa

A tovabbiakban legyen (T, S, 1) atommentes mértéktér, E Banach-tér, H véges
dimenzi6s euklideszi tér és @ : L}(T, E) — H folytonos linedris operator. Jelolje

M C LYT,E) esetén
/J\/Idu = {/udu tu € ,M}.

T T
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Az [ M dp halmazt az M halmaz integraljanak mondjuk. Megjegyezziik, hogy egy
T
F . T — P(E) leképezésre
Mp:={u€ LYT,E) : u(t) € F(t) ma.t € T}

definiciéval [ Mg dp éppen F Aumann-integralja.
T

Egy M C LY(T, E) halmazt erésen konvexnek neveziink, ha minden u,v € M és
h : T — [0,1] mérhetd fiiggvényre h-u+ (1 — h)-v € M. Egy er6sen konvex halmaz
egyszersmind konvex és dekompozabilis. Egy N C LY(T, E) halmaz erds konvex
burkat jelslje sco (N).

4. TETEL. Tetszéleges M C LY(T, E) dekompozabilis halmazra
®(M) = ¢(sco(M)),

specidlisan ®(M) konvex halmaz.

Bizonyitds. Jelolje N C LY (T, E) esetén
Ny ={h-u+(Q—h)-v:uveNEéh:T—[01] mérhets}.

Ha N dekowmpozdbilis, akkor ¢(NV) is trividlisan dekompozdbilis. Eldszor megmu-
tatjuk, hogy barmely N dekompozabilis halmazra

B(N) = ®(c(N)).

A baloldal nyilvan része a jobboldalnak. Legyen y € ®(c(N)). Ekkor vannak olyan
w,v € N és h : T — [0, 1] mérhetd fiiggvények, hogy y = ®(h-u+ (1 — 1) -v). A

v(A) = ®(xa - (u—v))

moédon értelmezett v : S — H leképezés a Lebesgue-féle konvergenciatételbsl ads-
délag mérték, melynek R értékkészlete Ljaponov tétele értelmében konvex és kom-
pakt halmaz. v nyilvan abszolit folytonos a véges és atommentes

M) = [l = vl di
A

mértékre nézve. Jeldlje g a v mérték A-ra vonatkozé Radon-Nikodym-derivaltjat.
Indirekt tegyiik fol, hogy ®(h - (v —v)) ¢ R. Ekkor van olyan p € H*, hogy

/phg di = p/hg d) = p<I>(h(u - v)) > n}sa.?)z(px.
T T
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No de p - v értékkészlete is konvex kompakt, azaz kompakt intervallum, amelynek
[pgdA és [ pgdX elemei, ahol A illetve B a pg fiiggvény pozitivitasi illetve negativi-
A B

tasi nivéhalmaza. Mdésrészt nyilvan [ phgdX ezen két érték kozé esik, tehat eleme

T
p- v értékkészletének, ami ellentmondasban dll a fenti egyenlGtlenséggel. Tehat
®(h-(u—v)) € R. Ezért van olyan C € S, hogy ®(h- (u —v)) = (xc - (v —v)).
Innen

y=®(h-u+(1-h) v)=&(xc -u+(l-xc) v) €BN).

Tehdt ®(N) = ®(c(N)). Definidljuk most rekurzioval a ¢"(M ) halmazokat (n € N)
a kovetkezé médon: (M) = c(M), ™t (M) = c(c™(M)). A fentiek értelmében
mindegyik ¢"(M) dekompozabilis és teljes indukcioval adédik, hogy

(c™(M)) du = ®(M).

Innen

®(sco(M)) = <1>( U c‘"(M)) = 3(M).

neN
O

5. KOVETKEZMENY. Tetszéleges M C L'(T,H) dekompozdbilis halmazra
| M du konvex halmaz.
T

6. MEGJEGYZES. Legyen F' : T — P(E) kompakt értékii mérhetd és integral-
hatéan korlatos leképezés. A Kuratowski-Ryll-Nardzewski-féle szelekcios tétel [1]
alapjan konnyen lathatd, hogy

Mconv F = sco (Mp).

Mindkét oldalt integrdlva és a fenti tételt az integrdldsra alkalmazva nyerjik Rich-
ter tételét ([5] 8.2.):

/qu = /COIlVFd,lL.

T T

Végiil egy olyan tételt kozliink, melynek trividlis alkalmazasdval igazolhaté a
linedris bang-bang elv (az alkalmazast az olvaséra bizzuk). Egy M C LY(T,E)
konvex halmaz exremélis pontjainak halmazat jelolje ext (M).

7. TETEL (absztrakt bang-bang elv). Legyen M C L(T, E) er6sen konvex és
gyengén kompakt halmaz. Ekkor

B(M) = ®(ext (M)).
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Bizonyitds. A jobboldal trividlisan része a baloldalnak. Legyen most z €
ext (<I>(]W )). A Krein-Milman-tétel alapjin a nemiires konvex és gyengén kom-
pakt

d~Nz)n M
halmaznak van egy u extremadlis pontja. Persze ekkor u € ext (M), innen z €
®(ext (M)). Tehat
ext (B(M)) C ®(ext (M)).

ext (M) trivislisan dekompozébilis halmaz. Tehat a 4. Tétel miatt ®(ext (M))
konvex. Ezért a Krein—Milman-tétel véges dimenziés valtozata miatt

®(M) = conv (ext (®(M))) C @(ext (M)). O

8. MEGIEGYZES. Ha ¢ @ § — H mérték, akkor

M={fer! (T : Ry} & o= [ fdu

valasztdssal a fentiekbdl trividlisan visszakapjuk Ljapunov tételét. Tehat az abszt-
rakt bang-bang elv a Ljapunov-tétel direkt dltalanositasanak tekinthetd.

9. MEGJEGYZES. Ha a fentiekbeli H nem véges dimenziés, hanem E-vel egye-
zik meg (ami tetszéleges Banach-tér), akkor ® gyandnt az integraldst vilasztva még
mindig igaz marad a kovetkezs: barmely u € L1(T, E) fiiggvény L!-ben kozelithets
lépcsds fiiggvényekkel. Ezek integralmértékeinek konvex kompalkt értékkészletei
Hausdorfl-metrikiban tartanak az u integralmértékének értékkészletéhez. Emiatt
f wdp még mindig konvex és kompakt. Innen a fentieket végigjarva tovabbra is
T

igaz lesz, hogy egy M C L*(T, F) dekompozabilis halmazra [ M dp = [ sco(M)dy,
T T

ahonnan tetsz6leges M C L!(T, E) erGsen konvex és gyengén kompakt halmazra

/Mdu. = /ext(]\/l)du,
T T
azaz f ext (M) du siir( részhalmaza f M du-nek. Ez azt jelenti, hogy annyi végtelen

dlmeuzl()ban is igaz marad, mlszennt ha abban az értelemben nem is helyettesithe-
tilnk egy irdnyitast extremadlis irdnyitassal, hogy ugyanabba a pontba jussunk el, de
abban az értelemben igen, hogy a kitlizott pontot tetszélegesen megkozelithetjlik.
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DECOMPOSABLE SETS

ZOLTAN I{ANNAI

Decomposability, a theory analogous to convexity, has recently achieved a major importance
in optimal control and differential inclusions. A set M in the space of integrable functions L!(T)
is said to be decomposable if for all f,g € M,

XA - f+(l~xa) geM

for every measurable subset A of T'. Several results on convexity can be transferred to decompo-
sability (e.g. existence of continuous selections, fixed points, and continuous perturbations), and
they lead to nontrivial and useful results in optimization theory. Moreover, by integrating decom-
posable sets in L', we get an abstract formulation of the linear bang-bang principle, which is a
certain gereralization of Lyapunov’s range theorem, too.
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MULTIFAKKAL ADOTT VALOSZINUSEGI KORLATOK

BUKSZAR JOZSEF

Miskolc

Felsd korlatokat adunk meg véges szamii esemény unidjanak valésziniiségére néhany,
legfeljebb m + 1 eseményt tartalmazé metszet valésziniiségei felhasznalasaval. A korla-
tokat specialis hipergrifok, az m-multifdk segitségével fogjuk szamitani. A dolgozat f&
tétele D. Hunter, K. J. Worsley, Prékopa A. és a szerz6 korabbi eredményeinek kozos &l-
talanositasa. Az uj korlatok hatékonysagat tobbdimenziés normalis eloszlasfiiggvények
értékeire adott alsé becslések tesztjein mutatjuk be.

1. Bevezetés

Legyenek A;,..., A, tetsz6leges események. Célunk, hogy adott m pozitiv
egész mellett fels§ korlatokat adjunk a P(A4; U...U A,) valdszintségre a P(Ag, N
NAR) (A< <<k <n,i=1,...,m+ 1) val6szintiségeket — illetve ezek
némelyikét - felhaszndlva. Ezt a Boole [1] altal felvetett problémadt szamos kutato
vizsgdlta. Részletes torténeti attekintés a [19]-ben taldlhato.

Adott m mellett bevezetjilk bizonyos specialis hipergrifok, az m-multifak fo-
galmat. Minden egyes n-csicsi m-multifihoz hozzarendeliink egy felsé korlatot.
Az m =1 esetben a Hunter-Worsley korlatot (lasd [6] ill. [22]), m = 2 esetben pe-
dig a cseresznyefa korlatot (lasd [3]) kapjuk vissza. Latni fogjuk, hogy tetsz&leges
m-multifdhoz meg tudunk adni olyan (m + 1)-multifat, mely segitségével szamitott
korlat legalabb olyan jo és dltaldban jobb, mint az m-multifa segitségével szamitott.
Tehdt az m novelésével a Hunter—Worsley korliton illetve a cseresznyefa korlaton
javitani tudunk azon az aron, hogy djabb metszetvalésziniiségeket hasznalunk fel.

Bizonyitjuk, hogy egy m-multifit meghataroz a csticsainak és éleinek halmaza.
Tehat a korlatok tulajdonképpen hipergrafok helyett grafok segitségével is szamit-
haték.

A 4. fejezetben m-multifakeres§ eljardasokat mutatunk be. Szdmos alkalma-
zdsban — mint példaunl a tobbdimenziés normalis eloszldsfiiggvény értékeire adott
becslések — a metszetvaloszintiségek kiértékelése koltséges. Kritikus kérdés tehat,
hogy vajon meg tudunk-e adni olyan algoritmust, mely csak ,kevés” metszetvals-
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sziniiség kiértékelését teszi sziikségessé. E szakaszban egyéb algoritmusok mellett
latni fogunk olyan eljarast, mely mindossze a P{Ag, ) (1 <k <n), P(Ax, N Ag,)
(1 £ k1 < ky < n) valészintiségeket és O(n) P(Ax, N...NAL) 1<k <... <k <
n, 4 =3,...,m+ 1) valdészintiséget hasznal fel az osszes O(n™*!) koziil. Az utolsé
szakaszban az imént emlitett algoritmus tesztjeit mutatjuk be tobbdimenziés nor-
maélis eloszldsfiiggvények értékeire adott alsé becsléseken.

2. Multifak

Bevezetjiik az m-multifa fogalmat. Rekurziv definiciét adunk a (V,&,, ...,
Em+1) hipergrafra, ahol V' a csicsok, &; pedig ¢ csicsbol all6 hiperélek halmaza.

1. Definicio. Legyen m egy pozitiv egész szam. Az m-multicseresznye egy
(V,&,...,Em+1) alaka hipergraf, ahol V = {v;,...,vm41} a csicsok halmaza, és
a hiperélek &; csaladja a V 6sszes v,,41-et tartalmazé i-csicst részhalmazaibol
all, azaz & = {H |vm41 € H C {v1,...,Um41}, [HI =1}. A gy csticsot az m-
multicseresznye domindlé csidcsanak nevezziik. Az m-multicseresznyét, mely nem-
domindlé csicsai a vy,. .., Um €s domindld csicsa a vim1, ({V1,.- ., 0m}, Vmt1)-gyel
jeloljiik.

Megjegyezziik, hogy egy 1-multicseresznye két csiicsbdl és az Sket 6sszekotd
¢élbal all. :

2. Definicié. Legyen m egy pozitiv egész szam. Egy m-multifa egy (V,€&,,. ..,
Em+1) alaki hipergraf, ahol V a csicsok halmaza, &; pedig i-csicsi hiperélek csa-
ladja. Egy m-multifat az alabbi szabalyokkal leirt rekurziéval kaphatunk meg.

(i) A legkevesebb csiiccsal rendelkezd A = (V, &3, Emy1) m-multifanak m csi-
csa van, & a V 0Osszes i-csicst részhalmazabol all (itt £,,41 = 0).

(i) Egy A = (V,&,,...,Emq1) m-multifabol egy djabb A" = (V',&5,...,&,,,1)
m-multifat nyerhetiink egy olyan ({vl, .. .,vm},va) m-multicseresznye hozza-
vételével, melyre vy, ..., Um € V 68 vy egy 1 csics (azaz vmy1 € V). Tehat
Vi=Vu {‘Um+1}, (c/‘ll =& U {Hlvm+1 €HC {'1’1, cee 11’m+1}7 |H| = I}

Az 1. dbrdn egy A = (V,&3,E3,&,) 3-multifat lathatunk, melyet az 1, 2, 3
csucsokbol és az {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1.2,3} hiperélekbél] kiindulva rendre az
({1,2,3},4), ({1,3,4},5) és ({2,3,5},6) 3-multicseresznyék hozzavételével kapha-
tunk meg. Az egyazon 3-multicseresznyékhez tartozé éleket ugyanazzal a stilusi
vonallal rajzoltuk. A A csidcsai és hiperélei tehat V = {1,2,3,4,5,6}, & = {{1, 2%,
{1,3}, {14}, {15}, {2,3}, {2,4}, {2,6}. {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5}, {5,6}}, &3 =
{{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,3,5}, {1,4,5}, {3.4,5}, {2.3,6}, {2,5,6},
{3,5,6}}, €4 = {{1.2,3,4}, {1,3,4,5}, {2,3,5,6}}.

Vegyilk észre, hogy az l-multifak a szokasos fik.

1. Megjegyzés. A A = (V,E,...,Emy1) n-csicsi m-multifara teljesiil, hogy
€] = (T) + (;™)(n —m) barmely i = 2,...,m + 1 esetén.

i—1
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1. dbra

3. Definicid. Legyenek Aq,..., A, tetszéleges események. Ekkor a A = (V, &,
.oy Em41) m-multifa sulya:

wd)= > P(A,NAL) - > P(A,NA,NAL)+
{l1,l2}€E {l1,l2,l3}€E3

e GO > P(A,N...N A,

{lyyeesslinta FEE g

1. TETEL. Legyenek Ay,..., A, tetszéleges események és legyen A = (V, &,,
oy Emy1) egy tetszoleges m-multifa, melyre V- = {1,...,n}. Ekkor

(1) P(A1U...UA,) < S —w(A),

abol 51 = 30 5 P(A;)

Bizonyitds. Az altalanossig megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy A-dt a ko-

vetkezd rekurziéval dllitottuk elg. Kiindulunk a Al™ = (V) B ey 5,(711)1)
m-multifabol, melyre V™) = {1,....m}, valamint £ a V(™) ssszes i elem rész-

halmazaibél all. Majd eloalhtjul\ az m-multifsknak egy A1) Alm+2) - An)
sorozatét a definici6 értelmében oly médon, hogy j = m +1,...,n esetén AU~ =
(V-0,e07Y, ..., €8710) b6l a A = (V) €D, ..., L) Vet az ({i], ...,
i7,},7) m-multicseresznye hozzavételével nyerjiik, ahol 1 < L{ <...<i# <j-1.
Végiil A = A-nel kapjuk a tételben szerepls A = (V,&,, ..., 5m+1) m-multifit.
A rekurzié alapjan tehat

G = ({z{,,z{n,j}u = e sl
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valamint

g= |J {(Kliek c{d,. ...} 1K=}

j=m+1

U {(K | K C{1,...,m}, |K|=1) },
minden 7 = 2,...,m esetén.

P(A1U...UA,) =P(A1U...UA,_1)+ P(4,) — P((A1U...UA,_1)NA,) =

=P(A1U...UAp_2)+P(An1) = P((A1U...UAu_2) N An_y) + P(A,)—

—P((‘AIU...UAH_])nAn):...251—ZP((Alu...UA]‘_l)ﬂAJ‘)=
j=2

IA

=5 - (ZP((AlU...UA]'_l)nAJ') + Z P((AlU...UA]'_l)ﬂAJ‘))

j=2 j=m+1

SSI—( P((A]U..,UAJ'_I)OA]')-F Z P((A1{UUA1{,.)OA])>:

j=2 J=m+1

=S — (f:P((A1 NA U...U(Aj-1 N4j))+
7=2

+ i P((Ai{ mAj)U...u(Ai{“nAj))>

Jj=m+1

Alkalmazva a szita formulat a P((A1 N A4;)U...U(4;-1 N A4;)) és P((Ai{ NA;)u

U4 N A;)) kifejezésekre:

5 - (iP((AlﬂAj)U...U(Aj_lnA].))_'_

j=2

+ i P((Ai{ NA;)U...U(A; nAj))> =

j=m+1

:51—i[ ST PAnNA)— DY PANNALNA) A+

§=2 “1<hi<j-1 1<hi<ha<j—1
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...-f-(—‘l)j—l Z P(Ahlﬂ...ﬂAhj_,_,ﬂAj)+
1<h<...<hj_2<j-1

+(=1YP(A; N...N 4N AJ)} -

-3 [ > P(Ag, 0 Aj) - > P(Ay, N A, NA;) + ...
J=m+1 {k]}C{i{,..‘,i{u} {k1,kg}C{i{ ,,,,, i{,‘}
(=D > P(Ay, 0. 0 A, N A+

{k1pe k1 {3 it )

+(—1)’"“P(Ai,l~ N...NA; N AJ-)] =
=Si— > PANA)+ > PA,NAL,NA)—...
{l1,12}€E {l1,l2,13}€E3

”'+(_1)m Z P(Alln...nA,mH):Sl—w(A). O
{tr, b1} €EE M1

Az m =1 esetén a A = (V, ;) maximalis silyt faval a Hunter—Worsley korla-
tot, m = 2 esetén pedig a cseresznyefa korlatot kapjuk vissza.

Numerikus példa: Legyenek Aj, As, A3, A4, As, Ag, A7 a kovetkezs val6szi-
niségekkel rendelkezs események:

PL=p2=p3=ps=ps =ps=pr =035
p1,2 = 0.225, p13 = 0.224, p 4 =0.223, p; 5 = 0.222, p; g = 0.221,
pi,7 = 0.220, py 3 =0.219, pa g = 0.218, pp s = 0.217, p2e = 0.216,
p2,7 = 0.215, p34 = 0.214, p3s = 0.213. p3 ¢ = 0.212, p3 7 = 0.211,
Pas = 0.210, pag = 0.209, pyr = 0.208, ps ¢ = 0.207, ps 7 = 0.206, ps 7 = 0.205,
P1,2,3 =P1,2,4 = ... =Dag,7 = Ps,6,7 = 0.16
P1,2,34 = P1,2,3,5 = --- = P3,5,6,7 = Pa,5,6,7 = 0.13,

A 2. dbran 16v6 3-multifa alapjan szamitott fels korlat 0.74. Ugyanahhoz a
3-multicseresznyéhez tartozé élek azonos vonalstilussal szerepelnek az dbran.
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2. dbra

Az alkalmazés sordan hasznunkra védlhat az 1. tétel aldabbi kivetkezménye.

1. K(")VETKEZMENY Ha Ay, ..., A, tetszbleges események, akkor 1 <m <
+1 1 7
n—1 esetén P(A; U.. ) S T D7) + () (e =m)) /(7)) Si, abol
Si = lek1 <. <ki<n (‘Akl -..N Aki )
Bizonyitds. Adjuk ossze a tételben szerepls egyenlétlenséget az Osszes olyan

m-multifara, mely csicsainak halmaza {1,...,n}. Ha ezen m-multifik szima X,
akkor a kovetkezd egyenlGtlenséget kapjuk:

XP(AU...UA,) < mf (—1yiy (((’7) X <z Tl)(n —m)) /(?)) g

i=1

hiszen egy m-multifa i csicsot tartalmazé éleinek szama (') + (™) (n — m) bér-
mely i =2,...,m+1 esetén; igy X ((m) + ;™) (n— m)) / (})-szer szerepel egy adott
i-cstcsu €l az osszegzesben, mivel mind az (’:) i-csucsu élt ugyanannyiszor szamol-
juk. Az egyenl6tlenség mindkét oldalat X-szel elosztva a tételben szerepls egyen-
16tlenséget kapjuk. a

Megjegyezzitk;-hogy-m-=1esetén az Sy, So alapjan adhato éles korldatot; m = 2
aJEBY 8Y

esetén a 3?5;1 + 3 > n feltétel mellett az S1, So, S3 alapjan adhat6 éles korlatot;

m = 3 esetén a _125“‘?2(_"2_)325_33’22"—2)‘92 + 3 > n feltétel mellett pedig az Sp, Sa, S3,

Sy alapjan adhaté éles korlatot nyerjiik a kivetkezményben szerepls egyenlStlen-
ségbsl. Az imént emlitett korlatok élességét Prékopa bizonyitotta (lasd [10]). Az
m > 4 esetén nem ismeretes zart formula az Sy,...,S,,+1 alapjan adhaté éles felsG
korlatra.

2. TETEL. A A= (V,&,...,Ens1) m-multifa al = (V, ;) graf dltal teljesen
meghatarozott.

Bizonyitds. Legyen A = (V,&2,&3,...,Em+1) egy m-multifa. Igazolnunk kell,
hogy egy tetszéleges A-aéval megegyezs csics- és élhalmazi A = (V, &, &3, ...,
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En+1) m-multifara teljestil, hogy & = & minden i = 3,...,m + 1-re, azaz, hogy
A=A Legyen 1,...,n a csicsok egy a A-t el5allité rekurzié lépéseinek sorrend-
jében vett szdmozdsa, azaz a A-t megkaphatjuk ugy. hogy kiindulunk az 1,...,m
cstcsokbdl valamint a hozzajuk tartozé hiperélekbsl, majd rendre hozzavessziik
az m+1,...,n csticsokat a megfeleld hiperélekkel. Hasonléan legyen 1,...,7 a
csticsok egy a A-t elsallit6 rekurzi6 1épéseinek sorrendjében vett szamozasa. Felte-
hetjiik, hogy |V| > m + 2, hiszen |V| =m és [V| = m + 1 esetén A és A hiperélei
a V osszes legaldbb kételemi részhalmazai, amikor viszont A = A. AT = (V, &)
graf minden csicsdnak foka legalibb m. Egy csiics fokin a tovabbiakban mindig
a [-beli fokat értjiik, és két csiicsot akkor mondunk szomszédosnak, ha I'-beli éllel
ssze vannak kotve. A |V| > m + 2 feltétel miatt az 1,...,m csiicsok kozt legfeljebb
egy m-edfoki van és ugyanez igaz az 1,...,m csiicsokra is. Ha a T' grafnak van az
1,...,m, 1,...,m csticsoktdl kiilonboz8 v m-edfoku csicsa, mely I'-beli szomszéd-
jainak halmaza U, akkor (U, v) m-multicseresznye mind A-ban mind pedig A-ban.
Hagyjuk el A-bol, A-bél és T-b6l a v csicsot a hozzatartozé hiperélekkel illetve
élekkel. Folytassuk az eljarast addig, amig I'-4b6l szarmaztatott grafnak van az
1,...,m, 1,...,m cstcsoktol kiilonbozé m-edfoki csicsa.

A fentiek alapjan feltehetd, hogy a I' grafnak nines az 1,...,m, 1,...,m cst-
csoktél kiilonbozd m-edfoki csiicsa. Az n és 7 csiicsok foka azonban m, hiszen
ezelet a csicsokat a A-t illetve a A-t el6allité rekurzié utolsé lépésében vettiik.
A V] > m + 2 feltétel miatt n € {1,...,m} és 7 € {1,...,m}. Mésrészrél pedig
az 1,...,més 1,...,m csicsok kozott legfeljebh egy-egy m-edfoki cstics van, — hi-
szen ez mar azm+ 1 és m+2 (m + 1 és m + 2) dominalé csiicsi multicseresznyék
hozzdvétele utan teljesiil — azaz a I' grafnak pontosan két m-edfoki csicsa van, n
ésm.

(i) Azt allitjuk, hogy a A barmely m-multicseresznyéjének nemdominalé csi-
csai paronként szomszédosak.

Tegyiik fel, hogy az el6bbi 4llitas nem teljesiil. Tetszéleges w € {m +1,...,n}
csticsra jeloljitk a A w domindlé csicsi m-multicseresznyéjét (X (w), w)-vel, ahol
X (w) a nemdomindlé csicsok halmaza. Legyen (X(v).v) a A-t el6allité rekurzié
szerint utoljara vett olyan m-multicseresznye, melyre teljesiil, hogy X (v)-nek van
két nem szomszédos csticsa.

Megmutatjuk, hogy v < n. Tegyik fel ugyanis, hogy v =n. Tetszbleges
w € {m +1,...,7} cstcsra jeloljik a A w dominalé cstcst m-multicseresznyéjét
(X (w),w)-vel. Az ne{I,...,m}=X(m+1) miatt az {I,...,m+ 1} elemei
az n és szomszédjai, valamint az {1,...,m + 1} halmazban 1év6 barmely két
cstics szomszédos. Mivel n egy m-edfoki csics, ezért szomszédos csicsainak hal-
maza {I,...,m + 1}\{n}, ahonnan kovetkezik, hogy X(n) = {1, ..., m + 1}\{n}.
A v = n feltétel miatt azonban X (n)-ben nem lehet barmely két csiics szomszédos.
Az ellentmondésbél adédik, hogy v < n.

Igazoljuk, hogy v € X (v + 1). Tegyiik fel ugyanis, hogy » ¢ X (v + 1). Ekkor
mind a v mind a v + 1 cstcs m-edfokd a A-at elfallité rekurzié azon lépésében,
amikor az (X (v + 1),v + 1) multicseresznyét vessziik. Ekkor az @ € {1,...,m} és
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m < v miatt 7, v és v + 1 harom kiillonb6z6 m-edfoku csiics. Teh4t legalabb harom
m-edfoki csiics van a rekurziénak abban a lépésében, amikor az (X (v +1),v + 1)
multicseresznyét vessziik. Ebb&I kifolyélag legalabb harom m-edfoki csics van a
rekurzié tovabbi lépéseiben is, hiszen egy tovdabbi lépésben hozzavett ajabb csics
mar legfeljebb csak egy m-edfoki csicsnak lehet a szomszédja, mert az m-edfoki
csticsok nem szomszédosak és feltevésiink szerint a tovabbiakban vett minden mul-
ticseresznye barmely két nemdomindlé csicsa szomszédos. A T’ grafnak azonban
pontosan két m-edfoki csicsa van. Ezen ellentmondasbdl kifolyslag v € X (v + 1).

Igazoljuk, hogy v+ 1,...,n csicsok minden szomszédja Z U Y halmazban van,
ahol Z = X(v+1)\{v} ésY ={v,...,n}. Az X(v+1) C X(v)U {v}, hiszen v €
X(v+1) miatt X (v + 1) v csicstol kiilonbozs elemei v szomszédjai kell legyenek.
A rekurzi6 ezen lépésében azonban csak az X (v)-beli csticsok a v szomszédjai, a
késGbb vett csiicsok pedig mar nem lehetnek X (v + 1)-ben. Hasonl6éan adédik,
hogy v+ k-1 € X(v+ k) minden k£ = 2,...,n — v-re, amibdl induktiven kapjuk,
hogy X(v+k)C X(v+k-1NU{v+k-1} C X{(v+k-2)U{v+k—-2,0+k—

1}Cc...cX(v+1)Uf{v+1,...,v+k=-1}=ZU{v,v+1,...,v+k—1} Innen
X(w+k)C ZUY ad6dik minden k£ =1,...,n — v-re. Kovetkezésképpen v+ k (k =
1,...,n —v) minden szomszédja valé6ban ZUY halmazban van, hiszen a nem X (v +

k)-beli szomszédok Y-ban vannak.

Megjegyezziik, hogy X (v + 1) C X (v) U {v}-b8] kovetkezik, hogy X(v) = Z U
{u}, ahol u az X (v)\Z egyetlen eleme. A v csiics minden szomszédja az u kivé-
telével szintén Z UY halmazban van, hiszen a nem X (v)-beli szomszédok Y-ban
vannak. A Z C X (v+ 1) miatt a Z barmely két csticsa szomszédos. Az u tehdt nem
minden Z-beli cstuccsal szomszédos, hiszen feltevésiink szerint X (v) = Z U {u}-nak
van két nem szomszédos csticsa.

Igazoljuk, hogy ZUY = {1,...,7}. Tegyiik fel, Logy az iménti allitds nem igaz.
Mivel n € {1, ..., m} = X(m + 1), ezért {I. ..., m + 1} elemei az n és szomszéd-
jai. Tehat {1,....,m+ 1} C ZUY, hiszen lattuk, hogy az n minden szomszédja
Z UY-beli. Legyen | a legkisebb olyan szém, melyre [ ¢ ZUY . Az X(I) C {T,
...,1=1}C ZUY. Azonban a v+1,...,n csicsok minden szomszédja ZUY
halmazban van, igy I ¢ ZUY miatt X(I) C ZU {v}. S6t |Z U {v}b]| = m miatt
X(1) = ZU{v}. Tehat [ szomszédja v-nek és igy [ ¢ ZUY miatt az [ csak az u lehet.

Az u csticsnak azonban nem mimterZ=betestes-ssomszédja, ami X(u) = ZU {v}-

nak ellentmond. Tehat valéban ZUY = {1, ..., 7} =V.

Azonban u € V-re teljesiil. hogy v« ¢ ZUY, ami nyilvanvaléan ellentmond
ZUY = V-nek. Ez az ellentmondds igazolja (i)-beli allitdsunkat, azaz a A bér-
mely m-multicseresznyéjének nemdominalé csicsal paronként szomszédosak. Ter-
mészetesen ugyanez igaz A-ra is.

(ii) Azt allitjuk, hogy a H C V pontosan akkor hiperéle a A (A) m-multifanak,
ha H barmely két csicsa szomszédos.

Tegyiik fel, hogy H C V hiperéle A-dnak. Ekkor vagy H C {1,...,m} vagy
H C (X(v),v) valamely v € V-re. Azonban az 1...., m csicsok paronként szom-
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szédosak és (i) miatt az X (v) U {v} halmaz barmely két csiicsa szintén szomszédos,
tehat H barmely két csicsa szomszédos.

Megforditva, legyen H C V egy olyan halmaz, mely barmely két csticsa szom-
szédos, és legyen h a H halmaznak a A-t (A-t) el6allit6 rekurzié szerint legutoljara
vett csicsa. A H\h C X (h), hiszen h a H\h minden elemével ssze van kotve mar
a rekurzié azon lépésében, amikor az (X (L), h) multicseresznyét vesszilk. A H
tehat valéban hiperéle A-anak (A-nak).

A (ii)-b6l adodik, hogy a A és A hiperéleinek halmaza megegyezik, amivel a
tétel allitdsat igazoltuk. |

4. Definicié. A (V,&,,...,Emy1) m-multifa grdfjan a (V, &) grafot értjiik.

Tehét egy m-multifit megadhatjuk a grafjaval. Konnyen eldonthetd, hogy egy
graf valamely m-multifa grafja-e vagy sem. Hagyjuk el ugyanis a graf egy m-edfoki
csticsdt a hozzatartozo élekkel, majd az igy nyert graf egy m-edfoki csticsat a hoz-
zdtartozé élekkel és igy tovabb mig egy m-csicsu teljes grafot kapunk. Ha nem
akadunk el az algoritmussal, azaz mindig tuduuk m-edfoku csiicsot valasztani mig
egy m-csicsi teljes grafhoz jutunk, akkor az eredeti graf egy m-multifa grafja, ha
elakadunk. akkor pedig nem.

3. Az m-multifikkal adott korlatok javitisa

Ebben a szakaszban megvizsgiljuk, hogyan lehet egy m-multifat (m + 1)-
multifava kiegésziteni, és ezaltal a valészintségi korlaton javitani.

3. TETEL. Tetszéleges legalibb (m + 2)-csiicsi m-multifa (m + 1)-multifavd
egészithetd ki, azaz ha A = (V, &y, ..., Emy1) egy m-multifa, akkor létezik olyan
A= (V' &5, ..., Eyy) (m + 1)-multifa, melyre & C £ minden i =2,...,m +1
esetén. A A’ alapjan adott felsG korlat nem nagyvobb, mint a A alapjdn adott.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel bizonyitdsinak elején leirtakhoz hasonléan elGdl-
litjuk az m-multifak egy AP+ Alm+2) - CAR) gorozatat, ahol A = Al™-nel
kapjuk a tételben szerepld A = (V, &, ..., Enq1) m-multifat. A tételben szerepld
A’-6t a kovetkez6 rekurzioval allithatjuk eld. Iiindulunk a Al = (V(m“)',

g EEDY) (4 1)-multifabol. ahol VO = {1, m + 1}, vala-

vy et
mint El-(mH)l a VI+D)' ssszes i elemt részhalmazaibol all. Nyilvanvals, hogy
Efm“) C Ei( M+ hinden i = 2,...,m+1 -re. Elgallitjuk az (m + 1)-multifiknak
egy Alm+2) Am+3)' A sorozatat oly médon, hogy j =m +2,...,n esetén
AUV = (U0 gPTY ST ) bola A = (VU €07, el )eta
({i1, .-, i4,,90, 41 1, 7) (m + 1)-multicseresznye hozzavételével nyerjiik, ahol 4,
az {1,...,5 —1}/{#, ..., ¢,} halmaz tetszGleges eleme. Lathat6, hogy azokat a

hiperéleket is hozzavesziik Si(j I hez, amelyeket Sfj “N_hez vettiink hozzd a A
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rekurziv elGéllitdsanal, tehat Ei(j) @ Ei(j)/ minden ¢ =2,...,m + 1 -re és minden
j=m+1,...,nre. Végil A’ = A _vel kapjuk a tételben szerepls A’ = (V', &5,
.oy Elya) (m+ 1)-multifat, melyre az el6z6 mondat értelmében &; C &/ teljesiil
minden 7 = 2,...,m + 1 esetén.
Igazolnunk kell még, hogy a A’ alapjan adott fels§ korlat nem nagyobb, mint
a A alapjan adott, azaz w(A) < w(A'). Ehhez elég litni, hogy a fenti AY) és
A" multifakra teljesiil, hogy w (A(j)) £ w(A(j)') minden j =m +1,...,n ese-
tén. A j-re vals indukciéval bizonyitunk. Ha j = m + 1, akkor V(m+1) = y(m+1)"
gimtl) = S}mﬂ)l minden i =2,...,m+ 1 esetén 6s Ef:r;l) = 0, kovetkezéskép-
pen w (A(m“)) = w(A("‘“)'). Rogzitsiik j-t (m +2 < j < n) és tegyiik fel, hogy
w(A(j_l)) < w(A(j_”') teljesiil. Be kell latnunk, hogy w (A(j)) <w (A(j)’). Eh-
hez elég igazolni, hogy

w(AD) —w(AGD) < w(A0)) —w(AGD),
azaz

S P4 N4 -+ (D)™ YT P4 NN AL, S

{l1,12}C {l1yeessbin-1 JC
E;])\Eéj—l) g(l}l\gu 1)

< S PALNAL) -+ ()™ Y P(AL NN A,

{lh,l2}C Mo Ly +')}C
e S Y
E;J) \géJ 1) 5,(,{19\5‘:_*_,})

mely a kovetkezs formdba irhato:

Y P(A NA)—...+(-1)"F Y P(Ak N NA, NA) S

{ki}c (kb }
{itsiln } c{igsnin }
T
< > PlATAA +
{k1}C
{,‘-'J' & ij
1 P Y41

Fl=gp= Z P(Ax, N...0 Ay, NA;)
(S }c
{"1' o +1}

A bal oldalt mindkét oldalbél kivonva a kivetkezd egyenlGtlenség kapjuk:

0< P(4; NA;)- Z _P(AhlnAi{mnAj)Jr...
{ha el it}
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m+1
oo (1) e | P(An 0. N A, NA;  NAj+
{h],...,h,,._l}c{i{,...,’i{“}

+(—1)’"+2P(A1.{ Fleas il i =

m41

= P4 NA;)=P((4s  NA;)N(AzU...UA, ),

mt1 Vin41

a szita formula kovetkeztében. Ez ut6bbi egyenlStlenség pedig trividlisan teljesiil.
O

A Hunter—Worsley korlaton tehat javithatunk, ha a maximalis silya (1-multi)-
fat m-multifiva egészitjiik ki a fenti tétel bizonyitdsdban leirtak alapjan. Az
ijabb korldt szamitdsa persze tobb metszetvalésziniiség ismeretét igényli. Te-
kintsiik a fenti numerikus példat. Az 1 csicsbdl kiindulé élek a maximélis si-
lya fa élei, mely alapjan a Hunter—Worsley korlat 1.115-nek adédik. A ma-
ximélis sulyd (1-multi)fa a 3. dbrdn lévé 2-multifava (cseresznyefavd) egészit-
het6 ki, mely alapjan szdmitott korlat 0.83. A korlat tovabbi javitasiat nyer-
jik, ha a 2-multifit a 2. dbrdn lévé 3-multifava egészitjiik ki. Lathato, hogy
az (1-multi)fat 3-multifivd, dltaldban pedig egy m-multifat egy (m + r)-multifava
kozvetleniil is kiegészithetiink a fenti tétel bizonyitdsdban leirtakhoz hasonléan.

A Alm+r) — (V(771+r)" gém+r)', e Ef;:;r)’) (m + 7)-multifabol indulunk ki, ahol

Vit = (1. m+r}, igy A7) egyértelmi. A AU-D'-bsl a AU -6t az

..o 880, oo d) Ti r)-multicseresznye hozzavételével nyerjik,
ahol {47, .,,...,40,,.}az {1,...,5 —1}/{4], ..., ¢, } halmaz tetsz6leges részhal-
maza ésm+r < j < n.

3. dbra

Hasonl6an lathatd, hogy egy m-multifa részlegesen is kiegészithets. Példaként
tekintsiik a fenti numerikus példdban szereplé maximalis silyu fa 4. dbran 1évé
hipergraffa valé kiegészitését. A fahoz rendre az ({1,2},3), ({1,2,3},4), ({1,3},5)
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és ({1, 2% G) multicseresznyéket vettiik hozzd. A 4.dbrdn 1évé hipergraf a 2. dbrdn
1év6 3-multifa részhipergréfja, az dltala kapott korlat

Hunter-Worsley korldt —(p2 3 +p2,4 +p26+p3,a+p3s) +(P1,23+ D124+ D126
+Pp134+ P35+ P23.4) — P1,234 = 0.865.

4. Multifakeres§ algoritmusok

Szamos alkalmazds esetén, mint amilyen példaul a tobbdimenziés eloszlasfiigg-
vények értékeire valamint hal6zatok megbizhatésdgara adott korldtok szdmitédsa, a
felhaszndlandé P(Ag, N...N Ayg,) valdsziniiségeket ki kell értékelniink. A kiérté-
kelés rendszerint igen driga és a korlat szamitdsdhoz sziikséges id6 jelentds része
forditédik ra. Kritikus kérdés tehat, hogy nyerheték-e, ,j6” korldtok pusztan ,né-
hany” P(Ag, N...N Ay,) valésziniiség kiértékelése drdn.

A kovetkezs m-multifakeresd algoritmus a P(Ay,) (1 < ky <n), P(Ag, N Ag,)
(1 <k; < ko <n) valoszintiségeken és az 6sszesen O(n™t1) P(Ap, N...N Ayg,)
(1<k <...<ki<mn,1=3,...,m+1) val6szintiségh6] mindossze O(n)-en alap-
szik. Az T tétethbétkittinte—hogycélunk nagy silyd multifa keresése. Legyen T’

egy teljes graf, mely csucsainak halmaza {1,...,n}. A T' élein bevezetiink egy
siilyfiiggvényt oly médon, hogy a j és k csicsokat osszekots él siulya P(A; N Ay)
legyen. Egy moh¢ algoritmussal nyert maximalis stulyi (1-multi)fat m-multifiva
egészitiink ki a kovetkezd rekurzioval. A rekurzié egy altalinos lépése, mely egy
r-multifat (r + 1)-multifava egészit ki (r = 1,...,m — 1), a kovetkezs allépésekbdl]
all. Az els6 allépésben vessziik azt az r + 1 csicsot, melyet az r-multifa eldalli-
tasakor el@szor (az els6 két allépésben) vettiink. Ezen r + 1 cstcs 6sszes részhal-
mazéaval egyiitt alkotja a kiindulé (r + 1)-multifinkat. Minden tovabbi allépésben
azt az (r + 1)-multicseresznyét vessziik hozza egy mar meglévé (r + 1)-multiféhoz,
mely az r-multifa r-multicseresznyéjének a lehets legsilyosabb éllel valé kiegé-
szitése. A 3. tételbsl kovetkezik, hogy a rekurzié barmely lépésében konstrudlt
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multifa alapjan szamitott korlat legalabb olyan j6, mint az el6z6 lépések alap-
jan konstrudlt multifa alapjdn szamitott. A rekurziéval nyert m-multifa alapjin
szamitott korlat kiszamitdasdhoz annyi P(Ag, N...NAy,) 1<k <...<k <mn,
i1 =3,....,m+ 1) valészintséget kell kiértékelniink, ahdny i-csicsa (¢ > 3) hiperéle
van egy m-multifanak, azaz (7') + (,™,)(n — m)-et. Ezt az algoritmust hasznal-
tuk a kovetkezd szakasz numerikus tesztjeinél valamint a 2. és 3. dbrdn lathaté
2-multifa illetve 3-multifa konstrualdsihoz.

Sajnos m > 1 esetén mohé algoritmussal nem kaphaté meg a maximalis silyd
m-multifa (lasd [3]). Raadédsul sok alkalmazasnal a fenti algoritmussal ha az m
értékét eggyel noveljiik jobb korldtot kapunk, mint amelyet a maximadlis silyd m-
multifa szolgaltat.

5. Tébbdimenziés normalis eloszlasfiiggvény értékeire adott alsé
korliatok tesztjei

Legyen (&1,...,&,) egy standard normdilis eloszlasii vektorviltozé, mely el-
oszlasfiiggvényét jeloljik F(z1, ..., z,)-nel. Bevezetve az A; = P(& < ;) (1=
1,...,n) jelolést kapjuk, hogy

F(.’L‘l,...,llfn):P<£1 <$1,...,€n <$71)=P(Alﬂ...ﬂAn)=1—P(A1U..‘UAH).

A P(A, U...UA,)-re adott felsé korlatokkal tehat alsé korlatokat nyeriink az el-
oszlasfiiggvény értékeire. A sziikséges P(Ay) (1 <k <n), P(Ax, NA4g,) (1 <k <
ko < m) valésziniiségeket az IMSL konyvtar mdnor illetve mdbnor szubrutinjaval, a
P(Ay, N Ay, N Ay,) (1 <k < ke < k3 < n) értékeket Schervisch Fortran kédjaval
a NORINT7-tel [16] 1076 pontosadggal, a P(Ay, N...NA) 1<k <...<k; <m,
i > 4) valésziniségeket pedig Genz Fortran kédjaval a SADMVN-nel [4] i =4, 5
esetén 1079 illetve ¢ = 6, 7, 8 esetén 10~° pontosdggal szamitottuk.

A korlatokat az el6z6 szakaszban leirt médon kaptuk. Minden esetben Szdntai
modszerével [17] kiszamitottuk az eloszlasfiiggvény becsiilt értékét is. Szadntai algo-
ritmusa elGszor a 2-multifa als6 és a Tomescu felsd {20] korlatokat szamitja ki, majd
Monte Carlo szimulaciot hasznalva becsiilt értéket ad a két érték kozt 16vs eloszlas-
fiiggvényértékre. A szimuldacional szazezres mintdt haszndltunk. Minden teszthez
otven feladatot generaltunk. A tabldzatokban a korlatok és a becsiilt érték kozti

Pentium 200MHz sziamitégéppel végeztiik.

1. Teszt. Az otven 40-dimenzids eloszlasfiiggvényhez tartozé korreldcis-
matrixokat Marsaglia és Olkin [9] médszerével dllitottuk el6. A modszer szerint
elGszor egy C als6 haromszog mnatrixot készitiink el, mely elemeit a [—1,1] inter-
vallumon egyenletes eloszldssal generaljuk. A C maétrixot a C sorainak 2-norma
szerinti lenormalasaval nyerjiik, melybél a & = CC*? korrelacié-matrixot kapjuk. Az
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x; koordinatakat a [2, 3] intervallumon egyenletes eloszlassal egymastal fiiggetleniil
generdltuk.

Atlagos killonbség a korlat Atlagos id6
és a becsiilt érték kozott  (masodpercekben)
Hunter-Worsley 0.037702 0.06
2-multifa 0.025482 0.09
3-multifa 0.017672 0.18
4-multifa 0.012275 0.47
5-multifa 0.008310 1.23
6-multifa 0.005429 3.27
7-multifa 0.003156 8.88
Szantai iddszere - 32.65

Szantal médszerének atlagos szérdsa 0.0002202 volt.

2. Teszt. Itt ugyanazt a 35-dimenziés eloszlasfiiggvényt vettiik otven vélet-
leniil valasztott x vektorral. A korrelacick Corr (;,€;) = 0.8 voltak minden i # j
esetén. Az x; koordinatdakat a [0, 3] intervallumon egyenletes eloszldssal egyméstol
fiiggetleniil generaltuk.

Atlagos kiilonbség a korlat Atlagos id6
és a becsiilt érték kozott  (masodpercekben)
Hunter Worsley 0.278910 0.05
2-multifa 0.073927 0.17
3-multifa 0.025060 1.53
4-multifa 0.009387 4.54
S-multifa 0.003691 12.41
Szantai modszere - 28.80

Szantai moédszerének atlagos szérdsa 0.0008524 volt.

Irodalom

(1] G. Boole. Laws of Thought, American reprint of 1854 editon, Dover (New York, 1854).

[2] C. E. Bonferroni, Teoria Statistica Delle Classi e Calcolo Delle Probabilitd, Volume in onore
di Riccardo Dalla Volta, Universita di Firenze, 1-62 (1937).

(3] J. Bukszér and A. Prékopa, Probability Bounds with Cherry Trees, RUTCOR Research Report
(1999), 04-99.

[4] A. Genz, Numerical Computation of the Multivariate Normal Probabilities, J. Comput. Graph.
Stat., 1 (1992), 141-150.

[5] T. Hailperin, Best Possible Inequalities for the Probability of a Logical Function of Events,
The American Monthly, 72 (1965), 343-359.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000) I



MULTIFAKKAL ADOTT VALOSZINUSEGI KORLATOK 59

[6] D. Hunter, An Upper Bound for the Probability of a Union, J. Appl. Prob., 13 (1976), 597-603.

[7] S. Kounias and J. Marin, Best Linear Bonferroni Bounds, STAM J. Appl. Math., 30(2) (1976),
307-323.

[8] S. M. Kwerel, Bounds on the Probability of a Union and Intersection of m Events, Advances
of Applied Probability, 7 (1975), 431-448.

[9] G. Marsaglia and I. Olkin, Generating Correlation Matrices, STAM Journal of Scientific and
Statistical Computing, 5 (1984), 470-475.

[10] A. Prékopa, Stochastic Programming, Kluwer Academic Publishers (Dordrecht, 1995).

[11] A. Prékopa, B. Vizvari and G. Reg8s, Lower and Upper Bounds on Probabilities of Boolean
Functions of Events, RUTCOR Research Report (1995), 36-95.

[12] A. Prékopa, Boole-Bonferroni Inequalities and Linear Programming, Operations Research,
36 (1988), 145-162.

[13] A. Prékopa, Sharp Bounds on Probabilities Using Linear Programming, Operations Research,
38 (1990), 227-239.

[14] A. Prékopa, The Discrete Moment Problem and Linear Programming, Discrete Applied Mat-
hematics, 27 (1990), 235-254.

{15] Y. S. Sathe, M. Pradhan and S. P. Shah, Inequalities for the Probability of the Occurence of
at least m out of n Events, Journal of Applied Probability, 17 (1980), 1127-1132.

{16] M. Schervish, Multivariate Normal Probabilities with Error Bound, Applied Statistics, 33
(1984), 81-87.

[17] T. Szantai, Improved Bounds and Simulation Procedures on the Value of the Multivariate
Normal Probability Distribution Function, Proceedings of the VII. International Conference
on Stochastic Programming, Vancouver, Canada Aug. 8-16 (1998) (submitted).

[18] T. Széntai, Evaluation of a Special Multivariate Gamma Distribution, Mathematical Pro-
gramming Study, 27 (1986), 1-16.

[19] T. Szantai and J. Bukszar, Hipercseresznyefikkal adott valdszintségi korlatok, Alkalmazott
Matematikat Lapok, 19 (1999), 69-85.

[20] I. Tomescu, Hypertrees and Bonferroni Inequalities, Journal of Combinatorial Theory, Series
B 41 (1986), 209-217.

[21] L. Takdcs, On the Method of Inclusion and Exclusion, J. Am. Math. Assoc., 62 (1967),
102-113.

[22] K. J. Worsley, An Improved Benferroni Inequality and Applications, Biometrika, 69 (1982),
297-302.

(Beérkezett: 1999. janius 7.)

BUKSZAR JOZSEF, MISKOLCI EGYETEM
MATEMATIKA INTEZET, ANALIZIS TANSZEK
EGYETEMVAROS, 3515 MISKOLC

E-mail: MATBUK@GOLD.UNI-MISKOLC.HU

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)

i




60 BUKSZAR JOZSEF: MULTIFAKKAL ADOTT VALOSZINUSEGI KORLATOK

PROBABILITY BOUNDS GIVEN BY MULTITREES

JOzZSEF BUKSZAR

Upper bounds are presented for the probability of the union of finite number of events. The
bounds are based on few terms of probabilities of intersections of at most m + 1 events. The
bounds are computed by means of special hypergraphs called m-multitrees. The main theorem is
a generalization of the results of D. Hunter, K. J. Worsley and a former result of A. Prékopa and
the author. The efficiency of the new bounds are shown by tests for estimation of the values of
multivariate normal distribution functions.
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A TALAJVIZ-SZENNYEZODES MODELLEZESE ES SZAMITASA
NAGYKATA TERSEGEBEN

KERI GERZSON ES RAPCSAK TAMAS

Budapest

Nagykéata varosara (és a Tapié-régié egész teriiletére) jellemz8, hogy megoldatian
a szennyvizkezelés és szennyvizelvezetés, a kdzmiiollé nyitottsiga igen nagy, mivel a
vezetékes ivéviz-halézat ugyan 95%-ban kiépiilt, azonban a csatornizas és szennyviz el-
vezetés mindmaig varat magara. A varos 1998 6ta rendelkezik csatorna hélézattal, de
a kozintézeteken kiviil csak a lakasok 7%-a van bekétve. Ez a kedvezétlen helyzet —
tartés fennillasa esetén — kdros kornyezeti terhelést okozhat. Szennyezédésterjedési
modell felallitdsaval és megolddsaval szamitasokat végeztiink arra vonatkozéan, hogy
a talajvizzel széllitott szennyez&dések mennyi idé alatt érhetik el a kornyezd védett
mocsarak teriiletét. Az altalunk kordbban végzett hasonlé szamitasoktdl ([2], [3]) el-
téréen most nem pontszeri, hanem diffaz szennyezéforrassal kellett dolgoznunk, mivel
a szennyez&dés nagy teriileten elszértan keletkezik. Egy ennek a kériilménynek meg-
felelen atalakitott modell és megoldas: algoritmus szerint végeztiik el az ismertetésre
keriil§ szennyezddésterjedési szamitasokat. Az alkalmazott szennyez&désterjedési mo-
dell megoldasa arra az eredményre vezetett, hogy a Nagykatat6l mintegy 1700 méterre
levd mocsaras teriileten kb. 3500 év eltelte utan jelenik meg a talajviz Gtjdn széllitott
szennyez&dés.

1. A varos szennyviz- és csatorna-helyzete

Nagykéata varost és az egész kornyezd térséget az jellemzi, hogy szinte telje-
sen megoldatlan a szennyvizkezelés és szennyvizelvezetés. A térségben a kozmiollé
nyitottsaga az orszagos atlaghoz viszonyitva igen nagy. A vezetékes ivoviz-halézat
95%-ban kiépiilt. azonban a csatorndzas és szennyviz elvezetés mindmdaig megoldat-
lan. A varos 1998 6ta rendelkezik ugyan csatorna halézattal, de a kozintézeteken
kiviil csak a lakdsok 7%-a van bekotve (forras: [5], [6]). Tovabbi gond, hogy a terii-
letet talaj- és rétegviz siillyedés jellemzi; a viz nitrattartalma a sekélyebb kutakban
a hatdrérték kornyékén van és szamitani kell annak mélyebbre torténd fokozatos
tovabbterjedésére is (forras: [4]).

A kedvezétlen csatorna-helyzet miatt a keletkezs szennyviz nagy része szabaly-
talanul kialakitott szikkasztokban keriil elhelyezésre. Ez nemcsak az emésztégod-
rokben torténik. hanem sok esetben a mar nem haszndlt kutakban is, melyekbe
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atengedik az emésztSgodrok tartalmat. A szippantott szennyviz nagy részét illega-
lis lerakéhelyeken iiritik.

A véaros szennyviz-helyzete szamszertien a kovetkezé adatokkal jellemezhetd:
Kiindulasi adatként a napi vizfelhaszndlast vehetjitk alapul, ami évszaktdl fiig-
g6en 1800--3000 m3/nap. Ebbsl, a 7%-os mértéki csatornizottsagot figyelembe
véve, a csatornaba keriil6 szennyviz 250-300 m®/nap. A tobbi 1550-2700 m3 /nap
szennyvizmennyiség a viros teriiletén vagy annak kozvetlen kornyezetében elszik-
kad. A varost és annak kornyezetét terhel§ szennyvizmennyiség éves sszege mint-
egy 766500 m?3/év. (A napi dtlagnak vett 2100 m3 /nap mennyiséget az év napjainak
szamaval beszorozva adédik ez az tsszeg.)

Normalis koriilmények kozott a kommunadlis szennyviz dltal okozott szennye-
z6s nagy része a talajban és a vizben él6 mikroorganizmusok tevékenysége folytan
egy id6 milva lebomlik. Allandé és nagy terhelés esetén — ami Nagykata terii-
letén jelenleg megvalésul — ez a folyamat igen lassan, vagy egydltalin nem megy
véghe, ezért az idSk folyaman jelentds mértékid, a mélyebben fekvs rétegvizeket és a
varos szomszédsagiban elhelyezkeds védett teriileteket is veszélyeztets szennyezés
kovetkezhet be (lasd [4]).

Szennyezddésterjedési modell felallitdsaval és megolddsdval szamitasokat vég-
eztiink arra vonatkozéan, hogy a talajvizzel szillitott szennyez&dések mennyi id6
alatt érik el a kornyez6 védett mocsarak teriiletét. Az alkalmazott szennyez6dés-
terjedési modell megolddsa arra az eredményre vezetett, hogy amennyiben nem
torténik javulds a szennyviz elvezetésében és tisztitdsaban, a Nagykatatol mintegy
1700 méterre levé mocsaras teriileten kb. 3500 év eltelte utdn jelenik meg a talajviz
itjan szallitott szennyezddés. (Megjegyezzilk azonban. hogy ez a hosszi iddtar-
tam nem feltétleniil jelenti azt, hogy a térségben keletkezd, és a talajvizbe kertils
szennyviz teljesen veszélytelen lenne a kornyezetre. Joval veszélyesebb ugyanis a
szennyezGdés filggbleges irdnyu terjedése, amely esetleg mar 50 éven beliil elérheti
a vizado rétegeket. A fiiggGleges irdnyn szennyez6désterjedéssel azonban ebben a
cikkben nem kivantunk foglalkozni.)

2. Az alkalmazott szennyezd&désterjedési modell ismertetése

Egy szennyezddésterjedési modell elsGdleges célja annak felmérése, hogy a ki-
16nb6z6 szennyezGanyagok terjedése milyen potencidlis vagy tényleges veszélyhely-
zetet idézhet eld, ha valamely szennyezGanyag til nagy koncentraciot ér el a kdrnye-
zetben. A modellezés részét képezd feladat annak eldontése is, hogy a modellezés
mely szennyezGkomponensekre terjedjen ki. Ebben a cikkben az egyik legartal-
masabb komponens, a nitrat talajvizben torténé terjedésére végzett szdmitdsok
eredményét mutatjuk be.

A talajviz szennyezGdése a legnagyobb veszélyt akkor jelenti, ha a szennyezett
talajviz elér valamilyen ivévizbazist. Fontos még a felszini vizek védelme is a ta-
lajviz tjan torténd szennyez6déstsl. Ezért elsGsorban azt kell mindig megnézni,
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hogy a talajviz dAramldsdnak az irdnydba esd teriileteken vannak-e és milyen tavol-
sagban vannak ivévizbazisok, ill. foly6k, tavak, mocsarak. Nagykatan és kozvetlen
kornyékén a mérési adatok szerint a talajviz domindns irdnya nyugatrol keleti (pon-
tosabban ett6! az iranytdl kb. 10°-kal eltérGen északkeleti) irdny. Amit az ebbe az
irdnyba es§ teriileten védeni kell, az a Hajta-patak dgai kozott és mellett levs ki-
terjedt mocsaras teriilet. Ennek Nagykatdhoz legkozelebb esd része a Hajta-patak
Goboljarasi-aganak nyugati oldaldn, néhany kis tanya kornyékén helyezkedik el; s
legkozelebbi pontja Nagykata lakott teriiletének keleti csiicskétél kb. 1700 méterre
van (lasd 1. dbra). A még fokozottabb védelem alatt all6, Farmos kozségt6l északra
fekvs Nagy-nadas joval tavolabb, kb. 4350 méterre esik Nagykatatol, és ennél is 1é-
nyegesebb, hogy délkeleti irdnyba esik, vagyis olyan irdnyba, amerre Nagykita felél
gyakorlatilag nem jut el a talajvizben levs szennyez&dés.
A feladat leirasara a

oC v 0C _ aLv 8?°C  arv 0°C B

%R - R a2 R ag ¢

(2.1)

kétdimenzids transzportegyenletet alkalmazzuk, ahol v a szivirgds sebessége a p6-
rusokban, aj a longitudinalis diszperzivitas, ap a transzverzilis diszperzivitds, R
a késleltetési tényezd, A a bomlasi egyiitthato, ¢ az 1d6-, x a szivargds irdnydban
meghatarozott térkoordinéta, y pedig a szivargds irdnyara merGleges térkoordinata.
(A konkrét szamitdsok soran azonban el kell végezniink a koordindta-rendszer el-
tolasat és forgatasat a szennyezdforras helyének és a talajviz dramldsi iranydnak
megfelelGen.)

A transzportmodellek, transzportegyenletek részletes levezetése [1]-ben meg-
talilhats. A szerz6k az 4dltalanos haromdimenziés transzportegyenlet felallitdsa
utan megfogalmazzak ennek kiillonbozd egy-, ill. kétdimenzids specidlis eseteit, és
targyaljak azok megolddsi médszereit.

A legegyszeriibb, analitikus megolddsi mddszer gondolatmenetét kovetve, te-
kintsiik elGszor azt az esetet, amikor M tomegi pillanatnyi szennyezés jon létre a
t = 0 id6pontban az x = 0, ¥y = 0 helyen. Ebben az esetben a megoldas:

2
-5 ,
M y
2.2) Clz,y.t) = cexp | — - cexp (=),
(2.2) Cl@.9.1) drmngvtJarar P 4o vt darvt xp )
R R

ahol v, ar, R és X ugyanaz, mint az el6bb, m a viztarté vastagsdga, no a sza-
bad hézagtérfogat (a talaj hézagainak, tiregeinek térfogataranya, dimenzié nélkili
faktor). ap a longitudindlis diszperzivitds. A szdamitott C(z,y,t) az adott tér- és
id6koordinatakhoz tartozé szennyezéanyag-koncentréacié (mg/m?).

Amennyiben egy egyenletes mértékben haté szennyez&forrds huzamos ideig
szennyezi a talajvizet. abban az esetben a megoldasra (2.2)-bol az alabbi integral-
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formula vezethetd le:

Lt 1
2.3 Clz,y,t) =
(2:3) (@.y,1) 47r77l71,01),/aLaT/(, t—T

2
v(t—7)
T = —

-exp | — - — At - l
b dapv(t — 1) daro(t — 1) exp ( (t=))dr
R R
T drmngv/agar Jo PG, 8707
ahol p az idGegység alatt kibocsatott szennyez&dés és
(2.4) o,y t;7)
2
v(t —7)
r————
R y? \
= - ex — - exp — At — .
t—7 P dapv(t — 1) 4arv(t — 1) P ( ( T))
R R

A feladat kozelitd megoldasanak kiszamitdsat a

_ H

1
z,y,t; =
47rmnov,/aLaT Z ¥ ( bt = 2) drmngv/oaLar

2
( ( v(t—i+§)) \
—b 1\\ T - p
2] AN B 7 Y

(2.5) Clx,y,t) =

4aLv(t—i+%) 4aTv(t—'i+%)
| R R

formulaval végezziik (integralkozelités érintG-formuldval).
A [2] cikkben egy Gyal kiilteriiletén létesitendd (id6kozben mar atadott) kom-
munalis hulladékleraké kornyezeti tanulmanyahoz kapcsolédéan végeztiink szennye-
z&désterjedési szamitdsokat. A modellezéshez és a szamitdshoz pontszer( szennye-
z6forrast feltételeztiink, ami akkor jogos volt, ugyaunis egy feltételezett miiszaki
hiba. a szigetelés megsériilése folytan fellépd talajvizszennyezddésre alkalmaztuk a
terjedési modellt. Hasonl6an, egy masik hulladékleraké (Taksony), tovabba egy
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aluminiumkohé mellett kialakitott salak-dep6 (Apc) és egy szennyviziszap kom-
posztals iizem (Dunaharaszti) esetében is pontszeri szennyezé&forrast feltételezve
végeztitk a szamitdsokat, melyekr6l a [3] cikkben szamolunk be.

A transzportmodellek pontos megolddsianak és kozelit6 megolddsdnak a kap-
csolatara, a kozelités hib4jara, valamint a megolddsok paraméterérzékenységére
vonatkozé részletek ugyancsak a [3] cikkben taldlhatok.

Az &ltalunk kordbban végzett hasonlo, talajvizre vonatkozé szennyez6désmo-
dellezési szamitasoktol eltérden (lasd [2], [3]) most nem feltételezhetiink pontszeri
szennyezd&forrast. mivel a szennyezGdés nagy teriileten, gyakorlatilag Nagykata va-
ros teljes teriiletén keletkezik. (Olyan részletekkel a modellezés soran nem tudtunk
foglalkozni, hogy Nagykdtan melyek a csatornazott és melyek a csatornazatlan terii-
letek. ezért a varos teljes beépitett teriiletét tekintettiik egyetlen difftz szennyezs-
forrasnak). A szamitdsokat azonban egy, a varos teriiletére képzelt raszteren végez-
tiik, igy végiil mégis alkalmazni tudtuk a pontszerii szennyezsforras esetére vonat-
kozé formuldkat. Az ilymédon felépitett modell szerint szimitott szennyezéanyag-
koncentricié az egyes raszterpontokhoz kiilon-killon szamitott koncentracié-adatok
ereddje (0sszege). A diffiz szennyezddésterjedési modell ilyen kozelit6 megoldasaval
ad6dé eredményt a 2. dbra mutatja. Az dbra egy meglehetGsen hosszi idGtartam
— 3500 év — utan bekovetkezd, a modelliink szerinti, dllapotot mutatja, mivel azt
akarjuk vele illusztralni, hogy a Nagykatatol keletre-déllkeletre elhelyezkedd mocsa-
ras teriiletet kb. ennyi 1d§ alatt éri el a talajviz utjan terjedd szennyezédés. (A szé-
mitast magunknak elvégeztiik és a hasonld térképet elkészitettilk tobb kiilonbozé
id6tartamra.)

Osszehasonlitasként lefuttattuk a szamitasokat a korabban, mas feladatokra al-
kalmazott, pontszertl szennyezsforrasra vonatkozé megoldasi algoritmussal is. Eh-
hez elfszor olyan pontszerii szennyez6forrast feltételeztiink, mintha a viros belterii-
letének kozéppontjaban, a térképen csak kis pontnak latszé helyen, koncentraltan
képzédne az évi 766500 m3-re becsiilt szennyvizmennyiség. Annak feltételezése,
hogy a varos ilyen kis részén képzddhetne egy év alatt ilyen tetemes szennyviz-
mennyiség, eléggé durva otlet, s ennek megfelelGen nem kell csodalkoznunk, hogy
a kapott eredmények is irredlisak (3. abra). A kiilonb6z6 médon készitett térképes
abrak osszehasonlitdsa azonban sok szempontbdl tanulsidgos. (Erre kés6bb majd
még visszatériink.) Az dbrakrdl most roviden csak annyit emlitiink, hogy arnya-
las jelzi a kiilonbo6z8 koncentriciéju szennyezddéseket; minél sététebb egy hely az
alaptérkép (1. dbra) azonos pontjdlioz viszonyitva, annal nagyobb a szennyez&dés
koncentracigja.

Az utébbi szamitdst ezutdn @jra elvégeztiik azzal a viltoztatdssal, hogy a pont-
forrast athelyeztiik Nagykata lakoteriiletének a keleti csiicskéhez, mivel a szenny-
vizzel fert6zott talajviz altal veszélyeztetett legkozelebbi teriilet a varostdl keleti
irdnyban fekszik (4. dbra).

A szamitasok technikai részleteit és eredményeit a kovetkezd szakaszban tar-
gyaljuk részletesebben.
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3. A szennyezGdésterjedési modell megoldasa

A szadmitasok sordn egyrészt metrikus, masrészt pixel adatokkal szamolunk.
A kettd kozotti atszamitds az eljardsnak paramétere, melynek konkrét értéke a je-
lenlegi esetben: 1 pixel = 12,5 m. A folytonos (diffiz) szennyez&désterjedési modell
diszkrét, pontszeri szennyezdforrasokkal valé kozelitésélez alkalmazott raszter flig-
gbleges beosztasat allandonak vessziik: a szamitasok soran a fiigg6leges lépéskoz
5 pixel, vagyis 62,5 m. A raszter vizszintes beosztdsit azonban rugalmasan ke-
zeljiik, mivel célszertinek latszott soronként -— vagyis egy-egy szélességi koron —
azonos szami raszterpontot adni meg a varos lakott teriiletére helyezve. Ahol egy
szélességi kor hosszabb teriiletet metsz ki a lakott teriilet idomjabol, ott ritkdbban,
ahol viszont rovidebb teriiletet metsz ki, ott siiriibben helyezkednek el a raszter-
pontok. (fgy a sz6 szoros értelmében mar nem is raszterr6l van szo, inkabb csak
kvéazi-raszternek nevezhetnénk a modellben alkalmazott pontrécsot.) A rdacspontok
elhelyezésének elvét az 5. dbraval illusztraljuk. Paraméterként lehet megadni, hogy
soronként - vagyis egy-egy szélességi koron -— hany raszterpont legyen. A soron-
ként felvett raszterpontok szama az eljaras paramétere, melynek értékét a végleges
szamitds soran 6-nak adtuk meg. Konkdv alapteriilet esetén (Nagykata teriilete
is ilyen) a vizszintes osztévonalak tobb kiilonallo darabot is kimetszhetnek a sz6-
ban forgé teriiletbdl; ilyenkor az egyes kimetszett szakaszokat kiilon felosztjuk a
paraméter értékének megfeleld szadmu raszterpontra, amint az 5. 4bran is lathaté.
A raszterpontokhoz silyokat rendeliink az 6ket tarté szakaszok hossza ardnydban, s
a teljes évente termel6dd” szennyezddés mennyiséget (1¢) a silyoknak megfelelden
szétosztjuk a kijelolt raszterpontok kozott. A konkrét szamitds sordn 59 sorban
elhelyezkedd 6 x 59 = 354 raszterponttal futtattuk az eljards programjat.

Tovabbi paraméterként a szennyezddés terjedésének {6 irdnyat és opciondlisan
egy nyilasszoget is meg lehet adni, amely azokat az irdnyokat foglalja magdban,
amilyen irdnyokban a terjedés lehetséges. A Nagykatara vonatkozé konkrét szami-
tasnal a 6 irany EK-1 80°, a nyildsszog 30° (lasd 6. dbra).

Paraméterként lehet még megadni 4 kitlonboz6 hatdrértéket, melyelk alapjan az
eljaras programja altal elkészitett térkép az egyes hatarértékek tillépésének megfe-
lelgen 5 kiilonbéz6 szinre szinezi (vagy 4 killonbozd drnyalatu sziirke szinre drnyalja)
a térképet. (Az 4drnyalasos valtozatot a nyomdai el6allitas kedvéért dolgoztuk ki.
Az eredetileg 5 szin azért csokkent igy 4 drnyalatra, mivel a koncentrdciéban a
legkisebb hatarérték alatti. de a szdmitds sordn még pozitiv értékiinek talélt he-
lyekhez a szinezés soran halvany zold szint rendeltiink, az drnyalas sordn viszont a
megfelels helyeken valtozatlanul hagytuk a térképet.)

Miel6tt ratérnénk a konkrét szamitdasokhoz haszndlt tovabbi adatok meghaté-
rozasara, el6bb még szélnunk kell néhany sz6t a porézus anyagban szivargoé talajviz
szivargasi sebességének meghatarozasarol. Darcy torvénye szerint egy pordzus ko-
zegben szivargo folyadék sebességét a vy, = k- % formula szerint lehet kiszdmitani,
ahol vg, a szivargds sebessége, [ a két, az dramlas iranydban elhelyezkedd, figyel6kiit
tavolsdga, Al pedig a benniik észlelt vizoszlop kiilonbség.
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A sebesség dimenzidji k szivargasi tényez értéke (mds kifejezéssel hidraulikus
vezetGképességnek is szoktdk nevezni) fiigg a porézus anyagtol és az aramlé folya-
déktdél, valamint attél. hogy milyen irdnyban (vizszintes vagy fiigg6leges) tekintjiik
a vezetSképességet. A laza iiledékes kGzetek vizdtereszt§ képessége vizszintes irany-
ban lényegesen jobb. mint fligg&legesen. A mérések szerint a Nagykata kornyékére
jellemz6 vizszintes irdny1 szivargasi tényezd értéke k = 3 - 107° m/sec-nak vehet6,
a hidraulikus gradiens (%) értéke pedig 107%-nek. (Eszerint a talajviz dramla-
sanak sikjdban a lejtés szoge nagyon csekély, kilométerenként mindéssze 10 cm.)
Ennek megfelelGen v, értéke vy, = 3 - 1072 m/sec.

A szennyez&désterjedés effektiv sebességét ebbdl veg = '7’—1”4 alapjan szamit-
hatjuk, hiszen csak a szabad térfogatban torténhet az dramldas. Mivel esetiink-
ben ng = 0,25, ennek alapjan v = veg = 121079 m/sec adédik, ani kozelitGleg
0,38 m/év.

Most folytatjuk a szamitdsokhoz hasznalt adatok felsoroldsat:

o A talajviz effektiv szivargdsi sebessége (a 2. szakasz képleteiben szerepls v
konkrét értéke) a fentiek szerint 0,38 m/év.

e Az oy longitudindlis diszperzivitdst oy = 25, az ap transzverzalis diszperzivi-
tast pedig ar = 1,5 értékuek vettiik a szamitas sordn.

o Az R késleltetési tényezére a leggyakoribb R = 1,2 értéket hasznaltuk.

o A ) bomldasi egyiitthato értékét 0-nak vettiik, vagyis a szennyezGanyag esetleges
lebomldsat elhanyagoltuk a szamitds sordn.

e Az idGegység (jelen esetben 1 év) alatt kibocsdtott p szennyez&dés mennyi-
sége az évente keletkez6 766500 m® /év szennyviz figyelembevételével, és a ke-
letkezd szennyvizben kobméterenként 100 g nitrdt szennyezGdést feltételezve,
p=T665 104 g/év.

e A viztarté atlagos vastagsaga kb. m = 5 m.

o A szabad hézagtérfogat a fentebb, v kiszdmitasandl mar szerepelt np = 0,25
érték.

e A szennyezGanyagkoncentraciot (nitrdt szennyezéanyagra) kiilonbozé ¢t idsada-
tokra és killonboz6 helyekre szamitottuk ki. A szamitott C(x,y,t) szennyezd-
anyag-koncentricié (mg/m3) értéktartomanyait térképeken mutatjuk be.

Az eljaras programjinak futtatdsal sordn elGszor azonos nagysagrendd limite-
ket alkalmazva (pl. 10, 20, 40, 80 g/m?®), ezen limitek értékétsl és a modellezett
id6tartamtol fiiggetlenitl mindig azt tapasztaltuk, hogy az ilyen limiteknek meg-
felels, szennyezGdéskoncentracio értelemben vett szintvonalak nagyon kozel voltak
egymashoz. Ez egy meglepd véiltozas a korabbi talajviz szennyez&désterjedési sza-
mit4si tapasztalatokhoz ([2], [3]) képest, és valészintleg a nagyon kicsi dramlési
sebesség miatt adédott ilyen eredmény. Ezért attértiink egy 10-es kitevsjd expo-
nencidlis skdlara, amelynél mar kicsit jobban, bar nem jelentfsen, széthizodtak a
hatarok.

Az eredménycket a 2. abra térképe mutatja. A programot a kordbban felso-
rolt bemeneti adatokkal és a kovetkezs limitekkel futtattuk: 1, 10, 100, 1000 g/m3.
A megadott limiteknek megfelelgen, a térképen az alabbi 4 fokozati arnyalds je-
lent meg: Az 1000 g/m? folotti nitrat koncentraci6hoz tartozé helyek sotét ténusi
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drnyaldst. a 100 és 1000 g/m? kozotti koncentracichoz tartozék ennél egy fokkal vi-
lagosabb. 10 és 100 g/m3 kozott még egy fokkal vildgosabb. 1 és 10 g/m? kozott a
leghalvanyabb fokozatii drnyaldst kaptak, mig az 1 g/m? alatti nitrat koncentraci-
6hoz tartozo helyeket nem arnyaltuk. A folyamatosnak feltételezett szennyezddés
killonboz8 idGtartamaira elvégezve a szamitdsokat, azt taldltuk, hogy a Nagykata
keleti oldali széls6 hazait6l 1700 méterre taldlhatéd mocsaras teriilet szélén kb. 3500
év eltelte utan jelenik meg a talajviz ttjan szallitott nitrat szennyezGdés, ha ez
alatt az 1dg alatt nem véltoznanak az dllapotok. Ehhez a 3.5 évezred nagysdgi id6-
adathoz tartozé szamitdsok térképen dbrazolt eredményét mutatjuk be az dbran,
s ugyanehhez az idSadathoz tartoznak a pountszerd szennyezdforrasra vonatkozé
algoritmussal kisérletképpen elvégzett szamitdsok eredményei (3. és 4. abra).
Mivel a térkép arnyaldsa sordn csak 4 kiilonboz6 drnyalatot hasznaltunk, az ar-
nyalt térképek nem mutatjik a kiilonbséget az erdsen szennyezett (azaz a térképen
legsotétebben arnyalt) teriiletek szennyezédési koncentracigja kozott. Ezt a hianyt
most azzal pétoljuk, hogy megadjuk a modell szamitasai szerint legnagyobb és 4t-
lagos szennyezddési koncentraciot az erdsen szennyezett dsszteriiletre szoritkozva,
mindkét modell (diffaznak, ill. pontszeriinek tekintett szennyezéforras) esetére:

e Modell (szennyezéforras) jellege: diffiz pontszeri
o Térkép: 2. abra 3. és 4. dbra

¢ A modell szerint ersen szennyezett
teriilet nagysiga 10,667 km? 0,595 km?

o Maximaélis koncentracié
az erfsen szennyezett teriileten: 56,5 kg/m? 6113 kg/m?>

o Atlagos koncentricié
az erdsen szennyezett teriileten: 16,7 kg/m3 300 kg/m3

e Koncentracié szérdsa
az erfsen szennyezett teriileten: 10,2 kg/m3 543 kg/m?®

Az eredmények néhany tanulsiga:

1) A talajviz-dramlas lassisdiga miatt nem kell meglep&dniink, hogy a kapott
eredmény szerint évezredekben mérhetd az az id6, amig a szennyezédés 2 kilomé-
ternél is kisebb tavolsdgra eljut, ha ugyanis elosztjuk az 1700 méter tavolsigot a
0.38 m/év sebességgel, azt kapjuk, hogy a pérusokban dramlé talajviz ezt a ta-
volsagot t6bb mint 4400 év alatt teszi meg. (A terjedési modell a pozitiv értéki
longitudindlis diszperzivitds miatt eredményez ennél kisebb idétartamot: 3500 évet.
A fizikai torvények szerint a szennyezddés gyorsabban eljut egy adott helyre, mint
a szennyezGdést szallité talajviz.)

2) A nagyon lassd talajviz dramldas miatt a kevésbé szennyezett teriiletek felsl
az erdsebben szennyezett teriiletek felé (azaz vissza Nagykata felé, ill. a szennye-
z6forras felé) haladva a szennyez$dés koncentrici6ja nagyon gyorsan novekszik.
Az egyes hatdrértékekhez tartozé szintvonalak sokkal kozelebb vannak egymashoz,
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mint az eddigi alkalmazésaink sordn megszokott aramlasi sebességek esetén. (Gyal
és Apc korzetében a 1,5 m/nap adatot, Taksonyndl az 1 m/nap adatot, Dunaha-
rasztindl pedig a 0,2 m/nap adatot hasznaltuk.)

3) A pontszer( szennyezéforrasra vonatkozé szamitasok eredménye Nagykata
esetén (3. és 4. dbra) tobb szempontbdl is irredlis: ElsGsorban amiatt, hogy a varos-
nak és a kornyéknek csak nagyon kis részét mutatja szennyezettnek. Ezek az dbrak
is tanulsdgosak azonban, mivel mutatjik, hogy egy poutszert szennyez&forrasbol
milyen szeunyezdési cséva indul ki.

4) A pontszert szennyezdforrast feltételezd modell alkalmazasanak irredlis vol-
tat mutatja az a tény is, hogy ebben az esetben az erdsen szennyezett teriileten
a koncentracié maximdlis és atlagos értéke is nagysagrendekkel meghaladja a dif-
fiz szennyez&forras esetére kidolgozott modell szimitdsa szerinti hasonlé értékeket.
(Az el6bbi modell szamitdsa szerint adodo, kobméterenként tobb szaz vagy tobb
ezer kg nitrat szennyez8dés halmozodasa kifejezetten abszurd eredmény.)

5) Az el6bbiek kovetkeztében az is érthetd, hogy a varosnak a mocsaras te-
riilet felGli szélén felvett pontszeri szennyezGforras esetén az e modellhez tartozé
szennyezéeséva jobban benyilik a mocsaras teriiletre, mint a diffiz szennyez&dés-
terjedési modell esetén. Centralisan elhelyezett szennyezd&forrast modellezve viszont
a cs6va ugyanannyi idg alatt a mocsaras teriiletnek még a kozelébe se nagyon ér el.

Fontos végiil megemliteni, hogy a vizszintes irdnyt szennyezGdésterjedési sza-
mitdsok soran kapott, a fentiekben ismertetett eredmények (a terjedés idgbeli el-
hizédésa) nem jelentik azt, hogy a Nagykdta teriiletén nagy mennyiségekben ke-
letkezs, és a talajvizhe keriilé szennyviz teljesen veszélytelen lenne a kérnyezetre.
Fiiggsleges irdnyu szivargds sordn ugyanis ez a szennyezddés a mélyebb fekvésii
rétegvizeket, és igy az ivovizbazist is veszélyezteti a szdmitdsok szerint mar 50,
100 vagy 200 éven beliil, a réteg mélységétsl és a rétegsor tsszetételétsl fiiggden.
A fiigg6leges irdnyd szennyezddésterjedéssel azonban ebben a cikkben nem kivan-
tunk foglalkozni.

Koszonetnyilvanitas:

A szerz6k koszonetiiket fejezik ki Balla Katalinnak a kézirat atnézéséért,
Bartha Béla Kolosnak a kézirat dtnézéséért és a modell adatainak értelmezésé-
ben nyujtott segitségéért, Orsovai Imrének a modell adatainak, paramétereinek a
meghatdrozdasidban nyujtott segitségéért és mindhdrmuknak hasznos tanacsaikért.
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MODELLING OF GROUND-WATER POLLUTION IN THE AREA OF NAGYKATA

GER2SON KERI AND TAMAS RAPCSAK

Ground water pollution is a real danger in the area of Nagykata (i.e., the region of the river
Tapio), because sewage handling and disposal is far from being solved in that area. Drainage
system is built out only at a few settlement in the area, one of them is the town of Nagykata
(which is regarded the centre of the region), but even in Nagykdta only 7% of the houses are
connected to the drainage system. For calculating the concentration of pollution in the ground
water near the town, a transport model with a diffuse source of pollution has been applied.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)




A TALAJVIZ-SZENNYEZODES MODELLEZESE 71

3 étie ‘

5554?9

|
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3. Gbra. Nitrdt szennyezddés pontszerd (centrilis) szennyezddés feltételezésével
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4. dbra. Nitrit szennyezédés pontszeri (nem centrdlis) szennyezddés feltételezésével

5. dbra. Raszterpontok kijelolésének mddja diffiz szennyezddésterjedési modell alkalmazdsakor
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FELULETEK ELOALLITASA TRIGONOMETRIKUSAN SULYOZOTT
SPLINE-FUGGVENYEK FELHASZNALASAVAL

PETHONE VENDEL TEREZ

Pécs

Térbeli pontokra illesztett trigonometrikusan silyozott spline-gorbét definidlunk,
amelynek gorbeivei gorbiilet-folytonosan csatlakoznak egymashoz, sét a csatlakozépon-
toktdl eltekintve végtelen sokszor differencidlhaték. Az ilyen gorbével altaldnos eltoldsi
feliletet hozunk létre. A feliileteket egy vagy két trigonometrikusan silyozott spline ve-
zérgorbével definialjuk, a generals gérbe pedig harmadfoki Bézier-gorbe lesz. {gy vegyes
tipusi feliiletfoltokat kapunk, amelyek normalis-folytonosan csatlakoznak egymashoz.

1. Bevezetés

Mivel haromdimenzi6s vildgunkban sok bonyolult alaki targy fordul eld, ezek
megfelel6 modellezésére és val6saghii képi megjelenitésére a CAD-rendszerek spline-
technikdn alapulé matematikai médszereket hasznalnak. Ebben a cikkben trigono-
metrikusan silyozott spline-fiiggvényekkel mutatunk be néhany megoldast gorbe-
és feliiletmodellezési problémakra.

A masodik fejezetben interpolaciés pontokra illesztett gorbét definidlunk tri-
gonometrikusan silyozott spline-ként, amelynek gorbeiveit koriveknek és egyenes
szakaszoknak konvex kombinaci6ja allitja el aszerint, hogy harom egymds utin
kovetkezs pont egy korén vagy egy egyenesen van. Az igy definidlt spline-gorbe
gorbiilet-folytonos lesz [3]. Alkalmazasként poligonok csiicsainak lekerekitésére mu-
tatunk példat. A harmadik fejezetben olyan dltaldnos eltolasi feliiletet definidlunk,
amelynek vezérgorbéje trigonometrikusan silyozott spline, generdlé gorbéje pedig
egy harmadfoki Bézier-gorbe. A feliiletfoltokat tehat vegyes tipusi, egyik iranyban
trigonometrikus, a masik irdnyban pedig polinomislis kétparaméteres vektorfiigg-
vény irja le. A szomszédos foltok GC! rendben csatlakoznak egymashoz. Tovabbi
alkalmazdst mutatunk a negyedik fejezetben két vezérgorhével definidlt szabadon
formalt eltolasi feliilet szarmaztatdsara és az alaki paraméterek megvalasztasara.
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2. Interpolacids, trigonometrikusan stilyozott spline-gérbe

A hiromdimenziés E3 euklideszi térben adott pontsorozaton athaladé, azo-
nos médon definidlt ivekb&l osszetett gorbét készitiink ugy, hogy a gorbe az ivek
csatlakozasi pontjaiban gorbiilet-folytonos legyen. A gorbeiveket trigonometrikus
fiiggvényekkel fogjuk leirni, ezért azt mondjuk, hogy az adott pontsorozatra tri-
gonometrikusan silyozott interpolaciés spline-gorbét illesztiink. A két szomszédos
pont kozotti gorbeivre el6irjuk, hogy egyenes szakaszt ill. korivet dllitson el abban
az esetben, ha négy egymads utdni pont egy egyenesen ill. egy korén van.

2.1

Legyen {P, P, Ps,...,P,} C E? az adott interpoldciés pontok halmaza. A
gorbét a kovetkezs algoritmus szerint definidljuk [6]:

1. lépés: Az els6 kettd és az utolso két pont kozotti gorbeivek definidlasa végett
kiegészitjiik a pontsorozatot a Py és P,4+; pontokkal (lasd 2.2.).

2. lépés: Elkészitjiik az i-edik gorbeivet (¢ =1,...,n —1):

- hatarozzunk meg egy kort vagy egyenest a P;_y, F; és P;y; pontokon keresz-
tiil, és ennek a P; és P,y kozotti darabja legyen iv [i]ba].

— hatarozzunk meg egy kort vagy egyenest a P; , P11 és P12 pontokon ke-
resztill, és ennek a P; és Pyy, kozotti darabja legyen iv [iJ’*"".

Az iv [z‘]bal és iv [i]j°bb gorbeiveket paraméteres vektoregyenlettel adjuk meg a
[0,1] intervallum felett. Az egyenes szakaszt az

(1-t)-pi+t-pity1, t€0,1]

vektorfiiggvénnyel irjuk le, ahol p; a P; pont, p;+1 a P;41 pont helyvektorat jeloli.
A korivet, amelynek kozéppontja C és kozépponti szoge a; := Z(P;,C, Piy1), a

c+Ri(t) (pi—c), te[o,1]

fiiggvénnyel irjuk le, ahol ¢ a kozéppont helyvektora,

cos (ta;) —sin(ta;) 0
R;(t) = | sin(ta;) cos(ta;) O
0 0 1 |

pedig a térbeli forgatds matrixa a kor sikjaban a; szogsebességgel egy megfelels
koordinata-rendszerben.

~ képezziik az iv [i]"* (t) és iv [i°"(t) gorbék konvex kombin4ci6jat gy, hogy
az eredményiil kapott gorbe olyan legyen P; és P, kozott, hogy a P; ponthoz kizel
az iv [i]bal(t)-re, a P, kornyezetében pedig iv [i]j(’bb(t)—re hasonlitson (1. dbra) [4]:

(1) givlil() = cos® (¢ 2 ) i i (0) +sin® (¢ ) - 1w {00,
iend]; f=letn=1.
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~bad
i)

1. dbra. Az v-edik gorbeiv
3. lépés: Az ilyen m6édon meghatdrozott gorbeivek unigja a kivant interpoléa-
ci6s gorbe.

Ez a gorbe lokalisan moédosithaté, azaz alakja csak az elmozditott pont vala-
mely j6l meghatarozhaté kornyezetében valtozik.

2.1. TETEL. A fenti (1) képlettel készitett trigonometrikusan silyozott spline-
gorbe ivei gorbiilet-folytonosan csatlakoznak egymashoz.

Bizonyitds. A gorbiiletet az (i — 1)-edik gorbeiv giv[i — 1](¢) és az i-edik gorbe-
darab giv[i](t) (1 =2,...,n—1) t =1, ill. 7 = 0 csatlakoz6 pontjaban vizsgaljuk.
Tekintsiik (1) derivaltjait:

%giv[i —1(t) = —g “sin (¢ - 7) - 1v [i — 1]°*(t) + cos? (t ‘ ”) ; %iv i = 1P 0+

2
" . . | )
+g - sin (t ’ 7r) v [z .. 1]J bb(t) +sm2 (t ) g) ) éiv [’l B l]J bb(t)

és

Ed; givli](r) = -g “sin (- ) - iv [i] P () + cos? ('r : g) : dii- v [i]" (1) +

jo . d .
+g - sin (7- ; 7;-) v [,L]J bb(T) 3 G2 (T. g) ) 37_— - [’L]J bb(‘r)
t,ref0,1], i=2,...,n—1.

A csatlakozasi pontban

d o _d. . jobb
5 giv[i — 1](1) = o [i —17°7°(1),

[;iT giv[z](O) = a(_l; iv [L]bal(o)
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addédik. Hasonl6an a méasodik derivaltakra

B R v
Ez—glv[z -1](1) = PRl [i = 1)P°7°(1)
' & b
-3 8v[i(0) = — v [i"(0)

teljesiil.

Mivel az iv [i — 1J°°P(¢) és az iv [i]>*(7) gorbéket (i = 2,...,n—1)a P,_1, P; és
P; 4, pontokon athaladé csatlakozé P,y P; és P; P, azonos sugard korivek illetve
egyenes szakaszok definidljak, ezért a masodrendii geometriai folytonossdg teljesiil,
vagyis a gorbeivek gorbiilet-folytonosan csatlakoznak.

A P,_,,P;, Py, pontokon &dthalad6 ivnek a P;_; és P; kozé es6 darabja
iv[i — 1/°""(t), a P, és P,4; pontok kozé es6 darbja pedig iv [1°* (7). Bar mind-
ketté paramétertartomédnya a [0, 1] intervallum, a két ivhossz dltaldban kiilonbozs.
Ennek megfeleléen 7 = X - t, (A > 0). Vegyiik észre, hogy a fenti elsd derivaltak az
ivhosszakkal forditottan aranyosak:

d N

=iy [(]°*(0) =P:Pi41: Py P; .

d . jo
—d—tiv [i — 1] B -
A fenti masodik derivaltak pedig az ivhosszak négyzetéval forditottan ardnyosak
osszhangban az ivhossz és a gorbiilet szokdsos képleteivel. Tehat a két gorbe P;
pontbeli érintGje parhuzamos, a gorbiiletek pedig megegyeznek. g
Megjegyezziik, hogy korivek és egyenes szakaszok linedris kombinacigjaval ké-
szitett gorbeivek csak érintG-folytonosan csatlakoznak [5, 6, 8].

2.2.

Az interpolacios gérbe n — 1 gorbeivbél all, és minden iv a két végpontjaval és
még két szomszédos ponttal meghatarozott, atfedd egyenes ill. kor konvex kombina-
ciGja. Emiatt az els6 és utolsé6 gorbeiv definicidja megkivanja a pontsor kib&vitését.
A Py és P, pontok megvalasztasa kiillonboz6 peremfeltételeknek megfelelen tor-
ténhet. (8]

a) Természetes peremfeltétel

A kezdé- illetve a végpontban a gorbe gorbiilete nulla. Ekkor

Po :=Pp1 + (P1 — P2),
Pn+1 ‘= Pn =+ (pn = pn—-l)»

ahol p; a P; pont helyvektorat jeloli.
b) Periodikus peremfeltétel
Ilyen esetben P, = P,,. Legyenek

PO = P’n—lv
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Pn+1 — P2’

c) Koriv szerinti peremfeltétel

Mivel a 2.1. pontban definidlt gorbe egy koron elhelyezkeds négy pont esetén
korivet ad vissza, a Py ill. P,4; pontokat az els§ harom ill. az utolsé hdarom pont
altal meghatdrozott koron vessziik fel. Ha a Py, P>, P; pontokon atmend kor ko-

zéppontjiat C-vel, a —C-'T’l és C—:T}—SQ vektorok altal bezart szoget pedig ¢ -vel jeloljiik,

akkor a Py pontot
——

-
Po 2:C+2'COS(P'CP1 _CP2
osszefiiggéssel hatdrozzuk meg.
A P, i, pontot pedig a

s e
Pnt1 :=k+2-cosé- KP, — KP,_,

képlettel, ahol I a P,, P,_1, P,—> pontok koré irt kor kozéppontja, 6 pedig a

ﬁ’n_l és I\Tlﬁn vektorok éltal bezart szog. (A pontok helyvektorat a megfelelé
kisbettivel jeloltiik.)

A 2. dbran egy korivet és azon adott interpolaciés pontokat latunk. A Py és
P, ., pontokat a természetes peremfeltételt felhasznalva vettiik fel. A 3. dbran jol
lathaté, hogy a P; és P, pontok kozott a konvex kombindcié utdn létrejott trigono-
metrikusan silyozott spline-gorbe gorbiilete eltér az eredeti gorbéétsl, mert a P,
Py és P, pontokon atmend egyenes ,kiegyenesitette” a gorbét. Ugyanez figyelhetd
meg a P,_; és P, pontok kozott is.

X Plnel) X Plnst)
b 1
P(n) P(n)
08 0.81
£ P(n-
. P(n-1) _— (n-1)
y y
0.4 P(2) 0.4 P(2)
02 0.2
P(1) P(1)
0 02 04 06 _ 08 1 12 0 02 04 06 _ 08 1 12
X
-0.2 -0.2
04 X P(0) 04 X PO
2. dbra. Koriven vdlasztott 3. dbra. Adott pontokra illesztett
interpoldcios pontok interpoldcids gorbe
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2.3.

Tekintsiink egy példat a trigonometrikusan silyozott interpolaciés spline-gérbe
alkalmazdasara. Egy poligon csicsait kerekitjiik le adott sugaru korivekkel. Adott
a poligon a csucspontjaival: {Q1,Q2,Q3,...,Qn} és a lekerekitési korok r; (i =
2,...,n—1) sugara. Az adott torottvonal mentén felvessziik az interpolaciés pon-
tokat, amelyek a lekerekitd koriveknek a poligon oldalain 1évG érintési pontjai, és
azoktol adott, elég kicsi € tavolsdgra mindkét irdnyban tovabbi egy-egy pontot a
koriven és a poligon oldalan [4, 5, 6].

Legyen S := {Py, P, P;,...,P.} C E? (k = (n—2)%6+2) az interpolaciés pon-
tok sorozata, amely a spline-gorbe meghatarozé adata. Ebben az esetben a @) és
Q,, pontokndl nincs csics, ezeket nem kell lekerekiteni, igy a természetes perem-
feltételt hasznalhatjuk. A P, pontokra alkalmazzuk az elézGekben leirt eljdrast,
és létrehozzuk a Py, Py, Ps, ..., P, pontokon dtmend trigonometrikusan silyozott
spline-fiiggvényt. Ez a gorbe egy érintGlegesen csatlakoz6 koriv és egyenes szakasz
parost négy gorbeivvel helyettesit. Nevezetesen az e tavolsiaggal mindkét végén
megroviditett koriv és egyenes szakasz kozott két gorbiilet-folytonosan csatlakoz6
atmeneti gorbeivet tartalmaz.

A 4. abran a poligont, az 5. dbran a lekerekitéssel kapott gorbét latjuk.

Q@)

Q(é)

Q) Q(3)

X
Qi0)

X
Q(0)

4. dbra. Térbeli poligon

Q(s)

Q(6) Qe

5. dbra. Cstucsokndl lekerekitett térbels

poligon

3. Vegyes tipusu feliiletfoltokbdl all6 eltolasi feliilet

A 2. pontban elgallitott trigonometrikusan silyozott spline legyen a feliilet
vezérgorbéje. Generdlé gorbeként négy kontrollponttal adott Bézier-gorbét va-
lasztunk, és a vezérgoérbe mentén ,mozgatjuk” [5] (a 6. dbrdn vastag vonallal a
kontrollpoligon ldthatd).

A gorbeivek csatlakozasi pontjaiban elhelyezziik a Bézier-gérbe kontrollpoli-
gonjat. Ennek a térbeli helyzetét szabadon védlaszthatjuk meg. Mivel a vezérgorbe
altalaban nem sikgorbe, a kontrollpoligon alkalmas pozicionaldsahoz a végpontok-
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6. dbra. Vezérgorbe és a generdlé gorbe kontrollpoligonja

hoz lokilis koordinata-rendszerként a pontbeli kisérd triédert rendeljiik. Kiindulas-
ként tekintjiikk a vezérgorbe kezdGpontjaban megadott kontrollpoligon cstcsait és
azok koordinatait a kezd6pontban felvett lokdlis koordinata-rendszerben. Feltehet-
jitk, hogy a kisérd triéder a vezérgorbe iveinek kezdd- és végpontjdaban is létezik.

Legyen Vi, (k=1,...,4) a Bézier-gorbe négy alappontja. Egy koordinata-
rendszer transzformaciéval a V; pontot a régi koordinataival a vezérgorbe P; in-
terpoldcios pontjaba, a giv[i](t) gorbe P; := giv[i](0) pontjaban vett kisérg triédere
altal meghatdrozott koordindta-rendszerbe helyezziik, legyen ez Vzl Ugyanez a
transzformacié meghatdrozza a masik harom alappontot, és ezaltal a kobos Bézier-
gorbe kezdGpontja is a gorbeiv kezd6pontjaba keriil. Hasonl6képpen helyezziik el
a kontrollpoligont a giv[i](t) iv Piy1 := giv[i](1) végpontjahoz tartozé kisérd trié-
der koordinata-rendszerébe is, ez a ‘A/H.],l ponttal kapcsolédik a vezérgorbe Py
pontjdhoz. A gorbeiv kozbiilsé pontjaiban a kontrollpoligon csticspontjait a két
végpontjahoz rendelt Vlk és f/iﬂ,k (k=1,...,4) pontokbdl készitett konvex kom-
binédcigja adja: ;

Via(t) = giv(d](t)

Voul(t) = cos® (t- g) . V},k + sin? (t . g) . Vi+1,k + giv[i](1),

—
8]
it

telo,1, i=1,...,n—-1, k=234

Ezt minden gorbeivre (i = 1,...,n — 1) elvégezziik. Ezaltal a kobos Bézier-
gorbe kontrollpoligonjat végigvissziik a trigonometrikusan silyozott spline vezér-
gorbén, majd minden pontban elkészitjitk a Bézier-gorbét [2]. Az eltolasi feliiletet
igy vegyes tipusi, egyik irdnyban trigonometrikus, masik irdnyban pedig polino-
midlis kétparaméteres vektorfiiggvény irja le:

=F § =3 Y4 Via(t)
. 3 -6 3 0 Via(t)
. B g 5 ' 1.2 -
(3) Rihwi=1w" o % Ul 5 3 § a|* %
1 0 0 0 Wall)
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= [Bos(u) Biz(u) Bas(u) Bss(u)]-[Via(t) Via(t) Vis(t) Vi,4(t)]T,
tag(0,1]), = Ly eii=—1,

ahol Bjz(u) (7 =0,...,3) stlyfiiggvények a Bernstein alappolinomok, amelyek a
harmadfoki polinomtér bazisat alkotjak.

3.1. TETEL. A fent definidlt (3) feliiletfoltok normalis-folytonosan kapcsoléd-
nak egymdshoz, vagyis az érintG sik az egyik feliiletdarabrél a madsikra valo atlé-
péskor folytonosan valtozik.

Bizonyitds. Mivel két szomszédos feliiletdarab egyik irdnyban egy harmadfoki
Bézier-gorbe mentén csatlakozik, amely C2-folytonos, elegendd megmutatni, hogy a
mésik paraméter irdnyaban a trigonometrikus paramétervonalak GC!, azaz érint6-
folytonosak. FEzt a Bézier-kontrollpontok palyagorbéinek érints-folytonossagaval
igazoljuk. Tekintsiik a k-adik (k = 1,...,4) kontrollpont pdlyagorbéjét, és vizsgal-
juk a (2) vektorfiiggvény (i — 1) -edik és i-edik ivét:

’ . e TN, i
Vic1.(t) = cos? (t . ) Vicie + sin? (f . ;) - Vik + givle — 1)(¢)

t € [0,1]
Z) - Vi i, + sin? (‘r : %) Virrk + givli](7)

4

o

T € [0,1]
DN R R [
Ezek derivéltjai:

d

; . T y T d .
%L"“"’(t) = —sin(t-m)- 5 Vicig +sin(t-7) - 5 Vit 5 giv[t — 1](¢t)
. 5 l
E‘/'i‘k(T) = —sin(r-7)- g Vig +sin(r-7)- g— Vigrx + []('—Tgiv[i](r)

telo,1], 7e€]l0,1].

A szomszédos gorbeivek csatlakozasi pontjaban:

% i—l,k(l) = g—tgiv[i = 1](1)

d

L V;4(0) = - giv(il (0

adédik. Ezek az érinté vektorok parhuzamosak és egyirdnytak, ahogy azt a
2.1. tételben bizonyitottuk. Tehat a Bézier-kontrollpontok pélyagérbéi érinté-
folytonosak. O
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Amennyiben a vezérgirbe egy poligon lekerekitésével szarmaztatott, trigono-
metrikusan silyozott interpolaciés spline, akkor egyenes szakaszokat is tartalmaz.
Az egyenes szakaszokhoz viszont mindkét végpontban dtmeneti gorbeivek csatla-
koznak. Végiil tehat a gorbe minden csatlakozasi pontjaban létezik a kisérd triéder,
ezért a fenti feliiletgenerdlds elvégezhetd.

A OR’B(LL"“) x PR (L) £ feltétel tetszGleges geometriai bemend adatokra dlta-

ou
laban nem végezhetd el, az ilyen szingularitasok elkeriilése a tervezési folyamatban

interaktivan megoldhato.
A 7. dbran egy ilyen vegyes tipust feliiletfoltokbol all6 eltolasi feliiletet latunk.

7. abra. Eltoldsi feliilet

4. Két vezérgorbével definidlt dltalanositott eltolasi feliilet

4.1. Két vezérgorbével és egy generalo gorbével definidlt feliiletek

Legyen a Py; (i = 1,....n) interpoldciés pontokon dtmend trigonometrikusan
sulyozott spline-gorbe giv(t), és a P; (1 =1,...,n) pontokat interpoldlé gorbe
civ(t), (t € [0,1]) a két vezérgorbe (11. dbra). A generdl6 gorbe a Vi, (k=1,...,4)
kontrollpontokkal adott Bézier-gorbe. Az i-edik (i = 1,...,n — 1) gorbeivhez tar-
toz6 kontrollpoligont a kovetkez6képpen kapjuk:

e a Vj kontrollpontot a giv[i](t) gorbe giv[:](0) pontjaba helyezziik az ezen
ponthoz tartozoé kisérg triéder koordinata-rendszerében, igy Vi,l adédik. Ugyanez a
transzformaci6 a V5 alappontot ‘A/iyz pontba viszi szintén a giv[i](0) ponthoz tartozé
kisérg triéder koordindta-rendszerében.

e A V; kontrollpontot a civ[i](t) gorbe kezdépontjaba helyezziik, a ponthoz
tartozoé kisérg triéder koordinata-rendszerébe valé transzformalassal: VM adodik,
majd ugyanabban a koordindta-rendszerben \7,-,3-t is kiszamitjuk.

o Igy a gorbeiv elején létrehozzuk a VA},k (k=1,...,4) pontokkal adott kont-
rollpoligont (8. abra).

e Ezt az iv végén is elvégezziik, s a Viyy , (k=1,...,4) kontrollpontokat kap-
juk.
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o A gorbeiv kozbiilsé pontjaiban a kontrollpoligon a kiovetkezSképpen adédik:
Vi (t) = givli](t)

) Via +sin? (8- 2) - Vi + givlil(®)

ro| 3

]

)-ﬂﬂg+dﬂmw

=
w
—
—
=
|
o
o
w
[V
S
-~
no|

-_)-Vi,3+sin2(t~ 5

Via(t) = civli](t)

te0,1], i=1,....n—1.

o Ezzel az eljarassal a Vi, a giv[i](t) gorbén, a V;4 pont a civ[i](t) gorbén
,cstszik”.

Az ezen pontokbdl generdlt harmadfoki Bézier-gorbék halmaza és a két tri-
gonometrikusan silyozott spline-gorbe alkotja a kivant szabadon formalt eltolési
feliiletet [3], amely az egyik irdnyban trigonometrikus, (¢ € [0,1]), a mésik irdnyban
kobos polinomialis (v € [0, 1]) feliiletfoltokbdl all. Ezen foltokat is a (3) egyenletben
adott R;(t,u) 1 =1,...,n—1, (t,u) € [0,1] x [0,1]) kétparaméteres vektorfiigg-
vény irja le.

civ[i](®)

N

giv[il(®)

8. dbra. A kontrollpoligon szerkesztése a két vezérgorbe kozott
4.1. TETEL. A Bézier-gorbék kontrollpontjainak palyagorbéi érinté-folytono-
san csatlakozo gorbeivekbdl dllnak.
Bizonyitas. Ugyanigy elvégezhetd, mint a 3.1. Tétel esetén. O
fgy az Ri(t,u) (i=1,...,n—1, (t,u)€ [0,1] x [0,1]) feliilet ¢-paramétervo-

nalai is GC'-folytonosak, tehdt a feliiletfoltok normalis-folytonosan csatlakoznak
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egymadshoz. Ez azt jelenti, hogy a szomszédos feliiletfoltok feliileti normaélisai a
csatlakoz6 gorbe pontjaiban parhuzamosak és egyiranyiak. Ilyenkor valamely fe-
lilleti gorbe mentén haladva az egyik feliiletdarabrél a masikra val6 atlépéskor az
érintd sik folytonosan valtozik. (9., 10., 11., 12., 13., 14. 4bra)

180
0 ‘W‘mw = i Z:' LJ”‘V'_‘;'VJ__ w‘“mn
' 280260240220200!30150140!20!0050
10. dbra. Szabadon formdlt eltoldsi I T
feliilet

12. dbra. Két vezérgirbe
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13. dbra. Szabadon formalt eltoldsi 14. dbra. Ugyanaz a feliilet mds
feliilet a 12. d@bra vezérgorbéivel nézetben

4.2. Feliiletgeneralas alaktarté Bézier-gorbével

A két vezérgorbét és a generdlo gorbét a 4.1. fejezetben leirtak szerint adjuk
meg. Egy koordinata-rendszer transzformaciéval a Vi kontrollpontot az els, a
V4 kontrollpontot a masodik vezérgérbe minden gorbeivének kezdd- és végpontja-
hoz tartozo kisérg triéderének koordinata-rendszerébe helyezziik gy, hogy a Vi,l
az elsd, a VM a masodik vezérgérbén csisszon”, kozben a kontrollpoligon oldal-
hosszainak aranya az eredetivel megegyezzék. Ez parhuzamos vezérgorbék esetén a
kontrollpoligonok hasonlésagdt biztositja. Ehhez minden gorbeiv (¢ =1,...,n—1)
elején ill. végén meghatarozzuk a Ay ill. A, konstans szorzékat (A1, A» > 0), amelyek
a kontrollpoligon két végpontja kozotti aktudlis és eredeti tavolsadgainak aranyat ad-
jak meg. Az i-edik (1 =1,..., n — 1) gorbeiv kozbiils6 pontjaiban a Bézier-gorbe
kontrollpoligonjat a kovetkezGképpen definidljuk:

Vi (t) = givli](t)

Vi -)(t) = cos> (t . ﬂ-) “Ap - Vi,g + sin? (f . g) “ Ao Vi+1‘2 + giV[i](t)

2 3
:.3(t) = cos? <t~ Z;—) - Xi *Vig + sin? (t . g) Az Vigrs + civ[i](t)

Via(t) = civlil(t)

te [0i1); 2=1s0:500— 1.
Megjegyzés. Ezekkel a kontrollpontokkal generalt feliiletfoltok ugyanigy GC*-
folytonosan csatlakoznak egymashoz mint a 4.1. pontban készitett feliiletfoltok [7].

A 15. dbran a feliiletet ugyanazokbdl az adatokbdl generaltuk mint a 14. 4bran
mutatott feliiletet, de a kontrollpoligon mozgatasa soran az oldalhosszak ardnyat
megtartottuk.
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15. dbra. Alaktarto transzformdcioval készilt feliilet

4.3. Alakparaméterek meghatirozisa simasagi feltételbdl

A két vezérgorbével definidlt szabadon formélt feliilet létrehozédsakor a general6
Bézier-gorbe kontrollpoligonja altalaban torzul. A két gorbén ugyanis a megfelel
gorbeivek végpontjainak tavolsaga, vagyis a V,vvl és VA}A (i=1,...,n—1) kontroll-
pontok tavolsdga viltozik. Mdsrészt ezekben a pontokban a két gorbe kisérd triéde-
rének élei altalaban nem palhmamosal\ kovetkezésképpen az adott Vl 1 le 3V, 4
kontrollpoligon h'1V12 és V,,g Vi,4 éleinek a kiilonboz6 kisérs triéderek koordinéta-
rendszereihez valé rogzitése a kontrollpoligon torzuldsit okozza. A 4.2. pontban az
oldalhosszak aranydt megtarté szorzétényezék bevezetésével — amelyeket a feliilet
alakparamétereinek nevezhetiink — mérsékeltiik ezt a torzulast.

Az alakparaméterek megvilasztasdra hatékony modszernek bizonyult a felii-
letek fizikai viselkedését jellemzd kiilonboz§ energiamennyiségek minimalizédldsa.
A gyakorlatban jél bevalt a vékony membran energidjat approximalo

O*R(u, t) FPR(u,t)\°  [O*R(u,t)\’
gl il o T I
oo / [( ou? > e ( Juot ) L ( ot? ) i

A=1[0,1x[0,1]

feliileti integrdalnak — mint simit6 fiiggvénynek (fairing function) — a feliiletmodel-
lezésben valé alkalmazisa. Ez a fiiggvény a A alakparaméterekben masodfokd,
pozitiv definit [1], ezért a minimum helye jél szamithat6. Az alakparaméterekre
tett feltételt, miszerint azok értékét gy vélasztjuk, hogy az F' fiiggvény értéke
minimélis legyen, simasédgi feltételnek (fairness condition) nevezziik.

A két vezérgorbével és egy harmadfoki Bézier-gorbével definialt szabadon for-
malt felillet alakparaméterei a A\; (i = 1,...,n — 1) szorzétényez6k. A simité fiigg-
vénynek az egész feliiletre vett integralja

n—1

Bt o g et }:F
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n — 1 valtoz6s méasodfokd polinom. A szélsGérték meghatarozasa tehdt az aldbbi
linedris egyenletrendszer megoldasdra vezet:

;9_:\9; =10y =l =11

A 16. abran lathato feliiletet ugyanazokkal a vezérgorbékkel és Bézier-poligon-
nal készitettiik, mint a 14. dbran mutatott feliiletet, de az alakparamétereket a
simasdgi feltételbd] szamitottuk. Szdmos példan elvégzett vizsgdlatok azt eredmé-
nyezték, hogy az igy generalt feliiletek ,feszesebb” alakot mutatnak, mint a 4.1.
pontban leirt médszer, ami a A; =1 (i = 1,...,n — 1) esetnek felel meg.

16. dbra. Simasdg: feltétellel szamolt feliilet

A programot, a szamitdsokat és az dbrdkat a MAPLE V szdmit6gépi szimbo-
likus algebrai program-rendszerrel készitettiik.
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FLACHENGENEIERUNG AUS MIT TRIGONOMETRISCHEN BINDEFUNKTIONEN
DEFINIERTEN SPLINE-KURVEN

TEREZ P. VENDEL

Eine rdumliche Spline-IKurve wird mit trigonometrischen Bindefunktionen definiert, die durch
vorgegebene Punkte durchlauft und deren Segmente sich aneinander kriimmungsstetig anschlies-
sen. Dann werden allgemeine Translationsflichen mit einer oder mit zwei Leitkurven definiert, wo
die Leitkurven die vorher definierten Spline- KKurven sind. Die erzeugende Kurve ist eine kubische
Bézier-Kurve, deshalb sind die Parameterlinien dieser Flachen trigonometrisch in einer Richtung
und polynomial in der anderen Richtung. Der Ubergang zwischen solchen Flichenstiicken ist
normalenstatig. Die Seitenlangen des verschobenen Kontrollpolygons der Bézier- Kurve werden
einerseits proportional zu den vergegebenen Seitenlangen gewihlt, anderseits werden aus einer
Glattheitskriterium berechnet. Die generierten Flachen sind in den mit MAPLE erzeugten Figu-
ren dargestellt.
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ALTALANOSITOTT MULTIFIT TiPUSU MODSZEREK II.

DOSA GYORGY

Egyforma parhuzamos gépek iitemezésével foglalkozunk: Hogyan osszunk szét n
munkat m < n gép kozott gy, hogy a teljes atfutdsi id6 a legkisebb legyen: a legké-
s6bb befejez6d8 munka a lehets legkordbban fejezddjon be. A Multifit algoritmus [1]
egyfajta altalanositasat adja [2]. Jelen cikk egy masfajta dltaldnositasi lehet&séggel fog-
lalkozik. A logaritmikus keresés keretét a First Fit Decreasing algoritmus helyett olyan
ladapakolast algoritmusokra alkalmazzuk, ahol a ladakat az indexsorrendjiik szerint tolt-
jiikk meg targyakkal. Becslést adunk az elméleti hatékonysdgra, kisérleti eredményekkel
illusztraljuk az 4j algoritmusok hatékonysagat.

1. Bevezetés

Az iitemezéselmélet gyakran vizsgilt feladata a parhuzamos gépek iitemezé-
sének problémaja, a P || Ciax probléma [6]. Ez a kivetkezd: Adott egy feladat-
halmaz: 7 = {T1,Ta,..., T}, ahol T; (i = 1,...,n) olyan munkat jelent, amelyet
m gép valamelyikével kell elvégezni. A T; munka elvégzésének ideje, vagy rovi-
den hosszisdga I(T;). A munkik elvégzése barmelyik gépen ugyan-annyi id6be
keriil. Megszakitdst nem engediink meg, vagyis ha egy gép valamelyik munkéat
elkezdi, akkor azt be is kell fejeznie. A munksk egy iitemezésén a 7 halmaz vala-
mely P = {Py, P,,..., Pn} particigjat értjilk. (Ekkor az i-edik gép végzi a P;-ben
16v6 feladatokat.) Feltessziik, hogy varakozasi id6k nincsenek, vagyis amint egy
gép befejezi valamelyik dltala elvégzendd munkat, és még van olyan, amit neki kell
elvégezni, akkor azt rogton el is kezdi. Az egy-egy gépen elvégzendd munkak sor-
rendje az litemezési feladat szempontjabol kozombos. A P litemezés teljes atfutasi
idejét a kovetkezGképpen definidljuk:

(1) L(P)= max [(F%)

1<i<m

ahol T tetszGleges X részhalmaza esetén [(X) = > I(T), vagyis I(P;) az i-edik
TeX
gépen a legkésGbb befejezddd munka befejezési idejét jelenti, ha feltessziik, hogy
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a gépek a 0 idépontban kezdenek dolgozni. A P* titemezés optimadlis, ha teljesiil
L(P*)y < L(P) a T halmaz tetszGleges P iitemezése esetén. Mivel véges sokféle-
képpen tudjuk a 7 halmaz elemeit m részre particionalni, ilyen optimalis iitemezés
biztosan létezik, esetleg tobb is lehet. Az L(P*) értéket jeloljiik C*-gal, ami teh4t
csak T-t6l és az m szamtdl fiigg.

A feladat téglalappakolasi feladatként is megfogalmazhaté: Itt a munkaknak
egy-egy l(P;) magassagi, egy egység szélességli téglalap felel meg, ezeket kell egy m
egység szélességii, alul zart, felil nyitott savon elhelyezni dtfedés nélkiil ugy, hogy
minimalis magassdgot hasznaljunk fel a savbol. A téglalapok oldalai a sdv oldalai-
val parhuzamosak, és fiiggdlegesen dllnak, vagyis a forgatdsukat nem engedjiik meg.
Az optimalis iitemezés(ek) megkeresésének feladata NP-teljes [8]. Emiatt a feladat
megoldasara gyakran korlatozds és szétvilasztds tipusi médszereket alkalmaznak
[7]. Mi itt most gyors, és kozel-optimalis iitemezéseket ad6 algoritmusokkal foglal-
kozunk. Latni fogjuk ugyanis, hogy a heurisztikus modszer is nagyon sok esetben
optimdlis megolddst ad meg. A cikk szerkezete a kiovetkezS. A 2. paragrafus-
ban korabbi eredményeket vazolunk fel, a harmadik paragrafusban bevezetiink egy
ij, médositott Multifit-tipusa algoritmuscsalddot, amely a kordbbi (eredeti) Mul-
tifit algoritmus altalanositdasa. A 4. paragrafusban ennek elméleti hatékonysagara
adunk meg felsd korlatokat, és végiil az 5. paragrafusban teszteredményeket koz-
link. Ezek szerint a legtobb esetben az 1j algoritmusok jobban mitkddnek, mint
az eredeti Multifit algoritmus.

2. Korabbi eredmények

R. L. Graham 1966-os [5] cikkébdl szarmazik a kovetkezd alsé becslés:

(2) C* > C; := max {@, max l(Ti)} ,

m 1<i<n

vagyis a teljes dtfutdsi id6 legaldbb akkora, mint a téglalapok Gsszteriiletének és a
savszélességnek a hanyadosa, illetve legalabb akkora, mint a leghosszabb téglalap
hossziisaga. Ezt az als6 becslést jeloljik Ci-gyel. Jelsljik egy tetszGleges A al-
goritmus altal meghatarozott litemezés atfutasi idejét L(A)-val. (Valdjdban ez az
érték a gépek m szamatol, valamint a 7 feladathalmaztol is fiigg, igy az L(A,m,T)
jelslés lenne teljesen korrekt.) Bevezetjiik a kovetkezd mennyiséget, amelyet az A
iitemezési algoritmus elméleti hatékonysdganak neveziink:

3) Rl 4) = s5up {%} ,

ahol T tetsz6leges feladathalmaz.
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2.1. A MULTIFIT algoritmus

A Multifit algoritmust tébb szerzd javasolta [1]-ben. Itt logaritmikus keresés
torténik, minden lépésben az FFD (=First Fit Decreasing) ladapakolasi algorit-
must alkalmazva valamilyen C lida-mérettel. Az FFD algoritmus a végrehajtasi
id& csokkend sorrendje szerint iitemezi a munkakat, vagy a lddapakolas nyelvén kife-
jezve alddakba a targyakat a méretiik cs6kkend sorrendje szerint helyezi el. A soron
kovetkezs targyat az indexsorrend szerinti legelsG olyan liddba teszi, ahova befér.
Legyen C a ladak mérete, m a laddk szdma. Az algoritmus formalis leirdsa a ko-
vetkezd:

Az FFD algoritmus
. Legyen PL=0(i=1...m),j=1.
. Legyen ig = min {1 > LUP)+U(T;) £ C}, ig > m esetén vége.
. Legyen P, = P;, U {T}}, legyen j = j + 1.
. 7 < n esetén menjiink az 1. 1épésre, egyébként vége.

LN = O

Ha az algoritinus az 1. 1épésnél ér véget, akkor tul kicsinek bizonyult a C l4-
dameéret, nem sikeriilt az osszes targyat bepakolni. Legyen FFD[7,C,m] =1, ha
az FFD algoritmusnak sikertil bepakolnia a targyakat m ladédba, egyébként pedig
legyen FFD[7,C,m] = 0. Legyen

(4) Cy = max {2 : l(’—?)— max l(Ti)}

1 1<ign

Ekkor [1] szerint C' < C) esetén FFD[T,C,m] = 0; C > C; esetén FFD[7, C,
m] = 1 biztosan teljesiil. Legyen

7m(FFD) = inf {'r | Minden T-re FFD[T,r - C*,m] = 1}.

Ekkor érvényes a kovetkezd
1. TETEL. Tetszbleges T és 1 > 1y, esetén FFD(T,r - C*,m] = 1. O

Ez azt jelenti, hogy ha a ladaméret legaldbb r,, - C*, akkor az algoritmus az
Osszes targyat elhelyezi a laddkban. A Multifit algoritmus végrehajtasihoz elGszor
megdllapitunk egy Cp alsé-, és egy Cy fels§ korlatot a teljes atfutdsi iddre, az
el6bbiek szerint a Cp = C;, Cy = C, vilasztdas megfelels. Ezutdan a [Cp,Cy] in-
tervallum C felez&pontjat valasztjuk a lada méretének, és megprobaljuk az FFD
algoritmus szerint a targyakat elhelyezni a ladakban. Ha sikeriil, vagyis mindegyik
targy bekeriil valamelyik lddaba, akkor Cy szerepét C veszi 4t, ha nem sikeriil,
akkor pedig Cp-t helyettesitjiik C-vel, és ezt a lépést (egy el6re meghatarozott K
szamszor) iteraljuk.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



94 DOSA GYORGY

A Multifit (] algoritmus
Legyenek C, Cy az atfutdsi idd also, illetve felsG becslései, legyen 7 := 1.
t > I esetén vége, egyébként C := (Cy + C)/2
Ha FFD [T.C.m] =1, akkor Cy :=C,
Ha FFD [T,C,m] = 0, akkor C}, := C,
1:=1+ 1. Menjiink a 2. lépésre.

CU 00 0o e

A Multifit algoritmus elméleti hatékonysagardl [1]-ben a kovetkezd becslés sze-

repel: R, (Multifit [K]) < +,,(FFD) + (%)I\, valamint 7,,(FFD) < 1.22. [3] az
utébbi becslést 1.2-re javitotta, az algoritmust javitva % poutos fels§ becslést
adott [4].

Megjegyezziik, hogy [2] az el6bbi Multifit algoritmus egyfajta altalanositdsét
adja meg. megtartva azt a tulajdonsdgot. hogy a bels¢ ladapakolasi algoritmus
a targyakat mounoton csokkend méret szerint helyzi el, és a Multifit valamint a
Graham-féle LPT algoritmus kozos dltalanositdsahoz jut el. Jelen cikk egy més-
fajta dltaldnositasi lehetdséggel foglalkozik, most a gépeket egymads utan toltjiik fel
munkdkkal balrél jobbra haladva. vagyis az indexeik novekvd sorrendjében. A ha-
gyomdnyos Multifit algoritmus targyalhato ilyen moddon is, és ez az atfogalmazas
teszi lehetgvé azt a fajta dltaldnositdst, amely a tovabbiakban kovetkezik.

2. TETEL. Tekintsiik a kovetkez& algoritmust: Csokkend méret szerint haladva
tegyiik bele az elsd liddba azokat a targvakat, amelyek beférnek még a mar be-
lehelyezett targyvak mellé. Ha mdr nem fér tobh az els¢ ldddba, akkor kezdjiik el
hasonlé médon feltslteni a kovetkezd liddt a megmaradt targyakkal, és igy halad-
junk tovabb. Ekkor ez az algoritmus az FFD algoritmussal megegyezd ladapakoldst
eredményez. O

3. Az altalanositott Multifit algoritmus

Az FFD algoritmust cseréljiik ki egy F algoritmussal, amelyre éltalanos ke-
retet adunk meg. Az algoritmust tovdbbi feltételek bevezetésével egyre inkabb
specializalui fogjuk, mindig éppen csak annyira, ahogy a soron kovetkezd tételek
a szigoritast megkivanjik. A liddkat egymds utdn toltjiik fel targyakkal az inde-
xeik novekvd sorrendjében haladva. Eldszor kivdlasztjuk azokat a részhalmazait a
targyak 7 halmazdnak, amely targyak még nem lettek elhelyezve, és egyszerre be-
férnek az aktualis laddba. Ezutan ezek koziil egy R értékeld fiiggvény segitségével
kivdlasztunk egy targyhalmmazt, és az elemeit a ladaba tessziik. Ezt a két 1épést ad-
dig iteraljuk, amig van még olyan targy, amelyik az aktudlis ladaba befér, (vagyis
a beférs targyak halmaza nem iires). Ha mar az aktudlis laddba nem fér be tobb
targy a megmaradottak koziil. akkor kezdjiik el a kovetkezs lada feltoltését. Az
algoritmus akkor ér véget, ha elfogynak a targyak, tehat mindegyiket sikeriilt bele-
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tenni valamelyik laddba; vagy elfogynak a ladédk, és valamely targyak kimaradtalk
a ladékbél. Formalisan:

Az F algoritmus
1. Legyen C a lddak mérete, m a ladak szdama, P, =0 (:=1...m), vy € N egy
rogzitett szam.
Legyeni:=1,5=7
3. Legyen H = {X | X C S, I(P)+1(X) < C}, vagyis H azon targyhalmazok hal-
maza, amelyek egyszerre beférnek az aktudlis ladaba.
4.1 H = () esetén legyen i = ¢ + 1, menjiink a 6. lépésre.
4.2 H # ) esetén legyen Xy = argmax {R(X) XeH, |X
5. egyen P; = P, U Xy, S = S\ Xg, menjiink a 3. Iépésre.
6. 1 < m esetén menjink a 3. lépésre, egyébként vége.

o

<7}

Ha a 4.2 pontbeli maximum nem lenne egyértelmi, akkor a maximalis értéket
ado X halmazok koziil valamilyen szabdly segitségével valasztunk ki egyet.

Példa. Legyen vy =1 és R(X) = I(X). Ekkor a 2. Tétel szerint éppen az FFD
algoritmust kapjuk, a targyak a legelsd olyan ladaba keriilnek, ahova beférnek. Ezek
szerint az altaldnos I' algoritmusunk az FFD algoritmus dltalanositasa.

Definicio. Legyen F egy tetsz&leges ladapakolasi algoritmus. Ha az F algorit-
musnak sikeriil bepakolnia a targyakat m szami, C méretd laddaba, akkor legyen
F[T,C,m] =1, egyébként legyen F[T,C,m] = 0.

3. TETEL. Tetszoleges T feladathalmaz, R értékeld fiiggveény és C' < C* esetén
teljesiil F'(T,C,m} = 0. O

KOVETKEZMENY. Tetszbleges T feladathalmaz, R értékels fiiggvény és C <
C1 esetén F[T,C,m] =0, ahol Cy a (2)-beli alsé becslés.

Bizonyitds. Ez abbdl kovetkezik, hogy C; < C*. O

4. TETEL. Tetszbleges T feladathalmaz, R értékels fiiggvény és C > 2-C}
esetén F[T.C,m] = 1.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C > 2-Cy, és F[T,C,m] = 0. Ez azt jelenti, hogy
az F algoritmus elvégzése utdn maradt olyan tdrgy, amely a laddkban nem lett el-
lielyezve. Ez a targy mar semelyik laddba nem fér be. Feltehetd, hogy mar csak
egyetlen targy, T,, maradt elhelyezetleniil, kiilonben a t&bbit elhagyjuk a 7 feladat-
halmazbdl, és a maradékra még mindig teljestil a kezdeti feltétel, hiszen bizonyos
targyak elhagyasa altal a C) alsé becslés értéke csak csokkenhet, R pedig ugyana-
zokat a téglalapokat valasztja ki. Ekkor tehat

P+ UT)>C i=1...m,
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ahol T, az utols6, el nem helyezett tirgy. Az egyenlGtlenségeket dsszegezve:
Z UP)+m - UT,)>m-C.
i=1

Ha a bal oldalhoz I(T,)-t hozzdadunk, (ami nemnegativ), az egyenlGtlenséget m-
mel osztva a kovetkez6t kapjuk:

(5) @+1(Tn)>czz-cl.

m

Masrészt Cy; > UT) g C1 > max<i<n I(T3) 2> U(T,) miatt

m

(6) 2-C 2 17) + UTy),

m

ami viszont ellentmond (5)-nek. O

Megjegyzés. Az eredeti Multifit algoritmus esetében a tételben szerepls 2 - C;
konstans szerepét a (4) képlethen all6 C, < 2- (| jdtszotta, de a bizonyitas a mos-
tani esethen Cy esetén nem mitkodik. Mdsrészt a 2-es szorzé a lehetd legkisebb:
Alljon a 7 halmaz m szamd m — 1 hosszisagt, valamint egy darab m hosszi-
sagt téglalapbdl. Ekkor C; =m, C* =2 (m —1). Ezért C < 2_17:;_—& - Cy esetén
F[T,C,m] =0 lesz, vagyis C; egyiitthat6ja nem lehet kisebb 2-nél. Ezek alapjan
most is meg tudunk adni alsé és fels§ korlatot a C atfutdsi idére, amelynél ki-
sebb, illetve amelynél nagyobb értékek esetén biztos, hogy F[7T,C,m] = 0, illetve
F[T,C,m] = 1. Az algoritmusunk dltaldnos kerete igy a kovetkezs lesz:

A GMF[K] (altalanositott Multifit) algoritmus
1. Legyenek Cp < C* < Cy az atfutdsi id6 also, illetve fels§ becslései, valamint
legyen 2 := 1.
. 1> I{ esetén vége, egyébként C := (Cy + CL)/2
. Ha F[T,C,m] =1, akkor Cy :=C,
Ha F[T.C,m] =0, akkor Cr := C,
i:=1 + 1. Menjiink a 2. lépésre.

TU w1

Definicié. Tetszoleges F' ladapakolasi algoritmus esetén definidljuk a kovetkezd
mennyiséget:

rm(F) = inf {r | Minden T-re F [T,r - C*,m] = 1}.
Az 7, szam tehat az a legkisebb szorz6, amennyivel megszorozva a C* értéket a
kapott méretti m szamu ladaba az F algoritmus biztosan be tudja pakolni a téglala-

pokat. Kénnyen latszik, hogy 7., definici6ja értelmes, hiszen C* > #I(T), ugyanis
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ha a gépekre egyenletesen sikertilne elhelyezni a munkékat, akkor kapnank ezt az ér-
téket, ekkor viszont m - C* > [(T), vagyis r = m vélasztdssal minden munka az els§
gépre keritl, vagyis nem tires szdmhalimaz infimumét vessziik az el6bbi definiciéban.

5. TETEL. Tetszdleges R kivilasztdsi filggvény esetén 1 < r,,, (F) < 2.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint F[7,C,m] =1, ha C > 2 Cy, mésrészt Cq <
C*, ezért tetszileges C > 2- C* esetén F[T,C,m] =1, O
Ezek utan a Multifit-tipust algoritmuscsalad dltaldnossigét fokozatosan kor-

latozzuk, mindig csak annyira, hogy a kovetkezd tétel a lehets legaltalanosabb
keretek kozott teljesiiljon.

F1 FELTEVES. Legven X\, X, € H az dltaldnos Multifit algoritmus 4.2 lépé-
sénél. Ha | X| <7, |X2| <7, valamint [{X1) < I(X3), akkor Xy # X;.

F2 FELTEVES. Legyen e < % ahol

§ =min {I(X)) = U(X2)| >0 : X, CT, X, CT}.

Az X téglalaphalmaz alljon valahdny ¢ méretii téglalapbol. Legyen X, € H,
|X1| € v az algoritmus 4.2 lépésénél. Ekkor ha a H halmazbdl a kivdlasztasi sza-
baly szerint kivdlasztott téglalaphalmaznak az X, nem részhalmaza, akkor ha a
H halmazt az X halmazzal kibévitjiik, akkor a kibévitett halmazbdl kivdlasztott
téglalaphalmaznak sem lesz az X| halmaz részhalmaza.

Megjegyzés. Az el6bbiek szerint az R értékels fiiggvény (és az egyértelmiiséget
biztosité poétlolagos kivalasztasi szabaly) szivesebben valaszt nagyobb 0sszméreti
halmazt. A masodik feltétel azt jelenti, hogy van olyan kicsi €, amelynél kisebb,
egyforma méret téglalapokkal bévitve a téglalapok halmazat az algoritmus lénye-
gében ugyanigy mikodik: az eredeti téglalapokhol ugyanazokat helyezi el az egyes
ladakba. mint az elsbb. Az el6bbi két tulajdonsdag az FFD algoritmus esetében
trividlisan teljesiil. Ez azt jelenti, hogy ha az el6bbi feltételek teljesiilnek, akkor
ugyan korlatoztuk az F algoritmus altalinossagat, de az még mindig 4ltaldnositasa
az FFD algoritmusnak.

6. TETEL. Tetszéleges T és v > v, esetén F[T,r - C*,m] = 1, ha feltessziik,
hogy a T -beli targyak méretei dsszemérhetdek, valamint teljesiil az F1 és F2 tulaj-
donsag.

Bizonyitds. Elgszor belatjuk, hogy F[T,rn, - C*,m] = 1. Tegyiik fel ezzel el-
lentétben, hogy az F algoritmus nem képes a targyakat a C =1y, - C* méretd,
m szamt lidaba bepakolni, vagyis legalabb egy targy kimarad a laddkbél. Le-
gyen C, = min {I(X),1(X)>C, X C T}. (Emlékeztetiink arra, hogy tetsz&leges
X C T részhalmaz esetén [(X) = >, I(T) az X-beli targyak méreteinek Osszegét

TeX :
jelenti.) Ekkor tetsz&leges C’ esetén, ahol C < O’ < Oy, a targyakat az F algo-

ritmus a ¢’ méretii 1adakba sem képes bepakolni, mert minden ladaba pontosan
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ugyanazok a targyak keriilnek, mint az el6bb, hiszen a liddkba beférs téglalaphal-
mazok nem véltoztak; ez pedig ellenmond r,,, értelmezésének. Most lassuk be, hogy
F[T,r-C*,m] =1 teljesiil tetsz6leges r > r, esetén. Elgszor feltessziik. hogy -+
racionalis szam. Tegyiik fel tehat, hogy F[T,r - C*,m] = 0, valamely T feladathal—
maz esetén, legyen r = - 1, @ > 1, o € . Tekintsiink egy tetsz&leges optimalis
pakoldst m darab, C* méretli laddba. Noveljiik meg a laddk méretét « - C*-ra.
Toltsiik ki az osszes ldddaban a megmaradt helyeket az F2 feltételben szerepls e-ndl
kisebb egyforma méretii targyakkal igy, hogy valamennyi lada teljesen legyen meg-
toltve. Az 1j targyak mérete legyen az 6sszes kordbbi targy méretének, valamint
o - C*-nak is oszt6ja. (Ez elérhetd, mert a raciondlis.) A kapott feladathalmazt
jeloljiik 7-vel. Ekkor C* = a - C*, ahol C* az 1ij feladathalmaz esetén a teljes atfu-
tasi id6 optimalis értéke. Hajtsuk végre az F algoritmust az r - C* ladamérettel és
T feladathalmazzal. F1 és F2 teljesiilése folytin minden ladaba ugyanazok a tar-
gyak keriilnek mint az el6bb, esetleg még néhany az j, € méretd targybol. Ezért
a kovetkezd ladaba teendd targyak vilasztdsandl lényegében ugyanabbél a halmaz-
bél valasztunk, nevezetesen az elgbbi maradék targyak, és még a kicsi fajtabol
megmaradt targyak koziil. Mivel az F algoritmus el6bb a régebbi tdargyakat nem
tudta mindet elhelyezni, hiszen feltettiik, hogy F[T,r - C*,m] = 0, ezért most sem
tudja, igy F[T,7 - C ,m] = 0 kovetkezik. Mivel r - C* = a -1, - C* =1, - C*, igy
kapjulk: F[T,ry, - m] = 0, ez pedig ellentmond az el6z6 résznek. Ezutan tetszo-

leges 1 > rp-re a buonyltas konnyen addédik, hiszen az F[7T,C,m] kifejezés értéke
a bizonyitas elsd részében leirtak alapjin valamilyen [Cy, Cg) alulrél zart, feliilr6l
nyilt intervallumokon ugyanaz. O

N
7. TETEL. R (GMFIK]) <v(F)+ (1) .
Bizonyitds. Megegyezik az eredeti esetben torténd bizonyitdssal [1]. O
K
KOVETKEZMENY. R,,(GMF[LK]) <2+ ()

Bizonyitds. A 4. Tétel miatt tetszGleges T és C > 2C; esetén F[T,C,m| =1,
ezért F[T,2-C*,m] =1, igy rm(F) < 2.

4. Az F, és F, algoritmus-csalad

Tovabb korlatozzuk az algoritmuscsalad dltaldnossiagat: bevezetjik az F, és
F, algoritmusokat, amelyek még mindig az FFD algoritmus &ltaldnositasai. Az
F., algoritmus 4.2. -edik lépésében legyen R(X) = I(X), vagyis vélasszunk ki leg-
foljebb v darab targyat, amelyek beférnek az aktualis laddba, és az Osszméretiik
maximalis. Ehhez hasonléan definiiljuk az F,, algoritmust: Helyezziink el az ak-
tualis ldddba valahany targyat ugy, hogy az Osszméretiik legyen maximadlis. Ez
utébbi algoritmus nyilvan azonos tetszéleges olyan F, algoritmussal, ahol példaul
5 nagyobb, mint a téglalapok szdma, tehat Fo, is egy specidlis F, algoritmus. Ha
a maximalis osszméret tobbféleképpen is folvétetik, akkor az elhelyezendd tégla-

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)




ALTALANOSITOTT MULTIFIT TiPUSU MODSZEREK 11. 99

laphalmazt ezek koziil a kovetkezd szabdly segitségével valasszuk ki: A T halmaz
elemeit rakjuk a méretiik szerinti csokkend sorrendbe. Azonos dsszméret esetén va-
lasszunk minimadlis szamu tdrgyat. Ha még mindig tobhféle targyhalmaz marad,
akkor ezen tdargyhalmazok elemeinek méreteibél alkotott vektorok kozitl valasszuk
a lexikografikusan legnagyobbat.

Megjegyzés. Belathato, hogy az F1 és F2 feltételek teljesiilnek, ezért az el6zo
tétel allitasa biztosan teljesiilni fog ezen algoritmusok esetén is. A kés6bbi haté-
konysdgbecsléseknél az egyértelmiiséget biztosité megszoritasokat nem hasznaljuk
fel a bizonyitas soran, csak a numerikus vizsgilatoknal alkalmazzuk majd az el6bbi
szabdlyt. Egy masik lehetséges, az egyértelmiiséget biztosité szabily lehetne az is,
hogy azonos tsszméret esetén valasszunk olyan halmazt, amelyikben a ,kisebb tar-
gyak szama kisebD”, ezéltal azt remélve Logy jobban jaruuk, ha el6bb a nagyobb
targyakat helyezziik el, mert ezeket késdbb nehezebben tudndnk elhelyezni, mint
a kisebbeket. Ehhez hasonlé szabdlyok alkalmazasa és vizsgdlata késébbi vizsgala-
tok targya marad. Ezek utan az r,,,(F) konstansra szeretnéuk fels§ becslést kapuni,
hiszen igy egyben a 7. Tétel alapjan az R, (GMF[K]) expanzios faktort is meg
tudtuk becsiilui.

4.1. Hatékonyséagi becslések

Az F., és F algoritmusokra vonatkozé felsd, illetve pontos hatékonysagi becs-
léseket adunk meg. Ehhez némi el6készitésre van sziikségiink.

8. LEMMA. Tegyiik fel, hogy az F algoritmust m ldddra alkalmazva tdrgyaknak
a kovetkezd elhelyezését kapjuk: P = (Py,...,P,). Ekkor az F algoritmust m — 1
laddra alkalmazva a T' = T \ P,-beli tdargyaknak a kovetkezd elhelyezését kapjuk:
P' ={(Py,...,Py_1,Psy1,...,Pn) tetszdleges 1 < a < m egész szam esetén, vagyis
a tobbi laddba ugvanazok a targyak keriilnek, mint az el6bb. a

Definicié. Legyen p, ¢ tetszoleges pozitiv egész szdam, ahol p > q. Egy (p/q)
ellenpéldan olyan (7, M) rendezett part értiink, (ahol 7 egy feladathalmaz, M
pedig egy pozitiv szam, a laddk szima}, amelyekre teljesiil F[T,p, M] = 0, valamint
C*[T,M] < q., vagyis az F algoritmus nem képes a targyakat M szdmi p méretd
laddba elhelyezni, de van legfeljebb ¢ dtfutdsi idével rendelkez§ iitemezés.

9. LEMMA. Legyen (T, M) egy tetszéleges (p/q) ellenpélda. Ekkor tetszdleges
8 > 0 esetén a (T, M) par egvben (3 - p/i3 - q) ellenpélda is. O

Definicié. Minimalis (p/q) ellenpéldin olyan (7, M) rendezett part értiink,
amely a kovetkez§ értelemben minimaélis:

a, A (7, M) par (p/q) ellenpélda

b, tetszileges a,-t kielégitd T' esetén |T'| > |T|

c, tetsz6leges 1 < m < M esetén v, < p/q.

10. LEMMA. Legyen (T, M) minimalis (p/q) példa. Ekkor van olyan T € T
amelyre F [T\ {TY,p. M ] = 1. vagyis egyctlen tdrgy marad ki a 1ddakbol. O

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)




100 DOSA GYORGY

4.2. m = 2 esete
Ha a laddk szama kettd, akkor konnyen adhatunk pontos becslést az algorit-
musaink elméleti hatékonysagara.

11. TETEL. ry(F,) = 3343

Megjegyzés. v = 2 esetén az el6bbi becslés értéke %. Ez pontosan annyi, mint

az FFD algoritmusra vonatkoz6 poutos becslés értéke két ldda esetén. Nagyobb v
esetén azonban egyre jobb értékeket kapunk, vagyis két gép esetén minél nagyobb
a v paraméter, anndl jobb az algoritmusunk elméleti hatékonysdga, és v novelése
esetén az elméleti hatékonysag 1-hez tart.

Bizonyitds. Alljon a 7 halmaz 27y + 2 szamu téglalaphol, ezek koziil kettonek a
mérete 3 egység, a tobbi hossza 2 egység. Ekkor ezek éppen beleférnek kettd darab,
27 + 3 méretii laddba: mindkét ladaba egy nagyobb téglalap, és v darab kisebh
keriil. Ekkor mindegyik lddaban v + 1 darab téglalap van. Ha most legfeljebb ~
darab maximadlis osszméreti téglalapot akarunk beletenni egy 2v + 4 — € méretid
ladaba (ahol 0 < £ < 1), akkor pontosan 7y darabot helyeziink el, a két darab 3
hosszisagiit. és v — 2 darab 2 hosszisagit. Ezek egyiittes mérete 2y + 2. Ezek
mellé mér nem fér el téglalap, és a tobbi pedig nem fér be a masik ldddba. Ezért
ra(Fy) > 332, Most belatjuk, hogy r2(F,) < 3243 Jeloljiik a lidékat Py és Pp-
vel, az F., algoritmus végrehajtdsa sordn a P;-be keriil§ targyak halmazat T;-gyel,
a Pi-bél kimaradé targyak halmazat (amelyek a Ps-be keriil§ tdargyak, valamint
a mindkét 1adabél kimaradé targy) pedig jeloljilk Ts-vel. A Tétel bizonyitasinak
tovabbi részéhez sziikségiink lesz a kovetkezd dllitdsra:

12. SEGEDTETEL. [Tz < v+ 1.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy legaldabb v + 2 darab téglalap kimarad P;-bél,
ezek egyiitt nem férnek el Pr-ben. Az osszteriiletiik legyen 2y + 4 + ¢, ahol € > 0.
Ekkor I(P)) < 2y + 2 —e. Mivel a Pi-bdl kimaradé targyak egyike sem fér méar
be Pj-be, mindegyik Th-beli targy mérete nagyobb, mint 2 + . Ezért a T»-beliek
osszmérete nagyobb, mint (v +2)(2+¢) = 27 + 4 + (v + 2)e, ami ellentmondas. O

A tétel bizonyitdsa ezutdn a kovetkezs: Legyen T' az a legfeljebb v darab tégla-
lap, amelyet az F., algoritmus eldszor elhelyez az elsé ladaban. Legyen T* = T'UT5.
Az el6bbi Lemma alapjan {T*| < 2y + 1. A T*-beli targyak elhelyezhet6k két darab
2v + 3 méretii ladaban, ekkor ezek kozott van olyan lada, amelyikben legfoljebb v
darab targy van, ezen targyak Osszmérete legyen C. Ezek szerint ha az egyik la-
daba a T*-beli targyak koziil legalabb C teriiletnyi kertil, akkor a mésik lddaba
befér a tobbi T*-beli targy. Amikor F., elhelyezte a T'-beli targyakat az elsd 14-
daba, itt az Osszteriilet ezdltal mar legalabb C volt. Ezért a Ty-beliek elférnek a
maésik laddban, ami ellentmondés. O

13. TETEL. m2(Fo) = 1.
Bizonyitds. Legyen (T, M) tetszleges (p/q) ellenpélda. Tekintsiink egy tetszs-
leges pakolast két ¢ méretii ladaba, az egyik ladédba tett targyak 8sszmérete legyen
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C. Az F algoritmus legalabb C osszméteri targyat pakol az elsé p méretii ladaba,
ezért a tobbi targy befér a masik ladaba. Ellentmondasra jutottunk, ez azt jelenti,
hogy (p/q) ellenpélda nem létezik. g

Megjegyzés. Az el6bbi bizonyitasi technika tobb lada esetén sajnos nem mii-
kodik, ezt mutatja az alabbi példa. Alljon 7 a kovetkez6 targyakbol: 7T =
{7,7,5,3,2,2}, legyen P = {5,3}, P, ={7,2}, P; ={7,2}, a ladak mérete 9.
Ha az els§ liaddba nagyobb 6sszméretii targyakat tesziink a kovetkezGképpen:
P] = {5.2,2}, akkor az els6 14dabdl kimaradé harom targy mar nem fér el a ma-
sik két laddban. Vagyis, ha nagyobb ¢sszméretii targy keriil az elss, vagy el6bbi
ladakba, ez nem garantdlja azt, hogy a tobbi targy még inkibb befér a hatralévs
ladakba.

4.3. m > 2 esete
Ha a ladak szdama legaldbb harom, djra sziikségiink lesz némi elGkészitésre.

Definicié. Azt mondjuk, hogy X,Y C 7 esetén X domindlja Y-t, ha létezik
olyan f : Y — X injektiv leképezés, amelyre I(f(y)) > I(y) tetszGleges y € ¥ ese-
tén.

14. LEMMA. Legyen (7, M) minimdlis (p/q) ellenpélda. Legyen P = (P4, ...,
Py az F algoritmus dltal torténd elhelyezése a targyaknak, ahol egy targy kimarad
a ladakbol, ezt az egyetlen tdrgyat tegyiik bele a P4y ldddba, P* = (P, ..., Pyy)
pedig legyen egy tetszGleges optimdlis pakolds. Ekkor a P; halmaz nem domindlja
a Py halmazt, ahol i € {1,....M +1},j € {1,..., M} tetsz6leges indexpdr.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az dllitds nem igaz, vagyis 3f : P! — P; injektiv
fiiggvény, amelyre I(f(y)) > l(y) Vy € P esetén. Eldszor legyen i € {1,...,M}.
Legyen 7' = T \ P;. Ekkor a 7. Lemma teljesiilése folytan az F algoritmus a 7'~
beli targyakat pontosan ugyanigy lielyezi el M — 1 ladaba, mint az el6bb, (és igy
jut egy targy az M-edik lid4ba is, amelyik az el6bb az (M + 1)-edik laddba ke-
riilt). Masrészt tekintsiik a P* pakolast, és konstrudljunk ebbél egy P’ pakolast
gy, hogy minden y € P} tdrgyat cseréljiink ki az & f(y) képével. Ekkor a Pj-beli
targyak mindegyike az P; halmazhoz tartozik, [ # j esetén a P}-beli targyak mérete
csak cstklkenhetett, ezért a P;-beli targyakat elhagyva C*[T', M — 1] < ¢, masrészt
F[T',p, M — 1] = 0, ez pedig ellentmond annak, hogy a (7, M) par minimalis (p/q)
ellenpélda. Most legyen i = M + 1, Py = {z}. Ha most ez az M + 1-edik lada
dominalja a j-edik optimalis ladat, akkor ebben az optimédlis lddaban is csak egy
targy van, legyen ez y, és ekkor I{x) > l(y). Hagyjuk el a targyak koziil z-et, vagyis
legyen 7' = 7 \ {z}. Ekkor az F algoritmus a 7'-beli targyakat nem képes M — 1
laddba elhelyezni, mint ahogy az el6bb sem tudta, és igy jut az M-edik liddba
is, pontosan azok, amelyek az elghb ebbe a ladaba keriiltek. Médsrészt tekintsiik
a P* pakolast, cseréljiink ki az x és y tdrgyakat. Az x targy helyére nala kisebb
y targy keriilt, x pedig egyediil van a j-edik optimélis lddaban. Ezt a targyat el-
hagyva a tobbi belefér A — 1 szami optimalis lad4ba, vagyis Gjra azt kaptuk hogy
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C*T' .M -1 <gqés F[T'.p,M — 1] = 0, ami ellentmond annak, hogy a (7, M)
par minimalis (p/q) ellenpélda. a

15. LEMMA. |Pf| > 2, minden 1 < j < M esetén.

Bizonyitds. Ha P! = {y} lenne valamilyen y € 7 esetén, akkor ez az y tdrgy
benne van valamelyik P, lddaban i € {1...., M + 1}, ekkor viszont P, dominalja
P]-*—ot, ami ellentmond az el6z6 Lemmanalk.

16. LEMMA. Legyen (T, M) tetszéleges (p/q) ellenpélda legyen o = {(T'), ahol
T az els6 M ladabol kimaradé tdargy. Ekkor o > M—l (p—q).

Bizonyitds. A T targy mar nem fér be a P, ladaba, ezért I(F;) + o > p minden
1 <7 < M esetén, ezt i-re Osszegezve kapjuk:

(7) Zz )+ Ma > Mp.

Mésrészt
Zz )+ a < Mg,

hiszen az optimalis pakolas soran mmdeu targy befért az M szami ¢ kapacitdsi
ladaba. Ezeket rendezve:

(M -1)a> M(p-q),
ebbdl pedig a kivant allitds adodik. O
17. TETEL. r3(F3) = 13

Bizonyitds. Alljon T a kovetkez6 targyakbol: T = {7, 5, 5, 4, 3, 3, 3, 3, 3, 3},
legyen P! = {7, 3, 3}, Py = {5, 5,3}, Py = {4, 3, 3, 3}. Az I, algoritmus &ltali pa-
kolds 15 — € méreti laddkba a kovetkezo lesz: Py = {7, 5}, P, = {5, 4, 3}, P5 = {3,
3.3, 3}, és egy 3 méret( targy kimarad a l4ddkbél. Ez azt jelenti, hogy r3(Fz) > 12

Most belatjuk a masik irdnyu egyenl6tlenséget. Azt bizonyitjuk be, hogy (7,3)
(15/13) ellenpélda nem létezik. Tegyiik fel ezzel ellentétben, hogy (7,3) mini-
malis (15/13) ellenpélda az F, algoritmus esetén. Az egyszeribb jellés kedvé-
ért tételezziik fel, hogy az utols6, a ladakbél kimaradé targyat a harmadik 14-
daba tessziik, amelynek egy része igy ,kilég” a ladabél. Konnyen liathaté, hogy
min {{(P1),1(P;)} < 12, ugyanis I(T) < 39, I(Ps) > 15, ezért az els6 két ladaba
osszesen 24-nél kevesebb sszméretii targy keriil. Legyen |Py| =5, [P} =, | P3| = k.
Jeloljiik az els6 ladaba keriils targyakat A;-vel (i = 1,....7), a masodikba keriilgket
B;-vel (1 = 1,...,1), a harmadikba keriilket C;-vel (1 = 1,...,k). (Az egyszeriiség
kedvéért a targyak hosszat is jeloljik {(A4;) helyett A;-vel, [(B;) helyett B;-vel, I(C;)
Lelyett C;-vel.) Mivel a harmadik ldddba kerillg targyak az elss kett& lada egyikébe
sem férnek mar be, C; > 3. (Ugyanez a 16. Lemmabdl is kovetkezik.) Feltehetd,
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hogy az egyes laddkban lévs targyak méretei az indexsorrendjiik szerint csokke-
néek, vagyis 4; > Ay > ... > A;, stb. Fel fogjuk hasznélni a tétel bizonyitdsdhoz
a kovetkezd allitasokat:

18. SEGEDTETEL. |P;3| < 4.

Bizonyitds. Tegyiik fel az 4llitas ellenkez&jét, vagyis azt, hogy |Ps| > 5. Legyen

k
> C; =15+¢, ahol € > 0, hiszen az utolso targy nem fér be P3-ba. Mivel a targyak
=1
osszmérete legfeljebb 39, az elss két ladaban egyiitt legfeljebb 24 — ¢ Gsszméreti
£

targy van, ezért legalabb egyikben az osszméret legfeljebb 12 — 5, {gy a Ps-beli
£

targyak barmelyikének a mérete nagyobb, mint 3 + §, hiszen az el§z8 ldddkba nem
k

férnek be. Ekkor Z:l C;>5- (3 + %) =15+ %e, ami ellentmond annak, hogy ¢ > 0.

- =

19. SEGEDTETEL. Legfeljebb egy olyan optimaélis ldda van, amelyben csak két
targy van. Igy a tdrgyak szdma legalabb 8.

Bizonyitds. Korabban lattuk, hogy minden optimalis laddban legaldbb két
targy van. Tegyiik fel, hogy pontosan kett§ targy van példaul a harmadik op-
timalis ladaban: X3 és Y3, ahol X3 > V3. Az F, algoritmus a legels6 laddba nem
egy targyat helyez, mert akkor e targy mellé nem fér be mésik, és akkor az optima-
lis pakoldsnal is egyediil lett volna. Ezért F» a legels§ laddba pontosan két targyat
tesz be elGszor, (aztdn esetleg még néhanyat). Ez az elsG két targy legyen X és Y.
Ha ez a két targy az optimalis pakolasnal egy ladaban van, (ez legyen a j-edik opti-
madlis ldda, P7, ahol a j index lehet 1, 2 vagy 3 is), akkor a két legnagyobb P’-ban
levé targyrol van sz6. Ha P7-ban nincs mésik targy, akkor Py domindlja Pf-ot, ami
ellentmondas. Ha van mdsik targy is P;-ban, akkor tegyiik at a P?-ban 1év6 t6bbi
targyat a harmadik laddaba X3 és Y3 mellé. Mivel X +Y > X3+ Y3, elférnek. Ek-
kor megint azt kapjuk, hogy Py domindlja P;-ot, ellentmondas. Ezek szerint X és
Y az optimalis pakolasnal két kiilonbozé ladaban van. Egyikiik sem lehet a harma-
dik ladaban, mert akkor a masik legalabb akkora, mint a masik targy a harmadik
ladéban, és akkor P, domindlja Pj-ot. Ezért példaul X az elsd, Y pedig a mésodik
optimalis lddaban van. Ha csak egy tdargy lenne valamelyik mellett, akkor megint
azt kapnank, hogy ezt a ladat P, domindlja, ezért X mellett még legalabb 2 targy
van, hasonléan Y mellett is. a

Az el5z6 segédtétel dltalanosabban is igaz, a bizonyitdsa lényegében az eldz6-
ével megegyez:

20. SEGEDTETEL. Tetszbleges m > 3 esetén legalabb két olyan lida van, ahol
a targyak szama legaldbb hdrom. ]

21. SEGEDTETEL. B; > Cy, vagyis a masodik lddabeli legkisebb targy legaldbb
akkora, mint a harmadik lddabeli legkisebb tdrgy.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy B; < Cy. Ekkor az Fy algoritmus a B; tdrgy he-
lyett szivesebben tenné be a ladaba a Cj targyat, azért nem tehette &t, mert nem
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fért be a lidaba, ezért C. nagyobb, mint B, és a masodik laddban megmaradé iires
hely egyiittesen. Az els6 két laddban egyiitt legaldbb 6 méreti iires hely marad, az
els6 ladabeli iives lhielynél B, nagyobb, ezért B, és a mdasodik ladaban megmaradé
iires hely egyiitt nagyobb, mint 6, igy Cyx > 6. A k szdm nem lehet 1, 3-nal tobh
sem lehet. mert mar az els6 harom targy sem fér be a ladaba, tovabbd nem lehet
3, mert akkor C| + Cy > 12, és akkor inkabb ez a két targy keriilt volna abba a la-
ddba az elsé ketts koziil, ahol a targyak osszmérete 12-nél kevesebb. Ezért k = 2.
Amikor legfoljebb két targyat letettiink P-be, azok 8sszmérete legalabb Cy, emellé
C; nem fér be. Ezért [Py| < 2, mert ha még lenne tobb targy (az elsé legfoljebb
kettén kiviil) Ps-ben. azokat elhagyva is ellenpéldat kapnank. |Pz| nem lehet 1,
mert akkor az éppen a B; targy, amelynek a helyére inkabb Cj, keriilt volna. Ezért
|Py| =2, P, = {By,B,}. Hagyjuk el By-t. Ekkor P»-be vagy B; keriil, és amellé
semelyik Ps-beli targy nem fér és ellenpéldat kaptunk, vagy C, és akkor B; és C,
megmarad a harmadik ladaba. de oda nem féruek be, és ismét ellenpéldat kaptunk,
vagyis az ellenpélddank nem volt minimalis. Ellentmondéast kaptunk, ezért By > Cy.
(]

Ha |Ps| < 3, (vagyis k = 2 vagy k = 3), akkor legfoljebb két targyat elhelyezve
k=1
Pi-be vagy P-be ezek osszmérete legalabb > C;, ezek mellé a Cy targy nem fér

be a lidaba, de akkor az el§zd Segédtétel miat%t ezek utan semelyik Ps-beli és Ps-
beli targy sem fér be az elsG-, és semelyik Ps-beli targy nem fér be a mdsodik
ladaba. Ezért a minimalitds miatt az els§ két laddban nincs is tobb targy, vagyis a
targyak szdma legfeljebb 2+ 24+ 3 = 7, ami ellentmondas. Ezért, tsszevetve még a
18. Segédtétellel biztosan tudjuk, hogy |Ps| = 4.

Ha B; < Cy, akkor az el§z6 Lemma bizonyitdsdval megegyezé médon kapjuk,
hogy Cy > 6, és akkor a C;-k szdma legfeljebb 3, ami ellentmondas. Ezért B; >
(. és akkor az utolso két liddban levg tirgyak méreteinek sorrendje a kovetkezd:
Bi>By>...2B>C 2C, >2C3 >2Cy.

22. SEGEDTETEL. |Pa] > 2.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy |P| < 2. Ez azt jelenti, hogy legfoljebb két tar-
gyat letéve a masodik liadaba azok mellé Cy mar nem fér be. Ekkor viszont ha
legfoljebb kettd targyat elGszor letesziink az elsd ladaba, azok sszmérete legalabb

!

> B, ezért ezek mellé sem fér be Cy. Ekkor a minimalitds miatt az els& lada-
1=1

ban nincs is tobb targy, a targyak szama legfoljebb 2 + 2 + 4 = 8. Mivel a targyak
szama ennél kevesebb nem lehet, az els6 két ladaban ekkor pontosan két-két targy
van. Most tekintsiik az optimdlis laddkat. A 19. Segédtételben leirt médon az els-
z6ekbd] kovetkezik, hogy az els6 ladaba letett két targy, A; és Aq két kiilonbozs
optimalis ladaban van, példaul az elsé két optimélis laddban, és van még mellet-
titk két-két targy, legyenek Z; és Z,, illetve Z3 és Z4, és a harmadik optimalis
ladaban van két targy: X3 és Ys. (Ekkor persze T = {4, A2, Z1, Za, Z3, Z4, X3,
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Y3} = {41, 42, By, B2, C1, Cy, C3, Cu}, PY ={A1, Zi, 22}, P} = {As, Z3, Z4},
Pg‘ = {)(3‘ Y;g}, valamint P1 = {‘41,‘42}, P2 = {BI,BZ}, P3 = {Cl, C—z, 03, C4})

Konnyen lathaté, hogy 4; + A, > 11. Ha ugyanis A; + A, < 11, akkor a tobbi
targy mindegyike nagyobb mint 4, mert az elsg ladaba mar nem férnek be. Ezért Z;
és Z3 barmelyike nagyobb, mint 4, ekkor A; mérete legfoljebb 13 —4 —4 = 5. Ekkor
viszont A; + A, < 10, ebbdl az eléz6hoz hasonlé médon kapjuk hogy a tébbiek
mérete legalably 5, ekkor 4; < 3, ami ellentmondas, mert akkor 4; + A3 <6 <
7.5 < Cy+Csy. Ezért Ay + Ay > 11. Ekkor viszont Z, + Zy + Z3 + Z4 < 15, mert ez
a négy targy A, és A,-vel egyiitt van az elsd két 13 méreti optimalis laddban. Most
azt vizsgdljuk meg, hogy melyik két tirgy lehet a 71, 7,5, Z3, Z4, X3, Y3 targyak
koziil By és By;. Ha két Z betis, akkor ezek mellé még beférne a masik két Z
betits. Ha X3 és Y3, akkor a maradék 4 targy befér a harmadik laddaba. Ha X3 és Y3
egyike, és valamelyik Z betis targy, akkor ezek ketten legalabb X3 + Y3 méretiiek,
a tobbi egyiitt legfoljebb Z; + Z» + Z3 + Z4 méreti, és ezért beférnek a harmadik
ladaba. Mas eset nem lehet, ellentmondast kaptunk. O

Ezek szerint |Pp| > 3. Viszout ha |P;]| > 4 lenne, akkor a harmadik lddaba
beférne a négy C betiis targy. Ezért | Py = 3.

Ha I(P)) > 123, akkor {(P;) < 113, ekkor viszont {(P3) < 113 - # = 15, mert
a harmadik ladaban kisebb targyak vannak, mint a masodikban, és ellentmondést
kapunk. Ezért [(P;) < 12% Tegyiink le az els6 laddba legfeljebb két targyat. Ezek
osszmérete legalabb Cy + Cy > ]7 (Cy + C3 + C3 + Cy) > 7.5. Ha most mar nem
fér be az elsd ladaba P,-, vagy Ps-beli targy, akkor a minimalitas miatt nincs tobb
targy a P; ladaban. Ha fér még be, akkor legaldabb C, méretével n6 az osszméret
a P ladaban, ezért legalibb 3-mal. A kapott legalabb 10.5 osszméret mellé mér
nem fér be P, vagy Ps-beli targy, mivel a P;-beli 6sszinéret legfeljebb 12% gy a
targyhalmaz minimalitdsa miatt nincs tobb targy a P; laddban. Azt kaptuk, hogy
|Py| <4. |P1| nem lehet 1, mert akkor ez az egy targy az optimélis pakoldsnal is
egyediil lenne. Ezek utdn megvizsgaljuk a harom lehetséges esetet az els§ laddban
levs targyak szama szerint.

4.3.1. |P|=2. Az optimalis pakolasnal 4; nem lehet egyediil. Ha csak
egy targy van mellette a liddjaban, akkor feltehetd, hogy ez a madsik targy As,
ekkor viszont a tobbi targy nem fér el a masik két ladaban. Ezért A; mellett leg-
aldbb két targy van, és ezek egyike sem A4,. Ezek szerint 4; <13-3-3=7, a
15 méreti laddban legaldbb 8 méret{l hely marad mellette. IKonnyen latszik, hogy
B; nem lehet 8-uil nagyobb, mert akkor By + By + Bg > 8 + 3+ 3 = 14, akkor
A; + A2 < 10, masrészt By + By > 8+ 3 =11. Ezért A; mellett barmelyik mé-
sik tdargy elfér. ebbdl kovetkezik. hogy A; és A a két legnagyobb méretd targy,
vagyls A] > A2 > B, > By, > B3 > Cy > Cy > C3 > Cy. Mivel a négy legkisebb
nem fér el egy 15 méreti lddaban, mindegyik optimalis ladaban legfeljebb harom,
azaz pontosan hdarom targy van. Legyen P} = {A, X1, X2}, Pf = {Ax, 11, Yo},
Py ={Z, Z3, Z3}. (A targyak méretei az egyes optimalis laddkban monoton csok-
kenSek.) Most is beldthats, hogy A4; + Ay > 11, és igy X1 + Xo + Y7 + Y2 < 15.
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Most azt vizsgaljuk. hogy melyik két targy keriil el6szor a méasodik ladaba, vagyis
mely targyak B; és B,.

1. Ha X, és Y7, akkor ezek mellé még X, és Y5 elfér, ezért legalabb X; + Xy + Y7 +
Y> 6sszméret keriil a masodik 1dddba, de akkor az 6sszes tobbi targy belefér a
harmadik ladaba. ellentmondas.

2. Ha Z, és Z;, akkor ezek mellé még Z3 elfér, legalabb Z; + Z3 + Z3 6sszmé-
ret keriil a mdsodik laddba, a tobbi targy pedig belefér a harmadik ladaba,
ellentmondas.

3. Ha Y] és Zy: Ha Y] és Z; legfeljebb 2-vel tobb, mint Z; + Z5: Ezek mellé Z3
elfér, stb. Ha Y7 és Z; tobb, mint 2-vel tobh, mint Z; + Z3, akkor ezek mellé

% elfér, mert Z; +Y; < A, +Y,. Ha most Y5 legfeljeblh 2-vel kisebb, mint
Z3, akkor a masodik laddba megint legaldbb Z; + Z; + Z3 6sszméret keriil.
Ellenkezs esethben Zs legalabb 2-vel nagyobb, mint Y5, ezért Z3 legaldbb 2-vel
nagyobb, mint a legkisebb targy, igy Z3 > 5. Ekkor viszont Z; + Z, + Z3 > 15,
ellentmondas.

4. Ha X, és Z;: Az el6z6 esethez hasonléan kapunk ellentmondast.

4.3.2. || =3. Ha A3 < Cy4, akkor Aj helyett barmelyik P, vagy Ps-beli
targy jobb lenne, ezért ezek egyike sem férhet be az cls6 ladaba 4; és Ay mellé, ek-
kor viszont A3 elhagyhaté lenne, az ellenpélda nem minimalis, ellentmondas. Ezért
Az > C4. Ekkor viszont A3 nagyobb, mint az iires hely az elsd laddban, és nagyobb,
mint az iires hely a masodik ladaban, mert ide Cy nem fért be.

Tegyiik fel, hogy A3 < B;. Ekkor B; jobb lenne Aj hLelyett, ezért nem fér
be helyette a lidaba, ezért B; nagyobb, mint Az és a mellette megmaradé iires
hely, ez egyiitt nagyobb, mint az els§ két laddban megmaradé tires helyek mérete
egyiitt, ami nagyobb, mint 6. Igy B, + By + B3 > 6+ 3+3 = 12. Ekkor I(P;) < 12.
Legyen I(P;) = 12 — a, ahol a > 0. Elébb lattuk, hogy B; nagyobb, mint Az és
a mellette megmarado iires hely. Az iires hely mérete pontosan 3 + . Ennél 43
nagyobb, ezért B| nagyobb, mint 6 + 2c. Ekkor I(%) > 6 +2a+ 3 +3 =12+ 2¢,
ami ellentmondas, mert akkor [(P) + I{P2) > 24 + «. Belattuk, hogy Az > B;.
Ez viszont azt jelenti, hogy A;, A, és A3z a harom legnagyobb targy, pontosabban
Ay > Ay > A3 > By > By > B3 > Cy > Cy > C3 > Cy. A négy legkisebb nem fér el
egy 15 méretii ladaban, ezért barmelyik optimalis liddban is legfeljebb csak harom
targy lehet, ennél azonban nagyobb a targyak szama, ellentmondés.

Megjegyzés. A bizonyitas befejezése igy is torténhetett volna: Optimaélis ladé-
ban nem lehet legfeljebb harom targy, mert akkor azt P; domindlja, mésrészt akkor
legalabb 3 - 4 targy kellene hogy legyen, ellentmondés.

4.3.3. |Pi| = 4. Tegyiik fel, hogy {(P,) < 111. Ekkor a masodik és harmadik
ladabeli targyak mérete nagyobb, mint 3%. Masrészt A+ Ay, > C1+Cy > 7.5, Igy
Aj 6s Ay mellé az elsd ladaba nem fér be masodik vagy harmadik ladabeli targy,
mert akkor az osszméret az elsé ladaban tobb lenne, mint 7% + 3% = 11%. Ekkor
a minimalitds miatt az els¢ ladaban csak két targy van, cllentmondés. Beldttuk,
hogy I(Py) > 113, korabban pedig lattuk, hogy I(P;) < 122, Konnyen lathato,
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hogy C4 < 4, mert kiilonben a masodik és harmadik ladaban 1évé 7 targy egyiitt
tobb mint 28 osszméretii, és akkor I(F;) < 11 lenne.

Tegyiik fel, hogy As < Cy. Ekkor Aj helyett C4 jobb lenne, ezért nem fér be
az elsd ladaba helyette, ezért Cy4 nagyobb mint Ag és a mellette levd iires hely, igy
C4 t6bb mint 2—-del nagyobb mint Az. Ezért A3 < 4 — ‘71 =13 3 Ekkor Az + A4 <
12413 = 3 1na51eszt Az + Ay > By, ebbdl By < 31 ado(hk Azonban B >Cy >
1§ = 34‘3 ellentmondas Belattuk, hogy A3 > Cy.

Ha A3 legalabb akkora lenne mint By, akkor Ay, A», Az valamint a mésik 14-
dakban lévs hét targy kozill a négy legkisebb (vagyis Cq, Ca, Cy és C4) nem fér el
egy laddban, igy optimalis ldddban sem, de a szdmuk tobb, mint 9, igy ellentmon-
dast kapndank. Ezért Az < Bj. Ekkor By jobb lenne Aj helyett, ezért nem fér be
helyette alddaba, emiatt By > Aj + +, hiszen az elsd ladaban az iires hely legalabb

. Kapjuk, hogy B >3+ 21 = 04 mext As > Cy > 3. Masrészt A3 + Ay > By,

1gy As+ Ay > 5— Ekkor azonban A+ As+ Az + Ay > T "1 + 51 = 123 ami ellen-
tmondas.

Ezzel belattuk, hogy (7, 3) minimalis (15/13) ellenpélda az F, algoritmus ese-
tén nem létezik, a Tétel bizonyitasat befejeztiik. O

Megjegyzés. Mivel a bizonyitas eléggé koriilményes volt, nem toreksziink ezen a
helyen arra, hogy tovabbi pontos becsléseket adjunk, azonban az el§bbiek alapjan
azt sejtjiik, hogy az F, algoritmus esetében a pontos hatékonységbecslés mege-

gyezik az FFD algoritmus pontos hatékonysdgbecslésével, vagyis 4 < m < 7 esetén
rm(F2) = 22, és nagyobb m-ekre is teljesiil 7, (F2) < 1.2. Hasonl6 okokb6l nem
foglalkozunk e helyen az F., (v > 3) algoritmusokra vonatkozé pontos becslésekkel
sem. Az eldzdekbd] gy tﬁ’nhet, hogy rogzitett m esetén v ndvelésével az 7, (Fy)
hatékonysag egyre javul, és a legjobb az F, algoritmus esetén lesz. Ez nem igaz.
Konnyen belathaté példaul az aldbbi

23. TETEL. Tetszéleges m > 3 esetén 1, (F2) < % O

Bizonyitds. Tekintsiink egy (7, M) minimélis (3/2) ellenpéldat. Legyenek az
i-edik ladaban az A} (j =1,...,|P]) targyak i = 1...m esetén, csokken& méret
szerint felsorolva. Konnyen lathaté, hogy az utolsé ladabeli targyak mindegyikének
a stilya tobb mint 1, igy legfoljebb harom van bel6liik. Legyen ezen targyak szama
k, (ekkor k = 2 vagy k = 3). Legyen az i-edik ladabeli legkisebb targy mérete [;,
(: =1,...,m), ahol megint feltessziik hogy az utolsé ladaban a legkisebb targy
Lkilog” a ladabol. Ezutan belatjuk teljes indukciéval azt, hogy

LIPIL2(t=1,...,m—1),

2 L>0, (i=1,...,m—1).

Tegyiik fel, hogy az allitast mar belattuk o =4+ 1,...,m — lesetén, most be-
latjuk 7-re. Amikor az Fy algoritmus ellielyezett legfeljebb 2 targyat az i-edik
ladaban, akkor ott ezek sszstlya legalabh Z’” ! AT, ezért ezek mellé AT", vagyis
az utolsé ladabal kil6gd targy nem fér be, de 41\1\01 az indukcios feltétel miatt se-
melyik kés6bbi laddban levs targy semn. Ezért az ellenpélda minimalitdsa miatt az
i-edik laddban nincs is tobb tdrgy, vagyis 1.-et belattuk. Tegyiik fel, hogy I; < L.
Ekkor az i-edik ladaban pontosan kettd targy van, legyenek A és B. Hagyjuk el a
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kisebbiket, vagyis B-t. Ekkor a maradék targyakra végrehajtva az F, algoritmust
a kovetkezd esetek lehetségesek:

a, Az 1-edik ladaba egyediil A keriil, és ekkor az dsszes tovdbbi ldddba ugyan-
azok a tdargyak, mint az el6bb.

b, Az A targy kimarad az 6sszes ladabol. Ebben az eddig felsorolt két esetben
kisebb elemszamu ellenpéldat kaptunk, vagyis az ellenpéldank nem volt minimalis
és ellentmondast kaptunk. Az A targy mellé mdsik tdrgy nem keriilhet, mert nem
férnek he mellé.

¢, Az elgbbi eseten kiviil ezért csak az lelietséges, hogy az A targy valamelyik
kés6bbi lddaba keriil. Ekkor az i-edik liddba néhany A-t6l kiillonbozé targy keriil.
Ezek pontosan azok a tdargyak lesznek, amelyek az elébb az (¢ + 1)-edik laddban
voltak. Ehhez hasonléan addig a kés6bbi ladaig, amelyikben az A targy egymaga
van, az Aj targyak eggyel el6bbi laddba keriilnek, a késGbbi laddkban a pedig pa-
kolds ugyanaz, mint az elébb. Ebben az esetben is kisebb elemszdami ellenpéldat
kaptunk, ellentmondashoz jutottunk. O

[V

Masrészt az alabbi példa mutatja, hogy 77 (Foo) >

Példa. Legyen m =7, alljon 7 hét darab 1.5 és hét darab 0.4 hosszisagi
téglalapbdl. Ezek beférnek Lét 1.9 méretii ladaba, nyilvin a kovetkez6képpen:
Pr={15; 04} (i=1,...,7). Az F; algoritmus altali pakolds 3 — ¢ méreti la-
dal\bd (ahol ¢ kicsi pozmv szam) a kovetkezd lesz: Az els§ laddba keriil mind a
hét 0.4 méretd téglalap. A megmaradé hét darab 1.5 méret téglalap pedig mar
nem fér el a maradék hat léd{xbfm, mert egy laddba csak egy fér el kozdlik. Ez azt
jelenti, hogy r7(Feo) > 15 9 >

5. Numerikus eredmények

Az F, és Fy algoritmusok numerikus vizsgialata sordn latni fogjuk, hogy
sok esetben az elézdleg emlitett eredeti Multifit ['] algoritmusnal lényegesen job-
ban m{kods algoritmusokat kapunk. Szamitégépes futtatdsokat végeztiink, ahol
Multifit-tipusu algoritmusokat hasonlitottunk dssze. A bels§ algoritmus az FFD,
az Fy, az Fy illetve az Fo, algoritmus volt. 100-szor futtattuk az algoritmusokat
kiilonboz6 feladatosztalyokban, és azt szamoltuk, hogy melyik algoritmus hanyszor
adott a négy kozott legjobb eredményt, illetve a g ardnyok atlagat, ahol C; a (2)-
beli als6 becslés, C pedig a heurisztikus megoldas értéke. A téglalapol\ hosszisagait
egyenletes eloszlds szerint valasztottuk kerekitéssel a ,par” oszlopdban levés inter-
vallumokbdél. Azt tapasztaltuk, hogy az Gj algoritmusok koziil legalabb az egyik
legalabb olyan ,,j6” volt szdz futds eredményét tekintve mint az eredeti Multifit,
szamos esethen pedig lényegesen jobb legalabb egyik 1j algoritmus.

Az elsG tablazatbeli esetekben v novekedésével az algoritmus hatékonysiga ja-
vul. Az els§ két paraméterosztily esetén F,, mindig optimalis megoldast adott.
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par FFD F, F; Fx

1,16 89 92 98 100 min
1,16 | 1.003 | 1.002 | 1.001 1 &
5,20 24 40 63 100 min
520 | 1.017 | 1.010 | 1.006 1 &
20,35 8 10 23 100 &
20,35 | 1.017 | 1.010 | 1.013 | 1.0003 | min
40,55 0 il 8 100 min
40,55 | 1.010 | 1.006 | 1.008 | 1.0002 | &

1. m =3, n =15 esete

par | FFD F, Fs W

1,16 83 96 92 100 min
1,16 | 1.006 | 1.002 | 1.003 1 &
5,20 42 79 58 100 min
520 | 1.014 | 1.005 | 1.009 | 1.0002 | &
20,35 0 29 0 99 min
20,35 | 1.056 | 1.024 | 1.056 | 1.011 &
40,55 0 39 0 98 min
40,55 | 1.057 | 1.034 | 1.057 | 1.028 5

2. m=25,n=19 esete

Ahogy novekszik a targyak mérete, igy lesz egyre jobb a tobbihez képest az F
algoritmus.

A masodik esetben Fy és F, a két legjobb algoritmus az elGzéek koziil. Erdekes
maédon az FFD és Fy algoritmusok esetén a [20,35] illetve [40,55] intervallumok-
bol vett hosszisagok esetén a % ardnyok (nemcsak az els6 harom tizedesjegyre)
megegyeznek, ami arra utal, hogy az algoritmusok teljesen egyformédn mikodnek.

Utoljara a kovetkezS paraméterekkel dolgoztunk: Véletlenszertien valasztot-
tuk meg a ladak m szdmadt egyenletes eloszlas szerint, kerekitéssel a (3, 15] inter-
vallumbél. Ezutdn a targyak n szamat egyenletes eloszlds szerint valasztottuk a
[2m + 1,5m] intervallumbdl. A tdrgyak hosszat egyenletes eloszlds szerint vdlasz-
tottuk a [20,35] intervallumbdl, itt ugyanis az el6bb méar szignifikdns eltéréseket
tapasztaltunk az egyes algoritmusok kozott. A futdsok eredményét az aldbbi tab-
lazat tartalmazza:
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par FFD F, Fs3 Fe
20,35 5 19 20 91 min
20,35 1.052 1.037 1.036 1.015 C%
3. eset

Lathato, hogy az F, algoritmus altaldban lényegesen jobban miiksdik a tob-
binél. A szerzd eziton koszoni meg Vizvarl Béla értékes segitségét és tanacsait a
feladat megfogalimazasaban, és a cikk szerkezetének a kialakitasiban.
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GENERALIZED MULTIFIT-TYPE METHODS 1I.

GYORGY DOsa

We investigate a well known NP-complete problem of the scheduling theory: scheduling of
identical parallel machines, that is: How to distribute n tasks among m < n machines to niinimize
the overall finishing time. In this article we generalize the classical algorithm Multifit: we change
the bin-packing algorithm First Fit Decreasing with other bin-packing algorithms. We investigate
the theoretical upper bounds of the new algorithms. Some numerical results show the efficiency

of the new methods.
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelvii dolgozatokat kézsl. A kéziratok gé-
pelését olyan formaban kérjiik, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként atlag 50 betithelyes sort
tartalmazzon. A kozlésre szdnt dolgozatokat harom példanyban kell bekiildeni. Elényben része-
sitlnek a TEX-ben elkészitett dolgozatok. Ezeket két kinyomtatott példany kiséretében diszketten
kérjiik beadni.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezd kovetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek
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a szerzd dolgozik. A fejléc utan egy, képletet nem tartalmazé, legfeljebb 200 szébél 4llé kivona-
tot kell minden esetben megadni. A dolgozatot cimme] ellatott szakaszokra kell bontani, és az
egyes szakaszokat arab sorszamozéassal kell ellitni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé sza-
kaszt kell alkotnia. Az irodalomjegyzék utan, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzd
teljes nevét és a munkahelye (illetve lakdsa) pontos cimét. A dolgozatban eléforduls képleteket
szakaszonként ujrakezdddden, a képlet elstt két zardjel kozé irt kettds szamozassal kell azonosi-
tani. Természetesen nemn sziikséges minden képletet szdmozassal ellatni. Az esetleges definicidkat
és tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyancsak szakaszonként ujrakezd6dé, kettés szamo-
zassal kell ellatni. Kérjik a szerz&ket, hogy ezeket, valamint a tételek bizonyitdsit a szévegben
kell6 médon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német francia vagy orosz
nyelvi, kiilén oldalra gépelt osszefoglalét. Amennyiben lehetséges, kérjiik a nyomtatas szamara
kiildnésen nehézkes matematikai jel6lések hasznalatanak az elkeriilését.

A dolgozatok abrdit és az esetleges ldbjegyzeteket a dolgozat végén, kiilénallé lapokon kérjiik
bekiildeni. Mind az dbrakat, mind a labjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontdsitél fiigget-
len, folytatdlagos arab sorszamozassal kel ellatni. Az dbrak elhelyezését a dolgozat megfeleld
helyén, széljegyzetként feltiintetett, dbraazonosité sorszamokkal kell megadni. A ldbjegyzetekre a
dolgozaton beliil az azonosité sorszam felsé indexkénti hasznalatdval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozdsok formdja a kovetkezd. Minden hivatkozést fel kell sorolni a dolgo-
zat végén taldlhaté irodalomjegyzékben, a szerzdk, illetve a tarsszerz&k esetén az elsS szerz6 neve
szerint alfabetikus sorrendben gy, hogy a cirill bet{is szerz6k nevét a Mathematical Reviews &t-
irdsi szabélyai szerint latin bet(sre kell atirni. A folydiratban megjelent cikkekre [1], a kényvekre
[5], a kétetben megjelent dolgozatokra [4], a disszertacidkra [3] és a gépi program leirasokra [2] a
kévetkezd minta szerint kell hivatkozni:
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1973. majus) 19-20.
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Magyar Tudomanyos Akadémia, Budapest, 1970.
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A dolgozatok szévegében az irodalmi hivatkozds szamait szogletes zardjelben kell megadni,
mint példaul [5] vagy [4, 76-78]. A szerz6k a dolgozatukrsl 50 darab ingyenes kiilénlenyomatot
kapnak. A dolgozatok utdn szerzéi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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FUZZY DONTESI ELJARASOK OSSZEHASONLITASA
IRANYITASTECHNIKAI SZEMPONTBOL

SCHUSTER GYORGY

Budapest

A fuzzy logika megjelenése 6ta szamos dontési eljarast alkalmaztak kiilénbézé fo-
lyamatok irdnyitdsira. Ezen eljirdsok bizonyos mértékben eltértek egymdstél, és mind-
egyiknek megvannak az el6nyds tulajdonsagaik, illetve hatranyaik. Ebben a cikkben &t
dontési eljaras osszehasonlitdsa torténik meg, dtviteli karakterisztikaik, illetve érzékeny-
ségiik alapjan. A cikk maésodik részében ezen eljarasok felhasznaldsival egy gyakorlati
példan is bemutatjuk az eljirasok kozti kiillonbséget.

1. Bevezetés

A fuzzy halmazokat Lotfi A. Zadeh vezette be 1965-ben [6] mint egy mdd-
szert, amellyel a nem pontosan rendelkezésre 4116 adatokat értelmezni, 4brazolni és
kezelni tudjuk.

1.1. Definicis. Legyen X egy nem iires halmaz. Az X halmaz egy A fuzzy
részhalmazit a p4-val jelolt tagsagi fliggvényével irjuk le, ahol

pa X —[0,1]

és pa(x)-et ugy interpretaljuk, mint az z elemnek az A-ba valé tartozasanak a mér-
tékét, minden x € X esetén. Ha valamely y € X és pa(y) = 0, akkor azt mondjuk,
hogy y nulla mértékkel tartozik az A fuzzy halmazba. Ha p4(y) = 1, akkor azt
mondjuk, hogy y teljes mértékkel tartozik az A fuzzy halmazba. Nagyon sokszor
1a{z) helyett egyszeriien csak A(x)-et fogunk irni. Az X # @ fuzzy halmazainak a
csaladjat F(X)-el, mig az R fuzzy halmazainak a halmazatx F-el jeloljik.

A fuzzy halmazok olyan tulajdonsigok leirdsara alkalmasak, amelyeket nem
lehet jellemezni a hagyomanyos eleme reldciéval, illetve nem kezelhet6k a klasszikus
logikai igen/nem segitségével.

1.2. Definicié. Az egyelemii halmazok karakterisztikus fiiggvényét (fuzzu)
szingletonnak nevezzilkk. Ha a fuzzy szingleton tartéja az az zo € R pont akkor
az {ro} halmaz karakterisztikus fliggvényét To-al fogjuk jelélni.
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1.83. Defintcié. A
T :[0,1] x [0,1] — [0,1]
fiiggvényt trianguldris nnormdanak (roéviden t-normanak) hivjuk, ha T szimmet-

rikus, asszociativ, monoton névekvé mindkét valtozéjaban és T'(a,1) = a minden
a € [0,1] esetén.

A t-normakat a logikai és kapcsolat modellezésére hasznaljuk. A cikkben két
alapvetd t-normét hasznalunk, a minimumot és a szorzatot.
1.4. Definicié. Aw
S :[0,1] x [0,1] — [0,1]

filggvényt t-konormédnak hivjuk, ha S szimmetrikus, asszociativ, monoton novekvé
mindkét valtozéjaban és S(a,0) = a minden a € [0, 1] esetén.

A t-konormékat a logikai vagy kapcsolat modellezésére hasznaljuk. A cikkben
két alapvets t-konormat alkalmazunk, a maximumot és a normalt szummat.

1.5. Definicié. Az A fuzzy halmaz normailis, ha létezik olyan a € X, hogy
pna(a) = 1. Ellenkezs esetben az A-t szubnormaélisnak hivjuk.

1.6. Definicié. Egy nyelvi viltozé a kovetkezd stossel definidlhato:
(rv, T(z),U,G, M)

ahol x a valtoz6 neve, T(x) azoknak az elnevezéseknek a halmaza, amelyeket az
z felvehet, U az x értélkeinek az értelmezési taroménya, G a formai szabdly az z
elnevezéseinek megadédsara, és M a tartalmi szabdly az elnevezések tagsagi fiiggvé-
nyeinek megadésara.

Példaul egy h6mérsékleti skala a kovetkeszSképpen adhatéd meg:
T(z) = {hideg, langyos, meleg, nagyon_meleg, forr6}

ahol z a h6mérsékletet jelenti, mint nyelvi valtozé. Nyilvan, a felsorolt nyelvi érté-
kek masképp vannak definidlva a ha a kornyezet valtozik, pl. a forré mast jelent a
szaundban mint a tengerparton.

Egy tipikus fuzzy szabdlybazis a kdvetkez6képpen adhaté meg:

®,: Ha,raz A,” és ,y az By” akkor ,zaz C," vagy
Ry : Ha ,z az Ay" és ,y az By” akkor ,zaz Cp;” vagy
- . vagy
R,.: Ha ,xaz A,” és ,y az B,” akkor ,zazC,"

ahol, az A;, B; € F fuzzy halmazok jelolik az = és y nyelvi valtozé adott értékeit
értelemszertien, és C; € F jeloh a z nyelvi valtoz6 adott értékét, i =1,...,n. Az
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1. dbra: Nyelvi szabdlyok

és kapcsolatot egy megfelel§ t-norma, a vagy kapcsolatot egy célszertien megva-
lasztott t-konorma, mig a ha. .. akkor kapcsolatot egy megfelelGen vélasztott fuzzy
implikaci6 reprezentdlja. Az ,x az A;” tipusu fuzzy allitdsok teljesiilési mértékét
pedig pontosan az A; tagsagi fiiggvényével definidljuk.

A fuzzy dontési eljardsok alatt olyan kovetkeztetési médszereket értiink, ame-

lyekben az zg € R és yo € R (determinisztikus) inputokbdl és az

R={R,..., Rn}

szabalybézisbol egy (determinisztikus) zo € R fuzzy outputot szdrmaztatunk. A
fuzzy dontési eljardsok miikodése 6t 1épésben foglalhaté 6ssze:

1
2. A szabalyok illetékességi szintjének a meghatarozasa.

3.

4. A (fuzzy) rendszer output meghatarozasa a szabélyok outputjdinak az aggre-

A determinisztikus inputok fuzzifikdldsa.

Az egyes szabdlyok outputjanak a meghatarozasa.

galdsa révén.

A kapott (fuzzy) halmaz egy, ugynevezett legjellemz6bb pontjanak a kivilasz-
tasa (defuzzifikicio).

A Zadeh 4ltal 1973-ban bevezetett [9] kompoziciés kivetkeztetési szabdly a leg-

gyakrabban hasznalt kovetkeztetési szabdly a fuzzy szabdlybdzis alapu rendszerek-
ben. A fuzzy dontéseket a kovetkeztetés kompoziciés szabalya segitségével hozzuk

meg a kovetkez&képpen:
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R:: Ha ,raz A" és ,y az By” akkor ,zazC,” vagy
Ry : Ha ,xr az A2” és ,y az By” akkor ,zaz Cy" vagy

L& vagy
R,: Ha ,raz A,” és ,y az B,” akkor ,zazC,”
input : Zo és Yo
output : 20

ahol a zg rendszer outputot a kovetkez6 altalanos képlet segitségével szamoljuk ki
29 = defuzz [C].
ahol
C = Agg(fact o Ry,... ,fact o Ry)] = Agg(Zo X Jo o R1,..., %o X Fo o Rn)
jeloli a rendszer fuzzy outputjat, amit pontonként a
C(w) = Agg { A1(z0) X B1(y0) — C1(w), ..., An(T0) X Ba(yo) = Cu(w)}, wER,

formuldval szamolunk ki. A fuzzy dontési eljards ot lépése tehat igy foglalhaté
Ossze:

1. A determinisztikus inputok fuzzifikdlasa fuzzy szingletonok segitségével.

2. Az i-dik szabalyok illetékességi szintjének a meghatdrozasa a
Ai(zo) x Bi(yo)

formuldval, ahol a x egy jol valasztott t-normat jelsl [2].
3. Az ¢-dik szabaly outputjanak a meghatarozéasa a

Ci(w) := Ai(xo0) x Bi(y) — Ci(w), wER,

1

formuldval, ahol — egy j6l vélasztott fuzzy implikdciot jelol [2].
4. A rendszer (fuzzy) output meghatdrozésa a

C=Agg{C1,...,Cp}

formulédval, ahol Agg egy jol valasztott aggregal6 operatort jelsl [2].

5. A kapott (fuzzy) halmaz egy, ugynevezett legjellemz6bb pontjanak a kivalasz-
tasa {defuzzifikicio) a

zg = defuzz [C].
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formulaval, ahol defuzz egy megfelelGen valasztott defuzzifikilé operator [2].

A dontések dbrizolasinak egyik modja a FAM (Fuzzy Association Map) t4blak
alkalmazdsa, ahol a tablazat élein a bemeneti szabélyokat a tablazat belsejében az
implikalt kimeneti szabélyokat adjuk meg.

2. Gyakorlati megfontolasok

A dolgozatban a kdvetkez§ dontési eljarasokat vizsgaljuk:

1. A minimum-maximum-silypont (méin-maz-gravity) (MMG) moédszer, tgyne-
vezett Mamdani-féle dontés [2],

2. A szorzds-maximum-silypont (prod-maz-gravity) (PMG) moédszer,
3. A szorzés-Osszeadds-sulypont (prod-sum-gravity) (PSG) médszer,

4. A szorzas-osszeadds-szingletonokkal ( singleton-used-prod-sum-gravity) (SPSG)
modszer (3],

5. A Tsukamoto-féle dontési médszer [5].

2.1. Megjegyzés. A gyakorlatban nagyon elterjedt Ggynevezett interpoldcids ti-
pust fuzzy dontési eljarasok [7, 8] tesztelésével és sszehasonlitdsaval (egy négyke-
rék korményzasi robottargonca irdnyitdsanak szimuldcidja tapasztalatai alapjan)
egy soron kovetkezd munkiban foglalkozunk.

A fuzzy szabdlyrendszerekben szerepl6 szabalyok felvétele nagyrészt dnkényes,
vannak ugyan szisztematikus médszerek a szabalyok alakjanak és helyének meg-
hatarozasara, de ezek alkalmazdsa nem minden esetben lehetséges, mert a feladat
nem teszi lehet6vé a szabdlyok mdédszeres elGzetes vizsgalatat.

Ezért a kitilonbozd dontési eljarasok vsszehasonlitdsa nehézségekbe iitkozik. En-
nek a problémdnak a felolddsra a kdvetkezd szabalyokat vezettiik be:

1. A szabélyrendszerek minden dtntési eljaras sordn azonos alakiuak (lasd 2. dbra).

Ez al6l kivétel singleton-used-prod-sum-gravity médszer, ahol a kimeneti sza-
balyrendszer szingletonokbél all.

2. A bemeneti fuzzy vdltozé minden esetben szingleton.
3. A szabalyrendszerek szimmetrikusak, igy az atviteli karakterisztika minden

vizsgélt esetben paratlan filggvény, ezdltal elegend§ csak a karakterisztika egyik
oldalat vizsgalni.

4. A bementi és kimeneti szabdly parok azonos alaktak, igy kezelésiik kénnyebb,
nem kell zavaré konstansokkal foglalkozni. Bar igy elveszitjiik az dltalanossag
megszoritdsat, azonban a gyakorlati tapasztalatok teljes mértékben aldtamaszt-
jék a vizsgélat eredményeit.

5. Csak olyan fuzzy—crisp 4talakitast vizsgalok, amely stilypont szdmitason ala-
pul [1].
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Bemeneti szabalyok Kimeneti szabalyok
Negativ Zérd Pozitiv Negativ Zérd Pozitiv
1 1
i\
\
-1 0 1 -1 0 1

2. dbra: Bemeneti és kimeneti szabdlyrendszerek

2.2. Megjegyzés. Amennyiben nem silypont médszeren alapul6 fuzzy—crisp at-
alakitast alkalmazunk az sszehasonlité vizsgdlat nagyon nehézzé vélik, mivel az
atviteli karakterisztika dltaldban nem folytonos fiiggvény, tovabba irdnyitdstech-
nikai alkalmazdsra csak igen korldtozott mértékben hasznédlhaté dontési eljardst
kapnéank.

3. Dontési eljarasok

Az dontési algoritmusok vizsgdlatanal alkalmazott szabdlyok a kovetkezdek
(lasd 2. 4bra)

R, : Ha ,x az pozitiv” akkor ,y az pozitiv” vagy
Ry : Ha ,x az zero” akkor .y az zero” vagy
Y3 : Ha ,z az negativ” akkor az negativ”

.

ahol a szabalybézisban szerepld fuzzy halmazok tagsagi fiiggvényei a kovetkezGek

—u ha -1<u<0

negativi) =
it {0 kiilsnben

1-—|ul ha -1<u<1
0 kiilsnben

) = {

4 ha 0<ux<l
0 kiilonben

Hpozitiv (U) = {

Az egyszeriiség kedvéért ugyanazt a fuzzy particiét alkalmaztuk az input és az
output tér esetén is.

Most megvizsgdljuk, hogy mi lesz a defuzzifikilt output a kiilonbozdé tipusu
dontési médszerek alkalmazdsa esetén. A dontési eljardsok esetén csak az x > 0
esetet vizsgaljuk, mivel az atviteli karakterisztikik mind paratlan fiiggvények.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



FUZZY DONTESI ELJARASOK OSSZEHASONLITASA 119

3.1. MMG dontés

A dontés mikodése a kovetkezd: a bemeneti jelet szingletonnd alakitjuk ezzel a
szingletonnal elmetssziik az érintett szabdlyokat, majd ezeket a metszeti értékekkel
minimum kapcsolatba hozzuk a hozzarendelt kimeneti szabalyokat (lasd 2. dbra).
Az igy kapott szabdlyokat maximum operdtor segitségével egyesitjiikk. Az ered-
ményként kapott fuzzy halmaz silypontjanak vizszintes tengelyre vett vetiilete a
déntés crisp kimenete.

Az atviteli karakterisztika szdmitdsahoz ezt a dontési eljarast két részre kell
bontanunk az abszolitérték fiiggvény miatt a) < 0,5 és b) > 0,5.

Az a) esetben a dontést a 3. dbra mutatja.

1 / 1 /

_x —
-1 0 1 -1 4 0 1

8. dbra: Min-maz-gravity dontés x < 0,5 esetben

A karakterisztika a kovetkezd kifejezéssel szamithato:

1

/_—Iy(l +y)dy+/$ y(l—x)dy+/l_zy(1—y)dy+/ yx dy

ys(z) = : —z _II 11—1 11_1
/ (1+y)dy + (1—x)dy+/ (1——y)dy+/ z dy
= - & l—z
i d=g’ +>3:L‘2
=- X —
3 —72 42

A b) esetet a 4. dbra mutatja.
A karakterisztikat leir6 kifejezés:

—z -z T 1
/ y(1+y)dy+/ y(l—w)dy+/ y(l—y)dy+/ yrdy
—1 — T

ys(”/) = — T l—-zx

/_1 (1+y)dy+/1_$(1—w)dy+/$ (1—y)dy+/1mdy

-z l—-zx T

1— 2%+ 322

B —22 +2
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4. dbra: Min-mazx-gravity dontés x > 0,5 esetben

Erdekes médon az tapasztalhat6, hogy a két esetben a karakterisztikit leir6
kifejezés azonos. Ennek oka a szabalyrendszerek alakjaban keresendd.

3.2. PMG déntés

Ez a dontési eljaras nagyon hasonl6 az el6z6 médszerhez, de a kimeneti szaba-
lyokon alkalmazott minimum kapcsolat helyett a szabalyokat szorozzuk a megfelels
metszeti értékekkel, majd ezeket a részeredményeket maximum kapcsolatba hozzuk.
A kimenet itt is az ered6 halmaz silypontjanak vizszintes tengelyre vett vetiilete.
A dontés miikodését a 5. dbra mutatja:

-1 0 1 -1 0 1

5. dbra: Prod-maz-gravity dontés

A karakterisztikat a kovetkezd kifejezés irja le:

1

0 l1-z
/ y(l—:v)(1+y)dy+/0 .1/(1—-'v)(1—y)dy+/1 yay dy

=1 -z

1

0 1—z
/(1—z)(1+y)dy+/0 (1—x)(1—y)dy+/l vy dy

el -z

ys(z) =

1 @t —2%%4 3z
= = X —————————
3 2 -2+ 2

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



FUZZY DONTESI ELJARASOK OSSZEHASONLITASA 121

3.3. PSG dontés

Ez a dontési eljards az el6z6t6] abban kiilonbozik, hogy a kimeneti részdon-
tések egyesitését nem maximum kapcsolat segitségével végzi, hanem a részdontés
szabdlyait 6sszeadja. A kimeneti érték itt is sulypontszamitassal torténik.

A PSG dontés els6 pillanatra nagyon hasonlé az elézé dontésekhez, azonban
az 0sszeadds — ellentétben a maximum operdtorral — nem takar el teriiletrészeket a
szabélyokbdl. Tovabba a szorzds miatt egy részdontés szabdlyanak teriilete mege-
gyezik az eredeti szabdly teriiletének és a megfelel§ metszeti értéknek a szorzatéval.
Ezért a dontés szamitdsanal nem kell a teljes kimeneti szabdlyrendszert végigsza-
molni, elegendd az tudni, hogy mekkora az adott szabdly teriilete és a vizszintes
tengelyen hol helyezkedik el a silypontja. Igy csak egy egyszert néhany pontboél
4ll6 nyomatéki egyenletet kell megoldani, amely radikalisan csokkenti a dontést
megvaldsité algoritmus futdsi idejét az el6z6 eljarasokhoz képest.

1 1

6. dabra: Prod-sum-gravity dontés

A karakterisztikat leir6 kifejezés:

0 1 1
—z j == = d
/ y(1 l)(1+y)dy+/0 y(1 —=)(1 y)dy+/0 yxy dy

—1

yS(I): 0 1 i
/(1—x)(1+y)dy+/0(1—a:>(1—y)dy+/0 sy dy

=k

6— 32

3.4. SPSG dontés :

Ebben az esetben a kimeneti szabalyokat szingletonok helyettesitjiik, a szing-
letonok helye a kénnyebb 6sszehasonlitas érdekében az eredeti szabélyok silypont-
jaiban van. Ez az eljards nagyon egyszeriivé teszi a crisp dontés kiszamitasat. A
7. dbra ennek miikodését mutatja.
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| Pt S S

-1 0 x 1 -1 -2/ 0 y| 2/3 1

7. abra: Singleton-used-prod-maz-gravity dontés

A karakterisztikat leir6 kifejezés:

3.5. Tsukamoto-féle dontés
A Tsukamoto-féle dontés esetén az algoritmus jelent&sen eltér az elGzéekben
latott dontésektsl, ebben az esetben a bemeneti — kimeneti szabély parok egy fiigg-
vény — inverz fiiggvény kapcsolatot val6sitanak meg. Tekintsiik a 8. dbrat.
Vegyiik példanak az a) be-ki szabalypart. Az adott bementei x érték egy met-
szeti szintet jelol ki a bemeneti szabdlyon. Ezt a szintet dtvetitjiik a kimeneti
szabdalyra és meghatdrozzuk, hogy milyen kimeneti értéket hatdroz meg. A dontés
miikodése miatt a kovetkezs szempontokat kell szem el6tt tartani:
e a bemeneti szabalyt leir6 fiiggvény célszerit ha monoton, mert igy maga a sza-
baly nem okoz stabilitdsi problémakat,
e a kimeneti szabalyt leir6 fiiggvénynek szigoriian monotonnak kell lennie.
Az adott esetben a masodik feltétel ligy teljesithets, hogy a kimeneti szabalyok
értelmezési tartomanyat a kovetkezé médon hatdrozzuk meg:

a) szabalyrendszer: R;: Ha ,x az pozitiv” akkor ,y az pozitiv”
b) szabélyrendszer: Ry1: Ha @ az negativ_zero” akkor .y az negativ_zero”
c) szabalyrendszer: Roo: Ha ,x az pozitiv_zero” akkor ,y az pozitiv_zero”

d) szabalyrendszer: R3: Ha ,x az negativ” akkor .,y az negativ”
A dontés eredményét a rész dontésekbsl az SPSG dontéshez hasonléan szdmit-
juk ki.

Azért, hogy a Tsukamoto dontést az el6zG eljardsokkal ssze lehessen hasonli-
tani a szabalyrendszert gy allitottuk 6ssze, hogy alakra megegyezzen a kiindulasi
szabélyrendszerrel. Igy a dontést leir6 kifejezés a kivetkezs lett:

vi(2) = 5.
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1
a
=1 0
1
b
-
| 0
I s e =b e S
C
-1 0 1 0 1
1 1
d
------- &
-1 0 1 0 1

8. dbra: Tsukamoto-féle dontés
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4. A dontési eljarasok 8sszehasonlitdsa

A 9. dbra az 6t vizsgélt dontési eljaras dtviteli karakterisztikdjat mutatja.

S T e

9. dbra: A dontési eljarasok karakterisztikdi

A fenti grafikonok a dontési eljarasoknak csak az x > 0 tartoményit abra-
zolja, ez elegendd mert a fiiggvények paratlanok. A gorbékbsl lathatjuk, hogy
a Tsukamoto-féle dontés kivételével minden dontés z =1 esetén az y = 2/3 érté-
ket adja. A Tsukamoto-féle dontés az adott esetben y = 0,5 értéket ad. Ezért a
tovabbi vizsgalatokbol a Tsukamoto-féle dontést kihagytuk. Tehdt a maximalis
bementi értékre a dontések azonos kimeneti értéket adnak.

A 10. abra a dontési karakterisztikik differencial hanyadosat mutatja. A 10. &b-
ran lathat6 diagrammok alapjan lathatjuk, hogy a MMG és a PMG dontések gorbéi
nullatél indulnak, ami azt jelenti, hogy = 0 koérnyékén a dontések igen ,érzéket-
lenek”, a kisebb zavarokat nem viszik at.

A PSG dontés gorbéje x = 0 kdrnyékén nem nulla, ezért az x = 0 kornyékén is
sérzékeny” a kis eltérésekre. Az SPSG dontés dllando értéki, ez azt jelenti, hogy
a dontés a teljes értelmezési tartomanyon egyformén érzékeny.

A PSG és a PMG dontések az = 1 helyen (természetesen = —1 helyen is)
azonos értéket mutatnak, ami szerint a két eljaras érzékenysége a végkitérés tarto-
méanyaban azonos.

A MMG dontés gorbéje a végkitérés tartomanyaban a legmagasabb, ez azt
jelenti, hogy ebben a tartomanyban a dontés kozel kétszer érzékenyebb, mint a
PSG és a PMG. A kovetkezd tdablazat a dontések dsszehasonlitasat foglalja ossze:
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d
> MMG

PMG\/

Tsukamoto SPSG PSG

[N)

10. d@bra: A dontési karakterisztikak differencidl hdnyadosa

Dontés | (e =0) | pu(e=1) | & | @]
MMG 0 0,66 0 2,33
PMG 0 0,66 0 1,33
PSG 0 0,66 0,33 1,33
SPSG 0 0,66 0,66 0,66
Tsukamoto 0 0,50 0,50 0,50

1. Tdabla: A diontések osszehasonlito tdbldzata

5. A dontési eljarasok osszehasonlitdsa irdnyitastechnikai és
szamitasi igény szempontjabol

A 10. 4bra alapjan a MMG és a PMG dontések igen j6l haszndlhatok egy tipusi
szabdlyozasi korokben. Ezek a hurkok tartalmaznak egy integrédlé tipusu jelatvivs
tagot. Ez azt jelenti, hogy a stabil dllapot a dontés esetén az x = 0. Ekkor a szaba-
lyozas nem reagal a kis zavardsokra, viszont nagy eltérések esetén a hatarozottan
beavatkozik, ami ismerve az integral6 szabalyozasi korok ,lusta” viselkedését hasz-
nos lehet (nem szabad elfelejtkezni azonban a stabilitasi kovetelményekrsl sem).
Ebbdl a szempontbdl a legjobb az MMG dontés. Természetesen ezek a dontések
jol alkalmazhaték nulla tipusi korskben is {6leg akkor, mikor a korerdsités nagy.

A PSG dontés x = 0 koriili viselkedése lehetévé teszi, hogy a kis és kozepes
korerssitést szabalyozasi korokben haszndljuk. A SPSG dontés alkalmazdsa nem
célszer( szabalyozasi korokben bar alkalmazhato, de linedris jellege (ha mas sza-
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balyrendszert vesziink fel ez valtozhat) nem indokolja a fuzzy elv hasznalatat. Ezt
a dontést inkdbb identifikiciés problémak megoldasara célszert hasznélni.

A Tsukamoto dontés szintén linedris jellegi. Meg kell jegyezniink, hogy ez a
dontés a latszat ellenére megfelels lenne szabdlyozé algoritmus kialakitdsdra, de
ebben az esetben az Osszehasonlithatésidg miatt nem térhettiink el a vazolt sza-
balyrendszertsl. A fent emlitett dontések szamitédsi igény szerint alapvetden két
csoportra bonthatok.

Az els6 csoportot az MMG és a PMG alkotjak, amelyek a maximum kapcsola-
tot hasznaljak. A szamitasi igény felbontastdl fiiggGen valtoz6, de mindenképpen
nagy szamitasi igényd. Ennek oka az, hogy a fuzzy szabélyokat célszertien tombok
segitségével szamitjik, igy egy 3 be — 3 kimenti szabdllyal rendelkezé dontés 200
elemi szabdlyleir6 esetén 203 lépést igényel.

A masik csoport az tagjai a PSG és a SPSG, amelyekben a déntések részben
elére szamithatok, az el6z6 példat véve ezek algoritmusa 4 1épést, mig Tsukamoto
esetben 5 lépést igényelnek.

6. Egy gyakorlati példa

A gyakorlati példa egy négykerék kormdanyzasi robottargonca irdnyitdsanak
szimuldci6ja a megfelels fuzzy dontések segitségével. Az irdnyitdsi cél, hogy a ro-
bottargoncat a sikban adott x, y tdvolsdgbdl és U dllasszog mellett egy adott célte-
riiletre irdnyitsuk. A szimulédcié soran az MMG, PMG, PSG és az SPSG dontéseket
vizsgaljuk. A targonca véizlatit a 11. 4bra mutatja.

| ccPy) |

L P

)

Y

11. dbra: A szimuldlt kocsi vdzlata

A 11-es 4bran a kovetkezs jeloléseket alkalmaztuk: [ a kocsi hossza, z, y a CCP
koordin4téi, ¥ az alvdz szoge a vilag koordindta-rendszerben, v a CCP sebessége,
a az els6 kerekek atlagos szoge a kocsi alvazdhoz képest, 3 a hatsé kerekek dtlagos
szbge a kocsi alvazahoz képest. A szimuldciéban pedig a kovetkezd jellemz&ket

tételeztiik fel:
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e a tavolsdgmérs rendszer felbontdsa 10 mm, a szo6gmérs rendszer felbontasa 1°,

e a kocsi maximalis sebessége 1 m/s, a kocsi minimélis sebessége 0,01 m/s, a
kormény kitérések felbontdsa 1°.

Az irdnyitasi szitudciét a 12. 4bran lathatjuk.

O

CCpP
Y
) 4 D
X UV

12. dbra: Az irdnyitdsi szitudcid |

A szimuldci6 a CCP lokacidjat szamitja ki pontrél-pontra. Ha tudjuk a kocsi |
helyzetét egy adott pontban, az adott geometriai jellemz&k és a sebesség ismere-
tével ki tudjuk ezt a pozici6t szamitani a kovetkez6 pontban. Ennek részleteit [4]
munkaban ismertettiik.

A szimuléci6 két jol elhatarolhaté szakaszra bonthaté: egy durva és egy finom
megkozelitésre. A durva megkozelités feladata, hogy a targoncat a célpont kozelébe
welfogadhats” jellemzokkel x, y, 9 vezesse. A madsik részlet a finom megkozelités
szakasza, amely a célpont végss megkozelitését végzi. Az algoritmusok vizsgalatd-
nal csak ezt a masodik szakaszt vizsgaljuk, mert ez sokkal ,igényesebb” irdnyitdsi
feladatot jelent. A kovetkez§ dbrdk a bemeneti és a kimeneti szabdlyrendszereket
mutatjak:

fine fine fine very
far medium near near

l |

2m 0.75m 0.25m

13. dbra: Bemeneti x,y szabdlyrendszerek
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fine big finesmall fine  fine small fine big
negative negative Zero positive  positive

-20° -10° 0° 10° 20°

14. dbra: Bemeneti ¥ szabdlyrendszer

fine big fine small fine  fine small fine big
negative negative Zero positive  positive

—45° —22° 0° 227 45°

15. dbra: Kimeneti o, 3 szabdlyrendszerek

almost small big
Zero positive  positive
) A

Negative region 4

0 m/s 0.5 m/s 1 m/s

16. dbra: Kimeneti v szabdlyrendszer
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A kovetkez6 tablazatok az implikiciékat meghatarozé6 FAM tablak:

FIFIF|IFIMM|M|M|N|[N|N|N/|[VN|VN|VN|VN
FIM|N|IVNfFIM|N|VN|F|M|N|VN|F|M|N |VN
BN |SP|BP |BP|BP |BP |BP |BP|BP |BP |BP|BP |BP |BP |BP|BP |BP
SN |SP|SP |BP |BP | SP |BP | BP | BP (BP | BP | BP | BP | BP | BP | BP | BP
Z [SN|SN|SN| Z [BN|SN|SN| Z |BN|(BN|SN| Z |BN|BN|BN| Z
SP|Z|Z|7Z | Z | Z |SN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN
BP|SN|SN|SN|SN|SN BN |BN|BN|BN|BN|BN|BN BN |BN|BN|BN

2. Tdbla: o« FAM

S

FIF|IF|IFIM|{I M| M| M|N|N|N|N|VN|IVN|VN|VN

FIM|N|VN|F|M|{N|VN|F | M|N |VN
BN|[SN|SN|SN| SN |SN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN
SN|Z|Z|Z| Z | Z |SN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN|BN |BN
Z |SP|SN|SN| Z |[BP|SP|SN| Z |BP|BP|SN| Z |BP|BP|BP| Z
SP |SP|SP |BP|BP |BP|BP |BP |BP |BP |BP |BP |BP |BP |BP | BP | BP
BP|SP|SP |BP|BP |BP|BP |BP |BP |BP|BP|BP|BP|BP |BP|BP|BP

3. Tabla: B FAM

SE ]

x| F|F|F|F/IM|[M|(IM|{M|N|N|N|N|VNIVN[VN|VN
$|F|M|N|VNJF|M|N|VN[F|M|N|VN|F |M|N |VN
BN |BP|BP |BP|BP |BP|BP |BP|BP |BP|BP|SP|SP | SP | SP | SP
SN |BP |BP |BP | BP |BP |BP |BP |BP |BP |BP |SP | SP | SP | SP | SP
Z |BP|BP|BP|BP|BP|BP|BP|BP |BP|BP|SP|SP |SP |SP |SP
SP |BP |[BP |BP | BP |BP |BP |BP |BP |BP [BP |SP | SP | SP | SP | SP
BP |BP |BP |BP|BP |BP |BP |BP|BP |BP|BP|SP|SP | SP | SP | SP

4. Tabla: v FAM

NININ|N|N

A kiilonboz6 dontési eljardsok eredményei a szimulacié soran a 17. dbrén l4t-
hatoak.
A kiindulési értékek a kovetkezsk voltak: x =5 m, y =1 m és ¥ = 0°.

7. Osszefoglalas

A fenti diagrammokbdl lathato, hogy az MMG, a PMG és a PSG dontések
gyakorlatilag azonos id6ben megoldottik a feladatot, mig a SPSG reményteleniil
eltévedt. lathaté tovabbd, hogy az SPSG a tobbi dontéshez képest lengéseket végez
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MMG PMG

500 500

400 400
300 o \

100 100
0 0
e r e rmnro M o Mo e o amn. o mn o Frnrocmnrodmor o dmoE o amns oo o
oA R2CRARARNARAYSSTIRR8R AN LR ARIARANARAAT eSS RnR]
-100 -100
) Oy roososossosssmomsssssomirimsssmssorenssesersssmsi sstsssnsssersisnsrsnssesosesssresi 600
600 6

-100¢

17. abra: A megkizelités x és y értékei az idd fiigguvényében

a megkozelités soran. A ,legsimabb” megkozelitést az MMG, majd PMG adja, a
PSG az el6z6ekhez képest y értékben jobban dtmegy a negativ tartomanyba. Az el-
méleti vizsgalat és a gyakorlati példa eredményei megerdsitik egymast. Nem szabad
azonban arrol a tényrol elfeledkezni, ha a szabalyrendszerek megvéltoznak ez nagy-
ban befolyasolja a fuzzy déntések eredményét. Tipikus példa erre a Tsukamoto-féle
dontés, mely az adott gyakorlati feladatra alkalmas lehetett volna, de lényegesen

mads szabélyrendszer és FAM mellett.
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COMPARISON OF FUZZY REASONING METHODS FOR PROCESS CONTROL

GYORGY SCHUSTER

We consider five fuzzy decision rules applied widely in practical process control: the minimum-
maximum-gravity, the product-maximum-gravity, the product-sum-gravity, the singleton-used-
product-sum-gravity and the Tsukamoto reasoning method. We compare these methods not only
on their static characteristics and sensitivity, but on the run-time of the controller as well.

After summarizing the necessary definitions and explaining the main aspects of the compa-
rison of fuzzy resoning methods we show a way in which this comparison can be done. Based
on the results of the mathematical consideration we classify the reasoning methods connected to
control strategies. The paper ends with a practical example.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)






Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000) 133-148

BINARIS KODOK GENERALASA KORNYEZETFUGGETLEN
NYELVTANOK SEGITSEGEVEL

KASZONYI LASZLO

Szombathely

A [12] cikkben Kaszonyi Lészlé és Katsura Maszasi bebizonyitotta a kévetkezd 4l-
litast: Legyen Q az {a,b} &bécé feletti primitiv szavak nyelve. A @ N (ab*)" nyelv
kérnyezetfiiggetlen, ha az n szam primfelbontasaban szereplé py, ..., p; primszamokra
teljesiil, hogy

(*) ) p1+...+ 1/pe <4/5

Ebben a cikkben megmutatjuk, hogy a K, = Q N (atb?)™ nyelv is kérnyezetfiiggetlen,
ha (*) fennall. Egyben megadunk véges sok olyan nyelvtant, amelyek egyiittesen K
elemeit generaljak.

1. Bevezetés

Legyen X = {1,2} és Y = {a, b} két rogzitett abécé, jeloljiik az X ill. ¥ feletti
szavak halmazdt rendre X *-gal, ill. Y*-gal. X* és Y* a szavak egymads utdn irdsdra
mint szorzasra nézve egységelemes szabad félcsoport, azaz szabad monoid. Mind-
két félcsoport egységeleme a A-val jelolt iires sz6.( A olyan szé, amelynek egyetlen
betje sincs.) Legyen ¢ X *-nak egy miivelettart6 leképezése Y* egy részhalmazara,
azaz u,v € X~ esetén legyen

d(uv) = ¢(u)p(v),

illetve
$(N) = A,

¢-t morfizmusnak mondjuk. X* morfizmusai megadhaték oly médon, hogy el§szor
megadjuk 0 illetve 1 képét a ¢ leképezésnél, majd a leképezést miivelettarté méo-
don kiterjesztjiik X *-ra. Konnyd belatni, hogy a morfizmusok egy kédolasi eljaras
algebrai megfelelsi: egy X betiib6] késziilt ,sztvegben” a 0 ill. 1 betiit rendre a
neki megfelel§ ¢(0) ill. ¢(1) ,kdédszéra” cseréljiik ki. Eljarasunk akkor megfeleld,
ha a kédolt szoveg alapjan az eredeti szoveget egyértelmiien vissza tudjuk dllitani,
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azaz ha a kéd egyértelmien dekédolhat6. Ennek megfelelGen az {u,v} C Y* sz6part
akkor és csak akkor nevezziik kédnak, ha a ¢(0) = u, ¢(1) = v egyenldségekkel meg-
adott morfizmus egy-egy értelmt, azaz ha ¢ izomorfizmus. Kénnyd belatni, hogy
{u,v} C Y* akkor és csak akkor kéd, ha uv # vu teljesiil. (Ld. [18]) A [18] cikkben
M. Ito, H. Jiirgensen, H. J. Shyr és G. Thierrin vezeti be az n-kédok fogalmét, itt
csak 2-kodokrol lesz sz6: az L C Y* sz6halmazt (nyelvet) 2-kédnak nevezziik, ha
barmely elempdrja kéd. Mig az n-kddok jellemzése maig nyilt probléma, a 2-kédok
jol leirhat6k. A p € Yt sz6t primitivnek nevezziik, ha nem valédi hatvany, azaz ha
nem bonthaté fel valédi médon azonos szakaszokra.(Itt Y+ = Y* \ {A}.) Konnyi
beldtni, hogy tetszdleges v € Y+ elGallithats egy primitiv sz6 hatvanyaként: v = p™
(n € Ny = N\ {0}). Ez az elallitas egyértelmi, a megfelels p primitiv sz6t v prims-
tiv gyokének mondjuk, és \/v-vel jelsljilk. Egyszerien igazolhat6, hogy u,v € Y+
esetén uv # vu akkor és csak akkor teljesiil, ha /u # +/v. Ennek alapjan egy-egy
értelmii megfeleltetést létesitiink a 2-kédok és f : @ — N tipusu fiiggvények kozott:
(1d.: [18]) Legyen L C Yt tetszGleges 2-kéd és adjuk meg az fr : Q — N fiiggvényt
a kovetkez6 médon:

vel & fL(Vu) £0A vtV oy,

Megforditva, legyen adva az f : @ — N fliggvény. Ennek felhaszndldsaval mega-
dunk egy 2-kédot:

Ly={p!®P|pecQnfp)#0}.

A 2-kédok fenti reprezentéciGjabdl egyrészt levonhatjuk azt az elméleti kovet-
keztetést, hogy az Osszes 2-kédok osztdlya nem megszamlalhat6 halmaz, igy rekur-
ziv felsorolhat6 sem lehet [18], masrészt viszont ttletet nyeriink 2-kédok konstruk-
cidjdhoz. A fentiek szerint ugyanis 2-kédok konstrukciGjahoz elég @ egy részhalma-
z4t megadnunk, majd a megadott halmaz elemeit hatvanyoznunk. Mivel kéztudott,
hogy a veremautomatakkal felismerhets nyelvek osztdlya megegyezik a kdrnyezet-
fiiggetlen nyelvek osztdlyaval, a 2-kédok vizsgalata @ részhalmazai kornyezetfiig-
getlenségének vizsgdlatahoz vezetett. (Ld.: [4]) Maig eldontetlen kérdés, hogy a
@ nyelv kérnyezetfilggetlen-e? [1, 2, 3, 9, 10]. Ennek a kérdésnek a vizsgalata-
val kapcsolatban vet§dott fel az L, = Q N (ab*)"™ nyelv kornyezetfiiggetlenségének
kérdése. Sejtésiink az, hogy L, minden n € N esetén kérnyezetfiiggetlen nyelv.
Katsura Maszasival sikeriilt beldtnunk, hogy L, valéban kdrnyezetfiiggetlen,ha az
n szam primfelbontdsaban szerepl§ py,...,pr primszdmokra teljestil, hogy

(%) /pi+...+1/p < 4/5

Az &llitas bizonyitasara haszndlt médszer konstruktiv abban az értelemben, hogy
segitségével 2-kédokat tudunk konstrudlni. Ezek a kédok azonban a gyakorlat cél-
jaira nem alkalmasak mivel u = ab®® - - ab®-1 alakdak, azaz a-ban és b-ben nem
szimmetrikusak. Jobb tulajdonssgi kédokat nyeriink a K, = (atb*)" N Q halmaz
elemeinek generaldsdval. Ebben a dolgozatban megmutatjuk, hogy a [12] cikkben
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megadott médszerrel (x) fennélldsa esetén egyrészf belathato K, kornyezetfiigget-
lensége, masrészt segitségével K, elemei generdlhatok.

2. Alapvetd tételek és definiciék

Mint a bevezetSben, legyen ¥ = {a, b} rogzitett dbécé, jelsljitk Q-val az Y fe-
letti primitiv szavak halmazit. A G = (N,Y, S, P) rendezett négyest nyelvtannak
mondjuk, ahol N és Y két diszjunkt dbécé — a nemtermindlisok ill. termindlisok
véges halmaza —, S € N az 1n. kezddszimbélum, és P olyan (u,v) rendezett szépé-
rok véges halmaza, ahol u,v € (NUY)" valamint u mindig tartalmaz N-beli ele-
met. A P-beli (u,v) elemeket produkcidknak mondjuk, és u — v-vel jeloljiik. Azt
mondjuk, hogy a w' sz6 egy lépésben levezethetd w-bol, jelolve: w =1 w', ha létezik
olyan wy,u,wy és v sz6, amellyel w = wiuwsy, w' = wivw; és u — v € P teljesiil.
A w' 526 k lépésben levezethetd w-b6l, jelolve: w = w', ha van olyan N UY feletti
wp, . . ., Wi Szésorozat, amelyre teljesiil, hogy wo = w,w; = w’ és 0 <1 < k — 1 ese-
tén w; =1 wip1. A w' sz6 levezethetd a w sz6bol — jelvlve: w =, w’ —, ha van olyan
k, amelyre w = w’. TetszGleges L C Y* sz6halmazt Y feletti nyelvnek mondunk.
A G nyelvtan dltal generdlt nyelven az

LG)={weY"|S =, w}

halmazt értjik. A G nyelvtan kornyezetfiiggetlen, ha a produkciéi bal oldalan sze-
repld szavak egyetlen nemterminalis jelbsl allnak, azaz ha u — v esetén u € N. Az
L nyelv kornyezetfiiggetlen, ha kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan generalja.

Legyen n € {1,2,...}, tekintsiik (a™b*)"-nek egy tetsz&leges W részhalma-
zat. W-nek minden w eleme felirhaté w = a®0b°1 ... q%m-2pe2»-1 zlakban, ahol

1=0,...,2n — 1 esetén e; > 1. Jelvljilk a w-nek megfelels (eq,...,en—1) vektort
e(w)-vel, legyen E(W) = {e(w)|w € W}.
A2n= {0, ey (20— 1)} indexhalmazt ugy tekintjiik, mint ,ciklikusan ren-

dezett” halmazt, azaz a 2n-beli ,nyilt” intervallumokat az (i,7) = {k|i < k < j}
egyenldséggel hatdrozzuk meg, ha i < j, illetve az (1,7) = {k|k < j Vk > i} egyen-
16séggel, ha i > 5. A félig zart”, ill. ,zdrt” intervallumot a szokdsos médon adjuk
meg: [i,7) = {i} U (4,7), (5,3] = (i,4) U {4} és [i,4) = {6} U (i) U {j}. A 2n-beli
osszeaddst és szorzdst ugy tekintjlik, mint (mod 2n) miveleteket.

Az {i,j} és {k,1} indexparok metszok, ha k € (i,7) ésl € (7,1) vagy ha ! € (4,j)
és k € (4,2). A 2n halmazbeli R és T halmazok metszdk, ha l1étezik olyan 2n-beli i
és j, amelyre teljesiil, hogy R C [¢,7) és T C [j,4). A ,nem-metsz8” kifejezést n.m.-
mel roviditjik. Tobb halmaz esetén a ,pdronként nem metszd” kifejezés helyett
p. n. m.-met irunk.

Az L nyelvet korldtosnak nevezzilk, ha léteznek olyan wy,...,wm,—1 sza-
vak, amelyekkel L-nek minden w eleme felirhaté w = wg® - - -w;*7' alakban, ahol
€9, ..., em—1 alkalmas természetes szdmok. Korlatos nyelvek kirnyezetfiiggetlensé-
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gére vonatkozik Ginsburg [8] tétele, amely szerint az L korlatos nyelv akkor és csak
akkor kornyezetfiiggetlen, ha az

E(L)z{(eo,.. y €m—1 lweo . e,,. 1 EL}

halmaz rétegesen linedris halmazok véges egyesitése.(Itt wg, ..., wm—1 a korldtos
nyelv meghatdrozdsaban szerepld szavak.)

Az F vektorhalmazt rétegesen linedrisnak mondjuk, ha r > 1-hez léteznek
olyan vg,...,v, € N™ vektorok, amelyekkel

F={”O+Zkivi|ki20}

i=1

ésa V = {v;]1 <1 < r} vektorhalmazra teljesiilnek a kovetkez6k:
(1) minden v € V-nek legfeljebb két nullatél kiilonbszé komponense van, és
(2) hau=(ug,...,Um—1) s w = (wp, ..., Wm—1) két V-beli vektor, valamint
{i,7}, {k,1} metsz6 indexpérok, akkor w;wru;w; = 0.

Nyilvanvalé, hogy minden W C (a*b+)™ nyelv korlatos. Azokat a halmazokat,
amelyek rétegesen linedris halmazok véges egyesitéseként allithatok els, rétegesen
szemilinedris halmazoknak nevezziik. Mivel rétegesen szemilinearis halmazok véges
egyesitése djra rétegesen szemilinedris halmaz, ahlhoz, hogy beldssuk egy W korlatos
nyelv kornyezetfiiggetlenségét, elég ha F(W)-t elallitjuk véges sok olyan halmaz
egyesitéseként, amelyek mindegyike rétegesen szemilinedris halmaz.

Legyen n = p{’ .. .pi"’, ahol py,...,pr paronként kiillonbozd primszamok és
fi,--., fx pozitiv egész szamok, 7 = {q1,...,¢-} pedig a {p1,...,px} halmaznak
egy nem-iires részhalmaza. A {t;/q1,...,t-/q-} halmazt 7-skdlénak nevezziik, ahol
t;,t=1,...,r esetén p;-hez relativ prim szdm.

Adott S ={t1/¢1,-..,t-/q:} m-skila és £ € 2n esetén legyen

= B(S) = {E +polp=)_ pit:2n/q pi € {0, 1}}~

i=1

B-t m-doboznak mondjuk. Az e = (eo,...,e2n-1) € N?* vektorhoz tartozé diffe-
rencidn értjiik a

(+4) A.(B) = = Y (et

£+pEB

formuldval megadott kifejezést. Masként sz6lva, az e vektorhoz és B dobozhoz ren-
delt differencia e olyan komponenseinek elGjeles 8sszege, amelyeknek indexe B-beli
halmaz, és ha az (¢, j) index-par a B doboznak ,éle”, akkor e; és e; az tsszegben
ellenkezé elGjellel szerepelnek.

Fétételiink bizonyitasanal szlikségiink lesz bizonyos szdmelméleti fogalmakra,
illetve tételekre. Ezek koziil itt emlitjiik meg a kinai maradéktételt:
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TETEL (IKinai maradéktStel). Ha by,...,[. tetsz(' -ges ¢gész szamok, my,
...,y pedig pdronként relativ primek, akkor mod m., ---m . eg.stlen olyan x
egész szdm létezik, amelyikrc

(1) e=b; (modm;) (F=1,. .}

teljesiil.

3. Felhasznilt sredmények

Adott S 7-skdla és e € N3* esetén tekintsik 2n-nek az Q.(S) = {£ € 2n|
Ae(&S) # 0} részhalmazat. A kivetkez6kben azt a kérdést vizsgaliuk, hogy Q.(S)
az ires halmaz-e?

A kovetkezd lemma szerint a kérdésre adott valasz fiiggetlen nz S skila valasz-
tasatol.

1. LEMMA. Legyen S és S' két w-skila. Q.(S) 5% 0 al-kor és csak akor 4l fenn,
ha Q.(S") # 0.

Bizonyitds. Legyen S ={&1/q1,...,t:/q-} és S' = {!}/q1,...,¢./q.}. Barmely
i indexhez létezik olyan s; amelyre s;t; = t; (mod ;). Eszerint

Ae(é.; tl/‘li, sy t?/QT)
s1—1 Sr—1

=3 ) AdE+gitin/q A et et q, -t gr)

n=0 Jr=0

Azt mondjuk, hogy Qc(m) # 0 ha Q.(S) # 0 valamely (és {gy barmely) S =-
skala esetén. ,

A kovetkez6 lemmaba sziikséges és elégséges felrételt .. duul: arre vonatkozoan,
logy egy v € (atb™)" sz6 primitiv legyen, azaz, hogy v € K, t:ljesiiljon.

2. LEMMA. Legyen € = (eq,...,ez,—1) € Ni*. Az a*0b®' - - g -2bc2"~1 € Q
reldcio akkor és csak akkor dll fenn, ha Q.(p;) # @ teljesiil minden ¢ = 1,..., k-ra.

Bizonyitds. Minden ¢ = 1,...,k esetén az bt - - - af2=-2pc2=~1 g76 akkor és
csak akkor nem p;-hatvany, ha létezik olyan j € 2n szér, amelyre teljesiil, hogy
€j # €jt+2n/p;- . 0

A kovetkezd lemma szerint az E(L,) vektorhalmaz szemilinedris.

3. LEMMA. Legyen I, = Q N (aTb")". Ekkor

(2) E(I(n) = U£1 ..... Ekézﬂ{(eO» cee ve‘Zn—l) | €¢y # €e142n/nyy- -1 €Ly # Cer+2n/pr }

Alkalmaz. it Matcratil.ai Lapgk 20 (2000)



138 KASZONYI LASZLO

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy u € K, akkor és csak akkor teljesiil,-ha u egyet-
len 7 € {1,...,k} esetén sem p; hatviny. Alkalmazzuk az el6z6 lemma allitasat
1=1,...,kra. O

Sajnos, mint azt a kovetkezd példa mutatja, a (2) felbontds egyes tagjai nem
feltétleniil rétegesen szemilinedrisak.

1. Példa. Legyen n = 6 = 2- 3, ekkor E(I(g)-nak a (2) felbontdsaban szerepls

{(eo,...,e11) | €0 # es,e1 £ €7}
tag nem rétegesen szemilinedris. (Ennek bizonyitdsa pl. az [16]-ben megadott méd-
szerrel lehetséges.)

Masrészrél viszont a kovetkezd lemma biztositja, hogy az
E(B) = {e| Au(B) #0}
tipusit vektorhalmazok rétegesen szemilinedrisak, ezt a tényt fogjuk felhaszndlni
fotételiink bizonyitasara.
4. LEMMA (Flip-flop lemma, Készonyi [14]). Legyeni =0,...,m — 1 esetén §;
eldjel, azaz legyen 6; € {-1,0,1}. Ekkor az
E = {(eo,. . em—1) € N} |boeo + -+ + bm—16m—1 # 0}

vektorhalmaz rétegesen szemilinedris halmaz.

A Bi,..., B, dobozok esetén legyen
E(By,...,By) = {e € N’i" |Ae(By) #0,...,A(B,) # 0}.
A flip-flop lemma kovetkezményeként kénnyen bizonyithaté a kdvetkezs lemma

allitasa:

5. LEMMA. Legyenek Bi,...,B, pdronként nem-metsz& dobozok. Ekkor a
E(B,,...,B,) vektorhalmaz rétegesen szemilinedris.

A kovetkezd néhany lemmaéaban a dobozok és a nekik megfelel§ differencisk
néhany tulajdonsdgat targyaljuk. A 6. Lemma &llitdsa szerint az Q.(m) # 0 tulaj-
donsdg a {pi1,...,pr} halmaz 7 részhalmazain ,6roklsds”.

6. LEMMA. Legyen® # 7' Cn C {p1,...,px}. HaQ.(n') = 0 akkor Q.(7) = 0.
Bizonyitds. Legyen ©' = {q{,...,¢.} ésm ={q{,..., ¢, a1, ..,4r}. Ekkor

Ae(évl/q;711/q:"71/q1131/qr)

1 1
= Z Z (=) TP A(E+ pi2n)q + ..+ pe20 /g 1/, 1 gl). O
p1=0 p=0
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7. LEMMA. Legyen S tetszéleges n-skdla és legyen g € w. Ha £ € Q.(S), akkor
Qe(S)N{E+s2n/q|1 <j<q-1}#0.

Bizonyitds. ;’;(1) Ac(E+j52n/q;S) =0. O

8. LEMMA. Az S n-skdlaésq € {p1,...,px} — 7 esetében a kévetkezd feltételek
ekvivalensek:

(1) Q(rU{q}) =0.

(2) Ha £ = ¢ (mod 2n/q) akkor A.(€;S) = A.(¢;S).

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy SU {1/q} mU {q}-skila, és hogy A.(£SU
{1/g}) = A(&S) — Ac(€ +2n/q; S) teljesiil tetsz6leges &-re.  Eszerint Q. (7 U
{g}) =0, ha A(&S) = Ac(€+ 2n/q; S) tetszbleges € esetén. O

9. LEMMA. Az S w-skédla és {q1,...,¢:} C {p1,...,px} — 7 esetében a kovet-
kez& feltételek ekvivalensek:

(1) Qe(n U {q:}) = 0 tetszblegesi =1,...,7-re.

(2) Ha £ =& (mod 2n/q;...qr) akkor A(£;5) = A(£;5).

Bizonyitds. Az el6zd lemma alapjan. O
10. LEMMA. Legyen S tetszéleges m-skdla, q € w, valamint {q,...,q-} C
{p1,...,pk}\ 7. Ha& € Q.(S), akkor Q(S)N{&+2jn/qq - ¢ |1 <j<qg—-1} #0.
Bizonyitds. A 7. és a 9. Lemma alapjan. O

11. LEMMA. Tegyiik fel, hogy i = 1,2 esetén Q.(m;) # 0 és Qe (m; U {q;}) = 0.
Legyen S; m;-skdla, valamint q; # qa. Ekkor tetszdleges i € 2n-hez létezik & €
Qe(S1) €s &2 € Qe(S2) N (&1 + 1, &1 + 1+ 21/ quga].

Bizonyitds. Legyen p1 € Q.(S)), p2 € Q(S2), vilasszuk meg az «, § szdmokat
olymédon, hogy p2 = a2n/q1g2 + ;1 + 1+ B, és B € (0,2n/q1¢2] teljesiiljon. A Ki-
nai Maradéktétel szerint létezik olyan v szdm, amelyre fennill v = a (mod g1) és
v=0 (mod ¢p). Legyen & = p1 + (v/@2)(2n/q1) és & =& +p+B=p2+ ((v—
a)/q1)(2n/g2). A 8. Lemma szerint & € Q.(S1) és & € Q(S2). O

4. I(, kornyezetfiiggetlensége

Legyen n = p;' ...p{“, ahol py1,...,pr olyan primszamok, amelyekre teljesiil,
hogy p1 < ... < p, valamint legyenek fi,..., fr tetszGleges pozitiv egész szamok.
Ebben a szakaszban I, = @ N (a*b)" kornyezetfiiggetlenségét bizonyitjuk be bi-
zonyos feltételek teljesiilése esetén.

1. TETEL. Ha(1/pr+...+1/pe)+1/pip2 <1lés(1/pi+...+1/pc)+1/ps <
1 akkor K, kornyezetfiiggetlen nyelv.

(Vegyiik észre, hogy k = 2 esetén a masodik egyenl6tlenség automatikusan tel-
jesill. Hasonldan, ha k& = 1 akkor mindkét egyenlGtlenség igaz.)
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A {p,...,p¢} halmaz 7 = {qi,..., ¢} részhalmaza esetén az e € N™ vektor-
hoz rendelt B(£;1/q1,...,1/q-) m-dobozt az egyszeriiség kedvéért B(¢; n)-vel fogjuk
jelolni. (Ebben a szakaszban csak ilyen dobozokrél lesz sz6.)

Legyen {m,...m,} a {m,...,pr} halmaznak egy particidja, vezessiik be az

E(m,...m) = U{E(B(&,m),...,B(&, 7)) | B(€&1,m), ..., B(&,m) p. . m. }

jelolést.(Emlékeztetiink a 3. szakaszban bevezetett p. n. m. roviditésre, amely a
sparonként nem metsz8” kifejezés helyett 4ll.)

A 2. szakasz eredményeinek tiikrében elég a kovetkezét belatni: Tegyiik fel,
hogy Q.(p:) # 0 teljestil minden ¢ =1,...,k-ra. Ekkor létezik a {p;,...,px} hal-
maznak olyan {m,...m,} partici¢ja, amelyre e € E(m,...7,) teljesil.

Azt fogjuk belatni, hogy {p1,...,px}-nek van olyan {m,...m,} particigja,
amelyre teljesiilnek a kovetkezsk:

(1) ppemU...Um, hai=1,...,v.

(2) Qe(m)#Qhai=1,...,v.
3) Qe(wU {q}) = 0 tetszoleges g € My U...UT, ési=1,...,v — 1 esetén.
(4) Ha p; € m; akkor Qe (pi1,p:) =0 (i =2,...,v).

A 10. Lemmabdl, ill. (3)-bol az is kovetkezik, hogy
(5) Qe(m)N (§,£+ 2n/ qumﬂumwv q] # barmely £ € 2nési=1,...,v—
1-re.

Az (1)-(4) feltételeknek megfelel§ partici6 adhaté meg a kovetkezd ,mohé”
algoritmus segitségével:

Tegyiik fel, hogy a 79, ..., ; halmazok elemeit mar kivalasztottuk. (Itt mo az
tires halmaz.) A m;4; halmaz ¢, ..., ¢, elemeit a kovetkez6 médon valasztjuk ki:

— Legyen ¢1 a {p1,...,px} \Uj-:le halmaz legkisebb eleme.

- Tegyiik fel, hogy a ¢, ..., qs elemeket mar kivalasztottuk. Ha a kovetkezd

Rs = {pla"‘wpk}\(Uj':lﬂj)\{qlv-"vqs}

halmaz iires, akkor legyen u = s,v =1 + 1 és eljarasunk befejezédik.

Egyébként legyen ¢.4+1 Rs-nek a legkisebb olyan eleme, amelyre teljesiil, hogy
Qe({q1,.-.,qs+1}) # 0. Ha nincs ilyen elem, akkor legyen p = s. (Ekkor g5 a w1,
halmaz utolsé eleme).

Legyen &; = 3 gen: 2n/q. Ekkor tételben szerepld feltételek a kovetkezbk:
Li4...+3,+2n/pipa <2n, Ti+...+Z,+2n/p3 < 2n.

Be fogjuk latni, hogy e € E(my,... 7).

A bizonyités alapotlete a kovetkezd: Tegyiik fel, hogy van egy, az (1) — (4) felté-
teleknek megfelels {m,..., 7, } particionk. Adott 7w € {m1,..., 7, }-hez tekintsiink
egy olyan & -t amelyre teljesiil, hogy A, (B(&1,7)) # 0. Ekkor az el6z6 szakasz ered-
ményeinek felhasznédldsdval meg tudunk adni olyan & € 2n-t, amelyre a B(&2,7)
doboz megfeleld helyzetd, és amelyre A, (B(§2, m)) # 0 is teljesiil.
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1. eset: v =1. (2) alapjin e € E(m).

2. eset: v =2, ma = {p2}. (3) és (4) szerint Q. (m U {p2}) = Qe (m2 U {p1}) =
(0 Alkalmazhatjuk tehdt a 11. Lemmat, amely szerint létezik & € Q.(m2) és & €
Qe(m1) N (&2 + 2,& + T2 + 2n/p1p2). Mivel

B(&2;m3) = {&2, &2 + £},
B(6im) C[€,6 + 1] C (& + 22,4+ Z1 4+ Za + 2n/pipe] C (&2 + 2,62 + 2n),

B(&;m1) és B(&2; m2) nem-metszdk, azaz e € E(my, ma).

3. eset: v =2, m # {p2}. Legyen & € Qe(m2). Mivel (5) szerint [[ .. ¢ > ps,
létezik & € Q. (m1) N (&2 + T2, & + T2 + 2n/ps]. Tovabba

B(&2;m2) = {&2, &2 + 2}
B(&1;m) C (6,6 +21] € (& + 2,6 + Z1 + Zo + 2n/p3] C (& + Lo, & + 2n),

igy B(&1;7m1) és B{&2; m3) nem-metsz§ halmazok, azaz e € E(my, 72).

4. eset: v =23, és vagy (a) 2 = {p:}, 73 = {p;} vagy (b) |m2| > 2, m3 = {p3}.
(3), illetve (4) szerint az (a) esetben Q. (w2 U {p;}) = Qe(m3 U {p;}) =0 és a (b)
esetben Q. (3 U {p3}) = Qe (m3 U {p2}) = 0.

Mivel 2n/p;p; < 2n/paps, a 11. Lemma szerint létezik &5 € Q.(w3) és & €

Qe(m2) N (&3 + E3,&3 + T3 + n/paps]. (5) szerint [[ ¢ . n, 4 = P2ps, azaz

£ € Qo(m) N (& + So + T3 + 2n/paps, &3 + T2 + T3 + 2n/paps).
Mivel
B(&3;m3) = {&, & + T3},
B(&;m2) C [€2,& + Z2] € (63 + X3,& + Lo + 3 + 2n/paps),
B(&;m) C [6,6 + 1] C (& + 22 + T3 + 2n/paps, &3 + T1 + E2 + 3 + 2n/paps]
C (& + Zp + X3 + 2n/paps, &3 + Ly + Zg + T3 + 2n/ps)
C (& + o + S5 + 2n/p2ps, &3 + 2n),

nyerjitk, hogy e € E(my, 72, 73).
5. eset: v =23, de sem (a) sem (b) nem teljesiil. Tekintsiik &3 € Q. (73)-t. Mivel
[Lyens @ = 11 68 Tl cnyum, 4 2 P3P, 1étezik

& € Qe(m2) N (&3 + T3, &3 + B3 + 2n/p4),

& € Qe(ﬂl) N+ 224+ 83+ 277,/1)4,{3 + Y130+ X3 + 271/1)4 + 2n/p3p4].
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Mivel 2n/py + 2n/p3ps < 2n/ps, a 4. esethez hasonléan nyerjiik, hogy e € E(my, 72,
7['3).

6. eset: v > 4. Legyen & € Qe(m,). Mivel [[ ., ¢>p, és HIIGW.‘+1U...U7|'1, q>
Pyu—1Dv, létezik

E’v—l E Sle(ﬂ.v—l) n (§U + Evv{‘u + Ev + 2n/pv]7
61}—2 € Qe(ﬂ'v—‘Z) N (év + Eu + Ev—l + 2”/1)‘0’{1} + E‘u + Ev—l + 2’"«/1’1; + 271/1)1;;01;—1]
§v—3 € Qe(ﬂ'v—S) N (fu + Ev + Ev—l + z:1;—2 + 271/1% + 2n/Pqu—1,

{v + Ev + E1;—1 + Ev—‘z + 2n/Pv + 2n/pupv—1]

€o-j € Qe(myy) N (G + Zo + -+ Sy_(jo1) + 20/py + (§ — 2)20/Pypo1,
o+t + S oy F2n/py+( — 1)2n/pvpv_1]

ahol j € {2,...,v—1}.
Mivel

1/py + (v = 2)/po—1pv < 1/p3 = (Pv — P3)/D300 + (v — 2)/Pv_1D0
<1/ps —2(v —3)/p3pe + (v — 2)/pu_1pv < 1/p3s — (v — 4)/p3py < /3,

a B(&;m) (i =1,...,v) boxok pdaronként nem-metsz6k, és igy e € E(ny,..., 7).
Konnyi belatni, hogy

3) E(Kn):U{E(m,...,wu)]{7r1,...,7r1,}EH},
ahol IT a {p1,...,px} halmaz particidinak osszessége.

E(K,) rétegesen szemilinedris halmazok véges egyesitése, azaz maga is rétege-
sen szemilinedris, igy Ginsburg tétele szerint I{,, kdrnyezetfiiggetlen. O

1. Kovetkezmény. Ha 1/py + ... + 1/pr < 4/5, akkor K, kornyezetfiiggetien.
2. Kovetkezmény. Ha 1/p1 + ...+ 1/pr < 4/5, akkor

4 EXK)= |J Em,..m)= | v{EBE&m),. . .,
{m1,s w,,}GH {7r1,...,7r.,}€H

B(&m) &1, & € 20, B(&1,m), .., B(€,7) p. 0. m. }

Itt is, mint az 1. Tétel bizonyitdsanal, II-vel a {p1,...,px} halmaz osszes {m1,...,
7y} alakd particidjat jeloltiik.
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5. Kédok konstrukcidja

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy hogyan lehet az el6z6 szakasz ered-
ményeit felhaszndlni K, elemeinek generdldsara. Adott m € N esetén olyan G
kornyezetfiiggetlen nyelvtanokat adunk meg, amelyek I(,-beli elemeket general-
nak. A konstrukciéhoz felhasznéljuk az an. flip-flop tételt, amely a flip-flop lemma
(4. Lemma) altaldnositdsa. A tétel kimonddsdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd de-
finici6ra:

1. Definicié. Az

(5) E(0,8,6,R) = () {(eo,...,em_l) e N™|e(I))  bies R(I) o}

Ic® el

halmazt DLI-halmaznak mondjuk, ahol

(1) © indexhalmazok nem-iires rendszere, (azaz m részhalmazaibél 4ll6 hal-
mazrendszer).

(2) 6 = (bo,...,0m—1) rogzitett eldjelvektor, azaz i =0,...,m — 1 esetén §; €
{-1,0,+1}.

(3) € olyan ©-n értelmezett fiiggvény, amelynek értékkészlete a {+1, —1} hal-
maz.

(4) Az R(I) vagy ,>"-t vagy ,>"-et jelol.

Ha ez nem okoz félreértést, akkor az E(©,¥d,¢, R) jelolésbdl elhagyjuk R-ret
azaz réviden E(0, 6, ¢)-t irunk.

2. Definicié. Az L korlatos nyelvet DLI-nyelvnek mondjuk, ha az L nyelvhez
rendelt exponensvektorok :

E(L) = {(eo, - em-1) € N™ [uf® .- w}y5 € L}

halmaza DLI-halmaz.

A K, nyelv nyilvanvaléan DLI-nyelv akdr (2), akar (4) alapjan.

A DLI-nyelvek kornyezetfiiggetlenségének vizsgalata Ginsburg tétele szerint
egyenértékd a megfelels6 DLI-halmazok réteges szemilinearitdsanak vizsgalatdval.
A kovetkezs tétel az alapja azoknak a vizsgalatoknak, amelyeknek célja bizonyos
DLI-halmazok réteges szemilinearitisanak megéllapitasa.

TETEL (flip-flop tétel) [16]. Legyen E a © indexhalmaz-rendszer, a & elGjel-
vektor és ¢ fiiggvény dltal meghatdrozott DLI-halmaz. E akkor és csak akkor
rétegesen szemilinedris, ha minden e € E-hez létezik olyan H hipergraf, amelyre
teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

(i) H pontjai egy konvex m-szdg csticsai, amelyeket ciklikus sorrendjiik szerint
a0,...,m — 1 szamokkal azonositunk.

(ii) H élei H pontjaibdl 4ll6 egy- vagy kételemii halmazok.
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(iil) Ha {¢,7} H-nak kételemi éle, akkor az i és j pontokhoz rendelt eldjelekre
6; = —0; # 0 teljesiil.

(iv) Az f ¢l tiltott, ha létezik olyan I € © indexhalmaz, amelyre fNI = {i}
és e(I) = =4, teljesiil. H nem tartalmaz tiltott éleket.

(v) Az f = {i,7} és g = {k,l} élek esetén tegyiik fel, hogyi < j ésk < 1. f és
g metszd élek, ha vagy i < k < j <lvagy k <i <l < j teljesiil. H nem tartalmaz
metszd éleket.

(vi) Ha e = (eq,...,€m—1), akkor az i pont H-beli fokae;. (1 =0,...,m —1).

A tétel [16]-ban adott bizonyitasa konstruktiv abban az értelemben, hogy ha
ismerjiik azt a H hipergrafot, amelyet a flip-flop tétel szerint egy e € E vektorhoz
rendeliink hozzd, akkor meg tudjuk hatdrozni E-nek azt az E. rétegesen szemili-
nearis komponensét, amelynek e eleme:

- Elgszor megadjuk azt azt a H' hipergrafot, amelynek ugyanazok a pontjai és
élei, mint H-nak, de H'-ben minden szerepld él egyszeres multiplicitdsa.

— A H’ hipergraf felhasznaldsdaval az F. szemilinedris halmaz P, periédus-
halmazit a kovetkez6 médon hatdrozzuk meg:

(6) P. = {v() | h € B(H'), v(h) = (0, .., tm_1),
vi=1, hat € h, vi:Ohaigéh}

ahol E(H') a H' graf élhalmazat jeloli.

A bizonyitdsbél az is kideriil, hogy H' specidlisan valaszthaté meg, elérhetd,
hogy H' komponensei fagrifok legyenek. (Vegyiik észre, hogy a H' csak annyiban
tér el a kozonséges grafoktol, hogy tartalmazhat egyponti éleket is. H' komponen-
seit akkor mondjuk fagrafnak, ha kétponti éleik fagrafot feszitenek ki.)

A kovetkezSkben ratériink a N ,-net generdlé nyelvtanok konstrukeidjanak vaz-
latos ismertetésére. Tekintsiik F(K,)-nek a (4)-ben adott felbontdsat. Az itt sze-
repl6 komponensek egyes rétegesen linedris osszetev§ihez fogunk egy-egy nyelvtant
hozzarendelni.

A G hipergrafot a © indexhalmazra és § elGjelvektorra nézve rétegesnek ne-
vezziik, ha eleget tesz a flip-flop tételben szerepl§ (i)-(v) feltételeknek. A ko-
vetkezGkben olyan mifveletet vezetiink be, amely réteges grafthoz réteges grafot
rendel. Tekintsiik G-nek egy tetszéleges ¢ pontjat, jeloljik az ¢-hez illeszkedd egy-
pont, ill. kétponti élek szamat rendre r}-gyel, ill. r2-vel. (,Egyfok”, ill. , ketts-
fok”.) Adott m! és m? (0 < m! <r!, 0 < m? < r?) esetén képezziik a kovetkezd,
k(G) = k(G,i,m',m?)-vel jelolt réteges grafot:

- Hasitsuk kétfelé G-nek az i pontjit, azaz hagyjuk el G pontjai koziil -t és
potoljuk az 4y, ill. 75 pontokkal. ¢; és 25 ciklikus sorrend szerinti elhelyezése legyen
ot —=1,1y,09,0+ 1. ...

- Tekintsiik G-nek az i ponthoz illeszked§ kétpontu éleibél all6 E? = {hy,...,
h,2} élhalmazt. Tegyiik fel, hogy E? elemeinek indexezése megfelel a ciklikus sor-
rex‘ldnek, azaz ha h; = {i,s}, hy = {i,t} és j <k, akkor s <t is teljestil. (Itt a
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»<" relacidjel ciklikus sorrendet jelol, azaz j < j+k hak=1,...,m—1. G-nek
lehetnek tobbszoros élei is, igy el6fordulhat, hogy s = t.)

Hasitsuk ketté az E? élhalmazt: a hy,. .., hp,2 élek i-t6l killonboz6 végpontjit
kossiik ossze ip-vel, a hp241,. .-, hy2 pontokét pedig i-gyel.

~ Hasitsuk ketté az i ponthoz illeszkeds egyponti éleket is, azaz vegyiik hozza
k(G)-hez az {iy} élnek m! db, az {i;} élnek pedig r} — m! db. példdnyat.

— Legyen 6.(i1) = 6x(11) = 6(4) ill. 6.(7) = 6(J), ha j #1i. A O,-val jelvlt hal-
mazrendszert ugy nyerjik a © halmazrendszerbél, hogy minden olyan halmazban,
amelyben szerepel az i elem, ezt két elemmel, i;-gyel, ill. i5-vel helyettesitjiik.
Konnyii belatni, hogy «(G) a é, elGjelfiiggvényre, ill. a O, indexhalmaz-rendszerre
vonatkozdan réteges hipergraf.

- Végiil szamozzuk Gjra x(G) pontjait a 0,...,74 — 1,4y,%2,5+ 1,...,m — 1 sor-
rendnek megfelelGen. (Azaz x(G) ponthalmaza legyen a {0,...,m} halmaz.) A k&-
vetkezGkben magdt a G — k(G) hozzarendelést is k-val fogjuk jelslni.

A k operacié x!-gyel jelolt megforditdsat olyan graf homomorfizmusnak fog-
hatjuk fel, amely a «(G) graf két szomszédos, azonos ¢ elGjeld, i;-gyel ill. iz-vel
jelolt pontjat az ¢ pontra hizza Ossze, a graf tobbi pontjat, ill. élét pedig helyben-
hagyja.

A G réteges hipergrafot eleminek mondjuk, ha pontjainak fokszama legfeljebb
egy. (Esetiinkben olyan elemi grafok fognak szerepelni, amelyeknek minden pontja
els6foki.) Nyilvanval6, hogy tetszoleges G réteges hipergraf — esetleg tobb lépésben
~ széthasithaté elemi graffd, azaz létezik hasitdsoknak olyan ki,..., %, sorozata,
amelynek elemeit egymads utdn alkalmazva elemi grafot nyeriink. Legyen kK = k, o
--- 0Ky, ahol a o miiveleti jel operaciék kompozici6jat jelsli. Nyilvanval6, hogy

k™= n;‘ 00 n;l graf homomorfizmusnak is felfoghat6. Legyen

E:{szeemzo},

ecP

E(K,)-nek egy, a (4)-ben szerepld rétegesen linedris komponense, P periédushal-
mazzal és v preperiédussal. Jeloljilk H’-vel a P-hez rendelt réteges hipergrafot,
H,. = k(H')-vel egy olyan elemi réteges hipergafot, amelyet H' széthasitdsaval nye-
riink.

A H, és a H' hipergraf, ill. a v = (vp,...,vm—1) preperiédus felhasznalasaval
hatarozzuk meg a G = (N, Y, S, P) nyelvtant a kovetkez6 médon:

- Jeloljiik m-mel a H, hipergraf pontszaméat, E = E! U E2-vel élhalmazat, ahol
E!, ill. E? rendre az egyponti ill. a kétponti élek halmaza.

- Legyen N = {S}u{U;]j € m}U{Z;;|0<i<j<m—-1}u{Vi|h € E(H,)},

-Y ={a,b}

— A P produkciéhalmaz algoritmikus leirdsa a kovetkezd:

(a) Elgszor S helyére Zp m—_1-et helyettesitiink: S — Zg m_1.
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(b)
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Mivel H, minden pontja elséfokd, van a 0 ponthoz illeszked6 h € E(H,)
éle. Ha h = {0} € E', akkor helyettesitstink Zg ,,—; helyére

Us®Vio0} Z1,m—1-€t, ha pedig h = {0, 7} € E?, akkor
U&’"V{O,j}U;’j Ziy1,m—-1-e¢t  (j = m esetén legyen Z; 11 oy = A.):
Zom—1 = Ug"Vioy Z1,m—1, ha h={0}€E'

Zom-1 = Ug"Vio 3 U Zjs1m—1, ha h={0,j} €E? ¢ j<m-1.

Zom-1 = Ug"Vio U7, ha h={0,j} €E* é j=m—1L
Hasonléan jarhatunk el altaldban a Z;; nemtermindlis esetében. Legyen
h H.-nak az i ponthoz illeszkeds éle. Ha h = {i} € E!, akkor helyet-
tesitsiink Z,; helyére U;*V(;3Zi41;-t, ha pedig h = {i,k} € E?, akkor

U Vi UR* Ziy1,5-t- Az ut6bbi helyettesitést agy értjiik, hogy amennyi-
ben j =k, akkor Zyq1,; = A

Zi; = UYViyZiyr,;, ha h={i} € E
Zij = UV Upk Zigrj, ha h={0,j} € E? é k<j
Zij = UMV Uk, ha h={0,j}€E? & k=j

A h grafélhez rendelt V), nemtermindlis {6 szerepe az, hogy segitségével
Jiterdcios sorozatot” képeziink: Ha h = {3}, akkor tekintsiik

Viiy — UiViiy-t, ha b = {3, j}, akkor pedig V{; jy — U:Vy, ;3 Us-t.
Az U;-k iterdlasat a kovetkezd mddokon zarhatjuk le:
Viy — A
Viijy = Zit1,j-1, ha (i,j) #0 (Azazhaj>i+1)
Viijy = A, ha (i,7) =0 (Azazhaj=i+1).

Végiil kialakitjuk az elgallitott sz6 végss form4jat, az U;-k helyére termi-
nalisokat helyettesitiink:

{ a, ha x~!(i) paratlan,

Ul' — .

b, ha k~!(i) paros.

(Emlékeztetiink arra, hogy a k! leképezés mint grafhomomorfizmus a Hy,

hipergréaf egy-egy pontjihoz H-beli pontot, azaz a 2n halmaz egy elemét
rendeli hozz4.)
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Megjegyzések. Az a kérdés, hogy a K, nyelv kdrnyezetfiiggetlen-e olyan n-
nek esetében is, amelyekre (*) nem teljesiil, tovabbra is nyitott marad. Az alta-
lunk adott bizonyitdsban a () feltételnek doént6 szerepe van: biztositja, hogy a
Bi,..., B, dobozok elhelyezhet&k egy 2n hossziisdgi szakaszon anélkill, hogy met-
szenék egymaéast. Tobb kisérletet tettiink a cikkben hasznélt médszer tovabbiejlesz-
tésére, ezek azonban nem vezettek eredményre. Tovdbbi eredményeket varunk a
(12] és [13] cikkekben megadott médszerektsl.
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HOW TO GENERATE BINARY CODES USING CONTEXT-FREE GRAMMARS

LAszLO KASzZONYI

It is proved by Laszlé Kaszonyi and Masashi Katsura in [12] that if @ is the language of
primitive words defined over the alphabet {a,b} then the language Q N (ab*)™ is context-free
whenever for prime components pi,...,px of the natural number n holds

(*) 1/pr+...+1/pe < 4/5

In this paper it is shown that assuming (x), the language K, = QN (atbt)™ is context-free as
well.
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ERGODIKUS MARKOV-LANCOK ES ALKALMAZASAIK

FARAGO ISTVAN ES KOVACS MIHALY

Budapest

A Markov-folyamatok és a Markov-lincok a természettudomany szamos teriiletén
alapvet§ szerepet jitszanak. A Markov-lancok vizsgilatanak egyik alapproblémidja a
rendszer viselkedésének vizsgalata hossza idS eltelte utan: megfigyelhetS-e a rendszer
egyfajta ,stabilizdlédasa” egy j6l meghatérozott allapot koriil? Dolgozatunkban a ska-
laris ergodikus Markov-lancok egy egységes, az egylépéses iteraciés médszereken alapulé
felépitését mutatjuk be, emellett alapvetd fizikai alkalmazasok is ismertetésre keriilnek.

1. Bevezetés

A Markov-folyamatok és a Markov-lancok a természettudomény szdmos te-
rilletén jatszanak alapvetd§ szerepet ([5], [9]). Elég ha arra gondolunk, hogy a
Markov-folyamatok a fizikdbdl ismert kauzalitasi elv matematikai megfelel6i, azaz
olyan folyamatokat modelleznek, melyeknél a rendszer jovGbeli viselkedését csak a
jelenlegi allapot hatarozza meg. (A folyamatnak nincsen ,emlékezete”.) A Markov-
lancok olyan specidlis Markov-folyamatok, ahol az id& diszkrét lépésekben telik. A
Markov-lancok vizsgédlatdnak egyik alapproblémdja a rendszer viselkedésének vizs-
galata hosszi id6 eltelte utan: megfigyelhet6-e a rendszer egyfajta ,stabilizalodasa”
egy jol meghatarozott allapot koriil iin. (staciondrius dllapot), avagy ilyen nem tor-
ténik. Az ergodicitas fogalma a folyamat staciondrius dllapotdhoz kapcsolédik, igy
ennek vizsgalata kiemelt fontossagu ([7], [8]).

A Markov-lancok matematikai vizsgélata soran hirom kiilonbdz6 megkozelités-
sel taldlkozhatunk. Az els§ a valésziniiségelméleti megkozelités, amely a Markov-
lancokat specialis sztochasztikus folyamatként kezeli. A masodik, a linedris algeb-
rai vizsgalati méd, amely elsGsorban az elemi oszték elméletére épiil. A harmadik
megkozelitési mod a gréafelméleten alapul, ahol specialis tulajdonsagu grafosztaly-
nak tekintjiik a Markov-lancokat. Az egyes targyalasmodok sajat eszkoztaruk fel-
hasznaldsdval épitik fel a Markov-lancok elméletét. Ebbs! eredendéen bizonyos
eredmények vagy csak az egyes teriileteken jelennek meg, vagy lényegében ugyan-
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azon eredmények kiilonbozd formaban, méas terminolégidval szerepelnek. (Példa-
ként megemlitjiik az ergodikussdg fogalmanak kett&sségét.)
Dolgozatunk célja a kévetkezs:

1. a kiilonb6z6 megkozelitések kozotti kapcesolat feltarasa;

2. egy egységes, az egylépéses iterdciés modszereken alapuld, az egyes részek
eredményeit felhasznal6 targyalasméd felépitése;

3. fontos fizikai alkalmazdsok bemutatasa.

Az irodalom az egyes megkozelitéseket részletesen targyalja. A linearis algebrai
megkozelitéshez az (3], [4], [10], [12] munkak szolgalhatnak alapul. A val6szintisé-
gelméleti megkozelités az [5], (7], [8], mig a grafelméleti targyaldsméd az [1], [9]
kdnyvekben szerepel.

A dolgozat felépitése a kivetkezs. A masodik fejezetben 6sszefoglaljuk azon li-
nearis algebrai tételeket és definiciékat, amelyeket a Markov-lancok vizsgalatanal
haszndlunk. A bhevezetett, lényeges fogalmakat fizikai hattérrel rendelkezd pél-
dakkal illusztraljuk. A harmadik szakasz a diszkrét paraméterti véges allapotteri
Markov-folyamatokrol szol. Az alapvetd fogalmak mellett példdkat adunk Markov-
lancokra, alkalmazva az el6z6 szakasz példdit. A negyedik és az 6todik fejezetben
az ergodikus Markov-lancokat targyaljuk. Megkiilsnboztetve az eloszlds-ergodikus
és az osztaly-ergodikus lancokat, megadjuk az eloszlas-ergodicitds feltételeit. Az
osztdly-ergodikus Markov-lancokra 6sszefoglaljuk az ismert eredményeket. Befeje-
zésiil a hatodik szakaszban fizikai példakon szemléltetjiik az eloszlas- illetve osztaly-
ergodikus Markov-lancokat.

Dolgozatunkban tsbb j allitds, megjegyzés illetve néhédny j6l ismert tétel az
altalunk ismertt6l] eltérd és lényegesen egyszeribb bizonyitdsa szerepel. A tobb-
nyire kézismert linedris algebrai tételek illetve a dolgozat felépitése szempontjabél
nem lényeges tételek bizonyitdsai megtalalhaték a hivatkozott irodalomban ({1},
3], 4], (101, [12)).

Dolgozatunk eredményei a skaldris Markov-lancokra vonatkoznak, emellett le-
hetGséget teremtenek a tobbdimenzids dltalanositas irdnydba is. Ugyanakkor nem
foglalkozunk a Markov-lancok numerikus kérdéseivel. Az erre vonatkoz6 eredmé-
nyek részben megtalalhatok a (2], [6], [11] cikkekben.

2. Linedris algebrai alapok

Elsszor osszefoglaljuk a dolgozat targyaldsdhoz szitkséges linedris algebrai is-
mereteket.

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy A = {a;;} € RV*¥ matrix reducibilis,
ha létezik olyan P permut4lé méatrix, hogy az E = PAP T métrix

(2 5)
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alaki, ahol B és D négyzetes matrixok, (vagy n =1 estén A = 0). Ha A nem
reducibilis, akkor irreducibilisnek nevezziik.

2.2. Definicid. Azt mondjuk, hogy egy A € RV*¥ matrix nemnegativ (pozi-
tiv), ha elemeire az a;; > 0,(a;; > 0) 4,5 = 1,2,..., N feltétel teljesil.

Jelslés: A >0, (A > 0).

Nyilvanval6an a fenti definicié a vektorokra, mint specidlis métrixokra ugyan-
igy értelmezhets.

2.1. ALLiTAs (Frobenius). Legyen A € RVN*N nemnegativ irreducibilis mé&t-
rix, és jelolje p(A) a métrix spektrdlsugarat. Ekkor
e p(A) pozitiv;
o p(A) az A mdtrix sajdtértéke;
e p(A) egyszeres sajatérték;
e létezik olyan w € RY pozitiv sajatvektor, amelyre Aw = p(A)w.

2.2. ALLiTAs. Ha A € RV*YN nemnegativ matrix, akkor

N N

min ai; ¢ < p(A) < max aq;
i {; J}_P( ) < < {Z J}

i=1
illetve
N N
min { Z (LU} < p(A) < max { Z a,ij}.
' J=1 ' J=1

2.3. Definicié. Egy A € RV*Y nemnegativ irreducibilis métrixot h indexi
imprimitiv matrixnak neveziink, ha h szdmud p(A) abszolat értéki sajatértéke van.
Ha h = 1 akkor a matrixot primitivnek nevezziik.

2.3. ALLiTAS. Egy A € RV*YN nemnegativ matrix pontosan akkor primitiv,
ha létezik olyan m € N szdm, amelyre A™ > 0.

2.4. ALLiTAS. Egy A € RVN*N irreducibilis matrix primitiv, ha tr A > 0, ahol
tr A = 2111-1 [ FER

A tovabbiakban a dolgozat szempontjabol fontos grafelméleti ismereteket fog-
laljuk ssze.

2.4. Definicié. Egy A € RV*N matrixhoz rendelt iranyitott grafnak nevezziik
azt a Py, P,,. .., Py csticsokat tartalmazé irdnyitott grafot, amelyben P;-bél Pj-be
pontosan akkor vezet él, amikor a;; # 0.

Jeldlés: G(A).

2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy G irdnyitott graf erdsen osszefiiggd,
ha tetszSleges, a graf cstcsaibdl alkotott (P;, P;) rendezett par esetén létezik a
graf éleinek olyan sorozata amely FP;-bdl Pj-be vezet. Ezt a P;-b6l Pj-be vezets

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



152 FARAGO ISTVAN ES KOVACS MIHALY

utnak nevezziik. Legyen R = {P;, P;,,P;, P;,, ..., P;,_, P;, } egy it a G grafban. Az
[ szamot az R 1t hosszanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy R kor ha P, = P;,.

2.5. ALLiTAs. Egy A € RV*N m4trix pontosan akkor irreducibilis, amikor
G(A) erGsen Osszefiiggo.

Imprimitiv matrixok esetén a matrix irdnyitott grafjanak vizsgélataval kisza-
mithaté a matrix imprimitivitasi indexe.

2.6. ALLITAS. Legyen A € RVN*VN egy irreducibilis matrix. Jelélje S; az 6sszes
G(A)-beli P;-t tartalmazo, korok hosszainak halmazat, tovabbd h; az S;-beli szd-
mok legnagyobb kozos osztojat. Ekkor hy = hy =...=hy = h, és A h indexi
imprimitiv martix.

2.1. Példa. Tekintsiik az aldbbi RY*N _es matrixokat:

0 L 0 5 5 = 10
q O o . o« A0
0 ¢g 0 p 0 . 0
Alz . . . . 3 5 e )
0 0 g 0
0 010
g p 0 0
g 0 9 0
Q. gl A0 pr IO 0
A‘ZZ )
0 0 ¢ P
0 0 q p
0 p O q
q 0 p . 0
0 ¢g 0 p O 0
A.3— 3 )
0 « = W0rzg 0 p
PE o m om0 g0

ahol 0 < p< 1 és g =1—p. Nyilvanvaléan 2.5. Allitas alapjan mindhdrom mét-
rix irreducibilis mivel a hozzajuk rendelt irdnyitott grafok erGsen sszefiiggéek. A
matrixokhoz rendelt iranyitott grafokrol leolvashaté, hogy A; 2 indexd imprimitiv
méatrix, Ao primitiv métrix, Ag, paros IV esetén 2 index{ imprimitiv métrix, mig
paratlan NN esetén primitiv matrix. A fenti példakbdl is jol latszik, hogy tr A > 0
csak egy elégséges feltétele a primitivségnek. Az A, matrix irdnyitott grafja N =4
esetén az 1. dbran lathat6, az Ao madtrix irdnyitott grafjit N = 4 esetén a 2. dbra
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mutatja és az Az matrix irdnyitott grifja N =5 illetve N = 6 esetén a 3. abran
illetve a 4. dbrdn lathato.

2.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy A € RV *¥ matrix szemikonvergens, ha
létezik a lim;_.o A7 hatdrérték.

Tekintsiik az
(1) x5+ = Ax®) 0k =0,1,..., x9 adott

iteraciét.

2.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (1) iteraci6 szemikonvergens a H C RV
halmazon, ha az (1) iteraci6 ltal generalt x(*) vektor sorozat minden x(®) € H ese-
tén konvergens. Ha az iterdci6 hatarvektora nem fiigg a kezdeti vektor megvalasz-
tasatol, akkor az iterdciot konvergensnek nevezziik a H halmazon. (Ha H = RV,
akkor az iterdciot szemikonvergensnek, illetve konvergensnek nevezziik.)

Az A matrix Jordan alakjabél nyilvanval6 az alabbi allitas.

2.7. ALLiTAS. Az (1) iterdci6 pontosan akkor szemikonvergens, ha A szemi-
konvergens.

Megjegyzés. Ha egy iteracié szemikonvergens, akkor az x, x(9-t¢l fiiggs ha-
tarvektor fixpontja az A : RY — RV leképezésnek, masrészt a leképezés tetszle-
ges fixpontja elallithaté az (1) iteracioval egy megfeleld kezd6vektorbol kiindulva.
Ezenkiviil az iterdcié hatarértékben minden kezdeti vektort az Ax = x egyenlet
egy megolddsaba viszi it és az egyenlet tetszGleges megolddsa elGallithats az (1)
iterdcidval egy megfelels kezdgvektorbdl kiindulva.

Megjegyzés. Az (1) iteracié pontosan akkor szemikonvergens, ha szemikonver-
gens az RV egy olyan részhalmazan, amely tartalmazza az RV tér egy bazisat.

2.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy A = {a;;} € RN >N méatrix sztochasz-
tikus matrix, ha A nemnegativ és E;\lzl ai; =1,¢=1,...,N.

2.1. Kovetkezmény. 2.2. Allitas alapjan, ha A sztochasztikus matrix, akkor
p(A)=1.

2.8. ALLITAS. Egy A sztochasztikus matrix pontosan akkor szemikonvergens,
ha a A =1 az egyetlen egységnyi sajatértéke.
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3. Diszkrét paraméterid véges dllapotterii Markov-folyamatok

A Markov-lancok a sztochasztikus folyamatok specilis esetei. Altaldban a
sztochasztikus folyamatokat a kovetkez&képpen definidlhatjuk. Legyen I C R egy
halmaz, {X;},., valdsziniiségi valtozok egy csalddja. Sztochasztikus folyamatnak
nevezziik az ({Xt}zel’ I) part. Ha I megszamlalhato, akkor diszkrét paraméteri
sztochasztikus folyamatnak nevezziik, ha az {X.},., valoszintiségi valtozok érték-
készlete véges, akkor pedig véges dllapotteri sztochasztikus folyamatrél beszéliink.
Ha egy sztochasztikus folyamat diszkrét paraméterii és véges dllapotterii, akkor
Markov-lancnak nevezziik. A nem diszkrét paraméterii Markov-folyamatokat mér-
tékelméleti alapon definidljuk, igy azok vizsgalata a line4ris algebrait6l eltérs eszko-
zoket igényel. A nem véges allapotteri Markov-folyamatok dtmenetvaldszintiségek
matrixa végtelen dimenzids, ezért ezekre az itt kimondott tulajdonsagok nem mind
érvényesek. A nem homogén-Markov-lancok esetén az dtmenetvalésziniségek mat-
rixa k-tol is filgg (azaz attol, hogy hdnyadik lépésrdl van sz6) és ez az eset specialis
vizsgélatot igényel ([5], (7], [8])-

Tekintsiink egy olyan rendszert, amely csak N kiillonboz6 allapotban lehet. Je-
olje S = {s1,...,sn} a rendszer lehetséges allapotait tartalmazé véges halmaszt,

tovabbd T = {t;;} € RV*¥ azt a métrixot, ahol t;; annak a valésziniisége, hogy a
rendszer az s; 4llapotbdl az s; dllapotba kertil; pl® = (p(lo), .. ,ps\,)) pedig jelentse
azt a vektort, ahol pgo) annak a valészintisége, hogy a rendszer kezdetben az s; dlla-

potban tartézkodik. Nyilvan pgo) > 0 mindeni=1,...,N esetén és Z:V:I pgo) =1.

3.1. Definicio. A (T,p(o), S) rendezett harmast diszkrét paraméterd véges 4al-
lapotterd homogén Markov-folyamatnak, réviden Markov-lancnak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a (T, p(®, S) harmasban az S halmazt szokdsos még &l-

lapottérnek, a T madtrixot az dtmenetvalésziniiségek matrixanak, a p(® vektort
pedig kezdeti val6szintiség-eloszldsnak is nevezni.

3.1. ALLITAS. Legyen (T,p(o),S ) egy Markov-ldnc. Ekkor T sztochasztikus
méatrix.

Bizonyitds. Ha a rendszer valamely s; allapotban van, akkor annak a valészint-
sége, hogy a rendszer az s1,..., sy édllapotok valamelyikébe keriil, eggyel egyenld.
Mivel ezek egymast kizaré eseményel\, ezért az események Ossszegének valészmu-
sége megegyezik az események val6szintiségének osszegével, ami pontosan E tij,
azaz T sztochasztikus métrix.

Jelolje p(™ = (pgn), . ,p(h',l)) azt a val6szintiségeloszlas vektort, ahol pﬁ"’ annak
a val6sziniisége, hogy a rendszer n 1épés utdn az s; dllapotban van. A tovabbiakban
a p'™ vektort az n-edik valészintiség-eloszlas vektornak fogjuk nevezni.

Nyilvénvaléan tetszGleges ¢ =1,...,N é n=0,1,... esetén pS") >0 és
ZN . p(n)
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Megjegyzés. A tovibbiakban a p vektort sorvektornak tekintjiik, az egyszert-
ség kedvéért ezt kiilon nem jeloljiik.

3.1. LEMMa [1]. Legyen (T,p(o),5> egy Markov-linc. Ekkor minden n esetén:
pt™ = p(r=UT = pO 7,

3.1. Példa (Markov-lancra). Tekintsiink egy részecskét amely egységnyi 1épé-
sekben egy egyenesen mozog. Tegyiik fel, hogy p pozitiv valésziniiséggel lép jobbra,
és ¢ = 1 — p pozitiv valészintiséggel lép balra, tovibb4 a részecske csak véges sok
s; helyre léphet két hatdrol6 pont sy és sy kozott. Feltessziik tovabba, hogy ha a
részecske eléri a hatdrolé pontokat, akkor 1 valdszintiséggel visszalép. Ezt a rend-
szert modellezhetjiik egy Markov-lanccal, melynek T &tmenetval6sziniiségek mat-
rixa a 2. fejezetben szerepl§ A; tipusi, azaz T = A;. Ezt a lancot egydimenzios
korldtos véletlen bolyongasnak nevezziik és szamos fizikai jelenség modellezésére
alkalmazzak (példdul diffuzié). A T = Az és a T = Aj eset (ez utobbit egydimen-
zi6s korldtlan bolyongdsnak is nevezik) is ugyanezt a folyamatot irja le csupan a
peremfeltételek kiilonboznek, és ez mint lattuk jelentGsen befolydsolja a matrixok
primitivségét.

4. Eloszlas-ergodikus Markov-lancok

4.1. Definicié. Egy (T,p(o),S) Markov-lancot eloszlas-ergodikusnak neve-
ziink, ha p{®) megvalasztasatol figgetleniil léteznek a

lim p™ = p*

n—oo

hatéarértékek.
4.1. ALLiTAS. Egy (T,p(o),S) Markov-lanc pontosan akkor eloszlds-ergodi-
kus, ha 1-t0l filggetleniil léteznek a

lim T} =Tk

n-—0o0

hatarértékek, ahol T}y = {T"},,

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy itt val6jaban két feltétel is van:
o T szemikonvergens;
e a hatdrmatrix specidlis szerkezetii, nevezetesen, minden sora ugyananaz.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy i-t6l fiiggetleniil léteznek a

lim T = Tk

n—oo
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hatarértékek. Mivel
N
n 0)rpn
Pfc )= ZPE )Tik’
1=1

ezért tetszGleges pt? esetén:

N
A " = Zl’go)Tk =Tk.
=1

Most tegyiik fel, hogy p(®) megvalasztasatol fiiggetlentl létezik a

lim p(™ = p*

n— oo

hatarérték. Igy 2.7. Allitas alapjan T szemikonvergens maétrix, azaz létezik
limg—oo T* = T*. Ezért

p* =pT
tetszGleges p(®) esetén. Végiil p(®-nak vilasztva rendre az RN szokdsos bazisvek-
torait, az allitast kapjuk.

Megjegyzés. A fenti bizonyitas soran nem hasznaltuk fel azt, hogy a p(®) vektor
elemei nemnegativak. Ezért, ha a Markov-lanc definiciéjdbél kihagyndnk a nem-
negativitasi feltételt, a fenti tétel tovabbra is érvényes maradna. (Ekkor azonban
nem tudunk neki valdszinliségi értelmezést adni, mivel a valésziniiség-eloszlistol
megkoveteljiik a nemnegativitdst.) Vegylik észre, hogy a tétel még &ltalanosabb
formaban is érvényes. Legyen ugyanis

N
p¥ = Z €4,
i=1
ahol {e;, i =1,...,N} az R" szokésos bazisa. Ekkor
N
plOT" = Zaie,-T".
i=1

Igy 4.1. Tétel alapjan

n—00

N N
lim p(O)T" = Z a;e;T* =p* Z a;,
i=1 i=1

azaz az iterdcié ezeket a vektorokat hatarértékben a p*altal kifeszitett altérbe vi-
szi 4t. Lathato tovabba az is, hogy azokat a vektorokat, amelyekre Y " | a; =0,
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az iterdcié hatarértékben a nullvektorba képezi le. Ezért, ha a Markov-lancok defi-
nici6jabol elhagyjuk a kezdeti vektorra vonatkozé feltételeket, akkor az 4.1. Allitas
a kovetkezGképp sz6l: Egy (T, p°, S) harmas pontosan akkor ,eloszlas-ergodikus”,
ha p(® megvalasztasatol fiiggetleniil léteznek a limy,—o p(™ hatarértékek és ezek
egy adott p* vektor szdmszorosdval egyeznek meg.

4.2. ALLiTAs (Markov) [7], [8]. Egy (T,p(o),S) Markov-lénc pontosan ak-
kor eloszlds-ergodikus, ha T mdtrixnak létezik egy olyan T* hatvdnya, amelynek
legaldbb egy oszlopdban minden elem pozitiv.

Ez a feltétel szemléletesen azt jelenti, hogy van olyan v lépésszam, és legalabb
egy olyan 4llapot, amelybe v 1épéssel minden mas allapotbél pozitiv val6szintiséggel
eljuthatunk.

A Markov-lancok ergodicitasat a T matrix sajatértékeinek segitségével is lehet
jellemezni.

4.1. TETEL. Egy (T,p(o),S ) Markov ldnc pontosan akkor eloszlds-ergodikus,
ha a T métrixnak a A =1 az egyetlen egységnyi sajatértéke, és ez egyszeres saja-
térték.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy a Markov-lanc eloszlds-ergodikus. Ekkor
4.1. Allitas alapjan T szemikonvergens matrix. Mivel T sztochasztikus métrix,
ezért 2.8. Allitas alapjan a A =1 az egyetlen egységnyi sajatértéke. Végiil 2.7.
Allitas és 4.1. Definici6 alapjén az xT = x egyenletnek egyetlen megoldasa van,
ugyanis 4.1. Definici6 alapjan az 2.7. Allitasbeli x = x(x(o)) hatarvektor fiigget-
len x(9-t6l. Ezért a A =1 egyszeres sajatérték. Most tegyiik fel, hogy T-nek a
A = 1 az egyetlen egységnyi sajatértéke, és ez egyszeres. Ekkor 2.8. Allitas alapjan
T szemikonvergens matrix. Igy 2.7. Allitas és 4.1. Definici6 alapjan a Markov-lanc
eloszlas-ergodikus.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az eloszlés—erlgodikus Markov-lancok azonosit-
haték a Hy = {(w1,$2, coan) ERY |2, >0, 30 2 = 1} halmazon konvergens
iteracidkkal.

Ezek utan jellemezziik a hatdreloszlast (ha létezik) a T dtmenetvalészintiségek
matrixanak bizonyos tulajdonsdgai ismeretében. Az els6 esetben legyen T reduci-
bilis matrix.

1. Tegyiik fel, hogy T-nek a A = 1 az egyetlen egységnyi sajatértéke és ez egy-
szeres sajatérték. Ekkor a Markov-lanc eloszlas-ergodikus. Emellett 2.3.
Allitas alapjan a hatareloszlasnak 0 elemei is vannak (azaz T hatarmatri-
xanak van nulla oszlopa).

N

Tegyiik fel, hogy T-nek a A = 1 az egyetlen egységnyi sajatértéke, de ez nem
egyszeres sajatérték. Ekkor a Markov-lanc nem eloszlds-ergodikus. Ugyan-
akkor 2.8. Allitas és 2.7. Allitas szerint létezik hatareloszldsa és az fiigg a
kezdeti eloszlast6l. Emellett, a hatdreloszlasnak nulla elemei is vannak.
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3. Végiil tegyiik fel, hogy T-nek a A = 1 nem az egyetlen egységnyi sajatértéke.
Ekkor a Markov-lanc nem eloszlds-ergodikus és nem létezik hatdreloszlasa
sem. (Kivéve, ha a T matrixnak az egyhez tartozé baloldali sajatvektora-
bél inditjuk az iterdciot).

Legyen most T irreducibilis.

1. Tegyiik fel, hogy a T matrixnak a A = 1 az egyetlen egységnyi sajatértéke
és ez egyszeres sajatérték. Ekkor a Markov-lanc eloszlas-ergodikus. Emel-
lett 2.1. Allitas és 2.7. Allitds miatt a hatareloszlds minden eleme pozitiv.
Ennek az 2.4. Allitas alapjan a tr T > 0 egy elégséges feltétele.

2. Ha T irreducibilis, akkor 2.1. Allit4s miatt a A = 1 mindenképpen egysze-
res sajatérték, ezért ekkor a reducibilis matrixok esetében felsorolt masodik
eset nem fordul els.

3. Végiil tegyiik fel, hogy a T madtrixnak a A =1 nem az egyetlen egység-
nyi sajatértéke. (Ennek a 2.4. Allitis alapjan a tr T =0 egy sziikséges
feltétele). Ekkor a Markov-lanc nem eloszlas-ergodikus és nem létezik ha-
tareloszldsa sem. (Kivéve, ha a T maétrixnak az egyhez tartozé baloldali
sajatvektorabdl inditjuk az iterdciot.)

5. Osztaly-ergodikus Markov-lancok

Legyen (T,p(o) ,S ) egy Markov-lanc.

5.1. Definicid. Azt mondjuk, hogy az s; dllapot elérhetd s;-bél, ha véges szamu
lépés alatt eljuthatunk s;-bél s;-be.

Jelblés: s; — s;.

5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy s; és s; érintkeznek, ha s; — s; és 5; — s;.

Jelslés: s; & s;

Az érintkezés az allapottéren értelmezett ekvivalencia reldcié, ezért azt ekvi-

valenciaosztilyokra bontja fel.

5.8. Definicié. A Markov-lanc osztélyainak az érintkezési reldcié dltal indukalt
ekvivalenciaosztalyokat nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy 8 osztily elérhet§ az o
osztalybdl, ha léteznek olyan s; € a és s; € 3 allapotok, amelyekree s; — s;. Egy
osztlyt végesnek neveziink, ha m4s osztaly nem érhetd el belSle. Ha egy véges
osztély egyetlen allapotot tartalmaz, akkor azt az allapotot elnyelének hivjuk.

5.4. Definicié. Az s; allapotot dtmenetinek nevezziik, ha létezik olyan s;, hogy
s; — 85, de s; » s;. Egyébként s;-t ergodikusnak nevezziik. (Azaz, s; pontosan
. akkor ergodikus, ha s; — s; esetén s; — s;.)
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Ezért, ha a Markov-lanc egy osztalyaban egy dllapot atmeneti (ergodikus), ak-
kor az osztdlyban léve tetszéleges dllapot dtmeneti (ergodikus). Ez motivdlja a
kovetkezs definiciét:

5.5. Definicid. A Markov-lanc egy « osztilyat dtmenetinek nevezziik, ha tar-
talmaz dtmeneti dllapotot, egyébként ergodikusnak nevezziik.

Nyilvanvaléan egy osztaly pontosan akkor ergodikus, ha véges.

5.6. Definicid. A Markov-lancot osztély-ergodikusnak nevezziik, ha az allapot-
tere egyetlen ergodikus osztalybdl all. Reguldrisnak nevezziik, ha egy rogzitett &k
lépésszamnal pozitiv valésziniiséggel juthatunk el barmelyik dllapotbdl barmelyik
dllapotba. Periodikusnak nevezziik, ha osztdly-ergodikus, de nem reguldris.

5.1. ALLITAS. Legyen T egy Markov-linc dtmenetvaldsziniségek matrixa. Ek-
kor a ldnc:
1. pontosan akkor osztdly-ergodikus, ha T irreducibilis,
2. pontosan akkor reguldris, ha T primitiv,
3. pontosan akkor periodikus, ha T imprimitiv.

Bizonyitds.

1. A 2.5. Allitas alapjan T pontosan akkor irreducibilis, amikor G(T) eré-
sen Osszefiiggd. Ez pontosan akkor igaz, amikor a Markov-lanc llapotai
elérhet6k egymadsbdl, azaz pontosan akkor, amikor a Markov-lanc osztaly-
ergodikus.

2. A 2.3. Allitasbél azonnal kovetkezik, mivel egy Markov-lanc pontosan ak-
kor reguldris, amikor az 4dtmenetvaldszintiségek matrixdnak van pozitiv
hatvanya (azaz ha egy rogzitett k lépészamnal pozitiv valésziniséggel jut-
hatunk el barmelyik dllapotbél barmelyik allapotba).

3. Kozvetleniil kovetkezik 2.3. Definiciébdl és 5.6. Definiciébél.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy azok a Markov-lancok, amelyek eloszlas- és
osztaly-ergodikusak is egyben, barmely valésziniiségeloszlasbél inditva, mindig a
A = 1 sajatértékhez tart6z6 valdsziniségeloszlasba (sajatvektorba) jutnak. (Ezigaz
valamennyi eloszlas-ergodikus Markov-lancra is). Ezen Markov- lancok staciond-
rius eloszldasat ezért stabilnak is nevezhetnénk. Azon Markov-lancokat, amelyek
osztaly-ergodikusak, de nem eloszlds-ergodikusak, ha nem a A =1 sajatértékhez
tart6zo valésziniiségeloszlasbol (sajatvektorbol) inditjuk, akkor a valdszintiségelosz-
lasnak nincs hatarértéke, igy a staciondrius eloszlast instabilnak is nevezhetnénk.
Ez lehetGséget adna egy tjabb ergodicitdsi fogalom bevezetésére is, amely a staci-
ondrius eloszlas stabilitdsan alapulhatna.
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6. Példak ergodikus Markov-lincokra

6.1. Példa. Tekintsiink egy olyan harom éllapoti rendszert, amelyben cirkula-
ris Atmenet lehetséges, s minden 1épés egyirdnyi. Ez egy olyan atom modelljének
tekinthets, amely az alapdllapotbdl kiils6 hatdsra az egyik gerjesztett allapotba
juthat, ahonnét egy kozbiilss energiaszint érintésével bomlik le (lézer). A rendszer
dtmenetvaldszintiségek matrixa:

0
T=10
1

[seRN e
O = O

A T matrix ersen Osszefiiggs, ezért irreducibilis. Igy 5.1. Allitas szerint a Markov-
lanc osztaly-ergodikus. A T-hez rendelt iranyitott graf alapjan (5. dbra) T egy
harom-indexi imprimitiv matrix, ezért a Markov-lanc nem eloszlds-ergodikus.

6.2. Példa. Tekintsiink egy diszkrét egydimenziés diffiiziés folyamatot, perio-
dikus peremfeltételekkel. A rendszer dlljon most N cellabdl, és legyen a diffuziés
egyiitthaté D = konstans < 0,5. A rendszer dtmenetvaldszintiségek matrixa most
azt mutatja meg, hogy egységnyi id§ alatt az adott cella tartalmanak mekkora része
keriil a szomszédos cellakba. A Markov-lanc dtmenetvaldsziniiségek matrixa:

1-2D D 0 . . D
D 1-2D D . . 0
0 D 1-2D D 0O . 0
T=
0 . . . D 1-2D D
D . . .0 D 1-2D

A T matrixhoz rendelt irdnyitott graf erGsen osszefiiggd (6. dbra), ezért a mat-
rix irreducibilis, és mivel tr T > 0, ezért a matrix primitiv. Tehdt a Markov-lanc
egyardnt osztaly- és eloszlas-ergodikus is.

6.3. Példa. Tekintsiik megint az el6z& rendszert, és most azt tessziik fel, hogy
bizonyos helyeken advekcio6 (drift) is van, méghozza v = 2D illetve v = —2D nagy-
sagi. Ekkor a Markov-lanc dtmenetvalészintiségek métrixa:

1-2D D 0o . . . D
D 1-2D D . . . 0
0 D+05p| 1—-2D 0 . . 0
T = . : . . . .
. . .0 1-=2D D+05|y|
0 . . . D 1-2D D
D . . .0 D 1-2D
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A T maétrixhoz rendelt irdnyitott graf nem erGsen osszefiiggd (7. dbra), ezért a
matrix reducibilis, igy a Markov-lanc nem osztily-ergodikus. Ha a T madtrixot
reducibilis alakra hozzuk, nyilvanval6, hogy a Markov-lanc eloszlas-ergodikus.
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ERGODIC MARKOV CHAINS AND THEIR APPLICATIONS

ISTVAN FARAGO AND MIHALY KOVACS

Both the Markov processes and the Markov chains play a fundamental role in the different
topics of the natural sciences. Considering the Markov chains, one of the basic problems in the
characterization of a system after a long time period is whether it is possible to observe any
“stabilization” around a well-defined state. In this paper we analyse the scalar ergodic Markov
chains. Our investigation is based on the one-step iterative methods of numerical linear algebra.
Moreover, we give some important physical applications of the theory, too.

1. dbra

2. dbra

3. dbra

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



ERGODIKUS MARKOV-LANCOK ES ALKALMAZASAIK 163

4. dbra

5. dbra

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



164 FARAGO ISTVAN ES KOVACS MIHALY: ERGODIKUS MARKOV-LANCOK ...

6. dbra

7. dbra

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)




Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000) 165-181

VAZKIJELOLES KONTUR-REPREZENTACIOJU KEPEKEN

FAZEKAS ATTILA ES SANTA ISTVAN

Debrecen

A digitélis képfeldolgozasban vonalas abrak feldolgozasa soran gyakran haszné-
latos technika a vazkijel6lés. A legtdbb, az irodalombdl ismert algoritmus dn. pixel-
pixel reprezenticidju képeken dolgozik. Ebben a cikkben egy olyan vazkijelsls algo-
ritmust konstrudlunk Arcelli [1] algoritmusanak alapelveit felhasznalva, amely kontiir-
reprezentdciéju képeken dolgozik.

Bevezetés

A digitalis képfeldolgozasban vonalas 4brak feldolgozdsa soran gyakran hasz-
nélatos technika a vazkijelolés. A vazkijelolés pontos fogalméanak ismerete nélkiil
ezen eljarasok szemléletes hatdsa az, hogy egy objektumot egy olyan egy pixel vas-
tag ,kozépvonallal” helyettesitenek, amelynek kapcsolédasi viszonyai megegyeznek
az eredeti objektum kapcsol6dési viszonyaival. A v4z pontos, matematikai fogal-
mat és legfontosabb tulajdonsagait karakterizal6 elméleti eredményeket [7] alapjén,
az alapvet§ vazkijelolési technikdk Osszefoglals elemzését [4] értelmezésében hasz-
nédljuk.

Az irodalomban a digitalis képek reprezentdlasara szdmos modszer ismeretes.
A leggyakoribb az dn. pixel-pixel reprezentacié, amikor a képet alkoto képpontok
geometriai elhelyezkedését és vildgossdgksodjat egy matrixszal reprezentaljuk. Ezt
a tényt elssorban az magyardzza, hogy a rendelkezésre 4ll6 hardver elemek szinte
mindegyike ezt a reprezenticiét tamogatja. A vazkijelolg algoritmusokra is — mint
specidlis képfeldolgozasbeli eljarasokra — igaz a fenti megéllapitds. Bar az irodalom-
bél ismeretes olyan algoritmus, amely futam-hossz reprezentacidji képen [5], illetve
vetiileti képeken [3] végzi el a vazkijelolést. Az elemek mdtrixbeli koordinitdja a
képpontok geometriai elhelyezkedését, értéke pedig a képpontok vilagossagkodjat
jeloli. A pixel-pixel reprezentaciékon kiviil még hasznalatos a futam-hossz [5], a 4-
fa [2] és a konttr-reprezentdcié [1] is. Az orvosi képfeldolgozasban gyakran a bindris
képek mergGleges vetiiletei dllnak csak rendelkezésre. Bizonyos feltételek teljesiilése
esetén ezek a vetiiletek is az adott kép reprezenticidjanak tekinthetk [3].
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Binaris képek esetén a kontir-reprezentécié alkalmazdsdval altaldban jelentss
mértékben cstkkenthetjiik a kép tdrolasdhoz szitkséges memoria méretét, hiszen az
objektumok tarolasa helyett csak azok kontirjait és a konturok egymashoz valé vi-
szonyéat kell tarolnunk. Dolgozatunkban egy olyan algoritmus elkészitését tiiztiik ki
célul, amely kontir-reprezenticiéji binéris képen iizemel. Az algoritmusunk Arcelli
egyik algoritmusanak (1] kontir-reprezentaciéra torténs adaptalasaval késziilt.

1. Bindaris képek kontir-reprezenticidja

A kontur-reprezenticié alapotlete az, hogy az eredeti binaris kép taroldsa he-
lyett elegends a képen elSforduld konturokat és azok egymashoz vald viszonyat
tarolni. Ismeretes, hogy egy nemiires zart objektum konturja egy nemiires zart
gorbe lesz [1]. Ez azt jelenti, hogy egy kontirt tarolhatunk olyan médon, hogy
a kontirt alkoto zart gorbe egy tetsz6leges pontjanak (kezdGpont) abszolit koor-
dindtajat és a tobbi kontdrpont — kezd&pontbdl kiindulé konturkdvetés sordn az
6t megel6z6 konturponthoz viszonyitott — relativ koordinatédjat taroljuk. A relativ
koordinaték legalkalmasabb kédoldsi médszere az in. Freeman-féle lanckéd [6).

Konnyen belathatd, hogy egy kontir kdrbezarhat, vagy részben atfedhet, de
nem metszhet egyetlen mas kontirt sem. A kontirok ezen tulajdonsdga alapjan
épitiink fel egy tartalmazasi fat. A fa gyokere a teljes bindris képet, amig a tobbi
csiics egy-egy kontiirt reprezentdl. Ha a gyskért6l valamely levélelemig haladé dton
egy csics kozelebb van a gyokérelemhez, mint egy mdsik, akkor a kozelebbi esics
altal reprezentdlt kontdr tartalmazza — korbezarja — a maésik csics 4ltal reprezen-
talt kontirt. Az 1. dbrdn egy objektumn, amig a 2. dbran annak tartalmazasi faja
lathat6. Az 1. dbran a nem jelolt pontok a hattérpontokat, a e-tal jelsltek a kontuir-
pontokat, amig a o-rel jelltek az objektum bels§ pontjait jelolik. Az dbra példat
mutat arra az esetre is, amikor két kontir (a B és a C) részben atfedi egymast.
Betiikkel jeloltiik a kontirok kezd&pontjat. A 2. 4bran ezen betiikkel hivatkozunk
az egyes kontirokra.

A gyokértSl szamitva paratlan szinten 4ll6 csicsok altal reprezentalt konti-
rokat kiils6, amig a paros szinten 4ll6 csicsok &dltal reprezentalt kontirokat belsé
kontiuroknak nevezziik. Megéllapodas alapjan a kiils§ kontirokat az 6ramutaté
jarasdaval ellentétes irdnyban, amig a bels§ kontirokat az éramutaté jarasaval meg-
egyez§ irdnyban jarjuk be.

Ha ismerjiik egy bindris kép kontir-reprezentaciéjat, akkor a kép pixel-pixel
reprezenticidja konnyen meghatdrozhaté. Ugyanis a kontirok tartalmazasi reléci-
6jat reprezentalo fa gyskérelemébdl kiinduls, valamely levélelemig haladé utakat
alkoté csicsokhoz tartozo kontirokat a gytkérelemtdl tavolodd sorrendben meg-
rajzoljuk, majd az altaluk korbehatarolt képteriiletet kiils6 kontirok esetén elGtér
szinre, belsé kontirok esetén hattér szinre szinezziik.

Ha a pixel-pixel és a kontir-reprezentacio kozotti konverzidk soran a kép eredeti
fizikai méretét is meg szeretnénk Grizni, akkor azt killsn kell tarolnunk. A kontar-
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1. dbra. Egy bindris objektum és kontirjai
O
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2. dbra. Az 1. abrdn ldthaté objektum kontirjainak tartalmazdsi fdja

reprezentacié tobbszintii képek esetén is alkalmazhaté azzal a médositassal, hogy
az egyes konttrokat reprezentil6 csiicsokhoz az altaluk korbehatarolt képteriilet
vilagossagkodjat is hozza kell rendelni.

2. A kontar-reprezenticié taroldasira szolgald adatszerkezet

A kontur-reprezenticié taroldsara az adatszerkezetet ugy valasztottuk meg,
hogy az egyarant lehetGvé tegye a kontirok memoridban és dllomanyban toérténd
taroldsat is.

Allomanyban a képet meghatarozé kontirok mellett az azok egyméshoz val6
viszonydt reprezentdlé tartalmazasi fa, tovabba az el6z6 fejezetben emlitett okbdl,
a kép fizikai mérete is taroldsra keriil. Az allomany kényelmes kezelése érdekében le-
hetsvé tesszitk egy hossz-adat bevezetésével azt, hogy a tartalmazasi fat tartalmazo
allomanyrészt figyelmen kiviil hagyhassuk. A tartalmazasi fa ismerete a konver-
zi6 megval6sitdsihoz elengedhetetlen. A fat a klasszikus preorder bejiras szerint
taroljuk, de tetsz6leges ezzel egyenértéki mas tarolasi méd is alkalmazhato.

Minden konturt listaként tarolunk. A kontir kezd6pontjinak abszolut koordi-
natait a lista fejében taroljuk a kovetkezd forméban:

fejall=koord[1..2] of word;
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majd kovetkeznek a kontdrpontokat reprezentald listaelemek (fejjel kezdGddGen):

Imall=record
elozo,kov:byte;
end;

A két mez§ értelemszertien a bejirds szempontjabol a megeldzé és a rakovet-
kezG kontirpont relativ koordinatajat adja meg — Freeman-féle lanckod formgjaban
- a vizsgalt konturponthoz viszonyitva (3. abra).

3(2|1
4(P|0
5|67

8. dbra. A P ponthoz tartozdé Freeman-féle linckéd
a 8-szomszédjainak fiigguényében

A fenti adatszerkezeteket felhasznédlva a meméridban a kontirt egy lmtip ti-
pusi listaként tdroljuk. Ehhez egy kovim mutatémezét vezetiink be (ez egy 1mtip
tipusi rekordra mutat — erre utal a tipusnév is: lmmut). Az algoritmus haté-
kony implementalasa érdekében alkalmaztunk még két tovdbbi mezét. Az egyik
azt mondja meg, hogy hanyszor jutottunk el az adott pontba a kontirkovetés so-
ran, ezt szdmossdgnak neveztilk (szamos). A mdsik egy logikai mez8, amely a
vazpontok megkiilonboztetésére szolgal majd (vaze).

Imtip=record
adat:1lmall;
vaze:boolean;
szamos:byte;
kovlm:1lmmut;

end;

A fejek koordinatéit és a hozzdjuk tartozo listaelem mutatét egy fejtip tipusi
tombbe helyezziik el:
fejtip=record
adat:fejall;
kezd:1lmmut;
end;

A kezd a kontiurt reprezentdld lista kezdcime.

Kiilon emlitést érdemel az a specidlis eset, amikor a kontir egy pixel hosszu.
Ezt a meméridban egy olyan egyelemi listaként reprezentdljuk, aminek els§ és
egyetlen eleme nmagédra mutat (a kovim mezgjével). Igy ha a feldolgozas soran
egy hosszabb konturbél egy egy pixel hosszii kontir keletkezik, akkor az algoritmus
egy fent leirt tulajdonsagu listat fog létrehozni.
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3. Vazkijel6ld algoritmus

Ebben a fejezetben az altalunk kifejlesztett vdzkijelsls algoritmust ismertetjiik,
amely kontir-reprezentdcidju képeken iizemel. Algoritmusunk - ahogy kordbban
mar jeleztiitk — Arcelli [1] kontirszekvencialis algoritmusan alapszik.

A kontiur pontjainak abszolit koordindtdit nem tdroljuk, mivel a kezd&pont
abszolit koordinatajabol és a kontirt reprezentdld listabél kdnnyen meghatédroz-
hatok. Hatékony végrahajtds érdekében felépitettiink egy tdblazatot, amiben a
konturpontok abszolit koordinatdi szerepelnek olyan sorrendben, ahogy azok a
kontidrban elhelyezkednek.

Arcelli alapjan algoritmusunk iterativ lesz. Minden iterativ menet két alme-
netre bomlik. Az els§ben pontonként megvizsgaljuk a kontirokat és megjeloljiik
azokat a kontirpontokat, amelyek vdzpontok lesznek. A masodikban minden olyan
kontidrpontot torliink, ami nem vazpont. A t6rolt kontdrpontok helyett Gj bels§
pontokat vesziink fel a kontdrba.

Az iterdcios menetek mindaddig ismétlédnek, amig van torlend§ pont a kon-
tirban. Az iterdcidé végén egy specidlis kontirt kapunk, ami tulajdonképpen maga
a vaz lesz.

3.1. A vazpontok kijel6lése

Egy P kontarpont C-szomszédain azokat a kontirpontokat értjiik, amelyek P
- a kontirkovetés sorrendjében — kozvetlen szomszédjai a kontirban. Azaz egy
tetszéleges kontirpont valamelyik kontirbeli adott elsforduldsdanak pontosan két
C-szomszédja van, az egyik megeldzi, a masik koveti az adott el6fordulast az adott
kontirban. A C-szomszéd fogalom fontos szerepet fog jatszani a késSbbiekben,
mert egy pont elSfordulhat t6bbszor is egy adott kontirban, illetve t&bb kontidrban
is szerepelhet.

Azokat a kontirpontokat mindsitjiik vazponttd, amelyek tobbszorés pontok.
A tobbszoros pont fogalmat Arcelli alapjan a kovetkez6képpen adjuk meg:

3.1. Definicis [1]. Egy objektumpontot tobbszérosnek neveziink, ha a kovet-
kez§ feltételek koziil legalabb egyet teljesit:
(1) a kontiurkovetés soran tobbszor athaladtunk rajta,
(2) nincs szomszédja az objektum belsejében,
(3) van legalabb egy kozvetlen szomszédja, amelyik kontdarpont, de nem C-
szomszédja.

3.2. JELOLES. Legyen P, Q) két 8-szomszédos pont. Jeltlje vp(Q) azt az i €
[0,7] egész szdmot, amely azt mutatja, hogy Q) milyen irdnyban helyezkedik el P-
hez képest a Freeman-féle lanckod szerint. Ekkor a vy (i)-vel jelolt inverzfiiggvény
értéke maga a @ pont lesz.

A 3.1. Definici6 (1)-feltételének vizsgalata miatt alkalmaztuk a szdmossdg nevt
mez&t az adatszerkezetben. Ennek meghatdrozasdhoz végig kell menniink a kontu-
rokon.
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A 3.1. Definici6 (2)-feltételének vizsgalatahoz a vizsgalt kontirpont (jelsljiik P-
vel) C-szomszédjainak P-hez, illetve egymashoz viszonyitott helyzetét hasznaljuk
fel, ami meghatdrozza, hogy az adott kontirpontnak van-e szomszédja az objek-
tum belsejében. Tegyiik fel, hogy P megel§z6 C-szomszédja E, raktvetkezdje K,
illetve yp(I) =i és yp(E) = j. Ebben az esetben szimunkraa 5" ((i+1) mod 8)
és vp' ((j — 1) mod 8) kozotti pontok fontosak, amiket mi belsé oldali szomszé-
doknak neveztiink el, hiszen ha van a vizsgalt pontnak olyan szomszédja, amely
belsé pont, az csak ezek koziil keriilhet ki. Ennek illusztrdlasara szolgal a 4. abra,
amelyen a betiik a fent emlitett pontokat jelentik. Ekkor a o-rel jelslt pontok vila-
gossagkodja szamunkra nem fontos, mivel nem tartoznak bele P 8-szomszédsagéaba.
A nem jelolt pontok biztos, hogy hattérpontok lesznek, tehat a feltételek teljesiilé-
sének ellendrzésekor szintén nem kell vizsgdlnunk Sket. A e-tal jellt pontok viszont
biztosan objektumpontok lesznek (kivéve ha egy pixel széles az objektum ezen a
részen), igy ezek fogjak meghatéarozni, hogy teljesiil-e a (2)-feltétel. Lathatd, hogy
ha yp(K) =1, illetve yp(E) = j, akkor barmely o-tal jelslt pont esetén — amelyhez
a vy filggvény a k-t rendeli értékként — teljesiil az 1 + 1 < k < j — 1 egyenlGtlenség.

K|P|E

o|lo|ojo
o|l|o|o|O

o|lOo| O

4. dbra. A (2)-feltétel teljesiiléséhez csak a o-tal jelolt pontokat kell ellendriznt

Konnytd igazolni, hogy a fenti allitds a P, E, I pontok barmely konfiguracio-
jara igaz.

Meg kell még vizsgalnunk a lehetséges konfiguraciékat abbdl a szempontbél,
hogyan fordulhat el6, hogy a belsd oldali szomszédok koziil egy sem bels6 pont.

A legegyszertibb eset, amikor nincs bels§ oldali szomszéd. Ez akkor igaz, ha
vp(K) = vp(E), vagy vp(K) = (yp(E) — 1) mod 8. Ekkor teljestil az 3.1. Defi-
nici6 (2)-feltétele. M4sik eset, amikor a yp(K) = (yp(E) — 2) mod 8, amint az
5. abran lathatd, amelyen a 4. dbra jeloléseit hasznaltuk.
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5. dbra. A vp(K) = vp(E) — 2 esethez tartozo konfigurdcic

Amikor tehat a pontok az 5. dbrdnak vagy annak k - 90°-o0s (k € Z) elforgatott-
janak megfelel6 konfiguraciéban helyezkednek el, akkor két lehetdsége van annak,
hogy a P-nek ne legyen belsd szomszédja. Az egyik esetben a e-tal jelslt pont sze-
repel egy kontirban, ekkor ugyanis nem lesz a P koriil egyetlen olyan pont sem,
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ami bels§ pont lehetne. A masik esethez meg kell jegyezniink, hogy a fent em-
litett konfiguracié csak kiils6 kontirban fordulhat el§. Lehetséges ugyanis, hogy
K 1gy szerepel egy kontirban, hogy azon el6forduldsinak rakovetkezgje E lesz.
Ez pedig csak akkor teljesiil, ha az utébb emlitett kontir egy belss kontiir, vagy
a P-t tartalmazé kontirnak a mdsik oldala. De akir egy madsik belsd kontirrél,
akdr ugyanarrél a kiils§ kontdrrdl van is szd, az biztos, hogy a e-tal jelslt pont
hattérpont lesz, tehat P-nek nincs olyan szomszédja, ami bels pont lehetne.

A t6bbi lehetséges konfigurdciot tekintve ((’yp(E) —~p(K)) mod 8 > 2) kony-
nyen lathat6, hogy ahhoz, hogy a (2)-feltétel teljesiiljon, teljesiilnie kell a (3)-
feltételnek is, igy elegends azt vizsgdlni.

Az 3.1. Definici6 (3)-feltételének ellenérzéséhez szintén meg kell vizsgalnunk
a konturokat alkoté objektumpontokat. Most olyan belsG oldali 4-szomszédokat
kell keresniink, amelyek szerepelnek valamelyik kontirban. Ha egy-egy ilyen pont
eléforduldsainak C-szomszédjai kozott sehol sem szerepel P, akkor P kielégiti a
(3)-feltételt.

A feltételek ellendrzéséhez elengedhetetlen az abszolit koordindtdk ismerete,
amit konnyen kiszamithatunk a kontir kezdépontjanak és az adott kontirt repre-
zentdld listanak az ismeretében. Ezt a végrehajtds hatékonysiga szempontjabdl
célszert az algoritmus inicializdlé lépésében megtenni és tablazatban tarolni.

3.2. A nem-vazpontok torlése

Vazkijelsls algoritmusunk a torlendd kontirpontokat a kontirksvetés sorrend-
jében egyenként torli. A torlés egyik alapvetd nehézségét az jelenti, hogy karakte-
rizdlnunk kell azokat az objektumpontokat, amelyeket a torslt kontdrpont helyére
a kontirba fel kell venniink. A kovetkez&kben az ezen kérdés megvdlaszoldsat
biztosit6 elméleti eredményeinket fogalmazzuk meg. Az elsé két tétel a torlés meg-
valésitdsanak médjat adja meg.

3.3. TETEL. Legyen O egy objektum, L annak 8-kapcsolédé kontirja. Az
O objektum L kontirjdt alkoté objektumpontok valamelyikének torlésével el6dllc
O' objektum L’ kontiirjat dgy hatdrozhatjuk meg, hogy a torolt objektumpontot

annak bels6 oldali 4-szomszédjaival helyettesitjiik az L'-ben.

Bizonyitds. Az L konturt alkoté kontirpontoknak van olyan 4-szomszédjulk,
ami hattérpont. A kontdr tetszéleges P konturpontja pontosan akkor térolhetd,
ha minden bels§ oldali 4-szomszédja (ha van) bels§ pont. Ha ugyanis ezek koziil
valamelyik héttérpont lenne, akkor tobbszor at kellene haladnunk a P-n a kon-
turkovetés soran. Ez pedig a 3.1. Definici¢ (1)-feltételének értelmében azt jelenti,
Logy a P nem lenne torolhetd pont. Ha esetleg valamelyik bels§ oldali 4-szomszéd
kontiirpont lenne, akkor a 3.1. Definici6 (3)-feltételének értelmében szintén nem le-
hetne a P pontot torslni. Felléphet még az az eset is, hogy a P pontnak nincs is
belss oldali objektumpont szomszédja, de akkor a 3.1. Definici6é (2)-feltétele nem
engedi torolni a P-t.

Vizsgdljuk meg, hogy milyen hatdissal van a P konturpont torlése a P 8-
szomszédsagaban taldlhat6 pontokra. Nyilvinvaléan a P 8-szomszédsagdban ta-
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lalhaté hattérpontokra nincs hatdssal a P pont torlése. Hasonl6képpen a P
pont 8-szomszédsdgdban taldlhaté konturpontckra sincs hatéssal, hiszen azok-
nak a P torlése el6tt mar volt hattérpont a 4-szomszédsidgukban, ami a tor-
lés utdn is megmarad. A P 8-szomszédsdgiban talalhaté tetszéleges @ kon-
tirpont nem valhat a P torlése utdn izolalt pontta. Ez csak akkor kovetkez-
hetne be, ha () 8-szomszédsagdban egyetlen objektumpont a P lenne. Ha P 8-
szomszédsagaban is legfeljebb két objektumpont van, akkor P-t nem lehetne to-
rélni a 3.1. Definicié (2)-feltétele alapjan. Ezek alapjan azt is megallapithatjuk,
hogy a P pont C-szomszédjai is kontirpontok maradnak a P torlése utan. A P 4-
szomszédsdgdban taldlhaté belsé pontok azonban kontirponttd vilnak, hiszen lesz
a 4-szomszédsdgukban egy hattérpont, a torolt P pont. Levonhatjuk tehat azt
a kovetkeztetést, Logy P torlése csak a belsé oldali 4-szomszédjaira van hatdssal,
mégpedig konturpontokka teszi Gket. Ez azt jelenti, hogy ezeket a pontokat kell
felvenniink a konturba a P torlése utan, annak helyére. ]

3.4. TETEL. Legyen L egy 8-kapcsol6dé kontir. A 3.1. Definicié dltal karak-
terizdlt tetszdleges P pont torlése utdn a kontirba nulla vagy legfeljebb hdrom
pontot kell felvenni.

Bizonyitds. Mivel a torolt P helyére csak a 4-szomszédjai koziil vehetiink fel ob-
jektumpontokat, igy négynél t&bb objektumpont felvétele lehetetlen. Megmutatjuk,
hogy négy objektumpontot sem lehet felvenni. Tegyiik fel, hogy négy objektum-
pontot kell felvenniink. Ez azt jelenti, hogy a P pont minden 4-szomszédjat fel kell
venni, de ebben az esetben a P pontnak nincs olyan 4-szomszédja, ami hattérpont
lenne, azaz P nem kontirpont, igy nem torslhetjiik. Ez pedig ellentmondas.

Az elkovetkezGkben belatjuk, hogy a tétel allitdsaban megfogalmazott esetek
el6forduthatnak. Ennek érdekében példat adunk az egyes esetekre, amit abrakkal
is illusztralunk. Az &brakon a P pont a kordbbiakkal 6sszhangban a torlendd ob-
jektumpontot, E és I pedig a megeldz6, illetve rakovetkezd C-szomszédjait jeloli.
A szamokkal a felvételre keriilé objektumpontokat jelsltiik, a szadmozas sorrendje
az djonnan el§allé kontirbeli sorrendjitket hatdrozza meg.

A 6. 4bra mutatja, hogy van olyan eset, amikor harom objektumpontot kell
felvenniink a torlendd kontirpont helyére.

K FE

6. dbra. A P pont torlése utdn hdrom uj objektumpont keriil a kontirba
A 7. abra pedig arra szolgéaltat bizonyitékot, hogy létezik olyan eset, amikor
két objektumpontot kell felvenniink a torlendd konturpont helyére.

Végiil egy objektumpont felvételére lathato példa a 8. dbrén.
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K

7. dbra. A P pont torlése utdn két ij objektumpont keril a kontirba

K|P\E

8. dbra. A P pont toriése utdn egy 4j objektumpont keril a kontirba

K\|P
E

9. dbra. A P pont torlése utdn nem keril 1j objektumpont a kontirba

Lehetséges olyan eset is, amikor nem kell felvenniink dj objektumpontot a kon-
tirba. Ekkor E-nek a rakovetkezdje lesz K, illetve K-nak a megel6zéje lesz £ a P
torlése utdn. Erre mutat példat a 9. abra.

A tétel az Osszes lehetséges eset leszamol4dsaval is bizonyithaté. Ez a leszdmolds
egy olyan fiiggvény implementéldsival valésithaté meg, amely meghatérozza, hogy
az aktudlis kontirpont (amire az aktmut mutat) torlése esetén hiny pontot kell
felvenniink annak helyére. Ez a fiiggvény Pascal programozési nyelven az aldbbi
médon implementalhaté:

Function szamol (aktmut:lmmut) :Byte;

Var ujszam:Byte;

Begin
ujszam:=0;
If aktmut”.adat.elozo<aktmut”.adat.kov Then
felso:=aktmut~.adat.elozo+8
Else
felso:=aktmut”.adat.elozo;
For i:=felso-1 Downto aktmut~”.adat.kov+1l Do
If Not 0dd(i) Then
inc(ujszam) ;
szamol:=ujszam;
End; O
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3.3. Problémak a vazkijelslés soran

Ebben a fejezetben azon problémakat vizsgaljuk, amelyek a viz kijelslése sordan
lépnek fel. Az ezek megolddsat szolgdlé elméleti eredményeinket pedig a kévetkezs
fejezetekben ismertetjiik. Elsként tekintsiik at, hogy milyen problémak adédhat-
nak a kontur-reprezentacié hasznalatabol.

A torlés hatasara elgfordulhat, hogy kordbban diszjunkt kontirok részben, vagy
teljes egésziikben 0sszeolvadnak. Ez nem jelent kiilsnosebb problémat, mert az 4l-
talunk elkészitett algoritmusban a koz6s konturpontok minden olyan kontirt repre-
zentalo listaban taroldsra keriilnek, amelyhez tartoznak. Ez azt jelenti, ha példaul
két kontar egybeesik a torlések hatdsira, akkor a szébanforgé kontirok minden
kontirpontja két kontirt reprezentdls listdban is tarolasra kerill. Az ilyen extrém
esetek természetesen egy egyszerii utéfeldolgozassal kisziirhetsk.

El6fordulhat, hogy egy pixel hosszisagi kontirt kapunk az algoritmus végre-
hajtasa sordn. Ezt gy fogjuk tarolni a memoridban, hogy felépitiink egy egyelemii
listat. Ennek els6 (és egyetlen) elemének kovlm mez&je 6nmagara mutat. Ezzel
szemben dllomdnyban csak a pont koordinatait taroljuk, hiszen azt, hogy egy pont
onmagénak a rakovetkezGje Freeman-féle lanckéddal nem is lehet leirni. Ezeket a
specidlis kontirokat a tovabbi vizsgalatokbdl kizarjuk, mivel az Sket reprezentalé
listaban szerepld elozo, illetve kov mez6k értékei nem a val6s helyzetet irjak le.
Ez a kizaras a vazkijelolés szempontjabél is jogos, hiszen izolalt pontok vazai on-
maguk az izoldlt pontok, igy az ezeket reprezentalo listdkkal nem kell foglalkozni a
késgbbiekben.

Az algoritmus végrehajtdsa sordn eldfordulhat, hogy a kontir kezdGpontjanak
megfeleld P pontot toroljilk. Ebben az esetben a kontirnak 1j kezdépontja lesz.
Amenynyiben a torolt P kontirpont helyére ij objektumpontokat vesziink fel, ak-
kor az jonnan els§ként felvett objektumpont lesz a kontir 4j kezd&pontja. A 3.4.
Tétel alapjdn el6fordulhat, hogy a torolt P kontirpont helyére nem vesziink fel ]
objektumpontot. Ebben az esetben a kontir kezdépontjanak raksvetkezdje lesz a
kontir 4j kezdGpontja.

A 10. 4bra azt az esetet illusztralja, amikor a kontir kezdGpontjanak torlése
utan 4j objektumpontokat vesziink fel a kontirba, amig a 11. 4bra azt az esetet
illusztralja, amikor nem vesziink fel ij objektumpontokat. A fent emlitett 4brdkon
a e jeloli a kontirpontokat, o a bels§ pontokat, B a kontir kezdGpontjat, amig O
a kontur 4j kezdépontjat a régi torlése utan.

Bizonyos esetekben el6fordulhat, hogy tobb kontirpont torlésekor is ugyanazt
az objektumpontot kell felvenniink. Ez hibat nem okoz, hiszen a kovetkez§ ite-
raciéban ez a konturpont olyan tulajdonsdgu lesz, amelyen a kontirkovetés soran
tobbszor is dthaladunk.

Elsfordulhat azonban az is, hogy bizonyos esetekben egy adott iterdciéban az
utoljara felvett objektumpont ugyanaz lesz, mint az adott iterdciéban elséként fel-
vett objektumpont. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a kontir kezdépontjit a
konturt reprezentalo lista végére is felvesszitk. Ez viszont mar jelent&s hibat ered-
ményezhet, hiszen a listaban egy pontnak nem lehet dnmaga a rakovetkez6je, il-
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Oom
°

10. dbra. A kontur ij kezddpontjdnak kijeldlése, ha a régi tirlése utdn uj
objektumpontokkal bévitjik a kontirt

11. dbra. A kontur 1j kezddpontjinak kijelolése, ha a régi torlése utdn uj
objektumpontokkal nem bévitjik a kontdrt.

letve megel6z6je (kivéve az egyetlen pixelbsl allé kontiirokat reprezentals listdkat,
amiket viszont kiilon kezeliink). Egyszerten kikiiszobolhetd ez a hiba is, hiszen
elegendd az iteraci6 végén ellendrizni, hogy az ij kezd6pont abszolit koordinétai,
illetve az adott kontirt reprezentilé listabeli megeldzjének abszolut koordindtai
megegyeznek-e, és ha igen, akkor tordlni kell a listabél a kezdépont megel6zdjét.
A 10. és 11. abra barmelyikén ez a helyzet fog elGallni az iterdcié végén.

Egy kontarpont torlése soran a C-szomszédjainak adatai, pontosabban a réks-
vetkez@jének elozo, illetve megel6z&jének kov mezdje meg fognak véiltozni. Ezen
mez@k 4j adatainak meghatarozasat a kovetkezd alfejezetben fogjuk targyalni.

3.4. A torolt pont C-szomszédainak Gj adatai

Mint azt az el6z6 fejezetben mar emlitettilk, egy P kontirpont torlése sordn
a C-szomszédaihoz tartozé adatokban valtozas 4ll be. Miel6tt megadnank az 14j
adatok meghatarozdsanak médjat egy lemmat bizonyitunk, amely a késGbbiekben
nagy segitségiinkre lesz, és bizonyitasa egyszeri szdmitadssal belathato.

3.5. LEMMA. Legyenek A és B egymadssal 8-szomszédos pontok. Ha yp(A) =
i, akkor a y4(B) = (i + 4) mod 8.

3.6. TETEL. Legyen L cgy kontir, P egy térlends pontja, E és K P-t meg-
eldzG, illetve kovetd C-szomszédja. Ekkor fiiggetleniil attél, hogy P torlése utdn
az L kontiirba hdny belsd pontot vesziink fel, a torolt P pont C-szomszédainak
adataiban bekovetkezd viltozds a kovetkez6képpen jellemezhets:

vpl(i+1) = EK,
7' (5 - 1) = KE,
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ahol i = yg(P), j = vx(P), EK az E kontirpont ij rdkovetkezdje és KE a K
kontirpont ij megel6zdje. A fentiek teljesiilnek a yp(K) = (7p(E) - 1) mod 8
specialis eset kivételével. Ebben az esetben, ha E 4-szomszédja P-nek, akkor

v5'(i +2) = EK,

Y -1) = KE.
Ha pedig K 4-szomszédja P-nek, akkor

v5 (i +1) = EK,

7' (j —2) = KE.

Bizonyitds. Legyen i = yg(P) és j = vy (P). Ekkor a 3.5. Lemma alapjan

yp(E)={(t+4) mod 8 és yp(K) = (5 +4) mod 8 Ha i paros (paratlan), akkor
értelemszerten (1 + 4) mod 8 is az. Hasonl6 4llitas teljesiil a j esetén is.

Most tekintsiitk azt az esetet, amikor a j értéke pdros. Ekkor a K és a P 4-
szomszédosak. Ebben az esetben teljesiilnek a kivetkezd egyenlSségek:

(1) ' (( + 1) mod 8) =v5'((j +4~2) mod 8)
(2) v ((j +2) mod 8) =~ ((j +4~1) mod 8)
(3) v ((G = 1) mod 8) =+v5"((j +4+2) mod 8)
(4) v ((F —2) mod 8) =~45"((j +4+1) mod 8)

Ezek az egyenldségek négy pontot reprezentalnak, amelyek a K és P pontok
8-szomszédsaganak a metszetét képezik.

Konnyen lathaté, hogy a P pont belsé oldali szomszédai a 'y;l((j +4+
1) mod 8) ponttsl a yp'((i +4— 1) mod 8) pontig talalhaté tartoméanybol keriil-
nek ki. Ezek alapjan az (1)-(2) egyenldségek altal jellemzett pontok killsé oldali
pontok lesznek.

A P kontirpont torlése utdn a I pont 4j megel6z&je (K E) az az objektum-
pont lesz, ami P-nek belsd oldali 4-szomszédja, I{-nak pedig 8-szomszédja. Ez
pedig csak a v5'((j +4 +2) mod 8) lehet, ami egybeesik 75" ((j — 1) mod 8)-
cal, ahogy azt korabban lattuk. Az E-re analég médon bebizonyithaté, hogy az 1j
rakovetkez6je EI = vg' ((i + 1) mod 8) lesz.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor j értéke paratlan. Ekkor K és P kozvetett
szomszédok. Ebben az esetben teljesiilnek a kovetkezs egyenl@ségek:

(5) Y% (G +1) mod 8) = 75" ((j +4-1) mod 8)
(6) ¥ ((G—1) mod 8) =5 ((j +4+1) mod 8)
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Az (5)-(6) egyenletek altal reprezentdlt pontok alkotjék a K és a P pontok 8-
szomszédsaganak metszetét. Az (5) egyenlet altal meghatarozott pont kiilsé oldali
lesz.

A j péros esethez hasonléan most is belathatjuk, hogy a P torlése utin K
1j megel6zsje (KE) a vp'((j +4+1) mod 8) lesz, ami egybeesik a v ((j —
1) mod 8)-cal, ahogy ezt kordbban lattuk. Az E-re analég médon lathatd, hogy
az 1j rakovetkezdje EI = v5' ((i+1) mod 8) lesz.

A fent targyalt két eset nem fedi le azokat a konfiguracickat, amikor vp(K) =
(vp(E) — 1) mod 8 egyenl6ség teljesiil. A 12. dbran ldthaté konfiguracick, illetve
ezek k- 90°-0s (k € Z) elforgatottjai irjak le azokat az eseteket, amikor a fent em-
litett tulajdonség teljesiil.

E P|E
P|K K

12. dbra. A vp(K) = (vp(E) — 1) mod 8 egyenléséget teljesitd konfigurdcick

Tekintsiik az elsG esetet. Ha vg(P) =1, akkor yp(F) = (i +4) mod 8 a 3.5.
Lemma, alapjan. Hasonléképpen, ha vp(I) = (1 +4 — 1) mod 8, amibél yx(P) =
(14+4—-1+4) mod 8, azaz yx(P) = (¢ — 1) mod 8 kovetkezik.

Vilasszuk meg a P torlése utdn az E EI rdkovetkezdjét agy, hogy ve(EK) =
(i +1) mod 8 teljestiljon. Majd védlasszuk meg a K I F megelszGjét agy, hogy
Yk (KE) = (i —1-2) mod 8 teljesiiljon. Egyszerti szamoldssal és a 3.5. Lemma
alkalmazasaval azt kapjuk, hogy az FX = I és KE = E egyenlGségek teljesiilnek.
A masodik eset hasonlé médon bizonyithatd, csak az E és K szerepe fog szimmet-
rikusan megvaltozni. ]

Megjegyezziik, hogy a tételben szerepls kivételes konfiguracié csak a torlés so-
ran alakulhat ki, hiszen egyébként a P pont nem lenne torolhetd a 3.1. Definicié
kovetkeztében.

3.5. A kontirba bekeriil6 pontok adatainak meghatirozasa

A 3.4. alfejezetben ismertetett eredmények lehetdvé teszik, hogy a konttr tet-
sz&leges P konturpontjanak torlése utan C-szomszédainak adatait meghatarozzuk.
Ez abban az esetben, ha a torolt P kontarpont helyére nem kell 4j objektumponto-
kat felvenniink egyben ugrast jelent a kontir kovetkezd kontirpontjanak vizsgéla-
tara. Ebben a fejezetben azt fogjuk megvizsgalni, hogy ha a P kontturpont torlése
utan ij objektumpontokat kell felvenniink annak helyére, akkor azokat milyen mo-
don kell felvenniink a listdba. Ehhez a kovetkezd meggondolasokat kell figyelembe
venni.

3.7. TETEL. Legyen L egy kontiir, és P ennek egy torlend6 pontja K és E C-
szomszédokkal. A konturkovetés sorrendjében az E legyen a P megeléz6, K pedig
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kovetkezd C-szomszédja a 3.6. Tétel alapjan megvaltoztatott adatokkal. Ha a P
torlése utdn egyetlen A pontot vehetiink fel a kontirba, akkor az L' kontirban az
E pont raksvetkezdje és a I pont megel6zdje az A pont lesz. Az A pont adatait a
kévetkez6képpen hatdrozhatjuk meg:

A.elozo:=(E.kov +4) mod 8,
A.kov:=(K.elozo +4) mod 8.

Bizonyitds. A 3.5. Lemma segitségével egyszerti szamitas mutatja. O

3.8. TETEL. Legyen L egy kontiir, és P ennek egy torlendd pontja K és E C-

szomszédokkal. A kontirkovetés sorrendjében az E legyen a P megel6z6, K pedig
kovetkez6 C-szomszédja a 3.6. Tétel alapjan megviltoztatott adatokkal. Ha a P
torlése utdn két pontot, A-t és B-t vehetjiik fel a kontirba, akkor az L' kontirban
az E pont rakévetkezdje az A pont, az A pont megelzbje az E pont, rdkovetkezGje
a B pont, a B pont megel6zgje az A pont, a rdkovetkezdje a I pont, a K pont meg-
elézdje a B pont lesz. Az A és a B pont adatait a kovetkez6képpen hatdrozhatjuk
meg:

A.elozo:=(E.kov +4) mod 8,

A.kov:=(ea +5) mod 8,
B.elozo:=(a + 1) mod 8§,

B.kov:=(K.elozo + 4) mod 8§,

ahol a = vp(A).

Bizonyitds. Az A.elozo és a B.kov értékeit a 3.5. Lemma és a 3.7. Tétel alapjan
szamithatjuk ki.

Arra val6 tekintettel, hogy az A pont P-t6l a irdnyban van, az aldbbi egyenls-
ségek teljesiilnek:

15 (@) = 4,
v2'((a+4) mod 8) = P.

A 3.5. Lemma és a. P pont és az A pont 4-szomszédos viszonyanak kovetkeztében
teljesiilnek a kovetkezs egyenldségek is:

75 ((e — 1) mod 8) = ;" ((e +4+2) mod 8),
75 ((@—2) mod 8) =75 ((a+4+1) mod 8).

Mivel A-t és B-t a tétel dllitdsdban meghatdrozott sorrendben szirtuk be és az A
pont és a B pont 8-szomszédos egymadssal, P-nek pedig 4-szomszédjai, igy

B=7p'((a-2) mod 8) =~7'((a+4+1) mod 8)
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azaz

A.kov:=({a +5) mod 8)

Ez a 3.5. Lemma alapjan a kovetkezd egyenldséget eredményezi:
B.elozo:=(a+5+4) mod 8 = (a+1) mod 8.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

3.9. TETEL. Legyen L egy kontir, és P ennek egy torlendd pontja K és E
C-szomszédokkal. A kontirkovetés sorrendjében az E legyen a P megel6z6, K pe-
dig kovetkezd C-szomszédja a 3.6. Tétel alapjan megvdltoztatott adatokkal. Ha a
P torlése utan hdrom pontot, nevezetesen A-t, B-t és D-t vehetjiik fel a kontiirba,
akkor az L' kontdrban a niegnevezett pontok — a kontiirkovetés sorrendjében — a
kovetkezd sorrendben lesznek E, A, B, D, I{. A felsorolds egyben meghatdrozza

minden pont esetén annak megel6z6, illetve rakovetkezs C-szomszédjat. A meg-
véltozott. illetve az 1ij adatokat a kovetkezGképpen hatdrozhatjuk meg:

A.elozo:=(E.kov+4) mod 8
A.kov:=(P.elozo+4) mod 8

B.elozo:=P.elozo
B.kov:=P.kov

D.elozo:=(P.kov+4) mod 8
D.kov:=(K.elozo +4) mod 8

Bizonyitds. A 3.8. Tételhez hasonléan bizonyithaté. O

Osszefoglalas

Cikkiinkben egy specialis vazkijelsld algoritmust ismertettiink, amely tgyne-
vezett kontur-reprezentaciéji bindris képeken iizemel. Részletesen kozoltitk azon
elméleti ereményeinket is, amelyek lehetévé tették az algoritmus elméleti modelljé-
nek kidolgozasat, illetve az algoritmus korrekt mitkddésének garantdlasat. Ezen til
az algoritmus hatékony implementélasdhoz sziikséges elvi és gyakorlati megfontola-
sok is megismerhet&k a cikkb6l. A cikkben nem vizsgaltuk az algoritmusunk &ltal
szolgdltatott vaz tulajdonsdgait, hiszen ez az algoritmus — ahogy méar kordbban
jeleztiik — Arcelli [1]-ben publikilt algoritmusdnak kontiir-reprezentaciéra torténd
adaptacidja. A fentiek kovetkeztében Arcelli kordbbi vizsgalatainak eredményei
valtozatlanul érvényesek az algoritmusunk altal szolgaltatott vazra. A 13. dbran
illusztraciéként néhany tesztabrit és azok — algoritmusunk altal kinyert — vazait
tekinthetjiik meg.
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Az algoritmusunk el6nye az, hogy a kontir-reprezentédcié altal biztositott ki-
sebb memoériaigény lehetévé teszi nagyobb méretd bindris képek vazdnak haté-
kony kinyerését. Természetesen a kisebb memoriaigény ellensilyaként a kontur-
reprezentécié kezelésébgl eredd nagyobb szamitasi igénnyel kell szamolnunk.

13. dbra. Objektumok és azok vdzai
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SKELETONIZATION ON CONTOUR-REPRESENTATION

ATTILA FAZEKAS AND ISTVAN SANTA

In digital image processing, skeletonization is a frequently used technique, when line drawings
are processed. In the literature, most of the procedures operate on pixel-pixel type images. In this
paper, our aim is to give an algorithm, which operates on contour-representing binary images.
This algorithm is an adaptation to contour-representation of Arcelli’s classical algorithm based
on contour analyses.
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LEIRO LOGIKAK AZ ISMERETABRAZOLASBAN

BOGNAR KATALIN*

Debrecen

Jelen dolgozatban a leiré logikakat mutatjuk be. Ebben az ismeretdbrazolasi tech-
nikdban koncepcidk, szerepek és individuumok jelenitik meg a szakteriilet ismeretanya-
gat, lehetsvé téve a hierarchikus szerkezetkialakitdst, és kovetkeztetési méodszerként az
osztalyozds és egyedesités alkalmazasat. A leiré logikak leirdsat az [1] és [2] dolgozatok
részletesen megadjik. Ebben a dolgozatban két példan keresztiil vilagitjuk meg a le-
iré logikak hasznédlatat a tudasbazisok létrehozasaban és az ismeretek kovetkeztetéssel
térténd bévitésében. Osszehasonlitjuk az objektum alapi ismeretabrazolist és a leiré
logikakat.

Kulcsszavak: leird logikdk, ismeretdbrazolas, kovetkeztetés, osztdlyozds, alarende-
lés.

1. Bevezetés

Az ismeretabrazolds a 80-as évek 6ta egyik kdzponti problémaéja a mesterséges
intelligencia kutatasoknak. A szakértd rendszerek felépitésében alapvets szerepet
jatszanak a tuddsbazis és a kovetkeztetSrendszerek, felvaltva a hagyomanyos adat-
szerkezet és algoritmus fogalmakat. Egy tuddsbdzison alapul6 rendszer olyan prog-
ram, amely lehetévé teszi, hogy alkalmazési teriiletén ktvetkeztetéseket vonjunk le
bizonyos problémak megolddsdra. Szamos kutatds folyik, amely az ismeretek ab-
razolasdra és a kovetkeztetési médszerek vizsgdlatdra irdnyul. Ezek kozé tartozik
a leiré logikaknak (description logics, terminological logics, concept languages) ne-
vezett irdnyzat, amely az els6rendd logika, a szemantikus hal6k és a frame alapi
nyelvek tanulmédnyozisa, felhasznilasa sordn alakult ki. A leird logikik tulajdon-
képpen egy ismeretabrazolasi nyelvesalddot alkotnak. A formalizmusukban a kon-
cepcid, individuum és szerep fogalmak jelennek meg. A koncepcié individuumok
halmazanak reprezentalasara szolgdl, mig a szerep az individuumok k&zotti bind-

* Jelen publikicié a magyar-francia kormanykézi tudomanyos és technolégiai egyiittmikodés
keretében, az OMFB és kiilfoldi szerz6déses partnere, Le Ministére des Affaires Etrangéres altal
tamogatott kutatasi egyiittmiikddés (Balaton F-4/98) eredményeképpen jott létre.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



184 BOGNAR KATALIN

ris reldciot abrazolja. A koncepcié az alkalmazdsi terillet egy dltaldnos, generdld
egysége, az individuum specidlis, a koncepcié megjelenési forméja, annak tulajdon-
sdgait viseli. A koncepcid, szerep és individuum a kovetkezd alapelveknek felelnek
meg:

e A koncepci6 és a szerep strukturilis leirdsdban konstruktorok vesznek részt.
A koncepcié és a szerep leirdsadhoz egy szemantika kapcsolédik az interpre-
tacion keresztill. A killonbozd miiveleteket ezen szemantikival tsszhangban
hajtjuk végre.

o Az ismereteket killonbozd szinteken vessziik figyelembe. A koncepciék, szere-
pek dbrazoldsa és miiveleteik a terminolégia szintjén, az individuumok leirdsa
és miiveleteik a tények és a hozzarendelések szintjén jelennek meg. A szaki-
rodalomban a terminolégia szintjét TBox-nak, a tények és a hozzirendelések
szintjét ABox-nak nevezik.

o A koncepcidkat (és esetenként a szerepeket) hierarchidba rendezhetjiik a rajtuk
értelmezett alarendelés relacié alapjan. Azt mondhatjuk, hogy egy C koncep-
ci6 alarendeli a D koncepcioét, ha C altalanosabb, mint D abban az értelemben,
hogy a D altal reprezentalt individuumok halmazat C tartalmazza.

o A leir6 logikiak kovetkeztetérendszerében két mivelet jelenik meg: a klasszifika-
ci6 {classification) és az egyedesités (instanciation). A klasszifikiciét a koncep-
ci6kra és a szerepekre alkalmazzuk. Lehet6vé teszi, hogy egy adott koncepcid,
vagy szerep helyét meghatarozzuk a hierarchidban. Az egyedesités lehetdvé
teszi, hogy megtaldljuk azt a koncepciot, amelynek egy adott individuum a
megjelenési formdja lehet. Ez a fogalom eltér az objektum-orientalt nyelvek-
ben szokdsos egyedesités fogalméatol, hiszen ott egy adott osztalybdl hozunk
létre egyedeket.

2. A leiré nyelvek szintaxisa és szemantikdja

2.1. A leiré nyelvek szintaxisa

Koncepcién az adbrdazolandé vilag elemeit jelentd individuumok halmazat ért-
jiik. A koncepciék halmazdt A-val jeloljiik. Szerepen az individuumok kozotti
binaris relaciét értjiik.

Leir6 nyelvnek nevezziik a

(koncepcié-nevek, individuum-nevek, szerep-nevek, konstruktorok)
négyest, ahol a koncepcié-nevek kiilonbozd koncepciékat, az individuum-nevek in-
dividuumokat, a szerep-nevek szerepeket szimbolizalnak. A konstruktorok a kovet-
kez6k lehetnek: konjunkcié (M), diszjunkcio (L), negacié (—), univerzalis kvantor

(V), exisztencialis kvantor (3), szdmossag (> n, < n).
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Az egyes koustruktorok a megfelel§ definicié szerint koncepcié- és szerepneve-
ket kotnek Ossze, és igy koncepcio- és szerep-kifejezések jonnek létre. A koncepci-
o6nevek onmagukban koncepcié-kifejezések. Ha C és D koncepcié-kifejezés, akkor
C x D és «C is koncepcisé-kifejezések, ahol * valamely bindris, x valamely undris
konstruktor. A tovdabbiakban a koncepcié-neveket A, B, a szerep-neveket P, az in-
dividuumok nevét a, b, o, a koncepcié-kifejezéseket C, D, a szerep-kifejezéseket @,
R jelsli. A top (T) és bottom (L) specidlis koncepcick; a top a legaltaldnosabb,
mig a bottom a leginkdbb specifikus koncepciét jeloli.

A killonbozé leiré nyelveket a megengedett konstruktorok hatarozzak meg.

Az alapnyelv az FL, amely konjunkcid, univerzilis kvantor és a nem ming-
sitett exisztencialis kvantor konstruktorokat tartalmaz. Ezen alapul a legaltala-
nosabban vizsgalt AL nyelv, amely az el6bbieken kivil (azaz az FL-b6l szdr-
maztatva) tartalmazza a top, bottom koncepcidkat, valamint a koncepcié-név
negaciot (azaz a koncepcié-név negalhatd, de koncepcié-kifejezés nem). AL =
{T,L1,-A,CnD,VR.C,IR}. Az AL nyelvcsalddot a megengedett konstrukto-
rokkal kiegészitve kapjuk az AL[U][C][E]NV][R] nyelveket, ahol, ¢ a diszjunkcio,
C a negicid, £ az exisztencidlis kvantor, A" a szdmossdg, R a szerep konjunkcié
konstruktorokat jeloli.

2.2. A leiré nyelvek szemantikaja

A koncepci6t az interpretdcids alaphalmaz részhalmazaként, mig a szerepet az
alaphalmaz onmagaval alkotott Descartes szorzatanak részhalmazaként interpre-
taljuk.

o Az interpretacis alaphalmaz (O) rogzitésével az a individuum interpretacioja
at €0.

o A koncepci6-név interpretacidja AT C O.

e A C koncepcié CT interpreticisja a C koncepci6t alkot6 individuumok interp-

retdciéibél allé halmaz, azaz ha C = {c;}, akkor CT = {cf}, tehat CT C O.

e A AT az 6sszes CT halmaza, azaz az interpretaciés alaphalmaz (O) hatvany-
halmaza.

e Az R szerep interpreticiéja RT C O x O.

2.3. Az ALCNR nyelv szemantikaja

2.1. Definicis. Egy T = (AZf,.7) interpretacié egy interpretéciés alaphalmaz
és egy interpretdciés fiiggvény egyiittese, ahol az .7 interpretaciss fiiggvény egy
koncepciét hozzarendel a A egy részhalmazahoz és egy szerepet a AT x AT egy
részhalmazahoz igy, hogy a kovetkezs azonossiagok fennalljanak.

TI — AI
1T =0
(cnDyY = c¢cInD?
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ctuD?
AT\ CT
{a € AT|Vb : (a,b) € RT - be CT}
{a€ AT|3b : (a,b) € RTAbE CT}
{a € a7|{be AT (a,b) € RT}| > n}
{a € a?|{bea?|(ab) € RT}| <n}
RIn...nRZ

2.2. Definicié. Két koncepciot (C, D) ekvivalensnek neveziink (C = D), ha
C? = DT minden 7 interpretaciéban.

Az egzisztencialis kvantornak (3R.C) egy specialis esete a nem mindsitett exisz-
tencidlis kvantor (IR), amikor C = T. Interpreticidja: (HR)I ={a€AT|3b:

(a,b) € RT}.

Az alabbi tablazatok tsszefoglalé képet adnak az alapfogalmak és konstrukto-
rok jelolés-rendszerérsl és értelmezésérsl.

Alapfogalmak Szintaxis Szemantika
Koncepcié A AT c Al
top T AT
bottom 1 0
individuumok (O) | {a1,as,...,an} | {af,d},...,aZ
szerep p PTc AT x AL

1. Alapfogalmak

Konstruktorok Szintaxis Szemantika
konjunkcié cnD ctnD?
diszjunkcié (i) CubD ctuD?
negécio (C) -C A\ c?

univerzalis kvantor

YR.C {a1 |Vas : (a1,az2) € RT S ay€ Cz}

nem mindsitett

egzisztencialis kvantor (£) | 3R.C {a1|3az : (a1,a2) € RT Aagy € CT}

egzisztencidlis kvantor

IR {a1|3a2 : (al,az)ERI/\ageAI}

szdmossag (N)

(>n R) a1|{a2|(a1,a2)€Rz}2n}
(£n R) a1|{a2|(a1,a2)€RI}§nl

Szerep konjunkcié (R)

QnNR QTnR?

1. Koncepcid- és szerep-formdlsé konstruktorok
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3. Hierarchia a koncepcidk és a szerepek kérében

3.1. Definicid. Egy C koncepcié aldrendeltje a D koncepcionak, (jelslésben:
C C D), ha tetszdleges T interpretacio esetén CZ C DZ.

Az alarendelés reldci6 reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus, tehat egy par-
cialis rendezési relacié, amely a koncepcidkat egy hierarchidba szervezi. Ebben a
hierarchidban a koncepcidkat egyrészt sajat lokalis leirGjuk jellemzi, masrészt az
alarendeltjeikkel megosztott lefrasuk (mint ahogyan az objektum-orientalt nyelve-
keben az ald- és folérendelt osztdlyokndl szokasos). Az igy kialakult hierarchia-
ban van egy ,maximadlis” elem a top koncepcid, amelynek minden més koncepcié
aldrendeltje, és egy ,,minimalis” elem, a bottom, amely valamennyi koncepciénak
alarendeltje.

Mivel AT az C-re nézve halo; a koncepciék konjunkcidja és diszjunkciGja tulaj-
donképpen halmaz metszet és uni6, amelyekre teljesiilnek a hdléaxiomak:

e ANA=Aés Al A= A (idempotencia)
e ANB=BMNAé AU B = BU A (kommutativitas)

e AN(BNCY=(ANB)NC és
AU(BUC) = (AU B)UC (asszociativitas)

e ANN(AUB)=Aés Au (AN B) = A (elnyelés)
Tovéabbi tulajdonsagok:
e HaDC Cés DLCE,akkor DCCNE
e HaDECé FC C,akkor DUECC
e Ha DC C, akkor DM X C C, ahol X tetszsleges koncepcié
e Ha D C C, akkor D C C U X, ahol X tetszéleges koncepcio.

Az ALCN nyelv halét alkot az aldrendelés miiveletét tekintve, ahol a C és D
koncepcidk legkisebb fels6 korlatja C M D, legnagyobb alsé korlatja C U D.

4. A leiré ismeretbazis fogalma

A leiré nyelvekben az ismeretdbrazolds két szinten valésul meg. A termino-
logia szintjén vezetjilk be a koncepcickat, a szerepeket és az adott ALCNR leir6
nyelvnek megfelelen az aldrendelési relaciokat. A koncepcidk és szerepek lehetnek
primitivek (atomiak) vagy osszetettek (definidltak). A primitiv koncepcickat (sze-
repeket) alarendelési relaciéval adjuk meg, az dsszetett koncepciokat (szerepeket)
pedig konstruktorok segitségével (jelolésben: =). A tények és a hozzdrendelések
szintjén az egyes koncepcidkhoz tartozé individuumokat és az egyes szerepekhez
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tartoz6 individuum parokat mint tényeket sorolunk fel. Jelslésben a hozzarendelé-
sek C(a) és R(a,b) alakiak. A hozzdrendeléseket dltaldnosan « hozzarendelésnek
jelolsm a tovabbi definiciékban.

4.1. Definicid. Leiréd tuddsbazisnak nevezziik (jelolésben: X = (7,A4)) az
ALCNR nyelvben a (7', A) parost, ahol 7 a koncepci6k és szerepek leirdsa a nyelv
eszkozeivel, A pedig a tények és egyed-hozzarendelések megadasa C(a) vagy R(a,b)
alakban.

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Z interpretacié modellje a C koncepcio-
nak, ha CT # 0.

4.8. Defintcié. Azt mondjuk, hogy egy C koncepcié kielégithetd, ha létezik
modellje.

{.4. Definicié. Legyen T = (A%, .7) egy interpretaci6. A C(a) hozzarendelést
kielégiti az T interpretdcié, ha o’ € CT; az R(a,b) hozzdrendelést kielégiti az T
interpret4cié, ha (a?,b?) € RZ.

4.5. Definicié. Egy I interpretdcié modellje a £ = (7, A) leiré tuddsbézisnak,
ha 7 kielégiti A minden hozzadrendelését.

4.6. Definicié. A ¥ = (7, .A) leir6 tuddsbazis kielégithetd, ha létezik modellje.

4.7. Definicid. Az o hozzdrendelés logikai kovetkezménye a ¥ = (7, 4) leiré
tudasbazisnak, ha £ minden modellje kielégiti a-t. Jelslésben: ¥ = a.

4.1. Példa leiré tudasbazisra

Az alabbi példiban a 7 Tbox négy koncepciét vezet be.

t1 Egy kurzus oktatdja vagy professzor vagy egyetemi diplomaval rendelkezs
didk (PhD hallgaté).

t2 A professzorck doktori diplomaval rendelkez§ személyek.

t3 Ha valakinek doktori diplom4ja van, akkor biztosan van egyetemi diplo-
méja is.
t4 A doktori és egyetemi diplomak kiillonbozéek.

Az A Abox hozzarendelések koziil a2 azt mutatja, hogy Janos nem lehet pro-
fesszor, hiszen legfeljebb egy diplomé4ja van, s ez al és a3 miatt, azaz mert Janos
tanitja a Prog_kurzust, feltétlentil egyetemi diploma.

Legyen ¥ = (7,.A) ahol
T={

SZEMELYC T
PROFESSZOR C SZEMELY
DIAK C SZEMELY
KURZUSC T
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FOKOZATC T
EGYETEMI C FOKOZAT
DOKTORI C FOKOZAT
tanité C toprole

diploma C toprole

(Jtanit6. KURZUS) C t1
(PROFESSZOR U (DIAK N (3diploma. EGYETEMI)))

PROFESSZOR C (3diploma.DOKTORI) t2
{3diploma.DOKTORI) C (Idiploma. EGYETEMI) t3
(DOKTORINEGYETEMI) C L \ t4
}

A={

tanit6(Janos, Prog kurzus) al
(<1 diploma)(Janos) a2
KURZUS(Prog_kurzus) a3

}

A kovetkez6 interpretdci6 egy modellje az elgbbi & = (7, A) leiré tudasbézis-
nak, ahol az interpretaciés alaphalmaz »

O = {Jani, Programozis, Jani.egyetemi_diploma}.

Ekkor a

Janos® = Jani

Prog_kurzus? = Programozas

DIAK? = {Janij}

PROFESSZOR" = §

KURZUS? = {Programozés}

EGYETEMI? = {Jani_egyetemi_diploma}

DOKTORI* = ¢

tanit6” = {(Jani, Programozss) }

diploma? = {(Jani, Jani_egyetemi_diploma)}
interpretdcio kilégiti A minden hozzarendelését.

5. Kovetkeztetési eljariasok egy leiré tudasbazisban

Egy leir6 tuddsbazisban az aldbbi kovetkeztetési eljirasok alkalmazhatok:

o Aldrendelések ellendrzése. Ezen eljards segitségével eldonthetjiik, hogy egy C
koncepcié alarendeli-e a D koncepciét vagy sem. Ez az alapja az osztilyozdsi
mifveletnek, ami meghatarozza egy koncepcié kozvetlen leszarmazottait.

o Egy koncepcid kielégithetdségének ellendrzése. Ennek sordan eldonthetjiik, hogy
egy koncepciénak létezik-e modellje, azaz vannak-e egyedei valamely interpre-
tdciéban.
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e Egy leir6 tudasbézis kielégithetdségének vizsgélata; itt ellendrizziik, hogy léte-
zik-e modellje.

¢ Egyedesités. Ezen eljaras sordn ellendrizziik, hogy egy b individuum egyede-e
a C koncepciénak a ¥ leiré tudasbazisban, azaz ¥ = C(b) teljesiil-e. Ponto-
sabban ez az eljaras azon koncepciékat keresi meg, amelyeknek a b individuum
egyede és amelyek ugyanakkor a legspecifikusabbak az aldrendelési hierarchié-
ban.

5.1. Példa az egyedesitésre

A T Tboxban primitiv és definidlt koncepcidkra lathatunk példat. A személy
¢és halmaz primitiv koncepciok, amelyeket a C jel vezet be, és a T (top koncep-
ci6) mint a legaltalanosabb koncepcié alarendeltjei. A T tekinthetd a koncepcik
hierarchigjdban a gyokérelemnek.

A N (konjunkcid) konstruktor jelzi, hogy egy koncepciét tobb mds koncepcié
konjunkciéjaként hozunk létre, amelyek az igy definialt koncepcié kozvetlen &sei.
A V konstruktor a tag szerep érvényességi tartomanyat pontositja. A — konstruktor
negéciot fejez ki, csak primitiv koncepciéra alkalmazzuk. A < és > konstruktorok
a tag szerep érvényességi tartomanyanak szamossagat korldtozzak.

Legyen

T =

SZEMELYC T

HALMAZC T

FERFI C SZEMELY

NO C (SZEMELY n (-FERFI))

tag C toprole

fénok C tag

CSAPAT = (HALMAZ N (Vtag.SZEMELY) 1 (> 2 tag))

KISCSAPAT = (CSAPAT N (< 5 tag))

MODERNCSAPAT = (CSAPAT N (< 4 tag) N(> 1 f6nok)
n(vensk.NO))

}

A={
MODERNCSAPAT(Trio)
FERFI(Antal)

SZEMELY (Erzsi)
tag(Trio, Antal)

tag(Trio, Péter)
fonok(Trio, Erzsi)

(< 3 tag)(Trio)
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Definidljon az (< npRp) és (< neRe) szdmossag-korlatozas két koncepciot.
Bizonyithaté aldrendelési szabaly: hanp < n¢ és Re C Rp, akkor (< npRp)
C (< ncRce).

Ebbél adédik, hogy MODERNCSAPAT aldrendeltje a KISCSAPATNAK. (4 <
5 és R = tag mindkét esetben.)

Bizonyithaté aldrendelési szabaly: ha az o egyede a C koncepciénak és C ala-
rendeltje a D koncepciénak, akkor o egyede a D koncepciénak is. Ebbél adédik,
hogy a Trio egyede a KISCSAPAT-nak, hiszen a Trio a MODERNCSAPAT
koncepcié egy egyede és a MODERNCSAPAT aldrendeltje a KISCSAPAT-
NAK.

Bizonyithat6é aldrendelési szabaly: ha D;(o) és Ds(0) hozzirendelések, va-
lamint a C koncepciénak nem aldrendeltje sem D; sem D, de aldrendeltje
(D) 1 D), akkor ebbél kovetkezik a C(o0) hozzarendelés.

Bizonyithaté aldrendelési szabély, ha adva van egy szerep-hozzarendelés R(o, b)
és o0 egy egyede egy (VR.C) alaki koncepcidnak, akkor C(b) kiovetkezik, azaz b
egyede C-nek.

Ebben a példaban, Péter és Antal tag reldciéban vannak a Trio-val és Trio
egyede a MODERNCSAPAT-nak. Mivel MODERNCSAPAT aldrendeltje.a
CSAPAT-nak, kovetkezésképpen a Trio egyede a CSAPAT-nak. A CSAPAT
(Vtag.SZEMELY) definici6jabol adédik, hogy Péter és Antal egyede a SZE-
MELY koncepciénak.

Hasonl6an levezethetd, hogy Erzsi egyede a N6 koncepcionak a f6nok(Trio, Er-
zsi) 6s MODERNCSAPAT(Trio) hozzarendelésekbél, valamint a MODERN-
CSAPAT (Vi6nsk.NO) alaki definici6jabol.

6. A leiré logika, a klasszikus logika és az objektum alapi
ismeretibrazolas

A leiré logikak {6 jellemz6i a koncepcidkat és szerepeket leiré nyelv, a nyelvhez

kapcsol6dé interpretécid, valamint az alarendelési relacié. Természetes médon ado-
dik tehat a kapcsolat a klasszikus formalis logikdval, ami a formuldkon, az azokhoz
kapcsol6dé interpretdcion és a levezetési szabalyokon alapul. A leiré logikdk kon-
cepci6it tekinthetjiik unaris, a szerepeket bindris predikdtumoknak az aldrendelést
pedig levezetési szabdlynak. A parhuzamosségot szemlélteti, hogy a koncepcic-
kifejezések és a hozzdrendelések lényegében specialis els6rend logikai formulédk. -

Példaul legyen adott a

C = Jgyereke. NO Vgyereke.SZEMELY

koncepci6. Ez megfeleltethet§ az alabbi formuldnak:

#(z) = Jy(gyereke(z, y) A NO(y)) A Vz(gyereke(z, z) — SZEMELY(z))

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



192 BOGNAR KATALIN

A ¢(z) formula modellje egyben modellje a C koncepcionak és megforditva.

Ugyanakkor a leiré logikdk bizonyos hasonlésagot mutatnak az objektum alapa
ismeretdbrazoldssal is. Egy objektum alapt ismeretdbrizolasi rendszer egy allapo-
tot és egy viselkedést bezdré osztdlyokat tekint ismeretnek. Az allapotot és a
viselkedést funkeciondlis valamint leiré tulajdonsdgok hatdrozzik nieg.

A leir6 tulajdonsagokhoz (attribitumok) tipust, értéket és démonokat rendel-
hetiink. A funkciondlis tulajdonsidgok (metédusok) lizenetkiildés utjan aktivalhato
eljardasok vagy figgvények. Az osztalyok ¢roklddési hierarchiiba rendezettek. Az
osztilyok egyedesithetGek, s az igy keletkezett objektumokkal végezhetnek miivele-
tet az alkalmazasok. Az objektum alapt ismeretabrazoldsi rendszerekben a kovet-
keztetés megvalosithaté oroklGdéssel (egy tulajdonsag értéke az osztalyok kozotti
oroklsdeési relaciobol vezethetd le), osztalyozdssal (egy osztilynak az 6roklgdési hie-
rarchidba valé beillesztése, vagy egy egyednek egy osztalyhoz rendelése Gtjan) vagy
sziiréssel (egy bizonyos sziirének megfelel6 objektumok kivdlasztdsa révén).

A koncepci6 fogalom 6sszevethets az osztdlyfogalommal, a szerep az osztily
attributumaival. Ugyanakkor a leiré logikaknal teljesen hidnyzik a procedurilis jel-
leg, ami alapvetSen megkiilonbozteti ket az objektum alapt ismeretdbrizolastol.
Ebb6l a szempontb6l tekinthetjitk az objektum alapt ismeretdbrdzoldst procedu-
ralisnak, mig a leiré logikikat deklarativnak.

Egy masik osszehasonlitdsi szempont lehet az osztalyozds, amikor az objektum
alapu ismeretabrizolas szabad kezet ad a programozénak egy osztily elhelyezésére
az 6rokldési hierarchidba. A leird logikik esetén egy 1j koncepcié definidldsakor az
osztalyozasi eljards megadja a koncepcié elhelyezését a hierarchidba az aldrendelési
szabdlynak megfelelGen.

Tovabbi kiillonbség, hogy az objektum alapi ismeretabrazolés esetén az osztdly-
hoz rendelt tulajdonsagok leiré jellegiiek, azaz sziikséges, de nem elégséges feltételt
jelentenek. Azaz, ha egy o objektum egy C osztily egyede, akkor ez azt jelenti,
hogy ily médon definidltuk, és rendelkezik a C osztdly tulajdonsdgaival. Ellen-
ben, ha o rendelkezik a C osztaly tulajdonsdgaival, ebbsl nem kovetkeztethetiink
arra, hogy o valéban egyede is C-nek. A leir6 logikikban az osztdlyozasi mecha-
nizmus definiciés szemantikdn nyugszik, ahol a hierarchidba rendezésnek sziikséges
feltételei egyben elégséges feltételek is.

Ugyanakkor a kivételkezelés teljes egészében hidnyzik a leir6 logikakbol, hiszen
az aldrendelési relaci6 ezt nem engedi meg.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



LEIRO LOGIKAK AZ ISMERETABRAZOLASBAN 193
Irodalomjegyzék

[1] A. Napoli, Une introduction aux logiques de descriptions, Rapport de recherche INRIA Lor-
raine (1997).

[2] F. M. Donini, M. Lenzerini, D. Nardi and A. Schaerf, Reasoning in Description Logics, in:
Principles of Knowledge Representation, Ed. G. Brewka (CSLI Publications, Standford, USA,
1996), 191-236.

(Beérkezett: 2000. janudr 12.)

BOGNAR KATALIN

DEBRECENI EGYETEM

MATEMATIKAI ES INFORMATIKAI INTEZET

DEBRECEN, 4010 PF. 12]] E-mail: BOGNAR@MATH.KLTE.HU

DESCRIPTION LOGICS IN KNOWLEDGE REPRESENTATION

KATALIN BOGNAR

This paper presents the formalism of description logics in knowledge representation allowing
to represent domain knowledge with concepts, roles (classes of individuals, relations between
classes) and individuals. Concepts and roles are organized with hierarchies where terminological
reasoning (based on classification and instantiation) operates. Examples are given in sections 4
and 5 for illustration.

Key-words: description logics, knowledge representation, reasoning, classification, subsump-
tion.

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)






Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000) 195-215

TOBBVALTOZOS DISZKRET FUGGVENYEK FELOLDALAS
APPROXIMACIOJA POLINOMOKKAL

NAGY GERGELY ES PREKOPA ANDRAS

Budapest

A dolgozatban a diszkrét, magasabb rendd konvex fiiggvényekkel kapcsolatban be-
bizonyitunk egy tételt, mely lehet&vé teszi azok féloldalas approximéciéjat tébbdimen-
ziés Lagrange interpolédciés polinomokkal. A tétel a folytonos, magasabb rendd konvex
fiiggvények vonatkozasdban is dj eredmény, altaldnositja azt az egyviltozés formulat,
mely a fiiggvény és a Lagrange polinom kiilonbségére vonatkozé maradéktagot adja meg.
Tételiinkbé&l ksnnyen levezethet8k olyan korldtok, melyek magasabb rendd konvex fiigg-
vények varhaté értékeire vonatkoznak.

1. Diszkrét fiiggvények magasabb rendii konvexitisa

Diszkrét fliggvényen olyan fiiggvényt értiink, melynek értelmezési tartomanya
véges. A dolgozatban olyan véges halmazokon értelmeziink diszkrét fiiggvényeket,
melyek a szdmegyenes részhalmazai illetve, tébbvaltozos esetben, ilyen halmazok
Descartes szorzatai.

Az f(z), z € {z0,...,2n} diszkrét fiiggvény elsérendd osztott differencidit az
alabbi médon jeloljiik, illetve definidljuk:

fz) = f(2)

(1-1) [ziuziz;f]: . -

Ziy = Zig
A k rendi osztott differencidkat, a szokdsos, induktiv médon értelmezziik (lasd pl.
Jordan [2], Popoviciu [5], Prékopa [8]).

Az f diszkrét fiiggvényt k rendben konvexnek nevezziik, ha valamennyi k rendd
osztott differencidja nemnegativ. Az els6rendii konvexités a fiiggvény monoton né-
vekvs voltat, a masodrendd konvexitds a fliggvény konvexitdsat jelenti, a hagyo-
manyos értelemben.

A fenti definicié némileg eltér Popoviciu [5] definiciéjatsl, 6 ugyanis a k rendd
konvexitdst a k + 1 rendd osztott differencidk nemnegativitidsdval értelmezte.

A tobbvaltozés fiiggvényeket a szamegyenes véges részhalmazainak Descar-
tes szorzatain értelmezziikk. Az f(z), z = (21,...,25) € Z = Zy X -+- X Z,
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Z; = {zjo,...,2Zjn; }» j = 1,...,s figgvény (k1,...,k,) rendid osztott differenci-
44t a Z halmaz valamely

(12) Z11...[, :{Zliv ZGII} X X {251‘, 1€Is}=

=Z111 X XZ‘;]_‘,

részhalmazdhoz rendeljiik, ahol |I;| = k; +1, j =1,...,s, és az alabbi médon ér-
telmezziik. Vessziik a z; valtozé szerinti k) rendd osztott differenciat, majd a 2o
szerinti ky rendd osztott differencidt, és igy tovabb, végiil a z; szerinti ks rendi
osztott differenciat. E miiveleteket tetszéleges sorrendben végrehajthatjuk, az ered-
mény mindig ugyanaz.

Az f fuggvény (k1,...,ks) rendi osztott differencidjanak a jelslésére a

(13) [Zli, 1€y, 24, iEIs;f]

szimbélumot hasznaljuk. A k) + - - -+ k; 0sszeget az osztott differencia teljes rend-
jének nevezziik.

Az osztott differencidkra érvényesek az alabbi dllitasok.

Ha f(z), z € Z egyvaltozos diszkrét filggvény és V, V5 € Z, Vi NV, = @, akkor

[Vi; [Va; £]] = [Va; [Vis /] = Vi U Vas f).

Ha f(z), z € Z = Z; x Z, diszkvét fiiggvény és z; € Z,, 20 € Zp, V1 C Z1,
Vao C Z,, akkor

Vi (213 Va; £]] = [Vas [Vis 223 f]] = [Va; Vas ).

1.1. Definicié. Az f(z), z € Z (tbbbviltozos) fiiggvényt (mq,...,m;) rend-
ben konvex diszkrét fiiggvénynek hivjuk, ha barmely {z;;, i € I;}, |[;| = m; + 1,
j=1,...,s esetén fennall az aldbbi relacié:

(1.4) [Zli,ieIl;...;zsi,iEIs;f]ZO.
1.2. Definicié. Egy f(z), z € Z (tobbvéltozos) fiiggvényt m rendi konvex fligg-

vénynek neveziink, ha valamennyi m teljes rend{ osztott differencidja nemnegativ.

Ha f(z), g(z), z € Z ugyanolyan rendben konvex, akkor ez a tulajdonsag igaz
az f(z) + g(z), z € Z Usszegre is. A szorzat esetét tekintve, a kovetkezd allitast
kapjuk.

1.1. TETEL. Ha f(z) > 0, g(z) > 0, 2 € Z bdrmilyen i rendben konvex,
1 <1 < m, akkor ugyanez igaz az f(z)g(z), z € Z fiiggvényre is.

Bizonyftds. A szorzat osztott differencidja hasonlé szaballyal kaphat6é meg, mint
a szorzat derivaltja. Ebb6] a ténybdl az allitds mar kdnnyen levezethetd. O
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A magasabb rendi konvexitasra adott definiciénkban csak a koordinata tenge-
lyek irdnydban vett osztott differencidkat hasznaltuk.

Elsfordulhat, hogy egy fliggvénynek az 6sszes masodik teljes rendfi osztott dif-
ferencidja nemnegativ, viszont valamely (a tengelyektdl kiilonboz6) egyenes mentén
nem konvex a fiiggvény. Erre példa a kovetkezd.

Legyen Z; = Z, = {0,1,2}, és definidljuk az f(z), z € Z; x Z, fiiggvényt az
aldbbi médon:

f(0,0) =0, f(1,0)=1,2, f(2,0)=28,
f(o,1)=04, f(1,1)=2, f(2,1)=23,6,
f(0,2) =1, f(1,2)=28, f(2,2)=4,6.

A fiiggvény nem konvex a (0,2), (1,1), (2,0) egyenes mentén, mivel

1+26  f(0,2) + £(2,0)
8 8 '

fL,1y=2>

Ha az f(z), z € Z fiiggvényt az f(z), 2 € Z, Z = [210,21n,) X *** X [250, Zsn.)
folytonos fiiggvénybdl szarmaztatjuk oly médon, hogy f(z) = f(z), z € Z, és f(z)
(ky, ..., ks) rendi deriviltjai Z belsejében folytonosak és nemnegativak, akkor f(z),
z € Z Osszes (ky,...,ks) rendd osztott differencidgja nemnegativ.

Egy f(z), z € Z, diszkrét, m rendben konvex fliggvény esetén altaldban nem
konnyd konstrualni egy olyan f(z), z € Z folytonos, nemnegativ m rendii deri-
véltakkal rendelkezd fiiggvényt, mely a Z diszkrét halmazon megegyezik f(z) ér-
tékeivel. Ha azonban az f fiiggvény értelmezési tartoméanyat megszoritjuk, akkor
bizonyos esetekben mégis tudunk adni ilyen konstrukciét. Ezt fejezi ki az aldbbi

1.2. TETEL. Definidljuk a Z; diszkrét halmazt a kovetkezd maédon:
(1.5) Zr = {(zi-.r2,) | (i1, ... 1s) € T},
ahol
(1.6) I={(1,... i) i1 +-+is<m, 0<i; <mj, j=1,...,s},
m<n;, j=1,...,s
Ekkor létezik pontosan egy olyan Lj(z) polinom, melyre
Li(z) = f(z), z€Zj,

és Ly(z) (ki,...,ks) rendif derivaltjai megegyeznek az f fiiggvény (ki,...,ks) rendd
osztott differencidival az alabbi halmazon:

{(zli,,...,zsi’)|0§i]~ Skj, j=1,...,8}.
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Az L(z) polinom a kovetkez6:

(1.7 Li(z1,...,25) = Z (2105 -+ 3 21515+ o3 2504+ - -5 Zsin; [ X

i1+t <m
0<i;<ny, j=1,...,s

s 13—l

x [T IIGi—zm)
j=1 h=0
ahol, definicio szerint, i; = 0 esetén H:f;ll(zj - zjp) = 1.

Bizonyitds. Konnyen ellenérizhetd, hogy L;(z) megfelel§ derivaltjai eleget tesz-
nek a kivinalmaknak. A polinom egyértelmiiségének bizonyitdsa megtaldlhat6 Pré-
kopa [8] cikkében (362. old., Theorem 4.1). O

1.1. Megjegyzés. Az L;(z) polinomot a Z; ponthalmazhoz tartozé Lagrange
polinom Newton-féle alakjinak nevezziik.

A tovabbiakban gyakran fethasznéljuk az egyvéltozés Lagrange interpolacié
elméletébdl jol ismert alabbi formulat:

k
(1.8) f(2) = L(2) = [z0, -, 200 5 F1 [ [ (2 = 25),
3=0
ahol L(z) a 2q,..., 2z alappontokhoz tartozé Lagrange polinom,

z2—z9) {2 — zim1 )z — zig1) - (2 = 2x)
2 = 20)"'(Zi - zi—l)(zi - Zi+1)"'(21' - 3k).

k
(L) L(z) =) fl=);

Az (1.8) formulat altaldban intervallumon értelmezett fiiggvények esetében hasz-
naljak. A mi esetiinkben azonban nem csak az alappontok halmaza, hanem az f
filggvény értelmezési tartomdnya is véges.

2. A tébbvéltozos diszkrét momentum probléma és kapcsolata a
tobbvaltozés Lagrange interpolaciéval

A tobbviltozés diszkrét momentum probléma (TDMP), mint [atni fogjuk, szo-
ros kapcsolatban van a tobbvaltozds Lagrange interpolacié elméletével. Ebbé] kifo-
ly6lag, egyrészt a Lagrange interpoldciéban elért eredmények j6l hasznosithaték a
momentum problémak terén, masrészt a TDMP teriiletén sziiletett tételek a tobb-
valtozés Lagrange interpolacié elméletéhez is 1j eredményeket szolgaltatnak.

A TDMP felvetése és targyalasa Prékopa [6, 8, 9] cikkeihez fiizgdik. A problé-
mat, az (Xy,...,X;) valészintiségi vektorvaltozéra fogalmazzuk meg. Feltessziik,
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hogy X; értékkészlete egy ismert véges halmaz: Z; = {2zj0,...,2jn,;}, 7 =1,...,5.
Vezessiik be a kivetkezs jelslést:

pil...i,=P(X1=21i17"'aXs=zsi,)7 OS,L]Snja j‘_—lw"‘vsv

n Ny
[s3} [s 99
“‘al...a, - zl»,,l ~5hp11.“1”

11=0 1.=0

ahol ay, ..., a, nemnegativ egész szdmok. A pq, .. . S2dmot az (X,q,..., X;) valé-
szintségi vektorvaltozo (aq, .. ., a;) rendi (hatvany)momentumanak nevezziik. Az
o) + -+ + a 6sszeg a momentum teljes rendje.

Az alabbiakban a linearis programozassal kapcsolatos legfontosabb tények is-
mereteit feltételezziik. Az e tekintetben tdjékozatlan olvasé figyelmébe ajanljuk
Prékopa (7] cikkét, amely ezeket az ismereteket roviden dsszefoglalja.

Tekintsiik az f(z), z € Z, Z = Z1 x --- x Zs fuggvényt és vezessiik be a ko-
vetkezd jelolést: fi .. = f(z14,,..-,2si,).- A tobbvaltozos diszkrét momentum
probléma egyik megfogalmazasa a kovetkezd linedris programozdsi feladat:

ni N
(2.1) min (max) Z Z fivoiuPiy i

11=0 1.=0

feltéve, hogy

n Ny
(231 [ ppeey R
E o E Zli; e Zsi_,pn..,t, = Moy,

21 =0 1.=0
a; >0, j=1,...,8 a+ as<m
Piy..i, >0, minden ip,...,%, esetén.
A fenti problémat 4ltalanosithatjuk, ha bevezetiink néhany, az m szdmnél maga-

sabb rendi egyvaltozés momentumra vonatkozé korldatozé feltételt is. Ennek egyik
lehetséges madjat fejezi ki a kovetkezd modell:

ny

(2.2) min (max) Z Z Jir.iuPiy.a,

11 =0 t.=0

feltéve, hogy

ni T
§ : E : oy an .

T Z]il e Zsi#pn...z, = Hay...ap
11=0 1,=0

a; 20, 7=1,...,8 a1+ -a;<m €
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o;j=0, j=1,...,k—1k+1,...,s, m<ar<mg, k=1,...,s;
Diy..i, = 0, minden ¢,,...,45 esetén.

Az (2.1) és a (2.2) problémdkban a p,,. ;. szimbélumok a valtozék, mig a tébbi

érték adott.
A fenti probléméak korldtokat szolgéltatnak az

(2.3) E[f(X1,...,X,)]

értékre, a megfelel6 momentumok ismeretében. A (2.3) varhat6 érték speciilis
esetei, alkalmas f fiiggvények esetén, a

(24) P(‘Yl ZTl,...,XSZTs)
és a
(25) P(X].:’I‘l,...,)(s:’l"s),

valésziniiségek, ahol (ry,...,7rs) € Z.

A (2.1} és a (2.2) feladatok egyszeriibb alakban is felirhat6k, matrixok ten-
zorszorzatanak segitségével. Az m; x n; méreti B = (bi;) matrix és az ma X na
méretdi C = (c;j) matrix tenzorszorzata a B ® C, mimgz X ninp méretd matrix,
ahol B® C = (¢;; B). Ismert (lasd pl. Horn és Johnson [1]), hogy a tenzorszorzat
asszociativ, de nem kommutativ. Vezessiitk be a kovetkezd jeloléseket:

20 F1 t Zgn

Aj = ,
m; my my
Zjo %n Zjn;

A=A ® - ® A,
b=E[(LX,...,.X[")® &1 Xe...,X")]"
= (1400...0, 1410...0 - - - y m0...0 £4010...0, H11...05 - - )T
P =Py 0< 41 Sna,e.,0 <y <)
f=(fi. i, 0<i<ny,...,0<3,<n,)7,

ahol p és f komponenseinek a sorrendje megegyezik az A matrix megfelels oszlopa-
inak sorrendjével. Az A megfelel§ sorainak, illetve a b megfelel6 komponenseinek
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a kivalasztdsdval, a fenti problémdk tdomor alakban is felirhaték. Az (2.1) feladat
tomor formaja:

(2.6) min (max) f7p

feltéve, hogy

Ap=b
p20,
a (2.2) feladaté pedig:
(2.7) min (max) f7p
feltéve, hogy
Ap=b
p=>0.

Az A matrix mérete [(my + 1)---(ms + 1)] x [(n1 + 1)---(ns + 1)], mig az
A métrixé N x [(ny + 1)+ (n, + 1)], ahol N = (*I™). Az A métrix mérete
N’ x [(n1 +1)---(ns +1)], ahol N' = N +Y2°_, (m; —m). Az A matrix teljes
rangti, ham <n;,j=1,...,s az A métrix teljes rangt, ham; <n;,7=1,...,s.

Jelolje Vinin (Vinax) 2 (2.1) vagy (2.2) probléma minimumaét (maximumat). Je-
lslje tovabba B; (B;) a minimum (maximum) probléma egy duédl megengedett
bazisat (olyan bazist, melyre az optimalitasi feltételek teljesiilnek). Ezek utdn, a
linedris programozds elméletét felhaszndlva, felirhatjuk a ktvetkezd egyenlStlensé-
geket:

(28) fgl PB, S Vmin S E[f(Xla ey Xs)] S Vmax S fg;sz-
Ha B; (B:) primal megengedett is, tehat optimalis, bazis a minimum (maximum)
problémaban, akkor az els§ (utolso) egyenlGtlenség egyenldséggel teljesil. Ekkor
azt mondjuk, hogy Vinin €8 Vinax €les alsé és felsg korlatok az f(X,,...,X,) figg-
vény varhato értékére.

Végiil, hogy kapcsolatot teremthessiink a tobbvdltozés Lagrange interpoldcio
és a (2.6), (2.7) problémak kozott, bevezetjitk a kovetkezd terminolégiat.

Legyen az U = {uy,...,uy} az R® tér egy halmaza, és H = {(al, ... ,as)} az
(a1, -..,as) nemnegativ egész komponensekbdl alkotott s dimenziés vektorok egy
véges halmaza.
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Azt mondjuk, hogy U megenged egy H-tipusii Lagrange interpolaciét, ha bér-

milyen valés f(z) , z € U fiiggvény esetén létezik olyan p(z) polinom, mely a
kovetkezd alakban irhato,

(2.9) p)= D clon,.., a0zt 2

(ar,..,al)EH
ahol c¢(ay, ..., a) valés szamok, és
(2.10) plu) = f(uy), i=1,...,M.

Definidljuk a B(zl, cey Zg) (g(zl, ..., Zs)) vektort a b (B) vektorhoz hasonléan,
azzal a killonbséggel, hogy elhagyjuk a varhaté értéket és az X; valészintiségi val-
tozé helyére a z; determinisztikus valtozét irjuk, 7 =1,...,s.

A (2.6) ((2.7)) probléma esetén definidljuk a H, I és U halmazokat a kovetkezs
médon:

(211) H= {(al,...,as)IO <aj, ojegész, o1 +---+a; <m, j= 1,...,3}
(H: {(al,...,as)lOSaj, ajegész, o +---+as<m, j=1,...,s;
vagy a; =0, j=1,...,k—-1,k+1,...,5 m<ar<my,
k= 1,...,3}),
= {1, is)|@iy.i, € B}

(I ={(Gr,...,is) @i, € BY),
U= {(211'1,...,Zsiﬁ)'(il,...,is) (S I}
Ekkor az
(2.12) L;(zl,...,zs):fgﬁ_lg(zl,...,zs)
(Li(z1,...,26) = fgﬁ"lg(zl, IR
polinom megegyezik az U halmazhoz tartozé H-tipusi, egyértelmden adott Lag-
range polinommal.

A B illetve B bazis dual megengedettsége a minimum (maximum) probléméara

a kovetkezdket jelenti:
(213) f(z1,.-.,2s) > Li(z1,...,25), minden (2z1,...,25) € Z esetén

(f(21,...,2s) < Li(z1,...,2), minden (z1,...,2:) € Z esetén),
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ahol (z1,...,25) € U esetén egyenldség 4ll.

A (2.13) relaci6t a minimum (maximum) probléma optimalitasi feltételének ne-
vezzitk. Ha a (2.13) relaci6kban (2i,...,2;) helyére az (Xq,..., X,) valoszintiségi
vektorvdltozét helyettesitjiik és vesszilk a kifejezés varhaté értékét, akkor korlatot
kapunk az E[f(Xi,..., X,)] varhat6 értékre. Ha a bézis egyben primél megenge-
dett is, akkor a kapott korlat éles.

A fentiek szerint a TDMP problémak alkalmasak arra, hogy a célfiiggvény va-
lodi értékére korlatokat adjunk dudl megengedett bazisok segitségével. Madsrészt,
egy bazis dudl megengedettsége, (2.13) szerint, egyenértékd azzal, hogy létezik
a bézisvektoroknak megfelels tarté6pontokhoz olyan, a momentumok rendje &ltal
meghatarozott tipusi Lagrange interpolacids polinom, nely a tart6 tobbi pontjan
nem nagyobb (nem kisebb) mint a fliggvényérték. Tehat azt mondhatjuk, hogy a
korlatok konstrukci6jara vonatkozé fenti technika lényegében abban 4ll, hogy bizo-
nyos ponthalmazokra olyan megfelels tipusi interpoléciés polinomot konstrudljunk,
melyre az R; = f — L; maradéktag mindig nemnegativ (nempozitiv).

3. Egy tétel tobbviltozés Lagrange interpolicidra

Tekintsiik a kovetkez6 indexhalmazt:

j=1
ahol
(3.2) In =A{(i1,...,1:)|0< i, <m —1, egészek, j=1,...,8, 1+ ... +1;, <m}
és
(3.3) L= {(,...,is)|i; € Kj, i =01# 3}
K; = {k;l),...,k](-lk’"[)} Cc{m,m+1,...,n5}, j=1,...,s.
Vezessiik be az alabbi jeloléseket:
Zii = {zj0,-- -, %5}
Z]'»i = {zjo, .-+ 2jiy 2j }»
1=0,...,n5, Jj=1,...,s;
K= {969,
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ZiK;: = {ijj,‘)""’zjk;“}*
1= 1,...,]I(j|, 1=1,...,s,
Zir; = Zikyk, I =1oss.

AZ;= {(zm, ceyZsi )| (Gry oo yis) € I} pontokhoz tartozé Lagrange polino-
mot az alibbi Newton-féle alakkal adjuk meg:

(3.4) Li{z1,...,25) =
s -1
= > (Z1is i Zais A [ T (25— z30) +
i1 ti, <m j=1 k=0
0<i;<m—1, j=1,...;s
s K]
+ [Zxo; e 2G-1)05 Zjem—1) Y ZiK;s Za1)05 - - - Zso;f] X
=1 =1
X H (Zj - ij),
kE{O ..... m—l}UKj(,'_l)
i;—1
ahol, definicié szerint H (zj—zp)=1, ha 4;=0, é I{;o=0.
k=0

A (3.4) kifejezésben az f figgvény barmilyen filggvényt jelslhet, melynek a Z hal-
maz elemeihez tartozé értékei megegyeznek az eredeti diszkrét fliggvény értékeivel.
A maradéktagot a kovetkezd médon adjuk meg:

(3.5) Ri(zy1,...,25) = Rii(21,-..,2s) + Rar(z1,..., 2s),
ahol
(3.6) Rif(z1,...,25) =

$

=3 [2105+ -3 2-10i Zigm-1) U Zir, U {23} 2540105 - -5 2003 F] X

j=1
x Il (25 — z5x)
ke{0,...,m~1}UK;
és
(3.7) Ror(z1,.-,26) =
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S
!
= Z Z [Zl§'--;Zh——1§Zhi,‘?Z(hﬁ—l)i,,“;u~;Zsi,§f] X
h_

it Fia=m
0<i;<m—1, j=h,...,s

i 1i—1
XH(Zh—Zhl)H 11 Gz = 20) +
ht1 k=0 ,

+ Z [Zl§--'§zh—1;Z}I10§Z(h+l)0;-- i Z(5-1)0 Zj(m—1s Z(5+1)0 - Zso]><
j=ht1

m—1

X(2n — 2no) H (25 — zjx).

k=0
A kovetkezd tétel dltalanositdsa mind az egyvaltozés (1.8) formuldnak, mind a
Prékopa [8, Section 4] cikkében taldlhaté tobbvaltozés formuldnak.

3.1. TeTEL. Tetszdleges, az f fiiggvény értelmezési tartomdnydba esd,
z = (z1,...,2s) pontra igaz a kbvetkezd egyenl6ség:

(3.8) Li(z1,...,25)+ Rr(21, .. 25) = f(z1,- 005 26)-
Bizonyz’tds. Az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkill feltehetjik, hogy
= {m,m+1,...,m;}, ahol m; > m, j = 1,...,s. Val6ban, ha tekintjiik a
Z.- = Zj(m-1) Y Zﬂ\ , 7 = 1,...,s, halmazt, majd erre bebizonyitjuk az allitdst,
akl\m lényegében az eredeti altalanos esetre vonatkoz6 allitast lattuk be.
A K;, j = 1,...,s, halmazokra tett feltétel szerint az Lj(z,...,2;) és

Rif(z,.. ., z,) fiiggvények a kovetkezd format sltik:

(3.9) Li(z1,...,25) =
s -1
= > (Zyiri s Zais ] T (25— 230) +
i Fia<m j=1 k=0
0<i;j<m—1, j=1,..,s
$ m; i;—1
+3° 5 [Zios- 3 Z-1y0i Zisgs Zianyoi -3 Zooi ][] (25— 238)
j=1 i;=m k=0

és

(3.10) Rys(21,-..,2s 22[2107'- 5 Z2(i-1)0; Z; Z(J+1)o,---;Zso;f] X

X H(Zj - ij).
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Az Ryf(z1,. .., 2s) fiiggvényre adott képlet valtozatlan marad. Elgszor a kovetkezs
allitast latjuk be:

3.1. LEMMA. Ervényes az alabbi egyenl6ség:

(3.11) Li(z1,...,25) + Rig(z1,.. ., 25) =
s i1
= > (Zviis i Zaii 1T T (25— 2an) +
i1 4---+i.<m j=1 k=0
0<i; <m—1, j=1,...,s
s m—1
+Z [Zlo;~- i Z(3-1)05 Zim—1)3 Z(j4+1)0 - - -3 Z50} ] ~ Zjk).

j=1 k:O
Bizonyitds. Tekintsiik a z; valtozé aldbbi figgvényét:

[Zlo;" Z(] 1)0’Z (m— 1)’Z(J+1) ZsO;f]-

Az ezzel a fiiggvénnyel vett, zjm, ..., zjm; pontokhoz tartozé Lagrange polinom igy
irhato:

m i;—1
Z (Z10; -+ 5 Z(j-1)05 Z3i;5 Z(54+1)05 - - - 3 Zs05 f] H (z; — 2zjk)-

Ezek utan, az (1.8) képletet hasznélva, felirhatjuk, hogy

(3.12) (21053 21303 Zim—rys Zi41y05 - -3 Zooi f] =
mj ij_l
= Z [Z1o;~--;Z(j—x)o,Z]z,,Z(]+1)o,---;Zso;f] H(Zj—zjk)‘*‘
i, =m k=m
+ [Zlo;- 3 Z(5-1)03 Zm, Z(J+1)o,-~;Zso;f] H(Zj—zjk)-
k=m

Ha a (3.12) egyenl6ség minden sordt megszorozzuk a HL';_O](zj — Zjk) tényezdvel,
majd ezeket sszegezziik j szerint, akkor a ktvetkezgt kapjuk:

s m—1
(3.13) Z [ZIO§---;Z(j—1)0§ZJI'(m—1);Z(j+1)O§ ---;Zso;f} H (25 — zjx) =
j=1 k=0
mj i;—1
= Z Z [Zw, 3 2(35-1003 Ziiys D(i41)05 - - -5 Zs0; f] H (25 = zjk) +
J=1 i;=m k=0

+R1](21,...,Zs).
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A (3.9) és (3.13) képletekbd! mar adédik a lemma allitasa. O

Ha (3.11) harmadik soraban kiilon vessziik a j = 1 tagot, akkor a kivetkezd
formulat kapjuk:

Llj(Zl,...,Zs)+R11(21,...,Zs) =

s i;—1
(3.14) = > (Zyii 5 Zais ST] T (25— 23) +
i1+ +i.<m j=1 k=0
0<i;<m~1, 3=1,...,s
m—1
(315) + [Z{(m-l);Z'Zo;"' 50, ] H 21 _Zlk)+
k=0
(3.16) + [Zlo;-~~;Z(j—I)O;Z;‘(m—l);Z(j+1)0§-~-;Zs0;f] X

i=2

H = Z1)
Hasonl6an, ha Ry; képletében levalasztjuk a h = 1 tagot, azt kapjuk hogy:

Rot(z1,...,25) =

2
(3.17) = Z [2111;221'2;-'-;Zsi,;f]H(zl —z1y) X
11+...+i.=m =0
0<i;<m-—1, j=1,...,s

i;—1

SIRICEEN

=2 k=0

S

(3.18) + > [Zi0i Zo0i -5 Z(i=1)0 Zj(m—r)s Z(i41)05 - - -+ Zoo | (21 = 210) X
j=2

H

m—
X ZJk
k=0

(3.19) + Z < Z [zl;...;zh_l;Z;m;Z(hH),-h“;...;Zsi.«;f] X

h=2 inteti=m
0<i;<m—1, j=h,..,s
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i s ii—l
ICEERIICRED
h+1 k=0

8§
+ Z [ZU--~;3I1—1§Z;LQ§Z(I1+1)O;'--;Z(j—1)0§Z;'(m—1);Z(j+1)0?-~-§Zso]X
J=h+1

m—
X(zn = zho) H zj = Zjk )

A kovetkez6 lépéshen meghatarozzuk a (3.14), (3.15) és (3.17) tagok Osszegét.
Elgszér felirjuk a (3.14) relaciét az alabbi formaban:

Mg ey -1
(3.20) Z ( Z (Z1iy; Z2ias -3 Zsi s f] H (z1 —211)) X

0<ig+---+t.<m 11=0 =0
0<i;<m—1, j=2,...,s

s  tj-1
< [ IJ (zi = 2) +
=2 k=0
i1—1
(3.21) +Z[Zh,,zzo,... Zooi f] || (21 — 202).
11=0 =0

Ezt kivetben a (3.17) kifejezést az alabbi alakba irjuk:

11

(3.22) Z <[ {(m_il_..._i,);z‘ziz;--~;Zsi,;f] (21 — le)) X

0<ig+...+1. <m =0
0<i;<m—1j5=2,...,s

Célunk az, hogy sszeadjuk a (3.20), (3.21), (3.22) és (3.15) formuldkat. Egyrészt
(3.21) és (3.15) vsszege (felhasznalva az (1.8) képletet) a kovetkezds:

(3.23) (215 Z205 - - -3 Zsos f]-

Masrészt, (3.20) és (3.22) bsszege (elGszor a zardjelben 16v6 tagokat adjuk ossze) a
kovetkezd:

s t;—1
(3.24) > (215 Z2izi - Zeis Y]] 11 (25 = 230)-
0<ig+--+i. <m 7=2 k=0

0<i,; <m~—1, j=2,..,s

Alkalmazott Matematikai Lapok 20 (2000)



FUGGVENYEK FELOLDALAS APPROXIMACIOJA POLINOMOKKAL 209

A (3.23) és (3.24) osszege, és egyben a bizonyitas ezen lépésének eredménye:

s  1;—1
(3.25) > [21: Zaii -3 Zsis A1 ] ] (25 — 230)-
izt 41, <m j=2 k=0

0<i; <m—1, j=2,..,s

A kovetkezd 1épés az, hogy kiszdmoljuk a még figyelembe nem vett (3.16) és
(3.18) tagok ©sszegét. Tekintve a j indexhez tartozé tagokat a (3.16) és (3.18)
sorokban, a HZ:ol(z]- — z;1,) tényezd nélkiil, a két tag vsszege (felhasznalva az (1.8)
képletet a z; viltozdra) az alabbi:

(3.26) [31; 2205+ -3 Z(5-1)05 Zim—1)s Z(j+1)05 - - + 3 Zs0; f]-

Eszerint a (3.16) és (3.18) képletek tsszege az aldbbival egyenls:

s m—1
(3.27) > [21; Z205 -+ 3 Z(5-1)05 Zyim—1)s Z(541)05 - - -3 Zs0; f] II Gi = 2.
j=2 k=0

Idaig azt az eredményt kaptuk, hogy az L;(z1,...,2s) + Rar(z1,...,2s) + Rar(21,
..., zs) Osszeg megegyezik a (3.25), (3.27) és (3.19) formuldk dsszegével. Definidljuk
a J indexhalmazt az I halmazhoz hasonléan, de csak is,...,1s-re vonatkoztava, és
tekintsiik az s — 1 valtozés f(z1, 22, . - ., 25) fiiggvényt, ahol z; € Z kotstt. Ekkor a
(3.25) és a (3.27) képlet tsszege egyenls a Ly + Ry 0sszeggel, mig (3.19) egyenld
az Ry taggal. Ha feltessziik, hogy (3.8) igaz barmely s — 1 valtozés fiiggvényre,
akkor, a fenti érvelés szerint, igaz minden s valtozos fiiggvényre is. O

4. Diszkrét, magasabb rendi{i konvex fiiggvények féloldalas
approximaéaciéja

Tekintsiink egy f(z), z € Z fiiggvényt, mellyel kapcsolatban megksveteliink bi-
zonyos konvexitasi feltételeket. A 3.1. Tételre tdmaszkodva megadjuk a Z halmaz
egy olyan részhalmazat, melyre az el§z6 fejezet Lagrange polinomja a fliggvény
egy alsé illetve fels§ kozelitését szolgiltatja. Egyidejifleg a megfelel6 TDMP mo-
dellek egy dudl megengedett bazisit is megkapjuk, figyelembe véve a 2. fejezetben
elmondottakat.

Jelolje H a (2.11) zarcjelében definidlt halmazt. A 3. szakaszban bevezetett
K; ¢ {m,m+1,...,n;} halmazokra vonatkozélag az alabbi struktirdk valamelyi-
kének az érvényességét fogjuk megkivinni:
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(4.1) |I;| paros
min w9 ul) 41, o) ) g
max m,u(j),u(j)+1,...,v(j),v(j)+1,n]-

|I{;] paratlan
min m,ut) ) 41, 0D ) 41

max ) w9 41, 009 W) 41 0y

Az eddigiekben nem tételeztiik fel, hogy a Z;,..., Z; halmazok elemei rende-
zettek. A most kdvetkez§ tételekben azonban elemeiket novekvs vagy csokkend
sorrendben rendezziik el.

4.1. TETEL. Legyen zjo < zj1 < - < zjn;, J = 1,...,5. Tegyik fel, hogy az
f(z), z € Z fiiggvény m + 1 rendif osztott differencdi nemnegativak, tovabbd, hogy
a zj véltozdja szerinti m + | K| rendi osztott differencidi is nemnegativak, ahol I
(4.1) valamelyik min struktdrdjdt koveti, j =1,...,s.

Ekkor igaz az, hogy a (3.4) képlettel definidlt L;(zy,...,zs) megegyezik a Z;
halmazhoz tartozé, H-tipusi, egyértelmien adott Lagrange polinommal, és teljesiti
az aldbbi egyenl6tlenséget:

(4.2) Flzr,ooyzs) 2 Li(zy, .-y 25),  (21,.-.,25) € Z.

Eszerint, a (2.7) minimum probléma A maétrixdnak I indexhalmazhoz tartozé osz-
lopaibdl allé B bézis dudl megengedett, és

(4.3) Elf(X1,...,X,)] > E[Li(Xy,...,XJ)].

Ha B egyben primal megengedett is, akkor a (4.3) képlettel adott korlat éles.
Ha a fent emlitett osztott differencidk mindegyike nempozitiv, akkor (4.2) és
(4.3) forditott reldcidjelekkel dllnak.

Bizonyitds. A (3.9) H-tipusi Lagrange polinom egyértelmiiségét, illetve azt,
hogy B a (2.7) LP feladat bazisa, a kivetkez6képp lathatjuk be. Abbél, hogy (z =
(21,...,25)) Li(z) = f(z), z € Z; esetén, kovetkezik, hogy f; elddll B sorainak
linedris kombindciéiként. Mivel ez barmilyen f fiiggvényre, és igy barmilyen fz
vektorra igaz, ezért a B matrix nem szinguldris. Ebb6l mar kvetkezik a Lagrange
polinom egyértelmiisége. R

Azt, hogy a (4.2) egyenlGtlenség ekvivalens a B bazis (2.7) feladatbeli dual
megengedettségével, a 2. fejezetben mar levezettiik.

A (4.2) relaci6 bizonyitasdhoz hasznaljuk a (3.8) egyenletet. Mivel
Ri(z1,...,2s) = Rif(z1,...,25) + Ros(z1,...,25), ezért elég, ha belatjuk, hogy
Rif(z1,...,25) > 06s Rar(21,...,25) > 0 teljesiil (z1,...,25) € Z esetén.
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Az Ry(z1,...,2s) fiuggvény (3.6) képlettel adott alakjabodl és K; specidlis
strukturajabol kovetkezik, hogy

(4.4) 11 (z; —zjx) >0, ha j¢{0,...,m~1}UK];.
k€{0,....,m—1}UK;

Ha pedig j € {0,...,m — 1} U I}, akkor a fenti szorzat eltinik. Mivel a felté-
tel szerint az f fiiggvény 2;, j = 1,...,s védltoz6 szerinti m + | K| rendd osztott
differenciai nemnegativak, ezért Rys(z1,...,2,) > O minden (z1,..., z;) € Z esetén.

Az Ryi(21,...,2s) fiiggvény (3.7) képletével adott 6sszeg tagjaiban mind az
osztott differencidk, melyek teljes rendje m + 1, mind pedig azok szorzéi nemnega-
tivak barmely (2;....,25) € Z esetén. Ebb6] kovetkezik, hogy Ras(z1,...,25) >0,
(z1,...,2s) € Z, ami egyenértékd a (4.2) relaciéval. Ebbé&l viszont (4.3) relacié
érvényessége kozvetleniil adédik.

Végiil, ha B egyszerre primal és dudl megengedett bazisa a (2.7) probléméanalk,
akkor ez optimdlis bazis, és a célfliggvény értéke az aldbbi:

min E[f(z1,...,2)] =
= fipg =3B b=
= ng_IE[B(le"'vXS)] =
= E[fgé_lg(‘le'~-sXS)] =
= E[Li(Xy,...,Xs)]. =

A kovetkezd tétel a fenti feltételek modositdsa mellett szolgdltatja az
flzr,. 0, 26), (21,-..,25) € Z fliggvénynek alsé illetve fels6 approximacidjat, egy-
ben korlatokat is ad annak vdrhaté értékére.

4.2. TETEL. Legyen zjo > zj; > - > zjn;, J = 1,...,5. Tegyiik fel, hogy az
f(z), z € Z fiiggvény m + 1 rendi osztott differencdi nemnegativak, tovibb4, hogy
a z; valtozéja szerinti m + |I{;| rendd osztott differencidi ugyancsak nemnegativalk,
ahol K; (4.1) valamelyik, az aldbbiakban jelzett, struktirdjit koveti, j = 1,...,s.
Ekkor igazak a kovetkez6k:

(i) Ha m + 1 pdros, |K;| pdros és K; (4.1) megfelel§ max struktirdjat ko-
veti, vagy ha m + 1 pdros, |I{;| pdratlan és K (4.1) megfelel6 min strukturdjat
koveti, akkor a (3.4) képlettel definidlt L;(z1,...,2s) megegyezik a Z; halmazhoz
tartozd, H-tipusi, egyértelmien adott Lagrange polinommal, és teljesiti az aldbbi
egyenldtlenséget:

(4.5) flzry o yz) 2 Li(z,. .00 25), (21,...,25) € Z.
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Eszerint a (2.7) minimum probléma A matrixdnak I indexhalmazhoz tartozé osz-
lopaibol dllo B béazis dudl megengedett, és

(4.6) E[f(X1,...,X)] 2 E[Li(X1,...,X,)].

Ha B egyben primal megengedett is, akkor a (4.6) képlettel adott korlat éles.

(i) Ha m + 1 pdratlan, |K;| pdros és K; (4.1) megfelel6 max strukturdjat ko-
veti, vagy ha m + 1 pdratlan, |K;| pdratlan és I{; (4.1) megfelel6 min struktirdjat
koveti, akkor a (3.4) képlettel definidlt Ly(z,...,zs) megegyezik a Z; halmazhoz
tartozé, H-tipusi, egyértelmiien adott Lagrange polinommal, és teljesiti az alabbi
egyenlGtlenséget:

(4.7) flz1, ... 28) < Li(z,.. ., 25), (z1,...,25) € Z.
Eszerint a (2.7) maximum probléma A métrixdnak I indexhalmazhoz tartozé osz-
lopaibdl 4116 B bdzis dudl megengedett, és

(4.8) E[f(X1,...,X,)] < E[Li(X1,...,X,)].

Ha B egyben primdl megengedett is, akkor a (4.8) képlettel adott korlat éles.

Bizonyitds. Az allitasok az el6z6 tétel bizonyitdsaban hasznalt médszerek se-
gitségével mar konnyen belathatok. O

Mint az el6z&ekben is utaltunk rd, a fiiggvény varhaté értékének éles alsé (felsd)
korlatait a megfelels TDMP minimum (maximum) probléma optimalis célfiiggvény
értéke szolgéltatja. A TDMP feladatot megoldhatjuk dudl szimplex algoritmussal.
Ebben az esetben a fenti allitdsokban szerepld dudl megengedett bazisok, azon-
tal, hogy korlatokat szolgaltatnak a fliggvény varhaté értékére, a dudl algoritmus
kezdeti b4zisaiként is nagy segitséget nytjthatnak. Egy kezdeti dudl megengedett
bézis ismerete két lényeges elénnyel is jar: egyrészt a dudl algoritmus els¢ fazisd-
nak elhagyasaval megtakaritjuk a futési id§ koriilbeliil felét, mésrészt a kevesebb
mivelet miatt a numerikus pontossag is jobb lesz.

Befejezésiil, nézziink egy-egy példat alulrdl illetve feliilr6]l approximélé inter-
poléciés polinomokra kétdimenziés esetben.

4.1. Példa. Tegyiik fel, hogy az f(z1,22), 21 € Z1, 22 € Zy fiiggvény 3 rendi
osztott differencai nemnegativak, tovabbd, hogy a z; valtoz6ja szerinti 5 rendi osz-
tott differencidi ugyancsak nemnegativak, j = 1,2. Ebben az esetben (m = 2,
|Ky| = [K2] = 3) a 4.1. Tétel a kovetkezd alulr6l kozelitd, Lagrange polinomot
adja:

(49) Li(z1,22) =
= [210 2205 f] + (210, 2115 2205 f}(21 — 210) +
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+ [210; 220, 2215 f](22 — 220) +
+ [210, 2115 220, 2215 f](21 — 210)(22 — 220) +
+ (210, 211, 212 220 f](21 — z10)(21 — 211) +
+ [210, 2115 %125 2145 %205 f](Zl = z10)(z1 — 211)(21 — 212) +
+ [210,211,212,211',21(¢+1);220;f] (=21 = 210)(21 — 211 )(21 — 212) (21 — 203) +
+ (2103 220, 221, 2225 f(22 — 220)(22 — 221) +
+ [210; 220, 221, 222, 2213 f](22 — 220)(22 — 221)(22 — 222) +
+ [210; 220, 221, 222, 22k» 22(k+1)) fJ (22 — 220)(22 — 221)(22 — 222)(21 ~ 22).

Ugyanekkor a 4.2. Tétel (ii) részének segitségével az alabbi, feliilr6l kozelitd,
interpolaciés polinomot kapjuk:

(4.10)  Li(z,22) =

= [2iny 22n05 £+ [Z1mas 21y —1)3 2203 £ (21 — 21ny) +

<+

[Zln];22112,32(n2-1);f](z2 — Zop,) +

[Zml,Zl(n,_1)3320,32(n2—1);f](zl — Z1ny )(22 — 220,) +

+

+ [zlnl 1 R1(ny—1)» 21(111—2); 3'2112;f] (zl — Z1ny ) (Zl - zl(nl—l)) +

R1ngy Z1(ny—1)> Z1(n1-2)> 2143 Z2n23 f]

+

[
x (21 = 21m) (51 = 211 ) (22 = Z(m—-2)) +
[

21ny1 21 (n1—1)) Z1(n1~2)5 Zlis Z1(i+1)3 22025 f] X

+

x (21 — Zln,)(zl - 21(n1—1)) (21 - Zl(nl—‘z))(zl —z1i) +

+ [21111y9277.z»z2(n2—1)a 22(na—2)} f] (22 — Z2n2)(z2 - z2(ng—1)) +
E

+ 1 21n15 22001 22(ny—1)» z2(n2—2)vz2i;f]x
X (22 — 32112)(‘22 - Z2(n2—1)) (22 - Zz(ng—z)) +
+ [Zl'nl;:'an,Z'2(ng—1)7z2(n2—2)722k7z2(k+1);f] X

X (29 — z')nz)(z? - Zz(n2—1))( - Zz(ng—z))( 23 — Zak).
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Ha a (4.9), (4.10) polinomokban a z;, z; valtozékat az X,, X val6észiniiségi
valtozokkal helyettesitjiik, és vessziik a nyert valésziniségi valtozék varhaté érté-
két, majd azokat a 4.1. és a 4.2. Tételekben felhasznaljuk, akkor éles alsé és fels6
korlatokat kapunk E'[f(Xl,Xg)] értékére. Az X, X, valésziniségi valtozok fent
emlitett polinomjai varhaté értékét kénnyen megkaphatjuk, ha ismerjiik az

E(X}), k=1,2,3,4, j=1,2

momentumokat és a Cov (X, Xo) mennyiséget.

A témdaban elmélyiilni szandékozé olvasé szdmdra az eddig idézetteken kiviil
ajanljuk még Nagy és Prékopa [4] cikkét.
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ONE-SIDED APPROXIMATION OF MULTIVARIATE DISCRETE FUNCTIONS
BY POLYNOMIALS

GERGELY NAGY AND ANDRAS PREKOPA

The main result of the paper is a formula for the difference between a multivariate function
and a corresponding Lagrange interpolation polynomial. It generalizes the well-known univari-
ate formula, where the difference between the function and the unique Lagrange polynomial is
equal to the product of a higher order divided difference of the function and differences of the
variable and the base points. By suitable choices of the base points of the multivariate polyno-
mial we can ensure the nonnegativity or nonpositivity of the residual term and create one-sided
approximations to the function. If we replace random variables for the deterministic ones and
take expectations, we can obtain bounds on the given function of the random variables involved
random variables, based on moment information.
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelvi dolgozatokat kozol. A kéziratok gé-
pelését olyan formaban kérjiik, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként &tlag 50 betihelyes sort
tartalmazzon. A kézlésre szant dolgozatokat harom példanyban kell bekiildeni. Elényben része-
siilnek a TEX-ben elkészitett dolgozatok. Ezeket két kinyomtatott példany kiséretében diszketten
kérjiik beadni.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezd kivetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek
tartalmaznia kell a dolgozat cimét, a szerz§ teljes nevét, valamint annak a viarosnak a nevét, ahol
a szerz§ dolgozik. A fejléc utan egy, képletet nem tartalmazé, legfeljebb 200 szébdl allé kivona-
tot kell minden esetben megadni. A dolgozatot cimmel elldtott szakaszokra kell bontani, és az
egyes szakaszokat arab sorszdmozassal kell ellatni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé sza-
kaszt kell alkotnia. Az irodalomjegyzék utan, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzé
teljes nevét és a munkahelye (illetve lakasa) pontos cimét. A dolgozatban eléfordulé képleteket
szakaszonként djrakezd8dden, a képlet el6tt két zardjel kozé irt kettds szdmozassal kell azonosi-
tani. Természetesen nem sziikséges minden képletet szimozassal ellatni. Az esetleges definicidkat
és tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyancsak szakaszonként djrakezdSds, kettds szamo-
zassal kell ellatni. Kérjiikk a szerzéket, hogy ezeket, valamint a tételek bizonyitdsit a szévegben
kell6 médon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német francia vagy orosz
nyelvd, kiilon oldalra gépelt 6sszefoglalét. Amennyiben lehetséges, kérjiitk a nyomtatds szamara
kiillénosen nehézkes matematikai jelolések haszndlatanak az elkeriilését.

A dolgozatok abrait és az esetleges labjegyzeteket a dolgozat végén, kiilonallé lapokon kérjitk
bekiildeni. Mind az dbrakat, mind a ldbjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontasatdl fiigget-
len, folytatélagos arab sorszdmozassal kel elldtni. Az abrak elhelyezését a dolgozat megfelels
helyén, széljegyzetként feltiintetett, Abraazonosité sorszamokkal kell megadni. A libjegyzetekre a
dolgozaton beliil az azonosité sorszam felsé indexkénti haszndlataval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozasok forméaja a kévetkezs. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgo-
zat végén taldlhaté irodalomjegyzékben, a szerzik, illetve a tarsszerzGk esetén az elsé szerzé neve
szerint alfabetikus sorrendben tgy, hogy a cirill betis szerz8k nevét a Mathematical Reviews &t-
irasi szabalyai szerint latin betdsre kell atirni. A folydiratban megjelent cikkekre [1], a kényvekre
(5], a kétetben megjelent dolgozatokra [4], a disszertaciékra [3] és a gépi program leirasokra [2] a
kovetkez6 minta szerint kell hivatkozni:

[1] Farkas, J., Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fir die reine und ange-
wandte Mathematik 124 (1902) 1-27.

[2] Kéri, G., ,.DUALSIMP”, rutin a CDC 3300-4s gépekre (Magyar Tudomanyos Akadémia
Szamitastechnikai és Automatizildsi Kutat6 Intézete, CDC 3300 felhaszndléi ismertetsk 2.
1973. majus) 19-20.

[3] Prékopa, A. ,Sztochasztikus rendszerek optimalizalasi problémdirsl”, doktori értekezés.
Magyar Tudomdanyos Akadémia, Budapest, 1970.

(4] Prabhu, N. U. ,Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: Inven-

tory Control and Water Storage Ed. A. Prékopa (Janos Bolyai Mathematical Society and

North-Holland Publishing Company, Amsterdam—-London, (1973) 221-228.

Zoutendijk, G. Methods of Feasible Directions (Elsevier Publishing Company, Amsterdam

and New York, 1960).

(5

A dolgozatok szovegében az irodalmi hivatkozds szdmait szégletes zaréjelben kell megadni,
mint példaul [5] vagy [4, 76-78]. A szerzék a dolgozatukrél 50 darab ingyenes kiilénlenyomatot
kapnak. A dolgozatok utan szerzdi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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