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XIX. kotet 1. szam
Szerkeszt&ség és kiaddhivatal: 1027 Budapest, F6 u. 68.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok viltozé terjedelmu fiizetekben jelenik meg, és olyan
eredeti tudomanyos cikkeket publikil, amelyek a gyakorlatban, vagy mas tudomanyokban kézvet-
leniil felhasznithaté Gj matematikai eredményt tartalmaznak, illetve mar ismert, de szinvonalas
matematikai apparatus Ujszer( és jelent&s alkalmazasdt mutatjak be. A folyéirat kozol cikk forma-
jaban megirt, 1j tudomdanyos eredménynek szamité programokat, és olyan, kiilféldi folyéiratban
mar publikadlt dolgozatokat, amelyek magyar nyelven térténé megjelentetése eldsegitheti az elért
eredmények minél el&bbi, széles kérti hazai felhasznédlasat. A szerkeszt&bizottsig bizonyos idén-
ként lehetdvé kivanja tenni, hogy a legjobb cikkek nemzetkézi folyéiratok kiillénszamaként angol
nyelven is megjelenhessenek.

A folydirat feladata a Magyar Tudomanyos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Oszta-
lydnak munkéjira vonatkozé kézlemények, kényvismertetések stb. publikdlasa is.

A kéziratok a f&szerkeszt8hoz, vagy a szerkesztSbizottsdg barmely tagjahoz bekiildhet&k.
A f&szerkesztS cime:

Benczir Andras, fszerkesztd
1027 Budapest, F6 u. 68.

Kozlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkeszt&ség lehet8leg visszajuttat a szerz8hoz, de a
bekiildstt kéziratok megdrzéséért vagy tovabbitasaért felelgsséget nem vallal.

Az Alkalmazott Matematikal Lapok eldfizetési dra kotetenként 850 forint. Megrendelések a
szerkeszt&ség cimén lehetségesek.

A Magyar Tudoményos Akadémia IIl. (Matematikai és Fizikai) Osztilya a kdvetkez& idegen
nyelvi folyéiratokat adja ki:

1. Acta Mathematica Hungarica,

2. Acta Physica Hungarica,

3. Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica.
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GRADIENS-MODSZER SZOBOLJEV-TERBEN:
LINEARIS PEREMERTEKFELADATOK KOZELITG MEGOLDASA
POLINOMOKKAL

KARATSON JANOS

Budapest

A cikk targya a gradiens-médszer Hilbert-térbeli dltaldnositdsanak alkalmazasa 2n-
edrend( linedris elliptikus peremértékfeladatokra. Ebben a megkozelitésben a gradiens-
moédszer a megfeleld Szoboljev-térben alkalmazhaté az dltalanositott differencidlopera-
torra. A megvalésitds alapelve Czach Laszlé médszerén alapul: ha a tartomany gémbre
transzformalhaté, polinomokbdl &llé kozelit§ sorozatot készithetiink. Megmutatjuk,
hogy ez a gondolat a numerikus megvalésitds soran is kedvezé tulajdonsdgokhoz vezet.
A szamitégépes megvaldsitas kérdései kozott részletesebben foglalkozunk a kétdimen-
ziés esettel. A kozelité sorozat konstrukcidjanak koszonhetSen az itericié lépéseiben
egyszerd szerkezet(l linearis algebrai egyenletrendszereket kell megoldanunk, s végered-
ményben kdnnyen megvalésithaté, linedris konvergenciat nydjté médszerhez jutunk.

1. Bevezetés

A gradiens-mé6dszer, amely kiilonboz6 varidciéival egyiitt linearis algebrai
egyenletrendszerek megolddsanak egyik leghatékonyabb iterdciés médszere, elter-
jedtségét annak koszonheti, hogy diszkretizacié révén jol alkalmazhaté elliptikus
peremértékfeladatok kozelité megoldasira. Ezzel szemben az alkalmazasok nem-
igen tamaszkodnak a gradiens-médszer végtelen dimenziés altaldnositdsaira, bar
Kantorovics munkii 6ta e téren is szamos eredmény sziiletett (lasd pl. [4], [8], [13]).
A Hilbert-térbeli gradiens-moédszert els§ként Czach L. alkalmazta lineéris peremér-
tékfeladatra (in [8]); a gradiens-modszer variaciéi korében a konjugalt gradiens-
moédszer peremértékfeladatokra is hasznalhaté kidolgozasa Daniel nevéhez fizgdik
(8D

E cikk célja el6bb Czach L. modszerének kiterjesztése tetszéleges 2n-edrendi
line4ris Dirichlet-feladatra (beleértve a lépéskoz technikai szempontbdél legegysze-
riibb valasztasat), majd a numerikus megvalésitashoz szilkséges részletek kidolgo-
zdsa. A kapott moédszer, amely gombon, ill. kénnyen gombre transzformalhaté
tartomanyokon mifkodik, egyszeriien realizalhat6 és linedris konvergenciat nyujt.

A 2. szakaszban a Szoboljev-térbeli gradiens-médszer itt sziikséges eredmé-
nyeit foglaljuk tssze. Az alkalmazas szempontjabél a 3. és 5. szakasz a kozéppont.
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2 KARATSON JANOS

A 3. szakaszban médszeriink konstrukci6jat és a {6 eredményeket ismertetjiik (a bi-
zonyitdst a 4. szakasz tartalmazza), az 5. szakasz pedig a szamit6gépes megval6sitas
kérdéseivel foglalkozik masodrendd egyenlet esetén.

Készonetnyilvanitas.

Eziton szeretném megkoszénni Dr. Czach Laszlénak, hogy megismertette ve-
lem a gradiens-modszerrel kapcsolatos eredményeit és felkeltette érdeklgdésemet a
témaba valé bekapcsol6dashoz.

2. A gradiens-médszer Szoboljev-térben

Az els6 két, itt idézett tétel a gradiens-médszer Hilbert-térbeli kiterjesztéseirs]
sz6l. A véges dimenziés gradiens-mdédszert Kantorovics dltalanositotta korldtos li-
nedris énadjungalt operatorra ([7]). Ennek technikailag egyszertibb, de ugyanolyan
konvergenciabecslést nyujt6 valtozata az dllandé 1épéskozi (egyszerd) iteracio:

2.1. TETEL (lasd pl. {12]). Legyen H Hilbert-tér, A : H — H korldtos 6nad-
jungdlt linedris operdtor, melyre alkalmas 0 < m < M konstansokkal

m||z|f® < (Az,z) < M||z|* (€ H).

Legyen y € H, ekkor, mint ismeretes, az Ar = y egyenletnek létezik egyetlen z* €
H megoldé4sa.
Vélasszunk tetszéleges xo € H kiinduldsi elemet és legyen

Ty 1= Tp_1 — tTp (n e N1,

2
M+m’

ahol z,:=Ax,_1—y 6 t:.=

Ekkor az (xz,) sorozat linedrisan konvergdl x*-hoz, éspedig

M-m
M+m

1 n
Jon =27l < Aol (Jroe)  (ne N

Szintén [12]-ben olvashaté a gradiens-médszer nem korldtos operatorra tor-
ténd kiterjesztésének osszefoglaldsa. Ha ezt a 2.1. Tételre alkalmazzuk, az alabbi
egyszerd iterdciét kapjuk:

2.2. TETEL. Legyen H Hilbert-tér, D C H strd altér, L : D — H szimmetri-
kus linedris operdtor H-ban, melyre valamely mg > 0 mellett

(Lz,z) > mollel” (= € D),
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GRADIENS-MODSZER SZOBOLJEV-TERBEN: ... 3

valamint legyen y € R(L). Legyen B : D — H szimmetrikus linedris operator H-
ban, melyre az aldbbiak teljesiilnek:

(1) R(B) D> R(L)

(2) B és L ekvivalens kvadratikus alakot hatdroz meg: 3 M > m > 0, hogy

m(Bz,z) < (Lz,z) < M(Bz, 1) (x € D).

Jelolje Hp a B operdtor energetikai terét, azaz az (z,y)g = (Bz,y) skalar-
szorzattal ellitott D pre-Hilbert-tér teljessé tételét.
Tetszéleges o € D mellett legyen

(2.1) Tp = Tp-1—tzn,  (n€NT),

hol z,:= B Y(Lzp_1 — és ti= ———.
aho (Lzn—1 —y) 6s Mim

Ekkor az (z,) sorozat linedrisan konvergdl az Lz = y egyenlet * megolddsdahoz

(M—m

M—+m>n (neNT)

1
2.2 w—2* | g < ——=|ILao -

7

(p = moM 1) becslés szerint.

A 2.2. Tétel mar lehet6vé teszi, hogy elliptikus peremértékfeladatokra alkal-
mazzuk a gradiens-moédszert a megfelel6 Szoboljev-térben. Ezt az eredményt a
kovetkezd altalanos tételben foglaljuk tssze. (Ez az N =1 specislis esetben tar-
talmazza kozonséges differencislegyenletek esetét is.) A numerikus megval6sitas-
kor kiemelten fogjuk kezelni a mésodrendi parciilis differencidlegyenleteket, ennek
specidlis eseteit a tétel utan emlitjiik.

A tételben a multiindexekre szokdsos jeloléseket hasznaljuk: ha a = (a,...,
a,) € N*t, akkor 9% := 9y --- 9%~ és|a| := a1 +...+ an. Ha k € N, akkor jelolje
dr azon a multiindexek szamat, melyre || = k.

Ismeretes (lasd pl. [10]), hogy barmely Q € R" sima peremi korlatos tarto-
manyhoz létezik olyan ¢ > 0 szam, hogy

(2.3) g/ |u|2§/ Pl (we HYQ), i=1,...,N).
Q Q

2.3. TETEL. Legyen Q! C R" korlitos tartomany, 0 < v < 1, 8 € C*™¥. Le-
gyen n € N*, agp = aga € C¥¥(Q) (la| =18 =k, k=0,...,n) é f e CO(Q)
adott fiiggvények. Legyen p > 0 és tegyiik fel, hogy bdrmely x € Q) esetén

aaﬂ(m)éaz 20 (k=0,...,n—1, £€Cdk)
B
laf=|81=k
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4 KARATSON JANOS

és
3 tap@abs2n Y lal® (E€C).

le|=|B|=n Jaj=n

(Az anp fiiggvények folytonossdga miatt barmely k =0,...,n esetén van olyan
my > 0, hogy

Z aaﬁ(m)faZﬁ < mg Z |§a|2, ha zeQ, £€C%)

lal=I8l=k lec|=F

Legyen D(L) := {u € C™¥(Q) : %ulpq =0 (Ja| <n—1) } és tekintsiik a ko-
vetkez& peremértékfeladatot:

Lu = Z (—1)|a|8a(aaﬁaﬁu) =f
(2.4) l«j=]8|<n

Legyen m := &, valamint M := 3 7_ omk(Ng)’C ™ (ahol p (2.3)-bdl valg).
Készitsiik el a Lkovetkezd iterdciot: uog € D(L) tetszéleges, majd k=1,2,...
esetén

2

ke Nt
M+mzk (ke )

(2.5) Uk = Up—1 —

ahol z;, € C*™¥(Q) a

(-1)"A™z = gk := Lug—1 — f

(2.6)
2|0 =0 (laj <n-—1)

in. iterdciés egyenlet megolddsa.
Ekkor (uy) linedrisan konvergal a (2.4) feladat u* € C?™¥ () megoldéséhoz
éspedig

(2.7) [|ue — u*

M-m
- —\/—“Luo f||L2(Q)(—M+m) (n € N*)

(ahol p = moM ™! = m(Np)"M~1).

Bizonyitds. Ismeretes, hogy D(L) siiri a HF(Q) térben, valamint L szimmet-
rikus és szigordan pozitiv. Emellett a simasdgi feltételek révén (2.4)-nek léte-
zik (egyetlen) u* € D(L) megoldasa (]2]), igy f € R(L). Legyen B := (-A)" és
D(B) := D(L). Ha igazoljuk, hogy B-re teljesiil a 2.2. Tétel (1)-(2) feltétele a
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GRADIENS-MODSZER SZOBOLJEV-TERBEN: ... 5

Hp(2) térben, akkor a tétel alkalmazhat6 (2.4)-re, s ezzel megkapjuk a (2.7) becs-
lést.

(1) A (2.4)-re felhasznalt egzisztenciatétel ([2]) érvényes a B = (—A)" operator
esetén is, igy R(B) = R(L) = C%¥(Q1).

(2) A peremfeltételek miatt

(2.8) / Lu)t = > aap(0°u)(0PT)  (ue€ D(L)).

2 jal=|8l<n

Hasonl6an, (2.3) iteralt alkalmazasaval tetszéleges uw € D(B), valamint k= 1,...,n
esetén

/Buu—/( H" (i21 u)u—/ Z 18y, - 8, u|* >

catn=1 i =1

>(Ng"k/ S oo o 2 o) [ P

11,0t =1

Emellett (szintén tetszéleges uw € D(B), valamint k = 1,...,n esetén)

N
STletul < D 10 -G uft <KDY 10l
la|=k 11,y tp =1 la|=k
Ezekbdl
m/(Bu)u—-m/ Z [6,1 )t < u/ Z |8%ul / Lu)a <
..... |a|=n
n N
/ka > %l S/ka(NQ)k_n > 0l =
k=0  |a|=k k=0 i1yeenyin =1
= M/(Bu)ﬂ,
Q
ahol M := Y 7_, mu(No)* ™. a

2.1. Megjegyzés. A masodrendi esetben (n = 1) az operdtor:

N
Lu := —~.Z 0i(ai;0;u) + qu.

ij=1

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



6 KARATSON JANOS

Az elGjelfeltételek ekkor a kivetkezsk: léteznek olyan p, mg,my > 0 dllandék, hogy

N
pél < 3 ay@)eE; <mile? (zeq, gech),

4,3=1

valamint 0 < d(z) < mg (z € Q). Az alabbi specidlis esetekben a y és m; dllandék
egyszertien becsiilhet6k: _
(a) Ha az (a;j(z)) (z € ) métrix egyenletesen diagonalisan domin4ns, azaz

= miin { mﬁin aii} - m?'xz;é: ”aijllc(ﬁ) >0,
JF

akkor 4 > @, valamint m; < max; ., ”aij”C(ﬁ)'
(b) Ha az operator
N
Ly = — Z 81-(a,-8iu) + qu

=1

alakii, akkor az a; fiiggvényekre az elgjelfeltétel jelentése: o := min;{minga;} > 0.
Ekkor ¢ = a, valamint m; = max; ||a;|| @ (Lasd Czach L. idézett eredményét,

(8))-

3. A polinomokkal torténd kozelités konstrukciéja és a médszer
konvergenciija

A kovetkezSkben ismertetett médszer akkor alkalmazhaté, ha az 2 tartomany
sima transzforméaciéval gombbe vihetd 4t.

Ekkor a moédszer lényege, hogy az (egységgbmbre transzformalt) egyenlet
egyiitthat6it polinomokkal approximaljuk, és az eredeti egyenlet helyett a per-
turbalt egyenlet megoldasat kozelitjilk. Ez ut6bbi esetén ugyanis elérhets, hogy a
kozelitG sorozat polinomokbdl alljon, és ezéltal az iteraciés egyenletek megoldasa
line4ris algebrai egyenletrendszerre redukilédjon. Az approximécié javitasdval a
gémboén a pontos egyenlet megoldasat kozelitjilk, s ezt a kozelit6 sorozatot végiil
visszatranszformaljuk az eredeti tartoményra.

Numerikus szempontbél a médszer alapja az, hogy a gdmbon az iteraciés egyen-
leteket linedris algebrai egyenletrendszerrel megoldhatjuk. Ez a kovetkezd tényen
alapul (1. [8]): legyen S C R™ az egységgomb, P pedig (N-valtozés) polinom. Ekkor
a

A™u =P

(3.1)
ulps =0 (lal<n-—1)
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GRADIENS-MODSZER SZOBOLJEV-TERBEN: ... 7

egyenlet v megoldasa is (2n-nel magasabb fokt) polinom, amely a kovetkez6képp
kaphat6 meg. Legyen a P polinom foka 7, s keressiik u-t (a peremfeltételeket eleve
kielégits)

N . n
w(Zy,...,ZN) = (Zx?—l) Q(z1,...,ZN)
=1

alakban, ahol @ is r-edfokd polinom. Ekkor a A™u r-edfokd polinom egyititthat6i
a @ egyiitthatoinak linedris kombin4ci6i, igy @ egyiitthaté6it a A™u és P egyenl6vé
tételébs kapott line4ris egyenletrendszer megoldasa adja. (A fellépé matrix deter-
minédnsa nem 0, ugyanis a megfelel6 homogén egyenletnek csak trividlis megoldasa
van a homogén (3.1) egyenlet konstans 0 megolddsanak egyértelmiisége miatt. gy
a line4ris algebrai egyenletrendszernek létezik megoldasa.)

Az alabbiakban 6sszefoglaljuk a moédszer konstrukcibjat és a konvergenciarél
sz6l6 eredményeket. Az 4llitasok bizonyitdsait a 4. szakasz tartalmazza. A fent
emlitett linearis algebrai egyenletrendszer alakjat a szdmitégépes megval6sitas kér-
déseirdl szo6l6 5. szakaszban vizsgaljuk meg.

(a) A konstrukcié gémbon

Legyen p € N és teljesiiljenek az S egységgombon a (2.4) egyenlet egyiitthats-
ira az aldbbi simaségi feltételek:

aog € CP*(S) (la| =18l =14, i=0,...,n), f€CP*(S).
Ekkor a Jackson-féle approximacids tételeknek koszénhetSen ([11]) konstruslhatok
olyan (aEf)i) ren 68 ( f[’“])k en k-adfoki polinomokbol 4ll6 sorozatok, melyekre az
alabbi becslések teljesiilnek:

() |e]=8]=i(i=0,...,n),7=0,...,p+ i esetén:

A

(32) loas = aslless) < v (FEND:
(2) j=0,...,p esetén
A
(3.3) 1f = MNeis) < morrr

(ahol A > 0 k-t6l fiiggetlen allando).
Definidljuk az L operator kozelitéseit a kovetkez6képpen: u € D (L) = D(L)
esetén legyen
LFly = Z (-1)l*lgx (afgaﬁu).

[«}=]8l<n

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



8 KARATSON JANOS
A (2.4) feladatot ezaltal az alabbiakkal kozelitjiik:

[y = f18
(3.4),
O%ulps =0 (lof <n—1)

Alkalmazzuk a (3.4), feladatokra a 2.3. Tétel-beli gradiens-médszert az u{)’“] =0
kezdéfiiggvénnyel! Ekkor e szakasz bevezetGjében irtak kovetkezményeképp a (3.4),
egyenlethez készitett (ug-k]) sorozat mindvégig polinomokbdl 4ll, amelyeket 1épésen-
ként egy linedris algebrai egyenletrendszerrel hatarozhatunk meg.

Legyen végiil (my )N — 00 szigoran novekeds indexsorozat és

U(k) = ’U,Ecmk],

azaz az ug-m"‘] (k,j € N) kétindext sorozatbol alkalmas ,4tlés” tipust egyindexit
sorozatot vilasztunk.

Azt varjuk, hogy az u(x) sorozat az eredeti (2.4) Lu = f feladat megoldaséhoz
konvergal.

(b) A konstrukcié egyéb tartomédnyon

Legyen p € N, és teljesiiljenek az 2 C R tartomanyon a (2.4) egyenlet egyiitt-
hatéira az (a) ponthoz hasonléan az alabbi simas4gi feltételek:

Gap € CPH@) (lol =181 =i, i=0,...,n), feC™(Q).

Tegyiik fel, hogy talalhaté olyan T € C?"+1+P¥ diffeomorfizmus, melyre det T’ % 0
S-on. (Akkor T—! is C?"+1+Pw _peli.)
Legyen u € L?(Q) esetén

(3.5) Tu:= (uoT)]detT'll/z.

Ekkor ’.li: L*(Q) — L*(S) izometria, emellett (T simasdga miatt) T bijekci6
CPH2¥(Q) és CPY2¥(S) kozott is. Kézenfekvs, de terjedelmes szdmoldssal iga-
zolhat6, hogy L := T LT ™! szintén mésodrendi linearis differencidloperator, mely-

nek egyiitthatéi oroklik L egyiitthatGinak simasigat. Itt L definici6ja szerint
L(Tu) =T(Lu) (u € D(L)), ami azt jelenti, hogy a

és (3.6),

Lu=f Q-ban Lw=f S-ben
(3.6),
Ulgg =0 wlps =0

egyenletek ekvivalensek. Azaz:
u megolddsa (3.6),-nak << Tu megoldésa (3.6),-nek.
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GRADIENS-MODSZER SZOBOLJEV-TERBEN: ... 9

A gombre transzformalt (3.6), egyenlethez az (a) pontban megadott eljarassal
elkészithetjiik a (w(y)) kozelits sorozatot. Ebbél az

(uwy) = (T ww) = ((weey o T7)| det (T71)'[?)

sorozat az eredeti egyenletet kozelits sorozat lesz.
Ez az eset csak akkor vizsgilhaté érdemben, ha a széban forgé T bijekcié
konnyen megadhat6. Erre az 5. szakaszban latunk példat (b. pont).

(c¢) A médszer konvergenciaja

-1
3.1. TETEL. Legyen ¥ H2 < go<1,7€Nadott,1 < h< (qi) AT ssmy 1=

LhE] (h* egészrésze), ha k € N. Ekkor
(i) 3¢>0,0<g<1:

(3.7) luey = || oy S ea® (k€N
(ii) Ha 2n > [%J +1,akkor3e; >0:n':=2n- L%J — 1 mellett
(3.8) ”u(k) — u*“C"’(ﬁ) <eig* (k € N);

(iii) Ha p > N, akkorr < ’% esetén a (2.4) egyenlet megolddsdra u* € C?"*+7(Q)
teljesiil, valamint 3¢, > 0,0 < ¢, < 1:

(39) ”u(k) - U*|Iczn+r('§) < CTQf (k € N)’

(iv) Hap> &, akkorr < p+v — & eseténu* € C**+7(Q), és 30 < §, < 1, tovabba
vV K C Q kompakt részhalmazhoz 3 ¢,(K) > 0:

(3.10) lugy = ull gznsrgiey < er(B)@)* (k€ N).

3.1. Megjegyzés. Emlitést érdemel a tétel kovetkezs specidlis esete: masod-
rendii egyenlet kozelitésekor az eredeti (2.4) feladat simasédgi feltételeivel (azaz
p = 0 mellett) a (ii) becslésb6l N = 2 és 3 dimenzi6 esetén egyenletes konvergen-
ciat nyertink.
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(d) Analitikus egyiitthatdék esete

Ebben a pontban megemlitjilk, hogy ha (sikbeli feladat esetén) az egyiittha-
téfiiggvények analitikusak, akkor ezek jobb approximiciés tulajdonsdgai miatt a
konvergenciabecslések is javulnak.

Legyen tehat N = 2, valamint az aag és f fiiggvények analitikusak Q2-on (azaz
egy Q-at tartalmazé nyilt halmazon).

Ha van olyan T : § —  valés-analitikus bijekci6, melyre det 7" # 0 S-on, ak-
kor a (2.4) egyenlet — a fentebb latott transzformacioval — olyan egyenletbe vihets
at, ahol az egyiitthat6k és jobboldal analitikusak az S egységkorlapon. (A megfe-
lels transzformacio létezésével az 5.c) pontban foglalkozunk.) Ekkor az S kdrlapon

most olyan (agcé) ren & (f (1), en k-adfoki polinomokbol &ll6 sorozatok készithe-

toek, melyekre alkalmas A > 0 és 0 < g < 1 dlland6k mellett, barmely |af = |8] < n
esetén

laas — aﬂ%”cq?) <ag" & |f- f[k]“c:'(§) <A¢" (keN).

A tovabbiakban a moédszer ugyanigy folytatédik, mint az (a)-(b) pontokban,
csupdn most elég az my := k indexsorozattal értelmezni az u(y) fiiggvényeket.

3.2. TETEL. u* € C®(Q), emellett birmely r € N esetén 3¢, > 0,0 < ¢, < 1:

cr (@) < gt (k € N).

lJaegry — u”]

A moédszer megvalGsitdsa akkor a legegyszeriibb, ha az a.g és f fiiggvények
Taylor-sorba, fejthetéek egy Q-at tartalmazo nyilt halmazon. Ekkor a sor szeletei

adjék az aEf[]B és fl¥! polinomokat.

4. A konvergencia bizonyitisa

A bizonyitast kiilén végezziik az egységgdmbon, majd erre visszavezetve egyéb
tartoméanyokon. Ezek el6tt, az els6 pontban a bizonyitashoz sziikséges approxima-
ciéelméleti eredményeket foglaljuk 6ssze.

(a) Approximéciéelméleti segédtételek

4.1. TETEL ([8]). Legyen S C RN a nyilt egységgomb, K C S kompakt rész-
halmaz, a,8 € N, p: S — R pedig n-edfokii polinom. Ekkor léteznek olyan
A, B > 0 n-tdl fiiggetlen konstansok, hogy

. N
”pllc(§) < AnN||p||L2(§) ill. ”p”C(K) < Bn? ”p”m(g)-

(A tétel [8]-ban N = 2 esetén szerepel, az 4ltalanos eset bizonyitasa ezzel tel-

jesen analég.)
A kovetkezd tétel [9] 2. tételének modositdsa.
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4.2. TETEL. Legyen S C RN a nyilt egységgomb, f € L*(S). Legyen (p,) :
S — R tetszleges polinomsorozat, ahol (grp,) (azaz a p, polinomok fokaibdl 4116
szdmsorozat) monoton névd, tovabb4 (¢,) monoton fogyd 0-sorozat, melyre

”pn - f”Lz(S) <en (’IL € N).

Legyen r € N. Ekkor a kévetkezok teljesiilnek:
(i) Ha 3, (grp;+1)" T¥e; < o0, akkor f € C(S) és 3¢ > 0:

Ipn = flle- (S Z grpir1) ey (meN).

(ii) Ha}, (grp]-H)%“Ej < 00, akkor f € C7(S) ésV K C S kompakt részhalmaz
esetén d cx > 0:

Ipn ~ fllg- () < e S (grpis) T, (e N).

j=n

Bizonyitds. Analég az eredeti [9] 2. tétel bizonyitdsaval, ha abban a polinomok
fokat (ami ott n) az altaldnos gr p,-re cseréljiik, valamint a felhasznalt segédtétel-
ben a fenti 4.1. tételt hasznéljuk az L'-normabecsiés helyett.

{.1. Kivetkezmény. Legyen S C RN a nyilt egységgomb, K C S kompakt rész-
halmaz, a,c > 0,0 < ¢ <1,k € N, f € L*(S). Legyen (p,) : S — R polinomso-
rozat, melyre grp, < an®, emellett

llpn — f||L2(s) <eqt (n € N).
Ekkor f € C®(S) ésV r € N esetén 3 ¢, > 0,0 < g, < 1, hogy
lpn — f”cr(§) <ecqr (n € N).

(f € C>=(8) itt azt jelenti, hogy f majdnem mindeniitt megegyezik egy C*°(S)-beli
fliggvénnyel. A tovdbbiakban is igy értjiik egy L?(S)-beli fiiggvény simasagat.)

Bizonyitds. Alkalmazhatjuk a 4.2. Tétel (ii) részét e, := cg™ mellett, hiszen
alkalmas ¢,, > 0 és ¢ < ¢, < 1 konstansokkal

oo oo . o - % _ e )
Z: grpjn)" SGCZ(J+1) q”SZchZn=1_qmqm (meN). O

Kozvetleniil megfogalmazhaté a 4.2. Tétel kovetkezménye, ha a polinomsorozat
k-adikig bezarélag vett derivaltjainak L2-beli konvergenciajat tessziik fel, s a tételt

ezekre alkalmazzuk.
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4.2. Kovetkezmény. Legyen S C RV a nyilt egységgomb, k € NT, f € H*(S).
Legyen (p.) : S — R tetszGleges polinomsorozat, ahol (grp,) monoton névé, to-
vabba (e,) monoton fogy6 0-sorozat, melyre

lpn — f“Hk(s) <eén (n € N).

(i) Har e N és 3, (grij)N“Tej < o0, akkor f € C**7(§) és I c > O

llpn — f”ck+r(§) <c Z (grp)N+2T5j (n € N).
j=n

(i) Har e Nés 3, (grpj+1)%+raj < 00, akkor f € C¥*7(S) ésV K C S kompakt
részhalmaz esetén 3 cx > 0:

oo}

Nir
lpr — f”ck+r(}() <ck Z (grp;+1)72 * €5 (n € N).

j=n

(b) A konvergencia bizonyitdsa gémbén

Tekintsitk a (2.4) egyenletet az Q = 5(0,1) C RV egységgombon a 2(a) sza-
kaszbeli feltételekkel, és készitsiik el az ott megadott konstrukci6 szerinti ,at16s”
kozelits sorozatot. (Az (my) indexsorozatot tehat egyeldre még nem rogzitjiik.)

A 2.3. Tételben lattuk, hogy az eredeti Lu = f egyenletre alkalmazott gradiens-
moédszer %‘2 kvéciense az L operdtornak a B = (—A)" operatorra nézve vett m
és M hataraitdl fiigg. ElGszor e hataroknak (az approximalt operatorokban) k-t61

valé fliggésérsl szol6 lemmara van sziikséglink.

4.1. LEMMA. Bédrmely 0 <m’ < m és M' > M esetén taldlhaté olyan Ny € N
index, hogy ha k > Ny, akkor az LI¥ operator m!¥ és M[¥ hatsraira mi¥l > m’ és
M < M teljesiil.

Bizonyitds. Abbdl kovetkezik, hogy a (3.2-3) becslések révén (2.8) perturbaci-
6ja tetszGlegesen kicsivé tehetd (Bu,u)-hoz képest, igy (LIFlu, ) hatérai tetszslege-
sen kozel kertilhetnek (Lu,u) eredeti hataraihoz. A részletes szamolast az olvaséra
bizzuk.

4.3. Kovetkezmeény. Talalhato olyan Ny € N index, hogy ha k > Ny, akkor az
LMy = fI*¥ egyenleteknek létezik (egyetlen) u € D(L) megold4sa.

Bizonyitds. Mivel LIF egyiitthatsi és f¥! polinomok, igy (b&ségesen) teljesi-
tik a 2.3. Tételben idézett simasdgi feltételeket. Ezért ha k > Ny esetén LIF also
hatara pozitiv, akkor létezik egyetlen megoldas.
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4-4. Kovetkezmény. Taldlhaté olyan Ny € N index és 0 < q; < 1, hogy ha
k > Ny, akkor az LFly = fl*] egyenletekre alkalmazott gradiens-médszer lineari-
san konvergal ¢; kvécienssel.

Bizonyitds. Legyen 0 < m' <m és M’ > M. Ekkor a 4.1. Lemma alapjén az
ott kapott Ny € N index, valamint ¢; := %7% megfeleld.

4.2. LEMMA. Ha C?*"-beli egyiitthatok esetén a 3(a) pontbeli konstrukciot
alkalmazzuk, akkor gy := kaF; mellett, ha pedig analitikus egyiitthatok esetén a
3(d) pontbeli konstrukciét alkalmazzuk, akkor €, := Aq® mellett az aldbbi becslés
teljesiil. Alkalmas A; > 0 mellett

(4.1) ”u[k] - u*“H%(s) < Ajex (k € N),

ahol u* a (2.4), ul* pedig a (3.4), egyenlet megoldésa.
Bizonyitds. Mivel Lu* = f és LIklylk) = 78 igy

L () — o) = (L — LYo 4 6 7,

(4.2) “L[k] (u[k] —u¥)

'Lz(S) < ”(L N L[k])u*

L2(S) + ||f[k] - f||L2(S)'

Itt

L-D¥)ur =37 37 (~)"10%((aap — al}) (%u7)).

i<n |a|=|B|=3

Az 6sszeg minden tagjadban a derivdlasok elvégzése utén a.g — a{f}i legfeljebb j-
edik derivaltjai szorzédnak u* legfeljebb 2j-edik derivaltjaival. A 3(a) vagy (d)-beli
konstrukciékat éppen ugy definidltuk, hogy e szorzatok elsé tényez&inek maximum-
norméja €-val becsiilhet6. A masodik tényez6kben vehetjiik u* szerepls derivalt-
janak L?-normé&jat. Osszegezve (haromszog-egyenlGtlenség utdn):

H(L— L)y

L2(s) < const. - e[[u|| gan sy

Emellett (szintén a konstrukci6 szerint)
”f[k] - f”Lz(S) < const. - “f[k] - fl|c<§) < const. - &,
Igy (4.2)-bél

||L[’°] (ul®) - u*) < const. - € (k € N).

[s)
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A 2n-edrendi Bernstein-Ladiizsenszkaja-egyenlGtlenség szerint
||L[’°]w” ) 2 comst. - [|wl a5 (w e H™(S)n HF(S)),

amibdl mar kovetkezik a kivant (4.1) becslés.

4.3. SEGEDTETEL. Tekintsiik a 3(a) vagy (d) pontbeli konstrukciét, és legyen

€r > 0 mint az el6bbi 4.2. lemmdban. Legyen (my), N — 00 noveked6 indexsoro-
zat és gy = ul™.
Ekkor az aldbbi négy allitds teljesiil:

(i) 3¢c2>0,0< g2 <1, hogy az (u)) sorozat az
(4.3) luky = 0" || yau(sy S €mi + 205 (K €N)

becslés szerint konvergal u*-hoz.
(ii) Ha 2n > |_NJ +1,akkor3c; >0 : n' :=2n~ [%J — 1 mellett

(44) ”’U,(k) — u*“C"’(§) < Cg(EmL, + Czqg) (k € N)

]N+2r

(ili) Ha valamely r € N esetén } [(G+1)(mj41 + 2n) (em; + c2ql) < oo, ak-

koru* € C*"*7(8) és3cy >0 : V k € N esetén

(4.5) ”u(k —u ||CZ"+' Z G+ 1) (mjp + 2n)] r(emj + czq%)
:k

Ny, .
(iv) Ho 7€ N és 3. [(G + 1)(mj1 +2n)] ? * (€m; + c2q3) < 00, akkor u* €
C**7(S) ésV K C S kompakt részhalmaz esetén 3 cx > 0:

oo N, )
(46) |uw —u* ”czn+r(1<) <ck Z [(7 +1)(mj41 + 2n)] 2 + (Em; + C243).
j=k

Bizonyttds. (a) Konnyen lathat6, hogy a (3.4), egyenlet kozelitésekor u[ |

linom marad, melynek foka

po-

(4.7) grull = j(k+2n)  (k,jeN).

Ui. gr ug“] =gr0=0, és ha ug-k_ll ( — 1)(k + 2n)-adfokd polinom (5 € N*), ak-

kor (L["]ugk_]1 — f¥) ((7 — 1)(k + 2n) + k)-adfoki polinom lesz (hisz agf‘], és fl¥]
k-adfokd polinomok). A

A = (LM plH)
B“zg-k][as =0 (Jaj<n-1)

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



GRADIENS-MODSZER SZOBOLJEV-TERBEN: ... 15

egyenletbdl z[k] polinom és gr z[k] =(j— 1)k +2n)+k+2n=j(k+ 2n), végiil
(k] . k]
[Th

ui tz[ ! réven gr u[ P max{gru[_]l,gl z[ ]} = j(k + 2n).
(1) A (3.4), feladatra vonatkozé (2.7) becslésre — felha.sznalva, (4.7)-et, és hogy
w € HF(S) esetén |[w]| ;- 2(sy < const. - [|w] H2(S) — alkalmazhatjuk a 4.1. kévetkez-

ményt. {gy ul¥l € C?7(8) ¢és3dy >0, ¢ < g2 < 1:

A k y .
[ ug ]||c2v-(§) <dogz  (GEN).
Ebbédl alkalmas ¢z > 0 konstanssal
(4.8) e = ul sy S 2 (G EN).

Innen rogton kovetkezik (4.3), hiszen (4.1) és (4.8) alapjén

i _“(k)”m'-(s = [|u* _“k L]”H%(S)

< luw - “[m"]”mn(S) + JJulm) - ul k]”sz (5) S Emu c2gb (k€ N).

(ii) (4.4) annak folyomanya, hogy han := 2n — [%J —1, akkor a Szoboljev-féle
bedgyazési tétel szerint H2*(S) C C™ (S), és alkalmas ¢z > 0 mellett |||
cslwll gan sy, ha w € H>*(S) (L. [1]).

(iii)~(iv) Mivel (4.7) szerint gruy = gr ugcm"'] = k(mi +2n) (k € N), igy (4.3)-
ra alkalmazva a 4.2. kovetkezmény (i)-(ii) alitasat (ezt a HF(S)-beli megfelels

normék ekvivalencidja miatt megtehetjiik) megkapjuk bizonyitandé tételiink (iii)—
(iv) részét. a

' (S) <

(A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a 4.1. lemméban és
két kovetkezményben Ny = 1. Ez nem megszoritas, hiszen véges sok tag médosu-
lasa minden felhasznalt becslésben csak a konstans szorz6 értékét valtoztatja meg.)

A 3.1. Tétel bizonyitdsa (az egységgﬁmbﬁn)
A 4.3. segédtételt alkalmazhatjuk €k = W mellett.
(1) Most e, = ,A - (TJT»—)V (B > A allando). Mivel h > 1, igy

G:=h"PH) < 1.

Legyen c¢:= max {83,¢2}, ¢ :== max {g,¢2}, ahol ¢2 a (4.8)-ban szerepld kvéciens.
Ekkor

Emy + €205 < BD)" +c2af <t (kEN)
Igy a kivant (3.7) becslést (4.3)-bél kapjuk.
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(ii) A Szoboljev-féle bedgyazasi tétel kovetkezménye.
(iii) Most

oo

. N42r i
((G + 1)(mj41 +2n)) (em; +c2q3) <
=k

< Ki ((] + l)hj)N+2r ((hf)_v + czq%) <

=k

KLY G+ DY RN 4 K 3 (4 )V (Vg )
j=k i=k

(K, K;, K, alkalmas pozitiv konstansok.) Itt az N + 2r — v < 0 feltétel épp azt
biztositja, hogy a RV +27=7 kvéciens 1-nél kisebb legyen, igy az elsé tagban szerepls
sor konvergens, s6t megadhat6 olyan K3 > 0, 0 < g3 < 1, hogy 6sszege feliilr6] be-
csiilhets K3gk-nal. Ugyanigy becsiilhets a masik sor K4q¥-nal (ott a h-ra tett fel-
tevésbsl AV +27q, < 1), igy fennall a 4.3. segédtétel (iii) pontjanak feltétele, s ezért
(4.5) szerint, ¢’ := ¢y max {K3, K4}, ¢ := max{qs, gs} mellett fennall a kivant (3.9)
becslés.

(iv) Ugyanigy igazolhat6, mint (iii); itt a RE+T=7 < 1 feltételt kell felhasz-
nalni. O

A 3.2. Tétel bizonyitisa (az egységgdmbin)
Ugyanugy torténik, mint az el6z6, a 4.3. segédtételt most ¢4 := Ag* mellett
alkalmazhatjuk. A (iii) pontban

oo oo
(G + D1 +20)] 7 (e, +c2ad) < M1 D (G + 1PV (AG + eag)),
=k =k

itt a majorans sor az el6z6ekhez hasonléan becsiilhets c,q*-nal. O

(c) A konvergencia bizonyitisa egyéb tartomanyon
Tekintsiik az eredeti (2.4) egyenletet és alkalmazzuk a (3.5) transzformaciét!

4.3. LEMMA. Legyen T € C*"t4Pv(5.Q), k€ {1,...,2n+p}. Ekkor az
alabbi normdk ekvivalensek:

(i) lllgeiy € ITullpns)
(ii) ||””ck('ﬁ) és ”Tu”ck(E)-
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(Ha T analitikus, akkor (i) és (ii) tetszoleges k € N esetén igaz.)

Bizonyitds. Legyen el6szor k = 1. Az R := /| det T'] jelsléssel Tu := (voT)R,
igyi=1,...,N ésu € H () esetén

(49) 8i(Tw) =Y (&:Tk)(@kuo T)R + (uo T)O:R =Y (8:T)T(ku) + a"—;T”u.
k k

Itt R € C?"t7(S) és R # 0 S-on. Ebbél

. . &R .
||8i(Tu)||L2(S) S m,?,x ||81Tk”0(§) Z [T(@ku)”Lz(S) + 7 1 _ ”Tu”L2(5) =
k c(S)
R
= mgXIlaiTkllc@leakuum(m iR ’ _ Ml pz(qy < comst. - flufl g1q),
% c(3)

amibdl mér kovetkezik, hogy
||Tu||H,(s) < const. - [[ull 41 (qy-
(A masik irdny szerepcserével hasonl6). Ugyanigy adédik (4.9)-bst
”ai(T“)”(;(?) < const. - fluflcr gy

amib6l az el6bbi médon (ii) kovetkezik.

A k > 1 eset ugyanigy, tobb szamoldssal igazolhat6. (A felléps egyiitthatofligg-
vények T simassga miatt C*-beliek, s a nevez6be mindig a pozitiv alsé korlattal
rendelkez6 R fiiggvény keriil.)

4.-4. Kovetkezmény. Az L operdtor 3.b. pontbeli értelmezése miatt tetsz6le-
gesu € L2(Q), v=Tu € L*(S) esetén (Lv,v) = (Lu,u). Mivel (Lu,u) és “u”H(,‘(Q)
ekvivalensek, igy a 4.3. lemma alapjan (Lv,v) és ”v”H{;(S) is azok. Emellett L

egylitthatoi 6roklik L egyiitthatéinak simasagat, igy a transzformalt (3.6), egyen-
letre igaz a 3.1, ill. 3.2. tétel.

4.5. Kovetkezmény. A transzformalt (3.6), egyenletre tehat igazak a (3.7-10)
becslések az egységgombon, igy pedig a 4.3. lemma szerint a becslések (alkalmas
konstansokkal) (3.6),-ra is teljesiilnek. Ezzel a 3.1. és 3.2. tételt igazoltuk.
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5. A médszer szamitégépes megvaldsitiasa

Amint a 3. szakaszban liattuk, a médszer alapja az, hogy az egységgdmbon
az iteréciés egyenleteket linedris algebrai egyenletrendszerrel megoldhatjuk. Eb-
ben a szakaszban részletesebben megvizsgaljuk a felléps egyenletrendszert mésod-
rendd peremfeladat esetén. A gombre valé transzformacié két speciilis esetének
megadasa utin Osszefoglaljuk a modszer el6nyeit és hatranyait. Végiil egy példan
szemléltetjiik a médszer alkalmazdsat.

(a) Az itericiés egyenletrendszer
A gombre transzformalt masodrendi egyenlet kozelitésekor olyan

(5.1) {Au -P

ulps =0

alaku iteraciés egyenleteket kell megoldanunk, amelyekben a p jobboldal polinom.
Erre a kovetkezd modszer javasothatd (1. a 3. szakasz bevezetésében): legyen a p
polinom foka n, s keressiik u-t (a peremfeltételeket eleve kielégits)

N
u(xl"'wa) = <Zx§ _I)Q(zlvamN)
=1

alakban, ahol ¢ is n-edfoki polinom. Ekkor a Au n-edfoki polinom egyiitthat6i
a q egyiitthat6inak linedris kombinaciéi, igy ¢ egyiitthat6it a Au és p egyenlévé
tételébsl kapott linedris egyenletrendszer megoldédsa adja.

(1) Milyen alaku ez az egyenletrendszer?
Legyen a p n-edfokd polinom

n
_ k1 kn
P(xl,--‘,ﬂ?N)— E E Cky,..,knZy " Tp -

m=0 ki+--+kn=m
Az emlitettek szerint (5.1) megolddsat a kovetkezd alakban keressiik:

N

w(Z1,%2,...,IN) = (fo - l)q(xl,xQ,.,.,zN),

=1
ahol
n
K k
q(z1,...,zN) = E Z ks, knTL TN

m=0 ki+---+ky=m

meghatdrozandé n-edfoki polinom. Ekkor a Au n-edfokd polinomban — rogzitett
k:= (ki,..., kn) multiindex esetén, ahol |k| :=ky +---+k, <n — az a:'fl a:’,“\,"
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tag egyiitthatéja a ¢ polinom egyiitthatéinak linedris kombindci6ja lesz. A ¢
polinom ismeretlen egyiitthatéira megoldandé egyenletrendszer tehit azt irja le,
hogy ez a kombinaci6é megegyezik ¢k, . ky-nel minden k multiindex esetén, melyre
k] < n.

Rogzitett = € RV és |k| < n esetén legyen =¥ := 2% ... 2k, |k| < n — 2 és adott
1 <4 < N index esetén z¥, := z2a*; tetszSleges k multiindex és i # j indexek ese-

tén pedig

kL JatateR (k> 2)
R (k; < 2).

Jelolje tovabba ax, ait, ait™ az z*, 2k, , x¥, ;_ hatvany egyiitthat6jat a g poli-

nomban; legyen végil cx = Ciy,.. kn-
A Au = p egyenl@ség alapjan konnyen lathato, hogy u-ban zﬁ_ egylitthatdja

ar + E a”" —ait,

J#z

ebbdl pedig felirhaté a keresett egyenletrendszer:

N
(5.2) ar » (ki +2)(ki +1) +
1=1
N N ‘
+ Z ( Z a;tiT — a}:“)(ki +2)(k; + 1) =cr  (Jk] <n)
=1 j=1
J#i

Az egyenletrendszer egyiitthatdi ritka (sparse) matrixot alkotnak, a cx jobb-
oldal esetén ui. csak olyan aj, ismeretlenek szerepelnek, ahol a &' multiindex leg-
feljebb két helyen, egyféle lehetséges médon kiilonbozik a £ multiindextsl. Ez azt
mutatja, hogy n névekedésével a nem 0 egyiitthatok szama korlatos marad, éspedig
(5.2) szerint legfeljebb N2 + 1 lehet. Masfels], mivel az emlitett kiilonbség a multi-
indexek megfelels koordinatai kozott legfeljebb 2 lehet, az egytitthatékbsl képzett
métrix sdvmdtriz lesz az {5.2) rendszert alkoté egyenletek barmely olyan sorrendje
esetén, amikor a ¢, jobboldalak multiindexeinek rendje novekszik.

(2) Erdemes megvizsgdlni egyszeriiség kedvéért az N = 2 esetet.
Hogyan irhaté fel ilyenkor grp = n esetén az egyenletrendszer [A(n)] matrixa?

A fellép6 egyenletek szama (|k| = ky + kz < n miatt) a, == ﬂﬂw, ezek a Ck, k,
egyiitthat6k multiindexei szerint rendezhetdk, ezzel (5.2) jobboldala

(5.3) ¢’ = (c00,€10, €015+ - -1 Cn0s Cne1,15 - - - » Con)
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lesz. Irjuk fel az i-edik egyenletet (i =1,2,...,a,)" Itt az i index egyértelmiien
felirhat6 1 = ﬂ";—ﬂz +j(m=0,1,...,n;5=1,2,...,m+ 1) alakban, ekkor az 1.
egyenlet jobboldalan ¢p,—j4; ;-1 szerepel.

Bevezetve az alabbi jelvléseket:

(A, = (m+ 2~ j)(m+3~ ) (G=34,....,m+2),
A =i+ D+ (mA2-)m+3-5) (G=1,2...,m+1),
A, =50 +1) (G=1,2,...,m—1),
(54) B = —(m+2-j)(m+3—)) G=1,2...,m+1),
Bf,+2 =7 +1) G=12,...,m+1),
il z; = am—j41,5-1 (j=1,2,...,m+1),
\ &= Cm_jy1,5-1 (j=1,2,...,m+1),

az 1. egyenlet a kvetkez§ lesz:

((a) ha j=1,2:
A(m)z + A" 20 + By, + B™ gz, =é&
1 ,1+2 i+2 4,0 it2m+3 1’1+2xz+2m+5 Ci
(b) ha 3<j<m-—1:
Aﬁ,’l‘)ﬂz 2+ A(m i + AT ,+2$1+2 + B( M irames + Bl(:’:;).zxi+2m+5 =&

(¢) ha j=mm+1:

AT ileTi-2 + A(m)mi + B,('T)xi+2m+3 + B§?£2xi+zm+s =¢
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Tehét az [A(,)] € R****" matrix az alsbbi alaki:

A B

ahol rogzitett 0 < m < n esetén az A™, ill. B™ matrix (j1,J2)-edik eleme (5.4)
jeloléseivel Agﬁ-)z, ill. BE:?Z (1s =t 1("2’—"'12, r=1,2). Igy (5.5) szerint az A™ €

R(m+1)x(m+1) blokk m > 1 esetén tridiagonalis, a B™ € R(m+1)*(m+3) hlokk pedig
2 atlobol all.
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Pl. n = 4 esetén

1 59
8 6 2
8 2 -6
14 3 15 -2
12 5 =B
2 14 g -
[Aw] = 22 2
18 6
6 18
)
32 5
26 6
12 24 12
6 26
2 32

Az [A(,)] métrixoknak a sévos szerkezet mellett tovabbi el6nyds tulajdonséga,
hogy egymasba skatulyszottak, azaz 0 < k < n esetén az [A()] € R**** métrix
az [A(n)] € R > m4trixnak ay-adik f6minorja. Ezért, ha n 1épésig akarjuk ko-
zeliteni egyenletiinket, akkor csak [A(,)]-et kell meghatdrozni, és minden lépésben
a megfelel§ f6minort hasznédlhatjuk az (5.2) egyenlet felirdsdhoz.

Végiil érdemes megjegyezni, hogy a f6atl6 alatti elemeket foliilr6l lefelé sor-
ban eltiintethetjiik, s igy a, — 2n — 1 lépésben fels6haromszog-métrixot kapunk,
melynek soraiban szintén legfeljebb 5 nemzérus elem szerepel, s ezek tovdbbra is
az [A(y)]-ben talalt savban helyezkednek el.

(b) Példak gombre valé transzformaciéra

A 3. szakasz szerint ahhoz, hogy a (2.4) egyenletre az ismertetett gradiens-
moédszert alkalmazhassuk, az egyenletet az egységgombre kell transzformalnunk.
Ehhez arra van sziikség, hogy explicit alakban ismerjiink egy T’ : S — Q bijekci6t,
melyre det 7' # 0 S-on. Az aldbbi két esetben megmutatjuk, hogy ha ismerjiik a
tartomany peremét alkalmas médon leiré C*¥-beli, ill. analitikus fiiggvényt, akkor
a megkivant simasagu bijekciéra egyszert formula adhaté.

1. Legyen Q C R" olyan csillagtartomany, melynek 99 hatara C*¥-beli.

Feltehetd, hogy az Q tartomdany 0-ra nézve csillagszert és tartalmazza S-et (hi-
szen ha nem, egy eltoldssal és nagyitassal segithetiink ezen). Legyen 90 C*¥-beli.
Ekkor — attérve (r,¢1,...,on—1) polarkoordindtakra és a ¢ := (¢1,...,PN=1)
jelolést haszndlva — a hatar pontjai elGéllithaték r = d(y) alakban, ahol d €
C*¥(RN-1) pozitiv értékd, [0, Tr)N_2 x [0, 27)-periodikus fiiggvény; az Q D S fel-
tétel miatt d > 1.
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A d fiiggvény segitségével megadunk egy T : S — Q C*¥ simasaga bijekci6t,
melyre det T’ # 0.

A T : S — Q bijekcié a 0-t hagyja helyben, 0-t kivéve pedig polarkoordina-
takkal adjuk meg és ezt #-val jeloljiik. Espedig, r € (0,1] és ¢ € [O,7r)N_2 x {0, 27)
esetén legyen

O(r, ) = (F(T’ <P)a90)

(azaz sugérirdnyi nagyitast végziink), ahol

T, ha 0<r<1/2
T+ (d(p) —1)(2r — 1)¥*! ha 1/2<7 <1 és ¢ tetszoleges.

F(r,p) = {
Mivel tetszGleges @ esetén r — F(r, ) szigorian novs és F(1, ) = d(y), ezért lat-
haté, hogy @ valéban egy T : S — Q bijekci6t hataroz meg.

Az v F(r,0) fiiggvény definiciéjabol az is kovetkezik, hogy det&'(r,p) =
O-F(r,p) #0 (r # 0, ¢ tetsz6leges). KKonnyen l4athaté tovabbd, hogy F, és igy
6 is orokli d simasagat, azaz C**-beli. Mivel az utébbi két tulajdonssgot a po-
lartranszformacié megdrzi, a 0 egy kornyezetében pedig T' az identitas, igy teljestil
a T-re megkivant két tovabbi tulajdonsag is: T € C** és det T’ # 0 S-on.

2. Legyen 2 C R? és I := 90 analitikus gorbe. Keresends olyan 7' : S — Q
analitikus bijekcid, melyre det 7" # 0.

A kivant T transzformécié mindig létezik. Ugyanis, ha az S és Q sikbeli
halmazokat C részhalmazaiként tekintjiik, akkor [3] 49a tétele alapjan van olyan
f 8§ — £ konform leképezés, amely 05-et I'-ba viszi és analitikusan kiterjeszthetd
egy S-at tartalmazo nyilt halmazra. Emiatt a T : S — Q,

T(x,y) = (Ref(x +y), Im f(z + zy))

leképezés megfelel a kivinalmaknak: mivel f komplex analitikus bijekci6, ezért T'
valés analitikus bijekci6, és mivel [3] 51. tétele alapjan f' # 0 S-on, ezért det T’ =
|7/1? # 0 S-on.

T képlettel valé megadasdra pl. az aldbbi esetben nyilik lehetdség.

Legyen v : [0,27] — C olyan gorbe, amely a

0 .
’)‘(t)= Z anemt

n=—o0

Fourier-sor tsszegeként all el6. Ha valamely ¢ > 0 és ¢ € (0,1) mellett a_, =0 és
lan| < cg™ (n € N*T), akkor I' = R(«y) analitikus. Emellett az

(5.6) f(z) = Z anz"
n=0
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komplex fiiggvény, amely ekkor analitikus az orig6 kozept, 1/q sugari nyilt kor-
lapon, 85-et [-ba viszi. Az f altal (5.6) szerint meghatdrozott T leképezés tehat
megfelel a célnak, ha f bijekci6 és f' # 0 S-on. (Ekkor ugyanis S T-képe csak
) lehet, s a fentiek szerint igy analitikus bijekci6t kapunk S és 0 kozott, melyre
det T’ # 0 S-on). Ehhez pl. egyszer( elégséges feltételt ad meg a fenti konstansokra
tett |ai| > o kikotés, ahol o := ¢ 7, ng™ = ¢(2 — ¢)g*(1 — q)_z. Ekkor ugyanis
barmely z,w € S esetén

|f(Z Z— sz n—1—k

o0
= —w|2(|a1|—can")|z—w|:n|z—w|

n=2

a1+gangzk"1’“
n=2 =

(ahol n = |a;| — ¢ > 0), igy f bijekci6 és ¥V z € S esetén |f’(z)| >n>0.

(c) A mdédszer elényei és hatranyai

(a) Elonyok

1. A moédszer egyszerfien algoritmizdlhaté. A megoldandé egyenletet approxi-
maciés polinomokkal pétolt egyenletekkel kozelitjiik. Az approximalt egyenletekre
alkalmazzuk a gradiens-médszert, s ekkor az iteracié minden lépése a kdvetkezd két
részbgl all. Ha ismerjiik az u,, kozelitést, akkor
(i) meghatirozzuk a g, := Lu, — f polinomot, ami polinomok 8sszead4sat, szor-

z4s4t és derivaldsat jelenti;

(i) g jobboldallal megoldjuk a Az, = gn, zn]yg = 0 feladatot, ami egy linea-
ris algebrai egyenletrendszer megolddsabél 4ll; a kapott 2, megoldasbdl az
Ung1 1= Up — m,—fM—,zn formula adja meg a kovetkez6 kozelitést. (Itt m’ és M’
az approximalt operatorok kozos hatarait jelslik).

2. A fentiek kovetkeztében a moddszer numerikusan egyszeriien realizalhatoé.
A polinomok szorzésa és derivildsa nem okoz nehézséget, s az egyenletrendszerek
megolddsa is — minthogy a fellépd méatrixok ritka (sparse) és sdvos struktdrdju
matrixok — konnyen elvégezhetd.

3. A modszer segitségével a kozelitéseket folytonos alakban, azaz a megol-
dési tartomdanyon értelmezett formulaval allitjuk els, éspedig polinom forméjaban.
Ennek a diszkretizacits eljarasokkal (véges differencia-, végeselem-moédszer) 6ssze-
hasonlitva az alabbi elényei vannak:

— Jobban kihaszndlja a tartomdany alakjit. A diszkretiziciés médszerek ugyanis
kiilonosen téglalap (téglatest) alaki vagy sokszog (poliéder) altal hatarolt tar-
tomédnyon alkalmazhaték jol. Esetinkben azonban — vagyis gimbon — a
tartomany racsfelbontdsandl nehézségek lépnek fel, a tartomdny polar tipusd
transzforméacidjakor pedig az egyenletben jelenik meg szingularités.
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— A tartomdny minden pontjdban a kizelit§ fliggvényérték egyszertien meghat4-
rozhaté.

— Ha a kapott kozelitd megoldédssal tovabbi szamitasokat kell végezni, ezek poli-
nomokkal egyszeriien elvégezhet&k (differencidlss és integralas helyett példdul
linedris kombinéci6).

4. Amint 1attuk, elég sima egyiitthat6k esetén a kozelitések megfelel§ derivalt-
jaikkal egyiitt egyenletesen konvergilnak az u* megolddshoz és annak megfelel§
derivaltjaihoz. Ha ez fenndll a méasodik derivaltakig bezar6lag (ehhez elég a p > N
feltétel), akkor az u* megoldas alakjanak meg6rz6dését kapjuk. Ha ugyanis pl.
u* >0 (vagy d;u* > 0, ill. D2u* pozitiv definit) Q-on, akkor egy index utan ez
igaz lesz az u, kozelitésekre is. Ezért ha a megold4s pozitiv (vagy az i. viltoz6ban
novekedd, ill. konvex), akkor ez a (megfelel§ pontossagi) kozelitésekre is oroklgdik.

(A kvalitativ tulajdonsagok ilyen tipusi megmaradéasiat mas feladattipus, ill.
moédszer sordn is vizsgdltak e lap hasdbjain [6).)

b) Hdtrdnyok

1. A moédszer csak egyszeriien gombre transzformalhat6 tartomanyon alkal-
mazhato6.

2. Az egyenletrendszerekben fellép6 matrixok savszélessége nagyobb, mint pl.

a véges differencidk modszerében.
3. A nagyobb sivszélességek miatt a sziikséges miiveletigény is nagyobb.

(d) Egy példa
A modellfeladat

O (e'-'?‘a,,.u) — 9y (e = 6yu) =4—1—yazS CR? egységkoron
(5.7)
ujgs = 0.

a4+

Legyen a(z,y) :=e 7, valamint f(z,y) =4 -z —y (z,y € 5). Itt
m:=mina =e V2 6 M :=maxa=e'/VZ

Az m és M szdmok az
2

Ly :=— Z&-(aﬂ,—u) = f

i=1
operator diagondlis egyiitthatéméatrixdnak hatarai (1. 2.1. megjegyzés) és egyben
a 2.3. tételben szereplé m és M &llandok is.
Az a egyiitthatofiiggvény analitikus, igy a kozelit§ polinomokat Taylor-soranak
szeleteibs] vehetjiik:

n k
n x +
aM(z,y) = : 21:13_)"
k=0 ’
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A kozelités pontossdgaként pl. az
1 n
[l ~ a‘”C(S) <el/V2. (Z) (n € N)

becsléssel szamolhatunk. fgy ha n > 2, akkor az
n
LMy = — Z Bi(a["]&vu)
=1
operator als6 hatira mar pozitiv:

0<m ::e_l/ﬁ—el/ﬁ”l-lé-Se+1/‘/§+el/‘/§-%::M'.

Ebbél kovetkezik, hogy ha az iteraciét a

2 1
= = 0.7933

t.= m + M’ ch(l/\/i)

lépéshosszal végezziik, akkor a konvergencia elvi kvéciense

M —m
——— =0.7094
M +m/
lesz.
A numerikus kisérletben a(z,y) helyett az al®l(z, y) kozelitést helyettesitettiik.
Az ug := 0 kiindulési fiiggvénnyel végeztilk el a gradiens-mdédszer dltal definidlt
iteraciét: ha megvan u,, akkor

2 a — Az, =L, — f, 2], =0 feladat megold4sa,

Uny1 = Un — 0.7933 - 2,,.
Az Lu, fiiggvények kiszamitdssdhoz a z, és u,, polinomokat egyiitthatématrix alak-
jaban taroltuk, igy a parcidlis derivaltak és szorzatok egyszeriien meghatdrozha-
tok. Az iteracids egyenletek megolddsahoz a polinomok egyiitthatéit az (5.3)-ban
megadott oszlopvektorba rendeztiik. Az algoritmust (a linedris algebrai egyenlet-

rendszerek megoldésat is beleértve) a MATLAB programcsomaggal futtattuk le.
Az (5.7) feladat pontos megolddsat ismerjiik:

w(z,y) = e F (1 -2 - y?).
Ez lehet6vé teszi a kozelitd sorozat tényleges hibdjanak meghatdrozésat.
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hn = ”u* —_ u””H},(‘S)

hibakat alkalmas numerikus kvadratiurdval hataroztuk meg (kozelit6leg). Emellett
a 3.2. tétel szerint a sorozat egyenletesen is konvergdl, ezért kiszamitottuk az

€n = max |u* — uy|
5

hibakat is. (Ezeket szintén kozelitSleg, polarkoordinatas racshalén hataroztuk
meg.) Az iteraciét az e, < 0.01 pontossagi kritériumig végeztiik. A h,-re és e,-re
kapott értékeket az aldbbi tablazat tartalmazza.

n 1 2 3 4 5 6 7
hn, | 3.0291 1.2042 0.5791 0.2919 0.1487 0.0740 0.0332
e, | 1.1250 0.4204 0.1948 0.0926 0.0455 0.0213 0.0090
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GRADIENT METHOD IN SOBOLEV SPACES: APPROXIMATE SOLUTION
OF LINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEMS USING POLYNOMIALS

JANOS KARATSON

The subject of the paper is the application of the Hilbert space version of the gradient met-
hod (GM) to linear elliptic boundary value problems of 2n-th order. In this setting the GM is
applied to the generalized differential operator in the corresponding Sobolev space, thus redu-
cing the original problem to auxiliary Poisson equations. The principle of realization is based
on Laszlé6 Czach’s method in the case of domains that can be transformed to a ball. Namely,
the approximating sequence is constructed to consist of polynomials. This yields that the solu-
tion of the auxiliary equations can be achieved by solving systems of linear algebraic equations
(SLAE-s) with sparse matrices. The method yields linear convergence in Sobolev norm, moreover,
for smooth enough coefficients we have uniform convergence. Numerical performance is investiga-
ted with the two-dimensional case in focus. The method is easy to realize, requiring the solution
of SLAE-s of simple structure, and yields linear convergence.
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NAGYSEBESSEGU INFORMATIKAI HALOZAT ADATFORGALMANAK
MATEMATIKAI STATISZTIKAI JELLEMZESE*

GAL ZOLTAN, IGLOI ENDRE ES DR. TERDIK GYORGY

Debrecen

A kommunikéciés halézatok modellezésének és a matematikai statisztikdnak is ak-
tudlis probléméja a nagysebességii halézatok tanulmanyozisa. Ebben a cikkben a Deb-
receni Universitas Egyesiilés FDDI gyirije routereinek forgalmi adatait az iddsoranalizis
modszereivel vizsgaljuk. A szezonilis komponensek kivonasa utdan az idésorok minde-
gyike a hosszii memoridji folyamatok jellegzetes tulajdonsigat mutatja. A memoria
paraméterekre harom kiilénb6z6 maédszerrel is becslést adunk.

1. Az FDDI gydrd

Debrecenben az Universitas Egyesiilés intézményeinek helyi adatatviteli halo-
zatait egy homogén, nagysebességii optikai hdl6zat kapcsolja 6ssze. Ez a vildgon
jelenleg legelterjedtebb, FDDI (Fibre Distributed Data Interface) 100 Mbps atviteli
sebességti MAN technolé6gia. Erre a gy(ir topol6giaja varosi hal6zatra pillanatnyi-
lag hat darab CISCO AGS+/4 tipusi router berendezés segitségével kapcsolédnak
az intézmények (KLTE: Kossuth Lajos Tudomanyegyetem, ATOMKI: MTA Atom-
magkutaté Intézete, DATE: Debreceni Agrartudomanyi Egyetem, DOTE: Deb-
receni Orvostudomanyi Egyetem, DRK: Debreceni Reformatus Kollégium, MFK:
KLTE Miiszaki F6iskolai Kar) helyi, csillag topolégigji optikai Ethernet halézatai.
Az intézmények tobbségének van bizonyos sajat eréforras gépparkja, ami sajnos az
igényeket nem képes kielégiteni, tobbek kozdtt ezért is gyakori, hogy a felhasznalék
a varosi hal6zat segitségével a szomszédos intézmények szamitégépes szolgaltatasait
is jelentGs mértékben igénybe veszik. Az interaktiv termindlhasznalat, a fajlatvitel,
az elektronikus levelezés, konyvtari keresGrendszerek, valamint az Internet latva-
nyos grafikus szolgaltatdsai mind olyan alkalmazasok, amelyek a debreceni varosi
halézatot egyre inkabb adatok atvitelével terhelik le. Lehetdségiink van a gerinc-
halézati eszkozok interfészein dthaladé keretek szamanak idSegységenkénti méré-
sére és letarolasdra, ill. az FDDI gytriire kapcsol6dé router berendezések procesz-

* Ez a munka az OTKATO019501 tamogatasaval késziilt.
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szorainak idSegységenkénti terhelését mintavételezni egy erre a célra fejlesztett,
Cabletron Spectrum nevidi menedzsment szoftverrel. Jelen esetben a mintavétele-
zési id6koz 10 perc.

A haszndlt CISCO routerek egyprocesszorosak, igy az interfészek kozott routolt
minden egyes csomag processzaldsat a router processzora végzi. Minden routernek
van egy FDDI interfésze és négy, hat vagy nyolc Ethernet interfésze. Van néhdny
olyan interfész, amelyeken tsbb IP network is definidlva van, ezek szdma viszont
kicsi. A routerek nemcsak IP csomagok routoldsit, hanem IPX és DECnet cso-
magokat is processzdlnak. Ezen tilmenden a nem routolhaté protokollokat, mint
példdul a LAT (Local Area Transfer), hidaljak.

A router adott interfészére kapcsolt, ugyanazon network két gépe kozotti forga-
lom nem jelenik meg a routerben, igy annak processzorit sem terheli. Egy csomé-
pont akkor kiild a routernek csomagokat, ha routing és cimtablajat kell frissitenie,
ill. amikor més networkhez cimzi a csomagjat. A routerek a csomépontok forgal-
matol fiiggetleniil a halézati kapcsolatokra vonatkozé adminisztraciés, i.n. routing
informé4cickat is killdenek egymasnak. Ez a tipusti adminisztréacios forgalom lénye-
gesen kisebb az adatforgalomnal, viszont ez is a routerek processzorait terheli.

A csomépontok kozotti forgalom kétfajta. Az egyik a batch jellegii adatfor-
galom, ami a levelez§ szerverek kozotti forgalombdl, valamint az adatbankok tiik-
rézését végzd szerverek kozotti adatforgalombél szaérmazik. A mésik az interaktiv
jellegti adatforgalom. Ezt a felhasznéldi kliens gépek kozotti, ill. a kliens-szerver
adatcsere okozza, mikdzben a felhasznalSk a halézati alkalmazasokat hasznaljak.
Ilyenek péld4ul a termindlemulaci6, a WWW hasznéalat és az esetleges f4jlatvitelek,
valamint a WWW szerverek cache funkcidjanak biztositdsa.

Megsllapithat6, hogy a router processzoranak terhelése fiigg egyrészt az intéz-
ményi belsG hal6zatos forgalomtdl, masrészt az adott intézmény varosi forgalmatol.

2. Az id8sorok analizise

2.1. Szezonalitas

Az analizisiink alapjaul szolgilé 6t idGsor az ATOMKI, a DATE, a DOTE,
a DRK, és az MFK routerek processzorainak a megfigyelési id6pontsorozatokban
mért pillanatnyi terhelési adatai. A KLTE adatai technikai okokb6l hidnyoznak
(mivel a menedzsment szerver a tobbi gerinchalézati eszkdz — repeater és bridge
— portjai forgalmi adatainak gylijtése miatt talterhelt volt). Az adatok szazalék-
ban vannak megadva, mégpedig egész értékre kerekitve. Az 1. és a 2. dbrén az
ATOMKI ill. a DATE idésor lathato.

Latszik, hogy nincs trend, ami varhaté is volt. Igy a tulajdonképpeni elsé 16pés
az egyes idsorokon beliili fiiggdségi viszonyok tanulmdanyozéisa, vagyis a tapasz-
talati autokorrelaci6 sorozatok kiszdmitasa. A 3. dbran az ATOMKI-é talalhato,
az els6 1000 lépésig. Eszrevehets az egy napos, 24 x 6 = 144 peri6dusi (a megfi-
gyelési id6koz 10 perc, azaz 1/6 6ra), és az egy hetes, 7 x 24 x 6 = 1008 periédusi
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szezondlis komponens. Ez lathaté a 4. 4bran. Ezeket a determinisztikus peri6-
dikus fiiggvényeknek tekintett komponenseket (ill. a maradékosztély atlagoldsos
modszerrel becsiilt értékiiket) kivontuk az id@sorokbél, és maradékokként kaptuk a
most mar stacionarius sorozatoknak tekinthets 8t idésort. A tovabbiakban ezekkel
foglalkozunk.

2.2. A hosszi memdéridjlisig és a memdria paraméter becslése

2.2.1. A hipotézis feldllitdsa. A szezonalitds eltdvolitdsa utdn visszamaradé
sorozat tekinthetd zajnak is. Ebben az esetben azt varnank, hogy a klasszikus
Box-Jenkins modell szerinti autoregresszi6s mozgé atlag (ARMA) sorozatrél van
sz0, aminek a spektralstirtiségfilggvénye (a tovabbiakban spektrum) korldtos. Ezért
a kovetkezd lépésben kiszdmitottuk a zaj id6sorok periodogramjait. A periodogram
a spektrum becslése. Az 5. dbran az ATOMKI zaj periodogramja lathat6. A ttbbi
négy is hasonléan j6l mutatja az

(1.1) Y ~cA™*,  A=o0

(¢ pozitiv konstans) tulajdonsagot, ami a hosszi memoérigji i.n. FARMA (Fracti-
onal ARMA) id6sorok spektrumaira jellemzé.

Egy staciondrius idGsort hosszit memorisjinak szokds nevezni, ha az autoko-
variancia sorozata, R(k), k=0,1,2,..., olyan lassan cstkken, ha k — oo, hogy
> |R(k)| divergens. Ez ekvivalens azzal, hogy az f(A), A € [, ] spektrum nem
korldtos. Az irodalomban és a gyakorlatban szinte kizarélag csak olyan hosszi me-
moériaji folyamat fordul el6, amely spektrumanak p6lusa A = 0-ban van és az |/\|_26
rendi. Ad € £0, %) paramétert a folyamat memoéria paraméterének nevezziik. Egy
ilyen idgsor jol kozelithetd FARMA folyamattal, amelynek elGallitdsa

(1.2) 2z, =(—-B)%y, teZ

ahol y; egy véges rendii ARMA folyamat, I az identitds és B az eltolas (Back-shift)
operator. (1.2)-bél az x, folyamat spektruma

(1.3) N =[1-e 5,0, A€l-m7], A#0, ha 6>0.

Az y; folyamat spektruma, fy()) folytonos [—=,w]-n és pozitiv, ezért igaz (1.1).
A 6§ =0 az ARMA esetnek felel meg, ekkor a spektrum korlatos, az autokovarian-
cia sorozat pedig a végtelenben exponencislisan cstkken. Ezért a § = 0 esetben a
folyamat rovid memérigji, a 0 < 6 < % esetben hossziu meméridji. Teh4t a sta-
cionarius ARMA modell rdvid memoéridja és a FARMA modell specidlis, elfajult
esetének tekinthetd.

Itt kell megjegyezniink, hogy a hosszii memérigju folyamatokra sok szempont-
b6l egész mas torvények érvényesek, mint a révid memoridjiakra, tehdt az idésor-
analizis klasszikus mddszereivel 6vatosnak kell lenni (Id. [1]). Erre a jelenségre egy
egyszerd példa a kovetkezd alpontban taldlhaté (2.1) dsszefilggés.
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Teh4t a hipotézisiink az, hogy az id&sorok, azaz mostmar a zaj sorozatok hosz-
szl memdridjiak, pontosabban hosszi memoérigji FARMA folyamatok. A tovab-
biakban néhény, ennek a hipotézisnek az elddntésére hasznélhat6 médszert fogunk
alkalmazni. Nem célunk a modellek (a sztochasztikus differenciaegyenletek ill. az
ARMA részek) pontos megadésa, csak a hosszi memoridjisag és a memoériapara-
méter vizsgilata. Az alabbi harom mddszernek éppen az a kozbs elénye, hogy a
modell pontos ismerete nélkiil is tesztelhets veliik a hosszii vagy révid memoridji-
sag, ill. becsiilheté a memdoriaparaméter.

2.2.2. Szordsnégyzet-idd grafikon. A moédszer ([1], 92. o., [6], 75. 0.} lényege,
hogy a 6 memériaparaméteri hosszi meméridji id6sorokra a révid memoridjiaktol
eltérden az T,, szérdsnégyzete m~1-nél lassabban konvergal 0-hoz:

(2.1) D*z,, ~cm?1, m — 00,
c egy pozitiv konstans. Logaritmust véve,
log D*Z,,, =~ logc + (26 — 1) logm, m — 0o.

Szedjiik szét az idGsort k darab m hossztsagt diszjunkt részre, és becsiiljik D?%,, -
ot a k darab rész 4tlagainak s(Z,,) tapasztalati szérasnégyzetével! Csindljuk meg
ezt tobb (m, k) parra, igy, hogy m is és k is nagy legyen, és abrazoljuk log s2 (%, )-
ot log m fiiggvényeként! Példaként a DRK megfelels fiiggvénye lathat6 a 6. abran.

A folytonos vonal é = 0-nak felel meg. Rvid memérigji iddsor esetén a csilla-
gos és a folytonos vonal parhuzamos lenne. A médszer hasznalhaté a § becslésére is
(bar a 8§ becslés aszimptotikus viselkedése elméletileg még nem tisztazott). Ugyanis
ba csillagokbdl all6 ,egyenes” legkisebb négyzetek mdédszerével becsiilt meredek-
sége.

ATOMKI | DATE | DOTE | DRK | MFK
] 0.28 0.13 0.26 0.42 0.35

6 szérasnégyzet-id6 médszerrel valé becslései

2.2.3. R/S mdédszer. A médszer ([1], 33. 0.) a tapasztalati szérassal (Standard
deviation) val6 osztassal skdlainvaridnssa tett ,adjusted Range” statisztikat al-
kalmazza, innen szarmazik a neve. A hosszi memodrigji folyamatok felfedezgje,
Hurst arra hasznalta, hogy kiszamitsa, mekkora kapacitast viztarolé kellene a Ni-
lus vizhozamdanak egyenletessé tételéhez. A becslési eljarast ezen a példan keresztiil
véazoljuk.

Vizsgiljuk a kovetkezd, diszkrét idejd stacionarius rendszert! Tegyiik fel, hogy
a viztarolobdl valé egyenletes sebességil kifolyason kivill nincs vizveszteség (pl. pa-
rolgas)! Ha a viztdrol6 szintje a t-edik évben ugyanakkora, mint a t + n-edik évben,
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és z; az i-edik évben befolyt vizmennyiség, tovibba

J
Y; = Z Ti
1=1
a j-edik évig tsszesen befolyt vizmennyiség, akkor

R(t,n) = (B2X |Yewi = Yo~ ;(yt+n - yz)] ~ i [Z/m — Y — ;(ym - yt)

az a minimalis kapacitds, ami ahhoz kell, hogy ne csorduljon til és ne iiriljon ki a
viztarolé a t és t + n id6pontok kozott. Ez az ,adjusted range”. Jeloljiik S(t,n)-nel
az Tyi1,. .., Teen tapasztalati szérasat! Hurst dbrazolta a log (R(¢,n)/S(¢t, n))-eket
a logn fiiggvényében, kiillénboz6 n-ekre és t-kre, és észrevette, hogy nagy n-ekre

R(t,n) 1
(3.1) logE(S(t,n)) ~a+ Hlogn, ahol §<H<1,

és E most a t-kre valé 4tlag képzést jelenti, minden egyes rogzitett n-re. Ez a
tulajdonsag egyértelmien jellemzi a hosszi memoérigji folyamatokat, ugyanis révid

meméridjaakra
R(1
o(5m) et o

¢ egy pozitiv konstans ([5]). Itt meg kell jegyezniink, hogy a meméria paraméterre
kétféle jelolés szokasos, 6 és a Mandelbrot dltal bevezetett, Hurst-re emlékeztets
H=6+3.

A fenti médszert az MFIS idGsorra a 7. 4bra szemlélteti. Minden egyes n-re 10
darab csillag jelenti a tiz féle ¢ értékhez tartoz6 log (R/S) értéket.

Becslést is kaphatunk é-ra, ha a csillagokbdl 4116 ponthalmazra legkisebb négy-
zetes becsléssel egyenest illesztiink, ugyanis (3.1) szerint az egyenes meredeksége
H=%¢+ % A 7. abran lathat6 egyenesek a két szélsGséges esetnek, a § = 0-nak és
a 6 = 1-nek felelnek meg.

ATOMKI | DATE | DOTE | DRK | MFK
6 0.36 0.18 0.23 0.4 0.32

6 R/S médszerrel val6 becslései

2.2.4. Periodogramot haszndld legkisebb négyzetes becslés. Az el6szor [2]-ban
vizsgalt médszer a spektrum (1.1) és (1.3) tulajdonsdgain alapszik. Ha In()\gn))—vel
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jeloljiik a periodogram )\g-") helyen felvett értékét, akkor 0-hoz kozeli )\gn) frekven-
cidkra

In(/\('"))
(4.1) log L(A™) = log fF(AV) +log =L~
’ ’ FO)

L(A\™)

~ —26log /\5.") +logc+ log
FO5)

(c egy pozitiv konstans). [3]-ban és [4]-ben sikeriilt bebizonyitani, hogy az y. ARMA
folyamatot végtelen mozg6 atlagként el6allité innovaciés folyamat eloszldsara vo-
natkoz6, itt nem részletezendd, egyébként egyszerd és elég gyenge feltétel mellett
van olyan )\g-") alappont rendszer sorozat, hogy az ezen Ag")-kre felirt (4.1) line-

aris modellbsl é-ra kapott legkisebb négyzetes 6. becslés sorozat konzisztens és
aszimptotikusan normélis eloszldsa. A §, aszimptotikus szérasnégyzet sorozata is
megadhat6, az alappont rendszer fiiggvényeként.

A kovetkez6 tablazat az ezen médszerrel kapott 6-becsléseket tartalmazza.

ATOMKI | DATE | DOTE | DRK | MFK
6 0.31 0.25 0.28 0.39 0.48

6 periodogramot hasznalé legkisebb négyzetes becslései
Tovabba, mivel bn aszimptotikus eloszldsa normalis, vizsgalhatjuk a

Hy : 6 =0, azaz az id&sor révid memoridja

H, : § > 0, azaz az idGsor hosszii memoéridja

hipotézisrendszert. A hipotézisvizsgalat eredménye: a megfigyelt els6faji hiba
mind az 6t esetben 107% alatt van, azaz gyakorlatilag nulla, tehat minden szo-
k4sos szintnél, azaz a lehetd legbizonyosabban elutasithatjuk a Hp hipotézist.

A 8. 4bran a DATE idGsor esetében a periodogramnak és a becstilt 6-hoz tar-
toz6 spektrumnak (a periodogram 4ltal részben takart, hiperbola alaki fiiggvény) a
modszer altal hasznalt Ag") alappontokhoz tartozé része lathaté, mindkettd azonos
konstans szorzétol eltekintve.

3. Osszefoglalas

A Debreceni Universitas FDDI csomépontjaiban elhelyezkedd routerek procesz-
szorainak idSegységenkénti terheltségét vizsgaltuk. Sikeriilt megmutatni, hogy a
terheltséget a hosszi memoria jellemzi. Az alkalmazott hdrom becslési médszerrel
kapott memoéria paraméterek mind az 6t idGsorra kozel vannak egymadshoz, 4tla-
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gaikat pedig a kovetkezd tablazat tartalmazza.

ATOMKI | DATE | DOTE | DRK | MFK
6 0.32 0.19 0.26 0.4 0.38

6 becslések atlagai

Megjegyezziik, hogy hason!l6 felismerés — video jelsorozat ill. Ethernet halézat
forgalmi adatai hosszi meméridjiusdga — talalhaté [1]-ben ill. [6]-ban.
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MATHEMATICAL STATISTICAL CHARACTERIZATION OF HIGH-SPEED
COMPUTER NETWORK TRAFFIC DATA

ZOLTAN GAL, ENDRE IGLOI AND GYORGY TERDIK

The studying of high-speed networks is an actual problem in both fields of modeling of com-
munication networks and in mathematical statistics. In this paper the methods of time series
analysis are applied to the traffic data of the routers by the FDDI ring of Universitas of Debre-
cen. After deseasonalization the five data series examined are found to be long-memory processes.
The long-memory parameters are estimated by three different methods.
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EGY ASZINKRON SZTOCHASZTIKUS APPROXIMACIOS TETEL
ES NEHANY ALKALMAZASA

SZEPESVARI CSABA*

Szeged

A dolgozatban Markov dontési problémak adaptiv optimalis kontrolljaval foglalko-
zunk. Bebizonyitunk egy aszinkron sztohasztikus approximaciés tételt. A tétel legfGbb
alkalmazasa a Markov déntesi problémédkban az optimalis koltségfiiggvények becslése.
Ezért a dolgozatban a Markov doéntési problémak elméletét is attekintjiik, majd be-
mutatjuk a tétel hdrom alkalmazasat. Végiil megkonstrudlunk néhany aszimptotikusan
optimalis adaptiv politikat.

1. Bevezetés

Tegyiik fel, hogy adott egy véges X allapottér és egy szintén véges A akci6tér és
megfigyelhetjiik a {( ™) of (”) } kontrollalt Markov-folyamatot, ahol £™ € X a

politikdval vezérelt rendszer t-edik pillanatbeli dllapota és ag edan politika altal

elirt akci6 szintén a t-edik pillanatban, ahol az allapotvaltozasok a p(z,a,y) € [0,1]
allapotatmenet fiiggvény altal adottak (z,y € X,a € A), mégpedig:

P(ELIED, o7, 67, 0f7) = p(67, 0, 670).

Tegyiik fel, hogy minden lépésben jelentkezik egy ct") € R koltség melyet megfi-
gyelhetink és amelyre 4ll, hogy

E[e]eD o767, 87 a67] = (6707, 67),

ahol ¢(z,a,y) € R rogzitett (z,y € X,a € A), de nem ismerjuk sem a p dtmenet-
valésziniségeket, azaz az egyes akcidk hatdsat, sem a ct ™) kozvetlen koltségek a
pillanatnyi dllapotitmenett&l valé fiiggését, azaz c-t. Ebben a cikkben azzal a kér-
déssel foglalkozunk, hogy hogyan adhat6 meg olyan eljards, amely tetsz&leges véges

* A cikk elkészitésének ideje alatt a szerzé a JATE-MTA Mesterséges Intelligencia Kutaté-
csoportjanak munkatarsa volt.
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X, A terekre, dtmenetvalészintiségekre és koltségekre egy aszimptotikusan optima-
lis m kontrollt eredményez abban az értelemben, hogy a = 4ltal vezérelt rendszerre
igaz, hogy

(1) lim P(agﬂ € A* (553'))) =1

n-—o0

Itt & = (()”) egy tetszGleges véletlen kezddallapot, és A*(z) az z € X 4llapotbeli

optimdlis akciék halmaza abban az értelemben, hogy ha aﬁ") € A* ({t(’r)) minden

t-re, akkor a bejovs koltségek cg") sorozatdnak lecsengetett dsszegének varhaté ér-
téke tetsz6leges kezd@allapotra minimélis lesz. Azaz egy ilyen akcidkat el6ir6 #*
politikara

oo o0
E[Z 7tc§"')|§0 = x] = iI;fE[Z 7‘c§”)|§0 = z] )

t=0 t=0
A mondott A*(z) halmazrendszer létezése j6l ismert (a teljesség kedvéért az ide
vonatkoz6 eredményeket réviden ismertetjiik a 3. fejezetben). Nyilvan az optimalis
akciok halmaza, A*(z), fiigg az dtmenetvaldszintiségektsl és a kozvetlen koltségek-
t6l. A*(z)-et a kovetkezd nem-linedris, Bellman tipusd fixpontegyenlet megold4sa-
val lehet megadni:

Q'(@,0) =Y p(z.a,){c(@ ay) +yminQ(v,b)}.

yeX

A mindkét oldalon szerepls @* : X x A — R fiiggvény az in. optimélis akci6
koltség fiiggvény és az z 4llapotbeli A*(z) optimalis akcick épp a Q*(z, a)-t mini-
malizalé akcidk.

Ezek alapjan logikus, ha az (1), aszimptotikus optimalitast kielégitd politikak
konstrualdsat p és c és ezdltal Q*, vagy esetleg kozvetlenill Q* becslésére alapozzuk.
A tovabbiakban a kovetkezs feltevésekkel éliink:

1.1. Feltevés. Adott egy ( f"),aﬁ")) kontrollalt folyamat, mely egy véges

allapot- és akcié-terd (X, A, p,c) Markov dontési folyamathoz és valamely 7 po-
litikshoz tartozik. Legyen F; a ( E"),agﬂ),cg")) folyamat teljes multja &ltal ge-

nerdlt g-algebra. Adott tovabba véletlen koltségek egy cE") sorozata tgy, hogy

E[cg")|]-}] = c( ™ o™ §”’) és Var [cg")|}}] < C valamely oo > C > 0 szamra.
Tovabbs ¢{™ és gﬁ_’;’l filggetlenek, ha adott a milt.

Az aszimptotikusan optimalis politikik konstrualasakor felléps problémaékat a
kovetkezs eljarassal illusztraljuk: Tételezzitk fel, hogy gy dontottiink, hogy p-t
és c-t becsiiljiik, ebbsl kiszamoljuk @Q* egy becslését, majd Q* becslése segitsé-
gével megadjuk a vilasztandé akciSkat. Specidlisan, tegyiik fel most, hogy p-t
és c-t egyszerd dtlagoldssal becsiiljilk: Jelsljiik n.(z,a)-val azt, hogy ({f”) =,
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ol = a) hanyszor fordult el§ az els6 t-lépésben: ni(z,a) = Z§=0x(§£”) =z,

7

al™ = a). Ekkor legyen

pmy):{n,é,a) Tico (6" =mal” =065 =y), ha ni(z,0)>0;

0, kiilénben,

a p becslése a t-edik lépésben és hasonléan legyen

1 ¢ ) (m) _ (my _ (m) _ .
ct(x,a,y) — WZizo ch(ﬁi _zaai _av£i+1 _y)» ha’ nt(z,a) > 07
0, kiilsnben,
¢ becslése a t-edik lépésben. Vilagos, hogy p, — p és ¢ — ¢ m.m., ha minden
pozitiv valésziniiségi (z,a,y) dtmenetet (azaz az olyan dtmeneteket, amelyekre
p(z,a,y) > 0) végtelen sokszor jar be a kontrollalt folyamat. Ez ekvivalens az-

zal, hogy minden &llapotot végtelen sokszor jar be gﬁ”) és, hogy minden éllapot-
ban minden akci6ét m végtelen sokszor prébal ki. Egy ilyen n-t erdsen elegendden
felfedezének nevezziink. Ilyenkor kdnnyd latni, hogy az M, = (X, A, pt,c;) MDP-
khoz tartozé @} optimédlis akci6 koltség figgvények sorozata is tart Q*-hoz (lasd a
4.1.2. fejezetet is) és elég nagy t-re a megfeleld A;(z) is optimalis akci6kat ad majd
meg. Tehdt ha 7 nagy t-kre az ,optimélisnak tiing”, A} ( f”))-beli akciékat irja eld,
akkor aszimptotikusan optimalis lehet (1) értelmében. Azonban, ha 7 csak ilyen
akciékat ir el§, akkor mar nem feltétleniil lesz erésen elegendGen felfedezs — te-
hat m-nek id6nként szuboptimalisnak t{ing akcidkat is el§ kell irnia: Ezek az akciék
nem feltétleniil rontjak 7 teljesitményét amennyiben egy pontosabb modell becs-
lését teszik lehetdvé. Az optimédlis akciok valasztasdnak kivanalma mindenesetre
ellentmondani latszik a dontési probléma megismerésére valé torekvésnek. Meg
fogjuk mutatni, hogy ez az ellentmondés latsz6lagos és feloldhat6, ha a politika 4l-
tal elgirt szuboptimalis akciok ardnya megfelels iitemben cstkken (pl. az z allapot
t-edik latogatdsakor a szuboptimalisnak tiing akciék vélasztasdnak valdszintisége
1/t-vel ardnyos).!

A fenti médszerben pontosan elkiilonithet§ két rész: a modell (p,c vagy épp
Q*) becslését célzé, valamint a becslést lehet6vé tevs és aszimptotikusan optimalis
iranyitast megad6 rész. A kovetkezd, 2. fejezetben bemutatunk egy dltaldnos maéd-
szert, mellyel sokféle becsld algoritmus konvergencigjat tudjuk bizonyitani. Ezutdn
roviden ismertetjiik a Markov folyamatok optimalis vezérlésének elméletét a 3. fe-
jezetben, majd a 4. fejezetben ratériink az adaptiv politikak konstrualasira. Ennek

1Az 4tlagos koltség kritérium irodalmaban ez a ,randomizélds” médszer néven ismert. Egy
masik fontos mdédszer a becslések torzitdsanak mddszere, amikoris a becsiilt mennyiségeket ugy
torzitjdk, hogy azok az akciék, amelyeket kevesebbszer hasznalt a politika jobbnak tiinjenek,
mint amit a torzitatlan becslésiik ad. Ezzel a médszerrel nemrégiben az atlagos koltség kritérium
esetére olyan aszimptotikusan optimalis politikdkat sikeriilt megadni, amelyek konvergencia se-
bessége is optimalis [6]. A lecsengetett varhaté 6sszkoltség kritériumra Robbins javasolta ezt a

torzitasos médszert.
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keretén beliil elGszér bemutatjuk, hogy a 2. fejezetben ismertetett eredmény mi-
képp alkalmazhaté kiilonféle becsld algoritmusok konvergencijanak bizonyitdsara
(4.1. fejezet), majd a 5. fejezetben megmutatjuk, hogy ha a becsld rész ,ideslis”
feltételek mellett konvergal, akkor megadhat6 olyan politika, amely (i) a becsiilt
mennyiségektdl fiigg, (ii) egyhez tarté valészintiséggel az optimadlisnak ting akcié-
kat valasztja, de (iil) még lehet&vé teszi a becsld rész konvergencigjat is.

2. Aszinkron sztochasztikus approximacié

Legyen B egy normélt vektortér, T : B — B egy tetsz6leges, fixponttal rendel-
kez& operator és legyen T = (Tp,T1,...) véletlentsl fiiggs, B x B — B leképezések
egy sorozata. A [10, 15] dolgozatokban a szerzék a B = B(X), X feletti korla-
tos fliggvények terében (itt a norma természetesen a szuprémum norma) azt vizs-
galjak, hogy a ver1 = Ti(ve,v;) filggvénysorozat milyen, a Ti-kre kirétt feltételek
mellett konvergal a T egy fixpontjshoz majdnem mindeniitt (m.m.) a B norméjs-
ban, feltéve, hogy a T = (T5,T1,...) operdtor sorozat a T-t az alabbi értelemben
approximalja:

2.1. Definicié. Legyen F C B és Fy : F — 28. Azt mondjuk, hogy a 7 oper4-
tor sorozat approximilja T-t az F' halmazon és az Fy &altal meghatarozott kezdeti
értékek mellett, ha minden v € F-re és vy € Fo(v)-re az veyy = Ti(ve,v) sorozat
m.m. konvergal Tv-hez a B norméjaban. Ha F = {v} egyelemt, akkor azt mond-
juk, hogy T approximalja T-t v-nél az Fy = Fp(v) kezdeti értékek mellett.

A kovetkezs tétel, melynek részletes bizonyitdsa a [15] dolgozatban talalhaté
meg (a bizonyitds vazlatit az Appendixben kozoljik) bizonyos kvazi-kontraktiv
B(X) feletti operatorok approximalhatésagarol szol. A tétel ismertetéséhez sziik-
ségiink van egy tovabbi fogalomra:

2.2. Definicié. Az F' C B halmazt invaridnsnak nevezzitkk aT : Bx B — B ope-
ratorra nézve, ha minden u,v € F-re, T'(u,v) € F. Tovdbba azt mondjuk, hogy F
invarians a 7 = (T, T3, . . .) operdtor sorozatra, ha invaridns minden T, t > 0 ope-
ratorra.

2.1. TETEL. Legyen X egy tetsz6leges halmaz, B = (B(X),|| - [|), ahol |jv|| =
SUPcx |v(a:)l és legyen T : B(X) — B(X) egy fixponttal rendelkezd operdtor. Je-
16ljiik v*-val T egy fixpontjat és tegyiik fel, hogy a T = (Ty,Th,...) véletlen ope-
rdtorok sorozata approximdlja T-t a v*-ndl, az Fy C B(X) kezdeti értékek mel-
lett. Tegyiik fel tovdbbd, hogy v* € Fy, Fy invaridns T-re és hogy léteznek olyan
g: : X — [0,1] mérheté fiiggvények és egy olyan 0 < y < 1 konstans, hogy az alabbi
feltételek elegendGen nagy t-re m.m. teljesilnek:

L. |Ti(u1, v*) (@) = To(uz, v*)(x)] < ge(z)|ur(z) — uz(z)|, ahol teN, z€ X &

Uy, ug € Fy.

2. |Ti(u,v)(z) - Te(u,v*)(z)| < v(1 - g:(z)) (Ilv —v*[| + A;), aholt € N, 2 € X 65

u,v € Fy és \y — 0 m.m.
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3. limp—oo || =, gt(.)” =0,k>0.
Ekkor tetszéleges vg € Fp-ra, a viy1 = Ti(ve,ve) fiiggvénysorozat v*-hoz tart
m.m. a B(X) norm4jdban.

Megmutathat6, hogy ha a tétel feltételei teljesiilnek akkor T valéban kvazi-
kontrakei6 v*-nél, mégpedig a tételben szerepld v kontrakcios faktorral ( azaz | Tv —
Tv*|| < yllv —v*|l, v € Fy). A tételt azért interpretalhatjuk aszinkron szukcesz-
sziv approxaciés eredményként, mert a tétel feltételei lehet&vé teszik, hogy a
vip1 = Ti(ve, ve) iterdcicban viy(z) = vi(z) legyen bizonyos (t-t6l és a véletlen-
t6l is fiiggl) x-ekre, azaz a v; komponensei kiillsnbdz6 idGpontokban valtozhatnak.
Mindazonaltal, mivel a tétel szerint |jv; — v*|| — 0 m.m., igy (a tétel feltételei mel-
lett) v; egyes komponenseinek viltozasi sebességei mégsem térhetnek el tilsdgosan
egymastol.

A rovidség kedvéért bevezetjiik azt a konvenciét, hogy az aritmetikai mivele-
teket, egyenlStlenségeket, stb. kiterjesztjiik az azonos értelmezési tartomany feletti
fiiggvényekre is, mégpedig a megfelel§ miveletek, egyenlGtlenségek, stb. kompo-
nensenként valé értelmezésével. Igy pl. a tétel 1. feltétele |Tt(u1,v*) — T (u2, v*)| <
gelur — ue| roviditett alakban irhaté, a 2. feltétele pedig a |Tt(u,v) - Tt(u,v*)l <
(1 = g¢)(llv — v*|| + A:) alakot olti. A tovdbbiakban a || - || mindig a szuprémum
normat jeloli majd.

3. Markov déntési folyamatok

3.1. Definicié. Egy Markov dontési probléma (MDP) egy (X, A, p,c) négyes,
ahol
1. p: X x Ax X — R ésminden a € A-ra p(-,a,-) egy dtmenetval6szintiség mat-
rix.
2.¢c: X xAxX >R
X-et a Markov dontési problama &llapotterének, A-t az akciéhalmaznak,
p-t az dtmenetvalészinliség figgvénynek, c-t pedig a koltség fiilggvénynek nevez-
ziik. A tovdbbiakban feltessziik, hogy X és A végesek.2

A Markov doéntési problémat magat a kovetkez6képp interpretdlhatjuk: tekint-
stink egy olyan véletlen folyamatot melyet diszkrét id6kozonként (t =0,1,2...)
észleliink és melynek lehetséges értékei A’ elemei. Miutan észleltiik a folyamat va-
lamely z dllapotat egy a akciét kell vilasszunk A-bél. Ezutan két dolog torténik:

1. a rendszer a p(z,a,-) dtmenetvalészintiségek altal el6irt médon adtmegy a ko-

vetkezd allapotdba, legyen ez y.

2A nem tanuldsra vonatkozé eredmények kiterjesztheték nem véges sllapotterekre is (ekkor
X Borel kell legyen). Ha az akcié halmaz végtelen, akkor még tovabbi folytonosségi feltevésekkel
feltételekkel is kell élni ahhoz, hogy az eredmények atvihet6k legyenek. E kérdések targyaldsara

nézve lasd pl. [3].
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2. elkényveljiik a ¢(z, a,y) koltséget.

Vegyiik észre, hogy a rendszer kivetkezd dllapota csak a pillanatnyi dllapottél
és a valasztott akci6tél fiigg. Hasonloképpen, a t-edik lépésbeli koltség fiiggetlen a
rendszer korabbi 4llapotaitél és a kordbban valasztott akcioktol. Az akciok valasz-
tasdnak modjat valamely 7 politika szabja meg. Egy politika minden lépésben a
(teljes) mult alapjdn elGir egy akci6t, vagy altalinosabban egy valészintiségeloszlast
az akci6k halmazan. A politikdk kozott fontos szerepet jatszanak a determinisztikus
stacionér politikak. Egy ilyen politika minden lépésben csak a pillanatnyi allapottél
figgd akciot ir eld és ezért azonosithat6 egy X' — A leképezéssel. Ha egy u stacionér
politikat alkalmazunk akkor az allapotok £; sorozata egy a { Doy = p(z, ,u(z),y)}
dtmenetvaldszinifségekkel adott Markov lincot alkot -— emiatt hivjdk a széban
forgé dontési problémakat Markov dontési probléméknak. Eddig a pontig nem ha-
taroztuk meg a politikak értékelésének modjat. A legkonyebben kezelhet6 értékels
fiiggvények a politika alkalmazésa sordn keletkez& lecsengetett osszkoltséget veszik
alapul, azaz Vy(z) = 320, 7tc{™-et, ahol ¢{™* a 7 politika alkalmazésakor a t-
edik lépésben keletkezd koltséget jelsli, z a folyamat kezd6allapot és 0 < v < 1
az Gn. lecsengetési faktor. A koltségek lecsengetésének egyik indoka az lehet, ha
a tavoli jov&beni koltségek kevésbé fontosak, mint a jelenbeliek. Kézgazdasagtani
okoskoddssal gy is indokolhaté a lecsengetés, hogy ha az éves kamatlab mértéke r,
akkor ma (1/(1 +7))"c forintot kell a bankba tenni a ¢ év miilva jelentkezé c koltség
fedezésére — feltéve, hogy a kamatlabak id6ben nem valtoznak és fiiggetlennek a
bankba tett pénz mennyiségétSl. Azonban V,(z) maga is véletlen mennyiség és igy
altaldban nem alkalmas kiilonbszg politikik dsszehasonlitdsara. Ha V;(z) helyett a
varhaté értékét tekintjiik, akkor mar tsszehasonlitasra alkalmas értékelést kapunk
— a megfelel§ koltséget a varhaté lecsengetett 6sszkoltségnek nevezziik. Hason-
l6képp Vi (z) lényeges szuprémuma is megfelels, a megfelels koltséget a politika
pesszimista Osszkoltségének nevezzilk. Persze, mas értékelések is elképzelhetsek
és hasznalatosak. A kovetkezd részben a varhaté lecsengetett tsszkoltség kritéri-
umhoz tartozé elméletet mutatjuk be, de a késGbbiekben még visszatériink egy
alkalmazas kapcsan a pesszimista 8sszkoltség kritériumhosz is.

A varhaté lecsengetett Gsszkoltség kritérium

Ebben a részben a targyalas Ross konyvét koveti [18]. Egy 7 = (mo, m,...)
végtelen sorozatot politikdnak neveziink, ha minden ¢ > O-ra 7; : (Ax X )H‘1 —
[0,1] és m:(+; @4, Qe—1,- .., a0,Z0) €gy valbszinliségeloszlds A-n minden

(z¢,at-1,...,00,%0) € X X (A X X)t

miiltra (itt és a tovibbiakban, kihasznédlva a Descartes-szorzat asszociativitdsat,
megengedjitk a zdréjelek szabad dtcsoportositdsat a Descartes szorzatokon belil,
pl. X x (A x X)'-t azonositjuk X x A x X ... A x X-vel).

8.2. Definicié. A {(€n,an)} C (X % A)N stochasztikus folyamatot a 7 politi-
kahoz és a pg kezdeti eloszlashoz tartozé kontroll folyamatnak nevezziik, ha minden
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n > 0-ra és (Tn,Gn,.--,q0,To) miltra teljesiilnek az aldbbiak:

P(&o = z0) = po(zo)
P(&n = xnlan—l = an—17£n—1 =Tn—1y.-..,00 = aOaé.O = xO) = p(zn—laan—l’xn)
Plon = an|&n = Tn, Qa1 = Gn_1,...,00 = a9,& = To) = Tn(@n; Tn,...,a0,To)-

Ha = feltiintetése lényeges, akkor a w-hez és pg-hoz tartozé kontroll folyamatot
{(ﬁﬁ,po’"), aslp"’w)) }—vel jelsljik. Ha pg egyetlen 4llapotra, pl. z-re koncentrélt, ak-
kor a megfelels folyamatot { ( 2 agf)) }—vel, illetve ha r feltiintetése fontos, akkor
{ (f,(f’"), aff’")) }-vel jeloljiik.

Egy w-hez tartoz6 kontroll folyamat példdul a kovetkez6képp konstrualhatéd
meg: Tetsz6leges pp X-feletti valosziniiség eloszlas és m politika meghatdroz egy
(X x .A)N feletti Py, » valdszintiség eloszlast a kovetkez6képpen: Legyen

Py (20,00, ..,Zn) =po(zo)mo(ao; zo)

p(zo, a0, z1)m1(a1; 21, a0, To)

p(zn—l»an—lyxn)a n2>0
és
Ppox(T0,00,...,%n,0n) = Ppy x(To,a0,...,Z0)Tn(an; Tn, ..., 00, T0)

és terjessziik ki a természetes médon Py »-t az (X x A)N-feletti cilinderhalma-
zokra, majd a cilinderhalmazok 4ltal generalt F o-algebrdra. Ekkor az (0=

(X x A)N,]-' ,P = Py, ) val6szinfiségi tér feletti n-edik koordinta figgvények,
azaz p(w) = Tn, an(w) = an, ahol w = (z9,a0,21,0a1,...), épp megfelelnek a 3.2.
definici6 kovetelményeinek, azaz egy po-hoz és m-hez tartozé kontroll folyamatot
adnak meg.

3.8. Definicié. A w politika alkalmazasdnak 6sszkoltsége az x kezdGallapotban
o0
welw) = B[ (6, ol 7))
t=0
Konnyt latni, hogy ha & olyan, hogy P(& = z) > 0, akkor
va(z) = E[Zv‘c(@”’,ai"’,eﬁ:’l) & = :c]
t=0

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



46 SZEPESVARI CSABA

Legyen
v*(z) = infu.(z), z€X.

v* neve: optimalis koltségek fiiggvénye, roviden, optimalis koltség figgvény. Egy
7* politikat optimalisnak neveziink, ha

vee(2) = 0% (x), T € AX.

Az alabbi tétel szerint v* egy nem-linesris filggvényegyenlet (a Bellman egyenlet)
megoldasa.

3.1. TETEL.

(2) v*(2) = min 3 p(z,0,9){c(z,0,9) + 70" ()}
yeX

Bizonyftds. A teljes val6sziniiség tétele miatt

3) ve(z) =Y mo(a;z) Y p(z,a,y){c(z,a,y) + Yvr=a(y)},

aEA yeEX

ahol 7% azt a politikat jelsli, amelynek végrehatjasat 7 el6irja, feltéve, hogy n-t
z-bél indulva kezdjiik végrehajtani és hogy az els6ként vilasztott akcié az a. For-
malisan, 7%* = (g%, 71°%,...), ahol

z,a . — .
T (a:,-’ﬂt,at—h ...,00,%0) = 7Tt+1(at133t,at—1a ...,00,%0,Q, ).

Mivel v > v*, igy

ve(z) > Y mola;z) Y p(z,a,¥){c(z,a,y) + w*(¥)} >

a€EA yeEX

> min 3 p(z,0,9){c(z,e,9) + 10" ()}
yeEX

Mivel 7 és z tetsz6legesek voltak, igy

(4) v'(z) > min > p(@,a,v){c(z,a,y) + 10" (¥)}, TEX.
yEX

A maésik irdnyi egyenlStlenség a kovetkez6képp adodik: Legyen p(z) € A az az
z-hez tartozé akcié, amelyre

S oz, (@), y) {e(z, m(z),v) + 70" (v) } =

yeX

=min 3 p(z,0,y){c(z,0,9) +10' ()}, TEX,
yeX
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(ilyen akci6 van, mivel feltevésiink szerint A véges) és legyen .7 = (; 70, ™1, .-)
egy olyan politika, amelyre v_,(z) < v_r(z) + €, £ € X, ahol ¢ > 0 tetszGlegesen
rogzitett. Legyen m = (mo,m1,...) a kovetkez6: mo(u(zo); zo) =1 és mo(a,z0) =0
kiilsnben és

Te{Qs; Ty, Qg1 .., G1, L1, 00, T0) = o, Te—1{a¢; Tt,Q21, ..., 01, 21)

(7 az els6 lépésben az z dllapotbol a u(z) akciot végrehajtasat irja el6, majd a mé-
sodik lépést6] a 7 politikat, feltéve, hogy a masodik 1épésben a folyamat dllapota
y). Ekkor

ve(z) = Y plz, w(z),v) { ez, u(x),y) +70,@) } <

yeEX

<> (@, (=), y) {c(z, m(z),¥) + 70 () } + e,
YyEX

amibdl a v* < v, egyenl6tlenség és p vilasztdsa miatt kovetkezik, hogy

(5) v'(z) < Y plz, (@), y) {c(z, n(z),y) + 10° (@) } +7e =
yeX

= min ;p(rv,a,y){C(x,a,y) + v (y) } + e
Yy

Mivel ¢ tetszbleges volt, igy (4) és (5) egyiitt adjak a tétel allitasat. O

Miel6tt tovabbmennénk sziikségiink van két fogalomra: a nem-nyujtasok és
kontrakciok fogalmara. Legegyszeriibb ezt a két fogalmat egy dltalanosabb fo-
galomb6l szarmaztatni, a Lipschitzséghb6l. Egy T : B, — B2 normalt vektorte-
rek kozotti leképezést a-Lipschitznek neveziink, ha B; barmely két f,g elemére
\Tf—-Tg| <a|lf-gll- Ha a < 1, akkor T-t nem-nydjtasnak nevezziik, ha o < 1,
akkor pedig kontrakciénak. Konny( latni, hogy T1 a- és egy T2 (-Lipschitz ope-
rdtorok kompozicigja af-Lipschitz, az eltolds és az dtlag képzés nem-nyujtasok, és
hogy az 1-nél abszolttértékben kisebb szdmmal val6 szorzas kontrakci6. A Banach
fixponttétel szerint, ha T egy B — B Banach-terek kozotti kontrakei6, akkor T-
nek egyetlen fixpontja van és lim, . 7" f ehhez a fixponthoz tart B norméjadban
tetszGleges f € B-re.

A (3) egyenl@séget a Markov dontési folyamatok alapegyenletének nevezik. Eb-
b6l az egyenlGségbdl kovetkezik, hogy ha m = (mo, m1,. . .) egy determinisztikus sta-
cionér politika (roviden: stacionér politika), azaz ha

me(ae; e, - - -, 80, To) = To(at; T¢)
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és mo(+; ) minden z-re egyetlen pontra koncentrélt, akkor

(6) vy = Ty,

ahol p : X - A az a leképezés, amelyre mo(u(z),z) =1 (¢ € X) és ahol T}, :

B(X) — B(X) az az operdtor, amelyre

(Tuo)(2) = Y p(z, u(2),y) {c(z, u(z),y) +y0(v) }.

yeX

(6) bizonyitdsdhoz elég annyit megjegyezni, hogy ha = stacionér politika, akkor
Ure = Ur. KOnny( latni azt is, hogy T}, kontrakci6 (a szuprémum normara nézve) és
igy a Banach fixponttétel miatt v, (6) egyetlen megoldasa és ||T;v — vx|| — 0, ahol
v € B(X) tetsz6leges. A w stacionér politikdt a tovabbiakban azonositjuk a hozza
tartozé p : X — A leképezéssel. Igy adott p : X — A leképezésrél beszélhetiink
mint stacionér politikarél, és értelmezhetjiik v,-t is, mint a megfelel6 = stacionér
politika koltségfiiggvényét. Az eddigieg alapjdn a kévetkezd, igen fontos tétel mar

kdnnyen bizonyithaté:
3.2. TETEL. Legyen p egy olyan X — A leképezés, amelyre

> vz, u(@),y) {c(z, ulz),y) + ' @)} =

yeEX

=min 3 p(z,0,9){c(z,0,9) + ' ()}, sE€X.
YyEX

Ekkor v, = v*, azaz yu optim4lis.

Bizonyitds. A pu leképezés definiciéjabol adodik, hogy

(Tuv")(@) = min 3 p(z,a,9){c(,0,9) + 10" (4)} = v"(z),
yEX

ahol a masodik egyenlSség a 3.1. tételb6l kovetkezik. Igy
Tv* =v",

amibél
Tiv* =T, (Tv*) =Tv" =0*

és indukci6val

T v* ="
Azonban T, kontrakci6 volta miatt Tjv* — v, és igy kapjuk, hogy v, = v*.

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)

O




EGY ASZINKRON SZTOCHASZTIKUS APPROXIMACIOS TETEL ... 49

A fenti tétel szerint tehat léteznek optimalis politikik, s6t léteznek stacionér
optimdlis politikdk is — és ezeket v*-bol (2) alapjan meghatdrozhatjuk. Igy, ha
v*-ot meg tudjuk hatarozni, akkor meg tudunk adni optimalis politikakat is.

Legyen mostmar T : B(X) — B(X) a kovetkez6képp definidlva:

(Tv)(z) = min 3 p(z,a,y){c(z,0,9) + " (¥)}, z€X.
YyeEX

A 3.1. tétel miatt Tv* = v*. A Lipschitz operatorokndl elmondottakbél kénnyen
adédik, hogy T kontrakei6 és igy T™v tetszéleges v € B(X)-re v*-hoz tart a szup-
rémum normdban, és v* a (2) egyetlen megolddsa. Megjegyezziik, hogy T™v-t
iterdci6val szokds kiszdmolni: ha v, = T™v, akkor v,4+, = Tv,. Ennek az iteraci6-
nak szamtalan nevet adtak: szokds szukcessziv approximéciénak, érték iterdciénak,
vagy dinamikus programozésnak is hivni. Mi szukcessziv approximaciénak fogjuk
nevezni. Megmutathatd, hogy véges allapottér esetén elég nagy n-re v, mar olyan
kozel lesz v*-hoz, hogy az a stacionér politika, amely minden z € X-re a

(7) (Qua)(z,0) = D p(z,a,9){c(z,a,9) +1va(y)}, zE€AX.

YyEX

-t minimaliz4l6 akciét irja el6 mar optimalis lesz [15]. A (Qu)(z,a) minimaliz4l6
akcidkat v-re €s x-re mohd akcidknak nevezziik, az olyan stacionér politikit pedig,
amely minden z allapotra a v-re és z-re mohé akciékat irja el§ v-re mohd politi-
kdnak nevezzilkk. A 3.2. tétel tehdt azt mondja ki, hogy a v*-ra mohé politikak
optimélisak. Ennek a forditottja is igaz: ha p stacionér optimailis politika, akkor
moh6 a v*-ra. Az A*(z) = {a* € A|(Qv)(z,a*) = minec 4(Qv)(z,a)} halmazt az
z-ben optimdlis akci6k halmazanak nevezziik. Vildgos, hogy egy olyan politika,
amely minden lépésben az aktudlis 4llapothoz tartozé optimalis akciék halmaza-
bél valaszt akciét, maga is optimadlis. Vegyiik észre, hogy még v*-ndl is nagyobb
fontossagi a

(8) Q"= Qv
fiilggvény, az tn. optimalis allapot-akcié koltség fiiggvény: ennek ismeretében

ugyanis még p és ¢ ismerete nélkill is megkonstrualhaték az optimélis stacionér
politikak.

4. Adaptiv kontroll
Ebben a fejezetben kiilonféle becsl algoritmusok konvergencidjat bizonyitjuk
a 2.1. tétel alapjin. Megdllapodunk, hogy mivel itt maga a politika nem lesz

fontos, az alkalmazott politika mar olyan, hogy minden (z,a) part m.b. végte-
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len sokszor jar be a kontrollilt folyamat. Ezért itt a jelolés egyszerfisitése végett
{({f”),aﬁw),cg")) }-ben elhagyjuk a m-vel val6 fels6 indexelést.

4.1. Az optimadlis koltségek becslése

4.1.1. Egy direkt tanuldsi mddszer: a Q-tanulds. Ebben a pontban egy Wat-
kinst6l szdrmazé iterdciés médszert fogunk megadni, mely az irodalomban a Q-
tanulasként ismert, mivel itt a Q*(z,a) optimalis allapot-akcio koltségeket becsiil-
jik. Ennek az algoritmusnak az a kiillonlegessége, hogy ezt anélkiil tesszilk, hogy
p-t vagy c-t megbecsiilnénk [20].

Az algoritmus alapgondolata a kivetkez8: A Bellman egyenlet miatt v*(y) =
minge 4 @*(y,b) 4ll minden y € X-re és ebbdl a Q operatornak az egyenlet mindkét
oldaléra valé alkalmazasaval:

Q*(z,0) = (Qv")(z,a) = (Qmin Q*(+b))(z,0),
amibdl Q kifejtésével (Q definiciéjara nézve lasd (7))

(9) Q*(w,a)=;p(w,a,y){dz,a,y)+7géi2Q*(y,b)}, zeX

adédik. A jobb oldalon E[c(&:, o, ér41) + v minse 4 Q*(€41,0)16 = 2, ar = a, Fy)
all, igy a

(10)
(1 - nt(xv a))Qt(x,a) + ﬂt(f’?a a) (Ct + ’)’miﬂbeA Q*(§t+ly b))a

Qiyi(z,a) = ha (z,a) = (&, 0u)
Q¢(z,a), kitlsnben

iteraci6, a nagy szamok erGs torvényének egy valtozata szerint (lasd a 4.2. lemmaét
alabb) m.m. @*-hoz tart, ha

n(z,a)x(& =z, = a) = 00

NE

=0

o

oo
> ni(z,a)x( =z, 0, = a) < 00
t=0

(pl. m(z,a) =1/(1 + ni(z,a))). A rovidség kedvéért vezessiik be az 7(z,a) =

iz, a)x(& = x,a; = a) tanuldsi ratakat”. Ha a véletlen T; : B(X x A) x B(X x
A) — B(X x A) operatorokat ugy definidljuk, hogy a (10) iteraciét a tsmor

Qt+1 = Tt(Qh Q*)
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alakban irhassuk, akkor a
(11) Tt(QaQI)(xva) = (1 _ﬁt(x1a))Q(‘T’a’) +
) e 5 @ )
ni(z,a){ ¢t + ’Y{}g‘lQ (t+1,)

definicié adédik és azt taldljuk, hogy a 2.1. definici6 értelmében a 7T = (Ty, 71, .. .)
operétor sorozat approximaljaa T : B{X x A) — B(X x A),

(TQ)(z,a) = > p(z,a,y){c(z,a,y) + 7 min Qy,b)}, (z,a)eX xA

yEX

operatort tetszdleges Q € B(X x A)ra. Azaz Q41 = T1(Q:, Q) — TQ minden
Q € B(X x A)-ra. Tovabbs (9) értelmében Q* a T fixpontja. A Q-tanulss ala-
pegyenletéhez gy jutunk, ha (10)-ben, a Q:y1 = TQ; szukcessziv appoximéicié
mint4jara, Q*-ot kicseréljiik Q;-re: Qi1 = T3(Q:, Q:) vagy részletesen

(12)
(1 —ne(z,0)) Qe(x, a) + me(x, a){ce + v minpe 4 Qe(€r41,b) },
Qes1(z,a) = ha (z,a) = (&, )
Qi(z,a), kiilsnben.

Ha Q¢-t mint A" x A-feletti vektort tekintjiik, akkor mondhatjuk, hogy Q;-nek min-
den lépéshen csak egy komponensét valtoztatjuk (értelmesen nem is lehetne tobb
komponenst médositani): ezért ezt az iteraci6t jogosan nevezhetjiik aszinkronnak.
Watkins eredeti konvergencia bizonyitasa hosszadalmas és koriilményes volt (szimu-
laciés modszert dolgozott ki és igy redukilta a konvergencia kérdését mesterséges
Markov dontési problémdk megolddsara). A Q-tanulast a sztochasztikus appro-
ximaciéval el@szor Jaakkola és munkatédrsai, valamint Tsitsiklis hozta kapcsolatba
[8, 19]. A mi megkozelitésiink szerint a Q-tanulds konvergencidja egyszerd kovet-
kezménye a 2.1. dltaldnos aszinkron approximéaciés tételnek.

Miel6tt azonban erre ratérnénk el@szér bebizonyitjuk a nagy szamok erds tor-
vényének mar emlegetett valtozatat. A bizonyitds a kovetkezd, Robbinst6l és Sieg-
mundtél szarmazé szuper-martingal konvergencia tipusi lemmadn alapszik {17].

4.1. LEMMA. Legyen F; o-algebrak novekvd sorozata és legyenek Z,, By, Cy, D,
véges, nemnegativ valGsziniiségi valtozék tgy, hogy Zi, By, Ci, Dy Fi-mérhetek.
Tegyitk fel, hogy

(13) E[Zi41|Fi]) < 1+ By)Z; + C; — D,

Akkor a { ShegBe < 00,300, Ce < oo} halmazon 3,2 Dy < 00 65 Zy — Z < 00
m.m.

A lemma bizonyitdsat nem kozsljitk mivel az megtalalalhat6 [17]-ben vagy Ben-
veniste és munkatéarsai [2] konyvében is.
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4.2. LEMMA. Legyen F; o-algebrdk novekvd sorozata és legyenek oy, w; valo-
szintiségi viltozdk tigy, hogy a: nemnegativ és a1, wy Fry1-mérhetdek, t > 0 és ag
Fo-mérhet6. Tegyiik fel, hogy E[wi | Feoar # 0] = A, E[w? | Fi,a0 # 0] < B < o0,
Yoo =00 mm. €S Y ,0,af < oo m.m., ahol B > 0. Ekkor a

(14) Qty1 =1~ )Q¢+auw;,, t>0

iterdcié m.m. A-hoz tart.

Bizonyitds. Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehets, hogy Efw, | Fi] = A
és E[w?|F;) < B < . IrJuk &t (14)-et (Qi+1 — A) = (@1 — A) + ay(w; ~ Q;) alakba
és legyen Z; = (Q; — ) . Ekkor elemi atalakitdsokkal, kihaszndlva F; definici6jdt
is kapjuk, hogy

E[Ziyy1 | F) < 1+ a?)Z; + o® max (0, B — A?) — 20, Z;.
A 4.1. lemmé4t alkalmazva a B; = o?, C; = a? max (0, B — A?) és D, = 20, Z; sze-

reposztéassal kapjuk, hogy van olyan Z val6sziniiségi valtoz6, hogy Z; — Z m.m. és,
hogy

(15) ZZatZt < oo m.m.
t=0

Tekintsiik azon w-kat amelyekre Z;(w) — Z(w) és Z{(w) # 0. Ekkor van olyan tg,
hogy ha t > tg, akkor Zi(w) > Z(w)/2 > 0 és igy

ZQat(w Z(w Z 20 (w)Zi(w) > 2Zat =

t=top
o0
= 2W) Y aufw) =
t=0
ami ellentmont (15)-nek. Igy Z(w) = 0 m.m. O

Ezekutan kovetkezzék a Q-tanulas konvergenciajat kimondo tétel:

4.3. TETEL. Legyen (X, A,p,c) egy véges dllapot és akciéterii MDP és tegyiik
fel, hogy a {(&, s, i)} folyamat teljesiti az 1.1. feltevésben foglaltakat. Tekint-
siik a

Qiy1(z,a) = (1 —ni(z,0)) Qi(z,0) + ni(z,a) (Ct + 7 gl:l}‘l Qt(&“,b))
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folyamatot, ahol n:(x,a) nemnegativ valdsziniiségi valtozé és ny(z,a) = 0 ha (z,a) #
(gtv at)r

o0
(16) Zm(x, a) =00 m.m., valamint
t=0
[o.¢}
1n an(z,a) <00 m.m.

t=0

Ekkor Q; — Q* m.m.

Bizonyitds. A 2.1. tételt haszndlva bizonyitunk. X x A-t azonositjuk a 2.1. té-
telbeli X' térrel. Legyen T; : B(X x A) x B(X x A):

Tt(Q,QI)(xta) = (1 - nt(xya))Q(x7a') + ﬂt(-’ﬂ,a) (ct + 7%%12 Q’(€t+l7b))'

Ekkor Q41 = T:(Q:,Q:). Feltevéseink és a 4.2. lemma alapjan némi szamoldssal
belathats, hogy a T = (T, T3, - - ) sorozat a 2.1. definici6 értelmében barmely @ €
B(X x A)-nal approximalja T-t. (A lemmabeli F;-t példaul a

(gt)at;at(mva)$ct—1,§t—l1at—laat—l(xv a),Ct_2, LR ’éOyaO)

altal generalt o-algebranak valaszthatjuk, t > 0.) A T; operétor a g:(z,a) =1 —
n(z, a) valasztassal trividlisan megfelel a 2.1. tétel 1-2. feltételeinek, igy a tétel
szerint valéban ||Q; — Q*|] — 0 m.m. ha 3. feltételt, mely ” i, o:(, )|| — 0 m.m.
kivanja is igazoljuk. Mivel X' x A véges igy elég adott (z,a) parra bizonyitani, hogy
Hf:n gi(z,a) — 0. Az sltalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy n olyan
nagy, hogy n:(z,a) <1 m.m. (;(z,a) - 0 m.m. (17) miatt). A log(l+z) <Lz,
z > 0 azonossag és (16) felhasznalasaval kapjuk, hogy

t
H gi(z,a) - 0 m.m.

i=n

és ezzel a bizonyitas kész is. O

Konnyi latni, hogy a Q-tanulds konvergencidja érvényben marad akkor is, ha
az iterdciét Monte-Carlo szimuldci6ban hasznaljuk, azaz ha az algoritmust olyan
(&, a1, ¢, B¢ ) négyesekre hajtjuk végre, ahol @, £;41-t helyettesiti (a tanulas egyen-
letében is) — de a szereplé mennyiségek tulajdonsiagai véltozatlanak. A Monte-
Carlo szimulacié akkor lehet hasznos, ha a rendszer ismert, de til nagy ahhoz,
hogy explicite megoldjuk. A tétel bizonyitdsahoz teljesen hasonléan beldthaté sok
a Q-tanulassal rokon tanulé algoritmus konvergencigja is [16, 15].
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4.1.2. Az indirekt mddszer. Az adaptiv kontrollt bevezets fejezetben mar
megemlitettiik, hogy aszimptotikusan optimadlis politika konstruslasara egy lehet-
séges megoldas, ha p-t és c-t becsiiljilk a kontroll kézben és a becsiilt értékeket
hasznaljuk fel a Bellman egyenletet haszndlva a v* becslésére. Azonban nagy 4l-
lapot és/vagy akci6terekben a Bellman egyenlet megoldasa koltséges lehet. A p
és ¢ paraméterek dtlagoldssal kapott becslései inkrement4lisan is szdmolhaték az
(s14...+8x)/n=010-1/n)(s1+...+Sp-1)/(n—1)+ (1/n)s, Osszefiiggés felhasz-
naldsdaval. Miért ne tehetnénk valami hasonlét v* becslésével? Tekintsiitk a kovet-
kez§ iteraciét:

(Tg'l)t)((l}), ha z € Ug
ve(x), kiilsnben,

(18) e (@) = {
ahol T; : B(X) — B(X) a p, c; paraméterek sltal meghatarozott operator:

(Tw)(2) = min > pu(z,0,9){ci(s, 0,9) + 10(v)}
yeEX

és U, C X a t-edik lépésben felfrissitett allapotok halmaza. Altalsban megenged-
jik, hogy U; fiiggjon a véletlentsl. Szamitégépes tapasztalatok szerint példaul
meggyorsithatja a konvergenciit, ha &,&—1,...,&—x € U: adott k£ > 0-ra. Ennek
egy lehetséges magyardzata az, hogy igy a & koltségbecslésének viltozasanak eset-
leges hatdsai gyorsan visszagyfiriiznek a &-t megel6z6 dllapotokra. A (18) iteraci6
is futtathaté Monte-Carlo szimuldciéban. Kiilondsen jé hatasfokot lehet elérni dn.
start-cél keresési feladatok esetén, mikoris van egy (vagy tobb) kitiintetett z* € X
cél allapot, mely nyeld tulajdonsagi és c(z*,a,z*) = 0, minden a € A-ra és vannak
kezdgallapotok, melyekb6] megadjak a lehetséges kiindulasi dllapotokat (ekkor defi-
nicié6 szerint a kezddallapotoktodl killonbozd dllapotokbdl nem indulhat a rendszer).
Ekkor bebizonyithaté, hogy az olyan Monte-Carlo szimuldciéban amit d4jrainditunk
a célallapot elérésekor a lényeges allapotok mentén v;(z) — v*(z) m.m. Egy alla-
potot akkor neveziink lényegesnek, ha elérhet§ valamely kezddéllapotbél valamely
optimalis stacionér politika végrehajtasaval [1]. Az alabbi tétel magaban foglalja
ezt az eredményt és a fenti (18) iterdcié konvergencigjat is:

4.4. TETEL. Legyen M = (X, A,p,c) egy véges dllapot- és akciéterd MDP, le-
gyenek S@) §(™%) . B(X) - R nemnyiijt6 operatorok (S : By — By nemnyijtd,
ha bdrmely u,v € By pdrra ||Su — Sv|| <{lu—v|) és legyen T : B(X)} — B(X) a
kévetkez6 operdtor:

(Tv)(z) = min S {c(z,0,-) + 70},
ahol 0 < v < 1. Hasonléan, legyen T; : B(X) — B(X) a kdvetkez& operator:
(Tw)(w) = min §7{ex(z,a,) + 70()},
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ahol ¢; — ¢ m.m. Tekintsiik a

(Tyve)(z), ha z €U,
(), kiilénben

(19) v () = {
iterdciét. Tegyiik fel, hogy

(20) lim max ‘St(m’a)v - Sv| =0 mm.
t—oo (z,a)EX XA

dll minden v € B(X)-re és minden x € X-re és x € U, végtelen sokszor m.m. Ekkor
T kontrakcié és fixpontjat v*-val jelslve vy — v* m.m.

Bizonyitds. Ismét a 2.1. tételt alkalmazzuk. Természetesen adédik, hogy legyen
(Tyw)(z), ha z €U,

Ti(u,v)(z) = {u(x), kitlsnben

Legyen x € X és legyen ueqy = Ty(us,v), v € B(X). Mivel ug41(z) = wi(z), haz ¢
Uy, és ha z € Uy, akkor usq1(z) nem fiigg u,-t6l, és mivel x € U; végtelen sokszor
m.m., igy ahhoz, hogy megmutassuk, hogy T = (T, T1,...) approximéalja T-t elég
ha megmutatjuk, hogy a D; = |(Ttv)(x) - (Tv)(x)l — 0 m.m. Mivel

(21) D, = "rlréii} St(z’a){ct(x,a, J+yv()} - E}siﬁ S(I'“){c(x,a, )+ 'yv(-)}' <
< max|S{" {a(z,a,) +10()} = SN elz,0,) + 1 ()}] <
<ma,x|S( ' ){ct (z,a,") + ()} - S"’a){ c(z,a,-) + yu( )}|+
+mag S5 (elz,a,) + 1)) - 57 felz, 0, + 0} | <

<
< max r;lax|ct z,a,y) — c(z,a,y)|+

+max S {e(z,0,) + 7000} = S e, + 700} |

Mivel feltevés szerint ¢; — ¢ m.m., igy max,ec 4 maxyex |ct(x,a,y) - c(z, a,y)| —0
m.m. Masrészr6l (20) miatt (21) méasodik tagja is nulldhoz tart m.m., igy Dy — 0
m.m. is all.

A 2.1. tétel maradék feltételeit a

(z) = 0, ha z€U;
9% = 11, kulonben

fliggvény trividlisan kielégiti, mivel St(z’a) nemnyujté, 0 < v < 1, és minden z vég-
telen sokszor van U;-ben. O
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Jegyezziik meg, hogy a szokasos varhato lecsengetett 6sszkoltség kritériumhoz
az

S®y = 3" p(z,a,y)v(y)
yeEX

operatorok tartoznak és ha p, — p m.m., akkor a megfelel6

55 =3 pu(z,a,9)0(y)
yeX

operatorokra sz’a) — S§(=9) a (20) értelmében. Erdekességként megjegyezzik,
hogy ha p: =p és ¢, = ¢, akkor az U; halmazok megfelel§ vilasztassval visz-
szakaphatjuk pl. a szukcessziv approximicié kiilonbéz6 valtozatait, mint pl. a
Jacobi-iteraci6t.

A tételt azért mondtuk ki az S(*+%) operatorok segitségével, hogy kozvetlentil
alkalmazhat6 legyen egyéb kritériumi dontési problémékra is. Vegyiik példaul a
pesszimista osszkoltség kritériumot. Ekkor egy m politika 8sszkbltsége, mint mar
emlitettiik

wn(e) =esssup { 3 7/e(", ol £27) |
t=0

Hasonléan a virhat6 osszkoltség kritériumhoz tartozé levezetésekhez megmutat-
hat6, hogy ha a Q : B(X) — B(X x .A) operator

(Qu)(z,a) = jex X {c(z,a,y) + yv(y)}

egyenlet dltal definialt, és T : B(X) — B(X), (Tv)(z) = min,ec4(Qv)(z,a) altal
definialt, akkor a Tv* = v* Bellman egyenlet igaz (itt v*(z) a pesszimistan érté-
kelt optimalis 8sszkoltség) és a v*-ra mohé p stacionér politikik optimalisak is.
Természetesen most akkor nevezzilkk p-t v-re mohénak, ha

YEX:plm,plz),)>0 {e(@n@)y) +7100)} =

= min max az,a, + yv
a€A yéX:p(m,a,y)>0{ ( v) +v(y)}

vagy tomoren (Qv)(z, u(z)) = (Tv)(z) 4ll minden z € X-re.
Vildgos, hogy a fenti tételben a pesszimista Osszkoltség kritériumhoz az
5(a)y = maxyex p(z, a,y)v(y) operator tartozik és az
Li(z,a) = {1 |&i=2, ai=a, 0<i+1<t}

definiciéval és az Sy = MaXyer,(z,q) V(y) valasztassal szintén S(=e) _, glze),
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4.1.3. Q-tanulds a pesszimista értékelésre. Lattuk, hogy a direkt médszer hasz-
nalhat6 a pesszimista értékeléshez tartozé optimalis koltségfiiggvény becslésére.
Ebben a fejezetben bebizonyitjuk a megfelels indirekt médszer konvergencigjat is.
Ezt a médszert Heger javasolta [7] és Q-tanulssnak nevezte el. A 1.1. feltevést most
a kovetkezgvel helyettesitjiik:

4.1. Feltevés. Adott egy (&, ;) kontrolldlt folyamat, mely egy véges allapot-
és akcié-terd (X, A, p,c) Markov dontési folyamathoz és valamely rogzitett = po-
litikdhoz tartozik. Feltessziik, hogy (&, a:) ergodikus abban az értelemben, hogy
minden (z,a) parra (&,a:) = (z,a) végtelen sokszor teljesiil m.m. Adott tovabba
véletlen koltségek egy ¢; sorozata ugy, hogy ha ¢.(z,a,y) jelsli azon id6pontokat,
amikor (&, a4, &41) = (2,0,y), akkor m.m.

(22) Ct..(z,a,y) < C(:II, a)y)
és minden olyan y-ra, amelyre p(z,a,y) > 0 m.m.

(23) limsup ¢;, (g,a,9) = (T, @, y)-
n—00

A kovetkezd tételt bizonyitjuk:

4.5. TETEL. Legyen (X, A,p,c) egy véges dllapot és akcidteri MDP és tegyiik
fel, hogy a {(&:, az,c:)} folyamat teljesiti az 4.1. feltevésben foglaltakat. Legyen
T : B(X x A) — B(X x A) a kévetkez6 kontrakcids operdtor:

TQ)a)= _ max  {czay)+7minQ(,b)}

és jeloljiik a fixpontjat Q*-val.
Tegytik fel, hogy Qo(z,a) < Q*(z,a) és tekintsiik a

max {Qt(a;a a)v Ct + ’YmiﬂbeA Qt(§t+17b)}) h& (xva) = (Etaat)y

Qis1(z,0) = {Qt(w,a), kiilénben

rekurziét. Ekkor @, konvergdl Q* m.m.
Vilagos, hogy T kontrakcié a - kontrakciés faktorral.

Bizonyitds. A bizonyitds ismét csak a 2.1. tétel alkalmazésa, csakhogy a T
operatorsorozatot most iigyesebben kell megvalasztanunk. Eldszor is adott (r,a)
pérra legyen a kritikus (rdkovetkezd) allapotok halmaza a kovetkez6:

(24) M(z,a) = {y € X|p(z,a,y) >0, Q*(z,a) = c(z,a,y) + vgéij‘l Q*(y,b)}~
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M(z,a) nem iires, mert X véges. Mivel a ¢; koltségekre 4ll (22) és (23), igy az
altalanossdg megszoritdsa nélkil feltehetd t,, definici6janak modositasdval, hogy

(25) nll'n;o ct,.(z,u.,y) = C(III, a, y)
Legyen T(z,a,y) = {tx(z,a,y) | k > 0} és T(z,a) = Uye pm(z,a)T (2, a,y) és legyen

max (¢; + yminye s Q(y:,b), Q' (z,a)); hat € T(z,a),

Tt(Q ,Q)(Z‘,a) = { Q’(x,a); kiilonben.

Tekintsiik a Qf = Qo, Q4 = T1(Q}, Q}) rekurziéval definialt Q) sorozatot és le-
gyen

Fo={Q € B(X x A)|Q(z,a) < Q*(z,a) for all (z,a) € X x A}

a lehetséges kezdeti feltételek halmaza. JFy invaridns Ti-re. Teljes indukci6val
@1, Q; és Q* definicitinak felhasznaldssval konnyen lathato, hogy @) < Q: < Q* és
igy elég belatnunk, hogy @} m.m. konvergal Q*-hoz.

Vildgos, hogy T; approximélja T-t @*-ndl, mert m.b. van végtelen sok olyan ¢
id6pont, hogy t € T'(z,a) és az is vildgos, hogy a

0; ha (z,a) = (z4,a:) és y: € M(z,a),
1; kiilonben,

) = {

sorozat kielégiti a 2.1. 1. feltételét, ugyanis T,(Q, Q*)(z,a) = Q*(z,a), ha (z,a) =
(x¢,at) és yr € M(z,a).

Mutassuk meg, hogy a 2. feltételt is kielégithetjilk ezzel a g¢-vel, azaz be-
csiljiik meg |T3(Q’, Q)(z,a) — Tx(Q', Q*)(x,a)|-et feliilrsl, ahol Q,Q’ € Fo, azaz
Q,Q' < Q*. Els6ként tegyiik fol, hogy t € T'(z,a), azaz, hogy (z,a) = (z:,a:) és
y: € M(z,a). Ekkor

(26) |Tu@, Q)e,0) ~ TuQ', Q)(=:a)| < (elz a,90) + Y min Q" (ve.b)) -

— max (ct + 7?‘?2 Q(y:,b),Q' (=, a)) <

(27) < (C(z, a,y) +7 min Q™ (yt, b)) - (Ct + 7 min Q(ys, b))
(28) <AIQ* = QY + |z, a,4:) — ],

aholis kihasznaltuk, hogy Ti(Q’, @*)(z,a) > T:(Q',Q){z,a) (mivel T; a masodik
argumentuméban monoton) és, hogy

Tt(Qla Q*)(x’a’) S max (c(a:,a, yt) + 7?&1}‘1 Q*(yt)b))Q,(m’a’)) S
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< max (C(m, a,ys) + 7 min Q*(y1,b),Q* (=, a)) =c(z,a,y:) +7 min Q*(yz,b)

igaz, mivel Q' < Q* és y, € M(z,a).
Legyen o4(z,a) = |c(z,a,y¢) — ct|. Ekkor (25) miatt

l =0
R L

m.m. A mésik esetben (amikor t € T(z,a)), |TH(Q’,Q)(z,a) — Tt(Q’,Q*)(x,a)I =
0. Igy

ITUQ", Q)(z,a) — TH(Q', Q")(z,a)| < 7(1 - gil,a)) (IIQ — Q"I + Xe),

ahol A\; = 04(xs,a:)/7, ha t € T(x,a), és A\; = 0, egyébként. Azaz a 2. feltételt is
kielégiti g;, mivel A\; m.m. nulldhoz tart.

A 3. feltétel teljesiiléséhez sziikséges és elegends, hogy t € T'(x,a) végtelen sok-
szor. Ez azonban a &, ay-re kir6tt feltétel miatt all és mivel p(z,a,y) > 0 minden
y € M(z,a)-re.

fgy a 2.1. Tétel szerint Q, m.m. tart Q*-hoz és ezért Q; is m.m. tart Q*-hoz.
O

5. Aszimptotikusan optimalis adaptiv politikik

Térjiink most vissza a bevezet6ben emlitett probléméra: adjunk meg olyan
7 politikit, amely aszimptotikusan optimalis, azaz teljesiti az (1) egyenletet.
Valamennyi korabbi konvergencia eredményiinknél kulcsszerepe volt annak a fel-
tevésnek, hogy a tanulds kozbeni 7 politika olyan, hogy a megfelels ( §"’,a§"’)
kontrollalt Markov folyamat minden (z,a) part végtelen sokszor jar be. Ekkor hiv-

tuk a 7 politikat erdsen elegendden felfedezének. Elgszor ezt a feltevést gyengitjiik.
5.0.4. Elégségesen felfedezd politikik.

5.1. Definicié. A w politikit elégségesen felfedezének nevezzilkk, ha minden
(z,a) parra az {w cx =M (W) v.s.} halmazon m.m. (m =¢™ = aﬁ"’) is v.s.
(v.s. = végtelen sokszor). A végtelen sokszor latogatott allapotok halmazat X -vel
jeloljtk: Xoo(w) = {z € X |z =€}

A tovabbiakban csak az varhato lecsengetett 0sszksltség kritériumot tekintjik
és a Q-tanulds algoritmust. Az eredmények kiterjeszthet&k a tobbi algoritmusra
és egyéb kritériumokra is. Tegyiik fel tehat, hogy (a m-vel valé felsGindexelést
elhagyva)

(29)
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(1 = ne(x,0)) Q:(x, @) + mi(, ) {c: + vy minpe 4 Q1 (€e41,0) },
Qerr(z,0) = ha (z,a) = (&, o)
Qt(mv a)» kﬁl('jﬂbell,

ahol (&, oy, c:) teljesiti az 1.1. feltevésben foglaltakat és

1

r,a)=——F/-7,
m(2,a) 1+ ny(z,a)

ahol ny(z,a) = #{t >i>0: (z,a) = (&, )}

5.1. TETEL. Legyen m egy elégégesen felfedezd politika és legyen Q; (29)-vel,
rekurzivan megadva. Ekkor minden (z,a) pdrra és m.m. w-ra amelyre € X o (w),
im0 Qi(z,a)(w) = Q*(2,a), azaz limi—o Qtlx_ — Q*[x_ m.m.

Bizonyitds. Legyenek A1,..., X C X azok a részhalmazai X-nek, amelyekre
P(Xo = X;) >0, 1 <i< k. Rogzitsiink egy i-t és tekintstik azon eseményeket,
amelyekre { X, = X;}. Ekkor minden (z,y) € &; x (X \ X;) parra és minden a € A
akciéra p(z,a,y) = 0, mivel kiilonben a politika elégségesen felfedez6 voltabol faka-
déan y € X is dllna m.m. a { X, = X;} halmazon, amib6l az y € X; ellentmondas
kovetkezik. fgy az eredeti MDP X)-re valé megszoritisa értelmezheté a természe-
tes médon. Jelolje Q7 a megszoritott MDP-nek megfelels optimalis allapot-akcié
koltség fiiggvényt. A Q7-ra vonatkozé Bellman egyenlet szerint

Qi@a)= Y pz.a,y)(c(z.a,y) +1minQiw,), V(@,0)€ X x A
yeX;

Hasonléan, @Q* kielégiti a

Q*(z.0) = Y plx,a,9)(elz,0,9) + Ymin Q*(v,b)) =

yeEX

=Y p@.ay)(cl@,ay) + yminQ (b)), W(z,a) € Xix A
yEX; bea

egyenletet. Igy mindketten kielégitik ugyanazt a fixpont egyenletet. Mivel y < 1 a
fixpont egyenletnek csak egy megolddsa lehet és igy

(30) Q= Q"

Legyen 7 € N és legyen Q; , = {w : z; € &;,t > 7}. Ekkor Q; m.m. tart Q}-hoz
,.-n a 4.3. Tétel miatt, mivel 7 utdn és az §;,-n a Q-tanulds algoritmus dgy
mitikodik, mint egy az X;-re megszoritott MDP-hoz tartozé Q-tanulds algoritmus
és 7 erGsen elegendd felfedezd ; ,-n és a megszoritott MDP-t tekintve. Mivel m.m.
Urenlir = {w : Xoo(w) = Xi}, igy Qt(w)|X‘_ — @QF, t — oo m.m. tart A; = Xo-n
és a tétel kovetkezik (30)-b6L a
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5.0.5. Optimdlis adaptiv politikdk konstrukcidja. Mivel a t-edik pillanatban
a politika @Q;-t6] is figg majd, a politika 4ltal el6irt akcié a t-edik 16pésben nem
csak a kontroll folyamat multjatél, hanem az eddigi koltségektél, cg,cy,...,co—1-
t6l is fiigg majd. Azonban mivel ¢; a ¢(&;, a;,&+1) + n; alakban irhaté, ahol n;
véges szérési, zérus varhaté értékd ,zaj” az ilyen politikakkal elérhets legkisebb
osszkoltség sem lehet kisebb mint azon politikdk altal elérhets, melyek a kontroll
folyamat multjatél (és a c koltségfiggvénytsl) filggnek. Igy az optimalis politi-
kak alakja valtozatlan marad ezen kiterjesztett politikdkra is. A tovabbiakban a
révidség kedvéért jeloljiik a 7 politika altal az a akei6 a t-edik id6pillanatbeli valasz-
tasara eldirt valoszintiséget w(a | F;)-vel, ahol F; jelsli a kontroll folyamat mualtjat
az eddigi koltségekkel egyiitt.

A kovetkezs, Gn. kiterjesztett Borel-Cantelli lemmara a kovetkez lemmank
bizonyitdsdndl sziikség lesz.

5.2. LEMMA. Legyen Fi o- -algebrdk egy novekvd sorozata és legyenek az Ag
halmazok ]-'k mérhetSek. Ekkor

{w : io:P(A,c |]:‘k_1) = oo} ={w: w€ A, i0} mm.

k=1
A lemma bizonyitdsa a [4] konyvben taldlhaté 5.29-es kvetkezmény bizonyi-
tdsdhoz teljesen hasonlé médon térténhet.

5.3. LEMMA. Tegyiik fel, hogy egy politikdnal az akcié vdlasztds valoszintisége
egy adott dllapotban attdl fiigg, hogy az dllapotot eddig hdnyszor latogatta meg a
kontroll folyamat: Jelolje 7(a|Fy, t = ty(z)) annak a valdszintiségét, hogy a az a
akciét vdlasztjuk feltéve, hogy a t-edik lépéshen épp k-adszor liatogatja meg a kont-
roll folyamat z-et. (Itt tp(x) azt az id6pontot jeloli, amikor a kontrollalt folyamat
k-adszor latogatja meg az x 4dllapotot.) Ha minden z-re

(31) > w(a] Fite(z) =t) = o0,
k=1

akkor a  politika elegségesen felfedezé.

Bizonyitds. Rogzitsiik a m politikat és egy x € X allapotot. Ekkor minden olyan
w-ra, amelyre 2 € Xoo(w) a ti(z) sorozat jol definialt és a végtelenig folytathato és
konstrukcié szerint

Play(z) = a| Futu(z) =t) = n(a| F, tr(z) = )

8ll minden k > 1-re. Alkalmazzuk az 5.2. lemmat. Legyen Ay = {atk(x) = a} és
Fr = o{Fi, t = teg1(2)} = Upmyy(2)Fr. Ekkor Ay Fi-mérhet és igy (31) miatt

P(Ak|f'k_1)=P(atk =a|F, tx(z) =t) =7(a| Fp, tu(z) = ¢).

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)




62 SZEPESVARI CSABA

Kovetkezésképpen m.m. {z € X*}-n Y 27, P(Ax | Fi_1) = oo és igy az 5.2. lemma
szerint {a = atk(x)} v.s. is m.m. &ll {x € X*}-en. a

5.1. Definicid. Egy m politikit aszimptotikusan optimdlisnek neveziink, ha
minden = € X-re

tlim P(a; € Argmin Q*(z,a) | Ft, z=1;) =1 m.m.

5.4. TETEL. Tekintstik a (29)-vel megadott @}, sorozatot és tegyiik fel, hogy
az 1.1. feltevésben foglaltak teljesiilnek. Legyen m egy politika és legyen

7r(at € AI‘;gEI;lian(.’l:,a)l.’B = x4, ft) ef Z mla|z =z, Fi).

a€Argminge 4 Qe(x,b)

Tegyiik fel, hogy m konstrukciéjdndl fogva kielégiti a

(32) Zw(a|}}, te(z) = t) =00
k=1
(33) lim 7r(a,t € Argmin Q¢(z,a) |z = =, ]-'t) =1.
t—o0 2€A

egyenleteket. Ekkor m aszimptotikusan optim4lis.

Megjegyezziik, hogy m(a; € Argmin,c 4 Qi(z,a) |z = x4, F) j6l definidlt, mert
Qt ft mérhetd.

Bizonyitds. (32) szerint az 5.3. Lemma feltételei teljesiilnek és igy a 5.1. tétel
is alkalmazhat6. Eszerint lim¢o Qt|y  — Q*|y,_ m.m. és igy, mivel A véges és
(33) miatt mar kdvetkezik is 7 aszimptotikus optimalitasa. a

A tételbdl azonnal adédik, hogy a

Ctk (1 - 75—413)’ ha a € Argmin,e 4 th(z)(x,a),
m(a| Fe te(z) =t) = 1_6"1“(1_%4.1)
& : kilonben,
|'A - Ctt.-l

politika, ahol C;(z) az Argmin,c 4 Q:(z,a) = {a € A|Q:(z,a) = minpe 4 Q:(z,b)}
halmaz szamossagat jeloli kielégiti az 5.4. tétel feltételeit. Vegytiik észre, hogy ez a
politika a milttél csak a Q;-n keresztiil fiigg és igy val6ban kiszdmithaté. Természe-
tesen aszimptotikusan optimadlis politikik m4s, nem-egyenletes val6szintiségekkel is
megadhat6k (a fenti politika egyenletes val6szintiségekkel védlaszt az mohé és nem
moh6 akcidk kozil). Nyitott kérdés, hogy az ily médon elééllitott aszimptotikusan
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optimadlis politikdk kozil mely valészintiségeloszlasok adnak gyorsabb optimalitas-
hoz val6 tartast. Megjegyezzik, hogy a 2.1. tétel bizonyitdsanal felhasznédlt méd-
szerrel belathat6, hogy a @, @Q*-hoz tartdsdnak ratdja tetszéleges aszimptotikusan
optimalis politika esetére /loglogt/t [14] és ezt (32)-vel btviizve lehetségesnek ti-
nik az optimalitdshoz tarts aszimptotikus konvergencia sebességének becslése. Ha
egy politikdrdl tudjuk, hogy aszimptotikusan optimaélis, akkor a sztochasztikus app-
roximaci6 koztnséges differencidlegyenletekre val6 visszavezetésének modszere (az
»ODE” médszer, lasd [11, 9, 2]) méar haszndlhat6 centralis hatareloszlas tipusi
tételek levezetésére.

Arra az esetre, amikor a MDP kritériuma az egy lépésre juté dtlagos koltség
minimamiz4ldsa ismertek a konvergencia sebességre vonatkoz6 alsé korlatok, pon-
tosabban als6 korldtok arra nézve, hogy a tanuldsbsl ered6 az optimalis politika
végrehajtdsanak koltségéhez képesti veszteség (a ,tanulé pénz”) legalabb mekkora
aszimptotikusan. Erre az esetre ismertek tovibba olyan politikdk, amelyek ezt az
als6 korlatot elérik és ilyen értelemben optimalisak, nem javithaték [5, 6]. Fon-
tos azonban megjegyezni, hogy ezek az eredmények csak a tranziens teljesitmény
aszimptotikajarol szélnak és nem magarol a tranziens teljesitményrdl, melyrsl fel-
tehetSleg semmi sem mondhaté.

Erdekességként megemlitjik, hogy ha a MDP kritériuma a pesszimista Ossz-
koltség minimalizaldsaként van megadva, akkor a minden lépésben a mohé akci6t
vélaszt6 politika is optimalis lesz {13, 12].

A. Egy aszinkron sztochasztikus approximicids tétel

Itt ismertetjiik a 2.1. tétel bizonyitdsdnak vazlatat. A bizonyitds az alabbi
A.1-A.4. lemmé&kon alapszik.

A.1. LEMMA. Legyen z, egy véletlen folyamat és tegyiik fel, hogy minden 7,6
pozitiv szamokhoz van olyan M € N, m.m. korldtos véletlen index, hogy

(34) P(ts>u]€l Jze| > (5) < 7.

Ekkor z; m.m. 0-hoz tart.

Bizonyitds. A fenti feltételek mindéssze abban killsnbdznek a szokdsos definici-
6tol, hogy itt megengedjiik, hogy M véletlen legyen. Azonban elemien megmutat-
haté, hogy P(sup,s; |z:| > &) < P(sup,s s |z¢| = 8} + P(M > k), ahol k tetsz6leges
(nem-véletlen) természetes szam és igy (34)-bsl és M m.m. korlatossagabél kovet-
kezik az eredmény. O

A.2. LEMMA. Legyen X egy tetszbleges halmaz és tekintsiink egy a

(35) Vi1 < gevr +Y(1 = ge)llve|
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egyenl6tenségeket kielégits {v:} véletlen folyamatot, ahol vy, g; nem-negativ vélet-
len fiiggvények, és ||vg|| m.m. véges. Ha minden k > 0-ra

lim
n—oQ

[Ta0)] =0
t=k

m.m., akkor ||v¢|| is m.m. nullshoz tart.

Bizonyitds. A bizonyitas teljes indukciéval torténik. A k-adik lépésben azt bi-
zonyitjuk, hogy van olyan véletlen m.m. korldtos My index, hogy ha t > M, akkor
o]l < ((1 + 7)/2)kC. Ez az A.1. lemma miatt és mivel ((1+ ’7)/2)kC — 0, m.m.
k — o0, elegendd is. A kérdéses egyenlGtlenség k = O-ra a vg-ra kir6tt feltevésiink
miatt &ll az My = 0 valasztdssal. Tegyiik fel, hogy az egyenl6tlenséget mar vala-
mely k > 0 egész szamig belattuk. Ekkor, mivel az ups, = vpg,,, ¥ep1 = geee + (1 —
g:)((1 +’Y)/2)kC', t > M sorozatra 0 < v; < u; és “ut -'y((1+'y)/2)kC|| — 0m.m.

megmutathat6, igy lim sup,_, o, floell < v((1 + 7)/2)kC < ((1+ 7)/2)k+lC, amib6l
mér kovetkezik is a m.m. korldtos My, 1étezése. O

A.1. Definicid. Legyen G : By x By — B; egy véletlentdl fiiggs leképezés, ahol
By, Bz normalt vektorterek. G-t homogénnak nevezziik, ha minden pozitiv S-ra és
v € By, e € Ba-re fG(v,e) = G(Bv, Be).

A.2. Jelolés. Legyen € = (eqg,€1,...) Bo-értékid véletlen sorozat és G; : By x
By — B; véletlen leképezések sorozata. A tovdbbiakban a vi4; = Gi(v:,e;) véletlen
folyamat t-edik elemét, v:-t, ve(vg; €)-val jelsljiik, ahol ||vg]| < 0o m.m.

A.3. Definicié. A vi(vg;e) véletlen folyamatot az € sorozat véges perturbacio-
ira érzéketlennek nevezziik, ha minden &' véletlen sorozatra amely e-t6l legfeljebb
véges sok tagban tér el Ggy, hogy az eltérések maxim4lis szdma a véletlentsl fligget-
len, 4ll, hogy ha ||v;(vo; €)|| m.m. nullahoz tart, akkor ||ve(vo; €')|| is m.m. nullshoz
tart.

A.4. Definicié. A vi(vg;e) véletlen folyamatot érzéketlennek nevezziik az € so-
rozat kicsinyitéseire, ha minden 0 < ¢ < 1 véletlen szdmra 4ll, hogy ha ”vt(vo;e)”
m.m. tart nulldhoz, akkor ”vt(vo;s’)” is m.m. tart nulldhoz.

A.3. LEMMA (Ujraskalazasi Lemma). Tegyiik fel, hogy a v(w;e) véletlen soro-
zatot egy véletlen, homogén G, : By x By — B, fiiggvénysorozat indukdlja. Ekkor
”vt(w;s)” m.m. nulldhoz tart, ha

(1) v, érzéketlen az e véges perturbdcidira,

(ii) v, érzéketlen az e kicsinyitéseire és

(iii) ”ut(w,s)“ m.m. nulldhoz tart, ahol u; a vy korldtosan tartott vdltozata:
up = Vg 65 ury1 = StGe(ue,€r), ahol Sy a t-edik vin. atskdldzasi faktor, mely a ko-
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vetkezGképp van definidlva:

S = {1/”Gt(ut,€t)”, ha “Gt(ut,ft)“ >1;
T, ktlonben.

Bizonyitds. Eldszor is jegyezzilk meg, hogy 0< S; <1, t>0. Teljes in-
dukciéval beldthat6, hogy tetsz6leges pozitiv S-ra &ll az Svi(u;e) = v:(Su, Se)
azonossag, itt u,e tetszélegesek. EbbGl, szintén teljes indukciéval kovetkezik,
hogy a ¢;q41 = H;’it Si és deyy = H:zl S; sorozatokkal u;(w;€) = vy (dsw; ce), ahol
¢ = (cg,c1,...) és ahol a ce szorzat tagonként értends: ce = (cpeg, cie1, . . .).

Mivel feltevés szerint ||u:|| — 0 m.m., igy minden 1 > § > 0-hoz van olyan
M = M(8) véges index, hogy ha t > M, akkor P(|lu¢]| < 6) > 1 — §. Tekintsiik az
As = {|lutll < 6} halmaz w eseményeit. Mivel itt S¢(w) = 1, ha t > M, igy ct1 =
Hjhit Sj,hat <M éscy1 =1,hat > M. Hasonléképp, diy1 = dpe1, ha t > M.
Az uy(w;e) = ve(dyw; ce) azonossagbél kovetkezéen pedig ”vt(dMHw;cs)H m.m.
nullidhoz tart As-n. Homogenitds miatt vi(dpr+1w;ce) = dprve(w;ce/dpry1), 6s
igy ”vt(w;cs/dMH)” is m.m. nulldhoz tart As-n. Mivel wv(w;ce) =
ve(w; dms1(ee/dr41)), 0 < duprg1 < 1 és mivel v, érzéketlen ¢ kicsinyitéseire, igy
“vt(w;cs)“ is m.m. nulldhoz tart As-n. Végill, mivel As-n ce az ¢ véges perturba-
cidja kapjuk, hogy ||vt(w; s)” is m.m. nulldhoz tart As-n. Marmost az allitids ebbé!
és abbdl, hogy 6 tetsz&leges volt és lims_.g P(As) — 1 mar kovetkezik is. O

A kovetkez§ lemma az A.2. lemma folyamaténak perturbalt valtozatara vonat-
kozik:

A.4. LEMMA. Legyen X egy tetszéleges halmaz és tekintsiink egy a

((36)) ver1 < geve + (1 = ge) ([loel] + &)

egyenlGtlenségeket kielégité {v.} véletlen folyamatot, ahol vy, g; nem-negativ vé-
letlen fiiggvények, ||lvo|] < 0o m.m. és 0 < e, — 0 m.m. Ha minden k > 0-ra

11 () =0
t=k

lim
n—oo

m.m., akkor ||v¢|| is m.m. nulldhoz tart.

Bizonyitds. Figyeljilk meg, hogy v = v:(vo;¢), a Gy : B(X) x R — B(X),
Gi(v,€) = gv + fe(llv|| + €:) homogén figgvényekkel. Teljes indukciéval kony-
nyen latszik, hogy v:(vo;€) € kicsinyitéseire érzéketlen, mivel ha 0 < ¢ < 1, akkor
0 < vi(w;ce) < v(w;e), w > 0. Hasonloképp, ve(vp;e) érzéketlen ¢ véges pertur-
bacidira. Ezt az A.2. lemma é; = Ivt(vo;e) — vt(vo;e’)| folyamatra valé alkalma-
zésdval bizonyithatjuk, ugyanis elég nagy t-re e; = ¢, és ekkor 6; m.m. kielégiti
a 641 < gebs + (1 — g)|6:|| egyenl6tlenséget. Igy az tjrasksldzasi lemma szerint
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elegendd ha v; korlatosan tartott verziéjanak m.m. nulldhoz tart4sat belatjuk. Ez
azonban az A.2. lemma bizonyitdsidhoz teljesen hasonléan kivetkezik. a

A 2.1. tétel bizonyitdsa ezek utin méar konnyen adédik. A tétel szdvegét az
olvas6 kényelme érdekében megismételjiik:

A.5. TETEL. Legyen X egy tetsz6leges halmaz, B = (B(X),|| - ||), ahol ||v]| =
SUP e x v(x)| éslegyen T : B(X) — B(X) egy fixponttal rendelkez6 operétor. Je-
Ioljiik v*-val T egy fixpontjdt és tegyiik fel, hogy a T = (Ty,T1,...) véletlen ope-
rdtorok sorozata approximélja T-t a v*-ndl, az Fy C B(X) kezdeti értékek mel-
lett. Tegyiik fel tovabbd, hogy v* € Fy, Fy invaridns T-re és hogy léteznek olyan
gt : X — [0,1] mérhetd fiiggvények és egy olyan 0 < v < 1 konstans, hogy az aldbbi
feltételek elegendben nagy t-re m.m. teljestilnek:

1. |Tt(u1,'v*)(x) - Tt(ug,v*)(x)| < gt(a:)|u1(x) - uz(a:)‘, ahol te N, z€ X és
u1, Uz € Fp.
2. |Tu(u,v)(z) — Te(u,v*)(x)] < 7(1 - g:(2)) (v —v*| + Ae), abol t € N, z € X és

u,v € Fy és Ay - 0 m.m.

3. limp oo || [Trck 9:()|| =0, k 2 0.
Ekkor tetszdleges vg € Fy-ra, a veq1 = Ti(ve, v:) fliggvénysorozat v*-hoz tart m.m.
a B(X) norméjaban. '

Bizonyitds. Mivel v* a T fixpontja, elég a 6; = v; — u; sorozat egyenletes nul-
lahoz tartasit megvizsgélni, ahol sy = Ty(ue, v*) és up € Fy. Mivel v*,ug € Fy
és Fy invaridns 7-re, igy v, us € Fp is 4ll, a tétel 1-2 feltételeinek egyenlGtlensé-
gei tehat alkalmazhatok. fgy a haromszog egyenlétlenség ismételt alkalmazasaval
és elegendd@en nagy t-kre adédik, hogy

biv1 € g6 +v(1 — gt)(nét” + [Jug — v*|| + /\t)v

amib6l az A 4. lemma szerint ||6;]]| — 0 m.m., azaz |jv; — v*|| — 0 m.m. O
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AN ASYNCHRONOUS STOCHASTIC APPROXIMATION THEOREM AND SOME
APPLICATIONS

CSABA SZEPESVARI

In the paper we are concerned with the adaptive optimal control of Markov decision prob-
lems. An asynchronous stochastic approximation theorem is proved. Then the theory of Markov
decision problems is reviewed and three applications of the main theorem are given for the esti-
mation of the optimal cost-function. Finally, a class of adaptive optimal policies is constructed.
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HIPERCSERESZNYEFAKKAL ADOTT VALOSZINUSEGI KORLATOK

SZANTAI TAMAS ES BUKSZAR JOZSEF

Budapest, Miskolc

Ebben a dolgozatban j tipusu alsé és felsd korldtokat adunk meg véges szamu ese-
mény unidjanak valdszinliségére. Ehhez segédeszkozként a hipergrafok kérében egy 1j
fogalmat vezetiink be, melyet hipercseresznyefanak fogunk nevezni. Ezeknek az Gj ered-
ményeknek kézvetlen el6zménye a Prékopa Andras és Bukszar Jézsef altal korabban
bevezetett, cseresznyefinak, illetve specidlis esetben t-cseresznyefdnak nevezett (valgja-
ban ugyancsak hipergrifnak tekinthetd) hipergrafstruktarik altal szirmaztatott felsé
korlatok, valamint a Bukszar Jézsef altal definidlt m-multifak altal szarmaztatott felsd
korlatok. Ezek mind a D. Hunter &altal kozonséges griafok maximalis sulyid feszitfaja
segitségével szarmaztatott felsd korlat javitiasainak tekinthet6k, s mint ilyenek érte-
lemszerilien csak felsé korlatokat szolgiltathatnak. I. Tomescu a hipergrafok kérében
bevezetett hiperfik segitségével gy tudta altaldnositani D. Hunter eredményét, hogy
nemcsak tovabbi felsS korlatokat nyert, hanem hasonléan jé alsé korlatokat is. A dol-
gozatban kozolt 4j tipusi alsé és fels§ korlatok ugyanolyan értelemben iltalanositjak,
illetve javitjak az I. Tomescu féle alsé és felsd korlatokat, mint ahogyan a Prékopa And-
rds és Bukszar Jézsef dltal bevezetett felsS korlidtok javitottik a D. Hunter féle fels§
korlatot. Az 4j korlatok hatékonysdgat egy specidlis megbizhatésagi rendszer megbiz-
hatésdgéra szamitott alsé és felsé korlatokkal illusztraljuk.

1. Bevezetés

Legyenek Ai,...,A, az (Q, A, P) val6szintiségi mez§ tetszGleges eseményei.
Ezek unigjdnak a val6szintiségére legkorabban G. Boole [1] adott meg egy fels6
korlatot, melyben csak a P(A;), 1 =1,...,n val6szintségek Osszegét, azaz az ugy-
nevezett els6 binomialis momentumot, S;-et hasznéalta. Ezt a felsd korlatot dltala-
nositottdk a C. E. Bonferroni 4ltal adott egyenlétlenségek (14sd [2]), melyek szerint
az S1,852,...,Skr, h < n binomialis momentumok valtakozé elGjelii 8sszege paratlan
h esetén mindig felsG korlatot, paros h esetén pedig alsé korldtot ad az 4,,..., A,
események unidjdnak a valésziniiségére. Ezt kovetSen a Bonferroni egyenlGtlensé-
gek 4ltaldnositasainak egy sora jelent meg, mig végil Prékopa Andras dolgozatai
zartak le a kutatdsok ezen irdnyat azzal, hogy bebizonyitottdk az addig megta-
1alt, els6 harom binomialis momentumot hasznélé Bonferroni tipusi egyenl6tlensé-
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gekr6l, hogy azok élesek, valamint az els§ négy binomiilis momentumot hasznalé
éles fels§ korlat explicit megadasa mellett felirtak azt a linedris programozési fela-
datpart, amely megold4dsai akirmennyi Sy, Sa, ..., Sy, h < n binomidlis momentum
ismeretében szolgaltatjak az éles Bonferroni tipusi alsé és felsd korlatokat.

Mivel a binomialis momentumok szadmit4sa a gyakorlatban legttbbszor az

Se= > P(A,n---nAy), k=1,..,n

lsil <...<ikS'n

képlettel torténik, azért az els6 h binomidlis momentum ismerete feltételezi azt,
hogy a benniik foglalt P(A;, ), P(Aiy, NAs),..., P(A;N...NA;, ) 1<i1<...<
th < n szorzat esemény valdszintiségeket is mind kiilon-kilon szdmitani tudjuk, il-
letve ki is szdmitottuk. Ezért logikus az a torekvés, hogy ne csupan az els§ h
binomislis momentumba aggregélt, hanem az egyes szorzat eseményekben kiilon-
kiilon meglévs informéaciét is probaljuk meg a P(A; U --- U A, ) val6sziniség jobb
korldtainak a készitésére felhasznalni. Ebben az irdnyban az els6 lépéseket mar
G. Boole is megtette, hiszen voltaképpen megfogalmazta az igynevezett diszaggre-
galt linedris programozasi feladatpar dudl feladatat. Mivel azonban az 6 idejében
még nem volt ismert annak megoldédsara egy altalanos megold6é médszer, azért csu-
pén specidlis, egyedi becsléseket tudott a médszerével megadni. G. Boole munk4jat
Th. Hailperin elevenitette fel (lasd [7]) elszor, majd ennek, és egymas munksjanak
ismerete nélkiil D. Hunter [8] és K. J. Worsley [14] adott meg olyan fels6 korlatot
a P(A; U---UA,) val6észintiségre, amely az S; els6é binomidlis momentumon til
a P(A;, NA;,),1 <i; <ig < n szorzat esemény valdszintiségek koziil csak azokat
hasznélja, amelyek egy n cstcsi, az éleket a P(A;, NA;,),1 <13 < iz < n valészini-
ségekkel sulyoz6 teljes graf maximadlis stlyd feszit6fajanak élei mentén taldlhaték.
Ugyanakkor az igy kaphat6 fels¢ korlatrél konnyd belatni, hogy jobb, mint az els6
két binomialis momentumot hasznalé legjobb Bonferroni tipusi felsd korlat.

Ezt kiveten I. Tomescu [13] 4ltaldnositotta a Hunter—Worsley féle fels§ korla-
tot tigy, hogy péaros h esetén az els§ 1 + 1 binomidlis momentum valtakoz6 el6jeld
tsszegébdl levonta, illetve péaratlan i esetén az els6 h + 1 binomidlis momentum
valtakozo6 elGjeld dsszegéhez hozzdadta egy specidlis hipergrafstruktira, az igyne-
vezett (h + 2)-hiperfa (egy specidlis (h + 2)-uniform, azaz olyan hipergraf, mely
minden éle (h + 2) csiicsbél 4ll) éleinek megfelel§ szorzat események valészinisé-
geinek az dsszegét. Ezzel nyilvanvalé médon megjavitotta a Bonferroni-féle felsd,
illetve als6 korldtokat. Megjegyezzziik, hogy h = 0 esetén a Tomescu féle felsg kor-
lat azonos a Hunter—Worsley féle felsé korlattal. A Tomescu féle korlatok elénye,
hogy alsé6 korlatok is vannak kozottiik, sajnos azonban az éles Tomescu féle korla-
tok meghatarozasahoz a (h + 2)-hiperfak kdrében kellene maximaélis salyut keresni,
amely feladat megolddsdra altaldnosan nem ismert hatékony algoritmus, csupén a
h = 0 esetben tudjuk, hogy az megoldhat6 moho6 tipust algoritmusokkal.

A. Prékopa, B. Vizvari és G. Reg@s [11] abbdl a feltételezésb6l indultak ki,
hogy egy valésziniiségi mezd tetszdleges Ay, ..., A, eseményére mind a P(A;), i =
1,...,n egyedi, mind a P(A;, N A;,),..., P(A;,;Nn-- NA;, ) 1< <...<ip,€n
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metszet val6szintiségek rendelkezésre dllnak. Az ezen informacié birtokdban meg-
fogalmazott linearis egyenlség-egyenlGtlenség rendszerhez linearis célfiiggvényeket
hozzévéve és a keletkezett linedris programozasi feladatokra duadlmegengedett meg-
oldasokat szerkesztve az n esemény kiilénféle Boole-fliggvényeire tudtak korlatokat
megadni. Sajnos az igy felirt linedris programozasi feladatok mérete til nagy ah-
hoz, hogy az optimalis megoldasat, és igy az adott inform4cié birtokaban lehetsé-
ges éles korlat megtaladlasat 15-20-n4l nagyobb n érték esetén egyaltalan remélni
lehessen. Specidlisan az n esemény uniéjanak a valdsziniiségére azonban meg tud-
tak adni néhany specidlis hipergrafstruktirat, melyekhez a linedris programozasi
feladat egy-egy olyan duilmegengedett megolddsat lehetett rendelni, hogy az a
Hunter-Worsley korlatnél bizonyithatéan jobb felss korlatot eredményezett.

J. Bukszar [3] PhD értekezésében ugyancsak speciélis, szemléletesen cseresz-
nyefdnak elnevezett hipergraf struktirat definidlt, amely segitségével meglepGen jé
fels§ korlatot tudott adni n esemény uniéjdra. Kés6bb J. Bukszar és A. Prékopa
[4] azt is megmutattak, hogy a cseresznyefdk halmazaban taldlhaté olyan részhal-
maz, amely elemeihez szintén tartozik az el6bbi linedris programozasi feladat egy
dudlmegengedett megolddsa. Ezeket a specidlis cseresznyefakat t-cseresznyefdnak
nevezték el, és arra javasoltak felhasznalni, hogy a hozzéatartozé dudlmegengedett
megoldasbdl dudlmegengedett bazismegolddst készitve, néhany dudlszimplex iters-
ciét végrehajtva még jobb felsé korlatot nyerjenek.

A jelen dolgozat 16 célkitiizése az, hogy a hipercseresznyefa fogalméanak beve-
zetésével dltalanositsa a cseresznyefa fogalméat, és megmutassa, hogy mig a cseresz-
nyefak segitségével a h = 0-ra vett Tomescu-féle fels§ korlatot lehetett csak javitani,
addig ezen 1j grafstruktira alkalmas arra, hogy barmely h > 0-ra vett Tomescu-
féle, tehat akir als6, akar fels§ korlat javitdsat megadjuk. Megjegyezziik, hogy
J. Bukszar a [3]-ban mind a cseresznyefa, mind a hipercseresznyefa fogalmat to-
vabb altaldnositotta az m-multifa, illetve a (h, m)-hipermultifa fogalmava, amely
grafstruktirak tovabbi, még jobb alsé és fels§ korlatok szerkesztésére adnak lehets-
séget. A (h,m)-hipermultifa hipergrafstruktira specialis esetként magaba foglalja
a kozonséges cseresznyefa és a hipercseresznyefa fogalmat is.

A 2. fejezetben definidljuk a hipercseresznyefdkat és médszert adunk arra, ho-
gyan szdrmaztathatdk egyszertibb hipergraf struktiurakbol. A 3. fejezetben leirjuk,
hogyan szdmithatunk als¢ és fels6 korldtokat a hipercseresznyefék alapjan és algo-
ritmusokat adunk meg azon hipercseresznyefdk keresésére, melyekbél ,,j6” korlatok
nyerhet6k. Itt a korlatok pontossiga mellett figyelembe kell venntink a korldtok
szamitasainak koltségeit. Szamos alkalmazasban ugyanis, mint amilyen példaul a
k-out-of-r-from-n: F rendszer megbizhatésaganak becslése, a tobbvaltozés elosz-
lasfiiggvény értékeinek becslése stb., a P(A4;,), P(A;, N A;,),... valésziniiségeket
ki kell értékelniink és a kiértékelés meglehetésen koltséges. Ezekben az alkal-
mazdsokban célszerii olyan algoritmusokat vdlasztani, melyek csak kevés P(A;, ),
P(A;, NA,),. .. valészinidségre tAmaszkodnak, mégis ,,j6” korlatokat szolgaltatnak.
Ebben a fejezetben ilyen algoritmusokat is fogunk latni. Végiil a 4. fejezetben olyan
numerikus eredményeket kozliink, amelyekben 6sszehasonlitjuk a hipercseresznye-
fak segitségével szamitott korlatokat mas ismert korlatokkal.
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2. Hipercseresznyefik

Miel6tt definidlndnk a h-hipercseresznyefskat, felelevenitjiik a cseresznyefa fo-
galmat (lasd [4]).

1. Definicis. Tekintsiik azokat a hipergrafokat, amelyeket a (V,&,C) harmas
ir le, ahol V' a csiicsokat, £ az éleket (két csicsbdl 4ll6 halmazok), C pedig az
igynevezett cseresznyéket (harom csicsbdl 4ll6 halmazok) azonositja. Ezen nem-
uniform hipergrafok korében a cseresznyefat az aldbbi rekurzi6val definidljuk:

i) A legkisebb cseresznyefa két csticsbél és az Gket 8sszekots élbsl 4ll, cseresznyéje
nincs.

ii) Egy cseresznyefdb6l egy djabb cseresznyefat nyerhetiink, ha hozzdvesziink egy
4j csicsot, két olyan élt, melyek az 4j csicsot egy-egy mar meglévs csiccsal
kotik 6ssze, valamint az 4j csticsbél és két szomszédjabdl 4ll6 cseresznyét.

i) Ha az ily médon nyert csicsok, élek és cseresznyék halmaza rendre V', £ és C,
akkor a I' = (V, £,C) harmast cseresznyefdnak nevezziik.

3 3 3
2 1 2 1 5
2 1
4 4
n 5 5
1. dbra

1. Példa. Az 1. 4bran harom cseresznyefa lathaté.

° Fl = (VI,EI,CI), ahol ‘/1 = {1,2,3}, 81 = {{1,2},{1,3},{2,3}}, C1 = {{1,2,
3}}, és példaul az 1, 2 cstcsokb6l és az Sket 6sszeksts {1, 2} é1bél kiindulva a
3 cstcs, valamint a megfelels {1, 3}, {2, 3} élek és az {1, 2,3} cseresznye hoz-
zdvételével kaphaté meg.

o Iy = (V4,8,,C3), ahol V3 = {1,2,3,4}, &2 = {{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4} },
Cy = {{1,3,4},{2,3,4}}, és példaul a 3, 4 csiicsokbol és az Sket Osszekots {3,4}
é1b61 kiindulva rendre az 1 csics, valamint a megfelel§ {1,3}, {1, 4} élek és az
{1, 3,4} cseresznye, illetve a 2 csics, valamint a megfelels {2,3}, {2,4} élek és
a {2,3,4} cseresznye hozzavételével kaphaté meg.

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



HIPERCSERESZNYEFAKKAL ADOTT VALOSZINUSEGI KORLATOK 73

T3 = (V3,63,C3), ahol V3 ={1,2,3,4,5}, & = {{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},
{2,4},{3,5},{4,5}}, C3 = {{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4}}, és példdul az 1, 5 csi-
csokbdl és az ket 6sszekots {1,5} élb6l kiindulva rendre a 3, 4 és 2 csiicsok
valamint a megfeleld élek és cseresznyék hozzivételével kaphaté meg.

Ezek utan tetszGleges h > 0 egész szamra bevezetjilkk a h-hipercseresznyefa fo-

galmat. A A = (V,&,C) h-hipercseresznyefa egy rekurziv médon megadott hiperg-
raf, ahol V' a csiicsok, £ h + 2 csicsbdl, C pedig h + 3 csiicsbél all6 halmazok csa-
lddja, ahol £ elemeit hiperéleknek, C elemeit pedig hipercseresznyéknek nevezziik.
Megjegyezziik, hogy h = 0 esetén a hiperélek és hipercseresznyék halmaza kozon-
séges élek és cseresznyék halmaza lesz, és amint azt az aldbbi rekurziv definiciéb6l
lathatjuk, maga a h-hipercseresznyefa is ktzbnséges cseresznyefava valik.

2. Defintcié. A h-hipercseresznyefik rekurziv definici6ja.
A 0O-hipercseresznyefak legyenek azonosak a cseresznyefakkal. Tetszsleges h >

1 egész szdm esetén tegyiik fel, hogy a (h — 1)-hipercseresznyefat mar definisltuk.

i)

ii)

A legkisebb A = (V,&,C) h-hipercseresznyefa csicsainak szdma h + 2, £-nek
egyetlen eleme van, mégpedig az dsszes csiicsot magéba foglalé hiperél, C pedig
iires halmaz.

Egy A =(V,€,C) h-hipercseresznyefab6l egy eggyel tobb csticsi A’ =
(V',E',C") h-hipercseresznyefat a kovetkez6 médon nyeriink. Tekintsiink a
V csiicsok halmazin egy tetszéleges T = (V,£*,C*) (h — 1)-hipercseresznyefat.
A V-hez vegytink hozz4 egy 1j csiicsot, melyet jeldljon v, az £-hez vegyiik hozza
a I’ £*-beli hiperéleit v-vel kiegészitve, a C-hez pedig vegyiik hozza a I' C*-beli
hipercseresznyéit ugyancsak v-vel kiegészitve. Azaz

V'=vu{u}, £&=¢cul] {Eu{u}},
Eecé~

¢'=cu | {cu{v}}

cec*

esetén A' = (V',€’,C’) egy tjabb h-hipercseresznyefa.

2. Példa. Az alabbi hipergrafok 1-hipercseresznyefdk.

Ay = (W, £&,Cy), ahol Vi = {1,2,3}, & = {{1,2,3}}, C: =0 a legkisebb 1-
hipercseresznyefa.

Do = (V2,E,,Ca), ahol Vo = {1,2,3,4}, & = £, U {{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}},
C,=C U {{1,2,3,4}}, a Aq-bél az 1. dbran lathaté 'y cseresznyefa (azaz O-
hipercseresznyefa) alapjan képzett 1-hipercseresznyefa.

Az = (V3,85,C3), ahol V3 = {1,2,3,4,5}, & = £, U {{1,3,5},{1,4,5},{2,3,5},
{2,4,5},{3,4,5}},Cs = C,U {{1,3,4,5},{2,3,4,5}}, a Ay-b6l az 1. 4bréan lat-
haté I's cseresznyefa alapjan képzett 1-hipercseresznyefa.

Ny = (Vy,€4,Cq), ahol V ={1,2,3,4,56}, & =&uU{{1,3,6},{1,4,6},
{1,5,6},{2,3,6},{2,4,6},{3,5,6},{4,5,6}}, C4+ = Cs U {{1,3,5,6},{1,4,5,6},
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{2,3,4,6}}, a As-b6l az 1. dbran 14that6 I'; cseresznyefa alapjin képzett 1-
hipercseresznyefa.

Lathat6, hogy a I'1, I’y és I'; cseresznyefdk egymdastdl teljesen figgetlenil vol-
tak valaszthatok.

n—2

1. LEMMA. Egy n-csiicsii h-hipercseresznyefa hiperéleinek szdma 2(h +1) +

(*+?), hipercseresznyéinek széma (;:;f)

Bizonyitds. Az allitast h-ra val6é indukciéval igazoljuk. A h = 0 esetén a cse-
resznyefat kapjuk vissza, mely éleinek szdma 2n — 3, cseresznyéinek szima n — 2.
Tegyiik fel, hogy az allitas h helyére h — 1-et irva teljesiil. A A-4t el64llit6 rekurzié
soran a (legkisebb) h + 2-csticsi h-hipercseresznyefdb6l indulunk ki, mely hiperé-
leinek szdama 1, hipercseresznyéinek szdma pedig 0. A rekurzi6é sordn, amikor egy
ijabb csicsot vesziink hozzd a k (k= h + 2,...,n — 1) meglév6hoz, az indukcits
allitas értelmében 2(*7%) + (£22) uj hiperélt és (*;?) Gj hipercseresznyét vesziink
hozz4 a meglév6khoz. A A hiperéleinek szdma teh4t

S o537+ (D) (D) ()

k=h+1

hipercseresznyéinek szdma pedig

"2‘:‘ (k—2)_(n—2) -
Mara h h+1

2. TETEL. Legyenek g, h ésn egész szamok, melyekre0 < g < h,h+2 < n. Le-
gyen 8 = (V,E€,C) egy g-hipercseresznyefa, melyre V = {1,...,n — h + g} és tegyiik
fel, hogy a csiicsok egy a 8-4t el64llitS rekurzio lépései szerint vannak szdmozva.
Ha

g’ = U E : i 3 C, = U C 1 i
(irripga}ee  Cnrdotal (itymipga}ec ~ Lreiotal
ahol Bgyy, i pay = {HU{i1,. . igp2} |H C {max {i1,...,ig42} +1,...,n}, |H| =
h—g} € Ciy,oiprsy = {HU{ir, . sigea} | H C {max {i,. . iges} +1,...,1},
|H|=h-— g}, akkor A= (V' E,C") egy h-hipercseresznyefa, melyre V' =
{1,...,n}.

Bizonyitds. A h-ra és n-re valé indukci6val bizonyitunk. A h = g esetén a
tétel allitdsa trivialis, hiszen A megegyezik 8-val. Rogzitstik h-at (g +1 < h) és
tegyik fel, hogy a tétel allitdsa h helyére h — 1-et irva teljestil minden A + 2 < n-
re. Az n-re val6 indukcié értelmében tegyitk fel, hogy n = h + 2. Ekkor a tételben

szereplé § = (V,€,C) csicsainak szdma n — h+¢g =g+ 2. A 0 teh4t a legkisebb
g-hipercseresznyefa, amib6l kovetkezik, hogy £ egyetlen eleme {1,...,g9+ 2} és
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C =0. A 6-abol a tételben leirt médon valéban h-hipercseresznyefat kapunk, mely
csicsainak halmaza {1,...,h+ 2}, egyetlen hiperéle {1,...,h + 2}, hipercseresz-
nyéje pedig nincs. Ez tehat egy legkisebb h-hipercseresznyefa. Rogzitsitk n-et és
tegyiik fel, hogy a tétel allitasa n helyére n — 1-et irva teljesiil a mar rogzitett h-
ra. Legyen 6 = (V,£,C) egy g-hipercseresznyefa, melyre V = {1,...,n — h + g},
és tegyiik fel, hogy a csiicsok egy a -4t elGallité rekurzié lépései szerint van-
nak szdmozva. Legyen 0* az a g-hipercseresznyefa, melyet a 8-ab6l nyeriink az
1 — h 4+ g” csics és a hozzd tartoz6 hiperélek és hipercseresznyék elhagyasaval.
(Mivel a 6 csicsai egy a 6-at el64allité rekurzié lépései szerint vannak szdmozva,
ezért az ,n — h+ g csicsot a #-at el6allité rekurzié utolsé lépésében vettik a
meglévSekhez. Tehdt az ,n — h + ¢” csicsot a hozza tartozé hiperélekkel elhagyva
val6ban g-hipercseresznyefat kapunk.) Az n-re val6 indukci6é miatt a 8*-bél a tétel-
ben leirt médon szdrmaztathatunk egy A* h-hipercseresznyefdt, mely csicsainak
halmaza {1,...,72 —1}. A h-ra valé indukci6 miatt a 6-b6l a tételben leirt mo-
don szadrmaztathatunk egy I" (h — 1)-hipercseresznyefat, mely csicsainak halmaza
szintén {1,...,n —1}. Ha A* csiicsaihoz hozzavesziik az n csiicsot, hiperéleihez a
I hiperéleit az n csiccsal kiegészitve, akkor éppen a #-4b6l szdrmaztathaté A h-
hipercseresznyefat kapjuk. Valéban, a A* hiperélei a A azon hiperélei, melyek nem
tartalmazzdk az n csicsot, hiszen minden egyes a 8\0*-beli {i1,...,ig41,n —h + g}
hiperélhez csak egyetlen olyan H halmaz van, melyre H C {n—h+g+1,...,n},
|H| = h—g, mégpediga H = {n—h+g+1,...,n}, ami pedig tartalmazza az ,n"
csticsot; valamint ha A az ,n” csicsot tartalmazé hiperéleibsl elhagyjuk az ,n”
csucsot, akkor éppen a I' hiperéleit kapjuk meg. Ugyanez mondhaté el a hipercse-
resznyékrél is. A fentiekbél kifolyblag A valéban h-hipercseresznyefa. a

L

3. Valészintiségi korliatok

Elgszor az aldbbi definiciéval vezessiik be a h-hipercseresznyefa sulyanak a fo-
galmét.

8. Definicié. A A = (V,&,C) h-hipercseresznyefa silya:

w(A)= > PA,N..NA)- >, PlA,n..NA,.,)
{il,...,’ih+2}EE {il,...,ih+3}€c
Ennek segitségével tetszbleges Aq,..., A, események unigjdnak a valgszintsé-

gére az alabbi korldtok adhatok.

3. TETEL. Legyenek A, ..., A, tetszdleges események és legyen A = (V,€,C)
egy tetszdleges h-hipercseresznyefa, melyre V = {1,...,n}. Ekkor teljesiilnek a
kévetkezd egyenl6tlenségek.
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e Ha h pdros:
(1) Bl ,QIA,-)551-52+...+5h+1—w(A)=
h+1
=Y (DS Y. P(4n NN Ag,)+
k=1 {‘il,...,‘i],+2}€£

+ Z P, Moo Ml ia)

{i1,.-rin43}€C
e Ha h pdratlan:
(2) P( ,L_’Jl Ai) 281 =S +...— Spy1 +w(B) =
h+1
=3 (-DS+ Y PAnNn..nA,)-
k=1 {il,...,ih_*_z}eg
- > P(A;,n...0A,,).
{31555 in+3}EC

Bizonyitds. A bizonyitast h-ra val6 indukciéval végezziik oly m6don, hogy (1)
és (2) egyenlGtlenségeket egyszerre igazoljuk. Ha h = 0, akkor a szokasos cseresz-
nyefa korlatot kapjuk vissza az (1) egyenlStlenségben (lasd [4]). Legyen h > 1 és
tegyiik fel, hogy (1) és (2) egyenlGtlenségek teljesiilnek, ha h helyett kisebb szdmot
irunk. Feltessziik, hogy h paratlan. Az az eset, amikor h paros, anal6g bizo-
nyithaté. Igazoljuk, hogy (2) egyenl6tlenség teljesiil ezzel a h-val. Egy n-re valé
indukci6t is haszndlunk. Han = h + 2 vagy n = h+ 3, akkor a (2) a j6l ismert szita
formula lesz, mely egyenlGséggel teljesiil. Legyen n > h + 4 és tegyiik fel, hogy (2)
egyenl6tlenség teljesiil, ha n helyett kisebb szdmot irunk. Az altaldnossig meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy A rekurziv elGéallitdsanak utolsé lépésében az n
csiicsot vettiik hozza a A = (V,E,C) h-hipercseresznyefa csticsaihoz és a A E-beli
hiperéleit gy nyertiik, hogy az £-beli hiperélekhez vettiik hozz4 az £* elemeit az
n cstcesal kib6vitve, valamint a A C-beli hipercseresznyéit tigy nyertiik, hogy a C-
beli hiperélekhez vettiik hozzd a C* elemeit az n csiiccsal kibovitve, ahol £* és C* a
I’ (h — 1)-hipercseresznyefa hiperéleinek illetve hipercseresznyéinek halmaza. Az n-
re val6 indukci6bdl a (2) egyenlGtlenséget az Ay ,. .., A,—1 eseményekre alkalmazva

a A = (V,&,C) alapjan kovetkezik, hogy

h+1
n—1 .
@  P(Y4)23 (-1 >, PAan..n4y)+
k=1 {1, nin }C{1,...,n—1}
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+ ). P(A,N..NA4,,,)-
{il,...,i,,+2}EE

- Z Pl .. Tl )
{31-rin43}EC

valamint a h-ra val6 indukci6ébél az (1) egyenl6tlenséget az A; N A, A2 N A,,. ..,
An_1 N A, eseményekre alkalmazva a I' = (V*,£*,C*) alapjén

h
n—1
(4)-P( u (Ain4n)) >3 (-1 3 P(AyN...NA; NAL)+
k=1 {i1,--ik }C{1,...,n—1}

4 > P(A;, N...NA;,,, NA,)-

{i] secssBhl }GS‘

- > P(A;,N...NA;,,NA)
{31, ving2 }EC*

Osszeadva a (3) és (4) egyenl6tlenségeket, majd mindkét oldalhoz P(A,)-et adva
az alabbi egyenlGtlenséget nyerjiik:

(5) P( 0 4)=P( "Q: Ai) + P(4.) - P( "Qll (4N An)) >

h+1
> Z(—l)k_lsk+ Z P(A,'] ﬂ...ﬂA,’h+2)—-
k=1

{i1,--in42}€E

= 3. - Py D)
{i1,..,in43}€C

Ezzel a (2) egyenl6tlenséget igazoltuk. Ha h paros, akkor az (1) egyenlGtlenség
teljesen analég m6don igazolhato. a

1. Megjegyzés. Lathat6, hogy mind az (1) mind a (2) korldtokat hasznalva
az a célunk, hogy minél nagyobb silya h-hipercseresznyefat talaljunk. Tegyiik fel
példdul, hogy az (1) egyenl6tlenségben egy a [4]-ben leirt médszer alapan nyert cse-
resznyefdt alkalmazunk. Hagyjunk el ebbél a cseresznyefabél egy kett6foki csicsot
a hozzatartozo élekkel és cseresznyével és az igy kapott cseresznyefat az 2. tétel-
ben leirtak alapjan bévitsiik 1-hipercseresznyefava. Ezt az 1-hipercseresznyefat
a (2)-ben alkalmazva als6 korlatot kapunk. Heurisztikus meggondoldsok alapjan
az varhaté, hogy egy nagy silyt cseresznyefabdl a fenti bovitéssel nagy silyd 1-
hipercseresznyefat nyeriink. Erre vilagit rd a kovetkezé numerikus példa.

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



78 SZANTAI TAMAS ES BUKSZAR JOZSEF

3. Példa. Legyenek A;, Ay, A3, Ay, A5 a kdvetkezs valészintiségekkel rendelkez6
események:

p1=p2 =p3 =ps =ps =0,38;
n2=021; p13=0,20; p14=0,19; p15=0,18; p33=0,17;
p2,4=0,16; p25 =0,17; p34=0,18; p35=0,19; pg5=0,20;
Di23=D1,24 = DP1,25 =DP1,34=DP1,35=
=P1a5 =P2,3,4 =P2,35 = P2,4,5 = P3a,5 = 0,115
P1,2,3,4 =0,07; p1,235=0,08 p1,2,45=0,09;
P1,34,5 =0,08; p2345=0,07.

A

2 3 5
2. dbra

A maximalis silyd cseresznyefa a 2. dbran lathato, silya 1,01, igy az altala
szolgaltatott fels6 korlat 1,9 —1,01 = 0,89. (Az éles fels6 korlat 0,88.) Hagy-
juk el az ,5” csiicsot a hozzdtartozé élekkel és cseresznyével, majd az igy ka-
pott cseresznyefat bévitsiik ki 1-hipercseresznyefava a 2. tételben leirtak alapjan.
A kapott 1-hipercseresznyefa a (V ={1,2,3,4,5}, €= {{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},
{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},{2,3,5},{3,4,5} }, € = {{1,2,3,4},{1,2,3,5},
{1,3,4, 5}}), silya 0, 76, igy az altala szolgéltatott alsé korlat 1,9 — 1,85+ 0,76 =
0,81. Az éles als6 korlat 0,82, mely az imént alkalmazott moédszerrel is megkap-
hat6 a kovetkez6 médon. Szamozzuk 4t a 2. d4bran lathaté cseresznyefa pontjait a
kovetkez6 médon: 1 — 4,2 — 5,3 — 3,4 — 2,5 — 1. Hagyjuk el az ,,5” csticsot
a hozzatartozo6 élekkel és cseresznyével, majd az igy kapott cseresznyefat bovitsiik
ki 1-hipercseresznyefava a 2. tételben leirtak alapjan. A kapott 1-hipercseresznyefa
(v={1,2,3,45}, €={{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{2,3,4},
{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5}}, € = {{1,2,3,4},{1,2,3,5},{2,3,4,5} }), mely val6ban
a 0,82 als6 korlatot szolgaltatja a (2) egyenlStlenséggel. E példén is lathato, hogy
mas-mas kibovitéssel mas-mas korlatot kapunk.

2. Megjegyzés. Egy cseresznyefa fent leirt médon 1-hipercseresznyefava valé
b6vitésébsl nyert alsé korldt kiszdmitdsdhoz nem sziikséges az 6sszes () esemény-
négyes metszetvalszintiségét ismerniink, illetve adott esetben kiértékelniink, ha-
nem elegendd csak az 1-hipercseresznyefa hipercseresznyéinek megfelel6ket, azaz
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(";2)-6t. Ugyanez vonatkozik az eseményhdrmasokra is: elegendd a hiperéleknek
megfeleld 2(";2) + (n —2) = (n — 2)*-6t ismerniink. Altaldnosségban pedig egy g-
hipercseresznyefa h-hipercseresznyefava val6é bévitésébsl nyert korlat kiszamitasa-
hoz O(n*1) nagysagrendi legfeljebb h + 3 esemény metszetéb6l 4116 valészintiséget
kell ismerniink illetve kiértékelniink.

4. Numerikus tesztek

Az alabbi példdkban a linedris k-out-of-r-from-n: F' rendszer megbizhat6saga-
nak becslésére alkalmazzuk moédszeriinket. Egy k-out-of-r-from-n: F' rendszer n
egymaést kovetd elembél 4ll, jeloljiik ezeket ey, ..., e, -nel (3. dbra).

Minden elemnek két lehetséges allapota van: mikédik vagy nem mikodik. Az
e; elem miikodésének a val6szintisége legyen p minden ¢ = 1,...,n-re. A rendszer
pontosan akkor nem miikodik, ha valamely r egymast kovets eleme koziil legaldbb
k nem mtkodik. Ha A;-vel (i = 1,...,n —r + 1) jeloljiik azt az eseményt, hogy az
{€iy...,e€itr—1} halmazbol legalabb k elem nem miiksdik, akkor a rendszer mitko-
désének a valészintisége 1 — P(A; U...UAyn),ahol N =n—r+1. Az Ay,..., AN
események, azok parjai és harmasai metszeteinek valészintiségeit az M. Sfakianakis,
S. Kounias és A. Hillaris [12] altal kidolgozott algoritmussal, a négyes metszeteik
valészintiségeit pedig az A. Habib és T. Szantai [6] 4ltal publikalt algoritmussal ha-
tékonyan lehet szdmitani. Ezért a rendszer miikddése valészintiségének a becslésére
alkalmazni lehetett a 3. szakaszban kidolgozott valészintiségi korlatokat. Néhany
tesztfeladatra vonatkoz6 eredményt a kovetkezd tablazatokban foglaltunk ossze.

n=20, r=13, k=4, p=10,80

als6 korlat fels6 korlat
S1, 52,53 0,4350 0,6033
S1,S52, 53,54 0,5193 0,5817
cseresznyefa 0,5337 -
1-hipercseresznyefa ~ 0,5696
1-hipercseresznyefa* - 0,5575

I. Tabldzat
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n=15 r=8, k=3, p=075

alsé korlat fels6 korlat
51,52, 53 0,2328 0,4639
S1,52,53,54 0,3421 0,4337
cseresznyefa, 0,3544 -
1-hipercseresznyefa, - 0,4239
1-hipercseresznyefa* - 0,4039

II. Tabldzat

n=30, r=22 k=3, p=090

als6 korlat fels6 korlat
S1, 52,53 0,3254 0,5022
S1: 5, 5a- 5 0,4256 0,4856
cseresznyefa 0,4551 -
1-hipercseresznyefa - 0,4707
1-hipercseresznyefa* — 0,4633

III. Tablazat

A tablazatokban az Sy, Ss, S3 és Sy, 52, S3,S4 azonositéji korlatok a felsorolt
binomidlis momentumok ismeretében adhaté éles Boole-Bonferroni korlatokat je-
lentik. A cseresznyefa azonositéji korldtot a 4. 4bran lathaté cseresznyefa alapjan
szamitottuk, ahol az I. és II. tablazat példdjaban N = 8 , a III. tablazatéban pedig
N = 9. Sejtésiink szerint minden linearis k-out-of-r-from-n: F' rendszer megbizha-
t6sagi becslésénél, ha az ey, .. ., e, elemek mikodésének valészintisége egyenld, a 4.
abran lathato szerkezetii cseresznyefa a maximalis silyd.

1

O)

4. dbra

Tekintsiik az I. és II. tablazat példajat. Szamozzuk &t a 4. 4brén 1évé cse-
resznyefa N = 8 csticsat a p(1,2,3,4,5,6,7,8) = (3,8,7,6,5,4,2,1) permutaciénak
megfelel6en, amivel az 5. d4bran 1év6 cseresznyefat kapjuk. Ebben a sorrendben véve
a csticsokat a cseresznyefa val6ban elGéllithat6. Hagyjuk el a 8 csicsot a hozzd
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5. dbra

tartozo élekkel és cseresznyével, majd az igy kapott cseresznyefabdl az 2. tételben
lefrtak szerint szerkessziink 1-hipercseresznyefat.

A III. tablazat péld4jahoz hasonl6képpen szerkeszthetiink 1-hipercseresznyefat
a 4. dbrén 1évs cseresznyefa N =9 csicsanak a p(1,2,3,4,5,6,7,8,9) = (3,9,8,7,
6,5,4,2,1) permutacié szerinti atszdmozasaval, majd a 9’ cstcs elhagydsaval. Az
ily médon nyert 1-hipercseresznyefdk alapjan szdmitott korlatok a tablazatok 1-
hipercseresznyefa azonosit6ji soraiban talalhatok.

Egy masik médszer ,nagy silyd” 1-hipercseresznyefa keresésére a kovetkezd.
Tekintsiik a csticsok egy p permutdci6jat. Az 1-hipercseresznyefat — rekurziv
definici6janak értelmében — tugy éllitjuk els, hogy a rekurzi6 i-edik lépésében a
p(1) csicsot vesziik hozzd a meglévékhoz, a hiperéleket és hipercseresznyéket pe-
dig a I'; cseresznyefa alapjan vesziik, melyet moh6 algoritmussal konstrudlunk a
p(1),...,p(i — 1) csicsokon. Az ily médon nyert 1-hipercseresznyefdk alapjan sza-
mitott korldtok a tdbldzatok 1-hipercseresznyefa* azonositji sordban taldlhatok.

Az I. és II. tablazat példajan a permutacié p(1,2,3,4,5,6,7,8) = (1,2,3,4,5,
6,7,8), a I'; cseresznyefdkat a 6. dbran lathatjuk. (Természetesen I'; csak i = 4,5,
6,7,8-ra létezik, hiszen a legkisebb 1-hipercseresznyefa haromcsicsi, hiperélei és
hipercseresznyéi definici6 szerint adottak.)

2 3 9 3 2 3 2 3 2 3
7&4 4 4 4
1 1 1@1 1
5 5 5
6 [ 6 |

6. dbra

A TIII. téblazat példdjan a permutécio p(1,2,3,4,5,6,7,8,9) = (1,2,3,4,5,6,7,
8,9), a I'; cseresznyefdkat i = 4,5,6,7,8-ra a 6. abran lathatjuk, a 'y pedig a 7.
abran lathaté ¢ helyére 8-at irva.
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2 3

i—2 i-3
7. dbra

Sejtésiink szerint minden linedris k-out-of-r-from-n: F rendszer megbizhaté-
sagi becslésénél, ha az ey, ..., e, elemek mikodésének valésziniisége egyenls, az az
1-hipercseresznyefa a maximaélis stlyd, melyet az imént emlitettek szerint &llitunk
el6 az identitds permutédciéval és azokkal a I';, 7 = 4, ..., N fakkal, melyek altaldnos
alakja a 7. 4bran lathaté.

Ezen médszer alkalmalmazasanal sziikségiink van a csicsok egy megfelels per-
mutédci6jara. Ezt a permutdciét megkaphatjuk példaul oly médon, hogy az 1-
hipercseresznyefa rekurziv elGallitdsa soran mindig azt a csticsot vesziikk a méar
meglévékhoz, mely hozzdvételével a fent emlitett mohé algoritmusunk szerint a leg-
jobban tudjuk novelni az 1-hipercseresznyefa silyat. Hasonléan taldlhatunk ,nagy
silyd” h-hipercseresznyefdt gy, hogy a rekurzié minden lépésében ,nagy silyd”
(h — 1)-hipercseresznyefat konstrualunk.

Temészetesen mas médszerrel is taldlhatunk ,nagy silyd” h-hipercseresznyefat.
A kérdés, hogy vajon megtaldlhatjuk-e a legjobbat illetve kozel a legjobbat elfogad-
hat6 id6n beliil, még nyitott.

A TV-VII. tablazatok néhdny tovabbi linedris k-out-of-r-from-n: F' rendszer
megbizhat6sdgara adott korlatokat tartalmazzdk. A példdkat A. Habib [5] kan-
didatusi értekezésébdl vettiik. A Hunter-Worsley korlatok leirdsa az [8] és a [14]
dolgozatban, a Jun Cai korlaté a [9] dolgozatban, az Sy, S»,S3 és Sy értékeken
alapul6 korlatoké pedig a [10] konyvben taldlhat6é meg.
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n=16; r»=17,"k2£§~- p=0,75,
R(p; k,r,n) = 0,943

modszer alsé korlat felsg korlat
Hunter Worsley 0,9377 =

Jun Cai 0,9153 0,9559

S, S 0,9084 0,9592
S1,52,S3 0,9352 0,9537
S1,S2, 53,54 0,9391 0,9466
cseresznyefa 0,9413 -
1-hipercseresznyefa* - 0,9432

1V. Tabldzat

n=30, r=6, k=3, p=0,90,
R(p; k,r,n) = 0,849

modszer als6 korlat fels6 korlat
Hunter Worsley 0,8267 —

Jun Cai 0,8087 0,8725

S, S 0,6451 0,8880
S1,52,S3 0,8131 0,8837

Si, 95555, 0,8213 0,8637
cseresznyefa, 0,8360 -
1-hipercseresznyefa* = 0,8511

V. Tabldzat

n=40, r=7, k=4, p=0,90,
R(p; k,r,n) = 0,957

modszer als6 korlat fels6 korlat
Hunter Worsley 0,9540 =

Jun Cai 0,9464 0,9655
S1,55 0,9129 0,9695

B 5 5 0,9515 0,0687
81399593, 54 0,9522 0,9616
cseresznyefa 0,9561 -
1-hipercseresznyefa* - 0,9582

VI. Tdbldzat

83
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n=>50, r=40, k=28, p=0,50,
R(p; k,7,n) = 0,979

modszer als6 korlat fels6 korlat
Hunter Worsley 0,9739 -

Jun Cai 0,9345 0,9882
S1,.52 0,9560 0,9863
S1,52, 53 0,9697 0,9832
S1,S2, 53,54 0,9754 0,9816
cseresznyefa 0,9766 -
1-hipercseresznyefa* - 0,9794

VII. Tabldzat
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PROBABILITY BOUNDS GIVEN BY HYPERCHERRY TREES

JOZSEF BUKSZAR AND TAMAS SZANTAL

In the paper new bounds are given for the probability of the union of events. For this purpose
new concept of hypercherry trees was introduced. The concept of cherry trees has been introduced
earlier by A. Prékopa and J. Bukszar and the concept of m-multitree has been introduced earlier
by J. Bukszar. These hypergraph structures were applied succesfully for defining bounds on the
union of events, too. All these bounds can be regarded as generalizations of the upper bound
introduced by D. Hunter by means of maximum weight spanning tree and so all these bounds
were upper bounds. I. Tomescu introduced the concept of hypertrees in the framework of uniform
hypergraphs and by means of these new hypergraph structures he was able to define not only
upper but also lower bounds on the probability of union of events. The new bounds of the paper
are the improvements of Tomescu’s lower and upper bounds in the same sense as the upper bounds
by A. Prékopa and J. Bukszar were improvements of Hunter’s upper bound. The efficiency of the
new bounds is illustrated on some test examples according to a special reliability system.
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A KOCKARENDSZERHEZ TARTOZO TERCSOPORTOK OPTIMALIS
EGYSZERESEN TRANZITIV GOMBKITOLTESEINEK MEGHATAROZASA
SZAMITOGEPPEL

MATE CSILLA és SZIRMAI JENG*
Budapest

Ajdnljuk Sziileinknek

Az altalunk ebben a munkaban targyalt problémat U. Sinogowitz vetette fel 1943-
ban a haromdimenziés euklideszi tér (E®), legstriibb gémbkitsltésének keresésével kap-
csolatban [11].

Ebben a cikkben a kockarendszerhez tartozé kristalycsoportokhoz tartozé egyszere-
sen tranzitiv gémkitoltéseket vizsgaljuk. Kidolgozunk egy algoritmust és egy programot,
amely megkeresi minden egyes emlitett kristdlycsoporthoz a megfelel§ optimalis gémb-
kitsltés siiriiségét az optimalis magpontok egy reprezentans elemét tovibba az optimalis
gbmbsugarat. Bebizonyitjuk az algoritmus konvergenciajat és tdblazatban dsszefoglal-
juk az eredményeket. A tdbbszorésen tranzitiv esetekre is alkalmazhaté az algoritmus
médositott valtozata, ennek eredményeit kés6bb kozsljiik.

1. Bevezetés

A huszadik szdzad els6 harmaddban a fizika szdmos ij eredményt mutatott
fel. Ezek egyike volt az anyagok, ezen belill a kristalyok szerkezetének kuta-
tdsa. Ezen vizsgdlatok kozben a rontgen diffrakcios technika segitségével feltér-
képezték a kristdlyos szerkezet anyagokat. Mar j6val kordbban A. Schoenflies,
E.S. Fedorov és késGbb, f6leg L. Bieberbach munk4ssdga altal elStérbe keriilt a
kristalyok geometrigjanak vizsgalata is ([1], [4], [5], [10]). Erdekes lehet az egyes
kristalyok felépitésével kapcsolatban az adott tércsoporthoz tartozé optimailis, azaz
maximalis striiségli gombkitsltések meghatarozasa.

Ezt a problémat U. Sinogowitz az 1940-es években irt [11] cikkében kezdemé-
nyezte a legsirifbb racsszerti gombkitoltés analégidjara és a kétdimenzi6s térben,
vagyis az euklideszi sikban, meg is oldotta az analég feladatot (lasd még [6]). Tér-
beli eredményeinek zémét folySiratban, kdnyvben (ismereteink szerint) nem publi-
kilta.

* Késziilt az OTKA T 20498 (1996-99) tamogatasaval.
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Mint ismeretes, a legsiiriibb racsszerii gémbkitsltés az Fm3m jelii tércso-
porthoz tartozik, amely a lapcentralt kockardcsnak a teljes szimmetriacsoportja.
Ugyanilyen \/—"1—_8 = 0.74048 sirséggel kaphatunk még szabilyos és nem szabdlyos
gbmbrendszereket is.

G. Horvath A. és Molnar E. [7] cikkiikben igazoltak: a tiz fixpontmentes tér-
csoport mindegyikére az optimalis gombkitsltés srlisége szintén \/Lﬁ = 0.74048 és
leirtdk az adott tércsoporthoz tartozé optimalis gdmbkitoltéseket.

Ez a cikk a kockarendszerekhez tartozé kristdlycsoportok vizsgdlataval foglal-
kozik. Ezeken belill az adott tércsoporthoz tartozé egyszeresen tranzitiv gombkitsl-
téseket vizsgal, olyan gémbrendszereket, amelyeknek barmely két gtmbjét az el6bbi
csoportnak pontosan egy eleme viszi egymdasba. Kés6bbi dolgozatban targyaljuk
majd azokat a gbmbrendszereket, ahol a kitsltés tobbszorsen tranzitiv.

Ennek a problémanak a megolddsa még viszonylag egyszerfi tércsoportok esetén
is, tisztdn elméleti eszkozokkel, igen bonyolult feladat ([7], [12], [13]). Ez indokolja
a feladat algoritmikus megkozelitését ([3], [8]).

A dolgozatban megadjuk a hiromdimenzidés kockarendszerhez tartozé adott
tércsoportok esetén azt az algoritmust, amely megkeresi az dsszes emlitett opti-
malis kitoltést és amelynek segitségével a tércsoport optimdlis gombkitoltésének
stiriiségére elvileg tetsz&leges pontos eredményt kaphatunk. Tovabba megadjuk az
algoritmus alapjan elkészitett program segitségével a hiromdimenziés kockarend-
szerhez tartozé osszes tércsoportra az optimalis siriiséget legaldbb kettd, a maxima-
lis gbmbsugarat legaldbb hirom tizedesjegy pontossagig. A program megadja még
az (egyik) optimalis gomb koézépppontjit, amely egyben az optimadlis kitoltéshez
tartozé Dirichlet—-Voronoi cella magpontja is. A megkozelités pontossdgat csak a
program futdsi ideje befolyasolhatja (erre az algoritmus tirgyaldsandl még vissza-
tériink). A (12], [13] munkakbél ismerjiik az F23, 1432, F432, P43m, Fd3m,
Pn3m, I43m tércsoportok optimalis gombkitsltésének a siirtiségét ill. az optima-
lis Dirichlet—Voronoi cella magpontjat (kozéppontjat). Ezekre a tércsoportokra a
kifejlesztett programot lefuttatva az egzakt eredménnyel megegyez§ eredményt ka-
punk az adott pontossdgon beliil [8]. Tovabba meghataroztuk még a siktiikrozések
altal generalt Pm3m, F43m, Fm3m csoportokhoz, valamint a siktiikrézéseket
tartalmazé Im3m csoportokhoz az optimélis gbmbkitsltés stiriiségének egzakt ér-
tékét is (2. Tablazat). (A sidriség ,konnyen”meghatirozhaté még mas siktiikro-
zéseket tartalmazoé tércsoportokra is, de ezt egy kdvetkezd dolgozatban targyaljuk
mds finomitasokkal egytitt).

2. Alapfogalmak

Roviden dsszefoglaljuk a kristalycsoportokra vonatkozé ismereteket, jelolésein-
ket. Az E? euklideszi tér egybevag6sagainak csoportjat jelolje Iso E3.

2.1. Defintcié. A G transzforméacié-csoportot az E3 tér diszkrét csoportjanak
nevezziik, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:
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a. G CIsoE3
b. Tetszéleges X € E? esetén az X pont pélysja (orbitja):

XC :={X*€E®: a€ G}

diszkrét ponthalmaz az E3 térben (nincs torl6dssi pontja).
(A transzforméciok kitevGbe irdsa balrdl jobbra arra is utal, hogy ez lesz a
végrehajtds sorrendje, ez a megallapodds az irodalomban nem egységes.)

2.2. Definicid. Az Fg zart ponthalmazt a G diszkrét csoport alaptartomany4-
nak (fundamentalis tartoméanyanak) nevezziik ha teljesiilnek a kovetkez§ feltételek:
a. Minden P € E3 esetén létezik olyan A € Fg pont, hogy P € AC.
b. Tetszéleges A, B € Int Fg belsS pontokra igaz, hogy ha B € A9, akkor A = B.
c. Int Fg egyszeresen Osszeftiggs E3-ban.

2.3. Definicié. A G diszkrét csoportot kristalycsoportnak nevezziik, ha létezik
korlatos alaptartoméanya.

2.1. TETEL (Schoenflies-Bieberbach). Ha a G diszkrét csoport kristdlycso-
port, akkor tartalmaz 3 linedrisan fiiggetlen parhuzamos eltoldst.

Megjegyzések.
1. A tétel sltaldnosan n dimenziéban is igaz (1 <n € N)
2. A tétel megfogalmazhaté tigy is, hogy a csoport egybevigésagainak linedris
része altal alkotott csoport, az un. pontcsoport véges ortogondlis csoport.
Ekkor a G tércsoport ['(G) eltoldspontja 3 fiiggetlen eltolas altal generalhato,
és T'(G) egy OT-val jelolt haromdimenzi6s pontriccsal szemléltethets (ahol O a tér
tetsz6leges pontja).

S(T')-val jelsljiik a I'(G) récs teljes szimmetriacsoportjat és So(I')-val az S(T')
pontcsoportjat. Nyilvanvals, hogy So(T) az S(T') egy véges részcsoportja.

2.4. Definicié. A G tércsoport affin ekvivalens a G’ tércsoporttal ha létezik
egy B affin transzformdcié a térben, amelyre 3~ 1o G o 3 = G'.

Tehat barmely X pont G-palysjara alkalmazva a 3 affinitdst éppen az X pont
G’ palysjat kapjuk: (XG)ﬂ = (Xﬁ)G .

2.5. Definicié. A T racsot a I raccsal ekvivalensnek mondjuk ha létezik a
térben egy (3 affin transzforméacié amelyre 8(I') =TV és 8~! o S(T') 0 8 = S(IV).

2.2. TETEL. A Go pontcsoportnak minden egybevdgisdga a I'(G) rdcsnak egy
szimmetrialeképezése és ezért Gg egy részcsoportja az So(I') pontcsoportnak.

2.3. TETEL (Kristdlytani korldtozas). Legyen G kristdlycsoport és So(T') a G
rdcsanak pontcsoportja. Az So(T') pontcsoport forgatdsai csak 2, 3, 4, vagy 6-od
rendiek lehetnek.

Az So(T") az el6z6ekbdl kovetkezGen véges csoport, tovabba érvényes ra a kris-
talytani korldtozds. A Go pontcsoportokra ezek utdn csak véges sok lehetGség
adédik. Igy kapjuk a kovetkez§ tételt.
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2.4. TETEL (Geometriai kristalyosztdlyok). A G tércsoportok Ggo pontcso-
portjai 32 (metrikus) ekvivalencia-osztilyt képeznek.

2.5. TETEL (Bravais racsok). A hdromdimenzids rdcsok 14 affin ekvivalencia
osztdlyt képeznek.

Megjegyzés. A Bravais racsokb6l kiolvashat6, hogy a tércsoportok rendelkez-
hetnek szabad (affin) racsparaméterekkel, de a kockarécs esetén csak egy hasonlo-
s4gi paraméter létezik.

Mindezek utan a racsok és a pontcsoportok ekvivalencia-osztalyai segitségével
felépithetjiik a lehetséges kristdlycsoportokat harom dimenziéban. A tovdbbiakat
mar nem részletezve kapjuk a kovetkezd tételt:

2.6. TETEL (Schoenflies, Fedorov, Bieberbach). A hdromdimenziés euklide-
szi térben a kristalycsoportoknak pontosan 219 affin ekvivalencia osztdlya létezik
A tércsoportok esetében az izomorfidbdl kovetkezik az affin ekvivalencia, tehdt az
izomorfiaosztalyok szdma is 219.

Megjegyzés. Ha az affin ekvivalencidnal csak az orient4ciétarté affin transzfor-
macikat vessziik figyelembe, akkor 230 osztily 1étezik a 2.4 definici6 szellemében.

2.6. Definicis. Egy A € E® pontnak a G diszkrét csoporthoz tartozé G 4 sta-
bilizatorcsoportja az A-t helybenhagy6 G-beli transzformaciébol 4ll

G4 :={a€e G : A% = 4}

A tovabbiakban, rogzitett G diszkrét csoport esetén, kizardlag olyan P € E3
jellegzetes (karakterisztikus) pontokkal foglalkozunk, amelyeknek a stabilizatorcso-
portja az identitdsbdl ill, azaz Gp = 1. Szemléletesen fogalmazva a P pont ,sza-
badsagi foka” harom, vagyis P egy (elég kicsiny) gbmbkornyezetében ilyen pontok
vannak. (Ha Gp # 1, akkor a P pont ,szabadsagi foka” értelemszertien csskken.)

Legyen G kristalycsoport, X,Y € E3 és o(X,Y) az E3-beli tavolsagfiggvény.

2.7. Definfcié. Az X© palyahoz tartozé, X magponti zart Dirichlet-Voronoi
cella, roviden D-V cella:

D(X%) :={Y € E®: o(X,Y) < o(X9,Y), Vg€ G}.

Ez a definici6 alapvetd fontossagi, ezért fejtsiik ki részletesebben:

Egy kristalycsoporthoz altalaban tobbféle alaptartoményt is megadhatunk.
Egy ilyen nevezetes poliéder alaptartomany megadésat teszi lehet6vé a Dirichlet—
Voronoi cella: Tekintsiink egy jellegzetes P pontot az E™ n-dimenzi6s euklideszi
térbol, tehat amelyre igaz az, hogy a G kristdlycsoportnak a P pontot sajat magara
képez6 G p részcsoportja csak az egységelembdl 4ll. Képezziik a P pont paly4jat
alkot6 pontok PS halmazat. Vegyiik azon Y pontok Dp halmazéat az euklideszi
térbsl, melyek P-hez kozelebb (nem tdvolabb) vannak, mint a palya tobbi pont-
jahoz. Az igy értelmezett Dp halmazt a P pontrendszer P magponthoz tartoz6
Dirichlet—Voronoi celldjanak nevezziik.
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Az igy definialt celldkra igaz a kovetkezd két allitas:

a. Tetsz6leges A, B € Int D(PS) pontokra a B € A® feltételbsl kovetkezik,
hogy A = B. Ami azt jelenti, hogy a celldk nem nyilnak egyméasba.

b. Az euklideszi tér tetszGleges Z pontjadhoz létezik olyan X pont, amely eleme
a zart D(PC) cellanak és Z € X©. Tehat a D(P®) cella G-nél szarmazé képei
lefedik a teret.

Ez a két allitas azt jelenti, hogy a D(P®) Dirichlet-Voronoi cellak alaptarto-
manyok, de csak akkor, ha a Gp stabilizator trividlis.

2.8. Definicié. Gx = 1 esetén D(XC) celldba irhat6 X kozépponti maximalis
gomb sugara:
1
X) = mi —o(X, X% .
r(X) := min {29( : )}
2.9. Definicié. Az X© orbithoz tartozé gombkitoltés stirisége:

A ()r
MXE) = S mxey

Legyen Z,Y € X és h € G-re teljesiiljon, hogy Y* = Z. Ekkor (D(YG))h =
D(Z%). Ez nyilvan teljesiil az egyes celldkhoz tartozé maximalis sugari gombokre
is. Az X pontrendszer és a kialakul6 ggmbrendszer Sym (X ©) szimmetriacsoportja
mindenképpen tartalmazza a G szimmetriacsoportot, de lehet b6vebb is néla:

G < Sym (XS).

2.10. Definicié. Ha Sym (X¢) = G akkor az X© pélyat karakterisztikusnak
mondjuk. Egyébként a palya (orbit) nem karakterisztikus.

3. A probléma megfogalmazasa

Adott G csoport esetén keressiik azt az X @ orbitot, melyre G x = 1, tovabb4
az orbithoz tartoz6 gombkitsltés siirisége a maximalis.
A G csoporthoz tartozé optimalis stiriiség;:

5(G) = Jmax, {6(x%)}.

(Ahol p(G) a tércsoport esetleg felléps szabad (affin) paramétereit jelsli.)

8.1. Definicié. Azok a h € Iso E? egybevagésagok, amelyekre minden X € E3
esetén (X G)h =(X h)G, a G kristalycsoport metrikus normalizator csoportjat al-
kotjak:

N(G) :={h€lso.E®: A"'G h=G,}.
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Legyen az N(G) metrikus normaliztor csoport alaptartoménya F (N(G)).

Megjegyzések. Amikor az optimalis srlségi gdmbkitsltéshez tartozé orbitot
keressiik, az orbit egy elemét elég az F(N(G)) C Fg alaptartoméanybdl keresni:

§(G) := max _{6(X®)}.
xer(N(G))
»(G)

A metrikus normalizator csoport és alaptartoménya is fiigghet a G kristalycsoport
szabad affin paramétereit6l.

4. Az algoritmus

A dolgozatban a kockarendszerhez tartozé tércsoportokkal foglalkozunk. Azért
valasztottuk éppen ezeket, mert, mint a rendszerhez tartoz6 Bravais racsok mutat-
jak, ez az osztdly — a nyilvanvalé hasonlésigtol eltekintve — nem rendelkezik
szabad paraméterekkel. A szabad (affin) paraméterek igen megnehezitik a feladat
algoritmikus megkdzelitését.

A kockarendszerhez tarozé tércsoportokat a [14] atlasz alapjan adjuk meg (1asd
még {15]).

Tekintsiik tehat egy kockarendszerhez tartozé tetszéleges G tércsoportot, ahol
a kocka éleinek a hosszat vdlasszuk egységnyinek. Valasszunk ki egy kockait a rend-
szerb@l és helyezziik el azt egy koordinatarendszerben az 1. 4bran lathat6 médon.
A G tércsoportnak legalabb egy alaptartoméanyat (és igy a metrikus normalizdtor
csoportjdnak megfelel§ alaptartoményét is) tartalmazza egy 0.5 egység oldalélf az
1. abran szemléltetett kocka [9].

Jelsljiik ezt a kockat W-vel. ‘

Teh4t az alaptartomdny definici6ja miatt elég az optimalis gomb kézéppontjat
W-ben keresni. A 3. fejezet 2. megjegyzésébsl kovetkezSen az adott G tércso-
port metrikus normalizator csoportjinak alaptartomanyatél fiigg6en W-t érdemes
tovabbi kisebb tartomanyokra felosztani.

Tekintsitk a W kockat, amelyet a tartalmazé egységkockaval egyiitt elhelyez-
titnk egy koordinatarendszerben (lasd 1. dbra). A W kockara hizzunk egy pontra-
csot, amelynek réacspontjai a kovetkez&k:

P, = (ei,ej,ek) ahol i,j,k€ {1,2,...n} &, 1«KneN

1
tovabba | = —,
OVA egyen e = —

(t az 4, §, k értékeits] fiiggs paraméterharmas.) Igy kaptunk egy a W kockara
hizott finom véges pontracsot. Jeldljiik ezen racs pontjainak a halmazét @Q-val.
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Valasszunk ki a @ pontrdcsbdl egy tetszéleges P, pontot, és a G tércsoportra
vonatkozéan szémitsuk ki a P, ponttal ekvivalens pontpoziciék koordinatdit a [14]
atlasz alapjéan.

Ha egy P;-vel G-ekvivalens pont nincs a W kockit tartalmazé egységkocka-
ban, akkor a G csoporthoz tartozé egységeltolasokkal — amelyek a kocka éleivel
parhuzamosak — visszatoljuk 6t az egységkockaba.

Tehat a P, pontnak a [14] tabella alapjin szamitott, a G tércsoportra vonat-
kozé, ekvivalens pontjait visszajuttattuk az egységkockiba, és kiszamitottuk ezek
koordinatait. Jeldljiik ezt a ponthalmazt H-vel. Toljuk el a G tércsoporthoz
tartozd, a koordinata tengelyekkel parhuzamos, egységeltolasok segitségével a H,
ponthalmazt az egységkocka koriil elhelyezkeds 26 kocka mindegyikébe. Az igy
elgall6é ponthalmazt a H, halmazzal egyiitt nevezziik Ep,-nek.

Az ilyen médon megkapott ponthalmaz vizsgalata mar biztosan elegends a G
tércsoport optimadlis gombkitsltésének meghatirozasdhoz, mert ha ezen 27 kockan
kiviili P; ponttal ekvivalens pontot vdlasztunk, annak tdvolsaga P;-t6l mar biztosan
nagyobb mint 1, azonban az optimalis sugar biztosan kisebb mint 0.5. Igy ezek a
pontok mér biztosan nem befolyasoljdk az optimalis sugar nagysagat.

Szamitsuk ki minden X € Ep, és X # P, esetén az X és P, pontok tavolsagat,
majd ezen tavolsagok koziil valasszuk ki a minimalisat. Igy megkapjuk a 6. definici6
alapjan a P; ponthoz hozzarendelt maximélis gémbsugarat.

. 1
(4.1) "P)=  min {gg(a,m} .

Ezekutéan kiszamolhat6 barmely rogzitett Py € @ esetén a minimalis r(P;) gdmbsu-
gar. Valasszuk ki ezen minimdlis gémbsugarak koziil a P;-re vonatkozé maximali-
sat, és jeloljitk ezt a G tércsoporttdl és az n > 1 természetes szamtdél fiiggs értéket
RS -vel.

1
i G . = 1 — X .
(42) Ry :=max{r(R)} 23%{@21{&#,{29% >}}

Igy ha a G tércsoporthoz tartozé optimélis gomb sugarat Rg;t—vel jelsljik, akkor

nyilvanval6an teljesill a kovetkezs egyenl6tlenség:

RS < RS,.
Ezzel elGillitottuk a G tércsoport optimalis gombkitoltéséhez tartozé gombsugar-
nak, és igy egyben a G tércsoport optimalis gombkitoltéséhez tartozé siirtiségnek
is egy als6 korlatjat.
Tovabbiakban elkészitiink egy fels6 korlatot is, és megmutatjuk, hogy n nove-
kedésével az als6 és felsG korlat kiilonbsége csokken, tehst RS — RS,
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Megjegyzések. Az algoritmus miiveletigénye snmagaban elég nagy, azonban a
kovetkezd néhany megjegyzés segitségével az Ep, ponthalmaz elemsziama lecsok-
kenthets. A megjegyzések jelentGsége a konkrét program futtatdsanal lathato,
mert segitségiikkel a futési id6 lecstkken.

1. Elegend§ az Ep, ponthalmazbdl azokat a pontokat vizsgdlni amelyeknek a
P, ponttoél valé tavolsaga kisebb mint egy, mert az egységnyi nagysdgi a koordina-
tatengelyekkel parhuzamos eltoldsok biztos hozzdtartoznak a G csoporthoz.

2. Abban az esetben, ha létezik egy v € G, v # id ., hogy o( P, P]') < 0.5 akkor
nem kell vizsgalnunk a tovabbi egységeltolasokkal kaphat6 P, pontokat, mert a
haromszogegyenlStlenség miatt ezek tavolsdga P;-t6l mar 0.5-nél biztosan nagyobb

(2. abra).
3. Ha létezik egy v € G a P, és P, alappontok esetén, gy hogy

o(Pp, P)) <7(P,;), ahol p#gq é PP €eQ, v€G, ~#id,

ahol a P, pontot és a vele G-ekvivalens pontokat nem kell figyelembe venni a to-
vabbi szamitdsoknal.

5. A konvergencia bizonyitisa, becslések

Jelsljik a W kockdban elhelyezked6 (egyik) optimélis gomb kozéppontjat és
annak koordinatdit a kovetkez6 médon:

G
I{opt (IOPt » Yopty Zopt )

Vélasszunk el6szor egy P2, Yopt, Zopt) PONtot a W kockabél és jeloljitk roviden
P(x)-szel. Vezessiink be a 2.8. definici6 felhasznalasival egy M (z) segédfiiggvényt
azx € [0, %] z4rt szakaszon.

Legyen P™in(z)(A,B,C) a P(z)-hez legktzelebbi pontja az Ep(, \ {P(z)}
ponthalmaznak. Tovabb4 legyen a r(P(z)) = 1 (P(z), P™"(z)).

Ezutan legyen

(5.1)  M(z) = 4(1~(P(a:)))2 =(A-2)2 4 (B — yopt)* + (C — zopt)*.

Az M(z) figgvény x € [O, %] esetén folytonos. A grafikonja pedig parabolaivek-
b6l esetleg vizszintes szakaszokbdl 4ll (3. dbra). Ez abb6l ad6dik, hogy a P™in(z)
pont A, B,C koordin4tai a [14], [15] tablazatok alapjan az , Yopt, Zopt s (Véges
sok) konstans 6sszegébdl illetve kiilonbségébdl 4llithaték els, rdaddsul véges sok-
féle médon. Ezt szemlélteti az 1. tablazat, amely a [14] és [15] alapjan késziilt és
a 227-es szami, a kockarendszerhez tartozé Fd3m tércsoport elemeit tartalmazza.

Lathato, hogy a tércsoport elemei véges sok tipusba tartoznak (4. dbra 1. tablazat).
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1. Tdbldzat
1 (z,y,2) = (z,y,2)+T
m | @ya)= | eyt (hiE) 4T
m | @y (2,2) 4T
1 z,Y,2) = (—z,—y,—2) + (% L %) +T
2 | (zy,2)— (-z,-y,2)+T
2 | (@y,2)- | @G-+ (5L ) +T
3 (z,y,2) - (z,z,y)+T
3 | @y2)— | (~z—z,-9)+ (5151 +T
4 (z,9,2) — (-y,z,2) + (%,41, %) +T
4 | @y2)— (y,—2,—2)+T

Az egységeltolason kiviil az F jeld csoportoknal 4 lapcentralé eltolas ((0,0, 0),
(;,;,0) ( ,0, ) (0,;,2)), az I jeld csoportoknal 2 ((0,0,0), (%,%,i—,)), aP
jelti primitiv récsoknal — formélisan — 1 eltolas ((0,0,0)) ad6dik még hozz4.

Vizsgajuk meg az M(x) grafikonjaban el6fordulé lehetséges paraboldkat.

A tablazatokbdl lathat6, hogy az x véaltozé A, B, C koziil pontosan egyben
fordulhat el6. Ezzel a vizsgdlat két részre bonthaté:

1. Ha A tartalmazza az z valtozét.

2. Ha B vagy C tartalmazza az x valtozét (B és C szerepe ebben az esetben
felcserélhetd).

1. Ekkor a kovetkezs lehet&ségek vannak:

a. Az A koordinatajaban az x egyiitthatéja 1. Ekkor nyilvan M (x) =konstans.

b. Az z egyiitthat6ja —1. Ebben az esetben

M(z) = (k — 22)* + nem negativ konstans.

A k lehetséges értékei:

1 1 113 . 5 11
k‘E{—Z ha, iEEI:O ],O,Z,E,Z,l ill. Z ha $€|:Z,§]}

Ez abbél adédik, hogy a kockarendszerekhez tartozo tércsoportok esetén a [14] tab-
lazatban {0,1,1,3 1,2} eltolasi koordinatak fordulhatnak el, és emellett még fi-

gyelembe vettiik a 4. fejezet megjegyzéseit. Igy lathato, hogy az 1/b esetben az
M (z) milyen tipusi paraboldkat tartalmazhat:

M (x) = 42 — 4kz + konstans,
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ahol k az el6bb felsoroltak koziil val6. Az 5. 4brén vazoltuk ezen lehetséges para-
bolaiveket.
2. Ebben az esetben:

M(z)=(A- -T)2 +(B - ?/opt)2 +(C - zopt)2 =
= (k1 & Zopt — :1:)2 +(kptz— yopt)2 + konst. =
=2x2 — 22(k; + z F k2 £ y) + konstans (ahol ez a konstans nemnegativ).

A Pm™in(z)(A, B,C) pont meghatdrozasab6l kovetkezGen ebben az esetben is
M(z) < 1. Ebb&] kovetkezden:

M(z) = 22® — 22(ky + Zopt F k2 % Yopt) + konstans < 1, ezért

1
222 — 2¢(k1 £ Zopt F k2 L yopt) < 1 is teljestl minden =z € [0, 5] esetén.

Jeloljik a 2z tag egyttthat6jat E-vel.
Az el6z6 feltételbd] kovetkezden E-re a kovetkezs egyenlGtlenség teljesiil:

1
——< E<I1.
3 < <
Teh4t a 2. esetben:
1
M(z) = 2z° — 2zE + konstans, ahol — 5 < E<1.

A 2. esetben elgfordulé parabolaivek két széls§ helyzetét 4brézolja a 6. dbra.
Konnyen lathat6 ezek utdn, hogy a legnagyobb meredekséget, amit a lehetséges
parabolaivek elérhetnek tébb parabola is létrehozza, péld4ul az

M(z) = 42° — z + konstans

parabola az z € [0, %] intervallumon. Ennek a maximéalis meredekségnek a nagy-
saga a derivalt becslésével: |m| = 3.

Tovéabbra is vizsgéljuk a P(, Yopt, Zopt) pontokat, amelyeknél z € [0, é-] Te-
gylik fel, hogy ki tudjuk szdmolni az M(z) értékeit minden (e, Yopt, Zopt), € = 515,
i €{1,2,...,n} pontban, ahol n > 1 egész szdm. A 7. 4brén kis téglalapokkal
érzékeltettiik az M (x) szamolt értékeit. Ismertek tehat M(x) értékei diszkrét pon-
tokban, tovabba tudjuk, hogy M (x) grafikonja parabolaivekb&l és esetleg vizszintes
szakaszokbél 4ll. Ismert az is, hogy mekkora az a maximilis emelkedés, amit az
M (z) grafikonjat alkoté parabolak létrehoznak. A maximélis emelkedést a 8. 4b-
ran lathat6 médon érhetjiik el. Lathatd, hogy a maximélis emelkedés nagyséiga,
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egy adott G tércsoport esetén csak a maximéalis meredekségtsl és az n-t6l fiigg. Je-
loljiik a maximalis emelkedést s(n)-nel. (Ez széls6séges helyzet a val6sagban nem
4ll el6, de most célunk egy fels§ becslés megaddsa.)

Az s(n) értékére fels6 becslés a kovetkezo:

(5.2) s(n) < %

Megjegyzés. Az s(n) (5.2) fels6 becslése az adott G tércsoport normalizdtor-
csoportjianak figyelembevételével lényegesen javithatd, hiszen lecstkken a kiindul4si
kocka éle, tovabba a 1étrejovs lehetséges parabolaivek is kisebb intervallumban ér-
telmezettek, igy kisebb maximaélis meredekség és emelkedési érték adédik.

Ha kivalasztjuk az

. 1 .
(elvyoptzopt), e= 5};, 1€ {1,2, .. .,n}

pontok koziil azt, amelynél az M (z) maximalis, akkor a 8. 4brdn lathat6 médszerrel

az M3} (zopt) értéknek egy felss korlatjat adhatjuk meg (9. &bra):
(5.3) M‘)C;t(xopt) < Mmax(ke) + s(n) ahol k€ {1,2,...,n} és

Mmax(ke) > M(ie) minden i€ {1,2,...,n}.

Megjegyzés. 1. Ha az el626 gondolatmenetben y és z koordindtakrél csak azt
tessziik fel, hogy y és z dllandék, akkor az M fiiggvény ilyen koordindt4ja pontokon
felvett értékére szintén tudunk egy felsd korlatot biztositani. Az ezen koordinataja
pontokndal mért maximumhoz adjuk hozzd az s(n) értéket.

2. Az el6z6ekben feltettiik, hogy specidlisan a P(z, Yopt, Zopt) vagy altaldno-
sabban P(z, Yxonst: Zkonst) Pontokat vizsgaljuk, ahol z € [0, %] Ebben az esetben
meg is adtuk egy lehetséges fels6 korlatjat az Mgt(zopt) értékének. (Es nyilvan
ezen keresztiil az optimaélis sugdrnak és stiriiségnek is. (A konkrét tércsoport esetén
azonban ezzel még nem adtunk felsg korlatot az optimalis sugér és sdriiség szdmara,
hiszen a W kockara hizott @ racs nem biztos, hogy tartalmazza a (€%, Yopt, Zopt ),
e= ﬁ, i € {1,2,...,n} pontokat.

Tovabbra is jelolje Kg,t(:copt,yopt,zopt) a W-ben lev§ egyik optimélis gomb
kozéppontjat.

Definialjuk altaldnosabb esetben is a (5.1) egyenlettel meghatarozott M fiigg-
vényt:

(5.4) M(z,y,z) := 4(T(P(m,y,z)))2 ahol z,y,z € [O, %] .
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Jelolje tovabba KS (Tmax, Ymaxs Zmax) @ Q T4cs azon pontrécsait, amelyhez egy
adott G és adott n esetén a maximadlis gombsugar tartozik. Ezt a sugarat a (4.2)
egyenlet segitségével definidltuk.

A 10. abran szimbolikusan érzékeltettiink egy mozgatast, amely a
Kgax(xmax,ymax,zmax) pontot th(xopt,yopt,zopt) pontba viszi. Ez a mozgatas
a W kocka éleivel parhuzamosan torténik, tehat dgy, hogy az z, y, z koordinatak
kozill pontosan kettd mindig dllandé (lasd 5. fejezet 1. és 2. megjegyzése).

A 10. 4bran érzékeltetett mozgatas legfeljebb harom szakaszra bonthat6. Min-
den egyes ilyen szakaszra megadhatjuk a megfelel6 M(z,y, z) fiiggvény egy fels6
korlatjat. gy végiil az ME, (Zopt Yopt Zopt) gy felsd korlatjdhoz jutunk. Jelsljik
a 10. 4bra mozgatdsainak fordulépontjait K illetve Kj-vel az 4bran lathaté mo-
don. Az M figgvény ezen pontokhoz tartozé értékeit jelsljik rendre M, illetve
Mj-vel. Az (5.3) és a fentiek alapjan:

A KS K, szakaszon : MG . + s(n) > M,

A K K, szakaszon : MC .y + 2s(n) > M,

A K>KS, szakaszon : M% oy + 3s(n) > MS,.

Amibél kovetkezik, hogy:

Mrfax + 38("’) Z Mocf)t'
Igy becsléseink alapjan:
(55) Mmax + 33(”) _>_ Moc};)t Z Mrsl;ax’

amibdl a G tércsoporthoz tartozé optimdlis ggmbsugarnak és optimalis stirtiségnek
is egy n-t6l filggs also és felsd korlatja is megadhato.

(5.2) és (5.3) alapjan ha n — oo akkor a s(n) — 0. Ezért ezzel az algoritmussal
elvileg tetsz6leges pontossiggal meg lehet hatarozni a G tércsoport optimalis sdrd-
ségét. A felosztds finomitasaval a becsléseink szerint is jobbak, tovabb4 a lokaliza-
ci6 lehetGsége jelentGsen javitja a konkrét szamoldsok pontossdgit. Az algoritmus
polinomislis lépésszami.
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6. Az algoritmusra épiilé program

a. Bemeneti adatok és eredmények

A 2. tiblazatban ismertetjilk a kockardcshoz tartozé tércsoportokra kapott
optimélis gdmbkitoltések siiriiségét. Ezen eredmények kozléséhez rendelkezésiinkre
all az algoritmus alapjan kifejlesztett program. Ennek felhasznaléi és fejlesztsi
dokumentsci6ja a [8] munkiban megtaldlhats.

A program megirdsa a Turbo C++ 3.1. fejlesztérendszerének segitségével tor-
tént, a program egy objektum alapi Windows alkalmazas, mellyel a tércsoportok
az eddig megszokott médon kénnyen kezelhetSk.

A program inputja a korabbiakban mar emlitett kristalycsoport definici6. Ilyen
csoport leirds talalhaté pl. a [14], {15] tablazatokban.

Az eredmények sztveg file-ba menthet6k. Egy output file a kdvetkezs adatokat
tartalmazza:

1. Tércsoport neve

2. Az optimélis gombkozéppont koordindtai

3. A celldba irt maximélis gomb sugara

4. A cella térfogata

5. Az optimailis gombkitoltés strisége.

b. Az algoritmus paraméterei
A felosztds finomsdga 5=
Ezzel a kockdra hizott @ térracs finomsdgat adjuk meg.
A program &ltal megengedett értékek: [2,2000] intervallumbeli egész szamok.
Alapértelmezés szerinti értékek: n : = 100.

Kezdd kocka éle:

Az els6 lépésben vett kocka élhosszisédga.

Megengedett értékek: (0, 1] itervallumbeli valds szamok.

Alapértemezés szerinti érték: 0.5.

Lehetdségiink van egy tetsz6leges @-beli pont tetszéleges kornyezetére futtatni
az algoritmust.

Alappont koordindtds:
Ez lesz a kezd6 kocka kozéppontja. Ezzel az alapponttal indul az algoritmus.
Megengedett értékek: (0,0.5) intervallumbeli valés szamok.

Alapértelmezés szerinti kiindul6 pont: z : 0.25y : 0.25 2 : 0.25
Lehet6ségiink van az altalunk kivdlasztott pont egy tetszéleges kornyezetét
vizsgalni a gombkitsltés szempontjabdl

c. Az adatszerkezet felépitése

Lehetdség van Osszetett adatszerkezetek megval6sitdsara, amelyekkel az algo-
ritmus kédoldsa egyszeriibbé, attekinthet6bbé valik. Az aldbbiakban emlitett osz-
talyok megvalésitdsaval a tércsoportok konnyen kezelhetdk.
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A program input adata a G kristdlycsoport definici6ja. A csoportot ekvivalens
pontpoziciék és racs-eltoltjaik felsoroldsdval lehet megadni. Az eltolas helyvekto-
rait egy koordindtahdrmassal irjuk le, erre, valamint az E? euklideszi tér pontjainak
megadésara megfelel egy Point elnevezést osztaly. A leirdsban az alappont z, y, z
koordinatéival kifejezve fel kell sorolni a vele ekvivalens pontok koordinatait. A ki-
fejezésben szerepelhet egy =, —z, y, —y, 2, vagy —z hivatkozas az alappont egy
koordinat4jara, illetve a koordinata ellentettjére, és ezt megel6zheti egy val6s szam.
Ezek a kifejezések a Polynom osztdly objektumai. Az ekvivalens pontkoordinatéakat
az Expression osztéllyal adjuk meg. Egy tércsoport definicié minimum 1, (a (0,0,0)
vektort soroljuk ide) maximum 4 centralé eltolasvektort tartalmaz, valamint 12, 24,
vagy 48 ekvivalens pontpoziciét (lasd még az 1. Tablazatot). Megjegyezzilk, hogy
a cella térfogata ezen adatokbdl kénnyen szdmolhat6:

D-V cella térfogat=1/(centralé eltoldsok szdma * pontpozicidk szdma).

Mindezen adatszerkezetek tarolasihoz megval6situnk egy paraméterezett tombosz-
talyt (MyArray), amellyel létrehozzuk az eltoldsok és ekvivalens pontpozicick t6mb-
jét. A program a csoport adatainak taroldsahoz definidl egy 4 elemd Point tipusu
elemeket tartalmazé-, és egy 48 elemii Expression objektumokat tartalmazé tom-
bot.

2. Tébldzat
A tércsoport Az Zg::;lahs Az optimélis Az optimélis
neve és széma kézéppontja gombsugar stiriség
=0
NI;21?55 y = 0.293 0.207 0.44
' z=0.293
z=0
F23 = 0.129 e 0.128532 ¢ 0.426946
No.196 Y 0908 0.129 0.42
z=0
123
No.197 g: : 8;8(15 0.186 0.64
=0
P2,3
No.il98 Z : 83’?? 0.233 0.64
r=0.125
12,3 y = 0.125 0.176 0.55
No.199 > — 0.375
Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)
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A tércsoport Az ng:lr)lahs Az optimélis Az optimalis
neve és szima kézgpp ontja gdmbsugar stirtiség
— . x=0.146
NPnzlgo y = 0.146 0.146 0.32
o z=10.354
Pn3 =0
No.201 y = 0.186 0.186 0.64
(orig6 a 23-ban) z = 0.301
- z=0.104
NF“2132 y = 0.250 0.104 0.45
0. z=0.396
Fd3 z = 0.032
No.203 y = 0.200 0.103 0.44
(orig6 a 23-ban) z = 0.402
L3 z=0129
y = 0.129 0.129 0.43
No.204 Y oall
= = 0.079
Pa3
y = 0.366 0.176 0.55
No.205 2 =0.196
1a3 x = 0.183
y = 0.400 0.144 0.6
No.206 2 =0.372
P432 z= 8';32’ ¢0.156183 +0.383009
No.207 g — 0,306 0.156 0.38
z=0
ggzz"ég y = 0.250 0.176 0.55
: 2 =0.250
F432 z= 8'%3 ¢0.109398 00.526492
No.209 Z — 0250 0.109 0.53
z = 0.069
£41231% y = 0.206 0.097 0.37
0 z=0.431
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A tércsoport

Az optimalis

Az optimalis

Az optimailis

6mb . e
neve és szama l{bzgppontja gémbsugar stirtség
z = 0.129
1\%43?1 y =0.129 0.128 0.42
o z=10.311
z=0125
11\)1:32313 y=0125 0.176 0.55
: = 0.375
z = 0.125
11\;41231?3 y = 0.375 0.176 0.55
o z = 0.375
xz = 0.246
32 y=0173 0.125 0.39
o z=0.375
P43m 13?85 «0.130601 «0.223948
No.215 Y 0360 0.131 0.22
Fi3m o S ot «0.088388 «0.277680
No.216 Y oo 0.088 0.28
I43m * o f78 ¢0.125529 ¢0.397710
No.217 Y 0355 0.126 0.40
_ z=0.125
P43n y =0.125 0.176 0.55
No.218 2 = 0.375
_ = 0.074
1\? 43¢ y = 0.250 0.109 0.52
0219 2 =0.364
— xr =0.132
143d y = 0.390 0.143 0.58
No.220 z =0.420
Pm3m . 0300 00.103553 *0.223266
No.221 Y 0aee 0.104 0.22
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A tércsoport Az Og::;;ahs Az optimaélis Az optimélis
neve és szdma kﬁzgppontja gdmbsugar slirliség
Pn3n z =0.151
No.222 y = 0.435 0.135 0.49
(orig6 a 43-ban) 2 =10.320
— x = 0.129
Pm3n y = 0.129 0.129 0.43
No.223 z=0311
s o S ols 00125529 «0.397710
(orig6 a 43m-ben) 2 = 0.355 0126 0.40
Fm3m e ¢0.06531 #0.223949
No.225 Y oss 0.065 0.22
= z =0.076
Fm3c y = 0.155 0.076 0.35
No.226 Y 0301
ﬁggg‘; v r 3889 00.012552 ¢0.198855
(origé a 43m-ben) z=0.178 0.013 020
Fd3c z =10.125
No.228 y=0.125 0.088 0.55
(orig6 a 23-ban) z =10.500
Im3m T *0.083568 ¢0.234685
No.229 Y 0320 0.084 0.23
_ z = 0.053
ladd y = 0.352 0.114 0.60
No.230 ool

(A tablazatban e jeloli az optimalis sugér illetve sriiség pontos értékeit [12],
(13].

Eziton is szeretnénk koszonetet mondani Molnar Emil kolléganak a dolgozat
elkészitéséhez nyijtott sok értékes tanacsaért és segitségéért.
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DETERMINATION OF DENSEST BALL PACKINGS UNDER CUBIC
CRYSTALLOGRAPHIC GROUPS BY COMPUTER

CsiLLA MATE AND JENG SZIRMAI

The famous unsolved KEPLER conjecture [6] about the densest ball packing of the whole
Euclidean space E® with equal balls motivated the initiative of U. Sinogowitz who posed the prob-
lem to find the densest homogeneous ball packing under a given space group [11]. The maximal
density 7/v/18 = 0.74048 of the lattice-like ball packing occurs at other space groups as well [7].

The author reports a computer algorithm, which determines the densest simple transitive
ball packing for each cubic crystallographic space group.

The author proves here the convergence and gives the results in Table 2 where the known
exact data [12], {13] are indicated too. A complete algorithm for every orbit type is in progress
on the base of [9].

MSC(1991) Codes: 51M20, 52C17, 65Y25

Key Words and Phrases: Densest ball packings under cubic crystallographic groups by com-
puter.
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0,0,1)

g
|
(0,1,0)
g 8y
y y

1. dbra
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M) A
\
05 =x
3. dbra
b (0:34)
Bo3)
Fd3m

—f—|— >

y

(b40)

4. dbra
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.‘/A yﬂ
k=0
025 | , 025
0,25 7
yA yA
k=1
0,25
€l 3
-1 =3
vA k=3 vA k=%

1

0,125 05 0,375

W s
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5. dbra
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M) A

>.‘x
6. dbra
M(x) A
opt
]
: -
: = :
T i :
= = b T :
e 2e ke 05 T x
7. dbra
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M(x)
A
felsé korlat
/\ |
Sn
/ :F Y
M, 1{ ! alsé korlat
ke (k+1)e *
8. dbra
Mopt S,
Y
9. dbra
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10. dbra
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Konyvismertetés

SziLl LASzLO Es TOTH JANOS: Matematika és Mathematica, ELTE Eo6tvos
Kiado, Budapest, 1996.

Nagyon nehezen, val6szinitleniil hosszd id6 utdn sikeriilt formaba 6ntenem az
alabbiakat. (Kézben a 2.2. verzi6 utdn megjelent a 3.0. véltozat is — ldsd Termé-
szet Vilaga 1998. november.) Igazdabdl maig sem sikeriilt tisztdznom magamban,
mi a konyv pontos célja; kiknek irédott; kinek ajanljam, mint felsGoktatasban ta-
nité pedagdgus. Ezzel kapcsolatos kételyeim, morgoléd4saim helyett inkdbb pozi-
tiv élményeket szeretnék rogziteni. Ugyanakkor el kell ismernem, hogy ennél jobb,
komplexebb konyvet nem tudok elképzelni — csakhogy mirél is, milyen célra is?

Az mér torténelem, hogy a hatvanas évekt6l a szdmit6gépek terjedése jelents-
sen 9sztondzte a matematika fejlédését. Napjainkban a program(csomagok) fejls-
dése forradalmasitja a matematikdval, mint tudomannyal val6 tevékenységet (kuta-
tast). Minderrsl a kdnyv bevezetSjében b&ségesen olvashatunk, akarcsak az egyes
programok osszehasonlitasarél. Egy 4tlagos kutat6, de egy picit is igényes egye-
temi oktat6 sem engedheti meg maganak azt a luxust, hogy ne hasznéljon rendsze-
resen valami olyan segédanyagot (szoftvert), amely jelenségeket, osszefiiggéseket
demonstral, sejtéseket kiprébal, eredményeket diszkutal, stb. Az ilyen lehet&sé-
gek fantasztikusan gazdag gyiijteménye a Mathematica programcsomag, ami ,azt
is tudja, amit el se tudunk képzelni”. (Kiilénben ez a {6 ,hibdja” is: val6szintileg
egy teljes élet is kevés az alapos megismeréséhez, és ennek megfelelGen a kézikony-
vek, a sig6 egyarant nagyon nehézkesek — bar a HELPje sokkal kellemesebb, mint
amit a WINDOWS-ban megszokhattunk. Inkabb a programozési nyelvek sigéinak
PELDAI készonnek vissza!)

Maga a kényv szerintem egy csokrot probal dtnyidjtani, hogy a matematika
egyes teriiletein hol, hogyan érdemes a Mathematica-hoz nytlni. A nagyobb téma-
korokon beliili igen részletes felosztasnak koszonhet@en a trividlis példakon kiviil
olyan specidlis problémakorskbél olvashatunk feladatokat, mint a
— stabilitaselmélet és varidcidszamités a differencidlegyenleteken beliil;
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— lanctortek, Moebius-fiiggvény, tizedes tdrtek kzonségessé atirdsa szamelmeélet-
bél,

— Markov lancok, korrel4cié szamitdsa, maximum likelihood becslés valészinii-
ségszamitasbdl,

— feszitd fak a grafelméletbdl;

— polinomrendszerek megoldasa Grébner-bézisokkal;

— linedris programozas;

-— animdci6 (filggvényrendszerek abréazoldsa); stb.

A szerzGk teljességre torekvése miatt gyakran volt olyan érzésem, hogy ezt
akkor sem értettem (volna), amikor tanultam az egyetemen”, de aztan rajdttem,
hogy szerencsére nem vizsgdznom kell a konyvbél, igy ezt a részt nyugodtam &t-
ugorhatom! Egyre tobb részrél deriilt ki, hogy nekem (is) sz6l, s6t egyre tobb
dolgot sikeriilt is reprodukalni, bizonyosakat tovdbb is fejlesztettem. Ezutin mar
sajat problémdaimat kezdtem megoldani, és pillanatnyilag sokkal tobb id6t toltsk
Mathematica-val, mint DERIVE-val és CABRI-val egyiittvéve — persze ebben az
ijdonsdgnak is szerepe van, és nem is lesz igy mindig.

Természetesen nagyon sokféle knyvet lehet irni a Mathematica-rél. (Kétszaz-
nal tobb kotetre rig az irodalmal) Még tébb lehet8ség adédik, ha az adott cimre
szoritkozunk. A jelen kényv szerz6i nem sokat meditdltak, optimalizaltak: meg-
irtak, amit irtak. Kifejezett céljuk volt a program népszeriisitése, reklamozasa.
Rengeteg frappans példajuk; az elviselheté mennyiségii eszkdzismertetés (a kulcs-
szavak tizedét se tukmaljsk az olvaséra); kisérletezésre val6 buzditdsuk az, ami
rdvett arra, hogy egy (nem t6likk kapott) kal6zméasolattal leiiljek, s kiprébaljam.
Mar keresek elfogadhat6 ara verziot, illetve szeretném az oktatdsban is hasznalni.
Pillanatnyilag ketten irnak szakdolgozatot ndlam a Mathematica iskolai (14-16 év
kozotti tanulék szamara) oktathat6sagabél.

Az &rral kapcsolatban: az altalam ismert legolcs6bb lehetGség a kovetkezd:
10 munkasllomasra sz6l6 licence dra 3 x 1140 = 3420 angol fontnak megfelel§ fo-
rint, amit 3 évi részletben kell fizetni, és ezalatt automatikusan megkapjuk az
esetleges ijabb verzidkat.

TOROK TURUL

MASYAR
CUDOMAN YOS AKADENA
KONYVTARA
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelvii dolgozatokat k&ézsl. A kéziratok gé-
pelését olyan formaban kérjiik, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként atlag 50 bet{helyes sort
tartalmazzon. A kozlésre szant dolgozatokat hdrom példanyban kell bekiildeni. Elényben része-
stilnek a TEX-ben elkészitett dolgozatok. Ezeket két kinyomtatott példany kiséretében diszketten
kérjik beadni.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezd kovetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek
tartalmaznia kell a dolgozat cimét, a szerzs teljes nevét, valamint annak a varosnak a nevét, ahol
a szerzd dolgozik. A fejléc utdn egy, képletet nem tartalmazé, legfeljebb 200 szébél 416 kivona-
tot kell minden esetben megadni. A dolgozatot cimmel elldtott szakaszokra kell bontani, és az
egyes szakaszokat arab sorszamozassal kell ellitni. Az esetleges bevezetésnek mindig az els§ sza-
kaszt kell alkotnia. Az irodalomjegyzék utan, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzd
teljes nevét és a munkahelye (illetve lakdsa) pontos cimét. A dolgozatban eléforduls képleteket
szakaszonként ujrakezdSd&en, a képlet eltt két zardjel kézé irt kettds szamozassal kell azonosi-
tani. Természetesen nem sziikséges minden képletet szdmozassal elladtni. Az esetleges definicidkat
és tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyancsak szakaszonként tjrakezd&dd, kettds szamo-
zéssal kell elldtni. Kérjiikk a szerzGket, hogy ezeket, valamint a tételek bizonyitdsat a szdévegben
kell6 médon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német francia vagy orosz
nyelvi, kiilon oldalra gépelt sszefoglalét. Amennyiben lehetséges, kérjiik a nyomtatds szamara
kiilonésen nehézkes matematikai jelolések hasznédlatdnak az elkeriilését.

A dolgozatok abriit és az esetleges labjegyzeteket a dolgozat végén, kiilonallé lapokon kérjik
bekiildeni. Mind az dbrakat, mind a labjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontasatdl fiigget-
len, folytatélagos arab sorszamozassal kel ellditni. Az &brak elhelyezését a dolgozat megfelels
helyén, széljegyzetként feltiintetett, dbraazonosité sorszamokkal kell megadni. A labjegyzetekre a
dolgozaton beliil az azonosité sorszam fels§ indexkénti hasznalataval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozadsok formdja a kévetkezd. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgo-
zat végén taldlhaté irodalomjegyzékben, a szerz8k, illetve a tarsszerzGk esetén az elssd szerzd neve
szerint alfabetikus sorrendben gy, hogy a cirill betls szerzék nevét a Mathematical Reviews at-
irasi szabalyai szerint latin betiisre kell 4tirni. A folyéiratban megjelent cikkekre [1], a kényvekre
[5], a kétetben megjelent dolgozatokra [4], a disszertacidkra [3] és a gépi program leirdsokra [2] a
kovetkezd minta szerint kell hivatkozni:

[1] Farkas, J., Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 124 (1902) 1-27.

[2] Kéri, G., ,DUALSIMP”, rutin a CDC 3300-as gépekre (Magyar Tudomanyos Akadémia
Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutaté Intézete, CDC 3300 felhasznaléi ismertet8k 2.
1973. majus) 19-20.

[3] Prékopa, A. ,Sztochasztikus rendszerek optimalizdldsi problémairél”, doktori értekezés.
Magyar Tudomanyos Akadémia, Budapest, 1970.

[4] Prabhu, N. U. ,Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: Inven-
tory Control and Water Storage Ed. A. Prékopa (Janos Bolyai Mathematical Society and
North-Holland Publishing Company, Amsterdam-London, (1973) 221-228.

[5] Zoutendijk, G. Methods of Feasible Directions (Elsevier Publishing Company, Amsterdam
and New York, 1960).

A dolgozatok szévegében az irodalmi hivatkozds szdmait szogletes zaréjelben kell megadni,
mint példaul [5] vagy [4, 76-78]). A szerz6k a dolgozatukrdl 50 darab ingyenes kiilénlenyomatot
kapnak. A dolgozatok utdn szerzsi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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XIX. kétet 2. szam
Szerkeszt&ség és kiaddhivatal: 1027 Budapest, F§ u. 68.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok viltozé terjedelmd fiizetekben jelenik meg, és olyan
eredeti tudomanyos cikkeket publikil, amelyek a gyakorlatban, vagy mas tudoményokban k&zvet-
leniil felhasznalhaté 1) matematikai eredményt tartalmaznak, illetve mar ismert, de szinvonalas
matematikai apparatus jszer(i és jelentds alkalmazasat mutatjak be. A folyéirat kozol cikk forma-
jdban megirt, 4j tudomdanyos eredménynek szamité programokat, és olyan, kiilfoldi folyéiratban
méar publikélt dolgozatokat, amelyek magyar nyelven térténd megjelentetése el@segitheti az elért
eredmények minél elébbi, széles korii hazai felhasznaldsat. A szerkeszt&bizottsag bizonyos idén-
ként lehet&vé kivanja tenni, hogy a legjobb cikkek nemzetkozi folydiratok kiilénszamaként angol
nyelven is megjelenhessenek.

A folyoéirat feladata a Magyar Tudomanyos Akadémia III. (Matematikai) Osztalydnak mun-
kéjara vonatkozé kozlemények, kdnyvismertetések stb. publikalasa is.

A kéziratok a f&szerkesztShoz, vagy a szerkesztSbizottsdg barmely tagjihoz bekiildhetsk.
A f&szerkeszté cime:

Benczir Andras, f&szerkesztd
1027 Budapest, F6 u. 68.

Kozlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztdség lehetéleg visszajuttat a szerz6hoz, de a
bekiildstt kéziratok megérzéséért vagy tovabbitasaért felelgsséget nem vallal.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok eléfizetési dra kotetenként 850 forint. Megrendelések a
szerkeszt&ség cimén lehetségesek.

A Magyar Tudomanyos Akadémia III. (Matematikai) Osztélya a kovetkez8 idegen nyelvd
folydiratokat adja ki:

1. Acta Mathematica Hungarica,

2. Acta Physica Hungarica.
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EGY CIMKEZO ELJARAS A LEGROVIDEBB UTAK FAJANAK
MEGHATAROZASARA RITKA HALOZATOKBAN

MARTON LASZLO

Gyér

Szdmos halézati alkalmazas szamitégépes modelljének kézponti, a szamitastechni-
kai hatékonysdg szempontjibél meghatirozé része az egy pontbdl mint kezddpontbdl
kiindulé minimadlis hossza utak fijanak meghatarozdsa. Gyakran — igy példaul a koz-
lekedéstervezési feladatoknal is — el6fordulé specidlis eset, hogy a halézat ritka, az egy
pontbdl kiindulé élek szama korlatozott és minden pontbdl, vagy viszonylag nagyszamu
pontbd! kiindulva meg kell hataroznunk a minimalis utak fajat. A cikkben ilyen jel-
legili feladatokra javaslunk egy faépité cimkézé algoritmust, bizonyitjuk helyességét és
hatékonysagat, ez utébbit szamitégépes demonstriciéval is kiegészitve. A bemutatott
algoritmus a szakirodalomban jél ismert altalanos cimkézd eljaras (general label-setting
method) egy, az egy pontbél kiindulé élek hossz szerinti el6rendezését kihasznalé valto-
zata.

1. Bevezetés

Halozatunk egy egyszertd, irdnyitott, dsszefiggd graf, az élekhez rendelt nem-
negativ értékek az élhosszak. A halézat pontjait 1-gyel kezd6dS sorszamozassal
azonositjuk, a legnagyobb sorszamu pontot jelolje N, az (i, 7) jeloli az ¢ pontbd6l a
j pontba mutaté élt, h(¢,j) ennek a hosszat. Az i-bél a j-be vezet§ utnak neve-
ziink egy P(i,7) = (i1,71),- - -, (ik, Ji) élsorozatot, amelyre igaz, hogy i; =1, jx = J
és j1 = 141 ha 1 <1 < k. Az ut hosszdn az élek Osszhosszat értjiik. Koritnak ne-
veziink egy utat, ha kezds és végpontja azonos. Szimmetrikus a halézat, akkor,
ha az )i,j) él létezésébil kovetkezik a (j,i) él létezése, és h(Z,7) = h(j,7). Pél-
dahalézatunk (1d. 1.-3. 4brak) ilyen, az dbrakon az élek irdnyitasat nem jeloltiik,
illetve minden szakasz két élt jelent. A szimmetricitis fejtegetéseink szempontjibdl
lényegtelen tulajdonsig. Megjegyezziik, hogy az dbrakon — a kénnyebb attekint-
hetdség kedvéért — a pontokat betiikkel azonositjuk.

Irdnyitott fanak neveziink egy olyan részhalézatot, amely nem tartalmaz koru-
tat és egy kijelolt pontbdl a gyokér vagy kezddpontbsl minden més pontba pontosan
egy ut vezet. Minimdlis fdnak neveziink egy olyan irdnyitott fat, amelyben min-

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)

MAGYAR
TUSIMAN YOS ARADERMA
KONYVTARA



116 MARTON LASZLO

1. dbra

den it — az eredeti hdlézatban a kezd6pontbdl a végpontba vezets utak kozott —
minimalis hosszisagt (1. dbra, az a kezdSponttal).

Az irdnyitott fa egyszertien leirhat6 az un. cimkékkel, amelyek minden ponthoz
(kivéve a kezd&pontot) megadjik a kezdSpontbdl hozza vezets iton a megeldzé
pontot. A fiban mint tdvolsdgot rendeljiik hozza minden ponthoz kezd&pontbol
hozza vezet6 tt hosszat (2.-3. dbra). Az i pont cimkéjét jelolje c(z), tavolsagat
pedig t(i). A kezdGpont tavolsaga a definicié szerint 0, ha technikailag sziiksé-
ges, akkor cimkét is rendeliink hozzd, ez lehet barmilyen megkiilonboztets érték
(6nmaga vagy 0).

A minimalis fikat az an. faépit§ (tree building) technikdval meghatarozo elja-
rdsok mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl jelentGsek. Ennek oka az, hogy
egyrészt nem ismert olyan, a faépitésnél hatékonyabb eljaras, amely csak egy adott
viszonylatban, tehat két pont kozott keresné meg a legrovidebb utat, masrészt a
jelenleg ismert, a legrévidebb utat minden viszonylatban meghatarozé algoritmu-
sok nagy hal6zatokndl a gyakorlatban mar nehezen alkalmazhaték. A témakor
osszefoglaldsat és bé irodalomjegyzékét talalhatjuk a [3, 4] cikkekben.

2. Alapeljaras

A faépités egyik (sok és sokféle véltozattal bévelkedd) alap-algoritmusa az al-
talanos cimkézd eljaras (general label-setting method) vagy mas néven Dijkstra —
féle eljaras [1], amelynek-egy, a szamitdstechnikai megval6sitashoz kozelité megfo-
galmazéasa a kovetkezs:

Definidljuk a héal6zat pontjainak két részhalmazat:

— a K a kész pontok halmaza, elemei mar végleges (nem rovidithetd) tavolsaggal
és végleges (nem athelyezhets) cimkével rendelkeznek
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— az A az aktiv pontok halmaza (aktivitds halmaz), elemeinek mér van (ideigle-
nes) cimkéje és véges a tavolsdga de ezek még valtozhatnak.

Lépések:

a, Rendeljiik a kezdSponthoz a 0, a tobbihez a végtelen tavolsagértéket. A kez-
d6épont cimkéje legyen 6nmaga. A K legyen iires, az A tartalmazza csak a kezdd-
pontot.

b, Vélasszuk ki az A minimalis tavolsagi elemét, jelolje ezt i. (Ha tobb pont is
minimalis tavolsagu, a legkisebb sorszamut vélasztjuk, az egyértelmiiség kedvéért.)
Az i-t toroljiik az A-bdl és vegyiik hozzd a K-hoz.

¢, Minden olyan (7, 7) élre, amelyre a t(7) + h(Z,5) < t(y) roviditési lehetGség
fennall:

cl, Ha a j pont még nincs az A-ban, akkor hozzavessziik, cimkéjét beallitjuk
és tavolsdagat modositjuk: ¢(j) =i t(3) = t(z) + h(7,J)

c2, Ha a j pont mér az A-ban van, akkor cimkéjét és tavolsagat modositjuk:
e(j) = i t(j) = t(3) + h(i, 5)

d, Ha az A halmazban van elem, folytatjuk a b, 1épést6l, ha az A iires, az
eljaras véget ért, a cimkék meghatdrozzak a minimalis fat.

Az algoritmus elsé néhany lépését a példahalézaton a 2. dbra és a hozza tartozé
2.1. tablazat mutatja be.

2. dbra

Az algoritmus helyességének bizonyitdsa jol ismert (Id. pl. [1]), ezzel kapcsolat-
ban csak azt jegyezziik meg, hogy a hédlézatban egy kezd6ponthoz t6bb minimalis fa
is tartozhat, ezekben a pontok tavolsiagadatai sziikségképen azonosak, de a cimkék
eltérhetnek.
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2.1. tgbldzat -

K: Kész A: Aktiv C: Cimke T: Tavolsig
1 {Kia
Alb| fiils
alb|c|d|le|f|glh|i|jlk|]l | m|njof(p|g|r|s|[t]ujviw
Clal|a a a a
T|0|10|(~ |~ [~[10]|~ [~ [10]| ~ |~~~ i~~~ ~ [~ 15[~ |~~~
2 | Klalb
Alf|le]s|ulc
alblc|d|le|{f|g|h|i|jlk|]l|m|n|o|p|[q|r|s|[t|ul|lviw
C a a a a b
T(0[|10(30|~[~]10[(~|~[10|~|[~]~]~~ |~~~ ~ 118~ |28~ |~
3 |Kijalb
Ajils ulec
alb dle|{f|glh|i|j|k|lm|njo|p|gq|r|s|t|u]|v]|w
Clal|a al|f a a b
T{0[10{30|~|~|10|20{~|10| ~ i~~~ |~]~]|~|~|~ 15|~ 25|~ ]|~
4 [Klal| b i
Ajs|g u|j
alb dle|f|g|h|i|j|k|[]lm|n|jolplgq|r|s|t|u|v]|w
Clala al|f a |z i a b
T(0]10(30|~([~{10{20|~[10]30|~|~]|~|~|~[~]25]~|15]~ (20|~ |~
5 |Kla|b|flil|s
Algig Jjlc t
alb|cidle|flgihliljlk|/]l m|njo|plq|r|{s|tiujviw
Clajalb alf aji i|ls|lal|s|b
T|0{10}{30|~|~|10[20}~]10 30| ~|~|~|~|~|~[25(35]|15|35|25 |~ |~

Az algoritmus hatékonysagarol elsg kozelitésben azt mondhatjuk, hogy a hals-
zat pontjai sziméanak négyzetével aranyos a sziikséges miiveletek szdma, hiszen:
— Az algoritmus minden b—c ciklusmenetében egy pont bekeriil a K halmazba,

tehat pontosan N menet sziikséges.

— Minden menetben lezajlik egy, maximum N — 1 elem kozti minimumkeresés (A
halmaz) és maximum N — 1 élre vonatkozé roviditési vizsgalat.

Az a tény, hogy a K halmaz\ba)egyszer mar bekeriilt pont nem ,reaktivaléd-
hat”, nem léphet vissza az A-ba, az algoritmus helyességbizonyitdsdnak része.

Nyilvanvals, hogy a K halmaz csak a leirast és megértést (valamint a helyes-
ségbizonyitdst) konnyiti, a szdmitastechnikai realizdcidkbdl el is hagyhato6.
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Konnyen bel4that6 az is, hogy barmilyen faépit§ algoritmust is konstrualunk, a
hé4lézat minden élét legalabb egyszer meg kell vizsgalni, és ezt a Dijkstra algoritmus
élenként pontosan egyszer teszi meg.

Ebbél kovetkezben, az ebbdl az alapalgoritmusboél szarmaztatott, ennek alapel-
veit (egyszeri élvizsgélat, kész halmaz, aktfv halmaz, minimumkivdlasztds) kovets
algoritmusok hatékonysdga az aldbbi tényez6kén milik:

— Az aktivitds halmaz elemszama.
— Az aktivitds halmaz tarolasi, kezelési médja, az e célra valasztott adatstruk-
tara.

A szakirodalom szdmos, a méasodik tényezére vonatkozé valtozatot, reprezen-
taciét ismer, a kovetkez6kben ezeket foglaljuk 6ssze.

Az aktivitas halmaz szdmitdstechnikai reprezentaciéi az alibbi hirom tipusba
oszthatok:

2.1. Rendezetlen (halmaz, rendezetlen témb, lista)

2.2. Linedrisan rendezett (t6mb,lista)

2.3. Tobbszinti ill. részben rendezett (bsszetett listak, fak, kupacok stb.)

A rendezettség természetesen mindig a pont tavolsiga szerinti névekvs (nem-
cstkkend) rendezettséget jelent.

Az algoritmusnak az aktivitds halmazt kezel§ 1épéseit elemezve lathaté:

b lépés: a minimumkivdlasztds a 2.1. tipusban egy tényleges, az elemszadmmal
egyenesen aranyos lépésszami minimumkeresést jelent, a masik két tipusban a mi-
nimum kozvetleniil ad6dik (els6 elem, csics elem). A torlés az aktivitdshalmazbol
az els§ két tipusban nem mdveletigényes, a 2.3. tipusban viszont a legttbb eset-
ben a struktira torlés utdni helyreallitdsa ugyanolyan miveletigényes feladat mint
a besorolas.

cl lépés: ez a 2.1. tipusban nem miveletigényes, a mésik kett6ben viszont
egy uj elem besoroldsdt, vagyis strukturdbani helyének megkeresését és beillesztését
jelenti, ami az elemszadm valamilyen (a 2.2. tipusban linedris, a 2.3.-ban &ltalaban
logaritmikus) fiiggvénye.

c2 lépés: a miiveletigény azonos jellegii mint a c1 lépésnél, azzal az eltéréssel,
hogy a 2.2. és 2.3. tipusban dtsoroldsrdl, vagyis egy méar a struktirdban 1évs pont
1ij helyének megkeresésérdl és athelyezésérsl van szo.

3. Modédositott eljaras

3.1. Elvi megfontolasok

Az el6z8 elemzésbgl levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy az aktiv elemek szé-
manak cstkkentése altalanos jelleggel javulast eredményez az algoritmus hatékony-
sdgaban.

A javitas alapttletét az adja, hogy konkrét példakat vizsgalva (2. sbra) gy
tinik, hogy az aktivit4s halmaz til b6, sok olyan pont van, amely a halmazba valé
bekeriiléséhez képest csak tobb lépésnyi varakozas utdn keriil a minimumpozici-
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6ba. Célszerii lenne tehdt egy-egy lépésben kevesebb 1j pontot bevonni, elsGsorban
olyanokat, amelyek nagyobb eséllyel juthatnak a minimumpoziciéba.

Erre egy lehet&séget ad, ha a hal6zat éleit, pontosabban pontonként a kiindulé
éleket, novekvs (nemcsokkend) hossz szerint dtrendezziik. Ez az eldrendezés bizo-
nyos tipusi halézatokndl és feladatokndal nem okoz lényeges tobblet-miiveletigényt.
Ha példaul
— a hdlézatban a az egy pontbdl kiindulé élek szdma egy k € N konstanssal kor-

ldtozott, és
— a feladat minden (vagy viszonylag nagy szémi) minimdlis fa meghatdrozdsa
akkor az el6rendezés miiveletigényének egy fara juté hanyada = k2, vagyis az N2-
hez képest egy elhanyagolhatéan kicsi konstans.

A rendezettség nyijt lehet&séget arra, hogy egy pont kész allapotba keriilésekor
kevesebb 4j pont lépjen be az aktivitas halmazba, de természetesen gondoskodnunk
kell arrél, hogy sohasem hidnyozhasson a ktvetkez§ minimum pontja.

Az elSrendezés mint javito tényezd egy konkrét algoritmussal kapcsolatban fel-
vetddik a [5] cikkben. Egy hasonléan az el6rendezést feltételezs faépits algoritmust
talalhatunk a [2] dolgozatban is.

Jelen cikkben, megtartva a Dijkstra eljirds meghatirozé jellemzéit, egy maés
cimkézési, faépitési technikit irunk le, bizonyitva helyességét és elvi hatékonysagat.

3.2. Algoritmus

Az egyértelmiiség kedvéért tigy rendeziink, hogy ha két él azonos hosszii, ak-
kor az keriiljon el6re,amelyiknek kisebb a sorszdama. Az egy pontbél kimutaté élek
sorrendjének nyilvintartasira és kezelésére egy m mutatét vezetiink be. Az algorit-
mus végrehajtasa folyaman az m(:) jelenti az ¢ pontbdl kimutatd, soronkdvetkezg,
még nem vizsgalt él sorszamat. Kezdetben minden i-re, amelybdl] indul ki él, az
m(t) = 1.

Az algoritmus leirdsandl minden olyan elemet (halmaz, fiiggvény, lépés sth.),
amely az alapeljardsban is szerepel, és ugyanolyan jelentési, szerepti de nem fel-
tétleniil azonos tartalma, értéki a két algoritmusban, az eredeti jelolés vesszds
valtozatdval jeloliink.

Lépések:

a’, Rendeljiik a kezd6ponthoz a 0, a tobbihez a végtelen tavolsidgértéket. A kez-
dépont cimkéje legyen snmaga. A K' legyen iires, az A’ tartalmazza csak a kezdd-
pontot. Minden i-pontra, amelybdl indul ki él, legyen az m(i) = 1.

b’, Vélasszuk ki az A’ minima4lis tavolsagi elemét, jelolje ezt . (Ha tobb pont
is minimalis t&volsagu, a legkisebb sorszamut valasztjuk, az egyértelmiiség kedvé-
ért.) Az i'-t toroljitk az A’-b6l és vegyilk hozza a K’'-hoz. Jelolje az i’ cimkéjét e,
tehat e = ¢'(3').

c’, Mind az e, mind az i’ pontra hajtsuk végre az alabbi (c1'—c4’) belsé eljs-
rast.

cl’, Jelolje a pontot x.
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c2’, Az m(z) altal mutatott éllel indulva, az z-b&l kimutaté éleket egyenként
sorra véve (és természetesen mutatét léptetve) eljutunk az elsé olyan (z,y) élhez,
amelyre a t'(z) + h(z,y0) < t'(y) roviditési lehetSség fennéll, vagy mar nincs tobb,
még nem vizsgalt « kezdSponti él. Az ut6bbi esetben a belss eljarasnak vége, az
el6bbi esetben folytatjuk:

c3’', Ha az y még nem aktiv, hozzavessziik az A’-hoz, cimkéjét, tavolsdgat, és
az r mutatéjat modositjuk:

dy)=z ) =t +h(z,y) mz)=m(z)+1

és a bels§ eljarasnak ezen a ponton is vége van. Ha az y mar aktiv volt, folytatjuk:
c4’, Mivel az y aktiv, van cimkéje, jelolje ezt z, tehat z = ¢/(y). Mint az el6z6
pontban:

dy) ==z t'(y) = t'(z) + h(z,y) m(z) =m(x)+1
A z ponttal ismételjiik meg a vizsgdlatot, tehdt legyen « = z és menjiink vissza
a c2’ pontra.
d’, Ha az A’ halmazban van elem, folytatjuk a b’, 1épést6l, ha az A’ iires, az
eljaras véget ért, a cimkék meghatdrozzak a minimalis f4t.

3. dbra

Az algoritmus els6 néhany lépését a példahdalozaton a 3. dbra és a hozza tar-
tozé 3.1. tablazat mutatja be. Az algoritmust védzlatos diagramban is megad-
juk (4. dbra) és a kulcsfontossagu belss eljaras miikodését kiilon is szemléltetjiik
(5. abra).
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3.1. tdbldzat
K: Kész A: Aktiv C: Cimke T: Tavolsag

1| Kla
Albif
albjc|d|e|[f|glh|i|j|lk]l|m[n|olp|lgq|r]|s|tiu]|viw
Cla|a a
T|0|10|~|~{~[10|~ |~~~ ~~ [~~~ S~~~ ]~~~ ]~
Mi3|1 1
2|Kla|b
A|lfli]|u
a/blc|d|ejf|g|h|i|j|k|{]l m[n|lfojp|q|r|s|tfu]|v|w
Clala a a b
T 0|10~ |[~I~[10]~ ]~ (10|~ |~ [~~~ |~~~ [~ ]~ ~]25 |~ ~
Mli4| 4 1 1 1
3[(Klal|b
Alzi]s u
al|b dle|{f|g|h|i|j|k|l| m{nfo|p|lgq]r|s|t|lu]|v|w
Claja alf a a b
T 10|~ |~ |~[10]20)~ 10|~ |~i~i~]~~ |~~~ 15~ [25 ]~ ~
Mi—|4 -1 1 1 1
4 |Kj|a fli
Alslyg q
alblc|d|le[f|lgih|i|j|lk]]l| m[n|jo|p|[q|r|s|[t|ulviw
Cla|a aif a i a b
T{0|10|~!~|~[10]20|~[10|~|~|~|~|~l~]|~]|25[~ |15~ |25~ ]|~
M(-|4 -1 4 1 1 1
51Kja flils
Aflglu T
a|lbjc|d|e|f|lg|h|i|j|lk{l{m|n|lo|lp|gq|r|s|t|ju|viw
C a al|f a i]|s|a b
T 10| ~|~|~{10[20|~|10|~f~|~|~]|~]|~]|~]|25[35]15]|~]25|~ |~
M([-|4 -1 4 11113 1

3.3. Helyesség
A modositott algoritmus helyességét illetGen bebizonyitjuk, hogy minimdlis fdt
allit elg. A bizonyitast tobb lépésben végezziik. Elfszor, az 5. dbra jeltléseit hasz-
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t'=00 m:=1

k=kezddépont

t'(k):=0 c"'(k):=k
t=l1 At E=[K]

i':=az A' minimalis
tavolsagu pontja

K':=K'+[1']
A':=A'-[i']

e:=c'(i'")

[

BELSG (e)

]

BELSO (i)

BELSO (x)

m(x)<=az x
kezdépontu
élek szama

igen

y:=az x pontbdl

m(x):=m(x)+1

kiinduldé m(x)-edik

él végpontja

nem
'(x)+h(x,y)<t' (y
X:1=2 igen
|
t' (y) :=t' (x)+h(x,y)
c'(y):=x m(x) :=m(x) +1
z:=c' (y) i yEA'
nem
A':=A"+[y]
c'(y) :=x
4. dbra

ndlva megvizsgaljuk az aktivitds halmazt 4j elemmel (y,) b6vité valamint méar
aktiv pontok (y;, I =1,...,u — 1) tavolsagait csokkents belsd eljarast.

Az egy pontbdl kiindulé élek rendezettségébsl és az eljaras mitkodési logikdja-
bdl kovetkezGen, alulvondssal az eljards végrehajtdsa el6tti, feliillvonédssal az utdna
kialakult értékeket jelolve, igazak az aldbbi sszefiiggések:

(3.1) d(y1) =x2,...

,C’(yl) = .'L'H_l,...

8 () =t (22) + Bga, 1)y o8 () = ¢ (@14 ) + Blwan, )s -

Mz, y1) < h(z2,y2) . Maien, yi) < (i1, Yit1), - -

) =21,

L () =, . .

.,C’(yH.l) = L1y e moe

t'(y1) = t'(z1) + h(z1, 1), -, ' () = t'(@) + bz, ), . .-
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5. dbra
Vizsgéljuk meg az y; és y;4+1, 1l =1,...,u— 1 pontok 1j tavolsdgainak viszonyat.
Az y; atcimkézése a
(3.2) t'(y1) = t'(x1) + bz, ) < t' (@) + h(@g, m) = t' ()

reldci6é miatt torténhetett csak. Az y;4; Gj tdvolsdga:

t'(Yi41) = t'(T141) + A1, Y141)5 - -

Mivel az y;41 atcimkézése csak x;41 mutatéjanak novelése utan hajtédhatott
végre, az yi, Yi+1, Ti+1 pontok mind kiilénboz6k, vagyis: t'(xj41) = t'(2141). Eb-
bél, valamint az (3.1) és (3.2) egyenl6tlenségbdl adodik:

(33) tl(yl)<t/(yl+l) l:].,...,’U.—l)

vagyis:
3.1. ALLITAS. A belsG eljaras folyaman médositott tavolsagok a médositasi

sorrendben monoton nének.

Mivel az algoritmus egy b'—c’ 1épésében a bels§ eljaras a minimumpoziciéban
1évé @', valamint az ennek cimkéjeként szerepls e pontra hivodik meg, és az élek
rendezettsége miatt h(e,’) < h(é,j') (5. dbra), az 3.1. Allitasbol kovetkezik:

3.2. ALLITAS. Az algoritmus egy lépésének (b'—c') végrehajtdsa utin az ak-
tivitds halmazban 1évG pontok tavolsaga nagyobb vagy egyenlé mint a lépésben a
kész halmazba bevont pont tdvolsdga.
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Az elGzbek segitségével bizonyitani tudjuk:

3.3. ALLITAS. A kész halmazba bekeriil6 pontok tavolsiga a bekeriilés sor-
rendjében nem csckkenhet. Azonos tdvolsdg esetén a kisebb sorszamii pont keriil
be elsbb.

Az allitas els6 része kozvetleniil kovetkezik az 3.2. Allitasbol. A masodik rész
igazolasahoz tegyiik fel az ellenkezGjét és legyen a p€ K', g€ K', t'(p) =t'(q),
p < q de a g a p-t megel6z6en keriilt K'-be. Feltehets, hogy ez kozvetleniil a p
bekeriilése el6tt tortént. Az algoritmus b’ lépésének definiciéja miatt ez csak ugy
lehet, hogy a g bekeriilése el6tt t'(g) < t'(p) volt, és a ¢ bekeriilésekor rovidiilt le a
p tavolsaga. Az (3.3) képletekbdl és az 3.2. Allitasbol kovetkezen a t'(p) legfeljebb
ugy rovidiilhet le ¢'(g)-ra, ha (5. abra) ¢ =4/, p = j' és h(e,?’) = h(e,j’). Ez viszont
ellentmond az egy pontbdl kiinduld élek definidlt rendezettségének.

A 3.3. Allitasbol kovetkezik:

3.4. ALLITAS. A kész halmazba bekeriilt pontok mar végleges tavolsaggal és
cimkével rendelkeznek, nem keriilhetnek vissza az aktivitds halmazba.

Be kell még bizonyitanunk azt is, hogy elériink minden pontot, vagyis:

3.5. ALLITAS. Ha az aktivitds halmaz iiressé valt, akkor minden, a kezdépont-
bol elérhetd pont rendelkezik véges tdvolsdggal és cimkével.

Tegyiik fel az ellenkez§jét. Ha van ilyen pont, akkor van ezek kozott olyan,
amelyik egy mar kész pontbdl kiindulé él végpontja és ezek kozott az élek ren-
dezettségében az els ilyen. A 6. dbra jelvléseivel: r az els6 cimkézetlen pont, a
megfelels kész pont a p. Az r nem lehet a p els§ éle, mert akkor a p kész allapotba
keriilésekor vizsgilt és cimkézett lett volna. Az r pontot a p-nél megeléz6 u, ..., v
pontok az r definicidja miatt mar mind kész pontok. A p kész dllapotba lépésekor
ezek koziil legalabb egy p cimkét kapott (hiszen, ha mar mind rovidebb lett volna,
akkor a belsd eljarasban a roviditésekkel eljutottunk volna az r-hez). Jelolje az
élek rendezettségében az utolsé ilyet u. Tegyiik fel, hogy az w jelenlegi cimkéje is
p. Ekkor viszont az u kész dllapotba lépésekor, a kovets pontok vizsgalatanal vagy
eljutottunk volna az r-hez, vagy egy u-t kovets és r-t megel6z§ pont vette volna
fel a p cimkét, ami ellentmond az eddigi feltételezéseknek illetve az u definici6ja-
nak. Tegyiik fel, hogy az u jelenlegi cimkéje mar nem p. Ekkor viszont a cimke
athelyezésekor lépett volna fel ugyanez a kovetd pont vizsgdlat, ami ugyanezt az
ellentmondast okozza. Minden esetben ellentmondasra jutunk, kovetkezésképpen
az r pont nem létezik, igy az 3.5. Allitas igaz.

3.6. ALLITAS. A mdédositott algoritmus végrehajtasa folyaman a pontok cim-
kéi csak kész pontok lehetnek.

Az allitds a kezd@dllapotra vonatkozéan nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy van
olyan pont, amelyre az 4llitas hamis lesz. Legyen a végrehajtas folyamataban az
els§ ilyen az r pont (7. dbra), cimkéje a p aktiv pont. Az r nem kaphatta a p cimkét
ugy, hogy p keriilt volna minimumhelyzetbe, mert akkor p mar kész lenne és nem
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u

. kész

O cimkézetlen

6. dbra

lehet tjra aktiv (3.4. Allitas). A masik lehetséges mod az lenne, hogy egy az r-t a
p-nél megeléz6 w pont cimkéje volt a p és ennek megvéltozasanal jutottunk el a p
mutatéjanak novelésével az r-ig. Ez ismét ellentmond az r definici6janak, hiszen
akkor az u lenne az elsg ilyen pont, 1évén hogy a p nem lehetett még kész pont (3.4.

Allitas).

7. dabra

3.7. ALLITAS. Ha a p € K' és az u egy p kezd6pontii él végpontja és a p
mutatdja az u-t mar tillépte, akkor az aktudlis tdvolsdgokra nézve igaz, hogy
t'(u) <t'(p) + h(p,u) ésu € K' vagy u € A'.

Nyilvanval6, hogy az azonos pontokhoz tartozé t' értékek az algoritmus els-
rehaladtaval csak csokkenhetnek. Mivel a mutaté mar tullépte az w-t, sziik-
ségképpen megtortént a t'(u) és a t'(p) + h(p,u) Osszehasonlitdsa és ha ennél
t'(u) > t'(p) + h(p,u) volt, a t'(u) = t'(p) + h(p,u) rovidités. Ez a p kész dllapotba
keriilésekor, vagy az utdn mehetett végbe a t'(p) mar nem valtoz6 értéke mellett
(3.4. Allitas), ez utan a t'(u) mar csak csokkenhetett. Mivel t'(u) véges, igaz az is,
hogy u € K' vagy u € A'.

3.8. ALLiTAS. Ha ai € K', akkor a hal6zatban nincs a kezd6pontbdl az i-be
vezetd, a t'(i)-nél rovidebb iit.

Az 3.4. Allitasbol kovetkezGen elegendd bizonyitani, hogy az i pont kész alla-
potba keriilésekor a minimumtulajdonsag fennall. Tegyiik fel, hogy van olyan pont,
amelyre ez nem igaz, jelolje a végrehajtas folyaman az elsé ilyet p (8. abra). Tehat
d(p) =7, ést'(p) =t'(r) + h(r,p) az aktiv pontok kozott minimélis, és 1étezik egy
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olyan 1t a kezd6pontbdl (...,v,...,s,p), amelynek w hosszara nézve igaz, hogy
w < t'(p). Mivel a p az elsG ilyen pont, az it nem az 7-en keresztiil vezet. Jelolje
az ut utols6 a p-t megel6z6 K'-beli pontjat v.

Ha a v mutatéja az s-et mar tullépte, akkor s € A’ és t'(s) < t'(v) + h(v, s)
(3.7. Allitas). Viszont a v € K’ és a p definici6ja miatt a k — v dt hossza > t'(v),
igy t'(p) >w > t'(v) + h(v,s) > t'(s) ami viszont ellentmond a t'(p) minimumtu-
lajdonsdganak.

Ha a v mutatéja az s-et még nem lépte til, akkor ha van olyan az s-et a
v-nél megel6z6 aktiv u pont (8. dbra), amelyet tullépett, akkor t'(v) + h(v,s) >
t'(v) + h(v,u) > t'(u) miatt van az ellentmondas. Ha viszont minden megel6z6
pont kész lenne, akkor az s-et kozvetleniil megel6z6 is, és legkés6bb ennek kész 4l-
lapotba keriilésekor sor keriilt volna az s vizsgélatara, tehat a v mutatéja az s-et
mér tillépte volna. Kovetkezésképpen a t'(p) minimumtulajdonsaga fennall.

8. dbra

Ezzel (3.5. és 3.8. Allitas) bebizonyitottuk, hogy az algoritmus helyes, vagyis
egy munimdlis fat dallit eld.

4. Hatékonysag

Az algoritmus végrehajtasa folyaméan — az alapeljardssal megegyezGen — min-
den él pontosan egyszer keriil vizsgalatra (¢’ lépés). Ez a tény az m mutaté ke-
zelésébdl kozvetleniil adodik. Vizsgaljuk meg az ilyen tipusi algoritmusok mive-
letigényének meghatdrozé tényezdjét az aktivitdas halmazok meéretét, illetve ezek
viszonyat az alapeljardst és az altalunk definidlt algoritmust illetGen. Be fogjuk bi-
zonyitani hogy a médositott algoritmus aktivitds halmaza minden lépésben sziikebb
mint az eredetié. Az algoritmusok egy lépésén értjitk a minimum-kivélasztastol az
aktivitds halmaz iirességének ellendrzéséig terjedd egy ciklusmenetet (b—d illetve
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b'~d’ szakaszok). A rovidség kedvéért az eredeti alapeljarast D-vel, az altalunk
definialt modositottat D’-vel jeloljitk.

4.1. ALLITAS. A két algoritmus minden lépésében:

— A két algoritmus ugyanazt a pontot vdlasztja ki és viszi 4t a kész halmazba,
ugyanazon tavolsigadattal.
A D' algoritmus aktivitds halmaza része a D aktivitds halmazadnak.

A bizonyitast teljes indukciéval végezziik. Nyilvanvald, hogy az elsG 1épés utan
az 4allitdsok igazak. Tételezziik fel, hogy egy adott n < N sorszdma lépés el6tt az
allitdsok fennalltak, bebizonyitjuk, hogy az n sorszdmu lépés utdn is fennallnak.
Elsrebocsatjuk, hogy a 3.5. Allitas és az indukci6s feltevés miatt a lépés elGtt sem
az A’ sem az A halmaz nem lehet iires. El&szor bebizonyitjuk, hogy a kivilasz-
tott pontok a mdsik algoritmus aktivitds halmazaban is szerepeluek, ugyanazzal a
tavolsaggal és cimkével.

Jelolje a D-ben valasztott pontot i, cimkéjét e = ¢(i). Mivel e € K, igy e € K’
és a t(e) = t'(e) minimalis. El&szér bebizonyitjuk, hogy ¢ € A’ és /(i) = t(i). Ha a
D’-ben az e mutatsdja nem lépett til az i-n, akkor van olyan 5 € A’ pont, amely az
e-nél megel6zi az i-t. (Ellenkez§ esetben, mivel az e € K', maga az ¢ € K' lenne,
ellentmondasban az indukciés feltétellel.) De akkor j € A és mivel e € K és a D-
ben az e kész allapotba keriilésekor minden e kezd&ponta él vizsgdlt a rovidités
szempontjabol, és h(e,j) < h(e, 1), igy t(j) < t{e) + h(e,7) < t(e) + hie,1) = t(3).
A D-ben az i kivalasztasdnak médja miatt ez csak ugy lehet, hogy h(e,j) = h(e, i)
és i < j, ellentmonddsban az élek rendezettségével. Tehdat a D'-ben az i mutatéja
sziikségképpen tullépett az i-n. Ebbsl viszont (3.7. Allitas) kévetkezik, hogy i € A’
és t'(1) < t'(e) + h(e,i) = t(e) + h(e,i) = t{z). Mivel viszont a t(i) mint a kdvetkezs
kész pont tavolsiga minimalis a hélézaton (a D helyessége miatt), a t(i) < t/(3),
tehat /(i) = t(s).

Jelolje a D'-ben vélasztott pontot ¢/, cimkéjét e’ = ¢’(s’). Az indukcids feltétel-
b6l kovetkez6en i’ € A. Mivel e € K, igy ¢’ € I{ és a D-ben az e’ kész dllapotba
keriilésekor minden kimutaté él vizsgalt: t(i') < t(e') + h(e',i’) < t'(e') + h(e',i') =
t'(1'). Mivel viszont a t'(i’)-re mint a ktivetkez§ kész pont tévolsdgara fennall a
minimumtulajdonsag (3.8. Allitas), a t'(s") < (i), tehat ¢'(s') = t(s').

Tehat mind az ¢, mind az ¢’ aktiv mindkét algoritmusban, igy a vélasztasok
minimumtulajdonsiga és az el6z6ek miatt: ¢(3) < t(i') = t'(i') < () = t(i), vagyis
t(1) = ¢(i’) és ¢'(i) = t'(¥'). Mindkeét algoritmusban azonos tavolsadgérték mellett a
kisebb sorszamu pont valaszt6dik, igy ¢ = 4’, amivel a 4.1. Allitss elsG részét bebi-
zonyitottuk.

Be kell még bizonyitani, hogy az aktivitds halmazokra az A’ C A viszony a
lépés végrehajtasa utan is fennall. Az ¢ = ¢’ torlése mindkét halmazbdl a tartalma-
z4ast nem valtoztatja. Hajtsuk végre az \ij kész elem belépésébsl kdvetkezs réviditési
vizsgalatokat. Az A-ban van minden olyan pont, amely valamely kész pontbdl kiin-
dulé él végpontja, de maga még nem kész. A kész halmazok azonossiga, valamint
a D’ bels6 eljarasanak mikodése (5. abra) és a 3.6. Allitas kévetkezményeképpen
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az A’-be is csak ilyen pontok 1éphetnek be, tehat a tartalmazis tovibbra is fennall.
Ezzel a 4.1. Allitast bebizonyitottuk.

Hogy az A’ halmazok elemszdma a megfelel6 A halmazokéhoz viszonyitva
mennyivel csokken (paronként, dsszesen vagy dtlagosan) az a konkrét halézattol
és kezddponttdl fiigg, kvantitativ becslést adni itt nem célunk. Az élszammal valé
osszefiiggés jellegére azonban kovetkeztethetiink az alabbi 4llitasbél kovetkezGen:

4.2. ALLITAS. A D' eljardsban egy kész pont legfeljebb egy aktiv pont cimkéje
lehet.

A bizonyitashoz jelolje minden p € K’ pontra a(p) azon A’-beli pontok szamat,
amelynek cimkéje p. Vizsgaljuk az a(p) valtozdsat az eljards egy lépésében a 4. és
5. abra jeloléseivel. Megdllapithatjuk, hogy a belsd eljarasban (5. abra), ahol a 3.4.
és 3.6. Allitasokbdl kovetkezGen az z,..., Ty pontok kész, az yi,...,y, pontok
pedig aktiv pontok, az a(z2),...,a(z.) értékek nem valtoznak. Ha z; =z =,
akkor a(z) legfeljebb 1 lesz, hiszen az i’ mint 4j kész pont eddig nem szerepelhetett
cimkeként. Ha x; = x = e, akkor a(x) értéke legfeljebb 1-gyel né, viszont a belsd
eljaras hivasa el6tt az a(x) = a(e) érték 1-gyel mindenképpen cstkkent az i’ kész
allapotba keriilése miatt. Igy minden p € K’ pontra igaz, hogy a kész allapotba
keriilésekor felvett a(p) érték, ami maximum 1, csak csokkenhet az eljardsban.

Az alapeljarasra ez az Allitas nyilvanval6an nem &ll, hiszen ott ha egy pont kész
allapotban van, akkor kiindulé éleinek végpontjai koziil mindazok aktivak, amelyek
még nem készek. Igy a 4.2 allitasbol kovetkezGen az varhaté, hogy az egy pontbél
kiindul6 élek dtlagos szamanak novekedésével az A’ atlagos elemszama az A atlagos
elemszamanak egyre kisebb hdnyada lesz, tehdt a kiillonbség ns. Az aldbbiakban
néhany konkrét halézattal és algoritmussal demonstréaljuk ezt az 4llitast.

Halézatok

A hél6zatokban az élhosszak az [1,10] intervallumban egyenletes eloszlasu
véletlenszam-generatorral lettek elGallitva.

R2015, R3030: Négyzetracs jellegii (9. abra) hdlézatok, 20 x 15, illetve 30 x 30-as
méretben.
S2015, S3030: Atlés négyzetracs jellegii (10. abra) halézat, 20 x 15, illetve 30 x

30-as méretben.
V_3.4, V_3.8: 300 pontos, pontonként 4, illetve 8 kiindulé és végz6ds élet tar-

talmaz6 generdlt, szimmetrikus hdlézat.
V_9.4, V.9 8: Mint az el6z6ek, de 900 ponttal.
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9. dbra 10. dbra
Algoritmusok
DA: Alapeljaras az aktivitds halmazt ténylegesen halmazzal (2.1. tipus) reprezen-
télva.

D’A: Médositott eljards a DA-val megegyezd halmazreprezentaciéval.

DB: Alapeljaras az aktivitds halmazt a tavolsidg szerint novekvSen rendezett lis-
taval (2.2. tipus) reprezentélva.

D'B: Moédositott eljards a DB-vel megegyez6 halmazreprezentéaciéval.

DC: Alapeljaras az aktivitds halmazt a tavolsdg szerint novekvGen részben ren-
dezett kupaccal (2.3. tipus) reprezentalva.

D’C: Médositott eljaras a DC-vel megegyez6 halmazreprezentéciéval.

A hal6zatok minden kezdépontjara elGallitottuk a minimélis fakat mindegyik
algoritmussal. A kapott 4dtlageredményeket a 4.1. tablazatban kozoljilk. A tablazat
egyes sorainak részletes értelmezése:

Halmaz: Az aktivitds halmazok &atlagos elemszdma pontonként (ij kész pont
kivalasztasanal).

Lépés: Egy fa meghatarozasdhoz szilkséges minimum-kivdlasztdsi ill. besoro-
ldsi és dtsoroldsi lépések atlagos szama.

%: A moédositott eljaras adata az eredeti szédzalékaban.

A tablazatban szandékosan nem kozliink futédsi id6 értékeket. A futdsi idd,
azonos szoftver — hardver kornyezet mellett is nagyon fiigg az algoritmus bep-
rogramozasi, kédolasi médjatél. Elvben jobb algoritmus, egy rosszabb hatasfokid
kédolas mellett adhat gyengébb idGeredményeket mint egy elvben rosszabb algo-
ritmus egy jobb kédolds mellett.

A hatékonysag javulasanak leginkdbb objektiv mértéke az aktivitas halmaz mé-
retének csokkenése (a tablazatban a ,Halmaz %” sor), ami a példahdlézatoknal,
mint a tabldzatban lathaté 18-38 szdzalékos mértékid. A halmazkezelés mdédja-
tol fiiggs mértékben ez a javulds jelentkezik 4ttételesen a besoroldsi és atsoroldsi
lépésszam csokkenésében.
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4.1. tabldzat

Halézat R2015 | R3030 | S2015|S3030| V.3 4|,V 94|V.38|V.I9S8
Pont 300 900 300 900 300 900 300 900
El 1130 3480 2194 6844 1200 3600 2400 7200
El/Pont 3.66 3.86 7.31 7.60 4.00 4.00 8.00 8.00
DA,DB,DC 22.39 36.35| 36.48| 57.03| 75.43| 224.96 | 113.54 | 337.38
Halmaz

D'A, D'B, D'C 18.26 28.93 | 24.21| 37.37| 54.60 | 163.92 | 70.68 | 210.41

Halmaz

Halmaz % 82 80 66 66 72 73 62 62
DA Lépés 6719 | 32725 | 10944 | 51326 | 22629 | 202412 | 34063 | 303643
D’'A Lépés 5478 | 26044 7263 | 33631 | 16380 | 147571 | 21204 | 189375
D’'A Lépés % 82 80 66 66 T2 73 62 62
DB Lépés 1939 9283 3704 | 17128 7311 | 67005 | 15046 | 136876
D’'B Lépés 1711 8453 2736 | 12234 | 5437 | 50186 | 7498 | 66105
D'B Lépés % 88 91 73 71 74 74 50 48
DC Lépés 1727 5801 2053 6779 | 2184 8000 2491 8766
D’'C Lépés 1620 5517 1803 5943 2033 7438 | 2175 7887
D'C Lépés % 94 95 88 88 93 93 87 90

A bemutatott elvi algoritmus tobb (2.2. és 2.3. tipusii) gépi megvalésitdsa al-
kalmazdasra keriilt a szerz@ altal készitett kozlekedési hdlézatkezels és tervezs prog-
ramrendszerekben, ilyen alkalmazasok pl. a [6-9] munkak.
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A LABEL-SETTING ALGORITHM FOR CALCULATING SHORTEST PATH TREES
IN SPARSE NETWORKS

LAszLO MARTON

Shortest path analysis is a major analytical component of numerous quantitative transporta-
tion and communication models. Because of this, a number of algorithms have been developed for
finding the shortest paths from one node to all other nodes in large sparse directed networks. This
paper presents a labeling technique, an implementation of the general label-setting method. The
study shows the correctness and the efficiency of the proposed method. In addition, we present
computational results for random networks.
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HEURISZTIKUS MODSZEREK A RELAXALT KETDIMENZIOS
TEGLALAPPAKOLASI FELADATRA

DOSA GYORGY

Veszprém

Egy titemezéselméleti problémaval, munkaknak egy eréforrassal korlatozott titeme-
zésével foglalkozunk: Hogyan osszunk szét n munkit egy m hosszisaga idSintervallu-
mon ugy, hogy a felhasznilt eréforrds maximuma minimalis legyen. Speciilis esetek
az egydimenziés iitemezéselmélet feladata, a parhuzamos gépek itemezése [13-15], il-
letve az egydimenziés ladapakolasi feladat [3]). Tébb heurisztikus médszert vezetiink be,
hatékonysagbecsléseket adunk, valamint kisérleti eredményekkel igazoljuk, hogy az uj
algoritmusok sok esetben a kordbbiaknal jobb megoldast adnak.

1. Téglalappakolasi feladatok

Az egydimenzi6s ladapakolasi probléma a kovetkezd: Adott n darab targy, me-
lyeknek sidlyai {1,ls,...,l,, valamint olyan ,laddk”, amelyekbe m tomegi targy
tér bele, (feltesszik, hogy {; <m, j =1,...,n). Kérdés, hogy mennyi azon ladak
miniméalis szdma, amelyekbe az tsszes targy belefér. A feladatot atfogalmazhat-
juk a kovetkez&képpen: Egy m egység szélességi, alul zart, feliil nyitott, téglalap
alaki sdvon beliil kell elhelyezniink n darab téglalapot, amelyeknek a szélessége [;,
és mindegyik magassiga 1 egység. A téglalapokat dgy kell elhelyezni, hogy az [,
hosszi oldalaik a sav alaplapjaval parhuzamosak legyenek, és ne fedjék egymast.
A kérdés az, hogy a téglalapoknak az elgbbi médon valé elhelyezéséhez minimalisan
hany egységnyi magassagu sav sziikséges.

A ladapakolési feladat kombinatorikai értelemben vett dualja az dn. azonos
parhuzamos berendezések titemezésének problémaja, ahol n szdmu munkat kell el-
végezniink m egyforma gép segitségével, ahol a j-edik munka elvégzésének idGtar-
tama barmely gép esetében w; idGegység (j = 1,...,n). A munkdk nem szakithatok
meg, vagyis amelyik munkat valamelyik gép elkezdi, azt be is kell fejeznie, masrészt
nincs allasidd, vagyis ha egy munkit egy gép befejez, akkor azonnal elkezdheti a
kovetkezd munkat. A feladat: Adjuk meg a munkdknak olyan iitemezését, hogy a
legkésdbben befejez6d6 munka a lehet§ legkorabban fejez8djon be, vagyis a teljes
dtfutdsi id6 minimalis legyen. Ezt a kovetkez&képpen tudjuk dtfogalmazni: Adott
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egy m egység szélességi alul zart, feliil nyitott sav. Helyezziink el ebben n darab,
1 egység szélességli és w; (j =1,...,n) egység magassagu téglalapot gy, hogy ne
fedjék egymadst, és a felhasznalt maximalis sivmagassig legyen minimalis.

A kétdimenzi6s téglalappakoldsi feladatot az egydimenzids dtfogalmazésa alap-
jan tudjuk megadni: Adott n darab [; x w; méreti téglalap (7 = 1,...,n), ahol
az els6 méret a vizszintes, a masodik a fiigg6leges irdnyt kiterjedés, ezeket kell el-
helyezni az m egység szélességili sdvon ugy, hogy ne fedjék egymést, az oldalaik
a sav oldalaival parhuzamosak legyenek, és a felhaszndlt magassdg minimalis le-
gyen. A téglalapok forgatasat nem engedjiik meg, szamos gyakorlati alkalmazasban
ugyanis a két méret kiilonboz6 dolgot jelent. (Természetes feltételként ; < m most
is teljesiil minden j-re.) Ennek a feladatnak a dudlja az a feladat, amikor adott a
sav magasséaga, és a felhasznalt szélességet minimalizéljuk, azonban kénnyen lat-
hato, hogy a téglalapok szélességének és magassdganak a felcserélésével éppen az
el6z6, kétdimenzios 1adapakolasi feladathoz jutunk.)

Végiil a kétdimenzios téglalappakolési feladatnak egyfajta relaxaciéjival foglal-
kozunk: Képzeljiik el, hogy az adott n darab I; x w; (j = 1,...,n) méreti téglalapot
az m egység szélességil savon mar elhelyeztiik, tovabbra is Ggy, hogy az oldalaik a
sav oldalaival parhuzamosak legyenek és ne fedjék egymast; de most megengedjiik,
hogy a téglalapok azon részei, ahol nem érintkezik masik téglalap ,tetejével” fiiggs-
legesen ,leessenek”, amin azt értjiik, hogy eltoljuk ezeket a részeket a sdv aljanak
az iranyaba mindaddig, amig egy maésik letett téglalap tetejébe, vagy a sav aljaba
iitkoznek. (1. dbra) A téglalapok el6bb emlitett részeinek ilyen jellegti elmozdita-
sat a téglalapok lefelé igazitdsanak hivjuk. Kérdés, hogy igy mennyi a minimélisan
felhasznaland6 magassag a téglalapok elhelyezéséhez. Jeloljiik a késGbbiekben ezt
a feladatot R2D-vel (relaxalt kétdimenziés feladat).

]
—

1. dbra

Az R2D feladat felfoghaté ugy is, mint egy egyetlen erdforrdssal korlatozott
iitemezési feladat: A téglalapok egy-egy munkat jelentenek, a j-edik munka I;
ideig tart, és az egyetlen er6forrashol w; egységnyit vesz igénybe. Az eréforrasbél
minden pillanatban barmekkora mennyiség rendelkezésre all, és a munkdkat egy
m egységnyi id6horizonton beliil kell elvégezni. A kérdés az, hogy melyik munkat
mikor kezdjiik el, ha azt akarjuk, hogy az egy-egy id6pontban felhasznalt eréfor-
rdsmennyiség maximuma minimalis legyen az idGintervallumra vonatkozélag. Ez a
relaxalt feladat meriil fel, amikor er6miivek karbantartdsakor a minimaélis tartalék-
kapacitast maximalizaljuk, mint a biztonsdg mértékét ([11], és [12]). Az aldbbi
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([10)-b6l szarmazo) 2. dbra azt a gyakran el6fordul6 esetet illusztralja, amikor a
kétdimenzi6s, illetve relaxalt feladat optimalis megoldasdnak az értéke kiillonbozd.
A savszélesség 12. 8 téglalapot kell elhelyezni, amelyek méretei: (8,2), (5,2), (3,1),
(2,1), (5,1), (6,1), (2,2) és (1,2). A relaxalt feladat esetén ezek elférnek 4 egy-
ségnyi magassagon beliil, viszont kétdimenziés esetben ez a magassidg nem elég, az
utols6 téglalap nem fér el. Ezek utdn, ha ezt kiillosn nem mondjuk, csak az R2D
feladattal foglalkozunk.

2. dbra

1.1. Jelolések

Legyen R = {r;(l;,w;),j =1...n} az adott n darab, I; x w; méretd tégla-
lapbdl 4ll6 halmaz. Ezeknek megfelelgen a j-edik munka elvégzésének idStartama
l;, az elvégzéséhez sziikséges (id6ben édlland6 mennyiségii) eréforras nagysaga w;.
Feltessziik, hogy I; < m, ahol m a sav szélessége, valamint Z;‘zl l; > m, kiilon-
ben a munkakat egymads utan is el lehetne végezni. A munkdk egy iitemezésén az
R halmaz valamely P = {P,, P,..., Pn_1} particigjat értjiik, ahol P; azon tégla-
lapok halmaza, amelyeknek a bal széle a sav bal szélét6l ¢ egység tavolsdgra van,
vagyis azon munkdk halmaza, amelyeket az i-edik id6pontban kezdiink el elvégezni.
A munkdk sorrendje egy-egy rogzitett id6pontban az iitemezési feladat szempont-
jabol kozombos. Legyen

(1) Si= {ralrs € B, t S i< b5},

vagyis S; azon munkak halmaza, amelyek mar elkezd6dtek, (vagy éppen elkezd&d-
nek), de még nem fejezddtek be az i-edik id6pontban. Legyen

(2) Wi=2’wa, 1=0,..m-—1

vagyis W; az i-edik id6pontban felhaszndlt eréforrds mennyisége. Ekkor a P iite-
mezés erdforras-igényét a R2D iitemezés tulajdonsdgainak kovetkeztében igy defi-
nidlhatjuk:

(3) C(P) = | max W

A P* iitemezés optimadlis, ha teljesiil C(P*) < C(P) az R halmaz tetszéleges P

iitemezése esetén. Mivel véges sokféleképpen tudjuk az R halmaz elemeit m részre
particiondlni, ilyen optimadlis litemezés biztosan 1étezik, esetleg tobb is lehet.
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1.2. Az optimumértékek viszonya

A C(P*) értéket jeloljilkk Crap-del, ami tehat csak R-t6l és az m szamtdl fiigg.
Ha ugyanezzel az R téglalaphalmazzal és m savszélességgel a kétdimenzids felada-
tot oldjuk meg, akkor a téglalapok elhelyezéséhez minimadlisan sziikséges magassa-
got, vagyis az optimélis megoldést jelvlje C2. Annak az egydimenzidés parhuzamos
gépek iitemezési feladatnak az optimadlis megoldédsat jelolje C?, amelyet agy ka-
punk, hogy a téglalapokat fiigg&legesen [; darab 1 x w; méret{ szeletre felvagjuk,
valamint annak az egydimenzi6s ladapakolasi feladatnak az optimalis megoldasat
jelolje C®, amelyet gy kapunk, hogy a téglalapokat vizszintesen w; darab I; x 1
méret{ szeletekre felvagjuk.

1. TETEL. Jelslje CP és C® a megfelel6 parhuzamos gépekre vonatkozo illete
ladapakolasi feladatok, Cy és Crop pedig a kétdimenziés és relaxalt kétdimenziés
feladatok optimdlis megolddsait. Ekkor ezen értékek kozott a kovetkezd egyenlst-
lenségek teljesiilnek:

(4) max {C?,C*} < Crap < Cs

Bizonyitds. Csak a C® < Cryp 4llitds nem trividlis. Tekintsiink egy optima-
lis R2D iitemezést. Ekkor barmelyik id6pontban a felhasznalt eréforras nagysaga
legfeljebb Crep. A téglalapok vizszintes irdnyban torténd elvagasa utdn ez azt je-
lenti, hogy barmelyik id&pontban legfoljebb Crap szamid munka van folyamatban.
Ezért a to = 0 idGponttél kezdve folytatélagosan az éppen akkor kezd§d6 munkik
mindig beletehet&k legfeljebb Crap szamu ladédba. O

Ezut4n a feladatokra iitemezési feladatként is, és téglalap-pakolasi feladatként
is fogunk hivatkozni. Mivel az optimalis iitemezés(ek) megkeresésének feladata mar
egydimenziés esetben is NP-teljes, gyakran heurisztikus moédszerekkel prébaljsk az
el6bbi feladatokat megoldani. Egy heurisztikus megoldas értékelésében nagy segit-
séget jelent, ha ,elég j6” als6 becsléssel rendelkeziink az optimum értékét illetGen:
igy meg tudjuk becsiilni, hogy a heurisztikus médszer altal szolgéltatott megoldés
mennyire kozeliti meg az optimumot, ugyanis az természetesen az alsé becslés és a
heurisztikus megoldas értéke kozott van. Masrészt sok pontos megolddst adé (nem
polinomidalis lépésszamii) algoritmus pontosan egy alsé becslés, és egy heurisztikus
megoldés generdldsaval kezdddik, és akkor mikodik ,gyorsan”, ha az optimumhoz
eléggé kozeliek ezek az also, illetve fels§ becslések.

A kovetkezs fejezetben als6 becslésekkel foglalkozunk, a 3. fejezetben beveze-
tiink néhany heurisztikus médszert, amelyek korabbi kétdimenziés heurisztikdknak
az R2D téglalap-pakolési feladatra val6 alkalmazésai, valamint egy 4j algoritmust.
E két fejezetben becsléseket adunk arra, hogy az egyes als6 becslések a legrosszabb
esetben ,milyen messze” lehetnek az optimumtél, illetve a heurisztikus megoldasok
a legrosszabb esetben legfoljebb hanyszorosai lehetnek az optimumnak. Erdemes
megjegyezni, hogy a legrosszabb esetben kapott aranyokndl a gyakorlatban sok-
kal jobb (1-hez kozeli) ardnyt kapunk. A negyedik fejezet numerikus eredményeket
taralmaz: néhany ezer véletlenszeriien generalt feladat esetében példaul kiszamit-
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juk a heurisztikus megoldas/alsé becslés tortek atlagat. Ez az ardny alig valamivel
nagyobb 1-nél, (persze kiilonboz6 feladatosztalyok, heurisztikdk illetve becslések
esetén mas és m4s), ami azt mutatja hogy az als6 becslések is és a heurisztikus
megoldasok is nagyon jok: kozel vannak egymadshoz, igy az optimumhoz is. Még
egyszer jegyezziik meg, hogy amiatt vagyunk kénytelenek ezt a keriil§ utat alkal-
mazni, vagyis azt, hogy az als6 becslések ,jésdgat” a heurisztikus megoldashoz valé
kozelségiikkel igazoljuk, és viszont, mert a pontos megoldas értékét dltaldban nem
ismerjitk.

2. Alsé6 becslések

2.1. Néhany alsé becslés

Az ebben a fejezetben kozolt alsé becslések érvényesek az R2D, és a kétdimen-
zids feladatra is. Legyen L egy tetszGleges alsé becslés, vagyis legyen tetszSleges
R téglalaphalmaz esetén L(R) < Crap(R). Ekkor a C'}L‘Q(,??RL) tortek infimumaét az
L alsé becslés elméleti hatékonysdganak nevezziik, és H(L)-lel jelsljiik, vagyis

H(L) :inf{ﬂ-—)},

ahol R tetsz6leges téglalaphalmaz. Graham 1966-os [8] dolgozatdban kozli azt
az egydimenziés iitemezési feladatra vonatkozé alsé becslést, amely szerint a fel-
hasznalt sivmagassiag legalabb akkora, mint a legmagasabb téglalap magasséiga,
masrészt legalabb akkorra, mint a téglalapok osszteriiletének m-ed része. Ez a
becslés altalanosithaté:

2. TETEL. Az R2D feladat esetében a felhaszndlt sdvinagassag legaldbb ak-
kora, mint a téglalapok magassdga, valamint legaldbb akkorra, mint a téglalapok
Osszteriiletének m-ed része:

n lj X Wy

(5) Cr2p > Ly := max {ZFI—

, L3 =1...
- max {w;, J n}}

Bizonyitds. Ha a téglalapokat teljesen egyenletesen sikeriilne elosztani, akkor
lenne az gsszteriilet m-edrésze a magassaguk, masrészt barmelyik téglalap magas-
sdga alsé korlat a felhasznalt sdvmagassdghoz. O

Megjegyzés. Konnyen lathaté, hogy az el6bbi maximum két tagjat killon-kiilon
véve az els§ tag elméleti hatékonysdga #, a masodik tagé pedig 0.

3. TETEL. Az L; alsé becslés elméleti hatékonysdga legalabb %, vagyis
H(L) > 3.
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Bizonyitds. Az [1]-ben szerepls Cy < 2% + Wmax becslésbél, (ahol T a téglala-
pok ossz-teriillete, wmax pedig a legnagyobb magassdg) lathaté, hogy Cs < 3 Ly,
ebb6l zE— > £ > 1 adédik. o

Megjegyzés. [4] szerint specidlisan az egydimenziés esetben az L;-nek megfe-
lel§ becslés elméleti hatékonysaga pontosan %, ezek szerint a R2D és kétdimenzids
pontos becslések értékei H(L;)-re § és § kozotti szamok.

A kovetkezd tétel egy relaxaciés elvet fejez ki:

4. TETEL. Ha az eredeti feladat téglalapjai koziil

a, valahdnyat elhagyunk,

b, egynek, vagy tobbnek az egyik (vagy mindkét) méretét csckkentjiik,

¢, akdrhdnyat valamelyik oldaldval pdrhuzamosan kettévagunk; akkor az ij fel-
adat C'-vel jelolt optimumértékére teljesiil: C' < Crap.

Bizonyftds. Az el6bbi helyekre most is lepakolhat6k a (megmaradt) téglalapok,
igy az er6forras felhasznaldsat egyik id6pontban sem noveltiik. O

5. TETEL. Legyent; = L%J, u; = L%—J, j=1,...,n, ahol k; és kq tetszdle-
ges rogzitett egész szamok, amelyekre teljesill, hogy 1 < ky < max{l;,j=1,...,n}
és1 < ky <max{w;,j=1,...,n}. Ekkor

I FRETY
(6) Crap > Ly := {M] ko

%]

Bizonyttds. Helyettesitsiik az r;(I; x w;) téglalapokat az s;(t; - k1 X u; - k2) tég-
lalapokkal (i = 1,...,n). Igy az el6z6 tétel alapjan az uj feladat optimumértéke az
el6z6nél nem nagyobb. Az s;(t; - ki x u; - ko) téglalapokat vagjuk fel 37, t; - u;
szamu s'(ky X k) méretd (egyforma) téglalapra. Ezekb§l a sav szélességében leg-
feljebb | 2| darab helyezhets el; igy kell

sor az elhelyezésiikhdz. Minden sorban a téglalapok magassdga k2, amibdl ad6dik
az 4llitas. O

Megjegyzés. Az el6bbi L, alsé becslés erdsebb becslés Li-nél, ugyanis k; =
ks =1 esetén éppen az Usszterillet adédik, k1 =1, k2 = max {w;, j =1...n} ese-
tén pedig a becslés értéke legalabb k. Ezek szerint H(Ly) > H(L,). Mésrészt
példaul ha a téglalapok egyformdak, akkor a becslés megegyezik az optimalis meg-
oldés értékével.

1. Példa. Legyen m =3, n =2, R = {(2,5),(2,11)}. Ekkor L; =11, mig az
L, becslés ennél lényegesen jobb als6 becslést szolgdltat: ha példaul k) = 2 és ks =

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)




HEURISZTIKUS MODSZEREK TEGLALAPPAKOLASI FELADATRA 139

5, akkor a (6) kifejezés jobb oldaldn 4ll6 becslés értéke 15. Ugyanezt az értéket
szolgaltatja a k1 = 1 és ky = 5 vélasztasis. Ly értéke 15, mig az optimalis megoldas
értéke 16, ugyanis a téglalapok nem férnek el egymas mellett, ezért magassiagaik
osszeadodnak.

6. TETEL. Rendezziik a téglalapokat magassdgaik szerinti csékkend sorrendbe.
Legyen jy az az index, amelyre az els§ jo darab téglalap még befér egymds mellett
a ldddba, de a kovetkez6 m4r nem, vagyis ;0:1 l; <m, Z;":ﬁl l; > m. Ekkor
(7 Cprep 2 L3 := max {L2’wjo + w]'()+1}

Bizonyitds. Ha nincs olyan idépont, amikor az els§ j, munka koziil legalabb
kettd egyszerre tartana, akkor a jo + l-edik téglalapnak megfelels munkdhoz van
olyan id6pont, amikor legaldbb egy, a sorrendben el&tte levd munkaval egyidében
folyamatban van. Ha pedig az els§ jp szami munka koziil legaldbb ketts egyszerre
folyamatban van, akkor ezek egyiittes idStartama is legalabb wj, + wj4+1. O

Megjegyzés. Az egydimenziés feladat esetén H(Lj) = 2, 14

2.2. Egy speciilis eset

Tegyiik fel, hogy a munksknak megfelels téglalapok ,elférnek két sorban”,
vagyis létezik R-nek olyan R, U R, particidja, amelyre Zr,eR; [, <m,t=1,2.
Tovabbra is feltessziik azt, hogy Z;L: 1 [j > m, vagyis egy sor nem elég az elhelyezé-
siikhoz. Beldthato, hogy a R2D feladat ebben az esetben ekvivalens a kétdimenzids
feladattal, valamint az is teljestil, hogy a feladat még mindig az NP-teljes feladat-
osztdlyba tartozik.

7. TETEL. Az el6bbi specidlis esetben az Ly alsé becslés elméleti hatékonysdga
1, vagyis H(L,) = &.

Bizonyitds. Mivel két sor elég a téglalapok elhelyezéséhez, az optimélis megol-
das értéke legfeljebb a max {w;, j = 1...n} érték kétszerese lehet, ezért H(L;) >
1

5. Masrészt ha az R téglalaphalmaz a kovetkezé: n=m+1, R = {73(1 X m),

] = 1,...,n}, akkor L; = max {ﬁ%l)m,m} =m+ 1, az optimélis megoldés ér-
téke pedig 2m. Igy a H(L;) = % pontos érték adédik. a

8. TETEL. Ha van olyan optimalis megoldas, ahol barmelyik id6poutban legfel-
jebb két munka van egyszerre folyamatban, akkor feltehetd, hogy az egyik sorban
1év6 téglalapok sorrendje magassdg szerinti cs6kkend és balra vannak igazitva, a
mdsik sorban lév6ké pedig novekvd, és jobbra vannak igazitva.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy az egyes sorokban levd téglalapok halma-
zan nem véaltoztatva, csak mas sorrendbe rakva ket a fenti a legjobb elrendezés.
Teljes indukciéval bizonyitunk, a mdasodik sorban 1évd téglalapok szdma szerint.
Ha ez a szam egy, akkor az allitas teljesil. Tegyiik fel, hogy k-ra az allitas igaz.
Helyezziik el optimalisan a téglalapokat két sorban, tegyiik fel, hogy k + 1 téglalap
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van a masodik sorban, és az el6bbi elrendezésben vannak. Allitjuk, hogy ez az el-
rendezés nem javithaté. A masodik sor legkisebb téglalapja legyen T', ez van a sor
bal szélén. Hagyjuk el T-t. Ha a teljes dtfutési id6 nem csokkent, akkor az 4llitas
az indukci6s feltétel miatt igaz. Ha csokkent, akkor az el6bb a teljes atfutdsi id6
éppen a T téglalapnal vétetett f6l. Legyen a T téglalap bal szélénél az alatta 1éve
sorban 1év6 téglalap T7. Az als6-, és a felsd sor kozott tetszéleges elhelyezés esetén
ZT]_ er l; — m szélességii dtfedés van, és akkor jarunk a legjobban, ha ide mindkét
sorbdl a legkisebb téglalapokat valogatjuk. (Ha valamelyik nem fér bele teljesen,
akkor a beférs részét vessziik.) Ezen atfedésen belill a T' téglalap folott legalabb
w(T) magassagu téglalap van, vagyis az elgbbi elrendezésnél nincs jobb. a

9. TETEL. Tegyiik fel, hogy a téglalapokat cstkkend magassdg szerinti sor-
rendben elhelyezve is beférnek két sorba, vagyis létezik olyan jo index, amelyre
2l <m, YT 1l <m. Ekkor H(L3) = 2.

Bizonyttds. Helyezziik el a téglalapokat az el6bbi mddon, de alterndlva, vagyis
az elsd sort balrél jobbra, a kovetkezst jobbrél balra toltsiik fel. Igy kapunk egy ko-
zelité megoldast, amelynek értéke legyen C’. A maximalis felhasznélt sivmagassag
legfeljebb w1 + wj,+1, mert az alsé sorban a bal oldali, a fels§ sorban a jobb oldali
téglalapnak maximalis a magassaga, ezért C' < w; +wj,+1. Két esetet killonbozte-
tiink meg. Ha w;, +wj,11 < w1, akkor wj, > wj,+1 miatt wj,+1 < wy, ésigy Co <
C' <wy +wjpe1 < 3wy < 3Ly <3L3. A masik esetben wj, + wj, 11 > wy. Ek-
kor viszont Cy < C’' < wy + Wjg41 < Wiy +Wig41 + Wip41 < %(wjo +’(Uj0+1) < %Lg.
Ezek szerint H(L3) > % Masrészt legyen n = m + 3, az els¢ m — 1 téglalap ma-
gassaga legyen m, az utolsé harom téglalap magassdga legyen %, és valamennyiiik
szélessége legyen 1 egység. Ekkor L = max {m + %, T+ %} =m+ %, az optima-
lis megoldas értéke pedig —g-m. Igy H(L3) < %, vagyis a két eredményt osszefoglalva
H{L3)= % 0

2. Példa. Legyen m = 15,n =5, R={(1,9),(4,8),(7,7),(2,6),(3,4)}. Ekkor
Ly =Ly =9, mig Lz = 10.

2.3. Két tovabbi alsé becslés

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy a téglalapok magassag szerinti cstkkend
sorrendbe vannak rendezve, vagyis w; > wy > ... > wy.

er b
k= IVZTJER Jl.
m

Ekkor Crop legaldbb akkora, mint a sorrendben az utolsé k szdmu téglalap ma-
gassdgdnak az Osszege, vagyis

10. TETEL. Legyen

(8) Crop 2 Ly i=wp_gq1 +... +wy.
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Bizonyitds. A téglalapok elhelyezéséhez legaldbb k ,sor” sziikséges, vagyis lesz
olyan id6pont, amikor legalabb k szamid munka egyszerre folyamatban van. O

3. Példa. Legyen m =6, n = 4, és élljon az R téglalaphalmaz két 3 x 3-as, egy
3 x 2-es és egy 4 x 3-as téglalapbdl. Ekkor Ly = Lo = L3 = 6, mig Ly = 8.

Az el6z6 als6 becslés szerint ha mindegyik id6pontban ,elég sok” munka van
egyszerre folyamatban, akkor igy is adédik egy als6 korlat Crop-re. Készitsiik el az
Ri = {1'J-(lj x1),7=1,... ,n} téglalaphalmazt, amelyet tehat igy kapunk, hogy
az R-beli téglalapok magassagdat 1 egységre valtoztatjuk. Tekintsiik a munkdknak
egy tetszéleges litemezését. Ha nincs olyan id6pont, amikor egyszerre p-nél tobb
munka lenne folyamatban, akkor az R,;-beli téglalapok bepakolhaték p szdmi, m
méretid ladaba, vagy masképpen:

11. TETEL. Ha az R;-beli téglalapok nem pakolhatdk be p szdmi, m méretii
lidaba, akkor a munkdknak barmelyik titemezése esetén van olyan id6pont, amikor
p-nél tobb munka van egyszerre folyamatban. Igy

CRZD Z Wn—p + Wn—p+1 + ..o+ wn. »

4. Példa. Legyen m =9, n =5, R = {(4,3),(4,3),(4,3),(3,3),(3,3)}. Kony-
nyen lathats, hogy a téglalapok két sorban nem férnek el, ezért a 11. Tételbeli
alsé becslés értéke 9, a kordbbi als6é becslések értéke azonban csak 6. Az optimalis
megoldds értéke is 9.

2.4. Egydimenzids alsé becslések alkalmazasa

Véagjuk el fiigg6legesen az R-beli téglalapokat gy, hogy a j-edik, {; x w; mé-
ret téglalapbdl [; darab 1 x w; méreti szelet legyen, a kapott téglalaphalmazt
jelolje R?. Ekkor a relaxalt feladat CP optimalis megoldasara teljesiil CP < Cprap,
igy a parhuzamos gépek iitemezése esetén kapott barmely C’ als6 korlatra a R2D
feladatra vonatkozoan is als6becslést kapunk. (Ugyanigy ezek az alsé becslések koz-
vetleniil is alkalmazhatok, ha a munkdak elvégzéséhez sziitkséges id6k megegyeznek.)
Néhany ilyen als6 becslés [13]-ban talalhat6. Jelsljiik néhany, parhuzamos gépekre
vonatkoz6 alsé becslést P(:)[R?, m|-mel, ahol s € I. (Itt || szdmu als6 becslésrél
van 8z6.) Most vagjuk el vizszintes irdnyban az R-beli téglalapokat, a kapott tégla-
laphalmaz R®, ennek elemszdma s, (ahol ny = Yojm1 Wy A j-edik, [ x w; méretd
téglalapbol w; darab [; x 1 méretii szelet lesz). Az igy kapott feladatra az elgbbi
alsé becslésekbdl egy tjabbat nyerhetiink:

12. TETEL. Jeldlje a vizszintes irdnyban elvdgott R-beli téglalapokat R®. Le-
gyen P(i){R',m'] néhdny pdrhuzamos gépekre vonatkozo alsé becslés, ahol R’ a
téglalaphalmaz, és m' a sdvszélesség. Ekkor teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség,
ahol C® azt a legkisebb magasssagot jelenti, amelyen beliil R® elemei elhelyezhe-
tck.

(9) C® > min {Ci max P@H)[R*, C] < m}
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Bizonyitds. Ha P(i)[R®, C] > m, akkor a téglalapok nem férnek el a C egység
magas, m egység széles savon, ezért a ladak szdma C-nél tobb kell hogy legyen. O

(Ugyanez a médszer forditott sorrendben is mitkodik, néhany ladapakolasi alsé
becslést alkalmazva, azokbdl parhuzamos gépekre vonatkozéakat kapunk, és ezek
mindegyike alkalmazhat6 az R2D feladathoz.)

3. Heurisztikus médszerek

3.1. A BL algoritmus

Az optimalis iitemezés(ek) megkeresésének feladata mar egydimenzios esetben
is NP-teljes, ezért gyors, kozel-optimalis litemezéseket adé algoritmusokat vezetiink
be az R2D feladat megoldasara. R. L. Graham 1966-ban kozolte az LPT algorit-
must (LPT = Longest Processing Time) egyforma parhuzamos gépek iitemezésére
[8]. Graham algoritmusat altaldnositotta [1] a kétdimenziés esetre, az altaldnosi-
tott algoritmust BL (=Bottom Left) algoritmusnak nevezve el. Ez a kovetkezdket
végzi: Elgszor a munkakat valamilyen sorrendbe rendezziik. A soron kovetkezs tég-
lalapot dgy helyezziik el, hogy a lehetd leglejjeb helyezkedjen el. Az igy széba jové
helyek kozil a legels§ id6pontra litemeziik a téglalapot, vagyis balra igazitjuk. Eb-
bél az algoritmusbdl természetes médon 1igy kaphatunk R2D algoritmust, hogy a
téglalapokat lefelé is igazitjuk. Az egyik lehet&ség az, hogy az Gsszes téglalapot
elhelyezziik a kétdimenziés szabdly szerint, és a legvégén igazitjuk a mar elhe-
lyezett téglalapokat lefelé. Egy masik lehet&ség, hogy rogton, egy-egy téglalapot
kozvetleniil az elhelyezése utdn lefelé igazitunk, és ezutdn helyezziik el a kovetkezd
téglalapot a minimélis magassdgban balra igazitva, majd ezt is lefelé igazitjuk, és
igy tovabb. Ez utébbi algoritmus formalis lefrasa a kovetkezs:

A R2D feladatra vonatkoz6 BL algoritmus
1. Legyen m az id6intervallum hossza, P, =0, W; =0 (i =0,...,m - 1).
2. Rendezziik a téglalapokat valamilyen sorrendbe, legyen j := 1.
3. Legyen R(’L) = MaX;<k<itl;—1 W, (Z =0,....,m— lj).
Legyen ip = argmin {R(i) : 0 <i<m —;}.

4. Legyen P;, = P,y U{r,}, éslegyen Wi, = Wi +w; (k =1g,...,50+1; — 1), vagyis

iitemezziik a j-edik munkat az ig-adik id6pontra.
5. Legyen j = j+ 1. < n esetén menjiink a 3. lépésre, egyébként vége.

A kétdimenziés BL algoritmussal elméleti hatékonysagaval kapcsolatban [1] a
kovetkezd alapvets eredményeket kozli: Legyen C(BL) a kétdimenziés algoritmus
altal kapott megoldéas értéke, C* az optimdlis megoldas értéke. Ekkor a Q(gl
ardny tetszélegesen nagy lehet, ha a téglalapokat a szélességeik szerinti novekvs
sorrendben, vagy pedig a magassdgaik szerinti csdkkend sorrendben helyezziik el.
A cikk ezen tételek bizonyitdsara egy-egy példat kozol, ahol az elgbbi ardny egy
tetszGleges, el6re magadott szdmndal nagyobb. Ezek a példak az R2D feladat, és
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annak a BL algoritmussal térténé megoldédsara is kdzvetlenill alkalmazhatok: Az
elébbi sorrendek esetén a %15_? ardny is tetsz6legesen nagy lehet, ugyanis az el6bbi
téglalapokat az R2D szabdly szerint el6bb elhelyezve, majd (akir régton ezutén,
akar a legvégén) lefelé igazitva, ugyanoda kell 6ket tenni, mint a kétdimenzios eset-
ben, és ugyanazt a felhasznalt sévmagassdgot kapjuk, mint a kétdimenziés esetben.
Az el6z6ek alapjan érvényes a kovetkezs

13. TETEL. Tetszéleges M > 0 val6s szdmhoz létezik olyan R' téglalaphal-
maz, amelynek az elemeit a szélességeik szerinti novekvd sorrendben elhelyezve

GBL) 5 M teljesiil, hasonléképpen létezik olyan R? halmaz, amelynek az elemeit

CRr2p
a magassagaik szerinti csbkkend sorrendben elhelyezve & M > M teljesiil. O

Mas a helyzet, ha a sorrend a csokkend szélesség szerinti. Ekkor kétdimenziés
esetben a QCBTC) arany legrosszabb esetben 3 lehet, és ez a becslés éles. Ha a tégla-
lapokat legvégiil, valamennyiiik elhelyezése utan igazitjuk lefelé, akkor ugyanez az
éles felsé becslés addédik az R2D feladat esetében. Az [1]-beli bizonyit4sa viszont
nem alkalmazhat6 az R2D esetre akkor, ha kézvetleniil az elhelyezésiik utdn igazit-
juk a téglalapokat lefelé. Ebben az esetben a % < 4 fels6 becslést bizonyitjuk

a kovetkezd fejezetben, de sokkal 4ltalanosabb keretek kozott.

3.2. A BL algoritmus altaldnositisai

Nevezziik B-nek a BL algoritmusnak azt a valtozatat, ahol a kovetkezd tégla-
lapot a lehets leglejjebb helyezziik el, de balra igazitas nélkiil. Ekkor a 3. pont a
kovetkezGképpen valtozik:

3. Legyen R(i) = max;<i<iti;—1 Wk, (i=0,...,m—=10;), r=min {R(1)[0<i <
m—1;}. Legyen Iy = {k|R(k) =7,0< k <m —1;} és legyen i € Iy tetszo-
leges mdex

Nevezziik BS-nek (Bottom Side) a BL algoritmusnak azt a valtozatat, ahol
a kovetkez6t végezziik: ha tobb helyen vétetik fel a 3. pontbeli minimum, akkor
helyezziik a téglalapot oda, ahol a sdv valamelyik széléhez a lehet§ legkozelebb van.
Ekkor a 3. 1épés a kovetkezdképpen valtozik tehat:

3. Legyen R(i) = maX;<r<itl;~1 Wk, (i =0,...,m —;), 7 = min {R(z) [0<i<
m—1;}. Legyen Iy = {k|R(k) =r,0< k <m—1;}. Legyeni; = min {k € Ip},
i =max{k € I}. i1 < m —1; — iy esetén legyen ig = 1, egyébként legyen i =
ia.
A BL illetve BS algoritmusok mindegyike a B algoritmus specidlis esete, amire
érvényes a kovetkezd

14. TETEL. Ha a B algoritmus elvégzése sordn a téglalapokat csckkend széles-
ség szerint helyezziik el, akkor teljesiil a kovetkezd egyenlStlenség:

o®)

< 4.
Cra2p

(10)
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Bizonyitds. Nagyobb sltalanossagban bizonyitunk, pontosabban beldtjuk a ko-
vetkezs lemmét:

LeEMMA. Tegyiik fel, hogy a téglalapokat egy L lista szerinti sorrendben he-
lyezziik el, a sdvon beliil tetsz6leges helyre, rogton ezutidn lefelé igazitva dket, az
utolsoként elhelyezett téglalap szélessége minimadlis, az utolsé téglalapot a sdv al-
jahoz a lehetd legkozelebb helyezziik el a lefelé igazitdsa el6tt, tovabbd a maximélis
felhasznalt sdvmagassig egyenld az utolscként elhelyezett téglalap tetejének a sdv
aljatol mért tavolsdgaval. Ekkor az iitemezés C' erdforrdsigénye az Ly alsé becs-
lésnek legfeljebb négyszerese.

A Lemma bizonyitdsa. Jeloljilk h*-gal azt a magassigot, ahova az utolsd, n-
edik téglalapot helyezziik, még mielStt lefelé igazitanadnk. Az igy kapott iitemezés
eréforras-igényének maximuma, vagyis a maximalisan hasznalt sdvmagassig ekkor
C’' = h* + w,. Haizzunk a h* magassidgban egy vizszintes vonalat. Ennek a sdv bal-
oldali hataraval vett metszéspontja legyen az A, a jobboldalival vett metszéspontja
a B pont. Ha sikeriil belatnunk, hogy a h* magassigig a sdv teriiletének lega-
labb egyharmad része ki van tdltve, akkor ebb&l mar kovetkezik az allitas, ugyanis
Wp < % esetén

* * h*
C'" _h +wn<h +wn<h*+—3—

(11) T = = he = he = 4a
L, L he b

ha pedig w, > %*, akkor ebbdl
! * *

(12) C'" _h +wn<h +wn<3wn+wn:4.

Ly Iy - Wy - Wn

Most vizsgaljuk meg a h* magassigban meghiizott AB szakaszt. Ez dtmetszhet
mar letett téglalapokat, vagy azok egyes részeit, illetve kitoltetlen részeken halad
keresztiil. Jelsljiik az el6bbi pontok halmazat H,-gyel, illetve Hy-val. Mivel az
utolsé téglalapot nem tudtuk elhelyezni a h* magassagnal lejjebb, (a lefelé igazi-
tdsa el6tt), az AB szakaszon nincs legalabb [, hosszusagi kitoltetlen (tehat Hg-beli)
rész. Most legyen P € H, tetszGleges pont, és legyen R; azon téglalapok halmaza,
amelyeknek megfelelé munkik folyamatban vannak a P-nek megfelel§ ¢t id6pont-
ban. Ezek mindegyike legalabb [,, hosszi ideig folyamatban van, igy a [t — I, ¢ + ;]
idGintervallum alapi és h* magassagi T téglalap legalabb félig ki van toltve. Je-
gyezzilk meg, hogy ez akkor is igaz, hogy ha ez az idGintervallum ,kil6g” a [0,m — 1]
id6intervallumbol, (vagyis hogyha t — [, < 0 vagy ha t + 1, > m — 1). Ekkor vi-
szont az elébbi [t — [,, ¢ + 1,,] idGintervallumnak a sidvba es§ részére igaz az, hogy
legalabb 1, x h* teriiletnyi része kitoltstt. A bizonyitast ezutdn részekre osztjuk
aszerint, hogy az m savszélesség az [, értéknek hanyszorosa.
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1 < # < 3. Ekkor a T téglalapnak a sdvba es6 részéb6l legaldbb [, x h* terii-
letnyl rész kitoltott, ennek az m x h* teriilet legfoljebb haromszorosa lehet.
Legyen { =3k, ahol k pozitiv egész. Osszuk fel az AB szakaszt k da-
rab 3 -1, hosszusdgi A,B, intervallumra o =1...k, (ahol A, = A, B, = B,
és A, = Bo_iminden «@-ra ), majd minden A,B, intervallumnak a kozépsé
l,, hosszi részébsl valasszunk egy-egy Hi-beli pontot, azaz legyen P, € Hy,
P, € A4B,, a=1...k. llyen pontok léteznek, mert az AB szakasz akdrme-
lyik {, hosszi intervallumdnak van Hi-gyel kozos pontja. Ekkor az el6zéek
alapjan az A,B. x h* téglalapok mindegyike legaldbb egyharmadaig ki van
toltve.

. Legyen 3k < * < 3k + 1. Osszuk fel ugyantigy az AB szakaszt 3 - [, hosszisagi

A.B, mtervallumokra Az els6 k — 1 szami 31, szélességl részben a kitoltott-
ség az el6z@ek szerint legalabb egyharmados. Ezutdn a maradék (4 —z) - [,
szélességi intervallumra koncentralunk, (ahol 0 < z < 1 teljestil). Ezt az inter-
vallumot jeloljik CD-vel, mérjink fel a C' ponttél jobbra 2 -1, egységet, igy
nyerjik a C; pontot, majd D- t6l balra is 2 - [,, egységet, igy kapjuk a D;-et.
(A pontok sorrendje tehat C, D1,C,,D.) A CCy x h* és D1 D x h* téglalapok
mindegyike legalabb feléig ki van toltve, igy a CCy intervallumhoz tartozik leg-
alabb [, x h* teriiletegység, a D; D intervallumhoz is tartozik legaldbb ennyi.
A ko6zéps6 D, Cy intervallum hossza z -1, igy ha az ehhez tartozé sav teljesen ki
van toltve, akkor is marad a C D x h* téglalapban legalabb (1 — x)-szer [, x h*
teriiletegység. Ezek szerint a CD intervallum CC; részéhez legalabb [, x h*
teriiletegység tartozik, a C) D intervallumhoz legalabb (1 — x)-szer I, x h* te-
ritletegység, igy a C D intervallumhoz 8sszesen legalabb (2 —z) - I, x h* terule—
tegység. A CD intervallum folotti rész kitoltottsége ezek szerint legalabb 2= i,
és konnyen lathaté, hogy ez az ardny z = 1 esetén minimélis, és akkor éppen
egyharmad.

- 3k+1 < P < 3k+ 3 esete. Mérjiink fel az AB szakaszon balrél 3(k — 1)I,, egy-

séget, itt a kitoltottség az el6z6 pont szerint legalabb egyharmados. Ezen til
marad egy legalabb 4 - I, hosszi, de 6 - [,,-nél révidebb rész a szakaszbol. Mér-
jiunk fel itt balrdl is és jobbrdl is 2 -1, egységet, az ezekhez tartozé siavrészek
kitoltsttsége legalabb 1, igy a maradék kitsltottsége is legalabb 2.

A tétel bizonyitasa ezutan a kovetkezd: Tegyiik fel, hogy a téglalapokat a szé-

lességiik szerinti csokkend sorrendben helyezziik el. Legyen a j-edik az a téglalap,

amelyik esetén a maximadlis a felhasznalt sdvmagassdg. Ekkor a Lemma erre a
j-edik, mint utols6ként elhelyezett téglalapra alkalmazhatd, az eddig felhasznalt

sdvmagassig az els§ j darab téglalaphoz tartozé L, értéknek legfeljebb a négy-

szerese. Ezutdn a maradék téglalapokat elhelyezve a felhasznalt sivinagassidg nem

O

foid
Iy

valtozik, az L, als6 becslés értéke pedig csak novekedhet, igy a % arany nem ndétt.

[5] kozol egy példat, ahol monoton cstkkend szélesség szerinti sorrend esetén a
arany legaldbb 2.5 — ¢, illetve a C — ardny legalabb —¢. Ezek szerint a Cg;D
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arany esetén az éles becslés I 3 €s 4 kozOtti szdm, a f’ arany esetében pedig 2.5 és
4 kozotti szam. Nyitott kérdés az is, hogy hogyan valtoznak ezek a fels6 becslések,
ha a téglalapokra tovabbi megkotéseket tesziink, példaul ha a szélességeik is és
a magassagaik is monoton cstkkennek. {1} ennek csak azzal a specidlis esetével
foglalkozik, amikor a téglalapok négyzetek.

3.3. Az FFDH algoritmus

A kétdimenzios FFDH (First Fit Decreasing Height) algoritmus [2] a téglala-
pokat a magassdgaik szerinti csékkend sorrendben helyezi el egy-egy szintre egymads
mellé balra igazitva, a kovetkez& téglalapot mindig a legels6 olyan szintre helyezi el,
ahova befér. Ha mér nem fér be egyetlen kordbbi szintre sem, akkor kozvetlenil a
mar létez6 szintek folott egy Gj szintet nyit, és ide rakja az aktualis téglalapot. Le-
gyen ¢ a szintek szdma, t, az c-adik szinten 16v6 téglalapok szélességeinek Gsszege,
és tegyitk fel, hogy az a-adik szint s, magassagban van.

Az FFDH algoritmus
1. Legyenz=1,t; =0, s; =0.
2. Rendezziik a téglalapokat a magassdgaik szerinti csokkend sorrendbe, legyen
j=1
ta+l;>m{a=1,...,1) esetén legyen t;r; =0, si01 =s;i +w;, j =7+ 1.
4. Legyen ap = min {a |ty +{; < m}. A j-edik téglalap az ag-adik szintre kertil,
tozn = to:o -+ lj.
5. Legyen j = j + 1. j < n esetén menjiink a 3. lépésre, egyébként vége.

w

Az algoritmus megfelel§ médositdssal természetszertileg R2D algoritmusnak
is tekinthets. Igy érvényes a [3] dolgozatban kozolt elméleti hatékonysag-becslés.
Ezek szerint ﬂfﬂ’fl < 2,7. Ha az egyes szinteket nem mindig balrél jobbra, ha-
nem alternalva balrél jobbra és jobbrél balra toltjilk fel, akkor ugyan az elméleti
felsé korlat nem valtozik, de gyakran jobb megolddst kaphatunk. (Ennél jobb le-
het&ség lenne az, hogy nem egyszerden alternalva toltjiik fel a szinteket, hanem a
kovetkezGképpen: Ha a bal szélen az aktudlis 6sszmagassiga a téglalapoknak na-
gyobb mint a jobb szélen, akkor a kovetkez§ szintet jobbrél indulva toltjiik fel,
ellenkez6 esetben pedig balrél jobbra. Ha az utolsé sdv feltoltése utdn létrejove
baloldali illetve jobboldali 8sszmagasséag kiilonbségét akarndnk minimalizaini NP-
teljes feladatot kapnank, igy megelégsziink annyival, hogy csak a soron kovetkezd
szintnek a balrél, vagy jobbrél vals feltltésérsl dontiink.)

3.4. Egy 1j algoritmus (MZIX), a BL és FFDH algoritmusok keveréke

A cimben szerepl$ algoritmusoknak a kovetkezd§ keverékét készitjik el: Ren-
dezzitk valamilyen sorrendbe a téglalapokat. Helyezziik el a lehetd leglejjebb a
kovetkezd téglalapot, ha mar az el6z6 szinten nem fér el. Ennek a szintnek a ma-
gassagiban helyezziink el annyi téglalapot, amennyit csak lehetséges, balrél jobbra
feltoltve ezt a megkezdett szintet, és ezt a két lépést iteraljuk. Az algoritmust
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nevezzilk MZX algoritmusnak. Ez igy egy kétdimenzids algoritmus, a lefelé iga-
zitdsra megint tobbféle lehet&ség kindlkozik: 1. Ahogy egy téglalapot elhelyeziink,
rogton ezutdn lefelé igazitjuk. 2. Ahogy egy-egy szinten elhelyeztiink maximaélis
szami téglalapot, ezeket ezutdn egyszerre lefelé igazitjuk. 3. Csak az tsszes tégla-
lap elhelyezése utan igazitunk lefelé. Kénnyen lathato, hogy az [1]-beli példa esetén
a GMIX) arany tetszélegesen nagy lehet, ha a téglalapok sorrendje a magassagaik
Crap ’

szerinti cstkkens. Csokkend szélesség esetén a kordbbi Lemma alkalmazhato, és
igy az el6bbi arany legfeljebb 4. A becslés ebben az esetben sem tiinik élesnek, az
arany sejtéstink szerint legfoljebb 3. Az algoritmus formaélis leirasa:

A MZIX algoritmus

1. Legyen m az id6intervallum hossza, P, =0, W; =0 (: =0,...,m — 1).

2. Rendezziik a téglalapokat az L lista szerinti sorrendben, legyen j := 1.

3. Legyen s = minp<;<m—i; MaXi<k<iti,; ~1 Wi, vagyis s a kovetkezs szint magas-
saga.

4. Legyen 1o = min {i : maxi<k<iti,—1 Wk = 8,1 € {0,...,m — [;}}.

5. ip > —oo esetén iitemezziik a j-edik munkat az ip-adik id6pontra, vagyis legyen
P, = P, U{r;}, és legyen Wy = Wi +wj, (k =1to,...,50+1; — 1). Legyen j =
Jj +1, 7 > n esetén vége, egyébként menjiink Gjra a 4. pontra.

6. ig = —o0 esetén erre a szintre mar nem fért be téglalap. Legyen j =j + 1,
j < n esetén menjiink a 3. pontra, (ij szint keresése), egyébként vége.

Jegyezzilk még meg, hogy ha a szinteket alternélva balrél jobbra, illetve jobbrél
balra toltjilk fel, akkor sok esetben jobb megoldast kapunk. (Itt is alkalmazhaté
az el6z6 paragrafus végén leirt bonyolultabb médszer is.) A mésodik ponbeli L
lista lehet a magassdgok vagy szélességek szerinti cs6kkend sorrend. A kovetkezd
paragrafusban latni fogjuk, hogy sok feladatosztdly esetén az 4j MZAX algoritmus
a mésik két algoritmusndl lényegesen tobbszor ad jobb megoldast.

4. Numerikus eredmények

4.1. A BL és BS algoritmusok 8sszehasonlitasa

Az elsG tablazat a BL és BS algoritmusok 6sszehasonlitasat tartalmazza. A sav
szélessége m, a téglalapok szama n, a téglalapok szélességét az [z1,z2], a magas-
sdgukat pedig az [y, y2] intervallumbol vilasztottuk egyenletes eloszlds szerint (a
kapott szamokat lefelé kerekitve). A 13. Tétel szerint csokkend magassag szerinti
iitemezés esetén a C(CB,L) arany tetszdlegesen nagy lehet, mig a 14. Tétel szerint
cstkkend szélesség szerinti itemezés esetén ez az ardny legfeljebb 4. Mégis, meg-
lep6 médon nem mindig a csdkkend szélesség szerinti iitemezés ad jobb eredményt.
A sorokban lév6 tobbi szam azt mutatja, hogy az algoritmus 4ltal kapott megoldas
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tizezer fiiggetlen kisérletet végezve hanyszor volt a négy kozott minimélis értékd.

csokk. szélesség | csokk. magassig
m n T1,%2 Y1, Y2
BL BS BL BS
1. 29 27 5,6 11,18 9745 9745 1512 1797
2. 35 50 2,7 1,8 120 98 8815 9050
3. 35 50 5,7 10,15 2275 4576 1520 6218
4. 40 50 6,7 13,15 4 6192 2288 9279
5. 21 50 4,7 13,15 188 2216 1401 9470

Az els6 esetben a csokkend szélesség szerinti litemezés esetén csaknem mindig mi-
nimélis eredményt adott, a BL és BS algoritmusok mindegyike. A kovetkezd példa
esetén forditott a helyzet, itt a csokkend magassag szerinti titemezés ad dltaldban
jobb eredményt, és a BS algoritmus némileg jobb a BL algoritmusnal. Ez azért
érdekes, mert el6z6leg lattuk, hogy csokkens magassdg szerinti sorrend esetén a
M g@ ardnyok tetszSlegesen nagyok is lehetnek. A 3. példa az el¢bbi
feladatosztalyt(’)l csak a téglalapok szélességeinek és magassdgainak megvalasztasa-
ban kiilonbozik. Itt érdekes méodon az elgzét6] lényegesen eltér az eredmény: A BS
algoritmus mindkét sorrend esetén lényegesen jobb a BL-nél, ezek kozott is jobb a
cstkkend magassag szerinti sorrend. A 4. feladatosztdly esetén az elébbi tenden-
cia er¢sodott fel, a BS algoritmus lényegesen jobb a BL algoritmusnal. Az utolsé
sor példdja esetében pedig a négy algoritmus kozil a csokkend magassdg szerinti
itemezéssel végzett BS algoritmus az eseteknek durvan 95%-dban volt a legjobbak
kozott, és legalabb 60%-ban egyediili legjobb volt.

4.2. Mennyire j6k az alsé becslések?

Ebben a részben azt vizsgaltuk, hogy az als6 becslések mennyire kozelitik meg
a heurisztikus megold4s értékét, ahol csak a (korabbi) BL és FFDH algoritmuso-
kat alkalmaztuk. Az els6 tesztfeladat esetén a sdvszélességet m = 19-nek vélasz-
tottuk, a téglalapok szélességeit az [1,5], a magassagokat az [1,9] intervallumbél
valasztottuk egyenletes eloszlds szerint. A téglalapok szama elszor 10, majd 20,
és végiil 50. A hdrom egymads alatti sorban a kovetkezs értékek szerepelnek: Hany-
szor volt az als6 becslés értéke egyenld a jobbik heurisztikus megoldéssal, és persze
akkor az optimummal is; hdnyszor volt a jobbik heurisztikus megoldasnak legaldbb
0.9-szerese, illetve az alsé becslés/heurisztikus megoldas tortek atlaga szdzalékban
kifejezve, 100 fiiggetlen kisérletet elvégezve.

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



HEURISZTIKUS MODSZEREK TEGLALAPPAKOLASI FELADATRA 149

m=19, [ €[5, w €][L9
n Ly Ly Ls Ly
10 53 67 81 88 = Heu
77 92 96 99 | >09Heu
93,80 | 96,48 | 97,92 | 98,78 7
20 7 10 11 12 = Heu
76 79 79 79 | >0.9Heu
92,47 | 92,85 | 92,93 | 93,05 e
50 13 13 13 13 = Heu
100 100 100 100 | >0.9Heu
97,06 | 97,06 | 97,06 | 97,06 e

n = 10 esetén mar az L1 becslés is elég j6 értéket ad (az esetek felében optima-
lis megoldas), ez a tulajdonsig a téglalapok sz&manak novelésével viszont romlik.
Erdekes médon elég nagy téglalapszam esetén (n = 50) az eseteknek csak a toredé-
kében szolgaltat L; pontos becslést, viszont minden esetben legalabb 0.9-szerese az
optimumnak. Vagyis egy bizonyos téglalapszamon til az L; becslésen a tobbi becs-
lés mar nem javit. Az aldbbi tabldazat két olyan specialis esettel foglalkozik, amikor
az el6z6ektél eltérden lényegesen javitottak a kivetkezs becslések az Ly becslés ér-
tékén. Az egyik eset az, amikor a téglalapok majdnem egyformak, és ekkor mar az
Ly becslésnek kozel kell lennie az optimumhoz, a méasik, amikor a téglalapok 8ssz-
szélessége kisebb mint a sivszélesség kétszerese, és ekkor azt varjuk, hogy az L3
illetve L4 becslések adnak majnem pontos eredményt.

n m L Ly Ls L,
0 0 0 24 = Heu
20 | 12 | [4,5] | [3.4] 16 16 16 100 | > 0.9Heu
87,51 | 87,51 | 87,51 | 96,99 il
20 | 60 | [1,9] | [4.8) 3 54 68 92 = Heu
47 83 88 94 | >0.9Heu
87,02 | 94,97 | 96,43 | 98,78 =
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Erdekes médon az els esetben nem Ly, hanem az Ly becslés adott »J0” ered-
ményt. A masik esetben a varakozasnak megfelelen az L4 becslés altalaban jobb
az el6zGeknél.

4.3. A korabbi és a MIAX algoritmusok 8sszehasonlitisa

Az alabbi két tablazat a [3]-ban szerepld tesztek mintdjara kvetkezik. Az elss-
ben a téglalapok szélességét és magassagat egyenletes eloszlis szerint valasztottuk
az [z1,z2] illetve az [y, 2] intervallumbol, kerekitéssel. A BL esetén csokkend
szélesség szerinti, az FFDH és MIX esetében csokkend magassig szerinti a tég-
lalapok sorrendje. A MZIA algoritmus a korabbi heurisztikus médszerek koziil az
aktudlisan legjobb értéket adé algoritmust jeloli. Az egyes sorokban 1évé szamok
azt mutatjik, hogy hdnyszor érte el a heurisztikus megoldds a legjobb alsé becslést
(ami az L, becslés, ekkor ez a heurisztikus megoldds biztosan optiméalis megol-
dés is egyben); hanyszor volt ennek legfoljebb 1.05-szerese; illetve a heurisztikus
megoldds/als6 becslés ardnyok atlagit.

m n | T1,Z2 | Y1,Y2 BL FFDH MIX MIN
29 | 27 1,4 1,8 427 5528 9711 =1L,
427 5528 9711 <1.05-Ly4
1.249 1.083 1.029 | 1.028 C/Ly
72 | 93 1,8 1,9 0 4950 9788 Ly
451 9583 9991 <1.05-Ly
1.113 1.031 1.011 | 1.010 C/Ly
40 | 50 6,7 12,15 8 3756 9587 Ly
2510 9976 9983 <1.05- L4
1.152 1.081 1.073 | 1.072 C/Ly

Lathat6, hogy a MZX algoritmus &ltaliban jobb a tobbinél. A L— aradny min-
den esetben kisebb a MZX oszlopdban, a legnagyobb killonbség abban van, hogy
sokkal tobbszor adja a négy algoritmus kozotti legkisebb megoldasértéket ez az
algoritmus. A legjobb heurisztikus megoldas és a legjobb alsé becslés atlagosan
csak néhdany szazalékkal tér el egymastsl. Tobb feladatosztaly esetén nagy sza-
zalékban a legjobb heurisztikus megoldas (altaldban a MZX) biztosan optimalis
volt, emellett mas esetekben is lehet hogy a legjobb heurisztikus megoldas elérte
az optimumot, csak az alsé becslés pontatlansiga ezt nem tudta kimutatni. A ko-
vetkezd tablazat esetében egy m egység szélességli, y egység magassagi téglalapot
véletlenszertien felosztottunk legfoljebb zpar szamu fiiggtleges savra, majd ezutin
ezeket egymastol filggetlenill vizszintesen legfoljebb ypar szami téglalapra, és az
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igy kapott téglalaphalmazzal dolgoztunk.

m y xpar | ypar BL FFDH MIX

1. | 100 | 100 | 7 2 5| 10000 | 10000 Ly
28 | 10000 | 10000 | <1.05-L,

1.472 1 1 C/L4

2. 1100 | 100 | 7 5 375 1397 8730 Ly

989 3947 9682 | <1.05- Ly
1.285 1.170 1.084 C/Ly
3. | 100 | 100 15 4 8 447 9718 Ly
47 1849 9983 | £1.05- Ly
1.371 1.189 1.062 C/L4
4. 1 100 | 100 16 8 0 75 9972 Ly
42 130 9997 | £1.05- L4
1,229 1,155 1,026 C/Ly

Most mar az L; becslés is az optimummal egyenld, igy az L, is. A kapott adatok
szerint az elsS feladatosztalyban még tul kevés részre vagjuk szét a nagy téglala-
pot, a csokkend szélesség szerinti FFDH és MIX algoritmusok minden esetben,
mig BL viszont szinte sohasem ad optimumot. Ha noveljiik a vigasok szaméat, mar
nem mindig adnak optimumot az el6z8ek, de egyre inkabb kitinik a MIX folé-
nye a tébbivel szemben. A 4. feladatosztdly esetén mar csaknem mindig a MZX
az egyediili legjobb algoritmus a négy kozott: most az FFDH is végérvényesen le-
maradt vele szemben. A MZX a L% ardny tekintetében is messze jobb a masik
harom algoritmusnal. (Sajnos azonban a MIAX algoritmus sem mindig ad opti-
malis megoldast, vagyis a nagy téglalap magassagat.) Jegyezzilkk meg, hogy nem
csak a 100 x 100-as méretii téglalapnal, hanem altaldnossdgban is az elébbieket
tapasztaltuk. Megallapithatjuk, hogy sok esetben a legjobb heurisztikus megol-
das, (ami az el6bbi feladatosztdlyokban szinte mindig a csokkend szélesség szerint
végrehajtott MZX algoritmus), optimalis, vagy ahhoz kozeli megoldast adott.

Még annyit jegyezziink meg, hogy a heurisztikus megoldéas/alsé becslés tortre
vonatkozo fels§ becslést kapunk gy, ha a heurisztikus médszer hatékonysdgi becslé-
sében szerepld konstanst elosztjuk az alsé becslés elméleti hatékonysagaval. Az igy
kapott szamnal a heurisztikus megoldéds/als6 becslés arany szupremuma valgjaban
kisebb is lehet, de erre vonatkozé vizsgalatot jelen cikkel kapcsolatos kutatdsaink
sordn nem végeztiink.
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Kdszdnetnyilvanitds. A szerz§ megkoszoni Vizvari Béla értékes segitségét a
feladat megfogalmazdsdban, és a cikk szerkezetének a kialakitdsaban.
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HEURISTICAL METHODS FOR THE RELAXED TWO-DIMENSIONAL
RECTANGLE-SCHEDULING PROBLEM

GYORGY DO6sA

We are dealing with a problem of one-resource-constrained scheduling: How can a number of
n tasks be distributed on the time-interval [0,m] so that the maximum of the amount of the reso-
urce used be minimum. There are two special cases: the scheduling of identical parallel machines,
and the bin-packing problem. We apply two earlier methods and introduce a new heuristics. Up-
per bounds and numerical aspects are also investigated. The results show that in many cases the
new method is better than the previously existing ones.
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MULTIFIT T{PUSU MODSZEREK PARHUZAMOS GEPEK
UTEMEZESERE

DOSA GYORGY

Veszprém

Egy fontos iitemezéselméleti problémaval, egyforma parhuzamos gépek titemezésé-
vel foglalkozunk: Hogyan osszunk szét n munkit m < n gép kozstt gy, hogy a teljes
atfutdsi id6 a legkisebb legyen, vagyis a legkésGbben befejez6d6 munka a lehetd legko-
ribban fejezédjon be. Az [1])-ben szerepls Multifit algoritmust altalanositjuk: a loga-
ritmikus keresés keretét a First Fit Decreasing algoritmus helyett mas algoritmusokra
alkalmazzuk. Pontos becslést adunk az elméleti hatékonysagra, és 4j algoritmusokat ve-
zetiink be. Kisérleti eredményekkel igazoljuk, hogy az 4j algoritmusok sok esetben jobb
megoldast adnak a régieknél.

1. Bevezetés

Az iitemezéselmélet gyakran vizsgalt feladata az egyforma parhuzamos gépek
iitemezésének problémaéja, a P || Cmar probléma. Ez a kovetkezs: Adott egy fela-
dathalmaz: 7 = {T,T>,...,T»}, ahol T; (i = 1...n) olyan munkat jelent, amelyet
m egyforma gép valamelyikével kell elvégezni. A T; munka elvégzésének ideje, vagy
roviden hossziusdga [(T;). A munkdk elvégzése tehdt barmely gépen ugyanannyi
idébe keriil. Megszakitdst nem engediink meg, vagyis ha egy gép valamelyik mun-
kat elkezdi, akkor azt be is kell fejeznie. A munkik egy iitemezésén a 7 halmaz
valamely P = {Py, P,,..., Py} partici6jat értjik. (Ekkor az i-edik gép végzi a
P;-ben 1év6 feladatokat.) Feltessziik, hogy nincsenek varakozasi id6k: amint egy
gép befejezi valamelyik altala elvégzend§ munkat, és még van olyan, amit Gneki
kell elvégezni, akkor azt rogton el is kezdi. Az egy-egy gépen elvégzendd munkak
sorrendje az iitemezési feladat szempontjabdl kozombos. A P iitemezés (teljes)
atfutasi idejét a kovetkezGképpen definidljuk:

1) £(P) = max ()

ahol T tetszGleges X részhalmaza esetén {(X) = 3 o I(T), vagyis [(P;) az i-edik
gépen a legkésébb befejez6d6 munka befejezési idejét jelenti, ha feltessziik, hogy a
gépek a 0 idépontban kezdenek dolgozni.
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A P* iitemezés optimalis, ha teljesiil L{(P*) < L(P) a T halmaz tetsz6leges P
iitemezése esetén. Mivel véges sokféleképpen tudjuk a 7 halmaz elemeit m részre
particiondlni, ilyen optimélis iitemezés biztosan létezik, esetleg tobb is lehet. Az
L(P*) értéket jeloljik C*-gal, ami tehat csak 7-t6l és az m szamtdl fiigg.

A feladat téglalappakolasi feladatként is megfogalmazhaté: Itt a munkaknak
egy-egy [(P;) magassagu, egy egység szélesség( téglalap felel meg, ezeket kell egy m
egység szélesség, alul zart, feliil nyitott sdvon elhelyezni atfedés nélkiil agy, hogy
minimélis magassdgot hasznaljunk fel a savbél. A téglalapok oldalai a sdv olda-
laival parhuzamosak, és fiigg&legesen allnak, vagyis a forgatdsukat nem engedjiik
meg, szamos gyakorlati alkalmazdsban ugyanis a két méret kiilsnboz6 dolgot jelent.

Az optimélis itemezés(ek) megkeresésének feladata NP-teljes, igy ehelyett
gyors (polinomiélis), és hatékony, vagyis kozel-optimalis litemezéseket ad6 algorit-
musokat keresiink. A cikk szerkezete a kovetkezs. A 2. paragrafusban két kordbbi
algoritmust mutatunk be, amelyeknek kozos altaldnositasaival foglalkozunk a ké-
s6¢bbiekben. A harmadik paragrafusban kozoljik az 1j, médositott Multifit-tipusi
algoritmus-csalddot, és erre pontos hatékonysigbecslést adunk. A 4. paragrafus-
ban bevezetiink néhdny 4j, Multifit tipusi algoritmust, és numerikus vizsgalatokkal
foglalkozunk.

2. Korabbi eredmények

2.1. Az LPT algoritmus

R. L. Graham 1966 -os cikkében [4] kozolte az LPT algoritmust (LPT=Longest
Processing Time). Ez a kovetkezs: ElGszér a munkdkat monoton csokkend sor-
rendbe rakjuk a végrehajtasukhoz sziikséges id§ szerint. A munkédkat ebben a sor-
rendben iitemezzilk, mindig a lehetséges legkorabbi id6pontra, vagyis a legkorabban
felszabadulé gépre tessziik a kovetkezd, még nem iitemezett munkat. Formaélisan:

Az LPT algoritmus
.Legyen =0 (i=1...m),7=1.
. Legyen 1o = arg min {{(P;)}.
. Legyen P,y = P, U{T;},j=j+1
. 7 < n esetén menjiink az 1. lépésre, egyébként vége.

W N = O

Jeloljiik egy tetszGleges A algoritmus altal meghatarozott titemezés atfutési
idejét L(A)-val. (Valgjaban ez az érték a gépek m szdmatdél, valamint a 7 feladat-
halmaztdl is fiigg.) Bevezetjiik a kovetkezd mennyiséget:

@) Ro(A) = swp { 5}

ahol 7 tetsz6leges feladathalmaz. Ekkor Graham algoritmusara teljesiil a kovet-
kez&
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1. TETEL. R,(LPT) = (3 - 2. O

Im

Az R, (A) szém azt ,méri”, hogy az A algoritmus altal adott litemezés atfu-
tasi ideje legfeljebb hdnyszorosa az optimdlis titemezés dtfutasi idejének. Graham

algoritmusa esetében ez a szam 45'— 3+n A ,sup” helyett a fenti képletben ,max”

is allhatna: van olyan 7 feladathalmaz, amely esetén L(LPT) = (% - #) -C*.

2.2. A MULTIFIT algoritmus

A Multifit algoritmust tobb szerz§ javasolta [1]-ben. Itt logaritmikus keresés
torténik, minden lépésben az FFD (=First Fit Decreasing) ladapakolasi algoritmust
alkalmazva valamilyen C lada-mérettel. (A ladapakolasi feladat esetében adott n
szamu, T; méretii targy (j = 1...n), és ezeket akarjuk valahogyan elhelyezni m
szamid, C méretd laddban ugy, hogy az egy-egy laddban 1év6 targyak Osszmérete
nem haladhatja meg a lida C kapacitasat.) Az FFD algoritmus is a végrehajtasi
id6 csokkend sorrendje szerint iitemezi a munkdkat, vagy a ladapakolds nyelvén ki-
fejezve a ladakba a targyakat a méretiik monoton cstkkend sorrendje szerint helyezi
el. A soron kovetkezd targyat az indexsorrend szerinti legelss olyan ladaba teszi,
ahova befér. Legyen C' a ldddk mérete, m a laddk szdma. Ekkor az FFD algoritmus
formalis leirdsa a kovetkezd:

Az FFD algoritmus
.Legyen P,=0(i=1...m),j=1.
. Legyen ig = min {1 > 1, (P} + I(T;) < C}, iop > m esetén vége.
. Legyen P, = P, U {T}}, legyen j =j + 1.
. 7 < n esetén menjiink az 1. 1épésre, egyébként vége.

W N~ O

Ha az algoritmus az 1. 1épésnél ér véget, akkor tul kicsinek bizonyult az algorit-
mus szamdra a C ladaméret, nem sikeriilt a targyakat a ladakba bepakolni. Legyen
FFD[T,C,m] = 1, ha az FFD algoritmusnak sikeriil bepakolnia a 7-ben 1év& tar-
gyakat m szdmu C méreti ladaba, egyébként pedig legyen FFD [T,C,m] = 0. (Itt
az algoritmus 4ltaldnosithatésaga kedvéért eltértiink az eredeti jelolést6l.) Legyen

), max l(Tl)} Cs = max {2- [(T), max I(T,-)}

m 1<i<n

(3) ¢y =max { "z

m 1<i<n

Ekkor C < C, esetén FFD [T,C,m] = 0, valamint C > C; esetén FFD [T,C,m] =1
biztosan teljestil [1] szerint. Legyen

rm(FFD) = inf {r| FFD [T,r-C*,m] = 1, VT }

Ekkor teljesill a kovetkezs alapvetd

2. TETEL. Tetszoleges T ésr > r,, esetén FFD [T,r - C*,m] = 1. a
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Ez azt jelenti, hogy ha a ldadaméret legalabb r,, - C*, akkor az algoritmus az
dsszes targyat elhelyezi a ladakban. A Multifit algoritmus végrehajtasahoz elGszor
megéllapitunk egy alsé és egy felsg korlatot a teljes atfutdsi idére, ezeket jeloljik
C-lel, illetve Cy-val. Az elgbbiek szerint példaul a Cp = Cy, Cy = C5 valasztas
megfelels. Ezutdn a [C, Cy] intervallum C felez6pontjat valasztjuk a lada méreté-
nek, és megprobaljuk az FFD algoritmus szerint a targyakat elhelyezni a 14ddkban.
Ha sikerdtil, vagyis mindegyik targy bekertil valamelyik ladaba, akkor Cy szerepét C
veszi 4t, ha nem sikeriil, akkor pedig C| -t helyettesitjilk C-vel, és ezt a lépést (egy
el6re meghatdrozott k szdmszor) iteraljuk. Ekkor a Multifit algoritmus formalisan
a kovetkez6képpen irhaté le:

A Multifit [k] algoritmus

1. Legyenek Cp < C* < Cy az atfutdsi id6 alsé illetve felsé becslései, valamint
legyen ¢ := 1.

1 > k esetén vége, egyébként C := (Cy + Cp)/2

Ha FFD[T,C,m] = 1, akkor Cy := C,

. Ha FFD[T,C,m] =0, akkor C, := C,

. 1:=1+ 1. Menjiink a 2. 1épésre.

o w1

A Multifit algoritmus elméleti hatékonysagardl [1] az 1.22 fels6 korlatot bizonyi-
totta, vagyis R, (Multifit [k]) < 1.22+1/2*, [2] az el6bbi konstanst 1.2-re javitotta,
a médszert javitva 12 pontos felss becslést adott [3].

3. Az altalanositott Multifit algoritmus

Az FFD algoritmust fogjuk kicserélni egy kés6bb meghatirozands F algorit-
mussal, amelyre egy altalanos keretet adunk meg. A targyakat a méretiik szerinti
csokkend sorrend szerint titemezziik. Elfszor kivalasztjuk azokat a laddkat, ahova a
kovetkezs targy befér, eztdn egy R értékeld filggvény segitségével kivalasztjuk ezen
ladak koziil azt, ahol az értékeld fiiggvény értéke a legnagyobb; és ide tessziik a so-
ron kovetkezs targyat. Ha ez a maximailis fiiggvényérték tobb helyen is folvétetik,
akkor vélasszuk a legkisebb indexd 1adat. Formalisan:

Az F algoritmus
Legyen P, =0 (i=1...m).
Rendezziik a targyakat LPT sorrendben, legyen j := 1.
Legyen I = {i : 1 <i<m,I(P,)+(T;) <C}, I =0 esetén vége.
Legyen R(io) = max {R(:) : 1 € I'}.
Legyen P;, = P,, U {T}}, legyen j = j + 1.
. 7 < n esetén menjiink a 3. 1épésre, egyébként vége.

S
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Példak
1. Legyen R(i) = —I(F;). Ebben az esetben éppen az LPT algoritmust kapjuk,
a j-edik targy a legels6 olyan laddba keril, ahol a laddban mar benne levs
targyak osszmérete minimalis.
2. Legyen R(i) = 1. Ebben az esetben pedig az FFD algoritmust kapjuk, hiszen
a kovetkezd targy a legels6 olyan 1addba keriil, ahova befér.

Ezek szerint az altalanos F algoritmusunk a korabban emlitett mindkét algorit-
musnak altalanositiasa, pontosabban mindketts ,belefér” ebbe az 4ltalanos keretbe.

3. TETEL. Tetszéleges T feladathalmaz, R értékels fiiggvény és C < C* esetén
FIT,C,m] =0.

Bizonyitds. Nyilvanvalé. O

KOVETKEZMENY. Tetszdleges T feladathalmaz, R értékeld fiiggvény és C <
C, esetén F[T,C,m] = 0.

Bizonyitds. Ez abbdl kovetkezik, hogy Cy; < C*. ' O

4. TETEL. Tetszéleges T feladathalmaz, R értékeld fiiggvény és C > Cy esetén
F[T,C,m]=1.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C > Cs, és F[T,C,m] = 0. Ez azt jelenti, hogy az
F algoritmus sordn elérkeziink egy olyan 4llapothoz, hogy maradt még a ldddkban
el nem helyezett targy, de ez mar semelyik ladaba nem fér be. Feltehets, hogy
mar csak egyetlen tdrgy maradt elhelyezetlenill, kiillsnben a tobbit elhagyjuk a 7
feladathalmazbol, és a maradékra még mindig teljesiil a kezdeti feltétel. Ekkor
tehat

IPY+UT,)>C i=1,...,m

ahol T,, az utols6, el nem helyezett targy. Az egyenlStlenségeket dsszegezve:

iﬂm+mwmg>mc.

=1

Ha a bal oldalhoz {(T,)-t hozzdadunk, (ami nemnegativ), az egyeniGtlenséget m-
mel osztva a kovetkezst kapjuk:

zU) 2Kﬂ

(4) +UTR)>C>Cy >

Ebbét kapjuk: (T,) > 1—2 ami lehetelen, hiszen [(T},) < l(T) t=1,...,n esetén
az LPT sorrend miatt, 1gy az egyenlStlenségeket vsszegezve n-I(T,) < Zl_ l (T

(T}, s igy n-nel osztva kapjuk I(T,) < in—l im— O
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Ezek alapjan most is meg tudunk adni alsé és felsd korlatot a C atfutasi idére,
amelynél kisebb, illetve amelynél nagyobb értékek esetén F[7,C,m] =0, illetve
F[T,C,m] =1 biztosan teljesiil. Az algoritmusunk altalanos kerete igy a kovetkezd
lesz:

A GMF [k] (altalanositott Multifit) algoritmus

1. Legyenek C és Cy az atfutési idé also, és fels§ becslései: Cp < C* < Cy,
legyen 7 := 1.

i > k esetén vége, egyébként C := (Cy + Cp)/2

Ha F[T,C,m] = 1, akkor Cy = C,

Ha F[T,C,m] = 0, akkor Cf, := C,

1:=1+ 1. Menjiink a 2. lépésre.

G

F1 Feltevés. Legyenek a, 3 € R olyan szamok, amelyekre teljesiil, hogy tetsz6-
leges X C T esetén az [(X) < a és l(X) < j feltételek kozil vagy mindkettd, vagy
egyik sem teljesiil. (Ez azt jelenti, hogy ha valamely targyak beférnek egy o méreti
ladaba, akkor a B méret( lad4ba is beférnek, és forditva.) Ekkor az a vagy 3 lada-
méretek esetén alkalmazva az F algoritmust, a targyaknak ugyanazt az elhelyezését
kapjuk.

Megjegyzés. Az elgbbi F1 feltevés nyilvanvaléan igaz akkor, ha az R értékels
filggvény értéke nem fiigg a ladamérettsl, csak attél, hogy mely targyak vannak
mar az egyes ladakban. Emiatt F1 mindkét korabbi, specidlis esetként targyalt
algoritmus esetében fenndll, (nevezetesen az LPT és a Multifit algoritmus esetében
is), hiszen az értékels fiiggvény értéke nem fiigg a ladamérettsl. A tovabbiakban
feltessziik, hogy teljesiil az F'1 feltevés.

1. Definicié. Tetszéleges F ladapakoldsi algoritmus esetén definidljuk a kovet-
kez& mennyiséget:

Tm(F) = inf {r[F[T,T -C*,m|=1,YT}

Az r,, szdam tehat az a legkisebb szorzé, amennyivel megszorozva a C* értéket a
kapott méretd m szami laddba az F algoritmus biztosan be tudja pakolni a téglala-
pokat. Konnyen latszik, hogy r,, definici6ja értelmes, hiszen C* > # -I(T), ugyanis
ha a gépekre egyenletesen sikeriilne elhelyezni a munkékat, akkor kapnank ezt az
értéket, ekkor viszont m - C* > I(7'), vagyis r = m vélasztdssal minden munka az
els§ gépre keriil, vagyis nem iires szimhalmaz infimumat vessziik.

5. TETEL. Tegyiik fel, hogy teljesiil az F1 feltevés. Ekkor tetsz6leges T és
T > r, esetén F[T,r-C*,m] = 1.

Bizonyitds. Elgszor belatjuk, hogy F[T,r, - C*,m] = 1. Tegyiik fel ezzel ellen-
tétben, hogy az F' algoritmus nem képes a targyakat a C = r,,, - C* méretii, m szami
ladaba bepakolni, vagyis legaldbb egy targy kimarad a ladakbol. Legyen C, =
min {{(X),!(X) > C,X CT}. (Emlékeztetiink arra, hogy I(X) = Y7o UT) az
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X-beli targyak Osszméretét jelenti, tetszGleges X C 7 részhalmaz esetén.) Ek-
kor tetszGleges C' esetén, ahol C < C' < C,, az F1 feltevés teljesiilése folytan az F
algoritmus a targyakat a C’ méretii laddkba sem képes bepakolni, (mert minden la-
dédba pontosan ugyanazok a targyak kerlilnek, mint az el6bb), ez pedig ellenmond
rm értelmezésének. Most lassuk be, hogy F[T,r-C*,m] =1 teljesi] tetszGleges
T > rm esetén. Tegyiik fel tehat, hogy F[T,r - C*,m| = 0, valamely 7 feladathal-
maz esetén, legyen r = « - r,,, ekkor a > 1. Tekintsiink egy tetszéleges optimaélis
pakolast m darab, C* méretd laddba. Noveljilk meg a laddk méretét « - C*-ra,
és toltsiik ki az sszes laddban a megmaradt helyeket elegend@en kicsiny targyak-
kal dgy, hogy valamennyi lada teljesen meg legyen toltve, és az 4j targyak kozill
mindegyik mérete legyen kisebb a kordbban létezd targyak kozill barmelyiknek a
méreténél. A kapott feladathalmazt jeldljiik 7-vel. Ekkor C* = a - C*, ahol C* az
1ij feladathalmaz esetén a teljes atfutdsi idG értéke. Hajtsuk végre az F algoritmust
az r - C* ladamérettel és 7 feladathalmazzal. Mivel az ijélag hozzavett targyak
mérete az el6zGleg létez6knél kisebb, ezért az F algoritmus el6bb a régebbi targya-
kat probalja elhelyezni a laddkban, azokat viszont nem tudja mindet elhelyezni,
hiszen feltettiik, hogy F[7,r - C*,m] = 0, ekkor viszont ebbsl F[T,r-C*,m] =0
kovetkezik. Mivel 7-C* = a1y, - C* =71y, - C*, kapjuk: F[T,r, - C*,m] =0, ez
pedig ellentmond az el6z6leg mar belatott résznek. O

6. TETEL. R, (GMF [k]) < 7m(F)+ (%)k
Bizonyitds. Megegyezik az eredeti esetben torténd bizonyitdssal [3]. O

Ezek utan az r,,(F) konstansra szeretnénk ,,j6” fels6 becslést kapni, hiszen igy
egyben az R,, ( GMF [k]) expanzids faktort is meg tudtuk becsiilni.

3.1. Hatékonysagi becslés

Ebben a részben belatjuk, hogy az altalanos F algoritmusunk elméleti haté-
konysagara tetszGleges m > 2 esetén teljesiil az r,,, (F) < % - 3+n becslés, ha az F1
és a késdbb ismertetendd F2 feltevések teljesiilnek. A becslés éles, hiszen megegye-
zik a Graham altal kapott, az LPT algoritmusra vonatkoz6 konstanssal, ami ennek
az algoritmusnak speciélis esete, és ott a becslés éles. A tétel bizonyitdsat tobb

lépésen keresztiil végezziik el.

2. Definicio. Legyen p, g tetszéleges pozitiv egész szam, ahol p > ¢. Egy (p/q)
ellenpéldan olyan (T, M) rendezett part értiink, (ahol 7 egy feladathalmaz, M
pedig egy pozitiv szdm, a laddk szdma), amelyekre teljestiinek

(5) F[T,p,M]=0, C*[T,M]<q,

vagyis az F algoritmus nem képes a targyakat M szami p méretd ladaba elhelyezni,
de van ¢-nél nem nagyobb teljes dtfutdsi id6vel rendelkezé ilitemezés.

3. Definicié. Minimaélis (p/q) ellenpéldan olyan (T, M) rendezett part értiink,
amely minimélis a kovetkezd értelemben:
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a, A (T, M) par (p/q) ellenpélda
b, tetszéleges a, -t kielégits T' esetén [T'| > |T|
c, tetszbleges 1 < m < M esetén 1, < p/q.

7. LEMMA. Legyen (T, M) minimdlis (p/q) ellenpélda. Ekkor egyetlen, a sor-
rendben utolsé feladat marad iitemezetleniil, vagyis F[T \ {T,},p,M| =1. Az
utolsé targy mar egyik ldddba sem fér.

Bizonyitds. Ellenkez6 esetben az ellenpéldank nem lenne minimaélis. O

4. Definicié. Azt mondjuk, hogy X,Y C 7 esetén X domindlja Y-t, ha léte-
zik olyan f : Y — X injektiv leképezés, amelyre I(f(y)) > {(y) tetszGleges y € ¥
esetén.

Ezutan feltessziik, hogy teljesiil a kovetkezd

F2 Feltevés. Tegyitk fel, hogy az F algoritmust m laddra alkalmazva a targyak-
nak a kovetkezs elhelyezését kapjuk: P = (Py,...,Py). Ekkor az F algoritmust
m — 1 lad4dra alkalmazva a 7' = T \ P,-beli targyaknak a kovetkez6 elhelyezését
kapjuk: P’ = (P,...,Pac1,Pat1,...,Pm) tetszéleges 1 < a < m egész szam ese-
tén, vagyis a tobbi laddba ugyanazok a targyak keriilnek, mint az el6bb.

Megjegyzés. Ez az el6bbi feltevés is teljesiil mind az LPT, mind az eredeti Mul-
tifit algoritmus esetében is.

8. TETEL (F6tétel). Legyen m > 2 tetszbleges egész. Tegyiik fel, hogy az F
algoritmusra teljesiilnek az F1 és F2 feltevések. Ekkorrm(F) < § — 52— A becslés

ilyen dltaldnossdgban nem javithato.

Bizonyftds. A bizonyitast az alabbi Lemmakon keresztill végezziik el, ktzben
feltessziik, hogy a 8. Tétel feltevései teljesiilnek, (vagyis F1 és F2 érvényben van).

9. LEMMA. Legyen (7, M) minimadlis (p/q) ellenpélda. Legyen i,7 € {1,...,
M}. Legyen P =(Py,...,Py) az F algoritmus 4ltal torténd elhelyezése a tar-
gyaknak, (ahol az utols6 targy kimarad a ldddkbel), P* = (P, ..., Py,) pedig egy
tetsz6leges optimdlis pakolds. Ekkor a P; halmaz nem domindlja a P} halmazt.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, vagyis 3f : P/ — P, injektiv
fiiggveény, amelyre I(f(y)) > l(y) Yy € P} esetén. Legyen 7' =T \ P;. Ekkor az
F2 feltevés teljesiilése folytdn az F algoritmus a 7'-beli targyakat pontosan ugyan-
igy helyezi el M — 1 ladaba, mint az el6bb. Masrészt tekintsiik a P* iitemezést, és
konstrualjunk ebbdl egy P’ titemezést gy, hogy minden y € P} tdrgyat cseréljiink
ki az 6 f(y) képével. Ekkor a P]f-beli targyak mindegyike az P; halmazhoz tartozik,
[ # j esetén a P/-beli targyak mérete csak csokkenhetett, ezért az P;-beli térgya-
kat elhagyva C*[T', M — 1] < ¢, mésrészt F[T',p, M — 1} = 0, ez pedig ellentmond
annak, hogy a (7, M) par minimalis (p/q) ellenpélda. O

10. LEMMA. |PJ?‘] > 2, minden 1 < j < M esetén.
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Bizonyitds. Ha P! = {z} lenne valamilyen z € T esetén, akkor ez az z targy
benne van valamelyik P; ldddban, de ekkor {P;} dominélja {P}}-ot, ami ellent-
mond az el§z6 Lemménak. O

11. LEMMA. |P;| > 2, minden 1 <1i < M esetén.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy P; = {z} valamely i-re. Ekkor I{z) + (T,) > p,
ahol I(T},) az utols6, ezért legrovidebb, nem iitemezett targy hossza. Ebbél I(z) +
l{y) > p > q kovetkezik tetsz6leges y # x, y € 7 esetén, igy az z targy mellé az
optimalis {itemezésben sem keriilhetett be a ladajiba ma&s targy, ami ellentmond
az el6z6 Lemmaéanak. O

12. LEMMA. Legyen (T, M )tetszdleges (p/q) ellenpélda, legyen o = I(T,). Ek-
kor o > %(p— q).

Bizonyitds. A T, targy mar nem fér be a P, ladaba, ezért [(P;) + o > p minden
1 <141 < M esetén, ezt i-re tsszegezve kapjuk:

M
(6) > UP) + Ma > Mp.
=1
Maésrészt
M
ZI(P,-) +a < Mg,
i=1

hiszen az optimdlis iitemezés soran minden targy befért az M szadmi g kapacitdsi
laddba. Ezeket rendezve:

(M —1La> M(p —q),

ebbdl pedig a kivant allitas adédik. 0
Az < % — 3= becslés bizonyitdsa. Legyen m a laddk szdma, legyen p =

4m —1, és ¢ = 3m. Allitjuk, hogy ezekre a p és q szamokra nem létezik (p/q) ellen-
példa, vagyis ebbsl mar kovetkezik, hogy r,, < 42=1 = 4

T =3 3+n Tegyiik fel, hogy
az allitassal ellentétben a (7, m) par (p/q) ellenpélda. A 12. Lemma alapjan most
a>-—2(p-q) = 5(m—-1)=m. Igy semelyik optimalis lidaba sem fér kettd-
nél tobb targy, (mert ha legalabb harom targy lenne valamely laddban, akkor az
osszméretiik meghaladna a 3m-et.) gy a 10. lemmat folhasznalva |P/| =2 min-
den j-re, és ezért n = 2m. Ekkor viszont |P;| = 2 minden i-re, hiszen a 11. Lemma
szerint | P;| > 2 szintén teljesiil, ekkor viszont nem maradt ki targy a ladakbol, ami

ellentmondas.

O

Megjegyzés. Az el6z6 Tétel szerint a Graham 4ltal kapott R,,(LPT) = 5;— - 3~%
hatékonysagi becslés sokkal 4dltalanosabb algoritmikus keretben is teljestil.
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4. Néhany 14j algoritmus, numerikus eredmények

4.1. Uj algoritmusok

1. Cseréljiik ki az FFD algoritmust a BFD (Best Fit Decreasing) algoritmusra.
A BFD algoritmus a targyakat csokkené méret szerinti sorrendben helyezi el, a
soron kovetkezd targy abba a ladaba keriil, ahova befér, és amelyik lada eziltal a
lehet6 leginkibb megtelik. Ha az altalanositott algoritmikus keretiink esetén az R
értékeld fiiggvény a kovetkezd: R(7) = I(P;), akkor éppen ezt az algoritmust kapjuk.
Az alabbi példa mutatja, hogy van olyan 7 feladathalmaz, amikor BFD), illetve
van olyan, amikor az FFD algoritmus ad jobb megoldast: A 7 = {15,8,8,5,4,2, 2]
esetén FFD [T,22,2] = 1, de BFD[T,22,2] =0, a BFD algoritmus csak 23 egység
magassigba képes bepakolni a téglalapokat. Masrészt 7 = (15,8, 8, 5,4, 2] esetén
FFD[7,21,2] =0, az FFD algoritmusnak 22 egység magassigra lenne sziiksége,
(éppen ugy, mint az elébb), azonban BFDI[T,21,2] = 1. Konnyen belithaté, hogy
az F1 és F2 tulajdonsdgok teljesiilnek, (az F'1 azért teljesiil, mert R nem fiigg a

ladamérettdl), ezért az algoritmus elméleti hatékonysaga legfeljebb § — =L

Néhany 4j ladapakolasi algoritmust is bevezetiink. Mindegyik cs(jkk?(serflrz')‘ méret
szerint helyezi el a targyakat.

2. Legyen [ tetszGleges egész, amelyre 1 <! < n. helyezziik el az els§ [ szami
targyat az LPT szabdly szerint, a tobbit pedig a BFD algoritmus szerint. Nevez-
zitk ezt F(I) algoritmusnak. Nyilvan | =n esetén az LPT, [ =1 esetén a BFD
algoritmust kapjuk, egyébként vagyis [ # 1, [ # n esetén pedig 1j algoritmust ka-
punk. Konnyen lathato, hogy az F'1 és F'2 feltevések teljesiilnek, ezért érvényes az
altalanos esetre vonatkoz6 hatékonysagi becslés.

3. Legyen 1 <[ < n rogzitett szdm. A targyakat az LPT szab4ly szerint he-
lyezziik el addig, amig mindegyik laddban lesz legaldbb [ darab targy, ezutdn a
maradék targyakat a BFD algoritmus szerint.

Az el6z6 harom algoritmus esetében az F'1 és F2 feltevések azért teljesiilnek,
mert azok teljesiilnek az LPT és a BFD algoritmusck esetében, és az el6bbiek ez
utébbiakbol lettek 8sszekombindlva egy elSre rogzitett Atvaltasi kritérium szerint.

4. A kovetkezd algoritmus alapétlete az, hogy a soron kovetkezs targyat helyez-
ziik oda, ahol a 1adak als6 vagy fels6 széléhez a lehets legkozelebbre keriil. Pon-
tosabban ezen azt értjilk, hogy az elhelyezendd téglalap aljanak a nagy téglalap
aljatol, vagy pedig az elhelyezendd téglalap tetejének a C magassagi nagy téglalap
tetejét6l mért tavolsdga legyen minimalis; vagy ami ugyanezt jelenti, az elhelye-
zendd téglalap tetejének a nagy téglalap aljatol, vagy pedig az elhelyezendd téglalap
aljanak a C magassigi nagy téglalap tetejét6l mért tavolsidga legyen maximailis.
Ekkor az R értékels fiiggvény a kovetkezs: R(i) = max {{(P;) + I(T}),C — I(P;)}.
Ekkor azonban belathatd, hogy F1 nem teljesiil. Ezért az algoritmust egy kicsit
médositjuk: Legyen C, = min {{(X),{(X) > C,X C T}, (az 5. Tétel bizonyita-
saban szerepl szam.) Helyettesitsik a C szamot Co-val: R(i) = max {I(P;) +
I(T;),Co — I(P;)}. Ekkor mar R nem fiigg a ladamérettsl, ezért F1 teljesiil, és be-
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lathato, hogy F2 is teljesiil, és ezért érvényes a hatékonysagi becslés. Nevezziik az
el6bbi algoritmust Fi,., algoritmusnak.

4.2. Numerikus eredmények

Jelsljiik az el6bbi ladapakoldsi algoritmusokkal végrehajtott dltalanos Multifit
tipusid algoritmusokat a belsd algoritmusok szerint a kovetkez§ jelolésekkel: LPT,
FFD (az eredeti Multifit bels6 algoritmusa), BFD, F(I) a 2. algoritmus, Fiax 2
4. algoritmus. Az els6 tablazatban az LPT, a FFD, és a BFD algoritmusokkal
végrehajtott Multifit tipusi mdédszert hasonlitottuk ossze. A teszt soran 10 000
egymdstdl fiiggetlen kisérletet végeztiink kiillonbozé feladatosztalyokban, és azt sza-
moltuk, hogy melyik algoritmus hdnyszor adott a harom koz6tt legjobb eredményt.
A téglalapok hosszisdgait a ,par” intervallumbél valasztottuk egyenletes eloszlas
szerint, kerekitéssel.

m n par LPT FFD BFD
1 3 15 [1,30] 5808 8541 8620
2 3 15 [1,60] 4467 7876 8029
3 3 15 [15,30] 9214 3435 3435
4 5 20 {1,30] 3932 9287 9394
5 5 20 {1,60] 2736 8806 9049
6 5 20 [40,60] 9994 9 9
7 5 19 [30,60] 5608 5781 5781

A BFD-vel végrehajtott Multifit algoritmus egyetlen feladatosztilyban sem volt
rosszabb, mint a hagyomanyos Multifit, bizonyos esetekben azonban lényegesen
jobb volt. Az 1. feladatosztalyban elég nagy a kiillonbség, a BFD javiara. A kovet-
kez6 feladatosztaly esetén a BFD el6nye megmarad, viszont az LPT algoritmus a
téglalapok hosszainak a névekedése miatt kevésbé hatékony mint az el6bb. A 3. fel-
adatosztaly az el6z6ektSl abban kiilonbozik, hogy a téglalapok hosszabbak lettek,
a minimélis hosszisag a maximalisnak a fele. Most az LPT algoritmus lényegesen
megelGzte a masik kettSt, és érdekes médon e masik két algoritmus egyenls szam-
ban adott minimalis eredményt, csaknem azonosan mikédnek. A kiovetkezd hdrom
feladatosztalyban, ahol m = 5 és n = 20, az el6z6 haromhoz hasonlé eredménye-
ket kaptunk. A kiilonbség az el6z6 esettel (m = 3 és n = 15) szemben az, hogy
az LPT és a méasik két algoritmus 4ltal kapott eredmények kozotti rés nagyobb
lett. Az utolsé feladatosztdlyban a targyak szima nem oszthaté a gépek szamaéval.
Ennek az a hatdsa az algoritmusokra, hogy az LPT algoritmus a masik kett6hoz
képest kevésbé j6 mint az el6bb, és megint azt kaptuk, hogy a BFD illetve az FFD
algoritmusok lényegében egyforman miksdtek. A teszt eredményeit tsszefoglalva
altalanossagban az mondhat6, hogy ha az FFD jobban miikédik az LPT algorit-
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musndl, akkor a BFD algoritmus még az FFD-nél is jobb; ellenkez& esetben pedig
a BFD és FFD algoritmusok lényegében azonosan mikodnek.

A kovetkez6 tesztekben az LPT, BFD és F'(l), illetve az LPT, BFD és Fiax
algoritmusokat hasonlitottuk dssze. A teszt sordn 10 000 fiiggetlen kisérletet vé-
geztiink kiilonbozd feladatosztdlyokban, és azt szamoltuk, hogy melyik algoritmus
hanyszor adott a harom kozott legjobb eredményt, hanyszor volt ennek legfeljebb
1.05-szerese, illetve a C értékek Atlagdt, ahol C a heurisztikus megoldés altal meg-
hatdrozott atfutdsi idg, Cyy pedig egy javitott als6 becslés, a [8]-ban szerepld alsé
becslések maximuma.

LPT BFD F( I/n
m=2 0 5563 7440 0.8 min
1. n = 81 10000 10000 10000 1.05 - min
[10,20] 1.0074 1.0023 1.0011 C/Cu
m =4 9587 38 9975 0.77 min
2. n =16 9943 38 9996 1.05 - min
[40,60] 1.0051 1.062 1.0049 C/Cu
m =23 9258 4 9997 0.83 min
3. n =15 9997 4 9999 1.05 - min
[120,170] 1.0035 1.056 1.0030 C/Cn
LPT BFD Frax
m =10 0 4080 8841 min
4. n = 32 0 4080 8841 1.05 - min
[11,28] 1.121 1.036 1.024 C/Cup
m=2 0 85 9941 min
5. n =93 9918 9999 10000 1.05 - min
[60,70] 1.009 1.007 1.0009 C/Cn
m =3 0 90 9950 min
6. n =61 143 5485 10000 1.05 - min
[60,70] 1.029 1.024 1.014 C/Cy

A tesztek szerint a vizsgalt feladatosztalyokban az F(1), illetve az Fi,ax algorit-
musok mind a minimumok elérésének szamaban, mind a Z‘Q,T aranyok tekintetében
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jobbak, illetve lényegesen jobbak a masik két algoritmusnal. Erdemes megjegyezni,
hogy itt nem az FFD, hanem az anndl hatékonyabbnak bizonyult BFD-t eldzte
meg a két 4j algoritmust. Az elsG négy eset extremdlis abban az értelemben, hogy
az LPT és a BFD algoritmusok koziil az egyik a masikhoz képest elenyész6 szam-

ban adott j6 eredményt. Az utolsé két feladatosztalyban pedig mindkettd elenyészé
szamban adott j6 eredményt az Fi,. algoritmussal szemben.

K&6sz8netnyilvanitds. A szerz§ megktszoni Vizvari Béla segitségét a cikk
szerkezetének a kialakitasdban, és a cikk felépitésében.
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GENERALIZED MULTIFIT-TIPE METHODS FOR SCHEDULING PARALLEL
IDENTICAL MACHINES

GYORGY D6sa

We investigate a very known NP-complete problem of the scheduling-theory: scheduling of
parallel independent machines, that is: How to distribute n tasks among m < n machines as to
minimize the overall finishing time. We give a common generalization of two heuristical methods
called LPT due to Graham [1] and the method called Multifit. We change the algorithm FFDH
(which is an inner part of Multifit) with other algorithms, whereas the theoretical upper bound
of the algorithm is the same as the upper bound of LPT. Numerical aspects also investigated: the
results show that the new method often give better solutions as the others.
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EGY TRANSZPORTMODELL ALKALMAZASA A GYAL TERSEGEBEN
LETESITENDO HULLADEKLERAKO ESETLEGES TALAJSZENNYEZO
HATASANAK VIZSGALATARA
(ESETTANULMANY)

KERI GERZSON, ORSOVAI IMRE ES RAPCSAK TAMAS

Budapest

Uj lizemek létesitése soran ma mar alapvetd kévetelmény — a maximalis biztonsagra
valé torekvés mellett — a létesités megkezdése elStt tervet kidolgozni vératlan tizemza-
varok és azok kovetkeztében fellépd karok kezelésére (havariaterv). Egy hulladékleraké
esetén az egyik lehetséges havariaeset a leraké szigetelésének megsériilése, és ennek ké-
vetkeztében szennyezdanyagoknak a talajba keriilésébsl eredd kornyezetszennyezés. Mi-
vel a szigetelésre nagyon biztonsagos technolégiat alkalmaznak, ezért szennyezéanyagok
talajvizzel torténd kijutasanak a valdszintisége rendkiviil kicsi, de teljes bizonyossaggal
nem zarhaté ki.

A szennyezdanyagok talajban térténd terjedésére alkalmazhatd, irodalombél ismert
modelleket hasznalva fel tudjuk becsiilni, hogy olyan esetben, ha egy adott idépontban
mégis megsériilne a hulladékleraké szigetelése, akkor ennek kovetkezményeként kiiloén-
b6z6 iranyokban és tavolsagokban milyen mértékben szennyezddne a talaj. Ez az eset-
tanulmany a Gyal térségében létesitendd regiondlis hulladéklerakéra vonatkozé szamita-
sokrél szdmol be. Szamitdsainkban a szennyez&anyag-koncentraciénak térben és idében
val6 valtozasat kovetjiik, természetesen nem valédi, hanem feltételezett adatokkal, hi-
szen a leraké még csak ezutdn fog megépiilni, és remélhetSleg az elkésziilése utdn sem
fog szennyezSanyag a lerakén kiviili térségbe keriilni.

1. Bevezetés

Az A.S.A. Kérnyezetvédelem és Hulladékgazdédlkodas Magyarorszag Kft. meg-
bizdsabdl az MTA SZTAKI Operaciokutatds és Dontési Rendszerek Osztilya és
a vele alvallalkozéként egyiittmikods GEOOKOTERY Kérnyezetfsldtani Kutato
és Tervez6 Kft. 1997-ben elkészitett egy kornyezeti hatastanulmanyt, amely egy
regionalis hulladékleraké Gyal térségében torténd megvalésitdsaval kapcesolatban
felmeriil§ kornyezeti szempontokat elemzi és értékeli. Ezt megel6zéen ugyancsak
az MTA SZTAKI és a GEOOKOTERV készitette el az ugyanerre a térségre vonat-
koz6 kommunalis hulladék elhelyezésének kérdéseit vizsgdlo dontéselGkészits tanul-
manyt.

A koérnyezeti hatastanulméany 9. fejezete a tervezett hulladékleraké iizemelte-
tése soran esetleg fellép6 havariaesetek (azaz katasztréfanak még nem mindsithets,
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de a kornyezetre veszélyes kiros jelenségek) el6forduldasdanak lehetdségeit targyalja.
A hulladékleraké épitése és lizemeltetése soran alkalmazandé technolégia bizto-
sitja, hogy barmilyen havariaeset bekovetkezésének a valésziniisége nagyon kicsi,
ennek ellenére a tanulmény kitér az elképzelhet§ havariaesetekre, és véazolja az
ilyen, kis val6sziniiséggel esetleg mégis bektvetkezd havariaesetek kezelésének (a
hiba megsziintetésének és a kiros kdvetkezmények felszamolasdnak vagy mérséklé-
sének) moédjat.

A lehetséges havariaesetek koziil a hatdstanulméany harom fajtat emel ki. Ezek:
a lerakott hulladék begyulladasa, rendkiviili csapadék vagy foldrengés okozta ré-
zsiicsiszas, ill. a szigetelés meghibasodasa esetén fellépd kornyezeti talajszennyezés.
Ebben a cikkben az ut6ébbival foglalkozunk, nevezetesen: a talajszennyezédés egy
matematikai modelljével, annak megoldasi médszereivel és a konkrét esetre vonat-
koz6 matematikai szamitdsokkal. Meg kell itt jegyezniink, hogy egy hulladékleraké-
bél szarmazé szennyezGanyagoknak a killss talajba keriilésébdl és tovaterjedésébsl
akkor szarmazhatnak komolyabb problémék, ha a szennyezés élGvizeket veszélyez-
tet. A szennyez6déstsl f6leg az ivéviztermeld kutakat kell félteni.

Bar a modell paramétereinek a konkrét esetnek megfelel§ szamszerisitése bizo-
nyos nehézségekbe iitkozott, ugyanis a modell szamitasainak az elvégzéséhez sziik-
séges adatok tobbsége nem allt rendelkezésiinkre, mégis agy itéltiik meg a kérdést,
hogy az ilyen adatok vonatkozasaban a leggyakoribb jellemz& értékekkel szamolva
is tdjékoztato értéki, tehat hasznilhat6 eredményeket kapunk, ezeket azonban a
jelenség természeténél fogva az altaldban megkivant mérnoki pontossignal kevésbé
pontosnak, tehat valéban csak tdjékoztaté jellegli adatoknak kell tekinteniink.

Elméletileg megvolna a lehetdség arra, hogy kisérletek és mérések sordnak az
elvégzésével, majd a mért adatoknak (pl. szennyezSanyag-koncentracicknak) és a
modell alapjan szamitott adatoknak az Osszehasonlitdsdval a modell paramétereit
kalibraljuk, ehhez azonban a rendelkezésre 4ll6 1d6 is kevés volt, és a kisérleti fira-
sok és mérések anyagi fedezete sem 4llt rendelkezésre.

A szennyezGanyag-terjedés kiillonboz6 modelljeit részletesen targyalja Kovacs
Balazs és Szab6 Imre [1] munkdja. A szerz6k felsoroljak a transzportfolyamat
kiilénbdz6 komponenseit (konvekcio, diffizi6, diszperzio, adszorpcié és degrada-
cid), ezek Osszeillesztésével megfogalmazzak az dltaldnos transzportegyenlet egy-,
ill. kétdimenziés valtozatat, és ismertetik a transzportegyenletek j6 néhany megol-
dasi mdédszerét. Ezért a tervezett Gyal kornyéki hulladékleraké esetére nem volt
sziikség kiilon modell és algoritmus kidolgozasara, valaszthattunk az [1) munkaban
szerepl6 modellek és megoldasi médszerek koziil. Ennélfogva a jelen publikici6 1é-
nyeges elméleti djdonsdgot nem tartalmaz, csupdn néhany apré részletben tértiink
el az [1] munkdban javasolt szamitasi modszerektsl. Mégis ugy gondoltuk, hogy
tanulsigos lehet az elméletnek a konkrét esetre vonatkozé szamitisait egy esetta-
nulmanyban ismertetni, a modell szimit4saival jaré buktaték ecsetelésével egytitt.
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2. A transzportegyenletek és paramétereik

A szennyez@Sanyag-terjedés torvényszeriiségeit matematikailag — kozelit§ mo-
don — a transzportegyenletek irjak le. Ezek ismeretével lehet&ség nyilik arra, hogy
meghatdrozzuk az esetleges szennyezdéforrasok hatdsat és a szennyezSanyag kon-
centraciéjanak térben és idében valé eloszlasat. Ennek alapjan pedig hatékonyabba
valhat a szennyezGanyag tovabbi terjedésének megillitdsa és a szennyez6dés elta-
volitdsa. A transzportegyenletek megolddsdra analitikus mdédszereket, véges dif-
ferencia modszereket, végeselem maodszereket, valamint kiilonboz6 szemianalitikus
eljarasokat lehet alkalmazni, amint ezt Kovacs Baldzs és Szab6 Imre az [1] munka-
ban kifejtik.

A transzportegyenletek matematikai értelemben a C (szennyezGanyag-)kon-
centriciéra vonatkozé masodrendd parcidlis differencidlegyenletek.

2.1. Az egydimenziés transzportegyenlet alakja:

8C v 8C apv 9%°C
21 —t === = = AC

(21) "R &% TR a2 O

ahol v a szivirgds sebessége a porusokban, a; a longitudinslis diszperzivitds, R
a késleltetési tényezs, A a bomlasi egyiitthato, t az id6-, x a szivargds irdnydban

meghatarozott térkoordinata.

2.2. A kétdimenzids transzportegyenlet alakja:

59 8C v 9C _apv 9*°C | apv 9°C
(22) %R %~ R o R ap

ahol v, ap, R, A, t és x ugyanazok, mint az egydimenzids esetben, ar a transz-
verzalis diszperzivitds, y pedig a mdsodik, tehat a szivargds irdnydra merdleges
térkoordinata.

A transzportegyenletek részletes levezetése [1]-ben megtalalhaté. A konk-
rét esetre leginkabb megfelelének a kétdimenziés transzportegyenletet taldltuk,
amelyre analitikus megoldasi médszert alkalmaztunk. A konkrét alkalmazast il-
letden feltételeztitk, hogy az uralkodé szivargds vizszintes irdnyu és irdnya megdl-
lapithat6. A két-, ill. haromdimenziés derékszogi koordinatarendszer z tengelyét
ebben az irdnyban jelsljiik ki, az y tengelyt pedig a vizszintes sikban, az erre me-
r6leges irdnyban. A fiiggSleges irdnyn szivargast viszonylag rovid idtvonala miatt
elhanyagolhatjuk. A szivirgas {6 trendjét meghatdrozé konvekcié (fizikailag vagy
kémiailag oldott anyagoknak a pérusokban valé témeges dramlisa) a szennyezs-
anyag koncentracidjanak viltozdsat eredményezi, ezért a transzportegyenletekben
a t szerinti és az x szerinti elsdrendd parciilis derivalt kozotti linedris kapcsolat-
tal irhat6 le. Ha a transzportfolyamatnak csak a konvekciés Osszetevsjét vennénk
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figyelembe, akkor tehat a jobb oldal nélkili, azaz zér6 jobb oldallal felirt (2.1)
vagy (2.2) egyenlet adédna. Ezt az alapvet§ aramldsi trendet médositja a diszper-
zid, amely egyrészt a kiilonboz6 toménységi oldatok kozotti kiegyenlitddésre ira-
nyuld részecskemozgédson, masrészt a szivargdsi sebesség lokalis eltérésein alapul,
és masodrendd derivaltat (derivaltakat) tartalmazé tag(ok) belépését eredményezi
a transzportegyenletbe. Attdl fiiggsen, hogy csak az z irdanyu diszperziét vessziik
figyelembe, vagy pedig az z és az y irdnytt, beszéliink egy-, ill. kétdimenzi6s transz-
portegyenletr§l. A mésodrendfi tagokban szorzéként szerepl6 oy longitudinalis és
ar transzverzalis diszperzivitds olyan mechanikai paraméterek, melyek pontos ér-
telmezésével itt nem kivanunk foglalkozni. Lényegében ugyanez vonatkozik az R
késleltetési tényezére is, amely egy 1-nél nagyobb, dimenzié nélkiili faktor: a kozeg
sirdségének, a hézagtérfogatnak és a megkstGdési-visszaoldéddsi folyamat kons-
tansainak a fliggvénye. A szennyezSanyag koncentracidjdnak mértékét csokkent-
heti radioaktiv, ill. kémiai és biolégiai jellegii bomlds. (Ezt a A-t tartalmazé tag
fejezi ki a transzportegyenletekben.)

Az esetleges szennyezés konkrét lefolyasat illetGen feltételeztiik, hogy a szennye-
z8anyag kiszivirgésanak id6tartama alatt naponta azonos M tomeg( szennyez&dés
jut ki a kornyezetbe. Mivel a szennyez@anyag szivargasanak a sebessége nagyon ki-
csi, ezért nem eredményez jelentls szamitdsi hibat, ha a kiszivargé szennyez6dést
a val6sdgtol eltérden lokésszertinek tekintjiik, vagyis igy szdmolunk, mintha na-
ponta egy izben M tdmegi pillanatnyi szennyezddés jutna ki a kornyezetbe. Az
emiatt fellépd szamitési hiba elhanyagolhat6 a paraméterek pontatlansagabél ereds
hibdhoz képest.

3. A kétdimenziés transzportegyenlet egyszeriibb eseteinek
analitikus megoldésa

Tekintsiik eldszor azt a legegyszertbb esetet, amikor M témegi pillanatnyi
szennyezés jon létre a t = 0 id6pontban az x = 0, y = 0 helyen. Ebben az esetben
a megoldas:

2
M R y?
3.1) C(z,y,t) = . - - —At),
(3.1) Clz.y,t) drmngut/oarLor b 4o vt 4arvt exp ( )
R R

ahol m a viztarté vastagsiga, ng a szabad hézagtérfogat (a talaj hézagainak, iregei-
nek térfogataranya, dimenzi6 nélkiili faktor), v a szivargas sebessége a pérusokban,
ay a longitudindlis, ar a transzverzilis diszperzivitas, R a késleltetési tényezd, A
a bomlési egyiitthats. (Lasd: [1, 154. és 159. oldal].)
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Ha a feltételeken mindossze annyit médositunk, hogy a pillanatnyi szennyezés
a t = 7 id6pontban keletkezik, akkor a megoldas:

M
drmnov(t — T)/aLor

<m_ P—(%—T_)y y’

Rad doapv(t — 1) - daru(t — 1) exp (= At =),

R R

(3.2) Clz,y,t) =

Térjiink most vissza a 2. szakasz végén mar vazolt feltételezett esethez, kicsit
még konkrétabban. A tervezett hulladékleraké belteriiletérs] havaria folytan kike-
riill6 szennyezSanyag terjedését vizsgalva feltételezziik, hogy a hiba keletkezésétsl
annak észleléséig tart6 kritikus idgszakban T napig naponta azonos M tomegi csur-
galékviz kerill a kornyezetbe. A szennyezSanyag-koncentricié térben és id6ben valé
eloszlasat ekkor ugy kapjuk, hogy a (3.2) jobb oldalan levd kifejezést Gsszegezziik
7=0,1,2,...,T — 1-re. Illy médon azt kapjuk, hogy a szennyezSanyag-koncentracié
eloszlasa a t idGpontban a

(3.3) C(z,y,t) __ exp (=At)
M drmnov/arar
min (¢,T)~1 (.’L‘— M)2
e | ETTE )
= t—r dapv(t — 1) dorv(t — 1)
R R

formuldval fejezhet ki. (A 7 id6pontban keletkez6 szennyezés természetesen nem
befolydsolja az ezt megel6z6 idGpontokra vonatkozé koncentracié-eloszlast, ezért
csak a t-nél kisebb 7 értékekre kell 6sszegezni.)

4. A szamitasok gyakorlati megvaldsitasa

A g%dy_t) viszonyszam értékét egy 2000 méter hosszi és 200 méter széles siv-
ban szdmitjuk ki kiillonboz6 ¢t id6pontokra. A leginkibb veszélyeztetett teriilet
ugyanis a talajviz-dramlas kozépvonalat tartalmazé sdv. A szébanforgé sav geo-
metriai leirdsa:

0<z<2000, -100<y< 100

A szamitdsok eredményét, vagyis az egységnyi M értékre szamitott koncentra-
ci6é megoszlasat, annak id6ben valé valtozasat a szébanforgé téglalap alaki savban
grafikus abrazoldsban mutatjuk az 1-12. 4brakon.
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A konkrét esetre vonatkozé szdmitdsokat a QEMM koncentracié viszonyszam
kiilonboz6 helyeken felvett értékeinek a (3.3) formula alapjan torténé meghatéro-
zdsara FoxPro kédban végeztiik. A szadmitdshoz sziikséges adatoknak a kovetkezs
értékeket tekintettiik:

A viztart6é vastagsiga: m = 20 m. (Agyagréteg mélysége.)
Szabad hézagtérfogat: ng = 0,15. (Becsiilt érték.)
Szivargas sebessége: v = 1,5 m/nap. (Becsiilt érték.)
Bomlasi egyiitthat6: A = 0,0001 (Becsiilt érték.)
Késleltetési tényez6: R = 1,2. (Becsiilt érték.)
Longitudinalis diszperzivitds: ay = 25 m. (Becsiilt érték.)
Transzverzélis diszperzivitds: ar = 0,5 m. (Becsiilt érték.)

Szivargas id6tartama: T = 90 nap. (A monitoring rendszer legrosszabb
esetben ennyi id6 milva észreveszi a hibat.)

A becsiilt érték alapjdn felvett adatok értékét a szabad hézagtérfogat, a szivar-
gasi sebesség, a késleltetési tényezs és a longitudindlis diszperzivitds esetében az
[1, 74. old.] téblazatdban megadott ,jellemz6” értékekkel becsiiltiik. A bomlasi
egyiitthat6 esetén csekély mértékben eltértiink a ,jellemzd” értékként feltiintetett
zérus értékt6l, ez azonban érzéstink szerint csak nagyon jelentéktelen mértékben
befolydsolhatja a szamitds eredményét. A transzverzalis diszperzivitdsra nem ta-
laltunk jellemzs értéket az emlitett tablazatban, volt azonban annyi tdmpontunk,
hogy ennek értéke rendszerint egy vagy két nagysagrenddel kisebb a longitudinalis
diszperzivitds értékénél.

Az els6 menetben azt szamitottuk ki, hogy a feltételezett hiba forrasatél a ta-
lajviz aramlési irdnyaban 200, 400, 600, 800, ill. 1000 méter tavolsdgba mikorra ér
el a deponiarél szarmazé szennyviz a maximalis koncentraciéban, és annak mek-
kora az értéke a fenti transzportparaméterek esetén. A szdmitis eredményét az
alabbi tablazat tartalmazza:

a koncentricié csicsértékénél legnagyobb
a szivargds megsziinése koncentracié
tavolsag utin eltelt napok szama viszonyszam
200 90 0,0029
400 240 0,0014
600 400 0,00092
800 560 0,00067
1000 710 0,00053
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A bharmadik oszlopban a C(x,y,t)/M értékek szerepelnek, tehat az oszlop érté-
kei azt mutatjak, hogy havaria esetén a depoénia teriiletérsl egy nap alatt kiszivargéd
csurgalékviz tomegének mekkora része jelenik meg az adott helyen mérhets talajviz
egy kibméterében. Ha a szamitast egyenként lebontanank a csurgalékvizzel kike-
riil6 kdros anyagokra, akkor a tablazatunkban szerepl6 értékeket be kellene szorozni
az egyes komponenseknek a csurgalékvizre vonatkoz6 koncentracidjaval (1-nél joval
kisebb értékekkel). A karosanyag-komponensek pontos 6sszetételét elére nem is-
merhetjiik, de anélkiil is j6l megbecsiilhets a szamitdsok alapjan, hogy a depdnidtol
1000 méterre és ezt meghalad6 tavolsagban az egyes komponensek csak milliomod
és ezred kozotti koncentraciéban keriilhetnek a transzport-folyamat soran a talajba.

A kovetkez6 lépésben kiszamitottuk, hogy a kordbban emlitett 2000 mé-
ter hosszi és 200 méter széles sdvban kiilonbozé id6pontokban milyen lenne a
szennyezbanyag-koncentracié eloszlasa egy havaria esetén. A kivalasztott id&pon-
tok: a meghibdsodas kezdetétsl szamitott minden 100-adik nap, az 1200-adik na-
pig bezarolag (vagyis a hiba megsziintetése utdni 10-edik, 110-edik, 210-edik stb.
nap). Ennek megfelelfen a szamitds eredményét 12 térhatdsa dbraval szemléltetjiik
(1-12. abrak). A fiigg6leges dimenzi6 a szennyezSanyag-koncentracié értékeit mu-
tatja azzal a feltételezéssel, hogy naponta 1 kobméter mennyiségii csurgalékviz
szivarog ki 90 napon keresztiil.

Megjegyzés. Az abrik szemiigyre vétele és tanulmanyozdsa sordn vegyiik figye-
lembe az 4brak bal szélén lathaté fiiggsleges skila-beosztast, amely dbrarol-abrara
valtozik. (A hasznalt szoftver minden esetben automatikusan bedllitja). Ezért az
dbrdkon megjelend hulldmfeliiletek ,amplitudéja” a valésidgban az idé muldsaval
fokozatosan cstkken (1. a lenti tdbldzatban).

Mivel a térhatasu abrakrol pontosan nem olvashatoék le a koncentraciok cstcs-
értékei, azért a kovetkezd tablazatban feltiintetjiik az erre vonatkozé adatokat:

a szivargas

dbraszam kezdete/megsziintetése cstics-koncentracié
utan eltelt napok szidma értéke helye

1. 100/ 10 0,0090 50 m
2. 200/ 110 0,0027 200 m
3. 300/ 210 0,0017 300 m
4. 400/ 310 0,0012 450 m
5. 500/ 410 0,00093 550 m
6. 600/ 510 0,00076 700 m
7. 700/ 610 0,00063 800 m
8. 800/ 710 0,00055 950 m
9. 900/ 810 0,00048 1050 m
10. 1000/ 910 0,00042 1200 m
11. 1100/1010 0,00038 1300 m
12. 1200/1110 0,00034 1450 m
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Megéllapithat6, hogy a szennyezanyag koncentracié csicsértéke — amikor eléri
az 1000 méteres tavolsdgot — elég csekély mérték, ezt kovetGen pedig lassan, de
biztosan tovabb cstkkend tendencidt mutat.

A szamitott adatok eredményeként a kvetkezSket allapithatjuk meg: Tudjuk,
hogy a tervezett leraké térségében a talajvizdéramlas Ny-DNy irdnyd. A lerakéhoz
legkozelebb (kb. 800-1000 méterre esS) élGvizek kozil nagyjabdl ebben az irdny-
ban a 14. sz. csatorna hiz6dik. Abban a rendkiviil csekély valdsziniiségii esetben,
ha a szigetel6f6lia meghibasodik, a kikeriil§ szennyez&anyag (a monitoring rendszer
mintavételi gyakorisaga alapjan a legrosszabb esetet, 90 napig tarté szivargast fel-
tételezve) az 1 km-re levs kis csatorndhoz kb. 800 nap alatt, mintegy 2000-szeres
higulasban jut el, tehat az él6vizre nem jelent veszélyt. A lerakét6l ENy-ra elhe-
lyezkeds Gyali patak, valamint a keletre és EK-re elhelyezkedd gyali mélyfurssa
ivoviztermel§ kutak biztonsdgat pedig gyakorlatilag semmiféle veszély nem fenye-
geti a tervezett lerako részérél.

Koszonetnyilvanitas: A szerz6k koszonetilket fejezik ki az A.S.A. Kérnye-
zetvédelem és Hulladékgazdalkodas Magyarorszag Kft.-nek egyrészt a tanulmanyok
készitésére vonatkoz6 megbizdsért, masrészt azért, mivel a megbizas sordn olyan
igénnyel lépett fel, amely a transzportmodellek alkalmazhatésdganak a vizsgala-
tara, és mellékeredményként e cikk elkészitésére vezetett. Koszonetet mondunk
Martin Attila projekt fejlesztési igazgaténak is a munka elkészitéséhez adott segit-
ségért, hasznos informaciokért és értékes tanédcsaiért.

IRODALOM

[1] Kovacs Balazs, dr. Szabé Imre, Hulladékelhelyezés IV. A szennyezdanyagok terjedése. A mo-
dellezés elmélete és gyakorlata,  Ipar a kornyezetért” alapitvany, 1995.

Igénybe vett szoftverek:
A szamitdsok gépi programjai a Microsoft FoxPro for Windows (2.6 verzid) fejlesztd kornye-
zetben késziiltek. A melléklet abrainak készitése a Golden Software Inc. ,Surfer Version 6.04”"
szoftverjével késziilt.

(Beérkezett: 1998. januar 8.)
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APPLICATION OF A TRANSPORT MODEL TO EXAMINE THE POSSIBLE SOIL
POLLUTION OF A WASTE-MATERIAL DEPOSITORY (A CASE-STUDY)

GERZSON KERI, IMRE ORSOVAI AND TAMAS RAPCSAK

In our days, when establishing new industrial units, before starting the foundation -— besi-
des efforts in the interest of the maximal safety — the elaboration of a plan (damage-plan) for
managing the losses in consequence of break-downs is a fundamental requirement. When building
a waste-material depository, one of the possible damage plans must concern the damage of the
water-proofing and in its consequence, the environmental pollution caused by the waste material
penetrating into the soil. Since for water-proofing highly safe technologies are used, the probabi-
lity of the waste materials’ getting into the soil with the ground water is extremely limited, but
cannot be excluded entirely.

By using the models, known from the literature, that can be applied for tracing the spread of
waste-material in the soil, in case the water-proofing of the waste-material depository should be
damaged in a given time, the distance and the degree of the soil’s pollution in different directions
in consequence of the damage can be assessed. The case-study is about the calculations regarding
a regional waste-material depository to be built in the vicinity of a village named Gyal. The
change of the concentration of waste-materials in space and time is concentrated on, naturally,
with not real but hypothetical data, since the depository will be built in the near future only.
Hopefully, no waste-material will get into the soil either during the operation.
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5. dbra

6. dbra
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9. dbra

10. dbra
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RUGALMAS-KEPLEKENY ANYAGU SIKBELI KERETEK ELSO-, MASOD-
ES HARMADRENDU ELMELETTEL TORTENO SZAMITASA
MATEMATIKAI PROGRAMOZASSAL

NEDLI PETER*

Budapest

Rudszerkezetek mechanikai dllapotanak jellemzésére véges szabadsagfokd modellt
hasznalva a cikk bemutatja egyparaméteres terhelési folyamat vizsgalatit. Kiindul a
geometriailag linedris esetre (elsérendii elmélet) érvényes megfogalmazasbél és megadja,
hogy a geometriai nemlinearitis esetén az 6sszefiiggések hogyan médosulnak. Az els§
esetben a feladat linearis komplementer problémak sorozatira, a masodik esetben pedig
teljesen nemlinearis programozasi feladatok sorozatara vezet. A médszer alkalmazasat
a MINOS programcsomag hasznélataval megoldott mintapélda illusztrélja.

1. Bevezetés

Idealisan rugalmas anyagi, csak a csomépontjain terhelt keretszerkezetek alla-
potat diszkrét szamitdsi modell esetén a kovetkez§ valtozok irjak le: q (csoméponti
terhek), t (kinematikai terhek), v (csoméponti elmozdulasok) és s (bels6 ersk).
Keretszerkezetek esetén e diszkrét modell konnyen kiterjesztheté a képlékeny tu-
lajdonsagok figyelembe vételére is tovabbi valtozok és két egyszeriisit§ feltevés be-
vezetésével [1]. Az els6 feltevés, hogy folyas létrejottét csak bizonyos dn. kritikus
keresztmetszetekben engedjiik meg; a mésodik feltevés, amely a kezelhet&séghez
sziikséges pedig az, hogy ezen keresztmetszetekben a képlékenységi feltételt linea-
rizaljuk. Ebben az esetben a képlékeny tulajdonsdgok két j valtoz6 bevezetésével
leirhat6k, melyek a kovetkez&k: ¢ (plasztikus potencidl), A (képlékeny szorzok).
Csomépontjain terhelt keretek esetén a kritikus keresztmetszetek a rudak végke-
resztmetszetei. A képlékenységi feltétel linearizalasara tokéletesen képlékeny anyag
feltételezésével két egyszerii esetet mutat be az 1. dbra.

Az a) eset a képlékeny csuklénak felel meg, a b) eset pedig a normaleré hatasa
figyelembe vételének egy lehet&ségét tartalmazza. Az dbraknak megfelel§ képlé-

* A szerzd koszonetét fejezi ki az OTKA T069640 kutatas keretében biztositott tamogatasért.
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melyek tomor formédban, az aldbbi alakban irhaték: ¢ = Ngsg — kg <0. A K
index a keresztmetszetre utal. Hasonl6 médon osszedllithat6 egy tokéletesen kép-
lékeny anyagi rud ill. a szerkezet képlékenységi feltétele, mely az alabbi formdban
irhat6: ¢ = Ns — k < 0, ahol az N matrix blokkdiagondal szerkezetii. A plaszti-
kus potencidlhoz kapcsol6dé folyasi torvény szerkezetre vonatkozé alakja pedig a
kovetkezS: I = {i|pi =0}, p=NTA, A1 >0, pTA; =0, ¢; <0. Itt [ a ¢ vek-
tor azon elemeinek az indexeib6l alkotott halmazt jeloli, melyek értéke O (folyasi
helyek) és indexként haszndlva a megfelel6 részmatrixra ill. részvektorra utal, p
az 4ltaldnositott képlékeny alakvaltozdssebességek vektora, a 7 fels6 index pedig
a transzpondlds jele. A jelen vizsgdlat célja, hogy a fenti anyagtorvény esetére
egyparaméteres teherrel terhelt szerkezet allapotvaltozasit meghatarozza.

2. Els6rendi elmélet szerinti vizsgalat

A folyési torvénybdl az kovetkezik, hogy az allapotvaltozok kozotti dsszefiig-
gés a terhelési folyamat ismerete nélkiil nem egyértelmtien meghatédrozott, és csak
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egy adott allapot megvaltozasara, azaz a véltozok sebességeire vonatkozéan irhaté
fel egyértelmi Osszefiiggés. Az alkalmazott anyagtorvény (linedrisan rugalmas —
tokéletesen képlékeny, azaz nem viszkézus anyag) miatt a sebesség sz6 nem a vél-
tozok 1d6 szerinti, hanem a teherparaméter szerinti derivaltjat jelenti. A koztiik
fenn4ll6 osszefiiggés, ha az egyensilyi egyenleteket az eredeti geometria figyelembe-
vételével irjuk fel és az altaldnositott alakvéiltozasokat a kis elmozdulasok elmélete
alapjan szamoljuk, (elsérendi elmélet) az aldbbi:

0 G 0 i ;
(2.1) GT F NF o il =0
0 N; 0 -E;| |71 0
PT

Itt az elsG egyenlet-csoport a sebességekre vonatkozo egyensilyi egyenletek, a ma-
sodik csoport a kompatibilitasi egyenletrendszer, a harmadik pedig a plasztikus
potencial megvéltozasiara vonatkozé egyenletek. G az egyensilyi métrix, F a haj-
lékonyséagi matrix, E; pedig egységmatrix. Matematikailag a rendszer egy linearis
komplementer problémat képez, mely a szimplex médszeren alapul6 algoritmussal
megoldhat6. Mindaddig, amig Gjabb helyen folyds nem jon létre és a terheléssebes-
ség (q,t) konstans, az sszefliggést meghatarozé matrixok valtozatlanok és igy a
megoldas is konstans. Ez a tény lehetGvé teszi, hogy a valtozok sebességeirGl dttér-
jiink egy olyan megfogalmazésra, amely a viltozéknak a kovetkezs folyasi helyhez
tartozé értékeire vonatkozik. Mivel a geometriailag nemlinedris esetben is analég
gondolatmenetet alkalmazunk, ezt a megfogalmazast részletesen ismertetjiik.

Tekintsiink egy ismert dllapotot, mely kielégiti az egyensilyi és a kompatibili-
tasi egyenleteket, valamint a képlékenységi feltételt. Az allapotjellemz&k ezen kiin-
dulasi allapothoz tartozo értékeit a ,0’ indexszel jeloljiikk. Egyparaméteres terhelést
vizsgdlva, keressiik az allapotjellemz&knek a kovetkezd folyési helyhez tartozo ér-
tékeit. Ezek meghatdrozdsara az aldbbi osszefiiggésrendszer irhaté fel, melyben az
1j jelolések koziil az ,a’ index az alapteherre utal, ;m’ pedig a teherparaméter:

v
0 G 0 0 q. s 0
(2.2) a) = F N* 4 4. Kl 1813
0 N 0 -E o @ k
m

b) L Wlei=0k Is: filua<O)h
C) AI., > A01(,7 )‘70 = Ao; , <0, "PT()‘ - ’\o) =05
d) m = max!
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A (2.2) rendszer megoldhaté a szimplex médszeren alapul6 algoritmussal. A meg-
oldésbol kapott Gj dllapotbdl a vizsgdlat folytathaté. Ha két egymads utani feladat
ugyanazt a célfiiggvény (teherparaméter) értéket adja eredményiil ugy, hogy a fo-
lyéasi helyek sem valtoznak, akkor elértiik a tor&teherbirdst.

Statikailag sokszorosan hatarozatlan szerkezetek esetén nagyon sok lépésre van
szitkség a tordteher eléréséig, ha minden folyasi hely kialakuldsat kovetni kivanjuk.
Ha azonban az egyes teherlépcs6kon beliil a folyasi helyeken a tehermentesiilés
lehet&ségét nem vesszitk figyelembe, akkor kevesebb teherlépcsével is végigkovet-
het§ a terhelési folyamat. Az el6z8 Osszefliggések a kovetkez&képp médosulnak.
Az a) és d) vdltozatlan, b) elmarad, c) pedig a kovetkezs lesz: A > X, ¢ <0,
eT(A=2,) =0, m <m,+ Am. Itt Am az el6irt teherparaméter novekmeényt je-
16li.

Végiil, ha a teljes terhelési folyamat sordn eltekintiink a foly4si helyeken a te-
hermentesiilést&l, akkor kiinduldsi allapotnak a terheletlen allapotot tekinthetjiik
(A, = 0) és c) a kovetkez6képp alakul: A >0, ¢ < 0, T A =0. Ez a harmadik,
legegyszeriibb megfogalmazas tartalmazza a legtébb kozelitést, de el6nye, hogy egy
lépésben megadja a toréparamétert és az elmozduldsok kozelits értékeit ebben az
allapotban.

3. Harmadrendii elmélet szerinti vizsgalat

A val6s szerkezeteken végzett vizsgilatok azt mutatjdk, hogy az els6rendd elmé-
let szerinti szamitott torGteherbiras dltaldban nem realizdlhaté a geometriai nem-
linearitds kovetkeztében még akkor sem, ha a rugalmas kritikus teher akir egy
nagysagrenddel magasabb is mint a képlékeny teherbirds. A ,nagy elmozdulas, de
kis alakvaltozas” feltevést elfogadva, ha a geometriai nemlinearitast ridszerkeze-
tek (vonalkontinuumok) esetén pontosan vessziik figyelembe, akkor harmadrendd
elméletrs] beszéliink. A feladat diszkrét jellege ebben az esetben is megtarthaté és
a szerkezet allapotdt az elsérendd elméletnél hasznalt vektorokkal azonos méreti
vektorokkal jellemezhetjiikk. Az els6rendd elmélettel ellentétben viszont egy rid
lokslis koordindtarendszere nem alland6, hanem a mindenkori konfiguracié figg-
vénye. A jelen munkiban a [2]-ben haszndlt megkozelitést alkalmaztuk, melynek
leglényegesebb jellemzgit roviden osszefoglaljuk. A lokalis koordindtarendszer a rid
kisebbik sorszami (kezdd) csomépontjaval mozog egyiitt és kiinduldsi allapotban
mindegyik lokdlis koordinatarendszer a globalis koordinatarendszerrel egydllasi.
Az altaldnositott raderdk és az altaldnositott alakvaltozasok ebben a lokilis koor-
dinatarendszerben vannak értelmezve. Az dltalanositott riderd a rid kezdGkereszt-
metszetének bels§ erdit (normailers, nyiréerd, hajlitényomaték), az altaldnositott
alakviltozds pedig a rid nagyobbik sorszami csomépontja és a rid végkeresztmet-
szete kozti relativ elmozduldst jelenti. E két jellemzé azért van igy definidlva, hogy
a rugalmas rudszakasz alakjanak meghatirozdsat egy nemlinesris elsérendd diffe-
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rencidlegyenlet rendszer és a kezdeti feltételek (in. kezdetiérték feladat) megoldasa
szolgaltassa. Ez a kezdetiérték feladat altalaban csak numerikusan oldhaté meg.

Egy ismert allapotbdl a kovetkezs folyasi helyhez tartozé allapot meghataro-
zasara vonatkozo Osszefiiggésrendszer abban kiilonbozik (2.2)-t6l, hogy a 2.2/a li-
nearis egyenletrendszer helyett egy nemlineéris egyenletrendszer szerepel, és azért,
hogy a hatarpont utdni allapotokat is vizsgélni lehessen, célfiiggvényként az alap-
tehernek az elmozduldsokon végzett munkijat vessziik:

(3.1) a) e(v,s,m)=0 c(v,s,A\,m)=0 f(v,s,\,p)=k

b) I s filoes=0t I, 2 {80 < 0}

) AL ZAe,, A=A, 90, PT(A-A)=0;
d) af'v = max!

Itt e, c, f az egyenletek bal oldalait képez6 nemlinedris vektor-vektor fiiggvénye-
ket jeloli. Az egyensilyi egyenletek és a képlékenységi feltétel képlet formajaban
felirhatok és kiértékelhetGk az ismeretlen véltozék (v, s, A, ¢, m) egy adott ér-
tékére, de a kompatibilitasi egyenlet nem irhaté fel zart képlet alakjaban, és igy
csak az egyes rudakra vonatkoz6 kezdetiérték-feladat numerikus megoldédsaval ér-
tékelhets ki. Maga az 0sszefiiggésrendszer egy nemlinedris programozasi problémat
alkot annak minden bonyolultsagédval, azaz nem zarhatoé ki az, hogy tobb megoldés
létezik, ill. az sem, hogy nincs megoldds. Igy a megoldds egyértelmiiségének el-
dontése tovabbi vizsgdlatot igényel. Ennek részleteire ebben a cikkben nem tériink
ki.

4. Masodrendi elmélet szerinti vizsgalat

A harmadrendd elmélet szerinti vizsgédlat igen szamitasigényes, mivel a kom-
patibilitasi egyenlet kiértékelése minden ridon egy kezdetiérték feladat numerikus
megoldasat igényli és a megoldas sordn sok kiértékelésre van sziikség. Azokban az
esetekben, amikor egy ridon beliil csak kis elmozduldsok jonnek létre j6 kozelitést
ad az t.n. masodrendi elméleten alapulé kozelités is. Ez a feltétel biztosithaté, ha
a rudat megfelel§ szamu részre osztjuk. A jmésodrendii elmélet” kifejezés gytijto-
fogalom, mert természetesen tobb, kiilonbozs kozelités 1étezik. A jelen munkdban
a [3]-ban ismertetett kozelitést alkalmaztuk, mely normalerével is terhelt gerenda
differencialegyenletének megoldédsan alapszik. A megoldasbo6l az un. stabilitasfiigg-
vények bevezetésével elGéllithat6 egy rid masodrendii elmélet szerinti merevségi ill.
hajlékonysagi matrixa. Igy az egyensilyi, kompatibilitasi egyenlet valamint a képlé-
kenységi feltétel matrixegyenlet forméjaban felirhat6, de a benne szereplé matrixok
is fiiggnek az ismeretlenektSl. Ebben az esetben a kovetkezd folyasi hely megkere-
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sésére vonatkoz6 matematikai programozasi feladat a kovetkezo:

v
0 G(v) 0 0 q. s 0

(4.1) a) GT(v) F(s) NT(v) 0 t, AXl=10]|3
0 N(v) 0 -E 0 ® k

m

b) I s bles =0}, T, ¢ {i)ga <0}

C) Al > AOl,,? ATO = Xo- , @< 0, (IOT(A - ’\0) = 0;

I,

d) qfv = max!

5. Numerikus megoldas és mintapélda

Sokszor fordul el6, hogy egy mérnoki probléma olyan matematikai feladatra
vezet, amely megolddsdra még nem all rendelkezésre precizen igazolt matemati-
kai algoritmus. Egy példa erre a véges elemek modszere, ahol a mérnoki szemlélet
alapjan kimunkalt megolddsi médszer megel6zte a matematikai megoldast. Van-
nak azonban a matematikdnak olyan megoldasi médszerei is, melyek a mérnoki
gyakorlatban még csak kis mértékben terjedtek el. Ilyen példaul a matematikai
programozds teriilete, mely elsdsorban gazdasagi problémdak megoldasanak igényé-
b&l fejlédott ki, és amely jelenleg méar ott tart, hogy kereskedelmi forgalomban
kaphatdk tobb ezer ismeretlen és feltétel kezelésére alkalmas programcsomagok.
A jelen vizsgalatban a MINOS (Modular In Core Optimization System) program-
csomagot [4] alkalmaztuk a 2.—4. pontokban megfogalmazott feladatok vizsgalatara,
amely a Wolfe féle redukalt gradiens médszert hasznalja a nemlinedris programozasi
probléma megoldasdra. A programcsomag nemlinedris feladat esetén a felhaszné-
16161 két szubrutin megirdsat kivanja meg. Az egyik a feltételek bal oldalat jelentd
vektor-vektor fiiggvény és annak Jacobi matrixa megaddsat, a masik a célfiigg-
vény és gradiense megadésat kell, hogy tartalmazza. A Jacobi matrix és a gradiens
megadédsa nem okvetleniil sziikkséges. Ha elmarad, akkor a rendszer numerikus de-
rivaldssal szamolja. A jelen esetben kihasznaltuk ezt a lehetdséget.

Ilusztracicként egy, az irodalombdl ismert feladat, megolddsat mutatjuk be [5].
Az adatokat a 2. dbra tartalmazza. A szerkezet 14 csomépontot és 16 rudat tartal-
maz. Az ismeretlen [v,s, A, ¢, m]T vektor mérete: 14-3+16-(3+4+4)+1 = 219.
A feltételek szama: 14 -3 (egyensily) +16 - 3 (kompatibilitds) +16 - 4 (képlékeny-
ségi feltétel) +1 (normalitds) = 155. A 3. dbra mutatja be a harom kiilonbozs
elmélettel kapott erd-elmozdulds diagrammok tsszehasonlitasat, a 4. dbra pedig a
terhelési folyamat befejezddéséhez tartozé elmozdulasi és nyomatéki dbrékat tiin-
teti fel. Elsérendd elméletnél a terhelési folyamat a folyasi hatdrallapot eléréséig
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tart. Madsod- és harmadrendi elmélet esetén viszont a szerkezet i.n. posztkriti-
kus allapota (az erd-elmozdulds diagramm leszallé 4ga) is vizsgalhaté. Az ezen
az agon torténd tovabbhaladasnak korlatot szab a képlékeny csuklék alakvaltozasi
képessége. A jelen feladatban ezt azonban nem vizsgaltuk, hanem a vizsgalatot
egy bizonyos lépésszam utdn abbahagytuk. Ez azt jelenti, hogy a méasod- és har-
madrendi esetben a terhelési folyamat befejezdéséhez tartozé allapotnak nincs
kitiintetett jelentése.
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COMPUTATION OF ELASTIC-PLASTIC PLANE FRAMES BY MATHEMATICAL
PROGRAMMING IN CASE OF FIRST, SECOND AND THIRD ORDER THEORY

PETER NEDLI

Paper describes the analysis of the one parameter loading history of frames using a discrete
model to characterize the mechanical behaviour of the structure. As a starting point, the geomet-
rically linear behaviour is formulated (first order theory) and then the necessary changes in the
formulation are introduced to treate the geometrically nonlinear case. The first case leads to a
series of linear complementarity problems and the second case to a series of fully nonlinear pro-
gramming problems. The application of the method is illustrated by an example solved using the
MINOS mathematical programming package.

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



192 NEDLI PETER

7 WOOD KERETE P3=41.88kN
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11 15 | Py 4x3.2256 m
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J2x2.286 m |.
E =13 548 t/in%? = 21 000 kN/cm?
A RUDAK ATADAL
Rid A I M,
in? cm? int cm? t.in. kNm
1,2 5.30 34.19 55.63 2315 244.0 61.98
3-8 7.35 47.42 122.34 5092 428.0 108.71
9, 13 5.89 38.00 34.71 1445 205.3 52.15
10, 14 7.37 47.55 43.69 1819 259.3 65.86
11, 15 8.28 53.42 86.69 3608 393.5 99.95
12, 16 1032 65.58 115.06 4789 502.3 127.58
2. dbra
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Az elmozdulasok Nyomatékylbra

7 \//
314 02) N /
3 | | |
2 10 | /

13 i
(11 XN
a teherparaméter:  2.24 a teherparaméter:  2.24
HH+H+HHH 5.0m it 100 kNm
Lépték Nyomaték lépték

4a. dbra. 1. rendd
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Az elmozdulasok
Nyomatéki-abra
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Az elmozdulasok
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AZ EXPONENCIALIS BARRIER PROGRAMOZAS, MINT A LINEARIS
PROGRAMOZAS ANALITIKUS KOZELITESE

KLAFSZKY EMIL ES MALYUSZ LEVENTE

Budapest

Dolgozatunkban a standard Linedris Programozasi (LP) feladatparok megoldasaval
foglalkozunk. A dolgozat célja egy specidlis konvex programozasi feladat bemutatasa,
amely alkalmas az LP tetsz§leges pontossagu kozelitésére. Az LP egyensiilyi feltételét
perturbaljuk és a kotangens hiperbolikusz fiiggvényt hasznédljuk egyensilyi feltételként.
Igy olyan a, 8 paraméteres konvex programozasi feladatpart definidlunk, nevezziik Ex-
ponencialis barrier Programozasi feladatnak, azaz EP (a, 8) feladatnak, amelyre igaz,
hogy ha a8 — 0 akkor EP (a, 3) — LP. A f6bb elméleti eredményekre, példaul az erds
dualitasi tételre egyszer(, elemi bizonyitast adunk.

1. Bevezetés

Nem tjkeletii az a prébalkozas, hogy az LP feladatpart konvex programozési
feladat segitségével oldjuk meg. Mar 1968-ban Fiacco-McCormick [5] definialt egy
konvex programozasi feladatot, amelyrél megmutattdk, hogy az alkalmas az LP tet-
sz6leges pontossdgi kozelitésére. A téma kapcesolédik a belsépontos algoritmusok-
hoz (lasd [6], [15]), ezért az6ta sem vesztett aktualitasabol, amint azt tébbek kozott
Roos-Terlaky-Vial 1997-ben megjelent kdnyve [12] is mutatja. Cikkiinkben az &l-
talunk definialt konvex programozéasi feladatparra vonatkozéan elsgsorban néhany
e két konyvben megjelent tételekkel analég tételeket bizonyitunk. Az elsé fejezet-
ben réviden 6sszefoglaljuk az LP feladatparral kapcsolatos alapvetd eredményeket.
A kovetkezd részben definidljuk az EP (a, 3) feladatot. A harmadik fejezetben
megmutatjuk, hogy az EP (o, 8) az LP analitikus kozelitése, mert az EP (¢, 3) op-
timdlis X(q g}, Z(«,3) Mmegolddsara fennall, hogy alpiirilo X(a,5) = X, J},»’ilo Z(a,3) = 27,

ahol x*,z* LP optimélisok. Megmutatjuk tovdbbd, hogy X(4,1),Z(4,1) @ illetve
X(1,8): 2(1,8) B fiiggvényében differencialhat6 gorbe. Végiil egy-egy konvex progra-
mozési feladattal definidljuk az x*, z* LP optimalis megolddsokat.

Tobb alkalmazasban, példaul a mechanikdban, kémidban és a kozgazdasagi fel-
adatokban, az egyensilyi feladatokat egyszeriibb és természetesebb interpretalni.
Elég, ha csak arra, gondolunk, hogy mechanikiban hasznalt dgynevezett potenci-
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alfiiggvények valgjaban fiktiv fliggvények. Az dltalunk vizsgalt matematikai prog-
ramozasi feladat ekvivalens egy egyensulyi feladattal (egyenlGség vagy egyenlét-
lenség rendszerrel) abban az értelemben, hogy ha az egyik megoldhaté, akkor és
csak akkor a masik is, és a programozasi feladat optimdlis megolddsa egybeesik
az egyenstlyi feladat megold4saval.! Ezért el6szor az egyensiilyi feladatokat fogal-
mazzuk meg, majd az egyensilyi feladattal ekvivalens matematikai programozasi
feladatot. A kovetkezGkben roviden felelevenitjiik a linearis programozas feladatat,
alaplemmajat és dualitasi tételét.

Az aldbbi jelsléseket kivanjuk haszndlni: A € R™*™ métrix, x,z € R" ismeret-
len vektorok, z,X € R™ adott vektorok, y € R™ ismeretlen vektor. Az altalanossig
elvének megsértése nélkil tegyiik fel, hogy az A matrix teljes sorrangi. TetszGleges
a € R™ és b € R™ vektorok skaldris szorzatat ab-vel jeloljiik.

1.1. FELADAT. Az LP egyensulyi feladata(LPE).

(1.1) Ax = AX z=2+ ATy
(1.2) x>0 z2>0
(1.3) zx =0

Itt (1.1) a linedris affin feltétel, (1.2) a nemnegativitasi feltétel és (1.3) a komp-
lementaritési feltétel. Az utébbi kettSt egyiitt egyensulyi feltételnek nevezziik.

A LPE-t az alabbi ekvivalens formaban — LP feladatparként — is megfogal-
mazzuk.

1.2. FELADAT. Az LP feladatpir (LP).

Primal Dual
(1.4) Ax = AX z=2+ ATy
(1.5) x>0 z>0
(1.6) min — zx min — zX

Az (1.6) feltétel a primal illetve a dudl célfiggvényt irja le. Vezessilk be a
primal és a dusl megengedett megoldasok halmazara az alabbi jeloléseket:

P = {x € Rg | Ax = AX}
D={zeRyeR™|z=2+ ATy}

Elemi szamoléassal igazolhat6, hogy az (1.4)-et kielégitd x és z vektorok kozott
fennall az alabbi egyenldség.

(1.7) zx + zX = ZX + ZX

L A tovabbiakban egy egyensiilyi feladat és egy programozési feladatpar ekvivalenciajan min-
dig az el6z6 mondatban leirtakat értjiik, ha ezt kiilén nem is hangsilyozzuk.
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A fenti két feladat, az LP és az LPE ekvivalens egymassal olyan értelemben,
hogy az LP akkor és csak akkor oldhat6 meg ha az LPE is megoldhat6 és az LP
optimalis megoldédsainak halmaza egybeesik az LPE megolddsaval. A tovabbiak-
ban osszegezziik az ekvivalencia bizonyitdsra szolgalé lemmat, dualitasi tételt és
kivetkezményeiket ([4], [12] és [17]).

1.1. LEMMA (alaplemma). Minden x € P-re és z € D-re igaz, hogy
(1.8) ZX +2X > 2X

és egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha z;z; = 0, Vj—re, vagyis ha teljesiil a
komplementaritdsi feltétel.

1.2. KOVETKEZMENY (gyenge egyensily). Hax € P és z € D, valamint (1.8)-
ban az egyenldség teljesiil akkor x primdl, z dudl optimalis megolddsa az LP fela-
datpdrnak.

1.3. TETEL (dualitas). Ha P és D nem iires akkor létezik olyan x € P és z €
D, amelyre a komplementaritdsi feltétel teljesiil.

1.4. KOVETKEZMENY (erds egyensily). Ha x € P és z € D optimalis megol-
ddsai a primal és a dudl feladatnak, akkor (1.8)-ban az egyenldség teljesiil.

A tovabbiakban az LPE feladat egyensilyi feltételét perturbaljuk. Igy olyan
konvex programozdsi feladatot kapunk, amelyre vonatkoz6 alaplemma és a duali-
tasi tétel specidlis esetként tartalmazza az LP feladatra vonatkozé ezen tételeket,
amennyiben a LP feladatnak van pozitiv megoldasa, azaz létezik olyan z € D,
x € P, amelyekre z,x > 0 [7]. .

Elgszor az egyenstlyi feladatot fogjuk felirni, majd definidlunk egy speciilis
konvex programozasi feladatot és belatjuk, hogy egy paraméter (« vagy 3) valtoz-
tatdsaval az LP feladatot kozeliti. Az altalunk bevezetett egyensilyi fiiggvény a
cth filggvénybol egyszert transzformaciéval szarmaztathaté. Mivel a primdl cél-
fiiggvény exponencidlis fiiggvény, ezért az igy kapott specidlis konvex programozasi
feladatot exponencialis programozési, azaz EP (¢, 8) feladatnak fogjuk nevezni. Az
EP (a, ) feladat bemutatdsat és targyaldsat az LP feladattal analég médon épitjiik
fel.

2. Az EP (a, 8) feladat

Ebben és a kovetkez6 fejezetekben tegyiik fel, hogy mind a primal, mind a dudl
feladatnak van pozitiv megoldasa. Ekkor feltehetd, hogy X > 0,Z > 0 és kielégitik
(1.4)-et.

A LPE és LP feladatokat az alabbiakban definidlt EPE («, 8) illetve EP (o, 8)
feladatattal fogjuk kozeliteni. Legyen a, 3 € R, tetsz6leges, de rogzitett skalarok,
X, Z € R} tetszGleges, de rogzitett vektorok.
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2.1. Feladat. Az EP (o, 3) egyensilyi feladata ( EPE (a, 8)).

Ax = AX z=2+ ATy

x>0 z>0

Az egyensilyi feltétel: z; = —f(,—— Y7, (inverze: zj; = Blog o+ % Vj).
exp (—ﬁ’-) = 1 z

J

Megjegyezziik, hogy az egyensilyi feltétel alabbi, grafikus dbraja adta az otle-
tet a szerzGknek arra, hogy az EP (a, 3) feladattal analitikusan kozelitsék az LP
feladatot. Vizudlis tipusi olvaséink szaméra megjegyezziik, hogy az dbran 1év6 nyi-
lak az jelzik, hogy az « illetve [ paraméterrel, mely irdnyban tudjuk az EPE («, 3)
feladat egyensilyi fliggvényét, a vastag vonallal jelzett LPE egyensilyi feltételéhez
kozeliteni.

g

z T

0 T
1. abra
Az LPE-hez hasonléan az EPE (o, 3) egyensilyi feladat is megfogalmazhat6
feladatpérként.
2.2. Feladat. Az EP (a, 3) feladatpar.

Primal feladat
Ax = AX
x>0

(2.1) min—»ix—aﬂi:log <l—exp (—TQ%))

=1
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Dual feladat

z=2+ ATy
z>0
n n
(2.2) min —»zi+52zjlogzj —,BZ(a+zj)log(a+zj)
j=1 j=1

Vezessitk be az aldbbi jeloléseket:
P’ = {x € R} | Ax = A%}

D'={zeRl,ye R™|z=2+ ATy}

Azt allitjuk, hogy az EPE (a, 8) feladat ekvivalens az EP (a, ) feladattal. Az
ekvivalenciat és a megoldds létezését a kovetkezSkben egy alaplemmaéval és egy
dualitdsi tétellel mutatjuk meg. Itt jegyezzitk meg, hogy az EP (a, 8) feladattal
rokon, igynevezett entrépia programozisra vonatkozé6 alaplemma és dualitdsi tétel
bizonyitdsa megtalalhato [8]-ban.

Az alaplemma és a dualitasi tétel bizonyitasdban felhasznaljuk az aldbbi egyen-
16tlenséget (legyen a,b € R, ):

(2.3) alog%—a+b20, Va,b> 0,

és egyenldség akkor és csak akkor van, ha a = b. Megjegyezziik, hogy (2.3) bal-
oldala két pozitiv szam (a,b) Kulbach-Leibler (K-L) eltérése néven is ismeretes

3].

2.1. LEMMA (alaplemma). Mindenx € P°, z € D° és, 8 € R, esetén fenndll
az aldbbi egyenlbtlenség:

(2.4) Zx — aj Z log <1 —exp <——;J>) +zX + 1 Z zilog z; —

=1 j=1

-5 Z(a + z;)log (o + z;) + nafBloga > Xz
=1

és egyenlbség akkor és csak akkor 4all fenn, ha

¢4

vj.

Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1999)



204 KLAFSZKY EMIL ES MALYUSZ LEVENTE

Bizonyitds. Legyenek

Z; 1
2.6 = by i= ——
(2:6) MY z; 1 exp (z;)
1 exp (z;)
2.7 = b = —J"
2D 2T Tr z;’ ? exp (z;)

A (2.6) és (2.7) kifejezéseket (2.3)-ba helyettesitve az alabbi egyenl6tlenségeket
kapjuk,

zj ﬁl_ %j 1
2.8 I _log —- - Ly 20 V)
(2.8) 1+ z; gﬁz_j) 1+2;  exp(z;) — !
1

1 112, 1 i) — 1 ;

(2.9) log —F @)1,
Ltz ©opledl 14z 0 exp(z)
exp (x;

Mindkét esetben egyenlség akkor és csak akkor all fenn, ha

1

a; = by illetve ay = by, azazha z; = m.
Xplz;) —

Osszeadva és rendezve a (2.8) és (2.9) egyenlGtlenségeket, a kivetkezéket kap-
juk

25 Z4 1 1 .
1 1 +z;— 1 y—1)>0 Vj.
177 814z T1+s B1vs Y 133 og (exp(z5) =1) 20 V)

Szorozzuk meg az egyenlStlenséget az 1 + z; pozitiv szdmmal és elemi atalaki-
tasok utdn kapjuk az aldbbi Osszefiiggést:

zjlog z; — z;log (1 + z;) — log (1 + z;) + zjz; + x; — log (exp (z;) — 1) >0 Vj.
Felhaszndlva, hogy z; = log (exp (z;)) az utolsé két tagot vonjuk vssze.

() oy

z;jlog z; — zjlog (1 + 2;) —log (1 + 2;) + z;z; + log exp(z;) —1 =
j

Most z; helyére irjunk Z-t, illetve 2; helyére %-t, majd szorozzunk af-val és
egyszer( dtalakitasok utan a kovetkezd egyenlStlenséget kapjuk:

azjlogz; — arjlog(a + z;) — aflog(a + z;) + afloga + zjz,;—

—aflog (1 — exp (%)) >0 Vvj.
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V7 —re torténé szummazas utin, felhasznalva (1.7)-et a kivant egyenlGtlenséget kap-
juk.

Ex—aﬂZlog (1—exp (%)) +zi+ﬁ2zjlogzj_

j=1 Jj=1
—ﬂZ(a+zj)log(a+zj)+naﬁlogazi§. O
j=1

Megjegyezziik, hogy bar a kovetkezs tétel bizonyitdsa dltalanosabb formaban
megtalalhat6 példaul {1}-ben, [2]-ben és [13]-ban, egy rovid és egyszer(ibb bizonyi-
tast kozliink az aldbbiakban.

2.2. KOVETKEZMENY (gyenge egyensily). Ha X(q g) € P° és 2(o,g) € D°, va-
lamint (2.4)-ben az egyenldség teljesiil, akkor X (o g) €S 2(q,3) Optiméalis megoldédsa
az EP (o, 8) feladatpdrnak.

Bizonyitds. Elemi meggondoldsb6l kovetezik. O

2.3. TETEL (dualitds). Létezik egy és csak egy olyan x{, 5 € P° és 2, 5 €
DY, amelyre (2.4)-ben az egyenlGség teljesiil.

Bizonyitds. I. Konnyen igazolhat6k az aldbbi allitasok:

(i) A primé&l célfiiggvény szepardbilis, tagonként szigorian konvex, folytonos
filggvény.

(i)

N —; ,
J_1_1’1(1;1+0 Z;r; — aflog (1 —exp <TJ)> =400, Vj.

(iii) Mivel Z > 0, ezért
. ~ —Zy .
_hrjr&oo Zjz; —aflog |1 —exp 7 = 400, Vj.

T;—

(iv) A primél célfiiggvény nivéhalmazai Vo, B € Ry esetén zartak és korlatosak.

x > O‘Ex—aﬂZlog (1 — exp (_Tx])) <

j=1
<zZX —aﬂ;log (1 — exp (%))
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A fentiekbdl kovetkezik, hogy a

is zart korlatos halmaz. Felhaszndlva Weierstrass tételét, miszerint folytonos fiigg-
vény zart korldtos tartomanyon felveszi minimumét, azt kapjuk, hogy a primaél
célfiiggvény felveszi minimumat valamely xz‘a s € P° pontban. Hasonlé médon

igazolhat6, hogy a dual célfiiggvény is felveszi minimumat valamely Zza, 5 € Do
pontban.

IL.a., Jelslje a az A matrix i—dik sorvektorat és xZ‘a g) 8z EP (e, 8) feladat
optimalis megoldasat. Legyen ’

zr = a >0
7 exp (—LI‘(Z’Q)") -1

Vj-re. Megmutatjuk, xz‘a g 652" az EPE (o, B) egyensilyi feladat megolddsa. Ha
most nemlétezik olyan y amelyre z* —2 = ATy azaz2* -2 ¢ £ (a(l), el
a(m)) akkor létezik olyan X € £+ (a(l), cona® ) ,a(’”)) amelyre X(z* —2) # 0.
Tehat, ha X(z* — 2) = 0 akkor z* € D°. Legyen X 5 = X{, 5) + V¥X(a,g), ahol nyil-
van 39 > 0 amelyre xz‘; a) > 0. Mivel feltevésiink szerint xz‘a 8) primal optimaélis
megoldas, ezért

3

d = * ~
a0 > (Zj (#{apyi + 9F(@s) —

5=1

—(zF, 4, FOT ay
—aflog (1—exp< (#tom +B Z,_103)>)> -

9=0

= X{ap)(E—2") =0,

azaz z* € D°. Tehat, ha a primal célfliggvény az xz‘a 5 € PY helyen veszi fel a

minimumat és
«

* __
zj =

exp (——Lx‘(‘;’ﬂ) ) -1
Vj-re, akkor z* € D°.
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ILb., Legyen z, 5 az EP (o, () feladat dudl optimalis megoldasa és z} =
B log % >0 Vj-re. Megmutatjuk, hogy ekkor x* és zZ‘a ) 32 EPE (¢, 8)
egyensilyi feladat megolddsa. Legyen z** = z’("a st ATy, ahol nyilvan 3y > 0,

hogy z** > 0. Mivel feltevésiink szerint z{a 3) dual optimalis megoldés ezért

d - ~ % * *k *k *k
) (“’J‘ Y1 ~ Ba 5108 200,); = Bl + 2% g);) log (o + z(a,ﬂ)j))

i=1

dyi yi=0

=al% —alx* =0,

Vi-re, azaz x* € P, Tehat, ha a dudl célfiggvény a zz‘a 5 € DO helyen veszi fel a
minimumét és 2} = Blog %:C;[?i Vj-re akkor x* € PY.

Ha x{, 5) € PO és Z(og) € DY az EPE (o, 3) egyensiilyi feladat megoldésai,
akkor (2.4)-ben az egyenldség teljesill és a 2.2. Kovetkezmény szerint X{a,) €S

*

Z(o5 22 EP (a, B) feladat optimalis megoldédsai. Ha a primal célfiiggvény az x3
helyen is felveszi minimumat, akkor (2.4)-ben nyilvan X{a,p) Dhelyére x3-Gt irva
is teljesiil az egyenl@ség. Ekkor azonban a 2.1. Lemma szerint fenndll, hogy
r3; = Blog %, Vj-re, tehdt XFa,g) = x3, ezért az EP (o, 8) feladat primal op-
timalis megolddsa x7, 5, egyértelmil. Hasonloképpen beldthat, hogy az EP (a, 8)

feladat dual optimadlis megolddsa is egyértelmii. Ezzel a bizonyitdst befejeztiik. O

2.4. KOVETKEZMENY (erGs egyensily). Ha X(q gy € P°, és z(o ) € D° opti-
m4lis megolddsai az EP (a, 8) feladatnak, akkor (2.4) egyenldséggel teljesiil.

Bizonyitds. Elemi meggondoldsokbdél adédik. ]

3. Az LP feladat kézelitése az EP (a, 8) feladattal

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy az EP (a, 8) feladat a LP feladat analiti-
kus approximacidjanak tekinthetd, mert ha o — 0 akkor EP (o, 3) —LP.

3.1. LEMMA. Legyenek o, € R, tetszéleges, de rogzitett skaldrok, valamint
zj = ——%~—Vj, ahol x,z € R". Ekkor 0 < z;z; < af3, Vj-re.
o ()1
Bizonyitds. Konnyen igazolhaték az alabbi dllitasok, amelyekbdl nyilvanvaléan
kovetkezik a lemma allitasa:
(i)
ax;

= af;

111190 exp (%’-) —1
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. Qax; .
z}l—r*n°° exp (%—) -1 0

oL
———f_]— monoton csskkend (0, co)-en;
exp (—ﬁl) -1
(iv)
ax;
xjzj = ——————. a
S Cyr

3.2. LEMMA. Legyenek X(,5) €5 2(a,p) Optimalis megoldasai EP (a, §)-nak,
a<al B0, ésK::-Zi'-%"ﬁg%>0. Ekkor
min;{z;,z;

T(a,8)jr Hop); S K Vj-re

Bizonyitds. A 3.1. Lemmabél és (1.7)-bél kovetkezik, hogy

X(a,0)2 + R2(a,5) < X2 + naf < %2 + na-

Mivel x(4,)Z > 0, X2z(q,8) > 0, X,Z > 0, kovetkezik az allitas. g

3.3. KOVETKEZMENY. Legyenek X(op) €S Z(qp) optimdlis megolddsai
EP (o, 8)-nak, o°,3° adott skaldr értékek és o < o®, 3 < 8°. Ha af8 — 0 akkor
az X(qa,8) €S Z(q,3) Optimdlis megolddsok sorozatdbdl kivédlaszthats egy konvergens
részsorozat gy, hogy minden (o g);, %(«,8); tagnak a (K,0] halmazon van torls-
ddsi pontja.

Bizonyttds. Nyilvanval6 (lasd [18]). ]

3.4. LEMMA. Legyenek X(,8) €S %(o,) Optimélis megolddsai EP (a, 3)-nak.
Tegytik fel, hogy a3 — 0. Jelolje x* és 2* az X(q,8) €S Z(,) OPtimdlis megolddsok
sorozatdbol kivdlaszthato egyik konvergens részsorozat torléddsi pontjat. Ekkor
igazak az alabbi 4llitasok.

(i) I;iamo X(a,ﬁ)Z(a’ﬁ) =x*z* = 0,

(ii) x* és z* optimailis megolddsai az LP prim4l és dudl feladatnak.

Bizonyitds. (i) a 3.1. Lemma és a 3.2. Lemma kovetkezménye. Mivel x(, gy €
PP és 2, ) € DO ¥(a, B) > O-ra ezért a torl6dasi pontban x* € P és z* € D. Az
1.2. Kovetkezmény szerint ebbél kovetkezik (ii). O

3.5. KOVETKEZMENY. Legyenek X(qp) €5 Z(ap) optimdlis megold4sai
EP (a, 8)-nak. Ekkor az aldbbi egyenléStlenségek fennallnak.

akK

e L T(a,0)j%(a,8); S OB, Vi
exp(%)—l («.8)7%(,B)j J
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Bizonyitds. A jobboldali egyenlStlenség a 3.1. Lemma allitdsa. A baloldali
egyenlGtlenség a 3.1. Lemmal(iii) allitasabol és a 3.2. Lemmabdl kovetkezik. O

A tovabbiakban tegyik fel, hogy az A métrix sorai fiiggetlenek és tekintsiik az
EP (a, B) feladatbol szarmaztatott EP (@, 1) és az EP (1, 3) speciélis feladatokat.
A kovetkezSkben az LP célfiiggvényekkel kapcsolatos dllitasokat tesziink.

3.6. LEMMA. Jelolje B € R™*(™~™) az A matrix null tér matrixat. Ha x € P,
z,y € D akkor igazak az aldbbi dllitasok.

(i) Az LP primal célfiiggvény, 2x, akkor és csak akkor konstans P%-n, ha létezik
olyan y amelyre,

(3.1) z=ATy.

(i) Az LP dual célfiiggvény, Xz, akkor és csak akkor konstans D°-n, ha létezik
olyan t € R™ amelyre

X =tB.
Bizonyitds. (i) Elsszor belatjuk, hogy ha (3.1) fennall, akkor Zx konstans P%-n.
Induljunk ki az aldbbi egyenletrendszerbdl.
Ax = AX

Szorozzuk meg mindkét oldalt y-nal, és hasznaljuk fel (3.1)-t:

A~

Zx = ZX.

Most belatjuk, hogy ha Zx konstans P%-n akkor (3.1) fennall. Ha ugyanis Zx kons-
tans P%-n akkor fennall, hogy

zZx = zX

Atrendezve és felhasznalva (1.4)-et kapjuk, hogy:
Z(x-X)=0 és Alx —X) =0,

amibél kovetkezik az allitds. Hasonloképpen bizonyithaté (ii), ezért a bizonyitdst
az olvaséra bizzuk. O

3.7. TETEL. (i) Tekintsiik az EP (o, 1) feladatot. Legyen o** < o* és az o*-
hoz tartozo optimdlis megoldds x* valamint az o**-hoz tartozoé optimdlis megoldds
x**. Ekkor zx** < Zx* és egyenlGség akkor és csak akkor van, ha Zx konstans az
egész megengedett tartomdnyon.

(i1) Tekintsiik az EP (1, 8) feladatot. Legyen 3** < [3* és a 3*-hoz tartozé op-
timélis megoldds z* valamint a (3**-hoz tartozé optimalis megolddsok z**. Ekkor
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z**X < z*X és egyenlGség akkor és csak akkor van, ha zX konstans az egész megen-
gedett tartomdnyon.

Bizonyitds. (i) Az adott x*, x** vektorok optimalitasat felirva az alabbi egyen-
I6tlenségek adédnak.

(3.2) Zx* — ot Zlog (1 —exp(-z})) <2x™ — o z log (1 — exp (—z}*))

j=1 Jj=1

(3.3) zZx"™ —a** Zlog (1 —exp(—z}")) < 2x* —a** Z log (1 — exp (—z}))
j=1 =1

Mindkét esetben egyenlGség akkor és csak akkor, ha x** = x*. (3.2)-t szo-

*x

rozva %—-gal és hozzdadva (3.3)-t, kapjuk: x**’z\(l -2 ) < x*i(l - f;:), ahol

a* ar
1 — 2+ >0, tehdt zx** < zx”.
Hasonl6é médon bizonyithaté (ii) is, ezért ezt az olvaséra bizzuk. O

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy nem létezik (3.1)-et kielégits y vektor. A ko-
vetkezd tétel ravilagit arra, hogyan lehet az LP-t az EP («, ) feladat segitségével
tetszGleges pontossdggal kozeliteni.

3.8. TETEL. Tekintsiik az EP («, 1) feladatot. Tegyiik fel, hogy az A mat-
rix sorai fiiggetlenek. Jelolje X(4,1),Y(a,1)s Z(a,1) @2 adott a-hoz tartozé optimdlis
megoldast és legyen o® > a > 0. Ekkor X(a,1)1Y(a,1)s Z(a,1) @ Szerint folytonosan
derivdlhaté gorbe.

Bizonyitds. A bizonyitas [5] otlete alapjan a kovetkezd.
Tekintsiik az EP (a, 1) feladattal ekvivalens alabbi EPE (a, 1) feladatot.

exp (x(aﬁ)j) -1

A 2.3. Tétel szerint, ennek minden a-ra egy és csak egy megolddsa van. Jeloljik
ezt (x(a,l),y(a,l))—gyel. Az implicitfiiggvény-tétele (lasd [18]) értelmében « kis
kérnyezetében (x(a,m,y(a,l)) « folytonosan derivithaté fiiggvénye, ha az aldbbi

matrix teljes rangi az (X(a,1),}’(a,1)) pontban.

dia at:xp(:ﬂ:(‘:l)]-}—l AT
i —n
g 0T (. 1);

A 0
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Feltevéseinkbdl kovetkezik, hogy a fenti matrix invertdlhatd, tehat X(q,1), ¥(a,1)
a szerint folytonosan derivalhaté gorbe az a € (0,a°] tartomdnyon. Mivel Y(a,1)
folytonosan derivalhat6, kovetkezik, hogy z(4,1) szintén folytonosan derivdlhaté
gorbe az a € (0,a0] tartomédnyon. 0O

A kovetkez6kben definidlunk egy tigynevezett exponencialis centrumot. Meg-
mutatjuk, hogy az exponencialis centrum karakterizalja az EP (o, 1) feladat opti-
malis megoldasat. Célunk az, hogy az exponencialis centrum segitségével definidl-
juk az X(4,1), @ — 0-hoz (a® > a > 0) hatarértékét, (x* = ii_r% x(a,ls-et. Jeloljon
x* egy LP optimadlis megoldast, tovabba legyen p = zx*. Az 4ltalanossag elvének
megsértése nélkiil feltehetd, hogy p pozitiv.

3.9. Definicio. Jelolje x(q,1) az EP (o, §) optimélis megolddsat és legyen € olyan
pozitiv szam, amelyre teljesiil, hogy x(4,1)2 = p(1 + €). Ekkor az alabbi (3.5) fel-
adat optimalis megolddsat (jeloljiikk x(;)-nal), az EP (a, 1) — primal célfiiggvénye
szerinti — exponenciilis centrumanak nevezziik.

{3.5) Ax = AX
xZ = u(l +¢)

x>0

min — zx — Z log (1 — exp (—z;))
i=1

Megjegyezziik, hogy az exponencidlis centrum analég fogalom az dgynevezett
analitikus centrum (lasd [14]) fogalommal. A kvetkezd tételben — amelynek ana-
lég megfelelgje megtalalhat6 [14]-ben — megmutatjuk a kapesolatot az EP (a, 1)
feladat és az exponeunciélis centrum kozott.

3.10. TETEL. Az EP (o, 1) feladat optim4lis megolddsa legyen X(q,1)-
Ha x(q,1)Z = p(1 + €) akkor X(¢) = X(qa,1)-

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy (3.5) és az EPE (a, 1) ekvivalensek. Legyenek
ey € R, Yan) Ye) € R™ valamint Py := {x € R} | Ax = A%, xZ = p(1 +¢)}.
Tekintsiik az EP («,1) feladatot. Feltevésiink szerint ennek optimélis x4 ;) meg-
oldasara fennall, hogy X(a,1)Z = (1 +¢). Az EPE(a,1) feladat ekkor az alabbi
forméat olti:

(3.6) Ax(a,l) = AX Z(a,1) = Z+ ATy(a,l)

X(a,1) > 0 Z(a,1) > 0
04

exp (;1'(0’1)1) -1

(37) Ao )j = VJ
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Valamint x(4,1)Z = p(1 +¢).
(3.7)-et behelyettesitve (3.6) jobboldali egyenletrendszerébe, kapjuk az alabbi
egyenletrendszert.

— m

1 z Y(a,1)i .
(3.8) =24 Sy Vj.
exp (z(a,l)j) -1 « ; «Q !

Most tekintstik a (3.5)-tel ekvivalens egyensilyi feladatot. (Az ekvivalencia
az A matrix specidlis megvélasztdsdaval a 2.3. Tételbsl kovetkezik. Ezt az olvasé
kénnyen ellendrizheti.)

Ax(s) = AX Z(e) = i(l + 77(5)) -+ ATy(e)
(39) X(E)E = ;l,(l + E)
X >0 Z() >0

1

e V.
exp (w(f)]-) -1 J

e)i =

(z(s)j = m -V )-t behelyettesitve (3.9) jobboldali egyenletrendsze-
rébe, kapjuk az alabbi egyenletrendszert.

1

3.10 —_—
( ) exp (:L‘(E)j) -1

= Ej (1 + 77(5)) + Z Y(e)iGij V3.
i=1

Tegyiik fel, hogy X(c) # X(a,1)- Mivel X(¢), X(a,1) € Pc) €zért a np) 1= 2 — 1

T a

6s y(e) 1= L2U vilasztassal X(e) = X(a,1) is megoldasa (3.9)-nek, ami ellentmond a
2.3. Tételnek. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

3.11. KOVETKEZMENY. Legyen o® > a > 0 és jelslje az EP (a, 1) feladat op-
1(a.1)2—ﬂ'

timdlis megold4sat X, 1) tovabbd legyen € = m
(i) Ekkor minden €° > € > 0-ra létezik optimalis megolddsa a 3.9. Definiciéban

megadott centrum feladatnak, ahol €® = ﬂ"();’i

(ii) Ha a3 — 0, akkor ¢ — 0.

Bizonyitds. (i) X(a,1yZ P%n folytonos fiiggvény az a® > a > 0 tartomanyban.
Ebbél kovetkezik az allits. (ii) Nyilvanvalo. O

A tovabbiakban e legyen olyan pozitiv szam, amelyre teljesiil, hogy e =
Tla YZ2—H .

i
A kovetkez6 tételben felhasznaljuk az alabbi un. Kronecker tételt (lasd [10],
[11], [16]).
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KRONECKER-TETEL. Az aldbbi két rendszer koziil az egyik és csak az egyik
megoldhatd.
1. Létezik olyan x vektor, amelyre

Ax =b.

I1. Létezik olyan y vektor, amelyre
ATy =0,
yb # 0.

Vezessitk be az alabbi jeloléseket N = {j|z; =0}, B = {j|z; > 0} és tegyiik
fel, hogy az Ax = AX, xZ = pu, x > 0 egyenletrendszer legb&vebb pozitiv megolddsa
az aldbbi médon 4ll el:

z; =0, Vj e N,
z; >0, V3 € B.

A kovetkezd 3.12. Lemmaban és 3.13. Tételben definialjuk lirr%) X(a,1) = X*-0t.

3.12. LEMMA. Tekintsiik az EP (a, 1) feladatot. Jelolje X(q,1), %(a,1) @z adott
a-hoz tartozé optimdlis megolddst és legyen X,z az LP feladat egyik legb6vebb pozi-
tiv megolddspérja valamint 6 := min {Z;|j € B ész;|j € N}. Ekkor lim X(a,1) > 0

Vj € B és lim z(a,1) > 0 V) € N.

Bizonyitds. Az 1.1. Lemma és a 3.5. K6vetkezmény felhasznaldsdval kapjuk a
kovetkezs becslést.

n
Z Tjz(a,1); t Z ZjT(a,1)j = Z T(a,1)j%(a,1); S DA
JjEB JEN j=1

Innen az alabbi 6sszefiiggéseket kapjuk.
Ha j € B akkor 62(4,1); < na, Z(a,1); < .
-1 n n+é -
a1 S F San); 2log it >0Vj€B.
Ha j € N akkor 8x(4,1); < na, T(a1); < %
no

. 1 _ .
Felhaszndlva, hogy il_l% % p(E=)=T = 1, kapjuk, hogy

no 1

?exp (%) -1 =

Z(a,1)5 2 >0 VjeEN. O

S|
3|

3.13. TETeL. Tekintsik az EP (a, 1) feladatot. Jelolje x(q,1) az adott a-hoz
tartozé optimdlis megolddst és legyen lim0 X(a,1) = X*, valamint p = z*7. Ekkor x*
ox—

a kovetkez§ feladat optimdlis megoldésa.

Ax = AX
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XZ =
x>0

min — Z z;Z; —log (1 — exp(—z;))
JEB

Bizonyitds. Legyen £ = ﬂ%‘- Ekkor a 3.10. Tétel szerint az x(4 1) karakte-

rizdlhaté az exponencidlis centrummal azaz (3.5)-tel vagy (3.9)-cel is. Jeloljiik (3.9)

. megoldasat x(.y—nal. Mivel x(41) = X() ezért nyilvan 01(1210 X(a,1) = sh—r»% X(e) = X"

Tudjuk tovabbg, hogy minden olyan e-ra, amelyre ¥ > & > 0 létezik egy és csak egy

X(e) Z(¢) lletve 1) y(c), megoldds. Tehat Ix(.y € P,y amelyre (3.11) megoldhaté
minden € > ¢ > 0 esetén.

1

3.11 _—
( ) exp (Z(E)j) —1

=7z (1 + 77(5)) + ajTy(E) v7.
A 3.12. Lemma alapjdn tegyiik fel, hogy =} = liII(l) Te); =0 VjEN és 2] =
£
lirr(l) T(e); > 0, Vj € B. Igy (3.11)-t az aldbbi két részre bonthatjuk.
£

1

Z(1+m0)+alye Vi€B,

(3.13) ;=0 Vi € N.

Mivel x* € P elég azt belatnunk, hogy (3.12) megoldhaté a 7(0), Y(0), ismeretle-
nekre. Tekintsiik (3.12)-t a Kronecker tétel L. rendszerének és tegyiik fel, hogy
nem oldhaté meg. Irjuk fel Kronecker altenativdjit, amely most feltevésiink szerint
megoldhaté tehat 1étezik olyan r € R™ vektor, amelyre

eraij:O Vi (i=1...m),

vjEB
Z ’l"j:??j = O,

vjeB
(3.14) > p— 1 £0
’ Texp (z}) — 1 '

vjEB

1

Mivel Vj € B-re pozitiv véges érték és a folytonos fiiggvé-

1
exP(z;)—l ’ exp (I(e)j 1
nye e-nak ezért létezik olyan kis d € R™ vektor hogy (3.14) megoldhaté minden
olyan x € R™ vektorra, amelyre x* —d < x < x* + d. De ez azt jelenti, hogy Kro-

necker alternativija (3.12) nem oldhat6 meg ilyen x vektorra tehat x* nem lehet
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torlédasi pont, ami ellentmond feltevésiinknek. Tehat ha x* torlédasi pont, akkor
sziikségképpen (3.12) megoldhaté a 7, y(0), ismeretlenekre. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik. O

3.14. TETEL. Tekintsitk az EP («, 1) feladat exponencislis centrum feladatat
azaz (3.5)-6t. Tegyiik fel, hogy az LP primél célfiiggvénye nem konstans P°-n.
Jelolje x(¢y az adott e-hoz tartozd optimélis megoldést és legyen e’ > e > 0. Ekkor
X(¢), € szerint folytonosan derivdlhato gorbe.

Bizonyitds. A bizonyitis anal6g a 3.8. Tétel bizonyitasaval, ezért ettsl eltekin-
tiink. O

Az EP (1, 3) feladatra vonatkozéan, a 3.8.-3.14. tételekhez, lemmakhoz, kovet-
kezményhez és definicihoz hasonlé allitdsokat lehet tenni. Ezt az olvaséra bizzuk.
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MUEGYETEM RKP. 3.

THE EXPONENCIAL BARRIER PROGRAMMMING, AS AN ANALITICAL
APPROXIMATION OF THE LINEAR PROGRAMMING

EMIL KLAFSZKY AND LEVENTE MALYUSZ

We presented a special convex programming problem as an analitical approximation of the
standard linear programming problem with arbitrary accuracy. The compatibility condition of
linear programming problem is perturbed and the cotangent hyperbolic function is used as an
equilibrium function. It leads to a convex programming problem with parameters «, 8, called

Exponential Barrier Programming problem ( EP (alpha, ﬁ)) . The following statement is proved: if
afB — 0 then EP (a, 8) — LP, moreover a simple proof is given on the duality theory of EP (o, 3).
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar gyelvii dolgozatokat kozél. A kéziratok gé-
pelését olyan formdaban kérjilk, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként atlag 50 betiihelyes sort
tartalmazzon. A kozlésre szint dolgozatokat harom példanyban kell bekiildeni. Elényben része-
siilnek a TEX-ben elkészitett dolgozatok. Ezeket két kinyomtatott példany kiséretében diszketten
kérjiik beadni.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezd kovetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek
tartalmaznia kell a dolgozat cimét, a szerzd teljes nevét, valamint annak a vdrosnak a nevét, ahol
a szerzd dolgozik. A fejléc utan egy, képletet nem tartalmazdé, legfeljebb 200 szébél 4allé kivona-
tot kell minden esetben megadni. A dolgozatot cimmel ellitott szakaszokra kell bontani, és az
egyes szakaszokat arab sorszamozassal kell ellatni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsd sza-
kaszt kell alkotnia. Az irodalomjegyzék utan, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzé
teljes nevét és a munkahelye (illetve lakdsa) pontos cimét. A dolgozatban eléfordulé képleteket
szakaszonként tjrakezdddden, a képlet el6tt két zardjel kozé irt kettés szamozassal kell azonosi-
tani. Természetesen nem sziikséges minden képletet szimozdssal elldtni. Az esetleges definiciékat
és tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyancsak szakaszonként djrakezddds, kettds szamo-
zassal kell ellatni. Kérjik a szerz&ket, hogy ezeket, valamint a tételek bizonyitdsit a szdévegben
kell§ médon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német francia vagy orosz
nyelvi, kilon oldalra gépelt osszefoglalét. Amennyiben lehetséges, kérjilkk a nyomtatds szaméara
kiilondsen nehézkes matematikai jeldlések hasznélatianak az elkeriilését.

A dolgozatok abrait és az esetleges labjegyzeteket a dolgozat végén, kiilonallé lapokon kérjik
bekiildeni. Mind az dbrakat, mind a labjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontasatél fiigget-
len, folytatélagos arab sorszdmozassal kel elldtni. Az &brik elhelyezését a dolgozat megfeleld
helyén, széljegyzetként feltiintetett, Abraazonosité sorszamokkal kell megadni. A libjegyzetekre a
dolgozaton beliil az azonosité sorszam fels§ indexkénti hasznalataval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozasok formaja a kévetkezé. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgo-
zat végén talalhaté irodalomjegyzékben, a szerz&k, illetve a tarsszerz&k esetén az els§ szerz§ neve
szerint alfabetikus sorrendben dgy, hogy a cirill bet{is szerzék nevét a Mathematical Reviews at-
irasi szabalyai szerint latin betiisre kell 4tirni. A folyéiratban megjelent cikkekre [1], a kényvekre
(5], a kétetben megjelent dolgozatokra [4], a disszertacickra (3] és a gépi program leirasokra [2] a
kovetkez8 minta szerint kell hivatkozni:

[1] Farkas, J., Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 124 (1902) 1-27.

{2] Kéri, G., ,DUALSIMP”, rutin a CDC 3300-as gépekre (Magyar Tudomanyos Akadémia
Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutaté Intézete, CDC 3300 felhasznaléi ismertetSk 2.
1973. ma&jus) 19-20.

(3] Prékopa, A. ,Sztochasztikus rendszerek optimalizalasi problémadir6l”, doktori értekezés.
Magyar Tudoméanyos Akadémia, Budapest, 1970.

[4] Prabhu, N. U. ,Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: Inven-
tory Control and Water Storage Ed. A. Prékopa (Janos Bolyai Mathematical Society and
North-Holland Publishing Company, Amsterdam-London, (1973) 221-228.

[5] Zoutendijk, G. Methods of Feasible Directions (Elsevier Publishing Company, Amsterdam
and New York, 1960).

A dolgozatok szévegében az irodalmi hivatkozas szamait szogletes zaréjelben kell megadni,
mint példaul [5] vagy [4, 76-78]. A szerzék a dolgozatukrél 50 darab ingyenes kiilsnlenyomatot
kapnak. A dolgozatok utan szerzéi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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