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Szokatlan, hogy egy tobb, mint 20 éves multtal rendelkezé folyédirat 1j beko-
szontGvel jelentkezik.

A Szerkeszt6 Bizottsadg azért érezte sziikségét ennek, hogy a tobb éves kritikus
szakasz, kiaddsi és szerkesztési problémak rendezédése utan igy forduljon figyelem-
felhivassal mind az olvasékhoz, mind a lehetséges szerzékhor.

Azzal, hogy sikeriilt a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat keretében meg-
taldlni a megfeleld kiadét, lehetévé valt a Lapok kiaddsanak, szerkesztésének kon-
szoliddldsa. A hagyomanyos profilt megérizve szeretnénk egy aktiv, a hazai és a
magyar nyelvii matematikai élet szamara dinamikat, inspiraciét adé publikaldsi
férumot biztositani.

Ennek a kiadas oldalardl nincsenek akadalyai, az MTA tamogatdsaval a kiadds
fedezete biztositva van. A technika, a TEX-ben t6rténd szedés alapjdn, lehet6vé
tesz egy rugalmasabb szerkesztést, ahol cikkenként egymdstdl fiiggetleniil torténhet
a szedés, és egy fiizet lezarhatd és megjelentetheté azonnal, ahogy elegendé szdmil
korrektiran is tuljutott cikk rendelkezésre all. Ett6l azt varjuk, hogy rendkiviil
megrovidill a kézirat leaddsatol a megjelenésig tarto ido.

A most megjelend6 specialis kotet is ezt késziti el6, \igy, hogy megtartja a folyam-
atos kétetszdmozast, de egyszerre négy évet ugrik at. Ezzel megsziintetjiik a szigord
évenkénti egy kotet rendszert, ami négy év idéeltolédast halmozott fel, és mar olyan
jelenségeket okozott, hogy a ,,jovoben” leadott kéziratokat jelentettiink meg.

A tovabbiakban sem lehet garantdlni az évenkénti egyenletes idében és ter-
jedelemben valé megjelenést. Ezt a kéziratok beérkezésének iitemezhetetlensége
okozza mindaddig, amig nem &ll b6séges kézirat rendelkezésiinkre.

A terjesztésben eddig is gondot okozott, hogy ilyen kiszdmithatatlan megjelenés
mellett az éves eléfizetési forma nem megfelel. Szeretnénk eddigi eléfizetdinket,
mint megrendeléket megtartani, s varjuk ijabb megrendelinket. A megrendelése-
ket lemondasukig érvényben lévének tekintjiik, s a megjelend fiizeteket utdnvéttel
kiildjiik folyamatosan. (fjj megrendelSinknek, vagy jelenlegi megrendel6inknek ké-
résiikre a 13-17. kétetekbdl egy teljes sorozatot ajdndékba megkiildiink.)

A felgyorsulé atfutasi id6 a hagyomanyos dolgozatok mellett lehetévé teszi mas
publikdlasi formak bevezetését, kiilondsen a Ph.D. hallgaték munkdinak, az MTA
doktori cim elnyerését kovetden a tézisek, esetleg értekezések kozlését, recenziodk,
kozéleti hirek megjelentetését.

Ahhoz, hogy a fent vazolt elképzelések megvaldsuljanak, sziikség van arra, hogy
ujra kedvet kapjanak szerzOink egy gyors atfutdsi, magyar nyelvii publikdldsra.
Szeretnénk a ,,nyelvében él a nemzet” elvét a matematika szamara is megvaldsitani.

Varjuk megrendel6ink, olvasdink, szerzdink észrevételeit, javaslatait a Lapok
kiadasaval és szerkesztésével kapcsolatan, és kérjiik, hogy aktivitdsukkal jaruljanak
hozza az Alkalmazott Matematikai Lapok meguijulasdhoz.

Budapest, 1998. augusztus

Dr. Benczir Andras
f6szerkeszto
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A KETTOSEN SZTOCHASZTIKUS MATRIXOKRA VONATKOZO
VAN DER WAERDEN SEJTES ELEMI BIZONYITASA

GYIRES BELA

Debrecen

1. Bevezetés

(a) Jeldlje R,, an n-dimenzids val6s vektorteret, elemei legyenek oszlopvektorok. e € R,
jelolje azt a vektort, amelynek minden komponense az egység.

Jeldlje M az n x n tipusi valés matrixok halmazit. Legyen A* € M az A € M
transzponaltja. E € M jeldlje az egységmadtrixot.

Az A = (aj; € M matrix permanensén, jelolése PerA, értjiik a

PerA = Z Aty - - Qni,

(i15000s8n)

kifejezést, ahol az (i1, ...,7,) szummaicié a teljes szimmetria csoportra terjesztendd ki.
Jelolje I' azoknak a (Bi,...,08,) vektoroknak a halmazit, amelyeknek komponensei
olyan nem negativ egész szamok, amelyek eleget tesznek a

0<B<n (k=1,...,n), Bi+-+Pn=n

feltételeknek.

Jelolje Cg, .. g, (A) azt a matrixot, amely az A € M matrix oszlopaibdl tevédik Gssze a
kévetkez6képpen. Az A matrix k-adik oszlopa fBg-szor szerepel a Cpg, .. g, (A) matrixban és
(B1,--.,08n) € T. Ha By = 0, akkor az A matrix k-adik oszlopa nem szerepel a Cp, .. g, (A)
matrixban.

Legyen A = UAV* az A € M matrix polar eléillitdsa, ahol U € M, V € M,
UU* = VV* = E és A € M diagonilis mitrix, amelynek diagonilis elemei nem negativ
szamok. Legyenek ezek A\; > --- > A, > 0 cs6kkend sorrendben elrendezve. Alkalmazva a
Cauchy-Binet-féle kifejtési tételt ([10], Theorem 1.3), azt kapjuk, hogy

LD Y
(1.1) PerA = Z WPerCﬁl...ﬁ"(U)Pengl_..ﬁ,.(V).
(Br,sBa)el 70T

(b) Legyen K € M azoknak a matrixoknak a halmaza, amelyekben valamennyi sor- és
oszlopOsszeg egyenlé az egységgel.

Sziileim és n6vérem emlékezetére .
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4 GYIRES BELA

Magatdl értetédéen A € K akkor és csak akkor, ha Ae = A*e = e, azaz ha az egység
olyan sajarértéke az A matrixnak, amelynek jobb- és baloldali sajatvektora e, illetve e*.

Ennek a kritériumnak a segitségével kénnyen igazolhatjuk, hogy amennyiben A € K,
B € K, akkor AB € K, tovabb4, hogy A~! € K, amennyiben A~! 1étezik. Az is kdvetkezik,

hogy az A = UAV™* elGallitdsban szereplé A; > --- > A, > 0 szinguldris értékek k6zott van
olyan, amely az egységgel egyenld, és ha Ay ez, akkor az U és V matrixok k-adik oszlopa
az ﬁe vektorral egyenls. Ebbol az eredményiinkbdl adédik a kdvetkez6. Amennyiben az

A € K matrix polar el6allitisa A = UAV*, akkor
(AA2 e K, (A*A)V?2 ek, UAYAV*eK, VAY?U*eKk.

Ha ugyanis figyelembe vessziik, hogy U és V ortogondlis matrixok, arra jutunk, hogy
U*e = V*e = \/neg, ahol ¢, € R, k-adik komponense az egység, a tobbi zérussal egyenkd.
Ennek kovetkeztében

AV2U%e = A2V *e = \/ney,

és igy végezetiil
UAY2U*e = VAY2V*e = UN2V*e = VAV U e =e.

Hasonléan mutathato ki, hogy az oszlopdsszegek is az egységgel egyenldk.

Jelolje H € K azoknak a matrixoknak a halmazat, amelyeknek elemei nem negativ
szamok, azaz a kettdsen sztochasztikus matrixok halmazat. Jeldlje Sp € H azt a matrixot,
amelynek minden eleme % Nyilvinvalé, hogy E € H és az is, hogy AB € H, A* € H, ha
AeH,BeH.

(c) Van der Waerdentdl szarmazik a kettdsen sztochasztikus matrixokra vonatkozé
kovetkezd sejtés ([12]).

Ha A € H, akkor

n!
PerA 2 -
n

ahol egyenldség akkor és csak akkor lehet, ha A = S,.

A sejtésnek jéforman egyid6ben jelent meg két bizonyitisa. Mégpedig 1980-ban az
[1], 1981-ben a [2] dolgozatban. Mindkét dolgozatban a bizonyitds alapgondolata azonos.
Mivel vita van abban a vonatkozdsban, hogy valéjdban kitél ered az alapgondolat, a
bebizonyitott van der Waerden sejtést van der Waerden tételnek fogjuk nevezni. Pach
Janos [11] dolgozatdban részletesen ismerteti azt a bizonyitasi eljarast, amelyet az emlitett
két szerzd a van de Waerden sejtés bizonyitasdban kovet.

A szerzé permanensekkel a linedris rendstatisztikdk vizsgdlata kozben taldlkozott. A
permanensek elméletének tanulmanyozisa kézben ismerte meg a van der Waerden sejtést is.
Jelen dolgozat irodalomjegyzéke tartalmazza azt a hét dolgozatat, amelyekben kozvetve vagy
kozvetleniil ezzel a sejtéssel foglalkozik. 1977-ben megjelent [5] dolgozatdban bebizonyitott
egy tételt, amelyrél nem régen sikeriult kimutatnia, hogy a van der Waerden tétellel
ekvivalens. Ezt az eredményét [9] dolgozatdnak harmadik fejezetében tette kozzé.

Részben azért, mert a van der Waerden tétel bizonyitdsdval mar magyar nyelvii dolgozat
is foglalkozott, részben, mert a szerzd [5] dolgozata nehezen hozzaférhetd, részben, mivel
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A KETTOSEN SZTOCHASZTIKUS MATRIXOKRA VONATKOZO ... 5

célszeri, hogy a szerzonek két kiilonboz6 idében és helyen megjelent bizonyitdsi részletei
egy helyen is olvashaték legyenek, dontdtt Ggy a szerzd, hogy megirja és kozzéteszi ezt a
dolgozatat. Ezeknek megfeleléen a jelen dolgozat célja a van de Waerden sejtés bizonyitésa
olyan médon, hogy igazoljuk az [5] dolgozatban megjelent tételt is és azutdn a [9] dolgozat
masodik fejezetében foglaltak alapjan kimutatjuk e tétel a van der Waerden tétellel valé
ekvivalencidjat. Megjegyezziik, hogy az [5] dolgozatbdl dtvett tételnek itt kozolt bizonyitdsa
valamivel egyszeriibb, mint az eredeti volt.

Bizonyitasi médszeriink Egorychev és Falikman bizonyitasi eljirasaval szemben egészen
elemi, csak a matrixok szorzdsara vonatkozé Cauchy-Binet-féle kifejtési tételer épit. A
szobanforgdé két tétel ekvivalencidjinak ismeretében mondhatjuk azt, hogy a van der
Waerden tétel ekvivalensének igazoldsa mar 1977-ben megtortént.

Végiil megemlitjitk, hogy a [9] dolgozat szdmos van der Waerden tipusd tétellel is
foglalkozik. A kapott eredmények egyik kbvetkezménye pl. a van der Waerden tétel
kovetkezd messzemend finomitdsa ([9], Theorem 5.1)

Legyen A € H és vezessiik be a matrixértéki

B(z) := (1 —z)So + z4, 0<z<1

polinomot. Nyilvanvald, hogy B(z) € H. Ekkor a PerB(z) polinom szigordan néveked6 a
0 < z <1 intervallumban és B'(0) = B'(1) = 0.

2. A van der Waerden tétel bizonyitasa

Sziikségiink lesz a szerz6 k6vetkezd eredményére:
2.1 TETEL. Ha A€ K, tovdbbdxz € R, y € Ry, z + y = 1, akkor
!
(2.1) 22 Per(AA*)Y? + y? Per(A* A)Y/? + 2zyPerd > %,
ahol egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha A = Sp.
Bizonyitds. A Cauchy-Binet-féle kifejtési tétel alapjan érvényes (1.1), tovabba a

B .
Per(AA")'/? = )" éﬁpe#c ()
Bl fal TS
(ﬁl ----- ﬂn)er
. MGt B
(ﬂl,-u,ﬁn)EF
azonossagok alapjan azt kapjuk, hogy
(2.2) 2?Per(AA*)Y/? 4+ y?*Per(A* A)Y/? + 2zyPerA =
A A 2
= > W(xpercﬁ,,ﬂn(tf) +yPerCy,. 5, (V).
. Toyer Bitee-Bal

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



6 GYIRES BELA

Legyen Ay = 1. Ha figyelembe vessziik, hogy ekkor
Cﬁkzﬂ(U) = Cﬂk=n(v) = \/7_1’507

(2.2) alapjan megkapjuk a (2.1) egyenl6tlenséget, ahol egyenldség akkor és csak akkor van,
ha

(2.3) Aot N (zPerCy,.. g, (U) + yPerCp, .4, (V)) =0,
(,31,--~a,3n)€Fa ﬂk<n-
Most megmutatjuk, hogy (2.3) akkor és csak akkor teljesiil, ha A, = 0, £ # k, azaz ha
A = Sy. Hogy e feltétel elegendd, az trividlis. De sziikséges is.
Legyen £ # k. Jelolje {u;}7 és {v;}} az U, illetve V matrixok ¢-edik oszlopanak elemeit.
Ekkor
(2.4) )\% (zPerCg,=2 g, =n-2(U) + yPerCp,=2 g, =n—2(V)) =0

(2.3) alapjan. Alkalmazva az

Sa(z1,...,%n) = Z ZiTj

1<i<j<n
jelolést, (2.4) miatt
(2.5) 2(n — 2)A3(xSa (u1, . .., un) +ySa(v1,...,v,)) = 0.
Mivel U és V ortogondlis matrixok, és mivel e matrixok k-adik oszlopa az ﬁe vektorral
egyenld,
(ul +"'+un)2 = 1+252(U1,...,Un) :07

azaz 1

Sg(ul,. . ,Un) = 52(1)1,. .. ,’Un) = —§.

Ezeknek a (2.5) kifejezésbe torténé behelyettesitése utan arra jutunk, hogy
Ma+ty) =X =0, L#k

amivel a 2.1. Tétel masodik Allitasat be is bizonyitottuk.
A kdvetkezdkben a van der Waerden tételt bizonyitjuk be.

2.2 TETEL. Ha A € H, akkor
]
PerA > E—'—,
oy

ahol egyenl6ség akkor és csak akkor lehet, ha A = 5.

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)
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2.1 KOVETKEZMENY. Ha A € H, tovdbbd x > 0,y > 0, 2 + y = 1, akkor fenndll a
(2.1) egyenlébtlenség, ahol egyenléség akkor és csak akkor van, ha A = Sg.

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a 2.2 Tételt, kimutatjuk a kévetkezd allitast.
2.1 ALLITAS. A 2.1 Kévetkezmény és a 2.2 Tétel ekvivalensek.

Bizonyitds. Elészér megmutatjuk, hogy ha a 2.2 Tétel érvényes, akkor a 2.1 Kovetkez-
mény igaz.
Legyen ugyanis A € H, akkor a 2.2 Tétel kdvetkeztében

! ! 1
Perd > =,  Per(AA")/2> X per(arA)/?> L.
nn nn nn
ahol mindharom helyen egyenléség akkor és csak akkor, ha
A= (AA")'? = (A" 4)' /2 = 5.

Ennek kovetkeztében és mivel z2 > 0, y2 > 0, 2zy > 0, (z +y)% =1,
!
2Per(AA*)/? + y?Per(A* A)Y? + 2zyPerA > ,%)

ahol egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha

!
Per(AA™)!/% = Per(A* A)Y/? = Perd = —

nn’

azaz, ha A = S5y a 2.2 Tétel értelmében.
Most megmutatjuk, hogy megforditva a 2.2 Tétel a 2.1 K6vetkezménybdl adédik.

2.2 ALLiTAs. A

1
(2.6) PerA =2

nn

egyenletnek a ‘H halmazon egyetlen megolddsa az A = Sg.

Bizonyitds. Szlikségiink lesz a 2.2 Tétel masodik allitdsira, amelynek bizonyitdsa pl.
[13] dolgozatban talalhaté. (Corollaty 3.2).
Kimutatjuk, hogy a 2.1 Kovetkezménynek abbdl az allitasabdl, hogy a

(2.7) £?Per(AA")/? + y?Per(A* A)'/? + 2oyPerA = Z_l-

n’

x>0, y >0, z+y=1
polinomnak a H halmazon egyetlen megolddsa A = Sy, kovetkezik, hogy ez a

n!

n! ! n!
PerA = ey Per(AA*) ey Per(A*A) = —

nn

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



8 GYIRES BELA

egyenleteknek is a ‘H halmazon egyetlen megoldésa.
Mivel ugyanis a (2.7) azonossig az

z?[Per(AA*)Y/? + Per(AA*)'/? — 2PerA] — 2z[Per(A* A)'/? — PerA]+

!
Per(A*A)Y/? — % =0

alakban is irhatd, igy (2.7) akkor és csak akkor allhat fenn, ha

(2.8) Perd = %[Per(AA*)l/z + Per(AA)1/2),
(2.9) PerA = Per(A*A)Y/2,

!
(2.10) Per(A*A)Y/2 = :—n

Oldjuk meg ezt az egyeletrendszert a ‘H halmazon.
2.1 Kovetkezmény szerint (2.10) egyetlen megolddsa A = Sp.
(2.8) és (2.9) egyenletekbdl kapott
'
Per(AA*)'/? = Per(4*A)'/? = n
nﬂ
egyenleteknek igy szintén A = Sy az egyetlen megolddsa a ‘H halmazon.
A (2.9) és (2.10) egyenletekbdl addédd (2.6) egyenletnek 2.2 Allitds szerint egyetlen
megolddsa a H halmazon ugyancsak A = Sp.
Osszevetve ezeket az eredményeket, arra jutunk, hogy (2.6) a (2.8), (2.9) és (2.10)
egyenleteket kielégité megolddsa a H halmazon.
Ismeretes (1. pl. [7], Conjecture 4.1), hogy a 2.2 Tétel els6 dllitdsa mar kdvetkezik a
2.2 Allitdsbdl. A teljesség kedvéért 1j bizonyitast adunk ennek a ténynek az igazolasara.
Tegyiik fel, hogy a 2.2 Tétel els6 allitasa nem igaz, azaz létezik olyan A € H, amelyre
n!
(2.11) PerA < et
Nyilvanvald, hogy A # Sp. Legyen k természetes szam. Mivel
(AA")HH £ 5,
és ez a matrix pozitiv szemidefinit, a 2.1 Tételbol kévetkezik, hogy

n!

nn’

(2.12) Per(AA*)%+1 >

Vezessiik be a 0 < z <1 intervallumon értelmezett
B(z) := (1 —z)A + z(AA*)2+!

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



A KETTOSEN SZTOCHASZTIKUS MATRIXOKRA VONATKOZO ... 9

matrixértéki fliggvényt. Nyilvinvalé, hogy B(z) € H és (2.11), valamint (2.12) alapjin az
is, hogy '

n! n!
PerB(0) < —, PerB(1) > —.
nn

nn

Mivel PerB(z) folytonos fiiggvény az adott intervallumon, létezik olyan xzg,, 0 < z¢ < 1,

amelyre
n!

PerB(zo) = —.

nn
De a 2.2 Allit4s szerint ez az egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha
(2.13) (1 — z0)A + zo(AA*) ! = S,

A kovetkezikben azt mutatjuk meg, hogy ennek a matrix egyenletnek a H halmazon egyetlen
megolddsa A = Sy, ami ellentmond annak a feltételiinknek, hogy A # Sp.
Ismeretes, hogy az Sy matrix spektralel6allitisa a

(2.14) So = VAV*

kifejezéssel egyenld, ahol V valés ortogonadlis matrix, amelynek elsé oszlopa ﬁe, kiilénben
tetszOleges, és A az a diagondlis matrix, amely diagonélisénak egyik eleme az egység, a
tobbi zérussal egyenls. A (2.13) formuldbdl adddik, hogy A szimmetrikus matrix. Legyen
A = U*A1U az A matrix spektraleléallitasa, ahol a diagonalis A; matrix 1,as,...,a,
diagonalis elemei valds szamok. Felhasznalva az

(AA*)2k+1 — U*Ai.l’k+1U

kifejezést, tovabba a (2.14) el6dllitast, (2.13) segitségével azt kapjuk, hogy U = V. Ennek
kovetkeztében a (2.13) egyenléségbdl az

(1 - .’E())Al + iL'()A?’H_l = A
egyenldségre jutunk, ahonnan
(2.15) (1 —zo)a; + zoa?“l =0, (j=2,...,n).

Ennek az egyenletnek két megolddsa lehet. Az egyik

(2.16) aj = 0,
a masik
1/2k
Ig — 1
2.17 P = .
(2.17) 0= (22

Mivel a feltétel alapjan (zo — 1)/zo < 0, igy (2.17) imaginérius szdm, ami ellentmond annak
a megdllapitdsunknak, hogy A; diagonilis elemei valds szamok. fgy azt kapjuk, hogy a
(2.15) egyetlen megolddsa (2.16), azaz a (2.13) matrixegyenletnek a A halmazon egyetlen
megoldasa A = Sy. Ezzel a 2.2 Tétel bizonyitasat befejeztiik.
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GYIRES BELA
KOSSUTH LAJOS TUDOMANYEGYETEM
DEBRECEN

ELEMENTARY PROOF OF VAN DER WAARDEN’S
CONJECTURE ON DOUBLY STOCHASTIC MATRICES

B. GYIRES

A well-known conjecture of van der Waerden says that for the permanent PerA of an n X n doubly
stochastic matrix A we have Per4 > f,,i, with equality if and only if all entries of the matrix A equal to m~1.
In 1977 (1], the author proved that if A is an n X n doubly stochastic matrix, andn > 0,¢>0,n+ ¢ =1,
then (2.1) holds, with equality if and only if all entries of the matrix A equal to m™!. In this paper, we
show that the van der Waerden’s conjecture and (2.1} are equivalent. On the basis of this equivalence one

can say that the equivalent of the van der Waerden’s conjecture was solved already in 1977.
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KVADRATIKUS LJAPUNOV-FUGGVENYEK IDOALLANDOI

LASZLO AKOS

Budapest

Teljesen irdnyithatd lineéris irdnyitési rendszerekhez sem lehet mindig olyan, adott Ljapunov- vagy
Riccati-egyenletbdl szémitott stabilizalé visszacsatolast és kvadratikus Ljapunov-fiiggvényt taldlni, hogy a
Ljapunov-fiiggvény exponencidlis csokkenése tetszSleges gyors legyen. A dolgozatban felss korlatot adunk
a konvergencia sebességére, és vizsgaljuk azokat az eseteket, amikor az mégis tetszélegesen gyorssé tehetd a
visszacsatolds alkalmas megvélasztdsdval.

1.Bevezetés

Tekintsiik a

(1.1) d’;(tt) — Ax(t) + Bu(t)

differencidlegyenletet, ahol A n x n-es, B n X m-es adott, valés konstans matrixok. Tegylk
fel, hogy az (A, B) par teljesen irdnyithatd, azaz adott t; < t2 szdmokhoz és tetszdleges x;,
X2 n dimenziés vektorokhoz létezik olyan a [t, tz]-on értelmezett u(.) : R — R™ fliggvény,
hogy az (1.1) differencidlegyenlet x(t1) = x; kezdeti értékkel vett megolddsara x(tz) = x2
teljesiil. Ismeretes [2], [3], hogy konstans A és B matrixokra ez akkor és csakis akkor igaz,
ha a [B,AB,..., A" 'B] tin. Kalman-féle rangmatrix rangja n, és ezért a tulajdonsig nem
figg az intervallumtol.

1.1. TéTEL. [2], [3]. Ha az (A, B) par teljesen iranyithatd, akkor az A + BL matrix
sajatértékei ,szabadon kialakithatdk”, ami azt jelenti, hogy tetszélegesen adott n darab
szdmhoz megvalaszthaté tigy az L métrix, hogy az A + BL madtrix sajdtértékei a megadott
szamok legyenek.

Akkor is igaz a tétel, ha a matrixok valésak, de akkor ki kell kotni, hogy a szamok
konjugdalt parokban legyenek megadva.

A késSbbiekben sziikségiink lesz a kovetkezd, az irdnyithatdésidggal rokon fogalomra.

A (C,A) pért teljesen megfigyelhetének nevezziik a [ti,t;]-on, ha d—’;(tﬂ = Ax(t) és
Cx(t) = O minden t € [t1,tz]-re vald teljesiilésébdl x(t) = 0 kovetkesik. Igazolhatd,
hogy a (C, A) par pontosan akkor lehet teljesen megfigyelhetd, ha az (AT, CT) par teljesen
irdnyithaté [2].

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



12 LASZLO AKOS

1.2. TETEL. Tegytik fel, hogy a (C,A) pér teljesen megfigyelhets, és tekintsiik az
ATP+PA+CTC =0 in. algebrai Ljapunov-egyenletet.

(i) Ha az egyenletnek létesik positiv definit P megolddsa, akkor az A maétrix
aszimptotikusan stabilis (sajdtértékei a nyilt baloldali félsikon helyezkednek
el).

(i1) Ha az A matrix assimptotikusan stabilis, akkor az egyenletnek létesik definit
P megoldésa, és P egyértelmi.

A megoldésa P = [ eA™ CTCeAtdt formulaval adhaté meg.
0

Legyen P pozitiv definit konstans matrix. Az (1.1) differencidlegyenlet x(.) megoldasa-
nak L(x(t)) = xT(t)Px(t) kvadratikus fiiggvényét réviden Ljapunov-fiiggvénynek nevezziik
a tovdbbiakban.

A dolgozatban a gyakorlati szempontbdl fontos u(t) = Kx(t) alakii linedris visszacsato-
lasokkal foglalkozunk, ahol K m X n-es méatrix. Ha behelyettesitjik (1.1)-be, akkor a rendszer
éppen az

dx(t)
dt

1.3. TETEL [2.]. Ha a Ljapunov-fiiggvény 9% = xT(t)((A + BK) P+ P(A + BK))x(t)

derivdtja negativ szemidefinit, mds széval a qu— (A + BK)TP ~ P(A + BK) mdtrix pozitiv
szemidefinit, és ha az (1.2) egyenlet minden olyan x(.) megolddsdra, amelyre Qx(t) = 0
Vt > 0-ra teljesiil, x(t) = 0 is teljesiil, akkor Ljapunov megfelelé tétele [2.] szerint az (1.2)
egyenlet az origéban aszimptotikusan stabilis, a megolddsok az origéhoz tartanak. Ismert,
hogy a tétel fetételei ekvivalensek egy C matrix Iétezésével, amelyre Q = cTc teljestil, és a
(C, (A + BK)) par megfigyelheté [2], [3].

A Q matrix definitsége nyilvan fontos feltétel a fentiekben.

A gyakorlati alkalmazasok sordn az egyenletekben szereplé matrixok altaldban nem
pontosan ismertek, mindig van valamilyen a kiilsé zavardsokbél adédé bizonytalansag.
Példaul robotok irdnyitdsdnak tervezésekor altaldban csak pontatlan informacidink vannak
a mozgatandé targy tomegérdél. Ezért ha Ljapunov mdédszerével szeretnénk stabilitast
bizonyitani a visszacsatolt bizonytalan rendszerre, akkor a Q maétrix nem lehet szingularis,
hiszen ekkor kis perturbdciék hatdsira is indefinitté valhat a derivalt.

Tegyik fel tehat, hogy adott egy Q pozitiv definit matrix, és adott egy olyan K matrix,
amelyre az A + BK maétrix asszimptotikusan stabilis. (Ilyen létezik, hiszen iranyithaté par
esetén a visszacsatolt rendszer sajatértékei tetszdlegesen megvalaszthaték.) Most — a fenti
gondolatmenetet megforditva — keressiik meg az

(1.2) = (A + BK)x(t) alakot dlti.

(1.3) P(A+BK)+(A+BK)TP+Q=0

egyenletet kielégitd pozitiv P matrixot, és adjunk hozza egy olyan o > 0 konstans értéket,
hogy

(1.4) Q>aP
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teljesiiljon, abban az értelemben, hogy Q — aP pozitiv szemidefinit.
Ezzel az (1.2) egyenlet megoldésai mentén igaz a

dL(x)
dt

= —xTQx < —aL{x) egyenl6tlenség, ezért

L(x(t)) < L(x(0))e™**

is teljesul, és az é mennyiség ,,id6allandéként” értelmezhetd, a konvergencia sebességét adja

meg. Ha a stabilizdl$ visszacsatolds K matrixdt megfeleléen valasztjuk, akkor az (1.3)-bél
szamithaté pozitiv definit P métrixhoz (1.4)-bél elegendben nagy o adédik, és az L(x(t))
Ljapunov-fiiggvény csokkenése gyors lesz. Hasonlé megfontoldsok mar viszonylag régéta
ismertek (pl. [5]). Néha (1.1) helyén algebrai Riccati-egyenlet all [4.].

A fenti gondolatmenetek korlataira szeretnénk felhivni a figyelmet. Mint latni fogjuk —
annak ellenére, hogy teljesen irdnyithaté rendszerrdl van szé (és emiatt az A + BK matrix
sajatértékei tetszolegesen megvélaszthaték) — régzitett A, B és Q matrixok esetén nem
igaz, hogy tetszélegesen nagy a-hoz létezik olyan K és P mdtrix, amelyekre az A + BK
matrix asszimptotikusan stabilis és az (1.3) egyenlet ill. (1.4) egyenlStlenség teljesil. A
3.§-ban bizonyitani fogjuk, hogy ha valamilyen K és P matrixokra és a szdmra mindharom
osszefiiggés fennall, és m < n, akkor @ < Condz(TTQT), ahol a T egy, az (A,B) part
kanonikus alakra hozé6 transzformdacié maétrixa. _

Ljapunov-fiiggvények vizsgdlatakor felmeriilhet a kévetkezd, altaldnosabb kérdés is:

Mit mondhatunk az olyan

(1.5) P(A+BK)+ (A +BK)"P+Q, =0
(1.6) Q; > aP

rendszerekrdl, ahol A, Q, és Q; n x n-es, B n x m-es konstans madtrixok, Q; pozitiv
szemidefinit, Q, pozitiv definit és az (A, B) par teljesen irdnyithats. Ha K, P és o kielégiti
a fenti Gsszefiiggéseket, akkor az L(x(t)) = xT(t)Px(t) Ljapunov-fiiggvényre nyilvinvaléan
teljesil a

dL(x(t)) -
& _ dnIEe) | xT(5)Qux()
L{x(1)) ar = XT()Qgx(t)

egyenldtlenség. Azokon az x helyeken, ahol a jobboldal nem nulla, o értékének novelésével
a derivalt csdkkenthetd. A 4.-ben ezzel foglalkozunk. Tekintsiik a

(1.7) d—z(:—) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo
I = inf, / (xT(£)Qx(t) + nuT(t)u(t))d

( lim x{t) = 0)

t—o0

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)
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irdnyitasi rendszert, ahol » nemnegativ valés szdm, Q pozitiv definit matrix.

A 4. szakaszban ezzel a problémaval foglalkozunk. Az dn. olcsé iranyitasok (,,cheap
control”) elméletének targya annak a kérdésnek a vizsgdlata, hogy milyen az (1.7) rendszer
viselkedése, ha az n paraméter kicsi, ill. ha nulldhoz tart. Latni fogjuk, hogy ez szoros
kapcsolatban van az altalunk felvetett problémaval.

Jeldljiik az (1.4)-ben ill. (1.6)-ban szereplé o értékek fels6 korldtjat @-mal. Legyen
S(a,B) = {K € R™™" : A + BK aszimptotikusan stabilis}.

Jeldlje Amin(X) €8 Amax(X) az X szimmetrikus matrix legkisebb és legnagyobb sajatér-

tékét, ||Y|| az Y matrix Euklideszi norméajat (]|Y|| = 1/ Amax(YY)), cond(Y) az Euklideszi
norméhoz tartozé kondiciészdmot (cond,(Y) = f\”‘—"‘((%f%)

2.Eldkészités

2.1. LEMMA. Az (1.5) és (1.6) egyenletekhez tartozé o szamok & felsé korldtjara
teljesti] az

[= o]
1 . -4 -1 .. .
— = inf /Q2 2e(A‘H?'K)TtQle("‘*'BK)TtQ2 2dt oOsszefiiggés
& KeSqm

Bizonyitds. (A+BK) stabilis a szébanforgé K matrixokra, ezért (1.5)-nak 1étezik pozitiv

o0
definit P megoldasa, és ez a P = [ e(A+BK)TtQ1e(A+BK)tdt alakban irhaté. Rendezzik &t

0
az (1.6) egyenldtlenséget, és irjuk be az el6z6 formulat.

Q;° / (A+BK)ty (A+BK)gi =3 < L1 4d4dik, ezzel a lemmat belattuk.
[0

2.2. LEMMA. A —’-‘ﬁl = (A + BK)x(t) differencidlegyenletet megolddsaival

[>.0]

= sup inf / xT (t)Qyx(t) teljestil.
K&S(a,m)
x(0)= Qz v,||v|| 1 ¢]

(2.1)

Q| =

Bizonyitds. Az el6z6 lemma alapjan nyilvanvald.

2.3. LEMMA. Tekintsiik az (1.7) rendszert. Ennek célfiiggvényére

Jo(x0) = 7}1_13(1) Jn(x0) teljesdl.
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Bizonyitds. A Jo(x0) < J,(x0) < Ju(xo) Osszefiiggés nyilvédnvaléan teljesiil minden
0 < 7 < u esetén, ezért elég azt (indirekt) feltenni, hogy Jo(x0) < lin(l) J,(x0). Ekkor létesik
1)—)

€ > 0, hogy Jo(x0) + € < J,(xX0) minden 7 > 0-ra, és létezik olyan i irdnyitds, hogy a hozzd
o0

tartozé xz megoldasra [ xFQxpdt + € < Jn(xg) is teljesil és tlim xg(t) = 0. J,(x0) az n-hoz
) — 00

o]
tartozé minimum értéke, ezért a fenti i-mal J,(x0) < [(xTQxg + 7T a)dt teljesiil. Vessiik
0
oOssze ezt az el6z6 egyenldtlenséggel.
. o o0
Igye < [ niTidt adédik minden > 0O-ra. JaTadt > 0 rogaitett érték, ezért € nem

0 0
lehet pozitiv. Ellentmondaésra jutottunk, tehdt a lemma &llitdsa igasz.
Ismeretes, hogy az

1
(2.2) ATP+PA+ Q- -PBBTP=0
n

algebral Riccati-egyenletnek tobb P megoldésa van, legfeljebb (2n") (2]. A P, megoldést
maximalisnak nevezziik, ha minden P megoldésra teljesiil a P, > P Osszefliggés.

2.4. LEMMA. Legyen P, a(2.2) algebrai Riccati-egyenlet maximadlis pozitiv megoldésa.
Ekkor Jo(x0) = liII(l) xg‘P,,xo.
n—

Bizonyitds. Legyen n > 0. J6l ismert, hogy a fenti algebrai Riccati-egyenlet P,
maximalis megoldasara teljestl a

d’;(tt) = Ax(t)+ Bu(t)  x(0) = xo
x5 Py¥o = min 7(XT(t)QX(t) +7uT(t)u(t))dt,
(Jim x(1) = )
oOsszefliggés, az optimdlis u(.) irdnyitéds pedig u(t) = —%’—TP,,x(t) alakban adhaté meg ([1] és

(2]).
Az el62z6 lemmdbdl adédik tehat az allitds.

Vezessiik be a Pg = lir% P, jelolést.
n—

2.1. MEGJIEGYZES. Az elz6 hdrom lemma alapjdn nyilvdnvald, hogy

= Amax(Q™FPoQ™F) = p(PoQ ).

Q] —
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0 0 10
2.5. LEMMA. Ha A = [0 0} B= [J,Q_q[o 1] ahol s > 0, akkor

_|la 0
Po = [ 0 O} .
Bizonyitds. A (2.2) egyenletet megoldva

P:[\/q’+2qﬁ V14 ]
(R e v

ad6dik. A hatarértéket képezve éppen az allitdsban szereplé Pg = [g g]-t kapjuk.

2.6. LEmMMA. Ha az (1.1) vagy (1.3) egyenletben az A matrixot az A = BL madtrixszal

helyettesitjik, ahol L tetszéleges m x n-es matrix, akkor & értéke nem valtozik.

Bizonyitds. A 2.4 lemma bizonyitdsa alapjin nyilvdnvald, hogy a (2.1) egyenlethez
létezik a konstans egyiitthatés linedris visszacsatoldsoknak egy olyan {K;}-, sorozata,
amelyikre a ——’;;Q)— = (A + BK;)xk, (t) differencidlegyenletek megoldasaival

o0

= sup lim /xﬁi(t)leKi(t)dt teljesil.
1— 00
xK(O)zQ;%v,HvH:l 0
(Példéul a K; = —iBTP 1 sorozat megfelel.)

Ha A+BL-et irunk A helyére, akkor nyilvanvaléan a {K; L}, sorozattal az mﬁmumot
kapjuk az 4 feladathoz, és ezzel a lemmat beldttuk.

Q=

3. & felsd korldtjdnak meghatdrozéasa

Legyen ebben a szakaszban Q; = Q; = Q, az (1.3) és (1.4) egyenleteket vizsgdljuk.

Legyen A n X n-es, B n X m-es maétrix, és az (A, B) pér legyen irdnyithaté. Tegyik
fel, hogy B oszlopai lineédrisan fliggetlenek. A tovabbiak megértéséhez szilikségiink van
a konstans egyltthatés linedris rendszerek kanonikus alakjdnak ismeretére. Altalnos
matrixok esetén ennek konstrukcidja bonyolult, a tovabbiak megértéséhez elegend6 azt
tudni, hogy létezik egy T hasonlésédgi transzformacio, hogy az

A=T7'AT, B=T"'B

matrixok elemeire valamilyen 1 < K1 < Ky < -+ < K = n egészekkel a kovetkezo
Osszefiiggések teljesulnek:
_ 0, hai# K
Bij—{ ' _¢ ! i=1,...,n;j=1,...,m
1, hai=x;
1, hai=j—1ési1¢{x1,K2,-.-,5m}
Ay =10, hai#£j—~1ési1¢ {r1,k2,-.-,6m} 1,i=1,...,n,
altalanos szdmok, hai€ {xi,K3,...,Kkm}
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Példaul ha n = 5, m = 2, k1, k2 = 5, akkor belathaté, hogy altalinos esetben

0 1 0 0 ©
0 0 1 0 ©
by

we]]

Il
[en I oo B - U e Y o )
-0 O o O

]

0]

[

w

]

V)

[

-

o

n

Cz C1 0 dz d1

alaki, ahol a;, ay, ag, by, bz, ¢1, ¢2,d;, d2 valds konstansok.

3.1. MEGIEGYZES. A T transzformaciés matrix T = T,T; alakban &llithaté els, ahol
a Ty madtrix olyan, hogy oszlopai az [A“‘lB, A"?B, AB, B] matrix n daraboszlopaval
egyeznek meg. B minden oszlopa szerepel benne, és ha az AkBj oszlop szerepel, akkor
minden A;B; i < k is. A T, madtrix fédiagondlisiban egyesek dllnak, a tobbi elem csak
— a késébb A oszlopaiban megjelené — ,,éltaldnos elemektél” fiigg. Ha m = 1, akkor B
oszlopvektor, és ezért Ty = [A™~ 1B, A®?B, ..., AB, B| egyértelmii. Ham > 1 akkor az
A és B madtrixokbdl 4116 kanonikus alak és a T1, T2 transzformdcidés matrixok adltalaban nem
egyértelmiien meghatdrozottak. Tovadbbi részletek példaul [2]-ben taldlhaték.

Jeloljik H-val az A1 matrix K1, Kz, . . . &m sordbol 6sszedllitott m x n-es matrixot. A 2.6.
lemma alapjan az AI T(A BH)T_ = A — BHT™! métrix ugyanazt az & értéket adja,
mint A. Viszont A; dsszes sajarértéke nulla, hiszen hasonlé az Ald:ef}_\ — BH maétrixhoz, ami
ebben a formaban nemcsak kanonikus alakja A;-nek, hanem Jordan-féle normadlalakja is, és

minden Jordan-féle blokkjdhoz nulla sajatérték tartozik.
Helyettesitsiik a 2.1. rendszer A matrixat Ar-gyel, és vezessitk be az y(.) = T 'x(.)

véltozét. A _ZLQ = (A1 + BK)y(t) differencilegyenletet megoldésaival

(3.2)
o0
1
- = sup inf /yT t)Qy(t)dt adédik,
a —19-% -1 \X€5aa,p)
7(0)=T~1Q" 3, ||v||=1 o

ahol Q = TTQT.

3.1. TETEL. Tekintsik az (1.1) és (1.2) Gsszefiiggésekben szereplé matrixokat. Tegyiik
fel, hogy m < n. Ekkor teljesiil az

(3.3) & < cond,(TTQT)
egyenlétlenség, ahol T az (A, B) pdr kanonikus alakra hozdsakor végzendd transzformacié

matrixa. (Ha T nem egyértelmii akkor barmelyik megfelel.)

Bizonyitds. A Q maétrix pozitiv definit, ezért Q is az, hiszen a T méatrix nemszinguléris.
fgy /\min(Q) > 0. Az m < n feltétel miatt az Ay matrixnak van olyan diagonalis feletti
eleme, amelyik nem nulla. Legyen az i. sor az els6 olyan, amelyikben nem minden elem
nulla, hanem (Ap)iit1 = 1.
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A (3.2) egyenlet alapjdn a kovetkez8ket irhatjuk:

oo

1 - .
(3.4) = > Amin(Q) sup inf / yT(t)y(t)dt | > 1%
a _m-1n-% _ KeS(x;,m)
¥(0)=T-1Q~ ¥+, ||v||=1 5
def = .
=Amin(Q) sup inf / +z,+1 t)de |,
2(0)=T-1Q" ¥v, Ivll=1 \ " RrE)
dz(t) . =
ahol Y() = (A + BK)y(t); % = (A + BK)z(t)

hiszen a célfﬁggvények matrixdnak kiilonbsége pozitiv szemidefinit.
A kovetkezdkben beldtjuk, hogy az egyenlGtlenségsor utolsé feladatdban szerepls
infimum értékére
o
inf / (22() + 22,1 (8) dt) > 7:(0)?  teljesil.

KeS(x,m)
o]

Az A1 és B matrixok specialis struktiraja miatt i(—)- = zi+1(t), az i+ 1. sorra vonatkozdan
pedig két eset lehetséges. Ha Ap i + 1. soraban nem minden eleme nulla, akkor csak
(AI),+1,+2 = 1. Ebben az esetben B i 4+ 1. sora azonosan nulla, és d—'—‘ﬁm = z342(t).
Vezessiik be a w(.) = z;42(.) jelolést.

Ha viszont Ay i + 1. sordban minden eleme nulla, akkor B i+ 1. sordban van egy egyes
is, és dmnalt) — uk(t) valamely k € {1,2,...,m}-re. Most legyen w(.) = ui(t).

dt
A fent bevezetett jeldlésekkel a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

9 s

dZi 1(t) _
# =w(t).

A 2.5. lemmaval Osszevetve adddik az allitds. Azért &ll egyenlStlenség, mert elsd
esetben w(.) a szokdsosndl szlikebb fiiggvénytérbe tartozik, hiszen kezdeti értéke (esetleg
derivdltjainak kezdeti értéke is) adott.

Ezen megjegyzés utdn visszatérve a tétel bizonyitdsdhoz vegylk észre, hogy a (3.4)
egyenlStlenséglancba beirva = > Amin(Q) - sup (z2(0)) adédik.

Q1 Te .
Legyen v = , ahol ¢; az i. egységvektor. Ezzel a konkrét vektorral biztosan

Q1 Te
F
nem kapunk nagyobbat a szuprémumnal:

2(0)=T-1Q" 3 v,||v||=1

Amin(Q) > Amin(
eITTTQTEi - Amax(

O[O

S dma@c wp (G0)>

5(0)=T-1Q " 3 v,||v]=1

R+

.lgy 1> m;(lTTQ—T). Ezzel a tételt belattuk.
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3.2. MEGIEGYZES. Mozgdsegyenletek linearizdldsa, és elsérendii egyenletté vald
alakitdsa utdn A = I , B= 0 alaki lesz. (Minden blokk n x n-es.} Kdnnyi
Az Az By

beldtni, hogy ekkor a T madtrix ortogonalis lesz, és ezért

a _<_ COl’ldz(Q)

érvényes.
3.2. TETEL. Tegylik fel, hogy az (1.1) és (1.2) Osszefiiggésekben szereplé matrixokkal
teljestlnek az
(3.4) XA +ATX+Q-9XBBTX =0
(3.5) Q> Ax

Osszefiiggések, ahol v tetszdleges pozitiv szam. Ekkor B < cond, (TTQT).

Bizonyitds. Legyen K = —7%. Ezzel a (3.4) egyenlet az X(A+BK)+(A + BK)TX+
Q = 0 alakot 6lti, ami megfelel (1.3)-nak. A K € S(4 p) feltétel is teljesil, hiszen X pozitiv
definit, és a (/Q, A + BK) par teljesen megfigyelhetd.

Az eredeti feladatban a K maétrixok értelmezési tartoméanya a teljes S(a ) halmaz volt,
most K régzitett, tehit nyilvinvaléan

B < & =cond, (TTQT).

4.Sziikséges feltétel @ = oo teljesiilésére

Tekintsiik az (1.5.) és (1.6.) egyenleteket. Tegyiik fel, hogy a (1/Q;, A) par teljesen
megfigyelhetd, kiilonben korldtozzuk a vizsgdlatot a megfigyelheté altérre. -

4.1. TETEL. Ha & = oo, akkor a rendszerhez létezik egy olyan C € R™ " mdtrix, hogy
cTc = Q1, 6és minden pozitiv e-hoz létezik olyan K € R™*™ és so > 0 valds szam, hogy
K| < e, és

A —B(K+ C)s stabilis, has > sg

Bizonyitds. @ = oo csak tgy lehet, ha a 2.4. lemmaban szereplé P,-ra igaz a
Po = lim,_,q P,, = 0 Gsszefiiggés. Képezziik a 2.2. egyenletben az n — 0 hatdrdtmenetet:

Q, = lim P,BBTP, adédik.
n—

Legyen C = lim,_,o \/%_’BTP,,. Ez nyilvan létezik a fentiek alapjdn. Legyen e tetszoleges
porzitiv szdm. A konvergencia miatt létezik olyan pozitiv 7, hogy

1
“C——BTP,, <e, haO<n<a.
m

7
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Legyen K = —ln—BTP,, —C. Az A-sB(K+C)=A- ﬁBBTPn matrix valéban stabilis, ha

§>sg= %, hiszen a (2.2) egyenlet dtrendezésével

2s

A- ->BBTP,) P, +P,(A_ —_BBTP 1p, BBTP, =
( G n) Pn+ Py G ")+Q1+(\/T_) 77) n 7=20

adodik, és Ljapunov tételébdl kovetkezik a stabilitds.

"

4.1. MEGIEGYZES. Az el626 tételbdl nyilvdnvald, hogy ha rang(Q,) > rang(B), akkor
& < oo, és ezzel beldttuk, hogy éppen a gyakorlati szempontbdl fontos esetekben iitkéztilink
korldtokba a vizsgalt mddszer alkalmazdsakor.

A jelenség magyarazatahoz térjiink vissza a pozitiv definit Q maétrix esetéhez. An-
nak ellenére, hogy az A + BK matrix sajitértékeit tetsz6legesen megvalaszthatjuk, a
I e(A+BK)"t Qe(A+BK)t 4t mitrix norm4jat nem tudjuk tetszolegesen kicsivé tenni. Pedig,
ha példaul az A + BK matrix diagonalis lenne, —oo-hez tarté elemekkel, akkor nyilvin
nulldhoz tartana az integrdl. A probléma hétterében az van, hogy amikor az A + BK
madtrix sajatértékeit valtoztatjuk, akkor nemcsak a matrix Jordan-féle normaélalakja és ezzel
a sajatértékel valtoznak, hanem a hozza tartozd transzformaéciés matrix is. Ha viszont a
transzformdciés matrix valtoztatdsa nélkil is tudjuk csokkenteni a sajatértékek valds részét,
akkor & = oo lehet. Ez azonban csak a rang(B) = n esetben lehetséges, példdul ha A =0
és B = I xn-

Vizsgdlataink ramutattak az eredmények kapcsolatara az olesé iranyitasok elméletével.
Ha az (1.7) egyenlet maétrixaira nem teljesiilnek a 4.1. tételben megfogalmazott feltételek
(példaul ha rang(Q) > rang(B), akkor az irdnyitds silydnak csokkentésével 4ltaldban nem
lehet az optimalis célfiiggvényértéket nullahoz tetszblegesen kozelivé tenni.
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LASzZLO AKOS
ELTE OPERACIOKUTATAS TANSZEK
BUDAPEST, MUZEUM KRT.6.

TIME-CONSTANTS FOR THE QUADRATIC LYAPUNOV-FUNCTIONS

A. Liszié

The paper is devoted to study the question of achievable (“best”, exponential) speed of decrease of a
quadratic Lyapunov function for linear time invariant system. Among others it will be proved, that if (A,B)
is controllable, rank(B) < n, and Q is positive definite, moreover K is such, that A + BK is stable, and for

the solution P of the equation
P(A+BK)+(A+BK)TP+Q=0 Q>aP
holds for given (A,B, Q) then necessarily
a < Condz(TTQT)

where T is one of the matrices transforming (A, B) to a specific canonical form.
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PERIODIKUS MEGOLDASOK MAY-LEONARD
TiPUSU POPULACIODINAMIKAI MODELLEKBEN

SZENTKUTI ZSOLT
Budapest

A dolgozatban egy a nulla izoklindk geometridjan alapulé osztélyozast alkalmazva megvizsgaljuk mikor
keletkezik Hopf-bifurkacié May-Leonard rendszerekben. A maésodik fejezetben roviden ismertetjiik a May-
Leonard modell felépitését. A harmadik fejezetben mutatjuk be a fent emlitett osztalyozdsi médszert.
A negyedik fejezetben clészdr a hagyoméanyos May-Leonard modellt vizsgaljuk az 1ij mdédszerrel, részben
megismételve a klasszikus eredményeket. Ezutdn a modell egy nem szimmetrikus dltaldnositasara alkalmazva
az eljarast sziikséges feltételt adunk Hopf-bifurkacié megjelenésére.

1. Bevezetés

Kovetkezd cikkiinkben megkisérliink néhdny kiegészitést adni a haromdimenziés
zsékmény-ragadozd rendszerek R. M. May és W. J. Leonard &ltal vizsgdlt esetéhez [4],
[6] és megvizsgaljuk hogyan 6roklédnek az eredeti rendszer tulajdonsagai dltaldnosabb, nem
szimmetrikus esetben.

A populiciédinamikai modellek &ltaldban abbél indulnak ki, hogy a populécié
novekedési sebessége ardnyos a populécié méretével és az ardnyossdgi tényezd a fejenkénti (,,
per capita”) névekedési rdta. Jeloljik z(t)-vel a populdcié méretét tetszdleges t idépontban
(célszerlien nem az egyedszamot, hanem az egyedek alkotta biomasszat) és N(z)-szel a
fejenkénti novekedési ratdt. Ekkor magétdl értetédéen z(t) > 0 és a populacié dinamikéjat
a kdvetkez6 kozonséges differencidlegyenlet irja le:

(L.1) #(1) = N(z) - 2(t),

ahol a pont id6 szerinti derivéltat jelol.

Térjiink &t ezutdn az n dimenzids esetre. Jelolje z = collz,...,zn] az R™-beli
vektorokat és R7 a zart pozitiv kipot R™ben: R} = {z € R" :2;>0,i=1,...,n},
legyen tovabba R™-ben a nyilt pozitiv kip: IntRT = {:c ERY :z; #£0,Vi=1,..., n}. Egy
vektort pozitivnak, illetve szigordan pozitivnak neveziink, ha z € R illetve z € IntR’.
Ezekkel a jelolésekkel n egymdssal kolcsonhatdsban 1évé faj egylittélését a kovetkezd n
dimenziés kdzdnséges differencidlegyenlet rendszer modellezi (Kolmogorov rendszer):

(1.2) &; = z; - Ni(z) i=1,...,n.

Mivel bioldgiai rendszerrél van sz6: z € R}. Az i-edik és j-edik faj kosti kapcsolatot

aNi ’ BN,- s . . ” " , .
asgn| 5 — | é asgn{ o értékek mutatjak. Ha mindkettd pozitiv, akkor a két faj
5 i
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kooperal, mig ha mindketté negativ, akkor verseng egymadssal. Ha ellenkezd elgjeliiek,
akkor a fajok kozt zsdkmadany-ragadozd kapcsolat van. Az Osszes ilyen kapcsolatot leird

n
DN = (gg’) matrixot nevezzitk a rendszer egyiittélési matrixanak.
i/ 4,5=1

Szamos pul'J)liké,cié és konyv foglalkozott ilyen és ebbél szarmazd specidlis modellek
felallitdsdval és elemzésével [1], [2], [5]. A rendszer hosszi tavi viselkedésének leirdsira igen
elterjedt és bevilt a fixpontok stabilitdasénak elemzése Ruth-Hurwitz kritérium alapjan,
vagy az esetleges kialakuld zart palyak megkeresése a Poincaré-Bendixson elmélet illetve az
Andronov-Hopf tétel alapjan.

Ezen médszerek alkalmazasa azonban mar kis n esetén is komoly algebrai nehézségekbe
litkozik, ha nincsenek bizonyos szimmetria feltételeink, amelyek csokkentik a rendszerben
taldlhaté paraméterek szamdt. Célunk az lesz, hogy a specidlis hiromdimenziés May-
Leonard rendszer tulajdonsdgait vizsgdljuk a szimmetria tulakdonsdgok egy részének
elhagydsa esetén. Alkalmazni fogunk egy M. L. Zeemantdl szarmazo osztalyozasi modszert
[7], amely a nulla izoklindk konfigurdciéja alapjén egyszerli algebrai feltételeket ad egy
rendszer hosszi tavil viselkedésének leirdsara.

Cikklinkben el6szor bemutatjuk az ismert May-Leonard rendszert és megmutatjuk,
hogy az eredeti cikkben leirt zdrt palydk egy degenerdlt Andronov-Hopf bifurkaciéval
keletkeznek.

Ezutén roviden ismertetjiilk M. L. Zeeman osztdlyozdsi médszerét, mely alkalmas a
rendszer dinamikdjinak leirdsdra az eltartasi szimplexen. Illusztracidéként alkalmazzuk a
moddszert a k6zonséges May-Leonard rendszerre.

A kovetkezd részben elhagyunk bizonyos szimmetria feltételeket a modellbdl és
megvizsgaljuk a kapott rendszert, elemezve milyen tulajdonsagai 6r6kiédnek a szimmetrikus
rendszernek.

2. A May-Leonard modell

A bevezetésben emlitett Kolmogorov rendszerek egy specidlis esete a Lotka-Volterra
rendszer, amely n faj esetén a kovetkezo alaku:

(2.1) dzd;t(t):r,--:c,-(t) I—Za;_,--:r,j(t) i=1,...,n
j=1

A rendszerben «;; a j-edik faj hatédsat jelzi az i-edik faj novekedési ratajara, mig r; az i-edik
faj belsé névekedési ratdja.

Hérom fa] esetén &ltalanos esetben a modell 12 paramétert tartalmaz, melyekbol 4
kikiiszobolhatd az z;(t) egyedszdmok és a t idS megfeleld normaélasdval. A rendszer algebrai

kezelhetSsége érdekében tovabbi egyszerlisité feltételekre lesz sziikséglink. Induljunk ki a
kovetkezd szimmetria feltételekbol:

1) a fajok belsd novekedési ratdja egyenld: r1 =ra=rz3=r>0
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2) a mdsodik faj hatdsa az els6 novekedésére egyenlé a harmadik faj hatdsdval
a masodik novekedésére, ami egyenld az elsé faj hatdsdval a harmadik
novekedésére: a9 = a3 =z =«
3) az elsd faj hatdsa a masodik novekedésére egyenlé a mésodik faj hatdsaval
a harmadik névekedésére, ami egyenl6 a harmadik faj hatdsdval az els
novekedésére: ay; = azy =a13 =0
Skaldzzuk ezutdn ugy az z;-edik populdciét, hogy a;; = 1, az id6t pedig gy, hogy r = 1
legyen. Ezekkel a feltételekkel az aldbbi két paraméteres rendszert kapjuk [4]:
%:31'(1—31—a'm2—ﬂ'm3)
(22) %:zz-(l—,@-ml—zz—a'mg,).
d—’l:zs-(l—a-zl—ﬂ-mz—zs)

Harom kolcsonosen versengé faj esetén o > 0 és 8 > 0. A rendszer nulla izoklinai rendre
két sikbol dllnak, példdul az £, = 0 izoklina az z; = 0 és z; + - 23 + B 23 = 1 sikokbél.
Az egyensulyi helyzetek meghatdrozhatdak, mint a nulla izoklindk metszéspontjai. Ezek
alapjan négy tipusba lehet sorolni a fixpontokat:

1) az O: col[6,0, 0], amely mindhdrom faj kihaldsat jelenti

2) az R;: col[1,0,0], Ry: col[0,1,0], R3: col[0,0,1] egyensiilyi helyzetek,
melyek egyetlen faj fennmaradésat reprezentaljdk. Helyzetiik alapjdn ezeket
szokds tengelybeli fixpontoknak is nevezni.

3) a@: a—_ﬂltl-col[o,a -1,8-1], Q2 : a_—ﬁl_—lcol[,@ - 1,0, — 1], Q3 :
Tﬂl_—lcol[a — 1,8 — 1, 0], melyeknél két faj tartésan egyiitt él. Természetesen
ezek a fixpontok csak olyan o és 3 értékekre léteznek a mi szempontunkbél,
ha a pozitiv kipba esnek, azaz ha « > 1 és 8> 1. Ezeket helyzetiik alapjdn
sikbeli fixpontoknak hivjék.

4) a P: M_lwcol[l, 1,1] egyensilyi helyzet, melynél a harom faj tartésan
egyltt él. Ennek a pontnak a neve belsé fixpont.

A fixpontok stabilitasi tulajdonsdgai a jél ismert mddszerrel meghatdrozhatéak az
egyes pontokban linearizalt rendszer stabilitdsi jellemz6ibdl [1]. A P pontban a linearizélt
rendszer:

1 1 a g
(2.3) y=———7———"|B 1 aj-y
a+f+1 |, 8 1
ahol y = col[yi1, y2, ya]- Tehdt a P pont stabilitdsit az
1 a 8
A=10 1 «
a B 1

matrix sajatértékeinek eldjele dénti el. Miutdn —#ﬂ“ < 0, igy a stabilitis feltétele
valamely sajatirdnyban, hogy az adott irdnyhoz tartozé sajtérték pozitiv legyen. Mivel
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az A matrix cirkuldris, igy sajatértékei viszonylag egyszerlien adédnak:

A1:1+a+ﬁ
,\2,3:1—‘“2"5i¢- (-‘g—s(a—ﬁ))'

Feltevésiink szerint » > 0, igy sem az O sem valamelyik Q; (i = 1,2, 3) egyenstlyi helyzet
nem lehet stabilis. Kimutathaté, hogy a P egyenstilyi helyzet 1étezik és stabilis, ha a+8 < 2.
Azt is be lehet bizonyitani, hogy ha o > 1 és 8 > 1, akkor a rendszer valamelyik tengelybeli
egyensilyi helyzethez konvergdl, viszont haa+8>2é a>1,<1lvagya<1,B>1,
akkor nincs stabilis egyensiilyi helyzet (ldsd 1. abra).

nincs stabilis valamelyik R tipusu
egyensulyi helyzet mewens.r Glyi hetyzet
ilis

1 = T e neiy
i

P egyensulyi By

helyzet stabilis \\ nincs stabilis egyensulyi helyzet

\~

] b | S

¥ I

9 a

1. 4bra Az egyensilyi helyzetek stabilitdsa a May-Leonard modellben

A tovabbiakban azt az esetet tekintjiik May-Leonard rendszernek, amelyre o + 8 > 2
és @ < 1,8 > 1 (a teljes szimmetria miatt az @ > 1, B < 1 esettel kiilon nem foglalkozunk).
Vizsgéljuk meg, mikor keletkezik Hopf-bifurkdcié a rendszerben. Ellendrizve az
Andronov-Hopf tétel feltételeit ([1], [2]) ha e + 8 = 2:
(1) RCA213 = 0, ReAl =-1<0
(i1) legyen p =2 — (a + B) a bifurkéciés paraméter, ekkor

Mo, d(Re)\z 3) 1
Redygz3 = —és ———~ = — > 0.
€Az3 2 es % 2 >
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Tehat az o + B = 2 esetben zart palyak keletkeznek Hopf-bifurkaciéval.

Ha a Bautyin-formuldval ([1]) kiszémoljuk a 4. Poincaré-Ljapunov konstanst: G4 =0
lesz az eredmény. Tehat o + 3 = 2 esetén olyan degenerélt (sem szuper-, sem szubkritikus)
Hopf-bifurkacié keletkezik, ahol a kozponti sokaségot zart palydk toltik ki (lasd 2. &bra).

i N
& N
J N
/|
! N
I
T A
4 B %
(R e X 3 \__‘
J N \ v,
{ o P ) \ :
\ i N
/ T S / / .
B i \’/ A7 / 5
/ < ! = o
/ e . 2
! , X
/ | S i
H o
/v‘/

R,

»
1
2. dbra Degeneralt Hopf-bifurkéacié a May-Leonard modellben

A tovabbiakban May, Leonard és Schuster, Sigmund, Wolf megmutatta cikkében, ha
o + B > 2, akkor a rendszerben nemlinedris viselkedés 1ép f6l. Olyan pélydk keletkeznek,
amelyek ciklikusan rendre megkozelitik az R tipusd egyensiilyi helyzeteket, vagyis két fa]
majdnem kihal egy pedig elszaporodik. A ciklikussig azonban nem szabalyos, az egyes
fixpontok kozelében eltoltott id egyre hosszabb lesz (lasd 3. &bra).

A hirom R-tipusi egyensiilyi helyzetet heteroklinikus pdlydk kotik Ossze és a belso
egyensilyi helyzet kozelébdl indulé megolddsok palyagorbéi erre a heteroklinikus ciklusra
csavarodnak fel.

Természetesen valés populdciéban, ahol mindig fellépnek bizonyos perturbaciék, illetve
a valtozéink nem folytonosak (egyedszdm a biomassza helyett), a rendszer nem kozelitheti
meg tetszdleges pontossiggal az egyenstilyi helyzeteket, hanem véges id6n beliil két faj kihal,
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3. abra Nem linearis, ciklikus palydk a May-Leonard rendszerben

egy pedig stabilisan fennmarad. Az hogy melyik hal ki és melyik marad fenn, a természetes
populdcidékban fellépé véletlen hatdsokon miilik.

3. A haromdimenziés Lotka-Volterra rendszerek
osztdlyozdsa a nulla izoklindk alapjan

Bar, mint emlitettik, j6l bevalt mddszerek léteznek a haromdimenzidés Lotka-Volterra
rendszerek vizsgalatira, a fellép6 algebrai nehézségek gyakran igen bonyolulttd teszik
hasznélatukat.

M. L. Zeeman [7] egy olyan osztélyozdst ad, amely egyszerii algebrai kifejezések alapjan
lehetévé teszi a hdromdimenziés kompetitiv Lotka-Volterra rendszerek viselkedésének
leirdsét az eltartdsi szimplexen, vagy legaldbbis annak hatdrdn. Az elmélet ismertetését
néhény alapvetd definiciéval és tétellel kezdjik [1], [5], [7].

3.1. Definicié. Jelolje x(M) egy M sokasdgon folytonosan differencidlhaté vektorme-
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z6ket. Ekkor az n dimenziés kompetitiv Lotka-Volterra rendszerek tere:

F EX(RZ’_) s Fi(z) == - (b —Zaijzjﬂa,-j >0,5>0,((,7i=1,...,n) p,
j=1

tovabba két CLV(n)-beli rendszer tdvolsigdt értelmezziik a kovetkezd médon: p(F,G) =
> lai =@l + )
£,7=1 i=1
G megfelel6 egyiitthatait jeldli.
Az F € £(M) differencidlhaté vektormezd egy n dimenziés kozonséges differencidle-
gyenlet rendszert definidl:

b; — b |, ahol F,G € CLV(n) és aij, b; illetve a;j, b; rendre F és

(3.1) ¢ = F(z)

A rendszernek egy ¢ : R — M megoldasit jeldljik ¢-vel, ¢;(y)-nal pedig egy y
kezd&értékhez tartozd megoldasat. Jelolje tovabba az y kezd6értékhez tartozé alfa és omega
hatarhalmazokat a(y) és w(y). A 3.1 rendszert kompetitivnak nevezzik, ha g—z& < 0,

7
oF;

kooperativnak ha 92, > 0 barmely ¢ # j esetén. Disszipativnak nevezziikk a rendszert,
ha létezik egy kompakt, invaridns halmaz, amely vonzza a kezdSértékek Gsszes kompakt
részhalmazat.

Vezessik be a kovetkezd jelolést: legyen az origé repellor egy disszipativ rendszerben,
ekkor taszitasi tartomdnya nyilvdnvaléan korldtos. Jeldljiik 3-val az origé medencéjének
hatardt ¢ — —oo esetén, azaz legyen R(0) = {z € R7} | a(z) = 0} az origé medencéje, ekkor
¥ = 8R(0) \ R(0).

M. W. Hirsch kdvetkezd jol ismert tétele [5] olyan egy kodimenzidjd hiperfelilet 1étezését
mondja ki, amely vonzza az Gsszes véges palyat R’} -ban:

3.1. TETEL. (Hirsch) Legyen &; = F;(z) = z; - Ni(z) ¢« = 1,...,n egy kompetitiv
disszipativ rendszer R} -on, amelyre az origé repellor és a DN (specidlisan ha F € CLV (n),
akkor DN = —A) madtrixnak szigorian negativ értékei vannak barmely mds fixpontban.
Ekkor az R7 \ {0} tartomdnyon minden trajektéria aszimptotikusan tart egy X-beli
trajektéridhoz és ¥. homeomorf az egységszimplexszel R’ -ben radidlis vetitéssel.

3.1. KOVETKEZMENY. Ha specidlisan az & = F(z) rendszerben F € CLV (n), akkor
minden trajektéria az R7 \ {0} tartomdnyban aszimptotikusan tart egy X-belihez és ¥
homeomorf az egységszimplexszel R, -ban radidlis vetitéssel.

Térjiink &t ezutidn a hiromdimenzids kompetitiv Lotka-Volterra modellek vizsgdlatéra,
azaz vizsgaljuk a kovetkezo egyenletet:

(3'.2) 3.,; = F,,((E) = zi(b,- e (A:c),) 1= 1, 2, 3.
Ertelmezziik a nulla izoklina konfiguréciét és ez alapjén az osztélyozast a kovetkezd médon:
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3.3. Definicid. A (3.2) egyenlethez rendelt
Rij = sgn((AR:); — b;)
Qi = sgn((4Qs): — bi)

értékek rendszerét az egyenlet nulla izoklina konfigurdciéjanak nevezzilk, minden 7 # j
esetén, az indexek egész értékili permutacidja mellett.

(3.3)

3.4. Definicié. Legyen F,G € CLV(3). Azt mondjuk, hogy F és
G nulla izoklina ekvivalensek, ha ugyanaz a nulla izoklina konfigurdcidjuk. F-et

nulla izoklina stabilisnak tekintjiik, ha létezik nulla izoklina ekvivalensekbél 4116 kérnyezete
CLV(3)-ban.

3.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy F € CLV(3) nulla izoklina stabilis és létesik egy P
fixpontja. Ekkor P egyszerii fixpont. (A P pont akkor és csak akkor egyszerii, ha a linearizdlt
rendszer matrixdnak az adott pontban nincs nulla sajdtértéke.)

Megjegyezziik, hogy az utdbbi tétel dinamikai jelentGsége, hogy Int3-ban barmely
hatirhalmaz vagy P vagy egy periodikus palya. Az el6z6ekben értelmezett stabilis nulla
izoklina osztdlyok megkereséséhez ad eszkozt a kovetkezd tétel:

3.4. TETEL. Legyen F € CLV(3). Az F nulla izoklina stabilis akkor és csak akkor,
ha R;; # 0 bdrmely i # j-re és Qi; #0,4,j =1,2,3.

A tételnek bizonyithatd két igen fontos kovetkezménye:

3.2. KOVETKEZMENY. A stabilis nulla izoklina osztdlyok unidja nyilt és siirii CLV (3)-
ban.

3.3. KOVETKEZMENY. CLV(3)-ban 33 stabilis nulla izoklina osztdly van.

A fenti stabilis nulla izoklina osztdlyokbdl 25-ben a P bels6 fixpont nyeregpont tipusi
és igy zart palya nem lehet ¥ belsejében, vagyis a nulla izoklina konfiguracié egyértelmiien
meghatdrozza a rendszer dinamikai viselkedését 2 tartomanyon és hataran. A maradék 8
osztdlyban a nulla izoklina konfiguricié nem tartalmaz elegendd informéciét P egyensilyi
helyzet dinamikai jellegének eldontésére. Ezekben az osztdlyokban tehat nem irhaté le a
dinamikai viselkedés 3. belsejében kizardlag a nulla izoklina konfiguracié alapjan.

Foglalkozzunk most a 8 ossztallyal. A kovetkezd tételek lehetGséget adnak, hogy egy
rogzitett nulla izoklina konfiguriciéhoz tartozé rendszer csalddban eldrejelezziik a Hopf
bifurkicié keletkezését.

3.5. TETEL. A fenti 8 nulla izoklina osztdlyba tartozé rendszerekrdl feltehetjiik, hogy
a P belsé fixpont az (1,1, 1) pont.

A tétel alapjan a paraméterek szdma a rendszerben 12-rél 9-re csokken, amit a b; értékek
kikliszobolésére hasznalunk:

(3.4) Fi(z) =z (A(u—2))

ahol v = coll1,1,...,1]. Ezek szerint F teljesen meghatdrozott az A matrixszal és
DF, = (=PF; - aij) = - A.
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3.6. TETEL. A fenti 8 nulla izoklina osztdlyban det(DF,) < 0.

A két tétel alapjan lehetSvé valik, hogy egy adott nulla izoklina konfiguriciéhoz
definidljunk egy rendszer csalddot.

3.5. Definicid. Legyen &; = Fi(z) = «;(A(u — z)); és T = diag[ri1, 722, Ta3] egy
héromdimenziés diagonalis matrix és tekintsiik az F¥ (z) = z;-(T- A-(u—z)); vektormezot.
Ezzel Lotka-Volterra rendszerek egy F(F) csalddjit definidlhatjuk a kdvetkezé modon:
F(F) = {FT|7; >0, i=1,2,3}. Ennek a csalidnak egy reprezentinsa F. Noha F(F)
egy hdromparameéteres csalad, a 7;; diagondlis értékek valtoztatdsdval mint egyparaméterest
tanulmanyozhatjuk.

3.7. TETEL. Minden F-hes tartozik egy pozitiv T diagondlis métrix, amelyre FT |2
topoldgiailag ekvivalens egy két dimensziés Lotka-Volterra rendszerrel.

3.4. KOVETKEZMENY. Altaldnos F esetén létesik CLV(3)-ban olyan rendsser,
amelynek nulla izoklindi ugyanazok, mint F-nek, de nincs periodikus palydja.

Ezek alapjdn mind a 8 osztalyban kivdlaszthaté olyan reprezentdans, amelynek nincs
periodikus palyaja. Célunk olyan feltételek meghatdrozasa, melyek alapjén eldonthetd,
mely csalddokban keletkezhet Hopf bifurkicié. Ehhez a rendszer A matrixa kétdimenzids
féminorjainak determindnsait fogjuk hasznalni:

ajj  Gjk

Mjk :det(Ajk): ak;  Grk

i # ke

Az Ajp minomaétrix a (z;j,z:) koordinatasikra lesziikitett rendszer viselkedését hatdrozza
meg, és a leszlikitett rendszerrdl beldthatd, hogy szintén kétdimenszids Lotka-Volterra
rendszer. A kovetkezd két tételt M. L. Zeeman &dltaldnosabban n dimenziéra mondja ki,
de nekiink most n = 3 is elegendé.

3.8. TETEL. Legyen z; = Fi(z) = z; - (A(u — z))i, : = 1, 2,3, amelyre detA > 0. Ha

3
z M; <0, akkor P-nek létesik egy legalabb kétdimenziés instabilis sokasiga, azaz P
j<k, k=2
repellor 3-ban.

3.5. KOVETKEZMENY. Ha minden R; tipusii fixpont attraktor, akkor F-nek nincs més
attraktora.

3.6. KOVETKEZMENY. Legyen #; = Fi(z) = z; - (A(u — z));, ¢ = 1,2,3, amelyre
detA > 0. Ha M;; < 0, minden j # k-ra, akkor az F(F) csalddnak P-ben nincs Hopf
bifurkécidja.

Arra tehdt feltételt taldltunk, hogy mikor nem fordul elé Hopf bifurkécié a rendszerben.

A kovetkezd tétel arra ad elégséges feltételt, hogy mikor lesz biztosan Hopf bifurkacié egy
csalddban.
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3.9. TETEL. Legyen z; = Fi(z) = z; - (A(u — z));, © = 1,2, 3, amelyre detA > 0. Ha
az M értékek kozétt kilonbozd eljelilek vannak, akkor az F(F) csalddban bigtosan fellép
Hopf bifurkdcid.

4. Nem szimmetrikus modellek

Alkalmazzuk el6szor az el6zéekben ismertetett mddszert az eredeti May-Leonard
modellre.

Ez az eljaras illusztrdlasan til, mas tanulsdgokkal is jar. Miutdn feltevéseink szerint
0 <a<1lésfB >1igya@Q; tipusi sikbeli fixpontok nem esnek a R7}-ba, vagyis a Qi
mennyiségeknek nincs értelmiik. Kiszamolva az R;; értékeket:

Ryz=sgn(B—-1)=1, Rz;=sgn(a—1)=-1, Rz =sgn(f—-1)=1
Riz=sgn(a—1)=—-1, Rayz=sgn(f—-1)=1, Rz =sgn(a—1)=-1

Ezek alapjin a rendszer besorolhaté egy stabilis nulla izoklina osztdlyba és a 4. &bran
lathatd két faziskép képzelhetd el hozzd (az egyszeriliség kedvéért csak az egység szimplexen
abrédzolva, a tényleges fiziskép homeomorf ezzel):

\
\ VAN
// \\ / \
/ AY /’
N /
/ N \
"/ ~ //\\‘ \
[ ) | s
{ “ ' [N
' N I :
IS v ®
Ay \\_//

4. dbra A szimmetrikus rendszer lehetséges fazisportréi

Vizsgdljuk meg ezutan, milyen feltétel adédik Hopf bifurkdcidé keletkezésére. Ehhez
hozzuk z; = z;(A(u — z)); alakra egyenleteinket [2]. Alkalmazzuk az z — [diagP]z lineéris
koordinata transzformaciét, ahol diagP = [P;;] diagonélis métrix és P;; = P;. Mivel AP = b
irhatjuk: F;(z) = z:(b; — (Az);) = zi(A(p — z));. Ebbdl a fenti transzformaciéval kapjuk:

1
[(diagP)~ ' F(diagP))i(z) = F(P,-a:,-(A(diagP — diagPz)):)

=z;(A(u —z))
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ahol A = AdiagP. Esetunkben: diagP = ﬁ[, ahol I az egységmatrix. A
transzformaciéval az alabbi rendszert kapjuk:
~ ~ 1
; = z;(A(1 — z));, aholA= ———4
z; = o (A( z)) aho P
és mivel detA > 0 igy det A > 0. Kiszdmolva a minorokat:
1-af 1—af 1—af
M = - e— M = 1 = -
YT a8 +1 BT arg+1 BT a1

Latszik, hogy az elégséges feltétel Hopf-bifurkicié keletkezésére nem teljesiil erre a rend-
szerre. Annyit tudunk mondani az osztdlyozas alapjin, hogy biztosan nem lép 6l Hopf
bifurkécié, ha minden M;; < 0, azaz ha

1
1—a,3<0vagy;<ﬁ.

Vizsgaljuk meg ezek utan a nem szimmetrikus alak legegyszeribb esetét, ahol

1 a v
(4.1) A=|[B8 1 a| él<a<l,B8>1,y>1
a B 1

A fenti kikotéseket a,3,y-ra mint a May-Leonard rendszer kikotéseinek megfeleldit irtuk
elé. Cikkiink végén a teljesség kedvéért megvizsgiljuk a 0 < v < 1 esetét is.
A modell egyensilyi helyzetei a kovetkezdk:
1) az O:(0,0,0)
2) az Ry:(1,0,0), Ry: (0,1,0), Rz : (0,0,1) tengelybeli fixpontok
1 1 1
P - - : -1,0,a—1 :
3) an a,@-—l(o’a 11ﬁ 1)a QZ ay — (7 U, & ): QB aﬂ—l
1,8 — 1,0) sikbeli fixpontok.
4) aP: L(a’-af-a+1+y8-7,1-a—ya—B+a’+18, 1-af+a’—a—F+5%) =
%(a, b,c), ahol detA =1 — 208 — ya + o > 0.
Megvizsgédlva a @ sikbeli fixpontokat, ismét megkapjuk, hogy az «, 3, y-ra vonatkozé

feltételeink mellett azok nem esnek a pozitiv kiipba, igy a @;; értékek érdektelenek.
Kiszamolva az R;; mennyiségeket:

(a-

1

Ry2=1, Rpy=-1, HR3=1
Rij3=-1, Hyz=1, Raz=-1.

Vagyis a rendszer ugyanabba a stabilis nulla izoklina osztélyba esik, mint a szimmetrikus
esetben, vagyis a ¥ hatdran viselkedése valtozatlan. Irjuk &t rendszerlinket az A = A diagP
transzformdcid segitségével:

a ab ~vc

Ba b ac

det A aa b ¢

A=
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ahola > 0,5 >0, c> 0, hiszen P € IntR?.
Kiszamolva a f6minorokat:
Mz =ab(l - aff), Miz=ac(l —ay), M =be(l- aff).
Biztosan nincs Hopf bifurkacid, ha M;; < 0, tehdt ha a8 > 1 és ay > 1, azaz 8 > % és
v> 1
Fellép Hopf-bifurkacié, ha o8 > 1 és ay < 1 vagy a8 < 1 és ay > 1. Masképpen:

1 . 1 1,1
—<Pésy< — vagy < —és — <.
o a a o

A hagyomanyos sajatértékeken alapulé médszert hasznilva pontosan ki is szamolhatjuk
milyen paraméterekre léphet 61 a Hopf-bifurkaci6é. A linearizalt rendszer a kovetkezd alaku
lesz:

1 A—2a—a-b—v-c —a-a —v-a
(4.2) y:m —B-b A-fB-a-2b—-a-c —a-b -y
¢ —a-c -B-b A-a-a—-0-b-2c

ahol det4 > 0 és a,b,c > 0, mivela P pont a pozitiv kipba esik. Jeloljik A-mal a linearizalt
rendszer matrixdt. Kiszamolva A sajdtértékeit a kovetkezd értékeket kapjuk:

A =—-14+2afB+oay—ao®— % = —det4

4.3 1
(*3) Aays=U 5\/17

Itt U és V az aldbbi polinomokat jeloli:
(4.4) UZ%(a3+7—2ﬂ7 +B%y +28— 3 —3a® +3a-2)
V =(3a® + 7 — 40>y — 4yat+
+ 403y%B — 2va%B? — 8y%af? + 4aB+
+ 2va — 498 — 30 — 4y 0 + 287 + 4y%a?+
+ 60 + 6782 — 16233y — 2ya®—~
— 8a*B + 4aB8® + B* — 2070?83 + 10vaBi+
+ 4aB%y — 16aBy + 12a°8y+
+ 220°0%y + 8a°8 — 80*B% + 4a°8° - 40B%—
— 20382 — 898° + 6702 — 90+
+ 12038 — 20%8? — 4802 — 6a8? — 29237 —
- 37?6 + 4v*8° + 4avB + 4y*Ba’ -
— 8y?0%2 + 8728% + 4v2Ba + 40 B°)
Sajnos az Andronov-Hopf tétel feltételeinek vizsgalata U és V bonyolultsdga miatt igen

nehézkes lenne, ezt mi most nem végezziik el. Egy sziikséges feltétel azonban viszonylag
egyszerlien adédik, amely megad egy kétdimenzids feliiletet ahol felléphet Hopf bifurkacio.
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4.1. TETEL. A (4.1) mdétrixszal képezett rendszerben csak akkor léphet fel Hopf
bifurkdcié, ha a
(a—1)°

(4.6) 'y:l—m

osszefliggés teljestil.

Bizonyitds. Tegyiik fel elsének, hogy V' < 0. Ekkor A3 3 komplex szdm és az Andronov-
Hopf tétel szerint csak Relz 3 = U = 0 teljesiilése esetén keletkezhet Hopf bifurkécid, ennek
pedig (4.6) a feltétele.

A V > 0 eset érdektelen, hiszen itt csak valds gyokok vannak, igy nem léphet fel Hopf
bifurkacid.

Megvizsgalva A;-et az is 1atszik, hogy ReA; < 0, igy ez a feltétele is teljesiil az Andronov-
Hopf tételnek.

Abrézolva a (4.6) egyenleten keresztill értelmezett felilletet lathat6, hogy az Gsszefiig-
gésnek ténylegesen is van értelme, mivel a és B vizsgalt értékeire olyan <y értékek adédnak,
melyek megfelelnek a (4.1) feltételeknek

A
XX

10 1

5. 4bra A (4.6) osszefliggéssel definidlt felillet grafikonja az 0 < o < 1
és 1 < B < 10 intervallumon. Az dbrdn az z tengely a-nak, az y tengely
B-nak felel meg.

Vegylik szemiigyre a hidnyzé feltétel kulcsdt jelenté V' polinomot. Abrézolva V
grafikonjat a paraméterek vizsgdlt intervalluman latszik, hogy ezen a tartomanyon V < 0.
Ez alapjdn kimondhaté a kovetkezo:
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-100902
20500+
-30000+

400004

6. dbra A V polinom grafikonja az 0 < @ < 1é 1 < B < 10
intervallumon. Az dbrdn az z tengely a-nak, az y tengely (-nak felel
meg.

_ (a1

4.1. SEJTES. A v = B=1) feltétel sziikséges és elégséges feltétele a Hopf
bifurkédcié keletkezésének.

Vizsgéljuk most meg a 7 < 1 esetet. Az eldzdleg ismertetett esethez képest alapvetd
killonbséget jelent, hogy ebben a rendszerben lesz sikbeli fixpont, mivel Q3 : a71_1(7 -
1,0,a — 1) koordindtai a fenti kikotések alapjén pozitivak, azaz a fixpont a pozitiv kipba

esik. Meghatdrozva a rendszer nulla izoklina konfigurdciéjat az alabbi értékek adédnak:

Ri2=1, Ra1=-1, Rz =-1
Riz=-1, Rzz=1, HRz=-1,

illetve

M1~D+aw—1X_0.

(4.7) Q22 = sgn ( e

Miutdn @1, @3 fixpontok most sem esnek a pozitiv kipba, igy @11, Q22 értékek nincsenek
értelmezve. A rendszer besoroldsdt Qj; értéke donti el. Megvizsgalva a (4.7) értékét azt
kapjuk, hogy Q22 = 1 ha B(y — 1) + a(a — 1) — (ay — 1) < 0, illetve Q22 = —1 ha
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e Bk et . g %
7. abra A nem szimmetrikus rendszer lehetséges fazisportréi v < 1 esetén

B(y — 1)+ a(a — 1) — (ery — 1) > 0. Ebbdl rendezés utdn adédik, hogy a (4.1) matrixszal
adodo rendszerre a kovetkezo fazisportrék valamelyike jellemz6:
\ Az A eset feltétele, hogy teljesiiljon a 0 < v < %‘5‘1 egyenlotlenség. Latszik, hogy
ekkor olyan fazisportrét kapunk, amelyben nem lehetséges Hopf bifurkécid, s6t nincs is belsé
fixpont. Ebben az esetben tehat a rendszer hosszu tavi viselkedése teljesen meghatdrozott.
A B eset akkor 1ép fel, ha a ’S“L—‘;-_‘;i < 7y < 1 Osszefiiggés igaz. Ebben az esetben a
rendszer dinamikajat csak a hatdrokon ismerjiik, mivel a tartoményon beliil megjelenhetnek
zart palydk. A Hopf bifurkacié fellépésének itt is sziikséges feltétele a 4.1 tétel, illetve
érvényes a megfogalmazott sejtés is. Természetesen, mint az varhatd is volt, egyik eset sem
emlékeztet a szimmetrikus rendszer nem linedris viselkedésére.
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SZENTKUTI ZSOLT

BME MATEMATIKAI INTEZET
DIFFERENCIALEGYENLETEK TANSZEK
1111 BUDAPEST XI., MUEGYETEM RKP. 3.

PERIODIC SOLUTIONS OF NON-SYMMETRIC MAY-LEONARD SYSTEMS

Zs. SZENTKUTI

There are well known methods for the description of long-term behaviour of a system (the Routh-
Hurwitz criteria or the Poincaré-Andronov theorem for example), we encounter difficulties because of the
algebraic problems - even in case of small dimension - if we haven’t got some assumptions for the symmetricity
of the system. In this paper we study a morre general, non-symmetric form of the May-Leonard system.
Instead of the Routh-Hurwitz criteria we apply a classification by M.L. Zeeman for the observation of long-
term behaviour of a system. This classification is founded upon the geometric analysis of the nullclines of a
system and define a combinatorial equivalence relation on the space in terms of simple inequalities on the
parameters. We give a simple necessary condition on the parameters in this non-symmetric May-Leonard
system to predict the occurrence of a Hopf-bifurcation and consequently, of isolated periodic orbits.
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UJ KORLATOK A SPECIALIS "CONSECUTIVE
K-OUT-OF-R-FROM-N: F” RENDSZER MEGBIZHATOSAGARA*

A. HABIB! BS T. SZANTAI

Budapest

A dolgozat célja az, hogy kevesebb szamoldssal élesebb korlatokat adjon a cimben leirt specialis
rendszer megbizhatésdgara, mint az korabban az irodalomban ismert volt. Ezek az 1ij korlatok a Boole-
Bonferroni tipusi korlatok csalddjdba tartoznak. Azt is megmutatjuk a dolgozatban, hogy a Hunter és
Worsley altal javasolt korlat is j6 eredménnyel alkalmazhat a megbizhatdsdgi rendszerek megbizhatdsaganak
a korlatozasdra. A dolgozat utolsé részében numerikus eredményeket adunk kordbbi dolgozatokban publikalt
teszt feladatokra, illetve azoknal lényegesen nehezebb problémaékra vonatkozé numerikus eredményeket is
kozliink. Az elkészitett Fortran kédokat kérésre az olvasé rendelkezésére bocsdjtjuk.

1. Bevezetés

A | consecutive-k-out-of-r-from-n:F” megbizhatésagi rendszert Tong [35] vezette be. Az
utolsé néhany évben tobb dolgozat is foglalkozott ilyen tipusi megbizhatésigi rendszerekkel.
Minthogy a ,,consecutive-k-out-of-r-from-n:F” rendszer specidlis esetként magédba foglalja
mind a ,,consecutive-k-out-of-n:F” rendszert (¢ = r), mind a ,k-out-of-n:F” rendszert
(r = n), az ebben a témakérben megjelent dolgozatok szdma még nagyobb. Az &ltaldnos
rendszert leginkibb gordg szerzék vizsgaltik, mint példdul Kounias, Koutras, Sfakianakis
és Papastavridis. Az ilyen témaji fontosabb publikdciéik a kovetkezék: [15], [16], [17], [23],
[24], [21], [31], [30] és [32]. A k = r specidlis esetre vonatkozé korlatokat a kordbbiak mellett
Derman, Fu, Chrysaphinou és sokan masok publikiltak. Az ilyen tipusi dolgozatok egy
korantsem teljes listdja a kovetkezd: [3], [4], [6], [7], [8], [9] és [22]. Végil Chao, Fu és
Koutras 6sszefoglald jellegii, kivals dolgozatdra hivjuk még fel az olvasé figyelmét: [2].

Ebben a dolgozatban 1dj alsé és felsé korlatokat adunk meg a ,,consecutive-k—out—of—
r—from-n: F ” rendszer hibdzasi valészinliségére, illetve megbizhatésdgira. Ezek a korlatok
a Sfakianakis, Kounias és Hillaris [32] &ltal ko6z6lt korldtok Altaldnositdsdnak tekintheték,
mivel ugyanigy Boole-Bonferroni tipusiak, mint azok. Mig azonban Sfakianakis, Kounias
és Hillaris csak az elsé harom binomidlis momentumon alapulé Boole-Bonferroni korldtokat
tudtak szdmitani, addig ebben a dolgozatban algoritmust adunk meg a negyedik binomialis
momentum szamoldsdra is, és megmutatjuk, hogy az ennek végrehajtdsdhoz szilkséges
tobblet munka megtériil azaltal, hogy a hasznélatdval szdmolhaté Boole-Bonferroni korlatok
lényegesen élesebbek lesznek, mint a kordbbi korldtok voltak. Megjegyezziik, hogy

*A dolgozat megirdsdhoz vezetd munkat részben az OTKA T014102 szamu pélyazata tdmogatta.
tAz MTA aspiransa, kordbbi munkahelye Dept. of Math.; Faculty of Science; Menoufia University, Shibeen
El-Kom; EGYPT .
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Sfakianakis, Kounias és Hillaris a harmadik binomidlis momentum szdmoldsira szolgdlé
algoritmusukban egy esetszétvalasztdsrél megfeledkeztek, melyre a jelen dolgozat szerzdi
hivtdk fel a figyelmet a [11] helyreigazitdsban. Tovabbi eredményként javasoljuk a
dolgozatban a Hunter-Worsley-féle korldt [13], [36] megbizhatésigi rendszerekre torténd
alkalmazasdt. Ez a korldt csupdn az els6 binomidlis momentumot, valamint a mésodik
binomialis momentum szdmolasdhoz sziikséges valdszinliség értékeket hasznalja, igy igen
gyorsan szamolhaté és meglepGen élesnek bizonyul. Sajnos ezen a mddon a rendszer
hibdzdsi valdsziniliségére csak fels6, a rendszer megbizhatdsdgara pedig csak alsé korldtot
lehet szdmitani. Tovabbi érdekes, igen gyorsan szamolhaté korlatokat adott meg Jun
Cai [14] is, amelyre szamitégépes programot készitettlink, igy a numerikus teszt feladatok
eredményeit az 6 altala javasolt korlatokkal is 6ssze tudtuk hasonlitani. Végil a gondosan
megtervezett és elkészitett szamitogépes programunk lehetdséget adott arra is, hogy az
eddigieknél lényegesen nagyobb méretii feladatokra is k6zoljink numerikus eredményeket.

Jelolések
n a rendszer komponenseinek a szdma
T a rendszer n komponensébdl kivalasztott egymasutani komponensek
(dgynevezett ablak) szdma (mérete) (r < n)
k az r egymdasutani komponens k6zotti hibdsak minimélis szédma,
amely mar a rendszer hibazdsat okozza, k < r
P, q annak a valdsziniisége, hogy egy komponens jé, vagy hibds (p + ¢ = 1)

R(p; k,r,n) a "consecutive k-out-of-r-from-n:F” rendszer megbizhatésiga
F(p;k,r,n) a”consecutive k-out-of-r-from-n:F” rendszer hibazasi
valészinlsége (R(p; k,r,n)=1— F(p;k,r,n))

N n—r+1

A; az az esemény, hogy az i,t + 1,...,i+ r — 1 komponensek koziil
legaldbb k komponens hibéds, i =1,..., N

i azon Ay, ..., Ay események szamat definidld valdszinliségi véltozd,

amelyek bekovetkeznek
S1, 82, 53,54 a i valésziniiségi valtozé binomialis momentumai

S > Pr(4;),1 <i< N-re

S zi’j Pr(4;4;),1 <i<j< N-re

S3 Ei,j,u PI‘(A,‘AJ‘A,,), 1 S 1 < ] <v S N

-re

Sy Ei,j,v,p Pr(A;A;A,A,),1<i<j<v<p<N-re

LB; az elsé j (7 = 1,2, 3,4) binomiélis momentumon alapuld legjobb
Boole-Bonferroni korlatokbdl ad6dé alsé korlatok F(p;k,r, n)-re

UB; az els6 j (j = 1,2, 3,4) binomidlis momentumon alapulé legjobb
Boole-Bonferroni korldtokbdl adédé felsé korlitok F(p;k,r, n)-re

UHW a Hunter és Worsley mddszere szerint szamitott
felsd korlat F(p; k,r, n)-re

(’J") binomidlis egytitthaté

|z] z alsé egész része
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2. A Boole-Bonferroni-tipusi és a Hunter-Worsley korlat szamitdsi eljarasok

A Boole-Bonferroni-tipusti korlatokat elészor Sfakianakis, Kounias és Hillaris [32]
alkalmazta megbizhatésdgok becslésére. Ebben a dolgozatban megadjuk az ilyen tipusi
korldtok egy egységes szarmaztatdsi médjdt. Ezt az 4ltaldnos eljirdst Prékopa, Boros és
Prékopa [25], [1] dolgoztdk ki. Az eljirds a binomidlis momentumok definiciéjdn és az
ezekre a momentumokra felirt linedris programozési feladat megolddsdn alapul.

Jelolje p azon Ay, ..., Ay események szamdt, amelyek egy véletlen kisérlet alkalmaval
bekovetkeznek. Ekkor u nyilvanvaléan egy olyan valészinliségi valtozé, amely 2 0,1,..., N
értékeket veszi fel. J6l ismert, hogy ennek a valdszinliségi viltozénak a binomialis
momentumai S;-vel egyenlék, azaz

(1) S; :E[(’:)], i=1,..,N.

Ennek a ténynek egy meglepben egyszerll bizonyitdsa olvashaté példdul Takdcs [34]
dolgozatdban.
Maésrészt, ha p;, 1 =10,1,..., N jeloli a u valészintiiségi valtozd eloszlasat, azaz

(2) pi=Pr(p=1), :=0,1,..,N,

akkor a varhaté érték definiciéjabél és a (1), (2) Osszefiiggésekbdl a kovetkezd linearis
egyenletrendszert szdrmasztathatjuk:

(3 5= (Do i=10m

=1

Ugyanez a forditott irdnyban, azaz a p; valészinliségek kifejezése az S; binomidlis momen-
tumokkal:

(4) pj = g;(—l)i”j C) S;, j=1,..,N.

A (3) egyenletrendszer egylitthatématrixanak az inverze megtaldlhaté pl. Riordan [29]
konyvében.

Ugyancsak konnyen beldthaté, hogy barmely po,p1,...,pn (Po > 0,...,p8 > 0; po +
p1+...+pn = 1) valdszinliségeloszlds reprezentalhaté gy, mint egy tetszéleges valésziniségi

mezd Ay, ..., Ay eseményei kozll bekdvetkezd események szdmanak a valdsziniségeloszlasa.
Ekkor, ha csak az Sy, ..., Sy binomidlis momentumok ismertek (szdmithatdok), ahol M < N
és a pi,..., py valészinliségeket ismeretlen valtozdknak tekintjiik, akkor a kévetkezd két

linedris programozasi feladat
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()
min {p1 -+ p2 + ... -+ M + ..+ pN}
feltéve, hogy

pn o+ () 2+ + &) e + o+ () o= S
p2 + ... + (Ag) pM + ... + (I;I) pN = 5
pv + .- + () Py = Swu
p1201p2207"'1pM_>_0:-"1pN20
(6)
max  {p1 + p2 + ... + P+ ...+ pn}
feltéve, hogy
pn + () o+ ... 4 (g) r + o + ) yo= S
p2 + + (%) oy + ..+ (;V) pn = 5
o 4+ . + ) v = Sum

PlZ0,P220;~--1PM_>_0,---:PN20

megoldasa a
(7 Pr(p>1)=Pr(41 +...+ Ax) = F(p; k, 7, n)

valésziniiségre alsd, illetve fels6 korldtot fog eredményezni. Ezek a korlatok a leheto legjobb
olyan korlatok, amelyek az Si,..., S linedris kifejezéseként dllnak elS, és ezeket nevezziik

Boole-Bonferroni korldtoknak.
A kovetkezékben kis M értékekre megadjuk a fenti linedris programozési feladatok

ismert explicit megoldasait.

A. Alsé korlat, ha csak S; és S ismert.

Legyen
i 28;
=15 |
akkor a (7) valésziniiségre éles alsé korldt az aldbbi:

2 2

8 F(p; k > S —
() (P, ’T:n)_i+1 1 ’L(Z+1)

5.
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B. Felsd korldt, ha csak S; és S ismert.
A (7) valészinliségre éles felsd korlat:

2
(9) F(p;k,r,n) < 51 — N-Sz'

C. Alsé korldt, ha csak S;,S5; és S3 ismert.
Legyen

—65: 2(N —
i:1+l 3+ 2( 2)52J

—25, + (N - 1)8;

akkor a (7) valésziniiségre éles alsé korlat az aldbbi:

1+ 2N -1 2(2i+ N —2) 6
10 F(pik,ryn) > — - S = Ss.
(10) (pi k7, m) 2 GIDON 17 Gy DN 2T iGiDN e
D. Felsd korlat, ha csak S, S, és S3 ismert.
Legyen
. 353
=2 —
PR [ 32 J
akkor a (7) valdszintiségre éles felsd korlat az alabbi:
2(2: — 1) 6
11 F(p; k < S — — S — Ss.
( ) (P ,‘I‘,TL)_ 1 Z(Z+1) 2+’L(’L+1) 3

E. Alsé korldt, ha csak 51,5, S3 és S ismert.

Sajnos ebben az esetben nem ismert az (5) linedris programozési feladat optimalis
megoldédsdra explicit képlet. Prékopa [26] megmutatta azonban, hogy egy dual tipusi
szimplex médszer hatékonyan oldja meg ekkor is az (5) linedris programozasi feladatot.
Megjegyezziik, hogy a 4. fejezetben kozolt numerikus eredményeket egy altaldnos céld
linedris programozasi kéddal nyertiik, amellyel a linedris programozasi feladatok megoldasi
ideje még mindig elhanyagolhaté volt az Sy, Sz, S3 és S; binomidlis momentumok szamitasi
idejéhez képest.

F. Felsé korlat, ha csak Sy, 53, S3 és S4 ismert.
Legyen

—1254 + 3(N — 4)S3 + (N — 2)52J

1
=i [ —385 + (N — 2)5,
akkor a (7) valészinliségre éles felsé korlat az alabbi:
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20(i—1)(s = 2) + (2% —1)N) .  6(2i+ N —4) 24
(i + )N TG+ ON P+ 0N

(12) F(p;k,r,n)< S1— Ss.

A (8) korldtot el8szér Dawson és Sankoff [5] publikdita. Eltéré bizonyitasokat adtak
késébb a kovetkez8k: Galambos [10], Kwerel [19], [20] és Prékopa [25]. A (10) és (11)
korlatokat Kwerel [19], [20] és Boros és Prékopa [1] adtdk meg el6szor. Végiil a (12) korldt
Prékopa [27] kényvében taldlhaté meg.

G. A Hunter és Worsley-féle felsé korlat.
Az (5) és a (6) linedris programozasi feladatok helyett tekinthetnénk a velik analdg,
2N 1 valtozéra vonatkozé, és a jobboldalén az Gsszes, az Sy, ..., Sy binomidlis momentu-
~mokba témoritett egyedi valészintiséget tartalmazé linearis programozdsi feladatokat. Eb-
ben az irdnyban az elsé eredményt Hailperin [12] érte el, valamint legijabban Prékopa és
Vizvéri [28] is kozolt ilyen tipusi eredményeket. Sajnos mér nem til nagy N értékek mellett
is az igy megoldandé linedris programozési feladatok hatalmas méreteket oltenek. Hunter
[13] és késSbb téle fliggetlenill Worsley [36] igen hatékony felsd korldtot adott meg a (7)
valésziniiségre gy, hogy a szamitdsdhoz csupan S;-re és az S;-be foglalt bizonyos egyedi
val6sziniiségekre van szitkség. Ez a felsd korldt igen gyorsan szamolhaté és nem nehéz azt
bebizonyitani, hogy minden esetben élesebb, mint a (9) felsd korldt. Sét, amint azt az utolsé
fejezetben latni fogjuk, sok esetben még a (11) felsd korldtnal is élesebb lehet.
A Hunter-Worsley felsé korladt a kovetkezé:

(13) F(pjk,r,n) < 81— Y Pr(4:4;),
(i,5)€T*

ahol T* egy olyan N csicsi, nem-irdnyitott teljes graf maximalis feszité faja, amely graf
tigy van definidlva, hogy az i-jelil csicsat az A; eseményhez (vagy a Pr(A4;) valésziniiséghez)
rendeljik, az (3,j) jell élét pedig a Pr(A;A;) sillyal latjuk el. Megjegyezziik, hogy a
maximalis stily1 feszitd fa keresésére hatékony algoritmusok léteznek, az egyik ilyen példaul
Kruskal [18] hires algoritmusa.

3. Algoritmusok az Sj, S2, S3, S4 binomidlis momentumok szamitdsdra

Ebben a fejezetben megadjuk az dsszes olyan képletet, amely sziikséges ahhoz, hogy
az 5y, 53,53 és S4 binomialis momentumokba foglalt valészindségeket ki tudjuk szdmolni.
Megjegyezziik, hogy ezek koziil csak az Si szdmitdsdhoz szitkséges képletek jelentenek uj
eredményt, mivel az S1, S, S3 binomialis momentumok szdmitasi képleteit mar Sfakianakis,
Kounias & Hillaris is publikaltdk a [32] dolgozatukban. Amint azonban azt mar koradbban
is emlitettiik, az S szdmitdsdra szolgdlé képletiilkbe apré hiba csiszott, ezért, valamint
a teljesség és a reprodukélhatésdg kedvéért az aldbbiakban az Osszes sziikséges szamitasi
képletet megadjuk.
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A.1<i< N -re.

(14) Pr{a;} = zz:% <;) R

B.1<i<j<N -re.

riaay=3 3 % (T7077)

(15) 2y=t; za=t3 z3=t3
CYC e
T2 T3

T =2y +z2+ 23,

t; = max(0,k —j+1i),my =i+7r—7j,
t; = max(0,k —21), m2=j—1,

t3 = max(0,k —z,), mz=7—1,

ahol

ha j—i1<r—1,

(16) Pr{A4;A4;} = Pr {A;} Pr {4},
ha j—i>r—1.
C.1<i:<j<v<N -re.

ssmr= 558 (477 (2)

(17) Ti=1 cg=ts

A er
3 T4 3

ahol
z =z1+z2+ 23+ 24+ Ts,
t; = max(0,k — v + 1), my=i+r—v,
t; = max(0,k — 1 —j+ 1), ma = v —j,
t3 = max(0,k — ¢; — z2), mz=j—1,
ty = max(0,k — 1 — 22), m™ma=7j—1,
ts = max(0,k — 2y —z3), ms=v—7,

ha v—-i<r-1,

Pr{AAA}_Z Z <u_z-r>(z-$]2+r)

(18) zi=1, zg=tg

(J_u+r) (J )( )qum_,-_m,
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ahol
T =2z +xz+ 23+ 24+ 25,
t; = max(0,k + v —i— 2r), m=v—i—r,
to =max(0,k—z,—j+v—r),my=i—j+r
t3 = max(0,k — 2, — z2), mz=j—v+r,
t4 = max(0, k — z2), mg = j—1,
t5 = max(O,k——z:p,), ms —= V—j,

ha v—i>r—-1;, j—i<r—-l,v—j<r-1,

(19) Pr{A;A;A,} = Pr(A;A;)Pr(4,),
ha v—i1>r—-1; j—i<r—-1l,v—3>r—1,

(20) Pr{A;A;A,} = Pr(A;)Pr(4;A.),
ha v—i>r—-1;, j—i>r—1,v—j<r-1,

(21) Pr{A4;4;A,} = Pr(A;)Pr(4;)Pr(4,),

ha v—i>r—1; j—i>r—1lésv—j7j>r—1.
D.1<1<j<v<p<N -re.

praaaay =303 (1700 ()

(22) Ty=t; Ty=ty

Lo
T4 s Te6 7

ahol

z =zy+22+e3+ T4+ 25+ T+ Ty,

t; = max(0,k — p + 1), my =1+7r—p,
t; = max(0,k —z; — v +14), my = p—v,

ts = max(0,k — ;1 — z2 — v + j), mg=7j—1,

t4 = max(0,k — 21 — 22 — z3), my=v-—j

ts = max(0,k — z; — z2 — 23), ms = v — j,

te = max(0,k — z; — z3 — z4), meg =] —1

ty = max(0,k — 1 — 23 — 25), mp; = p—v,

ha p—1<r—-1,

my m7 p—i1—r i+r—v jtr—
Pr{AiAjAvAp}:Z"'Z< T4 )( z3 )( Z3

(23) z1=t1 7=ty

(e
T4 Ty Tg T
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ahol

T =
t1:
ty =

1+ 22+ T3+ 24+ 25+ 26+ T7,

max(0,k — 7 — 2r + p),

(
max(0,k — 1 — v — 7+ p),

t3 = max(0,k — 21 — 22 — v + j),

t4:
t5:
t6:
ty =

max(0,k — ¢1 — 23 — z3),
max(0,k — &1 — 23 — z3),
max(0, k — 22 — z4),
max(0, k — z3 — z35),

wCONSECUTIVE K-OUT-OF-R-FROM-N: F" ...

m=p—i—r,
my=1+7—v,
m3:j+r—p,
my = v —j,
ms = vV — j,
m(i:J—Z:

mr7 = p—V,

ha p—t1>r—LlLiv—i1<r—-1l,p—3<r-—1,

(24) Pr{4;4;4,4,} = Pr(A:)Pr(4;4,4,),

ha p—i>r—-Liv—i>r—1,p—j<r—-1;7—i>r—1,

b (A A A}~ Z Z < )(y—:z—r> (j+;‘3—P)

(25) Ti=t;  my=tr
7’+T_] V_j J_Z p—Vv z, p—it+r—=z
) [ [ | O oy
ahol
T =21 +z2+23+ T4+ 25+ 26+ 27,
t; = max(0,k— v —r + p), m; = p—v,
t2 = max{0,k — 2y — i — 2r + p), mg=v—1i—r,
ts =max(0,k—z1—22—1—7+7), ma=j+r—p
ts = max(0,k — z; — 23 — z3), mg=1+r—3
ts = max(0,k — 2, — 23), ms =v—7j
te = max(0, k — z4), me = j— 1,
ty = max(0, k — z3 — z5), mr=p—v,

ha p—i>r—-Lv—i>r—-1l,p—j<r—-1;5—i<r—1,

Pr{A:iA;A, A} = Z Z (Jz_l )(i+;2— V)(

zi1=t; Tr=tl7

e

p—j-—r
T3

i\ (p—vV

z7

(26)

ahol

T =214+ 22+ 23+ T4+ s+ 26+ T7,

t1 = max(0,k —t— 7 + ) my =j—1,

t2 = max{0,k — 2y — v + j), my =1i+71—v,
ts = max(0,k—z1—22—v—r+p), mz=p—j—r,
t4 = max(0,k — z1 — 23), my =v—j

ts = max(0,k — =1 — z3 — z3) ms =v+r—p
te = max(0,k — z2 — 24), me = J — 1,

t7 = max(0, k — zs), my = p— v,
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ha p—i>r—Liv—i<r—l,p—3>r—1l;p—v<r—1,
(27) Pr{A4;4;A,A,} = Pr(A;A; A,)Pr(A,),
ha p—i>r—Liv—i<r—lp—j3j>r—l;p—v>r—1,

m, mT7T . 1 j
j+r—v\{v—i—-r\[p—J—7
Pr{A,;A]’AuAp}: Z Z ( T )( T2 )( Z3 )

(28) Ty=t; c7=t"

. 1+7‘-] v+r—p ]'—7' p—Vv z, p—itr—z
T4 Ty Te T ar

ahol

T =1+ Ty +23+ T4+ x5+ T+ 27,

t; = max(0,k — v + j), m; = j+7r—v,
t; = max(0,k —i— 2r +v), myg =vV—1-—r,
t3 = max(0,k — 1 — v —r+ p), my=p—j—r
ty = max(0,k — z; — z3), my =1+71—J,
ts = max(0,k — z; — z3), ms = v+r—p,
te = max(0,k — z4), mg = j— 1,

t7 = max(0, k — z5), my = p—V,

ha p—i>r—liv—i>r—-l,p—j>r—-1j—i<r—-lLv—3<r—1,p—v<r—-1,
(29) Pr{A;4;A,A,} = Pr(A;4;A,)Pr(4A,),

ha p—i>r—-Liv—i>r—1l,p—j>r—-Lj—i<r—lLv—j<r—lp—v>r-1,
(30) Pr{A;AjA,A,} = Pr(4;)Pr(4;A,4,),

ha p—i>r—Liv—it>r—l,p—j>r—-Lj—i>r—lLv—j<r—-l,p—v<r—1,
(31) Pr{A;A4;A,A,} = Pr(A;)Pr(4; A,)Pr(4,),

ha p—i>r—liv—i>r—lp—j>r—Lij~-i>r—lv—j<r—l,p—v>r—1,
(32) Pr{A4;4;A,A,} = Pr(4:4;)P1(A, A,),

ha p—i>r—-lLjv—i>r—l,p—j>r—-Lj—-i<r—lv—j>r—-1,p—v<r—1,
(33) Pr{A4;A;A, A} = Pr(A4;A;)Pr(A,)Pr(4,),

ha p—i>r—Liv—i>r—1l,p—j>r—-17j—i<r—Lv—j>r—1l,p—v>r—1,
(34) Pr{A;A;A, A} = Pr(A;)Pr(A;)Pr(A,4,),
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ha p—i>r—Liv—i>r—-lp—j>r—-1;5—i>r—-lv—j>r—1,p—v<r-—1,
(35) Pr{4;A4;A,A,} = Pr(A;)Pr(4,)Pr(4,)Pr(4,),
ha p=i>r—lLiv—i>r—-1,p—j>r—-1;j—i1>r—-1l,v—j>r—-1,p—v>r—1.

Megjegyezziik, hogy a (24) és (30) esetek csak a Pr(A; A, A,) valészinliség szdmitdsidban
kiilonboznek egymastdl, és hasonléan, a (27) és (29) esetek csak a Pr(A;A; A, ) valésziniiség
szamitdsaban killonboznek egymastol.

Az 51,52,53 és S; végs6 szamitisi képleteinek a megaddsihoz a kdvetkezd fontos
észrevétel az, hogy Pr(4;) nem fligg az i indextd] és az Osszes fentebb megadott kifejezés
sem figg kozvetlenil az i, j, v és p indexektdl, hanem csak az u = j— 4,z =v—j,v=p—v
kiilonbségeken keresztiil. Jeldlje W a Pr(A;) valésziniiséget, g(u) a Pr(A; A;) valésziniiséget,
amikor j — 1 = u, h(u,z) a Pr(A;4;A4,) valészintiséget, amikor j — i = u,v — j = 2 és
f(u,z,v) a Pr(4;4;A,A,) valészinliséget, amikor j — ¢ = u,v —j = z,p—v = v. Ha
ezek utan oOsszeszamoljuk az Osszes lehetséges u, z, v kiilonbség eléfordulasi szé.mét az osszes
lehetséges 1 < i < j < v < p < N index halmazra, akkor kénnyen nyerjiik az alabbi végso,
az el6zoknél sokkal hatékonyabb szamitasi képleteket:

(36) S, = NW,
(37) Sy = (N ‘;“)qué(Nl_”)y(u),
ahol

m = min(r — 1, N — 1),

(N -=2r+2\ 4 “(N—-u—-r+1
53—( N )W +2WZ( 5 >g(u)

(38) L
+;;(N_lu—z>h(u,z),
ahol m=min(r— 1, N —r—1)
s =min(r— 1, N — 1 — u)
t = min(r —1,N — 2)
54:(N—ir+3)w4+3wzg(N—u;2r+2)g(u)
1555 31 GRRlh R FAVE
(39) Rakhinh
+2Wu21;< ""_Z*”l)h(u,z)
+zzz( T )
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ahol
m =min{r — 1, N — 2r — 2),
s=min(r —1,N -1 —r —u),
t=min(r — 1, N — 2 —r),
c=min(r —1,N —1—u—z),
b= min(r — 1, N — 2 — u),
a = min(r — 1, N — 3).

4. Numerikus eredmények

Mielott a teszt feladatok eredményeit megadnank, néhany megjegyzést tesziink a kozolt
algoritmusok kédoldsarél. Az, hogy a képletek a megadott formdban vannak, valamint hogy
a binomialis egyiitthaték szdmitdsara szolgdld, j6l tesztelt szamitdgépes program legtobbszor
rendelkezésére all, kdnnyen félrevezetheti a programozét. Elészor is észre kell venni, hogy
példaul a (22), (23), (25), (26) és (28) képletek egymadsba skatulydzott 6sszegzéseiben csak az
Osszegzések alsd és fels§ hatdrai, valamint a binomidlis egyiitthaték felsé szdmai valtoznak.
Ezért elég az egymasba skatulydzott Gsszegzést csak egyszer kédolni, mikoézben az esetenként
fellépé killdnbségeket egy alkalmas feltételes utasitdsban lehet kezelni. Ugyanezekben
a képletekben a p?~*1" kifejezés nem fiigg az z1,...,z7 Osszegzési valtozdktdl, igy az
kiemelhetd az Osszegzésekbdl. A megmaradd ¢°p~* kifejezést pedig célszerli ugy tekinteni,
mint %1 -.-£%7, ahol ¢ = 1 és mindegyik ¢t exponencidlis kifejezés kiemelhetd a sajat,
t—edik Osszgzésébe. Ezen tulmenden, az exponencidlis kifejezést egyszeriibben tgy is
elé lehet allitani, hogy az Osszegzendd kifejezésre minden alkalommal rdszorzunk t-vel,
amikor belépilink a megfelels 6sszegzésbe. Hasonlé meggondolds alkalmazhaté a binomidlis
egyiitthatdk el6allitasara is. Azok ugyancsak kiemelhet8k a sajat Osszegzésiikbe, és ahelyett,
hogy egyben, egy el6re elkészitett eljardssal szdmitandnk az értékiiket, elo lehet Gket is
allitani gy, hogy az Osszegzendd kifejezésre minden alkalommal rdszorzunk a megfeleld
hdnyadossal, amikor belépiink a hozza tartozé ésszegzésbe. Ha valaki nem veszi figyelembe a
fentl megjegyzéseket, akkor tapasztalataink szerint kénnyen kaphat akar egy nagysdgrenddel
nagyobb futdsi idSket is. A kdédot Fortran nyelven készitettik el, azonban az konnyen
atirhaté bdrmely magas szintii programozdsi nyelvre is. Kérésre a kodot az olvaséd
rendelkezésére bocsajtjuk.

A [32] dolgozatban kozolt Osszes teszt feladatra kiszdmoltuk az altalunk javasolt
4j korlatokat. Az ujabb Jun Cai [14] féle korldtokat szintén kiszdmoltuk, hogy az &
korlatjaival is 6ssze tudjuk hasonlitani az eredményeinket. Mivel azonban Sfakianakis,
Kounias és Hillaris [32] dolgozaténak tesazt feladatai mind igen kevés szamitasi idét (mindig
kevesebbet mint fél mdsodperc) igényeltek még a mi 1j, nagyobb szdmitdsi idéigényi
algoritmusunkra is, azért ezek kézil a teszt feladatok koziil csak hdrom eredményeit adjuk
itt meg. Egy alacsony, egy kdzepes és egy magas megbizhatosagu rendszerre vonatkozé
feladatot valasztottunk, amelyek eredményei az 1-3. Tablazatokban lathatok. Minden
eredmény tdbldzatban a rendszer hibdzdsi valdsziniisége helyett a rendszer megbizhatdsdgat
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adtuk meg, ennek kovetkezménye az, hogy a Hunter-Worsley korldtok nem felsé, hanem
alsé korlatként jelennek meg. A szdmitdsi id6k mdsodpercben vannak megadva, mely
idék egy nem tul er6s IBM/PC 486-os gépre vonatkoznak. Megjegyezzitk még, hogy az
S1 — 54 alapu fels6 korlatok szdmitdsira megadott szdmitasi id6 értékek nem tartalmazzak
a linedris programozési feladat megolddsdhoz sziikséges id6t. Minthogy azonban ezek a
linearis programozasi feladatok csak 4 feltételi sorbdl és N valtozébél dllnak, a megoldasi
idejik egyszer sem volt t6bb, mint 0,4 masodperc. A tdblédzatokban félkovér karakterek

jelzik az elért legjobb alsé és felsé korldtokat.

1. TABLAZAT
n=15;r=12;k=8;p=0,25;R(p;k,r,n)=0,083732

Médszer Alsé korlat

Felsé korldt Idé (sec)

Hunter-Worsley 0,060855

Jun Cai 0,005978
S1 — S, alapu 0,026704
S1 — S3 alapi 0,075245

S; — 84 alapu 0,083732

0,117444
0,113997
0,094621
0,083732

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

2. TABLAZAT
n=15;r=10;k=4;p=0,75;R(p;k,r,n)=0,605

Médszer Alsé korlat  Fels6 korlat 1dé6 (sec)
Hunter-Worsley 0,556878 — 0,00
Jun Cai 0,458578  0,650816 0,00
S, — S, alapi 0,414059  0,689743 0,00
S, — S; alapt 0,542885  0,642020 0,00
S, ~ Sq alapt 0,592429  0,624833 0,11

3. TABLAZAT
n=15;r=7;k=>5;p=0,75;R(p;k,r,n)=0,943

Modszer Alsé korlat Felsé korlat 1dé (sec)
Hunter-Worsley 0,937683 — 0,00
Jun Cai 0,915291  0,955888 0,00
S1 — S, alapit 0,908386  0,959167 0,00
Sy — S5 alapd 0,935213  0,953564 0,00
S, — Sy alapt  0,939131  0,946618 0,00
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Most tekintsiink néhany olyan feladatot, amelyek a sziikséges szdmitasok szempontjabol
lényegesen nehezebbek. A kovetkez6 4-6. Tablazatok ilyen feladatok eredményeit
tartalmazzak. Elég meglep6 mddon, ezekre a feladatokra legtobbszor az igen gyorsan
szdmithaté Hunter-Worsley alsé korlit a legjobb. Ugyanakkor a Jun Cai-féle felsé korldt
ezekben az esetekben jobb, mint az S; — S; alapi és mint az S; — S3 alapu fels6 korlatok, sot
majdnem olyan j6 is, mint az S; — Sy alapi fels6 korlat. Minhogy a Boole-Bonferroni tipusd
korlatok szdmitdsa ugyanakkor egyre idSigényesebbé vilik, gyakran jé lehet az a vélasztas,
hogy alsé korldtként a Hunter-Worsley-féle korlatot, felsé korlatként pedig a Jun-Cai-féle
fels6é korlatot haszndljuk.

4, TABLAZAT

n=30;r=6;k=3;p=0,90;R(p;k,r,n)=0,849

Médszer Alsé korldt Felsé korlat Idd (sec)
Hunter-Worsley 0,826686 — 0,00
Jun Cai 0,808737 0,872487 0,00
Sy — S, alapt 0,645080  0,887979 0,00
S, — S alapti 0,813148  0,883681 0,05
S, — S alapit 0,821332  0,863686 0,77

5. TABLAZAT

n=40;r=7;k=4;p=0,90;R(p;k,r,n)=0,957
: Médszer Alsé korlat Felsd korlat 1dé (sec)
Hunter-Worsley 0,953970 — 0,06
Jun Cai 0,946411  0,965519 0,00
S, — S, alapt 0,912851  0,969499 0,00
Sy — S5 alapi 0,951474  0,968673 0,06
S; — S, alapi 0,952190  0,961632 1,59

6. TABLAZAT
n=>50;r=40;k=28;p=0,50;R(p;k,r,n)=0,979

Moédszer Alsé korldt Felsd korldt 1d8 (sec)

Hunter-Worsley 0,973921 — 0,11
Jun Cai 0,934483 0,988156 0,00
51 — S, alapu 0,956041 0,986315 0,05
S1 — S3 alapu 0,969696 0,983198 1,04

S; — Sy alapt 0,975355  0,981644 15,93
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Az utolsé tablazatban (7. Tablazat) egy valéban nehéz feladat eredményeit adjuk meg.
Lathaté, hogy ebben az esetben a Jun Cai-féle korldtok szinte semmitmonddak, az S; — S
alapi korlatok ugyancsak nem tul élesek, habar a szdmoldsi idejiik tobb volt, mint 300
masodperc. Vegyiik éssre, hogy ugyanakkor a feladat paraméterei nem sokban kiilénbéznek
a kordbbi teszt feladatok paramétereitdl.

7. TABLAZAT

n=>50;r=40;k=28;p=0,50;R(p;k,r,n)=0,979

Médsger Alsé korlat  Fels6 korldt 1dé (sec)
Hunter-Worsley 0,345101 — 0,44
Jun Cai 0,063374  0,697489 0,00
S, — S, alapt 0,000000  0,666344 0,11
Sy — S5 alapt 0,208881  0,611553 8,56

Sy — Sy alapu 0,416017  0,588365 302,20

Az 1. Téablézat teszt feladatdban a legjobb alsé és fels6 korldtok egymdssal egyenldk
voltak, igy ez a kozos érték a rendszer pontos megbizhatdésdgdnak az értékét is jelentette.
A tovdbbi esetekben a rendszer pontos megbizhatésiginak az értékét egy Monte Carlo
szimuldcids algoritmussal kozelitettiik, amelyben alkalmaztuk a a mésodik szerzé egy széras
csokkenté eljdrdsat (lasd [33]).

Fuggelék

Az Si, 52,53 és S szdmitasdra koézolt képletek szirmaztatitsa mind hasonlé médon,
a teljes valdszinliség tételének rekurziv alkalmazdsdval torténhet. Sok esetben erre sincs
azonban sziikség, hiszen gyakran vannak a szorzatban szerepld események kézott diszjunktak
is, mikoris az egyes elemek egymdstédl vald fiiggetlensége miatt a teljes szorzat valésziniisége
szétesik kevesebb események szorzatai mar ismert mddon szamithaté valdsziniiségeinek a
szorzatara. Az aldbbiakban ezért az Sy szdmitdsdra csak az els nem triviélis eset képletének
a levezetését adjuk meg. A tovabbi esetekre pedig csak a képzendd részintervallumokat
azonosité dbrakat mutatjuk be.

1. Eset

Ha p — 2 < r — 1, akkor tekintsik a kovetkezé dbrét:
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it i+r—1|
{i ji+r—1
v vir—1
|p p+r—-1

S AR S S NS A

Iﬂ I4 I2 I] Is Is I1

ahol
L ={p,...,t+r—1}, | |=1+ 7 —p,
Iz:{l/,...,p—].}, |I2':p—l/,
Ii={i+r,...,5+r—-1}, |Iz|=7—1,
I4:{j,...,l/—1}, II4|:V—j,
IL={j+r...,v+r—-1}, |Is|l=v-3
Is = {i,...,5— 1}, [Is |=7 —1,

‘ L={vt+r...,p0+r-1}, |Ii|=p—v.
Igy ebben az esetben Osszesen 7 intervallumot jelolhettink ki, melyekre a

kovetkezbképpen lehet okoskodni:
1. Intervallum. I;-ben legaldbb k& — p + i elemnek kell hibasnak lenni, kiilénben

Ef”', EJIF", Ekr és E:"—ben nem lehet legalabb k hibds elem. I;-ben legfeljebb i+ r — p elem
lehet hibas, hiszen csak ennyi elem van 6sszesen I1-ben. Ekkor a teljes valdsziniiség tétele
szerint azt kapjuk, hogy

Pr{AfT AP Ak AbT} =

Z Pr(Af"'A;"Af"A,’:ﬂ I;-ben z; hibds elem van)

z1=1;
. (1' - p) gt
Z1

t; = max(0,k — p + 1),
my=1i1+71—p.
2. Intervallum. Iz—l?en legaldbb k — 21 — v + 1 elemnek kell hibasnak lenni és legfeljebb
p — v elem lehet hibas. Igy azt kapjuk, hogy
Pr(Af"A;”'Af"Aﬁ"I I,-benz; hibis elem van) =

m3
) Pr(AfTA7TAET AT Iy, I-ben @1, 25 hibés elem van)

za=t3
. (P— U)qtﬂ:pﬂ—v—l‘:
T2

t; = max(0,k — z1 — v + 1),

my =p— .
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3. Intervallum. Iz-ban legaldbb k —z; —zy3 —v + 3 elémnek kell hibasnak lenni és
legfeljebb j + r — (2 + r) = j — i elem lehet hibas. Igy aszt kapjuk, hogy

Pr(AP" A7 A" ART| I, L-ben 21, 2, hibas elem van) =
m3
Z Pr(Af'TA;’TAf"A’;” I, I3, Iz-ban 24, &3, £3 hibds elem van)

Ta=1l3
: (j - z) g p T,
3

ts = max(0,k — 21 — 23 — v + j),

m;;:j—i.

4. Intervallum. L;-t')en legaldbb k—z1— z3 — 23 elemnek kell hibdsnak lenni és legfeljebb
v — j elem lehet hibds. Igy azt kapjuk, hogy

Pr(Af’rAf’rAf’rA';'T| I, I, I3-ban z1, 3, 3 hibds elem van) =
my
Z Pr(Af’TA]’-“’TA,’f”A’;’W Ii,...,I4+ben z4,... ,z4 hibds elem van)

Ta=t4
: (V N j) g™ P’ I,
T4

t4 = max(O, k— 1 — &g — 2)3),

ms =V —].

5. Intervallum. Is-ben legaldbb k—z;—z;—z3 elemnek kell hibasnak lenni és legfeljebb
v+ 1~ (j+7)=v—jelem lehet hibds. Igy azt kapjuk, hogy

Pr(Af’rA;’rAﬁ’rAz'rl I,...,Is-ben z1,..., 24 hibéds elem van) =
meg

Z Pr(Af’TA;’TA,’i’TA];” I,...,Is-ben z1,..., x5 hibds elem van)

tg=t1g
. <V - J) qwsp"—j—ms’
L5

ts = max(0,k — z, — z2 — z3),

ms =V —J.

6. Intervallum. Ig-ban legaldbb k —z,—2z3 —z4 elemnek kell hibasnak lenni és legfeljebb
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j — i elem lehet hibds. fgy azt kapjuk, hogy

Pr(A,’-c'rA;"Af"Al;"[ I,...,Is-ben z1,...,z5 hibds elem van) =

Z Pr(Af"A;'TA,’f”A’;”| I,...,Is-ban z1,...,ze hibds elem van)

Tg=tg
(2o
L6

t5 = ma.x(O, k— T — Ty — 34),

mg = J — 1.

7. Intervallum. Ir-ben legaldbb k—z, —z3—z5 elemnek kell hibasnak lenni és legfeljebb
p — v elem lehet hibas. Igy azt kapjuk, hogy

Pr(Af"A;"A,’f”A’;’TI I,...,Is-ban z,, ..., ze hibds elem van) =

Z Pr(Af’rA;?"A,’ﬁ”A’;"I I,...,I-ben zy,...,z7 hibds elem van)

zg=tg
(2,
7

I p—Vv —y—
(=),
7

tr = max(0,k — 21 — T3 — 25),

my =p— V.

Ha most a kapott képleteket 7-t8] 1-ig sorra visszahelyettesitjik egymasba, akkor megkapjuk
a (22) képletet.

2. Eset
li i+r—1
] itr—-1
lv . v+r—1
le ptr—1
f N A A N R f
Ig 14 Ig I] 13 15 I'I
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3. Eset

$ e itr—1!
... d4+r-1

4. Eset
i . i+r—1|
li itr-—1
lv v+r—1
T4 ptr—1
f I NS S B bt
Is I, I I I3 Iy I
5. Eset
li cos i+r—1.
l4 ‘e itr-1
v ... v+r—1
P “es p+r—1
ot S B S f
Iy Iy I, I I Iy I;
6. Eset

B ... i+r—1j
d_... d4r-1j
v ... v4r—1§
g p+r—1j
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7. Eset
I¢ t4r—1]
F i+r-1
lv v+r-1
le ptr-1
! ] [ N !
Ig I I I I Is I
8. Eset
.. f4r-—1]
b e d4r-—1j
v vt+r-—1
P p+r—1!
9. Eset
i ... t+r—1]
lZ jt+r-1)
Ju v4r—-1 J
4 p+r—1j
10. eset
& ... i+r=1]
L i+r—-1,
v ... v+r-—1|
12 p+r—1j
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11. Eset

i ... t4+r-—1!
i ... d+r-1
lv ... v¢r—1j
[P . pt+r—1j

12. Eset

... itr-1
i ... d+r-1
v ... v+r—-1
P e pEr—1]

13. Eset

i ... i+r—1|
U ... d+r-1]
lv_ ... v+r-1j
g ... p+r-1j

14. Eset

... $+r—1}
b d+r—-1
lv_ ... v4+r-—1|
p .. p+r—1|

Lathatd, hogy a tovabbi nem trividlis esetek a 2, 4, 5 és 7. esetek, melyekre a megfeleld
képletek az 1. esethez hasonléan levezetheték. Ezzel az Sy szadmitdséra kozolt képletek
igazolasat befejestiik.
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AZIZ HABIB ES SZANTAI TAMAS

BME MATEMATIKAI INTEZET
DIFFERENCIALEGYENLETEK TANSZEK
1111 BUDAPEST, MUEGYETEM RKP. 3.

NEW BOUNDS ON THE RELIABILITY OF THE
CONSECUTIVE k-OUT-OF-r-FROM-n: FF SYSTEM

A. HaBiB AND T. SZANTAI

In this paper we give new lower and upper bounds on the failing probability resp. reliability of
consecutive k~out—-of-r—from—n:Freliability systems. They belong to the family of Boole—Bonferroni type
bounds. Further we propose the application of the Hunter-Worsley bound in the framework of reliability
system analysis. Numerical results of the formerly published test examples and more harder problems are

given. The computer code was written in Fortran and is available on request from the authors.
L]
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A LINEARIS ALTERNATIVA-, EGZISZTENCIA-
ES DUALITASI TETELEK EKVIVALENCIAJA

SZILAGY! PETER

Budapest

Cikkiinkben bebizonyitjuk a klasszikus alternativa- és egzisztencia-tételek, valamint az ezek dltalano-
sitdsdval nyert inhomogén linedris alternativa- és egzisztencia-tételek egymads kozti és a linedris programozas
dualitasi tételeivel valé ekvivalencigjat.

A matematikai programozds elméletében gyakran hasznalnak fel alternativa-tételeket.
Ezek egy egyenl6tlenségrendszer megoldhatésiginak ekvivalencigjat mondjak ki egy (vagy
tobb) maésik, in. dudlis egyenlétlenségrendszer inkonzisztencidjaval. E tételek koziil is
leginkabb a linedris alternativa-tételeket alkalmazzdk, mikoris az egyenlétlenségrendszerek
linedrisak.  Hasonléan nagy — elméleti és gyakorlati — jelentésége van a linedris
programozas dualitasi tételeinek is, illetve ezekkel kapcsolatban az iin. linedris egzisztencia-
tételeknek. (Ld. pl. [4] vagy [5].)

A fenti, homogén alakban régéta kozismert alternativa- és egzisztencia-tételeket a [6)
publikdciéban &ltaldnositottuk az inhomogén (pontosabban a homogén esetet is magiba
foglalé inhomogén) egyenl6tlenségrendszerek esetére. [6]-ban megadtunk két 4ltaldnos
alternativa-tételt (az inhomogén Slater- és az inhomogén Mangasarian alternativa-tételt),
melyeknek az Osszes tobbi alternativa-tétel specidlis esete. Mégis, a korabbi alternativa-
tételek levezetései és a [6]-ban kozolt bizonyitdsok sejtetni engedik, hogy az 4dltaldnos
formuldk ellenére egyik alternativa- vagy egzisztencia-tétel sem erésebb a masiknél. Ponto-
sabban: a bizonyitasokbdl latszik, hogy az alternativa-tételek bizonyitdsahoz - elemi algebrai
eszkozokon kivil - semmi egyébre nincs sziikség, csak egy vagy tobb alternativa- vagy
egzisztencia-tétel felhasznaldsara. A jelen cikkben az el6bbi sejtést bizonyitjuk be.

Elobb azonban felsoroljuk azokat a tételeket, amelyek ekvivalencidjiat bizonyitjuk.
(Az Gsszes tétel kimondasa — a linedris programozéds dualitdsi tételeinek kivételével —
megtaldlhatd [6]-ban.) Az egyes tételek neve utdn a tételnek cikkiink dbrdin alkalmazott
roviditése szerepel.

Klasszikus alternativa-tételek:

Gordan tétel (GO); Stiemke tétel (ST); Farkas tétel (F); Motzkin tétel (MO); Tucker
altenativa-tétel (TA); Slater tétel (SL); Gale 1., 2., 3., 4. és 5. tétele (rendre GAl,
GA2, GA3, GA4 és GAS5); Mangasarian 1., 2., 3. és 4. tétele (rendre MA1, MA2, MA3
és MA4); inhomogén Farkas tétel (NHF); Neumann tétel (N); Tucker egzisztencia-lemma
(TEL); Tucker 1. és 2. egzisztencia-tétele (TE1, TE2);

az el6z6 tételek inhomogén dltaldnositdsai:

NHMO; NHTA; NHSL; NHGA3; NHGA4; NHGA5; NHMA1; NHMA3; NHMA4; NHN;
NHTEL; NHTE1; NHTE2; Kuhn-Fourier tétel (KF); Ky Fan tétel (KYF);
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valamint:
a [6] cikk 4.1 - 4.9 tétele (ezekre egyszerlien csak 4.1.T., ... ,4.9.T.-vel hivatkozunk) és a
([6}-ban nem szerepld) linedris programozasi dualitdsi tételek (D1, D2) (d. pl. [5]-ben),
melyeket most a teljesség kedvééert kimondunk.

1. TETEL. (1. LINEARIS PROGRAMOZASI DUALITASI TETEL). (D1)

Legyen P tetszOleges valds matrix, p, q tetszdleges valés vektor. Legyen (P) és (D) az aldbbi
linedris programozasi primdl-dudl feladatpdr:

(P) S (D) .
{maxqTx | Px=p, x=0} {minpTy | PTy=q, y=0}

Akkor: ha (P) és (D) valamelyikének van optimalis megoldédsa, akkor a mdsik feladatnak is
van, és a két optimumérték megegyezik.

2. TETEL. (2. LINEARIS PROGRAMOZASI DUALITASI TETEL). (D2)
Legyenek P11, P1a, Po1, Paa tetszéleges valdos métrixok, py, ps, 41, o tetszéleges valds
vektorok. Legyen (P*) az aldbbi linedris programozdsi feladat, (D*) pedig a dudlja:

(P*) {max(q] x1 + q3 x2) | P11x1 + P12X2—S-P1, P21x1 + Paoxy = py x3 20}
* . > >
(D%) {mm(P;rh + P;FY2) | PTlYl + Pgly2ZQ1a P1F2Y1 + sz)’z = q, y; =0}

Akkor: ha (P") és (D") valamelyikének van optimdlis megolddsa, akkor a mdsik feladatnak
is van, és a két optimumérték megegyezik.

Ezek utan most mar kimondhaté a {6 tétel:

3. TETEL. (AZ ALTERNATIVA-TETELEK EKVIVALENCIAJA). Az Jsszes ismertetett
linedris alternativa- és egzisztencia-tétel, valamint a linedris programozas dualitdsi tételei ek-
vivalensek egymdssal, azaz barmelyik fenndlldsabdl barmelyik masik fenndlldsa bizonyithatd,
mds tétel felhasznildsa nélkiil.

1. MEGJEGYZES. Az egyes alternativa-tételek bizonyitdsa alapjin csak az dllithatd,
hogy barmelyik alternativa-tételhez taldlhaté olyan mdsik alternativa-tétel, amelyikbdl &
bizonyithato.

A most felirt ekvivalencia-tétel ennél tébbet mond: azt t.i., hogy bdrmelyikbdl
bizonyithato barmelyik.

Bizonyitds. A bizonyitds két részletben torténik: eldszor beldtjuk, hogy az Osszes
klasszikus alternativa- és egzisztencia-tétel, valamint a linedris programozas dualitas tételei
ekvivalensek, majd a bizonyitas masodik részében azt mutatjuk meg, hogy az Gsszes, [6]-ban
kapott nem klasszikus alternativa- és egzisztencia-tételhez van olyan klasszikus alternativa-
tétel, amelyikbdl & kovetkezik, és van olyan klasszikus alternativa-tétel is, amely bel6le
kovetkezik. Ezéltal a tételt teljesen bebizonyitjuk.

A bizonyitas els6 részének 4llitdsat az aldbbi segédtétel adja:
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B2 || TEL —at 1]

A
D1|/[GAT <=GA2||TA MA1 TEZ

F = MO SL MA L

NHF GA3| [MA3
A

GO0 ~—GA5S N MA?2

ST GAL

1. 4bra
1. SEGEDTETEL. Az dsszes klasszikus alternativa- és egzisztencia-tétel, valamint a
linedris programozas dualitasi tételei ekvivalensek egymassal.

Bizonyitds. (1d. az 1. dbrét)

1. LEMMA. A Gordan tételbdl kovetkezik a Stiemke tétel.

Bizonyitds. Ha B = O, akkor a Stiemke tétel trividlisan teljesiil. Ezért felteheto,
hogy B # O. Ekkor viszont alkalmazhaté az [1]-beli bizonyitds C = O-val (ez az ottani
bizonyitdsban B = O-nak felel meg), és ezéltal megkapjuk a lemma allitasét.

2. LEMMA. A Stiemke tételbdl kovetkezik a Motzkin tétel.

Bizonyitds. {Ax < 0, Cx=0, Dx = 0} # 0 = {Ax <
0, Cx=0, Dx§0, —Dx§0} # () és erre az utébbi rendszerre alkalmazhaté a [2] cikk ,,Vegyes
alternativa-tétel” (Gemischter Alternativsatz) elnevezésii tétele, amelyben éppen a Stiemke

tétel segitségével bizonyitja a szerzd a(z utébbi alakra hozott) Motzkin tételt. (A bizonyitas
més tételt nem haszndl fel.)

3. LEMMA. A Motzkin tételbdl kovetkezik a Gordan tétel.
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Bizonyitds. Azonnal adédik C = O, D = O vilasztéssal.
4. LEMMA. A Motzkin- és a Tucker alternativa-tétel ekvivalens.
Bizonyitds. Ha a Motzkin tételben A = O, ill. a Tucker-tételben B = O, akkor a
megfeleld tétel trividlisan teljesiil. Ezért feltehetd, hogy A # O és B # O. Ekkor:
{Ax <0, Cx20,Dx=0} #0 <& {Ax<0, Cx=0, Dx=0, —Dx=0} # 0 illetve
{Bx<0, Cx20, Dx=0}#0 <« {Bx<0, Cx=0, Dx=0, —-Dx=0, } #0

Alkalmazva [1] eredményét, adédik a lemma.
5. LEMMA. A Tucker alternativa-tételbdl kévetkezik Mangasarian 1. tétele.

Bizonyitds. Az nyilvanvalé, hogy az (MA1) tételbeli mindhdrom rendszer egyideiileg
nem lehet konzisztens. Tegyik fel ezért pl. hogy {Ax < 0, Bx=0, Cx=0, Dx = 0} =190

és {AxéO, Bx < 0, Cx=0, Dx = 0} = @. Mivel a 4. lemma szerint a Tucker alternativa-
tételbol kovetkezik a Motzkin tétel, ezért addédik, hogy:

(1) {ATY1 + BT}’z + CTYa + DTY4 =0, y; 20, Y2;0a )’3;0} #0és

(2) {ATY1 + BTYz + CTYs + DT)’4 =0, v, ;0; y2 >0, Y3;0} #0

De ha y° az (1) rendszer megolddsa. y°® pedig a (2) rendszeré, akkor az y = y® + y%

vektorra S
{ATy; + BTy, + CTy; + DTy, =0, y, >0, y, >0, y;20} # 0.

6. LEMMA. Mangasarian 1. tételébdl kovetkezik a Tucker alternativa-tétel.
Bizonyitds. A = O-val speciilis esetként adédik.

7. LEMMA. A Motzkin tételb6l kévetkezik az inhomogén Farkas tétel.

Bizonyitds. Ld. [4] 32-33 oldaldn. (A bizonyitds csak a Motzkin tételt hasznalja fel.)
8. LEMMA. Az inhomogén Farkas tételbdl kovetkezik a (homogén) Farkas tétel.
Bizonyitds. A Farkas tétel az inhomogén Farkas tétel specidlis eseteként adédik.

9. LEMMA. A Farkas tételbdl kévetkezik a Motzkin tétel.

Bizonyitds. {Ax < 0, Cx=0, Dx = 0}=0 & {AxS —et, Cx=0, Dx =0, t >
0} =90, ahol eT = (1,...,1)

& {ef,, [¥] > 0, Ax + et=0, Cx=0, Dx=0, —Dx=0} = 0. Itt ef,; = (0,...,0,1) €

Ro+1. Alkalmazva, a Farkas tételt, kapjuk, hogy:

& {ATy, +CTy; + DTy, =0, €Ty, =1, y,20, y;20} £ 0
g {ATY1 + CTYs + DTY4 =0,y, 20, y3§0} #0
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10. LEMMA. A Farkas tételbdl kévetkezik az 1. LP dualitds tétel.

Bizonyitds. Ld. [5] 175-177 oldaldn. (A bizonyitas csak Farkas tételét hasznalja fel.)
11. LEMMA. Az 1. LP dualitds tételbsl kivetkezik a Farkas tétel.

Bizonyitds. Ld. [5] 180-181 oldaldn. (A bizonyitds csak az 1. LP dualitds tételt

haszndlja fel.)

12. LEMMA. Az 1. LP duailitds tételbd! kbvetkezik a 2. LP dualitds tétel.
Bizonyitds. Ld. [5] 3. fejezetében a 3.1. pont 2. tételét. (A bizonyitds csak az 1. LP

dualitds tételt hasznélja fel.)

13. LEMMA. A 2. LP dualités tételbél kévetkezik az 1. LP dualitds tétel.

Bizonyitds. A 2. LP dualitds tétel speciilis eseteként azonnal adédik az 1. LP dualitds

tétel.

14. LEMMA. A Motzkin tételbdl kivetkezik Gale 2. tétele.

Bizonyitds. Ld. [4] 33-34 oldaldn. (A bizonyitis csak a Motzkin tételét haszndlja fel.)
15. LEMMA. Gale 2. tételébdl kdvetkezik Gale 1. tétele.

Bizonyités. {Dx = d} = 0 < {Dx=d, -Dx= — d} # 0 Felhaszndlva Gale 2.

tételét:

& (DT -DT m —0, dTy, —dTy, = -1, ,20, 1,20} =0 &
2

& {DTy=0,dTy=1}=0 o {DTy=0,d"y>0}=0

16. LEMMA. Gale 1. tételébdl kovetkezik a Farkas tétel.

Bizonyitds. Ha a Farkas tételben a = 0, akkor a Farkas tétel trividlisan teljesiil.
Ha pedig a # 0, akkor alkalmazhatjuk a [3] kényv 2.6. tételének bizony{tdsit. (A

bizonyitis csak Gale 1. tételét hasznilja fel.)

17. LEMMA. A Motzkin tételbdl kovetkezik Gale 3. tétele.

Bizonyitds. {CTy20, ¢Ty < 0, y§0} =0 & {Ty<0o, [__CET] y§0} =0
Alkalmazva Motzkin tételét:

& {ct—Cx;—x=0,t>0, x1§0, X2;—0} £0 & {Cxéc, x§0} # 0

18. LEMMA. Gale 3. tételébil kivetkezik Gale 5. tétele.
Bizonyitds. Ld. [3] 2.10. tételét. (A bizonyitas csak Gale 3. tételét hasznélja fel.)

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



68 SZILAGYI PETER

19. LEMMA. Gale 5. tételébdl kévetkezik a Gordan tétel.
Bizonyitds. {ATy=0,y>0}=0 <« {ATy20, —ATy20, y > 0} = 0. Alkalmazva
Gale 5. tételét:

& {Ax; —Axy <0, 20, X220} £0 & {Ax<0}#0

20. LEMMA. Gale 5. tétele és Neumann tétele ekvivalens.

Bizonyitds. {ATy>0,y>0}=0 <« {ATy >0, y20} =0 alapjén adédik.

21. LEMMA. Mangasarian 3. tétele ekvivalens a Neumann tétellel.

Bizonyitds. {Ax <0, x>0} =0 & {Ax <0, x20} = 0 alapjén adédik. Hiszen

egy nyilt halmaznak ({Ax < 0}) egy nem iires halmazzal ({x20}) val6 metszete iires akkor
és csak akkor, ha a nem {res halmaz belsejével valé metszete iires.

22. LEMMA. A Motzkin tételbdl kivetkezik a Slater tétel.

Bizonyitds. 1) Eldszor tegyiik fel, hogy

{ATy, + BTy, + CTy; + DTy, = 0, y; >0, y,20, y;20} =0 és

{ATy, + BTy, + CTy; + DTy, =0, y; 20, y, > 0, 320} =0

Mivel a Motzkin tételb6dl a 4. lemma szerint kovetkezik a Tucker alternativa-tétel, ezért
adédik, hogy:

(3) {Ax <0, Bx=0, Cx=0, Dx =0} #0 és
(4) {Ax20, Bx <0, Cx=0, Dx =0} # 0

De ha x° a (3) rendszer megoldasa, x°° pedig a (4) rendszeré akkor az x # x® +x% vektorra
{Ax <0, Bx <0, Cx=0, Dx = 0} # 0.
2) Tegyiik most fel, hogy {Ax < 0, Bx < 0, Cx=0, Dx = 0} # 0. Ekkor:

{Ax < 0, Bx20, Cx=0, Dx =0} #0 és {Ax=0, Bx <0, Cx=0, Dx = 0} #0.

Ezekbdl a Motzkin- ill. a Tucker tétellel kapjuk, hogy:

{ATy, + BTy, + CTYS +DTy, =0,y, >0, )’2;0, Y3;0} =0 és

{ATy, + BTy, + CTy; + DTy, =0, y;20, y, > 0, y;20} =@

23. LEMMA. A Slater tételbsl kovetkezik Mangasarian 2. tétele.
Bizonyitds. Ld. [4] 35. oldaldn. (A bizonyitds csak a Slater tételt hasznélja fel.)
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24. LEMMA. Mangasarian 2. tételébdl kovetkezik a Stiemke tétel.
Bizonyitds. A Stiemke tétel Mangasarian 2. tételének specidlis eseteként adédik.
25. LEMMA. A Farkas tételbdl kivetkezik a Tucker egzisztencia lemma.

Bizonyitds. Ld. [5] 3. fejezetében a 3.2. pont 2. tételét. (A bizonyitas csak Farkas
tételét hasznalja fel.)

26. LEMMA. A Tucker egzisztencia lemmabdl kévetkezik Tucker 1. egzisztencia-tétele.

Bizonyitds. Irjuk 4t ekvivalens médon a {Cxéo, CTy =0, y§0} rendszert:

O C -Cl Ty
(5) -CT 0 0O | |x1 |20, y20, x120, x,20
CT 0 O ||x

Az (5)-beli matrix ferdén szimmetrikus. Ezért, a Tucker lemmat alkalmazva, kapjuk, hogy
hogy (5)-nek van olyan y, x1, x2 megolddsa, hogy:

0O C -C y y
—CT O O X1 | + | xa > 0.
CT 0 O |x Xa

Ebbél adddik, hogy C(x; — x3) +y > 0. Legyen x = x; — x2, akkor ezzel az x-szel és y-nal
teljesiil Tucker 1. egzisztencia tétele.
27. LEMMA. Tucker 1. egzisztencia-tételébdl kévetkezik Tucker 2. egzisztencia-tétele.

Bizonyitds. Ha C = O, akkor Tucker 2. egzisztencia-tétele trividlisan teljesiil.

A C # O esetben pedig alkalmazhaté a [4] kdnyv 25. és 26. oldaldn levS bizonyitds,
amibél adédik az allitds. (Az emlitett bizonyitds csak Tucker 1. egzisztencia-tételét
hasznélja fel.)

28. LEMMA. Tucker 2. egzisztencia-tételébdl kbvetkezik a Slater tétel.

Bizonyitds. Ha A = O vagy B = O, akkor a Slater tétel trividlisan teljesiil.

Ezért feltehetd, hogy A # O és B # O. Ebben az esetben viszont alkalmazhaté a [4]
koényv 27. és 28. oldalan levé bizonyitds, amibél adédik az allitds. (Az emlitett bizonyités
csak Tucker 2. egzisztencia-tételét hasznilja fel.)

29. LEMMA. A Slater tételbdl kovetkezik Mangasarian 4. tétele.
Bizonyités. {ATy >0,y>0}=0 & {ATy <0, y<0}=0. Alkalmazva a Slater
tételt (pontosabban ennek negalt megfogalmazasat):
& {x1 +Axe =0, %120, xp > 0}#0 vagy {x3+Ax2=0,x3 >0, XQ%O} £0 ©
& {AxS0,x>0}#0 vagy {Ax <0, x20} # 0.
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30. LEMMA. Mangasarian 4. tételébdl kivetkezik Gale 4. tétele.
Bizonyitds. Az nyilvdnvald, hogy a Gale 4. tételében felirt két rendszernek egyszerre
nem lehet megoldésa. Tegyiik fel ezért pl., hogy

(6) {Bx <0, x20} = 0.

Ha ekkor {Bx=0, x > 0} = 0, akkor Mangasarian 4. tétele miatt BTy >0, y >0} #
B, és igy {BTy=0, y > 0} # 0 és a bizonyités kész.

Ha ekkor {Bxéo, x > 0} # B, akkor — mivel {Bx < 0, x > 0} = @ —
{Bx = 0, x > 0} # 0. De ez ekvivalens azzal, hogy: {Bxéo, -Bx=0, x > 0} # 0.
Alkalmazva Mangasarian 4. tételét:

& {BTy ~B'y;20,5,>0,y;,>0}=0 & {B'y>0}=0
Ebbdl koévetkezik, hogy
(7 {-BTy <0,y20} =0
M3srészt, ha Gale 4. tétele nem teljesiilne, akkor:
(8) {-BTy=0, y >0} =0 lenne

De ekkor Mangasarian 4. tétele miatt (7) és (8) miatt: {—Bx > 0, x > 0} # 0, vagyis
{Bx < 0, x > 0} # 0. Ez viszont ellentmondds (6)-tal, tehat Gale 4. tétele ebben az
esetben is fennall.

31. LEMMA. Gale 4. tételéb6l kévetkezik a Stiemke tétel
Bizonyitds. {ATy=0,y>0}=0 <« {ATy20, —~ATy20, y > 0} = 0. Alkalmazva
Gale 4. tételét:

& {Ax; —Ax; <0, 20, X220} #0 & {Ax <0} #0

Ezzel az 1. Segédtételt teljes egészében bebizonyitottuk.

2. MEGJEGYZES. A bizonyitdsok sordn azokban a lemmdkban, amelyek a [4] konyv
bizonyitdsaira ill. az [1] cikkre hivatkoznak, azért kellett kiilénvdlasztani a null-métrixok
esetét, mert az ottani bizonyitdsok eleve felteszik a szébanforgé matrixok nem-nulla voltdt.

A bizonyitdsok egyittal azt is megmutattdk, hogy a [4] konyv felhaszndlt tételei
érvényesek null-mdtrixok esetére is.
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SL ~NHSL

NHTA

MA?2

2. abra

MO F = 44T

l T

SL =NHSL >NHMO [=—= KF

3. 4bra

2. SEGEDTETEL. Bdrmelyik, [6]-ban kapott, nem klasszikus alternativa- ill. egzisz-
tencia-tételhez van olyan klasszikus alternativa-tétel, amelyikbdl & kévetkezik, és van olyan
klasszikus alternativa-tétel is, amelyik beldle kovetkezik.

Bizonyitds. A bizonyitdshoz segitségiil 1d. a 2.-7. &brat. A bizonyitds tigy torténik,
hogy rendre az egyes dbrdkon levé kovetkezéseket igazoljuk. (Tehdt azt, hogy az dbrdkon
levé ,,A” csicstdl ,,B” csicsba mutaté élnek megfelel6 ,,ha az A tétel igaz, akkor a B tétel
is igaz” allitas fennall).

Mivel a [6]-ban eléfordulé Gsszes nem klasszikus alternativa- és egzisztencia-tétel
eléfordul az emlitett dbrék valamelyikén, méghozzd tgy, hogy ahol az abra-grafok nem
kordk, hanem fak, ott gyokérként ill. levélként csak klasszikus alternativa- és egzisztencia-
tétel fordul eld, ezért a 2. segédtételt igazoljuk, ha a fenti dbrdkon levd Gsszes kovetkezést
belatjuk. (Kivétel az 5. és 6. &bra, ahol a gyokér az inhomogén Slater tétel, amelynek
viszont klasszikus alternativa-tételekkel valé ekvivalencidjat pl. a 2. dbra mutatja.)

Az aldbbiakban ezeknek a kovetkezéseknek a bizonyitdsa kovetkezik.
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NHF >INHTEL NHTE 1 NHTE?2

| y Y

TEL TE1 TEd

7. abra

32. LEMMA. A 2. dbra kovetkezéseinek igazoldsa.

Bizonyitas. Az NHSL — NHTA és az NHTA — MAZ2 éllitdsok egyszerii speciélis
esetként adédnak.

SL — NHSL: Az NHSL tétel bizonyitasa alapjan. (A bizonyitds csak a homogén Slater
tételt haszndlja fel. Ld. [6])

MA2 — SL: Mivel mindkét tétel klasszikus alternativa-tétel, igy az 1. Segédtétel szerint
ekvivalensek, igy MA2 — SL is teljesiil.

33. LEMMA. A 3. dbra kovetkezéseinek igazoldsa.

Bizonyitds. Az Osszes kovetkezés egyszerii specislis esetként adddik, kivéve az aldbbia-
kat:

SL — NHSL: 1d. a 32. lemma bizonyitasat.

NMHO — KF és KF — NHMO: [6] 3.15. tétele alapjin
F — MO: mindkét tétel klasszikus alternativa-tétel.

MO — SL: mindkét tétel klasszikus alternativa-tétel.

34. LEMMA. A 4. dbra kovetkezéseinek igazoldsa.

Bizonyitds. Az NHMA1 — MA1 kovetkezés egyszerii specidlis eset
SL — NHMA1: 1d. [6]-ban a 3.13. tétel bizonyitdsat.
MA1 — SL: mindkét tétel klasszikus alternativa-tétel.

35. LEMMA. Az 5. dbra kévetkeztetéseinek igazoldsa.
Bizonyitds. Az Osszes kovetkezés egyszeru specialis esetként adédik.
36. LEMMA. A 6. dbra kovetkezéseinek igazoldsa.

Bizonyitds. Az Osszes kovetkezés egyszeru specidlis esetként addédik (a 4.7.T. — GA4

kivetkezéshez megjegyzendd, hogy {Bx <0, x >0} #0 < {Bx <0, x=0} # 0), kivéve
az alabbit:

NHSL — 4.7.T.: [6] 4.7. tételének bizonyitésa alapjan, felhaszndlva, hogy az NHSL.
tételbdl kovetkezik az NHTA. tétel és a GA2. tétel.
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37. LEMMA. A 7. dbra kivetkezéseinek igazoldsa.

Bizonyitds. Az Gsszes kovetkezés egyszerd specidlis esetként adodik, kivéve az aldbbia-
kat:

NHF — NHTEL: Az NHTEL tétel bizonyitisa alapjan (1d [6]). (A bizonyitds
felhaszndlja ugyan a GA2 tételt is, de mivel NHF és GA2 is klasszikus alternativa-tétel, igy
NHF fennéllasibdl GA2 fennélldsa is kovetkezik, és emiatt NHF-b6l kovetkezik NHTEL,
mivel az NHTEL tétel bizonyitisa NHF-en és GA2-n kiviil mds tételt nem haszn4l fel.

NHTEL — NHTE1l: Az NHTEI1. tétel bizonyitdsa alapjan. A bizonyitds csak az
NHTEL. tételt hasznalja fel (Id [6]).

NHTE1 — NHTE2: Az NHTE2. tétel bizonyitisa alapjan. A bizonyitis csak az
NHTEL. tételt hasznélja fel (id [6]).

Eziltal a 2. Segédtétel bizonyitasit befejeztiik.

Az 1. és 2. Segédtétel egyiittesen tehat azt bizonyitja, hogy az Gsszes, a [6] cikkben
k6zolt alternativa- és egzisztencia-tétel, valamint a linedris programozas dualitési tételei
ekvivalensek.
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EQUIVALENCE OF THE LINEAR ALTERNATIVE, EXISTENCE AND DUALITY THEOREMS

We prove in the paper that the classical linear alternative and existence theorems, their nonhomogen-
eous versions and duality theorems of linear programming are all aquivalent.

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



Alkalmazott Matematikai Lapok 19 (1998) 75-89

INHOMOGEN LINEARIS ALTERNATIVA-TETELEK

SZILAGYI PETER

Budapest

Inhomogén linearis egyenlStlenségrendszerek megoldhatésdgara kapunk kdzds alaki alternativa-téte-
leket, dltalanositva a klasszikus alternativa-tételeket. Segitségiikkel az inhomogén Farkas tétel és a Kuhn-
Fourier tétel egyszerd bizonyitasait is nyerjlik. Specidlisan, egyenldtlenségrendszerek pozitiv, szemipozitiv
ill. nemnegativ megoldasainak létezésére adédnak sziitkséges és elégséges feltételek.

1. Bevezetés

A matematikal programozas elméletében, elsésorban az egyes optimalitasi feltételekkel
kapcsolatosan fontos szerepet jdtszanak a kiilonbozé alternativa-tételek, koziiliik is elsésor-
ban a linedris alternativa-tételek. Jollehet, ezek koziil t6bb a legszélesebb korben ismert és
alkalmazott (pl. a homogén illetve az inhomogén Farkas tétel, a Gordan tétel vagy a Motzkin
tétel), véges dimenzids terekben elemi algebrai eszkéz6kkel torténd, dltaldnos tdrgyaldsukra,
k6265 formulaként valé elballitdsukra eddig még nem keriilt sor. Ugyanakkor folyamatosan
nagy szamu alternativa-tételt publikdlnak a kiilonféle folydiratokban és kényvekben, ezek
azonban tul &ltaldnosak (&ltaldban rendezé kiupot vagy kipokat haszndlnak, tébbnyire
altaldnos terekben) (Id. pl. [2]), és ha bel8liik kiindulva szeretnénk egy adott feladathoz egy
egyszerli alternativa-tételt elemi alakban megkapni, azt legtobbszér csak elég nehézkesen,
hosszadalmas tton érhetjiik el, nemegyszer komoly tuddst igényld tételeket alkalmazva.

Cikkink térekvése tehdt az, hogy 1) explicit alakban 2) elemi eszkozdkkel leve-
zetve 3) egységes rendszerben, koézds alaki formuldkkal adja meg a killonbdzd alaki
inhomogén egyenl6tlenség-rendszerekre vonatkozé alternativa-tételeket. Ennek kapcsén j6l
megjegyezhet6 generdlé modszert kapunk az alternativa-tételek eléillitasira, és megadunk
két altalanos alternativa-tételt, melybdl az osszes tobbi alternativa-tétel specidlis esetként
konnyen megkaphatd.

A cikkben nemcsak az alternativa-, hanem az dn. egzisztencia-tételeket is altaldnosit-
hatjuk az inhomogén esetre. Kilon is kiemeljik azokat a fontos speciilis eseteket, amelyek
egy egyenlStlenségrendszer ill. egyenletrendszer pozitiv ill. nemnegativ megoldasainak
létezésére adnak sziikséges és elégséges feltételeket.

Megmutatjuk még az ismert Kuhn-Fourier tétel ([5]) és a Motzkin tétel azonossdgét,
a Kuhn-Fourier tételre az [5]-beli kétoldalas bonyolult bizonyitdsnal jéval egyszerlibb,
kézvetlen bizonyitdst adva. Emellett az inhomogén Farkas tételnek is egy 1j bizonyitdsat
nyerjiik.

A cikk szerkezete a kovetkezd. A 2. fejezetben a klasszikus alternativa- és egzisztencia-
tételeket ismertetjiik, a 3. fejezetben megadjuk ezek inhomogén iltalinositasait, a 4. fejezet
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targyalja a kapott formulak gyakorlatban eléfordulé, mar emlitett fontos specialis eseteit,
végil az 5. fejezetben tovabb altaldnositjuk a kapott eredményeket. A fiiggelékben a Kuhn-
Fourier tételt mondjuk ki, olyan forméban, ahogyan az az [5] konyvben szerepel.

Az alabbiakban néhédny, a cikkben szerepl$ jelolést vezetiink be. A latin nagybetiik:
matrixokat; a latin kisbetiik vektorokat jeldlnek. Pl. B — D, b — 0 valamely képletre valé
hivatkozdsban azt jelenti, hogy a szébanforgd képletben szereplé B ill. b bettit D-vel ill. 0-
val kell helyettesiteni. Latin kisbetlik egy- vagy tobb alsé indexszel ill. egy vagy t6bb felsé
indexszel valamilyen dimenzids vektort jeldlnek. E (megfeleld dimenziés) egységmadtrixot, e;

(megfelel6 dimenziés) 1. egységvektort jeldl; x > 0, xéo, x > 0 rendre pozitiv, nemnegativ
ill. szemipozitiv (azaz x§0, de x # 0) vektort jelent. Hasonléan értelmezends x < 0, x§0,
x<0,a>b, aZb, a >b,a<b, ash, a < b. Végill, (x); az x vektor i. komponensét jeldli;
és pl. {Ax < a} az {x € R™: Ax < a} rovid jeldlése.

2. Klasszikus alternativa- és egzisztencia-tételek

Ebben a részben a ma mar klasszikusnak nevezheté alternativa- és egzisztencia-
tételeket ismertetjiik, nevezetesen azokat, amelyek Mangasarian 1969-ben kiadott nevezetes
kényvében [3] megtaldlhaték. Az 1969 elétt publikalt linedris alternativa- és egzisztencia-
tételekrdl a mai napig is ebben a kdnyvben taldlhaté a legjobb sszefoglalds. (Megjegyezziik,
hogy Mangasarian mindenhol felteszi az aldbbiakban A-val és B-vel jelolendé matrixokrol
— azaz az Ax < 0 és a Bx < 0 egyenl&tlenségrendszerek matrixairél — hogy zérusmatrixtol
kiilénbozéek. Ez azonban felesleges feltétel, hiszen A = O vagy B = O esetén az ott
kozolt alternativa-tételek trividlisan teljesiilnek. ennek megfelelden, a bizonyitasokban mar
az A # O ill. B # O feltétel nélkiil kimondott [3]-beli tételeket hasznaljuk fel.) A
klasszikus tételek tobbnyire homogén linedris alternativa- és egzisztencia-tételek, bar van
kozottik inhomogén is (mint pl. az inhomogén Farkas tétel). (Mindazonaltal, azért egy-
két, klasszikusnak nevezhetd linedris alternativa-tétel kimaradt a [3] kényvbél, igy pl. Ky
Fan tétele (1d. pl. [1]) vagy a [9]-ben kézdlt néhdny alternativa-tétel.) A tovébbiakban
klasszikus alternativa- ill. egzisztencia-tételen a [3]-ban kozolt alternativa- ill. egzisztencia-
tételeket értjik. (A tételek bizonyitdsa e konyvben megtaldlhatd.)

Az alabbiakban a tételek mellett azok roviditése szerepel.

Klasszikus alternativa-tételek.
Ebben a részben — bizonyitas nélkiill — egymdsutan felsoroljuk a klasszikus alternativa-

tételeket.

2.1. TETEL. (GORDAN TETEL) (GO)

{Ax<0}#£0 o {ATy=0,y>0}=0

2.2. TETEL. (STIEMKE TETEL) (8T)

{Bx<0}#0 & {BTy=0,y>0}=0
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2.3. TETEL. (FARKAS TETEL) (F)
{aTx >0, Cx20} #0 & {CTy=a, y20}=10
2.4. TETEL. (MOTZKIN TETEL) (MO)

{Ax <0, Cx=0,Dx=0}#0 & {ATy;+CTy;+DTy,=0,y,>0, y;20} =0

2.5. TETEL. (TUCKER ALTERNAT{VA-TETEL) (TA)

{Bx<0, Cx20, Dx=0}#0 < {BTy;+CTy;+DTy,=0,y,>0, y320}=0

2.6. TETEL. (SLATER TETEL) (SL)

{Ax <0, Bx<0, Cx=0, D, =0} #0 &
{ATy, + BTy, + CTYs + DTY4 =0, Y1§0, y2 >0, Y3;0} =0

©
{ATy; + BTy, + CTys + DTy:i 0, y;20,y,20, y320} =0
2.7. TETEL. (MANGASARIAN 1. TETELE) (MA1)
{Ax <0, Bx20, Cx=0, Dx =0} # 0 vagy {Ax=0, Bx <0, Cx=0, Dx =0} # 0
& {ATy, + BTy, +CTy; + DTy, =0, y; >0, y; > 0, y320} =0
2.8. TETEL. (GALE 1. TETELE VAGY FREDHOLM TETEL) (GA1)
{Dx=d}#0 & {DTy=0,d"y>0}=0
2.9. TETEL. (GALE 2. TETELE) (GA2)

{Cx2c}#0 & {CTy=0, Ty<o, y20} =0
2.10. TETEL. (INHOMOGEN FARKAS TETEL) (NHF)

{a"x > a, Cx=c} #0 o
= {CTy = a, cTyéa, y§0} =0 és {CTy =0, cTy <0, y§0} =0
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2.11. TETEL. (MANGASARIAN 2. TETELE) (MA2)

{Bx<b}#0 & {BTy=0,bTy<0,y20}=0 é {BTy=0, bTy=0,y>0}=0

2.12. TETEL. (GALE 3. TETELE) (GA3)

{Cx=Zc, x20}#£0 o {CTy2o0, Ty <o, y§0} =0

2.13. TETEL. (GALE 4. TETELE) (GA4)
{Bx<0, x20}#0 <« {BTy20,y>0}=0

2.14. TETEL. (GALE 5. TETELE) (GA5)
{Ax< 0, x20}#£0 & {ATy20,y>0}=0

2.15. TETEL. (MANGASARIAN 3. TETELE) (MA3)
{Ax<0,x>0}#0 <& {ATyZ0,y>0}=0

2.16. TETEL. (MANGASARIAN 4. TETELE) (MA4)

{Ax <0, x20} # 0 vagy {Ax=0, x>0} #0 & {ATy>0,y>0}=0

2.17. TETEL. (NEUMANN TETEL) (N)

{Cx20,x>0}#0 & {CTy>0,y>0}=0

Klasszikus egzisztencia-tételek.

Az alabbi harom egzisztencia-tételt nevezzik klasszikus egzisztencia-tételnek.

2.18. TETEL. (TUCKER EGZISZTENCIA-LEMMAJA) (1d. [4]-ben) (TEL)
Legyen C ferdén szimmetrikus métrix (azaz CT = —C). Akkor a {CxZ0, x20} rendszernek
van olyan xo megolddsa, melyre: Cxqg + xo > 0.

2.19. TETEL. (TUCKER 1. EGZISZTENCIA-TETELE) (TE1)
A {Cx§0} é a {CTy = 0, yéo} rendszereknek van olyan xq ill. y, megolddsa, melyre:
Cxo +yo, > 0.

2.20. TETEL. (TUCKER 2. EGZISZTENCIA-TETELE) (TE2)
A {Cx20, Dx =0} és a {CTy,+ D%y, =0, y220} rendszereknek vannak olyan megoldésai,
melyekre: Cx+y3 >0
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3. A klasszikus alternativa- és egzisztencia-tételek
dltaldnositdsa inhomogén rendszerekre

Mint azt mar az eléz6 fejezet bevezetdjében emlitettiik, a klasszikus alternativa- és
egzisztencia-tételek — kevés kivételtdl eltekintve — homogén alternativa- és egzisztencia-
tételek. Ezek azonban viszonylag konnyen &ltaldnosithaték inhomogén rendszerekre is, és
— ami fontosabb ennél — inhomogén linedris rendszerek megoldhatdsagdra olyan ltaldnos
formulak adhaték, amelyekbdl az Gsszes kordbbi eredmény specidlis esetként kozvetleniil
adddik.

Megjegyzend6, hogy az [5] konyv (1.1.9) tétele egy sziikséges és elégséges feltételt ad
a {<, £, =} reldciékat tartalmazé (homogén és inhomogén) rendszerek konzisstenciajéra.
Az [5]-beli megfogalmazds azonban nehezen kezelhetd, formailag nem alternativa-tétel és
kézvetlenill nem ad formulat. Az alibbiakban — tébbek k6z6tt — ezeket a kellemetlensé-
geket is kikiisz6boljitk. (Ez az in. Kuhn-Fourier tétel. Részletesen 1d. a Figgelékben.)

A homogén egzisztencia-tételek inhomogén éltalinositdsa.

Ebben a fejezetben a 2. fejezetben felsorolt klasszikus egzisztencia-tételeket
altaldnositjuk az inhomogén(pontosabban a nem feltétleniil homogén) esetre.

3.1. TETEL. (INHOMOGEN TUCKER EGZISZTENCIA-LEMMA ) (NHTEL)
Legyen C egy ferdén szimmetrikus métrix, és tegyuk fel, hogy a {Cxécl, x%cz} rendszer
konzisztens. Akkor e rendszernek van olyan xo megolddsa, melyre: Cxo + x¢ > ¢1 + c2.

Bizonyitds. Az inhomogén Farkas tétel miatt mindeni=1,2,...,n-re: vagy
(3.1) {-Cx'E — ¢}, ~Ex'= —¢;, efx' > elc;} # 0
vagy a (3.2) és a (3.3) rendszerek legaldbb egyike konzisztens:

. . . . s
(3.2) {Cy} — Ey} = &5, —cTy} — e y3=efca, y1 20, y3=0}

. . . . o
(3.3) {Cy} —Ey; =0, —cly} —c3¥5 <0, y;1=0, y;=0}

Ha (3.1)-nek van % megoldésa, akkor: CxiZc, ®¥'Zcy és (%), > (c2);

Ha (3.2)-nek van j' megoldasa, akkor: Cyiléei, yiléo és a {Cxécl, X%(:z} rendszer
barmely z megoldaséra az %! = z 4+ 7 vektor megolddsa a {Cxécl, xécz} rendszernek és
(CZ); > (ca);- .

Ha (3.3)-nak volna §' megolddsa, akkor az ellentmondana Gale 2. tétele szerint
{CxZc;, xZc;} # 0-nek. Tehat, (3.3) mindig inkonzisztens.

Ezért mindeni1=1,2,...,n-re a {Cxécl, xécz} rendszernek van olyan ¥ megoldésa,
melyre (C&' + %), > (1 + ¢2);.

n -
Képezve az x = | 3 )"(‘) /n vektort, az a {CxZc;, xZc,} rendszer olyan megoldésa
i=1
lesz, melyre: CX + X > ¢y + €2
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3.2. TETEL (TUCKER 1. EGZISZTENCIA-TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOS{TASA)
(NHTE1)

Legyen {CxZc;} # 0 és {CTy = d, y?;cz} # 0. Akkor ezen rendszereknek van olyan x
és § megolddsa, melyre: CX + § > c1 + ca.

Bizonyitds. Irjuk at a fenti rendszereket ekvivalens matrix formaba:

(i c -C y cy y c2
—CT 0 0 X1 % —d y X3 % 0
CT @ 0 X2 d X2 0

A 3.1. Tétel alapjan e rendszernek van olyan (§T, %I, X1 ) megoldasa, melyre:

0 Cc -C v y c1+cy
——CT 0 ] 1)+ x1 > —d
ct o o %3 %2 d

Ebbdl Cx; — Cxz +§ > ¢; + c2 adddik, és ha x = X3 — X, akkor CX +§ > ¢3 +¢2

3.1. MEGIEGYZES.A tétel egy specidlis esete (c; = 0) azonnal adddik a kiegészitd
eltérések szigorti tételébél (Id. [4]). Ha t.i. tekintjiik a {mindTx : CxZc;} primaél feladatot,
akkor ennek duél parja {maxcly : CcTy =4, y§0}. Ezen feladatpdrnak vannak olyan xo,
Yo optimalis megolddsai, melyekre: Cxg + yg > c1.

3.3. TETEL. (TUCKER 2. EGZISZTENCIA-TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOSITA-
SA) (NHTE2)
Legyen {Cxécl, Dx = d;} # 0 é {CTy, + DTy, = dj, ysécz} # 0. Akkor ezen
rendszereknek van olyan x ill. § megolddsa, melyre:

Cx+¥3>c1+ca.

Bizonyitds. irjuk at az elsé- ill. a masodik rendszert a kovetkezd ekvivalens alakba:
{Cxécl, Dx2d,;, -DxZ — dy} illetve {CTy; + DTy, — DTy” = d,, yaZca, ygéo, yZ%O},
majd alkalmazzuk a 3.2. Tételt. R6vid szdmolassal kapjuk a tétel allitasat.

A homogén alternativa-tételek inhomogén &ltalanositasa.

Ebben a fejezetben 4ltaldnositjuk az osszes klasszikus alternativa-tételt, méghozza ugy,
hogy a két legdltaldnosabb homogén alternativa-tételt, a Slater tételt ill. Mangasarian 1.
tételét altalanositjuk, és ezekbdl specidlis esetként vezetjiik le a t6bbi klasszikus alternativa-
tétel inhomogén altaldnositdsdt. Megmutatjuk tovabba, hogy az inhomogén Motzkin tétel és
az ismert Kuhn-Fourier tétel ugyanazt mondja ki, csak az elobbi sokkal egyszeriibb alakban
van megfogalmazva.
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3.4. TETEL. (SLATER TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOSITASA) (NHSL)
(3.4) {Ax<a, Bx<b, CxZc, Dx=d} #£0 <&

{ATy, + BTy, + CTy; + DTy, =0, 2Ty, + bTy; +cTys +dTy, <0, YI%()’ y2%0, y3§0} =0
és
>
{AT.Y1 + BTYz + CTYs + DTY-; =0, aTy, + bTYz +cTys + dTY4 =0,y, >0, YzéO, y3=0} =10
és
{ATY1 + BTYz + CTYs + DTY4 =0, aT)’1 + bTYz + CTYa + dTY4 =0, }’1%0, y2 >0, Y3%0} =0

Bizonyitds. {Ax < a, Bx < b, Cxéc, Dx=d} =0 & {-t<0, Ax—at <
0,Bx—bt <0, Cx — ctéo, Dx —dt = 0} = 0. A homogén Slater tétel alapjdn ez utébbi
ekvivalens azzal, hogy a

(3.6) {ATy;,+ BTy, +CTy; + DTy, =0, y;; +aTy;, + Ty, +cTys +dTy, = 0}

> > > >
rendszernek van vagy (Y11:y’1r2) > 0, y,=0, y3=0 vagy (yy1, y’ll‘z):()’ y2 > 0, ys=0
megolddsa. Itt y;; € R Véve y,; = 0-t ill. y,;; > 0-t, (3.4.) inkonzisztens akkor és
csak akkor, ha (3.6)-nak van olyan megoldasa, melyre:

els6 eset: ¥11=0, y;52 20, y2§0, y3§0 vagy
masodik eset: y;; > 0, y12§0, yz.Z_O, y3§0 vagy
harmadik eset: y;; =0, ylzéﬂ, y; > 0, y3§0 vagy
negyedik eset: y;; > 0, y12%0, yy > 0, yséO.
Mivel a 2. eset kovetkezik a 4. esetbdl, a 4. esetet elhagyhatjuk. Mé4srészt, (3.5) elsd

rendszerének konzisztencidja ekvivalens a 2. esettel, mdsodik rendszerének konzisztencidja
az 1. esettel, végiil harmadik rendszerének konzisztencidja a 3. esettel.

3.2. MEGIEGYZES.Az el6z6 tételb6l Gale 2. tétele alapjdn ldthatd, hogy ha az
{Ax—S_a., Bxéb, Cxéc, Dx = d} rendszer konzisztens, akkor az inhomogén Slater tételt a
homogén Slater tételbél formailagigy nyerjiik, gy, hogy a dudl rendszerekhez hozzdvessziik
az aTy, + bTy, + c<Tys + dTy, = 0 egyenletet.

3.1. KOVETKEZMENY. (MOTZKIN TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOSITASA)
(NHMO)

{Ax < a, CxZc, Dx = d}#0 <

> >
{ATy; + CTy3 + DTy, =0, aTy, +cTys + d"y, <0, y; 20, y3Z0} =0
(3.7) o és
{ATy; +CTy; + DTy, =0, aTy; +cTys +dTy, =0, y; > 0, y320} =0
Bizonyitds. A 3.4. tételbdl adédik B — O, b —> 0 tetsz. esetén.
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3.2. KOVETKEZMENY. (TUCKER ALTERNATIVA-TETELENEK INHOMOGEN ALTALANO-
sITAsA) (NHTA)

{Bx<b, CxZc, Dx=d}#0 <«

{BTy, +CTy; + DTy, = 0, bTy, + cTy; +dTy, <0, YzéO, Y3%0} =0
& és
{BTY2 + CTYa + DTY«; =0, bTYz +cTys + dTY4 =0,y,>0, y3§0} =0

Bizonyitds. A 3.4. tételbdl adodik A — O, a —> 0 tetsz. esetén.

3.3 MEGIEGYZES. Mivel az inhomogén Farkas tétel az inhomogén Motzkin tétel specidlis
esete, ezért az inhomogén Farkas tételnek egy uj bizonyitdsat is nyerjiik.

3.4. MEGJEGYZES.Az [5]-ben leirt Kuhn-Fourier tétel tulajdonképpen nem mds, mint
az inhomogén Motzkin tétel, mint azt az alabbi tételben beldtjuk. Mig azonban az el6bbi
tétel [5]-beli bizonyitdsa igen bonyolult (1d. ott), az utébbi kénnyen adddik és kénnyebben
kezelheté formuldt is ad. Konnyt beldtni, hogy a Kuhn-Fourier tételben kimondott feltétel,
melyrél a tétel ast dllitja, hogy az {Ax < a, Cxéc, Dx = d} rendszer konzisztencidjdval
ekvivalens, az ott leirt definiciknak megfeleléen egyszeriien &tirhaté az aldbbi, ,,KF-
feltétel”-lel jelolt alakba. (A Kuhn-Fourier tétel kimonddsdt Id. a Fiiggelékben.)

3.5. TETEL.A (3.7)-ben szereplé mindkét rendszer inkonzisztens akkor és csak akkor,
ha teljestiil a kévetkezé feltétel:

KF-feltétel:

Az {ATy, + CTy, + DTy, = 0} rendszer a kivetkesd tulajdonségii:

(I) A rendszer minden y, > 0, y3§0 megolddsdra fenndll, hogy: aTy, + cTy; +
d%y, > 0.

(I1) A rendszer mindeny; = 0,y > 0 megolddsdra fennall, hogy: cTys +dTy4%0.

(III) A rendszer minden y; = 0, y3 = 0, y, # 0 megolddsdra fenndll, hogy:
dTy4 =0.

3.5. MEGIEGYZES.Az inhomogén Motzkin tétel és az [5]-beli Kuhn-Fourier tétel
alapjdn a 3.5. tétel helyessége mér adédik.

Az aldbbiakban egy kézvetlen bizonyitdst adunk a 3.5. tételre. Egzaltal egyiittal a
Kuhn-Fourier tételnek egy, az [5] kényvbelinél jéval egyszeribb bizonyitdsdt adjuk.

Bizonyilds.

1/ Tegyiik fel, hogy a KF-feltétel teljesiil. Ha y; = 0, akkor ha y3 > 0, akkor (II)
alapjén nincs olyan y,, melyre cTy; + dTy4 < 0 lenne: ha y3 = 0, akkor (III)
alapjan nincs olyan y, melyre d”y, < 0 lenne. Ha y; > 0, akkor (I) alapjn
nincs olyan y3§0, melyre aTy, +cTy,+ dTy4§0 lenne, tehdt nincs olyan y3.2_0
sem, melyre a’y, +¢cTy,+dTy, = 0lenne. Ennélfogva (3.7) mindkét rendszere
inkonzisztens.
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2/ Tegyik most fel, hogy (3.7) mindkét rendszere inkonzisztens. Ha y; = 0 és
y3 = 0, akkor (3.7) elsd rendszerének inkonzisztencidja miatt kapjuk (III)-at.
Ha y, = 0 és y3 > 0, akkor (3.7) els6 rendszerének inkonzisztencidja miatt

kapjuk (II)-t. Végiil, ha y; > 0 és y3§0, akkor mindkét (3.7)-beli rendszer
inkonzisztencidjat felhasznilva nyerjik (I)-et.

3.6. MEGIEGYZES.A KF-feltételben: a (III) feltétel azt fejezi ki, hogy {Dx =d} # 0
a (II) azt, hogy ha {Dx = d} # 0, akkor {Cxéc, Dx = d} # 0; az (I) azt, hogy ha
{Cxéc, Dx =d} #0, akkor {Ax < a, Cx=c, Dx =d} # 0.

Kénnyen lathatd, hogy az aldbbi tételek - vagyis a [3]-beli homogén alternativa-tételek
inhomogén dltalinositdsai - az inhomogén Slater tétel specidlis eseteiként dllnak eléb.

3.6. TETEL. (GORDAN TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOS{TASA vacy Ky FaN
TETEL) (Id. [1]) (KYF)

{Ax<a}#0 & {ATy=0,aTyS0,y>0}=0
3.7. TETEL. (GALE 3. TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOSITASA) (NHGA3)
{CxZcy, x2c3} #0 & {(c1 — Cez)Ty < 0, CTy20, y20} =0
3.8. TETEL. (GALE 4. TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOSITASA) (NHGA4)
{Bx<b, xZc}#0 &
& {(b-Bc)Ty <0, BTy20, y20} =0 és {(b— Bc)"y=0, BTy20, y >0} =0
3.9. TETEL. (GALE 5. TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOS{TASA) (NHGAS)
{Ax<a, x2c}#0 & {(a—Ac)Ty=0, ATyZ0, y >0} =0

3.10. TETEL. (MANGASARIAN 3. TETELENAK INHOMOGEN ALTALANOSITAsA)
(NHMA3)

{Ax<a,x>c}#0 & {la-—- Ac)Tyéo, ATy20, y >0} =10

3.11. TETEL. (MANGASARIAN 4. TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOSITASA)
(NHMA4)

{Bx>b,x>a}#0 &

{(b—Ba)Ty > 0, BTy=0, y20} =0
CS

& {(b-Ba)Ty=0, BTy <0, y20} =10
és

{(b-Ba)"y =0, BTy=0, y> 0} =0
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3.12. TETEL. (NEUMANN TETELENEK INHOMOGEN ALTALANOSITASA) (NHN)
{Ax<a, x>c}#0 & {(a- Ac)Tyéo, ATy20, y > 0}=10

Most Magasarian 1. alternativa-tételének inhomogén altaldnositdsat adjuk meg.

3.13. TETEL. (MANGASARIAN 1. ALTERNAT{VA-TETELENEK INHOMOGEN ALTALA-
NOSITASA) (NHMAL1)

(3.8)
{Ax < a, Bx=b, Cx=c, Dx=d} #0 vagy {Ax=Za, Bx < b, Cx=c, Dx = d}#0 <
(3.9)
{ATY1 + BTYz + CTYs + DTY4 =0, a'TY1 + bT}’z + CTY3 + dTY4 <0, YI%Ov Y2§0; Y3->_—0} =0
és
{ATY1 + BTYz + CTYs + DT}’4 =0, aTy, + bTYz +cTys + dTY4 =0,y,>0,y,>0, Y3;0} =0

Bizonyitds. Az &llitds helyett annak negdltjat bizonyitjuk. Az inhomogén Motzkin tétel
alapjan (3.8) els6 rendszere inkonzisztens akkor és csak akkor, ha vagy (3.9) elsd rendszere
vagy az aldbbi (3.10) rendszer konzisztens.

(3.10) |
{ATY1 + BTYz + CTYs + DTY4 =0, aTY1 + bTYz + CTYs + dTY4 =0,y, 20, Y2%0: y3%0}
Az inhomogén Tucker tétel miatt (3.8) mésodik rendszere inkonzisstens akkor és csak
akkor, ha vagy (3.9) elsé rendszere vagy az alabbi (3.11) rendszer konzisztens.

(3.11)

>
{ATy, + BTy, + CTy; + DTy, = 0, aTy, + bTy, +cTys +dTy, = 0, 3,20, y, > 0, y;20}

Ha tehat (3.9) els6 rendszerének konzisztencidjat P-vel, a (3.10) rendszerét Q-val,
a (3.11)-ét pedig R-rel jeldljik, akkor a P, Q és R kdati ,,(P vagy Q) és (P vagy R) =
P vagy (Q és R)” azonossdg alapjan kapjuk, hogy (3.8) inkonzisztens akkor és csak akkor,
ha vagy (3.9) elsé rendszere konzisztens, vagy az {ATy1 +BTy,+CTy,+ DTy, =0, aTy, +
bTy2 +cTys + dTy., = 0} rendszernek van olyan megoldasa, melyre y; > 0, yzéﬂ, y3§0
és van olyan megolddsa is, melyre yI%O, y, > 0, y3§0 all fenn. De ez ekvivalens (3.9)
konzisztencidjaval.

Az el6z6ek alapjan most mar latszik a kovetkezd tétel:

3.14. TETEL.Az Osszes klasszikus alternativa-tétel az inhomogén Slater tétel vagy az
inhomogén Mangasarian 1. alternativa-tétel specidlis esete.

Az inhomogén alternativa-tételek ekvivalens alakjai.
Az el6z8ekben lattuk, hogy a Kuhn-Fourier tétel az inhomogén Motzkin tételnek a
kovetkezo ekvivalens formdja:
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3.15. TETEL. (KF)

{Ax<a, CxZc, Dx=d}£0 <

{ATy; + BTy, + CTy; + DTy, = 0, aTy, + bTy, + cTy; +dTy, <0, y; = 0, y;20} =0
R4 és
{ATY1 +BTy, + CTYs + DTY4 =0, aTy, + bTYz +cTys + dTY4é0, y1 >0, Y3;0} =0

Felmeriilhet tehdt a kérdés, hogy az alternativa-tételeknek vannak-e ekvivalens alakjai
és ha igen, mik azok. Mint az kénnyen lathaté, a valasz igenlé: egy sor ekvivalens
alakjuk van, melyeket a kozolt képletekbél az y%O & y > 0vagyy = 0, illetve az
y%O & y>0vagy (y>0ésy ¥ 0) vagy y = 0 atalakitdsokkal nyeriink.

Az aldbbiakban csak néhdny példdt mutatunk be a legfontosabb ekvivalens alakokra,
azok nagy szdma miatt az Osszes ekvivalens formdat nem irjuk le. Minden esetben csak a
tételek masodik részét irjuk le.

Az inhomogén Motzkin tétel harmadik ekvivalens alakja:

{ATY1 + CT.Ys + DTy, =0, aTy, + cTys + dTY4 <0, Y1%0, Y3;0} =0
és
{ATy, + CTy; + DTy, =0, aTy, + Tys + dTy, 20, y, > 0, y;20} =0

Az inhomogén Tucker alternativa-tétel egy ekvivalens alakja:

{BTy, + CTy; + DTy, =0, bTYz +cTys + dTY4 <0, YzéO, y3§O} =0
és
{BTY2 + CTYs + DTY4 =0, bTYz +cTys + dTY:;éO; y2 >0, Y3;0} =0

A Ky Fan tétel ekvivalens alakja:
1) {ATy=0,bTy<0, y20} =0¢és {ATy =0, bTy=0, y >0} =0
2) {ATy=0,bTy<0,y20}=0¢és {ATy=0,bTy=0,y>0}=0

4. Specidlis eset: Egyenl6tlenségrendszerek pozitiv,
szemipozitiv illetve nemnegativ megolddsainak létezése

A linedris egyenldtlenségrendszerekkel kapcsolatban sok olyan (elsésorban kdzgazdasagi
vagy miiszaki) alkalmazds meril fel, ahol a rendszer nemnegativ, szemipozitiv vagy pozitiv
megoldasait keresslik. Az alabbiakban ilyen rendszerek konzisztenciajaval foglalkozunk.

Az eléz6 részekben kapott inhomogén alternativa-tételek fontosabb speciélis eseteként
azonnal adédnak az aldbbi alternativa-tételek.

4.1. TETEL. (A FARKAS TETEL EGY INHOMOGEN ALTALANOSITASA)
{CxZc, Dx=d}#0 < {CTy;+DTy, =0, cTy;+dTy, <0, y;20} =0
Bizonyitds. Az inhomogén Motzkin tételbdl azonnal adddik.
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4.1. MEGIEGYZES. E tételbdl a Farkas tétel C — —E, ¢ — 0 megfeleltetéssel adddik.

A tovabbiakban azokat a specidlis eseteket tekintjik &t, amelyek megadjdk, hogy
egy egyenldtlenség- ill. egyenletrendszernek mikor van rendre pozitiv, szemipozitiv ill.
nemnegativ megolddsa. Vizsgdljuk tehdt az {Mx p; m, x p; 0} rendszer megoldhatdsigit.

(Itt p1 € {=, é: < <h e e{> 2 '%})
Két esetet mar a kordbbiakban tirgyaltunk, ezeket most nem irjuk le djra. Ezek (a
(p1, p2) parral megadva):

(=, ;) homogén Farkas tétel (é, é) Gale 3. tétele.

4.2. TETEL.

Dx=d, x>0}#0 <& {DTy20,dTy<0}=0¢és{DTy>0, dTy =0} =10

4.3. TETEL.

{Dx=d,x>0}#0 <« {DTy20,dTy<0}=0és {DTy>0,dTy=0}=0

4.4. TETEL.

{CxZc, x>0} #£0 & {CTy20, Ty <0, y20}=0és {CTy >0, Ty =0, y20} =0

4.5. TETEL.

{Cx2c, x>0} #£0 & {CTy20, Ty <0, y20} =0 és {CTy >0, Ty =0, y20} =0

4.6. TETEL.
{BTy20, bTy <0, y20} =0
és
{Bx<b,x>0}#0 & {BTy>0,bTy=0, y§0}:0

és
{BTy20, bTy =0,y >0} =10

4.7. TETEL. Hab > 0, akkor: {Bx < b, x >0} #0 & {BTy >0, by =
0, y20} = 0. Ha nem igaz, hogy b > 0, akkor: {Bx<b, x>0} #0 &

&  {BTyZ0, bTy <0, y20} =0 és {BTy20, bTy =0,y >0} =0

Bizonyftds. A kovetkezd lemma nyilvanvaldan igaz.
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4.1. LEMMA.
{Bx<b,x>0}#0 < {Bx<b, x20}#0és {Bx=b, x >0} #0

l.eset: b > 0.

Ekkor {Bx < b, x20} # 0, hiszen x = 0 megoldasa. Ennélfogva {Bx < b, x > 0} #
0 <« {Bx=Zb, x>0} # 0. Alkalmazzuk az inhomogén Tucker alternativa-tételt, kapjuk:

{BTys = y;, bTy3 < 0, y,20, y320} =0
=4 és
{BTys =y, bTys =0, y; > 0, Y3—>——0} =0

De Gale 2. tétele miatt az elsé rendszer inkonzisztens akkor és csak akkor, ha
{Bx=b, X;O} # 0. Ez viszont b > 0 miatt teljesiil. Tehdt {Bx < b, x >0} # 0 <&
{BTy, =y,, bTy3 =0, yy, >0, y3§0} = 0. Itt y3 — y megfeleltetéssel addédik az &llitas.

2. eset: nem igaz, hogy b > 0.

Mivel ekkor az x = 0 nem megolddsa a {Bx < b, x§0} rendszernek, igy {Bx < b, x >
0}#£0 <&  {Bx<b, x20} # 0. Alkalmazzuk tehat a 4.8. tételt, igy megkapjuk a tétel
allitasat.

4.8. TETEL.

{Bx < b, x§0}¢@ &
& {BTy>0,bTy<0,y>0}=06s {BTy>0,bTy=0,y>0}=0

4.9. TETEL.

{Ax<a,x>0}#0 & {Ax<a, x>0}#0 <
& {Ax<a, x20}#0 & {ATy20, aTy=0,y >0} =0

Fiiggelék: a Kuhn-Fourier tétel (1d. [5] 7-11. és 15-17. oldalét)

Tekintsiik az {Ax < a, Bx=b, Cx = c} linearis egyenlétlenségrendszert.
(F.1)

1. Definicié. Az (y7, y3, ys) vektort (ahol ¥120, y2%0) és a segitségével képzett
dx p 6 egyenl8tlenséget/egyenletet az (F.1) rendszer megengedett linedris kombinécidjdnak
nevezziik, ha yJA+yiB+yiC = dT és yTa+yib+yic =46, és p-t ebbdl az (yT, y3, v3)
vektorbél tgy képezzik, hogy p legyen ,,<”, ha y; # 0 (azaz y, > 0); p legyen ,,é”, ha
y; = 0, de y, # 0 (azaz y, > 0); és p legyen ,,=”, ha y; = 0 és y, = 0. (Tehét a
(dT, 6) vektor az (F.1) rendszer egyenldtlenségei/egyenletei normélvektorainak (megfelels
nemnegativitdssal vett) linedris kombinécidja.)

Nyilvdn minden megengedett linedris kombindcié kévetkezménye az (F.1) rendszernek.
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2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (F.1)rendszer megengedetten linedris dsszefiiggs,
ha van olyan megengedett linedris kombiniciéja, melyben és d = 0, tehat 0T x p 6 adédik
(F.2).

Vildgos, hogy (F.2) vagy minden x-re igaz, vagy minden x-re hamis.

F.1. TETEL. (Kuhn-Fourier tétel) Az (F.1) linedris egyenlStlenségrendszer konzisztens
akkor és csak akkor, ha barmely megengedett linedris kombindcidja, mellyel az (F.1) rendszer
megengedetten linedrisan Osszefiiggd, olyan (F.2) reldciét eredményez, mely minden x-re
igaz. Specidlisan, ha nem igaz, hogy a rendszer megengedetten linedrisan Gsszefiiggs, akkor
konzisztens.

F.1. MEGJEGYZES. Vegylik észre, hogy az Osszes inhomogén alternativa-tételnek kézos
az alakja. (fgy a Kuhn-Fourier tétellel azonos inhomogén Motzkin tételnek is.) Ugyanis az
eléallitott formuldkbdl 1dtszik, hogy minden formula olyan alaki, hogy a dudlis felirdsaban
elsé rendszerként mindig az

{ATyl + BTY2 + CTY3 + DTY4 = 01 aTY1 + bTYz + CTYB + dTY«i < 01 Y1%07 Y2éoa Y3%0}

szerepel, és a dudlis megfogalmaszds elséként e rendszer inkonzisztencidjat (azaz az

{Axéa, Bx=b, Cxéc, Dx = d} rendszer konzisztencidjdt) mondja ki.
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NONHOMOGENEOUS LINEAR THEOREMS OF THE ALTERNATIVE

P. SziLAGYIl

Generalizing the classical theorems, theorems of the alternative of new, common forms are obtained
for the consistence of nonhomogeneous linear inequality systems. With their help simple proofs for the
nonhomogeneous Farkas theorem as well as for the Kuhn-Fourier theorem are described. As particular
cases, we get necessary and sufficient conditions for the consistence of linear inequality systems having
positivity, semipositivity or nonnegativity requirements for the variables.
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AZ UVEGSZAL ANYAGHIBAINAK VALOSZINUSEGI MODELLEZESE

FABIAN CSABA*

Budapest

Adott hosszuisagi iivegszalban véletlenszerlien anyaghibdk lehetnek. A hibatlan szdldarabok szamat
és hosszait jellemezziik a dolgozatban.

1. Bevezetés. Az ilivegszil-gydrtas vazlatos leirdsa

A tévkozlési célra szolgdlé tvegszdl gyartdsa ugy torténik, hogy szildrd ivegrad
(preform) egyik végét hevitik és a képlékeny anyagot vékonyra kihizzdk. Azonos méretii
rudak vannak, és mindegyikbél azonos hosszu iivegszal huzhato.

A kihtzott livegszilban anyaghibdk lehetnek. Az anyaghiba lehet folytonossagi
hidny, vagy az el8irtndl gyengébb fényatereszté képesség. A tapasztalat szerint egyforma
hosszi szakaszok azonos valdsziniiséggel tartalmaznak anyaghibdt. Méghozza diszjunkt
szdlszakaszok esetén egymdstdl fiiggetlenek azok az események, hogy az illeté szakaszok
tartalmaznak-e anyaghibat.

A kihiizés sordn keletkezd véletlen hosszi szdldarabok véletlenszeriien tartalmazhatnak
rossz fénydtereszté képességli részeket. Ezekbdl a szdldarabokbdl kell kielégiteni a
megrendeléseket, azaz le kell szabni adott szami és hosszu hibatlan livegszalat.

Legyen az egy rudbdl keletkezd tivegszal teljes hossza H egység. Jelolje 0 < p < 1 annak
a valdszinlségét, hogy egység hosszi szakasz anyaghibat tartalmaz, és legyen ¢ =1 — p.

A kihizds sordn keletkezd véletlen hosszit szdldarabokbél vagjuk ki a rossz fényateresztd
képességli részeket. Azaz tekintsiik a maximalis hosszi hibdtlan szdldarabokat. (Hibatlan
szaldarabon ezentil mindig maximalis hosszi hibétlan szdldarabot értiink.) Ezek kozil a
legaldbb h hosszisagiak szdmat jeldlje €, (ahol 0 < h < H valds szdm).

Jelen dolgozatban a hibatlan szaldarabok véletlenszer(i készletét jellemezziik a &
valészinuségi valtozdk momentumal segitségével.

El6szor diszkretizaljuk a feladatot. Megmutatjuk, hogy Prékopa Andras [2] cikkében a
diszkrét feladattal ekvivalens problémat old meg. Az 6 eredményei k6ziil a varhaté értékekre
vonatkoz6t atvisszlik folytonos esetre. Ezzel meghatdrozzuk a legaldbb h hosszisagu
széldarabok szamanak és Osszhosszdnak varhaté értékét.

A folytonos eredmény alapjan megmutatjuk, hogy az anyaghibdk elhelyezkedésével
kapcsolatban tapasztalt jelenség csak dgy fordulhat elé, hogy az anyaghibdk pontszeriek
(kis kiterjedéstiek), és egy szélon véges sok anyaghiba van. Ezért az anyaghibak j6l leirhaték:
a szamuk Poisson eloszlasi, a hibak maguk pedig egyenletesen oszlanak el.

*A munkat az OTKA T 014102 és T 014302 szamu kutatasi szerzdsése tamogatta .
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A & valbszinliségi valtozék magasabb rendli momentumait eldszor rogzitett szamu
pontszerii anyaghibdt feltételezve szamitjuk ki. Majd a feltételes momentumokat a megfeleld
valdszintiségekkel silyozva Gsszegezziik.

2. A {, valésziniiségi vdltozé vdrhaté értékének meghatdrozdsa

A diszkrét eset.

Osszuk fel gondolatban az egy ridbdl keletkezd livegszal teljes hosszat egység hosszi
szakaszokra. Ha egy ilyen egységszakaszban anyaghiba van, akkor azt az egységszakaszt
eldobjuk. JelSlje a a pontosan & hibatlan egységszakaszbdl 4116 Gsszefiigg6 lancok szamat.
(Léncon maximalis ldncot értiink, ahogyan szdldarabon is maximalis hosszu szdldarabot.)

Prékopa Andras [2] cikkében hosszi lancmolekuldk bomlési folyamataival foglalkozik.
Ezek a molekuldk stabil egységekbdl allnak, amelyeket konnyen bomlé kétések kapcesolnak
Ossze lanccd. Az egyes kotések bomldsal egymadstdl filggetleniil mennek végbe. Speciilis
esetként vizsgdlja, amikor ezek a kotések azonos valdszinliséggel bomlanak fel. Tegyiik
fel, hogy kezdetben egy n stabil egységbdl allé lancmolekulank van, és az egyes kotések P
valdsziniiséggel bomlanak el. Jelolje a; a bomlas sordn keletkezd, k stabil egységbél allé
polimerek szamdt. Prékopa meghatdrozza az a; valdsziniiségi viltozdk elsé és masodik
momentumait (a vegyes momentumokat is). Mddszere kdnnyen altaldnosithaté a magasabb
rendli binomialis momentumok meghatdrozdsira. Most csak az aldbbi, varhaté értékre
vonatkozé eredményét fogjuk felhasznalni:

1) E(ak):{g(i;;)_kl_l[("“k—l)ljw] , ::]’:Z

Legyen n = H+1 és P =p, 1-P = q. Természetes megfelelés van az livegszal-darabok és
a polimerek leirdsa kozott: Az az esemény, hogy az egység hosszi livegszal-szakaszok koziil
a k-adik anyaghibat tartalmaz, megfelel annak az eseménynek, hogy a k-adik és (k + 1)-edik
stabil molekula-egységet Osszekapcsolé kotés elbomlik. Ezért az ilivegszdl-darabokat leird
ap és a polimereket leiré aiyq valdszintiségi véltozdk azonosak (k=1,...,H).

Tehét (2.1) alapjan ismertek az oy valtozdk varhaté értékei:

pg*[(H—k—1)p+2] , hak<H

(2.2) E(a;) = { ow bE o H

A folytonos eset.

Legyen 0 < h < H valds szdm. Osszuk fel gondolatban az egy ridbdl keletkezo iivegszal
teljes hosszat 1/t hosszu szakaszokra (¢t =1,2,...). Osszesen Ht kis szakaszunk lesz. Egy
kis szakasz ¢/ valésziniiséggel lesz hibitlan (mivel fiiggetlenek azok az események, hogy az
egyes kis szakaszokban van-e anyaghiba). Jeldlje agt) a pontosan ¢ hibatlan kis szakaszbdl
all6 dsszefiiggd lancok szamat. (2.2) alapjdn ismert ennek a kozelité véltozénak a varhaté
értéke:

B (o) — (1—gqt)g"/t [(Ht—i—-1)(1-q"/*) +2] , hai< Ht
(ai)_{qH’ ha z = Ht
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Bérhogyan is helyezkedik el a teljes H hosszi szdlon egy legaldbb h hosszi szakasz, mindig
teljesen lefed legaldbb |At] — 1 szdmu kis szakaszt. (Legyen ¢ olyan nagy, hogy |ht] > 1).
Tehat mindegyik, legaldbb h hosszi hibatlan széldarabhoz hozzarendelhet8 egy olyan lanc,
amelyik legaldbb |ht| — 1 szdmi hibatlan kis szakaszbdl 4ll. Ebbd] az alabbi felsé becslés
adédik:

Ht

> o) > ¢, .

i=|ht]-1

Hasonléan: mindegyik olyan linchoz, amelyik legaldbb |ht] + 1 szdmu hibdtlan kis
szakaszbol all, hozzarendelhet6 egy legaldbb h hosszi hibatlan szdldarab. Ebbél az alabbi

alsé becslés adédik:
Ht

éh Z\ E aft) .

i=|ht]+1

(h < H miatt elég nagy t esetén |ht| +1 < H.) Ezzel a £}, val6sziniiségi valtozdt két olyan
valdsziniségi valtozd kozé szoritottuk, melyeknek kiilonbsége

t ¢
a(Lh)tJ—l + a{h)tj .

Vezessiik be az aldbbi jel6lést a £, valtozd t-edik kozelitésére:

Ht
(2.4) gl= 3 o .
i:[hiJ

Mivel §§f) is a két hatdrold valésziniiségi valtozd kozé esik, azért a kozelités pontossaga igy
becsiilhet6:
(t) (¥) (¥)
|5h — & ‘ S oo Ty -

A jobb oldal varhaté értéke nulldhoz tart, amint ¢ végtelenhez. Ugyanis helyettesitsiik be
a (2.3) formuldkat. Folytonossdgi okbdl elég megmutatni hogy az alabbi kifejezés nulldhoz

tart:
(1 — ql/t) g/t [(H —h)t (1 - ql/t) + 2]

Csaka t (1 - ql/t) tag korldtos voltardl kell meggy6z6dni. Ez pedig nemcsak hogy korlatos,
hanem konvergens is, és hatdrértéke — In(gq). (A -t (1 - ql/’) kifejezés ugyanis a ¢°
fuggvénynek a 0 és az 1/t pontok kozott felirt differencia-hdnyadosa.)

Azért 0 < h < H esetén

)=o.
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Tehat 0 < h < H esetén a £, véltozd varhaté értékét a £\") valtozék varhaté értékeivel
kozelithetjik. Utdbbi valtozdk (2.4) definiciéjdba helyettesitsiik be a (2.3) formulakat:

E( ,(j)) - Hil (l—ql/t) gilt [(Ht—i— 1) (1 —ql/’) +2} + g7

i=|ht)
= [(Ht —-1) (1 - ql/t) + 2] (1 _ ql/t) Hi_:l g/t
i=|ht]

g Ht-1 ‘
_ (1_q1/:) Z it 4+ gF .
i=|ht]

Tudjuk hogy t — oo esetén ¢ (1 — ql/‘) — —In(q) ; az Gsszegeket integralok kdzelitésének
tekintve pedig az aldbbi hatarértékek addédnak:

Tk ) & H
< it | 9
P [ln(q)] ’

i=ht h
Ht H
1 , T T T
- ift q q ]
_ iq — —
72 [ln(q) In(a)? |,

Fentieket behelyettesitve adddik 0 < A < H esetén a keresett varhaté érték
(2.6) E(é) = ¢ — In(e)g"(H - h) .
(Latszik hogy ez a formula h = H esetén is igaz.)

Megjegyzés. A fentiek mintdjara meghatdrozhaté a legalabb h hosszisagi, hibétlan
szaldarabok Osszhosszanak varhatoé értéke. Jelolje (5 a legaldbb h hosszusdgi, hibétlan
széldarabok osszhosszat (ahol 0 < b < H). Az €l626 részhez hasonléan kozelitsik ezeket az

alabbi valtozokkal: e
t (1
;(L) = Z ;O‘g) :

i=|ht]

Mint a £ viltozdkra, itt is konnyen megmutathatd, hogy ez jé kozelités:
EENT (t))
E(G) = tl—IH.loE( h
() yarhats értéke a (2.3) formuldk segitségével folirhats. A limessz pedig a (2.6)
formuldhoz hasonldan képezhetd. Az ott emlitett formuldkon felill hasznaljuk még az alabbi
hatérértéket: o o
t T z
1 3 gt o 2% q _2z¢"  2g
t3 fry In(g) In(q)? In(q)3},
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A 0 < h < H esetre az alabbi varhaté érték adédik:
(2.7) E(¢) = ¢"H — In(@)g"h(H — h) .

(Latszik hogy a formula h = H esetén is igaz.)

3. Az anyaghibdk véletlen elhelyezkedésének jellemzése

Megmutatjuk hogy 1 valésziniiséggel véges sok pontszerii anyaghiba van a szdlon.

Legyen ugyanis H = h; > hy > ... monoton csékkendleg nulldhoz tarté sorozat.
Akkor a megfeleld £, valtozék sorozata monoton né

€n, < bhnyy  (m=1,2,...) .

Az n-edik lépésben csak akkor lehet szigori a ndévekedés, azaz

€hn < Ehpp

ha keletkezik a [hn+1,hn) intervallumba esé hosszisdgi hibatlan szdldarab. Jelolje B,
az utébbi eseményt. Ennek valésziniisége fellilrél becsililhetd

P(Bn) < E (&, — &)

mert a jobb oldal az ilyen szdldarabok szdmdanak a vérhaté értéke. Ezekbdl a varhaté
értékekbdl alkotott sor (2.6) szerint konvergens:

> E(frn, —&.) = 1-In(Q)H — ¢¥ .
n=1

Azért ). P(Bp) véges, és a Borel-Cantelli lemma szerint a B,  események
koziil 1 valészinliséggel csak véges sok kovetkezik be. Ezzel megmutattuk, az egy
rudbél kihuzott tvegszdlb6l 1 valdsziniiséggel véges sok hibatlan szdldarab keletkezik.
Tehat 1 valdszintliséggel az anyaghibdk lefedhet6k véges sok olyan intervallummal, amely
intervallumokban az anyaghibdk silirlin helyezkednek el.

Tekintsiilk most a legaldbb h hosszi hibitlan szakaszok Osszhosszat jelenté
valtozdkat. Mivel ezen viltozdk sorozata monoton noévé és korlatos:

Chn S Chn+l S H )
azért értelmezhetd az aldbbi valdsziniiségi valtozo:

¢ = lim (h, .

n— oo
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A monoton novekedés a varhaté értékekre is all:

E(¢r.) £ E(C)

Itt a bal oldal (2.7) szerint H-hoz tart, amint n végtelenhez. Ebb&l az aldbbi alsé becslést
kapjuk:
H < E(()

Ez csak tugy lehet, hogy 1 valésziniiséggel { = H. Szavakban: a legaldbb h hosszd hibatlan
szaldarabok Osszhossza H-hoz tart, amint A nulldhoz.

Tehdt az anyaghibdk elhelyezkedésével kapcsolatban tapasztalt jelenség, miszerint
egyforma hosszi szakaszok azomos valdsziniséggel tartalmaznak anyaghibdt, és diszjunkt
szdlszakaszok esetén egymdstdl figgetlenek azok az események, hogy az illetd szakaszok
anyaghibdt tartalmaznak, csak gy fordulhat eld, hogy az anyaghibdk pontszertiek (kis
kiterjedésliek). Ezt a kdvetkeztetést még ellendrizni kell a gyakorlatban. Mindenesetre
egybevag vele az a megfigyelés, hogy a szakaddsokat apro szemcsék okozzdk, melyek az
iivegriid anyagdba kerililnek. Valédszinli, hogy még kisebb szemcsék nem okoznak szakadast,
de rontjak a fényatereszté képességet. A hibas szaldarabokban a csokkent fényatereszid
képességet eszerint nem az alapanyag eltéré fizikai vagy vegyi jellemzdi okoznak.

Ismeretes, hogy akkor a pontszerii anyaghibdk szdma Poisson eloszldst mutat, melynek
paramétere —In(q) H.

Feltehet8, hogy maguk az anyaghibdk egyenletes eloszlds szerint helyezkednek el a
szdlon: ugyanis kénnyli megmutatni, hogy ha Poisson eloszlds szerinti szamu anyaghiba
oszlik el egyenletesen a teljes szdlon, akkor a fent dolt betiivel szedett jelenség lesz
tapasztalhaté. Bz a tapassztalt jelenség pedig Prékopa [2] cikke alapjan meghatdrozza a
& valdszinliségi valtozdk momentumait.

4. A £, valésziniiségi vdltozdk magasabb rendili momentumainak meghatdrozasa

A miésodik momentumok.
Legyenek 0 < h,g < H valds szamok.

B (eng, —€060) = Blen (6 -€)] + E[(6a-¢0) &)

Itt ¢, < H/h. Méasrészt t — oo esetén E (}fg — fy) ) nulldhoz tart (2.5) szerint. Hasonlé

becslés adhaté a masik tagra is. Azért a kordbban hasznalt kozelités a szorzatra is jo:
— 1 () p(t
(4.1) B(ng) = Jim B (¢f%0)

Mint az els6 momentumoknél, a probléma itt is visszavezethetd diszkrét esetre: Prékopa
Andras [2] cikke alapjén ismertek az agt) valésziniliségi viltozék masodik momentumai. A
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hatdrdtmenet képzése nem okoz elméleti nehézséget, de a formulédk terjedelmiik miatt papi-
ron mar nem attekinthetdk. (Szimbolikus matematikai szdmitdsokra képes programcsomag
segitségével azonban a feladat megoldhaté.)

Az aldbbiakban egy madsik szdmitdsi modot védzolok, melyben mar felhasznéljuk, hogy
a pontszerli anyaghibdk szdma Poisson eloszldst mutat, melynek paramétere —In(q)H;
maguk az anyaghibak pedig egyenletes eloszlds szerint helyezkednek el a szdlon. Eldszor
rogzitett r szdmu anyaghibat feltételezve szamitjuk ki a méasodik momentumot. Utdna az
r = 0,1,... esetekre kiilon szdmitott feltételes varhatd értékeket a megfeleld valdsziniisé-
gekkel silyozva Osszegezziik.

Tegyik fel tehat, hogy a teljes H hosszi ivegszilban » szakadds keletkezik. JelSlje
£1,...,4,41 azoknak a hibdtlan szdldaraboknak a hosszait, melyekre a teljes tivegszdl
szétszakad. A hosszakat a teljes livegszal egyik végétSl a masik felé haladva tekintjik,
rogzitett sorrendben. A tovabbi tdrgyaldshoz két lemmadra lesz sziikségiink, melyeknek
bizonyitdsa megtaldlhaté Luc Devroye [1] konyvének Uniform and Ezponential Spacings
cimii fejezetében.

1. Lemma. Mivel az anyaghibdk egyenletesen oszlanak el a szdlon, azért az elsé r
hibdtlan szdldarabnak a hosszait leiré (41,...,4,) vektorok egyenletesen oszlanak el az
alabbi szimplexben

byl 20, D LS H.
u=1

2. Lemma. Tetsz8leges (hy,...,h-41) nem-negativ szamok esetén
r+1 h r

P(lehla"'7‘er+12hr+1) = [1_2?{E} !
u=1 +

ahol [.]4+ a szdm poszitiv részét jelenti.

Visszatérve a feltételes momentumok szdmitasara, jelolje Y, azt az eseményt, hogy
pontosan r anyaghiba van a szdlon. Az anyaghibdkat most is Ggy kézelitjiik, hogy a szdlat
1/t hosszi szakaszokra bontjuk, és ha egy ilyen kis szakaszban anyaghiba van, akkor azt a
teljes kis szakaszt eldobjuk. Jelolje Yg) azt az eseményt, hogy a t-edik kozelités szerint
az r szdmu anyaghiba mind kiilonbozé kis szakaszba esik, a hibatlan kis szakaszokbél 4llé
lancok pedig mind kiilénbozé hossziak, és nincs koztiik fires.

Akkor Y, D Y£t). Megmutatjuk, hogy az (Y, \Y,(_t)) kivételes esemény valbszinlisége
nulldhoz tart amint ¢t — oco. Tekintsiik ugyanis az 1. lemmaban szereplé szimplexet. A
vizsgalt kivételes eseménynek a szimplex azon pontjai felelnek meg, melyek néhdny hipersik
koziil legalabb egyhez kozelebb vannak, mint 1/¢. Ez a kérnyezet pedig ¢ novelésével egyre
szlikul.

Azért a (4.1) kozelités megfelel§je igaz a feltételes vdrhatd értékekre

(4.2) E(ends |Y,) = lim B (¢ | YD)
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Ha bekovetkezik az Ygt) esemény, akkor a t-edik kozelitésben a Ht kis szakasz koziil
pontosan r szamut el kell dobnunk. Minthogy a hibdk egyenletesen oszlanak el, azért
barmelyik r-est egyforma valésziniliséggel dobjuk el. Ezzel a megmaradé Ht — r hosszt
felbontjuk r 4+ 1 szdmi egész hosszu darabra.

Helyettesitsiik a (4.2) formula jobb oldaldban szerepld Ey)fs(,t) szorzatba ezen valtozok
(2.4) definiciéjat. A szorzat feltételes varhaté értéke két tag Osszegére bonthaté:

Ht
E( Z Z (t) (t) l Y,(_t))

i=|ht] j=[gt|% &

(43) oy
Ht 2
oS ) )
i={t max(h,g)]

Megmutatjuk hogy a két tag limesze kiilon is képezhetd.

A maésodik részosszegben a négyzetre emelés mivelete elhagyhaté. Ha ugyanis
bekévetkezik az Y,(.t) esemény, akkor az agt) (¢ = 1,2,...) valdsziniliségi valtozdk 0
vagy 1 értéket vesznek fel. A mdésodik tag azért a legaldbb [t max(h,g)| szédmi hibdtlan
kis rész-intervallumot tartalmazé ldncok szdmanak a feltételes viarhaté értéke. A kordbban
mar alkalmazott technikdval kénnyii beldtni, hogy ¢t — oo esetén ezen részosszeg hatdrértéke
E (Emax(h,g) [YT), azaz a legaldbb max(h,g) hosszi darabok szdmdnak varhaté értéke r
szakadds esetén.

Ezt a feltételes varhaté értéket most dgy szamoljuk ki, hogy killén tekintjik a teljes
H hosszi livegszdl egyik végétsl a mdsik felé haladva az elsd,...,(r + 1)-edik helyeken
levé széldarabok koziil a legaldbb max(h, g) hossziak szdmanak a varhaté értékét. Jelélje
rendre {y,...,%4 41 az elsd,...,(r + 1)-edik helyeken levs szdldarabok hosszait. A
szamitandé6 varhaté érték ezzel a jeloléssel

P(Zl > rnax(h,g)) + ...+ P(Z,H > ma.x(h,g))

A vérhaté érték azért helyettesithetd valdsziniliséggel, mert a megfelelé valdsziniiségi
valtozdk 0 vagy 1 értéket vesznek fol, aszerint, hogy a megfelels helyen elég hosszi szdldarab
van-e. A fenti tagok mind egyformdk, és Ssszegiik a 2. lemma szerint

.
T = (r+1) [1_M]
H +

A (4.3) mésodik részésszegének limeszét ezzel kiszdmitottuk, most &ttériink az elsé
részosszegre. Ezt szavakkal igy lehet leirni: Bontsuk fel a teljes Ht — r hosszt » + 1
szdmu egész hosszlisdgu részre, Ugy hogy a részek kézt ne legyenek egyforma hossziak.
Mindegyik ilyen felbontds egyforma valdsziniliséggel fordul elé6. Egy-egy felbontdsban a
részhosszakbdl alkossunk olyan rendezett parokat, melyekben a tagok kiilénbozéek és rendre
legaldbb |ht|, |gt| hossziak. Az elsd részdsszeg ezen parok szamdnak a varhaté értéke.
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A kordbban maér alkalmazott technikéval kénnyil beldtni, hogy ¢ — oo esetén ezen
részosszeg hatdrértéke a kovetkezd: Tegyik fel hogy a teljes H hosszi szdl » + 1 hibdtlan
darabra szakad. Ezen darabokbdl alkossunk olyan rendezett parokat, melyekben a tagok
kilénbéz6ek és rendre legaldbb h,g hossziiak. A limesz ezen parok szdménak a varhaté
értéke.

Jeldlje rendre ¢4,...,£..1 azoknak a hibdtlan szdldaraboknak a hosszait, melyekre a
teljes livegszal szétszakad. A szidmitandd varhaté érték ezzel a jeloléssel

r41 741

Zzp(azh é 8, >9)

u=1 v=1

uFuv
A tagok itt mind egyformak, ezért az dsszeg a 2. lemma szerint

_hﬂ]’

v = (r+1)r [1 7

+

Ezzel a (4.2) bal oldaldn szereplé feltételes varhaté értékek limeszét kiszamitottuk. A
varhat6 érték ezeknek r szerinti stlyozott Gsszege

00

E(éné) = > E(&r&|Y,) P(Y,) ,

r=0
ahol a stlyok a —In(q)H paraméterii Poisson eloszldshoz tartozé valdsziniiségek:
—In(q)H)"
r!

Képezzik ezt az Osszeget kiilon a 77 és a 7, tagra. (Az els6é tagban szerepld szorzatot
érdemes szétbontani (r + 1)r = »(r — 1) + 2r szerint.) Az exponencidlis fliggvény
Maclaurin sorat felhasznalva adédik:

E (& €,) = In(q)?¢"9 [H — h—g)> — 2In(q)¢"*[H —h—g],
+E (€max(h,9))

A magasabb rendii momentumokrdl.
A p-edik momentumok szdmitdsat vazoljuk. Legyenek 0 < hy,...,h, < H adott
valds szdmok. A (4.2) kozelitéshez hasonléan igazolhatd az aldbbi formula:

(Gt 1Y) = Jim B (660 1¥19)
A jobb oldalon szerepld feltételes varhaté érték a (4.3) felbontdshoz hasonléan itt is
részosszegekre bonthaté. Ezen részosszegek szama annyi, ahdnyféleképp az 1,...,p indexek

osztalyokba sorolhatdk.
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Egy-egy részosszeg hatérértéke a masodik momentumokndl alkalmazott technikdval
szdmithaté a 2. lemma alapjan. Ha példdul az 1,...,p indexek mind kilon osztalyokba
tartoznak, akkor a megfelel6 részésszeg hatarértéke

.
} +

’\ h
1— el
DI
u=1
A fentiek alapjan meghatarozott E(ﬁh1 o -En, ]Y,.) feltételes varhaté értékekbdl

kikeverhetd a varhaté érték.

(r+Dr---(r—p+2)

A tovabbiakban kiszdmoljuk a harmadik és negyedik momentumokat.
Legyenek 0 < hy < hy < hg < H. Vezessiik be a h = hy + hy + hs jelolést. Az
E (én, &n, €r,) harmadik momentumra az aldbbi kifejezés adédik
—In(q)%¢" [H - h]} + 3In(q)’q" [H — R]}
+ E(€ny €ns) + 2E (€n, Eny)
—2E (Ehs)

A felhasznalt varhaté értékek ismertek. A rekurziv format az explicit felirdssal szemben a
tomorség kedvéért valasztottuk.

Legyenek 0 < hy < hy < hg < hqy < H. Vezessik be a h = hy + ha + hz + hy jelolést.
Az E (&, €n, En, €n,) negyedik momentumra az aldbbi kifejezés adédik
In(q)*q" [H — ]} — 4In(q)°q" [H — hJ3
+E (€ny €ny €ny) + 2E (€, €ns €n) + 3E (€na s €nd)
—2E (r, &ny) — 3E(£nién.) — 6E(€nsén.)
+6E ({n,)
IRODALOM
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SZABALYOS RACSSZERKEZETEK ATLOS MEREVITESE SIKBAN

NAGY GYULA

Budapest

Rud-csuklé szerkezetek racsszerti elrendezését vizsgalva a sikban azt tapasztaljuk, hogy tovabbirudakra
van sziikség a szerkezet merevségéhez. Ezeket a rudakat a racssokszdgek atléi kdziil valasztva megadjuk a
szerkezet merevségének feltételét, ha a racssokszogek szemkoztes oldalai az elmozdulasok alatt parhuzamosak
egymassal. Alkalmazva Lovasz és Yemini tételét bizonyitjuk a négyzetraccsal izomorf szerkezetek generikus
merevségének feltételét, ha atldkat hasznalunk a merevitéshez.

1. Bevezetés

A merev rudakbél és minden irdny elfordulast megenged§ csuklékbél 4ll6 szerkezeteket
nevezziik rid-csuklé szerkezeteknek.

1.1. Definicié. egy rud-csukld szerkezet akkor merev, ha a csuklék minden a rudak altal
megengedett folytonos elmozduldsa utdn az elmozdult szerkezet az eredetivel egybevigé
marad.

Olyan szerkezetek merevségét vizsgdljuk az Euklideszi sikban, amelyekben a csuklék
egy szabélyos rdcsnak (a mozaikokat is ide értjilk) a rdcspontjaiban vannak, a rudak pedig a
rdcs éleinek felelnek meg (szabdlyos hiromszdgrics, négyzetrics, szabdlyos hatszdgracs).
Az elsd merev, a masik kett6 nem. A merevitéshez a rdcssokszogek atl6it, mint atlds
merevité rudakat hasznaljuk, és feltesszilk még, hogy a rdcssokszogek szemkoztes oldalai
a racs lehetséges mozgasal sordn parhuzamosak maradnak. Ez automatikusan teljestl a
négyzetracsnak megfelels szerkezetben. Ellenben a hatszogracsnak és néhany félig szabélyos
mozaiknak megfelel$ szerkezetben, mint példaul a (8,8,4), nem teljesiil.

1.2. Definicié. Specialisnak nevezzuk azokat a szerkezeteket, amelyek sokszogeiben a
szemkoztes oldalak parhuzamosak maradnak a szerkezet mozgésai sordn.

Kérdéseink: mennyi atlés merevitd sziikséges egy specidlis rdcs merevitéséhez, illetve
hol helyezkednek el az 4tlés mereviték?

2. Négyzetrics merevitése

A merevségi matrix felirasa az adott szerkezetre és a matrix rangjdnak meghatdrozasa
megoldja a problémat [4], de mi ennél egyszerlibben szeretnénk megdallapitani a speciélis
racsok merevségét. Kihasznalva a récsok specidlis tulajdonsdgdt, konstrudlunk egy gréfot,
amelynek Osszefiigg6ségébdl kovetkezik a récsszerkezet merevsége. [2]
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2.1. Definicid. A négyzetrdcs merevités grafja egy G(n,m) paros graf, amelynek
cslcsal a racs n soranak és m oszlopanak felelnek meg, élei pedig a sorok illetve oszlopok
taldlkozasédban elhelyezkedd négyzetek &tlés merevitSinek felelnek meg.

A kovetkezd definicid és tétel hasznos lesz a tovabbiakban:

Természetes modon feleltessiink meg egy szerkezetnek (4ltaldban nem racsszerkezet)
egy C grafot.

2.2. Definicié. A C graf csticsai feleljenek meg a szerkezet csukléinak és a graf csiicsai
kozott akkor legyen él, ha a megfeleld csuklék koz6tt van rid.
A tovabbiakban szilkség lesz a kovetkezdre:

2.1. TETEL. Egy dimenziéban (egyenesen, koriven) egy szerkezet akkor és csak akkor
merev, ha a megfelel6 C graf osszefiiggé.

Bizonyitds. ha a C graf nem 6sszefiiggs, akkor a komponenseinek megfelels szerkezetek
egymastol fiiggetlenill tudnak mozogni, vagyis nem alkotnak egyetlen szerkezetet. Ha a C
graf osszefliggd, akkor a szerkezet minden csukl$jatdl eljuthatunk rudak mentén barmely
csukléhoz. Mivel egy dimenziéban csak két lehetséges elmozduldsi irdny van, ezért ha
a szerkezet egyik csukléja elmozdul valamely irdnyban, akkor a hozzd csatlakozd rudak
is elmozdulnak a masik végpontban levs csuklédikkal egyiitt. igy minden csuklé és rud
ugyanolyan mozgdst végez. Ezért nincs olyan elmozdulasa a szerkezetnek, amelynél a kezdeti
és a végdllapot nem lenne egybevagé, igy a szerkezet merev.

7

Az el6z6 tételt felhaszndlva adunk egy djabb bizonyitast a kovetkezé Bolker és Crapo
(1979) féle tételre [2]:

2.2. TETEL. Egy n x m-es négyzetrdcs, mint rid-csukld szerkezet 4tlés merevitékkel
merevitve akkor és csak akkor merev, ha a megfelelé merevités graf dsszefiiggd (1. dbra).

Bizonyitis. A négyzetek élei legyenek egységnyiek. Mivel az egy sorban szerepld
fliggbleges rudak parhuzamosak egymassal a lehetséges elmozduldsaik sordn, ezért egyetlen
vektorral jellemezhetoek. Hasonléan az egyes oszlopok vizszintes ridjai is. Vegyik fel az
oszlopoknak, illetve soroknak megfelels vektorokat egy egység korbe. Ha taldlhaté egy
4tlds merevit6 egy oszlop és egy sor taldlkozdsanal, akkor a megfelelé vektorok merdlegesek
egymasra, ami azt jelenti, hogy végpontjaik 7/2 tdvolsdgra vannak egymastél az egység
korén. Igy képezhetiink egy szerkezetet, amelynek csukléi az egységvektorok végpontjai
az origd kozépponti egység kordn, és ridjai azon csuklék kézotti ivek, amelyekhez tartozé
négyzetekben van atlds merevito az eredeti négyzetrdcsban. A 2.1 tételt felhaszndlva a
négyzet rics, mint rud-csuklé szerkezet akkor lesz merev, ha a koriven definidlt szerkezet C
grafja Gsszefliggs. Mivel a C graf és a merevités graf izomorf, ezért a Bolker-Crapo tételt
igazoltuk.

3. Specialis ricsszerkezetek

Hasonlé médon hatarozhatjuk meg a szabalyos hatszdgracs szerkezet, illetve (8,8, 4)
Arkhimédesz-féle félig szabdlyos mozaikbél alkotott rdcsszerkezet merevitésére vonatkozé
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szikséges és elégséges feltételeket, ha a szerkezet sokszégeiben a szemkéztes oldalak
tovdbbra is parhuzamosak maradnak a lehetséges elmozduldsok sordn, tehat speciilis
racsszerkezeteket vizsgalunk. Tovabbi feltétel még, hogy a rdcssokszogek legrévidebb &tléit
haszndljuk a szerkezet merevitésére. A rovid &tlék hasznélata sziikséges ahhoz, hogy egy
atlés merevité meg tudja akaddlyozni a hozzd tartozé két rid egymdshoz viszonyitott
elmozdulasat. A 2.2 tételhez hasonld tételt mondhatunk ki most is, és a bizonyitds is
hasonldan torténik. A szabdlyos hatszogracs éleit harom vektor osztdllyal jellemezhetjiik (2.
dbra), a vizszinteseket jelbljiik a-val, az ezzel 60°-os szoget bezarét b-vel és a kovetkezdt
c-vel. A merevités graf egy hdrom osztalyu graf, mely csicsainak osztdlya megfelel a hirom
vektor osztalynak, maguk a csicsok pedig az egyes vektoroknak. A merevités graf két csicsa
kozotti él akkor 1étezik, ha a megfelels két vektorral parhuzamos két olyan hatszég oldal van
a rdcsban, amelyek egy rovid dtléval, mint dtlés merevitével egy hdromszdget alkotnak. fgy
a két vektor nem mozdul el egymdshoz képest. A (8,8,4) rdcs éleit, 3. abra, négy vektor
osztallyal jellemezhetjik. Hasonléan a hatszogricshoz, a (8,8, 4) rdcshoz tartozé merevités
graf egy négy osztalyu graf. Ezutdn kimondhatjuk a kdvetkezd allitdst:

3.1. TETEL. Specidlis hatszégrdcs és specidlis (8,8,4) rdcs rovid &tlékkal merevitve
akkor és csak akkor merev, ha a megfelelé merevités grafjuk osszefiiggo.

Bizonyitds. A racsok specidlis tulajdonsdga miatt a rdcssokszogek szemkoztes olda-
lai parhuzamosak, igy a rovid atlék haszndlata kovetkeztében a mozgdsok soran par-
huzamos rudaknak megfelel6 vektorok mozgdsai koélcsondsen egyértelmiiek. fgy elég
megakaddlyoznunk a vektorok egymadshoz viszonyitott elforduldsit az egységkorben, azaz
végpontjaik egymashoz viszonyitott elmozduldsat az egységkoron (4. dbra). Az egységkoron
keletkezd egydimenzids szerkezet merevségéhez sziikséges és elégséges, hogy annak C gréfija
Osszefliggb legyen. Ez a graf izomorf a szerkezet merevités grafjdval. Ezzel tételiinket
igazoltuk.

Az el6z6 bizonyitds dltalanositasaként igazolhaté a kovetkezo:

3.2. TETEL. Specidlis kockardcs, mint riid csuklé szerkezet akkor és csak akkor merev,
ha a hdromosztdlyt merevités griafjinak a hirom darab 2-2 osztaly dltal feszitett rész paros
gréfja osszefiiggé (5. dbra) [4].

Mas szavakkal, a lapatlékkal, mint 4tlés merevitékkel merevitett specidlis kockaracs ak-
kor és csak akkor merev, ha hidrom él irdnyd meréSleges vetiiletei, mint sikbeli négyzetracsok
merevek.

A specidlis rdcsok rovid 4tlés merevitésének sziikséges és elégséges feltétele sikban
a megfelel6 merevités graf Gsszefiiggdsége. Mivel a bizonyitdsok sordn csak a rdcsban
szerepld sokszogek szemkoztes oldalainak parhuzamossagat hasznaljuk, ezért az eddigieknél
altaldnosabb rdcsszerkezetekre is igazak a tételeink, nevezetesen olyanokra, amelyekben a
racssokszogek affin megfelel6i a szabalyos vagy félig szabalyos récsok rdcssokszogeinek. Ezt
specidlis kockardcsra szintén elmondhatjuk a térben.
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4. Generikus merevség

Géspar Zsolt kérdezte, hogy a racsszerkezetet ugyan megtarts, de a parhuzamossigot
nem megtart$ szerkezetekre tudunk-e a fentiekhez hasonlé tételt kimondani? Természetesen
tovabbra is az Euklideszi sikban. Négyzetraccsal izomorf szerkezetekre tudunk, vagyis olyan
szerkezetekre, amelyeknek C gréifja azonos valamely m x n-es négyzetracsbél képzett graffal
ugy, hogy a négyzetracs csicsal a graf csiicsainak, élei a graf éleinek felelnek meg. Egy grafbél
szamtalan szerkezet realizdlhaté. Ezek kozott lehetnek merev és nem merev szerkezetek
is. Ha ugyanis a szerkezetnek csak a grafja adott, akkor nem donthet6 el egyértelmiien a
szerkezet merevsége, mert a rudak hosszanak megvalasztasa befolydsolja azt.

4.1. Definicié. Egy rid csukld szerkezetrél akkor mondjuk, hogy generikus, ha a
csuklék koordinatai algebrailag fiiggetlenek a raciondlis test felett [3], [5].

Mas szavakkal mondhatjuk a kovetkezot. Egy szerkezet akkor generikus, ha csukldit
kicsit elmozditva a rudak hosszdnak kicsi megvaltoztatasdaval kapott 1j szerkezet tovdbbra
is ugyanolyan tulajdonsdgi marad a merevség szempontjabdl, mint az eredeti.

Igazolhaté a kovetkezo:

4.1. TETEL. Ha egy grifnak megfeleltetett valamely generikus szerkezet merev, akkor
a gridfnak megfeleltetett Osszes generikus szerkezet merev. Ha egy grafnak megfeleltetett
valamely generikus szerkezet nem merev, akkor a tobbi generikus szerkezet sem az [1].

Azokat a grafokat nevezzilk generikusan merevnek, amelyekhez tartozé generikus
szerkezetek merevek. A 6. dbrdn lathaté bal oldali szerkezet merev, mert a négy alsé csuklé
_egy egyenesen van, de nem generikusan merev. A jobb oldali szerkezet nem merev, de mégis
generikusan merev. A bal oldalindl az alsé rudak hosszdnak megvéltoztatdsdval nem merev
szerkezethez, a jobb oldalinél a szaggatottan jel6lt valtoztatdssal merev szerkezethez jutunk.
Ha egy graf generikusan merev, akkor a megfelel6 szerkezetek kozill majdnem mindegyik
merev. Ha egy szerkezet merev, akkor a megfelel6 graf nem feltétleniil generikusan merev,
ilyen példaul a bal oldali szerkezet.
1970-ben Laman [2] adott feltételt generikusan merev grafokra stkban. Legyen G'(V'E’)
részgrafja G(V, E) grafnak és jeloljiik a megfeleld kisbetiikkel az elemszdmokat.

4.2. TETEL. Ha a G gréfban e = 2v — 3 és minden G’ részgréfjdra ¢’ < 2v’ — 3, akkor
G generikusan merev.

Mivel az eredeti graf Osszes részgrafjdnak a vizsgdlata sziikséges, ezért a merevség
megéllapitdsa exponencidlis hosszisdgu algoritmust igényel. Ha észrevessziik, hogy a graf
melyik részgrdjaban nem teljesilil a feltétel, akkor konnyen eldonthetjiik, hogy a graf nem
merev.

Lovédsz és Yemini [3] eredménye 1982-bdl csak polinomidlis hosszisdgu algoritmust
igényel a sikbeli generikus merevség problémajanak megoldasihoz.

4.2. Definicid. G jeldlje azt a grafot, amelyet G egy e élének dupldzasdval kapunk.
4.8. Definicié. Az F(V,E') fa feszitéfija a G(V,E) grafnak ha E' CE.
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4.3. TETEL. Lovdsz és Yemini tétele [3]: Egy G graf akkor és csak akkor generikusan
merev, ha barmely e-re Ge-nek van két kozds élt nem tartalmasé feszitéfaja.

A kovetkezd allitasra (fedd tétel) sziikségiink lesz a tovdbbiakban:

4.4. TETEL. Ha B egy Osszefiiggs pdros graf X és Y osztalyokkal, akkor B, éleinek van
két diszjunkt élhalmaza, amelybdl az egyik lefedi X-et, a mdsik Y-t.

Bizony#tds. 4.4-et elég megmutatni arra az esetre, ha B fa. B.-nek vagy van els6 foku
pontja, vagy B. két pontbdl all, amelyek a duplazott példanydval vannak Osszekotve. Az
els6fokl pontokat a csatlakozd élekkel fedjik le. Ezeket az éleket elhagyva a grafbél ismét
lehetnek elséfoki pontok, amelyeket ismét a csatlakozé élekkel fedhetilink le. Ezt az eljarast
folytatva legvégil az a két pont marad, amelyik a megkettézott éllel van Ssszekotve. Ezt a
két pontot lefedjiik ezzel a két éllel.

Ezek utdn kimondhatjuk a kévetkez6 tételt.

4.5. TETEL. Ha egy grdf izomorf egy n x m-es négyzetriccsal, amely tartalmazza
néhdny atléjat, és az atlékkal erésitett négyzetrdcs merev, akkor a graf generikusan merev.

Bizonyitdis. Megmutatjuk, hogy a néhany atléjadval megerésitett négyzetracs ha merev,
akkor a hozzd tartozé C graf generic merev. Bizonyitjuk, hogy C tetszbleges él megdupla-
zasaval felbonthatd két feszitofara, ezért a Lovdsz és Yemini tétel értelmében generikusan
merev. Mivel nem okoz félreértést a C graf részeir6l, mint az eredeti szerkezet részeirdl
beszéliink. Amennyiben a megduplazott él atlés merevits, igy a merevités grafra alkalmazva
a fedé tételt azt kapjuk, hogy az atlék (egyikiik dupldn) két részre bonthatdk az egyik rész a
vizszintes rdcsrudak sorai kézétt van és a vizszintes rdcsrudakkal egylitt biztositja az egyik
feszitdfa 1étezését, a masik rész a fiiggdleges racsrudakkal egyiitt biztositja a masik feszitofa
létezését. Rovidebben fogalmazva az atlék egyik osztilya lefedi az oszlopokat a madsik a
sorokat. Igy az egyik osztaly a vizszintes racs rudakkal a masik a fiiggéleges récs rudakkal
alkot egy-egy feszitéfit. Ha a megdupldzott él fiiggdleges riacs ridnak felel meg, akkor
tekintsiik igy, mintha a vele megegyezd sorban levd egyik 4tlds merevits lenne megduplazva.
Ilyen merevité van, mivel a rdcs eredetileg merev a feltétel szerint. Ha a megdupldzott él
vizszintes, akkor a vele megegyez6 oszlopban levo egyik atlés merevitét dupldzzuk meg. fgy
a feszit6fék az elézéekhez hasonldan jonnek létre.

A 4.5-6s tétel megforditva nem igaz. Megadhaté olyan négyzetrics szerkezet &atlos
merevitdkkel amely nem merev, viszont a grafja generikusan merev. Vegyik a 3 x 3-as
négyzetracsban a négy sarokban levd és a k6zéps6 négyzetek egy-egy atlés merevitojét.
A kapott szerkezet nem merev. A generikusan merevségre vonatkozé 4.2-es illetve 4.3-as
tételek kdvetkezményeként viszont generikusan merev. Kénnyen ellendrizhetd, hogy minden
részgrafja eleget tesz a 4.2-es tétel egyenldtlenségének.

A fedd tétel egy masik felhasznédldsaként adédik a kévetkezd:

4.6. TETEL. Ha egy hdromosztalyi graf hdrom padros részgrdfja osszefliggs, akkor a
grdf generikusan merev a sikban.

Bizonyitds. A megduplazott él az egyik paros részgrafban van. A fedd tétel értelmében
két élhalmaz keletkezik, melyek koziil egyik lefedi az egyes osztélyt, a mésik a kettes osztalyt.
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fgy az egyik élhalmaz a kettes és a hdrmas osztaly k6zotti paros graf egy feszitéfajdval egyiitt
adja az egyik feszité fat, hasonléan a masik élhalmaz az egyes és a harmas osztdly kozotti
élek egy feszit6fdjéval adja a masik feszitofat.

Biztonsagi alkalmazdsa lehet a kovetkez6 probléménak: Melyek azok a grafok vagy
szerkezetek, amelyekbdl elhagyva egy élet vagy rudat a szerkezet tovabbra is merev marad?
Csak a specidlis rdcsokat tekintve, valamint feltéve, hogy az elhagyhaté €l csak atlés merevito
lehet, a kérdés roviden megvélaszolhaté. A merevités graf nem tartalmazhat egy elemi
végast, azaz olyan élt, amelyet torolve a merevités grafbél, az komponensekre esne szét, az
az kétszeresen élosszefliggs.

A cikk megirdsdhoz sok segitséget kaptam Recski Andrastél. Gaspar Zsolt és Tarnai
Tibor értékes megjegyzései valamint a lektorok hasznos kiegészitései segitették a cikk
pontossdgat, és érthetéségét. Eziton is koszénom segitségliket, a Magyar Tudomanyért
Alapitvany és az Orszdgos Kutatdsi Alapprogramok (OTKA T 017 181) tdmogatasat.
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THE RIGIDITY OF REGULAR GRIDE FRAMEWORK ON PLANE
Gy. Nacy

One of the simplest structures in statics are the grid frameworks. In this note we give a new proof of
Bolker-Crapo’s theorem in section 2, and the special regular plane grid framework is characterized in section
3. We assume that the opposite edges of a special regular poligon grid are parallel during any motion of the
vertices. To make the special regular grid to be rigid we use bracing elements along the shortest diagonals of
the poligons. The rigidity of the generic ,,square” grid are proved in section 4 applying Lovadsz and Yemini

theorem.
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A DATALOG FUZZY KITERJESZTESE

ACHS AGNES ES KISS ATTILA

Pécs

Cikkiinkben a deduktiv adatbazisok alapvetd nyelve, a Datalog — bizonytalan informacidk kezelésére
vonatkozé — kiterjesztésével foglalkozunk. Bevezetjiik a fuzzy Datalog nyelvet, definidljuk a nyelv szintak-
tikajat és szemantikajat, valamint megadunk néhany kiértékelési stratégiat.

1. Bevezetés

Egy tuddsbézis tényekbdl és kovetkeztetési szabalyokbdl épiil fel. A tények bizonyos
ismereteket reprezentalnak, melyekbdl a szabdlyok segitségével kdvetkeztethetlink djabb
ismeretekre. A deduktiv adatbazisok elméletében kozismertek a Datalog-szeril nyelvek.

A Datalog Horn-klézok, azaz

A‘—-Bl,...,Bn

alaki szabalyok halmaza, ahol A,B;(i = 1,...,n) pozitiv literdlok. Az A « alaku
szabdlyokat tényeknek nevezzik.

Minden Datalog programhoz készitheté egy tigynevezett megel6zési graf. A graf csucsai
a programban szereplé ko6zonséges predikiatumok. A p predikdtumbdl a q predikdtumba,
akkor vezet él, ha van olyan szabdly, melynek feje q és torzsében szerepel p. Ha a graf kort
tartalmaz, akkor a program rekurziv.

A Datalog szabdlyok kiértékelésekor két utat kdvethetiink. Az egyik mddszer szerint
minden predikdtumhoz meghatdrozunk egy relaciét a tény-predikdtumokhoz tartozé reldcidk
segitségével. Rekurziv programok esetén egy Datalog egyenletrendszerhez jutunk, melyet
iterativ médon oldhatunk meg. Ezt a mddszert preferdlja [U]. [CGT] a mdsik utat
részesiti elényben, amely szerint egy rdkovetkezési operdtort definidlhatunk, s ez alapjan
szdmolhatjuk ki az 10 tényeket. Mindkét megoldasi algoritmus egy fixpontkeresés, és a
legkisebb fixpontot eredményezi. Ez a fixpont egyuttal a Datalog program egyértelmi
minimalis modellje.

Nem ilyen egyszerl a helyzet, ha negdci6t is megengediink, hiszen a negativ informacidk
kezelése nehéz feladat.

A negativ adatok tomege jéval nagyobb, mint a pozitivaké, ezért csak a pozitivakat
taroljuk, s a negativakra kovetkeztetlink. Tdbbféle kovetkeztetési méd is ismert, de
mindegyik kapcsolédik valamilyen médon a zartvildg-feltételezéshez (CWA).

A CWA Ilényege, hogy ha egy tény logikailag nem kdvetkezik egy klézhalmazbdl, akkor
arra kévetkestetiink, hogy a tény negdltja igaz, azaz ha C egy klézhalmaz és F alapliterdl,
akkor

C|=°WAF <= F pozitiv és C| = F, vagy F negativ és C| # —F
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Ha a CWA elvet a kdzonséges Datalogra alkalmazzuk, akkor is tudunk negativ tényekre
kovetkeztetni, de ezekbdl a negativ tényekbdl mar nem hatdrozhatunk meg djabbakat. Hogy
tovabb tudjunk beléliikk kovetkeztetni, meg kell engedniink negativ literdlok hasznalatat a
szabdlytorzsben. fgy jutunk a Datalog™ nyelvhez.

A Datalog™ programok kiértékeléséhez kétféle szemantikat szoktak értelmezni, az egyik
a rétegzés, a masik az inflaciés szemantika.

Rétegzéskor egyfajta rendezést vezetiink be a predikatumok kozott, ha az lehetséges, s a
programokat ebben a sorrendben értékeljuk ki, vagyis a deklarativ szabalyokhoz proceduralis
kiértékelés tarsul. Ha ebben a sorrendben végezzilk el a kiértékelést, akkor egy negdlt
predikdtumra mar csak akkor keril sor, ha el6bb minden pozitiv eléforduldsi helyén
kiértékeltik.

Az infliciés szemantika esetén nem kivdnjuk meg a modell minimalitdsat, megelégsziink
egy infliciés operdtor (amely segitségével tényekbdl ujabb tényekre kévetkeztethetiink)
legkisebb fixpontjaval, s ezt a fixpontot definidljuk szemantikaként. Ez a szemantika
,,hatdsosabb”, mint a rétegzés. Ez azt jelenti, hogy taldlhaté olyan lekérdezés, amely
kifejezhetd az infldcidés Datalog™ -ban, de nem fejezhetd ki a rétegzettben. ([CGT])

A bizonytalan informacidk kezelésére azonban nem alkalmas a klasszikus Datalog. A
cikkben a bizonytalansdg kezelésének egy lehetséges moédjat adjuk meg. A kozonséges
Datalog szabdlyokat kiegészitjiik egy bizonytalansagi szintet jelzo értékkel és egy implikaciés
operatorral, amely segitségével kovetkeztetni tudunk a szabdlyfej bizonytalansagi szintjére.
A szabdlyokhoz és ily mddon a predikdtumokhoz rendelt bizonytalansdgi szint azt mu-
tatja meg, hogy az illeté predikdatum legaldbb milyen szinten teljesil. Az igy kapott
programnyelvet fuzzy Datalognak, vagy roviden fDATALOG-nak nevezzik.

2. A fuzzy Datalog

Mielott ratérnénk az fDATALOG ismertetésére, tisztdzzunk néhany fogalmat!

Term-nek neveziink egy valtozdt, konstanst vagy egy f(ty,...,ty) alakd kifejezést, ahol
f fliggvényszimbSlum és ty,...,t, termek. Atom egy p(t) alaki formula, ahol p egy n
valtozdés predikdtumszimbdlum és t egy n elemili termsorozat. Literdl-nak nevezink egy
atomot (pozitiv literdl) vagy a negéltjat (negativ literdl). A véltozé nélkiili termet (atomot,
literalt) alaptermnek (alapatom, alapliterdl) nevezziik.

Legyen D egy halmaz! A D folotti F fuzzy halmazegy F : D — [0, 1] fliggvény. Jeldlje
F(D) az &sszes D folotti fuzzy halmazt. Ekkor F € F(D). A fuzzy halmazokon a metszet
és unio szokasos értelmezése a kovetkezo:

F U G(d)E max(F(d), G(d))
F N G(d)% min(F(d), G(d))

Fuzzy halmazokra vonatkozé rendezési relacidt is értelmezhetiink: F < G akkor és csak
akkor, ha F(d) < G(d)vd € D. Mivel F(D) minden részhalmazanak létezik legkisebb felsd,
illetve legnagyobb alsé korldtja, ezért (F(D), <) teljes halé.

A hélé legnagyobb eleme: U: D — [0,1]: U(d) = 1¥d € D.
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A legkisebb elem: @ : D — [0,1]: 0(d) = 0v¥d € D.
A fuzzy halmazokat gyakran

F = U (d, @4)

deD

médon jelolik, ahol (d, @g) € D x [0, 1].

A kovetkeztetések elvégzéséhez sziikségiink van az implikdcids operdtor fogalmara.

Az implikdcidés operdtorok megvalasztdsival és tulajdonsigaival kapcsolatban sok
vizsgalddds folyik. Ezekr6l a vizsgilatokrél ad 6sszefoglalé képet [DP]. A kiilénbozé
implikaciés operatorokat a normak és conormék segitségével értelmezik. Ezek a metszet
és az unio miiveletének a fuzzy halmazokra val6 kiterjesztései.

A kovetkezd tabldzatban részletezés nélkiil dsszefoglaljuk a leggyakoribb implikacids
operatorokat:

[ jelolés | név | formula |

Ii(x,y) Godel lhax<y

y egyébként
L(x,y) Lukasiewicz lhax<y

1—x+y egyébként
Is(x,y) Goguen lhax<y

y/x egyébként
Li(x,y) Kleene-Dienes max(1 — x,y)
Is(x,y) Reichenbach 1—x—xy
Is(x,y) Zadeh max(1 — x, min(x, y))
I7(x,y) Gaines-Rescher lhax<y

0 egyébként

Ezek utdn térjink ra az fDATALOG nyelv értelmezésére!
2.1. A fuzzy Datalog szintaktikdja.

2.1. Definicié. {DATALOG szabdly egy (r;I;8) hirmas, ahol r egy

Q‘_Qli"';Qn (HZO)

alaki formula, Q atom (a szabdly feje), Qq,...,Q, literdlok (a szabdly torzse), I egy
implikaciés operator és 8 € (0, 1] (a szabély bizonytalansigi foka vagy szintje).
Az fDATALOG szabdly biztonsigos, ha
e a fejben el6forduld osszes valtozd szerepel a torzsben is;
e az Osszes olyan vdltozd, amely negativ literdlban szerepel, eléfordul pozitiv
literdlban is.
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Egy fDATALOG program biztonsdgos fDATALOG szabdlyok véges halmaza. Az
(A —;I; B) alaku szabélyokat, ahol A alapatom, tényeknek nevezziik.

Egy P program Herbrand universuma (Hp) a P-ben el6fordulé konstansokbdl és
fuggvényszimbdlumokbdl képzett Osszes lehetséges alapatom halmaza. A P Herbrand
bazisa (Bp) a P-ben eléfordulé predikatumszimbélumokbél képzett Gsszes lehetséges olyan
alapatom halmaza, melynek argumentumai H, elemei. Egy (r;I;8) szabdly P-beli
alapeloforduldsa egy olyan szabaly, amelyet dgy kapunk r-bol, hogy az Osszes r-beli X
valtozdt ®(X)-szel helyettesitjik, ahol ® az r-ben eléfordulé véltozdk Hy-be vald leképezése.
Az (r;1; B) szabdly Osszes alapeléforduldsdnak halmazdt (ground(r);I; 8)-val jeloljik. A P
program alapeléforduldsa:

ground(P) = U(r1,p)ep (9round(r); I; §)
2.2. Definicié. Egy P program interpretaciéja B, egy fuzzy részhalmaza:
N, € 7(B,)
azaz Np = UAeBp(A’ aa).
A konjunkcié és negicié szintjét a szokdsos moédon értelmezziik, azaz tetszbleges
A,,..., A, alapatomok esetén:

def .
QA AAA, = Min(aa,, ..., 04,)

a_,Ad:efl —Qp
2.3. Definicié. Egy interpreticié a P program modellje, ha minden
(A — Ay,...,Ap; L 8) € ground(P)
esetén
_ I(aAlA ,\An,aA) >B8._ .

Az M legkisebb modell, ha barmely N modell esetén M < N. M rmmmahs modell ha
nincs olyan N # M modell, hogy N < M teljesiiljon.
Az egyszerliség kedvéért aa a..aa,-t Qisras-zsel és o A-t agej-jel jeloljiik.

MEGJIEGYZES. Az fDATALOG a kozénséges Datalog altaldnositdsdnak tekinthetd,
hiszen ha minden szabdlyhoz az l;-tel jelolt, u.n. Gaines-Rescher implikdcios operatort
és B = 1 bizonytalansdgi szintet rendeliink, akkor Datalog szabdlyok halmazat kapjuk.

A matematikai logikdban az igazsag fogalmat két oldalrdl kozelitjik meg, a modellel-
mélet és a bizonyitiselmélet feldl. Modellelméleti szempontbél egy logikai formula akkor és
csak akkor igaz tautolégikusan, ha az Osszes lehetséges interpretacioban igaz, vagyis ha a
formula minden interpreticiéja modell. A bizonyitiselméleti megkozelités szerint a formula
akkor és csakis akkor tautolégia, ha valamely axiémarendszerbdl adott szabalyok szerint
levezethets. A matematikail logika egyik 16 kérdése a két megkozelités ekvivalencidjanak
bizonyitésa.

Ugyanez a kérdés meriil fol a logikai adatbdzisok korében is. A kovetkezd fejezetben
megadjuk az fDATALOG egy bizonyitdselméleti megkozelitését, és megvizsgaljuk, hogy ez a
megkozelités ekvivalens-e a modellelméleti megkdzelitéssel. Ez azt jelenti, hogy megadunk
egy levezetési eljdrdst, melynek fixpontjarél beldtjuk, hogy a vizsgdlt program modellje,
vagyis hogy a két iranyd megkozelités ekvivalens.
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2.2. A fuzzy DATALOG szemantik4ja.

Két rdkovetkezési transzformaciot értelmeziink, egy determinisztikus és egy nemdeter-
minisztikus transzformacioét. A determinisztikus transzformacié segitségével parhuzamosan
értékeljiik ki a program szabdlyait, mig nem determinisztikus esetben a szabalyokat
tetsz8leges sorrendben, egyenként egymds utdn véve végezzlik a kovetkeztetést. A két
transzformdciénak megfelelSen kétféle szemantikdk pozitiv programok esetén megegyeznek,
de negicidt tartalmazd programoknal kiilénb6zé eredményt adhatnak.

2.4. Definicié. A DTp : F(Bp) — F(Bp) és NTp : F(Bp) — F(Bp) rédkovetkezési
transzformaéacidkat a kovetkez6 mddon értelmezzik:

DTp(X) = {U{(A,ca)}|(A — Ayq,..., Ap; I; 8) € ground(P), (|Ai],0a,) €X, 1<i<n,
aa = max(0, min{y|I(atsms,v) > BHIUX

NTp(X) = {(A,a)}UX
ahol (A «— Aj,...,Apn;L; 8) € ground(P), (JAi],ea,) € X, 1<i<n,
A = max(o) min{VlI(atBrzs;'Y) > ﬂ})

Itt |A;|-val azt a p(c) atomot jeldljik, melyre A; = p(c) vagy A; = —p(c), p egy k
argumentumu predikdtumszimbélum és ¢ k alaptermbdl all6 lista.

MEGIEGYZES. Vegylik észre, hogy az NTp transzformdécié esetén az X halmaz csupdn
egy legféljebb egy elemii halmazzal béviil, mig a DTp transzformdcid sordn ez a béviilés sok
elemet tartalmazhat.

A vizsgdlt implikdcids operdtorok korét le kell sziikiteniink, ugyanis nem minden] esetén
létezik a mdsodik valtozo szerinti pszeudo-inverz, azaz nem hatdrozhaté meg tetszileges
Qi5ras, B-hoz a kivdnt ap érték.

Ertelmezziik az igynevezett bizonytalansagi-szint fiiggvényt:

2.5. Definicié. Az
f(I, &, B) = min({y[I(e, v) > B})

fliggvényt bizonytalansagi-szint fiiggvénynek nevezzik.
Egyszerii szamoldassal ellendzizhetd a kovetkezé allitas:

2.1. AvrLiTAs. Bérmely I € {11,12,13, 14, 15,17} esetén tetszéleges citsras,3 €rtékhez
létezik az (1, aesres; B)(1 = 1,2, 3,4,5,7) érték.

Az ltalunk vizsgalt specidlis implikdcids operdtorok esetén f(I, o, 8) a kdvetkezd médon
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hatdrozhaté meg:

f(Ilaaaﬂ) = min(a,ﬂ)
f(Iz, o, 8) = max(0,a + B — 1)
f(I3) ayﬂ) =a ﬁ

0 +08<1
f(14,a,ﬂ)={ﬁ Z+§;1

{(Is, ¢, 8) = max(0,1+ (8 — 1)/a), a#0
f(I7,a,ﬂ) =a

I = Ig esetén nem értelmezett minden o, B esetén az (I, o, ) fiiggvény.

Az Ig-ra vonatkozdé allitas beldtasiahoz elég példaként az crigrs = 0.6, 8 = 0.7 értékeket
tekinteni, ekkor ugyanis tetszéleges -y esetén 0.4 < Ig(otsras,Y) < 0.6, vagyis nincs olyan
érték, melyre I(ctsras,y) > O teljesiilne.

A tovébbiakban feltételezziik az I implikdcids operdtor pszeudo-invertalhatdsigat,
vagyis azt, hogy tetszdleges cisras, f-hoz meghatirozhatd a kivant ap = (I, ¢tgres, 8) érték.
A tényhalmazbél kiindulva egy tetszbleges transzformicié egymds utdni alkalmazdsaval
-(vagyis a transzformacié hatvanyainak meghatérozdsaval) értelmeziink egy halmazsorozatot:

Tetszdleges T : F(B(P) — F(Bp) transzformécié esetén legyen

To = {U{(A, @a)}(A —;L; B) € ground(P), as = min{'y|I(i,7) > BIv
{(A,0)|]3(B «...mA...;1;8) € ground(P)},

és legyen
Ty = T(To)
Th = ;I:(.T,,_l)
Ts = a {T4|y < 6} legkisebb fels§ k'o‘r'lé.tja, ha 6 egy hatarérték rendszam.

A kiinduldssul hasznédlt To halmazban a ténypredikdtumok egy-egy bizonytalansdgi
szinttel egylitt szerepelnek. Ezeket az as értékeket a tények bizonytalansagi mértékébdl
szdmoljuk ki. Célszerti lenne olyan implikdciés operdtorokat haszndlni, amelyek esetén
az (A «;I;8) tényekre vonatkozé bizonytalansdgi szint és a predikdtumhoz kiszdmolt
bizonytalansigl szint megegyezik, vagyis 8 = aa teljesil. Ennek feltétele, hogy az
implikéciés operédtor kielégitse az I(1,y) = y Osszefiiggést. Egyszerii szdmolassal belathaté,
hogy az I, ¥ = 1,...,6 operdtorok eleget tesznek ennek a feltételnek, az I; azonban nem.
Ez utébbi esetben a kiszdmitott bizonytalansdgi szint értéke G-tdl figgetlenill ap = 1.
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2.2. ALLiTAs. A DTp transzformdcicknak van fixpontja, vagyis létezik olyan X €
F(Bp), melyre DTp(X) = X. Az NTp transzformdcidnak van fixpontja, vagyis létezik
olyan X € F(Bp), melyre az X halmaz bdrmely szabdlyat is vdlasztva NTp(X) = X. Ha P
poszitiv, akkor a két fixpont megegyezik, és ez a kozos érték a legkisebb fixpont.

Bizonyitds. Tobbek kozott [CGT], [GS] bizonyitja, hogy egy L teljes haldn értelmezett
inflaciés T : L — L transzformaciénak létezik fixpontja. (T infliciés, ha X < T(X) minden
X € L esetén.) Ha T monoton (T(X) < T(Y), ha X < Y), akkor T-nek van legkisebb
fixpontja (1d. [L]).

Mivel DTp és NTp inflacids transzformécidk és F(Bp) teljes hald, ezért mindkettSnek
létezik inflacids fixpontja.

Ha P pozitiv, akkor mindkét transzformdcié monoton, s mindkettének ugyanaz a
fixpontja. A monoton transzformacidkra vonatkozé fixponttétel szerint ez a legkisebb
fixpont.

Ezeket a fixpontokat Ifp(DTp)-vel és ifp(NTp)-vel jeldljik.

Beldtjuk, hogy az igy kapott fixpontok a P modelljei, igy segitségiikkel értelmezni tudjuk
egy program jelentését.

2.1. TETEL. lfp(DTp) és lfp(NTp) a P modelljei.

Bizonyitds. T = DTp és T = NTp esetén ground(P)-ben a kovetkezd alaki szabalyok
vannak:
a/ (A«—Lp)
b/ (A« Ayq,..., A i 8); (A, an) €1fp(T) és (JAi], @a;) € Up(T), 1<i<n
C/ (A‘_Ala"':An;I;ﬂ);ai: (|AilsaAi) glfp(T)
Az a,b esetben ap kostrukcidja miatt I(cesras, a) > B teljesil. '
c esetén T konstrukcidjabél adéddan A; nem negativ, igy aa, = 0 ezért aisrs = 0 igy
I(atarzs; aA) =1 2 :B
Vagyis lfp(T) modell.
Ezek utan definidlhatjuk az fDATALOG programok szemantikajat.

2.6. Definicis. lfp(DTp) az fDATALOG P program determinisztikus szemantikéja.
ifp(NTp) az fDATALOG P program nemdeterminisztikus szemantikija.

2.3.  ALLiTAs. Fiiggvény-és negiciomentes fDATALOG esetén a két szemantika
megegyezik.

Bizonyitds. Mivel ebben az esetben a két transzformacié fixpontja megegyezik, ezért a
két szemantika is.

2.4. ALLITAs. Negiciémentes fDATALOG esetén Ifp(DTp)(= lfp(NTp)) a legkisebb
modell.

Bizonyitds. K6zOnséges pozitiv Datalog program esetén a legkisebb fixpont egyuttal
legkisebb modell is ([CGT, U]). Fuzzy esetben esetleg abbél adédhatna probléma, hogy
a fixpontszdmitds sordn egy kés6bbi lépésben alacsonyabb fokszdmot rendelhetnénk egy
szabdlyfejhez, mint egy kordbbi lépésben, a transzformacidk definiciéja alapjan azonban a
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magasabb értéket kellene elfogadnunk. De ilyen eset csak negaciét tartalmazé programok
korében fordulhat el6. fgy az allitas igaz.

Belatjuk, hogy filggvénymentes pozitiv programok és bizonyos tulajdonsdggal rendel-
kezd implikacids operatorok esetén létezik algoritmus a legkisebb modell meghatarozasara,
azaz a fixpontszdmitisi eljirds véges sok lépésben befejezodik. Arra is mutatunk példat,
hogy van olyan implikdcids operdtor, amely alkalmazésakor eléfordulhat, hogy a program
nem termindl véges lépésszamon belil.

2.5. ALLITAs. Tegyiik fel, hogy az 1 implikdcids operdtorhoz tartozé f(I,a,B)
bizonytalansdgi-szint fiiggvényre teljesiil az (I, o, 8) < a, Vo € [0, 1] feltétel. Ekkor minden
negacid- és fliggvénymentes fDATALOG P programhoz létezik olyan n, melyre T = DTp
(T =NTp) esetén Ty = Tppq = -+ = lfp(T)

Bizonyitds. Mivel P véges, ezért a kapott fixpontban csak véges sok alapatom
szerepelhet. A bizonytalansdgi-szint figgvény eldirt tulajdonsdga miatt az sem fordulhat
el6, hogy egy késdbbi lépés sordn ugyanaz az alapatom magasabb fokszdmmal keriljén be
a fixpontba. Emiatt a transzformdcié véges sok lépésben eléri a fixpontjat.

Konnyen ellenérizhetd a kovetkezé allitas:

2.6. ALLiTAs. Az Iy, I3, Is, 17 operdtorok kielégitik a 2.5. 4llitdsban megfogalmazott
feltételt.

2.7. ALLiTAs. A fixpontszdmold algoritmus az 14 operdtor alkalmazdsakor is véges sok
lépésben terminal.

Bizonyitds. Bar az operdtor nem tesz eleget a 2.5. Aallitds feltételének, de mivel
f(14, o, B) csak 0 és 3 értéket vehet fel, ezért a fokszdmok ebben az esetben sem vehetnek
fel végtelen sok kiilonbozo értéket.

2.8. ALLITAs. Az Iy operdtor alkalmazdsa esetén megadhato olyan szabaly, hogy a
program csak végtelen sok lépésben terminal.

Bizonyitds. Az f(Is,o,8) = max(0,1 + (8 — 1)/a) figgvény o + 8 > 1 esetén
szigurian monoton ndvekvé, és § > 0.75 esetén van olyan a, melyre {(Is,a,8) > o,
ezért ilyen szintekkel rendelkezd rekurziv szabily esetén eléfordulhat, hogy a szabily
4jbéli alkalmazisakor az elézénél nagyobb szintértékkel kerill be a megoldashalmazba a
fejpredikdtumhoz tartozé alapatom, igy a fixpont csak végtelen sok 1épéssel érhet6 el.

2.1. PELpa. A

p(a) —;1y;0.6
p(a) < p(a); I5; 0.8
program nem termindl véges sok lépésben. A p(a) alapatomhoz tartozé bizonytalansdgi
szint értékére egy szigorian monoton novekvé sorozatot kapunk.
A kovetkezo példa mutatja, hogy negaciét tartalmazd programok esetén a két szeman-

tika eltér egymastol.
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2.2. PELDA.
1. r{a) «;I;;0.8
2. p(x) —r(x), ~q(x); 11; 0.6
3. q(x) «r(x);11;0.5
4. p(x) «q(x);1;;0.8
Ekkor

Ifp(DTp) = {(x(a), 0.8); (p(a), 0.6); (a(a), 0.5)}

Nemdeterminisztikus kiértékeléskor kiilonbozé megolddsokat kaphatunk, hiszen az fiigg
a kiértékelendé szabdlyok sorrendjétol.
Ha a kiértékelendd szabalyok sorrendje 1.,2.,3.,4. akkor

lfp(NTp) = {(r(a), 0.8); (p(a), 0.6); (a(a), 0.5)},

mig 1.,3.,2.,4.-es sorrendben

fp(NTp) = {(r(a), 0.8); (p(a), 0.5); (a(a), 0.5)}.

Mint a példabdl is lathatjuk, Ifp(DTp) nem mindig minimélis modell, azaz a deter-
minisztikus szemantikdt alkalmazva a kapott fixpont nem minden esetben adja a kivant
minimdlis modellt. Nem determinisztikus esetben azonban bizonyos feltételek mellett
biztosithaté a minimalitds. Ez a feltétel a rétegezés. A rétegezés meghatiroz egy kiértékelési
sorrendet, amelyben a negativ literdlokat értékeljuk ki el6szor, s ily médon minimalis modellt
kapunk. :

A rétegezéshez eldbb a fliggdségl graf fogalmat kell megadnunk. Ez egy olyan irdnyitott
graf, melynek csiicsal a P predikdtumal. Egy p predikdtumbdl akkor vezet él egy g
predikdtumba, ha P-nek van olyan szabalya, melynek torzsében p vagy —p szerepel, ¢és
amelynek fej-predikdtuma q.

Egy program rekurziv, ha fliggéségi gréfja egy vagy tobb kort tartalmaz. Az Gsszes
olyan predikdtum, amely rajta van egy vagy tobb kérén, rekurziv predikdtum. A kormentes
figgdségi graffal rendelkezd programok rekurziémentesek.

Egy program rétegzett, ha az Gsszes olyan esetben, amikor egy szabdly fej-predikdtuma
P, és a torzs negalt literdlja —q, a figgdségi grafban nincs ut p-bol g-ba.

Egy P program rétegzése a P predikdtumszimbélumainak olyan Py, ..., P, részhalma-
zokra valé particidja, melyre teljeslilnek a kovetkezo feltételek:

a/ ha p € Pi, g € P; és nincs él g-bdl p-be, akkor i > j.
b/ ha p € Pi, q € Pj és van olyan p fejpredikdtumii szabély, melynek torzse
tartalmazza —qg-t, akkor i > j.

A P,,...,P, halmazokat rétegnek nevezzik.

Egy P program tobbféle médon is rétegezhetd. Egy rétegzés meghatdroz egy kiértékelési
sorrendet. ElSszoér azokat a szabdlyokat értékeljiik ki, melyek fejpredikdtumai Pi-ben
vannak, azutdn a P3-ben levdket, és igy tovabb.
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Egy programot rétegezhetének neveziink, ha megadhaté hozzd rétegzés. Nagyon
egyszerii rétegzési algoritmust ad meg [CGT] és [U].

Legyen P egy rétegzett fDATALOG program Py,..., P, rétegzéssel. Jeldlje P} a P;
réteghez tartozé Osszes P-beli szabdly halmazit, azaz az Osszes olyan szabdly halmaszit,
melynek fejpredikdtuma P;-ben van.

Legyen

L1 = lfp(NTp;),
ahol a fixpontszamolasi eljards kiindulépontja a kordbban definidlt To.
Legyen
Lz = lfp(NTp;),

ahol a szamoldas kiindulépontja az elébb kapott L,

Ly = lfp(NTs: ),

ahol a kiindulépont L,_;.
Mas széval el6szor kiszamitjuk a P els6é rétegéhez tartozd L; fixpontot. Ezen fixpont
meghatirozasa utdn léphetiink a kovetkezo rétegekre.

MEGIEGYZES.
Indukciéval beldtjuk, hogy L, a P minimdlis modellje. [Ehhez sziikségiink van a
kévetkez6 lemmara.

2.1. LEMMA. Legyen P olyan fDATALOG program, amelyben egyetlen negdlt térzs-
predikdtumhoz sincs — a tények esetleges kivételével — olyan szabdly, melynek fej-
predikdtuma ugyanez a predikdtum lenne. Ekkor P-nek van legkisebb modellje: L =
Ifp(NT5)(= lip(DT)).

Bizonyitds. Legyen p egy negdlt predikdtum P egy szabdlytorzsében. Mivel nincsen
egyetlen p-re vonatkozé 4] szabaly sem, ezért a szamitas alatt p bizonytalansagi foka sohasem
véltozik. Ilyen P-re NTp (vagy DTp) monoton, ezért Ifp(NTp) a P legkisebb modellje.

A lemma szerint L; P] legkisebb fixpontja. Altaldban L; P! legkisebb fixpontja,
mivel P rétegzése miatt az i-edik réteg Ssszes negativ literdlja egy alacsonyabb szintil réteg
predikdtumahoz tartozik. igy nincs olyan Pj-beli szabdly, melynek fej-predikdtuma ez a
predikdtum lenne. Ily mddon igaz a kovetkezo tétel:

2.2. TETEL. Ha P rétegzett fDATALOG program, akkor L, a P minimélis fixpontja.

2.9. ALLiTAs. Rétegzett fDATALOG P program esetén létezik olyan kiértékelési
sorrend, amelyben Hp(NTp) a P minimélis modellje.

Bizonyitds. A fenti konstrukcié megadja ezt a sorrendet. Ilyen sorrendben L, =
lfp(NTp).
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3. Kiértékelési stratégidk

Egy fDATALOG programot killonbo6zd stratégidkkal értékelhetliink ki. Ha a tényekbdl
kiindulva az adott szabdlyok alkalmazdsival kovetkeztetliink az Osszes el6allithatd tényre,
vagyis meghatdrozzuk a determinisztikus (nem determinisztikus) transzformacié fixpontjat,
akkor bottom-up kovetkeztetésrdl beszéliink.

Sokszor el6fordulhat azonban, hogy nincs sziikség a teljes kiértékelésre, hiszen egy
konkrét kérdésre keressiik a valaszt, el akarjuk donteni egy predikdtum (predikdtumok)
igaz vagy hamis voltt, illetve bizonytalansdgi fokat, vagy meg akarjuk tudni, hogy egy
predikdtum milyen értékek mellett igaz, vagy hamis, milyen értékek mellett igaz legaldbb
[ szinten, vagy milyen értékek esetén milyen szinten igaz. Ez azt jelenti, hogy egy cél
ismeretében elég ,,célirdnyosan” végezni a kiértékelést, vagyis elég csak a cél eléréséhez
sziikséges szabalyokat, tényeket figyelembe venni. Azt a fajta kiértékelési stratégiit, amikor
a célbdl kiindulva a megfelels szabalyok alkalmazasival a tények felé kdvetkeztetve értékeljik
ki a szabalyokat, top-down kiértékelésnek nevezziik.

A kovetkezGkben targyalt médszerek mindegyike fliggvénymentes esetre vonatkozik,
bar legtobbjik &ltalanosithaté fiiggvényszimbdlumokat tartalmazé programokra is.

3.1. Bottom-up kiértékelés.

A tovabbiakban az egyszerlibb jelolésmdéd kedvéért a rdkdvetkezési transzformaciokat
Tp-vel jelolom. Ez nem okozhat zavart, hiszen negaciémentes programok esetén a két
transzformacié fixpontja megegyezik, negiciét tartalmazé esetben pedig a tovabbiakban
csak a rétegezhetd programokrdl lesz szé és ezekre a nem determinisztikus transzformaciét
alkalmaztuk.

A fixpontszamitas gyakorlatilag egy iterdcids eljards, melynek algoritmusa a kvetkez6:

3.1. ALGORITMUS.

Procedure bottom.up
régi := Ty
4 := Tp(To)
while régi # 4j do
régi := 4j
4j := Tp(régi)
endwhile
endprocedure

A fixpontszamitasi algoritmus hétranya, hogy a szdmolds sordn sokszor foloslegesen
Ujra és jra kiértékeli ugyanazokat a szabdlyokat, igy ismételten elédllitja ugyanazokat
az alapatomokat. Emiatt célszerli oly mddon egyszerlisiteni a szdmoldst, hogy a mar
kiértékelt szabdlyt ne vegyiik ismételten figyelembe akkor, ha nem varhatunk téle jabb
eredményt. Az, hogy egy szabdly adhat-e djabb eredményt, azon mulik, hogy a szabély
fej-predikdtumahoz milyen hosszi 1t vezet a fiiggdségi grafban. Ha a szabdly rekurziv,
vagyis ha a fiiggdségi grafban a fej-predikdtumhoz vezetd it kért tartalmaz, akkor a szabaly
nem hagyhato el az algoritmus termindldsa, vagyis a fixpont elérése el6tt. Ha azonban a fej-
predikdtumhoz vezet6 1it kormentes, akkor a szabdly esetleg a termindlés elStt is elhagyhatd.
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Ahhoz, hogy meg tudjuk dllapitani, hogy egy szabdly hanyadik lépésben hagyhaté el, minden
szabédlyhoz hozzdrendelink egy szdmértéket, mégpedig a fliggdségi grafban az illetd szabdly
fej-predikdtumahoz vezetd maximaélis hosszisdgi Ut hosszdt. Ha az algoritmus tdlhaladta
ezt a lépésszamot, akkor a szdmitasi eljirds sordn ez a szabdly mar nem ad 11j eredményt,

vagyis elhagyhaté. Precizebben:
3.2. Médositott bottom-up kiértékelés.
Legyen P = U{(r;; 8)}. Definidljuk a h : P — N fliggvényt a kévetkezdképpen:
n  ahol n a fliggdségi grafban a fej-predikatumhoz vezetd
hir;I; 8) = leghosszabb kérmentes 1t hossza

oo ha a fej-predikdtumhoz vezet6 Gt tartalmasz kort

Ertelmezzitk a T, = Tpr (Ta—1) sorozatot, ahol
P, =P~ {(;;A)Ih(r;; 6) < n}
A T} sorozatnak létezik hatdrértéke, azaz
3.1. ALLiTAs. Negdcis- és fiiggvénymentes P program esetén 3m € N : T, = Thg1 =
«++=T,,. Ilyen m-re vezessitk be a T, = T'(P) jelélést.
Bizonyitds. Beldttuk, hogy az I3, Iy, I3, L4, I7 operdtorok esetén a T, sorozat véges sok

lépésben eléri a fixpontjat. (2.5., 2.6., 2.7. &llitds). Mivel a T, sorozat részsorozata a Tp
sorozatnak, ezért T, is véges sok 1épésben eléri a fixpontjat.

3.2. ALLITAS. Negécis- és fiiggvénymentes fDATALOG programok esetén Ifp(Tp) =
T'(P).

Bizonyitds. T'(P) konstrukciéjabél adédéan T'(P) C lfp(Tp).

A forditott tartalmazds beldtdsdhoz tekintsiink egy tetszdleges (A,ap) € lip(Tp)
elemet. Ekkor van olyan (r;I;3) € P, melyre (A «+ Aq,...,Ay;;8) € ground(r). Legyen
h(r;I;8) = k. Ekkor (r;1;8) € Py, {gy (A, aa) € Ty C T'(P).

MEGIEGYZES. Gyakorlati megvaldsitdsaban kért tartalmaszdé it esetén h(r;18) = ke®
mddon értelmezhetd.

A médositott bottom-up kiértékelés algoritmusa:
3.2. ALGORITMUS.

Procedure kiértékel
k:=1
régi := To
ﬁ_] = Tp (To)
while régi # 4j do
k:=k+1
régl ;= 1j
P:=P —{(;;8)|h(r; ;8) < k}
uj := Tp(régi)
endwhile
endprocedure
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3.3. Mdédositott bottom-up kiértékelés rétegzett fDATALOG esetén.

Az elézéekben ismertetett kiértékelés rétegzett fDATALOG esetén is alkalmazhaté. Itt
rétegenként végezhetjik a kiértékelést, vagyis:

Legyen P egy rétegzett fDATALOG program Py,..., P, rétegzéssel. Jeldlje P; a P;
réteghez tartozé Osszes P-beli szabaly halmazit, azaz az &sszes olyan szabdly halmazat,
melynek fejpredikatuma Pi-ben van.

Legyen

L; = fp(Tp; ),

ahol a fixpontszdmolasi eljaras kiindulépontja a kordbban meghatdrozott Li—; és Tp; =
NTp; = DTp;. Mivel P rétegzése miatt az i-edik réteg Osszes negativ literalja egy
alacsonyabb szintil réteg predikdtumdhoz tartozik, ezért P kiértékelése megegyezik egy
negacidmentes program kiértékelésével, igy igaz a kovetkezd allitas:

3.3. ALLITAs. L; meghatdrozhaté az el6bbiekben definidlt médositott bottom-up
algoritmussal, vagyis L; = T'(P}).

3.4. Top-down kiértékelés.

Sokszor eléfordulhat, hogy nincs szlikség a teljes kiértékelésre, hiszen csak konkrét
kérdésre keressiik a vdlaszt, és nem akarjuk meghatdrozni a program modelljét képezd Ssszes
lehetséges alapatomot. Ily médon az fDATALOG program kiegészithets egy célhalmazzal,
s feladatunk a célhalmaznak megfelelé alapatomok meghatarozésa lesz.

Célnak egy (Q, a) part neveziink, ahol Q atom, « pedig az atom bizonytalanségi szintje.
Q tartalmazhat valtozdkat is, és « is lehet valtozd vagy konstans. A célhalmazzal kibovitett
fDATALOG programot lekérdezésnek nevezzilk. Egy lekérdezés kiértékelése a célhalmaz
osszes elemének meghatdrozdsat jelenti egymadstdl fiiggetlen sorrendben.

Egy célt részcélokra bontdssal tudunk meghatdrozni. Ez azt jelenti, hogy kivélasztjuk
az Osszes olyan szabdlyt, melynek fej-predikdtuma illeszthetd az adott cél-predikdtummal,
majd a szabalytorzsekben szereplé predikdtumokat részcéloknak tekintve folytatjuk a
kiértékelést, amig el nem jutunk a tényekhez. Az ilyen irdnyu kiértékelést nevezziik top-down
kiértékelésnek.

A tovébbiakban ezt a fajta kiértékelési modot részletezzilk. A kiértékelési stratégiaba
egy kis ,,heurisztikat” is beépitiink, vagyis a bizonytalansigi szintek és egyéb meggondolasok
figyelembe vételével megadunk egy célszerl kiértékelési sorrendet.

A preciz megfogalmazashoz szikségunk van néhany fogalom tisztdzdsara.

3.1. Definicid. Egy © helyettesités xj|t; alaki helyettesitési komponensek
{x1|t1,...,Xn|tn} véges halmaza, ahol x;(I = 1,...,n) egymastdl killonbdz6 valtozdk, és
ti #x(i=1,...,n) term. Az x1,...,X, valtozék halmazit a © értelmezési tartomanyanak
nevezzilk. Ha az Osszes t; term konstans, akkor ©-t alaphelyettesitésnek nevezziik. Az ires
helyettesitést e-nal jeldljiik.

Ha O helyettesités és t term, akkor tO jeloli a kévetkezOképpen értelmezett termet:

t@:{ti hat'ltie(a
t egyéblént
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Ha L literdl, akkor L©O jeldli azt a literalt, melyet igy kapunk L-bél, hogy szimultéan
helyettesitjiik az L-ben el6fordulé Gsszes x; valtozdét a megfeleld t; termmel, ha xi|t; eleme
©-nak. Lo-t az L egy példanyinak nevezziik.

Ha példdul L = —p(a,x,y,b) és © = {x|c, y|x}, akkor LO = —p(a,c,x,b).

Ha (1;1; 8) egy fDATALOG szabily, akkor (r©;I; 8) jeldli azt a szabalyt, melyet tgy
kapunk, hogy az eredeti szabdly Osszes literdljara szimultdn alkalmazzuk a © helyettesitést,
és a szabdlytorzsben a helyettesités utin esetleg t6bbszdrdsen szerepld atomokat egyszeres
multiplicitdssal tekintjik.

3.2. Definicié. Legyen © = {xi|t1,...,Xn|tn} és 0 = {y;|u1,...,¥a|un} két helyet-
tesités. A © és o kompozicidja az a Oc = {x1|t10,...,%a|tno, ¥{|U1,. .., ¥m|um} halmaz,
amelybdl elhagyjuk az z|z alaki komponenseket és mindazokat a komponenseket, melyekre
¥; = X; teljesiil valamely j-re.

A ©0 kompoziciét az (r;I; 3) szabdlyra alkalmazva ugyanarra az eredményre jutunk,
mintha eldszor a © helyettesitést alkalmaznank, majd a kapott (r®;I; 8) példanyra a o-t.

3.3. Definicié. Ha egy L, M literdlparhoz létezik olyan © helyettesités, melyre
LO® = MO, akkor azt mondjuk, hogy L és M egyesithetd, és a © helyettesitést egységesito
helyettesitésnek nevezziik. Legyen © és A két helyettesités. Azt mondjuk, hogy ©
altaldnosabb, mint A, ha létezik olyan o helyettesités, melyre @ = A. Legyen L és M
két literal. Az L és M legdltaldnosabb egységesitdje olyan egységesits helyettesités, amely
altalanosabb a tobbinél. Az L és M legdltaldnosabb egységesit8jét lge(L, M)-mel fogom
jeldlni.

A legéltaldnosabb egységesitd fogalmat fiiggvényszimbdlumokat tartalmazé logikai ki-
fejezések egységesitésére vezették be, s meghatdrozdsira kiilonbozé algoritmusok ismere-
tesek ([P], [U]). Mivel fiiggvénymentes fDATALOG-gal szeretnék foglalkozni, ezért célszeril
megadni egy j6val egyszeribb, fliggvénymentes atomok egységesitésére szolgald algoritmust.

Legyen L = p(t1,...,ta) és M = p/(t},...,t,,) két literdl. Az lge(L, M) meghataroza-
sara szolgalé fliggvényeljards vagy megadja L és M legdltaldnosabb © egységesitdjét, vagy
jelzi, ha az nem létezik. Az egységesités végrehajthatésdgdhoz nyilvanvaléan elengedhetet-
len, hogy p = p’ és n = m teljesiiljon.

3.3. ALGORITMUS.

Function lge(L, M)
if p#p’ or n # m then L és M nem egységesithetd
else
O:=¢
k:=1
egységesithet6 := igaz
while k < n and egységesitheté do
if ;0 £ t{0
then if t{© valtozd
then © := ©{t{©|t;0}
else if t;0 viltozd
then © := 0{t;0[t{0}
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else egységesithetd := hamis endif

endif
endif
k:i=k+1
endwhile

if egységesithetd then lge(L, M) = © else L és M nem egységesithetd
endif
endfunction

Az algoritmusbdl is latszik, hogy lge(L,M) # lge(M,L). Erre az aszimmetridra
kiilonésen vigydznunk kell a top-down kiértékelésnél.

A tovabbiakhoz szitkségiink lesz még egy helyettesités vetiiletének és két helyettesités
osszekapcsoldsanak fogalmaéra.

3.4. Definicié. A © = {x1|t1),...,Xn|tn} helyettesités H = {x;,,...,%;, } halmazra
vonatkozé vetiilete a Oy = {x;, [ti,, ..., X, |ti, } helyettesités.

3.5. Definicid. Legyen © = {x3]t1),...,%alta} é ¢ = {y;lu1),...,ynjun} két
helyettesités! Ha minden olyan x|ti, y;lu; parra, amelyre x; = y; igaz, teljesiil, hogy
t; = uj, akkor a © és o Osszekapcsoldsa a © @ ¢ = {x1|t1,. ., Xnltn,¥1|U1s-- s Ym|Um}
halmaz, amelybdl elhagyjuk a tobbszorosen szerepld komponenseket. Ha valamely x;|t;,
yj[uj parra, x; = y;, de t; # uj, akkor © és o osszekapcsoldsa nem értelmezett.

A definicié lathatéan az Osszekapcsolds parcidlis miivelet. Ahhoz, hogy az dsszekap-
csolas és a kompozicié miiveletét egyiitt tudjuk alkalmazni, értelmezniink kell a parcidlis
kompzicié fogalmat is.

3.6. Definicis. A © és o helyettesitések parcidlis kompoziciéja ©co, ha mindkét
helyettesités értelmezett, és nincs értelmezve, ha © és o valamelyike nem értelmezett.

Elészor negaciomentes fDATALOG programok kiértékelésével foglalkozunk. A kiértéke-
lést az ugynevezett kiértékelési graf segitségével hajthatjuk végre. Ez egy ES/VAGY fa-graf,
vagyis egy specidlis hipergraf, melynek minden péaratlan mélységii éle n-edrendii hiperél, a
hozza tartozé egy elemi csiccsal. Potosabban:

A kiértékelési hipergraf olyan fa-graf, melynek gyokere a kiértékelendd cél, levelei a ©
és ©® szimbdlumok, cstcsait pedig rekurziv médon definidljuk.

A gyokér szintjét 0-nak tekintve, a graf minden pdros szintjén kiértékelésre vard rész-
célok, azaz megfelel6 mdodon illesztett szabédlyfejek, minden paratlan szintjén kiértékelendd
szabilytorzsek szerepelnek.

Legyen a k = 2i-edik szint egyik csticsa a Q atom, és tegyiik fel, hogy m db olyan

R‘_RI)"'JRn;I;ﬁ

alakd szabdly van, melynek feje illesztheté Q-val. FEkkor ennek a csicsnak m db
leszdrmazottja van, és ezek a leszarmazottak n > 0 esetén

R.O,...,R.©
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alaktak, ahol © = lge(Q,R); n = 0 esetén a leszdrmazott a © szimbdélum. Ha egyetlen
illeszthetd szabdlyfej sincs, akkor a leszdrmazott csics a @ szimbdlum.

Illesztéskor vigydznunk kell a valtozédtnevezésre, vagyis arra, hogy az illesztett
szabdly torzsében szerepld véaltozdk valtozdidegenek legyenek az el6z6 illesztésektdl. Ez a
legegyszeriibben tgy oldhaté meg, hogy a kiértékelési graf szintjével indexeljiik a valtozdkat.

Cimkézziik meg a Q — R;10,...,R,0 éleket! Az é] cimkéje legyen a (©;1; 8) harmas.

Legyen a k = 21 + 1-edik szint egy csicsa a Qq,...,Q, szabalytorzs! Ekkor a csicsbdl
egy n-edrendii hiperél vezet a Qq,...,Q, csucsokba. A hiperélet nem cimkézzik meg.

A lekérdezésre a kiértékelési graf (grafok) cimkéibél kapjuk meg a vélasszt.

A @ szimbdélumban végz6do 1t nem ad megolddst. Hagyjuk ki a grafbol ezeket az utakat
ugy, hogy elhagyjuk az Osszes olyan csiicsot és élet, amely ehhez a szimbdlumhoz vezet,
fliggetlentl attdl, hogy ezek a csiicsok kozonséges vagy hiperéleken keresztil kapcsolddtak
egymashoz. (Vagyis ha egy hiperél egyik csicsabél vezet €l a @ szimbdlumhoz, akkor az
adott hiperélhez tartozé Osszes csicsot és rakovetkezdjét tordljik.) Az igy kapott gréfot
keresési grafnak nevezziik.

A keresési graf © szimbélumokban végzddé ttjai mentén hatdrozhatjuk meg a meg-
oldasokat. Ezek unidjaként kapjuk meg az adott célra vonatkozé vilaszt, melyet a 2.5
definiciéban értelmezett bizonytalansigi-szint fiiggvény segitségével szamolhatunk ki.

A © szimbdlumokhoz vezetd tetszbleges hiperit mentén (mivel egy 1t hiperélet is
tartalmaz, ezért az tt tbb levélben végzédhet) hatdrozzuk meg a © helyettesitést a kovet-
kezé médon: A graf paros szintjén lévé csicsaihoz rendeljitk hozzd rendre a leszdrmazott
hipercsics kivezet6 kézonséges éleinek cimkéjében szerepld helyettesitések Gsszekapcsoldsat,
majd képezzik a csicsokhoz rendelt helyettesitések parcidlis kompozicidjat.

Ekkor a

(Qe)

kérdésre adott egyik vdlasz:

(Qev acél):

ahol acq az {(I, o, ) bizonytalansagi-szint fiiggvény segitségével szdmolhaté a kovetkezo-
képpen:

A szdmoldst rekurziv mddon definidljuk. A levélnél kezdjik, melyhez a = 1-et
rendeliink kiindulé értékként. Innen haladunk a gydkér felé. Ha a graf egy paratlan szintjén
lév8 csiicsanak bizonytalansigi szintje o, akkor a sziilé csicshoz rendelt bizonytalansagi
szint legyen o = (f(I, o, B), ahol I; 8 az él cimkéjében szereplé értékek. Ha egy paratlan
szinten 1évd csics leszirmazottainak bizonytalansigi szintje a,..., ak, akkor a csicshoz
rendelt bizonytalansagi szint legyen o = min(ay, ..., ak). A gyokérhez ilyen médon rendelt
bizonytalansdgi szint az ccer.
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3.1. PELDA. Tekintsiik a kévetkezé szabalyokat:

p(a) —;11; 61
p(b) —;1z; B2
r(c) «;I3;8s
a(x,y) < p(x),(y); I2; Bs
a(x,y) < q(y,x); Is; Bs
s(x) « q(x,5);I3; 86

Legyen 31 = 0.8, 8, = 0.7, 3 = 0.6, B4 = 0.7, 35 = 0.8, B¢ = 0.9
Célunk q(x,y) meghatdrozésa.

Az alabbi ES/ VAGY gréf alapjan a keresett megoldds:
(a(a,c),0.3), (a(b,c),0.3), (a(c,a),0.24), (q(c,b), 0.24)

a(x.y) :

W

Nlbi12,0.7 lylc.l:':.oAs ﬁy;ylx.tz.b.7".3""“ -
a(a.0),0.3; q(b.)03 /O\ _' { .

p(y) r(x) .
x{c,/13.0.8

y!u.t% \%.lz.p‘?
@ aE ay

a(e.a),0.24; q(c,b),0.24

Belatjuk, hogy véges kiértékelési graf esetén a bottom-up és a top-down stratégia
ugyanazt az eredményt adja. Pontosabban:

3.1. TETEL. Adott célhalmaz és véges kiértékelési graf esetén a top-down kiértékelési
algoritmus ugyanazt a megolddst adja, mint a fixpontkeresés.

Bizonyitds. A bottom-up és a top-down kiértékelés ekvivalencidjat a kiértékelési graf
mélységére vonatkozo6 indukciéval bizonyitjuk.
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ElGszor tegyiik fel, hogy a kiértékelési graf mélysége egy, vagyis a gyokér Osszes
leszdrmazottja a © vagy a @® szimbdélum. Ez tgy lehetséges, ha a célpredikdtumhoz vagy
egyaltaldn nem illeszthetd szabdlyfej, vagy csak tényallitas illeszthetd hozzd. Az elsd esetben
mindkét stratégia szerint ugyanaz a tényallitds a vélasz.

Indukciés feltevésként tegyiik fel, hogy minden, legf6ljebb n hosszisdgi utat tartalmazé
kiértékelési graf esetén igaz az allitas!

Tekintslink olyan kiértékelési grafot, amelynek leghosszabb utvonala n + 1 hosszisagu!

Vizsgaljuk meg a graf masodik szintjén lév6 részcélokat! Ezek kiértékelési grafja
legfoljebb n — 1 mélységili, vagyis igaz rajuk az indukcids feltevés. A célallitds bottom-
up médon csak ezekb6l a részcélokbdl érheté el. Egy-egy hiperél mentén bottom-
up moédon féljebb lépve az els6 szintre, megkapjuk azon szabdlyok szabilytorzsét és a
szabalytorzs bizonytalansagi szintjét, amelyekbél az els6 szintre mutaté élek cimkéje, azaz
az alkalmazandé szabalyok bizonytalansagi szintje, implikdciés operdtora és a megfelelo
helyettesités segitségével megkapjuk a keresett valaszt.

Tehat az indukcids feltevés szerint igaz az allitds véges mélységii kiértékelési grafra.

A gréf kiértékeléséhez megadunk egy 4ltaldnos algoritmust, amely az adott program és
az ismert célhalmagz (célok) esetén megadja a valaszhalmazt.

Az algoritmus két egymadst hivé eljarasra épiil, melyek egyike egy célt vagy részcélt
értékel ki, a masik pedig egy szabdlytorzset.

A célkiértékelS eljdris az Osszes illeszthetd szabily esetén meghatdrozza az illesztett
torzset, és ennek kiértékelésével megadja a célra adott valaszt, mig a szabdlykiértékeld
eljards a szabdlytorzs részcéljainak kiértékelésével megadja a t6rzshoz tartozé illesztést és a
szabilytérzs bizonytalansdgi szintjét.

A célkiértékelés soran az illesztheté szabdlyok sorrendjét, a szabdlykiértékelé eljaras
soran pedig a részcélok kivdlasztdsanak sorrendjét egy-egy kivalasztdsi fiiggvény segitségével
hatirozzuk meg. A specidlis szimbélumokat (©,®) nem vessziik be a kiértékelends
részcélok halmazaba, hiszen ezek mar nem értékelhetéek ki. A @ szimbdlum esetén nem
volt illeszthetd szabaly, azaz az illeszthetd szabdlyok R halmaza tires, mig a © szimbdlum
esetén az illesztés utdn kaptunk lires csiicsot, s ebben az esetben azonnal meghatarozhatjuk
a valaszt.

Célszerii a helyettesitések Osszekapcsoldsat is ,,top-down” mddon megoldani, vagyis
nem a részcélok fuggetlen kiértékelése utdn végezni el az Osszekapcsolast, hanem egy
,,oldalsé informéciéatadds”-sal eldre lesziikiteni a vizsgalt graf méretét. Ez azt jelenti,
hogy egy részcél kiértékelésekor valaszként kapott helyettesitést azonnal alkalmazhatjuk
a szabdlytdrzs tobbi tagjdra, evvel esetenként jelentésen lecsokkentve a vizsgalandé utak
szamat.

Mivel egy részcél kiértékelésekor az egységesités sordn esetleg olyan vialtozdkat is
helyettesiteniink kell, amelyek nem szerepelnek a részcél valtozéi kozott, ezért elég, ha a
kiértékelés eredményeként a kapott illesztésnek csak a részcél védltozdira vonatkozé vetilletét
tekintjik.

Az esetenként szlikséges vdltozddtnevezést a helyettesitéterm-halmaz fogalmanak be-
vezetésével oldjuk meg. A © = {x1|t1,...,Xn|tn} helyettesités helyettesitéterm-halmaza a
{t1,...,tn} halmaz.
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3.4. ALGORITMUS.

Kiértékelés:
begin
megoldashalmaz := 0
while nem_iires( célhalmaz ) do
cél := eleme (célhalmaz)
célhalmaz := célhalmaz - { cél }
célvilasz := 0
célkiértékelés ( cél, célvdlasz )
while nem iires (célvélasz) do
(0, acél) := eleme (célvalasz)
célvélasz := célvilasz - {(©, acél)}
megoldas := megoldds U {(célatom®, arcél)}
endwhile
endwhile
end

Procedure célkiértékelés ( cél, célvilasz )

célvéltozd := { a célatom véltozdinak halmaza }
R := {(r;1; B)| szabélyfej (r) illeszthetd a célatommal }
if R = 0 then return
while nem _tires (R) do

(r;I; B) := szabédlyvilasztas (R)

R~ R {(5 1)}

torzs := szabdlytorzs (r)

for all valtozé € r do

if valtozé € helyettesitéterm(©)
then véltozd := djnév ( viltozd )

endfor

© :=lge ( célatom, szabdlyfej (r) )

torzs := torzs©

atorzs :=1

Otorzs := ¢

if térzs = @ then célvélasz := célvalasz U{(O, (I, atérzs, §))}
else szabalykiértékelés (t6rzs, atdrzs, Otorzs, célvilasz, célviltozd, I, B)

endif
endwhile
endprocedure

Procedure szabalykiértékelés (torzs, atdrzs, Otbrzs, célvilasz, célvaltozd, I, 8)

atom := atomvdélasztas (torzs)
Ujtorzs := térzs - { atom }
valasz := 0
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célkiértékelés (atom, vilasz)
if valasz = 0 then return
while nem_iires (védlasz) do
(®, catom) := eleme (vélasz)
valasz := vélasz - {(O, catom)}
Otorzs := Otorzs©
atérzs := min (atdrzs, catom)
if ijtorzs # 0 then
1jtorzs := 1jtorzs©
szabdlykiértékelés(ujtorzs, atdrzs, Otdrzs, célvilasz, célvdltozs, 1, B)
endif
if 4jtorzs = @ then
O := vetiilet (Otorzs, célvéltozd)
célvélasz := célvdlasz U{(O, (1, atorzs, 8))}
endif
endwhile
endprocedure

MEGIEGYZES. Mivel negdciémentes fDATALOG esetén a determinisztikus és a nem-
determinisztikus szemantika megegyezik, ezért a top-down kiértékelés sorrendje (vagyis az
illesztendd szabdlyok €és a kiértékelendd részcélok kivalasztdsi sorrendje) lényegtelen. Ez a
sorrend azonban befolydsolhatja az algoritmus hatékonységat.

A vélaszadds sordn minden — a célatomnak megfeleld — alapatomhoz meghatéroztunk
egy bizonytalansdgi szintet. Ha a (Q; «) célban szerepld bizonytalansdgi szint egy valtozd,
akkor a megolddsban ez a valtozd az igy meghatdrozott értéket veszi fel. Ha az o konstans,
akkor az algoritmus végrehajtasakor kapott atom csak akkor keriil be a megoldashalmazba,
ha a kiszdmitott bizonytalansigi szintje nagyobb «-nil vagy egyenlé vele. Ebben az
esetben azonban f6l3sleges figyelembe venni a program Osszes szabalyat, elég csak azokkal
foglalkoznunk, melyek bizonytalansdgi szintje nagyobb vagy egyenlé a-nal. Ily médon a
kiértékelési graf mérete csokkenthetd.

Mint a 3.1. példa is mutatja, egészen egyszerli esetekben is el6fordulhat, hogy a top-
down kiértékelés nem termindl. Ennek oka a rekurziv atomok kiértékelésében keresendo,
hiszen nem rekurziv atomok kiértékelése véges sok lépésben befejezddik. (Ez a lépésszdm
nem mas, mint 2t + 1, ahol t a fligg&ségi grafban az adott atomhoz vezets leghosszabb 1t
hossza.)

Ha azonban a rekurziv atomokhoz hozzdrendeliink egy, a kiértékelésre vonatkozé
korlatot, akkor az eljirds megallithaté. A korlat a k6vetkezd médon hatdrozhaté meg:

Jeldlje h a fliggéségi grafban az illeté atom predikdtumat tartalmazo korok maximalis
hosszit, t pedig az illet§ predikdtumba vezeté kérmentes utak maximalis hosszat.

Vezessiik be a rekurzids tavolsdg fogalmdt. Ez az az érték, ahdny lépésben bottom-
up kiértékeléssel megkapjuk az illeté atomra vonatkozé fixpontot. A rekurzids tavolsag
fligg a program konstansainak szamétdl, és természetesen filigg a vizsgdlt predikdtum
,tartalmatél”.
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Példaul az

u(x1 y) — e(x, Z)a u(zaY);I; B
u(x,y) < e(x,y);I; B2

program esetén, ahol az e ténypredikdtum, és a program konstansainak szdma c, az u(x,y)
atom rekurzids tavolsdga ¢ — 1.

Jeloljik az atomhoz tartozd rekurzids tdvolsigot r-rel!

Ekkor a mélységi korldt k = 2h(r — 1) + 2t + 1.

3.4. ALLiTAs. A P program minden egyes rekurziv atomjshoz hozzdrendelve az
eléz6ekben értelmezett mélységi korlatot, a top-down eljdrds termindl, és megadja a célnak
megfelelé 0sszes megoldast.

Bizonyitds. Mivel a célkiértékelést visszavezettilk részcélok kiértékelésére, ezért elegen-
d6 megmutatni azt, hogy egyetlen rekurziv atom esetén helyes megoldast kapunk.

Ha a fiigg6ségi grafban egy predikdtumhoz nem juthatunk el kérmentes tton is, akkor
az illet szabily kiértékelhetlen, vagyis az illeté predikidtumhoz tartozé alapatomok nem
kerlilnek be a fixpontba. Ezért elég csak azokkal az esetekkel foglalkoznunk, ahol 1étezik
ilyen 1t.

Mivel a kiértékelési grafot két kiilonbozd 1épésbdl — a szabdlytdrzs meghatdrozdsabodl
és a torzs részcélokra bontdsabdl — 4ll6 lépéssorozattal épithetjiik fel, ezért ha a fuggdségl
grafban t hosszisdgi tton jutunk el a vizsgdlt predikdtumhoz, akkor itt ez az it kétszer
olyan hosszu lesz, s ehhez adddik még a végszimbdlumokba vezets él hossza.

A korlitban szerepld 2t hosszisigu dton a vizsgdlt atomtdl tehat egy ténypredikdtum-
hoz tartozé atomhoz jutunk, amelyet az adott ténypredikatumoknak megfeleléen ki tudunk
értékelni.

A kiértékelési grafban a széban forgé atom — esetleg mds véltozdkkal — 2h lépéssel
mélyebben ismét eléfordul. Az 1jbdli kiértékelésnek csak akkor van értelme, ha evvel az
eredeti kérdésre ujabb vélaszt kapunk. Ez viszont a rekurzids tdvolsdgnal t6bbszor nem
fordulhat elé. Mivel az elsd ismétlédéskor mar a masodik rekurziés szintre jutottunk, ezért
elég, ha csak r — l-szer engedjiik meg az ismétlodést.

Mivel egy részcél kiértékelésekor az Gsszes lehetséges szabdlyfejjel illesztjik az illeté
részélt, ezért megkapjuk az Osszes lehetséges adott rekurzids mélységli védlaszt. Mivel
a megadott korldtnal mélyebben mér nem kapunk tjabb eredményt, ezért ezek az &gak
elhagyhatdak. (I'Jjabb alapatomot nem, de djabb bizonytalansdgi szintet kaphatunk, ez a
bizonytalansdgi szint azonban kisebb az el6z6nél, igy az uniéképzésben értéke felillirédik.)

Minden egyes részcélhoz bevezetve a megfeleld korldtot, az algoritmus termindl, és
megadja a célnak megfelel6 6sszes megoldést.

MEGIEGYZES. A rekurzids tdvolsdg nem minden esetben hatdrozhaté meg olyan
egyszeriien, mint az emlitett példdban, azonban nem lehet nagyobb c"-nél, ahol ¢ a program
konstansainak, n pedig az atom argumentumainak szama.

Ha a top-down algoritmus célkiértékelési eljardsat kiegészitjik egy mélységi korlat -
vizsgdlattal, akkor az algoritmus termindl. Az algoritmus mélységi korlit bevezetése nélkiil
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is atalakithaté gy, hogy minden esetben termindljon. Ebben az esetben nem rekurziv,
hanem iterativ médon célszerdi szadmolnunk, azaz egy részcél egyetlen megtaldlt vilaszdval
azonnal ,,végigmenni” a szabdlytdrzs t6bbi részcéljan, ily médon azonnal megadni egy, a
célra vonatkozé valaszt. Ezt az iteraciot addig folytathatjuk, amig a valaszhalmaz véltozik.

3.5. Top-down kiértékelés speciilis implikdcids operator esetén.

A top-down kiértékelési stratégidban a kiértékelés elvégzéséhez egy hipergrafot kellett
vizsgalnunk, ezen kellett megkeresniink a megoldédst. A hiperélek abbdl adédtak, hogy a sza-
balytorzs bizonytalansigi szintjét specidlis médon, a benne szerepld atomok bizonytalansagi
szintjének mminimumaként kell meghataroznunk, a kézénséges élek mentén viszont az adott
implikaciés operdtortdl fliggé mddon szamolthatunk.

Az egyik specidlis implikacids operator, az

1 hax<y
y kiilénben

Li(xy) = {

esetén azonban a bizonytalansigi szint meghatdrozdsira szolgdld f(I, o, B) fliggvény értéke
f(1, ¢, 8) = min(e, B) médon szdmolhatd, azaz nincs killonbség a szabalytorzs és a részcél
bizonytalansigi szintjének kiszdmitasa kozott.

Ezért abban az esetben, ha a program Osszes szabdlydban az I; implikdciés operdtor
szerepel, akkor a hipergraf helyett elég kdzonséges grafot vizsglnunk.

A kozonséges kiértékelési graf egy olyan fa-graf, melynek gyokere a kiértékelend6 cél,
levelei a © és @ szimbdlumok, csiicsait pedig rekurziv mddon definidljuk.

Legyen a k-adik cstics Qq,...,Q,, ahol Q,,...,Q, atomok. Ha valamennyi i esetén m
db olyan

R« Ry,...,Rs; 1158

alaky szabaly van, melynek feje illesztheté Q;-vel, akkor a k-adik csiicsnak m db leszdrma-
zottja van, és ezek a leszdrmazottak s > 0 esetén

Q10,...1Q_10,R10, ..., R0, Q;10,..., Q0
alakiak, ahol © = lge(Q;, R);

s = 0 esetén a leszdrmazott a © szimbdlum.

Ha egyetlen Q; sem illeszthetd egyetlen szabélyfejjel sem, akkor a leszarmazott csics a
A szimbdlum.

A levelekhez vezetd utakon cimkézziik meg a graf éleit! Tegyiik fel, hogy az it k-adik
cslicsabdl az (r;11; 8) szabély alkalmazasival jutottunk az it k + 1-edik csiicsdba! Ekkor a
k — k+1 él cimkéje legyen a (©; 8) pér, ahol © ak — k+1 élen alkalmazott legaltalanosabb
egységesitd helyettesités.

A lekérdezésre ebben az esetben is a kiértékelési graf (grafok) cimkéibdl kapjuk meg a
vélaszt.

A ® szimbdlumban végzédé it nem ad megolddst, mig a ©-ban végzéds utak alapjan
meghatdrozott megolddsok unidja megadja az adott célra vonatkozé valaszt.

A

(Q <)
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kérdésre adott valasz:
(Qea acél):

ahol © a © szimbdlumhoz vezetd dton alkalmazott helyettesitések kompozicidja, és ace az
ut éleihez tartozé bizonytalansdgi szintek minimuma.

3.2. PELDA. Tekintsiik a kovetkezd szabalyokat:

p(a) «—;11; 81
(b) «;11; 82
a(x,y) < p(x),1(y); 11; B
a(x,y) < a(y,x); I1; B
s(x) < a(x,y); 11; Bs

Legyen 31 = 0.8, 3, = 0.6, B3 = 0.7, B4 = 0.9, 85 = 0.7
Célunk q(x,y) meghatdrozasa.

A kiértékelési graf: A grafrdl leolvashaté a feladat megoldasa:
(q(a, b),0.6); (q(b,a),0.6)
Ezen graf kiértékeléséhez is megadunk egy &ltaldnos algoritmust, amely az adott

program és az ismert célhalmaz (célok) esetén mrgadja a valaszhalmazt. A megoldast a graf
csucsainak valamely sorrendben vald kiterjesztésével hatdrozzuk meg. Azokat a csicsokat

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



134 ACHS AGNES, KISS ATTILA

lehet kiterjeszteni, melyeknek valamelyik atomja illeszthet legaldbb egy szabdlyfejjel.
Egy csics kiterjesztése sordn meghatdrozzuk az Gsszes kozvetlen rakévetkezdiét. A
kiterjeszthet6 csicsok halmazat nyilt halmaznak nevezziik, s a halmaz kiterjesztendd elemeit
egy kivalasztasi figgvény segitségével hatdrozzuk meg. Ugyancsak egy kivalasztdsi fliggvény
hatdrozza meg az illeszthets szabdlyok sorrendjét, és azt is, hogy egy-egy csicsot melyik
atom szerint terjessziink ki. A specidlis szimbélumokat (©, @) nem vessziikk be a nyilt
halmazba, hiszen ezek mar nem terjeszthetéek tovabb. Ugyanugy, ahogy az &ltaldnos
esetben, a @® szimbdlum esetén nem volt illeszthetd szabdly, mig a © szimbdlum esetén
az illesztés utdn kaptunk lires csicsot, s ebben az esetben azonnal meghatdrozhatjuk a
valaszt.

3.5. ALGORITMUS.

Kiértékelés:

begin
cél := eleme (célhalmaz)
véalasz :== 0

while nem_iires ( céthalmaz ) do
kiértékel ( cél, vilasz)
célhalmaz := célhalmaz - {cél}
endwhile
end

Procedure kiértékel ( cél, vélasz )
célvaltozé := { a célatom véltozdinak halmaza }
nyilt := { (célatom, ¢, 1) }
while nem_iires (nyilt) do
(régi_csics, illesztés, o) := csicsvdlasztas (nyilt)
nyilt := nyilt - { (régi_csics, illesztés, o) }
atom := atomvalasztas (régi_csiics)
kiterjeszt (atom, nyilt, régi_csics, illesztés, valasz)
endwhile
endprocedure

Procedure kiterjeszt (atom, nyilt, régi_csics, illesztés, o, valasz)
R := {(r; I; B)| szabdlyfej (r) illeszthetd az atommal }
if R = 0 then return
while nem_iires (R) do
(r; I; B) := szabélyvalasztas (R)
R= R - {(1; 8)}
Q := szabalytorzs (r)
1) _csics := régi_csucs - atom
for all valtozd € r do
if valtozd € helyettesitéterm (illesztés) or véltozd € 1j_csiies
then valtozd := ujnév (valtozd)
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endfor
© := lge (atom, szabélyfej (r) )
1j_cstcs 1= QOAI]_cstics®
szabélyillesztés := vetiilet (illesztés O, célvdltozs)
ar := min(e, £)
if d4j_cstics = 0 then valasz := valasz U{ (célatom-szabalyillesztés, ar)
else nyilt := nyilt U (4j csics, szabélyillesztés, ar)
endwhile
endprocedure

3.2. TETEL. Adott célhalmaz és véges kiértékelési graf esetén a fenti kiértékelési
algoritmus ugyanazt a megoldast adja, mint a fixpontkeresés.

Bizonyitds. A bottom-up és a top-down kiértékelés ekvivalencidjat ebben az esetben is
a kiértékelési graf mélységére vonatkozé indukcidval bizonyitjuk.

ElSszor tegyik fel, hogy a kiértékelési graf mélysége egy, vagyis a gyokér Osszes
leszarmazottja a © vagy a @ szimbdlum! Ez gy lehetséges, ha a célpredikatumhoz vagy
egyaltalan nem illeszthetd szabdlyfej, vagy csak tényallitds illeszthetd hozzd. Az ilyen graf
levele akkor és csak akkor lehet a © szimbélum, ha a tényhalmazbél bottom-up levezetéssel,
a megfeleld illesztéssel el6allithaté a cél.

Indukcids feltevésként tegyiik fel, hogy minden, legfoljebb 1 hosszisdgi utat tartalmazé
kiértékelési graf esetén igaz az allitas.

Tekintsliink olyan kiértékelési grifot, amelynek leghosszabb titvonala i + 1 hosszisdguy.
Ha ennek az utnak a végpontja a @® szimbdélum, akkor a tényekbdl nem vezet ide 1it.

Ha a végszimbdélum ©), akkor az el6z6 szinten tényatom van. Ehhez akkor és csakis
akkor taldlunk megfeleld illesztést, ha az illesztéssel kapott alapatom szerepel a tények
kozott. Ehhez a tényatomhoz vezets €l helyett vezesslink be a kiértékelési grafba k darab
©-ban végz6do élet, ha a tények kdzll k darab illeszthetd ehhez a ténypredikdtumbhoz.

Ha a tényatomhosz vezet6 él cimkéje (©, ) volt, és az innen tovédbbvezetd €l cimkéje
(0,08'), akkor az 1j él cimkéje legyen (©o; min(8, 8'))!

Ez az atalakitds csak akkor lehetséges, ha a megfeleld tényekbédl bottom-up kdvetkez-
tetéssel szarmaztathatjuk az i-edik szinten 1évé ténypredikatumot.

Mivel az ilyen médon atalakitott graf mélysége i lesz, ezért az indukcids feltevés szerint
igaz az allitas tetszdleges véges mélységl kiértékelési grafra.

Az eléz6ekben megadott algoritmus az 4ltaldnos esethez hasonléan, nem minden esetben
terminal. Alkalmas mélységi korldt bevezetésével azonban ebben az esetben is megoldhaté
ez a probléma.

Az éltaldnos algoritmushoz megkonstrudlt mélységi korldt most nem alkalmazhaté, mert
ez a graf 4ltalaban mélyebb és keskenyebb a hipergrdfndl. Ez abbdl adédik, hogy az altaldnos
esetben a szabalytorzs kiértékelend6 részcéljai ugyanazon a szinten voltak, mig a specialis
esetben egymads alatti szintre keriiltek.

A szabdlytorzsben szereplé predikdtumokhoz az &ltaldnos esethez hasonldan itt is
hozzarendelhetd a 3.4. &llitdsban megadotthoz hasonlé mélységi korlat annyi kiilonbséggel,
hogy esetiinkben a specidlis kiértékelési graf tulajdonsdgaibél adédéan nem kell kétszeres
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uthosszakkal szimolnunk, vagyis az i-edik részcélhoz a
k; :hi(ri— 1)+ti+1

korlat rendelhetd, s az
Re<Ry,...,Rm;11; 8

alaki szabdly rekurziv fejpredikdtumahoz rendelt korlat:

A 3.4. allitashoz hasonldéan belathatd, hogy:

ALLiTAs. Mélységi korlat bevezetésével a specidlis top-down eljdrds terminal és
megadja a célnak megfelel6 osszes megoldast.

3.6. Top-down kiértékelési heurisztikak.

A top-down algoritmus soran az altalanos és a specidlis esetben is t6bbszor alkalmaztunk
kivédlasztdsi fliggvényeket. Bizonyos esetekben érdektelen a vdlasztasi sorrend, mas
esetekben viszont ligyes vilasztdssal lényegesen hatékonyabbad tehetd az eljardas. A
tovédbbiakban kiilén-kilén targyaljuk a két algoritmus kiértékelési heurisztikait.

Tekintsiik elészér az dltaldnos algoritmust! Az algoritmus végrehajtdsa sordn lényeg-
telen, hogy milyen sorrendben értékeljiik ki a célhalmaz elemeit, s az sem befolydsolja az
eredményt, hogy az egy-egy részcél kiértékelésekor kapott valaszhalmaz elemeivel milyen
sorrendben szdmolunk tovdbb. Lényeges lehet azonban az illeszthetd szabdlyok és a
kiértékelendd részcélok sorrendje. Eszt kihangsiilyozandd, az algoritmusban az elsé két
esetben a kivalasztast az ,eleme” fiiggvény segitségével, mig a masik két esetben a
,,szabdlyvalasztds” és az ,,atomvilasztas” segitségével oldottuk meg.

Erdemes a kovetkezd kiértékelési heurisztikat alkalmazni:

- A szabalyok kozlil célszerii el6bb a tényekre vonatkozdakat alkalmazni, illetve
azokat, melyek fejpredikdtuma nem szerepel a fuggéségi graf egyetlen kort
tartalmazé (itjin sem, vagyis amely szabdlyok nem jatszanak szerepet egyetlen
rekurziv programrészletben sem.

- A részcélok koziil pedig célszerii elére venni azokat, amelyek argumentumaban
konstans szerepel. ’

Az eljaréds sordn el6fordulhat, hogy t6bbszor is ki kell értékelniink ugyanazt a részcélt.
Nem torolhetjiik antomatikusan az egyiket, hiszen a részcélnak megfelelé alapatom mas
iton esetleg mds szinten kerll be a megolddsba. Ha azonban ugyanazon az dgon fordul
el6 ismétlédés, akkor a mélyebben fekvé atom levighaté, hiszen ezen az dgon mar nem
kaphatunk 1j eredményt. A mélységi korldt beépitésével azonban ez az atom automatikusan
,,levagédik”.

A specidlis algoritmus esetén szintén lényegtelen a kiértékelend6 célok kivalasztasi
sorrendje. Mivel egy csiics kiterjesztése soran meg kell hataroznunk az 6sszes leszarmazottat,
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vagyis illeszteniink kell a megfelels atomot az Ssszes lehetséges szabdlyfejjel, ezért ez esetben
a szabdlyok kivalasztdsi sorrendje is lényegtelen.

A kiterjesztendd cstcs kivélasztdsi sorrendje és a kiterjesztendd csiics esetén a
kiterjesztendé atom kivilasztdsdnak sorrendje azomban befolydsolhaté, és iigyes valasztds
esetén a kiértékelési eljards egyszerlisithetd.

Az eljaras sordn el6fordulhat, hogy a nyilt halmazba tobbszor is bekeriil ugyanaz a
formula. Nem torolhetjitk automatikusan az egyiket, hiszen a formula més dton esetleg
maés szinten keriil be a halmazba. Azt azonban megtehetjilk, hogy mindkét formuldhoz
kiszdmitjuk az aktualis szintértéket (az adott formuldt tényként kezelve a szintszdmitdsnal
kiindulé értékként egyet valasztva), és a kisebb szintértékiit kihagyjuk a nyilt halmazbdl.
Evvel a lépéssel nem csorbitjuk a megoldast, hiszen azt a védlaszok unidjaként kapjuk,
s az unidképzés szabdlyai szerint azonos atomok esetén a nagyobb szintértéket vesszitk
figyelembe. Ilyen médon azonban esetleges végtelen 4gakat vaghatunk le.

Az adott csicsot a formula valamelyik atomja szerint terjesztjiik ki. Az atomok
sorrendjének lgyes megvalasztdsival itt is egyszeriisithetd a kiértékelés.

Ha van, akkor célszerii elészor ténypredikdtumokat valasztani az atomok koziil. Ezek
esetén ugyanis hamar eldonthetd, hogy taldlhaté-e hozzdjuk a célnak megfeleld illesztés.

Ugyancsak célszerd eldre venni azokat az atomokat, amelyek argumentuméban minél
t6bb konstans szerepel (azaz amelyekben kevés a véltozd). fgy ugyanis sziikiil a széba johet6
illesztések kore.

3.7. Az &altaldnos top-down kiértékelés rétegzett fDATALOG esetén.

Mint lattuk, negacié- és fiiggvénymentes fDATALOG bottom-up és top-down kiértéke-
lési stratégidja adott célhalmaz esetén megegyezik.

A bottom-up technikat kiterjesztettik rétegzett fDATALOG esetére is. Most a top-
down stratégiat értelmezzik, és megadjuk a kiértékelési algoritmus mddositott valtozatét.

Nehézséget a negdlt predikdtumok kiértékelése jelent, hiszen ilyen esetben nem
képezhetjiik a kozvetlen utddokat, pontosabban a kézvetlen leszdrmaszottakat mas médon
kell meghatdroznunk. Bottom-up kiértékelés sorin a negilt predikdtumok kezelésére a
rétegzés nyujtott segitséget, hiszen itt a rétegzés sorrendjében kiértékelve a szabalyokat
mar biztos ismeretiink volt a negdlt predikatumrdl, mire az valamelyik szabdly torzsében
sorra jutott.

Rétegzett fDATALOG esetén a szabalyfej predikdtuma legaldbb olyan magas rétegen
van, mint a torzspredikdtumok. Ez azt jelenti, hogy top-down kiértékeléskor a magasabb
rétegek felol kozelitliink az alacsonyabb felé, azaz a kiértékelési grédfban a sziil6csics
rétegszintje magasabb vagy egyenlé az utédok rétegszintjénél. Ebbé&l adédik, hogy a
kiértékelés soran a bizonytalansagi szint kiszdmitdsat a legalsé rétegnél kezdjik. Ezt az
észrevételt hasznaljuk fel a negalt predikdtumok kezelésére. Ha egy részcél negélva szerepel,
akkor a kiértékelést ugyanigy végezhetjuk, mint negdciémentes esetben, de jeloljiik meg ezt
a részcélt! A megjelolést a bizonytalansdgi szint szadmitisakor vesszlik figyelembe. Ekkor
ugyanis megjelolt atomhoz érkezve, ha az eddig szdmolt bizonytalansagi szint o volt, akkor
az 1 — a értékkel szdmolunk tovébb.
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4, Konkhizié

Cikklinkben a Datalog-szeri nyelvek egy lehetséges fuzzy kiterjesztését adtuk meg
gy, hogy a Datalog szabdlyokat kiegészitettilk egy bizonytalansdgi szintet jelzd ér-
tékkel és egy implikdciés operdtorral. Definidltuk az fDATALOG determinisztikus és
nemdeterminisztikus szemantikajat és kiilonboz6 kiértékelési stratégidkat is értelmeztink.

Az fDATALOG fuzzy adatokra is kiterjeszthet. A hasonléséagi relaciok fethasznaldsaval
ilyen irdnyban indul el [AK2].
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A TERMESZETES SZAMOK PEANO ARITMETIKAT
IS VITATO UJ, ALTALANOS ELMELETE

RAZGA TAMAS

Budapest

A dolgozat kozponti témajaként a természetes szdmok aritmetikdjinak egy 1dj, altalanos
elméletét ismertetjiik. Megmutatjuk, hogy az 1j elmélet ellentmondas-mentes, a rekurzié axiémaja
nélkiil is teljes értékii leirast ad, és érvényessége kiterjed a nagy értékek tartomadanyara is. A dol-
gozat 1j megvilagitasba helyezi a Peano aritmetika teljes problémakorét, nevezetesen bebizonyitja
egy eddig rejtett belsd ellentmonddsdnak létezését. Végiil pedig bemutatunk egy aritmetikai for-
muldt, melynek nagypontossdgi numerikus meghatdrozédsatol az emlitett ellentmondas kozvetlen
kisérleti igazoldsdt varjuk.

1. Bevezetés

A matematika minden kétséget kizdrdan tapasztalati eredetii, de miivelésének
modjabdl adéddan sokkal inkdbb spekulativ tudomény [1]. Ez a megéllapitds kiils-
ndsen igaz a természetes szamok Peano féle aritmetikdjira, a matematika, és minden
mas tudomanyag kétség kiviil legkifejez6bb és ugyanakkor legelegidnsabb elméletére.
A Peano aritmetika minden vitathatatlan erénye és a szinte fenntartasoktél mentes
elfogadottsaga ellenére tdbb olyan ismeretelméleti problémaval terhelt, ami bedr-
nyékolja mindeddigi fenndllé abszoldt érvényét.

Lévén, hogy a Peano aritmetika elsédlegesen spekulativ elmélet, ezért érvé-
nyessége csak a rendszer bels6 ellentmondas-mentességén keresztiil vonhaté kérddre.
A problémakér vizsgalatdnak tekintélyes multja és szamos kiemelked6 eredménye
ellenére be kell ismerniink, hogy az ellentmondds-mentességet mind a mai napig csak
hitliink és tobb ezer éves tapasztalatunkbol kivetkezé meggybz6désiink tamasztja
ald. Gentzen transzfinit mddszeren alapuld bizonyitdsa se nem meggy6z0, se nem
elfogadhat6, Godel hires masodik tétele pedig egyszer és mindenkorra reménytelenné
tette az ellentmodds-mentesség igazoldsat. [2], [3], [4].

Minden jel arra mutat, hogy a rendszer ellentmondas-mentességének igazolasa-
ra tett valamennyi eddigi kisérlet kudarcaért a rekurzié axiémaéja tehet6 felelGssé.
Ezt bizonyitja tobbek kozGtt az a tény is, hogy (amint azt Neumann Janos 1927-ben
kimutatta) ha a rekurzié axiémadjat kicseréljiik annak egy egyszeriisitett (kevésbé
kifejez8) valtozatdval, gy a “sziikitett” Peano aritmetika ellentmondds-mentessé-
ge mar kielégitd médon igazolhaté [3]. A rekurzié axiémijit ugyanakkor egyéb
ismeretelméleti megfontoldsokbdl is kifogas éri., hiszen olyan allitast fejez ki, ami
tapasztalati médszerekkel eleve nem igazolhaté [2].
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Mivel nem all médunkban bizonyitani a rendszer bels6 ellentmondds-mentes-
ségét, ezért a Peano aritmetika érvényességének igazolasdra pusztin csak egyetlen
lehetdségiink marad, nevezetesen az elmélet alkalmazasibol kovetkez6 eredmények
kozvetlen Osszevetése a tapasztalattal [1]. Igen dm, de a Peano aritmetika — sz-
erkezetébél adédéan — a természetes szamok tulajdonsdgait kdzvetleniil kiterjeszti
az olyan nagy értékek tartomanyara is (pl.: 1010*° ), amik a tapasztalati megfigyelés
szamdra eleve nem is hozzéférhet8k [5].

A dolgozatnak épp az a célja és programja, hogy felvizolja a természetes
szamok alapelvében is merdben 1j, dltalanos elméletét, mely:

a)

b)

felépitésénél fogva mentes az elobb emlitett silyos ismeretelméleti
problémaktdl,

bepillantdst enged a természetes szdmok eddig rejtett 6sszefiiggéseibe,
mégpedig azaltal, hogy azok ,igen nagy” értékek tartomanydban is
érvényes leirdsat adja,

a ,,kis értékek” tartomdnyiban kozel maradéktalanul adja vissza a
klasszikus matematika tGbb ezer éves tapasztalattal igazolt tételeit,
elvezet a Peano aritmetika egy bels6 ellentmoddsdhoz, és egyuttal
konkrét médszert is kinil ennek numerikus szamitdsokon alapulé tény-
leges igazoldsara.

Mindezen célkitiizéseket az aldbbiakban felvdzolt program szerint valésitjuk

a)

b)

Az j elmélet alapjdul az aritmetika Robinson féle axiémarendszerét
(egyszeriien csak: RA) vialasztjuk, ami bizonyitottan ellentmondés-
mentes, igy kelléen biztos hatteret képez.

Az 14j elmélet ismertetése sordn megmutatjuk, hogy a természetes
szamok korén belil két jol definidlt tartomany kiilénithetd el, neveze-
tesen:

- a principalis szamok tartomanya, ami a ,,kis” értékeket kép-
viseli, ahol is a rekurzié axidméija és a klasszikus elmélet
szamos tétele j6 kozelitéssel érvényes, tovabba

- a kardinilis szamok tartomdnya, ami fel6leli azokat a ,,nagy”
értékeket is, ahol a természetes szimok szemléletmédunknak
és mai ismereteinknek (a Peano aritmetikdnak) ellentmondé-
an viselkednek.

Az 1j elmélet keretein beliil precizen megfogalmazzuk a Peano arit-
metika ellentmondasmentességének kritériumat, ami az egész kérdés-
kért mer6ben 4j megvilagitdsba helyezi. Nevezetesen megmutatjuk,
hogy

- a Peano aritmetika ellentmondds-mentessége (ahogy azt G6-
del mésodik tétele kimondja) nem egyszeriien csak nem bi-
zonyithaté, de

- minden korabbi varakozdsunk és meggy6zddésiink ellenére
egyszerlien nem is igaz.
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d) A matematika ,nevezetes konstansait” el6allité algoritmusok terén
épp a kozelmultban elért att6r6 eredményekre, valamint a szadmitds-
technika rohamos fejlédésére hivatkozéassal bemutatunk egy bizonyi-
tasi moédszert, melynek nagy volumenii numerikus szamitasokon ala-
puld elvégzésétdl a Peano aritmetika bonyolult metamatematikai meg-
fontoldsokkal bizonyitott belsé ellentmondasinak egy sokkal egyértel-
miibb, kozvetlen kisérleti igazolasat varjuk.

Itt kivanjuk megjegyezni, hogy a problémakér meglehetésen komplex voltara,
és a rendelkezésre all6 szerény terjedelemre tekintettel jelen dolgozat keretében en-
nek a programnak csak a felvizoldsdra, ezen beliil az alapkoncepciénak és a gondo-
latmenet legmeghatdrozdbb elemeinek az ismertetésére vallalkozunk, eltekintiink a
hivatkozott bizonyitasok részletes bemutatdsitol, és megelégsziink az 4j elméletbdl
kovetkez6 fontosabb tételek és allitasok puszta felsoroldséval.

2. RA, azaz Robinson axiémarendszere

2.1. Alapfogalmak.

i.  Konstans :,,07

b 4 2 . ”n 1 » ” b ¥ ” » »

11. Va’ltOZOk . ”a‘ b ’7b b Hc L | 77a bl HIB ) H’Y R | ”X 1 Hy k) ”Z Yt
ili. Miiveletjelek :,,S”, ,+7,,,”

iv. Egyenl6ségjel : =

2.2. Axiomak.

lo. a=0, vagy van olyan ,,b”, hogy: a=Sb

2. Nincs olyan ,,a”, amire: Sa =0

3.  Ha valamely ,,a” és,b”-re Sa = Sb , ugy egyuttal: a=b

4. Ha valamely ,,a”, ,,b” és ,,c’-rea =b és b = ¢, gy egyittal: a=c

5. Ha valamely ,,a” és ,,b”-re a = b, igy minden ,,c”-re egyittal: a+c=b+c
53. Ha valamely ,,a” és,b”-re a = b, ligy minden ,,c”-re egyittal: c+a=c+b
5,. Ha valamely ,,a” és ,,b”-re a = b, igy minden ,,c”-re egyittal: a-c=b-c
5s. Ha valamely ,,a” és ,,b”-re a = b, iigy minden ,,c”-re egytttal: cra=c-b

6 at+0=a
7. a+Sb=S(a+Db)
8. a-0=0
9 a-Sb=a-b+a

2.3. Megjegyzések.

a) Dolgozatunkban RA-nak S.C.Kleene féle viltozatara [3] tdmaszko-
dunk. (Raphael Robinson eredeti dolgozatanak t6mor 6sszefoglaléja
[6] -ban taldlhatd).
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b) RA ellentmondas-mentessége és ugyanakkor eldonthetetlen (valamint
nem-teljes) volta az irodalombdl jél ismert, ezekkel kapcsolatban [3]-ra
és [7]-re hivatkozunk.

¢) RA jollathaté médon PA | maradék axiémarendszerét” képezi, ugya-
nis:

- RA 1,. axidm4aja a rekurziv bizonyitas PA-beli 1. axiéma-
janal 1ényegesen kevesebbet allit,

- RA 5,4, 53, 5, és 55 axiémai pedig PA kozvetlen kdvetkez-
ményei.

d) Mindebbél kdvetkezéen RA lényegesen altalinosabb PA-ndl, hiszen
keretein beliil a klasszikus aritmetika olyan trividlis Osszefiiggései sem
bizonyithatdak, mint példaul:

- a természetes szamok rendezettségének tétele, vagy
- a T(x) tulajdonsdgu legkisebb természetes szam létezése.

2.4. Az 4j koncepcié kérvonalai.
Ahhoz, hogy az aritmetika 1j, altaldnos elméletén beliil megteremtsiik az esélyét
a PA-ban megszokott bizonyitasi hatékonysignak és elegancidnak: koncepcionalis
szemléletvaltasra, és j bizonyitasi technikdra van szikség. Ennek az uj kon-
cepciénak az a lényege, hogy tudomasul véve RA nyilvdnvalé korlatjait:
- nem arra koncentralunk, hogy a klasszikus aritmetika alapveto tételeit
minden RA-n belili természetes szdmra bebizonyitsuk,
- hanem inkdbb arra, hogy az aritmetika minden egyes tételéhez meg-
hatarozzuk mindazon természetes szamok kérét, amin beliil a széban
forgé tétel valéban érvényes.

3. A természetes szamok 1j, dltaldnos aritmetikdja

3.1. A természetes szamok hdarom alapvetd tartomanya.

Az aritmetika el6z6 pontban koérvonalazott j koncepcidja alapjan az RA
targyat képezé természetes szamok precizen elkiilonitheté alabbi harom tartoma-
nyét kiilonbodztetjiik meg:

- természetes szamok,
- kardindlis szamok, valamint:

- principalis szamok

Tovébbi vizsgalatunk targyat az altaldnos aritmetikan beliil kitlintetett sz-
erepet jatsz6 kardindlis szamok és principélis szdmok tartomdanyéanak preciz meg-
hatdrozésa, és e szdmtartomanyokra kiilon-kiilon érvényes aritmetikai tételek is-
mertetése képezi.

3.2. Kardinalis szamok.
A kardinalisi szamok a természetes szamok olyan tartomdanyat képezik, melyen
beliil az aritmetika klasszikus elméletbdl ismert legalapvet&bb Gsszefiiggései — kevés
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kivétellel — érvényesek, nevezetesen:

»

- az ,,S” tovdbbszdmlalissal, valamint a ,,+" Osszeadéassal és a ,,-
szorzassal szemben zartak,
- az Osszeadas és szorzds alapmiiveleteire rendre biztositjik az:
e asszociativitas,
¢ kommutativitds és
o disztributivitas klasszikus elméletbdl ismert azonossdgait,
- a klasszikus elmélet mintdjara rendezettek,
- minden,,a” és,,b” (b # 0) kardin4lis szdmhoz egyértelmiien eléallitjak
az ,,a = q-b+r” egyenldséget kielégits ,,q” hanyadost és az ,,r” ( < b)
maradékot.

Bizonyithato, hogy a kardindlis szimok elébbiekben korvonalazott tartomanya
valéban létezik, nevezetesen R A rendszer keretein belill egyértelmiien definialhatd
az a K(a) tulajdonsag és az a K tartomany (n = 0,1,2,...), amely azokat és csakis
azokat az ,,a” természetes szdmokat tartalmazza, amelyek K, (a) tulajdonsdgiak,
és amelyekre az aldbbi Osszefliggések teljestilnek:

(a) Minden K-beli ,,a” és ,,b”-re ,,a + b” is K-beli
(b) Ha ,,a” K-beli, és (x < a), ugy ,,x” ugyancsak K-beli
(c) Ha ,,a” és ,,b” K-beli, gy K rendezett, azaz vagy (a < b), vagy

(a>b)

(d) Ha ,a” és,,b” K-beli, tovabba (a < b) és (a > b) egyiittesen teljesiil,
ugy (a =b)

(e) Ha ,a”, ,b” és ,,¢” K-beli, tovdbbd (a + c = b + ¢) teljesiil, gy
(a=Db)

(f) Ha ,a”,,b” és,c” K-beli, akkor (a+b)+c=a+ (b+c)
(g) Ha ,a” és,b” K-beli, akkora+b=b+a
(h) Ha ,a”, ,b” és,c” K-beli, akkor (a+b)-c=a-c+b-c
(i) Ha ,a”,,b” és,c” K-beli, akkor (a-b)-c=a-(b-¢)
(j) Ha ,a” és,b” K-beli, akkora-b=b-a
(k) Ha ,,a” és,,b” K-beli, tovabba b # 0, akkor van ,,q” és ,1” (< b),
hogya=q-b+r
() ' A K-beli ,,a” és ,,b"-hez van olyan ,x” és ,,y”, hogy vagy a-x =
b-y+ 1(1 = S0), vagy pedig: ,,a”-nak és ,,b”-nek van 1-t6] kiilénb6z6
koz0s osztodja.
(m) Minden K-beli ,,a” és,,b”-re ,a-b” is K-beli.

Onmagaban is figyelemre mélté kériilmény, hogy a bizonyitottan ellentmondés-
mentes RA rendszerben mindezen Gsszefiiggések a kardinilisi szdmok teljes korére
érvényesek, és bizonyithatdak. )

K(a) formalizmusra épiild definiciés egyenletei a fiiggelékben talalhatdk, a
fenti tételek bizonyitasanak ismertetésétél azonban azok terjedelme miatt el kellett
tekintiink. Helyette megelégsziink azzal, hogy a 2.4. pontban jelzett {j koncepcié
illusztrilasara felvizoljuk a (j) tétel bizonyitdsdnak gondolatmenetét.
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Tételezziik fel, hogy a fliggelék szerinti definiciés lanc sordn mar eljutottunk
az Ip, Iy, ... 14 tartomdnyokig, és ezekre mar bebizonyitottuk az (f), (g), (h) és (i)
Osszefiiggéseket.

Definidljuk most I5 tartoményt azon, § csakis azon I, tartomdnyba tartozé
,»a" természetes szdmok Osszességeként, melyekre minden I4-beli ,,x”-re az aldbbi
Osszefiiggés fenndll:

4% a-x=x-a

Ezt a definiciét az emeli egyuttal (j) levezetésének rangjara, hogy:

- egyfeldl nyilvanvaléan Is C 14, és igy minden Is-beli ,,a” és,,b” szamra
(j*) fennall,

- maésfelél kénnyen bebizonyithatd, hogy a (§*)-val definidlt Is tarto-
many tartalmazza a ,,0” és ,,S0” elemeket, valamint minden Is-beli
,a” és ,,b”-re az ,,a+b” elemet is (az ,,a-b” elem tartalmazdsit majd
csak a végsd, K tartomdany definicidja biztositja), kovetkezésképpen a
(3*)-ot kielégitd ,,I5” ily médon a természetes szamoknak egy ,,végtelen”
tartomanyat képezi.

3.3. Principalis szamok.

A principdlis szamok mindazon ,,i” természetes szamok tartomdanyat képezik,
melyek

- a tovabbszdmlailas ,,S” miiveletével szemben zartak,

- lehetdvé teszik a rekurziv fiiggvények (és ezek korében az e(a,i) = al
hatvinyfiiggvénynek) RA rendszer keretein beliili korrekt értelmezé-
sét,

- a klasszikus elméletben bizonyithatd aritmetikai tételek tetszdleges
sorozatdra biztositjdk a rekurziv bizonyitas mddszerének alkalmazha-
tosagat.

Bizonyithatd, hogy a principalis szamok ily médon meghatarozott tartoméanya
valéban létezik, nevezetesen RA rendszer keretein beliil egyértelmiien definidlhaté
az a P(i) tulajdonséag és az a ,,P” tartomany, amely azokat és csakis azokat az ,,i”
természetes szdmokat tartalmazza, amelyek P(i) tulajdonsigiak, és amelyekre az
aldbbi Gsszefiiggések teljesiilnek:

(n) Minden P-beli ,,i"-re Si(= i+ 1) ugyancsak P-beli

(p) Ha ,d” K-beli, ,,i” pedig P-beli természetes szadm, akkor van olyan
K-beli ,,¢”, ami (x < i) mellett ,,k6z6s t6bbszorose” az (x - d + 1)
kifejezésnek.

(q9) Ha ,,c” K-beli, ,,d” és ,,a” Kyyi-beli, ,,i” pedig P-beli természetes
szamok, akkor mindig taldlhaté olyan K-beli ,,y" természetes szam,
amire (x < i) mellett teljesiil az

B(c,d,x) = B(v, - d,x)
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osszefiiggés, ahol B(c,d,i) a rekurzié elméletébél j6l ismert Godel féle
fliggvény, ami a ,,c” kardindlis szdm ,,x - d + 1”-vel val6 osztdsinak a
,maradékat” allitja el6 [3].

(r) Ha ,c”, ,d” é ,w” K-beli, ,i” pedig P-beli természetes szamok,
akkor mindig taldlhaté olyan K-beli ,,c*” és ,,d*” természetes szam,
amellyekkel

B(c*,d*,x) = B(c,d,x) valahdnyszor (x < i), és
B(c*,d*,Si) = w

(s) Ha ,i” P-beli, ,k” pedig barmilyen, P-be nem tartozé természetes
szdm, akkor: (i < k)
P (i) formalizmusra épiild definiciéi a fiiggelékben taldlhatdk, a fenti tételek
bizonyitasanak ismertetésétol pedig azok terjedelme miatt el kellett tekinteniink.
A principélis szamok tartomdanya is tovabbi particiékra oszthaté. A kovetkezo
fejezetben 1atni fogjuk, hogy
- minden rekurziven definidlt f(a, b, .. ., 1) fiiggvény meghatirozza a prin-
cipélis szdmoknak azt a Pg tartomanyét, amin beliil f(a, b, ..., 1) tény-
legesen definidlt, tovabba
- minden rekurziven bizonyithaté T (7) tulajdonsig meghatdrozza a prin-
cipdlis szamoknak azt a Prp tartomanyat, amin beliil T(7) ténylegesen
bizonyitott.

A fenti Pg és Pp tartomédnyokkal , valamint ezek tetszdleges sorozatdnak kozos
részével meghatdrozott természetes szdmokat a tovabbiakban — az egyszerliség
kedvéért — egységesen principdlis szimoknak nevezziik.

3.4. A rekurzié elmélete.

A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy a kardindlis szdmok, valamint a prin-
cipilis szdmok el6bbi definicidi alapjan RA keretein belil mind a rekurziv fiigg-
vénydefinicid, mind pedig a rekurziv bizonyitds az aritmetika klasszikus elméletét

felidéz6 mddon végezhet6 el.

Az ,f(a,b,...,1)” figgvényt rekurzivnek nevezziik, ha az alabbi 6sszefliggések
definisljak:
(1) f(a,b,...,0) = qg(a,b,...)
(2) f(a,b,...,S1) =r[f(a,b,...,i),a,b,...,i]
ahol q(a,b,...) és r(y,a,b,...,1) elemi aritmetikai fliggvények (azaz kizarélagosan

az ,,5”, ,,+” és ,,-” alapmiiveletekkel meghatdrozottak), vagy pedig mar kordbban
definidlt rekurziv fliggvények segitségével képzett Osszetett aritmetikai kifejezések.
- Az (1) és (2) osszefiiggéseket kielégito f(a, b, ..., 1) rekurziv fiiggvényt
(Go6del nyoman) RA rendszer aldbbi aritmetikai kifejezésével allitjuk
el6 [3]:

(3) f(a,b,...,1) = B(c,d, 1)
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amely megfeleléen vélasztott ,,c” és ,,d” mellett az x < i tartomany-
ban kielégiti az (1) és (2) Osszefiiggések (3)-nak megfeleld alabbi ,,at-
iratat”:

(4) B(c,d,0) = q(a,b,...)
(5) B(c,d,Sx) =r[B(c,d,x),a,b,...,x]

- A principélis szdmok Pg tartomdnyat azon ,,i” principalis szdmok
Osszességeként definidljuk, melyekre minden 0 < x < i mellett tel-
jesiilnek a (4) és (5) osszefiiggések.

- Bizonyithatd, hogy a principalis szdmok igy definidlt P¢ tartoménya
(particidja) valéban létezik R A-ban, és hogy e tartomanyon beliil az
alabbi Gsszefiiggések teljestilnek:

(t) Ha ,,i” Pg-beli, gy ,,51” ugyancsak Pg-beli.

(u) Ha,y”,,a",...K-beli,,i” pedig P¢-beli, igy van olyan K-beli ,,c” és
,,d” természetes szam, hogy B(c,d,x)-re x = 0 mellett (4), 0 < x <i
mellett pedig (5) fenndll.

(v) Ha,y”,,a",..,K-beli, ,i” pedig Pgbeli természetes szam, és q(a,
b,...) valamint r(y, a,...,1) egyértelmiien meghatdrozottak, akkor a
(v) szerinti B{c,d,x) az x < i tartomédnyban egyértelmiien allitja elé
f(a, b,...,1) figgvényt.

P¢(i) formalizmusra épiilé definiciéja a fiiggelékben taldlhatd, a fenti tételek
bizonyitasanak ismertetésétdl azonban azok terjedelme miatt el kellett tekintentink.
A hatvényozds e(a,i) = a' miiveletét az alabbi Gsszefiiggésekkel definidljuk:
(6) e(a,0) = S0
(7) e(a, St) = e(a,i) - a
ahol e(a,1) fiiggvényértéke, valamint ,,a” K-beli kardindlis szdm, és a hatvany-
fiiggvény értelmezési tartomanyat az elébbiek szerint meghatdrozott Pe tartomdny
képezi.
Bizonyithatd, hogy a (6) és (7) 6sszefiiggéseket kielégits e(a, i) = a' fliggvényre
RA-ban az:
(8%) aitd = al. 4l
(5 (@) = a'd
egyenlség minden K-beli ,,a”-ra, valamint Pe-beli ,,i"-re és ,,j”-re fenndllnak.
Megjegyzés: A bemutatott médszer nyomén definidlhaté mindazon ,,i” természetes

szamok Pg tartomdnya is, melyekre a ,,faktorialis” fiiggvény alabbi rekurzids dssze-
fiiggései fennallnak:

(9) 3(0) = 1
(10) ®(Si) = (@) - (i + 1)
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Konnyen bebizonyithaté, hogy az igy definidlt P phi-re azonban ,,(n)” akkor, és
csakis akkor teljesiil, ha a P, tartomdny a (6)-(7) szerinti hatvinyozéissal szemben
zart (lasd.: 4.3. pont).

Definidljuk P tartomdnyt azon, és csakis azon ,,i” principélis szdmok Osszes-
ségeként, melyekre a T (x) tulajdonsig RA-ban minden (x < i) természetes szamra
bizonyithaté. Bizonyithatd, hogy a principalis szdmok ily médon definidlt P tar-
toménya valéban létezik RA-ban, és hogy e tartomdnyon beliil teljesiil az aldbbi
tétel:

(w) Ha RA-ban T(0), és minden P -beli ,,i”-re T(i)-bél kévetkezden
T(Si) is bizonyithatd, akkor P tartomanyban minden ,,i” principalis
szam T(i) tulajdonsagu.

Minden kiilondsebb indokolds nélkiil nyilvdnvald, hogy az el6z6 (w) tétel a
rekurzi6 axiéméijanak R A-beli megfelelgjeként értelmezheto.

P (i) formalizmusra épiilé definicidja a fliggelékben taldlhaté, a (w) tétel bi-
zonyitdsanak ismertetését6l azonban annak terjedelme miatt el kellett tekinteniink.

4. PA ellentmonddsossaganak hipotézise

4.1. Kis természetes szamok.
Az eléz6 pontban meghatdrozott e(a,i) = a! hatvanyfiiggvény Pe értelmezési

tartomanyanak, valamint a Pf1 , sz, ... és PTl , PTz’ ... tartomanyok tetszélege-
sen valasztott sorozatdnak Pg kozos részébe tartozd principalis szdmokat — defi-
nicié szerint — ,kis természetes szamoknak” nevezziik.

Az igy definidlt ,kis természetes szamokrdl” konnyen beldthatd, hogy tar-
tomanyukon belil

- az (a), (b), ..., (v), (w) Osszefiiggések maradéktalanul teljesiilnek,

- a tovabbszdmlalds, dsszeadas és szorzds miiveletén kiviil a hatvanyo-
z4s is értelmezhetd,

- arekurzié elmélete kielégité médon megalapozhatd,

kovetkezésképpen a ,,kis természetes szamok” korében RA jé kozelitéssel ,,vissza-
adja” a Peano axiémarendszeren alapulé klasszikus aritmetikat.

4.2. Nagy termeészetes szamok.

Az ,i” természetes szamot, akkor, és csakis akkor nevezziik ,,nagy természetes
szamnak”, ha az nem tartozik a ,kis természetes szamok” tartomanyaba.

Hogy az igy definialt ,,nagy természetes szdmok” (ha léteznek ilyenek) szemlé-
letmédunknak és mai ismereteinknek (azaz a Peano aritmetikdnak) ellentmonddan
viselkednek, azt az aldbbi hirom, RA-ban kénnyen igazolhaté alapvetd tulajdon-
sagukkal szemléltetjiik:

- A ) nagy természetes szamok” korében nincs legkisebb szam, azaz
hogy ott minden ,,nagy természetes szamot” ugyancsak ,,nagy termé-
szetes szam” el6z meg.

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



148

(9)
(10)

RAZGA TAMAS

A | nagy természetes szamok” nagyobbak minden ,kis természetes
szamnal” Pe tartomany el6z0 pont szerinti definiciéjabél, valamint

"(s) tételbdl kiindulva nem nehéz bizonyitani, hogy allitdsunknak meg-

feleléen RA-ban a ,nagy természetes szamok” valéban nagyobbak
minden ,kis természetes szamnal”

A rekurzié axiéméja nem terjeszthetd ki a ,,nagy természetes szimok”
korére. Az allitds igazolasara elegendé, ha a tételt a T (i) = Pq(3) tu-
lajdonsag esetére vizsgaljuk. Megmutatjuk, hogy annak dacéara, hogy
ebben a szdmtartomanyban az alabbi két tétel konnyen levezethetd

Pq(0)
Ha Pq(2) valamely ,,i

” mellett minden x <1

természetes szadmra teljesiil, igy Pq(z) minden

x < Si természetes szamra is teljesil.

mégsem kovetkezik, hogy Po(z) minden ,,x”-re teljesiil, hiszen a ,,nagy
természetes szamok”-ra (azok definiciéjabol kévetkezéen) Pq (z) eleve
nem is teljesiilhet.

4.3. RA alaptétele.
Megmutatjuk, hogy RA aldbbi (a ,nagy természetes szdmok” létezését ki-
mondd) ,,alaptétele” levezethetd:

b2l

(11) Van olyan Pg-beli ,,a” és ,,i” természetes szdm, amihez (6) és (7) sz-
erint hozzatartozé ,,a'” kifejezés nagyobb minden Pg-beli ,,x” természetes
szamnal.

A bizonyitds részleteinek az ismertetésétdl eltekintiink, helyette megelégsziink a
meglehetésen Osszetett gondolatmenet legfontosabb lépéseinek aldbbi Gsszefoglala-

saval:

Elészor bebizonyitjuk azt a segédtételt, hogy ha (11) levezethet6 RA-
ban, akkor a természetes szamoknak létezik olyan Pg tartomanya,
melynek elemei kielégitik a Peano axiémadkat, és igy ott — RA el-
lentmondas-mentessége alapjan — koézvetleniil igazoljak PA ellent-
mondas-mentességét.
e (11) ellenkezéje mint RA aldbbi tétele fejezhet6 ki
(12) Minden Pg-beli ,,a” és ,,i” természetes szdmhoz az ,,al” kife-
jezés ugyancsak mindig Pq-beli természetes szamot all “eld.
e Amennyiben (12) levezethetd, tigy a rekurziv fuiggvények
eléz6 pontban bemutatott elmélete, valamint Goédel kozis-
mert moédszere alapjan minden aritmetikai dllitast kifejezé
tulajdonsdghoz, igy a szabad ,,i” véitozét tartalmazé Pp(i)
tulajdonsdghoz is RA-ban egy-egy ,,k” kardindlis szam ren-
delhetd [3], [4].
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Megjegyzés: (12) nélkill ez a hozzérendelés (a ,,faktoridlis”
fiiggvényre tett kordbbi megjegyzés miatt) RA-ban nem ga-
rantalhaté.

o P (i) tulajdonsagot a tovabbiakban P(i, k)-val jeldlve (ahol
»k” érték a ,Pp(i)” tulajdonsig Godel-szdmat képviseli)
képezziik a kovetkezd Osszetett tulajdonsdgot:

Po (i) = Vx{P(0,x)&Vy[P(y,x) D P(Sy,x)] D Vy[(y < i) D P(y,x)}

e Konnyen bizonyithatd, hogy az ily mdédon bevezetett Peg(i)
— mint az 0sszes lehetséges, és egyben a rekurzié axiémajat
is kielégité Prp(i) tulajdonsagok ,,koz0s” része — RA-ban
precizen definidlhatd, kovetkezésképpen az altala meghata-
rozott Pg tartomanyban a rekurzié axiémaja érvényes.

e Felhasznalva ezt az eredményt nem nehéz bizonyitani, hogy
Po a tovdbbszamlalds, az Osszeadds és a szorzas miiveleteivel
szemben ,,zart” tartomanyt képez, azaz hogy Pg tartomany
elemei ténylegesen kielégitik a Peano axiémadkat.

e Maisfel6l mar emlitettiik, hogy R A ellentmondds-mentes, ko-
vetkezésképpen ha (12) RA-ban levezethetd, ugy az egyuttal
kozvetleniil igazolja PA ellentmondas-mentességét is.

- Maisodszor megmutatjuk, hogyaz el6bbi segédtétel RA-ban ellent-
mondasra vezet.

o A segédtételbdl kdvetkezden tehdt PA ellentmondés-mentes-
sége RA-ban bizonyithato.

e A 2.3. pontban mondottak alapjin kénnyen igazolhatd, hogy
PA kozvetleniil szdrmaztathaté RA-bdl, vagyis hogy ily médon
RA minden levezethet$ tétele (igy ezek korében az elSbbi
segédtétel is) egyuttal levezetheté PA-ban.

o Kovetkezésképpen a segédtétel kbvetkezménye (azaz PA el-
lentmondds-mentességének PA-beli igazoldsa) ellentmond Gddel
masodik tételének.

- Az igy kapott ellentmondés a ,,reductio ad absurdum” kovetkeztetés-
méd alapjan végil is a (11) ,,alaptétel” bizonyitdsat eredményezi.

4.4. RA alaptétele egy PA-beli ellentmonddst demonstral.

- Az el6z6 pontban lattuk, hogy RA minden levezethetd tétele, igy ezek
korében RA alaptétele is, egyuttal levezetheté PA-ban.
- PA-bél ugyanakkor kénnyen levezetheté RA alaptételének tagadasa,
azaz (12) allitds is.
- Az el6bbi két, egymdsnak ellentmondé allitas bizonyitisa Osszességé-
ben azt igazolja, hogy
o a rekurzié axiémaja ellentmond R A-nak, kévetkezésképpen
e a Peano aritmetika, azaz PA (ami a rekurzié axiémaja-
val kiegészitett RA-ként kaphatd) kétség kiviil ellentmon-
désos.
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5. PA ellentmondasossiganak kisérleti bizonyitdsara

5.1. Kiindulé megfontoldsok.

PA el5z6 pontban bemutatott ellentmondasahoz aligha férhet kétség. Lévén
azonban, hogy ez a demonstracié meglehetdsen 6sszetett, nehezen dttekinthetd, és
raadasul a formalis rendszer kereteit meghaladé metaelméleti mddszereket is tar-
talmaz (de nem tébbet, mint amennyit Gédel kdzismert bizonyitdsa is tartalmaz),
ezért sokkal egyértelmiibb volna ennek az ellentmonddsnak egy kozvetlen szamitdsi
kisérleten alapulé igazolasa.

Az ellentmondas szamitdsi kisérlettel valé igazolasdnak Otlete az aldbbiakra
vezethetd vissza:

el6szor is az ellentmondds felszinre hozasaban amugy is elsGdleges
szerepet jatszo RA alaptételre, aminek értelmében kell, hogy legyen
olyan ,,;ng” principdlis szim, amire ,,2"°” nagyobb minden lehetséges
principélis szamnal,

masodszor arra a koriilményre, hogy a klasszikus matematika szdmos
olyan, a raciondlis szdmok korében értelmezett szamsort ismer, ami
,0”-hoz konvergal,

harmadszor arra, hogy mig ezen szamsorok numerikus meghatarozasa
2-n pontosségﬁ addig az elébbi konvergencia R A-n beliili bizonyitasa
csak + - pontosséagl,

végiil pedlg arra, hogy a széban forgé szamsorok numerikus értékeinek
,0”-hoz valé konvergaldsa ily médon csak igy garantdlhaté, ha min-
den ,,n” természetes szdmhoz taldlhat6 olyan ,,m”, amire ,,2"” kisebb
,m”-nal, amit pedig RA alaptételére hivatkozassal épp most vita-
tunk.

5.2. Bizonyitasi kisérlet.
Az aldbbiakban bemutatunk egy konkrét bizonyitdsi kisérletet, amelytél a
Peano aritmetika ellentmondésossdganak tényleges igazolasat varjuk.

A bizonyitdsi médszer a modern matematikanak a ,,nevezetes kon-
stansok” (példaul: ,7”, ,e”, stb.) meghatdrozisira és numerikus
kiszamitdsdra felfedezett legijabb algoritmusaira tdmaszkodik. A
»,PSLQ” technikéra épiil6 mddszer, és néhany kiiléndsen érdekes al-
goritmus ismertetésére az Interneten hozzaférhet6 (8] és [9] irodalmi
forrasokra hivatkozunk.

A konkrét bizonyitashoz az ugyancsak nevezetes ,,0” konstanst el6al-

lité (a kozelmiltban felfedezett) aldbbi formulat valasztjuk:

il 8 4 8
£~ 16+ 8k+1 8 +2 8k+3 8k+4

2 2 . 1 _0
8k+5 8k+6 8k+7/
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- E formula felfedezésével, valamint rendkiviil kedvezé adottsdgainak
és lehet6ségeink az ismertetésével kapcsolatban [9] irodalmi forrdsra
hivatkozunk. Az ott részletesen ismertetettekbdl most itt csak egy
nevezetes kériilményt ragadunk ki, mégpedig azt a tényt, hogy ahhoz,
hogy a (13) formulaval meghatdrozott racionilis szamnak kiszdmitsuk
a (mondjuk) 10'%-ik ,,bindris” szdmjegyét, nem kell az egész szamitast
elvégezniink, hanem elég, ha csak erre a szamjegyre koncentralunk,
amivel igy jelentds idGt és energidt takaritunk meg.

- A konkrét bizonyitési kisérlethez definidljuk az alibbi véges szadmsort:

n 1 8 8 4 8
14 B(n)=) -— - - - -
(14) (n) ’g)l(;k (8k+1 8k+2 8k+3 8k+4
— 2 — 2 + !
8+5 8k+6 8k+7

- RA-ban (a ,racionélis szdmok” bevezetésével és a ,,véges integral”
mébdszerével) bizonyithatd az aldbbi Gsszefiiggés

4 A

1 B - — =0(n) < —

(15) [B(n)| — 157 = Q) < —
ahol m = 0,1,2,... a ,,véges integrdl” targyat képezo intervallum

felosztasainak szamaét jeloli.
- A Peano aritmetikdban ebbdl kozvetlenill eljuthatunk a klasszikus
matematikabdl jol ismert alabbi Gsszefiiggéshez:

(16) Bl ~ 122 = 0n) <0

- Lévén, hogy RA alaptételébél kovetkezéen van olyan ,,n” amelynél
minden ,,m”-re ,,2™” kisebb ,,m”-nél, igy RA-ban (16) teljesiilése
nem, hogy nem garantalt, de a mondottakbdl kdvetkez6en nem is
latszik valdsziniinek.

- A kisérlet lényegét a (15) és (16) kozotti kiilonbségtétel eldontése
képezi, nevezetesen az, hogy a (15)-ben szerepl6 2(n) kifejezésre vala-
mely n = ng paraméter-valasztas mellett teljesiil-e a (16)-val ellentétes
aldbbi Gsszefiiggés:

(17) Q(ng) > 0

- Koénnyen beldthatd, hogy az Q(n) kifejezés , konkrét” értéke szamitd-
géppel tamogatott numerikus szamitasok eredményeként a principélis
szamok minden (elvben barmilyen ,,nagy”) ,,n” értékére egyértelmiien
meghatarozhaté.

- A kisérlet soran egyre nagyonn és nagyobb ,,n” értékekhez sorra ki-
szdmitjuk a (14)-vel és (15)-vel meghatarozott Q(n) fiiggvényértéket,
amig (17)-et kielégits egyenl6tlenségre, és dltala a Peano aritmetika
egy numerikus szamitdsokkal igazolt ellentmonddasdra nem jutunk.
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5.3. A kisérlet sikeres végrehajtiasanak kérdései.

Kisérletiink sikeres végrehajtasanak két okbol is elengedhetetlen részét képezik
a szamitogéppel tamogatott numerikus szamitasok. Egyfeldl azért, mert a sza-
mitégépek ,,bindris” szdmdbrazoldsa j6l koveti a kardindlis és raciondlis szdmok
tulajdonsagait, és felépitésébdl adéddan eleve tullépi a principalis szdmok szlikebb
korét, masfeldl pedig azért, mert a (19) ellenrzéséhez sziikséges, minden bizonnyal
nagyvoliment szamitasok tényleges elvégzésére nem is volna masképpen esély.

A kisérlet ,,konnyd” sikerét illetéen nem lehetnek illizidink, hiszen a (19)
osszefliggést kielégito ,,n” principdlis szAmok nagysdgrendje Y.Kanada és Y.Tamura
vizsgalatai [10] alapjén aligha lehet kisebb, mint ng > 10'° nagysdgrendii. Ahhoz,
hogy (19)-et az ng > 10'° tartomdnyban (14) tényleges kiszdmitasaval vizsgalhas-
suk, olyan volumenii szamitasok elvégzésére van sziikség, ami mai szamitastechnikai
lehet&ségeink mellett egyértelmiien lehetetlen.

A kisérlet ng > 10!° tartoméanyban térténd elvégzésére azaltal van mégis re-
mény, hogy itt (19) ellendrzéséhez nem kell a numerikus szamitdsokat teljes ko-
riien elvégezni, elegendének igérkezik ,,csak” valahol a 1010 -ik tartomanyba es6
szamjegyek meghatdrozdsa, ami [9] szerint lényegesen egyszeriibb, és taldn mar az
ezredforduléra redlisan kivitelezhet6 feladat.

6. Fliggelék

6.1. Kardindlis szamokat el8allit6 itéletfiiggvény.
A kardinélis szamokat el6allité ,,K(a) itéletfliggvényt az egymasra épiilé Ij(a)
itéletfiiggvények aldbbi sorozata segitségével definidljuk:

Ig(a) = VxVy[(x +y) + a=x+ (y + a)]&[0 + a = a]&[SO + a = a + SO)]

I (a) = Ig(a)&Vx[Ig(x) D (a + x = x + a)]

Io(a) = In(a)&VxVy{Ig(x) D Ip(x - a)&fx - (y +a) = x-y + x-a]}

I3(a) = Ip(a)&VxVy{Ig(x)&Ig(y)&Ig(x - y) D
DIg(y-a)&(x-(y-a)=(x-y)-a]}

I4(a) = I3(a)&(0 - a = 0)&(S0 - a = a)&VxVy{Ig(x) D
DIg(a-x)&[(y +2) - x=y-x+a-x]}

I5(a) = I4(a)&Vx{I4(x) D (a-x =x-a)}

Ig(a) = Ig(a)&VxVy[(x +a=y+a) D
D (x = y)|&VxIy[(x =y + a) VIg(x)&(a =y + x)]

I7(2) = Vx¥yl(a = x +y) > I ()& (y)&elg (x) &l ()81 ()]

Ig(a) = I7(a)&VxIqAr{I7(x)&(x #0) D (a=q-x+1)&(r < q)}
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Ig(a) = Ig(a)&VaVvbVgIxdyIz{Ig(a)&Ig(b)&Ig(g) D
D(0<x<a)(a-x+b=g-y+2)&VurvwWww[(0 <u<a)&
&@a-u+b=g-v+w) D (z<wi}

Ka) = Vx{Ig(x) D Ig(a)&lIg(a-x)}

6.2. Principalis szamokat el6allité itéletfiggvény.
A principalis szdmokat el64llité ,,P(i)” itéletfliggvényt az egymasra épiilé Jy (i)
itéletfiiggvények alabbi sorozata segitségével definialjuk:

Jo(i) = K()&Vd3cvxIy[(x < 1)&K(d) D K(c)&(c = (x-d + 1)-)y)]
J1 (i) = J(i)&VcVdVadgvx{(x < 1)&K(c)&K(d)&K (a) D
D 3w[K(7)&B(c,d, x, w)&B(vy,a - d,x, w)]}
P@i) = J41()

6.3. Rekurziv fliggvények értelmezési tartomanyat definidlé itéletfiggvény.
A rekurziv fiiggvények értelmezési tartomanyat az alabbi téletfiiggvény-paros-
sal definidljuk:

F(a,b,...,i,w) = 3c3d{3u[B(c,d, 0,u}&Q(a,b,...,u)]&
VxJudv|(x < i) D B(c,d, Sx,u)&B(c,d, x, v)&
R(v,a,...,i,u)}&B(c,d,i,w)}

Pg(i) = Pr(i)&VyVa... 3w{K(y)&K(a)& - D
D K(w)&F(a,b,...,i,w)}

ahol Pr(i) az R(y,a,...,1,u) definidlé fliggvény értelmezési tartomanyanak itélet-
fiiggvénye.

6.4. Rekurziv bizonyitasok érvényességi korét definidlé itéletfiiggvény.
A rekurziv bizonyitasok érvényességi korét definidld itéletfiiggvény:

Pp(i) = P(i)&Vx([(x < i) D T(x))
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A NEW, GENERAL THEORY OF NATURAL NUMBERS,
DISPUTING EVEN THE PEANO ARITHMETIC

T. RAzZGA

As the key issue of this paper, a new, general theory of natural numbers is presented. It
will be demonstrated, that this new theory is consistent, gives a complete description without the
axiom of recursion, and is valid even in the great values of natural numbers. This paper puts
the whole question of the consistency of Peano arithmetic in a completely new light, namely it
demonstrates one of its intrinsic contradiction. Finally an arithmetic formula is presented, which
— according to our hypothesis — by its numerical calculation of great precision, can directly
demonstrate the expected above contradiction.
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VAZKIJELOLO ALGORITMUSOK A DIGITALIS KEPFELDOLGOZASBAN
FAZEKAS ATTILA

Debrecen

A digitalis képfeldolgozdsban vonalas abrik feldolgozdsa sordn gyakran haszndlatos a vdzkijelolés.
Ez a mddszer a sajitsigok kinyerését segiti el azzal, hogy eltte a képet a feldolgozds szempontjabol
kedvezbb alakra hozza. Ebben a dolgozatban egy rovid dttekintést adunk az irodalomban taldlhaté kiilonboz
algoritmusokrdl, a vazkijelolés matematikai hatterérl és az ezzel kapcsolatos alapvet fogalmakrél.

1. Bevezetés

A digitalis képfeldolgozas kozel hetven éves multtal rendelkezik. A kezdeti problé-
mak a digitdlis képek &tvitele sordn addédtak. Az 1920-as évekt6l kezd6dden a haszndlt
technikdk fejlédésében nagy véltozdst az rprogram hozott. A digitdlis képfeldolgozasi
technikdkat azdéta mdés teriileteken is haszndljak. Példaként az orvosi, ipari, katonai és
human alkalmazasokat emlithetjiik [3,10,24].

A digitalis képfeldolgozdsi eljarasok alkalmazasuk szempontjabol két alapvetd csoportba
sorolhat6k. Az egyik csoport a képi informdcidk atalakitdsa emberi feldolgozds szdmara
kedvezébb alakra. A mdsik az 6nallé gépi felismerés megvaldsitasa.

Az automatikus gépi felismerést megvaldsité médszereket a szakirodalomban alapvet&en
hdrom nagy csoportba soroljék [5]. Természetesen az egyes csoportok kézétt nem lehet éles
hatdrvonalakat hizni. Ez a csoportositds a felismerés folyamatat is tiikr6zi. Most tekintsiik
roviden at ezeket a csoportokat:

o Képtranszformécié. Ezen eljarasok a digitalis képen taldlhaté képpontok tulajdon-
sagai (pl. vildgossdguk) alapjin az eredeti képbél egy mdsik digitélis képet (az un.
transzformalt képet) allitanak el.

o Képelemzés. Az egyes objektumpontok egyiittes tulajdonsagai alapjan az altaluk
alkotott objektum, illetve hattér komponens legfontosabb jellemz6it allitjak eld.
Ezeket a jellemzéket sajatsdgoknak is nevezik.

e Képfelismerés. A sajatsigok ismeretében egy tudésbazis segitségével ,felismerik”
a képen lathaté objektumo(ka)t.

Egy objektum felbontdsa egyszeriibb és kisebb objektumokkd gyakran hasznos a
digitalis képfeldolgozdsban. A karakterfelismerésben — amely az alakfelismerés egy
részteriilete — gyakran hasznalnak erre a célra egy specidlis technikat, a vazkijelolést. Ez
egy olyan specidlis képelemzd algoritmus, amelyik a digitdlis képet a sajatsagok kinyeréséhez
kedvezébb alakra alakitja at. Az objektum vonalait, foltvonalait egy pixel vastagsagu

Az OTKA 1994/895. és MKM 442/94 timogatdsival késziilt .
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vonallal helyettesiti, amely megkozelitleg az eredeti foltvonal kézépvonala. Ez a médszer
nyilvanvaléan ,vonalas” dbrdk esetén alkalmazhaté sikeresen.

A vaz kifejezi az eredeti objektum f6 komponensei koz6tti szerkezeti Gsszefiiggé-
seket. Ez azt eredményezi, hogy a tovabbi feldolgozast a véazzal végezhetjik. Ezzel
a felhaszndlt memdriat csokkenthetjiik, az alakfelismeréshez szilikséges adatszerkezetet
egyszeriisithetjiik.- Természetesen csokken a feldolgozasi 1d6 is. A vazkijel6lé algoritmusok
altaldban digitalizalt, kétszint{i képet varnak bemenetként és ugyanilyen tipusi képet adnak
eredményiil.

Ebben a cikkben egy rendszerez6 jellegii attekintést kivanunk adni a vdazkijelolés
irodalmarél. Régzitjiik ezen témakor megismeréséhez sziikséges matematikal modelleket
és fogalmakat. Az elsé fejezetben a legfontosabb matematikai ismereteket foglaljuk Ossze.
A tovabbi fejezetekben a csoportositds alapjat a felhasznalt matematikai mddszer, illetve
modell adja. A fejezetek sorrendje megkozelitbleg az egyes médszerek id6beli sorrendjét is
jelenti.

Ebben a témakorben hatalmas témegli publikicid jelenik meg évente. Ehhez képest
nagyon elenyészé szdmban jelenik meg Gsszefoglald, Gsszehasonlité és dttekintd jellegili cikk
[17,33]. Tudoma&sunk szerint magyar nyelven ilyen jellegli munka kordbban nem jelent meg.
Ezt a hidnyt szeretnénk pdtolni munkankkal, amely el6segitheti a magyar szakkifejezések
elterjedését is.

1. Alapvetd fogalmak

1.1. Definicié. A Z? halmazt digitalis siknak, elemeit képpontoknak (vagy rovi-
den pontoknak) nevezziik. A digitélis sik egy véges részhalmazat digitdlis halmaznak
nevezzitkk. Egy D digitalis halmaz feletti n-szintli digitdlis kép alatt egy olyan f
fiiggvényt értiink, amely a D-t a R = {0,1,--- ,n — 1} halmazba képezi. A R halmaz
elemeit vilagossagkdédoknak nevezziik. Az n = 2 esetén a bindris kép elnevezés is
hasznilatos. Egy f binaris kép el6terén az F' = {P € D|f(P) = 1}, a hatterén a
B = {P € D|f(P) = 0} halmazt értjiikk. Az elStér pontjait objektumpontoknak, a
hattér pontjait hattérpontoknak nevezziik.

1.2. JELOLES. A kés6bbiekben, ha egy digitélis halmaz P pontjdnak koordindtait is fel
kivanjuk tiintetni, akkor azt a P(i,j) alakban fogjuk megtenni.

1.3. Definicis. Legyen P(i,j) és Q(k,l) ugyanazon digitalis halmaz két pontja. A Q) a
P 4-szomszédja, ha a koordindtékra teljesiil, hogy |i —k|+|j—1] = 1. A 4-szomszéd helyett
hasznélhatjuk a kozvetlen szomszéd elnevezést is. Ha a koordinatakra a fenti egyenlfség
helyett az |i — k| = |j — ] = 1 teljesiil, akkor a @ a P kozvetett szomszédja. A kozvetlen
és kdzvetett szomszédokat egylittesen 8-szomszédoknak nevezziik.

Az irodalomban altaldnos mddszer a D, F és B digitélis halmazok szemléltetésére az
alabbi grafikus reprezentcié:

Ahol o a hattérpontokat, e az objektumpontokat és ezek egylittesen a vizsgalt digitélis
halmaz pontjait jelolik.
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Most tekintslink egy egyszerii példat a fenti fogalmak szemléltetésére. Legyen a D
digitélis halmaz a kovetkezéképpen definidlva: D = {(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0),
(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(4,2),(3,3),(4,3),(3,4),(4,4)}. Legyen f egy D feletti
bindris kép, amely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsaggal:

VP € D esetén f(P(z,y)) = { 1 halz—yl<2

0 , egyébként.
Ekkor az f bindris kép elétere az F' = {(0,0), (1,0), (2,0), (0,1),(1,1),(2,1),(3,1),
(4,2),(3,3),(4,3),(3,4), (4,4)} digitélis halmaz lesz. Nyilvanval6an a hattért a B = D\ F =
{(3,0),(4,0),(4,1)} Osszefiiggéssel kaphatjuk meg.

A (3,1) koordinatdju pont kozvetett szomszédja a (4,2) koordindtaji pontnak. A (0,0)
koordinataji pont kozvetlen szomszédja a (0,1) koordindtdji pontnak. Egy P pont 8-
szomszédainak (4-szomszédainak) halmazdt Ng(P)-vel (N4(P)-vel) szokds jelolni. Péld4ul:
N4(P(37 1)) o {(2i 1)7 (3a O)a (4a 1)} és NS(P('?’a 1)) = {(27 1)’ (27 0)7
(37 0)7 (4) O)a (4a 1)7 (41 2)}

Nyilvdnvaléan, ha P és @) egy D digitdlis halmaz pontjai és P 8-szomszédja (4-
szomszédja) @-nak, akkor @) is 8-szomszédja (4-szomszédja) P-nek.

1.4. Definicio. Legyen U és V digitalis halmaz. Az U-t a V 8-szomszédjinak (4-
szomszédjanak) nevezziik, ha 3P € U és 3Q € V 1gy, hogy P 8-szomszédja (4-szomszédja)
@-nak az U UV halmazon.

1.5. Definicid. Legyen D egy digitalis halmaz, X és Y annak tetszleges pontja. Egy
n (n € N U {0}) hossziisdgii X-bl Y-ba tarté 8-ttnak (4-titnak) neveziink egy olyan
X = Xo,X1, -+ ,Xn—1 =Y pontsorozatot, melyben X; 8-szomszédja (4-szomszédja) X;_1-
nek (0<i<n-1)és X; €D.

A korabbi példank jel6léseit felhaszndlva az F' halmazt bontsuk fel a kovetkez6képpen:
U= {(Oa O)a (1’ 0)7 (2’ 0)7 (0’ 1)7 (11 l)a (Za 1)) (37 1)}7 V= {(47 2)7 (37 3)’ (47 3)a
(3,4),(4,4)}. Az U a V 8-szomszédja lesz, mert P(3,1) € U, Q(4,2) € V és P 8-szomszédja
@-nak. Koénnyen ellenérizhet6, hogy U nem 4-szomszédja V-nek.

Nyilvdnvaléan, ha U 8-szomszédja (4-szomszédja) V-nek, akkor V is 8-szomszédja (4-
szomszédja) U-nak.
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Példaként keressiink egy olyan 8-utat amelyik a (2,1) koordinitiji pontot a (4,3)
koordindtaji ponttal koti Ossze. Az egyik lehetséges megoldds a (2,1),(3,1), (4, 2),
(4,3) pontsorozat. Azonban esetiinkben 4-it nem létezik. Vegyiik észre, hogy tetszbleges
digitélis halmaz két pontja esetén, ha létezik az egyikbdl a masikba tarté 8-t (4-1t), akkor
a mésikbdl az egyikbe tartd is létezik. A példankban a (4, 3), (4,2),(3,1),(2,1) pontsorozat
a (4,3) koordinataju pontot a (2,1) ponttal Gsszekotd 8-1t.

1.6. Definicié. Legyen D egy digitdlis halmaz, X és Y ennek pontjai. Az X pontot
8-irdnyban (4-irdnyban) 6sszefiigg6nek nevezziik Y-nal, ha létezik egy az X-et az Y-nal
Osszekotd 8-ut (4-it).

A korabbi példa alapjan a (2,1) koordinitdjui pont 8-irdnyban Osszefiiggd a (4,3)
koordinataji ponttal. Azonban 4-irdnyban nem Gsszefiigg6. Fontos megjegyezni, hogy ha X
és Y valamely digitélis halmaz pontjai, és X 4-irdnyban sszefiiggé Y-nal, akkor 8-irdnyban
is.

1.7. Definicid. Legyen X a D digitdlis halmaz pontja. Az X 8-komponensét a
kovetkez6képpen definidljuk:
K8(X)={Y|Y € D és Y 8-isszefiigg$ az X ponttal}.
1.8. Definicio. Legyen X a D digitdlis halmaz pontja. Az X 4-komponensét a
kovetkez6képpen definidljuk:
KH(X)={Y|Y € D és Y 4-osszefiiggs az X ponttal}.
1.9. Definicié. Konstrudljuk meg egy D digitalis halmaz minden X pontjdhoz a K (X)
(K} (X)) halmazt. Ezen halmazok koziil a paronként diszjunktakat a D 8-komponenseinek
(4-komponenseinek) nevezziik.

1.10. Definicié. A D digitélis halmazt 8-0sszefiiggonek (4-6sszefiiggonek) nevezziik,
ha minden P pontja esetén K%, (P) = D (K} (P) = D) teljesiil.

Visszatérve a kordbbi példankhoz és annak jel6léseihez a kdvetkezd megallapitasokat
tehetjiik: K$(P(2,1)) = K5(P(4,3)) = F, KH(P(2,1)) = U és K5(P(4,3)) = V. Ezek
alapjan a D egyetlen 8-komponensbél all, és igy 8-Osszefiiggs. Azonban nem 4-Gsszefiiggd,
mert két 4-komponense van, nevezetesen U és V.

1.11. Definicié. Egy D digitéalis halmazt ablaknak neveziink, ha létezik A(k,l) és
B(m,n) pontja, ugy, hogy a D el6all a kdvetkezd alakban:

D={X(GNi=kk+1,--,mji=01+1,---,n}.

Az A pontot az ablak balfels, a B pontot az ablak jobbalsé sarkdnak nevezziik. Az
ablak keretén az L = {X(3,j)|i = k + p,j = + ¢} halmazt értjiik, ahol p € {0, m — k} és
g€ {0,n—1}.

1.12. Definicié. Egy D digitdlis halmaz altal kifeszitett ablak alatt a D-t tartalmazé
legsziikebb ablakot értjiik.

1.18. Definicié. Legyen f a D digitélis halmaz felett értelmezett bindris kép. Jeldlje
B az f hatterét és F az elSterét. Lyukaknak neveziik a B azon 4-komponenseit (8-
komponenseit), amelyekhez nem lehet konstrudlni olyan 4-utat (8-utat), amely a komponens
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egy tetszOleges elemét a D altal kifeszitett W ablak keretének valamely pontjaval koti dssze,
ugy, hogy az utat alkoté pontok mindegyike a W \ F' halmaz eleme.

Most nézziink egy-két szemléltetd példat az 1j fogalmakra a korabbi példank segitségé-
vel. Sem az U sem a V nem ablak. Ha példdul az U halmazbdl a (3, 1) koordindtaji pontokat
elhagyjuk, akkor egy ablakot kapunk. A V halmaz éltal kifeszitett ablak a VU{(3,2)} halmaz
lesz. A példdban szereplé D digitalis halmaz nem tartalmaz lyukat (fiiggetleniil attél, hogy
melyik Osszefiiggséget valasztjuk).

2. Heurisztikus algoritmusok

Kezdetben — hasonléképpen a digitalis képfeldolgozds mads algoritmusaihoz — a
véazkijel6ld algoritmusok is heurisztikusak voltak. Ebben a fejezetben két ilyen algoritmust
ismertetiink vazlatosan. Megfigyelhetjiik ezen prébalkozésok gyengeségeit is.

A [28]-ban S.K. Parui és A. Datta &ltal publikdlt algoritmus &tlete egy egyszerd
folytonos modellbél szdrmazik. Ennek alapjdn a védzat a folytonos esetben a kdvetkezd-
képpen definidlhatjuk:

2.1. Definicid [28]. Azon P objektumpontokat vAzpontoknak fogjuk nevezni, amelyek
a rajtuk athaladé legrévidebb hosszisdgd hirok kozil legaldbb egynek felezbpontja. A
vazpontok Osszeségét az objektum vazinak nevezziik.

Digitalis képen — a fenti Stletet felhaszndlva — a vézat a fliggdleges és vizszintes irdnyd
hirok vizsgalataval jellhetjik ki. Ezeket lefutdsoknak fogjuk nevezni. Megdallapodunk
abban, hogy a fiiggéileges lefutds kezdépixele a legfelsd objektumpont, a vizszintesé pedig
a legbaloldalibb. Egy lefutds hosszén az azt alkoté objektumpontok szdmat értjiik. Egy n
hossziisagu lefutds k6zép-pixelén a lefutds kezdetétdl szamitott [(n + 1)/2] objektumpontot
értjik. Ez a fogalom a folytonos modellben a felezépontnak felelt meg.

Az objektum viza a kovetkez6képpen taldlhaté meg: minden objektumpont esetén
megvizsgaljuk az ahhoz tartozd lefutasokat. E két lefutds koziil a révidebbet valasztjuk ki.
Ha a vizsgalt objektumpont koézép-pixele ennek a minimélis lefutdsnak, akkor vazpontnak
nevezziik. A vazpontok Gsszesége alkotja a vazat.

Vildgos, hogy egy vazpont megtaldldsa fiiggetlen mas vazpontoktdl, igy a vazkijelolés
parhuzamosithaté. Nagyon egyszerii dbrak esetén is tapasztalhatjuk azt, hogy a vdz nem
Orzi meg az objektum Osszefliggdségi viszonyait. Példaként tekintsiik a 2a. 4bran lathatd
objektumot és annak vazat a 2b. dbran.

Lithatd, hogy a vézkijel6lés eredményeként (dltaldban) csbkken az objektumpontok
szdma. A vazpontok kivételével minden objektumpont hittérponttd valik. A példankban
a 2a. dbrdn csak azok az objektumpontok maradnak az eljards utdn is objektumpontok,
amelyek a 2.1. definicié értelmében vazpontok. Az eredeti objektum 8-osszefiiggé (s6t 4-
Osszefliggd) volt, de a viz nem 8-Gsszefliggs. Ez nagy probléma, mert csak a vazat ismerve
nem tudjuk eldénteni a feldolgozas kés6bbi szakaszdban, hogy ez egy vagy két objektumnak
a vaza. Fontos, hogy a viz megérizze az eredeti objektum 6sszefiiggségi viszonyait. Ennél
a példandl ez nem teljesiilt.

A [7]-ben egy specidlis célokra kifejlesztett heurisztikus algoritmust taldlhatunk. Arra
valé tekintettel, hogy ez csak kéziratban jelent meg, ezért részletesebben ismertetjik.
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2a. dbra 2b. dbra

Jelolje f az A(k, 1) balfels6 és B(m,n) jobbalsé sarki W ablak felett értelmezett binaris
képet. Ezt a digitalis képet konnyen reprezentalhatjuk egy m — k oszlopbdl és n — [ sorbdl
allé binaris matrixszal. A kapcsolatot az f és M kozott a kovetkezd egyenléség teremti meg:

M., = f(P(z,y)) VPeW.

A vézpontok kijel6lése az M métrix soraiban torténik a sorok indexének novekvo sorrend;jé-
ben haladva. Tételezziik fel, hogy az yo-nél (yo > ) kisebb indexi sorokban a vazpontokat
mar kijeloltiik. Képezziik az yo, illetve az yo — 1 sor megfelelé elemeinek felhasznaldsaval az

Ego = 2(1 = myo,z) <+ (1 =4 myO_lvz)

osszegeket. Ekkor EY° lehetséges értékei: 0,1,2,3. Ha EY° = A, akkor azt mondjuk, hogy az
EY° sorozat a j-edik pontban az Ay (A =0,1,2,3) allapotban van. Most ladssunk egy példat
az EY sorozat képzésére. A 3. dbran egy bindris képet ldtunk, ezt kovetden egy tablazatot,
amelyik a képet reprezentdl6 bindris métrixot, és ennek segitségével a fenti sorozat képzését
mutatja be.

% |9 @®0O0
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L ) J(@
L [ I
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3. abra
%0 — 1 11 1 0 0 111 0
Yo 4] 0 0 1 i 0
EYo 00 2 3 1 | 000 | 3
éllapot Ao A2 Ag A1 Ao Ag
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4. abra

Az A, értékek felhaszndldsaval a képet alkoté foltvonalakat két nagy csoportba
oszthatjuk. Az egyik csoportot a "nem visszahajlé foltvonalak” alkotjdk. Erre jellegzetes
példa a 4. dbran lathaté foltvonal. Az ezeknek megfelel6 allapotsorozatra az jellemzd, hogy
egyetlen Ay sorozatot tartalmaz, amelynek hossza a foltvonal vastagsidgaval becsiilhet6.

A masik csoportot a ”visszahajlé foltvonalak” alkotjdk. Erre példiat az 5. dbran
lathatunk. Az ezeknek megfeleld allapotsorozatban legaldbb két darab Ay sorozat van.
Az Ay sorozatokat elvédlaszté Ay vagy Ao szelet hossza jellemzé a foltvonal gorbiiletére.

5. dbra

A 3. dbran lathatd képrol kis mérete miatt nem tudjuk eldonteni, hogy melyik csoportba
tartozo foltvonal részletét abrazolja.

Ezek utdn az yo sorban szerepl6 A sorozatok — mint vizszintes lefutdsok — kozép-
pixelét (figyelembe véve a kordbban kijel6lt vazpontok elhelyezkedését) kijel6ljiik vazpont-
nak. Eldgazdsok, keresztez6dések esetén a vizszintes lefutdsok mellett a fiiggbleges lefutdsok
vizsgalatara is sziikség van. Errdl részletesebben olvashatunk az emlitett dolgozatban.

3. Vékonyité algoritmusok

A vézkijelolésre haszndlt egyik alapvetd technika a vékonyitds. Ennek pontos defini-
cidjat a 6. fejezetben fogjuk ismertetni. Az irodalomban a vazkijelolést és a vékonyitast
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sokszor rokon értelemben hasznaljak. Pedig lényeges kiilénbség van a ketté kozott. A
vazkijel6lés egy olyan algoritmus, amelyik egy objektum vazat szolgdltatja eredményként.
A vékonyitas pedig egy olyan iterativ mddszer, amely minden iterdcidéban torli a vizsgalt
objektum azon objektumpontjait, amelynek szomszédsigdban van hattérpont. (Az ilyen
objektumpontot kontirpontnak nevezik.) Bizonyos jarulékos feltételekkel elérhetjiik azt
is, hogy csak abban az esetben tdrténjen meg egy kontirpontnak a torlése, ha az nem
valtoztatja meg az objektum Osszefiiggdségi viszonyait.

Régebben a vazat tobbféleképpen definidltik. Néhdnyat ezek koziil mi is ismertet-
tink ebben a munkdban. Gyakran a vékonyitds sordn kapott objektumot definidltak az
eredeti objektum véazaként. Napjainkban a vaz altaldnosan elfogadott definiciéja (lasd
7. fejezet) fiiggetlen a kinyeréséhez hasznalt moédszert6l. Ezért a vékonyitd algoritmusok
megkonstrualasa utan még igazolni kell, hogy a kimenetként kapott kép valéban a bemeneti
képen lathaté objektum vazat tartalmazza. A 7. fejezetben példaként ismertetiink egy ilyen
komplex elemzést.

A vékonyité algoritmusok csalddjdra klasszikus példa E.S. Deutsch [14]-ben ismerte-
tett algoritmusa. Itt a szerzd egy Boole-egyenletrendszer segitségével adja meg azokat a
feltételeket, amelyek meghatarozzak, hogy egy objektumpont mikor térélheto.

3.1. JELOLES. Legyen f a D digitdlis halmaz felett értelmezett digitalis kép. Legyen
P(z,y) a D egy tetszleges pontja. Ekkor a Pi(z+1,y), P2(z+ 1,y + 1), Ps(z,y + 1), Ps(x —
Ly+1),Ps(z—1,y),Ps(z — 1,y — 1), Pr(z,y — 1), Ps(z + 1,y — 1) jel6lésekkel defindljuk a
vp(i) = f(P;) fiiggvényt. A vp helyett, ha nem okoz félreértést a v jelélést fogjuk haszndlni.

3.2. Definicid. A I keresztszamot (Hilditch-féle keresztez6dési szam) a kévetkezOkép-
pen definidljuk:

8
T=) h((k mod8)+1)-(k).
k=1

Most réviden ismertetjilk a Deutsch-féle szabalyrendszert és az azt hasznalé algoritmust.

(3.1) I'=0,2 vagy 4
8
(3:2) > (k) #1
k=1
(3.3) (1) Av(3) Ay(5) =0
(3.4) (L) Ay(3) Ay(7) =0

Ha I’ = 4, akkor még vagy az (3.5a) vagy az (3.5b) feltételnek is teljesiilnie kell:
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{y(1) A~(7) =1}

és
{7(2) v~(6) =1}
es
(3.5a) {7(3) v(4) v(5) v v(8) =0}
{v(1) A~(3) =1}
€s
{v(4) v~(8) =1}
€s
(3.5b) {7(2) v(5) v ~(6) v +(7) =0}
(3-6) Y¥(3) A y(5) Ay(7) =0
(3.7) Y(5) Ay(7) Ay(1) =0

Ha a I" = 4, akkor még vagy a (3.8a) vagy a (3.8b) feltételnek is teljesiilnie kell:

{r(G) Av@3) =1}

és
{~(6) v~(2) =1}
és
(3.8a) {v(1) vy(4) v(7) v ~(8) =0}
{¥(7) Ay(5) =1}
és
{~(8) v~(4) =1}
és
(3.8b) {v(5) v(6) v v(7) v ¥(2) =0}.

163

Els6 lépésben megvizsgaljuk, hogy mely objektumpontok elégitik ki az (3.1)-(3.5) szabé-
lyok mindegyikét. Amelyek kielégitik azokat toroljlik. (Torlés alatt egy objektumpontnak
héttérpontts torténd dtmindsitését értjitk.) Ez lesz az els6 alciklus. A masodik alciklusban
az (3.1),(3.2) és (3.6)-(3.8) szabdlyok teljesiilését vizsgaljuk. A vizsgilat utdn a lehetséges
torléseket is elvégezziitk. A két alciklus egymdsutdni egyszeri alkalmazdsa alkot egy ciklust.

Ezt addig kell ismételni, amig van torolhetd objektumpont a képen.

Az irodalomban taldlhaté vékonyité algoritmusok csoportositdsanak egyik lehetséges
szempontja az, hogy hany alciklusbél all. Lehetséges értékek: 1 [22,23,33], 2 [12,29,34], 4
(1,17], 8 [1,17]. Csoportosithatjuk az algoritmusokat a szekvencialis [9,21] vagy parhuzamos

[28,32] voltuk alapjén is.
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Vegyiik észre, hogy a vizsgalt algoritmusban az adott alciklusbeli szabalyok teljesiilését
az Osszes objektumpontra egyidejiileg vizsgalhatjuk meg. Ezért parhuzamos architektiraji
szamitégép hasznalataval jelentésen csokkenthetjiik a végrehajtési id6t.

Most vizsgaljunk meg néhdny szabdlyt kozelebbrél. A (3.2) szabalynak az a hatdsa,
hogy ha az Osszeg értéke 1, akkor megakadalyozza a mér vékonyitott komponensek
végeinek torlését. A (3.3) és (3.4) a négyzetes ablakon beliili fels6 és jobboldali pozicidk
4-Osszefliggbségét biztositja. A (3.6)-(3.8) szabdlyok a (3.3)-(3.5) szabalyok 180°-os
elforgatottjai”.

Az objektumpontok torlésére vonatkozo feltételeket nem csak Boole-egyenletekkel, hanem
ugynevezett sablonok segitségével is megadhatjuk.

3.8. Definicié. Legyen X és Y digitélis halmaz. Egy altalanositott, bindris értéki Y-
bél X-be haté t sablon alatt egy t : Y — f(X) fiiggvényt értiink, ahol f egy X feletti
binaris kép. A t egy rogzitett P € Y esetén egy X feletti binaris kép, azaz tp : X — {0,1}.

3.4. Definicio. A 3.3. Definicié jeloléseit haszndlva. Minden sablon esetén lehetéség
van egy P(k,l) € Y elem kitiintetésére, amit centrdlis elemnek neveziink. Azt mondjuk,
hogy a t sablon illeszkedik a Q(m,n) € X pontban a képre, ha VP'(i,j) € Y esetén
F(@ (m = (k= i)yn — (U= ))) = tpr(s,(Q'm — (k — i), — ( - 7)) teljesil.

Pavan Kumar és munkatdrsai [22], egy iterativ, parhuzamos vazkijelold algoritmust
adtak, amely egyetlen alciklust alkalmaz. Az altaluk haszndlatos sablonokat a 6. dbran
lathatjuk.
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6. abra

Ezt a tiz sablont A-tipusi sablonnak nevezziik. Vizsgdljuk meg példaul az elsé sablont
kozelebbrél. Nézziik meg a 3.4. definicié jeloléseit hasznélva, hogy mit jelent egy ilyen
grafikus sablon-megadés. Ahogy azt korabban lattuk ez meghatéaroz egy digitélis halmazt, ez
esetiinkben az Y'-nak felel meg. Es meghatdroz egy Y feletti g binaris képet is. Allapodjunk
meg, hogy ez a megadéasi méd VP € Y esetén jelentsen egy olyan X feletti f' bindris képet,
amely a kovetkezOképpen van definidlva:

9(Q") , ha Q' eleme az Y-nak

IPI —
F(P) { 0 , egyébként.

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



VAZKIJELOLO ALGORITMUSOK A DIGITALIS KEPFELDOLGOZASBAN 165

A DO jel altal meghatdrozott pozicik kéziil egy sablonon beliil legaldbb egynek o-nek kell
lennie. Ez tulajdonképpen tébb sablon egyiittes leirdsat teszi lehetévé. Péld4ul a harmadik
sablon ezzel a roviditési technikdval 31 sablont helyettesit.

Ezek alapjan konnyen eldonthetjiik, hogy ez a sablon a 7a. dbrdn lathat6 bindris kép
mely pozicidira illeszkedik.
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7a. abra 7b. abra

Ezek utan a sablonok hasznalatat konnyd megérteni. Ez nem jelent mast, mint azoknak
az objektumpontoknak a megkeresését és torlését, amelyekre legaldbb egy sablon illeszkedik.
Ezt a tipusu sablonozast torlé sablonozasnak nevezziik. Ha ilyen értelemben hasznéljuk az
els6 sablont, akkor az ezzel torténd sablonozas eredménye a 7b. dbran lathaté.

A fenti cikkben ismertetett algoritmus megorzé sablonozast hasznal, ami azt jelenti,
hogy csak azokat az objektumpontokat toroljiik, amelyekre egyetlen sablon sem illeszkedik.
Tehat a sablonok nem a torlés, hanem a megdrzés feltételeit hatdrozzdk meg.

Vizsgéljuk tovdbb a [22]-ben taldlhaté algoritmust. Ha csak az A-sablonokat hasznal-
juk, akkor a belsé pontok is torlédhetnek. (Példdul a 8. dbran lathaté objektum egyetlen
ciklus alatt torlédik, mert egyetlen objektumpontjira sem illeszkedik A-sablon.) Ezért a
szerz6 azt javasolja, hogy hozzunk létre egy uigynevezett siirii képsikot és tervezziink meg egy
ujabb csoport sablont, amit ezen fogunk hasznalni. Egy sablon illeszkedése a siirti képsikon
azt jelenti, hogy az objektumpont nem torolheté az A-sablonokkal. Ezekrél részletesebben
a fenti irodalomban olvashatunk. A stirii képsik az eredeti digitdlis képbdl nyerheté a
kovetkez6képpen. Abban az esetben, ha az eredeti digitélis kép 2 x 2-es kornyezetében
csak objektumpontok vannak, akkor a megfeleld siirii képsikbeli pont is objektumpont lesz.
Minden maés esetben a siirii képsikbeli pont hattérpont lesz. Nagyon koltséges lenne, ha az
egész siiri képsikot tarolnank, kiiléndsen, ha az eredeti kép nagyon nagy. Erre azonban nincs
szitkség. A siird képsik pontjait helyileg lehet létrehozni, és azonnal elvégezni a sablonozast
rajta a helyreallité sablonokkal.

A sablonok hasznélata torzitdsokat okoz a képen. Ezen hatdsok csokkentésére
kiilonbo6zo javaslatok taldlhatdk az irodalomban. Az egyik lehetOség specidlis, tigynevezett
tisztit6é sablonok haszndlata [28], amelyek a hibdkat korrigaljak. A masik eljiras az adaptiv
sablonozds, amelyr6l részletesen a [33]-ban olvashatunk. Ezt most réviden attekintjiik.
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000000
000000
000000
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Az alapelv tulajdonképpen nagyon egyszeri. Bizonyos feltételek teljesiilése esetén
a 3 x 3-as sablonok helyett 9 x 9-eseket haszndlunk. (Ha &lland6an ilyen sablonokat
hasznédlnank, az til ,driga” lenne végrehajtasi id6 és tarhely szempontjadbdl egyarant.)
A nagyméretii sablonok valéjdban nem 9 x 9-esek. A k6zépsé rész egy szokdsos 3 x 3-as
sablon. A nyolc darab periféridlis rész mindegyike szintén lefed egy-egy 3 x 3-as teriiletet, de
csokkentett informdcidszolgaltatdssal (9. 4bra). Ezen részeken két bindris érték generalédik.
Legyen ez a két érték a és S.

o { 0 ,haa ¥p (k) <5
1 , kiilénben.

(A vizsgdlt elem minden esetben a megfelel6 periféridlis elem centralis eleme.) A f
bindris valtozét ezen 3 x 3-as teriileten elhelyezked6 pontok altal kiadott minta feljegyzésére
hasznaljuk. Példaul a tapasztalatok alapjian az egy egyenesre es6 harom pont altal alkotott
mintit érdemes megkiilonboztetni az egyéb elrendezéstél. Az ilyen kitiintetett elrendezés
esetén 8 = 1, kiilénben 8 = 0.

a=0

p=1

9. dbra

A feltétel ebben az esetben, ami alapjdn a 3 x 3-as sablonrdl a 9 x 9-es sablonra tériink
at, az, hogy a konturpont alatt és felett van két elétérpont. Ez azt valészintsitheti, hogy
egy hosszu fiiggdleges vonal taldlhaté a képen.

M4s-més ,torzitas” esetén més-mas feltételt és mas-mas 9 x 9-es sablont kell alkalmaz-
nunk. Ennek a médositdsnak az az el6nye, hogy kevés ,nagy” sablonra van sziikség, és
nagyon ritkan kell attérni ezekre. Ezzel végrehajtdsi id6t és memoriat takarithatunk meg
ahhoz képest, ha 9 x 9-es sablont hasznalnank allandéan.
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4. Valdszintliségszamitasi médszerek alkalmazasa

Az iterativ modszerek jelentds csoportja valdszintiségszamitasi eszk6zokon alapul. Ezek
kéziil kettSt szeretnénk kiemelni ezen dolgozatban. Elséként Sabri A. Mahmoud és
munkatarsainak [25]-ben publikélt vazkijel6ls algoritmusdt ismertetjiik.

A szerzdk egy X halmaz fuzzy c-felosztdsat a kovetkezéképpen definidljik:

4.1. Definicio. Egy X halmaz egy fuzzy c-felosztdasa olyan ¢ darab fliggvényt
tartalmazd rendszer, amely teljesiti a kdvetkez6 tulajdonsdgokat:

w;: X —[0,1], ahol0<i<c—1ési €N,

c—1 '
Zu,-(x) =1Vze X.
=0

Az u;-t fuzzy halmaznak, illetve fuzzy klaszternek nevezzilkk X-ben. Az w;(z) az z
tartalmazéasi foka az u; fuzzy halmazon.

Ez az algoritmus egyenes szakaszokbdl épiti fel az objektum vazat. Ez két 1épésben
torténik meg. Az elsd 1épésben a szakaszok végpontjait hatdrozza meg, a mésodik 1épésben
pedig ezek segitségével hozza létre a vdzat. A szakaszok végpontjait a kévetkez6 algoritmus
segitségével hatarozhatjuk meg:

Legyen c egy olyan rogzitett konstans, amely ketténél nem kisebb és nem nagyobb az X
elemszamnal. Vegyiik az X digitalis halmaznak egy fuzzy c-felosztasit, amelyben talalhaté
u; fuggvények egyike sem azonosan nulla.

Szamitsuk ki az m; értékeket, amelyek a klaszterek centrumai lesznek az algoritmus

végrehajtasa utan:

ZX (ui(z))’w

z€ .

mi=X ___ __  i=0,1,-,c—1
X (ui(@)?

zeX

Ezek utan konstrudljunk egy 4j fuzzy c-felosztast a kovetkezdk szerint:
Legyen I(z) = {ilm; = 2,0 <i < ¢—1}. Ha I(z) nemiires, akkor legyen

1, hai=1

(e) = { 0, hai#i,

ahol 7 a legkisebb egész I(z)-ben. Ha I(z) = 0, akkor

(o) = Wz =)
> 1/l = my1)

Az euklideszi norméat alkalmazva hatdrozzuk meg az u; és ; kozti eltérést. Ha ez kisebb,
mint egy megadott kiiszob, akkor fejezziik be az algoritmus végrehajtasit, egyébként legyen
u; = 14, és lépjiink vissza az m;-k kiszamitdsdig és folytassuk onnan a végrehajtast.
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A fenti algoritmus kiszamolja a klaszterek centrumat. Ezek utan a képet letapogatjuk
egy 2 x 2-es méretli ablakkal. Ha az ablak valamelyik két pontja kiilonbozé klaszterhez
tartozik, akkor ezeket a klasztereket szomszédosoknak tekintjiikk. A szomszédsigi relacick
leirasdra egy ¢ X c¢-s matrixot alkalmazhatunk. Két szomszédos klaszter centrumit egy
egyenes szakasszal kotjiik Ossze, amelynek végpontjai a vizsgalt klaszterek centrumai. Az
igy kapott kép a vaz.

Olyan végpontok elhagyhatdk adatcsokkentd lépésként, ahol ,,majdnem folytonossag”
van. Legyen v; egy végpont, amely Ossze van kotve v; és v, végpontokkal. Jeldlje o a
kozbezart szoget. Ha 180° — v < a < 180° + v, ahol v egy kiisz6bszog, akkor v;-t toréljiik a
vézbdl feltéve, ha az nincs més csiiccsal is 6sszekotve a fentieken kiviil. A torlés utdn a v; és
vy, végpontokat Ossze kell kotni. Az eljardst addig ismételjik, amig nincs t6bb elhagyhaté
csucs.

Az S.S. You és W.H. Tsai algoritmusa [26] t&bbszint{i képek esetén is alkalmazhaté. Ez
azért érdekes, mert altaliban a vazkijel6l6 algoritmusok binaris képet varnak bemenetként.
Az algoritmus ismertetése el6tt néhany fontos fogalmat definidlunk.

4.1. Definicié. Egy objektumpontot egyszeriinek neveziink, ha torlése nem valtoz-
tatja meg az objektum Osszefliggségi viszonyait, ellenben Gsszek6t6pontnak.

4.2. Definicié. Egy objektumpontot végpontnak neveziink, ha pontosan egy objek-
tumpont van 8-szomszédai kozott.

4.8. Definicié. Egy objektumpontot izoldlt pontnak neveziink, ha nincs objektumpont
a 8-szomszédai kozott.

4.4. Definicié. Egy objektumpontot belsé pontnak neveziink, ha nincs hattérpont a
8-szomszédai kozott.

Tételezziik fel, hogy a digitalis kép t6bbszinti és a hattérpontok vilagossagkaodja kisebb,
mint az objektumpontok viligossigkédja. Az eljiras soran a képpontokat 6t osztélyba
soroljuk. Az Ot osztaly kozilil négy vdz-osztily és egy nemvdz-osztdly. A vaz-osztilyok
tulajdonképpen a 0°, 45°, 90°, 135° irdnyhoz tartozd egyenesek osztilyat jelentik. Ezzel
feltételezziik, hogy minden egyes vazpont a vazban illeszkedni fog legaldbb egy egyenesre
a fentiek koziil (10. dbra). Ebben az algoritmusban is csak négy irdny van megadva. Ha
sziikséges, akkor tobb is megadhaté. Az 6t osztdlyt Ao, A1, -, As-el jeldljlik. A A4 jeloli a
nemvéaz-osztalyt. Jelolje P, ,(A;) annak a val6sziniiségét, hogy az (z,y) koordinataji pont
a A; osztdlyba tartozik. Az (z,y) koordindtaji pont S, = Z?:o P, ,(A;) valdsziniiséggel
tartozik a vazhoz.

A mdédszer sordn a priori ismeretként feltessziik, hogy éltaldban egy vastag vonal P
kontiirpontjanak vildgossdgkddja nagyobb, mint egy vonal belsejében 1évé @) ponté, és a P
pont kisebb valdsziniiséggel tartozik a vazhoz, mint a Q. Igy az (z,y) koordinatji pont
kezdetben a kovetkezéképpen definidlt valdszintliséggel fog a vazhoz tartozni:

G
0) _ z,y
50 = Gow o
maxr

ahol Gpae a legnagyobb lehetséges vildgossagkdéd, Gg, az (z,y) koordindtdji pont
vildgossagkddja és 0 < an < 1,3 € R. Az a; egy alkalmas megvalasztott konstans,
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A )\2 Ra

10. abra

;;;;;;

amelyik a kezdeti valdszintliségi értékek kiigazitdsdra szolgal. Az (z,y) koordindtaju pont
kezdetben a kovetkezOképpen definidlt valdsziniiséggel tartozik a hattérhez:

PO () =1-55).

Hogy kiilon-kiilon, osztalyonként megbecsiilhessiik az (z,y) koordindtdji pont vazhoz
tartozasdnak kezdeti valészintiségét, fel fogjuk hasznélni 5 x 5-6s kornyezetében taldlhatéd
képpontok valdésziniségi értékeit. Legyen di(z,y) (k = 0,1,2,3) a kovetkezOképpen
definidlva:

do(z,y) = Z 159 - 5%, |

1——2

di(z,y) = Z IS S:(z?f-z y+z|

1——2

d?(zay) Z IS(O z y—(—zl

z——2

1
d3((L‘, y) = Z Z [S; S£O)z y+z’
liz#—02
Ezek segitségével a P{°)(Ax) (k =0, 1,2,3) a kévetkezSképpen definialhaté:
i dk (III, y)

3
2 (a1 —di(,y))

=0

S(0)

P (%) = © k=0,1,2,3.

Amikor arrél dontiink, hogy egy adott pont megoérizendé-e vazpontként, csak a vizsgalt pont
és az 5 x 5-0s kornyezetében taldlhaté pontok kozotti kdlesonhatdst vessziik figyelembe. Al-
taldban egy A; irdnyu egyenes szakasz létezését az (z,y) koordindtdji pontban aldtamasztja
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egy Ay irdnyu egyenes szakasz létezése az (u, v) koordindtaji pontban, ha az (u,v) az (z,y)-
tdl j - 45° irdnyba esik és A\ = A; (11. dbra). A fenti elgondolasok alapjan definidljuk az
aldbbi kompatibilitdsi egyiitthatokat.

1, haaz (u,v) az (z,y) j --45°-0s szomszédja és k = j
C((z,y),J, (u,v),k) = ¢ a2, haaz (u,v) az (z,y) j - 45°-0s szomszédja és k # j
0, egyébként.

A=A ’ @) "J"M* (uv) ’ (;1:)1:‘

N g Y e50 M sy

11. abra

Az eljards sordn minden egyes iterdciéban minden pont valdsziniiségét ki kell iga-
zitani. Ahhoz, hogy ezt megtehessiik ki kell szdmolni szomszédainak Osszhatdsit. Ha
az (z,y) koordindtdju pont egyszerii és nem végpont, akkor végiil térélni fogjuk. Ezért
kivdnatos névelni a hattérhez tartozasdnak valészintiségét. Ha az (z,y) vég-, izoldlt vagy
Osszekotd pont, akkor vazpont, igy kisebb valdszintiséggel tartozik a hattérhez. Ha (z,y)
koordindt4jd pont bels6é pont, akkor nem tudjuk, hogy vdzpont lesz-e vagy sem, és igy annak
a valdsziniliségét, hogy a hattérhez tartozik nem véltoztatjuk meg. A fenti meggondoldsok
alapjadn annak a valdészinliségét, hogy az (z,y) koordindtju pont az r-edik iterdciéban a
hattérhez tartozik, a kovetkezéképpen definidlt egyiitthatéval valtoztatjuk meg:

B1 , ha (z,y) egyszerd, nem vég pont
Q(;g,(/\,;) =4¢ 0 , ha belsé pont
B2 , egyébként,

ahol 1 > 0 > 3. A )p-osztilyba tartozé pontok valdsziniiségének valtozdsat a
kovetkezOképpen definidljuk:

4 3
()\0 ﬁ;}ZZ[ z+1y()‘0 C((z,y),l,(z+i,y),k) -M; - N;

i=1 k=0
+P-—1 y(/\O) ((m,y),l,(z—i,y),k) 'mi'ni]a
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ahol
M. { v, ha (z +i,y) vazpont
: 1, egyébként
7, ha (z —4,y) vézpont
i :{ 1, egyébként
Ny =1
N, ~{ 1, ha N;_; =1 és (z + ¢, y) nem héttérpont
* 71 0, kiilsnben
ng =1

{ 1, han;—y =1és (z — i,y) nem hattérpont
n,; =
! 0, kiilénben.

Az M; és m; értékeit arra haszndljuk, hogy noveljiik azon pontok hatdsit, amelyek mér
vazpontnak bizonyultak. Az N; és n; letiltja azon pontok hatdsit, amelyek nlncsenek

kozvetlen kapcsolatban az (z,y) koordinataju ponttal. A QY)(A1), Q¥ (A2) és QU)(As)
hasonléképpen definidlhaté. Ezek utan:

P01 Q)
ZP%OMU+Q%OM)

PIO () =

Megmutathaté, hogy az iterdcié konvergens, ha (s és a v > 1 az egyes iterdcidk
sordn egyre kisebb értékeket vesznek fel. Az iterdciés folyamat konvergencidjanak apréd
anomalidit kiilonboz8képpen korrigdlhatjuk. Erre a szerz6k a [26}-ban kiilonb6z6 mddszere-
ket ajanlanak.

5. A konttranalizis mddszere

A vazkijel6ls algoritmus konstrudldsa sordan hasznalhatunk differencidlgeometriai esz-
kozdkon alapulsé modellt is. Erre igen szép példa S. Riazanoff és szerzétarsainak munkéja,
amelyr6l részletesebben a [27]-ben olvashatunk.

A folytonos modell a kdvetkezé: Legyen E egy objektum és C a konturja. A
tovabbiakban feltessziik, hogy a C a kovetkez6 alakban all elé:

C: (P(t) - <§Eg> te [0,T]>,

ahol T egy rogzitett konstans. A C gorbe legyen minden pontjiban kétszer differencidlhaté.
A gorbe k(t) gorbiilete a P(t) pontban:

2(8)j(t) — E()y(8) >/
@@ +2(1)

k(t) =
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5.1. Definicié [27]. Az E objektum e sugari korlemezzel valé eréziéjan — a tovab-
biakban E,-nal fogjuk jelélni — az E azon pontjainak halmazat fogjuk érteni, amelyek C
konturtdl valé tavolsiaga nagyobb, vagy egyenlémint e.

A C. jeldlje az E, kontirjit. A C.-t a P(t) ismeretében a kivetkez6képpen hataroz-
hatjuk meg:

z(t) = a(t) ~ et
c.: | P = O ) e [0,7)
ye(t) = y(t) — e

2% (1) +y" (¢)

5.2. Definicié [27]. A P(t) pontot vdzpontnak nevezziik, ha eleme az E, erézidénak és
teljesiil az alabbi feltételek valamelyike:
e A P,.(t) pontban lokdlis maximuma van P, gorbiiletnek.
o Az x(t) és y.(t) derivaltja nulla a P,(t)-ben.
e A C, gorbe a P,(t) pontban metszi énmagat.

5.3. ALGORITMUS [27].
l.e+ 0
2. véaz {
3. Repeat
3.1. A C, meghatdrozdsa.
3.2. A véazpontok megkeresése a 5.2. definicié alapjdn.
3.3. A vaz bévitése a 3.2. pontban megtaldlt vazpontokkal.
3.4. Az € értékének névelése.

4. Until C. £ 0

A diszkrét esetben a gorbiilet a vizsgélt kontdirpont 3 x 3-as kérnyezetének segitségével
becsiilhets. (Ez az algoritmus kis mddositdssal képes tobbszintli képen is a vézkijelolést
elvégezni.)

6. Matematikai morfolégia

A vékonyité algoritmusok fejlesztésével parhuzamosan fejlédott a matematikai morfo-
16gia, mint a képanalizis halmazelméleti megkozelitése. Ezt Matheron és Serra [15] alkotta
meg. Ebben a fejezetben Ben-Kwei Jang és Roland T. Chin [6]-ban publikélt eredményeit
ismertetjiik kissé részletesebben. A kovetkezé jel6léseket fogjuk hasznélni:

e Az Xp az X digitdlis halmaz B vektorral vald eltoltja
e Az X az X digit4lis halmaz origéra vett tiikrozése soran keletkezett halmaz.

Egy morfolégial miivelet egy X digitalis halmazt egy masik digitdlis halmazba transz-
formal. A transzformdciét egy T digitdlis halmaz fogja meghatdrozni, ezért ezt a halmazt
gyakran szerkeszté mintdnak is nevezik.
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6.1. Definicio. Legyen X és T digitalis halmaz. Az X @& T Minkowski-Osszeget a
kovetkezbképpen definialjuk:

XoT={A+BlAecX,BeT}= | Xp.
BeT

6.2. Definicio. Legyen X és T digitélis halmaz. Az X © T Minkowski-kiilonbséget
a kovetkez6képpen definidljuk:

XoT= m XB.
BET

6.3. Definicié. Legyen X és T digitalis halmaz. Az X T-vel val6 erézidja X © T.

6.4. Definicié. Legyen X és T digitélis halmaz. Az X T-vel val6 dilataciéja X @ T.

12. abra

®
()
®

13a. abra  13b. dbra  13c. abra

Tekintsiik a 12. dbran ldthaté digitdlis halmazt. Legyen a T sablon a 13a. dbran
lathaté. A sablonon az egyik pontot megjeloltiik egy kerettel. Ez a centrilis elem (a
sablon kozéppontja), amelynek koordindtdja mindig (0,0). A 14. dbran lathatjuk a T
sablon hatdsit a 12. dbran dilatécié és Minkowski-Osszeg esetén. Er6zié és Minkowski-
kiilonbség esetén a végeredmény az iires halmaz lesz. Esetiinkben a sablon kdézéppontos
szimmetridjanak koszonhet6, hogy a dilatacié és a Minkowski-Osszeg, illetve az erdzid és a
Minkowski-kiilonbség esetén nincs kiilonbség.
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6.5. Definicié. Legyen X és T digitalis halmaz. A T! és T? tetszbleges diszjunkt
részhalmazai a T-nek, amelyek lefedik T-t. Az X T-vel val6 hit-miss transzformaltjit a
kovetkez6képpen definialjuk:

XeT=XoT) |XeT?.

A 12. dbrén taldlhato digitalis halmaz hit-miss transzformaltja 6nmaga, ha a 13a. dbra
T sablonét 13b. és 13c. 4bran ldthaté médon felbontjuk T és T2-re.

e0e

OO0

14. abra

Nyilvanvaléan a T felbontdsa T'-re és T2-re nem egyértelmii. A tovabbiakban a T
felbontasat egy adott sablon esetén a kévetkezéképpen fogjuk értelmezni. Az adott sablon
lesz a T, a sablon komplementere pedig a T? digitalis halmaz.

6.6. Definicio. Legyen X és T digitalis halmaz. Az X T-vel valé vékonyitasat a

kovetkez6képpen definidljuk:
XoT=X\X&T).

Ahhoz, hogy az X-et szimmetrikusan vékonyitsuk, altaldban tobb vékonyité sablon
sziikséges. Ekkor a vékonyitas a kovetkezo alakot oOlti:

XoT=(-(Xoh)oL):-)oT,.

7. Egy vékonyité algoritmus elemzése a matematikai morfolégia eszkozeivel

A [6]-ban Ben-Kwei Jung és R.T. Chin ismertet egy vékonyité algoritmust és annak
komplex elemzését. Az elemzés eredményeit részletesebben ismertetjiik, hogy szemléltessiik
ezzel az alapvetd bizonyitasi technikakat.

El6szor ismerkedjiink meg az algoritmussal. Ez két ciklusbdl &ll. Az elsé ciklus
egy iterativ parhuzamos eljards, amely négy alciklusra bonthat6. Minden alciklusban
egy 3 x 3-as szerkesztO sablont hasznalunk, hogy egy adott irdnybdl (ENY, EK, DK és
DNY) a kontiurpontokat eltdvolithassuk. A négy szerkeszté sablon a 15. dbran lathatd,

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



VAZKIJELOLO ALGORITMUSOK A DIGITALIS KEPFELDOLGOZASBAN 175

D! D2 D3 D

o0 Q|| @ &
Oloe 060 060 O
[ J ] Qo O[O

15. abra

o

0
O 0ee O0ee
O (]

16. abra

D = {D',D?,D3 D*}. A mésodik ciklus egy iterativ eljards, amely az E,K,D és NY
kontirpontok eltavolitdsara szolgdl. A négy szerkesztd sablon E = {E',E% E3 E'} a
16. abran lathato.

Legyen S egy 8-Osszefiiggh objektum. Az iterdcids eljards els6 és masodik ciklusat
rendre m-mel és n-nel fogjuk indexelni. Az algoritmust teljes mértékben meghatdrozza a ¥
transzformécié, amely az elsd és a masodik ciklust jelenti. Az els6 ciklus a

U{S,D,m} ={S® D},

ahol m az iterdcidk szamaét jeloli. Most fogadjuk el, hogy ¥{S, D,m} konvergens és S’-hoz
konvergal. A mésodik ciklust a

{8, Exn}={58 © E}s
Osszefiiggés adja, és fogadjuk el azt, hogy ¥{S’, E,n} konvergens és konvergdl I-hez.

7.1. Definicid [6]. Legyen adott egy 8-Gsszefiiggd S objektum és S alljon 4-Osszefiiggd
. komponensekbdl. Az S objektum vAazéan azt az I objektumot értjik, amelyik kielégiti a
kovetkez6 feltételeket:

o Osszefiiggdség. Az S és I homotdpidja megegyezik. Két véges halmaz S és I
homotép, ha létezik kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés az S és I komponensei
kozott, és 1étezik kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés az S és I lyukai kozott is.

o Egy pixel vastagsag. Az I egy pixel vastagsdgu, azaz ha egy olyan pont fordul
el I-ben, amely a 17. dbran lathaté 2 x 2-es négyzetes mintdk valamelyikéhez
tartozik, akkor ez a pont egyszeri pont.

o Kozéptengely. I megfelel az S kozéptengelyének. Ennek a pontos definicidja a
[6]-ban taldlhatd.

A tovébbiakban a cikk azon elméleti eredményeit ismertetjiik, amelyek a fenti
algoritmus elemzésére vonatkoznak.
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ol 1"

A A A
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o

17. abra

7.2. TETEL [6]. Ha S nemiires digitdlis halmaz és a T sablon tobb, mint egy elemet
tartalmaz, akkor S ® T sem tiires halmaz.

Bizonyitds [6]. Nyilvanval6, hogy SOT véges. Ugyanis S véges és SOT = S\ (S®T) C
S. Tegyiik fel, hogy S ® T iires, azaz (S ® T') D S, ekkor pedig (S© T) D S. Azonban az
er6zi6 definici6jabol kovetkezik, hogy

SeT=]Ss=8) (] Sa)
)

BeT B#(0,0
BeT

Az azt jelenti, hogy S© T C S, ez azonban ellentmondés. Tehat S ® T nemiires.

7.8. Kovetkezmény [6] Ha S nemiires digitalis halmaz és T" olyan szerkeszt6 sablonok
véges sorozata, amelyek mindegyike tartalmazza az eredetit, és egynél tobb elemet
tartalmaz, akkor {S ® T}, = ¥(S,T, k) is nemiires digitalis halmaz minden pozitiv k-ra.

7.4. TETEL [6]. A 7.2. tétel feltételeit és jeloléseit haszndlva S egy nemiires digitélis
halmazhoz konvergal véges iterdacion beliil.

Bizonyitds [6]. Tegyiik fel, hogy nincs olyan k természetes szam, ami kielégiti a
konvergencia feltételt, azaz
U(S,T,k+1) =9(S,T,k)

ahol ¥ a vékonyité transzformacié. Mivel a szerkeszté mintdk mindegyike kielégiti a

7.3. kovetkezmény feltételeit, ezért ezt és a kovetkezményt alkalmazva azt kapjuk, hogy
Pc oS T, k+D CHET R CCUS,T,1ICS

ami ellentmond annak a ténynek, hogy {S ® T'}; nemiires egyetlen pozitiv k-ra sem. Azt is

meg lehet mutatni, hogy (S, T,k + t) = ¥(S, T, k) minden ¢t természetes szamra.

7.5. TETEL [6]. Ebben a fejezetben ismertetett vékonyito algoritmus édltal szolgéltatott
I vdz egy pixel vastagsagu.

Bizonyitds [6]. Nyilvanval6, hogy ha I nem tartalmaz egy 2 x 2-es négyzetes mintat sem
a 17. dbran lathatdk koziil, akkor I egy pixel vastagsdgi. Azonban, ha taldlnank egy vagy
tobb 2 x 2-es mintat I-ben, akkor vagy I nem egy pixel vastagsdgu vagy I kritikus pontot
tartalmaz. Legyen P egy olyan specidlis pontja I-nek, hogy P € I © A'. Most vizsgaljuk
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meg részletesen a P pontot. Konnyi ldtni, hogy csak 6t olyan lehetséges minta létezik a
3 x 3-as ablakban, ami tartalmazza az A' sablont (ldsd a 15. , 16. és 18. 4brat). Tehat

(7.1) Ppe(eB")|Jueo)JueD") | Jue®E") | JUI ® EY).

Hasonl6képpen, ha P € I ® A%, P € I ® A® vagy P € I ® A%, igy

(7.2) PpeleB)Jus®C)JueD*) | Ju® EY) | U ® E?),
(7.3) Pe(leB’)Jue®C)Jue®D*) | JUI ® E*) | JU ® E®) vagy
(7.4) Pe(IeBY)|Jueo)Jue DY) Ju®E*) | JUT ® EY).

Minden P € I © A helyett irhatunk P € (I A') (I © A%) J(I © A?) (I © A*)-t. Sét, az
A'-k szimmetri4jat felhasznalva irhatunk P € (I © A')J(I © A2)J(I © A%)J(I © A%)-et.
Végiil a (7.1)-(7.4) irhaté a kovetkezd alakban is:

(7.5) Pe(IeB)|Jue®C)| e D) JUI ® EB).

Azonban az S’ és I halmazok azok, amelyekhez az algoritmus elsd, illetve masodik ciklusai
konvergédlnak, igy S' @ D =0 és [ ® E = (. Ezért (7.5) a kovetkezd alakban ifrhatoé:

(7.6) Pe(Ie®B)|Ju®C)|JI®D)
Most vizsgéljuk meg az I ® D kifejezést. Ha S’-nek nincs E-beli mintdja, azaz S' ® E = 0,
akkor I = S’ és I ® D = (). Ha létezik legaldbb egy minta S-en, példdul E' € S’, akkor meg
kell vizsgdlnunk, hogy mit kapunk, ha egy P € S’ ® E’ pontot eltavolitunk S’-bdl. Konnyen
ellendrizhetjiik, hogy ha S ® E # (), D-beli minta sohasem lehet az S’ ® E részhalmaza,
tehdt I ® D = (). Innen a (7.6) tovdbb egyszertisodik

Pe(I®B)|JUI®0),

ahol B és C az Osszes lehetséges kritikus minta. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

©)

0O

18. abra
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7.6. TETEL [6]. Ha az S 8-Gsszefiiggs, akkor I is 8-0sszefiiggd.
7.7. TETEL [6]. Ha S¥ 4-Osszefiiggd, akkor IV is 4-Osszefiiggd.

7.8. TETEL [6]. Ha S 8-dsszefiiggs, akkor a ¥ vékonyitd eljards minden lépésben
pontosan akkor 6rzi meg a homotdpiat, ha

S\¥(S)Cc SeD)|JSeDH)| JS@®E)i=1,23,4

A fenti tételek bizonyitdsdt megtaldljuk a [6]-ban.

ésszefoglalés

Az algoritmusok empirikus vagy elméleti vizsgalata til mutat ezen cikk keretén. Azt
a feladatot sem vallaltuk fel, hogy az egyes algoritmusokat ,,j6”, illetve ,,rossz” minésitéssel
lassuk el. FEz azért is nehéz feladat lenne, mert az egyes alkalmazisok esetén mds-mis
eredményt szolgdltatnak az algoritmusok. Az irodalomban taldlhaté utaldsok alapjin
kiderithetd, hogy a szerzok az algoritmusokat altaldban konkrét alkalmazisok céljara
tervezték. gy az utaldsok ismeretében megemlithetjiik, hogy példaul a [27]-ben taldlhaté
algoritmus a kinai karakterek, [25] az arab karakterek, [7] az ujjlenyomatok esetén nyijt jé
eredményt.
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KOSSUTH LAJOS TUDOMANYEGYETEM
MATEMAIKAI ES INFORMATIKALI INTEZET
4010 DEBRECEN, PF. 12

SKELETONIZATION IN DIGITAL PICTURE PROCESSING
A. FAZEKAS

Digital picture processing is nearly 70 years old. The initial problems in transporting digital pictures
are given. The space program resulted a great progress of the techniques used since the 20s. Since then
the digital picture processing techniques have been used in other areas as well. There are two kind of
digital picture processing, according to their applications. The first type is the transformation of the picture
information into a better form for human processing. The second type is the artifical recognition. Automatic
artifical recognitions are divided into three main parts by the literature. However, these parts cannot be
separated sharply. This partition shows the process of recognition as well. Let us see a short overview of
these part.

e Picture transformation. These processes transform the initial picture into another (so called
transformed) picture, using the characteristics (e.g. brightness) of the points of the digital picture.

o Picture analysis. These processes produce the most important characteristics of the object and the
background component, using the common characteristics of the objects. These characteristics are
called features as well.

e Picture recognition. These processes, knowing the features, recognize the object(s) on the picture,
using a knowlegde base.

The division of an object into smaller objects is often useful in digital picture processing. In character
recognition — which is a part of pattern recognition — a special technique, so called skeletonization is
often used. This is a special picture analysis algorithm, transforming the picture into a form, wich is more
convenient for getting the features of the picture. Every arc of the object is substituted by an arc of one
pixel width, wich is approximately the middle line of the initial grid line. It is clear, that this method
can succesfully be used for ”arc” figures. The skeleton expresses the structural relations between the main
components of the initial object. Therefore the further process can be perfomed using the skeleton. This
way the used memory can be decreased and the data structure needed for the pattern recognition can be
simplified. Thus the processing time is decreased, too. In general skeletonization algorithms use digitalized,
binary pictures as input and give similar pictures as output. In this paper we would like to give an overview
of the literature of skeletonization. We will fix the mathematical modells and concepts, necessery for this
area.
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KOMPUTERALGEBRA A TUDOMANYOKBAN
ES A GYAKORLATBAN

KOVACS ATTILA*
Budapest

A komputeralgebra rendszerek, mint szimbolikus és numerikus szamitasok elvégzésére egy-
ardnt alkalmas szamitégépes rendszerek kiemelkedd jelent8ségliek napjaink tudomdanyos életében.
Hatékony segitséget nytjtanak a legkiilonfélébb tudomdanyteriiletek miivel6i szdmara, mérnékok és
ipari fejlesztések nélkiilozhetetlen eszkozei. A tanulmény ezen rendszerek kialakuldsaval, fajtaival,
elméleti hatterével és alkalmazasaival foglalkozik, konkrét példédkkal tdmasztva ald az elmondot-
takat. Fejl6désiik lehetséges perspektivdinak elemzése mellett irodalmi dsszefoglald segiti a jobb
attekinthetdséget.

1. Bevezetd

”The impact on mathematics of computer algebra and other forms of symbolic
computing will be even larger than the impact of numeric computing has been.”*

Az emberiség tobb évezredes torténelme sordn a tarsadalom fejlédése mindig
szorosan kapcsolédott a tudoményokéhoz. A mai értelemben vett természettudo-
maényok pedig a matematika mindent athaté erejével és fantizidjaval kardltve bon-
takoztattdk ki igazdn énmagukat. Az utdbbi évtizedekben a matematika egy ma
mar 6néllé tudomanyt, az informatikét hivta segitségiil az eddig a puszta képzelberd
altal dthdghatatlan akadalyok lekiizdésére, onmaga és a tobbi tudoményteriilet ko-
z6tti tdvolsdg tovabbi csbkkentésére. Szimbolikus, numerikus és grafikus szamitésok
elvégzésére egyarant alkalmas szamitégépes rendszerek jelentek meg, amelyek az in-
formatika fejlddésével, az algoritmikus gondolkoddsméd térhéditdsival egyre jobbak
és jobbak lettek. I'Jj tudomanyteriilet sziiletett, amit komputeralgebranak neveztek
el.

Hangstlyozni kell a kiilonbséget a numerikus és a szimbolikus — algebrai
szamitasok kozott. Ambar a numerikus szamitisok nemcsak elemi aritmetikai
miiveleteket (Osszeadds, kivonds, szorzds, osztds) foglalnak magukba, hanem olyan
bonyolult miiveleteket is, mint matematikai fiiggvények numerikus értékének, poli-
nomok gyokeinek vagy madtrixok sajatértékének meghatarozasa, ezek a miiveletek
alapvetfen szamokra és csak szdmokra vannak értelmezve. SOt ezek a szdmok a
legtobb esetben nem pontosak, pontossiguk az adott szamitégépes architektira

* Késziilt a Magyar Allami E6tvés Osztondij és az FKFP-0144 tamogatasaval .
1 A.M. Cohen, et al. (ed.), Computer Algebra for Industry: Problem Solving in Practice, John
Wiley & Sons, 1993.
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lebegdpontos dbrazolasi médjatdl fiigg. A numerikustdl eltérbéen a szimbolikus és al-
gebrai szamitasok matematikai objektumokat jelent6 szimbolumokon értelmezettek.
Ezek az objektumok lehetnek szamok, mint pl. egészek, raciondlis szamok, valds és
komplex szamok, algebrai szamok, de lehetnek polinomok, racionélis és trigonomet-
rikus fiiggvények, egyenletek, egyenletrendszerek, sét olyan absztrakt struktirik
is, mint csoportok, gytrik, idealok, algebrak vagy ezek elemei. A szimbolikus szé
arra utal, hogy a probléma megoldésa soran a részeredmények lebegépontos szamok
helyett szimbdlumok, igy a végeredmény is szimbolikus kifejezésben, zart alakban
keresend8. Az algebrai sz6 pedig a szimbolikus objektumokkal végzett miiveletek
algebrai eredetét jelenti. A komputeralgebra-rendszerek mint szamitdgépes progra-
mok alapfunkcidja tehat az, hogy kielégitsék az alabbi kdvetelményeket:

e matematikai objektumok szimbolikus dbrazolasa,
e aritmetika ezekkel az objektumokkal.

A komputeralgebra mint tudomanyteriilet feladata pedig erre az aritmetikara épiilé
hatékony algoritmusok keresése, analizise és implementaldsa tudomanyos kutata-
sokhoz és alkalmazasokhoz.

2. A komputeralgebra-rendszerekrdl altaldaban

Sem a szimbolikus szamitasok igénye sem a megvalésithatdsdg dtlete nem udjke-
letii. Arrdl a tényr6l, hogy a szdmok nemcsak numerikus mennyiségekként, hanem
szimbo6lumokként is felfoghatdk, igy irt Lord Byron lanya, Lady Ada Augusta,
Countess Lovelace 1842-ben:

”Many persons ... imagine that the business of the engine [Babbage engine] is
to give results in numerical notation, the nature of its processes must consequently
be arithmetical and numerical rather than algebraical and analytical. This is an
error. The engine can arrange and combine its numerical quantities exactly as if
they were letters or other general symbols; and in fact it might bring out its result
in algebraical notation were provisions made accordingly.”

Charles Delaunay 1847-ben kezdte el szamitasait, amelyekben minden addigindl
pontosabban megadta a Hold helyzetét az id6 fliggvényében. Hogy a Hold aktualis
poziciéjdnak mérésébol adédd hiba halmozédasat elkeriilje, szimbolikusan szamolt.
Moédszerét siker korondzta, a végsé képlet 128 oldalt tett ki. A dolognak csupan
két szépséghibdja volt. Az egyik, hogy a szdmolds és ellendrzés 20 évbe telt, a
maésik, hogy a szamitdsokba 3 hiba csuszott. Ez utébbit csak 1970-ben fedezték
fel a Boeing Scientific Research Laboratories munkatarsai az egyik sajat fejlesztési
szimbolikusan szamolé szoftver segitségével: a futdsi idé 20 érat vett igénybe.

A komputeralgebra-rendszerek fejlédésének torténete természetes médon szo-
ros kapcsolatban 4ll az informatika fejlédésével. A hatvanas évek elején listakezelés
céljaira tervezték a LISP programozdsi nyelvet, amely mas nyelvekt6! eltéréen (FORT-
RAN, ALGOL60) felépitésénél fogva kitlonosen alkalmas volt szimbélumokkal t6r-
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téné miiveletekhez. Ambér a késébbi rendszerek koziil tobbet mér C-ben irtak, a
LISP hatésa és szerepe a komputeralgebrdban napjainkban is rendkiviil jelentds. A
szadmitdstechnika kezdeti idészakaban a kiilénb6z6 tudomdanyteriiletek miivel6i szim-
bolikus szdmitasaik megkdnnyitése és felgyorsitasa érdekében kezdték el fejleszteni
az els6 komputeralgebra rendszereket, amelyek atdolgozva, megijulva és a sokadik
valtozatban napjainkban is jelen vannak. A legismertebb ilyen in. specidlis céli
komputeralgebra rendszerek:

algebrai geometria: Macaulay (27, 59])
relativitdselmélet: Sheep, Stensor ([20, 35, 45])
csoportelmélet: Cayley, Gap ([9, 10, 56])

égi mechanika: Camal ([5])

kommutativ algebra: CoCoA, Macaulay ([11, 24, 27, 58])
Lie-algebrak: LiE ([44])

nagyenergiaji fizika: Form, Schoonship ([563, 62, 60])
szamelmélet: Pari, Simath, Kant ([6, 26, 34])

A hetvenes években jelentek meg az dltaldnos célii komputeralgebra-rendszerek,
amelyeket beépitett adatstruktirdk, matematikai fiiggvények és algoritmusok széles
vélasztéka jellemez, minél nagyobb felhasznaldi teriiletet prébalva meg lefedni. A
jelentds szamitogépes eréforrasigény miatt robbandsszeri elterjedésiik a nyolcvanas
évek elejére, a mikroprocesszor alapi munkadllomasok megjelenésének idejére te-
heté. A jobb hardver kdrnyezet, a hatékonyabb eréforrisgazdilkodés, rendszer-
fiiggetlen magasszintii alapnyelv (C) hasznilata és nem utolsésorban a tarsadalmi-
gazdasagi igények fokozatosan piaci termékké érlelték az altalanos céli komputer-
algebra-rendszereket, ami viszont erds javuldst hozott a felhaszndléi feliilet és do-
kumentumkészités terén. A jol megtervezett grafikus interfész jelentéségének felis-
merése — ami els6ként talan S. Wolfram Notebook-jaban 6ltott testet — lényeges
szerepet jatszott elterjedésiikben. Az aldbbiakban azokat az 4ltaldnos céli rend-
szereket soroljuk fel, amelyek vagy a legtébbet kindljak a létez6 komputeralgebra
algoritmusok koziil vagy valamilyen kiilonleges tulajdonsidguk miatt érdeklédésre
tarthatnak igényt.

e A Macsyma ([47]) az egyik legrégebbi dltalanos céli komputeralgebra-
rendszer. Matematikai algoritmusok széles skaldjat tartalmazza, de
er6forrasigénye nagy, és csak kisszami platformon futtathatéd. Jelen
pillanatban tébb valtozata is elérhetd.

e A Reduce ([30, 46]) nagyenergidju fizikdhoz készitett specidlis céli
rendszerbdl fejlédott altaldnos céli rendszerré. A Macsyma-val Gssze-
vetve a lehetdéségei szitkebbek. Nagy eldénye viszont, hogy a forrds-
kéd elérhetd, mialtal konnyen médosithaté és bévitheté. A Reduce-t
aktivan fejlesztik.

e A Derive ([59]) az egyetlen olyan &ltaldnos céli rendszer, amelyet
korldtozott eréforrasokkal rendelkezd szamitégépekre (féleg személyi
szamitGgépekre) terveztek. A Derive nem til széles programnyelvi,
de anndl szertedgazobb, a felhaszndlét tdmogatéd rutinkészlettel ren-
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delkezik. Emlitésre érdemes, hogy a Texas Instrument TI-92 kalku-
latordba Derive fiiggvényeket épitett.

MuPAD ([21, 22]) — Multi Processing Algebra Data Tool. A rend-
szer legjelentGsebb tulajdonsiga a parhuzamos szerkezet. A szimbo-
likus és numerikus szamitiasok parhuzamos elvégzésén tul vizualizacids
lehetdségeket is magaban foglal. A szoftver szabadon terjesztheté és
az aktiv fejlesztésnek kdszénhetéen matematikai tudasa gyorsan né.
A Maple ([13, 14, 15, 32, 38, 51]) nyelvet a tobbfelhasznilés miikddés
céljainak megfelelGen tervezték. Egy kis tarhelyet igénylé program
(az n. kernel) {igyel a hardverkozeli feladatokra (parancsértelmezés,
aritmetikai miveletek, memoriakezelés stb.) és tartalmazza a leg-
fontosabb eljarasokat. A matematikai tudas t6bbi része — amit szin-
tén Maple-ben irtak — csak akkor t6ltédik be az operativ memoriaba,
ha erre igény 1ép fel. Rugalmassdgdnak koszonhetéen az eljardsokat
a felhaszndlék konnyen beilleszthetik vagy moddosithatjak. Jelen pil-
lanatban a Maple az egyik legelterjedtebb altalanos céli komputeral-
gebra rendszer.

A Mathematica ([48, 64, 57]) az els6 olyan matematikai szdmitdsokra
alkalmas rendszer, amely felhasznilébariat moédon egyesiti magaban
a szimbolikus, numerikus és grafikus lehetdségeket. J6l struktiralt
felhasznaldi szinti programozasi lehetdséggel rendelkezik és a legkii-
16nfélébb szamitégépes architektiirdkon is futtathato.

Az Axiom ([36]) elédje a ,,Scratchpad”, az IBM Research Center fej-
lesztése. Az Axiom mar az informatika legijabb eredményein alapszik:
erdsen tipusos programnyelv, kényvtarrendszere absztrakt adattipu-
sok hierarchikusan szervezett kollekcidja, ezdltal a felhaszndlé az al-
gebrai struktirdk legkiilonb6zobb tipusait kezelheti és definidlhatja.
Az Axiom tervezése (ami olyan objektumorientédlt elemeket is tartal-
maz, mint adatabsztrakcid, 6roklédés, polimorfizmus stb.) kisérlet az
elmult 100 év , konstruktiv matematikajanak” modellezésére.

Az alabbi tulajdonsigokat a legtobb altalanos céld komputeralgebra rendszer
magaban foglalja:

interaktivitas,

matematikai tények ismerete,

matematikai objektumok kezelésére képes deklarativ?, magas szinti
programozasi nyelv funkciondlis programozési lehet&ségekkel,

az operacids rendszer és mdas programok felé valé kiterjeszthetdség,
szimbolikus és numerikus szamitédsok integraldsa,

automatikus (optimalizélt) C és Fortran kédszegmens generdldsa,
grafikus felhasznaléi kdrnyezet,

2 és 3 dimenziés grafika, animécid,

2 A deklarativ programozdasi nyelvek a kivdnt eredményt specifikdljik és nem a hozzijuk vezetd
utat, mint ahogy az imperativ nyelvek teszik.
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o szOvegszerkesztési lehetOség és automatikus LaTEX konverzid,
e on-line sigd rendszer.

A komputeralgebra-rendszereket matematikai szakértéi rendszereknek is ne-
vezik. Napjainkban az altaldnos céli komputeralgebra-rendszerek széditd iramu
fejlédésének lehetiink szemtantii, els6sorban tuddsuknak és széleskorli alkalmaz-
hatésaguknak kdszonhetden. Mégis hiba volna aldbecsiilni a specilis rendszereket,
amelyek egyrészt igen fontos szerepet jatszanak sok tudomdanyteriileten, masrészt
sok esetben kénnyebben kezelhetok és hatékonyabbak, jelolésrendszeriik és algo-
ritmusaik alacsony szinti programnyelvi implementdcidja miatt. Nagyon lényeges,
hogy egy adott probléma megoldisdhoz az arra legalkalmasabb komputeralgebra-
rendszert valasszuk ki.

3. Komputeralgebrai algoritmusok

Els6 matematikus: ...szoval az algoritmusod hdrom részbdél dll. Az elsé
az input, a harmadik az output. Es mi a mdsodik?

Midsodik matematikus: A madsodik 1épés? Ahol a csoda tétrénik.

Els6 matematikus: Ertem. Tudndl errél egy kicsit tobbet is mondani?

A kénnyebb megértés kedvéért tekintsiink par nagyon egyszerii példat®:

e A tObb mint ezer jegyli 450! kiszdmoldsa, a 41 jegyii 35! + 1 fak-
torizalasa és az f(z) = sin(2z3 + eV1*72") fiiggvény MacLaurin sora
elsé otven egyilitthatéjanak meghatdrozasa egyiitt koriilbeliil harom
mdésodperc.

e Azz+y+2z=23,22+1y%+2%2=9,2°+ 9%+ 2% = 24 egyenleteket
kielégit6 valés z,y,z értékekre az z* + y* + 2* kifejezés kiszdmoldsa
koriilbeliil egy méasodperc.

e Az [/zsin(z) cos(z)dz integral zart alakjanak meghatdrozésa keve-
sebb, mint két mésodperc.

Az elsé pontban igazi meglepetés nincs. Az egészek faktorizdldsara régdta ismerete-
sek — sajnos nem polinomidlis — mddszerek (Pollard, Lenstra, Morrison-Brillhart
stb.), legfeljebb a rutinmunka sebessége lephet meg benniinket. De ldssuk, mi a
helyzet a masodik és a harmadik ponttal.

Ahogy a mai modern komputeralgebra-rendszerek nem létezhetnének a szami-
tastechnikal ipar igen latvanyos eredményei nélkiil, ugyanez elmondhaté a szamitas-
tudomdényrélis. A szimbolikus objektumok reprezentécids lehetéségei és a veliik valé
miveletek vizsgdlata mar a hetvenes évek elején megkezd6dott, kiilonb6zo realizaci-
Ok is sziilettek. A szamitdstechnika fejlédése aztan 4j lendiiletet adott az algoritmus-
fejlesztéshez, az alkalmazdsok pedig Gjabb és jabb fejlesztést tettek sziikségessé.

3 MapleV Release 4.0b, Pentium?75
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A természettudomanyok tobbsége jelenségeit, gondolatait matematikai egyen-
letekbe foglalja. A linedris egyenletek, egyenletrendszerek szimbolikus megold4-
sainak vizsgdlatai az ismert eliminiciés mdédszereken alapszanak. Magasabb foki
egyenletek helyett nemritkan lineiris approximaciét hasznalunk a nemlinedris e-
gyenletek nehéz kezelhet0sége miatt. A hatvanas évek kozepén Buchberger Ph.D.
dolgozatdban kidolgozott egy mddszert tetszbleges foki, tébbvaltozds polinome-
gyenletek hatékony kezelésére, amit ma Grébner-bdzis elmélet néven ismeriink. Az
alapgondolat a kovetkezd: tekintsiik az f, fi, f2,..., fr valamilyen test feletti n
valtozés polinomgytri elemeit és dontsiik el, hogy f eleme-e az fi, f2,... , fr poli-
nomok altal generilt idedlnak. Buchberger munkéajdra csak tiz évvel felfedezése utén
kezdtek felfigyelni, azéta a teriilet a komputeralgebra egyik legnépszeriibb dga. (A
fejezet elején adott masodik példa megolddsihoz ezt a mddszert haszndltuk.) Egy
masik lehetdség nemlinedris egyenletrendszerek szimbolikus megoldisira a rezul-
tansmdédszer, ami lényegileg eliminacids 1épések sorozata. A Grobner-bazis hasz-
ndlatdnak elénye, hogy segitségével a megolddson kiviil betekintést nyerhetiink a
probléma struktirdjaba, a rezultinsmoédszeré az alacsonyabb komplexitds. A het-
venes évek kozepén Collins mutatott egy maésik eljardst nemlinedris egyenletek és
egyenlStlenségek egzakt valés gybkeinek meghatarozasara.

Lényeges el6relépés tortént a szimbolikus integralds teriiletén is. Habar a
probléma formalis természete mar régéta ismeretes (Liouville’s Principle), csak
1969-ben tudott R. Risch hatékony algoritmust adni annak eldontésére, hogy ha
adott egy valés elemi f fliggvény, akkor az [ f(z)dz integral is elemi-e és ha igen,
az algoritmus meg is adja azt (elemi fiiggvények halmazan azt a halmazt értjiik,
amelyet Q(z)-bdl kiindulva rekurziv médon sszegeket, szorzatokat, hanyadosokat,
logaritmikus, exponencidlis és algebrai fiilggvényeket valamint ezek kompozicidit
képezve kapunk). Figyelemre mélté algoritmusok sziilettek differencidlegyenletek
szimbolikus megolddsainak vizsgéalatiban is. A Risch-algoritmushoz hasonlé déntési
eljaras létezik raciondlisfiggvény-egylitthatéji homogén mdésodrendlii kozonséges
differencidlegyenlet zart alaki megolddsainak meghatédrozasara (Kovacic-algoritmus,
[39]). Magasabb rendti linedris esetben az Abramov-eljaras ({3]) a polinomegyiitt-
hatés egyenletek zart racionalis megolddsait, a Bronstein-algoritmus ([7]) pedig az
exp([ f(z)dz) alaki megoldasokat hatarozza meg. Az egyik legijabb eredményt
M. van Hoeij adta ([33]), aki minden eddiginél jobb algoritmust taldlt formalis
hatvénysorok és raciondlis fliggvények feletti linedris differencidloperatorok fak-
torizaldsara. Parcidlis differencidlegyenletek esetében a Lie-féle szimmetria-méd-
szerek allnak rendelkezésre.

A faktorizdlason alapuld eljarasok komoly jelentdséggel birnak a komputeral-
gebrai algoritmusok kutatasaban. Olyannyira igaz ez a megallapitas, hogy sokan az
egész tudomanyteriilet sziiletését Berlekamp azon publikdcidjatol szamitjdk, amely-
ben hatékony algoritmust ad kis p karakterisztikdji véges testek feletti egyvaltozos
polinomok faktorizicidjara. Ekkor, 1969-ben valt el6szor vildgossa, hogy a polinom-
faktorizacié algoritmikus idébonyolultsiga kisebb lehet az egészek faktorizacidjanal:
két elemi test esetén egy n-edfokd polinom faktorizicidja (ahol a polinom egy
n bites egésszel reprezentalhaté) csak O(n®), mig az ugyanekkora egészé expo-
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nencidlis komplexitdsi. Ez utébbi tény késébb a primség gyors elddnthet6ségével
parositva egy masik tudomdnytertilet, a modern kriptografia alapjait vetette meg.
Berlekamp eredményét késSbb nagyobb p karakterisztikdkra is kiterjesztette. Hogy
hasonléan jé futédsi id6t kapjon, az algoritmusdba véletlen elemeket illesztett. Ez
volt taldn az els6 olyan algoritmus, ami randomizalt elemek felhasznaldsdaval poli-
nomidlissd tett egy determinisztikusan exponencidlis idébonyolultsigi problémat.
A mai komputeralgebra rendszerek nagyobb véges testekre is rutinszertien alka-
Imazzdk Berlekamp eljarasat taldn anélkiil, hogy a felhasznilok tobbségének az
algoritmus valészintiségi eredetérdl tudomasa lenne.

Nemsokkal azutan, hogy a véges testek feletti polinomfaktorizdcié megoldé-
dott, Zassenhaus van der Waerden 1936-0os Moderne Algebra konyvét alapulvéve a
p-adikus szamok aritmetikdjanak an. Hensel-lemmajat alkalmazta a faktorok kiter-
jesztésére. A ’Hensel lifting’ — ahogy ma az eljardsat nevezik — egy altaldnos
megkozelitési mdédszer arra, hogyan rekonstrualjuk a faktorokat moduldris képe-
ikbol. Az interpoldcidval ellentétben, ami t6bb képpont meglétét koveteli meg, a
Hensel lifting csak egyetlen képpontot igényel. Az egész egyiitthatds polinomok
faktorizaciéjara adott Berlekamp-Zassenhaus-féle algoritmus alapvetd jelentéségi,
mégis rejteget magdban két csapdat. Az egyik, hogy bizonyos fajta polinomokra az
algoritmus idékomplexitdsa exponencidlis. Sajnos az algebrai szdmtestekre épitett
polinomok faktorizdciéjanal (a Kronecker-médszer, ami alapvetden az egész poli-
nomok faktorizdcidjara vezethetd vissza) sok ilyen ’rossz’ polinom keriil el6. A
masodik, hogy tSbbviltozds polinomokra hasonld reprezentaciés probléma lép fel,
mint amilyet ritka matrixok Gauss-elimindciéjdndl tapasztalunk. Az elsé problémat
egy, a szamok geometridjan alapulé diofantoszi optimalizalas, a Lenstra-Lenstra-
Lovész nevével fémjelzett in. rdcspontredukcids algoritmus oldotta meg, amit
a Berlekamp-médszerrel egylitt haszndlnak. Ezen polinomiélis algoritmus mellé
még egy olyan eljaras tarsul, amely arrél gondoskodik, hogy a Hensel lifting ’j¢’
moduldris képré] induljon és mikor érjen véget. A tébbvaltozds polinomfaktorizicid
emlitett reprezentaciés probléméjdra is sziilettek megoldasok, kéziiliik az in. black-
box megkozelités tiinik a legjobbnak. Ez a mésodik olyan teriilet, ahol a ran-
domizalas kritikus szerepet kap a hatékony algoritmusok tervezésében.

Nem szabad azonban tilbecsiilni az algoritmusok elméleti komplexitdsa vizs-
galata sordn kapott eredményeket: a gyakorlatban a Berlekamp-Zassenhaus-Hen-
sel-féle algoritmus hatékonyabban miikédik, mint az elméletileg jobb Lenstra—Lens-
tra-Loviasz-féle eljaras. Hasonlé jelenség figyelhetd meg a nagy egész szamok szorza-
sanal. A Karacuba-algoritmus komplexitdsa ((n!°823), mig a Schénhage-Strassen-
algoritmusé O(nlognloglogn), a komputeralgebrai rendszerek mégis a Karacuba-
médszert haszndljak nagypontossdgi egészek szorzésdra, mert a mdasik mddszer
elénye csak asztrondmiai méretii szdmoknal mutatkozik meg.

Mivel a komputeralgebra-rendszerek szimbolikusan, teljes pontossiggal szamol-
nak, az algoritmusok idébonyulultsdgdnak vizsgalatan kiviil mindig sziikség van a
tarbonyolultsaguk vizsgélatdrais. Tekintsiink egyszerd példaként egy n ismeretlenes
n egyenletbol 4llé linedris egyenletrendszert, ahol minden egyes egész egylitthaté
elfér a szamit6gép w hosszisigl rekeszében. Konnyl észrevenni, hogy a szokdsos
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egész Gauss-elimindciét alkalmazva a redukcié eredményeként kapott egyiitthatok
egyenként 21w térhelyet igényelnek. Ha az egyiitthaték polinomok lennének és
polinomaritmetikdt hasznalndnk, az eredménypolinomok egyiltthatéinak mérete,
csakigy mint a fokszamuk exponencialis névekedést mutatna. A megfigyelt expo-
nencialis ndvekedés ellenére a kapott végeredmény mégis ‘normalis’ méretii, hiszen a
Cramer-szabély miatt a megolddsok determinansok hanyadosaiként is megkaphatok,
amelyek pedig kozelitoleg csak nw tarhelyet igényelnek. Ezt a jelenséget nevezi
az irodalom intermediate expression swellnek. El6forduldsa gyakori a komputeral-
gebrai algoritmusokban. Fontos példa a polinomok legnagyobb koz6s osztéjanak
meghatarozasira szolgdlé algoritmus, amelyet a polinomfaktorizaldstél a szimbo-
likus integralasig sok mas eljaras is hasznal. A hagyomanyos mddszerek mellett
(polynomial remainder sequences) a heurisztikdnak ez esetben is komoly jelentésége
van.

Valéjdban a heurisztikus, probabilisztikus médszereknek egy tj elmélete van
sziiletében a komputeralgebraban egyrészt az intermediate expression swell elke-
riilésére, masrészt a determinisztikusan magas komplexitasu algoritmusok haté-
konysdganak novelésére. A probabilisztikus algoritmusok esetében a nem megfeleld
miitkodésnek is van pozitiv valdsziniisége, ami vagy az esetleges rossz valaszban
nyilvanul meg (Monte Carlo csoport) vagy, habdr sohasem kapunk rossz vélaszt,
elképzelhet6, hogy polinomidlis idoben nem kapunk semmit (Las Vegas csoport).
A mar emlitetteken kiviil szép eredményeket értek el heurisztikakkal tobbek kozott
polinomazonossig tesztelésénél, polinomok irreducibilitdsinak vizsgdlatandl, mat-
rixok normélformainak (Frobenius, Hilbert, Smith) meghatarozasinal. Szerepiik
minden valészinlség szerint a jovében is ndvekedni fog.

A fejezet eddigi részében a lényegesebb szimbolikus algoritmusok koziil cse-
megéztiink. Kordbban emlitettitk, hogy a komputeralgebra rendszerek képesek
numerikus szdmitasok elvégzésére is: a hagyomdnyostdl eltéréen a szamitasi pon-
tossagot a felhaszndl6é hatarozhatja meg. Gyakran eléfordul, hogy a szimbolikus
és numerikus szamitdsokat egyiitt célszeri hasznalni. Tekintslik példaul egy dif-
ferencidlegyenlet szimbolikusan kiszdmolt hatvinysor megolddsit. A csonkitott
hatvanysort ezutdn bizonyos pontokban a szokdsos lebegbpontos aritmetikaval ki-
értékelve a differencidlegyenlet megolddsanak numerikus approximdcidjat kapjuk.
Amennyiben a megoldandé probléma valamilyen valds fizikai probléma approxi-
macidja, a szimbolikus szdmitdsok vonzé lehetdségei gyakran érvényiliket vesztik;
egyszerlien mert til bonyolultak vagy til lassiak ahhoz, hogy hasznosak vagy
szilikségesek legyenek, hiszen a megoldést is numerikusan keressiik. Mas esetekben,
ha a probléma szimbolikusan kezelhetetlen, az egyetlen lehetséges it a numerikus
approximacids médszerek haszndlata. Ilyen akkor fordulhat elé, ha a létezd szim-
bolikus algoritmus nem taldl zart megolddst (pl. nem elemi fiiggvények integralja
stb.), vagy nem létezik a problémat kezelni tudé szimbolikus algoritmus. Ambér
egyre tobb numerikus algoritmusnak létezik szimbolikus megfeleléje, a numerikus
eljarasok nagyon fontosak a komputeralgebraban. Gondoljunk csak a differencial- és
integralszamitas teriiletére: bizonyos esetekben a hagyomanyos algoritmusok — in-
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tegraltranszformdciék, hatvanysor-approximdcidk, perturbéciés médszerek — lehet-
nek a legcélravezetébbek.

A komputeralgebra algoritmusok tervezésénél a jévében egyre nagyobb szerepet
kapnak a parhuzamos architektiraji szamitégépek. Habédr sok meglév algoritmus
,»rénézésre” parhuzamosithatd, nem biztos, hogy a jé szekvencidlis algoritmusok
parhuzamos szamitégépeken is a legjobbak lesznek: az optimum taldn egy teljesen
kiilonbo6z6 eljarassal érhet6 el.

4. A komputeralgebra-rendszerek jelent8sége, alkalmazasaik

A komputeralgebra-rendszerek hasznalatdnak legalabb harom oka lehet: olyan
szimbolikus szamitdsokat szeretnénk végezni, amelyek

e papirceruza-mddszerrel is végrehajthatok, de szdmitégéppel gyorsab-
ban és ,,félreszamolds” -mentesen,

e papirceruza-mddszerrel reménytelennek tiinnek, de szamitégéppel a
meglévo algoritmusoknak és matematikai technikdknak koszénhetGen
tObbé-kevésbé rutinszeriien hajthaték végre,

o komoly el6késziileteket és erdfeszitéseket igényelnek még szamitégép
hasznélatdval is. Az ilyen jellegli problémak szdmitdgép nélkil altala-
ban megoldhatatlanok. Fennmarad tehdt a jobb és gyorsabb algorit-
musok keresésének feladata annak minden nehézségével és szépségével
egylitt.

A szimbolikus szdmitdsok igénye nagyon sok tudomdnyteriilet problémadinak
megolddsa soran felmeriil, alkalmazasok széles rétege el6tt nyitva ezzel j fejezetet.
A komputeralgebrat ez a ,,hatartudoméany” pozicidja kutatdi szempontbdl mélység-
gel és gazdagsaggal, de ugyanigy nehézséggel és viltozékonysiggal is felruhdzza. Az
eddig elmondottakbdl kitiinik, hogy ezek a rendszerek nemcsak tudoményos kutatok
és elméleti szakemberek, hanem mérnckdk és ipari kutatécsoportok munkatdrsai
szamara is jol hasznalhatdak.

"Mathematics is a basis of technological progress, and technological progress
is a key for international competitiveness. Automating an important part of the
mathematical program-solving process is a key technology for a nation that wishes
to control, structure, and accelerate technological progress. The automation of the
solution of mathematical problems is a powerful lever by which human productivity
and expertise can be amplified many times.”*

A vildg vezetd allamai felismerve a komputeralgebra-rendszerek nemzetgaz-
dasédgi jelentéségét egyre novekvé mértékl tamogatast nyijtanak oktatasahoz, tu-
domaényos és ipari kutatémitihelyek létrehozdsihoz, a tudomaényteriilet népszeri-
sitéséhez. A vildg szdmos egyetemén oktatjdk a matematika alapjait valamilyen

4 A.C. Hearn, Ann Boyle, B.F. Caviness. Future Directions for Research in Symbolic Computation,
Siam Reports on Issues in the Mathematical Sciences, Philadelphia, 1990.

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



190 KOVACS ATTILA

altalanos céli komputeralgebrai program (4ltaldban Maple és Mathematica) segitsé-
gével, igy a matematika absztrakt objektumai , kézzelfoghatéva” valnak, az dj gon-
dolatokat, tételeket és azok alkalmazasait azonnal ki is lehet prébalni. Az elmult
években hazank szadmos egyetemén és foiskoldjan indult meg a komputeralgebra
rendszerek oktatdsi keretek kozé illesztése. Az Eotvos Lorand Tudomédnyegyetem
Komputer Algebra Tanszékének gondozdsdban az alkalmazasokon kiviil megismer-
het6 ezen rendszerek matematikai és informatikai hattere is.

Az aldbbiakban megemlitiink néhany olyan teriiletet, ahol komputeralgebra-
rendszerek alkalmazdsa révén komoly eredmények sziilettek:

e matematika — algebra, algebrai geometria, analizis, bifurkiciéelmé-
let, csoportelmélet, geometria, kriptografia, kédelmélet, kombinatori-
ka, numerikus analizis, szamelmélet, topoldgia, valdsziniiségelmélet,

o fizika — asztrofizika, atomfizika, relativitdselmélet, égi mechanika, fo-
lyadék mechanika, kvantumelektro- és kromodinamika, kvantumme-
chanikai perturbiciéelmélet, nagyenergidju fizika, nukledris magneses
rezonanciavizsgalat, optika, plazmafizika, szilardtestfizika,

¢ kémia — biokémia, gydgyszeripar, reakciegyenletek analizise, mole-
kulak struktiraanalizise, komplex reagalé rendszerek stabilis egyen-
stilyanak vizsgalata, molekuldk térbeli mozgisanak mechanikéja,

e mérnoki tudomanyok — antennatervezés, elektronikus halézatok ana-
lizise, geostatisztika, hajétesttervezés, helikopterrotor-tervezés, hidro-
dinamika, kép- és jelfeldolgozas, kontrollelmélet, radartervezés, robo-
tika, turbinatervezés stb.

A szimbolikus matematika egyik legérdekesebb felhaszndléi teriilete a matematika
onmaga.

"] see the main role of symbolic algebra systems as that of helping to formulate
hypotheses, search for examples and counterexamples, and in general explore ram-
ifications of mathematical models. In other words, the main role of these systems
is to obtain mathematical insight. Once that insight is obtained, one can then go
on and construct canonical mathematical proofs, in which there might not even be
any traces of the use of computer algebra.”®

Két, a tanszékiink témaibdl vett példaval szeretném illusztralni a szimbolikus
szamitasok hasznossagat az elméleti matematikaban.

5 A.M. Odlyzko, Applications of symbolic mathematics to mathematics, Applications of Computer
Algebra, Kluwer Academic Press, Boston, 1985.
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Komplex halmazok.

Bizonyos fajta szimmetria-tulajdonsagokkal rendelkezd, kvadratikus iterdciébdl
szadrmazé komplex halmazok vizsgédlatara iranyul az elsé probléma. Adjuk meg az
Osszes olyan I' halmazt, amire

rc C\R,
L= {v,7, -, w}={-7n—7...,—w}=-T,

= {71772:--- 77N} = {71:727"- 7;7N} :f’
r= {717727"' a’YN} = {R(71)7R(72)? ’R(’YN)} = R(F)’

ahol R(z) = Az + Az + E, A/ E€R, A E+#0, vi # v Vi #j és amelynek
egyetlen valddi részhalmaza sem elégiti ki az iménti feltételeket.

Sejtés: I' = { VE,—VE },E < 0.

A szébajoheté I'-kat vizsgédlva, card(I') < 100-ra a sejtés a szimmetrikus poli-
nomok Newton-Girard-formuldit és a rezultdns mddszert hasznalva szamitogép-
pel viszonylag gyorsan verifikdlhat6, mig ,kézzel” szdmolva a card(I') = 8 eset
is komoly munkét igényel. Az altaldnos bizonyitds nehéznek tiinik ([42]). A fe-
ladat természetébdl adéddan numerikus szamitdsi mddszerek hasznélata itt nem
realizalhatd.

Teljesen additiv figgvények és kongruencidk.

Jeloljon P(z) := 1+ A1z + A222 + ... + Apz®(k > 1) egy valds egyiitthatés
polinomot, P(z) ¢ Q[z]. Jeldlje tovabba E a végtelen sorozatok linearis terének
Ez, := zpy1 operdtordt. A P(E) = I + A1E + ... + AyE* operatort az f(n)
fiiggvényre alkalmazva kapjuk, hogy P(E)f(n) = f(n)+ A1 f(n+1)+...+ A f(n+
k).

Sejtés: Legyen k € N rogzitett. Ha egy teljesen additiv valés értékii f fiiggvény
vn € N esetén kielégiti a P(E)f(n) = 0 (mod 1) kongruenciaegyenletet, akkor
f(n) =0 Vn € N esetére.

Kis k értékekre (k = 2, 3, 4) a bizonyitds két részbdl 4ll. Elbszor be kell 1atni, hogy az
allitasban foglaltak igazak valamilyen n < N korldtra, aztan ez alapjdn a masodik
lépésben Vn € N-re. A sejtés bizonyitasdnak els6 része mar k = 4,5,... esetében is
elképzelhetetlen lenne szimbolikus program hasznalata nélkiil. Megjegyzendd, hogy
k = 5,6, ... -ra teljes bizonyitds nem ismeretes, az dltaldnos bizonyitds (Vk-ra) itt is
nehéznek tinik ([43]).

A kovetkezd példdval a szimbolikus programozasi nyelvek gyakorlati jelenté-
ségét szeretném bemutatni. A modellben a futémiinek a vdzhoz valé felfiiggesztésén
keresztiil a kényelmes, zotydgésmentes autdzas lehetdségeit vizsgaljuk®.

Lengéscsillapiték az autéiparban.

6 A hasznélt programnyelv a MapleV Release 4.0b
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Jelolje m az aut6 tomegét, k a felfiiggesztésnél hasznélt rugéra jellemz6 allandét
és b a lengéscsillapité mindségére jellemzd, a lengéscsillapitds er6sségét megadé kons-
tans értéket, valamint z(t) a t-edik id6pillanatban az auté karosszéridjanak az ithoz
viszonyitott magassagat. Ekkor a csillapitott rezgés jelenségének egyenletét felirva
az aldbbi allandé egyiitthatds, homogén masodrendi linedris differencidlegyenletet
hasznalhatjuk: ma"(t) + bz'(t) + kz(t) = 0.

a) Adjuk meg az egyenlet &ltaldnos megoldésat attdl a pillanattél kezdve,
amikor az autd egy vératlan gédorbe keriilve vg m/s fiiggdleges irdny1 sebességre
tesz szert, mikozben a karosszéria y méterrel keriil kozelebb az Gthoz.

b) Rajzoljuk ki a karosszéria tthoz viszonyitott magassidganak a valtozasat
az els6 15 mdsodpercben, ha m = 1000 kg,b = 300 kg/s,k = 2500 kg/s% vy =
20 cm/s,y = 8 cm.

¢) Mekkora lesz a kilengés 5 masodperc milva? Mekkora a maximalis kilengés?

d) Hogyan fiigg a kilengés az auté tomegétsl? Vizsgaljuk meg a kérdést az
elébbi adatokkal, az autd témege legyen 500 és 1500 kg kozotti.

e) Mekkora lenne a minimadlis értéke a lengéscsillapitisi konstansnak, ha teljesen
sima, (elméletileg) ,,ugralismentes” utazist szeretnénk?

Elészor oldjuk meg a differencidlegyenletet a megadott kezdeti érték feltételekkel:
> ODE:= madiff(x(t),[t$2]) + bxdiff(x(t),t)+k*x(t) = 0;

ODE :=m (g—:2 x(t)) + b(%x(t)) +kx(t)=0

> kezd_felt:=x(0)= y, D(x)(0) = v[0]:
> mego:=dsolve({0DE,kezd felt},x(t));

(by + Vb? —4mky+2v0m)e(_1/2@)

=x(t) =5
mego := x(t) = 5 ———
2-4m t
1 (by—'/b2—4mky+2v0m)e(‘1/2@)—)
2 b2 —4mk

Rajzoljuk ki a kilengést az elsé 15 masodpercben:
> f:=unapply(subs(m=1000,b=300,k=2500,v[0]= 0.2,y=0.08,

> rhs(mego)),t);

1 (—1/2000 (300—+/—9910000) t)
=t -3 ———— (424.00 + .08 /—9910000) v/—9910000
f =t = ~ 15890000 ¢ v )
+ W;o_oo_o (424.00 — .08 /—0910000) v/—9910000 e ~1/2000 (300+/=5910000) &)
1

> plot(£,0..156);
A kilengés az 5. mdasodpercben:
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> x(5)= evalf(£(5))
x(5) = .06300718586
A z8kkenés pillanatatél a maximadlis kilengésig eltelt id6, és abban a pillanatban a
kilengés mértéke:
> fsolve(diff(f(t),t),t,0..2);
.5970840377
> x(")=evalf (£("));

x(.5970840377) = .1425887428

A kilengés vizsgalata az eltelt id6 és az autd tomegének fiiggvényében:
> g:=unapply{(subs(b=300,k=2500,v[0]= 0.2,y=0.08,rhs(mego)),t,m);

300— — 10 t
—1/2 (300— /5000010000 =) ¢ )

1 (24.00 + .08 /90000 — 10000 m + .4m) el
g ::(ta m) -3
2 /90000 — 10000 m
_ 1 (24.00 — .08/90000 — 100007 + .4 m) e(~1/2 BeERETImEmLL)
2 /90000 — 10000 m

> plot3d(g(t,m),t=0..15,m=500..1500,axes=BOXED,orientation=

> [-45,35],style=PATCH,title=‘Lengéscsillapitds vizsgilata‘);
Ismert, hogy a rezgés pontosan akkor osszcillicidmentes, ha a differencidlegyenlet
karakterisztikus egyenlete gyokei valdsak. A minimadlis lengéscsillapitasi konstanst
akkor kapjuk, ha az emlitett egyenlet diszkriminansa nulla, vagyis ha

> b=sqrt (4*1000%2500) ;

b = 1000 v'10
Figyeljiik meg, hogy az ,,ugrdldsmentes” utazdshoz az eredetinél t6bb, mint tizszer
erdsebb lengéscsillapito kell:

> evalf(rhs("))/300;

10.54092553

Szamitdsaink sordn bizonyos esetekben szimbolikus, mdskor numerikus médszereket
hasznaltunk, mindig a legkézenfekvibbet alkalmazva.
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5. Korlatok és a jovo perspektivai

A jovébe tekint6 spekulacidk dltaldban a kozelmiilt relative biztonsagos extra-
polécidi, esetleg valamilyen kevésbé megbizhaté trendek és lehetéségek kockdzatos
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elérevetitései. Egy fiatal, gyorsan valtozé tudomdanyteriilet, mint példaul a kom-
puteralgebra esetében barmiféle elGrejelzés nehéz, hiszen a szamitdstudomany 6n-
magaban is viharos sebességgel fejlodé dgazat. A kereskedelmi szektor agresszivan
keresi a lehetOséget a szimbolikus szoftverek terjesztésére, egyre tobb kutatdhoz,
mérndkhoz, didkhoz juttatva el igy 6ket. Ezt egybevetve az el6z6 fejezetben mu-
tatott alkalmazhatésdgi lehetdségekkel, fogalmat alkothatunk a fejlédés véarhaté
dinamikajarél. Az aldbbiakban az eddigi hidnyossigokat, korlitokat valamint a
lehetséges igényeket szeretném Osszefoglalni, taldn a jové komputeralgebra-rend-
szereit vetitve ezzel elére.

1. Szimbolikus vagy numerikus szamitdasok? Annak a ténynek, hogy a
komputeralgebra-rendszerek tetszoleges pontossdgu szamitasok elvégzésére képesek,
van egy negativ oldala is: a hasznalt sajat (szoftveres) lebegOpontos aritmetika mi-
att a gépi pontossagot meghaladé numerikus miveletek szdzszor, ezerszer lassabbak
lehetnek, mint mds, beépitett (hardveres) aritmetikat hasznalé programok esetében.
Ezért numerikus problémaknal mindig felvetddik a kérdés: valéban sziikség van-e
raciondlis szdmokkal torténé egzakt vagy tetszdleges pontossagu lebegOpontos arit-
metikdra? Ellenkezd esetben célszeriibb lehet valamely tradiciondlis programozasi
nyelv hasznalata.

2. Szintaxis és szemantika. Ami a szintaxist és a szemantikat illeti, a szim-
bolikus nyelvek programozisa nehezebb, mint a hagyomdanyos numerikus nyelveké.
Tengernyi beépitett fliggvényt tartalmaznak, amelyeknek dvatlan haszndlata varat-
lan eredményeket produkalhat. Sok esetben ezért nem art, ha ismerjiik a rendszerek
és eljardsaik belsé mitkédését, az objektumok dbrazolasmddjit; igy jobban korda-
ban tarthatjuk méretiiket, elkeriilhetjiik a nemkivant intermediate expression swell
jelenséget. A szimbolikus nyelvek haszndlata soran elkdvetett programozasi hibak
nyomkovetése szintén jszeri, nem minden esetben konnyi feladat.

3. Memériaigény és futasi idé. Altaldban nehéz megbecsiilni az adott problé-
ma, megolddsédhoz szlikséges szamitdsok id6- és tarkomplexitasat. A legmegfelelébb
matematikai modell kivalasztdsa és hatékony programozisa, a szamitdsok opti-
malizdldsa nagy tiirelmet és szakértelmet kivin (de mindig megéri a faradsigot).
Mindezeken kiviil a szimbolikus szdmitdsok a numerikustdl eltéré gondolkodds-
médot igényelnek. Bizonyos esetekben ligyes valtozdhelyettesitéssel drasztikusan
redukélhatjuk valamely algoritmus id6- és trigényét, vagy éppen megoldést taldl-
hatunk egy olyan problémadra, ami enélkiil megoldhatatlannak tinik.

4. Kifejezések formatuma. A szimbolikus rendszerek hasznélata soran gyak-
ran vetddik fel a kérdés: mi az adott kifejezés legegyszerilibb alakja, hogyan érdemes
azt egyszeriisiteni? Az (z — 1)%(z + 1)3(2z + 3)* kifejezés sokkal tomorebbnek és
kifejez6bbnek tiinik, mint a 16z° — 80z® + 8827 + 160x% — 3592° + z* + 390z3 —
1622% — 135z + 81 kifejezés, ez utébbi viszont jobban hasznilhaté, ha pl. az z°
egylitthatéjara vagyunk kivancsiak. A kiterjesztett vagy faktorizalt kifejezések
probléméjara két masik illusztris példa:

2190 —1és (z - 1)(*° + 29 + ...+ +1).
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(z + 1)1000 gg £1000 4 10002%%° + ... + 1000z + 1.

Az absztrakt objektumok képernyén valé megjelenitése pszicholégiai problémakat
feszeget: ambar konverziéra mindig van lehet6ség, nem minden esetben latszik elSre,
mi lesz az ember szdmdra a legegyszeriibb, legjobban érthet forma. (Pl. egy- és
tobbvaltozds polinomok, tenzorok, grifok stb.) Madsrészt egy jol felépitett rend-
szerben az input és output kifejezések formatuma nem térhet el nagyon a standard
matematikai jel6lésrendszertdl.

5. Tervezési kérdések. Az egyik legfontosabb tervezési probléma az egyszerii-
sitések automatizalasdnak kérdése. A Maple példdul a 0x f(1) szorzatot automatiku-
san nullara egyszertsiti, ami helytelen, ha f(1) nem definialt vagy végtelen. A ter-
vezdknek egyensiilyt kell taldlniuk a matematikai korrektség és a hasznalhatésag,
hatékonysig kozott.

6. Tipusok. Ahhoz, hogy az 4brizolt objektumoknak a pontos jelentését
ismerjiik, tudnunk kell, hogy milyen értelmezési tartoményhoz tartoznak. FEazt
nevezziik az objektum tipusdnak. A tipus azonban nem mindig egyértelmii. A
29 sz4m nemcsak egész, de nemnegativ s6t pozitiv egész. Altaldban a felhasznlé
nem akarja minden 1épésnél explicit médon meghatdrozni a hasznalt objektumok
tipusdt, a rendszernek kell ezt megtennie, amennyire ez lehetséges. A tipust nem
mindig lehet automatikusan felismerni. Amikor a tipus mér valamilyen mdédon
meghatdrozott, a megfelel6 miiveletek alkalmazhaték. Példaul a rendszer felismeri,
hogy lanctdrt-egytitthatds polinomok szorzdsa kommutativ, matrix egyiitthatés po-
linomoké viszont nem. Ily médon a megfeleld tartomanyok hierarchidja épithetd fel,
ahogy ezt az Axiom nyelv készitéi tették.

7. Automatikus kovetkeztetés. Tekintsiik az aldbbi, Axiom szintaxisban meg-
adott szabalyokat:
sinCosProducts == rule

sin(x) * sin(y) == (cos(x-y) - cos(x+y))/2

cos(x) * cos(y) == (cos(x-y) + cos(x+y))/2

sin(x) * cos(y) == (sin(x-y) + sin(x+y))/2
A szabdlyok bal oldaldt mintdnak, a jobb oldaldt a helyettesitésének nevezziik.
Amikor egy szabdlyt alkalmazunk, egy in. mintailleszté eljards végigpasztdzza az
argumentumok részkifejezéseit, és az els6 illeszkedd mintat helyettesiti a szabdly
jobb oldalan 1évé kifejezéssel. Ez a paradigma nagyon hasznos és fontos példdul
kifejezések kiillonbozo formai kozotti transzformacidk végrehajtdsa soran. Adott
szabalyrendszer esetén a szabdlyok egymads utdni alkalmazasakor természetszeriileg
vetddik fel a termindlés kérdése. Ebben az dltaldnossidgban azonban ez egy eldonthe-
tetlen probléma (a Turing-gépek megéllasi problémaja visszavezethetd a terminalas
probléméjéra). Bizonyos esetekben a Knuth-Bendix-féle eljards ([40]) alkalmazha-
t6, de olyan eset is lehetséges, amikor bizonyithatéan nem konstruilhaté olyan teljes
rendszer, amely az adott szabalyhalmazzal ekvivalens lenne. Szorosan idekapcso-
16d6 kérdéskor az automatikus kovetkeztetés és tételbizonyitas problémakore. Az
eddigi biztaté eredmények ellenére hosszi még az it az automatikus tételbizonyitdk
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mindennapos haszndlatdig. Mindezek ellenére ezen sorok iréja meggydézédéssel
hiszi, hogy a jové komputeralgebra-rendszerei képesek lesznek tanulésra, interaktiv
miikddésiik alatt funkcionalitdsuk véltoztatdsara, tételbizonyitdsra, egyszéval min-
darra, amit ma mesterséges intelligencidnak neveziink.

8. Megoldhatésag. A komputeralgebra-rendszerekben felhalmozott hatalmas
ismeretanyag ellenére tisztdban kell lenniink azzal, hogy a matematikanak sok
olyan teriilete van még, ahol a mai rendszerek nem sok segitséget tudnak nytdjtani
vagy a hatékony algoritmusok hidnya vagy egész egyszeriien a megfelel6 megoldési
moédszerek ismeretének hidnya miatt. Ilyen, a kutatasok élvonaldba tartozé teriile-
tek pl. a parcidlis differencidlegyenletek, a nem elemi (pl. Bessel-féle) fiiggvényeket
tartalmazé hatdrozatlan és hatarozott integralok, feliileti integralok, nemkommu-
tativ algebrak stb. Léteznek olyan problémak is, amelyekre bizonyithaté, hogy
nem létezik egzakt szimbolikus megoldas. Tekintsiik példaul a transzcendens kife-
jezések azon TK osztalyat, amelyek egy x valtozdbdl, raciondlis konstansokbdl, a
transzcendens konstans 7 -b6l, és a +,* sin,abs fliggvényszimbdélumokbdl éptilnek
fel. Két kifejezés pontosan akkor ekvivalens, ha R-en ugyanazt a fiiggvényt irjak
le. Richardson és Matijasevic Hilbert 10. problémadjanak eldonthetetlenségére adott
bizonyitdsat alapulvéve Caviness bizonyitotta be, hogy a TK osztdlybeli kifejezések
ekvivalenciaproblémadja eldénthetetlen [11].

9. Implementacié. Egy adott algoritmushoz tartozé legjobb implementaciét
megtaldlni nem minden esetben kénnyii villalkozds. Az objektumok adatdbra-
zolasatdl, a vélasztott programnyelv lehetGségeitdl fiiggben tébb ”legjobb” imp-
lementacié is lehetséges. Ezenkiviil a kiilonféle specidlis esetek gyakran kiilonb&zé
megkozelitési médot igényelnek. A haszndlhatdsdgot tekintve az informatika legu-
jabb eredményeinek alkalmazasa megkonnyitheti az egyensilyozést a hatékony kod
és a kényelmes hasznalat kozott.

10. Parhuzamositas. A parallelizdlas iranydba tortént erdfeszitések varhato-
lag el6bb-utébb meghozzdk gyiimoélcsiiket. Az eddigi eredmények igéretesek.

11. Modulok és konyvtarak. Ma mar a komputeralgebra-rendszerek lénye-
gesen nyitottabbak, vagyis az egyik rendszerb6l meghivhaté t6bb madsik szimboli-
kus vagy numerikus nyelven megirt programrészlet. Ezeket a programegységeket
(modulokat) a felhasznaldi felilleten keresztiil interaktivan csatolhatjuk. A modul-
konyvtarak k6zos haszndlatdhoz a be- és kimenetet szabvanyositani kell. Ennek egy
megoldasan dolgozik az OpenMath tervezet [52].

12. Felhaszn&léi feliilet. A legtobb altaldnos céli komputeralgebra-rendszer
rendelkezik valamilyen grafikus feliilettel. Ami pedig fejlédésiiket illeti, véleményem
szerint, folytatédni fog az a napjainkban is érzékelhet6 pozitiv tendencia, ami elvezet
a szabvanyos elemekbél épitkez6 (dbra, szoveg, formula, stb), dokumentumkészités-
re alkalmas, internet- és hypertext-lehetdséggel felvértezett univerzalis programcso-
magokhoz.

A fejezetben latott hidnyossdgok ellenére a komputeralgebra-rendszerek nagyon
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gyakran szolgdlnak kellemes meglepetésekkel, tuddsuknél fogva, valamint interdisz-
ciplindris természetiikbél ad6déan reményteljes és sokatigérd j6v4 eldtt dlinak. Meg-
jelenésiikkel ij médszerek, 0j eszkdzok 1éptek szinre, amelyek fokozatosan megval-
toztatjak gondolkodasmédunkat, modellalkot6 képességiinket. Segitségiikkel a prob-
lémak 1j megvildgitasba keriilnek, a természettudomaényi és matematikai térvények
egyre aprébb és aprébb részletei kristalyosodnak ki, ezdltal Gjabb és djabb felfede-
zéseket tehetiink a csoddk — a matematikai struktirdk univerzumaban.

6. Irodalmi 6sszefoglald

A komputeralgebrardl és a kapcsol6dé tudomanyteriiletekrdl szamos publikacié
és konyv sziiletett. Az érdekléddknek sorolunk fel az Gsszefoglalé matematikai jel-
legli munkak koziiliik néhanyat: Caviness [10], Davenport et al. [17], Geddes et al.
(21], Knuth [37], Mignotte [47], Mishra [48], Pavelle et al. [53], Winkler [61].

Tovabbi informacidk lelheték a komputeralgebra informatikai oldaldrol
az aldbbiakban:

Buchberger [6], Christensen [14], Gonnet és Gruntz [23], Harper et al. [27], Miola
[50] valamint a vildghal6zaton, pl. [63].

Az alkalmazésokrél konyvek és cikkek nagyon széles valasztéka all rendelke-
zésre, pl. Akritas [2], Cohen et al. (ed.) [15, 16], Grossman (ed.) [26], Hearn (ed.)
[29] és Odlyzko [50].

A komputeralgebra-rendszerek oktatdsban betoltott szerepérél lasd pl. Karian
[35] és Uhl [59] munkajat.

Ajanlott konferenciakiadvanyck: AAECC, DISCO, EUROCAL, EUROSAM,
ISSAC és SYMSAC.

Komputeralgebrai folyéiratok: Journal of Symbolic Computation (JSC) - Aca-
demic Press, Applicable Algebra in Engineering, Communication and Computing
(AAECC) - Springer-Verlag, SIGSAM Bulletin - ACM Press.
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COMPUTER ALGEBRA IN SCIENCE AND PRACTICE
A. KovAcs

Computer algebra systems have outstanding significance in up-to-date science and engineer-
ing. These systems are able to handle symbolical and numerical computations providing a powerful
help to increase scientific and engineering productivity. The present paper deals with the results
achieved in this field. Applications and future directions as well as references to the appropriate
topics are also included.
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AZ ASSEMBLALAS ELMELETE

CSORNYEI ZOLTAN

Budapest

Az assembler alapvetd feladata az, hogy értéket adjon az assembly nyelvii program szimbdélumainak. Az
assembler a kédgeneralds 1épésében a targyprogramot ezekbd] az értékekbdl dllitja Sssze. Ezt az értékadasi
folyamatot vizsgaljuk, a szimbdlumok értékét a menetszam, majd a posztdefinitdsi fok fliggvényében adjuk
meg, és meghatarozzuk, hogy egy assembly nyelvii program forditdsdhoz hany menet sziikséges.

1. Bevezetés

Az assembler az assembly nyelvii programbdl tirgyprogramot és listdt készit. Az
assembly nyelvil program szimbélumok sorozata, az assembler a forditds folyaman ezekhez
a szimbdélumokhoz értéket rendel, és ezekbdl az értékekbdl &llitja ossze a targyprogramot és
ezek az értékek szerepelnek a listdban is.

El&szor egy assembly nyelvet definidlunk, kiemelve az assembly nyelvek kézds tulaj-
donsagait [1], [2], [6]-[10]. A programban elfoglalt helyiikt8l fiiggden osztlyozzuk a szim-
bélumokat, és a szintaktikusan helyes assembly nyelvii program szimbélumokra vonatkozé
tulajdonségait axiémakkal adjuk meg. Kimondjuk az assemblélds alapaxiémajat [11], majd
a szimbdlumosztilyokra megadjuk a szimbélumok értékének definicidjat. Bevezetjik a me-
net fogalmat, majd a posztdefinitasi fok {3], [5] felhasznédldsaval meghatdrozzuk, hogy egy
szimboélum melyik menetben kap értéket.

Végiil megadjuk, hogy a program posztdefinitasi fokatél fiiggben a program forditasahoz
hény menet sziikséges [4].

2. Az assembly nyelv

Az assembly nyelv vizsgdlatdhoz elészor definidljunk egy egyszerii kornyezetfiiggetlen
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grammatikdt. A G grammatika els6 néhany helyettesitési szabdlydt adjuk csak meg:

(1) < program > — < line > eol |
< program >< line > eol
(2) < line > — < symb >=< expr > |
< stmt >
(3) < stmt > — < symb >:< stmt > |
< mnem > |
< mnem >< opnd >
(4) < opnd > — < expr > |
< opnd >, < expr >
(5) < mnem > —ADD|MOV]|...

Egy P assembly nyelvi program a G altal meghatirozott nyelv egy mondata. A fenti
szabdlyokbdl ldthatd, hogy az assembly nyelvil program egysége a sor, és hogy egy sor
hdrom zéndra bonthaté: cimke-, utasitds- és operanduszénara. Egy sor utasitiszénija vagy
az = direktividt, azaz egy assemblernek szél6 parancsot, vagy egy mnemonikot, azaz egy
végrehajthats, gépl koda utasitas szimbdlikus nevét tartalmaszza.

Egészitsiik ki a program sorait egy nulladik zénéval, a sorszam zéndval. fgy az assembly
nyelvi program k-ik sora a kovetkezo felépitésii:

(0) (1) (2) (3)

[k lcimke jutasitds |0perandus I

A grammatika (3) szabdlydval egy mnemonikot tartalmazé sor cimkezénajaban tébb
szimbélumot is meg lehet adni:

szimb; : szamby : ... szimb,, : mnemonik operanduseol

Ezekhez a szimbd6lumokhoz az assembler az elhelyezésszamldlé aktualis értékét rendeli.
Az elhelyezésszamlald egy, az assembler altal definidlt véltozd, jeloljik ezt a valtozdt a $
jellel. Ezt felhasznélva alakitsuk 4t a szimbdélumot tartalmazé sorakat a kovetkezd formara:

szimby = $ eol
szimb; = $ eol
szimb,, = $ eol

Wnemontk operandus eol

Az atalakitas utan tehat egy program a kovetkezd tipusd sorokbdl all:

Alkalmazott Matematikai Lapok (1998)



AZ ASSEMBLALAS ELMELETE 205

(0) (1) (2) (3)

[ k I Iutasitds I operandus [
I k [ | utasitas I l
[ k [szimbo’lum l = ] operandus |

Jeloljiik a program k-ik sordnak (1), (2) és (3)-ik zéndjdban levé szimbdlumokat rendre
a(k), m(k) és u(k)-val, a program hosszat pedig jeloljik |P|-vel, azaz maxk = |P|. Most
definidljuk a szimbdlumok halmazait.

2.1. Definicid. Legyen A(0) = {8}, A(k) = A(k—1)Ua(k) (1 <k < |P|), é
A = A(|P|). Az A halmazt a P program paraméterhalmazdnak nevezziik.

Megjegyezzik, hogy mivel a $§ szimbdlum az assembler &ltal definidlt véltozd, $ ¢
afk) (1< k < |P)).

Azokat az a € A paramétereket, amelyek a

0 (1) (2 )
k_fa [= [8 |

alaki sorok cimkezdnajaban szerepelnek, a tovibbiakban cimkéknek nevezziik, és jeldljiik
a k-ik sor cimkéjét b(k)-val, azaz legyen

b(k) = {a(k) Im(k) = {=} A u(k) = {$}}

A cimkék halmaza a kovetkez6:

2.2. Definicié. Legyen B(0) = @, B(k) = B(k—1)Ub(k) (1 < k < |P|), és B = B{|P|).
A B halmaszt a P program cimkehalmazinak nevezzik.

Az assembly nyelvi programban a cimkéknek egyedi cimkéknek kell lennilk, azaz
egy cimke nem szerepelhet a program tobb soranak cimkezénajdban. Ezt a tulajdonsagot
mondja ki a kovetkez6 axioma.

I. AxioMa. b(k) ¢ B(k—1), 1<k <|P|

Ha az axiéméban kimondott allitas egy cimkére nem teljesiil, akkor az assembler a
cimke minden eléforduldsa esetén egy "i6bbszérdsen definidlt szimbdlum” hibajelzést ad.

Az utasitdszénaban direktivdk vagy mnemonikok taldlhatok. Az utasitdszéndba irt =
jel az assembler szdmara egy direktiva.

2.3. Definicié. Legyen M(0) = 0, M(k) = M(k—1)Um(k) (1 < k < |P|), és
M = M(|P|). Az M halmazt a P program utasitdsszimbélum halmazdnak nevezziik.

Az utasitdszondba csak egy el6re megadott M halmaz elemei irhaték, az M halmazt az
assembly nyelv utasitdskészletének nevezzik. Az M halmaz elemeit csak az utasitdszénaba
szabad irni, a halmaz elemei sem a cimkezéndban, sem az operanduszénidban nem
fordulhatnak el6. Ezeket a kovetelményeket a kovetkezé axiémak mondjék ki:

II. AXIOMA. M C M
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III. AxiomMa. ANM =0
Az operanduszéndban taldlhaté szimbdlumok a kovetkezéképpen adhatdk meg:

2.4. Definicié. Legyen U(0) =0, U(k) =U(k—1)Uu(k) (L <k < |P|),és U =U(|P]).
Az U halmazt a P program operandusszimbdlum halmazéanak nevezzik.

Az operanduszéndban taldlhaté u(k) szimbdélumok kozott lehetnek konstansok és
operatorok is, jeloljik ezen szimbdlumokat uc (k) és uo(k)-val, a P program konstans és
operator szimbdlumait pedig U¢, Up -val.

Az utasitdsokhoz hasonldéan, az operatorok is csak egy elére megadott O halmaz
elemei lehetnek. Az operdtorok nem irhaték a cimkezéndba vagy az utasitidszonaba, és
az alfabetikus vagy numerikus karakterekbdl dllé konstansokat is csak az operanduszéndba
szabad irni:

IV. AxiéMAa. Up C O
V.AXIOMA. UpNA=0 & UoNM=0,éUcnNA=0 & UcnM=190

Az operanduszéndban taldlhaté nem konstans és nem operator szimbélumokat a
cimkezénédban kell definidlni, azaz ha

Uy =U \ (Uc UUo),
akkor az U4 minden elemének paraméternek kell lennie. Ezt mondja ki az assemblalds
alapaxiémaja.

VI. AXIOMA. (AZ ASSEMBLALAS ALAPAXIOMAJA). U4 C A

Legyen uy(k) = u(k) \ (uc(k) Uuo(k)) (1 <k <|P|). Ha egy s € ua(k) szimbblumra
a fentl axiéma nem teljesii], akkor az assembler a k-ik sorban az s szimbdlumra *ismeretien

szimbdlum” hibajelzést ad.
Egy assembly nyelvil program szimbdélumainak halmazai az 1. abran lathatok.

M Uc Uo

1. dbra: A szimbélumhalmazok
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3. A szimbélumok értéke

Most megvizsgaljuk, hogy az el6z6ekben definidlt szimbdlumhalmazok elemeihez az
assembler milyen értékeket rendel. Az assembler az assembly nyelvii programot a nulladik
zéndban levd sorszam szerint névekvo sorrendben, soronként forditja. Jelolje az s szimbdélum
értékét a program k-ik sordban val(s,k), és ha az assembler ezt az értéket nem tudja
meghatédrozni, akkor legyen val(s, k) = e.

VII. AxIOMA. Minden s € Uc UM és minden1 < k < |P| -re val(s, k) # €, és minden
1< k,l1 < |P|-re val(s, k) = val(s, ).

A fenti axidoma azt mondja ki, hogy a konstansok értéke egyértelmiien meghatirozhaté,
és ez az érték fliggetlen attdl, hogy a konstans a programnak melyik sordban taldlhaté. Az
axiéma alapjan ugyanez igaz a mnemonikokra is, azaz az utasitiskédokhoz rendelt gépi kod
fuggetlen a programtdl.

Ezek utdn mar csak az A és az Up halmaz elemeivel kell foglalkoznunk. Mivel $ € 4,
elszor vizsgaljuk ennek a szimbdlumnak az értékét.

3.1. Definicié. Legyen val($,1) =0, és legyen k > 2 -re
val($, k) = val($,k — 1) + f(m(k — 1), u(k — 1))

ahol az f(m, u) az utasitds hosszdt megadd nemnegativ egész értékii fiiggvény, értéke minden
m{k —1) C M és u(k — 1) C U -ra elére adott, még abban az esetben is, ha valamely
s € u(k — 1) -re val(s,k — 1) = e.

A definicié szerint az elhelyezésszdmlalé értéke a program elsé sordanak forditésakor
mindig nulla, és a tovabbi sorok forditasakor nem csokkenhet. A ndvekedés értékét csak
az utasitaskdd és az operanduszéndban taldlhaté szimbdélumok, és nem ezen szimbélumok
értékei hatarozzdk meg.

Legyen A’ = A\ {8}, U, = U4 \ {8}, és legyen

'u,’ (k _ { 'U,A(k) ha $ Q 'U,A(k)
A ua(k)\ {8} ha $ € us(k)

A tovabbiakban csak az A’ halmaz elemeinek értékaddsival foglalkozunk.
Lattuk, hogy ha az s € A’ szimbélum a

0 (1) @) 3
[k s [= [espr |

tipusi utasitdsok (1) zéndjdban szerepel, azaz ha a cimkezéna nem lres, akkor az
operanduszéndban csak egy kifejezés dllhat. Az = direktiva az értékaddst jelenti, ezért
elészor egy operanduszéndban allé ezpr kifejezés értékét adjuk meg.

Azt mondjuk, hogy egy expr kifejezésre val(ezpr, k) # € , ha benne v/, (k) = 0, vagy ha
benne minden u/y(k)-beli szimbdlumnak az értéke ismert. Ekkor
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val(ezpr, k) = u:((k) val(s, k)

ahol s € ug(k) Uuc(k), és x a kifejezésben levd up(k) miiveletek elvégzését jelenti. Ha az
ezpr kifejezésre u/ (k) = 0, akkor val(expr, k) # ¢, hiszen az expr kifejezés legfeljebb csak a
$ szimbdélumot, konstansokat és operatorokat tartalmaszhat, és a $§ szimbdlum értéke a 3.1.
definicié szerint, a konstansok értéke a VII. axidéma szerint # e.

Az assembler a cimkezéndban allé szimbdélumhoz az operanduszéondban &llé kifejezés
értékét rendeli. Egy s szimbdlum azonban ugyanazon sor cimke- és operanduszénéjaban is
el6fordulhat:

[k Tr ]= [s+1]

és ebbdl azonnal lathatd, hogy a szimbdlum értéke a két zéndban nem lesz azonos. Ezért
meg kell kiilonboztetnlink a kilonb6z6 zéndban felvett értékeket. A tovabbiakban jeloljik
az s szimbélum értékét a program k -ik sordnak j -ik zéndjdban val(s, k(7)) -vel.

Természetesen, mivel § ¢ a(k) (1 < k < |P|), a val($, k(V))-et nem értelmezziik, és
val($, k(®)) = val($, k) minden 1 < k < |P|-re.

Ha s € a(k), akkor legyen val(s, k(1)) = val(ezpr, k), azaz a cimkezénaban szerepls szim-
bélum értéke legyen az operanduszéndban adott kifejezés értékével egyenls. Megjegyezziik,
hogy a fentiek szerint, ha u/,(k) = 0, akkor val(s, k(1)) # ¢. Ha val(ezpr, k) = ¢, akkor az s
szimbélum értéke is ismeretlen, azaz val(s, k(1)) = e.

Mivel egy szimbdlum t6bb programsor cimkezénajdban is szerepelhet, definialjuk a

szimbdlumok hatdskérét.

3.2. Definicié. Ha s € a(k1), s € a(k), ..., s € a(km), ahol 1 < ky < k2 < ... <
km < |P|, akkor a k; -ik sor cimkezéndjéban szerepl6 s szimbdlum hatdskére legyen

E(s ki) = { (ki + 1)), (ki +2)@,... ki 1® }, hai#m, és
E(s,km) = {13,230 k¥ (k + 1)@, ..., |P|®].

Megjegyezziik, hogy s € b(k) esetén az I. axiéma szerint
B(s k) = { 19,20 |p|®)}.

A definicié szerint az s szimbdlum hataskorei diszjunkt halmazok, és ha s € v/,(i),
akkor egyértelmiien megadhaté egy k; (1 < k; < |P|), 1< i < m) gy, hogy 1) € E(s, k).

A szimbélumok értékének meghatdrozasakor alapveté tulajdonsdg a szimbdélumok pre-
és posztdefinitdsa, ezért most ezeket a fogalmakat definidljuk.

3.3. Definicid. Ha s € a(k), és I®) € E(s, k), akkor az s szimbélumot az I(3) -ban k < I
esetén predefinit, k > | esetén pedig postdefinit szimbdélumnak nevezzilk.

Ha s € a(ky), s € a(ks), -.., s € a(km), akkor az s szimbélum az 1(3),2(3), .., ,k(la)
zénakban posztdefinit, a (k1 + 1)(3), ..., |P|® zéndkban pedig predefinit szimbélum lesz.
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Hasonléan, ha s € b(k), akkor az s cimke az 1), 23, .. k() zénskban posztdefinit, a
(k+1)3),...,|P|® zéndkban pedig predefinit szimbélum.

Az assembly nyelvii program sorainak egyszeri soronkénti feldolgozdsdval nem minden
szimbélum értéke hatdrozhaté meg. Az utolsé példabdl, amelyben az s szimbdlum
a cimkezondban és az operanduszéndban is szerepelt, nem csak az lathatd, hogy egy
szimbélum értéke kilénbozé zénakban killénbdzé lehet, hanem az is, hogy egy szimbdélum
értéke minden ujrafeldolgozaskor megvéltozhat. Az assembly nyelvii program egyszeri
soronkéntl végigolvasasat, feldolgozdsat menetnek nevezzilk, igy beszélhetiink egy-, két-
vagy tobbmenetes assemblerrdl.

Jelsljiik val()(s, k(7)) -vel az s szimb6lum értékét az i-ik menetben, a program k-ik
sordnak j-ik zéndjdban. Ez az értékfogalom a val(s, Ic(j)) altaldnositasa.

A § szimbdlum értéke minden 7 > 1-re legyen a 3.1. definicidban megadott érték:

val()(8, k() = val($,k) (1< k< |P)).

A program forditdsdnak kezdetekor minden nem $ paraméter értéke ismeretlen, azaz
minden s € A’-re

val(1)(5,103)) = ¢,

és s értéket csak az elsé olyan sorban kaphat, amelyben a cimkezénaban szerepel.

Tegylik fel, hogy az s € A’ szimbélum a program k-ik soréban a cimkezéndban
szerepel. Ekkor a szimbdlum minden menetben felveszi az operanduszéndban taldlhaté
kifejezés pillanatnyi értékét.

3.4. Definicié. Ha s € a(k) , akkor minden 7 > 1-re

€ ha 3r € ’U,A(k)’
val (s, k(M) = melyre val®)(r, k(3)) = ¢
uo)(<k) val()(q, k(3))  egyébként

ahol g € ua(k) Uuc(k), és x a kifejezésben levd up(k) C Up miiveletek elvégzését jelenti.

Ha egy szimbdlum értékét a program egy sordban meghatdrozzuk, akkor a hatdskd-
rében levs predefinit hivatkozasok értéke megegyezik ezzel az értékkel, mig a postdefinit
hivatkozdsok csak a kovetkez6 menetben kapjdk meg ezt az értéket.

3.5. Definicié. Ha s € a(k), s € vy (1), és 13) ¢ E(s, k), akkor minden ¢ > l-re k& < !
esetén

val()(s,103)) = val()(s, k(1)),

k > [ esetén pedig
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val (1) (5, 103)) = val ()(s, k(1)).

A fenti definicié szerint, a madsodik és tovabbi menetekben az elsé sor operandus-
zéndjaban levé szimbdlum értéke megegyezik a szimbdlumnak a program utolsé sordban
érvényes értékével. Ez azt jelenti, hogy az értékeket egy szimbdllumtabldban lehet tarolni,
és a szimbdélumtabldba beirt értékek menetvaltdskor nem valtoznak meg.

A definiciékbdl azonban sajnos nem ldthatd, hogy egy szimbélum értéke mikor,
melyik menetben hatdrozhaté meg. Ezért az értékek meghatdrozasara egy 4j fogalmat,
a szimbdlumok postdefinitasi fokat vezetjik be, majd az értékadas és a posztdefinitasi fok
kapcsolatat vizsgdljuk.

4. A posztdefinitasi fok

Egy paraméter értéke nem definidlt, ha az értékét meghatdrozé kifejezésben nemde-
finidlt értékli szimbdélum van. Ha ez a szimbdélum posztdefinitdsa miatt van, valdszini,
hogy az assembler valamelyik menetben mar definidlja a szimbdélum értékét, és igy ezutdn
a paraméter értéke is meghatdrozhatd lesz.

{.1. Definicié. Ha s € a(k), akkor az s szimbélum posztdefinitdsi foka k(%) -ben legyen

0 ha (k) =0

pd(s, k1) =

max pd(r,k(3)) egyébként
- reuly (k)
A definicié szerint a cimkezéna paramétere atveszi az operanduszéndban szerepld

legmagasabb posztdefinitdsi fokd szimbdlum posztdefinitasi fokszamat.

4.2. Definicié. Ha s € a(k), s € uwy(l), és 1) ¢ E(s, k), akkor az s szimbélum
posztdefinitdsi foka 1(3)-ban legyen

1
pd(s, 13)) = { pd(s, k) ha I> k
pd(s, kM) +1 hal<k

A definicié azt mondja ki, hogy a posztdefinit hivatkozdsban a szimbélum posztde-
finitdsi foka eggyel nagyobb, mint a definicié helyén, mig predefinit hivatkozas esetén a
posztdefinitasi fok nem valtozik.

A definiciék szerint, ha s € b(k), akkor pd(s, k(W) = 0, azaz a cimkék posztdefinitdsi
foka a definidlas soranak cimkezéndjiban nulla, a predefinit hivatkozdsaikban szintén nulla,
a posztdefinit hivatkozdsaikban pedig 1. Tetsz6leges paraméterre a kovetkezo allitds igaz:

4.1. TETEL. Ha s € a(k), akkor pd(s, k(})) > 0.
Bizonyitds. Az 8llitds a 4.1. és a 4.2. definicié kdvetkezménye.

4.1. KOVETKEZMENY. A 4.1. tételbél és a 4.2. definiciébdl kovetkezik, hogy s € v/, (1)
esetén pd(s, 1(3)) > 0.
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4.2. TETEL. Ha pd(s,1i®) # pd(s,I¥), ahol 1 < Iy < I < |P|, akkor 3k, amelyre
I <k <ly, éssealk).

Bizonyitds. Ha l§3),1§3) € E(s k), ahol s € a(k), akkor a tétel a 4.1. és a 4.2.
definiciébdl kovetkezik.

Ha lga) € E'(s, ki), és lg?’) € E(s, k), ahol s € a(k1), s € a(kz) és k1 # ko, akkor kq,
k2 nem lehet az By = {1,...,11 — 1}, B = {li,...,l — 1}, E3 = {l2,...,|P|} halmazok
egyikének egyszerre sem eleme, mert akkor a pd(s, 11(3)) # pd(s, lgs)) feltétel nem teljesiil.
A ki € E; és ky € E3 eset nem allhat fenn, mert ekkor a feltétel szintén nem teljesil. Ha
ki1 € E1 és ky € E,, vagy ha ky € F3 és ky € Ej3, akkor az allitas igaz, hiszen az els6 esetben
legyen k = k3, a masodik esetben pedig legyen k = k.

Konnyen belathatd, hogy nem minden szimbdélumnak van véges posztdefinitasi foka.
Ha példdul az s szimbdlum csak a

0) (1) (2) (3)
[ Ts 1= [s+1]

sorban szerepel, akkor a 4.1. és 4.2. definicidk szerint
pd(s, k(1)) = pd(s, E®) = pd(s, k(1)) + 1,

és igy kimondhatjuk a kovetkezo tételt:
4.3. TETEL. Ha s € u/y(k), és k(®) € E(s, k), akkor pd(s, k(1)) = oo.

Ha s € u/y(1), akkor a 4.1. kdvetkezmény szerint pd(s, 1)) > 1. Ha pd(s, 1(®)) < oo,
akkor a 4.3. tétel alapjén biztosan igaz, hogy 1(3) ¢ E(s, k) esetén k # 1, azaz Jk
(1 < k < |P]), melyre 13) € E(s, k). gy a 4.2. definicié alapjan kimondhatjuk a kévetkezd
allitast:

4.2. KOVETKEZMENY. Ha s € u/,(1) és pd(s,13)) = n < oo, akkor 1) € E(s, k)
esetén k # 1, és pd(s, k(1)) =n — 1.

A 4.3. tétel 4ltaldnosabban is igaz:

4.4. TETEL. Ha az sy, s3,...,8m szimbdlumokra
s1 € a(ky), 53 € wy(k1), k{2 € E(sa, k2),
sz € a(ky), s3 € uy(ks), k{2 € E(s3, ks),

sm € a(km), 51 € vy (km), kr(r?) € E(s1, k1),
akkor pd(s,-,k,_(l)) =00 (1 << m).
Bizonyitds. A tétel a posztdefinitdsi fok 4.1. és 4.2. definiciéibél kovetkeszik.
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Megjegyezziik, hogy a nem véges posztdefinitdsi fok mindkét tétel esetében a szimbd-
lumok definiciéiban taldlhaté *kor” kovetkezménye.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy ha a programban van egy véges posztdefinitasi
fokd szimbdlum, akkor biztosan van nulla posztdefinitdsi szimbélum is.

4.5. TETEL. Ha s € a(k), és pd(s, k(1)) < oo, akkor Ir € A/, és 3 (1 < I < |P)),
melyre r € a(l), és pd(r,1(})) = 0.

Bizonyitds. Legyen pd(s, k(1)) = 4, a 4.1. tétel és a feltétel szerint 0 < i < oco. Az
allitast z-re vonatkozé teljes indukcioval bizonyitjuk be.

Ha 7 = 0, akkor legyen r = s, és | = k. Most tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden
j < i— 1-re, és bebizonyitjuk, hogy ekkor az allitds igaz j = i-re is.

Ha pd(s,k(!)) = 4, akkor a 4.1. definicié szerint Ir; € u/y(k) szimbélum, amelyre
pd(rl,k(3)) =1, és ha r; € a(k1), akkor £®) ¢ E(ry,k1). A 4.3. tétel szerint k; # k. Ha
k1 > k, akkor a 4.2. definicié szerint pd(ry, k1)) = i — 1, és az indukciés feltétel szerint a
tétel allitdsa igaz.

Ha k; < k, akkor a 4.1. definicié szerint 3ry € wu/y(k1) szimbélum, amelyre
pd(rz,kgs)) = 14, és ha r; € a(ky), akkor kga) € E(rg, k). Mivel ky # kz, k2 > k; esetén
ismét az indukcids feltétel alkalmazhatd, mig ha ko < k1, Irz € v/, (k2) szimbdlum, amelyre
pd(rs, kgs)) =1

Lathaté, hogy vagy eljutunk egy ¢ — 1 posztdefinitdsu szimbdélumbhoz, vagy egy

k>ki1>...> km

sorozatot kapunk, és kn, -re rpmp1 € uy(km), pd(Pmt1, ks,?)) = 1. Mivel k,, > 1, pesszimalis
esetben k. = 1. Ekkor azonban a 4.2. kdvetkezmény szerint pd(rmi1,!(0)) =i —1, és igy
az indukcids feltétel ismét alkalmazhaté.

A fenti tétel bizonyitasabdl az is lathatd, hogy ha a programban van egy 0 < n < oo
posztdefinitdsi szimbélum, akkor vannak 0, 1,...,n — 1 posztdefinitasid szimbolumok is:

4.3. KOVETKEZMENY. Ha s € a(k), és pd(s,k)) = n, ahol 0 < n < oo,
akkor Iry,ra,... .ty € A, és i, lnoy , melyre 1 < I; < |P|, r; € a(lj), és
pd(rj, M) =j (1<j<n-1)

5. Az értékadds és a posztdefinitdsi fok kapcsolata

A tovabbiakban a posztdefinitdsi fok és az értékadds kozotti kapesolatot vizsgaljuk, és
megmutatjuk, hogy egy szimbdélum posztdefinitasi foka meghatarozza azt, hogy a szimbdlum
melyik menetben kap értéket.

El8sz6r a nulla posztdefinitasi foku szimbdlumokat vizsgdljuk.
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5.1. TETEL. Ha s € u/y(l), és pd(s,I(®)) = 0, akkor val(V)(s,1(®) #£ €.

Bizonyitds. Ha s € a(k), és I®) € E(s, k), akkor a 4.3. tétel alapjan k # [, és k > [ sem
lehet, mert pd(s, k(l)) = —1 ellentmond a 4.1. tételnek. igy csak a k <[ eset lehetséges, és
a 3.5. definicié alapjan val()(s,1(3)) = val(V)(s, k(1)). Mivel a 4.1. és 4.2. definiciék szerint
pd(s, Ic(l)) = 0, a 3.4. definicié szerint két eset lehetséges:

1. vagy u/s(k) = 0, de ekkor u4(k) legfeljebb a $ szimbélumot tartalmazza, amelynek az
értéke a 3.1. definicid szerint nem ¢, és igy a 3.4. definicié alapjan val()(s, k(1)) # ¢,
azaz val(1)(s,103)) £ ¢, vagyis a tétel allitasa igaz.

2. vagy uy(k) # 0, de ekkor, ha s; € w/(k), a 4.1. definicié szerint pd(s;, k(®)) = 0,
azaz az u'y(k) is csak nulla poszidefinitdsi szimbélumokat tartalmaz. Erre az s;
szimbélumra Jk;, hogy s1 = a(ky), EB®) ¢ E(s1,k1), és a fentiekhez hasonléan
val(V(sy, k() = val(W(sy, kgl)), pd(sl,kgl)) =0, és k; < k.

A maésodik esetben megismételve a fenti, az s és k-ra alkalmazott eljarast, egy

§,51,82,...,5, 6s k > k1 > ky > ... > k, sorozatot kapunk.
Ha az s, szimbélumra u',(k,) = 0, akkor VaI(l)(sn,k,(ll)) # e, és a tétel allitasa
igaz, hiszen az s,_1,...,s; szimbélumokra a 3.4. definicié szerint VaI(l)(si,kl(l)) # e,

(n—1>i>1),igy valM(s, k(1)) # ¢ és val (U (s, 1030} #£ ¢ is teljesiil (2. abra).

0 M @ 6

kn Sn =

kq 81 = S2
k s = s1
l s

2. ABRA. A predefinit szimbélumlanc

Ha uw/y(kn) # 0, és kn # 1, akkor képezhetjilk a sorozatok kovetkezd s,11 € u'y(kn)
és k41 elemeit. Ha k, = 1, akkor a program elsé sordnak harmadik zénajdban a 4.1.
kévetkezmény szerint nem lehet nulla postdefinitasi szimbdlum, azaz u/y (1) csak ires lehet.
igy azonban Val(l)(sn, 1(1)) # €, azaz az Sn_1,--- ,S2, 51,5 szimbdlumok értéke az elsé
menetben meghatdrozhatd, Val(l)(si,kl(l)) #e (n—1>1i>1),és ezért val(I(s, k(1)) £ ¢,
azaz val(1)(s,103)) £ ¢.

A kovetkezo allitas a tétel bizonyitdsabdl kiolvashaté:
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5.1. KOVETKEZMENY. Ha s € a(k), és pd(s, k(1)) = 0, akkor val(V(s, k() # €.

A kovetkezo tétel azt mondja ki, hogy ha egy szimbdlum értékét az egyik menetben
meghatdroztuk, akkor ez az érték tovabbi menetekben mar nem valtozik meg.

5.2. TETEL. Ha s € u/ (), é pd(s,i®) = 0, akkor minden nj,ny > 1-re
val (1) (s, 103)) = val(m3) (s, 13)).

Bizonyitds. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy minden m > 1-re val(™)(s,13)) =
val (m+1)(5,1(3)), ebbbl a tétel 4llitdsa mar kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz, azaz val(™)(s, 1(3)) #£ val(m+1)(s 1(3)). Ekkor,
az el6z6 tétel bizonyitdsdnak menetét megismételve, az ott hasznalt jeloléseket hasznalva
(2. &bra), Val(m)(s, k(l)) # Val(’"+1)(s,k(1)). Az 1. eset biztosan nem &llhat fenn, mivel
a 3.1. definicié szerint a $§ szimbdlum értéke mindig ismert és fiiggetlen a menetszdmtél,
igy csak a 2:- eset lehetséges, de ekkor az utobbi egyenlStlenség csak akkor teljesill, ha
Val(m)(sl,kgl)) # Val(m"'l)(sl,kgl)). Mivel a tovédbbiakban is mindig csak a 2. eset
allhat fenn, most biztosan eljutunk az s, szimbélumhoz, melyre pd(sn,l(l)) = 0, és
val (™) (s,,,111)) # val(m+1)(s, 1(1)). A 4.1. kSvetkezmény szerint u4(1) legfeljebb csak
a $ szimbélumot tartalmazza, ezért a val(™)(s,, 1(1)) és a val(m+1) (s, 1(1)) értékek a 3.4.
definicié szerint csak azonosak lehetnek. Ellentmonddsra jutottunk, és igy a tétel allitasat
bebizonyitottuk.

A fenti két tétel a nem nulla posztdefinitasi foku szimbélumokra is bebizonyithaté.

F —  5.3. TETEL (Az ASSEMBLALAS ALAPTETELE). Ha s € u/(1), és pd(s,1®)) = n < oo,
akkor val(®+1)(s,1(3)) # e.
Bizonyitds. A tételt teljes indukcdval bizonyitjuk. Az n = 0 esetben az &allitds

a 5.1. tétel szerint teljesil. Tegylk fel, hogy minden s; szimbélumra s; € u/j(k;),
pd(s;, kt(s)) = j — 1 esetén a tétel &llitdsa igaz, azaz valU)(s;, kl(a)) Fe.

Bebizonyitjuk, hogy ekkor, ha s € /y(1), pd(s, I(®)) = j teljesiil, akkor valUt1)(s, I1(3)) £
€.

Ha s € a(k), és I®) € E(s, k), akkor a 4.3. tétel alapjan k # I. Ha k > I, akkor a 4.2.
definici6 szerint pd(s, k(1)) = j — 1, azaz az indukciés feltétel alapjan val()(s, k(1)) £ e. A
3.5. definicié viszont az mondja ki, hogy val+1)(s,1(3)) = valU)(s, (1)), {gy a tétel 4llitasa
a k > | esetben igaz.

Ha k < I, a 3.5. definici6 alapjan valU+1)(s 1)) = valU+1)(s, k(1)) Mivel a 4.2.
definicié szerint pd(s, k(1)) = j, a 4.1. definicié szerint Is; € u/;(k), melyre a pd(s1, k() =
j. Erre az s; szsimbélumra 3k;, hogy s, = a(ki1), ¥®) € E(s1,k1). Ha k; > k, akkor
készen vagyunk, hiszen a 3.5. és 4.2. definiciék szerint valU+1)(s;, k(3)) = val() (s, kgl)),
és pd(sy, kgl)) =j5-1

Ha k; < k, akkor megismételve a fenti, az s és k-ra alkalmazott eljardst, vagy eljutunk
egy j — 1 posztdefinitdsi fokd szimbélumhoz, vagy egy s,s1,52,...,5, és k > k1 > kg >
... > k, sorozatot kapunk. Pesszimalis esetben k, = 1, és képezve a sorozat kovetkezd s, 11
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elemét, pd(sn,11,1(3)) = j. A 3.5, és 4.2. definiciék alapjén, a 4.2. kovetkezmény szerint
8n+1 € a(kny1) esetén pd(spi1, k,(lldzl) =7-1,6s Va](j)(sn+1,k£1_|21) = vaI(j+1)(sn+1, 1(3)).
Ez az érték az indukcids feltétel alapjan # ¢, igy a tétel 4llitasat ebben az esetben is
bebizonyitottuk.

Most az 5.2. tételhez hasonldéan, a nemnulla posztdefinitdsi fokd szimbdélumokra is
bebizonyitjuk, hogy a n+ 1-ik menetben meghatérozott érték tovabbi menetekben mar nem
valtozik meg.

5.4. TETEL. Legyen s € u/y(l). Ha pd(s,!(®)) = n < oo, akkor minden ny,ny > n+1-
re val(m)(s,103)) = Val("’)(s, 13)y,

Bizonyitds. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy minden m > n + 1-re val(™)(s, 1(3)) =
val (™ *1)(5,1(3)) ebbél a tétel allitasa mar kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz, azaz val(™)(s,1(3)) # Val(m+1)(s,l(3)). El6szor
bebizonyitjuk, hogy a feltételezésbdl az kovetkezik, hogy 1étezik legaldbb egy s; szimbdlum,
amelyre s; € a(k;) esetén pd(si, k§1)) < n—1,és s; értéke két menetben kilénhozd.

Legyen s € a(k), I® ¢ E(s, k), ekkor feltételezésiink a 3.5. definicié szerint csak gy
lehetséges, ha

1. k > 1 esetén Val(’"‘l)(s, EWY £ val(m)(s, k(l)), de ekkor a 4.2. definicié szerint
pd(s, k(1)) = n — 1. Tehét talaltunk egy olyan szimbélumot, melynek posztdefinitasi
foka n — 1, és értéke a két menetben kiilénboz8. Legyen s; — s, és k; = k.

2. k < I esetén Val(m)(s,k(l)) # val(mtl) (s, k1)), és a 4.2.  definicié szerint
pd(s,k(Y)) = n. A 3.4. definici6 szerint ekkor Ir; € 'y (k), melyre val(™)(rq, k() #
Val("H'l)(rl, k(3)), és a 4.1. definicid szerint pd(ry, k(a)) < n. Ha pd(ry, k(s)) < n, akkor
legyen s; = r1, és ky = k. Ha pd(ri,k®)) = n, akkor r; € a(k,,), k® € E(r1,k.,)
esetén, k., > k teljesiilésekor alkalmazhaté az 1. eset, és legyen s; = ry, k1 = k,,, mig
k., < k esetén ismételjik meg ezt az eljardst az vy szimbdélumra és a k., sorra. Az igy
kapott ry szimbdlumra és a k., sorra vagy pd(ra, k“(3)) < n, vagy ellenkezd esetben
ke, < kr,.

Ez utébbi esetben megismételve az eljarast, pesszimalis esetben eljutunk az r; szimbélu-

mig és a k., = 1 sorig, melyre VaI(m)(rj, k$]1)) + VaI("H’l)(rj, kg)), és pd(r;, k,(.Jl)) = n.

Ekkor 3r;41, melyre VaI(m)(er,lcg’)) # VaI(m+1)(rj+1,lc£?)), és pd(rj+1,k$?)) < n.

A 3.5. és 4.2. definicidk alapjén, a 4.2. kovetkezmény szerint rj1; € a(k,,,,) esetén

pd(rj+1,k$]1.2rl) =n-—1, és Va](m‘l)(rj+1,k£:)) + Val(m)(rj+1,k$]1.)), azaz biztosan

eljutunk egy n — 1 posztdefinitdsi foki szimbélumhoz, amelynek értéke két menetben

kiilénbdz8.

Tehéat 3s; € u/y(ky1), melyre m — 1 > n esetén Val(m‘l)(sl,kga)) # val(™) (s, kg?’)), és
pd(s1, k) <n—1.

Ezt a médszert alkalmazva, eldallithatunk egy s1, sz, ..., s; szimbdélumsorozatot és egy
k1, ka, ..., k; sorozatot, amelyre pd(s;, kz(l)) =0, és val(™)(s;, kl(l)) # val(m+l) (s, kgl)). Ez

viszont ellentmond az 5.2. tételnek, és igy a tétel allitdsat bebizonyitottuk.
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5.1. Definicié. Legyen a P program posztdefinitdsi foka
] ha U} =

pd(P) =
3 11 2
1511’32?:})"322(]:) pd(s,k( )) egyébként
Egy program posztdefinitasi foka tehat az operanduszéndjaban szerepld legmagasabb
posztdefinitdsi foki szimbdlum posztdefinitasi foka. A kévetkezd dllitds azt mondja ki, hogy
ha egy program posztdefinitdsi foka n, akkor a program egy n + l-menetes assemblerrel
fordithaté le:

5.5. TETEL. Egy P program minden s € U) szimbdlumdra s € u/,(l) esetén
VaI(Pd(P)+1)(s, 1(3)) + €.

A tétel a 3.1., 3.4. és 3.5. definicidk, valamint az 5.3. és 5.4. tételek kdvetkezménye.

Mivel U}, C A, a 4.2. definici6 alapjén a fenti tétel allitdsa minden s € A szimbélumra
is igaz:

5.2. KOVETKEZMENY. Egy P program minden s € A szimbdlumadra s € a(k) esetén
val PUPI+1) (5 k(1)) £ €.

Ezzel egy assembly nyelvii program minden szimbélumaénak értékadasaval foglalkoz-
tunk.

Mivel s € b(k) esetén pd(s, k(1)) = 0, és 1) € E(s,k)-ra pd(s, I(*)) < 1, a cimkék
forditdsa egy legfeljebb kétmenetes assemblerrel elvégezhets, és ez az oka annak, hogy az
assemblerek tobbsége kétmenetes. Megjegyezzik, hogy léteznek egymenetes assemblerek
is, de ezek a szimbdlumok kezelésére egy specidlis, jol megvalasztott adatszerkezetet
hasznalnak.

Az assemblerek tébbsége a magasabb, 1-nél nagyobb posztdefinitdsi fokd szimbdlumok
forditdsdt nem tudja megoldani [5], és a programozé feladata az, hogy az assembly
nyelvii program modositasaval, a szimbdlumokat definialé programsorok atrendezésével a
szimbdlumok posztdefinitdsi fokat 1-re csokkentse.
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CSORNYEI ZOLTAN

EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
ALTALANOS SZAMITASTUDOMANYI TANSZEK
1088 BUDAPEST, MUZEUM KRT. 6-8.

THE THEORY OF ASSEMBLERS

Z. CSORNYEI

The main purpose of assemblers is to assign values to the symbols of an assembly program. The target
program is assembled from these values. The process of assigning values is studied, the values of the symbols
are generated depending on the number of passes and the degree of postdefinity. The exact number of passes
needed to translate an assembly program is determined.
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ERINTO-KONVEXFUGGVENYEKKEL
GENERALT EGYENLETMEGOLDO ITERACIOK

VARTERESZ MAGDOLNA

Debrecen

Szabé Z. [2, 3] dolgozataiban érintd-kiipszeletek és bizonyos érinté-konvexfiiggvények segitségével ge-
neralt mindig konvergens egyenletmegold$ iterdcickat dolgozott ki. [5]-ben ezen iteracidk altaldnositdsa-
ként egy olyan iterdcids alapfiiggvényekbdl 4llé fiiggvénycsalddot konstrudltunk, melynek tagjait érints-
konvexfliggvények segitségével kaphatjuk meg, és mindig konvergens médszereket allitanak el8. Jelen cikkben
ezen iterdcidk tulajdonsdgait és alkalmazasi lehetSségeit mutatjuk be.

1. Bevezetés

Legyen f : R — R tetszbleges folytonos, elegendéen sokszor differencidlhaté valds
fiiggvény. Célunk az f fliggvény o zérushelyeinek, azaz az f(z) = 0 nem-linearis egyenlet
megoldasainak kozelitése. Az egyik legjelentSsebb és legtobbet vizsgilt kozelitd eljérds az

. 1@
1)

iteracios alapfiiggvénnyel rendelkezd Newton-Raphson-mddszer. Az iterdcids eljardsok
gyorsasdgdnak és hatékonysdganak jellemzésére a J. F. Traub &ltal [4]-ben bevezetett
konvergenciarend és informéciés hatékonysig fogalmakat hasznélva azt mondhatjuk, hogy
ez az eljards egyszeres zérushely esetén maésodrendii és optimalis, de nem mindig konvergens.
A szintén kozismert médositott Newton-médszer viszont nem okoz ilyen problémat: ha van
olyan M; > 0 valds szam, melyre

F(z)=

|f'(z)] < M1, haz € I =[a,b]C R

akkor az f(zo) # O feltételnek eleget tevd, egyébként tetszbleges zo € I kezdSpontbdl
kiinduld, s az
1£(=)]
F(z) =z — L2
(o) =2 - 12

iterdciés alapfliggvénnyel képzett {z,} iterdciés sorozat monoton csékkend, és konvergal
f-nek az zo-tdl balra fekvS legkdzelebbl o € I zérushelyéhez, ha van f-nek zérushelye az
[a, zo] szakaszban, egyébként pedig {z,} kilép az I intervallumbél. (Az

F(m):z—}—%
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iteracio esetében hasonlé &llitas igaz, csak az iterdcids sorozat monoton ndvekedd, és
[zo, b]-beli zérushelyhez konvergdl, ha van.) Ez a médszer tehdt az I intervallumban
az zo kezdGérték valasztasitol fliggetleniil mindig konvergens. Sajnos azonban mig a
Newton-Raphson-iterdcié masodrendil, a mddositott Newton-médszer csak elsdrendben
konvergal. A mddositott Newton-mddszer konvergencidjanak természetéhez hasonlé tulaj-
donsagu iteracidk vizsgalataval részletesen Szabé Z. foglalkozott [2] cikkeiben. Ezen iterdcidk
szdmara bevezette a kovetkezd definicidt:

Definicid 1.1. Az F(z;r) iterdcids alapfiiggvény és az dltala generdlt iterdcids eljaras
az f fliggvényre vonatkozéan az I = [a,b] intervallumban mindig konvergens, ha az
f(zo) # 0 tulajdonsdgy, egyébként tetszdleges zo € I pontbdl kiinduld, s az F(z;r) iterdcids
alapfliggvénnyel képzett {z,} sorozat

1. monoton;

2. konvergdl az f fliggvénynek az zo ponttdl jobbra (ill. balra) legkozelebb 1évé o € I
zérushelyéhez - ha ilyen tulajdonsdgi o létezik - aszerint, hogy az r ”iranyparaméter”
értékét az iterdcid soran kdvetkezetesen 1-nek (ill. (-1)-nek) vélasztjuk;

3. amennyiben ilyen tulajdonsidgi o € I pont nem létezik, {z,} kilép az I szakaszb6l.

Ezek utdn a médositott Newton-médszerrdl a kévetkezdt mondhatjuk: ha létezik olyan
M, > 0 valds szam, melyre

I[f'(z)] < My, haz €I,

akkor az

F(z;r)==z + r%
iteracids alapfiiggvény, és az dltala generalt mddositott Newton-médszer mindig konvergens.
Szabé Z.-nak [2]-ben sikeriilt ennél az iterdciéndl gyorsabb, madsodrendd, mindig
konvergens iterdcids eljirdsokat megadnia, melyeket f-et érint6é kupszeletek, illetve f-et
érinté bizonyos konvex fiiggvények segitségével generdlt. Jelen dolgozat bemutat ezen
modszerek altaldnositdsdval egy mindig konvergens és mdsodrendi iteracids fliggvénycsa-
ladot, melynek iterdcids alapfuggvényei f-et érinté konvex fliggvények segitségével allitha-
ték eld. Ezen konvex fliggvények alkalmas megvalasztdséval eléallithatok tobbek kozott a
Szabé Z. [2] cikkeiben megadott érintSkipszelet- és érintékonvexfliggvény-médszerek iterd-
cids alapfiiggvényel is.

2. Az érinté-konvexfiiggvények maddszere

FELTETELEK 2.1. Tegyiik fel, hogy az f : [a,b) = I C R +~» R fiiggvény kétszer
folytonosan differencialhaté I-n, és

|f(z)] < M, |f'(z)| < My, |f"(z)| < Mz, haz €]

valamely M, My, M, > 0 valds szdmokra.
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FELTETELEK 2.2. Legyen tovdbbd a g : (—h,h) = H C R +— R egy alulrél konvex és
H-n kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény, melyre

g(0) =g'(0) =06és¢"(z) >0, haz € H.

Vezessiik be még a Q7 = min{|infoey ¢'(z)|, sup, g ¢’ ()} jelblést.

Megjegyezaiik, hogy Szabdé Z. [2, 3]-ban olyan érint8-konvexfiiggvényekkel dolgozott,
melyek kielégitik a szigoribb ¢"(z) > g2 > 0, ha z € R feltételt is.
Induljunk ki tetszdleges zo € I,f(zo) # 0 kezdépontbsl. Legyen c¢ > %I%,

(%’» = 0) és s = sign (f(zo)). Illessziik elsérendben az

y=—-s5-c-g(z)
fiiggvényt padrhuzamos eltoldssal az f fiiggvényhesz, ennek (zo, f(zo)) pontjdban. A kapott
Gx)=—-s-c-glz—p)+A
fuggvény p, A paramétereinek értékeit a
—s-c-g(zo— p)+ A= f(zo)

—s-¢-g'(mo — p) = f'(z0)
egyenletrendszerbdl hatarozhatjuk meg. A 2.2 feltételek miatt g’ invertdlhaté a szamunkra
szukséges helyen, ezért

p=zo—g (—%f’(zo)) '
- O )]

Tehat az f fliggvényt az (o, f(20)) pontban elsérendben érintd konvex fiiggvény alakja a
kovetkezo:

Ga)=—s-c-g(a—a0+9 (~2F(z0)) + flao) +5-c-q (47" (-2F (20)) ) -

LEMMA 2.1. Teljesiiljenek a 2.1 és 2.2 feltételek. Létezzen tovdbba g > 0 igy, hogy
- M (M
g2 < ¢"(z),haz € [a—b-{—g’ ! (-__i) Jb—a+g ! <__l>] NH,
c c

és legyen %1 < c¢. Ekkor a G fiiggvény értéke G értelmezési tartomédnydnak I-be esé részében
s = 1 esetén nem nagyobb, s = —1 esetén nem kisebb, mint f értéke.

Bizonyitds. Legyen el8szér s = 1. A kérdéses intervallumban a feltételek alapjén
alkalmazhatjuk a Taylor-formuldt mind f, mind G-re:

£(2) = £(z0) + F'(za)(e — 20) + 5 £(€)(z - z0)",
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1
G(z) = G(=o) + G'(z0)(2 — zo) + 5 G"(m)(= — 20)?,
ahol £ = 2o + 91(z — o), 1 = 2o + F2(z — z0), és 91,92 € (0, 1). Lassuk be, hogy a

1

= 31"z - 20)? = 36" (n)(z — 2o’

::%[f%@—#og”(n—mo+g”1(—Ilﬂﬁ)>}(ﬁ—mdz

c

kiilonbségfiiggvény nemnegativ ebben az intervallumban. Ehhez elegendd bizonyitani a

1 < d" (n-z0tg” (‘f—("")»

c

egyenldtlenség teljesulését. Jeldlje

[ c

7 € lia—b-!-g/_1 (—%> ,b—a—}—g'_1 (%)] NH.
c

Igy tételiink feltételel miatt az

Ekkor

gll(nl)

<C‘g” nl
q2 (')

[£7(&)] < Ma < My -

egyenlotlenség teljesul, amit bizonyitani akartunk. s = —1 esetén a bizonyitds hasonlé.

Hatarozzuk meg most a G fiiggvény z; és z) zérushelyeit. Ehhez bontsuk fel a g konvex
fliggvényt két szigorian monoton fiiggvénydgra:

[ g1(e), haz <0
9(@) = { gi(z), haz>0

LEMMA 2.2. Teljesiiljenek a 2.1. és 2.2. feltételek. Jelolje tovabba

. [ supg(z), ha g korldtos
Q= 2
oo egyébként

és M = 0. Tegyiik fel, hogy az

M
Q-9 (-*2))
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egyenlétlenség teljesiil. Ekkor a G fliggvény zérushelyei:

2 =a—a (1) vort (L g (v (<210 ).

Bizonyitds. Legyen elGszor megint s = 1. A bizonyitas elsé 1épéseként lassuk be, hogy
a G fiiggvény gorbéje metszi az abszcisszatengelyt. @ = oo esetén ez az allitas trivialis.
Legyen most g korldtos. A tételiink feltétele alapjin ekkor

e () <o

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a ¢ fiiggvény igy meg lesz nydjtva a transzformécié soran, hogy
"tengelye” (c- @) nagyobb lesz, mint amilyen messze az ordinatatengely irdnyaban fel kell
tolni. Anndl messzebbre viszont nem kell tolnunk a fiiggvénygdrbét sohasem, mint mikor
elsérendben az f egy olyan pontjdhoz illesztenénk, melyen keresztiil f maximalis (M;)
meredekséggel halad at, és mely legnagyobb (M) tavolsigra van az abszcisszatengelytdl.

Bevezetve a K = _1::1 +g (g'_l (—Mcl)) jelolést, a

—c-glzo—p)+ A =M

—c-g'(zo — p) = My

egyenletrendszerb6l meg tudjuk hatarozni a lehetséges legnagyobb mértékii A* eltolast:

,\*:M+c-g<g"1 (—%» =K-c
c

Ebbél viszont az kovetkezik, hogy a G fliggvény gorbéjének mindkét 4ga metszeni fogja az
abszcisszatengelyt, azaz G-nek két zérushelye van, melyek a lemmdéban megadott alakiak
lesznek. Az s = —1 esetben a bizonyitas hasonlé.

Ezek utdn az itericids eljardsunk a kovetkezd: Az f fliggvényt az (xo, f(zo)) pontban
érinté G konvex fliggvény z1(> z}) zérushelyét meghatdrozva, most az zo helyett az z;
pontbél kiindulva folytassuk médszertnket, azaz az f fliggvényt az (zi, f(z1)) pontban
érinté G konvex fuggvény nagyobb z, zérushelyét hatdrozzuk meg, és igy tovdbb. E
zérushelyeket a 2.2 lemmabdl ismert

-1 S _ f T -1 S
Tpt1 = Tn— g <—;fl(mn)) +t4; ' (@ +g (9' (—gf'(-’ﬂn)))> )
n = 0,1,... képlet segitségével tudjuk kiszdmolni. fgy eldéllithatunk egy {z,} iterdcids
sorozatot. Ha pedig az eljardsunk sordn G-nek kovetkezetesen mindig a kisebb z]
zérushelyét valasztjuk, akkor egy madsik iterdcids sorozathoz jutunk. Ezen iterdciés sorozatok
tulajdonsagait foglalja dssze a kovetkez6 tétel:
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TETEL 2.1. Ha teljestilnek a 2.1 és 2.2 lemmak feltételei, akkor az

F(z;r) =z - g'”1 (—%f’(m)) +g7! <M +g (gl_l (—zf'(z))))

c

iterdciés alapfiliggvény és az dltala generdlt érinté-konvexfiiggvények mdédszere mindig
konvergens.

Megjegyezziik, hogy Szabd Z. [2,3]-ban ugyanilyen alaki iterdciés alapfiiggvényt allitott
el6 bizonyos érintS-konvexfiiggvények segitségével.

Bizonyitds. Legyen el8szor megint s = 1. Legyenek az f-et az (zo, f(2o)) pontban

érintd konvex fiiggvény zérushelyei a 2.2. lemmd&bdl ismert z, és z), és legyen z| < z;.
Ekkor természetesen =] < zo < ;. A lemma miatt

0< G(z) < f(z), haz € [z}, z4) NI
igy, ha z1, 2} € I, akkor nyilvén
0= G(z}) < f(z1), és 0= G(e1) < f(z1)

teljesil. Azaz, ha eljdrdsunkat az zo helyett akar az z,, akar az ) ponttal folytatjuk, f(z1)
és f(z)) sem negativ, és az 1j érint6-konvexfiiggvények megfeleld zérushelyeire igaz, hogy

zo < z1 < 2, és f(z2) >0,
zy < 2§ < zo, és f(zy) > 0.
Ebbé&l kévetkezik, hogy a maédszeriinkkel eléallitott zo, 1, z2,... iteracids sorozat monoton
novekvé, zo, =i, T4, . .. pedig monoton csdkkend, és f(z,) > 0,1ll. f(2,) >0, n=1,2,....
Vizsgaljuk most az {z,} sorozatot. Hirom eset fordulhat elé:
(1) 1. f(zn) #0ész, €I, n=0,1,... . Ekkor a sorozat szigorian monoton né

és korlatos, igy

lim z,, =a € 1.
n— oo

Mivel pedig F(z;1) folytonos, a F fixpontja, azaz f(a) = 0.
(2) 2. Van olyan i > 0, hogy f(zi) =0, és z; € I. Ekkor z;4, = F(z;;1) = =,
tehdt z; 06 =25, £ =1,2,.... fgy most is
lim z,=a €1, é f(a) =0.

n—+ 00
(3) 3. f(zn) #0,és 2z, €I, han=0,1,...,i—1,de z; ¢ I. Ekkor a 2.1 lemma
alapjan f-nek nincs zérushelye az [z, b] intervallumban.

Hasonléan vizsgalhaté az zq,z),z},... monoton csokkendé sorozat, csak a vizsgilat
helye az [a, zo] intervallum. s = —1 esetén a bizonyitas hasonld.

A kovetkezd tételben az érint6-konvexfiiggvények modszerének abszolit hibakorlatjaira
adunk becsléseket. Jelolje e, az o — z,, és d,, az £n41 — T, kiilonbségeket. Legyen tovdbba
T=¢ 26 L= i=1,2
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TETEL 2.2. Ha teljesiilnek a 2.1 és 2.2 lemmadk feltételei, és valamely zo € I pontbél
kiindulé, az érinté-konvexfiiggvények modszere segitségével eléallitott {z,} iterdcids sorozat
tart az f fliggvény valamely o€ I) egyszeres zérushelyéhez, tovdbbd teljesiilnek a

0 <my < |f'(z)|,haz € [z, ],
g"(2) < Qa,haz € [g71(K), 97 ' (K)]

feltételek, akkor a kovetkezé hibabecslések érvényesek:

Ien+1|_<.(T+ L2)|en|21 n=20,1,...
|En+1| STLzlan + (T + Lle)]dnlz,n = 0, 1, e

Bizonyitds. Legyen elGszor ismét s = 1, és legyen zg < . Mivel a egyszeres zérushely,
f'(a) <0, ha z € [zo, ). Ha most f(z,) = 0 valamely n > 1-re, akkor z,41 = z, = &, s az
allitds trividlisan teljesiil. Tegyiik fel tehdt, hogy f(zn) #0, n = 1,2,... . Rogzitsik most
tetszdlegesen n(> 0)-t. Az f-et az (zn, f(z,)) pontban érinté G fliggvényre:

G(z) = G(an) + G/ (an)(z — 2n) + 5G"(1)(® — ),
ahol n € (zn, ). Az elsrendben valé érintkezés miatt ebbél
G(z) = f(n) + f (@) = 20) + 56" ()(® = o)’
kovetkezik. A G fliggvény [z,, a]-ba esé zérushelyét z, ;;-gyel jelolve kapjuk, hogy
F(on) = =5 G" ()2 — ' (w0 )dn,
ahol n € (2n,Zn41). De G’(n) = —c - ¢"(n — p), és bevezetve az n' = n — u jeldlést,

' € (0,97 '(2)]. Tehét
F(@n) = 50" (0)d2 = £'(@n)dn,

ahol ' € [0, gfl(%)] A 2.2 lemma bizonyitdsdban tett meggondoldsokhoz hasonléan viszont

ASA*:M+c~g<g'_l (——%>> =K ¢
c

amibdl g; monotonitdsa miatt

ve ot ()] < oo (7))

Alkelmazott Matematikai Lapok (1998)



226 VARTERESZ MAGDOLNA

Tehat a tétellink feltételei alapjan ¢”(n’) < Q teljesiil. Méasrészt
0# —f(zn) = flo) = flmn) = f/(E)a —zn) = f(£) - €n,
ahol £ € (zn, &). Ebb8] viszont

e =€n — = —-f(z:n) —
n+1l — Cn dn - f’(ﬁ) dn

adédik. Innen

. _c 9(77)2 flzn) .
sl =7 e R e

¢ g 0 1) = PN
<3 e T T rer =
e ), L U ONE =20
B RRTI 3 T BT/ TR

ahol 7 € (zn,£). De a tétel feltételel miatt £ € (zn,, a)-1a 0 < my < |f'(€)], 2 2.1. feltevések
miatt pedig [f(7)| < Mz, 7 € (2,8). Igy

c Q M2
lens1] € 5+ T2 ldnf? + Z2JE — znlldnl.
2 ma mia
Figyelembe véve még a |d,| < |en| és |€ — zn| < |en] reldcékat az

c Q2 2 M, 2 _ 2
Jental < 5 2 lenl? 4+ Zlenl? = (T + La)len]

hibabecslés adédik. Ha pedig a

€ — 20| < len] = llf(’( ))I' <

1 _c_ He 2 Iz
< @) (5" ldal? 411 (2n) 1dnl) <
<& g il

reldciét haszndljuk fel, akkor az

c Q2 2 M, ¢ Q2 2 M, M,
" < <. dn = 2R+ =2 —dy||dn| =
e +1| 2 m1| | m; 2 m1| "l I l my m1| ” I

= TL2|dn!3 + (T + L1L2)|dn|2

becslést kapjuk. Az o — zo és f(zo) értékek eldjeleivel kapcsolatos tovabbi esetekben a
bizonyitds hasonlé.
Megjegyezzik, hogy ¢ = %1 esetén a hibabecslés ugyanaz, mint Szabd Z. [3] cikkében.
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TETEL 2.3. Az érinté-konvexfiiggvények mddszere egyszeres zérushely esetén mésod-
rendii és optimalis.

Bizonyitds. Tekintettel arra, hogy egyszeres zérushelyek esetén az iterdcids eljardsunk
hibabecslése |eny1| < p- |en|?, p < oo alaki, konvergenciarendje legaldbb 2. Masrészt J. F.
Traubnak [4] az informdciés hatékonységra vonatkozé alaptétele szerint a konvergenciarend
nem lehet nagyobb, mint az egy lépésben kiszdmitdsra kerild dj f(j)(a:,-) fuggvényértékek
szama, ami itt szintén 2. Kovetkezésképpen a konvergenciarend 2, és az informdécids
hatékonysag 1, azaz a mddszer optimélis.

3. Konkrét iterdcidés alapfiggvények

Valasszunk ki néhény, a 2.2 feltételeknek eleget tevd konvex fliggvényt, és nézzitk meg,
milyen iterdciét generdlnak.

Vizsgaljuk meg el8szér a g(z) = z?, =z € R fiiggvényt. Ekkor Q@ = oo, @ = oo és
gz = 2. igy ha ¢ > le, akkor teljesiilnek a 2.1 tétel g-re vonatkozd feltételei. Figyelembe

véve, hogy ¢, (y) = r /¥, és g'_l(y) = %y, ac= A—gl vélasztassal azt kapjuk, hogy

/ ,2
Fp(z;r):z+s%z_)_+r zl-f;‘(;;)|+f]u§;)’

mely éppen a Szabd Z. ltal [2]-ben vizsgalt érintdparabola-mdédszer.

Induljunk ki maésodjira a g(z) = v1+2% — 1, z € R konvex fiiggvénybdl. Ez
a fiiggvény a Szabdé Z. &ltal [2]-ben megadott feltételeket nem teljesiti, tehdt ezzel
Uj érint6konvexfliggvény-moédszert generdlhatunk. Most Q = oo és Q7 = 1 lesznek.

Amennyiben ¢ > My, a
1

g”(:l:) = (1 + m2)3

fiiggvény alsé korldtja a 2.1. lemméban megkovetelt [-d — D, d + D] intervallumban
1
q2 = )
/(1 +(d+ D)?)3
ahol d = b —-a és D = ﬁM—LTf Ha most ¢t ugy valasztjuk, hogy ¢ >

max (v2My, /(d? + 2d + 2)3M,), akkor teljesiilnek a 2.1 tétel g-re vonatkozé feltételei. Es
ool g-1 — A :
mivel g7t =r/y(y+2),és ¢ (y) = ST kapjuk az

FH(z;r):m+s__f,£E)—+T If("’)|+ c 4

e? — f(z) ¢ c? ~ f%(z)
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iterdciés alapfiiggvényt, mely éppen a Szabé Z. dltal [2]-ben eléallitott érint8hiperbola-méd-
szer.

Tekintsilk most a g(z) = ch(z) — 1, z € R fiiggvényt. Ekkor Q = oo, Q] = oo és
g2 = 1. Ha most ¢ > M;, akkor teljesiilnek a 2.1 tétel g-re vonatkozd feltételei. Figyelembe
véve, hogy g, (y) = arch(1l +y) és g’_l(y) = arsh(y), a ¢ = M, vélasztdssal az

Fen(z;r) =z + arsh (5M> + arch (M +ch (arsh (—SM)»

M2 M2 M2

iteracids alapfuggvényt kapjuk.

4. Néhany alkalmazas

Az érinté-konvexfiiggvények mddszere igen j6l alkalmazhaté a miiszaki- és természet-
tudomanyok matematikal modelljeiben fellépé nemlineéris egyenletek megoldasara. Ezen
egyenletek megoldasai kozul ugyanis sokszor csak a valds, pozitiv, a probléma jellege altal
meghatdrozott felsé korlatnal kisebb gyoknek feleltethetd meg redlis tartalom. Vizsgaljunk
most meg néhdny konkrét alkalmaszasi lehetéséget! A feladatokat Balint E. [1] kdnyvébél
valogattuk, és a szlikséges szadmitdsokat Maple-ben irt programok segitségével végeztiik el.

1. Feladat: Egy gomb alaki viztartdly bels6 sugara » = 4.75m. Milyen magas benne a
viz4llds, ha éppen 400m?® vizet tartalmaz?

Megolddas. Jeldljlik a vizallds magassagdt z-szel. Ekkor

4 1
V= §7l'1"3 - —3—7r(2r —z)*(3r - (2r—z)) = %zz(Sr —z)

a vizzel toltott térfogat, tehat a
gz’(s - 4.75 — z) = 400

egyenletet kell megoldani az I = [0;9.5] intervallumban. Azazr meg kell keresni az

1200
f(z) = 2® — 14.252% + ——
K

fuggvény I-beli gyokét. Mivel

f'(z) = 3z% — 28.5z és f"(z) = 6z — 28.5,
igy My = 67.6875, és M, = 28.5. Kindulva az zg = 9.5 kezdSpontbdl, alkalmazva az
Znt1 = Fru(zna;—1) iteraciét az 1. abran szemléltetett mddon kozelitjik a gydkot, és a

kovetkezo iteracids sorosatot kapjuk:

Alkalmazott Matematikas Lapok (1598)




ERINTO-KONVEXFUGGVENYEKKEL GENERALT ... 229

Zo 9.5

z; |8.53555919051175
zy |7.90243649410439
z3 {7.61988609683528
T4 |7.55499166141427
zs |7.55126067377093
zg |7.55124812394635
z7 [7.55124812380420

2. Feladat: Nagyfesziiltségli vezetékeknek falakon valé atvezetéséhez csé alaku
szigetelStesteket haszndlnak. A csé belsejét az dramvezetd fémrid tolti ki, kiilsé paldstjat
fémhenger boritja, mely a tartdszerkezethez van erfsitve. A szigetelGtestben keletkezd
térerésség a belsé hengerpaldstnal a legnagyobb (Ep). A kiils6 és belsé hengerpalast kozti
fesziiltség

R
U=Ey -rin—,
”

ahol R a kills§, r pedig a belsd hengerpaldst sugara (0 < 7 < R). Adott U fesziiltség és Ey
maximalis térer6sség mellett szamitsuk ki azt az ¢ = i} hanyadost, melynél a szigetelGtest
K = n(R? — r?) keresztmetszete a legkisebb!
Megoldas. A K = K(z) = nr?(z? — 1) egyenléségbdl kiiszoboljiik ki r-et az U-ra adott
Osszefliggés felhasznaldsaval:
Ulnr z?-1

=T @

A keresztmetszetnek azon z értékre lehet minimuma, melyre K'(z) = 0, azaz

T z? -1 _
(Inz)? z(lnz)3

Meg kell tehat keresni az
f(z) =2*lnz —z? +1

fliggvény 1-nél nagyobb valds zérushelyeit. Ebbdl a célbdl képezzik az
fl(z)=2zlnz—zés f'(z) =2lnz + 1

derivéltakat. Mivel .
f(\/5)=1—§<0é5f(€):1,

tovdbba

fl(2) >0és f'(z) > 0,haz > e,

az f fliggvénynek egyetlen (1-nél nagyobb) zérushelye az I = [/e, €] intervallumba esik,
tovabba M; = f"(e) = 3. Az 2o = /e kezd6értékbé! indulva az 2,11 = Fp(zn; 1) iterciéval
az alabbi iterdcids sorozatot kapjuk, és a 2. dbra szemlélteti a kozelités médjat.
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zo [1.64872127070013
z; [2.13803433628597
zy |2.21736736725410
z3 12.21845730633078
T4 [2.21845748991670

3. Feladat: Egy kortarcsa AB hurja 12em. Az AB koériv felezépontja legyen C. Az AC
iv C-tél kezdve az a1,az,...,a100 egyenld részivekre van osztva. Ezek merdleges vetlilete
az AB htron az a},a5,...,a)q, szakaszok. Mekkora a kdrtrcsa sugara, ha ajgq = 0.9a}7

Megoldds. Az AC = BC ivekhez tartozé kbzépponti szog legyen z, a kdrtarcsa sugara
pedig r. Ekkor

@i =r-5in0.0lz és afgy = r -sinz — r - 5in 0.99z.

A megoldandd egyenlet
sinz — sin 0.99z = 0.9sin 0.01z,

ami atalakitva

z
1 tan — —-0.9=0.
sinz tan 200 +cosz — 0.9

Keresstik tehdat az -
f(z) =sinztan 360 TeosE 0.9

fiiggvény I = [0; 5] intervallumba es6 gyokeit. Mivel

. . z
cos S1n r s1n 200

f”(:c):—sin:ctani+ > + 5 g — CoST =
200 ' 100cos® 555 20000 cos® 555

1 . z 1 .

=cost (—-————100 cos? = - 1) +smztan%—0 (—20000 cos? & - 1) =

= 5171 + S5253T%, és z € I, igy egyrészt Ty € [-0.99,-0.98], azaz $;Th € [—0.99,0],

mésrészt T, € [—0.99995, —0.99994] és ;S5 € [0,0.008], tehat 5,S5Ty € [—0.008,0].

Végill is f'(z2) = ST + 525312 € [—0.998,0], azaz |f"(z)| < 0.998 < 1 = M;. Az

2o = 0 kezd8értékbél indulva az zp41 = Feop(za; 1) iterdciéval a 3. dbran ldthaté médon

kozelitiink, és az iterdcids sorozatot az aldbbi tédbldzat mutatja. A kérdéses sugdr tehat
r = 13.7007138832927cm.

o QO

z;|0.443568254385115
z5|0.453277504423438
z3(0.453298607982430
z4|0.453298608084593

Megjegyezzik, hogy a Newton-Raphson-iterdcidt az emlitett feladatok megoldasa sordn
az adott kezdSpontokbdl egyik esetben sem indithattuk, mert mindhirom alkalommal
f'(zo) = 0 volt.
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5. Osszehasonlitd, értékeld megjegyzések

Lehet8séglink van a vizsgilt mdsodrendil iterdcidk gyorsasdgédnak osszehasonlitdséra is
az aszimptotikus hibakonstans segitségével. J. F. Traub [4] alapjdn a masodrendii iteraciés
eljarasaink aszimptotikus hibakonstansanak az értéke:

1
C = |F"(a)l.

Szabd Z. kiszdmolta az érintOparabola- és érint6hiperbola-mddszerek esetén ezeket az
értékeket, melyek az iterdciés alapfiiggvények azonossdgai miatt az Fp(z;r) és Fy(z;r)
iteracidink aszimptotikus hibakonstansai. Alakjuk egyszeres a zérushely esetén:

A+ sf'(a)
C= ——FF~—1+
2|f"(e)l
ahol
2 _ 12 3
)\p:MzéSAH:—(—C-C.:—(a)—)—.

Szédmoljuk most ki az Fop(z) iterdciés alapfiiggvény esetén is az aszimptotikus hibakonstans
értékét. Bevezetve a

Mmﬁiqz%k@)i R (z) + 1 és l(z) = /(s - h(z) + k(z))2 — 1

jeloléseket kapjuk, hogy

h”’(:l:) _ sh”z(z)h’(z)
k(z) k(<)
B N
= (o W)+ D) o hia) 4 k)P0,

Mivel viszont I{a) = /k%(a) — 1 = |h/ ()| és |h'(a)| = —s - B (), {gy

B0 ek
k(a) k3{(c)

_KAWa) | Ka) | W)
( P T Re) T k@ )”"( )

= (s ”'(‘;25;(“)) k() (@) =

s-K'(Q) + /W) +1

L))

Fon(z)=s +

Fgpla) =s

+
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Tehat itt is
_Ats-f(a)

Con = 2|f’(a)| ’

ahol A = /M2 + f'*(a). Vildgos, hogy ugyanazon egyszeres zérushely esetén Cp < Cy
és Cp < Ccp, tehdt a hdrom iteracié kozul az érintéparabola-médszer a leggyorsabb.
Szemléltetésiil keressiik meg az f(z) = e® — z? + 1 fiiggvény I = [—2, 0]-beli gyokét 1014
pontossdggal az zo = 0 kezdSpontbdl kiindulva mindharom iteracié segitségével. Ered-
ménytll az aldbbi tablizatban ldthaté kozelité sorozatokat kapjuk, ami varakozdsunknak
megfeleléen az érintSparabola-mdédszer esetén a legrovidebb.

L [Fp(=,—1) | Fr(z,—1) | Fon(z, —1)
20]0.0 0.0 0.0

21 ]-1.0 20.66185684867425 |-0.90135948401942
3 |-1.14632066864340 |-1.02796790825132 |-1.13200393779173
3 |-1.14775750665151 |-1.13764656733112 |-1.14768219253537
Za|-1.14775763214474 |-1.14767343120359 |-1.14775763039385
Zs -1.14775762620651 |-1.14775763214474
e 1.14775763214474

Végiil foglaljuk 6ssze az érint8konvexfliggvény-mddszerek elényos tulajdonsagait:
e az 2o € I kezdSérték vilasztdsatol fiiggetlenil mindig konvergensek;
e masodrendiiek és optimdlisak;
e ha I korldtos, az f fliggvény Osszes & € I zérushelye meghatdrozhaté segitségiikkel;

l— e konnyen programozhatdak.

Hatrdnyuk, hogy ismerni kell az 2.1. feltételben szerepld korlatok értékeit.
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ITERATIONS GENERATED BY TANGENTIAL
CONVEX FUNCTIONS FOR SOLVING EQUATIONS

M. VARTERESZ

For solving nonlinear equations, Z. Szabé (2, 3] worked out the method based on always convergent
iterations generated by tangential conic sections and some tangential convex functions. In [5], generalizing
these iterations, a function family consisting of the basic iterating functions was built, whose members are
obtained by the help of tangential convex functions, and which give always convergent methods. In this
paper the properties and possibilities of application of these iterations are presented.
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelvii dolgozatokat kéz6l. A kéziratok gépelését
olyan formaban kérjitk, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként 4tlag 50 betiihelyes sort tartalmaz-
zon. A kozlésre szdnt dolgozatokat hdrom példdnyban kell bekiildeni. Elényben részesiilnek a TEX-ben
elkészitett dolgozatok. Ezeket két kinyomtatott példany kiséretében diszketten kérjiik beadni.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezd kovetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek tar-
talmaznia kell a dolgozat cimét, a szerzd teljes nevét, valamint annak a vdrosnak a nevét, ahol a szerz§
dolgozik. A fejléc utdn egy, képletet nem tartalmazé, legfeljebb 200 sz6bél 4116 kivonatot kell min-
den esetben megadni. A dolgozatot cimmel elldtott szakaszokra kell bontani, és az egyes szakaszokat
arab sorszdmozdssal kell ellatni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé szakaszt kell alkotnia. Az
irodalomjegyzék mindig az utolsé szakasz kell, hogy legyen, és azt sorszdmmal nem kell ellditni. Az
irodalomjegyzék utdn, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzd teljes nevét és a munkahelye
(illetve lakdsa) pontos postai cimét. A dolgozatban eldéfordulé képleteket szakaszonként wujrakezdédéen,
a képlet el6tt két zardjel kozé irt kettOs szadmozéssal kell azonositani. Természetesen nem sziikséges
minden képletet szdmozdassal elldtni. Az esetleges definicidkat és tételeket (segédtételeket és lemmaikat)
ugyancsak szakaszonként djrakezd&ds, kettds szdmozdssal kell elldtni. Kérjiik a szerzéket, hogy ezeket,
valamint a tételek bizonyitdsit a szdvegben ke!'d médon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell
egy angol, német, francia vagy orosz nyelvii, kiilén oldalra gépelt &sszefoglalét. Amennyiben lehetséges,
kérjiik a nyomtatds szdmadra kiilondsen nehézkes matematikai jel6lések hasznalatdnak az elkeriilését.

A dolgozatok 4brdit és az esetleges ladbjegyzeteket a dolgozat végén, kiilonallé lapokon kérjik
bekiildeni. Mind az abrakat, mind a ldbjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontdsatél fliggetien, foly-
tatélagos arab sorszdmozassal kell ellatni. Az dbrak elhelyezését a dolgozat megfelel6 helyén, széljegy-
zetként feltliintetett, dbraazonosité sorszdmokkal kell megadni. A libjegyzetekre a dolgozaton beliil az
azonosité sorszdm fels indexkénti hasznélatdaval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozdsok formdja a kovetkezé. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgozat
végén taldlhaté irodalomjegyzékben, a szerzdk, illetve a tdrsszerz8k esetén az elsd szerzd neve szerinti
alfabetikus sorrendben 1igy, hogy a cirill betiis szerz6k nevét a Mathematical Reviews 4tirdsi szabdlyai
szerint latin betiisre kell dtirni. A foly6iratban megjelené cikkekre [1], a kdnyvekre [5], a kdtetben
megjelent dolgozatokra {4], a disszertaciékra [3] és a gépi program lefrdsokra [2] a kdvetkezd minta
szerint kell hivatkozni:

[1] Farkas, J., Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal f’lZT die reine und
angewandte Mathematik 124 (1902) 1-27.

[2] Kéri, G., "DUALSIMP”, rutin a CDC 3300-as gépekre (Magyar Tudoméinyos Akadémia Sz4-
mitdstechnikai és Automatizildsi Kutaté Intézete, CDC 3300 felhaszniléi ismertet8k 2. 1973. méjus)
19-20.

[3] Prékopa, A., "Sztochasztikus rendszerek optimalizdldsi problémadiré!l”, doktori értekezés. Mag-
yar Tudoményos Akadémia, Budapest, 1970.

{4] Prabhu, N. U., "Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: Inventory
Control and Water Stomge Ed. A. Prékopa (Jinos Bolyai Mathematical Society and North-

" Holland Publishing Company, Amsterdam-London, (1973) 221-228.

(5] Zoutendijk, G., Methods of Feasible Directions (Elsevier Publishing Company, Amster-
dam and New York, 1960).

A dolgozatok szdvegében az irodalmi hivatkozds szdmait szdgletes zdréjelben kell megadni, mint
példdul {5] vagy (4, 76-78]. A szerzdék a dolgozatukrél 50 darab ingyenes kiilénlenyomatot kapnak. A

dolgozatok utdn szerzéi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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