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ELOSZO

A felszabadulds utdn a matematika terén hazankban megindult fejls-
dés egyik legfGbb jellegzetessége abban all, hogy a magyar matematikusok
egyre nagyobb érdeklGdéssel fordulnak a mafomatlkanak a termelésben —
kiilondsen az ipatban — valamint mds tudomanyokban valé alkalmazdsai
fc16. A matematikdnak hazdnkban nagy hagyomédnyai vannak, szimos magyar
matematikus szerzett a multban is dics@séget hazinknak, azonban a mate-
matikai kutatds nalunk a felszabadulis el6tt nem talilta meg a kapesolatot
a gyakorlattal. Ennek tdrsadalmi és ideoldgiai okai kozismertek: az elmaradt
magyar ipar nem is igen lépett fel igényekkel a matematikusok felé, masrészt
meglehetdsen el voltak terjedve a tudomany Sncélusdgat hirdetd és a tudo-
méany eredményeinek gyakorlati alkalmazasait lebecsiild hamis nézetek.
Felszabadulasunk e téren is gyckeres vdltozast hozott. A magyar ipar hironi-
éves, majd otéves terviink altal megszabott hatalmas iitemii fejlesztése, a
szocializmus épitése soran felmeriilé szdmos egyéb feladat egyre ujabb pro-
blémakat allit a magyar tudésok, koztilk a matematikusok elé. Megismertiik
a tudominy és gyakorlat termékeny .egységét, amelyet a szovjet tudomdny
megvaldsitott és ezt a példat kovetve, a szovjet tuddsok segitségét fel-
haszndlva mi is ennek n1egvalos1tasam toreksziink. A magyar tuddsok fel-
ismerték, hogy a tudds szdméra nincs szebb és méltébb feladat, minthogy
tudasat az egész dolgozé nép szolgilataba allitsa. Hogy ezt a mate-
matika terén megvalésithassik, a magyar matematikusok elGtt tehiat a fel-
szabadulds utdni években az a feladat allt, hogy a nalunk régebben elhanya-
golt alkalmazott matematikai kutatdst hazankban meginditsak és a szocializ-
mus épitése altal megkivant szinvonalra emeljék. Nem allithatjuk, hogy utébbi
¢élt mar elértitk volna, még igen sok munka all el('ittiink, azonban kétségtelen,
hogy a dontd fordulat ez iranyban megtortént és ha nem is lehetiink meg-
elégedve eredmenyemkkel elmondhat]uk hogy a pirt és a kormdny utmu-
tatdsait kivetve és messzemené tdmogatasa segitségével elindultunk a helyes
aton. Hogy ezen az aton mér eredményeket is tudunk felmutatni, annak
hizonyitéka tobbek kozott ez a kotet is.

A legfontosabb lépés az alkalmazott matematika fejlesztése terén az
volt, hogy a Magyar Népkoztarsasig korminya 1950 juiniusdban létrehozta
a Magyar Tudominyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetét. Az
intézet feladata kettds: egyrészt tudomanyos kutatémunka a matematika-
nak az alkalmazisok szempontjébél kozvetlen jelentdséggel biré agaiban,
mdsrészt a népgazdasidg és a tudominyos élet altal felvetett, matematikai
mdédszerek alkalmazdsat igénylé probléméak megoldasa: A két feladat termé-
szetesen elvalaszthatatlanul osszefiigg egymassal. Az Intézet Kozleményeinek

_ez az els6 kotete is mutatja, hogy a gyakorlat altal felvetett problémak az
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esetek jorészében nem meglévé modszerek sablonos felhasznaldsit, hanem
ujszerii, eddig megoldatlan matematikai problémdk vizsgilatit és minél
teljesebb feltarasat, 0j modszerek kidolgozasit és alkalmazasat kivanjik meg.
Az alkalmazott matematika tehat tobbet jelent, mint a meglév6 matematikai
ismeretek gyakorlati alkalmazisat : ezen tulmenden a matematikdinak az
alkalmazisok altal megkivant fejlesztését is jelenti. Fppen ezért az Intézet
tudomanyos terv alapjan végzett kutatémunkija és az lizemektdl és egyéb
allami intézményekts]l kapott kiils6 megbizasra végzett munkdja szervesen
kapesolédnak egymdshoz. Népgazdasdgi terviink f6 irdnyvonalai altal az
Intézet elé allitott feladatok szabjak meg az Intézet kutatisi tervének ird-
nyait és ezeknek a kutatdsoknak az eredményessége az elSfeltétele annak,
hogy az Intézet a kapott konkrét megbizisokat sikerrel tudja teljesiteni. A
munka megkezdésekor az Intézetnek azzal a nehézséggel kellett megkiizdenie,
hogy azoknak a teriileteknek a gyakorlati szakemberei, ahol a matematikai
modszerek alkalmazasara népgazdasagunknak sziiksége van, tobbségiikben
maguk sem tudtdk felmérni, hogy hol és milyen formaban van sziikség a 'ma-
tematikusok kozremiikodésére. Kz érthetd, hiszen az alkalmazott matemati-
kanak nalank hagyoményai alig voltak. Azonban egyre nagyobb szamban
akadtak olyan szakemberek, akik felismertek egyes probléméakat és kezde-
ményezésiikre iizemek és egyéb intézmények mind siir{ibben fordultak Inté-
zetiinkhoz. Az elmult két és fél év soran kozel 300 ilyen megbizast kapott
Intézetink, a legkilonbozébb intézményektdl és igyekezett a felmeriilt ma-
tematikai vonatkozasi problémak megoldasival segitséget nyujtani népgazd-
sagunknak. Hangstlyoznunk kell ezzel kapesolatban, hogy az elért eredmé-
nyekben komoly része van azoknak a gyakorlati szakembereknek, akik a
gvakorlatbdl kiindulva a problémékat felismerték és azokra figyelmiinket
felhivtak. Azonban éppen az a koriillmény, hogy sok milott azon, hogy mely
teriileteken akadt ilyen szakember, bizonyos tervszeriitlenséget vitt a munkank-
ba. Bz munkénk f0 fogyatékossdganak egyik forrasa, annak, hogy az Intézet
kapesolata az iparral, a népgazdasag egyéb terileteivel és a rokon tudomanyok-
kal, elsGsorban a fizikdval nem volt elég tervszeréi és rendszeres. A joviben
a munka jobb megszervezésével, az illetékes allami szervekkel, miiszaki és
tudomanyos intézményekkel valé kapesolat szorosabbd tételével igyeksziink
ezen valtoztatni és munkdnkat tervszer{ibbé tenni. Arra, hogy milyen hia-
nyok vannak még munkdnkban, példa, hogy népgazdasdgunk olyan donté
kérdésével kapesolatban, mint példaul a banyaszat, az Intézet igyekezete
ellenére sem sikeriilt feltarni eddig azt, hogy hol van sziikség az Intézet kozre-
miikodésére. Az ebben a kotetben kozolt dolgozatokbdlis kitiinik, hogy miiyen
nagy mértékben timaszkodott az Intézet munkaja soran a szovjet eredmé-
nyekre: ez a tény elért eredményeink egyik dont6 forrasa. Ez azonban nem
minden teriileten tortént meg egyforma mertékben és e téren is még bé lehe-
téség nyilik arra, hogy még tobbet meritve a szovjet tudomdny tapasztala-
tainak gazdag tarhdzabdl, megjavitsuk munkénkat és emeljiilk annak szin-
vonalit. Egy harmadik hidnyossdga munkanknak, hogy, miutan egy kapott
problémat az Intézet a maga részéril megoldott és a megoldédst gyakorlatilag
kénnyen kezelhet6 formaban (dltalaban grafikonok, nomogrammok alakja-
ban) a megbizé rendelkezésére bocsatotta, nem kisérte rendszeresen figyelem-
mel tovdbb az iigy sorsdt, amennyiben a megbizé fél Gjabb kérdésekkel nem
fordult az Intézethez. Ezen is valtoztatni fogunk a jéviében; ez munkénk
megjavitdsanak szempontjabdl is feltétleniil kivanatos, hiszen a gyakorlati
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felhasznalds tapasztalatait tovabb munkankban j6l tudjuk hasznositani.
De sziikséges ez azért is, hogy mi is hozzajiaruljunk ahhoz, hogy az j méd-
szerek gvakorlati felhasznélisa biirokratizmus vagy Konzervativizmus ko-
vetkeztében ne halasztédjék el bizonytalan iddre.

Kézleményeink elsG kotetében huszonhét dolgozatot kozlink. Ezek
tobbsége — tizendt dolgozat — konkrét megbizds alapjan végzett munka
eredménye, amely tartalmaz olyan tudomanyos-szempontbdl is 1j eredményt,
ami a kozzétételt indokolttd teszi. Olyan munkdk eredményeirél valé besza-
molét, amelyek mar meglévi médszerek alkalmazdsira szoritkoztak, Kozle-
ményeinkben nem kozliink. Két dolgozat Osszefoglalé beszdmolét tartalinaz
egy-egy olyan fontos munkateriiletrGl, amelyen az Intézet egy csoportja
rendszeresen dolgozik: az ipari tomegtermelés minéségellendrzésének mate-
matikai statisztikai médszereirdl és a matematikai statisztika orvosi-bioldgiai
tudomanyos kisérletek kiértékelésére valé alkalmazdsardl. Mindkét teri-
leten a rendszeres munka kevesebb, mint egy éve folyik, és ezért egy ilyen
osszefoglalé beszamolé kézlése litszott a legalkalmasabb formdnak, hogy az
Intézet eziranyt tevékenységérél is képet adjunk. A tobbi tiz dolgozat olyan,
.2z Intézethen elért, tudomanyos eredmények:él szamol be, amelyek szoros

kapcsolatban dllnak azokkal az alkalmazasi teriiletekkel, amelyeken az Inté-
zet dolgozik.

Intézetiink Kozleménysorozatat azzal a szandékkal inditottuk meg,
hogy ezen keresztiill munkank eredményei szélesebb korben és alaposabban
valjunak ismeretessé. Azt reméljik, hogy ez 1jabb lendiiletet fog adni a ma-
tematika és a gyakorlat kapcsolatainak kiszélesitéséhez Js elmélyitéséhex
és Kozleményeink olvasdsa sordn még tébb, az iparban és a tudoméany kiilon-
b6z6 dgaiban dolgozé szakember fogja felismerni sajit munkateriiletén azo-
kat a problémakat, amelyek megolddsat az Intézetiinkkel vald egytttmiikodés
elésegitheti. Erre a reményre az jogosit fel, hogy a matematikai médszerek
természetébsl kovetkezik, hogy sok eredmény, amely egy bizonyos iparag
vagy tudoményig egy konkrét problémajaval kapesolatban meriilt fel, mas,
latsu)lag teljesen tavolesG teriileteken — mutatis mutandis — szintén alkal-
mazasra keriilhet, vagy legalibbis megmutatja matematikai médszerck al-
kalmazasanak lehet8ségét. Gondolok példiul Kozleményeinkben kozolt két
dolgozatra, amelyek kozil az egyik az elektromos dramfogyasztds ingadozd-
saival foglalkozik, a masik siiritett leveg&vel dolgozé gépek oOsszfogyaszidsd-
nak ingadozdsaival: a két probléma tdrgyaldsinil alkalmazott matematikai
médszer.kozos, bar a mdasodik problémanal specidlis mozzanatok jatszanak
szerepet; ugyanez a matematikai tirgyalasmod alkalmazhaté tovabba meg-
felelé médositasokkal a géz- és vizfogyasztas ingadozdsainak vizsgdlatandl,
telefonhalézatok terhelésének kérdésével kapesolatban és még sok mas terii-
leten is.

Azt kérjik tehat Kozleményeink olvaséitdl, hogy amennyiben K()/le-
ményeink olvasdsa sorian, vagy ettél fuggetlenul sajat munkateriiletiikon
matematikai vonatkozasa probléméxkat ismernek fel, forduljanak Intézetiink-
hoz, hogy kozos erdvel igyekezziink a felmeriilt kérdések megoldasara. Ezzel
Intézetinknek is segitséget nyujtanak, hogy feladatit a jov6ben szélesebb
korben és eredményesebben tudja teljesiteni.

Kozleményeink els6 kotete, tigy hissziik, mar els$ atlapozésra is ad
bizonyos képet arrél, hogy milyen széleskorii lehetdségei vannak a matema-
tika alkalmazdsainak és ezek milyen szorosan kapesolédnak a termelés soron-
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1év$ problémaihoz. Gépek tervezése, az energiagazddlkodds proklémai, a -
selejt elleni harc, a fizika, geodézia és més természettudoméanyok szamos
kérdése, orvosi, bioldgiai és egyéb tudomanyos kisérletek kiértékelése — csak
kiragadott pelddk azok koziil a problémakorok kozil, melyekkel kapesolat-
ban rendszeresen meriil fel matematikai mddszerck alkalmazdsidnak szilksé-
gessége. Hangstlyoznunk kell azonban, hogy Kizleményeink els§ kotete
tdvolrél sem ad teljes képet a matematika alkalmazdsainak széles skalajarél,
de még az Intézet eddig végzett munkajardl sem. Ennek oka egyrészt az,
hogy mint mar utaltunk ra, szamos fontos teriiletre Intézetiinknek eddig
nem sikeriilt kiterjesztenie tevékenységét, mds teriileteken pedig még -csak
a munka kezdetén tart. Ehhez jarul, hogy az Intézet munkdjanak szdmos ercd-
ményét mar masutt kozoltiik: az inkabb elméleti jellegli eredmények az Acta
Mathematicaban, az Osztalykozleményekben és mas folydiratokban, tobb
gyakorlatilag felhasznilt eredményrél sz616 beszamolé pedig miszaki és mds
szaklapokban jelent meg. Abbél a célbdl, hogy az itt kozolt dolgozatokon
talmendleg tdmpontot nyujtsunk ahhoz, hogy az Intézetiink eddigi munka-
jarol teljes kép alakulhasson ki, az Intézet munkatirsainak az Intézet mun-
kéjinak eredményeit tartalmazé mésutt megjelent dolgozatainak jegyzékét
Kézleményeinkben kozoltiik. Ilyen médon teljes képet Intézetiink eddig vég-
zett munkajardl jelen kotet ceak azIntézet munkacarsainak masutt megjelent
munkaival egyiitt nyajt. Egyes teriileteken az Intézet altal elért eredmények
kidolgozasa és sajté ald rendezése még folyamatban van, ezért ezek jelen kitetbe
mar nem keriilhettek bele. Ezeket Kozleményeink még erre az évre tervezett
mésodik kotetében kivanjuk kozzétenni.

Kozleményeink megjelenése lehet8séget nyujt arra, hogy Intézetiink
munkdija behatébb megvitatds tirgyat képezhesse. Varjuk, s6t, kérjik is az
épitd biralatot, mind a matematikusok és a miiszaki és természettudomanyok
képviseldi, mind pedig a gyakorlati szakemberek részérél, mert tudataban
vagyunk annak, hogy munkank sok szempontbdl még tdvolrdl sem kielégits,
és munkink hidnyossigainak feltdrdsa és megbirildsa segitséget fog nyujtani
nekiink munkank megjavitdsahoz.

Az Intézet jelenleg 6t osztilyra tagozédik és a Kozleményeinkben ko-
z6lt dolgozatokat ennek megfelelden osztalyok szerint csoportositottuk.
Az Intézet jelenleg fejlsdSben van és sok fontos alkalmazasi terillet ma még
kiilén osztallyal nines reprezentalva. Ennek kovetkeztében tébb dolgozat
nem tartozik egyik osztily f6 munkateriiletéhez sem, ezeket a dolgozatokat
»Egyéb dolgozatok« gylijténév alatt kozoljitk. Az osztdlyok elmevezésével
kapesolatban meg kell jegyeznem, hogy azok nem fedik tokéletesen munka-
teriiletiiket, illetve kutatdsi irdnyukat. fgy példiul a mechanikai és szildrd-
sagtani osztily (vezetSje Egervary Jené akadémikus), amely az Intézet leg-
régibb osztalya, mert mar jéval az Intézet akadémiai intézetté alakulisa elGtt
elsének kezdte meg a munkat, szélesebb teriileten miikédik, mint amit el-
nevezése fed. fgy példiul hévezetési kérdésekkel is foglalkozik és a matema-
tikai fizika mds tejezeteinek differencidlegyenleteivel is. A valdszinfiségszami-
tdsi osztily (vezetSje Rényi Alfréd lev. tag) elnevezése a legutébbi iddkig
valészinfiségszdmitdsi és matematikai statisztikai osztdly volt, a matematikai
statisztikai osztdly (vezetSje Vincze Istvan) elnevezése pedig biztositdsi és
gazdasigi matematikai osztaly. A valdszintiségsziniitds gyakorlati alkahr}aj
zdsai terén végzett munka kiszélesedése, valamint a biztositdsiés gagda§ag3
matematikai osztily munkdja stlypontjanak a matematikai statisztikai
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mdédszerek alkalmazdsa iranyaba valé eltolédisa sziikségessé tette ezen oszta-
lyok munkaperiiletének wj felosztisit és az osztalyok elnevezésének ennek
megfeleld megvaltoztatdsat. A két osztaly munkateriilete szorosan kapesolé-
dik egymdashoz és ennek megfeleléen a két osztdly kozott az egytittmiikodés
igen, szores. Hasonl6képpen szoros egyiittmiikédés van a numerikus és gra-
fikus mdédszerek osztilya (vezetGje Hajdés Gyorgy lev. tag) és a tobbi osztily
kozott is : ez az osztdly résztvett a numerikus szamitasok és a grafikonok,
nomogrammok elkészitésén keresztiill szdmos mas dolgozat elkészitésében
is, az osztdly neve alatt szerepl§ dolgozatokon tulmendleg. Az osztdly
elmilt évben Miskoleon alakult csoportja is mar tobb dolgozattal képviselve
van Kozleményeink els§ kotetében. Meg kell itt jegyezni, hogy az Intézet
kialakult munkamddszere, hogy a végzett szamitasok eredményeit kdnnyen
attekinthet§ és hasznalhaté alakban, nomogrammok forméajaban bocsitja
az uzemek rendelkezésére. Az a tapasztalatunk ugyanis, hogy ez az eredmé-
nyek felhasznilisit messzemenGen megkonnyiti. Ezen munka soran tobb
ijitas jott létre és 01 mdodszer keriilt kidolgozdsra. Az ezekre vonatkozd be-
szamol6k technikai okokbél azonban csak Kozleményeink kovetkezl szdma-
ban keriilnck kozlésre. Ami a vegyipari osztily munkajat illeti, (vezetéje
Feny6 Istvan) az tobb vegyipari problémat oldott meg, ezek egy része mar
masutt kozolve lett, més részének sajté ald rendezése még nem fejezidott be.
Ugyanakkor ennek az osztdlynak a munkakore az elmilt év soran elméleti
iranyban is kibdvilt, kilonssen az alkalmazdsok szempontjibdol fontos
integralegyenletekre vonatkozé kutatdsokkal. Kozleményeinkben ezen osz-
taly neve alatt szereplé két dolgozatban mdr ez a tény tikkrozddik. Az
Intézet tavaly alakult elektrotechnikai csoportja Kozleményeinkben csak
egy dolgozattal szerepel. A csoport vezetdjének (Pal Sdndornak) mecha-
nikai targya dolgozatat kozli Kozleményiink, E csoport eddigi eredményeit
tartalmazo dolgozatok szintén még kidolgozas alatt allanak : ezek kozil az
egyik igen fontos problémakérre, az automatizilisra vonatkozik.

Mint mar emlitettiik, rendkiviil értékes segitséget nyujtottak munkdnk-
hoz a hazankban jirt szovjet matematikusok, értékes tandcsaikkal. Hasonl6-
képpen jelentss segitséget kaptunk a bardti népi demokriciik ittjart mate-
matikusaitdl is. A barati orszdgok matematikusaival folytatott megbeszélé-
sek, a tapasztalatok kicserélése sordn ugyanakkor meggy6zidhettiink arrdl,
hogy ezeknek az orszigoknak a matematikusai, akik hasonlé célkitlizéseket
kévetnek, mint mi, érdeklddéssel kisérik figyelemmel munkdnkat és kérik,
hogy arrdl rendszeresen tdjékoztassuk Gket. Ezért tartottuk sziikségesnek,
hogy Kézleményeink dolgozatait révid orosz- és francianyelvli sszefoglala-
sokkal lassuk el. Ezeket az osszefoglalisokat magyar nyelven is kozoltik a
dolgozatok elején, hogy ezzel is megkonnyitsitk az éttekintést. Kiilondsen
azért tartottuk ezt sziikségesnek, mert, bar a dolgozatok megfogalmazasinal
torekedtiink arra, hogy azok a szakemberek minél szélesebb kore szdmara
érthetGk legyenek, azonban a dolog természeténél fogva sok dolgozat teljes
megértéséhez specidlis matematikai és az illeté6 alkalmazasi teriiletre vonat-
koz6 miiszaki el6ismeretek sziikségesek és ugy hissziik, hogy ezek az 0Ossze-

foglalasok a tdjékozidast és megértést el fogjak: segiteni. ‘

Kozleményeink tartalmazzdk az Intézet egyes osztalyai altal rendezett
szeminariumokon elhangzott elfadasok riévid kivonatait is, amennyiben
ezek az elGadasok dolgozat formdjaban nem szerepelnek Kozleményeinkben.
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Ezek a kivonatok szintén azt a célt szolgdljak, hogy az Intézet munka]arol
a kotet altal nyujtott képet teljesebbé tegyék. Ezek a szemindriumi elGadasok
és az azokhoz kapcsol6do vitdk ebben az évben az Intézet Gsszes osztdlyain
megindulnak és az intézeti kollektiv munka fontos formajit alkotjik. Ezzel
kapesolatban meg kell jegyeznem, hogy a Kozleményeinkben kozilt dolgoza-
tok thlnyomo része tobbé-kevésbbé kollektiv munka eredménye. Az Intézet
egy-egy dolgozdéja neve alatt megjelend dolgozat legtobbszor az illet$ osztaly
tobb munkatdrsinak kozremiikodésével és az osztaly vezetSjének irdnyitdsa
mellett késziilt. Ahol ez a kozrem{ikédés nagyobb mértékli volt, ez a dolgo-
zatokban kiilén meg van emlitve, de a kollektiv munkdnak ott is volt szerepe,
ahol ez kiilon emlitve nincsen (ha mdisban nem, ugy kritika, tanidcs formdja-
ban és a numerikus szamitasok elvégzése, illetve az dbrak elkészitése tekin-
tetében).

Ugy hissziik, hogy Kozleményeink elsd kotetének megjelenése fontos
allomasa annak a fejlédésnek, amely a tudoméany és gyakorlat egységének
megvaldsitdsa iranydaban hazankban az elmult években a matematika terén
megindult Egy-egy dolgozat az alkalmazott matematika kiilonbozé fejeze-
teib6l més folyéiratokban eddig is megjelent, azonban ez az els§ alkalom,
hogy egy teljes kotetet kitevé alkalmazott matematikai munka keriilt ki-
adasra magyar nyelven. Abbél, hogy ez az els$ ilyen kitet, kovetkezik, hogy
sziikségképpen eredményeink mellett tiikkrozi munkank hiényossé.gait is.
Reméljiik azonban, hogy a kiadviny megjelenése alkalmat fog nyujtani
munkank megvitatasahoz és ez a hibak kikiiszébo6lését és a tovabbi fejlodést
fogja elésegiteni.

Befejezésiil koszonetet mondok a Magyar Tudomédnyos Akadémia
EInckségének, hogy lehetéséget nyujtott Kozleményeink meginditdsahoz,
tovabba mindazoknak a munkatarsaimnak, akiknek ielkes munkéja kivet-
keztében Kozleményeink elsd kotete megjelenhetett, végil pedig az Akadé-
miai Kiadé és az Akadémiai nyomda dolgozéinak, Kozleményeink gyors és
gondos kinyomasa érdekében végzett munkajukért.

Rényi Alfréd
a Magyar Tudoményos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézetének igazgatdja



MECHANIKAT ES SZILARDSAGTANI OSZTALY






A HOVEZETESI DIFFERENCIAL-EGYENLET MEGOLDASA AZ IDOTOL
LINEARISAN FUGGO KERULETI FELTETEL MELLETT
(EGYENLETESEN VALT0ZO HOMERSEKLETU KOZEGBE HELYEZETT
TEST HULESI, ILL. MELEGEDESI FOLYAMATANAK VIZSGALATA)

EGERVARY JENO és LOVASS-NAGY VIKTOR

OSSZEFOQLALAS

Jelen dolgozat targyat cgyenletesen valtozé hémérsékletli kbzegbe helyezett testek .

ou
hémérséklet-eloszlasat leird fiiggvények meghatdrozésa képezi. Aa— = a?Au’ homogén

ou ‘
differenciadlegyenletet b é_ + u = vt inhomoyén keriileti feltétel és wu(zx, y, 2,0) =0
n

kezdeti feltétel esetén kielégitd fiiggvény mint a homogén differenciil-cgyenletet és az
inhomogén keriileti feltételt kielégité u; = v -t + Uz, y, z) partikuldris megoldés,
és a homogén differencidlegyenletet homogén keruleti feltétellel és u, (x, y, 2z, 0=
=U (z,y, z) kezdetifeltétellel kielégitéu altalanos megolddsu = u,+u, Osszege hatdrozhatd
meg. E targyalasi mod lehetévé teszi a hiilési, ill. melegedési folyamat és a matematikai
fizika egyéb problémai kozott (membranrezgés, torzid, stb.) mutatkozé formélis analégisk
kihasznalésat. . : ) '

Egy technolégiai miivelet sordn (a Vasipari Kutatointézet altal végzett
mélyhfitési kisérletekkel kapesolatosan) szitkkségessé valt a kovetkezd konkrét
hikezelési folyamatnak matematikai targyaldsa : Adott kezdeti hémérséklet-
eloszlastt derékszogli hasabalak(l test egyenletesen csokkend hémérsékletii
kizegbe van helyezve ; kerestetik a testnek a hiilés folyaman mutatkozd
hémérsékleteloszlisa, mint a helynek és az id6nek fiiggvénye. A feladat
matematikai tirgyaldsa annyiban tér el a szabvanyos hdvezetési problémak-
t6l, hogy jelen esetben a hévezetési folyamatot leiré homogén differencidlegyen-
letet — a hiitékézeg hémérsékletének az idStSl valo linearis fuggése kovetkez-
tében — inkomogén keriileti feltétel mellett kell megoldani.

Tudvalevileg egy linearis, inhomogén probléma (egyenlet-rendszer,
differencialegyenlet) 4ltalinos megolddsa additiv médon osszetehetd az inho-
mogén probléma egy partikuldris megoldasibdl és a megfelelé homogén
probléma altalanos megolddsabél. Ennek az altalanos elvnek az alkalmazisa
a jelen hévezetési feladatnal kiilonosen célszeriinek fog mutatkozni, amennyi-
ben az inhomogén feladatnak mindig van egy kitiintetett partikuldris meg-
oldisa, az . n. »relativ stacionirius« megoldas. Az id6t6l linearisan fiiggd
h8mérsékletl hiit6kozeg esetén u. i. mindig 1étezik egy és csak egy olyan kezdeti
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homérsékleteloszlas* (a hiitendd testben), melybdl kiindulva a test minden
pontjanak hémérséklete ugyanazzal az egyenletes sebességgel valtozik, mint
a kornyez6 kozeg homérséklete. Miutan ez esetben tehdt az egész folyamat
alatt a hiitott test barmely pontjanak a hiitGkozeghez viszonyitott hémérséklet-
kiilonbsége dllandd, indokolt ezt a hémérsékleteloszlast »relativ stacionariuse-
nak nevezni. Ha az inhomogén keriileti feltételnek megfelell »relativ stacio-
narius¢ partikularis megoldast meghatiroztuk, akkor ezaltal a probléma
megoldasa tetszésszerinti kezdeti hémérsékleteloszlas esetében visszavezethetd
egy szabvanyos, homogén keriileti feltételt tartalmazé hdévezetési feladatra.

Jelen dolgozat elsd részében a fentebb véazolt elv alapjan valé megoldast
mutatjuk be tetszésszerinti alaki hiitott test esetére. Utalunk tovabbd azokra
az analégidkra, amelyek két dimenzids folyamat esetén egyrészt a hivezetési
feladat, masrészt a membrin-kihajlas, ill. a prizmatikus rudak torzidja kozott
mutatkoznak.

A médszer illusztralasa céljabdl a dolgozat masodik részében ismertetjiik
a derékszogli hasab esetére vonatkozd konkrét szdmitdsokat, valamint a hmér-
sékleteloszlast szemléltetd diagrammokat.

I.

Egy véges mértékkel bird, egyszerii zart felilettel hatarolt, homogén,
izotrop test, valamint az azt kornyezl kozeg t = 0 pillanatban minden pont-
ban nulla hémérséklettel bir. A kérnyez6 kozeg hémérséklete az id6 folyaman
egyenletesen valtozik, vagyis annak hémérséklete minden pontban : v = v . ¢
(¢ = id6, v allandd). A test bels§ hdvezetési allanddja : a?, a felileti héatadasi
tényez6 : b. Meghatdrozand6 a testben végbemend hdévezetési (hiilési vagy
melegedési) folyamat. ‘

Matematikai megfogalmazasban : Kerestetik az u(zx, ¥, 2, t) h6mérséklet-
eloszls, mely kielégiti a kivetkezd feltételeket :

I. A test altal elfoglalt, egyszeresen Osszefiiggd, korlatos V tartomanyban
u kielégiti a

gzt oay® iz?

au T e o2
(1) = a2 (- )
. ot

hévezetési differencial-egyenletet.

II. A ¢ = 0 kezdépillanatban a hémérséklet a test minden pontjaban
nullaval egyenld :

(2) u(x,y,2,0) = 0.

ou
[IT. A test felilletének minden pontjaban az u hémérséklet és ennek o

* Altaldban szokésos tizemi viszonyok kozdtt ez & hdmérsékleteloszlis kezdetben
még megkdézelitbleg sines realizalva, azonban a hiitétt test hémérsékleteloszlasa a hiitési
folyamat alatt anndl jobban kozeledik a »relativ-staciondriuse hémérséklet eloszldshoz,
minél tovabb tart a hités, miként-ez a (9) sz. megoldasi formuldbdl kozvetlenil kiol-
vashato.
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normalis derivaltja, valamint a kérnyez8 kozeg u = v - ¢ hémérséklete kozt
fennall a Newton-féle hatadasi térvény :

ou

(3) ba‘_n_’_'u:v'f

~ Y . )
(Itt és a kovetkezbkben u jelenti az wu fiiggvénynek, 3—Z pedig a G—Z

mnormdlis deriviltnak a felileten felvett értékeit.)
A bevezetésben kifejtett elvnek megfelelGen a megoldast két tag Gsszege-
ként fogjuk elGallitani : » = u, + u, alakban :

Az u (2, y,2,8) = v - t -+ U, y, 2) alaka ésa b 2—2 - U =0 keriileti

feltételt kielégitd fiiggvény az egyetlen »relativ-stacionarius« megoldas.
Az uy(x, y, z, t) figgvény, mely kielégiti az wuy(z, y, 2, 0) = — Ulx, y, 2)

Oy |~ . , .
kezdeti feltételt és a b ,;ln‘ + 4y == 0 Lkeriileti feltételt, egy szabvanyos
C

hévezetési feladat [1] megolddsa, melynek u,-gyel vald szuperpozicidja a II.
(kezdeti) feltétel kielégiilését biztositja.

Mint az alabbiakbdl ki fog tlinni, mindkét részlet-feladat visszavezethets
a AU 4+ AU = 0 homogén differencidlegyenletnek, az 4. n. »hullimegyenlet-

nek a b %—Z— -+ U=0 homogén keriileti feltétel melletti megoldisara.

Ez utébbi problémat illetSleg ismeretes, hogy altalaban tetszdleges A érték
mellett nines mas megoldds, mint a trividlis, azonosan elt{inG U = 0 megoldas,
azonban létezik a pozitiv szdmoknak (sajitértékeknek) olyan

0<}\1 <7‘2<-..

végtelen sorozata, mely mellett a AU 4+ AU = 0 »hullamegyenlet«nek vannak
nem identikusan eltind (és a keriileti feltételt kielégit6) megoldisai (sajat-
fiiggvények) :

Uy@,2) 5 Us(y,z) ;5 Us(@yz); - -
TR ' . aU; |
Ezek tehat kielégitik a AU; + A,U; = 0és a b v 4+ U; =0 egyen-
leteket. Az U; sajatfiggvények ortogonalisak és normdlhatdk Ggy, hogy :
_ {0, ha i+

.[Lic.jdl L1, ha 1=/,

V)

Barmely (2, y, 2) figgvény, mely kétszer folytonosan differencidlhaté
$és a keriileti feltételt kielégiti, az U; sajatfiggvények szerint haladé, egyen-
letesen konvergens sorba fejtheté [2]:

rp(x,g/,z) = 2 'Yi('i('r’?/’z) ’
ahol

vi = [[[ ote.n0 Uitg,m,0 dg andc.
V)
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Az uy(x, Y, 2, t) figguény meghatdrozdsa. Az wu,-nek fentebb Iflega,dott
(uy =v -t + Uz, y,2) alakjat az (1) sz. hdvezetési differencidlegyenletbe
helyettesitve, v = a? - AU adédik. U(z, y, z) tehat kielégiteni tartozik a

v
(4) : AU =—

inhomogén differencidlegyenletet, illetéleg a

GAU ~
(5) ) b %—‘—{— U=

homogén keriileti feltételt-
A megoldas megszerkesztése céljabél fejtsiik ki a V belseJeben azonosan
eggyel egyenls ¢ fiiggvényt az U; sajatfiiggvények szerint haladé sorba :

Z'YI x T/,Z) =1
akkor :
vi= [[[Udg. ) de, i, dc

)

és a (4), (5) feladat megoldasa :

v -
(6) Ulz,y,2) = — pr 2 ;—\/i Ui{xy,2).
Ennek felhasznalasaval :
(7) ' (*mjzt)—vt——zy’ (,y,2).

Az uy(x, Y, 2, t) fugguény meghatdrozdsa. Az (1) hGvezetési egyenletnek a

b 3—% 4+ % =0 ker tileti feltetelt kielégitd, »alléhullim¢-alaka megoldasal [3]:

e—aZAit U (%Zl,z) .
Az ezekbll szuperponaldssal nyerhetd
us(x,y,2 3t) = 3, Bi e‘“"’“tU d{x,9,2)

altalanos megoldis nyllvan akkor elégiti ki az uy(z, y, 2, 0) = Ul(z, y, 2) kezdeti
feltételt, ha :

Eszerint :

. (i Vi
(8) - uz(x,y,Z;t):? 7‘ —a%tU(fc ¥,2).

2 .
i

Az egyenletesen viltozé hémérsékletii kbiegben végbemend hfilési
folyamatot leiré fiiggvény tehat : ’

u(x,y,2,t) = ul(x,y,é,t) + uy(x,y,2,t) =




v Vi —a%h;
9) = vl 5 27\—1' (1 — eaAit) U y(z,,2)

vi = [[[Ude.n0 de andc.
)

A megoldasnak ebbsl az alakjabdl nyilvanvals, hogy t- co esetén
uy —> 0, tehat a test hémérsékleteloszlisa minden hatiron tal nvekvd ¢ esetén
a relativ stacionarius hdmérsékleteloszlashoz aszimptotikusan koézeledik.

h h k k

Plha——-—<z<—; ——<y<—;

2 2 2 2
, L oU |~ e
. Wben a AU +AU=0,b I + U = 0 keriileti feladat sajatértékei és sajat-

— é <z < éparallelepipedonese- :

fiiggvényei a kovetkezlk [4]:
Apgr=12F% + Ah + 25 (pgr=12,...)
U pgr = const. €o8 7 pp&+COS 7 4q 4 - €OS 7 ;2.

Ezek felhasznélasival a (9) sort megalkotva, az eredetileg felvetett fel-
adat explicit megoldasat nyerjik, mellyel részleteiben a dolgozat II. részében

foglalkozunk.
Kiilonos figyelmet érdemel — a matematikai fizika egyéb problémaival
mutatkozé formalis analégia kovetkeztében — a fenti hfilési folyamat két-

dimenzids esete, ha még a b = 0 feltevést is bevezetjiik, azaz a test feliileti
hdmérséklete egyenld a hiit6 kézegével.

Ekkor ugyanis az u,(x, y,t) = v - t + Uz, y) relativ stacionarius meg-
oldasban szerepld Uz, y) fiiggvény a

v
AU:E

inhomogén differencidlegyenletet elégiti kiaz U = 0 homogén keriileti feltéte
mellett.

Ugyanez a differencidlegyenlet és keriileti feltétel hatarozza meg az
egyenletesen terhelt membrdnnak, valamint egy csavarassal igénybevett
prizma keresztmetszetének a deformdciéjat. A harom probléma »rizomorfiz-
musa« alapjan barmelyik probléma ismert partikularis megoldasat kozvetleniil
lehet alkalmazni a misik kettlre.

gy pl. az egyenletesen terhelt membrin »izohipszdi¢ (rétegvonalai)
egybeesnek a relativ-stacionarius hiilési allapotban levG test izotermaival.

Tovabba -—~koéztudomastlag — a torzié-probléma szdmos prizmakereszt-
metszet esetében explicite meg van oldva. Ezek a megoldasok, a fentiek szerint,
kozvetleniil' alkalmazhatok a vizsgalt hillési folyamat megfelel§ kétdimenzids
eseteire. ,

II.
Adott &, k&, I élhosszal biré, homogén és izotrép anyaghol késziilt, ismert
belsd hévezetési allanddja derékszogi hasdbot dllandé v sebességgel névekvo

hémérsékletli kozegbe helyezve, keresni fogjuk a hasib melegedését leird
u(z, y, 2, t) fiiggvényt azon esetben, midén a t = 0 pillanatban a hasab hémér-
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séklete is, a kornyezet hdmérséklete is mindeniitt nulldval egyenls. Ez esetben
a feladat matematikai megfogalmazasit az (1), (2) és (3) egyenletekbdl nyert
aldbbi Osszefiiggések szolgaltatjak :
I. A keresett fuggvény a parallelepipedon éltal elfoglalt
h h k k l l
——<r Ly < < <=
2 2 2 2

9 2 2’

tartomanyban kielégiti az (1) hévezetési differencidlegyenletet :

ou 0% 0% . 0%
R Bl B Tl BN
ot ¢ (8;1:2 T T 822)

II. A ¢ = 0 pillanatban a test minden pontjaban :
u(x,y,2,0) = O..

III. A keresett u(z, y, z, t) fiiggvénynek ki kell elégitenie a (3) sz. egyen-
letben foglalt keriileti feltételt, tehat :

7
au(:l: ;L, 2/,Z,t)

bT+u(i§,y,z,)

in

vl

6u(x, 4 L; ,z.,t) i
b ——ku{x,i:,z,t) =9t
oy 2
au’(xsgh :l: —lat
2

l
b_— u(x; b —>t)
o + y, + 5

vt

Az ulx, y, 2z, 1) = dl(x, Y, 2, t) + uy(x, y, 2, t) alakban keresett altalanos
megoldas meghatirozasanak elSkészitéseképpen — a dolgozat elsé részében
ismertetett elvnek megfelelen — meghatarozzuk a
(10) AU+ 2U =0

homogén differencidlegyenletet és a

I3
aU(i _22'”'2 ) 3
b —————— + U( :l:—,Z/,Z) =0
ox 2

Lo
(11) _ b—aix;;lz)—}— U(w,:l:%,z) =0

l
SR R P
oz 2
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homogén keriileti feltételt kielégits Uy, sajatfiggvényeket. E sajatfiiggvénye-
ket célszerii
1

Upgr = . COS App X+ COS Agqyf + COS 2.4 2
par

alakban keresni, ahol :
}\pqr = 7\7'1p + 7‘:7 —+ 7\21r

ugyanis — amint err6l behelyettesitéssel meggyézbdhetiink — a (10) sz.
egyenlet ily médon automatikusan ki van elégitve, s a tovabbiakban mar csak
a Anp, Akg, Mir sajatértékeket kell. meghatiaroznunk. A (11) sz. egyenletek
alapjan :

— bhpp sin (j:ékhp) + COS(:{:iLMp) =0
. 2 ) 2
. k k
—~b7\kq s (ﬂjg}\kq) + COS(:‘:;A]«]) =0
. l, L
_b)\lr sine (:l:; /\1,) —f—COS(j:'é}\lrJ =0
azZaz .
h
b}\hp = Ctg (‘ij‘—z‘ Ahp)
k
bAyq = ctg (i 5 Akq)
b, = ctg il-7
ir = g ( 9 l’)

tehdt a Anp, Axg, Air sajétértékek kozelitd pontossigh meghatarozdsa a b - Agp
(illetOleg b - Arq vagy b - Ayr) egyenes és a megfelel6 cotangens-gorbe metszés-
pontjainak meghatarozédsaval torténhet.

Az U,pr sajatfiiggvények ismeretében a dolgozat elsG részében foglaltak
alapjan a keresett u, és u, figgvények felirhatdk, és a (9) egyenlet alapjan a
probléma altalanos megoldasa :

w(x,,2,t) = v-t — .

v Ypar 02002 132422 ,
- ;2227i T Az 4oz [1—ca (;\hp+;"kq+;\1r)t] (/pqr(x’y;z;)
pqgr “hp kg ' ir

ahol :

1 k h
—_ —_——t -
2+ 2 2

vor= | [ | Usal&m,0)dg anac.
v ] k

+



Abban az esetben, ha b = 0, azaz : a test felszine azonnal felveszi a kor-
nyezet homérsékletét, a sajatértékek nyilvan :

Anp= +(2p + 1)

i
h
’ aT
Akq'—— +(2¢ +1)-
k
= (2 DT

Ebben az esetben (b = 0) tehat a (10) homogén differencidlegyenletet és

a (11) homogén keriileti feltételt kielégits qu, partikularis megolddsok béar-
melylket az

Uy . 1 Cos(2p+1)n
7?2 2'p—|—12_|_2q+12 2r + 1) ‘ h
e s e ey
A . 'COS(QL_I_kliy'COS(Q—T—I——l)—nz

képlet szolgaltatja. Ezen partikulris megoldasok szuperpozicidjaval a
AU = % egyenletet kielégitd Uz, y, z) figgvény el8allithaté

C,-C,.C, (
R e T

cosﬂ%ﬂfucosﬂwz

alakban ; a Cp,C,,Ch, egyiitthaték (a AU = % egyenletbe vald helyettesités
zi.]apjén) olymédon vilasztanddék, hogy (tekintettel a AU = — AU 0Ossze
figgésre), a

- 2 E ZO},OqO, A par qur = ai;v
P q r

egyenlGség azonosan fennilljon, azaz — részletesen kiirva —
v

FZZOPOqOrCOS[(QP‘{—I)W ]COS[(29+ 1 k] cos[(2r+ 1)n%]:__

a2
P qr

legyen. Minthogy -

oo [1,- ha —> <g<7
SX cos [(2v+1) § ]=
y=1 v+ 1 lo, ha, §=i§ .
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s

Dix,9,2) = {;r 5 (7?—1%) cos [(27) +h=n %
4 (—1) Y
= X 2 1 =
{ﬁ§2q+lcos[(q+) k]

é (_l)r 2 1 Ej =
{ﬂrz2r+lcos[(ur+ )@ .
4 3 (=1)ptatr

- zzx

(2p +
Jerme TR eTIS T

+1)= :;_z] cos [(2q +1)= %] cos [(21* + 1)@ ?]
végtelen sor minden a-re konvergens, osszege a hasab minden bels6é pontjaban
1-gvel és barmely feliileti pontjaban nulldval egyenl6 ; tehat e végtelen sor
— »:2«sz91‘ese éppen a keresett Uf(z,y, z) figgvény. Ilymédon a hévezetés
differencidlegyenletét, valamint az adott kezdeti és keriileti feltételt kielégitd
figgvény a (9) egyenlet-alapjan :
u(x:y:z’t) = vt —

f
g Ay (_1 yratr\1—g [(2p+1)2 +(2qH)2 A+(2r+1)21 ]} e
az()§§2 (2p+1)(2¢+1)(2r+ 1) 2[(2});1)+(2q:l)+(2771)2]

- cos [(2]9 = l)ﬂ%] - cos [(ZQ o l)ﬂ%]-cos [(2r 4 l)ﬂzz]

Az aldbbiakban kozoljik a Ul(z, y, z) fliggvénynek (yrelativ staciondrius
hémérsékleteloszlas«) a parallelepipedon harom szimmetriatengelyével egybe-
es6 , y, z koordinatatengelyek mentén felvett értékeit (lasd az 1, abrat)

1. dbra.
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magabanfoglalé tablizatot.* Osszehasonlitasul kozoljitk tovabbd azon U*(z)
figgvénynek a z koordinitatengely mentén felvett értékét, amely a 80 mm
vastagsagti planparallel lemezben azonos kezdeti és keriileti feltétel esetén
1étrejovd wrelativ staciondrius hémérsékleteloszlds«-t irja le. (A kornyezet
hiitési sebessége : » = 10 C° (dra).

mm U(z,0,0)*" 2rmm U(0,y,00¢° zmim U(0,0,2)°° U*(2)*°
0 0,146 0 0,146 0 0,146 0,148
51 0,146 16 0,146 5,1 0,144 0,146
102 0,146 32 0,144 10,2 0,137 0,139
153 0,146 48 0,141 15,3 0,125 0,127
204 0,146 64 0,134 20,35 0,108 0,110
255 0,146 80 0,123 25,45 0,087 0,088
280 0,145 88 0,113 28 0,075 0,076
306 0,143 96 0,100 30,55 0,061 0,062
51 | 0136 103 0,083 33,1 0,046 0,047
356 0,119 111 0,060 35,65 0,030 0,030
382 0,073 119 0,028 38,2 0,013 0,013
400 0,0 125 0,0 40,0 0,0 ‘0,0

Az U(z, 0, 0) hémérsékleteloszlast az 1. sz. diagramm, az U(0, y, 0)
h&mérsékleteloszlist a 2. sz. diagramm, végil az U(0, 0,2) h6émérséklet-
eloszlast a 3. sz. diagramm szemlélteti. Mindhdrom diagrammban feltiintettiik
(szaggatott vonallal) azon U#*(2) srelativ stacionarius h8mérsékleteloszlast« is,
amely a targyalt parallelepipedonnal z irdnyban megegyezs vastagsagt plan-
paralle]l lemezben alakul ki, azonos kezdeti és keriileti feltételek mellett.

1

»
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-200

~150

74

-50 14 50

1. diagramm

200

250 Ja0

350 00

* A kozo6lt numerikus eredmények kiszamitésindl kozremiik6dstt Rézsa PAl okl.
gépészmérndk, aspirdns.




Végiil a 4. sz. diagrammban bemutatjuk a parallelepipedon (y,2) sik-
metszetében létrejovs »relativ-staciondrius« homérsékeloszlast szemléltetd
izotermakat. :

et e 3

IEIEIEIEIEIE ]

7 u X
-120-110-100 -90 -80 -70 -00 -50 -40 -30 -20 ~10 27 30 40 30 80 100 110 14

e

2. diagramm

b4

5 == 40 P -

A‘L T4 2 = : =

P 2 = N

- T w0 Yy > E =
i 14 59 ) W - . [ \
U ._/Z 2 f‘ a }
-10 ~3
2 N
w0
3. diagramm 4. diagramm
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1. Lésd pl. A. H. TuxonoB A.A. Camapckwuii: YpaBHeHHsI MaTeMaTHYeCKOH ()HSHKH
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3. Lasd ugyanott : 456. old.

4. Lasd G. Kirchhoff : Vorlesungen ii. Wirmelehre, 25. oldal.

PENEHUE JU®PEPEHIIUAJIBHOIO YPABHEHUS TEINJIONPOBOJIHOCTH IIPU

KPAEBOM YCJIOBUH, TUHEWHO 3ABUCUMOM OT BPEMEHHM. (UCCJIEJJOBAHUE

INMPOLECCA OXJIAXJIEHUS, T. E. HATPEBAHUS TEJIA, IIOMEILEHHOI'O B
CPEJY C PABHOMEPHO NEPEMEHHO! TEMIIEPATYPOM

9. STEPBAPU—B. JIOBAUI-HAb
Pesome

Tlpeamer Hacrosimed paGoTel — -ompejesieHHe (yHKOHH, OIMCHIBAIOMMX pacipeje-
JIeHHe TeMmIepaTyphl TeJ, NOMemeHHBX B Cpefly ¢ PaBHOMEPHO IIepeMEeHHOH TeMmiiepaTy poi.

ou
DyHKIUS, YAOBJIETBOPSIOMAsI OAHOPOAHOMY  AH((EepPeHIHANLHOMY Y PABHEHHIO — = adu
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ou
[pH HeOJHOPOAHOM KPaeBOM yCJOBHH b ¥ + % = v -t ¥i IPH HaYaJILHOM Y CJIOBHH %(2,Y,2,0) =

= 0, ompefeNnmMa KaK CyMMa % = %, -+ U, NAPTHKYJSPHOr0 pemweHHss %, = vt 1+ U(x,y,z)
YAOBRJETBOPSIIOINET0 OAHOPOAHOMY  fHd(depeHUHAJbHOMY YPaBHEHHI0O M HEOAHOPOAHOMY
KPaeBOMY YCJOBHIO H 00uero peuieHUsl %, yJ0BJETBOPAIOINEro OJHOPOJHOMY AHddepeH-
IHAJIBHOMY YPAaBHEHHIO C OAHOPOJHLIM KpaeBbiM YCJIOBHEM H HadaJbHBIM YCJIOBHEM

uz(%.%zyo) =' U(x’y’z)

31or cnoco0 TPAKTOBKH JejlaeT BO3MOXKHHIM HCIIOJb30BaHHe (JOPMAaJIbHBIX aHAJIOTUH,
BO3HUKAIOWHX MeXXAY IPOLeCCOM OXJarKiAeHHsl, T. €. HarpeBaHHst M JApPYTHMH mpoGJjeMamMH
MareMaTHuecKoH (U3HKM (KoJjebaHHe MeMOpaHOB, KpyueHHe H T. 1.)

LA SOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA CONDUCTION
CALORIQUE AVEC CONDITION PERIPHERIQUE DEPENDANT LINEAIRE-
MENT DE LA DUREE. ~
(EXAMEN DU PROCESSUS DE REFROIDISSEMENT RESPECTIVEMENT DE
RECHAUFFEMENT D’UN CORPS PLACE DANS UN MEDIUM DONT LA
TEMPERATURE VARIE I’UNE MANIERE UNIFORME.)

E. EGERVARY ET V. LOVASS-NAGY
Résumé

Le sujet de l'article présent est la détermination des fonctions décrivant la distri-
bution des températures d’'un corps placé dans un médium de température variable.

La fonction qui satisfait Péquation différentielle homogéne 2—7: = ¢? . Au dans le cas d'une

condition périphérique non-homogéne b %— +u=w-t, e dune condition initiale

u(x, y, 2, 0) = 0 peut étre déterminé comme la somme w = u, + u. de la solution parti-
culiére u, = v+ t + Ulx, y, 2) qui satisfait la condition périphérique non-homogene et
la solution générale u, qui satisfait ’équation différentielle homogéne avec une condition
périphérique homogéne et avec le condition initiale w,(z, y,z, 0) = Ulz, y,2z). Cette
méthode de traitement rend possible d’utiliser les analogies formelles qui existent entre
le processus de refroidissement respectivement de rechauffement et les autres problémes
de la physique mathématique (vibrations de membranes, torsion, etc.).




SAJAT SIKJABAN NYOMOTT KORLEMEZEK KIHAJLASAROL

LOVASS-NAGY VIKTOR

OSSZEFOGLALAS

Szerz6 jelen dolgozatiban sajit sikjaban hatdé nyomés &altal terhelt koralaka
siklemezek kihajlasdnak vizsgdlatéval foglalkozik. Karman T. és M. Biot egyenes
rudak kihajldsdnak vizsgélatanal alkalmazott médszerét kéralakasiklemezekre dltaldnositva
meghatdrozza, a kihajlitdshoz sziikséges rugalmas munkit, és ebbdl szamitja ki a ki-
hajlast el6idéz6é kritikus nyomas értékét. o

(E dolgozat a Magyar Tudoméanyos Akadémia Miiszaki Osztalyanak meg-
bizasabdl végzett, nyomasmérésre hasznalt koralaka lemezek deformacidjara
vonatkozé vizsgilatainkkal kapesolatosan késziilt.)

Sajat sikjaban haté nyomas altal igénybeyett lemezek kihajlasanak
matematikai vizsgalataval H. Reissner és A. Willers foglalkozott [1]. Mindkét
szerz$ a problémat a varidcid-szamitds segitségével vizsgilja, keresve azon
legkisebb nyomder$ nagysigit, amely a lemez kihajlasat* eredményezi.
Jelen dolgozat T'h. v. Kdrmdn és M. Biot altal egyenes rudak kihajlisanak
vizsgalatanal [2] alkalmazott mddszerének altalanositasat felhasznalva kisérli
meg sajat sikjaban hatd, egész keriilete mentén egyenletesen eloszl6 nyomas
altal terhelt, keriiletén befogottnak vagy megtamasztottnak tekintett kirlemez
kihajlasanak, illetve a kihajlast el6idéz6 legkisebb nyomasnak meghatarozasat.

Bevezetve a hajlitasi szilardsag (D) fogalmat,** a kertletén befogott,
vagy megtimasztott tetszésszerinti alak lemez kihajlasat a

(1) DAAw 4+ PAw = 0

* A magyarnyelvii irodalomban &ltalénosan hasznalt »kihajlds« szét hasznéljuk
a német »Knickungy, ill. az angol »Buckling« kifejezésekkel jelolt fogalom megnevezésére,
az etimolégiailag helyesebb »kibillenés« helyett.

** Hajlitdsi szildrdsdgnak (németill: Biegungssteifigkeit, angolul: flexural
rigidity) nevezziik a kovetkezé allandé tortet :

Itt b jelenti a lemez vastagsdgat, » pedig az 0. n. »Poisson-féle szamote.
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differencialegyenlet irja le [3]. Itt P jelenti a lemez keriilete mentén’egyenlete-
sen eloszld, a keriiletre niindeniitt merdleges irany(, a lemez sikjaban haté
nyoméerdnek a hosszegységre vonatkoztatott nagysagat, w pedig valamely
elemi lemezrészecskének a terheletlen lemez sikjara meroleges elmozdulasat.

Az (1) egyenletet
(1.1) AMDAw + Pw) = 0

alakban irva, ldthatd, hogy a negyedrendii differenciélegyenlet altalanos meg-
oldisanak megkonstrualasahoz sziikséges negy fiiggetlen partikularis megoldas
koziil kettSt a ,

(2) DAw+ Pw =0
differencidlegyenlet megoldésaval nyérhetﬁnk, tovabbi kett6t pedig a

differencidlegyenlet két fiiggetlen partikuldris megoldasa szolgaltat. Koralaka
lemez esetén, melyet keriilete mentén mindeniitt a lemez kozéppontja felé
iranyul6 egyenletes nyomas terhel, tehat a terhelés korszimmetriat mutat,
a kihajtott lemez kénytelen forgasfeliiletet-alakot felvenni: ha r jelenti
valamely elemi lemezdarabnak a térheletlen lemez kozéppontjatél mért tavol-
sdgdt, w csak r-t8l fiigg. B korszimmetria kihasznilasaval-a (2) differencial-
egyenlet -

d?w 1 dw .
D : - — Pw =

( dr? * r dr) +

(2.1

alakban irhatd, a (3) differencidlegyenlet pedig

d*w 1 dw
3.1 — - — =0
(3.1) . dr2+r dr

I) s 12, 2
alakba megy at.* Bevezetve a o= A2 roviditést, a

a w + —1 —d— w+w=20
(dAr)? Ar dAr

2.1.2)° ™

egyszerlibb alakban irt differencidlegyenlet ismert dltalanos megoldésa:

(2.1.3) w = Oy (Ar) + C.Y (),

ahol J, az els6-, ¥, pedig a misodfaju, nullarendi Bessel-féle fiiggvényt
*U. i. a »Laplace-féle operdtor«-t poldrkoordinitékra alkalmazva, ha w csak

r-tl fiigg: !

2w 0w 02w 0w 1 ow

=m T ot o ~ o T %
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jelenti.** Behelyettesitéssel igazolhaté tovabbéa, hogy a w = const. és a
w=Inr fliiggvények a (3.1) egyenletet azonosan kielégitik, tehat az (1)
differencidlegyenlet altalanos megoldasa szimmetrikusan terhelt kérlemez
esetén

(L.1) w = CyJo(Ar) + CoY (A1) + Cy3 4 CyIn r

alakban allithaté eld.

Tekintve, hogy a C, és C, allandék barmelyikének nullatél kiilonbszé
értéke esetén w értéke az r = 0 helyen végtelen naggya vélna, sziikségképpen
C,6sC, értéke nullanak vehetd. A C, értéke az alabb targyalandé keriileti felté-
telekbdl kiszamithaté, ezzel szémben a keriileti feltételek a C; amplitudé
kiszamitdsdra nem nyujtanak lehet&séget. Ez annyit jelent, hogy amennyi-
ben a keriileten haté nyomés nagysiga akkora, hogy a kihajlas létrejchet,
akkor a kihajlott lemez alakja oly forgasfeliilet lesz, melynek merididngorbéje
Bessel-féle fiiggvény és amelynek kidomboroddsa a rugalmassagi hatdron beliil
tetszésszerintivé tehetd. Az amplitudé e hatarozatlansaga a rugalmas egyen-
stlyt kifejez6 differencidlegyenlet magasabbfokt tagjainak elhanyagolasabdl
szarmazik ; tekintve, hogy szdmitasaink tovabbi sorin ugyanilyen rendi
elhanyagolasokat fogunk alkalmazni, a legkisebb, kihajlast elGidézé erd
kiszamitdsandl e hatdrozatlansig nem jelent majd akadélyt.

A kihajlott lemez alakjat leird
w=CJy(Ar) + C,

fiiggvénynek*** a kovetkezd keriileti feltételeket kell kielégitenie:
a) A korlemez egész keriilete b) A korlemez egész keriilete
mentén befogast tételezve fel : mentén megtamasztast tételezve fel:
1. kerileti feltétel:

A keriilet minden pontjanak a terheletlen lemez sikjara meréleges elmoz-
duldsa nulla :

** Ugyanis a
dw 1ldw P
T ra Tt

differencislegyenletnek mindig van a keruleti feltételeket egyidejiileg kielégité w = 0
trivialis megoldésa, tovabba vannak a paraméternek olyan értékei, melyoknél a trivid-
listél kulénboz6é megoldas is létezik. Ez fizikailag azt jelenti, hogy a P nyomés altaldban
nem idéz el6 kihajlast (w = 0); kihajlas (a differencidlegyenletnek a trividlistél kiillonb6z6
megoldasa) csak akkor lehetséges, ha a I’ nyomés (vagy : a P/D = A3 paraméter) értéke
a kertleti feltételekbdl nyerheté kritikus értékeket veszi fel.

Az elsé- és méasodfaju Bessel-féle fiiggvényt illetéleg 1. pl. Kérmén és Biot idézett
munkdjanak 47 és kovetkezd oldalait.

*kk 2 x4 8

x
Jolx) = 1_2_2+22-42—22-42-62 +—

A Jy(Ar) fuggvény argumentumaban szereplé Ar kifejezés dimenziétlan mennyiség, mint
orrdl a P nyomés (kg/em) s D hajlitasi szilardsig (kg - cm) és az r (cm) technikai mérték-
egységeinek Osszehasonlitésaval is meggyézédhetiink. )
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I1. keruleti feltétel:

A forgasfeliilet-alakd kihajlott
lemez meridiangdrbéjének érintdje
a keriillet minden pontjaban viz-

szintes : p
( u) 0.
(dr Jr=R

Az 1. kerileti feltétel alapjan C,-at

I1. kerileti feltétel:

A megtamasztas helyén, tehat
a keriilet mindegyik pontjaban a
hajlitényomatékok mindegyike* nul-
laval egyenld ;

d2w 1 dw
( . -_) —0.
dr? r dr)r=R

kikiisz6bolve nyerjilk, hogy

(4) . w=0C, [Jo(kr) - JOU\R)] .

A ‘masodik keriileti feltételbdl pedig azt kapjuk, hogy :

a) befogéé esetén :

(5.1) J(AR) = 0

b) megtimasztds esetén :*

(5.2) (1 — v)Jy(AR) = ARJ,(AR) .

* A kihajlitott lemez valamely pontjaban fellépé hajlitényomatékokat illet6leg
az Encyklopidie der Math. Wissenschaften (Bd. IV., Teilbd. 4., 185. old.) alapjin a

kovetkezd harom osszefiggés ad felvildgositast
és H-val jelolve)

: {(a hajlitényomatékokat G,-gyel, G,-vel

e

0w 02w
G, =—D (G +751) \
- 2w 02w
B - G2=~—D(a—yz va—xz—)
2w

A TI. ker. feltétel értelmében az r = R helyen
a kihajlott lemez forgasfeliilet, az w = w(r), a

G = G = H = 0. Abban az esetben, ha
IIT. egyenlet azonosan eltlinik; tovabbé

G=-——D(-Rl—l—+vi)=0

R,
és mivel ]
1 dPw
1 1dw
R, T rdr’
tehat
d2w 1 dw
g =0 =k

** Ennek a transzcendens egyenletnek a kézelitd megoldésa grafikus tton, a J;(x)

és a li— xJo(z) sikgorbék metszéspontjainak
—P

megszerkesztésével torténhetik, a gyo-

kék pontossiga Newton-médszer vagy sregula falsic segitségével torténhetik.

A nuliarendii és els6rendi, elséfaju Bessel-figgvények numerikus értékeit illetéleg
1. Jahnke—Emde : Tafeln Héherer Funktionen, Teubner, 1948. 166. old., (a J,(x) = 0
egyenlet gyokeit illetleg), tovabba 156. és a kovetkezd oldalakat.
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Az (5.1) és (5.2) egyenletekbdl nyerhetSk a % = A paraméternek  azon

értékei, amelyek mellett a (2.1) differencidlegyenletnek a w = 0 trivialis meg-
oldastél kiilonbozé megolddsa, tehat a Bessel-fiiggvény alaku megoldas is
létezik. A karakterisztikus egyenlet gydkei :

a) befogas esetén :

b) megtimasztis esetén :

2.05 530, _ 8.57

7\1 = ’ 7\2 == 1{

y 3 = I

A tovébbiakban meg fog]uk mutatni, hogy mmdket esetben a legkisebb érték-
hez tartoz6 P = A2D nyomas az a legklsebb terhelés, amely a lemez kihajlasat
elbidézheti. (Ha a keriileten haté nyomas ezt a leg]usebb kritikus terhelést
nem éri el, akkor a lemez csak a sajat sikjaban deformdlédik, nem hajlik ki.)

Ugyanis a lemez kihajlitisdhoz sziikséges rugalmas munka : [4¢]

O A= e () e

ahol az integriciés tartomdny a kihajlott lemez kertilete (melynek w elmozdu-
lasa nulla) altal korillhatarolt sikrész, jelen esetben korteriilet-alakt kétméreti
tartomany.

A lemez kihajlitasahoz sziikséges rugalmas munka kiszdmitdsandl nem
vesziink tudomast a lemez egyes részeinek esetleges vizazintes elmozdulasardl,
tehdt az integracids tartomany sugara R-rel egyenls. Mivel a kihajlott lemez
alakjat leir6 w fliggvény csak r-tdl fiigg, a rugalmas munkat szolgaltatd (6)
képletet polarkoordinatak bevezetésével at fogjuk irni és a ¢ polarszog szerinti
integralast ilymédon azonnal elvégezhetjiik. Polarkoordindtakra térve at és
a kihajlott lemez alakjat reprezentalé forgasfelillet tetszésszerinti pontjaban
a fGgorbiileteket 1/R,-gyel és 1/R,-vel jelilve, a (6) képletben szerepld egyes
mennyiségek a kovetkezdképpen irhatok :

(7) — T
ox? Qy?

02w 0w (8211; 2 1 1
8x8yJ

|

1
Itt az egyik flgorbiilet : P éppen a merididngérbe gorbiiletével egyenlo,
tehat :
(S) —'=(/lzi—r—2e]0(}\7').
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A masik fogorbiilet pedig kifejezhetd (1. az 1. sz. abrat is) a kévetkezdképpen :

1. dbra

~

A Meusnier-féle tétel értelmében a meridiangsrbe sikjara merdleges
fémetszet és a vizszintes sikban levd ferde metszet (ez utébbi sugara kor)
- sugara kozott a kovetkezo osszefiiggés all fenn :

(9) r="H5 COR e

De mivel az a szog éppen a merididngorbe érintGjének iranyszogével egyenld
p szognek a pétszoge, tehat

1 g
10 —=—co8a=—8NnB X -tgf=—— =20, — J(Ar).
St Ry ir 7 . r gr rdr r dr ® i

Mivel tovabba
(11) Aw = — A0, J(Ar)

tehat a lemez kihajlitdsdhoz sziikséges rugalmas munka képlete :

: 27 R
18,30 A g j dg j{ MORT3(Ar) — 2(1— ) C’%A‘l;— [, (A7) - o(Ar) —
0 0 £

e J%(M‘)]} rdr.
Ar

7”7

Az integralast elvégezve [5 ] nyerjiik, hogy a (4) egyenlet altal elSirt alakra valé
kihajlitds rugalmas munkasziikséglete :

A2R?

(6.2) A = PraA2C? { [J3(AR) + J3AR)] — (1 — v) Jg(AR)}.
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Ebbdl az eredmenybol az elsOrend{i Bessel-fiiggvényt kikiiszobolhetjiik, ha
felhasznaljuk az (5.1) és az (o 2) egyenletekben foglalt Osszefiiggéseket :

a) befogis esetén :

22
(6.2.1) A — Drazc? 52,”: JAR)
b) megtimasztis esetén :
(6.2.2) A D A2C% %»R {JYLR) — 2 Jy(AR) J{(AR) + JHAR) }.

\

Ezekben a képletekben a A, ill.'a AR helyébe az (5.1) és az (5.2) egyenletekbdl
nyert értékek helyettesithet6k. Az ilymoédon kiszamitott értékek jelentik azon
munkasziikségletet vagy rugalmas energiat, amely a befogott vagy megtamasz-
tott lemeznek a

w = C,{Jo(Ar) — J,(AR) }

fiiggvény altal eldirt alakira vald kihajlitéséhoz sziikséges. Mivel a kihajlitds-
hoz sziikséges munkat a keriiletet terhel§ nyoméerd szolgalta‘o]a a kovetkezbk-
ben el6 fogjuk &llitani a lemez sikjaban hato nyomoéerd altal végzett munka
képletét.

A lemez sikjaban haté P nyomas altal a lemez Gsszenyomasa, ill. kihajli-
tasakor végzett munkat jé kozelitéssel Ggy szamithatjuk ki, hogy a lemez
tetszésszerinti keriileti pontjanak a k&zéppont iranyaba esé 6 elmozdulasat
megszorozzuk P-vel — u. 1. 6 éppen a P (egységnyi kertileten haté er6) irdnyaba
es6 elmozdulds — e szorzat a keriilet 1 cm-én haté er6 munkajat szolgaltatja.
Az egész keriileti nyomas munkajit e szerint az

(12) - L =DPé62Rn

képlettel allithatjuk eld, azaz P éppen az R sugart és 6 vastagsaga korgyiri
teriiletével szorzand6 meg (1. a 2. sz. abrat). Mivel a lemez kihajlasa esetén
0 értékét nem ismerjiik, célszerli a 62Rx korgyfirii-teriilet helyett a kihajlott
lemez és a terheletlen lemez felilletének kiilonbségével szamolni, mert a kilonb-
ség kozel egyenld az R kiilsG sugara és 6 vastagsagn korgytri teriiletével.

2. abra

Forgasfeliiletrdl 1évén szd, a domboru lemez feliilete kézelitGen :

£ dw\? 2 1 (dun?
(13 F 2 |{r |/ 1 (——) dr =2 {1+_ (__) }dr.
) 1 WD[ + o nl(];r 5\

IR
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(A dombori lemez feliiletének kiszamitdsandl tehat nem vessziik figyelembe azt
a kérilményt, hogy kihajlds k6zben a keriilet minden pontja é-val elmozdult
a kozéppont felé.)

Mivel
W 0d, ().
dr
Tehat
R 1
(13.1) Fy2om [ fr 4 - emeraion Jar.
0 2 -

Az integralast elvégezve nyerjiik, hogy :
R? R? 2
13.2)  Fy e220 [ L oneis [J20R) — = J,(AR)J,(AR)+ JR(AR }
(13.2) By [0 OWaT [JI0R) — = SRS 0B+ S (0R)|
A terheletlen lemez felszine : F, = R?zx 1évén, a keriileti nyomas munkéja az
¥ 02Rn = F,— F,
Osszefiiggés felhasznaldsaval

A 2R2
PR [J%(AR)

2 s AR

(14) L =~ PC%x

Jo(AR) J,(AR) + J3AR)|

alakban irhaté. Ebbdl a képletbdl a keriileti feltételek felhaszndlasival nyer-
jik, hogy
a) befogis esetén : ~. -

2p2
(14.1) ‘L =2 PC%n R

JHAR),

b) megtamasztis esetén :

(14.2) L ~PCix %Ri [J%(/\R) — % J(AR) J,(AR) + J?,(AR)].

Mirmost : ahhoz, hogy a lemez kihajlisa létrejohessen, sziikséges, hogy a
keriileti nyoméds altal végzett L munka legalabb akkora Jegyen, mint amekkora
a kihajlott lemez rugalmas energidja; 4. E feltételo6l a (6.2.1) és (6.2.2)
egyenleteknek a (14.1) és (14.2) Osszefuggésekkel valé egybevetésével azt nyer-
jik, hogy

Mivel pedig A legkisebb értéke
a) befogas esetén : )
3,83

7\mln = }\1 =)
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b) megtamasztas esetén :
2,05
Amin =A= R ’

tehit a legkisebb keriileti nyomas, amely a korlemez kihajldsit elGidézheti
a) befogas esetén :

14,67
])min = - D,
R2
b) megtamasztis esetén :
4,2
’ Pmin == *}‘B; D.

Amennyiben a keriileten haté nyomds értéke ezeknél a kritikus értékeknél
kisebb, a lemez nem hajlik ki, csak sajit sikjiban deformalédik (6sszenyomo-
dik). Ha a keriileti nyomas értéke eléri a kiszamitott alsé hatart, a lemez
kihajlik és felveszi a (4) egyenlet altal elSirt alakot [6].
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Harpy aembX JAeHCTBYIOIMM B cBoeH MJOCKOCTH aaBjieHueM., OGobmasi MeToi HcCjief0BaHMS
H3rinGaHHs NpAMBIX crepykHell, mpumeHeHHblH M. Bro 1 T. KapmaHom Ha KpyroBole IJIOCKHe
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TRy

SUR LA FLEXION D'UNE PLAQUE CIRCULAIRE COMPRIMEE DANS SON
PROPRE PLAN

V. LOVASS-NAGY
Résumé
Dans son ouvrage présent I'auteur s’occupe de Pinvestigation de la flexion de
plaques planes de forme circulaire, chargées par une pression agissant dans leur propre
plan. Généralisant la méthode employée par T. Karman et M. Biot, I'auteur détermine le

travail élastique nécessaire pour effectuer la déflexion et ainsi il calcule la valeur de la
pression critique causant la flexion.
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KIS ALLANDO GORBULETU, KORALAKU VEKONY LEMEZEK
ALAKVALTOZASAROL

LOVASS-NAGY VIKTOR

OSSZEFOGLALAS

A szerzé e dolgozat céljaul tiizi ki kis (pozitiv) dllandé gorbiilet(i, koralaka vékony
lemezeknek a feliiletre merdéleges, egyenletesen eloszlé allandé nagysdgu erd (hidrosz-

s sz

gélatat, a lemez kozépfelilletének nyulasat is figyelembe véve.
A lemezt kertletén befogottnak, vagy megtamasztottnak és rogzitettnek tételzve
fel, a terhelés és a keriileti feltételek szimmetriaja miatt terhelt allapotban is forgasfeliilet

sz

merdleges irdanyt nyutlast elhanyagolva, tovabba feltételezve, hogy egyrészt a kozép-
feliillet és az azzal terheletlen allapotban péarhuzamos feliiletek a deformécié utdn is
parhuzamos felilletsereget alkotnak, masrészt, hogy a lemez deformalatlan éllapotdban
a gomb kozéppontjaba mutaté egyenesek a deformacié soran a fenti parhuzamos felilletek
normédlisaiba mennek at, a lemez egy tetszésszerinti pontjanak lehajlasat befogott kertilet
esetén a (36) képlet, megtédmasztott és rogzitett keriilet esetén pedig a (47) képlet szolgél-
tatja, ahol S jelenti a kozépfelilet meridiangorbéjének a kozépponttoél a keriuletig terjedd
darabjanak hosszét. A normaélfesziiltségek a kozépfeliillet barmely pontjaban ugyan-
akkoranak adédnak, amint az a (39) és (48) képletekbdl lathato.

Jelen dolgozat célja, hogy kis (pozitiv) allandé gorbiiletti, koralaka
vékony lemezeknek a feliilletre meréleges, egyenletesen eloszlé allandé nagy-
sagh erd (hidrosztatikus nyomds) hatdsira bekovetkezd deformdicidjat és
fesziiltségeloszlasat a rugalmassagtan ismert moddszereinek felhasznalasival,
de a lemez kozépfelilletének nytlasat is figyelembevéve vizsgalja. Hasonld
feladattal foglalkozik G. B. Biezeno a Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik
und Mechanik-ban kozolt egyik munkéjaban [1 ], ahol kis gorbiiletii, koralakta
lemeznek a kozéppontban haté allandé koncentralt eré kovetkeztében létre-
jové deformacidjat teszi vizsgalat targyava, ugyancsak a kozépfeliilet nyualasa-
nak figyelembevétele mellett. Biezeno idézett dolgozata értékes tanulsiggal
szolgdl a szamitasaink alapjat képezo differencidlegyenletek megkonstrualdsa
soran, am mindjart a feladat fuggetlen valtozdinak megvalasztasakor alkalma-
zott eltérd eljardasunkkal a szamitédsokat egyszer(ibb utra fogjuk terelni.

Az allandé hidrosztatikus nyomas altal terhelt lemez deformaciéjat két-
féle keriileti feltétel mellett fogjuk vizsgalni : egyrészt abban az esetben, ami-
kor a lemez egész keriiletén befogott (befalazott) ; mésrészt, amikor a lemez
keriilete megtamasztott és rogzitett, pl. egy korhenger alaka cs6be szoritjuk
bele a lemezt.

A terhelés és a keriileti feltételek szimmetridja kovetkeztében a lemez
terhelt allapotaban is forgasfeliilet-alaka marad, tehat elegendd a meridian-
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(a tovabbiakban roviden : »Kozépgorbe«) tetszésszerinti pontjat a lemez
terheletlen allapotaban egyetlen adattal: a lemez kozéppontjatdl a koriv
mentén mért s tavolsaggal hatdrozhatjuk meg. (L. az 1. abrat.) A kozépgorbén
kivil fekvs tetszésszerinti lemezpont helyzetét viszont két adattal : a kozép-
gorbétél mért merdleges tavolsigaval (z) és a kozépgorbére valé merbleges
vetiiletének a kozépponttdl a koriv mentén mért s tavolsagaval adjuk meg.

1. dbra

A terheletlen dllapotaban gombsiiveg alakt lemez valamennyi pontjanak
helyzete az s és z koordinatakkal egyértelmiien meg van hatdrozva. (A terhe-
letlen lemez kozépfelilletének r gorbiileti sugara adott allandé értékkel bir.)

Targyalisunkban a deformaciét illetSleg a kovetkezd, a lemezelméletben
szokasos egyszerlisitéseket vesszilk alapul:

1. A z irdanyG nydlast figyelmen kiviil hagyjuk. :

2. A kozépgorbe és az ezzel parallel gorbék a deformdci6 utén is parallel
girbe-sereget alkotnak.

3. Deformalatlan allapotban a gémb kozéppontjiba mutaté egyenesek
a deformdcié sordn a fenti parallel gérbék orthogonilis trajektdridiba men-
nek at.

A deformilatlan allapotban s, z koordinatakkal adott pont helyzetét a p
hidrosztatikus nyomds (kg/cm?) altal deformalt (t6bbé mar nem gombsiiveg
alakd) lemezben a meridian-gorbére valé vetiiletének a szimmetria-tengelytél
(a.gorbeiv mentén) mért s + u(s) tdvolsigival, tovibba a deformalt kozép-
felillet normdlisanak a szimmetria-tengellyel bezart yx(s) = ¢ 4 o szogével
jellemezziik. (L. a 2. 4brat.) A z koordinata egyszer(isité feltevésiink értelmében
valtozatlan marad. ’

Az u(s) és p(s) fiiggvények meghatdrozisa céljabdl képezziik a deformécié
sordn létrejové fajlagos nyuldsok kifejezését. A kozépgorbe s, =s =s,

szakaszdnak deformalt allapotban mért atlaggorbiiletét -val jeldlve, egy,

r+ a9
a kozépgorbétdl z tavolsagra fekvl parallel-gorbeiv nytlisait az 1. és 2. dbrak
figyelembevételével a kovetkezdképpen nyerhetjiik :
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A meridiangorbe-menti ﬁyﬁlé,s ; -9

2 : z B

T n i) [+ 2] lm—s1[1 +7] ,:

ms = ] . K
[+ 3] =) ]
A kozépgorbe deformilt ivének atlag-gorbiilete :

1) )
r+ o0 8y — 8 + u(sy) —u(s;)’ - ;

tehdt a merididn-gorbe menti 4tlagos nytlds : -

s . X(83).— x(8y) z
7 e ] E e s ¥ :
[1+ 2] tss—s0) o F
' o e =) :

5 [u(sg) s u(sl)] [1 + 2z 8y — 8 -+ u(sz)‘l “(31)] X &
e le : 3

Mivel :
: X o 8 :
: -+ w(ss) — =+ w(s) .
: x(8g) S EH) - ST T r e 5 A
slalgx Sg — 8¢ o 511“1'1511 i8p oy : A T e
- , 35




. /
tehat az atlagos nyilasbdl s, — s; hataratmenettel nyert lokalis nyilas pontos
értéke :

1 ) 1 , )
[;w(s) ] [ ;+w(8)]
=z 1+ w(s) T 4 u'(8)] 14z 1+ u'(s) oy = du(s)_
l—l—; ds

Em

A tort szamlaléjaban a kijelolt miveleteket elvégezve és Osszevonva nyer.

jiikk, hogy )
M . _wl(s) Fuls)
m= z
142
’

A meridiangorbe sikjara merdéleges iranyban a nytalast a rugalmassagtanban
hasznalatos kozelités alapjan a kovetkezd képlet szolgiltatja :

27 {s + wu(s) + =z [;‘}' ’P(s)]}4 %8{1 +§}

Ct

z
25 {1 4+ 2
T8 { + r}
A kijelslt miiveleteket elvégezve és egyszerisitve :

u(s) 4 2yp(s)

(2) &= s{l—*_—;}

Amennyiben a lemez{rastagségot a gorbileti sugarhoz képest oly kicsinek
tekintjiik, hogy viszonyuk négyzete mar elhanyagolhatd, akkor :

_l_ o ]_E
142 4
és a nyulasok képletei :
(3) em = [1= 2] [w/() +29/(6)]
2] [ (s) p(s)
@ =[5 [+ 5]

A rugalmassigtan ismert képletei alapjan a nytlasokbdl kiszdmithatjuk a
merididngérbe sikjaba es6 (om) és az arra merdleges (o) hizé-nyomé fesziilt-
ségeket : [2]

Em?

1
mi—1 (8’" - m 8’)

Om =
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Em? (1
71 = i1 o + 1)

azaz, behelyettesitve a (3) és (4) kifejezésekbdl nyert értékeket :

0 o Bl X (]

Most a htzé-nyomé fesziiltségek és az u(s), p(s) fiiggvények ismeretében meg-
szerkesztjiik a hosszegységre vonatkoztatott fesziiltség-ereddket, illetve nyo-
maték-eredSket és ezek alapjan felirjuk a lemez-elem egyenstlyit kifejezd
egyenleteket, ilymédon kozvetleniil a probléma differencidl-egyenletrend-
szeréhez fogunk jutni. (A lemez-elem egy lapjara haté fesziiltségeknek, vala-
mint nyomatékoknak é4ltaldban hdrom derékszogli komponensiik van. Ezek
koziill mindazok, melyek a 3. sz. 4brdn nem szerepelnek, a tengelyszimmetria
folytan zérussal egyenldk.)

3._ dabra

El6szor képezziik a o, és oy nomal-fesziiltségeknek R, ill. 7' (hosszegy=
ségekre vonatkoztatott) ereddit, tovabba a hidrosztatikus nyomds kovetkezté-
ben jelentkez6 (ugyancsak hosszegységre vonatkoztatott) N - tangencidlis
fesziiltség-ered6t, valamint az M, és M, (hosszegységekre vonatkoztatott)
fesziiltség-nyomatékokat. A hosszegységre vonatkoztatott normal-fesziiltség-
eredSk a kovetkezd képletbdl nyerhetok :
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ot [ss—81 + uls) —uis) | [1 + = ]

(8) eyt Ting dz =
. 83 — 81 + u(8y) — u(s;)
o]
1
JolieiZ]
e -l+z-l+u’ dz

Az integralidsokat elvégezve és a lemezvastagsag kicsinységére valé tekintettel
a k3t a h-hoz viszonyitva elhanyagolva, nyerjiik, hogy

(9) : R:h"%ﬁ_—l(uwr—-—)

(10) ; gk

A tangencidlis fesziiltségereds (nyiréerd) meghatirozasat legeélszertibb oly-
médon elvégezni, hogy (a 4. dbra alapjan) felirjuk a lemezre merélegesen haté
erdk egyensulyi feltételét.

4. dbra

(11) psix — psim + N(Sy) 28,1 — N(s;) 28, = 0.

Az egyenletet xi(s, — s,)-gyel osztva, s, — s; hataratmenettel nyerjiik, hogy

2
(12) s e
2
és ebbol
(13) N(s) = — ’—’25.

A hosszegységre vonatkoztatott fesziiltség-nyomatékok a 3. dbra alap]an meg-
szerkesztett alabbi egyenletekbdl nyerhetdk :
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[ omtlrerefon)

(14) M, = dz
A 2 [s 4 u]
)
h
ty
2
o227 |8y — 8 + u(Se) —u(sy) || 1 +
- o | ~us ][t ]
2 [8,— 8y + u{sy) — uly)]
— .

Az integralas elvégzése utan, az eredményben a h 6tédik hatvanyat a harmadik
hatvidnyhoz képest elhanyagolva, tovibba az

s
;_‘_w_rp—l—xp.: 1
s+u  s+u r4o

kifejezésnek az egységhez képest relativ kicsiny voltara valé tekintettel nyer-
jiik, hogy

h3 Em? , 1
(16) = By LY
12 m2—1 m S|
k3 Em? 1
12 m2—1 Lm ]
hd  Em?

vagy, bevezetve a B = — »hajlitdsi szildrdsage [3 ]fogalmat, a (hossz-

12 m2—1
egységre vonatkoztatott) fesziiltség-nyomatékok képlete igy irhaté :
Ly
18 N = ’ — ——
(1) M=yt 7
1 P
19 = — .
(9 M. B['m v +3J

A (hosszegységre vonatkoztatott) fesziiltség-ereddk és fesziiltségnyomatékok
ismeretében a lemez-elem egyensulyat kifejezs egyenletek a kévetkezoképpen
irhatdk fel :

Vélasszuk az egyenstlyi egyenletek felirdsdhoz koordinitatengelyeknek
az R és N fesziiltségeredSkkel parhuzamos irdnyu z és z tengelyeket és az x, 2
sikra meréleges y tengelyt. (L. az 5. 4brat.) Ebben az z, y, z koordinidtarend-
szerben felirva a lemez-elemre haté erék egyensulyanak feltételeit, az y ten-
gellyel és a z tengellyel parhuzamos erlkomponensek egyensulyat kifejezd
egyenletek csupan a nyiréeré és a hidrosztatikus nyomas kozti mar ismert
osszefiiggést, illetve a »gyliriis-fesziiltségek« y irdnyu komponenseinek egyen-
saulydnak tényét foglaljak magukban. Az ismeretlen u(s) és p(s) fiiggvények
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meghatarozasa szempontjibol csupan az x tengellyel parhuzamos er6kompo-
nensek egyenstlyat kifejez$ egyenlet, tovabba a parallelkor érintGje koriil mint
tengely koriil vett nyomaték-komponensek algebrai dsszegének eltiinését kife-
jezd egyenlet jon szamitasba :

(20) & [R(s+u)]—T =0
ds

(21) (;i [M(s+u)]—N(s+u)—M,=0.
s

Az Rs mennyiség mellett Ru-t, M;s mellett Mu-t, Ns mellett Nu-t elhanyagolva
a (20) és (21) egyenletek a kovetkezOképpen egyszeriisodnek :

(22) g a0y Gl Lo
ds
(23) Sdi]llt‘l—Mt—SN——M,:O.
- S

A (9), (10), valamint (16), (17) osszefiiggések felhasznalasdval

diu du. .
(24) §— -+ ——=~u=20
ds? ays" g
(25) 8‘&’3_}_@%{ R R e

ds? Ay ¥ 2B
€,

2. Mivel a lemez kozép-

A (24) egyenlet altalanos megoldasa u (s) = C,s + 5

pontjaban (az s = 0 helyen) a nyulas értéke nem lehet végtelen nagy, tehat
sziikségképpen C;, =0 és u=C........ (26). A (25) egyenlet altaldnos
megoldasa :

K P
p(8) — K Jrms2i ot (g8
P(s) 1 +8 —I—IGB

* Az altalunk levezetett (25) egyenletben foglalt dsszefiiggést siklemezre alkalmazva,
a lemez-elmélet ismert differencidlegyenletéhez jutunk. L. pl. Hort—Thoma: Die Diffe-
rential-Gleichungen der Technik u. Physik, V. kiadas, 167. o.
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Mivel K, sziikségképpen nullaval egyenld, tehat
: - P

27 = K5+ —— sB.

(27) 10 18+ 168

A O, és K, allandoék értékét a keriileti feltételek figyelembevételével a kés6b-
biekben fogjuk kiszamitani.

A kovetkezGkben meg fogJuk kongtrualni a deformalt kozépgorbe para-
méteres egyenletrendszerét — és a keriileti feltételeket is figyelembevéve —
ki fogjuk szamitani a lemez tetszésszerinti pontjénak lehajlasat szolgdltaté
képletet.

6. dbra

A 6. abra alapjan a kozépgorbe paraméteres egyenletrendszerét az aldbbi
differencidlegyenletekbdl nyerjiik :

dy
28 XISE e ISR
45 ds + du s ( e 1!’)
dx S )
29 2o Sy 2 _
2 RIS e (r + )

A (26) és (27) kifejezéseket behelyettesitve* és integrlva nyerjik, hogy

P 82
30 G
ol p=ti ol 1)(>r 168 4+ 2) -
8 ! Cromedil by el
e S 6r2 oy ; 2 7 -16B b

1 ‘83 K P Si 1 7)2 s")
Ty '16B 5 2 (16B):2 7

A) A lemez keriiletét mindeniitt befogottnak (befalazottnak) tételezve
fel, az eddig hatarozatlan allandék kiszdmitdsira a kovetkezd feltételek
allanak rendelkezésiinkre :

*A 28. 6329, egyenletekben szerepl6 sinus és cosinus fiiggvényeket mésodfoki
Taylor-polinomjaikkal kézelitjilk meg.
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I. A keriiletben yp mindeniitt nulldval egyenls, tehat

p(8) =0,
azaz .
p
K84+ ——88=0,
ey
tehat :
K=—-P 4
16B
és igy a yp(s) figgvény :
. ' P
32) - = s3— 82%),
52 Y= 165" )

II. A lemez kizéppontjdnak @ koordinatija az axialis szimmetridra valé
tekintettel nullaval egyenld, tehit x, = 0.

III. A lemez keriiletének rogzitett voltabdl kovetkezik, hogy

3
z{s) = r sin gS—i,
r 672
ebbdl
53
62
P+0= 3 2 - 4 2
g8 L 2p o 4 (L) S7
6r2  r 240B 165 \168B
1
(33) ¢, = =
g2
: 6r ‘ 1
4 (_ﬁ J g6 L 2P a4
105 168 r 2408.

IV. A lemez keriiletének rogzitettségébdl kovetkezik, hogy

S p-St
— hat y, = (1 4 O,) > — .
y(S) =0, tehit y, =( +Cl)\zr 64B)

Az I-1IV. feltételek alapjan a kozépgorbe paraméteres egyenletrendszere
— kis elhanyagolassal egyszeriisitett alakban — igy irhaté :

1 : s3 1 P 2L

(34) z= [ _e L (—) (1087—4QS2S5+ 358433)]
S—i( P )256 6r2 210116

1051168
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(35) y= : (i?-_]zse [Szz_rsz_ 64?9B (Sz_szr]’

" 105 168

ebbél a kozépgoérbe s koordindtdju pontjinak lehajlisa :*

1 2_ o2 ;
(36) w— 1 St gy , ! — . 6” (82— s2)2.
v 2r l‘—-——( 7))86 4B
;4( P\ g 105168
1054168

A p(s) és u(s) fiiggvények ismeretében felirhatjuk a hazé-nyomé fesziltségeket
és a hajlité nyomatékokat, illetve az utSbbiakbdl kiszadmithatjuk a hajlité
fesziiltségeket. Az 5. és 6. egyenletek alapjan

(37) o Em? {l_.z}m—f—l 1 n
m2—1 r m i(_p_) 61
1051168
4P [232 + m+ 1 (82-782)]} ,
16 B m B);
T2
(38) o= —I;‘m [ — 3}]’" +! 12 +
m?— 1\ r m 4 ( P )SG 1
l 105 '16B
+ 2 p [i s2 4+ T_ﬂ—__l_ (82—82)]}1
16B |m m

tehat a lemez kozépfeliiletének barmelyik pontjiban (z = 0) a két hazé-nyomé
fesziiltség ugyanakkora értékkel bir :

. Em 1
m—1 140 m? (E)3 (Iz)“_ I

3 (m—1)\p

(39) Om =0y

3 (mi—1) s

Ez az dltalunk levezetett eredmény azt mutatja, hogy a hizé-nyoms fesziiltség
értéke elméletileg minden hataron tal névekszik, ha

EN2 (h\® 3 m2—1
ZV 2y s 2" T,
(7)) (S) 140  m?

* Amennyiben a kozépgérbe nyuldsit elhanyagolhaténak tekintjik, C; =0 é

W =P (52 g2,

64B

Ezt a képletet kiralakd siklemezre alkalmazva a lemez-elmélet ismert eredményére
jutunk. (V. 6. Handbuch der Physik, Band VI., 214. o.)
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Természetesen a htzé-nyomé fesziiltségnek ez a novekedése csak a Hooke-
torvény érvényességi hataraig lehetséges. Abban az esetben, ha eléirjuk, hogy
a lemez kozépfelilletében felléps huzoéfesziiltség értéke valamely adott o
értéket ne lépjen t1l, a lemez méretei és a megengedheté hidrosztatikus nyoméas

értéke kozott az alabbi osszefiiggést nyerjiik :

(40)

tehat adottf—; viszony esetén megengedhetd legnagyobb hidrosztatikus nyo-

mds értékeket kiilonbh6z8 megengedett o; maximalis htiz6-nyomé fesziiltségek
esetén harmadfokta parabolak abrizoljak. (L. 7. dbra.)

e

i

@l

+ e —
w2 2T JHE
7. dbra
A M, és M, hajlité-nyomatékok (hosszegységre vonatkoztatott) értékei

a (18) és (19) osszefiiggések alapjin a y(s) fiiggvény ismeretében a kovetkezd
képletekbdl szamithatdk :

(41) ]l[,:£ (w_lgz__‘g_@ﬂ 32)
16 m m

(42) .M;£W+1y*iﬂﬂgy
16 m m

Ezek a képletek figyelemremélt6 analégiat mutatnak a koralaka siklemezben
hidrosztatikus nyomas hatasara fellépé hajlitényomatékok ismert képletével ;
amennyiben pedig a (41) és (42) osszefiiggéseket siklemezre alkalmazzuk, az
ismert képlettel azonos formuldhoz jutunk. [4]
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A (41) és (42) osszefiiggések alapjan a hajlitéfesziiltségek értéke a lemez
kozéppontjiban (s = 0) és a kerilleten (s = 8) a kivetkezs :

3 m—+—1 p
{ ]”t(o) - qu(()) = —8- m }]l_2 S2
_3 P g
1 3 p
U'M,.(S): 7,7 Z ; S2.

B) A lemez keriletét megtamasztottnak és rogzitettnek tételezve fel,
a hatarfeltételek a kovetkezOképpen mddosulnak :

T. A keriileten M, értéke mindeniitt nulldval egyenlé [5], tehat

3 Em?2. ’
a8 =1 S (e 4+ 2 — o,

N ]_2 . m2—1 m S
azaz
- P 5 . 3p -
K, +—82+m (A Sz) =0,
Ty Ty

tehdt megtamasztas esetén

Ky=—-P_. 1+3m S2,
16B 14+ m -
ebbdl a yw(s) figgvény
P 14 3m
13 8) = 8% — S2s].
(+3) wls) 168 ( m

II. A lemez kozéppontjanak o koordinatdja az axialis szimmetridra val6
tekintettel tovabbra is nullival egyenld, tehat x, = 0.

ITI. Mivel a lemez keriilete rogzitett, azaz elmozdulds nem lehetséges,
tehat

3 &
x(S):r-sin§ =8 — 5 )
r 6r2
ebbdl kovetkezik, hogy
33
. S— ‘g—;
1+0, = : 4
S_S3 —l—l P 1-6m S5——2— ( P )2 5lm2+3m—{—287
6r2  r 240B 14+ m 105 168 (1 4 m)?
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1
S2
. 6
i51m2+3m—}—2( p )286_1 L+6m p_
106 (1 + m)? 168 r 14+ m 2408

IV. A lemez keriiletének roguitettsége kovetkeztében y(S) = 0, akar-
mekkora is a p nyomds, tehat
S2 p 14+ 5m S )

Yo—=(1+C (——_——_
4o = ) % 16B 1-4m 4

Az I-1V. feltételek alapjan a megtimasztott lemez kozepgorbe]enek para-
méteres egyenletrendszere — kis elhanyagoldssal egyszerisitett alakban —
a kovetkezGképpen irhato :

g 1 [s g3 1 1 ( P )2
o 2 2‘ __—2 T 910 _—é )
(45) ,_ 2 5lm +37n+2( p ) o 672 210 (1 +m)2\16B
2105 (1 4 m)? 168 . .
[15(1 + m)2sT— 42(1 4 m) (1 + 3m) s582 4 35(1 + 3m)284s3 ]
2 e2 y
Y — 1 [S%—s _ (SZ_SZ)(SZ 1+ 57”82”’
L2 Blmi43m420 p )2l 2 648 A 1+m
105 (1 4 m)? (163

(46)
tehat a kézépgorbe s koordinadtaja pontjanak a p' hidrosztatikus nyomas haté-
sara létrejovd lehajlasa :
1 82— 52
1 2r
2 51m2+3wz+2( P )2

105  (1+m)? \16B

+ ! P (S22 (82_ 1 + 5m S'Z).
- 2 5lm2+ 3m + 2 ( P )2 648 i
10'5. (1 4 m)? 16 B

(47) w =

A keriileten megtamasztott és rogzitett lemezben ébreds hiizé-nyomo fesziilt-
ségek a p(s) és u(s) figgvények ismeretében az (5) és (6) egyenlet alapjin
kiszamithaték. A huzdé-nyomé fesziiltségek altalanos kifejezésének felirasat
mell6zve, a befogott lemezzel vald Gsszehasonlitds végett (1. a 39. sz. képletet)
meghatarozzuk a kozépfelilet valamely pontjiban megtimasztis esetén
ébredd huzé-nyoms fesziltségeket. A yp(s) és wu(s) fuggvények kifejezését az
(5) és (6) egyenletekbe helyettesitve és z helyébe nullat irva, arra az ered-
ményre jutunk, hogy -- akarcsak a befogott lemeznél — a kozépfelillet bér-
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melyik pontjaban a két htizé-nyomé fesziiltség (om és o) ugyanakkora érték-
kel bir:
(48) G = o= T : !
: m— 1 280 (1 4 m)?2 EN2 (b8 1
3 (5lm2+ 3m—|—2)( ) ( )

8

Tehdt a hizé-nyomd fesziiltség értéke figgetlen a helytdl és a képlet szermt
minden hataron tal névekszik, ha

(E)2(h)6 3 51m2+3m+2
— —

p) s 280 (1 -} m)?

Ha elSirjuk, hogy a lemez kozépfeliletében keletkezb huzé-nyomé feszultseg
értéke egy adott o hatir alatt maradjon, akkor a lemez méretei és a meg-
engedhetd legnagyobb p hidrosztatikus nyomés kozott az alabbi dsszefiiggés
all fenn :

/280 (m + 1)*
T3 BlmE 4 2 (b3
- O [ e )
A A
[ Em 1
+ méf—1 oy -

f ’ 4 . .
tehat adott SL, viszony esetén a megengedheto legnagyobb hidrosztatikus

nyomas értékét szolgaltats fuggvény — akircsak a befogott lemez esetében —
harmadfoka paraboldval abrazolhato.

A (hosszegységre vonatkoztatott) hajlité-nyomatékok értékeit szolgal-
taté képletek a (18) és (19) Osszefiiggésekbdl nyerhetdk, amennyiben a y(s)
fuggvénynek a megtimasztasnak, mint keriileti feltételnek, figyelembevételé-
vel nyert kifejezését oda behelyettesitjik :
(50) My— 3L

16m

(51) =l (92 mEs 2).
16m 3m -+ 1

Az ilymdédon nyert képletek — a befogott lemeznél tapasztaltakhoz hasonléan
— analdgiat mutatnak a koralaka siklemezben felléps hajlité-nyomatékok
kiszdmitasira szolgdld ismert képletekkel [67], illetve siklemezre alkalmazva
az altaluk levezetett képletek az ismert formulakba mennek at.

Az (50) és (51) képletekbdl a hajlitéfesziiltség értéke a lemez kozéppont-
jaban és a keriileten a kévetkezd :

om(0) =0y (0) = — 3BmE 1) » S2
! r 8m . h? :
UMl(Ag) == ()
3m—1p o,
o) == T Poge

4 m h?
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0 JE®OPMALUAX KPVYIJIbIX TOHKHUX MJACTHHOK C MAJIOH ITOCTOSIHHOMN
KPUBU3HOMN

B. JIOBAIII—-HAb
Peswome

ABTop craBuT cefe HeJblo McceIoRaHHe JedOPMaLUH H pacrpejefieHHs] HampsiKeHHsI
TIPOUCXOJISIMEro U3 JeHCTBHR NepHeHAUKYJIIPHOro Ha I0BEPXHOCTh PAaBHOMEPHO pacmpefe-
JIeHHOH CHJIBI [0CTOSIHHOH BeJIMUHHBI (THAPOCTATHYECKOrO JABJEHHs) KPYIJIHIX TOHKHX ILIac-
THHOK ¢ MaJjoH (I0JIo)KHTeJbHOH) MoCcTOSTHHOH KPHUBH3HHOH, o6paiasi BHHMaHHE TO>Ke Ha Bbl-
TSDKKY cpefiHeH NMOBePXHOCTH IJIACTHHKH.

IMpepnonarasg NIACTHHKY OXBaTbiBaeMOH Ha OKPYIKHOCTH HJHM NOAMHpaemod W saKpe-
TIJIeHHOM, MO)KHO orpaHHYMBaThesl Aedopmanyed MepHAHAHHOIO CeueHHS IJACTHHKH, KOToOpast
obsagaer ()OpMOH [OBEePXHOCTH BpalleHHMSI H B Harpy)KeHHOM COCTOSIHHH, H3-32 CHMMe-
TPHYHOCTH HAUPY30UYHBIX U KpaeBHX ycJoBHH. IlpeHeOperasi BuITsXKKOH, NepreHHKY JsIpHOH
Ha TIUIACTHHKY, JAajblle IIpeAnojaras, 4To

a) cpejHss MOBePXHOCTb H MOBEPXHOCTH, NapajieslbHble K TOMY B HEHArpy keHHOM
COCTOSIHMH, CO3JAI0T COBOKYIIHOCTh MNapaJllellbHBIX TNoBepXHocTed M Tmocie Jedopmanu;

6) B HeJeOPMHPOBAHHOM COCTOSHHMH IJIACTUHKH, TpsiMble, KOTOphie B HeJedOpMHPO-
BaHHOM COCTOSIHMY IINACTHHKH HIYT yYepe3 HEHTP wapa, MepexXoAsiT B HOPMaJd BbilieyKasaH-
HHIX [apaJlIe/IbHEX MOBepXHocTed B TeueBMM jedopmanvd — Harud joboro myHKTa mjac-
THHKH JIOCTaBJISETCSl B cJiyuae cXBaThbiBaeMOil OKpPy kHOCTH dopmy.iol (36), a B ciayuae nog-
napaemModl M 3aKpelJIeHHOH OKpYIKHOCTH (opmyJiolt (47), rie S jJlMHa 4acTH MepHIHAHHOH
KPHBOH cpejiHed [MOBEPXHOCTH, MPOTATHIBaKOIMeHCst OT LeHTpPa A0 OKpPYy>xHocTH. HopmanbHble
Halnpsi)KeHMsi TOXJACCTBEHBl B JIIO6OM NYHKTE cpejHell NMOBepXHOLTH, KaK BHAHMO U3 (HopmyI
(39) u (48).

SUR LA DEFORMATION DES PLAQUES MINCES DE FORME CIRCULAIRE ET
D’UNE PETITE COURBURE CONSTANTE
‘ V. LOVASS—NAGY
Résumé

Le but de’'ce travail est Pinvestigation de la déformation et de la distribution des
tensions qui se produisent sous l'effet d'une force de grandeur constante, perpendiculaire
4 la surface et distribuée d’une maniére uniforme (pression hydrostatique) des plaques
minces de forme circulaire et d’une petite courbure constante (positive), en tenant compte
aussi de la dilatation de la surface moyenne de la plaque.

En supposant que la plaque est encastrée ou supportée et fixée sur la périphérie,
on peut, vu la symmétrie de la charge et des conditions périphériques, se borner & la
déformation d’une section méridionale de la plague qui, étant chargée ne cesse pas d’avoir
la forme d’une surface de rotation. En négligeant la dilatation dans la direction perpendi-
culaire & la plaque et en supposant en outre que, d’une part la surface moyenne ot les
surfaces qui, dans I'état non- chalge sont paralléles & cette derniére, forment une famille
des surfaces paralléles, aussi aprés la déformation, et, d’autre part, que les lignes droites
passant par le centre de la sphére dans I'état non déformé passent aprés la déformation
dans les normales des surfaces paralléles mentionnées plus haut, la déflexion d'un point
arbitraire de la plaque est fournie au cas d’une périphérie encastrée, par la formule (36)
et en cas d’une per1pherle supportée et fixée, par la. formule (47) dans lesquelles S signifie
la longueur de la partie s’étendant du centre jusqu’a la périphérie de la courbe du méridien
de la surface moyenne.

Les tensions normales sont constantes dans les points de la surface moyenne, comme
on le voit des formules (29) et (48).
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PLASZTIKUS ES OSSZETETT FESZULTSEGI ALLAPOTOK VIZSGALATA
VASTAGFALU CSOVEKBEN#*

LOVASS-NAGY VIKTOR

OSSZEFOGLALAS

Szerzd jelen dolgozatéban nagy hidrosztatikus nyomds éltal terhelt vastagfali
csovekben kialakulé plasztikus és Osszetett (részben plasztikus, részben elasztikus)
fesziiltségi allapotok matematikai vizsg latéval foglalkozik. A folyési hatart meghalado
igénybevételek esetén keletkezd of és o fesziltségek meghatirozasdra a koaxidlis kor-
hengerek altal hatarolt (és végtelen hossztinak tekintett) testnek tengelyszimmetrikus
terhelés esetén fenndlld ismert egyensilyi egyenletén kivill a Saint Venant-Tresca,
valamint a Mises-Hencky féle plaszticitasi elmélet kompatibilitdsi feltételeit hasznalja fel.

A plasztikus fesziiltségi allapotot leiré fluggvényeknek minkét plaszticitasi
elméletnek megfeleld meghatarozdsa utdn szerz0 megéllapitja az Osszetett (plasztikus
és elasztikus) igénybevétel esetén a plasztikus és elasztikus részeket elvilaszté kérhenger
sugarit.
g (Jelen dolgozat egy részlotét képezi szerzé 1948-ban a Ganz Villamossagi Gyér
megbizdsa alapjan Egervary akadémikus munkatdrsaként végzett szémitdsainak.)

A miiszaki gyakorlatban elGfordul szerkezeti anyagoknak olyan igénybe-
vétele, hogy benniik a rugalmassigi hatdrt meghaladé fesziiltségek ébrednek.
Az ily médon igénybe vett testek (gépalkatrészek, centrifugalis tomegerdk dltal
igénybe vett rotorok vasteste, feliileti normialfesziiltségek altal terhelt vastag-
falu csovek sth.) egy részében tehat az anyag viselkedését mar nem kisérhetjiik
figyelemmel a Hooke-féle torvény érvényességét feltételezd képletek segit-
ségével, hanem kiilon vizsgalat targyava kell tenniink, milyen osszefiiggésekkel
frhatjuk le a testeknek a rugalmassigi hatdron tul igénybe vett részében kiala-
kult fesziiltség-eloszlasokat. '

E vizsgdlatok elvégzését a kovetkez§ gyakorlati meggondolds teszi
indokolttda : Ha el akarjuk donteni, hogy vajjon egy gépalkatrész vagy
vastagfald cs8, amelynek egy részében a rugalmassdgi hatart meghaladd
fesziiltségek ébrednek, megfelel§ biztonsiaggal bir-e a miszaki alkalmazis
szempontjabdl, meg kell dllapitanunk, hogy az illet§ testnek a rugalmassigi
hataron tul igénybe vett részében vajjon plasztikus egyensulyi allapot jon-e
létre, és hogy a plasztikusan igénybe vett rész és az elasztikusan igénybe vett
rész egymashoz viszonyitott ardnya mekkora. Ez utébbi aranybdl ugyanis
kovetkeztethetiink arra, hogy mennyiben varhaté az illet6 alkatrésztdl meg-
kivant stabilitds elérése.

* Jelen dolgozat a Ganz Villamossigi Gyar megbizdsa alapjan 1948-ban végzett
szamitdsokkal kapcsolatos matematikai vizsgilatok egy részletét képezi.
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A fentiek elGrebocsitédsa utan a kovetkezSképpen korvonalazhatjuk
azokat a feladatokat, amelyek megoldasa e dolgozat targyat képezi :

Meg fogjuk kisérelni, hogy a szilardsdgtan éltal rendelkezésiinkre bocsé-
tott elméletek segitségével olyan egyenleteket konstruiljunk, amelyek altal
leirhatdk feliileti normélfesziiltségek dltal igénybe vett vastagfalt csévekben
létrejovo plasztikus fesziiltségi allapotok. Tovabba meg fogjuk kisérelni olyan
szémitdsi eljaras kidolgozasat, amely alkalmazasdval megéllapithatjuk a plasz-
tikusan és elasztikusan igénybe vett részek egyméshoz viszonyitott ardnyit.

Ismeretes, hogy koaxialis kérhengerek éltal hatdrolt (és végtelen hosszi-
nak tekintett) testekben tengelyszimmetrikus igénybevétel esetén keletkezd
o radidlis és o tangencialis htzé-nyomé fesziiltségek a

(1) Cel s oy
dr

differencial egyenletben foglalt egyenstlyi feltételnek [1] tesznek eleget, ahol
P; az egységre vonatkoztatott tomegerst jelenti.

Az ismeretlen o, és o fesziiltségek meghatarozasihoz sziikséges tovabbi
osszefiiggést az anyag rugalmas vagy plasztikus viselkedésére vonatkozd
feltevéseinkbdl kell szarmaztatni. :

Rugalmas alakvaltozas esetén a o, és oy fesziiltségek kozotti tovabbi
Osszefiiggést a klasszikus rugalmassagtanban mindeniitt alapul vett Hooke-féle
torvény szolgdltatja, amennyiben megadja a o, és o fesziiltségek és az wu(r)

radialis elmozdulds, valamint annak derivaltja, _g@ kozotti Osszefiiggéseket :
r ,

o-r:__b_(i‘+m‘i_u)
Loaikp dr
m -+ —
£2) - . %
B du+m14.]
gp=—— [— =
: _l (dr r
m

A o és oy ezen kifejezéseit az (1) differencidlegyenletbe helyettesitve,
az u radialis elmozdulédsokat meghatérozg masodrendii differencialegyenlethez
jutunk :

m
(3) 4 (r il_’) G EARIAETE i
dr dr 7 mkl

A (3) differencidlegyenletbdl nyert wu(r) fiiggvény ismeretében o, és oy
meghatarozhaték a (2) egyenletek segitségével.

Plagztikus alakvaltozas esetén nem sziikséges az u radidlis elmozdulas
segitségével fejezni ki a o, és oy fesziiltségek Osszefiiggését, hanem az anyag
plasztikus viselkedését egy, maguk a o, és o fesziiltségek kozott fenndllé F (o, o)
plaszticitasi fliggvénnyel jellemezhetjiik a kovetkezoképpen [2]: Azanyagnak
abban a részében, melyben az elasztikus fesziiltségek behelyettesitésével nyert
F(oy, 0t) fuggvényérték egy, az anyag minGségétdl fiiggd k alland6 alatt
marad, az anyag elasztikusan viselkedik és a fesziiltségek a fenti (3) differen-
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cidlegyenlet alapjan adédnak. Az anyagnak azon részében pedig, amelyben
az elasztikus fesziiltségekkel szamitott F(o,, o) fiiggvényérték a & allandét
elérné vagy talhaladna, az anyag viselkedése plasztikusséd valik, ami mate-
matikailag azéltal van jellemezve, hogy a plasztikusan igénybevett rész mind-
egyik pontjaban

Floy, o=k

Az anyag plasztikus viselkedését meghatarozé F(o, oy) fiiggvény alak-
jara nézve tobb feltevés szerepel az irodalomban. Ezeknek szemléltetése és
Osszehasonlitasa érdekében célszerii a o, és o fesziiltségeket mint derékszogti
koordinatakat abrazolni. Ekkor az F(o, o1) = k egyenlet a o, ot sikban zart
gorbét jelent, és az anyag Osszes lehetséges elasztikus fesziiltségi allapotai a
gorbén beliil fekvo pontok dltal, a plasztikus allapotok pedig a gérbén és azon
kiviil fekv6 pontok altal vannak szemléltetve. Ha az F(o+, 0;) = k 6sszefiiggés
alapjan ot az (1) differencidlegyenletbdl elimindljuk, akkor a plasztikus
o, meghatarozasara elsérendii differencidlegyenletet nyeriink, melynek ‘altala-
nos megoldéasa tehat csupan egy figgetlen allandét tartalmaz.

A Saint Venant—Tresca-féle plaszticitdsi elmélet szerint a maximadlis
csusztaté (nyird) fesziiltségnek kell a k& hatar alatt maradnia ; miutdn a vizs-
galandé fesziiltségi allapotban a fifesziiltségek :

o, ot és 0, tehat a maximdlis cstsztaté-fesziiltség a

lor — 4| , |os| és |oy| mennyiségek legnagyobbika. Eszerint a Saint
Venant—Tresca-féle elméletnek megfelel6 gorbe, mely az elasztikus tarto-
manyt a plasztikustol elvdlasztja, az 1. dbran lathaté hatszog.

6;
3
+HK

=& +k 6

-k

1. dabra

Mint latni fogjuk, a Saint Venant—Tresca-féle elmélet szamitastechni-
kailag konnyebben kezelhetd, héatrdnydra irhaté viszont, hogy benne a
kozéps6 fofesziiltség semmi szerepet sem jatszik.

A Mises—Hencky-féle elmélet szerint a rugalmas alak-valtozasi munkat
jellemz6

(o1 — 09)% + (g — 03)2 + (03 — 04)%,

jelen esetben tehat a
(0r— o) + (07— 0)2 + (0, — 0)2 = 2(0% — 707, + 0F)

kifejezésnek kell egy allandé hatdr alatt maradnia. A plasztikus hatért, az
elasztikustél a plasztikus tartoményt elvilaszté hatdrgorbét tehat a jelen
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esetben egy olyan elhpsz1s jelenti, melynek nagytengelye a -+ o tengellyel
45°-0s szoget zar be és tengelyeinek viszonya :

_kistengely V
nagytengely
" Mint ldtni fogjuk, a M.ises—Hencky-fele elmélet alkalmazasa arénylag
egyszerii esetekben is jelentékeny szdmitastechnikai nehézségekkel jar és ha
figyelembe vessziik, hogy a Mises—Hencky-féle ellipszist a Saint Venant—
Tresca-féle hatszog (mint az el6bbinek hursokszoge) jol megkozeliti, akkor
megallapithatjuk, hogy a konnyebb szamitast igényld Saint Venant —Tresca-
éle feltevésbdl nyert eredmények tobbnyire kielégitéknek mindsithetdk.

&
3
+K

=k : Jek K2

=K

2. dbra

Ezzel szemben mér ezen a helyen rd kivdnunk mutatni arra a korilményre,
hogy a Mises— Hencky-féle feltevés elméletileg jobban megalapozott, mint a
Saint Venant —Tresca-féle elmélet, amely korilmény mar az elméletek leg-
egyszer(ibb alkalmazéasa sordn nyomban Kkitiinik.

Elasztikus fesziiltségeloszlas feliileti normalfesziiltségek altal igénybevett
vastagfali csovekben -

Alkalmazzuk az (1) egyenletben talalhaté Osszefiiggést egy olyan vég-
telen hossztinak tekintett és két koaxidlis korhenger altal hatérolt testre,
amelyet csak feliileti normal (hazé-nyomé) fesziiltségek terhelnek. Ebben az
esetben nem sziikséges az (1) egyenlet dtalakitasdbdl nyert (3) masodrendii
differenciadlegyenletb6l meghatiroznunk a o, és o fiiggvényeket, hanem a
kovetkezd egyszer(ibb eljarast alkalmazhatjuk :

Tekintve, hogy jelen esetben az egységnyi térfogatra hatéd tomegero
P, = 0, tehat :

g (TO',) gl 055 Mo 07
r
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ami tovabba igy irhaté :
do,

dinr

(4) +Ur_0't=0-

Ha viszont a henger anyaga a Hooke-féle térvény szerint viselkedik,
akkor a o és o kozott az alabbi kompatibilitasi egyenlet irhaté fel :

(5) r & (mori— ) = (m + 1) (0 — ).
dr

Ebbdl :

Ha a (o, — o¢)-re ily médon nyert kifejezést a (4) egyenletbe beirjuk, nyer-
jik, hogy:

do, rimo-,——(r,zo,
dinr dr m-+1
azaz :
ri mry—o,+ (m -+ l)o',=0’
_ dr m+ 1
tehat :
J’i—ld(aﬂum):o.
Ebbél :

ort+o,=0C.
Ebbél o4t kifejezve : '
o= 0 — 0.

A g igy nyert kifejezését a (4) egyenletbe helyettesitve, o -re a kovetkez
elsérendi lineéaris. differencidlegyenletet nyerjiik :

do,

dinr

+ 20, =C.

A fentiek alapjidn arra az eredményre jutunk, hogy az elasztikusan
igénybevett vastagfalt csében a o, és oy fesziiltségek eloszlasat a kiovetkezd
egyenletek hatarozzik meg :

(6,.) or=C; — ;E‘
o S
7-2

7
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Az ily médon nyert fiiggvények két onkényes allandét tartalmaznak,
nevezetesen : (), és U, allanddkat ; tehat a o, és o fiiggvények altalanos,
megoldasait szolgaltatjak. Az 4lland6k meghatdrozisa a henger belsd és kiilss
paldstjara vonatkozé fesziiltségi feltételek alapjan torténik.

A or=o0(r) és o1 = oy(r) fesziiltségeloszlasokat abrazglé gorbéket
illetSleg mar a (6) egyenletek alapjan megdllapithatjuk a kovetkezdket :
a két fesziiltség Osszege allandé (o, + or = 2C,) és minthogy az r minden
hataron tal valé novekedése esetén mindkét fesziiltségi fiiggvény értékei
ugyanazon értékhez konvergilnak : (tovabbéa mivel o, — 04| monoton csok-
ken az r novekedésével) .

lim o, = lim oy = C;
r—o0 r—o0

tehat a o((r) és a o(r) fuggvényeket dbrazolé két gorbe egymdast nem metszi.
Ezt a tulajdonsdgit az elasztikus fesziltségeloszlisnak a késGbbiek soran fel
fogjuk hasznalni a plasztikus és elasztikus dllapotokat elvalasztd hengerfelulet
sugardanak meghatarozasanal.

Mint lattuk, a (6) egyenletek két tetszésszerint megvélaszthaté allandét
(O, és Cy) tar‘calmaznak tehat a o (r) és o4(r) fuggvenyek értékei kozul kettdt
tetszés szerint elSirhatunk és ezaltal a két figgvényt mar egyértelmiien meg-
hataroztuk.

Elsirhatjuk pl. a o (r) fiiggvény értékeit a belsG hengerpaldston és a
kiils§ hengerpaldston :

A Dbels6 hengerpalaston (r =17,): o(re) = oo

A kiils6 hengerpalaston (r = r)) : o/(r;) = oy

Ebbdl a O, és C, dllanddk kiszamithaték és a fesziiltségek szamara a
kovetkezd képleteket nyerjiik :

2 2 2 2
. (7/) o, = O-rl’r]. - (r,uro . Tp— Opy 71" 7'0

! 73— pd 72 — 2 r2

1 0 1 0

2 2 2 2

(7//) P OnTy — 0r70 + Trnn— 0 T 79
= . - .

r§ — 1 ri—rd 2

Tekintve, hogy r negativ értéket nem vehet fel és r, > r,, tehat a
a(ry) = oy, €és o4(ry) = o, értékek elGirdsaval a fesziiltségi fiiggvényeknek
kétféle elhelyezést adhatunk egymdshoz viszonyitva :

o, hizé vagy nulla

a) o, > oy (minden r értékre), ha o, > o { ,
_ . : oy nyomod

vagy :
. . L, o, nyomo vagy nulla
b) o, < oy (minden r értékre), ha o, <o, { ro Y \ =Y
oy, huzo
Ugyanis :
2 2
Op— Oy Toor
U-r_0't=—2 7'12 r; 021'

. r3—1rE 1

Az elasztikus fesziiltségeloszlas tehat kétféleképpen alakulhat :
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a) esel

5 v b)eset
|
Gro M
o '
el I ’y r. ra{ /-?6Lr
1 S /6’(’) o
| 3 ,
W 20 ;
3. dbra 4. dbra

Nyomott csovekben Kkialakulé plasztikus fesziiltségi allapot vizsgalata
a St. Venant—Tresca-féle elmélet alapjan

A bevezetésben ismertettiik mar St. Venant-nak Tresca kisérletei alapjan
kidolgozott elméletét, mely szerint a szilard testek képlékeny (plasztikus)
allapotaban a maximadlis cstsztatéfesziiltség az igénybe vett anyag minden
pontjaban ugyanakkora, allandé értékkel bir.

Tekintettel arra, hogy vizsgalatainkat elméletileg végtelen hosszinak
tekintett, koncentrikus kérhengerek altal hatarolt 3 dimenzids testekben axialis
szimmetridt mutaté terhelés alatt kialakuld fesziiltségi allapotokra végeztiik,
a vizsgalt test minden egyes pontjaban hdrom f6fesziiltség kiilonboztetendd
meg :

Oy =0y, Oy = Oy, 03 =0z= 0.
Tgy a f6 cstsatatéfesziiltségekre a
or— 0oy, 0p—0 és o,— 0
értékeket nyerjiik és a St. Venant-féle torvény oda médosul, hogy a
los— 0l ;s ol 5 o

értékek legnagyobbika az egész plasztikusan igénybe vett anyagban allando
értékkel bir. Ez a matematika nyelvére leforditva azt jelenti, hogy a plasztiku-
san igénybe vett résznek egy tetszés szerinti pontjaban fennall a kovetkezo
3 relacié valamelyike :

(T) lof—afl =k
(I1) ' lof| =k
(T11) ; ¥ =&,

(A tovabbiakban — tévedések elkeriilése céljabdél — a plasztikus fesziilt-
ségeket csillaggal fogjuk megkiilonboztetni az elasztikus fesziiltségektdl.)

Tegyiik fel, hogy a testre haté kiilsé terhelés, amelynek hatésdra a vizs-
galt fesziiltségi dllapot kialakul, olyan, hogy a plasztikus rész minden pontjiban
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az (I) osszefiiggés all fenn. Keressiik ebben az “esetben a pla.sztlkus részben

kialakul6 fesziiltségeloszlist meghatarozé oF = o¥(r) és of = o¥(r) figg-
vényeket.

Plasztikus egyenstlyi éllapot esetén az (I) sszefiiggés alapjan irhatjuk,
hogy : ;
(I,) - ]0’,—-0‘,1——]6 (Tt 0*-::}:]6
éspedig

of—o¥*= 4+ k, ha ¥ > o

of—=o¥=—Fk, ha of< ).
A (I') feltételbdl és az di (ro¥)— of= 0 dinamikai egyenletbél
: r
nyerjiik, hogy :
: d of=4+k
dinr

(8) : ot =+ kln>
(8") ; P o’,";tk:j:k(l—f—ln%)-

Keressiik most annak a korhengernek az r = x sugardnak az értékét,
amely hengerfelillet — Osszetett igénybevétel esetén — a plasztikus és elasz-
tikus fesziiltségi allapotokat elvalaszté hatérfeliilet. Tekintve, hogy birtokdban
vagyunk az elasztikus és az (I’) feltételnek eleget tevd plasztikus fesziiltség- -
eloszlasokat leir6 fiiggvényeknek, az « 4tmeneti sugar meghatarozasat a kovet-
kezSképpen végezhetjiik :

(Megjegyezziik, hogy az itt megéllapitott irdanyelvek dltalinos jelent8ség- -
gel birnak az x dtmeneti sugdr megallapitasat 1lletoleg minden olyan esetben,
amikor Gsszetett fesziiltségi allapottal van dolgunk és ismeretesek az elasztikus
és plasztikus fesziiltségeloszlasokat leiré fiiggvények.) :

Tetszés szerint elSirhatjuk a o, elasztikus fesziiltség értékét az r, kiilsé
sugaron, ebbdl kiadGdik a €, konstans. [(6') egyenlet.] Am a C, konstanst
meghatdroz6 Osszefiiggés tartalmazni fogja a C, konstanst is. A o tangenclahs
fesziiltség értékét ugyanis mar fizikailag nem uhat]uk el6 tetszés szerint, ha,
valahol a o, radialis fesziiltség értékét mar elGirtuk.

Tehdt a o (ry) = o, érték elSirdsa utdn is végtelen sok olyan o(r)
fiiggvény van, amely a o,(r;) = ¢, egyenletet kielégiti. (L. 5. 4bra.)

6r
6ry

o f

' r

5. dbra
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Tetszés szerint elirhatjuk a plasztikus fesziiltség értékét az r = r,
belsd sugaron ezaltal klszaxmthatova valik a (Jz konstans. Tehat, ha a plasz-
tikus rész valamely pontjdban a of vagy of fesziiltség értékét elbirtuk,
ezaltal mar elSirtuk a méasik fesziiltségi fuggveny értékét is, tehdt a¥(r) és
o¥(r) értékét a plasztikus rész valamennyi helyen 1gV mar meg vannak hata-
rozva az r = x atmeneti sugdrnal felvett o¥(x) és o¥(x) értékek is.

Most mér az a feladatunk, hogy az ismert o¥(r) és of(r) fiiggvények
mellé kivalasszuk azokat a o,(r) és o:(r) elasztikus fesziiltségi fiiggvényeket,
amelyek az r = « helyen kielégitik a
, o{x) = U;k(x)
és

o) = of(x)

egyenleteket ; emellett a o(r) elasztikus feszultségi fiiggvénynek az el6bbiek
alapjdn az r = r, kiils6 sugaron a mar rogzitett o, értékkel kell birnia.

Tehat a feladat végiil oda vezet, hogy két egyenletet fogunk nyerni,
amelyek mindegyike két ismeretlent, tartalmaz : z-et és 02-0t Ha e két egyen-
let valamelyikéb6l C, értékét z-szel kifejezziik, és az igy nyert kifejezést a
masik egyenletbe helyettes1t]uk akkor egyetlen egyenletet nyeriink az «
dtmeneti sugar meghatarozasara.

Ha elSirjuk, hogy : o¥(r,) = oF, akkor a (8) alapjan kapjuk, hogy
a plasztikus részben :

0’,':,=:{:k1n%0

(9) x

Ebbdl nyerjiik, hogy :

r r
: ; Eln-—"— — + ¢* £ kln —
(10" ofry= + kln- +o_,:0 + o+ nro
ree k-
(10%) . of(r) =% +k (1 +1n =)

Nézziik most, hogy a o+(r;) = o7, érték elirasa eseten hogyan fog alakulni
a feszultsegeloszlas aszerint, hogy

k>0 vagy k<O.

Ezt a két lehetGséget a 6. és a 7. Abrdk szemléltetik. Meg kell jegyezniink,
hogy az (I') feltételt kielégitd plasztikus fesziiltségi allapot csak a

Q=r=g
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intervallumban 1étezhet, ahol a g, és o, értékeket a kévetkezs egyenléségek
allapitjak meg : .

£ ’ %
Ortog)i=:0: 568 o) =0
A o, = r = p, intervallumon kiviil mir nem a ¢f — of lesz a maximdlis

s . ztatofesziiltség, azaz a vizsgalat alapjat képezd (1') Osszefiiggés érvényét
veszti.

5

7. dbra

Mindkét dbra azt a hatdresetet tiinteti fel, amikor o = Qo 6 * = @,
Az abrakba berajzoltuk a of = 0 fesziiltségi fiiggvényt is, igy szemléletesen
-demonstralhaté, hogy a vazolt plasztikus fesziiltségi allapot csalk a QW=r=op
intervallumban létezik. Mindkét abra mellé felrajzoltuk a St. Venant-féle
hatszoget és dbrazoltuk, hogy ha az r sugar értéke p,-tdél r;-ig nd, hogyan
kovethetjik a plasztikus fesziiltségek valtozasat a St. Venant-féle hatszégben.

A vazolt két lehetGség koziil azonban a k < 0 eset csak elméletben
létezik, mert beliilrél huzott és kiviilrél nyomott csévet fizikailag nem tudunk
megvalésitani. A tovabbiakban tehat csak a & > 0 eset vizsgalatira szorit-
kozunk. Tegyiik fel, hogy (ez a Tr érték: megfeleld elGirasa altal elérhetd)
azon a hengerpaldston, ahol a |of — of| =k feltétel megsziinik, (vagyis
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ahol of = 0 és of = + k) a plasztikus fesziiltségi dllapot tiistént dtmegy
az elasztikus fesziiltségi allapotba. (Mint késGbb latni fogjuk, ez nem feltét-
leniil sziikséges, mert a o,,. mas elGirdsaval elérhetjiik, hogy az (I) Osszefiiggés
érvényességének megsziintével az (I') egyenl&séget kielégit§ plasztikus fesziilt-
ségi allapot nem megy at kozvetleniil az elasztikus fesziiltségi allapotba, hanem
elébb a (IT) osszefiiggés altal eldirt fesziiltségi allapot 1ép fel novekvs r sugér
mentén és ez a masodik fajta (késébb részletesen targyalandd) plasztikus

fesziiltségi allapot megy at az r = x sugdrnal az elasztikus fesziiltségi allapotba.)

Nézziik most, hogy a of =od¥(r) és of =of(r) Osszefiiggésekbdl

kiolvashaté egyes fesziiltségi allapotok hogyan jelentkeznek a St. Venant-féle
hatszogben? Tekintve, hogy az elasztikus allapotban il el constans,
tehdt r-t6l a novekvd r sugar iranyaban haladva r-ig, a of és of fiiggvények
minden egyes értékének megfelel a St. Venant- hatszog I* vagy 1** oldalanak
egy pontja, egeszen addig, mig az r sugdr el nem éri az r = a értéket, ahol
u. i. mar of zérussd valik. Ett6l kezdve az (innentdl!) elasztikus feszultsegl
allapot minden egyes o és o értékét egy, a pozitiv o, tengellyel 135°-0s szoget
bezar6 egyenesnek a pontjai jellemzik, egészen az r = r; értékig.

Ezek utan allapitsuk meg az 2 dtmeneti sugar kiszamitasara alkalmas
eljarast, arra az esetre, ha — mint el6bb is jeleztilk — a o, értéke ugy van
rogzitve, hogy g, < & = p;. A levezetésben mdr csak a k£ > 0 esetre szorit-
kozva irhatjuk a kovetkezdket :

Ha el6irjuk, hogy o(r;) = o, legyen, akkor :

(6%
Mol_ﬁ
C
O'rl+'*2%:01.
i
Tehat :
1 1
e
: : : 2 2
g 3 —7r
(11) or=o0,—0, 7312
n 7‘2 +Tz
{115 Tt =0y + 0y —g—a-
78T
Az z dtmeneti sugdron :
r2 — a? o o
(7,20‘,1—02 W:Uro_}‘klnr_o“
rl—}—x

oy =0, +0, —O',O—l—k (1—{-111:6—0).

Az els6 egyenlethdl C,-6t kifejezve :

02=—(0',0 o+ kIn 0)

i
3 — 22
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A O,-re ilymédon nyert értéket a masodik egyenletbe beirva, nyerjik,

hogy
oh+ k(1 +ln%) = oy — (oh—n + kn 7,0)

72 . 22 rf+x2
rl—x2 5 - 22

Ezt az egyenletet rendezve a kovetkezd egyenlethez jutunk :

(12) 2oy, — o) — kx2 - krl = —2kriln ri E
: [}

Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket :

(13) r

__zx_

Osszuk el (kr7})-nel a (12) egyenletet és alkalmazzuk a (13) jeloléseket,
akkor az dtmeneti sugar meghatarozasara szolgilé egyenletet dimenziétlanna

tettiik, és az atmeneti sugar helyett a & = rﬁ viszonyt fogjuk meghatarozni.
; i :

Az egyenlet atrendezve :
. - 2
(14) In §2:[1—2(u—x)]§2+ln§—-

Az ily médon nyert (14) egyenlet lehet&vé teszi, hogy az x dtmeneti sugar
kényelmes megallapitdsira a kovetkez6 nomogrammot szerkessziik : (8. dbra.)
Egy derékszogii koordinatarendszer vizszintes tengelyére a £2-et vissziik
fel, és akkor ebben a koordinatarendszerben a In £2 fiiggvényt egyszeril
2
In-gorbe, az [1— 2(x — x)] £§*+ In % fiiggvényt pedig egyenesek &bré-
zoljak, melyeknek az ordmatatengellyel valé metszéspont koordmata]a vala-
mennyi egyesnél In —e—- -tel egyenld, az egyenesek iranytangense peng mas és

mas, aszerint, hogy mekkora a x és a y. (Ugyanis p = r—o egy csére allandé

értékkel bir, mig 5 % és y viszonyok ugyanannal a csonel tetszés szerint valtoz-
tathaték a o, , cr,o hatarfeltételek elGirasaval. A keresett £? értéket a loga-
ritmusgorbének és annak az egyenesnek a metszéspontjai szolgéltatjak, amely

K ~ On 4 T J T :
egyenes iranytangense a x = —" és y = —* viszonyok kiszdmitdsa utdn

k
éppen [1 — 2 (x — y)]-vel egyenld.)
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8. dabra

A nomogramm megszerkesztését illetoleg a kovetkezdket jegyezziik
még meg :

Tekintve, hogy & e =1, (mert az z atmeneti sugir nem lehet .

nagyobb, mint az r kiilsé sugar), tehit elég a In §2 gorbét a 0< 2 =1
szakaszon megrajzolnunk.

2
Az egyenesek az ordinatatengelyt mind a In S— értéknél metszik,
2

amint mar elébb is emlitettiik (ugyanarra a csére). Marmost ez a In %— érték

mindig negativ, mert p = ?< 1 (A csé bels6 sugara nem lehet nagyobb
a kiils6 sugarnal!) 3 :

Tekintve, hogy az egyenesek iranytangense [1 — 2 (x — x)]-vel egyenld,
tehat ez az érték fogja meghatarozni, hogy lesz-e egyaltaliaban az egyenesnek
és a logaritmusgorbének a 0 << £2 = 1 szakaszon metszéspontja és hogy hany
pontban metszi az egyenes a logaritmusgorbét.

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor a plasztikus részben mindeniitt
a (II) Gsszefiiggés hatdrozza meg a kialakul6 fesziiltségi dllapotot, azaz :

of =t k(=L k.
Ezt a dinamikai egyénletbe helyettesitve kapjuk, hogy :
: d :
— (roy) = + k
o (ror) = £
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(15) roy= -+ kr +C
or=+tk+ (;;

Nézziik most, vajjon milyen hatarok kozott létezik a (II) feltételt
kielégit6 fesziiltségeloszlas? Ez a fesziiltségeloszlas csak ott allhat fenn, ahol

a of értéke zérus és of = - k2 vagy of = — k2 kozé esik. Tehdt a kovetkezd
két eset lehetséges :
a) V=6 ="0cf
: c [k > 0]
(16) oy = & k%‘;@
b) ci=w =10
o = — k3
% 2 C :
(17) Ur:—kl——7 [k <0].

i 6 6"

9. dbra

A of = + k feltételt kielégitd fesziiltségeloszlas csak olyan » sugarakndl
létezik, amelyek nagyobbak, mint az az r = g,érték, ahol of = 0. Ha a csé
kiilsS rétegében a fesziiltségeloszlas elasztikus, és eldirjuk a o, fesziiltség értékét
az r = r,; kiilsé sugdron, akkor az el6z6kben osszefoglalt elv alapjan most is
. megallapithatjuk annak az r =2z 4dtmeneti sugdrnak az értékét, ahol a
of = -+ L feltételt kielégitd plasztikus fesziiltségi allapot atmegy az elasztikus
fesziiltségi allapotba. A 9. és 10. dbra egy-egy ilyen oOsszetett fesziiltség-
eloszlast mutat, egyidejfileg feltimtetve, hogy a g, értéktdl az ry-ig névekvo
r sugar esetén az egyes radidlis és tangencidlis fesziiltségértékek hogyan
helyezkednek el a St. Venant-féle hatszogben. '

A of = 1+ I feltételt kielégits plasztikus fesziiltségek a St. Venant-féle
hatszognek a (IT') és (IT”) oldalain helyezkednek el, (1. a 11. abrat), éspedig
ha az r sugér értéke p,-t 6l kezdve né minden hataron tul, akkor azok a pontok,
amelyek a St. Venant-féle hatszogben a of = 4+ k feltételt kielégito plasztikus
radidlis és tangencidlis fesziiltségi értékeket jelentik, a P’-t6l a @'-hoz, illetve
a P"t6l a Q"-hoz kozelednek. Ugyanis, ha r értéke-minden hataron tal né,
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a of plasztikus radialis fesziiltség értéke -+ k-hoz konvergdl. Ha a csd kiilsé
rétegében a fesziiltségeloszlas elasztikus, az z dtmeneti sugartdl kezdve a radi-
lis és tangenmahs feszultsegek értékei -a St. Venant-féle hatszog belsejében,
egy-egy a poz1t1v of tengellyel 135°-0s szdget beziré egyenesen helyezkednek
el. (L. a 9. és 10. abrakat.)

Vizsgaljuk a tovabbiakban a (15) egyenlet altal meghatérozott plasztikus
fesziiltségeloszlast és keressiik, hogy ha a vizsgalt vastagfala csé belsd rétegében
a (15) egyenlet altal leirt plasztlkus fesziiltségeloszlas, a kiils6 részben peng
elasztikus fesziiltségeloszlas lep fel, adott hatarfeltételek mellett hogyan szé-
mithaté ki az x atmeneti sugar erteke?

¥ ~6; -6, : : ‘67,6/‘
P 7! Q'(r—e=)
4
Nee/d
X268 -6,*

~ X ot . -
I :\CIME : 6} 6',*
: 1g*! : 1 .
t 7ol 6r |
. | . Vol S S el
5 I_A___u/@"’,_-A (r +-o00)

10. dbra 11.. dbra

Eldirva, hogy o¥(r,) = o, , kapjuk a kovetkezGket :

Uro :l:k+—
0= (5 F ko

=+ b+ (AT b).
-Ha még elouJuk hogy o(ry) = o7, akkor az « &tmeneti sugar meghata-

rozéasara a kovetkezo két egyenlet irhaté fel a o,(z) = o¥(x) és oi(z) = o ()
feltételek alapjan :

: A 7.2_332
(19) gy (Ur.,:f:k)zo‘n—oz—;%—_x—z‘
" i+ 22
(197 ik:“rx-i-ozw-

A (19")-b8l 0,6t kifejezve és a (19”)-be helyettesitve nyerjiik, hogy :
r3a? r3 - x? i
PRI B p Rl

.
+h+2onFh) =on+(Fhk+oy,)
Rendezés utan az egyenlet igy alakul :

(20) rolo sy F k)22 + (£ 2krd — 20,03 x + ror3(o X F k) = 0.
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A (20) egyenletet dimenziétlannéd tehetjiik, ha mindkét oldalét elosztjuk
kr}-nal, és aztan bevezetjitk a kovetkezl jeloléseket :

z_
o
Yo
o e
(21) T _
=
o
7 =X
Az ily mdédon dimenziétlanni tett egyenlet igy irhaté :
(22) (xFDef2+2(£1—x) +oly F1)=20
Az igy nyert, é-ben vegyes misodfoka egyenlet megoldésai :
a) E>0
1— 1— 2
23) (k= +k) Era=— %iV[ ]
: : olx —1) elx—1)
by k<0 i : 5
(23")  (b=—£k) frp = iw o ]-1'
oly —-1) elx +1)

Tehat, ha adva vannak a cs§ méretei (r,, r;) és a hatarfeltételek (o7, ,

ar,), akkor a (23) képletek segitségével kozvetleniil nyerhet§a § = f—l viszony.
Hatra van még annak az esetnek a vizsgilata, amikor a plasztikus

fesziiltségeloszlas a |oF| = k torvény altal van meghatdrozva. Ez a feltetel
ketfelekeppen teljesiilhet, vagy tgy, hogy :

(T:F = O't =0
vagy pedig :

* *
=
0=o0f =0/,

Tehat plasztikus radialis fesziiltségre irhatjuk, hogy :

=4k,

amib8l kovetkezik, hogy :

d ocF=0,

dnr

de akkor :
. o,—oy =20
és
(24) of=o0Ff= +k.



Ez az eset all el6 pl. akkor, ha egy tomor hengerre minden oldalrdl
egyenletes nyomas hat. (k< 0 eset) Ekkor, amennyiben az igénybevétel
oly nagy, hogy bekovetkezik a of = of = — k eset, az illetd testben nem
jon létre egyensuly1 allapot, hanem az anyag folyni fog. Ha viszont figyelembe
vesszuk hogy a of = + k egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha egyidejtileg :

= - k, akkor arra a megallapitasra jutunk, hogy a St. Venant-féle hat-
szijgnek TIT és I11” oldalai tulajdonképpen csak a @’ és a Q" pontban definial-
nak egy plasztikus fesziiltségi allapotot, amely — ellentétben az I', 1", IT’,
II” oldalakon fekvé pontok altal definialt plasztikus egyensilyi allapotokkal —
nem jelent egyensulyi allapotot. Tehat megallapithaté, hogy a St. Venant-féle
hatszog TI1" és I11” oldalai nem léteznek olyan értelemben, mint a plasztikus
és elasztikus fesziiltségi allapotokat elhatarolé egyenesek.

A 12. és 13. 4brak tiintetik fel a ¥ = of = 4 k, illetve a of = of =
= — k egyenletet kielégito fesziiltségeloszlasokat.

167, 6"
- e
6,6, o _?67 @ s
/, #
7T "ot k<o| =6 ok €
k>0 6.=64" L or | ‘. ot
| ' &
| — =%
| a'=0 @
r 3

12. dbra 13. dbra

Lattuk tehat, hogy a St. Venant—Tresca feltevést matematikailag
kifejez6 Osszefiiggések milyen plasztikus fesziiltségeloszlasokra vezetnek, ha
azokat a dinamika altal szolgaltatott differencidlegyenletbe helyettesitjiik.
Reamutattunk arra a tényre is, hogy a matematika altal szolgaltatott fesziilt-
ségi fiiggvények koziil csak azokat hasznalhatjuk fel plasztikus fesziiltségi
allapotok definidlasdra, amely plasztikus fesziiltségi allapotoknak elGfeltételei
fizikailag is megvalosulhatnak Osszetett (részben plasztikus, részben elasz-
tikus) fesziiltségi dllapot szempontjibdl nyomott (kiviilrél vagy beliilrdl)
vastagfala csévekben csak a plasztikus egyensulyi allapotot létesitd

(10') o¥r) =X+ k ln i

(10”) o¥r)=o¥ L k (1 +1n l)’
7o

illetve-:

(18) o) = £k + 2GR F k)

o oftr) = + &

fesziiltségi figgvények johettek tekintetbe.
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Wais |

A fenti megfontolasok utén felvethetd a kovetkezd kérdés : lehetséges-e
vajjon. hogy egy, a belsd paldston nyoméssal, a kiils§ paldston pedig htuzassal
‘igénybe vett csGben egyidejiileg hdromféle fesziiltségi allapot létezzék, azaz a
plasztikus résznek egy részében a (10) egyenletek, masik részében pedig a
(18, II) egyenletek szerinti fesziiltségeloszlas 1épjen fel? ' ‘

Eddigi meggondolasaink alapjan a kovetkezoket allapithatjuk meg:
ha a belsé hengerfelilleten akkora nyomo-terhelést alkalmazunk, hogy a
l|of — o¥| = k egyenletet kielégits, plasztikus fesziiltségi allapot jon létre:
a cs6 legbelsé rétegében, akkor ez a plasztikus fesziiltségi allapot csak azon a
korhengerfeliileten beliil létezhet, amelynek #, sugardnal of(r) =0 és
of(rn) = + k értéket vesz fel. (L. 14. abra.) Ha méarmost a o, elasztikus
radidlis fesziiltség értékét az r, kiils6 sugdron Ggy irjuk eld, hogy az x dtmeneti
sugér értéke r,-nal kisebb, vagy r,-val egyenld, akkor az I. fajta plasztikus
fesziiltségi allapot kozvetleniill megy 4t az elasztikus fesziiltségi allapotba.
Felvethet6 a kérdés, vajjon mekkora az a o, érték, amelynél o (r) =
=0oF(rn) = 0 lesz? Ezt a o, értéket a kovetkez6 médon nyerhetjiik : - ha
rp sugdrndl o (rp) = 0 és ay(rp) = + k értékeket irunk el az elasztikus fesziilt-
ségeloszlds szdmdara, akkor kiszdmithatjuk a C; és O, konstansoknak azon
értékeit, melyek mellett o(r) és o(r) ennek a kiovetelménynek eleget tesznek.
Az igy nyert o, = o(r) fiiggvénynek az r = r; helyen felvett o (r,) értéke lesz
az a o, érték, amelynél nagyobb o, eldirasa esetén az I. plasztikus fesziiltségi
allapot nem megy at kozvetleniil az elasztikus fesziiltségi allapotba, hanem
kozbeiktatédik egy olyan tartomény, ahol a (18; II) egyenletet kielégitd
plasztikus fesziiltségi allapot 41l fenn. Ehhez csatlakozik az x dtmeneti sugaron
az elasztikus fesziiltségi allapot. '

5
k4
FRE . G
S :
644‘
/l | 6}*1 [
Lok | palen
B! 5 X %
(o) e L@;g,
| - ¢ S
1/ °r, -
|/ TSN
/
-K Lk
s
%6
______{ /o

14. abra

A (14) dbran bemutatunk egy ilyen Osszetett feszﬁltségeloszlést, ahol
tehat a vizsgalt vastagfala csé legbelsd rétegében (g =7 =) a |of —of| =k

feltételt kielégitd plasztikus fesziiltségeloszlis, a kozéps rétegben a |of| = &k
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feltételt kleleglto plasztikus fesziltségeloszlas (1, = r = z), a kiils6 rétegben
pedig, vagyis az x = r = r, intervallumban elasztikus fesziiltségeloszlas 1ép fel.
AT plasztlkus és az elasztikus fesziiltségi allapotokat elvalaszt6 x sugar
értékét ugy szamithatjuk, mintha egy 7, belsé sugart vastagfalt esoviink
volna, amelyben a II. plasztikus és az elasztlkus fesziiltségi allapot 1ép fel és a
hatarfeltetelek

Thlrp) = 0. 88 odr) =6y

A 15. dbrdban is feltiintettiik az egyes fesziiltségi 4llapotok abrazoldsit
a St. Venant-féle hatszogben is.

A plasztlkus fesziiltségi allapot vizsgalata a Mlses—Hencky-féle elmélet
alapjan

A Mises— Hencky-féle elmélet, amint erre mar a bevezetésben ramutat-
tunk, energetikai meggondolasok alapjan abbdl a feltevésbdl indul ki, hogy a
plasztikusan viselked6 anyagban a harom f6 cstsztatéfesziiltség négy zeteinek
Osszege allandé értékkel bir. Tekintve, hogy vizsgilatainkat olyan kétdimen-
zi6s fesziiltségi allapotra végezziik el, melynél a hirom fifesziiltség koziil
egyik mindeniitt zérus értékkel bir, tehat a hirom £6 cstsztatifesziiltség :

(07— o) s (a7 —0); (07— 0).

15. dbra

Az elGadottak alapjin a Mises—Hencky-féle elmélet alapfeltevése igy irhaté:

(25) (07— ¥ + (oF— 0)2 4 (07— 0)2 = K?

a négyzetreemelés utén ez igy alakul :
(25a) ' oot — ofaf+ o2 = 12,

Ez az egyenlet szolgiltatja a of és oF plasztikus fesziiltségek kozott azt
az Osszefiiggést, amelyet az (1) egyenletbe behelyettesitve, megkapjuk a
ot = oi(r) vagy of = of(r) Osszefiiggést szolgaltat6 differencidlegyenletet.

A kovetkezdkben keresni fogjuk, vajjon milyen lesz a of(r) és of(r)
plasztikus fesziiltségek eloszlasa két koncentrikus korhengerrel - hatarolt,
cIméletileg végtelen hossztinak tekintett hengeres test belsejében, amelyre
a kiils6 és a belsé hengerfelilleten htiz6-nyomé terhelések hatnak.
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Az (1) egyenletbe a P, helyébe zérust helyettesitve, a plasztikus fesziilt-
ségekre is érvényes dinamikai egyenlet igy irhaté :

d
(la) %(7'0';}‘)——0';1(:0.

Ezt az egyetlen differencidlegyenletet szolgaltatja a dinamika a oF ==
= o¥(r) és of = of(r) Osszefiiggések meghatarozdsira. Rendelkezésiinkre
all azonban a fentebb targyalt (25a) sszefiiggés, amelybll o¥-ot vagy of-ot
a masik féfesziiltség figgvényeként kifejezhetjiik és az igy nyert kifejezést
az (la) egyenletbe helyettesitve, egy elsérendi algebrai differencidlegyenletet
nyerhetink, amelyet integralva megkapjuk a of = o¥(r) vagy of = o¥r)
fiiggvényt.

Tekintve, hogy az (1a) differencidlegyenlet homogén linedris és a (25a)
egyenlet baloldalan 4llé kifejezés pedig homogén mdsodfokn, szabad a (25a)
egyenletben foglalt mellékfeltételt a kovetkezdképpen normirozni: legyen

3

k? = —, vagyis :
4 &y

(25b) a?——a%?+aﬁ::2.
A (25b) egyenletbdl of-ot kifejezve :

3
(r;k—2 l Vl—a"“2

Az igy nyert eredményt az (1a) egyenletbe helyettesitve nyerjiik, hogy :
. .

(26) RN 4 ?thw P =0,
dlnr

A (25b) egyenlet, amely geometriailag szemlélve egy ellipszis egyenlete,
atirhaté a kovetkezd paraméteres egyenletrendszerré. [3]

27/ * _ sin (1 ’1)
(27 o ‘ sin ( + 5
(27") | o¥ — sin (t——%) ,

A (27) osszefiiggéseket az (1a) egyenletbe beirva nyerjiilk, hogy :

1 Vs
cos t—]——smt) + cost=0.
dlnr( 2

A valtozékat szeparilva kapjuk, hogy :

d (cos ¢t + |3 sin ¢)
cos it

+2dlnr=0,
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azaz :
dlncost+3dt+2dInr=0.

Mindkét oldalon integralva :

(28) ]nr+l2lncost+?3t+020
vagy mas alakban :

| iy
(28a) r=0C -]-/

Tekintettel arra, hogy a (28a) képletben cos ¢ négyzetgyoskjel alatt sze-
repel, a C allandé a kovetkezdképpen véalasztandé :

C= C,ha 0=cost=1
C=1C, ha —1 =cost =0.

A (27) és (28) egyenletek altal meghatdrozott plasztikus fesziiltség-
eloszldsokat az 1., 2. diagrammok szemléltetik.

Amennyiben birtokdban vagyunk a (26) differencidlegyenlet egyik parti-
kuldris megolddsat reprezentdlé két integralgorbének, a kivetkezSképpen
nyerhetjik egy tetszésszerinti In 7, of, értékparhoz tartozé két integral-
gorbét :

I.Al‘r

kell gy parhuzamosan eltolni a In r tengely mentén, hogy a két gorbeig
egymast az adott In r; , o7, koordinatidkkal biré pontban messe.

5y 213

— intervallumban a 2. és 3. gorbeagakat kell

=of =1 intervallumban az 1. és 3. gérbedgakat (1. 16. 4bra)

1. A —

az adott pontba megfeleloen eltolni, hogy megkap]uk az adott ponton dtmend
két integralgorbét.

16. dabra

1. A—1=g¢f} é_][_g intervallumban a 2. és 4. gorbedgak szol-

galtatjdk — megfeleld eltolds utdn — az Inr,, of koordinatikkal biré
ponton atmend integralgorbéket.
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Az T—1II1.-ban foglaltakkal analég médon nyerhetjiik egyik of (Inr)
gorbepar ismeretében barmely Inry, of, ertekparhoz tartoz6 partikularis
megoldast.

Az elGadottak utan még valaszolnunk kell arra a kérdésre, hogy ha
ismeretes In », , of, értékparhoz tartozé két integralgorbe, hogyan nyerhet]uk :
a hozzajuktartozé két of (Inr) fiiggvényt? Erre a kérdésre a vélasz a kovet-
kezd : :

Az adott o, értékhez két of érték tartozik, mert :

*
ot

Mérmost mindket o-,-hez ugyanaz a In r; érték t-artozvén, megszerkesztjiik
azIn ry ot/ éslnr, of" értékparokon athalado két-két oF gorbét. Ily mdédon
négy oi(ln r) gorbet kaptunk Ha az adott o gérbén klvalasztunk egy tetszés
szerinti In 7, o‘r2 koordinatakkal bird pontot e pont o¥, koordlnata]ahoz
ugyancsak ket 0% érték, nevezetesen : o-’}‘ és of,” van rendelve. A of
rajta lesz a of,'-n keresztil rajzolt két of gorbe egyikén, a of," érték pedlg
rajta lesz a of ”-n keresztiilmend ket oF gorbe egyikén. Az a két gorbe,
amely a (Inry ,of,), 1lletve a (Inr, , o},") pontokat tartalmazza, lesz az egyik
oF gorbéhez tartozé két of (In r) integralgorbe. (L. a 17—18. abrikat.)

Tehat a Inr, , a"}‘l koordmatakkal biré ponton atmend két o g('jrbe
mindegyikéhez két-két of gorbe tartozik, amint ez a (25b) egyenletbdl is
azonnal megallapithato. : :

B )

L% 180 gbra
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Az bsszetartozé oF és of gorbedgakat az elmondottak alap]an konnyu-
szerrel meghatarozhatjuk.
* Még arra a kérdésre kell valaszolnunk, hogy mi a teend§ abban az eset-

ben, ha K2 = %, ahogy mi a (25a) egyenletet normlroztuk Fkkor a (25b)

egyenlet alapjan: levezetett eredmények csak annyiban fognak valtoym hogy
o¥ és of értékeit egy allandéval osztani vagy megszorozni kell.

Vizsgaljuk most, hogy ha olyan Osszetett fesziiltségi allapotot tételeziink
fel egy vastagfalii cs6ben, amelynek megfeleléen a plasztikus részben a fesziilt-
ségek a Mises—Hencky-féle elmélet altal elGirt médon viselkednek, akkor
hogyan kell a plasztikus és elasztikus részeket elvalaszt6 korhengerfelulet
x sugarat megallapitanunk?

Ebben az esetben a plasztlkusan viselked$ hengerrészben a fesziiltségek
és a sugar kozti osszefiiggést a (27) és'(28) egyenletekbdl nyerjiik, az elasztikus
részben a fesziiltségeket a (6) egyenletek hatarozzak meg :

y: TT
(rf-zsm (t + J-)
6
Hie )
(rt*:: sin (t ! —J
6 plasztikus rész
.
.l
(BEE0
Pevrmr tonenes
|'cos ¢
C
o= 0; — —22
r : : Y
o elasztikus rész
SNERT | 2
T Cl + —13

A O, 0 és C, allanddk értékét példaul ugy rogzithetjik, hogy eldirjuk
a of figgvény értékét egy tetszés szerinti helyen és eldirjuk a o, fiiggvény
értékét két tetszés szerinti helyen, vagypedig el6irhatjuk a o és o fiiggvények
értékét ugyanazon a tetszés szerinti helyen, de ez utobbi csak elméletileg lehet-
séges, mert fizikailag nem tudunk olyan kiilsé feltételeket konstrudlni, amelyek
egy altalunk elSirt o, és oy fesziiltséget eredményeznek a cs6 kiilsé henger-
palastjan.

Tekintve, hogy mind a radidlis, mind pedig a tangencidlis fesziiltségek
folytonosan mennek at az elasztikus allapotbol a plasztikus allapotba irhatjuk,

hogy :
ofx) =of(x) és oyx) = 0f(x).
Ebbdl, és a (25a) egyenletnek ilyen alaka talakitasabol :
* 2

(Mf 43 ("_*—_ﬂ) e
. 9 : 2
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nyerjiik, hogy :

(29) (Mr 13 (Mg"_t(x))z _ e

A Z29) egyenletb6l most mar a kovetkezéképpen nyerjitk az elasztikus
-és plasztikus részeket elvilaszté korhenger x sugarit :
Tekintve, hogy [a (6) egyenletekbdl ] :

o {r) + o(r) _ 01 és o 1) — o(r) _ _%
2 2 72
és .
o) + of@) _ . odR)—od®) Oy
2 re 2 22’

ahol a O, és C, allanddk értékeit a kivetkezd egyenletek szolgaltatjak :

(30) 01 :m 6’22—7% Q_'_fl_j_o-_l_l_ U‘rl:g-r(rl)
b
2 2 oy =odn).

A C, és O, 4llanddk értékeit a (8) egyenletbdl o, (x)-szel és o(x)-vel
kifejezve és a (29) egyenletbe helyettesitve, az r = 2 dtmeneti sugaron :

2
| C%—|~3%2=k2.
Tehat :
4 -
a2
(31) x:V 308 |
k2__02

Ha marmost elSirjuk, hogy a vastagfali csé belsé hengerpalastjan a
plasztikus radialis fesziiltség értéke : o¥(r,) = oF, és a kiils6 hengerpaldston
az elasztikus radialis fesziiltség értéke : o/(r,) = o, akkor az x 4tmeneti sugar
kiszamitdsdhoz meg kell allapitanunk, hogy vajjon melyik az a o+(r;) = oy,
érték, amelyet a (29) egyenletet kielégit o(r) fiiggvény az r, kiils6 sugaron
felvesz? Ennek az o, értéknek az ismeretében a C; és C; mar kiszdmithaté
a (30) egyenletekbdl, és az igy nyert értékeknek (31)-be valé helyettesitésével
kozvetleniil nyerhetS az x dtmeneti sugar értéke.

A (28) egyenlet atalakitdsdval kapjuk, hogy :

g — . o) +oF(r) 1 o¥ry +o¥r) 2
2Iln— = —rv s v — .
(32) 2In . V3 arc sin o7 + 5 In [1 ( ok J ]

Az r = x dtmeneti sugdron :

C = .
21In—= =3 arcsin
z 2k 2
i

of®) £ ode) 1) [1 _ (cn(x) ;; 7 () )2 ] :
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Ez az egyenlet, ha z értékét a (31) képletbdl kifejezziik, nyilvan igy
irhaté :

C: _ ooo{x) Fog(x) 1 _(odz) + olx) \?
= {3arcsin———————~+—1In [1 (——2Ic )]

2ln0—lln
2 k2—-C% 2k 2

vagy :

2 : _ 2
— m%_l nil— (ﬁ) J + 2In C =3 arc sin —C-'l—l—lln (1'— (9)
E2 k ko2 k
(33) _

Ebbé az osszefiiggésbdl, tekintve, hogy C értékét a o, = o¥(i,) feltéte
elSirdsaval mar rogzitettik,

2Inr, —{—V§ arc sin

InC = o+ i) | L ln(l _ (cr + cri"(f.,))z)]

2k 2k

o | =

a keresett o1, érték meghatirozasara a kovetkezd eljardst kovethetjik :

A (33)-bél : v
(34) 21nC:+1n%+V§arcsin%-

A (30) egyenletbdl O és O, értékeit kifejezve :

2InC =1In (G_“—,O:Q r%) _I_V§ arc sino-“ + o,
2k 2k
vagy mas alakban :
r? o rt o o o
35 In (—1 a1 A):— 3 arc sin (—'—‘+_’1)
(39) o2 2k C? 2k V_ 26 oL

Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket :

O"tl &
L —a
ok
o

(36 . L3 —L‘:a

) 2k

ri
EZH

Akkor a (35) egyenlet igy irhaté :
" In (b§ — 2ab) = — V3 arc sin £
vagy :
(37) b — 2ab = ¢ —|/3 arcsin §.
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A (37) egyenlet alapjan lehet6vé valik, hogy a &£ meghatarozasara egyenes-
sereges nomogrammot készitsimk. Ugyanis a (37) egyenletet a X = b és
Y = 2ab jelolések bevezetésével a kovetkezd alakban irhatjuk : 3

(38) X : it A e_VEarc sin § : L7
Ha X-et és Y-t pontkoordinatiknak, -t pedig paraméternek tekintjiik,

akkor a (38) egyenlet egyenessereget jelent. A nomogramm haszndlata Ggy

torténik, hogy a konkrét feladat allandéibsl X-et és Y-t a (36) és (38) képletek

- segitségével kiszamoljuk, és akkor a nomogramm adott (X, Y) pontjan dtmend

egyenes ¢ paraméter-értéke lesz a keresett ¢ érték. Ebbdl kiszamithaté a kere-
sett oy érték és a O és O, dllandok értéke, és a (31) képlet alapjan kiszamithato.
az x atmeneti sugar értéke.

§ \

X
o
7
7

19. dbra

N

\

A (36) képletek alkalmazasat, illetSleg a & meghatdrozésira szolgdlé
nomogramm megszerkesztését és hasznalatat illetGleg sziikséges megjegyezniink
a kovetkezdket :

Ao¥r,) = o-’fo feltétel elGirdsa utan kiszamithaté a C allandé értéke :

1 . * O_* ; 1 0_* U'* 2 -
ln(’:-‘{zlnro—f—l':}arcsm m—{——ln’l—(——ﬁ*@) Jl
2 Nk 20 2. 2k f
vagy : ;
gy U';':, o U‘tk(ro)
* *
V3 L OOy,
C il rO eT- arc sin 2

4 S e
* *
l/l~"ro+ato :
2k

Tekintve, hogy a C kiszamitasara szolgilé képletben’ (a negyedik gyokok
koziil csak a pozitiv valés gyok johet tekintetbe) szerepel a tobbértéki arc sin
fiiggvény, tehat a C értékére a képletbdl elméletileg végtelen sok érték adédik.
Ezek koziil azonban csak kettét haszndlhatunk, mert egy Inr, of (In7)
ponton keresztiil két o¥ (In r) gorbe rajzolhaté. Viszont, ha e két € értéket
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. * £ 2
az arc sin O"—";;# gorbe (1) és (2) szakaszaibdl nyerjik, akkor barmely:

e kett6tdl kilonbozé C érték eloallithato, mint az (1) vagy (2) szakaszbdl nyert

Vs
Cnek és ¢2 %-nek szorzata. Ha azonban megv1zegal]uk a Mises— Hencky-féle
plasztikus fesziiltségeloszlast szolgaltato (27) és (28), ill. (28a) egyenleteket,

kitinik, hogy ha C értékének C' - e 2 "¢ véltozasa esetén thelyébe. (& — @),
irunk, akkor a (27) egyenletek valtozatlanul ugyanazt az ellipszist szolgaltat-
jak, VISZOIlt a (28a) egyenlet ugyanolyan alaLu lesz, mint a C értékének

az e 5 7 _vel val6 szorzédsa elott volt.

ro + o-fo
g e

gorbe (I) és (2) agabdl ad6dé két
O értéket meghatdroznunk. Viszont a (38) egyenlethez tartozé nomogramm
megszerkesztésénél is azt az dgat kell felhasznalnunk az arcussinus fiiggvény-

nek, amelyik dgdnak felhasznaldsival a O értékét kiszamitottuk. (Ezért két
nomogrammot készitettiink : (3a) és (3b) nomogrammokat)

Elegend6 tehat az arc sin

A St. Venant—Tresca’ és. a Mlses—Hencky-fele elméletek ssszehasonli- .
tasara megszerkesztettink egy, a St. Venant—Tresca elmélet altal leirt-
osszetett plasztikus fesziiltségeloszlast, ahol a plasztikus és elasztikus részeket

7 ’ o ’ ’ o ” , ’ xr ~ 10 %
elvilaszt6 hengerfeliilet sugaranak és a kiilsé sugdrnak ardnya : = g 5/8.*

Ha most feltessziik, hogy a fesziiltségek eloszlasat a Mises—Hencky-lféle elmé-
let hatarozza meg, és a vastagfalt csé méretei ugyanazok, mint az elébb,
valamint a o¥(r)) = o¥, és o/(r;) = o, értékek is ugyanazok, akkor a plasz-
tikus és elasztikus fesziiltségi allapotokat elvalaszté hengerfelillet sugarat,
a kovetkezéképpen szamithatjuk ki :

A O allandé értékeire azt kapjuk, hogy :
[ 0,9
In C = | vagy
l l 1b

*L. a4, diagrammot !
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Ugyanis :

Oy

és

*

6,81

Viszont :
T,

I — 0,62
k

et .31

Az a plasztikus fesziiltségeloszlas, amely megkozeliti a 4. diagrammon
lathaté St. Venant—Tresca szerinti plasztikus fesziiltségeloszlast, akkor all
el6, ha a In €' értékét a 3,16-nak vdlasztjuk. Akkor :

C=235
X = 0,116

Y — 0,62 - 0,116 = 0,072

Ebbdl azt kapjuk, hogy & = 0,8, mert a (3b) diagrammban az X =
= 0,116, ¥ = 0,072 koordinatakkal biré pont éppen rajta van azon az egye-

nesen, amely a & = 0,8 értékhez tartozik.

De akkor : o4(r;) = 0,98 -

C;= 0,8k

C, = 11,5k
61?
+hL
v
-5

1. diagramm
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+k /’f
Vi / lZ d 4
2k -
\ g SO A
2. diagramm
04
o §=10

) =

A

=09
§=08
£-07
§=06
§-05
f=04
§:02

v/ X
// ,‘_/"/f"a'i
.:///I/g-ﬁl
; £-0

3la. diagramm
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+ki

01

3/b. diaramm
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4. diagramm

o

TN

6[} 6/*

6’,[ 5/ ¥




/

5. diagmmrr;

Tgy a plasztikus és elasztikus részeket elvalaszté hengerfeliilet sugara :
x = b5,b, vagyis az atmeneti sugar és a kiilsé sugar aranya : ; = 5,5/8. Tehat

a Mises—Hencky-féle, bonyolultabb szdmitassal ad6dé érték viszonylag nem
sokat tér el az egyszeriibb St. Venant-féle elmélet alapjan végzett szamitas
altal nyert értéktdl, mint varhaté is volt.

TRODALOM

1. Lasd : Encyklopédie der mathematischen Wissenschaften, IV. Band, 4. Teil-
band, 359 oldalan. (T'h. Kdrmdn: Festigkeitsprobleme in Maschinenbau.) Leipzig,
1907 -1914. :

g 2. Lasd pl.: -H. Geiger—K. Scheel : Handbuch der Physik — Mechanik der elasti-
schen Korper, Kapitel 6. (A. Nddai: Plastizitit' und Erddruck.) Berlin, 1928.

3. A t segédvaltozét a or-re vonatkozé differencidlegyenletben szereplé irracio-
nalitds eltiintetése céljabdl vezettitk be. Hasonlé parametrizalast alkalmaz a plasztikus

jelenségek térgyaldsanal B. B. CoOKOJIOBCKHMI : Teopusi TJACTHYKOCTH. c¢. konyvében,
Moszkva—Leningréd, 1950.

PICCJIEI[OBAHPIE MJJACTUYHBIX U 3JJACTUUHBIX COCTOSIHUN HATIPSI)KEHUSA
B TOJICTOCTEHHBIX TPYBKAX 3

B. JIOBAII—HAb
Pegiome

B sroit pa60're aBTOP 3aHUMaercsd MaTeMaTHYeCKHM HcCCJieJloBaHHEM IJAaCTHYHBIX H
CJIOYKHBIX (‘IaCTblO JIJIACTHYHBIX, YaCTbIO anacm!mux) COCTOSTHUH HalpsiKeHHsl, yCTaHaBJIH-
BawMMUXCsI B TOJICTOCTEHHBIX prﬁkax, Hal"py}i(eHHle OonbmIUM TFHAPOCTATHYECKHUM j1laBJie-
Huem. K O1pe/ieJIeHH IO Hal’lpﬂ)KeHHﬂ G';k Hu U't, BOSHHKAIOWMUX B CJyyae HArpysok, npeBbl-
MAapmHUX rpaHduly TedyeHHsl, Kpome HM3BEeCTHOro, Cyu.lecTBleu.lGFO B Ciyvae OCGCHMMeTpd‘lHOE
NOrpy3KH, YpPaBHEHHsI pPaBHOBECHSI TeJl, OrpaHHYeHHBIX KOAKCHAJIbHBIMH IHJIMHJpPaAMH (H
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YUTAHHLIX GeCKOHEYHO AJHHHBIM), OHH HCHOJIb3YIOT Y CJIOBHS Komnamﬁunnqﬂomu TeopHil niac-
THyHOcTH CeH-Benan-Tpecka ¥ Musec-I'eHKH.

IMocae coorBeTcTBYOWEro 00eHM TEOPHSIM IJIACTHYHOCTH onpeueneﬂuﬂ q)y}muuﬁ
ONUCBHIBAIOIUX MJIACTHYHOE COCTOSIHME HAMNpPsDHKeHHs, aBTOP Onpejenser B cliyuae CJIOXKHOH
(N1acTHYHOM M 3/1acCTHYHOH) HAarpysKH pajHyc KPYyrioro HHJHHAPA, Pasfelsiomiero IJiacTuy-
Hble W 93JIaCTHYHLIE YacCTH. :

Hacrosimas paGora - wacThb HCUMCJIEHHH aBTOpa, BBHIIOJHEHHLIX B 1948 r. Ha ocHoBe
HaKasa JurekTpuueckoli dabpHKH HM.[aHUa, B KauecTBe COTPYAHHKA aKajeMHKa 3. 3repBapH.

SUR LES ETATS DE TENSION PLASTIQUES ET ELASTIQUES
DANS LES TUYAUX A PAROI EPAISSE

V. LOVASS—NAGY
Résumé

Dans cet article auteur s’occupe de 'examination’ mathématique des états de
tension plastiques et composés (partiellement plastiques partiellement élastiques) quise
présentent dans les tuyaux & paroi épaisse chargés d'une grande pression hydrostatique.
Outre I'équation d’équilibre connue qui a lieu dans le cas d’une charge axiellement
symétrique des corps limités par des cylindres circulaires coaxiaux (et considérés comme
d’une longueur infinie) 'auteur fait usage pour déterminer les tensions qui se présentent
au cas des charges dépassant la limite de fluxion, des conditions de compatibilité de la théo-
rie de plasticité de Saint-Venant—Tresca, ainsi que de la théorie de plasticité de Mises—
Hencky.

Aprés avoir déterminé les fonetions décrivant ’état de tension plastique conformé-
ment aux deux théories de plasticité, I'auteur détermine le rayon du cylindre circulaire
qui sépare les parties plastiques des parties élastiques dans le cas d'un effort composé
(plastique et élastique).

L’article présent forme une partie des calculs que l'auteur a effectués en 1948
sur la base d'un mandat re¢u de la part de I'usine d’éléctricité Ganz, comme collaborateur
de E. Egervary.
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AZ OSZTALY MUNKATARSAINAK.AZ OSZTALY MUNKAJANAK EREDMENYEIT
TARTALMAZO, MASUTT MEGJELENT DOLGOZATAINAK JEGYZEKE

Egervdry Jené: A Rayleigh-mddszer alkalmazésa forgd rendszerek kritikus szog-
sebességének megillapitdsdnal. Matematikai Lapok, 1949. 1.

Egervdry Jend: A matematika gyakorlati alkalmazdsai, kiilonés tekintettel a
technika differencidlegyenleteire. MTA III. o. Kézleményei, I. 1.

Egervdry Jend—Turdn Pdl: A kinetikus gdzelmélet bizonyos kérdéseir6l. MTA
IIT. o. Kozleményei, I. 2—4.

Lovass-Nagy Viktor: Lehiilési jelenségek matematikai vizsgilata (Véges hossza-
saga korhengerek lehiilésérdl) I. Magyar Technika, 1951. 10. 58 —63.

Lovass-Nagy Viktor: Lehfilési jelenségek matematikai vizsgdlata (Véges hosszu-
sdgu korhengerek lehtilésérsl) II. Magyar Technika (Sajté alatt).

A mechanikai és szilardsagtani osztaly szemindriumaban elhangzott elfadasok

Pdal Sdndor: Vékony dombort lemzzek bahorpalizirdl. (1332 in:)

Olyan forgasfeliilet-alaka lemezeknél, melyeknél a lemez domborisiga nagy a
vastagsdghoz képest, az eléadé a lemez viselkedését a tengelyben haté koncentralt ter-
helés, vagy a feliileten megoszlé terhelés alatt a Prandtl-féle hatarréteg-elmélettel analég
modellel irja le.

. A lemez erés hajlitast és felilleti deforméciét csak egy szélességi korének kis
kérnyezetében szenved. Ez a szélességi kor (sbehorpadasi kore) két részre osztja a lemezt,
melyek koziil az egyik az eredeti lemezalakkal, a mésik ennek tiikorképével kozelitdleg
egybevégd. Itt — tehat a lemezfelilet nagyrészén — a lemez membranszeriien, tehét
kis feliileti deforméciéval és alakvaltozdssal veszi 4t a terhelést.

Az eléadd a »hajlitdsi zdéndrac alkalmazza a vékony héjak elméletét. Alkalmas
hasonlésigi transzforméciéval oly dimenzionélkiili mennyiségeket vezet be, amelyck
nagysagrendje konnyen megdllapithaté az Osszefliggésekbdl. (V. 6. eldaddé »Vékony
hengeres héjakréle c. cikkével). A lehetséges elhanyagoldsok utdn negyedrendii nem-
linearis differencidlegyenletre jut, amelynek hatarfeltételeit a membranszeri terhelés
zéndjaban érvényes viszonyok adjék és amely egy sajatérték-jellegii paramétert tartalmaz.

A differencidlegyenletnek numerikus titon valé megoldésa még nem tértént meg,
azonban — feltéve, hogy megoldés létezik — mar a transzformacids formulakbél érdekes
félkvalitativ eredmények olvashaték le a dimenziéanalizis médszereivel. 1. Ha a lemez
terhelése koncentralt er6, a »behorpadasi kér« 0-t61 monoton névekvd erd esetén monoton
névekszik, és a belsé membrénszerii zéna ugrik 4t mésik szélsé »tilkrézotte helyzetbe.
A felilleten egyenletesen megoszlé terhelés esetén a viszonyok épp forditottak. Adott
egyenletii forgasfeliilletnél egy konstanstél (a differencidlegyenlet sajatértékétdl) eltekintve
egyszerlien meghatdrozhaté az eré és »behorpadési kor« atmérdjének osszefiiggése.
2. Megoszlé terhelés esetén a lemez mésik szElsé helyzetét csak végtelen nagy terhelés
esetén érné el, ami nyilvanvaléan nem egyezik a szemlélettel. Ezért ez a modell a jelen-
ségnek csak az egyik oldaldt mutatja be, sziikséges hozzé a lemeznek csak kis deforma-
cibit feltételezd ehméletre tamaszkodd kiegészitése.

Lovass-Nagy Viktor ezutan ismertette ugyanezen tdrgyra vonatkozé és a klasszikus
rugalmasségtan feltevésein alapulé tanulmanyat. (L. 33 old.)
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Egervary Jend: Direkt eljéras méatrixok kanonikus redukcidjara. (1952 méjus.)
8
Legyen A karakterisztikus polinomja: (AE — Al = I (A — A¢)% és minimal-
k=1 .

s A(A
polinomja : A(A) = IT (A — Ak). Ekkor az Li(d) = ,(—) Lagrange-polinomok
kot 4 ak) (k=)
segélyével A a kovetkezd alakban allithaté el6 : E AeLy (A). Itt Lx(A) rangja

egyenld ax-val, tehat Li(A) felbonthatéd ap szamu didd osqzegére a kovetkezé alakban :
Li(A) = ug, Uk1 4.l g ok Uk1 ak.

Eldadé kimutatja az Lig(A)? = Li(A) azonossig felhaszndlésival, hogy a felbontasban
szerepl$ diddok ~automatikusan biorthogonalizélva vannak, azaz fennélinak az uj},oepn =
= 0, relacidk.

l Ez az eljards szimultdn realizdlja a rangszém megéllapitdst, a sajatvektorokat
meghatarozé homogén egyenletrendszér megoldésdt, valamint a sajatvektorok ortho-
" gonalizélasdt és kizardlag masodrendii determindnsok szukeessziv szamitésabol 4ll.

*

Rézsa Pal: Elasztikusan kapcesolt korpuszkuldris modellek targyaldsa métrix-
kalkulus alkalmazdsival. (1952 jhnius.)

Adva van f(4) analitikus fuggvény, melynek konvergencia kore tartalmazza annak
a métrixnak ka,rakterlsztlkus gyokeit, melyre f(A) métrix figgvényt definidlni kivénjuk.
A tetszlleges métrix egyszeres karakterisztikus gyokokkel, vagy Hermite-féle, tetszd-
leges multiplicitasuakkal. — Eléadé eléallitotta az f(A) matrixfiiggvény kanonikus-
felbontasat, melyet 4allandé egyiitthatéja lineéris differencidlegyenletrendszerek meg-
oldésira alkalmazott. Ily médon vizsgalte az egyenes mentén egyenletesen elosztott,
valtakozé témegii témegpontokkal biré korpuszkuléaris hirmodelinek, valamint koér
mentén egyenletesen elosztott, surlédds nélkili hengeren elhelyezett korpuszkuléris
harmodellnek szabad és gerjesztett lengéseit. Az el6bbinek egyszeres, utébbinak pedig
kétszeres karakterisztikus gyokok felelnek meg.
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GEPIPARI UZEMEK ELEKTROMOS ENERGIASZUKSEGLETENEK
ES EGYIDEJUSEGI, ILLETOLEG SZUKSEGLETI TENYEZOJENEK
VALOSZINUSEGSZAMITASI MEGHATAROZASA

RENYI ALFRED és SZENTMARTONY TIBOR

O8SSZEFOGLALAS

Gépipari uzemek tényleges teljesitménye (idbegység alatti energiafogyasztisa)
elméletileg lehetséges maximumaét, 0. n. beépltett teljesitményét nagy gépszamndl dltalaban
nem éri el, hanem jéval ez alatt ingadozik. A ketté hinyadosénak gyakorlatilag még
szambavehetd valdszinliségli felsd hatdra az tlzem t sziikségleti tényezéje. Egyforma
teljesitményi gépekbdl 4ll6 lizemnél -ez az egyidejiiségi tényezbre egyszerusodik. A
(2,4) — (2,12) képletek e tényezékre az eddigi nyers tapasztalati szabdlyok
helyett elméletileg megalapozott, 999, biztonsdgot nyujté értékeket szolgaltatnak,
mégpedig egymadstol fiiggetleniil mikséds n gép esetén, a k-ik  gép bekapesolasdnak

1
Ai 1d6beli valdszintiségi slirlisége és —— atlagos miikodési ideje mellett, ha Pr = 1—Qx
. wk

+ a k-ik gép kihaszndldsi fokat, fx miikodése esetén teljesitménye étlagéy

=1k+uk
sk pedig szérésat jelenti. A dolgozat e képletek haszndlhatésigat biztositd legkisebb
gépszdmra is nyujt becslést és kapesolatot ad meg egy lzem és miihelyeinek ¢-értékei
kozott.

Egy iizemben, amelyben nagyszami gépet (pl. szerszamgépet) ugyanaz
az aramforras taplal és az egyes gépek nem allandéan miikédnek, hanem
mindig csak egy bizonyos iddre vannak igénybe véve, az egyidejlileg miik6ds
gépek szama véletlen ingadozdsokat mutat. Ez a szdm azonban mindenesetre
joval kisebb, mint az osszes gépek szama és ennek megfelelen az iddegyséy
alatti energiafogyasztds, a teljesitmény is kisebb, mintha a gépek mind egyidejiileg
milkddnének, azaz kisebb, mint a beépiteit kapacitds. Ha azt akarjuk meghatd-
rozni, hogy az tizem Osszes gépei egylttvéve hosszabb idStartam alatt mennyi
energidat fogyasztanak, ugy az egyidejlileg miikods gépek atlagos szdmat,
illetve az idGegységre es6 energiafogyasztas, teljesitmény varhaté értékét kell
meghatarozni. Ezt a beépitett kapacitdassal elosztva kapjuk az iizem kihaszna-
lasi tényez§jét. Ez azonban énmagiaban még nem ad felvilagositast arrél, hogyan
kell az dramforrist méretezni, mert ehhez tudnunk kell az idGegységre ess
fogyasztas, a teljesitmény gyakorlatilag el6fordulé legnagyobb értékét is.
A gyakorlatilay még szdmbaveendd legnagyobb teljesttmény is dlialdban joval
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kisebb a beépitett kapacitdsndl*, tehdt az elméletileg elképzelheté maximdlis teljesit-
ménynél. A kettd hdnyadosdt nevezik az illeté iizem sziikségleti tényezdjének. **
Amennyiben a gépek egyformdk, vagy legaldbbis mind ugyanolyan teljesit-
ményfliek,amikor éppen miikbdnek, Gigy ez a hinyados megegyezik az egyideji-
leg miik6d$ gépek gyakorlatilag el6fordulé legnagyobb szamanak és az Gsszes
gépek szamanak hanyadosival. Utébbi hanyadost az illet tizem egyidejiiségi
tényezojének nevezik. Mivel a legtobb iizemben altaldban kiilonbozd jellegii
és méretli gépek taplalkoznak ugyanabbdl az dramforrisbédl, célszeribb a
sziikségleti tényezbvel szamolni, amint ezt a szovjet szakirodalomban is teszik.
A sziikségleti tényezd természetesen attdl fiigg, hogy milyen gyakran és milyen
idStartamokra veszik igénybe az egyes gépeket. Kialakult allandé jellegii
munkamenetnél azonban az igénybevétel mértéke bizonyos allandé szamokkal
jellemezhetd, amint azt alibb meg fogjuk mutatni, és ezen allandék ismereté-
ben az egyidejliségi tényezs, illetve a sziikségleti tényezd is meghatdrozott
értékkel bir. Ennek megallapitisa igen nagy gyakorlati jelent8ségi, killontsen
Gj lizemek létesicésénél, meglévs iizemek bdvitésénél stb. az energiaellatas
biztositasa és igy a tervgazdalkodas szempon’c]abol

A szobanforgo probléméval a Kohd- és Gépipari Minisztérium felkérésére
foglalkoztunk és a problémit a valdszinliségszamitas médszereivel oldottuk
meg. Ezaton mondunk koszonetet Knizsek Ferenc fémérnoknek, a KGM.
csoportvezeto]enek akit6l a probléma gyakorlati vonatkozésait illetGleg
szémos értékes felvilagositast kaptunk. A problémara vonatkozé megheszélé-
seken a Gépipari Tervezd Intézet tobh mérndke is részt vett, akik kozil Sors
Ldszl6 mérnoktdl kaptunk értékes utmutatisokat. O hivta fel a figyelmiinket
arra, hogy hasonlé probléma meriil fel sliritett levegével dolgozé-gépek esetében
a kompresszor és légtartaly méretezése tekintetében : ezzel a kérdéssel egy
masik koézleményben foglalkozunk.

A kérdés igen nagy gyakorlati jelent8ségét és elméleti érdekességét
tekintve meglepd, hogy a szakirodalomban erre a kérdésre vonatkozodlag tapasz- -
talati adatokon és elméletileg nem kelléen megalapozott empirikus szabalyo-
kon kiviil, mds nem taldlhaté. A Szovjetuniéban e téren alapos adatgytijtés
tortént, mely alapjan D. Sz. Livsic 1937-ben tapasztalati képletet allitott fel
(7] és a Gldvelekiromontdzs tablazatokat is készitett. Egyforma gépek esetére
az egyidejﬁleg miik6dd gépek szdmanak valdszinliségeloszlisara vonatkozdlag
Adler és Miller [1] végeztek vizsgilatokat, amelyek azonban, mint azt
W. Feller [2 megjegyzi, szabatossagszempont]abol nem k1eleg1toek Egyforma
gépek esetére blzonyos igen specidlis és a tényleges iizemi korilményektol:
tavolall6 egyszeriisits feltevések mellett Feller kimutatta szabatosan, hogy a
miikddl gépek szama binomidlis eloszlast kivet, azonban az egyidejﬁségi
tényezdvel nem foglalkozott és meg sem kisérelte a problémat a gyakorlat

" sziikségleteinek megfelels 4ltalanosabb feltételek mellett megoldani.

* Kovics Karoly Pal»A villamos energia termelésének és eloszlasanak idészeri kér-
dései hazankbanc c. eléaddsdban (MTA Magyar Tudomanyos Akadémia VI.o. Kozlemé-
nyei I. kotet 1951. 78—112.0,) a kovetkezdket irja : »Hazdnkban az utébi évek Atlagd
ban ... erémiiveink kihaszndlasa a legnagyobb iizemi teljesitménynek mindéssze
kercken 60%-a; a beépitett teljesitménynek — a tartalékok miatt — kereken 489 -a«
Ezek a szdmok megvilagitjak a kérdés nagy népgazdasdgi jelentéségét. A szébanforgd
eléadds foglalkozik a véletlen iizemzavarok valészinliségszamitdsi vizsgdlatdval, a nem
allandé igénybevétel kérdésére azonban a valészinliségszamitds moédszereit nem alkalmazza.

** Beszélhetiink szitkségleti tényezérol kisebb egységek, pl. miihelyek vagy nagyobb
egysegek pl. egész ipartelepek esetében is, tovabba nemcsak elektromos, hanem mas
energlaval hajtott gépek esetében is. .
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A kovetkezGkben a problémét teljes altalanossigban targyaljuk és a
valoészinfliségszamitas modszereinek alkalmazasaval minden onkényes meg-
szoritds elhagydsdval oldjuk meg. A dolgozat végén kitériink az eredmények
gyakorlati alkalmazasandl figyelembeveendé szempontokra, tovabba az alapul
szolgalé adatok meghatarozdsanak gyakorlati mddszereire is. Eredményeinket
a jelenleg rendelkezésre 4ll6 hazai és szovjet tapasztalati adatokkal 6sszehason-
litottuk és igen jé egyezést taldltunk. Az alapos adatgy(jtést hazankban a
KGM most inditotta meg; az adatok osszegyljtése utan méd fog nyilni
elméleti iton nyert eredményeinknek a tapasztalatokkal valé még szélesebb-
kor{i osszehasonlitasara.

A kérdés valdsziniliségszamitisi targyalasanal fethasznaljuk Rényi Alfréd
[3], [5] és T'akdcs Lajos [4 ] bizonyos valészinliségszamitasi tételeit. Amellett,
hogy a targyalds ezen eredményekre témaszkodik, egyben példat is ad érdekes
gyakorlati alkalmazdsaikra.

Az ‘egész targyalasban alapveté az a felteves hogy az egyes gépek
miikodése egymast ol figgetlen. Ez teszi lehetdvé, hogy a val6szinGségszamités
dltalanos tételeit alkalmazzuk és ezzel tetszlleges szamu gép esetét egyes gépek
vizsgalatara vezessiik vissza. Az 1. § egy gép esetével foglalkozik, a 2. § ennek
alapjan tetszbleges szamu gép esetét targyalja, mig a 3. § a tapasztalati adatok-
kal valé Gsszehasonlitst és az eredmények gyakorlati felhaszndldsdra vonat-
kozé megjegyzéseket tartalmazza.

1. §. Egy gép esete.

Mindenekel&tt félreértések elkeriilése végett hangstlyozzuk, hogy egy
gép esetének vizsgilata csak azt a célt szolgalja, hogy ennek alapjin sza-
mitsuk ki tébb gép esetén a sziikségleti tényezlit : a szitkségleti tényezének
egy gép esetében nincsen jelentGsége, mivel 1-gyel egyenls.

Egy gép esetében barnely ¢ idépontban csak két eset lehetséges : a gép
ezen idépontban vagy miikodik vagy nem mikodik. Annak valdszinliségét,
hcgy a gép ¢ id6pontban mikodik, jeloljik P(t)-vel, annak valdsziniliségét,
hogy nem miikodik, Q(t)-vel ; ily médon tehat P(t) 4 @Q(¢) = 1. Jelentse A
a gép igénybevételének iddbeli valdsziniliség-siirliségét, vagyis annak valészinii-
sége, hogy az allé gépet t és t 4- A idOpontok kozott meginditsak, kis b érték
mellett h-hoz képest elhanyagolhaté hibaval legyen egyenl$ Ah-val. Feltessziik,
hogy A nem fiigg az idGtdl, azaz, hogy a gép igénybevételének valdszinlisége az
egész munkaidG alatt allandé. (Amennyiben utébbi valdsziniiség bizonyos
ingadozisokat mutatna, gy mindig A maximalis értékével szamolunk, vagyis
biztonsagi okokbdl a szamitast a cstcsigénybevételre végezzitk el.) A A-ra
vonatkozé feltevésiink ugy is megfogalmazhato, hogy a gép két igénybevétele
koz6tti sziinet, vagyis a gépallas idStartama olyan a véletlentd) fuggs mennyi-
ség — szakkifejezéssel olyan valdszinfiségi viltozé — amely exponencialis
eloszlassal bir, azaz annak a valdszinfisége, hogy a gépallas ideje t-nél rovi-
debb, 1 — e~*-vel egyenlé. Hasonl6képpen a véletlentdl fiiggé mennyiségnek,
azaz valészintiségi valtozénak tekintends egy igénybevétel idftartama is ;
utobbi eloszliasfiiggvénye a munkafolyamat jellegétdl figg, és egydltalin nem
indokolt az a feltevés, hogy ez az idGtartam is exponencidlis eloszlasa, amint azt
Feller felteszi.

Kétségtelen, ilyen esetek is eléfordulnak, azonban a kovetkezdkben ezt
a megszoritast nem alkalmazzuk és tetszéleges eloszlasu igénybevételek esetét
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L ]
is figyelembevessziik. Legyen tehit F(f) egy igénybevétel idGtartamanak
eloszlasfiiggvénye, azaz annak a valdszinfisége, hogy egy igénybevétel ids-
tartama ¢-nél nem hosszabb. Itt megjegyezziik, hogy mind az idGegység, mind
az energiaegység megvilasztisa tetszéleges. Jelentse a az igénybevétel dtlagos
idGtartamat, azaz legyen

(1) co = J.(I—F(t))dt
0

Vezessiik be a = jelolést. Abban az esetben, amikor az igénybevétel

id6tartama is exponencialis eloszldst, F(f) = 1 — e#! és igy u nem més?
mint a gépleallas idGbeli valészinfiségsiirlisége, azaz annak a valészin{isége,
hogy a ¢ id6pontban m(ksds gépet ¢ és ¢ + h idEpontok kozott ledllitjak,
kicsiny A esetében h-hoz képest kicsiny hibatdl eltekintve ph-val egyenld.
Feltevéseinkbél és Takdecs Lajos mar emlitett eredményeibdl kovetkezik, hogy
1éteznek P(f) és Q(t) hatdrértékei, ha t — oo, mégpedig

A
A+ u K—i—

Ez azt jelenti, hogy rovid felfutési idG utan stacionér allapot all be, amelyben
a gép miikodésének, illetve allasanak valészinfisége az 1d6td] fuggetlen allandé
értékkel bir. Abban a specialis esetben, amikor a gép miikdési ideje is exponen-
cialis eloszlasa, a gép allapotvaltozasai Ggynevezett Markov-folyamatot alkot-
nak, ennek kivetkeztében a P(t) és @(t) fiiggvényekre a kovetkez6 differencial-
egyenletrendszer irhaté fel :

- p'(t) = — uP() + AQ(1)

=P és llmQ() -—Q~l—

(1.2)  lim P(t)=

1.3
) @) = —2Q(t) + uP(),
amelybdl P(t) és Q(¢) meghatarozhato, mégpedig :
P(t) = - j_ 7 (1= e 4 P(o) e=hewt
(1.4) ' és
Q) = 5, (1= em R 4 Q(0) e=Grtmt,

A (1.4) képletekbdl is leolvashaték a (1.2) hatarérték-relaciok. Hang-
sulyozzuk azonban, hogy Takdcs vizsgalataibdl a (1.2) relacidk barmely F(t)
eloszlés esetére kovetkeznek.

A A és p szamok gyakorlati meghatéirozasa a kovetkez6képpen tortén-
het : a szébanforgé gépet néhany napon at megfigyeljiik és regisztraljuk a be-
és kikapcsolasok idGpontjait. Ezekbdl a feljegyzésekbdl kiszamitjuk a miikodési
idGket és a gépallasi idGket : legyenek a miikodési id6k m,, my, ... m, és a
gépallasi id6k [, 1, ..., l,, akkor az

L g7 bitlat- -+l

n

_I_N%:’mq +my - o my
w n

>

és
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képletek alapjan allapithatjuk meg A és w értékeit. A A, illetve u értékek
hibajardl felvilagositdst nyujt az my, illetéleg I, szamok szérasa. Ha

- e 3 Y}
S (U R Vum_L

ugy A hibaja ;O-I_ » hasonléképpen w hibija

12Yn m*)n

Gyakorlati szempontbé nem sziikséges a A és p értékeket killon-kiulon

ismerni ; elég, ha a P = értéket ismerjiuk. A P szamot a gép Ki-

A+
hasznalasi fokdnak nevezziik ; ennek gyakorlati meghatdrozasa gy torténhet,
hogy megfelel6 regisztralé déraval megdllapitjuk, hogy hosszabb 7' idé alatt
a gép az id6 hanyadrészében miikodott. Ha a gép Osszes miikodési ideje
*

ezalatt T'*, Ggy % adja P kozelitd értékét.

A miiszaki gyakorlatban szamolnunk kell azzal az esettel is, hogy ugyanaz
a gép aszerint, hogy milyen munkafolyamatot végeznek rajta, kilénbozd
teljesitményii. Ez fordul el§ pl. forgacsologépek esetében. Ez esetben, ha a gép
idGegység alatti fogyasztdsanak, teljesitményének lehetséges értékei f(V),
f®, ..., (7 és feltéve, hogy a gép miikodik, annak feltételes valészintisége,
hogy éppen [ a teljesitmény : w()-vel egyenld, gy bevezetjiik a miksds gép
atlagos teljesitményét, amelyet f-sal jelolink :

r
F—= Y whin,

i1

tovabba a miikodS gép teljesitményének szérasit, melyet s-sel jelolink :

8§ = Vzr wh (f(j) _7)2

j=1

Jelentse most £ a gép teljesitményét egy tetszSleges idSpontban. A § mennyiség
értéke a véletlentdl fiigg, azaz § valésziniiségi valtozd, amelynek értéke vagy O
(ha a gép all) vagypedig az {7 szdmok valamelyike. Mivel annak valészinfisége,
hogy & = f? nyilvin Pw?, tehat £ atlagos (varhatd).értéke F = Pf és szérdsa
o= Vps + PQf2. A gyakorlatban az [ és w" szdmokat és gy az f és s
értékeket a gépekre felbontott tervbdl meg lehet hatarozni, hiszen ezen értékek
attdl figgnek, hogy a szébanforg6 gépen milyen munkalatok és milyen szam-
ban vannak tervbevéve.

2. §. Tobb gép esete. -

Tegyiik most fel, hogy a vizsgalt iizemben (miihelyben, ipartelepen stb.)
n szama gép taplalkozik ugyanabbdl az dramforrasbdl : a gépeket szamozzuk
meg 1-t38l n-ig. A k-ik gép kihasznaldsi foka legyen Py, teljesitménye egy tetsz6-

89



leges idSpontban legyen g, a teljesitmény virhaté értéke miikodés esetében
legyen fy, mig szérdsa oy (k= 1,2 ...). Jelentse tovabba Ay a k-ik gép bekap-

esoldsainak iddbeli valoszmusegsﬁrﬁseget és oy a k-ik gép atlagos miikodési
idejét, tovabbé legyen @Qx = 1 — Py. Akkor tehdt az el8zé § szerint fenn-

allnak a kovetkez6 képletek :
Ay . ) 5223 1
— — ©8 = ————— ahol B
A+ g i A+ 1 He= o
Mivel az egyes gépek miikddései egymastol fuggetlenek annak a valészinti-

sége, hogy az vy, &y, ..., % gépek mikoédjenek és ugyanakkor a tobbi gép,
& 71’ 727 .. :7n—r"lk gepek alllanak

'Pl.-lPiz' .. I),'r le sz_. . 'an-r

Py =

Specia]isan ha P, = P és 1gy Q=0 (k=1,2,...,n), 0gy ez a valdszinlség
nem mas, mint PQ"" es igy annak valoszmusege hogy a miikods gépek
szama ¥ legyen

(7)) erem,

vagyis ez esetben a miikddS gépek szdma binomidlis eloszlast *kovet. Ez az
eredmény megtalalhaté mar Feller idézett munkdjiban is. Amennyiben
P értéke kicsiny, viszont n igen nagy, 1Ugy kozismerten ez a binomialis
eloszlds egy Poisson-eloszlassal kozelithetd meg. Mégpedig ez esetben annak a
valészinlisége, hogy egyidejiileg r gép miikodjék, kozelitileg

P e"V
rl

»

ahol v =nP.

Vizsgaljuk most meg, hogy mekkora lesz az egész tizem teljesitményének
vérhatd értéke és szérasa. Ha az egesz iizem teljesitményét «-val jeloljik,
agynyilvin m = &, + £, + ... + €n ésigy a valoszmusegszamltas jolismert
tételei szerint » atlagos (varhato) értéke

n
(2.1) . M=% =) P

és szérasa

{2.2) G:U(n):VZUi.

Masrészt a valdsziniliségszamitds centralis hatareloszlas-tétele szerint nagy-
szamG figgetlen valdszinliségi valtozé Osszegének eloszlasa jo kozelitéssel
normélis (Gauss—Laplace-féle) eloszlasti, hacsak az egyes valtozékra bizonyos
igen kevés megszoritast jelents feltevések teljesiilnek. Ezek a feltevések az
altalunk v1zsgalt esetben lényegében azt jelentik, hogy az egyes gépek teljesit-
ményei az egész iizem teljesitményéhez képest egyenként igen kicsinyek. Arra a
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tényre, hogy az tizem legnagyobb teljesitményii gépeit kiilon kell figyelembe
venni, D. Sz. Livsic is felhivta a figyelmet ; az altala adott 4. n. kéttagu
képletben az iizem legnagyobb teljesitményi gépeire kiilon sziikségleti tényezst
allapit meg, amely lenyegesen nagyobb, mint a kis fogyasztékra vonatkozd
sziikségleti tényezs és az egész lizem szuksegletl tényez$jét Ggy allapitja meg,
hogy a nagyfogyaszték Ossz-szitkségletét és a kisfogyasztok Ossz-sziikségletét
osszeadja. Ha a legnagyobb teljesitményliek szdma z, az Osszes fogyasztdk
szdma n, tovabba a nagyteljesitményiiek sziikségleti tényezdje a, a kisebb
teljesitménytieké b, végre a nagyteljesitményiiek névleges Osszteljesitménye
(beépitett kapacitisa) Nx, a kisebhb teljesitménylieké pedig N,_x, akkor
Livsic keplete szerint az Uzem Osszes 1doegyseg alatti energiasziikséglete,
teljesitménye :

Nge=aNy+ bN,_,.

Igy ha N, jelenti az egész iizem névleges Osszteljesitményét (beépitett kapaci-
tisdt), akkor az egész tizem szitkségleti tényezdjét t-vel jelslve

{- és— s ar b A X,
N, N N

1 n

Figyelembevéve, hogy Ny 4+ N,_x= N, és bevezetve a c¢c=a — b és
Dx g jeloléseket
I 7)

{=b+cyg.

Livsic képlete nyitva hagyjd azt a problémat, hogyan lehet az a és b szitkségleti
tényezlket elméletileg meghatarozni, ezeket empirikus adatokként kezeli.
Kétségtelen, hogy mar miikodd lizemeknél ezek valéban empirikusan meghata-
rozhatdk és ennek alapjan 1j tizemekre is esetleg lehet kovetkeztetéseket
levonni. e nyilvanvaléan nagy gyakorlati jelentdsége van annak, hogy ezeket
a tényezlket a fogyasztésra vonatkozé adatokbdl elméleti titon meghataroz-
zuk és éppen ez dolgozatunk célja. Il6szor a kis teljesitményiiek esetével foglal-
kozunk, vagyis feltessziik, hogy ¢ = 0 és igy t = b, ezutan fogunk kilon kitérni
a Jegnagyobb teljesitményiiek esetére. Nemesak b elméleti meghatirozasanak
problémajit oldjuk meg, hanem azt is kimutatjuk, hogy a Livsic kéttagu
képletében szerepld a tényezS is meghatarozhaté elméleti Gton.

Ezek elfrebocsitdsa utdn térjink vissza a sziikségleti tényezdé clméleti
nleghatérozéséra. Ha d nagy teljesitményfieket figyelmen kivul hagyjuk, akkor,
mint mar emlitettiik, az 6sszte]jeq1tmeny ingadozasai (kozelitGleg) a nor-
malis eloszlds torvényét kivetik és igy 99,999, valésziniiséggel az ObSLte]JeS]t-
mény értéke az 71 — 4o(n) és 7 + 40(n) hatirok kozé fog esni. Tehat
99,999%,-0s biztonsaggal* a gyakorlatilag eléfordulé legnagyobb teljesitmény

2

{(2.3) -l Ao () — V"]’ i+ 4, Zﬂ(r',
/. 1

* Mivel a teljesitmény ingadozédsai csak kozelitdleg kévetik a normadlis eloszlas
torvényét : a biztonsdg valojdban valamivel kisebb lehet, de mint késébb kimutatjuk,
9% alé nem sillyed.
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és igy a sziikségleti tényezs

(2.4) f =

lesz. E képletben a nevezdben szerepld ). fx mennyiség nem mis, mint az
k=1
iizem beépitett kapacitdsa (névleges sszteljesitménye).
A (2.4) képlet az altalanos esetre vonatkozik. Vizsgiljunk most meg
néhany specialis esetet.
1. Az egyes gépek teljesitménye dllandd. Ebben az esetben

fe=1fc é sk =0, azaz oy = |[PiQif2

és igy
Y Pufu+ 4| ) PuQuk
k=1 k=1
(2.5) t=
2 fr
k=1

2. Az dsszes gépek kihaszndldsi fokai egyenlék. Ebben az esethen P, = P
és igy

(2.6) t=P +

3. Az oOsszes gépek egyformdk, tehdt 7;« =/, sy = s; az egyes gépeknek
kihasznalasi fokai killonb6z6k lehetnek. Ebben az esetben, bevezetve a

P i e s o i +P", tovabba E PO =R
n n
jelolést, kapjuk, hogy
Cpsz —
L
— I
2.7 t=P 4l —— .
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4. Az osszes gépek egyformdk és kihaszndldsi fokaik is egyenlék. Ebben az

esetben (2.7)-ben P = P, R = PQ), gyhogy

2

/PQ+1—’_S—

. | F
(2.8) t=P 4 ————.

5. Az dsszes gépek egyformdk, kihaszndldst fokaik is egyenlok, tovdbbd
a gépek teljesitményei dllanddk. Ebben az esetben s = 0 és igy (2.8)-bédl
(2.9) t=P 44 %9_.

Ha P értéke kicsiny, tgy |/ @ kozel lesz 1-hez és igy (2.9) helyett hasznilhatjuk
az egyszer(ibb

[)
(2.10) t:P—|—4V;

képletet. Ez 5. esetben kihasznéldsi tényezd helyett beszélhetiink egyidejiiségi
tényezdrél is, mivel egyforma és dllandé teljesitményl gépek esetében a telje-
sitmény csak a miikodd gépek szamatdl figg. -

A most targyalt specilis esetek egyben fényt vetnek az altaldnos kép-
letre is. A ¢ sziikségleti tényezd két tag Osszegével egyenld : az elsé az lizem
gépkihasznalasi tényezdje ; ez nem mdas, mint az egyes gépek kihasznalasi
fokainak sulyozott kézepe, ahol salyokként az egyes gépek atlagos teljesit-
ményei szerepelnek. Ez a tag egyébként nmem mas, mint az tlizem atlagos
teljesitményének és a maximalis teljesitménynek a hanyadosa. Jeldljiik az
tzem gépkihasznalasi tényezjét az altalinos esetben P-sal, vagyis legyen

n

Prfx
(2.11a) p="=
n —
2 f
k=0
akkor

Ve

(2.11b) : t=P 44—

X Fu
k=1

00

A sziikségleti tényezd masik tagja a teljesitmény ingadozasat képviseli. Ennek
a tagnak a nagysaga attol fiigg, hogy az egyes gépek teljesitményeinek inga-
dozésai mennyire egyenlitédnek ki. A (2.7)—(2.10) képletek azt mutatjak,

93



hogy egyforma gépek esetében ez a tag forditottan ardnyos a gépek szamanak
négyzetgyokével, tehat a gépek szamat novelve a kiegyenlitddés fokozédik és
igy a szitkségleti tényezd cstkken és egyre inkibb megkézeliti a kihasznalasi
tényezit, annal azonban mindig valamivel nagyobb marad.

A sziikségleti tényezd valtozdsat a gépek szdmanak fiiggvényében az
1. dbra mutatja. Errdl 1lathatd, hogy a gépek szamanak novelésével a szilkség-
leti tényez6 aszimptotikusan kozeledik a kihasznaldsi tényezdhéz. A P kihasz-
nélasi tényezd killonbozs értékeinek mas és mas gorbék felelnek meg. Az 5.
esetben, amikor az Osszes gépek egyformaék, a szitkségleti tényezdnek a gép-
szamtol vald fiiggését leird figgvény egyetlen paramétertdl, P értékétdl fiigg.
Nagyobb P esetében nemcsak ¢ hatdarértéke lesz nagyobb, hanem a gorbe
menete is megvaltozik ; a kiilonbhoz6 P értékeknek megfelels girbék egymas
felett helyezkednek el és a nagyobb P értékhez tartozé goérbe valamivel
lassabban lejt.

Eddigi eredményeink 6sszefoglaldsa elStt a (2.4)-nek szemléletesebb alakot
adhatunk. Vezessiik be ebbe ugyanis az

(27

e —

2 fa?
k=1

vigzonyt gy, hogy a (2.4)-beli nevezvel a szamlalé mindkét tagjaban, még-
pedig 2 masodikban a gy6k alatt (X f,)2 helyett mindjart n, X f3-tel osztunk-
Akkor (2.4) helyébe

(2.12) t:ﬁ+4VR S
ne
lép a
n _ n _ n
Zpkfk ZPkafi ,ZPks?c
Cop2fr p k) g ke
n - n
2 fx T fx
k=1 k=1 k=1 -
értékekkel.

Ha a gépek teljesitményre és kihaszndldsra nézve megegyeznek, akkor
fx =1, 8k = 8, Py = P = P és n, = n, amivel a (2.12) a (2.8)-ra egyszer{isodik.
A gépek miikodési idGegységre es6 — kiilonbozd — atlagos fi fogyasztasanal
azonban Cauchy egyenlGtlensége szerint n, < n. A teljesitményre és kihasznd-
lasra nézve egyenld gépek eme n, szdmat, amely a vizsgalt kilonboz8 n géppel
azonos sziikségleti tényezdre vezet, effekitv gépszdmnak nevezziik. E képzelt
7, gép mindegyikének kihasznalsi fokat P-nak, teljesitményének atlagat az fy
szamok atlagdnak valaszthatjuk. Ezzel e teljesitmény szérdsa egydrtelmiien
van meghatarozva.
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Eddigi eredményeinket a kovetkezéképpen foglalhatjuk 6ssze : Ha egy
Wizemben ugyanaz az dramforrds tdpldlja a Gy, ..., Gn gépeket, a Gy gép kihasz-
ndldsi foka Py = 1 — Qx, mikddése alatt az iddegységre esd energiafogyasztdsd-
nak, teljesitménynek dtlaga fi, mig szérdsa sy, tgy bevezetve a kovetkezd jelo-
léseket : ’

n
D Py Qi fr
(2.15) R =11
n
f%
k=1
és
n
2 8% Py
(2.16) g = =t
n —
i
k=1

jeloléseket, a szitkségleti tényezdre a kovetkezd kifejezést nyerjitk:

(2.17) ‘t=?+4vﬁ+s.

e

Ha a gépek egyformdk, tehdt fr = f és sy = s, 1igy m, = n, tovdbbd P, R és S
kifejezései a kiovetkezcképpen egyszertisodnek :
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tehdt

R—*—Szf;
(2.18) t=P 44 ” i

mig ha nemcsak a gépek egyformdk, hanem kihaszndldst fokaik is egyenldk, vagyis
P, =P, iigy R = PQ, tehdt

s2P
ety
2.19 — 4 S
( ) t=P+ ”
Ha az egyes gépek teljesttménye dllandd, gy o = 0 és ennek megfeleléen S = 0,
tehdt

(2.20) t~P+4|/};Q

Eddig nem érintettitk azt a kérdést, hogy mekkora gépszdmtdl kezdve
alkalmazhatdk tételeink. Emlitettiik, hogy n = &, + ... + &n eloszlasa koze-
litéleg normélisnak tekinthetd; marmost eredményeink alkalmazhatésiga azon
mulik, mennyire j6 ez a kozelités. A kozelités megbecsiilésére ismeretesek
bizonyos altaldnos eredmények, ezek azonban csak igen nagy n esetében adnak
jo becslést. Ezzel szemben alkalmazhatd itt a Csebisev-féle egyenldtlenségnek egy
altalanositdsa, amely a kovetkez6képpen hangzik : Ha =& + ... + &n,
ahol a & (k=1, ..., n) valbszinliségi valtozék fiiggetlenek és korlitosak,
i€ — M| = K, ahol My jelenti &, varhaté értékét, tovébbé,, ha o = o(n)
jelenti v szdrasat és M = X M) az n) varhaté értékét, ugy annak a valészini-

pK 2
20') }

L=

sége, hogy | — M| > uo legyen, kisebb mint 2 exp [— - (1 +

ahol u tetszbleges, }—nal nem nagyobb szdm.*

Esetiinkben p = 4, M = X fPy, és K = Max | — Puful, o = |/ Zo}.
Hatérozzuk most meg, hogy n milyen értékeit8l kezdve nyujt a képlet 999%;-os
biztonsadgot, azaz, mikor lesz annak a valésziniisége, hogy |n — X Pyfi] > 4o,
kisebb 0,01-nal. Ehhez elégséges az elmondott egyenldtlenség szerint, hogy

2 exp [— 8 (1 + ) < 0,01 legyen, ami teljesiil, haE = 0,12.
o

Tehat bebizonyitottuk, hogy eredményeink 999%,-os biztonsiggal alkalmaz-

haték, hacsak 5 = 0,12. Abban az esetben, ha az Gsszes gépek egyformak
és teljesn;menyuk allandé, tovabba Pr = P < 0,5, agy K = [@,

* Lasd [5]. Ezen egyenl6tlenség bizonyitasanak alapgondolata Sz. N. Bernsteint6l
[6] szdrmazik, de ilyen alakban [5]-ben talalhaté elészor.
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o = f/nPQ és igy E = Q ; vagyis a £ = 0,12 feltétel azt jelenti,
o Pn : o

hogy n = %Q Ez esetben Eo— = §, tehat a % = o feltétel is teljesiil.

Ha példéul az sszes gépek egyformik, és P = 0,38 ( Mukoszejev [7]
szerint ez P értéke egyfazisf, egyenls teljesitmény(i ivhegeszt&k esetében)

P
ugy az egyidejliségi tényezd t =P + 41/—7? képlete alkalmazhaté, ha
n =114; ha P = 0,5, igy az egyidejiliségi tényez6 képlete alkalmazhaté,
hacsak n = 70.
Kisebb n értékekre a 4-es tényezd helyett 4,5-es tényezével kell dolgozni.

Ebben az esetben az emlitett egyenlGtlenség alkalmazisa arra az eredményre
vezet, hogy a

(2.21) ' L= P + 4 IL;LtP_

képlet 99°,-0s biztonsdgot ad, hacsak teljesiil a K = 0,168 feltétel. Egy-

o
forma és dllandé teljesitmény(i gépek mellett ez azt jelenti, hogy az egyidejii-
ségi tényezdre vonatkozd

(2.22)° t_p+4,5V.1_’Q

n

Q5

képlet alkalmazhaté, hacsak n = -0

Q, tehdt példaul P = 0,5 esetében, ha
n = 35 és P = 0,38 esetében, hacsak n = 56.
Megjegyzendd, hogy ha nem toreksziink 999,-os biztonsigra, hanem

példaul megelégsziink 959%,-os biztonsiggal, Ugy a 4-es tényezs 3-assal pétol-
haté, vagyis a '

R—I—S"

(3

(2.23) ' t=FP 43

képlet alkalmazhatd, megpedlg ha 1\; =0,08; egyforma gépek esetében

156 T
ez azt jelenti, hogy n = 01—)9 - Hasonléképpen 959%,-os biztonsigot irva eld,

még nagyobb gépszam esetében a 3-as tényezl tovabb csokkentheto mégpedig
2,8-ra, vagyis alkalmazhaté a

(2.24) I:P—}—:Z,SV{{_*_‘S
. ) 7,
1000
P
Megjegyzendd, hogy a valésigban a szébanforgé képletek joval nagyobb
biztonsdgot nyujtanak, mint ahogy azt megadtuk és igy a gyakorlatban dltald-

képlet, hacsak —Ii = 0,03, azaz'egyfgrma gépek esetében, ha n =
o .
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ban a 3-as tényezével lehet dolgozmi mar 100-on aluli gépszdm és nem tilsigosan
kicsiny P esetében is. Ugyanis a felhasznalt becslés, bar a rendelkezésre 4llé
becslések koziil a legélesebb, még mindig a valésiagnal kb. kétszer nagyobb
értéket ad a szébanforgéd Valoszmusegekre

Az eddig elmondotiak nagyszdmi kzstel]esv,.tmenyu gép esetére vonatkoztak.
Attéramk most kisszdmat nagyteljesitményti gép vizsgdlatdra. Ha x szama egyforma
fogyasztonk van, ugy annak a valésziniisége, hogy egyidejiileg y szama
miikodjék ezen gépek koziil, a binomislis eloszlds szerint

(2.25) (;) Py Q.

Ennek alapjan annak a valdésziniisége, hogy egyidejiileg t6bb, mint z szamu gép
miikidjék az x gép koziil

X

2.26 : Viz) = ) py )x—
(2.26) (2) y;z'ﬂ(y) Q
Marmost az x szamu gép ; egyidejliségi tényezljét Ggy szamithatjuk ki,
hogy meghatéarozzuk, hogy mely z értékre lesz az ebben a képletben szerepls
V(z) valészinliség 0,01-nél kisebb. Hz kicsiny x értékek mellett kozvet en
szamolassal torténhet és nincs értelme kozelitd képlet megadisinak. Tgy
példaul, ha 2 = 5, Ggy z = 4 esetben teljesiil a mondott feltétel, ha P5 << 0,01,
vagyis ha P < 0,4; 2 = 3 esetben is teljesiil, ha P> 4 5P’Q = 5Pt — 4P5 <
< 0,01, vagyis ha P < 0,22. Hasonléképpen, ha x = 3, gy z = 2-re tel]esul
a mondott feltétel, ha p? < 0,01, vagyis ha P < 0, 21, gy tehat P < 0,21
esetében ha 3 nagyte]]esmmenyu gepunk van, 0,66 az egyidejliségi tényezé’,
hasonléképpen ha 5 nagyteljesitményii gépiink van, ugy 0,8 az egyidejliségi
tényezS, ha 0,22 << P << 0,4 és 9,6 az egyidejliségi tényezd, ha P < (,22.
Ily méddon allapithaté meg elméleti ton a Livsic képletében szerepls a
egyidejliségi tényezd a nagyteljesitményli gépekre vonatkozdlag.

Befejezésiil még egy probléma’wal kivanunk foglalkozni: tegyiik fel,
hogy egy izem t6bb miihelyének gépei ugyanabbdl az aramforrasbél taplal-
koznak és a mihelyekre kiilon-kiilon ismerjiitk az egyidejliségi, illetve a sziik-
segletl tenyezot Kérdés : hogyan lehet ennek alapjan az egész iizem egyidejii-
ségi tényezdjét meghatarozni? A kérdés megoldasa az elmondottak alapjin
igen egyszeriien torténhet. Legyenek ugyanis n(9, ..., ™ az egyes miihelyek
teljesitményei, NV, . .., N(M az egyes miihelyek beépitett kapacitésai, tovabba
NOPQ NP az egyes miihelyek teljesitményeinek vérhaté értékei
és S, ..., 8 a milhelyek szérasai. Akkor az egyes miihelyek sziikségleti
tenyez01 az elmondottak szerint a kovetkezdk lesznek : a j-ik miihely szitkség-
leti tényezdjét t)-vel jelslve

48 W
NG

t —= PO

Mivel az egész tlizem teljesitménye az egyes miihelyek teljesitményeinek
Osszege, az egész iizem teljesitményét -val, az egész iizem beépitett kapacitasit
pedig N-el jelolve kapjuk, hogy

=m0 4.4 pim  gg N=N® 4 ...} Nm,
08 '



Tehat az egész iizem &tlagos teljesitménye

— 1 . .
= — NG P
=y 20T

i

tovabba az Osszteljesitmény szdrasa

o(n) = £ (80
m =] = (89
és igy az egész lizem egyidejiiségi tényezlje
7 2__ ro ¢ L) 5isor
NI

Megjegyzendd, hogy mivel az egész lizemre nézve a gépek szdma altaldban igen
nagy, az egész lizem egyidejliségi tényez6jének szamitasindl altaldban a 4-es
tényez6 3-assal, sGt esetleg 2,8-el pStolhaté és igy az egész tizem egyidejliségi
tényezdje a

. X (S
V!)
TV P L 3 l/f -

~——r

képlet alapjan szdmithaté. Bz viszont azt jelenti, hogy bevezetve a
NG
N

jelolést, az egész iizem sziikségleti tényezgje és a miihelyek sziikségleti tényezdi
kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fenn

qi =

m m
= 2 giti + F 2 q (D — P2 Z‘ (¢ — p(;))l
4 -

J=1 j=1 j=1
»

Hogy ezt az osszefiiggést j6l megértsiik, vizsgdljuk azt a speciilis esetet,
amikor az Osszes gépek egyformdk, teljesitményiik allandé, tovabba minden

miihelyben ugyanannyi (n szdmu) gép van ; ez esetben, ha ¢t =P + sz—) az
P

nm
a teljes iizem egyidejiiségi tényezGje. Ez utébbi tehat lényegesen kisebb, mint
az egyes miihelyek egyidejiiségi tényezdje; mégpedig

egyes miihelyek sziikségleti (egyidejliségi) tényez8je, Ggynyilvan 7' =P +

(2.27) T:L_+P(1—i_),

Vm Ym
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vagyis — ill. 1 — -—1: stulyokkal vett silyozott kozépértéke az egyes miihe-
m m

lyek egyidejliségi tényez8jének és gépkihasznilasi tényezGjének.

Eddig kizarélag az egyidejiiségi, illetve sziikségleti tényez$ kiszamitdsa-

val foglalkoztunk, amihez elegendd volt az iizemi teljesitmény varhaté értéké-
nek és szérisanak ismerete. Ami pedig a teljesitmény ingadozasainak eloszlas-.
fiiggvényét illeti, elegendd volt annyit tudni, hogy ez kozelitGleg megegyezik
a normalis eloszlisfiiggvénnyel. R4 szeretnénk azonban befejezésiil mutatni
arra, hogy a teljesitmény ingadozisainak tovabbi vizsgalatdhoz eloszlasuknal
tobbet kell tudnunk. Erre meg is van a lehetdség. Abban az esetben ugyanis,
ha az egyes gépek teljesitményei dllanddak és egy egységnyi teljesitmény
egészszamu tObbszordsei (ezt mindig feltehetjiik, hiszen ha az egységet elég
kicsinyre valasztjuk és minden gép teljesitményét felfelé kerekitjiik, ugy, hogy
az egység egészszamu t6bbszordse legyen, ezzel ezt mindig elérhetjiik), abban
az esetben a teljes teljesitmény eloszldsa . n. dsszetett Poisson-eloszlds lesz.
Ez eloszldsok részletes tiargyaldsa megtaldlhaté a [87] és [9] dolgozatokban,
azért erre itt nem tériink ki részletesen, csak megjegyezzik, hogy a teljesit-
mény-ingadozdsok tovabbi vizsgilatanak is van gyakorlati jelentésége.

3.§. Megjegyzések az eredmények gyakorlati felhasznildsdval és tapasztalati
ellencrzésével kapcsolatban.

Osszehasonlitottuk eredményeinket hazai adatokkal és j6 megegyezést
kaptunk. Erd:kes megemliteni, hogy ez adatok feldolgozasanal azt taldltuk,
hogy a gépipari iizemekben a gépkihasznaldsi tényezd értéke 0,2 koril mozog :
a megvizsgalt 39 tzem kozil a P gépkihasznilasi tényezl értéke 28 esetben

0,18 és 0,21 kozott volt, 4 esetben 0,14 és 0,17 kozott, mig 7 esetben 0,22 és

0,25 kozstt (2. dbra). Ez a tény arra mutat, hogy a gyakorlatban iizemtipusokat
lehet megallapitani P értékének megfelelden és azonos tipusba tartozé iizemek-
ben ugyanaz az Osszefiiggés all fenn a gépszam és az egyidejiiségi tényezd
kozott. Ami a pontosabb vizsgdlatot illeti, a kdvetkez6képpen jarhatunk el
(959%, biztonsaggal dolgozva):

1. Egyforma gépek esete : Ha nines mdd a

t=P+3 }il:_P_)
7

képletben szerepl§ P allandé kozvetlen meghatarozasara, ugy egyetlen (n,t)
értékparbol P értéke meghatirozhaté a kévetkezdképpen :

A (9 +n)P2—(2in + 9)P 4 ni2 = 0,

mésodfokit egyenletbdl Pre két pozitiv értéket kapunk :

2m 49 4 V(20 O — 49 T )
2(9 + n)
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Konnyi belatni, hogy a helyes érték mindig a kisebbik, azaz

2n 4+ 9 —V368(1 — t) n + 81 ]
2(9'—{—11,)

P =

2. Kuliénbozd gépek esete. Ha mines méd a Py, s, szamok kozvetlen meg-

hatarozasara, akkor a
{=P+3 VR +8

e

osszefiiggést agy tekintjik, mint egy k=P 4 —i—T; alakt 4ltaldanos Ossze-
|'ne :

fiiggést és a P és I ismeretlen allandékat két Osszetartozé adatpirbdl haté-
rozzuk meg. Osszetartozé adatpiron egy (¢, n.) értékpart értiink; természete- -
sen az n, effektiv gépszdm meghatirozasihoz ismernink kell az f;, ..., fa
teljesitményeket, ezek azonban dltaldban a gyakorlatban valéban ismeretesek.
Ha tehat ugyanarra a tipusa iizemre vonatkozdélag két ilyen adatparunk van
— mondjuk (D, nD) és (1D, n@), Ggy megoldva a

) =P 4 I
Vn®
/-2y
Vn®
linearis egyenletrendszert kapjuk, hogy
. L Vm — ()@
e

P =

=
1 D —n®

o (10 — @)D

7 ® Y ®
Va® —Ta®

- Célszerii két olyan adatot valasztani, amelyeknél n® és n? nincsenek kozel
egymashoz ; ellenkez$ esetben ugyanis a hibak nagyon e]tormt]ak P és IT
értékeit. Amennylben méd van arra, hogy az iizem teljesitményét hosszabb
idén at megfigyeljik, ugy P tapasztalatilag meghatdrozhats, mint az tizem
kihasznalasi tényezGje. Kz esetben II meghatirozasanal csak egyetlen (i, n.)
adatpar ismerete sziikkséges. Ha ugyanis ¢, n, és P ismeretesek, gy

I =Vn,(t—P).
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Foglaljuk 6ssze e § eredményeit:
Meghatdrozott tipusii iizem esetében a t szikségleti tényezd és az m. effektiv
gépszam kozott a kovetkezd osszefiggés dall fenn:
t =P+ L— g
Vne
Itt P jelenti az iizem kihaszndldsi tényezd6jét, /1 pedig egy, az egyes gépek
igénybevételétdl, fogyasztasitol és fogyasztésdnak ingadozdsatol fiiggd
allandé, tovabba az n, effektiv gépszamot az egyes gépek f,, ..., fnidGegység-
beli fogyasztasaibol, teljesitményeibdl a kivetkez6képpen lehet meghatarozni :

(55

N

Az n, effektiv gépszam mindig kisebb, mint a tényleges gépszam, kivéve, ha
az Osszes gépek teljesitményei egyenlSk, amikoris n, = n. (Figyeljiik meg
hogy 7, dimenziétlan mennyiség!) A P szdm tapasztalatilag megallapithato-
ha az iizem teljesitményét hosszabb idén at megfigyeljiik, mig /7 meghataroz,

ksz}
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haté egyetlen dsszetartozé (¢, n,) szdmparbdl, ha mar P ismeretes. Ha P értéke
sem ismeretes, akkor két dsszetartoz (¢, n.) szdmparbél P-re és Il-re ket linedaris
egyenletet kapunk melybdl ezek meghatarozhatok.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy eredményeink nemcsak egyes iizemek
elektromos energiasziikségletének vizsgalatdandl, hanem pl. varosok vilagitasi
aramsziikségletének, gaz- vagy vizfogyasztasanak vizsgzilaténél is alkalmaz-
hatdok, a megfelels mod0s1tas0kkal Ezekre a kérdésekre mas. alkalommal

vissza kivanunk térni. wal
Sy
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ONMPEJEJIEHUE 3JIEKTPUYECKOrO 3HEPFOMOTPEBJEHUSI U GAKTOP A
OJHOBPEMEHHOCTH, T. E. TIOTPEBJEHHUS 3ABOJJOB MAIIUHOCTPOUTEJIb-
HO{ TMPOMBIIUIEHHOCTA 0O TEOPHU BEPOATHOCTEM

A. PEHbU-T. CEHTMAPTOHHU

Peswme

SddexTHBHAA MOMHOCTD (3ATPATA IHEPIHM B eMHMIE BPeMeHH) 3aBOJI0B MaIIHHOCT POH-
TeNXbHOH NPOMBEILIIEHHOCTH He JOCTHTAeT CBOEr0 TeOPETHYECKH BO3MOMKHOI'O MaKCHMYMa
(T. M. BCTPOEHHOH MOMHOCTH), a KoJebJIeTcst oA 3TUM. BepXHsist rpaHMNa yacTHOIO 3THX JBY X
BEJMYHH, BEPOSITHOCTb KOTOPOH emle MPHHHMaeTcsl MPAKTHYeCKH BO BHHMaHHe, HasblBAeTCsl
fakropom norpebHocTH f 3aBoja. B ciyvae 3aBojja COCTOSIMEr0 U3 MAIUH C TOXAeCTEEHHOH
MomHocTed, OH ynpomaercsi Ha (aKTop OAHOBpeMeHHocTH. <dopmynsl (2,4) — (2,12)
AOCTABASIOT JUIA O9THX (AKI0pPOB BeJHUHHH ¢ YpOBHeM BeposiTHOCTH 99,99%,, BMecTO
rpy0bix 3MIHMPHYECKHX TIpaBHJ, OBIBIIKX [0 CHX NOP. A MMeHHO: B clyuae /1 MAaIUuMH,
ACHCTBY IOIMX HE3ABHCHMO ADYT OT APYra, MpH BPeMeHHOH IUIOTHOCTH BePOAITHOCTH BKJIIO-

: A
Ak + pr
cremleHb 9KCIJIOATAlMH 310 MamMHB, H fr — ee MOWHOCTL B cjiydae (YHKUHOHUPO-
BaHHS.

PaGora coilep)KHT OlEeHKY H JJisl HaHMeHblero 71, oGecneudBaloOmero NPHUMEHAEMOCTL
$opMyJT U faerT cBsI3b MEXKIY BeJIHUMHAMH ! HEKOTOPOTO 32B0Ja M €ro liexoB.

ueHHs1 A M IPH cpeHeM BpeMeHH )y HKIMOHHPOBABMS w k-oit mammHbI, 3)ecsu Py =
k

DETERMINATION PROBABILISTIQUE DU BESOIN D’ENERGIE ELECTRIQUE
D'USINES DE CONSTRUCTION MECANIQUE AINSI QUE DE LEURS COEFFI-
CIENTS DE SIMULTANEITE ET DE BESOIN D’ENERGIE

A. RENYI ET T. SZENTMARTONY
Résumé

La quantité d’énergie consommée pour des usines de construction mécanique par
unité de temps n’atteint pas la valeur maximum possible nommée puissance installée, mais
fluctue considérablement au-dessous de ce dernier. La plus grande valeur que le quotient de
ces deux quantités peut atteindre avec ne probabilité qui n’est pas négligeable s’appelle
le coéfficient de besoin d'énergie t de 'usine. Dans le cas d’une usine qui consiste d’un
nombre de machine dont chacune a le méme besoin d’énergie ce coéfficient se simplifie
au coéfficient de simultanéité. Les formules (2.4) —(2.12) déduites pour ces coefficients
fournissent, au lieu des régles empiriques employées jusqu’ici, des valeurs dont
le niveau de probabilité est 999, ; notamment, en cas d’indépendance des n
machines, ‘avec la densité . temporelle de probabilité Ax et le temps moyen de

. Iy
A+ pk
tion et fx la puissance de cette machine pendant son fonctionnement. L’article donne
aussi une estimation concernant le nombre n minimum assurant la possibilité de l'ap-
plication des formules, et indique la connexion entre les valeurs de ¢ d’une usine et de
ces ateliers.

fonetionnement ik de la machine k-iéme, si Py = désignele degré d’exploita-
w
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KOMPRESSZOROK ES LEGTARTALYOK RACIONALIS MERETEZESE
UZEMEK SOURITETT LEVEGOVEL VALO ELLATASARA

RENYI ALFRED

OSSZEFOGLALAS

A dolgozat a kévetkezé probléma megoldasat tartalmazza : Egy tizemben tobb,
stiritett levegével miikods gép miikodik, a gépek véletlenszerlien lesznek be-, illetéleg
kikapesolva. A stiritett levegdt egy kompresszor szolgaltatja, amely egy tartalyt tolt fel ;
a fogyasztok a tartdlybol kapjik a stlritett levegét. Ha a tartalyban egy bizonyos v,
hatart meghalad a légnyomas, a kompresszor automatikusan kikapesolédik és esak akkor
kapesolddik be, ha a nyomés egy bizonyos v, < »; hatér ala siillyed. A feladat abban
all, hogy meghatérozzuk, mekkoranak kell lennie a kompresszor teljesitéképességének
ahhoz, hogy a nyomaés a tartilyban gyakorlatilag soha ne siillyedjen egy bizonyos vy < v,
hatér ald, amely még elegendd a gépek zavartalan miitkédésének biztosit sdhoz. A prob-
léma megolddsa valdszintiségszémitdsi moddszerekkel, mégpedig a Markov-féle lancok
elméletének felhasznaldsdval torténik. — Az eredmények grafikus forméaban vannak
abrazolva, ugy, hogy adott fogyasztés- és tartdlyméret mellett a grafikonbdl szémitas
nélkiil leolvashat6, hogy a kompresszort hogyan kell méretezni.

Az ebben a dolgozatban targyalt problémival a Gépipari Tervezd Intézet
felkérésére foglalkozott az Intézet. A probléma jelentéségét az adja meg, hogy
ha kompresszorok és légtartalyok méretezésénél a valdszintliségszamitas alkal-
mazasan alapulé pontos szamitdsokat végziink, ezdltal Gj iizemek létesitésénél
jelentds megtakaritdsokat lehet elérni. A probléma elméleti szempontbdl
ahhoz a problémakorhoz tartozik, amellyel az el6z6 dolgozat [1] foglalkozik :
itt is véletlen ingadozasokat mutaté energiafogyasztasrél van sz, A probléma
specidlis jellegét az adja meg, hogy egyrészt a siritett levegbvel dolgozéd
fogyaszték (dongoldk, prések stb.) nem kozvetleniil a kompresszorbdl kapjak
a sliritett levegdt, hanem egy légtartaly van kozbeiktatva, amelynek feladata
éppen abban &ll, hogy a fogyasztas véletlen ingadozasait kiegyensulyozza,
masrészt pedig, hogy bizonyos részleges automatikus szabalyozas is torténik,*
amennyiben a kompresszor automatikusan kikapesolddik, ha a nyomas a 1ég-
tartalyban egy bizonyos fels§ hatart tulhalad és csak akkor kapesolédik auto-
mavikusan ujbdl be, ha a nyomas a légtartalyban egy bizonyos alsé hatéar ala
silllyed. Mar itt felhivjuk a figyelmet arra, hogy miszakilag lehetségesnek
latszik a bereridezés teljes automatizalasa, aminek kétségkivil nagy elényei

* Ennek kovetkeztében 1épnek fel a probléma térgyaldsandl sajatsagos matematikai
nehézségek, mégpedig, hogy a légtartdly 4llapotvéltozésai nem alkotnak egyszer
Markov-lancot, hanem csak 0. n. mésodrendii Markov-lancot.
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volnanak.* Kzt a lehetlséget azonban itt csak felvetjiik, a matematikai
targyalasban csak a részleges automatizalis esetével foglalkozunk.

A tulajdonképpeni feladat, amivel a dolgozat foglalkozik, a kovetkezs :
meghatarozandd, hogy adott légtartilyméret és adott fogyasztas mellett milyen
teljesitEképességli kompresszorral lehet biztositani, hogy a tartalyban a lég-
nyomas gyakorlatilag soha se siillyedjen azon hatir ala, mely még elegendd
a gépek mikodtetéséhez. Ezt a problémat bizonyos — gyvakorlatilag meg-
engedhetd — egyszer(sits feltevések mellett oldottuk meg.

A probléma miiszaki vonatkozésait illetlleg értékes atmutatisokat
kaptunk Sors Ldszlé mérnoktdl, a GIRTT munkatarsatél ; ugyanesak & volt az,
aki felismerte, hogy a szobanforgo kérdés pontos 1nego]dészihoz matematikai
médszerek alkalmazdsra van sziikség, mindezért-eziton koszonetet mondunk
neki. Koszonet illeti Takdcs Lajost, Intézetiink munkatarsat, akivel ezen
munka készitése kozben a felmeriilt problémakat megvitattuk és ezek soran
tébb olyan megjegyzést tett, melyeket munkdmban fel tudtam hasznalni.

Az 1. § tartalmazza a problémd matematikai formaba valé ontését, és
elvi megolddsat, a 2. § a részletes szamitdsokat. A szamitisok eredményét
grafikonok formajiban abrizoltuk, tigyhogy az eredmények gyakorlati alkal-
mazdsa sordn a kivant eredmény minden szamitas nélkil a grafikonrdl
leolvashaté legyen. Ezeket a grafikonokat a dolgozat végén kozoljiik.

A 3. § néhany megjegyzést tartalmaz a dolgo&atban targyalt problémival
kapesolatban.

1. §. A probléma matematikai formdban valé megfogalmazdsa

Tegyiik fel, hogy egy tizemben N »fogyasztS« (dongold, prés, stb.) miksdik
sliritett levegGvel, amelyek — amennyiben m{ikodnek —id8egységenként ugyan-
annyi slritett leveglt fogyasztanak. A fogyasztokat idénként bekapesoljik,
majd kikapesoljak. Jeloljik a ¢ id6pontban miikodd gépek szamat ¢&;-vel;
& értékét csak t olyan értékeire fogjuk vizsgélni, amelyek egy idJegység egész-
szamu tobbszorosei, vagyis a ¢ =0, 1, 2, ... értékekre. Az idGegység meg-
valasztasaval, amely itt igen lenyeges kés6bb fogunk foglalkozni. Feltessziik,
hogy a gépek ki- és bekapesolddasai csakat = 0,1, 2, ... idépontokban tértén-
hetnek, vagyis a ki- és bekapesolasok idGpontjait mindig egészszamma kerekit-
jik ; ha az idSegységet elég kicsinyre valasztjuk, ez nem jelent lényeges elha-
nyagolast. Ugyanagy, mint az el6zé dolgozatban [1], belathato, hogy az egy-
idejlileg m{ik6ds fogyaszték szdma binomidlis eloszldst kovet, mégpedig ha

annak valdszintiségét, hogy egyidejiileg n fogyaszté milikddik, P,-nel jeloljiik,
ugy**
(1.1) V(€ =n) — P, = (N) P — PN (=01, ),

*Erre a lehetOségre H. Steinhaus lengyel matematikus hivta fel figyelmemet
amikor 1952 szeptemberében Wroclawban a sztochasztikus folyamatokra vonatkozd
konferencidan tartott eldadésomban tébbek kozott jelen dolgozat eredményeit is ismer-
tettem. .

** V(A)-val az A esemény valdszinliségét jeloljuk.
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2 jelentiegy fogvasztd bekapesoldsanak idébeli valoszintiség-

7
‘.h 7 —
ahol p P

1S
slirliségét és — az dtlagos miikodési idét. Ha feltessziik, hogy a miikodési

id6k exponencialis eloszlastak, Ggy a &, &, ..., &, ... valdszinfiségi val-
tozék Markov-féle ldncot alkotnak, vagyis, ha ismerjik §&; értékét, gy & 4.
feltételes valészinliségeloszlasa fiiggetlen attél, hogy &, &;, ..., &¢—1 Milyen
értéket vettek fel. Ez abbdl kiévetkezik, hogy exponencialis eloszlas esetén
annak a valdszinfisége, hogy egy gép, amely ¢ id6pontban miikédots, ¢ 4
idépont elott ki legyen kapesolva, nem fiigg attél, hogy a ¢ id6pontot meg-
el6zben a gép mennyi ideig miksodott. Ugyanis ha F(i) jelenti a miikédési id8
val6szintiségeloszlasat és a gép a f, < ¢ idépontban kezdett miikodni, ugy a
keresett valosziniiség

F(t +1—ty) — F(t—1,)

1.2
(1.2) 1— F(t—t,)

és ha F(t) = 1 — e #t Ggy ez a kifejezés 1 — e7#*-val egyenld, vagyis nem
fiigg (¢ — £,)-t6l ; ezzel szemben minden mads esetben ez a kifejezés fiiggeni fog
(t — 1,)-t6l, ennélfogva a valdszinfiségi valtozok akkor és csak akkor alkotnak
Markov-lancot, ha a miikddési id6k exponencidlis eloszldstalk.

Tegyiik fel, hogy minden fogyasztd, ha miikodik, ugyanannyit fogyaszt,
mégpedig iddegységenként o liter levegdt,* feltesszitk tovabbé, hogy a fogyasz-
tas fiiggetlen a tartalyban 1évé levegd nyomasitdl. Mivel a gyakorlatilag el§-
fordulé nyomasingadozisok nem tul nagyok, ez a feltevés nem jelent lenyeores
elhanyagoldst. Feltessziik tovabba, hogy ha a tartdlyban 1év§ levegd nyoméasa
egy bizonyos v; atmoszféra hatért talhalad, a kompresszor automatikusan
kikapesol és esak akkor kapesol be ujra, ha a nyomas bizonyos v, << v, hatér
ala siillyed. A gyakorlatban iltalaban megadjak a tartély normal nyoméasat,
amelyet v-vel jel('jliink és a szabalyozé berendezést tigy épitik, hogy v, kb.
109,- ‘kal vagy még kevesebbel legyen nagyobb, v, pedig 10%,-kal vagy még
kevesebbel legyen kisebb, mint ». A » normdl nyomésértéke a gyakorlatban
7—8 atmoszféra, mi a v = 8 atmoszféra esetre végeztiik el a numerikus sza-
mitésokat. A tartély Grtartalmat kobméterekben jeloljilk W-vel, ez esetben
tehdt a kompresszor kikapesol, ha a tartdalyban 16v3 levegl mennyisége eléri az
1100 v W litert és bekapesol, ha 900 v W literre siillyed. Nevezzink o liternyi
levegét 1 adagnak, igy tehdt a kompresszor kikapcsol, ha a tartalybani

1100
HO000H = H,-nél tobb radage levegd van, és bekapesol, ha a tartdlyban

(73
90
1évé levegs kevesebb, mint Hy = =~ :”— adag. Tegyiik fel, hogy a kompresz-

szor — ha miikédik — idSegységenként ka liter levegGt nyom be a tartalyba.** .
Jelentse 7; a ¢t id0pontban a tartdlyban 16v3 levegGadagok szamat (tehat

a tartalyban 1év( levegl mennyisége a ¢ idGpontban »;a liter). Az v valészinil-
ségi valtozok altal alkotott (diszkrét) sztochasztikus folyamat nem egyszer,

* 1 liter levegdn itt és a kovetkezSkben mindig 1 liter 1 atmoszféra nyomésfl

levegét értunk.
** A kovetkezOkben a szdmitdsok egyszertisitése céljabol feltessziik, hogy k egesz

szém; ez nem jelent lényeges megszoritast.
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hanem mdsodrendd Markov-lane : ez teszi a problémat matematikai szempont-
b6l bonyolulttd. A kovetkezGkben ugyanigy, mint £, esetében, az 7; valtozot
is csak ¢ nemnegativ egészszamu értékeire vizsgaljuk, vagyisa ¢t =0,1,2, ...
idépontokban. Mivel az idGegységet altalaban igen révidre valasztjuk, (altala-
ban néhiny mésodpercnek, de legfeljebb 1 percnek) gyakorlatilag ez meg-

engedhet§. Ez esetben tehat az mg, 14, 19, - . . valdszinliségi valtozok sorozata-
10000 W
val foglalkozunk csak ; feltessziik, hogy », = H = __av__ egész szam,

Ami az automatikus szabalyozast illeti, ezt a matematikai elméletben a kovet-
kezlképpen vessziik figyelembe : Feltessziik, hogy a kompresszor a ¢ id6-
pontban (¢ =1, 2, ...) kikapesol, ha n;,—; = H, de m > H, tovabbi, hogy
a kompresszor a ¢ idGpontban bekapcsol, ha my_y > H, de v = H. Mivel
feltevésiink szerint k egész szdm, tehat n; egy idbegység alatt mindig egész
szammal valtozik meg és vy = H is egész, tehat 7; csak egész szamu értékeket
vehet fel; ilyen médon tehat, ha v_; = H és v, > H, gy 7 lehetséges értékei
H4+1,H+2, ...,H+k mig ha ny_y > H és m: = H, Ggy ¢ lehetséges
értékei H, H — 1, ..., H — N + 1.* Az egyidejiileg miikodé gépek atlagos
szama (1) szerint xvl_\:)\—u = Np, igy tehat ha +;_; = H, Ggy v varhaté
értéke. = H — Np, mig ha ;1 = H, ﬁgy ¢ varhaté értéke << H + k — Np.
Nyilvanvalé, hogy a kompresszor csak ugy tudja ellatni a fogyasztast, ha
k > Np; a probléma éppen abban van, hogy meghatirozzuk, hogy k értékét
mennyivel kell nagyobbra Valasztanl Np -nél (azaz mekkora kell, hogy legyen

N
_k£ < 1 hanyados), hogy a légnyoméis a tartdlyban gyakorlatilag soha-
sem siillyedjen egy olyan v, érték ald, amely alatt a nyomas mar nem elegendé

N . ,
a gépek miikodtetéséhez. ** Az 1 — —kﬂ = ¢ szam a beépitendd kihaszndlatlan

kapacitds: ennek meghatarozasa a dolgozat célja. Marmost tehét az elmondot-
tak értelmében a kikapesolds idSpontjéban a tartdlyban 1évé levegbadagok
varhaté szdma H + k — Np-nél nem nagyobb, mig a bekapesolas id6pontjiban
a tartdlyban 1év3 levegGadagok szdmdnak varhaté értéke H — Np-nél nagyobb.
Latni fogjuk, hogy a gyakorlatban el6fordulé esetekben k értéket alig kell
nagyobbra vilasztani Np-nél és mindenesetre £ << 2Np, tehat a kikapcesolds
idSpontjaban < H +4 Np, a bekapecsoldsnil > H — Np adag levegé lesz a

H
tartaiyban ; ha tehdt az idéeqységet gy vdlasztjuk meg, hogy Np = To legyen,

gy az automatikus szabdlyozdst a vdlasztott matematikai modell hilen titkréze
vissza, hiszen a kikapesolds nagy valdszinliséggel 1,1 H adag alatt, a bekapesolds
0,9 H adag felett fog torténni. Igy példaul, ha a tartdly Grtartalma W = 40 m3,
a normal nyomas 8 atmoszféra és a fogyaszték szama 200, egy fogyasztd
masodpercenként 50 liter levegdt fogyaszt és a gépck dltalaban 509,-nyira

1 H
vannak kihasznilva (79 = —), ugv Np =100 és igy az Np < 0 feltétel

* Feltessziik, hogy H > N azaz ha a tartalyban normél nyomés van, agy a tartdly
levegémennyisége 1 idbegységre még akkor is fedezi a fogyasztést, ha az 6sszes fogyaszté
miikédik és a kompresszor &ll.

** Ezt a nyomést a kévetkezbkben 6.5 atmoszféranak vessziik.
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ot 320,000
azt jelenti, hogy H = --

” > 1000, ha = jelenti sec-okban a valasz-
50t
tott idGegységet; ez esetben tehat kell, hogy T < 6,4 sec legyen és igy 6 sec-os
idGegység ez esetben megfeleld (ekkor a = 300 liter). Hasonléképpen lehet
minden esetben a helyes idGegységet megvalasztani.

Marmost vizsgaljuk meg, milyen Osszefiiggés all fen & és m kozott.
Nyilvanvalé, hogy

m+k—§& ha n=H

1.3 :{
( ) Ti+1 Nt — fh ha ’T]t > H

Bevezetve az

y—2x+k ha y=H

(1.4) : f(x,?/):{;/__x. ha yv>H

kétvaltozds fiiggvényt, fennall tehat a kovetkezd osszefiggés

(15) T]t+1:f(§l’7)t) (t=0>172"")'

Mint méar emlitettiik, az n; véltozék nem alkotnak egyszerii Markov-
lancot, hanem 4. n. masodrendi Markov-lancot, vagyis adott 7 érték mellett
Mt+1 értékére vy értéke befolyassal bir, de vy, 15, . . ., M1—2 értékei mar nem.
Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be: mivel ny1 =mnr + K — & vagy
Ne+1 = M — & aszerint, hogy v, = H vagy nt > H; tehat adott 7; mellett
me+1 6rtéke csak & erteketol figg. Mivel mésrészt n; = 11 -+ £ — &1,
illetve v, = m;_1 — & 1 aszerint, hogy ny—1 = H vagy v—1 > H, tehat ha
7 é8 1;—1 adva vannak, Ugy ezaltal & 1 egyértelmiien meg van hatarozva és
igy nem fiigg vy, 7y, ..., -2 értékeitdl. De viszont a §; valtozék Markov-
lancot alkotnak és igy ha &,_ 1 értéke adott, tgy &; feltételes eloszlasa nem fiigg
€o» €1> - - +» Et—2 6rtékeitdl, ennélfogva nem figghet ng, 1, - . ., Mr—2 értékeitdl
. sem. Masrészt kiillonb6z8 7, értékeknek killonbozd £,y értékek felelnek meg,
tehat 7,1 értékének feltételes eloszlasa adott v mellett még fugg 7 _; érté-
kétol.

Figyelembevéve, hogy a &, &, ..., €n, ... valtozék Markov-ldncot
alkotnak, kénnyen belathatd, hogy a {, = & +-4n; komplex értékii valtozdk
(6 = }J/— 1) is Markov-lancot alkotnak.* Ugyanis, ha {; = £ + tn; értékét
ismerjiik, dgy.ismerjik kiilon-kulon & és v értékét, ezek egyiitt egyértelmiien
meghatdrozzak ;.1 értékét, mig & ., kiilonbozd értékeket felvehet, de ezek
valészin{iségeire kizardlag §; értéke bir befolyassal, £ j =0, 1, ... ¢ — 1)
nem és igy S (=0, 1,... t— 1) sem. [Hasonlokeppen Markov-lancot
alkotnak a Q, = &t + imr41 valtozdk is, hiszen ha (F értékét ismerjiik, agy
ismerjiik & és 41 értékét és igy arra, hogy (For = Ere1 + imree kulonbom
lehetséges értékeit milyen va]észim’iségekkel veszi fel, ¥, %, ...(F
értékei semmilyen befolyassa] nem birnak, mivel & .4 ertekere csak & erteke
birhat befo]yabsal mig ha &4 ismeretes, gy 72 = f(§t+1, 1r+1) @ szintén
ismert 7.1 érték altal egyértelmlien meg van hatarozva.] Mivel v, = I({;)
({(z)-vel a z komplex szam imaginarius részét jeldljik) tehat az v, sztochasz-
tikus folyamatot elGallitottuk, mint egy komplex értéki{i Markov-lanc vetiiletét

*A L =& —+— ine valtozék helyett beszélhetiink a (&, m) koordindtakkal bird
&4, nq) sikbeli viltozé pontrdl is.
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az imaginarius tengelyen. Ez lehet8séget nyujt arra, hogy 7 vizsgalatinal
— bar az 7; valtozék nem egyszerii, hanem masodrendt Markov-ldncot alkot-
nak — az egyszer(i Markov-lancok elméletére tamaszkodjunk.*

A {; viltoz6 lehetséges értékei az z + iy komplex szdmok, ahol
x2=20,1,2,... Nésy = H + K szintén egész szam. {; tehat minden esetben
a komplex szamsik valamely racspontjanak megfelel§ komplex szdmmal
egyenld. A=« -+ 3y, 0 = =N y = H + K értékek a vizsgalt rendszer
egy-egy dllapotdt jellemzik.

A tartalyban 1év6 leveg8mennyiség nyilvanvaléan nem lehet negativ,
ennek megfelelden a valdsagban v, = 0. Gyakorlatilag természetesen még az
sem engedhet§ meg, hogy m: = 0 legyen, s6t, azt kell elérni, hogy v = H,
legyen ; ahol H, = ]—'(—)-(L(;ViI—‘ - és v, jelenti a mfiiszakilag megengedhets leg-
kisebb nyomist, amely még elegendd a gépek miikodtetéséhez. A k szdmnak
(azaz a kompresszor-kapacitdsinak) megfeleld megvalasztasaval éppen azt kell
elérniink, hogy m; értéke .1-hez igen kozeli valésziniliséggel ne siillyedhessen
H, ald. A matematikai modell elvben nem zirja ki, hogy 7; H-nal kisebb
értékeket, (sOt negativ értékeket) is felvehessen, ennek azonban a mondottak
értelmében olyan elenyész§ kis valészinlisége lesz, hogy az semmilyen jelentd-
séggel nem bir. ‘

AL (t=0,1,2,...)valtozékbdl allé Markov-lanc mint kénnyen belat-
haté, a kovetkezd tulajdonsigokkal bir :

a) barmely allapotbdl barmely mis allapotba megfelel pozitiv valészi-
niiséggel el lehet jutni ; ebbdl kovetkezik, hogy a {; Markov-lanc irreducibilis.

Bizonyitds : Tegyik fel, hogy & = x és n = y és az & + 1y allapotbél
el akarunk jutni az u + v allapotba. Mivel &; = x feltétel mellett a £, = &’
eseménynek z' minden szambajivl értékére pozitiv valdszinfisége van, ha
¥y = f(x,y) Ggy négy esetet kell megkilonboztetni :

1.)3 y=H, v=y"+1k
ebben az esetber az dtmenet pozitiv valészinliséggel két 1épésben megtortén-
het, ugyanis pozitiv valésziniisége van annak, hogy

L1 =(y +hk—v)+iy és (ueo=u+if(y +Ek—v,y)=utiv

legyen '

2.) y>H, v=y
ebben az esetben is pozitiv valészintiséggel lehetséges az atmenet két 1épésben,
ugyanis :

L= —v)Fiy és (pe=u+if(y —v,¥y)=u+w

pozitiv valdsziniiséggel fordulhat els. -

3.) » ¥y >H, v>y

* Kz a médszer igen sok més esetben is alkalmazhaté ; ha egy nem-Markov-tipusii
7t sztochasztikus folyamat eléallithaté n = F({;) alakba, ahol {; Markov-folyamat és
F(z) egy-egyértelmii transzformacid, ezt az illeté folyamat markovizdldsdnak nevezziik.
Ennek a kérdésnek altaldnos targyalasave.l mas helyutt fogok foglalkozni. Magasabbrendi

Markov-lancok tédrgyaldsinak egyszerti Markov-lancokra valo visszavezetését illetdleg
lasd H. Wold munkéjat [2].
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ebben az esetben hdrom lépésben lehetséges az dtmenet, ugyanis két 1épéssel
atvihets a rendszer a v — H — 1 4 «(H + 1) allapotba, amelybdl egy 1épéssel
elérhet6é az w -+ v dllapot. -

1) yv=H v>y +Fk.

Ebben az esetben van olyan r szdm, hogy v =y’ + vk és igy &i11 = E142 =
=...= 5H r = Oesetben r ]epesben a rendszer olyan allapotba keriil, amelyre
az 1 2. és 3. feltevések egyike mar teljesiil és igy legfel]ebb r -+ 3 lépéssel
p()thlV valészintiséggel elérhetd. az u -+ v allapot.

b) A rendszernek nincsen periodikus dllapota, azaz olyan 4allapota,
amelybe valé visszatérés r 1épésben csak Ggy torténhet meg, ha r oszthatéegy
bizonyos D > 1 egész szdmmal (az dllapot periédusdval).

Bizonyitds : A k + iH allapot azzal a tulajdonsaggal bir, hogy pozitiv
valészinilisége van annak, hogy ha {; = & + ¢H, ugy (i1 = {; legyen, mivel
f(k, H) = H. Ha most.a rendszer az x -+ ¢y allapotbdl r lépéssel vihetd a
K 4 ¢H allapotba és onnan s lépéssel vissza az 2 - ty dllapotba, Ggy a K + ¢H
allapotba még egy lépésen it ott tarthaté és igy @ + 4y dllapotba visszatérhet
egyrészt r 4 s, masrészt r + s + 1 1épés alatt ; de akkor I osztéja mind
r - s-nek, mind r + s + l-nek, tehdt 1) = 1.

c) Ha L > Np, ugy minden dgllapot rekurrens és nem nulla dllapot (azaz
a rendszer barmely allapotbdl elGbb-utébb 1 valésziniiséggel visszajut ugyan-
abba az allapotba és azon lépések szdmanak va,rhato értéke, ami alatt ez meg-
torténik, véges).

Ugyams (I. [4]) altalanos tételekbdl kovetkemk, hogy elég kimutatni,
hogy létezik egy rekurrens nem-nulla dllapot. Ha ilyen 4llapot nem léteznék,
ugy bevezetve a

Pl = V(Cn =1+ im = h + if)

e Olést* m P,,J,,,, = 0 volna, A, §, I, m minden értékére. Azonban akkor
n—

fennillna, hogy

’

1Mz

H+k N
(1.6) On N P >0,
' =H+1

1

Kimutatjuk azonban, hogy ez lehetetlen, g, ugyanis annak a valdszinfiségét
jelenti, hogy a kompresszor nem mikodik a ¢ = » idGpontban, feltéve, hogy
a t = 0idépontban £, =h és m, = j volt. Fennall a kovetkezs osszefiiggés :

(1.7) M(1n11) = M(mp) + en(—=Np) + (1 —@n) (k— Np),
ahol M(.) a zardjelben 4ll6 valdszinfiségi valtozé vdrhatd ériékéi jeloli, és igy
(1.6)-bdl kovetkeznék, hogy

hm [M(nps1) — M(nn)] =k —Np >0

* V(A/B) az A esemény feltételes valdsziniliségét jelenti a B feltételre vonatkozolag.
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azaz, hogy

mMﬂl___k

n—yo0 n-+1 —Np>0

ehat hogy ,
nl’i_TwM("’?nJrl) = -+ oo.

Ez azonban lehetetlen, hiszen v, 1 = k 4+ H tehat M(n,.1) =k + H.
Ily médon az (1.6) feltevés ellentmondasra vezetett ; ezzel viszont be van
bizonyitva, hogy van rekurrens nem-nulla allapot, amibll — mint mar emli-
tettiik — kovetkezik, hogy minden &llapot ilyen. EbbSl megint csak ismert
tételek segitségével (lasd [4]) kovetkezik, hogy a {n Markov-linc minden
dllapota ergodikus, tehat 1éteznek a

lim P
i, 4 hitm

hatarértékek, A, j, I, m minden szambajovs értékére és ‘ezek a hatarértékek
nem fiiggnek h és j értékétdl, azaz irhatjuk, hogy

(1.8) Jim PR =10y,

De akkor léteznek a

N N .
. ny _ 1 _ . e o
(1.9)  lim l};",o Piljim = lim V(n, =migy =h + i) _’,§, Hyp =11

hatarértékek is, azaz az n, misodrend Markov-lanc minden allapota is ergo-
dikus. Eppen ebben 4ll a nem-egyszerti Markov-lancok markovizalisanak a
jelentOsége: ezzel a médszerrel ki lehet mutatni az allapotok ergodikus jellegét.
Feladatunk  marmost a II, valdszinliségek meghatarozdsa. Az egyszeriiség
kedvéért feltehetjiik, hogy &, = 0 és 1, = H, ez nem jelent lényeges megszori-
tast, ez a feltevés azt jelenti, hogy a ¢ = 0 id6pontban a tartilyban a nyomas
a norm4l szinten &ll és egy gép sem miikédik. A kévetkezSkben ezt hallgato-
lagosan feltessziik, anélkiil, hogy kiilon hangstlyoznank.

A jelolések egyszeriisitése céljabdl a kovetkezOkben a tartdlyban 16vé
nyomast azaltal jellemezziik, hogy megadjuk, hogy hany adaggal van kevesebb
levegd a tartalyban, mint abban az esetben, ha a nyomas maximalis,  vagyis
bevezetjik az nf = H + k — n; j valtozokat, és a (stacionér allapotra vonat-
kozd)

(1.10)  Ap = lim V(nf=m) = Jim Vigg=k+H—m)=0n ik m
jelolést, (1.3) értelmében az «f véaltozdkra a kovetkezd Osszefiiggés all fenn :
N\ :

[7‘;lf~—K—{—§, ha +F=k

. ¥k .
(1.11) ' (LSSl S ha 7% < k.
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Ebbdl kovetkezik, hogy fennall a kovetkezd Osszeflggés :

k—1

(1.12)  V(nfa=m) = 3 V(nt=0 V(g = m—lri=1) +

=0

m+k

X V=0 V(g = mp k— U =1)
1=k
(m=0,1,2,...).

Ezen a ponton a matematlkal targyalas egyszerfisitése céljabdl figyelmen kiviil
hagyjuk a & és mf kozotti (igen laza) sztochasztikus kapcsolatot Abban az
esetben, ha a §&; valtozdk egymastol fiiggetlenek volnanak, ugy §: és nf is
fuggetlenek volndnak, hiszen nf csak &4, €,, .-+ E1—1 ertekeltol fiigg. Amennyi-
ben az id8egységet elég nagynak valasztjuk, ﬁgy a & valtozdk valéban majd-
nem fiiggetlenné vilnak, ugyanis mint azt késébb meg fogjuk mutatni, a &
és §ryr valtozdk korrelaciés egyiitthatéja rogzitett 7 és ¢ — oo mellett kon-
vergdl az ¢—#* értékhez, vagyis két idGpontban vizsgadlva a miksds gépek
szamat az ezek kozti korrelicié a két idépont tavolsiganak novelésével expo-
nencidlisan csokken. Azonban §; és nf akkor is csak igen laza sztochasztikus
kapesolatban vannak egymadssal, ha az idoegyseget kicsinyre valasztjuk, és a
hiba, amelyet aziltal kovetiink el, hogy a &; és nf kozotti sztochasztikus kap-
csolatot elhanyagoljuk, nem befolyasolja lényegesen eredményeinket. Ezzel
kapcsolatban megjegyezziik, hogy els§ kozelitésként kezdettdl fogva feltehet-
tiikk volna, hogy a & valtozék fiiggetlenek egymastdl: ez esetben az
valtozok egyszerli Markov-lancot alkotnak, és igy az (1.9) hatarértékek 1étezs-
sének bizonyitasa lényegesen egyszeriibb lett volna ; ezt azonban azért nem
tettilk meg, hogv megmutassuk, hogy a rendszer ergodicitasa nem figg ettdl
az egyszer(sitl feltevéstGl.

Ezen a ponton azonban maér szitkségiink van — ha nem is erre a felte-
vésre, de legalabbis ennek azon kovetkezményére, hogy & és nf figgetlennek
tekinthetk. Ezen feltevés mellett a V(& = m|v% = 1) feltételes valdszinliség
nem fiigg [-t4l, és nem mdas, mint az (1.1) alatt szereplé P, = V( { = n)
valészintiség. Mivel tovabba (1.10) szerint lim V(nf,; = m) = An és

1 o0

—_—
lim V(nf = 1) = A,, tehat nyerjiik (1.12)-bdl a kovetkezd dsszefiiggéseket :
t—>0

k—1 m+k

(1.13) Ap =Y APpy+ Y APry (m=0]12,..)

I1=0 =K

(ha n < 0 vagy n > N, gy definiciészertien P, = 0). Ilyen médon az ismeretlen
Am szdmokra egy linedris egyenletrendszert myertink, amelynek segitségével
ezen ismeretlenek meghatirozhaték. Ez legegyszeriibben a generitorfiiggvény
bevezetésével torténhet ; legyen

(1.14) A(z) = f A zm és Ay(z) = Z Ayzm
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szorozzuk be (1.13) mindkét oldalat z™-el és Gsszegezziink m minden értékére,
ugy nyerjitkk a kovetkezl Osszefiiggést :

(1.15) A@R) =P(z)[Ayz) + 27 (4@ — Ay)],
ahol ’

N
(1.16) . v Pz) = Y Ppan.

n=0

Mivel (1.1) szerint

1.17) P(z) = (1 4+ pz— )N

tehat (1.15)-b6l kovetkezik, hogy
- — N 2k____ -
(1.18) A(z) = Awz) (1 + pz — DN ( 1) ’

2k — (1 + p@z— H)N

Az (1.18) dsszefiiggés alapjan az A, (m = 0, 1, 2, ... ) szamok meghata-
rozhaték. Els6 pillanatra Ggy latszik, mintha ezen szamokat az (1.18) Ossze-
fliggés nem hatdroznd meg egyértelmiien, hiszen a jobboldalon szerepld A(z)
(k — I)-foka polinom nem més, mint A(z) elsd k tagjanak osszege és ugy tiinik,
mintha ennek egyiitthatéi, vagyis az 4y, A;, ... Ax — 1 szamok onkényesen
volnanak megvalaszthatok, és ezek megvalasztdsa utédn ezek megvalasztdsatol
fiigg$ értékeket kapnank az A, (m = k) szimokra. Ez azonban nincsen igy :
Az A, A, ... Ay_1 szémok is egyértelmiien meg vannak hatdrozva az (1.18)
osszefiiggés altal, ha figyelembe vessziik, hogy az A, szamok valészintiségeket
jelentenek, tehat nem negativok és Osszegiik 1-el egyenls. Utébbi feltételbdl
ugyanis egyrészt adédik, hogy 4 (1) = 1, és igy — (1.18) jobboldaléra alkal-
mazva a I’Hospital szabalyt — kovetkezik, hogy

]‘.
(1.19) 1= Ad,(l) — —-
. wll) k—Np

Ez méris egy Osszefiiggést jelent A (2) egyiitthatéi kozott, mégpedig azt, hogy

) . k—1 : ./7
(1.20) Ak(l):ZAm:1_§k_p:g_
m=0 ’

Az (1.20) baloldalan 3116 Gsszeg egyébként éppen annak val6szinliségét fejezi
ki, hogy a kompresszor ne miikodjék ; ez a valdsziniiség pozitiv, mivel fel-
tettiik, hogy k& > Np. Mdsrészt abbdl, hogy az A, szamok nem-negativok
és Osszegiik 1-el egyenld, kovetkezik, hogy az A(z) hatvanysor konvergencia-
sugara legaldbb 1, és igy az A(z) fiiggvény a komplex szamsik egységkorének
belsejében reguldris fiiggvény ; mdasrészt  viszont a Rouché-tételbél kovet-
kezik (lasd részletesebben a 2. §-ban), hogy a 28 — (I + p(z — I)N =0
egyenletnek az egységkdr belsejében pontosan k — 1 gyoke fekszik :
legyenek ezek a gyokok z;, z, ... zx-1. Mivel az A(z) figgvény ezekben
a pontokban is regularis, kell, hogy az (1.18) szdmldléjaban 4allo polinom
is eltlinjék ezekben a pontokban: ez csak Ggy lehetséges, ha a z; szamok
G=1, 2 ... (k—1)) az Auz) = 0 egyenlet gyokei. Mivel A4(z) pontosan

114



. p . N .
k — 1 foka, és (1.20) szerint egyiitthatéinak Osszege 1 — 2P ezaltal

A(z) egyértelmiien meg van hatarozva. Tehat a k, p és N szamok megaddsa
egyértelmiien meghatarozza A4,(z)-t, és ilyen mdédon An-et is m minden
értékére. '

A feladat ezekutan a kivetkezdkre redukalédott : megvizsgalandé, hogy
adott p és N értékek mellett melyik k-nak az a legkisebb értéke, amelyre az
(1.18) osszefiiggés altal meghatarozott A(z) hatvanysor A, egyitthatéira
fennall a

(1.21) Y dn <o
m=M

egyenldtlenség, ahol M értékét ugy kell megvalasztani, hogy az éppen a meg-
engedhetd legkisebb légnyomdasnak feleljen meg a tartalyban. Ha a megenged-

‘hetd legkisebb nyomis v, 0gy ez megfelel 1000 wlr adag leveglnek atartaly-
10000, W,

. 00
ban, vagyis az 7y = - és gy az nf=—=H + k_io()"fﬂ,m értéknek :
ezek szerint H, = 1000 l;;’ﬂ jeloléssel — (1L.21)-ben M =H +k — H,

veendd. Ami 6 megvilasztasat illeti, ez attdl fiigg, hogy mekkora biztonsdgot
kivanunk elérni: a kovetkezdkben 6 értékét mindig Ggy vélasztjuk meg,
hogy atlag 3 hetente legfeljebb egyszer forduljon csak ell, hogy a nyomas a
megengedhet$ alsé hatdr ald siillyedjen. Ez azt jelenti, hogy 6 megvilasztasa
fiigg az idGegység megvilasztdasital.

A kévetkezd fejezetben foglalkozunk a most megfogalmazott feladat
numerikus megolddsaval. ElGbb azonban még egy médositast végziink.
A szamitdsok egyszerlisitése végett célszerli az (1.1) binomidlis elosztast
Poisson-féle eloszlassal kozeliteni; ez teljes mértékben jogosult, ha — amint ez
a gyakorlatban teljesiil — p igen kicsiny és N viszont nagy szam*. Bevezetve
az Np = P jelolést, az (1:1) binomidlis eloszlast kozelitjik a (1.22)

p"

DY ) e __ L ,—p
(1.22) lnﬁme

Poisson-féle eloszlassal. Kzt a kozelitést az egész eddig végzett szdmitdson
végigvive a kiilonbség csak abban fog 4llni, hogy az (1.17) alatti

P(z)= (1 + p (2 — 1))N figgvény — az (1.1) binomialis eloszlas generator- .
fiiggvénye — helyett az (1.22) Poisson eloszlds generatorfiggvénye, azaz

(1.23) P(z) = ¢Pe—D

helyettesitendd (1.15)-be, és igy (1.18) helyett a kiovetkezl egyenletet kapjuk
az A(z) generatorfiiggvényre :
ePz—1) (zk —1)

(1.24) A(z) = Ak(z)”z—k—:gzrz_r‘

* Ez esetben a & valtozdk olyan Markov-lancot "alkotnak, amelynél a lehetséges
réllapotoke szdma megszamlalhatéan végtelen. Erre az esetre elsének A. N. Kolmogorov
szovjet matematikus terjesztette ki a Markov-ldncok klasszikus elméletét (lasd [3].)
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Az (1.24) egyenletre all mindaz, amit (1.18)-rél mondottunk, és ugyanolyan
meggondolassal, mint (1.18) esetében belathaté, hogy (1.24) egyértelmiien
meghatdrozza az A, valészintiségeket. Ezt részletesebben a kovetkezs fejezet-
ben mutatjuk meg, amely az (1.21) egyenl&tlenség fennallasat biztosit6 k érték
tényleges meghatirozisat tartalmazza.

2..§. A szdmitdsok numerikus keresztilvitele
Vizsgsljuk meg mindenekelstt kézelebbrél az

Ayf2) (2 — 1) PED)
2k ¢P(z—1)

(2.1) : $ A@z) =

Osszefiiggést. z = T-et helyettesitve kapjuk, hogy

k
1= A(l)= A,(1)——-
(1) k.()k_P
és igy
(2.2) A1) = 1—7]:_

(2.2)-b8l is nyilvanvals, hogy a probléma megoldhatésiganak elGfeltétele,
hogy P < k legyen. Ezt szemléletesen is konnyen belathatjuk, hiszen ha az
atlagos fogyasztas meghaladnd a kompresszor teljesit8képességét, gy nem
alakulhatna ki stacionér allapot.

(2.1) segitségével az A, (r =k, k + 1,...) szdmok mind meghatiroz-
hatdk, feltéve, hogy A,, A4,, ... Ax—1 ismeretesek.

Az A, A, ..., Ay_1 szdmok latszélag Onkényesen valaszthaték meg,
valéjaban ez nem igy van, hanem ezek a szamok egyértelmiien meg vannak
hatarozva. Ugyanis kénnyen be lehet latni, hogy az Ay, Ags1, ... szamokat
a (21) relacié szerint meghatdrozva, ezek a szdmok az 4, A,, ..., Ax—1
szamoknak csak egyetlen lehetséges valasztésa mellett jelenthetnek valdszinti-
ségeket. Ugyanis az A4, szamok nem-negativok kell hogy legyenek, akkor
azonban a (2.1) baloldaldn 4ll6 hatvinysor — figyelembevéve, hogy —
A(l) = X Ap, = 1 reguldris az egységkorben ; de akkor (21) jobboldalanak

m=0

is reguldrisnak kell lennie ; ez pedig csak Ggy lehetséges, ha a nevezSnek az
egységkorben fekvd gyokei a szamlalénak is gyokei. Mivel — mint ezt ki
fogjuk mutatni — a 2¥ — ePG—1) = 0 egyenletnek pontosan k—1 gyoke

van az egységkor belsejében, tehit ezek a gyokok az Ap(z) = 0 egyenlet-
nek is gyokei; mivel Ag(z) (k — 1)-foka polinom, tehdt gyokei altal egy
konstans faktortdl eltekintve meg van hatdrozva. Mivel pedig (2.2) fennall,
ez a konstans is egyértelmiien meghatarozhaté. Annak bizonyitisa, hogy a

‘2 . 3) . zk —_ eP(z—l)\____ O
egyenletnek pontosan k£ — 1 gyoke van az egységkor belsejében a Rouché-tétel
segitségével ‘torténhet. '

A (2.3) egyenletnek nyilvanvaléan egyszeres gytke van a z = 1 pontban,
ugyanis (2.3) baloldalanak derivaltja az z =1 helyen k¥ — P > 0. Legyen
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most f(z) = 2, g(z) = — eP¢—D, gy ha z = re'd, ahol r > 1, gy jg(z)| =
= gPreosd—1) = ¢P—1) < 4k feltéve, hogy P(r — 1) < klog r, utébbi egyen-
I6tlenség viszont bizonyosan teljesiil, ha (r — 1) elég kicsiny ; ugyanis

2

2

ha 0 < 2 = 1igy log (1 +x)>x—%:x(l~—€-)ésigyklogr>P(r—]),

PO 8l
hal—{—>r l, tehétha-r——l<2(1—%)-

24
A Rouché-tétel szerint tehdt a |z} = r kor belsejében az f(z) + g(z)'= 0
egyenletnek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) = 0 egyenletnek, azaz
a 2¢ = 0 egyenletnek, tehit k gyoke van,; mivel r tetszllegesen kozel
valaszthaté 1-hez, ebbdl - tehat kovetkezik, hogy a zdrt egységkorben
a (11) egyenletnek pontosan k gyoke van; az egységkdr keriiletén azon-
ban az = 1 ponton kiviil mis gyok nem fekhet, mivel ha z = ¥, Ggy
[ePe—D} << 1 = |2¥|, tehdt (11)-nek k — 1 gydke van az egységkor belsejében.
Ezek a gyokok mind komplexek, ha k paratlan, mig ha k paros, egy gyok
a negativ valds tengelyen fekszik. Ugyanis ha h(z) = 2%¢P0-2, 4gy A#'(z) > 0,
ha 0 =2 =1 és igy mivel A(0) = 0 és h(1) = 1, tehit ha 0 <z < 1, Ggy
h(z) < 1; ha k paratlan, agy &'(z) > 0 a(— 1, 0) intervallumban is, mig ha
k paros, gy h'(z) <0, ha —1<2<<0 és k(— 1) =¢? > 1, tehit az
1 — h(z) = 0 egyenletnek pontosan egy gyoke van a (— 1, 0) intervallumban.
Az elmondottakbdl specidlisan kivetkezik, hogy ha k& = 1, Ggy a (2.3) egyen-
Ietnek nincsen gydke az egységkor belsejében.

Az elmondottak szerint tehdt

(2.4) A(z) = (l—i) (z—2)(2—25)...(2— 24_1) (2K — 1) P™D)

k) (1—2) (1 —25)...(1— 2zg_1) (2k — ePlTD)
ahol z,, 25, ..., 2x—1 a (2.3) egyenletnek az egységkor kelsejében fekvo gyokei.
Ebb6l kovetkezik, hogy M;-vel jeldlve xf virhat6 értékét
1 P—1 k
(2.5) My=A'(1)= )

AT T T wioey)

M; kiszamitasdhoz tehdt ismerni kellene a (2.3) egyenlet gydkeit. Fel-
adatunk megoldasihoz azonban nem sziikséges M; pontos meghatarozisa.
A k = 1 esetben ez igen konnyii, mivel

1 1
M, = A"(1)=— —(1—=P)}.
(2.6) = A'(1) 2“ = —(1=P)]

egyébként azonban meglehetésen faradsigos.
Az A(z) = Z Anz™  hatvanysor konvergencia-korének sugara az A(z)
m=0

fiiggvénynek a z = 0 ponthoz legkozelebbi szinguldris pcntjdnak a 0 ponttél
val6 tavolsiga. Ezt a tavolsigot nevezziik R-nek. Koénnyen belathatd, hogy R
nem més, mint az x¥eP(!— = 1, egyenlet egyetlen 1-nél nagyobb pozitiv
gyoke. Ugyanis az f(x) = %P fiiggvény értéke az =10 és x =+ oo
pontokban 0, kézben a fiiggvény a maximumét azon pontban veszi fel, melyre
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. . ]‘;
(kxk—1 — Pxk)eP1-0 = 0, azaz a fiiggvény maximumat az x = — > 1 he-

lyen veszi fel, a maximum értéke (%)kep‘k =f (%) és mivel (1 — x)ex = 1
, k 1
ha 0 < x < 1, tehat f(;)= PP
| (=557
k ¢ k ‘
f(x) > 0, ha x < })— és f'(z) <0 ha x> X tehat f(x) az l.érté_ket két

> 1. Mivel tovabba

helyen veszi fel, az egyik az x = 1 hely, amely < %, a masik hely, amelyet

. k : .
R-el jelolink, tehat sziikségképpen > 7 Ha viszont 1 < |2| < R, akkor

If(2)] = |e|*eP~1s) > 1 tehat az f(z) = 1 egyenletnek az 1 < |2| < R korgyii-
riiben nem lehet gytke; ebbdl és az elmondottakb6l mar kovetkezik, hogy
az A(z) fiiggvény regularis a'|z| << R korben, ahol R az

(2.7) Rk .ePO—R) =1 °

egyenlet egyetlen 1-nél nagyobb pozitiv gyoke. A (2.7) egyenlet nyilvan a
kovetkezS alakra is hozhaté :

P
(2.8) P o R
' k k

. . RP R . _y . ,
vagyis o = % = (amelyrSl szintén tudjuk, hogy 1-nél nagyobb)
| () |
gyoke a : .

> _ P
( 2. 9) } ) ge_Q = '—l: [ K

egyenletnek, még pedig az egyetien 1-nél nagyobb gydke ennek az egyenletnek.
Az y = pge—e fiiggvény maximumat a ¢ = 1 helyen veszi fel, a maximum értéke
1/e. Ezen fiiggvény inverz fiiggvénye kétértékli; azt az agit, amely 1-nél
nagyobb értéket vesz fel, |1 — ye szerint haladé sorba fejthetjiik:

- 3
(2.10) o=1+¢ Vl'-fle + ca(1 — ye) + ca{ 1 —ye)? + cy(1 —ye)r4 .-
2

‘= ge~¢ és ha o =.1, gy -
2

=¥ (1 + u)e— 4w és igy

Legyen z = )1 —ye, akkor tehdt y =

: 1
x = 0. Legyen tovabba w = o — 1, akkor
x?=1— (1 +u)e ¥, azaz

(2.11) =1 —(1 +u)en

(2.11)-ben a négyzetgyok azon dga veends, amely pozitiv u-ra pozitiv értékeket

118



vesz fel. A feladat tehat a (2.11) altal definialt = — x(u) figgvény « = 'u( )
inverz fiiggvényének sorbafejtése « hatvanyai szerint, tehit az

(2.12) U = T + €22+ ¢33 + ¢t + -

sorfejtés egyiitthatéinak meghatdrozasa. .
A (2.12) hatvanysort (2.11)-be helyettesitve, a hatdrozatlan egyiitthatok
mddszerével kovetkezik, hogy

e, =12 ’
2
Co ::
11)2
C [
3 36
L8
*7 135
Tehat . p
_ 12 43
:1+V2(1-ye)+3(1—ue)+—€—(1—ye)2+1~<1—ye) A
és igy
. Py > Py ‘
(2.13) :—‘1+V (1—56' R)+5(1—1—e‘ 'k)+--- l
k 3 k ‘

A sorfejtés akkor konvergal, ha LE koézel van 1-hez.

Legyen
PR
I—e&
azaz
P
(2.14) P

akkor 0 < & < 1. ¢ tehdt a relativ kikaszndlatlan kapacitdst jelenti, vagyis a ki
nem haszndlt kapacitds és a teljes kapacitds viszonydt; 100 & tehdt a kihasznd-
latlan kapacitist szdzalékban adja meg. A (2.13) sorfejtésb6l megkaphatjuk R-nek
¢ hatvanyai szerinti sorfejtést.

28 3¢
(2.15) ' R:1+2£‘—|——£2+2—83+4i)84+°--
3 9 135 -
Els6 kozelitésben tehat
P
(2.16) R%l+2£:l+2(l—L—

| .
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Fontos megjegyezni, hogy ez a kizelités alsé becslést ad R-re, azaz valdéjiban
R> 1 4} 2¢. Ezt a kévetkezGképpen lathatjuk be :

A bizonyitandé egyenlStlenség ekvivalens azzal az allitdssal, hogy az
2¥eP0—) fiiggvény az ¢ = 1 + 2¢ helyen 1-nél nagyobb értéket vesz fel ;
viszont azt jelenti, hogy

(2.17) (1 + 2¢) e—2e0—8) > 1,

Utébbi egyenlbtlenség viszont érvényes e minden szambajovs értékére, azaz
ha 0 <e <1, ugyanis ha c¢(c) = (1 4 2e)e~ 2608 gy ¢(0) =1 és
¢"(e) = 8ele—28(1—8) | vagyis ¢(e) monoton névekvd figgvény.

Az elmondottak alapjan most mar gyorsan eljuthatunk a probléma teljes
megoldasahoz. Feladatunkat megoldottuk, ha éles felsé becslést adunk a

)] A kifejezésére. EbbSl a célbdl sziikségiink lesz a Cauchy-féle egyiitt-
=M

n=
haté becslésre, amely szerint

Max [A(z)l

(2.18) A, =H=R____ (m=012,...).
Rm
1

Ezt az egyenlotlenseget barmely olyan R, értékre alkalmazhatjuk, melyre
A(z) az R; sugari koézben reguldris; specilisan tehat alka]mazhat]uk az
B, =1+ 28 értékre. Mivel Ax(l) = e, nyilvanvals, hogy ha |z| = 1 + 2¢, Ggy

e(l + 2e)k (1 4 A + 203)
(1 + 2e)ke —2Pe — 1

[A(z)] =

Mésrészt azonban, ha r > 1, ugy »* — 1 = k(r — 1)
és igy
2Py P
(1+ 20k e=2Pe —12k|(1 +-2e) e " — 1| = ——[(1+ 2e) e"%0=2—1}
Mivel

(1 + 2¢) e—2e1—8) _ | = foZe—ZX(l‘x) dx

7 . ' -1 .
és ha 0 < g <1, Ggy e 2= =¢ 2, ha 0 =X =¢ tehat
83

3Ve

(1 + 2¢) em2—a 1 =

és igy

-

(1——e) (1 + 2g)2k—1,

'<‘

3

A =
) = 2
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Tehat a Cauchy egyenl§tlenség szerint

— 31e (1 —¢) B
" 4gZP(1 + 2¢)m+1—2% (m=MM+1,...)
és igy
(2.19) Z°v° A = sle(i—e)
maM 8e3P(1  2¢)M—2k

A feladat megoldasa azt kivanja, hogy igen kicsinnyé tegyiik annak a
valészin(iségét, hogy m; < H legyen ; ennek valdsziniisége viszont nem mis,
mint

3 ©0
Y An
m=H+k—H,

ésMgy (2.19) szerint, azt kell elérni, hogy

(2.20) Ble(t—e) 4
8IP(1 + 20)H—Ho—k

legyen, ahol & egy igen kicsiny szam, pl. 6 = 0,0001. Ha az iddegység 1 perc,
ez azt jelenti, hogy altalaban 10 000 percenként, azaz — 8 éras munkanapokat
szamitva kb. 21 naponként egyszer fordul csak el§, hogya nyomdas a megenge-
dett legkisebb nyomis ald siillyed. Természetesen & értékét még kisebbre
valasztva, a biztonsig még novelhetd.

Ezt k megvialasztdsival kell elérniink.

Ha példaul 6 = 0,0001 értéket valasztjuk, (2.20)-bdl e-ra a kovetkezd

egyenlétlenséget nyerjik, figyelembe véve, hogy & = 1
— &

Hp——— -
£3(1 4 2- e - 3.10¢- Ve .

1—e¢ . 8P

H—
(2.21) )

0ssze-

P
Ha ¢ értékét (2.21 )-nek megfelelden megvdlasztjuk, dgy a bk = "

— &
fitggésbdl adédik, hogy a kompresszor teljesitéképességét milyen nagyra kell meg-
vilasztanunk, hogy a fogyasztdst fedezni tudja.

A numerikus megoldds tekintetében két esetet kell megkiilonboztetniink.
Ha H — Hynagy P-hez képest, Ggy (2.21) dltaldban e-nak mar kicsiny értékeire
teljesiil, és igy (2.21) nevezdjében az 1 — e tényezst elhagyva és a

P
(2.22) Ble) = Ped(1 + 2¢)* 7= = 6200 = C

egyenlitlenséget vizsgdlva, ha (2.22) teljesiil, agy (2.21) is teljesiil. A megoldés
marmost Ggy torténhet, hogy keresiink egy felsd becslést arra az e-ra, amelyre
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(2.22)-ben egyenl8ség van, azaz egy e-értéket, melyre mar a (2.22) egyenl6t-
lenség biztosan teljesiil ; legyen ez g, ; akkor megoldjuk a
) P
2.23) Pey(1 4+ 20) T e = C
egvenletet e-ra, vagyis vessziik az

1

] P
(2.24) g=82:1[( ¢ )”‘”“‘—n—sl _ll
2L\ Ped v
kozelits értéket és ezt az eljardst még egyszer vagy még haromszor megismé-
teljiikk; ugyanis az &, €, &3, ... értékek viltakozva felilrdl, illetve alulrdl

kozelitik a helyes e értéket, azaz ha g; > ¢, akkor g, < ¢, £, > £ 5. 1. t. ésugy
ahhoz, hogy fels§ becslést kapjunk, paratlan indexli kozelité értéknél kell
megallanunk. '

Miel6tt az eljards konvergencidjat megvizsgalnidnk, allapitsuk meg,
hogy milyen feltételek mellett elégitheto ki egyaltalan a (2.22) egyenlStlenség?
Ha feltessziik, hogy

"'3”*)
i) -‘;"_ - . 2
(2.25) H—H,> P(1+VPlog3

(ami biztosan teljesiil, ha H — H, > 2,8 P figyelembe véve, hogy P > 17
amit fel fogunk tenni (lasd (2.26) ], Ggy a

P
B(e) = P&e3(1 + ZE)H—-HU—’_;_S

intervallumban és igy

fiiggvény monoton névekvs a |0, -

: 3
. 1+ Vvv o
' | Plog 3
| Vﬁi_
Plog3
1+ V—j -
Plog3

2,45/ p

felvesz minden értéket 0 és €y, = B kozstt. Mivel kénnyen

belathaté, hogy

1,8¢
/P

,
Cy =

tehdt a (2.22) egyenlStlenség bizonyosan kielégithetd, ha ¢, > ¢, ami viszont

teljesiil, ha teljesiil az 1,8 ¢245VF = 6200 |/ P egyenlétlenség :
utobbl viszont fennall ha

(2.26) - P>11. N
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A kovetkezSkben feltessziik, hogy gy (2.25), mint (2.26) teljesiilnek.

Ratériink ezek utan a vazolt eljardas konvergencidjanak vizsgdlatara ;
az eljards nem mas, mint a kozonséges iteracids eljaras, alkalmazva az ¢ = @(e)
egyenletre, ahol

1 .

. 1 C H—Ho_‘ ’ ]
DI lod — . 1—¢ R
(“'“‘) (p(e) 2[(1)63) !

Tehét a konvergencia biztositdsdhoz csak azt kell ellendrizni, hogy tel-
jesiil-e a |¢'(e)] < 1 feltétel. Konnyen beldthatd, hogy

(2.28) @'(e) <0

=

ha g << —
e
2/
és
) 9
I’ () <-—{'0—
8 s
tehat
0,92
(2.29) lp'(e)] <<1 ha e&<-—"=

VP

Mivel a (2.29) alatti egyenldtlenség kevesebb megszoritast jelent, mint a (2.28)
alatti, ha P > 17,5, tehat a fortiori, ha P > 17 kovetkezik, hogy ha

3

. 2P e 0,95
V< e ———— (aml teljesiil, ha & <C )

R VP
1 +l =
2P

agy
—1 < g'(e) <.
és igy az iteracids eljaras konvergal.

Miel6tt eredményeinket 6sszefoglalnank, foglalkozzunk H — H, szdm-
értékének meghatirozasival. Mivel a maximélis nyomas, amelynél a kom-
presszor kikapesolédik 8,8 atmoszféra, és a minimalis, amelynél még milkkodnek
a gépek 6,5 atmoszféra, ha a tartaly frtartalma Wm?3, Ggy tehdt a tartily
8 atmoszféra nyomdasnal 8000 W liter levegdt, 6,5 atmoszfera nyomasnal
6500 W liter levegdt tartalmaz, vagyis

65001

H= Hy=

8000 W
a - a
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tehat a minket érdekls H — H, kiilonbség a kovetkezSképpen szdmithaté ki :

(2.30) H— H, = 1200

’
«®

ahol tehat W jelenti a tartaly firtartalmat m3-ekben és a« egy fogyaszté id6-
egységenkénti fogyasztasat literekben. A (2.30) alatti kifejezés felfelé kereki-
tendd, hogy egész szadm legyen.

A (2.30)-ban szerepld a szamszerii értéke az id8egység megvilasztisitol
fiigg. Mint arra mér az 1. §-ban ramutattunk, az id62gység megvalasztisit agy
kell végezni, hogy figyelembe vessziik azt, hogy a kikapesolds a normal nyomast
legfeljebb 10%,-kal meghaladd nyomasnal, a bekapcsolids a normal nyomdsnal
legfeljebb 109,-kal kisebb nyomésndl torténik. Ezt — mint arra mar szintén
ramutattunk — azéltal vehetjiik figyelembe, hogy az idGegységet Ggy vélaszt-
juk, hogy fennalljon az

2.31) Ay r—,P<%

egyenlGilenség. Ha a, jelenti egy fogyaszté egy perc alatti fogyasztasat, és =

a valasztandé idGegységet percekben, tgy H =

800
kell &llni a P < —00W

és (2.31) szerint fenn
4T

o vagyis a
800 H”
(2.32) 800117
a. P
egyenlétlenségnek. Grafikonjainkat a kivetkezd idGegységekre készitettiik el :
1 perc, 30 sec, 12 sec és 6 sec. Grafikonjaink haszndlatihoz tehdt eldszor ki kell
800W e
szdmitani @ — szdmot; ha ez 1-nél nagyobb, dgy 1 percel vdlasztunk idd-

all)
S00W

eqységqiil ; ha

értéke 0.5 és 1 kozé esik, Ugy az idlegységet fél percnek,
!

ha 0,2 és 0,5 kizé esik, sigy 12 mdsodpercnek, ha viszont 01 és 0.2 kizé esik,

gy az iddegységet 6 mdasodpercnek vilasztjuk. Természetesen lehet tobb kiilon-

boz6 idBegységnek megfelelGen is elkésziteni a grafikont, azonban mivel a

gyakorlatban Ggyis esak bizonyos szama kompresszor-tipus all rendelkezésre,

ez nem latszott egyel8re sziikségesnek.

Eredményeinket tehat a kovetkezGkben foglalhatjuk ossze: Ha a
stirttett levegdt N fogyaszté veszi igénybe, és a fogyaszték dlialdban a munkaidd
p-ed részében mitkédnek, vagyis a stiritett levegdvel dolgozd gépek kihaszndldsi
tényezdje p-vel eqyenlé és P = pN, tovdabbd ha a fogyasztok percenként a, liter
levegdt fogyasztanak és a tartdly vdrtartalma W m3, dgy a kompresszor percenkénti
teljesitménye IPII, liternél nagyobb kell, hogy legyen ahhoz, hogy ne sillyedjen

a nyomds 6,5 atmoszféra ald ; it £ az

1500W P
(2.33) (1 + 2g) & e — 5200
Pz
124 7



egyenlet gyike, ahol a = o4t és a T idbegyséy 4gy van megvdlasztva, hogy teljesiil-
jon a (2.32) egyenldtlenség. Ha a P, W és a, adatok adva vannak, akkor tehat dgy
jarunk el, hogy eldszor (2.32)-b6l meghatdrozzuk a helyes v iddegységet, azutdn
o = o1 érték mellett megoldjuk e-ra a (2.33) egyediletet, és az igy kapott ¢ értékke]

kiszamitjuk a k = l szdmot ez adja, hogy hdny liter percenkénts teljesit-
— &
ményd, kompresszorra van szitkség.
Lassunk most egy szampéldat :* az iizem séiritett levegdvel dolgozd gépeinek

szama legyen N = 100, a gépkihaszndlds legyen p = 0,5, vagyis 50%,-0s és igy

P = Np=50;
tegyik fel, hogy eqy fogyaszté percenként 50 litert (a, = 50) fogyaszt, és a tartdly
dirtartalma legyen 10 m3 (W = 10); ez esetben 8”0;)‘, = 3,2> 1, tehit az
id8egységet vehetjik egy percnek, vagyis 1 = ;1’1 o = a,, akkor tehat
B H, = PN o,
Megoldandé tehat az 1o 5

(1 + 2¢)  T—e = 124

egyenlet. Els6 kozelitd értéknek valasszuk az ¢ = 0,05 értéket.

Mivel
14+2e=1,1 és 1[,18> 2
tehat
50
300— -2—
(14 26)° T-&x 9230~ 8.]08

masrészt 5 < 108, vagyis valéban e, valamivel nagyobb a szikségesnél.
Szamitsuk ki a masodik kozelitést :

11:124.108 L
£y = l ' _127 I‘(_Jw_ 1} = 0,029.
T 210 125

Ez valamivel kevesebb, mint amire szitkség van, tekintve, hogy teljesiil az

3
81<'—T/—:—T—‘
"+ ep

feltétel. Megjegyzendd, hogy az eljiris konvergal is, mivel teljesiil a

= 0,11

R, <1
6200
log -

83
feltétel.
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Nézziilk most a harmadik kozelitést :

&y =

) 9
! \(.] 24-100 )249 — ’ = 0,032,
2 24.500
Ez tehdt kieldgitd kozelités ; a helyes & érték 0,029 és 0,032 kozétt van, ha
a felsG értéket fogadjuk el, ez csak noveli a biztonsagot. Ez esetben tehat

P . 7 . ?
= 1 = 52 vagyis a kompresszort dgy kell méretezni, hogy percenként 43,5
—e

liter levegdt adjon.

Abbdl a célbdl, hogy ne kelljen a szamitdst minden egyes esetre elvégezni,
a kovetkezGképpen jarhatunk el : & kiillonbozd értékeire pl.
e=0,010, 0,015, 0,020, 0,025 0,030, 0,035, 0,040, 0,045,
0,050, 0,060, 0,070, 0,080, 0,090, 0,1, 0,12, 0,14,
0,16, 0,18, 0,20, 0,25,. 0,30, értékekre

abrazoljuk - értéket, mint p fiiggvényét, azaz abrazoljuk a

0¢
PR T
(2.353) MMM Te?
a 1500 — € log (1 + 2¢)

figgvényt, igy egy gorbe -hédlézatot kapunk, amelyet = = 1 az 1. dbra szem-
lélteti. A 2., 3. és 4. dbra a 30, 12, ill. 6 mdsodperenyi idGegység esetére
vonatkozik. ‘

L
Adott P és o értékekhez a hozzatartozé e-értéket ugy hatarozzuk
meg ezen abrak segitségével, hogy megkeressiik az abrédn azt a pontot, amely-
nek abszcisszaja P és ordinataja E/—, és megnézzilk, hogy mely e-értéknek
megfeleld gorbe halad kozvetleniil ezen pont alatt.* fgy pl. a P = 50, W = 10,
a = 50 esetben az ezen értékeknek megfelelé pont az ¢ = 0,030 és ¢ = 0,035
értékeknek megfelel§ gorbék kozott fekszik (interpoldcidoval nyerjikk = az
e = 0,032 erteket megegyezésben az elGbb végzett numerikus kozelits elja-
rassal) '
A gorbék nagy e-ra kezdettdl fogva emelkeddk, kisebb & értékekre eleinte
enyhén esnek, azutin emelkednek.
Az elmondottak azt jelentik, hogy adott fogyasztds mellett minél nagyobb
a légtartalyok iirtartalma, annal kisebb teljesitGképességili kompresszor ele-

gend{ az iizem ellatasahoz mig adott legtar‘cdlvméret (W) és gépenkénti ido-
egység alattl fogyasztds (a) mellett az £ szam dltaldban p-vel egyiitt novekszik,

de nagy ; mellett, azaz igen nagy tartdlyméret mellett P nivekedésével
e eleinte csokken és csak nagy P-re kezd névekedni. Bz tehat azt jelenti, hogy
van egy meghatdarozott P-érték, amelynél ¢ minimalis, azaz a kapacitas kihasz-
naldsa optimalis.

* Ha nagyobb pontossigot kivanunk, ugy interpolaciét végziink.
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Minél kisebb &, annal jobb a kompresszor kihaszndldsa, annal kevesebb
kapacltas van kihasznalatlanul, tehat egy aj lizem méretezésénél a leghelyesebb
agy eljarni, hogy elére rogmt]uk ¢ értékét, (pl. e = 0,03, vagy e = 0,05-ben)

(04

és a virhaté P-hez megkeressiik a hozzatartoz6 o értéket, és a ka = T/
értéket és ennek megfeleléen kell a kompresszort és a légtartalyt méretezni.

Arhennyiben a kettd koziil az egyik — pl. —a— — adott, ugy e értéke mar P
. . . . W . , N
altal meg van hatarozva. Ha viszont ugy . ‘mint ka adottak, gy kiszdmit-

hato, hogy milyen fogyasztast bir a berendezés ellatni, mégpedig a kovetkezs-
képpen : megoldjuk P-re a

20 R G200

i .

‘ 2.3
Pt ! )
egyenletet. ,
Ilyen médon fenti eredmények segitségével barmilyen, a kompresszor és
a legtartaly méretezésére vonatkozé probléma,szabatosan megoldhaté. Ez lehe-
tévé teszi a tervezésnél jelentds vsszegek megtakaritasat, feleslegesen nagy
beruhédzasok elkeriilésével. A sziikséges szdmadatok a grafikonokrdl leolvas-
haték, és igy szinte semmi faradsigot nem okoznak, ha egyszer a szukseges
graflkonok elkésziiltek.

3. §. Kiegészité megjegyzések

Ebben a §-ban néhiny kiegészits megjegyzést kivanok tenni az el6zé
§-okban megoldott problémdval kapesolatban, amely megjegyzések a probléma
megolddsa soran folytatott vizsgélatok olyan eredményeire vonatkoznak,
amelyek — bar a fent ismertetett megoldas szempontjabdl nélkiilszhetSknek
bizenyultak — tovébbi ilyen irdnyu vizsgalatok esetében sziikségesek lehetnek.
Itt kozlink tovdbba néhany olyan eredményt, amelyeket az elézkben mar
felhasznaltunk, azonban blzonyltas nélkil.

Ezen meg]egyzesek egyrésze a fogyasztas mgadozaqalnak tovabbi vizs-
gdlatara mésrészt a légtartdly-nyomasdnak kdzépértékére, tovabba a probléma
mas lehetséges megoldiasmédjara, végiil pedig a (2.33) egyenlet gyokeinek meg-
hatarozasira alkalmazott iterdciés médszerre vonatkoznak.

!

A) Megjegyzések a fogyasztas ingadozdsaival kapcsolatban

Az egyszeriliség kedvéért eldszor arra az esetre szoritkozunk, amikor p
értéke kicsiny és N értéke nagy és a fogyasztok egyformak, vagyis amikor a ¢id6-
pontban az egyidejiileg miikods fogyasztok szdma, amelyet az elGbbiekben ¢i-
vel jelsltiink, a stacionér hatdsesetben Poisson-eloszlastinak vehet{ :

on P
(3.1) Ve, ey T

!
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ahol P = pN és p = Py A o tovabba A jelenti egy gép bekapesolisanak

valészintiségsiirliségét és — az 1 — e Ht exponencidlis eloszlasti miikodési
w

A .
id§ varhaté értékét. Mivel feltevésink szerint p = p— kiesiny,
tehat A is kiesiny p- hez képest és 1gy kozelit6leg —~-vel vehetd

egyenlének ; bevezetve a A = N A ]elolest azt kapjuk tehat, hogy &t eloszlasa
kozelitdleg £ varhaté értéki Pmsson eloszlds. Ugyanerre az eredményre

jutunk, ha abbol indulunk ki, hogy végtelen sok gép van, és a gépek bekapcso-
lasai Poisson folyamatot alkotnal A valoszmusegsuruseggel ; ebben az eset-
ben — mint azt egy el6zé do]gozatban [5] kimutattuk, — ha t = 0 idGpont-
ban egy gép sem miikodott, ugy a ¢ idépontban miiksdd gépek szama — ame-

lyet tovabbra is £;-vel jelolink — Poisson eloszldsu A (1 — e—mt) varhato
értékkel, azaz H

A N 1
[E(l—e [J‘t)] —A(l—_é—‘.“t)
(3.2) V(¢ = n) — Palt) = - ¢ B :

Ha t — oo, igy stacionér hatdresetként kapjuk a

(3.3) ° P, =

valészin(iségeloszldst.

Az 1. §-ban sz6 esett arrdl, hogy a & = n, &5 =m »atmenetnek¢m és n
minden értékére pozitiv valészinlisége van ; ezt azonban ott nem bizonyi-
tottuk. Szdmitsuk ezért most ki mindenekelstt a

(3.4) Pm]n(t:s) = V(§t4s = ml§ .= n)

feltételes valdszintiségeket, a £; Markov-ldnc dimenet- valdszindiségeit. Egyszert
valdszin{iségszamitasi meggondolassal adédik (3.2) felhasznilasival (feltéte-
lezve, hogy a miikédési id6k exponencidlis eloszlastak), hogy

A m—i
min(mm oy, [v_:,(l_e “)] — AL (1w
3.5) P psj(1—e—usyn—j . [
(3.5)  Pmin(t,s) = J; (y)e (1—emt) m—pt  *

Ennek alapjan kiszamithatjuk & és &:+s egyiittes eloszlasanak generator-
fiiggvényét : legyen V(& = n, 15 = m) = Pum (¢, 9)

és 3 Y Pua(ts) a"y™ = Qzyt,s), akkor

n=0 m=0
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mivel Pum (¢, 8) = Pa(t) Pmn (t, 8), kovetkezik, hogy
o n A ’
(3.6) Gl ts) = exp[;(l — o) (y—1) +
+ L e (@ 1) 4 2 (1 — e ry emsaly — 1),
® w :

A G(z, y, t, s) generatorfiiggvény segitségével kiszdmithatjuk &;és £:45 korre-
laciés egyiitthatéjat ; mivel

. - ey A ~
(3.7) M(Ei€res) = (5@)’;,:11,—;6 ps(l —e—Ht) 4,
+ (%) (1 — e—nt) (1 — g—nlt+s)
tovabba l
(3.8) M(E) = o(E) = 5 (1—er)
tehat .

{3.9) 0§, E4s) =

M(EEres) = ME) MIErss) _ e V—E
a(E1) o (Eras) 1 — e—#lt+s)

és igy rogzitett s mellett

(3.10) l'}j&@(ft ,Eras) = eTHs,

Erre az eredményre is hivatkoztunk az 1. §-ban.
Szamitsuk most ki a ¢ id6ponttdl ¢ -~ s-ig terjedd id6 alatti 6sszfogyasztas
varhaté értékét és szdérasat.*

Ha ezt a fogyasztast X(t)-vel jeloljuk, agy

- t+s
(3.11) Xs(t)fafgtdt
t

és igy

' r A e—1t(1 — g—ns)
(3.12)  M(Xab)=o | M(g) dt=a’ ls—{— ]

J w m

tehat

(3.13) Jim M(X, ) = ads

* Ebben a §-ban a ¢ viltozét folytonos valtozénak tekintjik.
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tovabha
(3.14) A Xah) = M(X%t) — M¥(X«b)
és mivel

t+s t+s
(3.15) M(X%) = o? f [ M(¢.6,) dudy,

' : Tt )

tehat )
. : o, OMANY  202A ( (1—emh9)
(3.16) Jim M (X5t = = - (s p )
és igy

202 —ens
(3.17) lim o3} X)) = ¢ ;/L [s—(l——e——)—]-

t— oo w v

Ezen eredmények alapjan a Csebisev-egyenlétlenség alkalmazisiva
becslést nyerhetiink annak valdszin(iségére, hogy az dsszfogyasztis s id6 alatt
meghalad egy bizonyos 4 értéket. A Csebisev-egyenlftlenség szerint ugyanis
(3.13)-bdl és (3.17)-bbl kovetkezik, hogy

ads - al2A 1
¢ 0 < =

(3.18) lim V(Xs(t)— A8 S
t—oo ' ' w

Ezt az eredményt akkor alkalmazhatjuk, ha igen nagy tartalyunk van, és azt

‘kivdnjuk tudni, hogy amennyiben a kompresszor nem miikidik, mi a valé-
sziniisége, hogy a tartdlyban 1évé készlet s ideig elegendé a fogyasztas fedezé-
sére ; amennyiben a tartily befogaddképessége gyakorlatilag korlatlannak
vehetd, Ggy ugyanez az eredmény miik6dé kompresszor esetében is megadja
annak valoszinliségét, hogy a kompresszor fedezni tudja a fogyasztast :

B) Megjegyzések a légtartdly nyomdsdndk kozépértékével kapcsolaiban

Amint azt a 2. §-ban megjegyeztiik, nf varhaté értékének kiszdmitdsdhoz
ismerniink kellene a

(3.19) 2k — ePE—1) — () . (()<P<k,k egész)
egyenletnek az egységkdr belsejében fekv( z,, 2,, . .. zx—1 gyokeit. Ezen gyokok

segitségével ugyanis 7 varhaté értéke a kovetkezGképpen fejezhetd ki :

ol P—1 . k
3.20 M(r}y = : - .
( ) (ne) 1§1 1—-Zj+ 5 20h— P)

Hasonloképpen a zj gyokok ismerete szitkséges ¥ szérasanak kiszamitdsdhoz is.
J M
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Meg fogjuk mutatni, hogy a z; gy6kék exvlicit alakban kifejezhetdk,
a W = ze—* figgvény, inverz fiiggvényének sorfejtése segitségével. Konnyen
belathaté ugyanis, hogy a W = ze~2 figgvény z = Z(W)inverz fiiggvénye a -
kovetkezd sorfejtéssel allithaté el6 : -

o o winpt—1 1
(3.22) z=Z(w) = Z T amely hatvanysor a lwj= -

kézben konvergens.

Mivel k feltevésiink szerint egész szam, tehat a z;, z,, ... 2x_1 gyokok
— valamilyen sorrendben — a '
o _zf.l_j P (z—1)
(3.23) z=1e kK ek (= L.2,...k—1)

egyenletek gyokei: szdmozzuk ezen gyokoket éppen ugy, hogy z; a (3.23)
egyenletnek az egységkor belsejében fekvé —. a Rouché-tétel értelmében
egyetlen — gydke legyen. Kz esetben tehat alkalmazva a (3.22) sorfejtést a

pz P 2mi
£« = i il P .
Pz e (k)] ="« k@ilo=ck |egyenletnek eleget tevd z]= i) szamra,
k k & & k

nyerjiik, hogy
[

n
— e k wl) npn—1

k Eoo .
(3.24) z,-:l_),zl_) {: (i = 12,. A—~l-)

n!

Ilyen médon a z; gyokoket sorfejtés alakjaban kaptuk meg: ezek a sorok
konvergalnak, mivel

P P

_F P B
}«e k awj —e k <-
k k

1
e

tekintve, hogy ze—* maximumait az x = 1 helyen veszi fel, és ott xze=* = ¢ ;

de ezek a sorok csak akkor konvergalnak gyorssn, ha n kicsiny ; mig a

minket érdekld esetben % éppen hogy kozel van 1-hez. Eppen ezért valasz-

”

tottunk az elozé §-ban mas utat.

C) Megjegyzések a tdrgyaldsmod vdlasztdsival kapcsolatban

Azt a tényt, hogy a kompresszor akkor kapcsol ki, ha a nyomas a 1ég-
tartalyban kb. 109,-kal meghaladja a normal nyomast, és akkor kapdsol be,
ha a nyomas kb. 10%,-kal a normal nyomas ala siillyed, a probléma matemati-
kai targyaldasdban oly médon vettik flgyelembe hogy bizonyos késleltetést
vezettiink be azaltal, hogy a kompresszor be- és kikapesolasai csak ¢ egész-
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szamu értékeinél kovetkezhetnek be : vagyis feltettiik, hogy a kompresszor ¢
idépontban kikapesol, ha a nyomds ¢t — 1 és t id6pontok kozott talhaladt a
normal nyomison : ez ugyanis valéjaban azt jelenti, hogy a kikapesol6dds~
valamivel a normal nyomas felett (és ennek megfelelGen a bekapesolds valami-
vel a normél nyomas alatt) kévetkezik be. Hogy a 109%,-o0s ttilhaladast ne 1épjiik
tal, azt az idGegység megfelel§ valasztasival értiik el. Bzt a targyalasmodot
azért valasztottuk, mert ha a matematikai targyaldsban kozvetleniil vessziik
tigyelembe, hogy a be- és kikapesolddds szintjei nem azonosak (és nem koz-
vetve, ahogy tettiik), akkor nemesak hogy a tartily nyomésingadozasai, vagyis
az 7 valtozdk, nem alkotnak kézonséges Markov-lancot, hanem még a tartaly
és a fogyasztds cgyiittes allapota, azaz (€, v:) sem, ellenben még hozza kell
venni a kompresszor dllapotat is, vagyis egy w; valtozét, amelynek értéke 1
ha a kompresszor miikédik, és 0 ha nem. Ugyanis ha H, jeloli 1 azon értékét,
amelynél a kikapesolédas és H, azt, amelynél a bekapesolédas torténik, agy
ha ), értéke H, és H, kozott van, lehetséges az is, hogy a kompresszor m{ikodik
és az is, hogy nem mikodik, viszont ez befolyassal bir 7,41 értékére. Ebben az
esetben is lehetséges a targyalis az elmondottakhoz hasonlé mdédon, azonban
ezzel itt nem foglalkozunk bdévebben, csak megjegyezziik, hogy ilyen felfogds-
ban is megvizsgaltuk a problémat, és azt telaltuk, hogy a gyakorlat szempont-
Jabdl a két targyalasméd altal kapott k-értékek kozott az eltérés nem lényeges.

D) Megjegyzések a gyokkozelitésnél alkalmazott iterdcics eljardssal kapesolatban

Az el6zlkben az

(3.25) : e3(1 + 2¢) TiCe — _

egyenletet Ggy oldottuk megkozelitbleg, hogy e = (&) alakra hoztuk, mégpedig
a kovetkezéképpen :

1

1 C \#—n—L_ :
(3.26) 8= ‘ ¢ ) = . ]

Pe?

és erre az egyenletre alkalmaztuk az iterdcids eljarast. A (3.25) egyenletet
azonban tébbféleképpen lehet ¢ = @(e) alakra hozni, példaul a koévetkezd-
képpen is :

3

821/%(1—1—28)

2 _HyH,
1—e€ .

Azért valasztottuk éppen a (3.26) alakot, hogy az iterdcié konvergencidja
gyors legyen. Ugyanis altalaban, ha az F (z, z, ... x) = ¢ egyenletet kivanjuk
xz = @(x) alakra hozni és iterdciéval megoldani (vagyis egy olyan egyenletet,
amelyben az ismeretlen x t6bb helyiitt (k-szor) fordul eld), Ggy a kovetkezéképpen
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célszeril eljarni : megvizsgaljuk az F(x,, x,, ... x.) — k-valtozds figgvény
parcidlis derivaltjait az x, = x, = ... = o = « helyen (illetve mivel az «x

-

értéket nem ismerjiik, annak koérnyezetében) és megvizsgaljuk, hogy a 5

Xy
derivaltak koziil melyik abszolat értékre a legnagyobb, vagyis hogy F(z, ,z,,...2F)
melyik valtozdjanak megvaltoztatasira a »legérzékenyebbe: tegyiik fel,

hogy ez a valtozé éppen x,, ugy kifejezziik x,-et az F(xy, 2,5, ,,. .. x;) = €
egyenletbdl a tobbi valtozd segitségével x; = G(x,, 25, . . . aF) alakban és vizs-
galjuk az x = @(x) = Q(z, z, ... ) egyenletet; mivel

LY A
y -

- ) - e oxj '
(.27 v |22 | \
Xj=x
9%,
tehdt ha a (3.27) jobboldalan allé fiiggvény az x, = x, = ... 2 = x hely

kornyezetében abszolat értékben 1-nél kisebb, gy az itericids eljaras kon-
vergilni fog. Persze el6fordulhat, hogy a (3.27) jobboldalan all6 szam abszolat
értéke nagyobb 1-nél. Ebben az esetben és altalaban bdrmely egyenlet esetében
a kovetkezs eljaras vezet célhoz : valamilyen médon # = @(z) alakra hozzuk
az egyenletet, megallapitjuk, hogyep(xz) milyen hatdrok kozé esik : tegyik fel
példaul, hogy @(z) a és b kozé esik, ahol 1 <a < b, mivel az z = p(x) és
X = polr) = (1 — a)x + ap(x) egyenletek gyokei azonosak, Ggy valasztjuk
meg az a konstins értékét, hogy |pi(x) mar bizonyosan 1-nél kisebb legyen,

- ezt elérjik pl. o = VT valasztasdval, ugyanis akkor
) — |
1 b
D=1+ -——- - =<y (x)=
Th—1 b1 e
1 a b—a
=1 —a+oag(x) <1 + - = <1

v () b—1 b—1 b—1

ezek utin az z = pg(z) egyenletre mar alkalmazhatjuk az iterdciés eljarast.
P

A vizsgalt esetben F(xy,x,,%;5) = x3(1 + 2x)) IS és mivel az
X, = &y = x5 = z helyen
1)
' aF _ (H_HO_CE , aF _ 3C ¢ OF _  Plog(l+ 2a)¢
o, 1 4 2% 9, x 0xy (1 — x2?)

' H
tehat — figyelembe véve, hogy — 7

1,

altaldban igen nagy szam, — tehdt

az F(x,, x,, z5) figgvény z; valtoztatasira a »legérzékenyebby, ezért alkalmaz-
tuk az iterdciét a (3.26) egyenletre.
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TRODALOM

1. Rényi A. és Szentmdrtony T.: Gépipari tizemek elektromos energiaszitkségleté-
nek és egyidejiiségi, illetbleg szitkségleti tényez6jének valdszinliségszdmitasi meghatéro-
zdsa. (Jelen kiadvany, 85. 0.)

2. H. Wold: On stationary point processes and Markov-chains, Skandinavisk
Aktuarietidskrift, 1948. 229—240. o.

3. A. N. Kolmogoroff: Anfangsgriinde der Theorie der Markofschen Ketten mit
unendlich vielen moglichen Zusténden, Marematnueckuit CGopuuk 1(43)(1936), 607—610 o.
lasd tovabba A. H. KoJmoropoB, llensi MapKoBa cO CUETHHIM YHCJIOM, BO3MOXHBIX COCTOS-
Huit, Brosn MockoBekoro YuuBepcureta (A) 1(1937) 1—16 o.

4. W. Feller: An introduction to probability theory and its applications, 1950.
15. fej. 307—344. o. Ebben a munkéban megtalalhaték mindazok a Markov-lancokra
vonatkozé ismert tételek, amelyeket a dolgozat felhasznél.

5. A. Rényi: Some problems concerning Poisson processes, Publicationes Mathe-
maticae 2. (1951.) 66 —73. o.

PALOHUOHAJIbLHBI PACUET KOMMPECCOPOB M BO3JYIHIHbLIX PE3EPBYAPOB
JAJIA CHAB)XEHHA 3ABOJOB C JXATBIM BO34YXOM

A. PEHbHU
. Peszwome

Pafora coflep>XUT peilieHHe cliefiyiome# rnpobiembl: B HeKoropom 3aBoje paboraior
HEeCKOJIbKO MaluH, JeHCTBYIOMHMX €O C)KATHIM BO3Ay XoM. Mamuub 6yxyT BKJIIOYEHB! H BHIKJIIO-
yeHbl ciayuyalHo. C)kaThifi Bo3ayX NpHOaBJsieTCs] KOMIIPECCOPOM, HAacCHIIAIOMHM pesepByap,
TOTpeGHTEJIH MOJY Yal0T CXKaThiil BO3AYX M3 pesepByapa. EcJiu JlaBjleHHe BO3lyXa B pesepByape
TIPEBLICHT HEKOTOPYI0* 'PAHHIy Vy, KOMIIPECCOP BBIKJIOYAETCS aBTOMAaTHYECKH W BKJIOYAETCS
TOJIBKO TOTJa, ecH AaBjeHHe MOHH)KAETCS NOJ HEKOTOpYyIo rpaHHuny v,. Hama sapaua:
OIIpejeMTh MOWHOCT b KOMIIpeccopa TaK, 4To0Hl JaBleHHe B pesepByape fPaKTHYeCKH HHKOIA
HeNOHM)KAJIOCh [10/l HEKOTOPY 10 HH)KHY 10 I'PAHHUIY ¥, AOCTATOYHYI0 JJis1 oBecneveHus1 Gecriepe-
GofiHoM paboTol MamuH. TlpoGrema pewmaercsi ¢ MeTogaMH TeopHH Hermed MaproBa. Pesyub-
TaThl M300pakeHbl IpadUuecKH TaK, YTO NpPH JaHHOM MNoTpebJeHHH W pasmepe pesepByapa
v3MepeHHe KOMIIpeccopa OTCUYHMThbIBaeTcsl 0e3 HcyHcJeHUS M3 rpadHka.

DIMENSIONNEMENT RATIONNEL DES COMPRESSEURS ET DES RESERVOIRS
D’ATIR POUR FOURNIR AUX USINES L’AIR COMPRIME

A. RENYI

Résumé
.

L’article contient la solution du probléme suivant : Dang une usine plusieurs
machines actionnées par air comprimé fonctionnent, la mise en service et hors service des
diverses machines s’effectuant d’'une maniére aléatoire. L’air comprimé est fourni par un
compresseur, qui remplit un réservoir. Les consommateurs regoivent 'air comprimé de ce
réservoir. Si la pression de P'air dans le réservoir dépasse une certaine borne v,, le compres-
seur est mis hors fonctionnement automatiquement et n’est remis en fonctionnement
qu’aprés que la pression sera tombée au-dessus d’'une autre borne »;. La tache & résoudre
est de déterminer quelle grandeur la capa,cite de la production du compresseur doit avoir
pour assurer que la pression dans le réservoir ne tombe pratiquement jamais au-dessous
d’une certaine borne infrieure ¥, qui suffit encore pour assurer le fonctionnement sans
dérangements des machines. Le probléme est résolu moyennant des méthodes probabilis-
tigues, notamment moyennant les chajnes de Markov. — Les résultats sont réprésentés
en forme graphique d’une telle maniére qu’avec une consommation donnée et une gran-
deur du réservoir donnée on pourra sans auntres caleuls lire des representatlons graphiques
comment le compresseur devra étre dimensionné.
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POISSON-FOLYAMATOK ALTAL SZARMAZTATOTT TORTENES-
FOLYAMATOKROL ES AZOK TECHNIKAI ES FIZIKAT ALKALMAZASAIROL

RENYT ALFRED és TAKACS LAJOS

OSSZEFOGLALAS

Rényi A. [1] és [2] dolgozataiban bebizonyitotta, hogy Poisson-folyamat esemé-
nyei altal elinditott torténések kozil egy adott idépontban folyamatban lévék szama
szintén Poisson-eloszldst kovet. Ezt a tételt szerzék most egyszeriibben egy Poisson-
eloszldsra vonatkozé hatdreloszlastétel segitségével bizonyitjdk be. Rényi 4. [3] dolgozata-
ban a fenti tételt kiterjesztette dsszetett Poisson-folyamat éltal létesitett torténés folya-
matokra ; ezt a kérdést — a [3]-ban targyalttol eltéré felfogasban — szintén targyalja
a dolgozat és visszavezeti egyszerii Poisson-folyamatra. A fenti tételek alkalmazdsra
talalnak tobbek kézott az elektromos energiafogyasztis ingadozésainak, telefonkéz-
pontok terhelésének és elektroncsévek tértoltésének vizsgilatanal.

Rényi A. [1] és [2] dolgozatdban bebizonyitotta a kovetkezd

1. tételt. Tegyiik fel, hogy egy Poisson-folyamat eseményeinek mindegyike
létrehoz egy torténést, melynek idétartama valészindiségi vdltozo. Legyen a Poisson-
folyamatban elé’fordulo’ események idébely stirtisége A(t), hol A(t) a t tdéparaméter
nem-negativ, folytonos fiiggvénye. Legyen F(t, 1) annak a valdsziniisége, hogy egy
t idépontban kezdddd torténés befejezédik t + T iddpont eldit, azaz annak a vals-
szindisége, hogy ezen torténés iddtartama << v. Tekintsik a (0 = u = &) 1ddkozben
kezdddo torténéseket és jelolje az my valdszindiségi vdltozd a t idépontban éppen
folyé torténések szdmdt, akkor az v, valdszindiségi vdltozé (0 < t) Poisson-elosz-
ldst kivet éspedig fenndll a kovetkezd egyenliséy:

t
n t
( plu,t — u) A(u) du _ fq;(u,t—u)k(u) i

M Vip=n)=— - e
ahol
(2) o(u, 7) = 1 — Flu, 1)

annak a valdszintisége, hogy egy u idépontban kezddéds torténés legaldbb T ido-
tartamig tart.

[3] dolgozataban Rényi A. kiterjesztette ezt a tételt arra az esetre is,
amikor az alapulvett esemény-folyamat nem kozonséges Poisson-folyamat,
hanem tgynevezett dsszetett Poisson-folyamat, amelyben tehat pozitiv valé-
szinliségstiriiséggel torténnek egyidejli eseménypirok, esemény-harmasok,. ..
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stb. és egy eseménypar, esemény-hirmas stb. mindegyik eseménye egy kiilén
torténést indit meg, amelyek iddtartamai fiiggetlenek egymadstol.

A fenti eredménynek ®.4mos fontos gyakorlati alkalmazédsa van. Ezek
koziil itt csak harmat emlitiink meg.

1. Vizsgaljuk példdul egy dramforras altal taplilt véletlenszerlien be- és
kikapesolt fogyaszték (pl. 1zzllimpak) oOsszfogyasztasdhak ingadozasait.
Ha az Osszes fogyasztok (lampak) egyformak, tehdt bekapesolt allapotban
idGegységenként ugyanannyit fogyasztanak és ha a fegyaszték szdma igen
nagy, agy els6 kozelitésként feltehetjiik, hogy a fogyaszték bekapesolasai
Poisson-folyamatot alkotnak, azonban a valdsignak megfelelden figyelembe
vessziik, hogy a folyamat siirliségfiiggvénye A(f) a ¢ idGponttdl fiigg. Amennyi-
ben a fogyaszték nem egyformak, pl. a fogyaszték kozott vannak 20, 40, 60,
100,... stb. wattos lampak, Ggy a bekapcesolédasok osszetett Poisson-folya-
mattal irhaték le, amelyben azonban — [3]-t6] eltéréen — egy k-szoros ese-
mény nem k toérténést, hanem egy k-szoros torténést indit meg, amely amig
tart, k torténésnek szamitandé. 7, a ¢ id§pontban ég6 lampak szdmat jelenti
és igy egy ardnyossigi tényez6tl eltekintve 17, megadja, hogy mennyi a vila-
gitasi aramfogyasztas a ¢ idGpontban.

2. Elektroncsivek katédjabdl kilép§ elektronok kilépéseinek idépontjai
Poisson-folyamatot alkotnak. Az egyes elektronoknak az elektrones§ terében
valé tartézkodasi ideje, azaz azon idStartam, mely alatt az elektronok a
katédtdl az anddig eljutnak, valészinliségi valtozé. Ugyanis ez az idStartam
fiigg az elektronoknak a katédbdl valé kilépési sebességétdl. A kilépési
sebesség pedig a klasszikus statisztika tanitdsa szerint Maxwell-eloszlast
valészinfiségi valtozé. Igy az elmondottakbél kovetkezik, hogy egy adott
pillanatban az elektroncs terében tartézkodé elektronok szdma Poisson-
eloszlast kovet.

3. Telefonkozponthoz érkezd hivisok szdma j6 kozelitéssel Poisson-
folyamatot alkot, ha feltessziik, hogy a kozponthoz tartozd eléfizetSk szama
elég nagy, és nem vessziik figyelembe, hogy a ¢ és ¢ + At id8pontok kozott
torténd hivasok szama fiigg attol, hogy ¢t idEpontban hiny beszélgetés van
folyamatban. Valéjaban itt fenndll bizonyos fiiggdség (hiszen egy olyan elG-
fizetd, aki ¢ id8pontban beszél, csak akkor jelentkezhet mint hivé fél ¢ és
t -+ At kozott, ha t -+ At el6tt befejezddik a beszélgetése) ez a fiiggdség azonban
nagyszamu el6fizet6 esetében olyan gyenge, hogy annak figyelmen kiviil
hagyésa nem befolydsolja az eredményt. Ekkor 7, a ¢ id6pontban folyamatban
16vo beszélgetések szamdat jelenti és ez tehat az (1) Poisson-eloszlissal bir.

Dolgozatunk célja az (1) azonossignak a [2]-ben taldlhaténil egy-
szertibb bizonyitdsit adni. Ez a bizonyitas ugyanabbdl az alapgondolatbél
indul ki, mint a [2]-ben kozo6lt bizonyitds ; mégpedig abbdl a kézenfekve
gondolatbél, hogy a ¢ id6pontban folyamatban 1év0 torténéseket aszerint
csoportositjuk, hogy a (0, #) idGintervallum mely részintervallumaban
kezdddtek. Ezt az alapgondolatot Takdcs L. [4] dolgozataban egy még altala-
nosabb probléma megoldisiban alkalmazta és ennek felhasznalisival meg-
oldotta azt az altaldnos problémat, amikor egy Poisson-folyamat minden ese-
ménye egy »jelt« indit meg és meghatirozandé egy ¢ idépontban a (0, ¢) inter-
vallumban kezd$d6tt jelek osszegének eloszldsa ; ez a probléma tébbek kozott
fizikai részecskeszamldldsi problémakkal, pl. az elektronsokszorozéval valé
szamlalassal kapesolatosan 1ép fel. A jelen dolgozatban k6zolt bizonyitasban
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a [1], [2], [3] dolgozatokhoz képest Gj az, hogy felhasznalunk egy a Poisson-
eloszlisra vonatkozé hatarértéktételt és az erre vald visszavezetés Gtjan érjik
el a bizonyitas Iényeges egyszeriisitését. Ezen kivil az eredmény egy 4j vals-
szinliségszamitasi interpretacidjat adjuk meg.
Bizonyitds: Osszuk be a (O ty iddintervallumot 0 =i, <, <

<t = t osztépontokkal n szamia At = t/n nagysagi szakaszra. Legyen a
k-adik szakaszban kezddd azon torténések szama,; melyek I idGpontban még
folyamatban vannak, £, . Ekkor fenndll

(3) e = én,l 'i" é:rl,Z + b + gn,n >
ahol &n 1, €n,2, ..., Enn fliggetlen valdszinfiségi valtozék, melyekre fennall,
hogy

(4) V(gn,k = 0) == (l — }x(tk) 'f) +'2*(tk) At F(tk, t — tk) “+ 0 (A[/) =
=1 — }\(tk) (p(tk, t— tk) At -+ O(A[) (/P == ].,2,. . .,73/) )

- ugyanis a (f—1, &) szakaszban kezd8dd események akkor nem létesitenek ¢
idépontban folyé torténést, ha vagy nem fordul el§ esemény, aminek a valé-
szinfisége : 1 — A(f)At + o(At), vagy el6fordul egy esemény, aminek a valé-
szinfisége A(t,)Af + o(At) és a létrehozott torténés ¢ — t,-nal rovidebb idStar-
tamt, aminek a valészintisége F(¢, 7) folytonossaga miatt F(tk, t— ty) + o(1),**
vagy egynel tobb torténés kezdGdik (1, i) szakaszban és ezek mlndegylke
befejezddik ¢ id6pontig, ennek valdszinfisége : o(A#).

(5) V(Ensk=1) = Alli) plte, t — L) AL 4 O(A1),

ugyanisa &, = 1 esemény gy johet 1étre, hogy (¢ 1, tx) szakaszban kezddGdik
egy torténés, aminek a valdsziniisége A(¢;)At 4 o(At) és ennek idGtartama
t — t,-nal nem kisebb, aminek a valdszintisége :

(t/ft )+O()A]‘_F(tht—_[’k)_!_o(]‘)x

vagy (fx—1, tx) szakaszban egynél tobb torténés kezd&dik, melyek koziil egy
nem fejezdik be ¢ idGpontig, ezen esemény valdszin{isége

(6) V(ne > 1) = o041},

ugyanis annak a valdsziniisége, hogy (fx-1, %) kozben egynél t6bb esemény
kezdGdjék o(At) és ez méginkabb igaz (6)-ra.

7 eloszlasfiiggvényének meghatérozdsara felhaszniljuk a kovetkezd
tételt :

2. Tétel: Legyenek &nvy Enoye .oy Enn (=1, 2,...) figgetlen vald-
szindisége vdltozok, melyek mmdeg?/zke csak nemnegatw egesz bitékeket vesz fel,
legyen

(7) VEnk=1)=Pprx(r) m=12,.. k=12 . n:r=0]1,..)

* o(4t) olyan mennyiséget jelol, amely di-vel osztva 0-hoz tart, ha At — 0, azaz
ha n — co.

** o(1) olyan mennyiséget jelol, amely 0-hoz tart, ha A¢ — 0, azaz ha n —oco.
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és

(8) D Ph(r) =R,
r=2

és tegyik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezo feltevések

(9) A)  lim iPn,k(i)= €1

Ny o0 k=1

- (10) B) lim Max (1— P, 0) =0.

nse0 1 =k=n

n .
(11) C) lim } R, =0
n_co k=1
és legyen
(12) énzgn,1+§n,2+' . '+§n,n-

Alkkor (, eloszldsa konvergdl a c, vdrhaté értékti Poisson-eloszldshoz.

Megjegyzés: FEz a tétel specidlis esete a [3] dolgozat (3) tételének,
amelyb6l akkor adédik, ha az ottani jeloléseket hasznilva ¢, = 0, ha s > 1,
az idézett tétel viszont B. V. Gnyegyenko és A. N. Kolmogorov konyvének [5]
egy tétele segitségével bizonyithaté be.

Bizonyltds: Jelentse g, x(2) a £n i valtozd generdtorfiggvényét, akkor

/.
B a0 = 5 Pl s (E=1

és igy

(14) 9nk(2) — Pr x(0) — Pp (1) 2] =Ky 1.

Mivel tovabba

(15) o Pri(0) — (1 = Ppih) = — Ru,

tehat

(16) 9 (@) — (1 + Py = D)| = 2Ra

és igy mivel [log(l - 2)— x| = 22 , ha |z << 2/3

(17) 108 gn,k(2) — Pnx(1) (2 — 1) = 2Pp i + 4(1 -- Py )2,
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Mivel {, generatorfiiggvénye
n
(18) Gn(z) = I gni(2),

tehat (17) szerint

) n n
(19) Hog Gr(z) — Y Pox()(z—1) =2 Y R,i+
k=1 k=1
n
“+ 4‘1 rgkag" nk(()) 2 n,k + Pn,k(l))
- k=1
is igy feltevéseink értelmében .
(20) ' r'llim log Gp(z) =c¢y(z — 1),
tehat '

lim G,,(z) = ¢6,(z—1)
n__,

(21)

vagyls (n generatorfuggvenye konvergal egy ¢, varhaté értékidi Poisson-
eloszlads generatorfiiggvényéhez. Tehdt a generitorfiggvényekre vonatkozd

ismeretes hatartétel szerint {, eloszldsa a ¢, viarhaté értékii Poisson-eloszlashoz

konvergal.
A (3)-ban szerepl Enx-(n=1,2,...; k=1,2, ..., n) valésziniiségi
valtozék (4), (5) és (6) értelmében kielégitik az emlitett tétel A), B) és C)

feltevéseit és 7, = ¢ (n =1, 2, ...). Ezek szerint {, eloszlisa egy olyan

Poisson-eloszlashoz konvergdl, melynek varhaté értéke :

n
(22) lim 37 [A(t) olte. t— ti) At O(A1)].
n—soo k=1
Ha létezik

t

(23) ¢y = J‘l(u) a(u.t — u) du’
.0

integral, tgy (22) hatartérték — a (23) integral Riemann-féle kozelité Gsszegei-

nek hatarértéke — is létezik és megegyezik c,-el. Tehat az 7), valésziniiségi.

valtozé ¢, varhaté értékii Poisson-eloszlast kovet. Ezzel allitdsunkat igazoltuk.

Ha F(t, v) nem fiigg ¢-t6l, F(t, 1) = F(t), 1 — F(tr) = @(1) és A(f) sem
figg t-t6l, A(t) = A, agy

rlﬁi\f@t—u du -AI[1~ 7)] dt




és igy ha t— oo m, eloszldsa konvergal a A I[l - F( 1-)] dr = X I TdF (1)

varhaté értékidl Poisson-eloszlashoz, vagyis a Aa varhaté erteku Poisson-
eloszlashoz, ahol A az eseménysliriség, a pedig egy torténés varhaté idtartama.

A ka.pott eredmény jelentése kozvetlen valdsziniiségi meggondolasok
segitségével szemléletessé tehetd. Annak a valdsziniisége, hogy a Poisson-
folyamatban (0, t) idSintervallumban pontosan k esemény forduljon el$, azaz -
k torténés kezdd6djék, mint ismeretes

(24) AW %ﬁ”k (k=012,...),
ahol .
t
° Alt) = JA(u) du
: 0

a (0, t) id6kozben el6fordulé események varhaté szama. Annak a valészintisége,
hogy egy ezek koziil talalomra kivalasztott esemény altal 1étrehozott torténés
a t id6pontban folyamatban legyen, Bayes tétele értelmében

t

j)\(ﬂ) plu,t —u)du o .
(25) Ppr = 2 - = Al(t) Ofl(u) plu,d — u) du.
P\(u) dr

0

A t idSpontban folyé6 torténések szamat ugy kaphatjuk meg, hogy a Poisson-
folyamat (0, ¢) idSintervallumban bekovetkezett eseményeit »megritkitjuke,
vagyis minden egyes eseményt p; valésziniliséggel hagyunk meg, ekkor a meg-
hagyott események szima megegyezik a ¢ id6pontban folyé torténések szamaval.
Ugy tekinthetd tehat a helyzet, mintha a (0, t) idSintervallumban az eredeti
Poisson-folyamat eseménysiiriisége p;-szeresére cstkkent volna. Ekkor ismét
Poisson-folyamatot kapunk, melyben a (0, ¢) intervallumban el6fordul6 esemé-
nyek szama p;A(t) varhaté értékti Poisson-eloszlast mutat, azaz a ¢ idGpontban
folyamatban 1év8 torténések szama p:A(¢) varhaté érték{i Poisson-eloszlast
kovet.

Ha az események folyamata Osszetett Poisson-folyamat, azaz a (0, ?)
intervallumban torténé események szamat &;-vel jelslve

(26) §,= ggl) 26D 4.4 ngﬁn) + ..

ahol a £ valtozdk egymastdl fiiggetlen Poisson-folyamatokban a (0, ¢) id6-
tartam alatt torténd események szamait adjik meg, Ggy

(27) nt == Pf}<tl) + Qngz) + « e + 'n,ngn) + e e e
ahol 7§ megadja az {§"”} folyamat eseményei 4ltal meginditott torténések
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koziil azok szamat, amelyek a ¢ idSpontban folyamatban vannak : az elmon-
dottak szerint n® Poisson-eloszlasi

t
(28) | [ galut—w) du
0

varhaté értékkel, ahol A,(t) a {5‘”’} folyamat surusegfuggvenye, és @n (8, 1) =

=1~ Fu, 1), "ahol F ( ) a & folyamat eseményei altal meginditott
(n-szeresen szamitandd) torténések 1dotartamanak eloszlasfiiggvénye. Ha tehat
specidlisan An(t) = A, allandé (n = 1,2, ...) és Fy(f, 1) = Fp(t) nem fiigg

t-t6l és f'rdF,,(r) = an, Ugy 7, eloszlasa, ha t > oo konvergil egy olyan ossze-
0 o
tett Poisson-eloszldshoz, melynek varhaté értéke

20
(29) . m = 2 ni, o,
n=1
és szirasa '

_ T 2
= Nn2A 0.
(30) ' l/nél n

Ha m igen nagy, Ggy ez az Osszetett Poisson-eloszlas jol kozelithetG a normalis
eloszlassal, melynek varhaté értékét és szérasat (29), ill. (30) adja meg.

Ami A, és a, értékeinek meghatarozasit illeti, ez a kiovetkezképpen
torténhet: ha N, olyan fogyaszt6 van, amelyek mindegyike egyseget fogyaszt,
és azok mindegyike az id6 100 p, "/0 -aban van bekapcsolva, Ugy Ana, =
= N,p

A gyakorlatban a fogyasztas atlagos értéke mf(t), tapasztalatllag egysze-
riien megallapithat6, mig a A(f) slirtiségfiggvény, ha F(t, ) = F(1) nem fiigg
t-t6l és @(1) =1 — F(1), az

£y = |A(w) O — u) du
Jreo

integralegyenletbll ®(t) ismeretében (pl. Laplace-transzformaciéval) kénnyen
kiszamithato.
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O TMPOLUECCAX MPOUCIIECTBUH, TTOPOKIEHHBIX IMPOLECCAMHU MYACCOHA,
N 0 HEKOTOPbIX HX TEXHHYECKHX H ®PUBHUECKHUX MNPUJOXKEHHUAX

A. PEHbHU — JI, TAKAU
Peszwme

B cBoux padorax [ 1] u [2] A. PeHbH J0KasaJ, uTO U3 YMCJIa MPOH3LIeCTBHH, MOPOMaeH-
HBIX cOObITUSIMH mnpouecca THna [lyaccoHa, TeKyuMe B JaHHOM MOMeHTe, TOXe OyayT mnoa-
yyHeHbl pacnpefeieHdio Ilyaccona. Teneps asTopsl J0Ka3biBAlOT 3Ty Teopemy mnpoule, ¢ M0-
MOUIBIO MPe/e/IbHOrO 3aK0Ha, OTHOCSIulerocst K pacmpeieienuio Ilyaccona. B coet paGore [3]
A. Penpn pacmpocrpaHsi 3Ty TeopeMy Ha Ipoilecchl NPOHCLIECTBHH, IMOPOXIeHHHX 0006-
ueHHbIMH npoileccami [lyaccona. PaGoTa 3aHHMaeTcsi H 9THM BONPOCOM, HO B JPYJIOM IIOHH-
MaHWH, yem B [3], ¥ oTBomMT Bompoc K mpocTomy mpoueccy IlyaccoHa. BblmeyKasaHHbE Teo-
PeMBl HaXOfAT MNPHJOXKeHHe TpH HccleJOoBaHHH KojebDaHHU mMoTpeblieHHsT 3JIEKTpHUeCKOH
3HepPriH, HarpysKH TejlediOHHBIX CTAHUHH H APOCTPAHCTBEHHOr'O 3apsja 3JIEKTPOHHLIX TPy OOKY

SUR LES PROCESSUS I’EVENEMENTS DERIVES PAR UN PROCESSUS DE
POISSON ET SUR LEURS APPLICATIONS TECHNIQUES ET PHYSIQUES

A. RENYI — L. TAKACS
Résumé

Dans ses articles[ 1], [2] 4. Rényz a prouvé que le nombre des événements encore en
cours & un moment donné parmi les événements mis en marche par les événements d'un
processus de Poisson, obéit également & la loi de Poisson. Ce théoréme est maintenant
prouvé par les anteurs plus simplement, & ’aide d’un théordme limite se rapportant 3 la
loi de Poisson. Dans son article [3] A. Rényi a élargi le théoréme que nous venons de
mentionner sur des processus d’événements produits par un processus de Poisson composé :
cette question également est traité — d’un point de vue différent de celui discuté dans
Varticle [3] — et est réduite & un proce:sus de Poisson simple. Les théorémes mentionnés
ci-haut trouvent leur application dans les recherches concernant les fluctuations de la
consommation d’énergie électrique, les charges des centrales téléphoniques, et les charges
d’espace des tubes électroniques.
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SZOVOGEPEK OPTIMALIS FORDULATSZAMANAK
VALOSZINUSEGSZAMITASI ALAPON VALO MEGHATAROZASA,
TOBBGEPES RENDSZER ESETEN

'SZEKELY GABOR

OSSZEFOGLALAS *

Textilgépeknél a fordulatszdm novelésével a gép mikodése koézben tébbet termel,
de ugyanakkor a -fonalszakadas valdsziniisége is novekszik, tehdt a gépéllésok ideje is
megn(’i. Az optimélis fordulatszémot, tehdt azt a fordulatszdmot, amely mellett a termelt
drumennyiség maximalis, valdszinliségszamitasi moddszerckkel lehet meghatdrozni.
A cikk ismerteti azokat az elméleti szamitisokat és tizemi klselleteket amelyeket az
Intézet ez irdnyban végzett.

A Konnyitipari Minisztérium megbizasdbdl foglalkozott Intézetiink az
optimalis fordulatszam meghatarozasaval sz6vEgépeknél. A probléma a kovet-
kez6 volt.

Tobb szovEgépet kezel egy munkas. Ha egy gépen fonalszakadds torté-
nik, a gép automatikusan leall és a munkds hozzakezd a gép megjavitasdhoz.
Azalatt azonban, mig dolgozik, 1jabb gépek ledllnak és ezek mindaddig 4ll-
nak, amig a kezel§ hozzd nem fog megjavitdsukhoz. Tehat nemcsak maga a
javitas okoz termeléskiesést, hanem a javitasok ideje alatti gépallas is. Feladat
volt az egy munkas 4ltal kezelt: gépek szdménak kiillonb6z6 értékei mellett meg-
hatarozni az optimalis fordulatszamot, tehat azt a fordulatszamot, amely
mellett az egy gépre es$ termelés maximalis.

Ilyen jellegli probléma valésziniiségszamitasi vizsgalataval elsének
A. J. Hincstn szovjet matematikus foglalkozott [1].

A kérdés irodalmabdl kiemeljiik H. Ashcrofft egy jabb dolgozatit [2],
tovabba megemlitjik Takdcs Lajos egy munkajat [3], amely szintén tartal-
maz a kérdésre vonatkoz6 eredményeket. Roviden targyalva van a probléma
W. Feller konyvében is [4]. Ezen irodalmi forrdsokra tamaszkodhattunk
munkankban. Ezen munkak azonban nem foglalkoznak a fordulatszam valto-
tatasanak kérdésével. A kovetkez8kben kozoljitk a kapott elméleti és kisérleti
vizsgalataink eredményeit.

Tekintsiink el6bb egy gépet. Legyen a gép miikodése kozben a fonal-
szakadas valésziniisége allandd, azaz fuggetlen attél, miéta miikodik a gép.
Ez a feltevés kézenfekvs, mivel a szakadas bekovetkezése csupan a fonal
lokdlis tulajdonsdgatdl fiigg, ezért nem fiigg attdl, midta mikodik a gép.

Legyen i—tannak a valdszinlisége (At magasabb hatvinyait itt és a kovet-

kez6kben is elhanyagoljuk), hogy a fonal egy kis At iddszakaszban elszakadjon,
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- igy tehat |1 — Tt jelenti annak a valészintiségét, hogy At id6 alatt ne torténjék

fonalszakadas. Jelentse f(f) annak a valdszinfliségét, hogy legaldbb ¢ ideig,
{(t 4 At) pedig azét, hogy legaldbb ¢ + At ideig ne legyen szakadds. Kz ut6bbi
azonban azt ]elentl hogy ¢ ideig ne legyen szakadas, aminek a valdszin{isége
f(t) és a kdvetkezd At szakaszon se szakadjon el a fonal aminek a valésziniisége

I—Tt - Mivel feltevésiink szerint utGbbi esemény fiiggetlen az el8bbitdl,
kovetkezik, hogy

it + At = f(2) ( 1— %)

innen

fle + at) — ft) _

1
At Y o).

Ha At — 0 kapjuk, hogy ]"(t)‘:_}l\- f(t) és igy

) =ce-

,\ ! ! ‘
Annak a valészinfisége, hogy ¢ ideig ne torténjék szakadds és a kovetkezs§ At
4 : .
s —a AL .. .
szakaszon torténjék, ce 2 7 Az ismeretlen ¢ konstans kénnyen meghatéaroz-

>

\
haté, ugyanis nyilvanvaléan

kell hogy legyen és innen ¢ =.1. Tehéat a gép miikodési idejének eloszlisa expo-
s 2 ’ /, .o g IS 1 _'t— I VIR
nencidlis tipusa, siirfiségfiiggvénye y == y e *. A miikodési id6 atlaga

oo

-t

—L ,
te 2 = .
Je o

0

Indokoltnak litszott azt feltételezni, hogy a javitdsi id6k is exponencidlis
eloszlast kovetnek. Ez tobbek kozott azt jelenti, hogy rovid ideig tarté javi-
tasok gyakrabban és hosszabb ideig tarték, mind ritkdbban fordulnak eld, ami
megfelel a tapasztalatoknak. A kérdéses valdsziniiség-siir(iségfiggvény

y:ae “,

- 1 t

ahol a az 4tlagos javitasi id6. Tehdt annak a valdszinlisége, hogy egy ¢ idd-

L A
pillanatban foly(') javitas a kovetkezd At szakaszban befezddjék, —;t lesz.
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Most vizsgaljuk a gyakorlatban t‘ényleg eléfordulé esetet, amikor egy
munkas t6bb gépet kezel. Jeloljiik m-el a gépek szamat. 4, jelentse a géppark-
nak azt az allapotat, amikor r gép 4all, tehat (m — r) mlikédik. A4, tehat azt az
allapotot jelenti, amikor mindegyik gép mitkodik: A géppark az id8 folyaman
kiilénbozd allapotba keriilhet, aszerint, hogy Gjabb gépek ledllnak, vagy javitas
utan allé gepet elinditanak. Kénnyen beldthaté az, hogy exponencidlis eloszlasa
miikodési és javitasi idGk esetén a géprendszer allapotvaltozasal Markov-lancot
alkotnak, ugyanis a rendszer viltozasa a véletlentdl fiigg és annak valészinii-
sége (a rovid felfutasi idé utdn beallé stacionér allapotot feltételezve), hogy a
rendszer az A4, dllapotba keriiljon, kizardlag attél fiigg, hogy az el6z6 allapot-
valtozasnal melyik allapotban volt. Nyilvanvald az is, hogy a rendszer dtlagban
ugyanannyiszor jut A, allapotbél A,.; &llapotba, mint ahdnyszor A4,..
allapotbdl A, dllapotba. Ugyanis az A, dllapotbdl A, allapotba Gjbdl csak
akkor mehet it a rendszer, ha el8zlleg az A, allapotbdl A, allapotba keriilt.
Feltevéseink értelmében elhanyagolhat(’)an kicsiny annak a valészintisége,
hogy At id6 alatt egyszerre két vagy tobb gépen torténjék fonalszakadas.
Nézziik el6szor, mi annak a valészintisége, hogy a rendszer a ¢ id6pontban 4,
allapotban legyen és a t és ¢t + At id6kozben A,..; allapotba menjen at.

Jelentse g, annak a valdszintiségét, hogy egy t idGpillanatban r gép alljon.
m — r miiksds gépiink van: annak a valdszinlisége, hogy ezek koziil egy
lealljon

m—ry At Apym—r—1 At
M) F =7 e 1
A A, allapothdl 4,., allapotba valé jutds keresett valészinlisége
A
1) - Vorsr = go(m— 1) 22

Hasonléképpen annak a valdszinlisége, hogy t idépontban A,.; 4llapotban
legyen és t és t -+ At kézben A, dllapotba menjen at, a kiovetkezd :

At
(2) Vr—!—l,r =Gry1 —*

a

Ugyanis ez csak ugy johet létre, hogy a ¢ id8pillanatban » 4+ 1 gép 4ll, aminek
a valdszinfisége ¢,+1 6s: a kovetkez6 At szakaszon egy gép javitasa befejezd-

. . e em At
dik, aminek a valdszinfisége — .
[0 4

Az (1) és (2) valészinliségek egymassal egyenlGek és igy Af-vel osztva —
kapjuk

1 1
(3) !)r(m—r)x=gr+1& (r=0,12,...m—1).

Ugyanerre az osszefiiggésre jut Feller is [3] bonyolultabb médon, mivel nem

hasznalja fel a (3) egyenlet kiozvetlen valdszintiségszamitasi jelentését.
A (3) egyenletrendszert a g, ismeretlenre megoldva kapjuk, hogy

=) (7)o

' 149



Mindkét oldalon osszegezve és figyelembevéve, hogy 3! g,' =1 kapjuk, hogy

r=0

. 1
PACNWE

Az all6 gépek atlagos szamanak meghatdrozasahoz a (3) egyenlet mindkét
oldalat Gsszegezziik : N

(4) . o Jo =

[ 4
m 2 m—1,
m Y g— Nrge=— ) g1
\ [e8
- r=90 r=90 r=90

m

;) bm= Y rg(y jelenti az 4ll6 gépek atlagos szémat an = m — b, pedig

r=0
m—1
a miikéds gépek Aatlagos szdmat. Mivel ) g(r + 1) = 1— g(0), tehat
r=0 ‘ .
ao
(53‘) Cap = — (1— go)
a
és igy
(5b) b = m— 2 (1= gy)
m @ JO

gy értékét (4)-bol behelyettesitve, kivetkezik

am = i ] — —— ,-_,17;,, e

, O

(6) bng‘ufm 1 ]
2 (&))"

A (3) egyenlet segitségével kénnyen meghatarozhaté az all6, illetve miikodd
gépek szaméanak szérasnégyzete is, mely mindkettére

m

m 9 7\ ’ o
(7) o? = Erzgr_(z Tgr) = (‘E—am) (@m —m) + am = 0.

r=90
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Az (5a) és (7) egyenlGtlenségekbdl kovetkezik, hogy

. A N
(8) : _m__ =L 4> 0.
m— am a

A (8) egyenlGtlenséget atalakitva kapjuk, hogy

o [ P S

Mivel A az atlagos szakaddsmentes id6t és o az atlagos javitdsi idGt jelentette,
a kettd hanyadosa az atlagos szakaddsmentes id6 alatt elvégezhetd javitasok
szdma, ez viszont nem més, mint a mikodé gépek atlagos szadma, feltéve, hogy
a munkas megallas nélkiil dolgozik, azaz munkaideje teljesen ki van hasznalva.

Ebbi6l mar sejthets, hogy altalaban a, igen kozel lesz (A—hoz feltéve, hogy

a munkas munkaideje jol van kihasznalva. A — —m kilonbségre (9)-bél
2
egy felsG becslést nyeriink, a kivetkez6képpen : A (—2— — @ nemnegativ

tagot elhanyagolva az egyenlStlenség nyilvan érvényes marad és igy kovet-
kezik, hogy

‘ A
- (9) 0< ——ap= — — -
o

Ebbdl kovetkezik, hogy a % — o, killonbség rogzitett A és o mellett a gépek
szamianak m-nek — novekedtével minden hatdaron tal cstkken,vagyis nagy

m esetén A an-nek jo kozelit6 értékét szolgdltatja. A (9) Osszefilggés mddot
ad annak megallapltasara is, hogy hany gépet kezelhet egy munkas, ha e101r]uk
hogy munkaideje milycn mértékben lehet kihasznalva. Ugyanis 100 &m

123
adja meg, hogy a munkas munkaideje hiny %,-dban van kihasznidlva Ha pl.
el6irjuk, hogy ez a szam 909, legyen, Gigy ez bizonyosan teljesiil,

1 . A A
ha ~ —, vagyis m— — -+ 1 &~ 10, tehdt mivel — = 7,05, ha

T a a
o

m — 16. Megforditva, adott gépszam (m), A és a mellett kimondhatjuk, hogy
a munkds munkaideje milyen %,-ban van kihasznalva.

A szakaddsi valgszintiségnek a fordulatszdmtél vald fiiggését kisérleti
uton allapitottuk meg. A Kistextnél folytattuk le a kisérleti adatfelvételt,
melyet Kis Otté és Kornyei Imre alkalmazott matematikus szakos egyetemi
hallgatok, valamint Intézetiink részérol Bogndr Ldszlo végeutek.

Kisérleteink soran elsGsorban vizsgaltuk a szakaddsmentes idSk elosz-
lasat. Az 1.—4. abrak mutatjak ezt az eloszlist kiilonbozb- fordulatszam
mellett. A hystogrammon a szaggatott vonal jelzi az elméleti értéket, a masik
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a ténylegesen észleltet. Az abrakbdl kitiinik, hogy a kisérleti értékek az elmé-
letiekkel kivaléan egyeznek. Kiilonbh6z4 fordulatszamoknal az aldbbi atlagos
szakadasmentes idSket és szakadasi valdsziniiségeket. észleltiik :

Percenkénti fordulatszdam .............. I 175 ’ 180 | 185 i 190
Atlagos szakaddsmentes idé A percben . .. 840 | 1750 (737.722”)77 4,70
Szakaddasi valdszinlség )1. ............... ! 0,119 0,1333] 0.1607 0,2128

A szakadasi valészinlségeket az atlagos szakaddsmentes id6k reciprok

értékeként szamitottuk.

EzGton moendunk koészonetet Ajtai Miklés konny(ipari miniszterhelyet-
tesnek és a Kistext vezetSinek, hogy lehetséget és segitséget nyujtottak az
iizemi adatfelvétel elvégzéséhez.

A kisérlet idGtartama alatt igyekeztiink a fordulatszamon kiviil az 6sszes
tobbi, fonalszakadédst befolydsold tényezd valtozatlansagat biztositani (igy pl.
a fordulatszam valtoztatésa esetén az tit6kar hosszanak megfelel$ valtoztatasa-
val igyekeztiink az iités erGsségét megfelelGen szabalyozni stb.). Azonban voltak
olyan tényez6k — mint pl. a levegd relativ nedvességtartalma, hmérséklet
stb. — melyek konstans szinten tartdsdra igyekeztiink, de ez nem sikerilhetett
teljesen.

Megvizsgaltuk kozelebbrdl, hogy a szakaddsi valdszinlség hogyan figg
a fordulatszamtdl, azaz a szakadasi valdszinfiséget a fordulatszamnak, n-nek
valamilyen fiiggvényeként akartuk el8allitani. )

Az észlelt szakaddsi valdszinfiségek masodfoka parabolaval j6l kozelit-
het8ek: voltak :

Fordulatszdm ................ o e | 180 b 185 | 190
3 J észlelt értéke ... | o190 | 04333 | 0,608 | 0,2128
" kozelitd drtéke ........... L0288 | 01233 01547 10,2171

Kilonboz6 gépszam esetén az optimalis fordulatszamot a kévetkezGkép-
pen hataroztuk meg : A (4) képlettel adott a,, szolgiltatja az idSegység alatt
miikodé gépek atlagos szamat (ez a kifejezés annyiban médosul, hogy a benne

szerepls p =

szakadasi valdszinfiség n-nek, a fordulatszdmnak 9 = an? +

+ bn + ¢ alakban adott fiiggvénye. Ha adott n-nél a,, értékét meghatdrozzuk
és az igy nyert eredményt osztjuk a gépek szamdval egy gépre esG termeléssel
arinyos értéket kapunk, ez azonban konnyen atszamithaté vetésszamra.
Az 5. dbra kiilonboz6 gépszam esetén az egy gépre es6 termelés mennyiségét
adja a fordulatszam fluggvényében. Az dbran lathatd, hogy az optimalis for-
dulatszam valamennyi gépszam esetében 180 koril mozog, tovabba, hogy
nagyobb gépszamok esetén a fordulatszamnak az optimalis fordulatszamtol vals
kis eltérése is mar lényeges termeléscsokkenést okoz.

A kozelitd parabolaval nyert szakadasi valdszinfiségek helyett a tény-
legesen észlelt szakadési valdsziniiségekkel is el lehetett volna végezni a szd-
mitast, lényeges eltérést ez sem okozott volna. Osszehasonlitisként m = 16
gép esetére kozoljik ezeket az értékeket :
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5. dbra

ay értéke :

Hordulatezam e am aefs il b Sl g i 175 180 185 -190
a szakadési valoszintliség észlelt értéke alapjan 152,63 150,36 138,67 111,46
a szakadési valdészinliség parabolikus koézelitd

ertoke’ alapyan it Lie s GG a R N e 148,38 154,21 142,37 108,27

Hangstlyoznunk kell itt mégegyszer. azt, hogy kisérleteink félperces
atlagos javitasi id6 mellett adott fonalmindségre, géptipusra és olyan més
korilményekre (levegd relativ nedvességtartalma homérséklet sth.) vonat-
koznak, melyek a kisérlet folyaman fennforogtak.

. Ha ezek koziil a tényezdk koziil barmelyik megvaltozik és ennek a valto-
zasnak lényeges hatés tulajdonithatd, a kisérletet meg kell ismételni és ajbél
- meg kell hatdrozni az optimalis fordulatszamot.

Vizsgalatunk végsd konklazi6ja az volt, hogy célszerti emelni a fordulat-
szamot, mivel az tizem 170—175-el dolgozott addlg Bar maés korulmények
fennforgasa esetén mis az optimum — igy pl. més tizemben 190-ig fel lehet
menni a fordulatszdmmal — az a tény, hogy a vizsgalt esetben fordulatszam
emelésének célszer(iségét szabatos matematikai mddszerekkel kimutattuk,
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tipikus. Valdban, azéta a Kistextben és mas hazai textilgyaraknal a
fordulatszamot lényegesen felemelték, elsGsorban a szovjet tapasztalatok és
utmutatasok alapjan, de az Intézet altal végzett vizsgalatok, melyeket Rényi
Alfréd, az Intézet igazgatdja 1952. februdrjaban mérnoki tovabbképzd eldadis
keretében a textilmérnskok elétt részletesen ismertetett, szmten alatamasz-
tottak a fordulatszam emelesenek célszerl voltat.

TRODALOM
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ONMPEAEJEHHWE OITHMAJIBHOrO YWUCJA OBOPOTOB TKAUKHX MAHIUH
NPU NOMOIIM TEOPHU BEPOATHOCTEM

F. CEKEJIb
Pesiome

B ciyyae noBbllueHHs1 uMcsa 000poToB, paforalomasi TeKCTHIIbHAsi MAMMHA TPOH3-
BOJUT GoJibLie, 2 B TO >Xe BPEMS MOBLILAETCA H BePOSATHOCTb OOpbIBAa HHUTH, CleJ0BATEJIBHO,
BpEMSI TIPOCTOSI MAWMKH TO)Ke MoBblwaercsi. OnTHMa bHOE yHCJI0 06OPOTOB, T. €. YHCJI0 0GOpo-
TOB, IIPH KOTOPOM KOJIHYECTBO MPOH3BERECHHbLIX TOBAPOB MAaKCHMAJbHO, MOXXHO OIpeJeJHTh
METOJAMH TEOPHH BeposiTHOcTel. Paora 3HAKOMHT HAC ¢ TeOPeTHYECKOH paGoTol H OMBITaMH
Ha 3aBOJaX, NpOBeAeHHbIMH VHCTHTYTOM 1O OTHOLIEHHIO K 3TOMY BOMpOCY.

DETERMINATION DU NOMBRE DE TOURS LE PLUS EFFICACE DES METIERS
A TISSER A I’AIDE DU CALCUL DES PROBABILITES

G. SZEKELY
RESUME

Dans le cas des machines textiles I'augmentation du nombre de tours par minute
fait, que la machine produit une plus grande quantité de marchandise pendant son
fonctionnement, mais la probabilité de la cassure du fils, augmente aussi- et par ce fait la
durée dans laquelle les la machines sont mises hors service, augmente. Le nombre de
tours le plus efficace, ¢’est-a-dire Ie nombre de tours permettant d’obtenir une quantité
maximum de marchandises produite, peut étre déterminé moyennant des méthodes de la
théorie des probabilités. L’article décrit les calculs théoriques et les expériences d’usine
effectués dans ce but par I'Institut.
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KOTORES ENERGIASZUKSEGLETENEK MINIMALIZALASA AZ ELQ-
ES UTANTOROK LEGCELSZERUBB BEALLITASAVAL

SZEKELY GABOR

OSSZEFOGLALAS

Ismeretes, A. N. Kolmogorov [1] eredményeibdl, hogy a zhzott anyag szemeséinek
nagysagszerinti eloszlasa logaritmikusan normdhs. Szerzo fenti eredményeket felhasznédlva
pofastordkkel valé zazas kétfazisban vald lefolytatiasdhoz ad nomogrammiot, amelynek
segitségével a pofanyilasok olymddon alhthm()k be, hogyatm 6k hatasfoka maximalis
legyen.

A. N. Kolmogorov szovjet matematikus 1941-ben megjelent dolgozaté-
ban [1] apritasi folyamatokndl keletkezd szemesék szemmnagysdg szerinti
logaritmikus normalis eloszldsat igazolta. Ugyanezzél a kérdéssel foglalkozott
Rényi Alfréd is [2] dolgozataban, ahol az emlitett problémanak egy részletesebb
targyaldsdt adta, kiilonboz8 feltételek mellett elemi eszkozokkel bebizonyi-
totta a Kolmogorov féle logaritmikus normadlis eloszlastérvény érvényességét
és megadta az apritdshoz sziikséges energia kifejezését. Roviden osszefoglaljuk
a cikk eredményeit. R

Apritdsnal keletkezd szemesék szemnagysag szerinti (szemnagysigon a
szemese atmérdjét értjik ; ezt indokolja az, hogy a szemnagysig szerinti
megoszlast a gyakorlatban szitdalassal vmsga]]ak) eloszlamnak siirtiségfiigg-
vénye

‘ U ioe x i :
(1) fr) ' ¢ .| b J
‘ |2 b

A valésigban azonban nem az egyes szemnagysag-kategériakhoz tartozd
szemesék szamat, hanem azok sulyat ismerjik. A suly szerinti eloszlds stirtiség-
fiiggvénye

1 bt x Lo o g7
(2) 7() A R

P20 bat e 2

A szemesék s dva Geszdma kozott az (1) G(2) slirtiséeliigevényvekhol szdrmazo
cgyszerit Gss. ingeds all fenn

I

(3) N o= Nudez



ahol § a szemecsék stlyit, N a szamat jelenti, a és b az eloszlisban szereplG
parameterek f pedig a fajsily.
A (2) slirtiségfiggvény elsd és masodik momentummt az

oo 7b2
M, = [xq(x) dxr=ae?
(4) ° |
M, = J xi(x) dx = a? e8b?
0

értékek szolgaltatjak. Kzek segitségével meghatdrozhatdék az o és b para-
méterértékek. T
Ismeretes, hogy a Rittinger {3] térvény szerint a zhzashoz szilkséges

energia aranyos a zuzas folyamin keletkezett felulettGbblettel. Az apritds
folyaman keletkezett feliilet pedig ardnyos (az arinyossigi tényezd a zuzott
anyagtdl figg, ugyanis fiigg a szemcesék alakjatdl) az (1) siriliségfiiggvény
masodik momentumdval. A zazdshoz sziikséges energidra ilymoédon,* felhasz-
ndlva a (3) osszefiiggést, addédik, hogy ardnyos az

J
(5) B -8 GLNazet

562

ae =

kifejezéssel, ahol ¢ és k, a zhzott anyagtdl fiiggd allando k.

A logaritmikus normalis eloszlasnak az alkalmazasa az eddig helyteleniil
hasznalt Rosin—Rammler eloszlas helyett nem jelent szamoldsbeli nehézséget.
A szamitashoz sziikséges fiigkvényértékek tablazatabol konnyen kikereshetSk
Indokolt ezt hasznalni egyrészt azért, mert elméletileg megalapozott, masrészt
mert alkalmas az energiasziikséglet meghatarozisira, szemben a Rosin—
Rammler eloszlassal [5], mely bizonyos esetekben ellentmonddsra is vezet.
(Buony% pammetelerteknel a Rosin— Rammler-eloszlas szerint végtelen
energidra van sziikség a ztzas lefolytatasdhoz.)

Ldzdr Jené |4] foglalkozott pofastoriknél keletkezs zuzalék szemeloszla-
saval ; tapasztalati adatokkal igazolta, hogy az logaritmikus normalis eloszlast
kovet, de tovabbmendleg azt a megfigyelést tette, hogy egyrészt a bedllitott
pofanyilds nagysiga, masrészt az (1) és (2) sfirliségfiiggvényekben szerepld
a és b paraméterek kozott fiiggvényszer(i kapesolat ali fenn.

E megfigyelés nyoman Ldzdr Jend vetette fel azt a kérdést, hogy ha a
zuzdst két fazisban folytatjuk le (el6tord, utantord), milyen pofanyilas beallitas
mellett lesz a felhaszndlt energia minimalis, illetve az apritas hatasfoka
maximalis.

Az UVATERV-tdl kisérleti adatokat kaptunk, bizonyos kézetféleségek
killonboz6 pofanyilas-beallitds mellett pofatorSkkel végzett zuzdsira vonat-
kozdlag. A pofanyilast valtoztattak 10 mm-ként 30—150 mm-ig. Ilymdédon
a szitamaradék-gorbékbsl 13 db empirikus eloszlasfiiggvényt nyertek. Az 1.

* Az (5) képletben szerepld kifejezés nem dimenzié nélkili. Az energia dimen-
zidja cm? gr sec—2, a nevezd (mésodik momentum) dimenzidéja cm?, tehdt a szamldls-
ban szereplé ¢ konstans, illetve a k konstans gr sec-? dimenziéval értendd.
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tablazat adja ezeknek az eloszlasfiiggvényeknek az elsé és masodik momentu-
mait, melyeket grafikus Gton hataroztunk meg.

1. tablazat .

Pofanyilds : M, M,
R R GRATEI m o M  BR ME 15.06 322,67
i A e R o SN S S 20,90 504,63
{5 DR SRS T Wt g gl - 26,20° 696,25
R AR S R A SR R V. 31,64 1150,27
L PR T, plie DY A CUTETA 36,12 1449,36
A N ] R R W 40,34 1857,04
R AR i et LAk 45,46 2309,32

TR0 e s AR sl el 50,26 3019,56
§ 1 (0 SR R e A R A S R s ) 54,98 3672,21
0= B D R SAES S 59,54 4396,98
1231 £ EE G SR R - Toan e Sl 62,70 4747,35
1 L T e R SR L R M R e 66,68 5276,41

J By O A e s ot 70,50 5918,64

A (4) osszefiiggések segitségével meghatiroztuk az a és b paramétereket,
majd meghataroztuk a p pofanyilas és az észlelt a és b értékek kozotti kapeso-
latot : Azt kaptuk, hogy a linearis fiiggvénye a p pofanyilasnak, b pedig koze-
litéleg konstans

a = 0,4908253 p = Ap
b = 0,391

Ha az igy kapott a és b értékeket behelyettesitjiik az energidra nyert (5) kép-
letbe, latjuk, hogy a zazishoz sziikséges energia a pofanyilas figgvényében
egy hyperbolaval abrazolhaté, mely egyezik a tapasztalatokal.

A probléma a kovetkezd : valamely kézetet akarunk p* finomsagura
apritani ; itt p* flnomsag alatt azt értjik, hogy a zuzalékban eléfordulé
mammahs szemnagysag p*, a tobbi mind ennél kisebb. Két részletben toriink,,
el6bb elétorével, majd uténtorével. Kérdés, hogyan kell a torék p,, illetve py
pofanyildasait megvdlasztani, olymddon, hogy a zizdshoz szitkséges energidnak és
a zuzott kozet sulydnak hdnyadosa minimdalis legyen.™

Induljunk ki egy NV szemesébdl all6 kézetmennyiséghdl. Ezt p, pofanyilas-
beallitas mellett apritjuk. Az apritéshoz felhasznalt energia

= BN/ 2pie2t?
Szitaval levalasztjuk a p*-nal nagyobb szémcséket. Ezek szama

oo

N, =fo(x,p1) da
p*

* Ennek a probléménak a megoldésa jelentds energiamegtakaritast tesz lehet6vé,
aminek népgazdasigi szempontbél igen nagy ]elentbsége van, mivel az apritési folyamatok
altaldban rendkiviil sok energiat igényelnek.
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Mésodszor _aprifunk p, pofanyilas-beallitds mellett. A ztzashoz felhasznalt
energia A
. Es=6N rf(x,pl) dx \¥pge2t? — 6N j 22f (x,p,) dx

p* p*

ahol a Jobboldalon allo kijejezés masodik tagja ]elent1 az els§ szitalds-
kor levalasztott és tovabbtorésre keriild anyag feliiletét. Ugyanis Rittinger
torvenye szerint a zazashoz szukseges energia -a keletkez6 felillettobblettel
aranyos. Az elsé zzasnal, a zazds eldtti kezdeti feliiletet elhanyagoltuk,
ez kicsiny a keletkezd feliilothez kepe%t A masodik zGzds utdn is szitdval
levalasztjuk a p*-nal nagyobb szeémeséjli anyagot.

A két zGzds utdn stilyban keletkezett

r oo P.*
S =8+ 8, =N | &3f(e,p) do + [N | f(x.p,) dee [ @¥(,po) d
0 p* 0

OsszsulyQ zuzott anyag, ahol f az anyag fajstlyat jelenti.

Energiaban felhasznalédott
E=E +E,.
Meghatarozandé az a p,, p, értékpar (p, = p;), amely mellett az

oo

6N[ et 4 | fa,p)de 22pg e | a2f(z,p,) -dx'

E p* p*
(6) = : - '

§ p¥ . oo S
fN[ f x¥(x,py) da + [ f(x,py) dx f x3f(x,p,) dx]

0 p* ¢

hanyados minimalis, ahol

1 1 (log x —log 7»;71)2
ﬂx’pl) = € 2 . b
27 xb
1 _1 (I'Og x —log Mo.)z
Hx,pg) = ————e 2 b
]/“’:rr xb '

Célszeriinek latszott a fenti kétvaltozds fiiggvény minifnum’eit nomogramm
segitségével meghatarozni. Kisebb atalakltasokkal a (6) fiiggvény a kiovetkezd
alakra hozhat6 :

fipn) — k()

(nE _ 1p) + 9 (s) —hps) _ _ 9(p) + fpa) _ Fi(py) — Fo(pe)
N (pl) + 7)1 (?)2) Z;((_;)Ll)) + k(pz) ) Gl(pl) _ G2(7)2)
. 1
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3 f(pl I (7’1)
ahol Fi(p) = T
Fo(ps) = f(ps)
k(’Pl)
Ghl(p) = 9(p,)

Gy(ps) = k(py)
tovabba a (6) fliiggvényben. szerepld integralok atalakitasaval

(o)

i s
op) == | oa ) = et ) na
&
p* p*
1 > WA
o 2y
o2 Yl
k(piy==A%e?2 7)‘{[ 1 — e e—12 dt
: TT
lln i ar—
& APy s 3V2 b
\ V2o 2
?b_z - 1 a i
= A3¢2 p3 [ W &3
k(ps) = A%e pgll - j L dtj |
[n n* —
YT | P
V2o E

A (7) kifejezés tgy foghat$ fel, mint egy iranytangens. Ha tehat az egyik
skdlan adott p* mellett az F,(p,) és Gy(p,) értékeknek megfelelé pontokat
rakjuk fel, a masikon az F,(p,) és Gy(p,) értékeknek megfelelket, a két gorbe
egy-egy pontjat osszekotd egyenesnek az irdnytangense éppen az illet6 p,, p,

értékparnak megfelel(i? fiiggvényértéket szolgiltatja. A fiiggvénynek tehat

azon Py, P, értékparnal van minimuma (p, = p, mellékfeltételt is figyelembe
kell venni), amelynél a két gorbe megfelelé pontjait Osszekoté egyenesnek az
iranytangense minimalis. A szélsGértékfeladat nomografikus tton valé meg-
oldasdnak gondolata Pdl Sdndortél szarmazik. A nomogrammbél (1. abra) az
deriilt ki, hogy a vizsgéalt esethen leggazdasigosabban akkor jarunk el, ha a
masodilk pofanyilds-bed,llitds magdval p*-al egyenlé. A figgvény széls6 értékét
egyébként a p* pontbél a masik gorl:ehez htzott érinté érintési pontjanak
megfeleld p pont szolgaltatja. Az igy nyert. Py, p* értékpar adja a kivant
minimumot.
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Itt ki kell még hangstlyoznunk azt, hogy az itt kozolt eredmények esak
a kisérletben szereplé koézetféleségnek a felhasznalt zuzégépekkel tortént
‘zuzasara érvényesek. Mas kizetek és més zzéberendezés esetén altaliban mas
lesz A és b értéke. A és b-értékének meghatarozasa mindig kisérleti aton torténik.
A nomogramm viltoz6 A és b értékre valé kiterjesztésének nincs elvi akadalya
csak ismerni kell A és b véltozasinak értékhatarait. Ez esetben adott p* érték-
hez nem két gorbe, hanem két gorbesereg tartozik.

1. dbra

TRODALOM

. A. H. Koamoropos: JJokmag« A. H. CCCP (1941)
. Rényi A.: Epitanyag, 2. (1950) 177—183.

-l R, thtmger Aufpereitungskunde (1867) 19.

. Ldzdr J.: Epitdanyag 2. (1950) 57—71.

. Beke B.: Apritas-fajtazas. (Sajté alatt)
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MHHHUMAJN3ALHS SHEPTOIIOTPEBJIEHUSA PA3JPOBJEHUA KAMHS NYTEM
HAWBOJIEE LEJIECOOBPA3HOW YCTAHOBKMU JPOBHJIOK MEPBHUHOIO "
: BTOPUYHOI'0 IPOBJEHUSA

I'. CEKEJIb

Pesome

M3 pesyabraroB A. H. KosmoropoBa [1] n3BecTHO, uTO pacnpejesieHHe 10 BeJHYHHE
3epeH pas3gpobJeHHCI0 MarepHaja JiCrapudMHYecKH HOpPMaJbHO. ‘[IpUMeHsisi BhIleyKasaH-
HBble Pe3yJIbTaThl, aBTOP AA€T HOMCIPAMM /ISl IPOU3BE/IEHHST JIBY XCTaIHAJIBHOT0 H3MeJbueHHsI
WEKOBBIMH /IPOOHJIKAMH, ¢ NOMOWbIO KOTOPOro IEKOBble OTBepCTHS pery.rmpy 10TCSA . TaK,
470 3(PHEKTHBHOCTD [POOHIIOK MaKCHMaJIbHA. .
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MINIMALISATION DU BESOIN D’ENERGIE DU CONCASSAGE PAR L’AJUSTAGE
LE PLUS PRATIQUE DES CONCASSEURS PRELIMINAIRES ET DES CONCAS-
SEURS POSTERIEURS

G. SZEKELY
Résumé

Sur la base des résultats obtenus par A. N. Kolmogorov [1] on sait que la distri-
bution des grains de la matiére concassée selon leur grandeur est logaritmico-normale.
Utilisant les résultats mentionnés, I'auteur donne un nomogramme, & 'aide duquel dans
le cas de concassage en deux phases les ouverturés des joues peuvent étre ajustées d'une
telle maniére que V'effet utile des concasseurs devienne un maximum.
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A GALTON-FELE DESZKAVAL KAPCSOLATOS NEHANY PROBLEMAROL
i MEDGYESSY PAL '

OSSZEFOGLALAS

Szerzé - ismerteti a Magyar Tudoményos Akadémia Alkalmazott Matematikai
Intézetének Galton-deszkajat és annak néhany alkalmazéasit. Azutan leir két kisérletet
Galton-deszkéval. Az egyikben valamely kivélasztott tartdlyba juté golyék széménak
eloszldsat vizsgélja, a- masikban két kiilonboz6 tartalyba jut6 golydk szdménak egyméstol
valé fiiggését. Megadjaannak feltételeit, hogy az elséesetben Poisson-eloszlds keletkezzék,
A miésodik esetben pedig teljes fiiggetlenség alljons fenn. Beféjezésiil a Galton-deszka
egy modositasat vézolja.

Az Alkalmazott Matematikai Intézet a kozelmultban elkészittetett egy
20 soros Galton-deszkat, elsGsorban demonstracids céllal. A késziiléket a fény-

.

\
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kép mutatja : mivel az altalanos elv ismeretes, csak azt emlitjiik fel, miben
tér el az altalaban hasznaltaktol.

A legurulé golyék vagy sorétek szogek helyett fémékekbe iitkdznek és
mindegyiken ugyanazzal a valoszmuseggel térnek el jobbra, ill. balra. Kis
stilyukkal nem rongiljak az €k élét és igy a balra, ill. jobbra valé eltérités
val6szinlisége valtozatlan marad hosszabb hasznilat utén is. Fontos ujitas az
éktavolsag egész tobbszoroseivel eltolthaté gyijtétartalysor. Az egyes tartdlyo-
kat egyszerre vagy fﬁggetleniil lehet nyitni, ez szamlalas szempontjabél fontos.

Felsorolunk par alkalmazasi lehetGséget.

1. Ismeretes, hogy a golydk a tartalyokban binomialis eloszlassal .és
igy elég nagyszamu éksor esetében elég nagyszamu golyé lefutdsa utén a nor-
malis eloszlas gorbéjét kozelitGen helyezkednek el. Ha most a tartdlysort
eltoljuk és ajbol lefuttatunk golydkat, az ezek altal képviselt normalis eloszlas-
kép az elGbbire szuperponalodlk fgy 4ltaldban szemléltethetd normalis elosz-
ldsok szuperpoziciéja. Ezen az alapon szemléltethets pl. a Rényi Alfréd altal
targyalt meteorolégiai probléma megoldésa [11].

2. Ismeretes, hogy a Galton-féle deszkan lejatsz6dé jelenség azonos egy
sbolyongasi« problémaval : Mozgé pont egyenesen 1év8 egyenld tavolsagh
pontok valamelyikében tartézkodhat, pl. z-ben. Ebb6l a pontbdl p valészini-
séggel mehet x -+ 1-be, ¢ val8szinfiséggel x — 1-be. Mi annak a V(N, K)
valdszintisége, hogy N 1épés utan xz + K-ban (K =0, 1, ... N) lesz?

Tudjuk, hogy bizonyos hatiratmeneti feltételeknél V (N, K) differencia-

egyenlete dtmegy a difftzié (egyben a hévezetés) differencidlegyenletébe [2].
A Galton-deszka tartalyaiban elhelyezked$ golyék képe tehat a diffazié
differencialegyenletének egy megoldasit mutatja. Olyan ékekkel, amelyekrél
a golyd csak egy irdnyban haladhat tovabb, vagy egyes ékek helyett relnyel8«
nyilasokat iktatva be, ezzel a visszaverd, ill. elnyel6 fal hatarfeltételét iktat-
hatjuk be és ekkor a golyék mutatta gorbe a hatarfeltételek melletti megoldast
mutatja. :
3. Mivel elég nagy sor- és ékszamndl valamely széls§ tartalyba jutds
val6szintisége tetszélegesen kicsivé tehets, bizonyos hatarok kozt tetszblegesen
kis val6szintiségii eseményt képvisel a golyénak az emlitett tartdlyba jutédsa.
Ezért a széls6 tartalyokba jutd goly(')k szamanak eloszlasa mar a Poisson-félét
kozeliti meg.

4. Felhasznilhaté a keszulek a yvéletlen szamok« (random numbers)
sorozatinak elGallitdsara, 0-t6l valamilyen 2-hatvinyig terjed§ szamsorra.

Dolgozatunk tula]donkeppem célga a Galton-deszkival kapcso]atos
néhany probléma targyalasa.

1. §.

A problémak bizonyos, a Galton-deszkival végezhet§ kisérletekkel fiigg-
nek Ossze. Az egyikben.a kovetkezd elrendezés szerepel : A Galton-deszka
utolsd éksorat 0, 1, 2, ... N-ig szamozva képzeljiik el, balrdl jobbra. Kivalasz-
tunk egy tartalyt és f6léje toljuk a »0« éket. (Ez azonos a tartalynak az ék ala
tolasdval, viszont ez a felfogis a targyalds szempontjabol kényelmesebb.)
Ezutdn lebocsatunk K, = 0 szamaG goly6t. Ebb6l valamennyi (esetleg 0)
a kivélasztott tartalyba jut. Most az »l« éket toljuk a tartaly f6lé és K, =0
golydt bocsatunk le, melyekbdl valamennyi a tartilyba jut, és igy tovabb.

166



A v-ik éknél K, = 0 golyét bocsatunk le (v ==0,1, 2, ... N). A kisérlet soran
minden ék elhalad a tartaly felett.
Bebizonyitjuk a kovetkezdt :

(I.) A fenti kisérletnél a tartdlyban levd golyok szdma A vdrhatd értéki-
Poisson-eloszlasit, ha N — oo, feltéve, hogy

) ngl Z" Ay ( J 2N
létezik és véges. T o

Bizonyitds: A tartalyban 1év$ golydszam, {n, valdsziniiségi valtozd.
Tekintsiik azt a helyzetet, middn a v-ik ék all a tartaly felett. Az ebben a hely-
zetben legurulé p-ik golyéhoz rendeljik a kovetkezd {up (w =1, 2, ... K,)
valbszinliségi valtozdt :

Loy = 1 ha a szébanforg6 golyo a kivalasztott tartalyba jut,
YT 0 egyébként.

A Galton-deszka tulajdonsagabdl kovetkezik :

7
) V(i =1) = (A ) ZIN = Pv
V(Gou.=0) =1 — pp = ¢».
KV
A p-ik-lebocsatasnal a tartalyba juté golydk szama maw = ) (wu €8 az
=0

egész kisérlet alatt odajuté golydk szama

N N - K
4~=2n~v ) X G

v=0 @=0

A -k fiiggetlenek és igy alkalmazhato egy altalanos tétel [3], amelybdl
specxahs esetként adddik a kovetkezd tétel : Ha az mn1, ... myn valdszintiségi
valtozok fiiggetlenek és mindegyik binomialis eloszlast, megpedlg

~

K Knp—T
Vi =1 = (") phw (1 — ) ™

akkor, ha
Jim, Yy =0
és
N
11\1ii)noc EJ’NV Ky = A

g {n= ) mMnwv eloszldsa konvergal a A vérhaté értékii Poisson-eloszlas-

v=1
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hoz, azaz
. As
lim V({y=8) = —e 4 (s=0,1,...),

N—oo s!

amit a problémankra alkalmazva, kapjuk (L.)-et.

Megjegvezziik, hogy K, = A (v = 0,1, ...N) vagy lim K, = 2 esetén
a Toeplitz-tétel [4] értelmében a kivant konv ergencla fennall. Hasonléképpen
fennall a kivdnt konvergencia, ha csak minden r-ik helyzetben dobunk be A
szama golyot, azaz Ky = A, hav=r -m(m=0,1, 2, . .)és K, = 0 egyéb-
ként, tovzi‘bbé akkor is, ha a K, szdmok periodikus sorozatot alkotnak, vagy
ha a K, szamok szdmtani kozepeinek hatarértéke létezik stb. A N — oo a
gyakorlatban azt jelenti, hnory az éksorok szamat egyre noveljik. Elég nagy
ékszamnal a hatareloszlas mar igen j6 kozelitéssel megvaldsul.

Ezutan a fenti kisérlet kovetkezd mddositasat vizsgaljuk :

(IL.) 4=z (I ) -nél lemt ALserletben legyen K, diszkrét valdszintiségi vdltozé és
legyen V(K, =) = fu(x) (x =0, I,...), mely fol@) figgvény kilonbizd v érté-
. kekre kilénbozo lehet. K eressilk a tarfdlyba’n lévé golydszam, {n eloszldsfiiggvényét.

E célbdl megéllapitjuk a fentebb szerepelt mn, karakterisztikus fugg-
vényét. Fiiggetlenségilk miatt (v karakterisztikus fiiggvénye az mn,-k karak-
terisztikus fluggvényeinek szorzata lesz ; ebbdl kdvetkeztetiink az eloszlisra.

1N figg a K, valdszinliségi valtozo6tdl, vagyis az eloszlas kevert. Ekkor
57 mn, karakterisztikus fliiggvénye (M a vdrhato érték) :

Pne —= Mei !y, = M(M(ei!y,/K,)) .

(A'zé.r()jelben feltételes varhato érték.) mn, binomidlis eloszlasa, K, = z és

N
e ( )* paraméterekkel. Karakterisztikus fiiggvénye [6]
. (N . X
M(é”nx\'r ']\1’) 7 ‘] e ( 1 )j ("lt” l)j ’
Igy
(PY] — Meitn y,, — f 1 (ZVJL (eit — 1) X.f (x)
Nv N1 = T v)on ] v
é3
N L -
Voo ] () g = [,

P 0 X
Specializaljuk most f,(x)-et.

- Legyen el6szor

fu(z) = [ 1, ha & = L, (konst.)
v | 0 egyébként.
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¥z nyilvan az (1.) alatti eloszlis esete akkor. ha .N — co-t nem kotjik ki,
tehat annak eloszlasat a

N
Ny 1 . L

e () ]
p=0t 4 R

karakterisztikus fiiggvénye jellemzi.

Legyen most f(x) Poisson-eloszldsii :

As
fy(x) = e~A” . —' ’
x!
akkor
; Ny 1 . I 7% N -I—(e"——l)
Py = ), 1-{—(1))5((’.“—‘1) e~ x—r——e”"’)ﬂ"
x=0 "t ~ :

vagyis nny Poisson-eloszlist és mert

N
Py = I Py = €77

V=0

{n szintén Poisson-eloszlasit, mégpedig nemcsak hatdarértékben, hanem mdr véges
N mellett is. (Gyakorlatilag ez gy valdsithaté meg, hegy minden helyzetben
talalomra markolunk ki egy marcék goly6t egy dobozbdl és azokat engedjiik
lefutni.) Kénnyen belathatd, hogy csakis ekkor Poisson-eloszlastt {n.

2. §.

Képzeljiik el az (1.} alatti kisérlet kovetkezd mddositdsat : Vegyiink két
tartalyt, 4-t és B-t; ha a »0« ék A felett van, legyen a B felett a d-ik ék.
Toljuk a »0« éket B filé és boesdssunk le A, = 0 golyét. Ebbél B-be jut 7,
A-ba nyilvan &, = 0. Egy ékkel tovabb toljuk a deszkat, leengediink K, -et ;
jusson B-be 7, A-ba ¢, = 0, é. 1. t., addig, mig a »0¢ ék az A4 felett lesz (és a
d-ik B felett). Az ekkor leboesatott K,-bil. A-ba &, (dltaldban + 0) jut, B-be
na. Ujabb eltolds és Ny .1 golys lebocsatasa utan §. 4.5 és my+1 8.1ty az N-ik
lebocsatasndl ¢y és my. Az N + 1-iknél B-be¢ mar nem jut, my:1 = 0; A-ba
En-a jut. Az (N + d)-ik, a kisérlet szempontjabdl utolsé leboesatisnal A-bha
jllt En: , B-be N +d- :

Legyen a golydk szama A-ban

E=&C +& 4+ - +Enta {En =
B-ben : '

e

= uz=

mM=ng+m+ -+ F+MNvra (INr1=TNi2= * " =TNsa  0)

¢, m figgetlen valosziniiségi vialtozok Osszegei, amelyekre nyilvan igazak az
(I.) alatii probléma megallapitasai.
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¢ és vy azonban altalaban egyméstdl nem fuggetlenek mert £ fiigg 1s-t61
(8=d,d+1,...N). :

Beblzonylt]uk a kovetkezGt : )

(IIL) Esésms (s =d, d + 1, ... N) (vagyis § és ) csakis akkor figgetlenek,
ha K, Poisson-eloszldsi valdszintiségi valtozé (v =0, 1, ... N -+ d) dltaldban
esetrol-eselre mds A, paraméterrel.

Bizonyitds : A kozds sﬁrusegfuggveny nyilvan a polinomialis eloszldssal
adhaté meg : 4

K e
V(Es= v, ms = 1) = s PE gl — pg— g)" s
: v ul (K g— v— u)!

. ahol p,, ill. ¢; annak a valdsziniiségei, hogy a s-edik bedllitasnél egyetlen golyo
belefut 4-ba, illetve B-be ; ezek nyilvin

Ny 1
Ps = (s — d)
Ny
s ( s ) 9N
Legyen K, val6szintiségi valtozé és stiriségfiiggvénye
ts(x) = V(K5 = x)

ekkor a teljes valdszinliség tétele szerint

N

x!
V(§s = v, ms = ) Z' fs(z (z—v— ) ps ¢5(1 — ps— qs)"—_”_"
Ha most
V.
fs(x) = e s x_s'
Ax x!

VEs=rms= 1) = X e P8 (L — ps— gV TH =

s . -
= ! v',u (x—rv—u)!

e'—;\.s./p;,qél' (U-L‘u,) hined } (x—"—l"') o
= As X m(l—%‘“qs)x TR =

!
viul x=ptp

v o[

- e—AS.M TR pmA1—ps—e) =
vlu! '

e—hs.Ps . (As ps)v, e hls - (}\sb' gs)t

— ’

v! w!

vagyis
V(Es = v, ﬁs: w) = V(Es=v) - V(7’]s ::U«):wa"[).z:
ahol P, ill. P, A¢ps; ill. Ags paraméterli Poisson-siirliségfiiggvények.
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Megforditva : ha a fiiggetlenség fennall, igy
V(£ = . Ty = IJ~) = V(fs = v) 'V('f]s == .U~)

€3 igy egyszerii szdmolassal adddik, hogy bevezetve a

D(z) = Zfs(x )*

jelolést .
@ps(u — 1) + gs(v — 1] = @[ps(r — 1)] - @ [g5(v — D]
4« és v minden értékére, tehat
D(a + b) = D(a) - Db)

vagyis '

D(z) = ehs-2

és igy

| x .

fs(:r) ;,— ehs.

Vizsgaljuk most a kovetkezdket : :

(IV.) Mi lesz a korreldcids egyiitthaté £ és v kézolt a mdsodik kisérletnél,
ha K, wvaldszindiségi wdltozd, fu(x) = V(K, = x) stirfiségfiggvénnyel (mely
kisérletrél-kisérletre valtozhat)? A

' M(Ev) — M(€)-M(n) R
Tem = =
Ja(g) - o¥(7) | o?(§) - o ()

(02 a szérasnégyzet) korrelaciés egyiitthaté szamléléjaba € és m kifejezését
beirva, beszorozva és a fiiggbséget figyelembe véve, kapjuk
N : .
R = 3 [M(Esm) — M(E5) -M(m5)]-

s=d

Mivel azonban a vérhaté értékekben szerepld K is valdszinfiségi valtozé
1_\{' .
R =} IM{M(Ems/Ks = 2) }— M{M(§J/ K= )} - M{M(r/Ks = 2) }]
s=d

{az els8 operdcié mér a K, valtozodra szél).
Lattuk, hogy a (&5 ms) vektor trinomialis eloszlasa; ismeretes,. hogy
annak vérhaté értéke K == z-nél

M(é’s”f)s/l\s ==x) = x{x— 1) psqs
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és a binomidlis eloszlist &, ill. 7€
M(§/Ks=a) = x-ps ill. M(n/Ks=1x) = x-q,.
Ezzel

oo

M{M Esms Ks =2 }*ﬁ E x(x — 1) ps-qs - fs(x)

x=0

D18

M{M(gs/Ks = 1‘)} = &+ Ps fs('v)

x=0

8

M{M(n/Es = 2)}= ), x-q5-fs(@),
. x=0

vagyis, a szamitdsokat elvégewve

R = g [03(Ks) — M(Ks)] psgs = g' [3(Ks) — M(K,)] (szird] (f) '52117

s=d s=d

ahol ps, gsmek a fentebhi értékeit irtuk be.

Ha R = 0, rgy is 0. Ldtjuk, hogy K, minden olyan eloszldsdndl, amelynek
szordsnégyzete és wrhafo értéke azonos, rgxn = 0. Ilyen pl. a Poisson-eloszlas ;
hogy ekkor a korrelacié 0, az mar a fentebb targyalt fiiggetlenségbdl is kovet-
kezik.

rey altalanos klfe]eaebeheL kiszamitjuk még a szorasnegyzeteket Az
(I.)nél le\ ezetettek alapjan & karakterisztikus fiiggvénye

_ IN Z[ o ) o (et 1)]"~fd+;<x>

(fs+0(x) szerepel, mert amidén 4 elészor van a deszka alatt, Ky goly6 fut le),
n-é pedig, értelemszeriien

Felhaszndlva a karakterisztikus fiiggvény és a szérisnégyzet ismert Ossze-
fiiggését, kapjuk a szdmitdsok elvégzése utan

N
Spea e (M) ()3
Fgm == - -~ T
[ 5 e (5) g vt - e (51
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X u

]/ .éo M(K,) .(N) _}ﬁ + [02(K,) — M(Ky)] - (JX)2 : l

v 22N

Vizsgaljuk most specidlisan azt az esetet, amikor minden K, ugyanolyan elosz-
lasa, ekkor

0 Kypp) — M(K4,.0) & 0%(K,) - M(K,) =8
(8 konstans és fiuggetlen p-tdl);
M(K4yp) = M(K,) = M
(M konstans, fiiggetlen »-t6l) és

SziT (Ngfd)

Tém =
, 1 (2N
M+8 (.N )
Ennek aszimptotikus kifejezése
__eae
o S e N
Y I'm- N

Ha K, pl. a K = konstans értéket 1 valdsziniiséggel veszi fel.

R |

M
Ilyen médon példanl N = 20 mellett d = 5 esetében a korrelicios egyiitt-

haté méar -L-nél, d = 7 esetében —I—A-nél kisebb.
100 1000
Ezzel megadtuk & korrelicids egyiitthaté viselkedését.

Befejezésiil néhany sz6t a Galton-deszka maédositdsardl. Van olyan meg-
oldas, melyben golydk helyett folyadék vagy homok szerepel [7]. Mindezeknek
azonban f4 hatranya, hogy az utolsé éksorok ékeinek kis elferdiilései, kopasai
— a balra, ill. jobbra valé eltérités valdszinliségének valtozdsai — rendkiviil
zavarjadk mikodésiiket. Ezért — f0ként a diffdzié differencidlegyenletének
ilyenfajta »gépi« megoldasira és a véletlen szamok megéllapitasira gondolva —
kidolgoztuk a (ialton-deszka olyan modositasit, amelyik az emlitett hibaktol
eleve mentes és ahol az események fuggetlensége sem kérdéses. Elve:

A szckisos Galton-deszkan egy golyé N éksoron fut le és eljut a
v(0. = p = N) tartilyhoz. Bz ekvivalens ezzel : Egyetlen éken N goly6 fut le
és koztiik v tért pl. jobbra. Ha az N golyé lefutdsa kozben a v-t valahogy gépi
uton szamoljuk és a végén egy tartilysorszerli regisztralé berendezés w»-ik
tartdlyaban megjelenik egy golyd, ugyanazt értiik el, mint a szokdsos Galton-
deszkanal. Mivel pedig a golyék mind ugyanazon éken futnak le, a valdszinii-
ség mindig ugyanaz ; a készilék mintegy sreprodukalja« az egyetlen éket.
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A regisztralast Ggy terveztiik, hogy a lefuté golyé egy K, elektromos
kontaktust kapcsol, a jobbra futé kilén K, kontaktust. Amig K, N-szer
kapesol, K, v-szor. Relékkel, sth. elérhet8, hogy K; N-ik kapecsoldsa utin a
regisztralé tartalysor »-ik tartalydban egy goly6 megjelenik. Ezutdn Gjbél
kezdddik a jaték; a lasstibb folyamatot a pontossig ellenstlyozza. Lehetséges-
nek latszik emellett teljesen elektronikus megoldas is.
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0] HEKOTOPbIX. NMPOBJIEMAX, CBA3AHHBLIX C NMPUBOPOM
I'AJIbTOHA

1. MEABEUIN
Peswme

Aprop nosaHakomur ¢ npubopom TlaibroHa Hueruryra lpuknaaHo#t MartemaTuxu
. ¥ € HEKOTODLIMH €r'0 UPHJIOKEHHSIMH. 3aTeM OfHchiBaeT gBa aKnepumeHta ¢ npuGopom anb-
TOH4, MPU KOTOPBIX WIAPH CKaTHIBAIOTCS B Pa3HbIX I0JIOXKEHHAX psijla pesepByapoB. [Ipu
OfHOH HccJiefyercsl paclpefelleHHe uMcia I1apoB, BMOABLIHX B HEeKOTOPHIH H30paHHbIH
pe3epByap, HpH- APyrod - 3aBHCHMOCTb uYHCeJ WAPOB, NMOMABUWHX B JBe pasHble pesep-
Byapsl. Cjaiorcsi yCJIOBHSI BOSHHKHOBEeHHsl pacnpefesieHHsi IlyaccoHa B fepBoM, M He3aBH-
CHMOCTH B [ApPyroM cnayvae. B OKOHuaHWM aBTOp oOuepudBaer MogHQHKaUHW npHGopa
FanbToHa. .

SUR QUELQUES PROBLEMES EN RELATION AVEC LA PLANCHE DE GALTON
P. MEDGYESSY «
Résumé

L’auteur déerit la planche de Galton de VInstitut de Mathématique Appliquée et
quelques applications de cette planche. Ensuite il décrit deux expériences effectuées avec
la planche de Galton. Dans 'une de ces expériences il examine le nombre des boules
arrivants dansune cellule donnée, tandis que dans'autre expérience ilexamine la dépendence
mutuelle des nombres de boules arrivants dans- deux cellules différentes. Dans le premier
cas 1l indique les conditions, dans lesquelles résulte une distribution de Poisson, et dans le
deuxiéme cas les conditions d’mdépendenee Pour terminer il esquisse une maodification
de la planche de Galton.
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A MATEMATIKAI STATISZTIKA ORVOSI-BIOLOGIAl ALKALMAZASANAK
NEHANY PROBLEMA JAROL

JUVANCZ TRENEUSZ és LIPTAK TAMASN

OSSZEFOGLALAS

A kozlemény elso része az alkalmazdsok elvi kérdéseivel foglalkozik. Az orvosi-
bioldgiai kutatds természetébdl adédoé specidlis problémakat két sulyponti kérdés koriil
csoportositja. Az egyik problémakor a szignifikanecia-vizsgélathoz, mégpedig magénak
a szignifikancidnak helyes értelmezéséhez kapcesolédik, a mésik problémakér pedig az
orvosi-biolégiai kutatdsban gyakran sziikségszerlien kiselemszdmi mintavételbdl ered.
Az els6 kérdéscsoportra vonatkozé vizsgalatok befejezetlensége miatt a cikk csupén
a probléma felvetésével és jelentdségével foglalkozik. A mésik kérdésesoportot illetoleg
kismintdkra is kidolgozott eloszlasmentes statisztikai modszerek bevezetését javasolja,
azaz olyan moédszerek alkalmazdsat, melyek a vizsgdlt statisztikai sokasdgra vonatkozo
csaknem minden eldzetes feltevéstol fiiggetlenek.

A dolgozat masodik része a fent emlitett javaslathoz kapesolédva ismerteti a rend-
statisztika (més kifejezéssel : varidcids sorok elmélete) f6bb tételeit s kozli a legijabb
ezirdnyu szovjet eredményeket is. Kzek felhasznélasival a kozlemény harmadik része
kismintdkra is haszndlhaté eloszldsmentes modszereket dolgoz ki szignifikancia-vizsgé-
lathoz. Végiil ezen uj médszerek gyakorlati alkalmazisit néhany orvosi' vonatkozisa
példan illusztralja és megadja a szamitdsokhoz sziikséges téblizatokat, melyeket az
Alkalmazott Matematikai Intézet Orvosi Matematikai Statisztikai Csoportja dolgozott ki.

A kozlemény az orvosi-bioldgiai alkalmazéasokbdl indul ki, de az itt térgyalt elvi
kérdések koziil tobb 4ltaldnosabb jellegli. a rendstatisztikdn alapuld eloszlasmentes
statisztikal eljardsok pedig az alkalmazésok széles teriiletén érdeklddésre és felhaszna-
lasra tarthatnak szémot.

1.
Elvi kérdések:

Mint az AMI orvos-statisztikai csoportja, egy éve foglalkozunk rend-
szeresen orvosi 6s biolégiai kisérletek és megfigyelések eredményeinek értékelé-
sével és tobb esetben mar ezek tervezésében is résztvettiink, tovabba orvosi
szaklapok matematikai-statisztikai vonatkozasu cikkeit lektoraltuk. Munkank
soran kézeli kapesolatba keriiltiink az orvosi-biolégiai kutatasokkal, a hozzank
fordulé orvosokkal és kutatdkkal tortént rendszeres megbeszéléseink alkal-
maval egyre jobban megismertiik a matematikai statisztika alkalmazasanak
itt felmeriil§ specidlis problémait és koérulményeit. Kozleményiink keretében
munkank soran lesziirt tapasztalataink kozil a legfontosabbakat szeretnénk .
ismertetni és egyes kérdésekre konkrét megoldast adni. Bar sok kérdésre
vonatkozdlag csak a megoldds irdnyat tudjuk vazolni, igy gondoljuk, mir a

175



problémak felismerése, pontos kérvonalazdsa és ismertetése is fontos lépés azok
megoldasa felé.

MindenekelGtt szeretnénk vazolni azt, mlelt van sziikség az orvosi-
biolégiai kutatds terén matematikai statisztika alkalmazdsdra. Uuyams éppen
azok az okok, melyek az alkalmazdast sziikségessé teszik, mdas tényezlkkel
egybefonédva eoryben meg is nehezitik azt.

Matematikai statisztika (és altalaban valésziniiségszamitds) alkalmaza-
sara abban az esetben van sziikség, ha valamely természeti jelenség torvényei-
nek, lefolyasdnak, kimenetelének vizsgalatakor va]amllyen okbél nem vehetjiik
szmitdsba a jelenséget egyértelmiien meghatirozé tényezdk teljes 6sszességét.
Ez bekovetkezhet ismereteink hidnyossidga miatt, vagy példaul azért, mert
az Osszes haté tényezdk figyelembevétele ttlsdgosan bonyolulttd, megenged-
hetetlentil hosszadalmassa tenné a vizsgalatot. Ez utébbi eset all el§ példaul
akkor, ha jatékkockaval dobunk : a kocka osszes lényeges fizikai adatainak,
a feldobas médjanak és bizonyara egész sor egyéb tényezbnek ismeretében.

nyilvanvaléan pontosan eldre megmondhatnank, hogy adott kiindulé hely-
zethll a kocka melyik lapjira fog esni : de nyilvanvald, hogy ez gyakorlatilag
kivihetetlen. Ha azonban ilyenkor a szdébanforgs jelenség nem egyszeri,
individualis eléforduldst, hanem azonos korillmények kézott elvben tetszs-
legesen sokszor megismételhetd, bizonyos tapasztalati tények és szimmetridk
figyelembevételével a szébanforgé jelenségre vonatkozdlag mégis objektiv
torvényszeritiségeket dllapithatunk meg : ezek segltsegevel tjabb és jabb
tényezdk hatdsit vehetjilk figyelembe. Az ilyen tipust, . n. véletlen tomey-
jelenségek vizsghlataval foglalkozik a valdszinfiségszdmitds. Ennek egyik
fejezete a matematikai statisztika, amely az altaldban ismeretlen eloszlast
statisztikai sokasdgokbdl vett mintak segitségével igyekszik becsléseket,
informacidkat nyerni a statisztikai sokasdgrél. A matematikai statisztika masik
s az orvosi gyakorlatban leginkdbb el6fordulé feladata annak megitélése,
hogy egy bizonyos tényezé hatdssal van-e a vizsgdlt jelenségre. Erre szolgal
az 0. n. szignifikancia-vizsgalat. A kisérletez$ azt kérdezi, van-e hatdsa egy
bizonyos tényezének a vizsgalt jelenségre. Ebbdl a célbdl két kisérletet végez.
Az els6 kisérlet soran a szébanforgé tényezs hatasat a vizsgdlt jelenségre minél
kisebbre igyekszik csokkenteni, a masodikban pedig éppen forditva, ezt a
hatast fokozza. A két kisérlet eredményeként nyert megfigyelések két mintdt
alkotnak (»kontrolls és nkezelt« egyedekbdl 4llé6 mintdk). A két minta alapjan
kell itéletet mondanunk arrél, van-e ényeges hatdsa a szébanforgé tényezdk-
nek a vizsgalt jelenségre? A matematikus a kovetkez6 gondolatmenet alapjan
mond {téletet : »Ellszor felteszem, hogy a beavatkozis hatdstalan volt, azaz
a kisérletezé altal adott két minta ugyanabbdl a statisztikai sokasdgbdl szar-
mazik (»null-hipotézis¢). Alkalmas mddon definidlok valamilyen »tavolsige-ot
két minta kozott (ilyen példaul x2, ¢ stb.). Meghatdrozom e »tavolsage vals-
szinfiség-eloszlasat arra az esetre, ha két minta egymastdl fiiggetleniil ugyan-
abbél a statisztikai sokasaghbdl szdrmazik. Ennek birtokdaban kiszamitom annak
valészintiségét, hogy egyazon sokasigbdl egymdstdl fiiggetleniil kivett két
minta igy definialt stavolsdg«-a nagyobb vagy egyenl§ legyen a két megadott
mintan ténylegesen észlelt stavolsage-nal. Ha ez a valdszinfiség a probléma
természetétol tiggd szinfnél kisebb, gy a két minta altal reprezentalt soka-
sagok kozti eltérést szignifikdnsnak itélem.

A kisérletez6 azonban gyakran félreérti a nszignifikans eltérése-t kimondé
véleményt. A wszignifikans eltérése itéletébdl, azaz a null-hipotézis elvetésébdl
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azt a kovetkestetést vonja le, hogy a két sokasig jelentlsen eltér egymaéstol,
azaz »tdvolsidge-uk meghaladja a gyakorlati vagy elméleti szemponthdl méar
¥ényegesnek tekintheté minimalis fokot. Azonban a matematikai szignifi-
kancia — azaz a null-hipotézis elvetése — csak azt jelenti, hogy az adott
szigoriisagi szint mellett, adott hatarozottsaggal Allithatjuk, hogy a két
sokasag nem azonos.

Feladatunk tehat null-hipotézis helyett olyan statisztikai hipotézis alkal-
mazasa, mely jobban illeszkedik a gyakorlat altal felvetett kérdésekhez, mely-
nek segitségével meg tudjuk itélni, hogy az észlelt eltérés szignifikdnsan meg-
haladja-e azt a legkisebb eltérést, melyet mar szakmailag — esetiinkben tehat
orvosi-bioldgiai szempontbdl is — jelentdsnek tekintiink. Kzen a téren végzett
vizsgdlatainkat még nem fejeztiik be, de jarhatd utat talaltunk a probléma
megoldasara.

A statisztikai itélet fenti altaldnos logikai problémaja mellett foglalkoz-
nunk kell a matematikai statisztika orvosi-bioldgiai alkalmazhatdsaginak,
illetve helyes alkalmazasanak specialis kérdéseivel is.

A matematikai statisztika alkalmazasit orvosi-bioldgiai kutatisokra
megneheziti elsGsorban az, hogy ezen a teriileten a megfigyelések és kisérletek
tervezésében és berendezésében a nceteris paribuse elvét altaldban nem koénnyf,
néha szinte lehetetlen megvalésitani. Az €18 szervezet miikdésének bonyolult-
sdga miatt ugyanis a vizsgalni kivint jelenséget .gyakran nem sikeriil eléggé
kiemelni a tobbi kozil és igy szandékunk ellenére, néha egyenesen tudtunk
nélkill olyan tényez6k befolyisa is érvényesiilhet, melyeknek azonos vagy
ellentétes iranya hatasa megzavarja: meghamisitja vagy elfedi a kisérlet,
megfigyelés eredményeit. Tudbgyulladas lefolydsit példaul nem csak a vizs-
galt gyogyszer hatdsossiga hatarozza meg, hanem a betegség elOrehaladott
volta, a beteg altalanos allapota, kora stb. Kz a korilmény noveli a vizsgalt
anyag diszperziéjat, megneheziti, hatdrozatlanabba teszi a statisztikai érté-
kelést. .

Tovabbi nehézséget jelent az a tény, hogy az orvosi-biologiar mérések igen
pontatlanok: 10%, mérési hiba nem szamit szokatlanul nagynak és kivételesen
jonak kell elfogadnunk az 1-—-29%,-0s hibaval dolgoz4 mérési éljarasokat.

Az emlitett nehézségeket a kisérletek és megfigyelések helyes tervezése
mellett bizonyos mértékben azzal is ellenstlyozhatnank, hogy a megfigyelések
szdmat noévelnénk, nagy-elemszamu mintakkal dolgoznank. Ez igen elGnyos
lenne egyéb szempontbdl is : a klasszikus matematikai statisztikdnak ugyanis
csakngm minden modszere nagy-elemszamit mintavételre van kidolgozva,
hiszen a felhasznalt tételek rendszerint hatareloszldsokra vonatkoznak (pél-
daul: %2). A nyugati irodalomban és tudomédnyos gyakorlatban divatos és
kis-elemszamu mintakkal is dolgozé eljardsok mind . n. paraméteres méd-
szerel. Paraméteresnek neveziink egy statisztikai eljirast akkor, ha az a
vizsgalt statisztikai sokasig eloszlastipusinak eléretes ismeretét feltételezi
s csupan az ismeretlen paraméterek becsiésével vagy mas hasonld, az eloszlas-
tipus segitségével jOl megkézelitheté kérdéssel foglalkozik. Példdul a szigni-
fikancia-vizsgalatnal gyakran alkalmazott Student-féle t-eljards (»szignifikdns
differenciak) és a bioldgiai gyakorlatban kiilonosen stirtin alkalmazott variancia-
analizis (vszérdselemzése, »Fisher-féle z-préba¢) arra az elGzetes feltevésre
épilnek, hogy a vizsgalt sokasigok normalis (Gauss-féle) eloszlastiak. Fenti
modszerek alkalmazéasa elGtt tehat kell§ lelkiismeretességgel meg kell gyGzdd-
niink arrél, hogy indokolt-e ez a feltevés, megnyugtaté mdodon alatamasztjik-e
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elméleti meggondolasok és tapasztalatok. Ennek a feltétlenil szikséges
ellendrzésnek elmulasztasa az elmélet és gyakorlat elszakadasara, formalizmusra,
helytelen kovetkeztetésekre vezethet. Eppen ebbll a szempontbél tartjuk
jellemzének azt a tényt, hogy a nyugati statisztikai iskola kutatdi elhanya-
goljak az a priori feltevések ellendrzésének kérdését, a tudomanyos gyakorlat-
ban pedig a fentemlitett paraméteres mddszereket az alapfeltevés ellenGrzése
nélkill jéforman barmilyen statisztikai sokasag vizsgalatara alkalmazzak.
A normalis eloszldsra kidolgozott paraméteres médszereket kritikatlanul alkal-
mazé kutaték legfeljebb arra hivatkoznak, hogy »a centralis hatareloszlas-
tétel kovetkezményeként a valdsagban eléfordulé folytonos eloszlasok majdnem
mind normalis eloszlasoke. Az idézett centralis hatareloszlas-tétel azonban
— szemléletesen kifejezve — csak azt mondja ki, hogy ha valamely mennyiség
értékét igen nagyszama véletlentdl fiiggl tényez6 hatirozza meg, melyek egy-
mistol fiiggetlenek és egymagaban mindegyikiik hatasa igen kicsiny, hatasaik
pedig Osszeadddnak, ugy e véletlentdl fiiggd mennyiség kozelitGleg normalis
eloszlast. De a természetben elGfordulé esetekben ezek a hatdsok nem szitkség-
képpen additiv természetiiek, hiszen példaul gyégyszerek hatdsmechanizmusa-
val kapesolatban is beszéliink yhatvanyoz6dé« hatasokrdl. Igy nem is csodal-
kozhatunk azon, hogy a biolégiai és orvosi kutatds terén siiriin fordulnak eld:
nem-normalis eloszlastt folytonos statisztikai sokasagok. Orvosi-biolégiai
alkalmazasok teriiletén tehat kiilonosen el kell itélntink a paraméteres mdéd-
szerek kritikdtlan, formalista haszndlatat. Meg kell jegyezniink, hogy ezek
haszndlata még abban az esetben is nehézségekbe titkozhet, ha ismerjiik a vizs-
galt sokasag eloszlastipusat, de ez nem egyezik a megfelelé paraméteres maéd-
szer alkalmazasihoz sziikséges eloszlastipussal. Elég nagy-elemszam minta
esetén természetesen kell§ biztonsaggal megbecsiilhetjik azon konstans para-
métereket, melyek segitségével a sokasigot a megfelel$ tipusba transzformal-
hatjuk s ezekre az atszdmitott adatokra mar alkalmazhatjuk a paraméteres
eljarast ; kis-mintak esetén azonban erre nincs lehetOség.

Fejtegetéseinkbdl tehat az kovetkezik, hogy az orvosi-biolégiai kutatas
vonalan fokozott jelentsége van a nagy-elemszama mintavételnek. Csokkenti
a diszperziét, kiegyensilyozza a mérési hibakat, lehet6vé teszi a hatareloszlas-
tételek és (esetleges transzformaciék végrehajtasa utan) a kiilénben igen értékes
paraméteres modszerek alkalmazasat. Ugyanakkor, mikor hangsulyozzuk
a nagy-elemszamu mintavétel eldnyeit, a kisérletezdnek is igazat kell adnunk
abban, hogy az orvosi-bioldgiai kutatasok terén a nagy-elemszamu mintavétel-
nek, azaz nagyszama megfigyelés végrehajtasanak gyakorlati, olykor elvi
akadalyai lehetnek. Igy egyes kisérleteket technikai okokbdl nem lehet meg-
ismételni, ritka betegség megfigyelésekor pedig néha kénytelenek vagyunk
5—6 esetre szoritkozni. Ha a megfigyelés »targya« az ember, nem is szabad
vkisérletezniinke ; a behatds médjat és a kontrollok kivalasztasit gy kell
elvégezniink, hogy mindkét csoportba juté embereknek a lehetd legtobbet
hasznaljunk. :

Egyik f§ problémank tehat az, hogy a nagy-elemszdmi mintavétel minden
elénye ellenére dltaldban mégis kis-elemszamd mintdkkal vagyunk kénytelenek
dolgozni. Ezen a téren két utat latunk a megoldasra. Az els§ lehetdség annak
vizsgalata, hogy a standard klasszikus elosz dsokra (f6leg a normalis eloszlasra)
kidolgozott paraméteres eljarasok milyen enyhébb feltételek mellett és milyen
kozelitéssel alkalmazhatGk ezeket tobbé-kevésbbé jol megkozelitd eloszlasa
-sokasagok vizsgalatara. Megjegyezziik, hogy ezen a téren mér torténtek kez.
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deményezd lépések a nyugati irodalomban is; de gyakorlatilag hatas nélkiil.
-A masik 0t olyan mdédszerek kidolgozdsa és alkalmazdsa, melyek figgetlenek
a vizsgdlt sokasdy eloszldstipusdtél, legfeljebb egészen enyhe feltételek teljesii-
lését, példaul folytonos eloszlast kovetelnek meg a sokasdgtol. Az . n. rend-
statisztika (varidcids sorok elmélete) kifejlesztésével ezen a téren fGleg a szovjet
valdszinliségszamitési és matematikai-statisztikai iskolanak vannak komoly
eredményei. Kozleményiink most kovetkezd mésodik részében Osszefoglaljuk
a rendstatisztikdnak az alkalmazisok szempontjabol legfontosabb tételeit,
a harmadik részben pedig kis-elemszamua mintavétellel dolgoz6 szignifikancia-
vizsgélatra hasznalhaté eloszldsmentes modszereket kozliink, melyek a rend-
statisztika legijabb szovjet eredményein alapulnak.

9

A rendstatiszitka néhdny alapvets tétele

Adott n szdmi x;, x,,..., ®, valés szamok koziil a legkisebbet jelolje
Bi(xy, y,. .., 2y) [= min (2, ,,..., )], & nagysdg szerint mdsodikat
Ry (2, @p,...,%), ..., végiil pedig a legnagyobbikat By (x),%,,..., xn)
[ =max (z;, z,,...,x,)]. Ekkor tetszileges &, ¢,. . ., £, valdszinliségi valtozok-
hoz hozmren(lelhet]uk ezek »rendezett sorozatat« a kovetkezd relacidkkal :

é::_k’:f{l(gl)gZ’ ---aé:n) - n]in (§IJ§2> .. '3§)“l)
§§ = By(§y, &0, -1 E0)

(1
é:i‘ :71{n(§1 yé:g, é:n) ”"’“\(‘51 :sc-:» "Sn)

A £, €5, -, & valbsziniiségi valtozdk . n. »varideiés sor«-t alkotnak. A rend-
statisztika ezen varidcids sorokkal foglalkozik.

Szoritkozzunk most arra az esetre, mikor a &, &,,..., &, valoszinGségi
valtozdk egyazon folytonos F(x) eloszlasfiiggvénnyel rendelkeznek. Minthogy
folytonos eloszlasn statisztikai sokasighb6l vett minta egyes elemei éppen ilyen
valészinfiségi valtozdk, ezért a tovabbiakban a megfelel§ matematikai-
statisztikai terminolégiat haszndljuk.

A rendstatisztika aldbbi tételei két csoportba oszthatok. Az elsG tipusq,
1. n. »egy-mintas¢ tételekben egy folytonos eloszlast statisztikai sokasiaghol
vett mintanak és a sokasig elméleti eloszlasfiiggvényének bizonyos stavol-
sdge-ait értelmezzitk a minta empirikus eloszlasfiiggvényének segitségével és
meghatarozzuk a nyert valészinliségi valtozok eloszldsfiiggvényeit, illetve ezek
hatdrértékét arra az esetre, amikor a minta elemszdma minden hatiron tal né.
A midsodik-tipusd, 0. n. »két-mintds« tételek két minta empirikus eloszlasfiigg-
vényeinek hasonléan definidlt tdvolsigaira vonatkozd eloszlasokat és hatar-
eloszlasokat adjak meg.

Eloszor is definidljuk az empirikus eloszldsfiggvény fogalmat. Egy
n-elemil minta empirikus eloszlasfiiggvénye:

(‘2) . ‘\‘n(l')

r

Fal),
it
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ahol k,(x) & minta azon elemeineck szamdt jelenti, melyek kisebbek, mint x.
Masszéval, ha a mintavételi valtozék variaciés sora :

: ) ‘ * <% e
(,3) §1§§2§"'§§;;
akkor 0, ha v = é:l*
. N ]
o ha &f<a=¢;
2
< s %k
;L, ha é'? <x§;‘3
) So(@) =y T
v h o ¥ - ¥
o a §p < T=Efpia
7 -1 % o
——, ha ¢, <a=¢§;
I ha §£F <.

A minta empirikus eloszlasfiggvénye-tehat a minta z-nél kisebb elemei-
nek viszonylagos gyakori-dga, mint x fiiggvénye. Grafikonja egy 1épcsd-vonal,
mely a minta két szomszédos eleme kozott az x-tengellyel parhuzamos egyenes-
szakasz, a minta egyes elemeinek megfelel$ helyen pedig szakaddspontj: van,

ahol a gérbe »}Z-nel feljebb folytatodike.- Az ugraspontokban az alsé egyenes-

szakasz jobb végpontja a gérbepont. A mintavétel soran természetesen a minta
elemei valdsziniiségi vdltozdk, a minta empirikus eloszlasfiiggvényének értéke
tehdt minden rogzitett « helyen valdszinliségi viltozd.

Ratériink a tételek ismertetésére.

Egymintds tételek

Egy folytonos F(x) eloszlasfuggvényii statisztikai sokasagbdl n-elemit
mintdt vesziink, ennek empirikus eloszldsfiiggvényét S,(xz)-szel jeloljik.
Definialjuk a D, D, Dy, Q) (a), és Qn(a,b) valészinliségi valtozdkat a kovet-
kezdképpen :

(3) D= sup (Spx) — Fay)

—20 <x <460 .
(6) Dy = sup (F@y — S,@)

—00 <x < J-00 -
(7) ' D, == sup 1S (x) — F(x)l== max (D, Dy)

00 <X < OO0 .
® Q@) = sup (S‘i’ ~1)

a<fF(x)y \ F(x)
(9) | “(a,b) — sup (—6"—@ - 1) .
T a<reo<e \ F(x) ’

ahol 0 << a << b < 1 tetsz8leges rogzitett értékek. [A (8) és (9) definicidkkal
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Salx)

P(x)
valészinliséggel felvehet egy tetszéleges nagy fix értéknél nagyobb érté-
keket. ] '

A) GLIVENKO tétele (a statisztika alaptétele) [8]

kapesolatban megjegyezziik, hogy a sup ( — l) valtozé pozitiv

—00 <X < 4 00

(10) : »V{ lim‘ D, = 1)} =
. n-—>>x

Ez a tétel tehdat azt mondja ki, hogy a minta empirikus eloszlasfiiggvénye
1 valdszin(iséggel egyenletesen konvergdal az elméleti eloszlasfiiggvényhez.
Mintavétel itjan tehat kimeritd képet szerezhetiink a vizsgalt statisztikai
sokasagrdl : ebben az értelemben valéban a statisztika alaptételének nevez-
hetjuk. '

B) KOLM OGOROYV tételes [16]: tetszdleges valds z-re :
(11) lim V{yaD;<z}= ImV{|{nD; <z}=
n—oo n—oo

g0, ha z=0

o * (.
= K*(2) 1 1—¢22% ha z>0.

|U, ha z=0

(12) r}glcl,c V{ Vn Dn < z}:‘ k()= l 2 (—— 1)» e—2¥222 ha 2> 0.
P - —0C

C) SZMIRNOYV tétele |29.] : tetszileges valds x, y esetén :

(13)  lim V{{nby <z; Vrnbi<y}= S8, »,

H—0
ahol § (z,y) az alabbi fiiggvény :
0, ha mn(@y)=0

oo (o] R —_—
2 e 2PAx )P L’ (e—2xHv=1y)E | (2w —lx o)

RN TR v 1

() Sxy) = {

ha min (z,y) > 0
D) RENYI tételei*:
I 0, ha z=4u

(15) n;lmgy{vm;,(a)q}fHﬁz;a): 5 ,z :
‘ V— J e 2dt, ha z>0
i 5

* A szerzé ezirdnyu dolgozatai sajto alatt vannak.
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(16) lim V {Vw On (b)) < = } =H,(z;mb) =
n-—o0

z——x] q
V J (( )‘[ ' “—;dt)dx;(—oo<z<+ ).

0

. Kétmintds tételek

Egy folytonos eloszlasfiiggvényli statisztikai sokasagbél egymastol
figgetleniil két mintat vesziink, az egyik m-elemli, a masik n-elem{i minta.
Empirikus eloszlasfiiggvényeiket r-ndre Sp(x)-szel ill. 7',(x)-szel jeloljiik.
Az (5), (6) és (7) egyenletek analégidjara definidljuk’ a Dy, ,, Dy, és D, ,
valésziniiségi valtozékat : ’

(17) I);’,,,, = sup (Sm@— T, @)
R —0G <x .. Loo
(18) Diyn= ‘sup (Th@ — Sy )

—00 <x <. OO

(19) Dinpn=sup  |Sp(@)—Tn(x) =max (D, Dmn).

—00 <X < 400
Definidljuk tovabba a Cp,, valdszinliségi valtoz t a kovetkezGképpen :

jelentse a Cp, , az els, S, (x) empirikus eloszlasfiiggvényi minta elemei koziil
azon ¢F elemek szamat, melyekre fennall:

(20) ‘qm (é');;) = Tn (ét)

E)Y SZMIRNOV tételei [29]: tetszbleges valés z,y és 2 szimok esetén
m ésntartsanak a végtelenhez Ggy, hogy ktizben%:i = konstans legven ; ekkor

mn

(‘.’I)A limV{V I:”Z_Ln 1),}’1n<z}-—11mVlV” i Dmon <Z} K*(z)‘
(22). lim V lV mn_‘ Dmon <z}=K(z)

(23) limV[ Wi@—r Dy <z _mn_ Dy < }:S(xy)‘

. | m -+ n Ym0 ™" Y W

ahol K*(z), K(z) és S(z,y) a (11), (12) és (13) relaciékban szerepld fiigg-
vények. '

A kovetkezo tételek ugyanezen valdszinliségi valtozék hatareloszlsa
helyett azok pontos eloszlasat ad,ak meg az m {L esetben.
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F) GNYEGYENKO és KOROLJUK tételer {10]: tetszlleges valds z esetén

a y = [nz] jeloléssel

24)  V{Di.<z}--V{Dpn<z}

{25) V{ Dnp<z}="

Itt és a tovdbbiak sordn is a kovetkezd jeloléseket hasznaljgk :

0

, ha z=0

A

) o2ty

n

2n

n—upv’

z> 0.

1. tetszlleges valds ¢ szam esetén [t] jelentse ¢ negész részéte, azaz azon

legnagyobb egész szdmot, mely ¢-nél még nem nagyobb ;

2. tetszlleges valds t és tetszlleges egész k esctén (,t) (masik szokasos
jelolése : CK) jelentse a kovetkezit : '

0,

: 1
(26) (‘ ) — [ 1(t

k.

it

ha k<0
ha = k=0
— ). k1)
1-2.3. .k
ha k>t

»

ha

O<hb=t.

G) GNYEGYENKO és RVACSEVA tételer [11]: tetszOleges valds x és y esetén

(27) ' V{ D;n < x; I)n+,n < ?/} = lJUn(xv?/) )

ahol v = In.r‘], B = |nyl és

0, ha

I, ha

2H ¥ (ey) =) —- _

l

|
max (r,y) =
¢ ( 7/) n

. 1
min (z.y).> | —
n

n
aip

w+ﬁﬂ“

3
™

@ E.
)

v=]1

In

wt e viatp)

egvéhként.
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H) GNYEGYENKO és MTHALEVICS tétele [13], [14]:

20 ViCpn - k ; k= 00200
(2) R _

tehat Cy, ,, Osszes lehetséges értékei egyenls valészintiségiiek. Mihalovies késébb
[23] cikkében bebizonyitja ugyanezt az Osszefiiggést C), , helyett altalaban
a Oy np \alto7ora is, ahol p egész szam.

A bizonyitasokkal itt nem foglalkozhatunk. Természetesen nem celunk
ennek a kozleménynek kereteiben a rendstatisztika 6sszes tételeit ismertetni
még felsorolas forméjaban sem. Megemlitjiik, hogy a variacids sorok elméleté-
nek kialakitasat V. I. Glivenko [8], A. N. Kolmogorov [16}, N. V. Szmirnov
{277, [28], [29], [30], H. Cramér {3] és R. Mises [24 ] alapvetld munkditdl
szamithatjuk. Azéta ezen a téren a szovjet kutaték koziil G. M. Manyia [18],
I. D. Kvit [17], #. U. Pajvin [25], B. V. Gnyegyenko [9], [10], [11], [12].
(13], {141, V. 8z. Koroljuk [10], K. L. Rv cseva [11] és V. Sz. Mihalevics
{13], [14], [23] értek el lényeges eredményeket. Hazankban Rényi Alfréd
jarult hozza a variicids sorok modern elméletének kiépitéséhez*, amennyiben
azt bizonyos mértékben a fiiggetlen valdszin{iségi valtozok Osszegeire vonat-
kozo elméletre vezette vissza, tovabba meghatdrozta a (8) és (9) valtozdk és
még mas hasonlé viltozék hatdreloszlasait. H. Cramér és R. Mises idézett
munkai utén a nyugati statisztikai irodalomban hosszi ideig csak A. Wald és
J. Wolfowitz bonyolult formalizmussal dolgozo cikke képviselte az idevagéd
irodalmat. W. Feller 1948-ban megjelent és Kolmogorov tételeinek bizonyitdsat
egyszeriisito munkaja utan J. L. Doob [6] ezen tételekre vonatkozé heurisz-
tikus bizonyitasi eljardsa, melyet M. D. Donsker [5] tett szabatossa, jelen-
tettek lényegesen tjat, majd K. L. Chung [2], M. Kac [15], Anderson és
Darling {11 munkai fejlesztették tovabb a varidcids sorok elméletét. F. .J.
Massey 191,207, [21], [22 Inégy cikkben foglalkozik Kolmogorov és Szmirnov
emlitett tételeivel és azok alkalmazdsihoz szilkséges egyes numerikus tabla-
zatok kidolgozasaval jarul hozza az elméleti eredményekhez.

A mi szempontunkbdl lényeges, hogy Gnyegyenko, Koroljuk.
Rvacseva és Mihalevies (24) —(29) alatt ismertetett tételei lehetdvé teszik,
hogy a variaciés sorok elméletének alkalmazasit kis-mintdkkal dolgozdé
szignifikancia-vizsgdlatra is kiterjessziik. Ezzel foglalkozunk kézleményiink
3. részében.

3.

.
Eloszlasmentes mdadszerek alkalmazdsa szignifikancia-vizsgdalatra kis-elemszami
mintavételnél .

A rendstatisztikd elGbb ismertetett tételei koziil #10)—(23) hatar-
eloszlastételeket nagy-elemszami mintavétel esetén alkalmazhatjuk. KErre
vonatkozélag utalunk Gnyegyenko [9] konyvére, tovabbi Szentmartony
Tibor [26] munkdjara. melyek foglalkoznak e tételek statisztikai alkalma-
zasaval és Szmirnovnak azy Annals of Mathematical Statistics« c. folydiratban is
megjelént [30] kozleménye nyoman megadjak a K(z) fiiggvény tablazatat is.

* Kzirdnya dolgozatai sajtéd alatt vannak.
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Mi csak az orvosi-bioldgiai alkalmazasokban leggyakrabban eléforduld kis-
elemszamu mintavétellel dolgozé szignifikancia-vizsgalatokra haszniljuk fel
a rendstatisztika egyes tételeit, mégpedig a (25), (27) és (29) alatt szerep-
18ket.

Mint mar emlitettitk, két-mintas szignifikancia-vizsgilatra szolgalé
eljardst gy nyerhetiink, hogy meghatirozzuk egy olyan viltoz6 valdsziniiségi
eloszlasat, mely. alkalmas mdédon jellemzi két, egyazon sokasaghdl vett, minta
regymastol vald eltéréséte, »tavolsigat«. Nyilvanvald, hogy ilyen »tavolsagote
sokféleképpen értelmezhetiink, s ezek eloszlasa altalaban fiigghet a szdéban-
forgé statisztikai sokasig eloszlistipusatdl, sét a tipuson beliil a sokasig
eloszlasfiiggvényében szereplé paraméterek értékétdl is. Kszszeri tehat ent
a»tavolsagot« tgy definialni, hogy annak eloszlisa, de legalabbis hatareloszlasa
minél kevésbbé fiiggjon a sokasig eloszlastipusatél és jellemzGitél. Igy a
Pearson-féle y2-valtozét ilyen »tavolsage«-ként hasznilva, az eloszlas véges
esethen polinomialis eloszlas, melynek paraméterei a sokasag eloszlasatdl, sot
az adatok csoportositasatol is fiiggnek, hatarértékben azonban ez a fiiggés
eltiinik. Minthogy a nagy-elemszama mintakra gyakorlatilag elegendé kozeli-
téssel a hatareloszlast alkalmazhatjuk, ilyen esetekben a szébanforgd stavolsage
alkalmazisaval nagy-elemszamii mintavételre eloszlismentes modszert nye-
riink. A mar szdévatett okokndl fogva azonban a mi alkalmazdsi teriletiinkon
gyakran kis-elemszdmi mintavételre vagyunk kénytelenek szoritkozni s igy
nem elégedhetiink meg a hatarértékekre szdlé fiiggetlenséggel. Kozlemé-
nyiink els6 részében kifejtett okok mind amellett szolnak, hogy igen elény6s
lenne olyan »tavolsige-definicick megalkotasa, melyek véges esethen sem
fiiggnek a sokasag eloszlasatol.

Konny( beldtni, hogy abban az esetben, ha a sokasag eloszlasfiggvénye
folytonos, a (17) — (18) — (19) egyenletekkel definialt valdszinfiségi valtozok
mind rendelkeznek ezzel a tulajdonsiggal. Kzen viltozék mindegyikének
értéke adott mintak esetén csak attél fiigg, hogy a két minta elemeinek egyesi-
tésével nyert és nagysag szerint rendezett sorozat tagjai milyen sorrend szerint
tartoznak az egyik,illetve masik mintahoz. De nyilvanvald, hogy azonos — és
folytonos — eloszlasi valtozok esetén minden ilyen sorrend egyenl$ valdszinii-
séglis igy e definicidnak megfeleld »tavolsagoks eloszldsa nem fiigg F(x)-tol.
Meg kell jegyezniink, hogy éppen ez az észrevétel konnyiti meg a (10)—(29)
tételek bizonyitasat.

A »stavolsidge definicidja soran két esetet kell megkiilonboztetniink.
Az egyik esetben a kisérlet végrehajtiasa elGtt a priori feltevésiink van arra
vonatkozdlag, hogy a behatdas milyen iranyban fogja befolydsolni a vizsgalt
jelenséget, tehat azt kérdezzitk, hogy a behatds szignifikansan befolydsolia-e az
adott irdnyban a vizsgilt egyedeket. Ilyen hipotézisnek megfelel »tavolsige-
definicié tehat egyirany(, nem-szimmetrikus a két mintara vonatkozodlag.
A masik esetben ilyen elGzetes feltevésiink nines, s igy csupan azt vizsgaljuk,
okozott-e valamilyen irdnyt szignifikdns eltérést a behatas. Ilyenkor a »tavolsage-
nak szimmetrikusnak kell lennie. Nyilvanvald, hogy ha az elsé esetben a kisér-
leti eredmények valéban igazoljak a hatds irdnydra vonatkozd elGzetes fel-
tevésiinket, egyiranyi mddszer hasznilatdval sokkal hatarozottabb statisz-
tikai itéletet mondhatunk, mint szimmetrikus médszer segitségével. Természe-
tesen hangsulyoznunk kell, hogy egyiriny( médszerek hasznalata csak akkor
jogosult, ha val6ban elézetes feltevésre alapul, utélagos hasznalatuk meghami-
sitja a statisztikai itélelet.
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Gyakorlatilag az esetek tobbségében a behatdstdl azt varjuk, hogy a
statisztikai sokasagot valamilyen iranyban »eltolja«, azaz csak a sokasig
varhat6 értékét valtoztatja meg, az eloszlas egyéb jellemzdiit nem befolyéasolja
lényegesen. fgy azon »tavolsige-oknak van killonosen lényeges szerepiik,
melyek bizonyos mértékben jellemzik, mérik az ilyen tipusu tranzldcidkat.

a) »Ce-kritérium. Foglalkozzunk mindenekelStt a (29) alatti tétel alkal-
mazasaval, mely Gnyegyenkotol és Mihalevicstol szarmazik. Azonos elemszami
mintdk esetén elGzetes tajékozidasra hasznalhatjuk abban az esetben, ha
a priori feltevésiinknek megfeleléen a behatds adott iranyban »eltolta« a vizs-
galt sokasdgot és a »lemaraddé« minta empirikus eloszlasfiiggvénye teljesen a
masik felett fekszik, legfeljebb kozos pontja van vele. Null-hipotézis mellett
ugyanis annak valdszinfisége, hogy ennek az esetnek megfeleléen C, , = n
legyen, (29) szerint

1

30 VIC,, ~nYb=— .
B0 10n nt n—+ 1

5%,-szint mellett ilyenkor tehat mar »ranézésre« is szignifikansnak itélhetjiik
az eltérést, ha a mintak legaldbb 20—20 elemszamuak.

b) » Abszolit-De-kritérium. A (25) alatti tételt, mely Gnyegyenkotol és
Koroljuktdl szarmazik, »szimmetrikus tdvolsige definidldsédra hasznalhatjuk.
E végbdl irjuk a tételt a kovetkezsd alakba :

K {n/c] )
31) rp0>=V 3D %E =—~27~ —1)1 “n ce=12...,n.
L) n
T v=1

(‘.)n] — v
n .

Dh, is eloszlasmentes »tavolsagot értelmez. Null-hipotézis mellett annak vals-
_szinliségét, hogy D, , = ;, a (31) képletbllnyerjiik. Ezen v,(c) valsziniiségek

értékeit az I. tablazatba foglaltuk. Ha D, , olyan nagy, hogy a megfelels
vp(c) valdszinliségi érték a hasznalt valdszintiségi szintnél (orvosi-biolégiai
vonatkozdsoknal altalaban 59,) kisebb, ugy a két minta egymdistél valé
eltérését szignifikdnsnak itélhetjiik. Az »abszolat-De«kritériumot abban az
esetben hasznilhatjuk, ha a behatas irdnyara vonatkozdlag nincs el8zetes
hipotézisiink.

c) »Kétoldali-De-kritérium. KlGzetes egyiranyu hipotézis esetére az
el6bbinél j6val hatékonyabb eljarist nyeriink a Gnyegyenkotdl és Rvaacsevdtol
szdrmazé (27) tétel alkalmazasaval, amely (azonos elemszamt mintak esetén)
a Dy nés D, , valtozdk egyiittes eloszlasat adja meg. Mint emlitettiik, benniin-

“ket elsGsorban a két minta egvmdastdl vald »eltoltsdganake, stranzlaciéjanake
jellemzése érdekel. Viladgos, hogy az elsének valasztott minta annal inkabb
slemarad« a masik mogott, anndl inkabb mondhatjuk réla, hogy »balra told-
dotts az x-tengelyen a masodiktdl, minél nagyobb D} , és ugyanakkor minél
kisebb D7, ,; tehat minél nagyobb az elsé minta empirikus eloszlasfiggvényé-
nek a masodik feletti »maximaélis kiugrasa« és ugyanakkor minél kisebb a
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mdsodik mintdnak az elsG feletti ymaximalis kiugrasa«. frjuk tehat a (27) alatti
tételt a kovetkezs alakba :

.. ; b
wptthy =V {1/,,’,1 ;;n: Dy, = | —

nJ
2n
Z [-n—|-a—f—1——v(a+b+1))+

v=1,2,... "

2 . 2
- 5 (n—kb-v-— z'(:;+b+.l)) -2 (n—~ v(a—){ib—’;—l)]l'

» 2. r 1,2 ...

Itt a és b nem-negativ egész szamok lehetnek és természetesen 0 =< a + b = n.
Null-hipotézis mellett wy, (a, b) a valészinfisége annak, hogy megfelel$ sorrend-
ben véve a mintdkat (tehdt az nelmaraddnake virt mintat els6nek, a méasikat
pedig masodiknak valasztva), Dy, = '(1 és Dy ,I; legyen. Adott esetben
a 1I. tablazatbdl kiolvasott w, (a, b) értéket a szinthez hasonlitva itélhetjiik
meg, szignifikdnsan eltér-e egymastdl a vart irdnyban a két minta?

Az elmondottaknak orvosi vonatkozast példakkal valé szemléltetése
elott igyeksziink gyakorlati szemponthdl is vilagosan meghatarozni, milyen
esetben, milyen feltételek betartasa mellett alkalmazhatjuk két minta, meg-
figyelési adatsor kozti eltérés szignifikancidjanak megitélésére a fenti mdd-
szereket. :

Harom feltételnek kell teljesiilnie. 1. A vizsgalt statisztikai sokasidgnak
folytonos eloszldsiinak kell lennie. A kimondottan diszkrét eloszlast sokasagtol
eltekintve (pl. a baktérium-szim, megbetegedettek szdma stb.) az orvosi-
biolégiai kutatdsban szerepld sokasdgok majdnem mind. ilyenek. Tudjuk
azonban, hogy az egyes adatokra vonatkozd mérési eredmények tobbé-kevésbbé
hibas értékeket szolgaltatnak, ezért ezeket megfelelé maodon kerekiteni szok-
tak. Ilyen kerekitett értékekbdl allé adatsorokat, mintdakat azonban — tdlsa-
gos kerekités utdn --- mar nem tekinthetjik folytonos eloszlast sokasagot
reprezentalé mintaknak, hiszen a kerekités miatt az egyes adatok csak ugras-
szerli, diszkrét értéket vehetnek fel. Kiilongsen fontos ezt hangstalyoznunk
azért, mert az orvosi-bioldgiai gyakorlatban eléfordulé mérések — mint azt
mar szévatettik — altaldban igen nagy hibaval dolgoznak, az egyes adatok
tehat csak erds kerekités utan értékelhetk egyenként. Kzt a tényeziGt azonban
e moédszerek alkalmazdsakor aranylag konnyen kikiiszobolhetjiik azaltal, ha
tudomanyos kisérietekben a mérémdiszer megengedte legnagyobb pontossdiggal
olvassuk le az eredményeket s ezeket kerekités nélkiil haszndljuk fel statisz-
tikai értékelésre. Igen hasznos, ha egyetlen adatra vonatkozélag t6bb mérést
végzink s a pontosan leolvasott értékek ugyanannyi jegyig szamitott szamtani
kozépértékével dolgozunk. Természetesen hangsulyozzuk, hogy a kerekités
nélkiil nyert adatok utolsé néhdny jegye az egyénenkénti jellemzés szempontja-
bél értéktelen lehet, a mérési hibaokozta torzitds azonban a kisérlet egészének
statisztikai értékelésében kiegyenlitGdik s hatdsa legfeljebb a statisztikai itélet
hatarozottsigdnak rovasira megy. A folytonossagi feltétel teljesiilésének azt
a gyakorlatilag elegend$ (bar nem sziikséges) kritériumat adhatjuk meg, hogy
a két vizsgilt minta »egyesitésével« nyert adatsorban minden egyes érték csak
egyszer forduljon el6, tehat nem fordulhat el§ sem az, hogy az egyik mintaban
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egy érték tobbszor szerepel, sem pedig az, hogy a két mintanak van »kozogy
eleme. ’V[eg]egyeuuk, hogy (3. M. Manyia [18] eredményei fel]ogosﬂanak ben-
_ niinket arra, hogy ugy véljik, ezeket a méduszereket idével csoportositott ada-
tokra is alkalmazhatjuk. — 2. Az alkalmazhatdsag masodik feltétele az, hogy a
mintdknak, melyekre a sz1crn1f11“mc1a \71z<4galato‘r alkalmazzuk, eg J7nustol
faggetleneknek kell lennick. ]’\1 kell tehat°zarnunk e médszerek alkalmazasanal
az 0. n. énkontroll esetét, melynél ugyanazokon az egyéneken végezziik el a
behatast is, akiken elézileg a kontrolladatokat leolvastuk. HKzeket a mdéd-
szereket tehat csak akkor hasznalhatjuk, ha & »kontrolle és »kezelt« egyedek
egymastodl figgetlen csoportot képeznek. — 3. A harmadik megszoritas arra
vonatkozik, hogy a megfelelé .(25), (27) és (29) alatti tételek egyelSre csak
izonos elemszdmai mintak esetén alkalmazhaték. Minthogy elméletileg is ez a
legoptimdlisabb elosztdsa a kisérleti egyedeknek a két csoport kozott, a kisér-
leteket mar lehetGleg eszerint tervezziilk meg. Ha a két minta mdar adott és
kiilnbozd elemszamuak, Ggy az egyik mintabdl megfeleld szam elem kisor-
solasival mar egyenld elemszamia mintdkat kaphatunk. Ebben az esetben
természetesen informaciét vesztiink, amit a kisérletek alkalmasabb tefvezésével
esetleg elkeriilhettiink volna. Meg]egyezzuk hogy a rendstatisztika tovabbi
kifejlidésével modot nyerhetiink majd egyenldltlen elemszamit mintak ilyen
modszerekkel torténd értékelésére is.

A példakra ratérve megjegyezziik, hogy tapasztalatunk szerint az ismer-
tetett harom 4j moédszert konkréten grafikus tGton alkalmazhatjuk a legegysze-
riibben. A két minta empirikus eloszlasfiggvényeit kockds vagy milliméteres
papirra rajzoljuk fel és ezutan konnyen leolvashatjuk a megfelel6 valtozdk
értékeit. Erdemes megjegyezniink, hogy az a-tengelyen torténé monoton
(sorrendtart6) transzformacié esetén — mint mar emlitettilk — ezek az érté-
kek valtozatlanok maradnak és igy nem sziikséges a valédi 1éptéket felmér-.
niimk az z-tengelyre: ehelyett alabbi egyszer(ibb médon jarhatunk el:
A két mintaban szereplé Osszes adatokat egyetlen adatsorrd egyesitjik és
nagysag szerint névekedsleg elrendezzitk. Ezutan az a-tengelyen ekvidisztans
tavolsagokban ezen egyesitett adatsor minden egyes adata helyett ugyanezen
sorrendben egy-egy pontot jelolink ki. de példaul kék, illetve piros szinnel,
aszerint, hogy az illetd adat az elsd vagy a masodik mintédhoz tartozik. A kévet-
kez6 lépés az, hogy ezen kék, illetve piros pontokbsl allé6 stranszformélt«
mintik empirikus eloszlasfiiggvényeit rajzoljuk meg a megfelel§ szinekkel.
Természetesen kockas papirnal az z-tengely egységét alkalmasan n kockival
egyenlGnek valasszuk (ha n-n-elemszdma mintdkrol van szd), mivel ekkor
éppen 1 kockaval kell feljebb ugornunk az egyes minta-elemeknél, tehit a
lépesG-vonalak »fokai« | kockanyi magassaguak. A Dy ,, D, »ill. D, , differen-
ciak értékeit ezutan az abrabd6l kénnyen leolvashatjuk.

4.
Példdk
Az 1. példa egy konkrét minta empirikus eloszlasfiiggvényének grafi-
konjat adja meg, de itt még az x-tengelyen a szokésos skalat alkalmazzuk. —
20 emberen lemérve a glomerulus filtratum mennyiségét, példaul a kiovetkezs

eredményeket kapjuk (itt és a tovabbiakban is mindjart nagysag szerint néve-
keddleg elrendezve adjuk meg a mintikat) :
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Glomerulus filtratum mennyisége ml/min egységben :

- 81,8 84,1 86,0 88,2

. 89,7 91,5 92,3 93,9
94,6 96,2 97,3 98,7

100,5 101,0 103,5 104,4

105,3 107,6 109,2 111,3

Ezen adatok empirikus eloszlasfiiggvényét az 1. abran lathatjuk. Az z-tenge-
lyen ebben a példaban a szokdsos léptéket hasznaljuk.

2, pelda Két kiilonboz kozségben levs altalanos iskolakban megmertek :
24—24 12-éves it mellkaskorfogatat. Az X-kozségben 16v6 iskola igen jo
sporteredményeket ért el, a masik, Y-kozségbeli lemaradt a versenyeken.
A kérdés az, szignifikdnsan nagyobb-e a jobban sportolé X-kozségbeli tanulék
mellkaskorfogata az Y -kozségbelieknél? A mérések eredményei példaul a
kovetkezék voltak :

Mellkaskirfogat cm-egységben belégzéskor:

X -kozségben :

66,7 67,4 68,5 69,2
70,3 71,0 73,1 74,9
76,6 77,5 78,4 78,9
79,0 80,6 81,0 81,7
82,1 82,5 83,7 84,0
84,6 85,4 85,9 86,3
Y -kozségben :
63,56 64,3 65,56 66,3
67,8 68,2 69,4 70,5
71,4 71,8 72,2 72,3
73,7 73,9 74,3 75,0
75,3 76,4 77,1 78,2
78,6 80,3 - 82,8 83,0

A 2. abrardl elszor is latjuk, hogy az I -minta empirikus eloszlasfiggvénye
konzekvensen a masik felett halad s igy a »Ce-kritériumot alkalmazva rogton
lathatjuk, hogy az adott irz’myl’l eltérés 5%-os szint mellett szignifikdns

}( 194 94 =S ...-1'} =

= 40, < 5(3/0"

ar

A »kétoldali De-kritérium szerint természetesen még mkabb szignifikansnak
taldljuk az eltérést : a 2. abrabdl

10, — .
1)24 24 == 4 es [)24'24 = (O, tehat

(33) oy (0,10) = 0,52 % = 5%,
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3. példa. Azt vizsgaljuk, befolyisolja-e egy bizonyos diéta a testsily
nivekedését. 20— 20 egyforma sulya és koru, azonos nemi és beltenyészetbdl
szarmazo6 patkanyon kisérletet végziink. Az elsé 20 allat a diétat kapja (vkezel-
tekq), a masik 20-at pedig a szokésos médon taplaljuk (»kontrollok«) Megfelel§
id6 mulva lemérjiik mind a 40 patkdany stlygvarapodasat és példaul a km et-
kez$ eredményeket kapjuk :

Silygyarapodis gr.-eqységben 2 hét mulva :

1. wkezeltek«:

18,2 20,1 22,0 24,1
1 25,9 26,8 28,9 31,1
31,9 32,8 37,7 41,0
14,8 47,1 50,0 54,8
60,2 63,1 68,4 71,3

2. wkontrollok«:

30,2 34,3 35,1 36,2
38,6 39,4 10,0 12,3
12,9 44,2 15,9 49,1
51,1 52,0 53,1 53,9
56,2 58,4 62,0 67,3

A grafikus mddszert alkalmazva lathatjuk, hogy a mintdk adott sorszdmozaisa
mellett (lasd a 3. dbrat)
e Y b 2 68 Doy = Max(DE . Do) = >
o = — > Dapray = — 68 Daogaog = Max(Fo o0, Dipiag) = —«
20520 20 20020 20 20:20 ( 20720 2020 20)

Az »abszolit-De-kritérium alkalmazasanal az 1. tablazatbdl kiolvashatjuk, hogy
vay (9) = 3,35 % < 5 %,

és igy 59%,-os szint mellett az eltérést sz1gn1f1kansnak itélhetjiik.

4. példa. Vizsgaljuk két diureticum hatdsit. Eldzetes allatkisérletek
alapjan az a feltevésiink, hogy az »A«-készitmény diureticus hatdsa nagyobb
a »Be-készitményénél. Feltevésiink aldtdmasztisdira 16 betegen lemérjik az
»A¢ készitmény, masik 16 betegen pedig a »B«-készitmény hatdsdra fellépd
diuresist. Kérdés, szignifikinsan nagyobb-e az »A«készitmény diureticus.
hatasa a »Be«-készitményénél?

Napi diuresis 100 ml.-egységben :

. ' » A«-készitmény :

8,3 11,4 20,1 26,2
272 36,0 36,6 37,3
38,4 41,9 427 14,4
45,0 47,5 48.6 51,1



-y Be-készitmény :

8,7 13,8 18,9 21,7

23,9 25,5 26,8 28,9
30,0 31,2 32,3 33,9
35,5 10,6 13,7 46,6

Minthogy itt egyirany1, el6zetes hipotézisen alapuld vizsgalatrél van szd,
felhasznalhatjuk a skétoldali-De-kritériumot. A 4. abrardl leolvashatjuk, hogy

+ 8 - ] . Capta .
Digag == — és  Dig, = — . tehat a LI tablazathol
16 16

N 0y . 50 500
Wi (1.3) = 1,45 %, < 3%,

Tehat mondhatjuk, hogy az »A«-készitmény szignifikansan hatasosabb a »B«-
készitménynél 59%,-os szint mellett.

Ugy véljiik, hogy a bemutatott példak jol szemléltetik azt, hogy tagabb
alkalmazhatésaguk mellett ezek a maddszerek technikai egyszer(iségiikkel is
kit{innek.
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0 HEKOTOPBIX BOINPOCAX MEIHUUHCKO-BHOJOrUYECKOrO
NPUMEHEHHUS MATEMATHUECKOW CTATUCTUKH

Y. IOBAHI| — T, JIMMITAK
Peswome

[Teppast wacTb pPaloThl TPAKTyeT O NPHHUHMMHAJBLHLBIX BOIpOCAaxX NpHMeHeHHH. OHa
PYNNHPYET cheuyasjbHble 1Po0JeMbl, MPOHCTEKAIONIHE M3 XapaKTepa MeJHUMHCKO-OHOJICIH-
9ecKOro Hcc/IeJ0BAHHS, BOKPYT A3YyX UEHTPAIbHLIX BONPocoB. OJHH KPyr npibiem cBs3aH ¢
HccJlejoBaHHe M » CHPHH)HKaH LIHH¢ UMEHHO C IPABHJILHBIM TOJIKOBAHHEM CaMOH »CHIHUPUKAHITH ¢.
JApyro# KpyT npoGJieM H OTHOCATCS! K BHIGOPKAM MeJHIMHCKO-0HOJICrHYeCKOr0 HCCsIef0BaHHs,
WMEIOHHM 4aCTO, B CLIy HeOOXOAHUMOCTH, JHUWbL MaJjioe YUcaQ 3jiemeHTOB. Uro Kacaercs
ApPYTOH rpynnbl BOMpocoB, pafora mpejpjaraer BBejeHHe CTATHCTHUECKHX METOJOB, H(3aBHC-
HMble OT paclpefiejieHHst W BhipabaThiBaemble TakK)Ke M JJf MaJblX BbIOOPOK, T. €. OHa
[peataraer rpumeHeHHe METOJ0B, HE3ABHCHMBIX OT IOYTH BCeX IIpeJBapHUTENbHLIX IpPearno-
JIOYKeHHH, OTHOCANHMXCS K HcciefyemMoH CTarHCTHUECKOH COBOKYMHOCTH.

Bropast wacTh paloTLl, CBSI3aHHasl ¢ BbilueyKasaHHBIM MPeAsIOsKeHHeM, MO3HAKOMHT ¢
TJIABHBEIMH TEOPEMAMH TCOPHH BapHaUHOHHBLIX PSIOB H coolmaer HoBellMe CoBeTCKHe pe3y.Jib-
TaThl B 3TOH o6nacTH. C MOMOWIbIO 3THX Pe3yJbTATOB, TPEThbs YacTh paGornl BhipaGaThiBaeT
RS UCC/IeJOBAHHS CHTHH(MKAHIUHMETOABl KOTODbie He 3aBHCAT OT pacnpefelieHHsl COBO-
Ky[HOCTH, U SIBJAIOTCA NPHMEHHMBl H 11pH MajbiX Bbibopxax. Hakonel, uiiocTrpupyetcst
[pPaKTHUECKOE TMPHMeHeHHe 3THX HOBBHIX METOAOB HECKOJbKHMH HpHMePaMH MeJHLMHCKOH
HayYHO-HCCIeR0BATENbCKOR paGorel, U coofmanTcs HeoGXoguMbIe JJIS1 BHIUKCIIEHHH Tab/ Ik,
cocraBieHHple Fpynnod MexuuvHckoit Marematuueckoii Crarderuku MHceruryrta [IpHKIagHo#
Maremarniu.

Pabora HCXOOUT U3 MEAMIHMHCKO-BHONOrHYeCKHUX TPUMeHeHWH, a GOJbHHCTBO TPaK-
TyeMmblX NPUHIHITHAJILHLIX BOIIPOCOB HMeeT Gojlee obimui xapakrtep. CratHcTHUeCKHe METOMDI,
M3J10)KeHHble B 3TOH paGoTe, MOryT IMHPOKO TPUMEHSITHCH.

SUR QUELQUES PROBLEMES DE I’APPLICATION MEDICO-BIOLOGIQUE
DI LA STATISTIQUE MATHEMATIQUE

1. JUVANCZ — T, LIPTAK
RESUME

La premiére partie de la publication s’occupe des questions de principe des appli-
cations. Il groupe les problémes spéciaux, qui résultent de la nature des recherches
médico-biologiques, autour de deux questions : 'une des sphéres de problémes s’attache
aux recherches de significance, notamment & I'interprétation correcte de la signifi-
cance elle-méme, tandis que I’autre sphére de probléme dérive de la prise d’échantillon
qui, dans les recherches médico-biologiques, souvent ne contient, par néeessité, qu'un
nombre réduit d’éléments. Tandis qu’en ce qui regarde le premier groupe de problémes
Tarticle, vu le fait que les recherches concernant ce groupe de problémes ne sont pas
encore achevées, ne s’occupe que-de la seule formulation du probléme et de son im-
portance, il propose, en ce qui regarde le deuxiéme groupe de problémes, I'introduction
de méthodes statistiques »exemptes de distribution« élaborées pour les petits échantillons
aussi, c’est-d-dire ’application de méthodes indépendantes de presque toute supposition
préalables. : :

La seconde partie de V’article s’attachant a la proposition mentionnée décrit les
théorémes principaux de la statistique d’ordre, (cn d’autres termes: de la théorie des
séries de variations) et renseigne aussi sur les résultats soviétiques les plus récents dans
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cotte direction. En utilisant ces résultats, la publication, dans sa troisiéme partie, élabore
des méthodes exemptes de- distribution qui peuvent étre employées, dans le cas des petits
échantillons aussi, pour I'examen de la significance. Enfin article illustre Papplication
pratique- de ces méthodes nouvelles par quelques exemples de rapports médicaux et
publie les tabelles nécessaires pour les caleuls qui ont été élaborés par le groupe de statis-
tique mathématique médicale de I'Institut des Mathématiques Appliquées. =~

L’article prend comme point de départ les problémes qui se présentent dans les
application médico-biologiques, mais un certain nombre des questions de principe discu-
tées ici sont de caractére plus général, et I’on peut s’atteéndre que les méthodes statistiques
exemptes de distribution, basées sur la statistique d’ordre vont soulever un intérét
général et seront utilisées dans un large domaine d’application.
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25 | 100,00 | 100,00| 99,55 91,50 71,02| 47,55 28,50| 15,58 7,79| 3,56 1,48 056 0,19/ 0,06 0,02/ 0,00 ,
26 | 100,00/ 100,00 99,66 92,60 | 73,27 | 50,10, 30,71 | 17,20 885| 4,18, 1,81| 0,71} 0,26/ 0,08 002| 0,01 0,00
27 | 100,00| 100,00| 99,74 93,57 | 7537 | 52,56 32,90 18,86, 9,96 4,84 2,17 098 033 0,11| 003| 001 0,00
28 | 100,00| 100,00| 9980 94,41 | 77,32 | 54,94 35,06 20,53| 11,10| 555| 2,56 1,09| 0,42| 0,15 0,05/ 0,01 0,00/ .
29 | 10000| 100,00| 90,85 95.14| 79,12 | 57,22 | 37,20 | 2221 | 12.29| 6,30| 2,99 1,31 0,53 0,20| 0,07| 0,02/ 0,01 0,00
30 | 100,00| 100,00| 0988 9578 | 80,80 | 5941 30.29| 23,91 | 13,50| 7,00| 3,46| 1,56| 0,65 0,25 0,09| 0,03 0,01 0,00
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11. Tdbldzat (1. rész) _
A »kétoldali-Dekritérium alkalmazasahoz sziikséges wy (a,b) valdszintiségek értékei kismintakra

. _ a, . b 1 N\ ( . 2n - ( “2n - ) ! 2n )
= =—" T g - = - — 2
wn (@) V{D"vn—n’D"»" ny (2:1)]-1 .n+a+1—v(a+b+.1))+21 n+b—v(@+b-1) Zz(n-——v(a+h+l)J}
v = y = ¥
. : n .
100 wn(a,b) ®
. |
n ‘ 1 b | 2 3 ‘ 4 5 n 7 8 9 .10
‘ | i ; i
4 0 2286 18,57 8,57 143 - — - =
P 58,57 3714 1143 - - - — —
0 16,67 16,27 10,32 317 040 _ -
5 ] 51,08 39,68 17,06 3,97 - . —_
2 75,79 46,83 178 ¢+ — — - o — —
—— - . o . ——— ‘ - . — . - - o S - . — RN —
o 14,29 1418 10,82 465 18 0,11 — — — —
b 1 46,32 39,50 21,21 6,93 1,30 — — - — -
2 72,13 50,07 ' 23.50 714 = — . -
o 1250 1247 10,64 5,71 1,86 0,35 0,03 — — —
7 1 4164 - 3794 2380 1 9,79 1 250 0,41 | — — — —
2 68,97 53,06 2835 1055 | 2,65 — — — — —
0 1A 11,10 10,12 637 | 2,61 0,69 011 0,1 — —
8 I 37,76 35,79 2537 | 1228 423 0,92 012 | - 4 - —
2 65,07 53,65 32,08 13.89 4,34 0,03 - -
3 81,12 60,37 | 33.69 1413 4,35 - - - - —
o ¢ i, e e - - ﬁ‘* ]
0 10,00 10,00 9,47 6,72 3,25 LG9 024003 1 000 ‘ —
q 1 3454 - 3349 2595 14,30 5,67 1,60 ' 03t 1 004 e -
: 2 61,20 | 3322 . 3483 1699 622 | L6T | 032 . — [ —
;3 79,09 62,14 | 37.55 17,55 6,29 1,68 o - -
; ‘ ; I ! !



s e RO DL S AR TR ST e T TN

/' =s A . i ! N » . . . R 3
.
s
. S
§ i Tdbldzat folytatds (2. rész) 100 wn(a, b) % g _ . 1
b ‘ ! ) | ’ L ] - .
no |, | 3 ] 4 f 5 | 6 7 0 8 1 9 | 10 1 12 13 N
i ) ! ' ‘ ; ! i
? r :
0 9,09 | 9,09 | 8,81 \ 6,83 | 376 | 1,49 | 042 | 008 | 001 | 000 | — | — I —
10 1 31,82 | 31,26 | 2580 | 1584 | 717 | 242 . 0,60 | 0,10 { 0,01 — — .= —
2 57,76 { 52,12 @ 36,74 | 19,75 | 819 | 260 | 062 010 | — — — — — -
3 | 7676.| 6304 | 4072 | 2077 | 837 | 262 062 | — — — - — — S
(¢ 8,33 8,33 | 8,19 6,78 4,15 1,88 0,63 0,16 , 0,03 0,00 — — —
i 2049 | 2020 | 2542 | 16,93 8,54 3,30 0,97 | 0,21 0,03 0,00 — — —
11 2 54,563 | 50,61 | 37,03 | 22,11 | 10,14 3,67 1,03 | 0,22 0,03 —_ ] — — -
3 74,27 | 6327 | 4326 | 23,74 | 1051 | 373 | 1,04 | 0,22 — — = — —
4 | 8524 | 68,47 | 44,89.‘ 2411 | 1057 | 373 | 1,04 | — — — — — — ‘
0 7,60 7,69 7,62 6,63 4,42 2,23 ,86 0,25 0,06 ,01 0,00 —
1 27,47 27,32 24770 17,65 9,73 4,20 1,42 0,37 0,07 0,01 0,00 — — ;
12 2 51,57 | 48,87 | 38,55 | 2407 { 12,01 4,83 1,55 | 0,39 0,07 , — -
3 71,74 | 62,98 | 45,22 | 26,41 12,65 496 | 1,57 | 0,39, | 0,08 — — — — :
4 | 8393 | 69,46 | 47,57 | 27,05 | 12,78 | 498 ] 1,57 l 039 | — — — — — ¥
| 0 7,14 7,14 7,10 6,42 | 4,59 2,53 l 1,09 0,37 , 0,02 0,00 — — '
1 25,71 25,64 23,83 18,05 10,74 5,08 l 1,93 0,58 0,14 0,02 0,00 — —
13 2 48,89 47,04 38,71 25,64 13,76 6,04 | 2,16 0,63 0,14 0,02 0,00 —_— —
3 69,24 62,29 46,67 28,78 14,73 6,28 221 0,63 0,14 0,02 — — J —
4 82,42 | 70,00 | 49,81 | 29,75 | 14,97 | 6,32 t 2,21 0,63 0,14 — — - | =
i - ~| 4 N
: ‘ ' X!
0 6,67 | 6,67 | 665 | 618 | 468 | 278 | 132 | 050 | 015 | 004 | 001 | 000 | — ,;
1 2417 | 2413 | 22,88 | 1821 | 11,56 592 | 247 © 0,84 0,23 0,05 0,01 000 ;| — :
14 2 46,45 45,19 38,52 26,87 15,35 7,26 | 2,85 | 0,92- 0,24 0,05 0,01 0,00 — -
3 66,80 | 61,33 | 47,60 | 30,84 |- 16,73 765 | 204 0,94 0,24 0,05 0,01 — — 3
4 80,80 | 70,18 | 51,66 | 3222 | 17,11 773 2,95 I 0,94 0,24 0,05 — — —
5 88,37-| 74,01 | 53,04 | 32,61 | 17,20 7,75 | 2,95 | 0,94 0,24 — —_ — —_— : /_,.-g,,
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I1. Tdbldzat folytatas (3. rész) 100 wa(a,b) %

: | ’ ‘ |
n N, 1 1 2 | 3 ; 4 | 5 5 i 7 8 | 9 10 11 12 13 | 14
Y i i | i !
: I
] 6,25 6,25 6,24 @ 592 4,71 2,99 0,64 0,22 0,06 0,01 0,00 —_— —
o1 [ 2279 | 2277 | 21,03 | 18,17 | 12,21 660 | 303 | 1,03 | 035 | 009 | 002 | 000 — _—
15 2 4423 | 43,37 | 38,07 | 27,78 | 16.76 8,46 3,50 | 1,28 0,38 0,09 0,02 0,00 — —
3 64,45 |- 60,16 | 48,32 | 32,60 | 18,60 9,04 3,714 | 1,31 0,38. | 0,09 0,02 0,00 — —
4 79,09 70,04 | 48,22 | 34,45 19,19 9,19 3,77 1,31 0,38 0,09 0,02 — — —
5 87,52 74,67 55,00 | 35,03 19,33 9,22 3,77 ! 1,31 0,38 0,09 —_— — —_— —
A R e | [ e _

0 58 | 588 | 58 | 566 | 460 | 315 1,73 078 | 029 | 009 | 002 | 000 —

1 21,57 21,56 | 20,98 | 17,99 12,70 7,38 3,58 1,45 0,49 | 0,14 0,03 0,01 0,00

16 2 [ 4220 | 4162 | 3743 | 28,42 1800 | 9,62 | 437 | 1,68 | 055 | 015 | 0,03 0,01 | 0,00

3 62,21 | 58,86 | 48,64 | 34,08 | 20,35 | 10,43 460 | 1,74 0,56 | 0,15 0,03 0,01 0,00
4 | 7734 | 69,66 | 54,33 | 3645 | 21,16 | 10,67 | 465 | 1,75 | 0,56 1 0,15 | 0,03 | 0,01 — —
5 | 86,54 | 75,08 | 56,68 | 37,26 | 21,40 | 10,72 | 4,66 | 1,75 | 0,56 | 0,15 | 0,03 | . — — —

=l T T '_if"’*" M '—“7"“i"" {‘A‘* — — Il - R — - ~
0 556 | 556 ; 555 ; 540 | 4,63 | 3,27 1,00 | 092 | 037 013 | 004 | 001 0,00 —
1| 2047 | 2046 | 20,07 | 17,70 | 13,05 | 800 | 412 | 1,80 | 0,66 | 0,21 | 005 | 0,01 | 0,00 —
2 | 40,35 | 39,96 | 36,66 | 28,82 | 19,06 | 10,72 1 5,16 | 2,13 0,75 0,23 0,06 0,01 0,00 —
17 3 60,08 57,47 48,70 ! 35,30 21,94 11,80 + 5,50 | 2,22 0,77 0,23 0,06 0,01 0,00 —
4 | 7558 | 60,08 | 5521 | 3821 | 23,04 | 12,14 1 560 | 224 | 0,78 | 023 | 0,06 | 0,01 0,00 —
5 | 8546 | 7527 | 5811 | 30.31 | 2338 | 1224 | 562 | 225 | 0,78 | 023 | 006 | 0,01 — =
6 | 90,73 | 7803 | 59,19 | 39,65 | 23,47 | 12,26 | 562 | 225 | 0,78 | 0,23 0,06 |° — — —
: !
0 5,26 5,26 526 |. 5,16 4,55 3,36 2,06 | 1,06 0,46 0,17 0,05 0,01 0,00 —_
1 19,47 | 19,47 | 19,21 | 17,34 | 13,28 852 | 4,64 | 2,16 0,86 0,29 0,08 0,02 0,00 —
2 | 38,65 | 3838 | 3580 | 29,02 | 19,96 | 11,74 | 596 | 262 | 1,00 | 0,33 | 0,09 | 0,02 | 0,00 —
18 3 58,07 56,03 48,54 36,27 23,39 13,13 6,44 | 2,76 1,03 0,33 0,09 0,02 0,00 —
4 73,83 68,34 | 55,85 39,76 24,80 13,61 6,58 2,79 1,04 0,33 0,09 0,02 0,00 —
5 84,30 75,26 59,30 41,17 25,28 13,75 { 6,61 2,80 1,04 0,33 0,09 0,02 0,00 —
6 | 90,17 | 7848 | 60,60 | 41,65 | 2542 | 13,78 | 662 | 2,80 | 1,04 | 0,33 | 0,09 | 0,02 — —
! ' |




20z

I1. Tdbldzat folytatas (4. rész)

100 wa(a, b) %

no|, b 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 500 500 500| 493! 445| 341 | 2,19| 1,19 0,55 | 0,22 | 0,07 | 0,02 0,01 | 0,00
1 1857 | 18,57 { 18,30 |© 16,93 | 13,41 | - 8,97 | 512 | 2,52 | 1,07 | 0,39 | 0,12 | 0,03 | 0, 01| 0.00
2 37,08 | 36,90 | 34,80 | 20,05 | 20,70 | 12,68 | 6,75 | 3,13 | 1,27 | 0,45 | 0,14 | 0,04 0,01 | 0,00
19 3 56,16 | 54,58 | 48,20 | 37,03 | 24,69 1440 | 738|333 | 1,32 046 | 0,14 | 0,04 | O, 01 | 0,00
4 72,10 | 67,48 | 56,26 | 41,11 | 26,44 | 1507 | 7,59 | 3,39 | 1,33 | 0,46 | 0,14 | 0,04 001! | 0,00 _—
‘5 83,09 | 75,08 | 60,28 | 42,85 | 27,08 | 1525 | 7,64 | 3,40 | 1,34 | 0,46 | 0,14 | 0,04 | 0,01 | 0, 00 — | —
. 6 89,53 | 78,61 | 62,01 | 43,50 | 27,20 | 1530 | 7,66 | 3,40 |.1,34 | 0,46 ' 0,14 | 0,04 | 0,01 | — — —
0 476 | 4,76 | 476 | 4,72 434| 344 230 1,31 | 0,65 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
1 1775 | 17,75 | 17.63 | 1648 | 13,45 | 935 | 557 | 2,88 | 1,59 | 0,51 | 0,17 | 0,05 | 0,01 | 0,00
2 35,63 | 35,51 | 33,94 | 28,94 | 21,20 | 1354 17,51 | 3,66 | 1,57 | 0,59 | 0,19 | 0,06 | 0,01 | 0,00
20+ 3 5436 | 53,14 | 4772 | 37.60 | 2584 | 15,61 | 833 | 3.94 | 1,65 0,61-| 0,20 | 0,06 | 0,01 0,00
) 4 70,40 | 66,52 | 56,48 | 42,26 | 27,95 16 44 1 8621 403 | 1,67/ 0,61 | 0,20 | 0,06 | O, 01 0 00
5 8184 | 7476 | 61,07 | 44,37 | 2878 | 1672 | 870 | 4,05 | 1,68 | 0,61 | 0,20 | 0,06 0,01 | 0,00 —
6 88,81 | 79,10 | 63,15 45 20 | 29,07 16,81 8,72 405 | 1,68 | 0,61 10,20 | 0,06 | O 01 0 00 — —
7 92,50 | 81,08 | 63,98 45,48 | 29,15 16,83 | 8,73 | 4,05 | 1,68 | 0,62 | 0,20 0,06 | 0 01| — — —
0 455 | 455 | 455| 451 422 3,44 239 1,431 0,74 0,33 | 0,13 | 0,04 { 0,01 | 0,00
1 17,00 | 17,00 | 1692 | 16,02 | 13,02 | 965| 599 | 323 | 1,53 | 0,64 | 0,23 | 0,07 | 0,02 | 0,00
2 34,20 | 34,21 | 32,90 | 28,73 | 21,75'| 14,31 | 825| 4,20 | 1,80 | 0,75 | 0,26 | 0,08 | 0,02 | 0,00
3 52,66 | 51,72 | 47,13 | 38, 00 | 26,85 | 1675 9, 28 | 458 2,01 | 0,79 | 0,27 | 0,08 0 02! 0,00
21 4 68,74 | 65,49 | 56,52. | 43,23 | 29,35 | 17,79 9 65 | 4,70 | 2,04 | 0,79 | 0,27 O ,08 0 0210 00
5 80,57 | 74,32 | .61,69 | 45 73 | 30,39 | 18,17 9 ,78 4 731 2,05 | 0,80 ' 0,27 | 0, 08 O 02 0,01 1 0,00
6 8803 | 79.17 | 6414 | 46,77 | 30,77 | 1829 | 9, 81| 474 | 205 | 0.80 | 027 |0 08 | 002 | 001 | 0,00 —
7 92,14 | 81,50 | 65,17 | 47,15 | 30,89 | 18,32:| 9, '82 | 4,74 | 205 | 0R0 | 0,27 | 0,08 | 0,02 0 02 — —
0 435 | 435| 435 | 433 | 409 | 343 | 247 1,53| 0,83 | 0,39 | 0,16 | 0,06 | 0,02 o 01 | 0,00
1 16,30 | 16,30 | 16,25 | 15,56 | 13,34 | 9,80 | 6,36 358.| 1.77 | 0,78 | 0,30 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
2 33,04 | 32,00 | 32,05 | 28,43.| 22,09 | 14,99 | 8,96 4 741 2231094035 0,11 | 0,03 0, 01 | 0,00
3 51,05 | 50,32 | 46,45 | 38,24 |27,73.} 17,81 | 10,20 | 5, 23 1240 0,99 | O, 36 O 12 | 0,03 0,_01 0,00
- 22 4 07 i3 | 64,41 | 56,43.| 44,04 | 30,62 | 19,08 | 10,69 5,40 245 | 1,00 | 0,36 0,12 0,03 | 0,01 | 0,00
5° ¢ 7028 | 7378 | 62,14 | 46,93 | 31,89 | 19,57 | 10,86 | 5,45 | 2,46 | 1,60 | 0,36 | 0,12 | 0,03 | 0,01 | 0,00
6 87,19 | 79,13 | 64,90 1 4820 | 32,38 | 19,74 | 10,91 ; 5,46 | 2,47 | 1,00 0,36 | 0,12 | 0,03 | 001 | 0,00
7 91,72 | 81,81 | 66,24 | 4869 | 32,55 | 19,79 | 10,92 | 546 | 2,47 | 1,00 | 0,36. 0,12 | O, 03 | 001 | 000 | —
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I1. Tdbldzat folytatas (5. rész)

100 wn(a, b) %

- : . i N
n N b l 3| 4 i 5 6 l 7 l 8 ' 9 l 10 l 1| 12 [ 13 ] 14 1] 15 | 16
t ‘ | ]
0 417 417! 417! 415! 398 | 341 | 2,53 1 1,62 | 001 | 0,45| 0,20 | 0,08 | 0,031 0,01 | 0,00
1 1567 | 15,67 1563 1510 - 1320 | 10,07 | 626 3,91 | 202 093 038 | 0,14 | 0,04 | 001 | 0,00
2 | 3188 31851 8112 0 28,05 2233 | 1550 962 ' 5281 2,59 | 1,14 | 045 | 0,16 | 0,05 0,01 | 0,00
.3 | 4053 4897 4571 3835 28147 | 1879 © 11,10 580 2:82° 121 : 0,47 | 0,16 | 0,05 |- 0,01 | 0,00
23.° 4 | 65571 6245 | 56;21 | 44,63 ¢ 31,77 [ 20,31 | 11,72 | 6,12 2,89 | 1,23 | 0,47 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00
5 | 7799 7315 | 6245 | 48,00 | 3320 | 20,93 ' 11,94 | 619 291 ' 124 | 0,47 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00
6 | 8632 7898 | 6569 | 49,51 | 3391 | 2115 ° 12002 | 621 | 2,91 | 4,24 | 0,47 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00
7- | o124 ' 8202 ' 67,18 | 50,13 | 3414 | 21,24 | 12,04 | 6,21 ' 2,91 | 1,24 | 0,47 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00
8 | 9383 | 8344 6779 | 5036 [ 3421 | 2025 | 1204 | 621 201 | 124| 047 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00 | —
|
S e e e e T e e SR TR N SO R
0 400 | 400 400| 399| 38| 337| 257 1,711 1,00] 052|024 | 0,00 ! 0,03 | 0,01 | 0,00
1 1508 | 1508 | 1505 | 14,64°| 13,03 | 1020 | 6,98 ' 422 2,26 | 1,08 | 0,46 | 0,18 | 0,06 | 0,02 0,00
2 .| 30,80 | 3078 | 30,22 | 2763 | 22.47 | 16,11 | 10,24 | 582 | 2,96 | 1,36 | 0,56 | 0,21 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
3 | 2800 | 4766 | 44,93 | 3834 | 29010 | 1970 | 11,97 , 6,56 . 3.25 | 1,46 | 0,59 | 0.21 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
24 4 | 6406 | 6217 | 5588 | 4521 | 32,81 |- 2147 | 1273 6,85i 335 | 1,49 | 0,60 | 022 | 0,07 | 0,02 | 001 | 0,00
5 | 7670 | 12,45 | 62,64 | 48,93 | 3460 | 2224 | 1302 | 6,95 | 3,38 | 1,49 | 0,60 | 0,22 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
6 | 8541 | 7874 | 66,28 | 50,71 | 3536 | 22,53 | 1312 | 6.98 | 339 | 1,50 | 0,60 | 0,22 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
7. | 00772 | 82115 | 68,02 | 51,47 | 35:65 | 22,63 | 13,15 | 6,99'| 3,39 | 1,50 | 0,60 { 0,22 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
8 | 9361 | 8380 | 6877 | 51,76 | 3575 | 2266 | 13,16 | 6,99 | 3,39 | 1,50 | 0,60 | 0,22 | 0,07 | ‘0,02 | 0,01 | 0,00
0 3,85| 385 | 385| 38| 3,73| 333| 260 1,78 | 1,08 | 058 | 028 | 0,12 | 0,05 | 0,02 | 0,00
1 1453 | 1453 | 1451 | 1420 | 1284 | 1028 | 7.24 | 4551 | 2,51 | 125 | 0,56 | 0,22 | 0,08 | 0,03 | 0,01 | 0,00
2 | 2079 | 2078 | 2035 | 27016 | 22,54 | 16,55 | 10,82 | 634 | 3.34 | 1,50 | 0,68 | 0,26 | 0,09 | 0,03 | 0,01 | 0,00
3 | 2673.| 2640 | 4411 | 3824 | 20,62 | 20,52 : 12,81 | 723 | 3,70 | 1,72 | 073 | 0,28 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
25 4 | 6261 | 6203 | 5546 | 45,60 | 3374 | 22,57 | 1372 | 7.60 | 3:84 | 176 | 0,74 | 0,28 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
5 | 7543 7170 | 6271 | 49,73 | 35,80 | 23149 | 14,00 | 7,73 | 3)88 | 1,78 | 0,74 | 0,28 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
06 | 8447 1842 | 6674 | 51,79 | 36,72 | 23,86 | 1422 | 7.77 | 380 | 1,78 | 0,74 | 0,28 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
| 7 | 9014 8219 | 6875 | 52770 | 37,00 | 23,99 | 1426 | 779 | 3,89 | 1,78 | 0,74 | 0,28 | 0,17 | 0,03 | 0,01 | 0,00
L8 | 9334 8408 69,65" 53,07 | 3722 | 24,04 | 14,28 7,soi 390 | 1,78 | 0,74 | 0284 010 | 0,03 | 0,01 { 0,00
| |
] ] |




§ I1. Tdbldzat folytatas (6. rész) o 100 wn(a,b)%

I ; ‘ ) , ] | ' ‘ | ;
n X 1 ] 2 l 3 . 4 ' 5 6 T | 8 9 : 10 m 12 I 13 14 | 15 16
. ; i ; | | | )
0 3,70 3,70 ! 3,70 | 3,70 3,62 3,27 262 | 1,841 1,15} 064 | 0,32 | 0,141 0,06 0,02 0,01 { 0,00
1 | 14,02 | 1402 1401 | 1376 | 12,62 | 10,32 | 7,45 | 478 | 2,75 | 1,42 | 0,66 | 0,28 | 0,10 | 0,04 | 0,01 | 0,00
2 28,85 | 28,83 J 28,50 | 26,67 | 22,53 | 16,92 | 1135 684 3,72 | 1,84 | 0,82 0,33 | 0,12 | 0,04 | 0,01 | 0,00
3 45,44 | 45,19 7 43,27 | 38,05 | 30,03 | 21,27 | 13,60 | 7,89 | 4,17 | 2,01 | 0,887 0,35 | 0,13 | 0,04 ( 0,01 | 0,00 :
26 4 61,20 | 59,89 : 54,97 | 4587 | 34,56 | 23,60 | 14,68 835 4,34 2,07 0,80 | 0,36 | 0,13 | 0,04 | 0,01 ; 0,00
5 74,16 } 70,00 | 62,67 | 50,42 | 36,91 | 2469 | 15,14 | 852 | 4,40 | 2,081 0,90 | 0,36 | 0,13 | 0,04 ‘ 0,01 | 0,00
6 83,52 ' 78,03 | 67,10 | 52,76 | 38,00 | 25,15 | 15,31 | 858 | 4,42 | 2,00 | 0,90 | 0,36 | 0,13 | 0,04 | 0,01 | 0,00
7 89,54 | 82,16 |1 69,39 | 53,84 | 38,46 | 25,32 | 1537 | 860 | 442 2,09 | 090 | 0,36 | 0,13 | 0,04 ; 0,01 { 0,00
8 93,02 | 84,30 | 70,45 | 54,30 | 38,63 | 25,38 15,39 | 8,60 | 4,42} 2,09 | 0,90 0,36 { 0,13 0,04‘ 0,01 0,00
~ 9 94,85 85,31 | 70,90 | 54,47 | 38,69 | 25,40 | 15,40 | 8,60 | 4,42 2,09 | 0,90 | 0,36 | 0,13 | 0,04 ‘;'0,01 0,00
. _ - {
e |
0 3,57 | 3,57 3,57 3,57 3,51 3,21 2,63 ‘ 1,90 | 1,22 0,70 | 0,36 | 0,17 | 0,07 { 0,03 | 0,01 | 0,00
1 13,55 13,55 | 13,54 | 13,35 | 12,39 | 10,33 764 503] 298| 1,59 | 0,77 0,34 | 0,13 ] 0,05 | 0,02 | 0,00
2 | 27,96 | 27,95 | 27,70 | 26,16 | 22,46 | 17,23 | 11,83 | 7,32 : 411 | 2,00 | 097 | 0,41-{ 0,16 | 0,05 | 0,02 | 0,00
3 | 44,22 | 4403 | 42,42 | 37,79 | 30,36 | 21,94 | 14,36 | 8,55 | 465 | 231 | 1,05| 0,44 | 016 | 006 | 0,02 | 0,00
27 4 59,85 | 58,75 | 54,42 | 46,04 | 35,28 | 24,57 © 1562 | 9,10 487 | 2,39 | 1,07 | 0,44 | 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
5 72,92 | 70,06 | 62,55 | 50,99 | 37,93 | 25,84 , 16,17 | 9,32 | 4,94 | 2,41 1,08 | 0,44 { 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
6 82,55 | 77,58 | 67,37 | 53,63 | 39,20 | 26,39 | 16,39 | 9,40 ' 4,97 | 2,42 | 1,08 0,44 | 0,171 0,06 | 0,02 | 0,01
7 88,80 | 82,05} 69,93 [ 54,89 | 39,76 | 26,61 | 16,47 | 9,42 | 498 | 2,42 | 1,08 | 0,44 | 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
8 92,67 | 84,45 71,17 | 55,44 ; 39,98 | 26,69 | 16,50 9,43 | 4,98 | 2,42 ' 1,08 0,44 | 0,17 | 0,06 [ 0,02 | 0,01
9 | 9471 | 8562 | 71,72 | 55,66 | 40,05 | 26,72 | 16,50 | 9,43 | 4,98 | 2,42 [ 1,08 | 0,44 | 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
0] 345| 345} 345| 345| 340] 315! 263 1,94 1,28 | 0,76 | 0,40 0,20 | 0,00 | 0,03 | 0,01 | 0,00
1 1310 1310 | 13,10 | 12,05 | 12,15 | 10,31 | 815 | 5.26.| 3,20 | 1,76 | 0,88 | 0,40 | 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
2 | 27,12 | 2711 | 26,92 | 25,63 | 22,35 | 17,48 | 1227 | 7,78 | 4,49 | 2,36 | 1,13 | 0,50 | 0,20 | 0,07 | 0,02 | 0,01
3 | 43,06 | 42,01 | 41,57 | 37,47 | 30,59 | 22,54 | 1507 | 9,19 | 513} 2,62 | 1,23 - 0,53 . 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,01
4 58,54 | 57,63 | 53,82 | 46,12 | 35,91 | 2546 | 16,52 | 9,85 | 540 | 2,73 | 1,27 | 0,54 | 0,21 | 0,08 } 0,02 | 0,01
28 5 71,69 | 69,19-| 62,35 | 51,47 | 38,86 | 26,92 | 17,18 | 10,12 | 5,50 | 2,76 | 1,28 | 0,54 | 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,01
6 | 81,57 | 77,08 67,54 | 54,40 | 4032 | 27,59 | 17,46 |10,22 | 554 | 2,77 | 1,28 | 0,54 | 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,1
7 88,22 | 81,890 | 70,39 | 55,86 | 40,98 | 2786 | 17,56 |10,26 | 5,55 | 2,78 | 1,28 | 0,54 | 0,21 | 0,08 ; 0,02 | 0,01
8 | 92,28 | 84,56 | 71,82 | 56,52 | 41,26 | 27,96 | 17,59 [10,27 | 5,55 | 2,78 | 1,28 | 0,54 | 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,01
9.| 9453 | 8588 | 72,46 | 56,79 | 41,36! 28,00 . 17,60 [10,27 | 5,55 | 2,78 1,28’ 0,54 | 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,01
i il : ! ] |




coz

11. Tdbldzat folytatas (7. rész) 100 wn(a, b) %
n N 1| 2 3 4 5, 6 7 .8 | 9 o1t 12 13 1415 | 16 | 17
! ! :
0| 333| 333| 333| 333| 330| 309| 262 1,98 | 1,34 | 081 | 0,45 | 0,22 | 0,10 | 0,04 0,02 | 0,01 | 0,00
1| 12,69 | 12,60 | 12,57 | 12,57 | 11,90 | 10,26 | 7.92 | 547 | 3.42 | 1,94 | 1,00 | 0,47 | 0,20 | 0,08 | 0,03 | 0,01 | 0,00
2 | 26,33 | 26,33 | 26,18 | 25,10 | 22,19 | 17,67 | 12,66 | 8.22 | 486 | 2,63 | 1,30 | 0,59 | 0,25 | 0,09 | 0,03 | 0,01 | 0,00
3 | 41,96 | 41,84 | 40,73 | 37,10 | 30,75 | 23,07 | 1574 | 9,81 | 562 | 2,05 | 1143 | 0,64 | 0,26 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 00,0
4 | 57,28 | 56,53 | 53,18 | 46,12 | 36,44 | 2628 | 17,30 110,50 | 5,95 | 3,08 | 1,48 1 0,65 | 0,26 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
20 5.| 70,40 | 6831 | 62,07 | 51,85 | 39,70 | 27,95 | 18,17 [10,92 | 6,08 | 3,13 | 1,49 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
. 6 | 80,50 | 76,53 | 67,64 | 5510 | 41,37 | 28,73 | 18550 | 11,05 | 6,12 | 3,14 | 1,50 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 { 0,01 | 0,00
7 | 87,53 | 81,67 | 70,78 | 56,74 | 4215 | 2007 | 18,63 | 11,10 | 6,14 | 3,15 | 1,50 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
8 | 91,86 | 8450 | 72,30 | 57,51 | 42,48 | 20,20 | 18,68 | 11,11 | 6,14 | 3,15 | 1550 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
9 | 0433 | 86,10 | 73,15 | 57,84 | 42,61 | 2024 | 18,69 | 11,12 | 6,14 | 315 | 1,50 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
10 | 9562 | 86,81 | 73,47 | 57,98 | 42,66 | 20,26 | 18,70 |11,12 | 6,14 | 3,15 | 1,50 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
0| 323| 323| 323] 322| 320| 302| 261|201 | 13| 087] 049! 025 012 005] 002] 001 | 0,00
1| 1230 | 1230 | 1230 | 12;21 | 1165 | 10,19 | 801 | 566 | 3562 | 211 | 1,12 | 054 | 024 | 0,10 | 0,04 | 0,01 | 0,00
2 | 2550 | 25,58 | 2547 | 2457 | 21,09 | 17,81 | 1302 | 864 | 523 | 2,90 | 1148 | 0,69 | 030 | 0,12 | 0,04 | 0,01 | 0,00
3 | 40001 | 40,82 | 39,80 | 36,60 | 30,85 | 23,54 | 16,36 10,42 | 6,10 | 3,20 | 1,64 | 0,75 | 0,32 | 0,12 | 0,04 | 0,02 | 0,00
4 | 56,07 | 55,45 | 52,50 | 46,04 | 36,90 | 27,05 | 18,21 11,32 | 6,50 | 346 | 1,70 | 0,77 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00
30 5 [ 6931 | 6741 | 61,74 0 52,15 | 40,46 | 28,92 | 19,12 [11,72 | 6,66 | 3,52 | 1,72 | 0,78 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00
6 | 7961 | 7594 | 67,66 | 55,68 | 42,34 | 20.83 | 19,52 (11,88 | 6,72 | 354 | 1,73 1 0,78 | 033 | 0113 | 0,04 | 0,02 | 0,00
7 | 86,82 | 81,60 | 71,08 | 57,54 | 43,24 | 30,23 | 10,68 | 11,94 | 674 | 3,54 | 1,73 | 0,78 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00
8 | 91,41 | 84,57 | 72,89 | 58,44 | 4365 | 30,40 | 19,74 111,96 | 6,75 | 354 | 1,73 | 0,78 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00
o | 94710 | 86:26 | 7377 | 58184 | 4381 | 30,46 | 19,76 (11,97 | 6,75 | 354 | 1,73 | 0,78 | 033 | 013 | 0,04 | 002 | 0,00
10 | 95,54 | 87,00 | 74,16 | 50,00 | 43,87 | 30,48 | 19,77 | 11,97 | 6,75 | 3,54 | 1,73 | 0,78 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00

|

|
|







AZ OSZTALY MUNKATARSAINAK AZ OSZTALY MUNKAJANAK EREDMENYEIT
TARTALMAZO, MASUTT MEGJELENT DOLGOZATAINAK JEGYZEKE

Eényr Alfréd: Az apritds matematikai elméletérol. Epltoanya,g (1950) i—8.

Rényt Alfréd: A Poisson-eloszlds problémakorérél. MTA TII. o. Kézleményei,
1 (1950), 20" 212. o.

Rényi Alfréd: On the algebra of distributions, Publ. Math. 1 (1950) 135 —149. o.

Rényi Alfréd: A Magyar Tudoményos Akadémia Alkalmazott Matematikai
Intézetének feladatairél. Akadémiai Ertesitd (1951) 1—17. o.

Rényi Alfréd: Hémunkésok viz- és séanyageseréje. Orvosi Hetilap (1951) 1—20. o.

Rényi Alfréd: On some problems concerning Poisson processes. Publ. Math.

2 (1951) 66— 73. o.

Rényi Alfréd: TUjabb ercdmények a \aloszmuseguamlta.s terén. ‘\ITA III. o.
Kozleményei, 2 (1952) 125. o.

Rényi Alfréd: Valoszintiségeloszlisok vetiileteirsl. Acta. Mathematica. (Sajté
- alatt.)

Rényi Alfréd: Sztochasztikus fuggetlenseg és teljes fuggvenyrendszerek I
Magyar Matematikai Kongresszus Kozleményei, 299—308. o.

Rényi Alfréd: A valoszinliségszamitas elvi kérdései a dialektikus materializmus
megvildgitasaban. Filozéfiai Evkonyv, 1952, (Sajté alatt.)

Jdnossy Lajos, Rényi Alfréd és Aczél Jdnos: Osszet}ett Poisson-eloszlésokrol
1. MTA ITI. . Koézleményei, 1 (1951) 315—328 o. .

Rényi Alfréd: Osszétett Poisson-eloszldsokrol 11, u. o. I (1951) 329—342 o.

Aczél Jdnos: Osszetett Poisson-eloszlasokrol II1. Acta Mathematica. (Sajté alatt.)

Prékopa Andrds: Osszetett Poisson-eloszlasokrél IV. u. o. (Sajté alatt.)

Rényi A.—Turdn P.: Két bizonyitds Jénossy Lajos egy tételére. MTA III. o.
J\ozlemenyel, 1 (1951) 369. o.

Rényi A.— Hajdos Gy.: A rendstatisztika néhany alapveté kérdésérdl. Acta Mathe-
matica. (Sajté alatt.) ;

Rény: A.—Szentnuirtony T.: Gépalkatrészek és felszerelési targyak torzskész-
tetének valosziniiségszamitdsi -meghatdrozdsa. Mathematikai Lapok 3 (1952) 129—139 o.

Rényi A.—Pukdanszky L.: On the approximation of measurable functions. Pub-
hcatlones Math. 2 (1951) 146—149 o.

Székely G A koétorés Valoqymu@ogbzamltam ta.rgyalasarol MTA, II1. o. Kozle-
ményei. I. 1. 245—249, o.

Takdcs La}os. Tobb gép egyidejii mukodésenek valdszinliségszdmitasi ‘aéx gy a-
lasa. Magyar Technika (1950) 11—12, 61 —63. o.

Takdcs Lajos: Gépegyuttallasok valdszin{iségszdmitési té.rgyalasa, tekintettel
a virakozdsi idére. MTA 11I. o. Kozleményei, 1. 1. 228—235. o.

Takdcs Lajos: Bekovetkezési és koincidencia jelenségek 1d0tartamban tetszoleges
eloszldsu torténések esetén. u. o. I. 2. 371. o.

Takdcs Lajos: Kaincidencia jelenségek éllandé idStartamt események esetén.
I. Magyar Matematikai Kongresszus Koézleményei, 731—740. o.

Takdcs Lajos: Idétartamban tetszéleges eloszlasti torténésekkel kapesolatos
sztochasztikus folyamatokrél. Acta Math. (Sajté alatt.) _

Takdcs Lajos: Poisson-eloszlas altal szarmaztatott mésodlagos sztochasztikus
folyamatokrol és azok fizikai alkalmazasarol. (%qté alatt.)
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A VALOSZINUSEGSZAMITASI ES MATEMATIKAI STATISZTIKAT OSZTALYOK
SZEMINARIUMABAN ELHANGZOTT ELOADASOK KIVONATAIL

A valésziniiségszémitdsi és mafematikai statisztikai osztély rendszeresen tart
kozos szeminariumokat, amelycken az osztdly munkatarsai az altaluk elért Gjabb
eredményekrdl, tovabba az altaluk feldolgozott tijabb szakirodalomrdl szémolnak be.
Az osztilyértekezleteken nemcsak az osztaly munkatdrsai, hanem meghivott vendégek is
résztvesznek. Az eléadasokat a résztvevok részietesen megvitatjak. Az aldbbiakban
kézoljik az 1952, évi osztalyértekezleteken elhangzott eléadasok rovid kivonatét.

Vincze Istvdn beszamoldja a Csehszlovikiiban szerzett tapasztalatokrdl. "1952
janudr 7. )

Eloado beszamolt a (Csehszlovék Koézponti Matematikai Intézet szervezetérdl és
miikidésérdl, tovabbé a pragai Tudomédnyegyetemen folyé matematikus- és matematikai
statisztikus-képzderél, végiil pedig néhany kutatdintézet matematikal csoportjdnak
munkijarél. Foglalkozott a besziamolé a Csehszlovdk Matematikai Intézetben folyo
aspiransképzéssel, a Cschszlovakidban megjelent matematikai szakkonyvekkel és az ipari
mindségellendrzés statisztikai modszereinek bevezetésével a csehszlovik iparban és az
ezzel kapcesolatos tudomdnyos és szervezd munkéval.

Ziermann Margit: Braginszkij: Operativ statisztikal mindségellenérzés a gép-
iparban az individualis értékelés modszere alapjan. Moszkva. 1951, ¢. munkédjinak ismer-
tetése. 1952 januar 21.

Szerzé mindségellendrzési eljardsa a gydrtaskozbeni mindségellendrzés figyelemre-
mélté G modszere. E modszer lényege az, hogy elére megallapitott n szdému darabbél
4116 minta (szerz6 legaldbb 4—5 darabbdl 4llé mintavéltelt ajanl) valamely ellenérizendé
adatdt megmérve, a kapott méretek alapjan a mintadarabokat nagysdg szerinti sorrend-
ben helyezi s oly kontrollkartyat készit, amelyen a toleranciahatdrokon belil n sv
jelzi, hogy hové kell esnie a nagysdgszerinti els$, mdsodik stb. mérési adatnak ahhoz,
hogy a termelési folyamatot kielégitonek mondhassuk. Mihelyt valamelyik méret a meg-
ismételt mintavétel sordn tobbszor is kiugrik a neki megiéllapitott sdvbél, vagy e sdvok
hatérain stirtisédik, ugy az annak a jele, hogy a termelési folyamatban (az altalunk feltéte-
lezett eloszldshoz képest) valami eltolodas dllt be, tehdt figyelmeztetni kell a termelét
a selejt veszélyére. A moédszer elméletileg a rendstatisztika ismert tételein alapszik.

Ziermann Margit: A rendstatisztikdval kapcsolatos néhdny problémarol. 1952
februar 4. '

Az eloadds térgya a rendstatisztika néhény tételének bizonyitédsa volt, melyek
Braginszki mindéségellendrzési modszerével kapesolatosak.

Legyenek adva a &, &,,.. ., & fliggetlen valdszintiségi valtozdk, amelyek eloszlas-
fl’iggvenye Fx ) folytonos. Rendexzziik a &, &,,..., & valdszin(iségi viltozokat nagysag
hzermt, gy 1) valészinliségi valtozdkat kapunk, legyenek ezek 7, =7, = ... = 7n.
Az 1j valdszinliségi valtozokkal kap(*solatban kiilonhozdé vizsgilatok folvtathatok

Eléad6é meghatarozta (r = F(yk) valOszinliség- eloszlisat, véarhaté értékét,

Ck

szérasit, valamint megvizsgilta a 6k = (k41 — Gk s —
) Gkt

valésziniiségi  véltozok
closzlisat.

Szentmdrtony Tibor: Rendstatisztika (Osszefoglald ismertetés). 1952 mércius 3.

A rendstatisztika egy, § statisztikai sokasigbdl vett minta nagysdg szerint rende-
zett Ty =2y = ... =xn elemeibdl igyekszik S-re visszakovetkeztetni. Kiilonoésen
értékesek természotesen az S-nek F(x) eloszldsfiiggvényétdl fiiggetlen, 0. n. reloszlis-
mentes« kovetkeztetések. Igy alapvetd, hogy ama n + 1 szakasz-hosszisagok. melyekre
[0,1] az F(xi) pontokkal osztodik, »eloszlasmentes« eloszlast mutatnak. Nevezctes elosz-
lasmentes megbizhatosdgli hatdrokat szolgdltatnak rendezett mintaelemek, pl. az S
quantiliseire, tovadbbé az S-re vonatkozo tiirési hatarokra.

Maga ar eloszlasfiiggvénye mar F(x)-tél fugg. fgy keriilt sor az eloszlasfiiggvények
71— oo esetén valé aszimptotikus vizsgalatdra. A kozponti hatdreloszléstételre emlékez-
tetd teljességli eredményckre az x,, xn sz6ls6 mintaclemek esetén 1943-ban Gnyegyenko
jutott. A kozepes z, elemeklel ily értelemben rendszeresen 1935-ben és 1949-ben N.
Szmirnov foglalkozott a K. Pearsontdl szarmazé r/n — s # 0 feltételel mellett. T'6bb xr
kapcesolatat illetéen az x; — x mintaterjedelernre vonatkozé elért eredmények a leg-
fontosabbak. .
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A rendstatisztika korébe tartozik Kolmogorovnak az 1933-beli eredménye, amely
a sokasag eloszlasfiggvényére a rendezett minta eloszldsfiiggvénye segitségével ad
aszimptotikusan ma mar tablédzattal j6l hasznédlhaté megbizhatéségi hatdrokat.

A tobbméretii eloszldsok rendstatisztikajdban A. Wald ért el tijabban eredmé-
nyeket.

Szentmdrtony Tibor : Szekvencidlis analizis (0sszefoglald ismertetés). 1952 aprilis 7.

A szekvencialis analizis folyamatos (elére nem rogzitett elemszamii) mintavételen
alapulé statisztikai eljards. Dodge és Romig (1929) kettés, majd Bartly (1943) t6bbes
mintavételi eljarasa alapjdn a brassol szdrmazasa s a kozelmultban tragikusan elhunyt
Wald Abrahdm 1943 —45-ben épitette ki, majd kilonosen I. Wolfowitz, M. A. Girschik,
D. Blackwell és P. Armitage fejlesztette tovabb. Jelentés A. N. Kolmogorov és Iu. Prohorov
dolgozata, amely valtozé szamu valdszinliségi véaltoz6é Osszegének varhaté értékére
vonatkozik és Wald egy tételét alapozza meg. Az eljards egy S sokasig f(x,0) diszkrét
vagy folytonos valdszintiségeloszlasnak © paraméterére vonatkozé H; hipotézisek vizs-
galatara, valamint 6 becslésére haszndlhaté. Mindkét esetben az S-bdl vett z,, z,,. . . ,om
mintdk noévekvé m elemszamu sorozata alapjan. Ha pl. az egyszerd H,(6 = 6,)
hipotézisnek a H,(6 = 6,) hipotézissel szembeni vizsgilatarél van sz, a helyes H, elutasi-
tdsdndl megengedett kis a, és a helytelen H, elfogaddsdnak megengedett kis a, valo-
szinlisége mellett, akkor az eljarés a kovetkezé : Legyen Zpy az m szémi f(xi,60,)/f(xi,6,)
hanyadosok szorzata. A mintavétel a H, elfogadasaval, illetve elutasitisdval befejezik,
mihelyt Zn = A,(= a,/(1 — a,)), illetve Zn = A,(= (1 — a,)/a;). Az eljards értékelésére
a H, elfogadasi valészinliségét ado L(6) miiveletjellemz6 fuggvény és az E(n,0) vdrhato
elemszdm szolgal. Az el6bbinek a H, hipotézis helyessége esetében nagynak, kiilonben
kicsinek kell lenni. A fenti példdban L(6,) = 1 — a,, mig L(62) = a,. Altaldban kimutat-
hat6, hogy ha a & = f(x ; 6,)/f(x ; 6,) viszony egy alkalmas h(©)hatvinyénak a S eloszlas-
fiiggvénye szerinti integrélja a (— oo, oo) szakaszon 1, akkor I(6) és E,(n; 6) az 4, 4,,
h(8), valamint log v varhaté értékével kifejezhetd.

A szekvencidlis analizist egyes esetekben ketténél tobb hipotézisre is kiterjesz-
tették. Egyeldre azonban csak paraméteres elmélet. Ezzel szemben aszimptotikus elosz-
lasokra, amelyek csak nagy elemszadmi minta esetében érvényesek, nem tdmaszkodik,
a minta elemszdméanak bizonytalansagatél mentes elmélet, amely sokszor 509,-0s meg-
takaritdst is lehetévé tesz.

Fontinyi Agota: Az Ipari Minoségellenérzd Intézet munkéja és tapasztalatai a
matematikai statisztikai médszerek alkalmazésa terén. 1952 éprilis 21.

Ismertette, hogy az IMEI volt az, amely hazai viszonylatban elsének kezdett
foglalkozni a statisztikai minéségellenérzés kérdésével éppen hivatéséndl fogva s ismer-
tette, hogy hol voltak nehézségeik s miben 4lltak azok. (Tapasztalat hidnya és irodalom-
hidny, a modszer bevezetéséhez szitkséges jogkor hidnya.)

‘ Ezutdn beszamolt a Csavardrugyarban végzett kontrollkdrtyas ellendrzés szerve-
z6sérél, sikereirél és arrél, hogy szervezési hibék hogyan akadéilyoztik a munkat. Ismer-
tette a csavarszabviny mintavételi részének val6szinliségszémitas alapjén valé médosi-
tésat. Az egyesiilt Izzégyarban tivegalkatrészt készitd automatdkon végeztek adatfel-
vételezést, melyek alapjdn a max.-min. kontrollkartya vezetését lehet végezni. Ugyanezen
{izemrészben a szuperreviziét a statisztikal mintavétel alapjaira fektették. Ismertette
az IMEI munkajét és szakvéleményét a R. M. Miivek Kerékpirgyira szdméra csapagy-
golybk vizsgélatdval kapesolatban.

Theiss Ede: Statisztikai mindségellenérzés tébbdimenzids eloszlasok alapjén.
1952 aprilis 28. (6sszefoglald ismertetés) ‘

Ha a statisztikai mindségellendrzés a szuperrevizié vagy a gyértasi folyamat
megjavitésa céljabol a gyartményoknak a tényleges felhaszndlds koriulményei kézott vald
kéltséges kiprébalasanal nyer alkalmazést, ugy a vizsgélatokndl maximélis pontossagra
kell torekedni. Ilyenkor figyelembe kell venni, hogy a gydrtmény vizsgilt, kiilonbozé
tulajdonsdgal egymastol nem fliggetlenek, vagyis a kiilonboz8 valészintliségi valtozok,
mint valészinliségi vektor-viltozok egy tobbdimenzids eloszlasfiiggvény éltal vannak
meghatérozva. E fuggvények figyelembovételére a zavard tényezdk hatésanak megélla-
pitasénal legcélszeriibb, ha a Student-féle hinyadosnak Hotelling altal megadott altald-
nositdsabdl indulunk ki. i
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‘Ha n elembdl ill6 mintdkat vesziink és mindig k fajta tulajdonsigot vizsgilunk,

akkor a v-ik elem észlelt értékei legyenek x,,, ,s,. . ., Zk,. Kzekbdl képezzuk a kovetkezd
momentumokat :
1 — =
j=— D (@i — i) wjy — ))

V=

[y

1tt @ és x; a megfelelé tulajdonsagok mintacsoportbeli kézépértékei. A momentumok

determindnsa legyen L = |ljj| és az ljjelemhez tartozé aldetermindns Lij. Kz esetben

a Hotelling-féle hanyados .

. " o Lij — —

T2 = (n—l)‘z Tmi xj
i=]

itt feltételezziik, hogy az egyes x értékek atlagtél vald eltérések. A T hényados eloszlas-
fiiggvénye ismeretes és visszavezetheté a Fisher-féle z-eloszldsra.

A fentiek alapjén a T hanyadosra nézve megallapithatjuk a 0,05 és 0,01 valészin(-
ségnek megfeleld kontrollhatdrokat, amelyek segitségével a T értékekre vonatkezdan
kontrolldiagramm szerkesztheté. Amennyiben valamilyen mintdbél szamitott T -érték
a valdszinliségi szintnek megfeleld kiiszobértékeknél nagyobb, ugy ez olyan szignifikins
zavard hatdst jelez, amely egyébként esetleg az ‘egyes tulajdonsdgokra kiilon-kiilén
szerkesztett ellenérz6 diagrammban: nem mutatkozik. Mint az elbadas egy konkrét
példan szemléltette, célszeri a tulajdonsigok kitlonbozé kombindceidinak alapulvételével
tobbféle T hdnyadosra ellenérzé diagrammokat szerkeszteni.

Medgyessy I’dl: Nem fiiggetlen valdszinliségi valtozok oOsszegeinek hatéreloszlé-
sérol. 1952 majus 5., 12, 19., 26,

Ismertette Sz. Bernstein : Sur Pextension du theoréme limite du calcul des pro-
babilités aux sommes de quantités dépendantes (Math. Ann. 97. 1927. 1—59.) cim@
cikkének legfontosabb kérdéseit, melyek kimutatjak, hogy bizonyos megkétések mellett,
nem figgetlen valdsziniiségi valtozok Osszegeinek hatdreloszldsa tart a normadlis elosz-
lashoz.

A tételeket Bernstein Markov-lancokra alkalmazta. Ebben az irdnyban jelentos
lépéssel tovabbjutott Ju. V. Linnik : K tyeorii nyeodnorodniih cepej Markova (Az inhomo-
gén Markov-lancok elméletéhez) (Izv. Ak. N. Sz. Sz. Sz. R. Szer. Mat. 13 (1949) 65—94 c.
cikkében, melyet eléadé szintén ismertetett.

Rényi Alfréd: Kompresszorok és légtartalyok raciondlis méretezése lizemek
siiritett levegdvel valé ellatésara. 1952 junius 9 (lasd hasonlé cimii cikket).

Rényi Alfréd: Uzemek egyldejusegl tényezdjének valész1nusegsza.m1t3.51 vizsgalatas
1952 jalins 6. (lasd hasonlé eimii cikket).

Prékopa Andrds: Osszetett Poisson-folyamatokrél. 1952 augusztus 24.

Eléadé rovid, direkt bizonyitast adott az altalanos formuldk segitségével is bizo-
nyithaté azon tételre vonatkozdlag, hogy ha egy & additiv sztochasztikus folyamat idében
homogén és csak egész értékeket vesz fel, akkor ha f(u, t)-vel jeloljik & karakterisztikus
fiiggvényét, ez a kovetkezd alakban allithaté eld :

f(u,t) = expt 2 Cilefky —1)

kt0
ahol Ch=O0(k=+1,+2...) D Ck<oo

Rényi Alfréd: Beszamolé az 1952 szeptemberébén Wroclawban (Lengyelorszig)
sztochasztikus folyamatokrdl tartott konferencidrdl. 1952 oktéber 10.

Eléad6é roviden ismertotte H. Steinhaus, K. Marcewski, C. Ryll-Nardzewski,
S. Hartman, I. Los és mésok, a konferencian tartott el6adésait, valamint dltalaban
Lengyelorszigban szerzett tapasztalatait.
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Medgyessy Pal: A Galton-deszkaval kapesolatos néhany problémdarél. 1952 oktd
ber 5. (Lasd a hasonlé cimi cikket.)

Székely Gdbor: Kotorés energiasziikségletének minimalizdldsa az elé- és utén-
torék legcélszeriibb bedllitdsaval. 1952 november 9. (ldsd a hasonlé cimii cikket).

Takdcs Lajos: Poisson-folyamatok dltal szarmaztatott ma.sodlagos folyamatokrol
és azok fizikai alkalmazdsairél. 1952 november 23.

Tekintsiink egy A(u) slirliséggel jellemzett Poisson-folyamatot. Az egyes események
inditsanak el f(u, z) lefolydsu jeleket, ahol z valdszinlségi valtozé. Jeloljik a (0, ¢) inter-
vallumban kezd6d6 jelek oOsszegét ¢ idSpontban n(¢) valészin(iségi fuggvénnyel és a
(— 0, ¢) intervallumban kezddédd jelek 6sszegét ¢ idépontban 7*(¢) valdszintiségi fligg-
vénnyel. Az 7(t) és n*(¢) folyamatok, melyek altaldban nem-Markov folyamatok, Markov
folyamatokra vezethetok vissza és igy meghatirozhatdk 7(t) és n*(¢) eloszlasfiiggvényei,
tovabba A{u) = A (4llandd) esetben megadhaté 7*(¢) harmonikus analizise. Ezutén
el6ad6 példikat adott a részecskeszamlalas korébol.

Takdcs Lajos: Poisson-folyamat altal szarmaztatott torténések folyamatérol.
1952 december 7.

Tekintsiink egy idSben homogén Poisson-folyamatot, melyben az eléforduléd
események mindegyike létrehoz egy torténést, melynek idStartama valészinliségi valtozo.
Rényi A. kimutatta, hogy egy adott idépontban foly6 torténések szama Poisson-eloszlést-
mutat. Meghatérozza az egymdst kovetd torténésszakaszok kezddpontjai kozotti tdvol-
ségok eloszlasfiiggvényét, melynek ismeretében t6bb probléma megoldhaté. A kérdéssel
az irodalomban Levert és Schen, Kosten és Domb foglalkozott, de csak 4llandé idétartama
torténések esetén. Targyaldsi médjukndl sokkal egyszeriibben, egy uj médszer segit-
ségével sikeriilt magat az altaldnos problémét is megoldani.

Takdcs Lajos: Vérakozasi idé probléma altaldnos targyaldsa Poisson-folyamatok
segitségével. 1952 december 14.

Meghatarozand6 egy kiszolgélé berendezéshez Poisson-folyamat szerint érkezd
személyek vérakozasi idejének eloszlésfiggvénye, azon feltevések mellett, hogy a kiszol-
gélas érkezési sorrendben torténik és a kiszolgalasi idd tetszéleges eloszldst mutatd vald-
szinfliségi valtozé. A tdrgyalds altaldnosabb és sokkal egyszer(ibb, mint Th. C. Fry,
F. Pollaczek, A. N. Kolmogorov és A. J. Hincsin specislis esetekre adott megoldésai.
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A REGRESSZIOS EGYUTTHATO MEGHATAROZASA
ADOTT ALAPPONTOK ESETEN

VINCZE ISTVAN

.
. OSSZEFOGLALAS
Az z és y viltozdk kozott linedris kapesolat all fenn : y = Rx+Q. Az R (és Q)
allandok meghatarozasdra x-nek rogzitett a,, a, . . . as értékei mellett osszesen N szédmi

mérést végzunk. Kérdés, hogyan osszuk el az a; pontok kozott az N szdmiti mérést,
hogy a R tapasztalati regresszids egyiitthaté szérdsnégyzete minimum legyen. Feltessziik.
hogy az ai-k pontos értékek. tehat nem valdszinliségi viltokzék, tovibba, hogy az
ai-ben mért y értékek azonos eloszlast kovetnek, szérdsuk az ai ponttél fugg: o(ai).

Bebizonyitjuk, hogy e feltételek mellett a regresszids egyenest az s szdmi a; pont
koziil elég két vagy legfeljebb hdarom pontban végzett mérés alapjin meghatdrozni. A két- és
héarompontos extrémalisok.

Ha o; = allandé (¢ = 1, 2, .. .s). akkor mindig két pontban és pedig a két szélsé
a3 pontban — kell méréseket végezniink, egyenlé aranyban osztva el a mérések szémat.

A dolgozat foglalkozik még a regresszids egyiitthaté modositott definicidjaval,
amelynél a szélsbértékfeladat egyszeriibben targyalhaté és egyszer(ibben kezelheté — ha
nem is feltétleniil jobb — eredményre vezet.

Bevezetés

Az aldbbiakban targyalt matematikai statisztikai probléma a Biokémiai
Ipari Kutaté Laboratdérium munkaja soran meriilt fel egy koncentracidé-mérési
eljards pontossaganak vizsgalata és az eljaras egyszertsitésére iranyulé kutatds
soran. A feladatot a matematikai statisztika médszereivel megvizsgiltuk,
eredményeink alapjan a Kutaté Laboratérium a mérési eljirist jelentOsen
egyszerlsitette és ugyanakkor pontosabbd tette. A mérésnél az eddiginél
sokkal kisebb szamu kiilonb6z8 higitast oldattal kell dolgozni és ennek meg-
felelden az értékelés munkaja is lényegesen egyszer(isodott. Ez lehet6vé tette,
hogy azok a kisebb intézetek, amelyek munkajihoz ez sziikséges, a mérést
onalléan -elvégezzék.

A probléma felvetése Tettamants Kdroly, a Kutaté Laboratérium igazga-
tdja részérdl tortént, aki a feladat matematikai megfogalmazisdnak munkaja-
ban is segitségemre volt.

E helyen koszénom meg Rényi Alfrédnak a probléma megoldasa soran
tett értékes megjegyzéseit.
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1. A probléma matematikar statisztikar megfogalmazdsa
f

Legyen az y valtozé mennyiség az x valtozé mennyiségnek — annak
valamely (o, g) intervallumaban — linearis fiiggvénye :

y=FRx 4 Q.

Az ismeretlen R (és ) dllandék meghatdrozasara vegeuiink y értékeire
Osszesen n szamu mérést az x valtozd rogz1tett 0 =a, =... = as értékei
mellett éspedig az = a, helyen n, szdmW, az x = a, helyen n, szdmi mérést,
8. i. t., ahol

(1) ny+ny -+ ng=mn

Kérdés, hogyan osszuk el az egyes a; helyek kozott az 6sszesen n szamua
mérést ahhoz, hogy a tapasztalati regresszids egyiitthaté a »legjobb kozelitését«
nyujtsa az elméleti értéknek. Pontosabbah : hogyan vdlasszuk az ny, n, . . . Ns
egész szamokat az (1) feltétel mellett 4gy, hogy a tapasztalati regresszids egyutthats
szordsnégyzete minimdlis legyen

o*(g) = min

Feladatunk feltételeit a kovetkezdkben foglaljuk ossze :

a) Az a,, a,’...0; mennyiségek pontosan beéllithaték és mérhet8k,
tehat nem valdsziniiségi valtozok. .

B) Az a; pontban mért m; szama y-ra nyert mi;, Mg, - - - Min; értékek
fiiggetlen mérési adatok eredményei, eloszldsuk ugyanaz y = Rx + @
varhaté értékkel és oi(a;) = o szérdssal. Ez a kévetelmény fennill 1 =
= 1,2,...sre. Azm-k (kb = 1, 2,...8) kozbs eloszldsa egyébként tetsz()'leges
lehet

2. A feltételek gyakorlati vonatkozdsai

Azt,hogy az yés x valtozé mennyiségek kozott lineariskapesolat all fenn,
akdr a tapasztalat tdmaszthatja ala, akar elméleti meggondoldsok nyujthatjak.
A regressziés egyenes leheté pontos meghatdrozasa azt a célt szolgilja, hogy
segitségével a valtozok tovabbi Osszetartozd értékeit hatarozhassuk meg
numerikus vagy grafikus aton,

Az x valtoz6 mennyiség rogzitett a;, a,,. . .as értékeinek pontos, széras-
mentes beallithatdsiga a gyakorlatban pl. olyan esetekben teljesiil, ha az
a;-k maguk természetes szamok : atomok rendszdmai, bizonyos egyedek
darabszamai stb. Ilyennek tekinthetOk bizonyos feltételek mellett a fizikdban
vagy kémidban el8forduld igen pontosan mérhetd mennyiségek is, amelyeknél’
a mérési pontossaghoz képest az a;-k beallitasinal elkivetett hibik elenyé-
sz8ek, vagypedig az z értékek beallitisanal felmeriil§ szérasok elhanyagol-
hatéan esekélyek a hozzajuk tartozé y értékek szérasaival szemben.

Az a feltevés, hogy valamely rogzitett vagy rogzitettnek tekinthetd
x = a; érték mellett az y-ra kapott mérési eredmények ugyanazt az eloszlast
kovetik, kézenfekv()', ennek ellenére ezt tapasztalatilag ellendrizni kell. Ennek
a feltevésnek mar kiovetkezménye, hogy az y értékek szérisat a megfelels «
érték fuggvenyenek teklnthet]uk (’Otk) = o-(a,) = o; adott ¢ mellett k =
=1, 2,...n;re, i = 1, 2,...s-re. Erre nézve még a kovetkezdket jegyezziik
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meg : az y és x kémiai vagy fizikai mennyiségek linearis osszefiiggése rend-
szerint az z-nek valamely (a, §) intervallumaban all fenn, ezenkiviil vagy méar
nem érvényes a mennyiségek linearis osszefiiggése, vagy egyaltalan nincsenek
értelmezve a mennyiségek. El6fordulhat ilyen esetben, hogy az y értékek
szérasa az intervallum hatarai felé novekszik annak belsejében felvett értékei-
hez képest.

Kiilonlegesen egyszerii a helyzet, mint azt alabb megmutatjuk, ha a
szorasok azonosak z minden értékére.

3. A szélsoértékfeladat feldllitasa

Az 1. pontban hasznalt jelolések figyelembevételével a tapasztalati
regresszios egyiitthaté — a legkisebb négyzetek mddszerének az ordinatik
kiilonbségére valé alkalmazasaval — a kovetkezd :

3 Z(m—r) (@i — o)

i=1 k=1
Q;:fv— SISV

Z n;(a; — »)®

i=1

ahol

Az

ank

i 2N |
i

N

S

~ jelolés bevezetésével, valamint a 2 ni(a,— w) = 0
i=1

osszefiiggés figyelembevételével o kifejezése a kovetkezd

S

2 il — o) 7,

i=1

Z ni(a; — 0)?

i=1

9:
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o e kifejezésben csupdn az 7); valésziniiségi valtozék szerepelnek, melyek
szérisnégyzete — 7); el6bbi értelmezése és az 1. §. B.) feltételei értelmében

2

o —y _ TAmi) O

o = T T
H t

-
ahol a o-k a megfelel§ elméleti eloszlasok szérasai.

Az 7;-k fiiggetlensége miatt p szérasnégyzete

$
D il ;i — 0)%]

(1) oo =

[ZS,' i(a;— w)?

=1

12

E kifejezést kell tehdt minimumma tenni, figyelembe véve az

S

Z a; ni

[.1 =t = @
n *
Ny

{1.2) 2 n=n
i=1

Osszefiiggéseket.

SzélsGértékfeladatunknak az analizis eszkozei segitségével valé megold-
hatésaga érdekében egyrészt az m; egészszamokat folytonos valtozdknak
tekintjiik, mésrészt pozitivitdsuk biztositdsira helyettiik a kovetkez§ Gj
valtozokat vezetjiik be:

ng

W=, i=1,2,...,s.
n .

A szérasnégyzet marmost a kévetkezd alakba megy 4at:

Szélséértékfeladatunkat végiilis kovetkez6képpen fogalmazzuk :
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Az

8§

D ai— w)?riu?
A1) fuy o g, @) = :
E (a; — w)zu?

d=1

2

8 + 1 vdltozs flggvény az (uy, Ug,..., Us, ©) mely értékrendszerer mellett veszi
fel legkisebb értékét, a

S
(I'.1) gluy Uy, .. U5, 0) = 2 au:i—o=10
i=1
s
. B(up,ug ... u) = Y ufi—1=0
(T.2) ~

mellékfeltételek figyelembevételével.

4. Az eredmények 0Osszefoglaldsa

Az el(z3 §-ban megfogalmazott szélséértékfeladat vizsgalata a kiovetkezd
eredményre vezet :

Az (I' )-ben megadott figgvénynek az (I'.1.) és (I'. 2.) feltételek mellett
— hacsak az (a;, o?) (¢ =1, 2,...n) értékpirok kozitt bizonyos specialis
osszefiiggések nem dllanak fenn — csakis olyan (uy, u,,. . .us) értékrendszerek
mellett lehet minimuma, amelyekre nézve az wi-k kozil legfeljebb hirom kilon-
bézik 0-tol.

Az (a;, o?) értékparok kiilonleges megvilasztisa mellett mas értékrend-
szerek is tekintetbe johetnek szélsGérték szempontjabol, de ezek nem feltét-
leniil adnak minimumot.

Haoi =0 (i =1, 2,...s) dlandé, akkor csakis az

<

]

I
1 | —

értékrendszer adja a minimumot.*

Kiilonosen egyszerii eredmény adédik abban a specialis esetben, ha a
regresszios egyenlet alakja

' y = fx.

* Az a; és a;s pontokban egyenldé szimi mérést természetesen csak akkor végez-
hetiink, ha »n paros. Amennyiben az n;-kre igy kapott kifejezések nem egész szdmok, ugy
azokat természetesen ki kell kerekiteni egész szamma.
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Ekkor ugyanis az egyenes egy pontja — x = 0, y = 0 — ismeretes és
abban a tovabbi egy pontban kell mérni, amelyre a (%) kifejezés — i =
i

=1, 2,...8 — értéke minimum.
Eredményeinket gyakorlati szempontbdl a kovetkezSképpen fogalmaz-
hatjuk:

Ahhoz, hogy az 1. §-ban megadott feltételek mellett keresett regresszids
egyiitthat6t olyan mérésekkel hatarozzuk meg, amelyek mellett az egyiitthaté
szérasnégyzete minimalis, az a; helyek koziil két, vagy legfeljebb harom pont-
ban kell mérést végezni.

Ha az y értékek szordsa minden a; pontban ugyanaz és az dsszes mérések
szama pdros, akkor az egymdstdl legtdvolabbra esé két pontban kell a méréseket
fele-fele ardnyban megosztani, tehdt

1 , 1
M=—n, Ng= UN—= -7

2 2

— g2
n, = uj

mellett lesz a szordsnégyzet minimum:

2 _—
min o¥(p) = (01 — ) .

Ha az y értékek szdrasa a;-vel valtozik, akkor minden pontparra és minden
pontharmasra -— az aldbb megadand$ eljaras szerint — meg kell hatdrozni
azt a szorast, amely mint minimiélis tekintetbe johet és ezek koziil kell a leg-
kisebbet kivalasztani.

A kétpontos mérések kozil azon (a,, ax) értékpdr mellett kell a méréseket
végezni, amelyre

=

Pyp— = minimum (j +k; 5,k=1,2,...5)

ekkor a mérések szimdt az a; és ay pontok kozott a sz6rdsok ardnydban kell meg-
osztani
ot . oy

n; = — —n Ny = ——————n
J k
O'j +()k U'j — O

Amennyiben az n;-re igy kapott kifejezések nem egész szamok, ugy azokat
természetesen ki kell kerekiteni egész szamma.

Minden (aj, ax, @;) értékharmashoz tartozik olyan (uf, uf, ul) érték-
rendszer, vagyis a mérések szdmdnak olyan eloszldsa, amely a regresszids
egyiitthaté szérasnégyzetének minimuma szempontjabdl tekintetbe johet ;
ezek meghatarozasi médjat az aldbbi 5. §-ban ismertetjilk. Ez az eljaras
konkrét esetekben alkalmazhatd s a szélsGérték jellegét minden esetben kiilon
meg kell allapitani. Az ott konstrudlt numerikus példdban a harom ponthoz
kapott szérasnégyzet nagyobb, mint a harom pont kéziil kiragadhaté két-
pontokhoz tartozd szérasnégyzetek koziil a legkisebb. Ha ez dltaldban igaz
— amit ezideig csupdn a o; = 4lland6 esetében sikeriilt bizonyitani — akkor
kétpontos mérés nyujtja a szérasnégyzetre az abszoltt minimumot.

A hirompontos lokalis szélsGérték meghatirozdsa eléggé faradsagos
szamolast igényel, amit — ha a legjobb szérasnégyzetet keressiik — barmely
harom pontra el kell végezni. Ezért az aldbbiakban egy médszert ismertetiink,
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melynek segitségével harom vagy tébbpontos mérések esetén is meghataroz-
hatjuk a mérések szamanak a pontok kozti olyan eloszlasat, amely a regresszids
egyiitthaté szérasnégyzetének szempontjabdl viszonylag jé eredményre vezet,
szamitastechnikailag pedig igen j6l kezelhet§. S6t, mint azt a 6. §-ban numeri-
kus példan latni fogjuk, e mddositott regresszids egytitthaté minimalis széras-
négyzete kisebb lehet harompontos mérés esetén annal, mintha a regressziés
egyiitthatot a szokott alakban — minimdlis szérasnégyzettel — hataroztuk
volna meg. Ez a médszer a regresszids egyenes kovetkez6 médositott meghaté-
rozasa alapjan sikeriil :

Tekintsiik az a; helyen mért vy, 7ig,. . -Min;, értékek szamtani kozepét

ng
2 Nik
— k=1

Mni — n

Keressiik most az n szadmu (@i, mix) (b= 1,2,. i3 t =1, 2,...s) pont helyett.
az § < m szamu (a;, 7);) ponthoz tartozé regresszms egyenest Ekkor a regresz.-
sziés egyiitthato

S

X (@ —@) (i —7) ‘

ahol most a az a,-k szimtani kozepe :

&
2
i=1

s

a =
Ebben az esethen ahhoz, hogy
o?(o*) = minimum

legyen, nj-t az a,-ben végzett mérések szamit — a kovetkezbképpen kell
kiszamitani :

_ oy —aloy
s
M la; — alo;
i=1

emellett a szérasnégyzet minimuma :

. 1
min o%(o*) = -

s e
2 (@; — E)‘-’]
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Ez a médszer tehit tetszdlleges s mellett minimumot ad a regresszids
egyiitthatékra. A pontok szama redukialédik, ha valamelyik a; Osszeesik az
a sulyponttal, ahol — mint azt formuldnk mutatja — mérést nem kell végezni.

Ha s = 2, akkor a mérések szamédnak eloszlasit és a szérdsnégyzet
minimumat illetéen ugyanarra azeredményre jutunk, ami megegyezik a re-
gressziés egyitthat6 fenti — szokott —értelmezése alapjan nyert eredménnyel.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl megjegyezzik, hogy rendszerint
elég az (aj, ax) értékparokhoz tartozd extrémalis szérasok koziil a legkisebbet
venni és ennek megfelelGen a mérést elvégezni; ezzel altaldban biztosithatjuk,
hogy nem tilsigosan nagy szamu sszmérés igénybevételével a szérds a gya-
korlat szamdara megfelel§ kis értékkel bir.

5. A szérdsnégyzet szélséériékeinek meghatdrozdsa

Vizsgaljuk meg mindenekelott az f(u,, 4,,...us, ®) figgvényt a mellék-
feltételek figyelembevételével. Az 1'2. feltétel szerlnt e fuggvénynek az s
dimenziés egységgomb zart felszinén kell minimumdit keresni, éspedig az
(I". 2) mellékfeltétel figyelembevételével, mely szerint  az x tengelyen az a;
. pontoknak u? stlyok szerint vett salypontja. E fiiggvény pozitiv és amint
azt alabb a) alatt megmutatjuk, a kovetkezd s szdmu pontban valik végtelenné :

upi=1, wy=ty= -+ =u_1=U1="--=u=0,

ahol ¢ =1, 2,...s. Minden egyéb helyen a fiiggvény folytonos és a benne
szerepld véaltozdk szerint akarhanyszor differencialhatd.

Megmutatjuk, hogy a fiiggvény hatarozottan pozitiv alsé korlattal bir.
Legyen ugyanis a o;-k kozil a legkisebb pl. a o;. Ekkor, minthogy e az a;
értékek pozitiv stlyok szerint vett silypontja, tehat

a, < w<as ésigy la;— o] = |a; — ag

1 =1, 2,...sre. Felirhatjuk tehiat — a o;-ket legkisebb értékiikkel helyette-
sitve, ma]d (@i — w)? értékeit a nevezdben nagyobbitva — a kovetkezd egyen-

16tlenséget :

of

Huy ,ug, ... us,0) = >0,

(ay — as)?
amivel allitasunkat bebizonyitottuk.

Fiiggvényiink tehat felveszi a mondott tartomanyban hatarozottan
pozitiv abszolut minimumat (esetleg tobb helyen is).

Az aldbbi tirgyalasunkban arra szoritkozunk, hogy a Lagrange-féle
multiplikator eljirds segitségével meghatdrozzuk a valtozék ama értékrend-
szereit, amelyek a széls6érték szempontjabél figyelembe johetnek. Ezek, mint
mondottuk olyan tulajdonsdgtak, amelyek a viltozénak legfel]ebb hérom
0-t6l kiilonbozs értékét tartalmazzdk. Ezek az értékrendszerek véges szamban
vannak. Meghatarozasuk alapjan lehet tehat a legkisebb szérasnégyzetet
nyerni és igy azt az w; értékrendszert kivilasztani, ami a kivetend$ mérési
eljarast meghatarozza.

Feladatunk tehat az (I')-ben adott s + 1-valtozés fiiggvény szélsGértékei-
nek meghatdrozdsa az (I'l.) és (I'. 2.) mellékfeltételek figyelembevételével.
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Alkalmazzuk a Lagrange-féle multiplikdtor médszert. Keresniink kell
az Uy, Uy,. . Us, © valtozoknak, tovabba a A és u szdmoknak azon értékeit,
amelyek mellett a kivetkezd egyenletek teljesiilnek :

h
(I R AR RSN S F TN )
8’11] a?l] a’Llj
) 5 oh
ar) O L0 B,
ow Jw ow .

Ennek az s - | szamu egyenletnek az I'. 1. és I'. 2. egyenletekkel val6 kiegé-
szitése nyujt az n + 3 szamu ismeretlen meghatarozasara kell§ szamu egyen-
letet.

Tovabbi szamitasaink attekinthetébbé tételére vezessiik be a kiovetkezd
jeloléseket :

(111.1) M = ) o} (ai— o)?ub
i=1
s
yI11.2) N =} (0, — 0 u?
i=1
. S e
(111.3) R = )} o¥a,— ) ul.
i=1
Tehat
1 M
op) = — .
(0=~ 13

E jelolések figyelembevételével (1I) és (1I') egyenleteink — a parcidlis deri-
valtak kiszdmitdsa utdin — a kovetkezd alakot oltik :

20',2((1]’— (0)2 ’Il/Nz— 4(0,/— w)z?lj MN

+ 2a;uyA + 20y =0

(IT.1) i
. j:l, 2,...8,
, 8 S )
—2[20?(%—0}) u?J N2—4[2(ai— m)ugJMN
i=1 =1
(1'1) : ik —a=0.

N4
A (11, 1.)-bdl A azonnal kifejezhetd;. a szdmlaléban a masodik zaréjelben
1évé kifejezés az (I'1) és (I'2) feltételek miatt 0 s igy
. 2R

N2
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w kiszamitasahoz szorozzuk a II. 1. egyenletek mindegyikét a megfelelG uj-vel
s Osszegezziik az s szamu egyenletet. Kkkor a IlI. jelolések, valamint az (I'1)
és (I'2) feltételek figyelembevételével a kovetkezlt nyerjiik :

2MN2— 4M N2
.« i + 200+ 2u = 0.
S ebbdl A fenti kifejezésének behelyettesitésével
« M+ 2Rw
M=

N2

M
A és p e kifejezéseit (II. 1.)-be behelyettesitve, az M’ = I jelolés bevezeté-

sével egyszerﬁ atalakitds utan a kovetkezSt nyerjiik :

(1I.2) uj[(aj—a)) ( —2M')—2(a;— @) R+ M] =0, j=1,2,.

A Kkeresett u; és o valtozéknak teljesiteniok kell még az (I'1) és (1'2) feltétele-
ket. (IL. 2.) egyenleteink mindegyikében tehat az u; vagy a szigletes zaréjelben
all6 kifejezés legalabb egyikének el kell t{innie.

SzélsGérték szempontjabdl tekintetbe ]ovo értékrendszereket tehat a
kovetkezd médon kell meghatdroznunk : az s szami «; kéziil 7 szama meghata-
rozottat 0-t6l kiilonbozdnek, mig az s — I szama t6bbit 0-nak vesszitkk. Ekkor
az | szama wuj-re a (II. 2.) egyenletek | egyenletet szolgaltatnak, tovabba az
(1'1) és (1'2) feltételeket kell figyelembe venni. Azonban az | szamu (II. 2.)-es
egyenlet koziil [ — 1-b6l, valamint az (I. 2.) és (I'1) feltételekb8l mar kivet-
kezik az I-ik. Tgy az I + 1 szami ismeretlen meghatarozasara [ 4 1 szamu
fuggetlen egyenlet szolgal. Mégis — mint azt alabb kimutatjuk — altalaban,
vagyisaz a; éso? (1 = 1, 2,...s) tetszGleges értékeire, ezek az egyenletek nem
elégithetSk ki a felvetett kérdésnek megfeleld redlis értékekkel, ha l > 3.

Most ratériink azoknak az értékrendszereknek meghatéarozasara, amelyek
a (II. 2.) egyenleteket, valamint (I'1) és (I'2) feltételeket kielégitik.

a) Legyen az u;j-k koziil egy — pl. az u; — 0-t6l kiillonboz8, mig a tobbi 0.
Megmutatjuk, hogy a feltételek mellett az f(u,, u,,...%s, @) fiiggvénynek oo
helye van.

Vegezzuk ugyanis a kovetkezd hataratmenetet

u]_—> 1

w—>0,j=2,3,..s
ekkor e

®—> a4

s konnyen meggyézédhetiink arrél, hogy az f(u,, u,. . .%s o) kifejezésének
szamlal6ja és nevezdje egyarant 0-hoz tart, azonban a nevezs negyedrendben,
mig a szamlalé csupin masodrendben, g. e. d.

A toviabbiakban a szamunkra tekintetbe jov6 értékrendszerek meghata-
rozdsihoz tehat legalibb két u;-t kell 0-t6l kiilonbszbnek tekinteni. Ebbdl
viszont kovetkezik, hogy a (III)-ban értelmezett M és N mennylsegek hatéro-
zottan pozitivok :

M>0, N>0. ‘ !
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Ugyanis (I11)-hdl lathatd, hogy o legfeljebb egy a,-val eshet dssze. de ugyan-
akkor van még egy u; (1 + 7§), amely 0-t6l kilonhozik. .

B) Legyen most [ = 5 és kulonbomek pl. az uy, u,,...u; a 0-t6l. mig
legyen wj = 0, ha j=1-+ 1,142

Tekintsiik e § els6 részében Jelzett 1 + I egyvenletbdl allé egvenletiend-
szert ay, U, . ..%;, o¥a megoldva s szamitsuk ki segitségiikkel az M. R. M’
mennyiségeket. Ekkor teljesiilnie kell az [ szdmu

(a; — w)? (0P—2M')— 24— &) R+ M -0, =1,2,...1

egyenletnek. Kz azonban azt jelenti, hogy a (£, %) koordintarendszerben
értelmezett

(§ — w)? Pn—2M)— 22— o) R+ =0

harmadrend(i algebrai gorbének az 1 > 5 széma (§ =aj, =03 (j=
= 1,2, ...1) ponton kell athaladnia. Marpedig e négyparaméteres (M, M', R, )
gorbet 4 pont]a teljesen meghatarozza s elre tetszélegesen megadott 5 pont
altalaban nem fekszik rajta. Ezzel azonban megmutattuk, hogy — hacsak az

(aj, %) (j =1, 2,...s) mennyiségek bizonyos feltételeknek eleget nem
tesznek — a tdrgyalt eset nem szolgaltat feladatunk szamara lokdlis szélso-
értéket.

v) Az el6zé meggondolaq azonkan lenvegeben azt az sllitast is tartal-
mazza, hogy altaliban mir az [ = 4 szamu nullatol killonb6z4 w; felvétele nem
vezeb sze]soerteLfe]adatunk szempontjabél redlis eredményhez. Ugvanis az
{aj, 02) ( =1, 2, 3, 4) mennyiségek mar egyértelmiien meghatirozzik az
w, M, M, R mennylsegeket

F‘kkor a kovetkezd egven]etrendc/cmel\ kell teljesiilnie:

(@j— @) (02— 2M") — 2ayj— @) K+ M =0, j--1.2.3.4

Vezessiik be még az L ismeretlent és irjuk egvenletrendszeriinket a kovetkezd
alakban :

o-f(ajw- )2 L2 — w2 M —2a—w)R+M =0, - 1,231,

E homogén egyenletrendszernek az L, ;11, A, R ismeretlenckre nézve kell-
legyen nem trividlis megoldédsa (s6t L = 1, M > 0, H' > 0 feltételeknek eleget

tevs megoldasnak is kell 1éteznie), amibél a determindns eltiinése kovetkezik.

Tgy némi dtalakitas utan w-ra nézve a kivetkezs egyenletet nyerjitk :

ey — )% (@, — @) (03— o) 1)
o3y, — @) (a,— ) (g,—w) 1} 0
oYy — of (— o) (o) 1]
oday— 0)? (@,—0)? (a,— o) 1.

Bzt a determindnst egyszer(i atalakitdssal olyan alakra hozhatjuk, amely
w-ra nézve masodfoki egyenletet szolgdltat.

Vilasszuk most a kovetkezs: értékeket : ’
ay=—32, ay= — 1, agy=1, uy=72
ot=1, o}=11, o} =19, oi=5
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wTa a 0 és 8 értékeket nyerjilk, minthogy azonban w az z tengelyen az a;
pontoknak pozitiv silyokkal vett stilypontja, az o = 0 Johet csak tekintetbe.
Ehhez az értékhez azonban az

Mo 06, M =— " g2

2
értékeket nyerjik, amelyek az
1M>“, M’ >0,

feltételeknek nem tesznek eleget s igy nem szolgalhatnak alapul az uj-k kisza-
mitdsara, q. e. d.

0) Térjiink most 4t az I = 2 esetre. Legyenek

Uy £ 0, Uy £ 0, Uy =Uy = -« =u;=0.
*Ekkor az
a,ud+aul= o
Tl ud=1

’ \ e s ’ ’ . ae
és egyszerd szamitassal nyerjik az

N = (al - 0/2)2 uf“% »

M = (o3ud+ oc3ud) N,

12
R = ci—o} N,
@y — G,
M = octud + o3u?
osszefiiggéseket. E kifejezéseket a j =1 és 2-re felirt (11. 2.) egyenletekbe

helyettesitve, megfeleld egyszerus1tes utdn wjre ‘a kévetkez$ egyenletet
nyeijik :

Innen

A négyzetgyok pozitiv elGjele uf > 1 eredményhez vezetne s igy a negativ
elGjelet véve beveze ésiinkben allitott
T

u§ = ———
oyt 0

2
1

eredinényitinkhoz jutottunk. Ebhdl
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s a szoérdsnégyzet — némi szamolas eredményeként —

o¥(o) = l M l (__0-1 + (7'2)2.
N n N* g a; — dy
£) Bebizonyitjuk oy = o (i =1, 2, ... ) esetre vonatkozo allitdsunkat.

Ekkor

S
2 22— 2. N
M=c 2(“.' wpul=o?-N
i=1

S
R =02} (4, — o) u? =

=1
(11.) egyenleteink igy alakulnak :
o o? Nuj[—(a;— @)+ N} =0.
Tegyiik fel most, hogy az wuj-k koziil harom kiilonbézik 0-tél :
Uy = 0, Uy O, Uk O, Ug=Ug= ++ -« = Ug==1.

o >0, N > 0 miatt kell tehat; hogy

—(— @+ N==0, j= 1,2,3
teljesiiljon. Ebbdl

(4 — 0 = (4 — ©)? == (a; — )?
kijvetkeznék, minthogy azonban az a,-k valésak és egymastol kiilonbozdek,
ezek az egyenlosegek nem teljesiilhetnek.

i) Az y = Rx esetben ercdmenyunket ]egegyszerubben kozvetleniil

vezethet]uk le. Ekkor ugyanis a regresszids egyiitthaté a mar hasznalt jelslé-
seinkkel :

Z n;a; 7}1

R =

Zniai

i=1

Ennek szérasnégyzete pedig az u; valtozék bevezetésével :

s
3 o?atu? .
1 n=1 cr
oc¥R) = —

. n (s 2
2,2
Zaiui

i1

b.s 227



s
K kifejezést kell minimumma tenni a 2’1/;‘ =- 1 mellékfeltétel figyelemhe-
i1
vételével.
A Lagrange multiplikdtor madszer a kovetkezo feltételi egvenletekhez
vezet: )
- al(o?—2M'y + M

U :“, 2‘: ]',2,...8-

N2

Itt

‘JI_EO'au-

i=1

s

__ 29,2
N = 2 au?
iz1

M=
N

Azonban a g) és.v) pontokban alkalmazott meggondolasaink itt arra az ered-
ményre vezetnek, hogy az w;-k. koziil legfeljebb egy vilaszthaté 0-tél kiilon-
bozének, hacsak az (a;, o2) (1 =1, 2, ...¢s) értékpirok koézott bizoayos
speciélis osszefiiggések nem 4dllanak fenn. (llyen osszefiiggés pl. az a; = — q;
és o; = 0, amely esetben wu; és uj is v alaszthdto 0-t61 kiilonbozdnek.) Legyen
tehat

w; +£ O, wi=0, ha j 1.
Ekkor
a?(cd— My + M -«
kifejezésbol 7 = 1 adddik s ebbdl
1 .
o?(e) = " (;i‘) .
Tehat az Osszes mérést abban az a; pontban kell végezni, amelyre o3(p) itt
kapott kifejezése minimum.

%) Oldjuk most meg a hdrompontos feladatot. A (II. 2.) egyenleteket
J =1, 2, 3-ra felirva, ezekbGl M, M', R kifejezhetSk o segitségével :

M= (4, — @) (a, : ) (da — ) [o¥ay, —ay) (4 — ©) + odlag—a;) (@, — ) +
) + 0':3((11*'“2)(03—0))] ,
Mo 7%42 [03(dty — 3) (@) — @)% + o}y — ;) (@ — @) 1 3@y — ay) (a3 — 0)?]
1
R—=— ’—A [0‘%((12 ag)(a, — w)? (a, + a3 — 2w) + o3lag —a;) (ay — ) (a; +

+ a; — 20) + o3a; —a,) (a; — w)2(a; + a,—2a)],
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ahol

A = a¥ay —ay) + adlay — ay) - a¥{a; —a,).

Innen N =2 és felirhatjuk uy, %,, #, és w-ra a kévetkez$ egyenleteket :
VL ] v Ug; Ug A

o3y — )2 uf + o¥ay — 0)? uf + oYy — w)? ut = M

(0, — @) uf + (@, — 0 U + (g, —0)* u§ = N
ofla, — o) uf + o3 (a, — o) u3 + oi(ay — ©) U= R
(@ — @) u2 4+ (@, — @) ub+ (a3 —w)ud= 10
wd - u+ud=1.

Az itt felirt 6t egyenlet koziil harmely négybdl kiszamithatok az ismeretlenek
s azok az otodiket kielégitik.

» meghatdrozasira legegyszerlibben ugy jarhatunk el, hogy a masodik
egyenletet elhagyjuk s a jobboldalon allo M, R, 0, I-hez 2 tényezdit, mint
tovabbi ismeretlent irunk. fgy homogén egyenletrendszerhez jutunk, amelynek
nem trividlis megoldasat a determindns eltiinése biztaositja :

olla,— w)? o¥a,— w)® ollay—w)>? —M ’
! G%(al - w) 0%(“2_ CO) 03(03— CO) - H I Y
‘ 1 (4 — ) (a;— o) (a3 — ) 0 o
1 1 1 —1 |

fgy altalaban hatodfoki egyenlethez jutottunk, amely némi atalakitds utin

egy legfeljebb harmadfoku egyenletbe vihet$ at. Gydkei kozil a (a,, a,) inter-

vallumba esSk jonnek figyelembe szélsGértékfeladatunk szempontjabdl.
Példaképpen legyenek '

a;==—1, ay=1, a3=2,
' 0%:31’ 031331,03:4,-
ekkor :

M=(10—0)(1+ 0)(2— w)?,

M'=_1(5-4w+m2),

R =0 (2— )2
wo-ra nézve a kivetkezd egyenletet kapjuk :
203 — 1lw? + 14w—3 = 0,

A (— 1, 2) intervallumba es6é gydkok : w = 0,26794... és o = 1,5. Kisza-
mitva az ezekhez az értékekhez tartozd u;-ket, azt talaljuk, hogy feladatunk-
nak csupin az @ = 0,26794. .. felel meg, o' -nél ugyanis u?-ra nézve negativ
mennyiségeket is kapunk.

o ezen érécke mellett

ui = 0,4433. ..
uZ = 0,4019 |
ug = 0,1546. ..
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.
A regressziés egyiitthatd szorasnégyzete: T

1
oc¥p) = . 1,43649. ..

Hasonlitsuk ossze a szérasnégyzetre kapott eredményiinket a harom pontbdl
vélaszthato két-két ponthoz tartozé extrémadlis szordsnégyzetekkel :

1
a, =—1, a, =1, 02(9)277-.1.
D 2 l
ay, =—1, a3 =2, U"(Q)Z,E’l
D) 9 1 (
(12 = lr “3 oAy, (r.‘(g):ﬁ")

Tehat a hirom ponthoz kapott szérasnégyzetnél jobb eredményt kapunk, ha
vagyaza, = — 1l ésa, = 1 pontokban mériink, a mérések szamat fele fele
atanyban osztva meg, vagypedig az ¢, = —1 és a, = 2 pontokban mériink,
az els6ben a mérések

A}

I .
1 © .
_“—L—; = 33,3...9 -4t
'T+ V4
a masodikban
[
‘4
% == 66,6. .. 9%-at
V14 V4
végezve.
6. A regresszids egyilthaté mddositott alakjdnak vizsgdlata
A regresszios egyenest tehat az egyes (a;, mu) k=1, 2, ... % 1 =1,

2, ... s Osszesen n szamu pont helyett csupan az s szamu (aq, 7;) ponton
vezetjiik keresztiil, ahol az ¢ szamu

i
2 Nik
Tq—izkzl -, 1=1,2,...¢
i
egymastol fiiggetlen értékek, rendre .

.

yi=o0%a; +c¢, i=12,...s

varhaté értékkel és
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oy '

e

szérasnégyzettel. A tapasztalati regresszids egyiitthato

S
] Y (a;—a) (gi— n) \
Q*:i=1
Y(a;— a)?
t i=1

ahol most

S
Z“i
i=1

8

6:

tehdt @ — az a; pontok salypontjanak koordinidtaja — most dllandé. Tekintve,
hogy

L) -~
Y(a;—a)=0,
i=1
tehat
S —_ -
4 2 (@i —a)y :
o Q=1
Q o 8
(e —a)?
i=1

o* vérhaté értéke nyilvin a regressziGs egyiitthaté clméleti értéke.

A szérasnégyzet, tekintettel az 7; (¢ = 1, 2, ... s) val6sziniiségi valtozok
fiiggetlenségére, tovabba az egyes m értékek szirisnégyzetére vonatkozé
feltevésekre

s o2
2 (a—ap =

2 ¥ i=1. "
o*(0%) f[————— .

i(ai—ﬁ)ﬂ
=1 -

Vs

Feladatunk ennek a kifejezésnek minimummé tétele, ahol a véltozdkra a

s

Zni:n’

i=1
.

feltétel kell teljestiljon.

231

PR TR T TR T T TN




Vezessiink be ismét Gj valtozdkat, legyen

A=

b l=12 .83
n
L \
amelyeket ismét folytones valtozoknak tekintiink. Ekkor szélsGértékfeladatunk
igv fogalmazhaté :
Meghatdrozanddk az

s ’ o_'g
Z (a;—a)? —

A

1 i=1 i

N 7\6,...7\ —_

/(}l ) ] : S) n s .

| 2 (o~
i=1
fiiggvény szélsS értékei a

S

g()\l ,;\2,...}\9) = ZAI_I — ()

i=1 .

mellékfeltéte]l figyelembevételével.
A Lagrange multiplikator médszert alkalmazva nyerjik a

e ag ‘ N

' —Ftu—=—Clgy—alP—+u=0
OA;j osj / 7@ .
egyenleteket, ahol

- c=1__1 .

by n § 2

; - (@i — 6)2]

4 2

& : Ezért az

L2 2

. W=7 _ o gllands, i —1,2,...8
22

5 j

osszefiiggéseknek kell teljesiilniok. Tekintettel arra, hogy C’ > 0,
_ 1.,
Aj= |aj—a|-o-j-—c,-, j=12,...8.

A; ezen értékeinek j-re valé Gsszegezésével megkapjuk ¢ értékét s Ajre nyer-
jik, hogy
Jaj —al .
PP bl L/ B SR S

s —
X laj—alo;
i=1



»j ezen értékei mellett a szorasnégyzet

@

s
E la; — alo;
i=1

n s

) (@i — a)?

i=1

\

Azt, hogy s adott értéke mellett a A-k ily mdédon valé megvalasztasa abszolit .
minimumot ad, a kovetkezSképpen lathatjuk be :
Fiuggvényink alulrdl hatdrozottan pozitiv korldttal bir. Vegyiik ugyanis a
legkisebbet a o;-k koziil (legven ez pl. o;) és a legnagyobbat a A;-k koziil
s
1
. e, & ;= iatt A, = =|. Ekkor
(legyen ez pl. 2,, a ,'2=1 A = 1 miatt A, sJ ko1

-1

g

1
/(}\1,7\3,...7\5')%7?

>
©

S
) (2 — @)
i=1

Masrészt a fiiggvénydetermindns — & szabad feladatra is — hatdrozottan
pozitiv ; ugvanis. ’

(aj —ap L
axfz_l s Z =% S on
AA% n s _ , « Oy

! )_:(al—a)z

L i=1

s igy a fiiggvénydeterminans s szamu pozitiv mennyiség szorzata.
Vegyviik példaképpen az 5. § »)-ben targyalt pildat. Eszerint
L]
-2
Gy =—1, a,=1, ag=2, a=—,
3
oy =1, ga=1, 03 = 2.
A regressziés egyiitthaté szérasnégyzetének minimuma :
. 1 1
. min o2( ¥)=—--1= .
n n
[tt tehat
min a?(p*) < min v ?(p)

esete forog fenn, vagyisaz a, = 1, a, = 1, a; = 2 pontokban a mérések szamat.
rendre a fenti formulabdl nyert
Ap==35,7...%, Ag=T,0...%, Dy==5T,2...0,
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;

aranyban megosztva ugyanolyan kis szérasnégyzettel nyerjik a regresszios
egyiitthatét, mint az (a,, a;) vagy az (a,, a,) pontparok esetében, ahol a regresz-
szids egyiitthaté mindkét értelmezése szerint ugyanazt a
- . . !

min o%(p) = min o¥(p*) = —
n

eredményt kapjuk.

7. A mérések szamdanak meghatdrozdsa .

Eddig elért eredményeink gyakorlati felhasznalasa szempontjabdl kiegé-
szitésként az aldbbiakban roviden két kérdéssel foglalkozunk :

a) hogyan keil a mérések osszes szamat — n-et — megvalasztani ahhoz,
hogy a konkrét feladatnak jél megfelel értéket kapjunk a tapaszta]atl regresz-
szids egyiitthatdéra,

b) milyen eljarast kovessiink abban a gyakran felmeriilé esetben, amikor
az a) feladat alapjin meghatdarozott n érték mellett az nu? mennyiségek nem
egész szamok. .

a) Legyen a regresszms egyutthato szérdsa minimum az a,, a,, a, ill.
a,, a, pontokban w2, w2, w2, ill. u?, wi értékek mellett végzett mérések
esetén. Legyen a minimum '

21 a; — mzu?

" S opa

i=1

ahol most r = 3, ill. 2. E klfe]ezesben az A tényezlt az aj és oj mennyiségek
G=L2...9) ha.tarozzak meg, igy azt a kovetelményt, hogy o (o) megfelelGen
kicsi legyen, » megvéilasztasaval érhetjiik el. 4

Ha a o(p) < ¢ kovetelményt tessziik, akkor nyilvan az n > —8—2' egyen-
l16tlenségnek kell teljesiilnie a mérések szdmara nézve.

Megjegyezziik, hogy ha a mérések szama nem tal kicsi (gyakorlatilag,
ha meghaladja pl. az 50-et), akkor a regresszids egyutthaté jo kozelitéssel
normalis eloszlast kivet s ekkor pl. 99,79, valdszinliséggel allithatjuk, hogy
a regresszids egyiitthaté valddi értéke — R — a kiovetkezl egyenlétienségnek
tesz eleget :

o — 3o(e) <k <o+ 30(0).
Ha ekkor g a 0-t6l hatarozottan kiilonbézik, akkor n-nek a

o o4,
. Vno-
vagyis
942
= §92 \
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megvalasztasa mellett 99,79%,-0s valdészinliséggel allithatjuk, hogy a valédi és

tapasztalati egyiitthaté hanyadosa legfeljebb e-nal kiilonbozik az 1-t8l.

Vegyiik az 5. § x)-ban targyalt példat.

a1 =—1, =1, auy=2,
of — 2
o3=1, oi=1, o}=4.
Valasszuk a méréseket az a; = — 1 és a, = 2 pontokban, amikoris
1 2, 1
. u% = — 'ug = - €8 (TZ(Q) R :
3 3 n

Ha az 9sszes mérések szamat 81-nek valasztjuk, akkor

1
o (p) = q

6s 99,7% valdszintiséggel allithatjuk, hogy a regressziés egyiitthaté valdédi

2 .
értéke egy 6.0 (0) =— terjedelmfi intervallumba esik.

Ugyanakkor végezziink Osszesen 81 mérést az a,, a,, a, pontokban,

a mérések szamat egyenletesen osztva el. Ekkor

2 L
ud = uk=ud—= , o=
3 3
és

I
o) = 138,

ami azt jelenti, hogy a mérések szamat 389%,-al nagyobbnak, tehat 112-nek kell
valasztani ahhoz, hogy a regresszids egyiitthatéra ugyanolyan biztonsigot

érjink el, mint a kétpontos extrémalis mérés mellett.

b) A mérések szamdnak az el6z8kben mondottak szerinti meghatarozasa
mellett sok esetben n-nek tovabbi kevés valtoztatasival még azt is elérhetjiik,

hogy nu? (1 = 1, 2, 3; ill. ¢ = 1, 2) is egész szam legyen.

Eléfordulhat azonban, hogy a mérések elvégzése koltséges, vagy mar
eleve kevés szamii megfigyelés all rendelkezésére. Erre az esetre megvizsgaljuk,
hogy kétpontos mérés esetén milyen mértékben tér el a széras a minimalistol,
ha az nu? értékek he]yett a hozzdjuk kozeles§ egész szdmokat valasztjuk.

Lattuk kétpontos mérés esetén

a a
o= il g — 2,
oy, + oy oy + 0y
a minimdlis szdrasnégyzet
r 2
o¥(p) = (ﬂ__}ia_?] .
n\a —da,.

Vezessiik be az 42 = a,, u2 = a, jeloléseket és legven o, = e,. n-et minden-
1 1> 2 2 b 1 2

. .
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esetre ugy helyes megvalasztani, hogy no, = 1 legyen, amikoris [na,] =1
(a szigletes zardjel n - a, egész részét jelenti), tehat

1
<

n

v

l-ell legyen, hogy az a; pontba is jusson legaldbb egy mérés. Nzamitsuk most ki
a szorasnégyzetet, ha

ut= [nao,], uf=n— [no,l.

Itt az no,-et kerekitettiik lefelé, de hasonlé eredményre jutunk, ha wu? =

1
= [ra,] + 1l-et valasztunk.

Ekkor — elemi szamoldssal — a szdrasnégyzetre a kovetkezd kifejezést
nyerjiik

ol a3
Qf 1N D 1 2 ,
o) =) (o T T Tagar)
ahol o(p) a minimdlis széras ; n megvilasztasinal tehit arra kell tgyelniink,
hogy o-%(p) tényezije megfelelden kevéssel haladja meg az 1-et.

1
Lassuk példaképpen a o, = o, esetet, amikoris 0, = 0, = = A mérések
szama legyen paratlan n = 2k + 1. Ekkor [no;] = k és -
2 2
o2(g) = o2(g) e F P
4k(k + 1)
SN (2% + 1 o S bl o
Konnyi belatni, hogy a I;il - fﬁ kifejezés k ( = 1) novekedésével csokken
{n +

s legnagyobb értékét k = l-re veszi fel, tehat
. 2 ¢
CEHTI 9 k=1,
4k(k+ 1) 8

amibdl

_o(g) <o(¢') =0(o) V% = o(9)-1,06. ..

Tehat abban a széls6 esetben, amikor 3 mérés all rendelkezésre s az egyik
ponthan egy, a masikban két mérést végziink, a szérds mindossze 69,-kal
novekszik, de a mérések szimanak novelésével ez a kiilénbség tetszOlegesen
csokkenthets. -

Ob ONPEAEJEHHHU KO3®PUUHHUEHTA PErPECCUHU
M. BUHLLIE .
Peswme

Mesxxay nepemeHHBIMH X H Y CyulecTByeT JiHHeHHasi ¢Bsisb: y = Rx 4+ Q. [as omnpe-
HeJIeHHs] KOHCTAHT R H Q HcrnojHsiem N u3MepeHHH npu (MKCHPOBaHHMX 3HaUeHHSIX OT &~
a4y, 4 ... as — CrpamunBaercsi, KaK pasfensitb N HaMepeHHMH Ha TOUKH &, 4ToOH AMCHepCHS
IMIMPHUECKOr0 KeoddHuHeHTa ferpeccHh Obina muHHMaiabHa. [lonaraercs, uro a; —
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“TOYHble 3HaYeHHsI, T. €. He CAyyaiiHble BeJJHUMHDL, JaJlee | BeJUUHHLI Y, U3MepeHHble B d; HMEIOT
TOXAECTBeHHble pacripefiesieHHsl, H HX JHcrepcHsl o(di). 3aBHCHT OT TOYKH ;.

JokagbBaerTcs, 4TO NPH 3THX YCHNOBHSX AOCTATOYHO OMNDPe-
AeJIHTb NPAMYI PerpeccHH Ha ocHOBe H3MepeHUN, HCIMOJTHEHHB X
B IBYX HJH He GoJee TpexX TOUKAX M3 § ToueK a;. [s1 onpegeseHuss aKcTpe-
MaJIbHbIX JIBYX H TpeX TOYeK T. €. A1 Buibopa a; U pasjeseHusl ydcaa uamepennifl MeXAY TOY-
KaMH BbipabaTbiBaercsli MeTO[.

Ecan o - KoHcraHra, (i = 1, 2,...), TO,MBl BcerJa AOJIKHBI HCMOJHATbL H3MEPEHHS
B By X TOYKaX ~- HMEHHO B IBY X KPaeBbIX TOUKAX @;, — PasfeJIsisl YHCJIO H3MepeHHH B paBHO#M
NPONOPLUHH.

PaGora 3aHHMaeTcst TOXe MOAH(MIMpPOBaHHOH orpepelienHel KoadipHIHeHTa PerpeccHH,
fpH KOTOPOH 3ajaya SKCTPEMyMa TPAKTYeTCSl Mpouie M NPUBOJUT K pesynb'rary, obeny -
MOMY MNpoOle, XOTs1 OH He Ge3yCJIOBHO Jyunre.

SUR LA DETERMINATION DU COEFFICIENT DE REGRESSION
L. VINCZE
Résumé

Entre les variables x et y existe une relation linéaire : y = Rr + . Pour détermi-
ner les const antes R (et @) on effectue des 1resurages dont le nombre total est N, avec
les valeurs @, @,. ..., as fixées de . La question se pose, corrment il faut distribuer
parmi les pomtq a, les mesurages de ncmbre total N, pour que la carré de dispersion du.
coefficient de régression emr pirique R soit un minimvm. On suypose que les a;
sont des valeurs exactes c’est-a-dire qu’ils ne sont pas des variables stochastiques, et,
en outre, que les valeurs y mesurées avee les valeurs a, ont la méme distribution leur
digpersion dépendant de Pendroit «a; : o(a;).

Nous prouverons qu’avec ces conditions il suffit de déterminer la droite de régression
& Vaide des mesurages effectués dans deux, ou tout aw plus dans trois endroits parmsi les
endroits a; de nombre s. Pour déterminer les extrémales & deux et & trois points c’est-a-dire
pour choisir les a; et distribuer le nombre de mesurages parmi ces points, nous élaborons
une méthode.

Si g cst constant. (2=1,2,...,8),c’est toujours dans deux points—notamment dans
les deux points ¢; extrémes — qu'il faut effectuer des mesurages en distribuant le nombre
des mesurages en proportion égale.

L’article s’occupe en outre d’une définition modifiée du coefficient de régression,
dans laquelle le probléme de valeur extréme pout étre discuté plus simplement et conduit
A un résultat qui — méme il n’est pas certainement meilleur — peut étre manié plus
simplement.
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AZ IPARI MINOSEGELLENORZES STATISZTIKAI MODSZEREI
ES AZ INTEZET FELADATAI E MODSZEREK BEVEZETESE TEREN

VINCZE ISTVAXN

OSSZEFOGLALAS

A cikk roviden ismerteti a gyartaskozbeni- és a késztermék statisztikai ellenorzésé-
nek egyszer modjait, majd ezek dsszefiiggését a matematikai statisztika néhany alapvetéd
fogalmaval. Végiil felsorolja azokat a feladatokat, amelyeket az Intézetnek elmélete
tanicsadds és konkrét segitség (mérési adatok kiértékelése, ellendrik kiképzése) formdjdiban
a statisztikai médszerck bevezetéséhez adnia kell. K feladatok illusztralasara a cikk kozli
az Intézet és a Csepel Autdgydr kozott Jétesiilt szocialista versenyszerzéiés szovegét,
melyet a statisztikal mddszereknek az Autogydrban vald bevezetése érdekében kotottek,
tovabbd kozli a statisztikai modszerek bevezetésével elért elsé eredményeket a Telefon-
gyérban.

A valészinliségszamitds és matematikai statisztika sokiranya és
széleskorii gyakorlati felhaszndlasai kozott jelentGs szerepet jatszik az ipari
mindségellenérzés statisztikai médszereinek teriilete. Kiilonosen az automati-
zalt tomeggyartasnal igen nagy mértékben valésuinak meg azok a feltételek,
amelyek mellett a Valészim'iségszémités és ennek részét képezd matematikai
statisztika szamtalan alapveto tétele érvényes. Azt a gondolatot, hogy vala-
mely témegcikk mindségét teljes atvxzsgalas helyett minta alapjan ellen-
Orizziik, Osztrogradszkij akadémikus méar a mult szdzad kozepén felvetette.
Erre vonatkozo6 javaslataban megjegyezte, hogy az altala kit{izétt probléma
megoldéasa lehetové teszi az ellendrzéssel jaré fizikai munkédnak egyhuszadara
valé csokkentését. A valdsziniiségszdmitasnak a kivalé orosz, majd szovjet
matematikusok munkéassadga nyoman tortént igen nagymérvii kifejlodése meg-
teremtette az exakt tudomanyos alapot ahhoz, hogy e gondolatot megvald-
sitsak. Ma mar a statisztikai minGségellendrzésnek szamtalan médja ismeretes
és e modszereknek jelentds irodalma van mind elméleti téren, mind annak
gyakorlatat illetGen. Bar ezek az elméleti és gyakorlati eredmények szamtalan
jelentés ipari orszag matematikusaitdl és szakembereitdl szarmaznak, e mdd-
szerek intézményes elterjesztése csakis szocialista gazdasagi rendszer feltételei
kozott lehetséges s valéban azok rendszeres és kiterjedt alkalmazasaval csakis.
a Szovjetuniéban taldlkozunk. Az utolsé évtized alatt ennek eredményeként
ugrasszerli eredményeket értek el a selejt és az ellendrzésre forditott idS
csokkentése terén. Igy példdul a Sztilinrdl elnevezett moszkvai automobil-
gyarban a statisztikai ellendrzésnek forgattyGtengelyek préselésénél valés alkal-
mazisaval a selejtszazalékot az 1943. évi 6,99,-r6l 1,19, -ra szallitottdk le az
1948. évre ; ugyanakkor a régebben alkalmazott 1009,-o0s ellendrzéssel szem-
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ben a gyartmanydarabok 1,5%-a kerilt csupan ellendrzésre. A moszkvai
Frézer-gyarban a kerek taresik statisztikai ellendrzése kovetkeztében a selejt
14,29 -r6l 1,39 -ra csokkent. A statisztikai mddszerek alkalmazisa — a gydr-
tds szinvonaldra gvakorolt hatdsan tal — fokozta e helyeken a technikai fegyel-
met, lehetGvé tette a gydrtast befolyasolé tényezknek mélyrehaté elemzését.

A Szovjetuni6 tanulsagait felhaszndlva az utolsé évek soran Csehszlovi-
kidban és Lengyelorszdgban is nagy elérehaladas tortént a statisztikai mindség-
ellendrzés bevezetésének munkajaban. Csehszlovakidban a gyartdskozbeni ellen-
Grzés médszereit vezették be igen széles korben s terjesztik ki Gjabb és Gjabb
teriiletekre. K mniunkdval matematikusok csoportjai foglalkoznak, amely
csoportok a Csehszlovak Kozponti Matematikai Intézet valészin{iségszamitasi
osztalya koré tomoriiinek elvi problémaik felvetésében, megold4saban, tapasz-
talataik kicseréiésében.

A TLengvel Koézponti Matematikai Intézet a végellendrzés madszereire
dolgozott ki tdblizatokat és ezek az atvételi szabvanyoknal alkalmazasra is
keriiltek. :
Hazank a felszabadulds elGtt ipari téren elmaradott orszag volt., ahol

a statisztikai minGségellenirzésnek alig taldljuk nyomat. Egy-két iizem alkal-
mazott mintavételi eljardst és néhiany szabviny tartalmazott mintavételi
eldirasokat. Mindezek azonban tudomanyosan nem voltak megalapozva és igy
gyakorlati értékiik is kétes volt.

Népgazdasidgunk otéves terve az iparnak és meziégazdasdgnak nemesak
minden eddigit feliilm(16 mennyiségi fejlesztését tiizi ki feladatul, hanem elsé-
rendii célként jeloli meg a mindség szintjének emelését, a gazdasigos, selejt-
mentes termelést. K célok elérése napirendre tiizte ipari dolgozdink, a munka-
sok, technikusok, mérntkik szakmai ismereteinek, munkamédszereinek 4llandé
fejlesztését, de ugyanakkor a mindségellenGrzés terén is fejlett, tudomanyos
modszerek bevezetését. Sziikséges tehat, hogy iizemeink mindségellendrzo
osztdlyaiban, ahol ez indokolt és lehetséges, helyet taliljanak a statisztikai
ellenérz6 modszerek. Kzzel egyiittjar természetesen, hogy mindségellendreink
egy részének szakismereteit ebben az iranyban kiegészitsiik.

Az Alkalmazott Matematikai Intézetnek e célok elérésében jelentds
szerep jut. Mint azt az aldbbiakban vazolni fog]uk. e moédszerek jelentds
matematikai eszkozoket hasznalnak fel és igy mind e médszerek bevezetésének,
mind folyamatos alkalmazdsanak munkajaban az Intézetnek feladata az elmé-
leti tanacsadds, de ugyanakkor, kiilondsen az elsé idében, gyakorlati tenni-
valék is. 15 feladat ellitdsdhoz az elméleti felkésziilés mellett a Szovjetunid
tapasztalatainak allandé tanulmanyozdsa sziikséges s fokozatosan a hazai
tapasztalatok Osszegyiijtése.

Jelen ismertetésiinkben elszor altalaban foglalkozunk a statisztikai
mindségellenGrzés modszereivel, majd egyik alapvetd mddszernek elméleti
— valdszinliségszamitasi — hatterét vizsgaljuk meg. E gondolatmenet tanul-
sagaibdl jutunk végil azokra az elméleti és gyakorlati feladatokra, amelyek

. e mddszereknek népgazdasigunk minél nagyobb teriiletén valé elterjesztésében
Intézetiinkre harulnak.

2. A tomegcikkgyartasnal el6allitott termékek igen nagy szama nehézzé,
koltségessé teszi azok minden darabjidnak atvizsgalasat, legtobb esetben az
gyakorlatilag keresztiilvihetetlen. Elvileg sem lehetséges a 1009%,-os ellendrzés
ott, ahol valamely termék ellendrzése a megvizsgalt darab megsemmisitésével
jar, mint izzélampdk élettartamanak. csapiagygolydk, téglak torési szilard-
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saganak mérésénél. A feladat ezekben az esetekben olyan médszerek kidolgo-
zasa, amelyek segitségével viszonylag csekély szdmi minta megvizsgilasiaval
nagy biztonsaggal tudunk kovetkeztetni a teljes gyartmanyosszesség mindségi
osszetételére. E moddszerek a mindségellencrzés statisztikai mddszerei.

A statisztikai mindségellenrz6 mdédszerek részben gvartds kozben.
részben a mar elkésziilt nagytomegii termék ellenGrzésénél keriilnek atkalma-
zasra. Az elsO, a gyartaskozbeni ellen6rzés, valamely gyartdsi folyamat egy-egv
miivelete kozben torténik, olymddon, hogy bizonyos id6kozokben, pl. fél-
éranként vizsgalnak meg 4—5-—10 darabot s ezek bizonyos tulajdonsagaibél
kovetkeztetnek az eldz6 vizsgdlat Gta eltelt id8szak gvartmanyainak Ossze-
tételére. Azaltal, hogy a minta bizonyos adatait idérendben feljegyzik, vagv
grafikusan felrajzoljak, a gyartdsi miiveletnek bizonyos tendenciii is elGt{innek.
pl. a kés kopdasa kovetkeztében valamely hosszmérték — mindség szempont-
jabdl esetleg még elfogadhaté — meghosszabboddsa. Ez a korilmény teszi
lehetové, hogy még megfelel6 mindség gyartasa mellett beavatkozzunk és a
selejtes darabok gyartasat idejekoran megakadalyozzuk. Az id6koz meg-
vdlasztasa, az egyes darabok minGségének, méreteinek megitélése termé-
szetesen attdl fiigg, hogy milyen gyorsasdggal torténik a gyartds, milyenek
a mindGségi kovetelmények stb.

A késztermék ellendrzés (végellendrzés) alapprobléméja, hogy adott
darabszamua termékbol hany darabot vizsgaljunk meg és e mintaval szemben
milyen kovetelményeket tAmasszunk ahhoz, hogy a teljes dsszesség mindségére
adott biztonsaggal kovetkeztethessiink. Pl. 10 000 db égébdl hany darabot
vizsgalunk me élettartamra s ezek adatait hogyan itéljiikk meg ahhoz, hogy pl.
979%,-0s biztonsaggal kovetkeztethessiink a teljes Osszesség atlagos élettarta-
mara és selejtszazalékara. A 979 -os biztonsag azt jelenti, hogy ha 10 000
darabos rendelést sokizben szallitunk és vizsgalunk meg e mdédszerrel, akkor
100 esétbdl atlagosan legfeljebb 3 esethen fordulhasson el a teljes dsszességre
vonatkozé helytelen kiovetkeztetés.

3. A statisztikai mindségellendrzés elvi, matematikai vonatkozisairél a
kiavetkez6 példa segitségével igyeksziink képet adni. Vegytlink egy automata-
gépen végbemend gyartasi miiveletet, amely pl. 238 mm hosszusdga fémhenge-
reket allit el6. Tekintsink most el a nagyszdani gyartmanydarab egyéb
tulajdonsagaitdl és forditsuk figyelmiinket csupan annak hosszisagara. Tegyiik
fel, hogy a gép huzamos id6n keresztiil kifogastalanul mitkodik, helyesen alli-
tottak be s az anyag is megfelel a kovetelményeknek. Az automatardl egymas-
utan lekeriilé darabok hosszat kello pontossagh miiszerrel mérve még ebben az
esetben is azt fogjuk tapasztalni, hogy ahany darab, annyiféle a mért hossza-
sag és ezek az egyvmasutdni mérési adatok latszélagos szabalytalansidgban.
Osszevisszasagban kovetik egymast. Az egyes hosszusagértékek itt véletlen-
szerfien jelentkeznek : egy-egy lekeriilé darabrél elére soha sem tudjuk meg-
mondani, hogy milyen lesz a pontos hossziisaga, legfeljebb — a gyartas isme-
retében — csak annyit mondhatunk, hogy a kapott értékek altalaban két hatar
— pl. 236,7 és 239,3 mm — kozé esnek. E véletlenszeriiség nyilvan nem annak
kovetkezménye, hogy nem meghatarozott okok hozzak létre az egyes hengerek
hosszisagat, hanem azok létrejottében olyan nagyszami és bonyolult ok jatszik
kozre, amelyeket gyakorlatilag lehetetlen attekinteni ; ilyen okok pl. a befogd
szerkezetnek, a késnek apré rezgései, az anyagban el6fordul6 kisebb egyen-
16tlenségek, a hémérséklet ingadozasai stb. A valdszintiségszdmitds marmost
ilyen véletlenszerdi tomegjelenségekiel foglalkozik s minthogy targvat, fogalmait,
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a val6 vilag jelenségeibll vonatkoztatta el, érthets, hogy eredményei felhasz-
nalhaték a targyat képezd véletlenszerii jelenségek vizsgilatira, a mutatkozé
torvényszeriiségeknek a termelés szolgilatiba &llitasara.

Lassuk az adott példanal milyen szabdlyszertiség mutatkozik meg, ha
nagyszami munkadarab hosszisagit tessziik vizsgalat targyavd. Mérjiink
meg pl. 1000 darabot koziiliik hosszusdgra és szamlaljuk meg, hany darab esik
a 236,7 mm-t6l 236,9 mm-ig terjeds ko&be hany darab a 236,9 mm-t6l a
237,1-ig terjedébe, s. i. t. A kapott értékeket tabldzatban tuntetjuk fel, ahol
az elsé oszlopban a kozoket, a masodikban az illetd kézbe tartozd darabok
szamat tiintettiik fel, mig a harmadik oszlop az illet6 kozbe tartozé darabok
szamanak az Osszes megmért darabok szdmahoz valé ardnyat tiinteti fel.
Egy ilyen tablazat pl. a kovetkez§ :

236,7—236,9 ............ ... ..., e 1 0,001
236,9—237,1 ... ... 7 0,007
237,1-237,3 ... 19 0,019
237,3—237,5 ... . 61 0,061
237,6—237,7 ... ... 119 0,119
237,7—287,9 ... 185 0,185
237.9—238,1 ..... .. ... .. 213 0,213
238,1—-238,3 ......... e ... 195 0,195
238,3—238,5 ... 113 0,113
238,5—238,7T ... 59 0,059
238,7—238,9 ... ... ol 21 0,021
238,9—239,1 .......... e 5 0,005
239,1—239,3 ... 2 0,002

1000 1,000

Az értéktablazatbdl azonnal feltiinik az a szabalyszeriiség, hogy mig a
kozéps6 (237,9 mm-t8l 238,1 mme-ig terjedd) kizbe az dsszes darabok jelentds
része (21,3%,-a) esik, addig a tobbi kozokbe kevesebb jut éspedig annal keve-
sebb, minél jobban eltavolodunk mindkét iranyban ettdl a hosszasagkoztdl.
Még szembetlinébb ez a szabalyszeriiség, ha a jelenséget a kovetkezé médon
abrazoljuk : vizszintes tengelyre felvissziik a kozoket és mindegyik koz f61é
olyan magassaga téglalapot:allitunk, amely teriiletének mérészama aranyos az
illeté kozhoz tartozé darabok szamaval, olymédon, hogy az Osszes téglalapok
egyiittes teriilete az egységet adja.

Ha a mérések szamat szaporitjuk s egyattal a kozoket stiritjik, akkor
téglalapjaink felsé oldalai mindinkabb megkézelitik azt a folytonos gorbét,
amely kovetkez6 abrankon lathaté s melynek altalanos egyenlete

2
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Ezt a gorbét Gauss-féle vagy normalis eloszlasgorbének nevezziik, alakja
utan szokasos a haranggorbe elnevezés is. Ilyen tipusa eloszlasgérbéhez bizo-
nyos feltételek fennforgdsa esetén jutunk. Ilyen feltételeket elsdnek Markov
és Ljapunov adtak meg.

Mint lat]uk e gorbet két allandé — m és ¢ — hatérozzdk meg. Ezeket
az adatokat véges sok mérés alapjan még pont%an nem ismerjiik, azonban elég
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nagyszami mérés birtokaban igen j6 kozelitd értékiiket kaphatjuk a kovetkezs
modon : Ha az egyes darabok hosszat ., @,, ... x,-el jeloljiik, akkor

N R AR

n

=x’

vagyis m-et az egyes értékek szamtani kozepe kozeliti meg jél, mig o, az G. n.
szoras, a kovetkezd formuldbdl nyerhets :

o

g | =Bt et e

n

Fenti haranggorbe marmost a kovetkezd igen lényeges tulajdonsiggal bir,
amely tulajdonsag a téglalapokbdl all6 idommal val6 Osszefiiggésébdl nyilvan-
valé : a vizszintes tengely két pontja (értéke) kozti szakasz folott és a gorbe
megflelels része alatti teriilet azoknak a daraboknak részaranyat adja, amelyek
hossza e két érték kizé esik. Ilymdédon m és o — pontos vagy elég jol kozelits —-
ismerete jelent6s informéciét nyujt arra nézve, hogy a gyartas tovabbi soran
megadott két érték kizé es6 hosszisdgot az dsszes darabok kozill milyen arany-
ban varjunk. gy peldaul igazolhat6, hogy m — 30-t6l m + 3o-ig terjedd
intervallumba esik az egész gorbe alatti terilet 0,9979%,-a, vagyis olyan esetek,
hogy az egyes darabok hossza m — 30 -nal kisebb és m + 30--nal nagyobb,
0,39%,-ban fordulnak atlagosan eld.

A fenti adatokbdl m ~ 237,992 és o =~ 0,3708 tehit varhatjuk, hogy a
kovetkezs 1000 darab gyartméanyban legfeljebb 3 darab lesz olyan, amelynek
hossza. 236,8868-nél kisebb és 239,1116-nal nagyobb.

Ezzel azonban méar birtokdban vagyunk a gyartaskozbeni ellendrzés
egyik mdédszeréhez sziikséges ismereteknek. Tegyiik fel, hogy az adott esetben,
amikor tehat 238,0 mm hosszusaga hengereket gyartunk, a darabok felhaszna-
ldsanal a hosszusagban 1 mm hiba még nem bir jelent8séggel, vagyis 236,86
mm-t6l 239,14 mm-ig terjed nagysigok nem jelentenek selejtet. Vlzsgaljunk
meg tehdt a gyartds soran — példaul féléranként — 4 darabot hosszisagra.
Ha e négy érték a 236,9 és 239,1 kozé esik, a gyartas folyamatit rendben-
lévének tekintjik. Ha azonban a 4 koziil akar egynek a hosszmérete is kiviil-
esik ezeken a hatdrokon, arra kovetkeztethetiink, hogy a gyartds stabilitdsa
megbomlott, hogy a sok apré hatds mellett mar jelentGs mértéki, szisztematikus
zavaré ok jatszik kozre a hosszGsag kialakitasaban. Ugyanis olyan értéket,
amelyet 1000 koziil hdrom esetben varunk, nem talaljuk valésziniinek, hogy
4 koziil akar egyszer is el6forduljon. Ilyenkor a statisztikai ellendr figyelmez-
teti a gépkezelGt a gyartdsi miivelet felillvizsgalatara és az el6zd ellenorzés éta
legyartott darabok is tiizetesebb ellenérzés ald keriilnek.

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban a statisztikai ellenérzés szamtalan
més formaja is alkalmazasra keriil. Tgy pl. a 4 mérés legnagyobb és legkisebb
értékét vizsgaljuk, esetleg csak ezek kiilonbségét vagy szadmtani kozepiiket
szamitjuk. Az adatokat rendszerint grafikonokra, a. n. ellendrzd diagrammokra
visszilk fel. Ilyen diagramm lithaté az aldbbi ellendrzkartyan (3. dbra),
amelyen négy-négy érték szamtani kiozepének idobeli alakulasat szemléltetjiik.

A kartya feliratai’ Ggy késziiltek, hogy hasznalatit pontosan megvila-
gitjdk. A gyartmanyok akkor nem selejtesek, ha méretiik az alsé és fels§
tliréshatarok koézé esik ; ha azonban az dtlag a — szaggatott vonallal jelzett —

*
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kontrollhatarokon kiviil esik, mar figyelmeztetés a gépkezel$ részére, aki
ilyenkor atallitja a gépet. Bz az eset fordul el6 pl. az els6 idépontban tortént
mérés utan. — Latjuk, hogy az atlagok tendencidja novekvl és .az utolséd
értékek, bar a fels6 kontrollhatdron belill esnek, arra mutatnak, hogy ajabb
beallitas nélkiil a kovetkez6 idGszakban selejtes darabok fordulhatnak eld.
Megjegyezzitk — és ez a kartya felirataibdl is kitlinik — hogy az atlag mellett
szokasos a mintdban talalt legnagyobb és legkisebb érték kiillonbségét is vezetni,
ami a széras értékének valtozasaira figyelmeztet.

4. Az el6zbekben targyalt példa atjan képet adtunk arrdl, miként vezet
a tapasztalat bizonyos elméleti fogalmakhoz, torvényszeriiségekhez és ezeket
a torvényszeriiségeket hogyan hasznalhatjuk fel a gyakorlatban a tomeg-
gyartisnal a mindség ellenérzéséne. Tudnunk kell azonban, hogy az adott
példa igen sok szempontbdl egyszeriisitett modelljét adja a gyartas egy miive-
letének. A valésdgban a hosszméretekre kapott eloszlasok nem mindig kozelitik
meg a normalis eloszlast, tovabb4 nemcsak hosszusagot, hanem sok méas
mennyiséget is mériink (kobtartalom, sily, 4tmér6) s ezek igen sokszor mar
elvileg nem vezetnek normadlis eloszldshoz. Sziikséges tehat szamtalan mas
eloszlas elvi és tapasztalati vizsgdlata. Ugyanannil a miiveletnél mért értékek
- kiillonb6z6 adatfelvételek esetén — egymadssal nem egészen azonos tapasz-
talati eloszlast adnak. Mikor tekintsiik ezeket azonosaknak, mikor lényegesen
kiilonbozdeknek — ismét egy kérdés, melynek megoldisa a matematikai
statisztika mélyenjard eredményeire tamaszkodik. A gydrtas soran felmeriilo
kiilonboz8 szisztematikus hibdk az eloszlds mas més természetii megvaltoza-
sara vezetnek ; igy megvaltozhat az atlag, vagy a széras, esetleg mind a kettd.
Konkrét gépkonstrukeid esetén milyen mennyiségi Osszefiiggések allanak fenn
egyrészrll a gép bizonyos szisztematikus hibdi, masrészril az eloszlas és jellemzs
mennyiségeinek megvaltozasa kozott.

Az elmélet és gyakorlat Gsszefiiggé kérdéseinek egész sorat vethetjiik fel,
amelyek sziikségessé teszik a matematikai statisztika utolsé évtizedekben
kifejtett elméletének ismeretét és alkalmazasit, de sok esetben tovabbfejlesz-
tését is. Ugyanakkor azonban sziikséges a gyakorlat tapasztalatainak széleskorii
megismerése is. Indokolt tehdt, hogy a mindségellendrzés statisztikai mdéd-
szereinek népgazdasagunk szamtalan teriiletén valé bevezetése és alkalmazasa
munkijaban az Alkalmazott Matematikai Intézet nem csupan mint elméleti
tandcsadé szerv vegyen részt. Feltétleniil szitkséges, hogy tevékenyen részt-
vegyiink e mddszerek bevezetésének el6készitésében, az adatok kiértékelésében,
az ellen6rzés munkdja folyaman hasznalatos ellen8rzékartyak megszerkesztése
munkijiban, de ezen talmendleg sziikséges, hogy a mar folyamatban 1évé
ellenérzési munkakat figyelemmel kisérjiikk, a szerzett tapasztalatokat meg-
ismerjiik és elméleti tandcsainkkal a munkat tamogassuk. Részt kell venniink
az ezzel foglalkozé vezetOk és statisztikai ellenérok kiképzésében is a tanfolya-
mok anyaganak Gsszeallitisa, néhany elbadés tartdsa révén.

E feladatok teljesitésében — kell0 hazai tapasztalatok hianyaban —
tamaszkodnunk kell a Szovjetunié elért elméleti és gyakorlati eredményeire,
a szovjet irodalom tanulmanyozisira. E téren nagyjelentSségii szamunkra,
hogy révidesen magyar forditasban jelenik meg Dlin: Matematikai statisztika
a technikdban c. miive, amely konyv legjelentésebb részében az ipari minGség-
ellendrzés mddszereivel foglalkozik, e targykorbél veszi példiit, s amely konyv
.az élenjaré szovjet valdszintiségszamitis és matematikai statisztika eredményeit
lgyekszik a tudominyos ko vetelmények kielégitése mellett targyalni.
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Az Intézetre vird emlitett feladatokat tiikrozik vissza azok a szocialista
versenyszerzdések, amelyeket az Intézet a Csepel Autégydrral és a Telefon-
gyarral kotott. Tippen a feladatok szemléltetésére helyesnek talaljuk a Csepel
Autégyarral kotott szerzédés szovegét szészerint kozolni :

»A Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézete
és a Csepel Autégyar a szovjet példamutatas alapjan a tudomanyos kutatas
és az ipari termelés jobb egytttmiikédése, a tarsadalmi munka kiszélesitése
érdekében egymas kolesonds ~megsegitésére szocialista versenyszerz8dést
kétnek.

A Csepel Autégyar be kivanja vezetni a mindségellendrzés statisztikai
modszereit. Ennek a komplex feladatnak a végrehajtasaban a Csepel Autégyar,
a Magvar Tudoményos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézete és a Gép-
ipari Technologlal Intézet egyiittmiikédnek. A Gépipari Technolégiai Intézet
a vele mar ez év marciusadban megkotott szocialista versenyszerzddés értelmé-
ben miikodik kozre az altala kijelolendd szakért$ atjan.

Jelen szerz6dés a Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matema-
tikai Intézete és a Csepel Autégyar kozotti kolesonos Loteleyettsegvallalast
rogziti le és targyat a kovetkezok képezik :

Az Intézet minden sziikséges Gtmutatist megad azokra az elméleti kér-
désekre vonatkozdlag, amelyek a mindségellendrzés statisztikai médszerének
bevezetésével kapesolatosak, tovabba segltseget nyujt a belndltas utdn
felmeriilé tudoméanyos problémak megoldasaban.

A statisztikai mddszerek bevezetésével kapcesolatos statisztikai adatok
feldolgozasiat az Intézet részben maga vallalja, részben gondoskodik arrél,
hogy megfelel6 alkalmazott matematikus hallgaték alljanak rendelkezésre.
akik ekozben a minéségellendrzés matematikai statisztikai mddszereinek
gyakorlati alkalmazisaval maguk is kozvetleniill megismerkednek.

Az Intézet véllalja, hogy a mindségellendrzés matematikai statisztikai
modszereinek bevezetését és azok folyamatos alkalmazasat rendszeres latoga-
tasokkal (havonként legalabb 6 alkalommal, a szitkségnek megfelelGen) segiti
el6. Ezt a feladatot az Intézet mindségellendrzési csoportja végzi, amelybsl
az Intézet igazgatodja kijeloli azt a személyt, aki a Versenyszeuodessel kapcso-
latos teendGkben allandé OsszekotSként szerepel.

AzIntézet tamogatdst nyujt a statisztikai minGségellendrok betanitasara.

Az Intézet a statisztikai minGségellenorzés kerdeserol két ismertets
elCadast tart az Autdégyarban.

Az Autégyar statisztikai mindségellenérzé szervének vezetGje az Intézet-
ben két alkalommal beszamol a statisztikai médszerek bevezetésének allasirdl
és a mddszer bevezetése soran szerzett tapasztalatokrdl.

A Csepel Autégyar vallalja, hogy a statisztikai mdédszerek bevezetésével
kapesolatban GOsszegy(ijtott adatokat oktatési és tudomdnyos célokra az
Intézet rendelkezésére bocsitja.

A Csepel Autégyar lehetdvé teszi, hogy a Tudomanyegyetemen tanulma-
nyaikat végz8 alkalmazott matematikus hallgaték az Intézet vezetésével
id6nként gydrlatogatdsokat tehessenek, valamint 1 —2 hetes tizemi gyakorlaton
vehessenek részt az Autégydrban, elsGsorban a statisztikai ellen6rzé médszerek
bevezetésének tanulmanyozasa céljabol.

A Csepel Autégyar lehetGvé teszi, hogy azokkal a matematikai problé-
makkal kapcsolatban, amelyeket az Intézet elvi sikon mar vizsgilt (pl. gép-
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alkatrészek tartalékolasinak iitemterve, energiaforrasok véletlenszerd igénybe-
vétele stb.) az Intézet a gyar miikodésében tapasztalatokat szerezzen, illetve
erre vonatkozdlag adatokat kapjon.

A Gépipari Technolégiai Intézettel egyiittmiikbdve a mindségellensSrzés
statisztikai moédszerének bevezetésének munkatervét a helyzet feltarasa utan
ITI. negyedévre vonatkozdéan augusztus 20-ig havi iitemezésben dolgozzuk ki.«

Az Intézet jelenleg folytatott munkajit illetGen megjegyezziik, hogy az
mind a Csepel Autégyarban, mind a Telefongyarban a statisztikai modszerek
bevezetésénél tart. ElGzetes mérések és szamitasok alapjdn megszerkesz-
tettiik a sziikséges ellendrzd kartyikat s ezek alapjan a Telefongyiarban mar
folyik ellenérzés, az Autdégyarban jelenleg indul meg. A Telefongyirban az
ellendrzés rovid ideje alatt is bizonyos eredmények mutatkoztak. fgy pl.
a fazon- és csavarautomatakon a selejtszdzalék mult év augusztus 15-e eltt
1,59, volt ; ez a szam a statisztikai mindségellendrzés bevezetése kovetkeztében
0,519 -ra csokkent. Egy forgacsolé fazonautomata gépen egy gyirtminynal
harom lényeges méret kozil kettonél megtortént a gyartaskozbeni statisztikai
mindségellendrzés bevezetése méretellendrzd kartyak segitségével. A végellen-
drzés megallapitotta, hogy ezen méretek nem megfelel volta miatt selejtes
darabok szama 0,229, ala siillyedt, mig a statibztikailag nem ellen8rzétt méret
nem megfelel6 volta mia{t selejtes darabok szima 5,99-ot tett ki. Ezek a
kezdeti eredmények, melyek elérésében Intézetiink Ieszerox Fontdnyi Agota,
a Telefongyar 1észérdl Juhdsz Géza j6 munkdjét kell kiemelniink, mutatjak,
hegy milyen nagy lehetdségek vannak ezen a téren. Folyamatban vannak
mas nagytizemekkel kapcsolatban is el6készité munkélatok, tovibba kész-
termék ellendrzési médszerek kldolgozasa

Az Intézet munkaja elvi sikon is folyik. Megvitattuk Braginszkij G. n.
individualis értékek alapjan valé ellendrzési mddszereit s a vita nyoman ered-
mények is sziilettek, melyek Rényi Alfréd, illetSleg Hajos Gyirgy és Rényi
Alfréd munkai. Az Intézet kidolgozott tovabba egymasutani gyirtasi miiveletek
gazdasiagos ellenlrzésének elbirdlasira vonatkozé médszereket.

E szerz6désbdl tiinik ki egy eddig nem emlitett fontos feladata az Inté-
zetnek : a kaderek nevelése. A Tudomanyegyetemen hallgaté alkalmazott
matematikusok gyakorlati irdnya képzése az Intézet feladata, amely feladat
ellitasa az Intézetben folytatott termelési gyakorlatok atjan torténik. Az Inté-
zet e hallgatokat bevonja az ipari mindségellenorzés statisztikai mddszerének
bevezetési munkdjaba iizemi mérések, statisztikai szamitisok elvégzésével,
ellendrzékartyak megszerkesztésével stb.Ily médon biztositjuk, hogy a végzett
hallgaték az iizembe kikeriilve a statisztikai mindségellenGrzés problémainal
is megalljik a helyiiket.

Az eddigiekben inkabb a gyartaskozbeni ellenérzés munkajardl volt szd,
de mint emlitettilk, a végellenérzés helyes mddszereinek kidolgozasaval is
foglalkoztunk. E feladat mar kevesebb gyakorlati munkat ré az Intézetre,
de itt is minden esetben sziikséges a konkrét viszonyok tanulminyozisa annak
megallapitasira, hogy az ismert mdédszerek koziil melyiket alkalmazzuk.
esetleg milyen j médszereket vezessiink be. Természetesen a tapasztalat az
irdnyadd annak eldontésében, hogy mely mddszer gazdasagos és vezet jé ered-
ményre a minGség megallapitisaban. Fontos feladat e téren szabvanyaink
helyes -~ a matematikai statisztika tudoméanyos kovetelményeinek meg-
felelé - atdolgozdsa is. Itt természetesen azokra a szabvinyelSirdsokra gon-
dolunk. amelyek a mindségnek mintavételi eljards Gtjin valé megallapitdsat
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célozzak. Ezért szoros egyiittmitkodés szikséges a Magyar Szabvanyiigyi
Intézettel, amely éppen a kozelmultban tiizte napirendre régi szabvianyeld-
frasainak megjavitasat.

Ugy véljiik, hogy mir maguk a felsorolt feladatok eléggé jelentdsek nép-
gazdasagunk szdmara ahhoz, hogy az Intézet munkatervében a mindségellen-
orzés statisztikai modszerei kell$ stllyal szerepeljenek. E munkankkal is arra
toreksziunk, hogy eredményesen jaruljunk hozza a mindség emeléséért, a selejt
csbkkentéséért tolytatott harchoz s ezzel is elGsegitsiik Gtéves terviink teljesi-
tését és tulteljesitését.

IRODALOM

Rényi Alfréd: Bevezetés a valészinliségszdmitdsba. (Sajté alatt).

Dlin: Mechanikai statisztika a technikdban. (Sajto alatt.)

Szentmdrtony Tibor: Matematikai statisztika a miiszaki gyakorlatban. (Budapest,
1949. Mérnoki Tovabbképzs Intézet).

Szokolovszkij : Gepgyartas technologidja. (Budapest, 1951. Tanksyvkiado).

Gosztyev : Mdszak: ellendrzés és hare a selejt ellen a gépiparban. (Budapest, 1949.
Nehézipari Kényvkiado).

Fontdnyi Ajota: A matematikai statisztika a minéségellendrzésben. (Magyar
Technika. V1. évf. 1. sz. 1951. 1.)

CTATUCTUYECKUE METOJblI KOHTPOJISA KAUECTBA U 3AJAUU UHCTUTYTA
TMIPUKJIADHON MATEMATUKUA B OBJIACTH BBEJEHUS 3TUX METO/[OB

M. BUHLIE
Peswome [

Padora 3HAKOMYT € MPOCTHIMIM METOAAMH CTATHCTHYECKOTrO KOHTDOJIA B TEYCHHH NPOH3-
BOJICTBA H CTATHCTHYECKOro KOHTPOJsl rorosBoro npopykra. [Ilotom, pabora Iepeydcsier
3ajauy MIHCTUTYyTa IpPH BBe[EHHSIX 3THX METOJ0B B INpOU3BoAcTBe. JlJs1 HJUIIOCT pUPOBAHHS
3THX 3ajau padora coolaeT TEKCT COLZOroBOpa, 3aKII4YEHHOro Mexay MHCTHTYTOM H aBTO-
3aBojOM »Yemnesib¢ B HHTepece BBeleHHSI CTATHCTHYECKHX MeTOAOB B ABT03aB0O/e, H HEKOTO-
pble mepBbIE Pe3yJIbTATH, I0JYyueHHBIe NPH BBeJeHHH CTAaTHCTHUeCKHX MeTO0B B TejieiOHHOM
3aBoge. ’

METHODES STATISTIQUES DU CONTROLE DE QUALITE INDUSTRIEL
ET LES TACHES DE L’INSTITUT DES MATHEMATIQUES APPLIQUEES
DANS LE CHAMPS DE L'INTRODUCTION DE CES METHODES

E. VINCZL
RESUME

L'article décrit briévement les méthodes statistiques simples du controle de la
qualité pendant la fabrication ainsi que celles du contréle statistique du produit achevé.
Aprés cela, l'article donne une énumeration des téches que I'Institut doit accomplir en
forme de conseils théoriques et d’aide pratique (évaluation des données de mesures.
instruction donnée aux contrdleurs) en connexion avee 'introduction des méthodes statis-
tiques. Comme illustration de ces tdches, P'article publie le texte du contrat de concours
socialiste conclu entre I'Institut et la Fabrique d’Automobiles de Csepel pour le but
d’introduire les méthodes statistiques dans la fabrique d’automobiles et communique
les premiers résultats obtenus par lintroduction des méthodes statistiques dans le
Fabrique de Téléphon.
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A PLANIMETEREK MUKODESI ELVE,
KULONOS TEKINTETTEL AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKAI INTEZET GEPEIRE

FREY TAMAS

OSSZEFOGLALAS
A cikk részletesen ismerteti a polar-, linedr- és radidlplaniméterek, valamint a
‘Stieltjes-planiméterek miikodési elvét és konstrukeidjit. — Rendszeresen és a szok4sos-
b b

nél részletesebben tirgyalja az ff[y(x)] da és J‘f[y(w)] - g(x)dx alaki integralok mérésére
a a .

alkalmas funkciés planiméterek és funkeiés integriméterek elméletét ; utébbi feladat

megolddsara szolgalé planiméter-tipusok konstrukcidjdra konkrét javaslatot is ad:

a Lorenz-planiméter megfelelé atalakitdsok elvégzése utén alkalmazhaté e célra.
Ismerteti a cikk a Nystrom-féle Stieltjes-planiméter egy gyakrolatilag hasznosnak

bizonyult alkalmazasi lehetdségét tobbparaméteres hatdrozott integralok numerikus

kiértékelésénél.

Ebben a cikkben a leggyakrabban alkalmazott matematikai miszerek
— a kiulénbozd planiméterek — elvi kérdéseivel foglalkozunk ; olyan altala-
nosan, hogy helyenként a fejlddés lehetSségeire is ramutathassunk ; ismer-
tetjiitk ekozben az Alkalmazott Matematikai Intézet gépeit és azokat a kiilon-
leges alkalmazdisi lehetdségeket, amelyek eddig a munka soran felmeriiltek.

A cikk ismerteti azon technikai gépelemek nagy részét, amelyeket a me-
chanikai elven felépiild matematikai gépekben felhasznalnak.

Ismertetjiik e cikkben az Intézet harmonikus analizatorat is ; ez ugyanis
tulajdonképpen Stieltjes-planiméter. A harmonikus analizatorokrél altalanos-
sdgban azonban csak egy kés6bbi cikkben szdndékozunk beszdmolni.

A cikk elsG részében a planiméterek feladatat, elvi alapjait, a haszndlt
mérdmiszereket ismertetjiikk ; a mdsodik részben részletesen targyaljuk az
egyes tipusokat ; végiil a planiméterek specidlis alkalmazési lehetGségeit és a

- varhat6é pontossigot vazoljuk.

1. §. A planiméterekrl altalaban
1.1. Feladatuk, csoportositdsuk

Planiméternek hivjuk dsszefoglaléan a valtozé, vagy allandé felsé hatér-
ral rendelkezd hatdrozott integralokat gépi uton mérd miiszereket. Grafikusan
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adott y = y(x), ill. r = r(p) egyenletii (g) gorbe végigtapogatésa alapjan leg-
altaldnosabban a '

[Hm @) dz . | @lr(e)] do
@ (g)

alakt integralok értékét tudjuk segitségiikkel meghatz’xrozni.'
Legegyszeriibb felépitéstiek az G. n. kériljdars-planiméterek, amelyek

b e, 2
j?/(' )d fr(w) dg esgﬁ -r; do
a e, -

alaki integralok meghatarozasara alkalmasak. Ennél osszetettebbek a viltozé
b(x)

fels6 hatarna, j y{x) dx alakd integralokat mér6 integriméterek. Legaltalano-
P ,
sabbak a funkcids-planiméterek és funkcws mtegnmeterek Ezek — a grafikusan

adott y = y(x) vagy r = r(p) gorbét végigjarva — fe]epltesuktol fiiggben
kiilonbozd

b(x) B

b
[Hzu@nde j flz,u(@)] da il jcb Pldg és [ @)l de
a a
H(b)
alakt integrilok értékét mérik. Kilon targyaljuk az J y(z)-d{H(x)]
H(a)

alaku Stlelt]es-lntegra,lokat meghatarozé Stieltjes-planiméterek miikodési elvét.

Targyalasunk kiindulasi alapja egy altalanos egyenlet lesz, amely kap-
csolatot teremt a miiszer dltal mért és az integrzil altal meghat-é,rozott mennyi-
s6g kozott. Az 4. n. radidl-planiméterek és a Stieltjes- plammeterek kivételével
valamennyi miiszer targyalasihoz ezen egyenlet alapjin kezdiink. Mindenek-
el6tt azonban bizonyos elnevezésekben és jellésekben dllapodunk meg.

A kovetékar; egyik pontja a miiszer felépitése altal meghatarozott
kényszerpalyan mozog ; ez a kovetOkar wezetett poni-ja. Az ebbe a pontba
mutaté helyvektort (amely természetesen valamely 7 paraméter fiiggvénye)
v(r)-vel jeloljik ; rendezéit pedig v -gyel, ill. v,-vel. A kovetékar egyik vég-
pontjin a — grafikusan adott — gorbe kovetését megkonnyitd fonalkeresztes
nagyité vagy tl nyer elhelyezést. Ez a kovetdpont, amelynek a helyvektora
k(.), rendezdi pedig : x és y. A kovetSkarnak az abszcisszatengellyel bezart
szoge : .

A mérdkar; ezen helyezziik el a mérémiiszert. A mérSkar egyik pontja
ismert teriiletet fut korill ; ez a tartdpont. Helyvektora a t(r) vektor ; rendezdi :
t, és t,. A masik jellemz§ pont, — amelynek palyagorbéjét a kovetGpont pilya-
gorbéjével hozzuk kapesolatba — az 4. n. futépont. Ebbe a pontba mutat
az f(r) vektor. Rendezdi : X és Y. A mérGkar az abszcisszatengellyel p szoget
zar be.

Meg kell jegyezniink, hogy a mérékar gyakran fiktiv, vagy legalabb is
materidlisan nem teljesen kiképzett. A koriljaré-planimétereknél pedig azonos
a kovetdkarral.
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1. 2. Az alapegyenlet

A planiméteren elhelyezett mérémiiszer bizonyos vonalintegral értékét
_méri. Bz kapesolatban 41l 4 fatépont altal meghatarozott tertlettel. (Koriiljaré
és funkeiés planimétereknél a futépont koriilfutja a kérdéses terﬁletet, integri-
méter-tipust miiszereknél viszont a futépont pilyagirbéje és az abszcissza-
tengely megfelel§ szakasza — valamint a hatarolo ordinatdk — kozé esd
teriiletrd) van sz6.) :

Az el6zdekben rogzitett jelolések mellett még az alabbiakat haszndljuk :

() = k(t) — v(z) a kovetSkart jellemzd vektor; [1]=1.
m(z) = f(7) — t(r) a mérékart jellemz4 vektor; |m]= m.
A futépontba mutaté T helyvektor altal — valamely r, paraméterértéki

kezddhelyzettdl T, parametererteku veghe]yzetlg — surolt szektorszerii teriilet
kétszeres teriiletvektora :

28 j(fxf) dr.

To

Ugyanezen paraméter-intervallumban a tartépontba mutaté helyvektor
altal strolt szektorszer(i teriilet kétszeres teriiletvektora :

28, — j (txt) dr
To

(A pont r-szerinti differencidlast jelent).
Felhasznaljuk az m = f — t Osszefiiggést :

txf = (t 4+ m)x(t + m) = txt + txm 4+ mxt - mxm.
De : di [mxt]#mxtl+ mxt = mxt — txm.
T

Ezt az el8z0 egyenlet jobboldalan a masodik tagban felhasznilva :

Fxf = txt -+ 2(mxi)—i [mxt] 4+ mxm.
dT Vg

Az 4bréan a 7, paraméterértékhez tartozd mennyiségeket egyszerlien az 1
index-szel jeloltiik ; hasonléképp a r, paraméterértékre Vonatkozo mennyi-
ségeknél a 2. indexet haszniltuk.

Egyenletunk jobboldalén valamennyi tagban egymas&al parhuzamos
vektorok szerepelnek ; f,t,m, tovabba f, t és m vektorok ugyanis konplanarisak,
vektoridlis szorzataik tehat az Oket tartalmazé sikallds normalisiba esnek.
Jelsljiik a normalisba es6 — a szdgek pozitiv irdanyahoz jobbesavarnak meg-
felelGen iranyitott egységvektort e-vel. Haszniljuk fel a 1, — 7, = dr, tovabba
az 1. dbra n és dn jeloléseit (njelentiat, dn pedig dt-nek m-re merdleges eldjeles
vetiiletét ; ha més t, ill. m és dt egymadssal bezart szoge n-nél kisebb, a vetiiletnek
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pozitivi mértékszamot tulajdonitunk, ellenkezs esetben negativot.) Jelentse
tovabba Sy az 1, §; pedig a t vektor altal stGrolt szektorszerii teriilet eldjeles

1. abra

mértékét (pozitivnak tekintjik a teriletet, ha a kérdéses vektor azt pozitiv
iranyban forogva surolja, negativnak, ha negativ a forgds iranya). Legutolsé
egyenletiinket 7,-tél 7,-ig integralva, a kovetkezot kapjuk :

f(fxé) de = j(txi) dv 2j(m><i)d7— [mxt ] + [(mx{n) dr ;
Ty To Ty ';'n

felhasznilva az (mxi) 1 = mxdt = m - dn Osszefuggést :

€28, —¢e

3 _ :

28, + 2 jmdn + [mgng — myny] + 2 j : Tor d‘u'l'
@ @)~ .

Tekintettel arra, hogy ezen egyenlet alapjan csak olyan planiméterekkel fog-

~lalkozunk, amelyek mérékarja allandé hosszlségu, alapegyenletiink az alabbi
— végleges — format olti :

3 & A m? »
Si=8,+m J dn + - (ng—my) m + = (= fo)-
(©) < =
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1. 3. A plamiméterek mérémiiszerei

Az alapegyenletben szereplé S; értékét (éltalaban) ismerjik, ng, =,
o €8 wy értékét pedig — viszonylag egyszerii eszkozokkel — sziikség esetén

mérni tudjuk. Méromiiszerre tehat az fdn integral meghatarozasa céljabdl van

sziikségiink. A kovetkezdkben ezek feleplteset és miikodését ismertetjiik.

1. 3. 1. Az integrdalkerék. J61 csapagyazott, megfelels recézéssel ellatott,
nonius-leolvasast kerék, amelyet tetszés szerinti irdnyban eltolva, a sikjaba
esé elmozduldsosszetevot gordiilve, a rd merdlegeset csuszva koveti. Tengelye
altaldban parhuzamos a mérékarral — attél technikai okok kovetkeztében
bizonyos tavolsédgra csapagyazva. Felfekvési pontja egybeeshet — kiilonleges
planimétereknél — a tartéponttal, de dltaliban attél kiilonbozik. (EISbbi eset-

ben kozvetleniil a keresett | dnm értéket méri a. mfiszer, utébbi esetben azonban

@)
— a mérdkar elfordulasival ardanyos taggal — béviil a mért érték).

A 2. abrabdl lathat6, hogy a tartépont dt elmozdulisinak az integral-
kerék tengelyével (tehat a mérékarral) parhuzamos komponense hatéstalan —
t. i. csak cstiszdst okoz. A merdleges, dn. nagysig komponens viszont tiszta
gordiilést 1étesit a

dn = 2npdy,

an

de

2. dbra

egyenletnek megfelelden ; itt o az integrélkérék sugarat, y'pedig a szogel-
fordulasat jelzi.

A kerék sikja a tartéponttél a (merdleges) tavolsigra van ; igy a mérokar
du szogelfordulisa kovetkeztében az

a-dp = 2apdy,
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egyenletnek megfelelo dy2 szoggel fordul el az integralkerék. A teljes szog—
“elfordulas :

dy =dy, +dy, = — [dn +adw].

(A mért érték tehat nem fiigg b-tdl).

Ha tehat a tartépont #,-bél #,-be jut, az 1nbegralkerek teljes szogel—
fordulasa :

D ARAAD) | Wl

Idn+fadﬂ]_—- ljdn—f—a Mo)j.

L@ @) F%L @

Bzt az altaldnos egyenletben az fdn integral kikiiszoholésére hasznaljuk fel :
@) i

2

1
Sf = St + (m? e ma) (,va“‘ [.Lo) + o m(no* n”) e an’ym’

Alapegyenletiinket ebben a formaban hasznaljuk fel az integralkerékkel fel-
szerelt planimétereknél.

1.3.2. Az eltolhaté vagokerék éles szélii tarcsa,amely sajat sikja iranyaban
gordiilhet, de erre meréleges cstszasra képtelen. Csapagyazisa viszont olyan,
hogy az elmozdulés tarcsara merdleges 6sszetevije a tengelyen eltolja a kereket.
Az eltolas hagysagat a tengellyel parhuzamosan elhelyezett mércén olvashat-
juk le. (L. a 3. abra jeloléseit). A kerék tengelyét a tartépontban, a mérékarra

b an

3. abra
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merolegesen szerelik fel. e,-el jelolve a 7, parameterertekhez tartozé leolvasast
ez-vel a 7y-hoz tartozot :

dn =-e,—e,, azaz: mjd'n = m(e, — ey)

To

Ezt az alapegyenletben felhasznalva :

B - me 1
Sy =8, ‘PL;‘ (r — o) + P2 m(ng— ny) + m(e, — ¢,).

Vagékerékkel felszerelt planiméterek esetében az alapegyenlet itt megadott
alakjit hasznaljuk.

1.3.3. A késtdrcsa — ugyanagy, mint a vagékerék — éles szélii (forgé)
tarcsa, amely sikja iranyaban gordiilhet ; az erre merdleges elmozdulast azon-
ban megakadalyozza, mert csapigyazdsa merev, nem csusztathaté. Ennek
kovetkeztében a mérékar csak onmagéval parhuzamosan mozdulhat el (diffe-

rencidlis elmozduldsra gondolunk), azaz az alapegyenletben szerepld fdn tag
azonosan 0. A késtércsa tehat a tartépont elmozduldsira vonatkozé kényszert
jelent ; arra Gjabb kényszert mar nem gyakorolhatunk. fgy az alapegyenlet
Si-vel jelolt tagjanak szdmitédsa jelenti a komoly nehézséget a késtarcsaval
felszerelt planimétereknél. Ezekre az u. n. »vagéplaniméterek«re vagy
suszélyplaniméterek«re vonatkozéan az alapegyenlet az aldbbi alakot olti :

;i m? A ,
Sp= 8 + —2' (ty — o) + Py m(ng — ny).

' 4. dbra
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1.3. 4. A tdrcsds kerék, vagy Gonella-kerék 1ényegében — egy fix tengely
koriil forgé siktarcsan gordiil6 — integralkerék. Az integrdlkerék szégelforduldsdt
a tdrcsa szogelforduldsa és a kerék stkjdnak a tarcsa tengelyétOl mért merdleges
tdvolsdgdnak szorzata adja. (L. 4. abrat). r-rel jelolve az integralkerék felfekvési
pontjanak a tarcsa tengelyétsl mért tavolsagat, a-val az integralkerék tengelye
és a felfekvési pontot a tarcsa kozéppontjaval 6sszekitd egyenes altal bezart
_ szOget, d-vel a kerék sikjanak a tarcsa tengelyétdl mértv merdleges tavolsagat,
végil do-val a téresa (differencialis) szoge]fordulasat a kovetkezd egyenlet
adja az integralkerék szogelforduldsat : ’

2npdy =r-cosa-do=d-do, mert d =1rcos a. .
Ezzel allitasunkat igazoltuk.

1. 3. 5. Az integralkerék, mint lattuk, csiiszik és gordiil egyszerre. A gordii-
lésnek feltétele azonban bizonyos nagysagi stirlédéers ébredése ; a mechanika
szerint viszont a csuszédsra meréleges iranyban. stirlédéeré nem ébredhet.
Ez az oka annak, hogy — ha az integrdlkerék tengelye kiesiny szioget zar be
a tartopont elmozduldsinak iranyaval — megbizhatatlanna valik a miiszer.
Ezen olyan gordiilGelemek beiktatasaval prébaltak segiteni, ahol dt-nek mind-
két komponense gordiilést létesit. A nagyszamh gémb, henger, tarcsa, félgémb
stb. kombinaciérdl nincs helyiink beszamolni, csak annyit kivinunk meg-
jegyezni, hogy va:amennyinek kozos hibaja : a megfelel6 tapadast biztosité
és ugyanakkor az elmozdulasokat megengedd csapagyazisok bizonytalanok
és rovid élettartamuak.

1. 4. A planiméterek osztdlyozdsa .

A tartépontba mutaté helyvektor, t dltal strolt szektorszerli teriilet,
St szamitasaval kapesolatban a kiovetkez6kép osztalyozzuk a planimétereket :

a) Korpalyan mozgé tartéponttal késziilnek a poldrplaninéterek.

b) Egyenesen mozog a lLinedr-planiméterek tartépontja. Ezeknél S
mindig zérus.

c¢) Késtarcsaval kényszeritett — egyebkent szabadon mozgé tartéponti
konstrukcick a vdgd-planiméterek.

d) Csappal vezetett — altaldban gorbevonalti — mérdkarral rendelkez-
nek a radidl-planiméterek.

Ezen felosztason belil — a mérendd 1ntegral és a futépont palyagorbéje
kozotti kapesolatnak megfeleléen — beszélink koriljaré, funkcids plani-
méterekrdl, integriméterekrdl és funkcids integriméterekrél.

Az egyes tipusok elvi kérdéseirdl ezen felosztasnak megfelelGen szdmolunk
be ; a megismert kapcsolatokat konkrét miiszertipusokkal illusztraljuk.

2. §. Részletes ismertetés
2. 1. Poldrplantméterek

Korpalyan mozgé tartéponttal csak koriiljaré planimétereket készitenek.
A gyakorlatban a koriljaré tipusok kozott viszont ezek a legelterjedtebbek,
azért kezdtiik ezzel a felsorolast. A kovetd és mér8kar ezeknél a miiszereknél
-~ és altaldban minden koriljaré planiméternél — azonos.
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2. 1. 1. Csuklés polar-planiméternél a vezetett (tarté) pont korpalydra
kényszeritésérol a vezetékar gondoskodik, amely fix pont koriil elfordulhat.

A vezet6kar gombesukléban illeszkedik a kovetGkarhoz. A kovets (futd)
b

ponttal a mérends teriiletet, ill. — ha | y(x)dz-r6l van sz6 — a hatérol$ ordi-
a

natakat, az y = y(x) gorbét és az abszcisszatengely megfelel6 szakaszat teljesen
koriljarjuk.

I. fénykép

A planiméternél hasznalt miiszer lehet integralkerék vagy vagokerék.
A vezetSkar fix pontjat pélusnak nevezziik ; ez salyos alapban elhelyezett
tlitengely, amely koril a kar forog. A polus lehet a teriiletet hatarolé zart
gérbe belsejében vagy azon kiviil. Az alapegyenlet egyes tagjaira eszerint
més-mds értéket kapunk — fiiggetleniil att6l, hogy az alkalmazott mfiszer
integralkerék vagy vagokerék. Amennylben ugyanis a polus beliil van, — telje-
sen koriiljarva a hatargorbét —

PREE | . e . Lt
Sy =01 e — g = 275 Ny = Ny

(v jelenti a vezetékar hosszat).
Ha viszont a pélus a hatargorbén kiviil van :

B =10; py= py; np=ny,
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Négy egyenletet irunk fel ; az els6 par esetében a pdlus beliil, a masodik parnal
a polus kiviil van a hatdrol6 gérbén. Mindkét parban az el6lillé egyenlet
1ntegralkerek hasznilata, a masodik egyenlet ‘pedig vigoékerék haszndlata
esetén érvényes :

. 2
Sy = vin -+ 2xn (m_2 — ma) + 2moym = n(v? + m? — 2ma) + 2xpym - -

= qy? + 2wpym.
Sy = o¥n + mPx + m(e, —ey) = (2 + m2) + mle, —e;).
. Sf = 2’.71,'9')/7)1 .

Sy = m(ey — €;).

Meg kell jegyezniink a kévetkezlGket :

Az y = {v® - m® — 2ma sugart kort — amelyet a kovetSpont akkor
ir le, ha a kovetdkart olyan helyzetben forgatjuk koriil, hogy az integralkerék
sikja allandéan tartalmazza a pélust (ekkor u. i. dy = 0) — alapkérnek
hivjuk ;

A mérési tapasztalatok szerint pontosabb a mérés, ha a pélus kivil van
(a teriiletet széttordelve vagy t6bbszorosen osszefiiggévé alakitva mindig
elérhetjiik ezt a helyzetet) ;

A gyartott tipusokon az integrilkerék sugara, a mérékar hossza, ill. a
vaglkerék mércéjének beosztidsa olyan, hogy a leolvasott érték kozvetleniil,
négyzetcentiméterekben adja a mérend§ teriilet mértékszamat. Néha azonban
a mérGkar hossza valtoztathatd, ilyenkor a bealhtasnak megfelel§ faktort is
figyelembe kell venniink ; :

Az alapkor sugarat, y-t a gyar négy tizedesjegy pontossiggal megadja.

2.1. 2. A korgyti G-planiméter elvileg nem kiilonbézik a csuklés polar-
planimétert6l. Felép'tése azonban eltér: A vezetett (tarté) pont korben-
vezetésére koralaki sinrendszer szolgdl. A kovet6 (futé) pont olyan kiképzésii,
hogy idomok (hengeres testek) koériiltapogatasara alkalmas. A vonatkozé
egyenletek természetesen ugyanazok, mint amelyeket a csukldés-polarplani-
métereknél felirtunk ; a pdlus azonban most szitkségképpen belill van.

. 2. 1. 3. Preciziés tdrcsds-poldrplaniméter-t haszndlunk nagyobb pontossag
elérése céljabél. Eltekintve ugyanis a legelemibb szubjektiv hibaktél (a kovetd-
pont pontatlan irdnyitasa stb.) az eddig ismertetett planimétereknél a leolvasas
pontatlansiga szabja meg nagysdgrendben a hibat (kulonosen a- nonius-
beosztassal sem rendelkezé vigokerék hasznalata, de még integralkerék hasz-
nilata esetén is). A leolvasis pontossiéganak fokozasaval csOkkentjiik a hibat
" precizids tarcsas planiméter haszndlata esetén. A miiszer felépitésének alapja
az A-val jelzett nagytomegii, rogzitett fogaskerék ; ennek O kozéppontja a
fix pélus. Ehhez kapesolédik a B-jelii fogaskerék, amely a C tarcsaval kozos
tengelyre van felékelve. A B-jelii fogaskerék és a C tércsa miikodés kozben
a kozos tengely koriil egyiittesen elfordulhatnak, tengelyiik pedig az O pélus
koril korpalyan elmozdulhat. (L. az 5. d4brat.) A mérdeszkoz Gonella-kerék.
Az 4bran lathatd, hogy az integralkerék elhelyezése kovetkeztében a kovetSkar
forgdsinak nines gordiilést okozé komponense (az integralkerék sikja a 7'
tartépontot tartalmazza, azaz a = 0). A planiméter-egyenlet egyes tagjai :
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5. dbra

: Ha a polus a hatarol6 gorbe belsejében van (a hatdrolégorbét természe-
tesen teljesen koriilfutjuk a kévetéponttal)

Bp=0' ng=my €8 po— py = 2m.
‘Ha viszont a pdélus kivil van,
Bi=0; my=m €8 uy= py.

A fogaskerékittétel kivetkeztében a tartGpont dt differencidlis elmozdulsahoz -
a C téresa do szogelforduldsa tartozik. Osszefiiggésiik :

2 dq:_ji_ld_tl.ﬁ_.
v LA

Az integralkerék sikjanak a tarcsa kézéppontjétél mért tavolsaga :
J [v— (R + r)] sin . ; :
fgy az integrélkerék szogelfordulasit a kovetkezd egyenlettel jellemezhetjiik
Badidr s o (B et it i i fﬂg sin. L tddl.

A 4. abra alapjan azonnal belatjuk, hogy
sin -+ dt] = dn (dn elGjeles tévolsagot jelent!)

Ezt felhasznalva :

FSRE R L
i R A i
e
Y T 200 llﬁ ) ]7 _dn'»

Alapegyenietiink tehat abban az esetben, ha a pélus- beliil van :

2qpym 7
S = v?m + m2w + ———— —,
; | «Rtr R
v
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vagy a v2 4+ m2 = y? jelolést bevezetve :

2
szgn; y2+._£w_..L
1 R+r R ’ _
- -
Ha viszont a pélus kivil van :
2
8y = —Tevm T,
1 R4+r R
v

A formulakbél lathaté, hogy v mért értéke és ezzel a szamitott Sy pontossiga

né az T és az RL viszony csokkenésével. A leolvasis pontossiga végered-
v :
ményben
Bt
r v

aranyban nétt a csuklds polar-planiméterhez viszonyitva.

2. 2. Linedrplaniméterek

Linear-planiméterek esetében a vezetett (és a tarté) pont egyenesen
mozog ; ezt az egyenest az abszcisszatengellyel pirhuzamosan helyezziik el.
Egyenesbenvezetésre vagy sinrendszer, vagypedig sulyos, gordiilés kozben
s1kjukat tart6é kerékparok szolgilnak ; esetleg azonban a tartépont helyben
marad és az y = y(x) gorbét mozgatJak agy, hogy az abszclsszatengely allan-
déan fedje a tartépontot.

Tekintettel arra, hogy a tartépont egyenesen mozog, teljes koriiljarasnal
St = O (haa fix egyenes maga az abszcisszatengely, akkor S; = 0); emellett
(teljes koriiljarasnal)

Mg = fg €8 my=my.
altalanos egyenletiink tehat az
S;=m J dn
@)

egyenletre redukalédik.

A kovetkezdkben kiilén targyaljuk a koriljaré planimétereket, a funk-
ciés planimétereket, az integrimétereket és funkeids integrimétereket.

2.2.1 A kériiljdré linedr-planimétereket egy-egy vézlat és néhiny szé
segitségével ismertetjik, hiszen a miikodési elv az eddig elmondottak alapjan
konnyen megérthetd.

A 6. dbra a csapos sinvezetés{i planimétert mutatja be. Ennél lényegesen
kénnyebben kezelhets a 7. Abraban bemutatott planiméter, mert itt a tartépont
vezetésére egy kar szolgsl, amely kerékparon illeszkedik a sinhez ; a tartépont
alatt gorgé van. :
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6. dbra 7. dbra

8. dbra

9. dbra
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A 8. dbrin ismertetett planiméternél a tartépont egyenesbenvezetésére a
stilyos, nagytomegii dobpar szolgal. A 6., 7. és 8. dbran lathaté planiméterek
“csak a tartépont vezetésének moédjaban kiilonboznek egymastél. A 9. dbran
viszont olyan planimétert mutatunk be, amelynél a tartépont helybenmarad,
ehhez képest azonban az y = y(x) gorbet kell elmozgatnunk.

A 10. abran dobos vezetésli preciziés tarcsas linedr-planimétert ismertetiink.
A mérés pontossdgat itt ugyanazon elv alapjan noveljiik, mint a tércsas polar-
planiméter esetében. Az A—A dobpdar itt nemesak az egyenesbenvezetés fel-
adatit latja el ; az A, jeli dob ugyanis belsé lapjin fogazast hord : vagy
homlokfogaskerékszeruen vagypedig kiaposra csiszolva ktpfogaskerék-
. szerien. Ebbe a fogazasba kapesolddik a B jelii fogaskerék, amely a € téarcsival
kozos tengelyre van felékelve. Ezt a tengelyt — sem pedig a tengely csapigya-
zésat a csapagyak tartészerkezetével — az dbraba nem rajzoltuk be.

A T tartépont dt elemi elmozdulasihoz az » sugaru, B jelzésti fogaskerék
és a vele egyiitt felékelt C' tarcsa

do=1i.dt..
X r
nagysaga szogelfordulasa tartozik. (A kovetkezOkben az x-tengely pozitiv

irdnydba mutaté egységvektort mindig i-vel, hasonl6kép az y-tengely iranyéba
mutaté egységvektort j-vel jelsljiik.)

: > :
e
G 7 l_J
’ '/dn/
g R
X

10. dbra

Az integrilkerék sikja a sin p tédvolsigra van a tarcsa kozéppontjatol.
Az integralkerék elemi szogelforduldsat tehat a

2nody = asin

egyenlettel jellemezhetjiik. Mivel pedig
: idtsin pw = dn
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azért :

Alapegyenletiink tehat az

ro.
S ==} o 21
fEmo =mey

alakot olti. A leolvasas pontossiga 2 szeresre nétt az egyszeri koriljard-
r

tipustt planiméterekhez viszonyitva.

2.2, 2. Funkciés linedr-planiméterek

Feladatuk, hogy a grafikusan adott y = y(x) egyenletit gorbét (tovabba
a két hataroloordmatat és az abszclsszatengely megfelelo szakaszat) kovetve

a kovetGponttal, az ‘ fly(x) 1 dz, az f fly(x)] - g(x) dx ill. legltaldnosabban az

( flx,y(2) ] dx integral értékét meg tudjuk hatarozni.
A ,

Ezeknél a planimétereknél mar elvi jelentGségli killénbség van a koveto
és a mérSkar kozott, Miikodési elvitket vizolva — eredeti megallapodasainknak .
megfeleléen — m-el a mérG, I-lel a kovetSkar hosszat jeloljik, p-vel, ill. »x-val
pedlg a megfelelG 1ranyszogeket a tobbi jelolést is megtartjuk. Tovabbra is
ugy valasztjuk meg a tart6 és vezetett pont palyaegyenesét — hacsak kiilon ki
nem kotiink ettdl eltérs feltételt — hogy az az abszcisszatengelybe esik.

b
A miikodés elvét elsGsorban azj f[y(x) ] do integral szamitasira alkalmas

planiméterekre ismertetjﬁk. Ennek a]ap]an kénnyen megértjik az ennél
b
altalanosabb ff[y ()1 g(x) i ff [x,9(x)] dx integralok szamitdsira

alkalmas keszulekek miikodését is.

Az emlitett funkeids planimétereknél — megfelel§ mechanikai kényszerek
segitségével — gondoskodunk arrdl, hogy a futépont ¥-al jelolt és a kovetSpont
y-al jelolt ordinatdja kozott az ¥ = f[y] kapesolat alljon fenn. Mivel pedig
Y=m - siny ésy=1-sinx azért az ¥ = f[y] egyenletet

m sin w = f[l+sin x|

alakban irhatjuk. Ut6bbi egyenlet a kovetokar minden helyzetéhez a mérdkar
meghatarozott iranyat rendeli (! t.1i. 4llandd) ; az emlitett mechanikai eszko-
zokkel éppen arrél gondoskodunk hogy a mérdkar iranyszige a fenti egyenlet-
nek megfeleld u szog legyen.
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Megjegyzendd, hogy a futé- és a kovetSpont X, ill. x abszeisszai kozott
semmiféle. — levezetésiink szempontjabdl hasznosithaté — kapesolat nines.*

A funkecids planiméterek legtobbjénél gondoskodunk a tarté és a vezetett
pont egyiittfutdsar6l — mechanikailag Osszekapesolva 6ket. Ennek kovet-
"keztében fennall a

t-—"—'V—}—ci ) ¢

(c a két pont allandé tavolsagat jeloli), tovabba a
dt = dv
egyenldség. N
Jarjuk koriil a kovet6ponttal az y(x) gorbe, a szélsé ordindtik és az
abszcisszatengely megfelel§ szakasza altal kijelolt zart gorbét. A kérilfutast
befejezve a kovetSkar és a mérSkar is eredeti helyzetébe keriil vigsza, tehat

S8:=0; ny=mn;; p,= p, ésigy

S;=m J dn.
)
Igazolni fogjuk, hogy
’ b
. Sy=m §dn = [fly@)) da— b —a) F,

®) a

. ahol ‘

F — f[0].

E célbdl térjiink egy pillanatra vissza a koriljaré-linearplaniméterek elméleté
hez. Lattuk ott, hogy az

szjly(x)dx (:lé;dn=l§sinxi-dv)

egyenldség fennall, annak ellenére, hogy
y(xydx <+ ldn (=1sin x-idv). **

Ezt megmagyarazandé, hatdrozzuk meg a kivetdpont elemi «Imozduldsinak
vizszintes (abszcisszatengellyel parhuzamos) vetiilete és a vezetett pont elemi
elmozduldsa kozti kapcsolatot! (L. a 11. dbrat.) A madsodrendd kiesinyek
elhanyagolisaval adédik, hogy

dr =dv-i+1cos(x+dx)—1 cosx =~

* Képet alkothatunk magunk\nak a futépont pélyajardl, ha az

Y = Y(=) = flylz)]

gorbét gumihértyéra felrajzolva képzeljik ; nydjtsuk meg a hirtyat az abszcisszatengely
irényaban — kiilénbozé helyeken més-més aranyban. Ezen transzforméciét elvégezve
kaphatjuk meg a futépont palyajat. _

*¥) Az eredeti levezetésekben mérdkarrol volt sz6, tehdt I helyett m, x helyett p,
stb, szerepelt;. ott szintén haszndlbhattunk volna fenti jeldlést, mert koriljars-plani-
métereknél a koveté és mérdkar azonosak. Itt lényeges fenti jelolésiink, hiszen az
eredményeket funkecidés planiméterrel akarjuk alkalmazni.
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A2 dv i+ 1 [cos x + (—sin %) dx) — 1 cos x =
=dv-i—1sin % dx.

‘.

Ennek alapjan :

Y(x) der =1lsin x dr = 1lsin x-dv-i—I?sin>x dx,

azaz valdban :
ldn =1lsin x-dv-i+ ydx.
Az integralok egyenlsége viszont konnyen adédik, mert ¢ 12 sin? xdx = 0.

11. dbra

Hasonl6 eredményre jutunk akkor is, ha az y(z) fiiggvény helyett vala-
mely f[y(x)] fuggvénnyel kapcsolatban végezziik el az el6z6 wzsgélatot
Tegyiik fel ekozben, hogy létezik egy bizonyos m hosszusaga és uanyszogu
mérkar (msin p = f[y]); ekkor tehat :

dt-i-sin pu =dv-i-sin p = dn

(ha a dt = dv feltétel teljesiil!) ;

emellett legyen f[0] = F és teljesiiljon az a feltétel, hogy az y = y(x)
gorbét, a két hatdrol6-ordinatat és az abszcisszatengely megfelel6 darabjat
kériiljarva a kiovetéponttal a mérd és kovetdkar is eredeti helyzetébe keriil -
vissza. Igy

flyl dx = f[y] (dv-i — I sin % dx) = m-sin p (dv -i — I sin xdx).
Tehét : ‘
(mdn =msin wdv-i=)fly(x)] dv-i+fly(x)] dx
azaz
fly(z)] de + mdn ,



b b .a
viszont f‘f[g/(x)] dx == If [y(x)] do + ].f[()] de— (a—b) F =
b

=9 fly)dx + b—a)F :
= § fly] dv- i—§fly]!lsin xdx—}—(b-a)]' =
=$m-sin pudv-i+(b—a) F—F m.lsin psin x dx =
=§m.dn +(b—a) F =
=8;+(b—a)F,

mert m-I$sin pw-sinxwdx = 0. *

Eddigi kikotéseink értelmében funkeids 'planimé‘cereknél a dt =dv és
msin p = fly] = f[I sin x] egyenlosegek fennallanak és a megfelelo zart
gorbét koriiljarva, a mérd és kovetdkar is eredeti helyzetebe keriil vissza.

fgy tehit, elobbl levezetésiink alapjan :

Sy =m - 2ngy = jf[y(x)} dx — (b—a) F.

.

Epp ezt kellett azonban blzonyltanunk : : \

Az a.]talanosabb f fly(x)] - g(x) dx ill. J flz, y (x)] dz integralok szdmi-
tédsara szolgald funkcws planimétereknél — az eddig elmondottaknak meg
feleléen — az

Y =fly]-gtx) ill. Y =j[z,y(x)]

egyenletnek megfelelG kapesolatot hozunk létre a kovets és a futé pont ordi-
natdja kozott. Ennek megfeleléen kapjuk, hdgy a mérékar irdnyszége az

msin p = f[y] -g(x) ill. msinp=f{z,y)]

egyenletnek kell, hogy eleget tegyen. Emellett — itt is — gondoskodunk arrdl,
bogy a tart6 és a vezetett pont egyiitt fussanak, azaz a dt = dv egyenlGség
fennal]]on Ezek alapjén pedig — a fenti levezetés gondolatmenetét szérol-
széra megismételve — ismét kénnyen igazolhatjuk, hogy

b

) |
8= [ 1@ -g@) de— F | g(a) dx

a

ill.

b b
8= [tz u(@) dz—[ {12, 0] dx .

* Ez csak akkor igaz, ha a kovetdkar planimetrilas kozben nem fordul teljesen
korbe, azaz x, = xp és nem kévetkezik be, hogy pl. », = x¢ + 27. Ezt azonban az y ()
gorbe pozitiv és negativ ordinitdju szakaszainak kiilén-kiilon t6rténé planimetrdlisdval
kénnyen elérjiik.
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Az eddig elmondottakat kissé még ki kell egésziteniink. Lehetséges
ugyanis, hogy az f[y ] fiiggvény elallithaté ilyen alakban :

flul = f[l-sinx} = A(l)sin {a;x +. 07} + ... = A1) sin [apn + ap].
Akkor azonban
~(‘f[yJ dr = (j)f[l sin x}idv = ﬁ A ) sin a2 + oq)idv + ...
.+ $ A1) sin [apx + ap]-idv.
Lehetdség van tehat olyan miiszer alkalmazasara, amely tobb mérokart (és

természetesen mindegyiken egy-egy mérdmiiszert) tartalmaz, amelyeket a
kovetkez$ adatokkal jellemezhetiink :

my = A4,(0); my == An(l); ... ; mp = Ap(l)
My = Q¥ + Uy ; Mg = Q¥ + Qg i ... 1 p == UpX + Up.

Ilyen funkeiés planiméternél az egyes miszerek altal mért értékeket az

ff[y(a:)ldx == Al(l)gﬁ sin [ayx + a,}idv + - - -+ A,,(l)(j)sin lapn 4+ oplidv

egyenletnek megfelelGen dsszesitve, kapjuk a keresett integril értékét. Ennek
az atalakitasnak az-az elénye, hogy az msin p == f[Isin x ] egyenlet &altal
meghatdrozott w = u(x) fliggvényt mechanikai eszkézokkel nagyon egy-
szerien meg tudjuk valdsitani, ha p a x-nak tobbszorose, ill. ha p = ax + a.

Hason]6 atalakitasra az 'f fly(z) 1g(x) - dz meghatirozasaval kapcsolatban
a

is lehetdségiink nyilik, é,hogy azt a 2.2.2.3. pontban latni fogjuk.

2.2.2.1. Funkeios planiméterekj‘ dz,yn alak integralok mérésére (momen-
tum-planiméterek).

Elészor azt az esetet vizsgaljuk, amikor n pozitiv egesz szam. Kkkor
]‘[y] = y" =" - sin® . Lz a fiiggvény pedig, paritdsanak megfelelGen, vagy

Z‘ ck sin k» vagy pedig Z dk cos kx alak® sorba fejthetd. Tobb mérékart hasz-
nalva, az egyes karokat a kovetkezo adatok jellemzik :
my==I"ecy ;... mp=1Ine,,
és
= (2—E)x; pmg=(+—§E)x;...5 ua={(n—7€)x,
vagypedig

T . . - 14
M '-:5—(2—6)%; pe= "~ (—Exi...5 pn= —(n—E)x.

ahol § az n paritdsanak megfelelen 0 vagy 1.

A x» sz0g egészszami sokszorosait mechanikai eszkozokkel igen egy-
szerlien el§ tudjuk allitani; pl. megfelel6é fogaskerékattételekkel, vagypedig
a keriileti és kozépponti szigek kozdtti egyszerit dsszefiiggést felhasznalva.
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A viszonyok annyira egyszerfiek, hogy a kozolt véazlat(')khoz részletes
magyarazatot nem kell flizniink.

<

A 12. és 13. abraban pl. az [ y2de integral szdmitdséra alkalmas kit
a

funkeiés planimétert vazoltunk, azaz n — 2. gy :

Y
A
|
e
1
{ !
|
!
Y/ 74| e
bl
BT
- \
i S / {
13. dbra
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b
» % s 9 b : 2
Jl?@in%zdx:é”l ;OS %) .dt §{-idv—l—<ﬁcos2xidv.

a

Tekintettel pedig arra, hogy (ﬁ —idv=0 és f[0] = F = 0, nyilvancsak

egy mérékarra van sziikségiink, ame]ynek iranyszoge a kovetOkar-szog pét-
szogének kétszerese. A szogkétszerezést a 12. dbran azzal érjiik el, hogy a fog-
attétel 2 : 1, a 13. abran pedig azzal, hogy VT = TF, az F pont tehit olyan
. kériven mozog, melynek kozeppont]a T és amely V- £ is tartalmazza ; ebbdl

pedig mér kovetkezik, hogy TVF < = % 2T F <<. Ami pedig x pétosszegének

eléallitasat illeti, a fogaskerékhajtdas automatikusan létesiti ezt, a 13. abrén
bemutatott késziiléknél viszont az integralkerék tengelye — a szokasostdl

2

eltéréen nem parhuzamos, hanem — merdleges a mérdkarra.

3 ¥

o
N’

14. dra 15. dbra
A 14 és 15. abran kombmalt planimétereket mutatunk be, amelyek alkalmasak
fy ) dx; j Y3 (z) da és Iy () dx egyszerre torténé mérésére. n = 1 esetében
p: egyszeruen a kovetokarra szerelt planimétert kell leolvasni, n = 2 esetében

Jy2dx = — ;(ji cos 2x idv, n = 3 esetében pedig

(o 3 . P
_;/S(x)dx:—‘i—@smuidv—Zrﬁsm3x_idv.

la
1
Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor n = g +§ ; g nemnegativ egész szam.

A vezetett pont palyajaul ekkor az abszcisszatengely helyett az y = I egye-
nest valasztjuk. Jelolje »x*, ill. p* a kovetd, ill. mérékar irdnyszogének

potszogét (x* — g— x; p* = ’;— ). Ezeknél tehdt m cos u* = f[I —
— L cos »*] alakban irhatjuk fel az ¥ = f[y] kapesolatot.
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Tehat :

% ek e U
m -cos u* = [l — 1 cos x*] 2 = |2l gin%? —
9

* 2 %
s [1/27 s ";] i

Kszerint t6bb mérdkart hasznilva, lényegében az el6bb targyalt planiméterek- -
hez hasonlé gondolatmenettel és konstrukcick segitségével épithetjilk fel a

1
gty

funkeids planimétereket, csakhogy jelen esetben X nek ' tobbszoroseit kell

” s

el6allitanunk. Az alabbi vazlatok részletesebb magyarazat nélkiil is érthetk :

ok gy

16. dbra

17. dbra i 18. dbra

b

l 3
Azj P dr integrdl szamitasira olyan eszkoz 4&ll rendelkezésiinkre,
a. >

amelynek megértéséhez nincs sziikségiink a funkeids planimétérekkel kapeso-
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L jo 21 it

~ latban elmondottakra. Mechanikai Gton el tudjuk érni ugyanis, hogy mialatt

a kovetdpont az y = y(x) gorbén halad végig, a futépont az Y (X) = ﬁx)

gorbevonala pélyat irja le (ahol # = X + ¢; ¢ és d allandék). A 19. abrén

bemutatott egyszerii szerkezetet hasznaljuk ; az abrabél azonnal kiolvashat-

juk, hogy * = X 4 a + b, azaz ¢ = a + b, tovabba ;/: —a7, azaz d=a.b
h ;

H
] ;
[ |
! 1y
! |
r : i
=hi=|=a
19. dbra

(az is lathat6 egyébként, hogy dt + dv. A fent elmondottakbdl kovetkezik,
hogy erre most nincs is sziikség).

n=—gill. n=-—¢g + = esetén (g pozitiv egész) az eddig ismertetett

szerkezetek megfelel6 kombi;léciéjéval azonnal célhoz jutunk. Az elv ismét
annyira kézenfekvd, hogy csak dbrat mutatunk be.

20. dabra
Tetszésszerinti kitivc’i esetében ﬁgyanazokat a konstrukcidkat hasznaljuk,
amit az altalénosabb I fly] dx alakt integralok megé,l]apifcé,séné], igy ezekre
itt most nem tériink ki(t / }

2.2.2.2.

/0

Az f fly(z)] de alakt integralok mérésére alkalmas planiméterek-
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kel kapcsolatban csak az Y = f[y] egyenletb6l kovetkezd osszefiiggések
mechanikai megvaldsitasainak moédjat kell megbeszélniink ; az alapelveket
ugyanis mar az el6bbiekben megismertiik. Két konstrukeiét fogunk a kovet-
kezbkben ismertetni.
i A 21. dbran bemutatott planiméter mérckarja csak részben kiképzett,
a futépontot a mérékar meghosszabbitdsin — a tartéponttél m tavolsigra —
kell elképzelniink. A V és 7' csapokat (el6bbi a vezetett, utébbi a tartépontot
jelenti) egy kis lemez kapcsolja mereven ossze, amelyet az z-tengelyt fedd
sinen vezetiink. A 7" esap koriil fordulhat el a 7'F mérSkar és az ezzel mereven
Osszekotott A valya. AV csapon a kovetdkar forog, amelyhez merdlegesen az
% hosszlisdghi VO kar van rogzitve. Utébbi a ¢ pontban egy csapot hord,
amely az A valytGban cstszik.

21. dbra

A valytgorbe paraméteres egyenletrendszerét a

Y = fly]

egyenlet alapjan szamitani tudjuk. Igen egyszer(i azonban a gorbe aldbbi
szerkesztése : ; »

Az m.sin p = f[lsin ] egyenleth§l meghatirozzuk a p = u(x)
fiiggvényt. Vilasztva egy x» = x; értéket, szdmitjuk a p, = u(x)-et. A 7'
pontbél egy fix irdnyhoz (a mérékar iranyédhoz) — u, szog alatt felmérjik a

22, dbra
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TV tavolsiagot. Utébbi egyenesdarabhoz %, +% szog alatt (a V¥ pontbdl
kiindulva) pedig az u tavolsdgot. fgy a valytgérbe €, pontjaba ériink. Meg-

felel szamu x szogérték felvételével tetszésszerint stirithetjik a megszerkesz-
tett C pontokat, ezeken 4t pedig a gorbét megrajzoljuk.

A mésik, Lorenz-féle konstrukeié a 23. dbrén lathaté. A koveto és egy-
ben tartépontot a 23. dbran 7T-vel jeloltik. A 7K kovetékar az x tengelyre
meréleges ; az abszeisszatengely iranyaban onmagéval parhuzamos helyzetben
maradva mozdulhat el. A K kovetdponthan egy csappal felszerelt hiively
cstsztathato el a kovetSkar mentén. A csap az A véalyaban csaszik. A vélythoz
az F pontban mereven van régzitve az FT' mérSkar, amely a 7' pont koriil

y=fx) K

23. dbra

fordulhat el. Figyelemremélté, hogy a 7T tartépont ugyanarra az ordinata-
vonalra esik, mint a K kovetépont. Ez annyit jelent, hogy ennél a konstrukeié-
nal nemesak a dt = dv, hanem a dv - i = dx egyenlet is fenndll. Erre egy
kés6ébbi pontban (2.2.3.) tdmaszkodni fogunk. Megjegyzendé még, hogy itt

a kovetdkar nem forog (x = %) , de nem is allandé hosszisdgi.
A valya kiképzése olyan, hogy az ¥ = f[y], azaz az
, m-sin p = f[y]

kapcsolatot biztositja. Egyenletét egy, a mérdkarhoz rogzitett R, @ polér-
koordinatarendszerben irjuk fel. 7-t tekintve a koordinatarendszer kezdd-
pontjénak, a K pontot pedig futépontnak, a 23. abrabdl lathatjuk, hogy

KT =y=Rés p:%—@.

&
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Ennek alapjan :
m-cos @ = f|R]

a valyugorhe egyenlete. :

2.2.2.3. Attériink olyan, még altaldnosabb funkeiés plammeterek kon-
strukeids elképzelésének ismertetésére, amelyek az irodalomban még nem
szerepeltek :

AZI fly(x)] -g(x) -dx alaka integralok szamitdsira a Lorenz-plani-

méter megfeleld atalakitasaval alkalmas mfiszert konstrualhatunk. A 24.
abran lathatjuk a késziilék vazlatat. Az eredeti (23.) abra K-val jellt pontja
(most K, jell) az adott y = y(x) gorbe kovetésére szolgal. A 23. dbra TF
merokar]a a 24. abran kovetokar jellegii, K,-jelii (kovets) pontjanak tavolsaga
T-t61 aranyos T abszcisszajaval : x = X-szel. A K,-jelti pont egy a K,7T'
karon cstiszé hiively csapjat jelzi, amely az 4,-jelti méasodik valyaban cstszik.
Ay-hoz kapesolédik most — merev kapesolattal — az F,; (futé) pontban az
F,T mérékar, amely a 7' pontban csapigyazva van. A K,7T kar egy merdleges
- 8T-jelii toldatot hord, kozos forgaspontjuk a 7' tartépont. Ezen toldaton
csuszik a O hiively, amelyhez a BC- és a U'D-jelli kar — mindkét kar C-ben és

34, Gbra’

B-, ill. D-ben csuklésan — csatlakozik. A T'DFy-jelti kar (masodik mérSkar)
ugyanakkora szoget zar be a T'C-karral, mint utébbi a 7'B-vel. Ezt a

TB—TD ¢ BO—CD

valasztas biztositja.
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”

A K,-jelii csap vezérlése pl. a rogzitett 0-ponthoz erdsitett, dobokon atvetett
huzal, vagypedig kettds fogasléc-fogaskerék rendszer segitségével torténhet,
pl. a 25. abran lathaté médon. ,

Ay

25. dbra

A 2.2.2. pont bevezetésében elmondottak szerint a
Y =f[y]-g(x) azaz msinp= fly]-g(x)

egyenliséget kell biztositanunk a planiméter miiksdése kozben. Jeloljik a T'K
és TK, karok egymdssal bezdrt szogét S-val, a T'K,-kar iranyszogét pedig .
a-val. Mivel g értékét az A,-jelti valyt kozvetitésével a K, pont, a értékét pedig
az A,-jelli valya kozvetitésével a K, pont 7-t6]1 mért tavolsidga hatdrozza meg,
B csak z értékétdl, a pedig csak y értékétdl fiigg

a=a(y); B=PB®).
A TF, mér6kar irdnyszoge : u, = a— B.
A TF, mérékar iranyszoge : u, =m + (o + f).

Az A, és A, vélyikat képezziik ki ugy, hogy az

f[z/]m_g(:{) = 8in. w, — sin

egyenlség fennalljon. Igy :

b
J'f[y(x)J “g(x) -dx = m §sin y, dt-i—

a
b

—~m §sin pydt-i— F J‘g(x) do =

a

b
:nz(ﬁdnl—m@dnz—Fjg(x)dx,



mert a T'F; mérdkar irdnyszoge épp u,, a T Fy-6 pedig u,. Ha tehat — a koriil-
jarast befejezve — a T'F; karon elhelyezett miszeren a +,; a T'F, karon elhe-
lyezett miiszeren pedig a -y, értéket olvassuk le, akkor

b b
F fg(x) dx + J fly@)] -g(x) -de = m $ dny — m § dn, =

= m[2ngy, — 2mpy,] = 2x m [y, — v,]
Az A, és A, valytgorbék egyenletének meghatarozdsa céljabdl a
Y =msin p = f[y]-g(x)
egyenletbdl kiindulva :

FIL 0 _ (gin =) sin sy — sin sy = sin (a— ) —sin [z + (o + f)] =
— sin (a— B) — sin (@ + B) = 2 sin «.cos §,
azaz
f [3’]_7;{”1”_)': 2 sin a(y) - cos B(x).

Az A;- és A,-valyh polarkoordinitds egyenlete tehat :
f[Rl=a-cos®; g(R)=b-5in @,
ahol a, b tetszbleges olyan szdmok, amelyekre a - b = 2m.
b .

Az j flz,y(x)] de alakd integrilok planimétralasira alkalmas funk-

a
ciés planiméterek gondolatat csak felvetjiilk, mert a konstrukei6 igen nagy
nehézségekbe litkozik. Ezek onnan szdrmaznak, hogy a mér8kar irdnyszogét
mar nem tudjuk sikbeli kényszerek segitségével megszabni, kénytelenek
vagyunk térbeli kényszert alkalmazni. A 2.2.2. pont bevezetésében elmondot-
tak alapjan ugyanis a futépont ordinataja a

Y = fla,y]; azaz az msin p = fla,y]

egyenletnek kell, hogy eleget tegyen. Ha az f[x,y] fiiggvény két egyvailtozds
fiiggvény szorzatdra bonthatd, az elébb ismertetett médositott Lorenz-plani-
méter alkalmas a planimetraldsra, ha viszont az f[a.y] ennél altalanosabb
kétvaltozés fiiggvény, az msin p = f[x,y] Osszefiiggést altalaban nyilvan
csak 3 dimenziéban mozgé mechanikai elemekkel tudjuk megvaldsitani. Ilyen
szerkezetek tervezése elvileg nem jelent kiilonosebb nehézséget, a gyakorlati
megoldas viszont nyilvan sok nehézséggel jar. .

2.2.3. Linedr integrimélerek és linedr funkcios integriméterek.

* x
Céljuk, hogy az J-y(x)dx ill. altaldnosabban asz[x,y(x)] dx integral
a

a

értékét az y = y(x) gorbe kovetésekor barmely x = x felsé hatarnal kozvet-
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leniil — tehat a hatarolé ordinatak és abszcisszatengely-szakasz koriilfutasa
nélkiil — leolvashassuk. Ezt pedig igen egyszer(ien elérhetjiik, egyes eddig
targyalt planiméterek kis médositasaval. A 2.2.2. pont bevezetésében lattuk,
hogy a hataroléordinatakat és az abszcisszatengely megfelel darabjat azért
kell 4ltaldban befutnunk linedrplaniméterek haszndlata esetén a koveto-
ponttal, mert a de = i dt, ill. dz = i dv egyenléséget nem biztositottuk. Ennek
biztositdsa utan azonban elég a kovetéponttal az y = y(x) gorbe = a és
x = x abszcisszaju pontjai kozotti szakaszat befutnunk. A dx = idt egyenld-
séget, pedig legegyszer(ibben az biztositja, hogy a kioveté és a tarté pont
abszcisszaja egymassal megegyezik.

Integralkereket hasznalva mérdeszkozként biztositanunk kell azt is,
hogy a kerék sikja tartalmazza a vezetett pontot; egyébként ugyanisa mérdkar
iranyszogét is minden leolvasasnal figyelemmel kellene kisérniink.

(Ugyanis ‘ 2moy = [dn + a.[us— m]-)
@)

Integrimétereknél ezért az integrélkerék megfeleld elhelyezésével az a = 0
feltételt is biztositjuk. (L 1.3.1.)
Els6 (fontosabb és nehezebben teljesithet) da = idt feltételiink pl.

a Lorenz-planiméternél és ennek j fly(x)] - g(z) dz alaku integralok plani-

métralasara alkalmazott valtozatanal teljesiil. Ezeket egyszersmind integri-
méterként is hasznalhatjuk tehat, ha az integralkerék elhelyezésével az a = 0
% X

feltételt is biztositjuk. Az fy dr szémitdsdra szolgdlé 1. n. alapintegri-
a
métereknél pl. a valyugorbe egyenlete :
R = m * cos @
m , . . 2o

amely egy o sugaru, a tartéponton atmené kor egyenlete.
: A Lorenz-planiméternek hibaja, hogy az abszcisszatengelyre merdleges

kovetokart a kévetdpontban erdvel tamadva, az egyenesbenvezetésre szolgalé
kerék-par vagy csap-par konnyen megszorulhat. Ezért a kovetokart a 26/a

abran lathaté szerkezettel pétolhatjuk. A V vezetett és T tartépontban csap
vagy kerék kapesolédik a sinbe, S-nél csuklé van. Ezen szerkezetnél a dx = i dv

ky
K
8
o x
e -
26/a. dbra
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-egyenlGség nem 4ll fenn (erre nincs is sziikség) a de = i dt egyenl@séget viszont a

VelSie= (8T 84Ky
méretezéssel 'biztositjuk. '
A 26/b dbran az ezen az elven alapulé alapintegrimétert mutatjuk be.
Itt az eldbbiek alapjin koralaka valyat kellene alkalmaznunk a Lorenz-
planiméter hasznalata esetén. Ha azonban a Lorenz-planiméter kovetokarjat
-a 26. abran lathaté szerkezettel pétoljuk, nines sziikség a valytra. Az S csuklo

Ly

26/b. dl;ra
ugyanis futépontnak tekintheté ebben az esetben, mert igy az Y = 2

egyenlOség fennall. Az ST kar ennek kovetkeztében mérékar lehet ; az inte-
gralkereket az abran lathaté médon hozzaerdsitve S7'-hez (@ = 0) :

% x x ’
jydm:jlsinxidtr 2mjsin(n~ w)idt =
X
== 2mfsin pidt = 2m 2moy = 4mpym.

/

X
A 27. abran azj ¥ dx alaka integralok mérésére alkalmas funkeids
/i /
linearplanimétert mutatunk be. A valya egyenlete
1
— = m-cos D ;
R
az tehat a tengelyre merdleges, az origétol o tavolsagra 1évo egyenes.
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2.3. Radidlplaniméterek

7 : 2 :

Segitségiikkel | r(p)de ill. | @[r(p)] dp alaki integrilokat tu-

‘P": Po - P> Pa I

dunk — a grafikusan adott » = 7(p) gorbet kovetve — meghatarozni.
Vilytaszerfien kiképzett a kovetSkarjuk (amely egyszersmind mérdkar is),
ennek egyik végpontja a gorbe kovetésére hasznalt kovetGpont koordinatai :
r és ¢. A kovetdkar az origéban rogzitett csapon esiszik és Il)mrulotte elfordul-
hat. (Az | 7(p) dp integrilok mérésére alkalmas 1. n. alapplaniméter tulajdon-
kép nem is planiméter, hiszen nem teriiletdimenziéju mennyiséget mér. Ezért
(1.2.) alapegyenletiink ezen a teriileten mar nem hasznéalhaté.) Targyalni fogjuk
az alap és funkeiés radidlplanimétereket. Mindkettot — esetleg kis médositas-
sal — integriméterként is hasznaljuk. A médositast a megfelelé planiméterek
targyalasanal ismertetjiik. Valamennyl radlalplammeter integralkerékkel van
felszerelve.

2.3.1. Az alapradidl- »plammeter«

Az alapradialplaniméter kovetlkarja véalyuszeriien kiképzett egyenes;
az integralkerék tengelye parhuzamos a kovetGkaréval. (L. 28. abra.)
A kévetépont a kovetdkar végén van. A kovetGpont elemi elmozduldsa fel-

HH

a
[;r(‘m K

wR

28. dabra

bonthaté radialis, dr nagysagu és erre merdleges, rdp nagysagh Osszetevore.

Az integralkerék az alapsikra gy fekszik fel, hogy a kerék sikja a kovetépontot -

tartalmazza ; az origétdl (a csaptél) mért merdleges téavolsiaga eszerint : 7.
fgy tehat fennall a kovetkezs egyenloség (1. 1.3.4.) :

2n0dy = rdp:
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a dr nagysagh elmozduliskomponensnek nincs hatdsos OsszetevGje. Ezért:

3 1
J dy = — J-rd(p !
2wQ
azag :
e
27:9

Ebbol az egyenletbdl lithaté, hogy az alap »planiméter¢ egyszersmind alap-
integriméterként is hasznalhato

\

2.3.2. Radidal fumkcids-planiméterek

@
Feladatuk, hogy ‘ D[r(p)] dp alaku integralok értékét mérjiik segit-
P=Po :

ségiikkel. Ez a dolgozat csak az &ltalanosabb tipussal foglalkozik, azaz
azokkal a gépekkel, amelyek valytszer(i kiképzésli, csapon ecstszé, gorbe-
vonali kovetokarral rendelkeznek ; nem tesz emlitést azokrdl a konstrukeidk-
rél, amelyek — egészen specialis @ [r] fiiggvények esetében — a linearplani-
méternél megismert szogsokszorozashoz hasonld elven alapulnak.

A 29. dbran lathatjuk, hogy az emlitett dltalanos tipu nél, az integral-
kerék mereven a kovetGkarhoz van rogzitve; a kerék sikjanak merdleges
tavolsagat a kovetGponttol d-vel jeloltik. Legtobb konstrukeiénal d = 0.

Aglr]

29. dbra

A kovetkar olyan klkepzesu hogy az integralkerék sikjanak az orig6tél
mért tavolsaga :

C o AO[r]

(r,  a kovet&pont koordindtii, A a felépités's\ megszabta 4llandd).
A kovetépont elemi elmozduldsat [az (r; ¢) kezdGhelyzettdl (r + dr ;
¢ -+ dp) véghelyzetig ] bontsuk fel egy radialis, dr nagysaga elmozduldsra és
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egy, erre mersleges, rdp nagysaga forgasra. Utébbi elmozdulas-komponens
hatasaképpen az mtegralkerek szogelforduldsa :

A
dy,= — @[r] dop
27

hiszen a kerék sikja a forgas kozéppontjatol, az origétél 1@ [r ] tavolsagra van.
Tehét |

A 2
n=;— | @lip)ldy.
’TQ‘P Po

A 30. dbra alapjan kénnyen meggyo6zédhetiink arrél, hogy a radialis komponens
hatésa a ¢ szog értékétol figgetlen. (Forgassuk el a csap koriil a kovetokart;
az integralkerék vele fordul s az j helyzetben megtéve a dr nagysagu radialis
-elmozduldst, az integralkerék szogelfordulasa valtozatlan.) Az is lathaté, hogy

7 értékétol fugg a kerék szogelfordulasa mert viltozé r-rel véltozik a komponens
£s a miszer tengelye altal bezart szog.

30. dbra

Vildgos tovabb, hogy a sziogelfordulds dr-rel egyenesen aranyos (a mésod

rendii kicsinyeket nem tekintve) ; bizonyosan eléallithaté tehat, mint egy f(r
fiiggvény és a dr szorzata : :

d
§8) ig 2“9 sl

azaz
1

'Yzz_— f("' d’"*F(T)—F(To)
k3 Tter r

ad C i)
[If’(r) = JOTMJ er
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Maga az F(r)fiuggvény kisérletileg mérhets vagy szamitéssal meghatarozhato.

Az eddigiek alapjan az integralkerék teljes szdgelforduldsa, mialatt a
kovetoponttal az adott r = r(p) egyenletli gorbén az (r,: ¢,) pontbdl az
(ry; @) pontba jutunk :

; Py : "y
1
v=n+ve=— | [ @] dp+ [0 dr
: 27':9 Po To

(€]

Amennyiben »planiméterként« akarjuk alkalmazni miiszerimket, az adott
(9) gorbét kiegészitjiik a radidlis, az (r,, @y) ponttdl az (r,, ¢,) pontig tar\t(’) (91)
egyenesdarabbal. gy ugyanis az integrilkerék szogelforduldsa :
1 i Py Ty o : A Pv
A @) dp+ [foydr + (1) dr| = = | ®lr(p) do:

27
‘P(zg‘Po T P=@o

y—27rg

azaz a keresett integral értékével ardnyos.

Ha viszont integriméterként akarjuk a miiszert hasznalni, fel kell azt
szerelniink egy tovabbi eszkozzel (pl. egy fonalas néniuszméreével), amelyrdl
leolvashatjuk a kovetdpont r-koordinatajat. Rendelkezniink kell ezenkiviil
a miiszerhez »tartozo« F(r) figgvény grafikonjaval. Ebben az esetben leolvasva
a kezdépontban az r,, egy tetszésszerinti pontban a ~ és r értékét :

X ¢ 3
y=-= [@[r(g)dp + F(r) — F( o)
hngq)n

amibdl

4 Sip :
[ Olr(plldp =2mg Lot L 00T
‘P.o .

Ami marmost a kovetékar alakjat illeti, rogzitsiik a leirashoz szolgalé o, p
polarkoordindtarendszer kezddpontjat a kovetGpontban, a y = 0 egyenest
pedig vialasszuk Ggy, hogy az parallel legyen az integralkerék sikjaval (l. 31.
abran!). A (karon »végigfuté«) €' csap koordinatait o- és p-vel jeloljiik.

— A?[P]

31. dabra

286



Mivel a C pont az integralkerék sikjatél A <I) le], a K pont pedig d’
tavolsdgban van, azért a C pont ordinatija :

psin p = A@[p] + d.

Ezzel rendelkezésiinkre all a kovetkar egyenlete. '

Meg kell emliteniink, hogy f.nti elven felépithetéek olyan funkecids.
radial-splaniméterekq is, amelyek alkalmasak az | @ [r(p)]de integral szami-
tédsdra, abban az esetben, amikor az r = r(g) goérbe altalanositott polarkoordi-
natarendszerben van abrazolva (pl. az r = const. vonalak koncentrikus kérok,
de nem linedris a paraméterezésiik, a ¢ = const. vonalak pedig origén 4tmend,
egymast megfelel§ forgatassal fedd gorbék). El6bbi gondolatmenetiink valto-
zatlanul érvényes, csak a kar egyenletének felirasakor kell figyelembe venniink
a koordinatarendszer jellegzetességeit.

2.4. A Stieltjes-planiméterek

H(b)
Feladatuk, hogy segitségiikkel I y(x) - dH(x) alaku Stieltjes-inte-
H(a)
gralok értékét gépi ton mérhessiikk. Harom t1pusa ismeretes. Az elsé tlpus
gépei tulajdonképpen szorzat-planiméterek. Ha t. i. a H(x) fiiggvény véges-
szami (x, ; Zg; ....; «n) hely kivételével differencidlhaté és a differencial--
hanyadost h(x)-szel jelsljiik, akkor a szamitandé integral

Hjb) () dH(x) = fy x) h(z) dx + jy h(z) dx+ +J7/ h(x) dx.
H(a) Xy

alakban irhaté. iH
Marmost az els6 esoport gépei, a b == h{x) = —- giorbe kovetése révén

x
— mechanikus aton — el8allitjak az y(x) - h(x) szorzatot, melyet (legtébb
esetben Gonella-kerék segitségével) planimetralunk.

A magodik csoportba tartozé gépek, a H = H(x) gorbe kovetése révén.
— mechanikus aton — az y(x) - dH(x)-szel aranyos szorzat értékét allitjak eld
ivelemrél-ivelemre egy integralkerék tengelyén (legtobb esetben itt is a Gonella-
kereket hasznaljuk).

© Végiil a harmadik csoportba tartozé gépeknél mechanikus eszkozokkel

ugy szabjuk meg a gép valamely mozgé pontjanak palydjat, hogy az »lényegé-
ben« olyan gérbét kévet, amelynél barmely pont ordindtaja y(x)-szel, abszcisz-
szdja H(z)-szel aranyos. Ehhez a ponthoz planimétert kapesolva — »lényegé-
ben« a keresett Stieltjes-integral értékét mérhetjiik.

A gépeken két kovetSpontot taldlunk; egyikkel az y(x),’ masikkal
a H(z) (illetve a h(x)) gorbét kell kovetniink. Legtobb konstrukeional a két
kovet&pont mechanikailag egymashoz-kotott, azaz abszeisszaik csak egyiit-- -
tesen valtoztathatok. Ennek komoly hatranya van: az y(x) és H(x) gorbék
felrajzolasanal szigortan igyelniink kell arra, hogy az z-tengelyeken ugyanazt
a léptéket hasznaljuk.
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2.4.1. Intézetink egy Nystrom-féle Stieltjes-planiméterrel rendelkezik,
amely a harmadik tipushoz tartozik. Ennél a két grafikon abszcisszatengelyén
a léptékek — bizonyos hataron belil — egymastdl fiiggetleniil allapithaték
meg. Mi itt csak ennek ismertetésével foglalkozunk.

Az abran K, -el jeloltik azt a kovetGpontot, amely az y = y(x) gorbén
fut végiz, K,-vel pedig a H = H(z)-et kovetd pontot. Az S, szank6 a V, sinen
elgordiilhet, az S, szanké pedig a sinhez és az S, szankéhoz képest is valtoz-
tathatja helyét. Mindkét szankét vezeti azonban a sin, mindegyik csak a sinnel
parallel mozoghat.

Az R pont koriil fordulhat el a mereven derékszogli, a és b karokkal ren-
delkez6 emelS. Az F pont az S, szanon van, amelyet a V, sinrendszer vezet ;
utébbi mereven az S, szanhoz van kétve.

A K, pont palydjat az x ; y, a K, pontot az z* ; H, végiil az F pontot
a H* ; y* koordinatarendszerben vizsgaljuk.

Mindhérom koordinatarendszer a V, sinhez rogzitett. Az F pont szolgél
a planiméter vezetésére.

' Elészor az emel rendeltetését vizsgiljuk meg. Az emelé biztositja a K,
pont x — és a K, pont x* abszcisszdjanak egyenldségét; ezenkiviil a K; pont
y ordinatdjianak megfeleléen valtoztatja az F pont y* ordinatajat.

Jelljiik az a kar irdnyszogét a-val. Igy az F pont y* ordinétaja :

y*=y+asina+C

értékiinek adodik ; C itt a késziilék méreteitd] fiiggd allands, ameiyet az x

32, dbra

¢és a H* tengelyek tavolsaga, tovabba az F és R pontok y koordinitainak
kiil nbsége szab meg. o értéke csakis x-tdl fiigg, az a sin a + C Gsszeget tehat
egy s(z) fuggvénynek tekinthetjiik.
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gy :

u* = y(x) + s(x).

Az F pont H* koordinatdajat a K, pont H koordinataja hatarozza meg egy-
értelmiien :

H* -H(x)+ G,
amibdl :
dH* = dH .

Vigyitk most végig a K, pontot az xz-tengelyen és kovessiik K,-vel ekoz-
ben az adott H(x) goérbét. Jeloljik ekdzben F ordinatajat y,*-al, akkor az elovo
egyenlet alapjan :

Yy =0+ s(x) = s(x)

H{b)
Az j ydH integralt kiszamitando, jarjunk el a kovetkezlkép : allit-

H(a)
suk K,et az xz=a, y =0 pontra, K,t az z* = a, H = H(a) pontra.
Fussuk be K;-el az x = a ordinatavonal, az y = y(x) gorbe, az x = b ordinata-
vonal és az z-tengely megfelel6 darabja altal meghatarozott zart utat. Az elsé
és harmadik utszakaszon K, a V, sinhez képest helybenmarad, a masodik és

negyedlk utszakaszon pedlg a H — H(x) gorbét koveti. [gy az F pont is zart
gorbét ir le, amelynek teriilete :

H*(b)
T=¢y*dH* = f (4*—yg) dH* =
H*(a)
H(b) H(b)
— | @ + s(@) — s(@)] dH(@) = | yd ;
H(a) H(a)

az F ponthoz kapesolt planiméter, tehat a keresett integral értékét méri.

Gyakran sziikségiink van arra, hogy a Stieltjes-planimétert integri-
méterként hasznaljuk. Az els6 és masodik tipus gépei — szinte kivétel nélkiil —
kozvetleniil haszndlhaték integriméterként is, a Nystrom-planimétert azonban
kissé médositanunk kell. Egy kulissza beiktatdsaval elérjik, hogy F ordinataja

v* = y@) + C

legyen (azaz a kulisszat abbdl a célbdl hasznaljuk, hogy F ne akkor legyen
nyugalomban, ha K, kériven mozog, hanem amikor az abszcisszatengellyel
parallel egyenest fut be). Ha még planiméter helyett integrimétert kapesolunk
F-hez, teljesen megsziintettiik a koriljarast kikényszerit§ okokat.

2.4.2.
b

Megemlitjiik, hogy mikor j'f(x;A, w) da = @(A,u) alaki, hatarozott in-

a

-«

19 289



062

I1. fénylép



tegrallal definialt kétvaltozds fiiggvény értékét sok A és p esetére kell szd-
mitani és a figgvény

H(ub) H{ub)

a(Au) J yOx)ydH(va); il B(A,u) J y(x;2) dH (1 x)
H(y,ll) ) H(,,,L(l)

alakban irhaté, j6l ki lehet haszndlni a Nystrom-planiméternek azt a tulajdon-
sagat, hogy az x és x* tengelyek léptéke egymiastdl figgetlen. (Intézetiink
a legkiillonbozdbb problémak kapesan jutott a fentihez hasonlé kétparaméteres
integralokra, amelyeket a kivant alakok egyikére tudtunk mindig hozni.)
A miiszert hasznalva ugyanis, nem kell minden A, u értékpdrhoz egy-egy kilén
abrat késziteni, hanem — ha az integrilt fenti alukok koziil az elsdnek meg-
felelGen tudtuk alakitani — csak egyetlen egyhez; ha viszont a masodik alakrél
van sz6, csak az egves A-értékekhez kell kiilon abrat késziteniink. Az egyes

P 2 g P a . 7 s
értékparokhoz tartozé fuggvényértékeket, az =~ viszony megfelelG beallitasa

utén, az értékpar meghatdrozta hatarok kozott planimetralva kapjuk. Hiszen
A és u értékének valtoztatasa — valtozatlan grafikonok esetén — az abszcissza-

tengelyek léptékviszonydnak megvaltozasat jelenti s épp ezt vettitk az

. érték és a hatdrok megfelel¢ valasztasa révén figyelembe.

2.4.3. Az Intézet Mader— Ott-ti pust harmonikus analizdtora az mnertetett
Nystrom-planiméternek kissé mddositott valtozata. Ezért — jollehet a har-
monikus analizatorok elméletét altalinossigban nem ismertetjiik e cikkben —
a Mader—Ott tipust vazlatosan bemutatjuk. A feladat : grafikusan adott,
2] permdusu Yy = f(x) fiiogvény Fourier-egyiitthatdinak, azaz ax

f/(x [cosn x| ILU'. If(x)'d :

integraloknak a megal]apltasa. Erre a Nystrom-planiméter kozvetleniil
alkalmas a | .

"~ H{x) = cosn ;[ xz ill. H(x)=sinn %r x

egyenleti gorbék felhasznaldsaval. "A Mader—Ott-konstrukeional utébbi
fuggvényeket nem grafikusan kovetjiikk, hanem — amint a mellékelt fénykép
“mutatja — fogasléc-fogaskerék rendszerrel kozvetleniil mechanikai 1ton
képezziik. Minddssze annyi az elvi kiillonbség a Nystrom-planiméterrel szem-
ben, hogy most a fogaskerék F (egyszersmind K,) pontjainak y* ordinatéja :

Y =y—asina+C4+rsinf’
(itt » az F pontnak a fogaskerék 0 tengelyétél mért tavolsiga, g pedig az
—
O F-ridiuszvektornak egy fix iranytél mért elfordulasa).

Mivel azonban nemesak «, hanem /3 is kizarélag a K, pont abszeisszajatol
figg, igy itt is

y* = ylx) + Sy (2);
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I11. fénykép

a zart gorbe x-tengelybe es6 darabjat befutva pedig
* gt
Yo = O;(x)-

[Jeloléseket illetGen 1. a 2.5.1.-et. ]

Tehat a gép ugyanolyan elv szerint miikodik, mint a Nystrom-planiméter.
A gyakorlatban r-et Gigy valasztjak meg, hogy az integralkeréken leolva-

sott érték kozvetleniil a megfelel¢ Fourier-koefficiens értékét adja mm-ben.

3. § A planiméterek pontossagarél.

A pontossag kérdését nem exakt matematikai médszerekkel targyaljuk,
hanem csak megfigyeléseink statisztikajat kozoljik ; tapasztalataink szerint
ugyanis a miiszer »objektiv« hibait nagysidgrendre messze feliilmiljak a kezels
altal a gorbe megrajzolasindl és kovetésénél elkovetett szubjektiv hibdk.

A kovetkezOkben a tapasztalat szerint atlagosan elkovetett hibak nagy-
sagat — éspedig relativ hibaszazalékat kozoljiik. Utébbi azonban a keriilet
és teriilet aranyaval egyiitt nd, ill. esokken. A kozolt adatok olyan idomok
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planimétralasira vonatkoznak, amelyek teriilete a kivetSkar-hossz négyzeténél
1 ~ 2 nagysigrenddel kisebbek.

Tapasztalataink és irodalmi adatok szerint gyakorlott kezel a precizids
tarcsds planiméterrel — nagyon gondos kezelés mellett — cca. 0,3—0,69%;-0s
hibakorlattal, k6zonséges planiméterrel 0,6 —1,0%;-0s hibakorlattal, kevésbbé
gondos kezelés mellett 1—1,49,-0s hibakorlattal dolgozhat. A precizids tarcsas
planiméter haszndlatinal az emlitett pontossag elérhetd a karhossz négyzeténél
mintegy harom nagysagrenddel kisebb teriilet planimetralasanal is. A Nystrom-
planiméter hasznalatanal jol begyakorolt kezelGpir gondos munkéanél 2,5—3,5
szazalékos (ha H(x) grafikonjan az iranyszogek a cva. 4+ 70°-0ot nem haladjik
meg), kevéssé begyakorolt kezelGpar +—79,-0os hibakorlattal dolgozik (ugyan-
olyan korillmények kozott). Ha azonban a H(x)-gorbét fémmodellbdl allitjuk
eld, akkor egyetlen személy ceca. 1,6—2,5%-0s hibakorlattal dolgozhat.

NMPUHLNN <DyHKUI/IOHl/1POBAHI/l$IF TUNMOB NJAHHUMETPOB
(Annaparst MHerntyra INpuxnaanod Marematukn AHB.)
T. ®PEH
Pesziome

PaGora nmoApoGHO -MOZHAKOMUT ¢ NPHHLMIOM ()YHKUHOHMPOBAHMSI M ‘KOHCTpyKuueH
NIOJIAPHBIX, JHHEHHBIX M pajMajibHbIX [JAHUMETPOB, TaKe IJaHWMerpoB CTHibTeca.
CHcTeMaTH4YeCKH H NOAPOGHO HCCJeAyeTest TeOpUs (GYHKUHOHAJbHBIX IJIAHHMETPOB W HHTe-
FPHUMETPOB, MOAXOAANMHX JIS BBIYUHCJIECHUS] HHTEIPaJoOB (hOPMBI .

{iyerdx w (flye0] - gx) dx
b b

OH jaer TOXKe KOHKPeTHOE NpejlilodKeHHe 151 KOHCTPYKIMH THIIOB IIAHMMETPA, IPHIOisi-
WHXCA AJs1 peiieHHsT ToclejHel 3ajayH : rmocJe HCAOJbHEHHST COOTBeTCTBYIIMMX Npeobpa-
30BaHMil, niaHumerp JlopeHua, NMpUMeHUM JJsT OTOH IieJH.

CraThsi IIO3HAKOMHT € BO3MO)>XHOCTbIO OKa3aBIErOM MPAKTHUECKH I10JIe3HbiM INpHME-
HeHUst maHuMerpa Cruibreca tina HuceTpema npH HyMepHuecKoH OLeHKe oOnpejeseHHBIX
WHTErpasioB HeCKOJILKHX TapameTpoB.

LES PRINCIPES DE FONCTIONNEMEXNT DES DIVERSES SORTES DI PLANI-

METREN

(Les machines de I'Institut de Mathématique Appliquée.)
T. FREY

Résumé
L’article donne une description détaillée du principe de fonctionnement et de la
construction des plmnmetre@ polaires, linéaires et radiaux, ainsi que des planimétres de
Stieltjes. H discute systématiquement et d’une maniére détaillée la théorie des plani-
métres fonctionnels et intégrimétres fonetionnels convenables pour évaluer les intégrales

ayant les formes
b b

[ flyende et | fiytogde



il donne aussi une proposition concréte concernant la construction des planimétres
servant & résoudre ce dernier probléme. C’est le planimeétre de Lorenz qui, aprés avoir
été soumis & des transformations convenables, peut étre employé & ce but.

L’article donne aussi la deseription d’une possibilité d’emploi qui s’est montwé
utile en pratique du planimétre Stieltjes de Nystrém dans 1'évaluation numérique des
intégrales définies & plusieurs paramétres. :
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EGY PALYAPROBLEMA- DARUVAL TORTENO TEHEREMELESNEL
i BEDA GYULA :

OSSZEFOGLALAS
Az els6 abra szerinti darumozgatisnal a teher ttjanak megdallapitdsa és ezen a
széls6érték, inflexio, sth. helyek megkeresése a feladat. Az dbrak mutatjik a kiilonb6zo
Iehetséges palyaalakokat, melyek koziil kiilonosen a G =H (a teherfelfiiggesztécsiga ma-
gassdga = & gém hossza) gorbe szingularis alakja figyelemre mélté — tovabba mutatjik a
gérbe megszerkesztéséreilletve a szélséértékhely meghatérozasara vonatkozd szerkesztési
eljardsokat. .

Az intézet miskolci csoportja az alabbi, emel8géppel kapesolatos felada-
tot oldotta meg, Eszlergdlyos Gusztdv, a DIMAVAG miszaki osztily vezet§jé-
nek megbizdsabdl Aczél Jdanos iranyitasaval. Az 1. abran véazolt emeld-

F.!l

H=Y% 6

1. dbra 2. abra

gépnél kellett meghatdrozni a pontszertinek tekintheté teher palya-
jat, ha a gémet hillentjiikk (az OC ‘gém O koriil forog, a terhet
koézben Kkiilon nem emeljik, a (s csiga nem forog). A palya alak-
janak ismerete a gém mozgatasahoz sziikséges energia megallapitdsdhoz
sziikséges. Ha ugyanis a palya a 2. dbran lathaté gorbe, akkor, mig a teher

—_
A-bél B-be jut, a gém emelése mellett a terhet is emelni kell, viszont a BC
szakaszon a gém emelését a siillyedd teher eldsegiti.
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Mi itt foglalkozni fogunk : 1. a gorbe egyenletével, 2. a gorbe alakjaval
(szélsGértékhelyeivel) az OCs = H felfiiggesztési magassig és az OC = @
gémhossz viszonyanak kiillonboz6 értékei mellett és 3. a szerkesztési eljarasok-

kal a gorbe és maximumhelye megszerkesztésére.

1. A palyagorbe egyenletének felirasakor nem kellett figyelembe venni a
teher tehetetlenségét, a kotél hossza pedig allandé és a 3. abra szerint

o

3. abra

k=1 G* + H2mek volt veheté; ahol H = OCs, G pedig a gém hossza
(1. abra).

Ha a: fiiggoleges (y tengely) és a gém szogét valasztjuk paraméternek,
a gorbe egyenlete (1. dbra) :

T =A== GEnm

| y =0T — (k—C50) = Gcos p + [G*F HZ-_—'; 2GH cos g— ) G2 + H? .

Ha ¢@-t kikiiszopoljiuk, lathatjuk, hogy x és y kozott negyedfoka algebrai
osszefiiggés all fenn.

A gorbe alakjat rogzitett G mellett a H szabja meg.

2. A girbe alakja, swélséértékhelyei, A gorbe tetépontjat keressiik.

4y

V==t = f;.—~l)-
o /62 + H? — 2GH cos ¢
dg

Szélsoérték lehet, ahol
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tehat vagy

tgp=0,
azaz
p=0
vagy pedig
2 =l
/GE - E*—2GH cosp
aAzZaz
COS @ = o .
2H

B ut6bbi tiak-akkor ldterhebiis ha I ;g :

G s i
) ol = = eseténagorbének csak a ¢ = 0 (# = 0) helyen van szélsGértéke

4

éspedig mivel yg_o < 0, tehdt maximuma (4. dbra). A H — 7 esetén ez a

maximum igen lapos ésa gérbe harmadrendben érintkezik a vizszintessel.

0<H<}6

4. dbra

b) A H > g esetén a gorbének a ¢ =0, 2,=0, y,=2G — H —
— J/@* + H? helyen minimuma van. Kivételes a H = @ eset, ahol e minimum-

helyen nem vizszintes az érinté (lasd alabb). A ¢, = arc cos%

Z :—6;—],/4[12—(}'2 y :E—FH—V@—Z——E—H?;
m ')H 2R 2H

&

helyen viszont a gorbének maximuma van.
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H"E<H<W8

Y G<H=<B

il .
/ - Y

/ G- .

6. dbra

A két szélséértékhely kozott a gorbének infiexidja van (5. dbra). Helyét
~az y" = 0, cos p-re nézve hatodfoku egyenlethdl kaphatjuk meg. Megkizeli-
tésére alkalmasak példaul a kiovetkezd (iteraciéval nyert) képletek :

feliilr6l valé kozelitéshez .
|
cos @i A1 ——— (G — H)Y3 [H2 _ (@ — H)?
i T H( » L8 ( ]
(mivel itt ¢ — H-nak 2/,, ill. !/, kitevGs hatvdnya szerepel, az pozitiv, akar
G > H, akar G < H), vagy alulrél val6 kozelitéshez :




C) Syl i . A teher a kezdeti magassiganal alacsonyabbra is keriil- -
W B : 3 :
het. A gorbe az x tengely ald is siillyed, ha "H > - (. Ugyanis ekkor
—— s
(#)p=0 = 26G — H — | G* 4+ H? < 0. Ilyenkor a zérushelye a giorbének a

: Ve H'—H
COs '@y —2 ~—~—(—~——
A T

szognek megfeleld x = |/opr G2+ H: — 362 — 8H2 érték.

d) H = G esetén a g, maximumhely marad,a¢ = 0 helven is minimum
van, ez utébbi helyen azonban a gorbének

- e P
; Wi , COs 3

i lini (___tg_(p_ — tg p| = lim o =]
20 Y2(1 —cos g) 90 €08 ¢

miatt 45°-os érintéje van. (7. dbra.) Az Osszes tobbi gorbének ezen a. helyer.

. 7. dbra

vizszintes érintGje van. Az (y')g -0 mint H fuggvénye tehat csak ebben az
esetben 1, minden mis értéknél 0. Bz a gorbe a feladat szempontjabél azért is
emlitésre melto mert a legmagasabb és ]egmelvebb pont kozotti

et ‘ G2
_~—y— (H-~(‘)ha-—<4<H1H—, haH>G
2H 2H

: G ;
magassagkiilonbség itt a legnagyobb és ;—Vel egvenlo.
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e) H > @G. Ha H tovabb novekszik a gorbék ismét laposodnak. Ugyanis
G4 5 G2

Yii= és |y, = ————— csokken,
(H +G= 1 H?? H VG F H?
Hlim Y :Hh'm (G cos ¢ + /G2 + H: — 2GH cos ¢ — /G2 + H?) =
— 0o —00
—2 s
= ( cos ¢ + lim Ry & 0
< H— oo ‘lfig—Ll-H.).gcos b YALS -
- HZ ! o H S @ FZ +
€s JLlig)nmy el
Ugyanekkor a maximumhely
G T
i 2203 are CoS = — : gy
_ 'Iln_n)loo(pm = ’111_1:10(;1,1 ¢ ('%2H i (}!Il_lvl)]oc;’lrm )
miatt az z = G, y = 0 hely felé tolddik el (8. dbra). Erdekes megjegyezni, hogy
¥
ye28
H:AF
Bl - 3

8. abra

negativ g-kre a gorbe az y tengelyre titkrozédik, mig g-nél nagyobb |¢|-kre

alulrél konvex médon tér vissza a gorbe az y tengelyhez, aholis ¢ = n-nél
a (0, H— |/G? 4 H? )minimumot veszi fel, mely. H = G esetén megegyezik
a @ = O-nal felvett minimumponttal.

3. Szerkesztési eljardsok. A gorbét igy szerkesztjik meg (9. abra.): A Cs
pontbdl a Os), sugarral K, kort rajzolunk. Ez a fiiggileges egyenest (az y
tengelyt) alul az S pontban metszi. A ¢ sugartt K, koron felvett tetszle-
ges (' futépontot a Cs-bol kivetitjiikk a K,-korre és a kapott C” pontot S-sel
osszekotve az a C-bdl kiindulé fiiggblegesbdl kimetszi a gorbének a C-hez
tartozé keresett () pontjat.
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K7 -
[’l
&
(s
¥
o a
g &y ¥

9. dbra

Mivel azonban ez kis ¢ szogek esetén nem ad elég éles metszést, azért
ilyenkor C-bdl az innen huzott fiiggleges egyenesre a CC’ tévolsdgot kirzdvel
visszamérjiik és megkapjuk a keresett ¢ pontot.

A maximum helyének megszerkesztése a 10. abrabél leolvashato.

4
X Cs C2
(\‘

X

g

Xm ta, R
s e s |
—
10. dbra

301



NMPOBJEMA TPAEKTOPWHU TIPU NOABEME TI'PY3A KPAHOM
Ob. BENA
Pesome

Tlpy aB>KeHHH KpaHa MO pHc. 1, 3ajlaua: onpefeMTh OYyTh PPy3a KW HaliTH MecTa
HHGJIEKCHH, IKCTPEMYMOB H T. A. Ha HEM. PHCYHKHU TOKaspiBalGT pPasNHuHble BO3MOXKHbBIE
(OPMBI TPACKTOPHH, MEXXAY KCTOPbIMH OCOGEHHO OTJIMYAETCSt CHHTYJsIpHasi (opma KpHBOH
G = H (rpy3s HBICOTa TIIOBECOYHOT0 6JIOKAa = JUIMHA YKOCHHBI), KPOME TOr0 METOAbl KOH-
CTPYKLHH JUIS KOHCTPYKHMH KpPHBOH M oOrnpefesieHHsl 3KCTPeMyMa.

UN PROBLEME DE TRAJECTORIE DANS LE CAS DE SOULEVEMENT DE
CHARGE MOYENNANT UNE GRUE

J. BEDA

. Résumé

Le probléme & résoudre est d’établir la Voie parcourue par la charge dans le cas
de mouvement de grue selon la fig. 1, et de trouver sur cette voix les valeurs extrémes,
les inflexions, etc. Les illustrations montrent les digerses formes de trajectoire possibles
entre lesquelles ¢’est particuliérement la forme siciguliére de la courbe G = H (hauteur
de la poulie de suspension de la charge est égaleau longueur du levier de la grue) qui est
sdigne d’attention, et montrent en outre les méthodes de construction de la courbe,
respectivement de la détermination de I’endroit de valeur extréme.
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A GOMBHAROMSZOGTAN LEGENDRE TETELENEK ERVENYESSEGI
KORE FOLDI MERETEKNEL

GATI JOZSEF

OSSZEFOGLALAS

A cikk a Legendre-tétel érvényességi korének megallapitasaval foglalkozik.

Legendre tétele azt mond_]a ki, hog) az oldalak negyedik és annal magasabb hatvanyaitol
, e e
eltekintve a—a’x~ ”, B—p & ik Yy e 5 ahol a, B. y egy gombhdromsszdg szogeit
jelentik radidinban mérve. A gomb}mromszbg oldalai a, b, ¢, és teriilete t, mely ha a
gémb sugardt, a f6ld esetében a foldgémb sugarit vessziik‘ egységnek. a ;z('imbhé,romszi')g
e gbmbi feleslegével egyenld, a’, 87, ¢’ pedig az a, b, ¢, oldalakkal rajzolt sikhdromszog
szogeit, t° a teriiletet jelenti. Megéllapitandd. legfe]]ebb mekkora lehet a hdromszig
legnagyobb oldale, hogy a Legendre-féle kozelités az ¢ szogmérési hibéndl kisebb hibat
b2t — 2a? 1t
180

a=d ; b=d ; c=d egyenlbtlenséget, mmf mellékfeltételek 1mellett. A1 eredményképpen

kapott a(t) fugg\enyt a 2. dbra felsd egyenese tiunteti fel logaritmikus papiron. Ha a
szogmérés 0,17 pontoeqagu ugv 7°-ndl (780 km-nél) kisebb ()ldalhoqizakma Legendre-
tétel alkalmazasa a szogmérési hibdndl- kisebb eltérést ad.

adjon. Ehhez a H = I

i

kifejezés maximumét ke]lett megkeresni az

Az Alkalmazott Matematikai Intézet Nagymiskolci ('soportja a kovetkezo
problémat kapta : Megvizsgalandd, hogy 0,1" szogmérési pontossig mellett
meddig ad a geodézidban hasznalt L(\gendre tétel alkalmazisa 0,1"-nél
kisebb hibat.

A Legendre-tételnek szamos bizonyitdsa kozismert. (L. pl. [1].) Ez a
. dolgozat, mely Aczél Jdnos itmutatasaval késziilt, az alkalmazasi kor meg-
allapitasaval foglalkozik.

MindenekelGtt fogalmazzuk meg Legendre tételét

Legyenek a, b, ¢ egy gombharomszog oldalai, «, 8, v (radidnban mérve)
a szogei és t a teriitete, mely ha a gémb sugarit (a fold esetében a foldgomb
sugarat) az egyszer{iség kedvéért egységnek vessziik a gbmbhiromszog e gémbi
feleslegével egyenlé. Rajzo]junk az a, b, ¢ oldalakkal egy sikharomszoget,
ennek szogei legyenek a’, g, ' (teriilete ).

Legendre tétele azt mond;a ki, hogy az oldalak negyedik és anndl magasabb
hatvanyaitsl eltekintve

i ’ e ’ . ’
a4 — o - —ﬂ I N N — RS — o
3 P g 7

[GUREC
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(Foldi geodéziai méréseknél a haromszogek oldalai a fold sugarahoz
képest kicsinyek.)

Az alkalmazisi kor megillapitédsa azon a kivetelményen alapszik, hogy
a kozelitésnél elkovetett hiba legyen kisebb, mint a mérési pontatlansigbol
ered6 hiba.

1. El8szor az alkalmazasi kor alsé hatarat dllapitjuk meg. Azt keressiik,
hogy legfeljebb mekkora d oldalhosszig nem érdemes a Legendre-tételt alkal-
mazni, mert az egyszer( alségeodéziai

o~ o
kozelités is elegendd pontos. Ennél az elhanyagolds a Legendre-tétel értelmé-
’ tl
ben kozelitéen H = % mal egyenld. Meg kell keressiik tehit a H = 3 hiba

maximumat aza =d, b =d, ¢ = d egyenldtlenségek mellett. Ez is, a felsé hatar
megallapitisa is feltételes szélsGérték-szamitasi feladat, ahol mellékfeltételként
nem egyenlet, hanem egyenldtlenség szerepel.* Megoldésa ebben az esetben
igen egyszerti, mert az emlitett feltételnek elegettevs oldalakbél dsszedllithatd
legn?gyobb teriileti hdromszog a d oldalhosszu szabilyos haromszog, melynek
teriilete :

dz . —
—Vs.
4
A maximalis hiba tehat
— V3
12 V
radian. Ennek kell 0,1"-nél, tehat 0,1 . 2.~ radidnnal kisebbnek
180 3600
lennie. Ha a d tiavolsagot fokokban mérjiik (d°), akkor
d—d°e =_.
180
Tehat azt kivanjuk, hogy
a°? 2 = .
(Z)vs< b o
12 1180 36000 180
do < _6—': - 0,105.
10073

Vagyis 0,17-es pontossdgot a Legendre-tétel alkalmazasa nélkiil is elérhetiink,
ha az oldalak nagysaga

d < 0,105° = 6'18"

* Tudomésunk szerint olyan szélséértékfeladatokkal, ahol a mellékfeltétel egyen-
l6tlenség, az irodalomban csak Lipka I. egy cikke foglalkozik (Journal fiir reine u. ange-
wandte Mathematik, 166, -1931.) Jelen esetben nem volt szitkség az 6 médszereire.
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vagy km-ben

d<11.7 km

(1”-es pontossagot pedig, ha d-<< 0,332° = 19'5" = 36,8 km).

2. Az érvényességi kor felsé hatardanak megallapitiasdhoz a pontosabb
Gauss-féle kozelité képlethdl (lasd pl. [2]) kaphatjuk meg, mekkora hibat
kévetiink el a Legendre-tétel alkalmazasanal :

Tehat a Legendre-féle kozelitésnél elkiovetett hiba
‘ b2 + O2 2 v
150 '
Meg kell nézniink legfeljebb mekkora lehet ez az eltérésérték ismét az
a=d, b=d, c=d egyenlitlenségek fennilldsa mellett. A vizsgdlatot nagymér-
tékben leegyszer(isiti az a megdllapitis, hogy maximum csak b = ¢ mellett,
tehdt egyenlGszara hiromszignél lehet, ugyanis az a és b2 - ¢2 értéket (és igy
velik b2 4- ¢2 — 2a%-et is) dllanddan tartva, b = ¢ mellett, egyenl8szira
haromszognél lesz a t’ teriiletnek legnagyobb értéke (mivel az a oldalt rogzitve
az allandé b2 + ¢* négyzetdsszeget ad6é haromszogek a-val szemkozti csticsai
egy koron fekszenek, melynek kozéppontja a felezGpontja és — mint az az
1. abran litszik — mivel a teriilet allandé alap mellett annal nagyobb, minél
nagyobb a magassig, a legnagyobb terilet sugarnyi magaqqagnal h=c¢
esetén, tehat egyenlSszaria haromszognél all el8).

\

a

1. dabra

A legnagyobb hibat tehat olyan egyenlGszart hiromszognél kapjuk.
amelynek valamelyik oldala egyenld d-vel.

Ha ugyanis a hiromszég legnagyobb oldala kisebb lenne d-nél, a harom-
sziget megnagyithatjuk, mig a legnagyobb oldal éppen d hosszisigot ér el
és ekozben a hiba a

b2 4+ ¢2 —q?
‘ 180

H:

t/

képletnek megfelelden a nagyitas ardnyinak negyedik hatvanyaval nd, mert

20 395



mindkét tényezdje,a nagyitas aranyanak negyzeteve] né. A tovabblakban két
esetet kell megku]onboztetnunl\

a) a=d é bh=c<d

by b=c=d és a<d.
A szélsértékszamitast mindkét esetben tobb féle modon is elvégezhetjiik.
Valaszthatjuk a hiromszog alakjat jellemzd valtoz6é mennyiségnek az o szoget,
vagy az m magassagot, vagy akdr legkézenfekv&bben magukat az a, ill. b = ¢

oldalakat. Itt csak ezt az utébbi meggondoldst fogjuk ismertetni. Ehhez a ¢’
teriiletet is az oldalak segitségével kell kifejezni

12
- e s
, u-m 2 a)4b? — a? i

A St s Bl
2 2 1

162 L et—qa?
180
= (b% — a?)? - a? (4b% — a*) fiiggvényt is, amelynek ugyanakkor van leg-
nagyobb értéke, mint H-nak; jeloljiik ezt a fiiggvényt f(a, b)-vel.
Az a) esetben azt keressiik, hogy konstans a = d mellett milyen b
értéknél lesz f(a, b) értéke legnagyobb, vagyis hol lesz [-nek b szerinti differen-
cialhanyadosa 0 :

2(b%2— u?) 2ba?(4b? — «?) —+ (b2— a?)? a?8h = 0
b2 —a? + 202 —a?) = 0

a H - " faggvény helyett vizsgilhatjuk a (360 H)% =

; a d
6h2 = 3a%, b= e =z .
202
Az a=:d, b-=¢c = = oldali egyenlGszart derékszogii haromszog terilete
i'2

h: d?

’, = — =z =
2 4

2 2 :
\il——f— d——2(12l
2 2 |
11: _———-————!*:ﬁ‘. —_— ()25
180

A b) esetben pedig azt keressiilk, hogy konstans b = d mellett milyen
a értéknél lesz f(a, b)-nek maximuma, hol lesz az a szerinti derivélt 0 :
2(h2 — a?) (— 2a) (40?2 — a*) + (b2— a®)? (S8ab?— 4a3) == 0
1a2?— ad = (b2 — a?) (2b2= a?)

TEY49-16,, 74033

208 — Ta%bh? 4+ 201 = 0 o? = : - b2,
n S
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A pozitiv elSjel b = d-nél nagyobb a-t adna, tehat csak a negativ eldjel jon
tekintetbe

7—V33
4

d2 = 0,314 q2.

=

Tehat b = ¢ = d, a < d esetén a maximalis eltérés :

o 2d2— 0,314d2) /0,314 d )/ 4d% — 0,314d2
180 1

d*  0,686.0,5604. 1,920 d4
e — 20,369,
180 2

Lathatd, hogy a két esetben kapott maximalis eltérés kozott ez utébbi
a nagyobbik. 7
Kévetelményiink tehit az, hogy a o 0,3690 = 0,00205 d* radiannyi
x 1 '
- 180 3600
tavolsagot fokokban mérjik (d°), akkor

eltérés** legyen kisebb, mint 0.1 = 0,1 radian. Ha pedig a d

d-—d°

180
Ebbdl azt kapjuk, hogy
044
A7 ge9 < T L
1805 180 36000

1
3. 0,369 . 36000

d° < 1804

4

1 ,
d° < 180)) —————— == 7,1052° = 7°6’19" = 788,7 km.
7% 0,369 - 36000 .

(Ha 1”"-es pontossiggal megelégsziink, elég ha, d << 12,635 = 12°38' =
= 1402,5 km). ‘
Osszefoglalva . Ha szégmérésiink 0,1" pontossdgi, akkor a Legendre-féle
kozelitéssel akkor érdemes szdamolni, ha hdromszégink legnagyobb oldala 11 km-nél
(6 percnél) nagyobb és addig ad a mérési hibdndl kisebb eltérésti eredményt, mig
790 km-nél ( 7°-ndl) Lisebb a legnagyobb oldal. Ha a szégmérés csak 1"-re pontos,
akkor 36 és 1400 km kizétte (19 perc és 12° kizti) oldalhosszii hdromszigek alkot-
jak a Legendre-tétel érvényességi korét. (Szemben azzal az éltaldban hasznalt
feltevéssel, mely szerint az alsé geodéziai médszerek 30 km-es oldalhosszig,

** Fz a becslés tobb mint tizszer pontosabb, mint a Mertens altal talalt 0,0212 d*
eltérés-becslés (Zeitschr. f. Math. u. Phys. 20, 1875). — Jelen becsléssel egyezd eredményre
jut, valamivel kényelmetlenebb valtozévalasztdssal : Jordan, (Handbuch der Vermes-
sungskunde 1916. III. 266. o.)

20* . 307




dfem) 0°
0 : B
30004 ° ‘

20° !
20004 L

Gauss - fele kozelites

. 1000
900 -
400 A
700 |
600

5004
400{ ‘ w

R N S R EN N A

. 3001

200 3 ¢ ] Z080, B

Legendre-fele kizelites

77
100
a9 128

70 {06
60 g5
50

40

24

vs : ;
30 | A

72 : z/.!

20- e ] I
kozelifes

3 / v
| Fil gt -

| |
003 004 g0t 008 01 02 g3 0% 05 060708091

Alsogeadeziar

2. dbra

a Legendre-tétel viszont csak 300 km-ig — s6t masok szerint csak 100 km-ig
adna a mérési hibanal kisebb eltérésti eredményt. Megemlitjiik, hogy az a
szamitds, mely szerint az egyszer(i alsé geodéziai kozelités (o &~ a’) 30 km
oldalhossztisagtt haromszogekig hasznalhaté, nem terepen, hanem stereo-
grafikus térképeken mért tavolsagokra vonatkozik.)

- Végiil a teljes attekinthetGség kedvéért abrazoltuk az alkalmazasi kor
alsé és felsG hatarat a szogmérés pontossaganak fiiggvényében. A szogmérésnél
elkévetett hibat e-nal jelolve (mésodpercekben mérve), az alsé hatarra azt

kaptuk, hogy
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(l 2 £ o
A fyps 8
12 '180 3600 189

12. 180
(l°2> —_—— s £ = 0,1].8
V3 - 3600
d°> "0, 11e = 0.332 ¢

A felsé hatarra pedig

€

4___
S ——— DAY
73+ 0,369 - 3600

4
d° < 180]/
A Legendre tétel alkalmazédsi intervalluma

3.
0,332) e < d® < 12,6 Je.

Ennek hatarai e-tdl fiiggnek.
Logaritmizalva

1
log 0,332 4- l) log e << log d° <log 12,6 + 1 log e.

Logaritmikus papiron tehat a Legendre-tétel alkalmazasi teriiletét egyenesek
hataroljak (2. abra).

IRODALOM

1. N.Hauer: Zur Geschichte des Satzes von Legendre, Zeitschrift fir Vermessungs-
wesen 77 (1938) 577—595, 641—653. o.
2. E. Dirrie: Ebene und sphérische Trigonometrie, 370. o.

KPYl' COPABEJJINBOCTU TEOPEMBI JIE)XAHJAPA COEPUUECKOM
TPUIFOHOMETPHUHU NMPH 3EMHBIX MACUITABAX

M. TATH
Peswome

PaGura 3aHMMaeTcsl onpejelieHHEM Kpyra clpaBeJJIHBOCTH TeopeMbl Jle)kaHapa.
Teopema JIe)kaﬂ}Jpa BbICKa3bIBaeT, 4YTO HECMOTPS Ha qejrBepTylo H BbIClIHE CTENEeHH CTOPOH :

a—a’ "’_,ﬁ ﬂ,N'__» y—')’,Ni

3nech @, B, 7 -~ YIbl chepHuecKOro TpeyroJbHHKa B pajdaHax, a, b, ¢ — CTOPOHLI ChepH-
YeCKOra TpeyrojbHHKa, | ero MOBepPXHOCTL, KOTOpasi POBHa cC(epPHUECKHM IKCLECCoM €
chepHUECKOro TpeyrojbHHKa, ecaH paguyc chepsl (B clyuae 3eMJM pafgHyC 3eMHOTO wLiapa)
fIPHHHMaeTcs1 elMHALeH, — a’, B/, ¥’ — YIJibl IIJIOCKOI0 TPeyroJIbHHKA €O CTOPOHaMu @, b, CH ¢
€r'0 NOBepPXHOCTh. OnpefesisieM MAKCHMAJIbHY 10 BeJMUMHY HaHOoabulel CTOPOHBI TPeYrojb-
HHKa, yT00bl npubarxende Jlesxxanapa najo owdbKy meHbuie, yem ounbKa H3MepeHHs YIVIOB
2 ___ 2 2
¢, Jas 3rTord orbicKajicsl MAaKCHMYM BblpakeHHs H = iliTza.t NpH  ACIOJ-~
i
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HUTEJbHbIX yeJaoBURX a=d, b =d, c¢=d. Pegysbrar — ¢yHKuHs d(¢), mpeacrasasieTcs
BepxHell npsimoi pHc. 2. Ha JorapudmuuecKkod Oymare. Hanpumep, ecid H3MepeHHe yrJa
obmagaerca ToyHoctel 0,17, To mpHmeHeHHMe Teopembl Jle)kaHApa Jaer AJs1 JJHMH CTODOHBI
meHblle, yem 7° (780 KM) OTK/IOHeHHe MeHblle, ueM OIIMOKA H3MepPHHUA yrha.

LA SPHERE DE VALIDITE DU THEOREME DE LEGENDRE DE LA TRIGONO-
METRIE SPHERIQUE DANS LE CAS DE DIMENSIONS TERRESTRES

J. GATI

Résumé
L’article s’occupe de 1'établissement de la sphére de validité du théoréme de
Legendre. Aprés le théoréme de Legendre si 'on néglige la quatriéme puissance et les

. iy Agt € e
puissances plus hautes que la quatridme des cétés-, on a a—a’Ng—,p—ﬁ’%—‘;,
D g

’Ni

Ici, a, B. y signifient les angles d’un triangle sphérique, mesurés en radians, les
c6tés du triangle sphérique sont a, b, ¢, et son aire est ¢, lequel, si nous prenons le rayon
der la sphére (dans le cas de la terre le rayon du globe), comme 'unité, est égal & Pexcés
sphérique e du triangle sphérique, tandis que a’, g’, ¥’ .signifient les angles du triangle
plan dessiné avec les cotés a, b, ¢ et t’signifie I'aire de ce triangle. I1 faut établir la grandeur
que le c6té le plus grand du triangle ne doit pas dépasser pour assurer que la faute donnée
par l'approximation de Legendre reste au-dessous de la faute de la mesure annulaire e.
Pour ce but il fallait trouver le maximum de I'expression

152 4 ¢2—2a2 | |

H=1"—"g 1

avee les inégalités a =d; b =£d; ¢ =d; comme conditions subsidiaires. La fonetion

a(e) obtenue comme résultat est représentée sur papier logarithmique par la ligne droite

supérieure de la fig. 2. Par exemple si la mesure des angles est d’une exactitude de 0,1”,

Papplication du théoréme de Legendre sur les longeurs de c6té ne dépassant pas 7°
(780 km) donnera une déviation plus petite que la faute de la mesure des angles.

310



TOBBVALTOZ0S FUGGVENYEGYENLETEK

visszavezetése parcialis differencidlegyenletek megoldasara
¢s alkalmazasa a nomografiaban.

ACZEL JANOS

()SSZEFOGLALAS '

E dolgozat nehény fiiggvényegyenlet [(1), (2 3)] differencidlegyenletekre vald
visszavezetéssel torténd megoldasinak targyaldsat ad]a anek alkalmazéasaként kapjuk
azon differencidl-egyenletfeltételok kiilonbszo alakjait [(10), (9), (20), (24), (26), (27), (16)]

amelyek a hdrom egyenes skélds pontsoros nomogrammal abraaolhato fuggvenyeket
jellemzik.

1. A jelen cikkben tobb tébbvaltozés fiiggvényegyenletnek parcidlis
differencialegyenletekre valé visszavezetésére és ennek nomografiai alkalma-
zasara vonatkozé kutatast szeretnék Osszefoglaléan ismertetni.

Ez a dolgozat egy régebbi dolgozatban* felvetett gondolatok folytatéa-
sanak tekinthetsd, azonban attél fiiggetleniil is megérthetd. E kétetken valéd
kozzétételét a 11 —14. pontokban taldlhaté nomografiai vonatkozési részek
indokoljak. El6adasi médszerérdl azt bocsatom eldre, hogy igyekeztem mindig
azt az utat megmutatni, ahogy az eladottakra ra lehetett jonni.

A kovetkezo fiiggvényegyenletekkel fogunk foglalkozni** :

(1) . z[z(z, ), z(u, v) ] = z[z(x, u), 2(y, v) ] (biszimmetria)
(2) z[z(x, ), u] = z[x, 2(y, u)] (asszociativitas)
(3) 22z, ), u] = z(x, y + w) (tranzlacid).

A megoldasok, ahogy az elemi megolddsi médszerek megadjak és ahogy
it} is a tovabbiakban latni fogjuk, sorra :

(4) 2z, y) = F-1 [aF(x).+ bF(y) + ¢] (kvazilinearis)
(5) 2z, y) = F-1[F(z) + F(y)] (kvaziaddicid)

* Tobbvaltozos fuggvenvegyenletekI Elemi megoldési moédszerek tébbvaltozoés
fiiggvényegyenletekre, Matematikai Lapok. 2 (1951) 99—117, (a tovabbiakban I).

** Ezeknek elemi megoldési médszer elvel foglalkozik az I. dolgozat. Itt az egységes
targyalas kedvéért valamelyest megviltoztattam az I.-ben hasznalt jeloléseket.
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(6) 2z, y) = F-1 [F(x) + y] (kvazieltolis)
ahol F(t) tetszileges fiiggvény, melynek F-1(t) az inverze.

A figgvényegyenletek elemi megolddsi mdédszereinek elméletében a
nehézség az, hogy minden egyes fliggvényegyenlet megoldisahoz Gj mddszert
kell talalni. Ezek a médszerek bizonyos mértékig tobbé-kevésbbé hasonlitanak
ugyan egymashoz, de arrdl szé sem lehet, hogy egy megoldasi médszert egy-
forman minden kiilon meggondolds nélkiil, mechanikusan tudjunk alkalmazni
t6bb fiiggvényegyenletre, amint azt példaul differencidlegyenletek integraldsi
moédszereinél megszoktuk.

Masrészt a megoldas nehéz voltaval szoros Osszefiiggésben az eredmények
is gyakran csak elvi jelent&ségliek. Példaul ismeretes, hogy »annak sziikséges
és elégséges feltétele, hogy a z(x, y) fiiggvényhez létezzék olyan folytonos,
szigoruan monoton F(f) fuggveny, mellyel z(x, y) = F-! [F(x) + F(y)], az,
hogy z(z, y) folytonos, novekvd és asszociativ legyen, mely utébbi azt jelenti,
hogy eleget tesz a (2) figgvényegyenletnek«. Marmost, ha adva van konkrét
z figgvény pl.

e XHY
I —zxy

arr6l megallapithatjuk, hogy (2)-nek eleget tesz — ez se megy mindig konnyen, itt
se. Azonban az F(t) fuggvényrdl, mely az 6sszeaddsba transzformaélja at z(x, y)-t,
még csak azt tudjuk, hogy »létezike, de hogy hogyan kell kiszdmitani, azt mar
nem. Van ugyan egy szukszessziv konst1 ukeié F~1(z) ra, ebbll azonban gyak-
ran,— igy a mi esetiinkben is=nem lehet felismerni F~1(1) és vele F (1) képletét.

Késébb, a 14. pontban latni fogjuk, ez az F(¢) a fenti z(x,y) fiiggvény
esetében elemi képlettel felirhaté fiiggvény.

Differencidlegyenletek megolddsira — mint tudjuk — sokkal tobb és
kényelmesebb mddszer all rendelkezésiinkre, mint figgvényegyenleteknél, és
ezért jelentds, ha fiiggvényegyenleteket differencidlegyenletekké tudunk
atalakitani. '

Egy specidlis esetben Fejér Lipdt és Turdn Pdl vetették fel azt a kérdést,
hogyan lehetne a (4) fliggvénytipust fiiggvényegyenlet helyett differencial-
egyenlettel jellemezni. — Fenyd Istvinnal igyekeztiink e problémat megoldani,
és pedig a fenti okokbdl annak hozzatevésével, hogy egyrészt olyan parcidlis-
differencidlegyenlet feltételt kerestiink, amely az (1) fiiggvényegyenlet
illet§ specialis esetével ekvivalens, — mert ezaltal moddszert kaphattunk
ezen fiiggvényegyenlet differencidlegyenletekre vald visszavezetés Gtjan tor-
tén6é megoldasira, — masrészt egyuttal azt is kerestiik, hogyan lehet a meg-
felel§ képletben szerepld F(t) fiiggvényet z-bdl, ill. parcidlis derivaltjaibol
meghatarozni.

Az addigi irodalomban egyetlen* hasonlé tartalmt munkat talaltunk esak

* Eltekintiink itt Veress Pdl: A kozépérték fogalmérdl, Matematikai és Fizikai
Lapok 44 (1936), 46—60. o. (1. 59. 0.) c. cikkének egy mondatébdl kiolvashaté, kézép-
értékek kvéziaritmetikus voltdhoz szijkséges, de nem elégséges differencidlegyenlet-
feltételtdl, tekintve, hogy a feltételt se ki nem mondta, se be nem bizonyitotta és igy
F(x)-re adott eléallitdsanak indokoldsa is hidnyos.
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(utolag) : N. H. Abel 1826-ban* gy bizonyitotta be, hogy a z(x, y) figgvény
(5) alakban irhaté voltanak szitkséges és elégséges feltételei a (2) fiiggvény-
egyenlet és a kommutativitds [z(x, y) = 2(y, x) ] teljesiilése, — hogy vissza-
vezette Gket a

Adxy) _ f@)
zy(2,y) f(y)

differencialegyenletre. — Mivel Abel eszerint egy figgvényegyenletpirbdl
vezetett le egy — kiilonben a fliggvényegyenletparral nem ekvivalens —
differencidlegyenletet, nekiink pedig egyetien fiiggvényegyenletbll kellett
differencidlegyenletet levezetni, igy az & gondolatait alig tudtuk felhaszndlni.

Fenydé Istvdnnal egyiitt akkor az (1), (4) egyenlet azon specidlis esetét
intéztiik el, amikor 2(z, y) kozépérték [z(f,#) = t]. Ebben a cikkben viszont
mindjart altalanosan fogom targyalni az (1), (4) egyenletet, majd a (2), (5)
és a (3), (6) egyenletet is**,

2. Vizsgaljuk el0szor azt, hogy milyen parcialis differencidlegyenletnek
tesz eleget a (4) 2(x, y) = F~! [aF(x) + bF(y) + c] figgvény? Itt F-ril és-
z-r6l nyilvan nemesak folytonossagot, de tobbszords (parcialis) derivilhatésagot
is tételezlink fel — mindig annyiszorosat, ahanyszorosra sziikségiink van —
viszont z novekedése helyett csak szigori monotonitasit koveteljik meg itt,
igyhogy valamelyik valtozéban fogy¢ is lehet, ha ennek a tobbi feltétel nem
mond ellent ; igy (4)-ben a vagy b negativ szdm is lehet.

Derivaljuk az F(z) = aF(z) + bF(y) 4 c egyenletet egyrészt x, masrészt

y szerint parcialisan és osszuk el a kapott két egyenletet*** :
zy(xy)  aF'(x)
zley)  bF'(y)

b

vagy az
F'(t)=f(t), F(t) = | f(t) dt

* N. H. Abel: Untersuchung der Functionen zweier unabhiingig verinderlichen
Grossen x und y, wie f(z, y), welche die Eigenschaft haben, dass flz, f(x, y)] eine symmet-
rische Function von @, y und z ist. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik

.1 (1826), 11— 15 o. I.-ben mi is az (5) alakra el6szor az asszociativitast és kommutativitast
talaltuk feltételekként és csak azutdn mutattuk meg. hogy a kommutativitds feltevése
felesleges. Abel egyébként nem. az asszociativitds és kommutativitds egyenletpéarijat,
hanem egy vele ekvivalens fiiggvényegyenletpart haszndl feltételiil.

** Ldsd J. Aczél—St. Fenyd: Uber die Theorie der Mittelwerte, Acta ' scient®irum
mathematicarum 11 (1948) 239—245. o. és J. Aczél: Einige aus Funktionalgleichungen
zweier Verinderlichen ableitbare Differentialgleichungen, Acta scientiarum mathemati-
carum 13 (1950).

*** Vivel a z fliggvényben nemesak zx, y szerepelhetnek valtozok gyanant, a parcidlis
derivaltakat kovetkezetesen gy jeloljiik, hogy az ; index az elsé valtozé szerinti deri-
. Cs . . s oz 02z
valast jelent, a , a masodik véltozd szerintit : pl. z, = z,(,y) = 3’ 2, = 3wty

z[z(xy) v 2{z(x,y),u], stb.

0
._ Oz(=,y)
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jeloléssel :

2 (x.y) af(x)
zoxy ’ bf

(7)

Ebbe az z = y = t értéket helyettesitve latjuk, hogy
z,(t.1)

(8) - = % =- konstans.

2o(8,1)

(7)-ben még benne van a keresot f(t) = F(t) fiiggvény. Ezt tovabbra is annak
felhasznaldsaval igyeksziink kikiiszobolni, hogy pl. z szerinti derivalasnal
egy csak y-tol fiiggs fiiggvénynek derivaltja 0 lesz.

Ezért vegyiik (7) logaritmusét és deriviljuk pl. x szerint :

311(x~.7/)_ 250(2,Y) - f'\x) .
zi(xy) - z(ry)  flz)
vagy a
Nz) = — f'(x) ) = e*fX(’O dx
f(x)
]elolessel
) z1o(®,y)  zn(x.y) — X(2).

2p(2.y) - zq(2,y)

Ha ezt még y szerint denvalJuk olyan differencidlegyenlet-feltételt
kapunk, amelyben z-n kiviil mas fiiggvény nem szerepel :

Zofy9p T Rg9eR1e 212112 — 219”1y

23 ’ 22

=0,

vagyis

(10) 21(2,) (212(2,9) 209(@Y) — 2102(v.Y) 23(@0)] =
= 2(2,9)* [t (2.9) 21(2,Y) — 21(2.9) 21ale,y)].-

3. Tehat a (10) differencidlegyenlet az, amire az (1) fliggvényegyenletet
remélhetjiik visszavezetni.

Az (1) fiiggvényegyenletbdl gy vezethetjik le a (10) differencidlegyen-
letet, hogy (1)-et addig és gy prébaljuk a kiilonb6z6 valtozok szerint diffe-
renctilni, hogy végiil a (10) differencidlegyelethez jussunk.

§

A kovetkez$ Gt célszerii : az
(1) z[2(x, y), 2(u, )] = 2z[2(x, u), 2(y, v) ]
fiiggvényegyenletet egyrészt x, masrészt u szerint derivaljuk :
(11) 2 lz(@y), 2(uv)] m@y) = 2 [2(@w), 2(y0)] z(2u),
- zpla(ry), 2(u)] 2 (uw) = 2 [2(zu), 2(y.0)] za(xn)
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majd a két egyenletet elosztva :

z{wa) oz [z(xy), 2(u,2)] . z(2y)

zo(xu)  29[2(my), 2(u,0)]  ze(w.w)

benniik = 2, v = y helyettesitéssel :

z(xx) oz lzxy) . 2xy)]

zo(x,x)  2alz(xy) . 2(@y)|’

2, (2,x)
()
cseréljiik fel. De (8) szerint annak is ki kellene jonnie, hogy akkor sem szabad
véltoznia, ha barmilyen mas értéket helyettesitiink x helyébe. Ezt z(z, y)
behelyettesithet0sége még nem biztositja, mert lehet, hogy z(z, ¥) nem vesz fel
minden értéket, amit x felvehet. Ha azonban az elGbbi egyenlethez még hozz4-
vessziik az (1)-bdl u, ill. v szerinti derivdlassal hasonléan kapott

ez azt mondja ki, hogy értéke nem valtozik, ha benne z-et z-vel

) 2@ y), 2@y 2y

l2zy), 22y)] 2(y.y)

egyenletet, akkor mar latjuk, hogy barmely x és y-ra

(tz

alew)  zW.u),
z(@x)  2(yy)’
tehat ?g:)) konstans és ez (8). Ahhoz, hogy (9)-et is levezessiik, derivaljuk
PANE] -

tovabb (11)-et egyrészt y, mésrészt v szerint és osszuk el a kapott egyenleteket :

2 12(2y), ;(u,v)] 2o(2.y) 2y |2(2,y) . z(w,v) ) 2 (y.v) )

212 [2(@,y), 2(u0)] 2o(u,v) " zpp[r(@y), 2(w0)] T 2(yee)

Ha itt megint u = x, v == y, a jobboldalon 2ly-y) fog allani, ami (12)

2 [2@y), 2@y)| -vel. Azigy k:g(Z‘j{Lgvenletb(SI kifejezhetjiik
wla@y), zay)] T ‘ '

szerint egyenld

_ zply)
7 (2,y), 2o(wy) _
(13) 2p(@y)  _ mel2@y), ey)] o [l@y) 2@y
z(@y), 22(xy)  zl2(@y). 2@y)] oz (@), 2@y))
212(%y) .

ami azt mondja ki, hogy —1=~ - csak z x,y)-tol filgg, azaz egyvaltozos
] &Y @y mey) (®.y) gg £y
fiiggvénye z-nek. Marmost felhasznilhatjuk azt az egyszerii tényt, hogy ha
egy @(z, y) kétvaltozds figgvény értéke csak z(x, y)-tél fiigg, akkor
@y (@) Poly) | _ _ " —
Zl(x,}/) Zg(x,?/) - djl(x‘y) 22(2771 ) d)2(x:y) z](x‘y) =0,

nalunk

Zy0{2.Y)

Play) =
(2.9} = 2, (2.Y) 25(xY)
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tehat kell, hogy

9 [ 219(2,Y) Zy9(@,Y)
2y(

zo(,y) — = z,(x )i[—————
20 B \ney) ey 1~ Y by Llwy) zalwy)

legyen, azaz :
2§ (212210 — 299 %2) = 2§ (211 212 — 23 Z110)
és ez éppen (10).

Tehat az (1) fiiggvényegyenletbdl valoban kivetkezik a (10) differencil-
egyenlet.

Mint lattuk, az volt segitségiinkre, hogy a (10) differencidlegyenletben is
szerepld x és y valtozékon kiviil az (1) fiiggvényegyenletben még az u 8s v
véaltozdk is szerepeltek, hiszen egy fiiggvényegyenletben természeténél fogva
rendszerint t6bb véltozé szerepel, mint ahdny véltozés a figgvény. fgy z, v,
u, v szerint elég sokszor megfelelGen derivalva, végil is kett6t kozik tetszé-
siink szerint, célunkra legmegfelelébben valaszthattunk meg.

4. Ezzel az (1) fiiggvényegyenlet megoldasat sikeriilt visszavezetni a (10))
differencidlegyenlet megolddsara. Kovetkezd feladatunk a (10) differencial-
egyenlet megoldésa. Az varhat6, hogy altalanos megoldasul a (4) figgvényt
kapjuk és hogy ezt a 2. pontban kovetett okoskoddsnak visszafelé vald elvég-
zésével nyerjiik, mert hisz ott éppen (1)-bél vezettiik le (10)-et. Probaljuk ezt
meg :

(10) 21 (212292 — Z190%2) = 23 (211212 — 21 2112)

-bSl  2%3z2%-tel osztva lesz :
L]

e 2122 2 2
(14) (122_ 1222_2]_(112_# 11212):0’
2y 2 2 25

vagyis
I @ 0 1 1 o 0
0: 2. Y - 2 By (_)]—[—_ S E Ay (_— I
zy Oy S 0y \zo 2 By zu'—i "oy z]‘)

és y szerint integralva :

Zipl®y)  zn(ey) @ I_ R C2ONN
2y zey) B T zZp(x.y)

©® 0 X@ =

Ha ezt most x szerint integraljuk, az

log £+ — [ X () 4z + p(»)

%2

osszefuiggést kapjuk, ahonnan az

[ev® =y (y)

(15) e X0 ax — f(x)



jeloléssel :
(16) Zy(w,y) _ fGe)

2@y)  9y)
(16)-ot ilyen alakba irhatjuk :
@) gy
l2a(@,y) 2oy

Kz az elGbb megismert

) ' = f(x) z5(x.y) — gly) 2y (x,y) = 0,

\

E (x,y) Dolx,y) ‘ = Q25— Dyz; = 0
P 2y(2y) 2al2y) ) )

egyenlet (l. a 3. pontban) specidlis esete :
D(,y) = () de +( gly) dy

’ D (z,y) = f(x), Polx,y) = g(y)
Tehat a

i . i Vj(zmu,y) _z“ix,w)
(17)  Fa) = [Ha) de = [ e x@ax gy — [o J V200~ 260 )7 de

[(#) és (15) miatt] és

(13) Gly) = [gy) dy
jeloléssel :
(19) Hz(@y)) = Fl@) 4 Gy), z(ey)=H1[Fz)+ G ()]

addédik a (10) differencidlegyenlet altalanos megoldasanak, mert koénnyen
lathaté — lényegében a 2. pontbeli eljards megismétlésével — hogy a (19)
fliggvény tényleg eleget is tesz a (10) differencidlegyenletnek.

Ez nem az, amit vartunk. A (10) differencidlegyenlet altalanos meg-
oldisa nem (4), hanem (19) alakd, benne nem egy, hanem harom tetszéleges
fiiggvény szerepel.

Viszont kaptuk azt, hogy azok és csakis azok o figgvények irhatdk a
z(x, y) = H-1 [F(x) + G(y)] alakban, amelyek eleget tesznek a (10) differencidl-
eqyenletnek. '

A (19)-ben szerepld F(x) fiuggvény kifejezése a z(z, y) figgvénybdl is
lehetévé valt : '

Tl;?(x'y) 2, (x,v)

(17) Py = ( A S -3 4,

Mint lattuk, a (10) differencidlegyenlet teljesen ekvivalens a (9) differen-
cidlegyenlettel, vagyis avval, hogy

Zo{®,y)  zpl@.y)

32(9”?/) 21("3,1/)

nem fiigg y-t6l, ami azt jelenti, hogy csak latszélag fiigg y-tél, valojaban egyediil
r-nek fiiggvénye. Tgv a (17) utolsé alakjinak kitevijében szereplS x-szerinti
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integralas egyvaltozds integral. Tehat tételinket Ggy is kimondhatjuk, hogy
2(x, y) akkor és csak akkor irhato a (19) alakban, ha

2p(@,y)  2y(2Y)
22(1"5?/) , zl(m::’/)

csak x-tol figy és akkor F(x) ériékét (17) adja. .

Hasonldan

: 25(%, Y) | 2(x, )
20 12 e — Y )
=0 Aoy mmy Y
és
: _ J’ (fu(x Y) _ zalx y)) Y

(21) Gy = e=[Yoay dy = (e JED 2] g,

(17)-bdl és (21)-bdl latszik, hogy mind F(x)-ben, mind G(y)-ban szerepel
két tetszlleges — egy multiplikativ és egy additiv — Lkonstans: a két

integracids konstans.
Mésrészt a (16) egyenlet, mely szintén ekvivalens (10)-zel, azt jelenti,

zy(x.y)
Zo(2,y)

nyével valo szorzatava, vagy, ami egyre megy, hanyadosivd. Az ilyen fugg-
vényeket szétvalaszthats fuggvényeknek nevezik. (16), (17), (18)-bdl:

hogy a figgvény szétvéalaszthaté x egy fiiggvényének y egy fuggve-

= = Jide o[22,
9e | zo(k.y)
(23) fg ydy = jzl(A m dy

tehat tételilnk ugy is kimondhaté hogy z akkor és csakis akkor (19) alaki, ha

. (x’f//)) szétvdlaszthato figgvény és alkm Flx)-etés Gly)-t (22) és (23) adya meg.
Végiil (10) igy is irhaté:

21292129 — Z12(212% + % 222), 2123 2110 — 215(2112%2 + 21215
2y - 2 ST =0
! 122 > 2122 S

ami a
21a(,4)

D(x.y) =
() 2y(,y) 2o(x,y)
" jeloléssel megint csak a

! Zl(x,!/) 22(.27,]/)
1 Dy(z.y) Dy(z,y)

egyenletet adja, tehat (10) azzal is ekvivalens, hogy

210(2.Y)
2(2.y) zo(,y)
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egyvaltozés fiiggvénye z(x, y)-nak :
2y0(2.Y)
(24) — B — 7(2)
2,(2,y) 2o(2.y) (@

Ebbdl egyszerlien kovetkezik :

(25) | hz) = eJz@
jeloléssel :
. o fla)
(.’.6) . -1(.' 1/) — /}7':(',:. Nl ’
i )
27) Zoly) -
( D e |

ezek tehat szintén ekvivalensek (10)-zel.
H(z) = F(x) + G(y)-ban (24) és (25) miatt
21a{x )

(28) z)__[h ) dz = fe Z(z)dzd2 _ j jl(x\iz(vx)",[:.

fgy tételiink azzal is ekvivalens, hogy z(x, y) akkor és csak akkor (19)
alakid, ha (24); <. (26) vagy (27) teljesiil és akkor (28) adja meg H(z)-t.
Osszefoglalva

z=H1[F(x) + ((y}],

akkor és csak akkor,ha (10), (9),(20),(24),(26),(27), (16) kézil valamelyik
teljesiil és akkor F(x)-et (17) wvagy (22), G(y)-t (21) vagy (23), H(z)-t (28)
adja meg.

5. A (4) alaku fiiggények jellemzéséhez tehat (10)-en kiviill még tovabbi
feltételekre van szilkség. Ha osszevetjiik a kovetkezd két képletet egymassal :

(19) Hz(z,y)} = F(x) + G(y),

(4) H[2(z,y)] = aH(x) + bH{y) + ¢,

akkor latjuk, hogy azt kell ‘z(x, y)-ra vonatkozé feltétel alakjaban onteni, hogy
Fity=aH({)+c, és GWY=bH({t)+ ¢y (¢;+co=r).

Ezek az egyenletek igy alakitha.f;(’)k at:

F'(t) = aH'(t), &) = ah(t),
G'(t) = bH'(2), g(t) = bh(2), )
)y (@) g v
—m—. 0 ’ Z(t) = X(t),
g @) M) , ,
—_—— = A t == ) t »
gt {t) =70
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ami ¢ helyébe z-t irva (9), (20) és (24) értelmében igy irhaté :

(|3) 212(-7",!/) — 212(2,2)7—‘ z,,(z,z)

. 2@y mlwy)  wlnz) | #aEe)

(29) le(x’y) — EQ(Z,Z) _ 212(2,2) .
21(.1',3/) Zg(af,?/) Zl(Z,Z) 21(2,2)

Az ilyen feltételeket, melyek Gsszefiiggést adnak z, ill. derivaltjainak specidlis
értékekre felvett értékei kozott, tagabb értelemben vett kezdeti feltételeknek
nevezziik. (Ha 6nalléan szerepelnek, mint olyan egyenletek, melyekbdl z(x, y)
meghatdrozandd, fukcional-differencidlegyenlet a neviik.)

lgy azt kaptuk, hogy z akkor és csakis akkor (1) alaki, ha eleget tesz a (10)
differencidlegyenletnek (vagy a vele ekvivalens valamelyik egyenletnek) és a (13 ),
(29) tagabb értelemben vett kezdeti feltételeknek, vagy maskép a (10) differencidl-
egyenlet dltaldnos megolddsa a (13), (29) (tdgabb értelemben wvett) kezdeti fel-
tételek mellett a (1) fiaggvény.

Mivel azonban (13)-bdl (és ugyanugy (29)-bsl) kovetkezett (10) a 3.
pontban, tehat elég azt mondanunk, hogy (4 )-nek szitkséges és elégséges feltétele
(13) és (29) teljesiilése. _

Tekintve, hogy egyrészt (4) kielégiti az (1) fiiggvényegyenletet, masrészt
(1)-bdl a 3. pontban nemecsak (10) kovetkezett, hanem (13) — és ugyanugy
(29) — is, tehat differencidlegyenletre vald visszavezetéssel is megkdptuk, hogy
(1) dltaldnos megolddsa a (1) figgvény.

6. Amikor az eddig részletezett Uton eljutunk odiig, hogy (10) mellé
(1)-b8l levezetett megszorits feltételeket keresiink, alighanem el6bb akadunk
ra a

Ay onsts
wld] konstans
feltételre (hisz ez el6bb kovetkezik (1)-bdl), mintsem (13)ra vagy (29)-re.
Az ilyen egyenleteket, melyek egy z-bél, ill. derivaltjaibdl Osszetett kifejezés
értékét adjak meg az XY-sik valamely gorbéjén — jelen esetben a koordinita-
tengelyekhez 45°-0s szog alatt hajlé y = x egyenesen — (szlikebb értelemben
vett) kezdeti feltételeknek nevezziik.

Nézziilk meg, nem elég-e mar (8) feltevése a (10) differencidlegyenlet
mellé ahhoz, hogy a (4) alakot kapjuk dltaldanos megoldasnak? Ha a (8)-ban

(8)

szereplé konstansnak = -t vessziik és visszaemlékeziink a
£

znley) A

(16) z(xy) gy

egyenletre, amely (10)-zel ekvivalens volt, latjuk, hogy (8) azt mondja, hogy

S (]
gty b a
és igy
(30) H(z)==a F(2)+ b Fy), zlwy)=H Y aF@x)+bFy)| .
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Mivel ez a fiiggvény (10)-et és (8)-at is kielégiti, ezért a (30) figgvény
a (10) differencidlegyenlet altaldnos megolddsa o (8) kezdeti feltétellel — és nem
a (4) fuggvény. Mivel (7)-b8l kivetkezik (8) is és (10) is, .azt is kimondhatjuk,
hogy annak, hogy z (30) alaki legyen, szikséges és elégséges feltétele (7) fenn-
dallasa. — Masrészt (13) és (8) egyiitt nyilvan elég ahhoz, hogy a (4) figgvényeket
jellemezze. ' -

Kiilonben (30) is figyelemreméltd fiiggvény. Képezzitk ugyanis a (30)
fiiggvény atlagit (ahogyan azt I.-ben tébbizben tettiik) :

Al o Al Al , v o) — -1 a Al b N
a F(m)+b F(m)=a F(x)+b F(y), m@y)=F [Hbﬁ(xw——a“uy)]‘
) a b , , . . . -
Mivel PN + A 1, ezért m éppen az (I.-ben megismert) 4. n. kvazi-

linearis kozép. Igy a (30) fugguénytipusnak — és, mint konnyd 1itni, csak
ennek — van meg az a tulajdonsdgayr hogy beldle dtlagoldssal kvdzilinedris kize-
peket kapunk.

Van azonban eset, amikor elég a (8)-as feltétel (10) mellé a kvazilinearitds
biztositasara : amikor kozepekrdl van szd, vagyis (8)-hoz hozzdjon az 4. n.
reflexivitasnak (szlikebb értelemben vett) kezdeti feltétele :

31) z(t, t) = ¢,
mely z értékét adja meg az y = x egyenesen. Ha ugyanis a (8}, (10) egyenletpar
megoldasat, a (30) fiiggvényt, ebbe a (31)-be helyettesitjik,
Ht)= (@ +b)F(t) +c
-t kapunk, amit (30)-ba visszahelyettesitve
(@ +b) Fz) + ¢ = aF(x) + bF(y) + ¢,

vagyis
a b
a—}—b_P’ a—{—b_q
jeloléssel (p +qg=1):
(32) F(z) = pF(x) + qF(y), F(z)= F71[pF(x)+ qF(y)].

Az ilyen alaki z(z, y) fiiggvényeket neveztitk kvazilinearis kozepeknek.

Igy (32)-hoz szikséges és elégséges (10), (8) és (31) teljesiilése, vagy, ami
ugyanaz, (1) és (31) teljesiilése. o

Hamar ra lehet jonni, hogy ebben az esetben, tekintve, hogy (31) is
fennall, (8) helyettesithets az egyszeriibb

(33) 24(t, t) = konstans

kezdeti feltétellel, mert ha z,(t, t) = p, akkor (31)-et derivalva
2t t) + z(8, 1) = 1, 2,(t,¢) = 1 — p = q = konstans,
z2(tt) _ p
Bl ¢
és ez éppen (8); ugyanigy (8)-bdl és (31)-bdl is kovetkezik (33).

= konstans
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Tgy a (10) differencidlegyenlet a (31) és (33) kezdeti feltételekkel szitkséges
és elégséges akhoz, hogy z kvdzilinedris kozép legyen.

Egytttal igy d@fferencmlegyenletre vald visszavezetés itjin azt taldltuk,
hogy a (31) reflexivitds és az (1) biszimmetria szitkséges és elégséges ahhoz, hogy
z kvdzilinedris kozép legyen.

Ha a (33)-ban szerepld konstans épp%, vagy a (8)-beli éppen 1:

v

1
(33) z(t,t) = 5’ (8) =z, 1) ==zt 1),
akkor p=¢q :15 és a (32) fuggvény igy specializalédik :
B2) 2@ = FE@ 4 Py, e po (RO,

ezeket a fliggvényeket nevezziik kvdziaritmetikus kézepeknek.
(33") ill. (8') helyett kovetelhetjik a szimetriat is:

(34) z(x, y) = 2(y, z),

mert hisz ebbdl (8') nyilvan kivetkezik és masrészt (32') szimmetrikus.

Tehat latjuk, hogy (10) a (31) kexdetr feltétellel és a (33'), (8'),
(34), kezdeti feltételek bdrmelyikével egyiitt éppen a kvdziaritmetikus kozepeket
és csak azokat adja: egyuttal differencidlegyenletek segitségével 4 bizonyitdsdt
kaptuk annak, hogy z(x, y) akkor éscsak akkor kvdziaritmetikus kozép, ha biszim-
metrikus, [(1)] reflexiv [(31)] és szimmetrikus [(34)]. '

Szitkséges és elégséges feltételnek kiilonben ezuttal is vehetd

z(xy)  fx)

Zz(x.-?/) (?/)

és (31), mert bel6lik (10) is, (8') is kovetkezik. .

7. Egészen hasonléan torténhetik meg a (2) asszociativitas- és a (3)
tranzlazié-fiiggvényegyenlet megoldasa is differencidlegyenletre valé vissza-
vezetéssel. Hogy milyen differencidlegyenletet fogunk tudni ezekbdl levezetni,
azt megint sejthetjiik elére, mert hisz az 1.-beén felsorolt (mar I.-ben meglsmert)
(5), (6) megoldasok mind (19) alaktak megfeleld specializalassal és igy (2)-nek
(5) megoldasa is, (3)-nak (6) megoldasa is ki kell hogy elégitse a (10) differencial-
egyenletet. Tehat azt varjuk, hogy (10)-et, vagy valamelyik vele ekvivalens
egyenletet lehet majd a fiiggvényegyenletekbdl levezetni, valamint oly kiegé-
szit6 feltételeket, melyek az (5) és (6) fiiggvényalakok specializdlédottsigat
(19)-hez képest el6idézik.

Elészor

(2) z[z(zy), u] = z[x, 2 (y,u))

-b6l akarunk differencidlegyenletet kapni. Derivaljuk ehhez (2)-t az y, ill.
szerint :

2 [2(@y), u] 2(@y) = 25 [, 2(y,u)] 21(y,u),
%1 [Z(x’y) s u] 2y (353/) =2z [xﬂ(yvu‘)] ’
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és osszuk el a két egyenletet :

zo(22(y,u))

. 2(2.)
2y [x.2(ysu)

z(@y)’
vagy « helyébe a ¢ konstanst, y helyébe x-et, u helyébe y-t téve

Zl(_l/,ﬂ) =

2o(C,x)
ox - z4{(c. )
(39) A = el
zl [C,Z(x,y)]
amibél a |
Zo(C,x) za(c,2)
Zl(C,x) - f(x) ’ Z]((‘,Z) - f(z)
jeloléssel a
L f_(._a.:.)_
()
egyenletet kapjuk. Ez '

alakt és igy, mint a 4. pontban lattuk, ekvivalens (10)-zel.
Mivel pedig (35)-bl most

f(8) = h(t)

kovetkezett, igy (35) mindjart megadja (10)-hez az els6 megszorité (tagabb
értelemben vett) kezdeti feltételt. A masik hasonléan :

zy(u.k)
) _ __=yh)
(36) 22(9377/) - z, [2(2.y), ] ’
22 [z(x’y), A]
azaz
(27) 2o(x.y) = }:/((;/)) ’
ahol

f(t) = g(t) = h(t).

Tgy a (10) differencidlegyenlet a (35) és (36) tagabb értelemben veit kezdeti
feltételekkel szitkséges és elégséges (5) fenndlldsdhoz. Mert hiszen f(f) = g(f) =
— h(t)-bdl

F(t) = H(t) 4 ¢,

G(t) = H(t) + ¢
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igy ha
H(z) = H(z) + H(y) + ¢; + ¢,
va,gy )
N H(t) = F*(t) —¢; — ¢,
ugy

F3(z) = F*(x) + F*(y)

vagyis éppen (5).
Ha azt akarjuk, hogy legalabb az egyik feltétel sziikebb értelemben vett .
kezdeti feltétel legyen, akkor (10) mellé (35)-6t és

(8") 21t 1) = 28, 8)

veheto fel (5) jellemzésére.
(35) vagy (36)-b6l (10) kovetkezik, ezért szitkséges és elégséges feltételnek
(5) fenndllidsdhoz elég (36) és (8'), vagy ami ugyanaz,

21(75,?/) = %

es (8') vagy

z(xy) = ]{ETx)) és z(x,y) = %

fennallasdt megkovetelniink.

Mivel mindezen feltételek kovetkeznek (2)-bdl és (5) kielégiti (2)-t, tehat
differencidlegyenletre valo visszavezetéssel bebizonyitottuk, hogy a (2) fiiggvény-
egyenlet dltaldnos megolddsa az (5) figgvény.

8. Végiil a
(3) zlz(z, y), u] = 2(2, y + u)

figgvényegyenletbol z, ill. y szerinti derivalds és osztds utan u = c—y -t
téve :
z@y) _ zxo)

z2(x.~y) . 22(x,6)

vagyis

5 z1(x:?/) —
(37) PYER) f(z).

Ezt y szerint derivalva mar differencialegyenletet kapunk :
(38) %1222 = %12%3.

Oldjuk meg ezt a differencidlegyenletet : (38)-bdl 22-tel valé osztassal és y
szerinti integraldssal lesz

(37) 2~ ),

22
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azZazZ

|9 P = @) -z = 0,
12 2
ahol
Gzy) = [fx) dx + y,
tehat
(39) Hz(z,y)l = F(x) +y, =2xy)=H1[F(x)+v].

Ez (38) altalanos megoldasa!

Ahhoz, hogy ebbdl a (6) fiiggvényalakot kapjuk, H(t) = F(t)-re kell
feltételt levezetniink (3)-bél. (3)-ban tegyiink y = 0-t, az igy kapott

zfz(z, 0), u] = 2(x, u)
egyenletbdl z szigort monotonitasa miatt

(40) , 2z, 0) ==z

Ez sziikebb értelemben vett kezdeti feltétel, mert z(z, y) értékét megadja az

y = 0 egyenesen. Ezt (39)-be téve (y =0, 2(z, 0) = z-el), tényleg megkapjuk
H(t) = F(t)-t és igy azt, hogy 2(6) alaka.

(6)-nak szikséges és elégséges feltétele a (40) kezdeti feltétel mellett a (38)

differencidlegyenlet — vagy a vele ekvivalens (37) egyenlet — teljesiilése. Mivel
pedig ezek kiovetkeznek a (3) fiiggvényegyenletbdl, melyet (6) kielégit, diffe-
rencidlegyenletre visszavezetéssel valé bizonyitdst kaptuk annak, hogy a (3)
faggvényegyenlet dltaldnos megolddsa (6) alaki.

9. Megjegyzem még azt a gyakorlatilag fontos tényt, hogy mivel a (4),
(8), (6), (30) fuggvényalakok annyiban specialis esetei (19)-nek, hogy az F(t),
G(t), H(t) fuggvényekbdl ketté vagy hirom megegyezik, ezért itt ezekben az
esetekben tébbféle médon is elGallithatjuk a benniik szerepld fuggvenyeket

fgy (6)-ban

l fft)dt (/fz,xc)d Ie [X(t)dtdt II( Zu)
I [reyar = e [z ar gy — ff

(30)-ban
l: Jf(t) dt = sz]—g—x’c)dx J (2 at g3 — J I z” z“)
F(t) = 2T
lzf-’/(t)dt K z"’zllf y) dy = j—f\’(l)dt dt __J' I(z” 2“)
551

H(t):fh(t) dt = je‘f“’"”dt:fe f’” dt -
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(4)-ben és (5)-ben :

— [iwar= cf-

F(l) = _J ()de["fﬁ ot

f t)dt j IZ(”‘”dt f f-lzz

) da —»-j ~[xw at gy — f”z )

e

j“fy(t)‘“dt f“zw 2)

(\A

(a ki nem irt alsé hatarok mindeniitt tetsz6leges konstansok). E képletek kouiil
azt hasznalhatjuk F(t) kiszamitdsira, amelyik nekiink legkényelmesebb.

10. Xszrevehetjiik, hogy jelentGs mindségi kiilonbség van szlikebb
értelemben vett kezdeti feltételek kozott, melyek. (6) és (30) jellemzésénél
szerepeltek, és a (4)-et és (5)-6t jellemz§ tagabb értelemben vett kezdeti fel-
tételek kozott. Bz nemesak abban mutatkozik meg, hogy a tagabb értelemben
vett kezdeti feltételek bonyolultabbak, Gsszetett fiiggvényeket tartalmaznak,
hanem abban is, hogy egyenesen kiovetkezményként tartalmazzék a fiiggvény-
egyenletbdl levezethetd differencidlegyenletet, ellentétben a sziikebb értelem-
ben vett kezdeti feltételekkel, amelyek valéban csak megszoritast jelentenek
a differencidlegyenletekhez, de nem teszik azokat foloslegessé.

Ezért meriil fel az a probléma, hogy a (4)-et és (5)-6t is ]ellemezm kellene
a (10) differencidlegyenlethez csatolt, szlikebb értelemben vett kezdeti fel-
tételekkel. :

Erdekes, hogy ezt bizonyos specidlis eseteknél meg lehet tenni. Mint
lattuk, ilyen volt (4)-nél a (32) és a (32') specidlis eset. A (2) fiiggvényegyenlet
esetében pedig, ha létezik egységelem, azaz olyan e szdm, hogy z(z, ¢) = z,
akkor ezt a valédi (szlikebb értelemben vett) kezdeti feltételt hasznalhatjuk
(35) helyett. Feladat lenne az altalanos esetben is a valddi kezdeti feltételekkel
valé jellemzést megesinalni.

Tovabbi problémak : (30) jellemezhets volt egyediil a

(7) n(@y) __af@)
' zo(zy) 6 f(y)
(5a)
JIC )
( ’J) ]t( ) €8 22(95:7/) "‘ f(Z)

specializalt differencialegyenletekkel. Nem lehetne hasonlét csindlni (4)-gyel
és (6)-tal is? Masrészt a (30) és a (19) alaki fuggvényeket nem tudiuk figgvény-
egyenlettel jellemezni. Taldn ‘ez 1s menne dltaldnosabb szerkezetlt fiiggvény-
egyenletekikel.

11. A megoldasfiiggvények kozott, mint lattuk, eppen egyediil a koz-
ponti jelent8ségli (19) fiiggvénynek, mely a (10) dlfferenmalegyenletnek és a
vele ekvivalens egyenleteknek altalanos megolddsa, nem volt semmilyen

326



gyakorlati értelmezése vagy felhasznalisa. Erre a nomografiaban van lehetd-
ség.*

Itt most kétvaltozds fiiggvények nomogrammjaira szoritkozunk, bar az itt
elmondandé gondolatok felhasznalhatok tobbvaltozés fiiggvények esetében is.

12. Azt keressiik, melyek azok a fiiggvények, melyek harom egye-
nesskdlds (pontsoros) nomogrammal abrazolhaték. Tekintve, hogy nyilvan
a pontsoros nomogramm érvényes marad projektiv leképezés utan, projektiv
leképezéssel pedig a harom skalaegyenes koziil kettonek, pl. az a- és y-skalanak
metszéspontja mindig kivihetd a végtelenbe, azaz ezek parhuzamossa tehetok,
— ezért lényegében kétféle egyenes (pontsoros) nomogramm van ; az egyiknél
két parhuzamos egyenes skalat metsz egy harmadik egyenes skala (1. dbra),
a masikndl mindharom skéla parhuzamos (2. dbra). Mint az 1. és 2. abran

1. abra 2. dbra
a—f®) d—Mhr)—c f@) —hz)—c _h(z)—g(y) +c
9) +b hz)+e g b
F(x) = log [a—f(x)] F) =b - f(z)
G(y) = —log [g(y) + b] G(y) =a - g(y)
) = log [h(z)d+ Lo | A H(z) = (a+Db) « h(z) + (a+b) - ¢

: F(z) + G(y) = H(z)

F(x) + G(y) = H(z) :
latjuk, mindkét fajta nomogramm olyan z(z, y) figgvényt abrazol, melyhez
van olyan F(x), G(y), G(z) fiiggvényharmas, hogy .

H(z) = F(@) + Gy) **.

* A kovetkezOkre nézve lasd Hajés Gyorgy: A munka- és idéelemzés matematikai
segédeszkozei, Budapest, 1948. c. konyvét.

** Lasd pl. M. d’Ocagne: Traité de Nomographie, Paris 1921, Ch. IV. 67. §,
71. 8§, 74. 8§, 57. §. — A fentebb elmondottakbdl kovetkezik, hogy alegaltalanosabb egyenes
‘pontsoros nomogrammal dbrazolhat6 figgvények dbrézolhatok parhuzamos nomogram-
mal is. Kiilénben az, hogy az egyenes nomogrammok mind parhuzamos nomogram-
mokkal helyettesitheték, nem jelenti azt, hogy a gyakorlatban nem fordulnak el6 metsz6
egyenesi nomogrammok. Ugyanis a skdldk parhuzamossé tételét gyakran a skaldk
tulbonyolédéasaval kellene megfizetni és igy az eredeti nomogramm kénnyebben rajzol-
haté és kezelhetd. ’
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Ez éppen (19) és igy latjuk, hogy a (10) differencidlegyenlet dltaldnos
megoldasdt éppen azok a figgvények adjik, amelyek egyenes nomogrammal dbrd-
zolhatok, vagyis annak szikséges és elégséges feltétele, hogy egy kétvdltozés fiigg-
vényt egyenes nomogrammal lehessen dbrdzolni, az, hogy eleget tegyen a (10)
differencidlegyenletnek vagy valamelyik vele ekvivalens egyenletnek. A pdrhuzamos
skdldkon fellépé skdlabeosztast megadé F(x), Gy), H(z) fuggvényeket pedig a (17),
(22), (21), (23), (28) képletek hatdrozzik meg 2(x, y)-bol. *

13. A (30), (4), (32), (32"), (5), (6) fuggvényalakoknak is megvan az inter
pretaciéjuk a nomografikus dbrazoldsnal. fgy

a (30) alaka fiiggvények parhuzamos nomogrammjan az z- és y-skala
beosztasa egymashoz hasonlé (3. abra) ;

‘/ ; Vi ; a//r//
0 3 ¥ ]
0 I Fez)

0 0 g8 "@/l‘/

7ﬁf/_z/) ‘ /

a FixlrbFryr=Hez a Flx)tb Fry) v ¢ =F2)

3. dbra ' ; 4. abra

a (4) alakt fiiggvényekén mindharom skéla beosztdsa hasonlé egymas-
hoz (4. 4bra) ;

a (32) alaka fiiggvényekén a harom skéla egyvonalban kezdddik és egybe-
vagé (5. abra) ; - :

a (32’) alaktakén ezenfelil még a z-skala pontosan kozépen van-az -
és az y-skdla kozott (6. abra) ; . :

az (5) alaktakén a skaldk egyvonalban kezdédnek, az z- és y-skala egybe-
vago, a koztiik épen kozépen fekvd z-skala hasonlé, fele léptékkel (7. dbra) ;

a (6) alaka fiiggvények parhuzamos nomogrammjan végiil, egyvonalban
kezd6dé skalak vannak, az y-skdla beosztdsa linedris (ekvidisztans), a z-skdla
pedig pontosan kozépen van és beosztésa hasonlé az x-skildéhoz fele 1éptékkel
(8. abra).

Igy azok a feltételek, melyeket az 5., 6., 7., 8. pontokban arra kaptunk,
hogy mikor irhaté egy fiiggvény a (30), ill. (4), ill. (32), ill. (32’), ill. (5), ill. (6)
alakokba, egyuttal annak sziikséges és elégséges feltételeit is megadjik, hogy
mikor dbrézolhaté az illet6 fiiggvény a fenti szerkezet(i nomogrammokkal.

* Lasd J. Aczél: Zur Charakterisierung nomographisch einfach darstellbarer
Funktionen durch Differential- und Funktionalgleichungen, Acta scientiarum mathe-
maticarum, 12A (1950), 73—80. o.
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4
i
2, F1z) |
|
' Frz),
(/‘.'l ¢4
)
AR U NERY : /
0 5% ' Fiy
VR !
11-9 ) F1x) # @ Flg) = Ftz) e Sl Kl
A 2
5. dbra 6. abra
Fix)
7 S L \ F1x)
i : §
'0 1
i i
: | £ez)
a9 B2 ! AE
| 2 -'
i :
1 1
i ]
! 5 4 o
4 ey g ' S
Lix) s Fly)=F(2) : Fixlry = F(2)
8. dbra

7. dbra

A 9. pont képletei pedig a skéiafiiggvényeket adjak meg.
14. Hogy lassuk mint m{ikédnek mddszereink a gyakorlatban, megnéz-

zitk az elmondottak alkalmazasat néhany példan.

iy — 2
a): Az= . Malm e £ fuggvény beletartozik-e az elmondott

Yy
_tipusok valamelyikébe, és ha igen, milyen nomogrammal abrazolhaték? Mint
a tovabbiakban is latni fogjuk, dltalaban a (16) egyenlet fennallisa prébal-

haté ki legkonnyebben.
_Vl—x2Vy2—l—x z_x—;\/l—le/yz—l'

1 s 2 T
yY1—a? PV —1
1
i:_y'\/yz i V1 — a2 :
% J1—22 1
yly*—1
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ez z-nek és y-nak tényleg szétvalaszthaté fiiggvénye, tehat fiiggvényiinket
feltétleniil a (19) alakban lehet irni. Mivel pedig sem a (7), sem a (37) specialis
egyenleteknek nem tesz eleget, tehat nem tartozik az ennél spemahsabb fugg-
vénytipusok egyikébe sem. Abrizolhaté egyenes nomogrammal és igy par-
huzamos nomogrammal is.

A skalat is meghatarozé F(x), Gly), H(z) fiiggvényekbdl F(x)-et és G(y)-t
a (22) és (23) képletek adjak meg : ) ‘

F(x) ZJL — are sin 2,
Vl — x2 .
L
G(i) :J _,,1'2/ = arc &in - -
yluw— 1 Y

H(x) meghatarozasihoz elbb h(z)-t kell ismerniink. (26)-bél

/}(Z) — f(.’l‘) — y :

e V1—a2 V21 — 2

errdl még nem latjuk, hogy csak z-nek fiiggvénye, még kevésbbé, hogy milyen
fiiggvénye z-nek. Hogy ezt megallapltsuk szamitsuk ki az eredeti fliggvénybdl
y-t, mint x és z fliggvényét és helyettesitsiik be a h(z)-re imént kapott képletbe.
Ki kell jonnie, hogy h(z) nem fiigg x-tdl, csak z-tdl, és akkor azt is meglatjuk,
hogy milyen fliggvénye z-nek.

21 —at+2)1 —22 —-z~

lay =)y — I Y1 —a?, y=

zZ__xZ
hz) = y - v 2T —22 )l — 2% 1’
3 — - = = y
MM—2fy2=1—=2 le—xzb/l——z2+x(l—zz) Jr—z2
H(z) = J == arc sin z.
V1 - 22 ‘
- , 1;/,'*2__ /] . . . 1
Es tényleg: z = vy Gl Y —sin (arc sin x 4+ are sin ; .
y Yy

A fiiggvény péarhuzamos nomogrammjin az z-skala aresin x-skéla,

az y-skala arc sin— -skdla, a z-egyenesé pontosan a kozépen van a ketté kozott
”

i— .arc sin z -skdla van rajta. A skdlak egyvonalban kezd&dnek.

P

b) z = e¥*. Most

1
2y = exy? -y2 , 2 == 21’}/6’“’2 ) = = 2 = 7
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Ez éppen (7) alakq, tehat fuggvényiink legalabbis a (30) tipushoz tartozik.

a 1 . 1
“_l e = [Tto, he) = 18 S .
b 2 t 2, eYiay?  zlogz

logx 4 2logy

=log logz, 2z=e¥*=ee

tényleg (30) alakd, de specidlisabb tipusokba nem tartozik.
Parhuzamos nomogrammjaban a skaldk egyvonalban kezd6dnek, az
x- és y- -skdla logaritmikus, a z-egyenes kétszer olyan kozel van y-hoz, mint
2- hez és log log z-skala van rajta. .

3

e) z= leogy/logx 2 — e Vlogix/logy

‘2 log x-logy
3
xVlog® z log #?

log? x .

3
2, = eV log%xitogy

3
e 2 | .
25 eVlog x/log v 3

3y - log? z log 42
z 1/(:6 log r)

2, 1(ylogy)

masrészt 2(t, t) = ¢, tehat a fiiggvény (32) alakt lesz, biszimmetrikus kozép :

N it 3V_._.— gloglogx+§log logy
F(t) = J" ot = log log t, z =g /logyllogx  — ee

Nomogrammja hirom parhuzamos, egyvonalban kezd6dé log log- skala
a kozépso z-skdla kétszer olyvan kozel van z-hez, mint y-hoz.

dy z=axt+y—xy, zH=1—y, z=1—ux; ke R l—-x’
) 2y ~1
l—y
a dt
ez (T)alakd; = =1, F@i) = = —log (1 — 1), :
(7)-alakis ; 3 0 == g(1—1)
W) = 1@ : = H@—lg(1—2),

2= | — elog(l—x)+log(1-—y) ‘

tehat az (5) tipushoz tartozik, asszociativ fiiggvény ; nomogrammja hirom
egyvonalban kezd8d6 parhuzamos ekvidisztans log (1 — ¢)-skdla, a kozépsé
felényi 1éptekkel.
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L p

P T B AR s I ATy 'vz".'r«""“““,f". W’*'F"’""-i"f‘
2 2
e) z:x—}-y (v. 6. 1. pont), z; = 1ty =l—{—x ’
l—ay (1—ay)? (1—ay)?
. ° 1

z 1+ x?
2 _ 1
14 y2

‘ 1—xy)?

ez (7) alakq, $=1 , F(t) ;f’ di =arctg ?, h(z) = f=) S 1=y

b 142 : z 1+a2 1492

. — 1 2 1
é3 mivel x—z y h(t) = +y =

Ty T 0T e 1t
H(z) = arc tg z, z=tg [arctg z + arctg y]. '

z az (5) tipushoz tartozik, asszociativ. Nomogrammja harom egyvonalban indulé
ekvidisztans arc tg-skala, a kozépsS felényi léptékkel.

) z= i 'z——-i— — @? n_ b
1+ay’ (1 +ay)?

—
(1 +2y)? 2, z?

- ez (37) alaku és z(z, 0) = z. (40) is fenndllvan, z-t a (6) alakban lehet irni és igy

kielégiti a (3) tranzlicif-egyenletet.

Nomogrammja harom egyvonalban kezd8dé ekvidisztans egyenes-skala, az
y-egyenesen linearis, az z-egyenesen reciprok, a z-egyenesen felényi léptéki
reciprok skaldval.

15. E cikkben megismertiink egy mddszert, mely lényegesen megkony-
nyitette a fiiggvényegyenletek megoldasit, ha nem is tudta teljesen kikiiszo-
bélni a prébalgatas sziikségét és azt, hogy minden egyes fiiggvényegyenlet
megolddsa 1j gondolatot igényel. Médszeriink lehetGvé tette, hogy meghataroz-
hassuk a fiiggvényegyenletek megoldasfiiggvényében és tobb mas fontos
fiiggvénytipusban eldfordul fiiggvényeket, eldonthessitk, hogy egy adott
figgvény beletartozik-e a fiiggvénytipusok valamelyikébe, valamint, hogy
abrazolhaté-e egyenes nomogrammal és ha igen, milyennel.

Erdemes o6sszefoglaldsul még egyszer attekinteni e fiiggvényegyenletek
torténetének fébb fézisait : A gyakorlati életben, elsGsorban a matematikai
statisztikaban szerepet jatszé kozépértékekbdl matematikai absztrahalassal
keletkezett a kozépértékek axiématikus elmélete, majd ennek analégidjara
lehetévé valt néhany fontos — szintén axiomatikai jelentGségli — fiiggvény-
egyenlet megoldasa. Erre vonatkozdan tobb elvi jelent8ségii tételt ad a fiigg-
vényegyenletek elemi megolddsi mddszereinek elmélete. Azoknak a nehézsé-
geknek enyhitésére, melyek a tételeknek megadott, konkrét fiiggvényekre,
tehat a matematikai gyakorlatra valé alkalmazisinal felmeriiltek, tovabb-
fejlesztettitk az elméletet, sszefiiggést teremtettiink a parcialis differencial-
egyenletek elméletével és ennek varatlan eredményeképpen eredményeink
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alkalmazhaték lettek egy masik, a gyakorlati életben fontos szerepet jatszo
alkalmazott matematikai diszciplindra, a nomografiara.

Kicsinyben azt figyelhettiik itt meg, ami a matematika torténetében
allandéan megismétl6ds szokasos jelenség; a gyakorlati élet altal felvett
problémék megoldasa céljabdl kifejlédott matematikai elméletek sorozatos
absztrakeié Gtjan tovabbfejlédnek, — erre a fejlédésre kedvezben hat a mate-
matika mdas dgaival val6é kapesolat megteremtidése és a matematikan belili
gyakorlat sziikségleteinek szem elStt tartasa — és azutan ezt a kiszélesedett elmé-
letet sikerrel lehet alkalmazni most mar a gyakorlati élet altal felvett pro-
blémék sokkal szélesebb korében is.

0 ®YHKUHOHAJIbHbBIX YPABHEHUSAX HECKOJbKHUX MNEPEMEHHBIX II.

SIHOW ALIEJIb
Peswome

PaGora cofep)xHT penieHHe (GyHKUHOHaJbHBIX ypaBHeHu# (1), (2) u (3) nyrem mx cse-
JCHHUSI Ha ﬂH(ll(l)CpeHuHaJleble Y paBHEHHSH. B kauecrBe MPUMEHEHHSA TTOJIYy YaroTCH pa3JIHuHbIe
GOopMbl  AHQdepeHIHANBHEX YDAaBHEHHH, XapaKTepH3HPY IHX (YHKUHH, H300pakHMBle C
HOMOrpaMMO * U3 BbHIDABHEHHbIX TOUEK C TPeMsi NpsiMosiMHeHAHBIMH wWKaJgamH —- (13), (9), (20),
(24), (26), (27), (16).

SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A PLUSIEURS VARIABLES II.
J. ACZEL

RESUME

Ce travail donne la discussion de la solution de quelques équations fonctionnelles

[(1), (2), (3)] par réduction & des équations différentielles. Comme application de ce pro-

cédé, on obtient les différentes formes[(10), (9),(20), (24), (26),[27), (16)] des conditions

d’équations différentielles qui caractérisent les fonections capables d’étre représentées par
un nomogramme 3 trois échelles linéaires.
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A BISZIMMETRIA FUGGVENYEGYENLETEHEZ
HOSSZU MIKLOS (Miskole)

OSSZEFOGLALAS

Aczél Jénos vetette fel azt a probléméat, hogy milyen fliggvényegyenlet jellemzi az

Mz, y) = H[X(x) + Y(y)]
illetve az .
m(z, y) = glaf(x) + bf(y) + ¢]
alaku fiiggvényeket. E fiiggvénytipusok érdekességétaz adja,hogy hdrom egyenes tartéju
pontsoros nomogrammal &brézolhaték, illetve fliggvényatlaguk kvdzilinedris kézép,
vagyis a linedris kézépbe (stlyozott szdmtani koézépbe) transzformélhaté. Az 1. §, ill

2. § ezen problémak megoldasat adja, amennyiben az 1. §-ban be van bizonyitva, hogy
dltferenmalha‘oésagl és szigord monotonitasi feltételek mellett

Mm(z, u), nly, v)] = N[m(x, v), n(y, u)]
figgvényegyenlet jellemzi az
Mz, y) = Nz, y) = H[X(x) + Y(y)]
m(z, y) = X=1 [f(z) + h(y)]
n(e, y) = Y=g(z) + h(y)]
alaku fiiggvényeket ; a 2. § annak bizonyitisét adja, hogy az
M[m(z, u), m(y, v)] = N{m(z, y), m(u, v)]
fiiggvényegyenlet folytonos és szigortian monoton megoldésai az
Mz, y) = N(z,y) = Glah{z) + b h(y) + c]
m(z, y) = glaf (x) + bf (y) + ¢], g(t) = h=1(1)

)

alakt fiiggvények és csak az ilyenek.

A jelen dolgozat célja, hogy két, az alkalmazasokban fontos kétvaltozos
fiiggvényosztalyt fiiggvényegyenletekkel jellemezzen.

Az egyik a gyakorlatban legtobbszor eléfordulé harom egyenes tartéja
nomogrammal &brazolhaté fiiggvények osztdlya, a masik azon fiiggvényeké,
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melyekbdl atlagképzéssel [F(z,2) = F(r,y)] 6. n. kvizilinedris kozepeket,
vagyis .

ze=f"tpf)+qfy)], (p+qg=1)

alaku figgvényeket kapunk.

Aczél Jdnos bizonyitotta be [1] azt, hogy folytonossigi és szigoru
.monotonitdsi feltételek mellett egy m(x,y) kétviltozés figgvény kvazi-
linearitasahoz (tehat, hogy m(x, y) felirhaté legyen

m(z, y) =17 [a f(@) + b f(y) + ]
alakban, ahol f-1(t) az f(¢) szigorian monoton és folytonos fiiggvény inverze,

és a, b, c allandok) szitkséges és elégséges az, hogy m(z, y) biszimmetrikus
legyen, azaz

m[m(z, u), m(y, v)] = m[m(z, y) ,m(u, v)].

O vetette fel azt a problémat, hogy milyen fiiggvényegyenlettel lehetne
jellemezni azokat a fiiggvényeket, melyek pontsoros nomogrammja egyenesek-
bdl all, vagy ami ezzel ekvivalens, a

z=H[X(x) + Y(y)]

alaku figgvényeket [2].
. Az 1. §-ban bebizonyitjuk, hogy a biszimmetria altaldnositésinak
tekinthetd :

M [m(z, ), n(y,v)] = N [m(z, v), n(y, u))

fiiggvényegyenletnek az M, N, m, n-rél tett szigori monotonitasi és differen-
cialhatésagi feltételek mellett az

M@, y) = N(x,y) = H[X(z) + Y ()] -
m(x, y) = X7 [f(z) + Ay)] S
n@,y) = Y1 [g(x) + h(y)]
fliggvények, és csak ilyenek tesznek eleget.

A 2. §-ban az ugyanott [2] felvetett masik problémaval foglalkozunk,
amennyiben a biszimmetria masik dltalanositdsiénak tekinthets o,

M[m(x’ %), m(y,v) = N [m(z, y), m(w, v)]

fliggvényegyenletr§l bebizonyitjuk folytonossigi és szigori monotonitasi fel-

tételek mellett azt, hogy jellemzi azokat az M, N, m figgvényeket, amelyekbdl
atlagképzéssel kvézilinearis kozép nyerheté [2].

1. §.
Foglalkozzunk az
M[m(x: u), n(y, U)] =N [m(z,v), n(?/, u)]
filggvényegyenlettel, ahol az M, N, m, n kétvaltozés fiiggvényekrdl szigoru
monotonitast és egyszeri differencidlhatésigot tételeziink fel.
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Az w = v helyettesitéssel latjuk, hogy M = N. Igy
(I - M{m(x, ), n(y,v)] = M[m(z,v), nly, u)].
Ezt differencidlva parcidlisan u szerint :
My [m(z, w), n(y, v)] my(x, u) = My [m(x,v), n(y, u)] ny(y, u),

ahol az , index az elsd, a , index a masodik valtozd szerinti parcidlis derivaltat
jelzi. N

u, = u = v helyettesitéssel és az
M, ug) = P(x) , Mo, Up) = P()

(Y, wy) = ply), naly, uy) = ¥(y)

jelolések bevezetésével :

Milp), py)] _ ¥
' Mylp(), pl)]  P(x)
Uj =z, y valtozékkal :
M (x, y) Yip iyl

. My(x, y) N @ [p~1(2)]
1 1 .
—_— =X, ————— =Y’ elbléssel -
z @ [p~1(x)] ()., ¥ (p1(y)] (y) _]e‘o ésse

My, y) _ X'(%)

Myz,y) Yy

Mais -alakban :

My(@,y), My, y)y _
X'(x), Yy ,

mely fiiggvénydetermindnsa lévén az M(z,y), X(x) + Y(y) figgvényeknek,
azt jelzi, hogy e fiiggvények egymastol nem fiiggetlenek, tehat

Mz, yy = H[X(2) + Y(y)]
Helyettesitsiik ezt (I)-be :
H{ X [m(z,u)] + ¥ [n(y.0) | §= H{ X [m(z,0)] + ¥ [n(g,0)]},
vagyis
X [z, w)] + ¥ [n(y, )] = X [m(z, )] + ¥ [n(y, u)],

mert hiszen H szigorian monoton .}/ monotonitdsa miatt.

=17 s
Y (-t rogzitve :

Atrendezve és Z — .
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tehat

X [m(@, w)] = X [m(x,v)] + Y [n(yy, u)] — ¥ [n(yo, v0)]
X[m(z, u)] = f(x) + h(u).

. v=19| . .. )
Hasonléan, , _ xo} rogzitéssel :

Yin(y, w)] = 9(y) + k(w).
Osszevetve azt nyertiik, hogy (I)-et csak az

Mz, y) = H[X(x) + Y(y)] _ .
m(x, y) = X1 [f(zx) + h(y)]
@, y) = Y1 g(x) + k(y)]

alaku fiiggvények elégithetik ki. Ezeket (I)-be helyettesitve latjuk, hogy
H[f(x) 4+ h(w) +-9(y) + k(v)] = H [f(z) + h(v) + g(y) + k(u)],
tehat ’ ,
h{uw) — k(u) = h(v) — k(v) = ¢,
kell legyen, tehat -

g*(x) = g(@) + ¢
n(@, y) = Y~ [g*(x) + h(y)]-

fgy ¢ beolvasathaté g(x)-be, és az dltaldnos megoldds

-vel

N, y) = M(x,y) = H[X(2) + Y(y)]
m(z, y) = X7 [f(x) + h(y)]
n(x, y) = Y 1g(x) + h(y)]

és ez valéban ki is elégiti (I)-et, qu. e. d.

2. §.
Két x, y mennyiségnek az m(x, y) kétvaltozés figgvényre vonatkozéd

dtlaganak szokas nevezni azt az A(x, y) mennyiséget, melyet az

mix, y) = m(A, A)
egyenlet definial.
Ha

m(z, y) = glaf(x) + bf(y) + c],
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ahol g, f szigordan monoton és folytonos fiiggvények, akkor A kifejezhetd f
segitségével :

glaf(@) +bf(y) +c] = gla f(4) +bf(d)+c],
afx) +bf(y)+c=(a+0b)f(4)+c
A, y) =fpf)+qf®)], (p +q¢=1),

tehdt ez esetben az A fiiggvénydtlag kvdzilinedris kozép, s mint konnyi belatni,
csak ez esetben, mert ha

m(4, 4) = m(z, y)
ahol
A =1 [pf(x) + qf(y)]

akkor m(4, 4) = ¢(A4) jeloléssel :

m(x, y) = p(4) = e{ [~ [pf@) + ¢ [y } = gla f@) + b fy) + ],
ahol
={f la-+b)t+ecl}.
Bebizonyitjuk, hogy az
M[m(z, u), m(y,v)] = N[m(x, y), m(ﬁ, v)]

fiiggvényegyenlet jellemzi azokat az M, N, m figgvényeket, melyekbdl atlag-
képzéssel kvazilinedris kozép nyerhetd. Az M N, m figgvényekrdl csak foly-
tonossdgot és szigorii monotonitast tételeziink fel.

Az y = u helyettesitésb6l M = N kovetkezik.

Az :

(II) M m(x,u), m(y,v)] = M[m(x, y), m(u, v)]

egyenletben helyettesitsiik - x=u l-t, és a mar hasznalt

y=v|

m(t, t) = ¢(t)
jelolés mellett vezessiik be az

M(t, t) = D(t)
fuggvényt, akkor
Mp), ey)] = M[mix,y), m(@, y)} = @ [m(=x, y)],
M(x,y) = @{m[p~(x), ¢ (]}

Ezzel (I1) igy alakul:
@ (m{ = [m(z, w)], ¢~ [mly, )} }) = @ (m{ g~ m(z,y)), ¢~ [m(u,v)]}].

M szigori monotonitdasa miatt @ is szigoriian monoton, tehat az egyenlet
mindkét oldalat behelyettesitve a

=t [P Y1)]
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figgvénybe, az

’ﬂ(x, ?/) = <P’1 [m(x’ ?/)]
jeloléssel az ’
n[n(x, u), n(y, v)| = nln@,y), nlu, )]

(biszimmetria) fﬁggvényegyenletet nyerjik, melyet (a bevezetésben idézett
tétel szerint) az

—f 1a f(@) + b f(y) + ¢]

kvazilinearis fiiggvények (és csak ezek) elegltenek ki.
Tehat

m(x, y) = p[n@, y)] = p{ [t a fx) + bfy) +cl},
tovabba '

M@, y) = @{ b= [ah(z) + bh(y) + o]},
ahol '

t)y = fle71(®)].
Végeredményben a

pli71 )] = g(t) = g(t), P[A71(t)] = G(I)

jeloléssel : '

m(x, y) = gla f(x) + b f{y) +c];
N@w%:MWw%=GMMM+bMM+d.mw=hjmk

Hogy az ilyen alaka fliggvények kielégitik (II)-t, az behelyettesitéssel
rogton kitlinik, s ezzel a § elején tett észrevétel alapjan minden bizonyitva van.

Megjegyzés: Ha m(x, y)-r6l szimmetriat is feltételeziink [tehat, hogy
m(z, y) = m(y, )], akkor a = b, és az atlag kvaziaritmetikai ko6zép :

Ay =1 | @ + 1)

A szimmetriat a (II) fliggvényegyenlet eltorzitdsaval is elérhetjﬁk, pl. az
Mlm(z, ), my,v)] = M [m(x, v)., m(u, y)]

fiiggvényegyenlet tartalmazza m és természetesen ebbdl kifolydlag M szim-
metridjat.
Az n fiiggvény nemcsak biszimmetrikus, hanem reflexiv is, mert

n(t, ) = o7 [m(t, )] = ¢ [@(1)] = t;
ebbdl n-re az kovetkezik, hogy kvazilinearis kozép,
n,y) =t pfe) +qf)], (p+q=1).
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Ezt a bizonyitds soran nem hdsznaltuk ki, mert nem volt ra sziikség. Az m
alakjanak altalanossigit ez nem csorbitja, mert az

m(z, y) = gla f(x) + b f(y) + c]
alaka fiiggvények mindig felirhaték
m(x, y) =g*[pflx) +qf¥)], (p+qg=1)
| g*(t) = gl(@ + b) t + c]-vel.

alakban, pl.
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K ®YHKIUHUOHAJIBHOMY YPABHEHHIO BUCUMMETPHHU
M. ToCCy
Peswme

S1. Auenb NOAHSJ CJeAYIOLHA BOMPOC: ¢ KaKHM (YHKUMOHAJNBLHLIM YypaBHeHHeM
XapaKTepH30BaHbl (hYHKUHH ¢(OPMBI

M (x,y) = HI[X() + Y()
m (z, y) = glaftx) + bfly) + c]

JlocTonpumeuareJbHOCTh OTUX THIOB (YHKIHUHA OCHOBBIBAaETCS Ha (iaKTe, UTO OHH MpeA-
C1aBJsieMbl HOMOTpaMMoli U3 BbIDaBHEHHBIX TOYEK C TpeMs NPSMOJHHeMHBIMH WKAaJaMH M,
C APYroi CTOPOHH, HX CpPefHssi (YHKUHOHGILHAS — CPelHsisl KBasHJHHelHas, T. e. OHA Hpe-
obpasyema B JIHHelHY0 cpegHIOw (B cpeJHIOI0 ApH(METHYeCKYI0o ¢ BecamH).§ 1. cOTBeCTBeHHO
§ 2. palor pemieHHe 3THX npoGrem. B § 1. goka3biBaercs1, 4TO NPH YCJIOBHAX AUddepeHIypye-
MOCTH H CTPOroH MOHOTOHHOCTH, ()YHKUHH ¢HOpMBI

TO €CTh

M{x,y) = N{x,y) = H [X(x) + Y(y)]
mix, y) = X! [f(x) + {(¥)]
nix, y)- = Y1 [g(x) + h(y)]

XapaKTepH30BaHbl ()Y HKIMOHAJILHLM ypPaBHEBHEM
M [m(x, u), nly, v)] = N [m{x, v), nly, u)]

KOTOpOe MOXKHO CUHTATh 32 0600 meHHeM GHCHMMETPHH; B § 2. 10Ka3bIBAETCSH, UTO Hellpe PHiBHbIM
U CTPOrO MOHOTOHHLIM . pelleHHeM (yHKIHOHAJBLHOTO YypaBHEHUSN

M [mlx, u), m(y, v)] = N [m(x, y), m(u, v)]
SIBJASTIOTCA (pYHKUHH (HOPMBI
M(x,y) = N (x,y) = G [ah(x) + bh(y) + c]

m(x, y) = g [af (x) + bf (y) + c]
gty = (1)

" . H TOJBKO 3TH.
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CONTRIBUTION A LA THRORIE DE L'EQUATION FONCTIONNELLE DE LA
BISYMMETRIE

M. HOSSZU
RESUME

J.Aczél a posé le probléme, quelle équation fonctionnelle caractérise les fonetions
ayant la forme

Mz, y) = H[IX@) + Y(y)l,
respectivement

m(x, y) = glaf(x) + bf(y) + c].
Ce qui rend ces typ s de fonctions intéressants, c¢’est gqu'ils peuvent étre représentés par
des nomogrammes & trois échelles droites et que leur moyenne fonctionnelle est une
moyenne quasi-linéaire, c¢’est-a-dire elle peut étre transformée dans la moyenne linédaire
(dans la moyenne arithmétique avec poids). Le § 1, resp. 2, donnent la solution de ces

problémes, puisque, dans le § 1, Pauteur démontre que sous les conditions de dérivabilité
et de monotonie stricte, I'équation fonctionnelle

Mm(x, u). n(y. v)] = N[m(x, v), n(y, ©)]
gui peut étre considérée comme une généralisation de la bissymétrie, caractérise les fone-
tions ayant la forme »
Mz, y) = Nz, y) = H[X(z) + Y(¥)]
miz, y) = X-1[f(z) + h(y)]
nlz, y) = Y= glx) + k(y)].

Le § 2 fournit la démonstration du fait ques les solutions continues et strictement mono-
tones de P’équation fonctionnelle

M{m(w. ), m(y. v)] = N{m(z, y), m(u, v)]
sont les fonetions ayant la forme
Mz, y) = N(x, y) = Glah(x) + Dhiy) + c]
m(@, y) = glafx) + Ufy) + cl, g(t) = h=1()

et seulement les fonctions de cette forme.

AZ OSZTALY MUNKATARSAINAK AZ OSZTALY MUNKAJANAK EREDMENYEIT
’T‘AR'I‘AL)IAZ('). MASUTT MEGJELENT DOLGOZATAINAK JEGYZEKE

Hajés Qyirgy : A nomogréafia alkalmazhatdsdgdnak hatdrair6l. MTA III. o.
Kozleményei I. 1. 268 —274. :
Rényi Alfréd: A Newton-féle gyokkozelitoé eljardsrol. Matematikai Lapok, (1950)
1-16. o. ) .
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A SZINGULARIS INTEGRALEGYENLETEK EGY OSZTALYAROL

.FENY( ISTVAN

OSSZEFOGLALAS

A cikk felhasznélja A. M. Efrosz egy tételét bizonyos integrélatalakitdsok Laplace-
transzformaltjairél Efrosz tétele altal jellemzett magokkal rendelkezé szinguldris els6é
és masodfaju integrélegyenletek megolddsara. Az eljardst két, a matematikai fizikiban
fellépé integrilegyenletre mutatja be a dolgozat.

A. M. Efrosz 1942-ben bebizonyitotta a kovetkezd tételt : ([1], [2])
o(t) és k(t, T) valds valtozos fiiggvények a 0 = ¢, 7 << oo szamkozben legyenek
értelmezve és legyenek olyanok, hogy mindketté Laplace-transzformaltja
létezzék (valamely komplex p-t8l jobbra es6 félsikban, a transzformaciét a ¢
valtozd szerint képezve). Legyen

L{p} = @(p); Lik(t,r)} = K(p,z) = F(p)e~tE®),
ahol F(p) és £(p) nem fiiggenek 1-t6l. Akkor

oo

L { b[k(t,r) @(t) dr} = F(p) @[E(p)). i

Ez a tétel kivaldan alkalmas arra, hogy Laplace-transzformacié segitségével
bizonyos szingularis els§ és masodfaji linearis integral- és integrodifferencial-
egyenleteket megoldjunk, koztiik olyanokat is, melyek gyakorlati szemponthbol
fontosak. Tudomdsunk szerint Efrosz tételét ilyen célokra még nem hasznal-
tak fel.

Ezzel kapcsolatban az elsG felmeriil§ kérdés az, melyek azok a magok,
melyek Efrosz tételének eleget tesznek.

«rer

UrY = r u(t — t) v(t) dr
0

tovabba

t . !
v = ot —m)o(e)dt; on = [on1 (0 — 1) ole) dr-
0 0
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Ezzel a jeloléssel

.

Le{k(t,r) } = K(p) = F(p) e 7@ = F(p) EO =g p)n

. S(=1)n * o (— 1) *
= ﬁ(7)),§0 ™ L{v(t)n}y =L { U nZ=:o Tn v"},
ahol e
{uy=Fp); L{r}=¢£W).

fgy tehat nye1]uk a k(t, 7) mag alakjara — feltéve, hogy az elGbbi so1fejtésben
a szumma-jel és integral-jel felcserélhetdé — a kévetkezdt

. k(t,T) = U* nz;o'jz'—' Th ph
A —
< (—1
o)y = 3 T en

kétvaltozos mag a kiovetkezl integrilegyenlet ltaldnos megolddsa [3 ]

t

() I'A(t—s,r)x(s,,l)ds=}4(1+p,t).

0

Az ilyen A(t, ) magok igen fontos szerepet jatszanak szdmos integrodifferen-
cidlegyenlet megolddsdnal [4], tovdbba a valdszinfiségszamitdsban. Ennek
segitségével lehet részletesebben jellemezni az Efrosz-tipusiu magokat, de ebbe
a kérdésbe ezuttal részletesebben nem bocsatkozunk. Itt csak megjegyezziik,
hogy az Efrosz-tipust magok éltalanos alakja ilyen :

k(t"r) _— ’[,l*;\(t,’f) ,

ahol A az (1) egyvenlet egy tetszéleges megoldasa, u egy akarmilyen fiiggvény.
Ha Efrosz el6bb idézett tételét szinguldris elsé és mdasodfaju integral-
egyenletekre alkalmazzuk, akkor ezek az integralegyenletek kozinséges
fiiggvényegyenletekbe mennek at. Néha ezek a fiiggvényegyenletek kénnyen
megoldhatoék.
Léssuk elGszor az elséfaji integralegyenletek megoldasi elvét. A széban-
forgé integralegyenlet legyen ilyen alakd :

J"lr(t,'r) p(7) dr = I(t),
0

ahol I(t) adott, ¢ az ismeretlen fiiggvény. Képezziik mindkét oldal Laplace-

transzformalt]at

F(p)@[g(p)l = L(p)._ .
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Tegyiik fel, hogy £(p)-nek van egyértékii inverze (a transzformacio konvergen-
uaabszclssza]atol jobbra esé félsikban) és ]egyen &(p) = m inverz fiiggvénye
p = k(n), akkor

Lhm)

F(h(r))

Ha @(n)-ra alkalmazhat6 a Riemann—Mellin transzformacié, akkor @(n)-ra
alkalmazott inverz Laplace-transzformalt szolgiltatja az egyenlet keresett
megoldasit.

Hasonl6 elv alapjin térténhetik a masodfaji egyenletek megolddsa is.
A megoldandé egyenlet legyen

O(n) =

oo

o(t) + 2 | k(t;7) @lx) de - (1)

0
alaki. Ha mindkét oldal Laplace-transzformaltjat képezziik, ugy a

D(p) + AF(p) D(E(p)) = L(p)

fiiggvényegyenlethez jutunk. Ha ezt sikeriil @(p)-re megoldani és a-megoldas
olyan, hogy inverz Laplace-transzformaltja létezik, akkor ez szolgaltatja az
. integralegyenlet megoldasdt. Kiillonosen érdekes az az eset, mikor ¢(p) olyan,
hogy sajat inverzével azonos, vagyis ¢(£(p)) = p. Ekkor ugyanis p helyébe
&(p)-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy

: D(EP) + AF(EW)) P(p) = LIEW))-
Ebbél és az el6bbi egyenletbdl @(&(p))-t kikiiszobolve azt kapjuk, hogy

L(p) = A F (p) L) ; 1
L(p) — A F(p) LIE(p) .
1 — 22F(p) F(EW) = [ty P LED)] L — A2 F(p) F(£()

D(p) =

Hitra van @(p)-t visszatranszformalni. Az els6 tényezs visszatranszformalasa
igen konnyti. Az els§ tényez$ ugyanis ennek a fiiggvénynek a Laplace-transz-

formaltja :
(1) — Aj/s(t,r) [(7) dx
0

egyuk fel, hogy a mésodik tényezit is sikeriil visszatranszformalni és ez a
visszatranszformalt legyen s(¢), vagyis-

_ 1
L{S(t) } 1 —22F(p)F(E() 7

akkor a kit{iz6tt integralegyenlet megoldésa :

(1) = s(t)+(I(t) — A fk(t,'r) I(r) dr).
0
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Teljesen hasonl$ elv alapjan lehet Efrosz tételét alkalmazni integrédifferencidl-
egyenletek. megoldasara is. Ha példdul az egyenlet alakja ilyen

P (1) + A [k(m) () dr = I(t),
6 .

akkor ennek az egyenletnek Laplace-transzformaltjat véve, a kivetkezs
egyenletre jutunk-:

P D(p) — prt 9(0) — pr2 @' (0) — ... — @inD(0) + AF(?O)(P(E(?O).) = L(p).

Ha ebbdl az el6bbi médon meghatdrozzuk @D(p)-t és alkalmazzuk ra az inverz
Laplace-transzformaciét, nyerjik a kitiizétt egyenlet megolddsat.
Lassunk az el6bbiekre néhiany példat és alkalmazdst.

1. Tekintsiik a

o) — 1 [ Ty(2V7) g(x) dx =100
0 .

integralegyenletet, ahol J; jelenti a 0 indexii els6faju Bessel-féle fiiggvényt
I(t) pedig tetszoleges adott fiiggvény. Mivel [5]

€ E]

ol

Li{Jo(2Vir)} =

[~

" azért F(p) = %; £(p) = }J) Alkalmazva az el6bbieket, nyerjik a
( ))—AlCD(l)—L(p) |
4 p» \p)
filggvényegyenletet. Irjunk p helyébe ;-t

o () ot - 1)

Ebbél @ (%)_—t helyettesitsiik az el6bbibe, kapjuk, hogy

1y
pL(p) + AL (73)
(1—2A)p
feltéve, hogy A + 1. Ha torténetesen példaul I() = sin ¢, akkor L(p) =
és gy

D(p) =

1
pP+1
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Ha ezt visszatranszformaljuk, nyerjik a
o(t) — A IJO-(2VE) @(1) dv = sin ¢
0

integralegyenlet- megolddsat A + 1 mellett :

cos f.

1 .
sin t +
A

p(t) = "

Az elébbiekbdl lathato, hogy A = 1 a Jo(2 Jit) mag sajatértéke. Egyik sajét-

fiiggvénye konnyen meghatarozhat6. Ha u. is A = 1, akkor

(0] (%) = pD(p).

Ennek a fiiggvényegyenletnek egyik megoldésa @(p) 2= F .

P
egyik sajatfiiggvénye tehat

2. Oldjuk meg a k('jwetkez6 els6faju integrdlegyenletet :

| ”e Erp(v) dE dr — I(1).
2]/:

N

A szokésos
erf x = i_ fe‘fzd.f
Vo

jeloléssel

J Yy dr = 1(1).

I

Mivel [6]

L { erf T)W}z—) '._T Vp

itt F(p) :.pl ; £(p) = Vp, tehat Efrosz tétele szerint

1 _
()} = L(p),
» (Vp) (»)

Egyenletiink
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ebbél
Q(p) = pL(p?).

Ha ‘erre alkalmazzuk az inverz Laplace-transzforméciét, nyerjilk egyenletiink
megoldasat, '

3. Az elébb vazolt médszer tobb gyakorlati probléma numerikus meg-
oldaséara is alkalmazhaté. Vegyiik példaul a diffazié differencidlegyenlet leg-
egyszeriibb alakjat, mikor is a diffazié csak egy iranyban térténik. Ha a valasz-
tott koordinatarendszer X-tengelye a diffuzié irdnyaba mutat, a helykoordi-
natat x-el, az idSkoordinatat t-vel, a keresett koncentraciét c(z, t)-vel jelsljik,
akkor érvényes a Fick-féle II. differencidlegyenlet :

ac 9%
at ox2’

ahol D egy, az id6tdl és helytdl fuggetlen dllandd, az 4. n. diffuziés allandé.
Ismeretes, hogy ennek az egyenletnek az iltaldnos megolddsa (7]

o (T—x)? (T+x)?

‘. T abt aDt
(2) el ) = — | — g(x) de
Va V4Dt
0 .

alak, ahol @(7) egy tetszileges fiiggvény, Ezt ugy kell meghatarozni, hogy
bizonyos kezdeti feltételek teljesiiljenek. Igy tehat a probléma egy integral-
egyenlet megoldasat jelenti, ha a koncentricié egy adott « helyen ismert
mint az id§ fuggvénye. '

Legyen a rogzitett » helyen a koncentracié ismert :

e(h,t) = gn(t)
és megoldandé a

°©  (r—h)?  (z+h)?
1 ¢ 4Dt _. g TaDt
an{t) = - = P — p(r) dr
R Vabit

. . w g , i , T .
integridlegyenlet. Egyszeriiség kedvéért legyen 4Dt = T és gp (41)) = vu(T).
Ezzel a jeliléssel egyenletiink a kovetkezd alakot 6lti :

R G i) S )
1 e T —e T
vilT) = — —
0

p(t) dr.

Vegyiik figyelembe azt, hogy [8]

(T-F‘h)*‘ .

[ s

Ly l——T— l =-_—e ’
yT Vp
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tehat

Py = L2 =2V & ) = 207

Vp

ezért
Ve Vo)) = D)
V'p
ahol L{yx(T)} = I'n(p).
Ebbdl
. e
rro()
DP(p) = ———-
4sh (hp)
Ennek alapjan
o+ joe p2 .
() ! j nh (Z) ePTdp
T) = — — )
7 279 o—joo 4 sh (2 p)

és igy a koncentracié, mint a hely és idé fiiggvénye

2

oo Otjeo  (1—x)? (r +x)? p
1 e bt —e o0 PLn (_4_)
c(z,t) = - — eTp dp dr.
2m31% ] V3Dt 4sh(hp)
0 o0—Joo .

Lassunk egy konkrét példat. Legyen valamely helyen a koncentracié névekedés
az idGvel ardanyos, vagyis

Jn't) = at,
T a - a 1
akkor (T :g(—):——T, ésdgy Th= = —.
D=0 h) T ALY Rt
Ennélfogva
Py ol
h(4) D pt
és ezért
L
D pt a e~hp | ehp o 1 e7hr 1 1
D(p) = ——L L=

- 4 shihp) - D 77)73 .pA sh Ap D P
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Ismeretes, hogy

L{fn(t)} .
.ahol
{0, ha t<<h
fu®) = 1, hat>h
és igy
t
' 1 e—hp :
7 P {‘fh(’f d'l'}

fr definiciéja alapjan

0, hat<h
vh(t)=ffh(f)df;{t_h h:t>h
0 ’ o

' 1 1
Masrészt viszont az a fiiggvény, melynek Laplace-transzformaltja — R
. ’” ’ . (4 s Ié p - e
az a kovetkezOképpen definials figgvény [9]
Unt)=mn+ 1, ha 2hn <t < 2h(n + 1).
A konvolicié tétele alapjin tehat
u 0, ha t<h
9t) ==Up* vp =
R S IR [(t—h)z—(2n+1)h2]),
k=1 .
ha t > h.

Ezért a keresett koncentracié a (2) formula alapjan explicite kiszamithato.

Megjegyezziik, hogy ennéla specialis esetnél alkalmazott szdmoldasi eljards
az altalanos esetre is alkalmazhaté és a koncentracié-az az el6bbihez hasonlé
alakban is felirhaté..
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OB OJHOM KJIACCE CHHIYJSPHbIX HWHTErPAJbLHLIX YPABHEHWH

H. DEHBE

Peswome

Pabora mnoJbsyercsl usBecTHOH Teopemodi A. M. D ¢ppoca o npeobpasoBaHusX
Jlanaca HEKOTOPbIX MHTErpajibHBIX TpaHcepopMmanuedl [Jisi permieHHS] CHHIYJISIDHBIX HHTe-
rpajbHHX ypaBHeHUH IepBOro H BTOPCro poja, 00JlafaromivX siipamH, XapaKTepHU3H Py EMBIMH
Teopemoii Jdpoca. Pabora moKaker MeTOA Ha ABYX HMHTErpa/ibHLIX ypaBHEHHSX MaTeMaTH-
yecKOH (H3HKH.

r

SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES
E. FENYO
Résumé
L’article fait usage d'un théoréme de A. M. Efros concerﬁant les transformées de
Laplace de certaines transformations integrales pour résoudre des équations intégrales
singuliéres du premier et du second genre, avec des noyaux caracterisés par le théoréme

d’Efros. L’article présente la méthode pour deux équations intégrales de la physique
mathématique.
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A MATEMATIKAI FIZIKA NEHANY DIFFERENCIALEGYENLETENEK
EGY MEGOLDASI MODSZEREROL

FENYO ISTVAN

OSSZEFOGLALAS

Parcidlis differencidlegyenletek peremérték- és kezdetiértékfeladatét gy is
meg lehet oldani, hogy képezziik a szébanforgéd differencidlegyenlet minden tagjinak
Fourier-egyutthatdit az egyik valtozéra vonatkozdlag egy alkalmas ortogondlis fiigg-
vényrendszer szerint. Ha helyesen valasztjuk meg az ortogondlis fiiggvényrendszert,
akkor a Fourier-egyiitthatok egy kozonséges differencidlegyenlet megolddsaképpen
nyerhetSk. Ez a megoldasi elv két példan van iltusztralva. Az egyik a diffuzié differencidl-
egyenletének egyik esetét tdrgyalja, a mdsik egy potencidlelméleti problémat old meg.

A matematikai fizika szdmos differencidlegyenletének megoldasira
ujabban kiildnb6z4 integraltranszformaciékat hasznalnak. Kiilonosen gyakran
alkalmazzak a Fourier integralt, a Laplace-, Hankel-, Mellin- stb. transzfor-
macidkat. Az integraltranszformdciék azt eredményezik, hogy a koézonséges
differencidlegyenleteket algebrai, a parcidlis differencidlegyenleteket pedig
kozonséges differencidlegyenletekbe viszik at. Ezeknek nagy elényiik a klasz-
szikus médszerekkel szemben, hogy egyszeriiek és azonnal a megfeleld kezd6-,
illetve hatdifeltételeknek eleget tevs partikuldris megoldasokat szolgaltatjak.
Héatranyuk viszont, hogy veliik val6 szdmolas kapesan végtelen hatdra impro-
prius integralok 1épnek fel, ez tehdt azt jelenti, hogy a problémaban megadott
fiiggvényeknek a megfelels végtelen intervallumban értelmezetteknek kell
lennick és olyanok kell hogy legyenek, hogy ezek az improprius integralok
értelemmel birjanak. Az emlitett médszerek hasznalatdnak tovabbi nehézsége
a visszatranszformalas valésagos végrehajtasdban all.

A kévetkezbkben a matematikai fizikdban felléps parcidlis differencial-
egyenletek egy igen egyszeri megolddsi elvét mutatjuk meg. Ezt az elvét
integral- és integrodifferencialegyenletek megoldasira méar hosszabb ideje
sikerrel alkalmazzik.

Ennek lényege abban 4ll, hogy képezziik a differencidlegyenlet minden
tagjanak Fourier egyiitthatéit valamilyen {tp,,} ortogonalis fiiggvényrendszerre -
vonatkozéan. Ha sikeriil a differencidlegyenlet tagjainak Fourier-egyiitthatéit
egyszeriien kifejezni valamilyen médon az ismeretlen fiiggvény Fourier-egyutt-
hatéival és az igy kapott egyenletb4l meghatirozni az ismeretlen fiiggvény
Fourier-egyiitthatéit, akkor feladatunkat tulajdonképpen meg is oldottuk.
Itt is lehetséges még szamolds kozben figyelembe venni a kezdeti-, illetve
hatdrfeltételeket, mert rendesen a differencialegyenlet egyes tagjainak Fourier-
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egyiitthat6ibél parcidlis integrdldssal lehet kifejezni a keresett figgvény
Fourier-egyii thatéit. A megolddst dltaldban a {(pn} sorozat szerint halado
végtelen sor alakjaban nyerjikk. Hitra van természetesen annak megvizsgalasa,
hogy a sor konvergens-e és elegendlszor differencidthaté és a differencidl-
egyenletet kielégit§ fiiggvényt szolgédltat-e. E feladat igen sokszor nem bonyo—
lultabb, mint a szokdsos integralt1ans7formamok inverzének a képzése és
azokkal kapesolatos improprius integralok konvergencidjanak megallapitasa.
Ugy latszik, hogy blzonyos esetekben a most vazolt mddszer egyszeriibb,
elkeriilhetdk a kényes improprius integralokkal valé szamitdsok. Kiilondsen
egyszerii a most vazolt médszer hasznilata, ha ¢, egy onadjungilt sajatérték-
probléma sajatfiiggvényrendszere és a szobanforgo differencialegyenlet olyan
linearis Onadjungalt differencidloperdtort tartalmaz, mely ¢g-et definidlo
differencidlegyenletben is szerepel.

Szoritkozzunk masodrendii differencidlegyenletek esetére.

Tegyiik fel, hogy ¢, a kovetkezd Sturm—Liouville-tipusi sajatérték-
probléma megoldasa :

(Pen) —qen + Anopn = 0,

ahol p(z) > 0 sulyfiiggvény és valamilyen .homogén hatdrfeltete] teljesiil.

Tegyiik fel, hogy a megoldandé differencidlegyenletben az — ( py') — (;’) Y

b

kifejezés szerepel. Akkor ennek g, szerint vett Pouner—egyutthatola

b

l ’ o 7
[(5 (py'Y 0 1/) 0pndx = [ypals— [upg 15— Anoin,

a

ahol an jelenti y-nak a Fourier-egyiitthatéjat. A szogletes zardjelek értékének
kiszdmitasanal kell figyelembe venni az y-ra vonatkozé hatarfeltételeket.

A véazolt eljarast két konkrét példan, éspedig két parcidlis differencial-
egyenlet megoldisan mutatjuk be.

1. Tekintsiink egy (egységsugara) hengeralaki edényt, mely tiszta oldo-
szerrel van megtoltve és az edény falan 4t oldott anyag diffundil az edénybe.
Az edényen kiviil a koncentricié legyen allandé. '

Ha a henger tengelyétdl mért tavolsdgot r-rel jeldljiik és a koncentraciot
(mely a hengerszimmetria miatt csak r-t6l és az 1d6tél fugg) c(r, ¢)-vel, akkor
mint ismeretes, érvényes a kovetkez$ parcidlis differencidlegyenlet :

. \ L e
p(lLalo
orz . ¢ or ot
A hatéarfeltételek
c(1,6) =¢cy (t>0):
c(r,0)=0 (0=r<1).
a% ac

A differencidlegyenletben szerepld pars + o kifejezés és a szébanforgo
r: o 9r

(0,1) intervallum miatt nyilvanvalé a J(A.r) ortogondlis figgvényrendszerre
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vonatkoz6 Fourier egyiitthatéok képzése, ahol 2, jelenti a Jy(x) pozitiv
gviokeit. Az elGbbiekhez teljesen azonos szamolas alapjan

0% 1 ac
[ (—; + ,—) Pl o) dr - — A H{(An) — A% an(l).
0 or r o or :

Ha tehat az integridlandé egyenlet mindkét oldalat Jy(4,r)-rel szorozzuk (és
még az r sulyfiiggvénnyel is) és 0-tdl 1-ig integralunk, akkor a

7!
( (;';(;t) = = DAt § Py + A% (anh)

egyenlethez jutunk. Ez «,(t)-re nézve kozonséges differencidlegyenlet, melyet
az an(0) = 0 feltétel mellett kell megoldani. Ennek az egyszerit linedris egyen-
letnek a megoldasa

an(t) == (.'o-_]_:og\_{’__). ((;—D7;f,t4 1).
An

Vegyiik figyelembe azt, hogy Ji(An) = — J(An) és ennek alapjan problémank
megoldasa

Ugyanezt az eredményt nyertiik volna a Hankel-transzformaécié alkalmazéasa-
val is, csakhogy hosszadalmasabb szamitdsok ardn.

2. Egy egységsugart, koralaka, toltéssel ellitott siklap potencialjat
keressiik. Valasszuk a koordinatarendszert gy, hogy az XY-sik egybessék
a korlap sikjaval, kezdGpontja pedig legyen a kor kozéppontja. A korlap altal
létesitett tér nyilvan hengerszimmetrikus, igy a & potencial csupan r és z-t6l
fiigg, ahol r jelenti valamely pont tavolsagat a Z-tengelytél. @(r, z) kielégiti a

A2 =0
differencidlegyenletet. A hatdrfeltételek:
oQ(r,0)

D(r,0) = (0 =r < 1) és ~ =0, ha r > 1.

A Laplace-operatort hengerkoordinatékra atirva:
%@ 1 9® 9D

or? r or 022

A2 = - 0.

Szamitdsra alkalmasabb lesz az egyenlet, ha az r és z helyett az u és v koordi-
natakat vezetjiik be a_kovetkezl egyenletekkel: .

pes YU — a2 V1 422 2= ur.

357



Elemi szamolassal azt kapjuk, hogy @ kielégiti ezt a parcialis differencidl-
egyenletet

-

a l___lz)_____ 2)‘62 - ()_
au ou . av .
Ezesetben a hatarfeltételek
: o
DO(u,0) =Dy (— 1l <u<<l) és —d—a&)—)z 0
. - ou

lesznek.
o | ow . . 2 .
Az — l(l —u miatt kozelfekvé a Legendre-polino-
ou - ou
mokat alapul venni és képezni az egyenlet mindkét tagjanak a Pp(u)
Legendre-polinomok szerinti Fourier egyiitthatait.
A bevezetésben alkalmazott szamitast elvégezve, azt kapjuk, hogy

1

j' 2 [(l — u?) e

Pou)du =—n(n 4+ 1) a,,

2, 0u ou
ahol
- Tl
’. i ' an(v) = I@(u,v) P o(u) du.

—1
Végigszorozva tehdt a parcidlis differencidlegyenletet Py-nel és integralva
u szerint kapjuk, hogy

—n(n + 1) an(v) + f% l(l + v?) %—;"i] Po(u) du =
: 1

-

910 4 0?) o] = 0.

—n(n + 1) an(v) + ~

Ez an-re kozonséges differencidlegyenlet, melyet az
: »
au(0) = @y [ Pufu) du

hatérfeltétel mellett kell integralni.
Ha n > 0 egész, akkor

+1 . .
IP,,(u) du=0, ' O

vagyis on{0) =0 (n = 1,2 ...).
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A szébanforgéd differenciélegyenletrc’il azonnal leolvashat6, hogy ha
annak egyaltaliban van nemtrivialis megolddsa, az csakis analitikus lehet
a v = 0 hely kornyezetében. Fel lehet tehat tételezni, hogy a megoldas ilyen
alaka : :

An(v) == kL:)C,,,k vk,

Ezt a differencidlegyenletbe behelyettesitve, azt kapjuk, hogy
[n(n 4+ 1) — k(k + 1)] Cn,k =(k+ 1)(k+2) Cn,k+2'

Mivel a,(0) = 0, ezért Cp,o = 0 és igy Cn,ax = 0. Masrészt viszont az elGbb
rekurziés formuldbdl kovetkezik, hogy ha n paratlan, akkor Cp iz =0 és
igy minden tovabbi egyiitthaté is zérus. Ez azt jelenti tehit, hogy aa(v)
paratlan polinom, Mésrészt viszont D(r, z) potencialfiiggvény, mely a végtelen-

ben —71; nagy.szigre.ndberi eltiinik. Ha v — oo, akkor r és z tart co-hez, tehat
an— 0. Mivel azonban a, polinom, ez csak gy lehet, ha an(v) = 0.

Ha viszont n paros, akkor n(n + 1) — k(k + 1) soha sem lesz . Kz-
esetben

Cnisz _ (K4 1)(k+2)
Cak nin+ 1y—kk+ 1)

ha k- oo, tehit an(v)-t olyan hatvanysor reprezentdlja, melynek konver-
genciasugara 1.
Maisrészt azonban

k42 k(k + 1)

Cn,k = - n, k—2

amibdl kovetkezik, hogy an(v) hatvinysoraban a C, . egyiitthatok valtakozo
' A .
eldjeltiek (egy bizonyos tagtél kezdve) és |Cp | > ﬁ:’ ahol 4 valamilyen

pozitiv .szdm (elegendd nagy k-t6l kezdve). Ebbdl kiovetkezik kozismert

gondolatmenettel [1], hogy ha v — i (3 = | — 1), akkor la,(v)] — oo. Ez pedig

nem lehetséges. Ha ugyanis u és v tiszta képzetes szam, akkor r és z valds,

tehat r és z ugy is felveheti szambajové értékeit, ha u és v tiszta képzetesek.

Kiilénosen korldtosnak kell maradnia an(v)-nek, ha v — 1, mert ezesetben

7> 0és 7 = 0 mellett P nyilvan korlatos. Ezért tehdt a.(v) = 0, ha n paros.
Marad az az eset, amikor n = 0. Ekkor .

d

: S0+ ) = 0

és ay(0) = 2@,. A differencidlegyenletnek 4ltalinos integralja
. an(v) = a .arctg v +b. '
10,
—

De ag(0) = b = 2@y és opfoo) =0 = a & 4 20, ebbbl a = —
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innélfogva tehat

4P
ay(v) = — - % arctg v + 2@, ,
és igyv
2
DO(u,v) = @, Il - arctg v].
Attérve hengerkoordinatakra

9 22 2 [(22 L r2_1)2 4z2"/z>
D(r,z)== Py |1 — arctg ( +7 T+ y (z_) Tz ~) +—~J .

*)

A most targyalt probléma természetesen mas maédszerrel is megoldhatd.
fgy pl. [2]-ben a megoldast

20, t
D(rz) = "0 f §’P{» o(tr) e—2tdt *

alakban nyeri. Kénnyl megmutatni, hogy ez a képlet a (*) alattival azonos.

20
AT dllands faktortd] eltekintve, @(r,z) u. i az f(1) = 3"3 Jo(tr)

fiiggvény Laplace-transzforméltja, ez pedig explicit alakban konnyen kisza-
mithatd, mert nyilvanvaléan [3]

et iDL L R LS
Joe ; Jo(lr) dt 5 lar.sh ; ar sh . ‘

iz azt jelenti, hogy ki kell szamitani / m]ar sh z—;t—zl =y értékét. Legyen
xr = Re |ar sh -'ib—l , akkor mive]
sh (@ + iy) = 21
ezért
z , 1 .
7=shxchy és —=ch z sin y.
" T
E két egvenletbdl z ellimindcidja Gtjan

ricosty + (1 +2z—7r¥)cos?y—22=10

%

24 24 V(r2__z2_ )2 - 42272

RAE

Yy = arc cos
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L

adédik. Azonnal lathat6, hogy ez a mar jelzett allandé faktortél eltekintve
a (*) alattival azonos, mert

(r2— 22— 1)2 + 42272 = (12 4 22— D)2+ 422
és felhasznalva az
arc cos p = arc cotg - »
g
elemi identitast, ad6dik, hogy

2221 4221
Y = arc Cotg 7; _~ ! _VﬂAi_z_ — ,), :*_,Az,. .

r2z2 41— (r2 4 22— 1)2 + 42

Mivel pedig

rP—— 14V (22— 1) 422 P4 —i—]/(rT—}—zz——l)f-i—4zZ
R e | 2

ezért a (*) és (¥) alatti képletek azonosak.

Megjegyezziikk még, hogy ugyanezt a tényt még masképpen is be lehet
latni. Ha ugyanis képezziik (*,*) alatti kifejezés w szerinti parcialis derivaltjat,
gy elemi szamitassal azonosan 0 adédik. Ez azt jelenti, hogy (§) alatti integral
nem fiigg u-tél. De akkor legyen w = 1 és igy [4]

y

.

0

20, (. _ ., sini{ 20
= 0 ‘e_” A - T are cotg v
T 0 T

ami megmt a (*) képlettel azonos. ’ .
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Ob OJHOM METOAE PEWEHUS HEKOTOPBLIX IU®GEPEHIIMAJIBHBIX
YPABHEHU# MATEMATHUECKO# ®U3UKH

. PEHbE
Peswme
3ajaya rpaHHuHBIX M Haya/lbHbX 3HAueHHH AHdQepeHUHATBHBIX ypaBHeHHH ¢ wacr-
HbHIMH TIPOH3BOJAHBLIMM pelaeTcsi MU TakHM oGpasoM, uro obpasywTcst KodhdHudeHTH Dypbe

Ka)KJ0F0 4YJieHa PACCMATPHBAEeMOro JH(epeHIHaIbHOr0 ypaBHeHHS, OTHOCSIMHECS K OfHOM
mepeMeHHOM MO MOAXoAsimed cucTeme OPTOroHaJbHbX (YyHKUHH. EcJd cHcTeMa OpTOroHajb-
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HbBIX (YHKUMH HaGHpaeTcsi NPaBHJBLHO, TO KOId(pHUHeHTH Pypbe MOJYYaWTCA pelleHHEsH
OGBIKHOBEHHOT0 AH({epeHIHaIbHCI0 ypPaBHEHHS. ITOT NPHHOMI pelleHHsi HJITIOCT PHPYeTcsl
Ha ABYX mpuMepaX. OgMH — caydai nn¢q)epeﬂuuanbﬂoro ypaBHeHUs] fHOY3HH, ApYyroH
- npoﬁnema TEOpHH IIOTEHLHANA,

b SUR UNE METHODE DE SOLUTION DE QUELQUES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE

K. FENYO
Résumé

Le probléme de valeurs frontiéres et de valeurs initiales d’équations différen-
tielles partielles peut étre résolu de la maniére qu’on forme les coefficients de Fourier
de chaque membre de 'équation différentielle en question concernant I'un des variables
selon un systéme de fonctions orthogonales convenable. Silesystéme -orthogonal est choisi
convenablement, les coefficients de Fourier peuvent étre obtenus comme par la solution
d’une équation différentielle ordinaire. Le principe de solution est illustré par deux
exemples. L’un se rapporte & un des cas de I'équation différentielle de la diffusion, tandis
que P'autre résout un probléme de la théorie du potentiel. ’

AZ OSZTALY MUNKATARSAINAK AZ OSZTALY MUNKAJANAK
EREDMENYEIT TARTALMAZO, MASUTT MEGJELENT DOLGOZATAINAK
J'EGYZEKE

Pdl Sdndor: Cukoripari diffaziés folyamatokrél. I. Magyar \Iatematlkm Kong-
resszus Kozleményei. 693—726 o.
Pdl Sdndor: Ellendramu diffuziés rendszerekrdl. MTA III. o. Kozleményel I. 1.
143—164. o. :
Fenyd Istvan: Uber eine Klasse von Integralgleichungen. Publ. Math. Debrecen
{Sajté alatt)
v Fenyé Istvdn: Eine Bemerkung tber das Dirichletsche Problem beziiglich der
- Kugel. (Publ. Math. Debrecen, sajté alatt)
Fenyd Istvdn: Magasabbrendl goémbfelileti fuggvényekre vonatkozo mtegral- .
egyenletekrsl. M. T. A. III. o. Osztdlykszleményei. (Sajté alatt). L
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KETKOMPONENSU IDEALIS GAZELEGY ELOSZLASA CENTRIFUGALIS
EROTERBEN

FREUD GEZA

OSSZEFOGLALAS

Kétkomponensii gizelegy centrifugdldsa esetén a centrifuga belsé szélén a kénnyebh-
‘hik komponens silyardnya l-ig fokozhatd, ellenben a nehezebb komponens silyaranya
nem haladhatja meg az
m'’ M
m’ M+ m’ M’ .
£értéket, ahol m’, ill. m’” a két komponens tomege, M’ ill. M"'= M’ pediga két komponens
molekulasilya.

Jelen tanulméany Borza Ldszlé munkésjité talalmanydval kapesolatban,
az Orszagos Tervhivatal meghizisa alapjan késziilt.

Az r| és r, sugart koncentrikus hengerfeliiletekkel, tovabba a hengerek
kozos tengelyére merGleges sikokkal hatdrolt térrészbe két idealis gaz keveré-
kébdl allé6 gazelegyet helyeztiink és azt a hengerek kozos tengelye koriil o
szogsebességgel forgasba hoztuk. Meg akarjuk hatdrozni azt a sfirtiségeloszldst,
melynél a gizelegy a forgé rendszerben egyensilyban van és hémérséklete
allandé.

A Dalton-térvény szerint, amely potencidltérben is érvényes,* a két gaz
a rendelkezésre all6 teret egymistdl fiiggetleniil tolti ki, elegendd tehat egy-
komponensii rendszert vizsgalnunk.

A tomegegységre haté centrifugilis erd a gazzal egyiittforgé koordinata-
rendszerben w?r, ahol » a tengelyt8l mért tavolsig, tehat az erétér potencidlja

. 1
V= —— o
. 2

&

Az aerostatikai egyeusily feltétele :

p

v _
N

O} r:—rd) =0,

1| -

] * A Dalton térvény ezen éltaldnositisara Freud Gézéné Wégner Anna IV. éves
fizikus hallgat6 hivta fel a figyelmemet, aki énalléan elméleti levezetést is készitett erre.
Ertékes szakmai segitségéért.eziiton is kdszonetet mondok.
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ahol p = p(r) a gdz nyomasa, p = g(p) a gaz stirfisége [1]. Idedlis giz esetén

1
(2) . P S RT,
e M

ahol M a giz molekulasilya, R az egyetemes gazallandé és T' a gz hémér-
séklete.
(2) alapjan

— = —log
e M o

fdp RT o
P1
és igy (1)-bsi
LI
(3) , o=p P‘——'zRT(r -’
Ha a gaz osszes tomege m, Ogy l-lel jelolve a két hatarold sik tavolsagat,

’2 . re .
0 2al j ordr =+ 2qlg, j eM@HP—12) )y

Ty

(4) Mo \
9 m ) —rl
2175(1{: 01 e2R )_II
(3) és (4)-bdl
sz "_,2)
(5)  mMe? e2RT "2 1
' 7 YHRT mo? i
¢ 2RT 1

Ha (5) -ben m és M helyébe- az egyes gdzkomponensekre érvényes m’ és M’,
ill. m” és M" értékeket helyettesitjiik, megkapjuk a gazelegy két komponense-
nek o, ill. p” siiriségeloszlisat.

Tanulsagos megvazsgalm a két komponens siirliségének ardanyat a kiilsé
és bels6 hengerfal menten r = ry esetén .

Mo iy (f ’)
o1 mM e 2RT RV
‘5) " - " n
o7 m'M" me? 22,
e2RT "2 "V __ |

és r = r, esétén

. . _ M”w"’(lg_lf)
(1) o m'M 1 e 2RT '
i = = - —
9'2’ 7””1’ ” ) _:Vl' (, —,2’
|- ¢ 2RT.
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Legyen pl. M" =~ M’ és nézziik meg, mi torténik, ha az o szbogsebességet
minden hatdron tal néveljik. Akkor a térfogat belsé hataran mindkét kompo-
nens siirisége zérushoz tart, de a kisebb molekulastlyi komponens relativ
stirlisége 1-hez konvergél A térfogat kiilsé hatdaran ugyanakkor mindkét
komponens siirtisége vegtelenhez tart, de olymddon, hogy a nag'x obb molekula-
stlyd komponens relativ siiriisége

05 m" M

lim =
w o gy oM ’lI +m"ﬂl”

és a mehezebb komponens relativ stirfisége mindig ezen hatdrérték: alatt marad.
Mindez (5), (6) és (7)-b3l azonnal beldthaté.

1IRODALOM

. 1. pl. Sommerfeld: Mechanik der deformierbaren Medien. 49. o. (7) és (6b)
képl('tek * .

PACNIPEJEJIEHUE T'A30BOH CMECH ABYMSI COCTABJISIICIUMMHU B
HEHTPOBE)XHOM CHJIOBOM NOJIE

. ®PART
Peswome

B ciayyae ueHTpUQYTMpOBaHHS rasoBodl cMecH M /JBYMs 'COCTABASLIOMHMM, BecoBoe
oTHOHIEHHe bOJlee JIETKCT0 KOMNOHEHTa Ha BHYTPeHHeM Kpae MOXKeT NMOBEICHThCS 10 1, a Beco-
Boe OTHOureHHe GoJlee TSKEJIOTO KOMIIOHEHTA He MpeBhINaeT BeJHUHHY

m/IMII
mm’ 4 m'M”

rae M’ m m’ — wacchi KomnoHentoB, M U M” > M’ MoJieKyJsipHble Bechbl KOMIIOHEHTOB.

LA I)I\TRIB["]‘I()\I DES MELANGES bALFU)x A DEUX COMPOSANTES EN
CHAMPS DE FORCE CENTRIFUGALES

G, FREUD
Résumé

En cas de la centrifugation des mélanges gazeux & deux composantes. on peut
augmenter au bord intérieur du centrifugeur la proportion de poids de la’ composante
plus légére jusqu’a 1, mais la proportion de poids de la composante plus lourde ne peut
pas dépasser la valeur

L 11;1

m’M + m”jll v

ou m’ et m” sont les masses des deux composantes M’ et M” > M’ sont les poids molé-
culaires des composantes.






MODOSITOTT EGYCENTRUMU KOLCSONHATASI INTEGRALOK
SZAMITASA

ARATO MATYAS és FREUD GEZA

OSSZEFOGLALAS

Szerz6k médszert ismertetnek az
TR n) o
= =1 e Y aT d
Im,n (ry) J.J""lz‘*""o dT, dT,

integralok szédmitdsdra és kiszamitjdk azokat m, n = 0, 1, 2, 3 esetén.

Bevezetés

Ha két elektron egy ¢ pontszerfi toltés Coulomb-terében mozog, a ket
elektron kolesonhatéasi energiajat a kvantummechanikai perturbicidészamitds
elsbrendii kozelitésében szamolva

o ) sy madry T
H Ry(ry) lfg%;z) N e ey
S 12

(Y

alaku integralokra jutunk (1. pl. [1] 72—73. o.), ahol R, és R, kis fokszamn
polinomok. r;, 7y, 7y, jelentése az abrarél leolvashaté, a dr, és dv, szerinti
térfogati integralast kiilon-kiilon az egész hiromdimenziés térre kell kiter-
jeszteni.

Hasonldsagi transzformaciéval elérhetd, hogy « = 1 legyen, és ekkor
(1) az

mn —(r+rs)
AT e
(‘2) ’ [mn(“) - H -7

dry dz,
12

alakt integralok linearis kifejezésére bonthaté. Az ilyen integralok szamitasat
elGszér R. H. Hassé [2] végezte el és alkalmazta.

Hassé eredményét azdta altaldnositottak arra az esetre, ha a két elek-
tron 2, vagy 3 pontszeri mag terében mozog ; ennek a kérdésnek kiterjedt
irodalma van, amely pl. H. J. Kopineck [3] dolgozataban (amely az eddig
ismert legaltalinosabb eredmény) megtaldlhato.

Romdn Padl fizikus egy kutatési problémajaval kapesolatban az Eétvos
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Lorand Tudomanyegyetem Fizikai Intézete Intézetiinkhoz fordult azzal a

kéréssel, hogy adjunk szamitasi eljarast az alabbi mdédositott integrdlokra :
—(r1+r2)

(3) Tl ﬂ”“ dr, dr,,

’12‘{‘7'0

ahol m és n egész szamok.

’T"‘—

s

T 2‘:’——:—-0’7'~0’x,0f1/,0’z,

z
4_""1 {
—v T/:dr/-ﬂfl'ﬂ‘,yzﬂl
:I‘y’;'——a—)
L 7 gt
1. dbra

A konkrét fizikai probléméanal r, 10~ > nagysdgrendii allandé.

A szerzoknek sikeriilt olyan eljarast kidolgozniok, melynek segitségével
(3) eldallithaté, mint egy finit analitikus kifejezés és egy jelentéktelen kor-
rekeidt eredmenyezo integral osszege. Az integralalakban el6allitott korrekeids
tag nagysagrendje rg' "5 log 1/r,. r, kis értékei esetén Imn(ry) nagy pontos-
saggal kozelithetd 3—4 tagu kifejezésekkel és ezekre a hibabecslést 0 = r) =
= 10~* esetén elvégeztiik. Miutan eredményeink elméleti fizikai szamitdsok-
szempont]abol nem latszanak érdektelennek, azokat eztton klvan]uk a kuta-

Zr T

tok szdmara hozzaférhet6vé tenni.

A kozolt szamitasokat Araté Matyas IV. éves alkalmazott matematika-
szakos hallgaté végezte nyari termelési gyakorlata soran Intézetiinkben,
Freud Géza iranyitasaval.

A szamitdst modszer
Vezessiik be az
8=171 41y, \L=0;—17y, W=7,

Hilleraas-féle koordinatakat. (V. 6. E. A. Hilleraas [4], vagy Gombas Pél
loc. cit. [1], 166—167. old.) Ebben a koordinitarendszerben

S P owdu ¢
4 e =S 2 _{ym+1 +1
(4) L mnlro) = 2m+n£e ds! oy _fu(s tym+1 (s 4 t)n+1de

(4)-ben a ¢ és u szerinti integralas kozvetleniil elvégezhetd :

S f +u N
(3 [ [ (s pmer e nrdt = 3 [a+ belog (o + 9)]

u T
0 + 0 —u 5 k=0

370



ahol ayx és by az ry egyszerit alakua fiiggvényei. [lymdédon

Ion (rg) =

N
3 lay + by log (s + 1) | ske™sds =

k=0

O;——;S

Xl'ak+e'oj Zb (x—ry)¥ log xeg*du ==

(6) k-0
N N
== jZ Fla, + e f 2(-,,.1*" log xe > dzx.
k=0 iy k=0

Ahol a ¢;-k, mint az r, fiiggvényei, a
N . N

(7) Zbk(x~— re)k = chx"

k=0 k=0

azonossaghbol szamithatéok. Most mar csak azt kell észrevenniink, hogy
e . o .
(8) fe—xxk log xdx = I (k + l)—fe‘“xz" log x do
T ] 0 b
amit (6)-ba helyettesitve :

N N o N
(9)  [nun(ry) = 2 Ela,+ e 2 r'ik+1) ck—e'oJ" ( chx") e xlogxdx.
k=0 k=0 g \k=o0
Vizsgaljuk meg most kozelebbrdl az (5) kettds integralt :

- U

Q(u,s) = J (s —H)ymil(s 4 t)n+1dt

—Uu
s-ben és u-ban homogén m + n + 3-adfokd polinom, tehat

wQ(u,8) = 7oQ(—7,8)
u+ry u -+ 7, + R(u.s),

ahol R(u, s) u-ban és s-ben polinom. Ilymédon (5) jobboldalin
N v
Zbk 8K = — 1o QH(—1y,8)
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BN s T T U S T T x‘xwwtw
S .. . : [ S :

r%ban és s-ben homogén N = m - n + 4-edfoku polinom. Tekintettel (7)-re, " .

. Z cy Xk 18 ry-ban és xz-ben homogén m + n + 4-edfoki polinom lesz, tehat az
4 k=0

f To N
b [(Zc,‘x")e—xlogxdx

6 \k=0

integral nagysagrendje r®*"+s log 1/r,.

Szamitdst eredmények
A) Pontos képletek

2
Tolre) = 5- {6() 32, 2r3(1 L 6 log 7,) + 203(1 + 7, log 7,) -
G B en[6I7(3) — 12rI(2) 4 43 T7(1)] —

To

—rd e'OJ((ix?— 12rgx + 4r3) e™* log x dx §
0

' . _
' 14(r) = :—:6 {7920 20447, — 247«(2,(% 4 30 log rOJ 110873 +
+ 2r8(8 4 20 log ry) — 673 — 60§ log ry 4 rde’s | 3017(5) — 12017 (4) ry +
+ 1601(3) r§ —e80I(2) r§ + 161(1) r§] —

o
— r§efo [(3()9154— 120r,22 + 160r322 — 80rdx + 1678 e log « da }
0

2 157
[5a(7y) :5”;—0 {937440 — 270336r, — 6173 (% 170 log ro) + 585173 +

37 :

ol (? 170 log ro) — 23205 — (10 + 84 log 7,) 7§ + 1077 4
v + 1078 log 7y + 12er[TOT(7) — 42017 (6) r, + 980I”(5) 73 —
— 112017 (4) 7 + 6721V(3) 74 — 22417 (2) r§ + 3217 (1) 73] —

Ty

— T%e'oJ (7028 — 4201y 25 + 980r3a* — 11207328 + 672422 —
(]

— 224r3x + 32r8) e log x dx }

. .
Iore) == 150 — 647y — 3r3(1 4 6 log r,) + 273 - ri log 7, +

. 3 |
+ rdeno[3I7(4) — 9o (3) + 8r3IM(2) — 2r30'(1)] —
Ty
X — r%e’oj[f%xa — 92%ry + Saxri — 273] e > log dx}
0
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2
Loo(7y) = 71[—0 {168() — 5767y — 6r3(1 4+ 20 log ro) -+ 23— 73 -+ 1§+ rlog 7, +
4 r2e * [5I7(5) — 207, IV (4) + 30r20(3) — 20731 (2) + 1Al (1)] —

— rer, [ [5at — 207523 + 30rdx2— 20r3x + 4r¢le > log x dx}

2 .
Toy(rg) = Z— {27720 — 88327, — 30,317 + 60 log ro) 4+ 21623 +
0 .
+ 3r¥(3 -+ 20 log 1) — 6r3 — 3rf log ry +
S PR [ 1517 (6) — 5, (5) + 140r2T7(4) ~  129r3T7(3) + 48rA"(2) —

. .
— 8r3(1)] — rdeno f [1565 — Toryx® + 1407325 — 1207822 + 48rix —
0

— 8r3] e log z dx }.

A szerz8k Imn(ry)-t m = 3, n = 0, 1, 2, 3 esetre is kiszamitottik. Ezekre
az értékekre azonban csak a kozelitd képleteket kozoljuk. Amennyiben a
pontos kifejezésre is sziikség mutatkoznék, azok kozvetlen megkeresésre az
Intézet utjan a kutatdk rendelkezésére allnak.

B) Kozelito képletek
‘ ha 0 <ry, <l0—*

72 A
Toolre) == 5 {60— 32r, — [2— 6I(3)] r§— 12r% log r0}+ €0(7o) ;
' lego(Te)] < 4-10—11
2
1,4(r,) = % {7920 — 29447, + [3017(5) — 204) 7§ — 720r% log 7o } + eyy(ry) ;

|&1(7o)] < 10710

2
Loa(rg) = —75— = {93740 — 2708367, — U157 + 420 log 7] 7§+ T0T"(7) Y4

+ e99(rp) ;5 lEpa(rg)] << 410710
2

Lo(ro) = 13~ {150 — 647, — [3— 3T"(4)] r3— 1813 log 7o} + (7o) ;
l€10(ro)| << 10—H

To(re) = T—z {1680 — 576ry + [517(5) — 6] r§— 120r§ log 7o } + exlro) 5
legg(7)| < 4-10—11 .

I (ry) = :—: {27 7720 — 8832r, + [15I(6) — 510] rj — 18003 log ro } +

+ 821("'0) N 1821(70)1 << 1010
Iyglrg) = = {49340_ 133447, + [15I7(6) — 330] 3 — 18007 log ro } +
-k £g9(rg) 5 lege(re)] < 21071
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T3 (rg) = ) { 1698480 — 4600327 -+ [103I(7) — 14580113 — 7560075 log 7 § +
- £g1 (1) 1 |Eg (7o) < 4. 10710
N P ) S [187 | s T o oamrmron sl
Lyo(ry) = — 14218480 — 10813447y, — 7!|— 4 35 log rOJ rg + 351 (8) ro} +
560 | . 12
~+ £35(70) 5 1E50(rp)] << 1070
L5a(ro) = 79200 — 830177287, — 8173 | S0l & 315 logr
wl7od = Goso 1 o o] 3 o

+ 315r8I(9) } + &35 rO) |€sa(ro)l < 4107
A I'fuggvény dlfferenmalhanyadosal a

Ir(l)y=—0C=— 0,577215664901532 . . ,

: I 1
I'n+1y=n!I"(1) 4+ 1 +5+...+;

képletekbdl szamithatok. (V.. N. Nielsen [5] 9, és 15. oldal.)
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UCYHUCJNEHUE MOJUPULIUPOBAHHLIX UHTEIPAJIOB B3AUMOJAEMNCTBUA
C OJHUM LHEHTPOM

M. APATO U I'. ®PAN[
Pesiome
1

ABTOpb[ 3HAKOMAT ¢ METOAOM [JI1 HCYHCJIEHHSI HHTEerpajioB THNA

I,,,,,(ro)—-‘njr + - 2___ e (1 Hz)dtldtz
12 o

H BBIYHCAAKT HX npu m, 1 = 0, 1, 2, 3.
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LE CALCUL DES INTEGRALES D’INTERACTION A UN SEUL CENTRE MODIFIE
M. ARATO ET G. FREUD
Résumé
Les auteurs donnent une méthode pour calculer des intégrales du type
Im,n (rg) = JI s SPPR dr,dv,
13+ 7

B J
et ils les calculent pour les valeurs m, n = 0, 1, 2, 3.
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PARHUZAMOS ELEKTROMOS VEZETEK MAGNESES TERENEK
SZAMITASAROL
1. rész

FREUD GEZA

OSSZEFOGLALAS

Két parhuzamos u, ill. p, méagneses permeabilitdsi hengerben [ ill. ~7 aram
folyik. a kérnyez6 kozeg pn, permeabilitasa szigetels. Megengedjiik, hogy az dram az id6-
ben véltozzék, de kikotjik, hogy az egyik vezetSben foly6 aram ne befolyésolja szdmot-
tevéen az arameloszlist a maéasik vezetGben.

Vezessitkk be az alabbi jel6léseket : 0, jelentiaz elsé vezetéhenger kozépvonalat ;
0, jelentse Oy-nak a masodik hengerre képezett inverz egyenesét, 0, az O, -nek az els6
hengerre képezett inverz egyenesét, s. i.t. Q, jelentse a masodik henger koézépvonalat
és ebbdl az el6bbihez hasonldéan kapjuk Q,, Q, .. .-t. Jelentse H(I’) a P egyenes mentén
folyé egységnyli intenzitdsi, vonalszeri &ram mégneses terét az ures térben. Akkor a
magneses teret a két vezetd kozti térben a (21) képlet szolgaltatja. Ugyanakkor a magneses
tér a vezetdk belsejében : .

H, = Hy,+Hy H,=Hyu+Hy

ahol Hy,, ill. Hy, a vezeté belsejében a sajat dramAitdl szdrmazo tér a masik  vezeté
tavollétében és a Hy, Hy jarulékos tereket a (22), (23) képlet adja meg. Az In, Ip, Jn.
Jn tikoraramok értéke az la—3b tdbldzatok harmadik rovatdban olvashaté le, &,
£y My 68 7, értékét a (7) képlet adja.

A (21), (22), (23) sorok olyan geometriai sorral majorizalhatok, melynek hanyadosa
&, &, q, ahol g a geometria elrendezéstél fiiggé dllandé. Ha a két henger sugara sokkal
kisebb, mint kézépvonalaik tavolsiga, akkor ¢ <« 1.

Bevezetés

Parhuzamos elektromos vezeték magneses terét és Onindukciéjat a
technikdban egy olyan kozelitéssel szokas szamolni, amely lényegében Max-
well-t6] [4] szarmazik. Ez az eljaras az alabbi elhanyagolasokbdl indul ki :

1. Elhanyagolja, hogy egy vezetdn belili aramelemek kolesonhatisa
kovetkeztében az aramsiiriiség a vezet( kozépvonalatél mért tavolsag figgvé-
nyében valtozik. Ezt a jelenséget a tovabbiakban sugdriranya aramkiszori-
tasnak nevezziik.

2. Elhanyagolja, hogy a két vezetSben folyé aramok kolesonhatéasa
kovetkeztében az egyes vezetGknek a masik vezet6hoz kozelebb esG helyén
nagyobb az dramsiiriiség, mint a masik vezetGtdl tavolabb. Ezt a jelenséget
a tovabbiakban keresztirdnyG dramkiszoritasnak nevezziik.
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3. Elhanyagolja a méigneses erGvonalak torését a vezetG és a kornyezd
homogén kézeg hataran.

A sugdrirdnyu és keresztiranyt aramkiszoritas természetesen csak akkor
1ép fel, ha a vezetékben valtéaram folyik. Mindhdrom elhanyagolds kikiiszobé-
Iésével G. Mie [5] végzett szamitast. Szamitdsa rendkiviil bonyolult és ered-
ményét az énindukcidra csak arra az esetre sikeriilt attekinthetd alakra hoznia,
ha a maigneses erGvonalak torését vagy teljesen elhanyagolja, vagy igen nagy
permedbilitas esetén kozelitéssel veszi szamitisba. Mie szamitdsit G. Jaumann
és J. Jaumann egyszeriisitette, ez az egyszerisitett szamitas 4. Sommerfeld [8]
konyvében jelent meg. Szamitasuk azonban abbdl a feltevésbdl indul ki, hogy
a vezetGk anyaganak vezetGképessége végtelen nagy és igy az dram a vezetdk-
nek csak a feliiletén terjed. Ilyen feltételek mellett sorfejtést adnak a magneses
térerdsségre, onindukcidszamitdst nem végeznek. Egy, a felsoroltaktdl eltérd
szamitdsi médszert G. Gentile jr. [1] és T. Magri [3] javasoltak, de a nagy
szdmitdstechnikai nehézségek miatt nem sikeriilt azt a végeredményekig
kovetni.

Alabbi meggondolasaink alapja az a Mie-tSl szarmazé megallapités,
hogy a keresztiranyt aramkiszoritas a szokasos elrendezéseknél, amikor is a két
vezet$ tavolsaga nagy a vezetSk sugarahoz képest, elhanyagolhatd, ha az
aram frekvencidja nem tal nagy. Megmutatjuk, hogy a mdgneses tér és az
onindukeié egyiitthaté egyszerli eszkozokkel, attekinthet6 alakban kifejez-
het8, ha a keresztirdnyu dramkiszoritast csak mint korrekeids tagot vessziik
szamitisba. Eredményiink nagy permedabilitasa (ferromégneses) vezetékanyag
esetén is érvényes, amig a migneses térerlsség ingadozdsa a magnesezési gorbe
linedris szakaszira esik. A végeredmény szigortian érvényes, elhanyagolas nélkiil
- abban az esetben, ha az dram frekvencidja zérus, és igen j6 kozelitést szolgaltat
alacsony frekvenciak esetén. Szamitdsunk egész menetében a kvazistacionarius
esetre szoritkozunk, mert igen nagy frekvencidk esetén a keresztirdnya aram-
kiszoritds nem hanyagolhato el. Igen nagy frekvencidk esetén a G. Jaumann
és J. Jaumann altal kidolgozott kozelits szamitds hasznalhaté. Az aldbbiakban
a magneses tér szamitdsat ismertetjiikk. Az 6énindukeié egyiitthaté meghata-
rozdsit, valamint a keresztirdnyd aramkiszoritdsbdl szarmazé korrekceids tag
szamitasit jelen dolgozat ugvanezen a helyen megjelend folytatasaban fogjuk
ismertetni.

I. Aramfonal magneses tere magnesez6dé homogén henger jelenlétében

Az a sugarQ, u, permeabilitasa V vezetGhenger tengelyétll R tavolsag-
ban, a hengerrel parhuzamosan 7 intenzitdsi vonalszer{i dram folyik. Hata-
rozzuk meg a mégneses teret, ha a hengeren kiviil az egész teret y, permed-
bilitdst homogén kozeg t6lti ki. Kimutatjuk, hogy a hengeren kiviil a henger
magnesez6dése 1itjan létrejott jarulékos magneses tér helyettesithet§ két,
a hengerrel parhuzamos I, és I§ vonalszerli dram mégneses terével. Ha a mag-
neses teret kelt6 I dram egyenese az a sugaru k keresztmetszetkor sikjat az Q
pontban metszi, akkor az I, vonalszer(i &ram egyenese a keresztmetszet sikot
Q-nak k-ra vonatkozé Q, inverz pontjaban metszi, melynek tavolséga a k kor
0 kozéppontjatol a?/R. Az IT dram a V henger tengelyében folyik. Ugyanakkor
a ¥V henger belsejében olyan mégneses tér keletkezik, mintha az I 4ram helyén
csak 7’ dram folyna és az egész teret homogén u, permeabilitast kozeg tSltené
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ki. Feltételiink szerint a magneses tér vektorpotencialja a V henger tengelyével
parhuzamos és értéke*

(la) A= HMD [ log g, + I, log g; + I} logrol

a V hengeren kiviil ;
1b) A :27“11' log g, + C

a V hengeren beliil.

1. abra

A gy, 01, 7o tavolsagok jelentése az 1. abrabdl leolvashaté. (¢ a fény-
sebesség.) Az I,, IT, I'; C &allandékat annak alapjan szamithatjuk, hogy egy-
részt a B =rot A = pH maégneses indukeié normélis komponense, masrészt

aH= i rott A magneses térerdsség érintdiranya komponense a ¥V henger
hataran folytonos Ebbél kivetkezik, hogy
(2) : (A)rza =% (A )r:a

1 (904 1 (04’
e o= Dt L
Vezessiik be az 1. abra szerint az (R,, ¢) polarkoordinatarendszert, akkor

(4)  py = (R®+ R%— 2RR, cos )%, p, = (;’;—{—Rz — 2 -i?—R cos (p)

és egyszer(i, bar hosszadalmas szamitassal meggy6zidhetiink réla, hogy (1),
(2), (3), (4) teljesiil, ha .

M1 — Ko
5) C=— 2O T g fl
( py + o

*1,, I*, I' és A pozitiv irdnyat azonos értelmiien vessziik fel.
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és konnyen meggydzidhetiink réla, hogy az ennek alapjan szamitott mdg-
neses tér a valdsagos 4rameloszlassal minden zart gorbére kielégiti az.

4
P Hds = 7” Thureorr  gerjesztési térvényt. KEzzel feltételiink helyességét
igazoltuk.

t

Il. Parhuzamos vezeték magneses terének szamitdsa

A konnyebb attekintés érdekében a jeloléseket az elss fejezethez illeszt-
jiik. A két parhuzamos korhenger alakt vezet6 legyen V és W, keresztmetszet -
koreik legyenek k és x, ezek kozéppontja 0 = 0, és Q = Q,, sugaraik a és «a,
mindkét hengert egy-egy homogén vezet8kozeg tolti ki, melyek magneses
permeabilitdsa w,, ill. u,. A V-ben foly6 dram legyen I, a W-ben folyé aram
legyen J = — I. Az 0 pontnak x-ra vonatkozé inverze legyen 0,, 0,-nek k-ra
vonatkozé inverze legyen 0,,... 0Og_1-nek k-ra vonatkoz6 inverze legyen
U2k, Ogg-mak x-ra vonatkozé inverze legyen Ogzxi1,... s. i. t. Hasonléan
Q-nak k-ra vonatkozé inverze legyen Q,, Q,-nek x-ra vonatkozé inverze legyen
Q,, ... Qs_1mek x-ra vonatkozd inverze legyen Qsy, Qar-nak k-ra vonatkozo
inverze legyen Qg 1, ... s. 1. t. A tovdbbiakban a rovidség kedvéért az O,
ill. Q¢-n 4tmend, a V és W hengerek tengelyével parhuzamos egyeneseket is
O, 1ll. Q,-val fogom jelolni.

A bevezetésben targyalt médon a keresztiranya dramkiszoritast elhanya--
golva, a vezetGkben olyan aramsiirliségeloszlds alakul ki, mintha a masik
vezetd nem volna jelen; a tengelyt6l mért tdvolsigot r-rel jelolve, az aram-
slirtiség aranyos (Gauss-féle mértékrendszerben szamolva)

Jo (][i, Vo pe :_‘ -

-vel, ahol o a vezetd anyaganak vezetSképessége és w az dram korfrekvenciaja..
Ez az dram (szintén a masik vezetd hatdsanak elhanyagolasidval) ugyanebben
a vezetGben olyan mégneses teret kelt, melynek erévonalaia vezetd tengelyével
koncentrikus korok, és a méagneses térerGsség arinyos

J (W Vanrpo CZJ

-vel. (V. 6. Joos [2] 287—289. o.; Simonyt [7] 231 — 239 0.; Novobdtzky—
Neugebauer [6] 117—118. o0.) A tovabbiakban szamltasamk attekintheto-
ségének megkonnyitése céljabdl csak az erre szuperpondlodd jarulékos belsd
magneses teret fogjuk feltiintetni. Az eredd magneses teret nyllvan megkapjuk,
ha az I dram altal keltett magneses térre szuperpondljuk a J dram altal keltett

- magneses teret; szamitsuk ki pl. az I dram maéagneses terét.
. A V vezetShengeren kiviil, tekintettel arra, hogy az drams{irliség elosz-
lisa a vezet$ keresztmetszetében radidlisan szimmetrikus, a magneses tér ugy
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szamithat6é, mintha az egész I = [ aram 0,-ba lenne koncentralva. Az el6zd
fejezet eredmenye szerint elsd k07e]1tesben a magneses tér W belsejében egyv

21 I -

0,-on atfolyé I - 1ol dramtdl szarmaztathatd, és a két vezets

2 T Mo
kozti térben elss Lozelltesben I, magneses terére olyan mégneses tér szuper-
Moy e il 1F=—1,

Ko + Mg

dramoktdl szarmaztathats. Ebb8l a mésodik kozelitést ugy kap]uk hogy
most mar ezen latszélagos I, és IT dramok altal a V vezet6hengerben keltett
latszdlagos dramokat is szémitésba vessziik. Fontos megjegyezniink, hogy az
[, és IT altal Op-ban keltett latszélagos dramok egymadst lerontjik és ez a
magasabb kozelitéseknél ismétlédik, ami eredményeinket egyszerisiti. Az itt
vazolt sorozatos kozelitést minden hatdron tul folvtatva, eredményiinket az
alabbi sémaba foglalhatjuk:

ponalédik, mely 0y, ill. ©;-on atfolyé I,

Hasonlé séma segitségével hatirozhatjuk meg a W vezetében folyé dram

.altal keltett ered§ méagneses teret:

la tablazat 2a tablazat 3a tablazat
A két vezetd kozott : A V vezetSben : A W vezet6ben :
aram dram aram R
elne- | egye- | s elne- | egye- | . x elne-! egye- | . .
vezése| nese ! intenzitasa vezésel nese } intenzitasa \e7e¢;e1 nose | intenzitésa
—
Io | 0o 1 11' U1 méel I3 0o Iomed
I |0 Y I | Q| —méd I |02 pebidel
I} o | —%I Iy |03 mééyl I | @ —neéréal
Is | 0 £1827 I3 1 —mé&yl
I3 o —&18el
Is oy &8 : :
¥ ; 2 d ! tngn
I3 Q2 —&1é2l o0 Lo | Oz 725088
; Ié’:él 02n+1i ’]15'{5'21“:'11 Ign | Qan—1 ‘—"725'1’.531
| l Ion.y| Qo | —pdNERU
I |0 &yl
Ion | Qan—a | —&9541
Ionin l O2n41 i I'i‘f’é 1/
* E -
Ionsy| Qon —&nEg -
i
I
i
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1b téblazat 2b tdblazat 3b tdblazat
A két vezetd kozott : A V vezetSben : A W vezetdben :
dram aram . aram
elne- | egye- inten- elne- | egye- inten- elne- | egye- inten-
vezése| nese zitdsa vezése| nese zit4sa vezése| nese zitédsa
: A S S —
Jo Q¢ —I J(; Qo —mnl J]I_ (o5 1 —mneobil
J1 Q1 —&i1 Jy Qs . —mbigal |JT | 0o na251l
JI 1% &l Ty 00 | médel |Jy |0 —natikel
Jr Qe | —hfal o T3 | 0g nafiéal
Jy [0 | skl o
Js | Qs | —&féal o .
Ji |02 | &ar Jon | Q2a i —n,n601 . : :
‘ '];r; O2p.-1 ] "715?5’211 Jér:~(—1 Q2n+1 —7725';’*‘1521
‘ \ ‘ ‘ Jon+1| O2n 02§q+1§g1
Jon | Qa1 —EnEnI R |
Jan | O2m1 | EnenI
Jonv1| L2n41 —5'1'+1§g1 ! |
Jont1| Oz | gnaEnd !
.o i

A tablidzatokban a

§2*“2*M0' n = - 2pe 21

Y ot N PR - My =
e + po My + Mo sz‘ﬁ.“o

(I) él 1.‘41_*“‘“:0.,

jelolést hasznaltuk.

A tovabbiakban az F egyenesen atfoly6 egységnyi intenzitast magneses
teret H(E)-val jeloljik. A tér egy P pontjdban a H(E) merdleges az (B, P)

sikra, értelme az Ampére-féle Gszasi szabdly szerinti és abszolat értéke =

ahol z a P pont tavolsiga az K egyenestdl. Ezzel a jel6lési médszerrel a magneses
tér intenzitdsa most mar konnyen felirhaté :

A két vezets kozott

[oe]

(8)  Hy= ) (In+ Jis) H(0)) + Y (Ju+ I5s1) H(Qp).

¢ n=0 n=0
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A V vezetl belsejében a jdrulékos tér

(9) 2 (Jan + IznT1 H(9;,) Z (I3ns1 + ]"n-) 2) H(Ozn 1)

és végiil a W vezets belsejében a jdrulékos tér:

(10) Hy = 2 Ttn + T3+ 1) H(O;,) + Z (Jons1 + I3h.2) H(R5p41) -
n=0 n=0 -

1I1. Konvergencia meggondolasok

Jelsljiik 0sn tavolsagat 0,-t0l rzn-nel, Osnsi1 tdvolsidgat Q,-t6l pon .+ 1-nel
Qon tavolsagit Q;-t6l pen-net, 92n+1 tavolsagat 0,-t6l ran +1-nel. Mlutan a geo
metriai ertelmezes alapjan az Tzn} { Taon + 1}, { an} {an+1} sorozatok monoton
novekedoek, és az a, ill. @ korlat alatt maradnak, a

lim 7y, = . lim 7 =
A Tan Toov A Tenta Toow

M gonyy = gooy - LM con = Qoow

hatarértékek léteznek. Bebizonyifjuk, hogy az (O2n), (R2n+1) ;5 (O2n+1), (R2n)
pontsorok hatappont]ai n—> oo esetén a V, ill. W henger belsejébe esnek.

Vegyiik pl. az (02n-1) sorozatot. Az 0, és rn, definiciéja alapjin, ha 0,Q, = d =

(11) o renyr = —— T
de a
d—1ran_1q
tehat n-~> oo esetén
. _ a2 .
(12) ‘ 7“30"{/ = 2
P
d'— Toow

és rendezés utan
(13) driow — (d®—a® 4+ a?) reow + ¢2d =0
(13) diszkriminansa : '
(d2—a? + a?)*— 4a2d? = [d*— (a + a)?] [d*— (@ — a)?] >0
mert d,> a + a ; tehat (11)-nek két kiilonb6zo6 valds gyoke vaﬁ', melyek a
Descartes-féle jelszabaly szerint pozitivek, és a két gyok szorzata ol a?.

Tehat (11) egyik gyoke a-nil nagyobb, masik gyocke poz1t1v és a-nal kisebb.
Ilymédon Ocow nyllvan (13) kisebbik gyoke lesz, tehat

Feow < &,
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ami éppen azt jelenti, hogy 0w a W henger belsejébe esik. Ugyanigy mutat-
haté ki, hogy Owov a V henger belsejébe esik. Miutan goow ugyancsak -gyoke
a (12), ill. (13) egyenletnek, tehat

(14) Ooow = Teow 68 UZYaNigy ooy = Toov.

Ebbdl kévetkezik, hogy a {H 0n) % {H Qn vektorsorozatok minden egyes
tagja az egész V és W-n kiviili térben abszolut értékre nézve egy kozos K =
= K(a, o, d) korlat alatt marad. Tehat (8) jobboldalan a két sor a

(15) KIZ 2¢ §2+§§n+1 n+1§)

numerikus sorral majorizalhat6. Tekintettel arra, hogy

M1 o
By + Mo

I-Lz"‘lfvo

I€4] = <1,

a (12) sor abszolut konvergens, tehat (8) jobboldalan mindkét sor az egész
V és W-n kivili térben egyenletesen abszolit konvergens. Hasonlé mdédon
kozvetleniil lathatd, hogy a (9), ill. (10) jobboldalin &ll6 sorok V,ill. W belsejé-
ben egyenletesen abszolut konvergensek. Be kell még bizonyitanunk, hogy
a V,ill. W hatdrdn H tangenciil = komponense és uH = B normalis kompo-
nense (jelolésben H; és wHy,) folytonosak.

A (8) sor tagjait a szereplé sorok abszolut konvergencidja miatt akarhogy
atrendezhetjiik és kiegészithetjiitk az ugyancsak abszolut konvergens

— 2 Tona H(Q)— M IS H(Q) — Y Jsn2 H(Q ZJzn 2 H(&,) =
n=0 n=0 n=0 n=0

sorok tagjaival, ilymédon lesz :

H,=J, H(Q,) + 2 [Lon H(O2n) + Top1 H(Ospo1) — Lon 1 H(Qy)] +

n=0

2 (T30 1 H(O2n) +J o0 H(Ogn 1) —J 300 H(Q)] +

(16)

+ ) % H(Qan1) + L3501 H(Rsp) — 1301 H()] +
n=1
Z [Jon—1 H(Qsn 1) + Jon H(Qsn) — Jan H(Qy)]

Mirmost a W vezetd hataran a benne folyé J dram altal kozvetleniil keltett
magneses tér tangencidlis irdnyt és (a radidlisan szimmetrikus drameloszlis
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miatt) egyenld JH(Q,)-lal ; mdsrészt a jelen dolgozat I. részében levezetett
eredmények szerint a W vezetChenger hatarin

I2n H(O2p) + Ion41 H(Ogny1) — I2ns1 H(Q) és 13, H(Oz)

JFs1 H(Ogn) + J 31 o H(Ogn g 1) — J 20 2 H(Q) és T 3111 H(O4p)

17 ,
D LA H(@un 1)+ I o1 H( @) — T 1 H(Qy) és TEH(2p,_))

Jan_1 H(Q2n_1) + Jan H(Q27) — J2n H(Q)  és Jon_ 3 H(Q22n1)

vektorok tangencidlis komponensei rendre egyenléek. Tovabba ugyancsak
az I. részben levezetett eredmények szerint, ha (17)-ben az els6 oszlopot
to-lal, a masodik oszlopot w,-vel szorozzuk, az ugyanazon sorban 4ll6 vektorok
normélis komponense W hatardn megegyezik. Ebbdl, tekintettel (10) és (16)-ra
kovetkezik, hogy az elektrodinamikai hatdrfeltételek teljesiilnek. V hatéran
a hatarfeltételek teljesiilése analég médon igazolhatd. Végil kimutathato,
hogy a (8), (9) és (10) egyenletekkel definidlt mégneses tér kielégiti az

4 . e 2 o i4 y ,
(ji H;ds = - Thurkonr  gerjesztési torvényt az egész térben, a valésdgos dram-

eloszldsra vonatkozdlag. Miutdan abban az esetben, ha ;> o e > Yo
a (15) majorans sor konvergenciija igen lasst, kivinatos megmutatni, hogy a
szereplS sorok konvergencidja a tagok atzardjelezésével nagymértékben fokoz-
haté. (11) és (12)-bél, tekintettel (14)-re és arra, hogy

at? a?

Pan = 71 Qooy = —
d—7r2n_1 d—7Toow

(18) Toow — Tap41 —

Tooly — Ton—
cow ™ Tan—1 aa? aa

2
— g2
(d — r2p—1) (d — Toow) (d — @oov) (d — Q2n) < [(d— Tooy) (d — 7”oow):| 1

. P Toov — T2nt2 . . .
és ugyanez a becslés érvényes az —T————r"+—, stb. hanyadosokra is. (18 }-ké
ooV T "2n

(19a) Toow — Ton11 < (Toow — 71) ¢2" n=12,...

és hasonléan bizonyithat6, hogy

(19b) Fooy — Tan < (Fooy — 7g) g27 ﬁ: 1,2,...
(19¢) Qoov — P2n+1 < (Qeov — 01) ¢2" n=12,...
(19d) Qoow — Q2n < (Goow — Qo) 42" n=12,...
(14)-bé1 és (19)-bél

(20 ITen+1— Qanl < K @275 loapi1— Tenl < Kyq?",

ahol K, és K, d, a és a-t6] fiiggs allandok.** Tekintettel arra, hogy amint a
tablazatokbdl leolvashaté

Iﬁ:"ln: J:Z""Jn; IYT/:—IIII) J;':I:_J;l

* Pontosabb szdmitis szerint K; = r,, K, = ¢, helyettesithets.
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(8), (9) és (10) alabbi atzardjelzését valasztjuk :

Hy = I, H(Oy) + )] 1,[H(0,) — H(R,_1)] +

n=1

(21)
-+ ']0 H( Qo) + 2 Jn[H(Qn) - H(On—l)]

n=1

(22) Hy = J H(L,) + 2-[2n+1[H an+1) — H(LQ:5)] +

n=0

T4 ) I 4 [H(Qy0) — H(04n_1)]

n=1

(23)  Hy=I§H(0) + 3 141 [H(Og) — H(Qn_1)] +

n=1

+ 2 T4 [H(Q2441) — H(Ogn)]

n=0

(20) alapjan konnyen belathatd, hogy a (21), (22), (23) képletekben szerepls

gorok
(24) K*I Y (€,6,q)"

sorral majorizalhaték. Ha a < d, a < d (azaz a két vezet§ messze van egy-

mastodl), akkor ¢ < 1, tehat (24) sokkal gyorsabban konvergdl, mint (15).
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05 WCUHUCJIEHHUU MArHHUTHO-CHUJIOBOro MNOJsA MNAPAJIJIEJBHOIO
IJTEKTPUUECKOI'O NNPOBOJA (UACTD 1)

r. ®PAN
Peswme

B AByX mapaJute/IbHHX HHJIHHAPAX MarHUTHOH MPOHHLAEMOCTBIO B gy H py TEKYT TOKH
I n (-I). Oxpysawuee CpeACTBO  H30JSATOP € NMPOHMUAEMOCTBIO B p,. TOK MOXeT mnepeme-
HATbCS 110 BPeMeHH, a CTaBHM Yy CJIOBHe, UTO TOK, TeKYHIHH B 0JHOM MpPoBOje, He 3HAYUTEJLHO
BO3/efiCTBYeT pacnpejejlieHHe TOKa B JpyIroM IpoBojge.

BBenem caexyiomde oGosHayeHusi: O, — oOcb [epBOr0 IPOBOASILIEN0 UHJIHHAPA ;
0, HHBecTHast npsimasti O, Ha Bropod uMuMHAp; O, - dHBepcHasa npsmas 0,
Ha TepBbii HHJIMHAP H T. . £, 0Cb BTOPOro NHJMHAPA, H3 ITOI0 MOJYYAIOTCH
Q, Q, ... nopobHO npexxHemy. [lycts H (P) 03HauaeT MarHHTHO-CHJIOBOE T10J1€ JHHEAPHOro
TOKa, TeKylero no npsimodl P ¢ efHHHUHOH CHJIOH B mycToM mpocTpaHcTBe. Torga MarHHTHO-
CHJI0BOe TIoJie B NPOCTPAHCTBE MeXAY ABYMS1 NpoBOJaMH jocraBisieTcsi gopmyiolt (21). B to
>Ke BpeMsi MarHWTHO-CHJIOBoe ToJle BO BHYTpeHHeH wacTH mnpoBogoB: H, = Hy, + Hy
H, = Hy, + Hw rpe Hy n Hy, — nose BO BHYTPeHHOCTH MPOBOJA, NpoMcXoisiee ¢ co6-
CTBeHHOTO TOKAa B OTCYTCTBHH JPYTOro MetTojia, a aKIeccOpHble HOJs CJawTcs ¢opmynamu
(22), (23). BeJHUHHBI 3ePKaTLHBX TOKOB In, 17, Jn, J7, CHUMRIGTCSI M3 TpeThell pyOpUKK Tabmuy
la 3b. Bexmunnm &, &, 7, U 7, jpawrca dopmyaoit (7). Pagwl (21), (22), (23) macopusu-
pyeMbl TeoMeTPAYECKHM DAAIM ¢ uacrHom & &, ¢, rAe ¢ - - NCCTOSIHHAs, 3aBHcsimiasi OF
reOMeTPHYECKOH paccTaHOBKHM. Ec/HM pajHyc ABYX UW/IHMHAPOB 3HAYHTEJbHO MeHblle, uem
paccTosiHMe HX oceif, torpga ¢ < 1. -

SUR LE CALCUL DU CHAMP MAGNETIQUE D'UNE CONDUITE ELECTRIQUE
PARALLELE (Partie 1.)

G. FREUD
Résumé

Dans deux cylindres paralléles ayant une permdéabilité magnétique u, respective-
ment u, entourée par une matiére isolante d’une perméabilitié 4 il court un courant
électrique I, respectivement — I. Nous permettons que le courant varie durant le temps
mais nous supposons que le courant dans un des conducteurs n’influence pas essentielle-
ment la distribution du courant dans 'autre conducteur.

Introduisons les notations suivantes: 0, signifie I'axe du premier conducteur: cylin-
dre 0, signifiera la droit inverse de 0, par rapport du deuxiéme cylindre, 0, signifie la
droit inverse de 0, par rapport du premier cylindre, ete. Q, signifie Paxe du second
cylindre, et de celle-ci on obtient d’une maniére semblable & ce qui précéde, les lignes
Q45 Qy, . .. Lorsque H (o) signifie le champ magnétique du courant linéaire d’une intensité
égale & T'unité courant le long de la droite o, dans 'espace vide, le champ magnétique
dans 'espace entre les deux conducteurs sera fourni alors par la formule (21). En méme
temps, pour le champ magnétique dans 'intérieur des conducteurs, on a

H, = H, + Hy, H,=Hg+ Hw

ou Hy,, respectivement Hy,, signifie le champ engendré a lintérieur du conducteur par
son propre courant dans 'absence de I'autre conducteur et les champs subsid,iaires Hy,
Hyw sont donnés par les formules (22), (23). Les valeurs des courants I, Jn, I, J n sont
données par la troisiéme rubrique des tabelles la — 3b, tandis que les valeurs de &, &,,
7, et 1, sont fournies par la formule (7). . :

Les séries (21), (22), (23) peuvent étre majorées par une série geométrique dont le
quotient est & £, g ou g est une constante dépendant de 'arrangement géometrique.
Si les rayons des deux cylindres sont beaucoup plus petits que la distance entre leurs
axes, on a ¢ < 1. :
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A STATISZTIKUS ATOMMODELL KINETIKUS ENERGIA
KORREKCIOJAROL

FREUD GEZA

OSSZEFOGLALAS

A szerzé kimutatja, hogy Fényes I. [ 5]dolgozata, melyben a Weizsickertdl szarmazé
kinetikus energia korrekciét prébalja helyesbiteni, nem kielégité kovetkeztetésre épiil
63 alapvet6 kiegészitésre szorul. ‘

Weizsicker szerint [1], ha v(z, y, z) egy Fermi-gaz részecskéinek szam-
slirilisége, akkor a kinetikus energia siirliségét az

U= U+ U

2
kifejezés szolgiltatja, ahol U® = o (‘;
40m

és U (az tGgynevezett Weizsicker-korrekei6) az alabbi képlettel szdmithaté :

(1 Ui — k2 (gradv)? .

32a%m v

2/3
] 153 a nullaponti energia siir(isége

Hellmann [2] részletesebb indokolast fiiz az (1) 6sszefiiggéshez. Ugyanezt
kérdést més oldalrdl kozelitik meg Fényes ([3], [4],[5]) és [5] dolgozataban

az (1) képletet e 2 tényezdvel mddositja a kovetkezbképpen :
CA ] ppe
2 h? (gradv)?

(Ia) pix - 2pi— 2
9 9 32a2m v

Gombds [6] konyvében az irodalmi idézetekhez flizott zardjeles meg-
jegyzésben (la)-t hibasnak mindsiti. Bar ez a kérdés onmagaban is jelentos
és a hazai statisztikus atomelméleti kutat6k korében ismételten vita targyat
képezte, Fényes munkajardl birdlat a szakirodalomban mindezideig nem jelent
meg. A tovibbiakban nem tériink ki az egész problémakérre, melybe az olvasé
az idézett m{ivekbdl betekintést nyerhet, hanem csak az [5] dolgozat, illetdleg
az (la) képlet birdlatival foglalkozunk.

Fényes ez utébbi dolgozatiban megillapitja, hogy Ui-nak a részecske z

2
irdnyt mozgéasabdl eredd része (i log m") kozépértékével aranyos. Itt p. egy

dx
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rogzitett kvantumallapothoz tartozé impulzus x- komponenset jelenti, amely a
hasznélt kozelitésben egyediil xfuggvenyenek tekinthet§ és a kozepelést egy
rogzitett helyen kell elvégezniink az Osszes betsltott kvantumadllapotokra.

dlog px

Ezt Ggy hatarozza meg, hogy kozelitleg fiiggetlen a kvantumal-

x
lapottél, amibdl szerinte kovetkezik, hogy
dlog py  dlogpy

) dx ' da

ahol p, a maximdlis impulzust jelenti a hely fiiggvényében. Miutan mas tton
ismeretes, hogy

1 /3,13 .
(3) CPp = (é) e
2 \z
p . , I Iog Px . P .
(2) és (3)-bol kifejazi T’—-et v fiiggvényében,
Az aldbbiakban ra fogunk mutatni Fényes kovetkeztetésének egy lé-

nyeges hidnyossagira. Azt a megallapitast, hogy dl_(;gy_),i fiiggetlen a kvan-
o, dx

tumadllapottdl, nem tessziik vita targyava. '

Jellemezziikk az egyes kvantumallapotokat egy o paraméterrel és

Palx) jelentse az elektron impulzusdnak X komponensét az x helyen, ha az az «

kvantumallapotban van. p, = p, tehat kétvaltozds fiiggvény, amely z-en
kiviil a-tdl is fiigg, tehat a (2) egyenletet értelemszertien

3 log po _ dlog pu

(22) | ( '

ox dx
s , » . allog Vo .,
alakba kell atirnunk. Fényes feltevése szerint B rogzitett x helyen
fuggetlen a-t6l. Ebbdl nyilvan kovetkezik, hogy .

d log po (8 log pg

1) )
) - Ox ox a a,,(x_)’

ahol az op(x x) paraméterérték azon betsltott kvantumallapothoz tartozik, mely-
hez tartozé impulzus az x helyen maximalis. Az igy bevezetett ]elolesmoddal

(5) P(®) = Par,o0®)

amibdl (2) és (2a)-vel ellentétben

d log Pu (-8 log pe,

. 8 log pa dap(x)
(6) dx ox )a ay(x) (

9z )a=a,4(x) dx

kovetkezik, amibdl csak akkor kovetkezne (2), illetve (2a), ha (6)-ban a masodik
tag valami okbdl zérussal lenne egyenl8, viszont pg dltaldban nem a kon-
figuréciés cella belsejében wveszi fel maximumat. :

. Fényes mbdszerétol tehat csak Ggy varhatunk megblzhato eredményt,

ha azt ki lehet egésziteni ezen masodik tag kiszamitasaval, vagy becslésével.
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Ez azonban igen nehéz feladatnak latszik. Ugyanis a statisztikus atommodell
jelenlegi, Thomas és Fermi altal megalapozott formajaban az a kérdés, hogyan

folytatodik egy adott helyen ismert allapotfiggvény egy masik helyen, nem
valaszolhaté meg,
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0 KOPPEKUHH

KUHETHYECKOK 3HEPTHH CTATHCTUUYECKOIO MOJEJISA
ATOMA

r. ®PANL
Pesome
ABrop pokassiBaer, yro pabora [5] W. denwema, B KoTOpoi oH mpoGyer HCNpaBHThL

KoppekuHio BeHngexepa AJs1 KHHeTHUeCKOH 9Hepru, 6asupoBaHa Ha Hey[0BJIeT BOPUTEJIbHOM
BbIBOJle M TpeGyer CyIeCTBEHHOro [OMOJHEHHS.

SUR LA CORRECTION
D’ENERGIE CINETIQUE DE MODELE D’ATOME STATISTIQUE

GEZA FREUD
RESUME
L’auteur démontre ‘que l'article [5] de 1. Fényes, dans lequel ce dernier essaye
de rectifier la correction d’energie cinétique de Weizséicker, est basé sur une conclu-

sion non satisfaisante et doit étre compléter d'une maniére radicale.
L]
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MEGJEGYZESEK GOMBAS PAL ES GASPAR REZSO EGY DOLGOZATAHOZ
RENYI ALFRED

OSSZEFOGLALAS

A dolgozat néhdny matematikai megjegyzést tartalmaz az [1] dolgozattal
kapcsolatban.

Gombds Pdl és Gdspdr Rezsé egyik dolgozatukban [1] a

" (@) Y4, o

1) v = [ (22) "% p]
egyenlet egy olyan megoldasit vizsgaljak, amely eleget tesz a
(2) p(0) = 1
. B
3 Ty = —2
(3) plao) 16 o

b Z— N .
(4) TP (@) — @) = — ——=—¢ (0=¢<1)

feltételeknek. Ezt a megoldast igy hatdrozzak meg kozelitSleg, hogy az (1)
egyenlet Umeda-féle p,(x) megoldasihoz, amely a

(5) pu(0) = 1

(6) Yulry) =0

(7) pi(z,) = 0

feltételeknek tesz eleget,* egy ke(x) alakd korrekeids tagot adnak hozza, ahol
(8) e0) =0 és £(0)=1

Ezen g(x)-re, feltéve, hogy ke(x) kicsiny, a kovetkezd linearis differencial-
egyenletet nyerik : '

(9) e'(e) = % [(wT(x))/ +ﬁ(wua(:x) ]%T e(@).

melybdl e(x) numerikusan meghatarozhaté.
j

* A szerzék az egyméstdl kiilonbozd x, és xu szémokat egyformén z,-al jelolik.
Az bsszetévesztés elkeriilése végett az Umeda-féle xy-t zy-val jelolom.
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A & és x, konstansok megvalasztdsa tekintetében azt irjak, hogy ezeket
ugy kell valasztani, hogy a (3) és (4) feltételek teljesiiljenek és azt allitjak, hogy
az igy meghatarozott x, kisebb xz,-nal. Ezt a szerzdk fizikai meggondoldsokbél
kovetkeztetik,* annak matematikai bizonyitasa, hogy a (3) és (4) feltevéseknek
eleget tevd z, < =, 1étezik, a dolgozatban nem taldlhaté meg. Ennek a megjegy-
zésnek a célja ezen hidny pétlasa, ami igen egyszerlien a kovetkezSképpen
torténhetik :

A y(x) = p,(x) + ke(x) fiiggvényt a (3) és (4) feltételekbe helyettesitve
adddik, hogy

s

2

(10) . E%_ Wu(Zo)
- ()
és ﬂ
/j—~ = pulr) .
1) dywe ) 9
( dax i’f(fL’) S X=Xo - x, g(xo)
Bevezetve a
2
(12) P(x) 16 ()
| jelolést, (11) helyett kapjuk a
’ ’ elxr
(13) §'(@y) elzo) — plao) ) = L)
0

egyenletet.;; jeloljitk (13) baloldalat ®@(x,)-al, azaz legyen
(14) O(x) = ¢'(x)e(x) — p(x)e’(x)

Konnyen beléthatd, hogy a (0, z,) intervallum belsejében D(z) = () — 7 ex(x?

folytonos fiiggvény, tovabba D(0) = 1 — q. Mivel feltettiik, hogy ¢ << 1
(azaz hogy N < Z) tehat D(0) > 0 és igy elég kimutatni, hogy D(x) a (0, z,)
intervallumban felvesz negativ értéket is, ebbSl mar kovetkezik, hogy ezen
intervallum belsejében van olyan x,, melyre D(z,) = 0, vagyis amelyre (13)

* Megjegyzem, hogy a fizikai meggondoldsok csak azt bizonyithatjak, hogy az (1)
egyenletnek van olyan megoldasa, amely a (2), (3), (4) mellékfeltételeknek eleget tesz és
igy nem pontosan azt, amire sziikkség van, hogy a szébanforgé kozelité wu(x) + ke(x)
megoldéshoz, ahol &(x) a (9) egyenletnek tesz eleget, taldlhaté olyan z, — xu, amelyre
a (3) és (4) feltételek teljesiilnek. Egy matematikai kérdésben — és itt nyilvanvaldéan
matematikai kérdésrél van sz6, t. i. egy differencidlegyenlet adott feltételeknek eleget
tevé megoldésanak létezésérél — a fizikai meggondoldsok megmutathatjik a helyes utat,
azonban csak heurisztikus értékkel birnak és a szabatos matematikai bizonyitdst
semmiképpen sem teszik feleslegessé.
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teljesiil. Az, hogy D(x) felvesz negativ értéket is, a kivetkezSképpen lathato
, B2
2

be : ha x kozel van x,-hoz, Ggy yp,(x) ~ (x, — ). Mivel

b

e@=1+3 [[(2D) 15 (%%)%]28(0 dt,

tehat x, kozelében

(15) £(@) ~ 3 |2 - e(@) log -

b
s

tehat &'(x) - + oo, hasax — z,, de ugyanakkor e(x,) véges, bar igen nagy
2

szam. Mivel tovabba ¢(z,) :lf—G z, >0, tehat
1

(16) lim D(z) = — oo,

XX,

tehat ha z elég kozel van z,-hoz, ugy D(x) negativ ; ezzel bebizonyitottuk,
hogy D(x) valahol 0 és x, kozott felveszi a 0 értéket.

Az elmondottakbdl az is kitlinik, hogy ha kiilonb6z6 N értékekhez
meghatérozzuk! z, értékét, Ggy kisebb N-nek kisebb z, = x,n felel meg (I. az
alabbi sematikus 4brat), ami fizikailag is evidens.

*\
k)

S
N
N

Hogy a targyalast teljesen szabatossa tegyiik, még csak azt kell kimutatni,
hogy z, egyértelmiien meg van hatérozva, azaz a (13) egyenletnek csak egy
megoldédsa van. Ez a kivetkez6képpen torténhet a ¢ = 0 esetben : kimutatjuk,
hogy a

(17) D' (x) = ¢"(x)e(x) — p(x)e"(x) = 0

egyenletnek csak egy gyoke lehet ; ebbél kovetkezik, hogy a @(x) = 0 egyen;
letnek is csak egy gyoke lehet, mert ha a @(z) = 0 egyenletnek egynél tobb
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gyoke volna, 4gy a @'(x) = 0 egyenletnek legalabb®3 gydke volna, hiszen

D(0) > 0 és D'(0) > 0, tovabbsd ®(x,) = — co. Mivel
! Zx ”n "
@) = (pule) = B2 (@) — ) wie).
tehat ha @'(z) = 0, Ggy
@) i)
&(x) B2’
"l' —_— —
Pu() e

azaz (1) és (9) szerint

l’u_(ﬂ/” s
3[(M]%+ﬂ(x)%,2:((x) ’3).

21 o Vul(T) pulz)  B?
x 16>
Bevezetve a v — (”’_";ﬁj/ aj viltozot, adédik, hogy
: v+ B)?
_ (U _+_ /3)2 — (_*/3._7,
2v ., B2
o2 — P ;
\ : 16
azaz
Bg: 2
== —(v+f),
16 3 P
tehat Y
3p2
2 — 20— — =0,
P 16
\
azZaz

Mivel » = (ﬂ’%ﬁ)y’ pozitiv, tehat ha @’(x) = 0, ugy

(18) pulx) = B (1 + 1)

Mivel p,(x) monoton csékkens és (18) jobboldala monoton névekvd, a (18)
egyenletnek csak egy gyoke lehet, vagyis a @'(z) = 0 egyenletnek csak egy
pozitiv gy6ke van. Ha ¢ > 0, 4gy (18)-nak szintén csak egy gyoke van, ennek
bizonyitasa azonban bonyolultabb.
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3AMEYAHHST K PABOTE [1] T1. TOMBAIIIA H P. TAIUINAPA
A. PEHBU

. Pesziome

Pa6ora cogep)kHT HEKOTOphle MaTeMaTHYeCKHe 3aMedyaHHs, OTHOcsmHecst K paGore [1}]

REMARQUES CONCERNANT UN TRAITE DE P. GOMBAS ET R. GASPAR
A. RENYI
RESUME

Le travail contient quelques remarques mathématiques en connexion avec le
travail [1].
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FOLDELESI ELLENALLAS ES LEPESFESZULTSEG SZAMITASA
FOLDELOCSO ESETEN

FAZEKAS FERENC

OSSZEFOGLALAS

Ezen irodalmi adatokon nyugvé &sszedllitds az m hosszusiga és d 4tmérdji
karcsti (d < m), V potencidla, foldbe, (mint 1. n. félvezeté dielektrikumba) &sott csé
slektromos erd- és potencidlterét targyalja foleg a lépésfesziiltségnek és a foldelés w. n.
szétterjedési ellendllasdnak meghatdrozasa céljabél.

A tiikrozési elv alapjan 2 m hosszasdgara novelt karcsa esévet a hasonlé fokusz-
tdvolsdgi nyujtott ekvipotenciilis forgési ellipszoidok alsé hataralakzatdval, a 2 m
hosszusagi ¢ = Q/2m egyenletes vonalmenti toltésslriiségli, elenyészé vastagsigu
tengellyel azonositottuk, az irodalomnak megfeleléen, e modellel a valdsigot jol kézelitve,
és egyszersmind a szdmitést jelentdsen leegyszerlsitve.

Az alabbi problémaval a Foldalatti Vasit Beruhdzdsi Villalat megbizé-
sabdl foglalkozott az Intézet. A megoldést a szerz§ irodalmi adatokra tdmasz-
kodva dolgozta ki. A mellékelt nomogramm Pdl Séndor munkija.

A probléma az elektrosztatika 0. n. homogén alapfeladatainak [1] egy
specidlis esete. Adva, van ugyanis egy (esetiinkben a talajba, mint félvezetd)
dielektrikumba m mélységig bedsott d atmérdjl (karcsu, azaz d <€ m) es6,
V Volt fesziiltségre feltoltve (a végtelenhez képest). Keresendd a csé potencidl-
és erftere, kiilonos tekintettel (a lépésfesziiltség szdmitasa szempontjabél)
a potencial felszini eloszldsdra, tovabba a foldelés G. n. szétterjedési ellen-
allasara. A

A megoldasnal alkalmazzuk a Thomson-féle, az elektrosztatikdban siiriin
felhasznalt titkrozési elvet [2]. Esetiinkben ezzel biztosithats, hogy a 2m
hosszusagn, végig 4 toltésii cs§ erGterében a felszinen ne legyen a térerdsség
8 vele az dramer(sség vektoranak fiiggélyes komponense.

A 2 m hosszlisagu karcsu csovet V potencidlra emeld elektromos toltést
a cs6 tengelyében koncentrilva képzeljiik és eloszliasat a cs6 menetén egyen-
letesnek tekintjik,* tehat az Ossztoltés igy nyerhet6 :
(1) ' Q=gq-2m,

ahol g a cs6 hosszegységére es§ toltés.

* L. a 400. oldalon *-ot!
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A cs6 tengelyében egyenletesen elosztva képzelt, g linedris siirfiségti
toltés altal az (r, z) koordindtdju pontban létesitett potencial[3]:

[—arsh z7 §]+m =

E=—m

+m
d§
(2) Ulrz)= =
(r,z qé:‘:im ]r————r2+ r— ) q

m—z +arshm+z]=
r r

=q [arsh

In [m—z+Vri4 (m—2)) [m 42 + VrP+ (m +2)*)

re

=g
A felszini potencidleloszldst nyerjiik a (2)-bdl 2 = 0-ra :

mt Vi E e \

r )

(3) U(r,0) = 2¢ arsh77n = 2¢ In

V2 .
Az U(d/2,0) potencialt az elSirt V-vel azonositva és(g) -et, m? mellett

elhanyagolva* lesz :

7

(4) 1’%2qln4—m, Q= 2qm =~
. q 4m

In —

d

Ez utébbi formuliabdl nyerhets foldelénk kapacitdsa, mint az egységnyi

potencialt létesito toltés mennyisége, tovabba a g fajlagos toltés, a V potencial
és a cs6 m, d geometriai méreteinek fiiggvényeként. Tehdt :

(5) N F VLB PN 14

4m 4m

In — In—

Az (5) felhasznélasaval a (3) igy alakul :

2 2
arshmz 4 Inm—l—Vm malk .

4m r 4m r
In— . In —
d d

(6) U(r,0) ~

A felszini potencidlesés a (6) képletbdl :
AU(r,0) = U(r 4 Ar,0)— U(r,0) ~

(" . 14 nm+ ]/m2—$—(r+Ar)2. T ek
In 4m/d m+ |m?2 + r? r 4+ Ar

* Az 1. dbrén 1 = mjd = 100.
** A Az la. és 1b. melléklet nem a (7), hanem az egyszer(ibb (22) alapjan késziilt!

400

NAGYAR

1iDOMANYOS AXASEMIA
(NYVTARA

s
et ot



Az (5) felhasznaldsaval a (2), azaz az (r, z) pontbeli potencial igy alakyl :
(2a) . Urz) ~ —— (arshm—j:— z -+ arsh

21n4in
d

m——z)
r

Vizsgaljuk a (2a) altal teljesen meghatdrozott potencidltér ;kvipotenciéhs
(nivo)felilleteit. Bevezetve a (2)-be és (2a)-ba az

U(r,z) — ¢h [_U(r,z) .an%)
_ q 14 d
jelolést [4], nyerjik az ch(a + ) =chachf + shashg és ch?a =1+

- sh? g ismert azonossigok felhasznalasaval :

«ml( mAEz L arsh T
u ~ ch |arsh ; -+ ars ; )

AT

m2*22 ‘ m2 + z2 rnZ__zZ 2 m2_22
+ 2:]/1+2 +—+ () +

r r? r2

(8) u = ch

9)

Ennek birtokdban egyszerii behelyettesitéssel igazolhaté, hogy u, r és 2z valtozok
kozott a kovetkezs osszefiiggés all fenn :
r2 22

10 -+ ~ 1.
(19) _zﬁ m2(u 4+ 1)
u—1 u— 1
A (10) értelmében az u = const s vele az U(r,z) = const ekvipotencidlis
felitletek forgdsi ellipszoidok (u. i. r2 = 2% + y2?):
() Amml|/ -2~ ! /fwm,l/'”+l=cth(b—1n?1”)
u—1 V d

u—l g (2 In ‘_”_”)
1% d
tengelyekkel, s6t, amint elbre jeleztiik,

m2(u + 1) — 2m?

w— 1

= m2 = const

(12) - Cr— B A~

értelmében e forgasi ellipszoidok konfokdlisak, C = m kozos fékusztavolsaggal.
Az elektromos erévonalak (hordozé feliiletei) ortogonalis trajektoridi az
el6bbi ekvipotencialis feliileteknek. Ezek

2 2
(13) S A —— S|
2m? m2u— 1)
u -1 w41

egyenleti konfokdlis kétképenydl forgdsi hiperboloidok,

2 200 i
(14) .012:A12+BI2 N2m +m (u 1)
v u + 1

26 : 401
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szirint ugyanazon C ~ mkozos fokusztavolsaggal. A csatolt abran feltiintettiik
a t6ldelGcesé potencialterének ekvipotenciilis vonalait és elektromos erévona-
lait (azaz az emlitett forgasi ellipszoidok és hiperboloidok merididngorbéit).
Az abran alkalmazott jelolések :

I =,

m d

Az abran az ekvipotencidlis felilletek potencidlja (a végtelen tiavoli masodik
elektréda 0 potencialjahoz képest) a foldeldesd V potencidljanak szazalékdban

(15) s o=

van kifejezve. (A szamitds tulajdonképpen a foldel8csovet az A Ng— kisten-
gelyl, 1009,-kal jelzett forgasi ellipszoiddal kozelitette.)
Ezek utan hatirozzuk meg az elektromos térerésség E vektorat, mint az
U(r, z) potencial negativ gradiensét s eképpen az elektromos erGvonalak
érintGvektorat :

oU(r,2) e oU(r,z) *
ar . "0
ahol e,, e, és e, a hengeres koordinatarendszer egységvektorai.
Megjegyzendd, hogy az er6vonalak az ¢ = cE egyenlet értelmében

egyuttal &ramvonalak is. (i az dramsiir(iség vektora, o a tala] fajlagos vezets-
képessége). Parcialis derivalassal a (7)-b6l adddik :

(16) E=—grad Urz) =—e,

oU(r,z) : V m+z z—1m
— = or = 4m( 2 2 2 2)’
ng_ﬁr+m+ﬂ rirf +(z—m)
(17) Uz |V 1 !
—E, = RS s ——— 0
(e Ve
d

Kontrollképpen megéllapithatjuk, hogy az elektromos térerdsség fiiggélyes
komponense a felszinen

: 14 ’ 1 1
(18) — B (r,0) ~ — =0
. 2 ) 21n 4m Vrz X 7‘,%2 l[rz + m2
szerint valéban elt{inik.

A lépésfesziiltség szamitasa a

; Vv 2m |4 m
19 E (r,0) &~ —— —
(19) + E[(r,0) ~ + S Im YR L
T d, d

képletbdl kiindulva térténhetik.

Minthogy _
. _ Uz o AU@0)  U(r0)—U(r + 4r,0)
(20)  Bpr0)=— =50~ SR = ar ‘
* Esetiinkben a hengeres szimmetria miatt : — ey, — ! i;%ﬁ 0 .
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hacsak Ar elég kicsiny, tekintettel E.(r, 0) csokkend jellegére és Ar =

=0,75 m lépéshosszal szdmolva, a —AU(r, 0) lépésfesziiltség [azaz a felszinen

(a radiuszvektor mentén), két, 1épésnyi tavolsagn pont kozti fesziiltség, amely

életbiztonsigi okok miatt csak korlatolt nagysdgu lehet ] igy alakul :

(21) — AU(0) = Ur0)— U(r + Ar0y < 27>~V m .
&g dmorir o

(itt ¢, dimenziés allandd).
A bevezetett jelolésekkel [lasd'a (15) alatt ] a 21-et Ggy irhatjuk :

0,7 V¥V 1
= >0,
¢, mindh )+ 1

Hangsulyozzuk, hogy a (21) és (22)-ben az r, ill. o a 1épés belsé (a f6ldeldesShiz
kozelebbi) végpontjanak abszolut, ill. relativ koordindtaja, amint ezt a (20)-bol
is kitiinik.

A (21) és (22) lathatéan a tényleges lépésfesziiltségnél nagyobb, bizton-
sagos értéket szolgiltat! Egyszeriisége miatt, az abrazolasban erre tdmaszkod-
tunk, a (7) helyett. _

A foldelés 0. n. szétterjedési ellendlldsanak [5 ] szamitasara térve, képezziik
a foldel6esé foldbe agyazott F palastfeliiletére (a véglapot ethanyagoljuk) az

(22) — AU(p,0) <

o | { Ed¥
(F)

feliileti integralt. Bz az i = ok (a o a talaj fajlagos vezetéképessége) elem
Olm-torvénye szerint a talajba kifoly6 kb. Gsszes aramot adja. Esetiinkben
egyszeriien’

(24) J ~o J E,(f—f z) cdo -dz &~

_ Do 2

oV 1" 2(z + m) dz (A 2(z — m) dz
~ -ﬁngr[:j_[ d\2 ) _T)J d(z i ] ]:

2In—> z=oV(—) + (2 + mp? ‘z=oV( | - e
2 2

A d\? » d 2 ) " _ 2momd *
= - —MH/(E)+ (2 + m) .—V(;) +(z—m) J r ST

In — = 2= 0 In —

d d

A foldelSesé Viesziiltségét torve a belble kifolys, most kiszdmitott J dram-
erdsséggel, a hanyados éppen a foldelés 0. n. szétterjedési ellenallasit szolgdl-
tatja (amely mellett a foldelési ellendllas egyéb részei elhanyagolhatdk) :

4m
v LT aw
(24) Ry m Ry = — R
J 2no n 270 m

2
*A (g) < m? értelmében elhanyagoldssal éltiink!
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LEPESFESZULTSEG ES TALAJELLENALLAS cs()’FﬁLDELESNEL
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teljes egyezésben a szakirodalommal! [6] A mellékelt nomogrammban [lasd
az 1. a. és 1. b. mellékletet] kiillonboz6 m és A értékekre és kiillonboz6 1/o
fajlagos ellenallast talajokra kozvetleniil leolvashaté az Rj.

w 2325 5759100, (volf)? gk "fl 57 4T
LEPESFESZULTSEG ES TALAJELLENALLAS CSOFOLDELESNEL. 7
Mozgalap. 6
m: o rud hosszo, P: rughosszakbon 3
o+ arud almérge mert lovolsaga  +3
A+ o rid korcsisogo < g 2 foldelorudtol 2
w: o tolaj fojlogos ellendllpso: .0_/’2’17’”!& R: vorkats sétter-
Hosznoloti utosdas: j[;;'t,’:‘,l} focwion 5 é
av V: Foloklt fesziltseg 3
: (Volt) E
DS ATEERIN, 1 l H“ ) AU: vorhots lepes- :
oo R IR RSN fesziliseg (Volt)  10*3
== e (biztonsoggol) 4=
] o 73
SENTE T : | BN Ay me)e ’_»E
w= 1" N co (222 A
g b, W ) _.,é
2
) 3 P Y75 é
g5 : 5 2 7 4 5 6 N3
I FRBACPA! L O OGN LA D IR RS A VAL ot o BT R 110 P D A0 e VAT L 04 R VY 0 S T 4 DY S RS B4 11 10 0 R

1b. mellé»klet

A nomogramm leolvasisa a kovetkezéképpen torténik : A mozgélapot (1. b,
kivagva ugy illesztjiitk az alaplapra (1. a.), hogy az als6 szélén taldlhaté p-skdla meg-
feleld pontja illeszkedjék a (4,m) halézatban (az alaplapon) kikeresett ponthoz ; tovabba
a mozgd lap vizszintes oldala parhuzamos legyen az alaplap vizszintes oldaldval, amit
az alaplapra berajzolt egyenessereggsl ellendrizhetiink, Ekkor a mozgélap jobboldali
skaldjan (o=1/0) kikeresett értéknek megfelel skélapont az alaplap vizszintes egye-
nesseregében az R eredmény vonaléhoz, a mozg6 lap (felsé) U-skéldjan kikeresett
pont pedig a-4 U eredmény vonaldhoz illeszkedik.

Tehat a mozgd lap egyetlen bedllitdsdval mindkét eredmény megkaphato.

405



Megjegyzések.

1. A
(26) div z———%
' at

kontinuttdsi egyenlet értelmében csak a K térbeli elektromos tﬁltéséﬁriiség
idébeli valtozasa esetén lehet valahol dramforras. Mivel esetiinkben sem idSbeli
valtozasrol, sem talajbeli Aramforrasrdl nines sz6, a foldelSesd feliletén kiviil

mindeniitt divi = 0 és ¢ = ocE értelmében hasonléan [oc = const. ]

@27 ‘ div E = 0.
A foldel8esS, mint aramforrds felszinén (pontosabban paldstjan), a felilet:
div-tétel értelmében :

(28) : Div E = 4'.71'Qf0 = 47 —q——~ = iq—»

dr-1 d

ahol gy, a foldelGesd feliiletegységére esG toltés.
Masrészt a I1. Maxwell-egyenlet értelmében

1 8B

2¢ = -

(29) rot E .

ahol B a mégneses indukcié vektora, Ez a stacionarius allapot miatt az idétél
fuggetlen, tehat

30 ' P — .
(30) rot E -

Ebbdl viszont kiovetkezik (amit mi a levezetéshen kezdettdl fogvé hallgato-

lagosan, bizonyitas nélkiil feltettiik), hogy E nek van egy U(r 2) skaldris
potencidlja.
A (23) és (24) egyenletbd] egyiittesen kovetkemk
2tU 18U 82U

« 3 ; = . fuuman} = *
(31) div grad U(r,z) = AU(r;2) e +7‘ ar + 52 =0

Vagyis U(r, z) potencidlfiiggvényiink a foldelGesévon kivill kielégite a Laplace-
féle differencidlegyenletet és ennélfogva (ezt szintén hallgatélagosan feltételez-
tiik) probléméank, mint egyszerQ elektrosztatikus probléma tirgyalhaté, annak
ellenére, hogy elektromos aramlss is van.

2. Dirichlet gondolatmenetére hivatkozva az irodalom kimutatja [7],
hogy az , f

2 2
(32) + i -

1
* A hengeres szimmetria mlatt - Gl = 0.
% Jgt
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egyenletii, felszinesen eloszlé tomegil ellipszoidon Q Gssztoltés

xZ y? 22
4qrabe - Va-“ + m +

ot

feliilets stirtiséggel oszlik el, az ellipszoidban allandé pbtencié,lt' feltételezve.
Nyujtott forgasi ellipszoidndl @ = b, 2* + y% = r2 jeloléssel a (33) és (32) igy
alakul ; '

2 2
(34) . q9r= ¢ , r_+z_:1

/ 2 g2 a® ' c?
4na’c || 7 + pry

Az a — Oesetben,* vagyis ha a forgasi ellipszoid 2c = 2m hossziisdgt (kétszeres)
nagytengelyére zsugorodik, a (34)-bdl nyerjiik :

Q

g, = lim ¢; = lim E ==
: 47a®m VW, +(§(1—ﬁ§]‘
Q Q @ _ @ o

2 4 d  2amd’
47rm.aVl = mr 47r’m-2— m

(35)

azaz a 2m hosszlisdgh egyenes darab hosszegységére kozelitGleg
(36) g ~dm-q5 = 9 = const.
2m

toltés esik mindeniitt, azaz éppen a ~ 2m hosszidsdgi, Q ossztoltésit, % ~ 0

)4
I 4

elenyész6 sugari, egyenletes q fajlagos toltésti tengely esetére jutottunk ! A Q Gssz-
toltésii . . N ' '
(37) | e

a2 c2

forgasi ellipszoid potencilterének ekvipotencialis feliiletei m = |/ ¢ — a2 kozos
fokusztavolsigh konfokalis forgdsi ellipszoidok, a (10) (pontos) egyenlettel.
E feliiletsereg barmely egyedének, igy az als6é hataralakzatnak, a 2m hosszu-
sagl, elenyész vastagsigi tengelynek is ugyanaz a potencidltere. Ezért lehet-
séges, egyszeriiség kedvéért, az utébbival dolgozni. Az irodalomban azonban
talalhaté tényleges ellipszoidbdl kiindulé, elliptikus koordindtakkal dolgozé
megoldas.

3. Az el6bbiek alapjan maga a d atmérdjl és 2m magassaga kérhenger
nem ekvipotencidlis felillet, de az lesz a (d < m miatt) hozza elég j6l simulé

* Pontosabban: a =17 és a — g ~ 0.

** A kozelités romlik a 2m hosszisdgu tengely végei felé haladva.
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~ s ~m tengelyli forgasi ellipszoid. A fenti szdmitdsban az A = — kis-

e,

. I/ 2, (4 . e T
tengelyli (és B= |/ m?2+4 (E) = m nagytengelyl) forgisi ellipszoidnak tu--
lajdonitottuk az eldirt V potencidlt. Ez az ellipszoid »hegyes«; javul a simulas,
ha az 4 = (1,1 ~ 1,2) - ¢ klstengelyu ellipszoiddal kozelitjik a hengert és ehhez

rendeljitk a V-t. Azzali is kozelebb hozhaté a gyakorlat az elmélethez, ha kihe-
gyezett, vagy legémbdolyitett foldelGvel dolgozik!
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HCUHUCJIEHHUE CONIPOTUBJIEHUS 3A3EMJIEHUYN U HIATOBOro HANPSAKEHUSA
- B CJIVUAE 3A3EMJSAIONIENA TPYBLI
@, PAZEKAUI
Peswme

PaGora TpakTyer 00 3/IeKTPHYECKOM CHJIOBOM H [10T€HUHAJILHOM I10Jie TOHKOH ,TpyO6bl
IMHBL m H juamerpa d (m>d), Mmelomelcsl noreHnHdas V' H BKOMaHHOH B 3eMJI0 KaK B
MOJY IIPOBOASINIY 10 JIHQJIEKTPHK ; TJIaBHBIM 0GpasoM ¢ IeJiblo onpejelieHdsi WAroBoro Hamps-
>KeHHS] M T. H. COIIPOTHBJIEHUS] PaclpocTpa- HeHHs! 3a3eMJIeHHs!,

Mpl 0TOMXJIECTBISIN TOHKY 10 HapalleHHYI0 Ha OCHOEe MPHHIMNNA OTPa)keHHs Ha JJIHHY
2 m TpyOKy ¢ HHMXHeH rpaHHYHOH diopmalnHed HATSAHYTHIX 9KBHIOTEHIHAJbHBIX SJIJIHICOHJOB
BpallleHHs1 MOAOOHEIX paccTOsiHUM (oKyca, ¢ 0ChI0 HHUTOXHOH AJHHBL 2 m ¢ paBHOMepHOH
JIHHeliHOH TJIOTHOCTBIO 3apsifa ¢ == @/2m B corjawmeHdu JureparypoH, Xopomo npuGJH-
XAsICh € 3THM MO/IeJIOM JeHCTBHTENLHOCTL H OAHOBPEMEHHO SHAUHTEJILHO Y NIPOLasl BLITHCIEH e,

CALCUL DE LA RESISTANCE DE MISE A TERRE ET DE LA TENSION DE PAS
- DANS LE CAS D’UN TUYAU DE MISE A TERRE
F. FAZEKAS

Résumé

Cette article basé sur des données de la littérature discute le champ de force et le
champ de potenciel électriques d’un tuyau d’une longueur m et d’un diamétre d de forme
mince (d < m) d’un potentiel V placé dans une digue creusée dans la terre (comme diélec-
trique semi-conducteur) principalement pour déterminer la tension de pas et ce qu'on
appelle la résistance de distribution de la mise & terre.

Sur la base du principe de réf lexion, un tuyau mince, dont la longucur a été augmen- .
tée & 2m a été considéré identique avec la forme de limite inférieure des ellipsoides de
rotation équipotentielles allongées de distance focale semblable, c’est-a-dire avec son
axe d’épaisseur infiniment petite d’une longueur 2m et d’une densité de charge linéaire
uniforme q = @/2m, un modele qui, selon la littérature, donne une bonne approximation
de la réalité, et qui, en méme temps, permet le simplifier le calcul dans un degré consi-
dérable.
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STATIKAI TERHELES ATVITELE VEKONYFALU CSOVEL
PAL SANDOR

OSSZEFOGLALAS

A cikk a turbogeneratorok forgérészének a tengelyvégekre vald felerOsitésére
szolgalé konstrukeié megitélésére és méretezésére vonatkozé szamitésokat tartalmaz.

Témoér hengerre és vékony tércsira tulfedéssel vékonyfali csé van felsajtolva.
A henger befogottnak tekinthets, a tércsén pedig sajét sikjaban centrikusan tdmadé
erével van terhelve.

A cikk ismertet egy vékony hengeres héjakra vonatkozé &ltaldnos szdmitdsi
modszert, amely kiilséleg is kidomboritja a vékony hengeres héjak deformaécidjdnak
szémitdsdnal adéddé nagysdgrendi viszonyokat és nyilvanvalévé teszi az elhanyagolésok
kozelitéleg ugyanaz a kézonséges differencidlegyenlet érvényes, mint hengerszimmetrikus
terhelés esetén.

Ezutan megoldja a héj hajlitdsiara vonatkozé differencidlegyenletet, a tomér
henger feletti »gylirédésic szakaszra, tovibbé a héj és tdrcsa kozotti csérészre, majd a
megoldédsokat illeszti egymashoz. Az illesztés gyakorlati kiviteléhez nomogrammot és
gorbéket kozol, amelyek segitségével a »gylrédés« alakjat jellemzé paraméterek megélla-
pithatok. Ezek birtokdban megvizsgalja a cs6 hengeren és tarcsén vald biztos felfekvésé-
nek feltételeit.

A cs6 deformaécidjéra jellemzé mennyiségek a benne terheléskor jelentkezé fesziilt-
ségek — a mellékelt gorbeseregek segitségével — konnyliszerrel megéllapithatok.

Bevezetés

Nagy erémiivek részére késziilé villamos generatorok tervezésénél igen
stilyos problémat jelent a generator forgérészének a tengelyvégekre valé
felerSsitési médja. A probléma helyes megoldasa igen fontos, mert az e téren
elkévetett hiba esetén szamolnunk kell a generator robbanasszerii elpusztuld-
saval, amely tonkreteszi azt az épiiletet is, amelyben a generatort elhelyeztiik,
emberéletekben és az egész orszag villamos energiaszolgaltatasaban helyre-
hozhatatlan karokat okozhat.

Ezen tanulminy célja megvizsgdlni a forgérész felerlsitésének azt a
médjat, melynél a forgérészt és a tengelyvégeket egy mindkettdre felfekvs
csé koti egymashoz, amely a forgérészre keskeny, a tengelyvégre széles savon
illeszkedik.

A konstrukcié alkalmazdsa el6tt el kell birdlni, hogy az alkalmas-e,
és ha igen, akkor milyen feltételekkel alkalmas a fokozott biztonsagi kovetel-
mények mellett és a forgérész tizembiztos megfogisara és hogyan kell a gytir(it
méretezni.
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A jelen cikk a Ganz Villamossagi Vallalat megbizasab6l késziilt szamita-
sokat tartalmazza, amelyeknek alapjan a konstrukeié elbirdlhaté és méretez-

tezhetd.
. ®kk

Az 1. dbra szerinti C' vékonynak tekinthetd cso egyik végén a H merevnek
tekintett tomor hengeres testre, méasik végén a 7' vékony, de merevnek tekint-
het tarcsara fekszik fel. A tomor henger befogottnak tekinthetS és a tércsat
sajat sikjaban (centrikusan) haté @ eré terheli. A cs6 az abra szerint kozvet-
leniil a tarcsa utan véget ér. A C csé feladata : a tomor hengert és a tarcsat kiilsé
eréhatasok mellett is egymdashoz képest koaxidlisan tartani. A csé belsé
atméréje felhtzas el6tti, fesziiltségmentes allapotban kisebb a tarcsa és tomor
henger kiils6 atmérdjénél. (A csd és taresa, illetSleg tomor henger talfedéssel
illeszkednek.) A csé a tomor hengerre és a tarcsara torténd felhtizasakor rugal-
mas alakvéltozast szenved. Az igy keletkezd rugalmas er8hatdsoknak — és
csak ezeknek — feladata a tarcsa rogzitése.

1. dbra

Ebben a cikkben megvizsgaljuk, hogy
) 1. milyen rugalmas alakvéaltozasok és mekkora fesziiltségek keletkeznek
a csGben a G erd, tovabbi a tdrcsira és tomor hengerre torténd felhtizas
kovetkeztében,
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2. a cs§ felfekvése a tarcsan, illetGleg a tomor hengeren — vagyis a
* tércsa rogzitése — milyen feltételek mellett tekinthet6 elegendGen »biztosnake«

2 "

(a biztonsag kovetelményeit késobb adjuk meg).
A forgas kozben fellépd centrifugdlis er6tér hatasat is tekintetbe vessziik.

A cikk alapvet6 feltevése, hogy a deforméci6k a rugalmassdgi hatiron
beliil maradnak.

Az emlitett feladatok megoldasanak eszkozei a hengeres héjak rugal-
massdgtani alapegyenletei. Bar ezek linedrisak, olyan sok valtozot tartalmaz-
nak, hogy feladatunk csak bizonyos elhanyagolasok dran oldhaté meg. Ezeket
az elhanyagolasokat jelen dolgozatban szereplé héj specidlis terhelési viszo-
nyai, a rugalmassagtani alapegyenletek specialis hatarfeltételei teszik lehetové.
Ezért mindenekeltt ezekkel az alapegyenletekkel és ezeknek spemahs hatar-
feltételek melletti leegyszerfisitésével foglalkozunk.

I. Rész. A csore, mint vékony héjra vonatkozo Kkozelité szamitas
A. Rugalmssdgtani alapegyenletek

Tegyiik vizsgalat targyava olyan vékonynak tekintheté hengeres he]
rugalma.s alakvaltozasat, amelyet két tengelyére meréleges sik hatarol s
amelyet ezek kozott vonalon, vagy feliileten megoszlé erdk vesznek igénybe,
és a két hatarolé siklapon kiils6 erék és nyomatékok tdmadnak (2. dbra).

Vezessiik be a henger felszinén torténé helymeghatirozasra az abra
szerinti hengerkoordinatarendszert.

2. dbra

: A hengeres héjbél a 2. abra szerint kivagott daxdy teriiletli darabot
altaldban a 3. 4bra szerinti erdk és nyomatékok terhelik. A 3a. dbra szerint
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a henger két hosszmetszetével és két alapkorének sikjaval hatérolt elemi
testrész :

ODC'D’ lapjat a oy a lapra normalisan haté htzéfesziiltség, -
T4y a feliilet érintdsikjaban haté nyiréfesziilt-

ség, &
és 7. a henger hosszmetszetében haté nyiré-

: fesziiltség terheli, ;
a BOB'C' lapot a oy a lapra normalisan hat6 huzéfesziiltség,
Txy = Tyx feliillet érint6sikjaban haté nyiréfesziilt-
- ség

és 7y. az alapsikkal parhuzamos sikban haté

nyiréfesziiltség terheli.

Jelentse tovabba v a Poisson-féle szamot, £ a rugalmassigi modulust,
és A"B"C"D" a 3a. abra szerint a kivagott dxdy feliilet(i esédarabka »sem-
leges felilletét. és h a cs6 vastagsigit.

Ja. dabra

Ezekbdl a héjak elméletében szokdsos médon a kovetkezs hosszegy-
ségre haté er6ket és nyomatékokat vezetjiik le :

h S h
N, :faxdz, Ny:jaydz, Niy'ms Ny ;jfxydz;
0 0 0 {
h h
Qx= foz dz, Qy = f’ryz dz ;
0 0 .
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m/vy,r dl’

My ok

9, Lol

o

3c. abra
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R h
M= — [o-x-zdz, M, = —fa-y-zdz, My=M, = —f'rxy-zdz.
0 . 0

(Ny, Ny, ny , Qx, @y dlmenzm]a -q—-— , My, My, M,,-é dyn).*

A tovabbiakban a héj kizepes sugarat R-el, vastagsagat h-val és az eT
szakasz hosszat l-el jeloljik.

Jelolje a héj valamely pontjaban

g; a semleges szal z-iranyu fajlagos megnyulasat,
£, a semleges szdl y-iranyG fajlagos megnyuldsat,
v a B"A"D"<x csokkenését.

Tegyiik fel, hogy a héjat a kivalasztott tartoményon csak a felilleten
megoszlé kiilsé erék terhelik. Legyen a feluletegységre haté terhelés +x
iranyban P,(z, y) (dyn/em?2), +y iranyban Py(x, y), -z iranyban P,(z, y). .

Legyen a deformacié utdn a henger alapkorével parhuzamos sikmetszet
gorbiileti sugara a vizsgalt pontban R’, a henger merididnmetszetének defor-
mécié utan legyen R” a gorbiileti sugara. Jelentse az A" B"C"D" feliletdarab
gorbiiletvaltozasait az M, és M, nyomatékok hatisa alatty, = 1%, Xy =

= L_L” és M., kovetkeztében yxy. (V. 6. [1] 414—419. old., [2]

385—393. o.) Ismeretes, hogy a hengeres héj ruga]mag alakviltozdsa a
kovetkez6 egyenletekkel irhato le :

Egyensilyi- egyenletek :

(1a) Oy 20 s = =P,
(1b) B B g =P,
(Le) ,E’ng " a{?yy 1; N,=—P,,
(1) g0,
(1e) e =0
Az erdk és nyomatékok dsszefiiggése a deformdcidkkal :
(2a) | e — 1—;;& (N, — vN,),

* Ny stb. dimenzidja tehdt nem ers, My stb-6 nem nyomaték. Miutdn azonban
félreértést nem okoz, jobb hijdn mégis erdnek és nyomatéknak nevezziik. (Német
miivekben pl. »Schnittkraft« néven emlegetik.)
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1 |
(2b) e = — (—oNat V),

2

2 = (1 Ny,
(2¢) ‘ Y Ek( + V) Ny

. 12
(Zd) . | Xx:E‘h:;(Mx—'VMy)»
l(2e) xyzﬁ(—vM —i—M,,)
_ 12
(Zf) Xxy=ﬁ‘3‘ (1 + v) Mxy

Legyenek a henger kijelolt (z, y) pontjanak deformacié alatt torténd elmozdu-
lasai z, vy, 1lletoleg z irdnyban U, V, illet6leg W. A megnytlasok és gorbiilet-
valtozasok visszavezethetOk ezekre az alabbi formuldk szerint :

(2g) ' & = Z_Z’

(2h) , & — %g + 5

(2) v =5 5

(2k) | ve= 20,

(21) ‘ ' Xy = a;;/ T *
1BW

(2m) TR oty

B. Redukcié dimenzionélkili mennyiségekre

Az egyenletekben szereplé mennyiségek nagysagrendjének Osszehason-
litisahoz sziikkség van arra, hogy azokat — fiiggetleniil eredeti dimenzidjuk-
t6l — egyforma egységekben fejezhessiik ki. Ezért olyan transzformacionak
vetjitkk Sket ald, hogy mérdszamaik dimenziénélkiili szamok legyenek. Ezaltal
t. i. elérjiik, hogy a problémat karakterizalé paraméterek (h, R, F) szdma
lecsokken egyre (v-t nem érdemes kikiiszob6lni, bar ez lehetséges volna, az
alkalmazott acélndl az 1 nagysigrendii konstansnak : 0,3-nak tekinthetd).
Ha az alkalmazott terhelés hengerszimmetrikus, fenti egyenletrendszer jo6
kozelitéssel egyetlen negyedrendfi differencidlegyenletre vezethet vissza :*

*V.6.[2], 373. old.

(21) és (2m) egyenletek Timoshenkonsl ([1]) kissé més alakban szerepelnek, de
z ugyanarra az eredményre vezet, mint fenti egyenletek.
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dsw . 2 (1 — v?) W 12 (1 — v?) P, @y).

3)
dxt h2R? ER3

Ez kézenfekvdvé teszi, hogy az .x hosszisidgot a dimenziénélkiili

_V3a—»

{4)
ViR

)
valtozoval helyettesitsiik.

W mérésére vezessiink be valamilyen [ mértékegységet. (Ez lehet
példaul hengeres héj belsé sugardnak a t6mor hengerre valé felhtizasinal az
e élen elszenvedett megnovekedése.) Legyen tehat

W=f.w.
A megoszl6 terhelést is transzformaljuk a
Eh3
P—f—"
s a !
képlet szerint. Ezaltal (3) differencidlegyenletiink a kovetkezé alakot olti:

' d*w
(3 ) —d‘c—4- + 4 == 4[)

Visszatérve a nem-hengerszimmetrikus esetre analég médon az ¥y
helyett is a dimenziénélkiili- :

7,
(5) 77*“/

szoget hasznaljuk. (V. 6. 2. dbra.) Legyen most is
(6) W(zy) = fw(€,m).

Evidens a koévetkezd szimbolikus egyenldség érvényessége :

o 9 1 ] h o 8
—_—, — = ——-—4 |/ —_— ,— . .
ay ox lfg 1— 12 R d”f] 8§
* Kz a'differencié,legyenlet — Egerv(iry Jené akadémikus egy megjegyzése

szerint — devezetheté a koévetkezd egyszerti modell alapjan is :

A hengeres gyrit alkotéirdnyban haladé rudakra bontjuk fel. A rudakat az Ny
er6knek megfeleléen keresztirdnyban rugalmas szalagokkal vagy rugokkal kotjik ossze
(Ezek a rugalmas szalagok helyettesitik a hengernek alkotok menti osszefiiggését, ame-
lyet modelliinkben elhagytunk.) A rugalmas szalagok a rudakra & sugdriranyu defor--
méciéval ardnyos megoszl6 terhelést adnak at. A rudaknak ez az igénybevétele épp a (3)
differencidlegyenletre vezet.
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Miutdn a tovabbiakban siirlin el fog fordulni ez a szintén dimenzié-
nélkiili mennyiség, legyen roviden

1 h
() _____V_:
Isa—m ' R

Miutan feltevésiink értelmében a hengeres héj vastagsiga kicsi sugara-
hoz képest, (h < R),

e2< 1.

Az (1) és (2) egyenletekben szereplé tébbi mennyiséget a kovetkezokép
transzformaljuk :
Hasonléan a hengerszimmetrikus esethez

@) =3 T=ATZ e p(em) Pz(x,J) VEI— ) (2 e pytem)
(8a.b.0) P, (x,y) —Vsa=m 2 2 s

Tova’mbbé :

(Ya,b) eU(my) = f-eu(,n), Viey)=f-e-v(&m), Wxy) =f -wEm);

(10a,b,0) Ny=V3(T=o% - Eetng(€,m), Ny = V3(T—13) {- Betny(é,m),
Ny =301 — ) f-Etngq(&,m);

(Itab,e) Me=3(1—1% [ ERetmg(m), My=V3(1—))f ERe'may(€.m),
My, =V3(1 —1?) f-EReSmgn(€,m) ;

(12a,b,0) @ =V3(1— 1) |- Eeqe(€,m), @y = V3(L— %) [ Helqn(£m).

Természetesen ez csak egy 6nkényesen kivalasztott lehetOség arra, hogy
az egyenleteinkben szerepld mennyiségeket dimenziénélkiili mennylsegekkel
helyettesitsiik.

Elvileg szabadsagunkban allna pl. (8), (9), (10) stb. képletekben mas
e-hatvanyok alkalmazasa, vagy az ¢ hatvanyok teljes elhagyasa. A transz-
formaciés képletek felhasznalasaval az 1. és 2. egyenletek bal- és jobboldalai
€ olyan polinomjai lesznek, melynek egyiitthatdi a kis bet{ivel jel6lt dimenzié-
nélkiili mérdszamokbdl és azoknak &, illetGleg m szerinti derivaltjaibol alaki-
tott kifejezések.

A transzformaciés formulakat ugy valasztottuk meg, hogy

. h, R és E kiilon ne szerepeljenek az egyenletekben, tehat ezek csak
az ¢ mérdszamon keresztiil befolyasoljak egyenleteinket.

2. Minden valtozé legalabb egyszer legalacsonyabb hatvinyon is el§-
forduljon valamelyik egyenletben.

3. Az e-ban legalacsonyabbfokii tag legalibb két redukalt mennyiséget
tartalmazzon.
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Meg fog mutatkozni, hogy a cikkben targyalt feladat és szamos més
probléma esetében a kisbetiivel jelzett dimenziénélkiili mennyiségek 0-t61
altalaban kiilonboz6, véges hatarértékhez tartanak, ha ¢ — 0. Miutdn pedig
arra toreksziink, hogy — tekintetbe véve a héj vékonysigit — bizonyos
mennyiségeket elhanyagoljunk, a vonassal jelzett mennyiségek nagysigrendjé-
nek valtozatlan volta segitségiinkre lesz a nagysigrendek megitélésében.

Trjuk a deformaciémennyiségek (2g)—(2m) kifejezéseit a (2a)— (2f)
egyenletekbe és helyettesitsiik be a (8)—(12) dimenziénélkiili mennyiségeit.

Egyensilyi egyenletek.

(122) %%i—l-%?:—pl,

(12b) ?%gﬂ + %%;’— + ey = —p,,

(12¢) ey ——p,

(12d) %%—I—szaf;n%—l—%:m

(12) o 1 T g ’

(13a) gg_ezng—vnn,
ov
13b 2 7 e g2 Ny,
( ) > an—I—w e?vng + ny
ou  ov
(13¢) 5 T ag = 20+ M) men,
82w 4 A '
(13d) _8?5: — (mg — vmy), .
92w '
13 2 = — my),
(13¢) e(an2+ ) e e )
2 4
(13f) v my.
0g0m  1—?

C. A rendszer kizelité megolddsa

Ha &= 0 mellett vannak a (12)—(13) egyenletrendszernek olyan
Ngy. .., Mg, - .., %, v, w megoldisai, amelyek feladatunk (egyelre nem rész-
letezett) hatérfeltételeit is kielégitik, ezek a megoldasok tekintheték az exakt
megoldas els6é kozelitésének.
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A kozelit6 megoldas hasznilhatdsaga nyilvanvaléan fiigg a hatarfelté-
telektSl. Pl a héj felilletén megoszld terhelés esetén bizonyos hatarfeltételek
mellett ugy szdmithatdk ki a deformacidk, mintha a héj csak sajat feliiletének
érintdsikjaba esé erSket adna 4t, hajlitényomatékot nem. (Membranszer
terhelés.) De ha a hatdrfeltételek olyanok, hogy a héj peremén nyomatéknak
kell 4tadédnia, (pl. a héj pereme a terhelések ereddjére merdleges sikon be
van fogva), a membranelmélet nem hasznalhaté.

Az alabbiakban tehat megvizsgaljuk, hogy az egyenletrendszernek van-e
e = 0 mellett megolddsa és milyen hatdrfeltételek elégitheték ki a megolddsok
rendszerével. _

Figyelemremélté, hogy egyenletrendszeriinkbdl az & elsé hatvanyat
tartalmazé tagok kiestek, tehdt a kozelité megoldés &2 = ——_1 — nagy-

V31 —1?) R
sdgrendii relativ hibaval elégiti ki az egyenletrendszert.

Az £2-0s tagok elhagyasa utdn (13d) és (13e) egyenletekkel az mg és mo,
W-re vezethet6 vissza. Tovabbmenve (12d)-b6l és (12c¢)-bSl most mar g,
majd ng is kifejezhetSk w-vel, végiil (13d)-be helyettesitve a kovetkezd diffe-
rencidlegyenletet kapjuk :

at '

(14) Sar + 4w = 4py(E,m).
I3

Ha a hengerpalastra meréleges terhelés legfeljebb a hatdrokon van :
dtw

(14) altalanos megoldésa ‘

(15)  w = wy(€) + A(n) ch & cos  + B(n) ch £ sin & + C(n) sh § cos £ +
"+ D(m)shésing,

ahol wy(£) a (14) egyenletnek egy partikularis megoldasa* és A(m), B(n),
C(m), D(n) m-tél altalaban még fiiggl integralasi dllanddk.

Ha w ismert, az sszes tobbi valtozé kiszamithatd, tekintetbevéve (14)
differencidlegyenletet is. Képleteink egyszeriibb irdsmédja kedvéért vezessiink
be olyan s,(£, 1), 8:(€, M), 83(€, m) m-ban 2x szerint periédikus fiiggvényeket,
amelyekre '

p 1 %, » _ 1 3%, Dy = 0%s,
VT4 opgs T TP 4 pgs T T g
Ezekkel :
2
(168/) m»,, = —1—) a w 3
4 9g2
' A _ 2
4 9fon
2,
(16¢) mg = ~ 3%,
4 9¢2

* w, meghatérozésat illetéen v. 6. [3], 28. old.
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16d 1%
1 23w <
16 PR — -
(16e) qn 1 ogion
__ 1dw—s)
(16f) nn_w-—Zng;_ﬂ
! L 184w —s,—85) .
16 , =1 B
(169) nen=1 | et ()]
~ [ to s s,
16h) :___[ 1 2 %) p F ],
(16h ng = —1 e B )+ Fen
3 v 93w — s3)
16 _v Bw—s) |
(163) w=- e + G(n),
(16k) po 2ty B —s) 1+4v s
4 9¢%om 2 9g%am

+ [ ) — )| € + Hon,

4

E, F, G, H n-tél figgd integralasi dllandoék.

D. Hatarfeltételek

A hatarfeltételek a henger két alapkorén haté erdk, nyomatékok és
deformiciok kozott adnak Osszefiiggéseket.

Tegyiik fel (ami a leggyakoribb eset), hogy a hatarfeltételek két vegyes
csoportra oszthaték : :

.y , S . ow ow

1. A hajlitdssal 6sszefiiggd mennylsegek(u‘, 3 9’ mg, Mgy ,mn,
qe , qu) kozotti osszefiiggések és g '

2. a felileten beliii deformaciéval kapesolatos mennylsegek ng, Mgy,
Ty, 4, v kozotti Osszefiiggések.

Legyen a héj két alapkére

§=¢&, ¢6s

o,
w

Tegyiik még fel, hogy a hatéarfeltételek
(18a)  af w(g,m) + b w(Eym) + a;"( §) +b“’( 5) 4

o+ b gy(Enn) = FO(n), (i=1,234)
illetGleg

(180) o ng(€1m) + d ng(€a,m) + 03 ngn(Erm) + - - -+ dP0(Eem) =
L =GO (q), (0 =1,2,3,4) .
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alaktak, ahol az a, b, ¢, d szamok =)-tdl is fiiggetlen allanddk, az F()(n) és
G)(m) pedig n-nak 2x szerint periodikus, Fourier-sorba fejthets fiiggvényei.

Ilyen feltételek mellett kimondhatjuk, hogy a (16) egyenletek altalaban
(kivételes esetektdl eltekintve) jd kozelité megoldasat adjak a (13) egyenlet-
rendszernek. Ugyanis a (18a)-ban haszndlt feltételek a (15) egyenlet A, B,
C, D egyiitthatéira linedris egyenletrendszert adnak, amelynek mindig van
megoldasa, hacsak a rendszer determindnsa nem 0. Tovabba : ha ez a linedris
egyenletrendszer inhomogén, az A, B, C, D egyiitthaték koziil legaldbb egy
nem tiinik el azonosan és igy a (15) szerint w(§, 1) — w(£, n) sem lesz azono-
san 0. A kapott w(¥,m) — wy(¥,m) figgvény m-nak 2x szerint periodikus
Fourier-sorba fejthetl fiiggvénye. w ismeretében a (18b) egyenletek a (16)
egyenletekben szereplé E(v), F(w), G(n), H(n) figgvényekre a kiovetkezl
alakt elsérendii differencidlegyenletrendszert kapjuk :

(19) oV +8YE + ¢IF + a6 +BOG + ayH = 9D, (5 =1,2,3,4)

ahol az «, § szamok allanddk, a ¢-k pedig 2 szerint periodikus, Fourier-sorba
fejthetd fuggvények.

Ismeretes, hogy a rend%ernek mindig van 2z szerint periodikus meg-
oldasa, ha egy

(20) o 4+ 18D O D L gD GOl (= 01,23,. )

determinans sem tiinik el. Ha a w — w,-ra kapott megoldds valédi fiiggvénye
m-nak is (tehdt az el6bb vazolt hajlitdsi probléma w — w, megoldasa nem
hengerszimmetrikus), akkor a (16) egyenletek alapjan konnyen beldthatd,
hogy az n,, ngy, ng, u, v fiiggvények nem tiinnek el azonosan.

Ezzel tehat konstruktiv aton kimutattuk, hogy kivételes esetektdl eltekintve
van a leegyszerisitett (13) egyenletrendszernek 82 tol faggetlen megolddsrendszere,
amelynek egy figgvénye sem tinik el*, tehdt €% nagysdgrendil hibdtdl eltekintve

kielégiti a pontos (13) egyenletrendszert.

E. A megolddsra vonatkozé megjegyzések

1. Nagy szamitdstechnikai konnyebbséget jelent, hogy feladatunknak
a héj hajlitisira vonatkozd részének megoldisa ugyantgy alakul, mint a
hengerszimmetrikus esetben, tehdt ugyanazzal a modellel szemléltethetd.
(Alkotéiranya tartékkal és azokat keresztirinyban Osszekoté ragdkkal.)
Egy-egy alkotémenti rd deforméci6ja, a benne ébreds fesziiltségek csak az
alkoté mentén, illetSleg annak végén haté erdktdl fiigg. fgy minden alkotéra
kiilén megoldandé kozonséges differencidlegyenletrendszert kapunk. Ezért a
tovabbiakban a parcidlis differencidlegyenlet helyett mindeniitt kozonséges
differencidlegyenletet irunk, ahol ez nem adhat félreériésre okot, és n-t egy-
szeril paraméternek tekintjiik. A kozénséges differencialas jele tehat mindentitt

a % jelet helyettesiti.

* Ha egy vagy t6bb fuggvény azonosan eltiinik, akkor megeshetnék, hogy valamely
egyenletbd] minden &2-t61 figgetlen tag kiesnék és az elhanyagolt £2 nagysigrendli tagok
dominéléva valndnak.
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2. Ez a megoldés csak olyan kiils§ erGket és terheléseket vesz tekintetbe,
amelyekre a (9)—(12) transzforméciék utani (kisbettivel jelolt) értékek 1 nagy-
sagrend(iek. Tehat pl.

Qx+AQy=O

alaktt hatarfeltétel

egyenletbe megy at a transzformdicié utdn, ha 4 1 nagysagrend allandé és
csak akkor kapunk

g¢ +agy =0

alaki hatarfeltételt, ha 4 nagy szdm (l nagységrend{i) , tehit @, sokkal na-
& .
gyobb stllyal szerepel a hatarfeltételben, mint Q.

3. Az el6z8 megjegyzés értelmében a hatarfeltételek a (9)—(12) redukeié
soran er0sen leegyszer{isodhetnek. Ezért igen fontos gyakorlati esetek hatér-
feltételei vezethetnek ellentmondé egyenletrendszerre.

fgy b < R esetén megoldésunk kielégiti a gyakorlat altal megszabott
pontossagi kovetelményeket, kiilonos tekintettel a méretezésnél felhasznalt:
empirikus szdmadatok (E, v, megengedett fesziiltségek) bizonytalansigara.

4. Figyelemremélt6, hogy a relativ hiba e2-tel (és nem e-nal) aranyos.
Ugyanekkora nagysdgrendd hibdt kévetiink el, ha a szokdsos modon elhanyagoljuk
a @y nyitréerdk szigtorzité hatdsdt, a hajlitényomatékok okozta gorbiletvdltozds
mellett.*

5. A (12), (13) egyenletrendszer (15), (16) képletek altal meghatarozott

* A hengeres héj problémajanal a nyirderé szogtorzité hatésat elhanyagolva
az (1), (2) egyenletrendszerhez jutunk. Ha ezt a megolddst a nyiréerd szogtorzité hatdsa-
nak figyelembevételével finomitani akarjuk, az (1) és (2) alapjan kiszamitjuk @y nyiréerd
értékét. Evvel megbecsiilheté a szogtorzulds. Irjuk fel megolddsunkat

W=w+ wx
alakban, ahol W a deformécié pontosabb értéke, W az (1), (2) egyenletek alapjin szdmit-

hat6 kozelité érték, W* pedig a Qx szogtorzité hatdsa kovetkeztében alkalmazandé kor-
rekeiés tag.

Kozelitésben feltessziik, — miutan a deforméciénak a nagysidgrendjét akarjuk
megbecsiilni, — hogy a 7x; nyiréfesziiltség a h vastagsdg mentén egyenletesen oszlik el :
Q
Typ= 7L’i .

A sikbeli feszuiltségeloszlas elmélete alapjén a henger alapsikjaval parallel sikmetszet és

a hengeralkotd szégének torzulasa kozelitéleg XX nyiréfesziiltség kovetkeztében
g g g A 0y g

oWt _ Qs

o _ Y mh
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megoldisa finomithaté a perturbaciészamitids mdédszerei szerint. Legyen pl.
(12a)-ban

Mg = ngo + 2 Ang,
ngn =ngmo + 2 dngy,

ahol ngo, ng 0, a (15), (16) alapjan meghatarozhaté nulladik kozelitést jelent6
megoldasok. Akkor az ismeretlen e2Ang, 2An§,q korrekcids tagokra érvényes
differencialegyenlet

a €
€ (Ang) + 5—7]
Hasonlékép vehetGk figyelembe a hatarfeltételekben is az esetleg elhanyagolt
tagok.

Legyen valamely hatarfeltétel alakja pl.

(A’)’lfn) = 0.

L@, nf ndh,. ) + A 0 ny. )= [

ahol L és A az n? ... 4llandé egytitthat6ja linearis fﬁggvényei és az (1) fels6
_index a &, abszcisszaji hatdrkorre vonatkozé értékeket jelol. ngo, ng o, . . ., ki-
elégitik az )

L(”lfu, Ngmo, - L) =0
egyenletet. Hango = ng + & - Ang, stb., akkor Ang,. .. kielégitik az

L, an@, sy, .. ) = — AEd, nE, . .. L).
Tehdt a Ang,. .. értékekre vonatkozé hatarfeltételek hasonlé alaktak, mint az

Ngo,. . . értékekre vonatkozd feltételek.
Ilyen egyenletrendszerre vezetnek pl. altalaban a kévetkezd tipusi
hatarfeltételek : ’
IJ“)(nf H WE*{] ’ 72’7]) = F(')('TI) »

ahol L) -a feliletiranyG n-er6k (18b) szerinti linedris kombinaciéi, vagy :
LO@,v) = FO().

Tehat megolddsunk dltaldban nem haszndlhatd, ha a hatdrfeltételek olyanok, hogy
a henger mindkét végén eliridk a felilletiranyd ercket, sem pedig akkor, ha a
deformdcidkat irjak elo.

Hogy ezt osszehasonlithassuk a gl értékkel, redukiljuk képleteinket dimenziénélkiili
P
alakra a (4). (6), (12) képletek alapjén :

ow*  2(1 +») )
e = > 9eee?, és

0w* _ 2(1 + ») 9g:
98— T v BE

&2,

Ez a tag tehét a (13d) egyenletben &2 nagysdgrendli hibat okoz, tehat ugyanolyan nagy-
sdgrendd hibat, mint a t6bbi elhanyagolt tag.
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F. Vonal mentén koncentrdlt terhelések

Abban az esetben, ha a hengerfeliiletre haté terhelés egy része valamilyen
a hengerfeliiletre irt ~,, v,,... gorbék mentén oszlik meg, amelyek bizonyos
simasagi kovetelményeket tesznek (pl. a kiteritett hengerpalaston analitikus
gorbék megfelelGek), a (14) differencidlegyenlet jobboldala ~,-en, v,m,...
nincs értelmezve. g¢-nek — és egytttal w”’’-nek is, — ~;-en, y,-n,... a gérbén
megoszlé terhelésnek megfelel6 ugrasa van. Ez kdnnyen igazolhatd, ha a
gorbén hatd terhelést elGszor egy 6 szélességil sdvra skenjilk szét« — erre érvé-
nyesek a (14)—(15)—(16) egyenletek — azutian é — 0 hataratmenetet végziink.
A hataratmenet elvégzésével igazolhaté, hogy a (16) egyenletek gérbékre
koncentralt terhelés esetén is érvényben maradnak. Ugyanis a vonal mentén
9%s; 9% 93%s;
€3 7 9€%m’ 99>
Ennélfogva a (16) egyenletek jobboldalai mind korlatos fiiggvények. vy és vk +1
kozott érvényes marad a (14) egyenlet is. Ennek alapjan w éppugy szakaszrol
szakaszra haladva hatdrozhaté meg, mint koncentralt erSkkel és megoszlé
teheléssel terhelt tarté lehajlasa. -

megoszld terhelés miatt v,-en, v,-n véges ugrast szenved.

I1. RESZ
A vékony héjak elméletének alkalmazasa
A. Hatdrfeltételek.

A bevezetésben korvonalazott miiszaki probléma megolddsa a vékony
hengeres héjak elméletének alkalmazdsit kivanja. A méretezendS esd
alkotéirany mérete nem tekinthet6 olyan hosszinak, hogy a H hengerrel,
illetbleg 7' tarcsaval valé érintkezési vonalak kovetkeztében felléps hajlito-
fesziiltségek csak »Randstérunge-ot jelentsenek és igy gyorsan csillapodé
tranziens hullimot adjanak. (Ez az els6 rész eredményeinek felhasznildsaval
azt jelenti, hogy a & dimenziénélkiili paraméternek a csé teljes szabad hosszaval
() szamitott legnagyobb értéke, i, sem nagy az egységgel Gsszehasonlitva.
(Vagyis a cs6 méretezéséhez a felhasznilhatd legegyszeriibb elméletnek is
tekintetbe ‘kell vennie a hajlitéfesziiltségeket.) :

Meg kell tehat allapitanunk, hogy az I. részben ismertetett kozelité
eljards alkalmazhaté-e feladatunk megolddsahoz. Mint lattuk, ez elsGsorban
a hatarfeltételek jellegétol fiigg.

Vizsgaljuk meg a cs§ végeinek rogzitési médjat a megoldanddé miiszaki -
feladat esetében.

Ahhoz, hogy a hengeres héj mfiszakilag kielégité6 mdédon rogzitse egy-
méshoz a H t6mor hengert és a 7' tarcsat, sziikséges, hogy

1. C a teljes keriileten érintse 7'-t,
2. C a tomor henger alaplapjanak teljes e élhosszan érintse H-t,

3. A4 cs6 e-n kiviil legalabb még egy -, a tomor henger paldstjan korbe-
futé gorbe teljes hosszan érintse H-t. _

Az 1. feltétel biztositja, hogy a c¢s6 7'-n olymdédon van rogzitve, hogy
nyomatékot nem visz at, 2. és 3. pedig, hogy — befogashoz hasonléan — nyoma-
tékot is at tud venni H-tdl.
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A tovabbiakban végig feltételezziik ennek a Lidrom feltételnek a teljesii--
1ését, még akkor is, amikor azt tessziik vizsgélat targyava, hogy milyen felté-
tellel teljesiil ez a harom miiszaki kovetelmény, az ezek alapjan levezetett
egyenletekbol allapitjuk meg érvényességiik hatarat.

Az e él altalaban C'-nek egy olyan szakaszaval hataros, amely nem érint-
kezik H-val. Ugyanis az érintkezés azt jelentené, hogy a henger radialis defor-
macidja allandé, ez pedig — feltételezve, hogy (14)—(15)—(16) egyenleteink

j6 kozelitést adnak, ami utélag igazolhaté, — azt eredményezné, hogy a

aCZ
és vele mg, amely nyilvan nem azonosan 0 az e-nek 7' felé es6 szomszédsagaban,
az e élen ugrassal menne at 0-ba. Ez pedig végtelen nagy gs-t adna (16d)

értelmében. Eszszer(ibb feltenniink, hogy 2 gt folytonosan véltozik és C' csak

tavolabb, egy olyan y gorbén éri el ujra a hengert, ahol a (14) egyenletek alapjan
2

kiszamitott —— - 6 = 0. Innen mar simén rafekszik a ¢s6 a hengerre (4a.dbra).

A csbnek 4b abra szerinti deformaciéja miiszaki szempontb6l nem nyujt
elegendd biztonsagot, nem engedheté meg.

4
a )
T7777777 74 7777777777 7 7 t’/ S /V, :
i il Helylelen felfekves
elrekvest 1 i
4a. dbra 4b. dbra

A megoldas megkonstrudlasaval igazoljuk, hogy a 4a. abra szerinti megol-
dasvan. Masrészt, ha (14), (15), (16) egyenletek érvényesek, akkor bebizonyitjuk
(v. 6. IL. rész 3. pont), hogy ~ utan C' nem valhat el tobbé H-t6l, hacsak H-nak
elegendd hosszt szakasza all még rendelkezésre a sima felfekvés céljara.

Az 1. részben bebizonyitottak alapjan a (14)—(15)—(16)-ot kielégito
megoldéas létezése — mint aldbb latni fogjuk — egymagaban elegendé az
alkalmazott elhanyagolasok jogossiaganak igazolasara.

Megkozelitoleg sem tekintheté a es6 a hengeren befogottnak t. 1. kiile-
nosen kis ! értékekndl, illetSleg ha en nagy M nyomaték hat, a szdmités
igen nagy @y nyiréerét eredményezne, ami azonban a valosa(rban nem lép fel
az e csOkeresztmetszet elfordulasabdl adédé nagyobb rugalmasség miatt.

A cs6 a vy gorbe egyik oldalan H-t teljes paldstja mentén érinti. Jeloljiik
az érintkezés teriiletét ¢-vel. Miutdn H dtmérdje nagyobb a cs6 bels6 atmérsjénél
és H merevnek tekintheté tomor henger, a esé és henger kozott C felsajtolasakor
a cs6ben keletkezd gyfir(is htzéfesziiltségbdl kiszamithaté jelentékeny tapadé
surlédasi erdk 1éptek fel a ¢ feliiletrészen. Ez a strl6das az elesuszas hataran a tel-
jes, felilletre normadlis eréhatassal aranyos, tehiat végeredményben ¢ teriile
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tével. Ezért a biztos erbatvitel érdekében megkivanhatjuk, hogy ¢ teriilete
legyen elegendd a tapadés létrehozasdhoz, tehat legyen ¢-n beliil egy olyan e-vel
parhuzamos k kor, amelyen C' a terhelés hatdsa alatt is mozdulatlan marad.

Foglalkozzunk C-nek k és T kozti szakaszaval. Erre a szakaszra a kovet-
kez$ kiils6 erk hatnak :

1. k és v kozott a felsajtolas kovetkeztében keletkezs feluleten megoszlo
feliiletre normalis terhelés.

2. k és y kozott a tapado sirlédds, mint felilleten megoszlo, a feliiletelem
érintGsikjaba es6 terhelés,

3. y-n a feliiletre meréleges, vonal mentén megoszl6 terhelés (reakmoero)

4. e-n a felilletre meréleges 1ranyban hat6é vonal mentén megoszlo ter-
helés (a felsajtolas kovetkeztében és reakmoero)

5. A hengerpalast érintdsikjaba es$ sturlédds mint az e élen és y-n meg-
o0szlé terhelés.

Ezeken kiviil a hatérokon :

6. T-n a feliiletre meréleges, jo kozelitéssel vonal mentén megoszl6 terhe-
1és (a felsajtolas és a G erd kiovetkeztében). A feliileti érintdsikba es terhelés
nincs, tehat feltessziik, hogy a tarecsin a csé szabadon elcstiszhat. (A fellépd
surléd4ds elhanyagolhaté.) EnnéHogva a tarcsa nem gyakorol C-re a feliileti
érintGsikba es6 er6hatast : Ny = Ny, = 0. A Q nyiréers nagysagat a felsajto-
las okozta sugarnovekedés és a G er szabja meg. Hasonlékép feltehetjiik, hogy
a tarcsa nem gatolja C-nek a 7T érint§je koriili elforduldsat, tehat itt is M, = 0.

7. A k-n esetleg fellépd, a feliileti érintd sikjaban fellép6 erdk ismeretére
nines szitkségiink a tovdbbi vizsgdlatokhoz. Viszont feltessziik, hogy itt a
feliilet érintésikjaba esé elmozdulas nincs :

U =0, V= 0. Miutan k mentén C érinti H-t, itt

W=t W =o.

Az 1., 2., 3., 4. terhelésekre alkalmazhaték az (1)—(2) egyenletek.
Az 5. és 6. szerint a ha]htasra vonatkoz6 hatérfeltételek el vannak valasztva
a felilletiranyG erGkre és deforméciékra vonatkozé (membranszerd) hatar-
feltételektol. Ez azt jelenti, hogy az I. rész C. pontja szerint a hajlitasi probléma
a feliilet érintdsikjaban hat6 er6ktdl és elmozdulasoktdl elkiilonitve targyalhatd.
Tegyiik fel, hogy a hajlitdsi probléméat megoldottuk a hajlitdssal Ssszefiiggs
hatarfeltételek figyelembevételével.

Akkor megoldasunk helyessége utélag verifikalhatd. Ugyanis (19) egyen-
leteink most a kovetkez8kép alakulnak, tekintetbevéve

= &nél uw=0"v=0,

ey

= §nél mg =0, Ngy =0

oy

hatarfeltételeket :
117 84 O .
IR sy, = ¢
' 1 [853877 e ")J§=§2 i)
DRI ST S B ) (n)
VRE — 1 {7 - — Ny N S = )
! 4 U ,/3 B ]f=§ et

426



-
G(m) = — 2 — = ¢
=7 o = | o = el
l+v ., N .
[——)—ﬁ( ) — z<n>|;1+ H(n) =
24wy B (@—s)] BRI = orfm)
© 1 lagran ¥le e 2 lagmle e TN

{91, P2» P3» Pym-nak: 2z szerint periodikus fiiggvényei). Nyilvanvals, hogy ennek
az egyenletrendszernek mindig van 7-ban periodikus megoldéasa, ha w és
81, 89, 83 m-ban periodikus fiiggvények.

Tehat: Ha a smembranszeriic terhelés jellemz6 mennyiségeire nincs
szitkségiink, elegendé az elkiilonitett hajlitasi probléméval foglalkoznunk
(amely csak n,)-n keresztiil fiigg 6ssze a membranszerii terhelés mennyiségeivel,
és onalléan megoldhaté. A megoldéas a (kisbet(is) dimenziénélkiili mennyiségek
segitségével torténik és létezése egymagiban igazolja az elhanyagolasok
jogossagat.

Differencidlegyenletrendszeriink k-t6l T-ig terjed6 tartomanya harom
csatlakoz6 részre bonthaté fel.

1. T-t8l e-ig.

2. e-tbl ~-ig.

3. y-tol k-ig. 1tt hajlitdsi probléma egyaltalan nincs a mondottak értel-
mében, vagyis ezzel a szakasszal kiilon foglalkoznunk felesleges

Vegyiik fel koordinatarendszeriink ¢-tengelyét (v. 6. 2. abra) a henger
valamely kivalasztott alkot6jan olymédon, hogy az origd e-re essék, a pozitiv.
g-tengely T felé mutasson. Legyen a (4) egyenlet szerint redukalt 7' tavolsig
A, tovabba ezen az alkotén hasonléképpen mérve y abszecisszdja —p. Tehat

7\ = l/—ﬂ] —_WUZ)/Z O i "(1 —_‘V_A)

Vil VAR
ahol I az e él és T wvalédi tavolsaga és I, a »felfekvési hullam« hossza,
amely még a kivalasztott alkoté m kézépponti szogétdl figg.

_ Legyen a (6) egyenlet szerint W mérésére valasztott f egység a csd
sugaranak az e élre torténd felhGzdsnal elszenvedett megnovekedése. (f mindig
pozitiv konstans). Tehdt W(0,y) = f.
Legyen tovabba

Wiy) = *) = fo + fiy)

ahol f*(y) jelenti a 7" sikjaban 16v csGkeresztmetszetre a tarcsa altal rakény-
szerltett teljes radialis deformdaciét (eredd sugarnovekedes f, a stlyterhelés
nélkiil pusztdn a nagyobb atmérljli tarcsara torténd felsajtolas altal el6idézett
sugarnovekedést (ez y-t6l fiiggetlen) és f*,(y) a G eré kovetkeztében létrejovo
nem tengelyszimmetrikus sugirnsvekedés értékét.

Feltéve, hogy C a deformécié6 alatt is érinti 7'-t teljes keriiletén és a tarcsa
kozéppontjanak G iranyaba es$ kitérése f,,

ly,

fily) = f, - cos 7.
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A kovetkezGkben G helyett fi-et tekintjiikk adottnak és keressiik, hogy az
f, f, és f; deforméaciok masutt milyen deformaciékat és fesziiltségeket »okoznake.
Legyen

Py) =1 - wm)

ahol ¢ — 0 esetén w(n) = O(1).

Tekintettel a transzformaciés formuldkra, ¢ < 1 esetén U < wmay - f 68
V < pmax * f (max jelenti (7)) legnagyobb értékét). Ebbdl azt a meglepd
kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a C' csé T' sikjdban lévé K keresztmetszetének
pontjai a G eré hatdsa alatt nem figgdlegesen, hanem sugdrirdnyban mozdulnak el !
(v. 6, 5. dbra). Ez azt eredményezi, hogy ha G fiiggélegesen lefelé hat, a K
pontjai feliil tavolodnak egyméstdl, alul kizelednek, vagyis K feliil er8s nya-
last, alul zsugorodést szenved.

Az 1., és 2. szakasz hajlitdsi problémdaja kovetkezSkép fogalmazhaté :

Keressitk a (14a) differencialegyenlet olyan w; és wi megoldédsait,
amelyekre érvényesek a kovetkezd feltételek :

1) Hatarfeltételek a wi(§) megolddsra. (eT szabad csészakasz)
(22a) wi(0) = 1
(22b) wi(A) = ()
(22¢) wy(A) =0
(a tarcsa sajat érintGje koriil forgatényomatékot nem ad at a csének).

428



2) Hatdrfeltételek a wn (§) megolddsra. (e felfekvést hulldm)

23a) wy(—g) =1,
23b) wif(—g) =0,
(23c) uii(—g) =0,

(v-n mg nyomaték nem 1ép fel, v. 6. (16c)— (16d) egyenletek),
(23d) wif(0) = 1.

3) Csatoldsi feltételek.

(24a) wi(0) = up(0) = = (a cs6 e-n nem torik meg)
(24b) wi (0) = wi(0) = m (a nyomaték e-n folytonosan valtozik).

wi és wy; altalaros megoldasa (15) szerint Osszesen 8 szabadon valaszthaté
allandé6t tartalmaz. Miutdn fentiekben 9 feltételt kaptunk, a feladat rogzitett o
mellett talhatarozotta valnék.

Tehat p nagysaga a kilencedik ismeretlen egyenletrendszeriinkben :
a ve felfekvési hullam hossza a terheléstdl fiigg. .

Feladatunkat harom lépésben oldjuk meg :

I. Meghatarozzuk (22) ¢s (24a) hatarfeltételekkel megadott w; fiigg-
vényt, mikozben x értéket ismertnek tekintjilk. (Ezaltal (24a) is hatarfel-
tétellé valik.)

II. Meghatdrozzuk wp-t a (23) és (24a) hatarfeltételek segitségével.
Ezaltal o és » kozott Osszefiiggést kapunk.

II1. (24b) egyenlet segitségével egy ujabb Osszefiiggést kapunk »-ra és
p-ra, amibll » és  kiilén-kiilon meghatarozhatokka valnak.

Megjegyezziik, hogy II. és T11. egyiitte-en nemlinedris osszefiiggést adnak

wi(0) és wi(0)

kozott, amely negyedik — nemlinearis — hatarfeltételt ad wy szaméra a nieg-
lévé harom linearis (22a, b, ¢} mellé.

B. A szabadonfuté eT csészakasz hajlitdsi problémdja

A hajlitast leiré (14a) egyenlet homogén linedris differencidlegyenlet,
és a wrre vonatkozd (22), (24a) hatarfeltételek is linedrisak, ezért al al-
mazhatjuk rd a szuperpozicié elvét. Ennek megfelelden az alabbi hatéarfel-
tételesoportokat kielégité megoldasokat keressiik :

1) w,(0) = 0, wy(A) =1,
' w](0) = 0, wi(d) = 0.
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2) w2(0) =1, w2(;") =0,
' wj(0) = 0, wi(A) =0

3) Lwy(0) = 0, wy(A) = 0,
wi(0) = 1, wi(A) =0

f

Akkor (22) és (24a) értelmében
(25) S wi(§) = () wi(€) + we(€) + xwy(€).

A hirom megoldds meghatarozasanal az altalinos (15) egyenletbdl kiszamitjuk
a konstansokat. A 2) és 3) megoldasok meghatirozdsira célszerii koordinata-
rendszeriink kezddpontjanak & = A-ba valé 4athelyezése. A megoldasok
allandéi a trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények elemi 6sszefiiggéseinek
felhasznalasaval erésen egyszeriisodnek. Eredményeink :

(26a) wy=a,{chfsinf —shfcosf) +b;shésing,
(26b)  wy = a, ch(h — §) sin (A — &) + by sh (A — &) cos (A — £),
(26¢) wy =daz ch(A— £)sin (A — £) + by sh (A — £) cos (A — §),

ahol \

(27ab) a,—=—2 ch A cos A , bl:;zchixsm?\—{—shlcos?\’
sh 2A —sin 22 sh 2A —sin 2A
(270,d) ay = — 2 ch A cos A —sh A sin A b_.h)chloosk—{—sh?\sin)\
R sh2A —sin22 ~ ° sh 24 — sin 2A
(276.8) @y —— 2 sh A cos A , by = 2 ch A sin A )
sh 2A —sin 2A sh 2A —sin 2A

Tekintetbevéve a (10) redukciés képleteket, w-bil a kiovetkezbkép szamithaté
az y irdnyban haté o, gylris fesziiltség :
N, f
gy =-—==FE = ng,
) R

és (16f) alapjan
.

Tg =

R
A 576186 szélban ébredé y-tengely koriil hajlité fesziiltség értéke

.

_ 6Mx  Ef 9" 3 )
T R l—vz.mg’

* és (16¢) alapjan

Lo | —

Txh = —*
1 — 2
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Az 1—6. mellékletekben kozoljik a legfontosabb fesziiltségek meghaté-
rozasahoz sziikséges '

1 3
28 =w 6és 1=—V w"”
(28) , P P 2 1— 2

mennyiségek gorbéit. (y.segitségével kényelmesebb a hajlit6fesziiltség szami- '
tasa, mint w”-vel és ardnya ¢-hez megadja a hajlité- és gytrlisfesziltség
aranyat.)

A gyfiriisfesziltség :

Ef
29a o = — .
(29a) 2= @
A hajlitéfesziiltség :
A o
(29b) T xp — —Igf p.

A nyiréfesziiltségek (f6ként 1,,) meghatirozasa szélsGséges esetekben
szintén fontos (killonosen kis A értékek esetén, amikor igen nagy lehet a nyiré-
fesziiltség). Helysziike miatt azonban g¢ gorbéinket, amelyekbol x, kisza-
mithat6, nem kozoljik.

Miutdn a csé tervezésénél a csShossz adottnak tekinthet, mindenesetre
egy meglévs konstrukeiénal a terheléstél fiiggetlenek, & helyett olyant fiiggetlen
valtozét vezettiink be, amellyel a teljes e’ szakasz ¢t = 1-nek felel meg, tehat a

I A
valtozot.
Meghatarozzuk még
m = w"(0)

értékét. (25) alapjdn m = um, + my + xms, ahol
my = wj(0), my = wy(0), és my = w;(0)
‘Elemi szdmolassal kiadddik

2 (ch A sin A 4 sh A cos )

(30a) my = ,
, ! sh 24 — sin 22
h 2A 4 sin 2A
(30b) my = — S 2A T8l ,
sh 2A — sin 22
. ch 2A — cos 2A
(30c) My = — s

sh 24 — sin 2A
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C. A felfekvési hulldm

Bebizonyitjuk, hogy ha H elegendé hosszi, csak egy felfekvési hullam
alakulhat ki, tehat  egyik oldalan val6ban olyan ¢ teriiletet hatérol, amelyen
C rasimul H-ra. Ugyanis tegyiik fel, hogy C' y mindkét oldalan elvalik H-tol.
Ez annak a kovetkezménye kell hogy legyen, hogy v-n M, > 0. Alkalmazzuk
a (14)differencialegyenlet homogén alakjat a masodik elvalasi szakaszra. Miutan
ittw > 1> 0, kovetkezéskép w'V < — 4, — kell hogy legyen minden alkotén,
ahol az elvalas létrejon. egy tovabbi v’ pont, ahola csé ajbdl érintkezik a gorbé-
vel (6. abra), mert ellenkezd esetben, tetszésszerinti feltételek is legyenek -n,
kimutathatjuk az egyenldtlenség két oldalanak integralasival, hogy lehet
olyan &, < &C‘Y abszcisszat taldlni, amelyt6l kezdve balfelé

w' < —a, a> 0 rogzitett allando.

6. dbra

A gondolatmenetet hasonléan folytatva tovabbi héromszori integralassal
kimutathaté olyan Ep< &y létezése, amelytdl balfelé w < 1 volna, ha H nem
gyakorolna tovabbi er6t C-re.

Marmost  és ' kozott érvényes a homogénné tett (14) differencidlegyen-
let a kovetkezd hatarfeltételekkel :

(21a) AWl s == AL,
(21Db) W), = Wy, = 0.

A feladat megoldasa (15) figyelembevételével az 4, B, C, D meghatéro-
zésara redukdlédik. Vegyiik fel a koordindtarendszer kezdGpontjat a henger
kivalasztott alkotéjan y és v kozott kozépen éslegyen a vy’ tdvolsig ugyanitt
20, a (4) egyenlet szerinti hossztsagredukeié végrehajtasa utdn. Akkor az
egyiitthatékat (21) egyenletekbdl meghatarozva kapjuk :

w= Ach§cos§+ Bsh¢sin g,

ahol (a hyperbolikus fiiggvények elemi relacidinak felhasznilasaval)

2(i}_1951np—]~shpcosg B ch psin p—sh pcos o
)

AP i

sh 2p 4 sin 2p sh 2o + sin 2p
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Elemi atalakitasokkal

4o e — (cho — cos @) (sh p— sin )

sh 2p + sin 2p

Miutan az itt szerepls tortnek szamlaléja is és nevezdje is minden g > O-ra
‘pozitiv, kovetkezéskép
' A< 1. !
Azonban
w(0) = A,

tehat a (21) hatarfeltételek kiovetkezésekép C atmérsje & = O-ban H atméro-
jénél kisebb volna, ami nem lehetséges.

Ezutdn hatdrozzuk meg az egyetlen léirejové hullam alakjat.

A (23) egyenleteket kielégits w az el3z6 pontbeli megoldasokhoz hason-
16an szamithatd ki. Iirtéke :

(31)  wy=ch(§+ o) cos (§ + @) + bu[ch (§ + @) sin (§ + ) —
—sh(§ + o) cos(§ + )],

. 1 — ch o cos
(32) by = eone

- ; —egé:s().
ch nosin p—sh pcos p

Ebbdl leszarmaztathatok x és m. Egyszerit atalakitasok utdn

(33) % = wii(0) = f(0) = — (sh o — sin p)?

és

ch gsin o —sh pcos g

! (ch p— cos o) (sh p—sin p)
(34) m = wh(0) = g(g) = — —2— 250 TN,

ch psin p—sh g cos g

A 7. és 8. melléklet feltiinteti wi = (&) és a hajlitéfeszilltség szamitasahoz

sziikséges Vl 3 S wiy = pp(§) gorbéit. Kiilon dbran szemléltettik (9. mel-
oy .

Iéklet) a maximadlis gyfirlis fesziltséget adé @max, * és a maximadlis hajlito-
fesziiltséget adé p(0) figgését p-tél (a felfekvési hullam relativ hosszatél).
Léthaté az abrabdl, hogy kis g esetén kitérés alig van, de nagyobb o értékekre
@ rohamosan megnd. A mellékletek girbéibél épp gy allapithatok meg a fel-
1ép6 fesziiltségek, mint az el' szakasz esetén.

D. Csatoldst egyenlet
(24), (25), tovabba (33) és (34) alapjan

(35) pemy 4 my + f(e) mg=g(o),

ahol m; = wy (0), my=w} (0), my=wj(0) és u=p(n) a kivilasztott alkotod
végpontjara a T tércsa altal kényszeritett sugdrirdnya kitérés.
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Részletesen kiirva (30), (33), (34) alapjan
ch » sin ? +sh 7 cos % sh 2% 4-sin 22

sh 2,. — sin 24 sh 24 — gin 24

(352, 2w

(sh o — sin r)? ch 24 —cos 22

ch¢8inp—shpcosp sh2,.—sin2A
{ch o— ccs ¢) (sh p—sin p)

ch osin g—sh pcosp

fgy (35) o szdmara transzcendens egyenletet ad, amelyb8l az meghatiroz-

haté.

o meghatdrozdsira a 10. melléklet ad nomogrammot, amelybdl A isme-
retében meghatirozhaté o és a hozzétartozé x érték x ismeretében az
1—9. mellékletek segitségével a c¢s6 barmely pontjan felléps ]egfon’cosabb

" deformécidk és fesziiltségek megallapithatdk, ha ismerjik f, fo és f, értékét.
© A —» oo esetén (30) alapjan ml——> 0, my— — 1, my— — 1, tehat (30) a
kovetkezGkép alakul : .

1+ f() = g(0)-

Vagyis elég nagy 2 esetén (amikor a tarcsa nines nagy befolyassal a hengeren
kialakulé deformacidkra) a gydirddést szakasz hossza figgetlen f-t6l! Az elvélasi
feltételek és a nyirderdk szempontjdibdl talsdgosan kis A kedvezdtlen, mint ezt
késBbb latni fogjuk. Ebbél az a meglepd, miiszakilag fontos tény adédik, hogy
ha a’szdmitds miszakilag megengedhetetlenil nagy o-t adna, ezen nem segit-
hetiink a henger. sugaranak novelésével, a nagyobb tilfedés egydlialdban nemteszi
C-nek H-n vald rogzitését befogdshoz hasonlibbd.

A kialakul6 nagyobb gyfriisfesziltség és hajlitéfesziiltség pedig egyene-
sen hatranyossé teszi a henger és ¢s6 kozt alkalmazott talfedés novelését.

Ez a kovetkeztetés plauzibilissé valik, ha meggondoljuk, hogy a nagyobb
f megnéveli az eT' szakasz altal e-nél atadott nyomatékot is, és ez a nagyobb
nyomaték noveli az elvalds mértékét, tehat ellene dolgomk a nagyobb gyfirtis
fesziiltség simité hatasanak.

E. Megoldas létezésének kritériumas

Megvizsgaljuk, hogy (35) egyenletnek milyen feltételek mellett van és ha
van, hiny olyan megoldésa van, amelyre wi( ) = 1, a teljes (— g, 0) szakaszon.
Modelliink ugyanis kizarja, hogy a felfekveSI hullim  barhol benyomédjék

a hengerbe.
Elérebocsatjuk, hogy 1. ennek sziikséges feltétele

(36) m* = p(n)my + my < 0.

Ugyanis my < 0 kovetkezik (30c)-bdl. (35) alapjan tehat

(37) — (ch g sin ¢ — sh g cus ¢) n* =g (sh ¢ — sin p)? +
+ (ch ¢ — cos ¢) (sh ¢ — sin p).
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Tekintetbevéve, hogy (37) egyenlet jobboldala minden g > 0-ra pozitiv,
(38) sign m* = —sign (ch g sin p — sh p cos p) = sign x.

Azonban x < 0 sziikséges a felfekvési hulldim létrejottéhez.

2. (36) elégséges is ahhoz, hogy (35 )-nek legyen olyan g, pozztw megoldasa
melyre teljesiill o, << g;, akol o, a

(39) _ tge=thp

egyenlet legkisebb pozitiv gyoke, (o, = 3.927)

Legyen — (ch g sin g — sh @ cos ) m* = D(p)

és mg! (sh o — sin @)% 4 (ch g -— cos p) (sh g — sin g} = ¥(o).~

Meg kell allapltanunk hogy g — 0 esetén @( ) 0® sebességgel, ¥(p) pedig o°
sebességgel tart 0-hoz. Tehat eleg kis g, > 0 és m* > 0 esetén

' 0 <W(g,) < Dloy).

Viszont '
¥ (o) > P () = 0.

Tehat kell, hogy legyen, teklntettel D és ¥ folytonossagara legalabb egy
0, melyre 0 < g, < g, és

¥ (o) = CD(QO)

3. (35)-nek csak végesszamii pozitiv megoldasa lehet.
Nyilvanvalé, mert o — + oo esetén

() = Ofee)
és W (p) = O (e20).
De ¥(p) monoton névekvd fiiggvény, tehat elég nagy o esetén @(p) = ¥(p)
nem lehetséges.

4. (35) egyenletnek csa k eg y 0,-nél kisebb gyoke lehet.

Ennek bizonyitasara eldre kell bocsatanunk, hogy ¥(p) akdrhdnyszorosan
monoton fiiggvény. Ugyanis ch ¢ — cos g illetGleg sh p — sin g tiszta pozitiv
tagit Mac-Laurin sorba fejthetéx, ezek a sorok minden p-ra konvergilnak,
vagyis akarhanyszorosan monoton fiiggvények. De akkor pozitiv egyiitthatéju
szorzatosszegik is az.

Tegyiik fel, hogy van (37)-nek g,-n kiviil még egy g, gyoke, amelyre
0<g<g <o, ¢és
D(00) =¥ (0o) ,
D(gy) = ¥(gy)-
Cauchy kozépértéktétele alapjan ebbdl kovetkezik, hogy talalhaté olyan

0, és pg, amelyre
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0 <o <go < Qo<

és
D'(g5) = ¥'(go) >
@'(20) = ¥'(20)-

Azonban @'(g) = — 2m* sh g sin g, tehdat ha = < o < gy, @'(e ) < 0. Viszont

W' (o) > 0 a ¥(p) akarhdnyszoros monotonitasa miatt. Igy o} és 00 tartoma-
nya megsmkltheto o

0 <go<go<go<w.
@'(0) = 0 tehat ujra alkalmazhat6 a Cauchy-kozépértéktétel a 40, g,) és

(0,, 7) szakaszra. Kimutathaté, hogy van olyan gf és ‘og, amelyre

7

0 <oh< i <0h<h, 6
. @”( ”) — TII( I/)
!/( ") — T”(_g)
Az eddigiekhez hasonléan okoskodva kideriil, hogy
Q(), < 260

ahol g, a

egyenlet legkisebb pozitlv gyoke, és végiil, hogy létezik olyan g)’’ és gy’ , amelyre

rre . i T
0<Q <QO<QO <3

és

@III(Q}(I)/) . !IIII(QOIII) ,

(EIO//) g]/ll(‘éloll).
Ez azonban ellentmondas, mert

D'"(p) = 4chpcos g

(amint ujbéli differencialassal meggy6z6dhetiink réla) a (O, %) szakaszm‘mono-

ton cstkkend, ¥'''(g) a ¥(p) skirhanyszoros monotonitidsa miatt monoton
névekeds. Ennélfogva az y = @' (g) és y = ¥’'"'(p) goérbének (0, n)-en csak egy .
metszéspontja lehet. Tehdt a kiinduldsi feltevés hibas, (35)-nek csak egy p,-nél
kisebb gydke van.

Hasonlé mddszerrel beesiilhetjiik (35) esetleges tobbi gyokének eloszlasat
is, erre azonban nem tériink ki, tekintettel arra, hogy ez féfeladatunk szem-
pont]abol érdektelen.

5. A (35) legkisebb g, > 0 megolddsdval kiszdmitott wi (&) kielégiti a
wi(§) > 1 kovetelményt —p, << £ << 0 szakaszon.
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Bizonyitas : (31) alapjan
(40) ' wy— | L
ch (§ 4 go) sin (§ + 04) — sh (£ + g,) cos (€ + @)

1 — ch g, cos g,

ch g, sin g, — sh g, cos g,
B 1 — ch (£ + 0a) ¢0s (£ + 0,)

ch (§ + o) sin (£ + @) — sh (§ + go) cos (§ + o)
= x (o) — x (€ + co)-

Ttt
0<E+ 00 <@g <o

A baloldal nevezdje pozitiv, tekintettel arra, hogy kis & + p, értékekre
Mac-Laurin-sora szerint pozitiv és elsG jelvhltasi helye p, volna. Kénnyen
meggylzédhetiink réla, hogy

;'l‘,‘o’f (@) == 0.

Tegyiik fel, hogy wi < 1, allitdsunkkal ellenkezden. Akkor (£ + p) > x(p).
x(@) azonban (0, p)) zart szakaszon folytonos (0 felé a szakasz zarttd tehetd,
ha megéallapodunk »(0) = 0-ban), tehat kell, hogy Iétezzék olyan 0 <w < § +p,,
amelyre
x(®) = x(e,)
Kz azonban lehetetlen. mert
, (sh g cos p)? + (ch psin g)?

7 (@) = >0,
2 (ch g'sin g — sh p cos p)?

tehat y(p) (0, o,)-ben monoton né. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

6. g, < 0, szitkséges feltétel is. mert kilonben w > 1 nem teljesiil az egész
(— gg, 0) szakaszon. (Evvel a felfekvési hulldm hosszdra felsé korldtot kaptunk.)
A (40) szerint y(o) figgvény (0, ,) szakasz befutdsakor minden pozitiv
értéket felvesz (pontosan egyszer). Legyen o > p,. Akkor talalhatunk olyan
£-t, amelyvre
' . 0 <&+ <@, 6

x(&-+ o) < x(ey)- ' .
Az els6 feltétel miatt a baloldal nevezdije pozitiv, tehdt erre a ¢-re '

wi(§) — 1 <0,

F. A tdrcsasillyedés meghatdrozdsa
Idaig feltettiik, hogy a tiresanak a G er hatasa alatt valé f, siillyedése

ismeretes. A valésagban azonban nem f;, hanem @ van adva. Sajnos, mint
elGz8 pontban kideriilt, a esd deformaciéproblémajianak egyik hatarfeltétele
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nemlinedris. Ebbél mar kovetkezik, hogy f, altaldban nem ardnyos G-vel és
a szuperpozicié elve nem érvényes, tehat ha valamilyen @, a tarcsira sajit
sikjaban haté erd f;, és G, a G, hatasvonalaba es§ erd f, nagysaga tarcsa-
kitérést okozna, és f, + f, = f, akkor altaldban

G, + Gy + G.

Tekintettel ezekre a nehézségekre, ff(n) meghatdrozdsira kozelitd eljarast
alkalmazunk. '

Mindenekel6tt fy-t és fi-et ismertnek feltételezve meghatdrozzuk G-t.

Miutdn a cs6 a tarcsa utdn kozvetlenill véget ér, a T-vel szomszédos,
H felé esé csGkeresztmetszetben keletkezd @, @, nyirderdk tartanak egyensulyt
G-vel. A (12) képletek alapjan @, egy & nagysdgrenddel kisebb @, -nél. Ezért
(elég durva) kozelitésképpen Ggy szdmolunk, mintha csak a A}, er8k tartand-
nak G-vel egyenstlyt. Tehat G-t az f* = f, + f,cos 7 deforméciék hatdsa
alatt fellépd nyirderS szerinti integral adja meg.

A (12a) transzformdcids képlet, tovabba (16d) egyenlet alapjan kiad4dik :

f-K h3i2
(41) Qull) = ——4——— (1_) w(2).
| I ETTE
Vezessiik be az '
]' rrs ‘ . . ] 1t 1 1224 i
3 —wy () =0y, —3 ————— W, (A) = @y, —————w3""(2) == o
4V3(1 —1?) * 431 —1?) 43 (1 —12)

jeloléseket. o
Akkor, figyelembevéve (25) egyenletet

h 312
(42) Qull) = —18 (5] [0 @1 + @y + xan).

0y, Oy, 0 elemi szamolassal kiadédik (26) és (27) alapjan

1 ch 24 -+ cos 2A -+ 2

(433) @ = — I - -
I'3(1— %) 2 (sh 2A — sin 2))
(43b) o 1 .2ch A co.s A
: = i ,
2 f/m sh 2A — sin 2A
{43c) on — 1 . shAcosi-+chAsina
5 = .

f/s‘(—l_—vg) sh 24 — sin 22

A 11. melléklet gérbéi megadjik az w értékeket, mint A fijggvényeit.
Ha az n = 0-nak a legals6 alkot6 felel meg, fiigglegesen lefelé iranyuls
G esetén, ' '

2n )
(44) G=R f()x(z) cos nd.
(1)
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Sajnos, (42)-ben % nemlineéris fiiggvénye a 4. pontban mondottak értelmében
w(n)-nak és A-nak. Ezért tulajdonképpen a keriilet. minden pontjira meg
kellene hatérozni valamilyen adott w(n) = w, 4+ @, cos 7 esetére x értékét
és az igy nyert »(n)-t (11)-be helyettesiteni. Ehelyett a kovetkezé kozelitd
moédszert célszerd alkalmazni. :

Legyen x(m) Fourier-sora
n(M) = %y + ¥ CO8 M + xgc082m + ...,
ahol . '

2n .
1 ~
xl-——;J »(m)cos ndm.
0 .

Tekintettel a tobbi tagoknak cosr-ra vonatkozé orthogonalitésira, a (44)
integral értékét csak a #, cos ) tag befolydsolja :

o Bty , AR
(45) G =fEx A f (01 + %,05) cos? ndr = fEx T (uy0y + 250).
. 2 0 . . | . 2 . .

Vezessiik be a dimenziénélkiili ¢ mennyiséget G mértékéiil :

’L372
(46) O =fEn-—yg.

R%

Akkor -
g = @ + 0.

Hatra van még », kozelitG meghatarozasa. E célbdl az ismertetett modszerrel
meghatarozzuk adott p,ra és ismert vagy felvett u,-re x(0), x(g) és x(m)

R P4

értékét. %[—'31: meghatéarozisa a G aranyara vonatkozé szimmetria miatt
. 2 -

nem ad Gjat: x (%ﬂ) = (g) Tekintettel a feladat nemlineéaris jellegére

- ’
5 2

i

‘n)+ % (0) + ()

ami pedig szitkséges volna ahhoz, hogy
#m) = % + €08 7M
Iehessen. '
Kozelitsiik » ismert négy értékét a legkisebb négyzetek elve alapjin

% + %, cos m alakl polinommal. A szamitds, mint ismeretes,
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értéket adja. Ha x-t mint u(v) figgvénvét fogjuk fel,

x(m) = k{p(n)] = k (uy + 1, cOS ),

ahol £ a 10. melléklet nomogrammja szerint fiigg u-t61. (és természetesen A-tol).
Akkor

k(o 4 p) — k{po — 1q)

)

(47) g = o, + k(po + “l)jk(uo_ﬁ’q)

3.

Marmost, ismert f, és G esetén (ami a gyakorlatban el6fordulé eset) az eljaras
a kovetkezd :
fo

1. meghatarozzuk (46), illetGleg 1, = == alapjdn g és p, értékét,

2. meghatarozzuk a 11. melléklet gorbéi alapjan o, és w, értékét a csé-
hossz (e7") altal megadott A-ra.

3. lteraciét végziink u, meghatdrozdsara. Ennek elsG lépéseként oly-
mdédon szdmolunk, mintha a ¢s6 H-n be volna fogva, tehat x = 0 lenne. Ezzel
(47)  szerint

w_ 9.
M = o,

o= uy + pP értékkel a 10. melléklet nomogrammjabol leolvassuk
k(py + n) értékét. Hasonlokép meghatarozzuk k(u, — ui®) értékét.

5. A kapott értékeket helyettesitjiik (42) egyenletbe és igy megkapjuk
uy javitott értékét :

o
w = i+ - 1k, "’>*A<u.,+u“”no
- !1

(A formulabdl kovetkezik, hogy altalaban u® > p{).

6. A 3—5. 1épéseket megismételjilk uiP-re, és esetleg a kapott u@-re stb.
egészen addig, amig a kovetkezd 1épések elvégzése dltal varhatd korrekeid
alatta marad a megkivant és mfiszakilag észszerli pontossigi hatdrnak.

7. Ezutédn ajanlatos, ha tébb v értékre meghatarozzuk

x(n) = k(uo + py cosm)

értékét és a (7)) figgvény felrajzolisa és harmonikus analizise utjan ellen-
Grizziik a :

1
TN [k (o — pa) — k(g + 11y)

feltevés helyességét, iiletGleg az altala elkivetett hibat,
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G. A kielégité felfekvés feltételei

Mint emlitettiik, az adott miszaki probléma megkoveteli a tircsardl a
hengerre valé biztos erGatvitel érdekében, hogy '

1. A tdresa egész keriilete résztvegyen az erddtaddsban, tehdt érintse C t és
arra pozittv nyiréerdt gyakoroljon.

2. A henger teljes e élhosszin érintse (-t és arra teljes ker uleten pozitiv
(radidlisan kifelé iranyuld) (megoszld) erdt gyakoroljon.

3. x = w'(0) < 0. Ebbél a feltételbél — mint az K. pontban bizonyitot-
tuk — kdvetkezik, hogv van még egy H-t korillvevd zart gérbe, melynek
mentén H érinti C-t és ra sugarlranyban kifelé haté erét gyakorol.

MielStt hozzafogndnk a feltételek részletes targyalasahoz. eldre kell
bocsatanunk néhiany megjegyzést.

T. w =1 és elég kis A esetén megoldisunk eleget tesz az 1., 2. és 3. felté-
teleknek.

Bizonyitds :

Eldszér meghatdrozzuk o kozelitd értékét =1 és 2 < 1 mellett,
(35a) egyenlet alapjan.
w = 1 tekintetbevételével a kovetkezs egyenletet kapjuk :

2(ch A — cos A) (sh A — sinA) N (sh 0 — sin p)? ch 2A — cos 2A

sh 22. — sin 22 " ch gsin p—sh g cos o sh 22 — sin 22

(ch 0 — cos g) (sh o — sin o)

ch gsin p—'sh pcos p

A — 0 esetén az els( tag szamldldja 6tod-. nevezdje harmadfokon tlnik el
A maésodik tag masodik tényezdjének viszont a nevezdje tiinik el magasabb
fokon. Ebbdl kivetkezik a fizikailag is nyilvanvalé p— 0. Fejtsiik sorba
valamennyi tag szamlalojat és nevezi(jét és dlljunk meg az elsé el nem tind
tagnal. Kziltal a kovetkezd egyszer(ibb egyenletet kapjuk :

~

A S

T an 2

Az egvenletet 7g-ra megoldva azt kapjuk, hogy annak egvetlen pozitiv gvoke
V'5—1 s
(48) 0= " S A z20618 ).

A kapott kozelits o értékkel meghatarozhatjuk x értékét, tovabba a nyirderék
értékét e-n és T-n. / '

(33) alapjan evidens, hogy o kis értékeire x < 0, tehat a 3. kovetelmény
teljesiil :
3
(49) %

i

<.

te lfo
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A nyirders értéke a tarcsin (42) és (43) szerint

= [K (%)3/2(“’1 + 0y + 7w3) =

h
. f (E) {ch 2 — cos 2)2— 2 (sh A cos A 4 ch A sin 2)
Vlm sh 2% — sin 2A

A kis értékeire ez is biztosan pozitiv, » < 0 mellett. Tehat a 2. kovetel-
mény is teljesiil.

Végiil hatarozzuk meg az »e« altal a héjra gyakorolt erd 1ranyat

Helyettesitsiik egy plllanatm e-t valtozd nagysagi megoszlé g* terheléssel

és legyen C csak § = — p és £ = +- A helyeken rogzitve. A (— p, A) szakasz
végpontjain érvényes hatarfeltetelek

w(—po) =0, w'(d)=0.

A g* = 0 melletti megoldas legyen w;,; viszont ugyamlyen hatarfeltételek
ésg* =1 mellettl megoldas legyen w*. Akkor

w = w; + g*w*.
Marmost kimutathat6, hogy w,(£) << 1 hacsak
— Q< E<Ah.
‘ Vegyiik fel koordinét’arendszerﬁnk kezdGpontjat —}‘—;Q—ben, és legyen

A —= A—

o+ _ . L E=£&—
s) ‘-)
té elek figyelembevételével :

0. w, értéke konnyen kiszamithaté a hatarfel-

__chrcostchg cos £ +sh rsin rsh € sin &

wy =

ch? 7 cos? 7 - sh? 7 sin% 7

Fejtsiik w, szamlaléjat, 1p,-t kétvaltozés Taylor-sorba és irjuk fel a sor elsé
tagjait :

S s . Lo e
=1——7t 4 &272— 2 4 ... =1—— (12— £2) (572 — £2) .
6 : 6 6

w, nevezdje elég kis 7-ra nagyobb’ 1-nél, (mint _err§l sorbafejtéssel meg-
gyozédhetiink), ennél konnyen beldthaté, hogy |£| <t és T elég kis értékei
esetén ' :
w; < 1.
Miutan e-n W(0) = 1, kévetkezik ' .
g* - w*(0) < 0.
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Miutan azonban w*(0) > 0, hiszen az er6 hatdsvonaldba es§ pont nyil-
vanvaléan az erl§ irdnydban mozdul el (ami természetesen w*($) effektiv
kiszamitasaval is igazolhatd), kovetkezéskép

g*>.0
ami bizonyitandé volt.

II. g%, q(A) és = A-nak és u-nek folytonos figgvényei. X igen kis értékei
és p = 1 mellett, mint az I. megjegyzésben igazoltuk, mindhirom mennyiség
pozitiv. Vélasszunk ki egy elég kis A,-et. A (A, u) sikban & (2,, 1) pontbél
tetszésszerinti folytonos gorbe mentén haladva mindaddig, amig g*, ¢(A) és x
egyike sem valik 0-sa, megoldasunk kielégiti az 1., 2., 3. kivetelményeket.
Nevezziik hatargorbéknek a ¢* = 0, illetGleg ¢q (1) = 0, illetleg x = 0 érté-
keinek megfelelé pontok Osszességét. Ezek a hatérgijrbék a (A, p) sikot két
tartomanycsoportra oszt]‘xk fel :

Az egyikben p* > 0, o(A) > 0 és —x > 0, amas1kban legalabb az egyik
mennyiség negativ. Csak az els§ tartomanycsoport teriiletén felvett (A, u)
értékpar engedhetd meg az elvilas veszélye néikil. 1. szerint van legaldbb egy
az els6 kategéridba tartozé (j6) tartomany.

A helyes felfekvés elégséges feltételeit megkapjuk tehat, ha a (A, u)
sikon meghatarozzuk azokat a girbéket, amelyeken x» = 0 vagy ¢* = 0, vagy
g(A) =0 és a (A, u)sik pont]al koziil kizarjuk azokat a pontokat, amelyekbe
nem juthatunk el u =1 és A valamely elég kis értéke altal meghatarozott
pontbol folytonos gorbén haladva valamelyik hatargorbe dtmetszése nélkiil.

G. Az elvdildst hatdrgorbelk

a) g(A) = 0.

" Ezt a hatargorbét a (35) és g(A) egyenlefek egyiittes érvényessége jellemzi,
tehat (30), (35) és (42) szerint )

(50)  2u(ch 2 sin A 4 sh X cos ) — (sh 2A + sin 22) — (ch 24 — cos'2A) f(p) ==
= ¢ () (sh 2X — sin 27.) .

és

(51) ~(eh 22 4-cos 22 4 2) —4ch A cos 2 — 2(sh 2. cos A + ch Asin 2) f(g) = 0

A két egyenletbol w kikiiszobolése utan A és o kozott a kovetkezd osszefiiggést
kapjuk elemi szamolasok elvégzése utan :

(52) AA) flo) +g(e) + B(A) = 0,

ahol

sh 24 — sin 22 ) ch 2X4 — cos 2A
A(N) = - , B(A) = ;
ch 2A 4+ cos 2A 4 2 ch 2\ + cos 2A 4 2
h o—: ch o — cos p) {sh p — sin o)
fo) = — —he=sinel 1, (cho Jisho :

ch psin g—sh pcosp ch gsin p—sh g cos o

443




(52) egyenlet megadja p-t mint A (implicit) fiiggvényét. p-nak mint 4 explicit
fiiggvényének meghatarozasa legegyszeriibb nomografiai aton. Az alkalmazott
nomogramm elve lathato a 7. dbran.

Fejezziik még ki (46) egyenletbdl w(n)-t :

(53) Eou(n) =0 fle) + D(4),
ahol
C0) = 2(sh<<cos}\+ch7\sm/l’ & DRy~ 4.ch A cos 2 :
ch 2A + cos 2A + 2 ch 2\ 4 cos 2A -+ 2

(53) egyenlet alapjan kiszamithat6 p mint 4 tiggvénye.

08

a7

B(As)

06

041

L e MRS I G T S B

G-

Q2
ar g

-£(%) @/

7. dbra
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B) q* = 0.

Ha az e él nem gyakorol C-re erGhatést, akkor az egész (— p, A) szakaszra
érvényes a (l4a) differencidlegyenlet. A megoldas tilhatdrozott, mert negyed-
rendii differencialegyenlet megoldasara 6 feltételt kell szabnunk.

A hat feltétel koziil 6tnek kielégitésére a negyedrendii differencialegyenlet
altalanos megoldasaban szerepld négy paraméteren kiviil még szabadon ren-
delkezhetiink p felett. A hatodik feltétel megadja a A és u kozotti keresett
osszefiiggést. _

A megoldasra elGirt hat feltétel :

w(— o) =1, W) =1, k)= w
w(—e) =0, |
w'(— @) = 0, w'(r) = 0.

A — p és 0 helyekre kir6tt hatarfeltételek kiélégitl.let(ik a (31), (32) egyen-
letek altal megadott megoldassal.
Az utolsé két (A helyre vonatkozo) feltétel f 1gyelembevetele két egyen-

letet ad :

oh (g + 2) cos (g + ) + bur [ch (o + A) sin (@ -+ 2) —sh (g 4 2) cos (o + A)] =
—sh (o 4 2)sin'(g -+ A) + by [ch (o + 2) sin (o + A) + sh (g + %) cos (0 +-A) ]=0-
Az egyenletrendszerbdl
sh (e +2) qm (p + 7)

(54—) b“ —
ch(o 4 A) sin (o + A) + sh( 4+ A) cos(Q + })

=P+ 2),

- 1 dl"(o—{«?)—l—am"(o—L?)
(H5) o= e ——= (0 A).
2 ch(g—,—l sin (o -+ A) +sh (o + A) cos (g + A)

Masrészt (32) szerint

I —ch pcosp

(56) by = = R(g).

ch psin g—sh gcos o

Az (54)—(56) egyenletek grafikusan a (8a, b) abrak szerint oldhaték meg.
v) ®x = O hatdrgorbe. |

(33) eg;enlet alapjdn % = 0 csak o = 0 esetén lehetséges. Ennélfogva
& = 0-ban érvényesek a — p-ban elSirt (23b) kovetelmények is. Ezaltal fel-
adatunk az altalinos megoldas négy konstansdra egyszeresen tilhatarozotta
valik, tehdat a A, u paraméterek szamara marad egy feltételiink.

A hatérfeltételek most :

w(0) = 1, wr) = u,
w'(0) = 0,
w”(0) = 0, w'(r) = 0.
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7 > 5
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\ Sa. dbra . 8b. dbra

-

’Az els6 harom feltételbél a 3. pontbeli megoldashoz hasonléan
w = ch § cos & + b (ch £ sin §—sh cos §);
a masodlk két feltétel a kovetkezd egyenletrendszert adja :
: ch 2 cos A + b (ch A sin A — sh A cos &) = p,
—sh A sin A + b(ch A sin A 4 sh A cos A) = 0.
b kikiiszobolése és elemi atalakitdsok utan '
sh 21 sin 2A
2(ch 4 sin A+ sh 2 cos 1) :

(57) B=

Az a), B), v) szerinti hatdrgorbék abrdja lathaté a 12. mellékleten.

Nem foglalkozhatunk annak bizonyitasaval, hogy a hatdrgorbéken valé
athaladdskor valéban olyan tartomanyba jutunk, amelyben a helyes felfekvés
feltételei mar nem teljesiilnek; sem annak vizsgalatdval, hogy nincs-e olyan
»j 64 tartomany, amelybe csak hatargorbék metszésével juthatunk el a kis
A-val és p = 1-el meghatarozott pontbdl folytonos gérbe mentén haladva.
Miiszaki szempontbél kielégit6 megoldas, ha a jé felfekvés elégséges feltételeit -
adjuk, ame]yekrol gy véljik, hogy sziikséges is.

Legyen a j6 felfekvés tartomanyat a nagyobb p-értékek fele elhatéarol6
valamely gorbe egyenlete

o= M 1(7"):
ugyanott a kis u-értékek felé elhatarolé gorbe egyenlete
p = My(2).
Akkor a biztos felfekvéshez meg kell kivanni, hogy
o + g < My(R)
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és
, o — M1 > My(R)
legyen' (u, a tarcsa nagyobb atmérdje miatti relativ cs6atméréndvekedés,

w, a G stlyterhelés kivetkeztében el6allé deformdacié Fourier-soranak cos 7-t
tartalmazé tagjanak egyiitthatéja a II. rész E. pont szerint.)

Az egyenl6tlenségbdl
M, (3) — My(h)

2

<

A kis értékeire ez a kiilonbség nagyon kicsi, tehdt veszély nélkiil saly-
terhelést nem alkalmazhatunk. Viszont, ha a tgA = — th A egyenlet elsé
pozitiv gyskét A-val jeloljiik (A == 2.365), akkor A, << A < 4 esetén elvaldsi
veszély egyaltalaban nem lép fel, ha a > 1 kovetelmenyt betartjuk.
(V. 6. 12. melléklet.)

Tehat nemesak azért célszerii a es6 szabad részét hosszura va-lasztam,
hogy ezaltal veszélyes nyiréfesziiltségek ne lépjenek fel, hanem azért is, hogy
a tarcsardl vagy hengerrsl vald levalas veszélyét elkeriiljiik.

8. A cenirifugdlis eré figyelembevétele

Legyen egy végtelen hosszi R sugara sajat tengelye koriil w szogsebes-
séggel forgé végtelen hossza tomor henger radialis deformaciéja (sugarnéveke-
dése) a centrifugilis erd hatdsa alatt f,, egy ugyanilyen sugard, vékony
taresin fZ, egy R sugarii vékony csé radialis deformaciéja F..

A centrlfugahs er$ hatésa figyelembe vehetd, ha szamltasunkban a H
tomor henger 7' tarcsa és C csG terheletlen méreteit a fer 1%, F. méretekkel
korrigaljuk. (Mintha a t6mor hengert, a tarcsat, illetGleg csovet a centrifugélis
er$ okozta tagulassal nagyobb atmérdjiire gyartottak volna.) Tehat a szdmi-
tdsban szerepld f, illetSleg f* tulfedések helyett

f == ¢ ¥ ‘c s
illetéleg - f f_+ /
?* - f* + fc*— Fc
tulfedésekkel szamolunk.

Ez az eljirds mindenesetre kozelitd, mert 1. a hengeren a csé csak
kozelitéssel vehetd vegtelennek 2. mert .a henger az e él kozelében jobban
kitdgul a centrifugilis er8 hatdsa alatt, mintha végtelen volna. Azonban ez

utébbi eltérés egyrészt nem thlsdgosan nagy, mésrészt az egész f. tdgulds is
kicsiny F-vel Osszehasonlitva.

175 Fo fc%fc*

(=1

¥, illetSleg F. kiszamitdsat illetéen lasd [4].
Budapest, 1952. december 13.
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NNEPEBO]]I CTATUUECKON HATPY3KH C TOHKOCTEHHO#l TPYBKOM
1. TTAJ1
Pesziome

PaboTa copep)KUT BbiYMCJIEHUSR, Kacaluihecsl H3mepeHHs ¥ 006Cy X 1aHHA KOHCTPY KLUH,
ciy>kamed [JIsi NpUKPENJIeHHsl II0OBOPOTHOH yvactH TypGoreHepaTopoB Ha XBOCTOBHKAaX.

TonukocTeHHasi TpyOKa HaJABHHYTa ¢ llepeKpbIBAHMEM Ha MACCHBHLIH NHJIMH/D H TOH-
KU aHcK. HHAHHAP CUMTaeTCsi OXBaTbiBaeMbiM, a AHCK HArpy>keH cHJIOH, Hallajalouiel IeH-
TPHYECKH B CBOEH [JIOCKOCTH.

Pafora mo3HakoMuT ¢ OOIHM METOIOM BLIYHCJEHHS, OTHOCSIIHMCS K TOHKHM LHJIHH-
ApHYecKHM 060104yKaM. DTOT MeTO/ U 110 BHellHeMY [IORUePKHBAET OTHOMIEHHS MOPSIIKA BeJHUKH,
_MOJly YeHHble TIPY HCUMCJIEHHH AedopMalMi TOHKHX UMJIHHAPHYCCKHX 000JI0YeK, H MOKasbiBaeT
OUYCBHAHBLIMH YCJOBUSA (IPABHJIbHOCTH npeHeﬁpeme}mﬁ. Taxkum 06pa30M I1oJyyaercsi, 4To 1o
OTHOIEHHI0 K ueq;opmaulm OTReJbHbIX KOMIIOHEHTOB 06000UKH ﬂ])HﬁJlHSHTe;‘leO neﬁCTBH—
TeJILHO TO e 00LIKHOBEHHOE nH(I)(I)Cpelll.lldaIleOE YpaBHEeHHe, KOTOPOe HIrpaer poib B cayyvae
HarpyskH ¢ LHJIMHApHYeCKOH cHMMeTpHeH.

florom pewaerca AuQepeHnHa bHoe ypaBHeHWe 3arubaHus 000JOYKH [Js1 OTPe3KH
»CMSTHSI« HaJl MAaCCUBHRLIM LIMJIMHAPOM, AdJiee AJSl 4aCTH TPYOKH MexxAy 000JIOUKOH H JAHCKOM,
TI0TOM pellieHUs] NPUNACOBLIBAIOTCS APYT K Apyromy. [l MPaKTHueCKOro MCIIOIHEHHSs IIpHMa-
COBKHM €000Ma10TCA HOMOTPaMMbl H KpHBBIE, ¢ TIOMOUbI) KOTOPLIX ONpeje/JUMBl Tapamerphi,
XapaKTepPH3HPY IoIKHe (popmy »cMsiTHi«. TIpH NOMOmY 3THUX pesyJbTaTOR HCCIeAYICTCST YCJI0-
BHs1 0e30macHOro NpHJeraHHsi TPyOKH Ha LHJIHHADEe U JUCKe.

BenvivuHbl, “XapakrepusyioulHe AedopmanHio TpyOKH, HanpsiKeHHs, BO3ZHHKAalOmue B
HeH NIPH Harpyske, JIETKO OlIPEfeJHMbl € NMOMOWDLIO MPHIOKEHHBIX ceMelcTB KPHBLIX.

LA TRANSMISSION D'UNE CHARGE STATIQUE MOYENNAXNT UN TUYAU
A PAROI MINCE
S PAL
RESUME

L’article contient des ecalculs se rapportant au jugement et & Pétablissement des
dimensions de la construction qui sert pour fixer la partie rotative des turbo-générateurs
sur les bouts d’essjeu.

Sur un cylindre massif et un disqué mince un tuyau a paroi mince est pressé avec
surcouverture. Le cylindre peut étre considéré encastré, tandis que la disque est chargé
d'une force attaquant centriquement dans le plan propre du disque.

L’article déerit une méthode de caleul générale, se rapportant 4 des coques ceylin-
driques minces, par laquelle les conditions d’ordre de grandeur qui résultent dans le caleul
de la déformation de coques eylindriques minces, sont mises en relief extérieurement
aussi, et qui rend évidentes les conditions sous lesquelles les negllgements sont justifiés.
On trouve par ce moyen (ue, concernant les déformations des génératrices individuelles
de la coque, c’est approximativement la méme équation différentielle ordinaire qui est
valable, comme dans. le cas d’une charge cylindrico-symétrique.

Ensuite Farticle résout I'équation différentielle se rapportant a la flexion de la
coque pour la section »de froissurc« au-dessus du cylindre massif, puis pour la partie de
tuyau située entre la coque et le disque, et enfin, il ajuste ces solutions 'une & Vautre.
Pour mettre en oeuvre U'ajustage dans la pratique, P'article donne un nomogramme et des
courbes & l'aide desquelles il est possible d’établir les paramétres caractérisant la forme de
la »froissure«. En possession de ces derniers, 'article examine les conditions de la pose
siire du tuyau sur le eylindre et sur le disque.

Les quantités caractéristiques pour la déformation du tuyau sont les efforts qui,
produits dans le tuyau quand il est chargé, peuvent étre déterminés facilement & 'aide
des familles de courbes annexées.
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