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BALANCE EQUATIONS OF SUSPENDED SEDIMENT
TRANSPORTATION

J. L. BOGARDI*
CORRESPONDING MEMBER OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES
and

E. SzUCS**
CANDIDATE OF TECHN. SCIENCES

[Manuscript received: 24 March 1970]

A requirement common to every field of engineering is to derive the expressions intend-
ed for practical computations free of arbitrary constraints, and to introduce assumptions
which are clearly defined and consistent with the laws of Nature. Failing to do this, the validity
ranges of individual expressions become obscured. A possibility for the methodical, uniform
approach to engineering problems is offered by the transport theory, which is founded on the
most general laws of physics, namely the conservation theorems. It is demonstrated that by
this approach the general set of balance equations of sediment transportation can be formu-
lated. The basic equations of some of the sediment transportation theories will be derived
from the general set of balance equations. In this connexion it will be illustrated which of the
10 possible assumptions are used in individual theories.

1. The general transport-theory

Many theories involving a wide variety of assumptions have been pub-
lished in the relevant literature for describing the movement of suspended sedi-
ment. This movement is a highly complex physical phenomenon to which the
methods of mathematical logics cannot be applied, unless simplifying assump-
tions can be introduced. The assumptions are manifold and exceedingly
different in nature, making any direct comparison between the different
theories very difficult.

The transport theory introduced long ago in thermodynamics is founded
on firm, well established principles. It appeared logical to describe the move-
ment of suspended sediment with the aid of basic equations resembling those
applied in the general transport theory.

From the existence of a similar set of equations it logically follows that
the individual theories may be regarded as different combinations of the basic
equations, which depend on the particular assumptions introduced.

It is deemed advisable to review the general transport theory in brief
to thus facilitate its application to the movement of suspended sediment.

* Bogardi, J. L. Professor of Hydraulic Engineering, Technical University, Budapest,
MGegyetem rkp. 3, Budapest XI., (Hungary)

** Sz(ics, E. Senior Scientific Advisor, ETI Research Institute for Building Sciences,
Didszegi u. 7, Budapest, XI., (Hungary)
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4 J. L. BOGARDI and E. SzUCS

When considering technical processes, two basic principles are preferably
adopted as starting fundamentals, the validity of which has been verified
beyond doubt [14].

According to the first principle the state of any system can be described
uniquely with the aid of a finite number of *“state parameters™.

The second principle involves adherence to the laws of conservation, which
are valid in every field of technical science. All considerations and consequences
rely on these laws.

In mechanics the state of any object is positively defined by its energy,
mass and volume. If this object (system) is divided into several parts then its
energy, mass and volume are also divided accordingly. If the distribution is
uniform and considering 1/c-tli part of volume V, then this part will carry
1/c-th parts of energy E and mass m:

E m \"

AE _ Am — AV ~ f ()
In other words, there exists a homogeneous, primary relationship between
E, m and V. (Increasing any of the three quantities c-fold, the remaining two
will also increase to c-fold of the original value.) As will be recalled these phy-
sical quantities are referred to as extensive quantities.

The first principle may be formulated also in the following manner:
the state of any particular system is uniquely determined by a finite number
(in the present case 3) relevant extensive quantities. It is important to note the
term “relevant”, since, theoretically, the number of extensive quantities may
be infinitely large, whereas here those defining state, are to be considered [2].

Cocerning the three above relevant extensive quantities the second
principle implies that in closed systems'energy, mass and volume remain
unchanged. Naturally the principle retains its validity when two systems
interact, but they are closed, i.e., isolated from their environment. Two such
systems may be e.g. two gases separated from each other within the same
cylinder by a moving piston permitting mechanical interaction to take place
only. The piston will be displaced towards the space where a lower pressure
prevails, as long as the pressures on the two sides become balanced.

Interaction may also take place if one of the systems is formed by a fluid,
separated by its own surface from the vapours above. In similar cases (consid-
ering closed vessels) the total mass remains constant, but molecules may
pass from the fluid into the vapour phase and vice versa.

To each interaction an extensive quantity may be assigned, the change
of which is proportionate to the change in energy accompanying the parti-
cular interaction. The corresponding “proportionality factors” may be given
a twofold physical interpretation. On the one hand these indicate the energy,

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



BALANCE EQUATIONS 5

represented by a unit change of the corresponding extensive quantity, on the
other they are quantities tending towards equalizations. In other words,
during an interaction energy is transferred from one system into the other,
as long as the characteristic quantities are equal. These quantities may he
termed stresses, or potentials (examples for which are the mechanical stress p
— the negative of pressure —, the chemical potential p, or the electrostatic
potential U).

In contrast to the extensive quantities, the common feature of all rele-
vant quantities tending towards equalization and of potential character is
that they are unaffected by size. If a balanced system is subdivided, then e.g.
temperature T, stressp, chemical potential p of the individual parts will have the
same value as in the original system. Expressed in another form this means
that these quantities, which tend towards equalization, are zero-order, homo-
geneous functions of the extensive quantities. Physical quantities of this nature
are termed intensive quantities.

Intensive quantities may have an infinite number of different types.
Intensive quantities are e.g. the energy per unit volume e= EjV, or in other
words the energy density, further the mass density g — m/V, or the relative
concentration = m jfff m(of the i-th component. Moreover, any quantity

i

that can beformed as the ratio of two extensive quantities, may be intensive.
No detailed explanation is necessary for the homogeneous relationship
between the zero-order. E.g. in the case of mass density, the relationship

m cm
vV ~ ¢V
is trivial.

It should be noted, however, that in case of T, p, p the quantities
are not, in general, intensive ones, but are relevant intensive quantities. The
term relevant here implies the role which these quantities play in individual
interactions. At each interaction a flow of energy occurs, the direction of
which is controlled by the gradient of the relevant intensive quantities. These
latter are always the partial derivatives of energy according to the relevant exten-
sive quantity.

An extensive relevant quantity and a relevant intensive quantity may thus
be assigned to each interaction. The change in energy resulting from the interaction
is proportionate to the change in the relevant extensive quantity, the factor of
proportionality being the relevant intensive quantity.

The equalizing trend of the relevant intensive quantities plays a decisive
role during the interactions. If the barrier between the two systems is removed,
the extensive quantities will flow from one system into the other, as long as
the relevant intensive quantities assume equal magnitudes. Thereafter, the
two systems will be balanced. Two related systems are not balanced, unless

Ada Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



6 J. L. BOGARDI and E. SZUCS

the relevant intensive quantities are uniformly distributed. Therefore, the
necessary and adequate condition of equilibrium is the homogeneous distribution
of the relevant intensive quantities [13].

The significance of the distinction according to extensive and intensive
quantities is not only a formal one. The possibility of describing with their
aid the interaction between two (or more) systems (“objects”) is far more
substantial.

Consider a volume element interacting with its environment.

The state of the elementary volume can be described by a finite number
of extensive quantities xf.

Wi ithin the elementary volume a change in the magnitude of an exten-
sive quantity Xj may be due to one of two causes: a) there is a source Qt within
the volume, and b) there is outflow J, across the surface bordering the volume.*

For the extensive quantity xt the following balance equation can be
written:

4drt1 = 3)
where (f and f are the source and current, respectively.

The quantities involved in the equation apply to the entire volume ele-
ment. When considering technical processes it is, however, required also to
know local values, particular points within the volume. The changeover to
local values is possible by considering the values related to unit volume, the den-
sities, of extensive quantities involved in the balance equation. The extensive
quantity of xt within volume V equals the volume integral of its density vp

*j

fyvidV. (4)

All sources within the volume are

<

SvVitw (5)

where q(is the source density.

The surface current density related to the particular extensive quantity
should be denoted as J;. The total quantity flowing across the surface equals
the surface integral of surface current density over the surface F (closed)

bordering volume V:
/,, = 8F(J,df). (6)

Introducing the density values into the balance equation:

4~ J vidV= 1 itdv~& _(J,df) . )
dt JV JV TF

* By agreement outflow is considered a current of positive, while inflow as one of nega-
tive sign.
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BALANCE EQUATIONS 7

The balance for the i-th extensive quantity is expressed by the above equation
(still applying to the entire volume !). The second term on the right-hand side
is a surface integral, which can he transformed into a volume integral by
applying the Gauss— Ostrogradskii theorem:

§F(J, df) = IV divJ,dV. (8)

Combining and transferring the differentiation with respect to time under
the integral sign:

j Igl + diVj,—g, dv = 0. (9)

Regardless of the limits of integration, the integral cannot assume zero value’
unless the integrand itself is zero.*
The general balance equation is thus obtained as

Qv.
— f+ divji=qt (10)
3t

where the only restriction with respect to vt, that it is the density of any
extensive quantity. It may denote e.g. energy density e, mass density g, etc.
The current density of extensive quantities (within systems, the mass
center of which is at rest) is defined by the inhomogeneity of the intensive
gquantities.
It has been recognized since a long time that various physical processes
varying with time are described by laws taking the form

= = LOy"-y0 (11)

where the left-hand side represents the variation of an extensive quantity
with time, whereas the right-hand side is the difference between the correspond-
ing intensive quantity multiplied by a suitable coefficient, the so-called con-
ductivity-, or transfer coefficient.

Examples for these are Newton’s cooling law, Ohm’s law, the Fick law,
which relate to internal energy, electric charge and mass current, respectively.
The seepage law of Darcy is familiar, expressing the volume flow of fluid in
terms of the differential head. In each of these cases the equalization of an
intensive quantity (temperature, electric tension, chemical potential, pres-
sure) is considered, which always involves the flow of an extensive quantity
(internal energy, electric charge, mass, volume).

* Disregarding the so-called O-dimension multitudes.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



8 J. L. BOGARDI and E. SzUCS

About the middle of the 19-th century physical phenomena have been
recognized, in which the flow of an extensive quantity is not exclusively
caused by the inhomogeneity of the corresponding relevant intensive quantity.
(An example for this is thermal diffusion, inhere differential temperature results
in mass current.)

W ith due allowance for the so-called cross-effects (thermo-mechanical,
thermo-electric, electro-kinetic, etc. phenomena), the fully generalized defini-
tion of current density was formulated by L. Onsager, Nobel-prize winner,
in his papers published in 1930 and 1931 [1], according to which current density
is controlled not only by the inhomogeneity of the “pertinent” but by the inhomo-
geneity of all intensive quantities.

The degree of inhomogeneity is indicated by the nabla operator. As long
as the relevant intensive quantity is a scalar physical quantity, the nabla
operator denotes the gradient thereof:

VJi= gradyl. (12)

It was stated by Onsager that the current density of the i-th extensive
quantity can be expressed as the summarized product of the gradient of the
individual intensive quantities yi and the corresponding conductivities La:

m
Ji = Lngrady, . (13)
i=i

The conductivities depend on the material properties of the medium.
M aterials which are poor conductors for the current of certain extensive quan-
tities, i.e., for which the corresponding conductivities are low, act as insulators
for the particular extensive quantity.

The density of the so-called conductive current of individual extensive quan-
tities is defined by the Onsager relationship. In cases, where the mass center
of the system is also displaced (macroscopic movement also occurs), the exten-
sive quantities (that are the material properties) also follow this movement
and is termed convective current. Convective current densities can be express-
ed in avery simple form. If at any point the density of the i-th extensive
quantity is Vj and the velocity of this point is v, then the density of convec-
tive current isvjv. The total current density (the sum of convective and con-
ductive current densities) is thus

m
Ji= Vjv + JS’Lugrady, . (14)
1=1

Introducing the total current density into the general balance equation
Eq. (10)

R J-div Vj\ + 2?2 Lngrady, = 9 (15)
dt t=1 J

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



BALANCE EQUATIONS 9

No expression of general validity, comparable to that of current density
exists for describing the source density gt involved in the above equation.
Concerning source density no more can be said than that it is the rate per
unit time and unit volume at which the particular extensive quantity is in-
creased (or decreased). The problem in various branches of technical science
is to clarify for particular processes

1) which are the relevant extensive and relevant intensive quantities,

2) the numerical value of conductivities, and

3) the actual shape of source densities.

W ith the available information the basic equations governing individual
processes can be formulated [14].

For describing particular processes, besides the balance equations the
so-called unambiguity equations must also be specified. These may be listed
as follows:

1°. The domain of interpretation — the interval within which the variables
(including the geometric variables) involved in the equations may assume
values. Concerning geometric variables this is equivalent to the definition of
the perimeter of the system under consideration, i.e., for the description
(most frequently in the form of a drawing) of the geometrical shape bordering
the system under consideration within its environment.

2°. Boundary conditions — specification of the interaction between the
system and its environment. The function of the boundary conditions is to
express the potential interactions across the boundary of the system between
the system and its environment within the period considered.

3°. Initial conditions — definition of the state in which the system is
at the instant selected for starting considerations. When considering steady
processes (suffering no variation in time), no initial conditions exist.

4°. Condition equations — specification of the physical properties for
the “operating medium” of the system.

All these conditions can be formulated accurately for particular problems
only. It is for this reason that these are termed unambiguity criteria. Mathe-
matically these are the prerequisites for the unique solution of the set of differ-
ential equations describing the phenomenon, while physically, the criteria
for the unambiguous description of the particular system.

The skeleton of the transport theory has been outlined above. For a
detailed treatment thereof reference is made to the work of I. Fényes [13]
who made valuable contributions to the development of the theory itself.
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10 J. L. BOGARDI and E. SzUCS

2. Balance equations of suspended sediment transportation*

The general balance equation of suspended sediment transportation must
be derived first. Remembering the foregoing considerations this should present
no undue difficulties, once the relevant extensive and intensive quantities are
determined and the actual shape of source densities is found.

Considerations being concerned with water it is logical that the mass,
momentum, kinetic and internal energy of water are the most important para-
meters to be introduced. The same extensive quantities apply to the sediment
as well, but the composition of the latter is not uniform, the individual par-
ticles being of different size. (Allowance for differences in material properties
would make even the general treatment too complicated. For this reason the
multitude of particles having the same material properties, but of different
size will be understood under the term sediment.) Individual fractions will
be denoted by the subscript k.

The extensive quantities required to be taken into consideration are:

m the mass of the fluid,

mv the momentum of the fluid,

(/2)mv2 the kinetic energy of the fluid,

cvmT the internal energy of the fluid (c,, is specific heat, T the temperature),
mk the mass of sediment particle “k”,

mk vk the momentum carried by the sediment particle “fc”,

(1/2) mkyfc the kinetic energy of the sediment particle “k”,

ck mk Tk the internal energy of the sediment particle “k”.

The corresponding relevant intensive quantities are the velocity of flow v,
the hydrostatic pressure p and temperature T. Using these the current den-
sities can already be written in the familiar form

m
J; = Viv+ _Lu gra(l Ji- (16)
i

In the mass balance, conductive current (diffusion) will be neglected in
comparison to the convective counterpart.** Introducing the values g and
@k for the mass density of fluid and sediment, respectively, the corresponding
current densities become

J = gv, and Jk = Qkyk- (17)
In the momentum balance, the convective current is the diadic product

of the vectors of momentum density and flow velocity:
Jonv=evov- (18)

* Similar equations have been derived for the flow of gas-dust mixtures by Horvath

and Sz(ics [15].
** The chemical potential has been omitted from among the relevant intensive quanti-

ties, since diffusion has been neglected.
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BALANCE EQUATIONS 11

The conductive current is a stress tensor, which — in turbulent flow —
is the mean value with respect to time of the diadic product of pulsation
velocity:

Jeond = ev'o v'. (19)

The components thereof are the so-called Reynolds stresses.

The current density of kinetic energy is obtained directly from the
current density of momentum, by applying the scalar multiplicator (1/2) v to
the vector of momentum density.

It is further required to define the source densities. The mass of fluid
has no source and sediment considered as a whole is likewise source-free.
However, the mass of individual (the k-th) fractions suffers a change g* by
impact, the number of larger particles decreasing, that of smaller ones increas-
ing as a result of comminution. The disintegration of particles is caused by the
impact forces (i.e., momentum exchange). This implies at the same time that
in connexion with the source density of momentum it is insufficient to consider
the gravitational field qg alone. The collision of individual particles (between
the i-th and k-th) is always accompanied by the exchange of momentum Eik,
which must be taken into consideration as a momentum source (or sink),
even if it does not result in comminution [15].

The effect of fluid on sediment should also be allowed for, this being
responsible for the conveyance of the particles. The momentum exchange
between water and the k-th sediment particles is Ek, during which the momen-
tum gained by the sediment particle is equal to the momentum lost by the
fluid. Consequently, the momentum exchange between water and sediment
should be entered into the equation relating to water as a negative source,
while as a positive source in the equation relating to sediment.

The source terms relating to the interaction between water and sediment,
as well as between sediment and sediment should be entered into the balance
equations of kinetic energy in a similar manner. Naturally, some kinetic energy
is converted into internal energy as a consequence of friction (i.e., dissipation
occurs). Concerning kinetic energy this represents a negative source, while
a positive one for internal energy.

Subsequent considerations will be restricted to isothermal conditions,
i.e., the dissipation of kinetic energy will be regarded as negligibly small. It will
be readily perceived that under such conditions the balance equations of both
internal and kinetic energy become superfluous. In fact, in the absence of
dissipation the full kinetic energy of the entire system is conserved and any
exchange of kinetic energy between the individual components always occurs
in combination with an exchange of momentum. Consequently the balance
equations of kinetic energy and momentum are interrelated.
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12 J. L. BOGARDI and E. SzUCS

Let us now introduce the corresponding terms into the balance equations,
assuming that the number of particles in the k-th fraction is TV, while the
total number of particles is

JiV,. = iV.
i=i

Considering the mass balance:

for water
-§-9---j- divgy = 0, (20)
dt
for the k-th sediment fraction:
ok iy OKyK= 4, (21)
91

The balance equations for the momentum (including different sources and
assuming turbulent flow) are
for water
9pv

--------- f. div (gy o V-f-[;/;(_ﬁ/ )= pa\i > EA-—; (22)
at feTi v

/for the k-th sediment fraction :

» ar
dQk Mir DivteftVfcOvA+pfcVTcOvy = e,;g+E ;;+ r. (23)

dt =1 iv

The term E/fon the right-hand side of the equations is the source density
of momentum due to momentum exchange between the component of mass
mii and water, while E;ft denotes the source density of momentum due to
momentum exchange between particles of mass mii and all other particles.

The relevant intensive quantity of momentum exchange is velocity.
The change in momentum is proportionate to the difference of velocities.
For the interaction between water and sediment:

Eft= Lk(vk—v), (24)
while for the interaction between two sediment particles of different mass :
E* = Lik (Vit—v,), (25)

where Lk and Ljk are the corresponding proportionality factors (the determi-
nation of which will be dealt with in more detail subsequently), while yk, V-
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BALANCE EQUATIONS 13

and V are the velocities of sediment fractions k and i, as well as water, respec-
tively.

Considering the condition of equilibrium. Quite obviously, no particle is
in equilibrium, unless the resultant of forces to which it is subjected is zero.
The forces acting on the particle are gravity and the change of momentum
per unit time, resulting from collisions with other particles. These are the
terms involved in the right-hand side of the momentum-balance equation
— Eq. (23) — written for the sediment. In case of equilibrium these become
zero, so that

n JT. n ™
&g = - H,— Efc—j = - Lk(vk- v) - L Ik (yk—v,) , (i"k) (26)
i=i Jy i=i jy
R

The term E[ft is omitted if particles of the same kind (of mass mk) are
only present in the water. In such cases the manner in which the combined
momentum of all particles changes is of interest only. Collisions between
particles of the same mass, but of different velocity involves, naturally, an
exchange of momentum, but leaves the total momentum of the particles
unaffected.

Consequently, for water in which only particles of mass mk are present
and which is at rest, i.e., v= 0, in case of equilibrium, it follows from
Eq. (26) that

Qg= 7Tk= ~ LKWk=— Lkek. (27)

Here vkis the velocity of a particle (of mass mk and specific gravity yk) which
is in equilibrium in a fluid at rest. This has been defined as the settling veloc-
ity cok. The conductivity of the momentum source is thus

Lk = (28)
cok

the negative value of the ratio of specific gravity and settling velocity. In the phys-
ical sense Lk denotes the proportionality factor indicating the momentum
received by the particles moving at the velocity vk from the fluid flowing at
velocity v during unit time and per unit volume [15].

The equations relating to the entire sediment are obtained by adding
the equations written for the k-th fraction. For simplicity’s sake, the sed-
iment will be considered in the manner outlined above, as a multitude consist-
ing of discrete fractions. (In case of a uniform distribution the summation
must be replaced by integration.) The different fractions are denoted by a
numerical subscript (1,2, ...,k, ..., n). The fractions of mass mv m2 ...,
mk, . . ., mnconsist of particles, the number of whichis Nv N2 ... ,Nk, ... ,Nne
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14 J. L. BOGARDI and E. Sz/iCS

The total number of particlesisN = Nx iVv2 N/( N n. W ith
this in mind the equation for the entire sediment is obtained from the momen-
tum-balance equation of an individual fraction. The combined momentum
density is expressed as the weighted sum of the momentum densities of indi-
vidual fractions. With Qi denoting the weighted density of sediment fractions
and V, the velocity thereof,

B iv = (29)

The right-hand side of the momentum balance should be summed up
accordingly and it should be assumed, as before, that the force exerted by the

fluid on all particles is proportionate to the difference of the average velocity
v/i of the particles and the velocity v of the fluid:

i=1 iV =i iv - ' (30)

where is the mean density of the particles and L is a factor of proportion-
ality.
The term Y Elfcis eliminated from the summation, since the momentum

=1
of the entire sediment is unaffected by the momentum exchange occurring

during collisions between individual particles. The momentum of the entire
sediment is regarded as an internal force.

Considering equilibrium conditions again (where the gravitational force
equals the momentum exchange of fluid-particle interaction) and the fluid is
at rest, i.e., v= 0, then Eqs (26) and (27) for the entire sediment become

Qig= Vi= ~ Lvh= ~L «b (31)

where yxis the weighted specific gravity of the entire sediment in equilibrium
and v/, is the velocity of the latter in a fluid at rest. This has been defined as
the resultant settling velocity au of the sediment. The factor of proportionality
is thus

—L =4z~ m (32)
©

From the foregoing it will be recalled that EF= L,(vi— v), and for v = 0,
Ej- = —Lj oij, so that
n N. A
Y N*E- =Lm. y - _Ljo (33)
U N 'l
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a being the mean of cok velocities, i.e., the settling velocity of the mass center
of the entire sediment

n N-
> — L (34)
U N
whence
N, Vi Yi (35)
N cof w

This expression is an especially striking illustration of the relationship between
the settling velocities, if we are justified in assuming that all particles have the
same specific gravity, i.e., that yt= yl= constant. In this case

1 “Ntl0 N NN,

-, - (36)
® izt N & ® =1 @

The source density of interaction between the fluid and sediment, on the
right-hand side of the momentum balance can be specified in two different
ways: either the resultant settling velocity and the resultant specific gravity
of the entire sediment mass must be known, or the values relating to the com-
ponent particles of the mass and the relative number of particles must be
available.

The comminution process resulting from the collisions between particles
has been neglected so far. If the process of comminution is also taken into
consideration, then the source densities gk related to the individual fractions
assume values other than zero. An attempt at the exact description of the
process was made by Gy. Fay and B. Zselev [10], who followed the approach
of Kolmogorov. The theory appears to be still far from complete, so that the
process of comminution will still further remain disregarded.

The transfer of internal energy has also been neglected, or in other
words, sediment transportation has been regarded an isothermal process, in which
the dissipation of kinetic energy can be disregarded.

Before summarizing the general set of equations describing the regular-
ities controlling the movement of suspended sediment, the following remarks
should be attached to the mass-balance equations relating to water and to
the entire sediment.

In turbulent flow the instantaneous values of individual physical quan-
tities vary in an irregular manner and consequently, instead of the instan-
taneous values the mean values thereof with respect to time and the mean
values with respect to time of the product of pulsation terms (correlations)
must be entered into the computations. In general, the mean value over the
time of mass current density gv is formed

pv =vp-(-pV".
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16 J. L. BOGARDI and E. szUCS

The first term on the right-hand side of the above equation represents the
convective mass current density, the second term being the so-called turbulent
diffusion. In analogy to molecular diffusion the latter may be expressed as
the product of conductivity e and gradient of mass density:

p'vi = —egradq.

As far as the mass balance is concerned this applies to both water and
sediment. For this reason, in the general set of equations this will be indicated
in the mass-balance equation relating to the entire sediment. However, in the
mass balance equation of water this will be omitted, the gradient of water
density being regarded as zero, as far as sediment transportation is concerned.

The general set of equations describing the regularities of suspended
sediment transportation is in a summarized form:

For water:
8P £ divpv = o, (37)
81
+ Div (oVoV-f-'pv'ov’) = gg4— (¥, —v). (38)
81 to

For the k-th sediment fraction, in the case of collision without commi-
nution, i.e., if gk = O:

+ div@k\k= 0, (39)
8t
9gfc VK . Py T y. -o o _. pf
Div (@frVicOYk+ pkvkOvk) = (kg - - (vit v )+ ~ Eik (40)
8t cak N
For the entire sediment:
9gi div (ojv,, egradpl) = 0, (41)
dt
+ Biv(glyho\h+plyho\'h)= plg ~~r(v/j v). (42)
dt to

In the above set of equations the conservation of the mass of fluid
— Eq. (37) — the individual sediment fractions — Eq. (39) — and the entire
sediment — Eq. (41) — as well as of the total momentum of the fluid-sediment
system — Eqs (38), (40) and (42) — are expressed.

The source of momentum is represented, besides the gravity field, by the
momentum exchange of magnitude

(43)
Y
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between the fluid and the entire sediment, and by the momentum exchange
taking place for individual sediment fractions as a result of collision with
sediment particles of “other size”. The sum of these is obviously zero when
related to the entire water-sediment system, since these are “internal forces” [15].

The set of equations written above is an expression for one of the firmest
theorems in physics, namely, the law of conservation of mass and momentum.
For this reason we are justified in regarding it as the most general relationship
of sediment movement. Naturally, in this form it is unsuitable for practical
computations.

Various fundamental equations commonly used in hydraulics are in
general, derived, by introducing certain assumptions. A clear definition of
these assumptions is made possible by the above set of equations, permitting
at the same time to review and to arrange methodically the different theories
and the (explicit, or implicit) assumptions underlying them.

3. Development of the different sediment transportation theories
from the balance equations

In every attempt for the description of sediment transportation the
process has been assumed to be a steady one. It follows therefrom that the
first term in Eqs (37) to (42), namely the derivative with respect to time of
the density of extensive quantities, is zero. Consequently, the concentration-
distribution of sediment is assumed to be constant in time.

When considering the transportation of suspended sediment in natural
watercourses it is commonly assumed further that concentration C undergoes
no changes in the main direction x of flow (dC/dx = 0, or with the notations
used in the balance equations, QglQx = 0).

The basic objective of the theories concerning the transportation of
suspended sediment is the estimation of concentration-distribution. For
simplifying the solution in all known theories the stream is assumed to be
infinitely wide. Variations across width (in the plane perpendicular to the
direction of flow) are neglected and the problem is thus reduced to a single
dimension. Still the number of variables involved in the resulting equations
is greater than the number of equations available.

A closed set of equations can be obtained by two different approaches:

1. The relationships existing between individual parameters are deter-
mined experimentally;

2. Assumptions are introduced concerning the relationship between the
unknown and known quantities.

The assumptions introduced offer a convenient means for differentiating
between the different theories.
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18 J. L. BOGARDI and E. SzUCS

A fundamental drawback of all “sediment transportation equations”
is that the differences in particle size are neglected therein. When ever the
simplifying assumption is introduced, the particle size distribution of the
sediment, i.e., the mechanical composition would he essential for the use of
the balance equations derived [4]. This would he unavoidable even if the
average, or mean particle size would be considered. In fact, different grain
size distributions can pertain to the same characteristic size (even if it were
disregarded that different “mean” sizes result when considering numbers,
surfaces, or volumes) [10], and therefore, the results of different experiments
may show appreciable differences.

It should further be noted that in contrast to investigations concerned
with the transportation of suspended sediment in natural watercourses, it is
only the variation in time that can be regarded as zero, when considering the
process of the settling of suspended sediment, while the changes in the main
direction of flow differ from zero. The only simplification, which may be per-
missible is to assume a constant rate of change.

The fundamental equations of some of the more familiar theories will
be derived subsequently, without any attempt at completeness, rather in
order to illustrate the method applied.

It is proposed to demonstrate at the same time that each of the various
theories represents no more than a particular case of the general balance
equations. In fact, depending on the terms of the equation — neglected as
small in comparison with the others — the fundamental equations of the differ-
ent theories are obtained.

The following simplifying assumptions are of interest:

1. The process is a steady one

— =0, (44)

i.e., the variation with respect to time of the density of extensive quantities
is assumed to be zero.

2. The process is a two-dimensional one, i.e., in a horizontal plane, vari-
ations in the direction z perpendicular to the main direction x of flow are
assumed to he negligible:

~=~ = 0- (45)

3. The concentration of sediment (or its mass density) remains unchanged
in the main direction x of flow

C Sgi

(46)
8n, x
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4. The size of the sediment suffers no changes by collision. In other
words: the mass balance of individual sediment fractions is source-free (the
mass of each of the sediment fractions is conserved):

gc= o. 47)

5. The sediment is mono-disperse, i.e., it consists of particles of uniform
size, or the effect of differences in particle size is negligibly small. In this
manner Eqs (39) and (40) related to the different size fractions can be omitted.

6. The equation of the energy balance is source-free, the dissipation of
energy can be neglected. Consequently the process may be regarded as iso-
thermal, the balance equation of internal energy and thus the balance equation
of kinetic energy are superfluous (being in this case related to the momentum
balance). Although in some cases the process is regarded as an isothermal
one, the balance equation of kinetic energy is still introduced besides the
momentum balance. In the course of derivation the latter is — logically —
eliminated.

7. The flow pattern is not related to the sediment, i.e., the energy- and
momentum exchange between water and sediment is negligible for the energy
and momentum of water. This implies, in other words, that the term

in Eq. (38) is much smaller than the other terms in the equation. It follows
further that since yl1> pg (the specific gravity of sediment is greater than
that of water), the ratio (v/, — v)/co must be assumed to be smaller by orders
of magnitude than pg. This is impossible unless v/tcol v, i.e., the velocity of
sediment movement is approximately equal to the flow velocity of water
(the inertia of sediment is negligible ). A formulation frequently encountered
for this assumption is that the velocity components in the main direction x
of flow are taken to be equal

Vhx = Vx, (48)

while the vertical components in the direction y differ from each other by the
settling velocity:
vhy = vy — co. (49)

8. Instead of correlating the pulsation terms (in accordance with the
conduction laws) the current densities resulting from turbulent movement
can be expressed as the product of a turbulent conductivity coefficient and
the gradient of the corresponding intensive quantity. E.g. for the density of
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mass current:
pvV = —e,gradp, (50)

and for the density of momentum current:

pviov' = —emGrad v. (51)

9. The density of conductive momentum current due to turbulent pul-
sation (the turbulent shear) is much smaller than the density of convective
momentum current and thus the former can be neglected:

v'ov'</~vov. (52)

10. The vertical component of the flow velocity of water (considering
its mean value with respect to time) is much smaller than the settling velocity
and is thus negligible in comparison wdth the latter:

vy <fa>. (53)

Naturally, not all assumptions are included in the individual theories.
The arrangement of these assumptions into a methodological system is all
the more of great interest, as this offers the only possibility for determining
the range of validity of formulae derived by the different theories and for
deciding in what cases they can be used, what differences are to be expected
between theoretical and experimental results.

Let us first consider the theory of turbulent sediment transportation (fre-
quently referred to the diffusion theory) [4, 5, 7, 11].

The theory is founded exclusively on the mass transport equation of
sediment, and from among the assumptions listed before the following are
introduced:

The process is a steady one.

The process is a two-dimensional one.

The concentration of sediment suffers no change in the x direction.
Collision between sediment particles does not result in comminution.
The sediment can be described uniquely by the mean concentration,
i.e.,, it may be regarded as a mono-disperse system.

7. The inertia of the sediment is small enough to be neglected.

10. The velocity component vy of water is negligibly small in comparison
with the settling velocity co.

S

With these assumptions Eq. (41) leads directly to the expression:

£fjAC- pafi = o (54)
9y 9y
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which upon integration yields

a

the familiar concentration-distribution equation of O’Brien—Christiansen
[4, 5, 11].

The gravitational theory [4, 9] is based on the momentum- and energy-
balance equations. The following assumptions are introduced:

1. The process is a steady one.

The process is a two-dimensional one.

The concentration ofthe sediment suffers no changes in the «direction.
Collision between sediment particles does not result in comminution.
The sediment may be regarded as a mono-disperse system.

No energy is dissipated. (However, the balance equations of kinetic
energy are taken into consideration separately — in addition to the momentum-
balance equation of the combined system — pointing out at the same time
that only two of the three balance equations are independent!)

9. The density of convective current due to turbulent pulsation is negli-
gibly small in comparison with the density of conductive momentum current
(turbulent shear). (This assumption, which is exactly the opposite of Eq. (52)
is permissible, if the process is considered in a system of coordinates moving
together with water !)

The resultant density is used by Welikhanov for describing the mass
of the disperse system:

oA wN

B—<(1— Ov—e(l+aQ), (56)
where a — A8
Q
W ith these assumptions the momentum equations — Eqs. (38) and
(42) — directly yield equation 111 of Welikhanov:
~[(I+o0Cev'ul=gS(l+aCv), (57
ay

where the left-hand side is the divergence of the momentum current density,
whereas the right-hand side is the density of the momentum source.

Equations | and Il of Welikhanov are the balance equations of kinetic
energy, which can be derived from Eqs (37) and (41) — through scalar multi-
plication by the flow velocity:

B~ [(1-Cv) (TVJU] = egS(l—c.) V- (ft -e)g«c,(i -cv), (58)
ay
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Qi-~(Cvv'u'v') = QLgSCvv+(Q1- g)cigCv(l Cv). (59)
dy

In those equations the left-hand side represents the current density of kinetic
energy, while the work forming the source of kinetic energy is entered on the
right-hand side. In fact, the first term on the right-hand side of Eq. (58) is
the work performed by the gravitational field in water (the “work of fall”),
the second term being the work expended for keeping the sediment in suspen-
sion (which is an energy loss for water). Naturally, the latter is encountered
as a gain in energy with an opposite sign on the right-hand side of Eq. (59),
where it is the second term. The first term on the right-hand side of Eq. (59)
being the work performed by the gravitational field on the sediment, repre-
sents a source for the kinetic energy of sediment.

The considerations of A. K. Ananyian [8] are also based on the mass
balance equation of sediment. The assumptions introduced are as follows:

1. The process is a steady one.

4. The dimensions of the particles remain unchanged during collisions.

5. The sediment may be regarded as a mono-disperse system.

6. No dissipation of energy occurs.

7. The flow pattern of water is unaffected by the presence of sediment.

The vertical velocity of sediment differs from the velocity of water

by the settling velocity only.

W ith these assumptions thefundamental equation of Ananyian is obtained
in a vectorial form from Eq. (41):

(v grad C) = div (egrad C) + a>-— . (60)
dy
The fundamental equation of sediment transportation was derived by
Barenblatt taking into consideration the balance equation of pulsation
energy [3]. His significant contribution was that he succeeded in formulating
the complex mathematical model of suspended sediment transportation in a com-
pletely generalized form.
The assumptions introduced are as follows:

The process is a steady one.
The process is a two-dimensional one.
The concentration of the sediment suffers no change in the x direction.
Collision between the sediment particles results in no comminution.
The sediment may be regarded as a mono-disperse system.

The velocity component in the direction x of the sediment is identical
with the corresponding velocity component of water, whilethe component in

N ook wdNE
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the direction y is smaller by the settling velocity than the velocity component
in the direction y of water.

8. In accordance with the correlation terms, the conductivity laws can
he replaced by the following expressions:
a) the correlation of the pulsation velocities (conductive momentum
current)
b6:!  V1BiJ1 (61)

where b is the pulsational energy gain related to the unit mass of the inhomo-

geneous fluid, §jj is the Kronecker symbol (for i = j itis 1, for i » | it is zero);
vi ! T

r (62)
IXj dxj

i.e. the symmetrical part of the tensor of the velocity gradient.
b) The temporal mean value of pulsational energy current is propor-
tionate to the gradient of b:

v2grad b . (63)

c) The temporal-mean value of the pulsational mass current density
(the turbulent diffusion current) is proportionate to the gradient of concen-
tration:

C'y'= —dgradC. (64)

The conductivities w v2 and 4 involved in Eqs (61), (62) and (63) are
expressed with the aid of b and the parameters / having the dimension of
length as

A= vi=v2= 11b

W ith these assumptions equation / of Barenblatt is obtained directly from the
mass balance equation (41)

coC+IlYb— - 0. (65)
dy
The equation of the momentum balance — Eq. (38) — is simplified to
the form
dv
+ — ! = (66)
dy dy (v'xK) 0
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whence equation Il of Barenblatt is obtained:

= W2-Cx3, (67)
dy

where W is a constant having the dimension of velocity.

Equation 11l of Barenblatt is worth considering separately, since the
dissipation of pulsational energy is also allowed for therein. (However, the
balance equation of internal energy is left unwritten !) This implies that
Eqg. (38) of the momentum balance must first be multiplied scalar by the flow
velocity v, then the interaction term on the right-hand side must be replaced
by dissipation Q:

v 783\/ -f- v Div (pvov -f- pv'ov') Pvg+ Q (68)
Qt

Besides the above substitutions allowance must be made also for the assump-
tion of Barenblatt, that Q can be expressed in terms of a universal constant

Cx, b and I:
6312
Q= CIQ (69)
|

Introducing for relative density the notation

a = Bl-Q R
Q
we have
fe3/2
I\b dVX]Z: aCWg-f-C" ______ (70)
dy

which is identical with the fundamental energy equation of Barenblatt.

The assumption of steadiness has been omitted by Frankl [6] in deriving
his set of equations. The set of equations derived by him differs from the one
written by us in certain notations only.

The relationship between Frankfs equations and the general balance
equations is evident. Eqs (37) and (41) directly yield the Frankl equations
if the relative concentration (density) C is introduced for the densities q
and of water and sediment respectively:

=— (71)
01 + 0
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Dividing by (gl1-f- {) the mass balance equations, Eq. (37) yields there-
with:

3 9 + div [—2— v) = 0,
Qi+ Q, leH -e i
or
?1 (I-C) + div[(I-C)v] = 0. (72)

From Eq. (41) in a similar manner:

—-—-f- div (Cvh—egrad C)
81

I
e

(73)

The density of conductive current e grad C is neglected by Frankl.
Eqs (72) and (73) are identical with equations | and Il of Frankl.

Eqs (38) and (42) are the counterparts of Franki's equations 111 and 1V,
if the following notations are introduced:

1°. fluid density is denoted by p(l — C),

2°. sediment density by oxC,

3°. the conductive momentum current pv'ov' by the stress tensor [,

4°. the density of the external force field by X,

5°. the interaction force between fluid and sediment force by R.

Equations V and VI of Frankl are the equations of energy balance which
— as has already been pointed out — differ in the absence of dissipation from
the momentum balance only in that each term is a multiplied scalar by the
flow velocity V.

The balance equations of pulsational energy are obtained from the energy
balance equations written for instantaneous values, by separating after having
averaged over time the correlation terms containing average values and those
formed from the products of pulsation terms.

The equations adopted as a starting basis for the considerations of
Frankl thus differ essentially in their notations only from the general balance
equations. The set of equations derived by him include however, that the
mass- and momentum balance equations are ofthe sediment only. All equations
were required merely for determining the interaction force involved in the
latter. According to Frankl:

R=B[v(l-C)-fcgrad(InC)], (74)

where B = g /t22r2 is the shape factor involving gravitational acceleration,
the viscosity 4 and the characteristic dimension r. The first term in angular
brackets is the convective mass current of water, while the second is the con-
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ductive mass current of sediment. The interaction force is thus taken as pro-
portionate to the difference of two currents by Frankl. (According to our
investigations the interaction force is proportionate to the difference of velo-
cities, rather than currents )

The two Frankl-equations obtained eventually are in vectorial form:

—— —-1div(C\h) = 0, (75)
81
T + DivterVftO v,,) = gradp+ R+7X (76)
which — with the above reservations — are the counterparts of Eqs (41)

and (42), respectively.

Disregarding the obligatory simplifications pointed out above, Frankl
succeeded in contributing considerably to the theory of suspended sediment trans-
portation, byformulating a setof equations, which include the continuity-, momen-
tum- and energy equations of both mean- and pulsating flow.

The relationship between the general set of balance equations and some
of the theories on sediment transportation could be dealt with in a very abridg-
ed form only. For a more detailed treatment the reader is referred to the
literature cited in the references. Nevertheless we believe to have succeed
in demonstrating that the set of general balance equations — which indicates
in a clear pattern, invariably on the left-hand side the variation of the density
of various extensive quantities, i.e., the divergence of current densities, with
the corresponding source densities on the right-hand side — is suitable for
arranging the theories on sediment transportation in a systematic manner.
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Bilanzgleichungen der Schwebestoffihrung. Auf jedem Gebiete der Technik ist es
erforderlich, dall die Ableitungen der zu den praktischen Berechnungen geeigneten mathema-
tischen Abhé&ngigkeiten von allen Willklrlichkeiten befreit, die angewandten Annahmen klar
konzipiert werden und mit den Naturgesetzen uUbereinstimmen. Ohne dies kann man keine
Auskinfte vom Geltungsbereich der einzelnen Beziehungen erhalten. Zur systematisierten
und auf einheitlichen Grinden beruhenden Behandlung der technischen Probleme ist die
auf die Erhaltungslehrsatze gegrindete sog. Transporttheorie geeignet. Es wird nachgewiesen,
dal mit Hilfe dieser Theorie das allgemeine Bilanzgleichungssystem des Geschiebeschleppens
angesetzt werden kann. Auch einige Grundformeln der Geschiebetransporttheorie kénnen
vom allgemeinen System der Bilanzgleichungen abgeleitet werden. Dadurch wird dargestellt,
welche von den 10 mdglichen Féallen im Zusammenhang mit den einzelnen Theorien ange-
wandt werden.

BaflaHCoBble YPaBHEHUS ABWXKEHMSI MOTOKa B3BelLLeHHbIX MaTepuanos (A.J/1. Borapau)-
B Kaxznol 06nacT TeXHUKU TpebyeTcs, UTobbl BbIBOAbI NOAXOAALMX ANS NPAKTUYECKUX pac-
YeTOB MaTeMaTUUECKMX 3aBICMMOCTEN 0CBOGOANTL OT BCEBO3MOXHbIX MPOU3BOSILHOCTEN, Aanee
NpYMeHeHHbIe flaHHble GbI/IM SICHO OMpe/aeNieHbl U COBMaAaIn ¢ 3aKOHaMK NPUPoAbl. Bes ckasaH-
HbIX Bblle HeMb3sl MOMYYUTb CBEAEHWSI 06 06/1acTU AeMCTBUTENIbHOCTY OTAE/bHLIX 3aBMCMMOC-
Teld. ANa cMCTeMaTU3MPOBAHHOTO U OCHOBbIBAOLLIErOCS Ha eMHOV OCHOBE PAcCCMOTPEHUSI TeXHU-
YeCcKMX Mpo6ieM MOAXOAUT T. H. TPAHCMOPTHas TeopuWsi, OCHOBbLIBAIOLLASCA Ha 3aKOHe coxpa-
HeHusi. [l0Ka3bIBaeTCs, YTO C MOMOLLBIO 3TOV TEOPUM MOXHO BbIBECTW 06LLYIO CUCTEMY GanaH-
COBbIX YPaBHEHWI1 ABWXEHWS MOTOKa MaTepuanoB. Kpome TOro, MOXHO BbIBECTU HEKOTOpPbIe
OCHOBHble (OPMy/ibl TEOPUI TPAHCMOPTa B3BELLEHHbLIX MaTepuanoB, UCXOAs U3 06LIER CUCTEMbI
6a/laHCOBbIX YPaBHEHW. STUM MOKa3aHo, YTO KOTopble 13 10 BO3MOXHbIX C/lydaeB MOXHO Npu-
MEHUTb B CBSI3U C OTAE/bHLIMU TEOPUSIMM.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970






Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae; Tomus 69 (1—2), pp. 29—37 (1970)

SPANNUNGEN IN ZWEIPHASENSYSTEMEN

A. KEZDI*
KORRESPONDIERENDES MITGLIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 21. November 1969]

Nach der Begriffserkldrung der in zwei- und dreiphasigen Systemen auftretenden Span-
nungen veroffentlicht der Autor in der vorliegenden Abhandlung ein Verfahren zur anschau-
lichen Darstellung des Spannungszustandes. Im weiteren wird die allgemein Gbliche Annahme,
daB die neutralen Spannungen in einem dispersen System im ganzen Querschnitt wirken,
fallen gelassen, und die allgemeine Grundgleichung der Festigkeitslehre in bezug auf elastische,
homogene, isotrope, pordse und durchléssige Medien abgeleitet.

Sowohl die Untersuchungen der Elastizitétslehre, als auch die der Plasti-
zitatslehre setzen ein Kontinuum voraus. Auf Grund dieser Annahme kann
die Infinitesimalrechnung angewendet und anhand dieser die Untersuchung
der auf den elementaren Kdérper wirkenden Kréfte vorgenommen werden.
Die Begriffe »Spannung« und »bezogene Formdnderung« selbst kénnen Uber-
haupt nur bei einem Kontinuum Anwendung finden. Sofern diese Kontinuitét
im makroskopischen Sinne besteht, wie z. B. bei Metallen, Steinen, Beton,
ist diese Voraussetzung annehmbar und praktisch brauchbar. Viele in der
Ingenieurpraxis vorkommende Medien genligen aber auch makroskopisch
gesehen nicht den Anforderungen der Kontinuitdt. So sind z. B. die Bdden
disperse Systeme, die aus Kdrnern bestehen, wo die Kraftibertragung in einem
ebenen Schnitt nie in Form gleichmdRig verteilter Spannungen erfolgt. Wenn
man den einfachsten Fall annimmt und den Spannungszustand einer voll-
kommen trockenen Sand- oder Kiesmenge untersucht, wo die in den Poren
anwesende Luft nur unter dem atmosphdrischen Druck steht, so findet man,
daB eine Belastung an den Beruhrungspunkten der Kdérner groBe Spannungen
ausldst, wahrend die GroBe der zusdtzlichen Spannung in den Poren gleich
Null ist. Wenn auch manche Forscher in ihren neuesten Untersuchungen die
Bestimmung dieser Berihrungsspannungen anstreben, ja sogar die Spannungs-
verteilung auf den Berlhrungsflachen zu ermitteln suchen, mu man zurL6sung
praktischer Aufgaben ein Kontinuum annehmen. Die auf dieser Grundlage
errechnete »Spannung« ist daher eine fiktive Gréfe und dem die Spannungs-
spitzen ausgleichenden Mittelwert gleich. Die einzelnen Kdrner sind den ver-

*Prof. Dr. Kézdi A., Technische Universitat; MGegyetem rkp. 3, Budapest XI.
(Ungarn).
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schiedensten einfachen und zusammengesetzten Beanspruchungen (Druck,
Zug, Schub, Biegung) ausgesetzt, doch kénnen deren Wirkung und Rolle im
Rahmen der Untersuchungen nicht bericksichtigt werden. Es mull aber unbe-
dingt in Betracht gezogen werden, dall die zwischen den einzelnen Kdrnern
befindlichen Poren Wasser und Gas enthalten, eine Tatsache, die in bezug
auf die Festigkeit und Zusammendrickbarkeit des Bodens von entscheidender
Bedeutung ist. Die auf die Kornmenge ubertragene Belastung wird von allen
drei Phasen gemeinsam getragen.

Bild 1. Spannungen in den, den Boden bildenden Medien verschiedenen Aggregatzustandes

Nimmt man einen ebenen Schnitt (Bild 1) durch eine derartige Korn-
menge an, so schneidet die Schnittebene feste Kdrner, Wasserteilchen und
luftgefullte Poren. Im Bild sind diese Teilflichen vereinigt, die Kornmenge
durch zwei Korner ersetzt, zwischen welchen das Wasser als Porenwinkel-
wasser und die Luft als Porenluft erscheinen. Es sei angenommen, daB die
Kdérner grol genug sind, um die molekularen Oberflachenkrafte elektrischer
Herkunft vernachldssigen zu durfen. Die beiden einander berihrenden Kdorner
drickt die Kraft P gegeneinander. Es sei ferner angenommen, dall die Kraft
keine tangentielle Komponente besitzt. Die Flache, auf welcher die Kraft P
wirkt, sei F. Diese besteht aus drei Teilen, u. zw. aus der Berthrungsflache Fs
der festen Kdérner und aus den Flachen Fv bzw. F/ der Wasser- bzw. Luft-
phase.

Die innerhalb der Flache F in den drei Medien verschiedenen Aggregat-
zustandes auftretenden Spannungen seien ps,pv und pi.

Der Gleichgewichtszustand erfordert die Befriedigung der Gleichung

P = PsFs+Pv Fv+PI FI- M
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Nach Einfuhrung der Yerhé&ltniszahlen

Ps= FsIF, ®&=FJF, &= F,IF (a)
erhdlt man die sog. totale Spannung aus der Beziehung

a=P/F = psgs+pvu+PiPie (2)

Bild 2. Im kérnigen Medium angenommener ebener Schnitt

Wenn der Boden gesattigt ist, sind 9= 0 und p = 0, folglich ist

<Pv=1— Ps (b)
und daher

= PsPs+ (1 — Ps)Pi-m (2a)

Wenn man den Querschnitt, wie in der Bodenmechanik ublich, so an-
nimmt, daB die Kdrner nicht geschnitten werden, der Schnitt an ihren Ober-
flachen dabei aber mdglichst eben gefihrt wird (Bild 2) und so die Gesamtheit
der kleinen Berthrungsflachen der Korner die Flache Fshbildet, istips= FJF
sehr klein, weshalb die GroRe 1 — (B nur wenig von der Einheit abweicht.
Der Wert psist dagegen sehr bedeutend und dirfte der FlieBgrenze der festen
Koérner gleich sein. Das Produkt psgsist daher nicht gleich Null, sondern eine
endliche GroRe. Diesen Wert nennt man in der Bodenmechanik die wirksame
Spannung und bezeichnet sie mit a. Die Gleichung (2a) kann daher in der
Form

a=a+pr 3)

angeschrieben werden. Der im Porenwasser auftretende hydrostatische Druck
setzt sich aus zwei Teilen, namentlich aus dem im konsolidierten Zustand der
Spannungen auftretenden und aus dem durch die dufRere Belastung oder durch
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sonstige Einwirkungen erweckten zusatzlichen Porenwasseriiberdruck zusam-
men. Diese im Porenwasser auftretende Spannung heiBt neutrale Spannung.

In einem Dreiphasensystem wirkt auf der Grenzfldche zwischen Luft
und Wasser die Oberflachenspannung. Die Differenz der Spannungen pv und
pi(pi — pv) steht im Zusammenhang mit der Oberflachenspannung und kann
in der Gleichung (2) berlcksichtigt werden. Man kann daher die Gleichung
wie folgt aufschreiben:

ff = Bps+{l-9>s)Pv+(1- @,-<Pv)(Pr Pv) e (2b)

Wenn man den Wert qv dndert, kann auch die Oberflachenspannung in die
Berechnung einbezogen werden. Hier ist aber gv nicht mehr eine einfache Ver-
héaltniszahl der Oberflache.

Bisher wurden in bezug auf die Eigenschaften des Mediums keine Annah-
men gemacht, es wurde nur der Begriff der Spannung definiert. Es kann aber
angenommen werden, dall zwischen den Formd&nderungen und Spannungen
ein Zusammenhang besteht, nur missen die Formanderungen immer mit den
wirksamen Spannungen in Verbindung gebracht werden.

Im allgemeinen treten alle drei Spannungskomponenten auf. Nur die
wirksame Spannung (<= ps<s) befédhigt das System, Schubspannungen auf-
zunehmen. Der allgemeine Spannungszustand kann in einem Dreieckdiagramm
sehr anschaulich dargestellt werden (Bild 3), u. zw. in der Form

+

— — + X =1, 4)
g a a
wo

a= 0+u+pt (5)

die totale Spannung bedeutet. Das Diagramm eignet sich auch zur Darstellung
der Anderungen im Spannungszustand. Wenn z. B. a = konst, ist, erfolgt
der Ausgleich des Porenwasser- bzw. -luftiberdruckes von einem Anfangs-
zustand (er, u, pi) ausgehend (Punkt P) nach der Geraden Pb bis zum Eintritt
des Zustandes u = pi = 0. Wenn die Randbedingungen zeitlich nicht konstant
sind, kann die Anderung mit einer krummen Linie dargestellt werden.

Die Teilung der vollen Spannung in wirksame und neutrale Spannung,
genauer ausgedriuckt, die GroRe der durch einen gegebenen allgemeinen Span-
nungszuwachs verursachten Anderung der neutralen Spannungen ist vom Ver-
haltnis der Zusammendrickbarkeit der Medien — Wasser bzw. Skelett —
abhé&ngig. Durch Annahme von Vereinfachungen kann man diesen Zuwachs
mit Hilfe von die Bodeneigenschaften kennzeichnenden Konstanten bestimmen
und den praktisch sehr wichtigen Wert der neutralen Spannung errechnen [2].

Auf Grund der im obigen definierten Begriffe kdénnen die Spannungen
und Formé&nderungen von Zweiphasensystemen genau so berechnet werden,
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wie die der Kontinua. Die totalen Spannungen kdnnen aus den Formeln der
Elastizitdtslehre ermittelt werden. Die neutralen Anfangsspannungen kann
man entweder auf Grund des hydrostatischen Druckes oder eines Stromungs-
bildes ermitteln; in Kenntnis dieser kénnen auch die wirksamen Spannungen
bestimmt werden. Zur Berechnung des zeitlichen Verlaufes sind noch sonstige
Annahmen erforderlich.

Im folgenden wird ein anderer Fall der mit Wasser gesdttigten — also
zweiphasigen — Systeme behandelt, wobei die friihere Annahme, die zur Bezie-

b

Pi/6
Bild 3. Darstellung des allgemeinen Spannungszustandes im Dreiecksnetz
1 trockener Boden; 2 wassergesattigter Boden

hung (3) fihrte, nicht angewendet wird. Es wird dagegen angenommen, dafl}
das Medium elastisch, homogen, isotrop, pords und durchlédssig ist. Die letztere
Eigenschaft bedeutet, daB die Poren miteinander Zusammenhédngen. Das
System ist mit Wasser gesdattigt.

Die totale Spannung bedeutet auch hier die auf die Fldcheneinheit des
Querschnitts entfallende Kraft, doch bleibt hei der Berechnung der neutralen
Spannung der Umstand nicht unberiucksichtigt, daR der ebene Schnitt auch
das feste Medium schneidet und die neutralen Spannungen nur in einem Teil
des Querschnitts auftreten kénnen. Diesen Umstand mufl man auch bei der
Spannungsberechnung berticksichtigen. Es besteht daher zwischen der totalen
und der neutralen Spannung folgende Beziehung

a—u(l—n), (c)

wo n den Porenanteil des pordsen Mediums bedeutet. Die GroRRe der im Skelett
auftretenden wirksamen Spannung ergibt sich aus der Formel

a—Ccs—un=--un, (d)

d. h. Zug im Falle eines positiven u-Wertes (Druck).
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"Wenn man unter der Grenzflache des porésen Mediums nicht nur die
Grenzflache des Kdorpers, sondern auch die Innenfldchen des zusammenhé&n-
genden Porennetzes eversteht und eine konstante Spannung p auf den Kdrper
und auf die inneren Porenflachen wirken I&4Rt, ergibt sich im ganzen System
eine konstante und nach jeder Richtung gleich groBe neutrale Spannung:

u= —p.

Die durch diese Spannung verursachten Forméanderungen sind von den
elastischen Eigenschaften des die Poren flullenden Stoffes — W asser — abhéan-
gig. Wenn man den Elastizitditsmodul und die Poissonsche Zahl des Wassers
mit Eu, hzw. pu, bezeichnet, kinn man die infolge der hydrostatischen Spannung
n auftretende und nach jeder Richtung gleiche Formanderung aus der Glei-
chung

e'= A~2”-u=- 1~ 2ftyp (6)
E., Ew
bestimmen [1].

Der zweite Teil der Spannung hdngt mit den elastischen Konstanten des
porésen Stoffes zusammen. Es seien die entsprechenden Komponenten er* dy,
a" und e ey, e“. Im Sinne des Hookeschen Gesetzes besteht zwischen diesen
der folgende Zusammenhang:

« = 4 [FE/FK F D]

hi M

4 = 4EtK SNk +*)] e
In der Formel bedeuten E und p den auf das gesamte Medium bezogenen
Elastizitditsmodul. Die volle spezifische Formdnderung ergibt sich aus den
folgenden Formeln:

ex = fx + £/ — [°x — ((Ty+cr™)] + m» — M,
E Ew
ey=E+e'=1-[*;-p(0™"+0"x)]+ 1- 2~ », (8)
E Ew
ez= e"+e'= K - p@Ox+o$\+ | ~ N wu.
b hjw

Bei der Summierung ist zu berlcksichtigen, dal a' die neutrale Span-
nung, e'x cty und oz aber die Komponenten der vollen Spannung bedeuten.
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Im Sinne obiger Ausfihrungen ist die neutrale Spannung o' der totalen
Spannung o' (1 — n) gleichwertig. Es sind daher

<X = —n) al\
Oy = Oy+(l—n)a\ 9)

q2= ~2+(l—n)o".

Wenn man beriucksichtigt, dafl er = u ist, erhd&lt man aus den Gleichun-
gen (8) und (9) die Werte

£X — °x -fj.(Oy-\-0z l a n)u,
E [ j.(Oy-\-02)] S ( )
. 1 2/< (l-g-n)tt 10
y= + h2l< (I-g-n)tt, (10)
ez= -~r [q2-/<(g24-g>)]- 1 ~ (I—a—n)u
E
(1-2 +iy
K (H)
(1- 2/G)

d. h. das Verhé&ltnis der Zusammendrickbarkeit des pordsen Skeletts und
des die Poren fullenden Stoffes. Wenn die Poren mit Wasser gefillt sind, ist
a immer sehr k lein, weil die Zusammendriickbarkeit des Bodenskektts immer
viel kleiner ist als die des Wassers. Wenn hingegen die Poren mit Luft und
W asser gefillt sind, ist ihre Zusammendrickbarkeit ganz bedeutend, und
da Ewinfolgede ssen klein ist, nimmt der Wert von a zu. Sofern es sich um grofe
Druck&nderungen handelt, ist auch zu berlicksichtigen, daR sich die im Wasser
verteilte freie Luft in diesem lést [2].

Der Zusammenhang der Schubspannungen und der Scherverformungen
wird vom Porenwasserdruck nicht beeinfluBt, da dieser im isotropen Stoff
keine Winkelverzerrung verursacht.

Gegebenenfalls muB auch der Strcmungsdruck bericksichtigt werden.
Diese Kraft ist, ebenso wie das Gewicht, eine Massenkraft, deren Komponenten
im vorliegenden Fall dem Produkt aus dem in der gegebenen Richtung gel-
tenden Druckgradienten und dem Porenanteil ist. Es ist daher

_8P (12
02
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In Kenntnis der Randbedingungen und der wirkenden Massenkréfte
kénnen die Spannungen und Formé&nderungen ermittelt werden.
Bei der Festsetzung der Randbedingungen ist zu bertcksichtigen, daRB
die Grenzflachen der pordsen Masse wasserdurchldssig oder wasserundurch-
l&ssig sein kdnnen. Wenn in einem Punkt der durchldssigen Grenzflache die
Spannung gleich p ist, dann erfordert die Randbedingung, dall die zur Grenz-
flaiche senkrechte Komponente der neutralen Spannung gleich —p sei. Die
entsprechende Komponente der vollen Spannung ist daher —(1 — n)p. In
bezug auf die Randbedingungen wirkt die auf der Grenzflache auftretende
Spannung p wie eine auf der Flache gleichmdfRig verteilte Kraft, deren auf
die Flacheneinheit entfallende Komponenten sich aus den folgenden Gleichun-
gen ergeben:
X=[ (@-n)pll,
Y=[ @ n)plm, (13)
Z = [ (@—n)p]ln.

Hier bedeuten /, in und n die Richtungskosinus der Fldchennormale.

Wenn es sich dagegen um eine undurchléssige Grenzflache handelt und
die Spannung in einem Punkt pc betrédgt, dann erfordert die Randbedingung,
dall die zur Grenzflache senkrechte Komponente der totalen Spannung gleich
—pcsei. Wenn auBBer der aullerhalb der wasserundurchldssigen Fldche wirken-
den Spannung pcinnerhalb der Grenzflaiche noch eine Spannung p wirkt, sind
die Richtungen der Krafte p und pc einander entgegengesetzt. Die Poren-
spannung p wirkt nur auf einem Bruchteil n, der Fldche pc dagegen auf der
ganzen Fléache.

Die Randbedingung erfordert daher, dafl die senkrechte Komponente
der vollen Spannung dem Wert np—pc gleich sei, und es kdnnen in jedem
Punkt der Flache fur die entsprechenden Spannungskomponenten die den
Gleichungen (13) entsprechenden Beziehungen angeschrieben werden.

Die im obigen behandelten Zusammenhé&nge kdnnen vor allem in der
Gesteinsmechanik Anwendung finden. Die Formeln ermdéglichen die Bestim-
mung der in pordse oder zusammenhdngende Poren enthaltenden festen
Gesteinen auftretenden Spannungen und Formdnderungen. Zugleich weisen
sie auch darauf hin, da die neutralen Spannungen nicht nur in den Festig-
keits- und Forméanderungsproblemen der kdrnigen Bdden eine wichtige Rolle
spielen, sondern sich auch weitgehend auf die Festigkeit der aus einem festen
Skelett bestehenden, in ihren Hohlraumen und Poren aber Wasser enthalten-
den Gesteine auswirken. Die neutralen Spannungen gewinnen in solchen
Medien auch deshalb an Bedeutung, weil sie bereits infolge kleiner Forméande-
rungen stark zunehmen.
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Stresses in a Two-Phase Medium. Paper gives first the concept of stresses acting in
two-and three-phases systems, then presents an instructive method for their graphical
representation. In the second part, the fundamental equations for stresses acting in elastic,
homogeneous, porous and permeable systems are derived; without the usual assumptions that
neutral stresses in disperse systems act on the total cross section.

HanpsiXHeHus B AByxdasHbix cuctemax (A. Kesaw). IMocne BbISICHEHUS MOHATUS O Ha-
NPsSHKEHUSIX, BOHUKABLUMX B ABYX- W Tpex(asHbIX CUCTEMAax B CTaTU MOKa3bIBAeTC MeTof,
Harna4Horo M306paYKeHNs HaNPsXKEHHOTO COCTOSIHUA. B CeaytoWyX, OTK/IOHWB 06bI4HOe Npej-
NoMOXeHMe 0 BO3HUKHOBEHUM HEATpaibHbIX HANPsHKEHWIA MO Le/IoMy MOMepeyHoMy CeUeHUo
AVCNEPCHOW CUCTEMbI, aBTOP BbIBOAWUT 06LLME OCHOBHbIE YPaBHEHWsI CTATUKW ANS YNpyroro,
O/HOPOAHOr0, M30TPOMMUYECKOro, NMOPMCTOrO U BOAOMPOHMLLAEMOr0 CPeACTBa.
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DYNAMICS OF A MODEL OF STICK-SLIP

A. BOSZNAY*
CAND. OF TECHN. SC.

[Manuscript received May 20, 1969]

Dedicated to Prof. Adam Mutinyanszky on the occasion
of his 80th birthday by his onetime student with his grateful
respect.

The problem referring to the title in the paper is solved by analysing the phase diagrams.
The possible types of movements are discussed and clearly explained. According to the investi-
gations the occurrence of the stick-slip cannot be entirely avoided on the model taken as a
basis, only, at most, the period of the slip might be shortened within a cycle.

I. Introduction

By the expression “stick-slip” the way of sliding is commonly meant
at which in the frictional travel of an element driven in a guide interruptions
occur, that is, the element comes to a standstill for short periods differing from
zero. This phenomenon occurs in practice, for example, with the slides of
machine-tools guided in an alignment and is detrimental in several respects,
therefore, it is to be eliminated.

Several authors treated this problem both from theoretical and practical
aspects. Lately, G. Arz wrote a comprehensive study of this problem [1].
It was B. Sz6ke wWho called the attention of the writer to this problem.

This paper is intended to analyse the dynamics of the model used by
B. Szske for the simulation of the stick-slip of the slides of machine-tools.

The writer expresses his thanks to B. Szske for putting at his disposal
the first draft of his paper dealing with the problem in question.

Il. Szoke’s model and its equation of motion

This model is shown in Fig. 1. The slide guided in alignment is simulated
by the prism of a mass denoted by m. The distributed load system acted on
by the guides on the prism is substituted by the concentrated frictional force F$
and by the normal force N. The active forces applied on the slide are replaced
by a single constant concentrated force Q normal to the guides.

This is the way in which the frictional force is simulated.

*Prof. Dr. Bosznay A.; Gy6ri at 12, Budapest X Il (Hungary)
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If the speed of the slide equals zero, during a period different from zero,
the frictional force is of adhesive character, and thus we have

\Fs\~(*0\N\=S0, (]

wherein /n0 is the adhesive friction coefficient of the contact materials consid-
ered as being constant. SO is introduced as a notation.

y- VO const

Fig. 1. The Sz6ke model of the stick-slip

If the speed of the slide becomes zero at any moment, it does not necessa-
rily remain zero in the subsequent period At differing from zero. This only
happens ifthe value of the component in the ~-direction of the resultant vector
of the forces acting on the slide is higher than SO0 during this /li-period.

If the speed of the slide differs from zero, the frictional force acts oppo-
site to the speed, and its value is

\Fs\= p\N\=-§, (2)

independent of the speed, where fi is the friction coefficient in motion of the
contact materials, and is constant; /n0O”>fj, . S is introduced as a notation.

Though the speed of the slide is equal to zero, at any moment however,
the component in the ~-direction of the resultant vector of the active forces
applied to the slide is, during the period differing from zero and immediately
following this moment, greater than SO, also in this case we assume the value
of the frictional force according to (2). We assume its sense to be opposite to
that of the component in the ~-direction of the resultant vector of the active
forces.

The driving member attached to the slide is simulated by a prismatic
bar considered to be without mass and linearly elastic. The lower extremity of
the bar can be displaced either freely in the slot of the prism having a width
of 2h, or it can be supported by the prism at the point A or A'. The lower
extremity of the bar applies a force R on the prism simulating the slide.
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The upper end of the bar is fixed in a prism guided in alignment. This
prism is driven by a constant speed vO> 0.

The position of the slide is defined by the coordinate x, that of the latter
prism by y. The origin and positive direction of the two axes of the system of
coordinates are the same. Accordingly jr = v0.

Owing to what has been said above the component-equation of the theo-
rem of momentum relating to the body simulating the slide, established in
the direction normal to the guide, coplanar with the drawing, is

0= N—Q, 3)
and the component equation in the direction of the guide
m'x = Fs-\-R . (4)
In consequence of the slack due to the slot of a width of 2h
R=20, if —h<,(y x)<,h. (5a)

Denoting the spring constant of the drive-bar associated with the given
load by c, from the properties of the model it follows that

pe)
1

- [y—(+m)b if (yx)>h (5b)
and

#=— 0 —(*-N)], if (y-x)<h. (5¢)
C

The force R corresponding to the foregoing is shown in Fig. 2 depending
ony — X.

Fig. 2. Characteristic curve of the spring force of the model

According to the assumption made in connection with the frictional
force

Fs ——signx ¢S, if x 760; (6a)
Fs = —signR S, if x —0 and \R\> SO; (6b)
Fs-\-R = 0, if x=0 and \R SO. (6¢)
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Forthe casex ~ 0, Fig. 3 shows F$ given above as a function of x. In
case of x = 0, as is to be seen from (6b) and (6c), F§ is given as a function of
(y — x); its diagram is illustrated in Fig. 4 (in full line). To |A] = SO corre-

Fig. 3. Model of the frictional force in the case if x N 0

sponds y — x\ — if; the region of the definition of the independent variable
here is determined by the inequality

\y-x\< H .

In Fig. 4 also R is represented (by a dashed line).
The differential equation (4) is heteronomous, because y involved in the
expressions (5b) and (5¢) of R is, in consequence ofy = v0a prescribed function

Fig. 4. Model of the frictional force in the case if x — 0

of time. In the following section we shall see that by applying an appro-
priate system of coordinates we can make the differential equation autono-
mous. This is substantial, because the method making use of the phase plane,
in this case yields a simple solution.

In connection with what was said in Section I, we can state that sticking
in the slip is characterized in that the value of x during periods differing from
zero, equals zero.
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I1l. Equation of motion of the model in a system of
coordinates travelling with a speed vO

In this system of coordinates fixed to the “upper” prism, the problem
may be analysed by means of an autonomous equation. The position of the
prism simulating the slide, can now be defined by the coordinate z (Fig. 5).

Fig. 5. Introduction of the coordinate z

Since the relative system of coordinates is translated by a constant
speed, fictious forces need not be taken into account, thus, the equation cor-
responding to (4) will be

mz = Fs-\-R. (7)

By comparing Figs 1 and 5, and considering the positive sense assigned to
X,y and z, we may read that

2= *—y. (®)

By making use of (8), R may be expressed by z as

L=0 if -AArNzAA; (92
R = ——— (z\-h), if z< —A (9b)
r
and
R=—— (z—A), if z A. (9¢c)
C

According to (6a), (6b), (6c) and (8) in respect to the frictional force
it is true that

Fs = — sign (4+ vo) if e+vor 0; (10a)

Fs ——signR oS, if z+v0= O an<i |.R|>S0O. (KOb)
Further

Fs+R = 0, if z+v0=0 and |[2?|<SO0- (10c)
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By taking Fig. 4 and Eq. (8) into account, the equality-inequality (10b)
and (10c) may be expressed as follows

|z|>H or \z\<,H. (10d)

Sticking occurring in the coordinate x expressed by z manifests itself
in z -f-v0= 0 on several occasions during periods differing from zero.

It is to be seen that the equation of motion now obtained is autonomous,
because neither F8 nor R are depending on time explicitly.

IV. Another interpretation of the equations of motion
established in the foregoing

We can explain the problem defined by Eqs (7), (9a), (9b), (9¢), (10a),
(10b) and (10c) in another mechanical sense differing somewhat from the first
basic principle used above.

Fig. 6. Another interpretation of the model of Fig. 1

Let us consider from this aspect the mechanical model shown in Fig. 6
This differs from that treated as yet, partly in that the upper extremity of
the elastic bar is restrained in an unmovable body, partly that the prism simu-
lating the slide is not directly supported by an unmovable surface but by a
moving one with a speed —vO directed towards the negative sense of the z-s.

The force produced by the elastic bar is correctly expressed by the rela-
tions (9a), (9b) and (9c) also by this model. Now, it is the speed of the prism
relating to the moving supportsurface which becomes significant in the expres-
sion of the frictional force. This relative speed is

2 + 10 -

(For example, in case ofz = 0, the relative speed of the prism becomes v0;
this is easy to see at a glance.)

From the foregoing it follows that in case of the model shown in
Fig. 6 the form of Fs will be the same as in Fig. 1in regard to the system of
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coordinates travelling at a speed vO, that is, as in the case represented in
Fig. 5.

This recognition may be expressed in other words as follows: the analysis
of the model shown in Fig. 6 is equivalent to the analysis of that represented
in Fig. 5. Further: the results obtained from the model of Fig. 6 may easily
be transposed to the original model seen in Fig. 1. Namely, if we denote by
z(t) a law of motion of the model of Fig. 6, then the corresponding law of
motion x(t) of the model given in Fig. 1, may be calculated according to (8)
as follows

x(t) = z(t) + y(1) , (11a)
wherein

i(*) = Yo+ V o (I1b)

Here, y0is the initial value of the coordinate y.
In the following, in solving the problem in question we shall keep in
mind the definition of the model according to Fig. 6.

V. Preparing the solution of the equation of motion

According to the foregoing the equation of motion (7) should he analysed
by considering the expressions (9a), (9b), (9¢), (10a), (10b) and (10c). However,
attention should also be paid to the conditions under which stick-slip occurs.

The analysis may be made particularly clear by plotting the phase
diagram, that is, the curve v = z = f(z) (see, for example, [3]).

By taking into account

dv dz dv
mz — m -—---—-—--— = m-—v

dz dt dz

and introducing the new function v = z, the differential equation (7) may also
be written in the form

m -—-- v o (7a)

Since the functions Fs and R contained in the differential equation are
given in the different intervals of their independent variables by various
analytic expressions, several possible combinations may be taken into con-
sideration.

a) R = 0and Fs = + S. The upper sign holds for the case of sign (z -|-
“("vo) = 1» the lower one for that of sign (z -f-v0) = — 1. In this case, the
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differential equation (7a) can be separated and directly integrated:

f f2 S
VVdv — ——-dz ,
Jvj "2 m
that is.
Vb= &t F——-——(* i)t (12a)

Herein, tqg and zxare the coherent initial values of the speed and of the coordi-
nate of location.

(12a) is a second-degree parabola lying in the phase plane v, z, passing
through the point (tq, z:) its axis coinciding with axis z. The coordinate of its
vertex is

2+ M yiu
2 S
b) Fs f~-R = 0. The solution of (7a) is, in case of v ~ 0, v(z) —

= constant. According to (10c), F$ + R is only equal to zero if z + vO= 0,
so that this constant may only be —v0; thus, the solution is now

v=z= —v0. (12b)

This solution yields a straight line lying in the phase plane, parallel to
the z-axis, passing through the point v = vO0.

According to the foregoing, the repeated appearance of this type of
motion analysed corresponds to the stick-slip.

¢) R=—L(@z+ N, Fs = + S. In the expression of R the upper sign
c

corresponds to the case (96), the lower one to the case (9c). It should be decided
with the aid of (10a) or (10b) respectively, which of the signs is the right one
in the expression of F$- The differential equation which can he written as

dv =FcS =Fh-z
dz me

can also now be separated and directly integrated. By integration we obtain
T (¢S h){z--Zj) (z2-27?) (12c)

This is the equation of an ellipse containing the point (vw zx. The centre of
the ellipse lies on the z-axis, and its coordinate is

z0— +cS - M. (13)
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One of the axes of the ellipse coincides with the 2-axis. By relocating from the
coordinates v, z to the coordinates

we obtain a circle in place of an ellipse.

Since the curves of solution corresponding to the subcases a) and b),
are as simple in the system of coordinates v, £ as in that ofv, z, in the following
we shall always use the system of coordinates v, C.

V1. Construction and discussion of the solutions
valid in the different regions of the phase plane

The possible solutions may be summed up the most easily with the aid
of the phase plane v, £.

Fig. 7. Characteristic regions of the phase plane

The phase plane (Fig. 7) is bisected by the straight line v = —v0to two
half-planes, and by the straight lines

and
H
I'me

to two half-planes and to three bands. The regions which could he interesting
from the viewpoint of the problem in question are marked with encircled
numbers. In plotting the straight lines

1

c=T H
I me
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we have taken into account that

H > h.

Depending on the different regions of the phase plane wherein the point
representing the motion — in short: phase point — lies, different types of
motion take place from among the possible ones. Table | shows the various
possible cases.

In the following the progress of the first two stages of the motion of the
phase point in the cases of various characteristic initial conditions should be
examined. A stage of motion is the part of motion within the phase point is
situated only in one of the regions from among those shown in Fig. 7. The
initial conditions taken as specified in advance may be considered as a stage
developed as a result of a previous motion; in this way, we may obtain an
information from the possible types of motion.

First initial condition: £= 0,v = 0. Atthe moment of starting the phase
point is situated in region 2. According to Table | here we have to do with
the subcase a). In this region sign (z + v0 = 1, therefore, in the equation
of the phase diagram it is the upper sign which is valid. The equation will
be written with the coordinate £ in place of z and we shall immediately intro-
duce the initial values vi= 0, £x= 0:

The vertex of this parabola is in the origo, and its concavity is directed
towards the negative sense of the £-s.

Either from a well known general property of the phase diagrams or
from the physical meaning of Fig. 6 it immediately follows that the speed
starting from zero becomes ever more negative in this stage of motion. There-
fore, the phase point moves along the segment of negative ordinate of the
parabola in the direction marked with a small arrow.

In Fig. 8 the form of the parabola corresponding to three different
values of (2S/m)]JAmc is to he seen. The form marked with y is characterized
by its going through the point that is,

h 2Sh
m me m

In the case marked with R

2Sh

m
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Table 1

Characteristic regions of the phase plane

Corresponding

Definition Sign of the Expression Expression
of the region region of R of Fs Ssuscctaiz?\ (\)/f
| — L (z+h -s
A< fine ( ) ©)
v > —v0
h = h
" 2 0 -s
Yinc "' ''yme a)
v> — M
yw <t* 3 — r<— = - c)
v>_ 1
4 — L (z+ fp +S 0)
n YTe
» < —»0)
n h
. 5 0 +S a)
yihe ~  ~ ymc
« < —
6 +S
Ynun — f<— *> ©)
« < —e0
H h
- 7 e — ~(z+h
YW < ' < yiné c (z+ h) ( ) b)
» = —p0
A Ta n S
c< yme =T y~ + h) - c)
®= —
= * h
— - 8 0
YTe ~ N ymc 0 b)
K= —
h H
Ve A 9 . b)
Te yme — r< — -r<f —as
v= —P
9a +
e f<— = S c)
»= —®)
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and in the case marked with 6

va <
m
In the cases ofy and 6the speed becomes equal to vO,until | £]|< Hj*mec.
Thus from the region 2 we come to the common point of the regions 7 and 8,
or into the region 8. This means, according to Table I that the following stage

I'm /
Fig. 8. Initial segments of the phase diagram corresponding to the first initial condition

of the motion takes place according to the subcase b), that is, the phase point
travels along the straight line v — v0 in this stage. Both from the physical
representation and from the general property of the phase diagrams it follows
that the phase point travels along this straight line in the direction of the
negative £-s.

Fig. 9. Part of the phase diagram corresponding to the case B of the first initial condition

In case of B the phase point in moving in the region 2 arrives to the
border of the regions 2 and 1 (Fig. 9; point A2. Herefrom, the phase point
travels along a circular line, this in this case is the second stage of the motion.
The coordinate £ of the centre of the circle with the aid of (13) is:

—=(cS+h). (13a)
j me me
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The location of the centre may easily be found. Namely, from Fig. 4
it can immediately be read that

— (H-h) = sn
C

and from (1) and (2) follows — considering the condition y < yOthatis S < SO0.
W hence,

H—h> ¢S,
that is,

¢S+ h<H

and this, on account of (13a) is equivalent to

H <r

y™ <20

The inequality obtained above may be complemented with another one which
follows from the fact that ¢, S and h are non-negative, and thus the place of
the centre is determined by

H h

e <CO<~ yio (14)
Accordingly, the centre is situated between the points A3 and At of Fig. 9.

In the figure the segment of the circular arc of the centre Qj starting
from the point A2is represented.

Second initial condition : The starting point is a point of arbitrary loca-
tion in region 2. If the ordinate of the initial point in the phase plane is
equal to zero or has a negative sign, then cases having the same character
may occur as in case of the second initial condition. If this ordinate is
positive, the first segment of the phase diagram is, in accordance with the
foregoing, a parabola, also defined by Equ. (12a), its concavity extending in
the direction of the negative £-s, but now, the motion of the phase point starts
on the segment of the positive ordinate.

In the case when the vertex of the parabola is situated in the point As
or at the left-hand side of this, then the phase point remaining in the region
2 passes over to the segment of the parabola having negative ordinates, and
again we have to do with a case of the same type which has already been dis-
cussed in connection with the analysis of the first initial condition.

The behaviour is different in the case when the vertex of the parabola
lies at the right-hand side of the point As (Fig. 10). The first stage of the
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motion will be closed at the point of intersection of the parabola and the
straight line

)/ me

representing the border of the region 2 (point A 6).

Fig. 10. Initial segments of the phase diagram corresponding to the second initial condition

The second stage of the motion takes place in region 3. Here, the phase
point travels along a circular arc. According to (13) the abscissa of its centre is:

= -ir= = 17=(-cS+A). (13b)
YTC Vme

This centre lies, in comparison with that defined by (13a) farther towards the

left by 2h and it can easily he seen that now

) —H +2h
~>Cc'0 > (15)
yTC YTcC

Thus this centre must now be situated between the points A5and A1l

In Fig. 10 also a segment of the circular arc of the centre 02 starting
from the point Aeis represented.

Third initial condition: The point corresponding to the starting one is
in the region 3 of the phase plane. In the first stage of the motion it travels,
in accordance with the foregoing, along a circle of a centre of the abscissa C".

If this circle intersects the straight line v= —v0in a point As of the
abscissa
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then the phase point gets into the region 9, and therefore, in the second stage
of the motion the phase point travels along the straight line v = —v0 (Fig. 11).

Contrarywise, if the abscissa in the Aais larger than if/jJAmc, the phase
point is situated here already in region 9a. According to Table | the force
pattern is the same as in region 6. Consequently, the phase point travels

Fig. 11. Initial segments of the phase diagram corresponding to the third initial condition
also hereafter along a circle, but the centre of which, according to (10), will
now have the abscissa
cO=-~(cS+h). (13c)
JYme
Since Co" — —#£&» from the location (12) of Coit is immediately evident

that the centre of the circle just treated may only be situated between the
point As and A9 (Fig. 12).

Fig. 12. Initial segments of the phase diagram corresponding to the third initial condition
in the case of another position of the point A3

Fourth initial condition: Starting takes place at a point of the regions
7,8 or 9. According to Table I the first segment of the phase diagram is a seg-
ment of the straight line v = —p0. The phase point leaves the region 7 at
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point A10. From the general property of the phase diagram already several
times mentioned and, as a matter of course also from the physical appearance,
it follows that after leaving the point A10, the speed cannot become more
negative than —v0.

This statement may be deduced on the basis of the physical appearance
in the following way. Up to the point A10the speed of the prism is constant
having a value of v = —v0, because during this period the component in the
direction of the course of the resultant vector of the forces acting on the prism

Fig. 13. Initial segments of the phase diagram'V.orresponding to the fourth initial condition

is identically equal to zero. The speed of the prism covdd become later on
more negative only in the case if the component along the course mentioned
would become negative. In the neighbourhood of the locus z = —H the spring
force can only be positive and only the frictional force could provide a com-
ponent in the negative direction. The frictional force can now only be adhesive
in nature, because the relative speed of the prism and the moving surface is
zero during a period which differs from zero. Contrarily, the frictional force
due to the adhesion, as is to be seen in Fig. 4, can by no means be larger than
the spring force corresponding to the locus z = —H. In our model no other
forces are acting, thus the foregoing are also justified on the basis of the phys-
ical figuring in our proposition.

In accordance with the above mentioned, the phase point can only arrive
from point AIO into the regions 7a or 1. The force distribution is, according
to Table I, the same in both of these regions, and the solution of the differen-
tial equation representing the phase diagram corresponds in this case to the
subcase c). The phase point travels on along the circle of the centre (Fig. 13)
and Equ. (13a):

C= - E(cs+h).
me

Fifth initial condition: Starting takes place in a point of arbitrary loca-
tion in the regions 1 or la. In accordance with that said above a segment of
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the circle having a centre defined by the abscissa o corresponds to the first
stage of the motion (Fig. 14).

Fig. 14 represents a case where this circle is not tangential to the straight
line V= —v0, or does not intersect it. In this case the first stage of motion is
completed at the point Alv

The second stage of motion takes place in the region 2, accordingly,
here, the phase diagram becomes a second-degree parabola with a character
several times mentioned above.

Fig. 14. Initial segments of the phase diagram corresponding to the fifth initial condition

Sixth initial condition: The point corresponding to the starting is to be
found in the region 9a or 6. As it has already been seen on the discussion
of Fig. 12 and the third initial condition, the first segment of the phase
diagram is a segment of the circular arc with a centre abscissa Co" (Fig. 15).

Fig. 15. Initial segments of the phase diagram corresponding to the sixth initial condition

The phase point arrives at the point A12to the border of the region 5. Here-
from, it travels along the parabola corresponding to the subcase a). The
concavity of the parabola is now directed towards the positive f-axis.
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Seventh initial condition: The point of starting is the point of the region 5.
According to the above-said the phase diagram is, in the first stage, a parabola
corresponding to the subcase b).

In the case represented in Fig. 16 the phase diagram arrives to the region
8 at the point A13 On the basis of Table I, in the second stage of the motion

Fig. 16. Initial segments of the phase diagram corresponding to the seventh initial condition

the phase point travels along the straight line v— —v0. The same happens
if the first stage of the phase diagram intersects the straight line v = —v0
in region 7.

In the case shown in Fig. 17 the phase point arrives to the border of
the region 4 at the point Au. In this region the phase diagram is, according

Fig. 17. Initial segments of the phase diagram corresponding to the seventh initial condition
for another case

to Table | a circle. On the basis of (13) the abscissa of it's centre is

an (cS-A). (13d)

After determining the localization of t6 (15), we obtain immediately also
the limits of Q. Consequently, the centre 04 must be situated between the
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points A3and Als. Therefore, the second segment of the phase diagram is now
a circular arc of the centre 04.

Eighth initial condition: The starting point is a point in the region 4.
The first segment of the phase diagram is a circular arc with the centre 04.

Fig. 18. Initial segments of the phase diagram corresponding to the eighth initial condition

If the circular arc intersects the straight line v = —v0 in the region 7,
then in the second stage ofthe motion the phase point travels along the straight
line v = —v0 (Fig. 18).

In Fig. 19 a variant is shown at which the circle with the centre 04
intersects the straight line v = —v0 in the region 7a. According to Table I

Fig. 19. Initial segments of the phase diagram corresponding to the eighth initial condition
for another case

the stress patterns are the same in both regions 7a and 1, and the circle with
the centre 04 is the corresponding phase diagram.

Nineth initial condition: The starting point is point Ov At this point the
force acting on the slide is, considering (13a) and introducing the notation
s' = yme Q0:

Yme

———('0+h)—S = — ) (cS-\-h) f-A S=20.
c Ymc
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The initial speed is here equal to zero, thus, the slide may remain at
permanent rest. Therefore, this point is the so-called stationary point.

Its existence may be recognized by way of physical viewing, namely,
in Fig. 6 it is easy to see that there must exist a negative z of a higher absolute
value than h at which the spring force directed to the left, this just equalizes
the friction force directed to the right produced by the moving surface.

By summing up the results of our investigations carried out so far,
it can already be seen that besides point 015 no other stationary points exist.

VI1I. Recapitulation of the possible solutions of the problem

On the basis of the discussions of the preceding section it is possible to
size up all of the possible solutions of the problem on the whole of the phase
plane.

Fig. 20. If the starting point is situated in this closed region, the phase diagram is a circle
with the centre 0,

The solution at which the entire phase diagram shrank up to the point0V
is hardly significant practically. This is the case of the permanent rest analysed
in the nineth initial condition of the preceding Section VI.

We arrive to another set of solutions in the case where the starting
point is situated at a sufficiently close neighbourhood of the point OV The
meaning of the expression “sufficiently close” is as follows: the distance
between the starting point and point should be at most so large that the
circle drawn from the centre 0 Xshould at most be tangential to that from

among the straight lines v— —v0 and £ = —1J, me which is closer to the
point OV This region is closed if the bordering circle is not tangential to the
straight line v = —v0; otherwise it is open.

In Fig. 20 the close circular neighbourhood of the point Oi sufficiently
small, defined above, is encircled by a dashed line. This region obtains the
sign I. The figure shows a case where the circle is tangential to the straight
line, and only to the straight line £ = —A/"mc.
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If the starting point is situated in this region, the phase diagram of the
entire motion is a circle drawn around the centre Ox; thus point Oxis a common
interior point of a closed set of curves, that is, a so-called vortex point.
Accordingly, this motion is periodic, besides, it takes place in time according
to a sinusoidal regularity. This proposition may be justified by direct physical
viewing, because in this region a restoring force is acting on the slide model
depending on the coordinate in a homogeneous linear way, above this, only
a frictional force of constant magnitude and direction is applied; this latter
can only displace the mid-position of the oscillation.

During the oscillation just investigated, the sum of the mechanical
energy of the system does not change. Therefore, this type _of oscillation is
conservative in nature, and cannot be considered as a self-excited oscillation.

Besides, it can be determined that if the starting point approaches the
point OV then the arisen motions also tend towards the permanent resting
stage corresponding to the point Ov Consequently, the stationary point 0Y
defines a position of stable equilibrium.

By making use of the results obtained in the above section, it is easy
to see that, if the circle surrounding the area defined above, is not tangential
to the straight line v = —v0, then, in the phase plane such an open region
may be determined which can be characterized as follows. If the starting
point is situated in this region, the motion will be conservative in nature and
periodic, even in this case, but not necessarily sinusoidal in function of time.
This region will be marked with 1I1I.

The bordering curve of this region may be obtained by drawing a circle
around the centre Ox this being tangential to the straight line v — —v0
(Fig. 21a and 21b), then, by assuming the point Aig of the circle which may
be as near as possible to the point A1Sin the direction of the motion, but may
not coincide with this latter, to be a starting point, constructing the phase
diagram according to that said in section 6. The phase diagram consists either,
only of a segment of the circle with the centre 02 and of a segment of the
parabola lying in the region 2, or, in addition, of a further circular arc having
the centre 02 This latter possibility is shown in Fig. 21b. It should be noted
that the point of tangency Als cannot coincide with the point A10 because 0t
cannot coincide with the point Ai (see Fig. 9).

It should be emphasized that the region marked with Il is open, accord-
ingly the limiting curve does not belong to the region.

This limiting curve shown in Fig. 21 has a characteristic role. Namely,
if the starting point is a point of this curve, then the phase point travels only
along this curve tiil it arrives to the tangent point Alaofthe curve and straight
line v = —v0. From here, it slides over onto the straight line and moves on
up to the point marked with A10in Fig. 13, then, depending on the relative
values of the parameters, follows one or the other of the phase diagrams shown
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Fig. 21. If the limiting circle of the region I is not tangential to the straight line v — —v0,
then this region marked with Il contains the starting points leading to oscillation of a con-
servative nature (a), and configuration of the region Il in another case (b)

in Fig. 22a and 22b. In the theory of the self-excited oscillations, this latter
is referred to as a collecting curve.

The motion along the collecting curve may be considered as a self-
excited oscillation. This is the case of the so-called hard self-excitation, because
the system must be removed from the stationary point 01to a finite extent,
in order to develop this type of oscillation.

It is possible that the bordering circle of the region | is tangential to
the straight line v = —vO0. In this case, the region Il coincides with region I.

In the following we shall investigate the nature of the motion to be
expected in the case if the starting point is situated outside region Il and its
limiting curve. With this view we should consider the special role of the points
of the straight line v — —v0as starting points, taking into account those men-
tioned in section 6. From the figures of this section it is clear that in the case
when the phase point arrives to the segments of the straight line v = —v0
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Fig. 22. A possible shape of the collecting curve (a) and another possible shape of the collect-
ing curve (6)

marked in Table | with 7,8 or 9 and closed at the places £ = +iT/]/nic, this
straight line “attracts” the phase point which remains on it, up to the point A 10.
If the phase point passes over to the segment 7a or 9a of the straight line
v = —vQ then the slope of the tangent of the phase diagram here also has
arupture, but the phase point does not slip over onto the straight line v = —v0.

Let us now consider the segments of the phase diagrams intersecting
the straight line v = —20 in the segments 7a or 9a situated in the neigh-
bourhood of the point of intersection. If the point of intersection is to be found
in the segment 9a, then with the travelling of the points of intersection in the
direction of the motion the radius of the phase diagram cannot increase
(Fig. 12). The same statement may be established by making use of Fig. 19
in the case where the point of intersection is situated in the segment 7a.
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Fig. 23. The different possible phase diagrams

Contrarily, in passing through the regions 2 and 5, the phase point mono-
tonously approaches the £-axis. From that, it may be concluded, that if the
starting point is situated outside region Il, after running over more or less
cycles, must pass over onto the attracting segment of the straight line v =
= —vV0. The consequence of this is that after a sufficiently long time (which
may practically be “short”) after the starting outside the region Il, the phase
point runs onto the closed phase diagram corresponding to Figs 22. And,
if it runs onto this phase diagram, thus, according to what has been said
above, it also remains on it.

Accordingly, the phase diagram of Figs 22 is the limiting cycle, known
from the theory of self-excited oscillations. The so-called attractive region of
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the limiting cycle is, in our case, the entire region of the phase plane outside
the limiting cycle. In our case, the limiting cycle and the collecting curve
coincide.

In Fig. 23 the various types of the phase diagrams are to be seen at the
same time. In the subcase h — 0 the phase diagrams do not possess parabolic
segments, further 0, = 02and 03= 04. Consequently the limiting cycle only
consists of the segment of the straight line v = —v0 and of a circular arc with
the centre 04me 02 The segments of the phase diagrams lying in the region
z <G —V0, is an arc of a circle with the centre 03= 04.

VIIIl. Occurrence possibilities of the stick-slip

According to what has been mentioned at the end of Section 111, stick-
slip takes place if z -f- vOo equals several times zero, during a period differing
from zero.Thus, when stick-slip occurs, the phase point moves along the straight

line z = —vo0 during periods differing from zero.
In regard to the characteristic phase diagrams in Fig. 23 and summing
up the considerations of Section VII, it can be seen that such startings may

exist at any values of h, H, vO, c and m different from zero which result in
stick-slip (for example, startings at points M1 or M2) and also such wherewith
this phenomenon may be avoided (for example, in case of startings at
points iVj or IV2. However, in the mechanical-engineering application cor-
responding to our model in the normal operation, the starting conditions are
just such as would result in stick-slip. Namely, in a normal case, we can assume
the initial conditions x — 0, x = 0. From the static force pattern shown in
Fig. 1 it follows that with the x = 0 and x = 0 at the moment of starting
(t= 0), ly |[=0<C H may be in accord. Thus, the initial conditions expressed
hy the variable z, are
Mi=0 = !*t=0 - Ji=o!l ™~ H .
further
z—0 v0.

From this, and also considering Fig. 23, it follows that the initial con-
ditions associated with the normal operation by all means lead the phase point
onto the limiting cycle, accordingly stick-slip necessarily takes place.

Consequently, from the properties of the model analysed it follows that
the stick-slip cannot be avoided by the selection of the parameters. The same
statement were made by Haussler and Wonka [2] who calculated with
a different model than the one discussed here, hut not using the method of
the phase plane.

Let us now examine how we could reduce the period of the stick-slip
in comparison with the period needed for the entire passage of the stable
limiting cycle.
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Fig. 24. The calculation of the slip travel in case of three limiting cycles (a, b, ¢)

First of all let us consider the simpler problem, how could we reduce
the period of the stick-slip within a single cycle in itself, that is, not relating
to another characteristic period. The duration At of the stick-slip within
a single cycle may be easily calculated, for, during the slip |z | = ® = constant.
Let us denote by Az the way covered by slipping, then At = Az/vq.

The value of At might be reduced by reducing Az and/or by increasing v0.
The investigation of the possibility in increasing the value of j;0 goes beyond
the scope of this paper. Only the possibility of reduction of Az will be dis-
cussed.

In Figs 24a, 24b and 24c three limiting cycles are shown. In all the
three cases the same values of the parameters h, H and vo0 are valid; they
only differ in the location of the point OV The row of figures clearly shows
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that the nearer the point to A4, the lower is the value of Az. By making use
of the reasoning applied in deriving the inequality (12), we find that

01Ai —H  (cS-fh)m=H h -cS=c(S0 S)= cN(filt m).

Accordingly, Az may be reduced by reducing the values ¢, N, and fio— /n.

If the value of z is sufficiently low, then the whole limiting cycle may
approximately he considered to be a circle and, by that, the process of oscilla-
tion may be taken as sinusoidal with a period of oscillation of T = 25 j/mc
and thus, Az = 2 0XA 4 Accordingly, the quotient of the period of the stick-
slip and that of the whole cycle is

Az
Vg _ _ 2 OiAt _ 2 cN (fio—fi)
T Vg2 7i ymc vo 2n fine

From this relation the conclusion may be drawn in respect to the possi-
bilities in reduction of the period of the stick-slip in comparison with the
period of the whole cycle.
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Dynamik eines Modells des Stick-Slip-Vorganges. Die angegebene Aufgabe wird mit
Hilfe der Analyse der Phasendiagramme geldst. Die mdglichen Bewegungsarten werden vor-
gestellt and anschaulich erdrtert. Das Auftreten des Stick-Slip-Vorganges kann — gemaéR
den Untersuchungen — nicht vollig vermieden, sondern hdchstens dessen Dauer innerhalb
eines Ziklus reduziert werden.

[nHamvKa OAHON Mogenn HennaBHOro (C nepe6osMM) CKONbXEHWUS (A. BocHaw).
YKazaHHyI0 B3ar/faBuu 3agady pa6oTa peluaeT ¢ NOMOLLbIO aHaIn3a (ha3oBbIX AuarpaMm. YKasbl-
BAlOTCA BO3MOXHble TWMbl JBMXKEHWUSI W [OCTYMHO PAccMaTpUBAalOTCs BO3MOXHOCTM aHa/IM3a.
Cor/lacHoO MpoBeAeHHbIM UCCNEA0BaHNSIM B C/lydae B3SATOW 32 OCHOBY MOZENM HeMb3s MOSHOCTbIO
136eXKaTb BO3HUKHOBEHMUSI CKOMbXEHWSI C NepeGosiMu, 1 B NydLleM C/lydae MOXKHO YMEHbLUUTL B
npegenax ofHOro Nepuofa BPeMsi CKOJbXEHUS.
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EDGE DISTURBANCES
OF THE SHALLOW HYPERBOLIC PARABOLOIDAL
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The hyperbolic paraboloid shell bounded by four generatrices subjected at one of"
its edges to bending moments is investigated with the aid of the elastic bending theory of
shallow shells. Inside the shell the decreasing curve of the bending moment is determined.
The result is compared on the one hand with that of the Bleich-Salvadori solution, and on
the other, with the decreasing curve of the bending moment of the plain plate.

1. Introduction

The doubly curved shell structures bear the distributed loads by mem-
brane forces, provided the supports are able to resist the membrane forces
arising at the edges. Thus, the bending moments acting in these types of
shells are not necessary for ensuring the equilibrium. They arise from the
deformation incompatibilities occurring at the edges, and are rapidly dying
out with an increasing distance from the edges.

This decrease of the edge disturbances has been investigated for barrel-
vaults, elliptic paraboloid and saddle-shaped hyperbolic paraboloid shells
(translational surfaces) [2], [5], [4]- However, the decrease of the edge distur-
bances of the hyperbolic paraboloid shells bounded by four generatrices is not
yet clarified. As far as the author’s knowledge goes, up to the present it was
only Duddeck [3] who treated a similar problem: he determined the stress
pattern of a hyperbolic paraboloid simply supported at the straight edges and
subjected to an uniformly distributed load. The edge disturbances themselves
have been analysed by Bleich and Salvadori [1] on the basis of approximate
assumptions. Their results will be compared with those of the present solution.

The aim of this paper is to establish the decreasing bending moment
diagram of a hyperbolic paraboloid (hypar), loaded by bending moments along
a straight edge, and to determine the distance beyond which it may practically
be taken to be equal to zero. Namely, this type of load may be considered
as a basic case, on the base of which one can form a notion of the decrease
of other types of edge disturbances and can estimate the width of the strip
to be reinforced.

*Dr. Kottar L., Karap u. 9., Budapest XII., (Hungary)
** Sz6ts M., Felvinci u. 10., Budapest Il., (Hungary)
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2. Notations

(See also Fig. 1)

iy orthogonal coordinetes;

2 (*e ) ordinate of the shell surface;

r,s, t second order partial derivatives of the shell surface;
XS ny> nxy membrane forces;

flexural shearing forces;
Pz load component parallel to z;
mx, Ty, mxv bending and twisting moments;

M,V displacements parallel to x and y, respectively;

w displacement normal to the surface;

E,G = £/[2(1 f D]moduli of elasticity in tension and shear, respectively;

v Poisson’s ratio (in the deductions: v = 0);

h thickness of the shell;

.a b side lengths of the plan projection of the hyperbolic paraboloid;
f height of the corner of the hypar above the xy plane;

m = M)a re= 1,2,3,..)

Differentiation with respect to x is denoted by prime, differentiation with respect to y is
denoted by dot.

3. Deduction of the governing equations

The investigations will be made on the base of the theory of shallow
shells [4], [7], the calculations thus being simpler and the differential equations
have constant coefficients.

The .general equilibrium equations of the shallow shells consist of three
projection and two moment equations [4]:

xenxy = 0. (la)
n'xy+Tly = 0, (Ib)
rNXE 2 SNxyA tny-\~q'xELy-\-Pz = 0 , (lel
mx+ mxy x =O (1d)
TXY+TNy yy= om (le)

(The third moment equation becomes meaningless for the case of shallow
shells; the reason for it is explained in [4].)

In these equations it is implied that the load has only a vertical compo-
nent, pz parallel to the z-axis.

The internal forces are connected to the displacement components by
Hooke’s latv as follows:

nx= Eh(u -rw) (2a)
nv= Eh(v 4-tw), (2b)
Eh (u’+ v'—2sw) , (2c)
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my =h* (2d)
12

y — 12 v (26)
EE

m,, L (2f)

Substituting the set of equations (2) into (1), and eliminating tne shear
forces gx, qy from (lc) with the aid of (Id) and (le), we arrive at three differen-
tial equations of the displacement components u, v, w:

2U"-j-b1" 4 -10 -2 TM/—2sw’ = 0, (3a)
nm'-\-v"-\-2v- 2tw —2sw'— 0, (3b)
ru'+s(w-j-v )+ tv' -(r2-(-2 s2+ t2) ic

------- (iclvV+ 2iv" “j-tc)-(-pz= 0 .

These three equations together with the boundary conditions fully deter-
mine the three displacement functions u, v and w.

We can also arrive to a different set of equations equivalent to the group
of Eq. (3) in such a way that we consider the internal forces nx, ny, nxy as
second derivatives of a stress function F(x,y):

whereby the equilibrium equations (la, Ib) are automatically satisfied. There
still remains Eq. (Ic) which after substituting Eqs (Id, le) and (2d to 2f)
contains only two unknown functions, F(x,y) and w(x,y)!

EE
_______ (iclV+ 2 —(tjF*—2sFr+ rF") = pz. (5a)

However, we must still deduce from Eqs (2a to 2c) a compatibility
equation starting out from the equality of the mixed second derivatives,
expressing that the three displacements (u, v, w) are continuous functions,
that is, the shell surface gets neither torn, nor crumpled:

(Flv+2F"“+ F:)+Eh{tw" 2sw"”+ rw") = 0. (5b)
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Thus we obtained for F and w two partial differential equations of the fourth
order [4], [7].

Advantage ofthe set of Eqs (5a, 5b) isthat it contains only two unknown
functions. It has the disadvantage, however, that only the statical boundary
conditions and the displacement boundary conditions in terms of tv may be
easily applied in connection with them. If the displacement boundary condi-
tions also include constraints in terms of the displacements n or v, then it is
commonly prefarable to use the set of Eqs (3a to 3c). In this paper it will
also he started from the set of Eqgs (3), and the three displacement functions
u, V, w should be determined.

In the following, the load component pz will be omitted from the equa-
tions because for the case of the edge disturbance at hand the shell is regarded
as unloaded.

4. Application of the equations to the hypar shell

The boundary conditions to be considered

The equation of the shell surface illustrated in Fig. 1 is:

Zz—aExx. (6)

The second derivatives of the surface are:

r= 0, (6a)
(6b)
t=0 (6¢)

whereby the set of Eqs (3) will have the following simpler form:

2u"-\-u" (7a)
ab
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M AV A2V e W = 0 (7b)
ab

u'+t/—— w—~ (wiv+ 2" =0. (7¢)
ab 12/

We assume a simple support at every edge which allows free rotation
and precludes lateral thrust. The edge y = 0 will be subjected to the effect
of a bending moment with a law of distribution my = M1 sin nx/a =
= Mi esin xxx. Therefore, deflection, bending moment normal to the edge,
and lateral thrust must he equal to zero along all edges. This involves the
following boundary conditions:

At the edgey = O0:

w= 20, (8a)
12 .on -

W = -——-MTr sin — %, (8b)
Eh3 a

ny —0, that is, v =0. (8¢)

At the edges x = 0 and x = a:

w—20 (8d)
mx — 0, that is, w" — 0, (8e)
nx= 0, that is, u'=0. (8f)

We do not consider the conditions of the edge opposite the external
bending moment because we assume that the disturbance dies out before
reaching the other edge. This assumption is subsequently justified by the
moment diagrams obtained as solutions, see Fig. 2.

5. Solution of the set of equations

The equations will be solved with the aid of the usual method of the
theory of edge disturbances: we establish product functions for u, v, w in such
a way that for the terms depending on x we choose trigonometric functions
which, after substituting them into Eqs (7), all yield sine or cosine. These
trigonometric terms can thus be omitted, whereby we obtain for the terms
depending on y a common set of differential equations. The trigonometric
functions depending on x should be selected in such a way as to satisfy — as
far as possible — the boundary conditions along the edges x = 0 and x = a.
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In comparison with the bending theory of cylindrical shells [4] the cal-
culation now becomes more intricate, for, contrary to the cylindrical shell,
now we cannot find trigonometric functions which, besides the equilibrium
equations, also automatically satisfy every boundary condition along X = 0
and x = a. Some ofthese boundary conditions can only be satisfied — approxi-
mately — by collocation (equalizing in selected points), the more correctly,
the greater the number of terms (and edge points) considered.

The three product functions will he chosen as follows:

U= Un(y) sin anga:, (9a)
n

V= W(y) cos X, (9b)
n

W = mA(y) sina x. (9c)
n

In these expressions

% — nnja (10)

and in the Fourier series we consider as many terms as are needed for the
degree of accuracy required.

Substituting the reth term of the expressions (9) into the set of Eqs (7),
and simplifying with the trigonometric expressions, we arrive at the following
three differential equations:

2f
2shun+ un —xnvn------- wn= 0, (11a)
ab
Xxnun ahvn+ 2 vn-----z-t--a,, tvn= 0, (lib)
ab
2/ h2ab

U, -Xnur, — wn .-—;K wn~2xn +wr) = 0 ilic)’

ab 12/ ) )

The solution of this set of homogeneous, linear equations may be
written as

un(y) = UneNe, (12a)
vn(y) = Vne ", (12Db)
w,,(y) = K eRYy, (12c)

where Un, Vn and Wn are, for the moment, unknown constants.

Placing the functions (12) into the group of equations (11) yields the
following set of homogeneous, linear equations for the unknowns Un, Vn
and Wn:

( 2&+R1)Un xnlnVn ZE-Banz 0, (13a)
al
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*nBn Un+ {—a?,+ 2R1)Vn ----%/Oann = 0, (13b)
ab
Bn Un--acn Vn - A h'ab 'Kz_ [§'2|f2 wn= o0 . (13c)

ab 12/

This set of equations has a system of nontrivial solutions only in case
when its determinant equals zero. Thus Bn, hitherto unknown, should be
defined by this condition (from the so-called characteristic equation). This
determinant represents an equation of the fourth order in respect to (fn,
therefore, each n is associated with four B®-values (j = 1, 2, 3, 4). From these
we only consider those four Bnj-s which give decreasing curves with an in-
creasing distance from the edge y = 0, that is only those, the real part of
which are negative. Two of these four roots (B8nl and Bn2) are real, and two of
them are conjugated complex values:

Bn3AY m + i-an (14))
Bm —Y¥n t . (14b)

We take over the values of gnl, 8n2, yn and sn referring to a hyperbolic
paraboloid of a square base (a = b) and to two characteristic ratios of f/h
from [3]. In Table I the values of these four quantities, multiplied by the
side-length a (thus becoming nondimensional) are given for four or five n
terms, respectively.

Table |1
/N = 125
n= 1 3 5 7
a’Rn\ — — 7,400 — 13,99 — 20,30 — 26,62
a'Rri2 = —0,349 - 5,00 —11,12 — 17,35
a mVn = — 3,875 - 9,50 — 15,71 —21.99
a's,s= +4,765 + 4,76 + 4,69 + 4,63
f/h = 50
n 1 3
5 7 9
a *Bni — — 10,90 — 18,23 —24,77 — 31,17 —37,50
a*fRm ~ — 0,0892 — 2,165 — 7,09 — 12,98 — 19,15
a mvn = — 5,495 — 10,20 — 15,93 — 22,08 — 28,32
a'on = + 8,36 + 9,78 + 9,61 + 9,51 + 9,45
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It is worth while to observe that in case of re= 1, Rn2< 1 which
means that the stresses diminish but slowly with the increasing distance
from the edge, and the more slowly, the greater the ratio f/h is, that is, the
greater is the membrane stiffness in comparison to its bending rigidity. (Had
the bending rigidity been equal to zero, so it would also be Rn2, and we should
arrive at the case of the membrane forces propagating undiminished along the
straight generatrices.)

As a matter of course, every Bnj is associated with different Unj, Vnj
and W nj. Thus, because ofj = 1,2,3, 4, we shall have 4 < 3re = 12re unknown
constants if we consider re number of terms in the Fourier series (9) in the
~N-direction.

The displacement functions (9a to 9c) obtain then the following forms:

«= £ 1 UnjeM'j sin snX, (15a)
n o j=1 1

V=Y | >VnjerYl cosxnX, (15b)
n V=1

w = JE\JPW njeRiy sina, X. (15¢)
n ;=i

The unknown values, 12re in number, are related to each other by the
equilibrium Eqs (13) in such a way that from every three values Uni, Vni
and Wni only one remains free. Therefore, only 4re of the boundary conditions
may be satisfied.

From the boundary conditions (8a to 8f) given in section 4 the assumed
functions (9) automatically satisfy the conditions (8d) and (8e). Therefore,
the remaining four boundary conditions are just enough for the determination
of the four unknowns associated with every re

Had the boundary condition (8f) not existed, we could satisfy the bound-
ary conditions separately for every re that is, the distribution of the external
moment (8b) considered (Fig. 1) would only require the consideration of the
term re= 1. The boundary condition (8f), however, can only “forcedly”,
in separate points, be imposed upon the uri-functions having the form of (9a),
and only in case if we consider several re terms. This is why four or five re
terms should be considered, though the higher reterms yield bending moments
which are dying out more rapidly.

In the following, the functions (12) will be rewritten in pure real forms
wherein the Un3, Uni; Vn3, Vi and Wn3, JFd are conjugated complex constant
values. On the basis of the known complex relation

e'2= cos z-f-isinz (16)
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(i = y—1) we can, for example, write down that

Una e el' + Uniety =

evVny[(Uni+u m)cos Ony+ (U n3—Und) isin <5,y] = 17)
= Unbe¥ycos Un6evtysin 6ny .

Therefore, the new real constants are:

Uns — Un3-\-Un4, (18a)
Uné = i(Un3-U ni) (18b)
and in the same way
K= Un3-\-Vni, (18c)
V,B=i(Vn3-v j, (18d)
Wns = Wn3-\-Wn i, (18e)
. (18f)

From the set of the homogeneous equilibrium equations (13a to 13c)
we use the first two equations because they have a simpler form. For the
cases j = 3 and 7 = 4 also these have to be rewritten into real form. For
example for j = 3, substituting the new real constants by making use of
(18a to 18f) and writing down also the root Bn3 according to (14a), Eq. (13)
takes the form

{- 227+ fn+ 2iynbn-6%) U">-iUr* _

*n(Yn+i*n) (192)

L -1Yn+ ian) W” --iWr*~ = 0.
ab 2

The equations associated with 7 = 4 may be rewritten in the same way,
and once adding and once subtracting them, we arrive at two real equations.
Finally we shall have four boundary conditions:

(8a): An+ MN2+An3+~nd= 81

that is, in a real form, making use of (18e):

= 8. (20a)
(8b):

if n= 1: & Wu+R(2W2+RfsWI+R*uWu = ’LE M,
ihr
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That is, in a real form:

ro_ir
AN+ /PN a+(r+2»Y1 ~4fp °° ) Lo

(20b)

A R 12
o (ri 2iy, al-aB "N te M.
( y ) Ev

It is to be seen that the imaginary terms have dropped out.
For the case n < 1, yn and dn should be written instead of yx and G-
and zero at the right-hand side.

(8¢c):
gnl K1+ gn2 M2+ YBki~\~zni ki —8

and rewritten to the real form:
; Ki5 Ks+iK
gm Ki-bgn2 M0 (7ﬂ+ *an) ! " 4 (Yn~ Mn) sTIR 0. (20c)

The boundary condition (8f) cannot be written down for the whole edge
line, only to n points of it, that is, to the points

YK=(k 1)— (21)
(k 1)—
where
K=1,2,...n. (22)
Thus the equation

n

Y Y Unje”A xn=0 (22a)

n=1 U=j

must be valid for every k. This, expanded and rewritten in a real form, be-
comes for every K:

y U ni e’ TYic\- U n2 e’ Tyi{-
nli

Urs A A»A(cos Cnyk+ isin dny k) + (23)

Uns+iu., micos any k—i sin 6ny k)

from which the imaginary terms also fall out.
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On the basis of what has been said above, the equilibrium Eqs (13a, 13b)
must be rewritten for all of the n-s and j-s in the real form corresponding to
(19a), as well as the boundary conditions (20a to 20c) for all of the n-s, and
finally the boundary condition (23) for all of the k-s. Thus we obtain exactly
the 12n equations for the determination of the 12n unknown constants.

6. Numerical results

We can solve the set of equations obtained in the foregoing section by
making use of the /S-roots given to the hyperbolic paraboloid of a square base
(@ = b) by Duddeck [3], reproduced in Table I for two values of the ratio
fjh by considering four or five n terms, respectively. This leads to a set of

equations with 48 or 60 unknowns, respectively. The numerical calculations
were carried out at the Centre of Computation of the Ministry of Heavy
Industry with the aid of the computer National Elliot 803 B.

In the equations, besides the ratio f/h, also the ratio fja is included.
But carrying out the computation with several values of fja, it was found
that every//«-ratio associated with the same value off/h, resulted in the very
same moment diagram.

Since we are interested first of all in the decrease of the edge moment
inside the shell, we only plotted the diagram of the bending moment my
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versus y, along the section x = a/2 (Fig. 2). The formula of this moment is
my=E ~w =FEO-2 {l«i' +
Xz XZ n
+ eVr[(y*—iS)"i5+27n*n"e] cosf,j + (24)

+ o«'[(y?;—06®)JTne - 2y,,6nJFn.] sin dny} sinxnx .

7. Approximate calculation of the edge disturbances

According to the suggestion of [1], by neglecting the displacement
components in the plane of the shell (u = v = 0), we can obtain a simple
approximate solution for the calculation of the edge disturbances.

Our presented solution permits to check the accuracy ofthis approximate
method. From the equations of equilibrium (7a to 7c) we omit the first two
equations retaining only the third one, leaving out the terms containing u
and v. Thereby Eq. (7c) becomes

24 — MP)-NjIVA-2 w'*-\-ui" = 0 . (25)
abJ h2

We take again for w a series of product functions of the form
eP¢ysin <X X. (26)

After substituting it into Eq. (25) we obtain for Bnthe following characteristic
equation
*4_(«5_/£)* = 0. (27)

Here we will introduce the abbreviation:

ed= 24 Jl;l' JF] (28)
a 2

From Eq. (27) we obtain four Bmps ( = 1, 2, 3, 4):

Rni = an[zh(-*+ iH)iM —iB)] (29)
where
A =m 05 nN- — +1 (30a)
«p'
and
B = + 05 (30b)
1+ 1la -1
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From the four Bnj-s we only retain the two roots which give a decreasing
bending moment with increasing y, and rewrite w to the real form

w =" (Inle~(A+'BEY Wn2e~64-/R)*ny)sin xnx —
n (31)

= N e- A&=>(Wn3cos Bxny-\-Wn4sin Bxny) sin xnx.

n

The explanation of the new constants Wn3 and JVM is

W,3= W,1-\-Wri2, (32a)
Wnd = i(Wnl-W n2) (32h)

and Wnl and Wn2 are the complex constants associated with Bnl and Rn2
respectively.

To the two constants (JFn3, Wni) two equations of boundary conditions
are needed. As a matter of course, they can now be expressed only by w. Thus,
from the boundary conditions (8) used earlier, the following should be satisfied

(Fig. 1):

y=0;tv=0, (33a)
_ Misinx, x (33b)
E{h312)

Since we do not need to take into accountthe boundary conditions x = 0
and x = a, it is sufficient to consider from the series of w (31) merely the
term n = 1, corresponding to the external moment. Therefore, from the
boundary condition (33a) we obtain

wB= 0. (34)

To the boundary condition (33b) the second derivative of w with respect to
y is needed:

w" = Wu e~Ax,y [(A2—B2) x\ sin Bx4y —2 A B xf cos B x4y] sin xxx . (35)

Substituting this into (33b) yields

M
Wi, = ~ . (36)
2ABX2E(h3I2)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69. 1970



80 L. KOLLAR und M. SZOTS

Now we can write down the expression of the bending moment in the y-direc-
tion which is the most significant from our viewpoint

m,, = h’,-f\-s-w M 1sinxxX — 4+ — sin Bxxy-j-cos Bxxy e-A«Y. (37)
12 2B 2A

The variation of my versus y is also represented in Fig. 2.

8. Decrease of the edge moment of the plain plate

For comparison, the decrease of the edge moment in a plate, freely
supported at three edges and infinitely long in the fourth direction (Fig. 3)

Fig. 3. Plain plate

should be established on the basis of [6]. Omitting the deduction, here only the
expression of the my should be given:

my = Mj sin xxX 1 e~*Y. (38)
The corresponding moment diagram is also represented in Fig. 2.

9. Comparison and evaluation

Analysing Fig. 2, the following could be established.

The diagrams clearly show that the higher the corner point of the shell (/)
lies in comparison to its thickness A the more rapidly the edge moment dimin-
ishes. The extreme case, f = 0, is realized by the plain plate. However,
as was mentioned above, the ratio f/a is indifferent, therefore, in a steeper
and thicker shell the moment can diminish in the same way as in a flatter
and thinner one, provided their y/A-ratio should be the same.

From Fig. 2 we can establish by interpolation, practically for all of the
hypars of any geometric ratio,the width of the zone of the edge disturbance,
that is, the width to he reinforced.
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The moment diagrams calculated both with f/h = 12,5 and f/h = 50
follow a somewhat irregular trace. This could be corrected by considering
some more terms in the series of the deformation functions. In the author’s
opinion, however, we should not profit at all thereby, because the rate of the
diminution of the moment would remain the same, even in case of a greater
number of terms considered and, in turn, the amount of the computation
work would considerably increase.

The moment diagram gives negligibly small moment values even in
case of plates in a distance equal to a. Thus the assumption is justified that
the effect of the edge opposite to the disturbance on the internal forces might
be neglected in a shell of a square base.

Finally, it is clearly to he seen that the moment diagram obtainable by
the approximate assumption u = v = 0 shows a much more rapid decrease
than the more exact computation. The reason for this might be that the assump-
tion n = v = 0 represents a much stronger constraint on the shell than the
real boundary conditions (especially nx = 0, being valid for the edges x — 0
and x = a). As a result, the shell will be, so to say, more rigid, and we obtain
an unreal rapid decrease of the moment. Therefore, the application ofthe above
approximation cannot be recommended.

REFERENCES

[N

. Bleich, H. H.—Salvadom, M. G.: Bending Moments on Shell Boundaries. Proc. Amer.
Soc. Civil Eng., Journal of the Structural Division, Vol. 85, No. St 8, Oct. 1969,
(91—102).

2. Design of Cylindrical Concrete Shell Roofs. ASCE Manuals of Engineering Practice No. 31.
ASCE, New York, 1952.

3. Duddeck, H.: Die Biegetheorie der flachen hyperbolischen Paraboloidenschale z = cxy.

Ingenieur-Archiv, Bd. 31. (1962), H. 1. 44—78.
4. Frugge, W .: Statik und Dynamik der Schalen. 3. Aufl. Springer, Berlin—Gadttingen—
Heidelberg, 1962.

5. Hkuban, K.: Die Biegetheorie der Translationsflachen und ihre Anwendung im Hallenbau.
Acta Techn. Hung. 7 (1954), 425—464.

6. Timoshenko, S.—Woinowsky-Krieger, S.: Theory of Plates and Shells. McGraw-Hill,

New York-Toronto-London, 1959.
7. Wiassow, W. S.: Allgemeine Theorie der Schalen und ihre Anwendung in der Technik.
Akademieverlag, Berlin 1958.

Randstérungen der windschiefviereckférmigen flachen hyperbolischen Paraboloidschale.
Es wird die an einem Rand durch Biegemoment beanspruchte, windschiefviereckférmige
hyperbolische Paraboloidschale aufgrund der elastischen Biegetheorie der flachen Schalen
untersucht, und die Abklingungskurve des den Rand belastenden Moments ermittelt. Das
Ergebnis wird einerseits der Bleich-Salvadorischen Naherungsldsung, andererseits der Momen-
tenabklingungskurve der ebenen Platte gegenubergestellt.

KpaeBble BO3MYLLEHUA NIOCKOW rmnepboamyeckoin napabonongHoi 060104k B BUAE
NCKaXXeHHOro yeTblpexyrofibHuka (/1. Konnap, M. CeTu). B pa6oTe uccnefyetcs Harpy>eHHas
Ha OfHOM Kpart un3rubatolymM MOMeHTOM runep6onunyeckas napabonoufHas o60no4vka B Buge
MCKaXXEHHOTO YeTbIPEXYrONIbHNKA Ha OCHOBE TeOpuW YMPYroro uarmba MiaoCKMX 060/104eK.
OnpefienseTcs KpuBas 3aTyXxaHWs MOMeHTa, HarpyXatoLlero Kpai, BHyTpU camoii 060/104KMN.
MonyyeHHbIV pe3ynbTaT CpaBHMBAETCSH, C OfHOV CTOPOHbI, C MPUBAMKEHHbIM peLleHnem Bneiixa
— CanbBajopa, a C JpYyroli CTOPOHbI, C KPUBOIA 3aTyXaHUsi MOMeHTa MNJIOCKOW NAacTWHBbI.
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GESCHWINDIGKEITS- UND DRUCKVERHALTNISSE
BEI LOTRECHTER PNEUMATISCHER FORDERUNG

L. PAPAI*
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 12. Mé&rz 1969]

Der bei der pneumatischen Foérderung auftretende zusétzliche Druckabfall kann aus
den auf die geforderten Kérnchen wirkenden Kraften errechnet werden. Im Falle lotrechter,
stationdrer Forderung setzt sich der zusatzliche Druckabfall aus dem Druckabfall infolge des
Hebens des Gewichtes des Fordergutes und dem Druckabfall infolge der Zuruckhaltungs-
krafte zusammen. Der Wert der Zurickhaltungskréafte kann mit keiner einheitlichen Formel
angegeben werden, da er von der Férderungsform abhé&ngig ist. Die durchschnittliche Férder-
gutgeschwindigkeit kann aus den auf die Kdrnchen wirkenden Kraften ermittelt werden.
Die der Bestimmung der Fordergutgeschwindigkeit dienende Formel nimmt je nach der Form
der Forderung (Dinnstromférderung, Dichtstromforderung) und der Kérnchenart des Férder-
gutes unterschiedliche Formen an.

Bezeithnungen
= D3r/4 Querschnitt des Forderrohres [m2];

n

AO0= d2jr/4 Kornquerschnitt [mZ];
a Beschleunigung [m/sZ];
B

, B' Konstanten;
Ce aerodynamischer Widerstandsfaktor;
D Innendurchmesser des Férderrohres [m];
do Korndurchmesser, bei nicht kugelformigen Kornchen ein mit der Kugel
gleichwertiger Durchmesser [m];

F Kraft [kp];
G auf ein Kornchen wirkende aerodynamische Kraft, Triebkraft [kp];
Fi Beschleunigungskraft [kp];
G Gewicht eines Kdrnchens [kp];
Schwerebeschleunigung [m/s2];
E Proportionalitatsfaktor (verweist auf die Reibungskraft);

= will2g abgekiirzte Bezeichnung [m];
I, L, If Rohrléange [m];
m = <ialgg Gewichtsverhéltnis; Gewichtsverh&ltnis des im Rohr gleichzeitig anwesenden
Fordergutes and Gases;
nh = Gl Masse eines Kdrnchens [kps2m];
il = lgalGl = 1QalvaGl Anzahl der im Rohr gleichzeitig anwesenden Kdrnchen [Stick];
P Druck [kp/mZ2];
Jp Druckabfall [kp/mZ2];
1Po Druckabfall bei Leerlauf [kp/m2];
Pa Beschleunigungsdruckabfall [kp/m2];
IPf Druckabfall bei lotrechter, stationdrer Férderung [kp/m2];
Eu Druckabfall aus dem Hub des Fordergutes [kp/m2];
'Pz zuséatzlicher Druckabfall bei Férderung [kp/m2];
P Druckabfall infolge der die Bewegung hemmenden Krafte (Zurtckhaltungs-

krafte) [kp/mZ2];

* Dr. Papai L.; Szarvas G. lit 51, Budapest X 11 (Ungarn)
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Qa Foérdergutmenge, Forderleistung [kp/s];
=y f Gasmenge (Gewiehtsdurchsatz) [kp/s];
Qg = ga g

4a — Oalva Gewicht des Fordergutes je Ifm [kp/m];

<ig= glvg Gewicht des Gases je Ifm [kp/m];

Re0O= [y Reynoldssche Zahl auf das Kérnchen bezogen;

S. auf ein Kornchen wirkende Zurtuckhaltungskraft (Widerstand) [kp];
S = wivg Slip, relatives Zurickbleiben;

t Zeit [s];

Volumdurchsatz des Gases [m3s];
Querschnittsmittelwert der Fordergutgeschwindigkeit [m/s];
Querschnittsmittelwert der Gasgeschwindigkeit [m/s];
w = v, relative Geschwindigkeit [m/s];
Fallgeschwindigkeit, Schwebegeschwindigkeit [m/s];
Va spezifisches Gewicht des Forderguts [kp/m3];
& spezifisches Gewicht des Gases [kp/m3];
v dynamische Viskositat [kps/m2];
J'i Rohrreibungsfaktor;

Forderungsfaktor;
V- QalQg Mischungsverhaltnis, Gutbeladung;
/1* = ftvgiva ortliche Konzentration des Férderguts im Fdrderrohr;

kinematische Viskositat [m2/s];
Reiwert fur die Rerechnung der Abnahme der kinetischen Energie infolge
von StdBen [m-1];
Reibungsschubspannung der Materialforderung [kp/mZ2];
i-r%ndex) bezieht sich auf die Beschleunigungsstrecke.

I. Einleitung

Im. Rahmen der Fo&rdereinrichtungen fir staubférmige und kérnige
Stoffe begegnet man immer hdufiger den sog. pneumatischen Fdrderanlagen,
das sind Fordereinrichtungen, die mit Gas- oder Luftstromung betrieben
werden. Zum Entwurf pneumatischer Forderanlagen ist die Kenntnis der
wéhrend der Forderung auftretenden Druckverhdltnisse erforderlich, zu deren
Bestimmung aber die Kenntnis der Foérdergutgeschwindigkeit unerldBlich
notwendig ist.

Die an pneumatischen Fd&rderanlagen vorgenommenen Messungen sowie
theoretische Erwdgungen haben erwiesen, dal zwischen den wéhrend der
Forderung auftretenden Druckabféllen und den Geschwindigkeitsverhé&ltnissen
des Festkdrper-Gas-Gemisches ein enger Zusammenhang besteht. Anhand
eingehender Untersuchungen wurde nachgewiesen, dal die Beziehung die
zwischen den wé&hrend der pneumatischen Fdrderung auftretenden Druck-
abfdllen und der Geschwindigkeit des Festkdrper-Gas-Gemisches besteht,
nicht mit einer einzigen Formel ausgedriuckt werden kann, weil diese GréfRen
einerseits von der Foérderungsform abh&ngen (im Falle von Dinnstromfdrde-
rung prallen die sich mit groBer Geschwindigkeit fortbewegenden Kdérnchen
gegen die Rohrwand, im Falle von Dichtstromférderung gleiten die Kdérnchen
mit kleiner Geschwindigkeit entlang der Rohrwand; die beiden F&érderungs-
formen kénnen auch gemischt auftreten), andererseits aber auch von der Art
des Fordergutes (d. h. von der Ausgestaltung der auf das Kdérnchen wirkenden
aerodynamischen Kraftwirkung) abhé&ngig sind.
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Im folgenden werden die Druckabfdlle und Geschwindigkeitsverhélt-
nisse gepriuft, die in einem lotrechten geraden Rohr wéahrend der pneum ati-
schen Fdérderung auftreten. Die Untersuchungen erstrecken sich auf einen
kurzen Rohrabschnitt, in welchem die Expansion des Gases vernachlédssigt
werden kann.

Il. Druckverlidltnisse wéhrend der pneumatischen Fdrderung

Der Druckabfall (Ap) ist bei gleicher Gasgeschwindigkeit wahrend der
Forderung von Festkdrpern im pneumatischen Forderrohr gréfer als der
Druckabfall bei Leerlauf (Ap0). Im Bild 1 sind die Anderungen des Druckes

Bild 1. Druckabfall 1&ngs des lotrechten pneumatischen Foérderrohrs bei Leerlauf und Férde-
rung: die Gasgeschwindigkeit ist in beiden Fallen gleich (i Leerlauf, 2 Férderung)

in einem lotrechten Rohr bei Leerlauf und bei Fdérderung von Festkdrpern
dargestellt.

Die Untersuchung der physikalischen Grundlagen der mit der pneumati-
schen Férderung zusammenhédngenden Erscheinungen haben gezeigt, daR der
bei der Materialférderung auftretende Druckabfall gleich der Summe des
Druckabfalles bei Leerlauf (Ap0O und eines bei der Fdérderung auftretenden
zusétzlichen Druckabfalles (Apz) ist

dp = 4Po + dpz. @)

Die Erhdhung des Druckabfalles verursachen jene Kréafte, die im unter-
suchten Rohrabschnitt auf die Stoffkérnchen wirken. Diese Krafte bewirken
einen zusétzlichen Druckabfall, der sich mit dem durch die Rohrreibung
verursachten Druckabfall bei Leerlauf summiert.
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Diese Erscheinung kann z. B. mit Versuchen im Windkanal leicht nach-
gewiesen werden. Wenn im Windkanal zur Herstellung einer Luftstrom-
geschwindigkeit vg zwischen den beiden Kanalenden eine Druckdifferenz ApO
erforderlich ist (diese entspricht dem Reibungsverlust, der durch die Reibung
des Luftstromes an der Rohwand entsteht) und man in den Windkanal einen

Bild 2. Druckabfall im Windkanal bei Leerlauf (a); bei befestigter Kugel (b); bei schweben-
dem Gut (c)

Korper (z. B. eine Kugel) einbringt (Bild 2a), steigt bei gleichbleibender
Stromungsgeschwindigkeit der Luft der Druckabfall (Bild 2b). Wenn man
nun die auf den im W indkanal befindlichen Kdrper wirkende aerodynamische
Kraft F z. B. mit einer aerodynamischen Wage miRt, kann der zusétzliche
Druckabfall als Quotient aus der gemessenen Kraft und dem Rohrquerschnitt
leicht errechnet werden (F/A). Beim Messen des Luftwiderstandes des Kdrpers
erscheint der zwischen den beiden Kanalenden auftretende Druckabfall als
die Summe zweier Druckabfalle

Ap (2a)

Einer dhnlichen Erscheinung begegnet man auch bei der sog. Schweb-
anlage (Bild 2c). Der im lotrechten Rohr durch die Rohrreibung der mit einer
Geschwindigkeit pg strémenden Luft verursachte Druckabfall (ApO) erhdht
sich um einen zuséatzlichen Druckabfall, wenn man im Rohr Kérnchen schweben
l1aRt. Der bei der Schwebung auftretende, zusétzliche Druckabfall ist dem
Quotienten aus dem Gewicht der schwebenden Kdérnchen und dem Quer-
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schnitt der Schwebanlage gleich. Wenn sich daher in der Schwebanlage n
Kdrnchen mit einem Einzelgewicht befinden, betrdgt der Druckabfall:

Ap —ApOA ~~ =
p p A

Aus den beiden Beispielen geht hervor, dafl, wenn sich in einem Rohr
Korper befinden und das stromende Gas auf diese eine Kraftwirkung ausibt,

Bild 3. Verlauf des zusatzlichen Druckabfalls

infolge der Wirkung der aerodynamischen Kréafte, auBer dem Druckabfall bei
Leerlauf noch ein zusdtzlicher Druckabfall entsteht, der unabh&ngig von der
Art jener Kraft ist, die der aerodynamischen Kraft das Gleichgewicht hélt.
(Im Falle des Windkanals hielten die Seilkréfte der Waage, im Falle der Schweb-
anlage hielt das Gewicht der aerodynamischen Kraft das Gleichgewicht.)
Der zusatzliche Druckabfall kann immer als Quotient aus der Summe der auf
die Kodrper wirkenden aerodynamischen Kréfte (27i\) und dem Rohrquer-
schnitt bestimmt werden:

4Pz =, ()

Ahnlich verhilt es sich im Falle einer pneumatischen Férderung. Bild 3
zeigt ein lotrechtes Forderrohr, in welchem sich die Kdérnchen bereits mit der
dem stationdren Betrieb entsprechenden Geschwindigkeit vabewegen. Im unter-
suchten Rohrabschnitt befinden sich n Kérnchen. Aufjedes einzelne Kérnchen
wirkt die aerodynamische Kraft Fv Diese h&lt der Summe aus dem Gewicht
des Korns und aus der auf das Kdrnchen wirkenden Zuruckhaltungskraft
das Gleichgewicht (Gt -|- SX.
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Der Druckabfall in einem lotrechten Rohr der Ldnge | betrdgt daher
wéhrend der Materialférderung

4Pf= 4po+ APz ©)

Aus den im obigen entwickelten physikalischen Grundlagen des Druck-
verlaufes folgt, daB die Berechnung des zusétzlichen Druckabfalls auf Grund
der Untersuchung der auf die Kodrnchen wirkenden Kréafte vorgenommen
werden kann.

I11. Ausgestaltung des Druckverlaufes in einem lotrechten
Forderrohr bei stationdrer Forderung

Die bei lotrechter, station&rer pneumatischer Férderung auf die im
Rohr befindlichen einzelnen Kdérnchen wirkenden Krafte veranschaulicht das
Bild 3. Der zwischen den beiden Enden eines Rohres der L&nge | auftretende
Druckabfall kann unter Berlicksichtigung der Kraftwirkungen aus der Formel
(3) errechnet werden.

Der Druckabfall bei Leerlauf (ApQ) ergibt sich aus der bekannten Bezie-

hung:
J o]

NPo = *— (4)

Der zusdtzliche Druckabfall kann aus den auf die einzelnen Kdrnchen
wirkenden dynamischen Kraften ermittelt werden. Wenn sich im Rohr der
Lange | gleichzeitig n Kdérnchen befinden, ist

4Pz = . 2a
A (22)

Bei stationdrer Fdrderung folgt aus dem Gleichgewicht der Krafte:
Fr"G .+ S,. (5)

Dementsprechend setzt sich der zusétzliche Druckabfall aus zwei Teilen
zusammen:

Apz = Apo + Aps, (6)

wo

Apa — Zir
P A
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den Druckabfall aus dem Hub des Fdrderguts und

den Druckabfall aus den, auf die Kdérnchen wirkenden Zuriickhaltungskréften
bedeutet. Die auf die Kdrnchen wirkende Zurlckhaltungskraft (SJ kann vom
Anprall der Kdrnchen an die Rohrwand (Dunnstromfdrderung), von der
Reibung der Kdérnchen an der Rohrwand (Dichtstromférderung) oder von
beiden gleichzeitig auftretenden Kraftwirkungen (gemischte Férderung) her-
rihren.

a) Druckabfall durch den Hub der Kdrnchen (Apo) entsteht aus der
Wirkung des Gewichtes des im Rohr der L&nge | gleichzeitig anwesenden
Gutes (hGj). Die GroRe dieser Wirkung kann sowohl aus dem Laufmeter-
gewicht des Fordergutes (nGx= lqga), als auch aus der Férdergutmenge berech-
net werden

A vaA

Zur Restimmung von ApQ muB man die Foérdergeschwindigkeit va kennen.

b) Der durch die Zurickhaltungskréafte verursachte Druckabfall kann
nicht aus einer einzigen Formel berechnet werden, weil die Zurickhaltungs-
kraft das Ergebnis verschiedener, sich der jeweiligen Férderungsform anpas-
sender Wirkungen ist.

Die die Bewegung des Kdérnchens hindernde Kraft (Zurtckhaltungskraft)
kann durch den Anprall des Kérnchens an die Rohrwand verursacht werden (Dinn-
stromforderung). Die beim Anprall eintretende Verminderung der kinetischen
Energie kann durch die Arbeit ersetzt werden, die die stdndig wirkende Kraft
Sxauf dem Weg I leistet. Das Kdrnchen prallt in den Abstdnden | an die Rohr-
wand und verliert hei jedem Anprall einen Teil | £ seiner Rewegungsenergie,
wo £ einen Reiwert fliir die Rerechnung der Abnahme der kinetischen Energie
infolge von StéBen je Im bedeutet. (Die MaReinheit dieses Beiwertes ist m_1.)
Dieser Energieverlust ist der Arbeit gleich, die die als stdndig wirkend gedachte
Zurickhaltungskraft leistet:

Z£ m. Vi = ZSX

Hieraus ergibt sich die durch den Anprall erweckte und als stdndig wirkend
gedachte Zurickhaltungskraft zu

mlva

8
2 (8)
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Im Falle von durch den Anprall verursachter Zurickhaltungskraft kann
der auftretende Druckabfall durch Einsetzung von nSJA aus der Formel

jt v
S2gA

und der Beiwert £ [m_1] aus dem bei der Forderung auftretenden Druckabfall
bestimmt werden. Letzterer ist ein Stoffwert. Messungen haben erwiesen, dal
die GroBe £, solange sich das Foérderungsbild (Dinnstromfdrderung) nicht

ApD<p/nf]

Bild 4. Druckabfélle bei der lotrechten stationdren Fo6rderung von Weizen (Qa=1,9 kp/s
D= 130 mm, | — 1,0 m)

&ndert, von den technischen Kennwerten der Férderung (4, Froude-Zahl usw.)
unabhdéngig ist.

Die Ergebnisse der bei der pneumatischen Fdrderung von Weizen vor-
genommenen Druckmessungen sind im Bild 4 bzw. 5 dargestellt. AuBer dem
durch Messungen bei stationdrer Forderung festgestellten Druckabfall (Ap/)
und dem Druckabfall bei Leerlauf (Ap0O) sind auch die — in Kenntnis der
Fordergutgeschwindigkeit bestimmten — Druckabfalle Apa und Ap$ ver-
anschaulicht. Das Bild 6 zeigt den Verlauf der Druckabfille Ap$ als Funktion
der Fordergutgeschwindigkeit, wie sie sich aus weiteren Versuchen der pneu-
matischen Weizenférderung ergaben. Der fur die lotrechte Fdrderung des
Weizens zur Berechnung der Abnahme der kinetischen Energie kennzeich-
nende Bewert ist:

{*«= 0,185 m -h
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ApOd/n?]

Bild 5. Druckabfélle bei der lotrechten, stationdren Férderung von Weizen (Qa= 0,83 kp/s,
D= 130 mm, I = 1,0 m)

Alkphd

Bild 6. Der durch StéRe der Kérnchen verursachte Druckabfall als Funktion der Férdergut-

geschwindigkeit bei der Fdorderung von Weizen (1=1 m, D = 130 mm und bei Kurve J:

Qa= 0,83 kp/s; bei Kurve 2: Qa— 1,3 kp/s; bei Kurve 3: Qa= 1,9 kp/s; bei Kurve 4: Qa=
= 2,5 kpl/s)
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Dieser Wert ist, wie dies Versuche mit Rohren verschiedener Abmessungen
ergaben, unabhdngig vom Rohrdurchmesser, doch spielt er, wie dies aus den
spéteren Ausfihrungen hervorgeht, im Zusammenhang mit der Festkdrper-
Gasgeschwindigkeit eine bedeutende Rolle.

Die Zurickhaltungskraft kann auch vom Gleiten der Kdérnchen entlang
der Rohrwand, d. h. von der Reibung herrithren (Dichtstromférderung). Erfah-
rungsgemdnR ist in diesem Falle die Zuriickhaltungskraft dem Gewicht des
Kdrnchens proportional

S, = kGx. (10)

Der infolge der durch die Reibung verursachten Zurickhaltungskraft auf-
tretende Druckabfall ergibt sich durch Einsetzung von nSJA aus der Formel

APs = Ik-EVL;-. ul)

Der Proportionalitatsfaktor k kann aus der GroRe des wahrend der Férderung
auftretenden Druckabfalls bestimmt werden [12].

Die Zurickhaltungskraft kann durch die gleichzeitige Wirkung von Reibung
und StoR ( Ubergangs- oder gemischter Forderungszustand) ausgeldst werden.
In solchen Fé&llen ergibt sich der Druckabfall als die Summe von (9) und (10):

= I"Qaf)a_ + lk _Qa_
20 A Ava

Sonstige, die Bewegung des Kdérnchens hindernde Wirkungen, wie z. B.
die Wirkung der durch den Zusammenstofl der Kdérnchen verursachten Deforma-
tion, kdnnen vernachlassigt, bzw. mit den im obigen errechneten Druckabféllen
beriicksichtigt werden. So wird z. R. die Reibung der Kdrnchen aneinander in
Form der Wandreibung auf die Rohrwand Ubertragen.

Aus obigem folgt, daR der von den St6Ben der Kdérnchen an die Rohr-
wand (oder von der Reibung verursachte) Druckabfall nicht mit der sog.
Reibungsschubspannung ausgedriickt werden kann, wie sie Barth [2] analog
der bei der Stromung von Gas an den Rohrwénden auftretenden Gleitspannung
mit der Formel

(T P— (13)

angeschrieben hat. Dies wirde bedeuten, daR die von StéRen (oder von der
Reibung) der in einem Rohr der L&nge | befindlichen Kd&rnchen verursachte
Kraftwirkung (Fs) auch vom Rohrdurchmesser abhé&ngig ware:

Fs=Dnlr., (14)
was aber unvorstellbar ist.
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Die in den MefRergebnissen beobachteten Widerspriiche wurden dadurch
eliminiert, daf die GréRe A* als verdnderlich angenommen und die Verdnderung
als Funktion der Froude-Zahl angegeben wurde. Der Froudesche Ausdruck
wurde mit dem Rohrdurchmesser in der Form Fr = Vgj*gD aufgeschrieben.

IV. Geschwindigkeitsverhéaltnisse bei stationarer
Foérderung im lotrechten Férderrohr

Wie aus obigen ersichtlich, ist zur Bestimmung des zusétzlichen Druck-
abfalles auch die Kenntnis der Fordergutgeschwindigkeit notwendig. Die For-
dergutgeschwindigkeit kann aus der Untersuchung der auf das Kdrnchen
wirkenden Krafte ermittelt werden. Es wirken auf das Koérnchen, auBer der
Schwerkraft, die aerodynamische Kraft (Triebkraft) Fx und die Zuriickhal-
tungskraft Sv In Kenntnis dieser kann die Fordergutgeschwindigkeit errechnet
werden.

Da die aerodynamische Kraft und die Zuruckhaltungskraft von der
Forderungsart und der Art des Kdrnchens abhé&ngig sind, h&dngt die GroRe
der Fordergutgeschwindigkeit nicht nur von den betriebstechnischen Kenn-
werten der Férderung (z. B. von der Stromungsgeschwindigkeit des Gases) ab.
Die auf ein Kdrnchen wirkende aerodynamische Kraft

(15)
29

kann mit dem konstanten W iderstandsfaktor Ce berechnet werden, wenn die
dem Kodérnchen entsprechende Reynoldssche Zahl

(16)

103 < BeO< 2 « 105
ist.
Wenn die dem Kdrnchen entsprechende Reynoldssche Zahl Re0 <[ 1 ist,
kann man die aerodynamische Kraft aus der Formel

Ft — 3 nrjg dow a7
bestimmen.

Wenn die dem Kdérnchen entsprechende Reynoldssche Zahl 1 <Re0<
< 103ist, ist die Anwendung der Beziehung (15) gebrduchlich, doch muR die
der Reynoldsschen Zahl entsprechende Anderung des W iderstandsfaktors in
Betracht gezogen werden.
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Die die Bewegung des Kdrnchens hemmende Kraft (Zurickhaltungs-
kraft) kann von StoRen herrihren, dann ist laut (8)

oder durch Reibung verursacht werden, dann ist laut (10)
= kG1,

oder durch beide, gleichzeitig wirkenden Kréfte ausgeldst werden.

Die bei der Forderung auftretende Fordergutgeschwindigkeit, folglich
auch die zu ihrer Berechnung notwendige Beziehung, hdngt auch von der
Art der auf das Kdérnchen wirkenden Trieb- und Zurickhaltungskraft ab.

Im folgenden werden die typischen Félle behandelt.

a) Die Triebkraft ist dem Quadrat der relativen Geschivindigkeit propor-
tional die Zurlckhaltungskraft verursacht StoRe (8). Dieser Fall tritt
bei der mit grofer Geschwindigkeit vorgenommenen Fdrderung von grof3-
kérnigem Material (z. B. Getreide) auf.

Die Beziehung der Fordergutgeschwindigkeit und der relativen Geschwin-
digkeit zur Gasgeschwindigkeit kann aus dem Gleichgewicht der Kréafte
bestimmt werden:

nF1= lga+ A Aps.
Da aber
n=1Il~a=Il—— und 0qa Qa
Gi vaGi

sind, ergibt sich durch Anwendung der Beziehungen (9) und (15), ferner durch
Einfohrung der sog. Fallgeschwindigkeit (oder Schwebegeschwindigkeit):

(18)

fur den Zusammenhang zwischen mittlerer relativer Geschwindigkeit und
mittlerer Fordergutgeschwindigkeit die Beziehung:

(19)

Setzt man nun den Ausdruck
(20)
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ein, so erhdlt man die mit der Gasgeschwindigkeit ausgedriickten und zum
unmittelbaren Gebrauch geeigneten Formeln

K K2 ml+Kvl
W —— Ve + (19a)
I -K (1 Ky I -K
und
vli—wl (19b)
I-K 1 (1 Kkt 1«
(K = I n>0/2g ist eine abgeklrzte Bezeichung).

Aus den obigen Ableitungen geht hervor, daR die Beziehungen zwischen
den Geschwindigkeiten vom Rohrdurr hmesser und von der Menge des Forder-
gutes unabhéngig sind.

Bild 7a zeigt die auf Grund der Formeln (19), (19a) und (19b) berech-
neten Geschwindigkeitsverhdltnisse (wo= 9,5 m/s; f = 0,185/m), im Falle
stationdrer, lotrechter Férderung von Weizen. Zum Entwurf der Férderungs-
lage kann das Bild 7b unmittelbar gebraucht werden. Die hier dargestellte
Linie vs — n® beweist, dal die Fodrdergutgeschwindigkeit nur mit grober
Annédherung als Differenz der Gasgeschwindigkeit und der Schwebegeschwin-
digkeit berechnet werden kann. Die beiden im Bild bezeichneten Punkte sind
Ergebnisse der von Ahland [18] im Rahmen von Weizenférderung vor-
genommenen Messungen.

In der pneumatischen Dinnstromférderung hat Yollheim mit Glas-
kugeln unterschiedlicher Durchmesser Fordergutgeschwindigkeiten gemessen
[11]. Die im Bild 8 dargestellten Punkte zeigen die von Vollheim in Forder-
rohren von 64 mm, 82,5 mm und 101 mm Durchmesser gewonnenen MefRergeb-
nisse. Die eingezeichneten Kurven wurden auf Grund obiger Geschwindigkeits-
berechnungen bestimmt. Die mit Hilfe des obigen Berechnungsverfahrens

Tafel 1
do [mm] f [m—] wo [ns] c.
11 0,348 9,0 0,44
L9 0,324 11,0 0,44
4,5 0,356 17,0 0,44

errechneten Kurven stimmen mit den MeRpunkten gut UGberein. Im Laufe
der Berechnung ergaben sich die in der Tafel | angefihrten Werte flir den
Beiwert I, fur die Schw'ebegeschwindigkeit wo und fur den aerodynamischen
W iderstandsfaktor Ce, dessen Wert sich dem Saugférderungszustand ent-
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wlm/s]

Bild 7. Beziehungen der Geschwindigkeiten bei der lotrechten, stationdren Fdrderung von

Weizen: die relative Geschwindigkeit als Funktion der Férdergutgeschwindigkeit (a); die

Fordergutgeschwindigkeit und die relative Geschwindigkeit als Funktion der Gasgeschwindig-
keit (6)

sprechend bei Annahme des spezifischen Gewichtes der Luft mit yg =
1,15 kp/m 3 ergab.

Die nahezu konstante GroRBe des Beiwertes | fir die Berechnung der
Abnahme der kinetischen Energie infolge von St6Ren weist darauf hin, daf
dieser Faktor als Stoffwert gebraucht werden kann. Das zur Geschwindig-
keitsberechnung gebrauchte Verfahren zeigt, daB die auftretenden Geschwindig-
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vQ[m/s]

Bild 8c

Bild 8. Die gemessenen [11] und errechneten (fette Kurve) Werte der Férdergutgeschwin-

digkeit bei der lotrechten, stationdren Fdrderung einer Glaskugel vom Durchmesser d0 =

1,1 mm (a), 1,9 mm (b) und 45 mm (c); der Rohrdurchmesser D ist bei MeRpunkt joV
64 mm, (jo g 825 mm und I V f 101 mm

keitsverhdltnisse von der Fdrderleistung, vom Mischungsverhéltnis (Gutbela-
dung) und vom Durchmesser des Fdrderrohres unabhéngig sind, was auch die
MelRergebnisse Vollheims bestatigen.
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Die wahrend der Férderung auftretende relative Geschwindigkeit ist immer
groBer als die Schwebegeschwindigkeit. Diese »erhfhte« relative Geschwindigkeit
liefert wahrend der Forderung die Forderkraft, die naturgemdB groéRer als
das Gewicht des Fordergutes sein mufl (Fx”™> GJ.

b) Die Triebkraft ist der relativen Geschwindigkeit proportional (17), die
die Bewegung hemmende Kraft (Zurickhaltungskraft) wird durch StéRe (8)
verursacht. Dieser Fall tritt hei der Forderung feinkdrniger Stoffe (do < 80 /nT.)
ein, wenn die Kdrnchen hart und elastisch sind und sich im Férderrohr wah-
rend der Forderung an die Rohrwand prallend und nicht ldngs dieser gleitend
fortbewegen (Diunnstromférderung).

Die Beziehungen der Gasgeschwindigkeiten kénnen aus dem Gleichgewicht
der Krafte ermittelt werden:

Fr"G .+ S,

Die Beziehungen (17) und (8) eingesetzt und das Gewicht eines Kdrnchens
durch die Schwebegeschwindigkeit Gx= 3 dowo ausgedrickt, erh&lt man
den Ausdruck:

3nrjgdOw = 3 nrjgd()wo-f£ Giv\

und hieraus ist

Die Fordergutgeschwindigkeit kann auch mit Hilfe der Gasgeschwindig-
keit (20) ausgedrickt werden

Is2 29 (4w (21)
s2WB [tc O £w0

vn =

Die Geschwindigkeitsdnderungen sind fur diesen Fall in den Bildern 9a und
9b dargestellt. Das Bild stellt die Beziehungen der Geschwindigkeiten w(va)
und va(vg) sowie w(vg) fur Mehlkérnchen mit einem Durchmesser do= 80 fjm
(spezifisches Gewicht ya= 1300 kp/m 3, Schwebegeschwindigkeit wo = 0,25 m/s
und Beiwert f = 0,2 m_1) dar.

Wie aus dem Bild ersichtlich, ist im Falle der pneumatischen Fdrderung
feinkodrniger Stoffe die relative Geschwindigkeit wesentlich groBer als die
Schwebegeschwindigkeit.

c) Die Triebkraft ist dem Quadrat der relativen Geschwindigkeit propor-
tional (15), die Zurickhaltungskraft wird durch die Reibung ausgeldst (KO ). Dieser
Fall tritt bei der Forderung grofRkérniger (do> 1 mm), weicher Stoffe auf.
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vind]

Bild. 9. Beziehungen der Geschwindigkeiten bei der Férderung von Mehl (d0 = 80 (im, ya=

= 1300 kp/m3 w0 — 0,25 m/s, £ — 0,2 ni—): die relative Geschwindigkeit als Funktion der

Fordergutgeschwindigkeit (a), die Fordergutgeschwindigkeit und die relative Geschwindigkeit
als Funktion der Gasgeschwindigkeit (6)

Ahnliche Beobachtungen kann man auch hei Férderungen mit groBer Gut-
beladung machen, wo sich auch die elastischen Kdrnchen wegen der Dicht-
stromfdrderung von der Rohrwand nicht entfernen kénnen und gezwungen
sind, entlang dieser zu gleiten.

Die Beziehungen der Geschwindigkeiten kénnen aus dem Gleichgewicht
der Kréafte bestimmt werden:

Fr"G .+ §S,.

Die Beziehungen (15) und (10) eingesetzt und Gxmit der Schwebegeschwindig-
keit nach (18) ausgedrickt, erhélt man

w = wQ]j\-\-k = konstant (22)
und die Fordergutgeschwindigkeit
va= W—wOYl-\-k « (23)
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Die Geschwindigkeitsdnderungen nach den Formeln (22) und (23) ver-
anschaulicht das Bild 10, wo die Daten beziglich der Férderung von Grob-
schrot (Halbprodukt der Millerei) angegeben sind. Hier sind der Berechnung
die Werte do= 1,5 mm, wo= 3,3 m/s und k = 0,8 zugrunde gelegt.

d) Die Triebkraft ist der relativen Geschtvindigkeit proportional (17), die
Zurickhaltungskraft entsteht aus der Reibung (10). Dies ist hauptsdchlich dann
der Fall, wenn feinkdérniger Stoff mit grofer Gutbeladung gefdrdert wird.

vw[mis)

Bild 10. Beziehungen der Geschwindigkeiten bei der Férderung von Grobschrot (Halbprodukt
der Mdllerei); da= 1,5 mm, ya= 1300 kp/m3, w0 — 3,3 m/s, k = 0,8)

Die Geschwindigkeitsverhdltnisse kdnnen auch hier aus dem Gleich-
gewicht der Krafte ermittelt werden:

i"Ct + Sf

Setzt man nun fir das Gewicht eines Kdrnchens Gx= 3 LW %d0ivo und die
Ausdricke (10) und (17) ein, so erh&lt man den Ausdruck:

3 m)gd,,w = (1 -f- k) 3 nrjg dawo.

Nach Kirzung gelangt man zum Ergebnis

w = (1 -f- k) Wg= konstant. (24)
Die Fordergutgeschwindigkeit liefert die Beziehung
va= Vg— (1 + K) wo. (25)

Die Geschwindigkeitsverhdltnisse weisen auch hier den aus Bild 10 ersicht-
lichen Charakter auf.
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V. Druckverhdltnisse ldngs der lotrechten Beschleunigungsstrecke

In dem der Zufiihrung der Kdérnchen folgenden Rohrabschnitt, ldngs
der sog. Beschleunigungsstrecke erfolgt die Beschleunigung der gefdrderten
Kdérnchen. Ihre Geschwindigkeit wird in diesem Abschnitt von der praktisch
vai = 0 Geschwindigkeit auf die stationdre Betriebsgeschwindigkeit va erhdht.
(Die momentane Fdrdergutgeschwindigkeit betrdgt ldngs der Beschleunigungs-

Bild 11. Anderung der Férdergutgeschwindigkeit und des Drucks langs der Beschleunigungs-
strecke

strecke vai) Die Druckédnderung dp/dl entlang des Rohres ist infolge der
Beschleunigung der Kdrnchen groRer als die im Abschnitt der station&ren
Forderung.

Die Anderungen der Fordergutgeschwindigkeit und des Druckabfalles
sind im Bild 11 veranschaulicht. Die eingehende Priifung der Beschleunigungs-
strecke [7] zeigt, daB sich die Fordergutgeschwindigkeit asymptotisch der
Fordergutgeschwindigkeit des stationdren Zustandes ndhert, weshalb die
Beschleunigungsstrecke als unendlich lang angenommen werden kann. Die
Beschleunigung der Kérnchen kann man aber als beendet betrachten, wenn
die Fordergutgeschwindigkeit die des stationdren Abschnitts mit einer Abwei-
chung von etwa 5% erreicht hat. Die so gedeutete Strecke heilt Beschleuni-
gungsstrecke /, und die zur Zuricklegung dieser Strecke erforderliche Zeit-
dauer ist die Beschleunigungszeit (i,).

Die bei der Foérderung von Stoffen ldngs der Beschleunigungsstrecke
auftretenden zusétzlichen Druckabfédlle sind wesentlich groRBer als die im
stationdren Fdrderungszustand. Die Berechnung kann auf Grund der auf die
Kdérnchen wirkenden Kréfte vorgenommen werden.
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Laut Bild 12 befinden sich in einem elementaren Rohrabschnitt der
Lange dl n Kdrnchen. In diesem Rohrabschnitt betrdgt der elementare Druck-
abfall

Apri= — = —(Fj-f-Gi+sJ

wo Fd= Fx— (Gr -f- SX) ist und die auf das Kdrnchen wirkende Beschleuni-
gungskraft bedeutet.

Bild 12. Die auf ein Kérnchen wirkenden Krafte langs der Beschleunigungsstrecke

Den drei Kraftwirkungen entsprechend kann der ldngs der Beschleuni-
gungsstrecke auftretende zusdtzliche Druckabfall aus drei Teilen errechnet
werden:

4Pzi = [OpaA-ApaiA-ApSi. (26)
Hier bedeuten
Apa Druckabfall aus der Beschleunigung,'
Apgi Druckabfall aus dem Stoffgewicht,

Apsi Druckabfall aus den Zurickhaltunsgkréaften.

a) Der Druckabfall aus der Beschleunigung (Apa) liefert die zur Beschleu-

nigung der Kdornchen erforderliche Kraft (bei | = 0 ist vai = 0):
apa=f« di=f—-~d1 =\ J_dvai: . 27)
JO gA Jo vai gA gA JO gA

b) Der zum Hub der Kdérnchen notwendige Druckabfall (Apai) ist
in der Beschleunigungsstrecke grofer als der Druckabfall, der zum Hub der
Kdérnchen in einem Rohrabschnitt des stationdren Forderbereichs erforderlich
ist. Dies findet seinen Grund darin, dalR sich in der Beschleunigungsstrecke
infolge der kleineren Fodrdergutgeschwindigkeit mehr Kdrnchen befinden als
in einem gleich langen Rohrabschnitt des station&dren Fd&rderungsbereiches.
Ladngs der Beschleunigungsstrecke &ndert sich das Fdérdergutgewicht je Ifm
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(qai) in Funktion des Ortes und im umgekehrten Verhdltnis zur Foérdergut-
geschwindigkeit.
Der zum Hub der Kérnchen bendtigte Druckabfall:

Zur Bestimmung des Druckabfalles Apa muB man daher entweder die Funk-
tion Fordergutgeschwindigkeit-Rohrldnge vai(l) oder die sog. Beschleunigungs-
zeit (i,) — die zur Beschleunigung der Kdrnchen erforderliche Zeitdauer —
kennen. Die Funktionen vai(l) und t(hdngen auch von der Art der auf das Kdérn-
chen wirkenden Zuriuckhaltungskraft ab. Fir den Fall, wo die Zurlckhal-
tungskraft von St6Ren herrihrt, kénnen Ldsungen dem Schrifttum [7] ent-
nommen werden.

c) Der durch die Zurtckhaltungskrafte verursachte Druckabfall (Apsi)
nimmt auch ldngs der Beschleunigungsstrecke, den unterschiedlichen Arten
der Zurlckhaltungskréfte entsprechend, verschiedene Formen an. Die Berech-
nung kann nach Kapitel 11l vorgenommen werden.
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Velocity and Pressure in Vertical Pneumatic Conveying. The additional pressure drop
at pneumatic conveying can he calculated from the forces acting on the transported particles.
For uniform vertical transport the additional pressure drop (Zdpz) results from the weight-
lifting pressure drop (zlpg) and the pressure drop of the retaining forces (Zips). The pressure
drop zips cannot be calculated with one formula, because it depends on the form of conveying.
The mean velocity of the material, developing during the uniform vertical transport can
be determined from the forces acting on the particle. The formula suitable for determining
material velocity is of different shape according to the kind of transportation (thin-flow con-
veying, dense-flow conveying) and to the kind of the transported particle.

Pexxmm ckopocTell 1 faBneHuii, hopMmupytouiics B NpoLecce BEPTUKaIbHOTO MHEBMATH-
yeckoro TpaHcropta (/1. MNanaid). [JononHUTeNbHOe NajeHve AaBNEHNs, UMeoLLiee MECTO Mpu
NMHEBMATUYECKOM TPAHCMOPTe, MOXXHO BbIYMC/IUTL HA OCHOBE CUfI, AEMCTBYIOLLMX HA TpaHCcrop-
TUpYyeMble 3epHa. [ONoNHUTENbHOE NajieHVe JaB/eHNsl B CllyYae BEPTUKa/IbHOro PaBHOMEPHOIO
TpaHcnopTa c/laraeTcsl M3 najeHvsi IaBneHns oT Nnodbema rpysa v nafieHnsl AaBrieHUst oT Top-
MO3SILLUX YCUNNIA. BbluncieHne NaaeHns JaBNeHUst HeMb3st BbINOSHATL NPV NMOMOLLM eaVHOi (op-
My/bl, TaK Kak TO 3aBMCMT OT (hopMbl TpaHcnopTa. CpefHsas CKOpocTb MaTepuana, (hopMupyro-
Lascs NpU BepTMKaSbHOM PaBHOMEPHOM TpPaHCMopTe, MOXET 6biTb BbIUMC/IEHA HA OCHOBE Aeii-
CTBYIOLIMX Ha 3gpHa cun. dopmyna, NpurogHas Ans onpeaenieHUst CKOpocTW maTtepuana, siB-
NSIETCA Pa3INYHOMA 1 3aBUCMT OT (HOPMbl TPaHCropTa (TPaHCMOPT B HEMJIOTHOM MOTOKeE, TPaHC-
nopT B N/IOTHOM MOTOKE) U OT BWAa TPAHCMOPTUPYEMbIX 3€pPeH.
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BENDING ANALYSIS OF SYMMETRICALLY OR
ANTIMETRICALLY LOADED STRAIGHT-EDGE SHELLS
WITH SURFACES OF FOURTH ORDER
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Shells with mediane surfaces of higher than second order will have equations with
variable coefficients. There exists a special analytical method to face the arising difficulties,
otherwise the method of finite differences has to be applied. These two methods will be pre-
sented in detail first for general cases, and then on data of an erected shell structure checked
by a model test. Both methods will be numerically compared and theoretically evaluated

1. Introduction

Often it is advantageous both from architectural and structural aspects
for a shell to have at least two opposite rectilinear edges. Among easy to cal-
culate surfaces of second order, this condition is only met with by cylindrical
shells. Since, however, this has a one-way curvature, great bending moments
arise in case of large spans, requiring great wall thicknesses for the sake of
stability. Thus, it is advisable to apply doubly curved shells. In these cases,
however, straight edges belong only to at least fourth-order surfaces.

Fig. 1 shows three alternatives of shells with mediane surface

z= Ax2+ By2-- Cx¥y2 1)

Conveniently assuming constants A, B and C, hyperbolic or elliptic surfaces
can be developed with two opposite rectilinear edges (Fig. la and 6, resp.),
and even all four can be made to be straight (Fig. Ic).

Forces arising in these shells cannot be described by the membrane
theory, because important moments are likely to arise in their flattening
extreme regions. It is theoretically impossible, indeed, to ensure equilibrium
by mere membrane forces. On the other hand, however, these shells can be
considered fairly accurately as shallow — just because their edges flatten.
So, they can be treated according to the bending theory of shallow shells.

*Dr. Kollar L., Karap u. 9, Budapest X 11l., (Hungary)
** Gardonyi Z., Ormodi u. 15/a, Budapest X11., (Hungary)
*** Holnapy D., Ov u. 150., Budapest X1V ., (Hungary)
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A solution will be presented for two kinds of load: total and antimetric
(Fig. 2), uniformly distributed loads. (One-sided load can be obtained as a sum
ofboth.)

Assumptions on edge supporting conditions are:

The shell is hinged at the edges, hence both deflection w and bending
moment normally to the edge are zero:

w= 0 (2a)
and

a_ (2b)

3an2

where w — deflection
n = direction normal to the edge.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



BENDING ANALYSIS 107

Edges do not resist any horizontal force, hence the membrane com-
pression normally to the edges is zero:

nn= 0. (2¢c)

Fig. 2

Finally: the shell edge is prevented from displacement tangentially to
the edge beam. Hence, the strain and consequently the membrane compres-
sion along the edge is zero:

ns= 0. (2d)

where s=direction parallel to the edge.

Thus, edges support only vertical and tangential forces. For the shell
the first is a bending shear, and the second a membrane shear.

2. Kinds of solution

The first solution to be presented is an analytical one, thereafter appli-
cation of finite difference equations will be described. Finally, accuracy and
convergence of both methods will he examined on data obtained on the shell
structure referred to in [4] and compared to model test results, leading to prac-
tical conclusions on the applicability of each method.

3. Solution by the analytical method

The analytical solution is based on the differential equations of bent
shallow shells. Neglecting the transverse contraction (v= 0) and taking into
account only vertical loads, the compatibility and equilibrium equation of
shallow shells will assume the form (see e.g. [1]):

AAF + D mLw = 0, (3a)
K «AAw — LF = p, (3b)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



108 L. KOLLAR et al.

where 1'(x.y) membrane stress function,
w(X,y) vertical displacement of the shell surface,
N = 8w2+ 92/8y2 the Laplace operator,

L = djdx2 828y2 —
— 2022/8*8y 9*8y +

+ 8 Z/8y2 82/8*2 the Pucher operator,

D = Et tensile stiffness of the shell,

K = Et312 bending stiffness of the shell,
t shell thickness,

p vertical load.

Assumed boundary conditions are most easily met by expanding both F
and w into double Fourier series (Navier solution).

3,1 Solution for a symmetric load

In case of symmetric loads, the Navier solution will be:

F = Frmn cos &m a: mcos cony , (4)
m n
w = J? MTTCOS tvmX mcos mny, (5)
m n
where
&am=m — (6a)
a
om= n— , (6b)
b

and m,n—1,3,5, ..
Assuming a constant load, it will be expanded into double Fourier series:

P = AP mn coswmXmos cony . (7a)
m n

Substitution of Eqs (4), (5), (6) into Eqs (3a, b), needs an even number of
differentiations with respectto x ory, thereby recovering terms cos comx cos cory
unaltered, possibly multiplied by even functions of x or y. Besides, a mixed
derivative with respect to x and y has to be developed, leading to terms
sin (Omw sin mry, to be multiplied by a term (x ey). Thereby, with respect to
either x ory, a product of two odd functions will result, leading again to an
even function in both directions.

Thus, the equations will include only even functions, but some trigono-
metric terms will have variable coefficients. This difficulty was faced by
Szmodits [6] by again expanding these terms with variable coefficients into
Fourier series. Thereby, variable coefficients vanish, and all terms will contain
trigonometric functions of the form cos (Onx « cos mrny, permitting a simplifica-
tion, leading to a simple linear equation system for coefficients Fmn and wmn.
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This is what Szmodits did for a symmetric load in [6]. Essentials of
his solution will be presented here, partly for the sake of completeness, and
partly to unify treatment.

For the constant load intensity (p0), coefficients pmn (7a) will take the
form:

Pmn = i~ (-ip + " -2 (7b)
mti

Applying operator L to formula (4) of F:

L-F=—2 )H/ o {[(A+Cy2) 0B+ (B + Cx2)w\\ mosco x mcoso y +
+ 4 Cxyco” meesin co*x- sin coy ), (8)
where fi — 1,3,5... , and g= 1, 3,5 ... (fi, g replacing subscripts m, n for

the sake of later calculations).

Trigonometric terms within clamped brackets multiplied by x2y2 and
xy will again be expanded into Fourier-series of the form cos bITx ¢ cos cory
requiring integrations:

For fi m and g” n:
f+aR2
11 ~2EC0S (0 X mMCOS comX miX =
J -al2
! 2a 2 a (9)
( pTma2 (_N(/<+m)y2
2 («U "m)2 (% + "71)2
r+bl2
l4= y esin cey cos cony mdy =
'-bl 2 12)
X ( Dee+nsan (1)< M2
2
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And fory = m and g= n:

r+al2 3
I 1 X 2m0s Cd\x ®O0S comx mdx a 2 (13)
5 \]'-aB 24 4 cobh

e+ 6/2 ' b3
] y 27cos cogy mcos cony mdy (14)

\] ‘612 " 24 4 V)2

r+al2 a
T7 1 J X BBin coa x MCOS com x mdx (15)

'-aB 4 com

M-6/2 b

[

I | y sin y Hcos cony mly (16)
Vo) g a 4 o

Applying the above integrals, the repeatedly expanded form of (8) will be:

L= — Yy J? e mn ECOS COMx MCOS CONY (17)
la q m n

with coefficients

PA m,B” n: E%n = 32 Ccomco cona (- l)(m+,+n+ep. 1 1 , (18)
Ki~K mn @

H= m, Q= n: E%n = 2 (Aco2+Bcol) + _6 (b2co2¢ a2 co2) , (19)
. 2 1 2

HA m,g= n: E*n= 8Ccomoo (—4)(M*<+?"2 * (20)
"V «~KY

fi= m.e~ n: E%n = 8 Cco, cofi(- I<"+*+2>2 £ 4k (21)
K -to2)2

The same operation on the w series leads to:

L w=—Y, E Z, mcos com X mcos mny (22)
f Q m I

where E~n can again be obtained from Eqs (18) through (21).

Now, making use of (17) and (22) and substituting (4) and (5) into Eqs
(3a, b), the equations decompose for different m and n values. Simplification
by expression (cos comx e cos cory) occurring in each term results in a linear
equation system for coefficients Emn and w,jn.
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For a pair of values (ire, re) this takes the form:

Fmn(co2mcoR)2-D 2 = 0. (23)
fQ

K mvmn@E+ e 8)2+ 2 2 FAEZr = (- 1)<"+"-232. (24)

If an equal number of terms will be considered from expansions with respect
to both (X Qand m, re, then as many equations result as there are unknowns,
thus the equation system can be solved.

Thereafter, internal forces can be obtained from the known formulae:
d2F
8Y2
82F
dx2

82F
AXAY
2w
ax2

(25a-c)

"y

d2w
my=—K (25d-f)
QT

2w
m¥y = —K
axay
Their positive interpretation is seen in Fig. 3. (A positive bending moment
causes tension in the bottom fibre.)

Formulae for internal forces in particular are:

rex = — 2 2 Fmn WA mcos tomX mcos mny
m n

ny ——2 2 Fmnmmcos @m X -cos (Qny (26a-c)
m n

nxy — Y ¥ F Ivmmnsmmmx min cony

=+ * 2 2 wmn (0SemxC0Sfflny
m n

=+ * 2 2 wmn €0S mm X < cos @y (26d-f)
m

- K 2 ™mne>m" Nl sm GINX-sin Ly
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Membraneforces

Fig. 3

3,2 Solution for antimetric loads

For shell structures (or their edge arches) in Fig. 1 the uniform load
antimetric in x may also he critical (Fig. 2). This problem can also be solved
according to the method presented in item 3,1. The load will now be expanded
into the series

p =" Y pmn-smcomx-cos(ony (27)
m n
with m= 2,4,6. ,and n= 1,3,5
Pmn 2P0 (U™ i m (28a)
n-Tn

for m = 2,6, 10, 14 ... and
(281)

for m = 4,8, 12 ...
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Due to antimetry, Fourier-series

F -~ Fmn sin com X ecos cony (29)
m n

and w—" A wmnsin @nXecos cony (30)
m n

will be assumed as stress and deflection functions. Application of operator L
needed for their substitution into Eqs (2) and (3) leads to

L-F=-222F,e{[{A+Cy2 O>*HBHC™) o1 .
u Q
(31)
«sin @ X.cos @@y —4 Cxy cog @ -cos @ X msin cogj}

where fj, = 2,4,6 ... and
qg= 1,3,5...

Integrals needed for the expansion of the term in brackets into Fourier
series of form sin co,x ¢ cos cogy are:
For [i® m and g” n:

ra/2
J9= X2sin co, X esin conX mx —
Jo (32)
L 2 . (_ (HHM2
2 (co + @nf

P
\T = COs 00 Xesin comXedx =

(33)
(= NU<+m)2 _ (L) (k+T)/2
2K -com) 2{CO0 +COm)
and for L= m and g — n:
rap
— §" Xemsin o, X min comX MIX = -----omeeooeoe- - _ (34)
J- * 48 8 ©2,
B ,
_—:I “cos 00, X *sin comX lﬂx = nm a (35)
8 con

Besides, also integrals (10), (12), (14) and (16) have to be applied, leading to
the following, repeatedly expanded form of (31):

L-F=—2 "~ F, 2 E%nesincmXmos cony . (36)
In 4 m n
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Formulae for coefficients are:
E%n = 32Ccomodlconaot( - iy m+*+HretW ' ,(37)
COm-°>1 Oj2n ~ 0}
H= m,Q—n: E%n = 2(Axa+ _6 (b2 c02+ a2a82) , (38)
&« m,o0= n: E%n = 8C comx,,(—I)(m+i)/2. (39)
« co®
4=m,Q"n: E%n= 8Conas(-1)"m . 0"+<B« (40)

(co2-ft)2)2

Application of operator L to deflection function w leads, with the same coeffi-
cients, to
L-M=--2 2 «w 2 Emnssin comX ecos cony . (41)
B Q m n
This all replaced into Eqs (3a, b), separating terms corresponding to different

(m, n) and simplifying by (sin (omx e« cos cory) leads to the following linear
equation system for coefficients Fmn and wmn:

Fmn K ,+c02)2- DZB 2Q «W E%n = 0, (42)

Kk mwmn (ft)2,+ @2)2+ q 2QEu,eET'V' = Fmn, (43)

where pm is defined by (28a—b).

Again, as many equations result as there are unknowns, if the number of
terms /Xand g is chosen equal to that of terms m and n, respectively. Internal
forces follow invariably from (25) and (26), in particular:

nx= —" Y Fmnoo@esin fjmx-cos wny ,
m n

ny =- 2 2 F mnoomsin fjfmX <cos cony , (44a-c)
m n

nxy = + A Emn mcomcon mcosiomx esinft)ny,
m n

mx = + K2 J? UWm @.sin fjmXacos Qhy

m n

Itly = -f- K — wmn Cn'sin Cmx 'cos ®nY i (44d-1)

m n

mxy -+ K JV wmnoom(on mcos (omx msin ft),,y .
m n
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4. Numerical solution

The numerical solution is based on the method of common finite diffe-
rences (e.g. in [5]). To this effect, F and w values along the edge and in a
(fictitious) row of points beyond the edge have to be determined.

According to boundary conditions for w (2a) and (2b), w assumes values

wout Wit

along the edge and in the two neighbouring row of points in conformity with
Fig. 4a (even for non-zero v).

Stress function F is restricted by boundary conditions (2c) and (2d).
The first of these stipulates 92.F/9s2 = 0, hence F can at most linearly vary
along the edge. Since, however, from the aspect of membrane internal forces
the constant and linear part of F is unimportant, F will be zeroed for the sake
of simplicity along the whole edge.

Boundary condition (2d) is equivalent to B2iI9n2= 0 defining F values
corresponding to Fig. 4b in the fictitious row of points adjacent to the edge.

According to all these, F and w are only unknown at points within the
edges. To write equations, F and w values valid along the edges and in the
fictitious row of points outside the edge are needed, these, however, are not new
unknowns. For instance, dividing the domain into 6 by 6 parts, we obtain 25
internal points, i.e. 50 unknowns equivalent to a linear equation system with
a 50 by 50 coefficient matrix.

Matrix A of the equation system will he of the structure [cf. Eqs (3a, b)]:

F P Q 1 F 1 Tro
[A] - 25x25  25x25 25x1 25x1 45
50X50 W R S w P (49)
_ 25x25 25x25_  _ 25xl_ L 25x1J
50x1
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Here, the first and the second 25 rows represent the compatibility equation
for the internal points (3a) and the equilibrium differential equation (3b),
respectively.

Thus, matrices P and — R contain biharmonic difference operators and
difference operators corresponding to the Pucher operator, respectively. Con-
sequently:

x5 =P Py e 95005 = K Py

This partitioned matrix will be inverted by the Frobenius method [3],
its essential steps being:
Wrrite the inverse matrix in the partitioned form

A 1= (46)

According to the definition of reciprocal matrices, A A 1 equals the unity
matrix E= AA*L
In particular:

PY+ QU PZ+ QV E O (47)
RY + SU RZ + SV O E
i.e.
PY+ QU = E,
PZ+ QV = 0O, (48a-d)
RY+SU = O,
RZ+ SV = E
Multiplying (48b) from the left by (—RP X and adding to (48d):
(S RP-1Q)V = E,
i.e.
V=( RP-1Q)1. (49)
From (48b)
Z = P-1(—QV) 50

In fact, thereby the problem becomes solved. Namely, Y and U are
unnecessary, the sought for vectors F and w being obtained from the operation

F 0 Y T 0
- A1 (51)
w p u VvV p.

where Y and U should be multiplied throughout by 0.
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Fig. 5

Fig. 6
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Thereby it is unnecessary to invert matrix A of the whole equation
system hut a few operations with partial matrices, each making up one quarter
of A and their inversion will do it, since right-hand sides of compatibility
equations are always 0.

Thereafter, the solution of the equation system will be checked by resub-
stitution. (Results may be further improved by the Southwell block relaxation
[2], this procedure cannot be proved, however, to be convergent in every
case.)

From the obtained F and w values, internal forces for each point can be
computed by difference expressions corresponding to formulae (25) and (26).

5. Determination of forces arising in the existing shell structure

For the sake of illustration, internal forces determined by the presented
methods of the existing shell structure (Fig. 5 and [4]) will be compared to
each other and to test data obtained on a 1 : 15 scale model of the structure

(Fig. 6). (Tests were directed by A. Szittner in the Laboratory of the Depart-
ment of Steel Structures of the Budapest Technical University.)

The main sizes of the structure are those shown in Fig. 7. For the sake
of simplicity, internal forces are referred to a load of 0,100 Mp/sq.m, uniformly
distributed in horizontal projection.

Six internal forces of the shell (nx, ny, nxy, mx, my, mxy) at 16 points
indicated on the ground plan, Fig. 8, have been calculated, partly by the analy-
tical method (item 3), taking into account 2 —2, 3 -3, 4 +4 and 5 -f- 5
terms of the double Fourier series for F and w, and then by the finite difference
method of item 4, dividing the shell in the ground plan into 6 by 6 fields.
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Results for symmetrical and antimetrical (Fig. 2) loads are compiled in Tables
S. 1 through S. 16 and A. 1 through A. 16, respectively, numbered according
to the 16 points shown in Fig. 8.

For a better illustration, the distribution of internal forces obtained by
the finite difference method (considered as exact), as well as values of deflec-
tion function w and stress function F have been plotted in diagrams,

namely, in Figs 9 through 16 and in Figs 17 through 24 for symmetrical
(total) and antimetrical loads, respectively.

During the model test, bending moments mx and my have only been
determined in the shell middleline (along the x axis), for symmetrical (total)
and unilateral loads (because of the difficulty to produce antimetrical loads).
Hence, the model test results were confronted in mx and my diagrams plotted
in a longitudinal section along axis x to those of the finite difference method
and to the moments obtained with 2 -f- 2 and 5 35 terms from the analytical
method (Figs 25 through 28). Model test data were connected by straight
lines, while calculated diagrams were indicated by curved lines — similarly
as in Figs 9 through 24.
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Fig. 15
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Fig. 23

In what follows, the finite difference method will be accepted as “exact
solution” to which the analytical method will be referred. Results lead to the
following conclusions, on advantages and disadvantages of each method:

The finite difference method is disadvantageous because of its high
computer time demand (2 to 3 hours in our example).

The analytical method is less exact. Nevertheless, a solution involving
2 + 2 terms yields a fair approximation, expecially for maximum stress
values. Increasing the number of terms increases the accuracy but only slowly.
Deviation maxima are found in ny values of Tables A.2, A.6 and A.10, as well
as in nxy values of Tables A.15 and A.16, partly attributable to the fact that
these spots are not maxima but here the curve ascends from 0 to the apex.
Hence, the respective curve sections obtained by the two methods are likely
to be shifted horizontally. On the other hand, here it appears what was said
on the convergence of the analytical method, namely, that no exact values
can be obtained even with 5 + 5 terms, or at least not at all points. Various
comparative calculations showed results to be considered really “exact” to
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p—T00 kp/m2(unilateral)

L. KOLLAR et al.

1WA

Fig. 27

p-100 kp/m2 (unilateral)

require about 12 to 15 terms in each direction. The computer time demand in

our example:

For 2 + 2 terms
3+ 3 terms
4 + 4 terms
5+ 5 terms

ference method.
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The main advantage of the analytical method was seen to consist in the
slight computer time demand (with 2 + 2 terms) to yield fair approximations.
Thus, it is suggested to he used for preliminary, approximative calculations.

Numerical values for internal forces obtained by different
methods at points indicated in Fig. 8.

Legend:
2+ 2 Number of terms taken into consideration from the Fourier-
3+ 3 series of the analytical solution
etc.
Diff. Solution by the finite difference method

nwv My, nX in Mp/m
mx. my, mxy in Mpm/m

Tables S.I through S.16

Internal forces for 100 kp/sq.m symmetric total load

Table S.I
*=0,y=0
nx nxy mx my mxy
2+ 2 — 7,115 —2,186 0 —0,0337 —0,0363 0
3+ 3 — 6,000 — 1,044 0 —0,0054 —0,0289 0
4+ 4 —6,216 1,272 0 —0,0344 —0,0351 0
5+5 —5,972 — 1,249 0 —0,0151 —0,0312 0
Diff. —6,563 — 1,466 0 —0,0250 —0,0338 0
Table S.2
*= 0/6,y =0
nX " nxy mx my mxy
2+ 2 —5,485 —0,814 0 +0,0011 +0,0016 0
5-{-5 — 5,406 — 1,001 0 —0,0101 —0,0132
Diff. —5,647 — 1,088 0 —0,0147 —0,0091 0
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nx

2+ 2 —2,386
3+ 3 —2723
4+ 4 —3,235
5+ 5 —3,388
Diff. —2.370
ny
2+ 2 —6,611
5+ 5 —5,776
Diff. —6,119
33
2+ 2 —4,978
5+ 5 —4,871
Diff. — 4,946
nx
2+ 2 —2,012
5+ 5 —2,489
Diff. —1,983

nv

+0,775
+0,571
—0,012
+0,219
+ 0,597

L. KOLLAR et al.

Table S.3
X= al3, y =

nxy

o O o o o

Table S.4

X= al2,y —O

(0]

+0,0357
+0,0736
+ 0,0576
+0,0346
+0,0530

All internal forces are zero

— 1,924
— 1,255
— 1,336

—0,709
—0,967
—0,920

+0,696
+0,526
+0,532

Table 3.5

X= 0,y = 66

nxy "X
0 —0,0276
—0,0134
—0,0215
Table S.6
8 4 =66
nxy mx
— 1,090 +0,0011
— 0,593 —0,0083
—0,785 —0,0121
Table S.7
X= al3, y — 6/6
nxy mx
— 1,051 +0,0294
— 1,356 +0,0300
—0,999 + 0,0451
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my

+ 0,0391
+ 0,0554
+0,0504
+0,0459
+ 0,0512

my

—0,0138
—0,0218
—0,0243

+ 0,0075
—0,0035
—0,0033

my

+0,0268
+0,0351
+0,0419

mxy

o O o o o

mxy

mxy

+0,0189
+0,0147
+0,0142

mxy

—0,0007
+0,0232
+0,0011



2+ 2

5+5
Difi.

2+ 2
5+ 5

Diff.

2 +
5+
Diff.

2 +
5+
Diff.

2
5

nx

—4,335
— 4,556
—4,462

nx

—3,137
3,133
—3,034

nX

— 1,098
—0,894
—1,078

—1,146
—0,991
—0,871

nv

—0,413
—0,690
—0,497

nJ

+ 0,430
+0,780
+ 0,328

BENDING ANALYSIS

Table S.8
x = al2, y = 6/6

—0,732
—0,623
—0,740

Table S.9
X= 0,y = 6/3

nxy

Table S.10
x = alé, y = 6/3

2,061
1,359
1,495

Table S.11
X= al3, y = 6/3

-1,878
— 1,749
1,752

mx

mx

—0,0141
—0,0092
—0,0120

mx

+ 0,0007
—0,0049
—0,0061

mXx

+ 0,0153
+ 0,0197
+ 0,0247

my

Ty

+0,0123
+ 0,0048
+ 0,0010

my

+ 0,0114
+0,0148
+0,0100

Tty

+ 0,0074
+ 0,0191
+0,0204

—0,0202
—0,0539
—0,0176

mxy

+0,0238
+0,0264
+ 0,0223

mxy

—0,0028
+0,0260
+0,0005
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2+ 2 0
5+ 5 0
Diff.

nX
2+ 2 0
5+ 5 0
Diff.

nx
2+ 2 0
5+ 5 0
Diff.

nx
2+ 2 0
3+ 3 0
4+ 4 0
5+ 5 0
Diff. 0

L. KOLLAR et al.

Table S.12

X= al2,y = bl3

nxy mx
— 1,193 0
— 1,968 0
— 1,400 0
Table S.13

X= 0,y = 62

All internal forces are zero

nv

nv

o O o o o

Table S.14

X= alé,y - 6/2

nxy mx
— 2,480
— 1,844 0
— 1,840 0
Table S.15

X= al3, y = 6/2

nxy mx

—2,202
— 1,246
—2,040

Table S.16

X= 0/2,y = 6/2

— 1,334
— 1,916
—2,887
—3,508
— 1,610

o O O O o
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my

my

my

o O o o o

mxy

—0,0287
—0,0758
—0,0294

mxy

+0,0224
+0,0243
+ 0,0242

mxy

—0,0042
+0,0163
+0,0004

—0,0296
—0,0596
—0,0676
—0,0663
—0,0330
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Tables A.l through A.16

Internal forces for 100 kpjsq.m antimetric load (Fig. 2).

Table A.l
* = 0, y = 0

All internal forces are zero

Table A.2
x = a1, y = 0

Tix nxy mx my mxy
2+2 —3,920 +0,830 0 + 0,0364 +0,0142
5+ 5 —4,010 —0,186 0 +0,0498 +0,0679
Diff. —4,669 —5,910 0 + 0,0394 +0,0515
Table A.3

X= al3,y = 0

nx nv nxy mx my mxy
2+ 2 — 10,429 — 10,049 0 + 0,0587 +0,1464 0
3+ 3 — 10,307 — 10,051 0 + 0,0451 +0,1168 0
4+ 4 - 9,496 — 7,957 0 + 0,0580 + 0,1116 0
5+ 5 — 9,727 — 7,581 0 +0,0717 +0,1089 0
Diff. — 10,010 — 7,772 0 +0,0379 + 0,0889 0
Table A.4
X=al2,y =0
All internal forces are zero
Table A5
x= 10,y = 6/6
- tly nxy mx mv mxy
2+ 2 0 0 +0,723 0 0 —0,0021
5+ 5 0 0 + 1,118 0 0 +0,0317
Diff. 0 0 + 1,787 0 0 +0,0212
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nx

2+ 2 —5,134
5+ 5 —4,488
Diff. —4,802
2+ 2 —9,082
5+ 5 —7,995
Diff. —8,711
nX
2+ 2 0
545 0
Diff. 0
nx
2+ 2
545
Diff.

+ 0,448
—0,269
—6,390

—8,546
—6,419
—6,679

L. KOLLAR et al.

Table A.6
x = a/B, y = 6/6

+ 2,915
+ 2,084
+ 1,766

Table A.7
X = al3, y — 6/6

-0,362
+ 0,741
—0,893

Table A.8
X —al2, y = 6/6

-5,829
—6,767
—3,540

Table A.9
X= 0,y = 6/3

+ 2,754
+ 2,893
+ 3,514
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mX

+0,0468
+0,0481
+0,0384

mx

+0,0359
+ 0,0777
+ 0,0289

mx

mX

Ttly

+ 0,0750
+0,0795
+0,0609

+ 0,0702
+0,0841
+0,0632

my

my

mxy

+0,0366
+ 0,0253
+ 0,0143

+0,0010
+0,0107
—0,0106

—0,0731
—0,1037
—0,0287

+0,0675
+ 0,0751
+ 0,0467



nx

2+ 2 —4,973
5+5 —4,653
Diff. —4,354
nx
2+ 2 —5,301
5+ 5 —5,830
Diff. —5,333
nx
2+2 0
5+ 5 0
Diff. 0
2+ 2
5+ 5
Diff. 0
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Table A.10
X= al6,y = 6/3

ny nxy my mxy

—0,054 +4,817 + 0,0447 +0,1158 +0,0296

—0,358 +4,014 +0,0370 + 0,1017 +0,0368

—5,597 + 3,001 +0,0291 +0,0743 +0,0212
Table A .ll

X= a3, y= 63

ny nxy mX my mxy
—4,752 — 1,377 +0,0035 —0,0247 —0,0337
—4,077 + 0,249 + 0,0695 4-0,0156 —0,0520
~3,789 -1,757 + 0,0106 + 0,0100 —0,0234
Table A.12

x = al2,y = 6/3

"y nxy mx my mxy

0 - 9,634 0 0 —0,0591

0 — 11,419 0 —0,0448

0 - 6,210 0 0 —0,0425
Table A.13

X=0,y= 62

nv nxy mXx my mxy

0 4 4,047 0 + 0,1189
0 + 3,636 0 +0,1146
0 + 4,350 0 0 4-0,0607
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Table A.14

X= 0/6,y = 6/2

»w

mxy
2+ 2 0 + 5,429 + 0,0147
5+ 5 0 +4,690 +0,0309
Diff. + 3,610 +0,0222
Table A.15
X= al3,y = 6/2
nx ny nxy (11’4 my mxy
2+ 2 0 —2,024 —0,0595
5+ 5 0 —0,619 0 0 —0,1456
Diff. 0 —2,17 0 0 —0,0304
Table A.16.
X= al2, y = 6/2
nv nxy m X mu mxy
2+ 2 0 0 — 10,858 0 0 —0,0293
3+ 3 0 0 — 11,782 0 0 +0,0280
4+ 4 0 0 12,164 0 0 +0,0856
5+ 5 0 0 — 11,778 0 0 +0,1147
Diff. 0 0 - 6,550 0 0 —0,0445
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Berechnung gebogener symmetrisch und antimetrisch belasteter Schalenflaehen vierter
Ordnung mit geraden Bé&ndern. Die Gleichungen von Schalen, die mit einer Ober-
flache von hoherer als zweiter Ordnung ausgebildet sind, haben verédnderliche Koeffizienten.
Die daraus enstehenden Schwierigkeiten kénnen entweder mit Hilfe einer speziellen analiti-
schen Methode oder der Differenzenrechnung bewéltigt werden. Die Verfasser fihren diese zwei
Verfahren vor, und zwar erstens im allgemeinen Gebrauch und dann mit den konkreten Angaben
einer schon ausgefihrten Schalenkonstruktion, die auch mit einem Modellversuch kontrolliert
wurde. AuRer der numerischen Gegenuberstellung wurden die zwei Methoden auch theoretisch
ausgewertet.

PacyeT Ha CUMMETPUYHYIO WM aHTUMETPUYHYIO Harpy3ku THYTbIX 060M0YEK C MPAMbIM
Kpaem 1 C MOBEPXHOCTbIO YeTBepToi cTeneHn (J1. Konnap, 3. MapgoHu u O. XonbHanwm).
YpaBHeHns1 060/104eK, 0hOPMIEHHBIX C MOBEPXHOCTbHIO, MMEtOLLIE/ CTeMeHb Bbile BTOPOi, 6yayT
MMeTb MepeMeHHble KO3h(hULMeHTbI. BbiTeKatolwye 13 3Toro 3aTpyAHEHUS MOXHO MPeososneTb C
MOMOLLbIO  CMELMasIbHOr0 aHa/IMTUYeCKoro MeToda, WM )Ke HeobX0AMMO BOCMO/b30BaThCA
METOAOM PasHOCTHOr0 BblYMC/MeHWs. B paboTe pAeTanbHO AeMOHCTPUPYIOTCS 3TU fABa  Me-
TOfia, a MMEeHHO CHavana B 06LMX 4YepTax, & 3aTeM MpY MOMOLLY KOHKPETHbIX AaHHbLIX OAHOWA
BO3BeJleHHO 060/104eYHOM KOHCTPYKLMKW, MNPOBEPEHHON TakXe MOAeNbHbIMU WCTbITaHUAMU.
Kpome 4mMcrioBoro cpaBHeHUs JaeTcs Takxke TeOpeTMYecKas OLeHKa 3TUX [iByX METOf0B.
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WARMVERFORMUNGSVERSUCHE MIT EINER
HOMOGENEN MESSINGLEGIERUNG

J. GULYAS und Frau Z. SZARKA
[Eingegangen am 12. November 1968]

In dieser Abhandlung werden die Vorgénge besprochen, die bei der Warmverformung
einer homogenen Messinglegierung der Phase a beobachtet werden kénnen, wenn die Verfor-
mungsgeschwinditkeit e = 4,55 sec-1 betrdagt. Es werden die im Laufe der Versuche aufge-
nommenen Verfestigungskurven und die im Innern der Probestiicke auftretenden Gleitlinien
analysiert. Hieraus kann man darauf folgern, da der Mechanismus einer Warmverformung
mit gesteigerter Geschwindigkeit jenem einer Kaltverformung ahnlich ist. Die Wirkung der
thermischen Erholung ist sowohl in der Gestaltung der Héartewerte wie auch in dem Gleit-
mechanismus klar erkennbar.

I. Einleitung

Nicht unbedeutend ist die Zahl der Forscher, die sich mit den Kalt-
verformungserscheinungen verschiedener technisch wichtiger Metalle (Ver-
festigung, Texturbildung) und mit den in den metallischen Stoffen wahrend
der Kaltverformung verlaufenden Vorgdngen befassen. Demgegenilber finden
wir Abhandlungen lber Warmverformungsvorgédnge nur in der Literatur der
letzten zehn Jahre [1—7]. In diesen werden vor allem experimentelle Resultate
samt Wertung von Warmverformungsvorgédngen [1—5] bekanntgegeben, wobei
die Aufstellung eines theoretisch wegweisenden Modells nur in den letzten
Jahren versucht wurde [6, 7].

Aufgrund der angefiihrten Arbeiten wird heute allgemein als grundlegen-
des Prinzip der Satz akzeptiert, dal die Warmverformung sich von der Kalt-
verformung in auszeichnender Weise durch eine thermische Erholung unter-
scheiden 1a4Bt. Nun kann man die Auswirkung einer thermischen Erholung
im Laufe der Warmverformung durch Steigerung der Formé&nderungsgeschwin-
digkeit bedeutend abschwé&chen; auf diese Weise erhdlt man auch bei einer
Warmverformung eine Funktionskurve »Verformungsfestigkeit — relative
Formdnderung«, die der entsprechenden Kurve einer Kaltverformung &hnlich
verlduft (Bild 1).

In diesem Bilde sind die Verfestigungskurven der Warmverformung bzw.
der Kaltverformung eines polykrystallinischen Kupfers dargestellt [4, 5]. Die
Verfestigungskurven der Warmverformung des Kupfers bezeichnen zwei Span-
nungswerte aufgenommen bei gleicher (500 °C) Formungstemperatur, bezogen
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auf zwei in GroéRenordnung voneinander unterschiedliche Verformungsge-
schwindigkeitswerte. Der Vergleich der aufgenommenen Kurven zeigt, dafl der
Charakter des Verlaufes der Verfestigungskurven der Warmverformung
von der Formdnderungsgeschwindigkeit eabhdngig ist. Die Kurve der Warm-
verformung bei hdherer Verformungsgeschwindigkeit verlduft mit grofRer

Bild 1. Verfestigungskurven der Warmverformung bzw. der Kaltverformung eines poly-
kristallinischen Kupfers (Kurve 1: 500 °C und B = 0,01 sec-1; Kurve 2: 500 °C und ¢ — 162
sec-1; Kurve 3: 20 °C und e = 0,25 sec-1)

Ahnlichkeit dem Verlaufe der Kurve der Kaltverformung, wobei die Kurve der
Warmverformung bei minderer Geschwindigkeit eine solche Ahnlichkeit nicht
zeigt. Es ist also die Annahme gerechtfertigt, dal bei der Warmverformung
— abgesehen von der thermischen Erholung — der Formungsmechanismus
eine GesetzméaRigkeit aufweist, die jener der Kaltverformung hdchst &hnlich ist.
Wenn diese Annahme als bestehendes Prinzip sich nachweisen 1aRt, so wird
bereits die Aufstellung eines einheitlichen, theoretisch begrindeten Modells
ermdglicht.

Bekannterweise [8—10] beruht der Verlauf der Kaltverformung der
Metalle grundsétzlich auf einer Bewegung der Dislokationen in den Gleitebenen
und deren verschiedentlichen Reaktionen. Nun ist die fur den plastischen
Zustand charakteristische Verformungsfestigkeit a0 vor allem von den physi-
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kalischen Eigenheiten und der Kennzahl der Elastizitdt abhdngig. Die Ver-
festigung des Metalls, d. h. die Steigerung der Festigkeit in Abh&ngigkeit von
der Formdnderung wird eben durch Aufstauungen der Dislokationen bzw.
durch das verschiedene MaR der Auflésung der Aufstauungen hervorgerufen.
Die sogenannten aktiven Dislokationen, durch die die Formdnderung hervor-
gerufen wird, bewegen sich in den Gleitebenen. In den mikroskopischen
Strukturbildern sieht man die Gleitlinien als Spurlinicn dieser Gleitebenen.
Diese Gleitlinien verdanken ihre Sichtbarkeit in der mikroskopischen Schnitt-
ebene dem Umstand, dall entlang dieser Linien die Spannung von jener der
Umgebung abweicht, wodurch hier eine aktivere Reaktion mit dem Atzmittel
erfolgt. Das Spannungsfeld (der Spannungsraum) wird voraussetzungsgemaéf
von in den Ebenen sich bewegenden bzw. blockierten Dislokationsgruppen
gebildet. Die Gleitlinien, fir die kaum ein Spannungsfeld (Spannungsraum)
existiert — konventionell leichte Gleitlinien (easy glide) genannt — sind
fur die Anfangsperiode der Kaltverformung charakteristisch [10]. Diese Gleit-
linien liegen dicht nebeneinander, sie kénnen also mit einem (blichen Atz-
verfahren nur unter Zuhilfenahme einer besonders starken VergrdoBerung
sichtbar gemacht werden. Diese Art von Gleitlinien bilden eine héchst charak-
teristische Begleiterscheinung des Kaltverformungsmechanismus.

Mit dieser Abhandlung haben wir uns zum Ziele gesetzt, zwischen den
im Laufe der Warmverformung der Metalle auftretenden effektiven Spannun-
gen einerseits, und den fir die Kaltverformung charakteristischen Gleitlinien
andererseits einen gewissen Zusammenhang ausfindig zu machen, um dadurch
zu einem besseren Verstdndnis der Warmverformungsvorgédnge zu gelangen.

Il. Beschreibung der Versuche

Wir haben zweckmé&Bigerweise zum Gegenstand unserer Versuche eine
Legierung gewdhlt, in welcher die Gleitlinien ziemlich weit voneinander ver-
laufen, um den Abstand leicht abmessen zu kénnen. Diesem Zwecke entsprach
am besten die Kupfer-Zink-Legierung Marke Sr 85 (nach der ungarischen
Normbezeichnung); namlich, der Feststellung anderer Autoren [9] gemaR,
wird durch das Zink die Stapelfehlerenergie stark herabgesetzt, d. h., man
erhdlt Gleitlamellen von grdRerer Dicke.

Ferner bildet diese Legierungsmarke eine homogene, feste Einphasen-
I6sung, d. h., sie zeichnet sich — anderen Legierungen gegeniuber — dadurch
aus, dall sieim groBen und ganzen Eigenschaften aufweist, welche denen ande-
rer technischer Reinmetalle naliekommen. Wir haben in unseren Versuchen eine
Verformungsgeschvindigkeit gewahlt, mittels welcher es gelang, eine gentgende
Verfestigung und zugleich eine entsprechende thermische Erholung zu errei-
chen, wodurch die gleichzeitige Auswirkung beider Prozesse analysiert werden
konnte. Auf Grund von Erfahrungen, die sich im Laufe bereits friher erfolgter
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Experimente mit Kupfer ergaben [5], war es ratsam, fiir unsere neueren Ver-
suche eine Formanderungsgeschwindigkeit zu & = 4,55 sec-1 als die vorteil-
hafteste einzustellen. Die angewendete Temperatur fur die Probestiicke der
ausgefihrten Kalt- und Warmverformungsversuche war: 20 °C bzw. 600 °C,
700 °C und 800 °C, wobei ein Plastometer gleichzeitig zur Aufrechterhaltung
einer konstanten Formé&nderungsgeschwindigkeit diente [5].

Wir haben zylindrische Probesticke mit den Dimensionen 15X 30 mm
verwendet. Wir haben dafiir gesorgt, daB durch eine streng definierte Techno-
logie sowohl die mechanischen wie auch die strukturellen Charakteristiken
der Probestiicke mdéglichst dieselben seien. Vor der Verformung war die Korn-
groBe der Struktur 0,07—0,15 mm. Als Verformung galt ein Stauchen ver-
schiedenen Grades (e = 10%, 20%, 30% und 40%). Um den Stauchungs-
endzustand unverdndert festzuhalten, wurde jedes Probestiick in dem Moment
des ausgefihrten Prozesses mit Hilfe einer Feder mit groBer Geschwindigkeit
in eine Salzwasserlésung hineingeschossen. Auf diese Weise konnte erreicht
werden, daBR die Zeitspanne nach beendigtem Stauchen bis zur Abkihlung
auf eine Temperatur von 180 °C sogar bei einer Sticktemperatur von 800 °C
nicht langer war als 1,2 sec. Ein RegistriermeRinstrument zeichnete die Kraft-
kurve als Funktion des Verformungsweges auf. Fur Zwecke einer mikroskopi-
schen Untersuchung haben wir axiale Schnittflachen feingeschliffen.

I1l1. Bewertung der Resultate

Auf Grund der aufgenommenen Kraft-Weg- Diagramme haben wir flr
jeden einzelnen Fall der verschiedenen Temperaturen die Kurven a'— e
konstruiert (Bild 2). Mit Hilfe einer lichtmikroskopischen Untersuchung der
Endstruktur der Probestiicke haben wir gewisse Rekristallisierungserscheinun-
gen beobachtet. Im Bild 2 haben wir diese beobachteten Punkte an den ein-
zelnen Kurven mittels einer schraffiert gestrichelten Linie miteinander ver-
bunden. Aus diesem Diagramm kann festgestellt werden, daB bei den jeweils
angewendeten Formdanderungsgeschwindigkeiten und bei den gewé&hlten
Temperaturen vor Beginn der Rekristallisierung das Mal der erfolgten Ver-
festigung genau meBbar war. Wenn wir nun die Verfestigungswerte, welche
die effektiven Spannungskurven bei den einzelnen Temperaturen kennzeichnen,
miteinander vergleichen wollen, so ist es unerldlich, aus dem beobachteten
Parameter die temperaturbedingte Anderung der Elastizititskonstante aus-
zuschalten. Zu diesem Behufe soll der Verfestigungskoeffizient 0 = da'/de
durch den zur betreffenden Temperatur gehdrigen Elastizitdtsmodul (E) divi-
diert werden. Der so erhaltene Wert der relativen Verhértung ist zur Kenn-
zeichnung des Verformungsvorganges bei der jeweils angewendeten Tem peratur
geeignet (Bild 3). Hieraus sehen wir, dal die Werte der relativen Verfestigung
im Gebiete der geringeren Formverdnderung konvergieren. Diese Feststellung
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Bild 2. a — EKurven fir eine Legierung Marke Sr 85 (ungarische Norm) und e — 445% sec-1
(Kurve 1: 800 °C, Kurve 2: 700 °C, Kurve 3: 600 °C und Kurve 4: 20 °C)

Bild 3. Relative Yerhartungskurven fiir eine Legierung Marke Sr 85 (ungarische Norm)
und & = 445% sec“1 (Kurve 1: 800 °C, Kurve 2: 700 °C, Kurve 3: 600 °C, Kurve 4: 20 °C,
schraffiert gestrichelte Kurve: Anfang der Rekristallisierung)

stimmt mit den Versuchsergebnissen, welche von Seeger fir einen Mono-
kristall gefunden wurden, tUberein [10].

Mittels elektronenmikroskopischer Aufnahmen der Struktur der verform-
ten Proben gelang es uns, in den Ycrformungsmechanismus einen tieferen
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Bild 4. Probestiicke vor der Verformung bei der Erhitzungstemperatur 600 °C (a) und
800 °C (6)

Bild 5. Gestauchte Probestlicke, bei 600 °C und e= 40%

Einblick zu gewinnen. Die Aufnahmen wurden als zweistufige Abdricke einer
3500fachen bzw. 8000fachen VergroRerung gefertigt. Die Bilder von Probe-
sticken vor der Verformung zeigten auch bei abweichenden Temperaturen eine
volle Ubereinstimmung, ganz unabhingig von der Erhitzungstemperatur (Bild 4).

Demgegeniuber zeigen die Bilder der gestauchten Stiicke gewissermalen
verschiedene Strukturformen. Es zeigen sich in den einzelnen Kristalliten
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itNij

Bild 6. Gestauchte Probestiicke, bei 700 °C und e = 10% (a) bzw. g = 40% (6)

Bild 7. Gestauchte Probesticke, bei 800 °C und e = 10%

dicht verlaufende Gleitlinien, die bis zur Grenze des Kristallits reichen (Bild 5).
Bei steigender Verformungstemperatur 1Bt sich ein gréRer werdender Abstand
beobachten (Bild 6). Bild 6a I4Rt die Spuren von Querverschiebungen erblik-
ken. An den Schliffbildern der Probestiicke, die auf 800 °C erhitzt worden
sind, gibt es noch immer erkennbare Gleitlinien, jedoch in groBeren Abstén-
den, also in einer gelichteten Verteilung (Bild 7).
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Bild 8. Gestauchte Probestiicke, bei 800 °C und e = 30% mit deutlich erkennbaren Gleitlinien

Bild 9. Gestauchte Probestiicke, bei 800 °C und e = 30% mit winzigen, anders orientierten

Kristallteichen

An den auf 800 °C erhitzten Probesticken fanden wir bei einem Ver-
formungsgrad zu 30% noch Kristallite, in denen sich die Gleitlinien deutlich
erkennen lassen (Bild 8a und 8b). Zugleich aber konnte man an denselben
Proben (bei demselben Verformungsgrad) Kristallite beobachten, welche einige
winzige, anders orientierte Kristallteilchen umfaBten (Bild 9a und 9b). Also
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war die Durchschnittsgrofe der Grundkristalle 75 ~ 150 //, und jene der
feinen Korner 1,5 -f- 4,5 /t.

AufGrund derunzéhligen elektronenmikroskopischen Aufnahmen konnten
wir den Abstand zwischen den Gleitebenen statistisch auswerten. Wenn nur
wenige Messungen zur Yerfugung stehen, 148t sich kein verl&dRlicher Durch-
schnittswert der Lamellendicke ermitteln, da der Winkel zwischen der Gleit-

Bild 10. Dicke der Gleitlamelle als Funktion der Verformungstemperatur und der Forman-
derung (Kurve 1: 800 °C, Kurve 2: 700 °C, Kurve 3: 600 °C, schraffiert gestrichelte Kurve:
Anfang der Rekristallisierung)

ebene und der mikroskopischen Bildebene zwischen weiten Grenzen verdnder-
lich sein kann. Wenn man aber zumindest tiber 30 bis 40 MeRresultate verfigt,
so kann man gemé&R Swan und Nutting [11] aus dem Mittelwert des Gleit-
linienabstandes (X m) die Lammelendicke (ld) in einfacher Weise errechnen,
namlich:

Id= 0,701«X m.

So haben wir aus den MeRergebnissen die Anderungen der Dicke der
Gleitlamellen als Funktion der Verformungstemperatur und der Formé&nderung
in Kurven dargestellt (Bild 10).

IV. SchluBfolgerungen

Die aus den Experimenten bzw. den Ergebnissen gezogenen Folgerun-
gen sind geeignet, einige Zusammenhdnge zwischen gewissen Erscheinungen
wéhrend der Warmverformung ndher zu beleuchten. Der Umstand, dafl
Gleitlamellen sich auch bei einer Warmformung bilden lassen, zeugt dafr,
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daBR die Mechanismen der Warm- bzw. der Kaltverformung einander &hnlich
sind. Nun aber kann man aus der beobachteten Steigerung der Lamellendicke
darauf folgern, daB im Laufe einer Warmverformung die Auflésung der Dislo-
kationsgruppen, durch welche das Spannungsfeld (der Spannungsraum) der
Gleitebenen hervorgerufen werden, derart verlduft, dall sie mit der Temperatur
und der Formanderung proportional erachtet werden kann.

Die freigewordenen Dislokationen bewegen sich voraussetzungsweise den
neu entstehenden Gleitebenen entlang. In diesen neuen Gleitebenen sind die
Hindernisse sparlich, also gibt es hier kein entsprechendes Spannungsfeld. Aus
diesem Grunde kann man diese letzteren Gleitebenen mittels der gegenwartig
iiblichen Atzmethode und der derzeit normalen VergroRerung nicht sichtbar
machen.

Die Aufldsung der in den Gleitebenen angehduften Dislokationen zeugt
deutlich fur eine, die Verformungsverfestigung auflésende thermische Erho-
lung. Bei einer Kaltverformung aber ist ein solcher Vorgang nicht vorhanden,
also sind Gleitlinien, angefangen von einer relativen Forméanderung zu 20%,
nicht mehr zu erkennen, da die in hohem MaRe aufgetirmten Dislokations-
gruppen aneinandergeraten und ein dichtes Gefluge bilden (Versetzungs-
knédueln) [8]. Dagegen ist bei einer Warmverformung die Aufstauung der
Dislokationen infolge der thermischen Diffusion bedeutend geringer, also
erscheinen die Gleitlinien auch bei einer hdheren relativen Formé&nderung.

Das Ausmall der thermischen Erholung l4Rt sich auch auf Grund der
Verédnderung des relativen Verfestigungskoeffizienten 0/E bestimmen. Wenn
wir voraussetzen, dal die im kalten Zustand mefbare relative Verfestigung
von keiner thermischen Erholung beeinfluBt wird — da die Diffusion in
der Umgebung von 20 °C nur unbedeutend ist — so ist es erlaubt, die Differenz
zwischen den beiden Verfestigungskoeffizienten, ndmlich dem der Kaltverfor-
mung und jenem der Warmverformung als Mall der thermischen Erholung
zu betrachten:

10 0

E 2c E

Im Bilde 11 erkennen wir das MaR der thermischen Erholung als Funktion der
Formé&nderung und der Verformungstemperatur dargestellt. Aus einem
Vergleich der Bilder 10 und 11 ist der enge Zusammenhang zwischen dem
Auflésungsvorgang der mit Hindernissen beladenen Gleitebenen und der ther-
mischen Erholung deutlich erkennbar.

Diese Erkenntnis laRt darauf schlieRen, dalR der Dislokationsmechanis-
mus, welcher bei der Warmverformung die Verfestigung hervorruft, von dem
Mechanismus der Kaltverformung nicht abweicht.

Die bei der Warmverformung auftretende Verringerung der Verfestigung
wird nun von irgendeinem, die aufgetirmten Dislokationen auflésenden Mecha-
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nismus hervorgerufen. Heute kann es als hdchst wahrscheinlich angenommen
werden, dafl man diesen Mechanismus in den Reaktionen zwischen den leeren
Gitterstellen und den Dislokationen erblicken kann, wobei die Geschwindigkeit
des Vorganges eine Funktion des thermischen Diffusionsprozesses der Disloka-
tionen bzw. der leeren Gitterstellen ist [6]. Die GroRe des thermischen Erho-
lungskoeffizienten xt hdngt also von einem Diffusionsprozef ab, woraus nun

Bild 11. Das MalR der thermischen Neugestaltung als Funktion der Formanderung und der
Verformungstemperatur (Kurve 1: 800 °C, Kurve 2: 700 °C, schraffiert gestrichelte Kurve:
Anfang der Rekristallisierung)

auch die betrachtliche Abhdngigkeit der Verformungsfestigkeit von der
Geschwindigkeit wéhrend der Warmverformung sich erkldren 1aRt [1, 3, 5].

Gestutzt auf obige Ausfiihrungen, kann man ruhig gelten lassen, daf die
relative Verfestigung bei der Kaltverformung als eine Komponente der Ver-
festigung betrachtet zugleich als Ausgangsbasis zur Beschreibung des Modells
einer Warmverformung der Metalle angewendet werden soll. Als eine andere
Komponente der Warmverformung kann die durch die Erholung hervorgeru-
fene Verringerung der Festigkeit gelten, die zugleich von der Formungs-
temperatur und der Verformungsgeschwindigkeit abhdngt.
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Warmforming Experiments with a Homogeneous Brass Alloy. In this paper, the warm-
forming process carried out on a homogeneous brass alloy is dealt with, when the applied
speed of operation ? amounted to 4,55 sec- * The examination refers to plotting the curves
that show the development of getting harder and to analysing the slide lines that present them-
selves within the material of the test pieces. Finally, the authors explain how far the mechanism
of warmprocessing at a higher speed of operation can be assumed to be like the mechanism
of coldforming. Effects exerted by the thermal new-development are clearly observable on
the curves of getting harder and of the sliding process.

ViccnegoBaHue siBNeHWI ropsideit gecopmauun romMoreHHoro natyHHoro cnnaea (.
Fyaw wn 3. Capka). B paHHoli paboTe paccmaTpuBaloTcs SIBMeHWS ropsideld aedopmMauum
rOMOreHHOro IaTyHHOro cnsaBa hasbl a NPU CKOPOCTU M3MEeHeHMs1 opMbl S = 4,55 cek~'. Ha
OCHOBE aHa/M3a KPUBbIX TBEPAEHUS], CHATbIX B MPOLLECCE OMbITOB, M IMHUIA cABUra, Hab/oAaeMbIX
BHYTPU 006pasLioB, MOXHO CfleaTb BbIBOA, YTO ropsivast fechopmauusi, UMetoLLas 60/bLUYH CKO-
pOCTb, MPOUCXOAUT C aHa/IOTUYHbLIM MeXaHW3MOM, KaK W XonogHas gedopmaums. Ho Kak no
Be/IMUYMHAM TBepAEHMsl, TaK U MO MeXaHW3My CABUra MOXHO XOpOLIo HabnwopaTb AeicTBue
TEepPMUYeCKOl pereHepamm.
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UBER VERZAHNTE RADER,

DIE EINE VERANDERLICHE BEWEGUNGS-
UBERTRAGUNG ZWISCHEN SICH KREUZENDEN
ACHSEN VERWIRKLICHEN UND DURCH
EIN GERADSCHNEIDIGES WERKZEUG
ABWALZBAR SIND

I. LEVAI*
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 24. Januar 1969]

Im Aufsatz werden die GesetzméaRigkeiten des Eingriffes und der Fertigung der unrun-
den Zahnrader untersucht, die bei sich kreuzenden Achsen eine Bewegungstbertragung mit
einer gegebenen Ubersetzungsfunktion verwirklichen. Das Thema wird kinematisch behandelt.
Der Begriff des Fertigungsaxoides wird eingefuhrt und die GesetzmaRigkeiten des Eingriffes
werden auch auf die Fertigungsaxoide ausgedehnt. Der Aufsatz befaBt sich nur mit Fallen,
wo die Fertigungsaxoide abwickelbare Regelflachen bilden. Die Differentialgleichung der
Richtlinie eines Fertigungsaxoides wird aufgeschrieben. An einem Beispiel wird gezeigt, daB
die Folge der Analyse der Differentialgleichung eine Vereinfachung der Fertigung sein kann.

I. Eingriff von zwei starren Koérpern

Die Relativbewegung von zwei starren Kdrpern besteht im allgemeinsten
aus einer Verdrehung um eine Achse und der Verschiebung in Richtung dieser
Achse. Diese aufeinanderfolgenden Augenblickschraubenachsen bilden in
einem ortsfesten Koordinatensystem, aus dem wir die Bewegung der starren
Korper betrachten, eine Regelflaiche. Diese Flache wird ortsfestes Axoid
genannt.

An jeden der sich bewegenden starren Kdrper kénnen wir je ein Koordi-
natensystem anschliefen. Wenn wir die Lagen der aufeinanderfolgenden
Momentanschraubachsen in einem sich den bewegenden starren Kdrpern
anschlieBenden Koordinatensystem beschreiben, bekommen wir auch dann
Regelflichen. Die so erhaltenen Regelflichen nennt man bewegende Axoide.
Die Axoide sind im allgemeinen windschiefe, nicht abwickelbare Regelflachen.
Im Falle von Planbewegungen bilden die Axoide einen Normalschnitt, der
Zylindererzeuger gibt ein Zentroid oder eine Polkurve.

Bei den Zahnrddern nennt man die durch das Drehen der zwei Réader
ausgestalteten bewegenden Axoide Antriebsaxoide.

Bei gegebenen, sich kreuzenden Achsen 1 und 2 (Kreuzungswinke]:
E < jr/2; der minimale Achsenabstand: a) und hei einer gegebenen Uber-

*Prof. Dr. Lévai |.; Nehézipari M(szaki Egyetem Szallitéberendezések Tanszék,
Miskolc-Egyetemvaros (Ungarn).
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Setzungsfunktion i12= odjo)2 —f("Pi) kann man die Momentanschraubenacbse
d der Relativbewegung aufgrund des Bildes 1 folgenderweise bestimmen:

Zwischen den die Lage der Schraubenachse d ergebenden vier Para-
metern (aj, a2 av rm2) bestehen folgende Beziehungen:

ai ~b a2 — a
und (1)
ai °2 =
sowie
a>1 SiN ax = oj2 Sin a2
und 2)

Aufgrund von (2)
. a sin a2
T s#n ax

und (3)
al cot ax = a2cotazm

Was den Parameter der Schraubung betrifft:

co,

wo
vI2 = axaxsin ax -f- a2 co2 sin a2

und
®12 = o0 cos <41 -f- a2 cos a2.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



UBER VERZAHNTE RADER 151

Nach Einsetzungen und Umformungen ergibt sich:

dj ailsin 0*+02(02sin cr2 al+ a2

a4 cos al-\-m2cos a2 cot o™+ cotaz2
Durch Berlicksichtigung der Gleichung (3):

p = a tan €2 = a2tan 4

Den Parameter der Schraubung kann man auch aufgrund des Bildes 2
konstruieren. Anhand von (1) und (3) wird noch geschrieben:

sin 27
tan ax= —----m-mmemeee- (5)
f{l4-eos 27
und
sin 27
tan a., = — - - ,
1/il2+ cos 27
sowie
1+ i12cos 27
&= a. (6)

1+ 2i12cos 27+ii2

Durch diese Beziehungen werden die Antriebsaxoide aus den Ausgangs-
daten bestimmt.

Im Falle von Zahnrddern konnen die Fertigungsaxoide (die aus den
wahrend der Fertigung stattgefundenen kinematischen Verbindungen sich erge-
benden Raderaxoide) von den Antriebsaxoiden der Rader abweichen. W ahrend
die Antriebsaxoide im allgemeinen windschiefe Regefldchen sind (z. B. ein
einschaliges Hyperboloid), kdénnen die Fertigungsaxoide der Rdader auch
abwickelbare Regelflachen (z. B. Zylinder, Kegel usw.) sein.

Unser Aufsatz befaBt sich mit jenem Falle, bei welchem die Verzahnung
der unrunden Ré&der mit einem geradschneidigen Werkzeug durchgefihrt
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wird. Die Fertigungsaxoide sind diesmal — weil das Werkzeugaxoid eben ist —
abwickelbare Regelflaichen. Wir fihren unsere Berechnungen fir jenen Fall
durch, bei welchem die Fertigungsaxoide der R&dder auf der Normaltransversale
der sich kreuzenden Achsen eingreifen.

Il. Die Eingriffsgesetze fur Zahnrader auf Grund des
kinematischen Prinzips

Beim Eingriff von zwei Oberflachen missen die Geschwindigkeitsvek-
toren der Relativbewegung in den Beruhrungspunkten der Oberfldchen liegen.
In den Berthrungspunkten fallen die Fl&chennormalen in die gleiche Gerade,
die zur relativen Geschwindigkeit in diesem Punkte senkrecht ist:

n-v= 0. (7

Wenn wir ausdriicken, daB dieser Zusammenhang in einem bestimmten
C Punkte besteht, dann ist
ncvc = 0.

Im Geschwindigkeitskraftfeld der Vektorschraube v12 (012 benennen wir
die auf den zum Punkte C gehdrenden Geschwindigkeitsvektor senkrechte
Ebene als die zum Polpunkte C gehdrende Polarebene und bezeichnen sie mit P.
Die Summe der in der Polarebene im Polpunkt C durchgehenden Geraden,
d. h. Strahlenbiischel, benennen wir als Nullsystem. Die Elemente des Null-
systems bilden die Nullgeraden.

Das System v12 col2kann man mit gleichwertigen Systemen substituieren,
z. B. mit dem Vektorenpaar von Winkelgeschwindigkeiten coj und to' (Bild 3).
Nimmt man die Wirkungslinie (p') eines von diesem W inkelgeschwindigkeits-
vektorpaar durch den PolpunktC auf (sie darf aber keine Nullgerade sein!),
so liegt die Wirkungslinie p" des anderen der Winkelgeschwindigkeitspaare
in der zu dem Polarpunkt C gehdrenden Polarebene P. Die Geraden p[ und
p'[ nennen wir »konjugierte Polaren«

Die Eigenschaften des Schraubenraumes kdénnen wir zur Prifung der
EingriffsgesetzmdRigkeiten der Zahnrédder anwenden. GemdR (7) ergibt die
relative Geschwindigkeit in der Richtung der Normalen zur Zahnoberfladche:
Null. Dies bedeutet, daB ein Punkt einer gegebenen Oberfliche nur dann
eingreifen kann, wenn die zu diesem Punkt gehdrende Oberfldchennormale
als Nullgerade im Geschwindigkeitskraftfeld der relativen Schraubung des
Getriebes vorkommt.

Im Geschwindigkeitskraftfeld werden die konjugierten Polaren dadurch
charakterisiert, daRB jede von ihren gemeinsamen Transversalen als Nullgerade
zu betrachten ist. Die gemeinsamen Normalen der eingreifenden Zahnflanken
im Geschwindigkeitskraftfeld der relativen Schraubung des Getriebes sind
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daher unter den gemeinsamen Transversalen der geeignet ausgewdhlten kon-
jugierten Polaren zu suchen. Beim Eingriff der Zahnrédder werden solche kon-
jugierte Polaren bevorzugt, die von den Koordinaten der momentanen Ein-
griffspunkte unabhé&ngig sind. Diese Polarachsenpaare sind ndmlich wdahrend
des ganzen Eingriffsvorganges stetig.

Bei den Zahnradern ist es leicht, eine von diesen Achsen zu bestimmen.
Z. B. hei den mit ebener Abwé&lzmethode verfertigten Rddern wird die momen-
tane relative Drehachse immer durch die Zahnflankennormale geschnitten.
Die mit einem Drehkorper gefrasten geschliffenen R&der haben ebenfalls so
eine Werkzeugsdrehachse. Es gibt Oberfldchen, bei denen man auch unabhén-
gig von der Bearbeitung solche Achsen findet.
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Wenn eine der Polarachsen bekannt ist, kann man durch die relative
Schraubung des Getriebes die andere auffinden. Im Aufsatz bildet die Achse
(Bild 3) eine Erzeugungslinie der momentanen relativen Drehachse, d. h. die
des Fertigungsaxoids. Das Auffinden ihres konjugierten Gegenstiickes (p{) zeigt
die Abbildung durch die relative Schraubung des Getriebes. Der Grund des

Bild 4

Konstruierens ist der, dal der Parameter der Schraubung bei gleichwertigen
Systemen der gleiche ist, also

p = axtan a2z= a2tan ax= X tan e. (8)

Hier ist zu erwédhnen, daB wir den Punkt C als gemeinsamen Punkt des
Fertigungsaxoids der Ré&der (Bild 4) auf der Normaltransversale der sich
kreuzenden Achsen beliebig aufgenommen haben. Desgleichen kdénnen wir
auch das Polarachsenpaar des Rades 2 auffinden, wie es Bild 4 zeigt.

Diese kinematischen Verhéltnisse ergeben die Mdglichkeit, die Eingriffs-
eigenschaften der mit einem geradschneidigen Werkzeug abgewdélzten Zahn-
flanken verhdltnismé&Rig einfach zu untersuchen:
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Beide R&der wurden mit der Abwdalzmethode verfertigt. Der Momen-
tanpol des Antriebes ist Punkt C (vorldufig nach Belieben aufgenommen),
deswegen liegen p'[ und p£ in einer gemeinsamen Polarebene. So ergeben
sich die gemeinsamen Transversalen der Polarachsen (p'{, , p{p'2 p%) als die in
der Polarebene P den Polpunkt C durchquerenden Nullgeraden. Wenn wir

wollen, dall die Rader eingreifen sollen, dann mussen wir die gemeinsamen
Normalen der Eingriffsflichen unter den in der Polarebene P liegenden
Nullgeraden suchen.

Dies kann nur so mdglich sein, wenn die Zahnflanke des Werkzeugs
(F0) beim Abwé&lzen zur Polarebene P senkrecht ist (Bild 5).

Von den Nullgeraden ist nur ein solcher Strahl auffindbar, der zur Zahn-
flanke senkrecht ist, deshalb kann sich unter solchen Umstdnden nur ein punkt-
formiger Eingriff aushilden.
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I1l. Fertigungsaxoide von unrimden Radern

Es ergibt sich aus den Eigenschaften des geradschneidigen Werkzeugs,
daBR auch die Ebene der Werkzeugaxoide (AOQ) senkrecht zur Polarebene ist,
sich aber gleichzeitig an Punkt C anpaft. Daraus folgt, daB die StoR-
richtung des Werkzeugs mit dem Geschwindigkeitsvektor vc in Punkt C

der relativen Schraubung des Getriebes zusammenféllt. Die in die Polarebene
P fallenden Komponenten der Gesellwindigkeiten vi5v2in Punkt C der Réader
sind also gleich Null (Bild 6):

vlcos B[ = v2cos R2. 9)

Da vi = rxool und v2= r2 a2 ist, folgt daraus, dal die Gleichung (9) in
anderer Form geschrieben
B2
cos (10)
cos B[

ergibt, wo B R2= E der Kreuzungswinkel ist. B2 bzw. /?( hdngen von der
Lage des Punktes C, also von X ab. Die Lage der Polarebene wird durch R’
bzw. R'2 angegeben, deren Wert

A= ~[2-(£-crd) (12)

betrdgt. In Kenntnis von X kann e aus (8) errechnet werden.

Aus dem Bisherigen wissen wir soviel, dal die Werkzeugaxoidebene
A 0sich dem Polpunkt C anpaRt und senkrecht zur Polarebene ist. Wir wissen
aber noch nicht, einen wie groBen Winkel ju0 sie mit der Achse y einschliel3t.
Dazu muB man sich mit einigen Eigenschaften der abwickelbaren Regel-
flachen beschéftigen.
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Wir erwéhnten bereits, dal die als Abwélzung der Werkzeugaxoidebene
entstandenen Fertigungsaxoide abwickelbare Regelflachen sind. Abwickelbare
Regelflachen geben wir auf den Oberflachen mit einer Richtlinie und in Punk-

ten der Richtlinie mit Richtvektoren der Erzeugenden an.
Die Richtlinie ergibt eine ebene Kurve, wenn wir sie so auswéhlen, daf
sie die geometrische Lage der Polpunkte C in dem an die Rdder gebundenen

Bild 7

Koordinatensystem darstellen soll. Diese ebene Kurve bzw. Richtlinie wird
durch den Radiusvektor r und den Polarwinkel $ in Polarkoordinaten charak-
terisiert. Zwischen dem Radiusvektor und dem durch die Normale der Kurve
eingeschlossenen Winkel Dbesteht der Zusammenhang (Rild 7):

drl — rydDytan Ly
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und (12)
dr2 = r2di)2tan /2.
Daraus erfolgt, daf
tan/< .orx
— 112 » (13)
tan r2
dri = dr2ist ndmlich wegen der Stabilitdt des Achsenabstandes konstant sowie
dfijdfi2 = i\2-
Aus dem Vergleich von (10) und (13) folgt:
N

tan/h = cosA
tan fi2 cos 32
Es ist erweisbar, daB um (14) zu erflllen, die ebene Normale (n°) der
Werkzeugaxoide mit der Normaltransversale der sich kreuzenden Achsen einen
W inkel fjo einschlieBen mufl (Bild 8), wo
tan //! tan fi2
tan fio (15
tan B[ cos R2
ist.
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Die Beziehungen (10) und (15) werden Eingriffssatz der Fertigungs-
axoide genannt. Bisher war nur einer von diesen bekannt, als B[ und R2 zugleich
die Schragungswinkel am Wéalzkreis bedeuteten. Die Gleichung (15) konnten
wir aus der Annahme des Eingriffs von Fertigungsaxoiden der unrunden Ré&der
ableiten. (15) bedeutet, daB die Werkzeugaxoidebene die gemeinsame Berih-
rungsebene im Punkt C der Richtlinien der R&der bildet.

IV. Die Zahnschragungswinkel

Den durch die WerkzeugstofRrichtung und die auf der Werkzeugaxoid-
ebene angenommenen senkrechten Projektionen der Radachsen eingeschlosse-
nen Winkel nennt man Zahnschrdgungswinkel. Im Bild 5 ist es der zwischen
dem Vektor bx und der Achse z eingeschlossene Winkel. Bezeichnen wir den
Richtvektor der sich kreuzenden Achse 1 mit el5den Normalvektor der Werk-
zeugaxoidebene mit n°, dann bekommen wir:

bj = n° X(exXn°®).

Ahnlich kénnen wir auch den Vektor b2 aufschreiben. In Kenntnis der
Vektoren bj und b2ergibt sich in Hinsicht der Schragungswinkel, daB

und sin Bi = cos fh msin Ri

sin 32 = co0s g2 ¢ sin B2
ist.
Es ist bekannt, dafl B[ R%= £ der Kreuzungswinkel ist. Aus (16)
folgt, daR die Summe der Schrdgungswinkel

Rl + Ri 5
wenn 0, bzw. u2 0.

Falls = 0, also die Richtlinie einen Kreis ergibt, dann ist

Bi 4~/2  RBi Ro— 1 o

V. Die durch die Achsen der unrunden Rader und die
Werkzeugaxoidebene eingeschlossenen Winkel

Wir haben bereits gesehen, dal die Werkzeugaxoidebene zu den sich
kreuzenden Achsen nicht parallel ist, sondern mit diesen einen Winkel ein-
schleilt. Bezeichnen wir den mit der sich kreuzenden Achse 1 eingeschlossenen
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Winkel mit und den mit der sich kreuzenden Achse 2 eingeschlossenen mit d2
Diese Winkel kénnen wir leicht berechnen:

sin dj = — exn® = sin /tOmsin B[,
17
sind2= —e2n° = sin ji0esin R2.
Der Ausdruck (17) ist auch folgenderweise aufzuschreiben:
sin = tan e tan Rx, (18)
sin d2 = tan /i2 mtan R2.
(18) stellt dar, daR die Fertigungsaxoide der unrunden Ré&der — beim
Eingriff zwischen sich kreuzenden Achsen — im allgemeinen nicht zylindrisch

sein konnen.

Die Momentanwerte der gesamten in den bisher aufgeschriebenen Aus-
dricken vorkommenden Winkel hdngt von dem Drehwinkel (pl ab (L= —ip).

Aus den Bestimmungen (16) und (18) geht also hervor, dall die Herstel-
lung der unrunden R&der von ebenen Eingriff durchfihrenden Maschinen
nicht ohne weiteres fiir die Abwdlzung der unrunden R&ader von rdumlichem
Eingriff anwendbar sind. Diese Maschinen bendtigen eine Ergdnzung. Man
mufB fir einen solchen Ergdnzungsmechanismus sorgen, der wdahrend der
Fertigung sowohl den Schradgungs- (B) wie auch den Neigungswinkel der Werk-
zeugaxoidebene (6) laut eines bestimmten Gesetzes verdndert.

V1. Gesichtspunkte fiir die Planung von Fertigungsaxoiden

Zur geometrischen Planung der Rader stehen die Ausgangsdaten: Uber-
setzungsfunktion i12= /(¢jj), der Kreuzungswinkel E und der Achsenabstand
a zur Verfigung. Der Geschwindigkeitsvektor des relativen Schraubraumes
des Getriebes in den Eingriffspunkten C:

vc = o>1Xrl--u)2Xr2,
wo (19)
4 + r2= a.

Daraus folgt, dal die Richtlinie des einen der Ré&der, z. B. ri1 =
beliebig aufgenommen werden kann. [Bei ebenem Eingriff gilt dies nicht, weil
wir in Hinsicht der Axoide einen schlupffreien Eingriff: ve= 0 vorschreiben,
deswegen ergibt sich hier rx= ﬂﬂ]])]
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Wenn wir von dem Grundsatz des Eingriffs von Fertigungsaxoiden aus-
gehen, kann man unter Beachtung von (10), (15), (16) bzw. (18) und aus den
Ausgangsdaten die Differentialgleichung der Richtlinie des Rades 1 auf-
schreiben:

[A(F) rf+R (") r.+CA)] rl+[D(") r2+BA) r.+Fr)] (4P~ g 50
IdoJ

wo
AfR-y) = (1 -(- 2 i12cos 27 -j- ij2) cos2Rx — sin227,
R(#XY = —2 a (1 + il2cos 27) cos2Bt -)- 2 a sin227,
C("j) = a2(cos2Rx— sin227),

D (6i) = — (! + 2 »12cos % + »12) sin2 B *
E(i) = 2a (1 + »2cos 27) sin2/?j,
F(RD) = —a2sin2Bl

von @& bzw. qi abhdngige bekannte Funktionen sind.

Die letzte ist eine allgemeine zweistufige Differentialgleichung vierten
Grades, deren Lésung in elementarer Form geméR E. k awm «e: »Differential-
gleichungen; Losungsmethoden und Lésungen« (7. Auflage, Leipzig 1961) nicht
zZu erwarten ist.

Als wir von der beliebigen Aufnahme einer der Richtlinien, z. B. r}
absehen, ergibt sich die Madglichkeit einiger Vereinfachungen. Die fehlende
Bedingung wird durch Fertigungsvorschriften ersetzt. Eine solche Bedingung
ist es, wenn wir erkldren, dal der Zahnschrdgungswinkel wahrend der Ferti-
gung stetig sein soll. Dann wird die Differentialgleichung (20) durch die
Annahme von Rx = konst, eindeutig lésbar.

Der stetige Schrdgungswinkel des Rades 1 kann auch so gedeutet werden,
daB /3j = 0 ist. So ergibt die Richtlinie:

cos 27 21
M= 9057 cos ¥ e
wozu wir entweder nach Ldsung der Gleichung (20) oder direkt von (10) aus
gelangen (B2 = 27).
Aus der Voraussetzung R1= 0 folgt, daB das Rad 1 in diesem speziellen
Fall zylindrisch ist: gemaR (18) ergiebt sich 6x= 0. Diese Voraussetzung ist
aber von begrenzter Gultigkeit, weil z. B. 27= 71r/2 fir rx= 0 ist, also
kdnnen wir (21) in diesem Falle nicht anwenden.
Die Differentialgleichung (20) ist elementarerweise zu lésen, als ne-
ben BRx = const., in Hinsicht der Radiusvektoren von Richtlinien auch die
Voraussetzung i122= r.Jrl vorgeschrieben wird. In diesem Falle ergibt sich die
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allgemeine Losung der Differentialgleichung wie folgt:

ri=  exP ($:1tan Ah)!

d. h., die Richtlinie stellt eine logarithmische Spirale dar. Wenn Ly = 0 ist5
kommen wir zu runden Rdadern (rx= = konst.).

VI1l. Zahlenbeispiel

Ein Zahnradpaar wird geplant, bei welchem die Richtlinie des Fertigungsaxoides eine
logarithmische Spirale darstellt:

ri = exP (Ritan /*i).

Die Ubersetzungsfunktion:
h2 — (a — ri)lri = aNel- exP (<Pitan /<j) — 1.

Es sei der zu verwirklichende stetige Achsenabstand: a = 181 mm. Wir nehmen die zum
Werte = 0 gehdrenden Daten von r, = fc, = 70 mm und r2{)\ = 0) = 111 mm an.

Zum Funktioneren der Rader ist ein rechteckiger Segmentabschnitt geniigend, d. h.,
die grofite Verdrehung des Rades:

Amax = n/2 e

Aufgrund dieser GI. bestimmen wir den Wert tan yLin der Gleichung] der logarithmi-
schen Spirale, wie folgt:

t = = 0,2935.
an =5 " g ’

Da ergibt sich als Kreuzungswinkel durch Annahme des Wertes des Schrédgungswinkels
Bt = 22,5° und gemé&RB (16) berechnet fir 2 47°.

Notig ist noch auch der von der Radachse und der Werkzeugaxoidebene eingeschlossene
Wi inkel, der auf Grund (18) § = 6° 59' ist. Da die Richtlinie des Fertigungsaxoides eine loga-
rithmische Spirale ist, gehdren zu einem stetigen Kreuzungswinkel 2 ein stetiger Schra-
gungswinkel B, und ein stetiger Neigungswinkel & der Werkzeugaxoidebene.

Die Tatsache, dall die Rader aus rechteckigen Segmenten bestehen, bedeutet eine
Fertigungsvereinfachung, weil wir anstatt der Fertigung von Radern mit offener Zentroiden-
kurve — vier rechteckige Segmente zusammengedreht — eine geschlossene Zentroidenkurve
bekommen. Die hergestellten R&der werden nach Verzahnung gemé&B Bild 9 zerschnitten.

Die Fertigung ist aus dem Mittelpunkt der zusammengedrehten Segmente durchzu-
fuhren, deswegen missen wir die Koordinaten des Mittelpunktes OO0 bestimmen.

Bezugnehmend auf den Satz, wonach bei ebener Verzahnung die Fertigungsache von
der Funktionierungsache der Rader abweichen kann, wird die Fertigungsachse geeignet,
aber frei gewahlt [12— 14].

Auf Grund des Bildes 9 und 10 folgt

rt#i = 0) =
und
ri(#i = a/2) = (™2 = °) = rB-

Wir konnen schreiben, daR

A} g =a'®b,

3owie
— - tan (y>1- fiB),
wo
tan oy "B
rA
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Bild 10 Bild 11

Auf Grund dieser Gleichungen kénnen wir a und b berechnen. (In diesen Beziehungen

bedeutet a keinen Achsenabstand, sondern den im Bild 10 und 11 sichtbaren Abstand AOO0.)
Die Losung lautet:

a -9950 mm und b= 8557 mm.
Dem Bild 10 gemé&R ist die Entfernung O,00:

O[O0 = ¥Yra + “2~ 2rpg acos/ij = 38,50 mm.

Bei Verzahnung zum schlupffreien Abwalzen ist es notig, den Abstand vom Punkt
00 der zu irgendeinem Punkt M gehdrenden Tangente der Zentroide zu kennen, bzw. die
Kenntnis des FuBpunktes der aus dem Punkt OO0 auf die Tangente gestellten Senkrechten.

Diese sind auf Grund des Bildes 10 und 11 folgenderweise zu bestimmen:

Aus dem Dreieck 0,00A ergibt sich:

sin ftj ;
0,00

11% Acta Technica Academiae Scienliarum Hungaricae 69, 1970



164 I. LEVAI

aus dem Dreieck 0,00M, auf Grund des Kosinus-Satzes:

O0M = Yrm + — 2rM 0,00 cos (Vj—dj).

In  Kenntnis von 00M, ergibt sich aus demselben Dreieck auf Grund des Sinus-Satzes:

sin A = sin (v, —&i) ;
0,M
endlich ist
MN = OOM sin (At— /r,).
Des weiteren bemerken wir, daR auf Grund &hnlicher Dreiecke im Bild 1l AO,M-$. =
= AOON<E = #t.
Wahrend also die aus vier Segmenten zusammengelegte Zentroide sich um die in

00 gestellte Achse mit dem Winkel i)\ verdreht, muB in derselben Zeit die in der Teillinie
des Werkzeugs durchgefuhrte relative Versetzung des Zentroidenpunktes O0 dem Wert

gleich sein. Dieser Weg wird folgendermafRen aufgeschrieben:
J" ds = R#IM + KrETfid~» + MN-R &M, (22)

Abgesondert errechnet:

rnexp (tan it A\ V1 9
= + tan2/h FA exp (tan r\M rA
tan/il sin /m

Wird dieser Wert in (22) wieder eingesetzt, so ergibt sich:
}NdszR#IM+ Ill'rk + MN - M .M.
A in fix 1

Das erste Glied der rechten Seite, die Verdrehung R9IM ist auf der Verzahnmaschine
unmittelbar durchzufihren. Zu dieser Verschiebung muR man noch die durch das zweite,
dritte und vierte Glied der Rechtsseite beschriebene Zusatzbewegung zugeben. Diese schiebt
die zu verzahnende Scheibe in die Richtung der Werkzeugsteillinie und deren GroRe ist:

MM rA [ MN _ RA (23)
Sin yn

Diese Zusatzbewegung wird bei Verzahnung durch Verwendung einer Nockenscheibe zustande-
gebracht (Bild 12).

Zum Abwalzen der Zentroide — Uber die tangentiale Bewegung des Punktes 00 — ist
auch notig, daR der Punkt OOvon der Teillinie des Werkzeugs aus in einem der Winkel-
verdrehung entsprechenden Abstand sei.

Diese zur Abwélzbewegung erforderlichen Aufgaben wurden mit Hilfe des im Bilde
12 ersichtlichen Mechanismus geldst. Die prinzipielle Funktion des Mechanismus ist die fol-

ende:

’ Zu der der Werkzeugsteillinie entsprechenden Leiste Q wird eine mit der Zentroide
des verzahnten Rades kongruente sog. Fihrungsscheibe gedriickt. Diese ist an die mit dem
zu verzahnenden Rad gemeinsame Achse angekeilt. Auf dieselbe Achse ist jene Nockenscheibe
gekeilt, mit welcher die Zusatzbewegung von tangentialer Richtung so ausgefuhrt wird, daB
sie zur Leiste W angestiitzt ist. Die zusatzliche Versetzung und die Ubertragung der stetigen
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W inkelgeschwindigkeit des Tisches wurde durch Anwendung einer zwischen dem Tisch und
dem Mechanismus eingegliederten Oldham-Kupplung g gelost.
Die im Bild 12 bezeichnete Kraft F sorgt fur die Stemmwirkung. Es ist zweckmaRig,
bei der Planung der Nockenscheibe einige bestimmte Gesichtspunkte vor Augen zu halten.
Der Ausdruck (23) stellt die Wegkurve der Nockenscheibe dar. Wenn wir wollen,
daB die Nockenscheibe eine in sich zurtuckkehrende Linie sei, dann muB man die Konstante

so wahlen, dafR
2Rtf = 4 iE
& 7
sei.

Da aber 2R?r eben den Umfang der Zentroide betragt, konnen wir die Bewegung des
Maschinentisches so einstellen, als ob wir eine Kreisscheibe von Halbmesser R und mit einem
dem Umfang der Zentroide tibereinstimmenden Umfang verzdhnen wiirden. Dies bedeutet auch,

Bild 12

dalR — wegen des Zusammenhanges zwischen der Teilung des Werkzeugs und seinem Modul R
— nur ein bestimmter Wert aufgenommen werden kann. Dies hat einen weiteren EinfluB in
Hinsicht der Radabmessungen.

Die Konstruktion (Bild 12) ist einfach Idsbar, wenn die Nockenscheibe von einer gera-
den Leiste (W) gefuhrt wird. Deshalb mufR man die Abmessungen der Nockenscheibe so
wahlen, daB sie allerorts gewolbt (konvex) sei.

VIIl. Die technische Beschreibung der Verzahnvorrichtung

Die Verzahnung solcher Ré&der, die unter sich kreuzenden Achsen ein
verédnderliches Bewegungsubertragen verwirklichen, ist mit Hilfe eines zum
Abwélzen von gemeinsamen zylindrischen Rddern dienenden Zahnhobels oder
Abwalzfrasers durchfihrbar.

Die im Bild 13 vorgelegte Verzahnvorrichtung wurde zur Abwalzfras-
maschine Komsomoletz 5D32 konstruiert. Die zu verzahnende Scheibe a wird
auf die Welle b fixiert. Auf dieselbe Welle wurde die Fiuhrungsscheibe ¢ und
die Nockenscheibe d befestigt. Diese beiden verwirklichen das Abwaélzen
gemeinsam. Die Abmessungen sind so festgestellt, dal nur die Richtlinie
(Zentroide) in der Mittelebene der zu verzahnenden Scheibe ohne Gleiten
abwalzt. In den Teilen Uber und unter der Mittelebene besteht also eine Werk-
zeugversetzung, d. h. es entsteht eine Verzahnung mit Profilverschiebung.
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Diese Tatsache spielt in der Bestimmung der Grenzen von Verzahnungen eine
Rolle, z. B. die Grenzwerte des Winkels 6 betreffend.

Die Fuhrungsscheibe und die Nockenscheibe lehnen sich stdndig an den
Bigel e an, die eine an die eine Seite, die andere an die andere Seite. Beide
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Bild 15

Seiten stehen senkrecht aufeinander im Zusammenhang mit der Rolle der
im Bild 12 ersichtlichen Leisten Q und W.

Die stdndige Zustemmung wird durch das Uber dem Kugellager gefiihrte
Drahtseil und das daran gelegte Gewicht gesichert.
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Der konische Dorn f in der Welle der zu verzahnenden Scheibe b wird
durch die Oldhamsche Kupplung g in Verbindung gebracht. Diese Kupplung
tragt die gleichméaRige Winkelbewegung des Tisches und das zum Uber-
winden der Schneidkrafte erforderliche Moment und ermdglicht gleichzeitig die
Fihrung der Welle b durch die Scheiben c und d, wie es das Bewegungsgesetz
des Abwalzens der zu verzahnenden Ré&der vorschreibt.

Zwecks besserer Fihrung der Welle b und ihrer Zubehdre ist auf dem
oberen Teil der Welle eine eingebaute Oldhamsche Kupplung sichtbar. Im
Laufe der technischen Ausfihrung erschien es zweckmalRiger, diese mit der
in der Photoabbildung sichtbaren Lésung zu vertauschen. Dies ist ein Scheiben-
kugellager, bei welchem der halbseitige Fihrungsteller nach Entfernung einer
der Scheiben eine Ebene ist. Bei Verzahnung mit dieser Methode waren die
Schwingungserscheinungen gunstig.

In diesem Beispiel ist der Schrdgungswinkel 8 und der Neigungswinkel 6
der Werkzeugaxoidebene bestdndig, deshalb konnte man von der Einstellung
von Mechanismen, die die Verdnderung dieser Winkel ermdglichen, absehen.

Zur Verwirklichung einer dem Winkel 6 entsprechenden »konischen«
Verzahnung war es erforderlich, den senkrechten und waagerechten Vorschub
des Werkzeuges in Einklang zu bringen. Da die Kinematik der Maschine dies
nicht moglich machte, war es ndtig, ein Anzapfen durchzufiihren. Die ein-
gesetzte Schere istin der Photoabbildung sichtbar (Bild 14). Eine weitere Photo-
abbildung fihrt das ausgefuhrte Modell vor (Bild 15). Der Modul des Ver-
zahnungswerkzeugs betrdgt 3 mm. Die Vorrichtung ist zur Verzahnung irgend-
einer nicht kreisférmigen Scheibe von konvexer Abwadlzkurve geeignet, wenn
die Fihrungs- und Nockenscheiben dementsprechend gewdhlt werden.
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Variable-Ratio Gears with Crossed Axes, Generated with Straight-Edged Tools. The paper
deals with the laws of the meshing and production of non-round gears materializing a given
transmission function. For the investigation the author uses a kinematic method. The laws
governing the meshing are extended to the so-called generating axoids. The author deals only
with the cases when the generating axoids are developable ruled surfaces and establishes the
differential equation for the directrix of the generating axoids. An example proves that the
analysis of the differential equation simplifies production.

O6paboTKa 3y6UaTbIX KOJec, BbINOMHAOLWMX Nepedaqy nepemMeHHOro ABVKEHUS MeXay
pa3HOHaNpPaBfeHHbIMX OCAMMW, C TMOMOLbIO MHCTPYMEHTa C  MPSMOW  PeXyLueidl  KPOMKOM
(V. NeBan). PaboTa 3aHMMaeTCA 3aKOHOMEPHOCTSIMM CLEM/EHUS] W WU3TOTOB/EHWUS HEKPYT/IbIX
3y6uaTbiX Kofec, BbIMOMHAWMX paboTy Mo 3afaHHO (yHKUMM Mepejaqn Mexay pasHoHa-
npaBneHHbIMK ocAMK. Tpu MccnefoBaHUM NPUMEHSIETCS KMHEMAaTUUeCKUiA MeTof. 3aKoHoMep-
HOCTM CLENIEHNsI PAcNpPOCTPaHSIOTCS aBTOPOM Ha T. H. M3roTOB/ISIOLLME aKemonabl. PaccmaTpuBa-
0TCA TOMLKO Te CrlyHaun, MPY KOTOPbIX M3roTOBASIOLLME aKCMoMabl NPeACTaBASOT Co60l0 passep-
ThbIBaeMble NPSAMOSIMHENHbIE NMOBEPXHOCTU. BbIBOAMTCA AUG(EpPeHLManbHOe ypaBHeHMe Hampa-
BNAOLLEN NIMHUW M3rOTOBAIOLNX aKcouaoB. MprMepoM A0KasbIBaeTCs, UTo aHaNn3 AUdgepeH-
LMasibHOTO YpaBHEHWS MOXET AaTb YMPOLLEHMe NpoLecca U3roToB/IeHNS.
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ACCELERATED REDUCTION OF A SMOLTEN CHARGE
OF HIGH FeO-CONTENT BY MEANS OF CARBON
SOLVED IN IRON

J. SZIKLAVARI*
CAND. OF TECHC. SC.

[Manuscript received January 28, 1969]

Through research work carried out under normal operating conditions it was found
that the reduction of a molten charge of high FeO content becomes faster by pouring it into
an iron bath of high C-content, because this C-content also acts as an active agent. Under
the testing conditions, the velocity constant of this method was three times as high as the
velocity constant observed when additional coke was used as a reducing agent. The reduction
of the molten charge proved to be a reaction of first order apparently.

I. Introduction

W hen during the blast furnace process, iron is made of ores, or of metal-
lurgical products and slags containing ironoxides, the reducing process is
mostly carried out on oxides in a solid state.

The method of reducing the molten mass is the most promising for the
purposes of some selective reduction. This possibility is based on the relation-
ship according to which a nearly complete equilibrium of the distribution
between metal and slag can be reached with most of the metallic elements that
may occur in iron metallurgy. Also, this balanced distribution can easily
be reproduced in a continuous operation, and therefore, such a method is
suitable for application when such ores should be processed that contain more
than one kind of metal.

Should this process be developed in order to fulfil requirements of a better
economy needed in respect of energetics or/and of a greater specific output,
it would be advantageous for application as a direct method of steelmaking
by leaving out the pig-iron stage.

In the present literature studies are but seldom found papers that deal
with a reducing process of molten iron ores and slags. This can he ascribed to
the lack of any routine method in this field. Again, these kinds of laboratory
tests are hardly imaginable as yet, just because we badly need measuring
instruments suitable for high temperatures.

Anyhow, some kind of physico-chemical relationship can already be
outlined by partly basing on some scarcely published observations partly on
some thermodynamic principles which refer to the reducing process carried

*Dr. Sziktavari J.; Lenin Kohaszati Mivek, Miskolc-Di6sgy6rvasgyar (Hungary)
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out on molten iron ores and slags having a higher iron (11) oxide content by
means of an iron with a higher solid carbon content as an agent.

For example’s sake, may we quote the following findings:

a) An acceleration of the reducing process carried out by means of
solid carbon takes place at a higher temperature.

b) The researchers Kondakov and Ryzhonkov [1], also Yershov and
Popova [2] succeeded in proving that reduction becomes faster with a slag
of higher basicity.

c¢) Former experiments of Kondakov [3] showed that under favourable
physico-chemical conditions the reducing process carried out in the molten
slag by contact with a carbon which is in a solution in iron, becomes faster
than when the molten mass contacts but a solid carbon.

d) Tests carried out by Dancy [4] showed that, at a higher temperature,
the carbon dissolved in iron bath and helped to a higher reduction speed too.

Briefly, according to the reports on the respective laboratory tests,
the most favourable results were obtained when the melts contacted the carbon
solved in iron bath.

According to the report of laboratory test in this subject the reduction
carried out with carbon solved in iron has given the most advantegeous kinetic
results. Nevertheless, the question remains how the results of measurements by
microweighing (in several decimals of a gram) may reproduced in practice.
To clear up this problem, it seemed more correct to analyse the kinetic charac-
teristics of this process on a semi-plant scale.

I1. Collecting-method of test results

These test results were collected by carrying out a special phase of a
combined processing of lateritic nickel-chromium iron-ore, namely, by reducing
the residual molten slag obtained after selective reduction of nickel. This
research work was made, first of all, in order to find the rate of the acceleration
of reduction with molten slag by pouring it into the iron bath ofhigh C-content,
in comparison to the other reducing process at which the molten slag floats
above an already reduced molten iron bath.

This reduction was processed in an electric-arc oven destined for steel-
making by using a 1000 kVa transformator. Our two methods applied so far
were the following:

a) A charge of 500 kg molten ferro-nickel-slag was poured into the
molten iron charge of 1000 kg having 2% C-content. Reduction took place
partly by means ofthe carbon solved in the iron, and partly by adding a portion
of coke thrown there on.

b) 500 kg of molten charge of ferro-nickel-slag was poured into an empty,
preheated oven. As reducing agent, coke was added.
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Table 1

Experimental results obtained at a reducing temperature of 1650 °C under routine work conditions
when a charge of 500 kg molten ferro-nickel-slag was poured into an iron bath of 1000 kg having
2% C-content, by adding 9% coke

1 2 3 4 5 6

Mass of the

Period of time Calculated reduced iron (I1)

elapsed from Iron content ~ mass of the oxide during 10
the moment Mass of the in the slag iron  (I1) oxide minutes Total mass of
of coke addi- slag calculated as content in preceding the the reduced
tion up to the [kg] iron (11) oxide the slag, moment of iron (I1) oxide,
moment of [og 9FeO0 sampling FeO [kg]
samp_llng £Fe00-9FeO AqFeOH t
[min] [kgl [kg/10 min]
0 500,00 55,40 277,00 —_ —
10 430,75 48,40 207,75 69,25 69,25
20 375,35 40,60 152,35 55,40 124,65
30 325,49 31,50 102,49 49,86 174,51
40 286,71 22,20 63,71 38,78 213,29
50 264,55 15,75 41,55 * 22,16 235,45
60 249,32 10,60 26,32 15,23 250,68
70 242,39 8,00 19,39 6,93 257,61

Réduction time [min]

Fig. 1. Curves showing the change of the ratio v viz. the momentaneous percentual value of

the FeO-content in the slag per initial value of the same content in the ferronickel-slag during

a reducing process carried out at a temperature of 1650 °C (curve 1: over an iron bath contain-

ing abt. 2% of Carbon, with additional coke of 9%; curve 2: without iron-bath, with addition
of 15% of coke)

Results of the first method (a) are shown in Table I.

The results of the second method (b) are shown in Table II.

For comparison’s sake, the curves in Fig. 1 are plotted by using the data
given in both tables. As can be seen, the reduction velocity of curve 1 is three
times as high as that of curve 2.
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Table 11

Experimental results obtained at a reducing temperature of 1650 °C under routine operating condi-
tions when a 500 kg charge of molten ferro-nickel-slag was reduced by means of 15°/0 additional
coke without charging of iron

2 3 4 5 6

Mass of the
reduced iron
(1) oxide during
15 minutes
preceding the
moment of
sampling,
~9FeOfat
[kg/15 minutes]

0 500,00 55,20 271,00 - -
15 451,22 49,00 222,22 48,78 48,78
30 405,15 43,60 176,15 46,07 94,85
45 371,28 39,40 142,28 33,87 128,72
60 331,98 32,50 102,98 39,30 168,02
75 307,59 25,50 78,59 24,39 192,41
90 288,62 20,60 59,62 18,97 211,38
105 275,07 16,75 46,07 13,55 224,93
120 266,94 14,20 37,94 8,13 233,06

IIl. Processes of the winning of metal

As far as the winning of metal is concerned, in both methods several
reaction processes were simultaneously run for which the formulae quoted
herebelow can be taken as valid:

a) Reduction by means of the carbon content which is solved in the
iron bath and acting upon the iron(ll)oxide solved in the molten charge:

[FeO] + [C] = Fe, + CO. (1)
Notably, this main reaction is preceeded by the following one:
(FeO) - [Fe], )

b) Reaction between the molten slag and the additional coke (including
the action exerted by the carbon material of the electrode):

(FeO) + C = Fe, + CO. 3)

Taking into account some statements to be found in literary sources,
the actual process probably corresponds to

C02+ C= 2CO. ()
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Hereafter the following reaction takes place:
(FeO) + CO = Fej + CO2. (5)

c) Probably, the gas of carbonmonoxid arising according to reaction (1)
and becoming free, out of the bath, joins the reactive process according to
Equ. (5).

The reactive processes as described under a) and c¢) form a more promi-
nent part in the method carried out with the charge poured into the molten
iron bath, as compared to the other method without iron bath.

In that better method, the reaction according to b) appears in fact as
the main process.

May he, when asking which of the two methods should he preferable,
the comparison of energy efficiency or/and the output might be suitable.

Nevertheless, we adhered to the analysis of the kinetic conditions.
Namely, in this way, we succeeded in finding several aspects that proved
useful for practical purposes.

When examining the process according to Equ. (3),viz. the method in
which the reaction of solid carbon takes place, the order of reaction and the
velocity-constant are defined as follows:

dffFeO

ot K'[- F1-Ope0 *a?c—"2 mE>®Fe; 'aco & (6)

where

2Fe0 already reduced mass of the iron(l1) oxide [kgl;

Qgpeoldt velocity rate of reaction, viz. the mass fo the iron(ll)oxide as reduced in
the time unit (kg *min-1]. In view of the fact that the value of ?peo
increases with time, its differential quotient is always positive;

K K' velocity-constants referring to processes running in the opposite direction;

contact area between the slag and the reducing medium [cm2];

, contact area between the iron and the carbon-monoxide [cmZ2];

°Fe0’ “c Momentaneous activity of the initial materials in the reactive zone;

«Fer «<cO Momentaneous activity of the reaction products in the reactive zone;

a,B,y, 6 order (exponent) of reaction of the initial material and the reaction prod-
ucts, respectively.

E,
[

The reaction according to Equ. (1) carried out by means of the carbon
which is solved in the iron bath is described as follows:

—"dFe" m= kx +Ope0 «afC]—k'R *«pe/'0"eleado, (7)
t

where most of the expressions correspond to those in Equ. (6) and O0[J is the
activity of the carbon which is present in the iron bath.
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Both kinetic Equs (6) and (7) can be transformed into the same new
formula:

QoFe0 A (?Fe00 ?Feo)a? (8
0t
where qFelo is the initial ironoxide content of the molten slag [%]* This Equ. (8)
can be obtained by making some simplifications and by basing on the argu-
mentations exposed herebelow:

Since the carbonmonoxide that is produced by a process directed to the
right side of Equ. (6) moves away from the reactive zone or/and comes into
action in another reactive step, the reverse action according to Equ. (3) is
negligible. Thus, we are able to carry out some other simplification in Equ. (6).

According to our experiments, a further increase of the added coke over
15% did not result in increasing the velocity of the process. Therefore, the
carbon concentration and likewise the activity of the carbon can duly be con-
sidered as constant, and both can be included into the equilibrium-constant.
In addition, the area Fi, can also be included into the same constant, since
the grain size of the coke is practically uniform during the tests, and so is the
area of the molten slag covered with coke too. Altogether we obtain in a simpli-
fied form:

dg(lj:teO ' OFeO » (62)

The differential equation can be solved when both the function

®FeO = ?(?Feo0)

and the exponent a are known.

According to experimental results, a proportionality was observed
within a rather short interval of concentration, between the FeO activity in
the molten slag and the mass of the FeO not yet reduced. Consequently, we
shall write (gFoo — ?Feo) instead of aFe0, and the factor (p will serve as a
correction factor to the velocity constant.

As a final result, Equ. (7) corresponding to the reaction (1) can also be
substituted by Equ. (8), namely, when, the activity of the carbon content is
kept constant during the test. This can be reached by means of reiterated
carbonization at a value of about 2%.

Now, with the known value of the exponent a, the differential Equ. (8)
can be solved. Further, the velocity-constant k can be calculated by substi-
tuting the correlating time data and the obtained numerical test-results.

a is the expression for the order of the actual reaction that characterizes
the given test-conditions. This value can be found when we take into account
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that the constant k does not depend on the period of time. — when the tem -
perature iskeptunchanged. — Consequently, in solving the differential equation,
the assumed value a can be considered as correct, when the plotted curve takes
the form of a straight line, which then is characterized by a tangent value k.

To this end, we carry out the integration of Equ. (8) by making use of
the alternative values ofa = 1, and & = 2 respectively. Doing this, we should
make use of the equations

log ---------m-mmmee- = K1t

TFeO0  ?Fe0
and

1 1 - bt
?FeOo0 iFeO TFeO0

respectively. By substituting the obtained experimental results, the corre-
sponding curves have to be plotted in a diagram.

Reduction time [min]

Fig. 2. Curves relating to the reduction of the molten ferro-nickel-slag carried out at a tempe-
rature of 1650 °C (curves 1: reduction over an iron bath containing abt. 2% Carbon, with
9% additional coke; curves 2: reduction without an iron bath, with addition of 15% coke)

In this way, we obtain Fig. 2, in which the abscissa represents the reduc-
tion-time in minutes, and on the ordinate axes, at left and at right, the above
values of kjt and k2t are represented.

That curve which comes nearest to the form of a straight line, should
be accepted as a base to the real order of the reaction process.

As can he seen from Fig. 2, the best curves are those which correspond
to the assumed value ofa = 1 (curves a).

This observation refers equally to the reduction processes, both the one
with the solid carbon and that with the carbon solved in the iron bath. In other
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words, both can be declared as first order processes. It is evident, that the
reaction velocity depends on the phenomenon of diffusion, viz. the velocity
can be increased by a continuous mixing of the bath. This is proved by the
break point appeared in Fig. 1, which point corresponds to the time point of
45 minutes. (The mixing took place from the 45th min up to the 60th min.)

For both kinds of processes (viz. with, and without an iron bath) the
entire period can be subdivided into three portions respecting the velocity
constant initial portion, middle portion, final portion.

Correspondingly, we obtained the following velocity values, as tangents
of the portions:

For the process with an iron bath is

Ainitial = °>013 min-1,
Amiddle = °’019 m in-1,
fcfilmi =0,013 min-1

The initial portion (abt. 20—25 min) is characterized by a temperature
of the molten slag not yet being below the prescribed level of 1650 °C. Thus,
the reduction velocity is somewhat less than the optimum. During the middle
portion (from the 25th up to the 60th min) the constancy of the temperature
and the repeated carbonization are responsible for a dependable uniformity
of conditions. A rather slight decrease of the velocity during the last 10 min
of the final portion can probably be ascribed to some diminution of concentra-
tion accompanied by a minute change of slag viscosity.

For the process without an iron bath is

kZitia  0,0062 min-1,
kRidle  0,0078 min-1,
hénal 0,0056 min-1.

Obviously, the nearly uniform velocity during the first portion (30 min-
utes) proves that the temperature has already become stabilized in the first
minutes.

During the middle portion (from the 30th up to the 105th min) the higher
velocity can probably be ascribed to the fact that the carbon content
of the iron bath is a highly reductive agent.

In trying to confront the two groups of the above constant values, it is
reasonable to compare the middle portion of the first method with the initial
portion of the second one (kiddle an<® Anitéai)’ since these portions surely
belong to the same temperature interval, and further because we might assume
that during the initial portion of the 2nd method, the carbon content of the
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reduced iron probably played only a still negligible role. By this recommended
comparison we obtain the following ratio:

~middle _ 0,01906 n
initial ~ 0,00623 ~

In other words, the reduction velocity of the molten ferro-nickel-slag
for the first method is three times higher than during the second method.

When a charge of 500 kg is considered as the basic unit of the testing
process, and with regard to the final value of 0,261 of the iron(ll)oxide con-
tent at the end of the process carried out without an iron bath, we obtain the
ratio of the useful period of time for these methods [Equs (1) and (6)]:

52 min
120 min

0,434.

After all, taking into consideration the same level of reduction, the time
needed for the first process is only the 0,434 part of the time necessary for the
second process.
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Beschleunigung der Reduktion von FeO-reichen Schmelzen mit in Eisen geldstem
Kohlenstoff. Mittels Betriebsversuchen wurde nachgewiesen, daB eine eisenoxydreiche Schmelze
schneller reduziert werden kann, wenn sie durch GieBen auf kohlenstoffreiches Eisen tedu-
ziert wird, weil dann der in Eisen geldéste Kohlenstoff ebenfalls an der Reduktion teilnimmt.
Die Geschwindigkeitskonstante der Reduktion, die auch mit in Eisen geldstem Kohlenstoff
verlauft, war unter den Versuchsbedingungen dreimal so grof? wie die Geschwindigkeitskonstan-
te der Reduktion mit bloR auf die Schmelze gestreutem Koks. Die Reduktion der eisenoxyd-
reichen Schmelze war unter den Versuchsbedingungen scheinbar eine Reaktion erster Ordnung.

YgKopeHMe BOCCTaHOB/eHMsI GoraTbix FeO pacniaBoB pacTBOPEHHbIM B Kenese yrie-
poaom (. Crknasapu). MpoBeaeHHbIe MPOM3BOACTBEHHbIE OMbITbl A0KA3a1M, YTOBOraTblil OKMCHIO
)Kefesa pacnnaB BOCCTaHaB/IMBAETCS GbICTPEe, eC/M BOCCTAHABNMBAETCA MyTeM OT/IMBKU ero Ha
BbICOKOYT1IEPOAVCTOE XKEe/e30, TakK Kak B TAKOM C/lyHae pacCTBOPEHHbIV B XKefese yrnepos Takxe
y4acTBYeT B BOCCTAHOB/EHMM. [OCTOSIHHAS CKOPOCTM BOCCTAHOB/IEHMS, NPOTEKaloLLas TaKxXe ¢
paccTBOPEHHbLIM B XKefle3e yraepoioM, Mpyu ONbITHbIX YCNOBUSX 6blna B TPW pasa Bbille, Yem
NOCTOSIHHAsA CKOPOCTU BOCCTAHOB/EHWS, MPOUCXOAALLEr0 TOMbKO C MOCESHHbIM Ha pacnnias
KOKCOM. BoccTaHOB/IEHMe 60raTbIX OKUChIO XKe/esa pacriaBoB Npu onbITHLIX YC0BUAX Ka3anoch
peakumein nepeoro nopsgka.
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AN INVESTIGATION OF THE EFFECTIVE WAKE
FRACTIONS OF GEOSIMS

Z. BENEDEK*
[Manuscript received May 28, 1969]

To eliminate the scale effect on the effective wake fraction the ratio of two velocities
(nominal relative velocities in the propeller race in open water and behind condition of propel-
ler) can be used instead of the common wake fraction. This ratio is a linear function of a coef-
ficient k. According to these the effective wake fraction of any ship can be determined by a
linear extrapolation of the measured values of two different models, if the empirical formula
is not taken into consideration. If so, the wake fraction can be determined by testing a single
model of a ship.

Symbols

A propeller disc area [m2];

C = TI0,SqV2A propeller load coefficient;

Cp specific frictional resistance coefficient;

Cpp TplO,5QV2At\ie viscous part of thrust coefficient;
diameter of the propeller [m];

Fd tow rope force in propulsion test [kpl;
total resistance [kp];
Rf frictional resistance [kp];

Rr = Rj Rf residuary resistance [kp];
S wetted surface of ship [mZ2];

T propeller thrust [kp];

TF= Re the “viscous” part of propeller thrust [kp];

\% ship speed [kn, ms-1];

Va propeller advance speed [ms-11];

V,,, VV IV, relative velocities in the race of propeller [ms-1];
a, b.d, n constants;

Kk — Cpjl(1 C) the “viscous” part of propeller thrust coefficient;
thrust coefficient (in open water cond.);
subscript for the values of models;
number of revolution [sec- *];
subscript for the values of ships;
Taylor wake fraction determined by thrust identity;
model scale;
mass density of water [kps2m-4].

I. Results of earlier investigations

On designing a ship propeller in general, the effective wake fraction
defined by Taylor is used:

Va m (i)

v ~
\

*Benedek Z.; Budapesti Mdlszaki Egyetem Vizgépek Tanszéke, Budapest XI
(Hungary).
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The value of the effective wake fraction of any ship can be determined
only by model tests according to the thrust identity: Va is the propeller
advance speed in open water condition (the model propeller is tested without
a ship model), V is the ship speed at the propulsion tests of the ship model
when the thrust coefficient

Qm2 mD4

has the same value as in open water condition of propeller.

However the investigations of several model families indicated that
models of a ship made in different scales give different effective wake fractions.
E.g. the biggest model of the Victory B geosim has a value of 0,285 and the
smallest model has a value of 0,430 at the same corresponding ship speed.
Similar great scale effect occurs at other geosims, too (see Tables I, II, IIl).

For the IX. ITTC a method is proposed to take into consideration the
scale effect [1]. According to this the wake fraction of a ship can be calculated
by the equation

= 3)

VFm
where the subscript s is for the values of the ship and the subscript m is for
the values of the model. But according to Fig. 1 the values of Cf/w are not
constants at a geosim. If it were assumed that the Victory model made in scale
18 is the model of the motorship D. C. Endert (A= 6) and calculated with

C e

= 0,009 = const.
w

a value of 0,244 could be obtained for the wake fraction of the motor boat
instead of the real value 0,285. The error of this calculation is 14 per cent.
If calculated with the measured results of model made in scale / = 40; Cfliv =
= 0,010 the error made would be of about 25 per cent.
For the Victory geosims another extrapolation method is obtained [2]:
If a linear function of Cf/w = /(C¥) is used (see in Fig. 1) the wake fractions
would be given with less errors (2—6 per cent) than by the former method. But
for other geosims this method gives greater errors too.
According to the method described in [3] the following formula can be
used
(I —w)w = a Cf + const. 4)

The authors of the mentioned paper proposed 0,18 for the value of a
constant in the case of Victory A geosim (Fig. 2). This method gives very good
results at the Strinda and Meteor geosims [4] (see Fig. 3 and 4). But at these
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Fig. 1. Values of Cp/w for the geosim Victory B (1/w — 1,43  4,58/103Cp)

Fig. 2. Values of (1 — w)w for the geosim Victory A

Fig. 3. Values of (1 — w)w for the Strinda Fig. 4.Values of (1 — w)w for the Meteor
family, if 1 —t)Tm= Rm family, if (1 —t)Tm= Rm
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geosims the investigated range of the Cf is very short (CfF= 3 — 4 «10-3).
According to Figs 2 and 4 ( Victory and Meteor) it can be assumed that the
values of (1 — w) w is not a linear function of the Cf at a longer range, and
at the Victory geosim the linear extrapolation gives about 10 per cent errors
for the (1 — w) w values of the model made in scale 6.

Il. Investigation of the relative velocities in the propeller race

The purpose of using the effective wake fraction is to get a connection
between the relative velocities at the open water condition of the propeller
and the relative velocities at the behind condition of the propeller.

In the open water condition ofthe propeller the theorem of momentum is
in a perfect fluid:

T.M-L gA(Vi+ Ya) (L -Ya), (5)

a

where Va is the advance speed and VLis a nominal relative velocity behind
the propeller in the propeller race. This value of the thrust is roughly equal
to the thrust in real fluid. The difference is only a few per cent of T.

If the propeller is acting behind the ship model, the water is accelerated
from the ship speed (F) to the relative velocity in the propeller race behind
the propeller (F2. The water going through the propeller has an energy decrease
along the ship hull. This energy loss is on account of the friction and because
of the changing of the wave system at the stern. Inthe behind condition of the
propeller the difference between the ideal and real values of the thrust cannot
be neglected. Therefore, we have to calculate with this energy loss. In the theo-
rem of momentum the energy loss can be taken into consideration by a resis-
tance force (F) acting on the water

T=-y @Q(V2+V)(V2 V) + F. ©

If it is assumed that this resistance force is equal to the resistance aug-
mentation of the ship hull

the theorem of momentum on a self-propelled ship will he the following

R AN— eA (V2+V) (V2-v). ?
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This means that a nominal velocity can be calculated in the propeller race
behind the propeller in a self-propelled condition:

R

+ F2. 8
1/2 mQ- A ©
In open water condition, according to equation (5):

,
VI = + M- 9
1/2 gA ©

For the calculation of the wake fraction the rations of the velocities
Val/V are determined at the thrust identity. From Equs (5) and (6) the thrust
identity is

1 oA (VI--va)=~ gA(FI F2+ F (10)
This F force is a part of the “viscous” component of the thrust (Tp)

F =n-TP= n— QV2SCFT. (11)

According to Equ. (23) described in [5] is

Cft= (1 4- C) K,

thus
F n----- pF2S (1+C)«k
md
2—qA(V\~V\) :—2 pA (FI F2)+n—2 pF2S (1+C) k, (12)
(K 2 (VA2 [I/.F + 1= n—(1-j-C) k. (13)
\Y I f A
According to Equ. (21) in paper [5] is
12
1+ C= Yo
F

where FOis the relative velocity behind the propeller in an ideal stream. Thus
it can be said that equation (13)

V2-V A+ Vf-Vi=n— kVI (14)
A

contribute between the different velocities in the function of k.
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If the measured values of T, R, P ana Pa are known, the values of Vi1
and V2can he calculated. Thus the ratio VJV1can also be used instead of the
Va/V — 1 — w for the comparison of the open water and behind conditions
of the ship propeller. The velocities in the propeller race (V1 and V2) contain
the influences of the forces more (thrust and resistance) than the advance
speeds (V and VA), therefore, there is a bigger scale effect on the effective
wake fraction than on the ratio of VJVX

It has been seen in [5] that using the coefficient k a good method is given
for the determination of the resistance augmentation. According to Equ. (12)
the relative velocities in propeller race are the functions of k. Therefore, the
ratio of velocities will be investigated in the function of k values.

I1l. Results of model tests

By means of the measured results of the Victory A and J3, the Meteor
and the Strinda geosims [6—8] the values of the different velocities in propeller
race are calculated. The values of the wake fractions (determined from thrust
identity) and the values of the ratio of V2/P\ are given in Tables I, II, I1I.

Table |
The values of effective wake fractions and the VJ VI values of Victory families
Model 50 40 30 23 18 6

scale Ship
speed

tkmots] 10310\ vy 10»U  VVi 103w plVi 1030 Vv 103t 1y, 0300 YJY,

10 404 1,153 376 1,161 370 1,168 360 1,153 333 1,146 291 1,108
n 403 1,149 358 1,148 364 1,159 352 1,149 329 1,147 269 1,100

~

d

2 12 398 1,146 349 1,140 366 1,154 350 1,149 333 1,150 266 1,101
Xt s 13 400 1,149 346 1,138 361 1,146 349 1,147 328 1,139 262 1,102
& > 14 396 1,151 351 1,136 353 1,141 347 1,140 324 1,129 259 1,095

A
Ao

15 400 1,153 362 1,140 347 1,134 346 1,139 325 1,131 256 1,089
16 402 1,153 367 1,140 348 1,124 346 1,130 324 1,133 251 1,086
17 403 1,134 369 1,130 349 1,121 339 1,119 315 1,125 247 1.083

©

10 429 1,196 397 1,179 354 1,199 359 1,179 349 1,187 291 1,139
11 431 1,195 391 1,174 356 1,162 355 1,176 343 1,157 294 1,139
p 12 430 1,194 382 1,167 358 1,174 350 1,173 341 1,174 293 1,136
fi» 43 13 427 1,187 372 1,162 359 1,173 345 1,170 334 1,185 290 1,143
Bo° 14 427 1,183 370 1,162 359 1,168 340 1,159 328 1,162 285 1,128
Py 15 426 1,178 370 1,166 359 1,166 358 1,166 327 1,161 281 1,121
16 429 1,183 373 1,163 359 1,162 339 1,157 326 1,161 281 1,117
17 430 1,175 373 1,157 357 1,155 343 1,152 325 1,149 288 1,117
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Table 11

The values of effective wake fractions and the VJVI values of Meteor family

Sign of the towing Ship
conditions [f(‘:ﬁ)etg]

103* tv

8 370

a) 10 331

(self propelled condition) 12 302

14 290

8 334

10 304

®) 12 288

14 266

8 280

10 274

©) 12 263

14 264

VLIV X

1,127
1,110
1,143
1,127

1,127
1,119
1,157
1,088

1,125
1,114
1,100
1,085

Table 111

The values of effective wake fractions and the V.JT\ values of Strinda family

Sign of the towing Ship -
conditions speed
[knots]

103* to V,Ivi

12 467 1,170
3) 14 426 1,149
(self propelled condi-
tion) 16 408 1,129
18 400 1,105

12 480 1,216
14 434 1,176
15 421 1,152
18 419 1,138

12 498 1,287
14 448 1,230
°) 16 431 1,198
18 426 1,153

45

103* to

423
396
384
381

418
397
388
384

422
404
395
393

Model scale

103« to

395
340
312
293

330
300
281
269

278
266
262
268

19

VLIV, 10»- w
1,162 384
1,132 336
1,166 307
1,132 298
1,154 320
1,123 298
1,176 279
1,095 272
1,141 271
1,126 270
1,100 270
1,088 274

Model scale

vy,

1,159
1,146
1,124
1,107

1,210
1,163
1,145
1,124

1,249
1,208
1,185
1,151

103, to

370
368
359
356

374
370
365
360

383
372
372
364

35

y, Ivi

1,133
1,127
1,116
1,099

1,169
1,156
1,139
1,121

1,217
1,196
1,176
1,143

103« to

187

13,75

346
340
340
340

346
342
342
340

347
342
345
343

v.vi

1,192
1,162
1,197
1,164

1,183
1,159
1,198
1,105

1,152
1,135
1,120
1,099

25
y.iv,

1,133
1,119
1,116
1,099

1,156
1,150
1,136
1,114

1,196
1,181
1,164
1,137
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Table 1V

Differences of the values of w and V2V at the biggest and smallest models

Geosims type * w vijv\

. 50 0,400 1,153

Victory A 6 0,256 1,109
Difference [%] 36,0 4,2

. 50 0,427 1,178

Victory B 6 0,281 1121
Difference [%] 34,2 5,0

. 25 0,302 1,143

Meteor family 13,75 0,263 1,100
Difference [%] 12,9 3,8

Strinda family gg 8323 iﬁg
Difference [%] 16,7 1,0

It can be seen that the values of VJ V1are not so different at the biggest
and smallest models as the values of the effective wake fraction. E.g. the values
of w and VJV1are given in Table 1Y for Victory geosims at 15 knots corre-
sponding ship speed, for the Meteor family at 12 knots corresponding ship speed
and for Strinda family at 16 knots corresponding ship speed.

Figures 5, 6, 7, 8, 9 and 10 show the functions of V2/V1 = f(k). The values
determine straight lines for all geosims with a very good approximation:

= ak+hb. (15)
v,
The values of a and b are given in Table Y.

Table V

Values of a and b

Geosims type a b
Victory A (Fig. 5) 117,5 0,8620
Victory B (Fig. 6) 95,0 0,9250
Strinda (for all three different model
conditions Fig. 7, 8 and 9) 182,0 0,7715
Meteor (for all three different model
conditions Fig. 10) 152,0 0,7780
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Fig. 5. Values of V.JVt for the geosim Victory A: VJVI= 1175 k -f- 0,862

Fig. 6. Values of V.JVxfor the geosim Victory B: VZVI=90 fc-f- 0,936

Fig. 7. Values of VJV, for the Strinda family: (VJVt= 182k + 0,7715) if (1 —i)7m= Rm
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Fig. 8. Values of V2Vi for the Strinda family: (V2AVt= 182 k + 0,7715) if (1 —t)Tm —
= Rm- 0,5 Fd

Fig. 9. Values of V-jV, for the Strinda family: (V3V, = 182k + 0,7715) if 1 —t)Tm—
= Rm~ Fd

According to these results the values of a can he determined by the fol-

lowing empirical formula

e=1,17— -d, 16
A (16)

where the value of d is 78 in the cases of the common stern construction (at
families Victory A, B and Strinda) and 61 in the case of the Meteor geosim.
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Fig. 10. Values of VAVI for the Meteor family: V.JVy= 152k -f-0,778. (1 —t)Tm=
= Rm(a); - t)Tm= Rm- 05 FD (6); (1- t)Tm= AT - FO (c)

We can see that these straight lines give the values of the V2/V1 ratio
in the function of k with very small errors. The values of the greatest difference
per cents are at

Victory A 2.0 per cent,
Victory B 2.4 per cent,
Strinda 2.0 per cent,
Meteor 2.5 per cent

(if in the latest case three very different points are not taken into consid-
eration).

IV. Numerical example

Let us assume that the Victory A model made in scale 50 is the model of the D. C.
Endert motor boat. (In this case the scale of the model is 50/6 = 8,33.) At 14 knots correspond-
ing ship speed according to the measured results of model we obtain R = 0,372 kp, T =
= 0,463 kp, V — 1,019 m/sec, ¥Yg — 0,615 m/sec, w = 0,396.
a) If calculating with a constant effective wake fraction, the propeller advance speed
of motor ship is

VA= (1—w) V= (1—0,396) «2,943 = 1,770 m/sec,

where V is the speed of motor boat at 14 knots corresponding ship speed.
b) If we assume that the VJVI ratio is constant at the motor ship and at her model
we can obtain for the model [see Equs (8) and (9)]:

R o
. F2 372 + 1,0192= 1,867
"2 054 0,5-105.0,0088 : el
we T : °’463 4 06152= 1,400 ;
059A 1 A  0,5+102+0,0088 : S
ve o 11867 _ o
v, 1 1,409
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For the motor boat at V = 2,943 m/sec, R = 1442 kp (from resistance tests), T = 197 kp
(extrapolated by the method described in [5]):

y 2 A _ 1442

— V2= 2,9432 = 13,274.
2 0,5 gA 0,5-102-0,611

By means of V2IVxratio obtained from model tests we obtain

Vt =V Vx o 364l 3,166 m/sec
- i 1’151 - ’ i
and
197
- - J/3,1662 = 2,380 m/sec.
RAREY I 05 102 0,611  -o°0 Misee
c) If we test another model too, or we use only the results of the model made in scale

50 and Equ. (16) the straight line of V21Vt = f(k) can be determined.
The value of k of motor boat at 14 knots corresponding ship speed is 1,98 ¢ 10“ 3 [5].
At this value according to the straight line (Fig. 5):

Vv,

11,095.
is obtained and thus ’
= 3,325 m/sec.
and
197
= 2,17 m/sec.
"0,5- 102 «0,611
d) According to the results of the test of D. C. Endort the exact value of Vg is 2,18 m/sec.

For the comparison of the used three methods the obtained values of ¥a and its per-
centage differences from the exact value are given in Table VI.

Table VI
Comparison of the three methods used

V: Differences
Method [msaq [°/0i
Method of w = const. 1,770 — 18,8
Method of V.JVx— const. 2,380 + 9.2
Method of VIJVX= ak + b 2,170 — 05
Exact value 2,180 —

V. Conclusion

The investigation of the measured results of four geosims show that the
effective wake fractions of different models are very different at the same
corresponding ship speed. If it is used the effective wake fraction obtained
from only one model test an error of about 154-40 per cent can be made on
calculating the propeller advance speed.
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Using the V2/V1— const, ratio instead ofw(effective  wakefraction)
gives only 5—15 per centerror. But the ratios ofV2/Vigive a straightline in
the function of the k factor. Ifthe model experiments of any ship are made by
two different models (two models made on different scales) or one model with
two different rough surfaces, the VJV 1 — f(k) linear function can he obtained.

By means of this linear function the calculation of the propeller advance
speed has only 1—3 per cent error. These errors have practically the same
values as the errors of testing.

In the equation of the

-p-= ak+b, (15)

the value of a can be determined by

a= 1,17 ——d , (16)
A

where the value of d is the function of the stern construction of ship. The
values of b and d are constant for the same ship form at all propeller conditions
(self propelled condition and the usualy model conditions too).

If some approximative methods can be obtained for the determination
of value d, the propeller advance speed of a ship can be calculated by means
of the testing of a single model.
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Untersuchung der effektiven Mitstromziffern der Modellfamilien. Zur Beseitigung des
sich im Wert der effektiven Mistromziffer zeigenden Malstabeffektes ist es zweckmaéaRBiger
— anstatt der Mitstromziffer — das Verhaltnis zweier nomineller Geschwindigkeiten zu
gebrauchen: nominelle relative Geschwindigkeiten in dem sich hinter dem Propeller herausbilden-
den Wasserstrahl bei dem Propellerfreifahrversuch und im Zustand hinter dem Schiffskérper.
Dieses Verhaltnis ist eine lineare Funktion des Koeffizienten k. Auf dieser Grundlage kann
der Wert der effektiven Mitstromziffer eines Schiffes laut der Versuchsergebnisse
zwei verschiedener Modelle ohne MaRBtabeffekt ermittelt werden. Mit der Anwendung der
empirischen Formeln geben die Versuchsergebnisse auch eines einzigen Modells die Mdglich-
keit, den Wert der effektiven Mitstromziffer genau zu bestimmen.
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AHanus athheKTUBHOIO KoahuLMeHTa TeueHUs cemeiicTB mogeneid (3. beHegek). UTobbl
n3bexxaTb BO3AENCTBMA MacluTabHOro agipekTa, Habntogarowerocss B 3HavyeHUM 3h(PEKTUBHOIO
Ko3(hthMLMEHTA TeUeHMs, BMECTO KoathhmLmeHTa TedeHMs LieniecoobpasHee UCMo/b30BaTb OTHOLLIE-
HMe [BYX HOMWHa/IbHbIX CKOPOCTE: HOMWHA/IbHYI) OTHOCUTENIbHYH CKOPOCTb B CTPYye BOfAbI,
thopmupytoLLeiica no3agn BUHTA, B COCTOSIHUAX Ha CBOGOAHONM BOAHOM MOBEPXHOCTU M MO3afu
Kopnyca cyaHa. 3T0 OTHOLLUEHMWe eCTb NINHelHast PyHKUUSE Ko3dhduumeHTa K. Ha ocHoBe cKasaH-
HOro BbILLE 3HaYeHVe 3PEKTUBHOIO KOIh(hULIMEHTA TeUeHUS HEKOTOPOro CyAHa MOXHO ornpe-
[ennTb 6e3 BO3AECTBMUA MaclLTaGHOro apheKTa Ha OCHOBE pe3y/nbTaToB WCCMef0BaHUSA BYX pas-
JINYHBIX €ro Mojeneid, ecnn He NPUHUMATL BO BHUMaHWe YMOMSHYTYHO BblLLe 3MMMPUYECKYIO (hop-
Myny. Vcnonb3ys amMnupuyeckue opmysibl, CTAHOBUTCA BO3MOXHbIM TOYHO OMPefenTb 3Ha-
YeHue 3PeKTUBHOr0 KO3(hULMEHTA TeUEHUSI NPU NPUMEHEHUN Pe3yNbTaToOB U3MEPEHNUS OfLHOW
eVMHCTBEHHOWN Mogenu.
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OF REVOLUTION
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Present paper establishes a correlation between spherical shells and paraboloid shells
of revolution coordinated to the former. The axis of revolution of the paraboloid shell
passes through the centre point of the spherical shell. The radius of curvature of the paraboloid
shell’s meridian at its axis point is the twofold of the radius of the middle surface of the
spherical shell. The stereographical projection of the points lying on the middle surface of the
spherical shell, corresponds to those points of the paraboloid shell, the ground-plan projection
of which coincides with the stereographically projected points of the spherical shell. The centre
of the stereographic projection is the point at which the axis of the paraboloid shell inter-
sects the middle surface of the spherical shell. The relationship existing between the stress and
loading state of these two kinds of shells may be expediently used for the solution of certain
statical problems.

1. Introduction

This paper establishes a correlation between the outher and inner forces
of a spherical shell and a paraboloid shell of revolution (called paraboloid shell
in the following), both coordinated to each other. This correlation may be of
use in solving certain problems of either kind of shells, provided that the
solution of an analogous problem of the reversed kind of shells is known.

2. Data concerning spherical shells

For locating the points lying on the middle surface of the spherical shell
a spherical coordinate system O0($, to) is introduced, the origin 0 of which
coincides with the centre point of the sphere (Fig. 1.). The axis co = 0 of this
system of coordinates is vertical. Its upper point ofintersection with the middle
surface of the spherical shell is called zenith point Z, its lower point of inter-
section nadir point N. The lines # = const of the shell’s middle surface will
he denoted as meridians, the circles to = const as parallels. The distance be-
tween the points on the middle surface of the shell and axis line co= 0 are
symbolized by r, the radius of the sphere is denoted by R.

The points on the middle surface of the spherical shell should be pro-
jected from point N to the tangential plane of the spherical shell at point Z.
This kind of projection is known as a stereographical projection. For instance:

* Prof. P. Csonka; Barték B. Gt 31, Budapest, X1 (Hungary)
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the stereographical projection of point A lying on the middle surface of the
spherical shell is A" (Fig. 2).

In order to locate the points lying in the projection plane the polar
coordinate system Z(r', ff) is introduced.

Fig. 1. Spherical coordinate system Fig. 2. Point A and its stereographic
{= o projection

The loads, to which the shell is subjected, are given by their compo-
nents acting in the direction of the meridians, parallel circles and normals
of the shell’s middle surface. The specific value of these forces related to the
unit area of the middle surface is characterized by the load functions

Pi = Pi(®" w)
Pi= Pi({# <» i1)
Pi= Pi(#» w)-

3. Data concerning paraboloid shells

The axis of revolution of the paraboloid shell to be investigated should
coincide with the axis ZN of the spherical shell.

In order to describe the location of the points lying on the middle surface
of the paraboloid shell the cylindrical coordinate system Z"(r', w&s) should
be introduced. The axis line z of the latter is identical with the axis line &= 0
of the spherical coordinate system O(#, &) and its positive branch is directed
downwards. In this coordinate system the equation of the middle surface
of the paraboloid shell correlated to the spherical shell is
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The radius of curvature of the middle surface of the paraboloid shell at point

r' = 0 is equal to 2R, that is, twice as long as the radius of the middle surface
of the spherical shell.

The point of the middle surface of the paraboloid shell which corresponds

Fig. 3. Correlated points of the middle surfaces of the spherical and the paraboloid shell

to point A ofthe middle surface of the spherical shell is marked by A" (Fig. 3).
The ground-plan projection of point A" is identical with the stereographical
projection of point A.

The load system p' = p'(r', ff) to which the spherical shell is subjected,
will be brought into correlation with the load system acting upon the para-
boloid shell. The components acting in directions of the radii, the parallels
and the verticals should be characterised by load functions

P\ =Pi(r,0),
Pi = pi(r>&), 3)
P3= P3(r, &m
The specific value of all these components are related to the surface unit of
the ground-plan.
4. Geometrical correlations

As is known, the stereographical projection of spherical surfaces is con-
form, i.e. the angles keep their original size. Consequently, the relation between
the actual length of the surface line elements passing through a given point A
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of the sphere and the length of their stereographical projection is independent
of the direction of these line elements. This relation, only depending on the
distance as measured from axis z and expressing the quotient of real and pro-
jectional lengths, should be marked by the symbol ds/ds".

Fig. 4. Geometrical correlations

Obviously, ratio ds/ds’ is identical with the ratio of the circumference
of circles with radii r and r' (Fig. 4), that is

ds ing
ds' 2nr' T
However,
r:rr= (R + R cosco :2R,
which means that
ds 1+ cos @

, )
ds 2
holds.
To determine the value of cos co figuring in the above formula we have

to start out from relation

® r

tan - = -—-

2 2R

to be read from Fig. 4. Accordingly
ft
2tan -)
tan @ 2R 4Rr
= (5)
tan2 @ 1- 4R 2
4R 2
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and so
1 1 4R2- 12
COS@= W e = -
Y1 tan2wm 16 R2r'2 yi644+8 /[ 2r'2+r'4
(4R- -r1"-)2
that is, after simplification
4R2- 12
QS O= - . (6)
4R2+ 12

Fig. 5. Geometrical correlations

At the same time

sin @@= I/!I__“—_-CO’S}Q_QO = _-_f.l_.LE_lL[_I____ -, (7)
4A24+ 12
and so
r= R sin @= ader ®)
412+ r'2

In the possession of formula (5) the ratio ds/ds' soughtfor maybe express-
ed by
ds 4R2

ds' _ 4R2+7r'2

It is obvious that the same ratio will express the relationship existing
between the meridian-directed line element R md Mand the increase of radius
marked in Fig. 5 by dr', that is

R -den 4R2
dr’ ~ 4492+ r'2
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Thus
dr' _ 4[2+r'2
dco 4

5. Equilibrium conditions of spherical shells

Let us mark a point A on the middle surface of the spherical shell and
cut out from its immediate vicinity an elementary part of the shell, the middle
surface of which is limited by meridian arches f) and f) -f- d-g, further by parallel
circles co and w -f- d co (Fig. 6).

Fig. 6. Inner forces Nr, Nr& N&r, N# of the spherical shell

The value of the inner forces acting upon the mentioned element of the
sphere should be marked with

NnNri,N,,, N, .

These terms are referred to the unit length of the sides of the investigated
sphere element. From among these

Nir- Nr.

The equilibrium of forces acting upon the sphere element can be expressed
by three differential equations in conformity with the direction of the merid-
ians, the parallel circles and the normals of the shell.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



STRESS STATES OF SPHERICAL AND PARABOLOIDAL SHELLS 201

5.1. Equilibrium in direction of the meridians

The force components acting in meridional direction are: the increment
------ (N rredd) do)
Qco
of the meridian force Nr r md{; the increment

—{N irR-dm) da
da

of shearing force N#rR <do; the meridian-directed component
—NgR edm «dl ¢cos

of the resultant NyR «do «d0d of the bilateral forces N9R «dm; and finally
the meridian directed component

px «dd «R «dm

of the external force to which the sphere element is subjected. Accordingly,
the equilibrium equation in question is

— (Nrr-did)dm + — (NtrR mdm) da -
3co da

— Ny R mdm md( mcosm-\-prrmd( sR-dm = 0.

Taking into consideration relation (10) and simplifying the former equation
by R mdd «dm, the following equilibrium condition will be arrived at:

~ ~ ivY) + - ~ N + = .
K 'I;im (riv") 'Ié\'ll'l cosCO rp, 0 (11)

5.2. Equilibrium in direction of the parallels

The force components acting in the direction of the parallels are: the
increment

(NgR mim) dd
da
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of the normal forces NOR e¢dco; the increment

— (Nrired&) dco
dco

of the shearing forces Nr& e+ dd; the resultant
NarR ¢ dco ¢ cos co «dd

of the horizontal projection of bilateral forces NdrR e« dco; as well as the com-
ponent
p2r mdd <R mdco

acting in direction of the parallels of the external force to which the sphere
element is subjected. Thus, the equilibrium equation in question is

— (N,R mdco)dd + — (Nrirmdd) dco +
8# 30
-j- N'ir R mdco mcos comdd-\-p2r mdd mR - dco = 0.

Taking into consideration relation (10) and simplifying the equation in question
by R ¢ d& «dco, the following equilibrium condition will be arrived at:

oa7 I o0
I — (N ri)+ N,.,,cos co+rp2= 0. (12)
dd R 3wm

5.3. Equilibrium in direction normal to the shell
The force components acting in the direction normal to the shell are:

the resultant
Nrr mdd mdco

of the bilateral normal forces Nrr md'd; the normal component
N#R e dm e dit *sin @

of the resultant NOR e dco »dd of the bilateral horizontal forces N”R-dco;
as well as the normal component

j3r «dd mR edco
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of the external force to which the shell element is subjected. Accordingly, the
equilibrium condition in question is

Nrr edR edm -f- NeR mdm < dé esinw p3r md ¢R «dm = 0,
respectively, after simplification by dt) «dm
rNr-f-RNOsinm -f~-R rP3 — Qe
However,

Rsinm=r,

thus, the equilibrium condition in question may be modified as

AV r+iV,)+p3 = 0 . (13)
K

6. Equilibrium conditions of paraboloid shells

Passing on to the investigation of paraboloid shells, the points brought
into correspondance with point A of the middle surface of the spherical shell
are: A' lying on the projection plane and A" lying on the middle surface of
the paraboloid shell (Fig. 7).

Fig. 7. Forces acting upon the paraboloid shell
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Let us cut out from the vicinity of point A" a shell element, the middle
surface of which is limited by meridians § and # d'd, further by parallel
circlesr' and r' -(- dr'. To the middle surface of this shell element an elementary
circular ring sector corresponds, the area of which is r' mdd mdr'. Since we
are dealing with a stereographical projection, the shape of this circular secto-
rial element is similar to the middle surface of the investigated element of the
spherical shell.

The inner forces acting upon the mentioned element of the paraboloid
shell — the so called real inner forces — should be denoted by

N"N'U,mrN ;.

These terms are referred to the unit length of the sides of the shell element
under investigation. From among these

NEr= N'U. (14)

The ground-plan projection of inner forces — the socalled reduced innerforces —
should be marked by
K, N* Nb,n;

and referred to the unit length of the ground-plan projection of the sides
of the shell element. Taking into consideration the relations under (2), the
real inner forces are in connection with the reduced forces as follows:

n; =yi+ (dfdr'f «Nr= 14 fx rl n;

N'U=N"'ri,
(15)
Kr=Wr,
n; = 1 nf= rJ:R= Ni
fl+(dzldr7)2 f4ii2+r'2
Of course,
m r= N'ry. (16)

The equilibrium of the forces acting upon the element cut out from the
shell will be expressed with the aid of the reduced inner forces. Similarly to
the former, this procedure will lead to three differential equations correspond-
ing to the the directions of the radii, parallels and verticals.
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6.1. Equilibrium in direction of the radii

The condition of equilibrium of the force components in radial direc-
tion is:
(N'rr'md@) dr'+ —  (iv;redr) da -
dr' da
— Nffmdr'md0-fplr mdd-dr’= 0.

Taking into consideration relation (16), simplifying the equation by di mdr'
and carrying out a partial derivation, the equilibrium condition is:

Ay + Nr+ 8N N'eEp'ir' = 0. a7)

dr'

6.2. Equilibrium in direction of the parallels

The condition of equilibrium of the force components in the direction
of the parallels is:
edr')d& + Adr No  >mie}O )dr> +
f- N$rmdr' md&-\-p2r' «dlimdr' = 0.

After substitution of (16), further, after partial derivation and simplification,

this equation becomes:

anr
oW A 4 o Nritpi2r = 0. (18)
da
6.3. Equilibrium in vertical direction

The condition of equilibrium of the vertical force components is:

— [N'r'mi( = dr'+ — iViredr’e— 1d0 + p'r'-d0-dr3= 0.
8r' dr' |l da dr'J

Taking into consideration relation (16) and simplifying by dd «dr’, this
equation takes the form:

Ql\irt 4~ P33 — 0.

(iv;r'2 +
! 2R da

2R dr
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After derivation and division by r', the equation

— F + 2N'r+ + P3—0
2R 8r' 3#

is obtained. Finally, substituting into this the expression

following from (17), the condition of equilibrium sought for will appear as:

(NF+N') - P[r'+2 R P3= 0. (19)

7. Loads acting upon the spherical shell

In the following a correlation should be established between the loading
forces to which the spherical and the correlated paraboloid shell are subjected.
This correlation should be set up with the assumption that the real inner
forces of the spherical shell are connected to the reduced inner forces of the
paraboloid shell as follows:

Nr —f(r)sNF,
Nri=f(r')-N'ri, (20)
N, =f(r)sNy.

Function f(r') figuring in the above formula should be regarded as
unknown and determined with the requirement that conditions (11)—(13)
and (17)—(19) of equilibrium have to be simultaneously satisfied.

Our aim is the determination of components pY,p2 p3 of load system p
acting upon the spherical shell starting out from the fact that the components
p\, P2Pi °f the load system p' acting upon the paraboloid shell are given.

Corresponding to the three load components the necessary calculations
is to be made in three steps.

7.1. Load component p2

Let us start out from the differential equation (12) and pass on to deri-
vation according to r' instead of the one according to co:

BN, H 1 . dr --:?---(rNr{)+Nri/lcosco—i—rp2= 0
o# R dco dr'
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Substituting formulae (6), (8) and (9), relation

3N, 4R1 4R2r
+
00 4R- dr' \4R2+ r2

4R2—r'~ nr 4 R2r'
N \

\ p2m0
4R2+r'2 A4R2+r'2

is obtained. After partial derivation and simplification this leads to

3N . ON 4R2 4R2r'
Fvr "+2 - N r$-\— — p2=0,
80 dr' 4R2+r2 4R2+ 1'2
which after substitution of relation (20) gives:
4R2_J/2 4 R2T
+ 2 — - - f(r’)N'n>+ p9= 0.
4H1+r'2 4R 2+ r'2
Repeated partial derivation results in
8iy" + r' -Kt+rwW ) dNF+
/(0 80 ujr‘ ) ar'
4H --1r'2 L 4R2 1" .
+2 /(0-iv;y+ —— — Po= o. (2i)
4112+ r'2 ' 4R 2+ r'2

HoAvever, according to equation (18):

ON'rt dN#

— 2 Nrit—p 2r’.
dr' 00

Substituting this value into equation (21), it is found after simplification that

df(rl i ~/(O K t+ R 02 /(002 0. (22)
dr' AR 2+ 172 4R 2-\-r

In order that this equation should be satisfied in case of any finite value of N'r
it is necessary that values in square brackets should he equal to zero, that is

<W) 4r
- O = 23
dr' 4jro-fr2’ o (23)
4R2
02-/(002 O. (24)
AR 2+ 12
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The first of tlie above expressions is an ordinary linear differential equa-
tion, the solution of which is

= (4[2+ 122
K

where K is an integration constant. Attributing value
K = 16i74

to the latter, the following formula will be obtained for the function f(r')
undetermined up to now:

402+ 122

(O T (25)

Using the substitution (25), equation (24) takes the form:

4R2 (4R2-fr2 1
4R2+ 172 [ 4R-

Eventually the condition sought for will be:

4fi2+ r'2)3
= Pi- (26)
P2 4Rn

7.2. Load component p3
Let us substitute into differential equation (13) the relationships (20)

and (25):
1 4R2

(n’+n;)+P3= 0. 27)
R 4R2

Considering, that according to (19) the formula
Nr+NI=rp1-2Rp3=0 (28)
holds, equations (27) can be also written as:

1 (440HT" 2
R 4R2

(r p'1- 2Rp'3) + p3=10.
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Thus, the condition sought for is:

1 (4_FQ-f-r'2Y( [+2Rp2)
~r' + 7).
Ps R 4R- p p

7.3. Load component pl

(29)

Let us take differential equation (11) and pass from derivation according

to co to the one according to r'. By doing so equation

o (rNT) -j- ———™---N#cosco+ rp1= 0
R de dr' 3#

is obtained. Substituting (6), (8) and (9) into (29a), the result will be:

4R2+r- _ 3 j 4R?r' N\ | dNri
4R- ' (4AHTr'A 3#
4M3—r'2 4R2
+

,+ - r'ej = 0.
4in2+r2 4K 2+r

From this, after partial derivation and simplification the equation

2 (Nr-N t)+r’ + 4i?2 rel=20
2 dr’ Q& 4R2+r'2

4R2 1
4Nn2+r'
is arrived at. If considering equation (20), this can be -written as:

(4JP+.-M 4«*>—"  (V,_JIV,)+ ' 3 i
) 7 [(4E 2+ 1'2)iV;] +
r

16 R4 16 Ri
(4R2+ r'22 3iv~ 4R2 r, =0
16 R4 3# + AH2+ r'2r PI

~fter repeated partial derivation the former equation takes the form:

(48 4,4 < 4 * N (N, Ny + NG+
16 R4 16 R4
. (A4H2+r'22 ,3N'r (4R2+r'2)2 ON'rt . 4R2
k- S r--—--—-- — b r~' - o :—-h 7Tr>i=0-
16 R4 3r' 16 R4 d& 4R2+r'2

(29a)

(30)
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However, according to (17) the relation

m-N"-r' &
3& dr

holds. If substituting this value into equation (31), after simplification the
result will be:

4R2+ r'2 , (4H2+ r'22 402
N+ m) Pi + Pi = fl-
8 R4 16 JR4 4K 2+ r'2
owing to (28) it follows
402 (4R2+r'2) (4 R2—r'2) 4R2+r1'2 r JI
P, P, . p-i= U,
4in24r1'2 16 R4 16 JR4 44
and thus, the condition sought for is:
P,= (402+ ;;)2 [(4 R2—r2)p\+4 [ r'pd]. (31)

8. Loads acting upon the paraboloidal shell

In the forgoing load components pv p2 p3acting upon the spherical shell
were determined with the assumption that load components p[, p2 p 3 acting
upon the paraboloid shell were known. As a result ofthe respective calculations
it was found that

L OARZYTZ o lR2 r2p(+4 R rpa]
i = r rpaj,
PI=4Rr2  4r2 P P
142+ 2
o)z M4 (32)
1 4R2
1 4R2+ 172y - .
Psi (—r'pi+2Rp'3.

R 4R

Regarding the problem from the opposite side, let as now assume that
load components pv p2 p3 acting upon the spherical shell are given, and it is
load components p{, p'2 p3acting upon the paraboloid shell which are sought
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for. For this purpose, equations (32) have to be solved in view of p{, p'2, p'3.
Result of the calculations is:

4R2
3pj—
AR2+1'2,
; 4R2 3 33)
2~ »
AR2+ 12 2
4R2 5 T AR2—r72
P3 = Pi H--eemeosmcmennen , |
AR2+ 12 2R 8R2 J

9. Special cases

In possession of the equation groups (34) and (35), respectively, some
special loading cases will be shown in the following. The respective formulae
can be appropriately used for the solution of certain practical problems.

9.1. The spherical shell is subjected to none but vertical loads

If the spherical shell is only subjected to vertical loads of intensity
p = p($, co), that is, if p2= p sinco, p2= 0, p3 = p cos co, then, according
to formulae (33), the relations

4R2 3 4R
4R2+ 12 4R2+r'2
p'i = o, (34)
4R2  34R2-r12
4R2+ 12 4R2+71'2

Pl =

P3 =

hold. In this case, considering formula (5), the relation

p\_ _ 4Rr'
P3 ~ 4R2-r'2

= tan o (35)

is valid. Thus, in the mentioned case the line of action of load p' = p'(r', $)
acting upon the paraboloid shell forms an angle with the vertical direction,
which is identical with the angle between the line of action of load p = plfi, co)
acting upon the spherical shell and the normal of the shell (Fig. 8).

14* Acta Technica Academiae Scientiarum Hungariccte 69, 1970



212 P. CSONKA

The specific value of force p' acting upon the paraboloid shell, as related
to the area of the ground-plan is
' 4Rr 3
4R2+r2

(36)

9.2. The paraboloid shell is subjected to none but vertical loads

If the paraboloid shell is only subjected to vertical loads of intensity
p' = p’(r', #), that is, if p[ = pz= 0, pa —p’, then, according to formulae
(32), the load components acting upon the spherical shell will be:

4R2+r'2)2 r'

Pi AR 2 R P »

p2=o0, (37)
AR2+ 1212

Ps = 4R2 2P~

In this case, taking into account Fig. 9, the relation

Pl Lt an- 2 (e8)
p; 2R 2

is valid. This means that the resultant p = p(é, co) of load components p1
and p3 passes through the nadir point N. Thus, the direction of the resultant

is parallel to the normal in paraboloid point A".
The specific value of load p acting upon the spherical shell, related to

the surface unit of the shell’s middle surface is:

4R2+ r'2
4R2

(39)

9.3. The spherical shell is subjected to none but perpendicular forces

If the spherical shell is only subjected to perpendicular loads of intensity
p = p(B,o0), that is, if px= p2= 0, p3= pv then according to formulae (35)
the load components acting upon the paraboloid shell will be:

4R- Y I
4R2+1'2) \
Pi=10, (40)
,_ [ 4R2_}34R2—r2
PS~ (4A2+r'21 8R2 P3
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Fig. 8. The spherical shell is subjected to none hut a vertical force

Fig. 9. The paraboloid shell is subjected to none but a vertical force
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In this case, taking into account formula (5), the relation

Pi 4Rr :—tan co. (41)
P3 4 H2—r'"2
holds. This means that the line of action of load p*' = p'(r\ h) acting upon the
paraboloid shell is parallel to the line of action of load p acting upon the
spherical shell (Fig. 10).
The specific value of load p' acting upon the paraboloid shell, related
to the area of the ground-plan is:

j 4R2 8 (42)
P = [4Ne +r'9, P-

9.4. The spherical shell is subjected to none but forces of meridian direction

If the spherical shell is only subjected to forces of meridian direction
of intensity p = p(f, co), that is, if px= p, p2= p3= 0, then according to
formulae (33) the load components acting upon the paraboloid shell will be:

4R- 3
Pl =
4R2+ 12
/>2= 0, (43)
4 Ne
Ps

(4 R2+r'2 2R
In this case according to Fig. 9 the relation

Pi = tan--—-- (44)

holds. This means that the resultant p' = p'(r’, h) of load components p[
and pa forms an angle of 0>/2 with the vertical direction (Fig. 11).

The specific value of load p' acting upon the paraboloid shell, related
to the area of the ground-plan is:

4 Re- 712
HT

(45)
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Fig. 10. The spherical shell is subjected to none but a perpendicular force

Fig. 11. The spherical shell is subjected to none but a force of meridian direction
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9.5. The paraboloid shell is subjected to none
but horizontal forces of radial direction

If the paraboloid shell is only subjected to horizontal radial forces of
intensity p' = p'(r', m&, that is, if p[ = p', p2=p3= 0, then according to
formulae (32) the load components acting upon the spherical shell will be:

@4B?-r'*)p\
(46)
-rp’.
In this case, taking formula (5) into account, the relation
. 4p2_T12
Pi --mmememmeeme- = —cOt fY) 47)
P3 4Rr

holds. This means that the line of action of load p = p(P, co) is horizontal
and passes through the axis line of the paraboloid shell (Fig. 12).

Fig. 12. The paraboloid shell is subjected to none but a force perpendicular to the axis of
revolution
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The specific value of load p acting upon the spherical shell related to
the surface unit of the middle surface of the spherical shell is:

4F12+ r'2i (48)
P= 4R2 )

10. Remarks

The results and the conclusions to be drawn from the analogy built up
between the spherical and the paraboloid shell may be summarized as follows.

1. The middle surface of the spherical shell and the ground-plan projec-
tion of the correlated paraboloid shell are conform configurations.

2. To the reduced inner forces NF, N'$, N'6 of the paraboloid shell the
following real inner forces correspond,

a) acting upon the paraboloid shell:
N;= "~-f4 R 2+ rr2,
2R

NU=N"ri, (49)
2R

n , = LU' -
YANna2+r'2;

b) acting upon the spherical shell:

4 222+ r'2\2
Nr= N'r,
4R2
f4R2+r2 ..
= Nrigo® (50)
4R2
"4R 2+ r'2
= n
4R2

3. In consequence of equations (32), the relation
Nr:Nri:N# = N'r:N'ri:N# (51)

holds, thus the real inner forces of the spherical shell and the reduced inner
forces of the paraboloid shell make up a conform system.

4. Since circles r = const of the spherical shell and load components
figuring in formulae (34) and (35) are independent of circular symmetrical
load systems acting upon the spherical shell correspond to circular symmetrical
load systems acting upon the paraboloid shell.
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5. In accordance with the existing conformity as stated in 9,1 and 9,4,
some boundary conditions, satisfied in the system of the spherical shell, will
be equally satisfied in the system of the paraboloid shell. This circumstance
offers the possibility for the complete or partial solution of certain boundary
value problems if the solution of the corresponding problem in the analogous
system is known.

6. Part of the expounded relationships is also valid for configurations
produced from them by affine transformation.

Analogie bestehend zwischen dem Kraftespiel von Kugelschalen und den ihnen zuge-
ordneten Rotationsparaboloidschalen. Der Aufsatz beschreibt eine Beziehung zwischen dem
Kréaftespiel von Kugelschalen und von den ihnen zugeordneten Rotationsparaboloidschalen.
Die Drehachse der Paraboloidschale lauft durch den Mittelpunkt der Kugelschale. Der Krium-
mungshalbmesser der Paraboloidschale ist im Achsenpunkt der Mittelflaiche doppelt so groR
wie der Halbmesser der Kugelschalenmittelflache. Der stereographischen Projektion der Punkte
an der Mittelflache der Kugelschale enstprechen jene Punkte der Mittelflache der Paraboloid-
schale, deren GrundriBprojektion mit der stereographischen Projektion der erwédhnten Punkte
der Kugelschale ubereinstimmt. Der Mittelpunkt der stereographischen Projizierung liegt im
Schnittpunkt der Kugelschalenmittelflache und der Paraboloidachse. Die Beziehung zwischen
den Spannungs- und Belastungszustanden der beiden Schalenarten kann bei der Ldsung
gewisser Randwertprobleme zweckgemalR angewendet werden.

AHanorus, cyulecTBytoLllas Mexay paboTon cun cdepryecknx 060M104eK U 060/10KEK B
Buae napa6onovpa BpaeHve (M. YoHka). B paHHoi paboTe onpefeneHa CBsi3b Mexay Mem-
6paHHbIMU YCUNNSAMW CPEPUYECKO 060/104KN 1 NPUAAHHOK el 060/104KN B BUAe napabononga
BpallleHMs, NpuaaHHasa chepruyecko 060/104Ke, NPOXOAMT Yepes LEHTP Chepuyeckoin 060104KN
N pagnyc KpUBM3HbI B TOUKE OCU LIEHTpasibHOW MOBEPXHOCTU B fBa pasa 6o/blue pajuyca LeHT-
panbHOM NOBEPXHOCTU Chepmnyeckon 060104KN. CTepeorpatMuecKoin NPOeKLUN TOUEK, NTeXallnx
Ha LeHTPa/IbHOM MOBEPXHOCTM CHEPUUECKO 060/104KU, COOTBETCTBYHOT Te TOUKW LiEHTPasIbHOM
NoBepXHOCTM 060/104KN B BUAe Napabononja BpalleHUsl, oceBasi NPOEKLUSI KOTOPbIX COBMNajaeT
Co cTepeorpaduryeckoil npoekLmeld Touek cepbl. CTepeorpauyeckas NpoeKLusi NPon3BoAMTCA
M3 TOYKD CEeYeHUs LieHTpasibHOM MOBEPXHOCTU cepbl C OCbio 060M104KM B Buae napabonovga
BpaLlleHusi. CBs3b, CYLLECTBYIOLLAS MeXAY YCOBUSAMU HaMPSHKEHUSI Y Harpy3ku cornocTaB/ieH-
HbIX MEXJY C060i BYX pa3MyHbIX BUAOB 060/104EK, MOXET ObITb UCMO/b30BaHa NPU PeLLeHNN
HEKOTOPbIX OKPY>HbIX 3ajad.
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Falk, S.:

LEHRBUCH DER TECHNISCHEN MECHANIK

1. BAND: MECHANIK DES PUNKTES. 2. BAND: MECHANIK DES STARREN KORPERS.
3. BAND: MECHANIK DES ELASTISCHEN KORPERS

Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York. 1. Band: 1967, 196 S.; 2. Band: 1968,
307 S.; 3. Band: 1969, 321 S.

Die vorliegenden drei Bénde sind Lehrbricher, die die Kapitel der technischen Mechanik
enthalten, die in den ersten und zweiten Jahrgangen in den Maschinen- und Bauingenieurab-
teilungen der Universitdten zumeist vorgetragen werden. Der Verfasser ist bestrebt, den
Lehrbuchcharakter des Buches Uberall zu bewahren. Die Grundbegriffe (Ruhezustand des
Korpers,- Gleichgewicht der Krafte, Schnittkrafte, Formé&nderung, Durchbiegung, usw.)
werden in préaziser Weise definiert, oder wenigstens begrifflich versinnbildlicht. Als das Verdi-
enst des Verfassers soll erwahnt werden, daR er sich mit der mathematischen Formulierung der
Gesetze der Statik, Kinematik, Kinetik und Elastizitatslehre nicht begniigt, sondern auch die
Anwendung dieser Gesetze auf verschiedene praktisch vorkommende Konstruktionen und
Konstruktionsbestandteile vorfuhrt.

Um diese Lehrblcher verstehen zu kdonnen, braucht der Leser nur die unteren Stufen
der mathematischen Analysis zu kennen. Diese didaktische Einschrédnkung rihrt daher,
daB der Mechaniklehrgang zeitlich mit dem Mathematiklehrgang in Einklang stehen muR.
Einige Themen der technischen Mechanik, die ebenfalls zum Ublichen Stoff des ersten und
zweiten Jahrganges gehdren, sollen noch in einem weiteren Band behandelt werden. Solche
Themen sind z. B. die Bewegung in beschleunigten Systemen, der Begriff der Corioliskraft
und der Spannungstensor.

Etwa die Halfte jedes Bandes enth&lt die theoretischen Erdrterungen. Es sind einige
Abschnitte darin, die, auch wenn sie korrekt zu sein scheinen, fur den Anfénger etwas zu
schwer verstandlich sein werden, z. B. im Band | die veréanderliche Masse, in Abschnitt 9,6,
im Band Il die Formel (4) auf Seite 190, die Anwendbarkeit der synthetischen und analytischen
Methode in den Abschitten 16,4 und 24,4, der Begriff der Wirkungslosigkeit auf Seite 134, im
Band 111 der Abschnitt 33,5. Doch wird jeder dieser Abschnitte ein nitzlicher Leitfaden
zur Lehrtatigkeit der Dozenten des Lehrstuhles.

Die andere Hélfte jedes Bandes ist den sehr lehrreichen, methodisch ausgearbeiteten
Beispielen gewidmet. Diese Beispielsammlung gewdahrleistet den wahren Wert dieses drei-
bandigen Lehrbuches. ,

J. Barta

G. Franz (Schriftleiter):

BETON-KALENDER 1970
TASCHENBUCH FUR BETON- UND STAHLBETONBAU UND DIE VERWANDTEN FACHER

Verlag von Wilhelm Ernst und Sohn, Berlin—Munchen—Dsseldorf 1970. I. Teil: 1180 Seiten;
I1. Teil: 676 Seiten

Der Beton-Kalender, dieses uberall auf der Welt bekannte Handbuch, steht nun bereits
in seiner 59. Auflage den Beton-Fachkreisen zur Verfugung. Dieses Manual ist auch diesmal,
wie auch sonst seit vielen Jahren, in zwei Teilen (d. h. zwei Banden) erschienen.

Der erste Teil zeigt nur unbedeutende Abweichungen von der Auflage des vorigen
Jahres. Seine Hauptabschnitte sind auch diesmal: mathematische Tafeln, Geometrie, Stahl
im Bauwesen, Bauholz und Holzwerkstoffe, Tafeln fur vierseitig und dreiseitig gelagerte
Rechteckplatten, Festigkeitslehre, Statik der Stabtragwerke, Bemessung der Stahlbeton-
bauteile, Bemessung von Spannbetonbauteilen und Bestimmungen. Neue Abschnitte behan-
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dein die Bewehrung von vier- und dreiseitig gelagerten Rechteckplatten, die elektronische
statische Berechnung von Stabtragwerken. Der Abschnitt Baugrund und Grindungen wurde
vollkommen umgearbeitet.

Der zweite Teil enthalt im allgemeinen neue, in vorangehenden Ausgaben nicht vor-
handene Abschnitte. Erwahnenswert ist der Abschnitt Gber die Bauausfihrung von Stahl-
betonbauten. Hier kommen, unter anderen, Fragen der Organisation, der Betontechnologie,
der Bauleitung, der Frihfestmachung des Betons und der Installationstechnik zur Behandlung,
unter besonderer Bericksichtigung der Baustelleneinrichtung und Baumaschinen sowie der
zweckmaBigen Methoden fiur Schalung und Ristung.

Von den neuen Abschnitten ist besonders das von den Professoren H. Ruasch und
H. Kupfer verfallte Kapitel hervorzuheben, das sich mit den verschiedenen Spannverfahren,
den Zielen der Vorspannung und den Anwendungsgebieten des Spannbetons befallt. Im Rah-
men dieses Kapitels sind die Absatze besonders beachtenswert, die durch die Vorspannung
erreichbare Vorteile (Abbau der Zugspannungen, Verringerung der Querschnittsabmessungen,
Vermeidung von Rissen, Regelung der Spannungszustande, Verringerung der Verformung
von tragenden Teilen) in klarer, Uberzeugender Weise erklaren. Von hohem Wert sind auch
jene Teile, die Uber Bauverfahren berichten, welche erst durch Anwendung der Spannverfah-
ren ermdglicht werden. (Verbindung von Fertigteilen durch Vorspannung, Freivorbau auf
Grundlage der Vorspannung, Anwendung der Vorspannung zur nachtraglichen Verstarkung
von Bauten usw.)

Der Anhang des zweiten Bandes ist ebenfalls gliicklich geraten. Er enth&lt den Auszug
der Empfehlungen zur Berechnung und Ausfihrung von Stahlbetonbauwerken des Européi-
schen Beton-Komitees (C.E.B.) Diese Empfehlungen sind richtunggebend fur die Fassung
der zukinftigen Vorschriften fir Stahlbeton und bezwecken die Vereinheitlichung der verschie-
denen Vorschriften der einzelnen Lander. In ihrer Abfassung haben die bedeutendsten Fach-
manner von West und Ost und Ubersee kollaboriert und so verdienen sie es wahrhaftig, daB
sdmtliche Betonfachleute Uber sie orientiert werden.

Im allgemeinen darf berechtigterweise behauptet werden, dall die gegenwértige
Ausgabe des Beton-Kalenders die sich auf die neuesten Feststellungen der Theorie und Praxis
des Stahlbetonbaus stitzt und die zeitgemaRen Fragen des Stahlbetonbaus Ubersichtlich und
zuverlaBlich erdrtert, ebenso wie ihre Vorgéanger, tatsachlich fir das Leben geschaffen wurde
und seinen unermudlichen Schriftleiter, den Altmeister des Betonbaus, Professor Gotthard
Franz loht.

P. Csonka

H. Riuhle :

RAUMLICHE DACHTRAGWERKE. KONSTRUKTION UND AUSFUHRUNG
BAND |.: BETON, HOLZ, KERAMIK

VEB-Verlag fir Bauwesen. Berlin 1969, 320 Seiten (A4), 357 Bilder, 57 Tafeln.

Die ausgedehnte und stets zunehmende Schalenliteratur befaBte sich bis jetzt sozusa-
gen ausschlieBlich mit der Theorie und den verschiedenen Berechnungsverfahren der Schalen.
Nur in geringem MaRe hat sie die Kopstruktionsprinzipien und Ausfuhrungstechnik der Scha-
len beachtet. Das unter der Fihrung des namhaften Verfassers arbeitende Kollektiv bemiht
sich nun, diese Lucke auszufullen, indem es den Schalenkonstruktionen schaffenden Inge-
nieuren, Architekten und Konstrukteuren ein zweibandiges Werk zur Verfiigung stellt, welcbes
das Hauptgewicht auf die Klarung der bisher wenig beachteten praktischen Fragen der Scha-
lenarchitektur legt.

Das Geleitwort zum Buch wurde von A. M. Haas, dem illustren Vorsitzenden der
IASS geschrieben.

Der vorliegende Band des Werkes befaBt sich mit den Konstruktionsprinzipien von
Schalen und Falten aus Beton, Keramik und Holz. Es werden behandelt: Zylinder- und Wellen-
schalen, Falten und Faltwerke, Schalen- und Faltenbdgen, Shedschalen, Konoid- und konoidahn-
liche Schalen, Rotationschalen und hyperbolische Paraboloide, schlieflich Schalen besonderer
Gestalt, sowie Schalen und Falten aus Armozement. Ein bedeutendes Kapitel befalt sich mit
Fertigungs- und Ausfihrungsfragen von Schalen und Falten aus Beton. Die besonderen Pro-
bleme der an Ortund Stelle hergestellten, sowie der aus vorgefertigten Elementen errichteten
Schalen, weiters die Spezialfragen betreffend der Fertigung von Armozementschalen und
Falten werden hier behandelt. Die Ausfihrungen werden durch Kapitel tUber Schalen aus
Keramik bzw. Holz erganzt.
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Es ist ein Hauptverdienst des Buches, daB es die Fragen der Gestaltung, Konstruktion,
Kréftespiel und Ausfuhrungstechnik der Schalen in strenger Einheit mit Gesichtspunkten
der Wirtschaftlichkeit und der Qualitadtsanspriche behandelt. Hierbei nimmt es besondere
Ricksicht auf die Probleme neuartiger Konstruktionen und deren spezielle Bauweise. Es mif3t
den ganz besonderen Madglichkeiten von weitgespannter Raumuberdachung durch Schalenda-
cher die notige Bedeutung bei und zeigt die verschiedenen Vor- und Nachteile dieser Bauweise
auf.

Die die geschichtliche Entwicklung der Schalenarchitektur darstellenden Tafeln, die
Entwicklungsrichtungen erhellenden Zusammenstellungen, die den Materialbedarf aufzei-
genden Ausweise und vor allem aber das Uberaus reiche und instruktive Bild- und Fotomaterial
geben dem Buch eine besonders wertvolle Erganzung. Das Bild- und Fotomaterial stellt nicht
nur die AusmafRe, GrundriBanordnung und den Aufrifl der in Rede stehenden Bauten dar
sondern zeigt auch ihren Bau- und Fertigzustand mit besonderer Rucksicht auf die charak-
teristischen Einzelheiten der Konstruktion und Ausfihrung

Eine Ubersicht des reichen Inhalts des Buches beweist, daR das Verfasserkollektiv
durch Zusammenstellung dieses Werkes und durch die kritische Bewertung des in der Weltlitera-
tur aufzufindenden Informationsmaterials eine bedeutende, lickenfullende Arbeit geleistet hat.
Zur Abfassung dieses Werkes waren ausdauernder Fleil, grindliche Fachkenntnis, kritische
Fahigkeit und groBe Ubersicht nétig, Eigenschaften, die im Fiihrer des Verfasserkollektivs
Dr.-Ing. H. Ran1e, Mitglied des Arbeitskomitees der IASS, glucklich vereint sind.

P. Csonka
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Acta Techn. Hung. 69 (1970), 3—27

Bogardi, J. L.—Szlics, E.: Balance Equations of Suspended Sediment
Transportation

A requirement common to every field ofengineering is to derive the expres-
sions intended for practical computations free of arbitrary constraints,
and to introduce assumptions which are clearly defined and consistent
with the laws of Nature. Failing to do this the validity ranges of indi-
vidual expressions become obscured. A possibility for the methodical,
uniform approach to engineering problems is offered by the transport
theory, which is founded on the most general laws of physics, namely
the conservation theorems. It is demonstrated that by this approach
the general set of balance equations of sediment transportation can be
formulated. The basic equations of some of the sediment transportation
theories will be derived from the general set of balance equations. In this
connexion it will be illustrated wihch of the 10 possible assumptions are
used in individual theories.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 29—37
Kezdi, A.: Stresses in a Two-Phase Medium

The concept of stresses induced in two-phase or three-phase mediums
is described and further a method of representation of the stress pattern
is presented. Then by dismissing the usual assumption according to which
in the disperse system the neutral stresses act on the whole cross-section,
the general governing strength equations are established for elastic, homo-
geneous isotropic, porous and permeable mediums.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 39—66
Bosznay, A.: Dynamics of a Model of Stick-Slip

The problem referring to the title in the paper is solved by analysing
the phase diagrams. The possible types of movements are discussed and
clearly explained. According to the investigations the occurrence of the
stick-slip cannot be entirely avoided in the model taken as a basis, only,
at most, the period of the slip might be shortened within a cycle.






Acta Techn. Hung. 69 (1970), 67—71

Kottar, L.—Szlcs, E.: Edge Disturbances of the Shallow Hyperbolic
Paraboloidal Shell Bounded by four Generatrices

The hyperbolic paraboloid shell bounded by four generatrices subjected
at one of its edges to bending moments is investigated with the aid of
the elastic bending theory of shallow shells. Inside the shell the decreasing
curve of the bending moment is determined. The result is compared on
the one hand with that of the Bleich-Salvadori solution, and on the other,
with the decreasing curve of the bending moment of the plain plate.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 83—104
Papai, L.: Velocity and Pressure in Vertical Pneumatic Conveying

The additional pressure drop at pneumatic conveying can be calculated
from the forces acting on the transported particles. For uniform vertical
transport the additional pressure drop pj results from the weight-lifting
pressure drop Pq and the pressure drop of the retaining forces ps. The
pressure drop p$ cannot be calculated with one formula, because it de-
pends on the form of conveying. The mean velocity of the material,
developing during the uniform vertical transport can be determined
from the forces acting on the particle. The formula suitable for determin-
ing material velocity is of different shape according to the kind of trans-
portation (thin-flow conveying, dense-flow conveying) and to the kind
of transported particle.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 105—135

Koltar, L.—Gardonyi, Z.—Holnapy, D.: Bending Analysis of Sym-
metrically or Antimetrically Loaded Straight Edge Shells with Surfaces of
Fourth Order

Shells with mediane surfaces of higher than second order will have equa-
tions with variable coefficients. There exists a special analytical method
to face the arising difficulties, otherwise the method of finite differences
has to be applied. These two methods will be presented in detail, first for
general cases, and then on data of an erected shell structure, checked by
a model test. Both methods will be numerically compared and theoreti-
cally evaluated.






Acta Techn. Hung. 69 (1970), 137— 148

Gulyas,J.—Mbs. Z. Szarka: Warmforming Experiments with a Homoge-
neous Brass Alloy

In this paper, the warmforming process carried out on a homogeneous
brass alloy is dealt with, when the applied speed of operation amounted
to 4.55 sec-1. The examination refers to plotting the curves that show
the development of getting harder and to analysing the slide lines that
present themselves within the material of the test pieces. Finally, the
authors explain how far the mechanism of warmprocessing at a higher
speed of operation can he assumed to be like the mechanism of coldform-
ing.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 149— 170

Levai, |.: Variable-Ratio Gears with Crossed Axes, Generated with Straight-
Edged Tools

The paper deals with the laws of the meshing and production of non-
round gears materializing a given transmission function. For the investi-
gation the author uses a kinematic method. The laws governing the
meshing are extended to the so-called generating axoids. The author
deals only with the cases when the generating axoids are developable
ruled surfaces and established the differential equation for the directrix
of the generating axoids. An example proves that the analysis of the
differential equation simplifies production.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 171— 180

Sziklavari, J.: Accelerated Reduction of a Smolten Charge in High FeO-
content by Means of Carbon Solved in Iron

Through research work carried out under normal operating conditions
it was found that the reduction of a molten charge of high FeO content
becomes faster by pouring it into an iron bath of high C-content, because
this C-content also acts as an active agent. Under the testing conditions,
the velocity constant of this method was three times as high as the
velocity constant observed when additional coke was used as a reducing
agent. The reduction of the molten charge proved to be a reaction of
first order apparently.






Acta Techn. Hung. 69 (1970), 181—194
Benedek, Z.: An Investigation of the Effective Wake Fractions of Geosims

To eliminate the scale effect on the effective wake fraction the ratio of
two velocities (nominal relative velocities in the propeller race in open
water and behind condition of propeller) can be used instead of the com-
mon wake fraction. This ratio is a linear function of a coefficient k. Accord-
ing to these the effective wake fraction of any ship can be determined by
a linear extrapolation of the measured values of two different models, if
the empirical formula is not taken into consideration. If so, the wake
fraction can be determined by testing a single model of a ship.






The Acta Technica publish papers on technical subjects in English, French, German
and Russian.

The Acta Technica appear in parts of varying size, making up volumes.

Manuscripts should be addressed to

Acta Technica
Miinnich Ferenc u. 7.
Budapest V.,
Hungary

Correspondence with the editors and publishers should be sent to the same address.

The rate of subscription is $ 16.00 a volume. Orders may be placed with “Kultdra”
Foreign Trade Company for Books and Newspapers (Budapest !.. F6 utca 32. Account
No. 43-790-057-181) or with representatives abroad.

Les Acta Technica paraissent en francais, allemand, anglais et russe et publient des
travaux du domaine des sciences techniques.

Les Acta Technica sont publiés sous forme de fascicules qui seront réunis en volumes.

On est prié d’envoyer les manuscrits destinés a la rédaction a I’adresse suivante:

Acta Technica
Miinnich Ferenc un. 7.
Budapest V.,
Hongrie

Toute correspondance doit étre envoyée a cette méme adresse.

Le prix de I’abonnement est de S 16.00 par volume.

On peut s’abonner & I’Entreprise pour le Commerce Extérieur de Livres et Journaux
»ICultura« (Budapest I., F6 utca 32. Compte courant No. 43-790-057-181) ou & I’étranger chez
tous les représentants ou dépositaires.

«Acta Technica» NY6NUKYIOT TpakTaTbl M3 06/71aCTM TEXHMYECKMX HAyK Ha PYCCKOM,
aHrIMACKOM, (DPaHLLY3CKOM U HEMELKOM S3blKax.

«Acta Technica» BbIXOAWT OTAE/bHBLIMM BbIMyCKaMK PasHOr0 06bema. Heckonbko Bbi-
MYCKOB COCTaBNSAT OAWH TOM.

MpeaHasHaueHHble A8 Ny6AUKALMU PYKOMUCKU CriedyeT HamnpaBnaTb MO afpecy:

Acta Technica
Miinnich Ferenc un. 7.
Budapest V.,
BeHrpus

Mo aToMy >Ke agpecy HanpaBnATb BCAKYH KOPPECMOHAEHLMIO ANA pefakuun u agMmu-
HUCTpauuu.

MoanvcHas ueHa — $ 16.00 3a ToM. 3aKasbl MPUHUMAET MPEANPUSATUE MO BHELLHEN
ToproBne KHur un raset «Kultura* (Budapest 1., F& utca 32. Tekywwuin cueT Ne
43-790-057-181) wnM ero 3arpaHUYHble MpeacTaBuUTENbCTBA M YMO/THOMOYEHHbIE,



Reviews of the Hungarian Academy of Sciences are obtainable

ALBANIA
Drejtorija Qéandrone e Parhapjes
dhe Propagandimit t& Librit
Kruga Konferenca e Pazes
Tirana

AUSTRALIA

A. Keesing
Box 4886, GPO
Sydney

AUSTRIA
Globus
Héchstadtplatz 3
A-1200 Wien XX

BELGIUM
Office International de Librairie
30, Avenue Marnix
Bruxelles 5
Du Monde Entier
5, Place St. Jean
Bruxelles

BULGARIA

Hemus
11 pi Slaveikov
Sofia

CANADA

Pannénia Books
2, Spadina Road
Toronto 4, Ont.

CHINA

Waiwen Shudian
Peking
P. O. B. 88

CZECHOSLOVAKIA

Artia

Ve Smeckach 30
Praha 2

PoStovni Novinova Sluzba
Dovoz tisku
Vinohradska 46
Praha 2
Mad’arska Kultira
Véclavské nam. 2
Praha |

Slovart A. G.
Gorkého
Bratislava

DENMARK

Ejnar Munksgaard
Nérregade 6
Copenhagen

20. XI11. 1970

at the following addresses:

FINLAND

Akateeminen Kirjakauppa
Keskuskatu 2
Helsinki

FRANCE

Office International de Documentation

et Librairie
48, rue Gay Lussac
Paris 5

GERMAN DEMOCRATIC REPUBLIC
Deutscher Buch-Export und Import

LeninstraBe 16
Leipzig 701
Zeitungsvertriebsamt
Fruchtstrale 3—4
1004 Berlin

GERMAN FEDERAL REPUBLIC

Kunst und Wissen
Erich Bieber
Postfach 46
7 Stuttgart S.

GREAT BRITAIN

Blackwell’s Periodicals
Oxenford House

Magdalen Street

Oxford

Collet’s Subscription Import
Department

Denington Estate
Wellingsborough. Northants.
Robert Maxwell and Co. Ltd.
4—5 Fitzroy Square

London W. |

HOLLAND

Swetz and Zeitlinger
Keizersgracht 471—487
Amsterdam C.

Martinus Nijhof

Lange Voorhout 9

The Hague

INDIA

Hind Book House
66 Babar Road
New Delhi |

ITALY
Santo Vanasia
Via M. Macchi 71
Milano
Libreria Commissionaria
Via La Marmora 45
Firenze

JAPAN
Kinokuniya Book-Store Co. Ltd.
826 Tsunohazu 1-chome
Shinjuku-ku
Tokyo
Maruzen and Co. Ltd.
P. O. Box 605
Tokyo-Central

KOREA

Chulpanmul
Phenjan

NORWAY
Tanum-Cammermeyer
Karl Johansgt 41—43
Oslo |

POLAND

Ruch
ul. Wronia 23
Warszawa

ROUMANIA

Cartimex
Str. Aristide Briand 14—18
Bucurefti

SOVIET UNION

Mezhdunarodnaya Kniga
Moscow G —200

SWEDEN

Almaquist and Wiksell
Gamla Brogatan 26
S-101 20 Stockholm

USA
F. W. Faxon Co. Inc.
15 Southwest Park
Westwood Mass. 02090
Stechert Hafner Inc.
31. East 10th Street
New York, N. Y. 10003

VIETNAM

Xunhasaba
19, Tran Quoc Toan
Hanoi

YUGOSLAVIA
Forum
Vojvode MiSiéa broj 1
Novi Sad
Jugoslovenska Knjiga
Terazije 27
Beograd

Index: 26.025



ACTA
TECHAICA

ACADEMIAE SCIENTIARUM HUNGARICAE

fcEDIGTri : M. MAJOR

TOMUS 69
FASCICULI 3—4

AKADEMIAI KIADO, BUDAPEST 1970 ACTA TECHN. HUNG.



ACTA TECHNICA

SZERKESZTO BIZOTTSAG

BARTA ISTVAN, BOLCSKEI ELEMER, GESZTI P. OTTO,
LEVAI ANDRAS

Az Acta Technica angol, francia, német és orosz nyelven koézdl értekezéseket a mszaki
tudoméanyok korébdl.

Az Acta Technica valtozé terjedelmd flizetekben jelenik meg, tébb flzet alkot egy
kotetet.

A kozlésre szant kéziratok a kdévetkezd cimre kildendék:

Acta Technica
Budapest V., Minnich Ferenc u. 7.

Ugyanerre a cimre kildendé minden szerkesztéségi és kiadohivatali levelezés.

Megrendelheté a belfold szdmara az ,,Akadémiai Kiad6”-nal (Budapest V., Alkotmany
utca 21. Bankszamla 05-915-111-46), a kulfold szamara pedig a ,,Kultdra” Kényv- és Hirlap
Kulkereskedelmi Vallalatndl (Budapest 1., F6 utca 32. Bankszamla: 43-790-057-181) vagy
annak kulfoldi képviseleteinél és bizoméanyosainal.

Die Acta Technica verdéffentlichen Abhandlungen aus dem Bereiche der technischen
Wissenschaften in deutscher, englischer, franzdsischer und russischer Sprache.

Die Acta Technica erscheinen in Heften wechselnden Umfanges. Vier Hefte bilden einen
Band.

Die zur Veroffentlichung bestimmten Manuskripte sind an folgende Adresse zu senden:

Acta Technica
Minnich Ferenc u. 7.
Budapest V.,
Ungarn

An die gleiche Anschrift ist auch jede fur die Schriftleitung und den Verlag bestimmte
Korrespondenz zu richten. Abonnementspreis pro Band: s 16.00.

Bestellbar bei dem Buch- und Zeitungs-AufRenhandels-Unternehmen »Kultura« (Buda-
pest 1., F6 utca 32. Bankkonto Nr. 43-790-057-181) oder bei seinen Auslandsvertretungen
und Kommissiondren.



Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae; Tomus 09 (3—4), pp. 223 (1970)

THEORETICAL EXPLANATION OF THE SOLAR
RED-SHIFT LIMR EFFECT

CS. FERENCZ and GY. TARCSAI

(Preliminary abstract)

The general theory of relativity predicts a wavelength shift of the lines
in the solar spectrum with respect to corresponding terrestrial lines by an
amount of 2,12 X 10 6. However, it is an established fact that at the extreme
solar limb (at radial distances greater than about 95 per cent of the radius
of the disk) the Fraunhofer lines exhibit a red-shift substantially exceeding
the shift required by the relativity theory (the phenomenon will be referred
to as limb effect).

On the basis of the general theory of wave propagation in inhomogeneous
moving media it is shown that the extreme red-shift values observed at the
solar limb are produced by radial currents in the solar atmosphere due to an
effect different from the familiar one which is responsible for the wavelength
shifts observed at the inner parts of the solar disk. The red-shift of the solar
lines for the whole solar disk can be given as

"'Ikm/s]
Utkmis] = 4 ~ ] — asstrmis] + Vo sin0p(n) 1 xp Ndl
c

where /J/gra, is the gravitational red-shift (0,636 km/s), T/'str is a known
frequency shift appearing due to the direct motion in the model of solar stream-
ing pattern, visthe velocity of outward radial streaming, 0 is the angle between
the Sun-Earth line and the radius connecting the observed point on the solar
surface and the centre of the Sun, a,, is the effective cross-section of absorption,
N is the density of the medium, L is the ray path. It can be shown that in
the present investigations the order of magnitude of p(n) is about 1.

1 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970
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UBER DIE MOGLICHKEITEN DER VERMINDERUNG
DES HARTEN GANGES BEI DIESELMOTOREN
MIT DIREKTER EINSPRITZUNG

I. KASZAP*

[Eingegangen am 26. August 1968]

Der harte Gang von Dieselmotoren mit direkter Einspritzung ist die Folge
einer intensiven Entflammung, wofur der Differentialquotient (dp/d®)nlax als maR-
gebende Kennzahl gilt. Man kann eine Entflammung von gunstigerer Intensitat
erzielen, wenn man die folgenden GréRBen verringert: den dynamischen Faktor o.
den Zindverzug, die anféngliche Verdampfungsgeschwindigkeit oder die Zahl der
Herdstellen der Entflammung. Aus einem Uberblick der bezuglichen Fachliteratur
und aus den Ergebnissen unserer A'ersuche geht hervor, dal man zur Dampfung des
harten Ganges nicht unbedingt irgend ein neues Verfahren einzufiihren hat, vielmehr
kann dies durch entsprechende Gestaltung der Gemischbildung bei gleichzeitiger,
passender Wahl der Parameter der Entflammung erzielt werden.

I. Einleitung

Im Laufe einer Weiterentwicklung des Dieselmotors gelangte das Modell
mit direkter Einspritzung in den Mittelpunkt der Bestrebungen, vor allem
deshalb, weil bei Anwendung eines solchen Verbrennungsraumes die Gemisch-
bildung den kleinsten Energieaufwand erfordert und zugleich den geringsten
spezifischen Brennstoffverbrauch sichert [1].

Diese Vorteile gehen aber Hand in Hand mit einer nicht vorteilhaften
Erscheinung: dem harten Gang. Dies zu bek&mpfen sind die Fachleute tberall
in der Welt seit langer Zeit bestrebt. Bei den Dieselmotoren mit herkédmm-
lichem Gemischbildungsverfahren (allgeteiltem Verbrennungsraum) kann die
Geschwindigkeit des Druckanstieges verringert werden, doch ist damit auch
ein Herabsinken des Mitteldruckes verbunden, also kann die rechtzeitige und
vollkommene Verbrennung des Brennstoffes nicht erreicht werden.

Daraus folgt die Notwendigkeit, irgendein Verfahren zu schaffen, mittels
dessen ein weicher Gang sowie die Erhdhung des Mitteldruckes gleichzeitig
erzielt werden kann. Seinerzeit war das bekannte MAN-M Verfahren dadurch
gekennzeichnet, daR beide oben genannten Forderungen erfullt worden waren.
Im Bild 1 sehen wir das Indikatordiagramm eines herkémmlichen Diesel-
motors und ein anderes, welches einem durch weichen Gang charakterisierten
Dieselmotor entspricht. Diese zwei Indikatorkurven unterscheiden sich von-

* Technische Universitat; Budapest XI. (Ungarn).
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226 I. KASZAP

einander durch die verschiedene Art der Gemischbildung und die unterschied-
liche Verbrennungsdynamik.

Dem Vorhergehenden zufolge fanden wir es zeitgem R, die Gemischbildung
und den Verbrennungsvorgang von Dieselmotoren mit direkter Einspritzung
zu Uberprufen, eben mit dem Ziele, den harten Gang verringern und den Mittel-
druck steigern zu kdnnen.

Bild 1. Indikator-Diagramme: Kurve eines herkdmmlichen Dieselmotors (1), und Kurve bei
weichem Motorgang (2)

Il. Prinzipielles Uber die Verringerung des harten Ganges von
Dieselmotoren

Man konnte feststellen, daR fir die Selbstzindung in Dieselmotoren
mit direkter Einspritzung folgende Eigenheiten kennzeichnend sind:

GrofRe Zahl der Herdstellen [2] (siehe Bild 2a);

mehrphasiger Verlauf [3], also rdumliche Entflammung (siehe Bild 2b).

Die Verbrennung ist allgemein diffusionsartig, verursacht durch die fol-
genden Umstdnde: Brennstoffzerstdubung in der Luft, die anschlieBende Ver-
dampfung und Gemischbildung, kinetische Eigenschaften der Entflammung
und Verbrennung. Der Mehrphasenverlauf der Entflammung wird von einer
Neigung des Brennstoffes zu Oxydation, vom Kompressionsdruck und von der
Kompressionstemperatur hervorgerufen. Die hohe Zetanzahl und die ver-
haltnisméaRig langsame Konzentrationsdnderung wirken zugleich in Richtung
einer diffusionsmaRigen Verbrennung.

Gontschar und Milkin [4] hatten durch Wertung der Indikator-
diagramme mit Hilfe von Computern (URAL-2) den Zusammenhang zwischen
der Verbrennungsgeschwindigkeit und der Drucksteigerungsgeschwindigkeit
bestimmt (siehe Bild 3a und 3b).

Im Bild 3a finden wir den Tangentenwert (tan sc) der Druckkurve in
dem Zeitpunkt des Beginns der Reaktion und im Bild 3b die Anderung des
Tangentenwertes dargestellt. Aus diesen Diagrammen kann festgestellt werden,

Acla Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



VERMINDERUNG DES HARTEN GANGES 227

Bild 2. Entstehung der Entflammungsherdstellen (a) und die Entflammungscharakteristik
bei pcund Tc (6)

p[ms]

Bild 3. Verschiedene Charakteristiken der Entflammung

Acta Technica Academiae Scienliarum Hungaricae 69, 1970
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daB der Anfang des Verbrennungsprozesses bzw. die Intensitdt der Entflam -
mung vor allem durch die maximale Drucksteigerung, bezogen auf die Ver-
drehung der Kurbelwelle im Grad (dpjdq)max gekennzeichnet wird. Tolstow [5]
hatte Experimente durchgefihrt (Bild 4) und wies auf die Mdglichkeit hin,
in welcher Weise der Wert (dpjd(fymlix beeinflult werden kann.

Bild 4. Zusammenhang zwischen der mittleren bzw. maximalen Drucksteigerungsgeschwindig-
keit und dem Zindverzug bei verschiedenen Werten des Koeffizienten a

Alles in allem steht fest, dal der harte Gang von einer intensiven Ent-
flammung verursacht wird, gekennzeichnet durch den Differentialquotienten
(dp/d(f)maxe Die Geschwindigkeit der Drucksteigerung ist eine Charakteristik
eines in der Zeit und im Raum verlaufenden Prozesses, also soll die Regelung
ebenfalls in Zeit und Raum stattfinden.

Um die Mdglichkeit einer Regelung in der Zeit verstdndlich zu machen,
verlassen wir uns auf den dynamischen Koeffizienten o, im Sinne der Dar-
stellung von Tolstow [5]. Es heilt ndmlich:

yr Ti
4r 8 x
wobei
qz die Menge des wahrend des Zundverzuges eingespritzten Brennstoffes;

iy die je Zyklus eingespritzte Menge [mm3];

rz Zundverzug [°KW]:

® Einspritzdauer [°KW]:

w verdampfte Brennstoffmengewdhrend derZeitspanne rz [mm3];
X = G2 effektiv verbrannteMenge der Zyklusdosierung [mm3].

Acta Technict Academiae Scientiarum Hungaricae 09. 1970



VERMINDERUNG DES HARTEN GANGES 229

In Worten ausgedrickt, kann man die Regelung des dynamischen Koeffi-
zienten e in der Zeit durch folgende MaRnahmen erzielen:

Anderung des Einspritzvorganges;

Verringerung des Zindverzugs; und

Herabsetzung der verdampften Menge.

Bild 5. Auswirkung des Koeffizienten a auf die Drucksteigerungsgeschwindigkeit

Im Bild 5 ist die erreichbare Druckdnderungsverminderung dargestellt,
die man durch Anderung des Koeffizienten e hei gegebenem Ziindverzug
erzielen kann.

Durch die Technik des Schnellphotographierens ist eine Untersuchung
der Regelbarkeit im Raum ermdglicht worden [2]. Diese Aufnahmen haben
gezeigt, daB im Verbrennungsraum (in dem herkémmlichen Verbrennungs-
raum direkter Einspritzung) mehrere Verbrennungszonen entstehen. Die Ent-
stehungsumstdnde dieser Zonen sind nahezu dieselben, also ist der Zeitpunkt
der Entflammung naturgemdR derselbe, infolgedessen ist am Anfang die Ner-
brennungsmassengeschwindigkeit groB, und die Kennzahl (dp/d<p)max hat
ebenfalls einen hohen Wert. Soll also die Drucksteigerungsgeschwindigkeit
herabgesetzt werden, so sollte man die Zahl der Zindungsherde vermindern
und die Gleichzeitigkeit der Entflammungen verhindern.

Zusammenfassend verlangt die Verringerung des harten Ganges das
Durchfihren einer doppelten Aufgabe, bestehend aus der Verminderung der
Entflammung und der Herabsetzung der Anzahl der Herdstellen.
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Es wurde bereits darauf liingewiesen, daB die spezifische Literleistung
im Wege eines gesicherten weichen Ganges nur erzielt werden diurfte, wenn
zugleich fur die rechtzeitige und vollkommene Verbrennung des Brennstoffes
gesorgt wird. Daraus folgt die Notwendigkeit, auch die Geschwindigkeit der
Gemischbildung regeln zu kdnnen, da man hier mit einer Diffusionsverbren-
nung zu rechnen hat.

Die Gemischbildung kann beschleunigt werden, wenn man fur eine gro-
Rere Geschwindigkeit des Mischungsvorganges sorgen kann. Dies besteht da-
rin, dal man die Komponenten des Gemisches (Brennstoff und Luft) in eine
intensive und geregelte Bewegung bringt, wobei man hauptsdchlich danach
trachtet, die intensive und geregelte Mischung in der dem Zindverzug nach-
folgenden Periode zu verwirklichen.

Die Methoden zum Hervorrufen einer vorteilhafteren Zyklusdynamik
weisen gewissermallen Uberdeckungen auf. Dies kommt daher, dal durch
den Regelvorgang zugleich mehrere Parameter beeinfluBt werden. Um dies
zu berlcksichtigen, sind wir veranlat, die Mdglichkeiten der Regelung der
Entflammungsintensitdt auf Grund der héchstw'irkenden Erscheinung oder
des hochstcharakteristischen Koeffizienten zu einem brauchbaren System
zusammenzustellen.

I11. Methoden und Resultate

Nach einer ausfiihrlichen Analyse aller experimentellen Ergebnisse kon-
nen wir Uber die nachstehende Methoden und Resultate berichten.

7. Modifizierung der Einspritzungscharakteristik, Doppel-Einspritzung [6]

Im Bild 6a und 6b sieht man die Ausfuhrung des zweifach wirkenden
Nockens und die Charakteristik der damit erzielten Doppel-Einspritzung.
Die zwei Stufen der Einspritzung bewirken in der ersten Stufe eine Dosierung
von 25%, in der zweiten Stufe eine weitere von 75%, als Teile der Zyklus-
dosierung.

Im Bild 7 ist das Indikatordiagramm, das bei der eben beschriebenen
Methode entsteht, dargestellt. Daraus ist zu ersehen, dafl die Ausbildung der
Einspritzpumpe und der Zerstdubungsdise den harten Gang zu mildern
vermag, doch verblieb das Problem der mehrstelligen Herdverteilung ungeldst.
Uberhaupt begegnen wir dem Nachteil, daR eine derartige Modifikation nur
fir Motoren mit kleiner Umdrehungszahl geeignet ist.

2. Abkilrzung der Zundverzugsperiode

a) Das sogenannte Mikro-fog- und BeTo-Diesel- Verfahren [7,8]. Das
»Mikro-fog«-Verfahren, von Schweitzer [7] angewendet, besteht darin, daf
man zum Zerstduben des Hilfsbrennstoffes vor dem Saugrohr des Dieselmotors
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Bild 6. Form des Doppel-Nockens und dessen Einspritz-Charakteristik

Bild 7. Indikatordiagramme bei Doppel- und bei normaler Einspritzung

einen Hochdruckapparat zur Erzeugung einer Nebelbildung einbaute. Als
Hilfsbrennstaff hatte man unter anderen auch Gas6l verwendet. Die Ergebnisse
dieses Verfahrens sind im Bild 8a und 8b dargestellt. Man sieht, der Motor-
gang ist bereits weich. Dies kann man mit dem Umstand erkldren, daR
der nebelformige Hilfsbrennstoff wahrend der Verdichtung im Zylinder eine
chemische Zersetzung erféhrt, und zugleich durch den abgekilrzten Zund-
verzug nur ein Bruchteil der eingespritzten Brennstoffmenge an der Ent-
flammung teilnimmt.
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Bild 8. Einflug der verschiedenen Brennstoffe: Kom pressionskurven () und Arbeitszyklen (6)

Aus den Experimenten konnte festgestellt werden, dal die chemische
Umwandlung wdhrend der Verdichtung von der Zetanzahl des Hilfsbrenn-
stoffes beeinfluft wird. Ein Vorteil, daB man hier einen Diesel-Brennstoff als
Hilfsbrennstoff verwenden kann. Doch ist es nachteilig, dall die nebelbildende
Apparatur kostspielig ist. Eine rentable Anwendung ist nur fur Motoren hoher
Leistung denkbar.

Nun ist das Benzo-Diesel-Verfahren dadurch gekennzeichnet, dal man
den Hilfsbrennstoff in das Saugrohr durch Karburierung zufiuhrt. Flr diese
Methode wurden Hilfsbrennstoffe mit niedrigem Siedepunkt verwendet; wie
dies in Tafel | zu sehen ist, eignen sich hierzu Hilfsbrennstoffe, deren Oktanzahl
bzw. Zetanzahl binnen weiten Grenzen variieren kann [8]. Die Angaben dieser

Tafel |
ifi Hu i o
Art des Spezm_sches Siedepunkt Chemische Zusam mensetzung [%]
Brennstoffes Gewicht 1K 0z [ keal |
[kg/] 1kg 1 c H S G
n-Heptan 0,6837 98,5 0 60 10 720 84,0 16,0 — —
Iso-Oktan 0,6918 99.3 100 10 10 520 84,2 15,8 - 1 -
Benzol 0,8700 80.1 100 10 9 520 92,3 7,7 - J _
Benzin 0.6950 43-140 56 32 10 460 85,4 14.2 0.1 0.3
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Tabelle zeugen dafir, daB eine Gruppe der angefihrten Brennstoffe durch
groBe Entzindbarkeit, die andere Gruppe durch groBe Kompressionsvertrag-
lichkeit gekennzeichnet ist.

CNKW ]

Bild 9. EinfluR der zusatzlichen Brennstoffmenge auf das Indikatordiagramm mit n-Heptan
(a) und mit Isooktan (b)

Die Untersuchungsergebnisse der Experimente von Sacharow Sind im
Bild 9a, 9b und 10 dargestellt. Aus Bild 9a ist es ersichtlich, daR durch Erhd-
hung der Quantitdt des n-Heptans die Menge des verbrennbaren Brennstoffes
in einem Zyklus gréRBer wird. Dies findet seine Erkl&rung darin, dall das
n-Heptan eine groBe Oxidationsneigung (CZ -- 60) und einen niedrigen Siede-
punkt aufweist, infolgedessen nimmt die chemische Umwandlung des Brenn-
stoffes unter der Einwirkung der Kompressionstemperatur ihren Anfang. Also
ensteht hier, bis zum Beginn der Einspritzung, ein aktives, an Radikalen
reiches, dinnes Gemisch. Durch das aktive Gemisch wird die Oxydation des
eingespritzten Brennstoffes beschleunigt, zugleich der Ziindverzug abgekirzt.

Acta Technica Academii  Scientiarum Hungariai 69, 1970



234 I. KASZAP

Im Bild 9b sind die Ergebnisse der Versuche mit Isooktan dargestellt.
Man ersieht daraus, daR diese Hilfsbrennstoffart keinesfalls vorteilhaft ist,
da hierdurch der harte Gang nur drger wird. Das Isooktan besitzt nd&mlich
eine hohe Kompressionsvertrdglichkeit (OzZ = 100), also kann vor der Ein-
spritzung kaum eine Oxydation auftreten.

Bild 10. Motorbelastungscharakterhuk, mit n-Heptan als Zusatz-Brennstoff

Im Bild 10 ist die Auswirkung des n-Heptans auf die Belastungscharak-
teristik des Motors dargestellt. Man sieht, dal der Motormitteldruck bedeutend
erhoht werden kann.

Durch die richtige Wahl des Hilfsbrennstoffs kann man die Beschleuni-
gung der die Entflammung einleitenden chemischen Prozesse, ferner die Ver-
ringerung des Zindverzuges erzielen: hierdurch kommt nur ein Bruchteil der
Brennstoffmenge zur Entflammung und werden auch die dynamischen Eigen-
schaften des Zyklus ginstiger. Auch kann man annehmen, daB das Fort-
pflanzen der Flamme in einem chemisch aktiven Medium unter vorteilhafteren
Umstadnden verlduft, also kann der Mitteldruck gesteigert werden. Nachteilig
ist es aber, daB ein Hilfsbrennstoff unentbehrlich und auch die Einrichtung
einer besonderen Apparatur unumgéanglich ist, wonach man mit hdheren
Motorkosten zu rechnen hat. Indessen dirfte dieses Verfahren zum D&mpfen
des Motorgerdusches bei gegebenem Motor niutzlich und sogar 6konomisch sein.

b) Einspritzung an Stellen verschiedentlicher Temperatur [9]. Ein
brennungsraum, der diesem Vorsatz entspricht, ist im Bild 11 dargestellt.
Dieser Raum wurde von Bosttger [9] im Rahmen der Untersuchung des
M AN-M Verfahrens ausgearbeitet. Im wesentlichen handelt es sich hier um
eine exzentrische Lage der Einspritzdlise, wodurch es méglich gemacht wurde
— flr eine gegebene Kolbenkammer —die freie Lange des Brennstoffstrahls,
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den Treffwinkel* und die Wandtemperatur der Berlihrungsflichen beliebig
zu variieren. Hiedurch kann man erreichen, daB die Brennstoffstrahlen sich
jeweils anders verhalten, sowohl in der Gemischbildung wie auch in der Ent-
flammung. Auf diese Weise wird eine rdumliche Regelung der Intensitdt der
Entflammung ermdglicht.

Bild 11. Versuchs-Verbrennungsraum im Motor Typ Tatra

Wir haben &hnliche Versuche ausgefiihrt. Zwar war die freie Lé&nge
der Strahlen identisch, aber wir konnten den Treffwinkel und die Temperatur
der Wandstellen variieren. Die Ergebnisse dieser Versuche sind im Bild 12
dargestellt.

In unseren Versuchen wurde eine toroidale Kolbenkammer verwendet;
man konnte konstatieren, dal durch entsprechende Senkung der Lage der
Duse (bis zum Werte Zirjt) der Treffwinkel sowie die Temperatur der Wand-
stelle kleiner war, also entstand ein abgekirzter Zindverzug und ein wei-
cherer Gang.

Die Abkiurzung des Ziundverzuges kann dadurch erkldrt werden, daB die
nahezu normale Richtung des Aufspritzens ein starkes Aufschlagen hervor-
rief.** Der aufgeschlagene Brennstoff 148t sich rascher erhitzen als der auf
die Wandflache gelangte Brennstoff. So kann der Fruhoxydierungsvorgang
rascher losgehen, und die Periode t(wird auch kirzer. Dadurch wird auch eine
Verringerung der entflammenden Gemischmenge hervorgerufen.

* Der Treffwinkel wird von der Normalen der Wandflaehe und von der Achsrichtung
des Strahles gebildet.

** Wir bezeichnen mit dem MalRe Zkit jene Lage, in welcher der Brennstoffstrahl
durch den Krimmungsmittelpunkt der Kammerwand hindurchgeht.

Acta Technica Academiae Scientiarurn Hungaricae 69, 1970



236 I. KASZAP

Wenn man die Dise weiter (tiefer als das Mal ikrit.) sinken I&4Rt, so wird
der Zindverzug ldanger und auch der Wert des Differentialquotienten (rfp/dgs)max
gréRer. Das GroBerwerden des Zindverzuges und der Drucksteigerung kann
mit dem groBeren Treffwinkel und der niedrigeren Wandtemperatur erklért
werden. Durch den groReren Treffwinkel ist das Aufschlagen geringer, die auf
die Wand aufgetragene Menge grofRer; diese Erscheinungen, kombiniert mit

Bild 12. Kurven zur Darstellung der Wirkung einer gesenkten Lage der Duse: a) auf den
Zundverzug: b) auf die maximale Druckanstieggeschwindigkeit (dpldip)max; c) auf die mittlere
Druckanstieggeschwindigkeit (dpjd(p)m

dem angedeuteten Sinken der Wandtemperatur, tragen zur schlechteren Gestal-
tung der dynamischen Eigenschaften des Zyklus bei.

Aus den angefiithrten Erscheinungen sieht man, daB es durch die exzentri-
sche Lage der Dise, die Yariierung der Gestaltung der Kolbenkammer und
durch entsprechendes Herabsinken der Dilse maglich ist, den harten Gang
weicher zu gestalten. Immerhin beweisen die Experimente den Umstand, daR
die Mdoglichkeiten eng begrenzt sind.

c) Neigungswinkel der Duse [1]. Die glinstigste Lage der Duse wird bei
Motoren mit direkter Einspritzung allenfalls durch die Methode der Gemisch-
bildung und die Gestaltung der Kammer bestimmt.

So z. B. ist es ratsam, zu einer ellipsoiden Kammer die Dise in einen
Winkel zu 45° zu verstellen, wie dies durch die Experimente von Sitkéi [1]
erwiesen worden ist (Bild 13). Die Verkirzung des Zindverzuges laRt sich
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damit erkldren, daB infolge einer vergréBerten Aufschlagflache der Brennstoff-
strahl in der Kammermuldc leichter von einer intensiven Luftbewegung zerlegt
wird. Also ist die Lage mit einem Neigungswinkel von ung. 45° eine optimale.

Die Verringerung der mittleren Drucksteigerungsgeschwindigkeit findet
ihre Erkldrung darin, daR die Charakteristik der Einspritzung bei verkirzten
Zindverzug unverdndert bleibt, also wird wédhrend der Zundverzugsperiode
die dem Zylinder zugefiuhrte Brennstoffmenge kleiner, und damit sinkt auch
die Intensitdt des Entflammens.

7,0
6,0
5,0

4,0

20 30 40 50 5°

Bild 13 EinfluR des Neigungswinkels einer Zapfendise: a) auf den Zindverzug; b) auf die
mittlere Druckanstieggeschwindigkeit (dpjd(fi)m

3. Verringerung der verdampften Menge

a) Das MAN-M Verfahren [10]. Im Bild 14 ist die Bauart des Verbren-
nungsraumes dargestellt. Hier ist die Kolbenkammer dadurch gekennzeichnet,
daB die Muldendffnung dem gréRten Kammerquerschnitt nahezu gleichkommt,
und infolgedessen die Bewegung des Kolbens keine bedeutende Luftbewegung
in der Kammer hervorruft. Die zur Gemischbildung bendtigte Luftstrémung
(Luftwirbel) wird durch die spezielle Ausbildung des Saugkanals erzielt.
Daraus, daB die Duse eine exzentrische Lage einnimmt, und daR die Strahlen
des zerstdubten Brennstoffes tangentiell gerichtet sind, kann man darauf
schliefen, daB eine groRer Teil der Zyklusdosierung als ein Flissigkeitsfilm
verdampft wird.

Im Bild 15a sehen wir den zeitlichen Verlauf der Einspritzung und der
Verdampfung beim herkémmlichen Verfahren (d. h. bei einer Zerstdubung in die
Luft); auch erkennen wir in diesem Bilde die zur Entflammung geratene
Gemischmenge.

Es soll bemerkt werden, daB in der Periode nach der Entflammung das
Verdampfen von der Wandflache unter EinfluR der Flammenstrahlung inten-
siver wird; dies 14Bt sich aus der hoheren Temperatur der Luft- und der
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Oxydation erkldren. Auf diese Weise entsteht die entsprechende Durchmi-
schung und die stufenweise Verbrennung unter Wirkung der wirbelnden Luft-
bewegung und des thermischen Mischvorganges. Aus dem vorhergehenden

geht es klar hervor, dafll hier alle Vorbedingungen eines weichen Ganges erfiullt
sind.

Bild 14. Verbrennungsraum des Motors Typ MAN-M

Bild 15. Verlauf der Verdampfung in der Zeit im herkdmmlichen Dieselmotor (0.) und in
dem Motor Typ MAN-M (b)

Bild 16. Verbrennungsraum der Motoren Typ MIB-D und D-14
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Infolge der Verringerung des volumetrischen Wirkungsgrades bei gleich-
zeitigem Ansteigen der Reibungsverluste wird im Falle einer erhdhten Umdre-
hungszahl die Luftzirkulation und die Intensitdt der thermischen Durch-
mischung relativ verringert, woraus eine Verldngerung der Verbrennungs-
periode entstehen durfte.

b) Zerstaubungsdruck [1]. Sitkeéi [1] hatte Experimente mit Motoren
Typ MIB-D und D-14 ausgefiihrt. Der Verbrennungsraum ist im Bild 16
und die Verdnderungen einiger Parameter sind im Bild 17 dargestellt. Aus

®

6,0
50

pf [atii]

Bild 17. Verdnderungen einiger Parameter als Funktion des Einspritzdruckes

diesen Diagrammen ersieht man, dafl durch Ansteigen des Zerstdubungs-
druckes die Intensitadt (dp/d(p)meK des Entflammens auch gréfer wird. Dies
1aRt sich dadurch erkldren, dall die Mikrostruktur infolge des erhéhten Zer-
stdubungdruckes feiner wird, also wird die Menge des am Anfang verdampften
Brennstoffes grofRer. Dabei wird der Zindverzug nicht kirzer, sondern langer,
da die Anndherung zu einem homogenen Gemisch mit Ricksicht auf die Vor-
gédnge der Voroxydation unvorteilhaft ist. Dies alles deutet darauf, daB die
Charakteristik der Zerstdubung bzw. die Arbeit der Dlse den harten Gang
des Motors beeinfluRt, und dies nicht vernachldssigt werden darf.

c) Neigungswinkel der Biise. Bei unseren Versuchen haben wir einen
toroidalen Verbrennungsraum mit Mehrlochdiise benutzt, wobei der Neigungs-
winkel der Dise variiert wurde. Die Ergebnisse dieser Versuche sind auf Bild 18
dargestellt.

Wenn man den Neigungswinkel von 10 Grad auf 18 Grad erhdhte,
wurde der Druckanstieg verringert und der Zindverzug verldngert. Diese
Verldngerung kann der zunehmenden Bildung des Flussigkeitsfilmes zuge-
schrieben werden, die wiederum dem gréReren Treffwinkel und der Kiirzung
der freien Strahlenldnge zu verdanken ist.
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Die Verringerung des Druckanstieges kann mit der Verringerung der
Menge des entflammenden Gemisches bzw. indirekt mit der Verdampfung des
Filmes niedriger Temperatur erkl&rt werden.

Bezilglich der Entflammung war die Auswirkung einer weiteren Erho-
hung des Neigungswinkels von 18 auf 24 Grad eine umgekehrte. Der Druck-
anstieg wurde gréfer, und auch der Zindverzug wurde ldnger. Diese Aus-
dehnung des Zindverzuges laRt sich einer gesteigerten Filmwirkung zu-
schreiben.

19

17
Vikw ]
15

15

Bild 18. EinfluR des Neigungswinkels der Mehrlochdise auf den Mittelwert (dp/d¢?) und den
Maximalwert (dpld<p)max der Druckanstieggeschw'indigkeit

GewissermaBen kann man aber die Ursache des Druckanstieges in einem
gewissen stérenden Umstand erblicken. Es konnte ndmlich beobachtet werden,
daB der Brennstoffstrahl hierund da gegen den Rand der Kammermulde auf-
stoRt (Uberspritzen). Hieraus entstand eine storende Wirkung dadurch, daR
die in der Kammer herrschende intensive Luftbewegung den aufgeschlagenen
Brennstoff in die Kolbenkammer hineinjagt, wodurch sich die luftverteilte
Brennstoffmenge erhdht. Hier nun wird die Entflammung nur noch intensiver,
da die entflammte Gemischmenge gréBer geworden ist.

SchlieBlich folgt die Feststellung, dal man zwar den harten Gang
durch eine Abadnderung des Dilsenwinkels méRigen kann, aber nur innerhalb
gewisser, ziemlich enger Grenzen.
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Study on the Possibility to Eliminate the Hard Running of Direct Injection Diesel
Engines. When examining the hard running of direct injection Diesel engines, the charac-
teristic feature is always the intense inflammation, represented by the index (dpld<p)max
intensity of inflammation can be rendered more favourable by diminishing of some parameters,
such as the dynamic factor a, the delay of ignition, the velocity of the initial evaporation,
the number of the foci of inflammation. The survey of the relevant literary sources shows
that the search of a more smooth running does not need a special processing; it claims a
satisfactory choice the parameter values influencing the mixture and inflammation.

O BO3MOXHOCTSIX YMEHbLUEHNS YKECTKOCTU X0Aa AM3eNbHbIX fABUraTeneil ¢ Hemocpes-
CTBEHHbIM BrpbiCKMBaHMeM (M. Kacan). >KeckocTb Xofa Av3eflbHbIX ABUraTeneii Hemocpe-
CTBEHHOI0 BMPbICKMBaHWS BbI3BaHA WHTEHCMBHBLIM CAMOBOCM/IAMEHEHMEM, YTO XapaKTepun3ayeTcst
(dp/dtp)max: VIHTEHCMBHOCTb CamMOBOCT/TAMEHEHUSI MOXET GblITb 60/1€e BbIFOAHON NpY yMeHbLue-
HUW HAMUYecKoro (aktopa 6, a TakXke CHUXEHVe 3anasfblBaHusi BOCM/IAMEHEHUs, Hayaslb-
HO CKOPOCTW WCMapeHWsi M 4ucia ouaroB BocrmameHeHMsi. Kak nutepaTypHblii 0630p, Tak v
NPOBefiEHHbIE HAMW UCMbITAHWUS OKA3bIBAIOT, YTO CHUKEHME XKETKOCTMN X0fa He SABNseTcs B 06s1-
3aTe/lbHOM MOpsiAKe HOBbIM METOAOM, a TPebyeT COOTBETCTBYHOLLEro COr/lacoBaHUsi MapameTpoB
06pasoBaHust CMECK 11 CaMOBOCH/IAMEHEHNS.
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DETERMINATION OF THE THEORETICAL
CHARACTERISTICS OF HYDRAULIC MACHINES,
BASED ON POTENTIAL THEORY

A. NYIRI*
CAND. OF TECHN. Sc.

[Manuscript received December 16, 1968]

In the paper the author deduces an integral equation for the relative flow around
the profile lattice on the mean surface of a part-channel, sliced out of the runner of
a hydraulic machine by two surfaces of rotation. The machine is working with an
incompressible, frictionless fluid. Through the dependency of the solution on the
direction of the approaching flow the theoretical characteristics of the runner as well
as the characteristics for the inception of cavitation are determined.

Symbols

1. Notations
a, b. 00, 0j, A, B constants;

b@) width of the part-channel;
c velocity in the stationary system;
c= cx—iev conjugate complex velocity in the image plane;
1) diameter;
Ah suction capacity of the turbine;
H head:
(K) contour of the profile;
Si(z, *" = R (z,2z") + ij (z,s"), kernel function;
n speed (r. p. m.), normal direction;
QJ unit runner speed and flow;

nQIUH~ 3 specific speed:
number of blades;

APSH net positive suction head;
p pressure;
\Vj flow rate;

polar coordinates;
arc length of the profile contour;
pitch of blades in the image plane;
planar region;
peripheral velocity;
relative velocity;
= X iy, points of the complex plane:
(*2, xn. *3) spatial rectangular coordinates;
g*>y) planar rectangular coordinates;
angle between vectors of absolute and of peripheral velocity;
angle included by the vectors of relative and of peripheral velocity;
specific weight;
circulation
= f - complex coordinates of the points of the profile contour;
stagger angle of the cascade;
arc length coordinate in the meridian plane;
= —cr2auR2 fl°w coefficient for pumps;

S q4—o»

<

K

P
°

* Robert Kéaroly krt. 14/b, Budapest XI11l, (Hungary).
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P = cRIJuURI flow coefficient for turbines;

Qi)x, y) velocity potential function;

7. angle included by a direction with the m-axis;
ipp = —2gH/u2r2 pressure coefficient for pumps:
Ve = 2gH/u-Rl pressure coefficient for turbines;

\/s suction coefficient;

angular velocity.
2. Subscripts

normal direction;

pump;

value of the mean flow surface of the part-channel;

tangential direction;

turbine;

component in the direction of the coordinate axis of the image plane;
circumferential and meridian component.

4 X—» o >
o<

I. Introduction

Hydraulic machines are in general operating under variable conditions;
it is therefore necessary to know their characteristic curves. The characteristics,
however, can he determined only by test measurements, as no exact method
for determining the hydraulic losses arising in the machines has been elabo-
rated. For the no-loss case too, only the characteristics for the so-called infinite
blade number case is known.

In this paper the characteristics of a hydraulic machine with finite
number of blades, working with an ideal, incompressible fluid will be deter-
mined, i.e. the variation of the delivery head (for pumps) or the head (for
turbines), and also the minimum pressure on the blade. This latter will be
called cavitation characteristics.

For the examination of fluid losses it is indispensable to know the theoret-
ical characteristics. The section of the characteristics around the best effi-
ciency point of the machine can be well estimated with the aid of simple
assumptions for the variations of losses.

The runner is assumed to be composed of part-channels [1]. The flow in
the part-channels is mapped in a will-known manner into a flow through a
plane cascade of varying width. First the differential equation of the flow
will be briefly deduced on the basis of [2].

Il. Flow in the part-channel of the rotor

1. The differential equation of the flow on the surface of rotation

The surfaces of rotation of flow, which are coaxial with the axis of the
machine, cut out a part-channel of varying width. The flow developing on
the flow surface (F) of this part-channel is mapped into the field of velocities
of a suitably chosen plane cascade flowr (Fig. 1).
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On the surface of rotation the equation of continuity is:

9CRa 1 3cR 11 dr 1 db\
[ 1 (1)
da r dtp {r da b da)

The relation expressing that the absolute flow is irrotational is:

In the impeller rotating at angular velocity cothe absolute and the relative
velocities are connected by the peripheral velocity iiR = coXr:

cr - + (3)

It follows from the irrotational character of the absolute flow that
rot WR——rot uR — 2colc.

The component of the vortex vector of the relative velocity in the direction
of the normal to the surface (F) is

(rot w)n 4

W ith these Equs (1) and (2) can be written also by the components of the rela-
tive velocity:

9KOp* 1 9tvRv 1 dr 1 db

op wr,r= 05 (5)
da r o r da b da

dwR 1 divRo 1 dr dr

------ t- m —-—-IVR = — 2ft)-—-- (6)
xr r  %p r da da
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2. Transformation to the plane

The flow surface (F) of the part-channel is conformally transformed
(Fig. 2) to the plane (x,y) by Equs

Nt a, I da 1 1 roda’
= 1cosd — -- H—-m-- - (?)
In 2 Jo T 2 aLJo r
Y = Nt y —lcosX
where
da
r

To the velocity cR on the surface of rotation corresponds in the plane the
velocity

2jt
c= rcR. (8)
Nt
The set of curves cut out from the blades by the surface of rotation map in
the plane into a blade lattice stretching into infinite.
By using the transformation functions, the forms of the differential
equations describing the flow around the planar blade cascade are determined.

3cx 8Cy 1 db B (x) cx
, 3y b dx
9
3 O 3¢x = 0
I, Ay
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The boundary conditions of the differential equations are given by the
Telocity components ahead of and after the cascade:

x = —oo0 cv(— o00) = clx, cy(—o0) = cly;
y( ) y (10,

* = 00 &(00) = ¢2x Ov(oo) = cly.

The d.e. system for the components in the plane of the relative velocities
is obtained in a similar wav as for the absolute velocities:

y 1 db
WX = - iv
a3 g b dx
N 1 d
AUy 3w )X 2u - '
IC)'¢ %y rodx

3. Solution of the system of differential equations

For solving the system of differential equations of the flow around the
cascade of blades, use is made of the fact that the absolute velocity can be
deduced from a potential:

(12)

For the velocity potential instead of the system of differential Equs (9)

30 -
10: d-@ B(x) cx (13)

ox- 9y-

is obtained. The boundary conditions for the velocity potential are:

ad 30
e = fx9

X=—e 3y |x=-o0C (14)
30 301

X, —
X =0 & XS

The solution of the d.e. (13) satisfying the boundary conditions is determined
by Green’s integral theorem. In the inner point (P) ofa (T) simply connected,
bounded region (Fig. 3) this is

PElF 2nd(P)\ Z JndAO0dA+£ bid— *'-(E£E. ®o——(Ind)ds'. (15)
14T 01 J JG o JO o
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For a point outside the region the above is valid with the left side equal to
zero, d is the distance between the point P under consideration and the running
point ofthe integration. dA is the element of surface, (C) isthe closed boundary

curve of the region (T),3/3 n signifies differentiation along the inward normal
to the curve (C).

Fig. 3

Let us differentiate (15) with respect first to x. then to y:

2ncx (P)\ \0dA - x X AP
0 s(ry - © 942 o
-y 30
2ney (P)\ Y_Y poda+ o 1=l as -
r s 9 y Y '
) (j ® -V i ds'.
©) 9«
The complex coordinate of point P in the plane (x,y) is 2 = x iy, the coor-
dinate of the running point of the integration is z’ = x’ -j- iy\ and with the

derivatives of the velocity potential the conjugate complex velocity is
. 90
r J—
9y
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2nc(z] a

. a® ds' T
if no da + ———_ _ (4 ds’,
J3(T) (© 3re z ry J@©

V is the value of the running point assumed on the boundary.
On the boundary the normal is directed towards the interior of the

region, thus for (C) there is with the sense of circumscription according to
Fig. 3 and for a differentiable function:

8 113
3s i 2nm an
and with this
3 1 1 1 dr
e’z 3 [ - * er ds
5converted:
[0)
KD O LT g gy d:'d
Id ore \z—Q © (*-n= ds
(O ad ds
10
rr s=0 3s’

(<)

where L is the length of curve (C). The closed curve (C) is bounding the simply-
connected bounded region (T), where ® is single-valued, thus the first right-
hand side integral is zero:

2nc(r) 1o dA | ad ¢ ds'

0 (T) J (cl ' as z C

On the boundary

. ad ad i
c(i) - | e
as on |
and furthermore
df = e'xds,
hence
dA dr 12nc(z), if z£T
- /10 »4> c (M - 2 . (16)
] IR z ©) z 0 , if z@T

The blade cascade may be considered as an infinite series of the profiles
enclosed by a series of regions Tu congruent with the region T (Fig. 4). In
these regions the flow configurations are congruent, hence the potential func-
tions and their derivatives must be periodical functions with the periodic-
ity it.
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In order to eliminate the integration of the curve (C) on the sections
in common with the neighbouring regions we write for point z£T

0- JJ o 94 > cCi) dr " —i i 2,...)
(Tu.) Q)

there being z$ Tu.
Adding the above integrals for all /*-s and adding them to (16), we get:

z(QT
where T belongs to the value /i = 0.

After carrying out the addition, — considering the periodicity of the
function ® and the boundary conditions — finally the following expression
is obtained for the complex conjugate of the velocity:

chdcC

(17)
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Introducing also the symbols

e €@ (18)

and

&K(z, z) . coth . (z -7") (19)

the above formula becomes

Z£ET c(2)l
T 0 1 Coo+ 1 ) t(CHuw c/2)d;"+
z
2m J (K) (20,
m] il B(x')ex(z')3((z,z')dA.
.Um

The expression (20) is the integral form of the solution of d.e. (13). In the
case of constant channel width the velocity of the flow field around the cascade
can be determined from the velocity distribution around the profile contour.
The surface integral expresses the effect caused by the variation of channel
width. The surface integral contains also the velocity component normal to
the cascade corresponding to the meridional velocity — as a factor of the
source intensity, hence the solution can he found only by iteration.

Let us examine what connections the solution contains between the com-
ponents of velocities et and c2 meaning the boundary conditions. The limit
values of the kernel 3{(z, z’) at great distance from the lattice are:

lim 3f(z, z') =
X-1 » ( )

Using these limit values

Ci2—Ce - c(chdct 1 Il B(x)cx(z')dA
2t 22 33(T)
from which
c.+ ¢, - 2c0
and
c, C. " c¢(C)dc.+ -1 IT B(x)cx(z')dA. (21)
t J (K t JI{T)

According to Fig. 5 the velocity is expressed by the components tangential
and normal to the profile contour

c(0 = {cs~icn)e
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using further that
dC = elxds

we may write down that the integral of the velocity along the contour is

f(K)y rdZ - ®(K)csds i $(K)cndsm

The integral of the tangential component of the velocity along the contour
gives the circulation:

rc= ®K)CA*- (22)

The line integral of the normal component is zero, as itisproved in the appendix.
Using these in the expression (21)

ci @= c\x~icly c2xd-ic2y_ - B(x') cx(z')dA
The sought relations are hence:

(23)

(24)

I11. Integral equation for the contour velocity

In the case of a profile cascade of given geometry the velocity distribution
along the profile contour is unknown. From the integral representation of the
conjugate velocity an integral equation may be obtained for the distribution
of the relative velocity along the contour — subject to the condition that
the profile contour is a flow line, i.e. that there is no flow across it, con-
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sequently, the relative velocity can be only tangential along the contour of
the profile.

By virtue of Plemelj’s formula it is possible to write that for z £ £ K,
while z £ T, then c(z) —»c+(£) and

1
¢HC)= ceH—c (0 + .0 c(nar(C'on'+ z)d.T
2ni K

(25)
when on the contrary z—%££ K, but z T, then c(z) —mc“(C), the value of

which is:

c-(t)=c.- —c(o+-1-1 NWC',)nr+
() > ( 2.-UJ,K)C()LLI' )
(26)
+ 1 if B(x")cMN)X(C,zndA.
lln JJ('D
The difference between the limit values on the two sides of the contour is:

c+- ¢ = ¢(C),

but as according to (20) in the points outside (T) the conjugate velocity is
zero, ¢ (E) = O, therefore c+(£) = c(f). Consequently for the absolute velocity
along the profile contour it can he written:

1 ) 1 Z¥
0 - 2Ee-f— A C)§C(C, C)dC+ — I B(*' YSC(f, *y . (27
c( et J)(K)C( ) 8C(C., C) PO (*") ex(z') SC(f, ) (27)

The conjugate of the absolute velocity along the contour can be expressed by
the tangential and normal components of the velocity

c= (cs icn)e-X (28)

The components of the absolute velocity can be substituted by the correspond-
ing components of the peripheral velocity and of the relative velocity according
to Equ. (3)

cs — US-j-lV|>S and cn = un' (29)

the profile contour being a flow line, wn must be zero.
From Equ. (27) the integral equation sought for can now be obtained
in two ways. The first possibility:

Im(ce’x) = -c, =- un. (30)
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In this case the integral equation has a singular kernel. The other possibility
is furnished by the relation:

Ro (ce'z) = cs= UuS+Wws (31

The latter leads to a Fredholm-type integral equation.
Let us resolve the kernel function 3C(z, z’) into a real and an imaginary
part
wr, 2y = R(z,2’) + ij(z,27),
Avhere
sinh — (X- x)
t
R(z, 2\
2n
cosh (x X) cos-—- y— )
| t
and

st lt71 ty -y3
1(2,2) - (32)
1 cosh -t— (kK x') - cos "t Y=

The product ce'x should be calculated in order to substitute its real part
into Equ. (31):

c(C) e'x = 2(coxcos x~hCooy sin % - uy(C) [WWC\C)cos (x'+ Y)
)

(', O sin (x,+%)]d.s'-r 1 d ws(C) [R(C\ O sin x N
n Jiw

J(C\ Qcosx]ds'+ Ln B(x") wx(z") [R(C, z) cosx

IT)

J(C, z) sinz] dA+1i j2 (c”sin* ceycos x)

—-1 My [R(r, C)sin (x’+x)+J(C"', 0 cos (/+*)]
n o J(K)

-1- ) » (E) [R(C\C)cos X J(i\ i) sin;/] T-
a JiKi

L B(x) wx(z) [R(C, ) sin y+3(C, ') cos /] dA (33)
J3(T)

Here the circumstance has been made use of that due to the choice of
the system of co-ordinates, the peripheral velocity has no component in direc-
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tion y. and thus the components in direction x of the absolute and the relative
velocities are equal. According to Equ. (31)

1
ws(C) vs(c) [R(t\ O sinx+ x , 0 cos2]ds’
no (K)

207x008 x+ 2c,ysinx uv(C)siny

Uy(C) [LLC, £) cos (x’+ x) J(C\ Qsin (X,Irx)] as'

B(x') wx(z') [R(C, z") cos X -J(C,z)siny\ dA . (34)

u{T)

This is not yet a suitable form, as the velocity c,, contains also the veloc-
ity after the cascade. In order to eliminate the velocity e2 the equality of
the volumes arriving at and leaving the cascade is utilized cix6x = clxb2 and so:

fc,-I-b,
2b,

c»x = (clx+ ¢c2):2 =

Further on the basis of (23):

c2v — ci

The line integral of the absolute velocity can he expressed also by the relative
velocity:

Frc= ru+Tw= (k) csds = p(K) usds4- (k) wsds. (35)

In the appendix it is proved that the line integral of the peripheral veloc-
ity is
F,, = x1, Uy, t, (36)

where xi = NApaxr2rris anumber depending on the thickness of the profile.
Hence

1
-O wsds+x2u2y
f \J(KJ
and thus
1
O & _ uly+wly ds + Ty

2f 1 (K)

If the Equ. (10) is divided by 2tcix siny and as according to Fig. 6

| .
vy tan Xi 5
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the following integral equation will be obtained:

ve© X ws(¢) WC, 0+ X ,t)coth ds' =
J (K wwix t
2 1 C
— tan Xi + UIIy— + 2b~cot% ---------- ‘-W(_)
w X , Wy (37)
1 uyc:
217y (k) Wwlx sin |
-T-1p B(x) " IR(C, 2) cotr I(t;,2')]dA
2n 3y
The kernel of the integral equation is everywhere limited (for J’ = J its

value is determined in appendix No. 2) it can be integrated quadratically, there-
fore (37) is a Fredholmian equation of the second kind. The solution of the
integral equation can be attained only by iterative way, because of the veloc-
ity component wx included in the double integral on the right side.

The solution of the integral equation (37) will give the sought relative
velocity distribution along the profile contour. On this basis the changing of
the absolute velocity along the contour can also be determined, and sub-
sequently, by means of Equ. (20), the velocity of the flow around the cascade
can be calculated everywhere.

In order to prove the connection between the solutions of Equ. (37)
belonging to the various angles of attack yx the equation is abbreviated as
follows:

1

Mds ) 4+ ] + — If NdA (38)
23T (k) wix 2 iclxsin/ (ivlix 1 2n JJ (r) wax
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where tj = tan and M, N ,f

w,
results from the comparison with (37).
Let there he tvs/wlix the solution of the integral equation for = tan
and the solution w"fw-" shall belong to the angle of approach t° = tan %°.
Statement: the function

w(z) _ L—T w*@2) 4~h we°(2) (39)
wlx tf t[  wlx if & wlx

describes the velocity field around the cascade belonging to the direction of

approach t1= tan /1 Then

! Mds = 1 h-t°l Mds
2n 2n tf t] J(K)

J_ ‘i h Mds
27t ff -tj  J (K) WIX

and as ics/ielx and weEltclx satisfy the integral equation, it can be written further
that this expression is equal to

1 t*
-tf . + ~
2sin % » t*

+ +
!
mooh S WE o A WR g s
(T) .4 wix n.< W,

e Bl
2 Mixsin* ‘Ix Q)

the expression in the first brackets being precisely u)Jullx, the value of the
second being 1, and the bracket in the double integral denoting the value

This property of the solutions means that from the solutions of a cascade
of varying width for two different approaching flows, the solution for an arbi-
trary direction of approach can be calculated by their linear combination.
Hence, if in a point of the profile contour the velocities for two different
directions of approach are known, the value of the relative velocity related
to the inlet velocity component normal to the cascade will be a linear function
of the tangent of the angle of attack (Fig. 7).
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For the integral of the relative velocity along the contour therefore
rm A Tw r,

-=*_.ds = — = atan Xi~\-b . (40)
(K) wix 4 $ X/|X

The variation of the circulation of the absolute velocity in function of the
afflux is:

r. U7 B T XQW.,-- A'tan y K AJ (41)
G, NN tic,, T «’IX

where A — ajt and B = b/t

IV. The characteristics of the runner

From the variation of the circulation of the velocity around the blade
in function of the direction of approach a relation can be deduced connecting
the outlet direction with the inlet direction.

Combining (23) with (41) shows that

1c __cly c2y A tan yX')- B U,,. (42)

tu'lx w Ix

Let us express the right-hand side of the equation by the corresponding values
of the relative velocity, taking into consideration that tan y2 — xv2Jw 2x, which
gives for the latter the expression

tan*2 A (1 A)tan* nix B, «V — «2y(1 A (43)
W 2x Ic2v W2X
where
A A pox (44)
rin
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denotes the relative value of the axial projection of the area of the blade pro-
files (Fig. Al).

W ith the aid of Equ. (8), which is a relation between the velocities in
the plane and the velocities on the surface of rotation, this latter equation is
rearranged so that it puts into evidence the variation of a deflection produced
by a cascade of varying width as a function of angular velocity and the velocity
cR.a characterizing the through-flow.

wn = 2@ A)tanng N>B i (AN <i( )]

bi bl r €R2¢

(45)

It is also possible to express the circulation by the circumferential com-
ponents of the absolute velocity:

Fc—t(cly c.y — (r1cKlip- F2cratp) = (46)

Euler’s turbine equation, derived from the impulse momentum theorem,
connects the variation of the moment of momentum of the fluid flowing
through the runner with the delivery head (for turbines, with the head):

H
g Il cR\(f r2cR<p (47)
0)
and thus the necessary relations are at disposal for determining the theoretical
characteristics.

1. Theoretical characteristics of pumps and fans

In the case of a decelerating cascade, in the assumed system of coordi-
nates the angular velocity, the absolute velocity in direction y and the delivery
head are negative, therefore the usual flow and pressure coefficients, in order
to get positive values, are defined by

b}‘n_ CRZ{ WZX
w
UR?2 %y (48)
2gH 2T
Vp = -
P UR2 tuzy

W ith these quantities the left-hand side of (42) is

2F 1 wX Uy = wp bi
tw X tuzy 2 wix W2X . 20P b~
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and its right-hand side is
A tan r,-j- —_—————,
- b2 @p

hence

Wp = 2 (A tan Xi+ B)dp+2

bi

W ith the notation B = 90° — %usual for pumps (Fig. 8) it is possible to write
that

W—2 —(Acot + B) dp-\-2x2. (49)
»1

From the inlet velocity triangle there is

cot ot I*ijzK 1 (50)
[r2 b2 ®p
and with this
\op A cotaj dp+ 2 A+ 2'4, (51)

The theoretical characteristics — assuming a constant direction of the absolute
inlet velocity — is linear (Fig. 9).

Expressing the relative outlet velocity direction by the direction of the
relative inlet velocity, the expression corresponding to (45) is for pumps

cotB2 — [(1- A) cotft (52)
"1

2. The theoretical characteristics of turbines

In the case of a turbine the blade cascade has an accelerating character.
The head, the circumferential component of the absolute velocity and the
angular velocity are positive quantities, accordingly the definitions of the
pressure coefficient rpr and the flow coefficient ®T are:

= = pr="_ =" (53)
n%or tuly URL uly

In the case of a turbine it is usual to non-dimensionalize the equations with
the peripheral velocity belonging to the inlet radius. For the same reason
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NA pax

Y5, oo ©9

In the way shown for pumps the equation of the specific characteristics is
obtained, taking into account that the angle B has been chosen according to
Fig. 10 B = .1/2 + X and with this

ur= 2(B A cotBj) d1—2 x'l. (55)

The angles of the absolute and the relative velocity are given by the relation

cota, -f-cotR, = - , (56)

therefore
yiT = 2 (B-\-A cototj) dT- 2A  2x\. G

Equ. (45), expressed by the angles of the relative velocity becomes
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Fig. 11

Characteristic values: A = 0.750; B = 4.250; r2rl — 0.550; b2br = 1.667; k\ = 0.020;
bJD — 0.095

of the unit speed and flow (D

2j4) and on the basis of the equations

29602 1
or= 00 b Qv 29 (60)
- bl nn n- nfl
in the following form:
b1 60g
Q n=- (61)
D B—A cotBx\nn 602g
tnd
60 1 A+ xf) m-
Qu e (A*xD (62)
D B-j-A cotx1 60-g

On Fig. 11 a theoretical characteristic has been traced.
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From the theoretical characteristics deduced for the part-channels of
the runner the characteristics of the complete runner will be obtained in the
case of a turbine and of a pump as well, by assuming the part-channels to be
machines connected in parallel, and by plotting the resultant characteristics
accordingly. On the ® — y>plane this means the addition of straight lines,
thus it can be stated that the theoretical characteristic of the runner is linear.

3. The cavitation characteristics of pumps

If, in the case of machines working with liquid fluids, somewhere on
the surface of the blades the pressure drops to the saturated steam pressure
belonging to the actual temperature, steam formation starts in that point.
This state marks the inceptinn of cavitation. This initial value of the ap-
pearance of cavitation can be determined in function of other characteristics
of the machine, when the velocity distribution around the blade section is
known. The relation between the velocity on the blade contour and the pressure
is furnished by Bernoulli’s theorem applied to the rotating system:

P+ ~ d QURCRq—K (63)

or, expressed by the relative velocity

S T (64

The value of the constant in Bernoidli’s theorem is

K —p!-f —-cRI—ouRLcRIp —p! Q wki LR (65)

If the value of the difference between the local pressure and the pres-
sure jq ahead of the blade, relative to the dynamic pressure calculated with
the relative inlet velocity, is introduced, the pressure factor is

p Pi = 1 Wr 2 uR

0/2 WR! w RI ) MR\

The pressure associated to the inception of cavitation is denoted pM in Fig. 8.
The pressure drop compared to the total inlet pressure is usually called NPSH,
its value is

(NPSH)y = y-cj*+p!- pM= -y WRi- (67)
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Here Xwdenotes the absolute value of the minimum of pressure factor p:

Pm~Pi =j  wRM _ 1M°_

| MR (68)
o/2 WRI WRI un

lwrl

KI —Pm ~

It is to be seen that the blade depression depends on the maximum rela-
tive velocity. According to the statements proven at the end of Chapter Il
it is known that with knowledge of velocity distributions along the contour

belonging to two directions of approach the value of the velocity can be
plotted in each point of the contour for any arbitrary direction of approach.
The envelope of the straight lines

u'r(Pi)

WRIla

Cj cot

belonging to individual profile points Pi furnishes the change of the maximum
velocity \WRM!wRIn' in function of the inlet direction (Fig. 12). As

W RM WRM sin B,

w RI Uri«i

it can be said that the maximum velocity and with it the value of Xw depend
only on the angle RBv
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For the determination of the cavitation characteristics the suction
coefficient is defined:

2g (NPSH
fsp 9 ) (69)
UR2

The suction coefficient may be expressed, based on (67), as follows:

2
R r = K (70)
Ura i | UR2 ) (sin2x1 sin2 rl K
The direction of the inlet absolute velocity will be eliminated by means of (50),
and thus
r2b2 ~ 1\Yw 2 5«

cot Bl dp (71)
riblJ sin2By p bl

\iép

which means that with a constant relative inlet velocity direction the suction
coefficient is a quadratic function of the flow" coefficient. The head vs. water
capacity characteristics, on the other hand, is characterized by the constant
angle xv In order to define the associated suction coefficient, form (71) RBxis
eliminated with the aid of (50)

2 .
r2b. 2 _¢2 ) 2 1lcota, @, + + rzv mpl (72)
ribi  Sin-aj K r2 ribi  sin-x,

In the case of a fixed xr, Bxdepends only on the flow coefficient, and so does Aw,
hence, the suction coefficient is a function having the shape ipsp = ipspfép)-

W ith this latter cavitation characteristics y>gp is not an explicit function
of ®P. A clearer relation can he obtained at the expense of some neglection.
Cavitation usually starts in the immediate vicinity ofthe inlet edge of the blade,
therefore in (68) the approximation rM = may be used. Further, as sup-
ported by experimental residts, the function |wrmlwRia ] may be assumed on
the suction side as well as on the pressure side to be of the shape

V.RM ao~baicot Ri (73)

wRla sin 3,

Employing this approximation

u’rm

1+Al = K + a, cot/3,)2=
wRI (74)
rtbl 1
a.+a cot a
nb, &,
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with which the equation of the approximate characteristics of the suction
coefficient, corresponding to (72). is

- bl .
9 ry dpcot
r.,b. 2 b
1+ X
Y i, bp , (75)
X «w®p+a,| r ®pcol%\ + 2 1 drcot X ri
\re 2 J r2

In the case of acl= 90° when there is no prerotation, hence

2b2
Vsp «0O® p (76)

Tiv ®-

The validity of the obtained formulae has been controlled by tests car-
ried out on four pumps with different specific speeds. The inception of the
cavitation was recorded on the basis of measuring the noise accompanying
the occurrence of cavitation. Formula (74) shows that, according to the assumed
approximation, [I-j-4 is the linear function of the reciprocal of the flow
coefficient, or cot Br On the basis of Fig. 13, the concordance with the measure-
ments may be qualified as being good. That means that the formula for the
characteristics of the inception of cavitation, obtained by assuming an ideal
flow, practically covers reality. It must be noted that in the course of the
measurements, change of speed had no detectable effect on the characteristics
ipsp(0 p) signifying the onset of cavitation.

Notation Type Symbol 10 D2 [mm] b, [mm]
X Radial BKJ 5 18 370 18
Double-suction DAF 250 35 310 32
1 Mixed-flow JO 350 HO 254 80
0 Axial CPT 350 135 350 60

4. The cavitation characteristics of turbines

Fordetermining the cavitation characteristics of water turbines Bernoulli’s
equation used for the determination of the cavitation characteristics of
pumps, and the pressure coefficient defined there may be taken as starting
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point. The blade depression corresponding to the NSPH has been marked
by Ah, its value is expressed according to Fig. 10 by the following equation:

Ah =fk 1 P»-PiL . (17)
28 (

The difference between the pressure heads before and after the runner
of the turbine is

Pi-Pi =H cRl  cRi (78)
Y

Here H is the head. With its aid the second member of the right-hand
side of (77) is calculated
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Pi Pm Pm Pi+Pv Pi Pv Pi _ 2gH 4 i~Cr2| wri
Yy Yy el2 «41 «>Rl % 29

“uRl |21 ¢RI rR21 WRI
— Pm~Wt
wr | »RlI' J 2¢g

The suction coefficient can be defined in a way analogous to (69):

(79)

If the absolute value of the minimum of the pressure factor is again marked
by Aw, according to the above
2 1

Wt — ) -+ - ~M-1 0\~Wm (80)
sin- (x1 sin2Rx

Notv the remarkable difference as compared to formula (70) is that in the
case of turbines Wt also appears in the expression for the suction coefficient.
If the direction angle of the absolute inlet velocity is eliminated by means
of (56)

(81)

will be obtained, or by using only yx, the value ofthe suction coefficient will be:

yjST — Aw 2cotallOr -)-1 H---—-- We - (82)

These latter two relations are the formulae corresponding to (71) and (72)
for the case of turbines.

A similar approximation is made use of when calculating Aw, as done
earlier, with the difference that in (68) the value of rM has been taken as
equal to r2 i.e. it is assumed that cavitation occurs at the outlet edge:

(83)

This latter is a somewhat more complicated relation in comparison to that
obtained for pumps. The pair of values a0, ax depends on whether the occur-
rence of cavitation on the suction side or on the pressure side is described.

Using the approximation made for the coefficient Aw in formulae (81)
and (82), two relations are obtained for the inception of cavitation in water
turbines:
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1an~\-alcot Rr 1
Ver ~®\ 2 cot RX DT+ 2 Ilgd Ve (84)

| sin Bx
expressed by the angle of the relative inlet velocity and

1 cot«jd712
vst— 1+ K oT+ «1(1 -COt*10r)]2+
®n (85)

2cot oOT — Vit

expressed by the angle of the absolute inlet velocity.

APPENDIX 1

In Equs (23) and (24), as well as in (36) it has been assumed that the integral along
the contour of the normal component of the absolute velocity is zero. The complex conjugate

of the absolute velocity is ¢ = (cs— i cn) e~i% and hence
f(cdC= f(C)(c, - icn)e-"XeXxds = B(C)csds - i B(C)ends . (A1)

In the sense of Stokes’ theorem 6
®(C)csds = j j(©) rot cmdA = 05 (42

as it is assumed of the absolute velocity that its rotation is zero. According to Gauss’ theorem
$(c)c"ds  jrjr(mydw rdA

In the plane (x;y) the divergence of the absolute velocity is according to (9)

dive — 20 ey |
b(x)
and so
r b
g> cnds ). cx (X,y) dA . (A3)
(© JT)
On the other hand
®c) cdC’ = ~ cwr~- ccix |+ Cy«+ ic2vlt d(K)csds — ¢ p(K)cnds m (A4)

Here use was made of c(z) = c(z mit).
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Comparing the results of the two integrations along (C)

J(X) Sds =Kciy C2) * (15)

) cnds — tex GV o b
(K) Jj(T) b(*)

For the peripheral velocity it is possible to proceed in a similar way as when calculating
the integral of the absolute velocity along the curve (C). As ux = O:

-exX (K y) dA . (AB)

no= iuv and n— —bly, (A7)

pre Mudf = ¢ ~ U,ds—id A unds = 1IN rotada —i j div uda = j rot uda (A8)

as div u = o. The rotation of the peripheral velocity is

rot il = 2(0--9-[-r---%-T- (A9)
dr Nt
Employing the transformation equations (7)
rotuda = 2(1)8'[ I, =2(0 2T & d-rdxdy =
(M J(T) dr VI IV/ 11(7-) do dr (AID)
ra(ip2/N—-p
rdr dip = 2coAax .
On the basis of Fig. Al
Aax = 01 -rf) - APax m (ALl)

Introducing the expression
N A pax

A~ .F 'Id - *)
and as
r

2T 2n
Ly_)K m? =x

therefore 2MA ax = u2v (1 ) Miy t. (A12)
Now it can already be written that

®(C) I1d=  2(0A ax . (Aid)
On the other hand
0(C) " d- = - tusyt tu-y + 0(K)"sds - i (k) unds- (AH)
comparing the two
0(K)U'ds = 0 (A15)
and
oK) Wds 2 llvar (A16)

When calculating the integral of the relative velocity along curve (C), one may proceed
in exactly the same manner as above.

(} wdC=Q. wsds—i Q. w,,ds = if rotivd A —i |1 div tvdA =
3 © © © (T <eAT) (AL7)
rotuda —ill diveda ZwAax-\-i;ff br(x) cvdyf .
J I(T) (T) (T) b(x)
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On the other hand
$C)WIC= — wiyt — iic, V-f U/t -1 iwXt + usds — i K wnds. (A18)

The relative velocity along the periphery can be only tangential and hence the integral of
ivn along the contour is zero.

f(K)w"ds = 0 (A19)
and
f(K) Msds = - 2(0Aaxf («ly- nry)le (A20)
Using the relation between the absolute and the relative velocity:
$(K) cnds = f(K) unds + f(K) Whds «
Employing further the relations (A6), (A15) and (A19) it is seen that
B (K) cnds o} (A21)

and simultaneously also the earlier relation:

122)
is obtained.
APPENDIX 2
The kernel of the integral equation (37) is
A(C\C)= K(T.C)+ cot/ I(C,H)—]- . (A23)

Let us find the limit of this function, when the running point £ = <€ + irf tends to the point
C= £-bin.

lim (SQANO + -
20 DK .
sinh (" —f) —cot %sin — M —ij)
lirn ' , !
cosh (E‘—”) —cos —
24 2
" (f'c) cot* [—n (4u'-u)
= lim
2!1\ (i-)2 Ty 128)2 (U A1)2 1
ir 2" " 2"
T
1 -eomeee F' cotf

B f' J_cotx(tj—4)_
§’*;o (i -f)-+(4 l4r)2 2

The points of the profile contour being in question:
fj'—ni 1 ~ G

therefore
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Making use of this

1 cotX ol

lim £) + 2 1-j-tan2/ d£2

(N24)
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(o204

Berechnung der theoretischen Charakteristik von hydraulischen Maschinen auf Grin
der Potentialtheorie. In der Arbeit wird eine Integralgleichung fir die relative Stromung um
das Profilgitter in der mittleren Stromflache eines Teilkanals abgeleitet, der aus dem Laufrad
einer hydraulischen Maschine durch zwei Umdrehungsfidchen herausgeschnitten wird. Die
Flassigkeit wird als inkompressibel und reibungsfrei betrachtet. Auf Grund der Abhéangigkeit
der Ldsung von der Einstrémrichtung kénnen die theoretische Kennlinie des Laufrads und
die Kennlinie des Kavitationsbeginns bestimmt werden.

Onpege/ieHvie TEOPETUHECKMX XapaKTepUCTVK MMAPOAMHAMAYECKVX MaLLMH Ha OCHOBE
noTeHLasbHol Teopun (A. Hupw). B pa6oTe Ansi pensiTMBHOIO ABMXKEHWSI MOTOKa BOKPYT Mpo-
(OUMBHOM peleTKY,  HaxoAsLLeiica BCpeAHel YacTy MOBEPXHOCTM NOTOKA YacTHOTO KaHaa, Bbl-
CeUeHHOro IByMsl MOBEPXHOCTAMM BpaLLEHMs 13 pabouero Koseca rmapoaMHamMMUecKoi MallnHBbl,
paboTaloLLel Ha HECXKMMaeMoii U CBOGOAHOW OT TPEHUSI XKUAKOCTU, — BbIBEAEHO MHTErpasibHoe
ypaBHeHMe. Ha 0CHOBe 3aBMCUMOCTY PELLEHNs] OT HanpaB/eHUsl BTOKA MOXHO ONpeaennTb Teo-
PETUYECKYIO XapaKTepUCTMKY paboyero Koseca W XapaKTepuUCTUKY, AECTBUTENbHYI Ans Ha-
yana KaBuUTaLMW.
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UNTERSUCHUNG DES SAUGVORGANGES

VON VIERTAKT-DIESELMOTOREN MIT DIREKTER

EINSPRITZUNG

GY. CSER*

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 21. Februar 1969]

Die Arbeit behandelt einige GesetzmaRigkeiten des Saugvorganges von Viertakt-
Dieselmotoren mit direkter Einspritzung, wobei der instationdre Charakter der Strémung
der kompressiblen Luft berucksichtigt wird. Bei der Bestimmung des Aufgabenkreises
der Untersuchung geht der Verfasser von der Feststellung aus, daR der Stromungs-
vorgang, der sich in der Saugleitung vollzieht, einen wesentlichen EinfluR auf den
Fillungsgrad des Motorzylinders, auf die tangentielle Bewegung der im Zylinderraum
vorhandenen Luftfillung und dadurch auf die Gute des Verbrennungsvorganges,
ferner auf die von dem Kolben ausgefiihrte Saugarbeit hat, die wiederum die Verluste
des Motors beeinfluBt. Daher untersucht vorliegende Arbeit GUber die genannten Fak-
toren hinausgehend auch die Verwirklichungsmdglichkeiten ihres Gesamt-Optimums.
Um die Forschungsergebnisse verallgemeinern zu koénnen, werden sie als Funktion
der Kriterien behandelt, welche die Ahnlichkeit der SaugVorginge bestimmen. Diese
Ahnlichkeitsbedingungen, ferner die verwendeten und in einigen Einzelheiten neu-
artigen MelRmethoden wurden anhand der Analyse des im ersten Teil der Arbeit dar-
gestellten mathematischen Modells ausgearbeitet. Im zweiten Teil werden die Ergeb-
nisse der Untersuchung mitgeteilt.

Bezeichnungen

vom offenen Rohrende gemessene momentane Entfernung [m];

Radius [mj;

die Entfernung der Mittellinie des Sdugventils von der Mittellinie des Zylinders [m];
L&nge der Saugleitung, gemessen vom offenen Rohrende bis zum Saugventil [mj;
L&nge des Saugkanals [m];

Ventilhub [m, mm];

Kolbenhub [m, mm];

Querschnitt im allgemeinen, ferner Querschnitt der Saugleitung [m2 cm2]:
Kolbenquerschnitt [m2];

der kleinste Querschnitt des Saugkanals [m2 cm2];

Volumen [m3, cm2];

Zeit [s];

Geschwindigkeit [m/s];

e[m /d]er Wand des Verbrennungsraumes herrschende tangentielle Geschwindigkeit
m/s];

Schallgeschwindigkeit [m/s];

Drehzahl, Motordrehzahl [1/min];

Kolbengeschwindigkeit [m/s];

mittlere Kolbengeschwindigkeit [m/s];

Gravitationsbeschleunigung [m/s2];

Druck im allgemeinen [kp/cmZ2];

effektiver Mitteldruck [kp/cm?2];

Mitteldruck der Reibung, bzw. der Verluste [kp/cm2];

* Szerémi u. 10, Budapest X1. (Ungarn).
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GY. CSER

Moment, Impulsmoment der in den Zylinder eintretenden Luft [kpm, kpcmj;
Impulsmoment der in den Zylinder eintretenden Luft im Idealfall [kpm]:
Temperatur [°C];

absolute Temperatur [°K]:

Drahttemperatur [°C];

Winkel, eingeschlossen durch die Skelettkurve des Saugkanals und der Zylinder-
kopfebene [grad];

Winkel, eingeschlossen durch die Projektion der Skelettkurve des Saugkanals und
der Tangentialrichtung [grad]:

Drehwinkel der Kurbelwerlle [°KW];

Winkel des Wellenlaufes [°KW]:

Gewicht, Gasgewicht [kp];

Gewicht der in der Zeiteinheit durchstrémenden Luft, oder der Gasmenge
[kp/s, p/s];

Gewicht der in der Zeiteinheit theoretisch durchstromenden Luftmenge [kp/s];
Wichte [kp/m3];

Dichte [kps2m4];

Enthalpie [kcal]:

Warmemenge [kcall;

durch die Gase verrichtete mechanische Arbeit [mkp];

vom Kolben aufgewendete Saugarbeit [mkp];

Waéarmedquivalent der mechanischen Arbeit [kcal/mkp];

Gaskonstante [m/grad];

spezifische Wéarme [kcal/kp. grad]:

. experimentell ermittelbare Konstanten, welche die T&tigkeit des Hitzdraht-

Anemoineters kennzeichnen;

Kompensierungsspannung [V];

von den geometrischen Abmessungen des Saugkanals abhangige Konstante;
Drallfaktor, auch die geometrischen Abmessungen des Saugkanals enthaltend;
Konstanten, abhangig von den Abmessungen und Form des Verbrennungs- und
des Kompressionsraumes;

die dynamische Ahnlichkeit der Saugvorgidnge kennzeichnende Strouhal-Zahl:
Ahnlichkeitsbedingung der Aufladung des Zylinders;

Ahnlichkeitsbedingung der Wellenzuriickwerfung am ventilseitigen Rohrende:
Anteil der durch den Zylinder eingesaugten Luftmenge, bezogen auf 1 Kw
1/°KW];

S[elbstsc]hwingungszahl der im Saugrohr vorhandenen Luftsaule (Hz];
Saugfrequenz [Hz];

= vif, Ordnungszahl der Erregerharmonischen,

indizierter Wirkungsgrad;

LuftiberschufRzahl (Luftverhéltnis);

Liefergrad;

mechanischer Wirkungsgrad;

Exponent der adiabatischen Zustandsadnderung:

DurchfluRzahl;

= felfs, relativer Ventilquerschnitt, bezogen auf den Querschnitt des EinlaB-
ventilsitzes;

= G*/G*.theor, DurchfluRzahl, bezogen auf den Querschnitt des EinlaBventil-
sitzes;

— fejF = ofslF, relativer Ventilquerschnitt, bezogen auf den Kolbenquerschnitt;
DurcbfluRzahl. bezogen auf den Kolbenquerschnitt:

= fslIf, Verhéaltnis zwischen dem Querschnitt des EinlaRVentilsitzes und dem
Querschnitt der Saugleitung;

mittlere DurchfluBzahl, bezogen auf den Querschnitt des EinlaBventilsitzes und
den Saughub;

mittlere DurchfluRzahl, bezogen auf den Kolbenquerschnitt und den Saughub;
= w/a0, relative Mediumgeschwindigkeit, bezogen auf die atmosphé&rische Schall-
geschwindigkeit;

= ala0, relative drtliche Schallgeschwindigkeit, bezogen auf die atmosphérische
Schallgeschwindigkeit;

Erwarmungsfaktor;

— M/Mfo theoretischer Drallfaktor:

effektiver Drallfaktor.

Ada Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69. 19



UNTERSUCHUNG DES SAUGVORGVNGES 277

Indizes

0 Atmosphére der Umgebung;

1 offenes Ende der Saugleitung auf der atmospharischen Seite:
2 geschlossenes Ende der Saugleitung auf der Zylinderseite:

e Querschnitt des EinlaBventils;

S Querschnitt des EinlaBventilsitzes;

ein die in den Motorzylinder eintretenden Mengen;
aus die aus dem Motorzylinder austretenden Mengen:
Zylinder;
C Kompressionsraum;
K Brennraum;
r Restgas;
o Offnen des Ventils;
sch SchlieBen des Ventils;
Cc) Zeichen des Mittelwertes.
. Einleitung

Eine der Hauptaufgaben der auch heute erkenntlichen ununterbrochenen
Entwicklung von Brennmaschinen — und in dieser Weise auch von Diesel-
motoren — besteht in der Erhéhung der spezifischen Leistung. Zwecks Erho-

hung der spezifischen Leistung bendtigt man einerseits die Steigerung der
Belastungsfahigkeit der im Motorenbau verwendeten Baustoffe, andererseits
die stdndige Vervollkommnung der im Motor sich abspielenden Vorgdnge.

Es ist bekannt, dall die spezifische Leistung der Viertakt-Brennmotoren
durch die Erhdhung der Drehzahl, oder des effektiven Mitteldruckes ver-
groBert werden kann. Von den zwei Mdéglichkeiten — besonders bei den bereits
in der Fertigung befindlichen Motorenkonstruktionen — ist in den meisten
Fallen die letztere Ldsung die wirtschaftliche. Bei den Saugmotoren gibt fur
die Erh6hungsmdglichkeiten des effektiven Mitteldrucks der nachfolgende,
allgemein bekannte Ausdruck einen Hinweis:

Pe = konst. —71.h)m. (1)
a
Das konstante Glied der Formel enthdlt die vom Motorbetrieb unabhdngigen
Faktoren, daher kann vom Standpunkt der im Motor sich abspielenden Vor-
génge die Aufgabe einer Erhdhung des effektiven Mitteldruckes in drei Haupt-
gruppen zerlegt werden;

Der indizierte Wirkungsgrad h&ngt in erster Linie von der Gute der
Gemischbildung und des Brennvorganges ab. Der Faktor 1/3c — welcher den
reziproken Wert des Luftverhéltnisses (Luftiberschusses) bedeutet — zeigt
das Mall der Ausniitzung der im Zylinder zur Verfligung stehenden Luftladung;
daher kennzeichnet er gleichzeitig die in die gegebene Luftmenge maximal ein-
spritzbare Brennstoffmenge. Da der Wert des Faktors locebenfalls grundlegend
von der Gite der Gemischbildung und des Brennvorganges abhé&ngig ist, so
kénnen wir sagen, dall das Glied r/¢/xx der Formel (1) in erster Linie die Funk-
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tion der Gemischbildung und des Brennvorganges des Motors darstellt und
kann daher durch ihre Verbesserung vergréfRert werden.

Der Liefergrad A zeigt, in welcher Weise der Arbeitsraum des Motors
— sein Hubvolumen — mit der atmosphé&rischen Luft aufgefullt werden kann.
Seine Wirkung auf die Mitteldruckerhéhung ist offensichtlich, denn dieser
Faktor bestimmt das Gewicht der zur Gemischbildung zur Verfligung stehen-
den Luftladung, in dieser Weise auch die bei identischem Luftverhdltnis
— a — in den Zylinder einspritzbare Brennstoffmenge.

Der mechanische W irkungsgrad kennzeichnet am Ende der Haupt-
welle das MaR der Verwertung der Arbeit, welche von den Gasen dem Kolben-
deckel Ubermittelt wird:

Im —
Pe+Puv

wo pvden Mitteldruck bedeutet, der die Motorverluste durch Reibung und
die anderer mechanischer Quellen ersetzt. Dieser Mitteldruck charakterisiert
ferner die zum Antrieb der Hilfseinrichtungen des Motors aufgewendete Energie
und -— mit gewisser Auslegung — auch die vom Motor fiir den Ladungs-
wechsel verbrauchte Arbeit. Bei dieser Interpretation kann auch die GroRe
des Reibungs- oder Verlustmitteldruckes und in dieser Weise der Wert des me-
chanischen Wirkungsgrades durch die GrofRe der Saugarbeitbeeinfluft werden.

Im Sinne der vorigen Ausfihrungen -——wenn man den Einfluf der Saug-
leitung des Viertakt-DieSelmotors mit direkter Einspritzung auf die Motor-
parameter und so auf den effektiven Mitteldruck untersucht — mufl man jede
einzelne der drei Hauptgruppen beachten.

Dieselmotoren mit direkter Einspritzung erzeugen das zum Brennen
erforderliche Brennstoff-Luftgemisch in dem sogenannten offenen Brennraum
des Motors. Bei diesem Vorgang verwenden sie — neben anderen Faktoren —
die tangentielle Bewegung der Luftladung, mit anderen Worten, auch den im
Zylinderraum entstandenen tangentiellen Luftwirbel. Die Bedeutung des
letzteren wurde von den Ergebnissen der in den vergangenen Jahren von
verschiedenen Forschern durchgefiihrten Versuche bestdtigt. Der genannte
Luftwirbel entsteht als Folge von zwei Wirkungen. Wé&hrend im Motor der
Saugtakt stattfindet, erhdlt die in den Zylinder einstrémende Luft durch die
geeignete Ausbildung des Saugsystems — und innerhalb dieses Systems, im
allgemeinen des Saugkanals — ein tangentielles Impulsmoment. Der wéahrend
des Einstromens entstandene Drall bleibt, wenn auch in einem durch die
Verluste verminderten Mal, auch im Verlauf des Kompressionstaktes bestehen.
Diesen Drall benitzt der offene Brennraum des Motors zur Ausbildung der
zur Gemischbildung erforderlichen Luftbewegung bzw. des Luftwirbels.

Mit Ricksicht darauf, daB die Saugleitung des Motors bei der Schaffung
des Luftwirbels eine entscheidende Rolle spielt, kann dadurch die Wirksam-
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keit der Gemischbildung bzw. auch die des Brennens, d. h. der Faktor 'gjrx
wesentlich beeinfluRt werden.

Selbstverstandlich hat die Saugleitung des Motors auch noch eine andere
Aufgabe, denn sie mull die Versorgung der Zylinder mit Luft sichern. Sehr
viele Forschungsarbeiten und zahlreiche ausgefihrte Konstruktionen besta-
tigten, dall die effektive Ausgestaltung der Saugleitung den Fillungsgrad des
Motors wesentlich beeinflussen kann.

Durch die geeignete Ausgestaltung der Saugleitung kann man sogar
Wirkungen erzielen, mit denen der Liefergrad des Motors wesentlich
gesteigert werden kann. Diese Verfahren werden als »akustische«, »inertielle,
Rohr- usw. Aufladungen bezeichnet. In den weiteren Ausfiihrungen wird die
Bezeichnung »dynamische« Aufladung verwendet, womit ein Hinweis auf die
Erscheinungen erfolgt, welche diese Wirkung erzielen.

Zur Verwirklichung der genannten Aufgaben benitzt die Saugleitung
des Motors die von dem Kolben ausgeibte Saugarbeit. Damit beeinflufRt sie
ebenfalls die Motorparameter, wie es aus der Beziehung (1) gleichfalls zu
ersehen ist.

Die obigen Ausfuhrungen zusammenfassend, kann man feststellen, daR
die Saugleitung der Dieselmotoren mit direkter Einspritzung vom Standpunkt
der Verbesserung der Motorparameter eine dreifache Aufgabe zu erfullen hat.
Zur Gemischbildung und fir die Verbrennung mufl ein erforderlicher Drall
geschaffen, ein guter Fillungsfaktor des Zylinders gesichert werden, und diese
sollen nach Méglichkeit durch einen minimalen Aufwand an Saugarbeit erreicht
werden. Mit Riucksicht darauf, dal die genannten Forderungen meistens ein-
ander entgegengesetzt sind, mufl die Saugleitung die genannten drei Bedin-
gungen in der Weise erfullen, dall sie gemeinsam den gréofRtmdéglichen Mittel-
druck ergeben. Dieser Fall tritt jedoch dann ein, wenn

Mit anderen Worten, die Saugleitung hat nicht die eine oder andere Aufgabe
gut zu erfillen, sondern sie mufl das gemeinsame Optimum der drei Faktoren-
Gruppen sichern, welche den Mitteldruck des Motors Beeinflussen.

Wegen der genannten Grinde mufl man bei der Untersuchung des Saug-
vorganges auf jede einzelne der dreifachen Aufgabe der Saugleitung eingehen.

Il. Beschreibung der wéhrend des Saugens sieh abspielenden Stréniungsvorgénge

Auf Bild 1wird das Schema eines Motorzylinders und der dazugehdrenden
Saugleitung gezeigt. Es ist zu ersehen, dall die L&nge der Saugleitung mit L,
und der Querschnitt — der als konstant angenommen wird — miit/bezeichnet
ist. Die Saugleitung saugt unmittelbar aus der mit O bezeichneten Atmosphére,
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(Diese Annahme hielten wir auch im Verlauf unserer Versuche aufrecht, um
einerseits die gestellte Aufgabe zu vereinfachen, und andererseits um die Gesetz-
méRigkeiten besser zu erkennen.)

Den Saugvorgang beschreibt ein zweiteiliges Gleichungssystem, bei dem
der eine Teil die in der Saugleitung, der andere Teil dagegen die im Motor-
zylinder auftretenden Verhdltnisse kennzeichnet.

Bild 1. Prinzipschema der Saugleitung (0 Atmosphéare, 1 offenes Rohrende, 2 ventilseitiges
Rohrende, z Zylinder)

Mit Ricksicht darauf, dall die Strémung in der Saugleitung absatzweise
vor sich geht, mulR man zu ihrer mathematischen Beschreibung die allgemeinen
Zusammenhénge der instationdren Gasdynamik anwenden. Bei diesem Vorgang
wird die Stromung im Rohr als eindimensional angesehen, und es wird vom
W a&rmeaustausch, der an den Wanden der Saugleitung stattfindet, abgesehen.
Die Wirkung der Warmezufuhr durch die Rohrwand wird in der Weise beriick-
sichtigt, als ob der Motor aus einer Atmosphédre von entsprechend hdherer
Temperatur saugen wirde. (Das effektive MaB der Lufterwd&rmung wird
experimentell festgestellt.) Durch Einfuhrung eines geeigneten Faktors wird
die Erwdrmung der Luft an der warmen Zylinderwand ebenfalls berlicksich-
tigt. Als weitere Vereinfachung wird angenommen, dal die Einstrémung in
das Rohr von der atmosphérischen Seite aus verlustlos erfolgt. Mit dem Stro-
mungswiderstand der Rohrwand wird der Ventilwiderstand vergrdBert, und
dadurch wird auch von den Strémungsverlusten im Rohr abgesehen.

Samtliche Strémungsverluste der Saugleitung werden mit der Durch-
fluBzahl [ia gekennzeichnet, deren effektive Werte nach der folgenden Bezie-
hung versuchsmdlRig festgestellt wurden:

stheor.
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Mit den genannten Bedingungen wird die Kontinuitdtsgleichung der ein-
dimensionalen isentropischen Strémung:

Ao ac Y du)
-t U -+ Q- (2)
dt a9 n
Die Euler-Gleichung:
div aw
---- + we t3.% (3)
8t 29 0 o4

Da die Stromung isentropisch ist, kann auch die Poissonsche Gleichung Anwen-
dung finden:

konst. (4)

So wird die im Medium herrschende lokale Schallgeschwindigkeit:

a=lygRT (5

Mittels Anwendung der Gleichungen (2)—(5) und nach ihrer entspre-
chenden Umformung kann man die allgemeinen Gleichungen der entlang des
Rohres auftretenden Strémung erhalten. Diese Gleichungen kennzeichnen ein
quasilineares, hyperbolisches partielles Differentialgleichungssystem mit zwei
Verdnderlichen. Ihre N&herungslésung, ist, wie bekannt, mit Hilfe der Charak-
teristik-Methode mdglich. Diese Methode ist von mehreren Verfassern ange-
wandt worden, z. B. [1, 2], und zwar zur Berechnung der Strémungsvorgéange,
welche sich im Saug- bzw. Auspuffsystem der Fahrzeugmotoren abspielen,
daher wird auf ihre eingehende Erlduterung hier verzichtet.

Zur Beschreibung konkreter Stroémungen ist es noch erforderlich, die
fur die Rohrenden gultigen Gleichungen mit effektiven Flanschbedingungen
anzuschreiben.

Im letzteren Fall kann dies fur das offene Rohrende in Form der Energie-
gleichung (das Integral der Eulerschen Gleichung) angeschrieben werden.

Beim verlustlosen Eintritt wird namlich:

a?
6
X 1 * 1 ™
oder nach Umformung, in dimensionsloser Gestalt:
Wi=--{1 A\). @)
Y —1
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Fir das ventilseitige Rohrende kann man ebenfalls anhand der Energie-
gleichung die Flanschbedingung der Strémung erhalten. Die Energiegleichung
wird fiur den Querschnitt der Rohrleitung vor dem Ventil (mit der Bezeich-
nung 2), ferner fur den Einlagventilquerschnitt (mit e bezeichnet! ange-
schrieben.

w§ a8 aj
&)
2 *—1 2 x—1
Hier hat man jedoch — entsprechend den Ausgangsbedingungen —

auch die Stromungsverluste der Rohrleitung und des Einlagventils zu be-
ricksichtigen, und daher wird die Kontinuitatsgleichung:

a2iv2 = [na<pmewe. 9)

Mit Ricksicht darauf, dal im Ventilquerschnitt der Druck mit dem im Zylinder
herrschenden Ubereinstimmt (pe= j»z), kann die ventilseitige Gleichung der
Flanschbedingung nach entsprechender Umformung der Ausdricke (8) und (9)
in der nachfolgenden Form angeschrieben werden:

1 iP°)- @
(10
2/x *+N* 2/x
L y 2 T~ " Pl 1 (pofsp FZ
x- 1 APi Pl P

Anhand der Gleichungen (7) und (10) kann man die Redingungen der Wellen-
zurlickwerfung berechnen, sowohl am offenen als auch am ventilseitigen Rohr-
ende.

Man sieht jedoch, dal man zur Lésung der Gleichung (10) auflRer den
Kennwerten der im Rohr entstehenden Strémung auch noch den Zylinder-
druck p~und die GroBe pacp kennen muB. Letztere wird bereits von der Kon-
struktion und Ausfuhrung der Saugleitung, ferner von den Daten der Ventil-
steuerung bestimmt, zur Kenntnis der Anderung des Zylinderdruckes ist jedoch
noch die Gleichung der Zylinderladung erforderlich. Sie wird nach dem all-
gemein Ublichen Verfahren, z. R. [3] — aus der fur den Zylinder angeschrie-
benen vollen Energiegleichung erhalten:

diel,, diaus+dQ = dU+AdL. (11)
Im weiteren Verlauf kann man die allgemeine Gasgleichung anwenden:

PzVz — GzRTZ
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beziehungsweise in ihrer Differentialform:

dGz dPI_ | dvz dTz
Gz Pz u Tz

(12

Gleichzeitig ist:
dGz dGein dGaus. (13)

Anhand der Gleichungen (11)—(13) kommt man nach entsprechender Umfor-
mung zu folgendem Ergebnis:

dQR
Onrein RTz aAAra dVZ+ (14)

Pz Pz xp:Or _

R %

Das die Wéarmezufuhr enthaltende Glied wird mit einem Faktor r
berlicksichtigt, der die Temperatur der eintretenden Luft Tein proportional
der aufgenommenen Wéarmemenge erhdht [4]. In dieser Weise erhdlt man die
vereinfachte Form der Gleichung (14), welche nun den Ladungwechsel des
Motorzylinders angibt.

RTZ
RTdG, dG.. (15)

P:

Bei Dieselmotoren mit direkter Einspritzung entsteht der Drall der Luft-
ladung wdahrend des Saugvorganges. Die in den Zylinder strémende Luft
verfugt — wie bekannt — auch Uber eine Tangentialkomponente, deren Impuls-
moment die im Zylinder befindliche Luft beschleunigt und in eine Drehbewe-
gung versetzt. Zur Sicherung des Impulsmomentes dient im allgemeinen die
entsprechende Ausgestaltung bzw. Anordnung des Saugkanals oder des S4aug-
ventils. Im Rahmen unserer Untersuchungen beschéftigten wir uns lediglich
mit den sog. »tangentialen ! Saugkanélen, deren Schema dem Bild 2 zu ent-
nehmen ist.

In der vereinfachten Ausfiihrung verfligt der Saugkanal — in der Né&he
des Ventils — Uber gerade Skelettlinie und Mantellinien, welche zum Ventil-
sitz auslaufen. Die Mittellinie des Saugkanals schlieft mit der Ebene des
Zylinderkopfes den Winkel x ein. Die Entfernung zwischen Ventil- und Zylin-
derachse betrdgt r0. In der Zylinderebene, wie das auf Bild 2 zu sehen ist,
wurde der Winkel, der von der Projektion der Mittellinie des Saugkanals
und der Tangente eingeschlossen wird, mit B bezeichnet. Der kleinste Quer-
schnitt des Saugkanals ist/ min und seine Léange I

Im ldealfall wirde das Sdugventil die Stromung nicht ablenken, und
wadre letztere verlustfrei, so wiirde die eintretende Luft in Richtung der Skelett-
linie des Saugkanals Uber ein Impulsmoment M id verfigen, wobei
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M'id dt = - Zwcr0Ocosa cosp’,
oder
rncosa costf
Mt di = —

.............. wpG* dt. (i6)

Bild 2. Grundsatzschema des tangentialen Saugkanals

In der Regel tritt der Fall ein, dall die wirkliche Gestalt des Saugkanals,
ferner das S&ugventil eine erhebliche Stérung fir die Stromung bedeuten, bzw.
sie aus der urspriinglichen Richtung ablenken. Daher entsteht gegenitiber dem
[dealfall ein wesentlich kleineres Impulsmoment, das infolge der im Zylinder
auftretenden Mischungs- und anderer Verluste sich hier noch weiter ver-
mindert.

Wenn die genannten Verluste durch einen dimensionslosen Faktor e

berlicksichtigt werden, so kann man fur das wirkliche

Impulsmoment M
anschreiben

M = eMid

Verwendet man noch die Gleichungen (5) und (9), so erhdlt man:

*
Mat r,, cosa co>/I e(G dt. a7
pi
8 vi
Pi,
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Mit Ricksicht darauf, daB bei den einzelnen, gegebenen Saugsystemen
die GroBen /macp und G* bereits das Druckverhéltnis p~/p2 bestimmen, suchten
wir den Drallfaktor der Einfachheit halber in der Form

In dieser Weise wird das ganze, wé&hrend des Einstrémens in den Zylinder
entstehende Impulsmoment — M —

0Q3B3Ccos/S *Y:
n= Mdl = ' €08 aC™: 4 (18)
(ein) gf d(ein) ¥ 2"acP
Die in der Beziehung (18) vorkommenden GrélRen — mit Ausnhahme
des Drallfaktors a — konnen einerseits anhand der bisherigen Gleichungen

berechnet werden, andererseits sind sie bereits aus den Konstruktionsdaten
des Saugkanals bekannt. Aus diesem Grund ist die einzige weitere Bedingung
fir die Berechenbarkeitvom Drall M der Luftladung die Kenntnis des Faktors a.
Dieser letztere wurde im Verlauf der Versuche experimentell festgestellt, wobei
auf diese Methode spédter noch eingegangen werden soll. Hier wird lediglich
erwdhnt, dall bei einer stationdren Stromung der Drallfaktor anhand folgender
Formel bestimmt werden kann:

« = Cy2per

(G*)2
oder

M

y, per (19)
C Tg*)1
wo
C - gly - konst.

rOcosa cos/5

Unsere Bcrechnungs- und die noch spéter zu erlduternde MeBmethode
bestimmen die GréBe des in der Saugleitung geschaffenen Dralls nur bis zum
Ende des Saugtaktes, im Grunde genommen kléren sie also die Wirkung der
Saugleitung. In der Praxis ist es jedoch dblich, die im Brennraum erzeugte
Luftbewegung durch die an der Wand des Brennraums entstehende tangentiale
Geschwindigkeit zu kennzeichnen. Sofern der wéahrend der Kompression auf-
tretende Drallverlust, ferner die Geschwindigkeitsverteilung des Luftwirbels
bekannt sind, kénnen aus unseren Daten die Werte der tangentialen Ge-
schwindigkeiten berechnet werden.
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Im Zusammenhang mit der Geschwindigkeitsverteilung von Luftwirbeln’
welche im Zylinder von Dieselmotoren mit direkter Einspritzung und toroi-
dalem Brennraum entstehen, haben — neben anderen Verfassern — V. N.
Ivanov [5] und B. N. Davidkov [6] mit abweichenden Methoden Messungen
durchgefihrt. Das gemeinsame Kennzeichen ihrer Verfahren bestand jedoch
darin, dal beide trdgheitsfreie elektronische Einrichtung beniitzt haben, deren
Fuhler die Strémung nicht gestért haben. Nach ihren Ubereinstimmenden
MeRergebnissen dreht sich die Luft am Ende des Kompressionshubes als
steifer Kdrper in Brennrdumen, welche den von uns untersuchten &hneln,
auBerhalb des Brennraumdurchmessers entsteht dagegen ein Potentialwirbel.

Obzwar wéhrend der Ausfuhrung eigener Versuche der Drallverlust
wéhrend des Kompressionshubes nicht bekannt war, kann anhand obiger
Ausfiihrungen die entlang der Brennraumwand, im oberen Totpunkt auf-
tretende tangentiale Luftgeschwindigkeit nédherungsweise berechnet werden:

a{G*)- dt
V(rkrOGBXO050 3 (ein) y21 (17 (20
2nK f G*dt + Gr

J (ein)

wobei K konstant ist, und der Wert dieser Konstanten wird von Form und
Abmessung des Brennraums bestimmt.

Die mittels Gleichung (20) bestimmbare tangentiale Geschwindigkeit wk
ist m— da die wahrend der Kompression auftretenden Stromungsverluste
nicht berticksichtigt wurden — grofer als in Wirklichkeit. Ihr Wert ist jedoch
fir Vergleichszwecke durchaus geeignet.

Die analytische Lo6sung des Gleichungssystems, bestehend aus den
Gleichungen (2)—(20), ist nicht bekannt. Mit Hilfe einer elektronischen
Rechenmaschine kann die N&herungslésung eines beliebigen Strémungsfalles
ermittelt werden, aber auch durch Versuche, mittels Messungen, kann das
Gleichungssystem geldst werden. In der vorliegenden Arbeit wurde die letztere
Methode gewdhlt. Die gemeinsame Eigenschaft beider Mdglichkeiten besteht
darin, daB die erhaltenen Ergebnisse ausschlieflich fur den gegebenen unter-
suchten Fall gultig und schwer zu verallgemeinern sind. Aus diesem Grunde
—: im Interesse der Verallgemeinerung unserer Ergebnisse — wurden die
wichtigeren Kriterien der Ahnlichkeit von Saugvorgdngen ausgearbeitet, und
unsere Ergebnisse haben wir als ihre Funktion dargestellt. Derartige Bemiu-
hungen sind in diesem Themenkreis auch anderweitig zu beobachten [7, 8].

Bei der Feststellung der Kriterien wurde aus den allgemeinen Bedingun-
gen der Ahnlichkeit von physikalischen Vorgidngen ausgegangen. Nach ihnen
besteht eine physikalische Ahnlichkeit zwischen zwei gleichartigen physikali-
schen Vorgéangen, welche sich in geometrisch dhnlichen Systemen abspielen,
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wenn die GroRen, welche die Vorgédnge bestimmen, in den beiden Systemen,
an den einander entsprechenden Stellen verhé&ltnisgleich sind. Daraus folgt die
VONn Guchmann Und N. V. Kirpicsov [9] eingefiihrte Definition, wonach die
erforderliche und ausreichende Bedingung fir die Ahnlichkeit zweier Vorgénge
darin besteht, daB alle dimenslose Kriterien der beiden Vorgdnge einander
gleich sind, auch die aus den Anfangs- und Grenzbedingungen abgeleiteten
Kriterien inbegriffen. Bei anderer Formulierung des letzten Satzes kann man
auch sagen, daB die dimenslosen Grenzbedingungen numerisch identisch sein
missen.

Die Bedingung der geometrischen Ahnlichkeit verlangt — wie bekannt
— identische prinzipielle Ausgestaltung, und dartber hinaus eine Propor-
tionalitdt der linearen Abmessungen und die Gleichheit der entsprechenden
W inkel. Die vollige geometrische Ahnlichkeit kann im allgemeinen — neben
Einhalten anderer Ahnlichkeitsbedingungen — nicht verwirklicht werden.
Daher missen wir uns meistens mit der teilweisen geometrischen Ahnlichkeit
begniigen, was in diesem Fall die Identitdt der Ventilsteuerungswinkel, even-
tuell die Proportionalitdt, einiger kennzeichnender linearer Abmessungen
bedeutet. Die Proportionalitdt der wichtigeren linearen Abmessungen ist
jedoch durch die Ubrigen zu erlduternden Kriterien bereits determiniert.

Die Ahnlichkeit der Strémung, welche sich in der Saugleitung abspielt
und durch die Gleichungen (2)—(5) beschrieben ist, hat — aufBer der Bedin-
gung A = konst. — noch zwei weitere Bedingungen, welche aus der Gleichung
(3) abgeleitet werden kdnnen.

Eine dieser Bedingungen ist die Strouhal-Zahl Sh, welche die dyna-
mische Ahnlichkeit kennzeichnet und welche im allgemeinen folgendermaRen
lautet:

Sh — konst.,

B3

wobei v eine kennzeichnende Geschwindigkeit des Systems:
t die Periodenzeit der Wiederholung;
x  eine kennzeichnende Langenabmessung ist.

Wenn man als Bezugsgeschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit a0 der
Umgebung wé&hlt, so kann das Strouhalsche Kriterium fir einen Zvlinder
eines Viertaktmotors in folgender Form angeschrieben werden:

/7, = Sh 120 a" konst. (21)
nL

Aus der Gleichung (3) erh&lt man, als die andere Bedingung, die Mach-
Zahl:

M —=- —= konst.
a
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Weitere Ahnlichkeitsbedingungen konnen aus der Gleichung (15) abge-
leitet werden, welche die Aufladung des Motorzylinders beschreibt. AufRer den

W éarmedhnlichkeitbedingungen — auf die hier nicht eingegangen werden
soll — ist fiir den Fall des Einstromens die Erfullung folgender Bedingung
erforderlich:
w
,uafs------—- = konst. (22)
Vz 6n

Sofern die Bedingung (22) durch die Mach-Zahl dividiert wird, erhdlt man
nach einigen Umformungen das Ahnlichkeitskriterium der Zylinderaufladung:

(23)

die mittlere DurchfluBzahl des Einlagventils und des Saugkanals ist, bezogen
auf den Kolbenquerschnitt und Saughub.

Die Ahnlichkeitsbedingung M2 ist also im wesentlichen eine der Mach-
Zahl dhnliche GrdRe, welche die Verhéltnisse des Einstromens in den Zylinder
und dessen Verluste kennzeichnet.

Die numerische Konstanz der dimenslosen Grenzbedingungen, angeschrie-
ben fur die beiden Enden der Saugleitung ist — wie bereits fruher erwdhnt
wurde — eine weitere Bedingung der Ahnlichkeit. Von diesen Grenzbedin-
gungsgleichungen ordnet die Gleichung (7), angeschrieben fir das offene
Rohrende, im Fall von x = konst, fir jeden Wert von A1leinen, und lediglich
einen Wert von zu, daher ist daraus keine weitere Ahnlichkeitsbedingung
zu erhalten. Demgebenuber wird die numerische ldentitdt der Grenzbedin-
gungsgleichung (10), gultig fur das ventilseitige »geschlossene« Rohrende, bei
einem beliebigen Wert Aonur dann erfillt, wenn folgende Bedingungen erfullt
werden:

Pzlp2 = konst.
und

pag> = konst. (24)

Mit Ricksicht darauf, daB bei &hnlichen Stromungen die Bedingung pz/p2
automatisch erfillt ist, ist das dritte Ahnlichkeitskriterium, welches gleich-
zeitig am ventilseitigen Rohrende die Ahnlichkeitsbedingung des Wellenriick-
werfens bedeutet:

1J3 = Jiag= konst, (25)

1 I fe.sch.
ua

180° J? ,a
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die mittlere DurchfluRzahl des Einlalventils und des Saugkanals ist, bezogen
auf den Querschnitt des EinlaRventilsitzes und Saughub.

Somit sind die Ahnlichkeitsbedingungen der Strémung, welche dem
vorher erlduterten mathematischen Modell entspricht, bestimmt. Selbstver-
standlich muR man auch mit weiteren Bedingungen der Ahnlichkeit von Vor-
gangen rechnen (z. B. mit der Reynolds-Zahl), wenn das Modell der Wirk-
lichkeit besser angenéhert ist. Die eigenen Versuche bezeugen jedoch, daB die
Bedingungen /7r,/72und /73 ferner die Kriterien der geometrischen und W éarme-
ahnlichkeit mit ausreichender Genauigkeit die Ahnlichkeit der Saugvorgéinge
von Dieselmotoren kennzeichnen.

I1l. MeR- und Untersuchungsniethoden

Zur Bestimmung des Aufladevorgangs vom Zylinder, ferner der Luft-
wirbelentstehung bendtigt man in erster Linie die Kenntnis der Luftmenge,
welche in der Zeiteinheit durch das EinlaBventil in den Zylinder einstrémt.
Hierflir wurde ein MeRverfahren ausgearbeitet; als dessen Grundlage diente
ein Hitzdrahtanemometer von »konstanter Temperatur«. Dieses Instrument
eignet sich — wie bekannt — zur tradgheitsfreien Messung von schnell wechseln-
den Flussigkeits- bzw. Gasstromungen. Die Funktion des Gerdtes beruht auf
dem auftretenden Wadrmeaustausch zwischen dem stroémenden Medium und
dem elektrisch beheizten dinnen Draht, der in die Strdémung eingesetzt wird
und meistens einen Durchmesser von 0,005-f-0,0090 mm und eine Ldnge von
1—2 mm besitzt, wobei die von L. V. King [10] ausgearbeitete Beziehung
gultig ist:

Q= (A"+B" VYé&")(tdr-t). (26)

Hierbei bedeuten A" und B" von den Kennzeichen des beheizten Drahtes und
des stromenden Mediums abhédngige und unter bestimmten Bedingungen
konstante GrofRen, tdr ist dagegen die Temperatur des Drahtes und t die des
stromenden Mediums.

Das bei den Versuchen verwendete Gerédt, DISA 55 A 01 Typ Konstani-
Temperatur-Anemometer, verédnderte automatisch den Heizstrom des Fihler-
drahtes in der Weise, daB dessen Temperatur tdrund daher auch dessen W ider-
stand auf dem vorher eingestellten W ert verblieb, unabhédngig von dem augen-
blicklich auftretenden W é&rmeaustausch. Demzufolge besteht eine eindeutige
Beziehung zwischen der Spannung U des Heiz- oder Kompensationsstromes
und in den Draht elektrisch eingefihrter, ferner dem strémenden Medium
Ubergebener Wé&rmemenge, und die Beziehung des Warmeaustausches (26)
kann wie folgt angeschrieben werden:

= (A'+B'Yé«>)(b-r). (27)
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Die Feststellung des Wé&rmeaustausches, bzw. die der momentanen
Stromungsgeschwindigkeit w kann durch die kontinuierliche Registrierung
der Kompensationsspannung U erfolgen. Aus der Beziehung (27) ist jedoch
zu ersehen, dall die Messungen in dem Fall gunstig durchgefihrt werden
kénnen, wenn sich Temperatur und Druck des stromenden Mediums nicht
&ndern, denn in diesem Fall ist t = konst, und g= konst., d. h. die Kompen-
sationsspannung ist eine eindeutige Funktion von der Geschwindigkeit w des
Mediums. Bedauerlicherweise kann in der Saugleitung von Verbrennungs-
motoren weder die Lufttemperatur, noch der Luftdruck als konstant angesehen
werden, denn der Saugvorgang geht unter nicht vernachldssigbaren Druck-
schwingungen vor sich. Will man daher in dieser Weise die in der Saugleitung
entstehenden Luftgeschwindigkeiten bestimmen, so ist auler der Kompen-
sationsspannung auch noch die gleichzeitige Messung des Momentanwertes
von Druck und Temperatur der Luft erforderlich. In der Mehrzahl der Falle
jedoch — wie dies auch bei der vorliegenden Aufgabe der Fall ist — bendtigt
man nicht die Geschwindigkeit, die in einem einzigen Punkt der Saugleitung
gemessen ist, sondern die Luftmenge, welche durch einen gegebenen Quer-
schnitt wéhrend der Zeiteinheit durchflieBt. Die Lésungsmadglichkeiten dieses
Problems wurden experimentell untersucht, und Uber die erhaltenen Ergeb-
nisse wurde bereits friher eingehend berichtet [11]. Daher werden sie hier
lediglich mit einigen W orten erwdhnt.

Es ist bekannt, dafl in Féllen, in denen im gegebenen Querschnitt einer
Saugleitung, neben verschiedenen Luftgeschwindigkeiten das spezifische
Geschwindigkeitsprofil sich Uberhaupt nicht oder nur in vernachl&ssigbarem
MaR verdndert, die lokal gemessene Geschwindigkeit w die auf den ganzen
Querschnitt bezogene mittlere Geschwindigkeit w kennzeichnet, d. h. w/u- =
= konst. Diesen Umstadnden entsprechend wurde in der Saugleitung nahe dem
Ventil der mit 2 bezeichnete MeRquerschnitt gewd&hlt und auch der Rohr-
stutzen angefertigt (3 auf Bild 3), in dem auch der Fuhler des Hitzdraht-
Anemometers (6 auf Bild 3) untergebracht ist.

Aus der Beziehung (27) geht auch hervor, dal die Kompensationsspan-
nung des Anemometers dem momentanen Produkt giv proportional ist.
Sofern

iv/iw - konst.

ferner der Querschnitt f2 des MefRstutzens bei dem Eichen und wéahrend der
Messung streng identisch ist, wird das Gewicht der durch den Querschnitt
wéhrend der Zeiteinheit strotmenden Luftmenge dem lokal gemessenen Pro-
dukt oivimmer proportional sein, d. b.

f, Low,
giv

= konst. (28)
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WO
[, 1™ = G*

In dieser Weise kann die Kompensationsspannung des Hitzdraht-Ane-
mometers in Zusammenhang gebracht werden mit der Luftmenge G*, welche
durch einen gegebenen Querschnitt der Saugleitung durchstromt. Diese Folge-
rung wurde auch mit Hilfe einer Reihe von statischen Eichungen kontrolliert;
im Verlauf dieser Eichungen wurden auch die ZustandsgrdBen der Luft ver-
&dndert.

Die verdnderliche Temperatur des Luftstromes wurde im Verlauf der
am Motor ausgefiihrten Messungen in der Weise berlcksichtigt, daB mit einem
aus HeiRleiter gefertigten Thermometer die sog. »Staupunkt-Temperatur« t2,
d. h. die mittlere Lufttemperatur in einem gegebenen Querschnitt gemessen
wurde; mit dieser Temperatur konnte auch der mittlere Wéarmeaustausch zwi-
schen Rohrwand und Luft verfolgt werden. Die momentane Lufttemperatur
wurde aus der Durchschnittstemperatur, ferner aus der in der Saugleitung
sich abspielenden Druckdnderung berechnet, unter der Voraussetzung, dal} in-
folge der Schwingungen zwischen Luft und Rohrwand kein weiterer zusdtzlicher
W &rmeaustausch stattfindet. In dieser Weise entspricht die aus den Druck-
schwingungen folgende Temperaturdnderung den adiabatischen Zusammen-
h&ngen. In diesem Fall ist die momentane Lufttemperatur toin dem mit 2
bezeichneten MeRquerschnitt:

*_)/*
t. (*,+273) ' 273 °C. (29)
Po

Durch Vergleich der Ausdriicke (27)— (29) kann man folgende Beziehung,
die als Grundlage der genannten Messungen dient, erhalten:

R (*_!)*
U2= (A+ B (/G*) tdr (*+ 273) F! + 273 (30)
Po

Sowohl die Werte der Konstanten + und B, welche in der Beziehung (30) Vor-
kommen als auch die Drahttemperatur tdr wurden bestimmt, indem die Daten
von statischen Eichungen, durchgefihrt an einem Luftstrom von verschie-
denem Druck und Temperatur, auf einer elektronischen Rechenmaschine
statistisch aufgearbeitet wurden. Ein Beispiel fur ein derartiges Eichprogramm
ist auf Bild 4 dargestellt. Hierbei wurden bei verschiedenen Lufttemperaturen
vier statisch gemessene Punktreihen ermittelt, aus ihnen die mittleren Werte
von A, B und t r bestimmt und mit diesen ein Geradenbindel berechnet und
auf die Punktreihe gelegt. Aus dem Bild ist gut zu ersehen, dal die Funktion
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des in den MefRstutzen eingebauten Fihlers, ferner die des Anemometers sehr
gut den erlduterten Beziehungen folgt.

W &hrend der am Motor durchgefiihrten Messungen wurde die Kompen-
sationsspannung U auf den Bildschirm eines Oszilloskops ubertragen und mit
einem Photorekorder registriert. Gleichzeitig damit wurde mit Hilfe eines
kapazitiven Druckgebers von hoher Empfindlichkeit sowohl die im Querschnitt
2 der Saugleitung auftretende Druckdnderung p2als auch der Zylinderdruck pz
wahrend des Saughubs gemessen. Bild 5 zeigt ein Beispiel dieser Oszilloskop-

7 8 9 10 1 12 13 14
V67 C(g/s),/2]

Bild 4. Charakteristische Eichkurven des Hitzdraht-Anemometers (Kurve 1: t, 20°C;
Kurve 2: t2= 30°C; Kurve 3: t2= 40°C; Kurve 4: t2= 50°C)

Aufnahmen. Die obere Kurve in dem Bild veranschaulicht die Anderung des
Saugrohrdruckes p2, wéhrend die untere Kurve den Verlauf der Kompen-
sationsspannung U darstellt.

Uber das erlduterte Verfahren hinausgehend, und gleichzeitig damit,
wurde mittels MeRblende auch die vom gegebenen Motorzylinder angesaugte
Luftmenge gemessen. Dies schufauch die Mdglichkeit fir die stindige Kontrolle
der vorher genannten Methode. Nach Angaben der systematischen Kontrolle
verblieb wahrend der mit dem Hitzdraht-Anemometer ausgefiihrten Messun-
gen der Fehler im Verlauf der Untersuchungen innerhalb der Grenze —6% <
<CA <C+2% . Zwecks Bestimmung der Intensitdt des im Zylinder entstehen-
den Luftwirbels wurde — wie bereits frither erwdhnt — von den Beziehungen
(18) oder (20) ausgegangen. Mit Ricksicht darauf, daBR mit Hilfe der bereits
weiter oben erlduterten MeRverfahren die Funktionen G* = f(cp®), p2 = f(<p°®),
y2 — und pr = f((p°) bestimmt werden konnten, beschrédnkte sich die
Aufgabe auf die experimentelle Bestimmung der in den Beziehungen (18)
bzw. (20) enthaltenen Faktoren fia und a. Zu diesem Zweck wurde eine statio-
ndre MeBeinrichtung verwendet; in ihr konnten die Menge und die Zustands-
groBRen der durch den Saugkanal bzw. durch den Zylinder stromenden Luft
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voneinander unabhdngig verdndert und gemessen werden. Die DurchfluBzahl
/ler wurde nach einer Methode gemessen, die in der Praxis bekannt und an zahl-
reichen Stellen verwendet wird, wogegen zur Bestimmung des Drallfaktors a
eine auf Bild 6 dargestellte Drall-MeReinrichtung angefertigt wurde.

Die Drall-MeReinrichtung besteht im Grunde genommen aus einem in
geeigneter Weise gewdhlten axialen Schaufelgitter 1, welches in den Modell-
zylinder eingesetzt ist. Die Anordnung und die Abmessungen des Schaufel-
gitters 1 ermdglichen es, daB der Luftstrom, welcher in den Zylinder eintritt,

Bild 5. Oszilloskopische Aufnahme (I/[V] Spannung des Kompensierungsstroms, p., Druck
vor dem Saugventil)

und hier eine Drehbewegung ausfihrt, den Zylinder ausschlieBlich mit einer
axialen Geschwindigkeit verlasse. In diesem Fall belastet das ganze Impuls-
moment M des Luftwirbels, als Reaktionsmoment, das Schaufelgitter. Diese
Tatsache besteht — im Sinne des Impulssatzes — auch dann, wenn die Luft
auf das Schaufelgitter st6Rt oder dort eine Abldsung erleidet, vorausgesetzt,
daB der Austritt aus dem Fligelgitter von streng axialer Richtung ist.

Das Schaufelgitter 1 wurde auf der Achse 3 fixiert und kann sich mit ihr
zusammen in den Lagern 6 verdrehen. Das Moment wurde am anderen, mit 8
bezeichneten Ende der Welle 3 auf eine Archimedes-Spiralfeder lbertragen.
Durch diese Anordnung kann das Schaufelgitter im Vergleich zur Spiralfeder
sich um einen gegebenen Winkel verdrehen. Der Drehwinkel — welcher mittels
eines Zeigers 9 auf der Skalenteilung, angeordnet am &uBeren Mantel des
Schaufelgitters, abgelesen wird — kennzeichnet eindeutig das Impulsmoment
und kann nach vorheriger Eichung zur Messung des Momentes verwendet
werden.

Ein besonderer Vorteil der Einrichtung besteht darin, dall sie das volle
Impulsmoment der durch den Zylinder stromenden Luft mift, unabhéngig
von der dort entstehenden Geschwindigkeitsverteilung. Als ein weiterer Vorteil
wird empfunden, dal — im Gegensatz zu den Anemometern mit Fligelgitter —
das Schaufelgitter keine rotierende Bewegung ausfihrt, sondern sich lediglich
verdreht, und so ist es den mdglichen Reibungsverlusten gegeniber wesentlich
weniger empfindlich. (An dieser Stelle sei erwdahnt, daB der Gedanke, mit
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&hnlichen Schaufelgittern zu messen, zuerst im Forschungsinstitut NAM I,
in Moskau, aufgetaucht ist.)

In der beschriebenen Weise, unter stationdaren Verhéaltnissen wurden
sdmtliche, in der Gleichung (19) enthaltenen GrdRBen gemessen, einschlieRlich

Bild 6. MeRgitter, das zur Messung des Impulsmomentes eines im Zylinder entfachten Luft-
wirbels dient (1 Schaufelgitter, 2 Hut, 3 Welle, 4 Verkleidung, 5 Welle, 6 Lager, 7 Stander,
8 Momentenabgang, 9 Zeiger oder Verdrehungsfihler)

auch das Impulsmoment M des Luftstromes. Dadurch ergab sich die Mdglich-
keit, den Drallfaktor a oder den mit ihm verhé&ltnisgleichen Faktor alC zu

bestimmen.
Anhand einer grofen Anzahl von Versuchen fand man die Bestatigung

dafiir, daB hei einem gegebenen Saugkanal und einer gegebenen Zylinder-
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anordnung der auf Grund der Beziehung (19) unter stationdren Verhdltnissen
bestimmte Drallfaktor a im wesentlichen nur eine Funktion des Ventilhubes
h darstellt und praktisch von den Kennzeichen der Strémung unabhéngig ist.
Daflr wird auch ein Beispiel auf Bild 7 gezeigt. Auf Bild 7a sieht man die Werte
des Drallfaktors a, gemessen bei den Dricken p2und pz, ferner bei dem spezi-
fischen Gewicht y2, mit den Parametern des Ventilhubes h. Es kann festgestellt

Bild 7. Werte des Drallfaktors bei tangentialem Saugkanal als Funktion des Druckverhélt-
nisses pzZ/p >(@) und als Funktion der Ventilerhebung (6)

Bezeichnungen: Q Pi/Pz = X 09 < pJPt< 1; « pjpt= 1,2

werden, dal beieiner Ventiloffnung h, die Werte von a, welche bei Messungen
mit einer Luft von verschiedenen Zustdnden und Mengen erhalten wurden,
praktisch konstant sind.

Auf Bild 7b sind die Anderungen des Drallfaktors in einem Saugkanal als
Funktion des Ventilhubes h dargestellt. (An der Stelle h = 0 ist a Undefiniert.)

Beider Bestimmung des Drallfaktors durch die erlduterte Methode — wie
auch aus der Art der MeReinrichtung hervorgeht — werden sdmtliche mdéglichen
Verluste des Luftwirbels bericksichtigt, welche in je einem herausgegriffenen
Augenblick des Saugvorgangs auftreten. Die wé&hrend des Kompressionhubes
auftretenden Verluste wurden dagegen nicht bericksichtigt, daher sind die
anhand der vorgeschlagenen Methode erzielten Ergebnisse — wie bereits
erwdhnt — lediglich bis zum Ende des Saughubes gilltig. (Eine tats&chlich
auftretende unstationdre Abbremsung vermindert selbst beim Saughub die
Intensitdt des Luftwirbels einigermafen.) Im Verlauf der Darstellung unse-
rer Versuchsergebnisse arbeiten wir dennoch mit der tangentialen Geschwindig-
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keit wk, welche anhand der Beziehung (20) errechnet wurde, da dieser MeRwert
anschaulicher und besser zu vergleichen ist. Hier muB man jedoch — auf
Grund der obigen Ausfihrungen — bericksichtigen, daR die zur Darstellung
gelangenden Werte wk groBer sind als in Wirklichkeit.

Vor Zusammenfassung der gewonnenen Versuchsergebnisse wird auf Bild8
ein Diagramm gezeigt — welches mit Hilfe der erlduterten MelRmethode

Bild 8. Charakteristischer Saugvorgang des dynamisch aufgeladenen Viertakt-Dieselniotors

mit direkter Einspritzung (a) und der relative Zylinderdruck pz/Po als Funktion des Hubes

(Pz/Po relativer Druck vor dem Sd&ugventil: pzlpQ relativer Druck im Zylinder; J1(p2p0)s

mittlerer Saugdruck; G* in der Zeiteinheit in den Zylinder einstrémende Luftmenge;

M Impulsmoment der in den Zylinder einstromenden Luft; pO DurchfluRzahl des Saug- bzw.

des Auspuffventils; C/1000 [1/min] Kolbengeschwindigkeit bezogen auf n 1000 1/min;
O EinlaRventil 6ffnet, S EinlaBventil schlieRt)
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gewonnen und anhand der Eichdaten ausgearbeitet wurde und das die Luft-
bewegung veranschaulicht, welche in der Saugleitung des Motors, in dem mit 2
bezeichneten Querschnitt, fernerim Zylinderraum entsteht. Auf Bild 8a werden
in Funktion des Drehwinkels cp°, die relativen Dricke p2/p0 und pzlp0, die
wéhrend der Zeiteinheit einstromende Luftmenge G*, das damit eingefihrte
Impulsmoment M, die Werte pa zur Kennzeichnung der Ventiléffnung und
die Kolbengeschwindigkeit ¢, bezogen auf 1000 U/min, aufgetragen.

Auf Bild 8b ist der relative Zylinderdruck p2p0 in Abhé&ngigkeit vom
Kolbenhub s dargestellt. Schraffiert wurde dabei die Flache der SaugarbeitLs
und angezeigt wurde auch ihre Substitution bzw. ihre Kennzeichnung durch
den sog. relativen Saugmitteldruck A(pzp0). Im weiteren Verlauf soll hier
mit diesem Wert die Arbeit charakterisiert werden, die vom Motor beim
Ansaugen der Luft geleistet wird.

Die gezeigten Bilder veranschaulichen deutlich, dalR dieses ausgearbeitete
Untersuchungsverfahren zur Erforschung des Saugvorganges des Motors in
seiner Gesamtheit oder in den Einzelheiten des Vorgangs geeignet ist.

IV. MeRergebnisse

Die Messungen wurden an vierzylindrigen Viertakt-Fahrzeugmotoren
mit direkter Einspritzung durchgefihrt. Zu einigen besonderen Messungen,
zu Eichungen wurde auch die im Kapitel 111 beschriebene stationdre Modell-
einrichtung verwendet. Der Vierzylindermotor, dessen Schnitt auf Bild 3
gezeigt wurde, kann durch folgende wichtigere Daten gekennzeichnet werden:

Bohrung, D = 125 mm;

Hub, s = 130 mm;

Zylinderzahl, i = 4;

gesamter Hubraum, 1// = 6,38 Liter;

Brennraum, ungeteilt, toroidal;

AuBendurchmesser des Brennraums, dg= 88 mm;

Kompressionsverhéltnis, e = 16;

Nenndrehzahl, n = 2400 U/min;

Zahl der Ventile: ein EinlaB- und ein AuslaBventil;

EinlaBventil: Durchmesser d/, = 50,6 mm; 6ffnet ¢ = 10 “KW vor O. T.; schlieBt
g = 50 “KW nach U. T

AuslaRventil: Durchmesser 46,6 mm; Offnet 40 “KW vor U. T.; schlieRt 10 “KW

nach O. T
Einspritzpumpe BOSCH PE4A mit tangentialen Nocken;
Druckrohr — O 6x2/620 mm;
Einspritzdise — zentral angeordnet, von der Mittellinie des Brennraumes etwas
abgerickt.

Im Verlauf der Versuche haben wir tangentiale Saugkandle von ver-
schiedener Form und Abmessungen verwendet, welche beim Einlalventil
des Motors immer an den gleichen Ventilsitz angeschlossen waren. Das gemein-
same Kennzeichen der auf Bild 9 dargestellten Saugkandle bestand darin, daf
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ihre Mittellinien in der Nahe des Ventilsitz-Querschnittes — ebenso wie die.
Erzeugenden der Kanalflaichen — Geraden waren. Diesen Teil verband ein
relativ wenig gekrimmter Bogen mit der ebenfalls immer identischen Ein-
tritts6ffnung des Saugkanals. Aus einer derartigen Formgebung der Saug-

Bild 9. Versuchssaugkanale

kandle ergab sich der Vorteil, daB sie geometrisch einfach zu definieren waren,
ferner, daB ein entsprechend langer gerader Teil vor dem Ventil eine geordnete
Stromung gewdhrte.

Die Saugkandle wurden voneinander durch den Winkel x unterschieden,
der von ihren Mittellinien und der Zylinderkopfebene eingeschlossen wurde,
und dessen Wert zwischen 30° und 50° verdnderlich war. Deshalb wurden bei
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der Aufarbeitung der Ergebnisse mit diesen Winkelwerten die einzelnen
Varianten des Saugkanals bezeichnet. Die relative Anordnung der Saugkandle
und des Motorzylinders zueinander ist ebenfalls aus dem Bild zu ersehen. Die
Projektion der Mittellinie der Saugkandle schloR mit der tangentialen Richtung
einheitlich 8 = 30° ein — wie dies auch aus der Abbildung hervorgeht — und
dieser Wert bedeutete das Kennzeichen der gegebenen Motorkonstruktion.

Die Anderung vom Richtungswinkel a der Saugkanéale fiihrte gleichzeitig
zur Anderung mehrerer Faktoren. In erster Linie dnderte sich dadurch der
Kanalquerschnitt, andererseits die Richtung des Lufteintritts in den Zylinder.
Demzufolge konnten verschiedene Werte des Luftwiderstandes und des Dralls
erreicht werden. Die gemessenen DurchfluBzahlen gcr sind auf Bild 10 dar-
gestellt. Das Bild 10a veranschaulicht die Anderung der Werterer in Abhéngig-
keit von der Ventilerhebung h, wogegen auf Bild 10b diese als Funktion des
Kurbelwinkels ¢ dargestellt sind. Bild 11 zeigt die Werte der Drallfaktoren a
und a/C die mit denselben Varianten des Saugkanals gemessen wurden.

Die Werte von fia und a/C ergaben sich — wie auch aus dem Bild ersicht-
lich — den Erwartungen entsprechend, denn die steileren, also mit groferen
Winkeln X gekennzeichneten Saugkanéle verfiigen uber eine bessere Durch-
fluRzahl, dagegen Uber einen Kkleineren Drallfaktor. Mit VergroRerung der
Ventiloffnung erhdhen sich die /m-Werte der Saugkandle immer weniger;
die /m-Kurven gehdren bei jedem einzelnen Kanal zu je einem Grenzwert,
der, wie bekannt, dann erreicht wird, wenn der durch das Ventil erd6ffnete
Querschnitt bereits groBer ist als der kleinste Querschnitt / min des Saug-
kanals. Die Diagramme der Drallfaktoren geben zu gleicher Zeit noch lineare
Beziehungen im Bereich der groferen Ventiléffnungen. Dieser Umstand kann
damit erkldart werden, daB sich die Wirksamkeit der Drallerregung von Saug-
kanélen verbessert, wenn der Ventilteller — bei gréferen Erhebungen — immer
mehr aulRerhalb des Luftstrahls gelangt. Selbstverstdndlich haben auch die u-
bzw. a/C-Kurven einen Grenzwert, diese treten jedoch bei den praktisch ver-
wendeten Ventiléffnungen noch nicht auf. Die obigen Ausfiihrungen bestédtigen
die durch VergroRerung der Ventiloffnung erreichbare Drallerhdhung, anderer-
seits erkldren sie den Charakter der Bilder 10b und 1lc.

Die Durchschnittswerte von /no, f.if und (a/C), welche die Saugkandle
kennzeichnen und sich auf den Saughub beziehen, und welche anhand der
Diagramme der Bilder 10 und 11 nach der im Kapitel Il erlduterten Methode
bestimmt wurden, sind in der Tafel | zusammengestellt.

Im Verlauf der an laufenden Motoren durchgefuhrten Messungen haben
die zu den einzelnen Zylindern gehdrenden Saugleitungen — wie bereits
erwdhnt wurde —unmittelbar aus der freien Atmosphére bzw. aus dem grof3en
Ausgleichbehé&lter gesaugt, wobei dieser Behélter die freie Atmosphére ersetzte.
Auf Bild 12 werden Werte dargestellt, welche mit verschiedenen Saugkana-
len gemessen wurden, wobei die Saugleitungen einheitlich eine L&nge von

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



UNTERSUCHUNG DES SAUGVORGANGES 301
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Bild 10. DurchfluBzahlen der Versuchssaugkanale (Kurve 1: a= 50°; Kurve 2: a = 45°
Kurve 3: a = 60°; Kurve 4: a = 35°;, Kurve 5: a = 30°)

= 25,5 cm2 (@= 0,888) besalen.

L = 1,15 m und einen Querschnitt von /
Die untere Kurvenschar des Bildes veranschaulicht die Werte des Liefer-

grades A in Abhé&ngigkeit von der Motor-Drehzahl n; die in der Mitte auf-
getragene Kurvenschar zeigt die tangentiale Geschwindigkeit iv/c und oben
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h /ds h /ds
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Bild 11. Drallfaktoren der Versuchssaugkandle (Kurve 1: a = 50°; Kurve 2: a= 45°;
Kurve 3:a = 40°; Kurve 4: a = 35°; Kurve 5: a = 30°)

sieht man den fur die Saugarbeit kennzeichnenden relativen Saug-Mittel-
druck A(pzlp0). An den auf dem Bild gezeigten Kurven sieht man auf den er-
sten Blick, dalR keine der drei kennzeichnenden GrofRen eine monotone Funktion
darstellt, sondern an den Kurven kommen abwechselnd lokale Maxima und
Minima vor. Dieser Umstand weist selbstverstdndlich auf dynamische Erschei-
nungen, Schwingungen hin, welche den Saugvorgang begleiten. Es ist zu
ersehen, daB bei dynamisch aufgeladenen Motoren mit der in der Praxis
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Tafel 1

Kennzeichnende Daten der Versuchs-Saugkanale

Winkel des Imin
Saugkoanals, o jur

a u (t)
30 0,549 0,375 0,0615 0,598
35 0,628 0,402 0,0659 0,532
40 0,671 0,416 0,0683 0,471
45 0,716 0,431 0,0708 0,412
50 0,764 0,440 0,0721 0,367

beobachteten Schwankung des Fillungsfaktors auch die periodische Schwan-
kung der Saugarbeit und die Intensitdt des im Zylinderraum erzeugten L uft-
wirbels Hand in Hand geht. Die értlichen Spitzen- bzw. Tiefpunkte der Kurven
verschiedener Art (z. B. X und Wi() erscheinen jedoch nicht zwanglaufig bei
gleichen Drehzahlen.

Die mit Saugkanélen mit verschiedenen a-Winkeln erhaltenen Werte
stimmen sinngem&B gut mit den Ergebnissen von station&ren Messungen
Uberein (s. Tafel 1); mit den Varianten, welche groRere DurchfluBzahlen besit-
zen, kann man bei geringerer Saugarbeit einen besseren Fiullungsfaktor, aber
geringeren Luftwirbel erreichen.

Ahnlich den geschilderten Vorgangen erhdlt man periodische Zusammen-
hdnge fir jedes der untersuchten Kennzeichen, wenn man nicht mit identi-
schen, sondern mit verschiedenen L&ngen L der Saugleitungen den Vergleich
durchfihrt, wie aus dem Bild 13 hervorgeht. Auf diesem Bild sind MeR-
ergebnisse aufgetragen, welche bei x = 30° d. h. mit dem engsten Saug-
kanal und mit einigen Saugleitungen von verschiedener Lange erhalten wurden.
Die mit Saugleitungen von verschiedener Ldnge erhaltenen Kennzeichen erge-
ben nun kein so einheitliches Bild; hier ist auch die Art der Kurven wesentlich
verschieden. Die Situation wird jedoch sofort Gbersichtlicher, wenn die Ande-
rung der genannten Kennzeichen in Funktion des Strouhalschen Kriteriums
dargestellt wird, wie es auf den Bildern 14 und 15 zu sehen ist.

Auf den Bildern 14 und 15 wurde gleichzeitig mit der Strouhal- Zahl
(Sh) auf der Abszisse das Verhéltnis der Selbstschwingungszahl v der in der
Saugleitung befindlichen Luftsdule zur Zahlf der Saugperioden, v/f, d. h. die
Ordnungszahl der Erregerharmonischen dargestellt.

Daraus kann als erste Konsequenz gezogen werden, dafl das Strouhalsche
Kriterium in der Tat die Bedingung der Ahnlichkeit von Saugvorgingen ist,
denn die unter verschiedenen Verhdltnissen gemessenen Kurven sind in ihrer
Art nicht weit voneinander entfernt. (Hier wird in erster Linie an die periodi-
schen Anderungen der Gipfelpunkte bzw. der Minima der Kurven gedacht.)
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Bild 12. Kennwerte des Saugvorganges bei verschiedenen Saugkanélen in Abhéangigkeit von
der Drehzahl; Lange der Saugleitung L = 1,15 m (Kurve 1: a = 50°; Kurve 2: a = 45°;
Kurve 3: a = 40°; Kurve 4: a = 35° Kurve 5: a = 30°)

Gleichzeitig kann man sehen, daB fiir die vollkommene Ahnlichkeit auch noch
weitere Bedingungen vorliegen, denn die entsprechenden Kurven in absoluten
W erten bei Sh — konstant sind keineswegs mehr identisch. Zur weiteren
Analyse bzw. Erkldrung dieser Erscheinung werden jedoch auch die die
Einzelheiten des Saugvorgangs erschlieBenden und im Bild 16 dargestellten
Messungs-Diagramme herangezogen.
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Bild 13. Kennwerte des Saugvorganges bei Saugleitungen von verschiedener L&nge in Abhé&n-
gigkeit von der Drehzahl: fur den Saugkanal ist: a = 30° (a: L = 1,65 m; b: L 1.30 m;
c)L= 1,15 m; d) L = 0,90 m)
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Bild 14. Kennwerte des Saugvorganges bei verschiedenen Saugkanélen als hunktion des
Strouhalschen Kriteriums; Léange der Saugleitung: L = 1,15 m (Kurve 1: a= 50°
Kurve 2: a = 45°; Kurve 3: a =40°, Kurve 4: a = 35°, Kurve 5: « 30°)

Auf Bild 16 sind einige kennzeichnende Beispiele aufgezeichnet, welche
die in dem mit 2 bezeichneten Querschnitt vor dem S&ugventil und die in
dem Zylinder auftretenden Verhéltnisse bei Strémungen veranschaulichen,
welche durch verschiedene Strouhal-Zahlen charakterisiert sind. Auf dem
Bild sieht man in Abhédngigkeit vom Drehwinkel der Kurbelwelle das Druck-
verhdltnis p2/p0, das Impulsmoment M und die dimensionslose Luftmenge /1.
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T=01f
Bild 15. Kennwerte des Saugvorganges bei Saugleitungen von verschiedener Lange in Ab-
hangigkeit von dem Strouhalschen Kriterium; fir den Saugkanal ist: = 30°

(Kurve 1:L = 1,65 m; Kurve 2: L = 1,30 m; Kurve 3: L = 1,15 m; Kurve 4: L = 0,90 m;
Kurve 5: L = 0,70 in)

Letztere Bezeichnung wurde zwecks Ubersichtlichkeit eingefiihrt. lhre Inter-
pretation ist folgende:

A= — 7& - [1/"KW], (31)

wt,.0
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Bild 16. Einige charakteristische Saugvorgdnge bei verschiedenen Werten des Strouhalsehci:
Kriteriums (Saugkanal a = 30°), wenn a) Sh — 11,32, n = 2280 1/min, L = 1,65 m:
h) Sh = 1356, n = 2415 1/min, L 1,30 m; ¢) Sh = 15,86, n = 2335 1/min, L = 1,15

d. h. die MeRzahl A zeigt den einstrémenden Anteil der ganzen Luftflllung
wéhrend 1° KW. (Die Integration der /1-Kurven nach der Winkeldauer de-
Ventiloffnens ergibt selbstverstdndlich 1, und in dieser Weise ist die Flache
unter den Kurven immer identisch und gleich der Einheit.)
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' LOKW]
d) Sh- 17,14, n= 1507 1/min, L = 1,65 m; e) Sh = 17,16, n = 1910 1/min, L = 1.30 m;

f) Sh = 20,78, n= 1241 1/min, L = 1,65 m; g) Sh = 20,78, n = 1578 1/min, L = 1,30 m;
h) sh = 23,00, n - 1427 1/min,L = 1,30 m

Auch durch den Wert von /1 kann man die bereits vorher interpretierte
tangentiale Geschwindigkeit ausdriicken, denn durch den Vergleich der
Ausdricke (20) und (31) erh&lt man folgende Gleichung:
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jini e O YeNe _

(32)
|- Ad<p°+ -"—
J (ein) YoK?.

wo D eine Konstante ist, welche die Motordaten und weitere von dessen
Betrieb unabhédngige Faktoren enthdlt.

Vor einer eingehenden Analyse sei noch die Beziehung aufgezeigt, welche
zwischen der Strouhal-Zahl und der in der Saugleitung entstehenden
Winkeldauer des Wellenlaufs besteht. Sofern die Selbstschwingungszahl der
in der Saugleitung vorhandenen Luftsdule

ac_
4L

betrédgt, ist die Zahl der auf eine volle Saugperiode entfallenden Schwin-
gungen:
v

n
120

Die Winkeldauer des mit der Geschwindigkeit a0 fortschreitenden Wellenlaufs
betrdgt dagegen:

Einige von den auf Bild 16 dargestellten Stromungsfallen (z. B. d und c,
ferner f und g) kénnen mit der gleichen Strouhal-Zahl charakterisiert
werden. Den Kurven ist leicht anzusehen, dall die in diesen Fé&llen sich abspie-
lenden Vorgange eine erhebliche Ahnlichkeit aufweisen, trotz der beobachteten
Verschiedenheiten hinsichtlich der Motordrehzahl und der Ldnge des Saug-
rohres. Vollkommene Ubereinstimmung findet man z. B. hinsichtlich der Win-
keldauer von Selbstschwingungen der nach dem VentilschlieRen sich selbst iber-
lassenen Luftsiule, des Ablaufs der Druckschwingungen; auBerdem besteht auch
noch eine groBe Ahnlichkeit in der Form der J1-Kurven wihrend des Ventiloff-
nens. Im wesentlichen ist hierauf die bereits friher erwdhnte Abhé&ngigkeit der
A-, w,.- und A(pzjp0)- Kurven vom Strouhal-Kriterium zurtuckzufihren.

Auf Bild 16a sieht man Vorgédnge, die sich bei Sh = 11,32 abspielen.
Bereits aus dem Bild ging hervor, dalR bei dieser Strouhalschen Zahl sowohl
die A-Kurve als auch die M(-Kurve ein Minimum aufweist. Hier kann man da-
her das gemeinsame Entstehen eines relativ kleinen Fillungsfaktors und einer
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kleinen tangentialen Geschwindigkeitbeobachten. Dem Bild 16a entsprechend er-
reicht der Druckp2Po seinen Maximalwert vor dem Sdugventil, nach dem Schlie-
Ren des S&ugventils, bei einer Stellung der Kurbelwelle (p° = 250 °KW . An dem
geschlossenen Sdugventil tritt eine volle Reflexion auf, und die in der Saug-
leitung in keiner Gleichgewichtslage befindliche Luftsdule beginnt, sich selbst
Uberlassen, zu schwingen. Die volle Schwingungsperiode betrdgt: 4¢>* =
= 4(720/Sli) = 254 °KW, in guter Ubereinstimmung mit der Abbildung.
Dementsprechend erreicht die im Rohr freie Schwingungen ausfiihrende Luft-
sdule ihr letztes Druckminimum bei einer Kurbelwellenstellung von 631°,
d. h. bei 89° vor dem oberen Totpunkt des né&chsten Saugtaktes. Von dieser
Stellung ausgehend erhdht sich erneut der Druck in der Saugleitung; dieser
Umstand beweist, dal aus der freien Atmosphé&re kommend, die Luft immer
stdrker beschleunigt das Rohr auffillt. Diese Aufladungsperiode hélt bis zu
A== 127° vor, d. h. um 38° nach dem oberen Totpunkt erreicht bereits die
Reihe der druck- und geschwindigkeitsvermindernden Wellen den Zylinder.
Nach der kurzzeitigen Ruckstromung, welche dem Ventiloffnen folgt (10 © kW
vor dem oberen Totpunkt), wobei die Rickstromung als Folge des grdReren
Druckes derim Zylinder zurtickgebliebenen Gase auftritt,beginnt, entsprechend
den obigen Ausfuhrungen, die Aufladung des Zylinders proportional der Ventil-
erhebung bzw. der VergréBerung des W ertes von per — wie dies aus der Kurve
N ersichtlich ist. Obzwar bei dieser Stellung der Kurbelwelle die Werte von per
noch immer anwachsen, vermindert sich wegen der genannten Grinde die
Steilheit der Kurve 1 bereits vom 38° Kurbelwinkel an, und spéter auch ihr
absoluter Wert.

Die Bewegung des Kolbens nach der oberen Totlage erhdht das Volumen
des Zylinders und erzeugt darin eine relative Druckverminderung; damit wird
eine Reihe von druckvermindernden Wellen in Richtung des freien Rohrendes
gestartet. Von hier wird — wie bekannt — eine Reihe von druck- und geschwin-
digkeitsvergrofRernden Wellen zurickgeworfen, welche den Zylinder nach der
oberen Totlage, mit Beginn bei 2<p* = 127° erreicht. Dieser Augenblick ist
an den Kurven des Bildes 16a gut zu sehen, da von diesem Beginn an der Druck
p../pOund auch die Werte von /1 rapid zunehmen. Die Druckerhéhung dauert
bis zum vollkommenen Abbremsen der Luftsdule, das Einstromen wird
dagegen von den sich immer mehrvermindernden per- Werten beschrédnkt, wobei
diese Verminderung von dem sich schlieRenden Ventil verursacht wird. Dem-
zufolge entsteht bei dieser Strouhal-Zahl die interessante Situation, daf
wegen des groRen Verzdgerungswinkels des Wellenlaufs die vom Kolben gestar-
teten Wellen nur mehr zu spét, mit kleiner Ventiloffnung reflektiert werden,
wogegen die im Saugrohr zuriuckbleibenden Schwingungen die Einstrémung
bei noch wenig gedffnetem Ventil zu frih auslésen. Im Bereich der groRe-
ren Ventiléffnungen, bei 100—120° Kurbelwinkel, ist daher die Geschwindig-
keit des Einstromens sehr niedrig.
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Als eine natirliche Folge obiger Ausfihrungen tritt ein aullerordentlich
kleiner Fillungsfaktor auf. Die entstandenen Impulsmomente und die tangen-
tiale Geschwindigkeit sind ebenfalls nicht groR, denn bei den gunstigsten
W erten von a/C ist der 1 Wert sehr klein, und dies vermindert, nach dem Aus-
druck (32), quadratisch den Wert von wh. Das im Bild 15 festgestellte drtliche
Minimum an der rCop-Kurve entsteht gerade bei der Strouhal-Zahl, bei
der das Minimum der /LKurve genau mit dem maximalen Wert von a/C
zusammenféllt, d. h. mit dem 110-ten Winkelgrad der Kurbelwellendrehung.

Bei diesem Stromungsfall ist auch die Saugarbeit relativ klein, denn
infolge der anfdnglichen bedeutenden Einstrémung kann im Zylinderraum
keine grofRe Depression auftreten.

Bei Strouhal-Zahlen, die Kkleiner sind als die dargestellten, wird
der Yerzégerungswinkel immer gréBer. In dieser Weise kann auch der Fall
eintreten, dal die vom Kolben gestarteten Wellen erst nach dem Schlieflen
des Ventils den Zylinder erreichen. In diesen Féllen wird die vom Kolben
geleistete Arbeit lediglich fiir die Erregung des Schwingungszustandes der im
Saugrohr befindlichen Luftsdule verwandt, und lediglich die wdahrend der
Schwingungen in der Luftsdule gespeicherte kinetische Energie kann den Zylin-
der aufladen. Dieser Vorgang besitztjedoch einen sehr schlechten Wirkungsgrad,
daher ist der Sh 12-Bereich — den man als den Bereich der langen Ver-
zbgerungszeiten bezeichnen kann — fir den Betrieb von Viertakt-Verbren-
nungsmotoren ungiinstig.

Die Bilder 16a bis 16g illustrieren anhand einiger Beispiele jenen Bereich
von Stromungsféllen, deren Grenzen bei 12 < Sh <~ 21 liegen. Dieser Bereich
kann Ubergangszone genannt werden. Infolge der Werte der Verzdgerungs-
winkel erreichen die vom Kolben gestarteten Wellen den Zylinder noch nor
der grofRten Ventiléffnung, gleichzeitig kommt jedoch das zweite Blickwerfen
der Wellen vom offenen Rohrende erst erheblich nach der maximalen Ventil-
6ffnung an.

Auch bei der Analyse der Bilder 16b bis 16g kann man dem vorangehen-
den Beispiel folgen. Der Vorgang des Einstromens kann auch hier als Resul-
tante zweier Effekte erreicht werden, von denen der eine aus dem Rickwerfen
der vom Kolben gestarteten Wollen besteht, der andere dagggen aus dem
Schwingungsbild der sich selbst Uberlassenen Luftsdule, welche beim Offnen
des S&ugventils die im Rohr herrschenden Verhdltnisse bestimmt.

Der aufBild 16b gezeigte Fall spielt sich bei einem Wert von Sh = 13,56
ab, wo der Fillungsfaktor einen maximalen Wert annimmt. Aus dem Bild ist
deutlich zu ersehen, daf® in diesem Fall die infolge der beiden genannten Effekte
entstehende Einstrémungswelle den Zylinder im Bereich der groRten Ventil-
6ffnungen erreicht, und so kann dieser erheblich aufgeladen werden. Das 0rt-
liche Maximum der Geschwindigkeit M4, ergibt sich bei einer etwas gréfReren
Strouhal-Zahl, wenn infolge der noch kleineren Verzégerungswinkel der
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Gipfel der Kurve N1 sich in Richtung der gréReren Yentil6ffnungen bzw. der
a/C-Werte verschiebt. Mit Riucksicht darauf, dal in dem dargestellten Fall
die Luft zu Reginn des Saugtaktes aus dem Saugrohr in Richtung des offenen
Rohrendes strémt, muR der Kolben sie zuerst abbremsen, dann in Richtung
des Zylinders wieder beschleunigen, daher entsteht sowohl in der Saugleitung
als auch im Zylinder eine erhebliche Depression, welche auch eine grofe Saug-
arbeit zur Folge hat.

Das Bild 16¢c zeigt den Stromungsfall, den bei einem Sh = 1586 ent-
stehender niedriger Fullungsfaktor kennzeichnet. Diese Erscheinung weist
eine Ahnlichkeit mit der auf Bild 16a erlauterten Strémung, mit dem Unter-
schied, dall infolge der kiirzeren Dauer des Yerzdgerungswinkels die Luftsdule
zwischen zwei Saugtakten zwei volle Schwingungen ausfiihren kann, und auch
die durch den Kolben gestarteten Wellen relativ friher ankommen. Die
genannten zwei Effekte schwéchen sich jedoch gegenseitig ab, wobei der
beobachtete schlechte Fullungsfaktor entsteht.

Die Bilder 16d und 16e, ferner die mit 16f und 16g bezeichneten Abbil-
dungen veranschaulichen Stromungen, welche durch einen guten Fullungs-
faktor gekennzeichnet sind. Bei Verminderung der Winkeldauer des Wellen-
laufes fihrt die Luftsdule immer mehr Schwingungen aus, und — wie ersicht-
lich — kann vor dem Schliefen des Ventils, am Ende des Saugtaktes, eine immer
stdrkere Riickstromung beobachtet werden. Das Erscheinen und Starker-
werden der Ruckstrémung bringt ein neues Element in den bisherigen Aspekt.
Bei einem Wert von Sli -- 20,78 sind ndamlich (Bild 16f und 16g) die von den
Schwingungen verursachten und vom Kolben unmittelbar ausgeldsten Effekte
voneinander fast um eine halbe Periode verschoben, demzufolge schwé&chen
sie gegenseitig ihre Wirkung ab. Zu Beginn des Saugtaktes entsteht durch die
Schwingungen ein bedeutendes Einstrémen, wodurch im Zylinder die Depres-
sion vermindert wird. Demzufolge ergibt sich im vollen Saugtakt eine relativ
ausgeglichene Einstrémung ohne eine Riuckstrémung, und das bringt, bei
kleiner Saugarbeit, einen guten Fullungsfaktor mit sich. Bei Sh = 23 —
woflr ein Beispiel auf Bild 16h zu sehen ist — erscheinen beide Effekte
gleichzeitig. Fast im selben Augenblick kommt beim Zylinder die vom Kolben
und von den Schwingungen verursachte Druckwelle an, demzufolge entsteht
bei den groRBeren Ventiloffnungen ein kréftiges Einstromen, das auch von einem
besonders hohen .1-Wert bekennzeichnet ist. Infolge der kleinen Wellenlauf-
winkel kommt jedoch bald das zweite Rickwerfen in Form von druck- und
geschwindigkeitsvermindernden Wellen an, und in dieser Weise wird die Luft-
séule noch vor der unteren Totlage abgebremst. Demzufolge beginnt aus dem
aufgeladenen Zylinder eine bedeutende Ruckstromung. Das Einstromen erfolgt
bei groBer Geschwindigkeit und gerade bei den besten a/C-Werten, daher erhalt
man im Zylinder einen intensiven Luftwirbel. Infolge der Ruckstroémung, die
nicht zu vernachldssigen ist, kann man dagegen in diesen Féllen an der
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Kurve des Fullungsfaktors (Bild 15) einen Tiefpunkt entdecken. Die zu Beginn
des Saugens beginnende Depression erhdht selbstverstdndlich auch die Saug-
arbeit, was auch aus dem Bild 15 zu ersehen ist.

Der Bereich Sh 21 — der als der Bereich von Stromungen mit kleinen
Yerzogerungswinkeln bezeichnet werden kann — ergibt daher dann einen
guten Fullungsgrad trotz der intensiven Rickstromung, welche am Ende des
Saugtaktes auftritt, wenn der Zylinder relativ gleichmé&Rig aufgeladen wird,
und wenn im Brennraum die kleinste Geschwindigkeit wk entsteht. Die groRe
tangentiale Geschwindigkeit ist jedoch mit einem schlechteren Fiullungsfaktor
und einer groBeren Saugarbeit verbunden.

Bisher wurde die Wirkung des Strouhalschen Kriteriums auf den Saug-
vorgang untersucht und ein Uberblick tber jene Faktoren gegeben, welche
hiervon in erster Linie abhdngen. Die folgenden Ausfiihrungen werden sich
mit weiteren Bedingungen der Ahnlichkeit beschaftigen.

Im Zusammenhang mit dem Bild 15 wurde bereits erw dhnt, dall die abso-
luten Werte der einzelnen #-Kurven selbst bei Werten von Sh = konstant
voneinander abwreichen, was mit der Verschiedenheit der weiteren Ahnlich-
keitsbedingungen erklarlich ist. Daruber hinaus kann anhand des Bildes 15
auch noch festgestellt werden, daB einzelne charakteristische Punkte der
A-Kurven hei streng gleichen Strouhal-Zahlen ebenfalls nicht erscheinen.
So verschieben sich zum Beispiel die Gipfelwerte der Fullungsfaktoren bei
Sh ~ 14, ferner bei Sh ~ 17 immer mehr in Richtung der gréfReren Strouhal-
schen Zahlen, so wie sich die L&nge der Saugleitung L verkirzt. Dies weist
darauf hin, daB die Charakteristik der Kurven ebenfalls nicht ausschlieRlich
von dem Strouhalschen Kriterium abh&ngig ist.

Die im Bild 15 dargestellten und durch die A-Kurven gekennzeichneten
Félle erfillen die Bedingung Sh = konstant zwar bei den gleichen Werten
von fja und oz also bei M3 = fwep = konstant, jedoch bei stets abweichenden
Rohrldngen L. Folglich ist auch in den auf die gleiche Vertikale fallenden Punk-
ten die Motordrehzahl n bzw. die mittlere Kolbengeschwindigkeit cm ebenfalls
verschieden. Demzufolge &ndert sich auch der Wert des /72-Kriteriums, und
zwar in der Weise, dafl bei kirzeren Saugrohren M2 gréfRer ist. Das bedeutet,
dall die mittlere Einstromungsgeschwindigkeit wéchst, und dieser Umstand
bedingt auch das Anwachsen der im Zylinder entstehenden Depression. Die
Anderung des /70-Kriteriums in der genannten Weise verdndert demnach neben
der Verminderung des absoluten Wertes der Fullungsfaktoren auch noch die
Bedingungen der Wellenreflexion auf der Ventilseite, und zwar so, daf die
Luftsdule spater geddmpft wird [s. Beziehung (10)]. Damit ist der Umstand
verbunden, daB auch naturgemdR die freien Schwingungen im Saugrohr spdter
starten, wie dies z. B. aus dem Vergleich der Bilder 16d und 16e hervorgeht.
(Im Bild 16d ist n = 1507 U/min. und dabei ist im Bild 16e n = 1910 U/min.)
Die Winkeldauer wird jedoch dadurch nicht verdndert, denn sie hadngt ledig-
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lieh von der Strouhal-Zahl ab. Daher wird sich zu Beginn des ndchsten
Saugzyklus der in der Saugleitung befindliche Saugzustand in einem Phasen-
rickstand befinden. Dieser Phasenrickstand kann jedoch dann kompensiert
werden, wenn sich die Winkeldauer der Schwingungen vermindert, das heift,
wenn sich die Strouhal-Zahl erhdht. Zuallerletzt liegt hier die Ursache fur
die Verschiebung der charakteristischen Punkte der &-Kurven in Richtung der
groBeren Strouhal-Zahlen.

Eine &hnliche Erscheinung tritt auch dann auf, wenn man das Kriterium
M3verdndert. Auch in diesem Fall verdndern sich die Bedingungen der Re-
flexion, und zwar vermindert sich mit Erhdhung von MN3das MaR der Reflexion.
(Bei geschlossenem Ventil, wenn /nay = 0 ist, tritt ndmlich eine volle Reflexion
auf.) Die Abschwdchung der Reflexion fuhrt erneut zur spateren Dampfung,
es entsteht also tatsdchlich der vorher erwédhnte Fall. Uber diese Ausfiihrungen
kann man sich bis zu einem gewissen Grad auch anhand des Bildes 14 uber-
zeugen, wo eben die abweichenden Werte [io der Saugkandle die i73-Bedingung
verdndern. Ein wesentlich gréRerer Unterschied ist auf dem Bild 17 zu sehen,
wobei gezeigt wird, dal mit Hilfe von Saugrohren mit verschiedenen Quer-
schnitten f verschiedene 773Kriterien hergestellt werden konnten. (Bei den
Kurven im Bild waren Ubrigens die Saugkandle identisch, die fur die zwei
verschiedenen Kurvenscharen gultigen Rohrldngen L werden im Bilde ver-
anschaulicht.) Die Kurven liefern einen eindeutigen Beweis fir unsere Behaup-
tung mit der Ergénzung, dall die Bedingung 173 auch auf die Bildung des
absoluten Wertes der Fullungsfaktoren von Einfluf’ ist.

Die Ausfithrungen iber die Ahnlichkeitsbedingungen 1J1 und 173 werfen
auch noch eine Frage des Aspektes auf. Anhand der gegebenen Darstellung
erscheint die frihere, aus dem Schrifttum bekannte Behandlungsweise unzu-
treffend, wonach die dynamische Aufladung, oder der Saugvorgang mit Hilfe
des Verhéltnisses der Selbstschwingungszahl der Luftsdule und der Periodizitat
des Saugens bzw. durch die mechanisch verstandene Analyse der Erreger-
harmonischen behandelt werden kann. Die angeflihrten Beispiele beweisen,
daB die Gipfelwerte der Fullungsfaktoren oder ihre Minima nicht zwanglaufig
mitirgendeiner bestimmter Ordnungszahl der Erregerharmonischen zusammen-
fallen. Eine weitere bedeutende Abweichung kann dann festgestellt werden,
wenn auch die Bedingung der geometrischen Ahnlichkeit verdndert wird,
worlber bereits frither berichtet wurde [11]. Daher kénnen die Gesetzmé&Rig-
keiten der dynamischen Aufladung lediglich durch Anwendung der Ahnlich-
keitsbedingungen behandelt werden. Obzwar wir tUber die fiur die exakte
Beschreibung erforderlichen Daten zur Zeit nicht verfigen, kénnen anhand
des folgenden Bildes 18 einige weitere, als nitzlich erscheinende Folgerungen
gezogen werden.

AufBild 18 wird bei einigen charakteristischen Werten des Strouhalschen
Kriteriums das Verhiltnis des Fillungsfaktors und der Ahnlichkeitsbedingung
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TJO. bzw. M3 gezeigt. Auf dem Bilde -wurden die Werte der Fillungsfaktoren
A in Abhéngigkeit des Kriteriums /72 dargestellt, wobei der Parameter der
einzelnen Kurven TT3 = fia *<p= konst. Bedingung ist. Im Bild geht aus der

i- Off

Bild 17. werte von Fullungsfaktoren bei Saugleitungen mit verschiedenen Querschnitten,
wenn a) L = 1,45 m und b) L = 1,15 m (Kurve 1: 773 = fiary = 0,3278; Kurve 2: Ma=
= fxarf = 0,3800; Kurve 3: /7., = fury =0,4820

mit ausgezogener Linie dargestellten Kurve | (773 = 0,2950) hervor, dall der
W ert der Bedingung MN2den Fiullungsfaktor des Motors erheblich beeinfluft.
Diese Wirkung ist jedoch bei den verschiedenen Strouhal- Zahlen nicht gleich-
lautend. Bei den kleineren Werten dieser Zahlen verschlechtert sich A wesent-
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lieh mit dem Anwachsen von IM.,, wogegen bei Sh = 30 eine Verschlechterung
praktisch kaum mehr auftritt. Als Erkldrung dieser Erscheinung dienen die
im Verlauf der dynamischen Aufladung auftretenden Vorgdnge. Die aufladende

Bild 18. Wirkung der Anderung der Ahnlichkeitskriterien 11, und 113 auf den Wert des

Fullungsfaktors, wenn a) Sh = 15,5; b) Sh = 17,5; c¢) Sh = 19,5; d) Sh = 21,2; e) Sh =

23,5;f) Sh = 30,0 Kurve 1: M3= 0,2950; Kurve 2: M3= 0,3162; Kurve 3: NM3= 0,3278;
Kurve 4: M 3= 0,3395; Kurve 5: N 3— 0,3462

Wirkung entsteht ndmlich in der Weise, dafl die Saugarbeit des Kolbens zuerst
der Beschleunigung der Luftsdule, also der Erh6hung ihrer kinetischen Energie
dient; dann kann mit Hilfe dieser Energie der Zylinder aufgeladcn werden.
Sofern das Einstromen bei einem groBen Wert von M2 d. h. bei einer grofRen
Mittelgeschwindigkeit erfolgt, verbrauchen die gasdynamischen Verluste des
Einstromens einen bedeutenden Teil dér kinetischen Energie. Die gréferen
dynamischen Wirkungen treten jedoch gerade im Bereich der kleinen Strouhal-
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Zahlen auf, daher werden gerade dort die wesentlicheren kinetischen Ener-
gien in der Luftsdule aufgespeichert. Dadurch ist dieser Stromungsfall gegen-
Uber den mdglichen Strémungsverlusten auch empfindlicher. Bei den grofie-
ren Strouhal-Zahlen — wie z. B. bei Sh = 30 — handelt es sich um ledig-
lich ganz geringe dynamische Wirkungen, demzufolge kann kein besonders
guter Fillungsfaktor erreicht werden. Demgegeniberist derVorgang gegentber
Verlusten unempfindlich.

Die Wirkung des Kriteriums 1J3weist jedoch nicht mehr nur in eine Rich-
tung. Die vorliegenden Daten reichen nicht aus, um die mit 11— 1V bezeich-
nten Kurven im ganzen untersuchten Bereich zu konstruieren, daher konnte
nur ihre wahrscheinliche Richtung mit gestrichelter Linie angedeutet werden.
Anhand der zur Verfliigung stehenden Punkte kann man bereits feststellen,
daB die Bedingungen 773 ein bestimmtes Optimum besitzen und der optimale
Wert bei verschiedenen Strouhal-Zahlen jeweils ein anderer ist. Bei der
Strouhal-Zahl 15,5 fallen die mit 11l, IV und V bezeichneten Kurven
praktisch zusammen und deuten somit an, daB durch Erhéhung des 773-Wer-
tes Anicht weiter verbessert werden kann, in Richtung der gréReren Strouhal-
Zahlen dagegen separieren sich die Kurven erneut. Hierfur liefern ebenfalls
die GroRe der kinetischen Energie, ferner die Verhdltnisse der ventilseitigen
Wellenreflexion eine Erkldrung. Bei kleinen Strouhal-Zahlen treten geni-
gend groBe dynamische Wirkungen auf. Eine weitere Steigerung des Niveaus
der am Vorgang teilnehmenden kinetischen Energie durch die Erhéhung der
MeRzahlen des 773-Kriteriums, oder was damit aquivalent ist — durch die rela-
tive Verminderung des Querschnittes/ des Saugrohres, verbessert weniger den
Fillungsfaktor als die Verschlechterung, welche durch die Dehnung des Ein-
stromens bzw. durch die entlang der Saugleitung entstehenden Mehrverluste
der Stroémung auftritt. In Richtung der groBeren Strouhal-Zahlen ver-
mindern sich jedoch die dynamischen Wirkungen &uBerst schnell. lhre Ver-
gréBerung in irgendeiner Weise, ferner die Verminderung des Ruckstroms —
erzeugt durch die gedehnter werdende Charakteristik des Einstrémens infolge
der schwdécheren Reflexion — verbessern den Fullungsfaktor des Motors.
Selbstverstandlich gibt es auch hier irgendeinen optimalen Wert des 173-Kri-
teriums, der jedoch im Bereich der relativ groBeren 113 Werte liegt. Bei den
ganz groBen Strouhal-Zahlen — wie z. B. bei Sh = 30 — beeinfluRt auch
das 773-Kriterium die Gestaltung des Fillungsfaktors nicht wesentlich.

Die Ahnlichkeitsbedingungen 772 und 773sind ebenfalls von EinfluR auf
die Saugarbeit. Aus der Analyse des Bildes 14 und 15 geht hervor, dal} in
erster Linie — wie beobachtet werden konnte — die Erh6hung von 772, neben
einer gleichzeitigen Verminderung des Fullungsfaktors, zur VergréfRerung der
Saugarbeit fiuhrt.

Im Zusammenhang mit der tangentialen Geschwindigkeit wk, welche
im Brennraum des Motors entsteht, wurde bereits vorher dargelegt, daf

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



UNTERSUCHUNG DES SAUGVORGANGES 319

die Beziehung (32) bzw. die darin enthaltenen GrdéRen ihren Wert bestim -
men. Es wurde auch erwdhnt, dall hierbei die grofRte Bedeutung der Grole

a Ji2
C y2fia

zukommt, denn hier kommt /1 in der zweiten Potenz vor. Die Einstrémungs-
Charakteristik J1, welche den zeitlichen Verlauf des Einstromens kennzeichnet,
ist dagegen die Funktion von allen drei Ahnlichkeitsbedingungen. Daraus
folgt, daR auch die tangentiale Geschwindigkeit wk eine Funktion der Ahn-
lichkeitsbedingungen ist. Die periodische Schwankung von wk wird in erster
Linie von der Verdnderung des Strouhalschen Kriteriums verursacht, fir ihre
zahlenméRige Grofe sind jedoch auch die Bedingungen /72und M3von EinfluR.

Aus der Beziehung (32) ist zu ersehen, daR der Drallfaktor a/C des Saug-
kanals bzw. das Verhdltnis (ajc)fia bestimmend dafir sind, in welcher Weise
bzw. bis zu welchem Grad die in den Zylinder strotmende Luftmenge fir die
tangentiale Geschwindigkeit nutzbar gemacht werden kann. Dieser Ausdruck
bleibt jedoch fir die jeweilige Variante des Saugkanals, in den verschiedenen
Féllen der Einstrémung gleich. Wenn die Einstrom-Charakteristik /1 in den
verschiedenen Fé&llen unverdndert bliebe, so wiirde die tangentiale Geschwin-
digkeit wk — wie dies aus der Beziehung (32) folgt — mit der Motordrehzahl
linear anwachsen. Ein derartiger Zusammenhang wurde im Schrifttum von
verschiedenen Autoren angenommen. Die eigenen Versuche widerlegen jedoch
diese Annahmen. Zur.Veranschaulichung dieser Frage werden im Bild 19 einige
my-Kurven in Abhédngigkeit von der Motordrehzahl dargestellt. Die obere
Kurvenschar veranschaulicht MeRergebnisse, welche mit Saugleitungen von
gleicher Ldnge L = 145 m, aber mit Saugkandlen von verschiedenen Winkeln
a vermessen wurden, wogegen die untere Kurvenschar die tangentialen
Geschwindigkeiten kennzeichnet, welche mit einem Saugkanal von a = 30°
und mit einigen abweichenden Rohrldngen erhalten wurden. Sdmtliche Kurven
auf dem Bilde bestdtigen, daR die Geschwindigkeit wkin Abhdngigkeitvon der
Drehzahl des Motors eine Anderung nicht nur nicht-linear, auch nicht monoton,
sondern periodisch erfahrt, wobei die Ursache hierfir bereits fruher erldutert
wurde.

Sofern man versucht, die durchschnittliche Mittellinie der my-Kurven
aufzuzeichnen, so wird man sehen, dall sie keine Geraden ergeben kdnnen,
denn sonst wirde sich das Paradoxon ergeben, dall bei der Motordrehzahl
n = 0 eine tangentiale Geschwindigkeit von endlicher GréRe im Brennraum
des Motors vorhanden ist. Die Durchschnittswerte der tangentialen Geschwin-
digkeit ivk finden jedoch eine Anndherung durch je einen parabolischen Wurzel-
ausdruck von entsprechender Steigung, wie aus dem Bild 19 hervorgeht,
gemé&R folgender Beziehung:

wk = KYn,
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Bild 19. Wirkliche Werte und Mittelwerte der im Brennraum auftretenden tangentialen

Geschwindigkeiten, wenn a) L — 1,15 m und Kurve 1 a — 50°, Kurve 2 a = 45°, Kurve 3:

a = 90°, Kurve 4: a = 35° Kurve 5: a= 30°; b) a= 30° und Kurve 1 L — 165 m,
Kurve 2L = 1,15 m, Kurve ¢) L = 0,90 m

wo K eine fur die Steigung der gegebener Parabel charakteristische Konstante
ist. An dieser Stelle sei erwdhnt, daB ein derartiger Zusammenhang bereits
von mehreren Forschern, z. B. von dem unter [5] angegebenen, als Ergebnis
von mit anderen Methoden durchgefiihrten Geschwindigkeitsmessungen
beobachtet wurde.
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Als Erkldrung fiir diese Erscheinung dienen der instationdre Charakter
des Saugvorganges, ferner die Wirkung der Kriterien 77> und 17S. Mit ihrer
Erhdhung wird — wie bereits friher eingehend erldutert wurde — die ventil-
seitige Wellenreflexion schwécher, und die Einstromungs-Charakteristik ge-
dehnt, womit natlirlich auch der Umstand verbunden ist, daB die maximalen
W erte von /1 sich vermindern. Dies fihrt aber zur quadratischen Verminderung
der ic/,-Werte, wie man dies aus der Beziehung (32) ersehen kann.

Bild 20. Beziehung zwischen dem Beiwert K, der fiir die mittlere tangentiale Geschwindigkei
charakteristisch ist, und den Kennwerten des Saugkanals (L - 1,15 m)

Der Parabelbeiwert k kann auch mit den Gréfen (alC)l/no, welche' fur
den Saugkanal kennzeichnend sind in Zusammenhang gebracht werden, und
dieser Zusammenhang kann nach dem Bild 20a bei einer gegebenen Rohr-
l&nge L durch eine Gerade charakterisiert werden. Zwischen dem Beiwert K
und der mittleren DurchfluRzahl fia der Saugkandle kann ebenfalls eine Bezie-
hung gefunden werden (Bild 20b). Nach dieser Darstellung vermindern sich
die mittleren Werte der tangentiellen Geschwindigkeiten fast linear mit der
VergréfRerung von /«r. Dies bedeutet auch, dall bei nach einheitlichen geometri-
schen Grundsédtzen aufgebauten Saugkandlen die Intensitdtserhéhung der
Luftbewegung mit der Verminderung des Flllungsfaktors und der Erhdhung
der Saugarbeit verbunden ist. Im Bild 20c wird noch eine weitere Relation
gezeigt. Da ist bei gleichem Saugkanal die Anderung des Beiwertes k in Abhén-
gigkeit von der Lédnge L der Saugleitung dargestellt. Es ist gut zu erkennen,
dal mit der VergroBerung der Rohrldnge L der Beiwert Kk sich — wenn auch
in stets abnehmendem MalRe — vergroBert. Die Ursache hierfur liefert die
groere Einstromgeschwindigkeit, welche bei den gréfReren Rohrldngen, hei
kleineren Strouhal-Zahlen entsteht.
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Y. Zusammenfassung

a) Anhand der theoretischen Untersuchung von Strémungsvorgéngen,
welche sich in der Saugleitung von Yiertakt-Dieselmotoren abspielen, wurden
die wichtigsten Ahnlichkeitsbedingungen des Saugvorganges am Motor auf-
gezeigt und ihr Vorhandensein auch experimentell nachgewiesen. Ebenfalls
versuchsmaBig wurde der Effekt untersucht, der durch die Anderung der
Ahnlichkeitsbedingungen auf den Saugvorgang ausgeiibt wird.

b) Es wurde festgestellt, daB vom Standpunkt des Liefergrads diejenige
Saugleitung die gunstigste ist, fir welche die Bedingung 12 < Sh < 21 erfullt
ist. In diesem Bereich der Strouhal-Zahl Uben auch die Ahnlichkeitsbedin-
gungen 772und iT3 einen groBen EinfluR auf den Saugvorgang aus. Mit Er-
héhung des Kriteriums 772, welches die mittlere Einstromgeschwindigkeit
kennzeichnet vermindert sich bei einer Erhdhung der Saugarbeit der Fil-
lungsfaktor in stets wachsendem MaR. Vom Standpunkt des Liefergrads
besitzt das Kriterium 173 ein Optimum. Der optimale Wert von 173h&ngt auch
von der Strouhal-Zahl ab.

¢) Zur Verwirklichung des Brennvorganges von Verbrennungsmotoren
mit direkter Einspritzung bendtigt man im Brennraum eine intensive tangen-
tiale Luftbewegung. Dieser Luftwirbel wird vom Brennraum mit Hilfe des
Impulsmomentes hergestellt, welches durch den Saugkanal gebildet wird.
Die Bildung des Impulsmomentes zieht die Verminderung der mittleren Durch-
fluRzahl per des Saugkanals nach sich, womit sich wiederum der Wert des
Kriteriums 112 erhéht. Deswegen wird eine gewisse Verminderung des Fillung-
faktors unvermeidlich. Im Interesse der giinstigsten Gestaltung der Saugleitung
ist es zweckmé&RBig, den Brennraum so zu gestalten, dafl dieser das zur Verfigung
stehende Impulsmomcnt in maximaler Weise als tangentiale Geschwindigkeit
nutzbar mache. Es ist ferner zweckmé&Rig, die Wahl des Richtungswinkels R
des Saugkanals und seine lUbrigen Kennzeichen, ferner des maximalen Ventil-
hubs h so zu treffen, daB sie bei einem gegebenen Wert von /na den besten
Drallfaktor ajC ergeben.

d) Mit diesen Bedingungen kann das glinstigste Ergebnis mit einer
Saugleitung erzielt werden, bei welcher mit der Nenndrehzahl des Motors,
bei einem M2< 0,30, die Bedingung Sh A 14 erfullt wird.

Wenn der Drallbedarf des Motors so grof3 ist, daR bei der Nenndrehzahl
der Wert von M2 zwischen den Grenzen 0,30 <ir2< 0,35 gehalten werden
kann, so wird das beste Ergebnis von einer Saugleitung erhalten, welche die
Bedingung Sh s« 15 erfullt. Damit wird der Liefergrad zwar um etwas
geringer werden, dies wird jedoch durch die gleichzeitige Verminderung der
Saugarbeit weitgehend kompensiert.

Bei Dieselmotoren, wo bei der Nenndrehzahl lediglich 0,35 < 772 0,40
gehalten werden kann, ist es zweckmd&Rig, die Saugleitung fur Sh A~ 175 zu
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projektieren. In diesem Fall wird zwar die Momentenelastizitdit des Motors
bereits gentgend ungilinstig sein, aber mit der Nenndrehzahl wird man noch
eine groBRe spezifische Leistung erreichen kénnen.

Im Fall von 772 0,40 kommt lediglich eine Saugleitung in Frage, bei
der Sh /> 26. Hier hangt der Flllungsfaktor nur wenig vom W ert/7, ab, daher
kann ein sehr groBer Drall gesichert werden.

Der zweckmdlRige Wert des Kriteriums 773 bewegt sich zwischen den
Grenzen 0,40 <C 173<C 0,50, in Abhdngigkeit von den wirklichen Werten Sh
und /72 Es empfiehlt sich, den Wert von 773 aus den gr6Beren Strouhal-
Zahlen und den relativ kleineren 1J2-Werten zu wahlen.

e) Die GroRe der tangentialen Geschwindigkeiten hdngt von den MeR-
zahlen der Ahnlichkeitsbedingungen des Saugvorganges, ferner auch von den
Ausdricken ajC und pa ab. Daher kann die Funktion wk — f(n) im allgemeinen
nicht durch irgendeine einfache Kurve gekennzeichnet werden. Die mittleren
W/;-Werte der tangentialen Geschwindigkeiten, welche als Funktion der Dreh-
zahl aufgezeichnet sind, kénnen jedoch angen&hert werden durch einen para-
bolischen Wurzelausdruck folgender Form: wk = k ]/n. Als Erkldrung dieser
Erscheinung dient der Umstand, dafll sich der Saugvorgang bzw. die Einstro-
mungscharakteristik J mit Erhéhung der Drehzahl bzw. der Kriterien M2
und 773 relativ dehnen, was den Wert von ivk quadratisch vermindert.

f) Mit Hilfe der erhaltenen Forschungsergebnisse konnte an einem Ver-
suchsmotor im Budapester Institut fliir Fahrzeugentwicklung — auch bei einem
relativ niedrigen indizierten Wirkungsgrad rfi — ein hoherer effektiver Mittel-
druck als pe— 9 kp/cm2erreicht werden, und dieser Umstand bestdtigt eben-
falls die im Zusammenhang mit der Wirkung der Saugleitung gemachten
Ausfihrungen.
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Analysis of the Suction Process in a Direct Injection Type 4-stroke Dieselengine.
Taking into account the compressibility of air and its non-stationary flow conditions this
paper deals with some regularities of the suction process as observed in a direct injection
type 4-stroke Dieselengine. Author starts out from the assumption that the suction process,
i.e. the flow conditions in the intake conduct exert a decisive influence on the filling-up factor
of the motor-cylinder, on the tangential motion of the air taken-in, and consequently on the
eefficiency of the burning process, further on the suction work performed by the piston viz.
on the loss involved. Of course, after having analyzed these details, author extends the
investigation to the total effectin order to find some optimum combination of all the influencing
factors. For the sake of a simplified generalization, author tries to treat experimental results
as functions of some criteria which may serve to determine the similitude of various suction
effects. It is the mathematical model as developed in the first chapter, the analysis of which
proves suitable for finding the pre-conditions of similitude, and for the elaboration of measuring
methods which even show some new features. In the second part of this paper the experimental
results will he discussed.

WccrnenoBaHye NPOLIECCOB BCAChIBAHUA YETbIPEXTAKTHOrO AW3e/IbHOro ABUrartenis ¢ He-
MOCPEACTBEHHBLIM BMpbICKBaHMEMNJICP,). B paboTe paccmMaTpuBatoTcsl 0TAe/bHble 3aKOHOMep-
HOCTM MPOLIECCOB BCACbIBAHWUS UYETbIPEXTAKTHbIX AM3e/IbHbIX ABUraTefieli ¢ HernocpeACcTBEHHbIM
BMPbICKMBaHWEM, YUYWUTbIBas MpW 3TOM HecTauMOHapHbI XapaKTep ABUXXEHWSI HOTOKa CXUMae-
MOro BO3fyxa. ABTOp Mpu onpejesieHWW Kpyra 3afay WUccnefoBaHns UCXOAWMA U3 TOro ornpeje-
NIEHNA, YTO MPOLECC TOKa, MPOMCXOAALLMIA BO BcacbiBatolleli TpyGe, OKasbIBaeT 3HAUMTe/IbHOe
BO3/e/ACTBME Ha KOID(MLIMEHT 3aM0/IHEHUSA LWANHAPA ABUraTensi, fanee Ha ABMXEHMe Mo Kaca-
TeNbHOI 3apsfa Bo3ayxa B 06beMe LMAMHAPA, a BCMeACTBME 3TOr0 Ha J06POTHOCTL MpoLecca
ropeHus, a Takxke Ha paboTy BcacbiBaHWsl, BbIMO/HAEMYIO ABUraTesieM, a 3TO, B CBOK OYepefb,
BO3/eiCTBYeT Ha MoTepu fABuratensi. VIMEHHO MO3TOMYy B AaHHOlV paboTe CBEPX YMOMSIHYTbIX
Bbillle (DAKTOPOB MCC/IELYIOTCA TaKXEe BO3MOXHOCTU [OCTUDKEHWUS WX COBMECTHOIO OMTUMYyMA.
B mHTepecax 0606LLMMOCTM, pe3y/bTaTbl UCC/EJ0BaHUS paccMaTpuBalOTCA B (PYHKLUWUM KpuTe-
pueB, onpeaensitoLLMX CXOXECTb MPOLLECCOB BCACbIBAHUSA. Y TIOMSIHYThIe BbILLe YC/IOBUSI CXOXKECTH,
a TaKXXe MpUYMeHeHHbIe 1 ABNAIOLIMECA B OTAE/bHbLIX AeTansiX HOBbIMM MeTOfbl M3MePeHUs
6bln paspaboTaHbl Ha OCHOBe aHa/IM3a MaTeMaTUYeCKOW MOAenu, NnokasaHHolV B MepBoii vacTu
paboTbl. Bo BTOpoOi YacT 6yayT ony6/IMKOBaHbl pe3ynbTaTbl UCCIEA0BAHIA.
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ANALYSIS OF THE TORSIONAL EQUATION OF BOX
GIRDERS BEING IN THE STATE OF COMPLEX TORSION

B. GOSCHY~*
CAM). OF TECHN. SC.

[Manuscript received February 17, 1970]

As can be seen from a survey of the technical literature, the torsional equation
of beams in closed or box section, has been several times derived. The results, however,
in spite of the identity as to their form, are different in meaning. The author evaluates
the torsional equations based upon different assumptions, and compares them with
the method of calculation proposed in the paper. From the results of the numerical
analyses, it is obvious that the equations established on the basis of different assump-
tions, differ only in respect with the displacements, however, the internal forces are the
same. The greatest inaccuracy is the consequence of ignoring shear deformations, there-
fore taking into account shear deformations in designing closed sections is of great
significance.

1. Introduction

In this work we give a detailed analysis of box girders in combined
torsion (pure torsion -f- warping), comparing the best known methods of cal-
culation.

Although the equations of torsion for closed sections derived by several
authors are similar in form, a certain contradiction can be observed in the
interpretation of the angle of twist, the torsional- and warping-rigidity, respec-
tively. The equation of the combined torsion is a nonhomogeneous differential
equation of third order, with constant coefficients, which can be written in
the most general form as

Afm— Bf' '+ MT—0 (1)
where

f is the angle of twist,
A s the warping rigidity,
B s the torsional rigidity,
MT is the moment of twist.

Primes denote differentiation with respect to z in the length of the girder.

* Dr. Goschy Béla, Bastya U. 10; Budapest V. (Hungary).
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By further differentiation of Eq. (1) and writing

(2)

we may obtain
Aflv— B f —mT= 0. (1/a)

The aim of this paper is to give a correct interpretation of the phenomena
related to the combined torsion and to show the physical meaning of the
symbols A, B and f.

2. Assumption

1. The cross-section is stiffened with diaphragms or stiffening members
so that distorsion cannot occur.

2. The flanges of the cross-section are co-acting on full width.

3. The deformations caused by the shear flow (t') are taken into account.

4. The deformations and stresses are calculated on the basis of the
theory of elasticity.

5. The cross-sectional characteristics of the structure and its modulus
of elasticity are constant throughout the whole length.

6. The angle of twist is positive if the rotation is facing clock-wise from
the positive side towards the origin of the co-ordinate system.

3. Solution of the problem of a twisted box girder

For the sake of convenience we will hereby give the analysis of a box
section in torsion which is symmetric with respect to the axis y. As shown
in Fig. 1 the external anti-symmetric loads are acting over the webs.

The distribution of the load is given by the function

P=P(:

hence the distributed torque is

niT — p{z)a 3)

The sense of the moment is positive, the cross-section being twisted clock-
wise.

The method applied in this study is the well-known force method
[71, [8], [9]- The box section in a combined torsion is an internally hyperstatic
structure which may be converted into two determined structures by the
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introduction of one vertical cut. The resulting release system consists of two
| shaped girders (Fig. 2). We will now add the self-equilibrating load-pairs
to re-establish continuity at the cut, which are:

upper and lower vertical shear force,
normal force.

(t]aand 5

Section
z-20

The equations of torsion of an | profile subjected to the loads ga gb, t can be
derived from the horizontal displacement of the flanges. In order to examine
the equation of torsion let us cut the / profile into two parts at the mid-height
of the web (Fig. 3).

We introduce into the release system a pair of horizontal forces (g) and
moments (m) to cancel discontinuity.

Under the action of external and internal forces the upper and lower
half of the cross-section in | will suffer a torsion described by the angle of
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4)

Fig. 3

Here Iraand Irb denote the torsional moment of inertia of the upper and lower
T shaped half sections; G is the shear modulus.

The condition of continuity at the mid-height of the web is given by the
equality of horizontal displacements and the equality of rotations formu-

lated as
"IV
a
hence
t'a 1
L
2 Elya E|y0
and
j %a <iba

12GITa 2G I Tb.

where lya and 1yb are
E is Toung’s modulus.

nY and ta -~ fb -~ T'» (5)
1 1
+ 4 2 Al (6)
EL, Elyb
1 1
- + -1 =0, (7)
Giro Glrh GlTa GlV
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By multiplying Eq. (6) throughout by h we may then write

t'ah-f-2gh  2ep,vh- Elya lyb- =m0 (6/a)
with ly =

lyg -f- lyb which is the moment of inertia of the 1 profile with respect
to the axisy.

From Eqs (5) and (7) we may derive the expression

(U« “b HYa — 2ili ——2G ¢t {lva 4* I10) — — 2Glry (8)
The equality of vertical displacements of the right- and left-hand 1 girders
at their connection wives as result

P_(qg,-rgh t’h
VAW Vyv- =0 9)
E1X
which may be transformed into
4,+ b)a+tah+ gqv— EL = pa. (9/a)

Here Ix is the moment of inertia of the 1 profile with respect to x.
The third condition of continuity

requires that longitudinal specific
deformations (elongations in the direction r) at the flanges should he equal

at both J profiles. This condition can be set-up as:

» e 4,,+4b) th
ERRINCHED

4 .a {a IH a
" YM> 2
Elya ZElya (10)
| t 0
+ - YT '
( ) Gv,
P (?.4».)->*{h v,)+-t ta
EIX Ely 2E I~
y (1)
t t
A yT) + =0.
Gv,,, Gvh
khere

y P
Ym

the distance of the center of torsion from the midline of the upper flange,
distance of the neutral axis from the mid-line of the upper flange.

By subtracting these two equations and using Eq. (5) we can obtain
t" ds

(Olvah = 0,
2G|,
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kliere
nB a a 2h
q) ----- = e  — | R
yith (s) « va v,, vw
Giro = 4a- li-
iro = . ds
(s) VvV

called the torsional rigidity of the box section, Eq. (12) yields

2t™ah — —GITo<flv (13)
or

2t ah — —GITo(f1 (13/a

It should be noted that the addition of Eqs (10) and (11) gives

p-(gat4b)-t'h Ih ", , « 1 1
El Elya Elyp (14)
t'a- 1 1 h a a yr T
' " = o
4 _Ew Elyb. G g 2tv

from which the center of torsion can easily be determined.

We can make further simplifications by subtracting Eq. (6/a) from Eq.
(9/a) and writing

2t"a h - 2gh-\-(ga~\-gh) a-\-E 2h- yalyb pa. (15)
|
W ith y
—2gh = —2GIlt ("' — (<«+ qg,)a from Eq. (5
and
2tah = —Glro (p~ from Eq. (13/a)

Eq. (15) yields

E °~IX+ 2A2 (plw GQro+ 2/r) p* pa =0, (i6)
2
where
. JXx-p2h2A- i = A is the warping rigidity,
M i p yb ] ping rig y

G (Jyo+ 21T) = B is the torsional rigidity.
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When the cross-section is doubly symmetric, warping rigidity becomes
= ETe 17)

Thus Eq. (16) describes the combined torsion and warping phenomena in
terms of the functional variable

2 =19

as given in general form by Eq. (1/a).

4. Comparative analysis of other theories

In the technical literature we can find a gread amount of works dealing
with the torsional problem of box sections. Although the differential equations
are generally similar in shape, the coefficients are different in form and
meaning, due to different interpretations of the phenomena of warping.
In this chapter we try to re-establish the most known theories of torsion giving
a comparative analysis of them.

For the sake of convenience nee will consider only doubly symmetric
sections (Fig. 4.).

1. Ponomariov’s theory [3] starts out from the assumption that the
deformation in direction z — called warping — is given by

tv focoo.

By differentiating with respect to the cross-sectional direction s, calculated
from ds2 = dx2 dy2 we may write

dw da>
ds ds

where cois the unit warping (sectional area) reduced by the shear deformations.
The specific warping may be determined by

da> 2 ah 1

(18)
ds

(5 — 1
J(S) v

where r is the normal distance from the centre of torsion to the structural
element.
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We can now write the unit warping of the web in the form

ds 4h Lo g 22 2N = Cdw. (19)

( A va vw)

J(9 V SV

By integrating Eq. (19) with respect to s it follows that

w = Cco, (20)
where:

to is the specific warping of open profiles disregarding shear deformations,

— is the reductional factor if shear deformations
Vva vo) ds are considered.

J@© v

The equations of torsion derived by Ponomariov in terms of the specific angle
of twist (d — (p) and angle of warping (/) are as follows

-El1-J"+ WP - ITo)f— G(IP- J,) »=0 (21)
and
—G(IP— ITO)f+ GIPO= M, (22)

which may be written in a more condensed form

--El,, A-/"+G/Tn/ = Mr. (23)
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The characteristics of the cross-section are given by the formulae:

— the warping (sectorial) moment of inertia

o]
=1 -dF = C21 bl-dF = C- I %+
I(F) ') 2
(avw hva)-(hvu,+at)0) a2A2 rzﬁa
9
(aww+hva)2 24
— the polar moment of inertia
Ip=\ r-dF = “ Fx+ ~-Fy= hvw+ h ava,
30E) . . . A
— the torsional moment of inertia
4a- A2
ho= q? ds
s) V
furthe
2a 2h
c- 1 I 10 va Y avw — hva
avw  hvn
k.- )
(s) v
Assuming that mT = const, and by setting
Alfl 1 m-y
/ =5 ' = /o=
Glp! C2 Glp C2

from Eq. (22) into Eq. (21) we may deduce the following relation
Ely* Girofff mT=20

which is identical with Eq. (16) if lya= 1yb and GIr = 0.

2. The equations of twist deduced by Urban [4] are

EI,,R'v Girof" rr 0

and
n TY
GIP

C2R".

stela Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69,
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We may convert Eq. (28) into the general form by differentiating Eq. (29)
twice with respect to z (TT = const)

Qv = C*R'v

and introducing this va'ue into the Eq. (28), we may write

ElTdcp™  Giro <™ mr = 0, (30)
C
or
Eladlv GltoP—m? — 0. (30/a)
3. The technical literature very often cites the work of Wlassow [5]
in which he describes combined torsion with
f v foll
EJa--—-- GJro--—--—--—-- “mi=0. (31)
C C
Hence, it follows automatically that
v
4. Ostenfeld in his paper [1] defines the warping rigidity as
deriving his formula from the theory of folded plates and neglecting shear
deformations.
5. Some of the theories (Stussi [2], Schlechte [6]) derive the equation

of torsion from pure torsion (Saint Yenant’s torsion) correcting the results
in a second step by the effect of warping. In this case the torque is divided into
two parts

TTIpi ] — tu'p” (32)
where
mTL= — GITo<g' is the pure torsion,
mT2 = E I*fIV is the warping.

The relationship between the rotations is given by the formulae

EE,
/| = V+x _ (33)
Giro J
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and )
7
f' =<P'+*-£r-flv- (34)

Lrl to

By substituting for o from Eq, (34) we may write

El-(L + *)/IV- GITG" - mT= 0, (35)

for more briefly

EIS/ V=GITOG" — mT= 0. (36)
The corrected value of the warping rigidity
EIl =E(l + x)Is<ELa (37)

is higher than the proposed one. The difference may be estimated at 15-720
per cents.
In StussTs paper [2] we can also find that the torsional rigidity is
equal to
B = Glp.

This formula is only valid for square, doubly symmetric sections with constant
wall thickness (a — h and va= vw).
In this particular case the condition

ITO= 1Ip
is satisfied.
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5. Solution of the differential equation of torsion

The combined torsion of a box-girder subjected to a distributed torque
is described in terms of the angle of twist (f= @) by the differential-equa-

tion (1/a).
The general solution of the nonhomogeneous differential equations of

forth order leads to

f(z) = Cxsinh xz -j- C2cosh xz -f- C3z + C4f-f(z), (38)
where

f is a particular solution of the complete equation (1/a).
Cj, C2, C3 C4 are the constants of integration calculated from boundary conditions,
a2= BJ/A is the rigidity relation of the cross-section.

The particular solution for uniformally distributed torque is

1119/ zZ~

1(*) >
for concentrated moments of torsion (Mr) is

/0)=o0.

The boundary condition in different cases may be set up in the following way.
Case I: at both ends simply supported girder (Fig. 1)

f —f"=0atz= 0 and z= 1
Case Il: at both ends rigidly embedded girder

/| =/'"= 0at 2= 0 and 2= 1;

Case IIl: canteliver girder, rigidly embedded at the end 2=10
[/ =/'" = 0at2=0,
/"=/""'= 0 at 2=1

6. Numerical results

The comparison of the results derived from different theories may be
estimated by carrying out a numerical example on a simply supported box
girder in torsion.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



ANALYSIS OF THE TORSIONAL EQUATION 337

For convenience sake let us consider that the torque is uniformally
distributed all along the length of the beam, so that

Thus, the solution of the differencial equation of the combined torque leads to:

ia --{--- z
mT z(l-z) ~ 1 2 1
) = g ) , (39)
X cosh-"- a
By differentiating twice Eq. (52) we obtain
sinh
") (40)
No
B X cosh X
11
cosh
-r
['(*) = | — -1 (41)
B cosh X
Taking the mid-span (z = 1j2) we may write
TTIj < .
1 N | ill (39/a)
2 B 8 a- cosh al/2
/" =0 (40/a)
mp I 1
(41 a)
B cosh az/2

The dimensions of the box section being investigated are (Fig. 5):

va = VW= cm; a= 20 cm; h =40 cm
Hence the cross-sectional characteristics:
— cross-sectional area
Fx—05 40 = 20 cm2; Fy = 0,5 «20 = 10 cm2;

— flexural moments of inertia

Ix= 05 «403/12 = 2666 cm4; ly = 0,5 »203/12 = 333 cm4;
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warping moments of inertia

JO 9 Ix hz-|y = ~, 2666 4- 49 333

= 533333 -p 266667 = 800000 cm".
/<« = C21n 88888.9 ein«,
Mws= (1 + y,)171 = (1+ 10,4) 88888,9 = 1013333,4 en»

— torsional moments of inertia

4a2h2
Im —m a — 10666,1 cm4
ify —
J ) V
+ bi?ti) «20-}-0,53¢40) —5cm?’,
- o«
a2 hl 202 402
----- Yk 4 ” - —- 10 12 000 cm 1
1P P ~2~ Fy r .20 >

dimensionless factor

Q=1 X 10666'7 - om2
Ip 12000 u,ul

The elasticity characteristics of the material are given by:

E = 2100 Mp/cm2; G = 810 Mx>/cm2

The span of the girder: | = 5,0 m.
The value of

cosh (ai/2) te
from Eqs (39/a), (40/a), (41/a), thus,

Table 1. shows the numerical values of the torsional and warping rigidities deduced from
different theories and their influence on the magnitude of the angle of twist (/).

Table |
Transformed rigidity
& = < « fm
No. Theory Torsion B Warping A Eq_ -
Mpcm2 Mpcm4 cm-2 cm 1

1. Author 8644 077 1680,10« (16) 0,00512 0,0715 31055 m-1/8

Ponomariov (27)
2. Urban 8639 928 1680,10« (30/.) 0,00513 0,0715 31056 nij"1s

Wlassow (31)
3. Ostenfeld - 5600,10s (41) — — -
4. Schlechte 8639 928 2128,10« (50) 0,00406 0,0637 31005~ ; 1B
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7. Conclusions

From the above comparative results it can be concluded that all the
theories of combined torsion may be converted by some sort of transformation
to a general form.

Although there are some unimportant differences in the value of the
angle of twist and displacements, respectively, the calculated normal stress
is equal for all the methods. A very striking difference is only due to the neg-
lection of the shear deformations which is consequently incorrect in case of
box or hollow sections.
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[ee]

Analyse der Torsionsgleichung von Kastentrdgern hei komplexer Drillung. Nach einem
Uberblick der Fachliteratur kann festgestellt werden, daB die Torsionsgleichung der geschlos-
senen Trager oder Kastentrdger schon von mehreren Forschern abgeleitet wurde. Die Ergeb-
nisse sind jedoch trotz ihrer formalen Identitdt, inhaltlich verschieden. In der Abhandlung
werden die auf verschiedene Annahmen gegrindeten Torsionsgleichungen ausgewertet, und
dem vom Verfasser vorgeschlagenen Berechnungsverfahren gegeniibergestellt. Aus den nume-
rischen Untersuchungen geht hervor, dal die aufgrund von verschiedenen Erwégungen auf-
gestellten Torsionsgleichungen voneinander nur in Hinschicht der Bewegungen abweichen,
die inneren Kréafte aber identisch sind. Die gréfBte Ungenauigkeit rihrt von der Vernach-
lassigung der Schubverformungen her, deshalb kann die Berlcksichtigung der Schubver-
formungen bei geschlossenen Profilen als eine der wichtigsten Anforderungen betrachtet
werden.

AHanM3 ypaBHeHUI KpyueHUs KOpoGYaTbIX 6asioK B COCTOSAHUU C/IOXKHOFO KpyueHusi
(B. Towwn). Ha ocHoBe W3yueHWsl TeXHWUECKOW NmMTepaTypbl YCTAHOB/IEHO, UTO ypaBHeHUWe
KPYUeHUs 3aKPbITbIX WU KOpoGUaTbIX 6a/10K BblBEAEHO MHOTMMK aBTopamu. Pe3ynibTaTbl He-
CMOTPSI HA MAEHTMYHOCTb UX MO (hOpMe ABAIOTCS PasMUHLIMK MO CBOEW TPaKTOBKe. B paboTe
[aeTCs OLieHKa YpaBHEHUIi KPYUeHWsi, OCHOBbIBAIOLMXCA HA Pa3NUHbIX MPEAroNoXKeHUsX, U
CpaBHeHMWe C MeTOA0M, NpejnaraeMbIM aBTOPOM. W13 pe3ynbTaToB YMC/IOBOMO aHa/IM3a BbITEKAET,
UTO ypaBHEHUSI KpydeHWsl, BbIBEJEHHblE HA OCHOBE PAa3/IMUHbLIX COOBPAXKEHWIA, OTK/IOHSHOTCS
APYr OT pyra TOMbKO B OTHOLLEHUM CMELLIEHUIA, & BHYTPEHHWE YCUNS XKe SBASOTCA MAeHTUY-
HbIMW. Haun6onbluasi cTeneHb HETOUHOCTU BbITEKAeT OT MpeHebpexeHns aedopMauusMi cpesa,
BCNeACTBYE 3TOT0 B C/lyyae 3aKpbITbIX NPoguelt yueT Aeopmaumii cpesa Heo6X0ANMMO CUMTaThb B
KauecTBe MepBOCTENeHHOM 3aaun.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970






Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae; Tomus 69 (3—4), pp. 341—349 (1970)

EXPERIMENTELLE VORBEDINGUNGEN
DER WICHTEMESSUNG AN FESTEN KORPERN

SZ. PETHO*

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 3. Marz 1969]

Auf Grund des Fehlerfortpflanzungsgesetzes, in diesem Falle auf den bekannten
Zusammenhang einer pyknometrischen Messung angewendet, wird hier eine mit den
praktischen Ergebnissen Ubereinstimmende Formel des MeRfehlers der Wichtemessung
abgeleitet. In Kenntnis der konkreten MefRresultate erlaubt uns diese Formel, zur
Durchfihrung der Wichtemessung einige praktische Folgerungen zu ziehen. Wenn
der Fehler der Messung im voraus bekannt oder festgesetzt ist, so haben wir einen
sicheren Hinweis auf die Wahl der MeRmethode, die im gegebenen Fall anzuwenden ist.

Bekannt is das folgende Verfahren einer pyknometrischen Wichtemessung
von festen Proben: wir stellen fest: das Gewicht des leeren Pyknometers
(G4= P), das Gesamtgewicht des Pyknometers und des festen Probekdrpers
(G2= P £ S), das Gesamtgewicht des aufgefillten Pyknometers und des
festen Korpers (G3= P - S -)- jVi2), endlich das Gesamtgewicht des aufge-
fullten Pyknometers (Gi = P -f- MX). Aus diesen Werten und in Kenntnis
der Wichte der MeRfllssigkeit (y) erhalten wir die Wichte des festen Kdrpers:

g2~ gl s

6= - —
@< Gi)-(G3-G0) 7" Mr-M27- V'

(1)
wo wir mit V das Volumen des in das Pyknometer gelegten festen Probekdrpers
bezeichnen.

Zufdllige Fehler einer Wichtemessung entstehen beim Abwdagen und hei
dem Auffillen des Pyknometers mit der MeRflissigkeit. Insbesondere geht
die genaue Auffiullung mit einer stark verdampfenden Flissigkeit schwer vor
sich, und so ist auch die Bestimmung der Gewichtswerte G3 und G4 ziemlich
unsicher. Ein zufilliger Fehler mag noch durch Anderving des Mikroklimas
wdahrend der Messung entstehen, und es besteht noch eine Abhangigkeit von
der Genauigkeit der Waage und auch von der Routine der messenden Person.
Ein systematischer Fehler entsteht meistens bei der Bestimmung des Gewichts-
wertes G3. Wenn Luftbldschen an den im Pyknometer eingelegten festen
Probekdrper haften bleiben, so ergibt sich ein unrichtiges Volumen V |, und
die errechnete Wichte wird kleiner als der wahre Wert. Umgekehrt, falls Teile

*Technische Universitat fir Schwerindustrie; Miskolc (Ungarn).
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eines innerlich pordésen Korpers in der MeRflissigkeit dispergiert werden,
so verursacht das unrichtige Volumen eine gréBere Wichte als der genaue W ert.
Die GroRe des zufalligen Fehlers der Wichtemessung 4Rt sich aus dem

Fehlerfortpflanzungsgesetz berechnen. Auf die Funktion (1) angewendet,
lautet dieser Satz wie folgt:

' 30\ ddy o | (do
Ne = 14 + HGa + hb3 + (2)
9gJ Ko te
Nun lassen sich die in Formel (2) angefihrten Differentialquotienten folgender-
weise anschreiben:

yb G3- G4

3GX _ [(c4 GO (G3 ¢)I* @
35 G3 G4 (4)
3G2 Ne , GO- (G;,-G.or-

Jy G, Gx

3G3 [(G4 GO (G3 GOY y ©
30 g2 gv

3G, [(Ga GO (G;-C 2]2 ®

Allgemein sind die Fehler beim Abwégen von G4und G2 dieselben, d. h.
- "6a — sl w

und wir kénnen fir die zufélligen Fehler beim Abwé&gen von G3und Gi dieselbe
Ubereinstimmung annehmen:

/tti3  flat fts2'

folglich kann man durch Einsetzen der Ausdricke (3), (4), (5) und (6) in die
Formel (2) folgende Gleichungen aufstellen:

4 = 2 (G3-~)2
[(G4—GX) —(G3—G2)]4
(G2- Gy Yk%
[(Gt Gj) (Ga G2Y
:Azytl[(m 2- m 1+ s)Ysl+ $20 2] = (7)
2y2 A —_
v [VO-vy-M+(vdy-MWy =

-

[(F  1)2A + 02K\
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und

b=ty [(d 12/£+0* . 8)

Die abgeleitete Gleichung ist stichhaltig, falls wir den Wert der Wichte
der MeRflissigkeit kennen, und die MeRfehler beim Abwdgen von Gxund G2
weiter von G3und G4identisch sind. Ferner geht aus Gleichung (8) der folgende
Zusammenhang hervor: Abgesehen von den Fehlerwerten fisvund (s, ist die
Genauigkeit der Wichtebestimmung um so gréBer, je kleiner die Dichte der
MeRflissigkeit, je groRer die Masse des Probekdrpers, bzw. je kleiner die
Wichte desselben ist.

Wenn wir die Gleichung (8) durch die Wichte dividieren, erhalten wir
den relativen Fehler r:

r==+ J/2-Y-[il
1 V[ 9)

Aus den Gleichungen (8) und (9) ist die Abh&ngigkeit der absoluten und der
relativen Fehlerwerte von der Wichte (y) der MeRflissigkeit und dem Volumen
V des im Pyknometer gelegten Korpers klar ersichtlich. Um die Abhé&ngigkeit
des Fehlers von der Wichte des zu messenden Kdérpers deutlicher zu machen,
wollen wir die Fehlerwerte und Bs2 als miteinander gleich annehmen, und
zugleich die Extremwerte der Funktionen (8) und (9) errechnen.

Bemerkung: Die Fehlerwerte /tsl und fis2 sind einander nur gleich, falls wir Waagen
minderer Empfindlichkeit benutzen.

Nach Entwicklung der Extremformeln finden wir, dal das Minimum
des absoluten Fehlers bei 6 = 1/2, und jenes des relativen Fehlers bei 6 = 1
zu finden ist. Zur ndheren Information wurden auf Bild 1 die folgenden Kurven
konstruiert:

1= [(0 1)2+ a=1/2 (10
und

(H)

und zwar fir den Wichtebereich des zu prufenden Stoffes
6= 0und &= 15,

Das vereinigte Diagramm zeigt uns, dall der mdgliche Fehler bei einem
Material groBerer Wichte (z. B. Ferrosilizium) gr6Rer ist als bei solchen min-
derer Wichte (z. B. Quarz). Bei einer Wichte von 5 und aufwdérts kann das
Ansteigen des absoluten Fehlers als linear (mit der Wichte) angenommen
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werden: fur Wichtewerte tber 5 14Rt sich ndmlich die Formel (10) wie folgt
vereinfachen:

lia~ f2 0 -1 (12)

und an Stelle der Formel (11) schreibt man:

r's~v2- 40-- (is)

Auf Tafel | finden wir gewisse Angaben tUber die Gestaltung der MeR-
fehler beim Abwé&gen. Die Messungen wurden teils durch einen ungeubten,
teils durch einen gelibten Laboranten mit einem Pyknometer aus Glas zu
50 cm3 durchgefihrt. Als Fillflissigkeit wurde abwechselnd Wasser bzw.
denaturierter Alkohol angewendet: zwischen den Messungen einmal mit
W asser und dann mit Alkohol wurde das Pyknometer in einer Trockenkammer
aufbewahrt. Als Abwé&geinstrument diente teils eine analytische, teils eine
Schnellwaage (mit einer Empfindlichkeit von 0,01 g). Jede Messung wurde
30mal wiederholt; hierbei hatte man die Fehlerwerte /s und /n"S mit Hilfe
der bekannten Formel fur die korrigierte empirische Streuung aus den MeR-
resultaten berechnet. Mit auf Zimmertemperatur gehaltenen MefRflussigkeiten
dauerten die MeBversuche 3 Tage.

Es wurde aber festgestellt, dal die Empfindlichkeit der Waage nicht
den Abwaégefehlern entsprach, nicht einmal fir das Abwé&gen des leeren
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Tafel 1

GewichtsmeRfehler beim Abwagen des leeren Pyknometers des mit WVasser gefullten

Pyknometers (/7 ) und des mit Alkohol gefHilten Pyknometers (//, )

GewichtsmeRfehler

Die die Messungen Die beniitzte am leeren am mit Wasser am mit Alkohol

durchfihrende Person Waage Pyknometer, gefillten gefullten
asl Pyknometer, Pyknometer.

[a] M«

1 2 3 4 5
a) Wenig gelbter Analytische Waage 0,000275 0.00678 0,0115
Laborant ! Schnellwaage 0,00838 0,00677 0,0117
b) Ziemlich gut geubter Analytische Waage 0,000145 0,00197 0,00947
Laborant Schnellw aagt 0,00133 0,00552 0,0129

Pyknometers; vielmehr enthielten die GewichtsmefRfehler auch den EinfluR
der Anderung des Mikroklimas und der Gelibtheit oder Ungeiibtheit des
messenden Laboranten. Bei Anwendung von Alkohol als rasch verdampfender
Fallflussigkeit war der konstatierte MefRfehler (d. h. der Wert fis laut Tafel)
um eine GroRenordnung groRer als hei Anwendung von Wasser (s. den Tafel-
wert ftSs)- Folglich soll Alkohol nur angewendet werden, falls das zu messende
M aterial sich schwer netzen |4Rt, wobei die Anwendung einer analytischen
W aage Uberflussig ist. (Ein genaueres MeRergebnis kann erwartet werden,
falls man an Stelle von Alkohol eine wadsserige Ldsung eines intensiver netzen-
den Reagens verwendet.)

Der weniger gelibte Laborant beging beim Abwé&gen des geflllten Pykno-
meters denselben Fehler, unabh&ngig von der Empfindlichkeit der Waage.
Der gelibte Laborant konnte die bessere Empfindlichkeit einer analytischen
Waage nur mit Wasserfullung ausniitzen; beim Fiillen mit Alkohol war auch
er nicht im Stande, die MeRgenauigkeit zu erhéhen (Fehlerwerte 0,00197
und 0,00522). Wie man aus den Angaben der Tafel entnehmen kann, ergab
die Anwendung einer analytischen Waage einen fis-Wert, der im Vergleich
mit und sogar mit bedeutend niedriger ist; numerisch gesprochen I&Rt
sich konstatieren, daB gemaR der Formel (8) der Wert (O — 1)2/4, nur ein
Hunderstel bzw. ein Tausendstel des Wertes bXtl2betrdgt. Wenn wir also aus
dieser Formel das Glied (b— 1)20 fortlassen, so erhalten wir:

~ + f2 77 =+ [2- 821G 2. 14
Pb (/ s (14)
Ferner ist der Wert des relativen Fehlers annahernd:
fi **=h Y2 7V7 Pst=+ \277 aps . (15)
o]
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Nun haben wir zum Zwecke, den oben abgeleiteten, teils von den Para-
metern des zu messenden festen Kdrpers (Volumen und Wichte), teils von der
Abwdgegenauigkeit auf die MelRergebnisse ausgelibten Einflul strenger nach-
zuweisen, folgende Experimente durchgefiuhrt: es wurden insgesamt 90 Mes-
sungen vorgenommen, nadmlich je 15 Messungen von Ferrosilizium (Wichte
5,888) und von Kalksteinstaub (Wichte 2,685) uzw. an je drei Probesticken
zu 0,1; 1und 10 g Stuckgewicht (2 «3 « 15 = 90). Die MeRergebnisse mit den
Ferrosilizium-Proben sind in Tafel Il, jene mit dem Kalksteinstaub in Tafel 111
zusammengefalt. Beide Stoffe bestanden aus homogenen Kdrnern kleiner als
0,1 mm, also kann man von Fehlern der Probenahme gar nicht sprechen.

In der dritten Kolonne beider Tafeln finden wir die korrigierten empiri-
schen Streuungen, berechnet aus den MelRangaben. Hierzu diente die Formel:

n
/=1

Tafel 11

Ergebnisse der Wichtemessung an Ferrosilizium

Der Wert Der Wert
Durchschnittsgewicht des Durchschnitts- Streuung der Streuung der
Probestiickes wert der Wichte Wichte aus den  Wichte, berech-
MeBwerten net aus Gl. (8) aus den aus Gl. (16)
[l [g/m’1 [g/cmd) [g/em3] MeBwerten berechnet
fei [gi
1 2 3 4 5 6
0,1 4,699 1,299 3,431 0,0053 000,42
1,0 5,688 0,525 0,343 0,0060 0,0115
10,0 5,921 0,043 0,034 0,0078 0,0087
— 5,888 — — — —
Tafel 111

Ergebnisse der Wichtemessung an Kalksteinstaub

Der Wert Der Wert
Durchschnittsgewicht Durchschnitts- Streuung der Streuung der
des Probestiickes wert der Wichte ~ Wichte aus den  Wichte, berechnet
MeRwerten aus Gl. (8) aus den aus Gl. (16)
fal [g/lem3) [g/cm3] [g/ema] MeRwerten berechnet
] fei
1 2 3 4 5 6
0,1 2,512 0,203 0,204 0,0025 0,0023
1,0 2,748 0,046 0,020 0,0041 0,0043
10,0 2,680 0,003 0,002 0,0017 0,0030

— 2,685 — _ —

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



EXPERIMENTELLE VORBEDINGUNGEN DER WICHTEMESSUNG 347

wobei n = 15 ist. Es ist ratsam, diese Streuungswerte mit den Fehlerwerten
in Kolonne 4 zu vergleichen, die ndmlich aus der Formel (8) berechnet wurden.
Die Messungen an Ferrosilizium wurden von dem weniger gelibten Laboranten
durchgefihrt; mit Ricksicht darauf, dafl bei diesen Versuchen Wasser als
MeRflissigkeit verwendet worden war, haben wir angenommen, dall die
gemdR Tafel | erhaltenen Werte fiS = 0,0003 und /ni¥ = 0,007 den in Formel (8)
vorkommenden GewichtsmeRfehlern entsprechen. Die Wichtemessungen des
Kalksteinstaubes wurden von dem geubteren Laboranten durchgeflihrt, also
wurden die Werte in der Kolonne 4 der Tafel IIl mit den Fehlerwerten
S = 0,0002 und fj,Sn= 0,002 berechnet. Beide Laboranten arbeiteten mit
einem und demselben Pyknometer, und es wurden jeweils alle vier (Gv G2, G3
und G4) Gewichtswerte bestimmt. Nun haben wir die Werte d. h. die
GewichtsmeRfehler von G4 (d. h. P -f- Mv Masse des wassergefullten Pykno-
meters) laut der Formel der korrigierten empirischen Streuung nochmals
berechnet und diese in Kolonne 5 der Tafeln mitgeteilt. Es ist ratsam, die
W erte der Kolonnen 5 und 6 miteinander zu vergleichen. Die Zahlenwerte der
Kolonne 6 entsprechen n&mlich der Formel (14) im Sinne der folgenden Glei-
chung:

\ =, S (16)

1/2y6 tH ~ 12yb-

Die in Gleichung angefuhrten konkreten Werte sind: y = 1 und die Werte
S, &und +jUalassen sich aus den entsprechenden Tafelzeilen entnehmen. Eine
bemerkenswerte Eigenheit der berechneten GewichtsmeRfehlerist der Umstand,
daB diesen Fehlerwerten auch die bei der Abwédgung des Gewichtes G3 ver-
Ubten Fehler anhaften. (G3 = P -f-S -f~- M2, d. h. Pyknometer -f- Stoff -f-
Flussigkeit.)

Wenn man die Wichtemessungsangaben der Tafeln Il und Ill néher
studiert, so kann man feststellen, dal diese Werte mit den Ergebnissen der
abgeleiteten Relationen, also mit den in Tafel | angefiuhrten beobachteten
Angaben gut Ubereinstimmen. Die Kolonnenwerte 3 und 4 sind von derselben
GroRenordnung; indessen 148t sich die abweichende GrdBenordnung der
Streuungswerte in Tafeln Il und Il [Gbrigens der Formel (8) entsprechend]
mit der Verschiedenheit der Wichte und den abweichenden GewichtsmefRfeh-
ler erkldren. Die GewichtsmeRfehler in Kolonne 5 entsprechen betreffs der
Grolenordnung einigermalRen den bezlglichen Angaben der Tafel | sowie den
W erten der Kolonne 6. Der letztere Umstand 148t die Folgerung zu, daB die
zufdlligen Fehler bei der Bestimmung des Gewichtes Gs anndhernd denen
gleich sind, die bei der Bestimmung des Wertes G4 begangen worden sind.

Die Angaben der Tafel IV geben uns eine Ubersicht iber Fehler der
pyknometrischen MeRfmethode fir den Fall, dal alle Versuche von einer
wohl gelibten Person durchgefuhrt worden sind. Formel (8) diente zur Berech-
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nung der Fehler von Messungen mittels der analytischen und Formel (14) zur
Fehlerberechnung der MeRversuche mittels einer Schnellwaage. Die ent-
sprechenden GewichtsmeRfehler stammen aus Tafel I, und der Wert von t)
wurde als 7,5 angenommen. Die Wichtemessungsfehler in der ersten Tabellen-
zeile entsprechen einem Volumen V — 1 cm3. In den folgenden Tabellenzeilen
befinden sich die Angaben aus Versuchen mit Pyknometern von einem Gesamt-
rauminhalt zu je 25, 50, 100 und 1000 cm3, wobei man voraussetzt, dal das
Volumen des festen Materials in losem Zustand ein Drittel, also effektiv ein

Tafel IV
Einige xveitere Angaben betreffs der Fehler bei Wichtemessungen

Fehler der Wichtemessungen, " /x
Natzlicher

RS;T;(”)L‘]H&':E%ES Rauminhalt Scahr;elljlfmraage an der analytischen Waage
des Pyknometers bei einer
[cm3 [cm3] Skalenablesung mit Wasser mit Alkohol

O‘golng [g/ecm3 [g/cm3]
1 2 3 4 5
- 1,0 0,08 0,02 0,08

25 6,0 0,013 0,0033 0,013

50 12,0 0,0065 0,0017 0,0065

100 25,0 0,0032 0,0008 0,0032
1000 250,0 0,0003 — —

Viertel des Pyknometerrauminhaltes ausmacht. Wenn wir eine rasch ver-
dampfende Flissigkeit verwenden und eine analytische Waage benitzen, so ist
die MeRgenauigkeit nicht groBer als wenn man mit Wasser als Fullflussigkeit
eine Schnellwaage von einer Ablesegenauigkeit zu 0,001 g beniutzt. Wenn
die Stoffprobe zu klein ist, so ist es sehr wahrscheinlich, daR wir grobe Fehler
veriuben. Folglich sollte man die Benilitzung eines kleinen Pyknometers (zu
25 cm3) mdoglichst vermeiden. Wenn wir die MeRBwerte zwischen den Grenzen
von 6 2ftb und 6 — 2,0 als Werte annahmen, die mit zufélligen Fehlern
belastet sind, so sollten wir bei zwei parallelen Messungen Werte, die von-
einander stdrker abweichen als das Vierfache der Streuung (die Werte in
Tafel IV), nicht als meritorisch erachten.

Alles zusammenfassend, was wir aus den abgeleiteten Relationen und
den Versuchsergebnissen folgern dirfen, sind wir berechtigt, fur die praktische
Ausfihrung von pyknometrischen Wichtemessungen folgende Weisungen als
nutzlich zu erachten:

a) Wenn nur eine kleine Menge, also weniger als 1—2 g von dem zu pri-
fenden Material vorhanden ist, gleichfalls wenn die verwendete MeRfllssigkeit
allzuleicht verdampft, kann man nur ziemlich ungenaue Melergebnisse erzielen.
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Ferner ist es nicht ratsam, ein Pyknometer von minderem Rauminhalt, z. B.
von 25 cm3 zu benlitzen. LaRt sich das Prifmaterial nur schwer benetzen,
so ist es angezeigt, an Stelle von reinem Alkohol eine Ldsung von wenigen
Gramm Alkohol pro Liter als MeRflissigkeit zu verwenden.

b) Fir eine Reihe von Messungen soll in jedem einzelnen Fall die Bestim-
mung der Gewichte Gx und Gt stattfinden, uzw. unter Inrechnungstellung des
arithmetischen Mittelwertes der wiederholten Einzelmessungen bei Benlitzung
eines und desselben Pyknometers, um einen mdglichst kleinen Gesamtfehler
zu sichern.

¢) Wenn man die Wichtemessung am selben Material mehrmals vor-
nimmt, so ergibt sich der héchstwahrscheinliche Wert als ein nach dem Quadrat
der eingesetzten Stoffprobenmassen gewogener Durchschnittswert. Die ent-
sprechenden »Gewichte« sind ndmlich umgekehrt proportional den Quadraten
der laut GI. (8) berechenbaren Fehler, d. h. sie sind direkt proportional dem
Quadrat der entsprechenden Volumina bzw. der Massen.

Experimental Conditions for Measuring the Specific Weight of Solid Probes. On the
basis of the law of error propagation applied on the known relationship that prevails for
pycnometric measurements, a further formula for error determination is derived that proved
practically useful since it is conform to results obtained by tests. This new formula combined
with actual measuring results helps us to infer some further important consequences. Namely,
when a measuring error is predetermined, we have a strict directive rule at hand how to choose
the adequate measuring method to be applied.

O TouHOCTK onpeaeneHusi yaensHoro Beca (C. MeTe). MpuMeHsst 3aKOH pacnpocTpaHe-
HVSI OLUIMGKN ANSi W3BECTHOM 3aBMCUMOCTM, MCMO/b3YeMOi Npu NUKHOMETPUUECKOM MeTofe W3-
MepeHUs yAeNIbHOro Beca, BbIBefeHA 3aBMCKMMOCTb, XOPOLLO MPUMeHUMas ANs MOrpeLLIHOCTY
M3MEpPEeHNS yAebHOTO Beca U fatoLlast UAEHTUYHbIE C NPAKTUHECKUMU Pe3y/ibTaTaMU 3HAUYeHWs.
Pacnonarasi 3Toii 3aBUCMMOCTbLIO M pe3y/ibTaTamMu OfbITOB, BbIMO/IHEHHbLIX COOTBETCTBYHOLLMM
06pasoM, caenaHbl BaXHble BbIBOfbl, KacaloLMECs! BbIMOMHEHUS W3MEPeHUsl yaebHOro Beca.
ECNM M3BeCTHa MOTPELLIHOCTb M3MEpPEeHUs YAeNbHOr0 Beca WM e oHa (UKCMPYeTCsl 3apaHee,
TOrfja B OTHOLLUEHUM BblGopa HEO6XOAMMOro MeToAa M3MEpPEeHUsl MOXHO TakyKe HaliTu CoOoTBeT-
CTBYIOLLIEE YKa3aHMe.
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EINIGE PROBLEME DER BEREIFUNG
VON ACKERSCHLEPPERN, INSBESONDERE
AUF LEICHTEN BODEN

G. SITKEI*
DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 27. Oktober 1969]

Die Sand- und frischgepfligten Bdden haben eine geringere Tragfahigkeit und
daher ware es winschenswert, in solchen Fé&llen groBvolumige Reifen mit kleinem
mittlerem Druck in der BerlUhrungsflaiche zu benutzen. Es wurde eine neue Methode
entwickelt, mit der man auf Grund von Boden- und Reifenkennwerten die Einsinkung
des Reifens und den mittleren Druck in der BerlUhrungsflaiche bestimmen kann.
Letzteres ist fur die Bodenverdichtung in der Spur kennzeichnend. Die Brauchbarkeit
der Saakjanschen Druckeinsinkungs-Formel ist nachgewiesen, und die in dieser Formel
vorkommende Konstante dient als Bodenkennwert. Die Schlupf-Einsinkung bei ange-
triebenen R&dern hangt in erster Anndherung von der in der Spur zuruckbleibenden
Tragfiahigkeit des Bodens ab. Da der Sand beim Uberfahren nur in geringem MaRe
verdichtet wird, wird die Schlupf-Einsinkung hier viel groBer als auf bindigen Bdden
— auch in gelockertem Zustand. Fir Sand wurde ein allgemeingultiger Zusammenhang
zur Bestimmung der Schlupf-Einsinkung aufgestellt.

I. Einleitung

Die gummibereiften R&der spielen in der heutigen Landwirtschaft eine
sehr wichtige Rolle. Die Ackerschlepper, die Transportwagen (Anhénger,
Ladewagen usw.) und die groferen Landmaschinen sind fast ausschlieBlich
mit Reifen ausgeristet. Die Gummibereifung gibt der Maschine eine viel-
seitigere Anwendungsmadglichkeit und verringert den Rollwiderstand erheblich.

Der landwirtschaftliche Schlepper bewegt sich am meisten auf weichem
Roden mit erheblicher Einsinkung. Von der Einsinkung héngt die Reifen-
eindrickung, die Berlhrungsflache, der Rollwiderstand und schlieflich auch
die Zugféhigkeit ab.

Heute kann eine stdndige Erhdhung der Schlepperleistung und damit
der ReifengréfRen beobachtet werden. Um eine richtige Bereifung zu erreichen,
ist eine vielseitige Uberlegung notwendig. Die Reifen sollen im allgemeinen
ein bestimmtes Gewicht tragen, mdglichst hohe Umfangskraft entwickeln
und eine bestimmte relative Einsinkung nicht (berschreiten. Dazu ist es
notwendig zu wissen, wie die verschiedenen EinfluBgréBen (Boden- und
Reifendeformation, Berihrungsflache, Belastung usw.) miteinander Zusammen-
h&ngen und wie sie auf die Zugféhigkeit auswirken.

* Lehrstuhl fir Landmaschinenbau der Technischen Universitdt Budapest; M(iegyetem
rkp. 3, Budapest XI. (Ungarn)l]
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Im Rahmen dieser Arbeit wurde versucht, auf Grund von Ahnlich-
keitsbetrachtungen allgemeinglltige Zusammenhé&nge fiur Reifen heranzu-
ziehen und mit Hilfe von Bodenkennwerten die relative Einsinkung des
Reifens zu bestimmen.

Il. Reifenkennwerte

In friheren Arbeiten [1—4] wurde schon Uber unsere Reifenunter-
suchungen ausfuhrlich berichtet. Hier sollen nur die wichtigsten Ergebnisse
dieser Untersuchungen erwé&hnt werden. Eine ausfihrliche Untersuchung der
Reifenangaben zeigte, daf die Tragfédhigkeit vor allem von dem Reifen-
volumen V und dem Innendruck jp, abh&ngt. Das Reifenvolumen kann durch
Durchmesser, Breite und Querschnittshdhe des Reifens gedndert werden.

Durch die Erhéhung des Reifendurchmessers nimmt das Reifenvolumen
relativ wenig zu, infolgedessen erhdht sich auch die Tragfdhigkeit nur in
geringem MaBe. Die Reifenbreite ist dagegen ein wirksameres Mittel zur
Erhohung der Tragfdhigkeit. Die Tragfahigkeit 14Rt sich fir normal AS Reifen
folgendermaRBen aufschreiben:

Tk = 15V°'6-p4’i6,

wo V das Luftvolumen des Reifens [dm3]:
Pl den Innendruck des Reifens [ati]

bedeutet. Ein allgemeingultiger Zusammenhang kann mit Hilfe von dimen-
sionslosen Zahlen erzielt werden.
Fir feste Fahrbahn gilt die Funktion

/
H

wahrend auf weichem Boden noch der EinfluB der relativen Einsinkung zu
beriucksichtigen ist:

/
H

(2)

wobei f die Eindrickung des Reifens;
H die Querschnittshohe des Reifens;
Q die Belastung des Reifens;
z die Einsinkung (Spurtiefe) des Reifens;
R den Radius des Reifens

bedeutet. Die Gleichungen (1) und (2) sind im Bild 1 und 2 graphisch dar-
gestellt.
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Die Beruhrungsflache zwischen Reifen und Boden ist ein wichtiger
Parameter zur Kennzeichnung der Zugféhigkeit. Je gréRer und l&nger die
Beruhrungsflache, um so grofer ist die Ubertragbare Umfangskraft. Fir die
Bestimmung der BerlGhrungsflache kann — &hnlich wie GI. (2) — ein dimen-
sionsloser Zusammenhang aufgeschrieben werden, der folgendermaBen aus-
sieht:

F f(P'V jun| 3)
DB J QH " Df

wo D den Reifendurchmesser,
B die Reifenbreite

bedeutet.

Bild 1. Dimensionslose Darstellung der Reifeneindrickung fir Gurtel-Reifen (1)t Normal-Reifen
(2) und Terra-Reifen (3); | bedeutet Nennbelastung fir Terra-Reifen, Il Nennbelastung
fir Normal-Reifen

Bild 2. Dimensionslose Darstellung der Reifeneindrickung unter Bericksichtigung der
Einsinkung
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Auf Grund der MeRergebnisse ist GIl. (3) fur verschiedene relative Ein-
sinkungen im Bild 3 dargestellt. Wie man sieht, hat die relative Einsinkung
des Reifens auf die relative Berlhrungsflache einen groBen EinfluB. Der
EinfluB des Innendruckes und der Belastung durch den Wertp/V/QH nimmt mit
der Erhohung der Einsinkung bedeutend ab. Wenn also die relative Ein-

Bild 3. Dimensionslose Darstellung der Berihrungsfliche zwischen Reifen und Boden

Pk

Bild 4. Mittlerer Druck in der Beruhrungsflache auf fester Fahrbahn fur verschiedene Reifen,
abhéangig von der Nennbelastung (A= Q}Q, wobei Q\ die Nennbelastung bei 1 ati Innen-
druck bedeutet)

sinkung sowieso groR ist, verursacht die Senkung des Innendruckes keine
wesentliche Anderung in der GroRe der Berihrungsflache.

Der mittlere Druck in der Berlhrungsflaiche hat einen wesentlichen
EinfluR auf die Einsinkung des Reifens. Auch in agrotechnischer Hinsicht
sollte der mittlere Druck nicht allzu groR sein, da die Verdichtung des Bodens
in vielen Fé&llen schédlich sein kann.

Aus dem Bild 3 kann man die Anderung der relativen Beriithrungs-
flache in Abhé&ngigkeit von der relativen Einsinkung auftragen. Wenn der
mittlere Druck auf fester Fahrbahn bekannt ist (s. Bild 4), kann die Anderung
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des mittleren Druckes abhdngig von der relativen Einsinkung konstruiert
werden. Eine solche Darstellung ist im Bild 5 zu sehen. Der Nennbelastung
entspricht der Wert von p:V/QH — 7. Wie man sieht, nimmt der mittlere
Druck in der BerlGhrungsflaiche mit der Einsinkung des Reifens wesentlich ab.
Eine weitere erhebliche Senkung des mittleren Druckes wird durch die Ver-
ringerung der Belastung (p;V/QH = 15 entspricht ungefdhr einer halben
Belastung des Reifens) erreicht.

Es ist hier noch zu bemerken, dall der mittlere Druck in der Beruhrungs-
flache auf fester Fahrbahn flir Reifen verschiedener Abmessungen nicht

Pk/Pi

1,0

0,5

"0 0,025 045 0,075 0,10 z/D

Bild 5. Berihrungsfliche und mittlerer Druck, abhéngig von der relativen Einsinkung
(Ca PiVIQH, Pk/Pi)

gleich ist. Mit Erhéhung der Reifenabmessungen wird der mittlere Druck
etwas grofer (s. Bild 4). Diese Abweichung kann aber in einfacher Weise
in Rechnung gezogen werden.

I11. Druck-Einsinkung-Kurve unter Stempel und Reifen

Zur Berechnung der Einsinkung des Rades haben wir immer die Voraus-
setzung, dall die Druck-Stempel-Kurven mit den Druck-Einsinkung-Kurven
unter dem Rad Ubereinstimmen. Die aus den Druck-Stempel-Kurven entnom -
menen Bodenkennwerte werden dann zur Bestimmung der Einsinkung des
Rades benutzt. Die obige Voraussetzung erfullt sich — leider — sehr selten.

Unsere Untersuchungen auf Sandboden zeigten, dafl die einfache Saak-
jansche Formel ziemlich gut benutzt werden kann. Im weiteren wurden auch
auf Lehmboden weitere Untersuchungen mit verschiedenen Stempeln durch-
gefuhrt und die MeRergebnisse in der Form
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bearbeitet, wobei b die Breite des Rechteckstempels oder den Radius des
Rundstempels bedeutet. Die obige Formel ist relativ einfach, im Gegensatz
zu der Reeceschen Formel, und man braucht keine BodenkenngrdBe, wie
z. B. die Kohdasion, vorher zu ermitteln. Die Auswertung der Versuchs-
ergebnisse nach der Saakjanschen Formel hat gezeigt, dal sich diese Methode
auch fiur den Lehmboden gut eignet.

Bei unseren Druckverteilungsmessungen an Reifen wurden die Ein-
sinkung, die Reifeneindrickung, der Druck in der Beruhrungsflache und

Bild 6. Druck-Einsinkungskurven unter dem Reifen und Stempel
(— - Stempel. — —unter Reifen)

gleichzeitig Druck-Stempel-Diagramme aufgenommen. Aus der Reifeneinsin-
kung und dem zugehdrigen Druck wurde die Druck-Einsinkung-Kurve fir
den Reifen konstruiert und zugleich mit dem Druck-Stempel-Diagramm
dargestellt (Bild 6). Um die beiden Druck-Einsinkung-Kurven vergleichen
zu kdénnen, wurde auf der horizontale Achse z/b aufgetragen, wobei b bei
Stempeln den Radius oder die Breite des Rechteckstempels mit 4:1 Seiten-
verhé&ltnis und bei Reifen die halbe Spurbreite bedeutet.

Aus den obigen Versuchsergebnissen geht hervor, dafl die in der Saak-
janschen Formel vorkommende Konstante k bei normalen Bodenzustdnden
als brauchbarer Bodenkennwert zur Bestimmung der Einsinkung eines Rades
dienen kann.

IV. Einsinkung des Reifens

Die Einsinkung eines Reifens kann mit verschiedenen Nd&herungs-
metho'den berechnet werden [5, 6]. Die Bekkersche Methode ist ziemlich
einfach, wenn die BodenkenngrdRe kv und kc bekannt sind. Die rechnerischen
und experimentellen Ergebnisse weichen aber in vielen Féllen erheblich
voneinander ab. Die Ursache liegt wahrscheinlich darin, daR sowohl die
benutzte Druck-Einsinkungs-Formel wie die eigentliche Rechnungsmethode
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solche Annahmen und Voraussetzungen enthalten, die sich in der Wirklichkeit
nicht erfillen.

Reece UNd seine Mitarbeiter haben eine neue aber viel kompliziertere
Methode entwickelt. Zur Beurteilung dieser Methode liegen noch keine
geniigende Versuchsergebnisse vor. Ein grofes Problem fir alle Rechnungs-
methode ist die Berlcksichtigung der Schlupf-Einsinkung bei angetriebenen
Rédern.

Im Laufe unserer Reifenuntersuchungen haben wir empirisch gefunden,
daB die relative Einsinkung fir gezogene Reifen in folgender Form auf-
geschrieben werden kann:

wo pk der mittlere Druck in der BeriUhrungsflache und
k die Konstante der Saakjanschen Formel ist.

Unsere MelRergebnisse auf Lehmboden in der Bodenrinne sind im Bild 7
gezeigt. Wie man sieht, hangt die relative Einsinkung des Reifens in geringem
MaRe auch vom dem Belastungsgrad ab. Der mehr belastete Reifen hat eine
groRere Abplattung und damit eine gleichmdRigere Druckverteilung, infolge-
dessen eine etwas kleinere relative Einsinkung. Zu den Rechnungen benutzt
man die Bilder 7 und 5 zusammen mit einem Iterationsverfahren.

Eine andere Darstellung (Bild 8) zeigt, da die relative Einsinkung
des Reifens bei aufgelockerten Bdden (k = 1,04-2,0 kp/cm2 durch Ver-
minderung der Belastung erheblich verringert werden kann.

Bei angetriebenen Ré&dern muB auch die Schlupf-Einsinkung, insbe-
sondere auf leichten Bdden, berlicksichtigt werden. Auf Grund von Unter-
suchungen auf Sandboden ist der Verfasser der Meinung, dal die Einsinkung
unter Berucksichtigung des Schlupfes in der Form

P 14c, 171 sm
K 1k
dargestellt werden kann, wobei S der Schlupf, Cj und C2 bestimmte Kon-
stanten sind. Unsere MeRergebnisse auf Sandboden sind im Bild 9 gezeigt.
Auf der vertikalen Achse wurde die mit dem Schlupfanteil korrigierte relative
Einsinkung aufgetragen.

Der hier gezeigte Zusammenhang sollte eigentlich auch fur andere
Bdden gelten. Dazu mussen wir aber die Bodenkonstante k richtig inter-
pretieren. Es zeigte sich n&mlich, dafl die Schlupf-Einsinkung viel mehr
durch die in der Spur zuriickbleibende Tragfahigkeit als durch die urspring-
liche Tragfahigkeit bestimmt ist. Beim Uberfahren auf Sandboden &ndert
sich die Tragféhigkeit sehr wenig, wéahrend ein lehmiger, ganz aufgelockerter
Boden erheblich verdichtet werden kann. Dadurch erklart sich, daf ein
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Bild 7. Relative Einsinkung der Reifen als Funktion der diinensionslosen Zahl
Pk/k [p-V/IQH 6,5 f1), 8,5 (2) und 12,7 (3)]

Bild 8. Relative Einsinkung der Reifen unter Berlcksichtigung der Bodenkennzahl k
(Pi=1,0 ati, 1 halbe Belastung, 2 volle Belastung)

Bild 9. Relative Einsinkung der Reifen unter Berucksichtigung der Schlupf-Einsinkung be
Sandboden
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aufgelockerter lehmiger Boden eine kleinere Schlupf-Einsinkung aufweist als
ein Sandboden mit groBerer Tragfahigkeit im Anfangszustand.

Die MeRergebnisse von Hoim [7] bestdtigen unsere Beobachtungen.
Die von Hoim gemessenen Schlupf-Einsinkungsanteile auf aufgelockertem
Lehmboden sind ndmlich beinahe die selben fir das erste und die weiteren
Uberfahren. Die Ursache liegt hier darin, daR der Boden bei dem ersten
Uberfahren stark verdichtet wurde und die weiteren Uberfahren nur geringere
zusétzliche Verdichtung zur Folge haben.

V. Zugféhigkeit der Reifen

Der wichtigste Parameter der Reifen ist ihre Zugféhigkeit. Die Zug-
fahigkeit eines Reifens bei der Nennbelastung und bei einem bestimmten
Schlupf hédngt von dem Reifendurchmesser und der Reifenbreite ab. Wenn
die Reifen mehr oder weniger &hnlich sind, kénnen die Variablen Durch-
messer und Breite durch die Berlhrungsflache ersetzt werden.

Der mittlere Druck in der Beruhrungsflache (definiert als pk = Q/F)
fur die einzelnen Reifen nimmt abh&ngig von der Tragfdhigkeit etwas zu,
wie es aus dem Bilde 4 ersichtlich ist. Der KraftschluRbeiwert eines Reifens
ist die Funktion der folgenden EinfluRgréRen:

* = fA -T-» Q »
I a
wobei sich k mit Anderung des Reifendurchmessers und der Breite nicht
gleichartig &ndert.
Nach Vandenberg [8] ist das Verhdltnis der Tangential- und Normal-
spannungen eine Funktion der relativen horizontalen Deformation:

wahrend der Rollwiderstandsbeiwert p in erster Anndherung von der relativen
Einsinkung abhé&ngt:

d.h.

Mit Erh6hung des Reifendurchmessers nimmt die horizontale Boden-
deformation j bei gleichbleibendem Schlupf zu, wéhrend die relative Ein-
sinkung abnimmt. Demzufolge nimmt auch der KraftschluBRbeiwert eindeutig
zu. Mit Erhéhung der Breite, wenn a konstant bleibt, bleibt jr/er und zjD und
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folglich auch x unverdndert. Nach Bild 4 nimmt aber a bei den grdferen
Reifen wenig zu, und daher nimmt x etwas ab. Bei Anwendung von grdferen
Reifen erhoht sich sowohl der Durchmesser als auch die Breite und damit
erhoht sich auch der KraftschluRbeiwert.

Die Aufarbeitung von Zugféhigkeitsmessungen auf Stoppelfeld [9] zeigte,
dall der KraftschluBbeiwert von der Berihrungsflache unter Bericksichtigung
eines Streubereiches mit guter Anndherung linear abhdngt (Bild 10). Eine
Abweichung davon ergibt sich fir Reifen, die verhdltnisméaRig groBen Durch-
messer haben (z. B. 9—40 oder 11—38). Diese Reifen weisen eine bessere
Zugféhigkeit auf als aus Bild 10 folgt. Die im Bild 10 gezeigte lineare Abhdn-
gigkeit des KraftschluBbeiwertes gilt nur in diesem Bereich. Mit der weiteren
Erhohung des Durchmessers wird die Zunahme des KraftschluB beiwertes immer
geringer.

Es ist hier noch zu bemerken, dafl der im Bild 10 gezeigte Zusammen-
hang nur bei geringer Reifeneinsinkung (z/D 6é 0,02) gilt. Auf weichen Bd&den
tritt eine erhebliche Einsinkung auf, und demzufolge nimmt der Rollwiderstand
zu und die Zugféhigkeit der Reifen ab.

Wir haben die Ergebnisse der vorhandenen Rollwiderstandsmessungen
bearbeitet und den Rollwiderstandsbeiwert in Abhé&ngigkeit von der relativen
Reifeneinsinkung dargestellt (Bild 11). Wie man sieht, weichen die p-Werte
fir Sand- und Lehmboden in geringem Male voneinander ab. Die Ursache
liegt darin, da der Sandboden bei dem Uberfahren nicht nur in vertikaler
Richtung verdichtet (compaction), sondern auch in horizontaler Richtung
verschoben wird. Die gezogenen Reifen haben bei groBeren Einsinkungen
(zjb  0,07) wegen der Aufbauchung des Bodens einen gréReren Rollwider-
stand (Bulldozing Widerstand). Der Bulldozing Widerstand hdngt erheblich
von der relativen Radbreite ab; die hier eingefuhrten n Werte gelten fur AS
Reifen mit relativen Breiten von 0,25 -f-0,30.

Mit Berlicksichtigung der Zunahme des Rollwiderstandes abhdngig von
der relativen Einsinkung kann auch die Verringerung des KraftschluRbei-
wertes vorausgesagt werden. Hier ist noch in Betracht zu ziehen, dal bei
groBeren Einsinkungen ein Teil des Scherspannungsfeldes nicht in der horizon-
talen Ebene liegt. Bild 12 zeigt die Anderung des KraftschluRbeiwertes fir
verschiedene relative Einsinkungen in Abhéngigkeit von der Berihrungs-
flaiche. Die Werte fir grofRere Einsinkungen gelten nur im Falle, wenn der
von dem Rad verdichtete Boden normale innere Reibung und noch eine
bestimmte Kohésion hat, d. h. wenn der Boden nicht allzu naR ist. In anderen
Fallen wird der KraftschluRbeiwert noch kleiner.

Beim Allradantrieb spielt das Verhalten von Reifen beim mehrmaligen
Uberfahren einer Spur (Multi-Pass) eine wichtige Rolle. Zur letzten Zeit
wurden interessante Versuche bei verschiedenen Bodenzustdnden von Holm [7]
durchgefihrt.
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Bild 10. Der KraftschhiRbeiwert von AS-Reifen auf Stoppelfeld
(Schlupf 20%, pi — 1,0 ati)

Bild 11. Rollwiderstandsbeiwert abhéangig von der relativen Einsinkung (I angetriebener
Reifen bei Lehm, 1' gezogener Reifen, 2 angetriebener Reifen bei Sand, 2' gezogener Reifen)

Bild 12. KraftschhiBbeiwert von AS-Reifen bei verschiedenen relativen Radeinsinkungen
[Pi= 1,0 atu; z/D = 0,025 (1), 0,1 (2), 0,15 (3), 0,2 (4)]
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Bild 13. Triebkraft in Abhéngigkeit vom Schlupf beim mehrmaligen Uberfahren einer Spur,
wenn G — 900 kp, Boden gewalzt und Feuchtigkeit 16,5% (1, 2, 3, 4 Spur angetrieben) [7]

Bild 14. Triebkraft eines angetriebenen Rades, das in der Spur eines gezogenen oder ange-
triebenen ersten Rades lauft, wenn G = 900 kp, Boden gewalzt, und Feuchtigkeit 16,5%
(oj 2, 3 Spur, 1 S angetrieben: ¢ A 2', 3' Spur, 1 S gezogen) [7]

Bild 13 zeigt die Anderung der Triebkraft Giber den Schlupf beim ersten
bis vierten Uberrollen. Zwischen den Triebkraften in der ersten und zweiten
Spur besteht immer ein sehr betrdchtlicher Unterschied, falls der Boden locker
ist. Der Rollwiderstand &ndert sich in entgegengesetztem Sinne. Aus Bild 14 ist
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zu ersehen, dall die Triebkraft der zweiten Spur sehr davon abhdngt, ob der
Reifen bei der ersten Spur gezogen oder angetrieben wurde. Bei angetriebenen
Réadern verdichtet sich der Boden unter dem Reifen besser als bei gezogenen
Réadern. Das sieht man auf Bild 15, wo die Bodenwichte in den vier Spuren
fur verschiedene Schlupfwerte gemessen dargestellt ist.

Bild 15. Bodenwichte, gemessen in den vier Spuren, wenn G = 900 kp, Boden gewalzt, und
Feuchtigkeit 16,5% (1 gezogen; 2 15% Schlupf, 3 50% Schlupf) [7]

Bild 16. Wirkungsgrad der Kraftibertragung in Abh&ngigkeit vom KraftschluRBbeiwert beim
mehrmaligen Uberfahren einer Spur (G = 900 kp, Boden gewalzt, Feuchtigkeit 16,5%) [7]

Der Wirkungsgrad der Kraftibertragung in Abhéngigkeit vom Kraft-
schluBbeiwert und Spur ist im Bild 16 dargestellt. Der Wirkungsgrad der
ersten Spur ist verhdltnismé&Rig schlecht, in dem verdichteten Boden ist er
aber erheblich besser. Aus dem Bilde laBt sich weiterhin erkennen, dall das
Maximum des Wirkungsgrades in der ersten Spur bei héheren Schlupfwerten
liegt als in den weiteren Spuren. Daraus folgt, da es vorteilhaft ist die vor-
deren Réader mit etwas groRerem Schlupf laufen zu lassen als die hinteren
Réder.
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V1. SchluBfolgerungen

Fur die optimale Bereifung eines Schleppers sollen die folgenden Anfor-
derungen in Betracht gezogen werden.

a) Die Tragféhigkeit des Reifens muB auch bei 1 atld Innendruck
genitigend groR sein. Hier missen nicht nur das Eigengewicht, sondern auch
die moglichen Zusatzgewichte und Kraftiberlagerungen in Rechnung gezogen
werden.

b) Die Zugféhigkeit des Reifens soll unter den gegebenen Bodenverhdlt-
nissen die geplante Zugkraft sichern. Ein Voraussagen kann mit Hilfe der
Bilder 7 und 12 vorgenommen werden.

c) Die vom Reifen verursachte Bodenverdichtung soll nicht so hoch
sein, dall diese sich auf das Pflanzenwachstum schadlich auswirken kdnnte.
Hier sind auch gréRere Spurtiefen zu vermeiden. Zur Ld&ésung dieser Pro-
bleme kdénnen die Bilder 5, 7 und 9 behilflich sein.

d) Die Abmessungen des Reifens sollen den agrotechnischen Anforde-
rungen (Furchenbreite, Saatweite, Bodenfreiheit, Hang usw.) entsprechen.
Dabei konnen hier solche Anforderungen auftreten, die mit den unter a)
b) und c) genannten Anforderungen nicht Ubereinstimmen. Insbesondere hat
die Hangarbeit spezielle Anforderungen, die liier eingehend nicht besprochen
werden sollen.

Wie es aus den obengesagten hervorgeht, kénnen die verschiedenen
Anforderungen der Landwirtschaft durch Benutzung eines Reifentyps kaum
erfillt werden.
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Some Problems of the Tyre-Outfit of Agricultural Tractors with Special Reference to
Loose Soils. The bearing capacity of sands and freshly-tilled soils is pretty low, and therefore,
it would be desirable to use tyres of large volume that cause low surface pressure. A new
method has been established for the determination of the sinkage of the tyre into the soil
and of the mean pressure coming on the contact surface, provided that the properties of the
soil and the tyre are known. The mean value of the contact pressure characterizes the degree
of compaction of the soil. The applicability of saakjan's pressure-sinkage relationship has
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been confirmed, and the constant k may be employed as the characteristic of the soil. In
the case of driven-wheels the slip-sinkage depends, in the first place, on the load-carrying
capacity of the soil remaining in the rut of the wheel. Just because sand is only slightly
compacted under the load of the rolling wheel, the slip-sinkage under these conditions is sig-
nificantly higher than in soils with more cohesion and which had been loosened freshly.

HekoTopble BOMPOChbI MOAGOPA TPAKTOPHbIX LUMH, OCOGEHHO Ha pbixbix nousax ([-
LLuTKen). [py3onofbeMHOCTb MecuaHbIX W CBEXe BCMaxaHHbIX MOYB ANSBETCA Masioi,
BC/eACTBME 3TOF0 B TaKMX CAy4yasx LesecoobpasHo MCMoMb30BaTh LUMHLI C PA3BUTONM MoBepx-
HOCTbIO, OKasblBatolye Heb0/bLIoe MOBEPXHOCTHOE [AaBfieHne Ha nousy. PaspaboTaH HOBbIi
METOf, C MOMOLLbIO KOTOPOro MOXHO ONpede/UTb MOrPYXXeHWE LWWHbI B FPYHT U CpefjHee AaB-
NeHe, BO3HMKAIOLLEe Ha MOBEPXHOCTM KOHTAKTa, €C/IM M3BECTHbI MapamMeTpbl MoUBbl W LLUMHBI.
CpefHee [aBfieHMe, BO3HMKAlOLLEE HA MOBEPXHOCTM KOHTAKTa, SIB/ISETCS XapaKTepHbIM Ans
YNAOTHEHWS MoYBbI. MPYMEHMMOCTb 3aBMCUMOCTU IaBIeHUs 1 NorpyXxeHns CaaksiHa NOATBEPX-
[eHa, 1 urypmpyollas B 3aBUCMMOCTYM MOCTOSIHHAsA K MOXET 6bITb MCMO/Mb30BaHA B KauecTBe
napameTpa nouBbl. [orpyxxeHue BCreacTBMe 6YKCOBAaHUA B Cfyyae BefyllyX KOMeC 3aBUCUT
B MepBylo ouepeab OT MPY30MoAbeMHOCTM MoYUBbI, OCTaroLlelics B Konee. BcneacTeue Toro (akra,
YTO MECOK MPU KaueHUW Kosieca YMN/OTHAETCS TOMbKO He3HAuUnUTeNbHO, TO SIB/IEHWE MNorpy-
KeHUWe BCMeAcTBMe GYKCOBaHMS B JaHHOM Cllydae MpPOSIBAAETCA CUMbHee, YeM B cryyae 60.
nee CBA3aHHbIX MO CTPYKTYPE, HO MOHOCTbIO PaspbIX/IeHHbIX NOYB.
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ERGANZUNGEN ZUR GENAUEREN BERECHNUNG UES
DURCH FRASEN ERHAUTENEN SPANQUERSCHNITTES

B. FAZAKAS
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 4. Mai 1969]

In der vorliegenden Arbeit beschaftigt sich der Verfasser mit der Berechnung
des Spanquerschnittes. Nach einem gemeinsamen Prinzip wird die Bestimmung von
konstanten und verdnderlichen Spanquerschnitten, ferner von Spanquerschnitten mit
einfacher und komplexer Form behandelt. Es wird besonders auf das Gebiet der
genauen Berechnungsmethode eingegangen, bzw. es wird untersucht, in welchem Fall
man die Berechnung mit Vernachldssigungen durchfihren kann. Im Rahmen der
Spangestaltung beim Frasen werden Rechenmethoden fir die Spanlange besonders
analysiert und ihr Anwendungsgebiet bestimmt. Am SchluR der Arbeit zeigt der Ver-
fasser die Berechnung der GroRe des Spanquerschnittes, der beim schiefkantigen
Mantelfrésen entsteht, als die allgemeinste Bestimmung des Spanquerschnittes.

. Einleitung

Eines der wichtigsten Parameter beim Spanen bedeutet der Spanquer-
schnitt. Aufler der GroRe des Spanquerschnittes ist auch seine Gestalt und
seine Anderung ausschlaggebend. Die Anderung von GréBe und Form des
Spanquerschnittes entlang der Spanlédnge trifft man zum Beispiel beim
Frasen an.

Zur Einleitung sei der Verlauf von drei kennzeichnenden Spanquer-
schnitten und GrdBencharakteristiken des Drehens bei konstantem Span-
querschnitt untersucht (Bild 1). In allen drei Fé&llen ist die GroRe des Quer-
schnittes des abgetrennten Spans identisch, lediglich die Form ist verschieden.
Daher ergibt sich die Frage, ob es bei der Behandlung der Spanungsver-
héaltnisse zweckmalRig ist, die fir die Berechnung der GroRe der drei Quer-
schnitte gleicherweise geeigneten Kennzeichen: »Vorschub (e)v und »Schnit-
tiefe (f)« zu verwenden, oder ob es zweckdienlicher ist, fir die Beschreibung
der Erscheinungen andere Querschnitt-Parameter zu gebrauchen.

Bei der Untersuchung weiterer Parameter der Zerspanung findet man,
dal zur Beschreibung der auftretenden Erscheinungen die »Spanungsbreite
(D« und die »Spanungsdicke (h)« geeigneter sind, denn sie sind fir die Span-*

X * Technische Universitadt fir Schwerindustrie, Lehrstuhl fur Werkzeugmaschinen;
MISkOIC(U ngarn).
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formung charakteristischer als die vorher genannten GrdéRen, welche eher
Parameter der Einstellung von Werkzeugmaschinen bedeuten. Die Ein-
fihrung der Begriffe von Spanungsbreite und Spanungsdicke gestattet auch
die Bildung eines geeigneteren Zerspanungsmodells.

Fur die weiteren Ausfiihrungen sei vereinbart, dal unter dem Begriff
Spanungsbreite (1) die Spanabmessung verstanden wird, welche unmittelbar
entlang der Werkzeugschneide entsteht. lhre GréBe und Form wird auf die
Zerspanungs-Grundebene bezogen. Wie das Bild 1veranschaulicht, kann die
Schneidenform auch gekrimmt sein, somit ist auch die Spanungsbreite nicht
notwendigerweise eine Gerade.

Bild 1. Spanquerschnitte von verschiedener Form

Eine andere Abmessung, welche sich zur Kennzeichnung der Quer-
schnittgrofRe eignet, sei die Spanungsdicke (h). Wie aus dem Bild 1 hervor-
geht, kann die Spanungsdicke entlang der Spanungsbreite von konstantem
oder verdnderlichem Wert sein.

Zur Uberbriickung der in jedem Punkt der Spanungsbreite meRbaren
verdnderlichen Spanungsdicke sei der Begriff einer »mittleren Spanungs-
dicke (hk)« eingefuhrt, der durch folgende Beziehung definiert werden kann:

Der »theoretische Spanquerschnitt gd kann im allgemeinen aus tech-
nologischen Parametern oder aus Parametern der Werkzeugmaschinenein-
stellung bestimmt werden.
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I1. Untersuchung der Berechnungsmethoden

Nun untersuche man die Gestaltung der Kennzahlen im Fall eines
Spanquerschnittes, wie er auf Bild 2 dargestellt ist. Nach Bild 2 setzt sich
die Spanungshreite aus den Teilen

1— T-h "D 1at n

zusammen. Die Groéfe dieser Spanungsbreite kann unter Verwendung der
Werkzeug- und der technologischen Kennwerte bestimmt werden (Bedingung
f > r—rcos P)

_ /- r(lcosPhi)y [/ X

N —~~ : : rtan y
sin” sinX 0
2 = r-X,
13= rr
esin A
rtan
sin (pi+ t) 2

Bild 2. Berechnung der Spanungsbreite

Aus dem Bild 2 kénnen die Werte von 4, 12 und ZB unmittelbar bestimmt
werden, wogegen der Wert Z sich indirekt, unter Verwendung von Z ergibt.

In einigen Fé&llen taucht die Frage auf, ob es notwendig ist, den Wert
der Spanungsbreite bzw. der Spanungsdicke mit dieser zusammengesetzten
Formel zu berechnen, oder ob man Vereinfachungen einfiihren kann. Fir den
Fall des Schruppens sei hier Tafel | vorgefihrt.
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Es ist ersichtlich, daR die Abweichungen verdnderlich sind. In der
Zerspanungpraxis kann man Abweichungen von 15—20% noch zulassen,
denn die Bestimmung der tUbrigen Parameter, z. B. der Stoffkennwerte kann
ebenfalls nicht genauer erfolgen. Bei Versuchen hzw. bei Forschungsarbeiten
kann man naturgemdR Vereinfachungen nur in geringerem MalR einfiihren.

Bisher wurde die Anderung der Spanungsdicke entlang der Spanungs-
breite behandelt, und die Untersuchung wurde im leichter ubersichtlichen

Tafel 1

Vereinfachungen fir den Fall des Schruppens

o B I hi—hi
l=rit  r=Q- 7 10 « oy oo
(mm] (mm] 4 (mm] [mm] 24
fl = 5 mm 8,62 7,07 + 18 0,695 0849  —222
e, 1,2 mm/U
/2=1 mm
2,96 1,51 +52.4 0,405 0,849 -109,2
ex= 1,2 mm/(J
fi— 5 mm
7.87 7,07 + 1015 00762 00849 -11.,4

e2= 0,12 mm/lJ

Bemerkung: r = 2 mm, y. = 45° T — 15",

Fall des Drehens durchgefihrt. In der Einleitung wurde bereits festgestellt,
daBR beim Frdsen auch entlang der Spanldnge (wéhrend sich der Fréser dreht)
die Spanungsdicke, eventuell auch die Spanungsbreite, sich verdndert. Im
Interesse der Ubersichtlichkeit wird bei der Untersuchung der Fall beobachtet,
bei dem mit einem Walzenfraser sog. Walzenfrdsen ausgefiuhrt wird. Einen
fir diesen Fall charakteristischen Span sieht man auf Bild 3. Die zerspanende
Hauptbewegung des Werkzeugs ist eine Drehbewegung, die Kante AC des
Spanes ist also die Spanldnge, der Spanquerschnitt ist also senkrecht zur
Kante AC- Beim Walzenfrdsen beginnt das Werkzeug mit dem Spanabheben
entlang der Geraden AB- Hierbei ist der Spanquerschnitt

gA = b-hA 0.
denn die Spanungsdicke ist am Anfang gleich Null. Die Schneide des Fréasers
bewegt sich dem Bogen AC entlang. Die Zunahme der Spanungsdicke ist links

oben im Bild 3 deutlich zu sehen. Ihre Grdfe ist mit guter Anndherung

hx = 1, sin (.
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Zur Untersuchung der Verhéltnisse bendtigt man im allgemeinen eine
mittlere Spanungsdicke. Diese kann anhand des Bildes 3 aus der Beziehung

bestimmt werden. Diese mittlere Spanungsdicke bedeutet einen Durchschnitt
entlang der Spanldange, wogegen der Fall, der im Zusammenhang mit einem
Beispiel aus dem Gebiet des Drehens behandelt wurde, auf die Anderung

Bild 3 Spanbildung beim Frésen

entlang der Spanungsbreite hinweist. Bei der Bearbeitung mit einem Profil-
fraser oder einem schiefkantigen Fréser sind beide Erscheinungen zu gleicher
Zeit vorhanden.

Aus der vorigen Beziehung wird daher die mittlere Spanungsdicke
entlang der Spanlénge

Beim Frasen ergibt sich die Spanlange aus der Bewegung der Schneid-
kante auf einer zykloidalen Bahn. Die zur Berechnung erforderliche Bogen-
lange (Bild 4) betragt

i = HEllldX 2+Rg¥. of

[dtp
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wo die Parametergleichung der Kurve
x = a<p-f-csinp,

y = c— ccos q
ist. Setzt man die Kurvengleichung ein, so erhdlt man

4ac .
1 sin-
(o+ ¢c)2

Bild 4. Berechnung der Frasbogenlange

Ersetzt man die zykloidalen Parameter der Kurve durch die Parameter
des Frédsens (s. Bild 4), so erhdlt man folgenden Ausdruck:

finDel z i
(Dti-Ferr)2

Dieses Integral ist ein elliptisches Integral zweiten Grades, denn der Multi-
plikator von sin2cfil2 f&llt zwischen die Grenzen

4T Derr
0<

(D.-r+ e, r)2"

Die Bogenldnge kann daher berechnet werden:
a) mit Hilfe einer elliptischen Integrale enthaltende Tabelle;
b) nach Kl—y2 entwickelt und gliedweise integriert; oder unter gege-
benen Verhaltnissen;

¢) die Kurve wird durch ihren Schmiegungskreis ersetzt, wobei dessen
Bogenldnge mit Hilfe der Elementargeometrie gefunden wird.
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Die Berechnung sei erneut fur einen konkreten Fall durchgefihrt, wenn
z.B. D= 50 mm; z 12; = 0,056 mm/Zahn; qu= 0; q = 30° Im ersten
Fall ergibt sich der Wert der Bogenldnge aus Tafel | zu

i = 13,140 mm;
es ist namlich
4 eq 50 «0,05 *12

1,53- 10“-.
(50-71+0,05-12)-

Im zweiten Fall mittels Reihenentwicklung ist

)4 ez r 1 1 k-sin- ((/2) 1 k*sin4(f//2)
1 5. 1 2 1.2 4
1-3 kusinn(ql2) '1d g
1-2-4 6 2

und gliedweise integriert:

k- 1 k' 16
D+ ©JL 4 - sin — -
12 2 (I 4 8 (32
8 1 k« 30 45
_ 7 " sin2q\ sing +
32 32 16 19295 192

1 .
9. oti fi &l 3 o
192 192 2

Da k- <$ 1, wird die Reihe schnell konvergent. Es kann nachgewiesen
werden, daR man fir Berechnungen bei der Zerspanung noch ausreichende
Genauigkeit erhélt, wenn ein Glied oder hdchstens zwei Glieder beriicksichtigt
werden. Im gegebenen Fall ist die Bogenldnge

LL = 13,139 mm

und zuletzt, wenn man die Zykloide durch ihren Schmiegungskreis — d.h.
mit dem Schmiegungskreis des Frdsers — ersetzt, so wird
o = — = 13,089 mm.
12

Aus den drei Endergebnissen ist zu ersehen, dall es in der Zerspanungs-
praxis ausreicht, wenn die Zykloide durch ihren Schmiegungskreis ersetzt
wird. Auch in dem Fall ergibt die Substitution durch den Schmiegungskreis
des Frdsers eine ausreichende Genauigkeit, wenn der Spanwinkel 180° betrdgt.
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In Kenntnis der Bogenldnge beim Fré&sern ergibt sich die mittlere
Spannungsdicke zu
2 e,

D m2-n
oder anhand der angendherten geometrischen Beziehung gemdR Bild 5 ist

die Anderung der Spanungsdicke:

hx:e,sin<fx:2e1IfX A
] D-

Die maximale Spanungsdicke ist bei fx —f

) A

max Dl

und nimmt man an, dafl die mittlere Spanungsdicke die Halfte der maximalen
Dicke ausmacht, dann ist

h-i — A

Wenn in der Zerspanungspraxis 1) / ist, so kann man die N&herungs-
beziehung

¥al
2
anwenden. So wird

e1sin .
0 — ® sm—-é- = e A
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Die Anderung der mittleren Spanungsdicke, welche mittels der drei
Methoden berechnet werden kann — im Fall des Einheitsvorschubes — ist
im Funktions-Bild 6 und 7 zu sehen. Auf Bild 6 kommt die Anderung der
mittleren Spanungsdicke in der Funktion f/D vor, wogegen im Bild 7 als
unabhéngige Variable @ gewdhlt wurde. Auf Bild 8, bzw. 9 sieht man die
Abweichung im Verhdltnis zu hkl .

Bild 6. Vergleich der nach verschiedenen Methoden berechneten Spanungsdicke in
Abhangigkeit von f/D

Wenn man bei der Berechnung von hk im Vergleich zu hkl eine Abwei-
chung von 5% zul&BRt, so kann man bei der Beziehung von hk2 bis @ss! 45°,
bzw. mit f/D sB 0,15, wogegen hei der Beziehung hk3 bis @B 60°, bzw. mit
f/D aB 0,25 Verhaltnis rechnen.

Anhand der obigen Ausfuhrungen wird beim Frésen mit einem gerad-
zahnigen Frédser an der Stelle x der durch einen Zahn abgetrennte Span-
querschnitt:

gx = bmhx = b mel sin 9x.

Die GroBe des mittleren Spanquerschnittes kann man aus der Be-
ziehung:
Cmitti. = BmK = b elsin gk

bestimmen, wogegen der maximale, durch einen Zahn abgetrennte Span-
querschnitt sich zu

2max = ""rmax — b eel (sin ¢)max
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fiild 7. Vergleich der nach verschiedenen Methoden berechneten Spanungsdicke in
Abhé&ngigkeit von ff

Bild 8. Abweichung der nach verschiedenen Methoden berechneten Spanungsdickeu
in Abhéangigkeit von f/D

ergibt. Wenn gleichzeitig mehrere Z&hne zerspanen, so ist

4 »
Vs. N % JEDb '«rsin fl «
=1 1=1
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Bei der Summierung bedeutet die Verbindungszahl ip die Anzahl der
an der Bogenldnge des Frédsens (entlang der Spanlédnge) im Mittel gleich-
zeitig arbeitenden Zdhne, d.h.

Bild 9. Abweichung der nach verschiedenen Methoden berechneten Spanungsdicken in
Abhé&ngigkeit von mp

wo i die Fras-Bogenlange,
t die Zahnteilung am Fréaserumfang,
(p der Frés-Bogenwinkel.
6 die Zahnteilung des Frésers

bedeuten.

Es soll z.B. mit einem Fraser von D = 50 mm und mit der Zahnezahl s = 12, bei
einer Zugabe von 5 mm, und mit einem Vorschub pro Zahn G = 0.05 mm/Zahn zerspant
werden. Frasbreite sei b = 60 mm. Die Frage lautet, wie groB ist der maximale Spanquer-
schnitt ?

Der maximale Winkel der Spanabtrennung ist

D 2/ 50 2-5
n

CoOSW = 8,0
und
Tmax — 37 .
Die Zalmteiliing des Frésers betragt
360 360
= 30°.
12
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Beim Frasen ist das durchschnittliche Eingriffverhéltnis

37 19
"»'w«.= 30 = 1'23

beziehungsweise die groRte Zahl ist

Y= 2.
Bei der Bearbeitung ist die maximale Grenzstellung der Z&hne
VvV, = 37°
bezw.
Pr = T° .

Der zur gleichen Zeit zum Abtrennen gelangende Spanungsquerschnitt:

Sges. max = b ee, } Vl(sin <H)TBX= 60 «0,05(0,603+0,122) = 2,175 mm5:

Beim schrédgverzahnten Frdser dndert sich die vorher behandelte Span-
abtrennung; im vorigen Fall ist ndmlich die Spanungslage der Schneide in
voller Breite des Frésers identisch, beim schrdggezahnten Fréser ist sie
dagegen entlang der Schneide in jedem Punkt verschieden. Diesem Umstand
Rechnung tragend, ist auf Bild 10, unter Bertcksichtigung der Schneidkante,
die Darstellung erfolgt; in der Draufsicht ist der Bogen abgewickelt zu sehen.

Jeder Punkt des zerspanenden Frdserzahns mufR im Verlauf der Bear-
beitung eine Drehung von <max ausfuhren. Im gegebenen Fall wird die Lage
des Frdszahnes von den Winkeln gein und <qeus bestimmt. Die an der Zerspa-
nung teilnehmende Schneidkante arbeitet Uber eine Bogenldnge, welche dem
Drehwinkcl

<P = faus ‘'Pein

entspricht. Die im Eingriff stehende volle Schneidenldnge betréagt
u
sin J1

Der zur Elementarldnge der Schneide gehdrende Spanquerschnitt, in
Abhéngigkeit von cp, ist

dq = dl «lir —— d(f mc, Siny COSA = e —— sin cpo< .
2 sin4d 2tan A

Nach g bzw. pintegriert erhdlt man den augenblicklichen, durch eine Schneide
abgetrennten Spanquerschnitt:

Dee, (*™» . . i m, .
- sin q -dip = — (cos qEIn- cos qaus) .
2tan N1J\&n 2tan/.
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Wenn zu gleicher Zeit nicht ein Zahn, sondern mehrere Z&hne im
Eingriff stehen, dann ist

6-e,

2, (cos gs,ein- C€OS <axts) .
2tan 51 fry (€08 Gl Fiads)

4ges.

Bild 10. Berechnung des Spanungsquerschnitts beim spiralverzahnten Walzenfréser
(1 abgewickeltes Werkstick, 2 Schneidkante, 3 abgewickelter Mantel des Frasers)

Beim Frésen mit einem schridgverzahnten Fréser hat man das Eingriff-
verhé&ltnis sinngem&R zu deuten, die Berlihrungsflache vergréBert sich ndmlich
und nimmt den Wert

D/2 ¢-f- btan 4

an, wie dies aus Bild 10 zu entnehmen ist. Demnach betrdgt das Eingriff"
Verhéltnis

D )
—-(p-\-b tan 4 -—l-J--(p
btan A [f bw man A

D DA O D en

Damit kamen wir bei einer Spansorte an, welche als die allgemeinste anzu-
sehen ist, und die bei der Anwendung eines schrdgverzahnten Walzenfrasers
entsteht. Ohne einen zahlenmé&Rigen Nachweis kann man feststellen, dal

Acta Techniea Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



380 B. FAZAKAS

man in der Zerspanungspraxis bei der Berechnung des Spanquerschnittes
gewisse Anndherungen verwenden kann, denn im Endergebnis befindet
sich die Abweichung in jedem Fall innerhalb der beim Zerspannen zuldssigen
Fehlergrenze.
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Contribution to a More Precise Method of Finding the Cross-Section Area of a Chip
Milling. Author deals with a method for computing the cross-section area of chips. For the
determination of this area a common principle is applied, whether the cross-section is constant
or changing with time, be it a simple or a complex one. The question of precise calculation
is equally analyzed and the investigation is extended to cases when some neglection might
be judged to be justified. In examining chip formation during milling special care is given
to expound methods for calculating the length of chips and to state the limits of application.
Finally, a general example is presented by showing how to determine the cross-section area
of chips obtained by means of a slabbing cutter having spiral edges.

[JOMONMHEHMS! K YTOUHEHWIO pacyeTa ceyeHust CTPYXKKK, nosydaemMoli npu (pesepoBaHmm
(B. ®azakawl). B gaHHoli pa6oTe aBTOP 3aHUMAETCA PacyeTOM CeueHUst CTPYXXKU. Ha ocHose
06LLero npuHUMNa paccmaTpuBaeTcsi onpedeneHVe NPOCTOr0 U C/0XKHOIo Mo (opMe CeuyeHus
CTPYXXKW, HEM3MEHHO 1 NepemMeHHO Bo BpemeHW. Oco6oe BHUMaHMWe YaenseTcsl BOnpocy npu-
MEHEHUS TOUHOM METOAMKM pacueTa, a TaKXKe WCCMedyeTcs, B KaKMX Cyn4asix pacyeT MOXHO
Npov3BoAnTL C MpeHebpexxeHUaMU. B 061acT (hopMUPOBaHUA CTPYXKKWU NpU (pe3epoBaHnm
aHaNM3MPYTCA METOAMKI pacyeTa A/IMHbI CTPYXKW 1 ONpeensitoTcs 06/1acTi UX NPUMEHEHWS.
B 3ak/toueHMe aBTOP MOKa3bIBAaeT pacyeT pasMepa CeyeHUsl CTPYXKKK, obpasytolleiics npu uy-
NHAPUYECKOM (hpe3epoBaHnm, KakK Han6onee 06LLMiA BapyaHT OMpeaeNieHnst CeUeHUs CTPYXKM.
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ESTIMATIONS OF DISTRIBUTION AND DENSITY
FUNCTIONS AND THEIR APPUICATIONS IN THE
MANAGEMENT OF WATER RESOURCES

M. DOMOKOS*

[Manuscript received: March, 20 1969

Owing to the widespread adoption of the management of water resources, the
hydrological applications of the characterizations of the probability distribution has
suddenly grown in significance. Consequently knowledge is required for the basic con-
cepts and theorems of the theory of probability concerning the estimates of the distri-
bution and density functions wich in short are expounded in this study. The motives
for the application of the fitting distribution functions are examined and the expe-
riences to be utilized in this field are reported. In the scope of the study made at the
Research Institute for Water Resources Development, Budapest, the parameters of
the normal, lognormal and gamma distribution functions of the daily discharges
of 15 observation profiles are calculated for every month with maximum likelihood
estimation and with the aid of a computer.

1. Significance of the characterization of distributions in the
management of water resources

It is well known that the water requirement of mankind — first of all
owing to the rapid industrialization, the more and more intensive agricultural
economy and urbanization — rapidly increased, but at the same time the pollu-

tion of the water resources also showed an upward tendency. This process is
still continuing in our days, and according to technical-economic estimations,
it will steadily progress alsoin the future. Water is no longer a free commodity:
systematic management of water resources is of vital significance. That is
why a new scope of activity developed: management of water resources.

The management of water resources is a branch function of water conserv-
ancy: itincludes those scientific, technical, economic and managerial problems
the purposes of which are:

1. accounting,

2. comparison in a water economy balance and

3. coordination
of the water resources and water supply of the human society. The coordina-
tion is realized partly by modifying the natural time and areal distribution of

* Research Institute for Water Resources Development, Department of Water Resour-
ces Management, Kerékgyarté u. 97, Budapest XI1V. (Hungary).
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water resources and protection of their quality, partly by systematically con-
trolling the water requirements [18].

The general adoption of the systematic management of water resources
is necessary in regions where satisfying water requirements, if only temporarily,
encounters great difficulties. Also Hungary is counted among these terri-
tories [17].

The principal means of the realization of the rational management of
water resources is the water economy balance or shortly: water balance. This
is the accounting and comparising in some system of the quantitative indices
of the water resources (utilizable in a given period) of a water development unitl
as well as of the water demands of human society on this resources. Ac-
counting and balancing the quantity indices are referred to as quantity side,
and those of the quality indices as quality side of the water balance. In gener-
al, only the two sides together constitute a water balance of full value.

The general mathematical model ofthe quantity side of the water balance
is the function 11]:

Yy = y(SKE, t), fa(E, t), m .., f.(E,t) = y(E,t), fa, ter) (1)
where y = index-number of the water balance;
£i (i= 1,2,...n) = water balance element;

E unit of water conservancy;

§ specified system of the unit of water conservancy;

t — time, and finally

T = period of reference of the water balance which may be a specified term or an ideal
period considered as representative from the viewpoint of the management of water
resources.

The definition of water balance elements is more or less arbitrary; their
selection depends mostly on the purpose and system ofthe given water balance.
In the Hungarian practice ofthe management of water resources one of the pre-
ferred elements of the water balance is always the natural water resources,
that is, in the given unit of water conservancy the water supply furnished by
the natural terrestrial circulation of water per unit oftime which we well denote
in the following by = Q. Besides, one usually distinguishes the following
elements of the water balance (i = 2,3,...,n): water reserve to be left
in the bed, surplus reserve in storage reservoir, surplus water reserve gained
from the sewage and used waters, water supply yielded to other units of water
conservancy and received from them, finally, water demands of various water
consumer groups (water supply of the inhabitants, industry, irrigation, pisci-
culture, etc.).

Grouping the water balance elements into two categories and appro-
priately combining them we obtain the water balance arms: the functions of

1 The water development unit is a part of the surface or the crust of the earth suitably
confined from the point of view of water resource management.
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the utilizable water resources K = K(E,t) and water demands | — I(E, t).

is thus meaning always the element of the utilizable water resources,
conversely, the proper place for the rest of the water balance elements is not
so definite. Therefore, it can be written down as:

K(E, t) = K("(E, 1), £a(E, t),ii2(E, t), ..., Sik(E, t))
I(E, t) = I($j21(E, t), [yAE, i)..., £ji(E, 1)),
(k+1 =n—1) (2)
wherein by £2 ..., the components of non-natural origin of the
utilizable water resources and by [jj, $j2, ..., I;,the components of water demand

are denoted. Using them, the quantity side of the water balance may be writ-

ten as
y(E. ) = y(K(E, 1), LLE, 1)), (E&, t€T). (3)

One of the water balance indices being defined by itself, is the function
yu(E,t) = K(E,t) I(E,t), (EOQ,tET) 4)

which, where positive, is referred to as free water resources, where negative,
as water shortage.

The result of the water balance is a judgement called qualification of the
ivater balance. This is a statement declaring whether the water balance is
active, passive or in equilibrium.

The meaning of this qualification will not he detailed here; simply said,
the water balance is active if the utilizable water resources of the unit of water
conservancy has, to a certain probability, a larger free part than a specified
quantity. The water balance is passive, if the water demand of the unit of
water conservancy may be satisfied with a certain probability in a smaller
extent than a certain quantity. The water balance is in equilibrium, if a water
shortage quantity which is to be expected with a certain probability or the
free water reserve are smaller than a specified quantity.

The qualification made on the basis of the water balance is followed by
the decision of the planning of management of water resources, that is, meas-
ures of the operative management of water resources. Their purpose is the
suitable utilization of the free water resources in case of an active water
balance, the economic elimination of the water shortage in case of a passive
water balance, finally, the stabilization of the equilibrium in case of an
equilibrium in the water balance.

The equation describing the general water balance should be solved
with the aid of simulation [25]. The solution will not be detailed here, partly,
because is was not yet used in Hungary.
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In every day practice of the management of water resources, from the
general model described by [1] different water balances will be produced by
certain simplifications. These simplifications consist in that the first or the
second of E or t or both of them will be fixed.

One of the simplest and therefore the most frequently applied variation
of the water balance is as follows: Be $ = EO0 the drainage basin ordinated
to a given profile of a water course and T such a period, wherein with
the exception of the natural water supply = Q all the water balance ele-
ments I/ (i = 2,3, ... ,n), further the resulting tolerance of water shortage d2
of the consumers in the drainage basin EOQ, may with a tolerable neglection
be considered as constant, that is, [,(t) = = constant (i= 2,3,...,n, tET)
and §(t) = 0 = constant (tET).

This neglection is permissible because the time function d(t) has also
theoretically a trendlike, a periodical and a random component. As a matter
of course,this latter component being a characteristic determined by econom-
ical decisions will be ignored.The value of the trend-like component concom-
itant withthe development of the management of water resources is always pre-
pared for a particular situation, wherefrom we assume that it (theoretically)
lasts for an infinite length of time, thus neither does m&change its value in
a trendlike way during this period. Finally the remaining periodical function
&{t) will be replaced by a periodical step function when the reference period T
may be selected as the combination of equal parts of periods recurring (annu-
ally), not directly adjoining, wherein the value of the tolerance of water
shortage d is constant.

Let us denote the distribution function of the water balance element

= Q relating to T, by F(x), that is,

F(x) — P(£ft) < x) (5
and assuming that we know the estimation
d(*)~1 F(x) P{LW >x) (6)

of the function 1 — F(x)- Let us name the symbol d durability [2] and denote
the value x associated with the ordinate d in the function d(x) with

Then, the water-balance index according to (4) relating to the unit of
management of water resources E0 and to the period T0O may be written as

yil1™*’ f/lt eh, mAu) I (Sjii <j2» ib
2 The tolerance of water shortage of a water user related to a period T is the number
i) (0~ # < 1) which defines that the user — in an average of a great number of repetitions

of the period T — at most in what part of the whole period may tolerate a water supply less
than his water demand in such a way that his functional and economic operation may still be
continued [18]. It is assumed that the tolerance in water shortage of the users of a unit of
management of water resources has one and the same resulting value.
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which can also be written in the form

7 - 4k ey (Hl= b1, (1)

because we assumed that the water balance elements are at TO constant.

The other plausible definition of the water-balance index is as follows
in a particular case:

Let the water-balance now be built up as

KE PrAg .. gy n o o o ik
and similarly

Ty — P e Bty
Let further he

d(y)"P (K (*Su” h, &))" V) = P(f, > Y (enh+Elt+. *otl/*))-

Let finally be d' and d" two numbers chosen according to the practical view-
points of the management of water resources in respect to which it is true that

O<rf<lI &<.d"< L
The index of the water-balance is

2= d(j)U T , -etgle

The qualification of the water-balance is active if

72 > dv,
is in equilibrium if
d’< y.,<d"
and passive if
Yi"7d'm

In connection with the principal means of work, the water-balance,
by the preceding considerations it has only been attempted to prove that with
the necessary development and generalization of the water resources man-
agement the significance of hydrological application of the probability character-
ization of the distribution rapidly increased. Therefore, for civil engineers
engaged in hydrology and management of water resources it is time to thor-
oughly recognize the probability bases of the description of distribution,
to revise some ofthe concepts and methods more or less perfunctorily borrowed
from the mathematical statistics applied often fetishized in a routinish way
in hydrology.

This paper is, with regard to the preceding considerations, intended to
summarize the basic knowledges, theorems and significance relating to the
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distribution and density functions playing an important role in the manage-
ment of water resources as well as an expression of some connecting ideas
and experiences. First of all the most important basic knowledges of the theory
of probability, indispensable in the treating of distribution and density func-
tions will be discussed. In the next chapter some problems connected with
the estimation of the distribution and density functions will be dealt with.
Finally, the reasons and conditions of the application of the so-called fitting
distribution functions will be discussed.

2. Elements of the theory of probability

In this chapter the most important of the theory of probability (and
those of mathematical statistics) applied in Chapter 3 and 4 will be shortly
recapitulated [6], [7].

A) Probability field

In the Kolmogorov’s axiomatic structure of the theory of probability
we assume to be a given a-algebra isomorph with a Boolean o-algebra of
events. On this er-algebra a normed measure is defined which we refer to as
probability.

Thus, the Kolmogorov-structure of the theory of probability is based
on the following axioms.

I. Anon-empty set Q, the space of events is given. The elements of Q
are called elementary events and denoted with e: m£Q.

Il. An algebra afl of the subsets of Q is defined; the sets A belonging
to oi are called events.

I1l. oA is cr-algebra, that is, if

AkfodA(k=1,2,...), then V AKE ad.
k=1
IV. To each of the elements of ad a number 0 <[ P(A) <71 is coordi-
nated which is called the probability of the event A.

V. P(Q) = 1.
YI. If Av A2, ... is a pairwise disjoint, finite or countably infinite
series of sets belonging to ¢, then

P(ALf-A2-\-.. ,-\-An-f. ..) = P(AL-{-P(AQ)-\-...4-P(An)-\-. ..

If on the afd cr-algebra of the subsets of a set afd a set-function P(A) is
defined and the axioms | —VI are fulfilled, then we have to deal with Kolmo-
gorov’s field of probability, the designation of which is: (Q, o, P)-
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B) Random variable

A real function of the form | = |(co), defined on U, all the niveau
sets of which are the elements of afl, is called random variable. (By niveau sets
of I = !(co) the Ax sets, defined by the inequality £(co) <C x is meant, where

* is an arbitrary real number.)
The random variables £ and rj are independent if for every real number x
and y if it is true that

P(l<x, rf<y) = P(E<x)P{r] <ij).
The random variables £j, |2, ..., |s are independent if

Pel<xih < xn wam,£,<xn); P(e1<xi) P(E>< xi), mm-, P{En < xn) (8)

is fulfilled.
C) Distribution function

The function F(x) = P(AX) = jP(£ <[ xX) is referred to as the distribution
function of the random variable |. It is evident that the distribution function
defined in this way, is nondecreasing, from the left-hand side continuous
function, the limit value of which in —oo is zero, and in -j-oo is 1. The distri-
bution function F(x) can often be written in the more usual form F(Xx; &)
where & — (#15%$2, . .., (0) is the so-called parameter vector and T1iERk where
Rk is the space of /l-dimension of the parameters.

The concept of the distribution function may also be generalized to the
random vector-variables. By a random vector-variable rn — (|x |2 ., ., |n)
of re-dimensions such a vector of n-dimensions is meant, all the components
of which are random variables defined on the same probability field (U, af, P).
The joint distribution function of the vector variable Yjn, or in other words
the random variables |15]2 ..., is

P{XV XT> +me1Xn) = P(£1 £%~ X2’ «'»En "CXri)m

D) Density function

In the theorems to be discussed later on, the absolutely continuous distri-
bution function obtains a significant role.3 If F(x) is absolutely continuous, then

3 The function F(x) is called absolutely continuous if to an arbitrary positive number
£ a number a > 0 can be found so that for every disjoint interval system (ak, bk) (k = 1, 2,
..., N ak < bf) for which
n
(bit - «*) < 0
k=1
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letf(x) = F'(x). If F'(x) does not exist at a point, then f(x) will not be defined
there; however, these points make np a set of zero measure. The function/(x)

is called the density function of f. From the properties of the distribution
function follows that f(x) 0 and

I /(99() dx 1.
o©

J —

E) Mean value

If the distribution function of the random variable | is F(x), then its
mean value M(£) is defined by the Lebesgue —Stieltjes integral

M () xdF (x),
provided it exists.
Similarly, the mean value of a function x (|j, |2 ..., £,) of the random
variables |2, ... is
*A19 . ~rw/6)d F (XAXZ e [ AT1)9
where F (xv x2, ..., xn) is the joint distribution function.

If F(x) is absolutely continuous and we denote the density function
of 1 by f(x), then

M($)= |  xf(x)dx.

F) Variance
The variance jD2(|) of the random variable | will be defined as
Bu) I M(6)14F (x).
J —®

If F(x) is absolutely continuous and F'(x) = f(x), then

i>4;) J [* M(£)Yf(x)dx.

will be fulfilled, the inequality

n
Y F(bk) F(akl < £
k=1
is true. Every absolutely continuous function can almost everywhere be differentiated
and is equal with the integral taken from — oo to x of its derivated function [6].
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G) Statistic sample

By statistic sample (shortly: sample) the result of observations (tests,
measurements) relating to a random variable is meant. The sample elements
|2,...,|n are random variables. A substantial requirement is that each
of the observations should really relate to the random variable in question,
i.e., the sample should be representative.

HJ Statistics

A measurable function4 of the sample elements is called statistics. Con-
sequently statistics itself is a random variable.

One of the statistics often used, taken in a more generalized sense,
which also plays a significant part in this paper, is the empirical distribution
function Fn(x), the definition of which is: If the elements of a sample are

£j, |2 ..., |n, then the empirical distribution function of the sample is
apg= 1 >, 9)
RN

This function is a monotonous nondecreasing, from the left-hand side con-
tinuous step function, the step points of which are at the values of the sample
elements

It can easily be recognized that if the elements of a set are independent
random variables of the same distribution pattern, then the durability curve
dn(x) [2] plotted from the elements of the set in a manner developed in practice
in the hydrology and management of water resources, and the empirical distri-
bution function F(x) established of the elements of the set are connected by
the relation

F,,x) = 1 dn(x) m

On the other hand, defining a statistics called “empirical densityfunction”
is not such a simple and consistent problem. Since the empirical distribution
function is a step function, no such statistics exists which would be in the
same relation with the empirical distribution function as the (theoretical)
density function is with the theoretical distribution function. In connection
with the theorem 3.3 in Chapter 3, after Parzen, we shall define a class of the
statistics, the elements of which possess certain properties demanded from the
empirical density function.

1in the theorems detailed in Chapter 4 we assume, in general, the existence of the
Borel-measurability of statistics. The function g(x) is Borel-measurable if the set defined by
the inequalityg(x) <eisin respect of every real c a Borel-set. Thus, for example, every contin-
uous function is Borel-measurable, because in case if g(x) is continuous, g(x) < cis an
open set.
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1) Estimation

Assuming that in order to estimate the unknown parameter vector
$ = (#], & ..., $k) of a distribution function having the form F(x; &) (¢ £ER*¥
of a random variable |, we use the sample of n elements £v | 2%+ e e «£n relating
to £. By estimating $ the establishment of such a statistic vector of fe-dimen-
sions

a= (a<daE@, ..., =), (*<>= «<">(E, fa, .. ) = 1,2,...,K)

is meant for all the components which satisfying particular requirements,
may replace the correspondent component of & that may be symbolized as
follows: *Uy(» , in) ~ (= 1,2,..., fc). Similarly, by generalizing
the concept of estimation, we may speak of the estimation of the distribution
function F(x) (or the density function f(x)) of a random variable by a function
Fn(x; |52 ...[,) (or /,0x; |2, ...,in)) on the whole scale of numbers
in a sense that the function Fn(x; i2,.. £n) (orfn(x; |52 ...,1,))is
almost at every value of x the estimation satisfying the above mentioned
requirements of correspondent ordinate of F(x) (or f(x)). (As a matter of
course, the estimation of the complete distribution and density functions
may have also an other interpretation, the discussion of which, however,
must here be omitted.)

It has been mentioned that in connection with the estimations some
specified requirements should be satisfied. In general, these requirements are
as follows.

1. Let the statistics a,, = xn(|15£2 ..., |n) he the unbiased estimation
of the parameter §. This means in the case of the estimation of parameters
that in respect to every d CR " it should be true that

+» 14 »
J *,,(*],xz‘ ...,Xn)dF(*r,]'l;Z, H e xn e = &,
where F(xv x2, ...,xn;d) is the common distribution function of the sample
elements |55]2 ..., £n. If by g(x) a distribution or density function is denoted,
and xn = gn(x; Jj, i2, ... ,in) is its estimation from the sample ix |2, ..., in

of nelementsinthe meaning above defined, that the requirement of the unbiased
estimation may be drafted as follows. Let for almost every x be

A [gn(xi fl« £21 *+*92n)] = g(x) m
A more moderate requirement than the unbiased estimation is the

requirement of the asymptotically unbiased estimation. This, by using the
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above notation, means the requirement a condition that

lim M[gn(x;f15BE, ..., £,)] = 9(x)

should for almost every x be fulfilled.
2. Dispersion of the estimation D(xn) should be the smallest possible.
3. Let xn be a consistent estimation, i.e., it should tend towards the real
value with the increase of n in some sense. In case of an estimation of distri-
bution and density functions as defined above, for example, the following inter-
pretation of the requirement of consistence is plausible: If g(x) denotes a

distribution or density function, and x,, = g,,(x; |155]2 ..., £,) is the estima-
tion of g(x) from the sample £x |2 ...,], of n elements, then for almost
every x

lim DI{gn) = lim M [gn{x\ x2, ..., £) g9(*)]2= 0.

Then g(x) is referred to as the consistent estimation in the mean square
value of g(x).

4. Should xn be sufficient statistics, i.e., it should comprise in respect
to {) most of the informations to be obtained from the sample elements.

J) Methods of estimating parameters

For the estimation by statistics of unknown parameters of the distri-
bution function of a random variable two basic methods have been developed

in practice.

1. The essence of the momentum method is as follows. Let the unknown
distribution function be F(x) = F(x; i72, . . ., die), and the required param-
eters: $2, ..., llk- We assume that the first k empirical moments
ealculated from the sample elements £- (i = 1,2, ...,n) are successively equal

to the corresponding moments of the theoretical distribution function F(x), i.e.,

—2££7 = xrdF (x;lv &2, ,or=12,..,,k.
n i=1 -«,
Solving this system of equations for -if, #2, . . ., dk, we obtain the esti-

mations of the required parameters.

The momentum method is relatively easy to treat and to perceive from
the engineering aspect. It has the shortcoming that its application is associated
with substantial loss of informations [20].

2. The outlines of the basic idea of the estimation of parameters based
on the principle of the maximum likelihood are as follows. We prescribe that
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the sampling result [Ee= X, i = 1, 2, ,nJ should fall with a maximal
probability in the n-dimension space just in the neighbourhood of the point
(Xy, x2, . .., xn). The solutions of the system of equations obtained from this
assumption are the estimations of the parameters &y.ér,.. #/,.

The principle of the maximum likelihood also leads — under sufficiently
general conditions — to “good” (asymptotically consistent) estimations [7],
therefore, it is more efficient than the momentum method [20]. Its disadvan-
tage is that also in the case of types of distribution being the most general
in the practice of hydrology and management of water resources (for example,
in the case of alognormal and gamma-distribution) it yields an implicit system
of equations which can only be solved with the aid of approximating methods.
On the other hand, for the estimation of the parameters of other types of
distribution (for example, Halphen-distribution) no maximum likelihood
equations have been worked out so far [20].

In the techniques of hydrology and management of water resources
many (in Section 4.12/B it will be exposed that unfortunately too many) types
of distribution functions are used. From among these, mainly for demonstrat-
ing those mentioned above of the estimation of parameters, the formulas of
the lognormal and the gamma-distribution will presented together with the
equations serving for the estimation oftheir parameters ofthe sample (|52 . ..
..., £,) consisting of n elements, satisfying the corresponding conditions.

a) Lognormal distribution

The equation of the lognormal distribution is as follows:

1 rx \ [log(f—*,)—m]2
F{x) = — e e -a- dt, xn<><; oo.
al\l2nJxo t X0

The parameters are: x0, m and a.
The system of equations for the estimation of the parameters with the
aid of the maximum likelihood method is:

1
m 2 log (£, t0),
n i=.
°2= - jz.n°g(h - x5 "i]5
! log (Ji xo0) .0
(T2
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b) Gamma-distribution (Pearson’s |11 distribution)

The distribution function is

F(x) -- -- ! (t x)kre m® dt,
to(fe) J X,
The parameters are xn, K and 2.

The system of equations for the estimation of the parameters with the
aid of the maximum likelihood method is

A tn

° 0 21:1|£t *0)
r 1 n

t >'logW ,
m 1= 1

1
>7-_ 1

K 1 n i=i Ij x0

Equations ofthe estimation of parameters with the aid of the momentum
method, by introducing the notation [4]:

1 n
ml = -
n =1
* 1 n
my =-_ >°([£, m)*
=1
* 1 n
m = - ; N
0 2r: (i/ b)
are as follows
>I_
= ml Q Vn 9c)~’
m.
*
X=2 _m2_
m*
*
mH
K= 4

3. Estimating the distribution and density functions

This chapter is, first of all, concerned with the basic theorem of the
mathematical statistics established by Grivenko. The possibility of estimation
for the distribution functions of basic significance is declared in respect to the
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management of water resources (see Chapter 1), therefore some remarks should
be made in connexion with its applicability to hydrology and management of
water resources. Subsequently, some theorems will be presented relating to the
estimation of density functions, this being interesting from the viewpoint
of the application in the management of tvater resources.

3.1. Glivenko’s theorem

Let the random variables be |[I5]|2 ...,|n the elements of a sample
taken from a statistical population of equally-distributed, independent random
variables; their common distribution function being F(x). The empirical
distribution function of the sample should be denoted by Fn(x).

Then, we have

P( lim sup  \F,,(x) P(a)] —0) = 1.

-°c<X <+ cc

The theorem is, for example, verified by Renyi [6].

Remark. Glivenko’s theorem which is justly considered as the basic
theorem of mathematical statistics declares that from a sufficiently great
sample an exhaustive information might be obtained with probability 1
for the distribution function F(x). Namely, the empirical distribution function
Fn(x) produced from the sample (|2 |2 ...,],) uniformly converges on the
whole scale of numbers towards the theoretical distribution function F(x)
if n, the number of the elements of the sample tends towards the infinite.

As a matter of fact, also in the hydrology and economy in water resources,
Glivenko’s theorem is applied more or less deliberately — when the prob-
ability P (] X) — 1 is estimated by the value

P(i>*)=1 F(x) ~ 1 - Fn(x) = dn(x),

where d, (x) is the ordinate of the durability curve at the place x. It is a differ-

ent question, to what extent the sample elements — for example, the daily
(mean) discharges — satisfy the condition of Glivenko’s theorem.

The uniformity of the elements of the sample is only an object, it is
aimed at to assure a really uniform distribution of the elements |2, ...,

of the sample. This, in practice, may commonly to a sufficient extent be assured
by the hydrological analysis of the sample elements. Lately, the uniformity
of the sample elements is also checked by mathematical-statistical methods
(for example, with the Kolmogorov—Smirnov-test) [4]. [8].

The independence of the discharge data used as sample cannot be assured,
in principle, in the management of water resources, owing to the following two
reasons:
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a) The (mean) discharges of the consecutively longer or shorter periods
are commonly not independent.

To explain this statement the following should be submitted for
measuring the independence of the statistical sample elements.

Let be the statistical sample {|(/k,)}"=1 where |(ZIt,) is the observed
value ofthe random variable | ofthe i-th ofthe consecutive periods /It,, At2. ..
..., Jtnof specified length. If £isof normal distribution, then for measuring the
independence of the sample elements |(/It,) the autocorrelation coefficient

Y, WAL ™ H1mAtr) W]

r-—- n (WA
M(S)Y

1=2

is used [21]. If r = 0, than the sample elements = |(/1t,) are non-correlated,
and if £ is of normal distribution, then, at the same time, they also are inde-
pendent, i.e., satisfying the condition (8). In the case of other distribution
patterns, commonly, from the non-correlatedness does not follow the inde-
pendence [7], nevertheless, it provides certain informations.

The mean discharges Q(Atj) of a water course of consecutive At, periods
are, according to experiences, non-correlated neither in case [20] if we choose
At, = 1 year. (The autocorrelation coefficient of the mean discharges of the
consecutive years falls, in general, in the region 0,2 < r < 0,4.) With the
decrease of the length of Ath as a matter of course, the value of r continues
to increase. But, from the viewpoint of the management in water resources
the assumption of a longer period than At, = 5 to 10 days may not be
permitted owing to the concomitant loss of information.

To sum up data mentioned in the foregoing: practically, it is impossible
to take a sample of independent elements relating to the discharges, because

the mean discharges of the longest periods At, permissible in the
management of water resources are strongly correlated,

neither in case if the above discharges were practically non-
correlated, the independence would be assured because, in general, the dischar-
ges aren’t of normal distribution.

This difficulty could be overcome by such a generalization of Glivenko’s
theorem which instead of the demand of full independence of the sample ele-
ments "would allow a certain reduced dependence which condition would, practi-
cally, already be satisfied by the discharge data. For example, in the case of
such time series of discharges which can be described with an ergodic
stationary stochastic process — since, in connection with such processes the
strong law of large numbers used in proving Glivenko’s theorem is also true
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[24] — the aforementioned difficulty relating to the estimation of the distri-
bution function of discharges does not exist any longer.

b) The factthat the random nature of sampling is excluded, this theoreti-
cally seems to be an insurmountable impediment. We should like to approach
such a theoretical distribution function F(x) which describes the discharge
distribution in a period T{— (tv 00). However, at the same time, sampling
istaking place from discharges observed in the limited period T2= (t,, t2) (i2<( 00).
Commonly, we need the distribution function F(x) for the prediction of the
discharge distribution to be expected in the future. We should know that for
establishing such a function F(x), considered to be true for Ty, takes place,
as a matter of course, in two steps: 1. we produce the F(x) distribution function
from the sample taken in the period T2; 2. on the basis of certain theoretical
and empirical considerations we assume a relation between F(x) and F(x),
and we produce F(x) from F(x) on the basis of this assumption. (In practice,
for lack of anything better, in most of the cases such an assumption as
F(x) = F(x) is to he adopted.)

After exposing Glivenko’s theorem of great importance in estimating
the distribution function we shall discuss the theorems concerning the esti-
mations ofthe density functions. The following general theorem was established

by Rosenblatt.

Theorem 3.2: A continuous density function has no unbiased estimation

Let |2,...,in be independent and equally distributed random vari-
ables; let their common density function f(y) be continuous. Let the Borel-
measurable function fn(y; |1512 e |I‘]) < 0 be an estimation of f(y). fnly,

fj, 12, ...,f,) that cannot be the unbiased estimation of f(y) [9].
Remark. The above theorem is also true in respect to such estimations
fn(y, |], Ca ey In) of the density function from which we do not wish to be

non-negative. For example, the assumption

f ., $n)]dy<™
Ja

would lead to the same conclusion, in respect to arbitrary values ofa, b (a <b),
i.e., to the conclusion that f(y) has no such unbiased f,(y; |5]2 ..., ],)
estimation which would satisfy this condition.

According to the theorem 3.2 the common density function f(y) of the
independent random variables |x |2 ..., In of equal distribution has no
unbiased estimation, i.e., on selecting the estimation of the density function
to be applied our requirement should be more restrained. Before detailing this
problem the way followed in the practice of data-processing of the hydrology
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and the management of water resources concerning the estimation of the density
functions of discharges should be revised.

The discharge is a non-negative random variable: | ~> 0, therefore, it is
sufficient to define the so-called empirical density function to the half-scale
[0, -b00)- Let |j, Jj, he a sample of n elements relating to the random
variable We take in a suitable way such a system of intervals the
elements Ej = [a,_I5a() of which, for example, are disjoint intervals, closed
from the lefthand side and open from the right-hand side and the combination
of which yields the half scale of numbers [0, -fco):

UE-= (0, +°0) , (10)

further, they satisfy the condition

0 < fi(Ej),

where p(f?,) = a- — ai-\ is the length of the interval Ej.
Let us denote by k/the number of the elements of the sample from which

li, 12, »««,sn fall into the interval E,-:

K,
I<k<n

Let further "“Ei(x) be the characteristic function of the interval

11, if
JO, if x"E/.

Then, the empirical density function of the random variable | produced
from the sample |j, |2, ..., is

K, .
' bEi(x). )
n /—f1j(Ej)

The function fn(x) defined above is a non-negative step function which also
possesses the other known property of the (theoretical) density function:

Tof e -1- n k, éE(X) dX _
(0]

n i2=| H(E,
1 m n-foc 7, | n h.
— 1 — dE(x)dx = — V —— aEi{x)dx = 1.
niJo ftE:) n f~i ii(Ei) j
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The disadvantage of the above estimation of the density function,
a very plausible form from the practical viewpoint, is that it also closely
depends on the manner of distribution defined by

Anyhow, in the practice of the dataprocessing in hydrology — for lack
of something better — this estimation of the density function is applied
almost exclusively. Moreover, usually neither the empirical distribution
function is strictly interpreted according to the definition (9), but according
to the formula

= ixf}y;
Fn(x) P Hy

(Evidently, also the function Fn(x) defined in this way, is a pure step function;
only its steps are not at the points of the sample elements |a, but at the limit
points a, of the intervals E,. It is also obvious, though this statement is of
heuristic character, that the more refined the division

of the scale of numbers, the more the function Fn(x) defined in the above
manner approaches the empirical distribution function, and the more the
statement of Glivenko’s theorem is true for itself, too.)

In the following another class of estimations of the distribution function
more appropriate for the mathematical analysis, after E. Parzen [10] should
be discussed. Since the theorem 3.2 excluded the possibility of the unbiased
estimation, it seems to be advisable to find such estimations fn{x) =
= fn(x;fj,|2...,[,) which satisfy the requirement of the asymptotical
unbiasedness, i.e., for which

lim M [fn(x)] = f(x)
FE

is true.
Let for this purpose |x |2 ...,]|, be equally distributed independent
random variables, the common distribution function of which

F(x) = P(i,<x) (=12 ....n)
is absolutely continuous. Therefore, they also possess a density function f(x),
in respect of which, by definition, the condition
F(*) = f f(t)dt
will be fulfilled.
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One of the plausible estimations off(x) could be

Fn(x+h Fn(x h
fro{x) ( )2h ( ) (12

where Fn(x) is the empirical distribution function of the sample, and h is an
appropriately selected positive number depending on n. It is also self-evident
that h = h(n) should be selected in such a way that

lim h{n) O
n-*00

should be fulfilled. The rapidity of the convergence ought to be defined too.

On the other hand, it is recommandable to analyse a much more general
class than that under (12) of the estimations of f(x). For the generalization
we introduce the weight function K(y):

kyy 470 (13)
0, if \y\>I.

By making use of this, the function f,,(x) according to (12) may be
written as

- X~ 14
dFn(y) o o (14)

Now we find the above mentioned generalized class of the asymptotically
unbiased estimations in the way that in the definition (14) we write in spite
of the function (13) another appropriate K(y) weight function. In the following
we shall investigate how to choose the functions h = h(n) and K(y) included

in the definition (14) that the function fn(x), by definition, should be the
asymptotically unbiased estimation of the density function f(x).

Theorem 3.3: A class of the asymptotically unbiased estimation
of the density function

The common distribution function F(x) of the equally distributed inde-
pendent random variables |15 £2 «++, in is absolutely continuous, their density
function is f(x). The notation of the empirical distribution function produced
from the sample of n elements serving for the estimation of F(x) be Fn(x).

Let h = h(n) be such a series of positive constants for which

lim h(n) 0 (15)
is fulfilled.
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Let K(y) finally be a function for which the following four conditions
should be fulfilled

sup \K(y)\ < co , (16)
—XL<x< + @
_
I [K(j)ldj<oo, a7)
J -
lim \yK(y)\ = 0, (18)
y~oo
I KMdy 1 (19)
Then, the function
XY 4k
h(n) (y)

is an asymptotically unbiased estimation of f(x) at its points of continuity,
i.e., for all of the points of x of continuity holds that

lim M [fn(x)] =/(-*).

This is, in essence, the simple consequence of a theorem established by
Bochner [11].

The weight functions satisfying the conditions (16), (17), (18) and (19)

may easily be produced. Such are — besides those defined under (13) — for
example,

K(y) = 2}¥nexp( lyl;
1
K(y) ¢ ( 1r72i) ete-

The following theorem provides conditions for the consistency of the
estimations (14) [10].

Theorem 3.4: On the consistency of the estimations
of density functions

By using the notation of theorem 3.3, and taking into account its condi-
tions, further, if the series of the constants h = h(n) also satisfies the condition

lim nh(n) = oo, (20)

71->3=
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then the function fh{x) according to (14) is in the mean square value a con-
sistent estimation of the density function f(x), i.e.,

lim M [f,(x) —f(x)]~ = O.

4. Fitting distribution functions

it, is questionable whether from the viewpoint of the management of
whter resources the establishment of the Fn(x) functions associated with the
profile of water courses or the equivalent durability functions, i.e., the close
approximation of the theoretical distribution functions F(x) characterizing
the distribution of the profile discharge might be considered as a real purpose
for characterizing the distribution of water resources. The answer must be
negative because

a) commonly, the Fn(x) functions cannot be defined by easily treatable
formulas. Therefore, their consideration is difficult, even in the case of a single
profile;

b) the theoretical or approximate distribution functions, even if they
are of similar nature, are essentially different, and therefore, they arc not
appropriate to serve directly as basis for conclusions of such distribution
functions in connection of which we have no or only a few data.

Our purpose is to find groups of distribution functions as large as possible,
produced from observation results for example, to the distribution function
of profiles of water courses associated with a certain hydrological order of
magnitude of a geographical unit of a region — such types of easily treatable
functions depending only on afew parameters which, in case of a suitable selection
of the parameters, are well fitting to all of the empirical distribution functions
pertaining to the group. These so-called fitting distribution functionss5 — which
in the following will be denoted by F*(x), are the estimations of the respective
theoretical distribution functions F(x), just as the corresponding empirical
distribution functions Fn{x) approximated or compensated by them, if only
they appropriately adjust themselves to these latter. As a matter of course,
the goodness of the approximation also depends on the osculation of the fitting
distribution functions with the corresponding empirical distribution func-
tions.

In this chapter, first of all, the necessity of the application of the fitting
distribution functions will be examined. Then, a proposition will be made for

aThis distinctive name is suggested by the author. The purpose of the introduction
of this name is the elimination of the misleading usage accepted in the hydrology which iden-
tified the fitting distribution function with the theoretical distribution function.
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the unification of the terminology related to the application of the distribution
functions. Finally some ideas and experiences will be shown in connection
with the practical establishment of the fitting distribution functions.

4.1. Necessity of the application of fitting distribution functions

In the Hungarian management of water resources, and also frequently
in the practice of hydrology, the distribution of the discharges were character-
ized almost absolutely by durability configurations [2]. Let us now see
those arguments on the basis of which the general introduction of fitting distri-
bution functions in spite of the durability curves has been suggested. In the
following three groups of such arguments, the most frequently occuring will
be treated. In all the three groups the arguments themselves are presented
under the character A), while the author’s opinion is given under B).

4.11. Mathematical treatability. Geographical generalization

A) The empirical distribution function — contrary to the fitting distri-
bution functions — cannot be given analytically, therefore, neither their
classification into certain types, nor their definition by parameters is possible,
they cannot be generalized by the change of the parameters according to
geographical regions.

The great advantage of the fitting distribution function in comparison
with the durability curves is that they can be given analytically (by a formula
or tables) according to their types and with the aid of certain parameters;
they can be generalized, by the change of the parameters according to geographi-
cal regions, thus they can replace lacking data [3].

B) The most powerful reason for the introduction of the fitting distri-
bution functions is wbat has been said above. Namely, we need not justify
that in the practice what an advantage may be assured if, for example, the
distribution of the discharges of the profile of a water course could be given
with the aid of a few parameters. This advantage has been utilized with great
success so far by a number of technical branches of water economy, as flood
control, exploitation of hydraulic power. It would be useful indeed if also the
management of water resources would make the best of this possibility.

4.12. Comparison with foreign investigations

A) In foreign countries — in Europe perhaps wdth the exception of the
two Germanies [20] — only the fitting distribution functions are generally
used, while the empirical functions, or the durability curves are, in general,
not applied. This partly shows that in foreign countries the characterization
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by the fitting distribution functions is considered to be a more up-to-date
method. On the other hand, independently of the correctness of this opinion,
in order to compare the results of the investigations found in Hungary with
those obtained in foreign countries, it would be desirable to characterize the
distributions by the fitting distribution functions.

B) It is hardly contestable that in order to allowfor a comparison between
the Hungarian and foreign data, in certain fields, it would be convenient to
introduce the characterization by the fitting distribution function.

However, the comparability is made more difficult if values read from
the fitting distribution functions of different types (i.e., constructed with the
aid of different, arbitrarily selected conditions) have to be compared. Unfortu-
nately, it cannot be stated that the foreign practice is uniform either in the
selection of the subsets to be processed or in respect to the types of the fitting
distribution functions. This refers to that that there is no practice developed
which could be directly adopted. On the other hand, one could perhaps con-
clude that the most advantageous ways of distribution of the discharges are
also changing according to the units of geographical regions. Accordingly,
in this case one cannot expect a substantial improvement of the comparability
from the adoption of the fitting distribution functions in our country either.

4.13. Extension of the definition region of the distribution function

A) According to certain opinions, while the empirical distribution func-
tion depends on the set of informations serving as basis (for example, from
the discharge data of the period processed), the fitting distribution function
independently of the processed set of information approaches the distribution
function of the data being characteristic, in principle, for an infinitely long
period. Further characterization of the distribution by empirical distribution
functions is primitive, it has no theoretical justification. This is also shown by
the fact that according to the empirical distribution function the probability
of occurrence of values lower than the minimum and higher than the maximum
having been observed so far, is equal to zero, however, this is inconsistent with
the practice, it spoils the accuracy of the prediction. Further: if, for example,
we consider such a subset of the original set of data which contains the mini-
mum or the maximum element, and we construct a durability curve as well
as an empirical distribution function for the original set and for the subset,
the durability of the minimum (or maximum) element will be different in
these two sets. This disadvantage may be removed by the application of the
fitting distribution functions.

B) The fitting distribution functions are curves constructed on the basis
of given conditions straightening the empirical distribution functions forcing
into types, fitting to the formers. A fitting distribution function can be all those
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curves which satisfy the above conditions. The fitting distribution function is
developed from the empirical distribution function by compensating them with
some neglections.

However, in any case, the statement that the fitting distribution func-
tions are theoretically more justified and result in a more reasonable approxi-
mation of the theoretical distribution functions than the corresponding empir-
ical distribution functions, is erroneous. It cannot be stated, in general, that the
fitting distribution functions give a more accurate approximation. The main
advantage of the fitting distribution functions by no means consists in the
possibility of a more reasonable approximation, but in their easier workability,
in being easily standardizable, parainetrizable and permitting definite extra-
polation [3].

The basis ofthe objections related to the stiffening of the characterization
of the distribution, first of all, of the fact that the segment of the empirical
distribu tion function belonging to the neighbourhood of the ordinates F = 0
and F = 1 of the empirical distribution function is the most indistinct one.
Namely, in general, it cannot be stated that a higher or lower than the maxi-
mum or minimum observed in the basic period (i.e., that, associated with the
ordinates .0 or 1, on the empirical distribution function) cannot at all be ex-
pected in the future.

This idea also was apparent to those who applied the empirical distri-
bution functions or the equivalent durability curves, and they treated the
segment belonging to the region of the ordinates 0 and 1 of the durability
curves, incidentally, in certain applications they deliberately deformed them
(for example, they predicted a lower value for the minimum discharge than
that readable from the durability curve).

However, the correction of the empirical distribution function being
indispensable also in our opinion, in the region of the ordinates 0 and 1, may
be frequently arbitrary, as it happened to be, as mentioned above in the instinc-
tive practice.

But the values read from the empirical distribution functions differently
biased, cannot be compared. The solution is: if the empirical distribution
function must be biased, and this can only be done arbitrarily, we should
apply some uniform method in order to be able to compare the results.

Further, if we change the two extreme segments of the empirical distri-
bution function, it is advisable to replace the whole empirical distribution
function difficult to treat mathematically by a continuous easily treatable
curve which

a) fits to the durability curve as well as possible;

b) has a larger region of definition than the durability curve.

Now, here again we meet the idea of the necessity of the introduction
of the fitting distribution functions but, by no means on the basis of consider-
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ations on the exact theory of probability, but simply by way of practical,
i.e., formal requirements and heuristic considerations (namely, with the help
of a curve which is easy to treat, and by enlarging its region of definition in
some way and to some extent).

4.2. Terminology

In Hydrology we refer to the ordinates of the durability curve dri(x)
as durability and at the same time the H-ordinates of the functions F*(x)
fitting to the empirical distribution functions Fn(x), are usually called
probability.

It is apparent that in the case of an identical set of observed data the
values Fn(xn) and dn(xu) associated with the same xn — equivalent to one
another — are the approximate values of the ordinate F(x0) of the theoretical
distribution function and of the number 1 Fn(x0), respectively. F*(x0) is
also an approximation of F(xt), from which one could not say by any means
that it is a more accurate approximation or that it provides a more authentic
information from the occurrence of x0 than the value Fn(x0).

Therefore, it would be advisable to designate the ordinates of the curves
Fn(x) and F*(x) with the same expression to which — if necessary — we
could add as an attribute the approximate function (i.e., the empirical distri-
bution function, or its fitting function of a specified type) of the theoretical
distribution function, the value of which is under discussion. There only
remains the question: what this common name should be.

In the theory of probability the ordinates of the distribution functions
are usually called probability; no distinctive designation exists. Therefore,
it might be suggested that in hydrology and management of water resources,
where the expression “durability” has a particular meaning, the ordinates of
all types of the distribution functions should be called durability. The attribute
of the expression “durability” would refer to the type of the distribution func-
tion. The ordinates of the theoretical distribution function F(x) could be refer-
red to as theoretical durability, and the ordinates of the empirical distribution
function Fn(x) as empirical durability (or simply: durability), finally, the ordi-
nates of the fitting distribution function of gamma-type as gamma-dura-
bility.

However, this usage of expressions could not yet be definite, for, by its
introduction, the value d,,(x) by its traditional designation durability (tjber-
schreitungsdauer) and the value Fn(x) completing the former to 1 (Unter-
schreitungsdauer) would have the same name. Therefore, author suggests
that, in order to eliminate the confusing divergence from the theory of prob-
ability, the traditional definition of dn(x) should be dropped and, from now on,
the word “durability” should only be used for the designation of the ordinates
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of the functions Fn(x) and F*(x). This usage, as was noted in the foregoing [1],
would also have advantages in the management of water resources, indepen-
dently ofthe theory of probability, its adoption would simplify a great number
of calculations. It is sufficient, for example, to consider the conclusion of this
suggestion that in case of its adoption, in Eq. (7) of Chapter 1, in spite
of 1 it would have to be calculated with

4.3. Pratical establishment of the fitting distribution functions

4.3.1. Exposition of the problem

Let us assume that we know the empirical distribution functions F n(x)
of the discharges of a geographical region considered as a water management
unit (country, district, drainage basin etc.) relating to a certain number of
profiles of water courses (having a given length of a series of data) and for
a given period (for the whole year, for a month, decade). Our aim is to find
such a type (or such types) of fitting distribution functions by replacing into
the general formula of which the corresponding parameters computed from
the set of informations resulting in Fn(x) functions, yields the F*(x) functions
reasonably fitting into the corresponding Fn(x) functions, further, their set
of values is, to a certain extent, larger than that of the former.

A possibility of simplification yields, if we have to find fitting distribu-
tion functions for a section of a shorter interval, for example, in case of
the characterization ofthe supply of a low stage for an interval of 0 F{,
(where Fj <[ 1) in spite of the section of the functions Fn(x) relating to the
whole interval 0 <[ F <C 1, i.e., only that it is desired that the fitting distribu-
tion functions should fit well into the empirical distribution functions only in
the interval O <[ F <C F 1

If we succeeded in finding such a type of fitting distribution functions
F* (x; $j, i2 ...,df) which, by replacing the corresponding parameters

d.,, ...,dkin all the profiles of a water course satisfying certain conditions

belonging to a certain hydrological order of magnitude or having a series
of informations of a sufficient length — reasonably fits into the specified
section 0 F FI1 of the empirical distribution function of the discharges,
the following should be the result of our investigations:

a) the general equation of the fitting distribution function and its region
of validity (hydrological order of magnitude, the value of Fv etc.),

b) the parameters #15d2 ..., du of each of the profiles.
Under favourable conditions, on the geographical map of the water
management unit in question, the changes of the parameters dv d2 ..., du

can be represented by isometric lines and thereby we succeed in the estimation-
like establishment of the unit hardly observed or not observed at all, or with
other words: a possibility is opened for the replacement of lacking data [5, 12].
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4.3.2. Difficulties in the application in the management of water resources

It should be noted that, although any of the sections of the distribution
functions can theoretically be produced, just the section of the low stage
being of interest in the management of water resources frequently runs into
special technical difficulties. The reasons for these are:

— The data of the discharges are commonly just in the range of the low
stage the least precise, because in consequence of the changes in the stream bed
and in its displacement, the low stage segment of the rate curve Q = Q(H)
serving as basis for the determination of the discharge data undergoes changes
the most frequently;

— in the range of the low stage the effect of the non-natural intervention
is the most significant, therefore, the natural and non-natural, or random and
non-random components of the observed discharges may be separated with the
greatest difficulties in this range;

— it is the fitting distribution function of the range of the low stage
itself which depends substantially on the — by all means arbitrary — decision
as to ivhat extent do we enlarge the definition region ofthe observed data towards
the zero discharge.

4.3.3. Practical results

A number of papers have dealt with the hydrological application of
fitting distribution functions, for example [12, 13, 14, 15]. However, neither
of these are intended to provide results directly applicable without further
investigations to satisfy the special requirements of the Hungarian manage-
ment of water resources. The reasons are:

— a part of the works are general and theoretical in nature,

— some of them do not treat the distribution of discharges but of pre-
cipitations,

— also those discussing discharges, are mostly concerned with the
characterization of flood discharges [14, 15]; they do not treat the especially
natural low stages, i.e., they deal with the characteristic discharges of periods
shorter than a year, finally,

— the works of foreign authors, even in the case, when they solve factual
problems similar to that at hand, these are, rather due to different geographical
conditions, which is only of methodological value.

A) Markovic’s results. Markovic [13] sought for the best fitting distri-
bution functions of the total precipitation and discharge per year on the basis
of the data of 2500 observing stations for precipitation and discharges selected
in the Western part of the U.S.A. and in the South-West region of Canada.
He co-ordinated to each of the empirical distribution functions fitting distri-
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bution functions of five different types. He selected the fitting distribution
functions the most promising for the experiment, from the set of curves [16]
obtained by the solutions of Pearson’s general differential equation. The func-
tions selected are: the normal, lognormal functions with two and three param-
eters, further the gamma distribution with two and three parameters.6

In these investigations carried out on a computer, concerning the oscula-
tions, he found that thefive fitting distribution functions practically tried out
were equivalent, in general, none of the five types fits the corresponding
empirical distribution functions better than the other ones.

This result draws the attention to the fact that if we intend to select
the appropriate type of function, then we should start from the analysis of
the corresponding density functions, instead of the fitting ones frequently
fitting also well to one another.

Fig. 1 shows the empirical distribution and density functions of the
daily discharges of three observatory stations for discharge. (By empirical den-
sity function here a function, is meant which is defined by the formula (11)
of Section 3.2.) In the example p(Ef) = 50 m3sec (i= 1,2,...,n,) and
M(E T) = 00« The figure clearly shows that while the distribution functions
are rather similar, the forms of the density functions strikingly resemble one
another.

B) Coda’s results. Goda’s study [12] is concerned with the distribution
functions of the maxima of the precipitations in Hungary. He analysed the
following three fitting distribution functions: the two-parameter gamma-
distribution, the three-parameter gamma-distribution and the generalization
of this latter according t0 Krickij—Menkelj.

His principal statements are: The three-parameter gamma-distribution
function fits well with the empirical distribution functions in the region
0 < F < 0,5, he suggests its application. The two-parameter gamma-distribu-
tion function commonly fits badly; its application is not suggested. In his
opinion, the form of the gamma-distribution function generalized by K rickij
and Menicerj is the more general among the three types of func-
tions, however, its application is cumbersome and, therefore, it is only advisable
in the region 0,5 F <C 1 and only in the case when the three-parameter
gamma-curve is not appropriate here.

C) Lazzari s and Lauterbach’s results. From the practical point of view
it is a remarkable result that Lazzari [14] and Lauterbach [15], after the
processing of a great number of data relating to the water courses of Sardinia

6The lognormal and gamma-distribution functions with two parameters are the special
alternatives of the general distribution functions (with three parameters) obtained in case of
x0= 0, presented in Section 2/J.
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and the German Democratic Republic obtained data in accordance with each
other, however, contrary to SziGYARTO’s suggestion [4], the result is that
with the empirical distribution functions of the flood discharges — more pre-
cisely, the maximum discharges observed in certain years, the distribution
functions of lognormal type fit the best.

This result is surprising, because it is well known [22, 23] that most of
all the Fischer—Tippet’s functions, and from them Gumbel’s and Weibull’s
distribution functions can be applied as fitting distribution functions of the
extreme values.

D) Studies in Hungary. In Hungary in recent years it is the Department
of Water Management of the Research Institute for Water Resources Develop-
ment which treats the establishment of the fitting distribution functions of
discharges by processing a great number of data. The aim of the study is

a) to select the type of distribution functions uniformly applicable to
the water courses of Hungary (or at least to some regions of Hungary);

b) to analyse the geographical dependence of the parameters of the dis-
tribution functions pertaining to the type selected, according to Goda’s work
[12].

Greater part of the beds of larger water courses made under statistical
analysis commonly never dry out, that is, the discharge is significantly larger
than zero, a lower one, practically, can be expected only with a probability
of zero. Therefore, it is evident that for characterizing the distribution of the
discharges, in general, only such types of distribution functions are advisable
to apply to the region of definition which is limited from below (F(x0) = 0 and
X0 is a positive lower limit of the data observed so far) for the very reason
because by this a fitting might be realized, by all means better than by the
function starting rigidly from the origo. Therefore, we have made during
our investigations — after Markovic [12] — the three-parameter lognormal
and gamma-functions, as well as the normal distribution function closely
approaching the latter one in the case of k > 15.

A computer program has been drawn up [19] which from certain sets
of informations produces the following values:

— the parameters of the normal, the three-parameter lognormal and
gamma fitting distribution functions estimated with the aid of the maximum
likelihood method, as well as their normal values,

the result of the analysis of fitting of the three types of the distri-
bution functions carried out by the yf test, finally,

the ordinates associated with the abscissas of appropriate density
of the type of fitting distribution and density functions considered as the most
favourable on the basis of the analysis of fitting. (In Fig. 1 we plotted
the distribution and density functions fitting the best according to the
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analysis of fitting by making use of the data obtained from a computer,
and we wrote down their equation by introducing the actual values of the param -
eters.)

The program has been separately applied to the daily discharges of 15
gauge profiles every month (i.e., altogether to 180 sets of data) having a suitable
length of series on informations of discharges. Though the first rough data-
processing is completed, the work is being continued in order to refine the
program. On the basis of the results obtained so far, it seems to be advisable
to complement the program with the following:

a) investigation of the stability of each of the types of distribution func-
tions in respect to the variation of the different parameters;

b) comparison between the results obtained with the maximum-likeli-
hood method so far applied at the computer calculations and those found by
using the momentum method, much more suitable for practical hand cal-
culations.

5. Summary

Owing to the necessary development and general adoption ofthe manage-
ment of water resources, the importance of the hydrological application on
the characterization of the probability distribution has been significantly
increased. This paper is intended to describe the basic knowledge and theorems
relating to the distribution and density functions having a substantial role in
the management of water resources, and their estimation, as well as to summa-
rize the ideas and experiences relating to the practical establishment of the
distribution functions.

Chapter 2 shortly outlines the most substantial basic principles of the
theory of probability (the field of probability, the random variable, the sta-
tistic sample, statistics, estimation, methods of estimating parameters).

Chapter 3 exposes, by making use of different works of references, first
of all [9] and [10], the theorems concerning the estimation on distribution
and density functions. Among them Glivenko’s theorem of the mathematical
statistics is the first one declaring the possibility of estimation of the distri-
bution functions of fundamental significance in the management of water
resources. This is followed by remarks relating to the applicability of this
theorem to the hydrology and management of water resources. The estimation
of the distribution functions is dealt with by the following three theorems:
The continuous density function has no unbiased estimation. A class of the
asymptotically unbiased estimation of density functions can be determined.
The functions pertaining to this class are, at the same time, in case of ful-
filment of certain conditions, also consistent estimations.

In Chapter 4 the problems of practical application of the fitting distri-
bution functions are treated. The reasons for the application are investigated.
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M athematically they are easy to treat; advantageous in comparing Hungarian
and foreign data of water resources; they permit the extension of the region
of definition of the empirical distribution function. With the introduction of fit-
ting distribution functions also questions of terminology are connected: in order
to standardize the usage of expressions it is suggested to name the ordinates
of any types (theoretical, empirical and fitting) of the distribution functions
“durability”.

In connection with the jtractical estimation of the fitting distribution
functions the problem and the difficulties in the application ofthe management
of water resources, the experiences and suggestions [12, 13, 14, 15] utilizable
in this field, as well as a report from the work carried out in the Research
Institute for W ater Resources Development are exposed. Within the scope
of this work [19] the normal, lognormal and gamma-distribution functions of
the daily discharges of 15 oservation profiles are caculated for every month
with maximum likelihood estimation and with the aid of acomputer.
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Abschéatzungen der Verteilungs- und Dichtefunktionen und deren Anwendung in der
Wasserwirtschaft. Infolge der allgemeinen Einfihrung der Wasservorratswirtschaft haben
die hydrologischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsabschatzungen der Vertei-
lungen sprunghaft zugenommen. In diesem Zusammenhang werden die ndtigen Grundbegriffe
und Theoreme der Wahrscheinlichkeitstheorie hinsichtlich der Abschatzungen der Verteilungs-
und Dichtefunktionen kurz zusammengefat. Die Grinde der Anwendung der schmiegenden
Verteilungsfunktionen werden untersucht und die auf diesem Gebiet verwendbaren Erfahrun-
gen dargelegt. Im Rahmen der in der Budapester Forschungsanstalt fur Wasserwirtschaft
im Gange befindlichen Forschungsarbeit werden die Parameter der Verteilungsfunktionen
normalen, lognormalen und gamma-Typs der téglichen AbfluBmengen in 15 DurchfluB-
Beobachtungsprofilen und monatlich durch »maximum likelihood«-Abschatzungen mit Hilfe
einer programmgesteuerten Rechenanlage berechnet.

OueHKa (yHKUMI pacnpefeneHnst U NAOTHOCTM U NPUMEHEHUE UX B BOAHOM XO03s1iCTBe
M. [JomokoLl). BcneacTsue TOro, YTO BOMPOChI BOAHOrO X03sAiCTBA CTa/v MOABEAOMCTBEH!.!
rocyfjapCTBEHHbIM OpraHam, BO3POC/I0 3HAYeHWe TUAPOSIOTMYECKOTr0 MPUMEHEHUSI Xapak-
TEPUCTMK BEPOSITHOCTM pacnpefeneHns. B pa6oTe KpaTKo 0606LLar0TCst HE06X0AMMble OCHOBHbIE
MOHATUSA TeOPUM BEPOSITHOCTM, MOC/IE Yero M3naratTcs TeOpeMbl MO TEOPUM BEPOSITHOCTU, Kaca-
tOLLMECS OLEHKW PYHKLUMIA pacnpefenieHnst 1 NA0THOCTU. AHa/IM3NPYOTCS MOTVBbI MPUMEHEHMWS
npuneraowmx QyHKUMA pacnpeseneHnst U yYUTbIBaeTcs NPUMEHUMbIA B JaHHOW 061acTu OnbIT.
B pamkax pa6oTbl, NpoBogMMOi B 6GyaanelTcKOM Hay4dHo-uccnefoBaTeNlbCKOM WHCTUTYTe
BOJHOIO X035IMCTBa, Ha 15 yYeTHbIX pa3pe3ax pacxoja W eXxeMecsivHO oueHKoin maximum likeli-
hood npu NomoLLM 3M1EKTPOHHOW BbIYUC/IUTENIbHON MallMHbI BbIYMCASKOT MapameTpbl HOpMaslb-
HOro, NIorapuMUYeCcKoro 1 raMma (hyHKUMA pacnpegeneHns CyTOUHOro pacxoja.
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MECHANICAL RESPONSE IN A COMPOSITE PIEZO-
ELECTRIC TRANSDUCER UNDER POLARISATION
GRADIENT

D. R. RAY*

[Manuscript received July 21, 1969]

This is an attempt to investigate the mechanical response in a composite piezo-
electric transducer partly subjected to a flow of current in the semi-conducting bound-
ary layer under a polarisation gradient. The equations of electricity, the constitutive
equations in piezoelectrical material are made use of to solve the problem. Laplace
transform serves effectively as an operational technique for its solution.

. Introduction

The piezoelectric transducer is an effective device for the conversion of
inputs (mechanical or electrical) to responses as the case may he. Investiga-
tions on responses provide situations in which we can study the interaction of
electric and mechanic fields. The scope of study on responses in a piezoelectrical
material in the line initiated by Redwood [1], subsequently followed by
Sinha [2—5], Giri [6], Das [7], Roy [8] may be further widened and made
more interesting, taking into account the interaction of current in the semi-
conducting boundary layer under a polarisation gradient. Thus it is worth-
while to refer to the recent paper of Kaliski [9] and the problem as stated
above being composite in nature a reference to the paper of Toulis [10]
is worth mentioning. Accordingly, the electromechanical problem of deter-
mining mechanical response in a composite piezoelectric transducer partly
subjected to a flow' of current in the semiconducting boundary layer under
a polarisation gradient has been solved making use of the Laplace transform.

I1. Problem, fundamental equations and boundary conditions

The extremities x = 0 and x = x of a piezoelectric transducer in its
thickness direction are rigidly backed and the portion of the transducer from
X = 0to x = | is subjected to a flow of current in the semiconducting layer
under a polarisation gradient. Across the transducer from x = 0 to x = | (<7 x)

* Department of Mathematics Hindu College, Gobardanga (india).
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an electrical voltage step V (given by

V= Vq, for t> 0 ;

V = 0, for t<CO

is considered. Here the problem is to investigate mechanical response when
the transducer is excited electrically. With the choice of the origin at one
extremity, the maxis is taken along the thickness direction, z-axis along
normal to the surface in the upward direction and y-axis, along normal to
Xz plane.

The constitutive equations in a piezoelectrical material are

T—cnS + en E, (1)
P = S+ fenE (2)
in which
D= P+ E (3)
and
Pog-a"
dx
where
S normal strain QEIQX, £ being the displacement in the thickness direction;
T normal stress in the thickness direction;
E electrical field strength in the thickness direction;
P dielectric polarisation in the thickness direction;
Gj elastic stress coefficient;
feu electromechanical coupling factor;
a' time decaying constant;
Gj piezoelectric stress constant;
D the electric flux density in the thickness direction.

The equation of longitudinal vibration is

Ri ar
0-—=r== - ; (4)

dt” dx
where o is the material density.

As in [9] the current in the semiconducting boundary layer is expressed as

J = gqncpEc+ gqD,,nc 1 (5)
where

J electron current density;
nc total number of electrons in the conducting band:
Ec total electric field in the semiconductor:
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q electron charge (absolute value);
Ir mobility of electrons;
Dn diffusion constant.

The interaction constant between the perturbed electric field Es in the
semiconductor and that E in the transducer is defined as

F.s

C = <. 6
£ (6)

Then the total field in the semiconductor is expressed by the equation

Ec = EO+ AE. (7>
where
EO constant outer field;
IE perturbed field.
Thus
NNE = Es xE . (8)

Wrriting gnc = occ, the electric density in the semiconductor, the velocity
of the electron stream can be related to the electric field by the equation

Qceve N QecEc (9)
Now, as in Kaliski [9]

V=1fi AE = /j (Es xE) . (10)
The continuity condition of the charges in the semi-conductor is
divy Qc= 0 (11)
which, after linearisation, assumes the form
se+ f K Qel+ Qevl f1), Qem = 0. (12)
The divergence condition in the transducer is
divi = (11, (13)

where E is the sourceless field of action on the transducer of the electron
stream in the semiconductor.
Then from (3) and (13) it follows that

En=€A I+ P,e-". (14)
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Next, from the condition of continuity of the tangential component of E in
the transducer and the semiconductor we find that

EE+POxe-""= Es XxE
whence
QE 1
(E?i- Poe-"). (15)
as *+£

Again, the divergence condition in the semiconductor is

ej = - 4c e (16)
Now by (1), (15) and (16) we obtain

3-s = Cy cri Qeen £ri xen pOe

17
dt- g os- e6j(«4-€) e(«+0

where 1) is the ratio of the cross sectional area of the semiconducting layer
to that of the transducer.
By (10), (11), (12) and (15) wre obtain

x-f>KoOee
Q@+ fK Qe, + £E@e -fD n@u =10; (18)

€s(*+0 * + £

now eliminating ge between (17) and (18) we get

-3 . 3, Pof’ £ fu _91_ | orfil v
If+/Nna + es@as o "oeAZ,
1 2 xJ-Qjey geeP,e

2€s
where

(19)

Again, for the portion of the transducer not subjected to the flow of current
in the semiconducting boundary layer, proceeding as in Redwood [1],

d- 32f
at- *  aa-
w her
|
& (20)
Q T+ oy
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The mechanical boundary conditions are the usual conditions of continuity
of displacement and force at the extremities and at x = /. These will be
set up mathematically in the next section.

I11. Solution of the problem
Let us introduce the Laplace transform f(p) of f(t) given by

ap)= j; e~-ptf{t) dt.

Then from (19) and (20) we obtain

¢ aen Fo

Qoen. PV f

¢ T 7o 1! N k-:az>si] +
r 9* €s(«+0 x2)! <?(*+€)(«'+p)
1 X p£nenQ'oePt (21)
(*+0 2 26,(ac'+p)
and
p21>=® '2r;11. (22)

Let £ = em* be a trial solution of the reduced equation to (21). Then

pdielom+ —ERY B0 m2 (p2—a2m2 0. (23)
€.(“+€)

Let us restrict our discussion for the sake of simplicity to small values
of t so that 1llp is small, in which case (23) reduced to

Qe€PV - o (24)
€,(«+€)J

m-fDn f Vam P+
Accordingly™ the general solutions for (21) and (22) are

t = Aem'x+Bemx+ aen Tl

e(«+0 '+p)fp+ ’
(«+0p(«"+p)fp es(v+€) |

for O<[V< /;
I"'=n ' B' eWvX) , for I<y.<x (25)

where mx and m2 are the roots of (24). By (1), (2) and (3)

T = ¢y en 31 + Den 26)

1+~n 9X 1+ &u
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Gauss’ Law applied to the surface of area yz of the transducer, shows that

D=-49- and F = Trz

where F is the force applied on the area yz normal to x. Q, the total charge on
yz. Thus
en 2 105f en
yz - wer )
' ( 1440

Voltage across the transducer from x = 0 to x = / is obtained as

JIEix=- [(V), (F)0]= V.

Thus
Ql

V —
T3A0 Gt a T MY

(28)

As in Redwood [1], we denote the constants and entities for the mechanical
system attached to the transducer at x — 0 and x = x by the symbols 1 and 2,
respectively. The conditions of continuity of force and displacement at the

extremities at x = 0 and x = x as well as x = | when formulated, vyield
at
x =10 (fi)o = (F)o
(f)o = (oi
at
(F), = (,
(0, =(?), 29
id at (29)

= (F.),

(F*)x
(= (f
Now assuming a voltage step function

VaVYo for <>0, \%
and with Ax= A2= B2= 0 as the transducer is rigidly hacked, we obtain
by the boundary conditions in (29)

B, = (A+B)+ —

xen Fi

£
(+Qp(+p) "

€ (x+ €)
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whn
klm2B, — fej (m, A -f-m,, B) — *u 9—,
I+ *u
fel= y3(C'~ bat') :
A emil+B em2Jr - — = 4'e~ (p/r'b+ B'e(Pl)-
Amlenic+ Bm2e4l -. T/r (- 4-e-(Plyl+ B ePtv)l), (30)
A'e-(Plvyx~ B ePWN)x = 0:
F= “TUT [(N+B)* em'+B8 em2)]+ ,=14,>
whence
' A'e-< 2PIvx .

Eliminating A' between third and fourth equations in (30) we get

em,| “ ®p=0 @

N erri+B
\% Q VvV

4 L B+
Y

Also eliminating Q between second and sixth equations in (30) we obtain

B W-——— (1 -eml) +

1 ew)
I 1+ku
(32)

(ml my)kl 11.

. kk}m2

where
€= e-(-rpav) -F-e-(2pxiv),

B = e-(2pljv) _ e-(2px/Vv).

Solving (31) and (32) for A and B we obtain from the first solution in (25)

flo » —
() o
!IF—Ie. KKrm2 m2R + P*| mys + p*1
g
K %l "
P k1 (T2 mj)e -4 (" —@ -e-hm.-m))) x (33)
oV I 1+fc
X ki(m2- irij) m2g & 1 1L eii n
V' ! 1Alc, Y%
.- 1
PR+ 3o, e-d'n.-mj B (m2 m,)elmy 'g
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Now substituting the values of m}, m2, xxand 8 we proceed as in Redwood [1]
to obtain its inverse transform. We then have, as a first approximation

K*u Ne
21 e a1
1+Ay ,
(i)o'
! ; K /A «11
2 /(L+ fen) C ei’
1 1+fcu

2e(*+rOp(<=*"H) (p+ P+ « + Vii>n(41)
2/(1+fe,) ¢ el |
| 11 1+ feuU
(34)
*«nP»fDn (I+ fn) 21V o (k+ £) M1 (*'+p)(p+b) X
1+fc,
1P+« K/A . er, .
4 Djl+ v\ ’ t
p &btV 2L 1+ M al
1+ fo;
a en fj,
+
A+ 0 P(*'+P) (P+ ™)
where
V af , Qoemi
1= 4A7 +6°6= Ua+0 ’
therefore
t [t eau - ; :
atl edu - ___ d erlc (@Yi H) du - (35)
Jo 1n (t- u)
aeu FO d fvo )
e 2 VPN ry/- 1 ded4t-u) erjc X
+€) Jo YT w)
1 1 e Xxu e“6)
X du
a' > x) a' 6 j.
xeTiPofD nv'
(i+*n)2/®'e(«+0 L -4 - \ron02 ay
| 1+cll
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X j e aufoc2e’i"erfc (a,\u) a3ead5u er/c (a3yit)] F(f—u) du -f-

(35)
| 1 a*<
2e(*+€) b (@ a) ( a
where
A bOewn f/Dn
eh )’
2l(cn- l+fc,d
g Y JK ef
2/(1 + ~aily 1711
v
cl+“3 =
fron
a2a3= (Vov -a'),
1.2Dn
e~a't
m r Xe-am- —~ —  ded*(t—u)efc(df(l un) @A'udu.
o 01 £T(t-u)

This shows that the mechanical response emitted by the transducer
exhibits some transient characteristics, owing to an electrical voltage inputstep.

Finally 1 am grateful to Dr. D. K. Sinha of the Jadavpur University for his active
guidance throughout the preparation of this paper.
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Das Verhalten des komplexen piezoelektrischen Transduktors gegeniiber mechanischer
Einwirkung bei einem Polarisationsgradienten. Das Ziel der Experimente ist festzustellen,
wie sich ein komplexer piezoelektrischer Transduktor mechanischer Einwirkung gegenlber
in der halbleitenden Grenzschicht desselben, infolge des Polarisationsgradienten verhélt.
Die Aufgabe wird mit Hilfe der — fur das piezoelektrische Material charakteristischen —
elektrischen und konstitutionellen Gleichungen geldst. Die Ldsung wird durch die wirksame
Anwendung der Laplace-Transformationen vollzogen.

MoBefeHWe CMMOLLHOMO  MbE303/IEKTPMYECKOr0 MpeobpasoBatenii B C/lyHae MexaHu-
YECKOro BO3AEVCTBMSA B MPUCYTCTBUM MONAPM3ALMOHHOIO rpaaveHTa (4. P. Peil). Wccnego-
BaHWSIMM OXBaueH BOMPOC OMpeae/ieHns NMoBeaeHNsl CrJIOLLIHOTO Mbe303/1EKTPUUECKOro npeo6pa-
30BaTenNsl B C/lyuae MeXaHU4ecKoro Bo3fieliCTBUSA, Y KOTOPOro TOK TeueT B MosynpoBoAHMKOBOM
MorpaHNYHOM C/oe BCMEACTBME MOMAPM3ALMOHHONO rpaaveHTa. [aeTcs pelleHVe 3afadv c
MOMOLLLbIO 3NEKTPUYECKUX U OCHOBHBIX YPaBHEHWI AN Nbe3031eTpUYecknx martepuanos. Metof
peLueHnsi 0CHOBaH Ha a(p(heKTVBHOM MpUMeHeHUM MpeobpasoBaHus Slannaca.
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VISKOSITAT UND LAGERUNGSDICHTE VIBRIERENDER
KORN HAU FWERKE

H.-J. SCHAFFLER*

Experimentelle Untersuchungen erbrachten den Nachweis, daB die Viskositat
eines durch Vibration im Bereich b > 1 g (g-Erdbeschleunigung) aufgelockerten Korn-
haufwerks in &hnlicher Weise wie bei Suspensionen von der Partikelkonzentration
abhéngt. Die mathematische Form des ermittelten Zusammenhanges entspricht im
Prinzip der Mooney-Gleichung, wobei jedoch zusatzlich das Nicht-Newtonsche FlieB-
verhalten bericksichtigt wurde. Ein Vergleich mit Literaturangaben ergibt, daB Korn-
haufwerke, die durch aufstromende Gase oder Flussigkeiten im FlieBbette fluidisiert
werden, ahnliche Eigenschaften besitzen. Das FlieBverhalten eines Kornhaufwerkes
wird somit unabhédngig von der Art der Energiezufuhr im wesentlichen von der
Partikelkonzentration bestimmt. Auflockerung und zugefihrte Energiemenge ver-
halten sich sowohl beim Vibrieren als auch beim Fluidisieren Uber einen grdéBeren
Bereich direkt proportional. Die gewonnenen Ergebnisse zeigen, daf eine »Neue
Bodenphysik« im Sinne von KEZDI [2], die von einer energetischen Konzeption
ausgeht, besonders geeignet ist, um komplizierte dynamische Prozesse in Kornhauf-
werken zu deuten und im Rahmen grofRerer Zusammenhénge einzuordnen.

1. Einleitung

Kornhaufwerke, die durch Schwingungen angeregt und dabei aufge-
lockert werden, zeigen ein charakteristisches Verhalten, das sich mit der
Erweichung und dem Sieden einer zdhen Flussigkeit durch Warmezufuhr
vergleichen 1aRt.

Ein ahnlicher Effekt wird erzielt, wenn ein Kornhaufwerk bzw. Schutt-
gut in einem offenen FlieRbettsystem durch aufstrémende Gase oder Flissig-
keiten fluidisiert wird.

Kennzeichnend fir die genannten Vorgénge ist in jedem Fall eine durch
die Energiezufuhr bewirkte Abnahme der Viskositidt, die mit der Abnahme
der Partikelkonzentration bzw. der Lagerungsdichte gesetzm&Rig verknipft ist.

Unser Ziel ist es, diesen Zusammenhang zwischen Viskositdt und Kon-
zentration fur ein vibrierendes Kornhaufwerk auf experimentellem Wege zu
ermitteln. Eine Grundlage dazu wurde bereits in einer friheren Arbeit [9]
geschaffen, in der die Abhé&ngigkeit der Viskositdt eines vibrierenden Korn-
haufwrerkes von der Schwinggeschwindigkeit untersucht wwurde. In der vor-

* Dr. rer. nat. Hans-Joachim Schaffner, Wiss. Mitarbeiter der Forschungsanstalt fir
Schiffahrt, Wasser- und Grundbau. 1017 Berlin, Alt-Stralau 44/45 (DDR).
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liegenden Studie werden diese Versuche durch Messungen der Partikelkon-
zentration als Funktion der Schwinggeschwindigkeit ergdnzt.

Damit wird es mdglich, eine Beziehung zwischen Viskositdt und Kon-
zentration aufzustellen, die eine Gegeniberstellung mit den vorhandenen
Formeln fir die Konzentrationsabhé&ngigkeit der Viskositidt disperser Systeme
erlaubt.

2. Messungen der Partieikonzentration schwingender Kornhaufwerke

Die Abhédngigkeit der Auflockerung eines schwingenden Kornhaufwerkes
von der Intensitadt der anregenden Schwingung wurde bereits von Kutzner [3]
untersucht.

Als Ergebnis fand Kutzner, daB das Volumen einer schwingenden Glas-
kugelpackung in einem zylindrischen Gefdll bei konstant gehaltener Schwin-
gungsfrequenz linear mit der Schwingamplitude wdchst.

Uber den Einfluf der Schwingungsfrequenz liegen keine Angaben vor.

Unsere Versuche wurden deshalb mit der Zielsetzung durchgefihrt, die
Abhéngigkeit der VolumvergroBerung eines schwingenden Kornhaufwerkes
von beiden Variabein — Frequenz und Amplitude — analytisch zu fixieren.

Als Versuchsapparat diente ein Schwingtisch vom GRW — Teltow, der
durch einen Tieftongenerator gespeist wurde.

Die Schwingbeschleunigungen am RittelgefdB wurden mit piezoelek-
trischen Wandlern vom Typ KD 2 a aufgenommen und an einem Vibrations-
meflgerdt VM 1l abgelesen. Die Sinusform der Schwingungen wurde auf einem
Oszillographenschirm kontrolliert. N&here Angaben uber die Eichung der
Apparatur enthdlt [7] und [8].

Der Versuchsaufbau bestand aus einem zylindrischen Vinidurbehdlter
(Innendurchmesser 20 cm; Hohe 20 cm), der mit der Schwingtischplatte fest
verschraubt war. Als Versuchsmaterial diente trockener Feinsand wie in [9].
(Ungleichformigkeitsgrad U = 1,9, wirke. Korndurchmesser dw= 0,09 mm).

Die Einbauhdhe ho des Sandes betrug nach Herstellung der dichtesten
Lagerung (ed= 0,48) durch Vibration bei b— Ig ho= 10 cm. Zur Mar-
kierung der freien Oberflache des vibrierenden Sandes benutzten wir ein
Blatt Seidenpapier, das von den emporspringenden Partikeln in der Schwebe
gehalten wurde. Die Hebung dieses Blattes lieferte die MelRgroRe Ah. aus der
sich die Partikelkonzentration c

VAK+ Il nr-~

(G = 56 kp — Gewicht der Sandschuttung, ys = 2,65 p/cm3 — spezifisches Gewicht der
Sandkérner, r = 10 cm — Behaélterradius, n = Porositat).
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berechnen 14Rt. Untersucht wurde die Abh&ngigkeit der Partikelkonzentration
von der Schwingbeschleunigung b bei einer Reihe von Festfrequenzen im
Bereich 12,5 <C/</ 120 Hz. Dabei ergab sich im gesamten Frequenzbereich
erwartungsgemdl Ah = 0 fir b<C1 g und Ah 0 fur b 19. (@ — Erd-
beschleunigung).

Die Auftragung der gemessenen Hebungen Ah in Abhdngigkeit von
der Schwinggeschwindigkeit v erfolgte deshalb zweckméfRig in der Form

Ah =F (v — Vj) 2
mit
v = 6/2 7t
16.10
t1=ve = 1g) (3)

f
(v [em/s]. | [Vs]).

Speziell wurde der Ansatz
Ah =N (v vi)n (4)

auf seine Brauchbarkeit untersucht.
Fur die graphische Auswertung benutzten wir die Geradendarstellung

Y= M+ NX (5)
Y = Ig Ah
mit M= lg A,
N = n.
X=1g (v -r)

Die doppeltlogarithmische Darstellung in Bild 1 beweist die Vertrag-

lichkeit des Ansatzes (4) mit den MeRergebnissen und liefert zugleich die
Konstanten

A = 48 «10~2[s] und n 1.

Um die Abhdngigkeit der Partikelkonzentration von der Schwinggeschwindig-
keit darzustellen, kombinieren wir (1) und (4). Als Ergebnis folgt

i
~E+v 6)

A -ysenr-
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3. Partikelkonzentration und Viskositat

Viskositdtsmessungen an schwingenden Kornhaufwerken sind in [9] be-
schrieben. Danach 14kt sich die Viskositit eines schwingenden trockenen
Feinsandes in Abhdngigkeit von der Schwinggeschwindigkeit und dem
Schergefdlle y durch die Beziehung

H K
4= T e exP— (7
ly Yy

mit
H = 80 [P -s5%, K - 55 [cml/s]

darstellen (1; [P], vlcm/s], y [1/s]). Die Abhéngigkeit der Viskositdt vom
Schergefdlle resultiert aus den Nicht-Newtonschen FlieBverhalten des Sandes.
Die Versuchsanordnung zur Vibrationsanregung in [9] entspricht unserer in
Abschnitt 2 beschriebenen Anordnung. Da auch der gleiche Feinsand als
Versuchsmaterial verwandt wurde, ergibt sich so die Mdglichkeit, aus der
Kombination der Ergebnisse aus [9] und Abschnitt 2 quantitative Aussagen
Uber die Abhé&ngigkeit der Viskositdt von der Partikelkonzentration des unter-
suchten Materials zu machen.

Wir verknlipfen zu diesem Zweck (6) mit (7) und erhalten zundchst

(

H
v= -7t exP (8)
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oder ausfuhrlicher
. H KA ysnr-ci'G
= —mexp
\v 1 [(a0 v1A) ysnr-clG]

Im untersuchten Frequenzbereich f = 12,5-7-120 Hz folgt wegen (3) vi=
= 12,8-1-1,33 cm/s, und es wird das Produkt vxA = 0,62-4-0,06 cm praktisch
vernachldssigbar klein im Vergleich zu ho= 10 cm, sodaB nach Einsetzen
der Zahlenwerte mit guter N&herung

80 0,039 ¢
exp (10

H 1 1/48c
gesetzt werden kann

4. Vergleiche und Analogien zu Angaben aus der Literatur

Die Zahl der aus der Literatur bekannten Gleichungen, die zur Beschrei-
bung der Beziehung zwischen der relativen Viskositat disperser Systeme und
der Konzentration der dispergierten Phase benutzt werden, ist sehr grof.

In einer 1962 erschienenen zusammenfassenden Studie [6] werden
bereits ca. 100 Formeln tabellarisch erfalt und in 10 Gruppen gegliedert.
Die Gegentlberstellung der verschiedenen Formeltypen und ihre Diskussion
fihrt in [6] zu dem SchluB:

»daB der Gleichungstyp mit einem Term k mc/(1 - s mc) speziell in der
Formulierung von Mooney

»F=expj—— — | (11)
1 scJ

gute Ubereinstimmung fiir Kugeln liefert.

Derselbe Gleichungstyp wird auch fir einige andere Arten disperser
Systeme angewandt. Weitere Madglichkeiten, ihn fiur verschiedene andere
Systeme anzupassen, deuten sich an.«

Eine solche Madglichkeit ergibt sich nach [6], wenn man fur die der
Mooney-Gleichung entsprechenden Wahrscheinlichkeitsfunktion

gr = exp (kx) (12)
mit
1
P
1 sc
den allgemeineren Ausdruck
gr = k., mexp (kix)n (13)

einfuhrt.
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Die erweiterte Mooney-Gleichimg lautet dann

0
Nr= k2mexp - (14)

und entspricht fir den Spezialfall n — 1 unserer empirisch gefundenen Vis-
kositadts-Konzentrations-Gleichung (10).

Diese Ubereinstimmung im Viskositatsverhalten disperser Systeme ver-
schiedener Konzentration und vibrierender Kornhaufwerken, die durch die
dynamische Anregung verschieden stark aufgelockert werden, erscheint
bemerkenswert.

Eine weitere bedeutungsvolle Analogie ergibt sich, wenn wir davon
ausgehen, daR die Gleichung (7) der von Cornelissen und Mitarbeiter auf-
gestellten Viskositdts-Temperatur-Beziehung entspricht, wenn man die
Schwinggeschwindigkeit durch die absolute Temperatur ersetzt.

Daraus folgt, daB die u. a. von Winterkorn [13] und Kezai [2] ver-
tretene Konzeption, das Verhalten eines Kornhaufwerkes mit Hilfe der
Gesetze der kinetischen Theorie der Flissigkeiten darzustellen, fir das schwin-
gende Kornhaufwerk besonders sinnfédllig erscheint.

Dabei wurde allerdings in unserer Arbeit der umgekehrte Weg wie bei
Kezdi [2] beschritten.

Die sogenannte Zustandsgleichung der makrometrischen Flissigkeit, die
die Voluménderung als Funktion der zugefliihrten Energie beschreibt, folgt
bei uns unmittelbar aus den Messungen und wird durch (6) représentiert,
wéhrend Kezai seine Zustandsgleichung durch das Gleichsetzen zweier
theoretischer Ausdriicke fir die Viskositat dhnlich (7) und (8) gewinnt.

Bei dem von K ezdi beschrittenen Weg bleibt daher die Frage offen,
ob die unter den vielen bekannten Beziehungen Viskositdt-Konzentration
und Viskositdt-Temperatur getroffene Auswahl genligt, nm verschiedenartige
experimentelle Ergebnisse in jedem Fall befriedigend zu erkléren. In der
Einleitung wurde bereits vermerkt, daB ein Kornhaufwerk aucb durch auf-
stromende Gase oder Flussigkeiten in einem sogenannten FlieBbett Gber die
in der Bodenmechanik definierte »lockerste Lagerung« hinaus aufgelockert
werden kann.

Ein Vergleich entsprechender experimenteller Arbeiten [1], [4], [11] mit
unseren Untersuchungen ergibt, dal die Ausdehnung A h eines durch Fluidi-
sierung im FlieBbett aufgelockerten Kornhaufwerkes dhnlich wie in (4) Uber
einen groBeren Bereich in der Form

Ah = const (n Uj) (15)

als Funktion der Stromungsgeschwindigkeit u des Gases dargestellt werden
kann, («j — Strémungsgeschwindigkeit des Gases im Wirbelpunkt).
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Fir die Abhéngigkeit der Viskositat tj von der Stromungsgeschwindigkeit
werden von den einzelnen Autoren Beziehungen angegeben, die sich sehr
stark unterscheiden, sodaB eine Analogie zu unserer experimentell gefun-
denen Beziehung (7) nicht ohne weiteres feststellbar ist.

Eine genauere Untersuchung einzelner aus den Viskositdtsmessungen
im FlieRBbett abgeleiteter Funktionen A (u) zeigt dann allerdings, daR nicht
alle Autoren die aus dem Nicht-Newtonschen FlieBverhalten resultierenden
mathematischen Konsequenzen genligend bericksichtigen.

So werden z. B. in [11] die FlieBkurven durch die Funktion

0 = A' sinh (Bly (16)
beschrieben, und als Reibungsgesetz wird daraus

y (r) = A sinh (Br) 17
abgeleitet.

Bei mathematisch exakter Betrachtung ergibt sich jedoch nach [10],
wenn man die Gultigkeit von (17) voraussetzt, dal in (16) der Hyperbelsinus
durch den Integralhyperbelsinus Sh zu ersetzen ist.

Andere Autoren wie z.B. in (5) oder (12) lassen das Nicht-Newtonsche
FlieBverhalten vollig unbertcksichtigt und bestimmen die Viskositdt wie bei
einer Newtonschen Flissigkeit im Rotationsviskosimeter mit fester Drehzahl.
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Viscosity and Relative Density of Vibrated Granular Soil Column. Experimental re-
searches verified that the viscosity of granular soil column loosened by vibration in the
range b > 1g (g being the acceleration due to gravity) depends, in the same way as in the
case of suspensions, on the grade of concentration of the particles. The mathematical form
of the established relationship corresponds theoretically to the Mooney-equation, however,
in the former one also the non-Newtonic flow behaviour has been taken into considera-
tion. A comparison with the data published in the literature shows that the soil column
of granular structure fluidized by upstreaming gases or liquids in the stream bed has anal-
ogical properties. Accordingly, the flow behaviour of a soil column of granular structure
is essentially determined, independently of the energy input, only by the concentration of
the particles. Loosening and energy input behave in the same way in the cases of both
vibration and fluidization directly proportional through a major range. The results ob-
tained show that a “New Soil Physics” according to Kezdai [2] Which starts from an ener-
getic conception, is particularly suitable for interpreting complicated dynamic processes
taking place in the granular waste rock piles, and to range them in the frame of a major
system of relationships.

BsskocTb M_OTHOCWUTENbHAs MIOTHOCTb MOPOAHbIX OTBASIOB 3ePHUCTON CTPYKTYpb,
NOABEPKEHHbIX [ecTBUO BMOpaumn. (X.W . LledihHep). SKcnepuMeHTanbHbIMUA - UCCAe-
[OBaHNAMM [0Ka3aHO, YTO BSA3KOCTb paspbiX/IEHHOro BMbpalmeil MOPOAHOro OTBala 3ePHUCTON
CTPYKTYpbl B06nactmb > Ig (rge g — YCKOPeHMe Cuslbl TSXKECTU) TaKMM XKe 06pa3om 3aBUCUT OT
KOHLEHTpauUn yactul, Kak 1 B cny4vae cycneHsnin. MaTeMaTUYeCKUIA BUf, BbiBeiEHHON 3aBUCK-
MOCTU NpUHUMNNaNbLHO COOTBETCTBYET YPaBHEHUIO Mooney, HO C TEM /INLLUb AOMOJTHEHNEM, YTO 3TO
YpaBHeEHMNE Y4YUTbIBaeT TaKXXe noBeAeHUE ABUMXXEHUA TMNOTOKa HEHbKOTOHOBCKOIO XapakTepa.
CpaBHeHMe C NpYBEAeHHbIMX B NUTepaType AaHHbIMU yKas3blBaeT Ha TOT (haKT, YTO MOPOAHble
0TBa/1bl 38PHUCTON CTPYKTYpPbIl, KOTOPble OT ABUXYLLUXCA BBEPX NMOTOKOB ra3oB UM XMUAKOCTEN
npeBpaLalTcsa B pyc/ie ABUXXEHMS NOTOKA B XXUAKOCTb, 06/1a4at0T CX0XXMMM CBOMCTBaMU. TaK1Um
obpa3om, MoBeAeHVE ABUXKEHUSI TeUeHUSI HEKOTOPOro MOPOAHOro O0TBasia 3ePHUCTON CTPYKTYpbI
HEe3aBUCMMO OT BBEAEHUA 3SHEpPrum onpeaensaeTca KOHLI,eHTpaLLI/IEI7| YyacTuu. Pa3prX}'IeHI/Ie n
KO/TMYeCTBO BBEAEHHOV 3HEPrumn Kak B ciyvae Bubpaumm, Tak 1 haronamsaunmn B 60/1bLLOM UHTEp-
Basne mexnay coboi HaxoaAaTca B I'IpHMOVI 3aBMcuMocTn. Ha ocHoBe NOoNTy4YeHHbIX Pe3ynbTaToB Nno
TpakToBKe Ke3an [2] «HoBasi MexaHMKa rpyHTOB», KOTOpas UCXOAUT M3 3HEPreTUYECKO OCHOBBI,
0COOEHHO X0poLuo nogxoanT Ansa 00BSACHEHNS CNOXHbIX ANHaAMUNYeCKMX NPoLIeCCOB B NMOPOAHbIX
oTBaslax 3epHUCTON CTPYKTYPbl U BK/OYEHUS B paMKK KPYMHOM CUCTEMbI 3aBUCUMOCTENA.
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THE CYLINDRICAL BENDING OF DOUBLE-LAYER
DIAGONAL SQUARE MESH GRIDS

M. SOARE*
DOCTOR OF TECHN. SC.

[Manuscript received: March 23, 1970]

A new type of double-layer square mesh grid is studied, characterised by the
different configuration of the two parallel layers. For the general case, the deformation
method is applied, being established the set of finite difference equations satisfied
by the nine unknown displacements and corresponding to the three typical joints
of the space structure. To continue, the cylindrical bending is studied, detailed solutions
are given for the case of equal nodal forces and the space grid is assimilated, at the
limit, with an analogous continuous medium whose clastic properties are determined.

1. Introduction

The advantages of space grids are well known by keeping in mind the
tendency in modern structural engineering to use lighter, and thus more
economical structures.

Most of them are formed from a repeated pattern of identical units
so that the resulting structure has a high degree of regularity. Among these
space structures, a special type of space grids is of particular interest, namely:
double-layer parallel grids. They consist of two layers of bars each arranged
to form regular meshes; the top layer and the bottom layers are linked hv
bracing members which ensure the geometrical indeformability of the whole
system.

The particular geometry of double-layer parallel grids enable us to
work out special methods of analysis.

In two previous studies [3], [4] author has treated the case of a double-
layer parallel square mesh grid. Another type may also offer technical and
economical advantages, due to its special geometry.

The double-layer diagonal square mesh grid we are dealing with in the
present paper offers the peculiarity that the square meshes in the two layers
are different; assuming that the boundary has a rectangular planform, the
bars of the bottom layer are parallel to the edges, while the bars of the top
layer are oriented at 45° to the same edges. Thus, each upper joint is projected

* Dr. Mircea Soare, Str. Pictor Bancila 22, Bucure.fti 66, Sector 6 (Rumania).
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onto the middle of a lower bar. The bracing members linking the two layers
are contained in vertical planes which also contain the lower members (Fig. 1).

It will be assumed further, that all members are connected together
by universal ball joints and that the supporting takes place in the nodes
of the top layer.

Fig. 1. Geometry of the double-layer diagonal square mesh grid

The svmbols adopted for use in this paper are defined where they first
appear and are arranged alphabetically in the Appendix.

If we denote by

/ length of the members in the bottom layer (mesh size),

y angle between bracing members and the planes of the two layers,

h height of the structure (vertical separation between the two layers),
the lenths of the upper bars and the bracing members respectively, are

h I _h coty (1.1
2C0Sy siny

In what follows the deformation method will be used for the general
case; a system of nine partial finite difference equations is thus obtained.
The general case is then particularised for the cylindrical bending.
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2. Basic relations in the deformation method

In aprevious paper [3] the principles ofthe application of the deformation
method to space trusses were exposed. We shall assume that the bars of each
layer are identical, with the axial stiffness 1 and ks for the bottom layer
and the top layer, respectively, and analogously the bracing members have
an axial stiffness kd.

The examination of the considered double-layer diagonal square mesh
grid shows that only three different types of joints exist, from which one is
in the bottom layer (A) and the other two are in the top layer (B and C) [2].

With relation to a system of co-ordinates Xyz having the origin in the
plane of the top layer, the Ox and Oy-axes parallel with the bars situated
in the bottom layer and the Oz-axis directed downwards, the three typical
joints will be denoted by Axy, BXy and Cxy; the adjacent joints are denoted
as in Fig. 2.
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It is worth-while pointing out that the difference between the joints of
type B and Conly holds from the analytical point of view, the bars of the
bottom layer and the corresponding bracing members being oriented in the
sense of the X and y-axis, respectively.

The bars which meet at the three joints and the corresponding director
cosines are listed in Table 1.

Table 1
Br aByX asyy asyg
Al(}_BXy —Cos Y 0 —siny
wXy B*Hy f sy i —siny
~y  Cxy 0 —Cs Yy —siny
X y~—CxyH 0 + @By —siny
dicir—Axi,y —1 0 0
"Hy +1. 0 0
0 +1 0
Bx,y~Axy 4- cos y 0 i H sin.y
Nx-2y —Ccos y 0 +f siny
BX,y~"X,y f 10 - 12 0
Bx,y~"x,y+l + Uv2 +10 0
Bx,y~CxHH - Y2 + 112 0
Bx,y-Cx4y -10 -10 o .
Ky Axy 0 joasy  TFsiny
o K 0 —Ccs Yy + sin. y
X yX~BxHy -f 1”2 +10 0
Cxy—Bwxy -10. + 10 0
C\y—Bxy- -10 - 10 0
Cxy~BxHy—+ +10 - 10 0

We should remembet that for a bar 1—2 whose ends have the elastic
displacements u2, vy, wland u2, v2, m2 respectively, the bar force Nj_2 con-
sidered as acting in joint 1, may be evaluated by means of the relation

N1 2= Kk[(u2 Uj)cosyx+(v2—Vj) cosyy+H{w.2 w,)cosy;], (2.1a)

where cos yv, cos yy, cos Yz represent the director cosines of the line 1—2.
The projections of the bar force Ny- 2 on the three axes of co-ordinates
are, respectively,

Xy 2= iYj_2cosyx, Yy 2= iVj_2cosyy, Zj_ 2= Ny_2C0Sy.. (2.1b)
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Let us show the manner for establishing the equilibrium equations,
choosing for example, the condition EXa —0.
This equation contains the forces in the bars

X,y —,Y5 ~AX,y AX Y Ax,y SAXLY and AX LY Ax o+ Ify .

The projections of these forces on the Ox-axis (respectively in the
succession of their preceding enumeration) are*

M Mx-/,y+UEy) "’
Ki(ux+hy~ Uxy) 1
kdriuxy uxiy) cos2y=\-(ivyy mPy)sinymosy], (2.2)

kd [(uXrl,y- Ux,y) cos'-¥Y-~(wx,I,y- u>x,y)SiﬂY’Cosy] .

Summing up the previous terms and also considering the component
of the applied load Faxi the equation of projection is written as:

Ki(uxH,y—2 uAy+Uuf£_ly)+ kd[(uf, ,y+nEy -2Uufv)cos2y -
- (WeHy NKy)sin Ymos y] + FAX = 0.

Further, we divide by kdcos2y and put

w. = (2.3a)
k(cos2y
and analogously
= K (2.3b)
kdcos2y

introducing still the finite difference operators

ux,y = UA ®» u><+|,y= EX «4 > VlX'/,y = EX].UO\, etc. (24)

the equilibrium equation will be written in its final form:

mVi(1l Ex) (1—Exx)+ 2] Ua+ (1+ Ex)ut
tany «(! —EX) tve Lax (2:5)
kdcos2y

* Superscripts A and B are introduced for the sake of simplicity.
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Table 11
LA 1B VA
c
V(1 EX)
AX (1-Ex1) 2 1+EX
Bx 1+ ET1 -L'. 1+VS) VSd+EXl)
(1+EYy)
Vsd+EX)
Cx -
(1+E 1) 2 Vs
Ay - Vid—Ey)
d-Eyr)-2
-V std-E x1)
By
(1-Ey)
Vsd~EX)
Cy I+ Ey1
(1- L 1)
Az 1. Ex
Bz 1- Ex1
Cz 1- Ey1

In an analogous manner the other equilibrium equations may be written
and are namely 27Ya — 0, ZIZA= 0, 2IXB= 0, 27YB = 0, 2ZIZB= 0, 27Xc = 0,
27YC= 0 and 2ZC= 0.

For the sake of simplicity, the following notation for the free terms
are introduced:

Fax a1 P B Fhe = &Az
kdcos2y kdcos2y kdsiny -cosy
m F&
Foy. = ofBYv, FBy = &By» ) = 8Bz
kdcos2y kdcos2y kdsiny .cosy
F
Fox eY 8oy 1 Fcz o

— Qrcx = =
kdcos2y " kdcos2y kdsiny «cosy

The terms ot have the dimension of linear displacements.
Nine equilibrium equations can therefore be established. They represent
a set of partial difference equations whose matrix has been listed in Table II.
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B Ve UE uc = Free term
tany (I —Ex) _®AX
-y s(I-E 11) _
(1-~Ey) tan7(1 -E x1) &BX
VsO—Ex) _ acx
(1--Ey)
1 Ey tany (1—Ey) _a .y
_ \5s(l+E?) _
2Vs 0+Ey) &BY
VeL+E X —o a- )
%) — —
0+Ey1) tany(I—Ey1) &CY
1- Ey 4tany tany (i+£)) tany(l+Ey) —GaAz
tanyR + E*1) —2tany . _&BZ
tan yR-J-EVy1) . —2tany _&cz

The examination of these equations shows that some of them may
he deduced from the others by the permutation of symbols and sub-
scripts; for example, equation (Cy) is deduced from Eq. (Bx) by inter-
changing the subscripts X and y, analogously for Egs (AX) and (Ay)
a. s. o.

Similarly, if the displacements w multiplied by the factor tany are
considered as new unknowns and the finite difference operators to the right
(Ex Ey) and to the left (E*1 Eyl are interchanged, the system matrix
becomes symmetrical with respect to the main diagonal.

Using different notations, the system of difference equations listed in
Table Il was previously established by J. D. Renton [2].

A solution by means of double trigonometric series can be obtained if
the double-layer diagonal square mesh grid covers a rectangular planform and
is simply supported along the boundary, as shown in another paper [3], in the
case of simple square mesh grids.

In section 4 it will be shown that these equations simplify in the case of
cylindrical bending and the corresponding solution will be established.
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3. Cylindrical bending of the space grid

In the following we shall deal with a remarkable case of state of stress
and deformation of the space grid, namely the cylindrical bending. This
situation occurs when in the planform one of the spans is much greater than
the second one a. By analogy with the cylindrical bending of plates, one
can assume that the space grid spans in one direction (y) to infinity and works
only in the direction of the it-axis, over a span a

The analytical study can be approached either directly, by establishing
the equilibrium equations of the forces in the members around the joints of
type A, B, Cand by associating the deformation equations, or by particular-
ising the general equations given by the deformation method, as established
in section 2.

In the present section we shall briefly treat the equilibrium and defor-
mation equations which constitute the mixed method, together with the
boundary conditions to be associated for the determination of the constants
of integration which occur at the integration of the finite difference equations.

3.1. Equilibrium equations

The cylindrical bending of the double-layer space grid is characterised
by the fact that the state of stress and deformation is independent of one of
the coordinates, sayy; in other words, in sectionsy = multiple of | (mesh size)
appear the same forces and displacements.

The position of the joints can therefore be fixed by a single subscript,
say m = 0,1,2, ... p in the top layer and correspondingly, m'1= rn -\ 1/2
in the bottom layer.

For the sake of simplicity, we shall confine ourselves in what follows to
vertical nodal applied loads Pat, PRm, Pcme

The forces which meet at the three typical joints are represented in
Figs. 3a, b, c.

The following equilibrium equations can be written:

— for the joint A

(EX) Im- Im_x+ (Dm- Dm)cosy = O. (3.1a)

(E2) (Dm+ Dm+ 2DJ siny- PAm= 0: (3.1b)
— for the joint B

(1X) (Sm— Sm_j) f2 + (D'm— D,n-\) cos ¥= 0, (3.2a)

(om+ pm l)sin Y+ pem = °5 (3.2b)
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Fig. 3. Numbering of the joints and the bar forces in the cylindrical bending: a) plane;
b) vertical section along the graxis; c¢) cross-section

— for the joint C
(12) 2Dmsiny + PQn= 0. (3.3)

The other equations of projection are identically satisfied. From (3.3) there
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results directly

Bm . (3.4)
2siny

The elimination of Dmand D'm between (3.1b), (3.2b) and (3.3) leads to

Dm Dmr= P +PBn&POq (3.5)
siny

which constitutes a finite difference equation with respect to Dm
The force in the other bracing member results from one of the relations
(3.2), (3.4), for example

Dm= - PBm Dm-1- (3.6)
sin'y

Keeping (ImM— Im~i) and (Sm— Sm_1) in the left hand side of Eqgs (3.1)
and (3.3), new finite difference equations are obtained for the bar forces in
the two layers:

Im~ Im 1= iDm A'cosy, (3.7a)

PAC N/

Sm~Smil= (D'm Dm_ (3.7b)

where the forces in the bracing members which occur in the right hand
sides are assumed as being known from the integration of Eq. (3.5).

The solutions of the previous finite difference equations can he obtained
once the applied loads PAm Eiit, PQOn are given. For example, when these

nodal forces are constant (PAn_- Pa, Psr = Pem = Pc,. one obtains:
Dm= -—-[(P4+PR+Pc)m+ Cj], (3.8a)
siny
= (PA+ PB+ Pc)m+ PA+Pc CJ, (3.8b)
siny
Im =coty[ (PA+ere+Pc)m' (C3+2 CJin+ Co], (3.8¢.)

srn= _pyozt_v_ \(P+PB+Pc)m- (PA+PC 2C)m+ C3],  (3.8d)

where C,, C2 C3represent constants oi integration; in point 3.3 it will be shown
that the constants C2 and C3 are not independent of each other.
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3.2. Deformation equations

In the particular case under consideration, the displacements of the
joints in the Oy-axis direction are zero, i.e. va = = v — 0. From the partic-
ularisation of Eq. (2.17), applied successively to the bars with forces Jm Sm
Dm and Dm there results:

Im = Ai(uA,m+1 uAm). (3.9a)

= |'" (uCm ~uB,m)i (3.9b)
Dm= kdcosy [uB>m1 UAM—WBmM+ NOom)tany], (3.9¢)
Dm= kdcos y [mg>T~ + icBm)tan y]. (3.9d)

From simple geometrical considerations, we obtain:

uCm = (MBm+1+ uBm) e (3.10a)

The deflection of joint Cmresults from the deflection of joint Amto
which is added the shortening of the bracing members Dmunder the action
of the nodal forces Pcm

T - * _ _ _
Mm=*4m + Z‘KGSiniy (3.10b)
From (3.9a) there results
uAm+l uAm Im (3-113)
K,
The elimination of uCm between (3.9b) and (3.10a) leads to

IB,m+1 uB,m

By subtraction of relation (3.9a) from (3.9d) and then after the conve*
nient grouping of the terms, we obtain

Sl ~ AR D'n Dm
UB m-i-1 ~b u B,m A.m f (311C)

wBm tan y kdsin y

Relations (3.11a)—(3.11c) constitute finite difference equations with
respect to the displacements UA, «B, Wa if we assume that the right hand
members of these relations are known. Their integration introduces three new
constants of integration C4, C>CB6.
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The deflections wa follow directly from one of the relations (3.9¢c) or
(3.9d), for example

Am e D'fn (3.11d)
tany kdsiny

Thus all joint displacements can be completely determined. It should
be observed that forces and displacements are established in two successive
steps.

3.3. Boundary conditions

The constants of integration are determined from boundary conditions.
We shall limit ourselves to exemplify the statically determinated case when
the double-layer space grid is simply supported at the upper edge joints and
carries uniform loads.

If p denotes the number of intervals in the top layer (the supporting
points being 0 and p), the reaction has a value

W= (PA+PO- (3.12)
From the method of joints applied to 0 and 0' (Fig. 4), we obtain

vV _ _2o0_
siny

= K-PJN-PC
siny (3.13)

coty
f2

lo= (2V0 PA Pc)coty.

Ifin (3.8) we consider m = 0 and the resulting values are equal to expres-
sions (3.13), we obtain for the constants of integration the values

Cl=-(PA+PB)~ ~ - PBP

C2= (Pa+ PB+ Pc)(p- 1), (3.14)
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From the elimination of FO between the expressions of S0 and JO we obtain
2/2Sn+10-- (Pa+ Pc)coty—0.

If this relation is expressed in terms of the constants of integration, we

obtain
Q+ 2C3= —(PaT-Pc),

Fig. 4. Equilibrium of the joints 0 and O": a) plane; by vertical section along the x-axis

wherefrom we deduce that the two constants of integration C2and C3are not
linearly independent.

Both expressions (3.8) and (3.14) show that the nodal loads Pa and Pc
intervene in the bar force expressions only by their sum. This is very easily
explained from the statical point of view by the fact that nodal loads Pc
are transmitted to the joints A directly through the bracing members, since
the horizontal members which link the joints C are free of charge. Thus, by
the reduction of forces, at the joints A the final force (Pa + Pc) acts.

The force expressions will be given more extensively in Section 4.

For the displacements one can state that, in the symmetry axis, the
horizontal displacements should vanish, i.e.

N
form= P _ _o
or , 8
for m= P-1 Cny=©
2
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If at one end, for example m —O0, the space grid is pin-connected, the
boundary condition will consequently be modified, a fact which does not change
the state of stress.

A third condition concerns the deflections ... namely

tvBO= 0 for m= 0.

As a consequence of the symmetry, the condition of vanishing deflection
at the second end will identically be fulfilled. The explicit determination of
the displacements follows in the next section.

4. Application of the deformation method

To continue, we shall again consider the problem of the cylindrical
bending, based on the systematic application of the deformation method;
for this purpose, we shall start from the partial finite difference equations
listed in Table II.

4.1. The set of finite difference equations

Keeping in mind that va = vb = vCc —0, the set of equations is simpli-
fied; first of all, the equations of projection on the Oy-axis vanish (Ay, By
and Cy).

Further from Eq. (Cx), the displacement uc is rendered explicit in terms
of ug; in this manner relation (3.10a) is obtained, by means of which displace-
ment uc is eliminated.

An analogous procedure is followed for the deflections ivc. From Eq. (C2)
wc is expressed in terms of wa; the previously established relation (3.11d) is
thus obtained.

After carrying out all these eliminations, there results a set of four finite
difference equations, the matrix of which is listed in Table II1I.

Table 111
N B UA uB = Free term
-y>i(l-E
(I EIE( 1) X)Z 1+ Ex +tan Yy (1—EX) »
—Ex1)—
-VsB-Ex) + tan Y (1—Ex1) 0
1+ Ex1 (1-Ex1)-2 y(
. Eaz + ECz
1- Es —2tany plan Y (I-j-Ex) kdsiny «cosy
Fiz
1- Ex1 +tan)(l+ FxX ~ —2tany kdsiny cos y
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For the sake of symmetry, we denote

Vs . k. (4.1)
2 Hdcos- y

and in accordance with our previous assumption in section 3, we limit ourselves
to the action of vertically applied loads.

4.2, Introduction of a displacement function

A unitary procedure for obtaining the solution consists in reducing the
set of four finite difference equations to a single equation with respect to
a displacement function, from which the displacements and bar forces are then
derived.

To obtain this displacement function, the progress analysis can be system-
atized as follows.

Let the system be

LjjUa d~ LjgUR — L jjjica -f- VR — 0,

L2u4 d- T2mb (- L2Bma  Luws — O
(4.2)

Lijua £ T2ib “b \ §- —0,
Ltiua d- L i2un F- Lru)a d- Liiive = L O,

where the coefficients L§ (i,j = 1, 2, 3,4) are finite difference operators,
the expression of which result from the comparison to the set of equations of
Table I11. For the free terms, the principle of superposition will be applied.
In the preceding system (4.2), the case of loads applied at the top layer (FBr)
was considered.

The displacement function ®B satisfies a partial difference equation
which is obtained by equating the main determinant of the system (4.2) to
the free term.

Lu L¥ L\i Lu
L22 12 12 24
bsi Lo L3 L-u
Ln L*2 "3  Lu

The unknowns Wa, UB, M'a are obtained by applying to the displacement
function ®B an operator which results by replacing in the main determinant
the column of the corresponding unknown by the free term column, in which
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Lo = 1 is taken. With this procedure the results are:

LM L13 Luy L\ LI Lu\
L» L23 ho4:ds, uB= + L, 1 123 L4 s,
f3o L33 L~u 31 LB L3i\

La Lu Lu La Ln
npg1 L,z L2 ®B, its= 4- 121 12 LB ®s.
L*i L2 L3 Li L LB

Introduction of solutions (4.4) in the last equation (4.2) leads to the
relation (4.3), in which the determinant was developed according to the terms
of the last line.

We shall proceed in a similar manner for the nodal forces (Faz+ -Fez)
and namely in system (4.2) the free term Lasin the third equation will be con-
sidered.

The displacement function ®p satisfies a partial difference equation
whose matrix is the same main determinant and the free term of which is L (13
The unknowns Wa, ub, W wb follow from the relations

L\2 LI3 Lu in bi. Lu
Ua 4" 'lv> LB Ey da, uB- — L2 LB Ly ®Pa
1Z Li3 Lu Lu LI3 Lu
Lu LWV Lu Lu 12 L1
M=+ L; L, L4 &5 ns- Ln BT 123 oa
L 12 >4 Ln 1Z Li3

Once the displacements are determined, the bar forces are deduced from
relations (3.9).

4.3. Case of the applied loads Pb

We shall apply the previous expressions to the case of loading ofjoints B.
Starting out from the matrix of the set of finite difference equations listed in

Table ill, the expression of the displacement UA from (4.4) is written as:
1-j- EX 0 tany(I+EX

Md VA1 Ex)(I Ex’) 2 tany(l ExJ) 0 o8
1 Ex 2tany tan y (1-)-EX)

—- 2y*tan-y (1 E3-(1—Ex")®s
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In a completely similar manner we obtain

uB= —v,tan2y(l EX)(1 ExD2(l+£x)PB,

ma=- tany@ ExX(1 E-D[fiip(lI EX (1 EX* x
X1+ EX +2 (v;,+ W) (1+EX] b8 °

Ms = tany(l EX @ ExD[2w/lys(l EX(1 Ex>+
+ Bl ~EX@- Ex)+ 4ys]ds,

tan-ye\ays(l EXM1 £x2)3dB= - .
k(siny scosy

It is important to observe that the operator (1 — Ex) (1 — ExJ) inter-
venes in all the preceding expressions. Therefore, simpler expressions will be
obtained if we choose the new displacement function according to the relation

tan-y(I Ex)(1 EX)®PB= FB. (4.6)

The new displacement function Eg satisfies the finite difference equation
of fourth order

(1- EX-1 Exr-FB= FR: - (4.7)
\Hy)sk(sin y ecos y
and the displacements obtain their final expressions:
Mi = 2ns(1 EXFB, (4.8a)
mB = If,(I Ex")(1+EX FB, (4.8b)
iVA= coty [Ip (1 EX)(1 Ex1(1+ EX + Ng,
+ 2(v,+ys)(l +ExX]Fb,
wB cotyf2fits(l Ex)(1 ExD+ A 8dn

+ Vi(1+EX (1-fEx") + 4f,JFB.

For the determination of the bar forces, one starts out from the relations
(3.9) and (3.11b), respectively, in which the operators Ex and Ex1 are first
introduced

| = kj(Exna wunA) = I EXua= 2Kiys(l Ex)2FB, (4.9a)

s = -—(ExUd Ud) ™ (1 EX)uB=
212 212
(4.9b)
AV 1—Ex)@ E~)(L+EXFB
2 1/2
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D ~kdcosy [Fxms- UA (ExivB—wA)tany] =
= cosy kdftyjs(1 EX-(1 Ex)Fg, (4.9¢)

O kdcosy [UA uB+(wA wB)tany]
= cosykdfifs(I EX-(1 Fx')Fg=-10. (4.9d)

Returning from the difference operators Ex and EXx1 to the values of
the functions in joint m and the adjacent joints and denoting PB = PBm
the previous relations are written*

W 4Fm+l+ 6 Fm 4Fm tFm 2= Tp'r kdsin_)_/“-_(_;osy , (4.10a)
uAm 2 Vs (Fm Fm+t) *
uB,m = fi(Fm+1 iin-1b
™m= coty[ - V,V,(Fm+-F m+i-F mtFm_,) -j- (4.10b)
+ 2 (v,+ fs) (FnH + FN)] >
™ m —Coty[ m2fifs(Fm+i 2Fm+Fm )4-
+ ft(Fm+l+ 2Fm+ Fm_t) + 4fsFM .
Im 2ktws.(Fn+2 A1 Fm)®
Sm= + 7 2 F\-Fm 7)./ (4.10c)

-

Yr=CSysKViIiVs(Fm+. 3Mi+l+3 " Fn-1)e

The solution of Eq. (4.10a) will be sought for according to the procedure
shown in a previous paper [4], for the case of the double-layer simple square

mesh grid.
For the case of equal nodal forces (FBn= Fg), the following solution

is obtained:
C,
ft yskdsiny mosy 4! 3l 9l

G\m+Co (4.11)

where CQ, Cr, C,, C3 represent constants of integration (different from those

introduced in Section 3.3).
Replacing in (4.11) m by (m — 1), (mi + 1) and (m - 2), we obtain
the expressions of Fm_15 Fm+1 and Fm+3, which are not reproduced here.

* For the sake of simplicity, the subscript B which characterizes the position of the
nodal forces is cancelled.
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W ith these relations, the expressions of the bar forces and displacements
become:

Im=  pBcoty ni-+ 2(C3+ 1)m-f2C3+ 2C ,+ ~

coty
T 2+(2C3+1) n*+ Cs+2 C, (4.12)
bm- B H
Dm= D' = ) B_ m+ C,
sin 7
1 ” 1
Mm - -f coty " C9H—_ mi+
K, 2
C3+2 C. in-j- c3d- d-2C,d  —
3 3 12

2PR 1 1
«B,T = _A_ coty 3 m3+ C 3mJ 2C ,+ m+ C3+2C, , (4.13)

1 L . A
*»N,T= ik COt2y 2 1Ml in" j 2C§+—1 in" lfC34-2C2-f !
K] Avl 6 3 9
C3+2C2--4C1d & m A C3\Ci-\-2C1-\-2C04
. (2C3-f-1) T + C3+ 2C2
kdsin2y
. (1 2)
*«q,7 = i cotzy - deeee maf C3m3+2C,m2+ 4C, m+ 4C(]
( k, K) 6 3 ' |
t'_
0 ! m2)-2Camd-2C2
K. fo/sin2y

Since due to its geometrical configuration the studied double-layer space
grid has a favourable statical behaviour when it covers a single bay, we shall
limit ourselves to this situation, considering the simple support at both ends.

The boundary conditions were examined first in Section 3.3; they can
be briefly expressed as follows:

DO = ”‘”]1 PB P-21
Y iy for m = 0,
So— X coty p coty p | (4.14)
1B,0 0
Wep = 0 for m —p .
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With the previous conditions, the following values of the constants
are obtained:

cC=0, ¢ p'24p C, (4.15)

Introducing these values into (4.12) and (4.13), we get the final expres-
sions of the bar forces and joint displacements:

Im= + pBcoty [-m-+ (p—2)m+ p —1], (4.162)
Y m o i P 1 (4.16b)
T 2
Dm - Dm= - 7*- P 1 (4.16¢)
siny o
DAm ZPBCOty 3 g (p rL) m* 3p9 im P’ P , (4173)
3K
2PBcot y . 1 , P3P
. in m+ P2 P 4.17b
uB,m = 3 K p 2 4 ( )
PBcot-y Ik" +1?(\ m 2(p 1)m> 3p 2)m-
6 - < (4.17¢)
Ps 2p+h)m f °_ P 1o
(Ps 2p+1)m 2 kdsin-y
3p+ |
X m2 (p Im
2
PBcotzy | l 2 m4 2pm*‘ m2-(-(p3-f-p) m]
5 ki ks 4.17d)
jcot2y ' m2) .
k. kdsin'y

4.4, Case of the applied loads Pn -y Pc

Proceeding in a similar manner as in the case of loads PB(see point 4.3),
it is shown that the displacement function Fa satisfies the following finite
difierence equation*

1 Ej-(1 Ex')2Fa= — Fa+%
ifi y)skdsin 7 *cos y

* For the sake of simplicity, Fpg is written instead of Fj~+c.

Ada Technica Academiae Scienliarum Hungaricae 69, 1970



CYLINDRICAL BENDING 453

wherefrom the displacements are derived

«a*=Vs(l Ex)(1+ Ex") Fa,
ne = 27 (1 Ex')Fa,
tva = coty [2fjmps(l Ex)(1 £ /) f 4ip+ ips(1+ Ex)(1+ Ex1JIFA,

wB =coty [y,v>s(l £ x)(I Ex1)(1+E x1)+ 2 (v,+ Vs)(1+ £ x")] *a

and then the forces in the bars

/ fc,ys(I  Ex): (1+-EXY &,

S = Ex)(1 E .1~ ,
12

D = cosykdtpiyis(l gv2(1 F*

D’= cosy mkdipt ips(] Ex1

transcribed into finite differences, the Jrevious relations become*

N An't*\iCm

Fm2 4 FAMtl-\-6FMm—Fm X «_ 2
faf sinly *cosy

(4.18)

Um = VsEm+l Fm_x),

uBm- 2Yy,-(Fm Fm. x),

Wi m=cotyf 2pifs(Fmel  oaq4mEm ,)+4y»Fm+ (4.19)
+ \5('m+1+ 2 FmH\-Fm g

™ = COt7 [ \B\BSFMHL Fp  Fp-i+ Fmog) o

+ 2 (yx+ Vs) (Em+ Fm_j)].

im= kiips{ith+2 Ri+1 Fm-\-Fm_j)
Sm = (Fm+i—2F),, + Fm_Xx),
(2
Dm= COS7 'deiWs(Fm+2 3Fm+l+ 8 Fm ),

D cosy mkdpips(FM¥1 -3 Fm+ Akpy Fm 2

When the nodal loads are equal (FA; + FCz— Pa + Pc), the following
solution is obtained for the equation which determines the displacement

* For the sake of simplicity, the subscript A which characterizes the position of the
nodal forces is cancelled.
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function Fa-
Pa+Pc 1

E, = n?‘—\———gl'—mS—l—;'Q M2irC, m+C,, , (4.21)

wivs kdsin vy mcosy 4

where CO, Cj, C2 C3represent constants of integration.

The introduction of solution (4.21) into relations (4.19) and (4.20) leads
to the following general expressions for the bar forces and joint displacements:

Im= -(P.n+Pc) coty m2+ (2C3-)-1) m-{-C3-\-2 C2+

SM +(pavp o ) 2520, M+ 2CON

Dn Pa*tPb . 1
siny 2
Pm — Dm—: F’a.+Pc m-f-C3+
siny 2
Pat Pe coty ! i3-)-C3m2+ 2C2H-——m
b,
PA+ PC
IB,m — — coty
C3 2C2 m - C3 Co+i~2C,
> 3 12
1 1
«4m = (PA+Pc)coC-y r4H--—-Coin34-
fc, * 6 3
t-
+ 2C2M-4C,MFACO | (pas ng) Y
K ~
1
] Ni"j-2C3w f-2C, -meree
kdsin2y
1 2C3-1
e, T = (Pa+Pc)COl2y - * - - mﬁ4 """"""" m3
*1 .
+ Co+ 2Co m2 -j- |[C3 2C2+4C,
—-?:-C'.\+C2—2Cj+4C0—j ————— i —é (Pa+Pc) x

_ m2+ (2C3 )m C34-2C2+
Kdsin2y
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For the simply supported space grid the boundary conditions are writ-
ten as:

- -FO+PA+PC (M4-bPcH p 2)
siny 2siny
Slom =0
S = Focoty PA+PQ A _p_’
12 2
Ro= U;
=0 for in=p

From the previous conditions, the following values of the constants of
integration result in

P, G, PHE 2 p_ B P g

Introducing these values into (4.22) and (4.23), we obtain the following
final expressions of the forces and displacements:

Im=+ (PatPc¢)coty [—ni--f (p —2)m-fp— 1]

cot .
sm=(PA+PQ “°Y i1 (p 1)m (4.26)
IK Pa.+PC P +l
siny O
D' = Pa+ P ¢
siny 2
uAm — PnK Pc coty 13 -i p 1T 3P 14 P P
3A 2 2
1B mi Z(Pa+ PC) Im3 : I'IT(Z T 4- piv 2P (4.27)
3A-. 1 2 4
1 2
HA.T = (PA P C)cot-y T4 2(p 1)T73
le] . s
+p 2)int ~._.p3+p
cot-y 1
(Pn+Pc) o 2-(p 1-
LSin-y
J 2 )
H>B,T = (PA+ PC)COt-y —-——h pin3 T--)-(p3+ p)m
o} K M
(pm "
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In papers [1], [5] is described an approximate method of the calculation
of the bar forces and displacements of the double-layer diagonal square mesh
grid with uniform vertical loads.

The approximation consists in the assumption that in all the four top
bars around a bottom joint equal forces occur.

As, in the case of cylindrical bending, this assumption is rigorous, the
results are that the approximate method leads to exact results.*

4.5. Finite difference equations satisfied by the forces and the displacements

In order to be able to directly establish some new results or to deduce
certain properties of the space grid, it may' appear necessary to express each
unknown under a difference form, as a function of the applied loads. These
expressions are established in a very simple manner, from the elimination of
the displacement function between the equation governing it and the relation
which determines the desired unknown, as a particular function of the displace-
ment function.

W ithout transcribing the intermediate calculations, the following equa-
tions are obtained, corresponding to the type of loading, Pb or Pa+ Pc-

Loads applied at the joints B

2 coty
(1—ax)(I Ex1)2wna = LR
*/

@ Exy(1-E?)uB= > 1+EXFBZ

@ Bl E)wa= T S( EX)

(4-28)
1 2
2cot-y b 1+ EX FBz,
Ve G EAFE
@ EX-(I ExDhcB 2 ] 1 EX(1 E.wvy+
kdsin-y
COt_y(1+Ex)(I+ Exl) + 2cot-y FBz,
(11— ExD21 = —2coty mF,.
@ Ex)@ ExNS= ~°"y'(@ mEXFB:.
1 Ex)B - - FBz
siny

* With respect to the quoted paper [5], the following correspondence subsists between
the load symbols: Pg <> P, and PR = Pqg <>Ps.
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Loads applied at the nodes A and C

a BEX( E~uA= N (1 +EX)(Enr+EcY

@ BEX-(1 EMue U (pu+EQ),

2

1 Ex)-U EXD’ma-= 1 BEX)(1 £x)+

kdsin-y

+ C;('(Zy (I+EX) (I + Exi) (Eaz+ Ec),

a BExw-(1 Ex)2™s - @ EX(1 Ex')+

1 ]
4- 2 cot- y ( . 2 (1+ Ex)(FAz+ F @),
1ki K

1
kdsin-y

Q- L;n2l= -coty(l+ Ex)(FA+FQ@,

- EX @ —ExI)S = — \2 cot y(FAz+ FQ),

1 EX)D = —A— (FAx\-FQ).
siny

5. The equivalent continuous luediuin

If the mesh size is very small compared to the span, the double-layer
space grid can he assimilated by an equivalent continuous medium, whose

elastic properties will be established in the following.

The transformation of the space grid into a continuous structure succeeds

by using Taylor’s expansion

Em+1= ExFm= F(xm+l)= F +1 ¢ m-L1
m" dx 2l X1
' E d'Fn , E <EFm
3! ax' 41 ax*

and analogous expressions for FM,bFEm-1 and Emt2.

We shall deal in some detail with the case of nodal forces applied in the

joints of type B.
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Substituting the expansions given by the previous relations into the
finite difference equation (4.10a) in the relation results

P dIF
+ 4F))_I-fFm
41 ax*
d°_F PRin
dx« xiipxkdsin y ecos 'y

Neglecting the terms proportional to P and higher powers of /, as | is
small, from the previous expression the differential equation satisfied by the
displacement function F results:

d*F P Bm (5.1)
dx* 144, kdsinyecosy
In a similar way, we deduce from relations (4.10b) and (4.10c):
W = 9 FysdE_
dx
mb = + 2 Itpi dF 2k UA | (6N
dx
WA= iVB= tv= 2c0ty 4vi+Vs)F \HVsl' d_X_
"KWdF
bricwar,
P ‘e d- F I (5.3)
12 dx2 12
AP dIF
D= I)- Pipifskjcosy
dx

The solution of the differential equation (5.1) follows directly by suc-
cessive integration; for equal nodal forces (PBn= Pb). it is written as:

F = . X4V — xn-je———x-+ Ctxa-CO (5.4)
/4y yskdsin ycosy 4! 3! 2!

where CO, C,, C2, C3 represent constants of integration as in the case of finite
differences.
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Substituting the expressions of F and of its successive derivatives into
(5.2) and (5.3) this results in:
2 Pp cot ;
peoty X1 C0 . tcoa-cj
3K

%, uA (5.5a)

4PBcot-y 1 21 w cC, ,

+ -
u K 1 24 6

1 x--\-Cxx-\-CO R' (32)-2C3X+ 2C2);

Pg coty (*2+ 2C3a+ 2Co),
/2
(5.5h)

D= D'- (*+C)).
Sill y

For the double-layer space grid simply supported at the two opposite
edges, to the boundary conditions
1—o0 and tv—o0 for *= 0 and X = a

the following values of the constants of integration correspond:

c.=0,c =22 c¢c,=0, cC
24

The final expressions of the bar forces and joint displacements are:

S (5.6a)
|2
D p- PB
sin'y
PgCcoty (4%3
6 Pks
y 5.6b
I (5.6b)
Pg cory « o (X4 2arnijai®) - —(ax- xJ).
6/4 kj ksJ P kdsin2y
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For the loading case of joints A and C the same relations are obtained
if we replace PB by the sum Pa + Pc- The boundary conditions consequently
remain the same.

It still remains to point out, for the case of continuous equivalent medium,
which are the coordinates X to be considered in the calculation of bar forces.
In accordance with Fig. 3 we have

—for Im X= mfij1 (m=-©° P 2),
1
for Sm X—mr o (Mm-012.4p 2P 1),
1
—forDmDm X— ma. /, (M=0,1,2,.e.p 2,p -1),
2
1
for LAM X— m-f ) /, (m=o0,1,2,. wp 2p 1), 5
for UBm x ml, (m- 0,1,2,. p 2, bp),
for wAm X-  nij- ; /, (m=o0,1,2,.. ,p 2,p 1),
for WBm x ml, (m=10,1,2...,p 2,p bp)-e

In closing this section, let us seek an analogy with the plates. Let us
start out from Eq. (4.28) which determine the deflections wB= w. Putting

w o NM—iv, (5.8a)

the two partial deflections satisfy the equations

(1 g)Z(I ExD2wi 2Cot-y (I+EX (1 + EX9 gy,
2K (5.8b)

(Ll Exal ExH2tw 1 Ex)(1—Ex1)FB2

kt,sin-'y

From a limit process, the preceding relations go into the following
equations

d4tv, 2cot-y 1 FB
dx4 12 kit oRh 12
d4tv2 1 d- jE Bz

dx4 fedsin2y dx2 |
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If we note the load per unit area

FBZ
oy = =P

and keep in mind relations (1.1), we obtain

d4 wij 1 /1 2

. 5.9a
dx4 25 u, ks. P ( :
d- u, 1

. (5.9b)
dx2  “misin®y X

The term from (5.8a) represents the influence of the transverse shear
forces of a plate; it is reduced as will be shown in the numerical example
(Section 7) and, in a first approximation, could be neglected.

If now we denote in (5.9a)

(5.10)

then the differential equation (5.8a), written in the form

d* v p

dx4 K

represents the equation of the deformed surface in cylindrical bending of a
plate having a flexural stiffness K.

Thus, the double-layer diagonal square mesh grid works in cylindrical
bending as a strip plate of flexural stiffness K, as given by relation (5.10).

6. Numerical example

Let us apply the previous results to a numerical example, choosing the
following numerical data

— number of intervals

p =8 (@@= a/s),
— height of the space grid h = 12= all6,
— cross-sectional area of bars 0,5A,
— the loading consists of equal loads in the top
layer
The angle y results from the relation
cot therefore y = 453 and siny = Vf2.
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We shall first establish the general expressions of the bar forces and joint
displacements in the case of PB= Pc = P. The results are obtained by super-
position from the groups of relations (4.16), (4.17) and (4.26), (4.27) respec-
tively, where Pa = 0.

Following this procedure, we obtain:

Im= 2FVoty [—ml+ (p —2)m - p — 1].

coty
2P (6.1)
2 [m" &? J)m o + 4
2 T 2p P
finy Y 2 4 sihy v 2 t )-
uAt K, 2 (P |)-2
4 Pcoty fm 3 om 1 _ . 2P3+P j
+ 1 ks 1 4 m1l 8 J' (6.2)
P cot2y (1
vAm 3 [ K + ) [m* 2(p )ms j3p i-j m2+
La _P+’ 2p3+p | 1cot2 2.)
(P 2 1 4 I ks kdsin2y J
P P
L2 |
[ (P ) 21 6lkdsin-y '
5 fl 2 U
,m 1k, KJ [.
2
P ( cotzy
Kh kd sin2

The variation of the bar forces and joint displacements 1 depends oil
a dimensional factor and on the number of intervals p. To determine the
deflections it is still necessary to dispose of the ratio of axial stiffnesses.

According to the numerical data, we have

EAa

|

= EA" kK A cES- A2, hd ——j_ =

K Is {ti g

| 2 Y2+ 1 2,414 213 6
K, X = K fe
cot2y 2 1 412 7 4,949 747 5

Ks sin2y fe/2 Y2 k K

1 L 0,471 404 5

skdsinzy 3k K
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With the previous numerical results, we finally obtain:
Im =2 (—m2+ 6m + 7)P,
Sm = Y2 (m2— 7m — 3,75)P.
Dm= 2/2(m — 1,25)P,

0. - 2/2(m 375P.

2 ,
UAM7=——g- ("»3 10,5 m- 11,5 m+ 128)
3 iq

“Bm=+y (m3—12m2 025 m+ 129)y =

= —A[(m 3- 12m2—0,25 m + 129)

wA,m= 0,804 737 9(m4— 14m3 — 23,5 m2+ 507,5 tn + 258)

AN

.ﬁ: ’

— 4,949 747 5(m2 7m— 4)+ 0,4714045

wBm = [0,804 737 9(m4 16 m3-m 2+520) + 4,949 74758 m m2] — ,

“cm= -y (“Bm+irvBm) —  (M3—105m--10,75 m+123,375) e
P

wC,m wA,m 2 ktf sin2y HA.m+

The diagrams of variation of the bar forces Sm Im,DmD'm and those of the joint dis
placements m, uBm, t<kAm and n>sm, are represented in Fig. 5 b—i.

If we consider the continuous equivalent medium, relations (5.6) may
be used, in which Pe is replaced by PB-j- Pc — 2P and a =

8l
Thus we have

2P 8 % b=

—D =P Y2 (m

2Y2 P (x1 . 128 «s
3 fe (P I- V2

12 +¢1 P itl - P q-

16 8 £_

3 £ ( 512 + 4Y2 ] L
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- 1945
+36

Fig. 5. Variation of the bar forces and joint displacements: a) geometry of the structure;
b) forces Im;c) forces Sm; d) forces Dm-e) forces D m"f) displacements mg 7; g) displacements
uB m; h) deflections wA m; i) deflections
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The co-ordinates x for the determination of the forces and displacements
are defined by relations (5.7).

The comparison of the results obtained using alternatively the exact
and the approximate solution (corresponding to the continuous equivalent
medium) shows the following:

a) The values of the bar forces (J, S, D, D') coincide;

b) replacing into the previous formulae x — ml, we obtain for the
displacements uB approx the relation

212
11B, approx. uBm ~v o (0,25m

The difference is insignificant, having at the ends of the span the value

AuB= 0,9428091JL, i.e.0,78% .
K
c¢) For the deflections of joints B, one similarly obtains

VB, approx.  tvB,m ' 2 I2l-| 1 [oT in~5' l?( .

The difference between the approximate and the exact result is also
insignificant, representing at the centre

<XB =-(-9,7516112—-, i.e. 0,87% (error in excess).
K

Both the exact and the approximate solutions represent relations which
are extremely simple, so that the application of one or other of the solutions
depend on the mental inclination of the designer.

APPENDIX — NOTATION

At — cross-sectional area of the bracing members,

A; — cross-sectional area of the bars in the bottom layer,

As _— cross-sectional area of the bars in the top layer,

D,D\ U forces in the bracing bars,

£, Ey; -E*1, Eyl — finite difference operators (to the right and the left hand, respectively),

Fa, F6 — displacement functions,

Eaox Epy, E a2 EBx, FRBy, FRZ F¢x, Fgy, Fe — components of the applied loads, assumed
to be concentrated at the joints of types
A9 J5, C and directed in the direction of
the axes x9y, z,

| — force in a bar of the bottom layer,
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K (|/fC,)+(2/féSS flexural rigidity of the double-layer space grlc",

P~Am. PBn>Pcm — vertical nodal loads, applied in the joints Am, Bm and Cm.
S force in a bar of the top layer,

Vo reaction of the space grid (in the joint 0),

*A L /\Ay*&AZ*‘ etc* — load terms,

« = pi° — span of the double-layer space grid,

h height of the structure (vertical separation between the two layers),

K. Kj,ks— axial stiffnesses of the bars
| length of the bars in the bottom layer (mesh size),
Id — //(2cosy) — length of the bracing members.

h 112 — length of the bars in the top layer,
— typical joint,
p — ajl — number of intervals,
w, V, w — components of a joint displacement in the direction of the axes of

coordinates,
— angle between the bracing members and the horizontal plane.

Kj

cos2y Vs =

Vii =
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Zylindrische Biegung von zweilagigen, zweildufigen diagonalen Stabrosten. Ein neuer
Typ eines zweilagigen, zweildufigen diagonalen Stabrostes wird untersucht, der durch die ver-
schiedene Form der beiden parallelen Schichten gekennzeichnet ist. Fur den allgemeinen
Fall wird die Forméanderungsmethode angewendet, indem das durch die neun unbekannten
Verschiebungen befriedigte Differenzengleichungssystem aufgestellt wird, welches den typi-
schen Knoten des rdumlichen Stabrostes entspricht. Im folgenden wird die zylindrische Biegung
untersucht und es werden ausfiuhrliche Lésungen fur den Fall gleicher Knotenlasten gegeben.
An der Grenze geht der rdumliche Stabrost in ein gleichwertiges kontinuierliches Medium
Uber, dessen elastischen Eigenschaften ermittelt werden.

MHOPWUYECKMIA M3MMG MPOCTPAHCTBEHHBLIX M1aCTMHOOBPa3HbIX CETOK C KBagpaTHOWN
PeLLETKOM (M. LLlop). B HacTosiLeii pa6oTe MCCMeayeTcs HOBbI BW NPOCTPAHCTBEHHbIX nac-
TUHOO6pPA3HbIX CETOK C KBAApaTHON PELLETKOW, XapaKTepusyeMblii pasMuHbIM MOCTPOEHMEM
napansesibHbIX CeTUYATbIX MIAaCTVH. s 06Lero cnyyas NpuMeHsieTcs MeTog AeiopMaLinii, npu-
BOASLUMIA K CUCTEME YPABHEHUIA B KOHEUHbIX PAa3HOCTSX, Y[OBMETBOPAEMO [EeBATHIO HEM3BeCT-
HbIM/ MepeMeLLEHMSIMM, COOTBETCTBYIOLIMMM TeM pas/IMuHbIM BWAAM Y3/10B CETKU. B AanbHeit-
LLIeM pa3BUBAETCS MCCefoBaHMe LMIVHAPUYECKOrO U3rn6a, AaloTCst Mo/Hble PeLleHns Ais Cny-
yas paBHbIX Y3/10BbIX Harpy3oK; MepexoAs K npefeny, pelleTdyatas cuctema NpMBOAUTCS K
9KBUBA/IEHTHOW HENpPepbIBHOM cpeae; OnpeaensitoTcsl ee ynpyrve cBOVcTBa.
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SIDE FRICTION IN CONSOLIDATION TESTS

M. R. MADHAV*

[Manuscript received March 27, 1970]

For estimating the side friction force in consolidation testing, an adhesive
component is considered in addition to the frictional component. Expressions are
obtained for the side friction force and intergranular load at the end of consolidation,
as functions of sample dimensions. A method is proposed for estimating the correct
values of the coefficient of volume decrease and for determining the coefficient of
side friction. The reported experimental results bring out the factors affecting the
side friction, and the effect of side friction on the soil properties.

1. Introduction

The one dimensional consolidation theory of Terzaoni or any refinment
to it, presupposes that the distribution of the applied load is uniform with,
the depth. In the consolidation test, since the soil sample, during deformation,
moves relative to a fixed boundary, frictional forces are developed between
the specimen and the wall of the ring containing the sample. Part ofthe applied
load, usually an unaccountable quantity, is lost in overcoming the frictional
resistance. The frictional force is dependent on (i) the soil type, (ii) the sample
dimensions, (iii) the applied load, (iv) the degree of consolidation, and (v) the
conditions on the wall of the ring. If the frictional force is not eliminated,
this will lead to smaller values of coefficients of volume decrease. Since it is not
possible to eliminate them fully, an estimate of their magnitude should be
made and then corrections should be applied for the same. An attempt to-
ward the same is presented below.

2. Review of the literature

Taylor [6] and his associates appear to be the first to initiate a study
on side friction. Assuming that the frictional force (F) is proportional to the
intergranular pressure and on the depth also, an expression for it, under con-

* Assistant Professor in Civil Engineering, Indian Institute of Technology, Kanpur-Ib,
(India).
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ditions of complete consolidation, was obtained as
F = Pl — e~ 2fHIR) (8]

where H and R are the sample dimensions, P — the applied load, and/'" — the
side friction coefficient. Ishii et al. [3] showed that friction is to be found more
in a fixed ring consolidometer than in a floating ring. Values for/' here have
been computed by Arai [1], from measured pore water pressures.

Muhs and K any [2] and Leonards and Girault [4] use a mercury trough
below the ring to measure the load carried by the ring. Hansbo [2] measured
the force required to move the ring relative to the soil, while Nakase [5]
measured the load transferred by the soil to the lower porous disc. Nakase [5]
also presented an approximate analysis of side friction in a partially consoli-
dated state.

Use of lubricants, particularly silicon grease, is generally advocated as
reducing the frictional force but their effect needs to be precisely determined.
In most of the studies, the values of/' have been reported to be in the range
0.1 to 0.5, the range 0.15 to 0.3 being more common. The above review shows
that the possible adhesion between the ring and the sample is not realized,
though Nakase [5] mentions the possibility of the frictional force being purely
cohesive. An analysis which includes the adhesive force is presented below.

3. Shearing force between ring and sample
Assumptions:

1) The shearing resistance (here named side friction force) developed
between the ring and the sample, is composed of (a) adhesion, and (b)
friction.

2) The frictional component per unit area at any depth is proportional
to the intergranular pressure at that depth.

The side friction force, Fz, at any depth is

Fz=fc2jiR «dz+ f m294 mz (2)
nR2

w here/cis the adhesive component, and Pzis the intergranular load at depth 2.
But

P,= P f;OFdz, 3)

where P is the total applied load. Substituting for F2from Eq. (2) and solving
Eq. (3) for Pz

Pz= pe-V'(W) _ [I_*-TOiW)]. (4)
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The total side friction force F is obtained by substituting for Pz from Eq. (4)
into Eq. (2), and integrating,

fFAz= P R <1 e-2/(2/R)] (5)
JO L /’
If H isthe sample thickness, the total friction force Fh and the intergranular
load Ph, are

MOLC 11 e2/(HR)]
-

(6)
and

PH = pe—T(HR—- _ 1 e-2'(«W] . (6a)

If fc= 0, these equations are reduced to Taylor’s [6] equations. The mean
intergranular load, P, needed to calculate the coefficients avand m,, is given by

P — &)-p~dz = s XRr“fC {1 9™Rwy 2nRfc H @
In the testing methods of Taylor [6] and Nakase [5] Ph is measured, while
Fh is measured by Muhs and Kany [2], Leonards and Girault [4]. Since
experimentally two parametersfcand f have to be determined, two measure-
ments of either Fh or PH have to be made either with different total loads
or with different thicknesses of the sample, and the resulting equations are
solved simultaneously.

The analysis of side friction during consolidation is presented in Appen-
dix-1.

4. Method for estimating in.

If neither FH nor P H can be measured due to the lack of equipment,
the total side friction force can he estimated by the following method. Soil
samples of different thicknesses, but otherwise identical, are tested and their
coefficients of volume decrease (mv) computed for all pressure increments.
The mv — values plotted on log scale show a linear relation (Fig. 1) with 4,
the height of the sample for each pressure increment. Using the method of
least squares the following relation is obtained:

mvH = mvo (10)~CH = mnOe c'H, (8)

where mvH and mv are the coefficients of volume decrease of samples whose
thickness is H and 0, respectively, and C and C' are constants related by
C — 2,3 C. Values of mv decrease with thickness due to increasing loads being
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lost in overcoming the side friction force. Correcting for the load in calculating

meH,
m iH m r0 9
p|—F/nR2 Pl ©)
or
F/nR2 mrH
Pl (10
Pi mr0
Fig. |
or
F=wuR-p,(1- e-CH)= Pj(1—e-CH), (11)

where F and P are the frictional and applied loads, respectively, and Px=
= PjnR*.
Comparing Eq. (11) with Eq. (1)

C'= 2f'IR. (12)

If fc is zero, Eq. (6) reduces to Eq. (11) and hence a linear plot between H
and log mvH is suggestive of the absence of adhesion in the side friction force.
As an outcome of this investigation, determining C from Fig. 1, mt — the
correct coefficient of volume decrease can be estimated from the measured
values of in,A.
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5. Experimental study

The study was carried out on three soils whose index properties are given
in Table 1. All samples were hand-moulded into rings of 3 in. diameter. The
samples were loaded with a pressure increment ratio of one, up to a pressure
of 8 77/f2 The computed values of mvwere plotted against a sample thickness.
Only two typical curves are given (Figs. 1 and 2). A straight line relation
between log mvH and H is apparent in all cases. The method of least squares
is used to compute mro and C .

The computed C — values are given in Table Il. The coefficient of side
friction /' (/' = RC'12) is dependent on soil types, the pressure increment
Table |

Index properties of soils tested

Percentage passing

Soil description L.L. P.L. P.I. through 200 mesh.
Rod 40,5 22,5 18 58,7
Black 59,0 29.0 30 87,2
Kaolinitic 71,0 43,0 28 100,0

Fig. 2
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Pressure increment
TI/ftE

0,05 4-0,125

0,1254-0,25

0,25 4-0,5
0,5 4-1,0
1,0 4-2,0
2o m

4,0 4-8,0

* Pressure increment is equal tn 0.050 25 77/)2

M. R. MADHAV

Table

Side friction coefficients ((,”) of tested soils

0,586
0,408
0,465
0,192
0,398

0,373

*

Black

1,833*

0,966

0,602

0,569

0,504

0,611

kaolinitic

Uncoated ring

0,397
0,322
0,329
0,271
0,287
0,196

0,249

1 Ring coated
j with silicon

i

grease

0,174
0,075
0,160
0,095
0,165
0,075

0,131

and the lubricant used. The red soil with a smaller clay content and P.l. has
a higher coefficient compared to Kaolinitic soil. Also, the C — values tend to
decrease with increase of applied pressure. Silicon grease appears to be very
effective in reducing the values of C by 50% or more.

01

0,2

03

Average effective stress T/ft.2

0A

0,7

Fig. 3

10
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An indirect effect of the smaller of uncorrected mvH values in increasing
the values of the coefficient of consolidation, Cv, is shown in Fig. 3. Since Cv
is inversely proportional to m,, and the mv values decrease with increasing
values of H. Cv— values increase with H. The increases in Cvfor the range of
thicknesses considered is considerable (100% or more). Hence, elimination or
reduction of side friction is essential in soil testing, otherwise corrections
have to he made to the measured and computed soil properties.

6. Conclusions

An adhesive component is included in the side friction force between
the ring and the sample. Expressions are obtained for the variation of the inter-
granular and side friction loads with depth, as also for the average intergranular
pressure for any pressure increment.

Using a method developed herein, the coefficient of side friction has been
shown to be dependent on the soil type, the pressure increment, and the lubri-
cant used. Side friction if left unaccounted, for reduces the values of mv and
increases the values of Cv.
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APPENDIX |
Analysis of side friction during consolidation

Based on approximations given for Terzaghi’s solution for the pore
water pressure distribution with depth, Nakase [5] obtained solutions for
side friction and analyzed them for the partly consolidated state. The above
analysis is extended to include an adhesive component in side friction.
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In Terzaghi’s approximate solution for consolidation, the isochrone
is assumed to be parabolic and the intergranular load, Pz, at a depth, z, is

p vizra» - f . T<1/12 (13)
* 12TH®
and
P-= /1P 1 e~*3T '/*)ﬁ-- @H 2) , T>1/12. (13a)

For the partially consolidated state, Eqg. (3) can be written as

P:j Pz 2nRfcz 3LCpzf.d: (14)
K Jo

where P,f is the effective load when side friction exists. Substituting for P-
from Eqs (13) and (13a), Eq. (14) has been solved with the boundary conditions
that at 2= 0

P2J = Plt+. IP,
. Rz R R2
P-f="PnEx-1 LW W Exel)—
/ « 2af Y Y f* (15)
a R- R2 I
Ex -1 , T < 1/12
T ~ 2/;~ 4fuUn|_
and
nR2fc 2 \PEx® HR R-
P:f= (PO+ AP)Ex-I -]](@ E*el) +
r H2 2r 4/ (15a)
AP- Ex m2 ZR T> 1/12
f . .
ihere
a=Y12TH2, Exm\ —e~2f and Ex m2 = e37-V.).

Substituting these expressions into Eq. (2), the total side friction force is
obtained as

F= ka4 nR2fc Ph _ « R- 1 Ex-1)
r 1 «r (16)
2z Rz
+ AP { - T < 1/12
K a arf
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and

. R R- 1
F = IPjl+£*-2 (1 Ex-1)
/" Rf i
; (16a)
2s R
+ P mEX 2. ’ T> 112

H- h « T

The integranular load and the total side friction force at the bottom of the
sample are obtained by substituting z — H.

APPENDIX II.
NOTATION
12 TH-
C,C constants,
C. coefficient of consolidation,
F, F., FH total side friction force,
r side friction coefficient (friction component),
fe side friction coefficient (adhesion component),
H sample thickness,
Ttly? TtivO, TilyH coefficient of volume decrease,
PPx applied loads,
Pz, Pzf intergranular load.
R radius of sample,
T time factor,
z space variable,
4P load increment.

Seitenwandreibung in den Bodenbefestigungsversuchen. Um bei RBodenbefestigungs-
versuchen die Seitenwandreibungskraft schédtzen zu koénnen, muB auBer der Reibungs-
komponente auch eine Haftkomponente vorausgesetzt werden. Der Verfasser hat fir die
GroBe der Seitenreibungskraft am Ende des Befestigungsvorgangs von den Dimensionen
des Versuchskdérpers Formeln abgeleitet. Eine Methode fir die Schatzung des genauen Wertes
des Koeffizienten der Volumenverringerung und fir die Ermittlung des Seitenreibungs-
Beiwerts wird vorgeschlagen. Die angefiihrten Versuchsergebnisse zeigen deutlich die die
Seitenreibung beeinflussenden Faktoren sowie die Einwirkung der Seitenwandreibung auf die
Bodeneigenschaften.

TpeHue oTKOca Mpy OMbiTax Mo ynpoyHeHuto rpyHTa (M. P. Magxas). Mpu onbiTax no
YMPOYHEHWIO TPYHTA AN OLEHKN YCUNA TPEHUS, BOHUKAIOLLETO B OTKOCE, CararLLyo TpeHus
Heo6X04MMO [OMONHNUTL ellle W crarawolleid NpuannaHus. ABTOP /19 BO3HWMKAMOLLET0 B KOHLE
YMPOYeHUs TpyHTa yCuInMs GOKOBOrO TPEHUSI M YCUNUSI MEXAY 3epHamy B (DYHKLMUW OMbITHOTO
o6pasua BbIBOAUT (hOPMY/bl. ABTOP BHOCUT MPEL/IOXKEHMWE MO BbIYACIEHWIO TOYHOIO 3HAYEHUS
KoappuumeHTa yMeHbLUEHNA 06beMa M onpeaesieHnto KoadurumeHTa 60KOBOro TpeHus. MNMokasaH-
Hble 3KCMEPUMEHTA/IbHbIE AaHHbIE TOUHO BbIPaXatoT KO3((ULIMEHTbI, KOTOPble BO3AENCTBYIOT Ha
60KOBOe TpeHMe, a TaKXe TO BO3AE/CTBUE, KOTOPOE OKasbIBaeT TPeHME 0TKOca Ha CBOWCTBa Ma-
Tepyana rpyHta (mv u c,,).
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ESTIMATIONS OF EVAPOTRANSPIRATION OF RICE
BY INDIRECT METHODS

Y. K. VAMADEVAN,*

[Manuscript received 21. April, 1970]

ET of rice was measured by installing galvanised iron tanks embedded in the
centre of the rice field at two water depths and compared with the ET values estimated
by the different empirical and semiempirical formulae. The estimation of ET by the
formulae of lvanov, Johnson, Christianson, Petrasovits, Penman and Antal gave good
monthly and seasonal values in a descending order. Considering the magnitude of con-
veyance losses, percolation losses and overirrigations in the rice field, the errors in the
monthly values are not serious. Therefore, any of the above formulae can be used for
estimating the ET of rice according to the availability of data at hand.

1. Introduction

According to recent concepts, évapotranspiration (ET) of a crop is
governed primarily by meteorological parameters, when the plant cover is
adequate and the moisture supply is not limited. Soil and plant factors play
only a very insignificant role under above conditions. When the water supply
is abundant, ET is a physical phenomenon governed by the incident energy
at a place and is not a physiological process (Penman 1948 and Thornthwaite
1948). Hence climatological approach has been used in estimating the ET
of rice.

A number of formulae have been developed in Europe and USA that
aim at arriving at “potential evaporation” that takes place from a surface
well provided with moisture, as indeed a rice field is [1—9].

The object of this study was to estimate ET by indirect methods to
serve as comparison in evaluating the measured ET.

2. Materials and methods

The study was conducted during the 1968 and 1969 season at the
State Farm at Mez6tir — a typical rice growing area in the Hungarian Great

* Department of Crop Production and Soil Cultivation, Agricultural University,
GOdO”é, (Hungary).
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Tablé |
Comparison of the various formulae

1968
Items

June in % July in%  Aug. in%  Total in%
Measured ET. 5cm plot (mm) 154 100 185 100 118 100 457 100
20 cm plot (mm) 178 100 189 100 120 100 487 100
Water depth
Antal PE 5 cm 164 106 182 89 127 108 473 103
20 cm 93 96 106 98
Blaney—Criddle ET 5 cm

20 cm — —
Christianson ET 5 cm 196 125 183 99 106 89 85 99
20 cm — 110 95 88 106
Ivanov ET 5 cm 180 115 170 92 116 97 466 101
20 cm 101 98 96 - 98
Johnson ET 5 cm 175 112 177 96 136 114 3 110
20 cm 98 — 92 113 103
Penman PE 5 cm 155 99 158 85 112 94 425 93
20 cm 87 82 93 87
Petrasovits ET 5 cm 150 96 191 102 96 81 437 97
20 cm 148 83 189 100 95 79 432 89
Thornthwaite PE 5 cm 120 77 118 64 101 85 339 74
20 cm 67 61 84 ’ 69
Turc ET 5 cm 146 93 134 72 105 88 385 84
20 cm 82 70 87 79

Fig. 1
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with measured évapotranspiration

1969
June in % July Aug. in% Sept. in % Total in %
(20 days)

142 100 168 100 161 100 89 100 560 100
159 100 178 100 168 100 88 100 593 100
86 61 138 83 155 96 75 85 454 81
54 78 93 86 77

134 94 197 117 120 75 451 96
84 111 71 — 89

143 101 192 114 123 76 51 57 509 91
90 108 76 — 57 86

128 90 173 103 147 91 84 94 532 95
81 97 88 95 — 90

127 89 176 105 142 88 73 82 518 93
80 99 85 82 87

115 81 167 100 127 79 62 70 471 84
72 94 76 70 79

93 65 171 102 123 76 65 73 452 81
95 60 184 97 129 77 67 76 475 80
71 50 121 72 105 65 50 56 347 62
45 68 63 57 59

42 79 134 80 107 66 52 58 405 72
70 75 64 58 68

Plane. The annual precipitation is 550 mm. The elevation is 83 metres and it
is situated at 47° N latitude and 20,31° E longitude.

The ET was measured using galvanised iron tanks having a measurement
of 50 X50 cm and a depth of 80 cm, embedded in the centre of the rice field.
The plan of layout is shown in Fig. 1. Daily measurements of ET were made
using the “Héni-To6th” type gauge which had been used as a standard instru-
ment for measuring ET in this country. All the 20 tanks were embedded at wa-
ter depths of 5 and 20 cm. Measurements of ET were made at 8 A.M. to-
gether with the measurements of precipitation in the amendments of meas-
ured values.

A standard rain gauge and a thermohygrograph were installed in each
water depth to measure rainfall, temperature and humidity. Gross solar radi-
ation data were taken from the Meteorological Station at Szarvas, which is
situated 6 km from the experimental field. In the case of reflected solar

17 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



480 V. K. VAMADEVAN

radiation measurement, a Russian type of solarimeter was mounted in an
inverted position in the rice field. The instrument was held at 2 metres above
the crop. The measurements were made generally on clear days.

3. Estimation of ET by indirect methods. Results and discussion

Estimation of ET by the various formulae is presented in Table | with
measured ET. When the measured ET is taken as 100, the relative values of
estimated ET are also given in order to illustrate the extent of differences
between the above mentioned methods. Of the formulae tested, those men-
tioned in [1, 3—5, 7] gave the best results, followed by those in [8] and [9].

The empirical “X ” coefficients obtained by dividing the measured ET,
by the consumptive use factor according to Blaney and Criddle [2], are
summarised in Table II.

Table 11
Monthly coefficients, Blaney and Criddle. (1956)

1968. 1969.
JUNE i 0,9 0,8
JUIY s 1,0 0,8
AUQUSE e, 0,7 0,5
September - 0,6
Average during the season ... 0,9 0,7

The values seem to he reasonable when compared to the values for rice
published by Braney and Criddle [2].

The discrepancies between the various formulae were almost the same
when the monthly values were compared. It can be observed that the formulae
suggested by Antal [1] and Petrasovits [7] give exceptionally good results
with the experiment in 1968.

Unfortunately, the classical formula suggested by Thornthwaite [8]
is found to be the least accurate. In fact, Van Wijk and de Vries [10] have
come to the same conclusion from their studies in Netherlands, and have
stated that — “No method based on monthly temperature can be expected
to give reliable results for different regions”.

It can also be expected that the empirical formula presented by TtiRC [9],
not related to the physical processes determining ET, will give unreliable
results under conditions different from those on which they are based.

Even though the Penman approach [6] is based on a sound theoretical
basis, it does not give expected results under the experimental conditions.
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The author feels that the accuracy required in various parameters in the
aerodynamic equation is greater than can be achieved or maintained in the
present investigation.

While making a review of these methods, one should consider not only
their relative agreement with the actual values, but also other factors such
as practicability and economy.

The best method from the practical point of view, is the one which can
be worked up with data already at hand. In this respect, the best one is the
formula suggested by Johnson. Only the value of solar radiation is required.
Even though the Thornthwaite method needs only the temperature and heat
values, it does not give accurate results. The formula suggested by Petraso-
vits requires values of temperature, sunshine hours and crop coefficients.
Once the crop coefficients are determined, under a cultivation system, it need
not be estimated every year. It is important to note that this formula is based
not only on the physical factors affecting ET, but also contains a factor which
is the resultant of the cultural and ecological aspects of plant growth. Antal’s
and Blaney and Criddle’s formulae require only aminimum set of data. On the
other hand, Penman’s and Christianson’s methods require the largest set of
data, that can be nearly at hand.

In evaluating the above methods, one must always bear in mind, that
the majority of irrigation engineering practices are based upon approximation
of the actual phenomena. The complete evaluation of the phenomenon may
be scientifically possible. But if the benefit to be derived from such an elabo-
ration cannot be justified from the cost (in terms of money and time spent)
incurred, it cannot be considered as economically justifiable. At this point
the irrigation engineer is faced with the task of making “the most proper
approximation” of the phenomenon by certain assumptions.

In conclusion, the selection of the method for estimating rice ET in
irrigation practices, should not be based any more on the availability of meas-
urements or climatic data and certainly not on considerations such as that the
method is well known and has been widely used. However, ET estimations
by any of the formulae except those of Thornthwaite and Turc serve useful pur-
pose in irrigation practices as an index of rice ET if necessary adjustments of
coefficients for the rice growing season and culture are known. W ithin the scope
of technical operations of irrigation projects, the error in the estimated value
of ET by the formulae for the evaluation of ET is perfectly admissible, both
because of the statistical nature of the data and its magnitude, when compared
with the conveyance losses, percolation and overirrigations in the rice field.

Micrometeorologists will continue to use and develop sophisticated
methods which require special instrumentation and computation for the deter-
mination of short term values of ET. Such fundamental studies are necessary
to understand the physics of ET and to test the empirical formulae.
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APPENDIX

Calculation of évapotranspiration and potential évapotranspiration

ET and PET were calculated as per the formulae suggested by various authors. They

are stated below.

Antal (1967).
PET = 0,9 (E — e)07(1 + a t)48 mm day,

where PET = potential évapotranspiration
E = saturated vapour pressure (mm Hg.)
e = vapour pressure
(E—e) = saturation deficit
t = mean air temperature in C°
a = 1/273

Christianson's Marshlands formulae (1966)

ETa = 0,37 R CT CwCA CsCM, CH

where ETa is the adjusted évapotranspiration for the month in inches and
CT = 0,048 + 0,014 T,

W wind velocity m/sec,
H " " » relative humidity in %,
S sun shine hours

Cw = 0,790 + 0,0035 W,

CH = 1,140 — 0,0035 H,

Cs = 0,440 + 0,00564 S,

Cn} = monthly vegetative coefficient,

T = average mean monthly temperature in C°,
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Factors are taken from the table suggested by him.
lvanov (1959).

E = 0,0018 (25 + )2 (100-a),
where
E = évapotranspiration,
t = temp, in °C (monthly average),
a —relative humidity in %.
Johnson (T965J.
Q = 0,11 S,
Q = ET raVha per day,
S —measured solar radiation cal/cm2
Petrasovits (1969).
ET — T mt mK,
where
ET = évapotranspiration in mm/day,
r = radiation factor (% of sunshine hours) (to the total potential sunshine hours),
t = average air temperature in C°,
K = kt mk2 = biotechnical factor depending upon the cultural and ecological factors

(Tables are furnished for easy calculation).
Thornthwaite /1948/.

e= 1.6 (10 tll)a,

where
e = monthly unadjusted evaporation in cm,
t = mean monthly temperature in degrees C,
12
| — heat index £1 i,
i = monthly heat index obtained by the relation i = (e/5)1'514,
a = A coefficient which varies with the heat index =

= 0,0000000675 Is— 0,0000771 12+ 0,017921 + 0,49239.

The value thus obtained is further adjusted by applying a correction factor which depends
upon the number of days in a month and the day length for which Thorntwaite has furnished
values.
Penman (19i8) .

Computation of évapotranspiration by the Penman formula is very complicated.

Mocuttocii (1965) has furnished tables for easy computation of Penman’s values.
Calculations were as per the above mentioned method.

EO0 mm/day
Turc (1965).
E = at/(t+15) (Rc+ 50) (1 + C),
where
E = potential monthly évapotranspiration, in mm/month,
a = coefficient equal to 0,40 except in February which is 0,37,
t = mean monthly air temperature,
Rc = mean total radiation received on a horizontal surface (cal/cm2) day,
C = coefficient depending on the relative humidity which is equal to zero when

U > 50%.

Schatzung der Evapotranspiration des Reises mit Hilfe von indirekten Methoden*
Messung der ET mit Hilfe von verzinkten Eisenbehdltern, die in der Mitte der Reisfelder
in einer Tiefe von zweifacher Wasserhdhe eingebettet sind, und Kontrolle der erhaltenen
Werte durch Gegenuberstellung der verschiedenen empirischen und halbempirischen Formeln.
Die Schéatzung der ET-Werte aufgrund der Formeln von Ivanov, Johnson, Christiansen,
Petrasovits, Penman uUnd Anta1 ergab gute Monats- und Saisonwerte, mit degressiver Ten-
denz. Mit Ricksicht auf die Férderungsverluste, Sickerverluste und Uberwéasserung der Reis-
felder, sind die Abweichungen in den Monatswerten unbedeutend. Deshalb kann jede be-
liebige erwahnte Formel zur Ermittelung des ET-Wertes des Reises anhand der verfig-
baren Angaben angewendet werden.
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KoCBeHHbIA MeTOf, OLEHKW MOBEPXHOCTHOTO WUCMapeHst M UCMapeHns pacTeHuin Ha
prcoBbIX MiaHTaUmax (B. K. BamaeBaH). V3mepeHue 3BanoTpaHcnuMpauum puca npovsBoau-
N0Cb MyTeM pasMeLLeHns NPUMEPHO B CepefuHe PUCOBbLIX MNaHTauuii pe3epByapoB U3 OLUHKO-
BaHHOW WCTOBOM CTa/IM HEMOCPEACTBEHHO B NOYBE HA COOTBETCTBYIOLLEN FNyOuHE; MOSTyYeHHble
TakvM 06pasoM JaHHble ObINN CpaBHEHbI C pesynbTaTaMy PasiMUHbIX IMINPUYECKUX U NONY3IM-
NUPUYECKINX 3BanoTpaHCnmMpaunoHHbIX opmy. OleHKa AaHHbIX 3BanoTpaHcnMpauny Ha OCHO-
Be (opmyn MeaHoBa, [)KOHCOHa, KpucTuaHcoHa, MeTpawoBuya, MeHMaHa u AHTana fana
Y[O0BNETBOPUTE/bHbIE MECAYHbIE W CEe30HHblE Pe3ynbTaThl C YObIBAOLLMM MOPALKOM BETNYUH.
YunTbiBas TO 06CTOATENLCTBO, YTO MMEHOT MECTO TPaHCMOPTHbIE U (UNbTPaLMOHHbIE NoTepu, a
Tak>Xe 130bITOYHOE OPOLLIEHNE PUCOBbLIX NOsel, HabnoaaoLLMecss OTKIOHEHUS M0 MECAYHbIM AaH-
HbIM He ABMSAOTCA 3HAYNTENbHbIMU. BCneAcTBUe CKa3aHHOIO Bblille, N106as 13 ynoMsaHyTbIX op-
My/T MOXeT 6bITb MCNONb30BaHA 415 OLEHKM faHHbIX ET puca — Ha 0CHOBe MMEIOLLMXCA B pac-
NOPSKEHUN [aHHBIX.
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Acta Techn. Hang. 69 (1970), 225—241

K aszap l.: Study on the Possibility to Eliminate the Hard Running of
Direct Injection Diesel Engines

When examining the hard running of direct insection Diesel engines, the
characteristic feature is always the intense inflammation, represented by
the index (dp/dg))max. Intensity of inflammation can be rendered more
favourable by diminishing of some parameters, such as the dynamic factor
a, the delay of ignition, the velocity of the initial evaporation, the number
of the'foci of inflammation. The survey of the relevant literary sources
shows that the search of a more smooth running does not need a special
processing; it claims a satisfactory choice of the parameter values influ-
encing the mixture and inflammation.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 243—273

nyiri, A.: Determination of the Theoretical Characteristics of Hydraulic
Machines, Based on Potential Theory

Author deduces an integral equation for the relative flow around the
profile lattice on the mean surface of a part-channel, sliced out of the
runner of a hydraulic machine by two surfaces of rotation. The machine
works with an incompressible, frictionless fluid. Through the depend-
ency of the solution on the direction of the approaching flow the theo-
retical characteristics of the runner as well as the characteristics of the
inception of cavitation are determined.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 275—324

Cser Gy.: Analysis of the Suction Process in a Direct Injection Type
4-Stroke Dieselengine

Taking into account the compressibility of air and its nonstationary
flow conditions this paper deals with some regularities of the suction
process as observed in a direct injection type 4-stroke Dieselengine.
Author starts out from the assumption that the suction process, i.e. the
flow conditions in the intake conduct exert a decisive influence on the
filling-up factor of the motor-cylinder, on the tangential motion of the
air taken in, and consequently on the efficiency of the burning process,
further on the suction work performed by the piston viz. on the loss
involved. Of course, after having analyzed these details, author extends
the investigation to the total effect in order to find some optimum combi-
nation of all the influencing factors. For the sake of a simplified generali-
zation, author tries to treat experimental results as functions of some
criteria which may serve to determine the similitude of various suction
effects. It is the mathematical model, as developed in the first chapter,
the analysis of which proves suitable for finding the preconditions of
similitude, and for the elaboration of measuring methods that even
show some new features. In the second part of this paper the experimental
results will be discussed.






Acta Techn. Hung. 69 (1970), 325—339

Goschy, B.: Analysis of the Torsional Equation of Box Girders Being
in the State of Complex Torsion

As can be seen from a survey of the technical literature, the torsional
equation of beams of closed or box section, has been several times derived.
The results, however, in spite of the identity as to their form, are different
assumptions, and compare with the method of calculation proposed in
the paper. From the results of the numerical analyses, it is obvious that
the equations established on the basis of different assumptions, differ
only in respect with the movements, however, the internal forces are the
same. The greatest inaccuracy is the consequence of ignoring shear
deflections, therefore, taking into account shear deformations in designing
closed sections is of great significance.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 341—349

PETHO s/.: Experimental Conditionsfor Measuring the Specific Weight of
Solid Probes

On the basis of the law of error propagation applied on the known rela-
tionship that prevails for pycnometric measurements, a further formula
for error determination is derived that proved practically useful since it
is conform to results obtained by tests. This new formula combined with
actual measuring results helps us to infer some further important conse-
quences. Namely, when a measuring error is predetermined, we have
a strict directive rule at hand how to choose the adequate measuring
method to be applied.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 351—365

sitkeéi Gy.: Certain Problems of the Tyre-Outfit of Agricultural Tractors
with Special Respect of Loose Soils

The bearing capacity of sands and newly tilled soil is low, therefore, it
would be practicable to apply tyres of large volume but causing low
surface pressure. A new method has been worked out with the help of
which the sinking of the tyre into the soil and the mean pressure acting
on the contact surface can be determined, if the properties of the soil and
tyre are known. The mean value of the contact pressure characterizes
the degree of compaction of the soil. The applicability of Ssaakjan’s
pressure-sinking relation has been confirmed, and the constant k may
be employed as the characteristic of the soil. In the case of drive-wheels,
the slip-sinking depends, in the first place, on the load capacity of the
soil remaining in the trace of the wheel. Since sand is only slightly com-
pacted under the rolling load of the wheel, the slip-sinking is here signif-
icantly deeper than in more cohesive soils having been entirely slackened.






Acta Techn. Hung. 69 (1970), 367- 380

Fazakas, B.: Contribution to a More Precise Method of Finding the
Cross-Section Area of a Chip Milling

Author deals with a method for computing the cross-section area of chips.
For the determination of this area a common principle is applied, whether
the cross-section is constant or changing with time, be it a simple or a
complex one. The question of precise calculation is equally analyzed and
the investigation is extended to cases when some neglection might be
judged to be justified. In examining chip formation during milling, special
care is given to expound methods for calculating the length of chips and
to state the limits of application. Finally, a general example is presented
by showing how to determine the cross-section area of chips obtained by
means of a slabbing cutter having spiral edges.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 415—424

D. R. Ray: Mechanical Response in a Composite Piezoelectric Transducer
under Polarisation Gradient

This is an attempt to investigate the mechanical response in a composite
piezoelectric transducer partly subjected to a flow of current in the semi-
conducting boundary layer under polarisation gradient. The equations
of electricity, the constitutive equations in piezoelectrical material are
made use of to solve the problem. Laplace transform serves effectively
as an operational technique for its solution.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 425—432 N

H.- J. schaffner: Viscosity and Relative Density of Vibrated Granular
Waste Rock Piles

Experimental researches verified that the viscosity of granular waste
rock pile loosened by vibration in the range 6 > 1 g (g being the accelera-
tion due to gravity) depends, in the same way as in the case of suspensions,
on the grade of concentration of the particles. The mathematical form of
the established relationship corresponds theoretically to the Mooney-
equation, however, in the former one also the non-Newtonic flow behaviour
has been taken into consideration. A comparison with the data published
in the literature shows that the waste rock pile of granular structure
fluidized by upstreaming gases or liquids in the stream bed has analogical
properties. Accordingly, the flow behaviour of a waste rock pile of granular
structure is essentially determined, independently of the energy input,
only by the concentration of the particles. Loosening and energy input
behave in the same way in the cases of both vibration and fluidization
directly proportional through a major range.
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Acta Techn. Hung. 69 (1970), 433—466

M. Soare : The Cylindrical Bending of Double-Layer Diagonal Square
Mesh Grids

A new type of double-layer square mesh grid is studied, characterised by
the different configuration of the two parallel layers. For the general
case, the deformation method is applied, being established the set of
finite difference equations satisfied by the nine unknown displacements
and corresponding to the three typical joints of the space structure.
To continue, the cylindrical bending is studied, detailed solutions are
given for the case of equal nodal forces and the space grid is assimilated,

at the limit, with an analogous continuous medium, whose elastic prop-
erties are determined.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 467—475
M. R. Madhav : Side Friction in Consolidation Tests

For estimating the side friction force in consolidation testing, an adhesive
component is considered in addition to the frictional component. Expres-
sions are obtained for the side friction force and intergranular load at the
end of consolidation, as functions of sample dimensions. A method is propo-
sed for estimating the correct valu.es of the coefficient of volume decrease
and for determining the coefficient of side friction. The reported experimen-
tal results bring out the factors affecting the side friction, and the effect
of side friction on the soil properties.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 477—484

v. K. vamadevan : Estimations of Evapotranspiration of Rice by Indirect
Methods

ET of rice was measured by installing galvanised iron tanks embedded
in the centre of the rice field at two water depths and compared with the
ET values estimated by the different empirical and semiempirical for-
mulae. The estimation of ET by the formulae of Ivanov, Johnson, Chris-
tianson, Petrasovits, Pennan and Antal gave good monthly and seasonal
values in a descending order. Considering the magnitude of conveyance
losses, percolation losses and overirrigations in the rice field, the errors
in the monthly values are not serious. Therefore, any of the above for-

mulae can be used for estimating the ET of rice according to the availa-
bility of data at hand.
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