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BALANCE EQUATIONS OF SUSPENDED SEDIMENT 
TRANSPORTATION
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and

E. SZÜCS**
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[Manuscript received: 24 March 1970]

A requirement com m on to every field  o f  engineering is to  derive the expressions in ten d 
ed for practical com putations free o f arbitrary constraints, and to  introduce assum ptions 
which are clearly defined and consistent w ith  th e  laws of Nature. F ailing to  do this, the v a lid ity  
ranges of individual expressions become obscured. A possibility  for the m ethodical, uniform  
approach to engineering problem s is offered b y  the transport theory, w hich is founded on the  
m ost general laws of ph ysics , nam ely the conservation  theorem s. I t  is dem onstrated th at b y  
this approach the general se t o f balance equations of sedim ent transportation can be form u
lated . The basic equations o f  some of the sed im ent transportation theories will be derived  
from the general set o f  balance equations. In th is  connexion it  w ill be illustrated w hich o f the  
10 possible assum ptions are used in ind ividual theories.

1. The g enera l tra n sp o rt- th e o ry

M any  theories in v o lv in g  a w ide v a r ie ty  of a ssu m p tio n s  h av e  been  p u b 
lished  in  th e  re lev an t l i te ra tu re  for d escrib in g  th e  m o v em en t o f suspended  sed i
m en t. T his m ovem en t is a h igh ly  co m p lex  physica l p h en o m en o n  to  w hich th e  
m e th o d s o f m a th e m a tic a l logics c a n n o t b e  app lied , un less sim plify ing  a ssu m p 
tio n s  can  be in tro d u c e d . The assu m p tio n s  are  m an ifo ld  an d  exceedingly  
d iffe ren t in  n a tu re , m ak in g  an y  d ire c t com parison  b e tw een  th e  d iffe ren t 
theo ries v e ry  d ifficu lt.

T he tra n sp o r t  th e o ry  in tro d u ced  lo n g  ago in  th e rm o d y n am ics  is fo u n d ed  
on firm , well e s tab lish ed  princip les. I t  a p p ea red  logical to  describe th e  m o v e
m e n t of suspended  se d im e n t w ith th e  a id  of basic eq u a tio n s  resem bling  th o se  
ap p lied  in  th e  g enera l t ra n s p o r t  th e o ry .

F ro m  th e  ex istence  o f a sim ilar s e t  o f equa tions i t  log ically  follows th a t  
th e  in d iv id u a l theories m a y  be reg a rd ed  as d ifferen t co m b in a tio n s of th e  basic  
eq u a tio n s , w hich d ep en d  on  th e  p a r t ic u la r  assum p tio n s in tro d u ced .

I t  is deem ed a d v isab le  to  rev iew  th e  general t r a n s p o r t  th e o ry  in  b rie f  
to  th u s  fac ilita te  its  ap p lica tio n  to  th e  m ovem en t o f  su spended  sed im en t.
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M űegyetem  rkp. 3, Budapest X I . ,  (H ungary)

** Szűcs, E. Senior Scientific Advisor, É T I Research In stitu te  for Building Sciences, 
D iószegi u. 7, Budapest, X I . ,  (Hungary)
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4 J. L. BOGÁRDI and E. SZÜCS

W hen considering  tech n ica l processes, tw o  basic p rinc ip les a re  p re fe rab ly  
a d o p te d  as s ta r tin g  fu n d a m e n ta ls , th e  v a lid ity  of w hich h as  been  verified  
b ey o n d  do u b t [14].

According to the f i r s t  princip le  the state o f  any  system  can be described 
un iquely  with the a id  o f  a f in i te  number o f  “state param eters’’'’.

The second p r in c ip le  involves adherence to the laws o f  conservation , which 
are va lid  in  every f ie ld  o f  technical science. A ll  considerations and  consequences 
rely on these laws.

In  m echanics th e  s ta te  of an y  o b jec t is p ositive ly  defined  b y  its  energy, 
m ass  an d  volum e. I f  th is  o b jec t (system ) is d iv ided  in to  sev era l p a r ts  th e n  its  
en e rg y , m ass an d  v o lu m e  are  also d iv id ed  accord ingly . I f  th e  d is trib u tio n  is 
u n ifo rm  and considering  1/c-tli p a r t  o f vo lum e V, th e n  th is  p a r t  will c a rry  
1/c-th  p a rts  of energy  E  an d  m ass m:

E  m V

A E  _  A m  ~~ A V  ~  f

I n  o th e r  w ords, th e re  ex ists  a hom ogeneous, p rim ary  re la tio n sh ip  betw een  
E , m  and  V. (In c rea s in g  a n y  of th e  th re e  q u a n titie s  c-fold, th e  rem ain ing  tw o  
w ill also increase to  c-fold o f th e  o rig inal va lue .) As will be reca lled  these p h y 
sica l quantities are referred to as extensive quantities.

The fir s t  p r in c ip le  m ay  be fo rm u la ted  also in th e  follow ing m an n er: 
t h e  s ta te  of an y  p a r t ic u la r  system  is u n iq u e ly  dete rm in ed  b y  a fin ite  n u m b er 
(in  th e  p resen t case 3) relevant extensive quantities. I t  is im p o r ta n t  to  no te  th e  
te rm  “ relevant” , s ince, th eo re tica lly , th e  n u m b er of ex ten siv e  q u an titie s  m ay  
b e  in fin ite ly  large, w h ereas  here  those  defin ing  s ta te , are  to  b e  considered [2].

Cocerning th e  th re e  above re le v a n t ex tensive  q u a n titie s  th e  second 
p rin c ip le  im plies t h a t  in  closed sy s te m s 'e n e rg y , m ass an d  volum e rem ain  
u n ch an g ed . N a tu ra lly  th e  p rincip le  re ta in s  its  v a lid ity  w h en  tw o system s 
in te ra c t ,  b u t th e y  a re  closed, i.e., iso la ted  from  th e ir  en v iro n m en t. Two such  
sy stem s m ay  be e.g . tw o  gases se p a ra te d  from  each o th e r  w ith in  th e  sam e 
cy lin d er b y  a m o v in g  p is to n  p e rm ittin g  m echan ical in te ra c tio n  to  tak e  p lace  
o n ly . The p iston  will be  displaced to w ard s  th e  space w here a low er p ressu re  
p rev a ils , as long as th e  p ressures on th e  tw o  sides becom e b a lanced .

In te rac tio n  m a y  also ta k e  place if  one of th e  system s is fo rm ed  b y  a f lu id , 
se p a ra te d  by  its  ow n su rface  from  th e  v a p o u rs  above. In  s im ila r cases (consid 
e rin g  closed vessels) th e  to ta l  m ass rem ains co n s tan t, b u t  m olecules m a y  
p a ss  from  th e  flu id  in to  th e  v ap o u r ph ase  an d  vice versa .

To each in te ra c tio n  an  ex tensive  q u a n ti ty  m ay  be  assigned , th e  change 
o f  w hich is p ro p o r tio n a te  to  th e  change in  energy acco m p an y in g  th e  p a r t i 
c u la r  in te rac tio n . T h e  correspond ing  “ p ro p o rtio n a lity  fa c to rs”  m ay  be g iven  
a  tw ofold  physica l in te rp re ta tio n . On th e  one h an d  th ese  in d ica te  th e  en erg y ,

( 1 )
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rep resen ted  b y  a u n it  change o f th e  corresponding  ex ten s iv e  q u a n tity , on th e  
o th e r  th e y  are q u a n titie s  te n d in g  to w ard s eq u a liza tio n s. I n  o th e r w ords, 
d u rin g  an  in te ra c tio n  energy is tra n sfe rre d  from  one sy s tem  in to  th e  o th er, 
as long  as th e  c h a ra c te ris tic  q u a n tit ie s  are  equal. T hese  q u a n titie s  m ay  he 
te rm e d  stresses, o r p o ten tia ls  (exam ples for w hich are  th e  m echan ica l stress p  
—  th e  nega tive  o f p ressu re  — , th e  chem ical p o te n tia l p , o r th e  e lec tro sta tic  
p o te n tia l U).

In  c o n tra s t to  th e  ex ten siv e  q u an titie s , th e  com m on fe a tu re  of all re le
v a n t  q u an titie s  te n d in g  to w ard s  eq u a liza tion  an d  o f p o te n tia l  ch a rac te r is 
th a t  th e y  are u n a ffe c ted  b y  size. I f  a ba lanced  system  is su b d iv id ed , th e n  e.g. 
te m p e ra tu re  T , s tre s sp ,  chem ical p o te n tia l p  of th e  in d iv id u a l p a r ts  will have th e  
sam e va lu e  as in  th e  original sy stem . E xpressed  in  a n o th e r  fo rm  th is  m eans 
t h a t  th ese  q u a n titie s , w hich te n d  to w ard s equaliza tion , a re  zero-order, hom o
geneous functions o f th e  ex ten siv e  q u an titie s . Physical quantities o f  this nature 
are termed intensive quantities.

In ten siv e  q u a n titie s  m ay  h a v e  an  in fin ite  n u m b e r o f  d ifferen t ty p es. 
In te n s iv e  q u an titie s  a re  e.g. th e  en erg y  per u n it vo lum e e =  E jV ,  or in o th e r 
w ords th e  energy d en sity , fu r th e r  th e  m ass d ensity  q — m /V ,  or th e  re la tive
co n cen tra tio n  =  m j f f f  m( o f th e  i-th  com ponent. M oreover, any quantity

i
that can be form ed as the ratio o f  two extensive quantities, m a y  be intensive.

N o deta iled  ex p lan a tio n  is n ecessary  for th e  hom ogeneous re la tionsh ip  
b e tw een  th e  zero -o rder. E .g . in  th e  case of m ass d en sity , th e  re la tionsh ip

m  cm 

V  ~  cV
is tr iv ia l.

I t  should be  n o ted , how ever, th a t  in  case of T , p ,  p  th e  q u an titie s  
a re  n o t, in general, in ten siv e  ones, b u t  are  relevant in te n s iv e  q u an titie s . The 
te rm  re lev an t h ere  im plies th e  ro le w hich these  q u a n titie s  p la y  in  ind iv idual 
in te rac tio n s . A t each  in te ra c tio n  a flow  of energy occurs, th e  d irection  of 
w hich  is con tro lled  b y  th e  g ra d ie n t o f the relevant in tensive quantities. These 
la t te r  are always the pa rtia l derivatives o f  energy according to the relevant exten
sive quantity.

A n  extensive relevant quan tity  and a relevant in tensive quan tity  m ay thus 
be assigned to each interaction. The change in  energy resulting fr o m  the interaction  
is proportionate to the change in  the relevant extensive q u an tity , the factor o f  
proportionality being the relevant intensive quantity.

T he equalizing tre n d  of th e  re le v a n t in tensive  q u a n tit ie s  p lay s a decisive 
role d u rin g  th e  in te ra c tio n s . I f  th e  b a rr ie r  betw een th e  tw o  sy s tem s is rem oved, 
th e  ex ten siv e  q u a n titie s  will flow  from  one system  in to  th e  o th e r , as long as 
th e  re lev an t in ten siv e  q u a n titie s  assum e equal m ag n itu d es . T h erea fte r, th e  
tw o system s will be  ba lanced . T w o re la ted  system s a re  n o t  b a lan ced , unless

A da Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



6 J. L. BOGÁRDI and E. SZÜCS

th e  re le v a n t in tensive  q u a n titie s  a re  un ifo rm ly  d is tr ib u te d . T herefore, the 
necessary and adequate condition o f  equilibrium is the homogeneous distribution  
o f  the relevant intensive quantities [13 ].

T he significance o f th e  d is tin c tio n  according to  e x ten s iv e  an d  in tensive  
q u a n ti t ie s  is n o t only  a fo rm al one. T he possib ility  o f d escrib ing  w ith  th e ir  
a id  th e  in te rac tio n  b e tw een  tw o  (or m ore) system s (“ o b je c ts” ) is fa r m ore 
su b s ta n tia l .

C onsider a vo lum e e lem en t in te ra c tin g  w ith  its  e n v iro n m e n t.
T h e  s ta te  of th e  e le m e n ta ry  vo lum e can be described  b y  a fin ite  num ber 

o f  ex ten siv e  q u an titie s  x f.
W ith in  th e  e le m e n ta ry  vo lu m e a change in  th e  m a g n itu d e  of an  e x te n 

sive q u a n ti ty  Xj m ay  be  d u e  to  one o f tw o  causes: a) th e re  is a source Qt w ith in  
th e  v o lum e, and  b) th e re  is o u tflo w  J, across th e  surface b o rd e rin g  th e  volum e.*

F o r  th e  ex tensive  q u a n t i ty  x t th e  following b a la n c e  e q u a tio n  can be 
w r it te n :

4 n  =  (3)dt

w h ere  ( f  and  f  are th e  source a n d  c u rre n t, re spec tive ly .
T he q u an tities  in v o lv ed  in  th e  eq u a tio n  ap p ly  to  th e  en tire  vo lum e ele

m e n t. W hen  considering te c h n ic a l processes i t  is, h o w ev er, req u ired  also to  
k n o w  local values, p a r tic u la r  p o in ts  w ith in  th e  v o lum e. The changeover to 
local values is possible by considering the values related to u n it volume, the den
sities, o f  extensive quantities involved in  the balance equation. T he  ex tensive 
q u a n t i ty  of x t w ith in  vo lu m e V  equals th e  volum e in te g ra l o f its  d en sity  vp

*i =  f  у vi d V . (4)

A ll sources w ith in  th e  vo lum e are

<?/ =  S v i t W  (5)

w h ere  q( is th e  source d en sity .
The surface current density  re la te d  to  th e  p a r tic u la r  ex ten siv e  q u a n tity  

sh o u ld  be denoted  as J ;. T he to ta l  q u a n ti ty  flow ing across th e  surface equals 
th e  surface in teg ra l o f  su rface  c u rre n t d en sity  over th e  surface F  (closed) 
b o rd e rin g  volum e V:

/,. =  § F( J „ d f ) .  (6)

In tro d u c in g  th e  d e n s ity  v a lu es  in to  th e  b a lance  e q u a tio n :

4 ~  Í  v‘ d V =  I i t d V ~ &  ( J „ d f )  . (7)
d t J V J V T  F

* B y agreement outflow  is considered a current of positive, w hile inflow  as one of nega
tive sign.
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BALANCE EQUATIONS 7

T h e b a lance  fo r th e  i- th  ex ten siv e  q u a n ti ty  is expressed  b y  th e  above eq u a tio n  
(still ap p ly ing  to  th e  e n tire  vo lum e !). T h e  second te rm  on  th e  r ig h t-h a n d  side 
is a surface in te g ra l, w h ich  can  h e  tra n sfo rm e d  in to  a vo lum e in te g ra l b y  
ap p ly in g  th e  Gauss— O strogradskii th eo rem :

§ F(J„  d f ) =  JV d iv  J , d V . (8)

C om bining a n d  tra n s fe rr in g  th e  d iffe ren tia tio n  w ith  re sp ec t to  tim e  u n d e r 
the  in teg ra l sign:

j  l ~  +  d ív j ,— g,
81

d V  =  0 . (9)

R egard less of th e  lim its  o f  in te g ra tio n , th e  in teg ra l c a n n o t assum e zero v a lu e ’ 
unless th e  in te g ra n d  its e lf  is zero.*

The general b a la n c e  eq u a tio n  is th u s  o b ta in ed  as

Qv.
— f  +  d i v j  i = q t (10)

Э t

w here  th e  on ly  re s tr ic tio n  w ith  re sp ec t to  vt, t h a t  i t  is th e  d en sity  o f an y  
ex ten siv e  q u a n tity . I t  m a y  den o te  e.g. energy  d en sity  e, m ass d en sity  q, e tc .

T he c u rre n t d e n s ity  o f ex ten siv e  q u a n titie s  (w ith in  system s, th e  m ass 
c e n te r  o f w hich is a t  re s t)  is defined  b y  th e  inh o m o g en eity  o f th e  in ten siv e  
q u an titie s .

I t  has been  recogn ized  since a long  tim e  th a t  v a rio u s  p h ysica l processes 
v a ry in g  w ith  tim e  a re  described  b y  law s ta k in g  th e  fo rm

~  =  L( y ^ - y 0) (11)
dt

w here  th e  le f t-h a n d  side rep resen ts  th e  v a r ia tio n  o f  a n  ex ten siv e  q u a n ti ty  
w ith  tim e , w hereas th e  r ig h t-h a n d  side is th e  difference b e tw een  th e  co rresp o n d 
ing  in ten siv e  q u a n ti ty  m u ltip lied  b y  a su itab le  coeffic ien t, th e  so-called con
ductiv ity-, or transfer coefficient.

E xam p les  fo r th e se  are  N ew ton’s cooling law, O hm ’s law, the F ick  law, 
w h ich  re la te  to  in te rn a l energy , e lec tric  charge  an d  m ass c u rre n t, respective ly . 
T h e  seepage law  o f D a rc y  is fam ilia r, expressing  th e  vo lu m e flow  o f flu id  in  
te rm s  o f  th e  d iffe ren tia l h ead . In  each  of th ese  cases th e  eq u a liza tio n  o f an  
in ten s iv e  q u a n ti ty  ( te m p e ra tu re , e lec tric  tension , chem ical p o ten tia l, p re s 
sure) is considered , w h ich  alw ays invo lves th e  flow  o f an  ex ten siv e  q u a n ti ty  
( in te rn a l energy , e lec tric  charge , m ass, volum e).

* Disregarding the so-called О-dim ension m ultitudes.
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8 J. L. BOGÁRDI and E. SZÜCS

A b o u t th e  m id d le  o f  th e  19-th c e n tu ry  physica l p h en o m en a  h av e  been  
recogn ized , in  w hich th e  flow  o f an  ex tensive  q u a n ti ty  is n o t exclusively  
cau sed  b y  th e  in h o m o g en e ity  of th e  co rrespond ing  re le v a n t in ten s iv e  q u a n tity . 
(A n exam ple  for th is  is th e rm a l d iffusion , inhere differentia l temperature results 
in  m ass current.)

W ith  due a llow ance for th e  so-called  cross-effects (th erm o-m echan ica l, 
th e rm o -e lec tric , e lec tro -k in e tic , e tc . p h en o m en a), th e  fu lly  generalized  defin i
t io n  o f  cu rren t d e n s ity  w as fo rm u la ted  b y  L. O nsager, N obel-p rize  w inner, 
in  h is  p ap ers  p u b lish ed  in  1930 an d  1931 [1], accord ing  to  w hich  current density  
is controlled not only by the inhom ogeneity o f  the “pertinen t”  but by the inhom o
geneity  o f  all intensive quantities.

T h e degree o f in h o m o g en e ity  is in d ic a te d  b y  th e  n ab la  o p e ra to r. As long 
as th e  re lev an t in te n s iv e  q u a n tity  is a sca la r p h ysica l q u a n ti ty , th e  n a b la  
o p e ra to r  denotes th e  g ra d ie n t th e reo f:

V  J i  =  g rad  y  I . (12)

I t  was s ta te d  b y  O nsager  t h a t  th e  c u rre n t d en sity  o f th e  i- th  ex tensive  
q u a n t i ty  can be ex p ressed  as th e  su m m arized  p ro d u c t o f th e  g rad ien t o f th e  
in d iv id u a l in tensive  q u a n titie s  yi an d  th e  corresponding conductivities L a:

m
J i =  L n g ra d y , . (13)

i=i

T he co n d u c tiv itie s  depend  on  th e  m a te ria l p ro p ertie s  of th e  m edium . 
M ateria ls  w hich are  p o o r conducto rs fo r th e  c u rren t o f ce rta in  ex tensive q u a n 
tit ie s , i.e ., for w hich  th e  co rrespond ing  co n d u ctiv ities  are  low , a c t as in su la to rs  
fo r th e  p a rticu la r  e x ten s iv e  q u a n tity .

The density o f  the so-called conductive current o f  in d iv id u a l extensive quan
tities is defined by the Onsager relationship. In  cases, w here  th e  m ass cen te r  
o f th e  system  is also d isp laced  (m acroscopic m ovem en t also occurs), th e  e x te n 
sive q u an titie s  ( th a t  a re  th e  m a te ria l p roperties) also follow  th is  m ov em en t 
a n d  is te rm ed  co n v ec tiv e  cu rren t. Convective current densities can  be ex p ress
ed  in  a very  sim p le  fo rm . I f  a t  a n y  p o in t th e  d en sity  o f th e  i- th  ex tensive  
q u a n t i ty  is Vj an d  th e  velo c ity  of th is  p o in t is v, th e n  th e  d e n s ity  of convec
tiv e  c u rre n t is Vj  V . T h e  to ta l  c u rre n t d e n s ity  (th e  sum  o f co nvec tive  and  co n 
d u c tiv e  cu rren t densities) is th u s

m
J i  =  Vj v +  JS ’ L u g ra d y , . (14)

1 = 1

In tro d u c in g  th e  to ta l  c u rren t d en sity  in to  th e  general ba lance  e q u a tio n  
E q . (10)

QVj

dt
-)- d iv Vj \  +  2 ? L n g rad y ,

t= 1 J
=  ?i (15)
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BALANCE EQUATIONS 9

No expression  o f general v a lid ity , co m p arab le  to  th a t  o f c u rre n t d e n s ity  
ex ists for describ ing  th e  source d e n s ity  qt in v o lved  in  th e  above e q u a tio n . 
C oncerning source d en sity  no m ore can  be said  th a n  th a t  i t  is th e  r a te  p e r  
u n it  tim e  a n d  u n i t  vo lum e a t  w hich th e  p a r tic u la r  ex tensive  q u a n ti ty  is in 
creased  (or decreased). The prob lem  in  v a rio u s b ran ch es  of tech n ica l science 
is to  c larify  fo r p a r tic u la r  processes

1) w hich a re  th e  re lev an t ex ten siv e  an d  re le v a n t in tensive  q u a n tit ie s ,
2) th e  n u m erica l value of co n d u c tiv itie s , an d
3) th e  a c tu a l sh ap e  of source densities.
W ith  th e  av a ilab le  in fo rm atio n  th e  basic  eq u a tio n s  governing in d iv id u a l 

processes can  be fo rm u la te d  [14].
F o r d escrib ing  p a r tic u la r  p rocesses, besides th e  balance  eq u a tio n s  th e  

so-called u n a m bigu ity  equations m u s t also be specified . These m ay  be  l is te d  
as follows:

1°. The dom ain  o f  interpretation  —  th e  in te rv a l w ith in  w hich th e  v a ria b le s  
(including  th e  geom etric  variab les) in v o lved  in  th e  equ a tio n s m ay  assu m e 
values. C oncern ing  geom etric  v a riab les  th is  is e q u iv a len t to  th e  d e fin itio n  o f 
th e  p e rim e te r  o f th e  system  u n d e r co n sid e ra tio n , i.e ., for th e  d e sc rip tio n  
(m ost fre q u e n tly  in  th e  form  of a d raw ing) o f th e  geom etrica l shape b o rd e rin g  
th e  system  u n d e r  con sid era tio n  w ith in  its  e n v iro n m en t.

2°. B oun d a ry  conditions —  specifica tion  o f th e  in te ra c tio n  be tw een  th e  
system  an d  its  en v iro n m en t. T he fu n c tio n  o f th e  b o u n d a ry  cond itions is to  
express th e  p o te n tia l  in te rac tio n s  across th e  b o u n d a ry  of th e  system  b e tw een  
th e  system  a n d  its  en v iro n m en t w ith in  th e  period  considered.

3°. In it ia l  conditions —  d efin itio n  o f th e  s ta te  in  w hich th e  sy s tem  is 
a t  th e  in s ta n t  se lec ted  fo r s ta r tin g  con sid era tio n s. W hen  considering s te a d y  
processes (suffering  no  v a ria tio n  in  tim e), no  in itia l cond itions ex ist.

4°. C ondition equations —  specifica tion  o f th e  physica l p ro p ertie s  fo r  
th e  “ o p e ra tin g  m e d iu m ” of th e  system .

A ll these conditions can be fo rm u la ted  accurately fo r  particular problem s  
only. I t  is fo r th is  reaso n  th a t  th ese  a re  te rm e d  u n a m b ig u ity  c rite ria . M a th e
m atically  th e se  are  th e  p re requ isites fo r th e  u n iq u e  so lu tion  of th e  se t o f d iffe r
en tia l eq u a tio n s  describ ing  th e  p h en o m en o n , w hile physica lly , th e  c r ite r ia  
for th e  u n am b ig u o u s  descrip tion  of th e  p a r tic u la r  system .

T he sk e le to n  o f th e  tra n s p o r t  th e o ry  h as  been  ou tlin ed  above. F o r  a 
d e ta iled  t r e a tm e n t th e re o f  reference is m ad e  to  th e  w ork  of I. F é n y e s  [13] 
who m ade v a lu a b le  co n trib u tio n s to  th e  d ev e lo p m en t of th e  th e o ry  itse lf.
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2. B alance equ a tio n s of suspended  sed im ent tran sp o rta tio n *

The general balance equation o f  su spended  sedim ent transportation m ust 
be derived fir s t .  R em em b erin g  th e  fo reg o in g  considera tions this should present 
no undue d ifficu lties, once the relevant extensive and intensive quantities are 
determ ined and the actual shape o f  source densities is fo u n d .

C onsidera tions b e in g  concerned w ith  w a te r  it  is logical t h a t  th e  m ass, 
m om entum , kinetic  a n d  internal energy o f  water a re  th e  m ost im p o r ta n t  p a ra 
m e te rs  to  be  in tro d u c e d . T he sam e e x te n s iv e  q u a n titie s  ap p ly  to  th e  sed im en t 
as w ell, b u t  th e  com po sitio n  of th e  l a t t e r  is n o t  un ifo rm , th e  in d iv id u a l p a r 
tic les b e in g  of d iffe ren t size. (A llow ance fo r  d ifferences in  m a te r ia l p ro p e rtie s  
w ould  m ak e  even th e  genera l t r e a tm e n t to o  com plica ted . F o r th is  reaso n  th e  
m u lti tu d e  of p a rtic le s  h av in g  th e  sam e  m a te r ia l  p ro p erties , b u t  o f d iffe ren t 
size w ill be  u n d e rs to o d  u n d e r th e  te rm  sed im en t.) In d iv id u a l f rac tio n s  w ill 
be d e n o te d  b y  th e  su b sc rip t k.

T h e  ex tensive  q u a n titie s  re q u ire d  to  be  ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  are :

m  the  m ass o f th e  fluid,
mv th e  m om entum  o f the fluid,
(l/2 )m v 2 the kinetic energy of the fluid,
cvm T  the  internal energy of the fluid (c„ is specific  heat, T  the tem perature),
mk the mass o f  sedim ent particle “k” ,
mk v k the m om entum  carried by the sed im ent particle “ fc” ,
(1/2) m k yfc the kinetic energy of the sedim ent particle “ k” , 
ck rnk T k the  internal energy of the sedim ent particle “ к” .

T h e  co rrespond ing  re lev an t in te n s iv e  q u a n titie s  are th e  v e lo c ity  o f flow  v, 
th e  h y d ro s ta tic  p re ssu re  p  and  te m p e ra tu re  T . U sing th ese  th e  c u rre n t d e n 
sities can  a lread y  b e  w ritte n  in th e  fa m ilia r  form

m
J; =  Viv +  L u gra(1 Ji-  (1 6 )

/=i

I n  the mass balance, conductive  c u r re n t  (diffusion) w ill be  n eg lec ted  in  
co m p ariso n  to  th e  convective  c o u n te rp a r t.* *  In tro d u c in g  th e  va lu es  q an d  
Qk fo r  th e  m ass d e n s ity  o f flu id  an d  se d im e n t, respective ly , th e  co rrespond ing  
c u r re n t densities becom e

J  =  g v , a n d  J  k =  Qkyk- (17)

I n  the m om entum  balance, th e  c o n v ec tiv e  c u rre n t is th e  d iad ic  p ro d u c t 
o f th e  v ec to rs  of m o m en tu m  d e n s ity  a n d  flow  velocity :

J Conv =  e v o v - (18)

* Similar equations have been derived for the flow  of gas-dust m ixtures b y  H orváth  
and S zű cs [15].

** The chem ical poten tia l has been o m itted  from  am ong the relevant in tensive  quanti
ties, since diffusion has been neglected.
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T he co n d u c tiv e  c u rre n t is a stress ten so r, w hich  —  in  tu rb u le n t flow  — 
is th e  m ean  v a lu e  w ith  re sp ec t to  tim e  of th e  d iad ic  p ro d u c t o f p u lsa tio n  
velocity :

Jcond =  e v 'o  v '.  (19)

T he com ponen ts th e re o f  a re  th e  so-called Reynolds stresses.
T he c u rre n t d e n s ity  o f k in e tic  energy  is o b ta in e d  d irec tly  from  th e  

c u rren t d en sity  o f m o m e n tu m , b y  ap p ly ing  th e  sca la r m u ltip lic a to r  (1/2) v to  
th e  v ec to r o f m o m e n tu m  den sity .

I t  is fu r th e r  req u ired  to  define th e  source densities. T he m ass o f flu id  
h as  no source an d  se d im e n t considered  as a w hole is likew ise source-free. 
H ow ever, th e  m ass o f  in d iv id u a l (th e  k -th) frac tio n s  su ffers a change g* b y  
im p ac t, th e  n u m b e r o f la rg e r  partic les  decreasing , t h a t  o f sm aller ones in c reas
in g  as a re su lt o f c o m m in u tio n . T he d is in teg ra tio n  o f p a rtic le s  is caused  b y  th e  
im p ac t forces (i.e., m o m e n tu m  exchange). This im plies a t  th e  sam e tim e  th a t  
in  connexion w ith  th e  source  d e n s ity  of m o m en tu m  i t  is in su ffic ien t to  consider 
th e  g ra v ita tio n a l fie ld  q g  alone. T he collision of in d iv id u a l pa rtic le s  (betw een  
th e  i- th  an d  k-th) is a lw ay s accom pan ied  b y  th e  exchange  o f m o m en tu m  E ik, 
w hich m u st be  ta k e n  in to  co nsidera tion  as a m o m en tu m  source (or sink), 
even if  i t  does n o t re su lt  in  com m in u tio n  [15].

T he effect o f f lu id  on  sed im en t should  also be  allow ed for, th is  being  
responsib le for th e  co n v ey an ce  o f th e  p artic les . T h e  m o m en tu m  exchange 
betw een  w a te r a n d  th e  k - th  sed im en t partic les  is E k, d u rin g  w hich  th e  m om en
tu m  gained b y  th e  sed im en t p a rtic le  is equal to  th e  m o m en tu m  lo st b y  th e  
flu id . C onsequently , th e  m o m en tu m  exchange b e tw een  w a te r  an d  sed im ent 
shou ld  be en te red  in to  th e  eq u a tio n  re la tin g  to  w a te r  as a neg a tiv e  source, 
w hile as a p ositive  source  in  th e  eq u a tio n  re la tin g  to  sed im en t.

The source te rm s  re la tin g  to  th e  in te ra c tio n  b e tw een  w a te r  an d  sed im ent, 
as well as be tw een  se d im e n t an d  sed im en t should  be e n te re d  in to  th e  balance  
equa tions of k in e tic  en e rg y  in  a sim ilar m anner. N a tu ra lly , som e k in e tic  energy  
is con v erted  in to  in te rn a l en erg y  as a consequence o f fr ic tio n  (i.e., d issipa tion  
occurs). C oncerning k in e tic  energy  th is  rep resen ts  a n eg a tiv e  source, w hile 
a positive one fo r in te rn a l energy .

S u b seq u en t co n sid e ra tio n s  w ill be re s tr ic te d  to  iso th e rm a l conditions,
i.e., the d issipation  o f  k in e tic  energy w ill be regarded as negligibly sm all. I t  will 
be read ily  perce ived  t h a t  u n d e r  such cond itions th e  b a lan ce  eq u a tio n s of b o th  
in te rn a l an d  k in e tic  en e rg y  becom e superfluous. In  fa c t, in  th e  absence of 
d issip a tio n  th e  fu ll k in e tic  en erg y  o f th e  en tire  sy stem  is conserved  an d  an y  
exchange o f k in e tic  en e rg y  be tw een  th e  in d iv id u a l co m p o n en ts  a lw ays occurs 
in  com bination  w ith  a n  exch an g e  of m om en tum . C onseq u en tly  th e  ba lance  
eq u a tio n s o f k in e tic  en e rg y  a n d  m o m en tu m  are  in te rre la te d .
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12 J. L. BOGÁRDI and E. SZÜCS

L e t us now  in tro d u c e  th e  co rresp o n d in g  te rm s in to  th e  b a la n c e  eq ua tions, 
a ssu m in g  th a t  th e  n u m b e r  o f p a rtic le s  in  th e  k - th  fra c tio n  is TV ft, w hile th e  
to ta l  n u m b e r of pa rtic le s  is

J i V , .  =  iV.
i=i

Considering the m ass balance: 
fo r  water

3 о------- j- d iv  çy =  0 ,
dt

fo r  the k-th  sedim ent fraction:

( 20)

dQk
91

d iv  о к у к =  </,, ( 21)

The balance equations fo r  the m om entum  (including  d iffe ren t sources an d  
assu m in g  tu rb u le n t flow ) are 

fo r  water

9pv . — -- ;--- " _  TV,
--------- f -  div  (gy о V-f-pv о у  ) =  pg — >  E A. -----;

at feTi TV
( 22)

/o r  the k-th sedim ent fraction  :

dQk Vfr 
dt

_______ » ДГ.
DivteftVfcOv^+pfcVfcOvy =  e,; g + E ;;+  r  .

1 = 1 ív
(23)

T he te rm  E/f on  th e  r ig h t-h a n d  side of th e  equ a tio n s is th e  source den sity  
o f m o m en tu m  due to  m o m en tu m  exchange betw een  th e  co m p o n en t o f m ass 
mii an d  w ater, w hile E ;fc d eno tes th e  source d en sity  o f m o m en tu m  due to  
m o m en tu m  exchange b e tw een  p a rtic le s  of m ass mii an d  all o th e r  partic les.

T he re lev an t in ten s iv e  q u a n t i ty  of m o m en tu m  exch an g e  is velocity . 
T h e  change in  m o m en tu m  is p ro p o rtio n a te  to  th e  d ifference of velocities. 
For the interaction between water and  sedim ent:

Eft =  L k (vk—v ) , (24)

while fo r  the interaction between two sedim ent particles o f  different mass :

E,* =  L ik (Vft—v , ) , (25)

w h ere  L k and  L jk a re  th e  co rrespond ing  p ro p o rtio n a lity  fac to rs  ( th e  d e te rm i
n a tio n  of w hich will be  d ea lt w ith  in  m ore d e ta il su b seq u en tly ), w hile y k, V,-
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BALANCE EQUATIONS 13

an d  V are  th e  velocities of sed im ent frac tio n s к  an d  i, as well as w a te r, re sp e c 
tiv e ly .

C onsidering the condition o f  equilibrium . Q u ite  obviously , no p a rtic le  is 
in  eq u ilib riu m , un less th e  re su lta n t o f forces to  w hich  i t  is su b jec ted  is zero. 
T h e  forces a c tin g  on th e  p artic le  a re  g ra v ity  an d  th e  change o f m o m e n tu m  
p e r  u n it  tim e , re su ltin g  from  collisions w ith  o th e r  partic les. T hese a re  th e  
te rm s  in v o lv ed  in  th e  r ig h t-h a n d  side o f th e  m o m en tu m -b a lan ce  e q u a tio n  
—  E q . (23) -— w ritte n  for th e  sed im en t. In  case o f equ ilib rium  th e se  b ecom e 
zero, so th a t

n ЛГ. n TV-
Qk g =  -  Е/, — E,-fc —j  =  -  L k (vfc - v) - L lk (yk— v,) , ( i ^ k )  (26)

i=i Jy i=i jy
(i¥=k)

T he te rm  E [ft is o m itted  if  p a rtic le s  o f th e  sam e k ind  (of m ass m k) a re  
on ly  p re se n t in  th e  w a te r. In  such cases th e  m a n n e r in  w hich th e  com b in ed  
m o m en tu m  o f all partic les  changes is of in te re s t  only . Collisions b e tw een  
p a rtic le s  o f  th e  sam e m ass, b u t  o f d iffe ren t v e lo c ity  involves, n a tu ra l ly , an  
exchange o f m o m en tu m , b u t  leaves th e  to ta l  m o m en tu m  of th e  p a rtic le s  
un affec ted .

C o nsequen tly , fo r w a te r in  w hich  on ly  p a rtic le s  o f m ass m k a re  p re se n t 
a n d  w hich  is a t  re s t, i.e ., v =  0, in  case o f eq u ilib rium , i t  follows fro m  
E q . (26) th a t

Qkg =  7k =  ~  LkVk= ~  L k œ k . (27)

H ere  vk is th e  v e lo c ity  o f a p a rtic le  (of m ass m k a n d  specific g ra v ity  y k) w hich  
is in  eq u ilib riu m  in a flu id  a t  rest. T his has been  defined  as th e  se ttlin g  v e lo c 
i ty  cok. The conductivity  o f  the m om entum  source is thus

L k =  (28)
cok

the negative value o f  the ratio o f specific gravity  and  settling velocity. In  th e  p h y s 
ical sense L k d eno tes th e  p ro p o rtio n a lity  fa c to r  in d ica tin g  th e  m o m e n tu m  
received  b y  th e  p a rtic le s  m oving a t  th e  v e lo c ity  vk from  th e  flu id  flow ing  a t  
ve lo c ity  v d u rin g  u n it  tim e  and  per u n it  vo lum e [15].

T h e  eq u a tio n s  re la tin g  to  th e  en tire  sed im en t are  o b ta ined  b y  ad d in g  
th e  eq u a tio n s  w ritte n  fo r th e  k -th  frac tio n . F o r s im p lic ity ’s sake , th e  sed 
im en t w ill be  considered  in  th e  m an n e r o u tlin ed  above , as a m u ltitu d e  c o n s is t
ing  of d isc re te  frac tio n s. (In  case o f a u n ifo rm  d is tr ib u tio n  th e  su m m a tio n  
m u s t be  rep laced  b y  in teg ra tio n .)  T he d iffe ren t frac tio n s  are d en o ted  b y  a 
n u m erica l su b sc rip t (1, 2, . . . , k , . . . , n). T h e  frac tio n s  of m ass m v  m 2, . . . , 
m k, . . . , m n consist o f p artic les , th e  n u m b e r o f w hich  is N v  N 2, . . . ,N k, . . . ,N n•
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14 J .  L. BOGÁRDI a n d  E. Sz/üCS

T he to ta l  n u m b e r  o f p a rtic le s  is N  =  N x iV2 N /( N n. W ith
th is  in  m in d  th e  e q u a tio n  fo r th e  e n tire  se d im e n t is o b ta in ed  from  th e  m o m en 
tu m -b a la n c e  eq u a tio n  o f an  in d iv id u a l f ra c tio n . T he com bined  m o m en tu m  
d e n s ity  is expressed  as th e  w eighted  su m  o f th e  m o m en tu m  densities o f in d i
v id u a l frac tio n s . W ith  Qi deno ting  th e  w e ig h ted  d e n s ity  of sed im en t frac tio n s  
an d  V,, th e  v e lo c ity  th e reo f,

=  (29)
iV i==i

T h e  r ig h t-h a n d  side of th e  m o m e n tu m  b a lan ce  should  be  su m m ed  u p  
acco rd in g ly  an d  i t  sh o u ld  be assum ed, as b efo re , t h a t  th e  force ex e rte d  b y  th e  
flu id  on  all p a rtic le s  is p ro p o rtio n a te  to  th e  d ifference of th e  av e rag e  v e lo c ity  
v/i o f th e  p a rtic le s  a n d  th e  velocity  v  o f th e  f lu id :

=  , (30)
i = 1 iV ,-= i iV

w here is th e  m ean  d e n s ity  of th e  p a rtic le s  a n d  L  is a fa c to r  o f p ro p o rtio n - 
a lity .

T h e  te rm  У  E lfc is e lim inated  from  th e  su m m atio n , since th e  m o m en tu m
1 =  1

of th e  e n tire  sed im en t is unaffec ted  b y  th e  m o m en tu m  exchange o ccu rrin g  
d u rin g  collisions b e tw een  in d iv idua l p a rtic le s . T he m o m en tum  o f th e  en tire  
sed im en t is reg a rd ed  as an  in te rn a l force.

C onsidering equilibrium  conditions again  (w here th e  g ra v ita tio n a l fo rce  
equals th e  m o m en tu m  exchange of f lu id -p a r tic le  in te rac tio n ) an d  th e  flu id  is 
a t  re s t , i.e ., v =  0, th e n  E qs (26) a n d  (27) fo r th e  en tire  sed im en t b ecom e

Qig =  Vi =  ~ L v h =  ~~L  «b (31)

w here y x is th e  w e ig h ted  specific g ra v ity  o f  th e  en tire  sed im en t in  eq u ilib riu m  
an d  V/,  is th e  v e lo c ity  o f  th e  la t te r  in  a f lu id  a t  re s t. This has been defined  as 
the resultant settling velocity cu o f the sed im ent. T he  fac to r o f p ro p o r tio n a lity  
is th u s

— L  =  4z~ ■ (32)
CO

F ro m  th e  foregoing  i t  will be recalled  t h a t  Е г- =  L ,(v;- —  v), a n d  fo r  v  =  0 , 
Ej- =  — L j oij, so t h a t

У  N ‘- Е,- 
N;=1

n N .
=  Lm =  у  — —  Lj со:

Ú  N  ' 1
(33)
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BALANCE EQUATIONS 15

a» being  th e  m ean  o f соk velocities, i.e ., th e  se ttlin g  v e lo c ity  o f th e  m ass cen te r 
o f  th e  en tire  sed im en t

w hence

n N - 
> — L ,  

Ú  N

N , Vi Yi
N  со/ ш

(34)

(35)

T h is expression is a n  especially  s trik in g  illu s tra tio n  o f  th e  re la tio n sh ip  be tw een  
th e  se ttlin g  velocities, i f  we are  ju s tif ied  in  assum ing  t h a t  all partic les h av e  th e  
sam e specific g ra v ity , i.e ., t h a t  y t =  y1 =  c o n s ta n t. I n  th is  case

1 n N t 1 N n N ,
----------- , or il

CO i=1 N  a>i CO 1 = 1 COi
(36)

T he source d e n s ity  o f in te ra c tio n  be tw een  th e  f lu id  a n d  sed im ent, on th e  
r ig h t-h a n d  side o f  th e  m o m en tu m  ba lance  can  b e  specified  in  tw o d iffe ren t 
w ays: e ith er th e  r e s u lta n t  se ttlin g  velo c ity  an d  th e  r e s u lta n t  specific g ra v ity  
o f th e  en tire  sed im en t m ass m u st be know n, or th e  v a lu e s  re la tin g  to  th e  com 
p o n e n t partic les o f th e  m ass an d  th e  re la tiv e  n u m b e r  o f partic les  m u s t be  
availab le .

T he co m m in u tio n  process re su lting  from  th e  collisions betw een  partic les  
h a s  been  neglec ted  so fa r. I f  th e  process of co m m in u tio n  is also ta k e n  in to  
considera tion , th e n  th e  source densities qk re la te d  to  th e  in d iv id u a l frac tio n s 
assum e values o th e r  th a n  zero. A n a t te m p t a t  th e  e x a c t descrip tion  o f th e  
process was m ade b y  G y. F áy  an d  B. Zselev  [10], w ho follow ed th e  ap p ro ach  
o f  K olmogorov . T h e th e o ry  appears to  be still fa r  from  com plete , so th a t  th e  
p rocess of co m m in u tio n  w ill s till fu r th e r  rem ain  d isreg a rd ed .

T he tra n sfe r  o f in te rn a l energy has also been  n eg lec ted , or in  o th e r  
w ords, sediment transportation has been regarded an isotherm al process, in  w hich 
th e  d issipation  of k in e tic  energy  can be d isregarded .

Before su m m ariz in g  th e  general se t of eq u a tio n s  d escrib ing  th e  re g u la r
itie s  con tro lling  th e  m o v em en t of suspended  sed im en t, th e  follow ing rem ark s  
shou ld  be a tta c h e d  to  th e  m ass-balance eq u a tio n s re la tin g  to  w a te r an d  to  
th e  en tire  sed im ent.

In  tu rb u le n t flow  th e  in s tan tan eo u s  values of in d iv id u a l physical q u a n 
titie s  v a ry  in  an  ir re g u la r  m an n er an d  co n seq u en tly , in s te a d  of th e  in s ta n 
tan eo u s  values th e  m ean  values th e reo f w ith  re sp ec t to  tim e  an d  th e  m ean  
va lu es  w ith  resp ec t to  tim e  o f th e  p ro d u c t o f p u lsa tio n  te rm s  (correlations) 
m u s t be en tered  in to  th e  co m p u ta tio n s. In  general, th e  m ean  v alue  over th e  
tim e  o f m ass c u rre n t d e n s ity  q v is fo rm ed

pv =vp-(-p‘v'.
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16 J. L. BOGÁRDI and E. SZÜCS

T h e  f i r s t  te rm  on th e  r ig h t-h a n d  side o f th e  above eq u a tio n  rep re sen ts  th e  
c o n v ec tiv e  m ass c u rre n t d en sity , th e  second  te rm  being th e  so-called  tu rb u le n t 
d iffu sio n . In  analogy  to  m o lecu lar d iffu sion  th e  la t te r  m a y  be  expressed  as 
th e  p ro d u c t o f co n d u c tiv ity  e a n d  g ra d ie n t of m ass d en s ity :

p 'v ' =  — e g rad  q .

A s fa r  as th e  m ass ba lan ce  is co n cern ed  th is  applies to  b o th  w a te r  an d  
se d im e n t. F o r th is  reason , in  th e  g en era l se t o f equa tions th is  w ill be  in d ica ted  
in  th e  m ass-balance  eq u a tio n  re la tin g  to  th e  en tire  sed im en t. H o w ev er, in  th e  
m ass ba lan ce  eq u a tio n  o f w a te r  th is  w ill be o m itted , th e  g ra d ie n t o f w a te r 
d e n s ity  being  regarded  as zero, as fa r  as sed im en t tra n s p o r ta t io n  is concerned.

T h e  general se t of eq u a tio n s  d escrib ing  th e  reg u la ritie s  o f suspended  
se d im e n t tra n sp o r ta tio n  is in  a su m m arized  form :

F or water:
8P
81

-f- d iv  pv =  0, (37)

+  D iv  (оV о V -f- 'pv 'ov ') =  gg -|— (у/, — v ) . (38)
81 to

For the k-th sedim ent fra c tio n , in  th e  case of collision w ith o u t com m i
n u tio n , i.e., if  qk =  0:

8t

9gfc Vk

+  d iv  Qk \ k =  0 ,

— — --------  y. -  _  о p f
D iv (gfrVfcOYk +  pkv'kOv'k) =  Qkg  - ■----  (vft v ) + ^  E ik

8t cak N

For the entire sedim ent:

9gi
dt

d iv  (oj v„ e g r a d p 1) =  0 ,

+  B iv(g l yho \ h+ p l y'ho\'h) =  plg  ~~r(v/j v ) . 
dt to

(39)

(40)

(41)

(42)

I n  th e  above se t o f e q u a tio n s  th e  conservation  o f th e  m ass of flu id  
—  E q . (37) — th e  in d iv id u a l sed im en t frac tions — E q . (39) —  a n d  th e  en tire  
se d im e n t —  E q. (41) —  as well as o f th e  to ta l  m o m en tu m  o f th e  flu id -sed im en t 
sy s te m  —  E qs (38), (40) an d  (42) —- a re  expressed.

T he source of m o m en tu m  is rep re se n te d , besides th e  g ra v ity  fie ld , by  th e  
m o m e n tu m  exchange o f m ag n itu d e

U)
(43)
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be tw een  th e  flu id  an d  th e  en tire  sed im en t, and  b y  th e  m om en tu m  exch an g e  
ta k in g  place fo r in d iv id u a l sed im en t frac tions as a re su lt of collision w ith  
sed im en t partic les  o f “ o th e r  size” . T h e  sum  of th e se  is obv iously  zero w hen  
re la te d  to  th e  entire water-sediment system , since th ese  a re  “ in te rn a l forces”  [15].

T he set o f  eq u a tio n s w ritte n  ab o v e  is an  expression  fo r one o f th e  f irm e s t 
th eo rem s in  physics, n am ely , th e  law  o f con serv a tio n  o f  m ass an d  m o m en tu m . 
F o r  th is  reason  we are ju s tified  in  regarding it as the most general relationship  
o f  sediment movement. N a tu ra lly , in  th is  form  i t  is u n su ita b le  fo r p ra c tic a l 
co m p u ta tio n s .

V arious fu n d a m e n ta l eq u a tio n s  com m only  u sed  in  h y d rau lic s  a re  in  
g enera l, derived , b y  in tro d u c in g  c e r ta in  a ssu m p tio n s. A clear d efin itio n  of 
th e se  assu m p tio n s is m ad e  possib le b y  th e  above se t o f  eq u a tio n s, p e rm ittin g  
a t  th e  sam e tim e  to  rev iew  an d  to  a rran g e  m e th o d ica lly  th e  d ifferen t th eo rie s  
a n d  th e  (exp lic it, or im plicit) a ssu m p tio n s u n d erly in g  th em .

3. D evelopm ent of th e  d ifferen t sed im ent tra n sp o rta tio n  theories 
from  th e  balance  equations

In  every  a t te m p t  fo r th e  d esc rip tio n  of sed im en t tra n s p o r ta tio n  th e  
process h as  been  assum ed  to  be a s te a d y  one. I t  follow s th e re fro m  t h a t  th e  
f ir s t  te rm  in  E q s (37) to  (42), n am ely  th e  d e riv a tiv e  w ith  respect to  tim e  of 
th e  d en sity  o f ex tensive  q u a n titie s , is zero. C onsequen tly , th e  co n cen tra tio n - 
d is tr ib u tio n  o f  sed im en t is assum ed  to  be  c o n s ta n t in  tim e .

W hen  considering  th e  tra n s p o r ta t io n  o f su spended  sed im en t in  n a tu ra l  
w ate rco u rses  i t  is com m only  assum ed  fu r th e r  th a t  c o n c e n tra tio n  C un d erg o es 
no  changes in  th e  m ain  d irec tio n  x  of flow  (dC/dx =  0, or w ith  th e  n o ta tio n s  
u sed  in  th e  ba lan ce  eq u a tio n s , QqJQx  =  0).

T h e  basic  ob jec tiv e  o f th e  th eo rie s  concern ing  th e  tra n s p o r ta tio n  o f 
su sp en d ed  sed im en t is th e  e s tim a tio n  of co n cen tra tio n -d is trib u tio n . F o r  
s im plify ing  th e  so lu tion  in  all k n o w n  theo ries th e  s tre a m  is assum ed  to  be  
in fin ite ly  w ide. V aria tio n s across w id th  (in th e  p lan e  p e rp en d icu la r to  th e  
d irec tio n  o f flow) are  neg lec ted  an d  th e  prob lem  is th u s  reduced  to  a single 
d im ension . S till th e  n u m b e r o f v a riab le s  invo lved  in  th e  re su ltin g  e q u a tio n s  
is g re a te r  th a n  th e  n u m b e r o f eq u a tio n s  availab le .

A closed se t o f eq u a tio n s  can  be  o b ta in ed  b y  tw o  d iffe ren t ap p ro ach es:
1. T he re la tio n sh ip s  ex is tin g  be tw een  in d iv id u a l p a ra m e te rs  are  d e te r 

m in ed  ex p erim en ta lly ;
2. A ssum ptions a re  in tro d u c e d  concern ing  th e  re la tio n sh ip  b e tw een  th e  

u n k n o w n  an d  know n  q u a n titie s .
T he assum ptions in tro d u ced  offer a conven ien t m eans fo r d iffe re n tia tin g  

b e tw een  th e  d iffe ren t th eo ries.
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A  fu n d am en ta l d ra w b a c k  of all “ sed im en t tra n s p o r ta t io n  eq u a tio n s”  
is t h a t  th e  differences in  p a rtic le  size a re  neg lec ted  th e re in . W h en  ever th e  
sim p lify ing  assu m p tio n  is in tro d u ced , th e  p a rtic le  size d is tr ib u tio n  o f th e  
sed im e n t, i.e., th e  m ech an ica l com position  w ould  he essen tia l fo r th e  use of 
th e  b a la n c e  equ a tio n s d e riv ed  [4]. T h is w ou ld  he u n av o id ab le  even if  th e  
a v e rag e , or m ean  p a r t ic le  size w ould  be  considered . In  fa c t, d iffe ren t grain  
size d is trib u tio n s  can  p e r ta in  to  th e  sam e ch a rac te ris tic  size (even  if  i t  w ere 
d isreg a rd ed  th a t  d iffe re n t “ m ean”  sizes re su lt w hen considering  num bers, 
su rfaces, o r volum es) [10 ], an d  there fo re , th e  resu lts  o f d iffe ren t experim en ts 
m a y  show  ap preciab le  d ifferences.

I t  should fu r th e r  b e  n o ted  th a t  in  c o n tra s t  to  in v es tig a tio n s  concerned 
w ith  th e  tra n sp o r ta tio n  o f  suspended  sed im en t in  n a tu ra l w ate rco u rses , i t  is 
on ly  th e  v a ria tio n  in  t im e  th a t  can  be  re g a rd e d  as zero, w h en  considering  th e  
p rocess o f th e  se ttlin g  o f  suspended  sed im en t, w hile th e  chan g es in  th e  m ain  
d ire c tio n  of flow  d iffer f ro m  zero. T he o n ly  sim plifica tion , w hich  m ay  be p e r
m issib le  is to  assum e a  c o n s ta n t ra te  o f  change.

T h e  fu n d a m e n ta l eq u a tio n s o f som e o f th e  m ore fam ilia r  theories will 
be  d e riv ed  su b seq u en tly , w ith o u t a n y  a t te m p t  a t  com ple teness, ra th e r  in  
o rd e r to  illu s tra te  th e  m e th o d  applied .

I t  is proposed to  d e m o n s tra te  a t  th e  sam e tim e  th a t  each  of th e  various 
th e o rie s  rep resen ts n o  m ore  th a n  a p a r t ic u la r  case o f th e  general ba lance  
e q u a tio n s . In  fac t, d ep en d in g  on th e  te rm s  o f  th e  eq u a tio n  —  neglected  as 
sm all in  com parison  w ith  th e  o thers —  th e  fu n d a m e n ta l e q u a tio n s  o f th e  d iffe r
e n t th eo rie s  are o b ta in e d .

T he following sim p lify ing  assu m p tio n s are  of in te re s t:
1. T he process is a s tead y  one

—  =  0 , (44)
8 1

i.e ., th e  v a ria tio n  w ith  re sp ec t to  tim e  o f th e  den sity  of ex ten s iv e  q u an titie s  
is assum ed  to  be zero.

2. T he process is a  tw o-d im ensional one, i.e ., in  a h o riz o n ta l p lane , v a r i
a tio n s  in  th e  d irec tio n  z  pe rpend icu la r to  th e  m ain  d irec tio n  x  of flow  are 
a ssu m ed  to  he neg lig ib le :

~ ~  =  0 - (4 5 )8z

3. The c o n c e n tra tio n  of sed im ent (or its  m ass density) rem ain s u nchanged  
in th e  m ain  d irec tion  x  o f  flow

ЭС Sgi 
8л; Эд;

(46)
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4. T h e  size o f  th e  sed im ent suffers no changes b y  collision. In  o th e r  
w ords: th e  m ass b a lan ce  of in d iv id u a l sed im en t f rac tio n s  is source-free ( th e  
m ass of each  of th e  sed im en t frac tio n s is conserved) :

q,c =  o. (47)

5. T h e  sed im en t is m ono-disperse, i.e ., i t  consists o f p artic les of u n ifo rm  
size, o r th e  effect o f differences in  p a r tic le  size is neg lig ib ly  sm all. I n  th is  
m an n e r E q s  (39) a n d  (40) re la ted  to  th e  d iffe ren t size frac tio n s  can be o m itte d .

6. T h e  e q u a tio n  of th e  energy b a la n c e  is source-free, th e  d iss ipa tion  o f 
energy  can  be  neg lec ted . C onsequently  th e  p rocess m a y  be regarded  as iso 
th e rm a l, th e  b a lan ce  eq u a tio n  of in te rn a l en erg y  a n d  th u s  th e  balance eq u a tio n  
o f k in e tic  en erg y  are  superfluous (being in  th is  case re la te d  to  th e  m o m en tu m  
balance). A lth o u g h  in  som e cases th e  process is reg a rd ed  as an  iso th e rm a l 
one, th e  b a lan ce  e q u a tio n  of k in e tic  en e rg y  is s till in tro d u ced  besides th e  
m o m en tu m  b a lan ce . I n  th e  course o f d e riv a tio n  th e  l a t te r  is —  logically  —  
e lim ina ted .

7. T h e  flow  p a t te rn  is no t re la te d  to  th e  sed im en t, i.e ., th e  energy- a n d  
m o m en tu m  exchange b e tw een  w a te r a n d  sed im en t is neglig ib le for th e  en e rg y  
an d  m o m en tu m  o f water. T his im plies, in  o th e r  w ords, t h a t  th e  te rm

m

in E q . (38) is m uch  sm aller th a n  th e  o th e r  te rm s in  th e  eq u a tio n . I t  follow s 
fu r th e r  t h a t  since y 1 >  pg (the specific g ra v ity  o f sed im en t is g rea te r th a n  
th a t  o f w a te r), th e  ra tio  (v/, —  v)/co m u st b e  assum ed  to  be  sm aller b y  o rd e rs  
o f m ag n itu d e  th a n  p g. T his is im possib le  unless v/t сы v , i.e ., th e  v e lo c ity  o f 
sed im en t m o v em en t is ap p ro x im a te ly  e q u a l to  th e  flow  velocity  of w a te r  
(th e  in e r tia  of sed im en t is negligible !). A  fo rm u la tio n  fre q u e n tly  en co u n te red  
fo r th is  a ssu m p tio n  is th a t  th e  v e lo c ity  co m p o n en ts  in  th e  m ain  d irec tio n  x  
o f flow  are  ta k e n  to  be equal

Vhx  =  V x ,  (48)

while th e  v e r tic a l com p o n en ts  in  th e  d irec tio n  у  d iffer from  each o th e r b y  th e  
se ttlin g  ve lo c ity :

vhy =  vy —  co. (49)

8. In s te a d  o f co rre la tin g  th e  p u lsa tio n  te rm s  (in accordance w ith  th e  
co n d u c tio n  law s) th e  c u rre n t densities re su ltin g  from  tu rb u le n t m o v em en t 
can  be  expressed  as th e  p ro d u c t o f a tu rb u le n t  c o n d u c tiv ity  coefficient a n d  
th e  g rad ien t o f th e  co rresponding  in te n s iv e  q u a n ti ty . E .g . for th e  d en sity  o f
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m ass c u rre n t:
p V  =  — e„ g rad  p , (50)

a n d  fo r th e  d e n s ity  o f m om entum  c u r re n t:

pv'ov' =  — em G rad  v . (51)

9. T he d e n s ity  o f  conductive m o m e n tu m  cu rren t due to  tu rb u le n t  p u l
sa tio n  ( th e  tu rb u le n t  shear) is m u ch  sm a lle r  th a n  th e  d e n s ity  o f  co n v ec tiv e  
m o m en tu m  c u rre n t a n d  th u s th e  fo rm e r can  be neglected :

v ' o v ' < ^ v o v .  (52)

10. T he v e r tic a l com ponent o f  th e  flow  velocity  o f w a te r  (considering  
i ts  m ean  v alue  w ith  re sp ec t to  tim e) is m u ch  sm aller th a n  th e  se ttlin g  v e lo c ity  
a n d  is th u s  neglig ib le  in  com parison  wdth th e  la tte r :

vy <^a>. (53)

N a tu ra lly , n o t  a ll a ssum ptions a re  inc luded  in  th e  in d iv id u a l th eo rie s . 
T h e  a rra n g e m en t o f  th e se  a ssu m p tio n s  in to  a m ethodo log ical sy stem  is all 
th e  m ore of g re a t in te re s t, as th is  o ffers th e  on ly  p o ssib ility  fo r d e te rm in in g  
th e  ran g e  of v a lid ity  o f form ulae d e riv e d  b y  th e  d iffe ren t th eo rie s  a n d  fo r 
d ec id ing  in  w h a t cases th e y  can b e  u se d , w h a t differences a re  to  be ex p ec ted  
b e tw een  th e o re tic a l a n d  ex p erim en ta l re su lts .

Let us f ir s t  consider the theory o f  turbulent sediment transportation  (fre 
q u e n tly  re fe rred  to  th e  diffusion th e o ry )  [4, 5, 7, 11].

T he th e o ry  is founded  ex c lu siv e ly  on th e  m ass tra n s p o r t  eq u a tio n  o f 
sed im en t, an d  fro m  am ong th e  a s su m p tio n s  listed  before  th e  follow ing a re  
in tro d u c e d :

1. T he process is a stead y  one.
2. T he p rocess is a tw o -d im en sio n a l one.
3. T he c o n c e n tra tio n  of se d im e n t suffers no change in  th e  x  d irec tio n .
4. Collision b e tw een  sed im en t p a r tic le s  does n o t re su lt in  co m m in u tio n .
5. T he sed im en t can be d esc rib ed  u n iq u e ly  b y  th e  m ean  c o n c e n tra tio n , 

i.e., i t  m a y  b e  regarded  as a m ono-d isperse system .
7. T he in e r tia  o f  th e  sed im en t is sm all enough to  be neg lec ted .

10. The v e lo c ity  com ponent vy o f w a te r  is negligibly sm all in  com parison  
w ith  th e  se ttlin g  velocity  со.

W ith  th ese  assum ptions E q . (41) leads d irec tly  to  th e  expression :

_Э_  

9у
д С  , г '£ f j ----- ~p CO ( j

9у
=  0 (54)
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w hich  u p o n  in te g ra tio n  yields

y

a

th e  fam ilia r c o n c e n tra tio n -d is trib u tio n  eq u a tio n  of O ’B r ie n — Ch r is t ia n s e n  
[4, 5, 11].

The gravita tional theory [4, 9] is b a sed  on th e  m o m en tu m - a n d  energy- 
b a lan ce  eq u a tio n s . T h e  follow ing a ssu m p tio n s  are  in tro d u ced :

1. T h e  process is a s te a d y  one.
2. T h e  process is a tw o -d im en sio n a l one.
3. T h e  co n cen tra tio n  of th e  sed im en t suffers no changes in  th e  « d ire c tio n .
4. Collision b e tw een  sed im en t p a rtic le s  does n o t re su lt in  co m m in u tio n .
5. T h e  sed im en t m ay  be re g a rd e d  as a m ono-d isperse  system .
6. N o energy  is d issipa ted . (H o w ev er, th e  ba lan ce  equ a tio n s o f  k in e tic  

en erg y  are  ta k e n  in to  con sid era tio n  se p a ra te ly  —  in ad d itio n  to  th e  m o m en tu m - 
b a la n c e  eq u a tio n  o f th e  com bined  sy s tem  —  p o in tin g  o u t a t  th e  sam e tim e  
th a t  on ly  tw o  o f th e  th re e  ba lan ce  e q u a tio n s  are  in d ep en d en t !)

9. T h e  d en sity  o f convective  c u r re n t due to  tu rb u le n t p u lsa tio n  is neg li
g ib ly  sm all in  com parison  w ith  th e  d e n s ity  o f conduc tive  m o m en tu m  c u rre n t 
( tu rb u le n t shear). (This a ssu m p tio n , w hich  is ex ac tly  th e  opposite  o f E q . (52) 
is p erm issib le , if  th e  process is co nsidered  in  a system  o f coo rd inates m ov ing  
to g e th e r  w ith  w a te r  !)

T h e  re s u lta n t  d en sity  is used  b y  W e l ik h a n o v  fo r describ ing  th e  m ass 
o f th e  d isperse  system :

É? — <?(1— Cv — e ( l + aQ ) , (56)

, P i—ew here a —---------
Q

W ith  th ese  assu m p tio n s th e  m o m en tu m  equ a tio n s —  E q s. (38) a n d  
(42) —  d ire c tly  y ield  equation I I I  o f  W e l ik h a n o v :

~ [ ( l + o C e) v 'u ']  =  g S ( l+ a C v) ,  (57
ay

w here th e  le f t-h a n d  side is th e  d ivergence  o f  th e  m o m en tu m  cu rren t d e n s ity , 
w hereas th e  r ig h t-h a n d  side is th e  d e n s ity  o f th e  m o m en tu m  source.

E quations I  and I I  o f  W e l ik h a n o v  a re  th e  b a lance  equ a tio n s o f k in e tic  
energy , w hich  can  be derived  from  E q s  (37) an d  (41) —  th ro u g h  sca la r m u lt i
p lica tio n  b y  th e  flow  v elocity :

в ~  [(1 - C v) ( ÏV JÜ ] =  egS ( l —с . )  V -  (ft - e ) g « c , ( i  - c v), (58)
a y
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Q i - ~ ( C v v 'u 'v ')  =  Q1gSC vv+ (Q 1 - q) cügCv (1 Cv). (59)
dy

In  th o se  equations th e  le f t-h a n d  side re p re se n ts  th e  c u rre n t d en sity  of k in e tic  
en e rg y , w hile th e  w o rk  fo rm in g  th e  source o f k in e tic  energy  is en te red  on th e  
r ig h t-h a n d  side. In  f a c t ,  th e  f irs t te rm  on  th e  r ig h t-h a n d  side o f E q . (58) is 
th e  w o rk  perfo rm ed  b y  th e  g ra v ita tio n a l fie ld  in  w a te r (th e  “ w ork of fa ll” ), 
th e  second te rm  b e in g  th e  w ork  expended  fo r  keep ing  th e  sed im en t in  su sp en 
sion  (w hich is an  e n e rg y  loss for w ate r). N a tu ra lly , th e  la t te r  is en co u n tered  
as a gain  in  energy w ith  an  opposite  sign on  th e  r ig h t-h a n d  side of E q . (59), 
w h ere  i t  is th e  second te rm . The f irs t te rm  on  th e  r ig h t-h a n d  side of E q . (59) 
b e in g  th e  w ork p e rfo rm e d  b y  th e  g ra v ita tio n a l fie ld  on th e  sed im ent, re p re 
se n ts  a source for th e  k in e tic  energy o f sed im en t.

The considerations o f  A. K . A n a n y ia n  [8] are  also b ased  on th e  m ass 
b a la n c e  eq u a tio n  o f sed im en t. The assu m p tio n s  in tro d u ced  are  as follow s:

1. T he process is a s te a d y  one.
4. T he d im ensions o f th e  partic les  re m a in  u n ch an g ed  d u rin g  collisions.
5. T he sed im en t m a y  be regarded  as a m ono-d isperse system .
6. No d iss ip a tio n  o f  energy occurs.
7. T he flow  p a t te r n  o f w a te r is u n a ffe c ted  b y  th e  presence of sed im en t.

The v e rtic a l v e lo c ity  of sed im en t d iffers from  th e  velocity  of w a te r
b y  th e  se ttlin g  v e lo c ity  only .

W ith  these  a ssu m p tio n s  the fu n d a m en ta l equation o f  A n a n y ia n  is o b ta in ed  
in  a vectorial fo rm  f ro m  E q . (41):

(v g ra d  C) =  d iv  (e g rad  C) +  a>-----  . (60)
dy

The fu n d a m en ta l equation o f  sed im en t tra n s p o r ta tio n  w as derived  b y  
B a r e n b l a t t  ta k in g  in to  considera tion  th e  ba lan ce  e q u a tio n  of p u lsa tio n  
e n e rg y  [3]. H is s ig n ific a n t contribution was that he succeeded in  fo rm u la ting  
the complex m athem atical model o f suspended sedim ent transportation in  a com 
p le te ly  generalized fo r m .

T he assu m p tio n s in tro d u ced  are  as follow s:

1. The process is a s tead y  one.
2. The process is a tw o-d im ensional one.
3. The c o n c e n tra tio n  of th e  sed im en t suffers no change in  th e  x  d irec tion .
4. Collision b e tw e e n  th e  sed im en t p a rtic le s  resu lts  in  no com m inu tion .
5. The sed im en t m a y  be regarded  as a m ono-d isperse  system .
7. The velocity  co m p o n en t in th e  d irec tio n  x  of th e  sed im en t is id en tica l 

w ith  th e  co rrespond ing  velocity  co m p o n en t o f w a te r, w hile th e  com ponen t in
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th e  d irec tio n  y  is sm aller b y  th e  se ttlin g  velocity  th a n  th e  v e lo c ity  com ponen t 
in  th e  d irec tion  y  o f  w a te r.

8. In  acco rd an ce  w ith  th e  co rre la tio n  te rm s, th e  c o n d u c tiv ity  law s can 
he rep laced  b y  th e  follow ing expressions:

a) th e  co rre la tio n  o f th e  p u lsa tio n  velocities (co n d u c tiv e  m om en tum  
cu rren t)

bő:! v, e1 biJ 1 (61)

w here b is th e  p u lsa tio n a l en erg y  gain  re la ted  to  th e  u n it  m ass o f th e  inhom o
geneous flu id , Ôjj is th e  K ronecker  sym bol (for i =  j  i t  is 1, fo r i ^  j  i t  is zero);

3 Vi ! Эг; j
Г 9

Э Xj d x j
(62)

i.e. th e  sy m m etrica l p a r t  of th e  te n so r  o f th e  v e lo c ity  g rad ien t.
b) T he te m p o ra l m ean  v a lu e  of p u lsa tio n a l energy  c u rre n t is p ro p o r

tio n a te  to  th e  g ra d ie n t o f b:

v2 g rad  b . (63)

c) T he te m p o ra l-m e an  v a lu e  o f th e  p u lsa tio n a l m ass c u rre n t d ensity  
(th e  tu rb u le n t  d iffusion  c u rren t)  is p ro p o rtio n a te  to  th e  g ra d ie n t o f concen
tra t io n :

C ' y ' = — Я g ra d C . (64)

T he co n d u c tiv itie s  vv  v2 a n d  Я involved  in  E qs (61), (62) an d  (63) are 
expressed  w ith  th e  a id  o f b a n d  th e  p a ram ete rs  / h a v in g  th e  d im ension  of 
len g th  as

Я =  Vi = v2 =  1 1 b-

W ith  th ese  assu m p tio n s equation  /  o f  Barenblatt is o b ta in e d  d ire c tly  from  th e  
m ass ba lan ce  eq u a tio n  (41)

c o C + lY b —  -  0.
dy

(65)

T he eq u a tio n  o f th e  m o m en tu m  balance  —  E q . (38) —  is sim plified  to  
the  form

dv
+  —  (v 'xK) =  o

d y  dy
( 6 6 )
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w h en ce  equation I I  o f  B arenblatt is o b ta in ed :

=  W 2~ C x 3 , (67)
d y

w h ere  W  is a c o n s ta n t h a v in g  th e  d im ension  of v e lo c ity .
Equation I I I  o f  B arenblatt is w o rth  considering  se p a ra te ly , since th e  

d iss ip a tio n  of p u lsa tio n a l en erg y  is also allow ed fo r th e re in . (H ow ever, th e  
b a la n c e  equation  o f  in te rn a l  en erg y  is le ft u n w ritte n  !) T h is im plies th a t  
E q . (38) o f th e  m o m e n tu m  b a lan ce  m u s t f irs t be m u ltip lie d  sca la r b y  th e  flow  
v e lo c ity  v, th en  th e  in te ra c tio n  te rm  on th e  r ig h t-h a n d  side m u s t be rep laced  
b y  d iss ip a tio n  Q:

_  8pv 
v  — 5—  

Qt
-f- V D iv  (pvov -f- pv'ov') Pv g +  Q ( 68)

B esides th e  above s u b s titu tio n s  allow ance m u st be m ad e  also fo r th e  assu m p 
tio n  o f  Barenblatt, t h a t  Q can  be  expressed  in  te rm s  o f a u n iv e rsa l co n stan t 
Cx, b a n d  l :

Q =  ClQ
63/2

l
(69)

In tro d u c in g  fo r  re la tiv e  d e n s ity  th e  n o ta tio n

we h a v e

a = в l - Q
•)

Q

l \ b d vx]2
d y

fe3/2
=  aCw g-f-C^----- - (70)

w h ich  is iden tical w ith  th e  fu n d a m e n ta l energy e q u a tio n  of Barenblatt.
T h e assum ption  o f  stead in ess  h as  been o m itte d  b y  F r a n k l  [6] in  deriv ing  

h is se t o f equations. T h e  se t o f eq u a tio n s  derived  b y  h im  differs from  th e  one 
w r it te n  b y  us in  c e r ta in  n o ta tio n s  only.

T he re la tionsh ip  b e tw een  F r a n k fs  equations a n d  th e  genera l ba lance  
e q u a tio n s  is ev iden t. E q s  (37) an d  (41) d irec tly  y ie ld  th e  F ra n kl equations 
i f  th e  re la tive  c o n c e n tra tio n  (density ) C is in tro d u c e d  fo r th e  densities q 
a n d  of w ater a n d  sed im en t re spec tive ly :

c = —
01 +  0

(71)
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D iv id in g  b y  (g1 -f- {?) th e  m ass b a lan ce  eq u a tio n s, E q . (37) y ie ld s th e re 
w ith :

Э g

Qi +  Q ,
or

—  ( l - C )  +  d iv [ ( l - C ) v ]  =  0. (72)
31

F ro m  E q . (41) in  a sim ilar m an n e r:

—-----f- d iv  (C vh — e g ra d  C) =  0 . (73)
81

T h e  d e n s ity  of con d u c tiv e  c u rre n t e g rad  C is neg lec ted  b y  F rankl. 
E q s (72) a n d  (73) are id en tica l w ith  equations I  and  I I  o f  F rank l.

E q s  (38) an d  (42) a re  th e  c o u n te rp a r ts  o f F ra n k i's equations I I I  and  I V ,  
i f  th e  fo llow ing  n o ta tio n s  are  in tro d u c e d :

1°. f lu id  den sity  is d en o ted  b y  p (l —  C),
2°. sed im en t d en sity  b y  qxC,

3°. th e  conduc tive  m o m en tu m  c u rre n t p v ' o v '  b y  th e  stress  te n so r  П , 
4°. th e  d e n s ity  of th e  e x te rn a l force fie ld  b y  X,
5°. th e  in te ra c tio n  force b e tw een  f lu id  an d  sed im en t force b y  R . 
E quations V  and V I  o f  F ra n k l  a re  th e  eq u a tio n s  of energy  b a la n c e  w hich 

— as h as  a lre a d y  been p o in ted  o u t  —  d iffer in  th e  absence of d iss ip a tio n  from  
th e  m o m e n tu m  ba lance  on ly  in  t h a t  each  te rm  is a m ultip lied  sca la r  b y  th e  
flow  v e lo c ity  V.

T h e  b a la n c e  equa tions o f p u lsa tio n a l en erg y  are  o b ta in ed  fro m  th e  energy  
b a lan ce  e q u a tio n s  w ritten  for in s ta n ta n e o u s  v alues, b y  sep a ra tin g  a f te r  h av in g  
av erag ed  o v e r tim e  th e  co rre la tio n  te rm s  c o n ta in in g  average va lu es  a n d  th o se  
fo rm ed  from  th e  p ro d u c ts  of p u lsa tio n  te rm s .

T h e  e q u a tio n s  a d o p ted  as a s ta r tin g  basis fo r th e  co n sid e ra tio n s of 
F ra n k l  th u s  d iffe r essen tia lly  in  th e ir  n o ta tio n s  on ly  from  th e  g enera l ba lan ce  
eq u a tio n s . T h e  se t o f equ a tio n s d eriv ed  b y  h im  include  how ever, t h a t  th e  
m ass- a n d  m o m en tu m  balance  e q u a tio n s  a re  o f th e  sed im en t only . A ll eq u a tio n s  
were re q u ire d  m erely  fo r d e te rm in in g  th e  in te ra c tio n  force in v o lv ed  in  th e  
la tte r . A cco rd ing  to  Frankl:

R =  B [ v ( l - C ) - f c g r a d ( l n C ) ] ,  (74)

w here В  =  g  /.t2/2 r2 is th e  sh ap e  fa c to r  invo lv in g  g ra v ita tio n a l acce le ra tio n , 
th e  v isco s ity  ц  a n d  th e  c h a ra c te ris tic  d im ension  r. T he firs t te rm  in  a n g u la r  
b ra c k e ts  is th e  convective m ass c u rre n t of w a te r , w hile th e  second is th e  con-

+  d iv  Í— ^— v) =  0 ,
l e H - e  i
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d u c tiv e  m ass c u rre n t o f  sed im ent. T he in te ra c tio n  force is th u s  ta k e n  as p ro 
p o r tio n a te  to  th e  d ifference  of tw o c u rre n ts  b y  F rankl. (A ccording to  ou r 
in v es tig a tio n s  th e  in te ra c tio n  force is p ro p o rtio n a te  to  th e  difference o f v e lo 
c ities, r a th e r  th a n  c u rre n ts  !)

The two F ra n k l-equations o b ta in ed  e v e n tu a lly  are in  v ec to ria l fo rm :

—— ----1- d iv  (C \ h) =  0, (75)
81

— —  +  DivterVftO v„) =  g r a d p  +  R + ^ X  (76)
81

w hich  —  w ith  th e  ab o v e  reserva tions —  are  th e  c o u n te rp a rts  of E q s (41) 
a n d  (42), respective ly .

D isregard ing  th e  ob lig a to ry  sim p lifica tions p o in ted  ou t above, F ra n kl 
succeeded in  contributing considerably to the theory o f  suspended sedim ent trans
porta tion , by fo rm u la tin g  a set o f  equations, which include the continuity-, m om en
tu m - and  energy equations o f  both mean- and p u lsa tin g  flow .

T h e re la tio n sh ip  be tw een  th e  general se t o f b a lan ce  equa tions an d  som e 
o f th e  theories on se d im e n t tra n sp o r ta tio n  could  b e  d e a lt w ith  in  a v e ry  a b rid g 
ed fo rm  only. F o r a m ore  deta iled  t re a tm e n t th e  read e r is re fe rred  to  th e  
l i te ra tu re  cited  in  th e  references. N everthe less we believe to  h av e  succeed 
in  d e m o n s tra tin g  t h a t  th e  set o f general b a lan ce  eq u a tio n s  —  w hich in d ica te s  
in  a c lear p a tte rn , in v a r ia b ly  on th e  le f t-h a n d  side th e  v a ria tio n  of th e  d e n s ity  
o f v a r io u s  ex tensive  q u a n titie s , i.e., th e  d ivergence  of c u rren t densities, w ith  
th e  co rresponding  so u rce  densities on th e  r ig h t-h a n d  side —  is su itab le  fo r 
a rra n g in g  th e  th eo rie s  on sed im ent tra n s p o r ta t io n  in  a system atic  m an n er.
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Bilanzgleichungen der Schwebestofführung. A uf jedem  G ebiete der Technik is t  es 
erforderlich, daß die Ableitungen der zu den praktischen Berechnungen geeigneten m athem a
tischen  A bhängigkeiten von  allen W illkürlichkeiten befreit, die angew andten A nnahm en klar 
konzipiert werden und m it den N aturgesetzen übereinstim m en. Ohne dies kann m an keine  
A uskünfte vom  G eltungsbereich der einzelnen Beziehungen erhalten. Zur system atisierten  
und auf einheitlichen Gründen beruhenden Behandlung der technischen Problem e ist  die 
auf die E rhaltungslehrsätze gegründete sog. Transporttheorie geeignet. Es wird nachgew iesen, 
daß m it H ilfe dieser Theorie das allgem eine Bilanzgleichungssystem  des G eschiebeschleppens 
angesetzt werden kann. Auch einige G rundform eln der G eschiebetransporttheorie können  
vom  allgem einen System  der B ilanzgleichungen abgeleitet werden. Dadurch wird dargestellt, 
welche von  den 10 m öglichen Fällen im  Zusam m enhang m it den einzelnen Theorien ange
w andt werden.

Балансовые уравнения движения потока взвешенных материалов (Я.Л.  Богарди)- 
В каждой области техники требуется, чтобы выводы подходящих для практических рас
четов математических зависимостей освободить от всевозможных произвольностей, далее 
примененные данные были ясно определены и совпадали с законами природы. Без сказан
ных выше нельзя получить сведения об области действительности отдельных зависимос
тей. Для систематизированного и основывающегося на единой основе рассмотрения техни
ческих проблем подходит т. н. транспортная теория, основывающаяся на законе сохра
нения. Доказывается, что с помощью этой теории можно вывести общую систему балан
совых уравнений движения потока материалов. Кроме того, можно вывести некоторые 
основные формулы теории транспорта взвешенных материалов, исходя из общей системы 
балансовых уравнений. Этим показано, что которые из 10 возможных случаев можно при
менить в связи с отдельными теориями.
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SPANNUNGEN IN ZWEIPHASENSYSTEMEN

Á. K ÉZDI*

KORRESPONDIERENDES MITGLIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen am 21. N ovem ber 1969]

N ach der Begriffserklärung der in zwei- und dreiphasigen System en auftretenden Span
nungen veröffentlicht der Autor in der vorliegenden A bhandlung ein Verfahren zur anschau
lichen  D arstellung des Spannungszustandes. Im  weiteren wird die allgem ein übliche Annahm e, 
daß die neutralen Spannungen in einem  dispersen System  im  ganzen Querschnitt wirken, 
fa llen  gelassen, und  die allgem eine Grundgleichung der Festigkeitslehre in bezug auf elastische, 
hom ogene, isotrope, poröse und durchlässige Medien abgeleitet.

Sow ohl die U n te rsu c h u n g e n  d er E la s tiz itä ts le h re , als auch  die der P la s ti
z itä ts le h re  se tzen  ein K o n tin u u m  voraus. A uf G ru n d  d ieser A nnahm e k a n n  
die In fin ite s im a lrech n u n g  angew endet u n d  a n h a n d  d ieser die U n te rsu ch u n g  
d er a u f  den  e lem en ta ren  K ö rp e r w irkenden  K rä f te  v o rgenom m en  w erden . 
Die Begriffe »Spannung« u n d  »bezogene F o rm än d eru n g «  se lb st können  ü b e r
h a u p t  n u r  be i einem  K o n tin u u m  A nw endung fin d en . Sofern  diese K o n tin u itä t  
im  m akroskopischen  S inne b e s te h t, wie z. B. be i M eta llen , S teinen , B eton , 
is t diese V o rau sse tzu n g  a n n e h m b a r u n d  p ra k tisc h  b ra u c h b a r . Viele in  der 
In g e n ie u rp ra x is  v o rk o m m en d e  M edien genügen a b e r  au ch  m akroskopisch  
gesehen n ich t den  A nfo rderungen  der K o n tin u itä t . So sind  z. B. die B öden 
disperse System e, d ie aus K ö rn e rn  bestehen , wo die K ra f tü b e r tra g u n g  in  einem  
eb en en  S c h n itt n ie  in  F o rm  gleichm äßig  v e r te ilte r  S p an n u n g en  erfo lg t. W enn 
m an  den  e in fach sten  F a ll a n n im m t u n d  den S p an n u n g sz u s ta n d  einer vo ll
k om m en  tro ck en en  S and- oder K iesm enge u n te rsu c h t, wo die in  den P oren  
anw esende L u ft n u r  u n te r  dem  a tm o sphärischen  D ru ck  s te h t , so f in d e t m an , 
d aß  eine B e las tu n g  an  den  B e rü h ru n g sp u n k ten  d er K ö rn e r  große S pannungen  
a u s lö s t, w äh ren d  die G röße d e r zusätzlichen  S p a n n u n g  in  den P oren  gleich 
N ull is t. W enn  au ch  m an ch e  F o rsch er in  ih ren  n eu es ten  U n te rsu ch u n g en  die 
B estim m u n g  d ieser B e rü h ru n g ssp an n u n g en  a n s treb en , j a  sogar die S p an n u n g s
v e rte ilu n g  a u f den  B e rü h ru n g sfläch en  zu e rm itte ln  su chen , m u ß  m an  zu r L ösung 
p ra k tisc h e r  A ufgaben  ein K o n tin u u m  annehm en . D ie a u f  d ieser G rundlage 
e rrech n e te  »Spannung« is t d a h e r  eine f ik tiv e  G röße u n d  dem  die S pan n u n g s
sp itzen  ausg le ichenden  M itte lw e rt gleich. D ie einzelnen  K ö rn e r sind den  ver-

* Prof. D r . K é z d i  Ä., Technische U niversität; M űegyetem  rkp. 3, B udapest X I .  
( U n g a r n ).
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sc h ied en sten  einfachen u n d  zu sam m en g ese tz ten  B ean sp ru ch u n g en  (D ruck , 
Z ug , S ch u b , Biegung) au sg ese tz t, doch k ö n n en  deren  W irk u n g  u n d  R olle im 
R a h m e n  d er U n te rsu ch u n g en  n ic h t b e rü ck s ich tig t w erden. E s m u ß  ab e r u n b e 
d in g t in  B e tra c h t gezogen w erden , d aß  die zw ischen den  einzelnen  K örnern  
b e fin d lich en  P oren  W asser u n d  Gas e n th a lte n , eine T a tsa c h e , die in  bezug 
a u f  d ie  F estig k e it u n d  Z u sa m m e n d rü c k b a rk e it des B odens v o n  en tsche idender 
B e d e u tu n g  ist. Die a u f  die K o rn m en g e  ü b e rtrag en e  B e las tu n g  w ird  v o n  allen 
d re i P h a se n  gem einsam  g e tragen .

B ild  1. Spannungen in den, den B oden bildenden Medien verschiedenen Aggregatzustandes

N im m t m an einen  ebenen  S c h n itt (B ild  1) du rch  eine d e ra rtig e  K o rn 
m en g e  an , so sch n e id e t die S c h n itteb en e  feste  K örner, W asse rte ilch en  und  
lu ftg e fü llte  Poren . Im  B ild  s ind  diese T eilflächen  v e re in ig t, d ie K ornm enge 
d u rc h  zwei K örner e rse tz t, zw ischen  w elchen das W asser als Porenw inkel- 
w asse r u n d  die L u ft als P o re n lu f t erscheinen. E s sei an g en o m m en , daß  die 
K ö rn e r  groß genug sind , u m  die m o leku laren  O b e rfläch en k rä fte  e lek trischer 
H e rk u n f t  vernach lässigen  zu  d ü rfen . D ie beiden  e inander b e rü h re n d e n  K örner 
d rü c k t  die K ra ft P  gegene inander. Es sei fe rn er angenom m en, d aß  die K ra ft 
k e in e  tangen tie lle  K o m p o n en te  b e s itz t. D ie F läche , a u f  w elcher die K ra f t P  
w irk t ,  sei F. Diese b e s te h t aus dre i T eilen , u . zw. aus d er B erü h ru n g sfläch e  F s 
d e r  fe s ten  K örner u n d  aus den  F läch en  F v bzw . F / d er W asser- bzw . L u ft
p h ase .

D ie innerhalb  d er F läch e  F  in  den drei M edien v e rsch ied en en  A ggregat
z u s ta n d e s  a u ftre te n d en  S p an n u n g en  seien p s, p v u n d  pi.

D er G le ichgew ich tszustand  e rfo rd e rt die B efried igung der G leichung

P  =  Ps Fs+ Pv Fv+Pl Fl- ( !)
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N ach E in fü h ru n g  d er Y erhä ltn iszah len

Ps =  FslF , <PV = F J F ,  q>, =  F ,IF  (a)

e rh ä lt m an  die sog. totale S p an n u n g  aus d e r B eziehung

a =  P /F  =  p s <ps+ p v <pv+ P i Pi • (2)

B ild  2. Im  körnigen M edium angenom m ener ebener Schnitt

W enn der B oden  g e sä ttig t is t, sind <pi =  0 u n d  p  == 0, folglich ist

<Pv= 1 —  Ps (b)
u n d  daher

=  Ps Ps +  (1 —  Ps) Pi- ■ (2a)

W enn m an  den  Q u ersch n itt, wie in  d e r B odenm echan ik  üb lich , so a n 
n im m t, daß  die K ö rn e r n ich t g esch n itten  w erden , d er S c h n itt an  ih ren  O ber
flächen dabei ab e r m öglichst eben g efü h rt w ird  (Bild 2) u n d  so die G esam th e it 
der k leinen  B e rü h ru n g sfläch en  der K ö rn e r die F läch e  Fs b ild e t, is t ips =  FJ F 
sehr k lein , w eshalb  die G röße 1 —  (ps n u r  w enig  v o n  d er E in h e it ab w eich t. 
D er W ert p s is t  dagegen  seh r b ed eu ten d  u n d  d ü rf te  d er F ließgrenze  d er festen  
K ö rn er gleich sein. D as P ro d u k t p s eps is t d a h e r  n ic h t gleich N ull, so n d ern  eine 
endliche G röße. D iesen  W ert n e n n t m an  in  d e r B od en m ech an ik  die w irksam e  
Sp a n n u n g  u n d  b eze ich n et sie m it a. D ie G leichung (2a) k a n n  d a h e r in  der 
Form

a =  a + p r (3)

angeschrieben  w erden . D er im  P orenw asser a u f tre te n d e  h y d ro s ta tisc h e  D ru ck  
se tz t sich aus zwei T eilen , n am en tlich  aus dem  im  kon so lid ie rten  Z u s ta n d  der 
S pannungen  a u ftre te n d e n  u n d  aus dem  d u rch  die äu ß ere  B e las tu n g  oder du rch
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so n stig e  E in w irk u n g en  erw eck ten  zu sä tz lich en  P o ren w asse rü b e rd ru ck  zu sam 
m en . D iese im  P o ren w asse r a u f tre te n d e  S p an n u n g  h e iß t neutrale S p a n n u n g .

In  einem  D re ip h asen sy stem  w irk t a u f  d e r G renzfläche  zw ischen L u ft 
u n d  W asser die O b erfläch en sp an n u n g . D ie D ifferenz d er S p an n u n g en  p v u n d  
p i(p i —  p v) s te h t im  Z u sam m en h an g  m it d er O b erfläch en sp an n u n g  u n d  k a n n  
in  d e r  G leichung (2) b e rü c k s ic h tig t w erden . M an k a n n  d a h e r die G leichung  
w ie fo lg t au fsch re iben :

ff =  <Ps p s+ { l-9 > s )P v + (1 - (P ,-< Pv)(Pr Pv) • (2b)

W en n  m an  den W e rt cpv ä n d e r t, k a n n  auch  die O b e rfläch en sp an n u n g  in  die 
B e rech n u n g  einbezogen  w erden . H ie r  is t ab e r q>v n ic h t m eh r eine ein fache V er
h ä ltn isz a h l der O berfläche.

B isher w u rd en  in  bezug  a u f  die E ig en sch aften  des M edium s keine A n n a h 
m e n  gem ach t, es w u rd e  n u r  d e r B egriff d er S p an n u n g  d efin ie rt. E s  k a n n  ab er 
angenom m en  w erden , d aß  zw ischen den  F o rm än d e ru n g en  u n d  S p an n u n g en  
ein  Z u sam m en h an g  b e s te h t, n u r  m üssen  die F o rm än d e ru n g en  im m er m it den  
w irksam en  S p an n u n g en  in  V erb in d u n g  g e b ra c h t w erden .

Im  allgem einen  tr e te n  alle d re i S p a n n u n g sk o m p o n en ten  auf. N u r die 
w irksam e  S p an n u n g  (<r =  p s <ps) b e fä h ig t das S y stem , S ch u b sp an n u n g en  a u f
zu n eh m en . D er a llgem eine S p a n n u n g sz u s ta n d  k a n n  in  einem  D re ieck d iag ram m  
se h r  anschau lich  d a rg e s te llt w erden  (B ild 3), u . zw. in  der F o rm

—  +  —  +  Ж  =  1 , (4)
g a a 

wo
a  =  ö + u + p t  (5)

d ie  totale S p an n u n g  b e d e u te t. D as D iag ram m  e ignet sich auch  zu r D a rs te llu n g  
d e r  Ä nderungen  im  S p an n u n g szu stan d . W enn  z. В . a =  k o n s t, is t , e rfo lg t 
d e r  A usgleich des P o renw asser- bzw . -lu ftü b e rd ru ck es  von  einem  A n fan g s
z u s ta n d  (er, u, pi) au sg eh en d  (P u n k t P ) n ach  d e r G eraden  Pb  b is  zum  E in t r i t t  
des Z u stan d es и =  p i =  0. W enn  die R an d b ed in g u n g en  ze itlich  n ic h t k o n s ta n t  
s in d , k a n n  die Ä n d e ru n g  m it e iner k ru m m en  L inie d a rg es te llt w erden .

Die T eilung d e r vo llen  S p an n u n g  in  w irksam e u n d  n e u tra le  S p an n u n g , 
g en au e r a u sg ed rü ck t, die G röße d er d u rch  einen  gegebenen allgem einen  S p an 
nungszuw achs v e ru rsa c h te n  Ä n d eru n g  d er n e u tra le n  S p an n u n g en  is t vom  V er
h ä ltn is  der Z u sa m m e n d rü c k b a rk e it d er M edien —  W asser bzw . S k e le tt —  
ab h än g ig . D urch  A n n ah m e von  V erein fachungen  k an n  m an  diesen Z uw achs 
m it  H ilfe von  die B o d en e ig en sch aften  ken n ze ich n en d en  K o n s ta n te n  b es tim m en  
u n d  den  p ra k tisc h  seh r w ich tigen  W e rt der n e u tra le n  S p an n u n g  e rrech n en  [2].

A u f G ru n d  d e r im  obigen d e fin ie rten  B egriffe k ö n n en  die S p an n u n g en  
u n d  F o rm än d e ru n g en  von  Z w eiphasensystem en  genau  so b e re c h n e t w erden ,
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wie die d er K o n tin u a . Die to ta le n  S p an n u n g en  k ö n n en  aus den  F o rm e ln  d er 
E la s tiz itä ts le h re  e rm itte lt  w erden . D ie n e u tra le n  A n fan g ssp an n u n g en  k a n n  
m an  en tw ed er a u f  G ru n d  des h y d ro s ta tisc h e n  D ruckes oder eines S trö m u n g s
b ildes e rm itte ln ; in  K en n tn is  d ieser k ö n n en  au ch  die w irksam en  S p an n u n g en  
b e s tim m t w erden . Z u r B erechnung  des zeitlichen  V erlaufes sind noch  sonstige  
A n n ah m en  erfo rderlich .

Im  fo lgenden  w ird  ein a n d e re r  F a ll der m it W asser g e sä ttig ten  —  also 
zw eiphasigen  —  S ystem e b eh an d e lt, w obei die frü h e re  A nnahm e, die zu r Bezie-

b

P i/6

B ild  3. D arstellung des allgem einen Spannungszustandes im  Dreiecksnetz  
1 trockener Boden; 2 w assergesättigter Boden

h u n g  (3) fü h rte , n ic h t angew endet w ird . E s w ird  dagegen angenom m en, d aß  
das M edium  elastisch, homogen, isotrop, porös u n d  durchlässig  is t. D ie le tz te re  
E ig en sch aft b e d e u te t, daß  die P o ren  m ite in a n d e r Z usam m enhängen . D as 
S ystem  is t m it W asser g esä ttig t.

Die totale S p an n u n g  b e d e u te t auch  h ie r die a u f  die F läch en e in h e it des 
Q u e rsch n itts  en tfa llen d e  K ra ft, doch b le ib t hei d er B erechnung  der n e u tra le n  
S p an n u n g  d er U m sta n d  n ich t u n b e rü c k s ic h tig t, d aß  d e r ebene S c h n itt au ch  
das fes te  M edium  schneidet u n d  die n e u tra le n  S p an n u n g en  n u r  in  e inem  T eil 
des Q u e rsch n itts  a u f tre te n  können . D iesen U m stan d  m uß  m an auch bei d er 
S p an n u n g sb erech n u n g  berü ck sich tig en . E s b e s te h t d a h e r  zw ischen d er to ta le n  
u n d  d er n e u tra le n  S pannung  fo lgende B eziehung

a — и (1 —  n), (c)

wo n  den  P o re n a n te il des porösen M edium s b e d e u te t. D ie G röße der im  S k e le tt 
a u f tre te n d e n  w irksam en  S pannung  e rg ib t sich aus d er Form el

а — cs— и =  -  - u n  , (d)

d. h . Zug im  F alle  eines positiven  u -W ertes  (D ruck).
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"Wenn m an  u n te r  d e r G renzfläche des po rösen  M edium s n ic h t n u r  die 
G ren zfläch e  des K ö rp e rs , sondern  au ch  d ie In n en fläch en  des z u sam m en h än 
genden  P o ren n e tze s  •versteht und  eine k o n s ta n te  S p an n u n g  p  a u f  d en  K ö rp er 
u n d  a u f  die in n eren  P o ren fläch en  w irk en  lä ß t ,  e rg ib t sich im  g an zen  System  
eine k o n s ta n te  u n d  n a c h  jed e r R ic h tu n g  gleich große n e u tra le  S p an n u n g :

u =  — p .

D ie d u rch  diese S p an n u n g  v e ru rsa c h te n  F o rm än d e ru n g en  sin d  v o n  den 
e la s tisch en  E ig en sch a ften  des die P o ren  fü llen d en  Stoffes -— W asser —  a b h ä n 
gig. W en n  m an  den  E la s tiz itä tsm o d u l u n d  d ie  Poissonsche Z ah l des W assers 
m it Eu, hzw . pu, b eze ich n e t, k i nn m an d ie  in fo lge d er h y d ro s ta tisc h e n  S p an n u n g  
и  a u f tre te n d e  u n d  n a c h  je d e r  R ic h tu n g  gleiche F o rm än d e ru n g  aus d er G lei
ch u n g

e' =  -1 ~ 2 ^ - u =  -  1 ~ 2 fty  p  (6)
E„ E w

b e s tim m e n  [1].
D e r zw eite T eil d e r S pannung  h ä n g t  m it  den  e lastischen  K o n s ta n te n  des 

p o rö sen  S toffes zu sam m en . Es seien d ie  e n tsp rech en d en  K o m p o n en ten  er*, a"y, 
a" u n d  e'x, e'ÿ, e“. Im  S inne  des H ookeschen  G esetzes b e s te h t zw ischen  diesen 
d er fo lgende Z u sam m en h an g :

«; =  4 - [* £ - /*  K + ° î ) ] ’
E

(7 )hj

4  =  4 t K - ^ k + * ; ) ]  •
E

In  d e r  F o rm el b e d e u te n  E  u n d  p  d en  a u f  das gesam te M edium  bezogenen 
E la s tiz itä tsm o d u l. D ie volle spezifische F o rm ä n d e ru n g  e rg ib t sich aus den  
fo lgenden  F o rm eln :

e x  =  f x + £ /  —  [ ° x  —  ( ( T y + c r " ) ]  +  ■— — M,
E  E w

ey =  E; + e '  =  ! - [ * ; - p  (o’'+o"x) ] +  1 -  2 ^  » , (8)
E  E w

ez =  e " + e '  =  K  -  p  (o'x+ o $ \  +  l ~ ^ w- u .
Ъ hjw

B ei d er S u m m ieru n g  ist zu b e rü ck sich tig en , daß  a ' die n e u tra le  S p an 
n u n g , e'x, cty u n d  o'z a b e r  die K o m p o n en ten  d e r vollen  S p an n u n g  b ed eu ten .
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Im  Sinne obiger A u sfü h ru n g en  is t die n e u tra le  S p a n n u n g  o ' d e r to ta le n  
S p an n u n g  o ' (1 —  n) g le ichw ertig . E s sind d ah er

<*x =  —  n )  a \

Oy =  O y+ (l — n ) a \  (9)

q2 =  ^ 2 + ( l  — n) o'.

W enn m an  b e rü c k s ic h tig t, d aß  er' =  u is t, e rh ä lt  m a n  aus den  G leichun
gen  (8) u n d  (9) die W erte

£x — [°x  - fj.(Oy-\-oz)] ( l a  n) и ,
E XL

ey =  +  ----- 1 2/< ( l - g - n ) t t ,  (10)
hx hx

ez =  -~ r  [ q2 - /< (g 2 4 -g > )] -  1 ^  ( l  — a — n ) u  .

E

( 1 - 2  f i )

К

(1 - 2 /G)

( H )

d. h . das V e rh ä ltn is  d e r Z u sam m en d rü ck b a rk e it des p o rösen  S ke le tts  u n d  
des die P o ren  fü lle n d e n  S toffes. W enn  die P o ren  m it W asse r gefü llt sind , is t 
a  im m er sehr к  le in , w eil die Z u sam m en d rü ck b a rk e it des B o d e n s k e k tts  im m er 
v ie l k le iner is t als die des W assers. W enn hingegen  die P o ren  m it L u ft u n d  
W asse r gefü llt s ind , is t ih re  Z u sam m en d rü ck b a rk e it ganz b e d e u te n d , u n d  
d a  E w infolgede ssen k le in  is t, n im m t der W ert von а  zu. Sofern  es sich u m  große 
D ru c k ä n d e ru n g e n  h a n d e lt, is t auch  zu b e rücksich tigen , d aß  sich die im  W asser 
v e r te i l te  freie L u f t  in  d iesem  lö s t [2 ].

D er Z u sa m m e n h a n g  d e r S ch u b spannungen  u n d  d e r  S cherverfo rm ungen  
w ird  vom  P o re n w a sse rd ru c k  n ic h t bee in flu ß t, da  d ieser im  iso tro p en  S to ff 
k e in e  W in k e lv e rz e rru n g  v e ru rsa c h t.

G egebenenfalls m u ß  au ch  d er S trcm u n g sd ru ck  b e rü c k s ic h tig t w erden . 
D iese K ra f t  is t , ebenso wie das G ew icht, eine M assen k raft, deren  K o m p o n en ten  
im  vo rliegenden  F a ll dem  P ro d u k t aus dem  in d e r gegebenen  R ic h tu n g  gel
te n d e n  D ru ck g rad ien ten  u n d  dem  P o ren an te il is t. E s  is t  d ah e r

_§P
0 2

( 12)
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I n  K enn tn is  d er R an d b ed in g u n g en  u n d  d er w irk en d en  M assenkräfte  
k ö n n e n  die S pannungen  u n d  F o rm än d e ru n g en  e rm itte lt  w erden .

B ei der F es tse tzu n g  d er R an d b ed in g u n g en  is t zu  b e rü ck sich tig en , daß  
die G renzflächen  d er po rösen  M asse w asserdurch lässig  o d er w asse ru n d u rch 
lässig  sein können. W en n  in  einem  P u n k t d er durchlässigen  G renzfläche die 
S p a n n u n g  gleich p  is t, d a n n  e rfo rd e rt die R an d b ed in g u n g , d a ß  die zu r G renz
fläch e  senkrech te  K o m p o n e n te  d er n eu tra len  S p an n u n g  gleich — p  sei. Die 
en tsp rech en d e  K o m p o n en te  d e r vollen  S p an n u n g  is t  d a h e r  — (1 —  n) p .  In  
b ez u g  a u f  die R an d b ed in g u n g en  w irk t die a u f  d e r G renzfläche  au ftre ten d e  
S p a n n u n g  p  wie eine a u f  d e r F läch e  g leichm äßig  v e r te ilte  K ra f t ,  deren  au f 
die F läch en e in h e it en tfa llen d e  K o m p o n en ten  sich aus den  fo lgenden  G leichun
gen  ergeben:

X = [  (1 - n ) p ] l ,

Ÿ  =  [ (1 n ) p ] m ,  (13)

Z  =  [ (1 — n) p ]  n .

H ie r b ed eu ten  /, in u n d  n  die R ich tu n g sk o sin u s der F läch en n o rm ale .
W enn  es sich dagegen  u m  eine undurchlässige  G renzfläche  h a n d e lt und 

d ie  S p an n u n g  in einem  P u n k t  p c b e trä g t, d an n  e rfo rd e rt die R an d b ed in g u n g , 
d a ß  die zur G renzfläche sen k rech te  K o m ponen te  d er to ta le n  S p an n u n g  gleich 
— p c sei. W enn au ß e r d e r au ß e rh a lb  der w asseru n d u rch lässig en  F läch e  w irken
d e n  S pannung  p c in n e rh a lb  d e r G renzfläche noch  eine S p a n n u n g  p  w irk t, sind 
d ie  R ich tu n g en  d er K rä f te  p  u n d  p c e in an d er en tg eg en g ese tz t. D ie P o ren 
sp a n n u n g  p  w irk t n u r  a u f  e inem  B ru ch te il n , der F läch e  p c dagegen  a u f  der 
g an zen  F läche.

Die R an d b ed in g u n g  e rfo rd e rt daher, d aß  die sen k rech te  K om ponen te  
d e r  vollen  S pannung  dem  W e rt n p — p c gleich sei, u n d  es k ö n n en  in  jedem  
P u n k t  der F läche fü r  die en tsp rech en d en  S p a n n u n g sk o m p o n en ten  die den 
G le ichungen  (13) e n tsp rech en d en  B eziehungen  an g esch rieben  w erden .

D ie im obigen b e h a n d e lte n  Z usam m enhänge k ö n n en  v o r allem  in der 
G este in sm echan ik  A n w en d u n g  fin d en . Die F o rm eln  e rm öglichen  die B estim 
m u n g  der in poröse oder zu sam m enhängende  P o ren  e n th a lte n d e n  festen  
G este in en  a u ftre te n d en  S p an n u n g en  u n d  F o rm än d e ru n g en . Zugleich weisen 
sie au ch  d a rau f h in , d aß  die n e u tra le n  S pan n u n g en  n ic h t n u r  in  den  Festig- 
k e its -  und  F o rm än d eru n g sp ro b lem en  der körn igen  B öden  eine w ichtige Rolle 
sp ie len , sondern sich au ch  w e itgehend  a u f  die F e s tig k e it d e r  aus einem  festen  
S k e le tt b estehenden , in  ih ren  H o h lräu m en  u n d  P oren  a b e r W asser e n th a lte n 
d e n  G esteine ausw irken . D ie n eu tra len  S pan n u n g en  gew innen  in  solchen 
M edien auch deshalb  an  B ed eu tu n g , weil sie b e re its  infolge k le iner F o rm än d e
ru n g en  s ta rk  zunehm en .
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Dedicated to Prof. A d a m  M u tin y  anszky on the occasion  
o f  his 80th birthday by h is onetime student w ith h is grateful 
respect.

The problem  referring to the title  in the paper is so lved b y  analysing the phase diagram s. 
The possible types o f m ovem ents are discussed and clearly explained. According to the in v esti
gations the occurrence o f the stick-slip cannot be entirely avoided on the m odel taken  as a 
basis, only, a t m ost, the period of the slip m ight be shortened w ithin a cycle.

I. Introduction

B y  th e  exp ression  “ stick-slip ’’’ th e  w ay  o f slid ing is com m only  m e a n t 
a t  w hich in  th e  fric tio n a l tra v e l o f an  e lem en t d riv e n  in  a guide in te r ru p tio n s  
occur, t h a t  is, th e  e lem en t comes to  a s ta n d s till  fo r sh o rt periods d iffering  fro m  
zero. T h is p h en o m en o n  occurs in  p rac tice , fo r exam ple , w ith  th e  slides o f 
m ach ine-too ls gu ided  in  an  a lignm en t a n d  is d e tr im e n ta l in  several re sp e c ts , 
therefo re , i t  is to  be  elim inated .

S everal a u th o rs  tre a te d  th is  p rob lem  b o th  from  th eo re tica l a n d  p ra c tic a l 
aspects. L a te ly , G. A r z  w rote a com prehensive  s tu d y  o f th is  p ro b lem  [1]. 
I t  w as B . S z ő k e  w ho called  th e  a t te n tio n  o f th e  w rite r  to  th is  p rob lem .

T his p a p e r  is in te n d e d  to  an a ly se  th e  d y n am ics  o f th e  m odel u sed  b y  
B. S z ő k e  fo r th e  sim u la tio n  of th e  stick -slip  o f  th e  slides o f m ach in e-to o ls .

T he w rite r  expresses his th a n k s  to  B. S z ő k e  fo r p u ttin g  a t  his d isposa l 
th e  f irs t  d ra f t  o f  h is p a p e r  dealing  w ith  th e  p ro b lem  in  question .

II. Szoke’s model and its equation of motion

This m odel is show n in  Fig. 1. T h e  slide g u id ed  in  a lignm en t is s im u la te d  
b y  th e  p rism  o f a m ass deno ted  b y  m . T h e  d is tr ib u te d  load  system  a c te d  on 
b y  th e  guides on th e  p rism  is su b s ti tu te d  b y  th e  c o n c e n tra ted  fric tional force F$  
an d  b y  th e  n o rm a l force N .  The ac tiv e  forces ap p lied  on th e  slide are  rep laced  
b y  a single c o n s ta n t c o n cen tra ted  force Q n o rm a l to  th e  guides.

This is th e  w ay  in  w hich th e  fric tio n a l fo rce  is sim ulated .

* Prof. D r . B o s z n a y  Á.; Győri ú t  12, B udapest X I I  (H ungary)
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I f  th e  speed o f  th e  slide equals zero , d u rin g  a period  d iffe ren t fro m  zero, 
th e  fr ic tio n a l force is o f adhesive  c h a ra c te r , an d  th u s  we have

\Fs\^(*o\N\=S0, (1)

w herein  /л0 is th e  ad h esiv e  fric tio n  coeffic ien t o f th e  co n tac t m a te ria ls  consid 
ered  as be ing  c o n s ta n t. S 0 is in tro d u c e d  as a n o ta tio n .

ÿ -  v0-  const

Fig. 1. The Szőke m o d e l o f  th e  stick-slip

I f  th e  speed of th e  slide becom es zero a t  a n y  m om en t, i t  does n o t  necessa
rily  rem a in  zero in  th e  su b seq u en t p e rio d  At d iffering from  zero. T h is only  
h ap p en s  if  th e  v a lu e  o f  th e  com ponen t in  th e  ^ -d irec tio n  of th e  re s u lta n t  v ec to r 
o f th e  forces ac tin g  on  th e  slide is h ig h e r  th a n  S 0 du ring  th is  /li-p erio d .

I f  th e  speed o f  th e  slide differs fro m  zero, th e  fric tional force a c ts  oppo
site  to  th e  speed, a n d  its  v a lue  is

\Fs \ =  p \ N \ = - S ,  (2 )

in d e p e n d e n t of th e  speed , w here fi is th e  fr ic tio n  coefficient in  m o tio n  of th e  
c o n ta c t m a te ria ls , an d  is co n s ta n t; /л0 ^> fj, . S  is in tro d u ced  as a n o ta tio n .

T hough  th e  speed  o f th e  slide is eq u a l to  zero, a t  an y  m o m en t how ever, 
th e  co m p o n en t in  th e  ^ -d irec tion  o f th e  r e s u lta n t  v ec to r of th e  a c tiv e  forces 
ap p lied  to  th e  slide is, d u rin g  th e  p e rio d  d iffering  from  zero a n d  im m ed ia te ly  
fo llow ing th is  m o m en t, g rea te r  th a n  S 0, also in  th is  case we assum e th e  v a lu e  
o f th e  fr ic tio n a l force accord ing  to  (2). W e assum e its  sense to  b e  oppo site  to  
t h a t  o f  th e  co m p o n en t in  th e  ^ -d irec tio n  o f  th e  re su lta n t v ec to r  o f th e  ac tiv e  
forces.

T he d riv ing  m em b er a tta c h e d  to  th e  slide is sim ula ted  b y  a p rism atic  
b a r  considered  to  be  w ith o u t m ass a n d  lin e a rly  elastic . The low er e x tre m ity  of 
th e  b a r  can  be d isp laced  e ith er free ly  in  th e  slo t of th e  p rism  h a v in g  a w id th  
of 2h, or i t  can  be  su p p o rted  b y  th e  p rism  a t  th e  p o in t A  or A '.  T h e  low er 
e x tre m ity  of th e  b a r  applies a force R  on th e  prism  sim u la tin g  th e  slide.
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The u p p e r end of th e  b a r  is fixed  in  a p rism  gu ided  in  a lignm en t. This 
p rism  is d riven  b y  a c o n s ta n t speed v0 > 0 .

The position  of th e  slide is defined b y  th e  co o rd in a te  x , t h a t  of th e  la t te r  
p rism  b y  y .  T he origin an d  po sitiv e  d irection  o f th e  tw o  axes o f th e  system  of 
coord inates are  th e  sam e. A ccord ingly  jr =  v0.

Owing to  w h a t h as  b een  said  above th e  co m p o n en t-eq u a tio n  of th e  th e o 
rem  of m o m en tu m  re la tin g  to  th e  bo d y  s im u la tin g  th e  slide, e s tab lished  in  
th e  d irection  no rm al to  th e  guide, cop lanar w ith  th e  d raw ing , is

О =  N  —  Q, (3)

an d  th e  com ponen t eq u a tio n  in  th e  d irection  o f th e  guide

m'x =  Fs -\-R  . (4)

In  consequence o f th e  slack  due to  th e  slo t of a w id th  o f 2h

R  =  0 , if  — h < , ( y  x ) < ,h .  (5a)

D eno ting  th e  sp ring  c o n s ta n t of th e  d riv e -b a r asso c ia ted  w ith  th e  given 
load  b y  c, from  th e  p ro p e rtie s  of th e  m odel i t  follows th a t

R  =  —  [ у — (* + Л )Ь  if (y x ) > h  (5b)
C

and

#  =  —  0 —( * - Л ) ] ,  if  ( y - x )  < h .  (5c)
c

The force R  co rrespond ing  to  th e  foregoing is show n in  F ig . 2 depending  
on у  —  x.

Fig. 2. Characteristic curve of the spring force of the m odel

A ccording to  th e  a ssu m p tio n  m ade in  con n ec tio n  w ith  th e  fric tiona l
force

Fs  — — sign  x  • S  , if  x  7=6 0 ; (6a)

Fs =  — s ig n R  S ,  if  x  — 0 an d  \R \ >  S 0; (6b)

Fs -\-R  =  0 , i f  x  =  0 an d  \R  S0 . (6c)
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F o r  th e  case x  ^  0, F ig . 3 show s F$  g iven above as a fu n c tio n  o f x . In  
case o f  x  =  0, as is to  b e  seen from  (6b) an d  (6c), F§  is g iven  as a fu n c tio n  of 
(у  —  x );  its  d iagram  is i l lu s tra te d  in  F ig . 4 (in fu ll line). To |Д | =  S 0 corre-

Fig. 3. M odel o f the frictional force in  the case i f  x  И  0

sp o n d s  I у  —  x\ — i f ;  th e  reg ion  o f th e  defin ition  o f th e  in d e p e n d e n t v ariab le  
h e re  is determ ined  b y  th e  in e q u a lity

\ y - x \ < H .

In  F ig . 4 also R  is re p re se n te d  (b y  a d ashed  line).
T h e  d ifferen tia l e q u a tio n  (4) is h e te ronom ous, because  у  invo lved  in  th e  

exp ressions (5b) an d  (5c) o f R  is, in  consequence of ÿ  =  v0 a p rescrib ed  function

Fig. 4 . M odel o f the frictional force in  the case i f  x — 0

o f tim e . In  th e  fo llow ing sec tion  we shall see th a t  b y  ap p ly in g  an  ap p ro 
p r ia te  system  o f co o rd in a te s  w e can  m ake th e  d iffe ren tia l eq u a tio n  a u to n o 
m o u s. T his is su b s ta n tia l, b ecau se  th e  m eth o d  m ak in g  use  o f th e  phase  p lane, 
in  th is  case yields a sim p le  so lu tion .

In  connection  w ith  w h a t w as said  in  Section  I ,  we can  s ta te  t h a t  stick ing  
in  th e  slip is ch a rac te rized  in  t h a t  th e  v alue  o f x  d u rin g  periods d iffering  from  
zero , equals zero.
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III. Equation of motion of the model in a system of 
coordinates travelling with a speed v0

I n  th is  sy stem  of coo rd inates fix ed  to  th e  “ u p p e r”  p rism , th e  p ro b lem  
m a y  be  an a ly sed  b y  m eans o f a n  au to n o m o u s eq u a tio n . T h e  position  o f  th e  
p rism  sim u la tin g  th e  slide, can  now  be defined  b y  th e  co o rd in a te  z (F ig . 5).

Fig. 5. In troduction  o f the coordinate z

Since th e  re la tiv e  system  o f co o rd ina tes is tr a n s la te d  b y  a c o n s ta n t 
speed , fic tious forces need n o t be  ta k e n  in to  acco u n t, th u s , th e  eq u a tio n  co r
resp o n d in g  to  (4) will be

mz =  Fs -\-R . (7)

B y  com paring  F igs 1 an d  5, an d  considering  th e  p o sitiv e  sense assigned  to  
X, y  a n d  z, we m a y  read  th a t

z =  * — y . (8)

B y  m ak in g  use of (8), R  m a y  be  expressed  b y  z as

Д  =  0 , if  - A ^ z ^ A ; (9a

R  = ----- —  (z-\-h), i f  z <  — A;
r

(9b)

and

R  = — -— (z —A), i f  z A . 
c

(9c)

A ccording to  (6a), (6b), (6c) a n d  (8) in  resp ec t to  th e  fric tional force
it is t ru e  th a t

Fs  =  — sign  (á+ vo) i f  è + vo ^  0 ; (10a)

Fs — — sign R  ■ S ,  i f  z + v 0 =  O’ an<i  | . R |> S 0. (Ю Ь)
F u r th e r

Fs + R  =  0 , i f  z + v 0 =  0 an d  |2? | < S 0 - (10c)
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B y  tak in g  F ig . 4 a n d  Eq. (8) in to  a c c o u n t, th e  eq u a lity -in e q u a lity  (10b) 
an d  (10c) m ay be exp ressed  as follows

| z | > H  or \ z \ < ,H .  (lOd)

S tick ing  occu rring  in  th e  co o rd in a te  x  expressed  b y  z  m an ifests  itse lf 
in  z -f- v0 =  0 on sev era l occasions d u rin g  periods d iffering  from  zero.

I t  is to  be seen th a t  th e  e q u a tio n  o f m o tio n  now  o b ta in e d  is au tonom ous, 
b ecau se  n e ith e r F§  n o r  R  are  d epend ing  on  tim e  exp lic itly .

IV. Another interpretation of the equations of motion  
established in the foregoing

W e can exp la in  th e  p roblem  defined  b y  E qs (7), (9a), (9b), (9c), (10a), 
(10b) a n d  (10c) in  a n o th e r  m echan ical sense differing  so m ew h at from  th e  f irs t  
basic  p rincip le  used  above.

F ig. 6. Another interpretation  o f  the m odel o f F ig . 1

L e t us consider from  th is  asp ec t th e  m echan ical m odel show n in  F ig . 6 
T h is differs from  t h a t  t re a te d  as y e t, p a r t ly  in  th a t  th e  u p p e r  e x tre m ity  of 
th e  e lastic  b a r is re s tra in e d  in  an  u n m o v a b le  b o d y , p a r t ly  t h a t  th e  p rism  sim u 
la t in g  th e  slide is n o t  d irec tly  su p p o rte d  b y  an  u n m o v ab le  su rface b u t  b y  a 
m o v in g  one w ith  a speed  — v0 d irec ted  to w a rd s  th e  n e g a tiv e  sense of th e  z-s.

T he force p ro d u ced  b y  th e  e lastic  b a r  is co rrec tly  exp ressed  b y  th e  re la 
tio n s  (9a), (9b) a n d  (9c) also b y  th is  m odel. N ow , i t  is th e  speed  of th e  p rism  
re la tin g  to  th e  m ov ing  su p p o rt su rface  w h ich  becom es s ig n ifican t in  th e  ex p res
sion  o f th e  fric tio n a l force. This re la tiv e  speed  is

2 +  ̂ 0 -

(F o r  exam ple, in  case of z =  0, th e  re la tiv e  speed o f th e  p rism  becom es v 0; 
th is  is easy  to  see a t  a glance.)

F ro m  th e  fo regoing  it  follows t h a t  in  case o f th e  m odel show n in  
F ig . 6 th e  form  o f F s  will be th e  sam e as in  Fig. 1 in re g a rd  to  th e  system  of
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co o rd ina tes trav e llin g  a t  a speed  v0, t h a t  is, as in  th e  case re p re se n te d  in
F ig . 5.

T his recogn ition  m ay  be expressed  in  o th e r w ords as follow s: th e  analysis  
o f th e  m odel show n in  F ig . 6 is e q u iv a le n t to  th e  analysis o f th a t  re p re se n te d  
in  F ig . 5. F u r th e r :  th e  resu lts  o b ta in e d  from  th e  m odel o f Fig. 6 m a y  easily  
be  tran sp o sed  to  th e  o rig inal m odel seen in  Fig. 1. N am ely , i f  we d e n o te  b y  
z(t) a law  of m o tion  of th e  m odel o f F ig . 6 , th e n  th e  co rrespond ing  law  of 
m o tio n  x(t) o f th e  m odel g iven in  F ig . 1, m ay  be ca lcu la ted  acco rd ing  to  (8) 
as follows

x(t) =  z(t) +  y(t)  , (11a)
w here in

j(*) =  Уо +  V  • ( l l b )

H ere , y 0 is th e  in itia l v a lue  o f th e  co o rd in a te  y .
In  th e  follow ing, in  so lv ing th e  p rob lem  in questio n  we shall keep  in  

m ind  th e  d e fin itio n  of th e  m odel acco rd in g  to  Fig. 6 .

V. Preparing the solution of the equation of motion

A ccord ing  to  th e  foregoing th e  e q u a tio n  of m otion (7) should  he  an a ly sed  
b y  considering  th e  expressions (9a), (9b), (9c), (10a), (10b) an d  (10c). H ow ever, 
a t te n tio n  shou ld  also be p a id  to  th e  co n d itions un d er w hich  stick -slip  occurs.

T he analy sis  m ay  be  m ad e  p a r tic u la r ly  clear b y  p lo ttin g  th e  p h ase  
d iag ram , th a t  is, th e  cu rve  v =  z =  f( z )  (see, for exam ple, [3]).

B y ta k in g  in to  accoun t

dv dz dv
m z — m -------- — =  m ---- v

dz dt dz

an d  in tro d u c in g  th e  new fu n c tio n  v =  z, th e  d ifferen tia l eq u a tio n  (7) m a y  also 
be w ritte n  in  th e  form

m
dv

-----v
dz

—- (7a)

Since th e  fu nc tions F s an d  R  c o n ta in e d  in  the  d iffe ren tia l e q u a tio n  a re  
g iven  in  th e  d iffe ren t in te rv a ls  o f th e ir  in d ep en d en t v a riab les  b y  v a rio u s  
a n a ly tic  expressions, several possib le  co m bina tions m ay  be  ta k e n  in to  co n 
sid era tio n .

a ) R  =  0 an d  F s  =  +  S. T he u p p e r  sign holds fo r th e  case o f sign  (z -|- 
“(" vo) =  1» th e  low er one fo r t h a t  o f sign  (z -f- v0) =  — 1. In  th is  case, th e
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d iffe ren tia l eq u a tio n  (7a) can  be  sep ara ted  a n d  d ire c tly  in te g ra te d :

th a t  is.

f v f 2 S
V dv — ----- dz  ,

Jv j ' Zi m

2 2 T  2  S  . \V2 =  « Ï ::F ----- (* —*i)-
m

(12a)

H ere in , tq and  zx are  th e  co h e ren t in itia l v a lu es  o f  th e  speed  a n d  of th e  coord i
n a te  o f location .

(12a) is a second-deg ree  parabo la  ly in g  in  th e  p h ase  p lan e  v, z, passing  
th ro u g h  th e  p o in t (tq, z:) i ts  axis coinciding w ith  ax is z. T h e  coord inate  of its  
v e r te x  is

, m  2Z1 ±  ----- V1 ■
2 S

b) F s  -f- R  =  0. T h e  solu tion  of (7a) is, in  case o f  v ^  0, v(z) — 
=  c o n s ta n t. A ccord ing  to  (10c), F$ +  R  is o n ly  equal to  zero if  z +  v0 =  0 , 
so t h a t  th is  c o n s ta n t m a y  on ly  be —v0; th u s , th e  so lu tion  is now

v =  z = — v0 . (12b)

T his solu tion  y ie ld s  a s tra ig h t line ly in g  in  th e  p h ase  p lane , p ara lle l to  
th e  z-axis, passing th ro u g h  th e  p o in t v =  v0.

A ccording to  th e  foregoing, th e  re p e a te d  ap p ea ran ce  o f th is  ty p e  o f 
m o tio n  analysed  co rresp o n d s to  th e  stick -slip .

c) R  =  — L (z +  Л), F s  =  +  S. In  th e  expression  of R  th e  u p p er sign 
c

corresponds to  th e  case (96), th e  lower one to  th e  case (9c). I t  should  be decided 
w ith  th e  aid of (10a) o r (10b) respectively , w h ich  o f th e  signs is th e  r ig h t one 
in  th e  expression o f F$- T h e  d ifferen tia l e q u a tio n  w hich  can  he w ritte n  as

dv

dz
=F cS  =F h - z  

me

can  also now  be s e p a ra te d  an d  d irectly  in te g ra te d . B y  in te g ra tio n  we o b ta in

T  (cS ±  h ) { z - -Zj) (z2-z ? ) (12c)

T h is is th e  eq u a tio n  o f  a n  ellipse con ta in in g  th e  p o in t (vv  zx). T he cen tre  o f 
th e  ellipse lies on th e  z-ax is, and  its c o o rd in a te  is

z0 — + c S  -j- ^ . (13)
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One of th e  axes of th e  ellipse coincides w ith  th e  2-ax is. B y  re lo ca tin g  from  th e  
coord inates v, z  to  th e  coord inates

we o b ta in  a circle in  p lace  of an  ellipse.
Since th e  cu rves o f  so lu tion  corresponding  to  th e  subcases a )  an d  b ), 

are  as sim ple in  th e  sy s tem  of coord inates v, £ as in  t h a t  o f v, z, in  th e  follow ing 
we shall alw ays u se  th e  system  o f coo rd inates v, Ç.

VI. Construction and discussion of the solutions 
valid in the different regions of the phase plane

T he possible so lu tions m ay  be sum m ed up  th e  m o st easily  w ith  th e  a id  
of th e  phase p lan e  v, £.

Fig. 7. Characteristic regions of the phase plane

T he phase p lan e  (F ig . 7) is b isec ted  b y  th e  s tra ig h t  line  v  =  -—v0 to  tw o 
half-p lanes, an d  b y  th e  s tra ig h t lines

and

c =

f  = =F
H

I'm e

to  tw o half-p lanes an d  to  th re e  b ands. T he regions w hich  could  he in te restin g  
from  th e  v iew po in t o f  th e  prob lem  in  question  are  m a rk e d  w ith  encircled 
num bers. In  p lo ttin g  th e  s tra ig h t lines

c = T
1

I me
H
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w e h a v e  ta k e n  in to  acco u n t th a t

H >  h .

D epend ing  on th e  d iffe ren t reg ions o f th e  phase p lane  w here in  th e  p o in t 
rep re se n tin g  th e  m o tio n  —  in  sh o r t:  p h ase  p o in t —  lies, d iffe ren t ty p es  of 
m o tio n  ta k e  place from  am ong th e  possib le  ones. T ab le  I  show s th e  various 
possib le  cases.

I n  th e  follow ing th e  progress o f th e  f irs t tw o stages o f th e  m o tion  of th e  
p h a se  p o in t in  th e  cases o f v a rious c h a ra c te ris tic  in itia l co n d itio n s should  be 
ex am in ed . A stage  o f m o tio n  is th e  p a r t  o f m otion  w ith in  th e  p h ase  p o in t is 
s i tu a te d  only in  one o f th e  regions from  am ong th o se  show n in  Fig. 7. T he 
in it ia l  cond itions ta k e n  as specified  in  ad v an ce  m ay  be considered  as a stage 
dev e lo p ed  as a re su lt o f a p rev ious m o tio n ; in  th is  w ay , we m a y  o b ta in  an  
in fo rm a tio n  from  th e  possib le ty p e s  o f  m otion .

F irst in itia l condition: £ =  0, v  =  0. A t th e  m om en t o f s ta r t in g  th e  phase 
p o in t is s itu a te d  in  reg ion  2. A ccord ing  to  T able I  h ere  we h a v e  to  do w ith  
th e  subcase  a ). In  th is  reg ion  sign  (z +  v0) =  1, th e re fo re , in  th e  equa tion  
o f th e  phase d iag ram  i t  is th e  u p p e r  sign w hich is va lid . T h e  eq u a tio n  will 
be w r itte n  w ith  th e  co o rd in a te  £ in  p lace  of z and  we shall im m ed ia te ly  in tro 
duce  th e  in itia l va lues v1 =  0, £x =  0 :

T h e  v e rtex  of th is  p arab o la  is in  th e  origo, and  its  c o n c a v ity  is d irec ted  
to w a rd s  th e  n eg a tiv e  sense of th e  £-s.

E ith e r  from  a w ell know n gen era l p ro p e rty  of th e  p h ase  d iagram s or 
fro m  th e  physical m ean in g  of F ig . 6 i t  im m ed ia te ly  follow s th a t  th e  speed 
s ta r t in g  from  zero becom es ever m ore  n eg a tiv e  in  th is  s tag e  o f m otion . T h ere 
fo re , th e  phase p o in t m oves along th e  segm ent of n eg a tiv e  o rd in a te  of th e  
p a ra b o la  in  th e  d irec tio n  m ark ed  w ith  a sm all arrow .

In  Fig. 8 th e  fo rm  of th e  p a ra b o la  corresponding  to  th re e  d ifferen t 
v a lu es  o f (2S/m)]Amc is to  he seen. T h e  form  m arked  w ith  у  is ch a rac terized  
b y  its  going th ro u g h  th e  p o in t t h a t  is,

V,2
2S y —
-----у me £ .
m

( — *b)2 = --------- У me
h 2 Sh

rn

In  th e  case m ark ed  w ith  ß

me m

2 Sh

m
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Table I

Characteristic regions o f  the phase plane

D efin itio n  
o f  th e  reg ion

S ign  o f  th e  
reg io n

E x p ress io n  
o f  R

E x p ress io n  
o f  Fs

C orrespond ing  
su b case  o f  
S ec tio n  V

h
 ̂ <  f in e  

V  >  —  v0

l — L  ( z + h ) — s c)

h =  „ _  h 
У inc ' '  '  у  me

V  >  — 1>0

2 0 — s a)

у ш < ! *

V  >  — 1>0

3 — r < — ■ — s c)

^  У те

» <  — »0

4 — L (z +  f t) + S c)

Л _ _ h
yihe  ^  ^  ymc

« <  —

5 0 + S a)

Ули

« <  — e0

6
— f < — *> + S c)

H  _  h
УШ  <  ' <:: yinë 

» =  — p0

7 ------—  (z +  h)
c

~ ( z + h ) b)

.  Я
C <  ym c

® =  — ®0
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an d  in  th e  case m a rk e d  w ith  ô

v2o <
2 S h

m

I n  th e  cases o f y  a n d  ô th e  speed becom es eq u a l to  v0, u n til  | £ | <  H j^m c . 
T h u s  fro m  th e  reg ion  2  w e come to  th e  com m on p o in t of th e  regions 7 a n d  8, 
or in to  th e  region 8. T h is  m eans, accord ing  to  T ab le  I  th a t  th e  follow ing s tag e

I 'm /

F ig. 8. In itial segm ents o f  the phase diagram corresponding to the first ini tial condition

o f th e  m o tion  ta k e s  p lace  according to  th e  subcase  b) ,  t h a t  is, th e  phase  p o in t 
tra v e ls  along th e  s tra ig h t  line v — v0 in  th is  s tage. B o th  from  th e  p h y sica l 
re p re se n ta tio n  an d  fro m  th e  general p ro p e r ty  o f th e  phase  d iagram s it  follow s 
t h a t  th e  phase p o in t tra v e ls  along th is  s tra ig h t  line in  th e  d irec tion  o f th e  
n e g a tiv e  £-s.

F ig. 9. Part of the phase diagram corresponding to the case ß  o f the first in itia l condition

In  case of ß  th e  phase p o in t in  m oving  in  th e  reg ion  2 a rrives to  th e  
b o rd e r  o f th e  reg ions 2  an d  1 (F ig. 9; p o in t A 2). H erefrom , th e  phase  p o in t 
tra v e ls  along a c irc u la r  line, th is  in  th is  case is th e  second stage  of th e  m o tio n . 
T h e  coo rd inate  £ o f  th e  cen tre  of th e  circle w ith  th e  aid  o f (13) is:

j me
—= ( c S + h ) .

me
(13a)
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T he location  o f th e  cen tre  m a y  easily  be  fo und . N am ely , from  F ig . 4 
it  can  im m ed ia te ly  be  re a d  th a t

—  ( H - h )  =  S n
c

an d  from  (1) an d  (2) follows —  considering  th e  co n d itio n  ц  <  ц 0 t h a t  is S <  S0. 
W hence,

H  —  h >  cS  ,
th a t  is,

cS  +  h < H

an d  th is , on acco u n t o f (13a) is eq u iv a len t to

_ H _ < r  
y ™  < ? 0 '

T he in eq u a lity  o b ta in ed  above m ay  be com plem ented  w ith  a n o th e r one w hich 
follows from  th e  fa c t t h a t  c, S  a n d  h are no n -n eg a tiv e , an d  th u s  th e  p lace of 
th e  cen tre  is d e te rm in ed  b y

H
|/ me < C 0 < ~

h
У me

(14)

A ccordingly , th e  cen tre  is s itu a te d  betw een  th e  p o in ts  A 3 an d  A t  of Fig. 9.
In  th e  fig u re  th e  segm en t o f th e  c ircu la r arc  o f th e  cen tre  Oj s ta r tin g  

from  th e  p o in t A 2 is rep resen ted .
Second in itia l condition : T he  s ta r tin g  p o in t is a p o in t o f a rb itra ry  loca

tio n  in  region 2. I f  th e  o rd in a te  o f th e  in itia l p o in t in  th e  phase  p lane  is 
eq u a l to  zero or h as  a n e g a tiv e  sign , th e n  cases h av in g  th e  sam e ch a ra c te r  
m ay  occur as in  case o f th e  second in itia l cond itio n . I f  th is  o rd in a te  is 
p o sitive , th e  f irs t  seg m en t o f th e  phase  d iag ram  is, in  acco rdance  w ith  th e  
foregoing, a p a rab o la , also defined  b y  E qu . (12a), its  c o n c a v ity  ex ten d in g  in  
th e  d irec tio n  of th e  n e g a tiv e  £-s, b u t  now , th e  m o tion  o f th e  p h ase  p o in t s ta r ts  
on th e  segm ent o f th e  po sitiv e  o rd in a te .

In  th e  case w hen  th e  v e r te x  o f  th e  p a rab o la  is s i tu a te d  in  th e  p o in t A s 
or a t  th e  le ft-h an d  side o f th is , th e n  th e  phase  p o in t rem a in in g  in  th e  region 
2 passes over to  th e  segm en t of th e  p a rab o la  h av in g  n eg a tiv e  o rd in a tes , an d  
again  we h av e  to  do w ith  a case o f th e  sam e ty p e  w hich  h as  a lread y  been d is
cussed in  connection  w ith  th e  analysis  o f th e  f irs t  in itia l cond ition .

T he b eh av io u r is d iffe ren t in  th e  case w hen  th e  v e r te x  o f th e  p a rab o la  
lies a t  th e  r ig h t-h a n d  side o f th e  p o in t A s (F ig . 10). T he f irs t  stage  of th e
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m o tio n  will be closed a t  th e  p o in t o f in te rsec tio n  of th e  p a ra b o la  an d  th e  
s t r a ig h t  line

c =  - L
]/ me

re p re se n tin g  th e  b o rd e r o f th e  reg ion  2  (po in t A 6).

F ig . 10. In itia l segm ents o f the phase diagram  corresponding to the second in itia l condition

T he second s tag e  o f th e  m o tio n  ta k e s  place in  reg io n  3. H ere , th e  phase 
p o in t  tra v e ls  along a c ircu la r arc . A ccord ing  to  (13) th e  abscissa  o f its  c en tre  is:

Cő =  - i ^ =  =  17= ( - c S + Ä ) .  (13b)
У тс V me

T h is  cen tre  lies, in  com p ariso n  w ith  t h a t  defined  b y  (13a) f a r th e r  tow ards th e  
le f t  b y  2h an d  i t  can  easily  he  seen th a t  now

У~ > C ' Ó >
тс

— H + 2 h
У тс

(15)

T h u s  th is  cen tre  m u s t now  be  s itu a te d  b e tw een  th e  p o in ts  A 5 an d  A 1.
I n  Fig. 10 also a seg m en t o f th e  circu lar a rc  o f th e  cen tre  02, s ta r tin g  

fro m  th e  p o in t A e is rep re sen ted .
T hird  in itia l condition: T h e  p o in t correspond ing  to  th e  s ta r tin g  one is 

in  th e  region 3 o f th e  p h ase  p lan e . I n  th e  f irs t s tage  o f th e  m o tio n  i t  trav e ls , 
in  acco rdance  w ith  th e  foregoing , a long  a circle of a cen tre  o f th e  abscissa ’Ç ".

I f  th is  circle in te rse c ts  th e  s tra ig h t  line v =  — v0 in  a p o in t A s o f th e  
abscissa

c <
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th e n  th e  p h a se  p o in t gets in to  th e  reg ion  9 , an d  th e re fo re , in  th e  second stage  
o f th e  m o tio n  th e  phase p o in t tra v e ls  a long  th e  s tra ig h t line v =  — v0 (F ig . 11).

C o n tra ry w ise , if  th e  abscissa  in  th e  A a is la rg e r th a n  if/jAmc, th e  phase  
p o in t is s i tu a te d  here  a lread y  in  reg ion  9 a. A ccord ing  to  T ab le  I  th e  force 
p a t te rn  is th e  sam e as in  reg ion  6. C onsequen tly , th e  phase  p o in t tra v e ls

Fig. 11. In itia l segm ents o f the phase diagram  corresponding to the third in itia l condition

also h e re a f te r  a long  a circle, b u t  th e  cen tre  o f w hich , accord ing  to  (10), w ill 
now  h a v e  th e  abscissa

CÖ' =  - ^ ( c S + h ) .  (13c)
]/ me

Since Co" — — £<>» from  th e  lo ca tio n  (12) o f  Co i t  is im m ed ia te ly  ev id en t 
th a t  th e  c e n tre  of th e  circle ju s t  t r e a te d  m a y  on ly  be  s itu a te d  b e tw een  th e  
p o in t A s a n d  A 9 (Fig. 12).

Fig. 12. In itia l segm ents o f the phase diagram  corresponding to the third in itia l condition  
in the case o f  another position  o f the point A 3

F ourth  in itia l condition: S ta r tin g  ta k e s  p lace  a t  a p o in t of th e  regions 
7, 8 or 9. A ccord ing  to  T able I  th e  f ir s t  segm en t o f th e  phase  d iag ram  is a seg
m en t o f th e  s tra ig h t line v =  — p0. T he p h ase  p o in t leaves th e  reg ion  7 a t
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p o in t A 10. F rom  th e  g enera l p ro p e r ty  o f  th e  p h ase  d iag ram  a lre a d y  several 
tim es  m en tio n ed  a n d , as a m a tte r  o f course also from  th e  physica l ap p ea ran ce , 
i t  follow s th a t  a f te r  leav in g  th e  p o in t A 10, th e  speed  can n o t becom e m ore 
n e g a tiv e  th a n  — v0.

T his s ta te m e n t m a y  be deduced  on th e  basis  o f th e  ph y sica l ap p ea ran ce  
in  th e  follow ing w ay . U p  to  th e  p o in t A 10 th e  speed  of th e  p rism  is c o n s ta n t 
h a v in g  a v a lue  o f v =  — v0, because d u rin g  th is  perio d  th e  c o m p o n en t in  th e  
d ire c tio n  o f th e  course o f th e  re su lta n t v e c to r  o f  th e  forces ac tin g  on  th e  p rism

F ig . 13. In itial segm ents o f  the phase diagram'V.orresponding to the fourth in itia l condition

is id en tica lly  eq u a l to  zero. T he speed o f th e  p rism  covdd becom e la te r  on 
m o re  n eg a tiv e  on ly  in  th e  case if  th e  co m p o n en t along th e  course m en tio n ed  
w o u ld  becom e n eg a tiv e . In  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f th e  locus z =  — H  th e  sp ring  
fo rce  can  only be p o sitiv e  an d  on ly  th e  fr ic tio n a l force could p ro v id e  a com 
p o n e n t in  th e  n e g a tiv e  d irec tion . T h e  fric tio n a l force can  now  o n ly  be  adhesive  
in  n a tu re , because th e  re la tiv e  speed  o f th e  p rism  an d  th e  m oving  su rface is 
zero  d u rin g  a perio d  w hich  differs from  zero. C on tra rily , th e  f r ic tio n a l force 
d u e  to  th e  adhesion , as is to  be seen in  F ig . 4, can  b y  no m eans be  la rg e r th a n  
th e  sp rin g  force co rrespond ing  to  th e  locus z =  — H . In  ou r m odel no o th e r 
fo rces  a re  ac ting , th u s  th e  foregoing are  a lso  ju s tif ie d  on th e  basis o f th e  p h y s 
ical fig u rin g  in  o u r p ro p osition .

In  accordance w ith  th e  above m en tio n ed , th e  phase p o in t can  on ly  a rriv e  
from  p o in t A l0 in to  th e  regions 7a  or 1. T h e  force d is tr ib u tio n  is, accord ing  
to  T ab le  I ,  th e  sam e in  b o th  of th e se  reg ions, a n d  th e  so lu tion  o f th e  d ifferen
t ia l  e q u a tio n  re p re se n tin g  th e  ph ase  d iag ram  corresponds in  th is  case to  th e  
su b case  c). The p h ase  p o in t tra v e ls  on a long  th e  circle of th e  cen tre  (F ig. 13) 
a n d  E q u . (13a):

c; =  -  , l= ( c s + h ) .( me

F ifth  in itia l condition: S ta r tin g  ta k e s  p lace  in  a p o in t o f a rb itr a ry  loca
t io n  in  th e  regions 1 or la .  In  acco rdance  w ith  th a t  said above a segm en t of
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th e  circle h av in g  a cen tre  defined  b y  th e  abscissa Co co rresponds to  th e  f irs t 
stage  o f th e  m o tio n  (F ig . 14).

Fig. 14 rep resen ts  a case w here th is  circle is n o t ta n g e n tia l  to  th e  s tra ig h t 
line V =  — v0, or does n o t  in te rse c t i t .  In  th is  case th e  f irs t  s tage  of m otion  is 
com pleted  a t  th e  p o in t A lv

T he second stag e  o f m o tion  ta k e s  p lace in  th e  reg io n  2, accord ingly , 
here , th e  p h ase  d iag ram  becom es a second-degree p a ra b o la  w ith  a ch a rac te r 
severa l tim es m en tio n ed  above.

Fig. 14. In itial segm ents o f the phase diagram corresponding to the fifth  initial condition

S ix th  in itia l condition: T he p o in t correspond ing  to  th e  s ta r tin g  is to  be 
found  in  th e  region 9a  o r 6. As i t  h as  a lread y  been  seen on  th e  discussion 
of F ig . 12 an d  th e  th ird  in itia l cond ition , th e  f irs t seg m en t o f the  phase 
d iag ram  is a segm en t o f th e  c ircu la r arc w ith  a cen tre  abscissa  Co" (Fig. 15).

Fig. 15. In itial segm ents o f the phase diagram corresponding to the s ix th  initial condition

T he phase  p o in t a rriv es  a t  th e  p o in t A 12 to  th e  b o rd e r o f th e  region 5. H ere 
from , i t  trav e ls  a long  th e  p a rab o la  correspond ing  to  th e  subcase a ). T he  
co n cav ity  of th e  p a rab o la  is now  d irec ted  to w ard s th e  p o sitiv e  f-ax is.
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Seventh in itia l condition: T h e  p o in t  o f s ta r tin g  is th e  p o in t  o f th e  reg ion  5. 
A cco rd ing  to  th e  ab o v e-sa id  th e  p h a se  d iag ram  is, in  th e  f i r s t  s tage , a p a rab o la  
co rrespond ing  to  th e  subcase  b) .

I n  th e  case re p re se n te d  in  F ig . 16 th e  phase d iag ram  a rriv e s  to  th e  region 
8  a t  th e  p o in t A 13. O n th e  basis  o f  T ab le  I ,  in  th e  second s ta g e  o f th e  m otion

F ig . 16. In itial segm ents o f the phase diagram  corresponding to the seventh  in itia l condition

th e  p h ase  p o in t t ra v e ls  a long  th e  s tra ig h t  line v —  — v0. T h e  sam e h ap p en s  
i f  th e  f irs t stage  o f  th e  p h ase  d ia g ra m  in te rsec ts  th e  s tr a ig h t  line v =  — v0 
in  reg ion  7.

In  th e  case show n  in  F ig . 17 th e  phase p o in t a rriv e s  to  th e  b o rd e r of 
th e  reg ion  4 a t  th e  p o in t  A u . I n  th is  reg ion  th e  p h ase  d iag ram  is, accord ing

F ig . 17. In itial segm ents o f  the phase diagram  corresponding to the seventh  in itia l condition
for another case

to  T ab le  I  a circle. O n th e  basis  o f  (13) th e  abscissa o f it's c en tre  is

СПП 
0 (cS-A). (13d)

A fter d e te rm in in g  th e  lo ca liza tio n  of tő (15), we o b ta in  im m ed ia te ly  also 
th e  lim its of Ç'0". C o n sequen tly , th e  cen tre  0 4 m u st be  s itu a te d  b e tw een  th e
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po in ts  A 3 an d  A ls . T herefo re , th e  second  seg m en t o f th e  phase  d iag ram  is now 
a c ircu lar arc  o f  th e  cen tre  0 4.

Eighth  in itia l condition: T he  s ta r t in g  p o in t is a p o in t in  th e  reg io n  4. 
T he f irs t  seg m en t o f  th e  phase d iag ram  is a c ircu la r arc  w ith  th e  c e n tre  0 4.

Fig. 18. In itia l segm ents o f the phase diagram  corresponding to  the eighth in itia l condition

I f  th e  c irc u la r  a rc  in te rsec ts  th e  s tra ig h t  line  v  =  — v0 in  th e  reg io n  7, 
th e n  in  th e  second  s tag e  o f th e  m o tion  th e  p h ase  p o in t tra v e ls  along th e  s tra ig h t 
line v =  — v0 (F ig . 18).

In  F ig . 19 a  v a r ia n t  is show n a t  w h ich  th e  circle w ith  th e  c e n tre  0 4 
in te rsec ts  th e  s tr a ig h t  line v =  — v0 in  th e  reg ion  7a. A ccording to  T ab le  I

Fig. 19. In itial segm ents o f the phase diagram corresponding to  the eighth initial condition
for another case

th e  stress p a tte rn s  a re  th e  sam e in  b o th  reg ions 7a  an d  1, an d  th e  circle w ith  
th e  cen tre  0 4 is th e  corresponding  p h ase  d iag ram .

N in e th  in itia l condition: T he s ta r t in g  p o in t is p o in t Ov  A t th is  p o in t th e  
force ac tin g  on th e  slide is, considering  (13a) a n d  in tro d u c in g  th e  n o ta tio n
s ' =  y  me C0:

---- — (z 'o+ h)— S  =  —
c

Y me 

Ÿmc
(cS -\-h ) -f-A S  =  0 .
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T h e  in itia l speed  is here  eq u a l to  zero , th u s , th e  slide m a y  rem ain  a t  
p e rm a n e n t re s t. T h erefo re , th is  p o in t is th e  so-called s ta tio n a ry  p o in t.

I t s  ex istence  m a y  be  recognized b y  w ay  of physica l v iew ing , n am ely , 
in  F ig . 6 i t  is easy  to  see th a t  th e re  m u s t ex is t a neg a tiv e  z o f a h ig h e r ab so lu te  
v a lu e  th a n  h a t  w hich  th e  spring  force d irec ted  to  th e  le ft, th is  ju s t  equalizes 
th e  f r ic tio n  force d irec ted  to  th e  r ig h t p ro d u ced  b y  th e  m oving  surface.

B y  sum m ing u p  th e  resu lts  o f o u r in v estig a tio n s carried  o u t so fa r, 
i t  c a n  a lre a d y  be seen th a t  besides p o in t 0 15 no o th e r s ta tio n a ry  p o in ts  ex is t.

VII. Recapitulation of the possible solutions of the problem

O n th e  basis o f th e  discussions o f  th e  p reced ing  section  i t  is possib le  to  
size u p  a ll of th e  possib le  so lu tions o f th e  p rob lem  on th e  w hole o f th e  p h ase  
p lan e .

F ig. 20. I f  the starting point is situated in  th is closed region, the phase diagram  is a circle
w ith the centre 0 ,

T h e so lu tion  a t  w hich th e  en tire  p h ase  d iag ram  sh ra n k  u p  to  th e  p o in t 0 V 
is h a rd ly  sign ifican t p rac tica lly . T his is th e  case of th e  p e rm a n e n t re s t an a ly sed  
in  th e  n in e th  in itia l cond ition  of th e  p reced in g  Section V I.

W e arrive  to  a n o th e r  se t o f so lu tions in  th e  case w here  th e  s ta r tin g  
p o in t is s itu a te d  a t  a su ffic ien tly  close ne ighbourhood  o f th e  p o in t 0 V T he 
m ean in g  o f th e  expression  “ su ffic ien tly  close”  is as follow s: th e  d is tan ce  
b e tw een  th e  s ta r tin g  p o in t an d  p o in t shou ld  be a t  m ost so la rg e  t h a t  th e  
circle  d raw n  from  th e  cen tre  0 X shou ld  a t  m ost be ta n g e n tia l to  t h a t  from  
am o n g  th e  s tra ig h t lines v — — v0 an d  £ =  — 1/J, me w hich is closer to  th e  
p o in t  0 V This reg ion  is closed if  th e  b o rd e rin g  circle is n o t ta n g e n tia l  to  th e  
s t r a ig h t  line v =  — v0; o therw ise i t  is open.

In  Fig. 20 th e  close c ircu lar ne ighb o u rh o o d  of th e  p o in t Oi su ffic ien tly  
sm all, defined  ab o v e , is encircled  b y  a d ash ed  line. T his reg ion  o b ta in s  th e  
sign  I .  T he  figu re  show s a case w here th e  circle is ta n g e n tia l to  th e  s tra ig h t 
line , a n d  only  to  th e  s tra ig h t line £ =  — A/^mc.
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I f  th e  s ta r tin g  p o in t is s i tu a te d  in  th is  region, th e  p h ase  d iag ram  o f th e  
e n tire  m o tion  is a circle d raw n  a ro u n d  th e  cen tre  Ox; th u s  p o in t Ox is a com m on 
in te r io r  p o in t of a closed se t of cu rv es , th a t  is, a so-called v o rte x  p o in t. 
A ccord ingly , th is  m o tio n  is period ic , besides, i t  ta k e s  p lace  in  tim e  accord ing  
to  a sinuso idal re g u la rity . T his p ro p o sitio n  m ay  be ju s tif ie d  b y  d irec t physica l 
view ing, because in  th is  region a re s to rin g  force is a c tin g  on th e  slide m odel 
d ep en d in g  on th e  co o rd in a te  in  a hom ogeneous lin ear w ay , above th is , on ly  
a  fric tio n a l force of c o n s ta n t m a g n itu d e  an d  d irec tion  is app lied ; th is  la t te r  
c a n  on ly  displace th e  m id -position  o f  th e  oscillation.

D u rin g  th e  o scilla tion  ju s t  in v e s tig a te d , th e  sum  o f th e  m echan ical 
en e rg y  of th e  system  does n o t ch an g e . T herefore, th is  ty p e  _of osc illa tion  is 
co n se rv a tiv e  in  n a tu re , an d  can n o t b e  considered as a self-excited  oscilla tion .

B esides, i t  can  be  d e te rm in ed  t h a t  if  th e  s ta r tin g  p o in t ap p roaches th e  
p o in t 0 V th e n  th e  arisen  m otions also te n d  tow ards th e  p e rm a n e n t re s tin g  
s ta g e  correspond ing  to  th e  p o in t Ov  C onsequently , th e  s ta tio n a ry  p o in t 0 Y 
defines a position  o f s tab le  eq u ilib riu m .

B y  m aking  use o f th e  re su lts  o b ta in ed  in  th e  above  section , i t  is easy  
to  see th a t ,  if  th e  circle su rro u n d in g  th e  area  defined ab o v e , is n o t ta n g e n tia l 
to  th e  s tra ig h t line v =  — v0, th e n , in  th e  phase p lan e  such  an  open  region 
m a y  be  de te rm ined  w hich can  be  cha rac terized  as follow s. I f  th e  s ta r tin g  
p o in t is s itu a te d  in  th is  region, th e  m o tio n  will be co n se rv a tiv e  in  n a tu re  an d  
p eriod ic , even in  th is  case, b u t  n o t necessarily  sinuso idal in  fu n c tio n  o f tim e . 
T h is reg ion  will be m ark ed  w ith  I I .

T h e b o rdering  cu rve  o f th is  reg io n  m ay  be o b ta in ed  b y  d raw ing  a circle 
a ro u n d  th e  cen tre  Ox th is  be ing  ta n g e n tia l  to  th e  s tra ig h t  line v — — v0 
(F ig . 21a an d  21b), th e n , b y  assum ing  th e  p o in t A ig o f th e  circle w hich m ay  
b e  as n e a r as possible to  th e  p o in t A 1S in  th e  d irec tion  o f th e  m o tion , b u t  m a y  
n o t  coincide w ith  th is  la t te r ,  to  be  a s ta r tin g  p o in t, c o n s tru c tin g  th e  ph ase  
d ia g ra m  accord ing  to  th a t  said  in  sec tio n  6 . T he phase d iag ram  consists e ith e r, 
o n ly  of a segm ent o f th e  circle w ith  th e  cen tre  0 2 an d  o f  a segm en t o f th e  
p a ra b o la  ly ing  in  th e  reg ion  2, or, in  ad d itio n , of a fu r th e r  c ircu la r a rc  h av in g  
th e  cen tre  0 2. This la t te r  possib ility  is show n in  Fig. 21b. I t  shou ld  be  n o te d  
t h a t  th e  p o in t o f ta n g e n c y  A ls c a n n o t coincide w ith  th e  p o in t A 10, because  0 t 
c a n n o t coincide w ith  th e  p o in t A i  (see F ig . 9).

I t  should  be em phasized  th a t  th e  region m arked  w ith  I I  is open, acco rd 
ing ly  th e  lim iting  curve does n o t be long  to  th e  region.

T h is lim iting  curve  show n in F ig . 21 has a c h a ra c te ris tic  role. N am ely , 
if th e  s ta r tin g  p o in t is a p o in t o f th is  cu rv e , th e n  th e  p h ase  p o in t tra v e ls  on ly  
a long  th is  curve tiil i t  a rrives to  th e  ta n g e n t p o in t A la o f th e  cu rve  an d  s tra ig h t 
line v =  — v0. F rom  here , i t  slides o v er on to  th e  s tra ig h t line an d  m oves on 
up  to  th e  p o in t m ark ed  w ith  A 10 in  F ig . 13, th en , dep en d in g  on th e  re la tiv e  
v a lu es  o f th e  p a ram e te rs , follows one or th e  o th e r of th e  p h ase  d iag ram s show n
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F ig . 21. I f  the lim iting circle o f  the region I  is not tangentia l to the straight line v — —v0, 
then th is region m arked w ith  I I  contains the starting points leading to oscillation o f a con

servative nature (a), and configuration o f the region I I  in  another case (b)

in  F ig . 22a and  22b. I n  th e  th e o ry  of th e  self-excited  osc illa tions, th is  la t te r  
is re fe rred  to  as a co llec tin g  curve.

T h e  m o tion  a lo n g  th e  collecting cu rve  m ay  be  considered  as a self- 
ex c ited  oscillation . T h is  is th e  case of th e  so-called h a rd  se lf-excita tion , because 
th e  system  m u st be  rem o v ed  from  th e  s ta tio n a ry  p o in t 0 1 to  a fin ite  e x te n t, 
in  o rd e r to  develop th is  ty p e  of oscillation .

I t  is possible t h a t  th e  b o rdering  circle of th e  reg ion  I  is ta n g e n tia l to  
th e  s tra ig h t line v  =  — v0. In  th is  case, th e  reg ion  I I  coincides w ith  reg ion  I .

In  th e  fo llow ing w e shall in v es tig a te  th e  n a tu re  o f th e  m otion  to  be  
ex p ec ted  in  th e  case i f  th e  s ta rtin g  p o in t is s i tu a te d  o u ts id e  region I I  an d  its  
lim itin g  curve. W ith  th is  v iew  we shou ld  consider th e  specia l role of th e  p o in ts  
o f th e  s tra ig h t line v —  — v0 as s ta r tin g  p o in ts , ta k in g  in to  acco u n t tho se  m en 
tio n e d  in  section 6 . F ro m  th e  figures of th is  sec tion  i t  is c lear th a t  in  th e  case 
w hen  th e  phase p o in t a rriv es  to  th e  segm en ts o f th e  s tra ig h t line v =  — v0
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Fig. 22. A  possible shape o f the collecting curve (a) and another possible shape o f the collect
ing curve (6)

m ark ed  in  T ab le  I  w ith  7, 8  o r 9 a n d  closed a t  th e  p laces £ =  + iT /]/n ic , th is  
s tra ig h t line “ a t t r a c t s ”  th e  p h ase  p o in t w hich rem ain s on  i t ,  u p  to  th e  p o in t A 10. 
I f  th e  phase p o in t passes over to  th e  segm ent 7a or 9a  o f th e  s tra ig h t line 
V =  — vQ, th e n  th e  slope o f th e  ta n g e n t of th e  p h ase  d iag ram  here  also has 
a ru p tu re , b u t  th e  p h ase  p o in t does n o t  slip over on to  th e  s tra ig h t  line v =  — v0.

L e t us now  consider th e  segm ents of th e  p h ase  d iag ram s in te rsec tin g  
th e  s tra ig h t line v =  — 1>0 in  th e  segm ents 7a o r 9a  s i tu a te d  in  th e  n e igh 
bou rh o o d  of th e  p o in t o f in te rsec tio n . I f  th e  p o in t o f in te rse c tio n  is to  be  found  
in  th e  segm ent 9a , th e n  w ith  th e  trav e llin g  of th e  p o in ts  o f  in te rsec tio n  in  th e  
d irec tion  of th e  m o tio n  th e  ra d iu s  o f th e  p h ase  d iag ram  c a n n o t increase  
(F ig. 12). T he sam e s ta te m e n t m a y  b e  estab lished  b y  m ak in g  use o f F ig . 19 
in  th e  case w here th e  p o in t o f in te rsec tio n  is s i tu a te d  in  th e  segm ent 7a.
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C ontrarily , in passing th rough  th e  regions 2 and 5, th e  phase po in t mono
tonously  approaches th e  £-axis. From  th a t, it  m ay be concluded, th a t  if the  
s ta rtin g  point is s itu a ted  outside region II,  after runn ing  over more or less 
cycles, m ust pass over onto th e  a ttra c tin g  segm ent of th e  s tra ig h t line v =  
=  — v0. The consequence of th is is th a t  after a sufficiently  long tim e (which 
m ay  practically be “ sh o rt” ) afte r th e  starting  outside th e  region II,  th e  phase 
p o in t runs onto th e  closed phase diagram  corresponding to  Figs 22. And, 
if i t  runs onto th is  phase diagram , thus, according to  w ha t has been said 
above, it also rem ains on it.

Accordingly, th e  phase diagram  of Figs 22 is th e  lim iting cycle, known 
from  th e  theory of self-excited oscillations. The so-called a ttra c tiv e  region of
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th e  lim iting  cycle is, in  our case, th e  en tire  reg ion  of th e  phase  p lan e  o u ts id e  
th e  lim iting  cycle. In  our case, th e  lim itin g  cycle an d  th e  co llecting  cu rve  
coincide.

In  Fig. 23 th e  various ty p es o f th e  p h ase  d iag ram s are  to  be seen a t  th e  
sam e tim e . In  th e  subcase h — 0 th e  p h ase  d iag ram s do n o t possess p a rab o lic  
segm ents, fu r th e r  0 , =  0 2 and  0 3 =  0 4. C onsequen tly  th e  lim iting  cycle o n ly  
consists o f th e  segm en t of th e  s tra ig h t line v =  —v0 an d  of a c ircu lar arc  w ith  
th e  cen tre  0 4 нее 0 2. T he segm ents o f th e  p h ase  d iag ram s ly ing  in  th e  reg ion  
z <C, — v0, is an  a rc  o f a circle w ith  th e  cen tre  0 3 =  0 4.

VIII. Occurrence possibilities of the stick-slip

A ccording to  w h a t has been  m en tio n ed  a t  th e  end  of Section  I I I ,  s tick - 
slip ta k e s  p lace  if  z -f- v0 equals sev era l tim es  zero, d u rin g  a period  d iffering  
from  zero .T h u s, w hen  stick-slip  occurs, th e  phase  p o in t m oves along th e  s tra ig h t 
line z =  — v0 d u r in g  periods d iffering  from  zero.

I n  reg a rd  to  th e  cha rac teris tic  p h ase  d iag ram s in  F ig . 23 an d  su m m ing  
up  th e  consid era tio n s of Section V II , i t  can  be  seen th a t  such s ta r tin g s  m a y  
ex ist a t  an y  v a lu es  o f h, H , v0, c a n d  m  d iffe ren t from  zero w hich  re su lt  in  
stick-slip  (for exam ple , s ta rtin g s  a t  p o in ts  M 1 o r M 2) an d  also such w h erew ith  
th is  phenom enon  m ay  be avoided (for exam ple , in  case o f s ta r tin g s  a t  
po in ts  iVj or IV2). H ow ever, in  th e  m echan ical-eng ineering  ap p lica tio n  co r
respond ing  to  o u r m odel in  th e  n o rm a l o p e ra tio n , th e  s ta r tin g  co n d itions a re  
ju s t  such  as w ould  re su lt in  stick-slip . N am ely , in  a n o rm al case, we can  assum e 
th e  in itia l co n d itions x  — 0, x  =  0. F ro m  th e  s ta tic  force p a tte rn  show n in  
Fig. 1 i t  follows th a t  w ith  th e  x  =  0 a n d  x  =  0 a t  th e  m om en t o f s ta r tin g  
(t =  0), I y  |f=0 <Ç H  m ay  be in accord . T h u s , th e  in itia l cond itions expressed  
h y  th e  v a riab le  z, are

Mi=o =  !*t=o -  Ji=o! ^  H .
fu r th e r

z — 0 v0 .

F ro m  th is , an d  also considering F ig . 23, i t  follows th a t  th e  in itia l co n 
d itions associa ted  w ith  th e  norm al o p e ra tio n  b y  all m eans lead  th e  p h ase  p o in t 
on to  th e  lim itin g  cycle, accord ingly  stick -slip  necessarily  ta k e s  place.

C onsequen tly , from  th e  p ro p erties  o f th e  m odel an a lysed  i t  follows th a t  
th e  stick-slip  c a n n o t be avoided b y  th e  selection  o f th e  p a ram e te rs . T h e  sam e 
s ta te m e n t w ere m ade b y  H ä u ssler  a n d  W onk a  [2] who ca lcu la ted  w ith  
a d iffe ren t m odel th a n  th e  one d iscussed  here , h u t  n o t using  th e  m e th o d  of 
th e  p h ase  p lane .

L e t us now  exam ine how  we cou ld  reduce  th e  period  of th e  stick -slip  
in  com parison  w ith  th e  period n eeded  fo r th e  en tire  passage o f th e  s tab le  
lim iting  cycle.
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Fig. 24. The calculation  of the slip travel in  case o f three lim iting cycles (a, b, c)

F irs t  o f all le t  us consider th e  sim p ler p rob lem , how  could  w e red u ce  
th e  p e rio d  of th e  stick -s lip  w ith in  a single cycle in  itself, t h a t  is, n o t re la tin g  
to  a n o th e r  c h a ra c te r is tic  period. T h e  d u ra tio n  A t o f th e  stick -slip  w ith in  
a single cycle m a y  b e  easily  ca lcu la ted , fo r, d u rin g  th e  slip | z | =  ®0 =  constant. 
L e t u s  den o te  b y  A z  th e  w ay  covered b y  slipp ing , th e n  A t =  A z/vq.

T h e v a lu e  o f  A t m ig h t be  red u ced  b y  red u c in g  Az  an d /o r b y  increasing  v0. 
T h e  in v es tig a tio n  o f  th e  possib ility  in  in c reasin g  th e  va lu e  o f j;0 goes b ey o n d  
th e  scope of th is  p a p e r . O nly  th e  p o ss ib ility  o f red u c tio n  o f  A z  w ill be  d is 
cussed.

I n  Figs 24a, 24b an d  24c th re e  lim itin g  cycles are  show n. In  all th e  
th re e  cases th e  sam e va lu es  of th e  p a ra m e te rs  h, H  an d  v0 a re  v a lid ; th e y  
o n ly  d iffer in  th e  lo ca tio n  of th e  p o in t 0 V T h e  row  o f figures c learly  show s
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th a t  th e  nearer th e  p o in t to  A 4, th e  low er is th e  v a lu e  o f Az. B y  m ak in g  use 
of th e  reasoning  app lied  in  d eriv in g  th e  in eq u a lity  (12), we fin d  th a t

0 1A i — H  (c S - fh )  ■= H  h - cS  =  c(S0 S )  =  cN (filt /и ) .

A ccordingly, A z  m ay  be red u ced  b y  reducing  th e  v a lu es  c, N ,  an d  fi0 —  /л.
I f  th e  v a lu e  o f z is su ffic ien tly  low, th e n  th e  w hole lim itin g  cycle m ay  

ap p ro x im ate ly  he considered to  be  a circle and , b y  th a t ,  th e  process of oscilla
tio n  m ay be ta k e n  as sinuso idal w ith  a period o f o sc illa tion  of T  =  2 л  j/mc 
an d  th u s, Az =  2 0 ХА 4- A ccord ingly , th e  q u o tie n t o f  th e  period  of th e  stick- 
slip and  th a t  o f th e  w hole cycle is

A z

Vq _ __ 2  O i A t  _  2  cN (fi0—fi)
T  Vq 2 7i ÿmc v0 2 л  fine

F rom  th is  re la tio n  th e  conclusion  m ay  be d raw n  in  re sp ec t to  th e  possi
b ilities in  red u c tio n  of th e  p e rio d  of th e  stick-slip  in  com parison  w ith  th e  
period  of th e  w hole cycle.
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Dynamik eines Modells des Stick-Slip-Vorganges. D ie angegebene Aufgabe wird m it 
Hilfe der Analyse der Phasendiagram m e gelöst. Die m öglichen Bew egungsarten werden vor
gestellt and anschaulich erörtert. D as A uftreten des Stick-Slip-Vorganges kann — gem äß  
den Untersuchungen — nicht völlig verm ieden, sondern höchstens dessen Dauer innerhalb  
eines Ziklus reduziert werden.

Динамика одной модели неплавного (с перебоями) скольжения ( А .  Б о с н а и ) .  
Указанную в заглавии задачу работа решает с помощью анализа фазовых диаграмм. Указы
ваются возможные типы движения и доступно рассматриваются возможности анализа. 
Согласно проведенным исследованиям в случае взятой за основу модели нельзя полностью 
избежать возникновения скольжения с перебоями, и в лучшем случае можно уменьшить в 
пределах одного периода время скольжения.
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EDGE DISTURBANCES
OF THE SHALLOW HYPERBOLIC PARABOLOIDAL 

SHELL BOUNDED BY FOUR GENERATRICES
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and
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The hyperbolic paraboloid shell bounded by four generatrices subjected at one of" 
its edges to bending m om ents is investigated  w ith  the aid o f the elastic bending theory of 
shallow  shells. Inside the shell the decreasing curve of the bending m om ent is determ ined. 
The result is compared on the one hand w ith  th at o f the B leich-Salvadori solution , and on 
the other, w ith  the decreasing curve of the bending m om ent of the plain plate.

1. In tro d u c tio n

T h e  d o ub ly  cu rv ed  shell s tru c tu re s  b e a r th e  d is tr ib u te d  loads b y  m em 
b ra n e  forces, p ro v id ed  th e  su p p o rts  a re  able to  re s is t th e  m em b ran e  forces 
a rising  a t  th e  edges. T hus, th e  b e n d in g  m o m en ts  ac tin g  in  these  ty p e s  o f 
shells a re  n o t necessary  fo r ensu ring  th e  eq u ilib riu m . T hey  arise from  th e  
d e fo rm a tio n  in co m p atib ilitie s  occu rring  a t  th e  edges, an d  a re  ra p id ly  dy in g  
o u t w ith  an  increasing  d istance  from  th e  edges.

T h is decrease of th e  edge d is tu rb an ces  h a s  been  in v estig a ted  for b a rre l-  
v a u lts , ellip tic  p a rab o lo id  and  sad d le -sh ap ed  hy p erb o lic  p a rab o lo id  shells 
( tra n s la tio n a l surfaces) [2], [5], [4]. H ow ever, th e  decrease of th e  edge d is tu r 
bances o f  th e  h yperbo lic  p arabo lo id  shells b o u n d ed  b y  fo u r genera trices is n o t 
y e t c larified . As fa r  as th e  a u th o r’s know ledge goes, up  to  th e  p re sen t i t  w as 
on ly  D u d d e c k  [3] w ho tre a te d  a s im ila r p ro b lem : he  d e te rm in ed  th e  s tress 
p a t te rn  o f a h yperbo lic  parabo lo id  s im p ly  su p p o rte d  a t  th e  s tra ig h t edges an d  
su b jec ted  to  an  un ifo rm ly  d is tr ib u te d  load . T he edge d is tu rb an ces th em selv es  
h a v e  b een  ana ly sed  b y  B leic h  an d  Sa lv a d o ri [1] on th e  basis of a p p ro x im a te  
assu m p tio n s. T h e ir resu lts  will be co m p ared  w ith  th o se  of th e  p resen t so lu tion .

T h e  aim  of th is  p a p e r  is to  es tab lish  th e  decreasing  bend ing  m o m en t 
d iag ram  o f a hy p erb o lic  p arabo lo id  (h y p a r) , load ed  b y  b en d in g  m om en ts a long  
a s tra ig h t edge, an d  to  de te rm ine  th e  d is tan ce  b ey o n d  w hich  i t  m ay  p ra c tic a lly  
be  ta k e n  to  be equal to  zero. N am ely , th is  ty p e  o f lo ad  m ay  be considered  
as a basic  case, on th e  base  of w hich one can  fo rm  a n o tio n  of th e  decrease  
o f o th e r  ty p e s  of edge d is tu rb an ces an d  can  e s tim a te  th e  w id th  o f th e  s tr ip  
to  b e  reinforced .

* Dr. K o l l á r  L., Karap u. 9., Budapest  X I I .,  (H ungary)
**  S z ő t s  M., Felv inci u . 10., Budapest  I I ., (H ungary)
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2. Notations

(See also Fig. 1)

i , y  
2 (*• У) 
r, s, t
ПХ"> ny-> n xy
ЯхтЯу
Pz
mx, TYiy, mxv
M , V

w
E , G  =  £ /[2 (1
V

h
. a, b
f  .„ =  П71 a œn I

orthogonal coordinetes; 
ordinate o f the shell surface;
second order partial derivatives o f  the shell surface; 
m em brane forces; 
flexural shearing forces; 
load com ponent parallel to z; 
bending and tw isting m om ents; 
displacem ents parallel to x  and y , respectively; 
displacem ent normal to the surface; 

f  !>)] m oduli o f  elasticity  in tension and shear, respectively;
P oisson’s ratio (in the deductions: v =  0); 
thickness o f the shell;
side lengths of the plan projection o f the hyperbolic paraboloid; 
height o f  the corner of the hypar above the xy  plane;
(re =  1, 2, 3, . . .)•

D ifferentiation  w ith respect to x is denoted b y  prim e, differentiation w ith  respect to y  is 
denoted b y  dot.

3. Deduction of the governing equations

T h e  in v es tig a tio n s  will be m ade on th e  base  of th e  th e o ry  o f shallow  
shells [4], [7], th e  ca lcu la tio n s th u s  b e ing  sim p le r an d  th e  d iffe ren tia l eq u a tio n s 
h a v e  c o n s ta n t coefficients.

T h e  .general equ ilib rium  eq u a tio n s  o f th e  shallow  shells co nsist o f th re e  
p ro je c tio n  an d  tw o m o m en t eq u a tio n s [4]:

n x~\~ n xy =  o , ( la )

n 'x y + T ly =  0 , ( lb )

rn xE  2 sn x y A t n y - \ ~ q ' x E Цу~\~P z  =  0  , ( le l

m 'x +  m xy X II О (Id )

т 'х у + т п у Чу =  0  ■ ( le )

(T he th ird  m o m en t e q u a tio n  becom es m eaningless for th e  case o f shallow  
shells; th e  reason  fo r i t  is exp la ined  in  [4].)

In  th ese  eq u a tio n s  it  is im plied  t h a t  th e  load  has only a v e rtic a l com po
n e n t, p z, p ara lle l to  th e  z-axis.

T h e  in te rn a l forces are  connected  to  th e  d isp lacem ent co m p o n en ts  b y  
H o o k e ’s latv as follow s:

nx =  E h(u  - rw )

n v =  E h(v 4 - tw ) ,

E h
(u ’ +  v ' — 2sw) ,

/
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m X
E h *

12
(2d)

m y —
EE ..

— ---------w
12

(2e)

m x y
E E
12

w 1' . (2f)

S u b s titu tin g  th e  se t o f e q u a tio n s  (2) in to  (1), a n d  e lim in a tin g  tn e  shear 
forces qx, qy from  (lc ) w ith  th e  a id  of (Id ) and  ( le ) , we a rr iv e  a t  th re e  d ifferen
tia l  equ a tio n s of th e  d isp lacem en t com ponen ts u, v, w:

2 u' '-j-ы" 4 - ю - 2 гм/ — 2 sw ’ =  0 ,  (3a)

и '- \ - v " - \ - 2 v - 2 tw — 2 sw ' — 0 , (3b)

ru '+ s (w - j-v  ) +  tv' - ( r 2-(-2 s2 +  t2) ic 

h- ..
-------(icIV +  2 iv"' -j-tc::)-(- p z =  0 .

These th ree  equ a tio n s to g e th e r  w ith  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s fu lly  d e te r
m ine  th e  th re e  d isp lacem en t fu n c tio n s  u, v and  w.

W e can  also arrive  to  a d iffe re n t set o f equ a tio n s e q u iv a le n t to  th e  group 
o f E q . (3) in  such a w ay  th a t  w e consider th e  in te rn a l forces nx, n y, n xy as 
second derivatives of a stress fu n c tio n  F (x ,y ) :

w h ereb y  th e  equilib rium  e q u a tio n s  ( la ,  lb )  are a u to m a tic a lly  sa tisfied . T here  
s till rem ains E q . (lc ) w hich  a f te r  su b s titu tin g  E qs ( Id ,  le )  an d  (2d to  2f) 
co n ta in s  only  tw o un k n o w n  fu n c tio n s , F (x , y )  an d  w ( x , y ) ‘.

E E
-------(icIV +  2 — (tjF* — 2 s F r +  rF ")  =  p z . (5a)

H ow ever, we m ust s till ded u ce  from  Eqs (2a to  2c) a compatibility  
equation  s ta r tin g  o u t from  th e  e q u a lity  of th e  m ixed  second de riv a tiv es , 
exp ressing  th a t  th e  th ree  d isp lacem en ts  (u, v, w) a re  c o n tin u o u s  fu n c tio n s, 
t h a t  is, th e  shell surface gets n e ith e r  to rn , nor c ru m p led :

( F l v + 2 F " “ +  F ::)+ E h { tw "  2 sw '’ +  rw") =  0 . (5b)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970
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T h u s  w e ob ta ined  for F  a n d  w  tw o  p a r tia l  d iffe ren tia l e q u a tio n s  o f th e  fo u rth  
o rd e r [4], [7].

A d v an tag e  of th e  se t o f E q s  (5a, 5b) is t h a t  i t  co n ta in s  o n ly  tw o  unknow n 
fu n c tio n s . I t  has th e  d isa d v a n ta g e , how ever, t h a t  on ly  th e  s ta t ic a l  b o u n d a ry  
co n d itio n s  and  th e  d isp lacem en t b o u n d a ry  co n d itio n s in  te rm s  o f tv m ay  be 
easily  app lied  in  co n n ec tio n  w ith  th em . I f  th e  d isp lacem en t b o u n d a ry  cond i
tio n s  also include c o n s tra in ts  in  te rm s  o f th e  d isp lacem en ts  и  o r v, th e n  i t  is 
co m m o n ly  p refarab le  to  u se  th e  set o f E qs (3a to  3c). I n  th is  p ap e r i t  will 
also h e  s ta r te d  from  th e  se t o f E q s (3), and  th e  th re e  d isp lacem en t functions 
u , V, w  should  be d e te rm in e d .

I n  th e  follow ing, th e  lo ad  com ponen t p z w ill be  o m itte d  from  th e  eq u a 
tio n s  because  for th e  case o f  th e  edge d is tu rb an ce  a t  h a n d  th e  shell is regarded  
as un lo ad ed .

4. Application of the equations to the hypar shell

The boundary conditions to be considered

T h e equation  o f th e  shell su rface i llu s tra te d  in  F ig . 1 is:

2  =  — —  X X  .

ab

T h e  second de riv a tiv es  o f th e  surface are:

r  =  0,

t =  0

w h ereb y  th e  set o f E q s  (3) w ill h av e  th e  fo llow ing sim p ler fo rm : 

2 u"-\-u"
ab

(6)

(6a)

(6b)

(6c)

(7a)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970
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и'  -\-v" -\-2 v"--------—  w' =  0  ,
ab

u ' + t / --- —  w  — ^  (wiv + 2 mj"‘ = 0 .
ab 12/

(7b)

(7c)

W e assum e a  sim ple su p p o rt a t  e v e ry  edge w hich  allow s free ro ta tio n  
an d  p rec ludes la te ra l  th ru s t.  The edge у  =  0 will be  su b jec ted  to  th e  e ffec t 
o f a bend in g  m o m e n t w ith  a law  o f d is tr ib u tio n  m y =  M 1 sin л х /а  =  
=  M i  • sin x xx. T herefo re , deflection , b en d in g  m o m en t n o rm a l to  th e  edge, 
a n d  la te ra l  th ru s t  m u s t he equal to  zero a long  all edges. T his involves th e  
follow ing b o u n d a ry  cond itions:

A t th e  edge у  =  0:

w  =  0 , (8 a)

12 . л  . . .  .
w  =  ------ М г sin  —  %, (8b)

E h 3 a

ny — 0 , t h a t  is , v  == 0 . (8 c)

A t th e  edges x  =  0 an d  x  =  a  :

w — 0 (8d)

m x — 0 , t h a t  is , w" — 0  , (8e)

nx =  0 , t h a t  is , u' =  0 . (8f)

W e do n o t con sid er th e  co n d itions o f  th e  edge oppo site  th e  e x te rn a l 
b en d in g  m o m en t because  we assum e th a t  th e  d is tu rb a n c e  dies ou t befo re  
reach in g  th e  o th e r edge. This a ssu m p tio n  is su b seq u en tly  ju s tif ie d  b y  th e  
m o m en t d iagram s o b ta in e d  as so lu tions, see F ig . 2.

5. Solution of the set of equations

T he eq u a tio n s w ill be solved w ith  th e  a id  o f th e  u su a l m eth o d  o f th e  
th e o ry  o f edge d is tu rb a n c e s : we estab lish  p ro d u c t fu n c tio n s fo r u , v, w in  such  
a w ay  th a t  fo r th e  te rm s  depending  on  x  we choose tr ig o n o m etric  fu n c tio n s 
w hich, a f te r  su b s ti tu tin g  th em  in to  E q s  (7), all y ie ld  sine or cosine. T hese 
trig o n o m etric  te rm s  can  th u s  be o m itte d , w hereby  we o b ta in  fo r th e  te rm s  
d epend ing  on у  a com m on set o f d iffe ren tia l eq u a tio n s . T h e  tr ig o n o m etric  
fu n c tio n s depend ing  on  x  should  be se lec ted  in  such a w ay  as to  sa tisfy  —  as 
fa r  as possible —  th e  b o u n d a ry  cond itions along  th e  edges x  =  0 an d  x  =  a.
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In  com parison  w ith  th e  b en d in g  th e o ry  of cy lindrica l shells [4] th e  ca l
c u la tio n  now  becom es m ore in tr ic a te , fo r, c o n tra ry  to  th e  cy lind rica l shell, 
now  w e c an n o t find  trig o n o m e tric  fu n c tio n s  w hich, besides th e  equ ilib rium  
e q u a tio n s , also a u to m a tic a lly  sa tis fy  e v e ry  b o u n d a ry  co n d itio n  along x =  0  

a n d  x  =  a. Some o f th e se  b o u n d a ry  co n d itio n s  can on ly  be sa tis fied  — a p p ro x i
m a te ly  —  b y  collocation  (equaliz ing  in  selected  po in ts), th e  m ore co rrec tly , 
th e  g re a te r  th e  n u m b er o f te rm s  (an d  edge poin ts) considered .

T h e  th re e  p ro d u c t fu n c tio n s w ill h e  chosen as follow s:

In  th e se  expressions

U =  Un(y)  sin  ocn д :, (9a)
n

V =  Vn(y)  COS <Xn X , (9b)
n

w =  m>n(y)  sin  a  x .
n

(9c)

%n — nnja (10)

a n d  in  th e  F ourie r series we consider as m an y  te rm s as are  needed  fo r th e  
deg ree  o f accu racy  req u ired .

S u b s titu tin g  th e  reth te rm  of th e  expressions (9) in to  th e  se t o f E q s (7), 
a n d  sim plify ing  w ith  th e  tr ig o n o m etric  expressions, we a rriv e  a t  th e  follow ing 
th re e  d iffe ren tia l eq u a tio n s:

2 f
2 <xln u n +  u"n — x n vn -------w n =  0 ,

ab

9 2 fx n u n ocn vn +  2 vn --------- a„ tvn =  0 ,
ab

(11а)

( l i b )

2 /  h2 ab . ,  .. ... .  . . .  ,
u„ - xn ur, —  wn . —  К  wn ~ 2x~n +w'r,) =  0 • Í1 ic )ab 12/

T h e solution  of th is  se t of hom ogeneous, lin ea r eq u a tio n s m ay  be 
w r it te n  as

un(y) =  U n е№,  (12a)

vn(y) =  Vn e ^ ,  (12b)

w„(y) =  К  eß"y , (12c)

w h ere  Un, V n an d  W n a re , fo r th e  m o m en t, unknow n  co n stan ts .
P lac ing  th e  fu n c tio n s (12) in to  th e  group of eq u a tio n s  (11) y ields th e  

fo llow ing  set o f hom ogeneous, lin ea r eq u a tio n s for th e  u nknow ns Un, V n 
a n d  W n:

( 2 a?n+ ß l ) U n x n ß nVn 2{- ß n Wn =  0 ,
ab
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* n ß n  U n +  { — a?„ +  2 ß l ) V n - - - - y O c n W n =  0 ,
ab

ß n  U n --acn Vn -
2f  h 'a b  , 2 „2.2
a b 12/

2 /
ab

K - ß l f w n =  о .

(13b)

(13c)

T his se t of equ a tio n s has a sy s tem  of no n triv ia l so lu tio n s only  in  case 
w hen  its  d e te rm in a n t equals zero . T h u s  ßn, h ith e r to  u n k n o w n , should  be 
defined  b y  th is  cond ition  (from  th e  so-called c h a ra c te r is tic  eq u a tio n ). T h is 
d e te rm in a n t rep resen ts  an  eq u a tio n  o f th e  fo u rth  o rd e r in  resp ec t to  (fn, 
th e re fo re , each n  is assoc ia ted  w ith  fo u r  ß® • values ( j  =  1, 2, 3, 4). F rom  th ese  
we only  consider th o se  fo u r ßnj -s w hich  give decreasing  cu rv es w ith  an  in 
creasing  d istance  from  th e  edge у  =  0 , th a t  is only  th o se , th e  rea l p a r t  of 
w hich  are  negative. Tw o o f th ese  fo u r ro o ts  (ßnl and  ßn2) a re  rea l, an d  tw o of 
th e m  are co n ju g a ted  com plex  v a lu es:

ßn3 ^ У п  +  i-à n  (1 4 .)

ßm  — У n  t  . (14b)

W e ta k e  over th e  values o f ß n l , ß n2, y n and  ö n re fe rr in g  to  a h yperbo lic  
parab o lo id  of a square base (a =  b) an d  to  tw o c h a ra c te r is tic  ra tio s  o f f / h  
from  [3]. In  T able I  th e  values o f  th e se  four q u a n titie s , m u ltip lied  b y  th e  
side-leng th  a ( th u s  becom ing  nond im ensional) are g iven  fo r  fo u r or five  n 
te rm s , respective ly .

Table I

//Л  =  12,5

n = 1 3 5 7

a ’ ßn\ — — 7,400 — 13,99 — 20,30 — 26,62

a ' ßri2 = — 0,349 -  5,00 — 11,12 — 17,35

a ■ Vn = — 3,875 -  9,50 — 15,71 — 21.99
a ' S„ = + 4 ,7 6 5 +  4,76 +  4,69 +  4,63

f / h  =  50

n 1 3 5 7 9

a * ßni — — 10,90 — 18,23 — 24,77 — 31,17 — 37,50

a * ßm ~ —  0,0892 —  2,165 —  7,09 — 12,98 — 19,15

a ■ Vn = —  5,495 — 10,20 — 15,93 — 22,08 — 28,32

a ' ôn = +  8,36 +  9,78 +  9,61 +  9,51 +  9,45
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I t  is w orth  w hile  to  observe t h a t  in  case of re =  1, ßn2 <  1 w hich 
m ean s th a t  th e  s tre sses  d im in ish  b u t  slow ly w ith  th e  increasin g  d istance 
fro m  th e  edge, an d  th e  m o re  slowly, th e  g rea te r  th e  ra t io  f / h  is, th a t  is, th e  
g re a te r  is th e  m em b ran e  stiffness in  com parison  to  its  b e n d in g  rig id ity . (H ad  
th e  b en d in g  rig id ity  b e e n  eq u a l to  zero, so i t  w ould also b e  ßn2, an d  we shou ld  
a rr iv e  a t  th e  case o f th e  m em b ran e  forces p ro p a g a tin g  u n d im in ish e d  along th e  
s tra ig h t  generatrices.)

As a m a tte r  o f  co u rse , every  ßnj is associa ted  w ith  d iffe ren t Unj, V nj 
a n d  W nj. T hus, b ecau se  o f  j  =  1 ,2 ,3 , 4 , we shall h av e  4 • Зге =  12re unknow n 
c o n s ta n ts  if  we co n sid e r re n u m b e r o f te rm s  in  th e  F o u r ie r  series (9) in  th e  
^ -d irec tio n .

T h e  d isp lacem en t fu n c tio n s  (9a to  9c) o b ta in  th e n  th e  follow ing fo rm s:

«  =  £  1 ̂  U nj eM 'j sin <xn X ,
n  j = l  I

V =  У  I _>’ Vnj е^У  I cos x n X, 
n Vj= 1

w  =  J £ \J P W nje ß'iy
n l; = i

sin  a,, X .

(15a)

(15b)

(15c)

T he unknow n v a lu e s , 12re in  n u m b er, are  re la te d  to  each  o ther b y  th e  
equ ilib riu m  E qs (13) in  such  a w ay  th a t  from  ev e ry  th r e e  values Uni, V ni 
a n d  W ni only one re m a in s  free. T herefo re , on ly  4re of th e  b o u n d a ry  conditions 
m a y  be  satisfied .

F rom  th e  b o u n d a ry  cond itions (8a to  8f) given in  sec tio n  4 th e  assum ed 
fu n c tio n s  (9) a u to m a tic a lly  sa tisfy  th e  cond itions (8 d) a n d  (8e). T herefore, 
th e  rem ain ing  fou r b o u n d a ry  cond itions are ju s t  enough  fo r  th e  d e te rm in a tio n  
o f  th e  four unk n o w n s assoc ia ted  w ith  ev e ry  re.

H ad  th e  b o u n d a ry  cond itio n  (8f) n o t ex isted , we cou ld  sa tis fy  th e  b o u n d 
a ry  conditions s e p a ra te ly  for every  re, t h a t  is, th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  e x te rn a l 
m o m en t (8b) co nsidered  (F ig . 1) w ould on ly  req u ire  th e  con sid era tio n  of th e  
te rm  re =  1. T he b o u n d a ry  cond ition  (8f), how ever, c a n  on ly  “ fo rced ly” , 
in sep a ra te  po in ts , b e  im posed  upon  th e  u ri-functions h a v in g  th e  form  o f (9a), 
an d  only  in  case if  w e consider severa l re te rm s. T h is is w h y  four or fiv e  re 
te rm s  should be co n sid e red , th o u g h  th e  h ig h e r re te rm s  y ie ld  bend ing  m om en ts 
w hich  are  dying o u t  m o re  rap id ly .

In  th e  fo llow ing, th e  func tions (12) w ill be re w r it te n  in  pu re  real form s 
w here in  th e  Un3, Un i; V n3, Vn4 an d  W n3, JFn4 are  c o n ju g a te d  com plex c o n s ta n t 
va lues. On th e  b as is  o f  th e  know n com plex  re la tio n

e'2 =  cos z-f-i sin z (16)
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(i =  y — l )  we can , for exam ple, w rite  dow n th a t

U na • eß"  +  U ni е^У  =

=  eVny[(U n i+- u m) cos 0ny + ( U n3— U n4) i s i n  <5„y] =  (17)

=  U n5еУяУ cos U n6 ev*y sin  ôn y .

T herefore, th e  new  re a l co n stan ts  are:

an d  in  th e  sam e w ay

U ns — U n3-\-U n4, (18a)

U n6 =  i(U n3- U ni) (18b)

K 15 =  Un3-\- Vn i , (18c)

V„B =  i(Vn 3 - v j , (18d)

Wns =  Wn3 -\-Wn i , (18e)

• (18f)

F rom  th e  se t o f th e  hom ogeneous eq u ilib riu m  eq u a tio n s  (13a to  13c) 
we use th e  f irs t  tw o  equa tions because th e y  h a v e  a sim p ler form . F o r  th e  
cases j  =  3 a n d  7 =  4 also th ese  h av e  to  be  re w ritte n  in to  rea l fo rm . F o r  
exam ple  fo r j  =  3, su b s titu tin g  th e  new  re a l c o n s ta n ts  b y  m aking  use  o f 
(18a to  18f) a n d  w ritin g  dow n also th e  ro o t ßn3 acco rd ing  to  (14a), E q . (13) 
ta k e s  th e  form

{- 2 ^ + f n+ 2 i y n ôn-ô % ) U " > - iU r* _

*n(Y n +i*n) (19a)

Ц -lYn +  iàn) W” - - iWr*~ =  0 .
ab 2

T he eq u a tio n s  associa ted  w ith  7' =  4 m a y  be  re w ritte n  in  th e  sam e w a y , 
an d  once ad d in g  a n d  once su b trac tin g  th e m , we a rriv e  a t  tw o  real eq u a tio n s . 

F in a lly  we sh a ll h av e  four b o u n d a ry  co n d itio n s:

(8a): ^ n + ^ 2+ ^ n 3+ ^ n 4 =  8 1

th a t  is, in  a re a l fo rm , m aking  use of (18e):

=  8 . (20a)
(8b):

if n =  1: &  Wu +ß(2 W22+ßfs W13+ß*u Wu =  ^ ~ M ,
hihr
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T h a t  is, in a rea l fo rm :

Я Л + / Р Л а  +  ( г ! + 2 » У1 ~ á f)

+  (rí  2 i y ,  á l - á f )

í r  _  í r
2\  " 1 5  " 1 0

S2\ ^ 5 + I ^ l c

2

12
E V

M ,.

(20b)

I t  is to  be seen th a t  th e  im ag in a ry  te rm s  h av e  d ro p p ed  o u t.
F o r  th e  case n <  1, y n an d  dn sh o u ld  be  w ritten  in s te a d  o f yx an d  

a n d  zero  a t  th e  r ig h t-h a n d  side.
( 8 c ) :

ß n l  Kl +  ßn2  ^12 + ̂ лЗ Ki~\~ßni Ki — 8

6!■>

a n d  re w ritte n  to  th e  rea l form :

ß m  K i ~ b ß n 2  ^ 2  +  ( 7 n  +  * á n) Ki 5 пв
+  (Уп~ Mn)

K s + iK , 0 . (20с)

T h e  b o u n d a ry  co n d itio n  (8f) c a n n o t be w ritten  dow n fo r th e  w hole edge 
lin e , o n ly  to  n po in ts  o f it, t h a t  is, to  th e  p o in ts

w h ere

T h u s  the eq u a tio n

Ук = (к 1) —
П

к =  1, 2 , . . . n  .

n
y

n  =  1
У  U nj e ^ A  x n =  0

U=i

( 21 )

( 22)

(22a)

m u s t  be  valid  for every  к. T his, ex p an d ed  an d  rew ritten  in  a rea l fo rm , b e 
com es fo r every  к :

у
n 1

U ni ■ е^тУк-\- U n2 ■ е^тУк-{-

Ur5 ^  ^ » ^ (c o s  Ôny k +  isin  dny k) + (23)

+
U ns+ iU „ ■ e ^ i c o s  àny k — i  sin ôny k)

from  w hich th e  im ag in a ry  te rm s also fall ou t.
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O n th e  basis  o f w h a t has been sa id  above, th e  equ ilib riu m  E qs (13a, 13b) 
m u s t be re w ritte n  fo r all of th e  n -s a n d  j- s  in  th e  rea l form  correspond ing  to  
(19a), as well as th e  b o u n d a ry  co n d itions (20a to  20c) fo r all of th e  n -s, an d  
fin a lly  th e  b o u n d a ry  cond ition  (23) fo r all of th e  к -s. T h u s we o b ta in  e x a c tly  
th e  12n eq u a tio n s  fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  12n u n k n o w n  co n stan ts .

6. N um erica l resu lts

W e can  solve th e  set o f eq u a tio n s  o b ta in ed  in  th e  foregoing sec tio n  b y  
m ak in g  use o f th e  /S-roots given to  th e  h yperbo lic  p a rab o lo id  of a square base 
(a =  b) b y  D u d d e c k  [3], rep roduced  in  T ab le  I  fo r tw o  values of th e  ra tio  
f jh  b y  considering  fo u r or five n  te rm s , resp ec tiv e ly . T his leads to  a se t o f

eq u a tio n s  w ith  48 or 60 unknow ns, respective ly . T h e  num erica l ca lcu la tions 
w ere carried  o u t a t  th e  C entre of C o m p u ta tio n  o f  th e  M inistry  of H e a v y  
In d u s try  w ith  th e  a id  of th e  co m p u te r N a tio n a l E llio t 803 B.

In  th e  eq u a tio n s , besides th e  ra tio  f /h ,  also th e  ra tio  f ja  is in c luded . 
B u t ca rry in g  o u t th e  co m p u ta tio n  w ith  several v a lu es  o f f j a , i t  was fo u n d  
th a t  e v e ry //« - ra t io  associa ted  w ith  th e  sam e v alue  o f  f /h ,  resu lted  in  th e  v e ry  
sam e m om en t d iag ram .

Since we are  in te re s te d  firs t of all in  th e  decrease o f th e  edge m o m en t 
inside th e  shell, we on ly  p lo tted  th e  d iag ram  o f th e  bend ing  m o m en t m y
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v e rsu s  y , a long th e  sec tio n  x  =  a/2 (F ig . 2). T he fo rm ula of th is  m o m en t is

m y =  E ~ w  =  JE Д -  2  { l « i  ' +
XZ X Z n

+  ev"’r[(y* —í S ) ^ i 5 + 2 7 n ^n^ e ]  c o s ő „ j  +  (24)

+  «»«'[(у?;—ó®)JTne - 2 y „ő n JFn.] sin  ôn y} sin x n x .

7. A pprox im ate  ca lcu la tio n  o f th e  edge d istu rbances

A ccord ing  to  th e  suggestion  o f [1], b y  neglecting  th e  d isp lacem en t 
co m p o n en ts  in  th e  p la n e  o f th e  shell (u =  v =  0), we can  o b ta in  a sim ple 
approxim a te  solution  fo r th e  ca lcu la tio n  o f  th e  edge d is tu rb an ces.

O u r p resen ted  so lu tio n  p e rm its  to  check  th e  accuracy  o f  th is  a p p ro x im a te  
m e th o d . F ro m  th e  e q u a tio n s  o f eq u ilib riu m  (7a to  7c) we o m it th e  f irs t tw o  
e q u a tio n s  re ta in in g  o n ly  th e  th ird  one, leav in g  ou t th e  te rm s  c o n ta in in g  u 
a n d  V .  T h ereb y  E q . (7c) becom es

24 —— M?-)-njIV4-2 w""-\-ui'' =
ab J h2

0 . (25)

W e ta k e  again  fo r  w  a series o f p ro d u c t functions o f th e  form

eP«y sin  <X„ X. (26)

A fte r  su b s titu tin g  i t  in to  E q . (25) we o b ta in  fo r ßn th e  fo llow ing c h a rac te ris tic  
eq u a tio n

* 4 - (« £ - /£ )*  =  0 .

H ere  we will in tro d u c e  th e  a b b re v ia tio n :

e4 =  24 J T J _
ab h2

F ro m  E q . (27) we o b ta in  fo u r ßnp s  (j  =  1, 2, 3, 4):

ßni =  a n [zh(-^ +  i H ) i M  — iB )]
w here

an d

A  =■

В  =  +

0.5

0.5

И- —  +1 «д

1 +  l à  - 1

(27)

(28)

(29)

(30a)

(30b)
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F ro m  th e  fo u r ßnj -s we o n ly  re ta in  th e  tw o  ro o ts  w hich  give a decreasing  
b en d in g  m o m e n t w ith  increasing  y ,  a n d  rew rite  w  to  th e  rea l form

w  =  ^  (1Vnl е~(А+'в )а"У Wn2 e ~ 64-/ß)*ny) sin  x n x  —
n (31)

=  ^  e- A«*>> (Wn3 cos B x n y-\-W n4 sin  B x n y )  sin  x n x .
П

T he e x p la n a tio n  of th e  new  c o n s ta n ts  W n3 an d  JVn4 is

W ,3 =  W ,1-\-Wri2, (32a)

Wn4 =  i(Wn l- W n2) (32h)

an d  W nl a n d  W n2 a re  th e  com plex c o n s ta n ts  assoc ia ted  w ith  ßnl an d  ßn2, 
respective ly .

To th e  tw o  c o n s ta n ts  (JFn3, W ni) tw o  eq u a tio n s  o f b o u n d a ry  cond itions 
a re  needed . As a m a t te r  o f course, th e y  can  now  be exp ressed  only b y  w. T h u s , 
from  th e  b o u n d a ry  cond itions (8) used ea rlie r, th e  follow ing should  be sa tisfied
(Fig. 1):

у  =  0 ; tv =  0 ,

M i s in  x , x
w =  ----------- i—

E {h3l 12)

Since we do n o t  need  to  ta k e  in to  a c c o u n t th e  b o u n d a ry  conditions x  =  0 
an d  x  =  a , i t  is su ffic ien t to  consider fro m  th e  series o f w  (31) m erely  th e  
te rm  n  =  1, co rresp o n d in g  to  th e  e x te rn a l m o m en t. T herefo re , from  th e  
b o u n d a ry  co n d itio n  (33a) we o b ta in

W13 =  0. (34)

To th e  b o u n d a ry  co n d itio n  (33b) th e  second  d e riv a tiv e  o f w  w ith  resp ec t to  
у  is needed :

w" =  Wu  e~Ax,y [(A 2— B 2) x \  sin B x 4 у —2 A B x f  cos B x 4y] sin x x x . (35)

S u b s titu tin g  th is  in to  (33b) yields

M
Wi, = -------------- ^ 1 ---------- . (36)

2 A B x 2E (h 3ll2 )

(33a)

(33b)
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N ow  w e can  w rite  dow n th e  exp ression  o f th e  bend ing  m o m en t in  th e  y -d ire c 
tio n  w hich  is th e  m o st s ign ifican t from  o u r view point

„  A 3 ..
m,, =  h ,---- w

12
M 1 sin  x x X —  +  —  

2 В  2 A
sin B x xy - j-cos B x xy е - А«'У. (37)

T he v a r ia tio n  o f m y versus у  is also rep resen ted  in  F ig . 2.

8. Decrease of the edge moment of the plain plate

F o r com parison , th e  decrease o f th e  edge m om ent in  a p la te , free ly  
s u p p o r te d  a t th ree  edges and  in fin ite ly  long  in th e  fo u rth  d irec tio n  (F ig . 3)

Fig. 3. P la in  plate

sh o u ld  be  estab lished  on th e  basis o f [6 ]. O m ittin g  th e  d ed u c tio n , here  on ly  th e  
ex p ressio n  of th e  m y should  be g iven :

m y =  M j sin xx X 1 е~*'У . (38)

T he correspond ing  m om en t d iag ram  is also rep resen ted  in Fig. 2.

9. Comparison and evaluation

A nalysing  F ig . 2, th e  fo llow ing could  be estab lished .
T he d iagram s clearly  show  t h a t  th e  h ig h er th e  co rner p o in t o f th e  shell ( / )  

lies in  com parison  to  its  th ickness A, th e  m ore rap id ly  th e  edge m o m en t d im in 
ish es . T he ex trem e  case, f  =  0, is rea lized  b y  th e  p la in  p la te . H ow ever, 
as w as m en tioned  above, th e  ra tio  f /а  is ind ifferen t, th e re fo re , in  a s teep er 
a n d  th ic k e r  shell th e  m om en t can  d im in ish  in th e  sam e w ay  as in  a f la t te r  
a n d  th in n e r  one, p ro v id ed  th e ir  y/A -ratio  should be th e  sam e.

F rom  Fig. 2 we can estab lish  b y  in te rp o la tio n , p ra c tic a lly  for all o f th e  
h y p a rs  of an y  geom etric  ra tio , th e  w id th  of th e  zone o f th e  edge d is tu rb a n c e , 
t h a t  is, th e  w id th  to  he reinforced .
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T he m o m e n t d iag ram s ca lcu la ted  b o th  w ith  f / h  =  12,5 an d  f / h  =  50 
follow  a so m ew h a t irreg u la r tra c e . T h is could  b e  co rrec ted  b y  consid erin g  
som e m ore  te rm s  in  th e  series of th e  d e fo rm a tio n  fu n c tio n s. In  th e  a u th o r ’s 
op in ion , h o w ever, we shou ld  n o t p ro f it a t  all th e re b y , because th e  r a te  o f  th e  
d im in u tio n  o f th e  m o m en t w ould re m a in  th e  sam e, even  in  case of a g re a te r  
n u m b e r o f  te rm s  considered  and , in  tu r n ,  th e  a m o u n t o f th e  c o m p u ta tio n  
w ork  w ould  con sid erab ly  increase.

T h e  m o m e n t d iag ram  gives neg lig ib ly  sm all m o m en t va lues ev en  in  
case o f p la te s  in  a d is tan ce  equal to  a. T h u s  th e  a ssu m p tio n  is ju s tif ie d  t h a t  
th e  effect o f  th e  edge opposite  to  th e  d is tu rb a n c e  on  th e  in te rn a l forces m ig h t 
be  neg lec ted  in  a shell of a square  b ase .

F in a lly , i t  is c learly  to  he  seen t h a t  th e  m o m en t d iag ram  o b ta in a b le  b y  
th e  a p p ro x im a te  assu m p tio n  u =  v =  0 show s a m uch  m ore ra p id  decrease  
th a n  th e  m ore  e x a c t co m p u ta tio n . T he reaso n  for th is  m ig h t be th a t  th e  a s su m p 
tio n  и =  v =  0 rep resen ts  a m uch s tro n g e r  c o n s tra in t on th e  shell th a n  th e  
rea l b o u n d a ry  cond itions (especially  nx =  0 , being  v a lid  fo r th e  edges x  — 0 
an d  x  =  a). As a re su lt, th e  shell w ill b e , so to  say , m ore  rig id , an d  we o b ta in  
an  u n rea l ra p id  decrease o f th e  m om en t. T herefo re , th e  ap p lica tio n  of th e  ab o v e  
a p p ro x im a tio n  c an n o t be recom m ended .
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Randstörungen der windschiefviereckförm igen flachen hyperbolischen Paraboloidschale.
Es wird die an einem  Rand durch B iegem om ent beanspruchte, w indschiefviereckförm ige  
hyperbolische Paraboloidschale aufgrund der elastischen Biegetheorie der flachen Schalen  
untersucht, und die Abklingungskurve des den R and belastenden M oments erm ittelt. D as 
Ergebnis wird einerseits der B leich-Salvadorischen Näherungslösung, andererseits der M om en- 
tenabklingungskurve der ebenen P latte gegenübergestellt.

Краевые возмущения плоской гиперболической параболоидной оболочки в виде 
искаженного четырехугольника (Л. Коллар, М. Сетч). В работе исследуется нагруженная 
на одном краю изгибающим моментом гиперболическая параболоидная оболочка в виде 
искаженного четырехугольника на основе теории упругого изгиба плоских оболочек. 
Определяется кривая затухания момента, нагружающего край, внутри самой оболочки. 
Полученный результат сравнивается, с одной стороны, с приближенным решением Блейха 
— Сальвадора, а с другой стороны, с кривой затухания момента плоской пластины.
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GESCHWINDIGKEITS- UND DRUCKVERHÄLTNISSE 
BEI LOTRECHTER PNEUMATISCHER FÖRDERUNG

L. P Á PA I*

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[Eingegangen am  12. März 1969]

Der bei der pneum atischen Förderung auftretende zusätzliche Druckabfall kann aus 
den auf die geförderten Körnchen wirkenden K räften  errechnet werden. Im  Falle lotrechter, 
stationärer Förderung setzt sich der zusätzliche Druckabfall aus dem  Druckabfall infolge des 
H ebens des G ew ichtes des Fördergutes und dem  Druckabfall infolge der Zurückhaltungs
kräfte zusam m en. Der W ert der Zurückhaltungskräfte kann m it keiner einheitlichen Form el 
angegeben werden, da er von der Förderungsform  abhängig ist. D ie durchschnittliche Förder
gutgeschw indigkeit kann aus den auf die K örnchen wirkenden K räften erm ittelt werden. 
Die der B estim m ung der Fördergutgeschw indigkeit dienende Form el nim m t je nach der Form  
der Förderung (Dünnstrom förderung, D ichtstrom förderung) und der K örnchenart des Förder
gutes unterschiedliche Form en an.

B ezeit h n u n g en

Л =  D2jr/4 
A 0 =  d2jr/4 
a
В, В'
Ce
D
d0

F
G
Fi
G,
g
fc
K =  wll2g 
l , L, If 
m  =  <ia!qg

nh =  G, Ig 
il =  lqaIGl  =
P
J p  
!Po 
1 Pa
!Pf 4>ü 
'Pz 
•Ps

Q uerschnitt des Förderrohres [m 2];
K ornquerschnitt [m2];
Beschleunigung [m/s2];
K onstanten;
aerodynam ischer W iderstandsfaktor;
Innendurchm esser des Förderrohres [m ];
K orndurchm esser, bei n ich t kugelförm igen K örnchen ein m it der K ugel 
gleichwertiger Durchm esser [m ];
K raft [kp];
auf ein K örnchen wirkende aerodynam ische K raft, Triebkraft [kp]; 
Beschleunigungskraft [kp];
G ew icht eines Körnchens [kp];
Schwerebeschleunigung [m/s2];
Proportionalitätsfaktor (verw eist auf die Reibungskraft); 
abgekürzte Bezeichnung [m];
Rohrlänge [m];
G ew ichtsverhältnis; G ew ichtsverhältnis des im  Rohr gleichzeitig anw esenden  
Fördergutes and Gases;
M asse eines Körnchens [kps2/m ];

lQalvaGl  Anzahl der im  Rohr gleichzeitig anw esenden Körnchen [Stück];
Druck [kp/m 2];
Druckabfall [kp/m 2];
Druckabfall bei Leerlauf [kp/m 2];
Beschleunigungsdruckabfall [kp/m 2];
D ruckabfall bei lotrechter, stationärer Förderung [kp/m 2];
D ruckabfall aus dem Hub des Fördergutes [kp/m 2]; 
zusätzlicher Druckabfall bei Förderung [kp/m 2];
Druckabfall infolge der die B ew egung hem m enden K räfte (Zurückhaltungs
kräfte) [kp/m 2];

* Dr. P ápai L.; Szarvas G. lit 51, Budapest  X I I  (Ungarn)
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Qa
Qg = y f g
4a — Qalva 
<ig =  Qglvg 
R e 0 =  , ф у
S.
S =  w / V g  

t

w =  v„

Va
V&
V g
Л

V =  QalQg
/ I *  =  f t V g l V a

T.Si (In dex)

Fördergutm enge, Förderleistung [kp/s];
Gasm enge (G ew iehtsdurchsatz) [kp/s];
Gewicht des Fördergutes je  lfm  [kp/m ];
G ew icht des Gases je lfm [kp/m ];
R eynoldssche Zahl auf das K örnchen bezogen;
auf ein K örnchen wirkende Zurückhaltungskraft (W iderstand) [kp];
Slip, relatives Zurückbleiben;
Zeit [s];
V olum durchsatz des Gases [m 3/s];
Q uerschnittsm ittelw ert der Fördergutgeschw indigkeit [m /s]; 
Q uerschnittsm ittelw ert der G asgeschw indigkeit [m /s]; 
relative G eschwindigkeit [m /s];
Fallgeschw indigkeit, Schw ebegeschw indigkeit [m/s]; 
spezifisches Gewicht des Förderguts [kp/m 3]; 
spezifisches Gewicht des Gases [kp /m 3]; 
dynam ische V iskosität [kps/m 2] ;
Rohrreibungsfaktor;
Förderungsfaktor;
M ischungsverhältnis, G utbeladung;
örtliche K onzentration des Förderguts im  Förderrohr; 
kinem atische V iskosität [m2/s];
Reiwert für die Rerechnung der Abnahm e der kinetischen Energie infolge 
von Stößen [m - 1 ];
Reibungsschubspannung der M aterialförderung [kp/m2]; 
bezieht sich auf die B eschleunigungsstrecke.

I. E in le itu n g

Im. R ah m en  d e r F ö rd e re in rich tu n g en  fü r  s taub fö rm ige  u n d  k ö rn ig e  
S to ffe  begegnet m a n  im m er h äu fig e r d en  sog. p n eu m a tisch en  F ö rd e ra n la g e n , 
d a s  s ind  F ö rd e re in rich tu n g en , die m it G as- o d er L u fts trö m u n g  b e tr ie b e n  
w erd en . Zum  E n tw u r f  p n eu m atisch er F ö rd e ra n la g e n  is t die K e n n tn is  d er 
w ä h re n d  d er F ö rd e ru n g  a u ftre te n d en  D ru c k v e rh ä ltn isse  erfo rderlich , zu  deren  
B estim m u n g  ab e r d ie  K en n tn is  d er F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it u n e rläß lich  
n o tw e n d ig  ist.

D ie an  p n e u m a tisch en  F ö rd e ran lag en  vo rgenom m enen  M essungen sow ie 
th e o re tisc h e  E rw äg u n g en  haben  erw iesen , d aß  zw ischen den w äh ren d  der 
F ö rd e ru n g  a u f tre te n d e n  D ru ck ab fä llen  u n d  den  G eschw ind igke itsverhä ltn issen  
des F estkö rper-G as-G em isches ein en g er Z u sam m en h an g  b e s te h t. A n h an d  
e in g eh en d er U n te rsu ch u n g en  w urde  nachgew iesen , daß  die B eziehung  die 
zw ischen  den  w ä h re n d  der p n e u m a tisc h e n  F ö rd e ru n g  a u ftre te n d e n  D ru c k 
a b fä lle n  u n d  d er G eschw indigkeit des F estkörper-G as-G em isches b e s te h t, 
n ic h t  m it einer e inzigen  Form el a u sg e d rü c k t w erden  k a n n , weil diese G rößen  
e in e rse its  von  d er F ö rd eru n g sfo rm  a b h ä n g e n  (im  F alle  v o n  D ü n n s tro m fö rd e 
ru n g  p ra llen  die sich  m it großer G eschw ind igke it fo rtbew egenden  K ö rn ch en  
gegen die R o h rw an d , im  Falle von  D ic h ts tro m fö rd e ru n g  g le iten  die K ö rn ch en  
m it k le iner G eschw ind igkeit en tlan g  d e r R o h rw an d ; die be iden  F ö rd e ru n g s
fo rm en  können  au ch  gem ischt a u f tre te n ) , an d ere rse its  ab er auch  v o n  d e r A rt 
des F ö rd erg u tes  (d. h . von  der A u sg e s ta ltu n g  d er a u f  das K ö rn ch en  w irk en d en  
ae ro d y n am isch en  K ra ftw irk u n g ) ab h ä n g ig  sind .
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Im  fo lgenden  w erden  die D ru ck ab fä lle  u n d  G eschw in d ig k e itsv erh ä lt- 
nisse g ep rü ft, die in  einem  lo tre c h te n  geraden  R o h r w äh ren d  der p n e u m a ti
schen F ö rd e ru n g  a u ftre te n . D ie U n te rsu ch u n g en  e rs treck en  sich a u f  einen 
k u rzen  R o h ra b sc h n itt, in  w elchem  die E x p an sio n  des G ases v e rn ach lässig t 
w erden k an n .

II . D ru ck v erliä ltn isse  w ährend  der p n eu m atisch en  F örderung

D er D ru ck ab fa ll (Ap)  is t  bei gleicher G asgeschw ind igkeit w äh ren d  d er 
F ö rd eru n g  v o n  F e s tk ö rp e rn  im  p n eu m atisch en  F ö rd e rro h r  g rößer als d er 
D ru ck ab fa ll be i L ee rlau f (A p 0). Im  B ild 1 sind  die Ä n d eru n g en  des D ruckes

Bild 1. D ruckabfall längs des lotrechten  pneum atischen Förderrohrs bei Leerlauf und F örde
rung: die G asgeschw indigkeit is t  in beiden Fällen gleich ( i  Leerlauf, 2  Förderung)

in  einem  lo tre c h te n  R o h r bei L eerlau f u n d  bei F ö rd e ru n g  von  F es tk ö rp e rn  
d a rgeste llt.

D ie U n te rsu c h u n g  d e r p h y sika lischen  G ru n d lag en  d e r m it der p n e u m a ti
schen F ö rd e ru n g  zu sam m en h än g en d en  E rsch e in u n g en  h a b e n  gezeigt, d aß  d e r 
bei der M a te ria lfö rd eru n g  a u f tre te n d e  D ru ck ab fa ll gleich d er Sum m e des 
D ruckabfa lles be i L ee rlau f (A p 0) u n d  eines bei d er F ö rd e ru n g  a u ftre te n d en  
zusätz lichen  D ru ck ab fa lles  (A p z) is t

dp  =  4Po +  d p z . (1)
D ie E rh ö h u n g  des D ru ck ab fa lles  v e ru rsach en  jen e  K rä f te , die im  u n te r 

su ch ten  R o h ra b sc h n itt  a u f  die S to ffkö rnchen  w irken . D iese K rä f te  bew irken  
einen zusä tz lich en  D ru ck ab fa ll, der sich m it dem  d u rch  die R o h rre ib u n g  
v e ru rsa c h te n  D ru ck ab fa ll be i L ee rlau f sum m iert.
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D iese E rsch e in u n g  k a n n  z. В . m it V ersuchen  im  W in d k a n a l le ich t n a c h 
gew iesen  w erden. W en n  im  W in d k a n a l zu r H erste llu n g  einer L u fts tro m - 
geschw ind igkeit vg zw ischen  d en  b e id en  K an a len d en  eine D ru ck d iffe ren z  A p0 
e rfo rd erlich  is t (diese e n ts p r ic h t d em  R e ib u n g sv erlu st, d e r d u rch  die R eibung  
des L u fts tro m es an  d e r R o h w an d  e n ts te h t)  u n d  m an  in  d en  W in d k a n a l einen

B i ld  2.  Druckabfall im  W indkanal bei Leerlauf (a); bei befestigter K ugel (b); bei schweben
dem  Gut (c)

K ö rp e r  (z. B. eine K ugel) e in b rin g t (B ild  2a), s te ig t bei g leichb leibender 
S trö m u n g sg esch w in d ig k e it d e r L u ft d er D ruck ab fa ll (B ild  2b). W en n  m an 
n u n  die au f den im  W in d k a n a l b e fin d lich en  K ö rp er w irkende  aerodynam ische  
K r a f t  F  z. B. m it e iner ae ro d y n am isch en  W age m iß t, k a n n  der zusätzliche 
D ru c k a b fa ll als Q u o tie n t aus d er gem essenen  K ra f t  u n d  dem  R o h rq u e rsc h n itt  
le ic h t  e rrech n et w erden  ( F /A ). B eim  M essen des L u ftw id e rs tan d es  des K örpers 
e rsc h e in t der zw ischen den  beid en  K an a len d en  a u ftre te n d e  D ru ck ab fa ll als 
d ie  Sum m e zweier D ru ck ab fä lle

A p (2a)

E in er äh n lichen  E rsch e in u n g  b eg eg n e t m an  auch  bei d er sog. Schweb- 
an lag e  (B ild 2c). D er im  lo tre c h te n  R o h r du rch  die R o h rre ib u n g  d e r m it einer 
G eschw ind igkeit pg s trö m e n d e n  L u ft v e ru rsach te  D ru ck ab fa ll (A p 0) e rh ö h t 
s ich  um  einen zusä tz lichen  D ru ck ab fa ll, w enn  m an  im  R o h r K ö rn ch en  schw eben 
lä ß t .  D er bei d er S chw ebung  a u ftre te n d e , zusätzliche D ru ck ab fa ll is t dem  
Q u o tie n te n  aus dem  G ew ich t d e r schw ebenden  K ö rn ch en  und  dem  Q uer
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sc h n itt  d er Schw eban lage  gleich. W en n  sich d a h e r in  d er Schw ebanlage n 
K ö rn ch en  m it e inem  E inzelgew icht befin d en , b e trä g t  der D ru ck ab fa ll:

A p — A p 0A~ ~ ~  ■
A

A us den  beiden  B eispielen g eh t h e rv o r, d aß , w enn  sich in  einem  R o h r 
K ö rp e r befin d en  u n d  das ström ende G as a u f  diese eine K ra ftw irk u n g  a u s ü b t,

B ild  3. Verlauf des zusätzlichen Druckabfalls

infolge d er W irk u n g  d er aerod y n am isch en  K rä fte , a u ß e r dem  D ru ck ab fa ll bei 
L ee rlau f noch  ein zu sä tz lich er D ru ck ab fa ll e n ts te h t, d er u n ab h än g ig  v o n  d e r 
A rt j ener K ra f t  is t, die der ae ro d y n am isch en  K ra f t  das G leichgew icht h ä lt .  
( Im  F alle  des W in d k an a ls  h ie lten  die S e ilk rä fte  der W aage, im  F alle  der S chw eb
an lage  h ie lt das G ew ich t der ae ro d y n am isch en  K ra f t  das G leichgew icht.) 
D er zusätz liche  D ru ck ab fa ll k an n  im m er als Q u o tien t aus d er Sum m e d er a u f  
die K ö rp e r w irk en d en  aerodynam ischen  K rä f te  (27 i \ )  u n d  dem  R o h rq u e r
sc h n itt  b e s tim m t w erden :

4Pz =  ' (2 )A

Ä hnlich  v e rh ä lt  es sich im  Falle e in e r p n eu m a tisch en  F ö rderung . B ild  3 
zeig t ein lo trech te s  F ö rd e rro h r, in w elchem  sich die K ö rn ch en  bere its  m it d er 
dem  s ta tio n ä re n  B e trieb  en tsp rech en d en  G eschw ind igkeit va bew egen. Im  u n te r 
su ch ten  R o h ra b sc h n itt befinden  sich n  K ö rn ch en . A u f jed es  einzelne K ö rn ch en  
w irk t die ae ro d y n am isch e  K ra ft F v  D iese h ä lt  d er Sum m e aus dem  G ew icht 
des K o rn s u n d  aus d er a u f  das K ö rn ch en  w irk en d en  Z u rü c k h a ltu n g sk ra ft 
das G leichgew icht (Gt -|- Sx).
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D er D ru ck ab fa ll in  einem  lo tre c h te n  R o h r der L änge l b e trä g t  d a h e r 
w ä h re n d  d er M ateria lfö rd eru n g

4 Pf =  4 po +  APz • (3)

A us den  im  obigen  en tw ick e lten  p h y sik a lisch en  G rund lagen  des D ru c k 
v e rlau fe s  fo lg t, daß  die B erech n u n g  des zusä tz lich en  D ru ckabfa lls  a u f  G ru n d  
d e r U n te rsu c h u n g  d e r a u f  die K ö rn ch en  w irkenden  K rä f te  v o rgenom m en  
w erd en  k an n .

III. Ausgestaltung des Druckverlaufes in einem lotrechten 
Förderrohr bei stationärer Förderung

D ie bei lo tre c h te r , s ta tio n ä re r  p n e u m a tisc h e r F ö rd e ru n g  a u f  die im  
R o h r  b e find lichen  e inzelnen  K ö rn ch en  w irk en d en  K rä fte  v e ra n sc h a u lich t das 
B ild  3. D er zw ischen d en  beid en  E n d e n  eines R ohres d er L änge  l a u f tre te n d e  
D ru c k a b fa ll k an n  u n te r  B erü ck sich tig u n g  d er K ra ftw irk u n g en  aus d er F o rm el 
(3) e rre c h n e t w erden.

D e r D ru ck ab fa ll b e i L ee rlau f (A p 0) e rg ib t sich aus d er b e k a n n te n  B ezie
h u n g :

ЛРо =  * —
О

(4)

D e r zusätzliche D ru ck ab fa ll k a n n  au s d en  a u f  die e inzelnen  K ö rn ch en  
w irk en d en  dy n am isch en  K rä fte n  e rm itte l t  w erden . W enn  sich im  R o h r d er 
L änge  l g leichzeitig  n  K ö rn ch en  b e fin d en , is t

4 Pz =  • (2a )
А

B ei s ta tio n ä re r  F ö rd e ru n g  fo lg t au s  dem  G leichgew icht der K rä f te :

F ^ G .  +  S , .  (5)

D em en tsp rech en d  se tz t sich d er zu sä tz lich e  D ru ck ab fa ll aus zwei T eilen  
zu sam m en :

A p z =  A po  +  A p s , (6 )
WO

А П & 1
Apa — — -r~

А
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den  D ru ck ab fa ll aus dem  H u b  des F ö rd erg u ts  und

den  D ru ck ab fa ll aus d en , a u f  die K ö rn ch en  w irkenden  Z u rü c k h a ltu n g sk rä ften  
b e d e u te t. D ie a u f die K ö rn ch en  w irkende Z u rü c k h a ltu n g sk ra f t (S J  k a n n  vom  
A n p ra ll d er K ö rn ch en  an  die R o h r w and  (D ü n n stro m fö rd eru n g ), v o n  d er 
R e ib u n g  der K ö rn ch en  a n  d er R o h rw an d  (D ich ts tro m fö rd eru n g ) oder von  
beid en  gleichzeitig  a u f tre te n d e n  K ra ftw irk u n g en  (gem isch te  F ö rderung) h e r
rü h ren .

a ) D ru ck ab fa ll d u rc h  den  H u b  d er K örn ch en  (Apo) e n ts te h t aus der 
W irk u n g  des G ew ichtes des im  R o h r d er L änge l g le ichzeitig  anw esenden  
G utes (hGj). D ie G röße d ieser W irk u n g  k a n n  sow ohl aus dem  L au fm e te r
gew ich t des F ö rd e rg u te s  (nGx =  lqa), als auch  aus d er F ö rd e rg u tm en g e  b e rech 
n e t  w erden

.
A  va A

Z u r R estim m ung  v o n  ApQ m u ß  m an  die F ö rd erg esch w in d ig k e it va k en n en .
b) D er d u rch  d ie Z u rü c k h a ltu n g sk rä fte  v e ru rsa c h te  D ru ck ab fa ll k a n n  

n ic h t aus einer einzigen F o rm el b e rech n e t w erden , w eil die Z u rü c k h a ltu n g s
k ra f t  das E rgebn is v e rsch ied en er, sich der jew eiligen F ö rd eru n g sfo rm  a n p a s
sender W irkungen  is t.

D ie die Bewegung des K örnchens hindernde K ra ft (Z urückha ltungskra ft)  
ka n n  durch den A n p ra ll des Körnchens an die R ohrw and verursacht werden (D ü n n 
strom förderung). D ie b e im  A n p ra ll e in tre ten d e  V erm in d eru n g  d er k in e tisch en  
E nerg ie  k a n n  d u rch  d ie A rb e it e rse tz t w erden , die die s tä n d ig  w irkende K ra f t  
Sx a u f  dem  W eg l le is te t. D as K ö rn ch en  p ra ll t  in  den A b s tä n d e n  l an  die R o h r
w an d  u n d  v e rlie rt he i je d e m  A n pra ll einen  Teil l £ se iner R ew egungsenergie, 
wo £ einen R eiw ert fü r  d ie  R erech n u n g  d er A bnahm e d e r k in e tisch en  E nerg ie  
infolge von  S tößen  je  lm  b e d e u te t. (D ie M aßeinheit dieses B eiw ertes is t m _1.) 
D ieser E n erg iev erlu s t is t  d e r A rb e it gleich, die die als s tä n d ig  w irkend  gedach te  
Z u rü c k h a ltu n g sk ra ft le is te t:

Z£
m , Vn

=  ZSX.

H ierau s e rg ib t sich die d u rc h  den  A npra ll e rw eckte  u n d  als s tä n d ig  w irkend  
g ed ach te  Z u rü c k h a ltu n g sk ra f t zu

m 1v2a
2

( 8 )
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Im  Falle von  d u rc h  d en  A n p ra ll v e ru rsa c h te r  Z u rü c k h a ltu n g sk ra f t k an n  
d e r  a u ftre te n d e  D ru c k a b fa ll d u rch  E in se tzu n g  von  n S J A  aus der Form el

j t Qa Vg 
S 2g A

u n d  d e r  B eiw ert £ [m _1] au s dem  be i d er F ö rd eru n g  a u f tre te n d e n  D ruck ab fa ll 
b e s t im m t w erden. L e tz te re r  is t ein  S to ffw ert. M essungen h a b e n  erw iesen, daß  
d ie  G röße £, solange sich  das F ö rd e ru n g sb ild  (D ü n n stro m fö rd eru n g ) n ich t

ApD<p/nf]

B ild  4. Druckabfälle bei der lotrechten stationären Förderung von W eizen (Qa = 1 , 9  kp/s
D  =  130 mm , l — 1,0 m)

ä n d e r t ,  von  den te c h n isc h e n  K en n w erten  der F ö rd eru n g  (ц , F ro u d e-Z ah l usw.) 
u n ab h än g ig  ist.

D ie E rgebnisse d e r  bei d er p n eu m a tisch en  F ö rd e ru n g  v o n  W eizen v o r
genom m enen  D ruckm essungen  sind  im  B ild 4 bzw . 5 d a rg es te llt. A ußer dem  
d u rc h  M essungen bei s ta tio n ä re r  F ö rd e ru n g  festg este llten  D ru ck ab fa ll (Ap/)  
u n d  dem  D ruckabfa ll be i L ee rlau f (A p 0) sind auch  die —  in K en n tn is  der 
F ö rd e rg u tg esch w in d ig k e it b e s tim m te n  —  D ru ck ab fä lle  Apa u n d  Ap$ v e r
a n sch au lich t. D as B ild  6 zeig t den  V erlau f der D ru ck ab fä lle  Ap$ als F u n k tio n  
d e r  F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it, wie sie sich aus w eiteren  V ersuchen  der p n e u 
m a tisc h e n  W eizen fö rd eru n g  e rgaben . D er fü r  die lo tre c h te  F ö rd eru n g  des 
W eizens zur B erech n u n g  d er A b n ah m e d er k in e tisch en  E n erg ie  kennzeich
n en d e  B ew ert is t:

{•«= 0,185 m - h
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дрОф/п?]

Bild  5. Druckabfälle bei der lotrechten, stationären Förderung von W eizen (Qa =  0,83 kp/s,
D  =  130 mm , l =  1,0 m)

Ap.Ikp/m’J

B ild  6. Der durch Stöße der K örnchen verursachte Druckabfall als Funktion der Fördergut
geschw indigkeit bei der Förderung von  W eizen (1 = 1  m , D  =  130 mm und bei K urve J: 
Qa =  0,83 kp/s; bei Kurve 2: Qa — 1,3 kp/s; bei K urve 3: Qa =  1,9 kp/s; bei K urve 4: Qa =

=  2,5 kp/s)
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D ieser W e rt is t, w ie d ies V ersuche m it R o h ren  v e rsch iedener A bm essungen  
e rg ab en , u n ab h än g ig  v o m  R o h rd u rch m esser, doch  sp ie lt er, wie dies aus den 
sp ä te re n  A u sfü h ru n g en  h e rv o rg e h t, im  Z u sam m en h an g  m it d er F es tk ö rp e r- 
G asgeschw ind igkeit eine b ed eu ten d e  Rolle.

D ie Z urückha ltungskra ft kann  auch vom Gleiten der Körnchen entlang  
der R ohrw and , d. h. von der Reibung herrühren ( D ichtstrom förderung) .  E r fa h 
ru n g sg em äß  is t in  d iesem  F alle  die Z u rü c k h a ltu n g sk ra f t dem  G ew icht des 
K ö rn ch en s p ro p o rtio n a l

S, =  kGx . (10)

D er in fo lge der d u rch  d ie  R eibung  v e ru rsa c h te n  Z u rü c k h a ltu n g sk ra ft a u f
t r e te n d e  D ru ck ab fa ll e rg ib t sich d u rch  E in se tz u n g  v o n  n S J A  aus der F o rm el

APs =  l k - Q u - . Ul)
A v a

D er P ro p o r tio n a litä ts fa k to r  к k a n n  aus d er G röße des w äh ren d  d er F ö rd e ru n g  
a u f tre te n d e n  D ru ck ab fa lls  b e s tim m t w erd en  [12].

D ie Z urückha ltungskra ft kann  durch die gleichzeitige W irkung  von R eibung  
und S to ß  ( Übergangs- oder gemischter F örderungszustand) ausgelöst werden. 
In  so lchen  F ällen  e rg ib t sich der D ru ck ab fa ll als die Sum m e von  (9) u n d  (10):

=  l^Qaf)a_ +  lk _Qa_
2g A  A v a

Sonstige, die Bew egung des Körnchens h indernde W irkungen , wie z. B . 
die W irku n g  der durch den Zusam m enstoß  der K örnchen verursachten D eform a
tion, können  vernachlässigt, bzw. m it den im  obigen errechneten D ruckabfällen  
berücksichtigt werden. So w ird  z. R. die R e ib u n g  d e r K ö rn ch en  a n e in a n d e r in  
F o rm  d e r W an d re ib u n g  a u f  die R o h rw an d  ü b e rtra g e n .

A us obigem  fo lg t, d aß  der von  d en  S tö ß en  d e r  K örn ch en  an  die R o h r
w an d  (oder von  d er R e ib u n g  v e ru rsach te ) D ru ck ab fa ll n ich t m it d er sog. 
R e ib u n g ssch u b sp an n u n g  au sg ed rü ck t w erden  k a n n , wie sie Barth [2] analog  
der b e i d er S trö m u n g  v o n  Gas an  den  R o h rw ä n d e n  a u ftre te n d en  G le itsp an n u n g  
m it d e r  Form el

W Y p------------
g 2g 4

(13)

angesch rieben  h a t. D ies w ürde b ed eu ten , d aß  die v o n  S tößen  (oder v o n  der 
R e ib u n g ) der in  einem  R o h r der L änge l b e fin d lich en  K örn ch en  v e ru rsa c h te  
K ra f tw irk u n g  (Fs)  au ch  vom  R o h rd u rch m esse r abhän g ig  w äre:

F s =  D n l  r . , (14)
w as a b e r u n v o rs te llb a r  is t.
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D ie in  den  M eßergebnissen  b e o b a c h te ten  W id ersp rü ch e  w u rd en  d a d u rc h  
e lim in ie rt, d aß  die G röße A* als v erän d erlich  angenom m en  u n d  die V erän d eru n g  
als F u n k tio n  d er F ro u d e -Z ah l angegeben  w u rd e . D er F roudesche  A u sd ru ck  
w urde  m it dem  R o h rd u rch m esse r in  der F o rm  F r  =  Vgj^gD  aufgeschrieben .

IV. Geschwindigkeitsverhältnisse bei stationärer 
Förderung im lotrechten Förderrohr

W ie aus ob igen e rs ich tlich , is t  zu r B estim m u n g  des zusätz lichen  D ru c k 
abfalles auch  die K e n n tn is  d er F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it no tw end ig . D ie F ö r- 
dergu tg esch w in d ig k e it k a n n  aus d er U n te rsu c h u n g  d er a u f  das K ö rn ch en  
w irk en d en  K rä f te  e rm itte l t  w erden . E s w irk en  a u f  das K ö rn ch en , au ß e r d er 
S ch w erk raft, die ae ro d y n am isch e  K ra f t  (T rieb k ra ft)  F x u n d  die Z u rü c k h a l
tu n g s k ra f t  S v  In  K e n n tn is  d ieser k a n n  die F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it e rrech n e t 
w erden .

D a die ae ro d y n am isch e  K ra f t  u n d  die Z u rü c k h a ltu n g sk ra f t v o n  d e r 
F ö rd e ru n g sa r t u n d  d e r A r t des K örnchens ab h än g ig  sind , h ä n g t die G röße 
d er F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it n ich t n u r  von  d en  b e trieb stech n isch en  K e n n 
w erten  d er F ö rd e ru n g  (z. B . von  d er S tröm ungsgeschw ind igke it des Gases) ab . 
D ie a u f  ein K ö rn ch en  w irkende  aero d y n am isch e  K ra f t

(15)
2 g

k a n n  m it dem  k o n s ta n te n  W id e rs tan d sfak to r  Ce b e re c h n e t w erden , w enn  die 
dem  K ö rn ch en  en tsp rech en d e  R eyno ldssche Z ah l

103 <  Be0 <  2 • 105

(16)

ist.
W enn  die dem  K ö rn ch en  en tsp rech en d e  R eyno ldssche  Z ah l R e0 <[ 1 is t, 

k a n n  m an  die ae ro d y n am isch e  K ra f t  aus d e r F o rm el

F t — 3 nrjg d0w  (17)
bestim m en .

W enn  die dem  K ö rn ch en  en tsp rech en d e  R eyno ldssche  Z ahl 1 < R e 0 <  
<  103 is t, is t die A n w en d u n g  d er B eziehung (15) geb räuch lich , doch m uß  die 
der R eyno ldsschen  Z ah l en tsp rech en d e  Ä n d eru n g  des W id e rs tan d sfak to rs  in  
B e tra c h t gezogen w erden .
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D ie die B ew egung des K örn ch en s hem m ende  K ra f t  (Z u rü c k h a ltu n g s
k ra f t)  k a n n  von  S tößen  h e rrü h re n , d a n n  is t la u t  (8)

o d er d u rc h  R eibung v e ru rs a c h t w erden , d a n n  is t la u t (10)

=  kG1 ,

oder d u rch  beide, g leichzeitig  w irk en d en  K rä fte  ausgelöst w erden.
D ie  bei der F ö rd e ru n g  a u f tre te n d e  F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it, folglich 

au ch  d ie  zu ih rer B e rech n u n g  no tw en d ig e  B eziehung, h ä n g t auch  v o n  der 
A rt d e r  a u f  das K ö rn ch en  w irk en d en  T rieb- u n d  Z u rü c k h a ltu n g sk ra f t ab. 

Im  folgenden w erd en  die ty p isc h e n  F älle  b eh an d e lt.
a )  D ie Triebkraft is t dem Q uadrat der relativen Geschivindigkeit p ropor

tional die Zurückha ltungskra ft verursacht Stöße ( 8) .  D ieser F a ll t r i t t
bei d e r  m it großer G eschw ind igkeit vo rgenom m enen  F ö rd e ru n g  v o n  g roß 
k ö rn ig em  M aterial (z. B . G etreide) auf.

D ie B eziehung d er F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it u n d  d er re la tiv e n  G eschw in
d ig k e it zu r G asgeschw indigkeit k a n n  aus dem  G leichgew icht d er K rä f te  
b e s tim m t w erden:

sin d , e rg ib t sich durch  A n w en d u n g  d er B eziehungen  (9) u n d  (15), fe rn e r du rch  
E in fü h ru n g  der sog. F a llg esch w in d ig k e it (oder Schw ebegeschw indigkeit):

fü r  d en  Z usam m enhang  zw ischen m itt le re r  re la tiv e r  G eschw ind igkeit u n d  
m itt le re r  F ö rderg u tg esch w in d ig k e it die B eziehung:

n F 1 =  lqa +  A  A p s .
D a ab  er

n =  l ~ a-  =  l ——— u n d  qa
Gi vaGi

Qa

(18)

(19)

S e tz t m an  nun  den A u sd ru ck

(20)
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ein, so e rh ä lt m an  d ie  m it der G asgeschw indigkeit a u sg ed rü ck ten  u n d  zum  
u n m itte lb a re n  G eb rau ch  geeigneten  F orm eln

w — —
К

l - K
, v e +

und

K 2

(1 к у

и, l + K v l  

l - K

v l — w l
l - K 1 (1 K f  1 к

(19a)

(19b)

(К  =  I  n>o/2 g  is t  eine ab g ek ü rz te  B ezeichung).
A us den obigen A b le itungen  g e h t h e rv o r, daß  die B eziehungen  zw ischen 

den  G eschw indigkeiten  vom  R o h rd u rr  hm esser und  von  d e r M enge des F ö rd e r
gu tes  u n ab h än g ig  sind .

B ild  7a zeigt die a u f  G rund  d e r F o rm eln  (19), (19a) u n d  (19b) b e rech 
n e te n  G eschw ind igkeitsverhältn isse  (w0 =  9,5 m /s; f  =  0,185/m ), im  F a lle  
s ta tio n ä re r , lo tre c h te r  F ö rd e ru n g  v o n  W eizen. Zum  E n tw u r f  d er F ö rd e ru n g s
lage k a n n  das B ild  7b u n m itte lb a r  g eb rau ch t w erden . D ie h ie r  d a rg este llte  
L in ie  vs —  n>0 bew eist, d aß  die F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it n u r  m it g rober 
A n n äh e ru n g  als D ifferenz der G asgeschw indigkeit u n d  d e r S chw ebegeschw in
d ig k e it b erech n e t w erden  k an n . D ie beid en  im  Bild b eze ich n e ten  P u n k te  sind  
E rgebn isse  der v o n  A hland  [18] im  R ah m en  von  W eizen fö rderung  v o r 
genom m enen  M essungen.

I n  der p n eu m a tisch en  D ü n n stro m fö rd e ru n g  h a t  Y o llh eim  m it G las
kugeln  u n te rsch ied lich er D u rch m esser F ö rderg u tg esch w in d ig k e iten  gem essen 
[11]. D ie im  B ild  8 d a rg es te llten  P u n k te  zeigen die v o n  V ollheim  in  F ö rd e r
rö h re n  von  64 m m , 82,5 m m  u n d  101 m m  D urchm esser gew onnenen  M eßergeb
nisse. D ie e ingezeichneten  K u rv en  w u rd en  a u f  G rund ob iger G eschw ind igkeits
b e rech n u n g en  b e s tim m t. Die m it H ilfe  des obigen B erech n u n g sv erfah ren s

Tafel I

d 0 [mm] f [m—>] w 0 [m/s] c.

1,1 0,348 9,0 0,44

L9 0,324 11,0 0,44

4,5 0,356 17,0 0,44

e rrech n e ten  K u rv en  stim m en  m it d en  M eßpunk ten  g u t ü b ere in . Im  L aufe 
d er B erechnung  e rg ab en  sich die in  d e r Tafel I an g e fü h rte n  W erte  fü r  den  
B eiw ert I ,  fü r die Schw 'ebegeschw indigkeit w0 und  fü r  d en  aero d y n am isch en  
W id e rs ta n d sfa k to r  Ce, dessen W e rt sich dem  S au g fö rd e ru n g szu stan d  en t-
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w[m/s]

B ild  7. Beziehungen der G eschw indigkeiten bei der lotrechten , stationären  Förderung von  
W eizen: die relative G eschw indigkeit als F unktion  der Fördergutgeschw indigkeit (a); die 
Fördergutgeschw indigkeit u n d  die relative G eschwindigkeit als F unktion  der Gasgeschwindig

keit (6)

sp rechend  bei A n n a h m e  des spezifischen  G ew ichtes d e r L u ft m it yg =  
1,15 k p /m 3 ergab.

Die n ahezu  k o n s ta n te  G röße des B eiw ertes |  fü r  die B erechnung  der 
A b n ah m e der k in e tisc h e n  E nerg ie  infolge v o n  S tößen  w eis t d a ra u f  h in , daß  
d ieser F a k to r  als S to ffw e rt g eb ra u c h t w erden  k a n n . D as z u r G eschw indig
keitsb erech n u n g  g e b ra u c h te  V erfah ren  ze ig t, d aß  die auftretenden Geschwindig-
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vQ[m/s]

B ild  8c

B ild 8. D ie gem essenen [11] und errechneten (fette  K urve) W erte der Fördergutgeschwin- 
digkeit bei der lotrechten , stationären Förderung einer Glaskugel vom  Durchmesser d 0 =  
=  1,1 m m  (a), 1,9 m m  (b) und 4,5 mm (c); der Rohrdurchm esser D  ist  bei M eßpunkt j o V  

64 m m , ( jo  д  82,5 m m  und I  V  f  101 mm

keitsverhältnisse von der Förderleistung , vom M ischungsverhältnis ( Gutbela
dung) und  vom D urchm esser des Förderrohres unabhängig  sind , w as auch  die 
M eßergebnisse V ollheim s bestä tig en .
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D ie w äh ren d  d e r F ö rd e ru n g  a u f tre te n d e  relative Geschwindigkeit ist im m er  
größer als die Schwebegeschwindigkeit. D iese »erhöhte« re la tiv e  G eschw indigkeit 
l ie fe r t w äh ren d  d e r F ö rd e ru n g  die F ö rd e rk ra f t , die n a tu rg e m ä ß  g rößer als 
d a s  G ew icht des F ö rd e rg u te s  sein m u ß  (F x ^> G J.

b)  D ie Triebkra ft ist der relativen G eschwindigkeit proportional (17), die 
die Bewegung hem m ende K ra ft (Z urückha ltungskra ft)  w ird  durch Stöße  (8) 
verursacht. D ieser F a ll t r i t t  hei d er F ö rd e ru n g  fe inkörn iger S toffe (d0 <  80 /лт.) 
e in , w enn  die K ö rn ch en  h a r t  u n d  e lastisch  sind u n d  sich im  F ö rd e rro h r w äh 
re n d  d e r F ö rd e ru n g  a n  die R o h rw an d  p ra lle n d  u n d  n ic h t längs d ieser g le itend  
fo rtb ew eg en  (D ü n n stro m fö rd e ru n g ).

D ie Beziehungen der Gasgeschwindigkeiten  kön n en  aus dem  G leichgew icht 
d e r  K rä f te  e rm itte lt  w erden :

F ^ G .  +  S , .

D ie  B eziehungen  (17) u n d  (8) e in g ese tz t u n d  das G ew icht eines K ö rn ch en s 
d u rc h  die Schw ebegeschw indigkeit Gx =  3 d0w0 au sg ed rü ck t, e rh ä lt m an  
d en  A u sd ru ck :

3nrjgd0w  =  3 nrjg d() w0 - f £ Gi v\

4

u n d  h ie rau s is t

W =  w0 +  l ------v̂ a .
4

D ie F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it k a n n  auch  m it H ilfe d er G asgeschw indig
k e it  (20) a u sg ed rü ck t w erden

vn = / s 2 +
2g

s2 Wß | t c 0
(V g  —  W  o)

£w0
( 21)

D ie G eschw ind igke itsänderungen  s ind  fü r  diesen F a ll in  den  B ildern  9a u n d  
9b d a rg es te llt. D as B ild  s te llt die B eziehungen  der G eschw ind igkeiten  w(va) 
u n d  va(vg) sowie w (vg) fü r  M ehlkörnchen  m it einem  D urchm esser d0 =  80 fjm 
(spezifisches G ew ich t ya =  1300 k p /m 3, Schw ebegeschw indigkeit w0 =  0,25 m /s 
u n d  B eiw ert f  =  0,2 m _1) dar.

W ie aus dem  B ild  ersich tlich , is t im  F alle  der p n eu m a tisch en  F ö rd e ru n g  
fe in k ö rn ig e r S toffe die re la tiv e  G eschw ind igkeit w esen tlich  g rößer als die 
Schw ebegeschw ind igkeit.

c) D ie Triebkra ft ist dem Q uadrat der relativen Geschwindigkeit p ropor
tiona l (15), die Zurückha ltungskra ft w ird  durch die Reibung ausgelöst (Ю ).  D ieser 
F a ll t r i t t  bei d er F ö rd e ru n g  g ro ß k ö rn ig e r (d0 >  1 m m ), w eicher S toffe auf.
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w[m/s]

B ild. 9. Beziehungen der G eschw indigkeiten bei der Förderung von  M ehl (d 0 =  80 (im , y a =  
=  1300 kp/m 3, w 0 — 0,25 m /s, £ — 0,2 ni — 1 ): die relative G eschw indigkeit als Funktion der 
Fördergutgeschwindigkeit (a), die Fördergutgeschw indigkeit und die relative  G eschwindigkeit 

als F unktion der Gasgeschwindigkeit (6)

Ä hnliche  B eo b ach tu n g en  k a n n  m a n  au ch  hei F ö rd e ru n g en  m it g roßer G u t
b e la d u n g  m ach en , wo sich auch  die e lastischen  K ö rn ch en  w egen der D ic h t
s tro m fö rd e ru n g  von  d e r R o h rw a n d  n ic h t en tfernen  k ö n n e n  u n d  gezw ungen 
s in d , en tlan g  d ieser zu  g leiten .

D ie B eziehungen  d er G eschw ind igkeiten  können  aus dem  G leichgew icht 
d e r K rä f te  b e s tim m t w erd en :

F ^ G .  +  S , .

D ie B eziehungen  (15) u n d  (10) e in g ese tz t u n d  Gx m it d er Schw ebegeschw indig
k e it  n a c h  (18) au sg ed rü ck t, e rh ä lt  m an

w  =  w Q]j \ - \ - k  =  k o n s ta n t (22)

u n d  d ie  F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it

va =  Vg—w0 У l - \ - k  • ( 2 3 )
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D ie G eschw ind igke itsänderungen  n ach  den  F o rm eln  (22) u n d  (23) v e r
an sch au lich t das B ild 10, wo die D a ten  bezüglich  d er F ö rd e ru n g  von G rob
sc h ro t (H a lb p ro d u k t d e r  M üllerei) angegeben  sind. H ie r s ind  d er B erechnung 
die W erte  d0 =  1,5 m m , w 0 =  3,3 m /s u n d  к  =  0,8 zu g ru n d e  gelegt.

d ) D ie Triebkraft is t der relativen Geschtvindigkeit proportional (17), die 
Zurückhaltungskraft entsteht aus der Reibung  (10). D ies is t h au p tsäch lich  d a n n  
d e r  F a ll, w enn fe in k ö rn ig e r S to ff m it g ro ß er G u tb e lad u n g  gefö rdert w ird .

v ,w [m /s ]

B ild  10. Beziehungen der G eschw indigkeiten bei der Förderung von  Grobschrot (H albprodukt 
der Müllerei); d a =  1,5 m m , y a =  1300 kp/m 3, w 0 — 3,3 m /s, к =  0,8)

Die G eschw ind igke itsverhä ltn isse  k ö n n en  auch  h ie r  aus dem  G leich
g ew ich t der K rä fte  e rm it te l t  w erden:

i ^ C t  +  S f

S e tz t  m an  nun  fü r  d a s  G ew icht eines K örnchens Gx =  3 Щ % d0iv0 u n d  die 
A u sd rücke  (10) u n d  (17) ein, so e rh ä lt m an  den  A u sd ru ck :

3 m )g d„w =  (1 -f- k) 3 nrjg daw0 .

N ach  K ürzung  g e lan g t m an  zum  E rgebn is

w  =  (1 -f- k) Wq =  k o n s ta n t . (24)

D ie F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it liefert die B eziehung

va =  Vg —  (1 +  к) w0 . (25)

D ie  G eschw ind igkeitsverhältn isse  w eisen auch  h ier den  aus B ild 10 e rs ich t
lichen  C harak ter auf.
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V. D ruckverhältn isse  län g s der lo trech ten  B esch leun igungsstrecke

In  dem  der Z u fü h ru n g  d e r K ö rn ch en  fo lgenden R o h ra b sc h n itt , längs 
d e r sog. B esch leun igungsstrecke  erfo lg t die B esch leun igung  d er g e fö rd erten  
K ö rn ch en . Ih re  G eschw indigkeit w ird  in diesem  A b sc h n itt v o n  d e r p rak tisch  
vai =  0 G eschw indigkeit a u f  d ie  s ta tio n ä re  B e triebsgeschw ind igke it va e rh ö h t. 
(D ie m o m en tan e  F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it b e trä g t  längs d er B esch leun igungs-

B ild  11. Änderung der Fördergutgeschw indigkeit und des Drucks längs der B eschleunigungs
strecke

streck e  vai.) D ie D ru ck än d e ru n g  d p /d l en tlan g  des R ohres is t  infolge der 
B esch leun igung  der K ö rn ch en  g rö ß er als die im  A b sc h n itt d er s ta tio n ä re n  
F ö rd eru n g .

D ie Ä nderungen  d er F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it u n d  des D ru ck ab fa lles  
sind  im  B ild  11 v e ran sch au lich t. D ie e ingehende P rü fu n g  d er B esch leun igungs
s treck e  [7] zeigt, daß  sich d ie  F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it a sy m p to tisc h  d er 
F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it des s ta tio n ä re n  Z u standes n ä h e r t , w eshalb  die 
B esch leun igungsstrecke  als u n en d lich  lang  angenom m en w erden  k a n n . D ie 
B esch leun igung  der K ö rn ch en  k a n n  m an  ab er als b een d e t b e tra c h te n , w enn 
die F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it die des s ta tio n ä re n  A b sch n itts  m it e iner A bw ei
ch u n g  von  e tw a 5 %  erre ich t h a t .  D ie so ged eu te te  S trecke  h e iß t B esch leun i
gung sstreck e  /, u n d  die zu r Z u rü ck leg u n g  dieser S trecke e rfo rderliche  Z e it
d a u e r is t die B esch leun igungszeit (i,).

D ie bei der F ö rd e ru n g  v o n  S to ffen  längs der B esch leun igungsstrecke  
a u ftre te n d e n  zusätz lichen  D ru ck ab fä lle  sind  w esentlich  g rößer als die im  
s ta tio n ä re n  F ö rd eru n g szu stan d . D ie B erech n u n g  k an n  a u f  G ru n d  d er a u f  die 
K ö rn ch en  w irkenden  K rä fte  v o rg en o m m en  w erden.
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L a u t B ild 12 b e fin d e n  sich in  einem  e lem en ta ren  R o h ra b sc h n itt der 
L änge  dl n K örnchen . In  d iesem  R o h ra b sc h n itt b e trä g t  d er e lem en tare  D ru ck 
ab fa ll

Apzi =  — = ----(Fj-f-Gi+SJ ,
A

wo F d =  F x —  (Gr -f- Sx) is t u n d  die a u f  das K ö rn ch en  w irkende B eschleuni
g u n g sk ra ft b ed eu te t.

B ild  12. Die auf ein  K örnchen wirkenden K räfte längs der Beschleunigungsstrecke

D en drei K ra ftw irk u n g e n  en tsp rech en d  k a n n  d er längs d er B esch leun i
gungsstrecke  a u f tre te n d e  zusätzliche D ru ck ab fa ll aus d re i Teilen e rrech n et 
w erd en :

4Pzi =  ДраА-A paiA -A pSi . (26)

H ie r  b edeu ten

A pa Druckabfall aus der Beschleunigung,'
Apqi Druckabfall aus dem  Stoffgew icht,
A psi Druckabfall aus den Zurückhaltunsgkräften.

a )  D er D ru ck ab fa ll aus der B esch leun igung  (A p a) lie fe rt die zu r B esch leu
n ig u n g  der K örn ch en  e rfo rderliche  K ra f t  (bei l =  0 is t vai =  0):

à Pa = f  « d l =  f  — ~ d l  =  \  Г  dvai =  . (27)
J0 g A  Jo vai g A  g A  Jo gA

b)  D er zum  H u b  d er K örn ch en  no tw en d ig e  D ru ck ab fa ll (Apai) is t  
in d e r B esch leun igungsstrecke  größer als d e r D ru ck ab fa ll, d e r zum  H u b  der 
K ö rn ch en  in  einem  R o h ra b sc h n itt  des s ta tio n ä re n  F ö rd erb ere ich s erforderlich  
is t. D ies fin d e t seinen  G ru n d  d arin , d aß  sich in  d e r B esch leun igungsstrecke  
infolge der k leineren  F ö rd erg u tg esch w in d ig k e it m eh r K ö rn ch en  b e finden  als 
in  e inem  gleich la n g e n  R o h ra b sc h n itt des s ta tio n ä re n  F örderungsbere iches. 
L ängs der B esch leun igungsstrecke  ä n d e r t  sich das F ö rd erg u tg ew ich t je  lfm
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(qai) in  F u n k tio n  des O rtes u n d  im  u m g e k e h rte n  V erhä ltn is  zu r F ö rd e rg u t
geschw ind igkeit .

D er zum  H u b  der K örnchen  b e n ö tig te  D ruckab fa ll:

Z ur B estim m u n g  des D ruckabfa lles A p a  m u ß  m an  d ah er en tw ed er die F u n k 
tio n  F ö rd e rg u tg esch w in d ig k e it-R o h rlän g e  vai(l) oder die sog. B esch leun igungs
ze it (i,) —  die zu r B eschleunigung d e r K ö rn ch en  erfo rderliche Z e itd a u e r  —- 
k en n en . D ie F u n k tio n e n  vai(l) u n d  t( h än g en  au ch  von  der A rt d er a u f  das K ö rn 
chen  w irk en d en  Z u rü c k h a ltu n g sk ra ft ab . F ü r  den  F all, wo die Z u rü c k h a l
tu n g s k ra f t  von  S tößen  h e rrü h r t , k ö n n en  L ösungen  dem  S c h rif ttu m  [7] e n t 
n om m en  w erden .

c) D er d u rch  die Z u rü c k h a ltu n g sk rä fte  v e ru rsach te  D ru ck ab fa ll (Apsi) 
n im m t au ch  längs der B esch leun igungsstrecke , den  u n te rsch ied lich en  A rte n  
d er Z u rü c k h a ltu n g sk rä fte  en tsp rech en d , versch iedene  F o rm en  an . D ie B e rech 
n u n g  k a n n  n ach  K a p ite l I I I  v o rgenom m en  w erden .
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Velocity and Pressure in  Vertical Pneum atic Conveying. The additional pressure drop 
at pneum atic conveying can he calculated from the forces acting on the transported particles. 
For uniform  vertical transport the additional pressure drop (Zlp z) results from the weight- 
liftin g  pressure drop (zlp g )  and the pressure drop o f the retaining forces (Zips). The pressure 
drop zips cannot be calcu lated  w ith  one form ula, because it  depends on the form o f conveying. 
The m ean velocity  o f th e  m aterial, developing during the uniform  vertical transport can 
be determ ined from the forces acting on the particle. The formula suitable for determ ining  
m ateria l ve locity  is o f  d ifferent shape according to th e  kind of transportation (thin-flow  con
v ey in g , dense-flow conveyin g) and to the kind o f th e  transported particle.

Режим скоростей и давлений, формирующийся в процессе вертикального пневмати
ческого транспорта (Л. Папай). Дополнительное падение давления, имеющее место при 
пневматическом транспорте, можно вычислить на основе сил, действующих на транспор
тируемые зерна. Дополнительное падение давления в случае вертикального равномерного 
транспорта слагается из падения давления от подъема груза и падения давления от тор
мозящих усилий. Вычисление падения давления нельзя выполнить при помощи единой фор
мулы, так как то зависит от формы транспорта. Средняя скорость материала, формирую
щаяся при вертикальном равномерном транспорте, может быть вычислена на основе дей
ствующих на зерна сил. Формула, пригодная для определения скорости материала, яв
ляется различной и зависит от формы транспорта (транспорт в неплотном потоке, транс
порт в плотном потоке) и от вида транспортируемых зерен.
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BENDING ANALYSIS OF SYMMETRICALLY OR 
ANTIMETRICALLY LOADED STRAIGHT-EDGE SHELLS 

WITH SURFACES OF FOURTH ORDER

L. K O LLÁ R*
DR. OF TECHN. SC. 

and

Z. GÁRDONYI** -  D. H O LN APY***

[Manuscript received  17 Oct. 1969]

Shells w ith  m ediane surfaces of higher than second order will have equations w ith  
variable coefficients. There ex ists a special ana ly tica l m ethod to face the arising d ifficu lties, 
otherw ise the m ethod of fin ite  differences has to  be applied. These two m ethods w ill be pre
sented in detail first for general cases, and th en  on data of an erected shell structure checked  
by a m odel test. B oth  m ethods will be num erically  com pared and theoretically  evaluated

1. In tro d u c tio n

O ften  i t  is ad v an tag eo u s b o th  f ro m  a rc h ite c tu ra l an d  s tru c tu ra l a sp ec ts  
fo r a shell to  h av e  a t  le a s t tw o o p p o site  re c tilin e a r  edges. A m ong easy  to  ca l
cu la te  surfaces o f second order, th is  c o n d itio n  is on ly  m e t w ith  b y  cy lin d rica l 
shells. S ince, how ever, th is  has a o n e -w ay  c u rv a tu re , g rea t bend in g  m o m en ts  
arise  in  case of large spans, requ irin g  g re a t w all th icknesses fo r th e  sake  o f 
s ta b ility . T hus, i t  is ad v isab le  to  a p p ly  d o u b ly  cu rv ed  shells. In  th e se  cases, 
how ever, s tra ig h t edges belong only  to  a t  le a s t fo u rth -o rd e r  surfaces.

F ig . 1 shows th re e  a lte rn a tiv es  o f  shells w ith  m ed iane  surface

z =  A x 2 +  B y 2 -|- Cx2y 2. (1)

C onven ien tly  assum ing  co n stan ts  A , В  an d  C, hyp erb o lic  or e llip tic  su rfaces 
can  be  developed  w ith  tw o  opposite  re c tilin e a r  edges (Fig. l a  an d  6, re sp .) , 
an d  even  all fou r can  be  m ade to  be s tr a ig h t  (F ig . lc ).

F orces arising  in  th ese  shells c a n n o t be described  b y  th e  m em b ran e  
th e o ry , because  im p o r ta n t  m om ents a re  likely  to  arise  in  th e ir  f la tte n in g  
ex trem e  regions. I t  is th eo re tica lly  im possib le , indeed , to  ensure equ ilib riu m  
b y  m ere m em b ran e  forces. On th e  o th e r  h a n d , how ever, these  shells c an  be  
considered  fa irly  a c c u ra te ly  as shallow  —  ju s t  because  th e ir  edges f la t te n .  
So, th e y  can  be tre a te d  according to  th e  b en d in g  th e o ry  of shallow  shells.

* Dr. K ollár L., K arap u. 9, B udapest X I I . ,  (H ungary)
** Gárdonyi Z., Ormódi u. 15/a., B udapest X I I . ,  (H ungary)

*** H olnapy D., Öv u. 150., Budapest X I V . ,  (H ungary)
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A  so lu tion  will b e  p re sen ted  fo r tw o  k in d s  o f load : to ta l  a n d  a n tim e tric  
(F ig. 2 ), u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  loads. (O ne-sided  lo ad  can be  o b ta in e d  as a sum  
o f b o th .)

A ssum ptions on  edge su p p o rtin g  co n d itio n s  are:
T h e  shell is h in g ed  a t  th e  edges, hen ce  b o th  deflection  w  an d  b en d in g  

m o m e n t n o rm ally  to  th e  edge are  zero:

and
w  =  0

d2w  

Э n2
=  0

(2a)

(2b)

where w  — deflection
n  =  direction norm al to  the edge.
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E dges do n o t  res is t an y  h o rizo n ta l force, hence th e  m em b ran e  co m 
pression  n o rm a lly  to  th e  edges is zero:

n n =  0 . (2c)

F ig . 2

F in a lly : th e  shell edge is p re v e n te d  from  d isp lacem en t ta n g e n tia lly  to  
th e  edge b eam . H ence, th e  s tra in  a n d  co n seq u en tly  th e  m em b ran e  co m p res
sion a long  th e  edge is zero:

ns =  0 . (2 d)

where s= d ir ec tio n  parallel to the edge.

T h u s , edges su p p o rt only v e r tic a l a n d  ta n g e n tia l forces. F o r th e  shell 
th e  f ir s t  is a b en d in g  shear, an d  th e  second  a m em b ran e  shear.

2. Kinds of solution

T h e f ir s t  so lu tio n  to  be p re sen ted  is an  an a ly tica l one, th e re a f te r  a p p li
ca tio n  o f  f in ite  d ifference equations w ill b e  described . F in a lly , accu racy  an d  
convergence o f b o th  m ethods w ill he  ex am in ed  on d a ta  o b ta in ed  on th e  shell 
s tru c tu re  re fe rred  to  in  [4] and  co m p ared  to  m odel te s t  resu lts , lead ing  to  p ra c 
tic a l conclusions on  th e  app licab ility  o f  each  m ethod .

3. Solution by the analytical method

T he a n a ly tic a l so lu tion  is based  o n  th e  d iffe ren tia l eq u a tio n s o f b e n t  
shallow  shells. N eg lec ting  th e  tra n sv e rse  c o n tra c tio n  (v =  0) an d  ta k in g  in to  
acco u n t o n ly  v e r tic a l loads, th e  c o m p a tib ility  an d  equ ilib rium  eq u a tio n  o f 
shallow  shells will assum e th e  fo rm  (see e.g. [1]):

AA F  +  D  ■ L w  =  0 , (3a)

К  • A A w  — L F  =  p  , (3b)
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where I' (x. y )  
w (x, y )
Л =  Э2/8ж2 +  92/8y2 
L  =  d2zjdx2 82/8y2 —- 
—  202z/8*8y Э2/9*8у +  
+ 8 2z/8y2 82/8*2
D  =  Et 
К  =  E t3/ 12
t
P

membrane stress function,
vertical d isp lacem ent o f the shell surface,
the Laplace operator,

the Pucher operator, 
tensile stiffness o f the shell, 
bending stiffness o f  the shell, 
shell thickness, 
vertical load.

A ssum ed  b o u n d a ry  cond itions are m o s t e a s ily  m e t b y  expand ing  b o th  F  
a n d  w  in to  doub le  F o u rie r  series (N av ie r so lu tion).

3,1 Solution fo r  a sym m etric load 

In  case o f sy m m e tric  loads, th e  N a v ie r  so lu tion  will be:

F  =  Fmn cos a>m я: ■ cos cony ,  (4)
m n

w  =  J ?  мотп cos tvm X ■ cos mn y ,  (5)
m П

w here

a>m = m  — , (6 a)
a

otn =  n — , (6b )
b

a n d  m, n — 1, 3, 5 , . .
A ssum ing a c o n s ta n t  load, it  w ill be  e x p an d ed  in to  double F o u rie r series: 

P  =  ^ P m n  cos wm X ■ cos con у . (7a)
m П

S u b s titu tio n  of E q s  (4), (5), (6) in to  E q s  (3a, b ), needs an  even n u m b e r o f 
d iffe ren tia tio n s w ith  re sp ec t to  x  or y , th e re b y  recovering  te rm s cos comx  cos cony  
u n a lte re d , possib ly  m u ltip lied  b y  even  fu n c tio n s  o f x  or y .  B esides, a m ixed  
d e riv a tiv e  w ith  re sp e c t to  x  and  у  h a s  to  be developed , lead ing  to  te rm s  
sin  (Omx  sin mny ,  to  b e  m ultip lied  b y  a te rm  (x  • y ) .  T h ereb y , w ith  re sp ec t to  
e ith e r  x  or y ,  a p ro d u c t  of tw o odd fu n c tio n s  will re su lt, lead ing  again  to  an  
ev en  fu n c tio n  in  b o th  d irections.

T hus, th e  e q u a tio n s  will inc lude  o n ly  even  fu n c tio n s, b u t  som e tr ig o n o 
m e tric  te rm s w ill h a v e  v ariab le  coeffic ien ts . T his d ifficu lty  w as faced  b y  
S zm odits [6] b y  a g a in  expand ing  th e se  te rm s  w ith  v a riab le  coefficien ts in to  
F o u rie r  series. T h e re b y , variab le  coeffic ien ts v an ish , an d  all te rm s will co n ta in  
trigonom etric  fu n c tio n s  of th e  form  cos (Omx  • cos mny ,  p e rm ittin g  a s im p lifica 
tio n , lead ing  to  a sim ple  linear e q u a tio n  sy stem  fo r coefficients F mn a n d  w mn.
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T his is w h a t S z m o d it s  did  fo r a sym m etric  load  in  [6 ]. E ssen tia ls  of 
his so lu tio n  will be p resen ted  he re , p a r tly  fo r th e  sake o f com pleteness, an d  
p a r t ly  to  u n ify  tre a tm e n t.

F o r th e  c o n s ta n t load  in te n s i ty  (p 0), coefficients p mn (7a) will t a k e  th e
fo rm :

Pmn = i ^ ( - i p + " - 2>/*. (7b)
^mti

A pply in g  o p e ra to r  L  to  fo rm u la  (4) o f F :

L -  F  =  — 2 У  {[(A  + C y 2) co2e +  (B  +  Cx2) ш \\ ■ cos со x  ■ cos со у  +
H Q

+  4 Схусо^ me • sin co  ̂x -  sin coß y ) ,  (8 )

w here  fi — 1, 3, 5 . . .  , an d  q =  1, 3, 5 . . . (fi, q rep lac ing  sub scrip ts  m , n  fo r 
th e  sake o f la te r  ca lcu lations).

T rigo n o m etric  te rm s  w ith in  c lam ped  b rack e ts  m u ltip lied  b y  x2, y 2 an d  
x y  w ill again  be ex p an d ed  in to  F ourier-series of th e  form  cos ытх  • cos cony  
req u irin g  in teg ra tio n s :

F o r fi m  an d  q ^  n:

11
f+a/2

*J  -a/2 

1 

2

2 ■ cos со x  ■ cos com x  ■ dx  =

2 a

(«U "m )2
( 1)(>+m+2)/2 2 a

(%  +  " т )2
( _l)(/<+m)/2

(9)

r+bl 2
/ 4 =  у  • sin coey  cos cony  ■ dy  =  

' -Ы 2 ( 12 )

( l)(e+n + 2)12 _ (-!)< « + n)!21

2
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A nd fo r ц =  m an d  q =  n:

I  1
r + a / 2

X 2 ■ cos co  ̂X  ■ cos com X  ■ dx
' -a ß

a 3 a
(13)

5 J 24 4 co2m

' " J
'• + 6 /2

у 2 • cos сод у  ■ cos соп у  ■ dy
' - 6 / 2

b3 b
(14)

" 24 4 G)2

T 1
r + a / 2

X  ■ sin  coa X  ■ cos com X  ■ dx
' -a ß

a
(15)7 “ J 4 com

' • - J
ГМ-6/2
I у  • sin  cog у  ■ cos con у  ■ dy
' -bß

b

4 con
(16)

A p p ly in g  th e  above in teg ra ls , th e  re p e a te d ly  ex p an d ed  form  o f (8) will be: 

L  ■ F  =  — У  J ?  E m n  ■ cos com X  ■ cos cony  (17)
/ a q  m n

w ith  coefficients

P ^  m , в ^  n: Е%п =  32 Ccom со con a> ( -  l)(m+,+n+e)p . 1 1 , (18)
K i ~ K  mn (4

H =  m , Q =  n: E%n =  2 (Aco2+ B col)  +  —  (b2co2 e+ a 2 со2) , (19)
6

H ^  m, q =  n: E'*n =  8 Ccom со ( —1)(
2 I 2

_  L  ;m +i<+2)/2 +

" v « ~ К У

f i  =  m , e ^ n :  E % n  =  8  C c o „  cofi ( - l)< "+*+2>'2 ± “ * -
К -to 2)2

( 20)

(21)

T h e sam e  opera tion  on  th e  w  series leads to :

L  w = — У, E Z ,  ■ cos com X ■ cos mn у  (22)
fJ- Q m П

w h ere  E ^ n can ag a in  b e  o b ta in ed  from  E q s  (18) th ro u g h  (21).
N ow , m ak ing  use  o f  (17) and  (22) a n d  su b s titu tin g  (4) an d  (5) in to  E q s 

(3a, b ) , th e  eq u a tio n s decom pose fo r d iffe ren t m  an d  n values. S im plification  
b y  expression  (cos comx  • cos cony )  occu rrin g  in  each te rm  resu lts  in  a lin ea r 
e q u a tio n  system  fo r coeffic ien ts E m n  a n d  w „ j n .

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



B E N D IN G  A N A L Y S IS 111

F o r a p a ir  o f v a lu es  (ire, re) th is  ta k e s  th e  fo rm :

Fmn(co2 m+co2n)2- D  2  =  0. (23)
f* Q

К  ■ wmn(a>2m+ œ 2n)2+  2  2 F ^ E Z r  =  ( - 1)<"+"-2>'2. (24)

I f  an  equal n u m b er o f te rm s  w ill be considered  from  ex p an sio n s w ith  re sp ec t 
to  b o th  (X, Q an d  m , re, th e n  as m a n y  eq u a tio n s re su lt as th e re  a re  unknow ns, 
th u s  th e  eq u a tio n  sy s tem  can  be solved.

T h e rea fte r, in te rn a l forces can  be o b ta in e d  fro m  th e  k n o w n  fo rm ulae:

d2F  

8.У2 

82 F  

dx2 

82 F
"xy

m x =  — К

m y =  — K

rnXy =  — К

дхду

Э2 w 

дх2 

d2w

QyT

Э2 w 

д х д у

(25a-c)

T heir p o sitiv e  in te rp re ta t io n  is seen in  F ig . 3. (A p o sitiv e  b en d in g  
causes ten sio n  in  th e  b o tto m  fib re .)

F o rm u lae  for in te rn a l  forces in  p a r tic u la r  are :

rex =  — 2  2 F mn w2n ■ cos tom X ■ cos mny
m  n

ny — — 2  2  F mn m m ' c o s  œ m x  • COS (Ony
m  n

(25d-f)

m om en t

n xy — У  У  F lu>mrnnsm m mx ■ s i n  cony

(26a-c)

m.

mxy

=  +  * 2 2
m n

=  +  * 2 2
m n

=  - к  2

w mn  c o s  œ m x  ' c o s  f f ln  У

w mn  c o s  m m x  ‘ COS COn y

™mn °>m " n  s m  COm X • S i n  Шпу

(26d-f)
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Membrane forces

F ig . 3

3,2 Solution  fo r  antim etric loads

F o r shell s tru c tu re s  (or th e ir  edge arches) in  F ig . 1 th e  un ifo rm  load 
a n tim e tr ic  in  x  m ay  also  he  c ritica l (F ig . 2). This p rob lem  can  also be solved 
acco rd in g  to  th e  m e th o d  p resen ted  in  ite m  3,1. The load  w ill now  be ex p an d ed  
in to  th e  series

p  =  ^  У p mn-sm com x -c o s (o ny  (27)
m n

w ith  m =  2, 4, 6 . . .  , a n d  n =  1, 3, 5 . . .

P m n  Л 2 Р П  ( И'" : '■
л -т п

fo r m  =  2, 6, 10, 14 . . . and

for m =  4, 8, 12 . . .

(28a)

(281.)
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D ue to  a n tim e try , Fourier-series

F  — ^  Fmn sin com X • cos cony (29)
m n

an d w — ^  ̂  wmn sin COm X • cos cony  
m n

(30)

will be assum ed  as s tress an d  deflec tion  functions. A p p lica tio n  of o p e ra to r  L  
needed fo r th e ir  su b s titu tio n  in to  E q s (2) an d  (3) leads to

L - F  = - 2 2 2 F , e {[{A + C y 2) o>*+(B+C**) со2,]  .
Ц  Q

(31)
• sin  CO,  X • COS COey  — 4 C xy  C0g CO,  • COS CO,  X ■ sin  C O g j}

w here  /j, =  2, 4, 6 . . . an d  
q =  1, 3, 5 . . .

In teg ra ls  needed  fo r th e  expansion  of th e  te rm  in  b ra c k e ts  in to  F o u rie r 
series of fo rm  sin co,x • cos cogy  a re :

F o r [i ^  m  an d  q ^  n:

ra/2
J 9 =  X2 sin  со, X • sin  com X ■ dx  —

Jo (32)
JL

2
-a /2

+m)/2 .
(co +  CO mf

(._ l)(H+m)/2

rapJ. - cos со X • sin  com X • dx  =

(33)

2 K - c o m)

an d  fo r Ц =  m  an d  q — n:

rap

( _  ]\(/< + m )/2  _

2{C0 +COm)
. (_1)(к+т)/2

- j:
rap=J. “

X2 ■ sin  со,, X ■ sin  com X ■ dx  = --------------- -—
* 48 8 ©2,

“I2 . J a
cos со,, X • sin  com X ■ dx  =  ■

8 con

(34)

(35)

B esides, also in teg ra ls  (10), (12), (14) an d  (16) h av e  to  b e  ap p lied , lead ing  to  
th e  follow ing, re p e a te d ly  ex p an d ed  fo rm  of (31):

L - F  =  — 2  ^  F  2 E%n • sin com X ■ cos cony .н-е/л q  m n
(36)
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F o rm u lae  for coeffic ien ts  are:

E%n =  32Ccomcollconcot( - i y m+*+n+«+W '
C 0 m -° > 1  0j2n ~ 0}l

H =  m , Q — n: Е%п =  2 (A œ 2e+  —— (b2 co2+ a 2 a>2) ,
6

,« ^  m , о =  n: E%n =  8 C com «„( — l ) (m+|i)/2.
«  со̂

4 =  m ,Q^ n :  E%n =  8С con а>в( - l ) ^ m .  0>"+<B«
(со2- f t )2)2

(38)

(39)

(40)

, (37)

A p p lica tion  of o p e ra to r  L  to  deflec tion  fu n c tio n  w  leads, w ith  th e  sam e coeffi
c ien ts , to

L - M) =  - -  2 2  « w  2 E rnn ■ sin  com X • cos con y . (41)
ß Q m  n

T h is  all replaced in to  E q s  (3a, b ), s e p a ra tin g  te rm s  co rresp o n d in g  to  d ifferen t 
(m , n) and  s im plify ing  b y  (sin (omx  • cos cony )  leads to  th e  follow ing linear 
e q u a tio n  system  fo r coeffic ien ts F mn an d  u>mn:

Fmn K , + c o 2)2 -  D  2  2  «W E%n =  0 , (42)
ß Q

к  ■ w mn (ft)2, +  CO2)2 +  2  Еце E ™  =  Fmn, (43)
ß Q

w here  p mn is defined  b y  (28a— b).
A gain, as m a n y  eq u a tio n s  re su lt as th e re  are  u n k n o w n s, if  th e  n u m b er of 

te rm s  /X and  q is chosen  equal to  th a t  o f te rm s  m and  n, re sp ec tiv e ly . In te rn a l 
forces follow in v a ria b ly  from  (25) an d  (26), in p a r tic u la r :

n x =  — ^  У  Fmn co2n • sin  ft)m ж -cos wny ,
m  n

n y  =  - 2 2 F m n co2m ■ sin ft)m X • cos con у , (44a-c)
m  n

n xy =  +  ^  Emn ■ comcon ■ co s iomx  • sinft)ny ,
m  n

m x  =  + К  2  J ?  U>mn C02m • sin  ft)m X ■ COS OJn у  ,  
m n

Itly =  -f- К  —  w mn C°n ' sin  C°m x  ' cos œn У i 
m n

m xy -  +  К  JV  w mnoom (on ■ cos (omx  ■ sin ft),, у .
m n

(4 4 d - f )
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4. N um erica l so lu tion

T he n u m erica l so lu tion  is b ased  on th e  m eth o d  o f com m on f in ite  d iffe
rences (e.g. in  [5]). To th is  effec t, F  an d  w  va lu es  a long  th e  edge a n d  in  a 
(fic titious) row  of p o in ts  b ey o n d  th e  edge have  to  be de te rm in ed .

A ccord ing  to  b o u n d a ry  co n d itio n s fo r w (2a) an d  (2b), w  assum es values

wout Wirvt

along th e  edge an d  in  th e  tw o n e ig h b o u rin g  row of p o in ts  in  co n fo rm ity  w ith  
Fig. 4a (even for non-zero  v).

Stress fu n c tio n  F  is re s tr ic te d  b y  b o u n d a ry  co n d itio n s (2c) an d  (2d). 
T h e  f irs t o f th ese  s tip u la te s  92.F/9s2 =  0, hence F  can  a t  m ost lin ea rly  v a ry  
a long  th e  edge. Since, how ever, from  th e  aspect o f m em b ran e  in te rn a l forces 
th e  c o n s ta n t an d  lin ea r p a r t  o f F  is u n im p o rta n t, F  w ill be  zeroed for th e  sake 
o f sim p lic ity  along th e  w hole edge.

B o u n d a ry  cond itio n  (2d) is e q u iv a len t to  B2f<1/9n2 =  0 defin ing  F  values 
co rrespond ing  to  F ig . 4b in  th e  f ic titio u s  row  of p o in ts  a d ja c e n t to  th e  edge.

A ccord ing  to  all th ese , F  a n d  w  a re  only u n k n o w n  a t  po in ts  w ith in  th e  
edges. To w rite  eq u a tio n s , F  a n d  w  va lues valid  a long  th e  edges an d  in  th e  
fic titio u s  row  of p o in ts  o u tside  th e  edge are needed, th e se , how ever, are n o t new  
u n k now ns. F o r in s tan ce , d iv id ing  th e  dom ain  in to  6 b y  6 p a r ts , we o b ta in  25 
in te rn a l p o in ts , i.e. 50 unkn o w n s e q u iv a len t to  a lin ea r  eq u a tio n  sy stem  w ith  
a 50 b y  50 coefficient m a trix .

M atrix  A  of th e  eq u a tio n  sy s tem  w ill he  of th e  s tru c tu re  [cf. E qs (3a, b )]:

[A ] •
F P

25x25
Q  1
25x25 rF  1

25x1
ГО

25x1

50 X 50 w R
_ 25x25

s
25x 25_

W
_ 25x l_

PL 25x1 J
50x1

(45)
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H e re , th e  firs t and  th e  seco n d  25 row s re p re se n t th e  c o m p a tib ility  equa tion  
fo r  th e  in te rn a l p o in ts  (3a) an d  th e  equ ilib riu m  d iffe ren tia l e q u a tio n  (3b), 
re sp ec tiv e ly .

T h u s, m atrices P a n d  — R co n ta in  b ih a rm o n ic  d ifference opera to rs an d  
d iffe rence  operators c o rre sp o n d in g  to  th e  P u c h e r o p e ra to r, re spec tive ly . Con
se q u e n tly :

Q  = D R  an d  S = K P .25 x 2 5  25x25 25x25 25x25
T his p artitio n ed  m a tr ix  will be in v e rte d  b y  th e  F ro b en iu s  m ethod  [3], 

i ts  essen tia l steps b e ing :
W rite  the  inverse  m a tr ix  in  th e  p a r ti t io n e d  form

A  1 =
Y Z  
U  V

(46)

A cco rd in g  to  th e  d e fin itio n  of reciprocal m atrices , A  • A  1 equals th e  u n ity  
m a tr ix  E =  A A “ 1.

I n  particu la r:

i.e.

P Y  +  Q U P Z  +  Q V E О

RY +  S U R Z  +  SV O  E

PY  +  Q U  =  E ,  
P Z  +  Q V  =  O ,  
R Y + S U  =  O ,  
R Z  +  SV =  E

(47)

(48a-d)

M u ltip ly in g  (48b) fro m  th e  le f t b y  (— R P x) an d  ad d in g  to  (48d):

i.e .

F ro m  (48b)

(S R P -1 Q ) V  =  E ,

V  =  (S R P - 1 Q ) 1. 

Z  =  P - 1 ( — Q V )

(49)

50

In  fac t, th e re b y  th e  p rob lem  becom es solved. N am ely , Y and  U  are  
u n n ecessa ry , th e  so u g h t fo r  v ec to rs  F  an d  w  b e ing  o b ta in ed  fro m  th e  opera tio n

F
=  A “ 1

0 Y T 0
w P U V P -

w h ere  Y and U  sh o u ld  b e  m u ltip lied  th ro u g h o u t b y  0 .

(51)
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F ig . 5

F ig . 6
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T h ereb y  i t  is u n necessary  to  in v e r t  m a tr ix  A of th e  w hole eq u a tio n  
sy s te m  h u t  a few  o p e ra tio n s  w ith  p a r t ia l  m a trice s , each m ak ing  u p  one q u a r te r  
o f  A an d  th e ir  in v e rsio n  will do i t ,  since rig h t-h an d  sides of co m p a tib ility  
e q u a tio n s  are  a lw ays 0 .

T h erea fte r, th e  so lu tio n  of th e  e q u a tio n  system  will be  checked  b y  re su b 
s t i tu t io n . (R esu lts  m a y  be fu r th e r  im p ro v e d  b y  th e  S outhw ell b lock  re la x a tio n  
[2 ], th is  p rocedure  c a n n o t be p ro v ed , h o w ever, to  be co n v erg en t in  every  
case.)

F rom  th e  o b ta in e d  F  and  w  v a lu es , in te rn a l forces fo r each p o in t c an  be 
c o m p u te d  b y  d ifference expressions co rresp o n d in g  to  fo rm ulae  (25) an d  (26).

5. Determination of forces arising in the existing shell structure

F o r th e  sake  o f  illu s tra tio n , in te rn a l  forces dete rm in ed  b y  th e  p re sen ted  
m e th o d s  of th e  e x is tin g  shell s tru c tu re  (F ig . 5 and  [4]) w ill be  co m p ared  to  
each o th e r an d  to t e s t  d a ta  o b ta in ed  on  a 1 : 15 scale m odel o f th e  s tru c tu re

(F ig . 6). (Tests w ere d irec ted  b y  A. Sz it t n e r  in  th e  L a b o ra to ry  o f th e  D e p a r t
m e n t o f S teel S tru c tu re s  of th e  B u d a p e s t T echnical U n iversity .)

T he m ain  sizes o f  th e  s tru c tu re  a re  th o se  show n in  Fig. 7. F o r th e  sake 
o f  sim p lic ity , in te rn a l forces are  re fe rred  to  a load  of 0,100 M p/sq .m , u n ifo rm ly  
d is tr ib u te d  in  h o riz o n ta l p ro jec tion .

Six in te rn a l forces of th e  shell (n x, n y, nxy, m x, my, m xy) a t  16 p o in ts  
in d ic a te d  on th e  g ro u n d  p lan , Fig. 8 , h a v e  b een  calcu la ted , p a r t ly  b y  th e  a n a ly 
tic a l  m e th o d  (item  3), tak in g  in to  a c c o u n t 2 — 2, 3 -|— 3, 4 —|— 4 an d  5 -f- 5 
te rm s  of th e  doub le  F o u rie r  series fo r F  a n d  w, and  th e n  b y  th e  f in ite  d ifference 
m e th o d  of item  4 , d iv id ing  th e  shell in  th e  ground p lan  in to  6 b y  6 fields.
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R esu lts  fo r sy m m etrica l and  a n tim e tr ic a l (F ig. 2) loads a re  com piled in  T ab les
S. 1 th ro u g h  S. 16 a n d  A. 1 th ro u g h  A. 16, respective ly , n u m b ered  acco rd ing  
to  th e  16 p o in ts  show n in Fig. 8 .

F o r  a b e t te r  illu s tra tio n , th e  d is tr ib u tio n  of in te rn a l forces o b ta in ed  b y  
th e  f in ite  d ifference m eth o d  (considered  as exact), as w ell as values of d eflec
tio n  fu n c tio n  w  an d  stress fu n c tio n  F  have  been  p lo tte d  in  d iag ram s,

nam ely , in  F igs 9 th ro u g h  16 a n d  in  F igs 17 th ro u g h  24 fo r sy m m etrica l 
( to ta l)  a n d  a n tim e tr ic a l loads, re sp ec tiv e ly .

D u rin g  th e  m odel te s t , b en d in g  m om en ts m x a n d  m y h av e  only  b een  
d e te rm in ed  in  th e  shell m iddleline (a long  th e  x  axis), fo r sy m m etrica l (to ta l)  
a n d  u n ila te ra l loads (because o f th e  d ifficu lty  to  produce  an tim e tric a l loads). 
H ence , th e  m odel te s t  resu lts  w ere co n fro n ted  in  m x an d  m y d iag ram s p lo tte d  
in  a lo n g itu d in a l section  along ax is x  to  tho se  of th e  f in ite  difference m e th o d  
a n d  to  th e  m om en ts o b ta in ed  w ith  2 -f- 2 an d  5 —J— 5 te rm s  from  th e  an a ly tic a l 
m e th o d  (Figs 25 th ro u g h  28). M odel te s t  d a ta  w ere co n n ec ted  b y  s tra ig h t 
lines, w hile ca lcu la ted  d iagram s w ere in d ica ted  b y  cu rv ed  lines —  sim ila rly  
as in  F igs 9 th ro u g h  24.
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F ig . 23

In  w h a t follow s, th e  f in ite  d ifference m eth o d  will be  accep ted  as “ ex ac t 
so lu tio n ”  to  w hich  th e  a n a ly tic a l m eth o d  will be refe rred . R esu lts  lead  to  th e  
fo llow ing conclusions, on  a d v a n ta g e s  an d  d isad v an tag es o f each  m eth o d :

T he fin ite  d ifference m e th o d  is d isad v an tag eo u s b ecau se  of its  h igh  
c o m p u te r  tim e  d em an d  (2 to  3 h ou rs in  ou r exam ple).

T he an a ly tica l m e th o d  is less ex ac t. N evertheless, a so lu tio n  invo lv ing  
2 +  2 te rm s y ields a fa ir  a p p ro x im a tio n , expecially  fo r m ax im u m  stress 
v a lu es . Increasing  th e  n u m b e r o f  te rm s  increases th e  accu racy  b u t  only  slowly. 
D e v ia tio n  m ax im a are  fo u n d  in  ny values of T ab les A .2, A .6 a n d  A .10, as well 
as in  n xy values of T ab les  A .15 an d  A .16, p a r t ly  a t tr ib u ta b le  to  th e  fa c t th a t  
th e se  spo ts are  n o t m ax im a  b u t  here  th e  cu rve  ascends from  0 to  th e  apex . 
H en ce , th e  respective  cu rv e  sections o b ta in ed  b y  th e  tw o  m eth o d s  are  like ly  
to  b e  sh ifted  h o rizo n ta lly . O n th e  o th e r h a n d , here  i t  ap p e a rs  w h a t w as said 
on  th e  convergence o f th e  a n a ly tic a l m e th o d , n am ely , t h a t  no ex ac t va lu es  
ca n  be  o b ta in ed  even  w ith  5 +  5 te rm s, or a t  leas t n o t a t  a ll p o in ts . V arious 
c o m p a ra tiv e  ca lcu la tio n s show ed resu lts  to  be considered  rea lly  “ e x a c t”  to
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p —TOO k p /m 2 ( u n i l a t e r a l )

1 Ш Н 1 Щ Ц Щ Щ

F ig . 27

p-100 kp/m2(unilateral)

req u ire  ab o u t 12 to  15 te rm s  in  each  d irec tion . The co m p u te r  tim e  d em an d  in  
o u r  exam ple:

F o r 2 +  2 te rm s 3 to 4 m in.
3 +  3 te rm s 6 to 8 m in.
4 +  4 te rm s 30 to 40 m in .
5 +  5 te rm s 90 to 125 m in. 3 . n early  t h a t  o f th e  fin ite  d if

ference  m ethod.
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T he m ain  a d v a n ta g e  of th e  a n a ly tic a l m e th o d  w as seen to  consist in  th e  
s ligh t co m p u ter tim e  dem and  (w ith 2 + 2  te rm s) to  y ie ld  fa ir  ap p ro x im a tio n s . 
T h u s, it  is suggested  to  he used fo r p re lim in a ry , ap p ro x im a tiv e  ca lcu la tio n s.

Numerical values for internal forces obtained by different
methods at points indicated in Fig. 8.

Legend:

2 + 2 N u m b er of te rm s ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  from  th e  F o u rie r-
3 +  3 series o f th e  a n a ly tic a l so lu tion
etc.
Diff. S o lu tion  by  th e  f in ite  d ifference m eth o d
n V - Пу,  n Xy in  M p/m
m x. my, m xy in  M pm /m

Tables S .l  through S.16
In tern a l forces fo r  100 k p /s q .m  sym m etric total load

Table S .l

* =  0, y  =  0

nx nxy mx my mxy

2 +  2 — 7,115 — 2,186 0 — 0,0337 — 0,0363 0
3 +  3 — 6,000 — 1,044 0 — 0,0054 — 0,0289 0
4 +  4 —6,216 1,272 0 — 0,0344 — 0,0351 0

5 + 5 — 5,972 — 1,249 0 — 0,0151 — 0,0312 0
Diff. — 6,563 — 1,466 0 — 0,0250 — 0,0338 0

Table S.2

* =  o/6, y  =  0

nX ", n x y mx my m x y

2 +  2 — 5,485 — 0,814 0 + 0 ,0 0 1 1 + 0 ,0 0 1 6 0
5 -{- 5 — 5,406 — 1,001 0 — 0,0101 — 0,0132 0
Diff. — 5,647 — 1,088 0 — 0,0147 — 0,0091 0
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Table S.3

X  =  a l3, y  =  О

nx nV nxy mx my mxy

2 +  2 — 2,386 + 0 ,7 7 5 0 + 0 ,0 3 5 7 +  0,0391 0

3 +  3 — 2,723 + 0 ,5 7 1 0 + 0 ,0 7 3 6 +  0,0554 0

4 +  4 — 3,235 — 0,012 0 +  0,0576 + 0 ,0 5 0 4 0

5 +  5 — 3,388 + 0 ,2 1 9 0 + 0 ,0346 + 0 ,0 4 5 9 0

D iff. — 2,370 +  0,597 0 + 0 ,0 5 3 0 +  0,0512 0

Table S.4

X =  a/2, у  — О 

A ll internal forces are zero

Table 3.5

X =  0, y  =  6/6

”x n nxy "»X my m xy

2 +  2 — 6,611 — 1,924 0 — 0,0276 — 0,0138 0

5 +  5 — 5,776 — 1,255 0 — 0,0134 — 0,0218 0

D iff. — 6,119 — 1,336 0 — 0,0215 — 0,0243 0

Table S.6

II Os 4 II 6/6

П* ny nxy mx ТПу mxy

2 +  2 — 4,978 — 0,709 — 1,090 + 0 ,0011 +  0,0075 + 0 ,0 1 8 9

5 +  5 —4,871 — 0,967 — 0,593 — 0,0083 — 0,0035 + 0 ,0 1 4 7

D iff. — 4,946 — 0,920 — 0,785 — 0,0121 — 0,0033 + 0 ,0 1 4 2

Table S.7

X =  a/3, y  — 6/6

nx nxy mx my mxy

2 +  2 — 2,012 + 0 ,6 9 6 — 1,051 + 0 ,0294 + 0 ,0 2 6 8 — 0,0007

5 +  5 — 2,489 + 0 ,5 2 6 — 1,356 + 0 ,0300 + 0 ,0 3 5 1 + 0 ,0 2 3 2

D iff. — 1,983 + 0 ,5 3 2 — 0,999 +  0,0451 + 0 ,0 4 1 9 + 0 ,0 0 1 1
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Table S.8

X  =  a /2, y  =  6/6

nx nx y mx m y m x y

2 +  2 0 0 — 0,732 0 0 —0,0202
5 + 5 0 0 — 0,623 0 0 — 0,0539
D ifi. 0 0 — 0,740 0 0 — 0,0176

Table S.9

X =  0, y  =  6/3

nx nxy mx ТПу mxy

2 +  2 — 4,335 — 1,146 0 — 0,0141 + 0 ,0 1 2 3 0
5 +  5 — 4,556 — 0,991 0 — 0,0092 +  0,0048 0
Diff. — 4,462 —0,871 0 — 0,0120 +  0,0010 0

Table S.10

X  =  a/6, y  =  6/3

n x nv n x y m x m y m x y

2 +  2 — 3,137 — 0,413 2,061 +  0,0007 +  0,0114 + 0 ,0 2 3 8
5 +  5 3,133 — 0,690 1,359 — 0,0049 + 0 ,0148 + 0 ,0 2 6 4
Diff. — 3,034 — 0,497 1,495 — 0,0061 + 0 ,0 1 0 0 +  0,0223

Table S . l l

ж =  а/3, y  =  6/3

n X n'J n x y m x Ttty mxy

2 +  2 — 1,098 +  0,430 -1 ,878 +  0,0153 +  0,0074 — 0,0028
5 +  5 — 0,894 +0 ,780 — 1,749 +  0,0197 +  0,0191 + 0 ,0 2 6 0
Diff. — 1,078 +  0,328 1,752 +  0,0247 + 0 ,0204 + 0 ,0 0 0 5
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T able S .12

X =  а/2, y  =  bl3

nx "y nxy mx my mxy

2 +  2 0 0 — 1,193 0 0 — 0,0287

5 +  5 0 0 — 1,968 0 0 — 0,0758

D iff. 0 0 — 1,400 0 0 — 0,0294

T able S .13

X =  0, у  =  6/2 

All internal forces are zero

T able S .14

ж =  а/6, y  -  6/2

nX nv nxy mx my mxy

2 +  2 0 0 — 2,480 0 0 + 0 ,0 2 2 4

5 +  5 0 0 — 1,844 0 0 + 0 ,0 2 4 3

D iff. 0 0 — 1,840 0 0 +  0,0242

T able S .15

ж =  а/3, y  =  6/2

nx nv nxy mx my mxy

2 +  2 0 0 — 2,202 0 0 — 0,0042

5 +  5 0 0 — 1,246 0 0 + 0 ,0 1 6 3

D iff. 0 0 — 2,040 0 0 + 0 ,0 0 0 4

T able S .16

ж =  o/2, y  =  6/2

n x n t n * l m* m x y

2 +  2 0 0 — 1,334 0 0 — 0,0296

3 +  3 0 0 — 1,916 0 0 — 0,0596

4 +  4 0 0 — 2,887 0 0 — 0,0676

5 +  5 0 0 — 3,508 0 0 — 0,0663

D iff. 0 0 — 1,610 0 0 — 0,0330
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Tables A .l  th ro u g h  A .16

In terna l forces fo r  100 kp jsq .m  antim etric load (F ig. 2).

T ab le  A . l

* =  0, y  =  0

All internal forces are zero

T ab le  A .2

X  =  a ] 6,  y  =  0

Tlx n x y m x m y m x y

2 + 2 — 3,920 + 0 ,8 3 0 0 +  0,0364 + 0 ,0 1 4 2 0
5 +  5 — 4,010 — 0,186 0 + 0 ,0 4 9 8 + 0 ,0 6 7 9 0

Diff. — 4,669 — 5,910 0 +  0,0394 + 0 ,0515 0

T ab le  A .3

X =  a/3 , y  =  0

n x n v n x y m x m y m x y

2 +  2 — 10,429 — 10,049 0 +  0,0587 + 0 ,1 4 6 4 0

3 +  3 — 10,307 — 10,051 0 +  0,0451 + 0 ,1 1 6 8 0
4 +  4 -  9,496 —  7,957 0 +  0,0580 +  0,1116 0
5 +  5 —  9,727 —  7,581 0 + 0 ,0 7 1 7 + 0 ,1 0 8 9 0

Diff. — 10,010 —  7,772 0 + 0 ,0 3 7 9 +  0,0889 0

T able  A .4

X =  a/2, y  =  0 

All internal forces are zero

T able  A .5

X =  0, y  =  6/6

- tly n x y mx mv m x y

2 +  2 0 0 + 0 ,7 2 3 0 0 — 0,0021

5 +  5 0 0 +  1,118 0 0 + 0 ,0 3 1 7
Diff. 0 0 +  1,787 0 0 + 0 ,0212

9 *  Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



1 3 2 L . K O L L Á R  e t  al.

T ab le  A .6

X  =  а / 6, у  =  6/6

nx n x y m X Ttly mxy

2 +  2 — 5,134 +  0,448 +  2,915 +0,0468 +  0,0750 + 0 ,0 3 6 6

5 +  5 — 4,488 — 0,269 +  2,084 +0,0481 + 0 ,0795 +  0,0253

D iff. — 4,802 — 6,390 +  1,766 + 0 ,0384 +0,0609 +  0,0143

T able A .7

X  =  а /3 , у  —  6 /6

n *V m x m y m x y

2 +  2 — 9,082 — 8,546 -0 ,3 6 2 + 0 ,0359 +  0,0702 + 0 ,0 0 1 0

5 +  5 — 7,995 — 6,419 +  0,741 +  0,0777 +0,0841 + 0 ,0 1 0 7

D iff. — 8,711 — 6,679 — 0,893 +  0,0289 + 0 ,0632 — 0,0106

T able A .8

X — a/2, у  =  6/6

n X n y n x y m x m y m x y

2 + 2 0 0 -5,829 0 0 — 0,0731

5 + 5 0 0 — 6,767 0 0 — 0,1037

D iff. 0 0 — 3,540 0 0 — 0,0287

T able A .9

ж =  0, у  =  6/3

n x

2 +  2 0

5 + 5 0

Diff. 0

У_____
n x y m X m y m x y

0 +  2,754 0 0 + 0 ,0 6 7 5

0 +  2,893 0 0 +  0,0751

0 +  3,514 0 0 +  0,0467
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Table A .10

X =  a/6, y  =  6/3

nx ny nxy my mxy

2 +  2 — 4,973 — 0,054 + 4 ,8 1 7 +  0,0447 + 0 ,1 1 5 8 +  0,0296

5 + 5 — 4,653 — 0,358 + 4 ,0 1 4 +  0,0370 +  0,1017 + 0 ,0 3 6 8

Diff. — 4,354 — 5,597 +  3,091 + 0 ,0291 + 0 ,0 7 4 3 + 0 ,0 2 1 2

Table A . l l

X =  a 3, y  =  6/3

n x ny n x y m X my m x y

2 +  2 — 5,301 — 4,752 — 1,377 + 0 ,0035 —0,0247 — 0,0337

5 +  5 — 5,830 — 4,077 +  0,249 +  0,0695 4-0,0156 — 0,0520

Diff. — 5,333 ^ 3,789 -1 ,7 5 7 +  0,0106 +  0,0100 — 0,0234

Table A .12

X  =  a/2, y  =  6/3

nx "y nxy mx my mxy

2 + 2 0 0 -  9,634 0 0 — 0,0591

5 +  5 0 0 — 11,419 0 0 —0,0448

Diff. 0 0 -  6,210 0 0 — 0,0425

Table A .13

X =  0, y  =  6/2

n v n x y m x my m x y

2 +  2 0 0 4  4,047 0 0 +  0,1189

5 +  5 0 0 +  3,636 0 0 + 0 ,1 1 4 6

Diff. 0 0 +  4,350 0 0 4-0,0607
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Table A .14

ж =  о/6, у  =  6/2

n X "» n x y m x m y m x y

2 +  2 0 0 +  5,429 0 0 +  0,0147
5 +  5 0 0 + 4 ,6 9 0 0 0 + 0 ,0 3 0 9
D iff. 0 0 +  3,610 0 0 + 0 ,0 2 2 2

Table A .15

ж =  а/3, у  =  6/2

n x
■

n y n xy mx m y m x y

2 +  2 0 0 — 2,024 0 0 — 0,0595

5 +  5 0 0 — 0,619 0 0 — 0,1456
D iff. 0 0 — 2,17 0 0 — 0,0304

Table А .16.

ж =  а/2, у  =  6/2

n v n x y m X m U m x y

2 +  2 0 0 — 10,858 0 0 —0,0293

3 +  3 0 0 — 11,782 0 0 + 0 ,0 2 8 0

4 + 4 0 0 12,164 0 0 + 0 ,0 8 5 6

5 +  5 0 0 — 11,778 0 0 + 0 ,1 1 4 7

D iff. 0 0 -  6,550 0 0 — 0,0445

R E F E R E N C E S

1. F l ü g g e , W.: Statik und D ynam ik der Schalen (3. Aufl.) Springer-Verlag, B erlin—G öttin
g e n —Heidelberg 1962

2. H o l n a p y , D.: A Generalization of the Grid P o in t M ethod, o f E ngineering Im portance.*
M élyépítéstudom ányi Szemle, 17 (1967), 273 — 274

3. K is ,  О.: Calculation M ethods I.* Felsőoktatási Jegyzetellátó, B ud apest 1965
4. K o l l á r , L.: Design and Erection o f a Shell w ith  a Surface of Fourth Order. In: Large-span

Shells, (Proc. IA SS-C ongr. Leningrad, 1966). Tsinis, Moscow, 1968. Vol. I. p. 255.
Shell Structures B uilt during the Second Phase of E xpansion o f the Székesfehérvár  
L ight Metal W orks.* M élyépítéstudom ányi Szemle, 1969, 541 — 545

5. S o a r e , M.: Application of F in ite  Difference E qu ations to Shell A nalysis, Pergam on Press,
London — A cadem y o f R oum ania, B ucharest 1967

6. S z m o d it s , K.: Analysis o f Shallow  Shells o f G eneral Shape. Proceedings o f  the IA S S -S ym po-
sium  on Shell Structures in  Engineering Practice, Budapest 1965. É pítéstudom ányi 
In tézet, 1966 Vol. 2. 419 — 429.

* In Hungarian.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



B E N D IN G  A N A L Y S IS 135

Berechnung gebogener symmetrisch und antim etrisch belasteter Schalenfläehen vierter 
Ordnung m it geraden B ändern. Die G leichungen von  Schalen , die m it einer Ober
fläche von höherer als zw eiter Ordnung ausgebildet sind, haben veränderliche K oeffizienten. 
Die daraus enstehenden Schw ierigkeiten können  entweder m it H ilfe einer speziellen analiti- 
schen M ethode oder der Differenzenrechnung bew ältig t werden. D ie  Verfasser führen diese zwei 
Verfahren vor, und zwar erstens im  allgem einen Gebrauch und dann m it den konkreten Angaben  
einer schon ausgeführten Schalenkonstruktion, die auch m it e inem  M odellversuch kontrolliert 
wurde. Außer der num erischen Gegenüberstellung wurden die zw ei M ethoden auch theoretisch  
ausgewertet.

Расчет на симметричную и антиметричную нагрузки гнутых оболочек с прямым 
краем и с поверхностью четвертой степени (Л. Коллар, 3. Гардони и Д. Хольнапи). 
Уравнения оболочек, оформленных с поверхностью, имеющей степень выше второй, будут 
иметь переменные коэффициенты. Вытекающие из этого затруднения можно преодолеть с 
помощью специального аналитического метода, или же необходимо воспользоваться 
методом разностного вычисления. В работе детально демонстрируются эти два ме
тода, а именно сначала в общих чертах, а затем при помощи конкретных данных одной 
возведенной оболочечной конструкции, проверенной также модельными испытаниями. 
Кроме числового сравнения дается также теоретическая оценка этих двух методов.
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WARMVERFORMUNGSVERSUCHE MIT EINER 
HOMOGENEN MESSINGLEGIERUNG

J. GULYÁS und Frau Z. SZARK A  

[Eingegangen am 12. Novem ber 1968]

In dieser A bhandlung werden die Vorgänge besprochen, die bei der W armverformung  
einer hom ogenen M essinglegierung der Phase a  beobachtet werden können, w enn die Verfor- 
m ungsgeschw inditkeit e =  4,55 sec-1  beträgt. Es werden die im Laufe der Versuche aufge
nom m enen Verfestigungskurven und die im Innern der Probestücke auftretenden Gleitlinien 
analysiert. Hieraus kann m an darauf folgern, daß der M echanismus einer W armverformung  
m it gesteigerter G eschwindigkeit jenem  einer K altverform ung ähnlich ist. D ie W irkung der 
therm ischen Erholung ist sowohl in der G estaltung der H ärtewerte w ie auch in dem Gleit
m echanism us klar erkennbar.

I. E in le itung

N ich t u n b e d e u te n d  is t die Z ahl d er F orscher, die sich m it den  K a lt
v erfo rm ungserscheinungen  versch iedener techn isch  w ich tiger M etalle (Ver
festigung , T ex tu rb ild u n g ) u n d  m it den  in  den m eta llisch en  S to ffen  w ährend  
d er K a ltv e rfo rm u n g  v e rlau fen d en  V orgängen  befassen. D em gegenüber finden 
w ir A b h an d lu n g en  ü b e r  W arm verfo rm ungsvorgänge  n u r  in  d er L ite ra tu r  der 
le tz te n  zehn J a h re  [1— 7]. In  diesen w erden  v o r allem  ex p erim en te lle  R esu lta te  
sam t W ertu n g  vo n  W arm v erfo rm u n g sv o rg än g en  [1— 5] b ek an n tg eg eb en , wobei 
die A ufste llung  eines th eo re tisch  w egw eisenden M odells n u r  in  den  le tz ten  
J a h re n  v e rsu ch t w u rd e  [6 , 7].

A ufg rund  d e r a n g e fü h rten  A rbe iten  w ird  h eu te  a llgem ein  als g rund legen 
des P rin z ip  der S a tz  a k z e p tie r t, d aß  die W arm v erfo rm u n g  sich v o n  der K a lt
v e rfo rm u n g  in  au sze ich n en d er W eise d u rch  eine th e rm isch e  E rh o lu n g  u n te r 
scheiden  läß t. N u n  k a n n  m an  die A usw irkung  einer th e rm isc h e n  E rho lung  
im  L aufe  der W a rm v erfo rm u n g  du rch  S te igerung  der F o rm än d eru n g sg esch w in 
d igke it b ed eu ten d  absch w äch en ; a u f  diese W eise e rh ä lt m a n  auch  bei einer 
W arm v erfo rm u n g  eine F u n k tio n sk u rv e  »V erform ungsfestigkeit —  re la tive  
F o rm änderung« , die d er en tsp rech en d en  K u rv e  einer K a ltv e rfo rm u n g  ähnlich  
v e rlä u f t (B ild 1).

In  diesem  B ilde sind  die V erfestigungskurven  der W a rm v erfo rm u n g  bzw. 
der K a ltv e rfo rm u n g  eines p o ly k ry sta llin isch en  K upfers d a rg e s te llt [4, 5]. Die 
V erfestigungskurven  d e r W arm v erfo rm u n g  des K upfers beze ich n en  zwei S p an 
n u n gsw erte  au fgenom m en bei gleicher (500 °C) F o rm u n g s te m p e ra tu r , bezogen
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a u f  zwei in  G rö ß en o rd n u n g  v o n e in an d er u n te rsch ied lich e  V erfo rm ungsge
schw ind igkeitsw erte . D e r V ergleich  d e r aufgenom m enen  K u rv e n  zeig t, d aß  der 
C h a ra k te r  des V erlau fes d er V erfestigungskurven  d er W arm v erfo rm u n g  
v o n  d e r F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k e it e abhän g ig  is t. D ie K u rv e  d er W a rm 
v erfo rm u n g  bei h ö h e re r  V erfo rm ungsgeschw ind igkeit v e r lä u f t  m it g roßer

B ild  1. Verfestigungskurven der W arm verform ung bzw. der K altverform ung eines p o ly 
kristallinischen Kupfers (K urve 1: 500 °C und в =  0,01 se c -1 ; K urve 2: 500 °C und è — 162 

se c - 1 ; K urve 3: 20 °C und e =  0,25 se c -1 )

Ä h n lich k e it dem  V erlau fe  der K u rv e  d er K a ltv e rfo rm u n g , w obei die K u rv e  der 
W arm v erfo rm u n g  be i m in d erer G eschw indigkeit eine solche Ä h n lichke it n ic h t 
ze ig t. Es is t also die A n n ah m e g e rech tfe rtig t, d aß  bei d e r W arm v erfo rm u n g  
—  abgesehen von  d e r th e rm isch en  E rh o lu n g  —  d er F o rm u n g sm ech an ism u s 
eine  G esetzm äßigkeit au fw eist, d ie je n e r  der K a ltv e rfo rm u n g  h ö ch st ähn lich  is t. 
W en n  diese A n n ah m e als besteh en d es P rinzip  sich n ach  w eisen lä ß t, so w ird  
b e re its  die A ufste llung  eines e inheitlichen , th eo re tisch  b eg rü n d e ten  M odells 
erm öglich t.

B ekann terw eise  [8— 10] b e ru h t  der V erlau f d e r K a ltv e rfo rm u n g  der 
M etalle  g rundsä tz lich  a u f  einer B ew egung der D islo k a tio n en  in  den G leitebenen 
u n d  deren versch ied en tlich en  R eak tio n en . N u n  is t die fü r  den  p lastischen  
Z u s ta n d  ch a rak te ris tisch e  V erfo rm ungsfestigkeit cr0 v o r  allem  von  den p h y s i
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k a lischen  E ig en h e iten  u n d  der K e n n z a h l d e r E la s tiz itä t abhängig . D ie V e r
festig u n g  des M etalls, d. h . die S te ig e ru n g  d er F es tig k e it in  A b h än g ig k e it v o n  
d e r F o rm ä n d e ru n g  w ird  eben d u rch  A u fs tau u n g en  der D islok a tio n en  bzw . 
d u rch  das versch iedene M aß der A u flö su n g  d er A ufstauungen  h e rv o rg eru fen . 
D ie so g en an n ten  a k tiv e n  D islokationen , d u rch  die die F o rm än d e ru n g  h e rv o r 
geru fen  w ird , bew egen  sich in d en  G le itebenen . In  den  m ik ro sk o p isch en  
S tru k tu rb ild e rn  s ieh t m an  die G le itlin ien  als S purlin icn  dieser G le itebenen . 
D iese G leitlin ien  v e rd a n k e n  ihre S ic h tb a rk e it  in  der m ikroskopischen  S c h n i t t 
ebene dem  U m sta n d , d aß  en tlang  d ie se r L in ien  die S pannung  von  je n e r  d er 
U m gebung  ab w eich t, w odurch h ier e ine  a k tiv e re  R eak tio n  m it dem  Ä tz m itte l  
erfo lg t. D as S pan n u n g sfe ld  (der S p a n n u n g sra u m ) w ird  v o rau sse tzu n g sg em äß  
von in  den  E b en en  sich bew egenden bzw . b lo ck ie rten  D is lo k a tio n sg ru p p en  
geb ilde t. D ie G le itlin ien , fü r die k a u m  ein S pannungsfe ld  (S p an n u n g srau m ) 
e x is tie r t —  k o n v en tio n e ll leichte G leitlin ien  (easy  glide) g en an n t —  sind  
fü r die A nfangsperiode  d er K a ltv e rfo rm u n g  ch a rak te ris tisch  [10]. D iese G le it
lin ien  liegen d ic h t nebeneinander, sie k ö n n e n  also m it einem  ü b lich en  Ä tz 
v e rfa h re n  n u r  u n te r  Zuhilfenahm e e in e r besonders s ta rk en  V erg rö ß e ru n g  
s ic h tb a r  g em ach t w erden . Diese A rt v o n  G le itlin ien  b ilden  eine h ö ch st c h a ra k 
te ris tisc h e  B eg le iterscheinung  des K altv e rfo rm u n g sm ech an ism u s.

M it d ieser A b h an d lu n g  h aben  w ir  u n s zum  Ziele gese tz t, zw ischen d en  
im  L aufe  d er W arm v erfo rm u n g  der M eta lle  a u f tre te n d e n  effek tiven  S p a n n u n 
gen einerse its , u n d  den fü r  die K a ltv e rfo rm u n g  ch a rak te ris tisch en  G le itlin ien  
an d ere rse its  einen  gew issen Z u sam m en h an g  ausfind ig  zu m achen , u m  d a d u rc h  
zu einem  besseren  V erständn is der W arm v erfo rm u n g sv o rg än g e  zu g elangen .

II . B eschreibung der V ersuche

W ir h ab en  zw eckm äßigerw eise zu m  G egenstand  u nserer V ersuche eine 
L eg ierung  g ew äh lt, in  w elcher die G le itlin ien  ziem lich w eit v o n e in an d er v e r 
lau fen , u m  den  A b s ta n d  le ich t abm essen  zu  kö n n en . D iesem  Zwecke e n tsp ra c h  
am  b e s te n  die K u p fe r-Z ink -L eg ie rung  M arke  S r 85 (nach der u n g a risch en  
N orm b eze ich n u n g ); näm lich , der F e s ts te llu n g  an d e re r A u to ren  [9] g em äß , 
w ird  d u rch  das Z ink  die S tapelfeh lerenerg ie  s ta rk  h e rab g ese tz t, d. h ., m a n  
e rh ä lt G le itlam ellen  von  größerer D icke .

F e rn e r  b ild e t diese L eg ie rungsm arke  eine hom ogene, feste E in p h a se n 
lösung , d . h ., sie ze ich n e t sich — a n d e re n  L egierungen  gegenüber —  d a d u rc h  
aus, d a ß  sie im  g roßen  u n d  ganzen E ig e n sc h a fte n  aufw eist, w elche denen  a n d e 
re r tech n isch er R e in m e ta lle  naliekom m en. W ir h ab e n  in  unseren  V ersuchen  eine 
V erfo rm u n g sg esch v in d ig k e it gew ählt, m itte ls  w elcher es gelang, eine gen ü g en d e  
V erfestigung  u n d  zugleich eine en tsp re c h e n d e  th erm isch e  E rho lung  zu e rre i
chen , w o durch  die gleichzeitige A u sw irk u n g  b e id e r Prozesse an a ly sie rt w erd en  
k o n n te . A u f G ru n d  v o n  E rfah rungen , d ie  sich im  L aufe bere its  frü h e r e rfo lg te r
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E x p e rim e n te  m it K u p fe r  ergaben  [5], w ar es ra ts a m , fü r unsere  n eu eren  V er
su ch e  eine F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k e it zu  è =  4,55 sec-1 als die v o rte il
h a f te s te  e inzustellen . D ie  angew endete  T e m p e ra tu r  fü r die P ro b estü ck e  d e r 
au sg e fü h rten  K a lt-  u n d  W arm v erfo rm u n g sv ersu ch e  w ar: 20 °C bzw . 600 °C, 
700 °C u n d  800 °C, w obei ein P la s to m e te r  g leichzeitig  zu r A u frech te rh a ltu n g  
e in er k o n s ta n te n  F o rm än d e ru n g sg esch w in d ig k e it d ien te  [5].

W ir h ab en  zy lin d risch e  P ro b estü ck e  m it  den  D im ensionen 15 X 30 m m  
v e rw en d e t. W ir h a b e n  d a fü r  gesorgt, d aß  d u rc h  eine streng  defin ierte  T ech n o 
logie sowohl die m ech an isch en  wie au ch  d ie  s tru k tu re lle n  C h a rak te ris tik en  
d e r P ro b estü ck e  m ö g lich s t dieselben seien. V o r d e r V erform ung w ar die K o rn 
g rö ß e  der S tru k tu r  0 ,07— 0,15 m m . Als V erfo rm u n g  ga lt ein S tau ch en  v e r 
sch iedenen  G rades (e =  10% , 20% , 30 %  u n d  40% ). U m  den S ta u c h u n g s
e n d z u s ta n d  u n v e rä n d e r t  fe s tzu h a lten , w u rd e  je d e s  P ro b estü ck  in  dem  M om ent 
des au sg efü h rten  P ro zesses  m it H ilfe e in er F e d e r  m it g roßer G eschw ind igkeit 
in  eine S alzw asserlösung  h ineingeschossen. A u f diese W eise k o n n te  e rre ic h t 
w erd en , daß  die Z e itsp a n n e  nach  b e e n d ig te m  S tauchen  bis zur A b k ü h lu n g  
a u f  eine T e m p e ra tu r  v o n  180 °C sogar be i e in e r S tü c k te m p e ra tu r  v o n  800 °C 
n ic h t  länger w ar als 1,2 sec. E in  R e g is tr ie rm e ß in s tru m e n t zeichnete  die K r a f t 
k u rv e  als F u n k tio n  des V erform ungsw eges au f. F ü r  Zwecke einer m ik ro sk o p i
sch en  U n te rsu ch u n g  h a b e n  w ir ax iale S c h n ittf lä c h e n  feingeschliffen.

III. Bewertung der Resultate

A u f G rund  d e r  au fgenom m enen K ra ft-W eg - D iagram m e  h ab en  w ir fü r  
je d e n  einzelnen F a ll d e r versch iedenen  T e m p e ra tu re n  die K u rv e n  a ' —  e 
k o n s tru ie r t  (B ild  2). M it H ilfe einer lich tm ik ro sk o p isch en  U n te rsu ch u n g  d e r  
E n d s tru k tu r  d er P ro b e s tü c k e  hab en  w ir gew isse R ekrista llis ierungserscheinun- 
gen  b eo b ach te t. Im  B ild  2 h aben  w ir d iese b e o b a c h te ten  P u n k te  an  den  e in 
ze lnen  K urven  m itte ls  einer sch ra ffie rt g estrich e lten  L inie m ite in a n d e r v e r 
b u n d e n . Aus d iesem  D iag ram m  k an n  fe s tg e s te llt  w erden , d aß  bei den  jew eils 
an g ew en d eten  F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k e iten  u n d  bei den gew äh lten  
T e m p e ra tu ren  v o r  B eg in n  der R ek ris ta llis ie ru n g  das M aß der erfo lg ten  V e r
fes tig u n g  genau  m e ß b a r  w ar. W enn w ir n u n  die V erfestigungsw erte , w elche 
d ie  effek tiven  S p a n n u n g sk u rv e n  bei den  e in ze ln en  T em p era tu ren  k en n ze ich n en , 
m ite in a n d e r v e rg le ich en  wollen, so is t es u n e rläß lich , aus dem  b e o b a c h te te n  
P a ra m e te r  die te m p e ra tu rb e d in g te  Ä n d e ru n g  d er E la s tiz itä tsk o n s ta n te  a u s 
zu sch a lten . Zu d iesem  B ehufe soll d e r V erfestigungskoeffiz ien t 0  =  da '/de  
d u rc h  den zur b e tre ffe n d e n  T e m p e ra tu r  gehörigen  E la s tiz itä tsm o d u l (E ) d iv i
d ie r t  w erden. D er so e rh a lten e  W ert d e r  re la tiv e n  V erh ärtu n g  is t zu r K e n n 
zeich n u n g  des V erfo rm ungsvorganges be i d e r  jew eils angew endeten  T e m p e ra tu r  
geeignet (Bild 3). H ie ra u s  sehen w ir, d a ß  d ie W erte  der re la tiv en  V erfestig u n g  
im  G ebiete der g erin g eren  F o rm v erän d e ru n g  konverg ieren . Diese F e s ts te llu n g
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B ild  2. a  — E K urven für eine Legierung Marke Sr 85  (ungarische Norm ) und e — 445%  s e c -1  
(K urve 1: 800 °C, Kurve 2: 700 °C, K urve 3: 600 °C und K urve 4: 20 °C)

Bild 3. R elative Yerhärtungskurven für eine Legierung Marke Sr 85  (ungarische N orm ) 
und è =  445%  sec“ 1 (K urve 1: 800 °C, K urve 2: 700 °C, K urve 3: 600 °C, Kurve 4: 20 °C, 

schraffiert gestrichelte K urve: A nfang der Rekristallisierung)

s tim m t m it den  V ersuchsergebnissen , w elche von  Se e g e r  fü r einen M ono
k ris ta ll gefunden  w urden , übere in  [10].

M itte ls e lek tro n en m ik ro sk o p isch er A u fn ah m en  d er S tru k tu r  der v e rfo rm 
ten  P ro b en  gelang  es uns, in den  Y crfo rm ungsm echan ism us einen tie fe ren
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B ild  5. G estauchte P robestücke, bei 600 °C und e =  40%

E in b lic k  zu gew innen . Die A ufnahm en  w urden  als zw eistufige A bdrücke einer 
3500fachen  bzw . 8000fachen  V erg rö ß eru n g  gefertig t. D ie B ilder von  P ro b e 
s tü c k e n  vor der V erfo rm ung  zeig ten  au c h  bei abw eichenden  T em p era tu ren  eine 
v o lle  Ü b ere in stim m u n g , ganz u n ab h än g ig  v o n  der E rh itz u n g s te m p e ra tu r  (B ild  4).

D em gegenüber zeigen die B ilder d e r g estauch ten  S tü ck e  gew isserm aßen  
versch ied en e  S tru k tu rfo rm e n . Es zeigen  sich in den einzelnen  K ris ta llite n
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itNij
Bild 6. G estauchte Probestücke, bei 700 °C und e =  10% (a ) bzw. g =  40% (6)

d ich t v erlau fende  G leitlin ien , die bis zu r G renze des K ris ta llits  re ichen  (B ild 5). 
Bei ste igender V e rfo rm u n g stem p era tu r lä ß t  sich ein g rö ß er w erd en d er A b s tan d  
b eo b ach ten  (B ild 6). B ild  6a lä ß t die S p u ren  von  Q uerversch iebungen  erb lik- 
ken . A n den  S ch liffb ildern  der P ro b estü ck e , die a u f  800 °C e rh itz t w orden  
sind , g ib t es noch  im m er e rk en n b are  G leitlin ien , jed o ch  in  größeren  A b s tä n 
den , also in  e iner ge lich te ten  V erte ilung  (B ild  7).
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B ild  8. Gestauchte Probestücke, bei 800 °C und e =  30% m it deutlich erkennbaren G leitlinien

B ild  9. Gestauchte Probestücke, bei 800 °C und e =  30% m it w inzigen, anders orientierten
K ristallteichen

A n den a u f 800 °C e rh itz te n  P ro b estü ck en  fan d en  w ir bei einem  V er
fo rm u n g sg rad  zu 30 %  noch K ris ta llite , in  denen sich die G leitlin ien  deu tlich  
e rk e n n e n  lassen (B ild  8a u n d  8b). Zugleich aber k o n n te  m an  an  denselben  
P ro b e n  (bei dem selben  V erfo rm ungsgrad) K ris ta llite  b e o b a c h te n , w elche einige 
w inzige, anders o rie n tie r te  K ris ta llte ilch en  u m faß ten  (B ild 9a u n d  9b). Also

Acta Technica Acadcmiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



W A R M V E R F O R M U N G S V E R S U C H E 145

w a r die D u rch sch n ittsg rö ß e  d e r G ru n d k ris ta lle  75 ~  150 //, u n d  jen e  d er 
fe in en  K ö rn e r 1,5 -f- 4,5 /t.

A u f G rund  d e r unzäh ligen  e lek tro n en m ik ro sk o p isch en  A u fn ah m en  k o n n te n  
w ir d en  A b s tan d  zw ischen d en  G le iteb en en  s ta tis tisch  au sw erten . W enn  n u r  
w enige M essungen zu r Y erfü g u n g  s teh en , lä ß t  sich kein  v e rläß lich e r D u rc h 
sc h n ittsw e rt d e r L am ellend icke  e rm itte ln , d a  der W inkel zw ischen d er G le it-

B ild  10. Dicke der G leitlam elle als F unk tion  der Verform ungstem peratur und der F orm än
derung (K urve 1: 800 °C, K urve 2: 700 °C, K urve 3: 600 °C, schraffiert gestrichelte K urve:

A nfang der Rekristallisierung)

ebene u n d  d er m ik roskop ischen  B ildebene  zw ischen w eiten  G renzen  v e rä n d e r 
lich  sein  k an n . W en n  m an ab e r zu m in d e s t ü b e r  30 bis 40 M eß resu lta te  v e rfü g t, 
so k a n n  m an  gem äß  Sw an  u n d  N u t t in g  [11] aus dem  M itte lw e rt des G le it
lin ien ab s tan d es  (X m) die L am m elen d ick e  (ld) in  einfacher W eise e rrech n en , 
n äm lich :

ld =  0 ,7 0 1 • X m .

So h ab en  w ir aus den  M eßergebn issen  die Ä nderungen  d er D icke d e r 
G le itlam ellen  als F u n k tio n  d er V e rfo rm u n g s te m p e ra tu r  u n d  d e r F o rm ä n d e ru n g  
in  K u rv e n  d a rg es te llt (B ild 10).

IV. Schlußfolgerungen

D ie aus d en  E x p e rim e n te n  bzw . d en  E rgebn issen  gezogenen F o lg e ru n 
gen sind  geeignet, einige Z u sam m en h än g e  zw ischen gewissen E rsch e in u n g en  
w äh ren d  d er W arm v erfo rm u n g  n ä h e r  zu  be leuch ten . D er U m sta n d , d a ß  
G le itlam ellen  sich auch  bei e in er W arm fo rm u n g  b ilden lassen , zeug t d a fü r ,
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d a ß  die M echanism en d e r W arm - bzw . d e r  K a ltv e rfo rm u n g  einander äh n lich  
sind . N u n  aber k a n n  m a n  aus der b e o b a c h te te n  S te igerung  d er L am ellend icke  
d a ra u f  folgern, d a ß  im  L au fe  einer W a rm v erfo rm u n g  die A uflösung d er D islo 
k a tio n sg ru p p en , d u rc h  w elche das S pan n u n g sfe ld  (der S pannungsraum ) d er 
G leitebenen  h e rv o rg e ru fen  w erden, d e ra r t  v e r lä u f t, d aß  sie m it der T e m p e ra tu r  
u n d  d e r F o rm än d e ru n g  p ro p o rtio n a l e ra c h te t  w erden  k a n n .

D ie fre igew ordenen  D islokationen  bew egen  sich vorausse tzungsw eise  den  
n eu  en ts teh en d en  G le iteb en en  en tlang . I n  diesen n eu en  G leitebenen s ind  die 
H indern isse  spärlich , a lso  g ib t es h ie r k e in  en tsp rech en d es Spannungsfe ld . A us 
d iesem  G runde k a n n  m a n  diese le tz te ren  G le itebenen  m itte ls  der gegenw ärtig  
ü b lich en  Ä tzm eth o d e  u n d  der derzeit n o rm a len  V erg rößerung  n ich t s ic h tb a r  
m achen .

D ie A uflösung  d e r  in  den  G le itebenen  a n g e h ä u fte n  D islokationen  zeu g t 
d eu tlich  fü r eine, d ie  V erfo rm u n g sv erfestig u n g  au flö sen d e  therm ische  E rh o 
lu ng . Bei einer K a ltv e rfo rm u n g  aber is t  e in  solcher V o rgang  n ich t v o rh a n d e n , 
also sind  G leit!inien, angefangen  von  e in er re la tiv en  F o rm än d e ru n g  zu 2 0 % , 
n ic h t m ehr zu e rk e n n e n , da  die in h o h em  M aße a u fg e tü rm te n  D is lo k a tio n s
g ru p p en  a n e in a n d e rg e ra te n  und  ein d ich te s  G efüge b ild en  (V erse tzungs
k n äu e ln ) [8 ]. D ag eg en  is t bei einer W arm v erfo rm u n g  d ie  A u fstau u n g  der 
D islokationen  infolge d e r  th erm ischen  D iffusion  b e d e u te n d  geringer, also 
erscheinen  die G le itlin ien  auch bei e in er h ö h eren  re la tiv e n  F o rm än d eru n g .

D as A usm aß  d e r  th erm ischen  E rh o lu n g  lä ß t sich auch  au f G ru n d  d er 
V erän d eru n g  des re la t iv e n  V erfestigungskoeffizien ten  0 / E  bestim m en . W enn  
w ir vo rausse tzen , d a ß  d ie  im  k a lten  Z u s ta n d  m eß b are  re la tiv e  V erfestigung  
v o n  keiner th e rm isc h e n  E rho lung  b e e in f lu ß t w ird  —  d a  die D iffusion  in  
d e r U m gebung v o n  20 °C n u r  u n b ed eu ten d  is t —  so is t es e rlau b t, die D ifferenz 
zw ischen den b e id en  V erfestigungskoeffiz ien ten , näm lich  dem  der K a ltv e rfo r
m u n g  u n d  jenem  d e r  W arm v erfo rm u n g  als M aß d er th e rm isch en  E rh o lu n g  
zu  b e tra c h te n :

1 0 0

E 20 C° E

Im  B ilde 11 e rk en n en  w ir das M aß der th e rm isch en  E rh o lu n g  als F u n k tio n  d er 
F o rm än d eru n g  u n d  d e r  V e rfo rm u n g stem p era tu r d a rg este llt. A us einem  
V ergleich der B ild e r 10 u n d  11 ist d er enge Z u sam m en h an g  zw ischen dem  
A uflösungsvorgang  d e r  m it H indern issen  b e lad en en  G leitebenen  und  d e r th e r 
m ischen  E rh o lu n g  d e u tlic h  erkennbar.

Diese E rk e n n tn is  lä ß t  d a rau f sch ließen , d aß  d er D islo k a tio n sm ech an is
m us, w elcher bei d e r  W arm v erfo rm u n g  d ie  V erfestigung  h e rv o rru ft, v o n  dem  
M echanism us d er K a ltv e rfo rm u n g  n ic h t abw eich t.

Die bei der W a rm v erfo rm u n g  a u f tre te n d e  V erringerung  der V erfestigung  
w ird  n u n  von irg en d e in em , die a u fg e tü rm ten  D isloka tionen  auflösenden M echa-

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



Vi A R M V E R F O R M U N G S V E R S U C H E 14 7

n ism u s h erv o rg eru fen . H eu te  k a n n  es als h ö ch st w ahrschein lich  angenom m en  
w erden , d aß  m an  diesen M echanism us in  den  R eak tio n en  zw ischen den  leeren  
G itte rs te llen  u n d  den  D islokationen  e rb lick en  k an n , w obei die G eschw ind igkeit 
des V organges eine F u n k tio n  des th e rm isc h e n  D iffusionsprozesses d e r D islo k a
tio n e n  bzw . d er leeren  G itte rs te llen  is t [6 ]. D ie G röße des th e rm isc h e n  E rh o 
lungsko effiz ien ten  x t h ä n g t also v o n  einem  D iffusionsprozeß  ab , w oraus n u n

B ild  11. Das Maß der therm ischen N eugesta ltun g  als Funktion der Form änderung und der 
Verform ungstem peratur (K urve 1: 800 °C, K urve 2: 700 °C, schraffiert gestrichelte K urve:

Anfang der Rekristallisierung)

auch  die b e trä c h tlic h e  A b h än g ig k e it d e r V erfo rm ungsfestigkeit von  der 
G esch w in d ig k e it w äh ren d  der W a rm v e rfo rm u n g  sich e rk lä ren  lä ß t  [1, 3, 5].

G e s tü tz t  a u f  obige A u sfü h ru n g en , k a n n  m an  ruh ig  g elten  lassen , d aß  die 
re la tiv e  V erfes tig u n g  bei der K a ltv e rfo rm u n g  als eine K o m p o n en te  d er V er
festig u n g  b e t r a c h te t  zugleich als A usgangsbasis  zu r B eschre ibung  des M odells 
e iner W a rm v e rfo rm u n g  der M etalle an g ew en d e t w erden  soll. Als eine an d ere  
K o m p o n en te  d e r W arm v erfo rm u n g  k a n n  die durch  die E rh o lu n g  h e rv o rg e ru 
fene V errin g e ru n g  der F estig k e it g e lten , die zugleich von  d er F o rm u n g s
te m p e ra tu r  u n d  der V erform ungsgeschw ind igkeit ab h än g t.
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form ing process carried o u t on a hom ogeneous brass a lloy  is dea lt w ith , when the applied  
speed o f operation ?  am ounted  to 4,55 sec-  *. The exam ination  refers to p lotting the curves 
th a t show the developm ent o f  getting harder and to analysing the slide lines th at present th em 
selves w ithin the m aterial o f the test pieces. F inally , the authors explain  how far the m echanism  
o f warmprocessing at a higher speed of operation can be assum ed to be like the m echanism  
o f  coldforming. E ffects exerted  by the therm al new -developm ent are clearly observable on  
the curves o f getting harder and of the sliding process.

Исследование явлений горячей деформации гомогенного латунного сплава (Й.
Гуяш и 3. Сарка). В данной работе рассматриваются явления горячей деформации 
гомогенного латунного сплава фазы а при скорости изменения формы s =  4,55 сек~'. На 
основе анализа кривых твердения, снятых в процессе опытов, и линий сдвига, наблюдаемых 
внутри образцов, можно сделать вывод, что горячая деформация, имеющая большую ско
рость, происходит с аналогичным механизмом, как и холодная деформация. Но как по 
величинам твердения, так и по механизму сдвига можно хорошо наблюдать действие 
термической регенерации.
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ÜBER VERZAHNTE RÄDER,
DIE EINE VERÄNDERLICHE BEWEGUNGS

ÜBERTRAGUNG ZWISCHEN SICH KREUZENDEN 
ACHSEN VERWIRKLICHEN UND DURCH 

EIN GERADSCHNEIDIGES WERKZEUG 
ABWÄLZBAR SIND

I. LÉVAI*
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen am  24. Januar 1969]

Im  A ufsatz werden die G esetzm äßigkeiten des Eingriffes und der Fertigung der unrun
den Zahnräder untersucht, die bei sich kreuzenden Achsen eine Bewegungsübertragung m it  
einer gegebenen Ü bersetzungsfunktion verwirklichen. D as Them a wird kinem atisch behandelt. 
Der Begriff des Fertigungsaxoides wird eingeführt und die G esetzm äßigkeiten des E ingriffes 
werden auch auf die Fertigungsaxoide ausgedehnt. Der A ufsatz befaßt sich nur m it Fällen, 
wo die Fertigungsaxoide abw ickelbare R egelflächen bilden. D ie D ifferentialgleichung der 
R ichtlin ie eines Fertigungsaxoides wird aufgeschrieben. An einem  Beispiel wird gezeigt, daß 
die Folge der A nalyse der D ifferentialgleichung eine Vereinfachung der Fertigung sein kann.

I. Eingriff von zwei starren Körpern

D ie R e la tiv b ew eg u n g  v o n  zw ei s ta r re n  K ö rp ern  b e s te h t im  allgem einsten  
aus einer V erd rehung  u m  eine A chse u n d  d er V ersch iebung  in  R ic h tu n g  dieser 
A chse. D iese a u fe in an d e rfo lg en d en  A u genb licksch raubenachsen  b ilden  in  
e inem  o rts fes ten  K o o rd in a te n sy s te m , aus dem  w ir die B ew egung d er s ta r re n  
K ö rp e r b e tra c h te n , eine R egelfläche. D iese F läche w ird  ortsfestes A xo id  
g en an n t.

A n je d e n  der sich b ew eg en d en  s ta r re n  K ö rp e r k ö n n en  w ir je  ein  K o o rd i
n a te n sy s te m  ansch ließen . W en n  w ir die L agen  der au fe inanderfo lgenden  
M o m en tan sch rau b ach sen  in  einem  sich den  bew egenden  s ta rre n  K ö rp e rn  
ansch ließenden  K o o rd in a te n sy s te m  besch re ib en , bekom m en  w ir auch  d a n n  
R egelflächen . Die so e rh a lte n e n  R egelflächen  n e n n t m an  bewegende A xoide. 
D ie A xoide sind  im  a llgem einen  w indschiefe, n ic h t abw ickelbare  R egelflächen . 
Im  F a lle  v o n  P lan b ew eg u n g en  b ild en  die A xoide einen N o rm a lsch n itt, d e r 
Z y lindererzeuger g ib t ein  Zen tro id  oder eine Polkurve.

B ei den  Z a h n rä d e rn  n e n n t m an  die d u rch  das D rehen  d er zwei R ä d e r  
a u sg e s ta lte te n  b ew egenden  A xo ide  A ntriebsaxoide.

B ei gegebenen, sich k reu zen d en  A chsen  1 u n d  2  (K reuzungsw inke] : 
E  <  jr/2; d er m in im ale  A c h se n a b s ta n d : a) u n d  hei einer gegebenen U ber-

* Prof. Dr. L é v a i  I .;  N ehézip ari M űszaki E gyetem  Szállítóberendezések Tanszék, 
M iskolc-Egyetem város (Ungarn).
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Setzungsfunk tion  i12 =  o>ljo)2 — f("Pi) k a n n  m an  die M o m en tan sch rau b en acb se  
d  d e r R e la tivbew egung  a u fg ru n d  des B ildes 1 fo lgenderw eise b e s tim m en : 

Zw ischen den  d ie L age der S ch rau b en ach se  d  e rgebenden  v ie r P a r a 
m e te rn  (aj, a2, av  rr2) b e s te h e n  fo lgende B eziehungen :

u n d

sowie

u n d

a i  ~ b  a 2  —  a

ai °2 =

a>1 sin a x =  oj2 sin cr2

A ufg rund  von (2)
. CDj sin a 2
l 12 =  =  Iu>2 sin a x

und
al cot ax =  a2 cot a2 ■

W as den P a ra m e te r  der S ch rau b u n g  b e tr if f t:

( 1)

( 2)

(3)

wo

u n d

CO,

v l2 =  ax a>x sin ax -f- a2 co2 sin a2

cx)12 =  cOi cos <r1 -f- a>2 cos a2 .
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N ach  E in se tzu n g en  u n d  U m fo rm u n g en  e rg ib t sich:

__a l +  a 2
cot o^ +  co t a 2

D urch  B erücksich tigung  der G leichung  (3):

dj cù1 sin o* + o 2 (o2 sin  cr2

a>1 cos a1-\-m2 cos a 2

p  =  a, ta n  <r2 =  a2 ta n (4)

D en P a ra m e te r  der S ch rau b u n g  k a n n  m an  auch au fg ru n d  des B ildes 2 
k o n stru ie ren . A n h an d  von  (1) u n d  (3) w ird  noch geschrieben:

sin  27
ta n  a x =  —---------------

f -j 2 —I— cos 27
und

sin  27
ta n  a., =  — -----  -------- ,

l / i l2 +  cos 27
sowie

1 +  i 12 cos 27
a, =  ------------ —-------------- a .

1 +  2 i 12 cos 2 7 + ii2

(5)

(6)

D u rch  diese B eziehungen w erden  die A ntriebsaxo ide  aus den  A usg an g s
d a te n  b e s tim m t.

Im  F alle  von  Z ah n räd ern  k ö n n e n  die Fertigungsaxoide  (die aus den  
w äh ren d  der F e rtig u n g  s ta ttg e fu n d e n e n  k in em atisch en  V erb in d u n g en  sich e rge
b en d en  R äderaxo ide) von den A n trieb sax o id en  der R äd er abw eichen . W äh ren d  
die A n trieb sax o id e  im  allgem einen w indschiefe  R egeflächen  sind  (z. B . ein 
einschaliges H yperbo lo id ), kön n en  d ie  F e rtigungsaxo ide  d e r R ä d e r  auch  
abw icke lbare  R egelflächen  (z. B . Z y lin d er, K egel usw.) sein.

U n ser A ufsa tz  b e faß t sich m it je n e m  Falle , bei w elchem  die V erzah n u n g  
der u n ru n d e n  R ä d e r m it einem  geradschneid igen  W erkzeug  d u rc h g e fü h rt
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w ird . D ie F e rtig u n g sax o id e  sind d iesm al —  w eil das W erk zeu g ax o id  eben is t —  
abw ickelbare  R eg e lfläch en . W ir fü h ren  u n se re  B erech n u n g en  fü r jen en  F a ll 
d u rch , bei w elchem  die  F ertig u n g sax o id e  d e r R ä d e r  a u f  d e r N o rm altran sv ersa le  
d e r  sich k reuzenden  A chsen  eingreifen.

II. Die Eingriffsgesetze für Zahnräder auf Grund des 
kinematischen Prinzips

B eim  E in g riff  v o n  zwei O berflächen  m üssen  die G eschw ind igkeitsvek
to re n  der R e la tiv b ew eg u n g  in  den B e rü h ru n g sp u n k te n  d e r O berflächen  liegen. 
I n  d en  B e rü h ru n g sp u n k te n  fallen die F läch en n o rm alen  in  die gleiche G erade , 
die zu r re la tiven  G eschw ind igkeit in  diesem  P u n k te  sen k rech t is t:

n -  v =  0 . (7)

W enn w ir a u sd rü c k e n , daß  d ieser Z u sam m en h an g  in  einem  b e s tim m te n  
C  P u n k te  b e s te h t, d a n n  ist

nc vc =  0 .

Im  G eschw ind igkeitsk raftfe ld  der V ek to rsch rau b e  v12, (o12 benennen  w ir 
die a u f  den zum  P u n k te  C gehörenden  G esch w in d ig k e itsv ek to r sen k rech te  
E b e n e  als die zum  P o lp u n k te  C gehörende Polarebene u n d  bezeichnen  sie m it P . 
D ie Sum m e der in  d e r  P o larebene im  P o lp u n k t C d u rch g eh en d en  G eraden , 
d . h . S trah len b ü sch e l, b en en n en  w ir als N ullsystem . D ie E lem en te  des N u ll
sy stem s b ilden die N ullgeraden.

D as System  v12, co12 k a n n  m an  m it g le ichw ertigen  S ystem en  su b stitu ie ren , 
z. B . m it dem  V e k to re n p a a r  von  W inkelgeschw ind igkeiten  coj u n d  to ' (B ild  3). 
N im m t m an die W irk u n g slin ie  (p' )  eines v o n  diesem  W inkelgeschw indigkeits- 
v e k to rp a a r  d u rch  d e n  P o lp u n k tC a u f  (sie d a r f  a b e r  k e in e  N ullgerade se in !) , 
so lieg t die W irk u n g slin ie  p"  des an d eren  d e r W inke lgeschw ind igke itspaare  
in  d er zu dem  P o la rp u n k t C gehörenden  P o la reb en e  P . D ie G eraden p [  u n d  
p'[ nennen  w ir »konjugierte  Polaren«.

Die E ig en sch a ften  des S ch rau b en rau m es k ö n n en  w ir zu r P rü fu n g  d e r 
E in g riffsg ese tzm äß ig k e iten  der Z ah n räd e r an w en d en . G em äß (7) e rg ib t die 
re la tiv e  G eschw ind igkeit in  der R ich tu n g  d e r N o rm alen  zu r Z ahnoberfläche : 
N ull. Dies b e d e u te t, d a ß  ein P u n k t e iner gegebenen  O berfläche n u r  d a n n  
eingreifen  k an n , w e n n  die zu  diesem  P u n k t  g ehörende  O berflächennorm ale  
als N ullgerade im  G eschw ind igke itsk ra ftfe ld  d e r re la tiv e n  S ch raubung  des 
G etriebes v o rk o m m t.

Im  G eschw ind igkeitsk raftfe ld  w erden  die k o n ju g ie r te n  P o laren  d a d u rc h  
ch a rak te ris ie rt, d a ß  je d e  von  ih ren  gem einsam en  T ran sv e rsa len  als N u llgerade  
zu  b e tra c h te n  is t. D ie  gem einsam en N o rm alen  d e r e ingre ifenden  Z ah n flan k en  
im  G eschw ind igke itsk ra ftfe ld  der re la tiv e n  S ch rau b u n g  des G etriebes s ind
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d ah e r u n te r  den  gem einsam en  T ran sv e rsa len  d er geeignet ausgew ählten  k o n 
ju g ie rte n  P o la ren  zu  suchen . Beim E in g r if f  d er Z a h n rä d e r  w erden  solche k o n 
ju g ie rte  P o la ren  b e v o rz u g t, die v o n  d en  K o o rd in a te n  d er m o m en tan en  E in 
g riffspunk te  u n a b h ä n g ig  sind. Diese P o la ra c h se n p a a re  s ind  näm lich  w äh ren d  
des ganzen  E ingriffsvorganges s te tig .

B ei den Z a h n rä d e rn  is t es le ich t, e ine v o n  diesen A chsen  zu b estim m en . 
Z. B. hei den m it eb en er A bw älzm ethode v e rfe r tig te n  R ä d e rn  w ird  die m o m en 
tan e  re la tiv e  D reh ach se  im m er d u rch  d ie  Z a h n flan k en n o rm ale  g esch n itten . 
Die m it einem  D re h k ö rp e r  gefrästen geschliffenen  R ä d e r  h ab e n  ebenfalls so 
eine W erkzeugsd rehachse . Es gibt O b erfläch en , be i den en  m an  auch u n a b h ä n 
gig v o n  der B e a rb e itu n g  solche A chsen f in d e t.
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W en n  eine d er P o la rach sen  b e k a n n t is t, k an n  m an  d u rch  die re la tiv e  
S ch ra u b u n g  des G etriebes die andere  au ffin d en . Im  A ufsa tz  b ild e t die A chse 

(B ild  3) eine E rzeugungslin ie  der m o m en tan en  re la tiv en  D rehachse , d. h . die 
des F e rtig u n g sax o id s . D as A uffinden  ih res  k o n ju g ie rten  G egenstückes (p'{) zeig t 
die A b b ild u n g  d u rch  d ie  re la tiv e  S ch rau b u n g  des G etriebes. D er G ru n d  des

B ild  4

K o n stru ie re n s  is t der, d a ß  der P a ra m e te r  d er S ch rau b u n g  be i g leichw ertigen  
S y s te m e n  der gleiche is t , also

p  =  ax ta n  a2 =  a2 ta n  ax =  X  ta n  e . (8 )

H ie r  is t zu e rw äh n en , d aß  w ir d en  P u n k t  C als gem einsam en  P u n k t  des 
F e rtig u n g sax o id s  d e r R ä d e r  (B ild  4) a u f  der N o rm altran sv ersa le  der sich 
k reu z e n d e n  A chsen belieb ig  au fgenom m en  h ab en . D esgleichen k ö n n en  w ir 
au c h  das P o la rach sen p aar des R ades 2 au ffin d en , wie es B ild  4 zeigt.

D iese k in em atisch en  V erhä ltn isse  ergeben  die M öglichkeit, die E in g riffs 
e ig en sch aften  der m it e inem  g eradschneid igen  W erkzeug  ab g ew älz ten  Z a h n 
flan k en  v e rh ä ltn ism äß ig  einfach zu u n te rsu c h e n :
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B eide R ä d e r  w u rd en  m it d er A bw älzm ethode v e rfe r tig t. D er M om en
ta n p o l des A n trieb es  is t  P u n k t C  (vorläufig  nach  B elieben  aufgenom m en), 
desw egen liegen p'[ u n d  p £ in  einer gem einsam en P o la rebene . So ergeben  
sich  die gem einsam en  T ran sv ersa len  der P o la rach sen  (p'{, , p{p'2, p%) als d ie  in  
d er P o larebene P  d en  P o lp u n k t C d u rch q u eren d en  N u llgeraden . W enn  w ir

w ollen, daß  die R ä d e r  eingreifen sollen, d a n n  m üssen  w ir die gem einsam en 
N orm alen  der E ing riffsflächen  u n te r  den in d er P o la reb en e  P  liegenden 
N u llgeraden  suchen.

Dies k a n n  n u r  so m öglich sein, w enn die Z ah n flan k e  des W erkzeugs 
(F 0) beim  A bw älzen zu r P o larebene P  s en k rech t is t (B ild  5).

V on den N u llg e rad en  ist n u r  e in  solcher S tra h l a u ff in d b a r , der zur Z a h n 
flan k e  senk rech t is t, deshalb  k an n  sich u n te r  solchen U m stä n d e n  n u r ein p u n k t
fö rm iger E in g riff aush ilden .
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III. Fertigungsaxoide von unrimden Rädern

E s  e rg ib t sich aus d en  E ig en sch a ften  des g eradschneid igen  W erk zeu g s, 
d a ß  a u c h  die E bene d er W erk zeu g ax o id e  (A 0) senk rech t z u r  P o la reb en e  is t, 
sich  a b e r  gleichzeitig an  P u n k t  C a n p a ß t. D araus fo lg t, d aß  die S to ß 
r ic h tu n g  des W erkzeugs m it dem  G eschw in d ig k e itsv ek to r vc  in  P u n k t  C

d e r  r e la tiv e n  S ch raubung  des G etriebes zusam m enfällt. D ie in  die P o la reb en e  
P  fa lle n d e n  K om ponen ten  d e r G esellw indigkeiten  v15 v2 in  P u n k t  C d e r R ä d e r  
s in d  a lso  gleich N ull (B ild  6):

v1 cos ß[ =  v2 cos ß'2 . (9)

D a  vi  =  rx co1 und  v2 =  r2 
a n d e re r  F o rm  geschrieben

a>2 is t , fo lg t d a rau s , daß  die G leichung (9) in

cos ß2 
cos ß[

( 10)

e rg ib t ,  w o ß'̂  ß2 =  E  d e r  K reuzu n g sw in k e l ist. ß2 bzw . /?( h än g en  v o n  d er 
L ag e  des P u n k tes  C, also v o n  X  ab . D ie Lage der P o la reb en e  w ird  d u rch  ß ' 
b zw . ß'2 angegeben, d e ren  W e rt

Ä  =  ^ / 2 - ( £-cr1) (11)

b e t r ä g t .  In  K enn tn is  v o n  X  k a n n  e aus (8) e rrechnet w erden .
A us dem  B isherigen  w issen w ir soviel, daß  die W erk zeu g ax o id eb en e  

A 0 s ich  dem  P o lp u n k t C a n p a ß t u n d  sen k rech t zu r P o la reb en e  ist. W ir w issen 
a b e r  n o ch  n ich t, einen w ie großen  W in k e l ju0 sie m it d er A chse y  e insch ließ t. 
D a z u  m u ß  m an sich m it einigen E ig en sch aften  der ab w ick e lb aren  R egel
f lä c h e n  beschäftigen.
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W ir e rw ä h n te n  b ere its , daß  d ie  als A bw älzung  d er W erkzeugaxo idebene 
e n ts tan d en en  F ertig u n g sax o id e  ab w ick e lb a re  R egelflächen  sind. A bw ickelbare  
R egelflächen  geben  w ir au f den O b erfläch en  m it e iner R ich tlin ie  u n d  in  P u n k 
te n  d er R ich tlin ie  m it R ich tv ek to ren  d e r E rzeu g en d en  an.

Die R ich tlin ie  e rg ib t eine ebene K u rv e , w enn w ir sie so ausw ählen , d aß  
sie die geom etrische  L age der P o lp u n k te  C  in  dem  an  die R äd e r gebundenen

l Jfl /
CÚ,

B ild  7

K o o rd in a ten sy stem  d a rs te llen  soll. D iese ebene K u rv e  bzw . R ich tlin ie  w ird  
du rch  den  R a d iu sv e k to r  r  und  den P o la rw in k e l $  in  P o la rk o o rd in a ten  c h a ra k 
te ris ie rt. Zw ischen d em  R ad iu sv ek to r u n d  dem  d u rch  die N orm ale der K u rv e  
eingeschlossenen W in k e l b e s teh t d e r  Z u sam m en h an g  (R ild 7):

drl — ry d'Dy t a n  Цу
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u n d
dr2 =  r2 di) 2 t a n  /n2 .

(12)

D a ra u s  erfo lg t, daß
t a n /<2 . rx 

— l 12 » (13)
ta n  r2

drí  =  dr2 is t  näm lich  w egen der S ta b ili tä t  des A ch sen ab stan d es k o n s ta n t sowie
d f i jd f i2 =  i\2-

A us dem  V ergleich  von  (10) u n d  (13) fo lg t:

tan/h =  cosÄ ^
ta n  fi2 cos ß2

E s is t e rw eisbar, d aß  um  (14) zu  erfü llen , die ebene N orm ale  (n°) d e r 
W erkzeugaxo ide  m it d e r N o rm a ltran sv e rsa le  der sich k reu zen d en  A chsen  einen  
W in k e l fj,0 einschließen m u ß  (Bild 8 ), wo

ist.

ta n  fi0
ta n  //!

t a n  ß[
ta n  fi2
cos ß2

( 15)
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Die B ez iehungen  (10) u n d  (15) w erd en  E ingrif fssa tz  der Fertigungs- 
axoide  g enann t. B ish e r w ar n u r e in er von  diesen  b e k a n n t, als ß[ u n d  ß2 zugleich 
d ie  S chrägungsw inkel am  W älzkreis b e d e u te te n . D ie G leichung  (15) k o n n te n  
w ir aus der A n n ah m e des E ingriffs v o n  F e rtig u n g sax o id en  d er u n ru n d e n  R äd e r 
ab le iten . (15) b e d e u te t,  daß  die W erk zeu g ax o id eb en e  die gem einsam e B e rü h 
rungsebene im  P u n k t  C der R ich tlin ien  d er R ä d e r  b ild e t.

IV. Die Zahnschrägungswinkel

D en du rch  die W e rk zeu g sto ß rich tu n g  u n d  die a u f  d e r W erk zeu g ax o id 
ebene  angenom m enen  sen k rech ten  P ro je k tio n e n  d er R a d a c h se n  eingeschlosse
n e n  W inkel n e n n t m a n  Z ahnsch rägungsw inkel. Im  B ild  5 is t  es d er zw ischen 
dem  V ek to r bx u n d  d e r Achse z  e ingeschlossene W inkel. B ezeichnen  w ir den 
R ic h tv e k to r  der sich k reuzenden  A chse 1 m it e15 den  N o rm a lv e k to r der W e rk 
zeugaxoidebene m it n°,  dann  bekom m en  w ir:

bj =  n° X (ex X n °).

Ä hnlich k ö n n en  w ir auch d en  V ek to r b2 au fsch re iben . In  K en n tn is  der 
V ek to ren  bj u n d  b2 e rg ib t sich in  H in s ich t d er S ch rägungsw inkel, daß

u n d  sin ßi =  cos fh  ■ sin  ßi

sin ß2 =  cos g2 • sin  ß2 
is t.

Es is t b e k a n n t, d aß  ß[ ß% =  £  d e r K reu zu n g sw in k e l is t. Aus (16) 
fo lg t, daß  die S um m e d er Schrägungsw inkel

ßl +  ßi 5
w enn  0, bzw . ц 2 0 .

Falls =  0, also die R ich tlin ie  e inen  K reis e rg ib t, d an n  ist

ßi ~!~ /̂ 2 ßi ß% — ^  •

V. Die durch die Achsen der unrunden Räder und die 
Werkzeugaxoidebene eingeschlossenen Winkel

W ir h ab en  b e re its  gesehen, d aß  die W erk zeu g ax o id eb en e  zu den  sich 
k reu zen d en  A chsen n ic h t  para lle l is t , sondern  m it d iesen  einen  W inkel e in 
sch le iß t. B ezeichnen w ir den  m it d er sich k reu zen d en  A chse 1 e ingeschlossenen
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W in k e l m it u n d  den  m it d er sich k reu zen d en  A chse 2  e ingeschlossenen  m it d2. 
D iese W inkel k ö n n en  w ir le ich t b e rech n en :

sin  dj =  — ex n° =  sin  /t0 ■ sin  ß[ , 

sin  d2 =  — e2 n° =  sin  j.i0 • sin ß'2.

D e r A u sd ru ck  (17) is t  auch  fo lgenderw eise au fzusch re iben :

sin  =  t a n  • ta n  ßx , 

sin  d2 =  ta n  /.i2 ■ ta n  ß2 .

(17)

(18)

(18) s te llt d a r, d aß  die F e rtig u n g sax o id e  der u n ru n d e n  R ä d e r  —  beim  
E in g r if f  zw ischen sich k reu zen d en  A chsen  —  im  a llgem einen  n ic h t zy lin d risch  
sein  können .

D ie M o m en tanw erte  d er g esam ten  in  den  b ish er au fg esch rieb en en  A us
d rü c k e n  v o rk o m m en d en  W inkel h ä n g t v o n  dem  D rehw inkel (pl ab  (<pL =  — ï'}s) .

A us den B estim m u n g en  (16) u n d  (18) geh t also h e rv o r, d aß  die H e rs te l
lu n g  d er u n ru n d en  R ä d e r  v o n  ebenen  E in g riff  d u rch fü h re n d e n  M aschinen  
n ic h t  ohne w eiteres fü r  die A bw älzung  d er u n ru n d en  R ä d e r  v o n  räu m lich em  
E in g r if f  an w en d b a r sind . D iese M asch inen  b en ö tig en  eine E rg än zu n g . M an 
m u ß  fü r  einen solchen E rg än zu n g sm ech an ism u s sorgen, d e r w ä h re n d  der 
F e r tig u n g  sow ohl den  S chrägungs- (ß) wie auch  den N eigungsw inkel d e r W erk- 
zeug ax o id eb en e  (ô) la u t  eines b e s tim m te n  G esetzes v e rä n d e r t .

VI. Gesichtspunkte für die Planung von Fertigungsaxoiden

Z ur geom etrischen  P la n u n g  d e r R ä d e r  steh en  die A u sg an g sd a ten : U b er
se tzu n g sfu n k tio n  i12 =  /(çjj), d e r K reuzungsw inke l E  u n d  d e r A ch sen ab stan d  
a z u r  V erfügung. D er G esch w in d ig k e itsv ek to r des re la tiv e n  S ch rau b rau m es 
des G etriebes in  den  E in g riffsp u n k te n  C:

v c =  o>1 X r l - -u )2X r2 ,
wo (19)

4  +  r2 =  a .

D a rau s  fo lg t, d aß  die R ich tlin ie  des einen d er R ä d e r , z. B . r1 =  
belieb ig  aufgenom m en w erden  k a n n . [Bei ebenem  E in g riff  g ilt dies n ic h t, weil 
w ir in  H insich t d er A xoide einen  sch lupffre ien  E ing riff: ve =  0 v o rsch re ib en , 
desw egen  e rg ib t sich h ie r  rx =  r1(i11). ]
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W enn w ir v o n  dem  G rundsa tz  des E ingriffs  von  F ertig u n g sax o id en  a u s 
gehen, k an n  m an  u n te r  B each tu n g  von  (10), (15), (16) bzw . (18) und  aus d en  
A u sgangsda ten  d ie  D ifferen tia lg leichung  d er R ich tlin ie  des R ades 1 a u f 
schre iben :

[A (tf.) r f + R ( ^ )  r . + C ^ ) ]  r l + [ D ( ^ )  г ? + В Д )  r . + F ^ ) ] ( d p

IdoJ
=  0 ; ( 20 )

WO

Afß-y) =  (1 -(- 2 i12 cos 27 -j- i j2) cos2 ßx —  sin2 27, 

ß ( # x) =  — 2 а (1 +  i l2 cos 27) cos2 ßt -)- 2 a sin2 27, 

C(^j) =  a2 (cos2 ß x —  sin2 27),

D ( ö i )  =  — ( !  +  2  »12 c o s  %  +  »12) s i n 2  ß l  *

E (^i) =  2 a  (1 +  »12 cos 27) sin2 /? j ,
F (ß  1) =  — a2 sin 2 ßl

von ,&i bzw . cp1 a b h än g ig e  b ek an n te  F u n k tio n e n  sind.
D ie le tz te  is t  eine allgem eine zw eistufige D ifferen tia lg leichung  v ie r te n  

G rades, deren  L ö su n g  in  e lem en tarer F o rm  gem äß  E . К а м к е : »D ifferen tia l
g leichungen; L ö su n g sm eth o d en  u n d  Lösungen« (7. A uflage, L eipzig 1961) n ic h t 
zu e rw arten  ist.

Als w ir v o n  d e r  beliebigen A ufnahm e e iner d e r R ich tlin ien , z. B . r} 
absehen , e rg ib t sich  die M öglichkeit ein iger V ere in fachungen . Die feh lende 
B ed ingung  w ird  d u rc h  F ertig u n g sv o rsch riften  e rse tz t. E in e  solche B ed ingung  
ist es, w enn w ir e rk lä re n , daß  der Z ahnsch räg u n g sw in k e l w äh ren d  der F e r t i 
gung s te tig  sein soll. D an n  w ird die D iffe ren tia lg le ich u n g  (20) d u rch  die 
A nnahm e von  ßx =  k o n s t, e indeu tig  lösbar.

D er s te tige  S ch rägungsw inkel des R ad es 1 k a n n  auch  so g ed eu te t w erden , 
daß /3j =  0 ist. So e rg ib t die R ich tlin ie :

cos 27
r i =  - r —  V l 12 +  cos 2-

( 21 )

wozu w ir en tw ed er n a c h  Lösung der G leichung (20) oder d ire k t von  (10) aus 
gelangen (ß'2 =  27).

A us der V o rau sse tzu n g  ß1 =  0 fo lg t, d aß  das R a d  1 in  diesem  speziellen 
F all zy lindrisch  is t:  gem äß  (18) erg ieb t sich óx =  0. D iese V orausse tzung  is t 
aber v o n  b e g re n z te r  G ü ltig k e it, weil z. B . 27 =  тг/2 fü r  rx =  0 ist, also 
können  w ir (21) in  d iesem  Falle n ich t anw enden .

Die D iffe ren tia lg leichung  (20) is t e lem en tarerw eise  zu lösen, als n e 
ben  ßx =  const., in  H in s ic h t der R ad iu sv ek to ren  von  R ich tlin ien  auch  die 
V oraussetzung  i12 =  r.Jr1 vorgeschrieben w ird . In  diesem  F alle  e rg ib t sich die
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a llgem eine  Lösung d er D iffe ren tia lg le ich u n g  wie fo lg t:

r i =  exP ($ 1 ta n  Ah) !

d. h ., d ie R ich tlin ie  s te ll t  eine lo g a rith m isch e  Spirale d a r . W enn  Цу =  0 is t5 
k o m m e n  w ir zu ru n d e n  R ä d e rn  (rx =  =  konst.).

V II. Z ah lenbeisp ie l

E in  Zahnradpaar wird geplant, bei w elchem  die R ichtlinie des Fertigungsaxoides eine 
logarithm ische Spirale darstellt:

ri =  exP ( ß i tan /*i).

D ie  Übersetzungsfunktion:

h 2 — (a  —  ri)lri =  a№l- e x P (<Pi tan /<j) —  1.

E s sei der zu verwirklichende stetige A chsenabstand: a =  181 mm . W ir nehm en die zum  
W erte =  0 gehörenden D aten  von  r, =  fc, =  70 m m  und r2({)\ =  0) =  111 m m  an.

Zum Funktioneren der Räder ist ein rechteckiger Segm entabschnitt genügend, d. h., 
die größte Verdrehung des Rades:

^ímax =  л/2 •

Aufgrund dieser Gl. bestim m en wir den W ert tan ц L in der G leichung] der logarithm i- 
schen  Spirale, wie folgt:

ta n u , =  —  ln  =  0,2935. 
r l  л  70

D a ergibt sich als K reuzungswinkel durch Annahm e des W ertes des Schrägungswinkels 
ß t  =  22,5° und gem äß (16) berechnet für 2  47°.

N otig  ist noch auch der von der R adachse und der W erkzeugaxoidebene eingeschlossene  
W inkel, der auf Grund (18) <5, =  6° 59' ist. D a die R ichtlinie des Fertigungsaxoides eine loga
rithm ische Spirale ist, gehören zu einem  stetigen  Kreuzungswinkel 2  ein stetiger Schrä
gungsw inkel ß , und ein stetiger  N eigungsw inkel <5t der W erkzeugaxoidebene.

D ie  Tatsache, daß die Räder aus rechteck igen Segm enten bestehen, bedeutet eine 
Fertigungsvereinfachung, w eil wir an statt der Fertigung von Rädern m it offener Zentroiden- 
kurve —  vier rechteckige Segm ente zusam m engedreht —  eine geschlossene Zentroidenkurve  
bekom m en. D ie hergestellten Räder werden nach  Verzahnung gem äß B ild 9 zerschnitten.

D ie Fertigung ist aus dem M ittelpunkt der zusam m engedrehten Segm ente durchzu
führen , deswegen m üssen wir die K oordinaten des M ittelpunktes O0 bestim m en.

Bezugnehm end auf den Satz, w onach bei ebener Verzahnung die Fertigungsache von  
der Funktionierungsache der Räder abw eichen kann, wird die F ertigungsachse geeignet, 
aber frei gewählt [12— 14].

A u f Grund des B ildes 9 und 10 fo lgt

rt(#i =  0) =  гл
und

ri(#i =  я/2) =  гг(^2 =  °) =  r B -

W ir können schreiben, daß  

30 wie

wo

2 I 2 о I i orА ; гв = а* 6-,

—  - tan  (y>1 -  fiß) ,

tan xpY r  В  

r A
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B ild  11B ild  10

A u f Grund dieser Gleichungen können wir a und b berechnen. (In diesen B eziehungen  
bedeutet a keinen A chsenabstand, sondern den im  B ild 10 und 11 sichtbaren A bstand A O 0.) 
Die Lösung lautet:

a - 99,50 m m  und b =  85,57 mm.

D em  B ild 10 gem äß ist  die E ntfernung O,O0:

O[O0 =  Уг2а  +  “2 ~  2г д  a cos /íj =  38,50 m m .

B ei Verzahnung zum  schlupffreien A bw älzen ist es nötig, den A bstand vom  P u n k t  
O0 der zu irgendeinem  P unk t M  gehörenden T angente der Zentroide zu kennen, bzw . die  
K enntnis des Fußpunktes der aus dem  P unkt O0 auf die Tangente gestellten  Senkrechten. 

D iese sind auf Grund des B ildes 10 und 1Í folgenderweise zu bestim m en:
Aus dem  Dreieck 0 ,0 0A  ergibt sich:

o ,o 0
sin ftj ;
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aus dem  Dreieck 0 ,0 ÜM ,  a u f Grund des K osinus-Satzes:

O0M  =  У гм +  — 2rM O ,O 0 cos (Vj — dj).

In K enntnis von 0 0M ,  erg ib t sich aus dem selben D reieck auf Grund des Sinus-Satzes:

sin Aj =  sin (v, — &i) ;
0 ,M

endlich ist
M N  =  O0M  sin (At — /г,).

D es weiteren bem erken wir, daß auf Grund ähnlicher Dreiecke im  Bild I I  AO,M -$. =  
=  A O 0N<£ =  # t.

W ährend also die aus v ier Segm enten zusam m engelegte Zentroide sich um  die in  
O0 gestellte  Achse m it dem  W inkel i)\ verdreht, m uß in derselben Zeit die in  der Teillin ie  
des W erkzeugs durchgeführte relative Versetzung des Z entroidenpunktes O0 dem  W ert

gleich sein. Dieser W eg w ird folgenderm aßen aufgeschrieben:

J "  ds  =  R # lM +  K r F T f ï  d ^  +  M N - R  & M ,. ( 22)

Abgesondert errechnet:

г л exp  (tan  Ut A \ V1 \ .9

=  +  tan2 /h
ta n  /i 1

rA exp (tan r\M rA
sin /лл

W ird dieser W ert in (22) wieder eingesetzt, so ergibt sich:

[ N ds =  R # lM +  Г|Л* - +  M N  -  M . M .
J A  sin fix 1

Das erste Glied der rechten Seite, die Verdrehung R 9 lM is t  auf der Verzahnm aschine  
unm ittelbar durchzuführen. Zu dieser Verschiebung m uß m an noch die durch das zw eite, 
dritte und vierte Glied der R echtsseite beschriebene Zusatzbewegung zugeben. D iese schiebt 
die zu verzahnende Scheibe in  die Richtung der W erkzeugsteillinie und deren Größe ist:

rlM rA _[_ M N  _  R A (23)
Sin ц л

D iese Zusatzbewegung wird bei Verzahnung durch Verwendung einer Nockenscheibe zustande
gebracht (Bild 12).

Zum Ab wälzen der Zentroide — über die tangentia le Bew egung des Punktes 0 0 —  ist  
auch nötig, daß der P u n k t O0 von der Teillinie des W erkzeugs aus in einem der W inkel
verdrehung entsprechenden Abstand sei.

D iese zur A bw älzbew egung erforderlichen Aufgaben wurden m it Hilfe des im  Bilde  
12 ersichtlichen M echanism us gelöst. Die prinzipielle Funktion des M echanismus ist die fo l
gende:

Zu der der W erkzeugsteillinie entsprechenden Leiste Q wird eine m it der Zentroide  
des verzahnten Rades kongruente sog. Führungsscheibe gedrückt. D iese ist an die m it dem  
zu verzahnenden R ad gem einsam e Achse angekeilt. A u f dieselbe Achse ist jene Nockenscheibe  
gekeilt, m it welcher die Zusatzbewegung von tangentialer R ichtung so ausgeführt wird, daß 
sie zur Leiste W an gestü tzt ist. Die zusätzliche V ersetzung und die Übertragung der stetigen
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W inkelgeschw indigkeit des Tisches wurde durch A nw endung einer zwischen dem Tisch und  
dem M echanism us eingegliederten Oldham -Kupplung q gelöst.

D ie im  B ild  12 bezeichnete K raft F  sorgt für die Stem m wirkung. E s ist zweckm äßig, 
bei der P lanung der N ockenscheibe einige bestim m te G esichtspunkte vor Augen zu halten.

Der A usdruck (23) ste llt die W egkurve der N ockenscheibe dar. W enn wir wollen, 
daß die N ockenscheibe eine in  sich zurückkehrende Linie sei, dann m uß man die K onstante  
so wählen, daß

sei.

2R t f  =  4 TB TaSin /íj

D a aber 2R?r eben den U m fang der Zentroide beträgt, können wir die Bew egung des 
M aschinentisches so einstellen, als ob wir eine K reisscheibe von  H albm esser R  und m it einem  
dem U m fang der Zentroide übereinstim m enden U m fang verzähnen würden. D ies bedeutet auch,

B ild 12

daß —  wegen des Zusam m enhanges zwischen der Teilung des W erkzeugs und seinem  M odul R  
—  nur ein bestim m ter W ert aufgenom m en werden kann. D ies h at einen weiteren E influß in  
H insicht der Radabm essungen.

D ie K onstruktion (B ild  12) ist einfach lösbar, w enn die N ockenscheibe von einer gera
den Leiste (W )  geführt wird. Deshalb muß m an die Abm essungen der Nockenscheibe so 
wählen, daß sie allerorts gew ölbt (konvex) sei.

VIII. Die technische Beschreibung der Verzahnvorrichtung

D ie V erzah n u n g  so lcher R äd er, die u n te r  sich k reuzenden  A chsen ein 
v e ränderliches B ew eg u n g sü b ertrag en  v e rw irk lichen , is t m it H ilfe eines zum  
A bw älzen v o n  gem einsam en  zy lindrischen  R ä d e rn  d ienenden  Z ahnhobels oder 
A bw älzfräsers d u rc h fü h rb a r.

D ie im  B ild  13 vo rgeleg te  V e rz ah n v o rrich tu n g  w urde  zu r A bw älzfräs- 
m aschine Komsomoletz  5D 32  k o n s tru ie rt. D ie zu v e rzah n en d e  Scheibe a w ird  
a u f  die W elle b f ix ie r t. A u f dieselbe W elle w u rd e  die F ührungssche ibe  c u n d  
die N o ckenscheibe  d b e festig t. Diese b e id en  v e rw irk lichen  das A bw älzen  
gem einsam . D ie A bm essungen  sind so fe s tg e s te llt, d aß  n u r  die R ich tlin ie  
(Z entro ide) in  d e r M itte lebene  der zu v e rz a h n e n d en  Scheibe ohne G leiten 
abw älz t. In  d en  T eilen  ü b e r u n d  u n te r  der M itte lebene  b e s te h t also eine W e rk 
zeu g v erse tzu n g , d. h . es e n ts te h t eine V erzah n u n g  m it P ro filversch iebung .
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D iese T a tsa c h e  sp ielt in  d e r B estim m u n g  d e r G renzen von  V erzah n u n g en  eine 
R o lle , z. B . die G renzw erte  des W inkels ô be tre ffend .

D ie F ü hrungssche ibe  u n d  die N ockenscheibe lehnen  sich s tä n d ig  an  den 
B ügel e an , die eine an  die eine Seite , die an d ere  an  die an d ere  Seite . B eide
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B ild  14

B ild  15

S eiten  s teh en  se n k rech t au fe in an d er im  Z u sam m en h an g  m it d er R olle d er 
im  B ild  12 e rs ich tlich en  L eisten  Q u n d  W .

D ie s tän d ig e  Z ustem m u n g  w ird  d u rc h  das ü b e r dem  K ugellager g e fü h rte  
D rah tse il u n d  das d a ra n  gelegte G ew ich t gesichert.
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D er konische D orn  f  in  d e r  W elle d e r  zu  v e rzah n en d en  Scheibe b w ird  
d u rc h  die Oldhamsche K u p p lu n g  g  in  V e rb in d u n g  g eb rach t. D iese K u p p lu n g  
t r ä g t  die g leichm äßige W inkelbew egung  des T isches u n d  das zum  Ü b er
w in d en  d e r S ch n e id k rä fte  erfo rderliche  M om en t u n d  erm ö g lich t g leichzeitig  d ie  
F ü h ru n g  der W elle b d u rch  die S cheiben  c u n d  d, w ie es das B ew egungsgesetz  
des A bw älzens d er zu  v e rzah n en d en  R ä d e r  v o rsch re ib t.

Zw ecks b esse re r F ü h ru n g  d e r W elle b u n d  ih re r  Z ubehöre  is t a u f  dem  
o b e re n  T eil d er W elle eine e in g eb au te  Oldhamsche K u p p lu n g  s ic h tb a r. Im  
L au fe  d e r te ch n isch en  A usfüh rung  e rsch ien  es zw eckm äßiger, diese m it d er 
in  d e r  P h o to a b b ild u n g  s ich tb a ren  L ösu n g  zu  v e rtau sch en . D ies is t  ein  S che iben 
k u g e llag e r, bei w elchem  der h a lb se itig e  F ü h ru n g s te lle r  n a c h  E n tfe rn u n g  e in er 
d e r S cheiben  eine E b en e  ist. B ei V e rz a h n u n g  m it d ieser M ethode w aren  die 
S chw ingungserscheinungen  günstig .

In  diesem  B eispiel is t der S ch rägungsw inke l ß  u n d  d er N eigungsw inkel ô 

d e r W erkzeu g ax o id eb en e  b estän d ig , desh a lb  k o n n te  m an  von  d er E in s te llu n g  
v o n  M echanism en, die die V erän d eru n g  d ieser W inkel erm öglichen , absehen .

Z u r  V erw irk lichung  einer dem  W in k e l ô en tsp rech en d en  »konischen« 
V e rzah n u n g  w ar es erfo rderlich , d en  sen k re c h te n  u n d  w aag erech ten  V orschub  
des W erkzeuges in  E in k lan g  zu b rin g en . D a die K in e m a tik  d er M aschine dies 
n ic h t  m öglich m a c h te , w ar es n ö tig , ein  A nzapfen  d u rch zu fü h ren . D ie e in 
g ese tz te  Schere is t in  d er P h o to ab b ild u n g  s ic h tb a r  (B ild 14). E in e  w eitere P h o to 
a b b ild u n g  fü h r t  das ausg efü h rte  M odell v o r  (B ild  15). D er M odul des V er
zah nungsw erkzeugs b e trä g t  3 m m . D ie V o rrich tu n g  ist zu r V erzah n u n g  irg e n d 
e in er n ic h t k re isfö rm igen  Scheibe v o n  k o n v e x e r A bw älzkurve  geeignet, w enn  
die F ü h ru n g s- u n d  N ockenscheiben  d em en tsp rech en d  g ew äh lt w erden .
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Variable-Ratio Gears w ith  Crossed Axes, Generated w ith Straight-Edged Tools. The paper 
deals w ith  the laws of the m eshing and production o f non-round gears m aterializing a given  
transm ission function. For th e  investigation the author uses a k inem atic m ethod. The law s  
governing the m eshing are ex ten ded  to the so-called generating axoids. The author deals only  
w ith  the cases when the generating axoids are developable ruled surfaces and establishes the  
differential equation for th e  directrix o f the generating axoids. A n exam ple proves th at the  
analysis o f the differential equation sim plifies production.

Обработка зубчатых колес, выполняющих передачу переменного движения между 
разнонаправленными осями, с помощью инструмента с прямой режущей кромкой
(И. Леваи). Работа занимается закономерностями сцепления и изготовления некруглых 
зубчатых колес, выполняющих работу по заданной функции передачи между разнона
правленными осями. При исследовании применяется кинематический метод. Закономер
ности сцепления распространяются автором на т. н. изготовляющие аксиоиды. Рассматрива
ются только те случаи, при которых изготовляющие аксиоиды представляют собою развер
тываемые прямолинейные поверхности. Выводится дифференциальное уравнение напра
вляющей линии изготовляющих аксоидов. Примером доказывается, что анализ дифферен
циального уравнения может дать упрощение процесса изготовления.
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ACCELERATED REDUCTION OF A SMOLTEN CHARGE 
OF HIGH FeO-CONTENT BY MEANS OF CARBON 

SOLVED IN IRON

J . SZIK LA V Á R I*

CAND. OF TECHC. SC.

[M anuscript received January 28, 1969]

Through research work carried out under norm al operating conditions i t  was found  
th at the reduction of a m olten charge o f high FeO content becom es faster b y  pouring it  into  
an iron bath  o f high C-content, because this C -content also acts as an active  agent. Under  
the testing  conditions, the v e lo c ity  constant o f  th is m ethod was three tim es as high as the  
ve lo c ity  constan t observed w hen additional coke w as used as a reducing agent. The reduction  
o f the m olten charge proved to be a reaction o f first order apparently.

I . In tro d u c tio n

W h en  du ring  th e  b la s t  fu rn ace  p rocess, iron  is m ade o f  ores, or o f m e ta l
lu rg ica l p ro d u c ts  and  slags co n ta in in g  ironox ides, th e  red u c in g  process is 
m o stly  ca rried  o u t on oxides in  a solid s ta te .

T h e  m eth o d  of red u c in g  th e  m o lten  m ass is th e  m ost p ro m ising  fo r th e  
pu rp o ses  o f  som e selective re d u c tio n . T h is p o ssib ility  is b ased  on th e  re la tio n 
sh ip  acco rd ing  to  w hich a  n e a r ly  co m p le te  equ ilib rium  o f th e  d is tr ib u tio n  
b e tw een  m e ta l an d  slag can  b e  reach ed  w ith  m ost o f th e  m e ta llic  e lem ents t h a t  
m a y  occur in  iron  m e ta llu rg y . A lso, th is  ba lanced  d is tr ib u tio n  can  easily  
be rep ro d u ced  in  a co n tin u o u s o p e ra tio n , a n d  th ere fo re , su ch  a m e th o d  is 
su itab le  fo r ap p lica tion  w hen  such  ores sh o u ld  be processed t h a t  co n ta in  m ore  
th a n  one k in d  of m etal.

Shou ld  th is  process be  deve loped  in  o rd e r to  fulfil re q u ire m e n ts  of a b e tte r  
econom y n eeded  in  respect o f  energetics o r/a n d  of a g rea te r  specific o u tp u t , 
i t  w ould  b e  ad v an tageous fo r  a p p lica tio n  as a d irec t m e th o d  o f s tee lm ak ing  
b y  leav in g  o u t th e  p ig-iron s tag e .

I n  th e  p resen t l i te ra tu re  s tud ies a re  b u t  seldom  found  p a p e rs  t h a t  deal 
w ith  a red u c in g  process o f m o lten  iro n  ores an d  slags. T his can  he  ascribed  to  
th e  lack  o f a n y  rou tine  m e th o d  in  th is  fie ld . A gain, these  k in d s  o f la b o ra to ry  
te s ts  a re  h a rd ly  im ag inab le  as  y e t, ju s t  because we b a d ly  n eed  m easu ring  
in s tru m e n ts  su itab le  for h ig h  te m p e ra tu re s .

A nyhow , some k in d  o f  physico -chem ical re la tionsh ip  can  a lread y  be 
o u tlin ed  b y  p a r tly  basing on som e scarce ly  pub lished  o b se rv a tio n s p a r t ly  on 
som e th e rm o d y n am ic  p rincip les w hich  re fe r  to  th e  reducing  process carried

* Dr. S z ik l a v á r i  J.; Lenin K ohászati M űvek, M iskolc-D iósgyőrvasgyár (H ungary)
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o u t on  m olten  iron  ores a n d  slags h av in g  a h ig h er iron  (II)  oxide co n ten t b y  
m ean s o f an  iron  w ith  a h ig h er solid ca rb o n  co n ten t as an  agent.

F o r  exam ple’s sak e , m ay  we q u o te  th e  follow ing find in g s:
a)  A n acce le ra tio n  o f th e  red u c in g  process ca rr ied  o u t b y  m eans of 

solid ca rb o n  tak es  p lace  a t  a h igher te m p e ra tu re .
b)  T he resea rch ers  K ondakov  a n d  R y zh o n k o v  [1], also Y ersh o v  an d  

P opo v a  [2] succeeded in  p rov ing  th a t  red u c tio n  becom es faste r w ith  a slag 
o f h ig h e r  basic ity .

c)  F o rm er e x p e rim e n ts  of K on d a k o v  [3] show ed th a t  under fav o u rab le  
physico-chem ical co n d itio n s  th e  reduc ing  process ca rried  ou t in th e  m o lten  
slag  b y  co n tac t w ith  a ca rb o n  w hich is in  a  so lu tion  in  iron , becom es fa s te r  
th a n  w hen  th e  m o lten  m ass co n tac ts  b u t  a solid carbon .

d )  T ests ca rried  o u t  b y  D ancy  [4] show ed th a t ,  a t  a h igher te m p e ra tu re , 
th e  ca rb o n  dissolved in  iro n  b a th  an d  h e lp ed  to  a h ig h e r red u c tio n  speed to o .

B riefly , acco rd in g  to  th e  re p o rts  on  th e  re sp ec tiv e  lab o ra to ry  te s ts , 
th e  m o s t fav o u rab le  re su lts  w ere o b ta in ed  w hen  th e  m e lts  co n tac ted  th e  ca rb o n  
so lved  in  iron b a th .

A ccording to  th e  re p o rt o f la b o ra to ry  te s t  in  th is  su b jec t th e  red u c tio n  
c a rr ie d  o u t w ith  ca rb o n  solved in iron  h as  given th e  m o st advan tegeous k in e tic  
re su lts . N evertheless, th e  question  rem ain s how  th e  re su lts  of m easu rem en ts b y  
m icrow eighing (in sev e ra l decim als o f a g ram ) m ay  rep ro d u ced  in  p rac tice . 
To c lea r up  th is  p ro b lem , i t  seem ed m ore co rrec t to  an a ly se  th e  k ine tic  c h a ra c 
te ris tic s  of th is  p rocess on a sem i-p lan t scale.

II. Collecting-method of test results

T hese te s t  re su lts  w ere collected b y  carry in g  o u t a special ph ase  o f a 
com b in ed  processing o f  la te ritic  n ickel-chrom ium  iron -o re , nam ely , b y  red u c in g  
th e  residua l m o lten  slag  ob ta ined  a f te r  selective red u c tio n  of n ickel. T h is 
re search  w ork w as m a d e , firs t o f all, in  o rd e r to  fin d  th e  r a te  of th e  accelera tion  
o f red u c tio n  w ith  m o lte n  slag b y  p o u rin g  i t  in to  th e  iro n  b a th  of high C -con ten t, 
in  com parison  to  th e  o th e r  reducing  process a t  w hich  th e  m olten  slag f lo a ts  
ab o v e  an  a lready  re d u ced  m olten  iro n  b a th .

T h  is red u c tio n  w as processed in  an  e lec tric-arc  oven  destined  fo r s te e l
m ak ing  b y  using a 1000 kVa tra n sfo rm a to r . O ur tw o  m eth o d s applied  so fa r  
w ere  th e  follow ing:

a )  A charge o f  500 kg m olten  ferro -n ickel-slag  w as poured  in to  th e  m ain  
m o lten  iron charge  o f  1000 kg h av in g  2 %  C -con ten t. R ed u c tio n  to o k  p lace  
p a r t ly  b y  m eans o f th e  carbon  solved in  th e  iron , an d  p a r t ly  b y  adding  a p o rtio n  
o f coke th ro w n  th e re  on.

b )  500 kg of m o lte n  charge of ferro -n ickel-slag  w as poured  in to  an  e m p ty , 
p re h e a te d  oven. As red u c in g  agen t, coke was added .
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Table I

Experimental results obtained at a reducing temperature o f 1650 °C under routine work conditions 
when a charge o f  500 kg molten ferro-nickel-slag was poured into an iron bath o f  1000 kg having

2% C-content, by adding  9% coke

1 2 3 4 5 6

P e rio d  o f tim e  
elapsed  from  
th e  m o m en t 

o f  coke a d d i
t io n  u p  to  th e  

m o m e n t of 
sa m p lin g  

[m in]

M ass o f  th e  
slag 
[kg]

I ro n  co n ten t 
in  th e  slag 

ca lcu lated  as 
iro n  ( II )  oxide 

[%]

C alcu la ted  
m ass  o f  th e  

iro n  ( I I )  oxide 
c o n te n t  in  
th e  slag , 

9FeOo
£F eO o-9FeO

[kg]

M ass o f  th e  
red u ced  iro n  ( II )  
ox ide d u r in g  10 

m in u te s  
p reced in g  th e  

m o m e n t o f 
sam pling  

A q F e 0 H t  
[k g /10 m in]

T o ta l m a ss  o f  
th e  red u c e d  

iro n  ( I I )  ox ide, 
FeO [k g]

0 500,00 55,40 277,00 _ _
10 430,75 48,40 207,75 69,25 69,25
20 375,35 40,60 152,35 55,40 124,65
30 325,49 31,50 102,49 49,86 174,51

40 286,71 22,20 63,71 38,78 213,29

50 264,55 15,75 41,55 • 22,16 235,45

60 249,32 10,60 26,32 15,23 250,68
70 242,39 8,00 19,39 6,93 257,61

Réduction time [min]

Fig. 1. Curves showing the change of the ratio v v iz. the m om entaneous percentual value o f  
the FeO -content in the slag per in itial value of the sam e content in  the ferronickel-slag during 
a reducing process carried o u t at a tem perature of 1650 °C (curve 1: over an iron bath  contain
ing abt. 2% o f Carbon, w ith  additional coke o f 9% ; curve 2: w ithout iron-bath, w ith  addition

of 15% o f coke)

R esu lts  o f th e  f irs t  m eth o d  (a) a re  show n in  T ab le  I.
T he resu lts  o f th e  second m ethod  (b) a re  show n in T ab le  I I .
F o r co m p ariso n ’s sake, th e  curves in  F ig . 1 are  p lo tte d  b y  using th e  d a ta  

g iven in  b o th  ta b le s . As can  be seen, th e  red u c tio n  v e lo c ity  o f cu rve  1 is th re e  
tim es as h igh  as t h a t  o f cu rve  2 .
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Table II

E xperim ental results obtained at a reducing temperature o f  1650 °C under routine operating condi
tions when a 500 kg charge o f  molten ferro-nickel-slag was reduced by means o f  15°/0 additional

coke without charging o f iron

l 2 3 4 5 6

Mass of the  
reduced iron 

(II) oxide during 
15 minutes 

preceding the 
m om ent of 
sampling, 
^9FeO fát 

[kg/15 minutes]

0 500,00 55,20 271,00 — —

15 451,22 49,00 222,22 48,78 48,78

30 405,15 43,60 176,15 46,07 94,85

45 371,28 39,40 142,28 33,87 128,72

60 331,98 32,50 102,98 39,30 168,02

75 307,59 25,50 78,59 24,39 192,41

90 288,62 20,60 59,62 18,97 211,38

105 275,07 16,75 46,07 13,55 224,93

120 266,94 14,20 37,94 8,13 233,06

I I I . P rocesses o f th e  w inn ing  of m eta l

A s fa r  as th e  w in n in g  of m e ta l is concerned , in  b o th  m e th o d s severa l 
re a c tio n  processes w ere s im u ltan eo u sly  ru n  for w hich th e  fo rm ulae  qu o ted  
h e reb e lo w  can  be ta k e n  as va lid :

a )  R ed u c tio n  b y  m eans of th e  ca rb o n  co n ten t w hich is so lved in  th e  
iro n  b a th  an d  ac tin g  u p o n  th e  iro n (II)o x id e  solved in  th e  m o lten  ch arg e :

[FeO ] +  [C] =  Fe, +  CO. (1)

N o ta b ly , th is  m a in  reac tio n  is p receed ed  b y  th e  follow ing one:

(F eO ) -  [F e], (2)

b)  R eac tion  be tw een  th e  m o lten  slag  an d  th e  a d d itio n a l coke (inc lud ing  
th e  ac tio n  exerted  b y  th e  carbon  m a te r ia l of th e  electrode):

(FeO) +  C =  Fe, +  CO. (3)

T ak in g  in to  acco u n t som e s ta te m e n ts  to  be found  in  lite ra ry  sou rces, 
th e  a c tu a l process p ro b a b ly  co rresponds to

C 0 2 +  C =  2 CO. (4)
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H erea fte r th e  follow ing reac tio n  ta k e s  p lace:

(FeO) +  CO =  Fej +  C 0 2 . (5)

c) P ro b a b ly , th e  gas of ca rb o n m o n o x id  arising  acco rd in g  to  re a c tio n  (1) 
an d  becom ing  free, o u t of th e  b a th , jo in s  th e  re ac tiv e  process accord ing  to  
E q u . (5).

T he re ac tiv e  processes as described  u n d e r a)  a n d  c)  fo rm  a m ore p ro m i
n e n t  p a r t  in  th e  m e th o d  carried  o u t w ith  th e  charge  p o u red  in to  th e  m o lte n  
iro n  b a th , as co m p ared  to  th e  o th e r  m e th o d  w ith o u t iro n  b a th .

In  th a t  b e t te r  m e th o d , th e  reac tio n  accord ing  to  b)  appears in fa c t  as 
th e  m ain  process.

M ay he, w h en  ask ing  w hich of th e  tw o  m eth o d s shou ld  he p re fe rab le , 
th e  com parison  o f energy  efficiency o r/an d  th e  o u tp u t  m ig h t be  su itab le .

N evertheless, w e ad h ered  to  th e  analysis  o f  th e  k in e tic  co n d itions. 
N am ely , in  th is  w ay , we succeeded in  fin d in g  sev era l aspec ts  th a t  p ro v ed  
usefu l for p ra c tic a l purposes.

W hen  ex am in in g  th e  process acco rd ing  to  E q u . (3 ) ,v iz . th e  m e th o d  in  
w hich  th e  reac tio n  o f  solid carb o n  ta k e s  p lace , th e  o rd e r o f reac tio n  a n d  th e  
v e lo c ity -co n stan t a re  defined  as follow s:

dffFeO
9t

k'[- F1- Ope0 • a?c — ̂ 2 ■ E> ®Fe; ' a C0 •> ( 6)

w here

?FeO
Qqpeoldt

К  К '
F ,
F,
°F e0 ’ “ C 
«Fer «CO 
a, ß , y , ô

already reduced m ass o f the iron(II) oxide [kg];
v e lo c ity  rate o f reaction, v iz. the m ass fo the iron(II)oxide as reduced in  
the tim e un it (kg • m in- 1 ]. In v iew  of the fa c t th a t the value o f  ?peo 
increases w ith  tim e, its differential quotient is alw ays positive; 
velocity-constants referring to processes running in  the opposite direction; 
contact area betw een the slag and the reducing m edium  [cm2]; 
contact area betw een the iron and the carbon-m onoxide [cm2]; 
m om entaneous a c tiv ity  of the in itial m aterials in  the reactive zone; 
m om entaneous a ctiv ity  o f the reaction products in the reactive zone; 
order (exponent) o f reaction o f the in itial m aterial and the reaction prod
ucts, respectively.

T he reac tio n  accord ing  to  E q u . (1) ca rried  o u t b y  m eans of th e  ca rb o n  
w hich is solved in  th e  iron  b a th  is described  as follow s:

—^Fe°  ■ =  kx • Ope0 • afC] —k'ß • «pe/"0^e 1 • aâco, (7)
dt

w here m ost o f th e  expressions co rrespond  to  tho se  in  E q u . (6) an d  0 [Cj is th e  
a c tiv ity  of th e  ca rb o n  w hich is p resen t in  th e  iron  b a th .
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B o th  k inetic  E q u s  (6) an d  (7) can  be  tran sfo rm ed  in to  th e  sam e new  
fo rm u la :

QgFeO

0 t
^  (?F eO 0 ? F e o )a? ( 8)

w h ere  qFe0o is th e  in itia l ironox ide  c o n te n t o f th e  m olten  slag [% ]• T his E q u . (8) 
c a n  b e  ob ta in ed  b y  m ak in g  som e s im p lifica tio n s and  b y  b as in g  on th e  a rg u 
m e n ta tio n s  exposed herebelow :

Since th e  ca rb o n m o n o x id e  t h a t  is p ro d u ced  by  a process d irec ted  to  th e  
r ig h t  side of E qu . (6) m oves aw ay  from  th e  reac tiv e  zone o r /a n d  com es in to  
a c tio n  in  an o th e r re a c tiv e  s tep , th e  rev e rse  action  accord ing  to  E q u . (3) is 
n eg lig ib le . Thus, we a re  ab le  to  c a rry  o u t som e o th e r sim p lifica tio n  in  E q u . (6).

A ccording to  o u r ex p erim en ts , a fu r th e r  increase o f th e  a d d ed  coke over 
1 5 %  d id  n o t re su lt in  increasing  th e  v e lo c ity  of th e  process. T herefo re, th e  
c a rb o n  co n cen tra tio n  a n d  likew ise th e  a c t iv i ty  of th e  ca rb o n  can  d u ly  be  con
s id e re d  as co n stan t, a n d  b o th  can  be  in c lu d ed  in to  th e  eq u ilib riu m -co n stan t. 
I n  a d d itio n , th e  a rea  F i,  can  also be in c lu d ed  in to  th e  sam e c o n s ta n t, since 
th e  g ra in  size of th e  coke is p ra c tic a lly  u n ifo rm  during  th e  te s ts , an d  so is th e  
a re a  o f  th e  m olten  slag  covered  w ith  coke to o . A ltogether we o b ta in  in a sim pli
f ied  fo rm :

dgFeO
dt

' ÖFeO • (6a)

T h e  d iffe ren tia l eq u a tio n  can  be solved w hen b o th  th e  fu n c tio n

® F eO  =  ? ( ? F e o )

a n d  th e  exp o n en t a  a re  know n.
A ccording to  e x p e rim e n ta l re su lts , a p ro p o rtio n a lity  w as observed  

w ith in  a ra th e r  sh o rt in te rv a l o f c o n c e n tra tio n , be tw een  th e  FeO  a c tiv ity  in  
th e  m o lten  slag a n d  th e  m ass of th e  FeO  n o t y e t reduced . C onsequen tly , we 
sh a ll w rite  (qFeoo —  ?Feo) in s tead  o f a Fe0, an d  th e  fa c to r  (p w ill serve as a 
c o rre c tio n  fac to r to  th e  velo c ity  c o n s ta n t.

As a fina l re su lt, E q u . (7) co rresp o n d in g  to  th e  re a c tio n  (1) can  also be 
s u b s ti tu te d  b y  E q u . (8), n am ely , w hen , th e  a c tiv ity  of th e  ca rb o n  c o n te n t is 
k e p t  c o n s tan t d u rin g  th e  te s t. T his can  be  reached  b y  m eans of re ite ra te d  
c a rb o n iz a tio n  a t  a v a lu e  of a b o u t 2 % .

Now, w ith  th e  k n o w n  va lu e  o f th e  ex p o n en t a , th e  d iffe ren tia l E q u . (8) 
c a n  b e  solved. F u r th e r , th e  v e lo c ity -c o n s ta n t к can be ca lcu la ted  b y  su b s ti
tu t in g  th e  co rre la tin g  tim e  d a ta  an d  th e  o b ta in ed  n u m erica l te s t- re su lts .

a  is the  expression  for th e  o rd e r o f th e  ac tu a l reac tio n  th a t  charac terizes 
th e  g iven  te s t-co n d itio n s . T h is va lu e  can  be  found  w hen we ta k e  in to  acco u n t
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th a t  th e  c o n s ta n t к  does no t d ep en d  on th e  period  o f tim e . —  w hen th e  te m 
p e ra tu re  is k e p t un ch an g ed . —  C on seq u en tly , in  so lv ing th e  d ifferen tia l eq u a tio n , 
th e  assum ed v a lu e  a  can be considered  as co rrec t, w hen  th e  p lo tte d  cu rve  ta k e s  
th e  form  of a s tr a ig h t  line, w hich  th e n  is ch a rac te rized  b y  a ta n g e n t v a lu e  k .

To th is  e n d , we carry  o u t th e  in te g ra tio n  o f E q u . (8) b y  m ak ing  use  of 
th e  a lte rn a tiv e  v a lu es  of a  =  1, a n d  ac =  2 resp ec tiv e ly . D oing th is , we shou ld  
m ak e  use of th e  equations

and

log ------ -------------=  к 1 t
ÎFeO o ?FeO

1 1 7—----------— -----------------------=  /С2 t
?FeOo ÎF e O  ÎFeOo

respective ly . B y  su b s titu tin g  th e  o b ta in e d  ex p e rim en ta l re su lts , th e  co rre 
spond ing  curves h a v e  to  be p lo tte d  in  a d iag ram .

Reduction time [min]

Fig. 2. Curves relating to the reduction o f the m olten ferro-nickel-slag carried out at a tem p e
rature o f 1650 °C (curves 1: reduction over an iron bath  containing abt. 2% Carbon, w ith  
9% additional coke; curves 2: reduction w ithou t an iron bath , w ith  addition of 15% coke)

In  th is  w ay , we o b ta in  Fig. 2, in  w hich th e  abscissa rep resen ts th e  re d u c 
tio n -tim e  in  m in u te s , an d  on th e  o rd in a te  axes, a t  le ft an d  a t  r ig h t, th e  above  
values of k j t  a n d  k 2t  are  rep resen ted .

T h a t cu rve  w hich  comes n e a re s t to  th e  fo rm  o f a s tra ig h t line, shou ld  
be accep ted  as a b a se  to  th e  rea l o rd e r o f  th e  reac tio n  process.

As can he  seen  from  Fig. 2 , th e  b e s t cu rves are  th o se  w hich co rrespond  
to  th e  assum ed v a lu e  of a  =  1 (cu rves a).

T his o b se rv a tio n  refers eq u a lly  to  th e  red u c tio n  processes, b o th  th e  one 
w ith  th e  solid c a rb o n  an d  th a t  w ith  th e  ca rb o n  solved in  th e  iron  b a th . In  o th e r
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w o rd s, b o th  can  b e  d eclared  as f ir s t  o rd e r processes. I t  is ev id en t, t h a t  th e  
re a c tio n  v e loc ity  d ep en d s  on th e  p h en o m en o n  o f d iffusion, viz. th e  v e lo c ity  
can  b e  increased  b y  a con tin u o u s m ix in g  o f  th e  b a th . T his is p ro v ed  b y  th e  
b re a k  p o in t a p p ea red  in  F ig . 1, w hich  p o in t corresponds to  th e  tim e  p o in t o f 
45 m in u te s . (The m ix in g  to o k  place from  th e  4 5 th  m in up  to  th e  6 0 th  m in.)

F o r  b o th  k in d s  o f processes (viz. w ith , an d  w ith o u t an  iron  b a th )  th e  
e n tire  perio d  can  b e  subd iv id ed  in to  th re e  p o rtio n s re sp ec tin g  th e  v e lo c ity  
c o n s ta n t  in itia l p o rtio n , m iddle  p o rtio n , f in a l portion .

C orrespond ing ly , we o b ta in ed  th e  follow ing velocity  values, as ta n g e n ts  
o f th e  po rtio n s:

F o r  th e  process with an iron bath is

^initial =  °>013 m i n - 1,

^m iddle =  ° ’0 1 9  m i n - 1,

fcfinai = 0 ,0 1 3  m i n - 1.

T h e  in itia l p o r tio n  (ab t. 20— 25 m in) is ch a rac terized  b y  a te m p e ra tu re  
o f th e  m o lten  slag n o t  y e t being  below  th e  p rescribed  level o f 1650 °C. T h u s, 
th e  re d u c tio n  v e lo c ity  is som ew hat less th a n  th e  op tim u m . D u rin g  th e  m idd le  
p o r tio n  (from  th e  2 5 th  u p  to  th e  6 0 th  m in) th e  co n stan cy  o f th e  te m p e ra tu re  
a n d  th e  rep ea ted  ca rb o n iza tio n  are resp o n sib le  fo r a dep en d ab le  u n ifo rm ity  
o f co n d itio n s. A r a th e r  sligh t decrease o f  th e  velocity  d u rin g  th e  la s t 10 m in  
o f  th e  f in a l p o rtio n  can  p ro b ab ly  be  asc rib ed  to  som e d im in u tio n  o f c o n c e n tra 
t io n  accom pan ied  b y  a m in u te  change o f  slag  v iscosity .

F o r th e  process without an iron bath is

0,0062 m in -1 ,

0,0078 m in -1 ,

0,0056 m in -1 .

O bviously , th e  n ea rly  un iform  v e lo c ity  d u rin g  th e  f irs t p o rtio n  (30 m in 
u te s) p roves th a t  th e  te m p e ra tu re  h a s  a lre a d y  becom e stab ilized  in  th e  f irs t 
m in u te s .

D u rin g  th e  m id d le  po rtio n  (from  th e  30th up  to  th e  105th m in) th e  h ig h er 
v e lo c ity  can p ro b a b ly  be ascribed  to  th e  fa c t th a t  th e  ca rb o n  c o n te n t 
o f th e  iron  b a th  is a h ig h ly  red u c tiv e  ag en t.

I n  try in g  to  co n fro n t th e  tw o  g ro u p s o f th e  above c o n s ta n t v a lu es , i t  is 
re a so n a b le  to  co m p are  th e  m iddle p o rtio n  o f th e  f irs t m e th o d  w ith  th e  in itia l 
p o r tio n  of th e  second  one (kiddle an<  ̂ Anit ái)’ since th e se  p o rtio n s  su re ly  
b e lo n g  to  th e  sam e te m p e ra tu re  in te rv a l, a n d  fu r th e r  because we m ig h t assum e 
th a t  d u rin g  th e  in itia l p o rtio n  of th e  2nd m eth o d , th e  carb o n  c o n te n t o f th e

k2"'initial
k 2Kmid le
h2"'final
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reduced  iron  p ro b a b ly  p lay ed  on ly  a s till neglig ib le ro le. B y  th is  recom m ended  
com parison  we o b ta in  th e  follow ing ra tio :

^ m id d le  _  0,01906 ^
i n i t i a l  ~~ 0,00623 ~~

In  o th e r w ords, th e  red u c tio n  v e lo c ity  o f th e  m o lten  ferro -n ickel-slag  
for th e  f irs t  m e th o d  is th re e  tim es h ig h e r th a n  d u rin g  th e  second m e th o d .

W hen  a ch a rg e  o f 500 kg  is considered  as th e  basic  u n it  o f th e  te s tin g  
process, an d  w ith  reg a rd  to  th e  f in a l v a lu e  o f 0,261 o f th e  iro n (II)o x id e  co n 
te n t  a t  th e  end  o f th e  process carried  o u t w ith o u t an  iro n  b a th ,  we o b ta in  th e  
ra tio  o f th e  u sefu l period  of tim e  for th e se  m e th o d s  [E q u s (1) an d  (6)]:

52 m in  

120 m in
0 ,434.

A fte r all, ta k in g  in to  considera tion  th e  sam e level o f red u c tio n , th e  t im e  
needed  fo r th e  f ir s t  process is only  th e  0,434 p a r t  o f th e  tim e  necessary  fo r th e  
second process.
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B eschleunigung der Reduktion von FeO -reichen Schm elzen m it in  Eisen gelöstem  
K ohlenstoff. M ittels Betriebsversuchen wurde nachgew iesen, daß eine eisenoxydreiche Schm elze  
schneller reduziert w erden kann, wenn sie durch Gießen auf kohlenstoffreiches E isen tedu- 
ziert wird, weil dann der in  Eisen gelöste K ohlen stoff ebenfalls an der Reduktion teiln im m t. 
Die G eschw indigkeitskonstante der R eduktion, die auch m it in  E isen gelöstem  K ohlen stoff 
verläuft, war unter den Versuchsbedingungen dreim al so groß w ie die G eschw indigkeitskonstan
te der Reduktion m it bloß auf die Schm elze gestreutem  K oks. D ie R eduktion der e isen oxyd 
reichen Schm elze war unter den Versuchsbedingungen scheinbar eine R eaktion erster Ordnung.

Ускорение восстановления богатых FeO расплавов растворенным в железе угле
родом ( Й. Сиклавари). Проведенные производственные опыты доказали, чтобогатый окисью 
железа расплав восстанавливается быстрее, если восстанавливается путем отливки его на 
высокоуглеродистое железо, так как в таком случае расстворенный в железе углерод также 
участвует в восстановлении. Постоянная скорости восстановления, протекающая также с 
расстворенным в железе углеродом, при опытных условиях была в три раза выше, чем 
постоянная скорости восстановления, происходящего только с посеянным на расплав 
коксом. Восстановление богатых окисью железа расплавов при опытных условиях казалось 
реакцией первого порядка.
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AN INVESTIGATION OF THE EFFECTIVE WAKE 
FRACTIONS OF GEOSIMS

Z. B E N E D E K *

[M anuscript received M ay 28, 1969]

To elim inate the scale effect on the effective  w ake fraction the ratio o f two veloc ities  
(nom inal relative  velocities in the propeller race in open water and behind condition o f propel
ler) can be used  instead of the com m on w ake fraction. This ratio is a linear function  of a coef
ficien t k. According to these the effective  w ake fraction  of any ship can be determ ined b y  a 
linear extrapolation  of the m easured values o f  tw o different m odels, if  the em pirical form ula  
is not taken in to  consideration. I f  so, the w ake fraction  can be determ ined b y  testing a single  
model o f  a ship.

Symbols

A  propeller disc area [m2];
C =  TI0,Sq V 2A  propeller load coefficient;
Cp  specific frictional resistance coefficient;
C p p = T p lO ,5 Q V 2A t\ie  v iscous part of thrust coefficient;

Rj

D
Fd 
R  
R f

Rr =
S 
T
T F =
V
Va
v„, Vv  V,
a, b. d, n
к — C p jl(  1 
kn

Re

diam eter o f the propeller [m ]; 
tow  rope force in propulsion te st  [kp]; 
total resistance [kp]; 
frictional resistance [kp];

R f  residuary resistance [kp];
w etted surface o f ship [m2]; 
propeller thrust [kp];
the “ v iscous” part o f  propeller thrust [kp]; 
ship speed [kn, m s- 1 ]; 
propeller advance speed [m s- 1 ];
relative velocities in the race of propeller [m s- 1 ]; 
constants;

C) the “ viscous” part o f propeller thrust coefficient; 
thrust coefficient (in open w ater cond.); 
subscript for the values o f m odels; 
number of revolution [sec-  *]; 
subscript for the values o f  ships;
Taylor wake fraction determ ined b y  thrust identity; 
model scale;
mass density o f  water [kps2m -4 ].

I. R esu lts  of ea rlie r investiga tions

O n designing a ship p ro p e lle r in  g enera l, th e  effective w ake fra c tio n  
defined  b y  T ay lo r is used:

-  v ~ Va ■ ( i )
V

* B e n e d e k  Z.; Budapesti M űszaki E gyetem  Vízgépek Tanszéke, Budapest X I  
(H ungary).
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T he value of th e  effective w ake fra c tio n  of an y  sh ip  can be d e te rm in ed  
o n ly  b y  m odel te s ts  accord ing  to  th e  th r u s t  id e n tity :  V a  is th e  p ro p e lle r 
ad v a n c e  speed in  o p en  w a te r  cond ition  ( th e  m odel p ro p e lle r is te s te d  w ith o u t 
a sh ip  m odel), V  is th e  ship speed a t  th e  p ro p u ls io n  te s ts  o f th e  ship m odel 
w h en  th e  th ru s t  coeffic ien t

Q ■ n2 ■ -D4

h as  th e  sam e va lu e  as in  open w a te r co n d itio n  o f p ropeller.
H ow ever th e  in v estig a tio n s o f  sev e ra l m odel fam ilies in d ica ted  th a t  

m odels o f a ship m ad e  in  d ifferen t scales g ive d iffe ren t effective w ake frac tio n s . 
E .g . th e  b iggest m odel o f  th e  Victory В  geosim  has a v a lu e  of 0,285 an d  th e  
sm a lle s t m odel h as  a v a lu e  of 0,430 a t  th e  sam e co rrespond ing  sh ip  speed. 
S im ila r g rea t scale e ffec t occurs a t o th e r  geosim s, to o  (see Tables I ,  I I ,  I I I ) .

F o r th e  I X .  I T T C  a m ethod  is p ro p o sed  to  ta k e  in to  co nsidera tion  th e  
scale  effect [1]. A cco rd in g  to  th is  th e  w ak e  frac tio n  o f a ship can be ca lcu la ted  
b y  th e  equa tion

=  (3)
VFm

w here  th e  su b sc rip t s is for th e  values o f  th e  ship an d  th e  su b sc rip t m  is for 
th e  values of th e  m o d el. B u t accord ing  to  F ig . 1 th e  va lu es  of Cf/ w  a re  n o t 
c o n s ta n ts  a t  a geosim . I f  it  were assum ed  th a t  th e  Victory  m odel m ade in  scale 
18 is th e  model o f th e  m otorsh ip  D. C. Endert  (A =  6) and  ca lcu la ted  w ith

C •
—— =  0,009 =  c o n s t. 

w

a v a lu e  of 0,244 cou ld  be ob tained  fo r th e  w ake frac tio n  of th e  m o to r b o a t 
in s te a d  of th e  real v a lu e  0,285. T he e rro r  o f th is  c a lcu la tio n  is 14 p er cen t. 
I f  c a lcu la ted  w ith  th e  m easu red  resu lts  o f  m odel m ade in  scale /  =  40; Cf/ iv =  
=  0,010 th e  e rro r m ad e  would be o f a b o u t 25 per cen t.

F o r th e  Victory  geosim s a n o th e r e x tra p o la tio n  m eth o d  is o b ta in ed  [2]: 
I f  a  lin ea r fu n c tio n  o f  Cf/w =  / ( C f) is u se d  (see in  F ig . 1) th e  w ake frac tio n s  
w o u ld  be  given w ith  less errors (2— 6 p e r  cen t) th a n  b y  th e  fo rm er m e th o d . B u t 
fo r  o th e r  geosim s th is  m eth o d  gives g re a te r  errors to o .

A ccording to  th e  m ethod  described  in  [3] th e  follow ing fo rm ula  can  be
used

(1 — w) w =  a Cf +  const. (4)

T he au th o rs  o f  th e  m entioned  p a p e r  p roposed  0,18 for th e  v a lu e  o f a 
c o n s ta n t in th e  case o f  Victory A  geosim  (F ig . 2). T h is m e th o d  gives v e ry  good 
re su lts  a t  th e  Str inda  a n d  Meteor geosim s [4] (see F ig . 3 an d  4). B u t a t  th e se
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Fig. 1. V alues o f Cp/w  for the geosim  Victory В  (1/w — 1,43 4,58/103 Cp)

Fig. 3. Values o f (1 — w)w  for the Strinda Fig.  4 . Values o f  (1 — w)w  for the Meteor  
fam ily, if  (1 — t )T m =  R m fam ily, i f  (1 — t )Tm =  R m

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970
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geosim s th e  in v e s tig a te d  ran g e  o f th e  Cf is v e ry  sh o rt (Cf =  3 — 4 • 1 0 -3 ). 
A cco rd in g  to  Figs 2 an d  4 (  Victory a n d  M eteor)  i t  can  be assum ed  th a t  th e  
v a lu e s  o f  (1 —  w) w  is n o t  a lin ear fu n c tio n  o f th e  Cf a t  a lo n g er ran g e , an d  
a t  th e  Victory  geosim  th e  lin ea r e x tra p o la tio n  gives a b o u t 10 p e r  cen t erro rs 
fo r  th e  (1 —  w) w  v a lu es  o f th e  m odel m a d e  in  scale 6 .

II. Investigation of the relative velocities in the propeller race

T h e  purpose o f u sing  th e  effective w ak e  frac tion  is to  ge t a connection  
b e tw e e n  th e  re la tiv e  velocities a t  th e  o p en  w a te r  cond ition  o f  th e  p ropeller 
a n d  th e  re la tiv e  velocities a t  th e  b e h in d  co n d itio n  of th e  p ropeller.

I n  th e  open w a te r  co n d itio n  of th e  p ro p e lle r  th e  th eo rem  o f m o m en tu m  is 
in  a p e rfe c t flu id :

T . ^ - L qA(V 1+ Уа ) ( Ц - У а ),  (5)
Ci

w h ere  V a  is th e  ad v an ce  speed  an d  VL is a nom inal re la tiv e  v e lo c ity  b eh in d  
th e  p ro p e lle r in  th e  p ro p e lle r race. T h is v a lu e  of th e  th r u s t  is ro u g h ly  equal 
to  th e  th r u s t  in  rea l flu id . T he d ifference is on ly  a few p e r c en t of T.

I f  th e  p rope lle r is ac tin g  beh in d  th e  sh ip  m odel, th e  w a te r  is acce lera ted  
fro m  th e  ship speed (F )  to  th e  re la tiv e  v e lo c ity  in  th e  p ro p e lle r race b eh in d  
th e  p ro p e lle r  ( F 2). T he w a te r  going th ro u g h  th e  propeller h as  an  energy  decrease 
a lo n g  th e  ship hu ll. T h is energy  loss is o n  acco u n t of th e  fr ic tio n  an d  because 
o f th e  chang ing  of th e  w ave system  a t  th e  s te rn . In  th e  b eh in d  co n d itio n  of the 
p ro p e lle r  th e  d ifference b e tw een  th e  id ea l a n d  real values o f th e  th ru s t  c a n n o t 
be  n eg lec ted . T herefo re , we h av e  to  c a lc u la te  w ith  th is  energy  loss. In  th e  th e o 
re m  o f m o m en tu m  th e  energy  loss can  b e  ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  b y  a res is
ta n c e  force (F ) ac tin g  on th e  w a te r

T  =  - y QA ( V 2+ V ) ( V 2 V) +  F .  (6)

I f  i t  is assum ed  t h a t  th is  re s is tan ce  fo rce  is equal to  th e  resis tan ce  au g 
m e n ta tio n  of th e  ship  hu ll

F  =  T  —  R

th e  th e o re m  of m o m en tu m  on a self-p ropelled  ship will he  th e  follow ing

R ^ — eA (v2+ V )  (V2- v ) .  (?)
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T his m eans th a t  a n o m in a l ve locity  c a n  be ca lcu la ted  in  th e  p ropeller race 
b eh in d  th e  p ropeller in  a self-propelled  cond ition :

R
1/2 ■ Q- A

+  F 2 . ( 8 )

In  open  w a te r cond itio n , accord ing  to  e q u a tio n  (5):

V I =
r

1/2 g A
+  П - (9)

F o r th e  ca lcu la tio n  of th e  w ake frac tio n  th e  ra tio n s  of th e  velocities 
V a / V  are de te rm in ed  a t  th e  th ru s t  id e n ti ty . F rom  E q u s (5) an d  (6) th e  th r u s t  
id e n ti ty  is

1-  qA  ( V I - - V 2a ) =  ~ qA  (F I F 2) +  F  (10)

T h is F  force is a p a r t  o f th e  “ v iscous”  com ponen t of th e  th r u s t  (Tp)

F  =  n - T P =  n  —  QV2 SC FT. (11)
2

A ccord ing  to  E qu . (23) described  in  [5] is

th u s

m d

Cft =  (1 4- С) к ,

F  n -----p F 2 S  (1 + C )  к

—  qA  ( V \ ~ V \ )  =  —  pA (F l  F 2) + n  —  p F 2 S  (1 + C )  к , 
2 2 2

( K 2 (V A 2 [V %
V I f If +  1 =  n  —— (1 -j-C) к . 

A

A ccord ing  to  E q u . (21) in  p ap e r [5] is

1 +  C =
V  l 2 *0
F

( 12)

(13)

w here  F 0 is th e  re la tiv e  v e lo c ity  b eh in d  th e  propeller in  a n  ideal s tream . T h u s 
i t  can  be said th a t  e q u a tio n  (13)

V 2- V 2A + V f - V i  =  n —  k V l  (14)
A

c o n tr ib u te  betw een th e  d iffe ren t ve loc ities in  th e  fu n c tio n  of k.
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I f  th e  m easured  v a lu e s  o f T, R ,  P a n a  P a  are  k n o w n , th e  values o f V1 
a n d  V 2 can  he ca lcu la ted . T h u s  th e  ra tio  V J V 1 can  also be  u sed  in stead  o f th e  
V a / V  — 1 — w for th e  co m p ariso n  of th e  o pen  w a te r a n d  b e h in d  cond itions 
o f  th e  ship  propeller. T h e  velocities in  th e  p ro p e lle r race  ( V 1 an d  V2) co n ta in  
th e  in fluences of th e  fo rces m ore ( th ru s t a n d  resistance) th a n  th e  ad v an ce  
sp eed s ( V  and  V À), th e re fo re , th e re  is a b ig g er scale e ffec t on th e  effective 
w ak e  frac tio n  th a n  on  th e  ra tio  o f V J V X.

I t  has been seen in  [5] t h a t  using  th e  coeffic ien t к  a good  m eth o d  is g iven 
fo r  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  resis tan ce  a u g m e n ta tio n . A cco rd in g  to  E q u . (12) 
th e  re la tiv e  velocities in  p ro p e lle r race a re  th e  fu n c tio n s o f  k.  T herefore, th e  
ra t io  o f  velocities w ill b e  in v e s tig a te d  in  th e  fu n c tio n  o f к  v a lues.

III. Results of model tests

B y  m eans o f th e  m easu red  resu lts  o f th e  Victory A  a n d  J3, th e  Meteor 
a n d  th e  Strinda  geosim s [6— 8 ] th e  values o f th e  d iffe ren t ve lo c ities  in  p rope lle r 
ra c e  a re  ca lcu lated . T h e  v a lu es  o f th e  w ake frac tio n s  (d e te rm in ed  from  th r u s t  
id e n ti ty )  and  th e  v a lu es  o f  th e  ra tio  o f V2/ P \  a re  given in  T ab les I , I I ,  I I I .

Table I

The values o f  effective wake fractions and the VJ Vl values o f  V ictory fam ilies

M odel
scale S hip

50 40 30 23 18 6

speed
[knots] 103.to V.IV1 IO». U) V,IVi 103.w r.IVi 103 *to V./V 103. to Г.1У, 103-to У./У,

10 404 1,153 376 1,161 370 1,168 360 1,153 333 1,146 291 1,108
4

d n 403 1,149 358 1,148 364 1,159 352 1,149 329 1,147 269 1,100
. 2 12 398 1,146 349 1,140 366 1,154 350 1,149 333 1,150 266 1,101

*■»
X i

■-Ö
d 13 400 1,149 346 1,138 361 1,146 349 1,147 328 1,139 262 1,102

Pcd
о

T5 14 396 1,151 351 1,136 353 1,141 347 1,140 324 1,129 259 1,095
p

«
15 400 1,153 362 1,140 347 1,134 346 1,139 325 1,131 256 1,089

16 402 1,153 367 1,140 348 1,124 346 1,130 324 1,133 251 1,086

17 403 1,134 369 1,130 349 1,121 339 1,119 315 1,125 247 1.083

10 429 1,196 397 1,179 354 1,199 359 1,179 349 1,187 291 1,139

11 431 1,195 391 1,174 356 1,162 355 1,176 343 1,157 294 1,139

P #o 12 430 1,194 382 1,167 358 1,174 350 1,173 341 1,174 293 1,136
4-»

X i
43
d 13 427 1,187 372 1,162 359 1,173 345 1,170 334 1,185 290 1,143

p
cd

о 14 427 1,183 370 1,162 359 1,168 340 1,159 328 1,162 285 1,128
p X

_bp 15 426 1,178 370 1,166 359 1,166 358 1,166 327 1,161 281 1,121

16 429 1,183 373 1,163 359 1,162 339 1,157 326 1,161 281 1,117

17 430 1,175 373 1,157 357 1,155 343 1,152 325 1,149 288 1,117
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Table II

The values o f  effective wake fractions and the V JV l values o f  Meteor fa m ily

S hip
speed

M odel scale

Sign  o f th e  to w in g  
cond itions

25 19 13,75
[k n o ts]

103* tv V , I V X 103« to V , I V , 10»- w V . I V  1

8 370 1,127 395 1,162 384 1,192
a) 10 331 1,110 340 1,132 336 1,162

(self propelled condition) 12 302 1,143 312 1,166 307 1,197

14 290 1,127 293 1,132 298 1,164

8 334 1,127 330 1,154 320 1,183

b )
10 304 1,119 300 1,123 298 1,159
12 288 1,157 281 1,176 279 1,198
14 266 1,088 269 1,095 272 1,105

8 280 1,125 278 1,141 271 1,152

c )

10 274 1,114 266 1,126 270 1,135
12 263 1,100 262 1,100 270 1,120
14 264 1,085 268 1,088 274 1,099

Table III

The values o f  effective wake fractions and the V.J T\ values o f  S trinda fa m ily

S hip
speed

[k n o ts]

M odel scale

S ign o f  th e  tow ing  
co nd itions

55 45 35 25

103* to V , I V 1 103* to У . / У , IO3,  to y , I V i 103 • to y , i v ,

a)
12 467 1,170 423 1,159 370 1,133 346 1,133

(self propelled condi-
14 426 1,149 396 1,146 368 1,127 340 1,119

tion) 16 408 1,129 384 1,124 359 1,116 340 1,116
18 400 1,105 381 1,107 356 1,099 340 1,099

12 480 1,216 418 1,210 374 1,169 346 1,156

b )
14 434 1,176 397 1,163 370 1,156 342 1,150
15 421 1,152 388 1,145 365 1,139 342 1,136
18 419 1,138 384 1,124 360 1,121 340 1,114

12 498 1,287 422 1,249 383 1,217 347 1,196

c )

14 448 1,230 404 1,208 372 1,196 342 1,181
16 431 1,198 395 1,185 372 1,176 345 1,164
18 426 1,153 393 1,151 364 1,143 343 1,137
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Table IV

Differences o f  the values o f  w and V2/V l at the biggest and smallest models

Geosims type * W v j v \

Victory A 50
6

0,400
0,256

1,153
1,109

Difference [% ] 36,0 4,2

Victory В 50
6

0,427
0,281

1,178
1,121

Difference [% ] 34,2 5,0

Meteor fam ily 25
13,75

0,302
0,263

1,143
1,100

Difference [% ] 12,9 3,8

Strinda fam ily 55
25

0,408
0,340

1,129
1,116

Difference [% ] 16,7 1,0

I t  can  be seen th a t  th e  va lu es  o f  V J  V1 are n o t so d iffe ren t a t  th e  b iggest 
an d  sm alle st models as th e  v a lu es  o f th e  effective w ake frac tio n . E .g . th e  values 
o f w  a n d  V J  V1 are g iven  in  T ab le  IY  for Victory  geosim s a t  15 k n o ts  co rre
sp o n d in g  ship speed, fo r th e  Meteor fam ily  a t  12 k n o ts  co rresp o n d in g  ship speed 
a n d  fo r  Strinda  fam ily  a t  16 k n o ts  correspond ing  ship speed.

F igures 5, 6, 7, 8 , 9 a n d  10 show  th e  func tions o f V2/ V 1 =  f ( k ) .  The values 
d e te rm in e  s tra ig h t lines fo r all geosim s w ith  a v e ry  good a p p ro x im a tio n :

=  a k + b .  (15)
V,

T he va lu es  of a an d  b a re  g iven  in  T ab le  Y.

Table V

Values o f  a and b

Geosims type a b

Victory A  (F ig. 5) 117,5 0,8620

Victory В  (Fig. 6) 95,0 0,9250

Strinda (for all three different model 
conditions Fig. 7, 8 and 9) 182,0 0,7715

Meteor (for all three different model 
conditions Fig. 10) 152,0 0,7780
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Fig. 5. Values o f V .JV t for the geosim  Victory A: V J V l =  117,5 к -f- 0,862

Fig. 7. Values o f V J V ,  for the Strinda  fam ily: ( V J  V t =  182 к +  0 ,7715) i f  (1 — i)7 ’m =  R m
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Fig. 8. V alues o f V 2/V i  for th e  Strinda  fam ily: ( V 2I V t =  182 к +  0 ,7715) if  (1 — t)Tm —
=  R m -  0,5 F d

Fig. 9. Values of V-,jV, for th e  Strinda  fam ily: ( V 2j V ,  =  182 к  +  0 ,7715) if  (1 — t )T m —
= R m ~  Fd

A ccording to  th e se  re su lts  th e  values o f a can  he  d e te rm in ed  b y  th e  fo l
low ing em pirical fo rm u la

e = l , 1 7 —  - d ,  (16)
A

w here  th e  value of d  is 78 in  th e  cases o f th e  com m on s te rn  constru c tio n  (a t 
fam ilies Victory A , В  a n d  S trinda )  and  61 in  th e  case o f th e  Meteor geosim .
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Fig. 10. Values o f  V2/Vl for the Meteor fam ily: V.JVy =  152 к -f- 0,778. (1 — t)Tm =  
=  R m (a); (1 -  t )T m =  R m -  0,5 F D (6); (1 -  t )T m =  Д т  -  F 0  (c)

W e can  see t h a t  th e se  s tra ig h t lines give th e  values o f th e  V2/V 1 ra tio  
in  th e  fu n c tio n  of к  w ith  v e ry  sm all errors. T h e  v a lu es  o f th e  g re a te s t difference 
per cen ts a re  a t

Victory A  
Victory В  
S trinda  
Meteor

2.0 p e r  cen t,
2.4 p e r  cen t,
2.0 p e r  cen t,
2.5 p e r  cen t

(if in  th e  la te s t  case th re e  v e ry  d ifferen t p o in ts  a re  n o t ta k e n  in to  consid
eration).

IV. Numerical example

L et us assum e that the Victory A  m odel m ade in  scale 50 is the m odel o f the D . C. 
Endert m otor boat. (In this case the scale o f the m odel is 50/6 =  8,33.) A t 14 knots correspond
ing ship speed according to  the m easured results o f m odel we obtain R  =  0,372 kp, T  =  
=  0,463 kp, V — 1,019 m /sec, У д  — 0,615 m/sec, w  =  0,396.

a) I f  calculating w ith  a constant effective wake fraction, the propeller advance speed 
of m otor ship is

VA =  (1 —  w) V  =  (1 —  0,396) • 2,943 =  1,770 m/sec,

where V  is the speed o f m otor boat at 14 knots corresponding ship speed.
b) I f  we assum e th a t the VJ Vl ratio is constant a t th e  m otor ship and at her model 

we can obtain for the m odel [see Equs (8) and (9)]:

R , F2 ° ’372r 2 0,5 qA 0 ,5 -1 0 5 .0 ,0 0 8 8

V \  =
T : ° ’463

0,5 qA 1 A 0,5 • 102 • 0,0088

V t 1/ 1,867 =  1,151 .
V , 1 1,409

+  1,0192 =  1,867 ,

-  +  0,6152 =  1,409 ;
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F o r  th e  motor boat a t V  =  2,943 m /sec, R  =  144,2 kp (from resistance tests), T  =  197 kp 
(extrapolated  by the m ethod described in  [5]):

y 2 _  ^
2 0,5 qA

V2 = 144,2
0 ,5 -1 0 2 -0 ,6 1 1

2,9432 =  13,274.

B y  means of V2I Vx ratio obtained from  m odel tests we obtain

and

V t =  V„
V x _  3,641

1,151
=  3,166 m /sec,

V\ -
0,5 qA - J/ 3,1662

197
0,5 102 0,611

=  2,380 m /sec.

c) I f  we test another m odel too , or w e use only the results o f the m odel m ade in scale 
50 and Equ. (16) the straight line of V2IV t =  f ( k )  can be determ ined.

The value o f к o f m otor boat a t 14 kn ots corresponding ship speed is 1,98 • 10“ 3 [5]. 
A t th is value according to the straight line (F ig. 5):

is obtained and thus

V ,
V ,

: 1,095.

and

=  3,325 m/sec.

197
"0,5 - 1“02 • 0,611

=  2,17 m /sec.

d ) According to the results o f the te s t  o f  D. C. Endort the exact value o f Vд  is 2,18 m/sec. 
For the com parison o f the used three m ethods the obtained values o f У д  and its per

cen tage differences from  the exact value are given in Table V I.

Table VI

Comparison o f  the three methods used

Method Va
[ms ■]

Differences
[%i

Method of w  =  const. 1,770 — 18,8

Method of V.J Vx — const. 2,380 +  9,2

Method of V J V X =  ak  +  b 2,170 —  0,5

E xact value 2,180 —

V. Conclusion

T he in v es tig a tio n  of th e  m easu red  resu lts  o f fo u r geosim s show  th a t  th e  
effective w ake frac tio n s of d iffe ren t m odels are v e ry  d iffe ren t a t  th e  sam e 
co rrespond ing  ship speed. I f  i t  is used  th e  effective w ake fra c tio n  o b ta in ed  
from  only  one m odel te s t  an  e rro r  o f  ab o u t 154-40 p e r cen t can  be  m ade on 
ca lcu la tin g  th e  p ropeller ad v an ce  speed.
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U sing  th e  V2/ V 1 — const, r a t io  in s te a d  o f w (e ffective w ake frac tio n )
gives o n ly  5— 15 p er c e n t error. B u t  th e  ra tio s  of V2/V 1 g ive a s tra ig h t line in
th e  fu n c tio n  of the  к  fa c to r . I f  th e  m o d e l ex perim en ts of a n y  sh ip  a re  m ade b y  
two d iffe ren t m odels (tw o  m odels m a d e  on  d ifferen t scales) o r  one m odel w ith  
tw o d iffe ren t rough su rfaces, th e  V J V 1 — f ( k )  linear fu n c tio n  can  he o b ta in ed . 
B y m ean s of th is  lin e a r  function  th e  ca lcu la tion  of th e  p ro p e lle r ad v an ce  
speed  h as  only 1— 3 p e r  cen t e rro r. T h ese  errors have  p ra c tic a lly  th e  sam e 
values as th e  errors o f  te s tin g .

I n  th e  equa tion  o f  th e

- p - =  a k + b , (15)

th e  v a lu e  of a can be  de te rm ined  b y

a =  1 ,17  — -----d  , (16)
A

w here  th e  value of d  is th e  fu n c tio n  o f  th e  s te rn  c o n s tru c tio n  of sh ip . T he 
v a lu es  o f b and  d are c o n s ta n t for th e  sam e  sh ip  form  a t  all p ro p e lle r cond itions 
(self p ropelled  cond ition  an d  th e  u s u a ly  m odel conditions to o ).

I f  som e ap p ro x im a tiv e  m e th o d s  can  be  ob ta ined  fo r th e  d e te rm in a tio n  
o f v a lu e  d, th e  p ropeller advance sp eed  o f a sh ip  can be ca lc u la ted  b y  m eans 
of th e  te s tin g  of a single m odel.
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Untersuchung der effektiven M itstrom ziffern der M odellfamilien. Zur Beseitigung des 
sich im  W ert der effektiven Mistromziffer zeigenden M aßstabeffektes is t  es zweckm äßiger 
—  a n sta tt  der M itstrom ziffer —  das V erhältn is zweier nomineller G eschwindigkeiten zu  
gebrauchen: nominelle relative G eschwindigkeiten in dem  sich hinter dem  Propeller herausbilden
den W asserstrahl bei dem  Propellerfreifahrversuch und im  Zustand h in ter dem  Schiffskörper. 
Dieses Verhältnis ist eine lineare Funktion des K oeffizienten k. A u f dieser Grundlage kann  
der W ert der effektiven M itstrom ziffer eines Schiffes laut der Versuchsergebnisse  
zwei verschiedener Modelle ohne M aßtabeffekt erm ittelt werden. M it der Anwendung der 
em pirischen Formeln geben die Versuchsergebnisse auch eines einzigen M odells die M öglich
keit, den W ert der effektiven  M itstrom ziffer genau zu bestimmen.
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Анализ эффективного коэффициента течения семейств моделей (3. Бенедек). Чтобы 
избежать воздействия масштабного эффекта, наблюдающегося в значении эффективного 
коэффициента течения, вместо коэффициента течения целесообразнее использовать отноше
ние двух номинальных скоростей: номинальную относительную скорость в струе воды, 
формирующейся позади винта, в состояниях на свободной водной поверхности и позади 
корпуса судна. Это отношение есть линейная функция коэффициента к. На основе сказан
ного выше значение эффективного коэффициента течения некоторого судна можно опре
делить без воздествия масштабного эффекта на основе результатов исследования двух раз
личных его моделей, если не принимать во внимание упомянутую выше эмпирическую фор
мулу. Используя эмпирические формулы, становится возможным точно определить зна
чение эффективного коэффициента течения при применении результатов измерения одной 
единственной модели.
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ANALOGY BETWEEN THE STRESS STATES 
OF SPHERICAL SHELLS AND PARABOLOIDAL SHELLS
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[M anuscript received Ju ly  9, 1970]

Present paper establishes a correlation betw een spherical shells and paraboloid shells 
o f revolution  coordinated to the former. The axis o f revolution o f  the paraboloid shell 
passes through the centre point o f the spherical shell. The radius o f curvature o f the paraboloid  
shell’s m eridian at its axis point is the tw ofold  of the radius o f the m iddle surface o f  the  
spherical shell. The stereographical projection of the points lying on the m iddle surface o f the  
spherical shell, corresponds to  those points o f the paraboloid shell, the  ground-plan projection  
o f w hich coincides w ith  the stereographically projected points of the spherical shell. The centre  
o f th e  stereographic projection is the po in t a t which the axis o f  the paraboloid shell in ter
sects the m iddle surface of the spherical shell. The relationship existing betw een the stress and 
loading sta te  o f these tw o kinds o f shells m ay be expedien tly  used for the solution of certain  
sta tica l problems.

1. Introduction

T his p a p e r  estab lishes a co rre la tio n  betw een  th e  o u th e r  an d  in n er forces 
of a sp h e rica l shell an d  a p a rab o lo id  shell o f rev o lu tio n  (called  paraboloid shell 
in th e  fo llow ing), b o th  co o rd in a ted  to  each  o th e r. T his co rre la tio n  m ay  be  of 
use in  so lv ing  ce rta in  p rob lem s o f e ith e r  k in d  of shells, p ro v id ed  t h a t  th e  
so lu tio n  of an  analogous p rob lem  o f th e  reversed  k ind  o f shells is know n.

2. Data concerning spherical shells

F o r lo ca tin g  th e  p o in ts  ly in g  on th e  m iddle  surface o f  th e  spherica l shell 
a sp h e rica l co o rd in a te  sy stem  0($ , to) is in tro d u ced , th e  origin 0 of w hich  
co incides w ith  th e  cen tre  p o in t o f th e  sphere (Fig. 1.). T h e  ax is со =  0 o f th is  
sy s tem  of co o rd in a tes  is v e rtic a l. I t s  u p p e r p o in t of in te rsec tio n  w ith  th e  m idd le  
su rface  o f th e  sp herica l shell is called  zenith  p o in t Z , its  low er p o in t of in te r 
sec tio n  nadir p o in t N .  T he lines #  =  con st of th e  shell’s m idd le  surface w ill 
he d e n o ted  as m erid ians, th e  circles to  =  co n st as parallels. T he  d is tan ce  b e 
tw een  th e  p o in ts  on th e  m idd le  su rface  o f th e  shell an d  ax is  line со =  0 are  
sym bo lized  b y  r , th e  rad iu s  o f th e  sphere  is deno ted  b y  R .

T he po in ts  on th e  m idd le  su rface  o f th e  spherical shell should  be p ro 
je c te d  from  p o in t N  to  th e  ta n g e n tia l  p lane o f th e  spherica l shell a t  p o in t Z . 
T h is  k in d  of p ro jec tio n  is know n as a stereographical projection. F o r in s tan ce :

* Prof. P. Csonka; Bartók В. ú t 31, Budapest, X I  (H ungary)
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th e  stereog raph ical p ro je c tio n  of p o in t A  ly in g  on th e  m idd le  surface o f th e  
sp h e rica l shell is A '  (F ig . 2).

In  order to  lo ca te  th e  po in ts ly ing  in  th e  p ro jec tio n  p lane th e  po la r 
c o o rd in a te  system  Z ( r ',  ff) is in troduced .

Fig. 1. Spherical coord inate system  
0 {!>, o>)

Fig. 2. P oint A  and its stereographic 
projection

T he loads, to  w h ich  th e  shell is su b je c te d , are g iven  b y  th e ir  com po
n e n ts  ac tin g  in  th e  d ire c tio n  o f th e  m erid ian s , p a ra lle l circles and  norm als 
o f  th e  shell’s m iddle su rface . The specific v a lu e  o f th e se  forces re la ted  to  th e  
u n i t  a rea  of th e  m idd le  su rface  is c h a rac te rized  b y  th e  lo ad  functions

Pi =  Pi(®’ w )->
Pi  =  Pi  ( # »  <*>)■> i 1 )
Pi =  P i ( # »  w ) -

3. Data concerning paraboloid shells

T he axis o f re v o lu tio n  of th e  p a ra b o lo id  shell to  be  in v es tig a ted  should  
co incide  w ith  th e  ax is Z N  o f th e  sp h erica l shell.

In  order to  d escribe  th e  location  o f th e  po in ts  ly ing  on th e  m iddle surface 
o f th e  parabolo id  shell th e  cy lindrical c o o rd in a te  sy s tem  Z "(r ', ■&, s) should  
be in tro d u ced . T he ax is  line  z of th e  la t te r  is id en tica l w ith  th e  axis line a> =  0 
o f  th e  spherical c o o rd in a te  system  0(#, a>) a n d  its  p o sitiv e  b ran ch  is d irec ted  
dow nw ards. In  th is  c o o rd in a te  system  th e  eq u a tio n  o f th e  m iddle surface 
o f  th e  paraboloid  shell co rre la ted  to  th e  spherica l shell is

2 =  —  Г'2 .
4 R
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T h e  ra d iu s  of c u rv a tu re  of th e  m id d le  su rface  o f th e  p a rab o lo id  shell a t  p o in t 
r '  =  0 is equal to  2R , t h a t  is, tw ice  as long  as th e  rad ius o f th e  m iddle  su rface  
o f  th e  spherica l shell.

T h e  p o in t o f th e  m iddle su rface  o f th e  parabo lo id  shell w h ich  corresponds

Fig. 3. Correlated points o f the m iddle surfaces o f  the spherical and the paraboloid shell

to  p o in t A  o f th e  m idd le  su rface  o f  th e  sp h erica l shell is m ark ed  b y  A "  (F ig . 3). 
T h e  g ro u n d -p lan  p ro jec tio n  o f  p o in t A "  is id en tica l w ith  th e  s te reo g rap h ica l 
p ro je c tio n  of p o in t A .

T h e load  system  p '  =  p ' ( r ' , ff) to  w h ich  th e  spherical shell is su b jec ted , 
will be  b ro u g h t in to  co rre la tio n  w ith  th e  lo ad  system  ac tin g  u p o n  th e  p a ra 
bolo id  shell. T he co m p o n en ts  a c tin g  in  d irec tio n s of th e  ra d ii, th e  para lle ls  
an d  th e  vertica ls  should  be c h a ra c te r ise d  b y  load  functions

P\ =PÍ(r ,, 0 ) ,
P i =  p i( r '-> & ), (3)
Рз  =  Рз(г ,  &) ■

The specific value of all th e se  co m p o n en ts  are  re la ted  to  th e  surface u n it  o f 
th e  ground-plan.

4. Geometrical correlations

As is know n, th e  s te reo g rap h ica l p ro je c tio n  of spherical surfaces is con
fo rm , i.e . th e  angles keep  th e ir  o rig in a l size. C onsequently , th e  re la tio n  b e tw een  
the  a c tu a l leng th  o f th e  surface line  e lem en ts  passing  th ro u g h  a g iven p o in t A
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of th e  sphere  an d  th e  le n g th  of th e ir  s te reo g rap h ica l p ro je c tio n  is in d e p e n d e n t 
o f th e  d irec tion  o f th e se  line elem ents. T h is  re la tio n , o n ly  depending  on th e  
d is tan ce  as m easured  fro m  axis z an d  exp ressing  th e  q u o tie n t o f real a n d  p ro - 
je c tio n a l leng ths, shou ld  be m arked  b y  th e  sym bol ds/ds '.

F ig. 4. G eom etrica l correlation s

O bviously , ra tio  d s/ds’ is id en tica l w ith  th e  ra tio  o f th e  c ircum ference 
o f  circles w ith  ra d ii r  a n d  r '  (Fig. 4), t h a t  is

ds 2 лт

H ow ever, 

w hich m eans th a t

ds' 2 n r ' T

r : r' =  (R  +  R  cos со) : 2R  ,

ds 1 +  cos со 

ds' 2
(4)

holds.
To d e te rm in e  th e  v alue  of cos со f ig u rin g  in  th e  ab o v e  form ula we h a v e  

to  s ta r t  o u t from  re la tio n
СО r

t a n ---- = -----
2 2 R

to  be read  from  F ig . 4. A ccordingly

ta n  co =

2 ta n  -

ta n 2

ft)
2 R 4 R r

CO
1 - 4 R 2

( 5 )

4 R 2
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and  so
1

COS CO =  ■ --------- -------  =
У1 ta n 2 со

th a t  is, a f te r  s im plification

1

16 R 2 r '2 
(4 R -  -  r '-)2

4 R 2 -  г'2
COS CO =  ----------------- .

4 R 2 +  r '2

_____ 4 R 2 -  r '2

У 1 6 Д 4+ 8 Д 2 г'2+ г '4

(6)

A t th e  sam e tim e

an d  so

Fig. 5. G eo m etr ica l correlations

l/i-------- 2— 4 Д r 'sin CO =  / 1 — COS2 CO =  -------------- -,
4 Ä 2+ r '2

r =  R  sin  CO =
4 Д 2 r '

4 Л 2 +  г'2

(7)

(8)

In  th e  possession of form ula (5) th e  ra tio  d s /d s ' soug h t for m a y b e  ex p re ss
ed b y

ds 4 R 2

ds ' _  4 R 2+ r '2

I t  is obv ious th a t  th e  sam e ra tio  w ill express th e  re la tio n sh ip  ex is tin g  
b e tw een  th e  m erid ian -d irec ted  line e lem en t R  ■ d  со an d  th e  increase  of ra d iu s  
m ark ed  in  F ig . 5 b y  dr', th a t  is

R  -den 4 R 2

dr’ ~  4 Я 2 +  г'2
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T h u s
dr' _  4 Д2+ г '2 
dco 4 Й

5. Equilibrium conditions of spherical shells

L e t us m a rk  a p o in t  A  on th e  m id d le  surface o f th e  spherical shell an d  
c u t  o u t from  its  im m e d ia te  v ic in ity  an  e lem en ta ry  p a r t  of th e  shell, th e  m idd le  
su rface  of w hich is l im ite d  b y  m erid ian  a rch es f) an d  f) -f- d-д, fu r th e r  b y  p a ra lle l 
circles со and  w -f- d со (F ig . 6).

T he value o f th e  in n e r forces a c tin g  u p o n  th e  m en tio n ed  e lem ent o f th e  
sp h ere  should be m a rk e d  w ith

N n N ri, N ,„  N ,  .

T hese  te rm s are  re fe rre d  to  th e  u n it  le n g th  of th e  sides of th e  in v e s tig a te d  
sp h ere  elem ent. F ro m  am ong these

Nir =  N r>.

T he equ ilib rium  o f forces ac ting  u p o n  th e  sphere  e lem en t can  be expressed  
b y  th re e  d ifferen tia l e q u a tio n s  in c o n fo rm ity  w ith  th e  d irec tion  of th e  m erid 
ia n s , th e  para lle l circles and  th e  n o rm als  o f th e  shell.
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5.1. E quilibrium  in  direction o f  the m erid ians

T he force co m p o n en ts  ac tin g  in  m erid ional d irec tio n  a re : th e  in crem en t

------ (N r r • dû) do)
Qco

o f th e  m erid ian  fo rce  N r r ■ dû; th e  in c rem en t

—- { N i r R -d m ) dû
d û

o f shearing  force N#r R  • d o ; th e  m erid ian -d irec ted  co m p o n en t

— N qR  • dm • dû • cos со

of th e  re su lta n t N ÿ R  • d o  • dû  o f th e  b ila te ra l forces N 9 R  • dm; and  fin a lly  
th e  m erid ian  d ire c te d  com ponen t

p xr • dû  • R  • dm

of th e  ex te rn a l fo rce  to  w hich th e  sphere  e lem ent is su b jec ted . A ccordingly , 
th e  equ ilib rium  e q u a tio n  in  q u es tio n  is

—  ( N r r- dû) dm  +  —  (N tr R  ■ dm) dû  -
Э со dû

— N ÿ R  ■ dm ■ d û  ■ cos m-\- р г r ■ dû  ■ R -  dm  =  0 .

T ak in g  in to  co n sid e ra tio n  re la tio n  (10) an d  sim plify ing  th e  fo rm er eq u a tio n  
b y  R  ■ dû  • dm, th e  fo llow ing eq u ilib riu m  cond itio n  w ill be  a rr iv ed  a t:

~  T ~ ( riV')  +  - T T 1  ~  ^ c o sC O  +  rp , =  0 . ( 11)
К  am a v

5.2. E qu ilib rium  in  direction o f  the parallels

T h e force co m p o n en ts  ac tin g  in  th e  d irec tio n  o f th e  para lle ls  are: th e  
increm en t

(N q R  ■ dm) dû
d û
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of th e  no rm al forces N 0 R  • dco; th e  in c rem en t

—  (N ri r • d&) dco
dco

of th e  shearing  forces N r&r • dd; th e  re s u lta n t

N âr R  • dco • cos со • dd

o f  th e  h o rizon ta l p ro je c tio n  o f b ila te ra l  forces N drR  • dco; as well as th e  com 
p o n e n t

p 2 r ■ d d  • R  ■ dco

a c tin g  in  d irection  o f th e  para lle ls  o f  th e  ex te rn a l force to  w hich  th e  sphere 
e le m e n t is sub jec ted . T h u s , th e  eq u ilib riu m  eq u a tio n  in  q u es tio n  is

—  ( N , R  ■ dco) dû  +  —  ( N r i r ■ dû) dco +
8#  Эсо

-j- N ir R  ■ dco ■ cos со ■ d d -\-p 2 r ■ dd  ■ R -  dco =  0.

T a k in g  in to  co n sid e ra tio n  re la tio n  (10) a n d  sim plify ing th e  e q u a tio n  in  question  
b y  R  • d& • dco, th e  fo llow ing e q u ilib riu m  cond ition  will be  a rr iv ed  a t:

О Д7 I  О
+ ------- —  (rN rí) + N,.„ co s  co+ rp2 =  0 . (12)

dd R  Э со

5.3. E qu ilib riu m  in  direction normal to the shell

T h e force co m p o n en ts  ac tin g  in  th e  d irection  n o rm a l to  th e  shell are: 
th e  re su lta n t

N r r ■ dd  ■ dco

o f th e  b ila te ra l n o rm al forces N r r ■ d'd; th e  norm al co m p o n en t

N# R  • dm • dit • sin со

o f th e  re su lta n t N 0 R  • dco • dd  o f th e  b ila te ra l h o riz o n ta l forces N ^R -d c o ;  
as w ell as th e  n o rm a l co m p o n en t

j >3 r • dd  ■ R  • dco
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of th e  e x te rn a l force to  w hich th e  shell elem ent is su b jec ted . A ccord ingly , th e  
equ ilib rium  co n d itio n  in  q u estio n  is

N r r • dß  • dm  -f- N e R  ■ dm • d ê  • sin w p 3r ■ dß  • R  • dm =  0 ,

respective ly , a f te r  s im p lifica tion  b y  dt) • dm

r N r -f- R N 0 sin m -f- R  r Рз — 0 •
H ow ever,

R  sin m =  r ,

th u s , th e  eq u ilib riu m  co n d ition  in  question  m ay  be m odified  as

- ^ ( l V r + iV ,)+ p 3  =  0 . (13)
К

6. E qu ilib rium  conditions of parabo lo id  shells

P assing  on to  th e  in v es tig a tio n  of p arabo lo id  shells, th e  p o in ts  b ro u g h t 
in to  co rrespondance  w ith  p o in t A  of th e  m iddle su rface  o f  th e  spherica l shell 
a re : A '  ly ing  on th e  p ro jec tio n  p lan e  and  A "  ly ing  on th e  m idd le  surface o f 
th e  p a rab o lo id  shell (F ig . 7).

I \  ' ' v .
\  ^  

\
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L e t us cu t o u t fro m  th e  v ic in ity  o f  p o in t A "  a shell e lem en t, th e  m iddle 
su rfa c e  of w hich is l im ite d  b y  m erid ian s §  an d  #  d'd, fu r th e r  b y  para lle l 
c irc les r '  an d  r ' -(- d r '. To th e  m idd le  su rface  o f th is  shell e lem en t an  e lem en tary  
c irc u la r  ring  secto r co rresp o n d s, th e  a rea  of w hich is r ' ■ dd ■ d r ' . Since we 
a re  d ea ling  w ith  a s te re o g ra p h ic a l p ro je c tio n , th e  shape  o f th is  c ircu la r sec to 
r ia l  e lem en t is s im ilar to  th e  m idd le  su rface  o f th e  in v e s tig a te d  e lem en t of th e  
sp h e ric a l shell.

T he inner forces a c tin g  u p o n  th e  m en tio n ed  e lem en t of th e  parabo lo id  
sh e ll —  th e  so called real inner forces  —  should  be  d en o ted  b y

N " ,N 'U ,m r, N ; .

T h ese  te rm s are re fe rred  to  th e  u n it  len g th  of th e  sides o f th e  shell elem ent 
u n d e r  investig a tio n . F ro m  am ong  th e se

N £r =  N'U. (14)

T h e  g ro und-p lan  p ro je c tio n  o f in n e r forces —  th e  socalled reduced inner forces — 
sh o u ld  be m arked  b y

K ,  N '* , N b ,  n ;

a n d  re fe rred  to  th e  u n i t  len g th  o f  th e  g ro und-p lan  p ro je c tio n  of th e  sides 
o f  th e  shell elem ent. T a k in g  in to  co n sid e ra tio n  th e  re la tio n s u n d e r  (2), th e  
re a l in n e r forces are in  con n ec tio n  w ith  th e  reduced  forces as follow s:

n ;  =  y i + ( d f d r ' f  • N'r =  l 4' f x r l  n ; ,

N 'U = N 'r i ,

K r = W r ,

n ;  =  1 n £ =  r J : R = N i
f l  + (d z ld r ')2 f 4 i î 2+ r '2

O f course,
m r =  N'rÿ.

T he equ ilib rium  o f th e  forces ac tin g  up o n  th e  e lem en t c u t o u t from  th e  
sh e ll w ill be expressed  w ith  th e  a id  o f th e  reduced  in n e r forces. S im ilarly  to  
th e  fo rm er, th is p ro ced u re  will lead  to  th re e  d iffe ren tia l eq u a tio n s  co rrespond
in g  to  th e  th e  d irec tio n s o f th e  rad ii, para lle ls an d  v ertica ls .

(15)

(16)
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6.1. E q u ilib rium  in  direction o f  the radii

The cond ition  o f eq u ilib riu m  o f th e  force co m p o n en ts  in  rad ia l d irec
tio n  is:

(N'r r ' ■ dû) d r '+  —  (iv ;r • d r )  dû  -
dr' dû

— Nff ■ dr' ■ d û - f p '1 r' ■ dû- d r’ =  0 .

T ak in g  in to  co n sid e ra tio n  re la tio n  (16), s im plify ing  th e  eq u a tio n  b y  dû ■ dr' 
a n d  carry in g  o u t a p a r t ia l  d e riv a tio n , th e  equ ilib rium  co n d itio n  is:

э jy;
dr'

+  N'r + 8 N'rrlt N 'eEp'i r ' =  0 . (17)

6.2. E qu ilib riu m  in  direction o f  the parallels

T he cond itio n  o f eq u ilib riu m  o f th e  force co m p o n en ts  in  th e  d irec tion  
o f th e  paralle ls is:

Л -  w  • dr') d & + A  № »■' • Ю ) dr> +dû  dr

-f- N$r ■ dr' ■ d& -\-p '2 r' • dû ■ dr' =  0 .

A fte r su b s titu tio n  o f (16), fu r th e r , a f te r  p a r tia l  d e riv a tio n  a n d  sim plifica tion , 
th is  eq u a tio n  becom es:

0 Щ
dû

+  r
ЯЛГ'

' ----- ^  +  2 N'r i+ p '2 r ' =  0 . (18)

6.3. E q u ilib riu m  in  vertical direction  

T he cond ition  o f e q u ilib riu m  of th e  v e rtic a l force co m p o n en ts  is:

—  [N ' r' ■ d û  ■ d r '+  —  (iV;r • dr’ • — I dû  +  p ' r '  - d û - d r '3 =  0 .
8r ' ( dr' I dû  ( dr' J

T ak ing  in to  co n sid e ra tio n  re la tio n  (16) and  s im plify ing  b y  dû • d r ', th is  
eq u a tio n  ta k e s  th e  fo rm :

1

2 R dr'
(ív ; r '2) +

r
2 R

QN'rt
dû

4 ~  Рз гз —  о.
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A fte r  d eriv a tio n  a n d  d iv is io n  b y  r ',  th e  eq u a tio n

1

2 R
— 'r-  +  2 N'r +

8r ' 3#  ,
+  Рз — 0

is o b ta in ed . F ina lly , s u b s ti tu t in g  in to  th is  th e  expression

fo llow ing  from  (17), th e  co n d itio n  of equ ilib rium  so u g h t fo r w ill ap p ea r as:

( N ’r+ N ',)  - P[ r '+ 2  R P '3 = 0 . (19)

7. L oads ac tin g  upon th e  spherica l shell

In  th e  follow ing a co rre la tio n  shou ld  be estab lish ed  b e tw een  th e  load ing  
forces to  which th e  sp h e rica l an d  th e  co rre la ted  p a rab o lo id  shell a re  su b jec ted . 
T h is  co rre la tion  sh o u ld  b e  se t up  w ith  th e  a ssu m p tio n  t h a t  th e  real in n e r 
fo rces o f th e  sp herica l shell are connected  to  th e  reduced in n e r forces o f th e  
p a rab o lo id  shell as fo llow s:

N r — f ( r ) ■ N 'r ,

N r i = f ( r ' ) - N 'r i , (20)

N ,  =  f ( r ')  ■ N ÿ .

F u n c tio n  f ( r ')  f ig u rin g  in  th e  above fo rm ula  sh o u ld  be  reg a rd ed  as 
u n k n o w n  and d e te rm in e d  w ith  th e  re q u irem en t t h a t  co n d itio n s  (11)— (13) 
a n d  (17)— (19) of e q u ilib riu m  h a v e  to  be s im u ltan eo u sly  sa tis fied .

O ur aim is th e  d e te rm in a tio n  of com ponen ts p Y, p 2, p 3 o f load  system  p  
a c tin g  upon th e  sp h e rica l shell s ta r tin g  o u t from  th e  fa c t t h a t  th e  com ponen ts 
p \ ,  P '21 P i  ° f  the  load  sy s tem  p '  ac tin g  up o n  th e  p a rab o lo id  shell are  g iven.

C orresponding to  th e  th re e  load  com ponen ts th e  n ecessa ry  ca lcu la tions 
is to  be m ade in  th re e  steps.

7.1. Load component p 2

L et us s ta r t  o u t  fro m  th e  d iffe ren tia l eq u a tio n  (12) a n d  pass on to  d e ri
v a tio n  according to  r ' in s te a d  o f th e  one accord ing  to  со:

B N , , 1 dr' Э ,
------— H--------• -------  • ----- (rN r{) +  N ri/ ■ cos со —i rp 2 =  0

9# R  dco dr'
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S u b s titu tin g  fo rm ulae  (6), (8) an d  (9), re la tio n

Э N ,
00

+
4 R 1

4 R-
+

4 R 2 r

dr' \ 4 R 2 +  r '2

4 R 2 — r'~ лг , 4,R 2 r'
--------------- N r$-\------------------ p 2 ■— 0
4 R 2+ r '2 4 R 2+ r '2

is o b ta in ed . A fte r p a r tia l  d e riv a tio n  a n d  sim plifica tion  th is  leads to

3 N a
8 0

f  +  r, Э N,rir
dr'

+ 2 4 R 2 4 R 2 r'
- N r$-\—  —  p 2 =  0 ,

4 R 2+ r '2 4 R 2 +  r '2

w hich a fte r  su b s ti tu tio n  of re la tio n  (20) gives:

4  R 2 _ / 2  4  R2  r '
+  2 — - -  f ( r ’)N 'ri> +  p 9 =  0 .

4 H ! + r ' 2 4 R 2 +  r '2

R e p e a te d  p a r tia l d e riv a tio n  resu lts  in

/ ( 0 8iY" +  г ' Щ - K t + r W )  d N 'r*
80

+ 2

dr'

4 H - - r '2

4 1 î2+ r ' 2

8r'
+

4  R 2  r '
/ ( 0 - i v ; ÿ+ — — —  Po =  o. (2i)

'  4 R 2+ r '2

HoAvever, acco rd ing  to  e q u a tio n  (18):

9N'rt dN # , ,
— 2 N rit—p 2 r .

dr' 00

S u b s titu tin g  th is  v a lu e  in to  eq u a tio n  (21), i t  is found  a fte r  s im p lifica tio n  th a t

df(r'l
dr'

4 r

4 R 2+ r '2
~/(0 K t +

4 R -

4 R 2-\-r'
02 “/ ( 0 0 2 0 . ( 22)

In  o rd e r t h a t  th is  e q u a tio n  should b e  sa tis f ied  in  case of an y  f in ite  va lu e  o f  N'r 
it  is n ecessary  th a t  va lues in sq u are  b ra c k e ts  should  he equal to  zero, t h a t  is

< W )
dr'

4 r __
4 jR2-f-r'2

/ ( O  =  o , (23)

4 R 2

4 R 2+ r '2
02 - / ( 0 0 2 0 . (24)
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T he f irs t of tlie  ab o v e  expressions is a n  o rd in a ry  lin ea r d ifferen tia l e q u a 
tio n , th e  solu tion  o f  w h ich  is

=  (4 Д 2+ г '2)2 
Д  K

w here  К  is an  in te g ra tio n  co n s tan t. A ttr ib u tin g  v alue

К  =  16i?4

to  th e  la t te r ,  th e  fo llow ing  fo rm ula w ill be  o b ta in ed  fo r th e  fu nc tion  f ( r ')  
u n d e te rm in ed  up  to  now :

4 Д 2+ г'2 ' 2 

4 R -
f (r ' )

U sing th e  su b s ti tu t io n  (25), e q u a tio n  (24) ta k e s  th e  form :

4 R 2 ( 4 R 2-f-r '2 I ,

4 R 2 +  r '2 [ 4 R -

E v e n tu a lly  th e  co n d itio n  sough t fo r w ill b e :

P -2 =
4 f í 2 +  r '2 )3 , 

Pi-
4 R n-

(25)

(26)

7.2. Load com ponent p 3

L et us s u b s ti tu te  in to  d iffe ren tia l e q u a tio n  (13) th e  re la tionsh ips (20) 
an d  (25):

1

R
4 R 2

4 R 2
(n ’+ n ; ) + P3 =  о .

C onsidering, th a t  acco rd in g  to  (19) th e  fo rm u la

N'r + N l  =  r'p '1- 2 R p '3 =  0 

h o lds, equations (27) can  be also w ritte n  as:

( 4 Д Н г " ' 21

R 4 R 2
(r p'1 - 2 R p '3) +  p 3 =  0 .

(27)

(28)
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T h u s, th e  co n d itio n  soug h t fo r is:

1 ( 4 _R2-f-r'2 Y
P  3 R 4 R-

( ~ r 'p [  +  2 R p z ) . (29)

7.3. Load com ponent p l

L e t us ta k e  d ifferen tia l eq u a tio n  (11) an d  pass from  d eriv a tio n  acco rd ing  
to  со to  th e  one accord ing  to  r '.  B y  do ing  so eq u a tio n

—— (r N r) -j- —— -̂----N# cos co +  r p 1 =  0
R  dœ dr' 3#

is o b ta in ed . S u b s titu tin g  (6), (8) a n d  (9) in to  (29a), th e  re su lt will be:

4R 2+ r -  _ _3_ j 4R?r' N \ | dNri

(29a)

4 R - Эr ' ( 4 Ä H r ' ä 

4 Й 3—r '2

3#

N , + -
4 R 2

r 'p j  =  0 .
4 й 2 +  г'2 ' 4K 2+ r

F ro m  th is , a f te r  p a r tia l d e riv a tio n  a n d  s im plifica tion  th e  eq u a tio n

4 R 2  r 2 (N r- N t ) + r '  +  4i?2 r ' P l  =  0
4 Л 2+ г '2 dr' Q& 4 ß 2+ r '2

is a rriv ed  a t .  I f  considering  eq u a tio n  (20), th is  can  be  -written as:

3( 4 J P + . - M 4 « * —^ (JV, _ JV, ) +  '
16 R 4

7 [ ( 4 E 2 +  r '2)iV ;] +
16 R i dr

(4 R 2 +  r '2)2 3 iV ^  4 R 2 r , =  0 

16 R 4 3#  +  4 H 2 +  r '2 r Pl

^ f te r  re p e a te d  p a r tia l  d e riv a tio n  th e  fo rm er eq u a tio n  ta k e s  th e  form : 

(4  8 4 , 4  < 4 * ^  { N ,  _ N Í )  +  N ;  +

16 R 4 16 R 4

. (4 H 2+ r '2)2 , 3 N'r (4 R 2+ r '2)2 QN'rt .
I-------; -----r ------:— I------- r~:' _ .------  • ----- :---- h

4 R 2
16 R 4 3r' 16 R 4 d& 4 R 2+ r ' 27 T r > i  =  0 - (3 0 )
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H ow ever, a cco rd in g  to  (17) th e  re la tio n

Э&
m - N ' - r ' э jv;

dr - r Pi

h o ld s. I f  su b s ti tu tin g  th is  value in to  e q u a tio n  (31), a f te r  sim plifica tion  th e  
re s u lt  w ill be:

4 R 2 +  r '2 

8 R 4
rr( N ’+ m )

(4 H 2 +  r '2)2 

16 JR4
P i +

4 Д 2

4 K 2+ r '2
P i =  fl

o w in g  to  (28) i t  follow s

4 Д 2 (4 R 2+ r '2) (4 jR2 —r '2) , 4 R 2+ r '2 r ' , л
-------------------- p ,  -------------------------------------------------p , --------------------------- • ----------p-i =  U ,
4 й 2+ г '2 16 R 4 16 JR4 4 Д

a n d  th u s , th e  co n d itio n  sough t for is:

P , =  (4Д 2+ ; ; )2 [(4 R 2— r’2) p \  + 4  Д  r 'p á ]  . (31)

8 . L oads acting  upon th e  parabo lo idal shell

In  th e  forgoing  lo a d  com ponen ts p v  p 2, p 3 a c tin g  up o n  th e  spherica l shell 
w ere  dete rm in ed  w ith  th e  assu m p tio n  t h a t  lo ad  com ponen ts p [ , p 2, p '3 a c tin g  
u p o n  th e  p a rab o lo id  shell w ere know n. As a re su lt of th e  re spec tive  ca lcu la tions 
i t  w as found  th a t

1 4 R 2 +  r '2
Pi = 4 R 2 4 R 2

P 2 = 1 4 Д 2+ г '2 13
1 4 R 2

P '2

Ря
1 4 R 2+ r '2 y

R 4 R

2 [(4 R 2 r '2) p ( + 4  R  r 'p á ]  ,

( — r 'p i+ 2 R p '3).

(32)

R egard ing  th e  p ro b lem  from  th e  oppo site  side, le t as now  assum e th a t  
load  com ponen ts p v  p 2, p 3 acting  u p o n  th e  spherica l shell a re  given, an d  i t  is 
lo ad  com ponen ts p { , p'2, p 3 ac ting  u p o n  th e  p arabo lo id  shell w hich are so u g h t
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for. F o r  th is  p u rp o se , equ a tio n s (32) h a v e  to  be  solved in  view  of p{, p'2, p'3. 
R esu lt of th e  ca lcu la tio n s  is:

4 R 2
3 !P i  —

4 R 2+ r '2 ,

P2 ~
4 R 2 3

4 R 2 +  r '2
г  2 ■>

Рз =
4 R 2 I3 r'

4 R 2 +  r '2 2 R

4 R 2 — r'2
P i H----------------- P, ■

8 R 2 J

(33)

9. Special cases

In  possession o f  th e  equa tion  g roups (34) an d  (35), respective ly , som e 
special load ing  cases w ill be show n in  th e  follow ing. T h e  respec tive  fo rm ulae  
can  b e  a p p ro p ria te ly  u sed  for th e  so lu tio n  o f ce rta in  p rac tica l p roblem s.

9.1. The spherical shell is subjected to none but vertical loads

I f  th e  spherica l shell is only su b je c te d  to  v e r tic a l loads of in te n s ity  
p  =  p ($ , со), th a t  is, i f  p 2 =  p  sin со, p 2 =  0, p 3 =  p  cos со, th e n , accord ing  
to  fo rm ulae  (33), th e  re la tions

jPÍ =
4 R 2 3 4 R  r '

4 R 2+ r '2 4 R 2+ r '2

p'i =  o ,

Рз =
4 R 2 3 4 R 2- r '2

4 R 2 +  r '2 4 R 2+ r '2

(34)

hold . In  th is  case, considering  fo rm ula  (5), th e  re la tio n

p\_ _  4 R r '

Рз ~  4 R 2- r '2
=  ta n  со (35)

is va lid . T hus, in  th e  m en tio n ed  case th e  line o f ac tio n  of load  p '  =  p '( r ' ,  $) 
ac tin g  up o n  th e  p a rab o lo id  shell fo rm s an  angle w ith  th e  v e rtic a l d irec tion , 
w hich is id en tica l w ith  th e  angle be tw een  th e  line o f ac tio n  o f load  p  =  p lfi, со) 
ac tin g  upon th e  sp h erica l shell an d  th e  n o rm a l o f th e  shell (F ig. 8).
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T he specific v a lu e  o f force p '  a c tin g  u p o n  th e  p a rab o lo id  shell, as re la te d  
to  th e  area  of th e  g ro u n d -p lan  is

P  =
' 4 Rr
4 R 2+ r '2

3

P (36)

9.2. The paraboloid shell is subjected to none but vertical loads

I f  th e  p a rab o lo id  shell is on ly  su b jec ted  to  v e rtic a l loads o f in te n s ity  
p '  =  p ’(r ', #), t h a t  is, i f  p [  =  p'z =  0 , pá — p ’, th e n , acco rd in g  to  fo rm u lae  
(32), th e  load com ponen ts ac tin g  u p o n  th e  spherical shell w ill be:

Pi
4 R 2+ r '2 )2 r ' , 

P  »
4 R 2 R

p 2 =  0 ,

Р  3 =

4 R 2+ r  

4 R 2

'2 \ 2

2 P -

(37)

I n  th is  case, ta k in g  in to  acco u n t F ig . 9, th e  re la tion

Pi

Рз

r '  CO
------=  t a n ------,
2 R  2

(38)

is v a lid . This m eans th a t  th e  re s u lta n t  p  =  р (ё , со) o f lo ad  co m p o n en ts  p 1 
a n d  p 3 passes th ro u g h  th e  n a d ir  p o in t N .  T hus, th e  d irec tio n  of th e  re su lta n t 
is p a ra lle l to  th e  n o rm a l in  p a rab o lo id  p o in t A " .

T he specific v a lu e  o f load  p  a c tin g  upon  th e  spherica l shell, re la te d  to  
th e  su rface  u n it of th e  shell’s m idd le  su rface  is:

P =  2
4 R 2 +  r '2 

4 R 2
(39)

9.3. The spherical shell is subjected to none but perpendicu lar forces

I f  th e  spherical shell is only  su b je c te d  to  p e rp en d icu la r loads o f in te n s ity  
p  =  p ( ß , о ) , th a t  is, i f  p x =  p 2 =  0, p 3 =  p v  th e n  acco rd ing  to  fo rm u lae  (35) 
th e  lo ad  com ponen ts ac tin g  upon  th e  p a rab o lo id  shell w ill be:

4 R°- Y  I 

4 R 2+ r '2 ) \

Pi =  0  ,

, _  [ 4 R 2__ }3 4 R 2 — r'2

PS ~  ( 4 Ä 2+ r '2 I 8 R 2 Рз

(40)
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Fig. 8. The spherical shell is subjected  to none h u t a vertical force

Fig. 9. The paraboloid shell is subjected  to none but a vertical force
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I n  th is  case, ta k in g  in to  acco u n t fo rm u la  (5), th e  re la tio n

Pi
Рз

4 R r '
4 H 2 — r '2

: — ta n  со. (41)

h o ld s . T his m eans t h a t  th e  line o f a c tio n  o f load  p '  =  p ' ( r \  h) a c tin g  u p o n  th e  
p a ra b o lo id  shell is p a ra lle l to  th e  line o f ac tio n  of load  p  ac tin g  u p o n  th e  
sp h e ric a l shell (Fig. 10).

T h e  specific v a lu e  o f load  p '  a c tin g  up o n  th e  p a rab o lo id  shell, re la te d  
to  th e  area  of th e  g ro u n d -p lan  is:

P ' =
j 4 R 2 

[ 4 № + r '9 ,

3

P- (42)

9.4 . The spherical shell is subjected to none but forces o f  m erid ian direction

I f  th e  spherica l shell is on ly  su b jec ted  to  forces o f m erid ian  d irec tio n  
o f  in te n s ity  p  =  p ( f ,  со), t h a t  is, if  p x =  p , p 2 =  p 3 =  0 , th e n  accord ing  to  
fo rm u lae  (33) th e  lo ad  co m p o n en ts  a c tin g  u p o n  th e  p a rab o lo id  shell w ill be :

P'l =
4 R -

4 R 2 +  r '2

3

Pi

/>2 = 0 ,

P  3
4 №

(4  R 2+ r '2 2 R

I n  th is  case accord ing  to  F ig . 9 th e  re la tio n

Pi
Рз

------ =  t a n ------
2 R  2

(43)

(44)

h o ld s . This m eans t h a t  th e  re su lta n t p '  =  p '( r ’, h) o f load  com ponen ts p[ 
a n d  p  à form s an  ang le  o f  o>/2 w ith  th e  v e rtic a l d irec tio n  (F ig. 11).

T he specific v a lu e  o f load  p '  a c tin g  u p o n  th e  parab o lo id  shell, re la ted  
to  th e  area of th e  g ro u n d -p lan  is:

4 R°-
H T

7/2

(45)
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Fig. 10. The spherical shell is subjected  to none but a perpendicular force

Fig. 11. The spherical shell is subjected to none but a force of m eridian direction
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9.5. The paraboloid shell is subjected to none 
but horizontal forces o f  radial direction

I f  th e  p a rab o lo id  shell is o n ly  su b jec ted  to  h o rizo n ta l ra d ia l forces o f  
in te n s i ty  p '  =  p '( r ' ,  ■&), t h a t  is, i f  p [  =  p ' , p '2 =  p '3 =  0 , th e n  accord ing  to  
fo rm u la e  (32) th e  lo ad  com ponen ts a c tin g  upon  th e  sp h erica l shell w ill be :

(4 B ? - r '* ) p \  

~ r ' ) p ' .

(46)

I n  th is  case, ta k in g  fo rm u la  (5) in to  ac c o u n t, th e  re la tio n

P i
Рз

4 Д 2 _ Г'2
--------------  =  — cot ft)

4 R r '
(47)

h o ld s . T his m eans t h a t  th e  line o f a c tio n  of load p  =  p (P , со) is h o riz o n ta l 
a n d  passes th ro u g h  th e  ax is line o f th e  parab o lo id  shell (F ig . 12).

F ig .  12.  The paraboloid shell is subjected to  none but a force perpendicular to the axis o f
revolu tion
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T he specific v a lu e  of load  p  a c tin g  u p o n  th e  spherica l shell re la ted  to  
th e  surface u n it  o f  th e  m iddle su rface  o f  th e  spherica l shell is:

P =
4 f l 2+ r ' 2 i

4 R 2 )
(48)

10. R em ark s

T he resu lts  a n d  th e  conclusions to  b e  d raw n  from  th e  an a lo g y  b u ilt  u p  
b e tw een  th e  sp h erica l and  th e  p a rab o lo id  shell m ay  be su m m arized  as follows.

1. T he m idd le  surface of th e  spherica l shell an d  th e  g ro u n d -p lan  p ro jec 
tio n  o f th e  co rre la ted  parabo lo id  shell a re  conform  configurations.

2. To th e  reduced  inner forces N 'r , N '$ , N'ô o f th e  paraboloid shell th e  
follow ing real in n e r forces co rrespond ,

a) ac ting  u p o n  th e  paraboloid shell:

N ; =  ^ - f 4 R 2+ r r2,
2 R

N U = N 'r i ,

n ;  =  щ -
2R

У 4 Л 2+ г ' 2 ; 

b) ac ting  u p o n  th e  spherical shell:

r ' 2  \ 2
N 'r,

' N '  ■iVr£ ?

’’n ; .

N r =
4 2?2 +  r ' 2

4 R 2

II f 4 R 2+ r ’2

4 R 2

II '4 R 2 +  r ' 2 

4 R 2

(49)

(50)

3. In  consequence of eq u a tio n s (32), th e  re la tio n

N r : N ri : N# =  N'r : N 'ri : N# (51)

holds, th u s  th e  real in n e r forces o f th e  sp h erica l shell a n d  th e  reduced in n e r 
forces of th e  p a rab o lo id  shell m ak e  u p  a conform  system .

4. Since circles r  =  const o f  th e  sp h erica l shell a n d  load  com ponen ts 
figuring  in  fo rm ulae  (34) and  (35) are  in d e p e n d e n t o f c ircu la r sy m m etrica l 
load  system s a c tin g  u p o n  th e  spherica l shell co rrespond  to  c ircu la r sy m m etrica l 
load  system s a c tin g  up o n  th e  p a rab o lo id  shell.
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5. In  accordance  w ith  th e  ex is tin g  con fo rm ity  as s ta te d  in  9,1 a n d  9,4, 
som e b o u n d a ry  co n d itio n s, sa tisfied  in  th e  system  o f th e  spherica l shell, will 
b e  eq u a lly  sa tisfied  in  th e  system  o f th e  parab o lo id  shell. This c ircu m stan ce  
offers th e  possib ility  fo r th e  com p le te  or p a r tia l  so lu tio n  of ce rta in  b o u n d a ry  
v a lu e  prob lem s if  th e  so lu tio n  of th e  co rrespond ing  p ro b lem  in th e  analogous 
sy s te m  is know n.

6 . P a r t  o f th e  ex p o u n d ed  re la tio n sh ip s  is also v a lid  fo r co n fig u ra tio n s  
p ro d u c e d  from  th em  b y  affine tra n s fo rm a tio n .

Analogie bestehend zwischen dem K räftespiel von K ugelschalen und den ihnen zuge
ordneten Rotationsparaboloidschalen. Der A ufsatz beschreibt eine Beziehung zw ischen dem  
K räftesp iel von  K ugelschalen und von den ihnen zugeordneten R otationsparaboloidschalen. 
D ie  D rehachse der Paraboloidschale läuft durch den M ittelpunkt der K ugelschale. D er K rüm 
m ungshalbm esser der Paraboloidschale is t  im  A chsenpunkt der M ittelfläche doppelt so groß 
w ie der H albm esser der K ugelschalenm ittelfläche. Der stereographischen Projektion der P unkte  
an der M ittelfläche der K ugelschale enstprechen jene Punkte der M ittelfläche der Paraboloid
schale, deren Grundrißprojektion m it der stereographischen Projektion der erwähnten P unkte  
der K ugelschale übereinstim m t. Der M ittelpunkt der stereographischen Projizierung lieg t im  
Schn ittp un kt der K ugelschalenm ittelfläche und der Paraboloidachse. D ie  Beziehung zw ischen  
den Spannungs- und B elastungszuständen der beiden Schalenarten kann bei der Lösung  
gew isser Randwertproblem e zweckgem äß angew endet werden.

Аналогия, существующая между работой сил сферических оболочек и оболокек в 
виде параболоида вращение (П. Чонка). В данной работе определена связь между мем
бранными усилиями сферической оболочки и приданной ей оболочки в виде параболоида 
вращения, приданная сферической оболочке, проходит через центр сферической оболочки 
и радиус кривизны в точке оси центральной поверхности в два раза больше радиуса цент
ральной поверхности сферической оболочки. Стереографической проекции точек, лежащих 
на центральной поверхности сферической оболочки, соответствуют те точки центральной 
поверхности оболочки в виде параболоида вращения, осевая проекция которых совпадает 
со стереографической проекцией точек сферы. Стереографическая проекция производится 
из точкъ сечения центральной поверхности сферы с осью оболочки в виде параболоида 
вращения. Связь, существующая между условиями напряжения и нагрузки сопоставлен
ных между собой двух различных видов оболочек, может быть использована при решении 
некоторых окружных задач.
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RECENSIONES

F alk, S .:

L E H R B U C H  D E R  T E C H N ISC H E N  M E C H A N IK

1. BAND: MECHANIK DES PUNKTES. 2. BAND: MECHANIK DES STARREN KÖRPERS.
3. BAND: MECHANIK DES ELASTISCHEN KÖRPERS

Springer-Verlag, B erlin— H eidelberg— N ew  York. 1. Band: 1967, 196 S.; 2. Band: 1968,
307 S.; 3. Band: 1969, 321 S.

D ie vorliegenden drei Bände sind Lehrbrücher, die die K ap itel der technischen M echanik  
enthalten, die in den ersten  und zw eiten Jahrgängen in den M aschinen- und Bauingenieurab
teilungen der U n iversitä ten  zum eist vorgetragen werden. Der Verfasser ist bestrebt, den  
Lehrbuchcharakter des B uches überall zu bewahren. D ie Grundbegriffe (Ruhezustand des 
Körpers,- G leichgew icht der K räfte, Schnittkräfte, Form änderung, Durchbiegung, usw .)  
werden in präziser W eise definiert, oder w enigstens begrifflich versinnbild lich t. Als das V erdi
enst des Verfassers soll erw ähnt werden, daß er sich m it der m athem atischen  Formulierung der 
Gesetze der Statik, K in em atik , K inetik und Elastizitätslehre n ich t begnügt, sondern auch die  
Anwendung dieser G esetze auf verschiedene praktisch vorkom m ende K onstruktionen und  
K onstruktionsbestandteile vorführt.

Um  diese L ehrbücher verstehen zu können, braucht der Leser nur die unteren Stu fen  
der m athem atischen A n alysis zu kennen. D iese didaktische Einschränkung rührt daher, 
daß der M echaniklehrgang zeitlich m it dem  M athem atiklehrgang in E inklang stehen m uß. 
Einige Them en der tech nischen  Mechanik, die ebenfalls zum  üb lichen  Stoff des ersten und  
zw eiten Jahrganges gehören , sollen noch in einem  weiteren B and behandelt werden. Solche  
Them en sind z. B . die B ew egung in beschleunigten System en, der B egriff der Corioliskraft 
und der Spannungstensor.

E tw a die H älfte  jedes Bandes enthält die theoretischen Erörterungen. Es sind ein ige  
A bschnitte darin, die, auch wenn sie korrekt zu sein scheinen, für den Anfänger etw as zu 
schwer verständlich sein werden, z. B. im  Band I die veränderliche M asse, in A bschnitt 9 ,6 , 
im Band II die Form el (4) au f Seite 190, die Anwendbarkeit der syn thetisch en  und analytischen  
M ethode in den A b sch itten  16,4 und 24,4, der Begriff der W irkungslosigkeit auf Seite 134, im  
Band III  der A b schn itt 33,5. Doch wird jeder dieser A bschn itte ein  nützlicher L eitfaden  
zur Lehrtätigkeit der D ozen ten  des Lehrstuhles.

D ie andere H älfte  jed es Bandes ist den sehr lehrreichen, m ethodisch  ausgearbeiteten  
Beispielen gewidm et. D iese  Beispielsam m lung gewährleistet den wahren W ert dieses drei
bändigen Lehrbuches. ,

J .  B ar  ta

G. F ranz  (S chriftle ite r):

B E T O N -K A L E N D E R  1970
TASCHENBUCH FÜR BETON- UND STAHLBETONBAU UND D IE VERWANDTEN FÄCHER

Verlag von W ilhelm  E rnst und Sohn, Berlin—M ünchen— D üsseldorf 1970. I. Teil: 1180 Seiten;
II. Teil: 676 Seiten

Der B eton-K alender, dieses überall auf der W elt bekannte H andbuch, steht nun bereits 
in seiner 59. A uflage den  B eton-Fachkreisen zur Verfügung. D ieses M anual ist auch diesm al, 
wie auch sonst se it v ie len  Jahren, in zwei Teilen (d. h. zwei B änden) erschienen.

Der erste Teil  ze ig t nur unbedeutende Abweichungen v o n  der Auflage des vorigen  
Jahres. Seine H aup tab schn itte  sind auch diesmal: m athem atische Tafeln, Geometrie, S tah l 
im Bauwesen, B auholz und H olzwerkstoffe, Tafeln für v ierseitig  und dreiseitig gelagerte  
R echteckplatten, F estigkeitslehre, Statik  der Stabtragw erke, B em essung der Stah lbeton
bauteile, B em essung von  Spannbetonbauteilen und B estim m ungen. N eue Abschnitte behan-
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dein  die Bewehrung von  vier- und dreiseitig gelagerten R echteckp latten , die elektronische 
sta tisch e  Berechnung von  Stabtragw erken. D er A b schn itt Baugrund und Gründungen wurde 
vo llk om m en  um gearbeitet.

D er zweite Teil  en th ä lt im  allgem einen neue, in vorangehenden A usgaben n ich t vor
han dene Abschnitte. E rw ähnensw ert ist der A b sch n itt über die B auausführung von  Stah l
betonb auten . Hier kom m en, unter anderen, F ragen der Organisation, der B etontechnologie, 
der B auleitung, der Frühfestm achung des B eton s und der Installationstechnik  zur Behandlung, 
un ter  besonderer Berücksichtigung der B austelleneinrichtung und B aum aschinen sowie der 
zw eckm äßigen M ethoden für Schalung und R üstung.

V on den neuen A bschn itten  ist besonders das von den Professoren H. R ü s c h  und  
H . K u p f e r  verfaßte K ap itel hervorzuheben, das sich m it den verschiedenen Spannverfahren, 
den  Zielen der Vorspannung und den A nw endungsgebieten des Spannbetons befaßt. Im  R ah
m en dieses K apitels sind die A bsätze besonders beachtensw ert, die durch d ie  Vorspannung  
erreichbare Vorteile (Abbau der Zugspannungen, Verringerung der Q uerschnittsabm essungen, 
V erm eidung von R issen, R egelung der Spannungszustände, Verringerung der Verformung 
v o n  tragenden Teilen) in  klarer, überzeugender W eise erklären. Von hohem  W ert sind auch 
je n e  T eile , die über B auverfahren berichten, w elche erst durch A nw endung der Spannverfah
ren erm öglicht werden. (Verbindung von F ertig te ilen  durch Vorspannung, Freivorbau auf 
G rundlage der Vorspannung, Anwendung der Vorspannung zur nachträglichen Verstärkung  
v o n  B au ten  usw.)

D er Anhang des zw eiten  Bandes ist ebenfa lls glücklich geraten. E r en th ä lt den Auszug  
der E m pfehlungen zur B erechnung und A usführung von Stahlbetonbauw erken des Europäi
schen  Beton-K om itees (C .E .B .) Diese E m pfehlungen  sind richtunggebend für die Fassung  
der zukünftigen Vorschriften für Stahlbeton und bezwecken die V ereinheitlichung der verschie
denen  Vorschriften der einzelnen Länder. In  ihrer Abfassung haben die bedeutendsten  F ach
m änner von  W est und O st und Ubersee kollaboriert und so verdienen sie es wahrhaftig, daß 
säm tlich e  Betonfachleute über sie orientiert werden.

Im  allgemeinen darf berechtigterw eise behauptet werden, daß die gegenwärtige 
A usgabe des Beton-Kalenders die sich auf die n euesten  Feststellungen der Theorie und Praxis 
des Stahlbetonbaus stü tzt und die zeitgem äßen Fragen des Stah lbetonbaus übersichtlich und  
zuverläß lich  erörtert, ebenso wie ihre V orgänger, tatsächlich für das Leben geschaffen wurde 
un d  seinen unerm üdlichen Schriftleiter, den A ltm eister des B etonbaus, Professor G otthard  
F r a n z  loht.

P. Csonka

H . R ü h le  :

R Ä UM LICH E D A C H T R A G W E R K E . K O N ST R U K T IO N  U N D  A U SF Ü H R U N G

BAND I.: BETON, HOLZ, KERAMIK

VEB-V erlag für B auw esen . Berlin 1969, 320 Seiten (A4), 357 B ilder, 57 Tafeln.

D ie  ausgedehnte und stets zunehm ende Schalenliteratur befaßte sich bis je tz t  sozusa
gen ausschließlich m it der Theorie und den versch iedenen Berechnungsverfahren der Schalen. 
N ur in  geringem  Maße h at sie die K opstruktionsprinzipien und A usführungstechnik der Scha
len  beachtet. Das unter der Führung des nam h aften  Verfassers arbeitende K ollektiv  bem üht 
sich nun, diese Lücke auszufüllen , indem  es den Schalenkonstruktionen schaffenden Inge
nieuren, Architekten und K onstrukteuren ein  zw eibändiges Werk zur V erfügung ste llt, welcbes 
das H auptgew icht auf die K lärung der bisher w enig  beachteten praktischen Fragen der Scha
lenarchitek tur legt.

D as Geleitwort zum  B uch wurde v o n  A . M. H a a s ,  dem illustren Vorsitzenden der 
IA SS  geschrieben.

D er vorliegende B and  des W erkes b efaß t sich m it den K onstruktionsprinzipien von  
Schalen  und Falten aus B eton , K eram ik und H olz. E s werden behandelt: Zylinder- und W ellen
schalen , F  alten und F altw erke, Schalen- und F  altenbögen, Shedschalen, K onoid- und konoidähn
liche Schalen, R otationschalen  und hyperbolische Paraboloide, schließlich Schalen besonderer 
G esta lt, sowie Schalen und F alten  aus A rm ozem ent. E in bedeutendes K ap itel befaßt sich m it 
F ertigungs- und Ausführungsfragen von  Schalen  und Falten aus B eton . D ie  besonderen Pro
b lem e der an Ort und Stelle  hergestellten, sow ie der aus vorgefertigten E lem enten  errichteten  
Schalen , weiters die Spezialfragen betreffend der Fertigung von Arm ozem entschalen und  
F a lten  werden hier behandelt. D ie Ausführungen werden durch K ap ite l über Schalen aus 
K eram ik  bzw. Holz ergänzt.
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E s ist ein H auptverdienst des B uches, daß es die Fragen der G estaltung, K onstruktion, 
K räftesp iel und Ausführungstechnik der Schalen in strenger E inheit m it G esichtspunkten  
der W irtschaftlichkeit und der Q ualitätsansprüche behandelt. H ierbei n im m t es besondere  
R ü cksich t auf die Problem e neuartiger K onstruktionen und deren spezielle Bauw eise. E s m ißt 
den ganz besonderen M öglichkeiten von  w eitgespannter R aum überdachung durch Schalendä
cher die nötige B edeutung bei und zeigt die verschiedenen Vor- und N achteile  dieser B auw eise  
auf.

D ie die geschichtliche E ntw icklung der Schalenarchitektur darstellenden Tafeln, die 
E ntw icklungsrichtungen erhellenden Zusam m enstellungen, die den M aterialbedarf aufzei
genden Ausweise und vor allem  aber das überaus reiche und instruktive B ild- und Fotom aterial 
geben dem  Buch eine besonders w ertvolle Ergänzung. D as Bild- und Fotom ateria l ste llt n ich t 
nur die Ausm aße, Grundrißanordnung und den Aufriß der in R ede stehenden B auten dar, 
sondern zeigt auch ihren B au- und F ertigzustand m it besonderer R ücksich t auf die charak
teristischen E inzelheiten der K onstruktion und Ausführung.

E ine Übersicht des reichen Inhalts des B uches beweist, daß das Verfasserkollektiv  
durch Zusam m enstellung dieses W erkes und durch die kritische B ew ertung des in der W eltlitera
tur aufzufindenden Inform ationsm aterials eine bedeutende, lückenfüllende A rbeit geleistet hat. 
Zur Abfassung dieses W erkes waren ausdauernder F leiß, gründliche Fachkenntn is, kritische  
F ähigkeit und große Ü bersicht nötig, E igenschaften, die im Führer des Verfasserkollektivs 
D r.-Ing. H. R ü h l e ,  M itglied des A rbeitskom itees der IASS, glücklich verein t sind.

P. Csonka
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B o g á r d i , J . L. — Szűcs, E .: Balance Equations o f  Suspended Sediment 
Transportation

A requirem ent com m on to every fie ld  o f engineering is to  derive the expres
sions in tended  for practical com putations free o f arbitrary constraints, 
and to in troduce assum ptions w hich are clearly defined and consistent 
w ith the law s o f Nature. Failing to  do th is the va lid ity  ranges o f indi
vidual expressions become obscured. A p ossib ility  for the m ethodical, 
uniform approach to engineering problem s is offered b y  the transport 
theory, w h ich  is founded on the m ost general law s of physics, nam ely  
the conservation  theorems. I t  is dem onstrated th a t by this approach 
the general se t  o f balance equations of sedim ent transportation can be 
form ulated. T he basic equations o f  som e o f the sedim ent transportation  
theories w ill be derived from the general set o f balance equations. In this 
connexion i t  w ill be illustrated w ihch o f the 10 possible assum ptions are 
used in ind iv idu al theories.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 3—27

Acta Techn. H ung. 69 (1970), 29— 37 

K e z d i , Á .:  Stresses in  a Tw o-Phase M edium

The concept o f  stresses induced in tw o-phase or three-phase mediums 
is described and  further a m ethod o f representation of the stress pattern  
is presented. T hen by dismissing the usual assum ption according to which  
in the disperse system  the neutral stresses act on the whole cross-section, 
the general governing strength equations are established for elastic, hom o
geneous isotrop ic, porous and perm eable m edium s.

Acta Techn. H ung. 69 (1970), 39— 66 

B o s z n a y , Á . :  D ynam ics o f  a M odel o f  S tick -S lip

The problem  referring to the title  in the paper is solved by analysing 
the phase diagram s. The possible typ es o f m ovem ents are discussed and 
clearly exp la in ed . According to the investigations the occurrence of the 
stick-slip can n ot be entirely avoided in the m odel taken as a basis, only, 
at m ost, th e  period of the slip m ight be shortened w ithin a cycle.





K o l l á r , L. — S zű cs, E.: Edge Disturbances o f  the Shallow H yperbolic  
Paraboloidal Shell Bounded by fo u r Generatrices

The hyperbolic paraboloid shell bounded by four generatrices subjected  
at one o f its  edges to bending m om ents is investigated  w ith  the aid of 
the elastic bending theory of shallow shells. Inside the shell the decreasing 
curve of the bending m om ent is determ ined. The result is com pared on 
the one hand w ith  that of the B leich-Salvadori solution , and on the other, 
w ith the decreasing curve of the bending m om ent of the plain plate.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 67— 71

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 83— 104

P á p a i , L.: Velocity and Pressure in Vertical Pneum atic Conveying

The additional pressure drop at pneum atic conveying can be calculated  
from the forces acting on the transported particles. For uniform  vertical 
transport the additional pressure drop p j  results from  the w eigh t-liftin g  
pressure drop P q and the pressure drop o f the retaining forces p s. The 
pressure drop p $  cannot be calculated w ith  one form ula, because it  de
pends on the form  of conveying. The m ean v e loc ity  o f the m aterial, 
developing during the uniform vertical transport can be determ ined  
from the forces acting on the particle. The form ula suitable for determ in
ing m aterial v e lo c ity  is o f different shape according to  the kind o f trans
portation (th in -flow  conveying, dense-flow conveying) and to the kind  
of transported particle.

Acta Techn. H ung. 69 (1970), 105— 135

K o l l á r , L. — G á r d o n y i , Z .— H o l n a p y , D.: Bending A n a lysis o f  S ym 
m etrically or A ntim etrically  Loaded Straight Edge Shells w ith Surfaces o f  
Fourth Order

Shells w ith  m ediane surfaces o f higher than second order will have equa
tions w ith  variab le coefficients. There ex ists a special analytical m ethod  
to face the arising difficulties, otherwise the m ethod of fin ite differences 
has to be applied. These two m ethods w ill be presented in  detail, first for 
general cases, and then on data of an erected shell structure, checked by  
a m odel test. B o th  m ethods will be num erically compared and theoreti
cally  evaluated.





G u l y á s , J . — M b s . Z. S z a r k a : W arm form ing Experiments w ith a H om oge
neous B rass A lloy

In th is paper, the warm form ing process carried out on a hom ogeneous 
brass a lloy is dealt w ith , w hen the applied speed of operation am ounted  
to 4.55 sec-1 . The exam ination refers to plotting the curves th a t show  
the developm ent of getting harder and to analysing the slide lines th at  
present them selves w ithin the m aterial o f the test pieces. F inally , the  
authors explain how far the m echanism  of warmprocessing at a higher 
speed o f  operation can he assum ed to  be like the m echanism  o f coldform 
ing.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 137— 148

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 149— 170

L é v a i , I . :  Variable-Ratio Gears w ith Crossed Axes, Generated w ith Straight- 
Edged Tools

The paper deals w ith  the law s o f the m eshing and production o f non
round gears m aterializing a given transm ission function. For the in vesti
gation  the author uses a k inem atic m ethod. The laws governing the  
m eshing are extended to the so-called generating axoids. The author  
deals only w ith  the cases w hen the generating axoids are developable  
ruled surfaces and established the differential equation for the directrix  
o f the generating axoids. A n exam ple proves that the analysis o f the  
differential equation sim plifies production.

A cta Techn. Hung. 69 (1970), 171— 180

S z i k l a v á r i , J . :  Accelerated Reduction o f  a Smolten Charge in  H igh FeO- 
content by M eans o f Carbon Solved in  Iron

Through research work carried out under normal operating conditions 
it  was found that the reduction o f  a m olten charge of high FeO content  
becom es faster by pouring it  into an iron bath of high C-content, because 
th is C-content also acts as an active  agent. Under the testing conditions, 
the v e lo c ity  constant o f th is m ethod  was three tim es as high as the  
veloc ity  constant observed when additional coke was used as a reducing  
agent. The reduction of the m olten  charge proved to be a reaction  of 
first order apparently.





B e n e d e k , Z.: A n  Investigation o f  the Effective Wake Fractions o f  Geosims

To elim inate th e  scale effect on the effective wake fraction the ratio of 
two velocities (nom inal relative velocities in the propeller race in open  
water and behind condition of propeller) can be used instead o f the com 
mon wake fraction. This ratio is a linear function o f a coefficient k. Accord
ing to these the effective wake fraction of any ship can be determ ined by  
a linear extrapolation  of the m easured values of tw o different m odels, if  
the em pirical form ula is not taken into consideration. I f  so, the wake 
fraction can be determ ined by testing a single m odel o f a ship.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 181— 194
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THEORETICAL EXPLANATION OF THE SOLAR 
RED-SHIFT LIMR EFFECT

CS. FE R E N C Z  and GY. TÁRCSÁI 

(Prelim inary abstract)

T he general th e o ry  of re la tiv ity  p red ic ts  a w av e len g th  sh if t of the  lines 
in  th e  solar sp ec tru m  w ith  re sp ec t to  corresponding  te r re s tr ia l  lines by an 
a m o u n t of 2,12 X 10 6. H ow ever, i t  is an  estab lished  fa c t t h a t  a t  th e  ex trem e 
so la r lim b (a t rad ia l d istances g re a te r  th a n  abou t 95 p e r c e n t of the  rad iu s  
o f th e  disk) th e  F ra u n h o fe r  lines ex h ib it a red -sh ift s u b s ta n tia l ly  exceeding 
th e  sh if t requ ired  b y  th e  re la tiv ity  th e o ry  (the p h en o m en o n  w ill be referred  
to  as lim b effect).

On th e  basis o f th e  general th e o ry  o f w ave p ro p ag a tio n  in  inhom ogeneous 
m o v in g  m edia it  is show n th a t  th e  ex trem e  red-sh ift v a lu es  observed  a t th e  
so la r lim b are p roduced  by  rad ia l c u rre n ts  in  th e  so lar a tm o sp h e re  due to  an  
e ffec t d ifferen t from  th e  fam ilia r one w hich is responsib le fo r  th e  w avelength  
sh if ts  observed a t  th e  in n e r p a r ts  o f  th e  so lar disk. T he re d -sh if t  o f the  so lar 
lines fo r th e  w hole so la r d isk  can be given as

1/tkm/s] =  4 ^ ]  —  4 / s t r m /s] +  V sin 0  p(n)  1
c

w h ere  /J/gra,, is th e  g ra v ita tio n a l red -sh ift (0,636 k m /s), T/'str is a know n 
fre q u e n c y  sh ift ap p ea rin g  due to  th e  d irec t m otion  in th e  m odel o f  solar s tream 
in g  p a tte rn ,  v is th e  v e lo c ity  of o u tw a rd  rad ia l stream ing , 0  is th e  angle betw een 
th e  S u n -E a r th  line an d  th e  rad iu s  connecting  th e  observed  p o in t  on the  solar 
su rface  and  th e  cen tre  o f th e  Sun, a„ is th e  effective c ross-sec tion  o f absorp tion , 
N  is th e  d ensity  o f th e  m ed ium , L  is th e  ra y  p a th . I t  can  b e  show n th a t  in 
th e  p re se n t in v estig a tio n s th e  o rd er of m ag n itu d e  of p (n )  is a b o u t 1.

:‘X p Ndl
" I km/s]
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ÜBER DIE MÖGLICHKEITEN DER VERMINDERUNG 
DES HARTEN GANGES BEI DIESELMOTOREN 

MIT DIREKTER EINSPRITZUNG

I. KASZAP*

[Eingegangen am 26. A ugust 1968]

Der harte Gang von  Dieselm otoren m it direkter E inspritzung ist die Folge  
einer intensiven E ntflam m ung, wofür der D ifferentialquotient (dp/d9?)nlax als m aß
gebende K ennzahl gilt. Man kann eine E ntflam m ung von  günstigerer Intensität 
erzielen, wenn m an die folgenden Größen verringert: den dynam ischen Faktor o .  
den Zündverzug, die anfängliche V erdam pfungsgeschw indigkeit oder die Zahl der 
H erdstellen der E ntflam m ung. Aus einem Überblick der bezüglichen Fachliteratur  
und aus den E rgebnissen unserer A'ersuche geht hervor, daß m an zur Däm pfung des 
harten Ganges n ich t unbedingt irgend ein neues Verfahren einzuführen hat, vielm ehr  
kann dies durch entsprechende Gestaltung der G em ischbildung bei gleichzeitiger, 
passender W ahl der Param eter der E ntflam m ung erzielt werden.

I. E inleitung

Im  L aufe  einer W e ite ren tw ick lu n g  des D ieselm otors g e lan g te  das Modell 
m it d ire k te r  E in sp ritz u n g  in  den  M itte lp u n k t d er B estreb u n g en , vor allem  
d esh a lb , w eil bei A n w endung  eines solchen V erb ren n u n g srau m es die G em isch
b ild u n g  den  k le in sten  E n e rg ieau fw an d  e rfo rd e rt u n d  zugleich  den  geringsten  
spezifischen  B ren n s to ffv e rb rau ch  sichert [1].

D iese V orteile gehen  ab e r H an d  in H an d  m it einer n ic h t v o rte ilh a ften  
E rsch e in u n g : dem  h a r te n  G ang. D ies zu b ek äm p fen  sind die F a c h le u te  übera ll 
in d er W elt seit lan g er Z eit b e s tre b t. Bei den  D iese lm o to ren  m it h erköm m 
lichem  G em isch b ild u n g sv erfah ren  (allge te iltem  V erb ren n u n g srau m ) k ann  die 
G eschw indigkeit des D ru ck an stieg es  v e rrin g e rt w erden , doch  is t d am it auch 
ein H e rab sin k en  des M itte ld ru ck es  v e rb u n d en , also k an n  d ie  rech tze itige  und  
vollkom m ene V erb ren n u n g  des B rennstoffes n ic h t e rre ich t w erden .

D arau s  folgt die N o tw en d ig k e it, irgendein  V erfah ren  zu  schaffen , m itte ls  
dessen ein w eicher G ang sowie die E rh ö h u n g  des M itte ld ru ck es  gleichzeitig 
erzielt w erden  k an n . S einerzeit w ar das b ek an n te  M A N - M  V erfah ren  dadurch  
gekennzeichnet, daß  beide oben  gen an n ten  F o rd eru n g en  e rfü llt  w orden  w aren. 
Im  Bild 1 sehen w ir das In d ik a to rd ia g ra m m  eines h erk ö m m lich en  Diesel- 
m otors u n d  ein anderes, w elches einem  durch  w eichen G ang ch arak te ris ie rten  
D ieselm otor en tsp rich t. D iese zwei In d ik a to rk u rv e n  u n te rsch e id en  sich von-

* Technische U niversität; Budapest X I .  (U n g a r n ).
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e in a n d e r  du rch  die versch ied en e  A rt d e r G em ischbildung  u n d  die u n te rsc h ie d 
lich e  V erb ren n u n g sd y n am ik .

D em  V orhergehenden  zufolge fan d e n  w ir es zeitgem äß , die G em ischb ildung  
u n d  d e n  V erb ren n u n g sv o rg an g  von  D iese lm otoren  m it d ire k te r  E in sp ritz u n g  
zu  ü b e rp rü fe n , eben m it dem  Ziele, den  h a r te n  Gang v e rrin g e rn  u n d  den  M itte l
d ru c k  ste igern  zu können .

B i l d  1 .  Indikator-Diagram m e: K urve eines herköm m lichen D ieselm otors ( 1 ) ,  und K urve bei
weichem  M otorgang ( 2 )

II. Prinzipielles über die V erringerung  des h a r te n  G anges von 
D ieselm otoren

M an k o n n te  fe s ts te lle n , d aß  fü r  die S e lbstzündung  in  D ieselm otoren  
m it  d ire k te r  E in sp ritz u n g  fo lgende E igen h e iten  k en n ze ich n en d  sind :

G roße Z ahl d er H erd s te llen  [2] (siehe Bild 2a);
m ehrphasiger V e rla u f  [3], also räum liche  E n tf la m m u n g  (siehe B ild  2b).
Die V erb rennung  is t  allgem ein  d iffusionsartig , v e ru rsa c h t d u rch  die fol

g en d en  U m stände : B re n n s to ffz e rs tä u b u n g  in  der L u ft, d ie ansch ließende V er
d a m p fu n g  und  G em ischb ildung , k in e tisch e  E ig en sch aften  der E n tfla m m u n g  
u n d  V erbrennung . D er M eh rp h asen v e rlau f der E n tf la m m u n g  w ird  v o n  einer 
N e ig u n g  des B rennsto ffes zu O x y d a tio n , vom  K om pressio n sd ru ck  u n d  von  der 
K o m p ress io n s tem p era tu r  h erv o rg eru fen . Die hohe Z e ta n z a h l u n d  d ie  v e r
h ä ltn ism ä ß ig  lan g sam e K o n z e n tra tio n sä n d eru n g  w irk en  zugleich in  R ich tu n g  
e in e r  d iffusionsm äßigen  V erb ren n u n g .

Gontschar  u n d  M il k in  [4] h a tte n  durch  W e rtu n g  d er In d ik a to r 
d iag ram m e m it H ilfe  v o n  C o m p u te rn  ( U R A L - 2 )  den  Z u sam m en h an g  zw ischen 
d e r  V erb rennungsgeschw ind igkeit u n d  der D ruckste igerungsgeschw ind igkeit 
b e s tim m t (siehe B ild  3a u n d  3b).

Im  Bild 3a fin d e n  w ir den  T an g en ten w ert ( ta n  sc) der D ru c k k u rv e  in 
d e m  Z e itp u n k t des B eg inns d er R e a k tio n  und  im  B ild  3b die Ä n d e ru n g  des 
T an g en ten w ertes  d a rg e s te llt. A us d iesen  D iagram m en k a n n  fe s tg es te llt w erden,

Acla Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970
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B ild  2. E ntstehung der E ntflam m ungsherdstellen (a) und die Entflam m ungscharakteristik
bei p c und Tc (6)

p [m s]

Q)

B ild  3. Verschiedene Charakteristiken der E ntflam m ung
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2 2 S I . K A S Z A P

d aß  d e r A nfang des V erb rennungsp rozesses bzw . die I n te n s i tä t  der E n tf la m 
m u n g  vor allem  d u rch  d ie  m axim ale D ru ck ste ig eru n g , bezogen au f die V er
d re h u n g  der K urbelw elle  im  G rad (dpjdq)max gekennze ichne t w ird. T olstow  [5] 
h a t te  E x p erim en te  d u rc h g e fü h rt (B ild 4) u n d  wies a u f  die M öglichkeit h in , 
in  w elcher W eise d er W e rt (dpjd(f)m!ix b ee in flu ß t w erden  k an n .

Bild 4. Zusammenhang zw ischen der m ittleren bzw. m axim alen D rucksteigerungsgeschw indig
keit und dem Zündverzug bei verschiedenen W erten des Koeffizienten a

Alles in allem  s te h t  fest, daß  d er h a r te  G ang von  einer in ten siv en  E n t 
flam m u n g  v e ru rsach t w ird , gekennzeichnet durch  d en  D iffe ren tia lq u o tien ten  
(dp/d(f)max• Die G eschw ind igkeit der D ru ck ste ig eru n g  is t eine C h a rak te ris tik  
eines in  der Zeit u n d  im  R au m  v erlau fen d en  Prozesses, also soll die R egelung  
eben fa lls  in Zeit u n d  R a u m  s ta ttf in d e n .

Um die M öglichkeit einer R egelung  in  der Z eit v e rs tän d lich  zu m achen , 
v erlassen  wir uns a u f  d en  d ynam ischen  K oeffiz ien ten  o, im  Sinne d er D a r
s te llu n g  von T olstow  [5]. Es he iß t näm lich :

wobei

Чт T i

4 r в X

qz die Menge des während des Zündverzuges eingespritzten Brennstoffes; 
(jy die je Zyklus eingespritzte Menge [m m 3]; 
rz Zündverzug [°K W ]:
(*) E inspritzdauer [°KW ]:
w verdam pfte Brennstoffm enge während der Z eitspanne rz- [mm3];
X =  C#2, e ffek tiv  verbrannte M enge der Zyklusdosierung [mm3].

A cta Technict Academiae Scientiarum Hungaricae 09. 1970
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In  W orten  au sg e d rü c k t, k a n n  m an  die R egelung  des dynam ischen  K o effi
z ien ten  er in  d e r Z e it du rch  fo lgende M aßnahm en  erzielen :

Ä nderung  des E insp ritzv o rg an g es;
V erringerung  des Z ündverzugs; und 
H e rab se tzu n g  der v e rd a m p fte n  M enge.

B ild  5. Auswirkung des K oeffizienten a  auf die Drucksteigerungsgeschw indigkeit

Im  Bild 5 is t  die erre ichbare  D ru ck än d e ru n g sv erm in d e ru n g  darg este llt, 
d ie m an  durch  Ä n d eru n g  des K oeffiz ien ten  er hei gegebenem  Z ündverzug  
erzielen  kann .

D urch  die T ech n ik  des S chnellp h o to g rap h ie ren s is t eine U n tersuchung  
d er R egelbarkeit im  R aum  erm ög lich t w o rd en  [2]. D iese A ufnahm en  h ab en  
gezeig t, daß  im  V erb ren n u n g srau m  (in dem  herk ö m m lich en  V erb rennungs
ra u m  d irek te r E in sp ritzu n g ) m eh re re  V erbrennungszonen  e n ts teh en . Die E n t 
s teh u n g su m stän d e  d ieser Zonen s in d  nahezu  dieselben, also is t der Z e itp u n k t 
der E n tflam m u n g  n a tu rg e m ä ß  derse lbe , infolgedessen is t  am  A nfang die Л er- 
b rennungsm assengeschw ind igke it g roß, und  die K e n n zah l (dp/d<p)max h a t 
ebenfalls einen h o h en  W ert. Soll also die D ruckste ig eru n g sg esch w in d ig k eit 
h e ra b g e se tz t w erden , so sollte m a n  die Zahl d er Z ü n d u n g sh erd e  v erm in d ern  
und  die G le ichzeitigkeit der E n tfla m m u n g e n  v e rh in d e rn .

Z usam m enfassend  v e rlan g t d ie  V erringerung  des h a r te n  Ganges das 
D u rch fü h ren  einer d o p p e lten  A ufgabe, b es teh en d  aus d e r V erm inderung  d er 
E n tflam m u n g  u n d  d e r H e rab se tzu n g  der A nzah l der H e rd s te llen .
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E s  w urde b e re its  d a ra u f  liingew iesen , d aß  d ie  spezifische L ite rle is tu n g  
im  W ege  eines g esicherten  w eichen  G anges n u r  erzielt w e rd en  d ü rf te , w enn 
zu g le ich  fü r die rech tze itig e  u n d  v o llk o m m en e  V erb rennung  des B rennsto ffes 
g e so rg t w ird. D arau s fo lg t die N o tw e n d ig k e it, auch die G eschw ind igke it der 
G em isch b ild u n g  regeln  zu k ö n n e n , d a  m a n  h ier m it e iner D iffu s io n sv erb ren 
n u n g  zu  rechnen  h a t.

D ie G em ischbildung  k a n n  b e sc h le u n ig t w erden, w enn  m a n  fü r  eine g rö 
ß e re  G eschw ind igkeit des M ischungsvorganges sorgen k a n n . D ies b e s te h t d a 
r in , d a ß  m an die K o m p o n en ten  des G em isches (B ren n sto ff u n d  L u ft)  in  eine 
in te n s iv e  und geregelte  B ew egung b r in g t , wrobei m an  h a u p tsä c h lic h  d an ach  
t r a c h te t ,  die in tensive  u n d  gerege lte  M ischung in  der dem  Z ü n d v erzu g  n a c h 
fo lg en d en  Periode zu verw irk lichen .

Die M ethoden zum  H e rv o rru fe n  e iner v o rte ilh a fte ren  Z y k lu sd y n am ik  
w eisen  gew isserm aßen U b erd eck u n g en  au f. Dies k o m m t d a h e r, d aß  du rch  
d en  R egelvorgang  zugleich m eh re re  P a ra m e te r  b ee in flu ß t w erd en . U m  dies 
zu  berü ck sich tig en , sind  w ir v e ra n la ß t , die M öglichkeiten d er R egelung  der 
E n tf la m m u n g s in te n s itä t  a u f  G ru n d  d e r höchstw 'irkenden E rsch e in u n g  oder 
des h ö ch stch a rak te ris tisch en  K o e ffiz ien ten  zu einem  b ra u c h b a ren  S ystem  
zusam m en zu ste llen .

III. Methoden und Resultate

N ach einer au sfü h rlich en  A nalyse  a lle r experim en te llen  E rgebn isse  k ö n 
n e n  w ir über die n ach steh en d e  M eth o d en  u n d  R esu lta te  b e ric h te n .

7. Modifizierung der Einspritzungscharakteristik , D oppel-E inspritzung  [6 ]

Im  Bild 6a u n d  6b s ieh t m an  die A usführung  des zw eifach  w irk en d en  
N ockens und  die C h a ra k te r is tik  d er d a m it erzielten  D o p p e l-E in sp ritzu n g . 
D ie  zwei S tu fen  d er E in sp r itz u n g  b ew irk en  in der e rs ten  S tu fe  eine D osierung  
v o n  25% , in  der zw eiten  S tu fe  eine w eitere  von 75% , als T eile der Z y k lu s
dosierung .

Im  Bild 7 is t  das In d ik a to rd ia g ra m m , das bei d e r eben  beschriebenen  
M ethode e n ts te h t, d a rg es te llt. D a ra u s  is t  zu ersehen, d a ß  die A u sb ildung  der 
E in sp ritz p u m p e  u n d  der Z e rs tä u b u n g sd ü se  den h a r te n  G ang zu m ildern  
v e rm ag , doch verb lieb  das P ro b lem  d e r m ehrstelligen  H e rd v e rte ilu n g  ungelöst. 
Ü b e rh a u p t begegnen w ir dem  N ach te il, d aß  eine d e ra rtig e  M odifika tion  nur 
fü r  M otoren m it k le iner U m d reh u n g szah l geeignet is t.

2. A b k ü rzu n g  der Zündverzugsperiode

a) Das sogenannte M ikro-fog- u n d  В ет о-Diesel- Verfahren  [7 ,8 ] . D as 
»M ikro-fog«-Verfahren, von  S c h w e it z e r  [7] angew endet, b e s te h t d a rin , daß 
m a n  zum  Z ers täu b en  des H ilfsb ren n sto ffes  vor dem  S au g ro h r des D ieselm otors
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B ild  6. Form  des D oppel-N ockens und dessen Einspritz-Charakteristik

B ild  7. Indikatordiagram m e bei Doppel- und bei normaler Einspritzung

einen H o c h d ru c k a p p a ra t zu r E rzeugung  einer N ebe lb ildung  e inbau te . Als 
H ilfsb ren n sta ff h a t te  m an  u n te r  anderen  auch  G asöl v erw en d e t. D ie E rgebnisse  
dieses V erfahrens sind  im  B ild 8a u n d  8b d a rg es te llt. M an s ieh t, der M otor
gang is t bere its  w eich. D ies k an n  m an m it dem  U m stan d  e rk lä ren , daß  
der nebelförm ige H ilfsb re n n s to ff  w ährend  d er V e rd ich tu n g  im  Z ylinder eine 
chem ische Z erse tzung  e rfä h rt, u n d  zugleich d u rc h  den ab g ek ü rz ten  Z ü n d 
verzug  n u r  ein B ru ch te il der e ingesp ritz ten  B rennsto ffm enge  an  der E n t 
flam m u n g  te iln im m t.
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A us den E x p e rim e n te n  k o n n te  festg este llt w erden , d aß  d ie  chem ische 
U m w an d lu n g  w äh ren d  d er V erd ich tu n g  von  der Z e tan zah l des H ilfsb ren n 
sto ffes b ee in fluß t w ird . E in  V orte il, d aß  m an h ier einen D iese l-B rennsto ff als 
H ilfsb ren n sto ff v e rw en d en  k an n . D och is t es nach te ilig , daß  die nebelb ildende 
A p p a ra tu r  kostsp ielig  is t. E ine  re n ta b le  A nw endung is t n u r fü r M otoren  hoher 
L e is tu n g  denkbar.

N un ist das B enzo-D iesel-V erfahren  d adurch  gekennzeichnet, d aß  m an 
d e n  H ilfsb ren n sto ff in  das S au g ro h r d u rch  K arb u rie ru n g  z u fü h rt. F ü r  diese 
M ethode  w urden  H ilfsb ren n sto ffe  m it n iedrigem  S ied ep u n k t v e rw e n d e t; wie 
d ies in Tafel I  zu sehen  is t , eignen sich h ie rzu  H ilfsb rennsto ffe , d e ren  O k tan zah l 
b zw . Z etanzah l b in n e n  w eiten  G renzen  variie ren  k an n  [8]. Die A n g ab en  dieser

T a fe l I

A rt des S pezifisches
G ew ich t

[kg/l]

1
S ied ep u n k t oz

Hu
Г kcal I

Chem ische Z usam m ense tzung  [% ]

B rennstoffes l A 1 k g 1 C H S G

n - H ep  ta n 0 ,6837 98,5 0 60 10 720 84,0 16,0 —  —

I s o -O k ta n 0 ,6918 99.3 100 10 10 520 84,2 15,8 -  1 -

B e n zo l 0 ,8700 80.1 100 10 9 520 92,3 7,7 — j _
B e n z in 0 .6950 4 3 - 1 4 0 5 6 32 10 460 85,4 14.2 0 . 1  0 .3
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Bild 8. E in f lu ß  d e r  v e r s c h ie d e n e n  B re n n s to f fe :  K o m p re s s io n sk u rv e n  (a) u n d  A rb e i ts z y k le n  (6)
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T abelle  zeugen d a fü r, d aß  eine G ru p p e  der an g e fü h rte n  B rennstoffe  d u rch  
große E n tz ü n d b a rk e it , d ie andere G ru p p e  d u rch  große K o m p ressio n sv erträg 
lich k e it gekennze ichne t is t.

ct^KW ]

B ild  9. E influß der zusätzlichen Brennstoffm enge auf das Indikatordiagram m  m it n-H eptan
(a) und m it Isooktan (b)

D ie U n tersuchungsergebn isse  der E x p e rim e n te  von  S a c h a r o w  sind im  
B ild 9a, 9b und  10 d a rg e s te llt . Aus B ild  9a is t es e rs ich tlich , d aß  durch  E rh ö 
hung  d er Q u a n titä t  des n -H e p ta n s  die M enge des v e rb re n n b a re n  B rennstoffes 
in  einem  Zyklus g rößer w ird . Dies f in d e t seine E rk lä ru n g  darin , daß  das 
n -H e p ta n  eine große O x idatio n sn e ig u n g  (C Z  - -  60) u n d  einen  n iedrigen S iede
p u n k t au fw eist, in fo lgedessen  n im m t die chem ische U m w an d lu n g  des B ren n 
stoffes u n te r  der E in w irk u n g  der K o m p ress io n stem p era tu r  ih ren  A nfang. Also 
e n s teh t h ier, bis zum  B eg in n  der E in sp ritz u n g , ein ak tiv e s , an R ad ikalen  
reiches, dünnes G em isch. D u rch  das a k tiv e  G em isch w ird  die O xyd atio n  des 
e in g esp ritz ten  B rennsto ffes besch leun ig t, zugleich der Z iindverzug  ab g ek ü rz t.
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Im  Bild 9b sind  die E rg eb n isse  d e r V ersuche m it I s o o k ta n  d arg este llt. 
M an  ers ieh t d a rau s, d aß  diese H ilfsb re n n s to ffa rt ke inesfa lls v o r te ilh a f t ist, 
d a  h ie rd u rch  der h a r te  G ang  n u r  ä rg e r w ird . D as Iso o k ta n  b e s itz t näm lich  
e ine  h ohe  K o m p ress io n sv erträg lich k e it (OZ =  100), also k a n n  v o r d er E in 
sp r itz u n g  kaum  eine O x y d a tio n  a u f tre te n .

B ild  10. M otorbelastungscharakterhuk, m it n-H eptan als Z usatz-B rennstoff

Im  Bild 10 is t d ie  A usw irk u n g  des n -H ep tan s  a u f  die B e la s tu n g sc h a ra k 
te r is t ik  des M otors d a rg es te llt. M an s ieh t, daß  der M o to rm itte ld ru ck  b ed e u te n d  
e rh ö h t w erden k an n .

D urch  die r ich tig e  W ah l des H ilfsb rennsto ffs  k a n n  m an  die B esch leun i
g u n g  der die E n tf la m m u n g  e in le iten d en  chem ischen P rozesse, fe rn e r die V er
r in g e ru n g  des Z ündverzuges erzielen: h ie rdu rch  k o m m t n u r  ein B ru ch te il d er 
B rennsto ffm enge zu r E n tf la m m u n g  u n d  w erden auch die d y n am isch en  E ig en 
sc h a fte n  des Z yk lus g ü n stig er. A uch  k an n  m an an n eh m en , daß  das F o r t 
p flan zen  der F lam m e in  einem  chem isch  ak tiv en  M edium  u n te r  v o rte ilh a fte ren  
U m stä n d e n  v e rlä u ft, also k a n n  d e r M itte ld ruck  g este igert w erden . N ach te ilig  
i s t  es aber, daß ein H ilfsb re n n s to ff  u n en tb eh rlich  u n d  au ch  die E in r ic h tu n g  
e in e r  besonderen A p p a ra tu r  u n u m g än g lich  is t, w onach  m an  m it höh eren  
M o to rkosten  zu rech n en  h a t . In d essen  d ü rfte  dieses V erfah ren  zum  D äm pfen  
des M otorgeräusches bei gegebenem  M otor nü tz lich  u n d  sogar ökonom isch  sein.

b) E inspritzung  an Stellen verschiedentlicher Temperatur  [9]. E in  V er
b ren n u n g srau m , d er diesem  V o rsa tz  en tsp rich t, is t im  B ild  11 d a rg es te llt. 
D ieser R au m  w urde  v o n  B ö t t g e r  [9] im  R ahm en  d e r U n te rsu ch u n g  des 
M A N - M  V erfahrens au sg e a rb e ite t. Im  w esentlichen h a n d e lt  es sich h ier u m  
eine exzentrische L age d er E in sp ritzd ü se , w odurch es m öglich  gem ach t w urde  
—  fü r eine gegebene K o lb en k am m er —— die freie L änge des B ren n sto ffs trah ls ,
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den  T reffw inkel* u n d  die W a n d te m p e ra tu r  der B erü h ru n g sfläch en  beliebig  
zu variie ren . H ie d u rc h  k an n  m an erreichen , daß  die B ren n sto ffs trah len  sich  
jew eils anders v e rh a lte n , sow ohl in  der G em ischbildung  w ie auch  in  der E n t 
flam m ung . A u f diese W eise w ird  eine räu m lich e  R egelung  der In te n s itä t  d er 
E n tflam m u n g  erm ög lich t.

B ild  11. Versuchs-Verbrennungsraum  im Motor T yp Tatra

W ir h ab en  äh n lich e  V ersuche au sg efü h rt. Z w ar w ar die freie L änge 
der S trah len  id en tisch , ab er w ir k o n n te n  den T reffw inkel u n d  die T em p era tu r  
der W an d ste llen  v a riie ren . D ie E rgebn isse  d ieser V ersuche sind im  Bild 12 
d a rg este llt.

In  un seren  V ersuchen  w urde  eine to ro id a le  K o lb en k am m er v erw en d et; 
m an  k o n n te  k o n s ta tie re n , daß  d u rch  en tsp rechende  S enkung  der Lage d er 
D üse (bis zum  W e rte  Zkrjt ) der T reffw inkel sowie die T e m p e ra tu r  der W a n d 
stelle  k leiner w ar, also e n ts ta n d  ein ab g ek ü rz te r  Z ü n d v erzu g  u n d  ein w ei
cherer G ang.

D ie A b k ü rzu n g  des Z ündverzuges k a n n  d ad u rch  e rk lä r t  w erden , daß  die 
n ah ezu  norm ale R ic h tu n g  des A ufsp ritzens ein s ta rk es  A ufschlagen  h e rv o r
rief.** D er au fgesch lagene B ren n sto ff lä ß t  sich rasch er e rh itzen  als der a u f  
die W an d fläch e  g e lan g te  B rennsto ff. So k a n n  der F rü h o x y d ie ru n g sv o rg an g  
rasch er losgehen, u n d  die P eriode  t( w ird  auch  k ü rzer. D ad u rch  w ird  auch  eine 
V erringerung  der en tf la m m e n d e n  G em ischm enge herv o rg eru fen .

* Der Treffwinkel wird von der Norm alen der W andfläehe und von  der Achsrichtung  
des Strahles gebildet.

** Wir bezeichnen m it dem  Maße Zkrit. j ene Lage, in welcher der Brennstoffstrahl 
durch den K rüm m ungsm ittelpunkt der K am m erwand hindurchgeht.
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W enn m an die D üse w e ite r (tie fer als das M aß ikrit.) s inken  lä ß t, so w ird  
d e r Z ündverzug  län g e r u n d  auch  der W e rt des D iffe ren tia lq u o tien ten  (rfp/dqs)max 
g rö ß e r. Das G rößerw erden  des Z ündverzuges und  der D ru ck ste ig eru n g  k an n  
m it dem  größeren T reffw inke l u n d  d e r n iedrigeren  W a n d te m p e ra tu r  e rk lä rt 
w erd en . D urch den  g rößeren  T reffw inkel is t das A ufschlagen geringer, die au f 
d ie  W an d  au fge tragene  M enge g rößer; diese E rsche inungen , k o m b in ie rt m it

B ild  12. Kurven zur D arstellung der W irkung einer gesenkten Lage der Düse: a) auf den 
Zündverzug: b) auf die m axim ale Druckanstieggeschw indigkeit (dpldip)max; c) auf die m ittlere  

D ruckanstieggeschw indigkeit ( dpjd(p)m

d em  an g edeu te ten  S inken  der W a n d te m p e ra tu r , trag en  zu r sch lech teren  G esta l
tu n g  der dy n am isch en  E ig en sch aften  des Zyklus bei.

Aus den a n g e fü h rte n  E rsch e in u n g en  sieh t m an , d aß  es d u rch  die ex zen tri
sche  Lage der D üse , die Y ariierung  d er G esta ltung  d er K o lb en k am m er und  
d u rc h  en tsp rechendes H erab sin k en  d e r Düse m öglich is t, den h a r te n  G ang 
w eicher zu g es ta lten . Im m erh in  bew eisen die E x p erim en te  den  U m stan d , daß 
d ie  M öglichkeiten eng  b eg ren z t sind .

c) N eigungswinkel der Düse  [1]. D ie günstigste  L age der D üse w ird  bei 
M otoren  m it d ire k te r  E in sp ritzu n g  allenfalls durch  die M ethode der G em isch
b ild u n g  und die G e s ta ltu n g  der K am m er b estim m t.

So z. B . is t es ra ts a m , zu einer ellipsoiden K am m er die D üse in  einen 
W  inkel zu 45° zu vers te llen , wie dies d u rch  die E x p e rim en te  von S it k é i  [1] 
erw iesen w orden is t (B ild  13). D ie V erkü rzung  des Z ündverzuges lä ß t  sich
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d a m it e rk lä ren , d a ß  infolge einer v e rg rö ß e rte n  A ufschlagfläche d er B ren n sto ff
s tra h l in  der K am m erm uldc  le ic h te r  von  e iner in ten s iv en  L uftbew egung  zerleg t 
w ird . Also ist die L age m it e inem  N eigungsw inkel von ung. 45° eine op tim a le .

D ie V erringerung  der m it t le re n  D ruckste igerungsgeschw ind igkeit f in d e t 
ih re  E rk lä ru n g  d a r in , daß die C h a ra k te r is tik  der E in sp ritzu n g  bei v e rk ü rz te n  
Z ü n d v erzu g  u n v e rä n d e rt b le ib t, also  w ird  w äh ren d  der Z ü n d verzugsperiode  
die dem  Z ylinder zugeführte  B ren n sto ffm en g e  k leiner, und  d a m it s in k t auch  
die In te n s i tä t  des E n tflam m en s.

7,0

6,0

5,0

4,0

20 30 40 50 5°

B ild  13 E influß des Neigungswinkels einer Zapfendüse: a) auf den Zündverzug; b) auf die 
m ittlere Druckanstieggeschw indigkeit (dpjd(fi)m

3. Verringerung der verdampften Menge

a )  Das M A N - M  Verfahren [10]. Im  B ild  14 ist die B a u a rt des V erb ren 
n u n g srau m es d a rg es te llt. H ier is t d ie  K o lb en k am m er d ad u rch  gekennzeichnet, 
d aß  die M uldenöffnung dem  g rö ß ten  K a m m e rq u e rsc h n itt nahezu  g le ichkom m t, 
u n d  info lgedessen  die Bewegung des K o lbens keine bed eu ten d e  L uftbew egung  
in  d e r K am m er h e rv o rru ft. Die z u r  G em ischb ildung  ben ö tig te  L u fts trö m u n g  
(L u ftw irb e l) w ird  d u rc h  die spezie lle  A u sb ildung  des S augkanals erzielt. 
D a ra u s , daß  die D üse eine ex zen trisch e  L age e in n im m t, und  d aß  die S trah len  
des z e rs tä u b te n  B rennsto ffes ta n g e n tie ll  g e rich te t sind , k an n  m an  d a ra u f  
sch ließen , daß  eine g roßer Teil d e r  Z yk lusdosie rung  als ein F lüssigkeitsfilm  
v e rd a m p ft w ird.

Im  Bild 15a sehen  wir den ze itlich en  V erlau f der E in sp ritzu n g  u n d  der 
V erd am p fu n g  beim  herköm m lichen  V e rfa h ren  (d. h. bei einer Z e rs täu b u n g  in  die 
L u ft) ; auch  e rkennen  w ir in d iesem  B ilde die zu r E n tfla m m u n g  g era tene  
G em ischm enge.

E s soll b em erk t w erden, daß  in  d e r P eriode  nach  der E n tf la m m u n g  das 
V erdam pfen  von der W andfläche u n te r  E in flu ß  der F lam m en strah lu n g  in te n 
siver w ird ; dies lä ß t  sich aus der h ö h eren  T em p era tu r  der L u ft-  u n d  der
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O x y d a tio n  erk lären . A u f diese W eise e n ts te h t  die en tsp rechende  D u rch m i
sch u n g  u n d  die s tu fen w eise  V erb ren n u n g  u n te r  W irk u n g  der w irbelnden  L u f t
bew egung  und  des th e rm isch en  M ischvorganges. A us dem  vorh erg eh en d en  
g eh t es k la r  hervor, d a ß  h ie r alle V orbed ingungen  eines w eichen G anges e rfü llt 
sind .

B ild  14. Verbrennungsraum des Motors T yp M A N -M

B ild  15. Verlauf der Verdam pfung in der Zeit im herköm m lichen Dieselm otor ( o.) und in
dem Motor T yp M A N -M  (b )

B ild  16. Verbrennungsraum der Motoren T yp M IB -D  und D-14
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In fo lge  der V erringerung  des v o lu m etrisch en  W irkungsg rades be i g le ich 
zeitigem  A nste igen  der R e ib u n g sv erlu ste  w ird  im  F alle  einer e rh ö h ten  U m d re 
h u n gszah l die L u ftz irk u la tio n  u n d  die In te n s i tä t  d er th e rm isch en  D u rc h 
m ischung  re la tiv  v e rrin g e rt, w oraus eine V erlän g eru n g  der V e rb re n n u n g s
periode e n ts teh en  d ü rfte .

b) Zerstäubungsdruck  [1]. Sit k é i [1] h a t te  E x p erim en te  m it M otoren  
T yp  M I B - D  u n d  D-14  au sg efü h rt. D er V erb ren n u n g srau m  is t im  B ild  16 
u n d  die V erän d eru n g en  ein iger P a ra m e te r  sind  im  B ild 17 d arg es te llt. A us

pf [atii]

($)
6,0
5,0

B ild  17. Veränderungen einiger Param eter als Funktion des Einspritzdruckes

diesen D iag ram m en  ersieh t m an , d aß  d u rch  A nsteigen des Z e rs tä u b u n g s
d ruckes die In te n s i tä t  (dp/d(p)maK des E n tfla m m e n s  auch  größer w ird . D ies 
lä ß t sich d ad u rch  e rk lä ren , d aß  die M ik ro s tru k tu r  infolge des e rh ö h ten  Z er
s täu b u n g d ru ck es  feiner w ird , also w ird  die M enge des am  A nfang  v e rd a m p fte n  
B rennsto ffes größer. D abei w ird  der Z ü n d v erzu g  n ich t kü rzer, sondern  län g er, 
da die A n n äh e ru n g  zu einem  hom ogenen  G em isch m it R ü ck sich t a u f  die V o r
gänge d e r V o ro x y d a tio n  u n v o rte ilh a f t is t. D ies alles d e u te t d a rau f, d aß  die 
C h a ra k te ris tik  der Z e rs täu b u n g  bzw . die A rb e it d er D üse den h a r te n  G ang 
des M otors b ee in flu ß t, und  dies n ich t v e rn ach lä ss ig t w erden darf.

c) Neigungswinkel der Biise. Bei u n se ren  V ersuchen hab en  w ir einen  
to ro id a len  V erb ren n u n g srau m  m it M ehrlochdüse b e n u tz t, w obei der N eigungs
w inkel der D üse v a riie rt w urde . Die E rgebn isse  d ieser V ersuche sind a u f  B ild  18 
d a rg este llt.

W enn  m an  den N eigungsw inkel v o n  10 G rad  a u f  18 G rad  e rh ö h te , 
w urde d er D ru ck an stieg  v e rrin g e rt u n d  d e r Z ündverzug  v e rlän g ert. D iese 
V erlängerung  k an n  der zunehm enden  B ild u n g  des F lüssigkeitsfilm es zuge
schrieben  w erden , die w iederum  dem  größeren  Treffw inkel und  d er K ü rzu n g  
der fre ien  S trah len län g e  zu v e rd an k en  is t.
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D ie V erringerung  des D ruckanstieges k a n n  m it der V erringerung  der 
M enge des en tflam m en d en  G em isches bzw . in d ire k t m it der V erd am p fu n g  des 
F ilm es n iedriger T e m p e ra tu r  e rk lä rt w erden .

B ezüglich d er E n tfla m m u n g  w ar die A usw irkung  einer w eite ren  E rh ö 
h u n g  des N eigungsw inkels von 18 a u f  24 G rad  eine um g ek eh rte . D er D ru c k 
an stieg  w urde g rößer, u n d  auch der Z ü n d v e rzu g  w urde länger. D iese A u s
d e h n u n g  des Z ündverzuges lä ß t sich e iner g este igerten  F ilm w irk u n g  zu 
sch re iben .

19

17

Vfkw ]
15

15

11

9

B ild  18. Einfluß des Neigungsw inkels der M ehrlochdüse auf den M ittelwert (dp/dç?) und den 
M axim alwert (dpld<p)max der Druckanstieggeschw'indigkeit

G ew isserm aßen  k a n n  m an aber die U rsache  des D ruckanstieges in  einem  
gew issen s tö renden  U m sta n d  erblicken. E s k o n n te  näm lich  b e o b a c h te t w erden , 
d aß  d er B re n n s to ffs tra h l h ier und  da  gegen den  R an d  der K am m erm u ld e  a u f
s tö ß t  (Ü b ersp ritzen ). H ieraus e n ts ta n d  eine s tö ren d e  W irkung  d ad u rch , d aß  
d ie in  der K am m er h errsch en d e  in ten s iv e  L uftbew egung  den aufgesch lagenen  
B re n n s to ff  in  die K o lb en k am m er h in e in ja g t, w odurch  sich die lu f tv e r te il te  
B rennsto ffm enge  e rh ö h t. H ier nun  w ird  die E n tf la m m u n g  n u r noch in ten s iv e r, 
d a  die e n tf la m m te  G em ischm enge g rößer gew orden  ist.

Schließlich fo lg t die F es ts te llu n g , d aß  m an zw ar den h a r te n  G ang 
d u rc h  eine A b än d e ru n g  des D üsenw inkels m äß igen  k an n , aber n u r  in n e rh a lb  
gew isser, ziem lich enger G renzen.
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ственным впрыскиванием (И. Касап). Жескость хода дизельных двигателей непосред
ственного впрыскивания вызвана интенсивным самовоспламенением, что характеризуется 
(dp/dtp)max: Интенсивность самовоспламенения может быть более выгодной при уменьше
нии динамического фактора б, а также снижение запаздывания воспламенения, началь
ной скорости испарения и числа очагов воспаменения. Как литературный обзор, так и 
проведенные нами испытания доказывают, что снижение жеткости хода не является в обя
зательном порядке новым методом, а требует соответствующего согласования параметров 
образования смеси и самовоспламенения.
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DETERMINATION OF THE THEORETICAL 
CHARACTERISTICS OF HYDRAULIC MACHINES, 

BASED ON POTENTIAL THEORY

A. N Y ÍR I*

CAND. OF TECHN. Sc.

[M anuscript received December 16, 1968]

In the paper the author deduces an integral equation for the relative flow  around  
the profile la ttice  on the m ean surface of a part-channel, sliced out of the runner of  
a hydraulic m achine by two surfaces o f rotation. The m achine is working w ith  an 
incom pressible, frictionless fluid. Through the dependency of the solution on the  
direction o f the approaching flow  the theoretical characteristics of the runner as well 
as the characteristics for the inception of cavitation  are determined.

Symbols

1. Notations
a ,  b .  o 0, Oj, A ,  В  
b (a) 
c
c =  cx — i ev
l)
A h 
H
( K )

S i  ( z ,  *')
n

Qu

,\PSH
p
V

s
t
T
и
IV

(*2, X n .  * 3)
(*>y)
a
ß
У
Г

л
а
ФР

constants;
w idth o f the part-channel;
ve locity  in the stationary system ;
conjugate com plex velocity  in the image plane;
diam eter;
suction capacity o f the turbine; 
head:
contour of the profile;
=  R  (z, z ') +  i j  (z , s'), kernel function; 
speed (r. p. m .), normal direction; 
un it runner speed and flow;

nQlU H ~ 3U specific  speed: 
num ber of blades; 
net positive  suction head; 
pressure; 
flow  rate; 
polar coordinates; 
arc length  of the profile contour; 
pitch o f blades in the im age plane; 
planar region; 
peripheral velocity; 
relative velocity;
=  X  iy, points of the com plex plane: 
spatial rectangular coordinates; 
planar rectangular coordinates;
angle betw een vectors o f absolute and of peripheral velocity; 
angle included by the vectors o f relative and o f peripheral velocity; 
specific weight; 
circulation
=  f  -|- com plex coordinates o f the points o f  the profile contour;
stagger angle o f the cascade;
arc length  coordinate in the meridian plane;
=  — cr2ct/uR2 f l° w coefficient for pumps;

* Robert K ároly krt. 14/b, Budapest X I I I ,  ( H u n g a r y ).
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Ф'р
Ф(х, у) 
7.
ipp
Vt
Vsai

n
p
R
s
T
x,y 
<p, о

=  cRlJ u Rl f lo w  coeffic ien t for tu rb in es;  
v e lo c ity  p o te n t ia l  fu n ctio n ;
angle in c lu d e d  b y  a d irection  w ith  th e  лг-axis; 
=  — 2g H /u 2 R 2 pressure c o e ff ic ie n t for pum ps: 
=  2gH /u-Rl pressure c o e ff ic ie n t for  turb ines; 
su ctio n  c o e ff ic ie n t;  
angu lar v e lo c ity .

2. Subscripts

norm al d irection ;  
pum p;
va lu e  o f  th e  m ean  flo w  su rface  o f  th e  part-channel;
ta n g e n tia l d irection ;
turb ine;
c o m p o n en t in  th e  d irection  o f  th e  coord in ate  ax is o f  th e  im a g e  plane;  
c ircu m feren tia l and m erid ian  co m p o n e n t.

I. In tro d u c tio n

H y d rau lic  m ach ines are in general o p e ra tin g  under v a ria b le  cond itions; 
i t  is th e re fo re  necessary to  know th e ir  c h a ra c te r is tic  curves. T he ch a rac te ris tic s , 
h o w ev e r, can  he d e te rm in ed  only  b y  te s t  m easu rem en ts, as no e x a c t m ethod  
fo r  d e te rm in in g  th e  h y d ra u lic  losses a ris in g  in  th e  m achines h as  been  elabo
r a te d .  F o r th e  no-loss case to o , only th e  ch a rac te ris tic s  for th e  so-called  in fin ite  
b la d e  n u m b e r case is know n .

I n  th is  p ap er th e  ch a rac te ris tic s  o f  a hydrau lic  m ach in e  w ith  fin ite  
n u m b e r  o f  b lades, w ork ing  w ith  an  id ea l, incom pressible f lu id  w ill be d e te r 
m in e d , i.e. th e  v a r ia tio n  o f th e  de livery  h ead  (for pum ps) o r th e  head  (for 
tu rb in e s ) , and  also th e  m in im um  p ressu re  on th e  b lade. T h is la t te r  w ill be 
ca lled  c a v ita tio n  ch a rac te ris tic s .

F o r th e  ex am in a tio n  of flu id  losses i t  is ind ispensable  to  k n o w  th e  th e o re t
ic a l ch a rac te ris tic s . T he sec tion  of th e  ch arac teris tics  a ro u n d  th e  b est effi
c ien cy  p o in t o f th e  m ach in e  can be w ell e s tim a ted  w ith  th e  a id  of sim ple 
a s su m p tio n s  for th e  v a r ia tio n s  of losses.

T he ru n n er is assum ed  to  be com posed  of part-channels [1]. T he flow  in 
th e  p a rt-ch an n e ls  is m ap p ed  in  a w ill-k n o w n  m anner in to  a flow  th ro u g h  a 
p la n e  cascade of v a ry in g  w id th . F irs t  th e  d ifferen tial e q u a tio n  o f th e  flow  
will be b riefly  deduced  on th e  basis o f [2 ].

II . F low  in the p a rt-c h a n n e l of the ro tor

. 1. The differential equation o f  the f lo w  on the surface o f  rotation

T he surfaces o f ro ta tio n  of flow , w h ich  are coaxial w ith  th e  axis o f th e  
m ach in e , cu t o u t a p a r t-c h a n n e l of v a ry in g  w id th . The flow  develop ing  on 
th e  flow  surface (F)  o f th is  p a rt-c h a n n e l is m apped  in to  th e  fie ld  o f velocities 
o f  a su itab ly  chosen p lan e  cascade flowr (F ig . 1).
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O n th e  su rface  o f ro ta tio n  th e  e q u a tio n  o f c o n tin u ity  is:

9CRa 1 3 cR 11 d r  1 db\
■--------1------------  cRtT = 0 .

da r dtp { r d a  b da )

T he re la tio n  exp ressin g  th a t th e  a b so lu te  flow  is irro ta tio n a l is:

( 1 )

( 2 )

I n  th e  im pelle r ro ta tin g  a t a n g u la r  v e lo c ity  со th e  abso lu te  an d  th e  re la tiv e  
velocities are  co n n ec ted  by  the p e rip h e ra l v e lo c ity  iiR =  coXr:

cr - +  (3)

I t  follows fro m  th e  irro ta tio n a l c h a ra c te r  o f th e  abso lu te  flow  th a t

ro t wR — — ro t  u R — 2co/c.

The co m p o n en t of th e  v o rtex  v e c to r  o f th e  re la tiv e  velocity  in  th e  d irec tion  
o f th e  no rm al to  th e  surface ( F ) is

(rot w)n (4)

W ith  th e se  E qus (1) a n d  (2) can be w r it te n  also b y  th e  com ponen ts of th e  re la 
tiv e  v e lo c ity :

9 Юр* 1 9tvRv
da r d<p

1 dr  

r da
1 db
b da

wr , r =  0 5

dwR 1 divRo. 1 dr  dr
------t- ■ ------ IV R =  — 2 ft)------

Эст r 9<jp r d a  da

(5)

( 6 )

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69. 1970



2 4 6 A . N Y ÍR I

2. Transformation to the plane

T he flow su rface  (F )  of th e  p a r t-c h a n n e l is conform ally  tran sfo rm ed  
(F ig . 2) to  the  p lan e  (x, y ) b y  E q u s

N t
I n

a, Г’ da
=  1 cos Я

1 1 Г 0 d a '
— - -  н------ - ■—

2 Jo г 2 aL Jo г
( ? )

N t
У = у  — I cos X

w here
da

r

T o th e  velocity  cR on th e  su rface  o f ro ta tio n  corresponds 
v e lo c ity

c =
2jt

N t
rcR .

in th e  p lan e  th e

( 8 )

T h e  set of curves cu t o u t from  th e  b lades by  th e  surface of ro ta tio n  m ap  in 
th e  p lane in to  a b lade  la ttic e  s tre tc h in g  in to  in fin ite .

By using  th e  tra n s fo rm a tio n  fu n c tio n s, th e  form s of th e  d iffe ren tia l 
e q u a tio n s  describ ing  th e  flow  a ro u n d  th e  p la n a r b lade  cascade a re  d e te rm in ed .

3 cx 8 Су 1 db
Эл; Эу b dx

3 Cy 3Çx_ =  0
Эл; Эу
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The b o u n d a ry  cond itions of th e  d iffe ren tia l eq u a tio n s  are given b y  th e  
T elocity  co m p o n en ts  ahead  o f and  a f te r  th e  cascade:

X  =  — o o  c v (  — o o )  =  clx, cy( — oo) =  cly ; 

* =  oo Cx(oo) =  c2x, Cv(oo) =  c.l y .
( 10 )

The d.e. sy s tem  for th e  com ponen ts in  th e  p lan e  o f  th e  re la tiv e  velocities 
is ob ta in ed  in  a s im ila r w av  as for th e  ab so lu te  velocities:

Эм’х ~h
Œ> II 1 db

ív
Зл: 8j b dx

Э Uly Эм)х 1 dr--------- — 2 и —

Эх 9У r dx

3. Solution o f  the system o f  differential equations

For solv ing th e  system  of d ifferen tia l eq u a tio n s  o f th e  flow  a ro u n d  th e  
cascade o f b lades, use is m ade of th e  fac t th a t  th e  ab so lu te  velocity  can be 
deduced  from  a p o te n tia l:

( 12)

F or th e  v e lo c ity  p o ten tia l in stead  o f  th e  sy stem  o f d ifferen tia l E q u s  (9)

1 0 :
Э -Ф

Эх-
d'-Ф 

9y -
B(x) cx (13)

is ob ta in ed . T he b o u n d a ry  conditions fo r th e  ve lo c ity  p o te n tia l are:

а Ф — С 3 0

Эд;
~  Llx 9

Х= — ов Эу |х=-ос

ЭФ
=  С2Х ,

У= 00

ЭФ 1
Эд; $1 X И 8

1

(14)

T he so lu tion  of th e  d .e . (13) sa tisfy ing  th e  b o u n d a ry  co n d itions is de te rm in ed  
b y  G reen’s in teg ra l th eo rem . In  th e  inner p o in t (P ) o f  a (T) sim ply  connected , 
b ounded  region (F ig . 3) th is  is

Р £ Г  2лФ (Р)\  Z, ] n d A 0 d A + £  b id  —  * ' - ( £ .  Ф ——— (Ind)d s ' . (15)
14  T 0 I JJ(T) J (C) Qn' J (c) dn'
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F o r a p o in t ou tside  th e  reg ion  th e  ab o v e  is va lid  w ith  th e  le f t side equal to  
zero , d is th e  d is tan ce  betw een  th e  p o in t P  u n d e r considera tion  a n d  th e  ru n n in g  
p o in t o f th e  in te g ra tio n . d A  is th e  e lem en t o f  surface, (C) is th e  closed b o u n d a ry  
c u rv e  o f th e  region (T ) ,Э /Э n signifies d iffe ren tia tio n  along th e  in w ard  norm al 
to  th e  curve (C).

Fig. 3

L et us d iffe ren tia te  (15) w ith  re sp ec t first to  x. th en  to  y:

2лсх (Р)\
0 J j ( T ) d-

\ 0 d A  -
(C)

x  - X

d2

d<P

Э n'
ds'

2ncy (P)\

0 I
у_  У

d 2
A 0 d  A  + O-J (C)

Г ,  9
- О  Ф - V  J (C) 9 «

У  У
d 2

d s ' .

у — У  З Ф  ,  ,
—— -------- a s  -

d 2 Эп'

T h e  com plex co o rd in a te  of p o in t P  in  th e  p lane  (x, y )  is 2 =  x  iy ,  th e  coor
d in a te  of th e  ru n n in g  p o in t o f th e  in te g ra tio n  is z’ =  x ’ -j- i y \  an d  w ith  th e  
d e riv a tiv e s  o f th e  velo c ity  p o te n tia l th e  con jugate  com plex  v e lo c ity  is

. ЭФ 
г —

9У
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2л  c(z]

0
if ЛФ d A  +

J J ( T )

аФ ds' ’ . a— _  — _  _  (> ф
(С) Зге z  гц J  (C) Эи'

d s ’ ,

V  is th e  value o f th e  run n in g  p o in t assum ed  on th e  bou n d ary .
O n th e  b o u n d a ry  th e  norm al is d irec ted  to w ard s th e  in te rio r  o f th e  

reg ion , thu s for (C) th e re  is w ith  th e  sense of c ircum scrip tion  accord ing  to  
F ig . 3 and  for a d ifferen tiab le  fu n c tio n :

8

3s
an d  w ith  th is

Э 1

Э re' z

1 J 3
i Эи 

1

Эи

1 d r
3s г  - t '

ж Л 9 I 1
d> ф  ,

Id ore \ z  — Q 

Ф

Г г

ds ' -

L

S  =  0

I ç у
(C)

1 O'

(* e r ds '

5 co n v erted :

Ф
d : ' d

( * - П * ds '

а Ф ds

( C ) 3s'

w here L  is th e  len g th  o f  curve (C). T h e  closed curve  (C) is bound ing  th e  sim ply- 
connected  b ounded  reg ion  (T), w here Ф is s ing le-valued , th u s  th e  f irs t r ig h t- 
h a n d  side in teg ra l is zero:

2 лс(г)
0

On th e  b o u n d a ry

and  fu rth e rm o re  

h e n c e

IФ
d A

(T)
l

J (Cl

а Ф
Эи'

ЭФ

as'
ds'

z C

c(i) -
а Ф . а Ф i

I e
Эи I

ii /1Ф
(T) Z

d A

a s

d£ =  e'xds,

d r  12n c (z ) ,  if  z £ T
» 4> с ( П -

(C) Z t, 0 , if  z (J T
(16)

T he b lade  cascade m ay  be considered  as an  in fin ite  series of th e  profiles 
enclosed b y  a series o f regions T u co n g ru e n t w ith  th e  region T  (F ig. 4). In  
these regions th e  flow  configurations a re  co n g ru en t, hence th e  p o ten tia l fu n c 
tions an d  th e ir  d e riv a tiv e s  m ust be  period ica l fu n c tio n s w ith  th e  perio d ic 
ity  it.
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In  order to  e lim in a te  th e  in te g ra tio n  o f  th e  curve (C) on th e  sections 
in  com m on w ith  th e  ne ighbouring  reg ions we w rite  for p o in t z £ T

0 = JJ IФ
d A

(Tu.)
(> c(Ci)

dr '

(Cu)
(/“ — i  1» i  2 , . . .  )

th e re  being z $ T u.
A dding th e  a b o v e  in teg ra ls  fo r all /*-s an d  add ing  th e m  to  (16), we get:

z (J T

w here  T  belongs to  th e  value /i =  0.

A fter c a rry in g  o u t th e  a d d itio n , —  considering th e  p e rio d ic ity  of th e  
fu n c tio n  Ф an d  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s —  fin a lly  th e  follow ing expression 
is o b ta in ed  for th e  com plex c o n ju g a te  of th e  velocity :

C')dC

(17)
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In tro d u c in g  also th e  sym bols

Cœ

and

eK’(z, z')

th e  above fo rm u la  becom es

<•1 c.,
о

co th  (z - z') 
t t

z £ T  c(z)l 
z T  0 J

C o o +  1 J )  t ' ( C ')  Щ С / 2 ) d ; '  +  
2 m  J  (K)

■] il B ( x ' ) c x( z ' ) 3 ( ( z , z ' ) d A .
.U m

(18)

(19)

( 20 )

The expression  (20) is th e  in teg ra l fo rm  o f th e  so lu tio n  of d.e. (13). In  th e  
case of c o n s ta n t ch an n e l w id th  th e  velocity  o f  th e  flow  fie ld  a round  th e  cascade 
can be de te rm in ed  from  th e  velocity  d is tr ib u tio n  a ro u n d  th e  profile co n to u r. 
The surface in te g ra l expresses th e  effect caused  b y  th e  v a ria tio n  of channel 
w id th . T he su rface in te g ra l contains also th e  v e loc ity  com ponen t n o rm al to  
th e  cascade co rrespond ing  to  th e  m erid ional ve lo c ity  -— as a fac to r o f th e  
source in te n s ity , hence  th e  solu tion  can  he  found  on ly  b y  ite ra tio n .

L et us ex am in e  w h a t connections th e  so lu tio n  co n ta in s  betw een  th e  com 
ponen ts o f velocities et and  c2 m eaning  th e  b o u n d a ry  conditions. The lim it 
values of th e  k e rn e l 3{(z, z’) a t g rea t d is tan ce  from  th e  la ttic e  are:

lim 3f(z, z') =  —  .
X - Ï  » t

U sing th ese  lim it values

Ci,2 — Cœ -
2 t

c (C ')d C ±  1 II B ( x ’) c x( z ' ) d A
2 ?  J J ( T )( K )

from  w hich 

and
c. +  c., -  2c 0

c, c.. ' I  c(C') d c .+  -1 ГГ B ( x )  cx( z ' ) d A . (21 )
t  J  (K) t  J J { T )

A ccording to  Fig. 5 th e  velocity  is expressed  b y  th e  com ponen ts ta n g e n tia l 
and no rm al to  th e  p ro file  con tour

c( 0  =  {cs~ i c n)e
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u sin g  fu r th e r  th a t
dC = elx ds

w e m a y  w rite  dow n th a t  th e  in te g ra l o f th e  velocity  along th e  co n to u r is

f ( K )  r d Z  =  Ф(К) c s d s  i  $ (K )  c n d s  ■

gives
T he in teg ra l o f th e  tangential component  o f th e  velocity  along th e  co n to u r 
th e  c ircu la tio n :

Гс =  Ф(К)СА * - ( 22 )

T h e  line in teg ra l o f th e  normal component is zero, as it  is p roved  in  th e  ap p en d ix . 
U sin g  these  in  th e  expression  (21)

ci Co = c \ x ~  i c l y  c 2 x4 "  i ° 2 y  —  ~
t

B (x ')  cx( z ' ) d A

T h e  so u g h t re la tio n s  are hence:

(23)

(24)

III. Integral equation for the contour velocity

In  th e  case o f a profile  cascade o f g iven geom etry  th e  velo c ity  d is tr ib u tio n  
a long  th e  profile  co n to u r is u n k n o w n . F ro m  th e  in teg ra l rep re se n ta tio n  o f th e  
co n ju g a te  v e loc ity  an  in teg ra l e q u a tio n  m ay  be ob ta in ed  for th e  d is tr ib u tio n  
o f  th e  re la tiv e  v e loc ity  along th e  co n to u r —  sub jec t to  th e  cond itio n  th a t  
th e  profile  co n to u r is a flow  line, i.e. th a t  th ere  is no flow  across i t ,  con-
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seq u en tly , th e  re la tiv e  velocity  can  be o n ly  ta n g e n tia l along th e  co n to u r o f 
th e  profile .

B y v ir tu e  of P lem e lj’s fo rm u la  i t  is possib le  to  w rite  th a t  for z —► £ £ K ,  
w hile z £ T, th e n  c(z) —► c+(£) and

c+(C) =  c œH----- c ( 0  +
1

2ni •о с ( п э г ( С ' , о ^ '+
(K)

z') d.T 

(25)

w hen on th e  c o n tra ry  z —*• £ £ K , b u t  z T, th e n  c(z) —»■ c “ (C), th e  v a lu e  o f 
w hich is:

c-(t) =  c . -  — c(o+  - 1- 1  с(Г)ЩС',:)й г+
2 2.-U J  ,K)

+  1 i f  B ( x ' ) c ^ ) X ( C , z r) d A .
“Л JJ(T)

(26)

T he difference b e tw een  the  lim it v a lues on th e  tw o sides o f th e  co n tou r is:

c+ -  c =  c(C),

b u t  as accord ing  to  (20) in th e  p o in ts  o u ts id e  (T) th e  co n ju g a te  velocity  is 
zero, c (£) =  0, th e re fo re  c + (£) =  c(f). C onsequen tly  fo r th e  ab so lu te  ve locity  
along th e  profile  c o n to u r  i t  can he w ritte n :

1 /• 1 Z"*/*
c( 0  -  2Eœ -f  —  A) c(C') §C(C', C )dC '+  —  I B (* ') cx(z') SC(f, *') . (27)

71 i J (к) я Jd(T)

T he con jugate  o f th e  abso lu te  v e lo c ity  along th e  co n to u r can be expressed by  
th e  tan g en tia l and  n o rm al com ponen ts of the  velocity

c =  (cs icn) e - ‘X. (28)

T he com ponents of th e  abso lu te  v e lo c ity  can be s u b s titu te d  b y  th e  co rrespond
ing com ponents of th e  periphera l v e lo c ity  an d  of th e  re la tiv e  v e lo c ity  according 
to  E q u . (3)

c s — us-j-M>s an d  c n  =  u n '  (29)

the  profile co n to u r b e in g  a flow line, wn m u s t be zero.
F rom  E q u . (27) th e  in teg ral eq u a tio n  so u g h t for can  now  be obta ined  

in tw o w ays. T he f ir s t  possib ility :

Im(ce‘x) =  - c „ = -  un . (30)
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In  th is  case th e  in te g ra l eq u a tio n  h as  a sing u la r kernel. T he o th e r  p o ssib ility  
is fu rn ish ed  b y  th e  re la tio n :

Ro (ce'z) =  cs =  us+ w s ( 31)

T h e  la t te r  leads to  a F red h o lm -ty p e  in te g ra l eq u a tio n .
L e t us resolve th e  kernel fu n c tio n  3C(z, z’) in to  a re a l an d  an  im ag in a ry

p a r t
Щ г,  2 ’) =  R(z ,  z’) +  i j (z, z’) ,

Avhere

R(z, z'\

and

J ( 2, Z) -

s inh  —— (X - x )  
л t
t , 2л  2лcosh (x  X )  c o s ----- (y  — y  )

I t

■ 171 ! >\ sin  \У - y  )
t

1 cosh - — (ж x') - cos " (y —y ')
t t

(32)

The p ro d u c t ce'x should  be c a lc u la ted  in  o rder to  s u b s ti tu te  its rea l p a r t  
in to  E q u . (31):

c(C) e'x =  2(coox cos x~hCooy sin %) -ф uy(C) [Щ С\  C) cos (х' +  У.)
71 J  ( К )

./(£ ', C) s in  (x,+%)]d.s'-r 1 d  ws(C) [R(C\ C) sin  x Л
л  J IK)

J ( C \  C) cos x] d s '+
1 П

J  IK)

B (x ')  wx(z') [R(C, z )  cos x
. ’ IT)

J(C , z )  s in z ]  d A + i  j 2 ( c ^ s i n *  cœy cos x)

— - Í  My(C') [ R ( r ,  C) sin  ( x ’+ x ) + J ( C ' ,  0  cos ( / + * ) ]
л  J(K)

- 1-  -J) ».,(£') [R (C \ C) COS X J ( í \  Í )  sin ;/] T -
я  J  iKi

1 rr B(x ')  wx( z )  [R(C, z') sin y + J (C , z') cos / ]  d A
J J ( T )

(33)

H ere th e  c ircum stance  has b een  m ade use o f th a t  due to  th e  choice of 
th e  system  of co -o rd inates, th e  p e rip h e ra l ve locity  has no com ponen t in direc-
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tio n  y .  an d  th u s  th e  co m p o n en ts  in  d irection  x  o f th e  ab so lu te  an d  th e  re la tiv e  
velocities are equal. A ccord ing  to  E qu. (31)

w s ( C )
1

71
VS( C )  [ R ( t \  C) sin X + Ж ,  0  cos 2 ] ds '

J  (K)

2 0 ^ x 008 x +  2c„y sin  x  uv(C)s i n y

1

Л

1

Л

<K)
Uy(C) [ЩС, £) cos (x’ +  x) J (C \  C) sin  (X,Jr X )] ás'

B (x ')  wx(z') [R(C, z') cos X - J(C , z ) s i n y \  dA  . (34)
U { T )

T his is n o t y e t a su itab le  form , as th e  velo c ity  c„ co n ta in s also th e  veloc
i ty  a f te r  th e  cascade. In  o rd e r to  elim inate th e  v e lo c ity  e2, th e  eq u a lity  of 
th e  vo lum es a rriv in g  a t  an d  leav ing  th e  cascade is u tilized  cix6x =  c.lxb2 and  so:

c»x =  (clx +  c2x) : 2 =
fc, -I- b.,

2 b„
F u r th e r  on th e  basis of (23):

c 2v — c i
К
t

T he line in teg ra l of th e  ab so lu te  velocity  can he expressed  also b y  th e  re la tiv e  
velocity :

Гс =  r u+ T w =  ф(к) cs ds =  ф(К) us d s 4- ф(к) ws d s . (35 )

In  th e  app en d ix  i t  is p ro v ed  th a t  th e  line in teg ra l o f th e  p e riphera l veloc
ity  is

Г„ = XT, u.,, t , (36)

w here xi =  N A p ax/r22rr is a n u m b e r depending on th e  th ick n ess  of th e  profile . 
H ence

1

and th u s

-O w sd s + x 2 u 2y 
f J  ( K )

С1У +  С2У _ u ly+ w ly
1

2f
ds + *2y •

J  (K)

I f  th e  E q u . (10) is d iv ided  b y  2tcix sin у  and as accord ing  to  Fig. 6

vly
ta n  Xi -,
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th e  follow ing in te g ra l eq u a tio n  w ill be  o b ta ined :

w s ( C ) X ws(ç') Щ С ,  о + ж ,  t )  c o t %
J (K) w \x t

ds' =

— ta n  Xi +
u ly _
w lx

1 Í u y c :
2 71 ^J (K) w lx

+ - Î - I |]' B ( x )
2n  JJ(T)

+
2 b,

>2 1 uy(C)
~  co t % -----------■v'—

w I X (37)

w x ( z )

sin I

[R(C, z )  co t г J ( t ; , z ' ) ] d A

T he kernel o f  th e  in te g ra l eq u a tio n  is everyw here lim ited  (for J ’ =  J its 
v a lu e  is de te rm in ed  in  ap p en d ix  N o. 2) i t  can be in te g ra te d  q u a d ra tic a lly , th e re 
fo re  (37) is a F red h o lm ian  e q u a tio n  o f th e  second k ind . T he so lu tio n  of th e  
in te g ra l equa tion  can  be  a t ta in e d  on ly  b y  ite ra tiv e  w ay, because  o f  th e  veloc
i ty  com ponent w x in c lu d ed  in  th e  double in teg ra l on th e  r ig h t side.

The so lu tion  o f th e  in te g ra l e q u a tio n  (37) w ill give th e  so u g h t re la tiv e  
v e lo c ity  d is tr ib u tio n  along  th e  p ro file  con tour. On th is  basis th e  chang ing  of 
th e  abso lu te  v e lo c ity  along th e  co n to u r can also be d e te rm in ed , an d  sub 
seq u en tly , b y  m eans o f E q u . (20), th e  velocity  of th e  flow  a ro u n d  th e  cascade 
c a n  be ca lcu la ted  everyw here.

In  o rder to  p ro v e  th e  co n n ec tio n  betw een  th e  so lu tio n s o f E q u . (37) 
be long ing  to  th e  v a rio u s  angles o f a tta c k  y x th e  eq u a tio n  is ab b rev ia ted  as 
follow s:

1

2зт
M d s

(K) w l x
+  +  — I f  N d A  (38)

2 iclx s i n /  ( ívlx I 2n  JJ (r) w?lx
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w here tj =  ta n  an d  M , N , f
w ,

re su lts  from  th e  com parison  w ith  (37).
L e t th e re  he tvs/w lx th e  so lu tio n  of th e  in teg ra l eq u a tio n  for =  ta n  

an d  th e  so lu tion  w^fw-^ shall be long  to  th e  angle  o f  ap p ro ach  t° =  t a n  %°. 
S ta te m e n t: th e  fu n c tio n

w(z) _  L —1° w*(z) 4 ~ h  w°(z)
w lx tf  t[ w lx if «1 w lx

(39)

describes th e  v e lo c ity  fie ld  a ro u n d  th e  cascade belong ing  to  th e  d irec tion  o f 
ap p ro ach  t1 =  ta n  / 1. T hen

1

2 71

M ds = 1 h - t ° l  
2n  tf  t]

M ds
J (K)

J _  ‘i  h
2 7t ff - t j

M ds
J (K) Wlx

an d  as ics/ielx and  w£/tclx satisfy  th e  in te g ra l eq u a tio n , i t  can  be w ritten  fu r th e r  
th a t  th is  expression  is equal to

- t f
1

2 sin % » ,

t*
+  ~

t*

+
< f-* iН/ +

|T h

О T" w t
x  -4 -

n A
ow x

'J(T) . 4
Г

w lx n  - < W1X,
N d A  =

=  f,
2 M>lx s in *

+  /
‘'lx 2tcbJJ N d A  ,

(T)

th e  expression in  th e  f i r s t  b rack e ts  b e in g  p rec ise ly  u)Ju!lx, th e  value o f th e  
second being  1, an d  th e  b rack e t in  th e  doub le  in te g ra l d en o tin g  th e  va lu e

T his p ro p e rty  o f th e  solutions m eans th a t  from  th e  so lu tions of a cascade  
of v a ry in g  w id th  for tw o  d ifferen t ap p ro ach in g  flow s, th e  so lu tio n  for an  a rb i
t r a ry  d irection  o f a p p ro ach  can be ca lcu la ted  b y  th e ir  lin e a r  com bina tion . 
H ence, i f  in  a p o in t o f  th e  profile  co n to u r th e  velocities fo r tw o d iffe ren t 
d irec tions of ap p ro ach  a re  know n, th e  v a lu e  o f th e  re la tiv e  velocity  re la ted  
to  th e  in le t ve locity  co m p o n en t no rm al to  th e  cascade w ill be  a lin ea r fu n c tio n  
of th e  ta n g e n t of th e  ang le  of a tta c k  (F ig . 7).
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F o r th e  in teg ra l o f  th e  re la tiv e  v e lo c ity  along th e  c o n to u r there fo re

r m - = * - ds =
(K) w l x  4

A
$

r *1 w 
XV

Г,
— =  a ta n  Xi~\- b . (40)

lx

T h e  v a r ia tio n  of th e  c ircu la tio n  o f th e  ab so lu te  velocity  in  fu n c tio n  o f the  
a f f lu x  is:

Г,.
/1C,

Г  ГJ и I J »|
t ic , V t i c , ,v l X  »M'lx

w h e re  A  — ajt and В  =  b/t.

О M.)Y> . ! jj=  - X7> -j- A  ta n  ул  +  n  ,
’ «’lx

(41)

IV. The ch a rac te ris tic s  of the ru n n e r

F ro m  th e  v a r ia tio n  o f th e  c ircu la tio n  of th e  v e lo c ity  a ro u n d  the  b lade 
in  fu n c tio n  of th e  d irec tio n  o f a p p ro ach  a re la tion  can be deduced  connecting  
th e  o u tle t  d irec tion  w ith  th e  in le t d irec tio n .

C om bining (23) w ith  (41) show s th a t

1  c __ c l y  c 2 y

t u ' l x  w l x

A  ta n  y x -)- В
U„.

(42)

L e t us express th e  r ig h t-h a n d  side o f  th e  equa tion  b y  th e  co rrespond ing  values 
o f  th e  re la tiv e  ve lo c ity , ta k in g  in to  co nsidera tion  th a t  ta n  y .2 — xv2J w 2x, w hich 
g ives for th e  la t te r  th e  expression

ta n  *2

w here

^ ( 1  A)  t a n *
W 2 x

n-’lx  в  , «IV  —  « 2.y ( 1 A
IC2V W2X

A A  pox 

ri л

(43)

(44)
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denotes th e  re la tiv e  value  of th e  ax ial p ro jec tio n  o f th e  area  of th e  b lad e  p ro 
files (F ig. A l) .

W ith  th e  a id  o f E q u . (8 ), w hich is a re la tio n  betw een  th e  velocities in  
th e  p lane  and  th e  velocities on th e  surface o f ro ta tio n , th is  la t te r  e q u a tio n  is  
rea rran g ed  so th a t  i t  p u ts  in to  evidence th e  v a ria tio n  of a deflection  p ro d u ced  
by  a cascade o f v a ry in g  w id th  as a fu nc tion  o f a n g u la r  ve lo c ity  an d  th e  v e lo c ity  
cR.,a ch a rac teriz in g  th e  th rough-flow .

ta n  =  2 (1 A )  tan ^q
bi

h > ß  ; (’А П  <í(l  >4 )]

ь 1 r  €R2<t
(45)

I t  is also possib le  to  express th e  c ircu la tio n  b y  th e  circum feren tia l com 
p o n en ts  o f th e  ab so lu te  v e locity :

Гс — t(cly c.,y) — ( r l C K l l p - r2 C R 2 tp )  ■ (46)

E u le r’s tu rb in e  eq u a tio n , derived  from  th e  im pulse  m o m en tum  th e o re m , 
connects th e  v a r ia tio n  of th e  m om ent of m o m en tu m  o f th e  flu id  flow ing  
th ro u g h  th e  ru n n e r  w ith  th e  delivery  head  (for tu rb in e s , w ith  th e  head):

gH
0) ГI c R \(f r 2 c R2<p (47)

an d  th u s  th e  necessary  re la tio n s are  a t d isposal for d e te rm in in g  th e  th e o re tic a l 
ch arac teris tics .

1 . Theoretical characteristics o f  p u m p s  and fa n s

In  th e  case o f a dece le rating  cascade, in  th e  assum ed  system  of co o rd i
n a te s  th e  an g u la r ve lo c ity , th e  abso lu te  ve lo c ity  in  d irec tio n  у  and  th e  de livery  
head  are  n eg a tiv e , th e re fo re  th e  usual flow  an d  p ressu re  coefficients, in  o rd e r 
to  get positive  v a lu es , are  defined  by

IIa.
■©, cR2<t W2X

UR2 w 2y

V p  = -
2 g H 2 Г

U R2 tu 2y

W ith  these  q u a n titie s  th e  le ft-h an d  side o f (42) is

2 Ft 1 w2x U2y =  Wp bi
t w  IX tu2y 2 w lx W 2X . 2ФР b~

(48)
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a n d  i ts  r ig h t-h a n d  side is

A  ta n  r ,- j-  — -----—  ,
- b2 Фр

hence

Wp =  2 (A  ta n  X i +  В ) Ф р+ 2
bi

W ith  th e  n o ta tio n  ß =  90° —  % u su a l fo r p u m p s (Fig. 8 ) i t  is possib le  to  w rite  
th a t

Wp — 2 — (A  co t Д  +  В )  Фp-\-2 x2 . (49)
»1

F r o m  th e  in le t ve locity  tr ia n g le  th e re  is

a n d  w ith  th is

co t -(— cot l *i | 2 К  1
[ r2 b2 Фр

V>P A  co t a j  Фр +  2 A  +  2 '4 .

(50)

(51)

T h e  th e o re tic a l ch a rac te ris tic s  —  assum ing  a co n stan t d irec tio n  o f th e  ab so lu te  
in le t  v e lo c ity  —  is lin ea r (F ig . 9).

E x p ressin g  th e  re la tiv e  o u tle t v e lo c ity  d irection  b y  th e  d irec tio n  o f th e  
r e la t iv e  in le t ve locity , th e  expression  correspond ing  to  (45) is fo r pum ps

cot ß2 — [(1 - A )  c o t f t
"1

(52)

2. The theoretical characteristics o f  turbines

In  th e  case o f a tu rb in e  th e  b lad e  cascade has an  acce lera tin g  c h a ra c te r . 
T h e  h ead , th e  c ircu m feren tia l co m p o n en t of th e  abso lu te  v e lo c ity  an d  th e  
a n g u la r  ve locity  are  p o sitiv e  q u a n titie s , accordingly  th e  defin itio n s o f th e  
p re s su re  coefficient грт an d  th e  flow  coeffic ien t Фт are:

=  =  ф т =  ^ _  =  ^
и% г tu ly u R1 u ly

I n  th e  case of a tu rb in e  i t  is u su a l to  non-d im ensionalize  th e  eq u a tio n s  w ith  
th e  p e rip h era l ve lo c ity  belong ing  to  th e  in le t rad ius. F o r th e  sam e reason

(53)
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N A

Ч " 5 Г ,_
Pax

r f  Л
(54)

In  th e  w ay shown fo r p u m p s  th e  eq u a tio n  of th e  specific ch a rac te ris tic s  is 
o b ta in e d , tak in g  in to  acco u n t th a t  th e  angle ß  has been  chosen accord ing  to  
F ig . 10 ß  =  .т/2 +  X a n d w ith  th is

Ц1Т =  2(B  A  co t ßj) Фт — 2 x 'l . (55)

T h  e angles of th e  a b so lu te  an d  th e  re la tiv e  velocity  a re  given b y  th e  relation

co t a , -f-cot ß, = ----- , (56)
Фт

th e re fo re
yiT =  2 (B - \ -A  co t otj) Фт- 2A  2x \ .  (5

E q u . (45), expressed b y  th e  angles o f th e  re la tiv e  v e lo c ity  becom es
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Fig. 11

Characteristic values: A  =  0.750; В  =  4 .250; r 2/r l — 0.550; Ь2/Ьг = 1.667; k \ =  0.020;
b J D  ----- 0.095

o f th e  u n i t  speed an d  flow  (D  =  2 j-j ) an d  on th e  basis o f th e  e q u a tio n s

Фт =

in th e  follow ing form :

60 D  Qn
n°- bl n n

W t
2g602 1

л -  n f l
(60)

Q n = -
b1 60g

D В  — A  co t ß x \ n n  602g

tn d

Qu
60 g 1

D B -j-A  co t x 1

(A  +  X  f) 7Г- 

6 0 - g

(61)

(62)

O n Fig. 11 a theo re tica l ch a rac te ris tic  h as  been traced .
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F ro m  th e  th e o re tic a l ch a rac te ris tic s  d educed  fo r th e  p a rt-ch an n e ls  of 
th e  ru n n e r  th e  c h a ra c te r is tic s  of th e  com p le te  ru n n e r  w ill be  o b ta in ed  in  th e  
case o f  a tu rb in e  a n d  o f  a  p u m p  as w ell, b y  assu m in g  th e  p a rt-ch an n e ls  to  be 
m ach ines connected  in  p a ra lle l, and  b y  p lo tt in g  th e  re s u lta n t charac teristics 
acco rd ing ly . O n th e  Ф —  y> p lane th is  m eans th e  ad d itio n  o f s tra ig h t lines, 
th u s  i t  can  be s ta te d  t h a t  th e  theo re tica l c h a ra c te r is tic  o f th e  ru n n e r  is linear.

3. The cavitation characteristics o f  p u m p s

I f , in  th e  case o f  m ach ines w ork ing  w ith  liq u id  flu id s , som ew here on 
th e  su rface  of th e  b la d e s  th e  pressure d rops to  th e  s a tu ra te d  steam  pressure 
b e long ing  to  th e  a c tu a l  te m p e ra tu re , s team  fo rm a tio n  s ta r ts  in  th a t  p o in t. 
T h is s ta te  m arks th e  in c e p tin n  of c a v ita tio n . T h is in itia l v a lu e  of th e  a p 
p e a ra n c e  of c a v ita tio n  c a n  be  dete rm in ed  in  fu n c tio n  o f o th e r  ch a rac teris tic s  
o f th e  m achine, w hen  th e  velocity  d is tr ib u tio n  a ro u n d  th e  b lad e  section is 
k n o w n . T he re la tio n  b e tw e e n  th e  velocity  on th e  b lad e  co n to u r an d  th e  pressure  
is fu rn ish ed  by  B e rn o u lli’s th eo rem  ap p lied  to  th e  ro ta tin g  system :

P + ^ Cí? QUR CRq,— K

or, expressed  by  th e  re la tiv e  velocity

1 Í? *> 9 2 L'p - \------ w R ---------u-R =  К
2 2

(63)

(64)

T h e  v a lu e  of th e  c o n s ta n t  in  B erno id li’s th eo rem  is

К  — p ! - f  — - cRl — o uR1 cRllp — p! Q 2 Q о—— w Rl — u R l . (65)

I f  th e  value o f th e  difference be tw een  th e  local p ressu re  an d  th e  p re s 
su re  j q  ahead  of th e  b la d e , re la tiv e  to  th e  d y n am ic  p ressu re  ca lcu la ted  w ith  
th e  re la tiv e  in le t v e lo c ity , is in tro d u ced , th e  p ressu re  fac to r  is

p  Pi  =  1 W r
2

+ Ц ' - 1 u Rl_

0 / 2  W R ! w R l r l  ) M R \

T h e pressure a sso c ia ted  to  th e  incep tion  o f  c a v ita tio n  is deno ted  p M in F ig . 8 . 
T h e  pressure  drop co m p ared  to  the  to ta l  in le t p ressu re  is u sua lly  called N P S H , 
i ts  va lu e  is

( N P S H ) y  =  y - c j ^ + p ! -  p M =  - y wRi- (67)
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H ere  Xw denotes th e  a b so lu te  value o f  th e  m in im um  o f p re ssu re  fa c to r  p  :

К/ — P m ~
P m ~ P i =  j w RM

'  +
1 rM 2

—  l MR1

o / 2  w2Rl WRl U  n I w r J

( 6 8 )

I t  is to  be seen t h a t  th e  b lade d ep ress io n  depends on th e  m ax im u m  re la 
tiv e  ve lo c ity . A ccording to  th e  s ta te m e n ts  proven  a t  th e  end  o f  C h ap te r I I  
i t  is know n th a t  w ith  know ledge o f v e lo c ity  d is tr ib u tio n s  a long  th e  co n to u r

b e long ing  to  tw o d irec tio n s of a p p ro a c h  th e  value o f  th e  v e lo c ity  can  be 
p lo tte d  in  each p o in t o f th e  con tou r fo r  a n y  a rb itra ry  d irec tio n  o f ap p ro ach . 
T h e  envelope of th e  s tr a ig h t  lines

u'r (P í)

W R la
Cj co t

belong ing  to  in d iv idua l p ro file  po in ts P i fu rn ish es  th e  change o f th e  m ax im um  
v e lo c ity  \wRM!wRln' in  fu n c tio n  of th e  in le t  d irection  (F ig . 12). As

W R M

w R l

WRM

Ur i« i
s in  ß l ,

i t  can  be  said  th a t  th e  m ax im u m  v e lo c ity  a n d  w ith  it  th e  v a lu e  o f  Xw depend  
on ly  on th e  angle ßv
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F o r th e  d e te rm in a tio n  of th e  c a v ita tio n  c h a ra c te r is tic s  th e  suc tion  
coefficien t is d e fin ed :

fsp
2 g ( N P S H  )

UR2
(69)

T h e  suction  coeffic ien t m ay  be expressed , based  on (67), as follows:

W s p
U r 2  I l  UR 2  )

1 t
Г2 2 К

( sin2 x 1 s in 2 , r l К
(70)

T h e  d irec tio n  of th e  in le t  abso lu te  ve lo c ity  w ill be e lim in a te d  b y  m eans o f (50), 
a n d  th u s

Wsp r2 b 2 ~ 1 ~\~^w ф2
r1 b1 J sin2 ßy p

2 “  co t ß l Фр
b l

(71)

w hich  m eans th a t  w ith  a co n stan t re la tiv e  in le t v e lo c ity  d irec tio n  th e  suction  
coefficient is a q u a d ra tic  fu n c tio n  of th e  flow“ coeffic ien t. T he head  vs. w a te r  
c a p a c ity  ch a ra c te ris tic s , on th e  o th e r h an d , is ch a ra c te riz e d  b y  th e  c o n s ta n t 
angle x v  In  o rd e r to  define th e  associa ted  suc tion  coeffic ien t, form  (71) ß x is 
e lim in a ted  wi t h  t h e  aid  of (50)

W s p
r2 b.. 2 Ф2

r i bi sin -a j
2 1 cot a, Ф„ +

2
+ ' Г2 V

К r2 r i b i

Ф1^p
sin- x,

(72)

In  th e  case of a f ix e d  х г, ßx depends only on th e  flow  coeffic ien t, and so does Aw, 
hence, th e  su c tio n  coefficient is a fu n c tio n  h av in g  th e  sh ap e  ipS P  =  i p s p f ö p ) -  

W ith  th is  l a t t e r  c a v ita tio n  ch a rac te ris tic s  y>gp is n o t an  explic it fu n c tio n  
o f  ФР. A c learer re la tio n  can he o b ta in ed  a t  th e  expense  o f some neglec tion . 
C av ita tion  u sua lly  s ta r ts  in  th e  im m ed ia te  v ic in ity  o f th e  in le t edge of the  b lad e , 
th ere fo re  in  (68) th e  ap p ro x im atio n  rM =  m ay  be  used . F u rth e r , as s u p 
p o rte d  by  e x p e rim e n ta l re s id ts , th e  fu n c tio n  | w r m Iw  Ria ] m ay  be assum ed on  
th e  suction  side as w ell as on th e  p ressu re  side to  be o f  th e  shape

,V_RM

w R l a

E m ploy ing  th is  ap p ro x im a tio n

1 + Â l
u’rm

wRl

a.. +  a,

a o~ba i co t ßi 
sin  /3,

=  K  +  a, co t/3 ,)2 =  

r1\ b l 1

(73)

(74)

r\ b., Ф„
cot a
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w ith  w hich th e  eq u a tio n  of th e  ap p ro x im a te  ch a rac te ris tic s  o f th e  suction  
coeffic ien t, co rrespond ing  to  (72). is

Vhsp
r.,b..

2
ry - b 1 .

Фр cot

1 +
r 2 b>

r i b , фр -

X

X «о Ф р + а , I r \ Фр со1 % \ +  2 -1 Фг co t X, r i

\ I*2 b2 J r2

In  th e  case o f oc1 =  90° w hen  th e re  is no p re ro ta tio n , hence

V s p
r-2b 2

Ti V Ф-
«О  Ф р

(75)

(76)

T he v a lid ity  of th e  o b ta in ed  fo rm ulae  has been co n tro lled  b y  te s ts  c a r 
ried  o u t on fou r pum ps w ith  d iffe ren t specific speeds. T he in cep tio n  o f th e  
c a v ita tio n  w as recorded  on th e  basis of m easuring  th e  noise accom pany ing  
th e  occurrence o f  cav ita tio n . F o rm u la  (74) show s th a t ,  accord ing  to  th e  assum ed 
a p p ro x im a tio n , [’l - j -Д  is th e  lin ea r fu n c tio n  of th e  rec ip rocal o f th e  flow 
coeffic ien t, or co t ßr  On th e  basis of F ig . 13, th e  concordance w ith  th e  m easu re 
m en ts  m ay  be qualified  as be ing  good. T h a t m eans th a t  th e  fo rm u la  for th e  
ch a rac te ris tic s  of th e  in cep tio n  o f c a v ita tio n , o b ta ined  b y  assum ing  an  ideal 
flow , p rac tica lly  covers re a lity . I t  m u s t be no ted  th a t  in  th e  course o f th e  
m easu rem en ts , change of speed  h ad  no d e tec tab le  effect on th e  ch a rac te ris tic s  
ipsp(0 p) signify ing th e  o n se t of c a v ita tio n .

N otation Type Symbol ,lQ D 2 [mm] b., [mm]

X Radial B K J  5 18 370 18

A Double-suction DA F  250 35 310 32

1 M ixed-flow JO  350 HO 254 80

0 Axial C P T  350 135 350 60

4. The cavitation characteristics o f  turbines

F  or de te rm in in g  th e  c a v ita tio n  c h a rac te ris tic s  o f w a te r tu rb in e s  B ern o u lli’s 
eq u a tio n  used  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f th e  c a v ita tio n  c h a ra c te ris tic s  of 
p u m p s, an d  th e  pressure  coeffic ien t d e fin ed  th e re  m ay  be ta k e n  as s ta r tin g
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p o in t. The b lad e  d ep ression  correspond ing  to  th e  N S P H  has been m ark ed  
b y  Ah, its  v a lu e  is expressed  accord ing  to  F ig . 10 b y  th e  follow ing eq u a tio n :

Ah =  f k  _1_ P » - P i L  . ( 7 7 )
2 о  у“ ö (

The d ifference  b e tw een  th e  p ressu re  heads before  a n d  a fte r  th e  ru n n e r  
of th e  tu rb in e  is

P i - P i  =  H

У

cRl cRi ( 7 8 )

H ere H  is th e  h ead . W ith  its  aid  th e  second m em b er of th e  r ig h t-h an d  
side of (77) is c a lc u la te d
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Pi Pm

У

P m P i + P v  Pi
У

Р м  Pi _  2 g H  4 i ~C r2 | wri

e l2 «4l « >Rl V>%1 2g

.
—  P m ~ W t

' u R l  | 2 I c R l  r R 2 1 W R l

u>r l »R! J 2g

T he suc tion  coeffic ien t can be d efin ed  in  a w ay analogous to  (69):

(79)

I f  th e  ab so lu te  v a lu e  o f the  m in im u m  of th e  p ressu re  fac to r  is again  m ark ed  
b y  Aw, accord ing  to  th e  above

Notv th e  rem ark ab le  difference as co m p ared  to  fo rm u la  (70) is th a t  in  th e  
case o f tu rb in es  W t  also appears in  th e  expression fo r th e  suction  coeffic ien t. 
I f  th e  d irec tion  ang le  of the  a b so lu te  in le t ve lo c ity  is e lim inated  b y  m eans 
o f (56)

will be o b ta in ed , or b y  using  only y.x, th e  v a lu e  of th e  su c tio n  coefficient w ill be :

T hese la t te r  tw o re la tio n s  are th e  fo rm u lae  co rrespond ing  to  (71) an d  (72) 
for th e  case o f tu rb in e s .

A sim ilar a p p ro x im a tio n  is m a d e  use of w hen  ca lcu la tin g  Aw, as done 
earlier, w ith  th e  d ifference th a t  in  (68) th e  value o f rM has been ta k e n  as 
equal to  r2, i.e. i t  is assum ed  th a t  c a v ita tio n  occurs a t  th e  o u tle t edge:

This la t te r  is a so m ew h at m ore co m p lica ted  re la tio n  in  com parison to  t h a t  
o b ta in ed  for pu m p s. T h e  p a ir of v a lu e s  a 0, ax depends on w hether th e  o ccu r
rence o f c a v ita tio n  on  th e  suction  s id e  or on th e  p ressu re  side is described .

U sing th e  ap p ro x im a tio n  m ad e  fo r th e  coeffic ien t Aw in  form ulae (81) 
an d  (82), tw o re la tio n s  are  ob ta ined  fo r  th e  in cep tio n  o f  cav ita tio n  in  w a te r  
tu rb in es :

2

W t  —
1

- +  -  ^ - 1  0 \ ~ Wt ■ (80)
s in 2 ßxsin- (X1

(81)

yjST — Aw 2 c o t a 10 r - ) - l  H--------- (82)Wt -
sin- a

(83)
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1 an~\-a1 c o t ßr
~ Ф \  2 co t ßx Фт+ 2 í rd

l sin  ß x Id
V s t

ex p ressed  b y  th e  angle o f  th e  re la tiv e  in le t ve lo c ity  and  

1 c o t «j Ф7 12

V t (84)

V s t  — 1 +
Фп

К ФТ +  «1(1 -COt*10 r )]2 +
(85)

2 co t Фт — V t

ex p re ssed  by  th e  angle o f  th e  ab so lu te  in le t v e locity .

A P P E N D IX  1

In  Equs (23) and (24), as well as in (36) it  has been assumed that the integral along 
the contour of the normal com ponent o f the absolute ve loc ity  is zero. The com plex conjugate  
o f  th e  absolute velocity  is c =  (cs — i cn) e~i% and hence

f (C) cdC =  f (C) (c, -  icn) e-'X e ‘X ds =  ß (C) cs ds -  i ß (C) cn ds . (A1 )

In the sense of Stokes’ theorem  6

ф(С) cs ds =  j  j (Г) rot c ■ dA  =  05 (-4.2)

as it  is assum ed of the absolute velocity  that its rotation  is zero. According to Gauss’ theorem

$(c)c" ds j ' j ' (T ) d >v  г  dÄ .

In th e  plane (x ; y ) the divergence of the absolute velocity  is according to (9)

i- -  b'(x)div c — -------------cx (x , y) ,

and so

q> cnds 
(C)

b(x)

Г b'(x)

JJ(T)
- cx (x, y) dA .

On the other hand

Ф с) cdC’ =  ~  C1J' ' ~ ‘ C1X l +  c2y « +  i c 2.v 1 +  ф (К ) cs ds —  '  ф(К ) cn ds ■ 

H ere use was made of c(z) =  c(z ■- it).

(A3)

(A4)
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Comparing th e  results of the two integrations along (C)

'J'(iX') cs ds = Kciy c2y) * 

b \ x )
•f )  c n d s  — t(c2x Cj v)

(K) J j(T ) b(*)
- ex. (ж, y )  d A  .

(Л5)

(A6)

For the peripheral velocity  it is possible to proceed in a sim ilar w ay as when calculating  
the integral of the abso lu te  velocity along the curve (C). As u x  =  0:

и  =  i u v  and и  —  — Ы у , (A7)

ф^с  ^udf =  ф ^  u„ d s  —  i  ф ^  u n d s  =  I I ^  rot û d A  —  i  j d iv u d A  =  j rot u d A  (A8)

as div u =  o. The rotation  of the peripheral v e loc ity  is

-I „ d r  2.Trot u =  2(0------ r -------
dr N t

E m ploying the transform ation equations (7)

d r  2 л
rot u d A

(T)
= 2co (Ï

J J ( 7 )  d r  JVl
ra ('ip+2n/N — ô(p

d x  d v  = 2(0 2.T

2 ( 0

IV/ 1.1(7-) do dr 

rdr dip =  2 c o A a x  .

dr- da~ r d x d y  =

On the basis of Fig. A1 

Introducing the expression
A ax =  0 1  - rf )  -  A  Pax ■

N A

(A 9)

(AID)

(Al l )

Pax

A  ax ~ - F ' l d - *1)
and as

2.T 2rrUy — ж ги/? =Ж

therefore 2со A a x  =  u2v (1 /■£<>) П1 у t .
N ow  it can already be w ritten  that

On the other hand

com paring the two 

and

Ф(С) l l d -= 2(0A ax .

0 (C )  " d -' =  -  tu >y +  t u -y +  0 (K ) " s  d s  -  i  Ф ( К )  U n ds .

0 (K) U" ds =  0

0(K) Us ds ^2 !l “V  ̂ '

(A12)

(A id )

(A H )

(A15)

(A16)

W hen calculating the integral of the relative v e lo c ity  along curve (C), one m ay proceed 
in exactly  the same m anner as above.

J (C)
( }  w d C = Q .  u>s ds  — i  Q .

(C) (C)
w „ ds  =  i f

.lJ(T)
r o t ï v d A  — i  I I d i v  t v  d A  =

J l(T)
rot u d A  —  i l l  div c  d A  2w A a x - \ - i

•’ •AT)  

; f f  b ' ( x )

(A17)

(T) (T) b ( x )
cv dyf .
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On the other hand

$ (C) wdÇ =  — wiyt — йс, v t - f  u'2y t - f  iw2x t +  u ’s ds — i ф̂К) wn ds. (A 18)

The relative  velocity  along the periphery can be only tangential and hence the integral o f  
í v n along the contour is zero.

f ( K ) w " ds  =  0 (A 19)
and

f (K)  M’s ds = -  2(0A ax f  (« l y -  и’гу) 1 • (A20)

U sing the relation between the absolute and the relative velocity:

$(K) cn ds =  f (K)  un ds +  f (K) Wn ds •

E m ploying  further the relations (A6), (A 15) and (A19) it is seen that

ß (K) cn ds  О (A 21)

and sim ultaneously also the earlier relation:

is obtained.

(Л22)

A P P E N D IX  2

The kernel o f the integral equation (37) is

Ä ( C \  С) =  К ( Г , С ) +  cot /  J(C, f)-— j -  . (A23)

L et us find the lim it o f this function, when the running point £' =  <£' +  ir f  tends to the point
C =  £ -b ir\ .

lim (SC(CN 0  +  -

lirn

=  lim

2j[ 2 ж
sinh ( ! '  —f)  — cot % sin —  M  — rj) 

71 t  t

cosh (£' — if) — cos —

2.4 2n
( f ' c )  cot* —  (ч '-ч )

71 t  t

1 г
(2 л \-  ( i ' - | ) 2 Г1 I  2 я  ) 2 (Ч ' Ч)2 1l » J 2 1 2 J

f '- | - c o t x(tj —4)= hm  — .... , , r, =  hr
S’- t  (i -f)-+(4 -ч )2
*?'-**? »?'-

T n  — /7 
1 ---------F" cot£

The points o f the profile contour being in question:

therefore

rj' — ri 1 />-/ С.Ч
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Making use of this

lim £) +
1 cot X d~>1
2 1-j-tan2/  d£2 (Л24)
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Определение теоретических характеристик гидродинамических машин на основе 
потенциальной теории ( А. Нири). В работе для релятивного движения потока вокруг про
фильной решетки, находящейся в средней части поверхности потока частного канала, вы
сеченного двумя поверхностями вращения из рабочего колеса гидродинамической машины, 
работающей на несжимаемой и свободной от трения жидкости, — выведено интегральное 
уравнение. На основе зависимости решения от направления втока можно определить тео
ретическую характеристику рабочего колеса и характеристику, действительную для на
чала кавитации.

4 * A d  ci Technic Academiae Sei entijrum Hungaricae 69, 1970
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UNTERSUCHUNG DES SAUGVORGANGES 
VON VIERTAKT-DIESELMOTOREN MIT DIREKTER

EINSPRITZUNG

GY. CSER*

KAN D IDA T D E R  TECHN ISCHEN  W ISSEN SCH A FTEN  

[E ingegangen am 21. Februar 1969]

Die Arbeit behandelt einige G esetzm äßigkeiten des Saugvorganges von V iertakt- 
D ieselm otoren m it direkter E inspritzung, wobei der instationäre Charakter der Ström ung  
der kom pressiblen Luft berücksichtigt wird. B ei der B estim m ung des Aufgabenkreises 
der U ntersuchung geht der Verfasser von  der F eststellung aus, daß der Ström ungs
vorgang, der sich in der Saugleitung vo llz ieh t, einen wesentlichen Einfluß auf den 
Füllungsgrad des M otorzylinders, auf die tangentie lle  Bew egung der im Zylinderraum  
vorhandenen Luftfüllung und dadurch auf die Güte des Verbrennungsvorganges, 
ferner auf die von dem K olben ausgeführte Saugarbeit hat, die wiederum  die Verluste  
des M otors beeinflußt. D aher untersucht vorliegende Arbeit über die genannten F ak
toren hinausgehend auch die Verw irklichungsm öglichkeiten ihres Gesam t-Optim um s. 
Um  die Forschungsergebnisse verallgem einern zu können, werden sie als Funktion  
der K riterien behandelt, w elche die Ä hnlichkeit der Saug Vorgänge bestim m en. Diese  
Ähnlichkeitsbedingungen, ferner die verw endeten und in einigen E inzelheiten neu
artigen M eßm ethoden wurden anhand der A nalyse des im ersten Teil der Arbeit dar
gestellten m athem atischen M odells ausgearbeitet. Im zw eiten Teil werden die E rgeb
nisse der U ntersuchung m itgete ilt.

X

r
ro
L
l
h
s
ç
F
/m in
V
t
IV

Щ

a
n
c

P
Pe
Pv

B e z e i c h n u n g e n

vom offenen Rohrende gem essene m om entane Entfernung [m];
Radius [m j;
die E ntfernung der M ittellin ie des Säugventils von  der M ittellinie des Zylinders [m ]; 
Länge der Saugleitung, gem essen vom  offenen Rohrende bis zum  Säugventil [mj; 
Länge des Saugkanals [m ];
V entilhub [m, mm];
K olbenhub [m, mm];
Q uerschnitt im allgem einen, ferner Q uerschnitt der Saugleitung [m2, cm2]: 
K olbenquerschnitt [m2];
der k leinste Querschnitt des Saugkanals [m2, cm2];
Volum en [m 3, cm2];
Zeit [s];
G eschwindigkeit [m/s];
an der W and des Verbrennungsraum es herrschende tangentielle  Geschwindigkeit 
[m/s];
Schallgeschwindigkeit [m /s];
Drehzahl, M otordrehzahl [1/m in];
K olbengeschw indigkeit [m /s]; 
m ittlere K olbengeschw indigkeit [m/s];
G ravitationsbeschleunigung [m /s2] ;
Druck im  allgem einen [kp/cm 2]; 
effektiver M itteldruck [kp/cm 2];
M itteldruck der Reibung, bzw . der Verluste [kp/cm 2];

* Szerémi u .  10, Budapest X I .  ( U n g a r n ) .
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Moment, Im pulsm om ent der in den Zylinder eintretenden L uft [kpm , kpcm j; 
Im pulsm om ent der in den Zylinder eintretenden Luft im  Idealfall [kpm]: 
Temperatur [°C]; 
absolute Tem peratur [°K ]:
Drahttem peratur [°C];
W inkel, eingeschlossen durch die Skelettkurve des Saugkanals und der Z ylinder
kopfebene [grad];
W inkel, eingeschlossen durch die Projektion der Skelettkurve des Saugkanals und  
der Tangentialrichtung [grad]:
Drehwinkel der Kurbelwrelle [°K W ];
W inkel des W ellenlaufes [°K W ]:
Gewicht, G asgewicht [kp];
Gewicht der in der Zeiteinheit durchström enden Luft, oder der Gasm enge 
[kp/s, p/s];
Gewicht der in der Zeiteinheit theoretisch  durchström enden Luftm enge [kp/s]; 
W ichte [kp/m 3];
Dichte [kps2/m4];
Enthalpie [kcal]:
W ärmemenge [kcal];
durch die Gase verrichtete m echanische Arbeit [mkp]; 
vom K olben aufgew endete Saugarbeit [mkp];
W ärm eäquivalent der m echanischen Arbeit [kcal/mkp];
Gaskonstante [m /grad]; 
spezifische W ärm e [kcal/kp. grad]:
experim entell erm ittelbare K onstan ten , welche die T ätigkeit des H itzdraht- 
Anem oineters kennzeichnen;
Kom pensierungsspannung [V];
von den geom etrischen A bm essungen des Saugkanals abhängige K onstante; 
Drallfaktor, auch die geom etrischen Abm essungen des Saugkanals enthaltend; 
K onstanten, abhängig von den Abm essungen und Form des Verbrennungs- und 
des Kom pressionsraum es;
die dynam ische Ähnlichkeit der Saugvorgänge kennzeichnende Strouhal-Zahl: 
Ähnlichkeitsbedingung der Aufladung des Zylinders;
Ähnlichkeitsbedingung der W ellenzurückwerfung am ventilseitigen  Rohrende: 

Anteil der durch den Zylinder eingesaugten Luftm enge, bezogen auf 1 K w  
[1/°KW ];
Selbstschwingungszahl der im  Saugrohr vorhandenen L uftsäule (Hz]; 
Saugfrequenz [H z];
=  vif, Ordnungszahl der Erregerharm onischen, 
indizierter W irkungsgrad;
Luftüberschußzahl (Luftverhältnis);
Liefergrad;
mechanischer W irkungsgrad;
E xponent der adiabatischen Zustandsänderung:
Durchflußzahl;
=  felfs, relativer V entilquerschnitt, bezogen auf den Q uerschnitt des E inlaß- 
ventilsitzes;
=  G*/G*.theor, D urchflußzahl, bezogen auf den Q uerschnitt des E in laß ven til
sitzes;
—- f ej F  =  o fs!F, relativer V entilquerschnitt, bezogen auf den K olbenquerschnitt; 
D urcbflußzahl. bezogen auf den Kolbenquerschnitt:
=  f slf, Verhältnis zwischen dem Querschnitt des E inlaß Ventilsitzes und dem  
Querschnitt der Saugleitung;
m ittlere Durchflußzahl, bezogen auf den Querschnitt des E in laßventilsitzes und 
den Saughub;
m ittlere Durchflußzahl, bezogen auf den K olbenquerschnitt und den Saughub; 
=  w/a0 , relative M edium geschwindigkeit, bezogen auf die atm osphärische Schall
geschwindigkeit;
=  а/а0, relative örtliche Schallgeschwindigkeit, bezogen auf die atm osphärische  
Schallgeschwindigkeit;
Erwärmungsfaktor ;
— M/Mfö  theoretischer Drallfaktor: 
effektiver Drallfaktor.
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Indizes

Atm osphäre der Um gebung;
offenes Ende der Saugleitung a u f der atm osphärischen Seite: 
geschlossenes E nde der Saugleitung auf der Zylinderseite:
Querschnitt des E inlaßventils;
Querschnitt des E inlaßventilsitzes; 
die in den M otorzylinder eintretenden Mengen; 
die aus dem M otorzylinder austretenden Mengen:
Zylinder;
Kompressionsraum;
Brennraum;
Restgas;
Öffnen des Ventils;
Schließen des V entils;
Zeichen des M ittelw ertes.

I. Einleitung

E ine  der H a u p ta u fg a b e n  der au c h  h eu te  e rk en n tlich en  u n u n te rb ro ch en en  
E n tw ick lu n g  von B ren n m asch in en  —  u n d  in  d ieser W eise auch  von D iesel
m o to ren  —  b es teh t in  d er E rh ö h u n g  d e r spezifischen  L e is tu n g . Zwecks E rh ö 
hung d er spezifischen L e is tu n g  b e n ö tig t m an  e inerse its  die S teigerung  der 
B e lastungsfäh igke it d er im  M oto renbau  v erw en d e ten  B austo ffe , an d ere rse its  
die s tän d ig e  V ervo llkom m nung  der im  M otor sich absp ie len d en  V orgänge.

E s is t b e k a n n t, d aß  die spezifische L e is tu n g  d er V ie rta k t-B re n n m o to ren  
d u rch  die E rh ö h u n g  d er D rehzah l, oder des e ffek tiv en  M itte ld ruckes v e r 
g rö ß ert w erden kan n . V on den zwei M öglichkeiten  —  b esonders bei den b e re its  
in  der F e rtig u n g  b e fin d lich en  M o to ren k o n stru k tio n en  —  is t  in  den m eisten  
F ä llen  die le tz te re  L ösung  die w irtsch a ftlich e . B ei den  S au g m o to ren  g ib t fü r 
die E rh ö h u n gsm ög lichke iten  des e ffek tiv en  M itte ld ru ck s  d er nachfolgende, 
allgem ein b ek an n te  A u sd ru ck  einen H inw eis:

0
1
2
e
s
ein
aus

c
к
Г
ö
sch
C  )

71 ■
Pe =  k o n s t. —  h )m . ( 1)

a

D as k o n s ta n te  G lied d e r F o rm el e n th ä lt  die vom  M o to rb e trieb  u n ab häng igen  
F a k to re n , daher k a n n  v o m  S ta n d p u n k t der im  M otor sich absp ielenden  V or
gänge die A ufgabe e iner E rh ö h u n g  des e ffek tiven  M itte ld ru ck es in  drei H a u p t
g ru p p en  zerlegt w erden ;

D er ind iz ierte  W irk u n g sg rad  h ä n g t in  e rs te r  L inie v o n  der G üte der 
G em ischbildung  und  des B rennvorganges ab. D er F a k to r  1/зс —  w elcher den 
rez ip roken  W ert des L u ftv e rh ä ltn isse s  (L uftüberschusses) b e d e u te t —  zeigt 
das M aß der A u sn ü tzu n g  d e r im  Z y lin d er zu r V erfügung  s teh en d en  L u ftlad u n g ; 
d ah er kennzeichnet er g leichzeitig  die in  die gegebene L u ftm en g e  m axim al ein- 
sp ritzb a re  B rennsto ffm enge. D a der W e rt des F a k to rs  1/oc ebenfalls g rundlegend  
v o n  der G üte der G em ischbildung  u n d  des B rennvorganges abhäng ig  is t, so 
k ö nnen  w ir sagen, d aß  das Glied г/(-/зс d e r F o rm el (1) in  e rs te r  L inie die F unk-
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t io n  d e r G em ischbildung  u n d  des B rennvorganges des M otors d a rs te llt  und  
k a n n  d ah er durch  ih re  V erbesserung  v e rg rö ß e rt w erden .

D er L iefergrad  A ze ig t, in  w elcher W eise der A rb e its ra u m  des M otors 
-—  sein  H ubvo lum en  —  m it der a tm o sp h ärisch en  L u ft au fg e fü llt w erden  kan n . 
S eine  W irkung a u f  d ie  M itte ld ru ck e rh ö h u n g  is t o ffensich tlich , d enn  dieser 
F a k to r  bestim m t das G ew ich t d er zu r G em ischbildung  z u r  V erfügung  s teh en 
d en  L u ftlad u n g , in  d iese r W eise au ch  die bei id en tisch em  L u ftv e rh ä ltn is  
-— а  —  in  den Z y lin d e r e in sp ritzb a re  B rennsto ffm enge.

D er m echanische W irk u n g sg rad  k ennze ichnet am  E n d e  d er H a u p t
w elle das Maß der V e rw e rtu n g  der A rb e it, w elche von  den  G asen dem  K o lb en 
d eck e l ü b e rm itte lt w ird :

'Im — ; 5
P e + P v

w o p v den M itte ld ru ck  b e d e u te t, d er die M oto rverlu ste  d u rch  R e ib u n g  und  
d ie  an d ere r m ech an isch er Q uellen e rse tz t. D ieser M itte ld ru ck  c h a ra k te ris ie r t 
fe rn e r  die zum  A n trieb  d e r  H ilfse in rich tu n g en  des M otors au fgew endete  E nerg ie  
u n d  -— m it gew isser A uslegung  —  au ch  die vom  M otor fü r  d en  L ad u n g s
w ech se l v e rb rau ch te  A rb e it. Bei d ieser In te rp re ta tio n  k a n n  au ch  die G röße 
des R eibungs- oder V e rlu s tm itte ld ru c k e s  u n d  in  d ieser W eise d e r W e rt des m e
ch an isch en  W irk u n g sg rad es d u rch  die G röße der S au g arb e it b e e in f lu ß t w erden.

Im  Sinne d er v o rig e n  A u sfü h ru n g en  -— w enn m an  d en  E in flu ß  d er Saug
le i tu n g  des V iertak t-D ieS elm oto rs m it d ire k te r  E in sp ritz u n g  a u f  die M otor
p a ra m e te r  und  so a u f  d e n  effek tiven  M itte ld ru ck  u n te rsu c h t -— m u ß  m an  jed e  
e in ze ln e  der drei H a u p tg ru p p e n  b each ten .

D ieselm otoren  m it  d ire k te r  E in sp ritz u n g  erzeugen das zum  B rennen  
e rfo rderliche  B ren n sto ff-L u ftg em isch  in  dem  so genann ten  offenen B ren n rau m  
des M otors. Bei d iesem  V organg  verw enden  sie —  neben  a n d e ren  F a k to re n  — 
d ie  tang en tie lle  B ew eg u n g  der L u ftlad u n g , m it an d eren  W o rten , au ch  den  im  
Z y lin d e rrau m  e n ts ta n d e n e n  tan g en tie llen  L uftw irbel. D ie B e d e u tu n g  des 
le tz te re n  w urde v o n  d en  E rgeb n issen  d er in  den v e rg an g en en  J a h re n  von  
versch iedenen  F o rsc h e rn  d u rch g e fü h rten  V ersuche b e s tä tig t .  D er g en an n te  
L u ftw irb e l e n ts te h t a ls Folge von  zw ei W irkungen . W äh ren d  im  M otor der 
S a u g ta k t  s ta ttf in d e t, e rh ä lt  die in  den  Z ylinder e in strö m en d e  L u f t d u rch  die 
gee ig n e te  A usbildung  des S augsystem s —  u n d  in n e rh a lb  dieses S ystem s, im 
allgem einen  des S au g k an a ls  —  ein tan g en tie lle s  Im p u lsm o m en t. D er w ährend  
des E inström ens e n ts ta n d e n e  D ra ll b le ib t, w enn auch  in  e inem  d u rch  die 
V erlu ste  v e rm in d e rten  M aß, auch  im  V erlau f des K o m p ress io n stak tes  besteh en . 
D iesen  D rall b e n ü tz t d e r offene B ren n rau m  des M otors zu r A usb ild u n g  der 
z u r  G em ischbildung erfo rderlichen  L uftbew egung  bzw . des L u ftw irb e ls .

M it R ücksich t d a ra u f , daß  die S aug le itung  des M otors bei d e r Schaffung  
des L uftw irbels eine en tsch e id en d e  Rolle sp ielt, k an n  d a d u rc h  die W irksam -
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k e it der G em ischbildung  bzw. au ch  die des B rennens, d. h . d er F a k to r  'qjrx 
w esen tlich  b e e in flu ß t w erden.

S e lb stv e rs tän d lich  h a t  die S au g le itu n g  des M otors au ch  n och  eine andere  
A ufgabe, denn  sie m u ß  die V ersorgung  der Z y lin d er m it L u f t  sichern . Sehr 
viele F o rsch u n g sa rb e iten  u n d  zah lre iche  au sg e fü h rte  K o n s tru k tio n e n  b e s tä 
tig te n , d aß  die effek tive  A u sg esta ltu n g  der S aug le itu n g  den  F ü llu n g sg rad  des 
M otors w esentlich  beein flussen  k an n .

D urch  die geeignete  A u sg esta ltu n g  der S aug le itu n g  k a n n  m an  sogar 
W irk u n g en  erzielen, m it denen d e r  L ie fe rg rad  des M otors w esentlich  
g este igert w erden k a n n . Diese V erfah ren  w erden  als »akustische«, »inertielle«, 
R ohr- usw . A uflad u n g en  bezeichnet. I n  den w eite ren  A u sfü h ru n g en  w ird  die 
B ezeichnung  »dynam ische« A u flad u n g  v e rw en d e t, w om it ein  H inw eis au f die 
E rscheinungen  erfo lg t, w elche diese W irk u n g  erzielen.

Z u r V erw irk lichung  der g en a n n te n  A ufgaben  b e n ü tz t  die Saug le itung  
des M otors die von  dem  K olben  a u sg eü b te  S au g arb e it. D a m it b ee in flu ß t sie 
ebenfalls die M o to rp a ram ete r, wie es aus d er B eziehung  (1) gleichfalls zu 
ersehen  ist.

D ie obigen A u sfü h ru n g en  zu sam m en fassen d , k a n n  m an  festste llen , daß 
die S aug le itung  der D ieselm otoren  m it d ire k te r  E in sp ritz u n g  v o m  S ta n d p u n k t 
d er V erbesserung  d er M o to rp a ram e te r  eine d re ifache  A ufgabe zu  erfüllen h a t. 
Z ur G em ischbildung  u n d  fü r die V e rb ren n u n g  m uß  ein e rfo rd erlich er D rall 
geschaffen , ein g u te r F ü llu n g sfak to r des Z ylinders gesichert w erd en , u n d  diese 
sollen n ach  M öglichkeit d u rch  einen m in im alen  A ufw and  an  S au g a rb e it e rre ich t 
w erden . M it R ü ck sich t d a rau f, daß  d ie  g en an n ten  F o rd e ru n g e n  m eistens e in 
an d e r en tgegengesetzt s ind , m uß die S au g le itu n g  die g e n a n n te n  drei B ed in 
gungen  in  der W eise erfü llen , daß  sie gem einsam  den g rö ß tm ö g lich en  M itte l
d ru ck  ergeben. D ieser F a ll t r i t t  je d o c h  d an n  ein, w enn

M it anderen  W orten , die Saug le itung  h a t  n ic h t die eine oder an d e re  A ufgabe 
g u t zu erfü llen , sondern  sie m uß das gem einsam e O p tim u m  d er dre i F ak to ren - 
G ru p p en  sichern, w elche den  M itte ld ru ck  des M otors B eeinflussen.

W egen der g en an n ten  G ründe m u ß  m an  bei d er U n te rsu c h u n g  des S aug
vorganges a u f  jede  einzelne der d re ifach en  A ufgabe d er S au g le itu n g  eingehen.

II. B eschreibung der w äh ren d  des Saugens sieh abspielenden S trön iungsvorgänge

A u f B ild 1 w ird das Schem a eines M otorzy linders u n d  d er dazugehörenden  
S aug le itu n g  gezeigt. E s  is t zu ersehen , d aß  die L änge der S au g le itu n g  m it L , 
u n d  der Q uersch n itt —  d e r als k o n s ta n t  angenom m en  w ird  —  m i t /b e z e ic h n e t  
is t. D ie Saug leitung  sa u g t u n m itte lb a r  au s  der m it 0  beze ich n eten  A tm osphäre ,
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(D iese A nnahm e h ie lten  w ir au ch  im  V erlau f u nserer V ersuche au frech t, um 
e in erse its  die geste llte  A ufgabe zu vere in fach en , u n d  an d ere rse its  u m  die G esetz
m äß ig k e iten  besser zu erkennen .)

D en S augvorgang  b esch re ib t ein  zw eiteiliges G leichungssystem , bei dem  
d e r  eine Teil die in  d er S au g le itu n g , d er andere Teil dagegen  die im  M otor
zy lin d e r a u ftre te n d en  V erh ä ltn isse  kenn ze ich n et.

B ild  1. Prinzipschema der Saugleitung (0 Atm osphäre, 1 offenes Rohrende, 2 ventilseitiges
Rohrende, z Zylinder)

M it R ücksich t d a ra u f, d aß  die S trö m u n g  in  d er S au g le itu n g  absatzw eise 
v o r  sich  geht, m uß  m a n  zu ih re r  m a th em a tisch en  B esch re ib u n g  die allgem einen 
Z usam m enhänge d er in s ta tio n ä re n  G asd y n am ik  anw enden . Bei diesem  V organg  
w ird  die S tröm ung  im  R o h r als e ind im ensional angesehen , u n d  es w ird  vom  
W ärm eau stau sch , d er an  den  W än d en  der S aug le itung  s ta t t f in d e t ,  abgesehen. 
D ie  W irkung  der W ärm ezu fu h r d u rch  die R ohrw and  w ird  in  d er W eise b e rü c k 
s ic h tig t, als ob d er M otor aus e iner A tm o sp h äre  von  en tsp rech en d  höherer 
T e m p e ra tu r  saugen  w ürde . (D as e ffek tive  M aß d er L u fte rw ä rm u n g  w ird  
ex p erim en te ll fes tg este llt.)  D urch  E in fü h ru n g  eines geeigneten  F a k to rs  w ird  
d ie E rw ärm u n g  d er L u ft an  d er w arm en  Z y lin d erw an d  ebenfalls b erü ck sich 
t ig t .  Als w eitere  V ere in fach u n g  w ird  angenom m en, d aß  die E in s trö m u n g  in  
das R o h r von der a tm o sp h ä risch en  Seite  aus v erlu stlo s  erfo lg t. M it dem  S trö 
m u n g sw id erstan d  d er R o h rw an d  w ird  der V en tilw id e rs tan d  v e rg rö ß e rt, u n d  
d a d u rc h  w ird auch  v o n  den  S trö m u n g sv erlu sten  im  R o h r abgesehen.

Säm tliche S trö m u n g sv e rlu s te  d er S aug le itung  w erd en  m it der D u rch 
flu ß zah l [ia gekennzeichnet, deren  e ffek tive  W erte  n a c h  d er fo lgenden  B ezie
h u n g  versuchsm äßig  fe s tg e s te llt w u rd en :

^ s th e o r .
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M it den  genann ten  B ed ingungen  w ird  die K o n tin u itä tsg le ic h u n g  der e in
dim ensionalen  isen trop ischen  S trö m u n g :

Die E uler-G leichung:

до Эр du)
- +  U’ - +  Q—

dt Эя л

div Э w +  J . 9p----- •+  w ■ -
8t Эя 0 Эя

( 2 )

(3)

D a die S tröm ung  isen tro p isch  ist, k a n n  au ch  die Poissonsche G leichung A nw en
dung fin d en :

k o n s t. (4)
0х

So w ird  die im M edium  herrschende lokale  S challgeschw indigkeit:с? о

а =  I y.g R T (5)

M itte ls A nw endung  der G leichungen (2)— (5) u n d  n ach  ih re r en tsp re 
chenden  U m form ung k a n n  m an die a llgem einen G leichungen der en tlan g  des 
R ohres au ftre ten d en  S trö m u n g  e rh a lten . Diese G leichungen kennzeichnen  ein 
quasilineares, hyperbo lisches partie lles D ifferen tia lg leichungssystem  m it zwei 
V eränderlichen . Ih re  N äherungslösung , is t , wie b e k a n n t, m it H ilfe der C harak 
teris tik -M eth o d e  m öglich. Diese M ethode is t von m eh reren  V erfassern  ange
w an d t w orden , z. B. [1, 2 ], und  zw ar z u r B erechnung  d er S tröm ungsvorgänge, 
w elche sich im  Saug- bzw . A uspuffsystem  der F ah rzeu g m o to ren  abspielen , 
d ah er w ird  a u f  ih re e ingehende E r lä u te ru n g  h ie r v e rz ich te t.

Z u r B eschreibung k o n k re te r  S trö m u n g en  is t es noch  erforderlich , die 
fü r  die R ohrenden  gü ltigen  G leichungen m it e ffek tiven  F lanschbed ingungen  
anzuschreiben .

Im  le tz te ren  F a ll k a n n  dies fü r das offene R ohrende  in  F o rm  der E n erg ie 
gleichung (das In te g ra l d er E u lerschen  G leichung) angeschrieben  w erden.

Beim  verlustlosen  E in t r i t t  w ird näm lich :

а?

X 1 * 1
( 6 )

oder nach  U m form ung, in  d im ensionsloser G esta lt:

W \ =  - - { 1  A \) .  (7)
У. — 1
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F ü r das v en tilse itig e  R o h ren d e  k a n n  m an ebenfalls a n h a n d  d er E n erg ie 
g le ichung  die F lan sch b ed in g u n g  d e r S trö m u n g  e rh a lten . D ie E nerg ieg leichung  
w ird  fü r  den Q u e rsc h n itt  d er R o h rle itu n g  vo r dem  V entil (m it d er B ezeich
n u n g  2), ferner fü r  d en  E in la g v e n tilq u e rsc h n itt  (m it e beze ichnet! ange
sch rieb en .

w§ a§ aj
2 ж—.1 2 x  — 1

( 8 )

H ier h a t m a n  jed o ch  —  en tsp rech en d  den  A usgangsbed ingungen  —  
a u c h  die S trö m u n g sv erlu s te  d er R o h rle itu n g  u n d  des E in lag v en tils  zu b e 
rü ck sich tig en , u n d  d a h e r  w ird  die K o n tin u itä tsg le ich u n g :

q2 iv2 =  /ла<рде we. (9)

M it R ücksich t d a ra u f, d a ß  im  V e n tilq u e rsc h n itt der D ru ck  m it dem  im  Z ylinder 
h e rrsch en d en  ü b e re in s tim m t (p e =  j » z ) ,  k an n  die ven tilse itig e  G leichung d er 
F lan sch b ed in g u n g  n a c h  en tsp rech en d er U m form ung  der A usd rü ck e  (8) u n d  (9) 
in  d er nachfo lgenden  F o rm  angesch rieben  w erden:

Щ

1 ÍP°)- <P2

1/  2 Г [л~ 2/x Pl (* + !)/*
1 ( p o f  <p- Pz 2 / x

' X -  1 A P i P l Pl

( 10)

A n h an d  der G leichungen  (7) u n d  (10) k a n n  m an  die R ed in g u n g en  d er W ellen- 
zu rückw erfung  b e rech n en , sow ohl am  offenen als auch  am  v en tilse itig en  R o h r
ende.

M an sieh t je d o c h , d aß  m an  zu r Lösung der G leichung (10) au ß e r den  
K en n w erten  der im  R o h r e n ts te h e n d e n  S tröm ung  auch  noch  den  Z y linder
d ru c k  p~ und  die G röße pacp k en n en  m uß . L e tz te re  w ird  b e re its  v o n  d er K o n 
s tru k tio n  und  A u sfü h ru n g  d er S aug le itung , ferner von  den  D a te n  der V en til
s teu e ru n g  b es tim m t, z u r K en n tn is  d er Ä nderung  des Z y lin d erd ru ck es is t jedoch  
noch  die G leichung d e r Z y lin d erlad u n g  erforderlich . Sie w ird  n ach  dem  a ll
gem ein  üblichen V e rfah ren , z. R . [3] —  aus der fü r den  Z y lin d er angeschrie
b en e n  vollen E n erg ieg le ichung  e rh a lten :

d iel„ d iaus+ d Q  =  d U + A d L .  (11)

Im  w eiteren  V e rla u f k a n n  m a n  die allgem eine G asgleichung anw enden :

Pz Vz — Gz R T Z,
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beziehungsw eise in  ih re r  D ifferen tia lfo rm :

G leichzeitig is t:

dGz dPl_ I dVz dTz

Gz Pz u Tz

dGz dGein dGaus.

2 8 3

( 12)

(13)

A n h an d  der G leichungen (11)— (13) k o m m t m an  n ach  en tsp rech en d er U m for
m ung  zu fo lgendem  E rgebn is:

* R Tz A r
T,  Ö^ e i n  a ^ a
К  Pz Pz

dvz+ dQR

x p : Cr _
(14)

D as die W ärm ezu fu h r en th a lte n d e  Glied w ird  m it einem  F a k to r  r 
b e rü cksich tig t, der die T e m p e ra tu r  der e in tre ten d en  L u ft T ein p roportiona l 
der aufgenom m enen W ärm em enge e rh ö h t [4]. In  d ieser W eise e rh ä lt m an die 
vere in fach te  F o rm  d er G leichung (14), w elche n u n  den  L adungw echsel des 
M otorzylinders ang ib t.

RTdG,
R T Z

P:
dG.. (15)

Bei D ieselm otoren  m it d ire k te r  E in sp ritzu n g  e n ts te h t der D rall der L u ft
ladung  w ährend des S augvorganges. Die in  den Z y linder s tröm ende  L uft 
v erfü g t —  wie b e k a n n t —  auch  ü b e r eine T an g en tia lk o m p o n en te , deren  Im p u ls
m o m en t die im  Z y linder befind liche  L u ft besch leun ig t u n d  in  eine D rehbew e
gung v e rse tz t. Z u r S icherung  des Im pu lsm om en tes d ien t im  allgem einen die 
en tsp rechende A u sg esta ltu n g  bzw . A nordnung  des S augkanals oder des Säug
ven tils . Im  R ah m en  un serer U n te rsu ch u n g en  b esch ä ftig ten  w ir u ns lediglich 
m it den  sog. » tangen tia len  ! S augkanälen , deren  Schem a dem  B ild  2 zu e n t
nehm en  ist.

In  der v e re in fach ten  A usfü h ru n g  v e rfü g t der S au g k an a l —  in  der N ähe 
des V entils —  ü b e r gerade S ke le ttlin ie  u n d  M antellin ien , w elche zum  V en til
sitz  auslaufen. D ie M itte llin ie  des S augkanals sch ließ t m it d er E bene des 
Z ylinderkopfes den  W inkel x  ein. Die E n tfe rn u n g  zw ischen V entil- und  Z ylin
derachse b e trä g t r 0. In  der Z y linderebene, wie das a u f  B ild  2 zu sehen ist, 
w urde  der W inkel, der von  der P ro jek tio n  der M itte llin ie  des Saugkanals 
u n d  der T angen te  eingeschlossen w ird , m it ß  beze ichnet. D er k le in ste  Q uer
sc h n itt  des S augkanals is t  / min u n d  seine L änge l.

Im  Id ea lfa ll w ürde  das S äugven til die S trö m u n g  n ich t ab lenken , und  
w äre  le tz te re  ve rlu stfre i, so w ürde die e in tre ten d e  L u ft in  R ich tu n g  der S k e le tt
linie des S augkanals ü b e r ein Im p u lsm o m en t M id v e rfügen , w obei
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od er

T l/ f  7  r j  лM id' dt = -------- wc r0 cosa cosp ,

, , rn cosa costf _. ,
M /rf. di =  —^ ------------ -- wpG* dt. (i6)

In  der Regel t r i t t  d e r F a ll ein , daß  die w irkliche G esta lt des Saugkanals, 
fe rn e r  das S äugven til eine e rheb liche  S tö rung  fü r die S trö m u n g  b ed eu ten , bzw. 
sie aus der u rsp rü n g lich en  R ic h tu n g  ab lenken . D ah er e n ts te h t gegenüber dem  
[dea lfa ll ein w esen tlich  k leineres Im p u lsm o m en t, das infolge der im  Z ylinder 
a u f tre te n d e n  M isçhungs- u n d  a n d e re r  V erluste sich h ie r noch  w eiter v e r
m in d e rt.

W enn die g en a n n te n  V erlu ste  durch  einen dim ensionslosen  F a k to r  e 
b e rü c k s ic h tig t w erden , so k an n  m an  fü r das w irk liche  Im p u lsm o m en t M  
an sch re ib en

M  =  e M id.

V erw endet m an noch  die G leichungen  (5) und  (9), so e rh ä lt m an :

Mât
r„ c o sa  co>/I

ОÖ/ Vi

e(G*

P i
P i ,

dt.
po<P

(17)
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M it R ü ck sich t d a rau f, d aß  bei den  einzelnen, gegebenen S augsystem en  
die G rößen  /ласр  u n d  G* b e re its  das D ru ck v erh ä ltn is  р~/р2 bestim m en , su ch ten  
w ir den  D ra llfak to r d er E in fa c h h e it h a lb e r in  der F o rm

285

In  d ieser W eise w ird  das ganze, w äh ren d  des E in s trö m en s  in  den  Z y linder 
e n ts te h e n d e  Im p u lsm o m en t —  П  —

П  =
. '( e in )

M dI  =
r0 COS3C cos/S

g f

a(G*Y:

d (e in )  У 2 ^ асР
d t. (18)

D ie in  der B eziehung  (18) v o rkom m enden  G rößen  —  m it A u sn ah m e 
des D ra llfak to rs  а —  k ö n n en  e inerse its  an h an d  d er b isherigen  G leichungen 
b e re c h n e t w erden , an d ere rse its  sind  sie bere its  aus den  K o n s tru k tio n sd a te n  
des S augkana ls b e k a n n t. A us d iesem  G ru n d  is t die einzige w eitere  B ed in g u n g  
fü r  die B erech en b ark e it vom  D ra ll П  d e r L u ftlad u n g  die K e n n tn is  des F a k to rs  a. 
D ieser le tz te re  w urde im  V e rla u f d er V ersuche ex p erim en te ll fes tg este llt, w obei 
a u f  diese M ethode sp ä te r  noch  eingegangen  w erden soll. H ie r w ird  led ig lich  
e rw ä h n t, daß  bei einer s ta tio n ä re n  S trö m u n g  der D ra llfa k to r  a n h a n d  fo lgender 
F o rm el b e s tim m t w erden  k a n n :

oder

wo

«  =  C y 2 p e r
M

( G * ) 2

а

C
y ,  per

M

Tg *)1

c  =
g / y

r0 cosa cos/5
-  konst.

(19)

U nsere B crechnungs- u n d  die noch  sp ä te r  zu e r lä u te rn d e  M eßm ethode 
b es tim m en  die G röße des in  d er S au g le itu n g  geschaffenen D ralls n u r b is zum  
E n d e  des S au g tak tes , im  G ru n d e  genom m en k lären  sie also die W irk u n g  der 
S au g le itu n g . In  der P rax is  is t es jed o ch  üblich , die im  B ren n rau m  erzeug te  
L u ftb ew eg u n g  du rch  die an  d er W and  des B rennraum s e n ts te h e n d e  ta n g e n tia le  
G eschw ind igkeit zu k ennze ichnen . Sofern  der w ährend  d er K om pression  a u f
tre te n d e  D ra llv e rlu st, fe rn er die G eschw ind igkeitsverte ilung  des L uftw irbels  
b e k a n n t sind , können  aus unseren  D a te n  die W erte  d er ta n g e n tia le n  G e
sch w ind igke iten  b erech n e t w erden .
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Im  Z usam m enhang  m it  d er G eschw in d ig k e itsv erte ilu n g  v o n  L uftw irb e ln ’ 
w elche im  Z ylinder v o n  D iese lm o to ren  m it  d ire k te r  E in sp r itz u n g  und  toro i- 
d a le m  B ren n rau m  e n ts te h e n , h ab en  —  n eb en  an d eren  V erfassern  —  V. N . 
I v a n o v  [5] und  B. N . D a v i d k o v  [6 ] m it abw eichenden  M ethoden  M essungen 
d u rc h g e fü h rt. D as g em ein sam e  K ennzeichen  ih re r  V erfah ren  b e s ta n d  jed o ch  
d a r in , d aß  beide trä g h e its f re ie  elek tron ische E in r ic h tu n g  b e n ü tz t  haben , deren  
F ü h le r  die S tröm ung  n ic h t  g es tö rt h ab en . N ach  ih ren  ü b ere in stim m en d en  
M eßergebnissen  d re h t sich  die L u ft am  E n d e  des K om pressionshubes als 
s te ife r  K ö rp er in  B re n n rä u m e n , w elche d en  von  uns u n te rsu c h te n  ähneln , 
a u ß e rh a lb  des B ren n rau m d u rch m esse rs  e n ts te h t  dagegen ein P o ten tia lw irb e l.

O bzw ar w äh ren d  d e r A usfüh rung  eigener V ersuche d er D ra llv erlu st 
w ä h re n d  des K o m p ressio n sh u b es n ich t b e k a n n t w ar, k a n n  an h an d  obiger 
A u sfü h ru n g en  die e n tla n g  d er B ren n rau m w an d , im  oberen  T o tp u n k t au f
tr e te n d e  tan g en tia le  L u ftg esch w in d ig k e it näherungsw eise  b e rech n e t w erden:

V( rk r0 COSOC COSjö

2 n K f
3  (ei

a{G*)-
dt

( e i n )  У 2 1 , ( Т 7

G* dt +  Gr
J  (ein)

( 20 )

w obei К  k o n s ta n t is t , u n d  d er W ert d ieser K o n s ta n te n  w ird  von  F orm  und  
A bm essung  des B re n n ra u m s  bestim m t.

D ie m itte ls G le ich u n g  (20) b es tim m b are  ta n g e n tia le  G eschw indigkeit wk 
is t  ■— da die w ä h re n d  d er K om pression  a u ftre te n d en  S trö m u n g sv erlu ste  
n ic h t  b erü ck sich tig t w u rd e n  —  größer als in  W irk lichke it. I h r  W ert is t jed o ch  
fü r  V ergleichszw ecke d u rc h a u s  geeignet.

Die analy tisch e  L ö su n g  des G le ichungssystem s, b es teh en d  aus den  
G le ichungen  (2)— (20), is t  n ich t b e k a n n t. M it H ilfe e iner e lek tron ischen  
R echenm asch ine  k a n n  d ie  N äherungslösung  eines belieb igen  S tröm ungsfalles 
e rm itte l t  w erden, a b e r  au ch  du rch  V ersuche, m itte ls  M essungen, k an n  das 
G leichungssystem  g e lö st w erden . In  der vo rliegenden  A rb e it w urde  die le tz te re  
M ethode  gew ählt. D ie  gem einsam e E ig en sch a ft beider M öglichkeiten  b es teh t 
d a r in , daß  die e rh a lte n e n  E rgebnisse  aussch ließ lich  fü r  d en  gegebenen u n te r 
su c h te n  Fall gü ltig  u n d  schw er zu v e ra llgem einern  sind . A us diesem  G runde 
—: im  In teresse  d e r V era llgem einerung  u n se re r E rgebn isse  —  w urden  die 
w ich tigeren  K rite rien  d e r  Ä hnlichkeit v o n  S augvorgängen  a u sg ea rb e ite t, u n d  
u n se re  E rgebnisse h a b e n  w ir als ih re  F u n k tio n  d a rg es te llt. D erartige  B em ü
h u n g e n  sind in  d iesem  T hem enkreis  au ch  anderw eitig  zu  b eo b ach ten  [7, 8 ].

Bei der F e s ts te llu n g  d er K rite rien  w urde  aus den  a llgem einen  B ed ingun
gen  der Ä hnlichkeit v o n  physikalischen  V orgängen  ausgegangen . N ach ihnen  
b e s te h t eine p h y sik a lisch e  Ä hnlichkeit zw ischen zwei g le ichartigen  p h y sik a li
sch en  V orgängen, w elche  sich in  geom etrisch  ähn lichen  S ystem en  absp ielen ,
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w enn die G rößen , w elche die V orgänge bestim m en , in  den beiden  S ystem en , 
an  den e in an d er en tsp rech en d en  S te llen  v e rhä ltn isg le ich  sind . D a rau s  fo lg t die 
von  G u c h m a n n  u n d  N. V. K i r p i c s o v  [9] e ingefüh rte  D efin ition , w onach  die 
erfo rderliche u n d  ausre ich en d e  B ed in g u n g  fü r die Ä h n lich k e it zw eier V orgänge 
d a rin  b e s te h t, d aß  alle d im enslose K rite rien  der be id en  V orgänge e inander 
gleich sind , auch  die aus den  A nfangs- und  G renzbed ingungen  abg e le ite ten  
K rite rien  inbegriffen . B ei an d e re r  F o rm u lie ru n g  des le tz te n  Satzes k an n  m an  
auch  sagen, d aß  die d im enslosen  G renzbed ingungen  n um erisch  id en tisch  sein 
m üssen.

Die B ed ingung  d er geom etrischen  Ä hnlichkeit v e rla n g t —  wie b e k a n n t 
—  id en tische  p rinzip ielle  A u sg esta ltu n g , und  d a rü b e r h in au s eine P ro p o r
t io n a l i tä t  der lin ea ren  A bm essungen  u n d  die G le ichheit d er en tsp rech en d en  
W inkel. D ie völlige geom etrische  Ä h n lich k e it k an n  im  allgem einen  —  neben 
E in h a lte n  an d e re r  Ä h n lich k e itsb ed in g u n g en  —  n ich t v e rw irk lich t w erden . 
D ah er m üssen  w ir u ns m eistens m it der teilw eisen geom etrischen  Ä h n lichke it 
begnügen , w as in  d iesem  F a ll die Id e n t i tä t  der V en tils teu eru n g sw in k e l, ev en 
tu e ll die P ro p o rtio n a litä t, ein iger k ennze ichnender lin ea re r A bm essungen  
b e d e u te t. D ie P ro p o r tio n a litä t  d e r w ich tigeren  lin ea ren  A bm essungen  ist 
jed o ch  d u rch  die ü b rig en  zu e r lä u te rn d en  K rite rien  b e re its  d e te rm in ie rt.

D ie Ä h n lich k e it d er S trö m u n g , w elche sich in  d er S au g le itu n g  absp ie lt 
u n d  d u rch  die G le ichungen  (2)— (5) beschrieben  is t, h a t  — au ß e r der B ed in 
gung  Pi =  k o n st. —  noch  zwei w eite re  B edingungen , w elche aus d er G leichung 
(3) ab g e le ite t w erden  können .

E ine d ieser B ed ingungen  is t  die S trouha l-Z ah l S h , w elche die d y n a 
m ische Ä hn lich k e it k en n ze ich n e t u n d  w elche im  a llgem einen  fo lgenderm aßen  
la u te t :

Sh — k o n st.,
X

wobei ív eine kennzeichnende G eschwindigkeit des System s:
t die Periodenzeit der W iederholung;
X  eine kennzeichnende Längenabm essung ist.

W enn m an  als B ezugsgeschw ind igkeit die Schallgeschw ind igkeit a 0 der 
U m gebung  w äh lt, so k a n n  das S tro u h a lsch e  K rite riu m  fü r einen  Z vlinder 
eines V ie rta k tm o to rs  in  fo lgender F o rm  angeschrieben  w erden:

/7 , =  Sh 120 a" k o n s t. (21)
n L

A us der G leichung (3) e rh ä lt m an , als die andere B ed ingung , die M ach- 
Z ah l:

M  --= -  — =  k o n s t . 
a
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W eitere Ä h n lich k e itsb ed in g u n g en  kön n en  aus d er G leichung (15) abge
le i te t  w erden, w elche d ie  A u flad u n g  des M otorzy linders b e sch re ib t. A ußer den 
W ärm eäh n lich k e itb ed in g u n g en  —  a u f  die h ie r n ic h t e ingegangen  w erden 
soll —  is t fü r den  F a ll  des E in s trö m en s  die E rfü llu n g  fo lgender B ed ingung  
e rfo rd e rlich :

w
,u a fs ---------=  k o n s t . (22)

Vz 6n

Sofern  die B ed ingung  (22) d u rch  die M ach-Z ahl d iv id ie rt w ird , e rh ä lt m an 
n a c h  einigen U m fo rm u n g en  das Ä h n lich k e itsk rite riu m  der Z y lin d erau flad u n g :

wo

(23)

d ie  m ittle re  D u rc h flu ß z a h l des E in lag v en tils  u n d  des S au g k an a ls  is t, bezogen 
a u f  den  K o lb e n q u e rsc h n itt  u n d  S aughub .

Die Ä h n lich k e itsb ed in g u n g  П 2 is t  also im  w esen tlichen  eine der M ach- 
Z a h l ähnliche G röße, w elche die V erhä ltn isse  des E in s trö m en s  in  den  Z ylinder 
u n d  dessen V erlu ste  k en n ze ich n et.

Die num erische  K o n stan z  der d im enslosen G renzbed ingungen , angeschrie
b e n  fü r  die be iden  E n d e n  der S aug le itu n g  is t —  wie be re its  frü h e r e rw äh n t 
w u rd e  —  eine w e ite re  B ed ingung  d e r Ä hn lichke it. V on diesen  G renzbed in 
gungsgleichungen  o rd n e t  die G leichung (7), angesch rieben  fü r  das offene 
R o hrende , im  F a ll v o n  x  =  k o nst, fü r  jed en  W ert von  A 1 e inen, u n d  lediglich 
e in en  W ert von zu , d ah er is t d a rau s  keine w eitere  Ä h n lich ke itsbed ingung  
zu  erha lten . D em g eb en ü b e r w ird  die num erische  I d e n t i tä t  der G renzbed in 
gungsgleichung (10), g ü ltig  fü r das ven tilse itige  »geschlossene« R ohrende , bei 
e inem  beliebigen W e rt A 0 n u r d an n  e rfü llt, w enn fo lgende B ed ingungen  erfü llt 
w erd en :

Pzlp2 =  k onst.
u n d

paq> =  k o n st. (24)

M it R ücksich t d a ra u f , daß  bei ähn lichen  S trö m u n g en  die B ed ingung  p z /p 2 
au to m a tisch  e rfü llt is t ,  is t das d r i t te  Ä h n lich k e itsk rite riu m , w elches gleich
ze itig  am v en tilse itig en  R ohrende die Ä h n lich ke itsbed ingung  des W ellen rück
w erfens b ed eu te t:

I J 3 =  Jia q> =  k o n st, (25)

1  I f e . s c h .
u a  = --------- ua

180° J ? , a.
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die m ittle re  D urch flußzah l des E in la ß v e n tils  und des S au g k an a ls  is t, bezogen 
a u f  den  Q u e rsch n itt des E in la ß v e n tils itz e s  u n d  S aughub.

S om it sind  die Ä h n lich k e itsb ed in g u n g en  der S trö m u n g , w elche dem  
v o rh e r e r lä u te r te n  m a th em a tisch en  M odell en tsp rich t, b e s tim m t. S e lb s tv e r
s tä n d lic h  m uß m an  auch m it w e ite re n  B ed ingungen  der Ä h n lich k e it v o n  V or
gängen  rechnen  (z. B . m it der R ey n o ld s-Z ah l), w enn das M odell d e r W irk 
lich k e it besser an g en äh ert is t. D ie  e igenen  V ersuche bezeugen  jed o ch , d aß  die 
B ed ingungen  /7г,/7 2 u n d  /73, fe rn e r die K rite r ie n  der geom etrischen  u n d  W ä rm e 
äh n lic h k e it m it ausre ichender G e n a u ig k e it die Ä hn lichkeit d er S au g v o rg än g e  
von  D iese lm otoren  kennzeichnen .

III. Meß- und Untersuchungsniethoden

Z u r B estim m u n g  des A u flad ev o rg an g s  vom  Z ylinder, fe rn er d e r L u f t
w irb e len ts teh u n g  b en ö tig t m an  in  e rs te r  L inie die K en n tn is  d er L u ftm en g e , 
w elche in  der Z eite in h e it d u rch  d as  E in la ß v e n til in  den Z y linder e in s trö m t. 
H ie rfü r  w urde ein M eßverfahren  a u sg e a rb e ite t; als dessen G run d lag e  d ie n te  
ein  H itz d ra h ta n e m o m ete r  von  » k o n s ta n te r  T em peratu r« . D ieses In s tru m e n t 
e ig n e t sich — wie b e k a n n t —  zu r trä g h e its fre ie n  M essung von  schnell w echse ln 
den  F lüssigkeits- bzw . G asströ m u n g en . D ie F u n k tio n  des G erä tes b e ru h t  a u f  
dem  a u ftre te n d en  W ärm eau stau sch  zw ischen dem  strö m en d en  M edium  u n d  
dem  elek trisch  b eh e iz ten  d ü n n en  D ra h t ,  d er in  die S trö m u n g  e in g ese tz t w ird  
u n d  m eistens einen  D urchm esser v o n  0,005 -f-0,009 m m  u n d  eine L änge  von  
1— 2 m m  b esitz t, w obei die v o n  L . V. K in g  [10] au sg ea rb e ite te  B ez iehung  
g ü ltig  is t:

Q =  ( A " + B "  Ÿ ë " ) ( tdr- t ) .  (26)

H ierb e i b ed eu ten  A "  u n d  B" von  d en  K ennzeichen  des b eh e iz ten  D ra h te s  u n d  
des strö m en d en  M edium s a b h än g ig e  u n d  u n te r  b e s tim m ten  B ed in g u n g en  
k o n s ta n te  G rößen, tdr is t dagegen d ie  T e m p e ra tu r  des D ra h te s  u n d  t d ie des 
s trö m en d en  M edium s.

D as bei den  V ersuchen v e rw e n d e te  G erä t, D IS A  55 A  01 T y p  K onstan i-  
Tem peratur-A nem om eter, v e rä n d e rte  a u to m a tisc h  den H e izstro m  des F ü h le r 
d ra h te s  in  der W eise, d aß  dessen T e m p e ra tu r  tdr u n d  dah er au ch  dessen  W id e r
s ta n d  a u f  dem  v o rh e r e ingestellten  W e rt v e rb lieb , u n ab h än g ig  v o n  dem  au g e n 
b lick lich  a u ftre te n d en  W ärm eau stau sch . D em zufolge b e s te h t eine e in d eu tig e  
B eziehung  zw ischen der S pannung  U  des H eiz- oder K o m p en sa tio n ss tro m es 
u n d  in  den  D ra h t elektrisch  e in g e fü h rte r , fe rn e r dem  strö m en d en  M edium  
ü b erg eb en er W ärm em enge, u n d  d ie  B eziehung  des W ärm eau stau sch es  (26) 
k a n n  w ie folgt angeschrieben  w erd en :

Ц* =  ( А ' + В ' У ё « > ) ( Ь - г ) .  (27)
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D ie F es ts te llu n g  des W ärm eau stau sch es, bzw . die der m o m en tanen  
S trö m u n g sg esch w in d ig k e it w  k an n  du rch  die k o n tin u ie rlich e  R eg istrierung  
d e r  K o m p en sa tio n ssp a n n u n g  U  erfolgen. A us d er B eziehung (27) is t jed o ch  
z u  ersehen , daß die M essungen  in dem  F a ll g ü n stig  d u rch g e fü h rt w erden  
k ö n n e n , w enn sich T e m p e ra tu r  und  D ru ck  des s trö m en d en  M edium s n ich t 
ä n d e rn , denn  in  d iesem  F a ll is t t =  k o n st, u n d  g =  k o n s t., d. h. die K o m p en 
sa tio n ssp an n u n g  is t  e ine  e indeu tige  F u n k tio n  von  d er G eschw indigkeit w des 
M edium s. B edauerlicherw eise  k an n  in  d er S au g le itu n g  von  V erb ren n u n g s
m o to re n  w eder die L u f t te m p e ra tu r , noch d er L u ftd ru c k  als k o n s ta n t angesehen 
w e rd e n , denn  der S au g v o rg an g  geht u n te r  n ic h t vern ach lässig b aren  D ru c k 
schw ingungen  vo r sich . W ill m an  daher in  d ieser W eise die in  der S aug le itung  
e n ts te h e n d e n  L u ftg esch w in d ig k e iten  b es tim m en , so is t au ß e r der K o m p en 
sa tio n ssp an n u n g  au c h  noch  die gleichzeitige M essung des M om entanw ertes 
von  D ru ck  und  T e m p e ra tu r  d er L uft e rfo rderlich . In  d er M ehrzahl der F älle  
je d o c h  —  wie dies a u c h  be i der vorliegenden  A ufgabe d er F a ll is t —  b e n ö tig t 
m an  n ich t die G esch w in d ig k e it, die in  einem  einzigen P u n k t der S aug le itung  
gem essen ist, so n d ern  d ie  L uftm enge, w elche d u rch  einen  gegebenen Q u er
s c h n i t t  w ährend  d e r Z e ite in h e it du rch fließ t. D ie L ösungsm öglichkeiten  dieses 
P ro b lem s w urden  ex p e rim e n te ll u n te rsu c h t, u n d  ü b e r die e rh a lten en  E rg e b 
n isse  w urde  be re its  f rü h e r  eingehend b e r ic h te t  [11]. D ah er w erden sie h ier 
led ig lich  m it ein igen W o rte n  erw ähn t.

E s is t b e k a n n t, d a ß  in  Fällen , in  denen  im  gegebenen Q uersch n itt e iner 
S au g le itu n g , n eb en  v e rsch iedenen  L u ftg esch w in d ig k e iten  das spezifische 
G esch w in d igke itsp ro fil sich  ü b e rh a u p t n ic h t oder n u r  in  vernach lässigbarem  
M aß v e rän d e rt, d ie lo k a l gem essene G eschw ind igkeit w  die a u f  den ganzen  
Q u e rsc h n itt  bezogene m itt le re  G eschw ind igkeit w  k en n ze ich n et, d. h. w/u- =  
=  k o n st. D iesen U m s tä n d e n  en tsp rechend  w u rd e  in  d er Saug le itung  n ah e  dem  
V en til der m it 2 b eze ich n e te  M eß q u ersch n itt gew äh lt u n d  auch der R o h r
s tu tz e n  an g efertig t (3 a u f  B ild 3), in dem  au ch  der F ü h le r  des H itz d ra h t-  
A nem om eters (6 a u f  B ild  3) u n te rg e b ra ch t is t.

A us der B ez ieh u n g  (27) geht auch  h e rv o r, d aß  die K o m p en sa tio n ssp an 
n u n g  des A n em o m eters  dem  m o m en tan en  P ro d u k t giv p ro p o rtio n a l is t. 
Sofern

iv/w -  k o n st.

fe rn e r der Q u e rsc h n itt  f 2 des M eßstu tzens bei dem  E ichen  und  w äh ren d  d er 
M essung streng  id e n tis c h  is t, w ird das G ew icht d er d u rch  den Q u ersch n itt 
w äh ren d  der Z e ite in h e it s tröm enden  L u ftm en g e  dem  lokal gem essenen P ro 
d u k t oiv im m er p ro p o r tio n a l sein, d. b.

f ,  {?., w„
“ = k o n s t. (28)

giv
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WO

/ ,  ~‘l ™2 =  G*-

I n  dieser W eise k a n n  die K o m p en sa tio n ssp an n u n g  des H itz d ra h t-A n e 
m o m e te rs  in  Z u sam m en h an g  g eb rach t w erden  m it der L u ftm en g e  G*, w elche 
d u rc h  einen  gegebenen Q u e rsc h n itt d er S aug le itu n g  d u rc h s trö m t. Diese F o lge
ru n g  w u rd e  auch  m it H ilfe  einer R eihe v o n  s ta tisch en  E ich u n g en  k o n tro llie r t; 
im  V e rla u f  dieser E ich u n g en  w urden  auch  die Z u stan d sg rö ß en  der L u ft v e r 
ä n d e r t .

D ie v e rän d erlich e  T e m p e ra tu r  des L u fts tro m es w u rd e  im  V erlau f der 
am  M oto r au sg efü h rten  M essungen in  d er W eise b e rü ck sich tig t, daß  m it einem  
aus H e iß le ite r g efe rtig ten  T h erm o m ete r die sog. » S tau p u n k t-T em p era tu r«  t2, 
d . h. d ie  m ittle re  L u f tte m p e ra tu r  in einem  gegebenen Q u e rsch n itt gem essen 
w u rd e ; m it dieser T e m p e ra tu r  k o n n te  au ch  der m ittle re  W ärm eau stau sch  zw i
sch en  R o h rw an d  u n d  L u f t  verfo lg t w erden . Die m o m en tan e  L u f tte m p e ra tu r  
w u rd e  aus der D u rc h sc h n itts te m p e ra tu r , fe rn er aus d er in  der S aug le itung  
sich  absp ie len d en  D ru c k ä n d e ru n g  b e re c h n e t, u n te r  d er V o rau sse tzu n g , d aß  in 
fo lge d e r  S chw ingungen zw ischen L u ft u n d  R ohrw and  k e in  w eite re r zusä tz licher 
W ä rm e a u s tau sch  s ta t t f in d e t .  In  d ieser W eise e n tsp ric h t die aus den  D ru c k 
sch w in g u n g en  fo lgende T e m p e ra tu rä n d e ru n g  den ad iab a tisch en  Z u sam m en 
h ä n g e n . In  diesem  F a ll is t  die m o m en tan e  L u f tte m p e ra tu r  t0 in  dem  m it 2 
b eze ich n e ten  M e ß q u e rsc h n itt:

t. (* ,+  273) / ' 2

Po

(*-!)/*
273 °C. (29)

D u rc h  V ergleich d e r A usdrücke (27)— (29) k a n n  m an  folgende B eziehung, 
d ie  a ls G rund lage  d e r g en an n ten  M essungen d ien t, e rh a lten :

U 2=  (A  +  B  (/G*) tdr (* +  273) Pi (*-!)/*
+  273

Po
(30)

Sow ohl die W erte  d e r K o n s ta n te n  +  u n d  B , w elche in  d er B eziehung (30) Vor
k o m m e n  als auch  die D ra h tte m p e ra tu r  t dr w urden  b e s tim m t, indem  die D a ten  
v o n  s ta tisc h e n  E ich u n g en , d u rch g e fü h rt an  einem  L u fts tro m  von  v e rsch ie 
d en em  D ruck  u n d  T e m p e ra tu r , a u f  e iner e lek tron ischen  R echenm asch ine  
s ta t is t is c h  a u fg e a rb e ite t w urden . E in  B eispiel fü r ein d e ra rtig es  E ich p ro g ram m  
is t  a u f  B ild  4 d a rg e s te llt. H ierbei w u rd en  bei versch iedenen  L u ftte m p e ra tu re n  
v ie r  s ta tisc h  gem essene P u n k tre ih e n  e rm itte lt , aus ih n en  die m ittle ren  W erte  
v o n  А ,  В  und  t r b e s tim m t u n d  m it diesen ein G erad en b ü n d e l b erech n e t u n d  
a u f  die P u n k tre ih e  geleg t. Aus dem  B ild  is t gu t zu ersehen , daß  die F u n k tio n
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des in  den  M eß stu tzen  e ingebau ten  F ü h le rs , fe rn e r die des A nem om eters sehr 
gu t den  e r lä u te r te n  B eziehungen fo lg t.

W äh ren d  d er am  M otor d u rc h g e fü h r te n  M essungen w urde  die K o m p en 
sa tio n ssp a n n u n g  U  a u f  den B ildsch irm  eines O szilloskops ü b e rtra g e n  u n d  m it 
einem  P h o to re k o rd e r  reg is trie rt. G le ich ze itig  d a m it w urde m it H ilfe  eines 
k a p a z itiv e n  D ru ck g eb ers  von  hoher E m p fin d lic h k e it  sowohl die im  Q u e rsch n itt 
2 der S au g le itu n g  a u ftre te n d e  D ru c k ä n d e ru n g  p 2 als auch  der Z y lin d e rd ru ck  p z 
w äh ren d  des S aughubs gemessen. B ild  5 ze ig t ein Beispiel d ieser O szilloskop-

7 8 9 10 11 12 13 14

Vő7 C (g/s),/2]

Bild 4. Charakteristische Eichkurven des H itzdraht-A nem om eters (K urve 1: t., 20°C;
K urve 2:  t2 =  30°C; Kurve 3:  t 2 =  40°C; K urve 4:  t2 =  50°C)

A ufnahm en . D ie obere K u rv e  in  dem  B ild  v e ra n sc h a u lich t die Ä n d eru n g  des 
S au g ro h rd ru ck es p 2, w äh ren d  die u n te re  K u rv e  den  V erlauf d e r K o m p en 
sa tio n ssp an n u n g  U  d a rs te llt.

Ü b er das e r lä u te r te  V erfahren  h in a u sg e h e n d , u n d  gleichzeitig  d am it, 
w urde  m itte ls  M eßblende auch die v o m  gegebenen  M otorzy linder angesaug te  
L uftm enge  gem essen. D ies schuf auch d ie  M öglichkeit fü r  die s tän d ig e  K o n tro lle  
der v o rh e r g en a n n te n  M ethode. N ach  A n g ab en  d e r sy stem atisch en  K o n tro lle  
verb lieb  w äh ren d  d er m it dem  H itz d ra h t-A n e m o m e te r  au sg efü h rten  M essun
gen der F e h le r  im  V erlau f der U n te rsu ch u n g en  in n erh a lb  der G renze — 6 %  <  
<C A  <C + 2 % .  Zwecks B estim m ung  d e r  I n te n s i tä t  des im  Z y linder e n ts te h e n 
den L uftw irb e ls  w urde  —  wie bereits f rü h e r  e rw ä h n t —  von den B eziehungen  
(18) oder (20) ausgegangen . M it R ü c k s ic h t d a ra u f , daß  m it H ilfe  d e r bere its  
w eiter oben  e r lä u te r te n  M eßverfahren  d ie  F u n k tio n e n  G* =  f(cp°), p 2 =  f(<p°), 
y2 — u n d  р г =  f((p°) bestim m t w erd en  k o n n te n , b e sch rän k te  sich die
A ufgabe a u f  die experim en te lle  B e s tim m u n g  d e r in  den B eziehungen  (18) 
bzw . (20) e n th a lte n e n  F a k to re n  fia u n d  a. Zu d iesem  Zweck w urde  eine s ta tio 
näre  M eßein rich tung  v erw en d et; in ih r  k o n n te n  die Menge und  die Z u s ta n d s
größen d e r d u rch  den  S augkanal bzw . d u rc h  d en  Z ylinder s trö m en d en  L u ft
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v o n e in an d e r u n a b h ä n g ig  v e rän d e rt u n d  gem essen w erden . Die D u rch flu ß zah l 
//er w u rd e  nach  e in e r M ethode gem essen, die in  der P ra x is  b e k a n n t u n d  an  z ah l
re ich en  S tellen v e rw e n d e t w ird, w ogegen zu r B estim m u n g  des D ra llfa k to rs  a 
e ine a u f  B ild 6 d a rg e s te llte  D ra ll-M eßein rich tung  an g efe rtig t w urde.

D ie D rall-M eß ein rich tu n g  b e s te h t im  G runde  genom m en aus einem  in  
g ee igne te r W eise g ew äh lten  axialen  S ch au fe lg itte r 1, w elches in  den  M odell
zy lin d er e ingese tz t is t . D ie A n ordnung  u n d  die A bm essungen  des S ch au fe l
g it te rs  1 erm öglichen  es, daß  der L u fts tro m , w elcher in  den Z y linder e in tr i t t ,

B ild  5. O szilloskopische Aufnahme (l/[V ] Spannung des K om pensierungsstrom s, p., Druck
vor dem  Säugventil)

u n d  h ier eine D rehbew egung  a u s fü h rt, den Z y linder ausschließlich  m it e iner 
ax ia len  G eschw ind igkeit verlasse. In  d iesem  F a ll b e la s te t das ganze Im p u ls 
m o m e n t M  des L u ftw irb e ls , als R e a k tio n sm o m e n t, das S ch au fe lg itte r. D iese 
T a tsa c h e  b e s te h t —  im  Sinne des Im p u lssa tze s  —  auch  dann , w enn  die L u ft 
a u f  das S c h a u fe lg itte r  s tö ß t oder d o r t  eine A blösung  erleidet, v o ra u sg e se tz t, 
d a ß  der A u s tr i t t  au s  dem  F lü g e lg itte r  v o n  s tren g  ax ia le r R ich tu n g  is t.

Das S c h a u fe lg itte r  1 w urde a u f  d e r A chse 3 f ix ie r t und  k a n n  sich  m it ih r  
zusam m en  in d en  L ag e rn  6 v e rd reh en . D as M om ent w urde am  a n d e ren , m it 8  
beze ichneten  E n d e  d e r W elle 3 a u f  eine A rch im edes-S p ira lfeder ü b e r tra g e n . 
D u rch  diese A n o rd n u n g  kann  das S ch au fe lg itte r im  V ergleich zur S p ira lfed e r 
sich  um  einen gegebenen  W inkel v e rd reh en . D er D rehw inkel —  w elcher m itte ls  
eines Zeigers 9 a u f  der S kalen te ilung , an g eo rd n e t am  äußeren  M an te l des 
S ch au fe lg itte rs , abgelesen  w ird —  k en n ze ich n e t e in d eu tig  das Im p u lsm o m e n t 
u n d  k an n  n ach  v o rh e rig e r E ich u n g  zu r M essung des M om entes v e rw e n d e t 
w erden .

E in  b e so n d e re r  V orteil der E in r ic h tu n g  b e s te h t darin , d aß  sie d as  v o lle  
Im p u lsm o m en t d e r d u rch  den Z y lin d er s trö m en d en  L u ft m iß t, u n a b h ä n g ig  
von  der d o rt e n ts te h e n d e n  G eschw ind igkeitsverte ilung . Als ein w e ite re r V o rte il 
w ird  em pfunden , d a ß  —  im  G egensatz zu den A n em om etern  m it F lü g e lg itte r  —  
d as S ch au fe lg itte r ke ine  ro tierende B ew egung a u s fü h rt, sondern  sich  led ig lich  
v e rd re h t, u n d  so i s t  es den m öglichen R eib u n g sv erlu sten  gegenüber w esen tlich  
w eniger em p fin d lich . (An dieser S telle  sei e rw ä h n t, daß  der G ed an k e , m it
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äh n lich en  S ch au fe lg itte rn  zu m essen , zu e rs t im  F o rsc h u n g s in s titu t N A M I ,  
in  M oskau , a u fg e tau ch t ist.)

In  d e r beschriebenen  W eise, u n te r  s ta tio n ä re n  V erh ä ltn issen  w u rd en  
säm tlich e , in  der G leichung (19) e n th a lte n e n  G rößen  gem essen, einsch ließ lich

B ild  6. M eßgitter, das zur Messung des Im pulsm om entes eines im Zylinder entfachten L uft
wirbels dient (1 Schaufelgitter, 2 H ut, 3 W elle, 4 V erkleidung, 5 W elle, 6 Lager, 7 Ständer, 

8 M om entenabgang, 9 Zeiger oder Verdrehungsfühler)

auch  das Im p u lsm o m en t M  des L u fts tro m es. D ad u rch  ergab sich  die M öglich
k e it, den  D ra llfa k to r  a oder den m it ih m  verhältn isg le ich en  F a k to r  alC zu 
b estim m en .

A n h an d  einer großen A nzahl von  V ersuchen  fand  m an  die B estä tig u n g  
d a fü r, d aß  hei einem  gegebenen S au g k an a l u n d  einer gegebenen Z ylinder-
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a n o rd n u n g  der a u f G ru n d  der B eziehung  (19) u n te r  s ta tio n ä re n  V erh ä ltn issen  
b e s tim m te  D ra llfa k to r  a  im  w esen tlichen  n u r  eine F u n k tio n  des V en tilhubes 
h d a rs te l l t  u n d  p ra k tisc h  von  den  K en n ze ich en  d er S trö m u n g  u n a b h än g ig  ist. 
D a fü r w ird  auch  ein B eispiel a u f  B ild  7 gezeigt. A u f B ild  7a sieh t m an  die W erte  
des D ra llfak to rs  a, gem essen bei den  D rü ck en  p 2 u n d  p z, fe rn er bei dem  spezi
fisch en  G ew icht y2, m it den P a ra m e te rn  des V en tilh u b es h. E s k a n n  festg este llt

B ild  7. W erte des Drallfaktors bei tangentialem  Saugkanal als Funktion des D ruckverhält
nisses p z/p  >(a) und als F unktion der Ventilerhebung (6)
Bezeichnungen: Q  Pi/Pz =  X  0,9 <  p.JPt <  1; •  p jp t  =  1,2.

w erd en , daß  bei e iner V en tilö ffnung  h , d ie W erte  v o n  a, w elche bei M essungen 
m it  e iner L u ft von  versch iedenen  Z u stän d en  u n d  M engen e rh a lten  w urden , 
p ra k tis c h  k o n s ta n t s ind .

A u f B ild 7b sind  die Ä nd eru n g en  des D ra llfak to rs  in  einem  S au g k an a l als 
F u n k tio n  des V en tilh u b es h d a rg es te llt. (A n d er S telle  h =  0 is t a U ndefin iert.)

Bei der B estim m u n g  des D ra llfa k to rs  d u rch  die e r lä u te r te  M ethode — wie 
a u c h  aus der A rt d er M eßein rich tung  h e rv o rg eh t —  w erden  säm tliche  m öglichen  
V erlu s te  des L uftw irbe ls  b e rü ck s ich tig t, w elche in  je  einem  herausgegriffenen  
A ugenb lick  des S augvorgangs a u ftre te n . D ie w äh ren d  des K om pressionhubes 
a u f tre te n d e n  V erlu ste  w u rd en  dagegen  n ich t b e rü ck sich tig t, d a h e r sind  die 
a n h a n d  der vo rgesch lagenen  M ethode e rz ie lten  E rgebn isse  —  wie b e re its  
e rw ä h n t —  led ig lich  b is zum  E n d e  des S aughubes gü ltig . (E ine ta tsä c h lic h  
a u f tre te n d e  u n s ta tio n ä re  A b b rem su n g  v e rm in d e rt se lb st beim  S aughub  die 
I n te n s i tä t  des L uftw irb e ls  e in igerm aßen .) Im  V e rla u f der D a rs te llu n g  u n se 
re r  V ersuchsergebnisse  a rb e ite n  w ir den n o ch  m it d er ta n g e n tia le n  G eschw indig-
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k e it w k, w elche a n h a n d  d e r B eziehung (20) e rrechnet w u rd e , da  d ieser M eßw ert 
ansch au lich er und  b esse r zu verg le ich en  ist. H ier m u ß  m an  jed o ch  —  au f 
G ru n d  d er obigen A u sfü h ru n g en  —  berü ck sich tig en , d aß  die zu r D arste llung  
gelangenden  W erte  wk g rö ß er sind  als in  W irk lichkeit.

V or Z usam m enfassung  der gew onnenen  V ersuchsergebn isse  w ird  a u f  B ild 8 
ein D iag ram m  gezeigt —  w elches m it H ilfe d er e r lä u te r te n  M eßm ethode

Bild 8. Charakteristischer Saugvorgang des dynam isch aufgeladenen V iertakt-D ieselniotors 
m it direkter Einspritzung (a) und der relative Zylinderdruck p z/Po als Funktion des Hubes 
(Pz/Po relativer Druck vor dem  Säugventil: p zl p Q relativer Druck im Zylinder; Л (p2/p 0)s 
m ittlerer Saugdruck; G* in der Zeiteinheit in  den Zylinder einström ende Luftmenge; 
M  Im pulsm om ent der in den Zylinder einström enden Luft; pO Durchflußzahl des Saug- bzw. 
des Auspuffventils; C/1000 [1/m in] K olbengeschw indigkeit bezogen auf n 1000 1/min;

Ö E in laßventil öffnet, S E inlaßventil schließt)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69. 1970



298 G Y . C S E R

gew onnen  und  a n h a n d  d e r E ic h d a te n  au sg earb e ite t w u rd e  u n d  das die L u ft
bew eg u n g  v e ran sch au lich t, w elche in  d er Saug le itung  des M otors, in  dem  m it 2 
beze ich n eten  Q u e rsch n itt, fe rn e r im  Z y lin d errau m  e n ts te h t . A u f B ild  8a w erden 
in  F u n k tio n  des D reh w in k e ls  cp°, die re la tiv en  D rü ck e  p 2/ p 0 u n d  p zlp 0, die 
w ä h re n d  der Z e ite in h e it e in s trö m en d e  L uftm enge G*, das d a m it  e ingeführte  
Im p u lsm o m e n t M ,  d ie W e rte  p a  zu r K ennze ichnung  d e r V en tilö ffnung  und 
d ie  K olbengeschw ind igkeit c, bezogen  a u f  1000 U /m in , a u fg e trag en .

A u f Bild 8b is t  d e r  re la tiv e  Z y lin d erd ru ck  p 2/p 0 in  A b h än g ig k e it vom  
K o lb en h u b  s d a rg es te llt. S ch ra ff ie rt w urde  dabei die F läch e  d er S au g arb e it L s 
u n d  angezeigt w urde  au c h  ih re  S u b s titu tio n  bzw . ih re  K en n ze ich n u n g  durch  
d e n  sog. re la tiven  S a u g m itte ld ru c k  A ( p zjp0). Im  w e ite ren  V erlau f soll h ier 
m it  diesem  W ert d ie  A rb e it c h a ra k te ris ie r t w erden , die v o m  M otor beim  
A n sau g en  der L u ft g e le is te t w ird .

Die gezeigten B ild e r  v e ran sch au lich en  deu tlich , d aß  dieses au sg earb e ite te  
U n te rsu ch u n g sv e rfah ren  zu r E rfo rsch u n g  des S augvorganges des M otors in  
se in e r G esam theit o d e r in  den  E in ze lh e iten  des V organgs geeignet ist.

IV. M eßergebnisse

Die M essungen w u rd en  an  v ierzy lind rigen  V ie r ta k t-F a h rz eu g m o to re n  
m it  d irek te r E in sp r itz u n g  d u rc h g e fü h rt. Zu ein igen b eso n d eren  M essungen, 
zu  E ichungen  w urde  a u c h  die im  K a p ite l I I I  besch rieb en e  s ta tio n ä re  M odell
e in rich tu n g  v e rw en d e t. D er V ierzy lin d erm o to r, dessen  S c h n itt a u f  Bild 3 
g eze ig t w urde, k a n n  d u rc h  fo lgende w ichtigere D a te n  gek en n ze ich n e t w erden:

Bohrung, D =  125 mm ;
Hub, s =  130 mm ;
Zylinderzahl, i =  4;
gesamter H ubraum , 1 // =  6,38 Liter;
Brennraum, u n gete ilt, toroidal;
Außendurchmesser des Brennraum s, dд. =  88 mm;
K om pressionsverhältnis, e =  16;
Nenndrehzahl, n  =  2400 U /m in;
Zahl der Ventile: ein  Einlaß- und ein Auslaßventil;
Einlaßventil: D urchm esser d/, =  50,6 mm; öffnet <p° =  10 “K W  vor О. T.; schließt 

<p° =  50 “K W  n ach  U . T.;
Auslaßventil: Durchm esser 46,6 mm ; öffnet 40 “KW  vor U . T.; schließt 10 “K W  

nach О. T.;
Einspritzpumpe B O S C H  P E 4 A  m it tangentialen N ocken;
Druckrohr — 0 6 x 2 /6 2 0  mm;
Einspritzdüse — zentral angeordnet, von der M ittellinie des Brennraum es etw as 

abgerückt.

Im  V erlauf d e r V ersuche h ab e n  w ir ta n g e n tia le  S au g k an ä le  von v e r 
sch iedener F orm  u n d  A bm essungen  verw endet, w elche beim  E in laß v en til 
des M otors im m er an  d en  gleichen V en tils itz  angeschlossen w aren . D as gem ein
sam e K ennzeichen d e r a u f  B ild  9 darg este llten  S au g k an ä le  b e s ta n d  darin , d aß
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ih re  M itte llin ien  in  d e r N ähe des V en tils itz -Q u ersch n itte s  —  ebenso wie die. 
E rzeu g en d en  der K a n a lf lä c h en  —  G eraden  w aren . D iesen Teil v e rb an d  ein 
re la tiv  w enig g e k rü m m te r  Bogen m it der ebenfalls im m er id en tisch en  E in 
tr i t tsö ffn u n g  des S au g k an a ls . Aus einer d e ra rtig e n  F o rm g eb u n g  der Saug-

Bild 9. Versuchssaugkanäle

k an ä le  ergab  sich der V o rte il, d aß  sie geom etrisch  e in fach  zu defin ieren  w aren, 
fe rn er, d aß  ein en tsp rech en d  lan g er gerader Teil v o r dem  V entil eine geordnete  
S trö m u n g  gew ährte .

D ie Saugkanäle  w u rd en  v o n e in an d er d u rch  den  W inkel x u n te rsch ied en , 
der von  ih ren  M itte llin ien  u n d  der Z y linderkopfebene  eingeschlossen w urde, 
u n d  dessen W ert zw ischen 30° u n d  50° v e rän d erlich  w ar. D eshalb  w urden  bei
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d e r A u farb e itu n g  d e r E rgebn isse  m it diesen W in k e lw erten  die einzelnen 
V a ria n te n  des S au g k an a ls  b eze ich n et. D ie re la tiv e  A n o rd n u n g  d er S augkanäle  
u n d  des M otorzy linders zu e in an d er is t  ebenfalls aus dem  B ild  zu  ersehen . Die 
P ro je k tio n  der M itte llin ie  der S au g k an ä le  schloß m it d er ta n g e n tia le n  R ich tu n g  
e in h e itlich  ß  =  30° ein —  wie dies a u c h  aus der A b b ildung  h e rv o rg e h t —  und  
d ieser W ert b e d e u te te  das K en n ze ich en  der gegebenen M o to rk o n stru k tio n .

Die Ä n d eru n g  v o m  R ich tu n g sw in k e l a  der S augkanä le  fü h r te  gleichzeitig  
z u r Ä nderung  m e h re re r  F a k to re n . I n  e rs te r L inie ä n d e rte  sich d a d u rc h  der 
K a n a lq u e rsc h n itt , a n d e re rse its  die R ic h tu n g  des L u f te in tr i t ts  in  den  Z ylinder. 
D em zufolge k o n n te n  versch iedene W erte  des L u ftw id e rs tan d es  u n d  des D ralls 
e rre ic h t w erden. D ie gem essenen D u rch flu ß zah len  qcr sind  a u f  B ild  10 d a r
g es te llt. D as B ild  10a v e ra n sc h a u lich t die Ä nderung  d er W e rte re r  in  A bhäng ig 
k e it  von  der V en tile rh eb u n g  h, w ogegen a u f  B ild 10b diese als F u n k tio n  des 
K urbelw inkels q>° d a rg e s te llt  sind . B ild  11 zeigt die W erte  der D ra llfa k to re n  a 
u n d  a/C  die m it dense lben  V a ria n te n  des S augkanals gem essen w u rd en .

Die W erte  v o n  fia  u n d  a/C  e rg ab en  sich —  wie au ch  aus dem  B ild  e rs ich t
lich  —- den E rw a rtu n g e n  en tsp rech en d , denn  die ste ileren , also m it g rößeren  
W inke ln  X g ek en n ze ich n e ten  S au g k an ä le  verfügen  ü b e r  eine bessere  D u rch 
flu ß zah l, dagegen ü b e r  einen k le in e ren  D ra llfak to r. M it V erg rö ß eru n g  der 
V en tilö ffnung  e rh ö h en  sich die /m -W erte  der S au g k an ä le  im m er w eniger; 
die /m -K urven  g ehören  bei je d e m  einzelnen K a n a l zu je  e inem  G renzw ert, 
d e r , w ie b e k a n n t, d a n n  e rre ich t w ird , w enn der d u rch  das V en til eröffnete  
Q u e rsch n itt b e re its  g rößer is t als d er k le inste  Q u e rsch n itt / min des S aug
k an a ls . Die D iag ram m e der D ra llfa k to re n  geben zu  g leicher Z e it noch  lineare 
B eziehungen im  B ere ich  der g rö ß eren  V en tilö ffnungen . D ieser U m sta n d  k an n  
d a m it e rk lä rt w e rd en , daß  sich die W irk sam k e it der D ra lle rreg u n g  von  Saug
k an ä len  v e rb esse rt, w en n  der V en tilte lle r  —  bei g rößeren  E rh e b u n g e n  —  im m er 
m eh r auß erh a lb  des L u fts tra h ls  g e lan g t. S e lb stv e rs tän d lich  h ab en  auch  die u- 
bzw . a /C -K urven  e inen  G renzw ert, diese tre te n  jed o ch  bei den  p ra k tisc h  v e r
w endeten  V en tilö ffn u n g en  noch  n ic h t auf. Die obigen A u sfü h ru n g en  b es tä tig en  
die du rch  V erg rö ß eru n g  d er V en tilö ffn u n g  erre ichbare  D ra lle rh ö h u n g , a n d e re r
se its  e rk lä ren  sie d en  C h a rak te r  d e r B ilder 10b u n d  11c.

Die D u rc h sc h n ittsw e rte  v o n  /ло, f.i£ und  (a/C), w elche die S augkanäle  
kennzeichnen  u n d  sich  au f den  S aughub  beziehen , u n d  w elche a n h a n d  der 
D iag ram m e der B ild e r  10 u n d  11 n a c h  der im  K a p ite l I I  e r lä u te r te n  M ethode 
b e s tim m t w u rd en , s in d  in  der T afe l I  zusam m engeste llt.

Im  V erlau f d e r an  lau fen d en  M otoren d u rch g e fü h rten  M essungen h aben  
d ie  zu den einzelnen  Z y lindern  gehörenden  S aug le itungen  —  wie bere its  
e rw ä h n t w urde — u n m itte lb a r  aus d er fre ien  A tm o sp h äre  bzw . aus dem  großen 
A usg le ichbehä lte r gesau g t, w obei d ieser B eh ä lte r die freie A tm o sp h ä re  e rse tz te . 
A u f B ild 12 w erd en  W erte  d a rg es te llt, w elche m it v ersch ied en en  S au g k an ä 
len  gem essen w u rd en , w obei die S aug le itungen  e inh e itlich  eine L änge von
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Bild 10. Durchflußzahlen der V ersuchssaugkanäle (Kurve 1:  a =  50°; K urve 2: a. =  45°; 
Kurve 3: a. =  60°; K urve 4 :  а  =  35°; Kurve 5:  а =  30°)

L  =  1,15 m  und  einen  Q u e rsch n itt v o n  /  =  25,5 cm 2 (cp =  0,888) besaßen . 
D ie u n te re  K u rv en sch a r des B ildes v e ra n sc h a u lich t die W erte  des L iefer
g rad es Я in  A b h än g ig k e it von der M o to r-D reh zah l n ; die in  d er M itte  auf- 
g e tra g e n e  K u rv en sch ar ze ig t die ta n g e n tia le  G eschw indigkeit iv/c, u n d  oben
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h / ds h / ds

'f r°KWJ

B ild  11. Drallfaktoren der Versuchssaugkanäle (K urve 1 : a. =  50°; K urve 2: a =  45°; 
K urve 3 : ot =  40°; Kurve 4:  a =  35°; K urve 5: a =  30°)

s ie h t m an  den fü r  d ie  S au g a rb e it k en nze ichnenden  re la tiv e n  Saug-M ittel- 
d ru c k  A ( p zlp0). A n d en  a u f  dem  Bild gezeigten K u rv e n  s ieh t m an  au f den e r 
s te n  Blick, daß k e in e  d e r  d re i kennzeichnenden  G rößen  eine m ono tone  F u n k tio n  
d a rs te ll t , sondern  a n  den  K u rv e n  kom m en abw echselnd  lokale  M axim a u n d  
M inim a vor. D ieser U m s ta n d  w eist se lb s tv e rs tän d lich  a u f  dynam ische  E rsch e i
n u n g en , S chw ingungen  h in , w elche den S au g v o rg an g  beg le iten . Es is t zu  
erseh en , daß bei d y n a m isc h  aufgeladenen  M otoren  m it d er in  der P ra x is
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T afe l I

K e n n z e i c h n e n d e  D a t e n  d e r  V e r s u c h s - S a u g k a n ä l e

W inkel des 
S au g k an a ls ,

a°

/m in

u {ЛО j u r
( t )

3 0 0 , 5 4 9 0 , 3 7 5 0 , 0 6 1 5 0 , 5 9 8

3 5 0 , 6 2 8 0 , 4 0 2 0 , 0 6 5 9 0 , 5 3 2

4 0 0 , 6 7 1 0 , 4 1 6 0 , 0 6 8 3 0 ,4 7 1

4 5 0 , 7 1 6 0 , 4 3 1 0 , 0 7 0 8 0 , 4 1 2

5 0 0 , 7 6 4 0 , 4 4 0 0 , 0 7 2 1 0 , 3 6 7

b eo b a c h te ten  S ch w an k u n g  des F ü llu n g sfak to rs  auch  d ie  period ische S chw an
k u n g  der S au g arb e it u n d  die In te n s i tä t  des im  Z y lin d e rra u m  erzeug ten  L u f t
w irbels H an d  in  H a n d  g eh t. D ie ö rtlic h e n  Spitzen- bzw . T ie fp u n k te  der K u rv en  
versch iedener A rt (z. В . X u n d  Wi() erscheinen  jed o ch  n ic h t zw angläufig  bei 
g leichen  D rehzahlen .

Die m it S au g k an ä len  m it v ersch ied en en  a -W in k e ln  e rh a lten en  W erte  
s tim m en  sinngem äß g u t  m it den E rg eb n issen  v o n  s ta t io n ä re n  M essungen 
ü b ere in  (s. Tafel I ) ;  m it  d en  V a ria n te n , w elche größere D u rch flu ß zah len  b e s it
zen , k a n n  m an bei g e rin g ere r S a u g a rb e it einen besseren  F ü llu n g sfak to r, ab er 
geringeren  L uftw irbel e rre ichen .

Ä hnlich  den g esch ild e rten  V o rg än g en  e rh ä lt m an  p e riod ische  Z usam m en
h än g e  fü r jedes der u n te rsu c h te n  K en n ze ich en , w enn  m a n  n ich t m it id e n ti
schen , sondern  m it v e rsch ied en en  L än g en  L  der S au g le itu n g en  den  V ergleich 
d u rc h fü h rt, wie aus d em  B ild  13 h e rv o rg e h t. A u f d iesem  B ild  sind M eß
ergebnisse  au fg e trag en , w elche bei x  =  30°, d. h. m it d em  engsten  S aug
k a n a l u n d  m it einigen S au g le itu n g en  v o n  versch iedener L än g e  e rh a lten  w urden . 
D ie m it S augleitungen  v o n  v e rsch ied en er L änge e rh a lte n e n  K ennzeichen  e rge
b e n  n u n  kein  so e inhe itliches B ild ; h ie r i s t  auch  die A rt d e r  K u rv e n  w esentlich  
versch ieden . Die S itu a tio n  w ird  jed o ch  so fo rt ü b e rs ich tlich e r, w enn die Ä nde
ru n g  der gen an n ten  K en n ze ich en  in  F u n k tio n  des S tro u h a lsch en  K rite riu m s 
d a rg e s te llt  w ird, wie es a u f  den  B ild e rn  14 u n d  15 zu seh en  is t.

A u f den B ildern  14 u n d  15 w u rd e  gleichzeitig  m it d e r S trouhal- Z ahl 
(Sh)  a u f  der Abszisse das V erh ä ltn is  d e r  S e lbstschw ingungszah l v der in  der 
S au g le itu n g  befind lichen  L u ftsäu le  zu r Z ah l f  der S au g p erio d en , v/f, d. h . die 
O rd n u n g szah l der E rre g e rh a rm o n isc h e n  d a rg este llt.

D arau s k ann  als e rs te  K onsequenz  gezogen w erden , d a ß  das S trouhalsche  
K rite r iu m  in  der T a t  d ie  B ed ingung  d e r Ä h n lichke it v o n  S augvorgängen  is t, 
d en n  die u n te r  v ersch ied en en  V erh ä ltn issen  gem essenen K u rv e n  sind in  ih re r 
A r t n ic h t w eit v o n e in an d e r e n tfe rn t. (H ie r  w ird  in  e rs te r  L in ie  an  die p e rio d i
schen  Ä nderungen  d e r G ip fe lp u n k te  bzw . der M inim a d e r  K u rv e n  gedach t.)
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B ild  12. Kennwerte des Saugvorganges bei verschiedenen Saugkanälen in  Abhängigkeit von  
der Drehzahl; Länge der Saugleitung L  =  1,15 m (Kurve 1: a  =  50°; K urve 2: a =  45°; 

K urve 3:  a  =  40°; K urve 4:  a  =  35°; Kurve 5: a  =  30°)

G leichzeitig  k an n  m a n  sehen, d aß  fü r  die vollkom m ene Ä h n lich k e it auch noch  
w e ite re  B ed ingungen  vorliegen , d en n  die en tsp rechenden  K u rv e n  in  ab so lu ten  
W e rte n  bei Sh —  k o n s ta n t  sind  keinesw egs m ehr id e n tisc h . Z ur w eite ren  
A n a ly se  bzw. E rk lä ru n g  dieser E rsch e in u n g  w erden  je d o c h  auch  die die 
E in ze lh e iten  des S augvorgangs ersch ließenden  und  im  B ild  16 da rg este llten  
M essungs-D iagram m e herangezogen .
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Bild 13. Kennwerte des Saugvorganges bei Saugleitungen von verschiedener Länge in Abhän
g igkeit von der Drehzahl: für den Saugkanal ist: a =  30° (a: L  = 1,65 m; b: L  1.30 m;

c) L =  1,15 m; d)  L  =  0,90 m)
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B ild  14. Kennwerte des Saugvorganges bei verschiedenen Saugkanälen als hunktion des 
Strouhalschen K riterium s; Länge der Saugleitung: L =  1,15 m  (K urve 1: a =  50°; 

Kurve 2: a  =  45°; K urve 3: a = 40°; Kurve 4:  a  =  35°; K urve 5: <x 30°)

A u f Bild 16 s in d  ein ige kennzeichnende B eispiele au fgezeichnet, w elche 
d ie  in  dem  m it 2 b e z e ic h n e te n  Q u ersch n itt v o r dem  S äu g v en til und  die in  
d em  Zylinder a u f tre te n d e n  V erhältn isse  bei S trö m u n g en  v eran sch au lich en , 
w elche durch  versch iedene  S trouha l-Z ah len  c h a ra k te r is ie r t  sind . A uf dem  
B ild  sieh t m an in  A b h ä n g ig k e it vom  D rehw inkel d er K urbelw elle  das D ru ck 
v e rh ä ltn is  p 2/p 0, das Im p u lsm o m e n t M  u n d  die d im ensionslose L uftm enge Л.
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Í = 0  I f

Bild 15. K ennwerte des Saugvorganges bei Saugleitungen von verschiedener Länge in  Ab
hängigkeit von dem  Strouhalschen Kriterium ; für den Saugkanal ist: cc =  30° 

(K urve 1 : L  =  1,65 m; K urve 2:  L  =  1,30 m; K urve 3: L  =  1,15 m; K urve 4: L  =  0,90 m;
K urve 5: L  =  0,70 in)

L e tz te re  B ezeichnung  w u rd e  zw ecks Ü bersich tlichke it e in g e fü h rt. Ih re  I n te r 
p re ta tio n  is t  fo lgende:

A =  — 7 & ------- [1/"KW], (31)
6n G* dt

■J t,.ö.
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B ild  16. Einige charakteristische Saugvorgänge bei verschiedenen W erten des Strouhalsehci: 
Kriterium s (Saugkanal a  =  30°), w enn a) Sh — 11,32, n =  2280 1/m in, L =  1,65 m: 
h) Sh =  13,56, n =  241.5 1/m in, L  1,30 m; c) Sh =  15,86, n =  2335 1/min, L  =  1 , 1 5

d . h . die M eßzahl A  ze ig t den e in strö m en d en  A nteil d e r ganzen  L uftfü llung  
w äh ren d  1° K W . (D ie In te g ra tio n  d er Л -K urven  n ach  d e r W inke ldauer de- 
V entilö ffnens e rg ib t se lb s tv e rs tä n d lic h  1, u n d  in d ieser W eise is t die F läche  
u n te r  den K u rv en  im m er id en tisch  u n d  gleich der E in h e it.)
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'f L°KW]

d)  Sh - 17,14, n =  1507 1/m in, L =  1,65 m; e) Sh =  17,16, n = 1910 1/m in, L  =  1.30 m; 
f )  Sh =  20,78, n =  1241 1/m in, L  =  1,65 m; g )  Sh =  20,78, n =  1578 1/m in, L =  1,30 m; 

h) Sh =  23,00, n -  1427 1/min, L  =  1,30 m

A uch d u rch  den  W ert von  Л k a n n  m an  die bere its  v o rh e r in te rp re tie r te  
ta n g e n tia le  G eschw ind igkeit au sd rü ck en , denn d u rch  den  V ergleich der 
A u sd rü ck e  (20) u n d  (31) e rh ä lt m an  fo lgende G leichung:
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—  - - - - - - - - dcp0
j j} n j  (ein) О У2 № _____

Г A d < p ° + - ^ —
J (ein) У о К ? .

( 3 2 )

w o D  eine K o n s ta n te  is t ,  w elche die M o to rd a ten  u n d  w eite re  von  dessen 
B e tr ie b  unabhäng ige  F a k to re n  e n th ä lt .

V or einer e ingehenden  A nalyse  sei noch  die B eziehung  aufgezeig t, w elche 
zw ischen  der S tro u h a l-Z a h l u n d  der in  d er S au g le itu n g  en ts teh en d en  
W in k e ld au e r des W ellen lau fs  b e s te h t. Sofern die S elbstschw ingungszah l der 
in  d e r  Saugleitung v o rh a n d e n e n  L u ftsäu le

V
ac_
4L

b e tr ä g t ,  is t die Z ah l d e r  a u f  eine volle S augperiode  en tfa llen d en  Schw in
g u n g en :

V

n
120

D ie W inkeldauer des m it d er G eschw ind igkeit a 0 fo rtsc h re ite n d en  W ellenlaufs 
b e t r ä g t  dagegen:

L*
„ L 720
o n -----= -------

a0 Sh

E inige von den  a u f  B ild  16 da rg este llten  S trö m u n g sfä llen  (z. B . d  u n d  c, 
fe rn e r  f  und  g) k ö n n e n  m it d er gleichen S tro u h a l-Z ah l c h a ra k te ris ie rt 
w erd en . Den K u rv e n  is t  le ich t anzusehen , d aß  die in  d iesen  F ä llen  sich absp ie
le n d e n  Vorgänge eine e rh eb lich e  Ä hn lichkeit aufw eisen , t ro tz  d er b eo b ach te ten  
V ersch iedenheiten  h in s ic h tlic h  d e r M oto rd rehzah l u n d  d e r L änge des S aug
ro h re s . V ollkom m ene Ü b e re in s tim m u n g  f in d e t m an  z. B . h in sich tlich  d er W in 
k e ld a u e r  von S e lb stschw ingungen  d e r nach  dem  V en tilsch ließ en  sich selbst ü b e r
lassen en  L uftsäu le, des A b lau fs d er D ruckschw ingungen ; au ß e rd em  b e s te h t auch 
n o c h  eine große Ä h n lich k e it in  d er F o rm  der Л -K u rv e n  w äh ren d  des V en tilö ff
n en s. Im  w esentlichen  is t  h ie ra u f  die bere its  frü h e r e rw ä h n te  A bhäng igkeit der 
A-, w,.- und  A ( p zjp0)- K u rv e n  vom  S tro u h a l-K rite riu m  zu rü ck zu fü h ren .

A uf Bild 16a s ie h t m an  V orgänge, die sich be i Sh  =  11,32 absp ielen . 
B e re its  aus dem  B ild  g ing h e rv o r, daß  bei d ieser S tro u h a lsch en  Z ahl sow ohl 
d ie A-Kurve als au ch  d ie  Mi;(-K u rv e  ein M inim um  au fw eist. H ie r k an n  m an  d a 
h e r  das gem einsam e E n ts te h e n  eines re la tiv  k le inen  F ü llu n g sfak to rs  u n d  einer
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k le in en  ta n g e n tia le n  G eschw ind igkeit b eo b ach ten . D em  B ild  16a e n tsp re c h e n d  e r 
re ic h t d e r  D ru c k p 2/Po seinen M ax im alw ert v o r dem  S äu g v en til, n ach  dem  S ch lie 
ß en  des S äugven tils , be i einer S te llu n g  d e r K urbelw elle (p° =  250 °K W . A n dem  
geschlossenen  S äu g v en til t r i t t  eine vo lle  R eflex ion  au f, u n d  die in  d er S aug
le itu n g  in  ke iner G leichgew ichtslage b efin d lich e  L u ftsäu le  b eg in n t, sich  selbst 
ü b e rla ssen , zu  schw ingen. D ie vo lle  S chw ingungsperiode b e trä g t :  4ç>* =  
=  4(720/S/i) =  254 °K W , in  g u te r  Ü b ere in stim m u n g  m it d er A b b ild u n g . 
D em en tsp rech en d  e rre ich t die im  R o h r freie  Schw ingungen au sfü h ren d e  L u f t
säu le  ih r  le tz te s  D ru ck m in im u m  bei e iner K urbelw ellenste llung  v o n  631°, 
d. h . bei 89° v o r dem  oberen  T o tp u n k t  des nächsten  S au g tak te s . V on d ieser 
S te llu n g  ausgehend  e rh ö h t sich  e rn e u t d er D ruck  in  d er S au g le itu n g ; d ieser 
U m sta n d  bew eist, d aß  aus d er fre ien  A tm o sp h äre  kom m end , die L u f t  im m er 
s tä rk e r  besch leu n ig t das R o h r a u ffü llt. D iese A ufladungsperiode  h ä l t  b is zu 
2<j:>* =  127° vo r, d. h. u m  38° n ach  dem  oberen T o tp u n k t e rre ich t b e re its  die 
R eihe  d e r  d ruck - u n d  g esch w in d ig k e itsv erm in d ern d en  W ellen  den  Z y linder. 
N ach  d er ku rzze itigen  R ü ck strö m u n g , w elche dem  V entilö ffnen  fo lg t (10 ° kW  
v o r  dem  oberen  T o tp u n k t) , w obei die R ü ck strö m u n g  als Folge des größeren  
D ruckes d e r im  Z y linder zu rü ck g eb lieb en en  Gase a u f tr i t t ,b e g in n t ,  e n tsp rech en d  
den  ob ig en  A usfü h ru n g en , die A u fla d u n g  des Z ylinders p ro p o rtio n a l d er V e n til
e rh e b u n g  bzw . der V erg rößerung  des W erte s  von per -— wie dies aus d er K u rv e  
Л  e rs ich tlich  is t. O bzw ar bei d ieser S te llu n g  der K urbelw elle die W erte  von  per 
n o ch  im m er anw achsen , v e rm in d e rt s ich  wegen der g en an n ten  G rü n d e  die 
S te ilh e it d er K urve  Л bere its  vom  38° K urbelw inkel an , u n d  sp ä te r  au ch  ih r 
a b so lu te r  W ert.

D ie B ew egung des K olbens n ach  d e r oberen T o tlage  e rh ö h t das V olum en  
des Z y lin d ers  u n d  e rzeug t d a rin  eine re la tiv e  D ru ck v erm in d eru n g ; d a m it w ird  
eine R e ih e  v o n  d ru ck v e rm in d e rn d en  W ellen  in  R ich tu n g  des fre ien  R o h ren d es 
g e s ta r te t .  V on h ier w ird  —  wie b e k a n n t —  eine R eihe von  d ruck- u n d  geschw in 
d ig k e itsv e rg rö ß e rn d en  W ellen zu rückgew orfen , welche den  Z y linder n a c h  der 
o b eren  T o tlag e , m it B eginn  bei 2<p* =  127° erre ich t. D ieser A ugen b lick  is t 
an  den  K u rv e n  des B ildes 16a g u t zu  sehen , da von diesem  B eginn  an  d e r D ru ck  
p .,/p0 u n d  au ch  die W erte  von  Л  ra p id  zunehm en . Die D ru ck e rh ö h u n g  d a u e r t  
b is zum  vo llkom m enen  A bbrem sen  d e r L uftsäu le , das E in s trö m e n  w ird  
dagegen  v o n  den  sich im m er m eh r v e rm in d e rn d e n  per- W erten  b e sc h rä n k t, w obei 
diese V erm in d eru n g  von  dem  sich sch ließ en d en  V entil v e ru rsa c h t w ird . D em 
zufolge e n ts te h t  bei d ieser S tro u h a l-Z a h l die in te re ssan te  S itu a tio n , d aß  
w egen des g roßen  V erzögerungsw inkels des W ellenlaufs die vom  K olb en  g e s ta r
te te n  W ellen  n u r  m eh r zu  sp ä t, m it  k le in e r  V en tilö ffnung  re f le k tie r t w erd en , 
w ogegen d ie  im  S au g ro h r z u rü ck b le ib en d en  Schw ingungen die E in s trö m u n g  
bei n och  w enig  geöffnetem  V en til zu  f rü h  auslösen. Im  B ereich  d er g rö ß e
ren  V en tilö ffn u n g en , bei 100— 120° K u rb e lw in k e l, is t d ah e r die G eschw ind ig 
k e it des E in strö m en s sehr n iedrig .
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Als eine n a tü r lic h e  F o lge obiger A u sfü h ru n g en  t r i t t  ein au ß ero rden tlich  
k le in e r  F ü llu n g sfak to r a u f . D ie e n ts ta n d e n e n  Im p u lsm o m e n te  u n d  die ta n g e n 
tia le  G eschw indigkeit s in d  ebenfalls n ic h t g roß , d enn  bei den g ü nstig sten  
W e rte n  von  a/C is t d e r  Л W e r t sehr k lein , u n d  dies v e rm in d e rt, nach  dem  A us
d ru c k  (32), q u a d ra tisc h  d e n  W ert von  wh. D as im  B ild  15 festg este llte  ö rtliche  
M in im um  an  der гСд-K u rv e  e n ts te h t gerade  bei der S trouha l-Z ah l, bei 
d e r d as  M inim um  d e r  /L K u rv e  genau m it dem  m ax im alen  W ert von  a/C  
zu sam m en fä llt, d. h . m it  dem  110-ten W in k e lg rad  d er K urbelw ellend rehung .

B ei diesem  S trö m u n g sfa ll is t auch  die S a u g a rb e it r e la tiv  klein, d enn  
in fo lge  der an fän g lich en  b ed eu ten d en  E in s trö m u n g  k an n  im  Z y lin d errau m  
k e in e  große D epression  a u ftre te n .

B ei S tro u h a l-Z a h le n , die k le iner sin d  als die d arg este llten , w ird  
d er Y erzögerungsw inkel im m er größer. In  d iese r W eise k a n n  auch der F a ll 
e in tre te n , daß  die v o m  K o lben  g e s ta r te te n  W ellen  e rs t n ach  dem  Schließen 
des V en tils  den Z y lin d e r  erreichen. In  diesen F ä llen  w ird  die vom  K olb en  
ge le is te te  A rbeit led ig lich  fü r  die E rreg u n g  des S chw ingungszustandes der im  
S au g ro h r befind lichen  L uftsäu le  v e rw a n d t, u n d  lediglich die w ährend  d er 
Schw ingungen  in d er L u ftsä u le  gespeicherte k in e tisch e  E nerg ie  k an n  den Z y lin 
d e r au fladen . D ieser V o rg an g  b es itz t jed o ch  einen  sehr sch lech ten  W irkungsg rad , 
d a h e r  is t der Sh  1 2 -B ere ich  —  den  m an  als den  B ereich  der langen  V er- 
zögerungszeiten  b e z e ic h n en  k an n  —- fü r  den  B e trieb  von  V ie rtak t-V erb ren 
n u n g sm o to ren  u n g ü n s tig .

D ie B ilder 16a b is  16g illu strieren  a n h a n d  ein iger B eispiele jenen  B ereich  
v o n  S tröm ungsfä llen , d e re n  G renzen bei 12 <  S h  <^ 21 liegen. D ieser B ereich  
k a n n  U bergangszone g e n a n n t w erden. In fo lge  d er W erte  d er V erzögerungs
w in k e l erreichen die v o m  K olben g e s ta r te te n  W ellen  den  Z y linder noch л ог 
d e r g rö ß ten  V en tilö ffn u n g , gleichzeitig k o m m t jed o ch  das zw eite B ückw erfen  
d e r W ellen vom  o ffen en  R ohrende e rs t e rh eb lich  n ach  d er m ax im alen  V e n til
ö ffn u n g  an.

A uch bei d er A n a ly se  der B ilder 16b bis 16g k a n n  m an  dem  v o ran g eh en 
d en  B eispiel folgen. D e r  V organg des E in s trö m en s  k a n n  auch  h ier als R e su l
ta n te  zweier E ffek te  e r re ic h t w erden, von  d en en  der eine aus dem  R ückw erfen  
d e r vom  K olben g e s ta r te te n  W ollen b e s te h t, der andere  dagegen aus demО ОС*
Schw ingungsbild  d e r  sich  selbst ü b erlassenen  L u ftsäu le , w elche beim  O ffnen 
des S äugven tils  die im  R o h r herrschenden  V erh ä ltn isse  b estim m t.

D er au f B ild 16b gezeig te  Fall sp ie lt sich  bei einem  W e rt von  Sh  =  13,56 
ab , wo der F ü llu n g s fa k to r  einen m ax im alen  W e rt an n im m t. Aus dem  B ild  is t 
d e u tlic h  zu ersehen, d a ß  in  diesem  F all die infolge der beiden  genann ten  E ffe k te  
e n ts te h e n d e  E in s trö m u n g sw elle  den Z y linder im  B ereich  der g röß ten  V e n til
ö ffnungen  erre ich t, u n d  so k ann  dieser e rheb lich  aufgeladen  w erden. D as ö r t 
liche  M axim um  d er G eschw ind igkeit м>/, e rg ib t sich bei einer etw as g rö ß eren  
S tro u h a l-Z ah l, w en n  infolge der noch  k le in eren  V erzögerungsw inkel d e r
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G ipfel der K u rv e  Л  sich  in  R ich tu n g  der größeren  Y en tilö ffn u n g en  bzw. der 
a/C-W erte  v e rsch ieb t. M it R ü ck sich t d a rau f, daß  in  dem  darg este llten  Fall 
die L u ft zu R eg inn  des S a u g ta k te s  aus dem  S augrohr in  R ic h tu n g  des offenen 
R ohrendes s trö m t, m u ß  d er K olben  sie zu e rs t ab b rem sen , d an n  in  R ich tu n g  
des Z ylinders w ieder besch leun igen , d ah er e n ts te h t sow ohl in  d er Saug le itung  
als auch  im  Z y lin d er eine erheb liche D epression, w elche au ch  eine große S aug
a rb e it zu r Folge h a t.

D as B ild 16c ze ig t den  S tröm ungsfa ll, den bei einem  S h  =  15,86 e n t
s teh en d er n ied rig er F ü llu n g sfa k to r k ennze ichnet. D iese E rsch e in u n g  w eist 
eine Ä h n lichke it m it d e r a u f  B ild  16a e rlä u te r te n  S trö m u n g , m it dem  U n te r
schied , daß  infolge d er k ü rze ren  D au er des Y erzögerungsw inkels die L uftsäu le  
zw ischen zwei S a u g ta k te n  zwei volle Schw ingungen a u sfü h ren  k an n , und  auch 
die d u rch  den K o lben  g e s ta r te te n  W ellen re la tiv  f rü h e r ankom m en. Die 
g en an n ten  zwei E ffek te  schw ächen  sich jed o ch  gegenseitig  ab , wobei der 
b eo b ach te te  sch lech te  F ü llu n g sfa k to r e n ts te h t.

Die B ilder 16d u n d  16e, fe rner die m it 16f u n d  16g beze ichneten  A bb il
dungen  v e ran sch au lich en  S trö m u n g en , w elche d u rch  einen  g u ten  F ü llungs
fa k to r  g ekennze ichne t sind . Bei V erm inderung  der W in k e ld au e r des W ellen
laufes fü h rt die L u ftsäu le  im m er m ehr Schw ingungen aus, u n d  —  wie ers ich t
lich —  k an n  vo r dem  Schließen  des V entils, am  E nde  des S a u g ta k te s , eine im m er 
s tä rk e re  R iick s trö m u n g  b e o b a c h te t w erden . D as E rsch e in en  u n d  S tärker- 
w erden  der R ü c k s trö m u n g  b rin g t ein neues E lem en t in  den b isherigen  A spekt. 
Bei einem  W ert von  Sli --  20,78 sind näm lich  (B ild 16f u n d  16g) die von den 
Schw ingungen v e ru rsa c h te n  und  vom  K olben  u n m itte lb a r  ausgelösten  E ffek te  
v o n e in an d er fa s t um  eine ha lb e  P eriode verschoben , dem zufolge schw ächen 
sie gegenseitig  ih re  W irk u n g  ab. Zu B eginn des S au g tak te s  e n ts te h t  durch  die 
Schw ingungen ein b ed eu ten d es  E in strö m en , w odurch  im  Z y lin d er die D epres
sion v e rm in d e rt w ird . D em zufolge e rg ib t sich  im  vo llen  S a u g ta k t eine re la tiv  
ausgeglichene E in s trö m u n g  ohne eine R ü ck strö m u n g , u n d  das b rin g t, bei 
k leiner S au g arb e it, einen g u ten  F ü llu n g sfak to r m it sich. B ei Sh  =  23 — 
w ofür ein B eispiel a u f  B ild  16h zu sehen is t —  erscheinen  beide E ffek te  
gleichzeitig . F a s t  im  selben  A ugenblick  k o m m t beim  Z y linder die vom  K olben 
und  von  den  S chw ingungen  v e ru rsach te  D ruckw elle an , dem zufo lge e n ts te h t 
bei den  g rößeren  V en tilö ffn u n g en  ein k rä ftiges E in strö m en , das au ch  von  einem  
besonders hohen .1 -W ert bek en n ze ich n e t is t. Infolge der k le inen  W ellenlauf
w inkel k o m m t jed o ch  b a ld  das zw eite R ückw erfen  in  F o rm  v o n  druck- und 
gesch w in d ig k e itsv erm in d ern d en  W ellen an, u n d  in dieser W eise w ird  die L u ft
säule noch  vor d er u n te re n  T o tlage  abgeb rem st. D em zufolge b eg in n t aus dem  
aufgeladenen  Z y linder eine b ed eu ten d e  R ück strö m u n g . D as E in s trö m e n  erfolgt 
bei g roßer G eschw ind igkeit u n d  gerade bei den besten  a /C -W erten , d ah e r e rh ä lt 
m an  im  Z ylinder einen in ten s iv en  L uftw irbel. Infolge der R ü ck strö m u n g , die 
n ich t zu  v ernach lässigen  is t, k a n n  m an  dagegen in  diesen F ä llen  an  der
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K u rv e  des F ü llu n g sfak to rs  (B ild  15) einen T ie fp u n k t en td eck en . Die zu  B eginn 
des Saugens b eg innende  D epression  e rh ö h t se lb s tv e rs tän d lich  auch  die S au g 
a rb e it ,  was auch aus dem  B ild  15 zu  ersehen is t.

D er B ereich S h  21 —  d e r als d er B ereich von  S trö m u n g en  m it k leinen  
Y erzögerungsw inkeln  b eze ich n e t w erden  k an n  —  e rg ib t d a h e r d an n  einen 
g u te n  F ü llungsg rad  t r o tz  d er in ten s iv en  R ü ck strö m u n g , w elche am  E n d e  des 
S a u g ta k te s  a u f tr i t t ,  w en n  d er Z y lin d er re la tiv  g le ichm äßig  aufgeladen  w ird , 
u n d  w enn im  B re n n ra u m  die k le in s te  G eschw indigkeit w k e n ts te h t. D ie große 
ta n g e n tia le  G eschw ind igkeit is t jed o ch  m it einem  sch lech te ren  F ü llu n g sfak to r 
u n d  einer größeren S a u g a rb e it v e rb u n d en .

B isher w u rd e  die W irk u n g  des S trouha lschen  K rite r iu m s au f den  S aug
v o rg a n g  u n te rsu c h t u n d  ein Ü b erb lick  ü b er jen e  F a k to re n  gegeben, w elche 
h ie rv o n  in  e rste r L in ie  ab h än g en . D ie fo lgenden A u sfü h ru n g en  w erden  sich 
m it  w eiteren  B ed in g u n g en  d er Ä h n lich k e it beschäftigen .

Im  Z u sam m en h an g  m it dem  B ild  15 w urde b e re its  erw ä h n t, daß  die abso
lu te n  W erte  der e inzelnen  Я-K u rv e n  selbst bei W e rte n  v o n  Sh  =  k o n s ta n t 
v o n e in an d e r abwre ichen , w as m it d e r V ersch iedenheit d e r w eite ren  Ä h n lich 
k e itsb ed in g u n g en  e rk lä rlich  is t. D a rü b e r h inaus k a n n  a n h a n d  des B ildes 15 
a u c h  noch fe s tg e s te llt w erden , d aß  einzelne c h a ra k te ris tisch e  P u n k te  der 
Я-K u rv en  hei s tre n g  gleichen S tro u h a l-Z ah len  ebenfalls n ic h t erscheinen. 
So verschieben sich  zum  B eispiel die G ipfelw erte d er F ü llu n g sfak to ren  bei 
S h  ^  14, ferner be i Sh  ^  17 im m er m ehr in  R ic h tu n g  d e r g rößeren  S tro u h a l
sch en  Zahlen, so w ie sich  die L änge d er S aug le itung  L  v e rk ü rz t. D ies wreist 
d a r a u f  h in, daß  die C h a ra k te r is tik  d er K u rv en  ebenfalls n ic h t ausschließlich  
v o n  dem  S tro u h a lsch en  K rite r iu m  abh än g ig  ist.

Die im  Bild 15 d a rg e s te llte n  u n d  du rch  die Я-K u rv e n  gekennzeichneten  
F ä lle  erfüllen die B ed in g u n g  Sh  =  k o n s ta n t zw ar bei d en  gleichen W erten  
v o n  fja und  q>, also bei П 3 =  fwcp =  k o n s ta n t, jed o ch  bei s te ts  abw eichenden  
R ohrlängen  L .  F o lg lich  is t au ch  in  d en  a u f  die gleiche V ertik a le  fa llenden  P u n k 
te n  die M otordrehzah l n  bzw . die m ittle re  K o lbengeschw ind igkeit cm ebenfalls 
versch ieden . D em zufolge ä n d e r t  sich  auch  der W e rt des /72-K rite riu m s, und  
zw ar in  der W eise, d a ß  bei k ü rze ren  Saugrohren  П 2 g rö ß er is t. D as b e d e u te t, 
d a ß  die m ittle re  E in strö m u n g sg esch w in d ig k e it w äch st, u n d  dieser U m stand  
b e d in g t auch das A nw achsen  d er im  Z y linder e n ts te h e n d e n  D epression. Die 
Ä n d eru n g  des /70-K rite r iu m s in  d er g en an n ten  W eise v e rä n d e r t  dem nach  neben 
d e r V erm inderung  des ab so lu ten  W ertes  der F ü llu n g sfak to ren  auch  noch  die 
B edingungen  der W ellen reflex ion  a u f  der V en tilse ite , u n d  zw ar so, d aß  die 
L u ftsäu le  sp ä te r g e d ä m p ft w ird  [s. B eziehung (10)]. D a m it is t der U m stan d  
verb u n d en , daß  au ch  n a tu rg e m ä ß  die freien S chw ingungen  im  S augroh r sp ä te r  
s ta r te n , wie dies z. B . aus dem  V ergleich der B ilder 16d u n d  16e h e rv o rg eh t. 
(Im  Bild 16d is t n = 1507 U /m in . u n d  dabei is t im Bild 16e n  =  1910 U /m in.) 
D ie  W inkeldauer w ird  jed o ch  d a d u rc h  n ich t v e rä n d e rt, d enn  sie h ä n g t led ig
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lieh  v o n  d e r S trouha l-Z ah l ab . D ah e r w ird  sich zu B eg inn  des n äch sten  
S au g zy k lu s  d e r  in  der S aug le itu n g  b efin d lich e  S augzustand  in  e inem  P h a se n 
rü c k s ta n d  b e fin d en . D ieser P h a s e n rü c k s ta n d  k an n  jed o ch  d a n n  k o m p en sie rt 
w erd en , w en n  sich die W in k e ld au er d er Schw ingungen v e rm in d e r t , das h e iß t, 
w enn  sich  d ie  S tro u h a l-Z ah l e rh ö h t. Z u a lle rle tz t liegt h ie r d ie U rsach e  fü r  
die V ersch ieb u n g  der ch a ra k te ris tisch e n  P u n k te  der Я-K u rv en  in  R ic h tu n g  der 
g rö ß eren  S tro u h a l-Z ah len .

E in e  ähn lich e  E rsch e in u n g  t r i t t  au ch  d a n n  auf, w enn m an  das K rite riu m  
П 3 v e rä n d e r t .  A uch  in  d iesem  F a ll v e rä n d e rn  sich die B ed in g u n g en  d er R e 
flex io n , u n d  zw ar ve rm in d e rt sich m it E rh ö h u n g  von П 3 das M aß d e r R eflex ion . 
(B ei geschlossenem  V entil, w enn /лау =  0 is t ,  t r i t t  näm lich  eine vo lle  R eflex ion  
au f.) D ie A bschw ächung  der R eflex ion  f ü h r t  e rneu t zur sp ä te re n  D äm p fu n g , 
es e n ts te h t  also  ta tsä c h lic h  d er v o rh e r  e rw ä h n te  Fall. Ü ber diese A u sfü h ru n g en  
k a n n  m a n  sich  b is zu einem  gew issen G rad  auch  an h an d  des B ildes 14 ü b e r
zeugen , w o eben  die abw eichenden  W e rte  [io d e r Saugkanäle  die i7 3-B ed ingung  
v e rä n d e rn . E in  w esentlich  g rößerer U n te rsch ied  is t a u f  dem  B ild  17 zu  sehen, 
w obei gezeig t w ird , daß  m it H ilfe  v o n  S augroh ren  m it v e rsch ied en en  Q uer
sc h n itte n  f  versch iedene 773-K rite rie n  h e rg e s te llt  w erden k o n n te n . (B ei den 
K u rv e n  im  B ild  w aren  ü b rigens die S au g k an ä le  iden tisch , d ie  fü r  d ie  zwei 
v e rsch ied en en  K u rv en sch aren  gü ltigen  R o h rlän g en  L  w erden  im  B ilde v e r
an sc h a u lic h t.)  D ie K u rv en  lie fe rn  einen  e in d eu tig en  Beweis fü r  u n se re  B e h a u p 
tu n g  m it d e r  E rg än zu n g , d aß  die B e d in g u n g  I 7 3 auch a u f  die B ild u n g  des 
a b so lu te n  W e rte s  der F ü llu n g sfak to ren  v o n  E in flu ß  ist.

D ie A u sfü h ru n g en  ü b e r die Ä hn lichke itsb ed in g u n g en  1J1 u n d  I73 w erfen 
au ch  n och  eine F rage  des A spek tes au f. A n h an d  der gegebenen D ars te llu n g  
e rsch e in t die frü h ere , aus dem  S c h rif ttu m  b e k a n n te  B ehand lungsw eise  u n zu 
tre ffe n d , w o n ach  die dynam ische  A u fla d u n g , oder der S au g v o rg an g  m it H ilfe 
des V e rh ä ltn isse s  der S e lbstschw ingungszah l d er L uftsäu le  u n d  d e r P e rio d iz itä t 
des Saugens bzw . du rch  die m ech an isch  v e rs tan d en e  A nalyse  d e r  E rre g e r
h a rm o n isch en  b eh an d e lt w erden  k a n n . D ie an g efü h rten  B eisp iele  bew eisen, 
d aß  die G ip fe lw erte  der F ü llu n g sfa k to re n  o d e r ih re  M inim a n ic h t zw ang läu fig  
m it irg e n d e in e r b e s tim m te r O rd n u n g szah l d e r E rreg erh arm o n isch en  zu sam m en 
fa llen . E in e  w eite re  b ed eu ten d e  A bw eich u n g  k a n n  dann  fe s tg e s te llt  w erden , 
w enn  au ch  die B ed ingung d er geo m etrisch en  Ä hnlichkeit v e rä n d e r t  w ird, 
w o rü b er b e re its  frü h e r b e r ic h te t w urde  [11]. D aher können  die G ese tzm äß ig 
k e ite n  d e r dy n am isch en  A u flad u n g  led ig lich  d u rch  A nw endung d e r Ä hn lich 
k e itsb e d in g u n g e n  b eh an d e lt w erden . O b zw ar w ir über die fü r  die ex ak te  
B esch re ib u n g  erfo rderlichen  D a te n  zu r Z e it n ich t verfügen, k ö n n e n  an h an d  
des fo lgenden  B ildes 18 einige w eitere , a ls n ü tz lich  erscheinende F o lgerungen  
gezogen w erd en .

A u f B ild  18 w ird  bei ein igen c h a ra k te ris tisch e n  W erten  des S tro u h a lsch en  
K rite r iu m s  das V erhältn is des F ü llu n g sfa k to rs  u n d  der Ä h n lich k e itsb ed in g u n g
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TJ0. bzw . П 3 gezeig t. A u f  dem  Bilde -wurden die W e rte  d er F ü llu n g sfak to ren  
Я in  A bh än g ig k e it des K rite riu m s /72 d a rg es te llt, w obei d e r P a ram e te r  der 
einzelnen  K u rv en  TT3 =  fia • <p =  k o n st. B ed ingung  is t. Im  B ild geht aus der

i=  0/f
B ild  17. W erte v o n  F ü llu n g sfa k to r en  b e i S a u g le itu n g en  m it  v ersch ied en en  Q u ersch n itten , 
w en n  a) L  =  1,45 m  u n d  b) L  =  1,15 m  (K u rv e  1 : 773 =  fiary =  0 ,3278; K urve 2: П я =  

=  fxarf =  0 ,3800; K urve 3: /7., =  fury = 0 ,4820

m it ausgezogener L in ie  darg este llten  K u rv e  I  (773 =  0,29 50) hervor, d aß  der 
W e rt der B ed in g u n g  П 2 den F ü llu n g sfak to r des M otors erheblich  b e e in flu ß t. 
D iese W irkung  i s t  je d o c h  bei den versch iedenen  S tro u h a l-  Zahlen n ich t g le ich 
la u te n d . Bei den  k le in e re n  W erten  d ieser Z ah len  v e rsc h le c h te rt sich Я w esen t-
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lieh  m it dem  A nw achsen  von  П.,, w ogegen bei Sh  =  30 eine V ersch lech terung  
p ra k tis c h  k au m  m eh r a u f t r i t t .  Als E rk lä ru n g  dieser E rsch e in u n g  dienen  die 
im  V erlau f der dy n am isch en  A u flad u n g  a u ftre te n d en  V orgänge. D ie au fladende

Bild  18. W irkung der Ä n d eru n g  der Ä h n lich k e itsk r iter ien  I I ,  u n d  I I 3 a u f den  W e rt des 
F ü llu n g sfa k to rs , w en n  a )  Sh  =  15 ,5; b) S h  =  17 ,5; c) Sh  =  19 ,5; d )  Sh  =  21 ,2 ; e) Sh  =  

2 3 ,5 ; f )  Sh  =  30,0 K u rve  1 : П 3 =  0 ,2950; K u rv e  2: П 3 =  0 ,3 1 6 2 ; K u rv e  3: П 3 =  0 ,3278;  
K urve 4: П 3 = 0 ,3 3 9 5 ; K u rv e  5 :  П 3 — 0 ,3462

W irk u n g  e n ts te h t näm lich  in  der W eise, d aß  die S au g arb e it des K olbens zuerst 
d e r B eschleunigung der L u ftsäu le , also d e r E rh ö h u n g  ih re r  k in e tisch en  E nerg ie  
d ie n t; d an n  k ann  m it H ilfe d ieser E n erg ie  der Z ylinder au fgeladcn  w erden . 
Sofern  das E in strö m en  bei einem  g roßen  W ert von П 2, d. h . bei e iner großen  
M itte lgeschw ind igkeit erfo lg t, v e rb rau ch en  die gasdynam ischen  V erlu ste  des 
E in s trö m en s  einen b e d e u te n d e n  T eil d é r k inetischen  E nerg ie . D ie größeren  
d y n am isch en  W irkungen  t r e te n  jed o ch  gerad e  im  B ereich  d er k le inen  S trouha l-
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Z ah len  auf, d ah er w erd en  gerade d o r t  die w esen tlicheren  k in e tisch en  E n e r
gien in  d er L u ftsäu le  au fg esp e ich ert. D a d u rc h  is t d ieser S trö m u n g sfa ll gegen
ü b e r  den  m öglichen  S trö m u n g sv e rlu s te n  au ch  em p fin d lich er. B ei den größe
re n  S tro u h a l-Z ah len  —  w ie z. B . be i Sh  =  30 —  h a n d e lt  es sich um  led ig 
lich  ganz geringe d y n am isch e  W irk u n g en , dem zufolge k a n n  k e in  besonders 
g u te r  F ü llu n g s fa k to r  e rre ic h t w erden . D em gegenüber is t der V o rg an g  gegenüber 
V e rlu s ten  u n em p fin d lich .

D ie W irk u n g  des K rite r iu m s IJ 3 w eis t jed o ch  n ic h t m eh r n u r  in  eine R ich 
tu n g . D ie vo rliegenden  D a te n  re ich en  n ic h t aus, um  die m it I I — I V  bezeich
n t e n  K u rv e n  im  gan zen  u n te rsu c h te n  B ere ich  zu k o n s tru ie re n , d ah er k o n n te  
n u r  ih re  w ahrsche in liche  R ic h tu n g  m it g e s trich e lte r L inie a n g e d e u te t w erden . 
A n h a n d  der zu r V e rfü g u n g  s teh en d en  P u n k te  k a n n  m an  b e re its  festste llen , 
d aß  die B ed ingungen  773 ein b e s tim m tes  O p tim u m  b esitzen  u n d  der op tim ale  
W e rt bei v ersch ied en en  S tro u h a l-Z ah len  jew eils ein a n d e re r  ist. Bei der 
S tro u h a l-Z ah l 15,5 fa llen  die m it I I I , I V  u n d  V  beze ich n eten  K u rv en  
p ra k tis c h  zusam m en  u n d  d e u te n  som it an , d aß  d u rch  E rh ö h u n g  des 773-W er- 
te s  A n ic h t w eite r v e rb e s se r t w erden  k a n n , in  R ich tu n g  d er g rößeren  S tro u h a l- 
Z ah len  dagegen sep a rie re n  sich die K u rv e n  e rn eu t. H ie rfü r  lie fern  ebenfalls 
die G röße der k in e tisc h e n  E nerg ie , fe rn e r die V erh ä ltn isse  d er v en tilse itigen  
W ellenreflex ion  eine E rk lä ru n g . B ei k le inen  S tro u h a l-Z ah len  tre te n  g en ü 
g end  große d y n am isch e  W irk u n g en  auf. E in e  w eitere  S te ig e ru n g  des N iveaus 
d er am  V organg te iln eh m en d en  k in e tisch en  E nerg ie  d u rch  die E rh ö h u n g  d er 
M eßzahlen  des 773-K rite r iu m s , oder w as d a m it ä q u iv a len t is t  —- du rch  die re la 
t iv e  V erm in d eru n g  des Q u e r s c h n i t te s /  des S augroh res, v e rb esse rt w eniger den  
F ü llu n g sfa k to r als d ie V ersch lech te ru n g , w elche du rch  die D ehn u n g  des E in - 
s trö m en s  bzw. d u rc h  die en tlan g  d e r S au g le itu n g  e n ts te h e n d e n  M ehrverluste  
d e r  S trö m u n g  a u f t r i t t .  In  R ic h tu n g  d er größeren  S tro u h a l-Z ah len  v e r 
m in d e rn  sich jed o ch  die d ynam ischen  W irkungen  ä u ß e rs t schnell. Ih re  V er
g rö ß eru n g  in  irg e n d e in e r W eise, fe rn e r die V erm inderung  des R ückstrom s —  
e rzeu g t d u rch  die g e d e h n te r  w erdende C h a rak te ris tik  des E in strö m en s infolge 
d er schw ächeren  R eflex io n  —  verb esse rn  den  F ü llu n g s fa k to r  des M otors. 
S e lb s tv e rs tän d lich  g ib t es auch  h ie r irgendeinen  o p tim a len  W ert des 173-K ri- 
te r iu m s, der je d o c h  im  B ereich  d er re la tiv  größeren  1I3 W erte  liegt. Bei den  
ganz großen S tro u h a l-Z ah len  —  w ie z. B . bei Sh  =  30 —  b e e in flu ß t auch  
d as  773-K rite riu m  d ie  G esta ltu n g  des F ü llu n g sfak to rs  n ic h t w esentlich .

Die Ä h n lich k e itsb ed in g u n g en  772 u n d  773 sind  ebenfalls v o n  E in fluß  a u f  
die S au g arb e it. A us d e r A nalyse des B ildes 14 u n d  15 g eh t hervo r, d aß  in  
e rs te r  L inie —  w ie b e o b a c h te t w erden  k o n n te  —  die E rh ö h u n g  von 772, neben  
e iner g leichzeitigen  V erm in d eru n g  des F ü llu n g sfak to rs , zu r V ergrößerung  der 
S au g a rb e it fü h r t .

Im  Z u sam m en h an g  m it der ta n g e n tia le n  G eschw ind igkeit wk, w elche 
im  B ren n rau m  des M otors e n ts te h t, w urde  b e re its  v o rh e r dargeleg t, d aß
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die B eziehung  (32) bzw . die d a rin  e n th a lte n e n  G rößen  ih ren  W ert b e s t im 
m en . E s w urde  auch  e rw äh n t, d aß  h ierbei die g rö ß te  B ed eu tu n g  der G röße

а Л 2 

С  y 2 f ia

zu k o m m t, d enn  h ie r k o m m t Л  in  der zw eiten  P o ten z  vor. D ie E in s trö m u n g s- 
C h a ra k te r is tik  Л ,  w elche den zeitlichen  V erlau f des E in strö m en s k en n ze ich n e t, 
is t  dagegen  die F u n k tio n  v o n  allen  drei Ä h n lichke itsbed ingungen . D a ra u s  
fo lg t, d aß  auch  die ta n g e n tia le  G eschw ind igkeit w k eine F u n k tio n  der Ä h n 
lich k e itsb ed in g u n g en  is t. D ie period ische  S ch w ankung  von  wk w ird  in  e rs te r  
L in ie  von  der V erän d eru n g  des S tro u h a lsch en  K rite riu m s v e ru rsach t, fü r  ih re  
zah len m äß ig e  G röße sind jed o ch  auch  die B ed ingungen  /72u n d  П 3 von E in flu ß .

A us der B eziehung (32) is t zu ersehen , d aß  d er D ra llfa k to r  a/C des S au g 
k a n a ls  bzw . das V erhältn is  ( a j C ) f i a  b estim m en d  d a fü r sind , in  w elcher W eise 
bzw . bis zu  w elchem  G rad die in  den Z y linder s trö m en d e  L uftm enge fü r  die 
ta n g e n tia le  G eschw indigkeit n u tz b a r  gem ach t w erden  k an n . D ieser A u sd ru ck  
b le ib t jed o ch  fü r  die jew eilige V a rian te  des S augkana ls, in  den versch iedenen  
F ä llen  d er E in s trö m u n g  gleich. W enn  die E in s trö m -C h a ra k te ris tik  Л  in  den 
v e rsch iedenen  F ä llen  u n v e rä n d e rt b liebe, so w ürde  die tan g en tia le  G eschw in
d ig k e it w k —  wie dies aus der B eziehung (32) fo lg t —  m it der M oto rd reh zah l 
lin ea r  anw achsen . E in  d e ra rtig e r  Z u sam m en h an g  w urde  im  S ch rifttu m  von  
v ersch ied en en  A u to ren  angenom m en. D ie eigenen V ersuche w iderlegen jed o ch  
diese A n n ah m en . Z ur .V eranschau lichung  d ieser F rag e  w erden  im  Bild 19 einige 
му-K u rv e n  in  A b h äng igke it v o n  der M o to rd reh zah l darg este llt. D ie obere 
K u rv e n sc h a r  v e ran sch au lich t M eßergebnisse, w elche m it S aug le itungen  von  
g leicher L änge L  =  1Д5 m , ab er m it S au g k an ä len  von  versch iedenen  W in k e ln  
a  v erm essen  w urden , w ogegen die u n te re  K u rv e n sc h a r die ta n g e n tia le n  
G eschw ind igkeiten  kenn ze ich n et, w elche m it einem  S au g k an a l von  а  =  30° 
u n d  m it einigen abw eichenden  R oh rlän g en  e rh a lte n  w urden . S äm tliche K u rv e n  
a u f  dem  B ilde b es tä tig en , daß  die G eschw indigkeit wk in  A bhäng igke it v o n  d er 
D reh zah l des M otors eine Ä n d eru n g  n ich t n u r  n ich t-lin ea r, auch  n ich t m o n o to n , 
so n d ern  period isch  e rfäh rt, w obei die U rsache  h ie rfü r b e re its  frü h er e r lä u te r t  
w urde .

Sofern  m an  v e rsu ch t, die d u rch sch n ittlich e  M itte llin ie  der му-K u rv e n  
aufzuze ichnen , so w ird m an  sehen, d aß  sie keine G eraden  ergeben k ö n n en , 
d enn  so n st w ürde  sich das P a ra d o x o n  ergeben , d aß  bei der M oto rd rehzah l 
n =  0 eine ta n g e n tia le  G eschw indigkeit von  endlicher G röße im  B ren n rau m  
des M otors v o rh an d en  is t. Die D u rc h sc h n ittsw e rte  d er ta n g e n tia le n  G eschw in
d ig k e it ivk fin d en  jed o ch  eine A n n äh eru n g  d u rch  je  einen p a rabo lischen  W u rze l
au sd ru ck  von  en tsp rech en d er S teigung , w ie aus dem  B ild 19 h e rv o rg eh t, 
gem äß fo lgender B eziehung:

wk =  к У n ,
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B i l d  19. W irkliche W erte  und M itte lw erte  der im  B ren nraum  au ftreten d en  ta n g en tia len  
G esch w in d ig k e iten , w en n  a )  L  — 1 ,15 m u n d  K u rv e  1 a  — 50°, K u rv e  2 a  =  4 5 ° , K u rv e  3: 
a  =  9 0 ° , K urve 4: a  =  3 5 ° , K u rve  5 :  a  =  3 0 °; b)  a  =  30° un d  K u rv e  1 L  — 1,65 m , 

K u rv e  2 L  =  1,15 m , K u rv e  c) L  =  0 ,90  m

wo к  eine fü r die S te igung  der gegebener P a ra b e l ch a rak te ris tisch e  K o n s ta n te  
is t .  A n dieser Stelle sei e rw äh n t, d aß  ein d e ra rtig e r Z u sam m en h an g  be re its  
v o n  m eh reren  F o rsch ern , z. B. von  dem  u n te r  [5] angegebenen , als E rgebn is 
v o n  m it anderen  M ethoden  d u rc h g e fü h rte n  G eschw indigkeitsm essungen  
b e o b a c h te t w urde.
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Als E rk lä ru n g  fü r diese E rsch e in u n g  d ienen  d er in s ta tio n ä re  C h a ra k te r  
des S augvorganges, ferner die W irk u n g  der K rite rie n  77.> u n d  I7S. M it ih re r 
E rh ö h u n g  w ird  —  wie b e re its  frü h e r eingehend e r lä u te r t  w urde  —  die v e n til
seitige W ellenreflex ion  schw ächer, u n d  die E in s trö m u n g s-C h a ra k te ris tik  ge
d e h n t, w o m it n a tü r lic h  auch d er U m stan d  v e rb u n d e n  ist, d aß  die m ax im alen  
W erte  v o n  /1 sich verm in d ern . D ies fü h r t  ab er zu r q u a d ra tisc h e n  V erm in d e ru n g  
d er ic/,-W erte, wie m an dies aus der B eziehung (32) ersehen k an n .

Bild 20. B e z ie h u n g  zw isch en  d em  B e iw e r t  к, d e r  f ü r  d ie  m i t t le re  ta n g e n t ia le  G e sc h w in d ig k e i 
c h a r a k te r i s t i s c h  is t ,  u n d  d e n  K e n n w e r te n  d es S a u g k a n a ls  (L - 1,15 m )

D er P arab e lb e iw ert к k an n  auch  m it den G rößen  (а1С)1/ло, w elche' f ü r  
den S au g k an a l kennzeichnend  sind  in  Z u sam m en h an g  g e b ra c h t w erden , u n d  
d ieser Z u sam m en h an g  k an n  n ach  dem  B ild  20a bei einer gegebenen  R o h r
länge L  d u rch  eine G erade c h a ra k te ris ie r t w erden . Zw ischen dem  B eiw ert к  
u n d  der m ittle re n  D u rch flu ß zah l fia der S augkanä le  k an n  ebenfalls eine B ezie
h u n g  gefunden  w erden (B ild 20b). N ach dieser D arste llu n g  v e rm in d e rn  sich 
d ie  m ittle ren  W erte  der ta n g e n tie lle n  G eschw ind igkeiten  fa s t lin ea r m it d er 
V erg rößerung  von  /«r. Dies b e d e u te t auch , d aß  bei n ach  e inhe itlichen  g eo m etri
schen  G ru n d sä tzen  au fg eb au ten  S au g k an ä len  die In te n s itä tse rh ö h u n g  d er 
L u ftb ew eg u n g  m it der V erm inderung  des F ü llu n g sfak to rs  u n d  d e r E rh ö h u n g  
d er S au g a rb e it v erb u n d en  ist. Im  B ild 20c w ird  noch eine w eitere  R e la tio n  
gezeigt. D a is t bei gleichem  S au g k an a l die Ä n d eru n g  des B eiw ertes к in  A b h ä n 
g igkeit von  der L änge L  der S au g le itu n g  d a rg es te llt. Es is t g u t zu e rk en n en , 
d aß  m it der V ergrößerung  der R o h rlän g e  L  d e r B eiw ert к sich —- w enn  auch 
in s te ts  ab n eh m en d em  M aße —  v e rg rö ß ert. D ie U rsache h ie rfü r lie fert die 
g rößere E inström g esch w in d ig k e it, w elche bei den  größeren  R o h rlän g en , hei 
k leineren  S tro u h a l-Z ah len  e n ts te h t.
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У. Z usam m en fassu n g

a )  A nhand  d e r th eo re tisch en  U n te rsu c h u n g  v o n  S tröm ungsvorgängen , 
w elche  sich in  d er S aug le itu n g  v o n  Y ie rtak t-D ie se lm o to ren  absp ie len , w urden  
d ie  w ich tig sten  Ä h n lich k e itsb ed in g u n g en  des Saugvorganges am  M otor au f
geze ig t und  ih r V orhan d en se in  au ch  exp erim en te ll nachgew iesen . E benfa lls 
v ersu ch sm äß ig  w u rd e  der E ffek t u n te rs u c h t, der d u rch  die Ä n d eru n g  der 
Ä h n lich k e itsb ed in g u n g en  au f den  S au g v o rg an g  a u sg e ü b t w ird.

b)  Es w urde fe s tg e s te llt, d aß  v o m  S ta n d p u n k t des L ieferg rads d iejenige 
S au g le itu n g  die g ü n s tig s te  is t, fü r  w elche die B ed ingung  12 <  Sh  <  21 erfü llt 
is t . I n  diesem  B ereich  der S tro u h a l-Z ah l ü b en  au ch  die Ä h n lich k e itsb ed in 
g u n g en  772 und  iT3 einen  großen E in f lu ß  a u f  den  S augvorgang  aus. M it E r 
h ö h u n g  des K rite r iu m s  772, w elches die m ittle re  E inströ m g esch w in d ig k e it 
k e n n ze ich n e t v e rm in d e r t  sich bei e in e r E rh ö h u n g  d e r S au g arb e it d er F ü l
lu n g s fa k to r  in  s te ts  w achsendem  M aß. V om  S ta n d p u n k t des L ie fe rg rads 
b e s i tz t  das K rite r iu m  I73 ein O p tim u m . D er op tim a le  W ert von  173 h ä n g t auch  
v o n  d e r S tro u h a l-Z ah l ab .

c)  Zur V erw irk lichung  des B ren n v o rg an g es v o n  V erb ren n u n g sm o to ren  
m it  d irek te r  E in sp ritz u n g  b en ö tig t m a n  im  B ren n rau m  eine in ten s iv e  ta n g e n 
tia le  L uftbew egung . D ieser L u ftw irb e l w ird  vom  B ren n rau m  m it H ilfe des 
Im p u lsm o m en tes  h e rg es te llt, w elches d u rch  den S au g k an a l geb ilde t w ird. 
D ie  B ildung  des Im p u lsm o m en tes  z ie h t die V erm in d eru n g  der m ittle re n  D u rch 
f lu ß z a h l per des S au g k an a ls  nach  sich , w om it sich w iederum  d er W ert des 
K rite r iu m s I I 2 e rh ö h t. Deswegen w ird  eine gewisse V erm in d eru n g  des F ü llu n g 
fa k to rs  u nverm eid lich . Im  In te resse  d e r  g ü n stig sten  G esta ltu n g  der S aug le itung  
is t  es zw eckm äßig, d en  B ren n rau m  so zu  g esta lten , d aß  d ieser das zu r V erfügung  
s te h e n d e  Im p u lsm o m c n t in  m ax im ale r W eise als ta n g e n tia le  G eschw indigkeit 
n u tz b a r  m ache. E s  is t  ferner zw eckm äßig , die W ah l des R ich tungsw inke ls ß 
des S augkanals u n d  seine übrigen  K ennze ichen , fe rn e r des m ax im alen  V en til
h u b s  h so zu tre ffe n , d aß  sie bei e inem  gegebenen W ert von  /ла den  besten  
D ra llfa k to r  ajC ergeben .

d)  Mit d iesen  B edingungen  k a n n  das g ü n stig s te  E rg eb n is  m it einer 
S au g le itu n g  e rz ie lt w erden , bei w elcher m it d er N en n d reh zah l des M otors, 
b e i einem  П 2 <  0 ,30, die B ed ingung  S h  ^  14 e rfü llt w ird.

W enn der D ra llb e d a rf  des M otors so groß is t, d aß  bei der N en n d reh zah l 
d e r  W ert von  П 2 zw ischen den  G renzen  0,30 < i r 2 <  0,35 geh a lten  w erden  
k a n n , so w ird das b e s te  E rgebn is v o n  einer S aug le itu n g  e rh a lten , w elche die 
B ed ingung  Sh  я« 15 erfü llt. D a m it w ird  der L ie fe rg rad  zw ar u m  etw as 
g erin g er w erden, dies w ird  jed o ch  d u rc h  die g leichzeitige V erm in d eru n g  der 
S a u g a rb e it w e itg eh en d  k o m p en sie rt.

Bei D iese lm otoren , wo bei d e r N en n d reh zah l led ig lich  0,35 <  772 0,40
g e h a lte n  w erden  k a n n , is t es zw eckm äßig , die S aug le itu n g  fü r S h  ^  17,5 zu
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p ro jek tie ren . In  d iesem  Fall w ird  zw ar die M o m en ten e lastiz itä t des M otors 
bere its  genügend u n g ü n stig  sein, ab er m it d er N en n d reh zah l w ird m an  noch  
eine große spezifische L eistung  e rre ichen  können .

Im  Fall von  772 0,40 k o m m t led ig lich  eine Saug leitung  in  F rag e , bei
der Sh  />  26. H ie r h ä n g t der F ü llu n g sfa k to r n u r  w enig  vom  W e r t /7,, ab , d a h e r  
k ann  ein sehr g ro ß er D rall gesichert w erden .

D er zw eckm äßige W ert des K rite riu m s 773 bew eg t sich zw ischen den  
G renzen 0,40 <C 173 <C 0,50, in  A b h än g ig k e it von  den  w irklichen W erten  Sh  
u n d  /7 2. E s e m p fieh lt sich, den  W ert v o n  773 aus den  größeren S tro u h a l- 
Z ahlen  und den re la t iv  kleineren  IJ2-W erten  zu w äh len .

e)  Die G röße d e r tan g en tia len  G eschw ind igkeiten  h ä n g t von den M eß
zahlen  der Ä hn lichke itsb ed in g u n g en  des S augvorganges, ferner auch  v o n  den  
A usdrücken  ajC u n d  p a  ab. D aher k an n  die F u n k tio n  w k — f (n )  im  allgem einen 
n ich t d u rch  irg en d e in e  einfache K u rv e  gek en n ze ich n e t w erden. Die m ittle re n  
W/;-Werte der ta n g e n tia le n  G eschw ind igkeiten , w elche als F u n k tio n  der D re h 
zahl au fgezeichnet sin d , können jed o ch  a n g e n ä h e rt w erden  durch  einen p a ra 
bolischen W u rze lau sd ru ck  fo lgender F o rm : wk =  к ]/n. Als E rk lä ru n g  d ieser 
E rsche inung  d ien t d e r  U m stand , d aß  sich d e r S augvorgang  bzw. die E in s trö 
m u n g sc h a ra k te ris tik  Л m it E rh ö h u n g  der D reh zah l bzw. der K rite rien  П 2 
und 773 re la tiv  d eh n en , was den W e rt v o n  ivk q u a d ra tisc h  v erm indert.

f )  M it H ilfe d e r  e rha ltenen  F o rschungsergebn isse  k o n n te  an  einem  V er
suchsm oto r im  Budapester Institut fü r  Fahrzeugentwicklung  —  auch bei einem  
re la tiv  n iedrigen  in d iz ie rte n  W irk u n g sg rad  r]i —  ein h ö h ere r effek tiver M itte l
d ruck  als p e — 9 k p /c m 2 erreich t w erden , u n d  d ieser U m stan d  b e s tä tig t eb en 
falls die im  Z u sam m en h an g  m it der W irk u n g  der Saug le itung  g em ach ten  
A usführungen .
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A n a ly s is  o f  th e  S u c tio n  P ro c ess  in  a  D ire c t In je c tio n  T ype 4 - s t ro k e  D iese len g in e .
T a k in g  in to  a c c o u n t th e  c o m p re s s ib ili ty  o f  a i r  a n d  i ts  n o n - s ta t io n a ry  f lo w  c o n d i t io n s  th is  
p a p e r  d e a ls  w ith  so m e re g u la r i t ie s  o f  th e  s u c t io n  p ro c e ss  as o b se rv e d  in  a d ir e c t  in je c t io n  
ty p e  4 - s t ro k e  D iese len g in e . A u th o r  s t a r t s  o u t  f ro m  th e  a s su m p tio n  t h a t  th e  su c tio n  p ro c e ss , 
i .e .  th e  f lo w  c o n d it io n s  in  th e  in ta k e  c o n d u c t  e x e r t  a  d ec is iv e  in f lu e n c e  o n  th e  f i ll in g -u p  f a c to r  
o f  th e  m o to r -c y l in d e r ,  o n  th e  t a n g e n t ia l  m o tio n  o f  th e  a ir  ta k e n - in , a n d  c o n s e q u e n t ly  o n  th e  
•e ffic ien c y  o f  th e  b u rn in g  p ro c e ss , f u r th e r  o n  th e  s u c tio n  w o rk  p e r fo rm e d  b y  th e  p is to n  v iz . 
o n  t h e  lo ss in v o lv e d . O f c o u rse , a f te r  h a v in g  a n a ly z e d  th e se  d e ta ils , a u th o r  e x te n d s  th e  
i n v e s t ig a t io n  to  th e  t o t a l  e f fe c t in  o rd e r  to  f in d  so m e  o p t im u m  c o m b in a tio n  o f  a ll  th e  in f lu e n c in g  
f a c to r s .  F o r  th e  sa k e  o f  a s im p lif ie d  g e n e ra l iz a t io n ,  a u th o r  tr ie s  to  t r e a t  e x p e r im e n ta l  r e s u l ts  
a s  f u n c t io n s  o f  so m e c r i te r ia  w h ic h  m a y  se rv e  to  d e te rm in e  th e  s im ilitu d e  o f  v a r io u s  s u c t io n  
e f fe c ts .  I t  is th e  m a th e m a tic a l  m o d el a s  d e v e lo p e d  in  th e  f i r s t  c h a p te r ,  th e  a n a ly s is  o f  w h ic h  
p r o v e s  s u i ta b le  fo r  f in d in g  th e  p re -c o n d it io n s  o f  s im il i tu d e , a n d  fo r th e  e la b o ra t io n  o f  m e a s u r in g  
m e th o d s  w h ic h  e v e n  sh o w  so m e  new  f e a tu re s . I n  th e  se co n d  p a r t  o f  th is  p a p e r  th e  e x p e r im e n ta l  
r e s u l t s  w ill h e  d isc u sse d .

Исследование процессов всасывания четырехтактного дизельного двигателя с не
посредственным впрыскиванием^ДЛср,). В работе рассматриваются отдельные закономер
ности процессов всасывания четырехтактных дизельных двигателей с непосредственным 
впрыскиванием, учитывая при этом нестационарный характер движения нотока сжимае
мого воздуха. Автор при определении круга задач исследования исходил из того опреде
ления, что процесс тока, происходящий во всасывающей трубе, оказывает значительное 
воздействие на коэффициент заполнения цилиндра двигателя, далее на движение по каса
тельной заряда воздуха в объеме цилиндра, а вследствие этого на добротность процесса 
горения, а также на работу всасывания, выполняемую двигателем, а это, в свою очередь, 
воздействует на потери двигателя. Именно поэтому в данной работе сверх упомянутых 
выше факторов исследуются также возможности достижения их совместного оптимума. 
В интересах обобщимости, результаты исследования рассматриваются в функции крите
риев, определяющих схожесть процессов всасывания. Упомянутые выше условия схожести, 
а также примененные и являющиеся в отдельных деталях новыми методы измерения 
были разработаны на основе анализа математической модели, показанной в первой части 
работы. Во второй части будут опубликованы результаты исследований.
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A N A L Y S IS  O F  T H E  T O R S I O N A L  E Q U A T I O N  OF B O X  
G I R D E R S  B E I N G  IN  T H E  STATE OF C O M P L E X  T O R S I O N

B. G O S C H Y *

CAM). OF TECHN. SC.

[M a n u s c r ip t  re c e iv e d  F e b r u a ry  17, 1970]

A s c a n  b e  se en  f ro m  a  su rv e y  o f  th e  te c h n ic a l  l i t e r a tu r e ,  th e  to rs io n a l e q u a t io n  
o f  b e a m s  in c lo sed  o r  b o x  se c tio n , h a s  b e e n  s e v e ra l  t im e s  d e r iv e d . T h e  re su lts , h o w e v e r , 
in  sp ite  o f  th e  id e n t i t y  a s  to  th e ir  fo rm , a re  d if fe r e n t  in  m e a n in g . T h e  a u th o r  e v a lu a te s  
th e  to r s io n a l  e q u a t io n s  b a se d  u p o n  d if fe r e n t  a s su m p tio n s , a n d  c o m p a re s  th e m  w i th  
th e  m e th o d  o f  c a lc u la t io n  p ro p o se d  in  th e  p a p e r .  F ro m  th e  r e s u l ts  o f  th e  n u m e r ic a l  
a n a ly s e s , i t  is o b v io u s  t h a t  th e  e q u a tio n s  e s ta b lis h e d  on th e  b a s is  o f  d if fe re n t a s s u m p 
tio n s , d if fe r  o n ly  in  r e s p e c t  w ith  th e  d isp la c e m e n ts ,  h o w e v e r , t h e  in te r n a l  fo rces a re  t h e  
sa m e . T h e  g r e a te s t  in a c c u ra c y  is th e  c o n se q u e n c e  o f  ig n o r in g  s h e a r  d e fo rm a tio n s , t h e r e 
fo re  ta k in g  in to  a c c o u n t  sh e a r  d e fo rm a tio n s  in  d es ig n in g  c lo sed  se c tio n s  is o f  g r e a t  
s ig n if ic a n c e .

1. Introduction

In th is  w ork  we give a detailed  analysis  o f box  g irders in com bined 
to rs io n  (pure to rs io n  -f- w arp ing), com paring  th e  best know n m ethods of c a l
cu la tio n .

A lthough  th e  eq u a tio n s  of torsion fo r closed sections deriv ed  by severa l 
au th o rs  are s im ila r in  fo rm , a ce rta in  co n trad ic tio n  can  be observed  in th e  
in te rp re ta tio n  of th e  angle of tw ist, th e  to rs io n a l- and  w arp in g -rig id ity , resp ec
tive ly . The eq u a tio n  of th e  com bined to rsion  is a nonhom ogeneous d ifferen tia l 
e q u a tio n  of th ird  o rd er, w ith  c o n s tan t coeffic ien ts , w hich can be w ritten  in 
th e  m ost general form  as

A f m —  B f '  +  M T — 0 (1)
w here

f  is th e  an g le  o f  tw is t ,
A is th e  w a rp in g  r ig id i ty ,
В is th e  to r s io n a l  r ig id i ty ,
MT is th e  m o m e n t  o f  tw is t .

P rim es deno te  d iffe ren tia tio n  w ith  respect to  z in the le n g th  o f the  g irder.

* D r. G o s c h y  B é l a , B á s ty a  u. 10 ; Budapest V. ( H u n g a r y ).
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B y  fu rth e r  d iffe re n tia tio n  of E q . (1) and  w riting

( 2 )

w e m a y  o b ta in
A f lv —  B f  —  m T =  0 . (1/a)

T h e  aim  of th is  p a p e r  is to  give a co rrec t in te rp re ta tio n  of th e  p henom ena 
re la te d  to  th e  com bined  to rs io n  an d  to  show  the  p h y sica l m ean ing  o f th e  
sy m b o ls  A ,  В  and  f .

1. The cross-section  is stiffened  w ith  d iaphragm s or s tiffen ing  m em bers 
so t h a t  distorsion c a n n o t occur.

2. The flanges o f  th e  cross-section  are  co-acting  on fu ll w id th .
3. The defo rm atio n s caused b y  th e  sh ear flow (t') are  ta k e n  in to  acco u n t.
4. The defo rm atio n s and  stresses are  ca lcu la ted  on th e  basis o f th e  

th e o ry  o f e lastic ity .
5. The cross-sec tional ch a rac te ris tic s  of th e  s tru c tu re  an d  its  m odulus 

o f  e la s tic ity  are c o n s ta n t th ro u g h o u t th e  w hole len g th .
6 . The angle o f  tw is t  is p o sitive  i f  th e  ro ta tio n  is fac ing  clock-w ise from  

th e  po sitiv e  side to w a rd s  th e  origin of th e  co -o rd inate  sy stem .

F o r the  sake o f convenience we w ill hereby  give th e  analysis of a box  
sec tio n  in  to rsion  w h ich  is sym m etric  w ith  respect to  th e  axis y .  As show n 
in  F ig . 1 th e  ex te rn a l an ti-sy m m etric  load s are ac ting  over th e  webs.

T he d is tr ib u tio n  o f  th e  load  is g iven b y  th e  fu n c tio n

T h e  sense of th e  m o m e n t is positive , th e  cross-section being  tw is ted  clock
w ise.

T he m ethod  ap p lied  in  th is  s tu d y  is th e  w ell-know n force m e th o d  
[7], [8 ], [9]. The b o x  sec tio n  in a com bined  torsion  is an  in te rn a lly  h y p e rs ta tic  
s t ru c tu re  w hich m a y  be  co n v erted  in to  tw o d e te rm in ed  s tru c tu re s  b y  th e

2. A ssum ption

3. Solution of the problem of a twisted box girder

P  =  P (Z) :
h en ce  th e  d is tr ib u te d  to rq u e  is

niT — p{z)a  • (3)
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in tro d u c tio n  o f  one vertica l c u t. T he re su ltin g  release system  consists of tw o  
I  shaped  g irders (F ig . 2). W e w ill now  ad d  th e  se lf-eq u ilib ra tin g  lo ad -p a irs  
to  re -estab lish  c o n tin u ity  a t th e  c u t, w hich  are:

qa a n d  </j> =  u p p e r  a n d  lo w er v e r t ic a l  s h e a r  fo rce , 
t =  n o rm a l fo rce .

Section
z - z 0

T he eq u a tio n s o f  to rsion  of an  I  p ro file  su b jec ted  to  th e  loads qa, qb, t can  be 
derived  from  th e  h o rizon ta l d isp lacem en t o f th e  flanges. In  o rder to  exam ine 
th e  eq u a tio n  of to rs io n  le t us c u t th e  /  p ro file  in to  tw o  p a r ts  a t  th e  m id -h e ig h t 
o f th e  w eb (F ig . 3).

W e in tro d u c e  in to  th e  re lease  sy stem  a p a ir  o f h o rizo n ta l forces (q) and  
m om en ts (m ) to  cancel d isco n tin u ity .

U nder th e  ac tio n  of e x te rn a l an d  in te rn a l forces th e  u p p e r an d  low er 
h a lf  of th e  cross-section  in  I  w ill su ffer a to rs io n  described  b y  th e  angle of
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tw is t as follows

Va

a h
m

Fig. 3

(4)

H e re  I r a and  Irb d e n o te  th e  to rs io n a l m o m en t o f in e r tia  of th e  u p p e r an d  low er 
T  sh ap ed  ha lf sec tio n s ; G is th e  sh ea r m odulus.

The cond itio n  o f  c o n tin u ity  a t  th e  m id -h e ig h t of th e  w eb is g iven b y  th e  
e q u a lity  of h o riz o n ta l d isp lacem ents an d  th e  eq u a lity  of ro ta tio n s  fo rm u 
la te d  as

hen ce

£ I V
"a

f - 1 V  1 "  и  w

h  a n d  l a  ~ . f b  ~  T  » (5)

t' a 1
_L_

2 E I ya
an d

j % a <iba
I 2G lTa 2 G I Tb.

w h ere  I ya and  1уь a re

E l yb
+  4

1

E L ,

1

Elyb

+  q
1 1

Giro G I rh

2 rAlv

—  +  -  1  
G I  Ta G I V

( 6)

=  0, (7)

E  is T o u n g ’s m o d u lu s.
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B y m u ltip ly in g  E q . (6) th ro u g h o u t b y  h we m ay  th e n  w rite

t 'a h - f-2qh 2cp, v h- EIya Iyb- =■ 0 (6/a)

w ith  Iy  =  Iyg -f- Iyb  w hich  is th e  m om ent of in e r tia  o f th e  I  pro file  w ith  resp ec t 
to  th e  axis y .

F rom  E qs (5) and  (7) we m ay derive  th e  expression

((/« “b 4><) a —- 2i//i — — 2 G cf { I  т а  4 *  I  T b )  — — 2 G Ir  у ( 8 )

T he eq u a lity  o f v e r tic a l d isp lacem ents of th e  rig h t- and  le ft-h an d  I  girders 
a t  th e ir  connection  wives as result

VlaW
P _ ( q „ - r q h) t ’h

EIX
V,v -  = 0

w hich m ay  be tra n sfo rm e d  in to

(Ч„ +  Чь) a +  t a h +  q ,v —  E L  = p a  .

(9)

(9/a)

H ere I x is th e  m o m en t of in e rtia  of th e  I  pro file  w ith  re sp ec t to  x.
T he th ird  co n d itio n  of co n tin u ity  req u ires  th a t  lo n g itu d in a l specific 

defo rm ations (e longations in th e  d irec tion  г) a t th e  flanges should  he equal 
a t  b o th  J  profiles. T h is cond ition  can be se t-u p  as:

» • p  (ч„+Чь) t h
Ea — r r “  '  У м >E L

4 . a {  a ' a

E I ya 2 ZEIya
H 2

I
+  - ( Ут)

Gv„,

t
Gv,

0 ,

P (? .+ » .) -> '* {h v „ ) + - t
E I X E l

t t(А ут) +
Gv,,, Gvh

yb 

=  0 .

к h e r e

t a

2 E I ~

( 10)

( И )

у -p =  the d is tance  of the  center  of torsion  f rom  the  midline of the  u p p e r  flange, 
У м  =  d is tance  of the  neu tra l  axis f rom  the  mid-line of the  up p e r  flange.

By su b tra c tin g  th ese  tw o equations and  using  E q . (5) we can  o b ta in

dst"
2 G

()Iv ah = 0 , ( i ;
(s)
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kliere

yith
Фйв a a 2h

------= ---------- 1------------J- ------

(s) «' va v„ vw

G iro  =  G .
4a- li

ds

(s) V

called  th e  to rs io n a l r ig id ity  o f th e  b o x  sec tion , E q . (12) y ields

2 t "" ah — — G I T0 <flv 
or

2 t ' ah —  — G IT0 (f11

I t  shou ld  be n o ted  th a t  th e  a d d itio n  of E q s (10) an d  (11) gives

(13) 

(13/a

p - ( q a+ 4 b ) - t 'h  lh ■ y , «
E l

1

E l ya

1

E l yb

t' a- 1 1 h a a 2y r  Г
4 ~EIw E l y b . ' G 2 v£jUa 2tV

01

(14)

fro m  w hich th e  cen te r o f to rs io n  can  easily  be de te rm in ed .
W e can  m ak e  fu r th e r  s im p lifica tio n s b y  su b tra c tin g  E q . (6/a) from  E q . 

(9 /a) an d  w ritin g

2t' a h - 2qh-\-(qa~\-qb) a - \ -E

W ith

a n d

E q . (15) y ields 

E

2 h- ,ya lyb
ly

p a . (15)

— 2 qh =  — 2 G I t (p" —  (</« +  qi,) a from  E q . (5)

2 t ah =  — G Iro (p"  from  E q . (13/a)

° ~ I X +  2A2 
2 I

(plw G (Jro +  2 / r )  rp" p a  =  0 , ( i 6 )

w here

M i
G (Jy0 +  2 IT) =  В  is the torsional rigidity.
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W hen th e  cross-section  is doubly  sy m m e tric , w a rp in g  rig id ity  becom es

=  E T e (17)

T hus E q . (16) describes th e  com bined to rs io n  an d  w arp ing  phenom ena in  
te rm s o f th e  fu n c tio n a l variab le

<p (z) =  Л2)

as given in  general fo rm  b y  E q. (1/a).

4. C om parative analy sis  o f o th e r theories

In  th e  techn ica l l i te ra tu re  we can  f in d  a g read  am o u n t of w orks dealing  
w ith  th e  to rs io n a l p ro b lem  o f box sections. A lth o u g h  th e  d iffe ren tia l equ a tio n s 
are genera lly  sim ilar in  shape, th e  coeffic ien ts  a re  d ifferen t in  form  an d  
m eaning, d u e  to  d iffe re n t in te rp re ta tio n s  o f th e  p henom ena of w arp ing . 
In  th is c h a p te r  we try  to  re-estab lish  th e  m o st know n  theories of to rsion  giving 
a c o m p ara tiv e  analysis o f them .

F o r th e  sake o f convenience лее w ill consider only doub ly  sym m etric  
sections (F ig . 4.).

1. P onom ariov ’s theory [3] s ta r ts  o u t from  th e  assu m p tio n  th a t  th e  
d e fo rm atio n  in  d irec tion  z —  called w a rp in g  —  is g iven b y

tv f  со .

B y d iffe ren tia tin g  w ith  re sp ec t to th e  c ro ss-sec tio n a l d irec tio n  s, ca lcu la ted  
from  ds2 =  dx2 dy2. w e m a y  w rite

dw da>
ds ds

w here со is th e  u n it w arp in g  (sectional area) red u ced  b y  th e  sh ear defo rm ations. 
The specific w arp in g  m ay  be d e te rm in ed  b y

da> 2 ah 1

ds
( 5  —  1,1
J(S) v

(18)

w here r is th e  norm al d is ta n c e  from  th e  c e n tre  o f to rs io n  to  th e  s tru c tu ra l 
elem ent.
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W e can now  w rite  th e  u n it w a rp in g  of th e  web in  th e  form

ds
4 h 1 t

=  dco
2 a 2h \

(  ^ va vw )
J ( S) V

=  C dw .  (19)

(S> V

B y in te g ra tin g  E q . (19) w ith  re sp ec t to  s i t  follows th a t

w =  Cco , (20)
w here :

to is the specific warping of open profiles disregarding shear deform ations,

C — ------- ^ -1  —-—— —  is the reductional factor if shear deform ations
V va v o) ) ds are considered.

J (s) v

T h e  equ a tio n s of to rs io n  derived  b y  P o n o m ario v  in  te rm s of th e  specific  ang le  
o f  tw is t  (d — (p) an d  angle o f w a rp in g  ( / )  are  as follows

- E I - J "  +  W P  -  I T o ) f —  G (IP -  J „ )  »  =  0 (21)
and

— G(1P —  I T0) f +  G I P 0 =  M ,  (2 2 )

w hich  m ay  be w ritte n  in a m ore condensed  form

- - El„, ^  - / "  +  G /Tn /  =  M r . (23)
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The ch a rac te ris tic s  o f th e  cross-section  are  given b y  th e  fo rm ulae: 
—  th e  w arp in g  (sectorial) m o m en t o f in e rtia

= 1 - d F  =  C2 I ы- d F  =  C- I
о

T—  *x +
J (F ) '(F) 2

(avw hva)-(hvu,+ a t)0) a 2 A2 Г 2 f .
(aww+ h v a)2 24

■* 6) 9

(24)

—  th e  po la r m o m en t of in e rtia

Ip  = \ r - d F  =  “ F x +  ~  -  F y =  hvw+  h_ ava , (25)
J ( F )  *  *  *- ^

—  th e  to rsiona l m o m en t of in ertia

h  o =
4a- A2

fu rthe
ФJ ( s )  V

ds

C- 1 I  TO

2 a 2 h

va «V

|(Ь - )
J ( S) V

avw — hva 

avw hvn

A ssum ing th a t  m T =  const, an d  by  se ttin g  

A l f  1 1
/

G I p ! C2=-.5 / '  =
m-y

G1 p C2
/ "  =  '

from  E q . (22) in to  E q . (21) we m ay  deduce th e  follow ing re la tio n

E l y *  Giro ff" m T =  0

w hich is id en tica l w ith  E q . (16) if  I ya =  1уь an d  G Ir  =  0 .

(26)

(27)

2. T he e q u a tio n s  o f  tw ist deduced b y  U r b a n  [4] are

and
E I „ ß 'v Giro f "  rn r 0

n
4

т у
G IP

C 2ß".

(28)

(29)
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W e m ay  co n v ert E q . (28) in to  th e  g en e ra l form  by  d iffe re n tia tin g  E q . (29) 
tw ic e  w ith  re sp ec t to  z (тт =  const)

<pl v  =  C * ß 'v

a n d  in tro d u c in g  th is  v a 'ue in to  th e  E q . (28), we m ay  w rite

Е1Та\ с р ™  Giro <p"- m r  =  0 ,  (30)
C

or
E I a <flv G I to<P" — m ?  —  0 . (30/a)

3. The tech n ica l l i te ra tu re  v e ry  o ften  cites th e  w ork  o f W lassow  [5] 
in  w hich  he describes com bined  to rs io n  w ith

f I V f I I

E J a -----  GJro-------- (- m i = 0 .
C C

H en  ce, i t  follow s a u to m a tic a lly  th a t

<P
I V

(31)

4. Os t e n f e l d  in  his p ap e r [1] defines th e  w arp ing  r ig id ity  as

d e riv in g  his fo rm u la  from  th e  th e o ry  o f  fo lded p la tes  an d  n eg lec ting  sh ear 
d efo rm atio n s.

5. Some o f th e  th eo ries  (St u ssi [2], Sch lech te  [6]) d erive  th e  e q u a tio n  
o f  to rsion  from  p u re  to rs io n  (S a in t Y e n a n t’s to rsion) co rrec tin g  th e  resu lts  
in  a second s tep  b y  th e  effect o f w arp ing . In  th is  case th e  to rq u e  is d iv ided  in to  
tw o  p a rts

TTl'pi j — tU'p^ (32)
w here

m T1 =  — G I T0 <p" is th e  p u re  to rs io n , 

m T2 =  E I ^ f lV is th e  w arp ing .

T h e  re la tio n sh ip  b e tw een  th e  ro ta tio n s  is given by  th e  fo rm u lae

/  =  V +  x
E E ,

Giro J
(33)
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and
jp 7

f '  =  < P ' + * - £ r - f l v - (34)
L r l  to

B y su b s titu tin g  fo r cp" from  E q , (34) we m ay  w rite

E I - ( 1  +  * ) / IV -  G I TOf "  -  m T =  0 , (35)

for m ore b rie fly

E l’s / !V —'  G ITOf "  —  mT =  0 . (36)

T h e co rrec ted  v a lu e  of th e  w arp in g  r ig id ity

E ll = E ( l  +  x ) I s < E L a (37)

is h igher th a n  th e  p roposed  one. T h e  d ifference m a y  be  e s tim a ted  a t  15-^20  
p e r  cents.

In  StüssTs p ap er [2] we  can  also find  th a t  th e  torsional rig id ity  is 
equal to

В  =  GIp .

T his fo rm u la  is o n ly  v a lid  for sq u a re , d o u b ly  sy m m etric  sections w ith  c o n s tan t 
w all th ickness (a — h  an d  va =  v w).

In  th is  p a r tic u la r  case th e  co n d itio n

I T0 =  Ip
is satisfied.
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5. Solution of the differential equation of torsion

T h e  com bined  to rs io n  of a b o x -g ird e r su b jec ted  to  a d is tr ib u te d  to rq u e  
is d esc rib ed  in  te rm s  o f th e  angle o f  tw is t  ( f  =  cp) b y  th e  d iffe ren tia l-eq u a 
tio n  (1/a).

T h e  general so lu tion  of th e  nonhom ogeneous d iffe ren tia l eq u a tio n s  o f 
fo r th  o rd e r leads to

f (z )  =  Cx sinh  xz  -j- C2 cosh  xz  -f- C3 z +  C4 -f- f ( z ) , (38)
w h ere

f  is a particular solution of the com plete equation (1/a).
Cj, C2, C3, C4 are the constants o f in tegration  calculated from  boundary conditions, 
a 2 =  В /A  is the rig id ity  relation o f the cross-section.

T h e p a r tic u la r  so lu tio n  for u n ifo rm ally  d is tr ib u te d  to rq u e  is

/(* )
111 •/ Z ~

•>
В  z

fo r  co n c e n tra ted  m o m en ts  of to rs io n  (M r)  is

/ 0 ) = o.

T h e  b o u n d a ry  co n d itio n  in  d iffe ren t cases m ay  be se t up  in  th e  fo llow ing w ay . 
Case I : a t  b o th  ends sim ply  su p p o rte d  g irder (Fig. 1)

f  — f "  =  0 a t  z =  0 and  z =  1;

Case I I :  a t  b o th  ends r ig id ly  em bedded  g irder

/  =  / '  =  0 a t  2 =  0 and  2 =  1;

Case I I I :  c an te liv e r  g irder, r ig id ly  em bedded  a t  th e  end 2 = 0

/  =  / '  =  0 a t 2 =  0 ,

/ " = / " ' =  0 a t  2 =  1 .

6. Numerical results

T he com parison  o f th e  re su lts  derived  from  d iffe ren t th eo ries  m a y  be 
e s tim a te d  by  c a rry in g  o u t a n u m erica l exam ple on a sim ply  su p p o rte d  box  
g ird e r  in  to rsion .
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F or conven ience  sake le t us consider th a t  th e  to rq u e  is u n ifo rm ally  
d is tr ib u te d  all a long  th e  len g th  of th e  b eam , so t h a t

T h u s, the  so lu tio n  o f  th e  differencial eq u a tio n  o f th e  com bined  to rq u e  leads to :

/ ( * )  =
m T

В
z ( l - z )  ^  1 

2 x-

/
ia ------ z

2 1

c o s h - ^ - a 2
(39)

B y d iffe re n tia tin g  tw ice  E q . (52) we o b ta in

№
m j

В

sinh
1

X cosh
xl

cosh
I l

/ ' ( * )  =
m-r
В cosh

xl — - 1

T ak in g  th e  m id -sp a n  (z =  Ij2) we m ay  w rite

1 TTlj r- +  1 Í 1 ill
2 в 8 a- cosh a l/2 J

/ ' =  0

mp  Г 1

В cosh aZ/2

The dim ensions of the box section being investigated  are (F ig . 5):

va = vw =  cm; a =  20 cm ; h == 40 cm

Hence the cross-sectional characteristics:
— cross-sectional area

F x — 0,5 • 40 =  20 cm 2; Fy =  0,5 • 20 =  10 cm 2;

—  flexural m om ents o f  inertia

I x =  0,5 • 403 /12 =  2666 cm4; Iy =  0,5 • 203 /12 =  333 cm 4;

(40)

(41)

(39/a)

(40/a)

(41 a)
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warping m om ents o f inertia 

h2
J  (ù 9 Iх - I y  =  ~  2666 4- 4„0’ 333 2 2

=  5 3 3 3 3 3  -p 266667  =  8 0 0 0 0 0  cm". 

/«  =  С2 I  и 88 8 8 8 .9  e in « ,

Гш= ( 1  +  у„)17П =  (1 +  10,4) 88888,9 = 1013333,4 en»

— torsional m om ents o f inertia 

4a2 h2
Im  — ■ — 10666,1 cm 4

I P

if) —-
J  (S) V

- Г « - +  bi? ti) • 20-}-0,53 • 40) — 5 cm ’,

a2 „ h1 „ 202 402
-----Y x  4

2 ~2~ F y - r  . 20 — -- 10 12 000 cm 1 
2

dimensionless factor

C2 =  l X 10666'7 -  о m 2
Ip  12000 U,U1

The elastic ity  characteristics o f the m aterial are given by:

E  =  2100 Mp/cm2; G =  810 Mx>/cm2.

T he span of the girder: l =  5,0 m.
The va lue of

cosh  (a i/2) ' °

from  E qs (39/a), (40/a), (41/a), thus,

T able I. shows the num erical values o f the torsional and warping rigid ities deduced from  
different theories and their influence on the m agnitude of the angle o f tw ist ( / ) .

Table I

N o . T h eo ry

T ran sfo rm ed  r ig id ity

Rm II »b
.

«  f  m
T o rs io n  В W a rp in g  A ■

Eq.
M pcm2 M pcm4 cm- 2 cm 1

1 . Author 8644 077 1680,10« (16) 0,00512 0,0715 31055 m - f / B

Ponom ariov ( 2 7 )

2 . Urban 8639 928 1680,10« (3 0 /.) 0,00513 0,0715 31056 n i j ' l В

Wlassow (31)

3. Ostenfeld - 5600,10s (41) — — -

4. Schlechte 8639 928 2128,10« (50) 0,00406 0,0637 31005 m j  1В
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7. C onclusions

F ro m  th e  above co m p ara tiv e  re su lts  i t  can  be concluded th a t  all th e  
th eo rie s  o f com bined  to rs io n  m ay  be  co n v e rte d  b y  som e so rt of tra n s fo rm a tio n  
to  a genera l form .

A lth o u g h  th e re  a re  some u n im p o r ta n t  d ifferences in  th e  va lu e  o f th e  
angle of tw is t and  d isp lacem en ts, re sp e c tiv e ly , th e  ca lcu la ted  n o rm al s tre ss  
is e q u a l fo r all th e  m eth o d s. A v e ry  s tr ik in g  difference is only  due to  th e  neg- 
lec tio n  of th e  shear defo rm ations w h ich  is consequen tly  in co rrec t in  case o f  
b o x  or hollow  sections.
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A nalyse der Torsionsgleichung von K astenträgern hei komplexer Drillung. N a c h  e in e m  
Ü b e rb l ic k  d e r  F a c h l i t e r a tu r  k a n n  f e s tg e s te l l t  w e r d e n ,  d a ß  d ie  T o rs io n sg le ic h u n g  d e r  g e sc h lo s
se n e n  T rä g e r  o d e r  K a s te n t r ä g e r  sc h o n  v o n  m e h r e r e n  F o rs c h e rn  a b g e le i te t  w u rd e . D ie  E r g e b 
n iss e  s in d  j e d o c h  t r o tz  ih r e r  fo rm a le n  I d e n t i t ä t ,  in h a l t l ic h  v e r s c h ie d e n . I n  d e r  A b h a n d lu n g  
w e rd e n  d ie  a u f  v e rs c h ie d e n e  A n n a h m e n  g e g r ü n d e te n  T o rs io n sg le ic h u n g e n  a u s g e w e r te t ,  u n d  
d e m  v o m  V e rfa ss e r  v o rg e sc h la g e n e n  B e re c h n u n g s v e r fa h r e n  g e g e n ü b e rg e s te l lt .  A u s  d e n  n u m e 
r is c h e n  U n te r s u c h u n g e n  g e h t  h e rv o r , d a ß  d ie  a u f g ru n d  v o n  v e rs c h ie d e n e n  E rw ä g u n g e n  a u f 
g e s te l l te n  T o rs io n sg le ic h u n g e n  v o n e in a n d e r  n u r  in  H in s c h ic h t  d e r  B e w e g u n g e n  a b w e ic h e n , 
d ie  in n e re n  K r ä f te  a b e r  id e n t i s c h  sin d . D ie  g r ö ß te  U n g e n a u ig k e it  r ü h r t  v o n  d e r  V e r n a c h 
lä s s ig u n g  d e r  S c h u b v e r fo rm u n g e n  h e r , d e s h a lb  k a n n  d ie  B e rü c k s ic h tig u n g  d e r  S c h u b v e r 
f o rm u n g e n  b e i  g e sc h lo sse n e n  P ro f ile n  a ls e in e  d e r  w ic h t ig s te n  A n fo rd e ru n g e n  b e t r a c h t e t  
w e rd e n .

Анализ уравнений кручения коробчатых балок в состоянии сложного кручения
(Б. Гоши). На основе изучения технической литературы установлено, что уравнение 
кручения закрытых или коробчатых балок выведено многими авторами. Результаты не
смотря на идентичность их по форме являются различными по своей трактовке. В  работе 
дается оценка уравнений кручения, основывающихся на различных предположениях, и 
сравнение с методом, предлагаемым автором. Из результатов числового анализа вытекает, 
что уравнения кручения, выведенные на основе различных соображений, отклоняются 
друг от друга только в отношении смещений, а внутренние усилия же являются идентич
ными. Наибольшая степень неточности вытекает от пренебрежения деформациями среза, 
вследствие этого в случае закрытых профилей учет деформаций среза необходимо считать в 
качестве первостепенной задачи.
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EXPERIMENTELLE VORBEDINGUNGEN 
DER WICHTEMESSUNG AN FESTEN KÖRPERN

SZ. PETH Ő *

KANDIDAT D ER  TE C H N ISC H E N  W ISSENSCHAFTEN 

[Eingegangen am  3. März 1969]

A u f Grund des Fehlerfortpflanzungsgesetzes, in diesem Falle auf den bekannten  
Zusam m enhang einer pyknom etrischen M essung angewendet, wird hier eine m it den  
praktischen Ergebnissen übereinstim m ende Form el des M eßfehlers der W ichtem essung  
abgeleitet. In K enntnis der konkreten M eßresultate erlaubt uns diese Form el, zur 
D urchführung der W ichtem essung einige praktische Folgerungen zu ziehen. W enn  
der Fehler der M essung im  voraus bekan nt oder festgesetzt ist, so haben wir einen  
sicheren H inw eis auf die W ahl der M eßm ethode, die im gegebenen Fall anzuw enden ist.

B e k a n n t is das folgende V erfah ren  e in er p y k n o m etrisch en  W ich tem essu n g  
von  fe s ten  P ro b e n : w ir s te llen  fe s t: d as  G ew icht des leeren  P y k n o m e te rs  
(G4 =  P ) , das G esam tgew ich t des P y k n o m e te rs  u n d  des fe s ten  P ro b ek ö rp e rs  
(G2 =  P  -f- S ), das G esam tgew icht des au fg efü llten  P y k n o m e te rs  u n d  des 
fes ten  K ö rp ers  (G3 =  P  -f- S -)- jVf2), en d lich  das G esam tgew ich t des au fge
fü llte n  P y k n o m e te rs  (Gi =  P  -f- M x). A us diesen W erten  u n d  in  K e n n tn is  
der W ich te  d er M eßflüssigkeit (y) e rh a lte n  w ir die W ichte  des fe s ten  K ö rp e rs :

Ô =
(G<

g 2~ g 1 _  __  s

Gi) -(G3-G0) 7 "  Mr - M 2 7 -  V  ' ( 1 )

wo w ir m it V  das V olum en des in  das P y k n o m e te r  gelegten festen  P ro b ek ö rp e rs  
bezeichnen .

Z ufällige F eh le r einer W ich tem essung  e n ts teh en  beim  A bw ägen u n d  hei 
dem  A uffü llen  des P y k n o m ete rs  m it d er M eßflüssigkeit. In sb eso n d ere  g eh t 
die genaue A uffü llung  m it einer s ta rk  v e rd am p fen d en  F lüssig k e it schw er v o r  
sich, u n d  so is t au ch  die B estim m ung  d er G ew ichtsw erte  G3 u n d  G4 ziem lich  
unsicher. E in  zu fälliger Feh ler m ag n och  d u rc h  Änderving des M ikroklim as 
w äh ren d  d er M essung en ts teh en , u n d  es b e s te h t  noch eine A bh än g ig k e it v o n  
d er G en au ig k e it d er W aage u n d  au ch  v o n  d e r R o u tin e  der m essenden  P erso n . 
E in  sy s te m a tisc h e r F eh le r e n ts te h t m e istens be i d er B estim m ung  des G ew ich ts
w ertes G3. W en n  L uftb läschen  an  den  im  P y k n o m e te r e ingeleg ten  festen  
P ro b ek ö rp er h a fte n  bleiben, so e rg ib t sich  ein unrich tiges V olum en V , und 
die e rrech n e te  W ich te  w ird  k leiner als d e r w ah re  W ert. U m g ek eh rt, falls T eile

*Technische U n iversität für Schw erindustrie; Miskolc  ( U n g a r n ) .
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eines innerlich  p o rö sen  K örpers in  d e r  M eßflüssigkeit d isperg iert w erden , 
so v e ru rsa c h t das u n r ic h tig e  V olum en eine g rößere  W ich te  als der genaue W e rt.

D ie Größe des zu fä lligen  Feh lers d e r  W ich tem essung  lä ß t  sich aus dem  
F eh le rfo rtp flan zu n g sg ese tz  berechnen . A u f die F u n k tio n  (1) angew endet, 
la u te t  d ieser Satz  w ie fo lg t:

№ =
' 3Ó \

9g J
/ 4  +

dô у

Ж .

2 I
H-G« +

( dô

t e
IиЬ3 + ( 2 )

N u n  lassen  sich die in  F o rm el (2) a n g e fü h rte n  D iffe ren tia lq u o tien ten  fo lg en d er
w eise anschre iben :

yb G3 - G4

3GX _ [(C4 GO (G3 c ,)]*
3<5 G3 G4

3G2 № , GO-  (G;, - G .o r -

Э у G, Gx
3G3 [(G4 GO (G3 G O Y y
3Ó g 2 g v

3G, [(Ga GO (G;, - C 2)]2

(3)

(4)

( 5 )

( 6 )

Allgem ein sin d die  Fehler beim  A bw ägen  v o n  G4 u n d  G2 d ieselben, d. h.

—  i^ G a  —  /* s 4 ■>

u n d  w ir können fü r  d ie  zufälligen F e h le r  b e im  A bw ägen von  G3 und  Gi  d ieselbe 
Ü b e re in s tim m u n g  an n eh m en :

/ttí3 flat fts2 '

fo lg lich  k an n  m an  d u rc h  E insetzen  d e r A u sd rü ck e  (3), (4), (5) u n d  (6) in  die 
F o rm e l (2) fo lgende G leichungen au fs te llen :

/4  =  2 (G3- ^ ) 2
[(G4—Gx) —(G3—G2) ]4

(G2-  G ,y
[(Gt Gj) (Ga G2)Y

о 2
У К 2

2 Г
= ^ - [ ( м 2- m 1+ s ) Y s1+ S 2 ^ 2] =у  1 (7)

2 у 2

V*
[ V ô - v y - Mz + ( v d y - M у  =

—  9 [(й 1)2 А + 02К \
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und

Гь =  ±  У2 [(d 1)2 /£ + 0 *  . (8)

D ie ab ge le ite te  G leichung is t s t ic h h a ltig , falls w ir den  W ert d er W ich te  
der M eßflüssigkeit k e n n e n , und  die M eßfeh ler be im  A bw ägen von  Gx u n d  G2, 
w eiter v o n  G3 und  G4 id en tisch  sind. F e rn e r  g eh t aus G leichung (8) der fo lgende 
Z u sam m en h an g  h e rv o r: A bgesehen v o n  den  F eh le rw erten  fisv u n d  (j,s , is t  die 
G en au ig k e it der W ich teb estim m u n g  u m  so g rößer, je  k le iner die D ich te  d er 
M eßflüssigkeit, je  g rö ß e r die Masse des P ro b ek ö rp ers , bzw. je  k le in e r die 
W ichte  desselben  is t.

W en n  w ir die G leichung (8) d u rc h  die W ich te  d iv id ieren , e rh a lte n  w ir 
den re la tiv e n  Feh ler r:

г = ±  ]/2 -У-  [ i l
V

(9)

Aus den  G leichungen (8) u n d  (9) is t d ie  A b h än g ig k e it der abso lu ten  u n d  d er 
re la tiv en  F eh le rw erte  v o n  der W ichte (y)  d e r  M eßflüssigkeit u n d  dem  V olum en 
V  des im  P y k n o m e te r  ge leg ten  K örpers k la r  ersich tlich . U m  die A b h än g ig k e it 
des F eh le rs  von  der W ic h te  des zu m essen d en  K ö rp ers  deu tlich er zu  m achen , 
wollen w ir die F eh le rw erte  und Bs2 a ls m ite in a n d e r gleich an n eh m en , u n d  
zugleich d ie E x tre m w e rte  der F u n k tio n e n  (8) u n d  (9) errechnen .

Bemerkung:  Die Fehlerw erte /tsl und fis2 sind einander nur gleich, falls wir W aagen  
minderer E m pfindlichkeit benützen.

N ach  E n tw ick lu n g  d er E x trem fo rm e ln  f in d e n  w ir, daß  das M inim um  
des a b so lu ten  Fehlers b e i ö =  1/2, u n d  je n e s  des re la tiv e n  F eh lers bei ö =  1 
zu fin d en  is t . Z ur n ä h e ren  In fo rm atio n  w u rd e n  a u f  B ild  1 die fo lgenden  K u rv e n  
k o n s tru ie r t:

/ /  =  [(0 l )2 +  d = ] l /2 ( 10)

und

( H )

und zw ar fü r  den W ich tebere ich  des z u  p rü fe n d e n  Stoffes

ö =  0 u n d  <5 =  15.

D as v ere in ig te  D iag ram m  zeigt u n s , d aß  d e r m ögliche F eh le r be i e inem  
M ateria l g rö ß ere r W ich te  (z. B. F errosiliz ium ) g rö ß er is t  als bei so lchen m in 
derer W ich te  (z. B. Q u arz). Bei einer W ic h te  v o n  5 u n d  au fw ärts  k a n n  das 
A nsteigen  des ab so lu ten  Fehlers als l in e a r  (m it d er W ichte) angenom m en
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w erd en : fü r W ich tew erte  über 5 lä ß t  sich  n äm lich  die F orm el (10) wie fo lg t 
v e re in fach en :

Ii'a~ f 2  0 - 1 ( 12)

u n d  an  Stelle der F o rm e l (11) sch re ib t m an :

r ' s ~ v  2 - 4 - -  ( i s )о

A u f Tafel I  f in d e n  w ir gewisse A n g ab en  ü b e r die G esta ltu n g  d er M eß
feh le r beim  A bw ägen . D ie M essungen w u rd en  teils d u rch  einen  u n g e ü b te n , 
te ils  du rch  einen g e ü b te n  L a b o ra n te n  m it einem  P y k n o m e te r aus G las zu  
50 cm 3 d u rch g e fü h rt. Als F ü llflü ssig k e it w urde  abw echselnd  W asser bzw . 
d e n a tu r ie r te r  A lkoho l angew endet: zw ischen  den  M essungen e inm al m it 
W asser und  d an n  m it A lkohol w urde das P y k n o m e te r  in  einer T ro c k e n k a m m er 
a u fb ew ah rt. Als A b w äg e in s tru m en t d ie n te  teils eine ana ly tisch e , te ils  e ine  
Schnellw aage (m it e in er E m p fin d lich k e it von  0,01 g). Jed e  M essung w u rd e  
30m al w iederho lt; h ie rb e i h a tte  m a n  die F eh le rw erte  /j,s u n d  /nSi m it H ilfe  
d e r b ek an n ten  F o rm e l fü r die k o rrig ie rte  em pirische S treu u n g  aus den  M eß
re su lta te n  b e rech n e t. M it au f Z im m e rte m p e ra tu r  g ehaltenen  M eßflüssigke iten  
d a u e rte n  die Meß versuche  3 Tage.

Es w urde ab e r festgeste llt, d aß  die E m p fin d lich k e it der W aage n ic h t 
den  A bw ägefehlern  en tsp rach , n ic h t e inm al fü r  das A bw ägen  des lee ren
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Tafel I

Gewichtsmeßfehler beim Abwägen des leeren Pyknometers des mit 1Vasser gefüllten

Pyknometers ( / 7  ) und des mit Alkohol gef Hilten Pyknometers (//, )

G ew ichtsm eßfeh  le r

D ie d ie M essungen 
d u rch fü h ren d e  P erso n

Die b e n ü tz te  
W aage

am  leeren  
P y k n o m e te r ,

ia Sl
[g]

am  m it W asser 
g efü llten  

P y k n o m e te r ,

am  m it A lkohol 
g efü llten  

P y k n o m e te r .

M « , a

1 2 3 4 5

а)  W enig geübter Analytische Waage 0,000275 0.00678 0,0115

Laborant ! Schnellwaage 0,00838 0,00677 0,0117

b)  Ziemlich gut geübter Analytische W aage 0,000145 0,00197 0,00947

Laborant Schnellw aagt 0,00133 0,00552 0,0129

P y k n o m ete rs ; v ie lm eh r en th ie lten  die G ew ich tsm eßfeh ler auch  den E in flu ß  
d er Ä nderung  des M ikroklim as u n d  d er G eü b th e it oder U n g eü b th e it des 
m essenden  L a b o ra n te n . Bei A nw endung v o n  A lkohol als ra sch  v e rd am p fen d er 
F ü llflü ssigke it w a r  d er k o n s ta tie r te  M eßfehler (d. h. der W ert fis la u t Tafel) 
um  eine G rö ß en o rd n u n g  größer als hei A nw endung  von  W asser (s. den T afe l
w ert ftSs)- Folg lich  soll A lkohol n u r angew en d et w erden , falls das zu m essende 
M ateria l sich schw er ne tzen  läß t, w obei die A nw endung  einer an a ly tisch en  
W aage ü b erflü ssig  is t. (E in  genaueres M eßergebnis k an n  e rw a rte t w erden , 
falls m an  an S telle  v o n  A lkohol eine w ässerige L ösung eines in ten s iv e r n e tzen 
den R eagens v e rw en d e t.)

D er weniger geübte Laborant beging beim  A bw ägen des gefü llten  P y k n o 
m eters denselben  F eh le r, u n ab h än g ig  von  der E m p fin d lich k e it der W aage. 
D er geübte Laborant  k o n n te  die bessere E m p fin d lich k e it einer an a ly tisch en  
W aage n u r  m it W asserfü llu n g  au sn ü tzen ; be im  F ü llen  m it A lkohol w ar auch  
er n ich t im  S ta n d e , die M eßgenauigkeit zu erhöhen  (F eh le rw erte  0,00197 
u n d  0,00522). W ie m an  aus den A ngaben  der T afel en tn eh m en  k an n , ergab 
die A nw endung e in er an a ly tisch en  W aage einen fis - W ert, d er im  V ergleich 
m it u n d  sogar m it b ed eu ten d  n ied riger is t; n um erisch  gesprochen  lä ß t 
sich k o n s ta tie ren , d a ß  gem äß der F o rm el (8) d er W ert (Ô —  1)2/4, n u r ein 
H u n d e rs te l bzw. ein  T au sen d ste l des W ertes  b2ftl2 b e trä g t. W en n  w ir also aus 
d ieser F orm el das G lied ( b —  l) 2̂  fo rtla ssen , so e rh a lte n  w ir:

P b  ~  ±  f 2 7 7  =  ±  Г 2 ~  á2 /G 2 • ( 1 4 )
V  s

F ern e r is t der W e rt des re la tiv en  F eh lers an n ä h e rn d :

f i  *** =h Y2 7 7  Pst =  ±  \  2 7 7  àps . (15)
V о

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



346 SZ. P  E T  HŐ

N u n  h ab en  w ir zum  Zw ecke, d en  oben  ab ge le ite ten , teils v o n  den P a ra 
m e te rn  des zu m essenden  festen  K ö rp e rs  (V olum en u n d  W ich te), te ils von  der 
A bw ägeg en au ig k eit a u f  die M eßergebnisse  au sg eü b ten  E in flu ß  s tren g e r n a c h 
zuw eisen , fo lgende E x p e rim e n te  d u rc h g e fü h rt: es w u rd en  in sg esam t 90 M es
su n g en  vorgenom m en, näm lich  je  15 M essungen von  F errosiliz ium  (W ichte  
5,888) u n d  v o n  K a lk s te in s ta u b  (W ich te  2,685) uzw . an  je  dre i P ro b estü ck en  
zu  0 ,1 ; 1 u n d  10 g S tü ck g ew ich t (2 • 3 • 15 =  90). D ie M eßergebnisse m it den 
F e rro s iliz iu m -P ro b en  s ind  in  T afel I I ,  je n e  m it dem  K a lk s te in s ta u b  in  T afel I I I  
zu sam m en g efaß t. B eide S toffe b e s ta n d e n  aus hom ogenen  K ö rn e rn  k le iner als 
0,1 m m , also k a n n  m an  von  F e h le rn  d e r P ro b en ah m e gar n ic h t sprechen .

In  der d r it te n  K o lonne b e id e r T afe ln  fin d en  w ir die k o rrig ie rten  em p iri
sch en  S treu u n g en , b e rech n e t aus d en  M eßangaben . H ierzu  d ien te  die F o rm el:

П

/ = 1

Tafel II

Ergebnisse der W ichtemessung an Ferrosilizium

D u rch sch n ittsg ew ich t des 
P ro b estü ck es

[g]

D u rc h sc h n itts 
w e r t  d e r  W ichte

[ g / 'm ’l

S tre u u n g  d e r 
W ic h te  a u s  den  

M eß w erten

[g /c m 3]

S tre u u n g  der 
W ich te , berech 
n e t  aus Gl. (8)

[g /cm 3]

D er W e rt

a u s  den  
M eßw erten

fei

D e r W ert

aus Gl. (16) 
b e re c h n e t

[gi

1 2 3 4 5 6

0,1 4,699 1,299 3,431 0,0053 000,42

1,0 5,688 0,525 0,343 0,0060 0,0115

10,0 5,921 0,043 0,034 0,0078 0,0087

— 5,888 — — — —

Tafel III

Ergebnisse der Wichtemessung an Kalksteinstaub

D u rch sch n ittsg ew ich t 
des P ro b estü ck es

[g]

D u rc h sc h n itts 
w e r t  der W ich te

[g /cm 3]

S tre u u n g  d e r 
W ic h te  a u s  den  

M eß w erten

[g /cm 3]

S treu u n g  d e r 
W ich te , b e re c h n e t 

aus  Gl. (8)

[g /cm 3]

D er W e rt

au s  d en  
M eß w erten

[g]

D e r W e rt

aus Gl. (16) 
b e rech n e t

fei

1 2 3 4 5 6

0,1 2,512 0,203 0,204 0,0025 0,0023

1,0 2,748 0,046 0,020 0,0041 0,0043

10,0 2,680 0,003 0,002 0,0017 0,0030

— 2,685
•

— — —
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w obei n  =  15 is t. E s is t  ra tsa m , d iese  S treuungsw erte  m it den  F eh le rw erten  
in  K o lonne  4 zu verg leichen , die n ä m lic h  aus der F orm el (8) b e re c h n e t w urden . 
D ie M essungen an  Ferrosiliz ium  w u rd e n  v o n  dem  w eniger g eü b ten  L a b o ra n te n  
d u rc h g e fü h rt; m it R ü ck sich t d a ra u f , d aß  bei diesen V ersuchen  W asser als 
M eßflüssigkeit v erw en d et w orden  w a r , h ab en  w ir angenom m en , d aß  die 
gem äß  T afel I  e rh a lten en  W erte  fiSi =  0,0003 und  /л3г =  0,007 den  in  F o rm el (8) 
v o rk o m m en d en  G ew ich tsm eßfeh lern  en tsp rech en . Die W ich tem essu n g en  des 
K a lk s te in s ta u b e s  w urden  von  dem  g e ü b te re n  L ab o ran ten  d u rc h g e fü h rt, also 
w u rd e n  die W erte  in  d er K olonne 4 d er Tafel I I I  m it den  F eh le rw erten  
/u,Si =  0,0002 u n d  fj,Sm =  0,002 b e re c h n e t. Beide L a b o ra n te n  a rb e ite te n  m it 
e inem  u n d  dem selben P y k n o m e te r , u n d  es w urden  jew eils alle v ie r (Gv  G2, G3 
u n d  G4) G ew ichtsw erte b e s tim m t. N u n  h ab en  wir die W e rte  d. h . die
G ew ich tsm eßfeh ler von  G4 (d. h . P  -f- M v  Masse des w asserg efü llten  P y k n o 
m e te rs) la u t  der F o rm el der k o rr ig ie r te n  em pirischen S tre u u n g  nochm als 
b e re c h n e t u n d  diese in  K olonne 5 d e r  T afe ln  m itg e te ilt. E s  is t ra ts a m , die 
W e rte  d e r K olonnen  5 u n d  6 m ite in a n d e r  zu  vergleichen. D ie Z ah len w erte  der 
K o lo n n e  6 en tsp rechen  näm lich  d er F o rm e l (14) im  Sinne d er fo lgenden  Glei
ch u n g :

±
V  = , S

1/2 yö tH ~  1 2 yö-
(16)

D ie in  G leichung an g efü h rten  k o n k re te n  W erte  sind : у  =  1 u n d  die W erte  
S , & u n d  +jUa lassen sich aus den  e n tsp re c h e n d en  T afelzeilen en tn eh m en . E ine  
b em erk en sw erte  E igenhe it d er b e re c h n e te n  G ew ichtsm eßfehler is t  der U m stan d , 
d aß  d iesen  F eh le rw erten  auch  die b e i d er A bw ägung des G ew ichtes G3 v e r
ü b te n  F eh le r an h aften . (G3 =  P  -f- S  -f- M 2, d. h. P y k n o m e te r  -f- S to ff -f- 
F lü ssig k e it.)

W enn  m an die W ich tem essu n g san g ab en  der T afe ln  I I  u n d  I I I  n ä h e r  
s tu d ie r t ,  so k an n  m an fests te llen , d a ß  diese W erte  m it den  E rg eb n issen  der 
ab g e le ite te n  R ela tionen , also m it d e n  in  Tafel I  a n g e fü h rten  b eo b a c h te ten  
A n g ab en  g u t ü bere in stim m en . D ie K o lo n n en w erte  3 u n d  4 sin d  v o n  derselben  
G rö ß en o rd n u n g ; indessen  lä ß t  sich  d ie  abw eichende G rö ß en o rd n u n g  der 
S treu u n g sw erte  in  T afeln  I I  u n d  I I I  [üb rigens der F o rm el (8) en tsp rech en d ] 
m it  d e r V ersch iedenheit d er W ich te  u n d  den abw eichenden  G ew ich tsm eßfeh 
le r  e rk lä ren . Die G ew ichtsm eßfehler in  K olonne 5 e n tsp rech en  b e tre ffs  der 
G rö ß en o rd n u n g  e in igerm aßen  den b ezü g lich en  A ngaben d e r T afel I  sowie den 
W e rte n  d er K olonne 6 . D er le tz te re  U m s ta n d  lä ß t die F o lg e ru n g  zu, d aß  die 
zu fä lligen  F eh ler bei d er B estim m u n g  des G ewichtes Gs a n n ä h e rn d  denen  
gleich sind , die bei der B estim m u n g  des W ertes G4 beg an g en  w orden  sind.

D ie  A ngaben  der T afel IV  geb en  u ns eine Ü bersich t ü b e r F eh le r der 
p y k n o m e trisch en  M eßm ethode fü r  d e n  F a ll, daß  alle V ersuche v o n  einer 
w ohl g eü b ten  P erson  d u rch g e fü h rt w o rd e n  sind. Form el (8) d ien te  zu r B erech-
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n u n g  d er Fehler v o n  M essungen  m itte ls  der an a ly tisch en  u n d  Form el (14) zur 
F eh le rb e rech n u n g  d e r  M eßversuche m itte ls  e iner Schnellw aage. D ie e n t 
sp rechenden  G ew ich tsm eßfeh ler s tam m en  aus T afel I ,  u n d  der W ert von  t) 
w u rd e  als 7,5 an g en o m m en . D ie W ich tem essungsfeh ler in  d e r ersten  T abellen 
zeile en tsp rechen  e in em  V olum en V  — 1 cm 3. In  den  fo lgenden  Tabellenzeilen 
b e fin d en  sich die A n g a b e n  aus V ersuchen m it P y k n o m e te rn  v o n  einem  G esam t
ra u m in h a lt  zu je  25, 50, 100 u n d  1000 cm 3, w obei m an  v o rau sse tz t, daß  das 
V olum en  des festen  M ate ria ls  in  losem  Z u s ta n d  ein D ritte l , also effektiv  ein

Tafel IV

Einige xveitere Angaben betreffs der Fehler bei Wichtemessungen

R au m in h a lt des 
P y k n o m eters

[cm 3]

N ü tz lich er 
R a u m in h a lt 

des P y k n o m ete rs

[cm 3]

F eh ler  d e r  W ich tem essu n g en , ^  /x

a n  d e r 
Schnellw aage 

b e i einer 
Skalenab lesung  

v o n
0,01 g

a n  d e r  a n a ly tis c h e n  W aage

m it  W asser 
[g /cm 3]

m it Alkohol 
[g/cm 3]

1 2 3 4 5

— 1,0 0,08 0,02 0,08

25 6,0 0,013 0,0033 0,013

50 12,0 0,0065 0,0017 0,0065

100 25,0 0,0032 0,0008 0,0032

1000 250,0 0,0003 — —

V ierte l des P y k n o m e te rra u m in h a lte s  au sm ach t. W en n  w ir eine rasch  v e r 
d am p fen d e  F lü ss ig k e it verw enden  u n d  eine an a ly tisch e  W aage benü tzen , so is t 
d ie  M eßgenauigkeit n ic h t  g rößer als w enn m an  m it W asser als F ü llflüssigkeit 
e ine Schnellw aage v o n  einer A blesegenauigkeit zu 0,001 g b en ü tz t. W enn  
d ie  S toffprobe zu k le in  is t, so is t es sehr w ahrsche in lich , d aß  w ir grobe F eh le r 
v e rü b en . Folglich so llte  m an  die B en ü tzu n g  eines k le inen  P yknom eters (zu 
25 cm 3) m öglichst v e rm e id en . W enn w ir die M eßw erte zw ischen den G renzen 
v o n  ô 2f_tö u n d  6 —  2fj,ö als W erte  an n ah m en , die m it zufälligen F eh le rn
b e la s te t  sind, so so llte n  w ir bei zwei pa ra lle len  M essungen W erte, die v o n 
e in an d e r s tä rk e r ab w eich en  als das V ierfache der S tre u u n g  (die W erte  in  
T afe l IV), n ich t als m erito risch  erach ten .

Alles zu sam m en fassen d , was w ir aus den ab g e le ite ten  R elationen  u n d  
d en  V ersuchsergebn issen  fo lgern  dürfen , sind  w ir b e re c h tig t, fü r die p rak tisch e  
A u sfü h ru n g  von  p y k n o m e trisc h e n  W ich tem essungen  fo lgende W eisungen als 
n ü tz lic h  zu e ra c h te n :

a) W enn n u r  e ine  kleine Menge, also w eniger als 1— 2 g von dem  zu p r ü 
fen d en  M aterial v o rh a n d e n  is t, gleichfalls w enn die v e rw en d e te  M eßflüssigkeit 
a llzu le ich t v e rd a m p ft, k a n n  m an  n u r ziem lich u n g en au e  M eßergebnisse erzielen .
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F e rn e r  is t es n ich t ra tsa m , ein P y k n o m e te r  von  m inderem  R a u m in h a lt, z. B . 
v o n  25 cm 3 zu b en ü tzen . L ä ß t sich das P rü fm a te ria l n u r  schw er b en e tzen , 
so is t  es angezeig t, an  S telle  von  re inem  A lkohol eine L ösung  v o n  w enigen 
G ram m  A lkohol pro  L ite r  als M eßflüssigkeit zu verw enden .

b)  F ü r  eine R eihe  v o n  M essungen soll in  jedem  einzelnen  F a ll die B es tim 
m u n g  d er G ew ichte Gx u n d  Gt s ta ttf in d e n , uzw . u n te r  In re c h n u n g s te llu n g  des 
a rith m e tisc h e n  M itte lw ertes  d er w ied erh o lten  E inzelm essungen  bei B en ü tzu n g  
eines u n d  desselben P y k n o m e te rs , u m  einen  m öglichst k le in en  G esam tfeh ler 
zu  sichern .

c)  W enn  m an  die W ich tem essung  am  selben M ate ria l m ehrm als v o r
n im m t, so e rg ib t sich d er höch stw ah rsch e in lich e  W ert als ein n a c h  dem  Q u a d ra t 
d e r e ingese tz ten  S to ffp robenm assen  gew ogener D u rch sch n ittsw ert. D ie e n t
sp rech en d en  »Gewichte« sind näm lich  u m g e k e h rt p ro p o rtio n a l den  Q u ad ra ten  
d er la u t  Gl. (8) b e rech en b aren  F ehler, d. h . sie sind d ire k t p ro p o rtio n a l dem  
Q u a d ra t d er en tsp rech en d en  V olum ina bzw . d er Massen.

Experim ental Conditions for M easuring the Specific W eight of Solid Probes. On the
basis o f the law  of error propagation applied on the known relationship th a t prevails for 
pycnom etric m easurem ents, a further formula for error determ ination is derived th a t proved  
practically  useful since it  is conform  to  results obtained by tests. This new  formula com bined  
w ith  actual m easuring results helps us to infer som e further im portant consequences. N am ely, 
when a m easuring error is predeterm ined, we have a strict directive rule at hand how to choose 
the adequate measuring m ethod to be applied.

О точности определения удельного веса (С. Пете). Применяя закон распростране
ния ошибки для известной зависимости, используемой при пикнометрическом методе из
мерения удельного веса, выведена зависимость, хорошо применимая для погрешности 
измерения удельного веса и дающая идентичные с практическими результатами значения. 
Располагая этой зависимостью и результатами опытов, выполненных соответствующим 
образом, сделаны важные выводы, касающиеся выполнения измерения удельного веса. 
Если известна погрешность измерения удельного веса или же она фиксируется заранее, 
тогда в отношении выбора необходимого метода измерения можно также найти соответ
ствующее указание.
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EINIGE PROBLEME DER BEREIFUNG 
VON ACKERSCHLEPPERN, INSBESONDERE 

AUF LEICHTEN BÖDEN

G. SIT K É I*

DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[Eingegangen am  27. Oktober 1969]

Die Sand- und frischgepflügten Böden haben eine geringere Tragfähigkeit und 
daher wäre es wünschenswert, in so lchen  Fällen großvolum ige Reifen m it kleinem  
m ittlerem  Druck in der Berührungsfläche zu benutzen. Es wurde eine neue M ethode  
entw ickelt, m it der m an auf Grund v o n  Boden- und R eifenkennw erten die E insinkung  
des Reifens und den mittleren D ruck in der Berührungsfläche bestim m en kann. 
L etzteres ist für die B odenverdichtung in der Spur kennzeichnend. D ie Brauchbarkeit 
der Saakjanschen D ruckeinsinkungs-Form el is t  nachgew iesen, und die in dieser Form el 
vorkom m ende K onstan te  dient als B odenkennw ert. D ie Schlupf-Einsinkung bei ange
triebenen Rädern hängt in erster A nnäherung von der in der Spur zurückbleibenden  
T ragfähigkeit des B odens ab. Da der Sand beim  Überfahren nur in geringem  Maße 
verd ich tet wird, wird die Schlupf-Einsinkung hier v ie l größer als auf bindigen Böden  
— auch in gelockertem  Zustand. Für Sand wurde ein allgem eingültiger Zusam m enhang  

zur Bestim m ung der Schlupf-Einsinkung aufgestellt.

I. Einleitung

D ie g u m m ib ere iften  R äder sp ie len  in  d er h eu tig en  L a n d w irtsc h a ft eine 
sehr w ich tige  R olle. D ie A ckersch lepper, die T ran sp o rtw ag en  (A n h än g er, 
L adew agen  usw.) u n d  die größeren L an d m asch in en  sind  fa s t au ssch ließ lich  
m it R eifen  au sg e rü s te t. D ie G um m ib ere ifu n g  g ib t d er M aschine eine v ie l
seitigere  A nw endungsm öglichkeit u n d  v e rr in g e rt den  R o llw id erstan d  e rh eb lich .

D er lan d w irtsch a ftlich e  S ch lepper bew eg t sich am  m eisten  a u f  w eichem  
R oden m it  e rheb licher E in sinkung . V on  der E in s in k u n g  h ä n g t d ie  R eifen- 
e in d rü ck u n g , die B erü h rungsfläche , d e r  R o llw id ers tan d  u n d  sch ließ lich  auch  
die Z u g fäh ig k e it ab.

H e u te  kann  eine ständige E rh ö h u n g  d er S ch lepperle istung  u n d  d a m it 
der R eifengrößen  b e o b a c h te t w erden. U m  eine rich tig e  B ereifung  zu erre ich en , 
is t eine v ielse itige  Ü berlegung  n o tw en d ig . D ie R eifen  sollen im  a llgem einen  
ein b e s tim m tes  G ew ich t trag en , m ö g lic h s t hohe U m fan g sk ra ft en tw ick e ln  
und  eine b es tim m te  re la tiv e  E in s in k u n g  n ich t ü b ersch re iten . D azu  is t  es 
no tw en d ig  zu  w issen, w ie die v e rsch ied en en  E in flu ß g rö ß en  (B oden- u n d  
R eifendefo rm ation , B erü h ru n g sfläch e , B e la s tu n g  usw .) m ite in an d e r Z usam m en
hängen  u n d  wie sie a u f  die Z u g fäh ig k e it au sw irk en .

* Lehrstuhl für Landm aschinenbau der Technischen U niversität Budapest; M űegyetem  
rkp. 3 ,  Budapest X I .  ( U n g a r n ) .]
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Im  R ahm en  d ieser A rb e it w urde  v e rsu c h t, a u f  G rund  v o n  Ä hnlich - 
k e itsb e tra c h tu n g e n  a llgem eingü ltige  Z u sam m en h än g e  fü r  R eifen  h e ra n z u 
z iehen  u n d  m it H ilfe  von  B o d en k en n w erten  die re la tiv e  E in s in k u n g  des 
R eifens zu bestim m en .

II. R eifenkennw erte

In  früheren  A rb e ite n  [1— 4] w urde  schon  ü b e r unsere  R e ife n u n te r
su ch u n g en  au sfü h rlich  b e ric h te t. H ie r so llen  n u r  die w ich tig s ten  E rgebn isse  
d iese r U n te rsu ch u n g en  e rw ä h n t w erden . E in e  ausfüh rliche  U n te rsu ch u n g  der 
R e ifen an g ab en  zeig te , d aß  die T ra g fä h ig k e it v o r allem  v o n  dem  R eifen 
v o lu m en  V  und  dem  In n e n d ru c k  jp, a b h ä n g t. D as R eifenvo lum en  k a n n  d u rch  
D u rchm esser, B re ite  u n d  Q u ersch n ittsh ö h e  des R eifens g eän d e rt w erden .

D urch  die E rh ö h u n g  des R eifen d u rch m essers  n im m t das R eifenvo lum en  
re la t iv  wenig zu, in fo lgedessen  e rh ö h t sich auch  die T rag fäh ig k e it n u r  in 
g erin g em  Maße. D ie R e ifen b re ite  is t dagegen  ein w irksam eres M itte l zu r 
E rh ö h u n g  der T rag fäh ig k e it. D ie Tragfähigkeit  lä ß t  sich fü r  no rm al A S  R eifen  
fo lg en d erm aß en  au fsch re iben  :

Tk =  15 V ° '6 -p4’i6 ,

wo V  das Luftvolum en des Reifens [dm 3]:
Pl  den Innendruck des Reifens [atü]

b e d e u te t .  E in  a llgem ein g ü ltig er Z u sam m en h an g  k a n n  m it H ilfe von  d im en 
sio nslosen  Zahlen  e rz ie lt w erden.

F ü r feste F a h rb a h n  g ilt die F u n k tio n

/
H

( 1 )

w ä h re n d  au f w eichem  
b erü ck sich tig en  is t:

Boden noch d er E in flu ß  der re la tiv e n  E in s in k u n g  zu

/
H

( 2 )

w obei f  die Eindrückung des Reifens;
H  die Q uerschnittshöhe des Reifens;
Q die B elastung des Reifens;
z  die E insinkung (Spurtiefe) des Reifens;
R den Radius des Reifens

b e d e u te t. Die G leichungen  (1) und (2) sin d  im  Bild 1 u n d  2 g rap h isch  d a r 
g e s te llt.
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Die Berührungsfläche  zw ischen R eifen  u n d  B oden  is t ein w ich tig e r 
P a ra m e te r  zu r K en nze ichnung  der Z u g fäh ig k e it. J e  g rößer u n d  län g er die 
B erü h ru n g sfläch e , u m  so größer is t die ü b e rtra g b a re  U m fan g sk ra ft. F ü r  d ie  
B estim m u n g  d er B erüh rungsfläche  k a n n  —  ähn lich  wie Gl. (2) — ein d im e n 
sionsloser Z u sam m en h an g  aufgeschrieben  w erden , der fo lg en d erm aß en  a u s 
sieh t:

F f  (P‘V  j l |
D B  J Q H  ’ D f

(3)

wo D  den Reifendurchm esser, 
В  die Reifenbreite

b e d e u te t.

Bild 1. D im ensionslose D arstellung der R eifeneindrückung für G ürtel-Reifen (1 ) t Norm al-R eifen  
( 2 )  und Terra-Reifen ( 3 ) ;  I  bedeutet N ennbelastung für Terra-Reifen, I I  N ennbelastung

für N orm al-R eifen

Bild 2. D im ensionslose Darstellung der R eifeneindrückung unter Berücksichtigung der
Einsinkung
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A u f G rund  d e r M eßergebnisse is t  Gl. (3) fü r versch iedene re la tiv e  E in - 
s in k u n g e n  im  B ild  3 darg este llt. W ie m a n  s ieh t, h a t  die re la tiv e  E in s in k u n g  
des R eifens a u f d ie  re la tiv e  B e rü h ru n g sflä c h e  einen g roßen  E in flu ß . D er 
E in f lu ß  des In n e n d ru c k e s  und  der B e la s tu n g  du rch  den  W ert p /V /Q H  n im m t m it 
d e r E rh ö h u n g  d er E in s in k u n g  b e d e u te n d  ab. W enn also die re la tiv e  E in -

B i ld  3. D im ensionslose Darstellung der Berührungsfläche zwischen Reifen und Boden

Pk

B i ld  4. M ittlerer Druck in der Berührungsfläche auf fester Fahrbahn für verschiedene R eifen , 
abhängig von  der N ennbelastung (A =  Q}JQ, w obei Q\ die N ennbelastung bei 1 atü Innen

druck bedeutet)

s in k u n g  sowieso g ro ß  is t, v e ru rsa c h t d ie  Senkung des In n en d ru ck es  k eine  
w esen tlich e  Ä n d e ru n g  in  der G röße d e r  B erü h rungsfläche .

D er m ittle re  D ru ck  in der B e rü h ru n g sfläch e  h a t  einen w esen tlichen  
E in f lu ß  au f die E in s in k u n g  des R eifen s. A uch in  ag ro tech n isch er H in s ich t 
so llte  d er m ittle re  D ru c k  n ich t a llzu  g ro ß  sein, da die V erd ich tu n g  des B odens 
in  v ie len  F ällen  sch äd lich  sein k a n n .

Aus dem  B ild  3 k an n  m an  die Ä n d eru n g  der re la tiv e n  B e rü h ru n g s
fläch e  in  A b h än g ig k e it von der re la tiv e n  E insin k u n g  a u ftrag en . W enn  der 
m it t le re  D ruck  a u f  fe s te r  F a h rb a h n  b e k a n n t is t (s. B ild 4), k a n n  die Ä n d eru n g
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des m ittle ren  D ruckes a b h än g ig  von  der re la tiv en  E in s in k u n g  k o n s tru ie r t  
w erden . E ine solche D ars te llu n g  is t  im  B ild 5 zu sehen. D er N en n b e la s tu n g  
e n tsp ric h t der W ert von  p : V /Q H  — 7. W ie m an  s ieh t, n im m t d er m ittle re  
D ru ck  in  der B erü h ru n g sfläch e  m it der E in sin k u n g  des R eifens w esen tlich  ab . 
E in e  w eitere erheb liche  S en k u n g  des m ittle ren  D ruckes w ird  du rch  die V e r
ringerung  der B e las tu n g  (p ; V /Q H  =  15 e n tsp ric h t u n g e fäh r einer h a lb e n  
B elastung  des R eifens) e rre ich t.

Es is t h ier noch  zu b em erk en , daß  der m ittle re  D ru ck  in d er B e rü h ru n g s
fläch e  au f fe s te r F a h rb a h n  fü r  R eifen  v e rsch iedener A bm essungen  n ic h t

Pk/P i

1,0

0,5

' 0 0,025 0Д 5 0,075 0,10 z /D

Bild  5. Berührungsfläche und m ittlerer Druck, abhängig von der relativen Einsinkung
( ----------- PiVIQH , Pk/Pi)

gleich ist. M it E rh ö h u n g  d er R eifenabm essungen  w ird  d er m ittle re  D ruck  
e tw as größer (s. B ild  4). D iese A bw eichung k a n n  ab e r in  e in facher W eise 
in  R echnung  gezogen w erden .

III. Druck-Einsinkung-Kurve unter Stempel und Reifen

Zur B erechnung  d er E in s in k u n g  des R ades h ab en  w ir im m er die V oraus
se tzu n g , daß  die D ru c k -S te m p e l-K u rv en  m it den  D ru ck -E in s in k u n g -K u rv en  
u n te r  dem  R ad ü b e re in s tim m en . D ie aus den  D ru ck -S tem p e l-K u rv en  en tn o m 
m en en  B odenkennw erte  w erden  d a n n  zu r B estim m u n g  d er E in s in k u n g  des 
R ad es b en u tz t. D ie obige V o rau sse tzu n g  e rfü llt sich  —  le id er —  sehr selten .

U nsere U n te rsu ch u n g en  a u f  S andboden  zeig ten , d aß  die einfache Saak- 
jan sch e  Form el ziem lich g u t b e n u tz t  w erden  k an n . Im  w eite ren  w u rd en  auch  
a u f  L ehm boden  w eitere  U n te rsu c h u n g e n  m it v e rsch iedenen  S tem p eln  d u rch 
g e fü h rt und  die M eßergebnisse in  d er F o rm
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b e a rb e ite t ,  wobei b die  B re ite  des R ech teckstem pels oder den  R ad ius des 
R u n d s te m p e ls  b e d e u te t. D ie obige F o rm el is t re la tiv  e in fach , im  G egensatz 
zu  d e r  R eeceschen F o rm e l, u n d  m an  b ra u c h t keine B oden k en n g rö ß e , wie 
z. B . die K ohäsion , v o rh e r  zu  e rm itte ln . Die A u sw ertu n g  d er V ersuchs
e rg eb n isse  nach der S aak jan sch en  F o rm el h a t  gezeigt, d aß  sich diese M ethode 
a u c h  fü r  den L eh m b o d en  g u t e ignet.

B ei unseren D ru ck v erte ilu n g sm essu n g en  an R eifen  w u rd en  die E in- 
s in k u n g , die R eifen e in d rü ck u n g , d e r D ruck  in  der B erü h ru n g sfläch e  und

Bild 6. D ruck-E insinkungskurven unter dem Reifen und Stem pel 
( — -  Stem pel. — — unter Reifen)

g le ich ze itig  D ru ck -S tem p e l-D iag ram m e aufgenom m en. A us d er R eifeneinsin- 
k u n g  u n d  dem  zugehörigen  D ru ck  w urde die D ru ck -E in s in k u n g -K u rv e  fü r 
d e n  R eifen  k o n s tru ie r t  u n d  zugleich m it dem  D ru ck -S tem p e l-D iag ram m  
d a rg e s te ll t  (Bild 6). U m  die beid en  D ru ck -E in s in k u n g -K u rv en  vergleichen 
zu  k ö n n en , w urde a u f  d er h o rizo n ta le  Achse z /b  au fg e trag en , w obei b bei 
S te m p e ln  den R ad iu s  oder die B re ite  des R ech teck stem p els  m it 4:1 S eiten 
v e rh ä ltn is  und  bei R eifen  die ha lb e  S p u rb re ite  b e d e u te t.

A us den obigen V ersuchsergebn issen  geht h e rv o r, d aß  die in  der S aak 
ja n s c h e n  Form el v o rk o m m en d e  K o n s ta n te  к bei n o rm alen  B o d en zu stän d en  
als b ra u c h b a re r  B o d en k en n w ert zu r B estim m ung  der E in s in k u n g  eines R ades 
d ien en  kann.

IV. E in s in k u n g  des R eifens

Die E in s in k u n g  eines R eifens k an n  m it v ersch ied en en  N äherungs- 
m eth o 'd en  b erech n e t w erden  [5, 6 ]. Die B ekkersche  M ethode is t ziem lich 
e in fach , wenn die B o d en k en n g rö ß e  kv und  kc b e k a n n t sind . D ie rechnerischen  
u n d  experim en te llen  E rg eb n isse  w eichen aber in  v ielen  F ällen  erheblich  
v o n e in an d e r ab. D ie U rsache  lieg t w ahrschein lich  d a rin , d aß  sowohl die 
b e n u tz te  D ru ck -E in s in k u n g s-F o rm el wie die e igen tliche R echn u n g sm eth o d e
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solche A n n ah m en  u n d  V orau sse tzu n g en  en th a lten , die sich  in  der W irk lich k e it 
n ic h t erfüllen.

R e e c e  und seine M ita rb e ite r h ab e n  eine neue ab e r viel k o m pliz ie rte re  
M ethode en tw ick e lt. Z ur B eu rte ilu n g  dieser M ethode liegen noch  keine 
genügende V ersuchsergebnisse vo r. E in  großes P rob lem  fü r  alle R ech n u n g s
m e th o d e  is t die B erücksich tigung  d e r S ch lup f-E insinkung  bei an g e trieb en en  
R äd ern .

Im  L aufe un se re r R e ifen u n te rsu ch u n g en  h aben  w ir em pirisch  gefunden , 
d aß  die re la tiv e  E in sin k u n g  fü r  gezogene Reifen in  fo lgender F o rm  a u f
geschrieben  w erden  k an n :

z 1-----  = k o n st.
D

wo p k der m ittlere Druck in der Berührungsfläche und
к die K onstante der Saakjanschen Form el ist.

U nsere M eßergebnisse a u f  L eh m b o d en  in der B odenrinne  sind im  B ild  7 
gezeigt. W ie m an  s ieh t, h ä n g t die re la tiv e  E insinkung  des R eifens in geringem  
M aße auch  vom  dem  B elastu n g sg rad  ab . D er m ehr b e la s te te  R eifen h a t  eine 
g rößere  A b p la ttu n g  u n d  d am it eine g leichm äßigere D ru ck v e rte ilu n g , in fo lg e
dessen  eine e tw as k leinere  re la tiv e  E in sin k u n g . Zu den  R echnungen  b e n u tz t 
m an  die B ilder 7 u n d  5 zusam m en m it einem  Ite ra tio n sv e rfah re n .

E ine  an d ere  D arste llu n g  (Bild 8) zeig t, daß die re la tiv e  E in s in k u n g  
des R eifens bei au fgelockerten  B öden  (к =  1 ,04-2 ,0  k p /cm 2) d u rch  V er
m in d eru n g  der B e lastu n g  erheb lich  v e rr in g e rt w erden k a n n .

Bei an g e trieb en en  R äd ern  m uß  auch  die S ch lu p f-E in sin k u n g , in sb e 
sondere  a u f  le ich ten  B öden, b e rü c k s ic h tig t w erden. A u f G ru n d  von  U n te r 
suchungen  a u f  S andboden  is t der V erfasser der M einung, d aß  die E in s in k u n g  
u n te r  B erü ck sich tig u n g  des Schlupfes in  der Form

Pk
n

1+c. 1^1 S m
к 1 к

d a rg e s te llt  w erden  k a n n , w obei S d er Schlupf, Cj u n d  C2 b e s tim m te  K o n 
s ta n te n  sind. U nsere M eßergebnisse a u f  Sandboden  sind  im  B ild 9 gezeigt. 
A u f d er v e rtik a len  A chse w urde die m it dem  Sch lupfan te il k o rrig ie rte  re la tiv e  
E in s in k u n g  au fg e trag en .

D er h ie r gezeigte Z u sam m en h an g  sollte e igentlich  auch  fü r an d e re  
B öden  gelten . D azu  m üssen w ir a b e r die B o d en k o n stan te  к r ich tig  in te r 
p re tie ren . Es zeig te sich näm lich , d aß  die S ch lup f-E insinkung  viel m eh r 
d u rch  die in  der S p u r zu rückb le ibende  T rag fäh ig k e it als d u rch  die u rsp rü n g 
liche T rag fäh ig k e it b e s tim m t is t. B eim  Ü berfahren  a u f  S andboden  ä n d e r t  
sich  die T rag fäh ig k e it sehr w enig, w äh ren d  ein lehm iger, ganz au fg e lo ck erte r 
B oden  erheblich  v e rd ic h te t w erden  k a n n . D adurch  e rk lä r t  sich, d aß  ein
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B ild  7. Relative E insinkung der Reifen als F unktion der diinensionslosen Zahl 
Pk/k [p -V /Q H  6,5 f 1),  8,5 ( 2 )  und 12,7 (3 ) ]

B ild  8. Relative E insinkung der Reifen unter Berücksichtigung der Bodenkennzahl к 
(Pi = 1 , 0  atü , 1 halbe B elastung, 2 volle Belastung)

B ild  9. Relative E insinkung der Reifen unter B erücksichtigung der Schlupf-Einsinkung be
Sandboden

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



B E R E IF U N G  V O N  A C K E R S C H L E P P E R N 359

au fg e lo ck erte r leh m ig e r Boden eine k le inere  S ch lu p f-E in sin k u n g  aufw eist als 
ein S andboden  m it g rößerer T ra g fä h ig k e it im  A n fan g szu stan d .

D ie M eßergebnisse  von H o l m  [7] b e s tä tig e n  unsere  B eo b ach tu n g en . 
Die v o n  H o l m  gem essenen  S ch lu p f-E in s in k u n g san te ile  a u f  au fgelockertem  
L ehm boden  sind n äm lich  beinahe d ie  selben fü r  d as  erste  und  die w e ite ren  
Ü b erfah ren . D ie U rsach e  liegt h ie r  d a rin , daß  d e r B oden bei dem  e rs te n  
Ü b erfah ren  s ta rk  v e rd ic h te t  w urde  u n d  die w eite ren  Ü berfah ren  n u r  geringere  
zusätz liche  V e rd ic h tu n g  zur Folge h ab en .

V. Z u g fäh ig k e it der R eifen

D er w ich tig ste  P a ram e te r  d e r  R eifen  is t ih re  Z ugfäh igkeit. D ie Z u g 
fäh ig k e it eines R e ifen s bei der N e n n b e la s tu n g  u n d  bei einem  b e s tim m te n  
S ch lup f h ä n g t von  d em  R eifendurchm esser und  d e r R eifenbre ite  ab. W en n  
die R eifen  m ehr o d e r w eniger äh n lich  sind , k ö n n en  die V ariab len  D u rch 
m esser u n d  B reite  d u rc h  die B e rü h ru n g sfläch e  e rse tz t w erden.

D er mittlere D ru ck  in  der B e rü h ru n g sflä c h e  (d efin ie rt als p k =  Q/ F)  
fü r die einzelnen R e ifen  n im m t a b h ä n g ig  v o n  d er T rag fäh ig k e it e tw as zu, 
wie es aus dem  B ilde  4 ersichtlich  is t. D er Kraftschlußbeiwert  eines R eifens 
is t die F u n k tio n  d e r folgenden E in flu ß g rö ß e n :

A  T* =  /  - -»  Q »
l a

wobei sich  к m it Ä n d e ru n g  des R e ifen d u rch m esse rs  u n d  der B re ite  n ic h t 
g le ich artig  än d e rt.

N ach  V a n d e n b e r g  [8 ] is t d as  V erh ä ltn is  d er T an g en tia l- u n d  N o rm a l
sp an n u n g en  eine F u n k t io n  der r e la t iv e n  h o rizo n ta len  D efo rm ation :

w ährend  d e r R o llw id ers tan d sb e iw ert p in  e rs te r A n n äh e ru n g  von der re la tiv en  
E in sin k u n g  ab h ä n g t:

d .h .

* = /

M it E rh ö h u n g  des R eifendurchm essers n im m t die ho rizon ta le  B oden- 
d efo rm atio n  j  bei g le ichb le ibendem  S c h lu p f  zu, w ä h re n d  die re la tiv e  E in 
sinkung  ab n im m t. D em zufolge n im m t au ch  der K ra ftsch lu ß b e iw ert e in d eu tig  
zu. M it E rh ö h u n g  d e r B re ite , w enn a  k o n s ta n t  b le ib t, b le ib t jr'/er u n d  zjD  u n d
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fo lg lich  auch  x  u n v e rä n d e r t. N ach  B ild  4 n im m t aber a bei den  größeren 
R e ifen  w enig zu, u n d  d ah e r n im m t x  e tw as ab . Bei A nw endung v o n  größeren  
R e ifen  e rh ö h t sich  sow ohl der D u rch m esse r als auch die B re ite  u n d  d am it 
e rh ö h t sich auch  d e r K ra ftsc h lu ß b e iw e rt.

D ie A u fa rb e itu n g  von  Z ugfäh ig k e itsm essu n g en  a u f  S toppelfe ld  [9] zeigte, 
d a ß  d e r K ra ftsc h lu ß b e iw e rt von  der B e rü h ru n g sfläch e  u n te r  B erü ck sich tig u n g  
eines S treu b ere ich es m it g u te r A n n ä h e ru n g  lin ear a b h än g t (B ild  10). E ine  
A bw eich u n g  d av o n  e rg ib t sich fü r  R eifen , die v erh ä ltn ism äß ig  g roßen  D u rch 
m esse r h ab en  (z. B . 9— 40 oder 11— 38). Diese R eifen w eisen eine bessere 
Z u g fäh ig k e it a u f  als aus B ild 10 fo lg t. D ie im  B ild 10 gezeigte lin ea re  A b h än 
g ig k e it des K ra ftsch lu ß b e iw erte s  g ilt n u r  in  diesem  B ereich. M it d er w eiteren  
E rh ö h u n g  des D urchm essers w ird  die Z u n ah m e  des K ra ftsch lu ß  be iw ertes  im m er 
geringer.

E s ist h ier noch  zu bem erken , d a ß  d e r im  Bild 10 gezeigte Z u sam m en 
h a n g  n u r  bei geringer R eifeneinsinkung  (z/D  öé 0,02) gilt. A u f w eichen  B öden  
t r i t t  eine erheb liche  E in s in k u n g  au f, u n d  dem zufolge n im m t der R o llw id e rs tan d  
zu  u n d  die Z u g fäh ig k e it der R eifen  ab .

W ir h ab en  die E rgebn isse  der v o rh a n d e n e n  R o llw iderstandsm essungen  
b e a rb e ite t  und  den  R o llw id ers tan d sb e iw ert in  A bhäng igkeit von  d er re la tiv en  
R eifen e in sin k u n g  d a rg es te llt (B ild 11). W ie m an sieh t, w eichen die p-W erte 
fü r  S and- und  L ehm b o d en  in  geringem  M aße vone in an d er ab . D ie U rsache  
lie g t d a rin , d aß  d er S andboden  bei dem  U b erfah ren  n ich t n u r  in  v e r tik a le r  
R ic h tu n g  v e rd ic h te t (com paction), so n d e rn  auch  in h o rizo n ta le r R ich tu n g  
v e rsch o b en  w ird . D ie gezogenen R eifen  h ab en  bei g rößeren  E in s in k u n g en  
( z j D 0,07) w egen d er A u fb au ch u n g  des B odens einen g rö ß eren  R o llw ider
s ta n d  (B ulldozing  W id ers tan d ). D er B ulldozing  W id ers tan d  h ä n g t erheblich  
v o n  der re la tiv en  R a d b re ite  ab ; die h ie r e ingefüh rten  n W erte  ge lten  fü r  A S  
R e ife n  m it re la tiv e n  B re iten  von  0,25 -f- 0,30.

M it B erü ck sich tig u n g  der Z u n ah m e des R o llw iderstandes ab h än g ig  von  
d e r re la tiv en  E in s in k u n g  k an n  au ch  die V errin g eru n g  des K ra ftsch lu ß b e i- 
w ertes  v o rau sg esag t w erden . H ier is t noch  in  B e tra c h t zu z iehen , d aß  bei 
g rö ß eren  E in s in k u n g en  ein Teil des S ch erspannungsfe ldes n ic h t in  der h o rizo n 
ta le n  E bene  lieg t. B ild  12 zeig t die Ä n d e ru n g  des K ra ftsch lu ß b e iw erte s  fü r 
versch ied en e  re la tiv e  E in s in k u n g en  in  A b h än g ig k e it von d er B e rü h ru n g s
flä c h e . Die W erte  fü r  g rößere E in s in k u n g en  gelten  n u r im  F a lle , w enn d er 
v o n  dem  R ad  v e rd ic h te te  B oden  n o rm a le  innere  R eibung  u n d  noch  eine 
b e s tim m te  K ohäsion  h a t, d. h. w enn  d e r B oden  n ich t allzu n aß  is t. In  a n d e ren  
F ä lle n  w ird  d er K ra ftsc h lu ß b e iw e rt n och  kleiner.

Beim A llra d a n tr ie b  sp ie lt das V e rh a lte n  von R eifen beim  m ehrm aligen  
Ü b erfah ren  e iner S pur (M ulti-P ass) eine w ichtige Rolle. Z u r le tz te n  Z eit 
w u rd e n  in te re ssa n te  V ersuche bei v ersch ied en en  B o d en zu stän d en  von  H olm [7] 
d u rc h g e fü h rt.
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Bild 10. Der Kraftschhißbeiwert von AS-Reifen auf Stoppelfeld  
(Schlupf 20% , pi  — 1,0 atü)

Bild 11. R ollw iderstandsbeiw ert abhängig von der relativen E insinkung (I angetriebener  
Reifen bei Lehm , 1' gezogener Reifen, 2 angetriebener Reifen bei Sand, 2' gezogener Reifen)

Bild 12. K raftschhißbeiwert von  AS-Reifen bei verschiedenen relativen Radeinsinkungen  
[Pi =  1,0 atü; z/D  = 0,025 (1 ) ,  0,1 ( 2 ) ,  0,15 ( 3 ) ,  0,2 (4 ) ]
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B ild  13. Triebkraft in A bhängigkeit vom  Schlupf beim m ehrmaligen Überfahren einer Spur, 
w enn G — 900 kp, Boden gew alzt und F eu ch tigk eit 16,5% (1, 2 , 3, 4 Spur angetrieben) [7]

B ild  14. Triebkraft eines angetriebenen R ades, das in der Spur eines gezogenen oder ange
triebenen ersten R ades läu ft, wenn G =  900 kp, Boden gew alzt, und F euchtigkeit 16,5%  

( o j  2, 3 Spur, 1 S angetrieben: ф  A 2', 3' Spur, 1 S gezogen) [7]

Bild 13 zeig t die Ä n d eru n g  d e r T rie b k ra ft ü b e r den  S ch lu p f beim  e rs ten  
b is  v ie rte n  Ü berro llen . Zw ischen den  T rie b k rä ften  in  der e rs ten  u n d  zw eiten  
S p u r b e s te h t im m er ein sehr b e trä c h tlic h e r  U n tersch ied , falls der B oden locker 
is t .  D er R o llw id erstan d  ä n d e rt sich in  en tgegengesetztem  Sinne. Aus Bild 14 is t
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zu ersehen , daß  die T rie b k ra ft d er zw eiten  S pur seh r davon  a b h ä n g t, ob der 
R eifen  bei der e rs ten  S p u r gezogen o d e r an g e tr ieb en  w urde. B ei an g e trieb en en  
R ä d e rn  v e rd ic h te t sich der B oden u n te r  d em  R eifen  besser als bei gezogenen 
R äd e rn . D as sieh t m an  a u f  Bild 15, wo die B odenw ich te  in  den  v ie r S puren  
fü r  versch iedene S ch lupfw erte  gem essen  d a rg es te llt ist.

Bild 15. B odenw ichte, gem essen in den vier Spuren, w enn G =  900 kp, Boden gew alzt, und 
F euchtigkeit 16,5% (1 gezogen; 2 15% Schlupf, 3 50% Schlupf) [7]

B ild  16. W irkungsgrad der K raftübertragung in  A bhängigkeit vom  K raftschlußbeiw ert beim  
m ehrm aligen Überfahren einer Spur (G =  900 kp, Boden gew alzt, F euchtigkeit 16,5% ) [7]

D er W irk u n g sg rad  der K ra f tü b e r tra g u n g  in  A b h än g ig k e it vom  K ra f t
sch lu ß b e iw ert und  S p u r is t im  B ild  16 d a rg es te llt. D er W irk u n g sg rad  der 
ers ten  S p u r is t v e rh ä ltn ism äß ig  sch lech t, in  dem  v e rd ic h te te n  B oden  is t er 
ab er erheb lich  besser. A us dem  B ilde l ä ß t  sich  w e ite rh in  e rk en n en , d aß  das 
M axim um  des W irk ungsg rades in d er e rs te n  S p u r bei höh eren  S ch lup fw erten  
lieg t als in  den w eite ren  Spuren . D a ra u s  fo lg t, daß  es v o rte ilh a f t is t  die v o r
deren  R ä d e r m it e tw as größerem  S c h lu p f  lau fen  zu lassen  als die h in te ren  
R äd er.
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VI. S chlußfo lgerungen

F ü r  die o p tim a le  B ereifung eines Schleppers sollen die fo lgenden  A n fo r
d e ru n g e n  in  B e tra c h t  gezogen w erd en .

a)  Die Tragfähigkeit  des R eifens m uß  au ch  bei 1 a tü  In n e n d ru c k  
g en ü g en d  groß sein. H ier m üssen  n ic h t n u r das E igengew ich t, so n d ern  au ch  
d ie  m öglichen Z u sa tzgew ich te  u n d  K ra ftü b e rla g e ru n g e n  in  R ech n u n g  gezogen 
w erd en .

b)  Die Zugfähigkeit  des R eifens soll u n te r  den  gegebenen B o d e n v e rh ä lt
n issen  die g ep lan te  Z u g k ra ft s ich e rn . E in  V oraussagen  k an n  m it H ilfe der 
B ild e r  7 und  12 vo rgenom m en  w erd en .

c)  Die vom  R eifen  v e ru rsa c h te  Bodenverdichtung  soll n ic h t so hoch  
se in , d aß  diese sich  a u f  das P fla n z e n w a c h s tu m  schäd lich  ausw irken  k ö n n te . 
H ie r  sind  auch g rößere  S p u rtie fen  zu verm eiden . Z u r L ösung  dieser P ro 
b lem e  können  die B ilder 5, 7 u n d  9 behilflich  sein.

d)  Die Abmessungen  des R e ifen s sollen den  ag ro tech n isch en  A n fo rd e 
ru n g e n  (F u rc h e n b re ite , S aa tw e ite , B odenfre iheit, H an g  usw .) en tsp rech en . 
D a b e i können  h ie r  solche A n fo rd e ru n g en  a u ftre te n , die m it den  u n te r  a)  
b)  u n d  c)  g en a n n te n  A n fo rderungen  n ich t ü b ere in stim m en . In sb eso n d ere  h a t  
d ie  H a n g a rb e it spezielle  A n fo rd eru n g en , die liier e ingehend  n ic h t b esp rochen  
w e rd e n  sollen.

W ie es aus den  obengesag ten  h erv o rg eh t, k ö n n en  die v ersch ied en en  
A n fo rd e ru n g en  d e r L a n d w irtsc h a ft d u rch  B en u tzu n g  eines R e ifen ty p s k a u m  
e rfü llt  w erden.
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Some Problems o f the Tyre-Outfit o f  Agricultural Tractors with Special Reference to  
L oose Soils. The bearing capacity o f sands and freshly-tilled soils is pretty low , and therefore, 
it  would be desirable to use tyres o f  large volum e that cause low  surface pressure. A new  
m ethod has been established for the determ ination of the sinkage of the tyre into the soil 
and o f the mean pressure coming on the contact surface, provided that the properties o f  the 
soil and the tyre are known. The m ean value of the contact pressure characterizes the degree 
o f  com paction of the soil. The applicability  of S a a k j a n ’s  pressure-sinkage relationship has
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been confirmed, and the constant к m ay be em ployed as the characteristic of the soil. In  
the case of driven-w heels the slip-sinkage depends, in  the first place, on the load-carrying  
capacity of the soil rem aining in the rut of the wheel. Ju st because sand is only slightly  
com pacted under the load of the rolling wheel, the slip-sinkage under these conditions is sig
nificantly higher than  in soils with more cohesion and w hich had been loosened freshly.

Некоторые вопросы подбора тракторных шин, особенно на рыхлых почвах (Д-
Шиткеи). Грузоподьемность песчаных и свеже вспаханных почв ялявется малой, 
вследствие этого в таких случаях целесообразно использовать шины с развитой поверх
ностью, оказывающие небольшое поверхностное давление на почву. Разработан новый 
метод, с помощью которого можно определить погружение шины в грунт и среднее дав
ление, возникающее на поверхности контакта, если известны параметры почвы и шины. 
Среднее давление, возникающее на поверхности контакта, является характерным для 
уплотнения почвы. Применимость зависимости давления и погружения Саакяна подтверж
дена, и фигурирующая в зависимости постоянная к может быть использована в качестве 
параметра почвы. Погружение вследствие буксования в случае ведущух колес зависит 
в первую очередь от грузоподъемности почвы, остающейся в колее. Вследствие того факта, 
что песок при качении колеса уплотняется только незначительно, то явление погру
жение вследствие буксования в данном случае проявляется сильнее, чем в случае бо. 
лее связанных по структуре, но полностью разрыхленных почв.
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ERGÄNZUNGEN ZUR GENAUEREN BERECHNUNG UES 
DURCH FRÄSEN ERHAUTENEN SPANQUERSCHNITTES

B. F A Z A K A S

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[Eingegangen am  4. Mai 1969]

In der vorliegenden Arbeit beschäftig t sich der Verfasser m it der Berechnung  
des Spanquerschnittes. Nach einem gem einsam en Prinzip wird die Bestim m ung von  
konstanten und veränderlichen Spanquerschnitten , ferner von Spanquerschnitten m it 
einfacher und kom plexer Form behandelt. Es wird besonders au f das Gebiet der 
genauen Berechnungsm ethode eingegangen, bzw. es wird untersucht, in welchem F all 
m an die B erechnung m it Vernachlässigungen durchführen kann. Im Rahmen der  
Spangestaltung beim  Fräsen werden R echenm ethoden für die Spanlänge besonders 
analysiert und ihr A nwendungsgebiet bestim m t. Am Schluß der Arbeit zeigt der Ver
fasser die Berechnung der Größe des Spanquerschnittes, der beim  schiefkantigen  
M antelfräsen en tsteh t, als die allgem einste B estim m ung des Spanquerschnittes.

I. Einleitung

E ines der w ic h tig s te n  P a ra m e te r  beim  S panen  b e d e u te t der S p an q u e r
sc h n itt . A ußer der G röße  des S p a n q u e rsc h n itte s  is t  au ch  seine G estalt u n d  
seine Ä n d eru n g  aussch laggebend . D ie Ä n d eru n g  von  G röße u n d  Form  des 
S p a n q u e rsc h n itte s  e n tla n g  der S p an län g e  tr i f f t  m an  zum  Beispiel be im  
F rä sen  an.

Z u r E in le itu n g  sei der V erlau f v o n  dre i k en n ze ich n en d en  S p an q u e r
sc h n itte n  u n d  G rö ß e n c h a rak te ris tik e n  des D rehens bei k o n s ta n te m  S p an 
q u e rsc h n itt  u n te rsu c h t (B ild  1). In  a llen  dre i F ällen  is t die G röße des Q u er
sc h n itte s  des a b g e tre n n te n  Spans id e n tisc h , ledig lich  die F o rm  is t versch ieden . 
D ah er e rg ib t sich d ie F rage , ob es be i d er B eh an d lu n g  d e r S p anungsver
h ä ltn isse  zw eckm äßig  is t , die fü r die B erech n u n g  d er G röße der drei Q u er
sc h n itte  gleicherw eise geeigneten  K en n ze ich en : »Vorschub (e )v  und  »S chn it- 
tiefe (f )« zu v erw en d en , oder ob es zw eckd ien licher is t, fü r  die B eschreibung 
der E rscheinungen  a n d e re  Q u e rsc h n itt-P a ra m e te r  zu geb rauchen .

Bei der U n te rsu ch u n g  w eiterer P a ra m e te r  der Z e rsp an u n g  finde t m an , 
d aß  zu r B eschre ibung  d e r a u ftre te n d en  E rsch e in u n g en  d ie  »Spanungsbreite  
( l)«  u n d  die »Spanungsdicke  (h)«  g ee ig n e te r sind , denn  sie sind  fü r die S pan- *

* Technische U n iversitä t für Schw erindustrie, Lehrstuhl für W erkzeugm aschinen; 
Miskolc ( U n g a r n ) .
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fo rm u n g  c h a ra k te ris tisch e r als die v o rh e r  genann ten  G rößen , w elche eher 
P a ra m e te r  der E in s te llu n g  von  W erkzeugm asch inen  b ed e u te n . D ie E in 
fü h ru n g  der Begriffe von  S p an u n g sb re ite  u n d  S panungsd icke  g e s ta tte t  auch  
d ie  B ild u n g  eines geeigneteren  Z erspanungsm odells.

F ü r  die w eite ren  A u sfü h ru n g en  sei v e re in b a rt, d aß  u n te r  dem  B egriff 
Spanungsbreite  ( l )  d ie S p an ab m essu n g  v e rs tan d en  w ird , w elche u n m itte lb a r  
e n tla n g  der W erkzeugschneide e n ts te h t .  Ih re  Größe u n d  F o rm  w ird  a u f  die 
Z ersp an u n g s-G ru n d eb en e  bezogen. W ie das Bild 1 v e ra n sc h a u lich t, k a n n  die 
S ch n e id en fo rm  auch  g ek rü m m t sein , so m it is t auch die S p an u n g sb re ite  n ich t 
n o tw end igerw eise  eine G erade.

Bi ld 1. Spanquerschnitte von  verschiedener Form

E ine andere  A bm essung, w elche sich zur K en n ze ich n u n g  der Q u er
sc h n ittg rö ß e  e ignet, sei die Spanungsd icke  (h ) .  W ie aus dem  Bild 1 h e rv o r
g e h t ,  k an n  die S panungsd icke  e n tla n g  d er S panu n g sb re ite  von  k o n s ta n te m  
o d e r  v eränderlichem  W ert sein.

Z ur Ü b erb rü ck u n g  der in  je d e m  P u n k t der S p an u n g sb re ite  m eß b a ren  
v e rän d erlich en  S panungsd icke  sei d e r  B egriff einer »mittleren S p a n u n g s 
dicke (h k)« e in g efü h rt, der d u rch  fo lg en d e  B eziehung d e fin ie rt w erden  k a n n :

D er »theoretische Spanquerschnitt q<i k ann  im  a llgem einen  aus te c h 
nologischen  P a ra m e te rn  oder aus P a ra m e te rn  der W erk zeu g m asch in en e in 
s te llu n g  b e s tim m t w erden .
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II. Untersuchung der Berechnungsmethoden

N un u n te rsu c h e  m an  die G es ta ltu n g  der K en n zah len  im  F a ll eines 
S p a n q u e rsc h n itte s , w ie er a u f  Bild 2 d a rg es te llt is t. N ach  B ild 2 s e tz t sich 
die S p an u n g sh re ite  aus den  Teilen

I  —  T - h  “b  l -л +  h

zusam m en . D ie G röße d ieser S p an u n g sb re ite  k a n n  u n te r  V erw endung  d er 
W erkzeug- u n d  d er techno log ischen  K en n w erte  b e s tim m t w erden  (B ed ingung
f  >  r— r cos Pi)

_  / -  r ( l  cos Pi) /
L\ — ~ ~  : :

s i n ^  s i n  X

12 =  r -X ,

X
r ta n  ,о

l 3 =  Г r  ,

e sin Pi 

sin  (pí +  t)
r ta n

2

Bi ld  2. Berechnung der Spanungsbreite

Aus dem  B ild 2 k ö n n en  die W erte  von  Z4 , l2 u n d  Z3 u n m itte lb a r  b e s tim m t 
w erden , w ogegen d er W e rt Z4 sich in d ire k t, u n te r  V erw endung  von  Z- e rg ib t .

In  einigen F ä llen  ta u c h t  die F rage  au f, ob es no tw en d ig  is t, den W e rt 
d er S p an u n g sb re ite  bzw . d er S panungsd icke  m it d ieser zusam m engese tz ten  
F orm el zu b e rech n en , oder ob m an  V erein fachungen  e in füh ren  k an n . F ü r  den  
F a ll des S ch ru p p en s sei h ie r  Tafel I v o rg e fü h rt.
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E s is t e rsich tlich , d aß  die A bw eichungen  v e rän d erlich  sind . In  d er 
Z e rsp an u n g p rax is  k a n n  m a n  A bw eichungen  von  15— 20%  noch  zu lassen , 
d e n n  d ie  B estim m ung  d er ü b rig en  P a ra m e te r , z. B. der S to ffk en n w erte  k a n n  
eb en fa lls  n ich t genauer erfo lgen. Bei V ersuchen  hzw. bei F o rsch u n g sa rb e iten  
k a n n  m a n  n a tu rg em äß  V ere in fachungen  n u r  in  geringerem  M aß e in füh ren .

B ish e r w urde die Ä n d eru n g  der S panu n g sd ick e  en tlan g  der S p an u n g s
b re ite  b e h a n d e lt, u n d  die U n te rsu ch u n g  w urde  im  le ich te r übersich tlich en

Tafel 1

V e r e i n f a c h u n g e n  f ü r  d e n  F a l l  d e s  S c h r u p p e n s

1 =  r i t

[mm]

r = J -
sin X 

[mm]

1—r  
-  / 100

[%] [mm]
* / 

[mm]

hi.—hi 
—,— -100  

bk
[%]

f l  =  5 mm  
e, 1,2 mm / U

8,62 7,07 +  18 0,695 0,849 —22,2

/ 2 = 1  mm  

e± =  1,2 mm/(J
2,96 1,51 + 5 2 ,4 0,405 0,849 - 1 0 9 ,2

f i — 5 mm  

e 2 =  0,12 mm/lJ
7,87 7,07 +  10,15 0,0762 0,0849 - 1 1 ,4

B em erku n g : r =  2 m m , y. =  45°, T — 15".

F a ll des D rehens d u rc h g e fü h rt. In  der E in le itu n g  w urde b e re its  fe s tg este llt, 
d a ß  b e im  Fräsen  auch  e n tla n g  der S p an län g e  (w ährend  sich  der F rä se r d re h t)  
d ie  S panungsd icke , ev en tu e ll auch  die S p an u n g sb re ite , sich v e rä n d e rt. Im  
In te re s se  der Ü b ers ich tlich k e it w ird bei d e r U n te rsu ch u n g  d er Fall b e o b a c h te t, 
b e i d em  m it einem  W alzen fräse r sog. W alzen fräsen  au sg efü h rt w ird . E inen  
fü r  d iesen  Fall c h a ra k te ris tisch e n  Span s ieh t m an  a u f  B ild 3. Die ze rsp an en d e  
H au p tb ew eg u n g  des W erkzeugs is t eine D rehbew egung, die K a n te  A C  des 
S p an es is t also die S pan län g e , der S p a n q u e rsc h n itt  is t also sen k rech t zu r 
K a n te  AC- Beim  W alzen fräsen  b eg in n t das W erkzeug m it dem  S p an ab h eb en  
e n tla n g  der G eraden  A B -  H ierbei is t d e r S p an q u e rsch n itt

qA =  b -hA 0 .

d e n n  die Spanungsd icke  is t am  A nfang  gleich N ull. D ie Schneide des F räse rs  
b ew eg t sich dem  B ogen  A C  en tlang . D ie Z u n ah m e der S panungsd icke  is t links 
o b en  im  Bild 3 d eu tlich  zu sehen. Ih re  G röße ist m it g u te r  A n n äh eru n g

hx =  I, s in  (pn .
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Zur U ntersuchung der V erhältn isse benötig t m an im  allgemeinen eine 
m ittlere Spanungsdicke. Diese k ann  anhand des Bildes 3 aus der Beziehung

e, f  =  К  ■ i

bestim m t werden. Diese m ittlere Spanungsdicke bedeu te t einen D urchschnitt 
entlang der Spanlänge, wogegen der Fall, der im Zusam m enhang m it einem 
Beispiel aus dem Gebiet des D rehens behandelt wurde, au f die Änderung

entlang der Spanungsbreite hinw eist. Bei der B earbeitung m it einem Profil
fräser oder einem schiefkantigen F räse r sind beide Erscheinungen zu gleicher 
Zeit vorhanden.

Aus der vorigen Beziehung w ird  daher die m ittlere  Spanungsdicke 
entlang der Spanlänge

Beim Fräsen erg ib t sich die Spanlänge aus der Bewegung der Schneid
k an te  au f einer zykloidalen Bahn. Die zur Berechnung erforderliche Bogen
länge (Bild 4) be träg t

i  = Г / l dx 2+ { dy
J<Po 1 [dtp \ d f .

d<f ,
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wo die  P a ram ete rg le ich u n g  d e r K u rv e

X  =  a  <p -f- c sin (p , 

у  =  c —  c cos q

is t . S e tz t m an die K u rv en g le ich u n g  ein, so e rh ä lt m an

1
4ac . 

sin-
(o +  c)2

B ild  4. B erech n u n g  der F räsb ogen län ge

E rse tz t m an die zy k lo id a len  P a ra m e te r  der K u rv e  d u rc h  die P a ra m e te r  
des F räsens (s. B ild  4), so e rh ä lt m an  folgenden A u sd ru ck :

/ín D e l z 

(D ti-Fег г)2
sin2 Ч

9

D ieses In teg ra l is t e in  e llip tisches In te g ra l zw eiten  G rades, d enn  der M ulti
p l ik a to r  von sin2 cfi/2 f ä l l t  zw ischen die G renzen

0 <
4 7Г Der г

(D .-r +  e, г ) 2 “

Die B ogenlänge k a n n  d a h e r berechnet w erden :
a )  m it H ilfe e in er e llip tischen  In teg ra le  e n th a lte n d e  T abelle ;

b)  nach K l— у c2 en tw ick e lt u n d  gliedweise in te g r ie r t;  oder u n te r  gege
b e n e n  V erhältn issen ;

c) die K urve  w ird  d u rch  ih ren  Schm iegungskreis e rse tz t, wobei dessen 
B ogen länge m it H ilfe  d er E lem en ta rg eo m etrie  gefunden  w ird .
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Die B erech n u n g  sei e rn e u t fü r  einen k o n k re te n  F a ll d u rch g e fü h rt, w enn 
z.B . D  =  50 m m ; z 12; =  0,05 m m /Z ahn ; q u =  0; q  =  30°. Im  ers ten
F all e rg ib t sich d er W ert d er B ogenlänge aus T afe l I zu

es is t näm lich
i =  13,140 m m ;

4 • я  • 50 • 0,05 • 12 
(5 0 -7 1 + 0 ,0 5 -1 2 )-

1 ,53- 10“ - .

Im  zw eiten  F all m itte ls  R e ih en en tw ick lu n g  ist

1 )4  e' Z r 1 1 k-  sin- ((/ /2) 1 k* sin4 (f/ /2)
71 Л . 1 2 1.2 4

1 -3  ku s inn (ql2 ) "1 qj
-  =- . . . d

1 - 2 - 4  6 2

u n d  gliedweise in te g rie rt:

k '  I 6
—  - -q>
8 ( 32

sin  q  +

D a k- <$ 1, w ird  die R eihe  schnell k o n v erg en t. E s k a n n  nachgew iesen 
w erden, daß m an  fü r B erechnungen  bei der Z ersp an u n g  noch ausreichende 
G enau igkeit e rh ä lt, w enn ein G lied  oder höchstens zwei G lieder b e rü ck sich tig t 
w erden . Im  gegebenen Fall is t d ie B ogenlänge

L, =  13,139 m m

D  +  '
71

J L
2

k-
2 (I- 4

1

4
-  sin ({

8
___ cm f f  __l— 1

sin 2 q\
k« 30 45

•siil 7
32 32 16 1 9 2 -95 192

9 • 9___ . С 1 Г 1  / f f
1

G l  TI 3 <Poui j-j7
192

Ö1I1
192 <Po

u n d  zu le tz t, w enn m an  die Z y k lo ide  du rch  ih ren  S chm iegungskreis — d.h . 
m it  dem  S chm iegungskreis des F rä se rs  —  e rse tz t, so w ird

io =  —  =  13,089 m m .
12

Aus den d re i E nderg eb n issen  is t zu ersehen, d aß  es in  der Z ersp an u n g s
p rax is  ausre ich t, w enn  die Z y k lo ide  du rch  ih ren  S chm iegungskreis e rse tz t 
w ird . Auch in  dem  F a ll e rg ib t d ie  S u b s titu tio n  d u rch  den  S chm iegungskreis 
des F räsers eine ausre ichende G en au ig k e it, w enn der S panw inkel 180° b e trä g t.
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In  K enn tn is  d e r 
S p an nungsd icke  zu

B ogenlänge b e im  F räse rn  e rg ib t sich die m ittle re

2 • e,

D  ■ <j>° - л

o d e r an h an d  der an g e n ä h e rten  geo m etrisch en  B eziehung gem äß  B ild  5 is t 
d ie  Ä nderung  der S panungsd icke :

hx =  e, sin <f x =  2 e1 I fx
ü

A
D-

Die m axim ale  S panungsd icke  is t  bei f x — f

hm a x
A
D 1

u n d  n im m t m an an , d a ß  die m ittle re  S panungsd icke  die H ä lfte  d e r m ax im alen  
D ick e  au sm ach t, d a n n  is t

h-i — I f
ü

A
ü -

W en n  in der Z ersp an u n g sp rax is  1) /  ist, so k an n  m an die N äherungs-
beziehung

<P
2

anw enden . So w ird

Ät-o —
e1 sin (p

s i n ----  =  e,
9

A
в
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D ie Ä nderung  d er m ittle ren  S pan u n g sd ick e , w elche m itte ls  der drei 
M ethoden  b e rech n e t w erd en  k an n  —  im  F a ll des E in h e itsv o rsch u b es  —  ist 
im  F u n k tio n s-B ild  6 u n d  7 zu sehen. A u f  Bild 6 k o m m t die Ä n d eru n g  der 
m ittle re n  S panungsd icke  in d er F u n k t io n  f / D  vor, w ogegen im  B ild  7 als 
u n ab h än g ig e  V ariab le  cp gew ählt w u rd e . A u f Bild 8 , bzw . 9 s ieh t m an  die 
A bw eichung  im  V erh ä ltn is  zu hkl .

Bild 6. Vergleich der nach verschiedenen M ethoden berechneten Spanungsdicke in
Abhängigkeit v o n  f / D

W enn m an  bei der B erechnung  v o n  hk im  V ergleich zu hkl eine A bw ei
ch u n g  von  5%  zu läß t, so k a n n  m an be i d e r B eziehung von  hk2 b is cp яв! 45°, 
bzw . m it f / D  яв 0,15, w ogegen hei d er B eziehung  hk3 bis cp яв 60°, bzw . m it 
f / D  яв 0,25 V erhältn is  rechnen .

A n h an d  der obigen A u sfü h ru n g en  w ird  beim  F räsen  m it e inem  gerad- 
zah n ig en  F rä se r an d er S telle  x  der d u rc h  einen Z ahn  a b g e tre n n te  S p an 
q u e rsc h n itt :

qx =  b ■ hx =  b ■ el sin <px .

D ie G röße des m ittle re n  S p a n q u e rsc h n itte s  k an n  
z iehung :

Çmitti. =  l> ■ К  =  b e1 sin  cpk

m a n  aus d er B e 

b es tim m en , wogegen der m ax im ale , d u rc h  einen Z ahn  a b g e tre n n te  S p a n 
q u e rsc h n itt  sich zu

? m a x  =  ^ " ^ m a x  — b • e l (sin Ç ) m ax
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fí ild 7. Vergleich der nach verschiedenen Methoden berechneten Spanungsdicke in
A bhängigkeit von ff

Bi ld 8. Abweichung der nach verschiedenen M ethoden berechneten Spanungsdickeu
in Abhängigkeit von f / D

e rg ib t. W enn g leichzeitig  m eh rere  Zähne ze rsp an en , so is t

4> v>
V s .  ^  ?« J £ b ' « r s i n  f l  ■

i= 1 1=1
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Bei der S u m m ieru n g  b ed eu te t d ie  V erb indungszah l ip die A nzahl d er 
an  der B ogenlänge des F räsens (e n tla n g  der S pan länge) im  M ittel g leich
zeitig  a rbe itenden  Z äh n e , d .h .

i

hu

I)

9

Bild 9. Abweichung der nach verschiedenen M ethoden berechneten Spanungsdicken in
A bhängigkeit von rp

wo i die Fräs-Bogenlänge,
t die Zahnteilung am Fräserum fang, 
(p der Fräs-Bogenwinkel. 
ô die Zahnteilung des Fräsers

b ed eu ten .

Es soll z.B . mit einem  Fräser von D  =  50 mm und m it der Zähnezahl s =  12, bei 
einer Zugabe von 5 mm, und m it einem Vorschub pro Zahn Cj =  0.05 mm/Zahn zerspant 
werden. Fräsbreite sei b =  60 m m . Die Frage la u te t, wie groß ist der m axim ale Spanquer
schnitt ?

Der maximale W inkel der Spanabtrennung ist

und

D 2 /
cos 9W =  n

50 2-5
8,0

T’max — 37 .

Die Zalm teiliing des Fräsers beträgt

3 6 0 360
12 =  30°.
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Beim  Fräsen ist das durchschnittliche Eingriffverhältnis

37 1 9*
" » '» « .=  3o =  1’23

beziehungsw eise die größte Zahl ist
y) =  2 .

Bei der Bearbeitung ist die m axim ale Grenzstellung der Zähne

V, =  37°
bezw .

<P* =  7° .

D er zur gleichen Zeit zum  A btrennen gelangende Spanungsquerschnitt:

V
Sges. max =  b • e , (sin <Pi)max = 60 • 0 ,05(0 ,603+0,122) =  2,175 m m 5:

/ = 1

Beim  sch rä g v e rz ah n te n  F rä se r  ä n d e r t  sich die v o rh e r b eh an d e lte  S p a n 
a b tre n n u n g ; im  v o rig en  F a ll is t n äm lich  die S panungslage  d er Schneide in  
v o lle r  B reite  des F rä se rs  id en tisch , beim  sch räg g ezah n ten  F räse r is t sie 
d ag eg en  en tlang  d e r S chneide  in  jed em  P u n k t versch ieden . D iesem  U m stan d  
R e c h n u n g  trag en d , is t  a u f  B ild  10, u n te r  B erücksich tigung  d e r S ch n e id k an te , 
d ie  D arste llu n g  e rfo lg t; in  der D rau fs ich t is t der Bogen abgew icke lt zu sehen .

Je d e r P u n k t des ze rsp an en d en  F räse rzah n s m uß im  V erlau f der B e a r 
b e itu n g  eine D reh u n g  v o n  <pmax au sfü h ren . Im  gegebenen F a ll w ird  die L age 
des F räszahnes v o n  d en  W inkeln  cpein u n d  <paus b estim m t. D ie an  der Z e rsp a 
n u n g  te ilnehm ende S c h n e id k a n te  a rb e ite t  ü b e r eine B ogen länge , w elche d em  
D rehw inkcl

<P' =  faus 'Pein

e n tsp r ic h t. Die im  E in g riff  s teh en d e  volle S chneidenlänge b e trä g t

ü

• sin Л
V ■

D er zur E le m e n ta r lä n g e  d er S chneide gehörende S p a n q u e rsc h n itt , in  
A b h än g ig k e it von  cp, is t

dq =  dl ■ lir — — - d(f ■ c, sin у  cos А = ---------- —— sin cp d<f .
2 sin Я 2 ta n  Я

N a c h  q bzw. <p in te g r ie r t  e rh ä lt m an den  augenb lick lichen , d u rc h  eine S chneide  
a b g e tre n n te n  S p a n q u e rsc h n itt  :

D • e, ('*’“ » ü  ■ e, .
q - sin q - dip =  —-- (cos <peln -  cos cpaus) .

2 t a n  Л J Vein 2 ta n /.
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W enn zu g leicher Z eit n ic h t ein Z ahn, so n d ern  m eh re re  Z ähne im 
E in g riff  s teh en , d a n n  ist

4ges.
ö - e ,  ’

2 , (cos qs,e in -  cos <piaxts) . 
2 ta n  Я f T 1

Bild 10.  Berechnung des Spanungsquerschnitts beim spiralverzahnten W alzenfräser 
(1 abgewickeltes W erkstück, 2 Schneidkante, 3 abgewickelter M antel des Fräsers)

B eim  F rä sen  m it einem  sch rä g v e rz ah n te n  F rä se r  h a t  m a n  das E ing riff
v e rh ä ltn is  s inngem äß  zu d eu ten , die B erü h ru n g sfläch e  v e rg rö ß e rt sich  näm lich  
u n d  n im m t den W ert

D /2 <p -f- b ta n  Я

an , w ie dies aus B ild  10 zu e n tn e h m e n  is t. D em nach  b e trä g t  das E ingriff" 
V erhältn is

D  ü
---- (p-\-b ta n  Я ----- cp

D
b ta n  Я

D ^

[f
Ô

b ■z ■ta n  Я 

D  • n

D a m it k am en  w ir bei e iner S p an so rte  an , w elche als die a llg em ein ste  an zu 
sehen  is t, u n d  die bei d er A nw endung  eines sch räg v e rzah n ten  W alzenfräsers 
e n ts te h t. O hne einen  zah len m äß ig en  N achw eis k a n n  m an  fests te llen , daß
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m a n  in  der Z e rsp an u n g sp rax is  bei der B erechnung  des S p an q u ersch n itte s  
gew isse A nnäh eru n g en  v e rw en d en  k an n , denn  im  E n d erg eb n is  b efin d e t 
s ich  die A bw eichung in  jed em  F all innerhalb  d er beim  Z ersp an n en  zulässigen 
F eh lerg renze.
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Contribution to a More Precise Method of Finding the Cross-Section Area of a Chip
M illing. Author deals w ith  a m ethod for com puting the cross-section area of chips. For the 
determ ination of this area a com m on principle is applied, w hether the cross-section is constant 
or changing with tim e, be it  a sim ple or a com plex one. The question of precise calculation  
is equally analyzed and the investigation  is extended to cases when som e neglection m ight 
be judged to be justified . In exam ining chip formation during m illing special care is given  
to expound methods for calculating the length of chips and to state  the lim its of application. 
F in a lly , a general exam ple is presented by showing how to determ ine the cross-section area 
o f chips obtained by m eans of a slabbing cutter having spiral edges.

Дополнения к уточнению расчета сечения стружки, получаемой при фрезеровании
(Б. Фазакаш). В данной работе автор занимается расчетом сечения стружки. На основе 
общего принципа рассматривается определение простого и сложного по форме сечения 
стружки, неизменной и переменной во времени. Особое внимание уделяется вопросу при
менения точной методики расчета, а также исследуется, в каких сулчаях расчет можно 
производить с пренебрежениями. В области формирования стружки при фрезеровании 
анализируются методики расчета длины стружки и определяются области их применения. 
В заключение автор показывает расчет размера сечения стружки, образующейся при ци
линдрическом фрезеровании, как наиболее общий вариант определения сечения стружки.
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ESTIMATIONS OF DISTRIBUTION AND DENSITY 
FUNCTIONS AND THEIR APPUICATIONS IN THE 

MANAGEMENT OF WATER RESOURCES
M. DOM OKOS*

[M anuscript received: March, 20 1969

Owing to the widespread adoption of the m anagem ent of water resources, the  
hydrological applications of the characterizations of the probability d istribution has 
suddenly grown in significance. Consequently knowledge is required for the basic con
cepts and theorem s of the theory o f probability  concerning the estim ates o f the distri
bution  and density functions w ich in short are expounded in this study. The m otives  
for the application of the fittin g  d istribution functions are exam ined and the expe
riences to be utilized  in  th is field  are reported. In the scope of the study m ade at the  
R esearch In stitu te  for W ater Resources D evelopm ent, B udapest, the param eters of 
the norm al, lognorm al and gam m a distribution functions of the daily discharges 
o f 15 observation profiles are calculated for every m onth w ith m axim um  likelihood  
estim ation  and w ith the aid o f a com puter.

1. Significance of the characterization of distributions in the 
management of water resources

I t  is w ell know n th a t  th e  w a te r  re q u ire m e n t of m an k in d  — f irs t  o f  all 
ow ing to  th e  ra p id  in d u s tr ia liz a tio n , th e  m ore an d  m ore in tensive  a g ric u ltu ra l 
econom y a n d  u rb a n iz a tio n  — ra p id ly  in c reased , b u t  a t th e  sam e tim e  th e  p o llu 
tion  of th e  w a te r  resources a lso  show ed an  u p w ard  ten d en cy . This p rocess is 
still co n tin u in g  in o u r d ay s, a n d  acco rd ing  to  techn ica l-econom ic  e s tim a tio n s , 
it  will s te a d ily  progress a lsó in  th e  fu tu re . W a te r  is no longer a free co m m o d ity : 
sy s te m a tic  m an ag em en t o f w a te r  resources is o f  v ita l  sign ificance. T h a t  is 
w hy a new  scope of a c tiv ity  deve loped : m an ag em en t o f w a te r reso u rces .

The management o f  water resources is a b ra n c h  fu n c tio n  of w a te r  co n se rv 
ancy : it  in c ludes th o se  sc ien tific , te ch n ica l, econom ic an d  m anageria l p rob lem s 
th e  pu rp o ses  o f w hich  are:

1. a cco u n tin g ,
2 . co m p ariso n  in  a w a te r  econom y ba lan ce  and
3. c o o rd in a tio n

of th e  w a te r  resources an d  w a te r  su p p ly  o f  th e  h u m a n  society . T he c o o rd in a 
tio n  is rea lized  p a r t ly  b y  m odify ing  th e  n a tu ra l  tim e  an d  area l d is tr ib u tio n  of

* R esearch In stitu te  for W ater Resources D evelop m en t, D epartm ent of W ater R esour
ces M anagem ent, K erékgyártó u. 97, Budapest  X I V .  ( H u n g a r y ).
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w a te r  resources an d  p ro te c tio n  of th e ir  q u a lity , p a r tly  b y  sy s tem a tica lly  con
tro ll in g  th e  w a te r re q u ire m e n ts  [18].

T he general a d o p tio n  of th e  sy s te m a tic  m an ag em en t o f w a te r resources 
is n ecessa ry  in  reg ions w here  sa tisfy ing  w a te r  req u irem en ts , if  on ly  tem p o ra rily , 
e n c o u n te rs  g rea t d ifficu ltie s . Also H u n g a ry  is coun ted  am ong th e se  te r r i 
to r ie s  [17].

T he p rinc ipa l m ean s of th e  rea liza tio n  o f  th e  ra tio n a l m an ag em en t of 
w a te r  resources is th e  w a te r  econom y b a lan ce  or sh o rtly : water balance. T his 
is th e  accoun ting  a n d  com parising  in  som e sy stem  o f th e  q u a n ti ta t iv e  indices 
o f  th e  w a te r resources (u tilizab le  in  a given period) of a w a te r d ev e lo p m en t u n it1 
as w ell as of th e  w a te r  dem ands of h u m a n  socie ty  on th is  resources. A c
c o u n tin g  and  b a la n c in g  th e  q u a n ti ty  ind ices a re  re ferred  to  as q u a n t i ty  side, 
a n d  th o se  of th e  q u a li ty  indices as q u a lity  side o f th e  w a te r ba lan ce . In  gener
al, o n ly  th e  tw o sides to g e th e r  c o n s titu te  a w a te r  balance o f full va lue .

T he general m a th e m a tic a l m odel o f th e  q u a n t i ty  side o f th e  w a te r  b a lan ce  
is th e  function  11 ]:

у =  y (S1( E ,  t ) ,  f a( £ ,  t ) ,  ■ f), . . ., f„ (E , t ) )  =  y ( E , t ) , д а ,  t e r )  (1)

w here у  =  index-num ber o f the water balance;
£i ( i  =  1, 2, . . ., n)  =  w ater balance elem ent;
E  =  un it o f water conservancy;
§  =  specified system  o f  the unit o f water conservancy;
t — tim e, and fin a lly
T  =  period of reference o f the water balance w hich m ay be a specified term  or an ideal

period considered as representative from  the view point of the m anagem ent of water
resources.

The d efin itio n  o f water balance elements  is m ore or less a rb itra ry ;  th e ir  
se lec tio n  depends m o s tly  on th e  p u rp o se  a n d  sy stem  of th e  given w a te r  ba lan ce . 
I n  th e  H u n g arian  p ra c tic e  of th e  m an ag em en t o f w a te r resources one o f th e  p re 
fe rre d  elem ents o f  th e  w a te r ba lance  is a lw ays th e  n a tu ra l w a te r  resources, 
t h a t  is, in th e  g iven  u n it  of w a te r  co n se rv an cy  th e  w a te r su p p ly  fu rn ish ed  b y  
th e  n a tu ra l te r re s tr ia l  c ircu la tio n  of w a te r p e r u n it o f tim e  w hich we well d en o te  
in  th e  following b y  == Q. B esides, one u su a lly  d istingu ishes th e  follow ing 
e lem en ts  of th e  w a te r  b a lance  (i =  2, 3, . . . , n): w a te r reserve  to  be left 
in  th e  bed, su rp lu s  reserv e  in  sto rage  rese rv o ir, su rp lus w a te r  reserve  gained  
from  the sewage a n d  used  w aters, w a te r  su p p ly  y ielded  to  o th e r  u n its  o f w a te r  
co n serv an cy  an d  rece iv ed  from  th e m , f in a lly , w a te r  dem ands o f v a rio u s w a te r  
consum er groups (w a te r  supp ly  of th e  in h a b ita n ts , in d u s try , irr ig a tio n , p isc i
c u ltu re , etc.).

G rouping th e  w a te r  balance e lem en ts in to  tw o categories an d  a p p ro 
p r ia te ly  com bin ing  th e m  we o b ta in  th e  water balance arms: th e  fu n c tio n s  o f

1 The water develop m en t unit is a part o f the surface or the crust o f the earth su itab ly  
confined from the poin t o f view of water resource m anagem ent.
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th e  u tilizab le  w a te r  resources К  =  K ( E , t) and  w a te r  d em an d s I  — I (E ,  t).
is th u s  m ean ing  alw ays th e  e lem ent of th e  u tilizab le  w a te r  resources, 

conversely , th e  p ro p er p lace fo r th e  re st of th e  w a te r  ba lan ce  e lem ents is n o t 
so defin ite . T herefo re, it  can  be w ritte n  down as:

K ( E ,  t) =  K ( ^ ( E ,  t), £a (E ,  t), i i2(E , t), . . . ,  Sik(E , t))

I ( E ,  t) =  l ( $ j21(E , t ), |y2(E , i ) . . . ,  £ji(E, t)),

( k + l  =  n — 1) (2)

w herein  b y  £,-2, . . . , th e  com ponen ts o f n o n -n a tu ra l o rig in  of th e  
u tilizab le  w a te r  resources an d  b y  | j j ,  $j2, . . ., I ; , th e  co m p o n en ts  o f w a te r dem and  
are  den o ted . U sing th e m , th e  q u a n t i ty  side o f th e  w a te r  ba lan ce  m a y  be w rit
te n  as

y (E ,  t) =  y ( K ( E ,  t), Ц Е ,  t)), ( E & ,  t € T ) . (3)

O ne o f th e  w a te r ba lance  ind ices being  defined  b y  itse lf, is th e  fu n c tio n

y 1(E , t )  =  K ( E , t )  I ( E , t ) ,  ( E 0 , t £ T )  (4)

w hich, w here positive , is re fe rred  to  as free w a te r resources, w here nega tive , 
as w a te r  sho rtage .

T he re su lt of th e  w a te r  b a lan ce  is a ju d g em en t called  qualification o f  the 
ivater balance. This is a s ta te m e n t declaring  w h e th e r th e  w a te r  b a lan ce  is 
ac tiv e , passive  or in  equ ilib rium .

T he m ean ing  o f th is  q u a lific a tio n  will no t he d e ta iled  here ; s im p ly  said , 
th e  w a te r  b a lance  is ac tiv e  i f  th e  u tilizab le  w ater resources o f th e  u n it o f w a te r 
conservancy  has, to  a ce rta in  p ro b a b ility , a la rger free p a r t  th a n  a specified 
q u a n ti ty . T he w a te r  ba lance  is passive , if  th e  w a te r  d em an d  o f th e  u n it o f 
w a te r  conservancy  m ay  be sa tis fied  w ith  a ce rta in  p ro b a b ility  in  a sm aller 
e x te n t th a n  a ce rta in  q u a n tity . T he w a te r  balance is in  eq u ilib riu m , i f  a w a te r 
sh o rtag e  q u a n ti ty  w hich is to  be  ex p ec ted  w ith  a c e r ta in  p ro b a b ility  or th e  
free w a te r  reserve  are  sm aller th a n  a specified q u a n tity .

T he q u a lifica tio n  m ade on th e  basis of th e  w a te r b a lan ce  is follow ed by  
th e  decision o f th e  p lann ing  of m an ag em en t of w a te r resources, th a t  is, m eas
u res o f th e  o p e ra tiv e  m an ag em en t of w a te r resources. T h e ir p u rp o se  is th e  
su itab le  u tiliz a tio n  o f th e  free w a te r  resources in  case o f an  ac tiv e  w a te r 
ba lan ce , th e  econom ic e lim ina tion  o f th e  w ate r sh o rtag e  in  case o f a passive 
w a te r  ba lan ce , fin a lly , th e  s ta b iliz a tio n  o f th e  equ ilib riu m  in  case of an  
equ ilib riu m  in th e  w a te r  b a lance .

T he eq u a tio n  describ ing th e  general w ate r ba lan ce  shou ld  be solved 
w ith  th e  aid of sim u la tio n  [25]. T he so lu tion  will no t be d e ta iled  here , p a r tly , 
because is w as n o t y e t used in  H u n g a ry .
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In  every d ay  p ra c tic e  o f th e  m an ag em en t o f w a te r  resources, from  th e  
gen era l model describ ed  b y  [ 1] d iffe ren t w a te r  ba lances w ill be  produced  by 
c e r ta in  simplifications. T hese sim plifica tions consist in  th a t  th e  f irs t o r th e  
second  of E  or t or b o th  o f th e m  will be fixed .

One of th e  s im p le s t an d  th e re fo re  th e  m ost fre q u e n tly  ap p lied  v a ria tio n  
o f  th e  w ater ba lan ce  is as follow s: Be $ =  E 0 th e  d ra in ag e  b asin  o rd in a ted  
to  a given pro file  o f  a w a te r  course and  T  such  a p erio d , w herein  w ith  
th e  exception  of th e  n a tu ra l  w a te r  supp ly  =  Q all th e  w a te r  ba lance  ele
m e n ts  I/ (i =  2, 3, . . .  , n), fu r th e r  th e  re su ltin g  to le ra n c e  o f w a te r  sho rtag e  d2 
o f  th e  consum ers in  th e  d ra in ag e  basin  E 0, m a y  w ith  a to le rab le  neglection 
b e  considered as c o n s ta n t , t h a t  is, |,( t)  =  =  c o n s ta n t (i =  2, 3, . . . , n, t£T)
a n d  §(t) =  0 =  c o n s ta n t (t£T).

This neglection  is perm issib le  because th e  tim e  fu n c tio n  d(t) has also 
th eo re tica lly  a tre n d lik e , a p eriod ica l and  a ran d o m  co m p o n en t. As a m a tte r  
o f  cou rse ,th is  la t te r  co m p o n e n t being a c h a rac te ris tic  d e te rm in ed  by  econom 
ica l decisions will be ig n o red .T h e  v alue  o f th e  tre n d -lik e  com ponen t concom 
i t a n t  w ith th e  d ev e lo p m en t o f th e  m an ag em en t o f  w a te r  resources is alw ays p re 
p a re d  for a p a r tic u la r  s i tu a tio n , w herefrom  we assum e th a t  i t  (theore tically ) 
la s ts  for an in fin ite  le n g th  o f tim e , th u s  n e ith e r  does ■& change its  value in 
a  tren d lik e  w ay d u rin g  th is  period . F in a lly  th e  rem a in in g  period ica l function  
&{t) will be rep laced  b y  a p eriod ica l s tep  fu n c tio n  w hen  th e  reference  period  T  
m a y  be selected as th e  c o m b in a tio n  of equal p a r ts  o f periods recu rrin g  (a n n u 
a lly ), no t d irec tly  a d jo in in g , w herein  th e  va lu e  o f th e  to le ran ce  o f w a te r 
sh o rtag e  d  is c o n s ta n t.

Let us d en o te  th e  d is tr ib u tio n  func tion  of th e  w a te r  ba lance  elem ent 
=  Q re la ting  to  T , b y  F (x),  th a t  is,

F (x )  — P ( £ f t )  <  x )  ( 5

a n d  assum ing th a t  we know  th e  estim atio n

d ( * ) ~ l  F (x)  Р { Ш > х )  (6 )

o f  th e  function  1 — F (x )- L e t us n am e th e  sym bol d  d u ra b il i ty  [2] and  denote  
th e  value x  a sso c ia ted  w ith  th e  o rd in a te  d in  th e  fu n c tio n  d(x) w ith

Then, th e  w a te r-b a lan c e  in d ex  accord ing  to  (4) re la tin g  to  th e  u n it of 
m anagem ent o f w a te r  resources E 0 and  to  th e  period  T 0 m ay  be w ritten  as

yi1"*’ f /lt eh , ■Au) I  (Sjii  < i  2» i b

2 The tolerance o f water shortage of a water user related to a period T  is the number 
i) (0 ^  #  <  1) which defines that the user — in an average o f a great num ber of repetitions 
of the period T  ----- a t m ost in w hat part o f the whole period m ay to lerate a water supply less 
than his water dem and in such a w ay that his functional and econom ic operation m ay still be 
continued [18]. It is assum ed th at the tolerance in water shortage of the users of a unit o f  
m anagem ent of water resources has one and the same resulting value.
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w hich  can also be w ritte n  in th e  fo rm

7i( l - f l )  _ • ’ *= ik)( )  ^ 72’ * • • ’ i ) ’ ( * + /  =  !» 1), (7)

because we assum ed th a t  th e  w a te r  ba lan ce  elem ents are  a t T 0 c o n s tan t.
T he o th e r p lausib le  d e fin itio n  of th e  w a te r-b a lan ce  in d ex  is as follow s 

in  a p a r tic u la r  case:
L e t th e  w a te r-b a lan ce  now be  b u ilt  up  as

an d  sim ilarly

L e t fu r th e r  he

K(£ P A’ /I’ ’ /J» • • £i/l) 1̂ • • • ~\~iik

t  t - i p .  P . -J- р . .’ S j , )  — • •» S j v t S j j r

d ( y ) ^ P ( K ( ^ S u^ h , &*) ^  v) = P ( f ,  >  у (£h+Elt+ .  • • +1/*)) -
L et f in a lly  be d' an d  d" tw o n u m b ers  chosen accord ing  to  th e  p ra c tic a l v iew 
p o in ts  o f th e  m an ag em en t of wra te r  resources in  respect to  w hich  i t  is tru e  th a t

0 < r f< l &<,d"< 1.
T he index  of th e  w a te r-b a lan c e  is

/ 2 =  d ( j ) U  Í , -•+«,!• '

T h e  q u a lifica tio n  o f th e  w a te r-b a lan c e  is ac tive  if

is in equ ilib rium  if 

an d  passive  i f

7 2  >  d " , 

d ’<  y . , < d "

У -i "7 d ' ■

In  connection  w ith  th e  p rin c ip a l m eans of w o rk , th e  w a te r-b a lan ce , 
b y  th e  p reced ing  considera tions i t  h as  o n ly  been a tte m p te d  to  p rove  th a t  w i th  
th e  n ecessary  deve lopm en t and  g en e ra liza tio n  of th e  w a te r  resources m a n 
ag em en t th e  significance o f  hydrological application o f  the probability character
ization o f  the distribution rapidly increased. T herefore, fo r civil engineers 
engaged  in  hydro logy  an d  m an ag em en t of w a te r  resources i t  is tim e  to  th o r 
o u g h ly  recognize th e  p ro b a b ility  b ases of th e  descrip tion  o f d is tr ib u tio n , 
to  rev ise  som e of th e  concep ts and  m e th o d s  m ore or less p e rfu n c to rily  borrow ed  
from  th e  m ath em a tica l s ta tis tic s  ap p lied  often  fe tish ized  in  a ro u tin ish  w ay 
in  hydro logy .

T h is pap er is, w ith  regard  to  th e  p reced ing  considera tions, in te n d e d  to  
su m m arize  th e  basic know ledges, th eo rem s an d  significance re la tin g  to  th e
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d is tr ib u tio n  and  d e n s ity  fu n c tio n s p lay in g  an  im p o r ta n t role in  the  m an ag e
m e n t o f w ate r reso u rces  as well as an  expression  o f som e connec ting  ideas 
a n d  experiences. F ir s t  o f  all th e  m ost im p o r ta n t basic  know ledges o f th e  th e o ry  
o f p ro b a b ility , in d isp en sab le  in  th e  t r e a t in g  of d is tr ib u tio n  an d  d en sity  fu n c 
tio n s  w ill be d iscussed . In  th e  n e x t c h a p te r  som e p rob lem s co nnec ted  w ith  
th e  estim a tio n  o f th e  d is tr ib u tio n  an d  d en sity  fu n c tio n s w ill be  dealt w ith . 
F in a lly , th e  reasons a n d  cond itions o f th e  ap p lica tio n  o f th e  so-called f i t t in g  
d is tr ib u tio n  fu n c tio n s will be d iscussed.

2. Elements of the theory of probability

In  th is c h a p te r  th e  m ost im p o r ta n t o f th e  th e o ry  o f p ro b a b ility  (and  
th o se  o f  m a th e m a tic a l s ta tis tic s )  app lied  in C h ap te r 3 and  4 will be sh o rtly  
re c a p itu la te d  [6 ], [7].

A  )  Probability f ie ld

In  th e  K o lm o g o ro v ’s ax io m atic  s tru c tu re  o f th e  th e o ry  o f p ro b a b ility  
we assum e to  be  a g iven a-algebra isom orph  w ith  a B oolean о -a lgebra  o f 
e v e n ts . On th is  er-algebra a no rm ed  m easure  is defined  w hich we refe r to  as 
p ro b a b ility .

T hus, th e  K o lm o g o ro v -s tru c tu re  o f th e  th e o ry  of p ro b a b ility  is based  
on th e  following ax iom s.

I . A n o n -em p ty  se t Q, th e  space o f even ts is g iven . T he elem ents of Q  
a re  called  e lem en tary  ev en ts  an d  d en o ted  w ith  œ: m£Q.

I I .  An a lg eb ra  аЯ o f th e  subse ts  o f  Q  is defin ed ; th e  sets A  belonging 
to  o í  are  called ev en ts .

I I I .  оЯ is cr-algebra, th a t  is, if

A k £ оЯ (к =  1, 2 , . . . ), th e n  V  A k £ аЯ.
k= 1

IV. To each  o f  th e  elem ents o f  аЯ a n u m b er 0  <[ P ( A ) <7 l is coord i
n a te d  w hich is ca lled  th e  p ro b a b ility  o f th e  ev en t A .

V. P(Q)  =  1.
Y I. I f  A v  A 2, . . .  is a pairw ise d is jo in t, f in ite  or co u n tab ly  in fin ite  

series of sets b e long ing  to  gЯ, th e n

P ( A 1f - A 2- \ - . . , - \ - A n- f .  . .) =  P ( A 1)-{ -P (A 2) - \ - . . . 4- P ( A n) - \ - . . .

I f  on th e  аЯ cr-algebra of th e  su b se ts  of a se t аЯ a se t-fu n c tio n  P ( A ) is 
d e fin ed  and  th e  ax iom s I —V I are  fu lfilled , th e n  we h av e  to  deal w ith  Kolm o
gorov’s field o f p ro b a b ili ty , th e  d esigna tion  o f w hich  is: (Q , оЯ, P)-
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В )  R a n d o m  variable

A real fu n c tio n  of th e  form  |  =  |(co), defined on Ű, all th e  n iv eau
se ts  o f w hich are th e  elem ents of аЯ, is ca lled  random  variab le . (B y  n iv e a u  se ts  
o f  I  =  !(co) th e  A x se ts, defined b y  th e  in e q u a lity  £(co) <C x  is m e a n t, w here 
* is an  a rb itra ry  rea l num ber.)

T he ran d o m  v ariab les £ and  rj a re  independent  if  for ev e ry  rea l n u m b e r x  
an d  у  if  it is t ru e  th a t

P ( Í < x ,  rj < y )  =  P (£  < x ) P { r ]  <  j ).

T h e random  v ariab les  £j, | 2, . . . , | s  a re  in d ep en d en t if

P(£ 1 < x i, h  < x n  ■ ■■,£„< x n) ; P(£ 1 < x i) P(£><  x i), ■ ■ - , P{£n < x n) (8)
is fulfilled .

C)  Distribution func tion

T he fu n c tio n  F (x ) =  P (A X) =  jP(£ < [ ж) is referred  to  as th e  distribution  
func t io n  o f th e  ran d o m  v ariab le  | .  I t  is ev id e n t th a t  th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  
defined  in th is  w ay , is nondecreasing , from  th e  le ft-h an d  side con tinuous 
fu n c tio n , th e  lim it va lu e  o f w hich in  — oo is zero, and  in -j-o o  is 1. T he d is tr i
b u tio n  fu n c tio n  F(x)  can  often be w r itte n  in  th e  m ore u su a l form  F (x;  &) 
w here  & — (#15 $ 2, . . . , ûù) is th e  so-called  p a ra m e te r  v ec to r an d  ï ï£ R k w here 
R k is th e  space o f  Л-d im ension  of th e  p a ra m e te rs .

T he concep t o f  th e  d is trib u tio n  fu n c tio n  m ay  also be genera lized  to  th e  
ra n d o m  v ec to r-v a riab le s . B y a ran d o m  v ec to r-v a riab le  rjn — ( | x, | 2, . , . ,  | n) 
o f re-dim ensions su ch  a v ec to r  of n -d im en sio n s is m ean t, all th e  com ponen ts 
o f  w hich  are  ra n d o m  v ariab les defined  on  th e  sam e p ro b ab ility  fie ld  (Ű, аЯ, P).  
T h e  jo in t d is tr ib u tio n  fu nc tion  o f th e  v e c to r  variab le  Yjn, or in  o th e r  w ords 
th e  ran d o m  v a riab le s  | 15 | 2, . . . , is

P { X V XT> • ■ • 1 Xn)  =  P ( £  1 £% ^  X 2’ • ' » £n "'C X ri) ■

D ) D ensity  fu n c t io n

In  th e  th eo rem s to  be discussed la te r  on , th e  absolutely continuous distri
bution func tion  o b ta in s  a sign ifican t ro le .3 I f  F(x)  is abso lu te ly  co n tin u o u s , th e n

3 The function F(x)  is called absolutely continuous if  to an arbitrary p ositive  num ber 
£ a num ber à >  0 can be found so that for every  d isjoint interval system  (ak, bk) (k =  1, 2 ,
. . ., n; ak < bf.) for which

n

(bit -  «*) <  0
k = 1
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le t f ( x )  =  F'(x).  I f  F '( x )  does not exist a t  a p o in t, th e n  f ( x )  will no t be defined  
th e re ; how ever, th e s e  p o in ts  m ake np  a se t o f zero m easu re . The fu n c tio n /(x )  
is called th e  d e n s ity  func tion  of f .  F ro m  th e  p ro p e rtie s  of th e  d is tr ib u tio n  
fu n c tio n  follows th a t  f ( x )  0 and

I /(*
J  — CO

x) d x  1 .

E )  M ean value

I f  th e  d is tr ib u tio n  function  of th e  ran d o m  v a ria b le  |  is F(x), th e n  its  
mean value M (£) is d e fin ed  by  th e  Lebesgue — S tie ltje s  in te g ra l

M ( í ) x d F ( x ),

p rov ided  it ex ists.
Sim ilarly, th e  m e a n  value of a fu n c tio n  x ( | j ,  | 2, . . . , £„) of th e  ra n d o m  

v ariab les  | 2, . . ., is

* ^ 1 9  • • - •> %n ) d  F (x ^ X 2, • • •  ,  ^ 7 1 ) 9

w here F  (xv  x2, . . . , x n) is th e  jo in t d is tr ib u tio n  fu n c tio n .
I f  F(x) is a b so lu te ly  con tinuous an d  we d en o te  th e  d ensity  fu n c tio n  

o f  I  b y  f ( x ), th e n

M ($)=  I x f ( x ) d x .

F )  Variance

The variance  jD2( | )  of th e  ran d o m  v ariab le  |  will be defined as

В Щ )  I "" [* M ( Ç ) ] 4 F ( x ) .
J  — oo

I f  F(x) is a b so lu te ly  continuous an d  F '(x )  =  f (x ) ,  th e n  

i>4;) J  [* M ( £ ) Y f ( x ) d x .

will be fulfilled, the inequ a lity
n

y  F(bk) F(ak)I <  £
k  =  1

is true. E very ab so lu tely  continuous function  can alm ost everywhere be differentiated  
and is equal w ith the in tegral taken from —  oo to x  of its derivated  function [6 ].
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G) Statistic  sample

B y  statistic sam ple  (shortly : sam ple) th e  re su lt o f  observa tions ( te s ts , 
m easurem ents) re la tin g  to  a ran d o m  v a ria b le  is m e a n t. T he sam ple e lem en ts 

| 2, . . . , |n are ra n d o m  variab les. A  s u b s ta n tia l  req u irem en t is th a t  each  
of th e  o b se rva tions shou ld  really  re la te  to  th e  ra n d o m  variab le  in q u estio n , 
i.e., th e  sam ple sh o u ld  be rep re sen ta tiv e .

H J Statistics

A m easurab le  fu n c tio n 4 of th e  sam p le  e lem ents is called statistics. C on
seq u en tly  s ta tis tic s  i ts e lf  is a ran d o m  v a riab le .

O ne of th e  s ta t is t ic s  often u sed , ta k e n  in  a m ore  generalized sense, 
w hich also p lays a s ig n ifican t p a r t in  th is  p a p e r, is th e  empirical distribution  
func tion  F n(x), th e  defin ition  of w h ich  is: I f  th e  e lem en ts of a sam ple a re  
£j, | 2, . . . , |n , th e n  th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n  o f th e  sam ple is

а д =  1 > ’ i .  (9)
n i t < x  

l^k^n

T his func tion  is a m onotonous n o n d ecreasin g , from  th e  le ft-h an d  side con
tin u o u s  step  fu n c tio n , th e  step  po in ts o f w hich  are a t th e  values of th e  sam ple  
elem ents

I t  can  easily be  recognized th a t  i f  th e  e lem ents o f a set are in d ep en d en t 
ran d o m  variab les o f th e  sam e d is tr ib u tio n  p a tte rn ,  th e n  th e  d u rab ility  cu rv e  
dn(x) [2 ] p lo tte d  from  th e  elem ents o f th e  se t in  a m an n e r developed  in  p rac tice  
in th e  hydro logy  an d  m anagem en t o f w a te r  resources, and  th e  em pirical d is tr i
b u tio n  fu n c tio n  F(x)  e stab lished  of th e  e lem en ts  of th e  se t a re  connected  b y  
th e  re la tio n

F„(x) =  1 dn(x) ■

On th e  o th e r h a n d , defin ing a s ta tis t ic s  called “ empirical density fu n c t io n ’’ 
is no t such  a sim ple a n d  consisten t p ro b lem . Since th e  em pirica l d is tr ib u tio n  
fu n c tio n  is a step  fu n c tio n , no such s ta tis t ic s  ex ists w hich  w ould be in  th e  
sam e re la tio n  w ith  th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n  as th e  (theo re tical) 
d en sity  fu nc tion  is w ith  th e  th eo re tica l d is tr ib u tio n  fu n c tio n . In  connection  
w ith  th e  theo rem  3.3 in  C h ap te r 3, a f te r  P a rz e n , we shall define a class of th e  
s ta tis tic s , th e  e lem ents o f  w hich possess c e r ta in  p ro p ertie s  dem anded  from  th e  
em pirical d en sity  fu n c tio n .

1 In  the theorem s detailed  in Chapter 4 we assum e, in general, the existence of the  
Borel-m easurability o f sta tistic s . The function g(x)  is Borel-m easurable if  the set defined by  
the inequ alityg(x) < e i s i n  respect o f every real c a Borel-set. Thus, for exam ple, every contin 
uous function is Borel-m easurable, because in  case if g(x)  is continuous, g(x) <  c is an 
open set.
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I ) E s tim ation

A ssum ing th a t  in  o rder to  e s tim a te  th e  unknow n p a ra m e te r  v ec to r  
$  == (# j, &2, . . . , $k) o f  a d is tr ib u tio n  fu n c tio n  hav ing  th e  form  F (x;  ê )  (ê  £ R ***) 
o f  a ra n d o m  v a riab le  | ,  we use th e  sam p le  o f  n elem ents £v  | 2* • • • « £n re la tin g  
to  £. B y  estim a tin g  $  th e  e s tab lish m en t o f  such  a s ta tis tic  v e c to r  o f fe-dimen- 
sions

a  =  (a<4 a (2), . . . ,  *<*>), (*<'> =  «<'>(£„ f a, .. ; j  = 1 , 2 , . . . ,  к)

is m e a n t for all th e  com ponen ts w h ich  sa tisfy ing  p a r tic u la r  re q u ire m e n ts , 
m a y  rep lace  th e  co rresp o n d en t co m p o n en t o f & th a t  m ay  be sym bolized  as 
follow s: *U)( ^  , in) ~  ( j  =  1 , 2 , . . . ,  fc). S im ilarly , b y  genera liz ing
th e  concep t of e s tim a tio n , we m ay  sp eak  o f th e  estim a tio n  o f th e  d is tr ib u tio n  
fu n c tio n  F(x)  (or th e  d en sity  fu n c tio n  f ( x ) )  o f a random  v a ria b le  b y  a fu n c tio n  
F n(x;  | 15 | 2, . . . |„ )  (or /„(ж; | 2, . . . , in))  on th e  w hole scale o f n u m b e rs
in  a sense th a t  th e  fu n c tio n  F n(x; i 2, . . £n) (or f n(x; | 15 | 2, . . . , !„)) is 
a lm o s t a t every  v a lu e  o f x  th e  e s tim a tio n  sa tisfy ing  th e  ab o v e  m en tio n ed  
re q u ire m e n ts  o f co rresp o n d en t o rd in a te  o f  F(x)  (or f ( x ) ) .  (As a m a t te r  of 
co u rse , th e  e s tim a tio n  o f th e  co m p le te  d is tr ib u tio n  an d  d e n s ity  fu n c tio n s 
m a y  h av e  also an  o th e r  in te rp re ta tio n , th e  discussion of w hich , how ever, 
m u st here  be o m itted .)

I t  has been  m en tio n ed  th a t  in  con n ec tio n  w ith  th e  e s tim a tio n s  som e 
sp ec ified  req u irem en ts  should be sa tis fied . In  general, th ese  re q u irem en ts  are  
as follow s.

1. L et th e  s ta tis tic s  a„ =  x n ( | 15 £2, . . . , | n) he th e  u n b iased  e s tim a tio n  
o f  th e  p a ra m e te r  § .  T h is m eans in  th e  case o f th e  e stim a tio n  o f  p a ra m e te rs  
t h a t  in  respect to  ev e ry  d  Ç R ^  i t  shou ld  be  tru e  th a t

J +» /4 »
. . .  *„(*], X 2 ,  . . . ,  x n) d F  ( * г ,  л;2, ■ . •, X n ;  & )  =  & ,

w h ere  F (xv  x2, . . . , x n; d)  is th e  com m on d is tr ib u tio n  fu n c tio n  o f th e  sam p le  
e lem en ts  | 15 | 2, . . . , £n. I f  by g(x)  a d is tr ib u tio n  or den sity  fu n c tio n  is d en o ted , 
a n d  x n =  gn(x;  J j ,  i 2, . . .  , in)  is its  e s tim a tio n  from  th e  sam ple  i x, | 2,  . . . ,  i n 
o f  n  e lem ents in  th e  m ean ing  above d efin ed , th a t  th e  req u irem en t o f th e  u n b ia sed  
e s tim a tio n  m ay  be d ra fte d  as follows. L e t fo r alm ost every  x  be

^  [gn(xi f l«  £ 21 * • * 9 ^ n ) ]  =  g(x) ■

A m ore m o d e ra te  req u irem en t th a n  th e  unb iased  e s tim a tio n  is th e  
re q u ire m e n t o f th e  a sy m p to tica lly  u n b ia se d  estim atio n . T h is , b y  u sing  th e
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above n o ta tio n , m eans th e  req u irem en t a cond ition  th a t  

lim  M [g n(x ; f 15 £,, . . . ,  £„)] =  g(x)

shou ld  for a lm ost ev e ry  x  be fulfilled.
2. D ispersion  o f th e  estim a tio n  D (xn) shou ld  be th e  sm allest possible.
3. L et x n be a consistent e stim a tio n , i.e ., i t  shou ld  te n d  to w ard s th e  real 

v a lue  w ith  th e  increase  of n in some sense. In  case of an  e s tim a tio n  of d is tr i
b u tio n  an d  d en sity  fu nc tions as defined  above, fo r exam ple , th e  follow ing in te r 
p re ta tio n  of th e  req u irem en t of consistence is p lausib le : I f  g(x ) deno tes a 
d is tr ib u tio n  or d en sity  fun c tio n , and  x„ =  g„(x; | 15 | 2, . . . , £„) is th e  e s tim a
tio n  of g(x) from  th e  sam ple £x, | 2, . . . , | „  o f n e lem ents, th e n  for a lm ost 
ev e ry  x

lim  D L1{gn) =  lim M  [gn{x\ x 2, . . . ,  £„) g (* )]2 =  0 .
П  —> «• П —* -сс

T hen  g(x) is re fe rred  to  as th e  consistent e s tim a tio n  in  the mean square 
value o f  g(x).

4. Should  x n be  su ffic ien t s ta tis tic s , i.e ., i t  shou ld  com prise  in  resp ec t 
to  {) m ost of th e  in fo rm atio n s to  be o b ta in ed  from  th e  sam ple  e lem ents.

J )  Methods o f  estimating parameters

F o r th e  e s tim a tio n  b y  s ta tis tic s  o f u n k n o w n  p a ra m e te rs  o f th e  d is tr i
b u tio n  fu nc tion  o f  a random  variab le  tw o basic  m e th o d s have  been developed 
in  p rac tice .

1. The essence o f th e  m om entum  m e th o d  is as follows. L et th e  unknow n
d is tr ib u tio n  fu n c tio n  be F(x)  =  F ( x ; i?2, . . . , die), an d  th e  req u ired  p a ra m 
e te rs : $2, . . . , IIk- W e assum e th a t  th e  firs t к  em pirical m om ents
•a lc u la te d  from  th e  sam ple  elem ents £,- (i =  1, 2 , . . . , n) a re  successively  equal 
to  th e  co rrespond ing  m o m en ts  of th e  th e o re tic a l d is tr ib u tio n  fu n c tio n  F (x ), i.e .,

---- 2 £ £ ï  =  [ x r d F  ( x ;ű v &2, , r =  1 ,2 , . . , , k .
n i=1 J -« ,

Solving th is  sy stem  o f equa tions for -if, #2, . . . , d k, we o b ta in  th e  e s ti
m a tio n s of th e  req u ired  p a ram ete rs .

T he m o m en tu m  m eth o d  is re la tiv e ly  easy  to t r e a t  an d  to  perceive from  
th e  engineering asp ec t. I t  has th e  sh o rtco m in g  th a t  its  ap p lica tio n  is associa ted  
w ith  su b s ta n tia l loss o f in fo rm atio n s [20].

2. The o u tlines o f  th e  basic idea of th e  e stim a tio n  of p a ra m e te rs  based  
on th e  p rincip le  o f th e  m a x im u m  likelihood a re  as follow s. W e p rescribe  th a t
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th e  sam pling  re su lt [£,• =  Xj, i =  1, 2, , n J shou ld  fall w ith  a m ax im al
p ro b a b ili ty  in  th e  n-d im ension  space  ju s t  in  th e  n e ighbourhood  o f th e  po in t 
(Xy, x 2, . . . , x n). T he  so lu tions o f th e  sy stem  o f eq u a tio n s o b ta in ed  from  th is  
a ssu m p tio n  are th e  estim atio n s o f  th e  p a ra m e te rs  &у,ёг, . . #/,.

T he p rincip le  o f th e  m ax im um  like lihood  also leads — u n d e r su ffic ien tly  
g en era l conditions — to  “ good”  (a sy m p to tic a lly  co n sisten t) e s tim a tio n s  [7], 
th e re fo re , i t  is m ore efficien t th a n  th e  m o m en tu m  m eth o d  [20]. I ts  d isa d v a n 
ta g e  is th a t  also in  th e  case o f ty p e s  o f d is tr ib u tio n  being  th e  m ost genera l 
in  th e  p rac tice  of hyd ro lo g y  and  m an ag em en t o f w a te r  resources (for exam ple , 
in  th e  case of a lognorm al an d  g am m a -d is tr ib u tio n ) i t  y ields an  im p lic it system  
o f eq u a tio n s  w hich can only be so lved  w ith  th e  aid  o f ap p ro x im a tin g  m eth o d s . 
O n th e  o th e r h a n d , for th e  e s tim a tio n  o f th e  p a ra m e te rs  o f o th e r  ty p e s  of 
d is tr ib u tio n  (for exam ple , H a lp h e n -d is tr ib u tio n )  no m ax im um  likelihood  
e q u a tio n s  have  been  w orked  o u t so fa r  [20].

In  th e  tech n iq u es of h y d ro lo g y  and  m an ag em en t of w a te r  resources 
m a n y  (in Section 4.12/B  it will be  exposed  th a t  u n fo rtu n a te ly  to o  m any) ty p e s  
o f  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s are  used . F ro m  am ong th ese , m a in ly  fo r d e m o n s tra t
in g  th o se  m en tio n ed  above o f th e  e s tim a tio n  o f p a ra m e te rs , th e  fo rm u las  of 
th e  lognorm al an d  th e  g a m m a -d is tr ib u tio n  will p re sen ted  to g e th e r  w ith  th e  
e q u a tio n s  serving fo r th e  e stim a tio n  o f  th e ir  p a ra m e te rs  o f th e  sam ple ( |15 | 2, . . . 
. . . , £„) consisting  o f n e lem en ts, sa tisfy in g  th e  co rrespond ing  cond itions.

a )  Lognormal distribution

The eq u a tio n  o f th e  lo g n o rm al d is tr ib u tio n  is as follows:

1 r x  \  [ log(f—*„)—m]2
F{x)  =  — -------------e -a'- dt, x n < > < ;  o o .

a \!2n J  xo t x 0

T h e  p a ram ete rs  a re : x 0, m  an d  a.
T he system  o f eq u a tio n s fo r th e  e s tim a tio n  o f  th e  p a ra m e te rs  w ith  th e  

a id  o f  th e  m a x im u m  likelihood  m e th o d  is:

1 n
m  2  log (£, .t0),

n i = l

° 2 =  —  j z  n ° g  (h  -  x <>) " î ]25
n ,-=i

! log ( | i  x o) . 0
(T2
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b) Gamma-distribution ( Pearson’s I I I  distribution)  

The d is tr ib u tio n  function  is

F (x)  - - - -  ! (t x )k г -е  л<' dt,
'  ( f c )  J  X,

The p a ra m e te rs  a re  х п, к an d  ?..
The system  o f equa tions fo r th e  e stim a tio n  o f th e  p a ra m e te rs  w ith  th e  

aid  o f th e  m a x im u m  likelihood  m e th o d  is

A
?

Г Щ
m

к  1

1 n

2  i£t * o ) ,
n 1=1

1 n

> ' l o g W ,
n 1 =  1

1
> ’ -  1

n i =  i Íj x0

E q u a tio n s  o f th e  estim atio n  o f p a ra m e te rs  w ith  th e  aid o f th e  m o m en tum  
m eth o d , b y  in t r o d u c in g  th e  n o ta tio n  [4]:

are as follows

1 n
m l =  -

n 1 = 1
1 n*m.y == - > ’ ([£, m,)*,
n Ï=1
1 n*тпл =  - 2  ( i/ "b ) :!n r= l

n (m.> )-ilо« m 9  v -  '
1 ^ * ~ ’m.

*m2X = 2 — — ,
m*

*
к = 4

m-i

3. Estimating the distribution and density functions

This c h a p te r  is, f ir s t  of all, concerned  w ith  th e  basic  th eo rem  of th e  
m a th em a tica l s ta tis tic s  estab lished  b y  G l i v e n k o . T he p o ssib ility  of es tim atio n  
for th e  d is trib u tio n  fu n c tio n s of basic  sign ificance is d eclared  in  respect to  th e
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m an a g e m e n t of w a te r  resources (see C h a p te r  1), there fo re  som e rem ark s  should  
be m ad e  in  connexion w ith  its  a p p lic a b ility  to  hydro logy  an d  m an ag em en t o f 
w a te r  resources. S u b seq u en tly , som e th eo rem s will be p re sen ted  re la tin g  to  th e  
e s tim a tio n  of d e n s ity  fu n c tions, th is  b e ing  in te restin g  from  th e  v iew poin t 
o f  th e  ap p lica tion  in th e  m an ag em en t o f  tva ter resources.

3.1. Glivenko’s theorem

L et th e  random  v ariab les be | l5 | 2, . . . , | n th e  e lem en ts o f a sam ple 
ta k e n  from  a s ta tis tic a l pop u la tio n  o f e q u a lly -d is tr ib u ted , in d e p e n d e n t ran d o m  
v a ria b le s ; th e ir  com m on d is tr ib u tio n  fu n c tio n  being F(x).  T he  em pirical 
d is tr ib u tio n  fu n c tio n  o f th e  sam ple sh o u ld  be deno ted  b y  F n(x).

T hen , we have

P (  lim  sup  \F„(x) Р (я ) | — 0) =  1.
- ° c < X <  +  cc

T he theorem  is, fo r exam ple, v e rif ied  by  R e n y i [6 ].
Remark.  G livenko’s theorem  w h ich  is ju s tly  considered  as th e  basic 

th e o re m  of m a th e m a tic a l s ta tis tic s  declares th a t  from  a su ffic ien tly  g rea t 
sam p le  an ex h au stiv e  in fo rm atio n  m ig h t be o b ta in ed  w ith  p ro b a b ility  1 
fo r  th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  F(x).  N am e ly , th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n  
F n(x) p roduced  from  th e  sam ple ( | 2, | 2, . . . , |„ )  u n ifo rm ly  converges on th e  
w hole  scale of n u m b ers  to w ard s th e  th eo re tica l d is tr ib u tio n  fu n c tio n  F(x)  
i f  n , th e  n u m b er o f th e  e lem ents o f  th e  sam ple te n d s  to w a rd s  th e  in fin ite .

As a m a tte r  o f fa c t, also in  th e  h y d ro lo g y  and econom y in w a te r  resources, 
G liv en k o ’s theo rem  is applied  m ore  or less d e lib e ra te ly  — w hen th e  p ro b 
a b il i ty  P ( |  x) — 1 is e s tim a ted  b y  th e  value

P ( i  > * ) = !  F (x )  ~  1 - Fn(x) =  dn(x),

w h ere  d, (x) is th e  o rd in a te  of th e  d u ra b il i ty  curve a t th e  p lace  x. I t  is a d iffe r
e n t q uestion , to  w hat e x te n t th e  sam p le  elem ents — for ex am p le , th e  daily  
(m ean ) discharges — sa tisfy  th e  co n d itio n  of G livenko’s th eo rem .

T he u n ifo rm ity  o f th e  e lem en ts  o f  th e  sam ple is on ly  an o b jec t, it is 
a im ed  a t  to  assure a rea lly  un iform  d is tr ib u tio n  of th e  e lem en ts | 2, . . . , 
o f  th e  sam ple. T his, in  p rac tice , m ay  com m only  to  a su ffic ien t e x te n t be assu red  
b y  th e  hydro logical analysis o f th e  sam p le  elem ents. L a te ly , th e  u n ifo rm ity  
o f  th e  sam ple e lem ents is also checked  by  m a th e m a tic a l-s ta tis tic a l m e th o d s 
(fo r exam ple, w ith  th e  K olm ogorov  — S m irnov-test) [4]. [8 ].

T he independence  o f th e  d isch arg e  d a ta  used as sam ple  can n o t be assu red , 
in  p rinc ip le , in th e  m an ag em en t o f  w a ter resources, ow ing to  th e  follow ing tw o 
reaso n s:
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a)  T he (m ean) d ischarges of th e  consecu tive ly  longer or sh o rte r  periods 
are  com m only  no t in d ep en d en t.

To exp la in  th is  s ta te m e n t th e  follow ing shou ld  be su b m itte d  for 
m easu ring  th e  ind ep en d en ce  o f th e  s ta tis tic a l sam ple  elem ents.

L e t be th e  s ta tis t ic a l  sam ple { |( /к ,)}"=1 w here  |(Zlt,) is th e  observed  
va lu e  o f th e  ran d o m  v a ria b le  |  o f th e  i- th  o f th e  co nsecu tive  periods /It,, At2,. . . 
. . . , J t n o f specified  len g th . I f  £ is of norm al d is tr ib u tio n , th e n  for m easuring  th e  
independence  of th e  sam ple  elem ents |( / l t ,)  th e  a u to c o rre la tio n  coefficient

У, ЩАц) M ( f  )] m A t^ ) \Щ)]
r ----- -------- n----------------------------------------  . ( W ^ l )

M ( S ) Y
1 = 2

is used  [21]. I f  r =  0, th a n  th e  sam ple elem ents =  |( / l t ,)  are  non -co rre la ted , 
and  if  £ is o f no rm al d is tr ib u tio n , th e n , a t th e  sam e tim e , th e y  also are in d e
p en d en t, i.e., sa tisfy in g  th e  condition  (8). In  th e  case o f o th e r  d is tr ib u tio n  
p a tte rn s , com m only , from  th e  non -co rre la tedness does n o t follow th e  in d e 
pendence [7], n ev erth e less , it  provides ce rta in  in fo rm ations.

T he m ean  d ischarges Q(Atj) o f a w a te r course o f  consecu tive  At, periods 
are, accord ing  to  experiences, non -co rre la ted  n e ith e r  in  case [20] if  we choose 
At, = 1 year. (The a u to c o rre la tio n  coefficient o f th e  m ean  discharges o f th e  
consecutive years falls, in  general, in  th e  reg ion  0,2 <  r  <  0,4.) W ith  th e  
decrease of th e  len g th  o f  A th as a m a tte r  of course, th e  v a lu e  of r  con tinues 
to  increase. B u t, from  th e  v iew po in t o f th e  m an ag em en t in  w a te r resources 
th e  assu m p tio n  o f a longer period  th a n  At, =  5 to  10 day s m ay  n o t be 
p e rm itte d  ow ing to  th e  co n co m itan t loss of in fo rm a tio n .

To sum  u p  d a ta  m en tio n ed  in  th e  foregoing: p ra c tic a lly , it is im possib le 
to  ta k e  a sam ple o f in d ep en d en t elem ents re la tin g  to  th e  d ischarges, because 

th e  m ean  d ischarges o f th e  longest periods At, perm issib le  in  th e  
m an ag em en t o f w a te r  resources are stro n g ly  co rre la ted ,

n e ith e r  in  case if  th e  above d ischarges w ere p rac tica lly  non- 
co rre la ted , th e  in d ep en d en ce  w ould be assured  because , in  general, th e  d isch ar
ges a re n ’t  o f no rm al d is tr ib u tio n .

This d ifficu lty  could  be overcom e b y  such  a gen era liza tio n  of G livenko’s 
theo rem  w hich in s te a d  o f  th e  dem and  o f full ind ep en d en ce  o f th e  sam ple ele
m en ts  "would allow  a c e r ta in  reduced dependence w hich  co n d itio n  w ould, p ra c ti
cally, a lread y  be sa tisfied  b y  th e  discharge d a ta . F o r exam ple , in  th e  case of 
such  tim e  series of d ischarges w hich can  be described  w ith  an  ergodic 
s ta tio n a ry  s to ch astic  p rocess — since, in  connec tion  w ith  such  processes th e  
s tro n g  law  of la rge  n u m b ers  used  in  p rov ing  G livenko’s th eo rem  is also tru e
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[24] — th e  a fo rem en tio n ed  d iff ic u lty  re la tin g  to  th e  e s tim a tio n  o f th e  d is tr i
b u tio n  function  o f d ischarges does n o t ex ist an y  longer.

b)  The fac t t h a t  th e  random  n a tu re  o f sam pling  is excluded , th is  th e o re ti
ca lly  seem s to  be an  in su rm o u n ta b le  im p ed im en t. W e shou ld  like to  approach  
su ch  a th eo re tica l d is tr ib u tio n  fu n c tio n  F(x)  w hich describes th e  d ischarge 
d is tr ib u tio n  in  a p e rio d  T { — (tv  oo). H ow ever, a t th e  sam e tim e , sam pling  
is ta k in g  place from  d ischarges o b se rv ed  in  th e  lim ited  period  T 2 =  (t,, t2) (i2 <( oo). 
C om m only , we need  th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  F(x)  for th e  p red ic tio n  o f th e  
d isch arg e  d is tr ib u tio n  to  be ex p ec ted  in  th e  fu tu re . W e shou ld  know  th a t  for 
e s tab lish in g  such a fu n c tio n  F (x) ,  considered  to  be tru e  for Ту, ta k e s  p lace, 
as a m a tte r  of course, in  tw o s tep s: 1. we produce  th e  F(x)  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  
fro m  th e  sam ple ta k e n  in  th e  period  T2; 2. on th e  basis of ce rta in  th e o re tic a l 
a n d  em pirical co n sid era tio n s we assu m e  a re la tio n  be tw een  F(x)  an d  F ( x ), 
a n d  we produce F(x)  from  F(x)  on th e  basis of th is  assu m p tio n . (In  p rac tice , 
fo r lack  of a n y th in g  b e tte r , in  m o st of th e  cases such  an  assu m p tio n  as 
F (x)  =  F(x)  is to  he  ad o p ted .)

A fter exposing  G livenko’s th e o re m  of g rea t im p o rtan ce  in  e s tim a tin g  
th e  d is trib u tio n  fu n c tio n  we shall discuss th e  theo rem s concern ing  th e  e s ti
m a tio n s  o f th e  d e n s ity  fu n c tio n s. T h e  follow ing general th eo rem  w as estab lish ed  
b y  R o s e n b l a t t .

Theorem 3.2: A  continuous density  func tion  has no unbiased estimation

L et | 2, . . . , i n be in d e p e n d e n t an d  equally  d is tr ib u te d  ran d o m  v a ri
ab le s ; le t th e ir  com m on d en sity  fu n c tio n  f ( y )  be co n tinuous. L et th e  Borel- 
m easu rab le  fu n c tio n  f n(y;  | 15 l 2, • • • In) <  0 be an estim a tio n  of f ( y ) .  f n ly ,  
f j ,  | 2, . . . , f„) th a t  c a n n o t be th e  u n b ia sed  estim a tio n  of f ( y )  [9].

Remark.  T he above th eo rem  is also tru e  in respect to  such  estim atio n s 
f n( y ‘, I], . . . , In) of th e  d en sity  fu n c tio n  from  w hich we do no t w ish to  be
n o n -n eg a tiv e . F o r exam ple , th e  a ssu m p tio n

f  . . . , $ n) ] d y < ™
J a

w ould  lead to  the  sam e conclusion, in  resp ec t to  a rb itra ry  v alues of a, b (a < b ) ,  
i.e ., to  th e  conclusion  th a t  f ( y )  h as  no such unb iased  f„(y;  | 15 | 2, . . . , |„ )  
e s tim a tio n  w hich w ould  sa tisfy  th is  cond ition .

A ccording to  th e  th eo rem  3.2 th e  com m on d en sity  fu n c tio n  f ( y )  o f th e  
in d e p e n d e n t ran d o m  v ariab les  | x, | 2, . . . , In o f equal d is tr ib u tio n  has no 
u n b ia sed  e s tim a tio n , i.e ., on se lec ting  th e  e stim a tio n  of th e  d en sity  fu nc tion  
to  be applied ou r req u irem en t shou ld  be m ore res tra in ed . B efore de ta ilin g  th is 
p rob lem  th e  w ay  follow ed in th e  p rac tice  of d a ta -p rocessing  o f th e  hydrology
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and the management o f  water resources concerning th e  e s tim a tio n  o f th e  d en sity  
fu n c tio n s of d ischarges should b e  rev ised .

T he discharge is a n o n -n eg a tiv e  random  v a ria b le : |  ^> 0, th ere fo re , i t  is 
su ffic ien t to  define th e  so-called em pirica l d e n s ity  fu n c tio n  to  th e  half-scale 
[0, - b 00)- Let | j ,  J j, he a sam p le  of n  e lem en ts re la tin g  to  th e  ran d o m
v ariab le  We ta k e  in  a su itab le  w a y  such a sy s tem  of in te rv a ls  th e
elem en ts Ej =  [a,_l5 a () of w hich , fo r exam ple, a re  d is jo in t in te rv a ls , closed
from  th e  le fth an d  side  and  open fro m  th e  r ig h t-h a n d  side a n d  th e  co m bina tion  
o f  w hich yields th e  h a lf  scale of n u m b e rs  [0, - fc o ) :

m
U Е,- =  (0, + ° o )  , (10)

1 =  1

fu r th e r , th e y  sa tisfy  th e  cond ition

0 <  f i ( E j ) ,

w here p(f?,) =  a,- — a i - \  is th e  le n g th  of th e  in te rv a l Ej.
L et us deno te  b y  к/ th e  n u m b e r  o f  th e  e lem ents o f th e  sam p le  from  w hich 

| j ,  | 2, • • • , s n fall in to  th e  in te rv a l E,-:

k,
l<k<n

L et fu r th e r  ^Ei(x ) be  th e  c h a ra c te r is tic  func tion  o f th e  in te rv a l

Í 1, if
J 0 , if  x ^ E / .

T hen , th e  em p irica l density  fu n c tio n  of th e  ran d o m  v a ria b le  |  p roduced  
from  th e  sam ple | j ,  | 2, . . . ,  is

k,

n / — 1 fj(Ej)
bEi( x ) . ( И )

T he fu n c tio n  fn(x) d e fin ed  above is a non -n eg a tiv e  s tep  fu n c tio n  w hich also 
possesses th e  o ther k n o w n  p ro p e rty  o f  th e  (theo re tical) d e n s ity  function :

J
 ’ - f  ° °  I I I

- - 2  
О П i = l

1 ^  k ,
H(E,

1 m  л -f oc 7, I n  h.

—  I — dEi(x) d x  =  —  V  ——
n i J o  ft(E,-) n f~i ii(Ei) j

àE.(x) d x  =

àEi{x) dx  =  1 .
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T he d isad v an tag e  o f  th e  above estim a tio n  o f  th e  d e n s ity  function , 
a v e ry  plausible fo rm  from  th e  p ra c tic a l v iew po in t, is th a t  i t  also closely 
depends on the m anner o f  distribution  d e fin ed  by

Anyhow , in  th e  p ra c tic e  of th e  d a tap ro cessin g  in  h y d ro lo g y  — for lack 
o f  som eth ing  b e tte r  — th is  e s tim a tio n  o f th e  d e n s ity  fu n c tio n  is applied 
a lm o s t exclusively. M oreover, u su a lly  n e ith e r  th e  em p irica l d is tr ib u tio n  
fu n c tio n  is s tric tly  in te rp re te d  accord ing  to  th e  d e fin itio n  (9), b u t according 
to  th e  form ula

Fn( x ) =  i x/ f ‘} (y ;
J 0

(E v id e n tly , also th e  fu n c tio n  F n(x) defined  in th is  w ay , is a p u re  s te p  function ; 
o n ly  its  steps are n o t a t  th e  po in ts o f  th e  sam ple e lem en ts  |д , b u t  a t  th e  lim it 
p o in ts  a, of th e  in te rv a ls  E,.  I t  is also obvious, th o u g h  th is  s ta te m e n t is of 
h eu ris tic  character, t h a t  th e  m ore re fin ed  th e  d iv ision

o f th e  scale of n u m b e rs , th e  m ore th e  fu nc tion  F n(x) d e fin ed  in  th e  above 
m a n n e r  approaches th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n , an d  th e  m ore th e  
s ta te m e n t of G liv en k o ’s th eo rem  is t ru e  for itself, to o .)

In  th e  follow ing a n o th e r  class o f estim atio n s o f th e  d is tr ib u tio n  function  
m o re  ap p ro p ria te  fo r  th e  m a th e m a tic a l analysis, a f te r  E . P a r z e n  [10] should  
b e  discussed. Since th e  th eo rem  3.2 excluded  th e  p o ss ib ility  o f  th e  unbiased  
es tim a tio n , it seem s to  be adv isab le  to  fin d  such  e s tim a tio n s  f n{x) =  
=  f n( x ; f j, | 2, . . . , |„ )  w hich  sa tisfy  th e  req u irem en t o f th e  a sy m p to tica l 
unb iasedness, i.e., fo r w hich

lim M [ f n(x)] =  f(x)
П—*• oc

is tru e .
L et for th is  p u rp o se  | x, | 2, . . . , | „  be eq ua lly  d is tr ib u te d  in d ep en d en t 

ra n d o m  variables, th e  com m on d is tr ib u tio n  fu n c tio n  o f  w hich

F (x )  =  P ( i ,  < x )  (i =  1 ,2 , . . . , n )

is abso lu te ly  c o n tin u o u s . T herefore, th e y  also possess a d e n s ity  func tion  f ( x ) ,  
in  respect of w hich , b y  defin ition , th e  cond ition

F(*)  =  f  f ( t ) d t

w ill be fulfilled.
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One of th e  p lausib le  e s tim a tio n s o f f ( x )  could be

f r , { x )
Fn( x + h )  Fn(x  h ) 

2 h
( 12)

w here F n(x) is th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu nc tion  o f  th e  sam p le , and  h is an  
a p p ro p ria te ly  selec ted  p ositive  n u m b e r depending  on n. I t  is also self-evident 
th a t  h =  h(n) shou ld  be selected in  such a w ay  th a t

lim  h{n) 0
n-*oo

shou ld  be fulfilled. T h e  ra p id ity  o f th e  convergence o u g h t to  be defined  too .
On th e  o th e r h a n d , i t  is reco m m an d ab le  to  analyse  a m u c h  m ore general 

class th a n  th a t  u n d e r  (12) of th e  estim atio n s o f f ( x ) .  F o r th e  genera lization  
we in tro d u ce  th e  w eight fu nc tion  K (y):

K (y ) 4 ’ if
0 , if  \ y \ > l .

(13)

B y m aking  use o f th is , th e  function  f„(x)  accord ing  to  (12) m ay be 
w ritte n  as

X  - y

h
dFn (y )  =

nh
'x ~ t j

h
(14)

N ow  we find  th e  ab o v e  m en tio n ed  generalized  class o f th e  a sy m p to tica lly  
u n b iased  estim atio n s in th e  w ay th a t  in th e  d e fin ition  (14) we w rite  in sp ite  
o f th e  fu nc tion  (13) a n o th e r  a p p ro p ria te  K (y)  w eight fu n c tio n . I n  th e  following 
we shall in v estig a te  how  to  choose th e  functions h =  h(n ) a n d  K (y )  included 
in  th e  defin ition  (14) th a t  th e  fu n c tio n  f n(x ), b y  de fin itio n , shou ld  be th e  
a sy m p to tica lly  unb iased  e s tim a tio n  of th e  d en sity  fu n c tio n  f ( x ) .

Theorem 3.3: A  class o f  the asymptotically unbiased estimation  
o f  the density function

The com m on d is tr ib u tio n  fu n c tio n  F(x) o f th e  equ a lly  d is tr ib u te d  in d e
p en d en t random  v ariab les  | 15 £2, • • • , in  is abso lu te ly  co n tin u o u s , th e ir  d ensity  
fu n c tio n  is f (x ) .  T he n o ta tio n  o f th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n  produced  
from  th e  sam ple of n e lem ents serv ing  for th e  e s tim a tio n  o f  F (x)  be F n(x). 

L et h =  h(n) be such  a series of positive co n stan ts  for w hich

lim  h(n) 0 (15)

is fu lfilled.
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L et К (у)  f in a lly  be a fu n c tio n  for w hich th e  fo llow ing  four conditions 
sh o u ld  be fulfilled

sup  \K(y)\  <C с о  ,
— cc < x <  +  oo

'*+ 00
I [ K ( j ) | d j < o o ,

J  —  00

lim \y K (y ) \  =  0 ,
y^oo

I К (У) dy  1 •

T h e n , th e  function
x у
h(n)

dK  (y)

(16)

(17)

(18)

(19)

is an  asy m p to tica lly  u n b ia se d  e s tim a tio n  of f ( x )  a t  i ts  p o in ts  o f co n tin u ity , 
i.e ., for all of th e  p o in ts  o f x  o f c o n tin u ity  holds th a t

lim  M [ f n(x)] = /(-*).

This is, in  essence, th e  sim ple consequence o f a th eo rem  estab lished  b y  
B o c h n e r  [ 1 1 ] .

The w eight fu n c tio n s  sa tis fy in g  th e  cond itions (16), (17), (18) an d  (19) 
m a y  easily be p ro d u ced . S uch  are  — besides tho se  defined  u n d e r (13) — for 
exam ple ,

K ( y )  =  2 }'л exp( |y|);

K ( y )
1

ф ( ! r7 2i) e tc -

The follow ing th e o re m  p rov ides conditions fo r th e  consistency  o f th e  
e stim a tio n s (14) [10].

Theorem 3.4: On the consistency o f  the estimations  
o f  density  functions

B y using th e  n o ta t io n  o f th eo rem  3.3, and  ta k in g  in to  accoun t its  cond i
tio n s , fu rth e r, if  th e  series o f th e  c o n s ta n ts  h =  h(n) also satisfies th e  cond ition

lim  nh(n)  =  o o ,  (20)
71->3=
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th e n  th e  fu n c tio n  f h{x) accord ing  to  (14) is in  th e  m ean  sq u a re  v a lu e  a co n 
s is te n t e s tim a tio n  o f th e  d en sity  fu n c tio n  f ( x ), i.e.,

lim  M  [ f , ( x )  — f(x)]~  =  0 .

4. Fitting distribution functions

it, is q u estio n ab le  w h e th e r from  th e  v iew poin t of th e  m an ag em en t of 
wTa te r  resources th e  estab lish m en t o f  th e  F n(x) functions asso c ia ted  w ith  th e  
p ro file  of w a te r  courses or th e  e q u iv a le n t d u ra b ility  fu n c tions, i.e ., th e  close 
ap p ro x im a tio n  of th e  theo re tica l d is tr ib u tio n  functions F(x)  ch a ra c te riz in g  
th e  d is tr ib u tio n  o f th e  profile d isch arg e  m ig h t be considered  as a re a l p u rp o se  
fo r ch a rac te riz in g  th e  d is tr ib u tio n  o f w a te r  resources. T he answ er m u s t be 
n eg a tiv e  because

a )  commonly, the F n(x) fu n c t io n s  cannot be defined by easily treatable 
formulas.  T herefo re, th e ir  co n sid e ra tio n  is d ifficu lt, even in th e  case of a single 
pro file ;

b)  th e  th e o re tic a l or a p p ro x im a te  d is tr ib u tio n  fu n c tions, even if  th e y  
a re  of sim ilar n a tu re , are e ssen tia lly  d iffe ren t, and  th ere fo re , th e y  arc  n o t 
a p p ro p ria te  to  serve d irec tly  as b as is  fo r conclusions of such  d is tr ib u tio n  
fu n c tio n s  in  connec tion  of w hich w e h av e  no or only  a few d a ta .

O ur pu rpose  is to  fin d  groups o f  d is tr ib u tio n  functions as large as possib le, 
p ro d u ced  from  o b se rv a tio n  resu lts  fo r exam ple , to  th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  
o f  p ro files of w a te r  courses a sso c ia ted  w ith  a ce rta in  hydro log ica l o rd e r o f 
m a g n itu d e  of a geographical u n it o f  a reg ion  — such types o f  easily treatable 
fu n c t io n s  depending only on a few  param eters  which, in  case o f  a suitable selection 
o f  the parameters, are well f i t t in g  to all o f  the empirical distribution func t io n s  
p e r ta in in g  to  th e  group . These so -called  f i t t i n g  distribution fu n c t io n s 5 — w hich  
in  th e  follow ing w ill be deno ted  b y  F *(x),  a re  th e  estim ations o f th e  re sp ec tiv e  
th e o re tic a l d is tr ib u tio n  functions F (x ) ,  ju s t  as th e  co rrespond ing  em pirica l 
d is tr ib u tio n  fu n c tio n s F n{x) a p p ro x im a te d  o r com pensated  b y  th e m , if  on ly  
th e y  a p p ro p ria te ly  a d ju s t th em selv es  to  th e se  la tte r . As a m a t te r  o f course, 
th e  goodness of th e  ap p ro x im atio n  also  d ep en d s on th e  oscu la tion  o f th e  f i t t in g  
d is tr ib u tio n  fu n c tio n s w ith  th e  co rresp o n d in g  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c 
tio n s.

In  th is  ch a p te r , f irs t o f all, th e  n ecess ity  o f th e  ap p lica tio n  o f th e  f i t t in g  
d is tr ib u tio n  fu n c tio n s will be ex am in ed . T h en , a p roposition  w ill be m ad e  for

ä This d istinctive nam e is suggested b y  the author. The purpose o f the introduction  
of th is nam e is the elim ination of the m islead ing usage accepted in the hydrology w hich iden
tified  the fittin g  distribution function w ith  the theoretical distribution function.
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th e  u n ifica tio n  of th e  te rm in o lo g y  re la te d  to th e  ap p lica tio n  o f th e  d is tr ib u tio n  
fu n c tio n s . F in a lly  som e ideas and  experiences w ill be show n in connection  
w ith  th e  p rac tica l e s ta b lish m e n t o f th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  functions.

4.1. Necessity o f  the application o f  f i t t in g  distribution functions

In  th e  H u n g a ria n  m anagem en t o f  w a te r  resources, an d  also fre q u e n tly  
in  th e  p rac tice  o f h y d ro lo g y , th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  d ischarges w ere c h a ra c te r 
ized  a lm o st ab so lu te ly  b y  d u ra b ility  co n fig u ra tio n s  [2]. L et us now  see 
th o se  a rg u m en ts  on th e  basis of w hich th e  general in tro d u c tio n  o f f i t t in g  d is tr i
b u tio n  functions in  sp ite  o f th e  d u ra b ili ty  cu rves has been suggested . In  th e  
fo llow ing  th ree  g ro u p s o f  such a rg u m en ts , th e  m ost freq u en tly  occuring will 
be tr e a te d . In  all th e  th re e  groups th e  a rg u m en ts  them selves are  p resen ted  
u n d e r  th e  c h a ra c te r  A ), w hile th e  a u th o r ’s op in ion  is given u n d e r B).

4.11. M athem atical treatability. Geographical generalization

A  ) The em p irica l d is tr ib u tio n  fu n c tio n  — c o n tra ry  to  th e  f ittin g  d is tr i
b u tio n  functions — c a n n o t be g iven  an a ly tic a lly , th ere fo re , n e ith e r  th e ir  
c lassifica tion  in to  c e r ta in  ty p es, n o r th e ir  d efin itio n  b y  p a ra m e te rs  is possib le, 
th e y  can n o t be genera lized  by  th e  change o f  th e  p a ra m e te rs  accord ing  to  
g eo g rap h ica l regions.

T he great a d v a n ta g e  of th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  in  com parison  
w ith  th e  d u ra b ility  cu rv es  is th a t  th e y  can  be g iven  a n a ly tic a lly  (by a fo rm ula  
o r  ta b le s )  accord ing  to  th e ir  ty p es  a n d  w ith  th e  aid  o f ce rta in  p a ra m e te rs ; 
th e y  can  be genera lized , b y  th e  change of th e  p a ra m e te rs  accord ing  to  g eo g rap h i
ca l reg ions, th u s  th e y  can  rep lace lack in g  d a ta  [3].

В )  The m ost pow erfu l reason for th e  in tro d u c tio n  o f th e  f ittin g  d is tr i
b u tio n  functions is w b a t has been sa id  ab o v e . N am ely , we need no t ju s tify  
t h a t  in  th e  p rac tice  w h a t an  a d v a n ta g e  m ay  be assu red  if, fo r exam ple, th e  
d is tr ib u tio n  of th e  d ischarges of th e  p ro file  of a w a te r course could be given 
w ith  th e  aid of a few  p a ram e te rs . T h is a d v a n ta g e  h as  been u tilized  w ith  g rea t 
success so fa r b y  a n u m b e r of te ch n ica l b ran ch es o f w a te r  econom y, as flood  
co n tro l, ex p lo ita tio n  o f  hydrau lic  pow er. I t  w ould  be useful indeed if also th e  
management o f  water resources would make the best o f  this possibility.

4 .12. Comparison with foreign investigations

A )  In  foreign  cou n tries  — in  E u ro p e  p e rh ap s  wdth th e  excep tion  o f th e  
tw o  G erm anies [20] — only  th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  functions are  genera lly  
u sed , while th e  em p irica l fu n c tions, o r th e  d u ra b ili ty  curves are, in  genera l, 
n o t applied . T his p a r t ly  shows th a t  in  foreign  coun tries  th e  c h a rac te riza tio n
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b y  th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s is considered  to  be  a m ore u p - to -d a te  
m e th o d . On th e  o th e r han d , in d e p e n d e n tly  o f th e  correctness of th is  o p in io n , 
in  o rd e r to  com pare  th e  resu lts o f th e  in v es tig a tio n s  fo u n d  in  H u n g a ry  w ith  
th o se  o b ta in ed  in  foreign coun tries, i t  w o u ld  be desirab le  to  ch a rac te rize  th e  
d is tr ib u tio n s  b y  th e  f ittin g  d is tr ib u tio n  functions.

В )  I t  is h a rd ly  con testab le  th a t  in  order to allow fo r  a comparison  b e tw een  
th e  H u n g a ria n  an d  foreign d a ta , in  c e r ta in  fields, it  w ould  be co n v en ien t to  
in tro d u c e  th e  c h a rac te riza tio n  b y  th e  f i t t in g  d is trib u tio n  function .

H ow ever, th e  co m p arab ility  is m ad e  m ore d ifficu lt i f  values read  from  
th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  functions of different types (i.e., co n stru c ted  w ith  th e  
a id  o f  d iffe ren t, a rb itra r ily  selected co n d itio n s) have to  be com pared . U n fo r tu 
n a te ly , i t  c an n o t be s ta te d  th a t  th e  fo re ign  p rac tice  is un ifo rm  e ith e r in  th e  
se lec tion  of th e  subse ts  to  be processed o r in  respect to  th e  ty p es  of th e  f i t t in g  
d is tr ib u tio n  fu n c tio n s. This refers to  t h a t  th a t  th e re  is no p rac tice  developed  
w hich  could be  d irec tly  adop ted . On th e  o th e r  hand , one could  p e rh ap s co n 
clude th a t  th e  m ost ad v an tageous w ays o f  d is trib u tio n  o f th e  d ischarges a re  
also chang ing  accord ing  to  th e  u n its  o f  geographical regions. Accordingly,  
in  this case one cannot expect a substantial improvement o f  the comparability  
f r o m  the adoption o f  the f i t t in g  distribution func tions  in our country either.

4.13. E x tension  o f  the definition region o f  the distribution func tion

A) A ccord ing  to  certa in  opinions, w hile  th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c 
t io n  depends on th e  se t o f in fo rm atio n s se rv in g  as basis (for exam ple, fro m  
th e  d ischarge  d a ta  o f th e  period p rocessed), th e  f ittin g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  
in d e p e n d e n tly  o f th e  processed se t o f in fo rm a tio n  approaches th e  d is tr ib u tio n  
fu n c tio n  of th e  d a ta  being ch a rac te ris tic , in  princip le, fo r an  in fin ite ly  lo n g  
period . F u r th e r  c h a rac te riza tio n  of th e  d is tr ib u tio n  b y  em pirica l d is tr ib u tio n  
fu n c tio n s  is p rim itiv e , it  has no th e o re tic a l ju s tif ic a tio n . T h is is also show n b y  
th e  fa c t th a t  acco rd ing  to  th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n  th e  p ro b a b ili ty  
o f occurrence  o f va lues low er th a n  th e  m in im u m  and  h igher th a n  th e  m ax im u m  
h av in g  been observed  so far, is equal to  zero , how ever, th is  is in co n sis ten t w ith  
th e  p rac tice , i t  spoils th e  accuracy  o f th e  p red ic tio n . F u r th e r :  if, for ex am p le , 
we consider such  a su b se t of th e  o rig inal se t o f d a ta  w hich co n ta in s  th e  m in i
m um  or th e  m ax im u m  elem ent, an d  we c o n s tru c t a d u ra b ility  cu rve  as w ell 
as an  em pirical d is tr ib u tio n  fu nc tion  fo r th e  orig inal set an d  for th e  su b se t, 
th e  d u ra b ility  o f th e  m in im um  (or m ax im u m ) elem ent will be d iffe ren t in  
th e se  tw o  sets. T h is d isad v an tag e  m ay  be  rem o v ed  b y  th e  ap p lica tio n  o f  th e  
f i t t in g  d is tr ib u tio n  functions.

B )  The f i t t in g  d is trib u tio n  fu n c tio n s a re  curves co n stru c ted  on th e  b asis  
o f g iven  cond itions s tra ig h ten in g  th e  em p irica l d is trib u tio n  func tions fo rc ing  
in to  ty p e s , f i t t in g  to  th e  form ers. A f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  can  be all th o se
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cu rv es  w hich sa tis fy  th e  above cond itions. T h e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu nc tion  is 
d ev e lo p ed  from th e  em p irica l d is tr ib u tio n  fu n c tio n  b y  co m pensa ting  th em  w ith  
som e neglections.

H ow ever, in  a n y  case, th e  s ta te m e n t th a t  th e  f i t t in g  d is trib u tio n  fu n c 
tio n s  a re  th eo re tica lly  m ore  ju stified  an d  re su lt in  a m ore reasonab le  a p p ro x i
m a tio n  o f  th e  th e o re tic a l d is trib u tio n  fu n c tio n s  th a n  th e  corresponding  e m p ir
ica l d is tr ib u tio n  fu n c tio n s , is erroneous. I t  cannot be stated, in  general, that the 
f i t t i n g  distribution fu n c t io n s  give a more accurate approximation.  The m ain  
a d v a n ta g e  of th e  f i t t in g  d is trib u tio n  fu n c tio n s  b y  no m eans consists in  th e  
p o ss ib ility  of a m ore reaso n ab le  ap p ro x im a tio n , b u t in  th e ir  easier w o rk ab ility , 
in  b e in g  easily s ta n d a rd iz a b le , p a ra in e tr iza b le  and p e rm ittin g  defin ite  e x t r a 
p o la tio n  [3].

T h e  basis o f th e  ob jec tions re la ted  to  th e  stiffen ing  o f th e  c h a rac te riza tio n  
o f th e  d is tr ib u tio n , f i r s t  o f all, of th e  fa c t t h a t  th e  segm ent o f th e  em pirica l 
d is tr ib u  tio n  fu n c tio n  belonging to  th e  neigh b o u rh o o d  of th e  o rd inates F  =  0 
an d  F  =  1 of th e  em p irica l d is tr ib u tio n  fu n c tio n  is th e  m ost in d is tin c t one. 
N am e ly , in general, i t  c a n n o t be s t a te d  t h a t  a h igher or low er th a n  th e  m a x i
m u m  o r m inim um  o b se rv ed  in th e  b asic  p e r io d  (i.e., th a t ,  associated  w ith  th e  
o rd in a te s  .0 or 1, on th e  em pirical d is tr ib u tio n  func tion ) can n o t a t all be e x 
p e c te d  in th e  fu tu re .

T h  is idea also w as ap p a ren t to  th o se  w ho app lied  th e  em pirical d is t r i 
b u t io n  functions o r th e  equ ivalen t d u ra b il i ty  curves, an d  th e y  tre a te d  th e  
seg m en t belonging to  th e  region of th e  o rd in a te s  0 and  1 of th e  d u ra b ili ty  
c u rv e s , in c id en ta lly , in  ce rta in  a p p lica tio n s  th e y  d e lib e ra te ly  deform ed th e m  
(for exam ple, th e y  p re d ic te d  a low er v a lu e  fo r th e  m in im u m  discharge th a n  
t h a t  readab le  from  th e  d u rab ility  cu rve).

H owever, th e  co rrec tion  of th e  em pirica l d is tr ib u tio n  function  b e ing  
in d isp en sab le  also in  o u r  opinion, in  th e  reg ion  of th e  o rd in a tes  0 and  1, m ay  
b e  freq u en tly  a rb i t r a ry ,  as it happened  to  b e , as m en tio n ed  above in th e  in s t in c 
t iv e  prac tice .

B u t th e  v a lu es  re a d  from  th e  em p irica l d is tr ib u tio n  functions d iffe ren tly  
b ia se d , canno t be  com pared . The so lu tio n  is: if  th e  em pirical d is tr ib u tio n  
fu n c tio n  m ust be  b ia se d , and th is  can  o n ly  be done a rb itra rily , we shou ld  
a p p ly  some u n ifo rm  m eth o d  in o rd er to  be  able to  com pare th e  resu lts .

F u rth e r , if  w e change th e  tw o e x tre m e  segm ents o f th e  em pirical d is tr i
b u t io n  function , i t  is advisable to  rep lace  th e  whole em pirical d is tr ib u tio n  
fu n c tio n  d ifficu lt to  t r e a t  m a th e m a tic a lly  by  a con tin u o u s easily t r e a ta b le  
c u rv e  which

a )  fits  to  th e  d u ra b ility  cu rve  as w ell as possible;
b)  has a la rg e r  region of d e fin itio n  th a n  th e  d u ra b ility  curve.
Now, here  a g a in  we m eet th e  id ea  o f th e  necessity  of th e  in tro d u c tio n  

o f  th e  f ittin g  d is tr ib u tio n  functions b u t ,  b y  no m eans on th e  basis of co n sid e r
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a tio n s on  th e  ex ac t th e o ry  of p ro b a b ili ty , b u t sim ply  b y  w ay  of p ra c tic a l, 
i.e., fo rm al req u irem en ts  and  h eu ris tic  considera tions (nam ely , w ith  th e  h e lp  
of a cu rv e  w hich is easy  to  tre a t, a n d  b y  enlarging its  reg ion  of d efin itio n  in  
som e w ay  and to  som e ex ten t).

4.2. Terminology

In  H ydro logy  we refe r to  th e  o rd in a te s  of the d u ra b ili ty  curve d ri(x) 
as durability  and  a t  th e  sam e tim e  th e  H -ord inates o f th e  func tions F *(x )  
f i t t in g  to  th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n s F n(x), a re  u sually  ca lled  
probability .

I t  is ap p a ren t t h a t  in  th e  case o f  an  iden tica l set o f observed  d a ta  th e  
values F n(x n) and dn(x u) associated  w ith  th e  sam e x n — eq u iv a len t to  one 
a n o th e r  — are th e  ap p ro x im a te  values o f  th e  o rd in a te  F ( x 0) o f th e  th e o re tic a l 
d is tr ib u tio n  function  a n d  o f the  n u m b e r  1 F n(x0), re sp ec tiv e ly . F * (x 0) is
also an  ap p ro x im atio n  o f  F (x t)), from  w hich  one could not say  by any  means  
that it  is a more accurate approximation  o r th a t  i t  p rovides a m ore a u th e n tic  
in fo rm a tio n  from  th e  occurrence of x 0 th a n  th e  value F n(x 0).

T herefo re , it  w ould  be advisab le  to  desig n a te  th e  o rd in a te s  of th e  cu rv es  
F n(x) a n d  F*(x) w ith  th e  sam e exp ression  to  w hich — if  necessary  — we 
could a d d  as an a t t r ib u te  th e  a p p ro x im a te  fu n c tio n  (i.e., th e  em pirical d is t r i 
b u tio n  fu n c tio n , or its  f i t t in g  fu nc tion  o f  a specified ty p e ) o f  th e  th e o re tic a l 
d is tr ib u tio n  function , th e  value of w h ich  is under d iscussion . T here o n ly  
rem ain s th e  question : w h a t th is  com m on n am e  should be.

In  th e  th eo ry  o f p ro b a b ility  th e  o rd in a te s  of th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s  
are u su a lly  called p ro b a b ility ; no d is tin c tiv e  designation  ex is ts . T h erefo re , 
it  m ig h t be  suggested t h a t  in  h yd ro logy  a n d  m anagem ent o f w a te r  resources, 
w here th e  expression “ d u ra b ili ty ” h as  a p a r tic u la r  m eaning , th e  ordinates o f  
all types o f  the distribution functions should  be called durability. T he a t t r ib u te  
of th e  expression  “ d u ra b ili ty ”  would re fe r  to  th e  type of th e  d is tr ib u tio n  fu n c 
tio n . T h e  o rd in a tes  of th e  th eo re tica l d is tr ib u tio n  function  F(x)  could be re fe r
red  to  as th eo re tica l d u ra b ility , and th e  o rd in a te s  of the  em pirica l d is tr ib u tio n  
fu n c tio n  F n(x) as em pirica l d u rab ility  (o r sim p ly : du rab ility ), f in a lly , th e  o rd i
n a te s  o f  th e  f ittin g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  o f gam m a-type  as g a m m a -d u ra 
b ility .

H ow ever, th is  usage o f  expressions could  n o t ye t be d e fin ite , for, b y  i ts  
in tro d u c tio n , th e  value d,,(x) by  its t r a d i t io n a l  designation  d u ra b ility  ( t jb e r-  
sch re itu n g sd au er) and  th e  value F n(x) co m p le tin g  th e  fo rm er to  1 (U n te r- 
sch re itu n g sd au er) w ould  h av e  th e  sam e  nam e. T herefore, a u th o r  suggests 
th a t ,  in  o rd e r to  e lim in a te  th e  confusing d ivergence from  th e  th e o ry  of p ro b 
ab ility , th e  tra d itio n a l d efin itio n  of dn(x) should be dropped and, fro m  now on, 
the word  “ durability”  should only be used fo r  the designation o f  the ordinates
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o f  the func tions  F n(x) a n d  F*(x). This usage , as was n o te d  in  th e  foregoing [1], 
w ou ld  also have a d v a n ta g e s  in  th e  m an ag em en t of w a te r  resources, in d e p e n 
d e n tly  o f th e  th e o ry  o f  p ro b a b ility , its  a d o p tio n  w ould s im p lify  a g rea t n u m b e r 
o f ca lcu la tions. I t  is su ff ic ie n t, for ex am p le , to  consider t h e  conclusion o f th is  
su g g estio n  th a t  in  case  o f its  ad o p tio n , in  E q . (7) o f  C h ap te r 1, in  sp ite  
o f I  it w ould h a v e  to  be ca lcu la ted  w ith

4.3. Pratical establishment o f  the f i t t in g  distribution functions  

4.3.1. Exposition o f  the problem

L et us assum e t h a t  we know  th e  em p irica l d is tr ib u tio n  functions F n(x ) 
o f  th e  discharges o f a geographical reg ion  considered  as a w a te r  m an ag em en t 
u n it  (coun try , d is tr ic t , d ra in ag e  basin  e tc .)  re la tin g  to  a ce rta in  n u m b er o f  
p ro file s  of w a te r courses (having  a g iven le n g th  of a series o f d a ta ) an d  fo r 
a g iven  period (for th e  w hole year, for a m o n th , decade). O ur aim  is to  fin d  
su ch  a ty p e  (or su ch  ty p e s )  of f ittin g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s  b y  rep lacing  in to  
th e  general fo rm ula  o f  w hich  th e  co rrespond ing  p a ra m e te rs  com pu ted  from  
th e  set of in fo rm atio n s re su ltin g  in F n(x) fu n c tio n s, y ie lds th e  F*(x) fu n c tio n s  
rea so n ab ly  f ittin g  in to  th e  corresponding  F n(x) fu n c tio n s , fu rth e r , th e ir  se t 
o f  va lues is, to  a c e r ta in  e x te n t, la rger th a n  th a t  of th e  form er.

A  possibility o f  s implification  y ie lds, if  we have to  f in d  f ittin g  d is tr ib u 
tio n  functions for a sec tio n  of a sh o rte r  in te rv a l, fo r  exam ple , in  case o f 
th e  ch a rac te riza tio n  o f  th e  supp ly  of a low  stag e  for an  in te rv a l of 0 F {,
(w here  F j <[ 1) in  sp ite  of th e  section o f  th e  func tions F n(x) re la tin g  to  th e  
w hole  in te rv a l 0 <[ F  <Ç 1, i.e., only th a t  i t  is desired t h a t  th e  f i t t in g  d is tr ib u 
t io n  functions shou ld  f i t  well in to  th e  em p irica l d is tr ib u tio n  functions on ly  in  
th e  in te rv a l 0 <[ F  <C F 1.

I f  we succeeded  in  find ing  such a ty p e  of f i t t in g  d is trib u tio n  fu n c tio n s  
F * (x; $ j, i?2, . . . , d f)  w h ich , by  rep lac in g  th e  co rrespond ing  p a ra m e te rs  

d.„ . . . , dk in  all th e  profiles of a w a te r  course sa tis fy in g  certa in  co n d itio n s  
belonging to  a c e r ta in  hydrological o rd e r of m a g n itu d e  or hav ing  a series 

o f  in fo rm ations o f a su ffic ien t len g th  — reaso n ab ly  f i ts  in to  th e  specified  
sec tio n  0 F  F l o f  th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n  of th e  d ischarges, 
th e  following sh o u ld  b e  th e  result of o u r in v es tig a tio n s :

a)  th e  genera l e q u a tio n  of th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  and  its  reg io n  
o f  v a lid ity  (hyd ro log ica l o rd er of m a g n itu d e , th e  v a lu e  o f F v  etc.),

b)  th e  p a ra m e te rs  # 15 d2, . . . , du o f  each  of th e  profiles.
U nder fa v o u ra b le  conditions, on  th e  geograph ica l m ap of th e  w a te r  

m an ag em en t u n it  in  q uestion , th e  chan g es of th e  p a ra m e te rs  dv  d2, . . . , du 
can  be rep resen ted  b y  isometric lines a n d  th e re b y  we succeed  in th e  e stim a t io n - 
like  e stab lishm en t o f  th e  u n it h a rd ly  o b serv ed  or n o t observed  a t all, o r w ith  
o th e r  w ords: a p o ss ib ility  is opened for th e  rep lacem en t o f lacking d a ta  [5, 12].
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4.3.2. Difficulties in  the application in  the management o f  water resources

I t  should be n o te d  th a t ,  a lth o u g h  a n y  of th e  sections o f th e  d is tr ib u tio n  
fu n c tio n s  can th e o re tic a lly  be p ro d u ced , ju s t  th e  sec tion  o f th e  low stag e  
b e in g  o f in te res t in  th e  m an ag em en t o f w a te r  resources fre q u e n tly  ru n s  in to  
special technical d ifficu lties. T he reasons for these are:

— The d a ta  o f  th e  d ischarges a re  com m only  ju s t  in  th e  range o f th e  low  
s ta g e  the least precise, because in  consequence of th e  changes in  th e  s tre a m  bed  
a n d  in  its  d isp lacem en t, th e  low  stag e  segm ent of th e  r a te  cu rve  Q =  Q(H)  
se rv in g  as basis fo r th e  d e te rm in a tio n  o f th e  discharge d a ta  undergoes changes 
th e  m ost freq u en tly ;

— in th e  ran g e  o f th e  low  stag e  th e  effect o f  the non-natural intervention  
is th e  m ost sig n ifican t, th ere fo re , th e  n a tu ra l  and n o n -n a tu ra l, o r ran d o m  an d  
n o n -ran d o m  co m p o n en ts  of th e  o b served  discharges m ay  be  se p a ra te d  w ith  th e  
g re a te s t  d ifficu lties in  th is  range ;

— it  is th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  of th e  ran g e  of th e  low stag e  
i ts e lf  w hich depends su b s ta n tia lly  on th e  — b y  all m eans a rb i t r a ry  — decision 
as to ívhat extent do we enlarge th e  d e fin itio n  region of th e  o b se rv ed  d a ta  to w ard s 
th e  zero d ischarge.

4.3 .3 . Practical results

A n u m b er o f  p a p e rs  h av e  d ea lt w ith  th e  hyd ro log ica l ap p lica tio n  of 
f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s , fo r ex am p le  [12, 13, 14, 15]. H ow ever, n e ith e r  
o f th e se  are in te n d e d  to  p ro v id e  re su lts  d irec tly  app licab le  w ith o u t fu r th e r  
in v es tig a tio n s  to  sa tis fy  th e  special req u irem en ts  of th e  H u n g a ria n  m a n a g e 
m e n t o f  w a te r reso u rces . T he reaso n s a re :

— a p a r t  o f th e  w orks are  g en era l a n d  th eo re tica l in  n a tu re ,
— some o f th e m  do n o t t r e a t  th e  d is tr ib u tio n  of d ischarges b u t of p re 

c ip ita tio n s ,
— also tho se  d iscussing  d ischarges, are m ostly  co n cern ed  w ith  th e  

c h a ra c te riz a tio n  of flo o d  d ischarges [14, 15]; th e y  do n o t t r e a t  th e  especially  
natural low stages, i .e ., th e y  deal w ith  th e  cha rac teris tic  d ischarges of periods 
s h o r te r  th a n  a y ea r, f in a lly ,

— th e  w orks o f  fo re ig n  au th o rs , even  in  th e  case, w hen  th e y  solve fa c tu a l 
p rob lem s sim ilar to  t h a t  a t h a n d , th e se  are , ra th e r  due to  different geographical 
conditions, w hich is o n ly  o f m eth o d o lo g ica l value.

A )  M arkovic’s results. M a r k o v i c  [13] sought for th e  b e s t f i t t in g  d is tr i
b u tio n  functions of th e  to ta l  p re c ip ita tio n  an d  discharge p e r  y e a r  on th e  basis 
o f  th e  d a ta  of 2500 o b se rv in g  s ta tio n s  fo r p rec ip ita tio n  an d  d ischarges selected  
in  th e  W estern  p a r t  o f th e  U .S.A . a n d  in  th e  S outh-W est reg ion  of C anada. 
H e  co -o rd in a ted  to  each  of th e  em p irica l d is trib u tio n  fu n c tio n s  f i t t in g  d istri
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bution functions o f  f i v e  different types. H e  selected  th e  f i t t in g  d is trib u tio n  
fu n c tio n s  th e  m ost p ro m is in g  for th e  ex p e rim en t, from  th e  se t o f curves [16] 
o b ta in e d  by  th e  so lu tio n s o f P ea rso n ’s g enera l d iffe ren tia l eq u a tio n . The fu n c 
tio n s  selected are: th e  n o rm a l, lognorm al fu n c tio n s w ith  tw o  an d  th ree  p a ra m 
e te rs , fu rth e r  th e  g am m a d is tr ib u tio n  w ith  tw o and  th re e  p a ra m e te rs .6

In  these in v e s tig a tio n s  carried  ou t on a co m p u ter, concern ing  th e  o scu la
tio n s , he found th a t  t h e f i v e  f i t t in g  distribution func tions  p ra c tic a lly  tr ie d  ou t 
w ere  equ ivalen t, in g en e ra l, none o f th e  fiv e  ty p es f its  th e  corresponding  
em p irica l d is trib u tio n  fu n c tio n s  b e tte r  th a n  th e  o th e r ones.

This result d raw s th e  a tte n tio n  to  th e  fac t th a t  i f  w e in ten d  to  select 
th e  ap p ro p ria te  ty p e  o f  fu n c tio n , th e n  we should  s ta r t  from  th e  analysis o f 
th e  corresponding d e n s ity  functions, in s te a d  of th e  f i t t in g  ones freq u en tly  
f i t t in g  also well to  one a n o th e r .

Fig. 1 shows th e  em pirica l d is tr ib u tio n  an d  d e n s ity  functions of th e  
d a ily  discharges o f th r e e  o b se rv a to ry  s ta tio n s  for d ischarge. (B y em pirical d en 
s i ty  function  here a fu n c tio n , is m ean t w hich  is defined  b y  th e  form ula (11) 
o f  Section  3.2.) I n  th e  exam ple p(Ef) =  50 m 3/sec (i =  1, 2, . . . , n,) and  
И(Е т) =  00 • The f ig u re  c learly  shows th a t  while th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s 
a re  ra th e r  sim ilar, th e  fo rm s of th e  d e n s ity  functions s tr ik in g ly  resem ble one 
a n o th e r .

B )  Coda’s results. G o d a’s s tu d y  [12] is concerned w ith  th e  d is trib u tio n  
fu n c tio n s  of th e  m a x im a  o f th e  p re c ip ita tio n s  in  H u n g a ry . He analysed  th e  
fo llow ing th ree  f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s: th e  tw o -p a ra m e te r  gam m a- 
d is tr ib u tio n , th e  th re e -p a ra m e te r  g am m a-d is trib u tio n  a n d  th e  genera lization  
o f  th is  la tte r  acco rd ing  to  K r i c k i j —  M e n k e l j .

His p rincipal s ta te m e n ts  are: T he three-parameter gamma-distribution  
fu n c tion  fits  well w ith  th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n s  in th e  reg ion  
0 <  F  <  0,5, he su g g ests  its  ap p lica tion . T he two-parameter gamma-distribu
tion function  co m m o n ly  f its  b ad ly ; its  ap p lica tio n  is n o t suggested. In  his 
o p in io n , th e  form o f  the gamma-distribution func tion  generalized by K r i c k i j  

and  M e n i c e l j  is th e  m ore  general am ong th e  th re e  types of fu n c 
tio n s , how ever, its  a p p lic a tio n  is cum bersom e and , th e re fo re , it  is only adv isab le  
in  th e  region 0,5 F  <Ç 1 an d  only  in  th e  case w hen  th e  th re e -p a ra m e te r  
gam m a-cu rve  is n o t a p p ro p ria te  here.

C) Lazzari s a n d  Lauterbach’s results. F rom  th e  p ra c tic a l po in t of v iew  
i t  is a rem arkab le  re su lt  th a t  L a z z a r i  [14] and  L a u t e r b a c h  [15], a f te r  th e  
p rocessing  of a g rea t n u m b e r  of d a ta  re la tin g  to  th e  w a te r  courses of S a rd in ia

6 T h e  lo g n o rm a l a n d  g a m m a -d is t r ib u t io n  fu n c t io n s  w ith  tw o  p a r a m e te r s  a re  th e  sp e c ia l 
a l t e r n a t iv e s  o f  th e  g e n e ra l  d is t r ib u t io n  fu n c tio n s  (w ith  th re e  p a r a m e te r s )  o b ta in e d  in  c a se  o f  
x0 = 0, p re se n te d  in  S e c t io n  2 /J .
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a n d  th e  G erm an D em ocra tic  R epub lic  o b ta in e d  d a ta  in  accordance  w ith  each  
o th e r , how ever, c o n tra ry  to  SziGYÁRTÓ’s suggestion  [4 ], th e  re su lt is t h a t  
w ith  th e  em pirical d is tr ib u tio n  fu n c tio n s o f th e  f lood  discharges — m ore p re 
c isely , th e  m ax im um  discharges o b serv ed  in  ce rta in  y ea rs , th e  d is tr ib u tio n  
fu n c tio n s  of lognorm al ty p e  f i t  th e  b e s t.

T his re su lt is su rp rising , because  i t  is well know n [22, 23] th a t  m o st o f 
a ll th e  F isc h e r—T ip p e t’s fu n c tio n s , a n d  from  th em  G u m b el’s an d  W eib u ll’s 
d is tr ib u tio n  fu n c tio n s can  be app lied  as f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s o f  th e  
e x tre m e  values.

D )  Studies in  H ungary .  I n  H u n g a ry  in  recen t y ea rs  i t  is th e  D e p a r tm e n t 
o f  W a te r  M anagem ent o f th e  Research Insti tu te  fo r  Water Resources Develop
m ent  w hich t re a ts  th e  e s tab lish m en t o f th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s  o f 
d ischarges b y  processing  a g rea t n u m b e r o f d a ta . T he aim  o f th e  s tu d y  is

a) to  select th e  ty p e  o f  d is tr ib u tio n  func tions u n ifo rm ly  app licab le  to  
th e  w a te r  courses o f H u n g a ry  (or a t le a s t to  some reg ions o f H u n g a ry );

b) to  a n a ly se  th e  g e o g ra p h ic a l d e p e n d e n c e  o f  th e  p a r a m e te r s  o f  t h e  d is 
t r ib u t io n  fu n c tio n s  p e r ta in in g  to  th e  ty p e  se lec ted , a c c o rd in g  to  G o d a ’s w o rk  
[12].

G rea te r p a r t  o f th e  beds o f  la rg e r w a te r  courses m ad e  u n d e r s ta tis t ic a l  
a n a ly s is  com m only  n ev e r d ry  o u t, t h a t  is, th e  d ischarge is s ig n ifican tly  la rg e r 
th a n  zero, a low er one, p ra c tic a lly , can  be  expected  o n ly  w ith  a p ro b a b ili ty  
o f  zero. T herefore, i t  is ev id en t th a t  fo r ch a rac te riz in g  th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  
discharges, in  general, on ly  such  ty p e s  o f d is tr ib u tio n  fu n c tio n s are ad v isab le  
to  a p p ly  to  th e  reg ion  of d e fin itio n  w h ich  is lim ited  from  below  (F ( x 0) =  0 a n d  
x 0 is a positive  low er lim it o f th e  d a ta  observed  so far) for th e  v e ry  reaso n  
b ecau se  b y  th is  a f i t t in g  m ig h t be rea lized , b y  all m ean s b e tte r  th a n  b y  th e  
fu n c tio n  s ta r tin g  r ig id ly  from  th e  origo. T herefore, we have  m ade d u rin g  
o u r  in v estig a tio n s — a fte r  Mark o v ic  [12] — th e  th re e -p a ra m e te r  lo g n o rm al 
a n d  g am m a-functions, as well as th e  n o rm a l d is tr ib u tio n  fu n c tio n  closely  
ap p ro ach in g  th e  la t te r  one in  th e  case o f к  >  15.

A com p u ter p ro g ram  has been  d raw n  up [19] w h ich  from  c e r ta in  se ts  
o f  in fo rm atio n s p roduces th e  fo llow ing valu es:

— th e  p a ra m e te rs  of th e  n o rm al, th e  th re e -p a ra m e te r  lognorm al a n d  
g am m a f it t in g  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s e s tim a te d  w ith  th e  aid  o f th e  m ax im u m  
lik e lihood  m eth o d , as well as th e ir  n o rm a l values,

th e  re su lt of th e  analysis o f f i t t in g  of th e  th re e  ty p e s  of th e  d is t r i 
b u tio n  fu nc tions carried  ou t b y  th e  y f  te s t ,  fina lly ,

th e  o rd in a tes  asso c ia ted  w ith  th e  abscissas o f  a p p ro p ria te  d e n s ity  
o f  th e  ty p e  of f i t t in g  d is tr ib u tio n  an d  d e n s ity  functions considered  as th e  m o st 
fav o u ra b le  on th e  basis o f th e  analy sis  o f f ittin g . ( In  Fig. 1 we p lo tte d  
th e  d is trib u tio n  an d  d en sity  fu n c tio n s f i t t in g  th e  b es t accord ing  to  th e
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analysis of f ittin g  b y  m aking  use o f  th e  d a ta  o b ta in e d  from  a co m p u te r , 
and  we w rote dow n th e ir  equation  by  in tro d u c in g  th e  a c tu a l values of th e  p a ra m 
eters.)

T he p rogram  has been sep a ra te ly  app lied  to  th e  daily  discharges o f  15 
gauge profiles every  m o n th  (i.e., a lto g e th e r  to  180 se ts  o f  d a ta )  hav ing  a su ita b le  
len g th  o f series on in fo rm ations of d isch arg es. T ho u g h  th e  firs t rough  d a ta -  
p rocessing is co m p le ted , th e  work is being continued  in  o rd er to  refine  th e  
p rog ram . On th e  basis  o f th e  results o b ta in e d  so fa r, i t  seem s to  be ad v isab le  
to  com plem ent th e  p ro g ram  w ith th e  fo llow ing:

a)  in v es tig a tio n  o f  th e  stability o f  each  o f th e  ty p e s  o f d is trib u tio n  fu n c 
tions in respect to  th e  v a ria tio n  of th e  d iffe ren t p a ra m e te rs ;

b) comparison  b e tw een  th e  re su lts  o b ta in ed  w ith  th e  m ax im um -like li
hood m eth o d  so fa r  ap p lied  at the  c o m p u te r  ca lcu la tio n s an d  those  fo u n d  b y  
using th e  m o m en tu m  m ethod , m uch m ore  su itab le  for p rac tica l h an d  ca l
cu la tions.

5. S u m m ary

O w ing to  th e  necessary  deve lopm en t an d  genera l ad o p tio n  of th e  m an ag e 
m en t o f w a te r reso u rces , th e  im p o rta n c e  o f th e  hyd ro log ica l ap p lica tio n  on  
th e  c h a rac te riza tio n  o f th e  p ro b a b ility  d is tr ib u tio n  has been s ig n ifican tly  
increased . This p a p e r  is in ten d ed  to  desc rib e  th e  basic  know ledge and  th eo rem s 
re la tin g  to  th e  d is tr ib u tio n  and  d e n s ity  fu n c tio n s  h a v in g  a su b s ta n tia l ro le  in  
th e  m anagem en t of w a te r  resources, a n d  th e ir  e s tim a tio n , as well as to  su m m a 
rize th e  ideas an d  experiences re la tin g  to  th e  p ra c tic a l estab lish m en t o f  th e  
d is tr ib u tio n  fu n c tio n s .

C h ap te r 2 s h o r tly  outlines th e  m o s t s u b s ta n tia l  basic  principles of th e  
th e o ry  o f p ro b a b ility  ( th e  field of p ro b a b ili ty , th e  ran d o m  variab le , th e  s t a 
tis tic  sam ple, s ta tis t ic s , estim ation , m e th o d s  o f  e s tim a tin g  p a ram eters).

C h ap te r 3 exposes, b y  m aking use  o f d iffe ren t w orks o f references, f ir s t  
of all [9] and [10], th e  theorem s co n cern in g  th e  estim a tio n  on d is tr ib u tio n  
and  d en sity  fu n c tio n s. A m ong them  G liv en k o ’s th eo rem  of th e  m a th e m a tic a l 
s ta tis tic s  is th e  f irs t one declaring th e  p o ss ib ility  o f e s tim a tio n  of th e  d is tr i
b u tio n  functions o f  fu n d am en ta l s ig n ifican ce  in  th e  m an ag em en t of w a te r  
resources. This is fo llow ed b y  rem ark s re la tin g  to  th e  ap p licab ility  o f th is  
th eo rem  to  th e  h y d ro lo g y  and  m an ag em en t o f w a te r resources. The estim a tio n  
of th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s  is dealt w ith  b y  th e  fo llow ing th ree  th eo rem s: 
T he con tinuous d e n s ity  function  has no  unb iased  estim a tio n . A class of th e  
a sy m p to tica lly  u n b iased  estim ation  o f  d e n s ity  fu n c tio n s  can be d e te rm in ed . 
The func tions p e r ta in in g  to  th is class a re , a t  th e  sam e tim e , in case o f fu l
film en t o f ce rta in  co n d itio n s, also c o n s is te n t e s tim a tio n s.

In  C hap ter 4 th e  problem s of p ra c tic a l ap p lica tio n  of th e  f ittin g  d is tr i
b u tio n  functions are  tre a te d . The reasons fo r  the application  are in v es tig a ted .
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M ath em a tica lly  th e y  are  easy to  t r e a t ;  a d v an tag eo u s  in  co m p arin g  H u n g a ria n  
a n d  foreign d a ta  o f w a te r  resources; th e y  p erm it th e  ex tension  of th e  reg ion  
o f d efin itio n  of th e  em pirica l d is tr ib u tio n  fu n c tio n . W ith  th e  in tro d u c tio n  o f f i t 
t in g  d is trib u tio n  fu n c tio n s  also q u estio n s o f  terminology are  co n n ec ted : in  o rd e r 
to  s tan d a rd ize  th e  u sage  of expressions i t  is suggested  to  n am e  th e  o rd in a te s  
o f  a n y  typ es ( th e o re tic a l, em pirical a n d  f ittin g )  of th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s 
“ d u ra b ili ty ” .

In  connection  w ith  th e  jtra c tic a l e s tim a tio n  of th e  f i t t in g  d is tr ib u tio n  
fu n c tio n s  th e  p ro b lem  an d  th e  d ifficu lties in  th e  app lica tion  o f th e  m an ag em en t 
o f  w a te r  resources, th e  experiences a n d  suggestions [12, 13, 14, 15] u tilizab le  
in  th is  field , as w ell as a rep o rt from  th e  w ork carried  ou t in  th e  R esea rch  
I n s t i tu te  for W a te r  R esources D ev e lo p m en t are exposed. W ith in  th e  scope 
o f  th is  w ork [19] th e  n o rm al, log n o rm al an d  g am m a-d is trib u tio n  fu n c tio n s o f 
th e  daily  d ischarges o f 15 o se rv a tio n  p ro files are cacu la ted  fo r every  m o n th  
w ith  m axim um  likelihood  e s tim a tio n  a n d  w ith  th e  aid of a co m p u te r.
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Abschätzungen der Verteilungs- und D ichtefunktionen und deren Anwendung in der 
W asserwirtschaft. Infolge der allgem einen E inführung der W asservorratsw irtschaft haben  
die hydrologischen Anwendungen der W ahrscheinlichkeitsabschätzungen der Vertei
lungen sprunghaft zugenom m en. In diesem Zusam m enhang werden die nötigen Grundbegriffe 
und Theorem e der W ahrscheinlichkeitstheorie h insichtlich der A bschätzungen der V erteilungs
und D ichtefunktionen kurz zusam m engefaßt. D ie  Gründe der Anwendung der schm iegenden  
V erteilungsfunktionen werden untersucht und die au f diesem  Gebiet verwendbaren Erfahrun
gen dargelegt. Im  R ahm en der in  der Budapester Forschungsanstalt für W asserwirtschaft 
im  Gange befindlichen Forschungsarbeit werden die Param eter der V erteilungsfunktionen  
norm alen, lognorm alen und gam m a-Typs der täglichen A bflußm engen in 15 D urchfluß- 
B eobachtungsprofilen und m onatlich durch »m axim um  likelihood«-Abschätzungen m it H ilfe  
einer program m gesteuerten Rechenanlage berechnet.

Оценка функций распределения и плотности и применение их в водном хозяйстве
М. Домокош). Вследствие того, что вопросы водного хозяйства стали подведомствен!.! 
государственным органам, возросло значение гидрологического применения харак
теристик вероятности распределения. В работе кратко обобщаются необходимые основные 
понятия теории вероятности, после чего излагаются теоремы по теории вероятности, каса
ющиеся оценки функций распределения и плотности. Анализируются мотивы применения 
прилегающих функций распределения и учитывается применимый в данной области опыт. 
В рамках работы, проводимой в будапештском Научно-исследовательском институте 
водного хозяйства, на 15 учетных разрезах расхода и ежемесячно оценкой maximum likeli
hood при помощи электронной вычислительной машины вычисляют параметры нормаль
ного, логарифмического и гамма функций распределения суточного расхода.
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MECHANICAL RESPONSE IN A COMPOSITE PIEZO
ELECTRIC TRANSDUCER UNDER POLARISATION

GRADIENT

D. R. RAY*

[M anuscript received Ju ly  21, Í969]

This is an a ttem p t to investigate the m echanical response in a com posite piezo
electric transducer partly  subjected to a flow  o f current in the sem i-conducting bound
ary layer under a polarisation gradient. The equations o f electricity , the constitutive  
equations in  p iezoelectrical m aterial are made use o f to solve the problem. Laplace  
transform serves e ffec tiv e ly  as an operational technique for its  solution .

I. Introduction

T he p iezoelectric  tra n sd u c e r  is an  effective device fo r th e  conversion o f 
in p u ts  (m echan ical or e lec trica l) to  responses as th e  case m a y  he. In v e s tig a 
tions on responses p ro v id e  s itu a tio n s  in  w hich we can  s tu d y  th e  in te rac tio n  o f 
e lec tric  an d  m echan ic  fie ld s . T he scope of s tu d y  on responses in  a p iezoelectrical 
m a te r ia l in  th e  line in i t ia te d  b y  R e d w o o d  [1], su b se q u e n tly  followed b y  
S i n h a  [2— 5], G iri  [6],  D a s  [7], R oy  [8] m ay  be fu r th e r  w idened  and  m ade 
m ore in te re s tin g , ta k in g  in to  accoun t th e  in te ra c tio n  o f c u rre n t in  th e  sem i
co n d u c tin g  b o u n d a ry  la y e r  u n d e r a p o la risa tio n  g rad ien t. T h u s i t  is w o rth 
w hile to  re fer to  th e  re c e n t p a p e r of K al isk i  [9] an d  th e  p ro b lem  as s ta te d  
above being com posite  in  n a tu re  a reference to  th e  p a p e r  o f T oulis  [10] 
is w o rth  m en tion ing . A ccord ing ly , th e  e lec trom echan ica l p rob lem  of d e te r
m in ing  m echan ical re sp o n se  in  a com posite p iezoelectric  tra n sd u c e r  p a r tly  
su b jec ted  to  a flow' o f c u r re n t  in  th e  sem iconducting  b o u n d a ry  lay e r u n d er 
a p o la risa tio n  g rad ien t h a s  been  solved m ak ing  use o f th e  L ap lace  tran sfo rm .

II. Problem, fundamental equations and boundary conditions

T he ex trem itie s  x  =  0 an d  x  =  x  o f a p iezoelectric  tra n sd u c e r  in  its  
th ickness d irec tion  are  r ig id ly  backed  and th e  p o rtio n  o f th e  tra n sd u c e r from  
x  =  0 to  x  =  l is su b je c te d  to  a flow of c u rre n t in  th e  sem iconducting  lay er 
u n d e r a p o la risa tio n  g ra d ie n t. A cross th e  tra n sd u c e r  from  x  =  0 to  x  =  l (<7 x)

* D epartm ent of M athem atics Hindu College, Gobardanga ( I n d i a ) .

13 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



4 1 6 D . R . R A Y

a n  e lec trica l vo ltage  s tep  V  (given b y

V  =  V q , for t >  0 ;

V  =  0, for t <C 0

is considered . H ere  th e  p rob lem  is to  in v es tig a te  m ech an ica l response  w hen 
th e  tra n sd u c e r is ex c ited  e lec trica lly . W ith  th e  choice o f th e  orig in  a t  one 
e x tre m ity , th e  де-axis is ta k e n  a long  th e  th ickness d irec tio n , z-axis along 
n o rm a l to  th e  su rface in  th e  u p w ard  d irec tion  and  у -ax is , a long  no rm al to  
x z  p lan e .

T h e  c o n s titu tiv e  eq u a tio n s  in  a p iezoelectrical m a te r ia l are

in  w hich  

a n d

w h ere

S norm al strain Q£lQx, £ being the d isp lacem ent in the thickness direction; 
T  norm al stress in the thickness direction;
E  electrical field strength in the th ickness direction;
P  dielectric polarisation in  the th ickness direction;
Cjj elastic  stress coefficient;
feu  electrom echanical coupling factor;
a'  tim e decaying constant;
Cjj piezoelectric stress constant;
D  the electric flux density  in the th ickness direction.

T he eq u a tio n  of lo n g itu d in a l v ib ra tio n  is

T  — cn S  +  en E ,

P  =  S  +  fen E  

D  =  P  +  E  

Э P

dx
P  e - a''1 о K ’

( 1 )

( 2)

(3)

Э2 i  ЭT
о ---- — = ----- ,

dt" dx
w here о is the material density.

( 4 )

A s in  [9] th e  c u rre n t in th e  sem ico n d u c tin g  b o u n d a ry  la y e r  is expressed  as

J  =  qnc p E c +  qD„nc 1 (5)
w h ere

J  electron current density;
nc to ta l number of electrons in the conducting band:
E c to ta l electric field in the sem iconductor:
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q electron charge (absolute value);
/г m obility  of electrons;
D n diffusion constant.

T he in te ra c tio n  c o n s ta n t be tw een  th e  p e rtu rb e d  e lec tric  fie ld  E s in  th e  
sem ico n d u c to r an d  th a t  E  in  th e  tra n sd u c e r  is defined  as

F.s
c =  <x .

E
( 6 )

T hen  th e  to ta l  fie ld  in  th e  sem ico n d u c to r is expressed  b y  th e  e q u a tio n

E c  =  E 0 + A E .  (7>
w here

E 0 constant outer field;
IE perturbed field.

T h u s
Л Е  =  E s x Ë  . (8 )

W ritin g  qnc =  occ, th e  e lectric  d e n s ity  in  th e  sem ico n d u cto r, th e  v e lo c ity  
o f th e  e lectron  s tre a m  can  be re la te d  to  th e  electric fie ld  b y  th e  e q u a tio n

Qccv c И Qec E c ( 9 )
N ow , as in  K a l is k i [9]

V == fi A E  =  /j  ( E s x Ë )  . ( 1 0 )

T h e  c o n tin u ity  co n d itio n  o f th e  charges in  th e  sem i-conducto r is

divy Qec =  0 (11)

w hich , a f te r  lin e a risa tio n , assum es th e  form

в е + f K  Qe,l +  Q„e v l  f l ) „  Q e M  =  0 . (1 2 )

T he d ivergence co n d itio n  in  th e  tra n sd u c e r  is

di v i  =  ( l 1 , (13)

w here E  is th e  sourceless field  o f ac tion  on th e  tra n sd u c e r  o f  th e  e lec tro n  
s tre a m  in  th e  sem ico n d u cto r.

T h en  from  (3) an d  (13) i t  follows th a t

Е л = € Ä , l +  P „ e - '‘ . (14)
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N e x t, from  th e  co n d itio n  o f c o n tin u ity  o f  th e  ta n g e n tia l co m ponen t o f E  in 
th e  tra n sd u c e r  and  th e  sem iconducto r we find  th a t

w hence
£ Е + Р 0 х е -“' '  =  E s x E  

QÈ 1
(E ? i-  P0e - ^ ) .

дя  * + £

A g a in , the  d ivergence  co n d itio n  in  th e  sem ico n d u cto r is

e j  =  -  4c •

Now b y  (1), (15) an d  (16) we ob ta in

Э- s =  Cy c r i  Qe e n £ r i  xen p0 e

dt- g Э я -  e6j(«4-€) e ( « + 0

(15)

(16)

(17)

w h ere  r) is th e  ra tio  o f  th e  cross sec tio n a l area  of th e  sem iconducting  lay e r 
to  t h a t  o f th e  tra n sd u c e r .

B y (10), (11), (12) and  (15) wre o b ta in

Qe +  f K  Qe , + £ @0e x-f>Ko0ee

€ s ( * + 0  * + £

now  e lim ina ting  cpe b e tw een  (17) an d  (18) we get

- f D n Qe, u = 0 ; (18)

f U  _ 9 I _
3 *  ' € s ( a + 0  "  9 я2 ,

3 . гт/ 3 , Pof’ £
i f + /n ~  + I ОТ f i l Vl l

1 2 x/J-Oj ец  goe P„ e

2 €s
=  0

w here

(19)

A g ain , for th e  p o rtio n  o f th e  tra n sd u c e r  n o t su b jec ted  to  th e  flow o f c u rre n t 
in  th e  sem ico n d u ctin g  b o u n d a ry  la y e r, proceeding  as in  R edw ood  [1],

w her

d- 32f

at- * а я-

l L
Q

e H-* + u
(20)
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The m echanical b o u n d a ry  co n d itio n s are th e  u su a l cond itions o f  c o n tin u ity  
of d isp lacem en t a n d  force a t th e  ex trem itie s  an d  a t  x  =  / . These will be 
set u p  m a th e m a tic a lly  in  th e  n e x t  section.

III. Solution of the problem

L et us in tro d u c e  th e  L ap lace  tra n sfo rm  f ( p )  o f f ( t )  g iven  b y

я р ) =  j ;  e~ptf { t) d t .

T hen from  (19) and  (20) we o b ta in

aen  FoI  ^  I / “ J /  ^  J Q o e ^ .  P V  _ f  ^  J  J  ^ 2  £  „ 2 £
( P  T / 0 1  J  - n̂ I I P  ̂ ® si]
Г  э* €s ( « + 0  Эх2 ) !  <?(*+€)(« '+ p )

1 X p £ n enQ'oePt>

+

( 21 )

and
( * + 0 2 2 б ,(эс '+ р )

р 2 1>= ® '2г ;11. (22)

Let £ =  em* be a t r ia l  so lu tion  o f th e  reduced  eq u a tio n  to  (21). T hen

I / Т /  I £ PV -ТТЛ 2P + / e om +  —— —  fD „  m-
€ ,(“ + € )

(p 2— a 2 m2) 0 . (23)

L e t us re s tr ic t  o u r discussion fo r th e  sake  o f s im p lic ity  to  sm all values 
of t so th a t  1 Ip is sm a ll, in  w h ich  case (23) red u ced  to

m - f D n  f Vam P +
Qoe € PV =  0 .
€ ,(« + € )  J

Accordingly^ th e  gen era l so lu tions fo r (21) a n d  (22) are

(24)

t  =  A e m' x+ B e m' x + aen  П

e ( « + 0 p ( « ' + p ) f p +  ’
€s(* + € ) /

for 0 <[ V. <  / ;

Í '  =  Л ' B' eWv’x) , for l < y . < x  

w here m x and  m2 a re  th e  roots o f (24). B y (1), (2) and  (3)

T  =  c en
и  _

1 + ^ n

31 +  D en  

9X 1 +  &u

(25)

(26)
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G a u ss’ Law  applied to  th e  surface o f  a rea  y z  of th e  tra n sd u c e r , show s th a t

D  =  - Я -  an d  F  =  T r z

w h ere  F  is the  force a p p lie d  on th e  a rea  y z  no rm al to  x. Q, th e  to ta l  ch arg e  on 
y z .  T h u s

en  2 1 Э£ Qeny z ' l l -
I 'b ^ l l  ( 1 —I— Ä̂i 1

V o lta g e  across th e  tra n s d u c e r  from  x  =  0 to  x  =  / is o b ta in ed  asО

J' l Ê i x = -  [(V), (F )0] =  V .

Ql

(27)

T h u s

V  — Т 3 - С ( « | - Ш +  - 7 T T 1 - Tl +Лц. JV̂  ( 1 ~^^ii.)
(28)

A s in  R e d w o o d  [1], w e den o te  th e  c o n s ta n ts  and  en titie s  for th e  m echan ical 
sy s te m  a ttach ed  to  th e  tra n sd u c e r  a t  x  — 0 and  x  =  x  b y  th e  sym bols 1 and  2 , 
re sp ec tiv e ly . The c o n d itio n s  of c o n tin u ity  o f force an d  d isp lacem en t a t  th e  
e x tre m itie s  a t x  =  0 a n d  x  =  x  as w ell as x  =  I w hen  fo rm u la ted , yield 
a t

x  =  0

a t

id  a t

( f i ) o  =  ( F ) o |

(f,)o = (f)o i

(F),  =  (П ,

( 0 , =  (? ) ,

( F ' ) x =  ( F , ) ,

( Й *  =  ( f 2 )x

(29)

N o w  assum ing a v o lta g e  step  fu n c tio n

V  =  V  ’ ■ r 0 for < > 0 ,  V
V '

a n d  w ith  A x =  A 2 =  B 2 =  0 as th e  tra n sd u c e r  is r ig id ly  hacked , we o b ta in  
b y  th e  boundary  c o n d itio n s  in (29)

B , =  (A  +  B ) +  —  .

к = xen  Fi

( * + Q p ( * '+ P )
Qoe m  £

€s (x +  €)
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w h n

k l m 2 B ,  — fej (m, A  -f-m„ B)  -)— *u  9 — ,
l +  *u

fel =  y 3 (C" ~  b ä ü ' )  :

A  em i l+ B  em 2lJr  -  —  =  ,4 ' e~ (p /r 'b  +  B ' e ( Plv ' ) ‘ .

A m l e' ni ‘ + B m 2 e ' ' 4 l - -  — r  ( -  4 '  e ~ ( Pl' ’' ) l + B '  e(Ptv')l ) ,
V (30)

A '  e ~ ( . Plv ' ) x ^ B '  e(P!v') x  =  0 :

F =  “Т Й Г  [(Л +  В) “ em,' + ß  em2,)] +  , = Д „ >

В '  =  A 'e - < 2Plv">x .

E lim in a tin g  A '  b e tw een  th ird  a n d  fo u rth  eq u a tio n s in  (30) we get

w hence

4 L  в  +  ^ em■ ' +  в e m, l
V V

к Росb = о (31)
Q V

Also e lim inating  Q be tw een  second  an d  s ix th  eq u a tio n s  in  (30) we ob ta in

(m l m.y) k l 1 1 .  (1 еш,1)
/ l  +  *„

Y Z
В  ■ -------—  (1 - e m-1) +

l 1 + k u

+  V - - ’
Y z  e . k k } m 2

(32)

/
w here

eq =  e ~ ( - P 4 v )  -f- e-(2px/v'),
ß  =  e - ( 2 p l j v )  _  e - ( 2 px/v').

Solving (31) an d  (32) fo r A  a n d  В  we o b ta in  from  th e  f irs t so lu tio n  in  (25)

(f)o ^  —
P

! IF  —  e.
l

к p%i

o v'

ккг m 2

g
m 2 ß  + P*  I ГПу ß  + P*  1

кл (т .2 m j) e .. Ц  ('й
/ 1+fc

X k l (m 2- irij) m2 ß  -f- 1
v'

11 ei i  
/ lA /c ,

— (1 -e-hm .-m ,))

^

X (33)

P*1/  +  /3от, e -d 'n .-m j ß  (m 2 m ,)e Irriy

V

-  1 /С
О

_4cla Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970
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N ow  su b s titu tin g  th e  v a lu es  of m } , m 2 , x x and  ß we p ro ceed  as in  R ed w o o d  [1] 
to  o b ta in  its  inverse  tra n s fo rm . W e th e n  have, as a f ir s t  a p p ro x im a tio n

K * u  №

2 l

(i)o '

' «11
C11

1 + А ц  ,

1 „  ! ; К / А  «11_____

2 / (1 +  fen) c ei ’
11 1 + f c u

2 e(*+0 p(<*'+p) (p+ í>) ! P  +  « + Vfi>n(41)

2 / ( l+ f e „ ) c e?1 I
I 11 1 +  feuU

* «и P»fDn ( l  +  fcn ) 2 l V о (ж +  £ ) 1̂ 1
1+fc,

( * '+ р ) ( р  +  Ь) X
(34)

X
p 4 Dj l+ v \ ! P  +  «'

К /A . er ,

2 Ц 1 + М
p 2ell

1 +  fc11

+

+
a  en  fj,

?(<* +  0  P ( * '+ P )  (p  +  *>)
w h ere

th e re fo re

, V af  , Q o e m i
1 =  4 Ä 7  +  6 ’ 6 = U a + O  ’

a e u F0 d

-|-e

r ta't I ea'u 1
-----d er/c (a У i н)

Jo 1 л  (t -  и )

fV o  )
2 VfDn ) rv- 1 de44t-u) erj c

+  € ) Jo _ У 7 l( í  и )

du -j- (35)

X

X
1 1 e xu e“ 6“ ) '

a ' (/> ж') a ' 6 j .
du

xe î iP 0 f D n v'

(i+*n)2/®'e(«+o L  - 4 - Vf Dn 0*2- a:s)
l 1+fcll
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w h e re

X j e a u [oc2 e’i " erfc (a, \ u )  а3 ea5u er/c (a3 yit)] F ( f —u) du  -f-

2 e ( * + € )

l

7. b

1

(i> a ')  ( a '

a-*'<

A" = b 0 e 1 ! f / D n

2 l ( c n -
eh  )  ’

l + f c , J

d
Y J K  ef.

2/ (1  + ^ ■ ll) 1^11

С|2 + “ 3 =
v'

fr ö n  ’

a 2 a 3 =
( V 0 v  
1.2 D n

- a ' ) ,

m
e ~ a't

Г  1 ( е - а'и - !
'О 1(b

(35)

—  ̂ — de d*(t — u) erf c ( d f ( l  и) 
f.T (t - u)

?a'u du.

T h is  show s t h a t  th e  m e c h a n ic a l re sp o n se  e m it te d  b y  th e  tr a n s d u c e r  
e x h ib i ts  som e t r a n s ie n t  c h a ra c te r is t ic s ,  o w in g  to  a n  e le c tr ic a l v o lta g e  in p u t  s te p .

Finally I am grateful to D r . D. K . S in h a  o f  the Jadavpur University  for his active  
guidance throughout the preparation of th is  paper.
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Das Verhalten des komplexen piezoelektrischen Transduktors gegenüber m echanischer 
Einwirkung bei einem  Polarisationsgradienten. Das Ziel der E xperim ente ist festzustellen, 
wie sich ein kom plexer piezoelektrischer Transduktor m echanischer E inwirkung gegenüber 
in der halbleitenden Grenzschicht desselben, infolge des Polarisationsgradienten verhält. 
D ie  Aufgabe wird m it H ilfe der —  für das piezoelektrische M aterial charakteristischen —  
elektrischen und kon stitu tionellen  Gleichungen gelöst. D ie Lösung wird durch die wirksam e 
Anw endung der Laplace-Transform ationen vollzogen.

Поведение сплошного пьезоэлектрического преобразователя в случае механи
ческого воздействия в присутствии поляризационного градиента (Д. Р. Рей). Исследо
ваниями охвачен вопрос определения поведения сплошного пьезоэлектрического преобра
зователя в случае механического воздействия, у которого ток течет в полупроводниковом 
пограничном слое вследствие поляризационного градиента. Дается решение задачи с 
помощью электрических и основных уравнений для пьезоэлетрических материалов. Метод 
решения основан на эффективном применении преобразования Лапласа.
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V IS K O S IT Ä T  U N D  L A G E R U N G S D I C H T E  V I B R I E R E N D E R
K O R N  HAU F W E R K E

H .-J . SC H Ä FF L E R *

E xperim entelle U ntersuchungen erbrachten den N achw eis, daß die V iskosität 
eines durch Vibration im  Bereich b >  1 g  (g-Erdbeschleunigung) aufgelockerten Korn
haufwerks in ähnlicher W eise wie bei Suspensionen von der Partikelkonzentration  
abhängt. D ie m athem atische Form  des erm ittelten Zusam m enhanges entspricht im  
Prinzip der M ooney-Gleichung, wobei jedoch zusätzlich das N icht-N ew ton sch e F ließ
verhalten berücksichtigt wurde. E in Vergleich m it Literaturangaben ergibt, daß Korn
haufwerke, die durch aufström ende Gase oder Flüssigkeiten im  F ließbette fluidisiert 
werden, ähnliche E igenschaften besitzen. Das Fließverhalten eines K ornhaufwerkes 
wird som it unabhängig von  der Art der Energiezufuhr im  w esentlichen von der 
Partikelkonzentration bestim m t. Auflockerung und zugeführte Energiem enge ver
halten sich sowohl beim  Vibrieren als auch beim Fluidisieren über einen größeren 
Bereich direkt proportional. D ie gewonnenen Ergebnisse zeigen, daß eine »Neue 
Bodenphysik« im Sinne von KÉZDI [2], die von einer energetischen K onzeption  
ausgeht, besonders geeignet ist, um  kom plizierte dynam ische Prozesse in K ornhauf
werken zu deuten und im Rahm en größerer Zusammenhänge einzuordnen.

1. E in le itung

K o rn h au fw erk e , die d u rch  S chw ingungen  angereg t u n d  dab e i aufge
lo ck ert w erden , zeigen ein c h a rak te ris tisch es  V erhalten , das sich  m it der 
E rw e ich u n g  und  dem  Sieden e iner zäh en  F lüssigkeit d u rch  W ärm ezu fu h r 
verg le ichen  lä ß t.

E in  äh n lich er E ffek t w ird  erz ie lt, w enn ein K o rn h au fw erk  bzw . S c h ü tt
g u t in  einem  offenen F lie ß b e ttsy s te m  d u rch  au fström ende  G ase oder F lüssig 
k e ite n  flu id is ie rt w ird.

K ennze ichnend  fü r die g en a n n te n  V orgänge ist in  jed em  F a ll eine du rch  
die E n erg iezu fu h r b ew irk te  A b n ah m e der V iskositä t, d ie m it d er A bnahm e 
d er P a rtik e lk o n z e n tra tio n  bzw . d er L ag eru n g sd ich te  g ese tzm äß ig  v e rk n ü p f t ist.

U nser Ziel is t es, diesen Z u sam m en h an g  zw ischen V isk o s itä t u n d  K o n 
z e n tra tio n  fü r  ein v ib rie rendes K o rn h au fw erk  au f ex p erim en te llem  W ege zu 
e rm itte ln . E in e  G rundlage d azu  w urde  b e re its  in  einer f rü h e re n  A rb e it [9] 
geschaffen , in  d er die A b h än g ig k e it d er V isk ositä t eines v ib rie re n d e n  K orn- 
haufw rerkes von  der Schw inggeschw ind igkeit u n te rsu c h t wru rd e . In  d er vor-

* Dr. rer. nat. H ans-Joachim  Schaffner, W iss. Mitarbeiter der F’orschungsanstalt für 
Schiffahrt, W asser- und Grundbau. 1017 Berlin,  A lt-Stralau 44/45 (D D R ).

A da Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



426 H .-J . S C H A F F N E R

liegenden  S tudie  w e rd e n  diese V ersuche d u rch  M essungen der P a rtik e lk o n 
z e n tra tio n  als F u n k tio n  d er S chw inggeschw indigkeit e rg än z t.

D am it w ird  es m öglich , eine B eziehung zw ischen  V isk o sitä t und  K o n 
z e n tra tio n  au fzu ste llen , die eine G egenüberste llung  m it den  v o rhandenen  
F o rm eln  für die K o n z e n tra tio n sa b h än g ig k e it d er V isk o s itä t d isperser System e 
e rla u b t.

2. M essungen der P a rtie ik o n zen tra tio n  schw ingender K ornhaufw erke

Die A b h än g ig k e it d e r A uflockerung  eines schw ingenden  K ornhaufw erkes 
v o n  d er In te n s itä t  d e r  an reg en d en  Schw ingung w u rd e  b e re its  von K u tzner  [3] 
u n te rsu c h t.

Als E rgebn is fa n d  K u tz n e r , daß  das V olum en einer schw ingenden G las
kugelpackung  in e inem  zy lin d risch en  G efäß bei k o n s ta n t g ehaltener Schw in
gungsfrequenz lin e a r  m it der S chw ingam plitude  w äch st.

U ber den E in f lu ß  d er Schw ingungsfrequenz liegen keine A ngaben vor.
U nsere V ersuche w u rd en  deshalb  m it d er Z ie lse tzung  d u rch g efü h rt, die 

A bhäng igke it d er V o lu m v erg rö ß eru n g  eines schw ingenden  K ornhaufw erkes 
von  beiden V ariab e in  —  F req u en z  und  A m p litu d e  —  an a ly tisch  zu fix ieren .

Als V e rsu c h sa p p a ra t d ien te  ein S chw ingtisch  vom  G R W  —  T eltow , der 
d u rch  einen T ie f to n g e n e ra to r  gespeist w urde.

Die S chw ingbesch leun igungen  am  R ü tte lg e fä ß  w u rd en  m it p iezoelek
tr isch en  W andlern  v o m  T y p  K D  2 a au fgenom m en u n d  an  einem  V ib ra tio n s
m eß g erä t VM I I  ab g e lesen . D ie Sinusform  der S chw ingungen  w urde a u f einem  
O szillographensch irm  k o n tro llie r t. N ähere A n g ab en  ü b e r die E ichung  der 
A p p a ra tu r  e n th ä lt  [7] u n d  [8 ].

D er V ersu ch sau fb au  b e s ta n d  aus einem  zy lin d risch en  V in id u rb eh ä lte r 
(In n en d u rch m esse r 20 cm ; H öhe 20 cm ), der m it d e r  S ch w in g tisch p la tte  fest 
v e rsch rau b t w ar. A ls V ersu ch sm ate ria l d ien te  tro c k e n e r  F einsand  wie in  [9]. 
(U ng le ich fö rm ig k e itsg rad  U  =  1,9, wirke. K o rn d u rch m esse r dw =  0,09 m m ).

Die E in b au h ö h e  h 0 des Sandes b e tru g  n ach  H ers te llu n g  der d ich testen  
L agerung  (ed =  0 ,48) d u rc h  V ib ra tion  bei b — lg  h 0 =  10 cm. Z ur M ar
k ie ru n g  der fre ien  O b erfläch e  des v ib rie ren d en  S andes b en u tz ten  w ir ein 
B la t t  S eidenpapier, d as  von  den  em porsp ringenden  P a rtik e ln  in der Schw ebe 
geh a lten  w urde. D ie H e b u n g  dieses B la tte s  lie fe rte  die M eßgröße Ah. aus der 
sich die P a r tik e lk o n z e n tra t io n  c

v Á K + Щ  n r ~

(G =  5,6 kp — G ew icht der Sandschüttung, y s =  2,65 p /cm 3 —  spezifisches Gewicht der 
Sandkörner, r =  10 cm  —  Behälterradius, n =  Porosität).
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b erech n en  lä ß t. U n te rsu c h t w urde die A b h än g ig k e it d er P a rtik e lk o n z e n tra tio n  
von  der S chw ingbeschleunigung b be i e iner R eihe von  F estfreq u en zen  im  
B ereich  12,5 < Ç / < / 120 H z. D abei e rg a b  sich im  g esam ten  F req u en zb ere ich  
e rw artu n g sg em äß  A h =  0 fü r  b <Ç 1 g  u n d  Ah  0 fü r  b 1 g. (g  —  E rd 
besch leun igung).

D ie A u ftrag u n g  d e r gem essenen H eb u n g en  A h  in  A b h äng igke it von 
d er S chw inggeschw ind igkeit v erfo lg te d esha lb  zw eckm äßig  in der F o rm

Ah = F  (v — Vj)
m it

V =  6/2 71 f ,  

t’l = v ( b  = lg)
(v [cm /s]. /  [1/s]).
Speziell w urde  d er A n sa tz

Ah =  Л  (v

1,6 • 10-

f

v i)
П

( 2)

(3)

(4)

a u f  seine B ra u c h b a rk e it u n te rsu ch t.
F ü r  die g rap h isch e  A usw ertung  b e n u tz te n  w ir die G erad en d arste llu n g

Y  =  M  +  N  X (5)

Y  =  lg  Ah

m it M  =  lg  A  ,

N  =  n .

X  =  lg  (v - r,)

Die d o p p e ltlo g arith m isch e  D a rs te llu n g  in  B ild 1 bew eist die V e rträ g 
lich k e it des A nsatzes (4) m it den M eßergebn issen  und liefert zugleich die 
K o n s ta n te n

A  =  4,8 • 10 ~2 [s] u n d  n 1.

U m  die A b h än g ig k e it d e r P a r tik e lk o n z e n tra tio n  von  der Schw inggeschw indig
k e it d arzu ste llen , k o m b in ie ren  wir (1) u n d  (4). Als E rgebn is folgt

m it

ü

~ E + v

D
G

A - y s • nr-

(6)
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3. Partikelkonzentration und Viskosität

V iskositä tsm essungen  an sch w ingenden  K o rn h au fw erk en  sind  in  [9] b e 
sch rieb en . D an ach  lä ß t  sich die V isk o s itä t eines schw ingenden  tro ck en en  
F e in san d es  in  A b h än g ig k e it v o n  d e r Schw inggeschw indigkeit u n d  dem  
S chergefälle  y  d u rc h  die B eziehung

m it

H  К
4 =  -T • exP  —  

1 у  У
.(7)

H  =  80 [P  - s 5"*], K  -  5,5 [cm /s]

d a rs te lle n  (î; [P ] , v [cm /s], ÿ  [1/s]). D ie A b h äng igke it der V isk o sitä t vom  
S chergefälle  re s u lt ie r t  aus den N ich t-N ew to n sch en  F ließ v e rh a lten  des S andes. 
Die V ersu ch san o rd n u n g  zur V ib ra tio n san reg u n g  in  [9] en tsp ric h t un se re r in  
A b sc h n itt 2 besch riebenen  A n o rd n u n g . D a auch der gleiche F e in san d  als 
V ersu ch sm ate ria l v e rw a n d t w u rd e , e rg ib t sich so die M öglichkeit, aus d e r 
K o m b in a tio n  d e r E rgebnisse  aus [9] u n d  A b sch n itt 2 q u a n tita tiv e  A ussagen  
ü b e r  die A b h än g ig k e it der V isk o sitä t v o n  d er P a rtik e lk o n z e n tra tio n  des u n te r 
s u c h te n  M ateria ls zu  m achen.

W ir v e rk n ü p fe n  zu diesem  Z w eck (6) m it (7) u n d  e rh a lten  z u n ä c h s t

H
V  =  - ,7 t  ex P 

! 7

(

I 1

D
(8)
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o d er au sfü h rlich e r
H  K A  y s nr- ci'G

rj =  —=■ e x p -----------------------------------
\ v  1 [(ä0 v1 A )  y s nr- cIG]

Im  u n te rsu c h te n  F requenzbere ich  f  =  12,5 -7-120 H z fo lg t w egen (3) v1 =  
=  12,8-1-1,33 cm /s, u n d  es w ird  das P ro d u k t vxA  =  0,62-4-0,06 cm  p ra k tisc h  
v e rn ach lä ss ig b a r k lein  im  V ergleich zu  h 0 =  10 cm , sodaß n ach  E in se tzen  
d e r Z ah len w erte  m it g u te r N äh eru n g

g e se tz t w erden  k an n

80

H
exp

0,039 c

1 1,48 c
( 10 )

4. Vergleiche und Analogien zu Angaben aus der Literatur

D ie Z ahl d er aus der L ite ra tu r  b e k a n n te n  G leichungen, die zu r B esch re i
b u n g  d er B eziehung  zw ischen der r e la tiv e n  V isk o sitä t d isperser S y stem e u n d  
d er K o n z e n tra tio n  der d isp erg ie rten  P h a se  b e n u tz t w erden , is t  seh r groß.

I n  einer 1962 erschienenen zu sam m enfassenden  S tu d ie  [6 ] w erden  
b e re its  ca. 100 F o rm eln  tab e lla risch  e r fa ß t u n d  in  10 G ru p p en  geg liedert. 
D ie G egenüberste llung  der versch iedenen  F o rm elty p en  und  ih re  D iskussion  
fü h r t  in [6 ] zu dem  Schluß:

»daß d er G le ichungstyp  m it e inem  T e rm  к ■ c/( 1 - s ■ c) speziell in  der
F o rm u lie ru n g  v o n  M ooney

»F =  e x p j — — — I ( 1 1 )
( 1 SC J

g u te  Ü b e re in s tim m u n g  fü r K ugeln  lie fe rt.
D erselbe G leichungstyp  w ird  au c h  fü r  einige andere A rten  d isperser 

S y stem e  an g ew an d t. W eitere  M öglichkeiten , ih n  fü r  versch iedene an d ere  
S y stem e  an zu p assen , deu ten  sich an.«

E in e  solche M öglichkeit e rg ib t s ich  nach  [6], w enn m an  fü r  die der 
M ooney-G leichung en tsp rechenden  W ah rsch e in lich k e itsfu n k tio n

qr =  ex p  (kx)  (12)
m it

1
X  = -----------------

1 sc
den a llgem eineren  A usdruck

qr =  к., ■ ex p  (k i x )n (13)
e in fü h rt.
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Die erw eite rte  M ooney-G leichim g la u te t  d an n

r)r =  k2 ■ exp  -
П

(14)

u n d  en tsp ric h t fü r  d e n  Spezialfall n — 1 u n se re r em pirisch  gefundenen  Vis- 
k o s itä ts -K o n zen tra tio n s-G le ich u n g  (10).

sch ied en er K o n z e n tra tio n  u n d  v ib rie ren d e r K o rn h au fw erk en , die d u rch  die 
d y n am isch e  A nregung  versch ieden  s ta rk  au fge lockert w erden , e rsche in t 
b em erkensw ert.

E in e  w eitere b ed eu tu n g sv o lle  A nalogie e rg ib t sich, w enn w ir d a v o n  
au sgehen , daß die G le ichung  (7) der von  C ornelissen und  M ita rb e ite r a u f
g este llten  V isk o sitä ts-T em p era tu r-B ez ieh u n g  e n tsp r ic h t, w enn m an die 
Schw inggeschw ind igkeit du rch  die ab so lu te  T e m p e ra tu r  e rse tz t.

D arau s fo lg t, d a ß  die u. a. von  W i n t e r k o r n  [13] u n d  K e z d i  [2] v e r 
tre te n e  K onzep tion , d as  V erha lten  eines K o rn h au fw erk es m it H ilfe d e r 
G esetze der k in e tisch en  T heorie  der F lü ssig k e iten  d arzu ste llen , fü r  das schw in 
gende K o rn h au fw erk  besonders sinnfällig  ersch e in t.

D abei w urde a lle rd in g s in un se re r A rb e it d er u m gekehrte  W eg wie bei 
K e z d i  [2] b e sch ritten .

D ie sogenann te  Z u stan d sg le ich u n g  der m ak ro m etrisch en  F lüssigkeit, d ie 
d ie  V o lum änderung  als F u n k tio n  der zu g e fü h rten  E nerg ie  b esch re ib t, fo lg t 
bei u ns u n m itte lb a r  au s  den M essungen u n d  w ird  d u rch  (6) re p rä se n tie rt, 
w ä h re n d  K e z d i  se ine  Z u stan dsg le ichung  d u rch  das G leichsetzen zw eier 
th eo re tisch e r A u sd rü ck e  fü r  die V isk o sitä t ähn lich  (7) u n d  (8) gew innt.

B ei dem  von K e z d i  b esch ritten en  W eg b le ib t d ah er die F rag e  offen , 
ob d ie  u n te r  den v ie len  b ek a n n te n  B eziehungen  V isk o s itä t-K o n zen tra tio n  
u n d  V isk o s itä t-T e m p e ra tu r  getroffene A usw ahl g en ü g t, nm  v ersch ied en artig e  
experim en te lle  E rg e b n isse  in  jedem  F a ll befried igend  zu erk lären . I n  d er 
E in le itu n g  w urde b e re its  v e rm erk t, d aß  ein K o rn h au fw erk  au cb  du rch  a u f
s trö m en d e  Gase o d er F lüssigke iten  in  einem  so g en an n ten  F ließ b e tt ü b e r die 
in  d e r B od en m ech an ik  defin ierte  »lockerste Lagerung« h inaus aufgelockert 
w erd en  kann .

E in  V ergleich e n tsp rech en d er ex p erim en te lle r A rb e iten  [1], [4], [11] m it 
u n se ren  U n te rsu ch u n g en  e rg ib t, daß  die A u sd eh n u n g  A h eines du rch  F lu id i
s ie ru n g  im  F lie ß b e tt au fge lockerten  K o rn h au fw erk es ähn lich  wie in  (4) ü b e r 
e inen  größeren B ere ich  in  der F o rm

Diese Ü b e re in s tim m u n g  im V isk o s itä tsv e rh a lte n  d isperser S ystem e v e r 

Ah =  con st (и  Uj) (15)

als F u n k tio n  der S tröm un g sg esch w in d ig k e it и des Gases d arg este llt wre rd en  
k a n n , («j —  S tröm un g sg esch w in d ig k e it des G ases im  W irb e lp u n k t).
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F ü r die A bhängigkeit der V iskositä t tj von der Ström ungsgeschwindigkeit 
werden von den einzelnen A utoren  Beziehungen angegeben, die sich sehr 
s ta rk  unterscheiden, sodaß eine Analogie zu unserer experim entell gefun
denen Beziehung (7) n ich t ohne weiteres feststellbar ist.

E ine genauere U ntersuchung einzelner aus den V iskositätsm essungen 
im  F ließbett abgele ite ter F unk tionen  r\ (u) zeigt dann  allerdings, daß nicht 
alle A utoren die aus dem N icht-N ew tonschen F ließverhalten  resultierenden 
m athem atischen K onsequenzen genügend berücksichtigen.

So werden z. B. in [11] die F ließkurven durch die F unk tion

o) =  A'  sinh (В1 t )  (16)

beschrieben, und als Reibungsgesetz wird daraus

y (r) =  A sinh (В r) (17)
abgeleitet.

Bei m athem atisch  exakter B etrach tung  ergibt sich jedoch nach [10], 
wenn m an die G ültigkeit von (17) voraussetzt, daß in (16) der Hyperbelsinus 
durch  den Integralhyperbelsinus Sh zu ersetzen ist.

Andere A utoren wie z.B. in  (5) oder (12) lassen das N icht-Newtonsche 
F ließverhalten  völlig unberücksich tig t und bestim m en die V iskosität wie bei 
einer Newtonschen F lüssigkeit im  R otationsviskosim eter m it fester Drehzahl.
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Viscosity and R elative D ensity o f Vibrated Granular Soil Column. E xperim ental re
searches verified that th e  v isco sity  o f granular soil column loosened b y  vibration in the 
range b >  1 g  (g being the acceleration due to  gravity) depends, in th e  sam e way as in the  
case o f  suspensions, on the grade of concentration of the particles. The m athem atical form  
o f  th e  established relationsh ip corresponds theoretically  to the M ooney-equation, however, 
in  th e  former one also the non -N ew tonic  flow  behaviour has been taken into considera
tio n . A  comparison w ith  the data published in the literature shows th a t the soil column 
o f  granular structure flu id ized  b y  upstream ing gases or liquids in th e  stream  bed has anal
og ica l properties. A ccordingly, the flow  behaviour of a soil colum n o f granular structure 
is essen tia lly  determ ined, ind ep en dently  o f the energy input, only  b y  the concentration of 
th e  particles. Loosening and energy inp ut behave in the sam e w a y  in  the cases o f both  
v ib ra tio n  and fluidization directly  proportional through a m ajor range. The results ob
ta in ed  show that a “ N ew  Soil P hysics” according to K e z d i  [ 2 ]  w hich starts from an ener
g e tic  conception, is particularly su itab le for interpreting com plicated  dynam ic processes 
ta k in g  place in the granular waste rock piles, and to range them  in th e  frame of a major 
sy s tem  o f relationships.

Вязкость и относительная плотность породных отвалов зернистой структуры, 
подверженных действию вибрации. (Х. И . Шеффнер). Экспериментальными иссле
дованиями доказано, что вязкость разрыхленного вибрацией породного отвала зернистой 
структуры в области Ь >  lg  (где g — ускорение силы тяжести) таким же образом зависит от 
концентрации частиц, как и в случае суспензий. Математический вид выведенной зависи
мости принципиально соответствует уравнению Mooney, но с тем лишь дополнением, что это 
уравнение учитывает также поведение движения потока неньютоновского характера. 
Сравнение с приведенными в литературе данными указывает на тот факт, что породные 
отвалы зернистой структуры, которые от движущихся вверх потоков газов или жидкостей 
превращаются в русле движения потока в жидкость, обладают схожими свойствами. Таким 
образом, поведение движения течения некоторого породного отвала зернистой структуры 
независимо от введения энергии определяется концентрацией частиц. Разрыхление и 
количество введенной энергии как в случае вибрации, так и флюидизации в большом интер
вале между собой находятся в прямой зависимости. На основе полученных результатов по 
трактовке Кезди [2] «Новая механика грунтов», которая исходит из энергетической основы, 
особенно хорошо подходит для объяснения сложных динамических процессов в породных 
отвалах зернистой структуры и включения в рамки крупной системы зависимостей.
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THE CYLINDRICAL BENDING OF DOUBLE-LAYER 
DIAGONAL SQUARE MESH GRIDS
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A new  typ e  of double-layer square m esh grid is studied , characterised by the  
different configuration of the tw o parallel layers. For the general case, the deform ation  
m ethod is applied, being established the set o f fin ite  difference equations satisfied  
by the nine unknow n displacem ents and corresponding to the three typical jo ints  
o f the space structure. To continue, the cylindrical bending is studied , detailed solutions 
are given for the case o f equal nodal forces and the space grid is assim ilated, at the  
lim it, w ith an analogous continuous m edium  whose clastic properties are determ ined.

1. Introduction

The advantages of space grids are well know n by keeping in m ind the 
tendency in m odern s tru c tu ra l engineering to  use lighter, and thus more 
economical structures.

Most of th em  are form ed from  a repeated  p a tte rn  of identical units 
so th a t the  resu lting  structu re  has a high degree of regu larity . Among these 
space structures, a special ty p e  of space grids is of p a rticu la r in terest, nam ely: 
double-layer parallel grids. They consist of two layers of bars each arranged 
to form regular meshes; the top  layer and the bo ttom  layers are linked hv 
bracing members which ensure th e  geom etrical indeform ability  of th e  whole 
system .

The particu la r geom etry of double-layer parallel grids enable us to 
work out special m ethods of analysis.

In  two previous studies [3], [4] au tho r has trea ted  the  case of a double
layer parallel square mesh grid. A nother type m ay also offer technical and 
economical advantages, due to  its special geom etry.

The double-layer diagonal square mesh grid we are dealing w ith in the 
present paper offers the  peculiarity  th a t the  square meshes in  th e  two layers 
are different; assum ing th a t th e  boundary  has a rec tan g u lar planform , the 
bars of the bo ttom  layer are parallel to  the  edges, while th e  bars of the  top 
layer are oriented a t 45° to  the sam e edges. Thus, each upper jo in t is projected
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onto  th e  middle of a lower bar. The bracing members linking the  tw o layers 
are contained in vertical planes which also contain the  lower m em bers (Fig. 1).

I t  will be assum ed further, th a t  all m em bers are connected together 
b y  universal ball jo in ts  and  th a t the  supporting  takes place in th e  nodes 
of th e  top layer.

Fig. 1. G eom etry of the double-layer diagonal square m esh grid

The svmbols adop ted  for use in this paper are defined where th ey  first 
ap p ear and are arranged  alphabetically  in the A ppendix.

I f  we denote by
/ length of th e  m em bers in the bo ttom  layer (mesh size), 
у angle betw een bracing m em bers and the planes of the tw o layers, 
h height of th e  stru c tu re  (vertical separation betw een the two layers), 

th e  lenths of the u p p er bars and the  bracing members respectively, are

h
I

2 cos у
h

sin у
cot у ( 1 . 1 )

In  what follows th e  deform ation m ethod will be used for the  general 
case; a system of nine p artia l fin ite difference equations is thus obtained. 
T he general case is th en  particularised  for the cylindrical bending.
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2. Basic relations in the deformation method

In a previous p ap er [3] the principles of the  application of the deform ation 
m ethod to space tru sses were exposed. We shall assum e th a t  the bars of each 
layer are iden tical, w ith  the axial stiffness 1c, and ks for the  bottom  lay e r 
and the top layer, respectively, and analogously the  bracing members have 
an axial stiffness kd.

The exam ination  of the considered double-layer diagonal square m esh 
grid shows th a t  on ly  th ree different types of jo in ts  exist, from which one is 
in the  bottom  layer (A) and the o ther two are in the  top layer (B and C) [2].

W ith re la tion  to  a system of co-ordinates xyz having the origin in  th e  
plane of the top  layer, the Ox and Oy-axes parallel w ith  the  bars s itu a ted  
in the  bottom  lay er and the Oz-axis directed dow nw ards, the  three typ ical 
jo in ts  will be denoted  b y  Ax,y, BXiy and  Cx<y ; the  ad jacen t jo in ts are denoted 
as in Fig. 2.
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I t  is worth-while po inting out th a t  th e  difference betw een the  jo in ts  of 
ty p e  В and C only holds from  the an a ly tica l point of view, the  bars of the  
b o tto m  layer and th e  corresponding b racing  members being oriented in the 
sense of the  x and у -axis, respectively.

The bars which m eet a t the th ree  jo in ts  and the corresponding director 
cosines are listed in T able I.

T a b le  1

Bar cos yx cos у у cos y g

A — В■x»}' X,y — cos у 0 — sin y
■AX,y B*+l,y -f- cos у ü — sin y
^x,y Cx,y 0 — cos у — sin y
x̂,y~~Cx,y+l 0 + COS у — sin y

djcjr —Ax-i,y — 1 0 0
'̂ x+l,y .+1. 0 0

0 + 1 0
Bx,y~Axy -j- cos у 0 i H" sin . y

Лх—1у — cos у 0 -f- sin У

Bx,y~^x,y f  1 0 -  1/̂ 2 0
Bx,y~^x,y+l + 1IŸ2 + 1 0 0
Bx,y~Cx—l}y+l -  IIŸ2 + 1/12 0
Bx,y-Cx4,y -  1 0 -  1 0 о
r  4^X,y лх,)/ 0 -j- cos у . iT- sin y

0 X 1 A. X 0 — cos у -f- sin. y
X̂,yX~ BxH,y -f 1/^2 + 1 0 0

Cx,y— Bvx.y -  1 0  . + 1 0 0 .
C\,y~~ Bxy- -  1 0 -  1 0 0
Cx,ŷ ~ Bx+ly—l + 1 0 -  1 0 0

We should rem em bet th a t  for a b a r  1—2 whose ends have th e  elastic 
displacem ents u2 , vy , w1 and u2 , v2 , m>2 respectively, th e  b a r force N j_ 2 con
sidered as acting in  jo in t 1 , m ay be evaluated  by m eans of the  re la tion

N1_2 =  k [ (u 2 Uj) cos yx+ (v 2— Vj) cos yy+{w.2 w ,)co sy ; ] ,  (2.1a)

where cos y v, cos y y, cos yz represen t th e  director cosines of th e  line 1— 2 .
The projections of the  bar force N y-  2 on the th ree  axes of co-ordinates 

are, respectively,

X y_ 2 =  iYj_ 2 cos y x, Y y_ 2 =  iVj_2 cos y y , Zj_ 2 =  N y_ 2 cos y . .  (2 .1b)
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L et us show th e  m anner for establishing the  equilibrium  equations, 
choosing for exam ple, the condition E X a — 0 .

This equation contains the  forces in th e  bars

X,y  —I ,У 5 ~ ^ X , y  -^ Х + / ,У ’ A x , y  - ^ x , y  and ^ x , y  ^ x + l fy  •

The projections of these forces on th e  Ox-axis (respectively in the 
succession of th e ir preceding enum eration) are*

M Mx - / ,y + U£ y ) ’

k i ( ux+l,y~ Ux,y) 1

kd [ i u x ,y  u x ly )  cos2 y~\-(iv ŷ гл>̂ у) sin у ■ cos y ] , (2 .2 )

k d [ ( u X r l , y -  U x ,y )  c o s ' - У - ~ ( w x , l , y -  u>x,y) sin у • cos y] .

Summing up  the  previous term s and also considering th e  com ponent 
of the  applied load  Faxi the  equation of pro jection is w ritten  as:

ki(ux+i,y— 2 uAy+u£_l y) +  kd [(uf, ,,у+ и £ у  - 2 u£v) cos2 у -- 

-  (Wx+I,y M’x.y) sin У ■ cos y] +  FAx =  0 .

F u rther, we divide by kd cos2 у and p u t

and analogously

W . =
k(i cos2 у

4 F К
kd cos2 у

introducing still th e  finite difference operators

u x , y  =  UA  ■> u x + l ,у =  Ex «4  > Их-/,у  =  Ex 1 uA ,  etc.

the equilibrium  equation  will be w ritten  in  its  final form :

■ [ Vi(  1 E x ) ( 1 — E x x) +  2] Цд +  ( 1 +  E x) u t

ta n  у •(! —Ex) tv в 1 A x

kd cos2 у

(2.3a)

(2.3b)

(2.4)

(2.5)

* Superscripts A  and В are introduced for the sake of sim plicity .
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T ab le  11

UA ; 11В
UC

VA

A x
-V ',( l  E x)

(1 - E x 1) 2
1 + E X

B x 1 +  E Î 1 - Ц 1 + Vs) V s d + E x 1)
(1 + E y )

Cx V s d + E x)
( l + E ÿ 1) - 2  Vs

A y - V i d —E y ) 
d - E ÿ г) - 2

By - V s t d - E x 1) 
(1 - E y )

Cy
V s d ~ E x)
(1 - Щ 1) l +  E ÿ 1

A z 1 -  E x

Bz 1 -  E x 1

Cz

.
1 -  E ÿ 1

In  an analogous m anner th e  o ther equilibrium  equations m ay be w ritten  
an d  are nam ely 27 Y a — 0 , 27ZA =  0 , 27X B =  0 , 27 Y  в =  0 , 27Z в =  0, 27Xc =  0 , 
27YC =  0 and 2’Z C =  0 .

For the sake of sim plicity , the following no ta tion  for the  free term s
are  in troduced:

Fax
— +Ax 1

Fa y 6£
— FF Ay 5

FAz
=  & A zkd cos2 y kd cos2 y kd sin y • cos y

F  ву.
=  of B V ,

FBy
=  &  B y  »

■ FBz
=  § B zkd cos2 y kd cos2 y kd sin y • cos y

Fqx FCy
=  &Cy 1

Fcz NОII

kd cos2 y
— QTCx ,

kd cos2 y kd sin y • cos y

T he term s ot have the dim ension of linear displacem ents.
Nine equilibrium  equations can therefore be established. They represent 

a set of partia l difference equations whose m atrix  has been listed in T able II .
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VB vc U £ U)C =  F ree te rm

ta n y ( l  — E x) — ® A X

- y s( l - E Í 1) 
(1 ~ E y) tan 7(1  - E x 1) — & B X

V s O — E x )  
(1 - - E y 1)

—  &CX

1 ~f" E y tan  y (1 —Ey) — ̂  A Y

—  2Vs V>s( l  + E ? )  
0 + E y) — & B Y

VS(1 + E X)
O + E y 1)

— 2(1  4 - y>s) ta n y ( l— E ÿ1) —&СУ

1 -  Ey 4 tan y  tan у ( i + £ , ) t a n y ( l+ E y ) —ŐF AZ

tan yR  +  E *1) — 2 tan y

•

• — & B Z

tan yR-J-Eÿ1) ' — 2 tan y — &CZ

The exam ination of these equations shows th a t  som e of them  m ay 
he deduced from th e  others by  the perm utation  of sym bols and sub
scrip ts; for exam ple, equation (Cy) is deduced from  E q . (Bx) by in te r
changing the subscrip ts x and y,  analogously for E qs (Ax) and (Ay) 
a. s. o.

Similarly, if  th e  displacem ents w m ultiplied by th e  facto r tany  are 
considered as new unknow ns and the finite difference operato rs to  the righ t 
(Ex, Ey) and to  th e  left (E*1, E y1) are in terchanged, th e  system  m atrix  
becomes sym m etrical w ith  respect to  the  m ain diagonal.

Using different no tations, the system  of difference equations listed in 
Table I I  was previously  established by J . D. R e n t o n  [2].

A solution by  m eans of double trigonom etric series can be obtained if 
the  double-layer d iagonal square mesh grid covers a rec tan g u lar planform  and 
is sim ply supported along th e  boundary, as shown in ano ther paper [3], in th e  
case of simple square m esh grids.

In  section 4 it  will be shown th a t these equations sim plify in the case of 
cylindrical bending and  the  corresponding solution will be established.
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3. Cylindrical bending of the space grid

In  the following we shall deal w ith  a rem arkable case of s ta te  of stress 
and  deform ation of th e  space grid, nam ely the cylindrical bending. This 
s itu a tio n  occurs when in  th e  p lanform  one of the spans is m uch greater th an  
th e  second one a. B y analogy w ith  th e  cylindrical bending of plates, one 
can  assume th a t the  space grid spans in  one direction (y) to  in fin ity  and works 
on ly  in  the direction of th e  it-axis, over a span a.

The analytical s tu d y  can be approached either d irectly , by  establishing 
th e  equilibrium  equations of the  forces in  the m em bers around  the jo in ts of 
ty p e  А, В, C and by  associating th e  deform ation equations, or by  p articu lar
ising the  general equations given by th e  deform ation m ethod , as established 
in  section 2 .

In  the present section we shall b riefly  trea t th e  equilibrium  and defor
m atio n  equations w hich co n stitu te  the mixed m ethod, together w ith the 
boundary  conditions to  be associated for the determ ination  of the  constants 
of in tegration  which occur a t th e  in teg ra tio n  of the fin ite  difference equations.

3.1. Equilibrium equations

The cylindrical bending of th e  double-layer space grid is characterised 
b y  th e  fact th a t the  s ta te  of stress and  deform ation is independen t of one of 
th e  coordinates, say y ;  in  o ther w ords, in  sections у  =  m ultip le of l (mesh size) 
ap p ear the same forces and  displacem ents.

The position of th e  jo in ts  can therefore be fixed by  a single subscript, 
say  m =  0 , 1 , 2 ,  . . .  p  in  the  top  layer and correspondingly, m'1 =  rn -\- 1/2 
in  th e  bottom  layer.

For the sake of sim plicity , we shall confine ourselves in w hat follows to 
vertica l nodal applied loads Р д т , P ß m, Pcm•

The forces which m eet a t th e  th ree  typical jo in ts  are represented in 
F igs. 3a, b, c.

The following equilibrium  equations can be w ritten :
— for the jo in t A

(EX) I m -  Im_ x +  (D m -  Dm) cos y =  0. (3.1a)

(EZ) (Dm +  Dm +  2 D J  sin у -  PAm =  0: (3.1b)

—- for the jo in t В

( IX )  (Sm — Sm_j) f 2  +  (D'm — D ,n-\) cos У =  0,

(D 'm +  D m  l) sin У +  P Bm  =  °5
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Fig. 3. Num bering of the jo ints and the bar forces in  the cylindrical bending: a)  plane; 
b) vertical section along the дг-axis; c) cross-section

— for the  jo in t C

(ÏZ) 2 Dm sin y +  PCm =  0 . (3.3)

The o ther equations of projection are identically  satisfied. From  (3.3) there

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



442 M . S O A R E

resu lts  directly

Bm (3.4)
2 sin у

The elim ination of Dm and D'm betw een (3.1b), (3.2b) and (3.3) leads to

D m Dm_ r =  Р^ + Р вп & РСп, (3.5)
sin у

w hich constitutes a fin ite  difference equation  w ith  respect to  Dm.
The force in  th e  o ther bracing m em ber results from one of the relations 

(3.2), (3.4), for exam ple

D'm =  -  P.B- m Dm- 1- (3.6)
sin у

Keeping (Im —  Im~i) and (Sm —  S m_ 1) in the left hand side of Eqs (3.1) 
an d  (3.3), new fin ite  difference equations are obtained for the  bar forces in 
th e  two layers:

Im~ Im- 1 =  iDm A 'J c o s y ,  (3.7a)
Р А С  Л/

S m~ S m_ 1 =  (D'm D m_  (3.7b)

w here the forces in  the  bracing m em bers which occur in the right hand 
sides are assumed as being known from  the in tegration  of Eq. (3.5).

The solutions o f th e  previous fin ite  difference equations can he obtained 
once the applied loads PAm, Е йт, P Cm are given. For example, when these 
nodal forces are co n stan t (PAm —  P a , P вт  =  P cm  =  P c ) ,  one obtains:

Dm = ----- [(P4 + P ß + P c) m. +  Cj] , (3.8a)
sin у

=  (PA +  PB +  Pc) m +  PA + Pc C J ,  (3.8b)
sin у

Im = c o t y [  (PA +  P B  +  Pc )m' (C3+ 2  CJin +  Co], (3.8c.)

p o t  V
s rn= -y=-- \(P+PB+ Pc)m -  (PA+PC 2C1)m +  C3],  (3.8d)

where c„ c2, c3 rep resen t constants oi in tegration ; in point 3.3 it  will be shown 
th a t  the constan ts C2 and C3 are no t independent of each other.
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3.2. Deformation equations

In  the particular case under consideration, th e  displacem ents of the 
jo in ts  in the  Oy-axis direction are zero, i.e. va =  =  vc — 0. From  the partic 
ularisation  of Eq. (2.17), applied successively to the bars w ith  forces Jm, Sm, 
Dm and D'm, there resu lts:

I m  =  ^ i ( u A , m + 1 uA , m )  .

=  | ' ^  ( u C,m ~  u B ,m )  i

Dm = kd cos y [uB>m+1 uA m — (wB m+j М7Д m) ta n  y] ,

D'm =  kd cos у [мд>т~  +  icB m) ta n  y ] .

From  simple geom etrical considerations, we ob tain :

uC,m =  (MB,m + l +  uB,m) • (3.10a)

(3.9a)

(3.9b)

(3.9c)

(3.9d)

The deflection of jo in t Cm results from  the deflection of jo in t A m to 
which is added the shortening of the bracing members Dm under the action 
of the  nodal forces Pcm

™C,m = * 4 m + -  yP — . , -  (3.10b)
2 kd sin- у

From  (3.9a) there results

u A ,m  + l  u A ,m
Im

k,
(3.11a)

The elim ination of uCm between (3.9b) and (3.10a) leads to

2 V  2 Sm
l B , m + 1 u B , m

(3.11b)

By subtraction  of re la tion  (3.9a) from  (3.9d) and th en  afte r the  conve* 
n ien t grouping of the term s, we obtain

wB,m
U B  m-i-1 ~Ь  u B , m  ^ ^ A . m

tan  у
D'n, D m

kd sin y
(3.11c)

R elations (3.11a)— (3.11c) co n stitu te  finite difference equations with 
respect to  th e  displacem ents uA, «в, Wa i f  we assume th a t  the  righ t hand 
m em bers of these relations are known. T h eir integration introduces three new 
constan ts of integration C4, C:>. C6.
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The deflections wa follow directly  from one of th e  relations (3.9c) or 
(3.9d), for example

A,m IVß'/n  “ Í- D'm

ta n  у kd sin у
(3.11d)

Thus all jo in t displacem ents can be com pletely determ ined. I t  should 
be observed th a t forces and displacem ents are established in two successive 
steps.

3.3. Boundary conditions

The constants of in tegra tion  are determ ined from  boundary  conditions. 
W e shall limit ourselves to  exemplify the statically  determ inated  case when 
th e  double-layer space grid is sim ply supported a t the  upper edge joints and  
carries uniform loads.

I f  p denotes th e  num ber of in tervals in the  top layer (the supporting 
po in ts  being 0 and p),  th e  reaction has a value

V0 =  (PA+ P C)- (3.12)

From the m eth o d  of jo in ts applied to  0 and 0' (Fig. 4), we obtain

V  _ _ 2 o _
sin у

=  _  К - Р Л- Р С

V.

sin у

cot у

(3.13)

f 2

Io =  (2V0 PA Pc) cot у .

I f in  (3.8) we consider m =  0 and the resulting values are equal to expres
sions (3.13), we o b ta in  for the constan ts of in tegration  th e  values

C l = - ( P A+ P B) ^ ~ -  PB P '

C2 =  (Pa +  PB +  P c ) ( p -  1 ) ,  (3.14)
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From  the elim ination of F 0 betw een the  expressions of S 0 and  J 0 we obtain

2 |/2 Sn -f- I 0 -j- (Pa +  Pc) cot У — 0 .

I f  th is relation is expressed in te rm s of the constan ts of in tegration, we 
ob tain

Q  +  2 C3 =  -—( Pa T- P c ) ,

F ig . 4 . E q u ilib riu m  of th e  jo in ts  0 and  O': a )  p lane ; b)  v e r tic a l section  along th e  ж-axis

wherefrom  we deduce th a t  the two constan ts of in tegra tion  C2 and  C3 are not 
linearly  independent.

B oth  expressions (3.8) and (3.14) show th a t the  nodal loads P a and Pc 
in tervene in  the bar force expressions only by their sum. This is very  easily 
explained from the s ta tic a l point of view by the  fac t th a t  nodal loads Pc 
are tran sm itted  to th e  jo in ts  A d irec tly  through the  bracing m em bers, since 
th e  horizontal m em bers which link th e  jo in ts C are free of charge. Thus, by 
the  reduction of forces, a t the jo in ts A the  final force (Pa +  Pc) acts.

The force expressions will be given more extensively in  Section 4.
F o r the displacem ents one can s ta te  th a t, in  the  sym m etry  axis, the 

horizontal displacem ents should vanish , i.e.

for m = P _  ̂
2

ОIICQ

for m = P - 1  .
2

ОII**2
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I f  a t one end, for exam ple m — 0, the space grid is pin-connected, the 
boundary  condition will consequently  be modified, a fact which does not change 
the  s ta te  of stress.

A th ird  condition concerns the  deflections i v b ,  nam ely 

tvB0 =  0 for m =  0 .

As a consequence of the sym m etry , the condition of vanishing deflection 
a t th e  second end will identically  be fulfilled. The explicit determ ination of 
th e  displacements follows in the  nex t section.

4. Application of the deformation method

To continue, we shall again consider the problem  of the  cylindrical 
bending, based on th e  system atic  application of the  deform ation m ethod; 
for th is  purpose, we shall s ta r t  from  the partia l fin ite  difference equations 
listed  in  Table I I .

4.1. The set of finite difference equations
Keeping in m ind th a t  va =  vb =  vc — 0, the  set of equations is sim pli

fied ; first of all, th e  equations of projection on th e  Oy-axis vanish (Ay, By 
and  Cy).

F urther from  E q. (Cx), the  displacem ent uc is rendered explicit in term s 
of ug; in this m anner re la tion  (3.10a) is obtained, by  m eans of which displace
m ent uc is elim inated.

An analogous procedure is followed for the deflections ivc. From  Eq. (Cz) 
wc is expressed in term s of wa; the previously established relation (3.1 Id) is 
th u s  obtained.

After carrying ou t all these elim inations, there results a set of four fin ite 
difference equations, the  m atrix  of which is listed in Table I I I .

Table III

» . 11В U'A u B = Free term

- y > i ( l - E x) 

( 1 — E x 1) — 2
1 +  E x +  tan у (1 — Ex) »

1 +  E x 1
- V s B - E x )  
( l - E x l ) - 2

+  tan у (1 — E x 1) 0

1 -  E s — 2 tan у plan  у (I-j- E x)
E  a z  +  E Cz 

kd sin у  • cosy

1 -  Ex1 +  tan)'(l +  Fx X) — 2 tan у _  F lz_ _  
kd siny • cos у
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For the  sake of sym m etry , we denote

(4.1)

and in accordance w ith  our p rev ious assum ption in section 3, we lim it ourselves 
to  the action of vertically applied loads.

Vs
k.

2 кid cos- у

4.2. Introduction of a displacement function

A un ita ry  procedure for ob tain ing  the solution consists in reducing the  
set of four fin ite difference equations to a single equation  w ith  respect to  
a displacem ent function, from  w hich the displacem ents and  b ar forces are then 
derived.

To obtain th is displacem ent function, the progress analysis can be system 
atized as follows.

Let the system  be

L j j Ua d~ LjgU ß —f- L jjjîca -f- Vß -—• 0 ,

L 21u.4 d-  T 22mb -(- L 23m>a L u w b  — О?
(4.2)

L:i j и a  —f- T22iib “b \ -j- — 0,

L t l U A  d-  L í 2 u b  -f- L ^ u ) a  d-  L i i i v e  =  L o i ,

where the coefficients L (-, (i , j  =  1, 2, 3, 4) are fin ite  difference operators, 
the expression of which result from  the  com parison to  the  set of equations of 
Table I I I .  For the  free term s, th e  principle of superposition will be applied. 
In  the preceding system  (4.2), th e  case of loads applied a t  th e  top layer ( Fвг) 
was considered.

The displacem ent function  Фв satisfies a p artia l difference equation 
which is obtained by equating th e  m ain determ inant of the  system  (4.2) to 
th e  free term .

L u L J2 L \i Lu
L21 l 22 l 2. ь 24

b s i L ô L  33 L-u
Ln L*2 ^ 4 3 Lu

The unknowns и а , ив,  м’a are obtained by applying to  the  displacem ent 
function Фв an operator which resu lts by replacing in the  m ain determ inant 
th e  colum n of the corresponding unknow n by the free te rm  colum n, in which
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L 04 =  1 is taken. W ith  th is procedure the  results are:

L V1 L 13 L u  I L l\ L 13 L u \
L » L 23 h o 4 1 Ф 5 , u B = + L ,  1 l 23 L.4  Фв,
^ 3 2 L 33 L~u L31 L 33 L 3 i \

L a L u  I L u L a L n  I

^2 1 L ,  2 L 24 Фв , i t ' s  = 4 - l 21 1 2 2 L 23 Ф в.

L* i L 32 L 3f L  3 i L 3n L 33

In troduction  o f solutions (4.4) in  the  last equation  (4.2) leads to the  
re la tion  (4.3), in w hich th e  determ inan t was developed according to  the term s 
o f th e  last line.

We shall proceed in a sim ilar m anner for the  nodal forces (Faz +  -Fez) 
and  nam ely in system  (4.2) the  free term  L o:s in the th ird  equation  will be con
sidered.

The displacem ent function Фд satisfies a p a rtia l difference equation 
whose m atrix  is th e  sam e main determ inan t and the  free term  of which is L (l3. 
T he unknowns и a, ub, w wb follow from the relations

L\2 L l3 L u i n b i . L u
U A 4" ' Lv> L 23 Е.ч Фа, uB - — L2i L 23 L u Фа

l Z L i3 L u L u L l3 L u

L u L V1 L u L u l 12 L 13
IV A = +  L4  j L„, L„4 Фд, n s - L n Ê c l 23 Фа

L l Z í>44| L n l Z L i3

Once the d isplacem ents are determ ined, the b ar forces are deduced from 
re la tions (3.9).

4.3. Case of the applied loads Pb

We shall apply  th e  previous expressions to  the case of loading of jo in ts B. 
S ta rtin g  out from th e  m atrix  of the  set of finite difference equations listed in 
T able i l l ,  the expression of the displacem ent uA from (4.4) is w ritten as:

M.4

1 -j- Ex
VÁ1 Ex)( l  Ex ') 2 

1 Ex

0

tan  y ( l  E x 1) 
2 tan  у

tan  y ( l + E x)
0  Фв

ta n  у ( 1 -)-Ex)

— -  2 y* t a n - у (1 E:<)- (1—Ех ')Фв
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In  a com pletely similar m anner we obtain

uB = — v , t a n 2 y ( l  E x) (  1 Е х- 1)2 ( 1 + £ х)Ф в , 

m'a =  -  tan  y (1 E x) ( 1 E - l) [ fi  ips(I Ex) ( 1 Ex *) x

X (1 +  E X) + 2  (v;, +  Ws) ( 1 + E X)] Фв ’

M’s =  tan  y (1 Ex) (1 Ex1) [2 v»/ÿs (1 E x) (1 E x >) +

+  IP, (1 ’~EX) (1 - Ex1) +  4 ys] Фв ,

tan - y • \pi ÿ s(l  E X)M1 £ х 1)3 Ф в=  - .
k(, sin y • cos y

I t  is im p o rtan t to  observe th a t  the  operator (1 — E x) (1 — Ex 1) in te r
venes in all the preceding expressions. Therefore, sim pler expressions will be 
ob tained  if we choose the new displacem ent function according to  the relation

tan- y (l E x) (1 ЕХ')ФВ =  FB. (4.6)

The new displacem ent function Eg satisfies the fin ite  difference equation 
of fourth  order

(1- Ex)- (1 E x r - F B =  Fß-’ -  (4.7)
\Pi y)s k(l sin у • cos у

and the displacements obtain th e ir final expressions:

Мд =  2 rps ( 1 EX)FB, (4.8a)

и в = lf , ( l  Ex ') ( 1 + E X) FB , (4.8b)

ívA =  cot у  [ Ipi ( 1 E x) ( 1 E x 1 ) ( 1 +  Ex) +  ^  g ,

+  2 ( v ,+ ÿ s) ( l  + E x) ] F b ,

wB cot y f 2 fi tps (l E x) (1 Ex1) +  ^  8d^

+  Vi (1+ E X) (1 - f  E x ') +  4 f  , J FB .

For the determ ination of the b a r forces, one sta rts  ou t from  the relations 
(3.9) and (3.11b), respectively, in which the operators Ex and Ex 1 are firs t 
in troduced

I =  kj (Ex и a и A) =  /с,(1 Ex) и a =  2k i y>s(l  E x)2 FB, (4.9a)

S  = ----( E x U d U d)
2 1/2

*>

2 1/2
(1 E x) u B =

A, V,
2  1/2

(1—E x) (1 E ^ 1) ( 1 + E X) FB
(4.9b)
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D ~ k d cos у [F x ms -  uA (Ex ivB — wA) tan  y] =  

= cos у ■ kd ft ÿjs ( 1 E x)- ( 1 Ex 1 ) Fg , (4.9c)

O' kd cosy [uA uB+ (w A wB) tan y]
=  cos y k df i f s (l Ex)- (1 F x ') Fg =  - ű .  (4.9d)

Returning from  th e  difference operators Ex and Ex 1 to  the values of 
the  functions in jo in t m and the ad jacen t joints and denoting PB: =  PBm, 
th e  previous relations are written*

W  4 F m+1 +  6 Fm 4Fm_ t Fm_ 2 =  — r——— ------  , (4.10a)
ipi kd sin y • cos y

u A,m 2 Vs ( Fm Fm + t) ’ 

u B, m =  f i ( F m + 1 í í n - l b

™A,m =  cot у [ - V ,V ,(Fm+, - F m+i - F m+ F m_,) -j- (4.10b)
+  2 (v ,+ f s )  (Fm+l +  Fm)] >

™ В ,m — cot у [ ■ 2 f i f s ( Fm +i  2Fm+ F m_ ,)4 -

+  f t ( F m+ l  +  2Fm +  F m_ t )  +  4 f s Fm] .

Im 2 kt Ws.(Fm + 2 ^ -̂ m+ 1 Fm) •>

Sm II +
 

to
 1 2 Fm-\-Fm_ )̂./ (4.10c)

ГУт = C°S у • К Vi Vs ( F m + 2  3  ^/i + l + 3  " Fm-1) •

The solution of E q. (4.10a) will be sought for according to the procedure 
shown in a previous paper [4], for th e  case of the  double-layer simple square 
m esh grid.

For the case of equal nodal forces (FBm =  F g ), th e  following solution 
is obtained:

F„, -
ft y>s kd sin y ■ cos y 4! 3!

C,
91

G\ m + C 0 (4.11)

w here C0, Сг, C.,, C3 represent constants of in tegration  (different from those 
in troduced in Section 3.3).

Replacing in  (4.11) m by (m —  1), ( mi  +  1) and (m -f- 2), we obtain  
th e  expressions of F m_ 15 F m+1 and F m+3, which are no t reproduced here.

* For the sake o f sim plicity, the subscript В which characterizes the position of the  
nodal forces is cancelled.
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W ith these relations, the expressions of the bar forces and displacem ents 
become:

Im =  рв cot y 

co ty
bm~ B H

Dm =  D' =

ni- +  2(C3+ 1 )m - f  2 C3+  2 C ,+  ~  

т 2+ (2 С 3+ 1 )  n* +  Cs+ 2  C., (4.12)

ß_ 
sin 7

m +  C,

I ,fM.m -  ~ —
k,

1 , „  1cot y C9 H—3 2

C3+ 2  c.

2 P ß 1
«В,т = —:—  cot у

A. 3

* » Л , т =  i ß  C O t2 у

3

m :i +

i n - j -  C3 d-  d~ 2 С , d-  —
3 12

m 3+ C 3 m J 2 C ,+
1

m +  C3 +  2 C, , (4.13)

1 2 1Г1 . 2C3+ 1  , in' j 3—  in ' ■f ^  1
C34-2C2-f

k] AvI 6 3 9

1 1
C3+ 2 C 2-f-4C'1 d  m -\------ C3-\-Ci -\-2Cl -\-2C0-{

kd sin2 у

12

(2C3-f-l) т  +  С3 +  2С2

* « Я ,т  =  iß  C O t 2 у
( l 2  )

— d---------
( k , K )

m4 f  C3 m3+ 2 C ,m 2 +  4C, m +  4C0]
6  3 ' I

cot'-

k .

1

fc(/sin2 y
m2 -)- 2 C3 m d~ 2 C2

1

Since due to  its geometrical configuration the studied double-layer space 
grid has a favourable statical behav iour when it covers a single bay, we shall 
lim it ourselves to  this situation, considering the simple su p p o rt a t bo th  ends.

The boundary conditions were exam ined first in Section 3.3; th ey  can 
be briefly  expressed as follows:

D0 =

S — V‘-’0 — *o

11
' ' i l l  y

cot y

Рв . P - 1  
sin y 2 

p  cot y p l
for m =  0 ,

(4.14)

1 B ,0 0 ,

W B , p  =  0 for m — p  .
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W ith the previous conditions, the  following values of the constants 
are obtained:

c0 = 0 , c, p' p  
24

C, (4.15)

Introducing these values into (4.12) and (4.13), we get the final expres
sions of the bar forces and joint displacem ents:

Im =  +  рв co t y [— m- +  (p — 2 ) m +  p  — 1] ,

co t y
T 2

m- (p  l ) i P 1

Dm - D'm = - 7 *--
sin y

u A,m — +

u B , m  =  +

2 PBcot y
3 к,

2 PB cot y

P 1
9

3 3  I  n  ■> 3 P  1(p  L ) m- m9  9 P' P

3 к
PB co t-y

6

pin 1 , p 3 pm +  ----- —
2 4

l .  + A
k: k<

m' 2(p 1) m:> (3p  2)m-

(Ps 2p + l ) m  f

X m 2 ( p  l ) m

P '  P
2

3p +  l 
(>

(4.16a)

(4.16b)

(4.16c)

, (4.17a)

(4.17b)

(4.17c)
1 в

kd sin- y
X

PB co t2 y I 1 2
6 kj ks

j co t2 y
k .

1

kdsin'y

m4 2 pm ‘‘ m2-(-(p3-f-p) m]

(pm  m2) .

( 4.17 d )

4.4. Case of the applied loads Рл -у Рс

Proceeding in a sim ilar m anner as in the case of loads PB (see point 4.3), 
i t  is shown th a t th e  displacem ent function Fa satisfies th e  following fin ite 
d ifi erence equation*

(1 E j -  ( 1 Ex ' )2 Fa =  —  F a7 ±  %
ifi y)s kd sin 7 * cos у

* For the sake o f sim plicity , F д  is w ritten instead of Fj^+ç.
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wherefrom  the displacem ents are derived

« a •=  V s(  1 E x) (1 +  E x ' ) Fa  , 

и в  =  2 ^ , ( 1  E x ' ) F a ,

tv A  =  c o t  у  [ 2  f j  rps( 1 E x) (1  £ / )  f  4  ip I  +  ips( 1 +  E x)( 1 +  E  x 1 ) J FA ,

w B == c o t y  [y ,v> s ( l  £ x) ( l  E x 1) ( 1 + E x 1) +  2 ( v , +  V’s) (1  +  £ x ' ) ]  * a

and then  the forces in  the bars

/  fc,ÿs(l E x)‘- (1+-E X *) Ea ,

S =  E x)(  1 E . 1) ^ ,
I 2

D =  cos y k dtpi yis(l £.v)2(l F*
D’ =  cos у ■ kd ipt ips( ] E x 1

transcribed  into finite differences, the ]previous relations become*

Fm+2 4 Fm+1-\-6Fm—4 F  m_ x ^ - 2
^  Am~\~■P1 Cm (4.18)

fcrf sinL у • cos у
U A,m =  V>s(Em+1 Fm_ x) ,

uB,m - 2 y,-(Fm Fm_ x) ,

W A  ,m = cot у f 2\pif s(Fm+1 2 ^,1 + ■Em_, )+4y»(-Fm+ (4.19)

+  V’s(^m + l + 2  Fm-\-Fm_■i)b

™B . m  ~= cot 7  [ V>iV>s(Fm+1 F  Fm m -- i  +  F m_- 2) +

+  2  ( y>í +  V’s) (E m +  F m_ j ) ] .

I m = kiips { ï 1 Pm + 2 i Vi + 1 F m -\-F m__i ) .

S m =
( 2

(Fm+i  — 2 F)„ +  Fm_ x) ,

D m = cos 7  • kd V i W s ( F m+2 3 F m+1 +

CO

F m , ) ,

D ’m cos y ■ kd Pi p s (Fm+I - 3  Fm + Я F°   ̂/71 — l Fm- 2)

W hen the nodal loads are equal ( F A; +  F Cz — P a  +  P c ) ,  the following 
solution is obtained for the equation  which determ ines the displacem ent

* For the sake o f sim plicity , the subscript A which characterizes the position of the 
nodal forces is cancelled.
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function  F A -

F„ = Pa + P c

Wi V s  к d  s i n  У  ■ COS у

1 c. c.,m*-\---- - m 3-1—  2 m'2jrC , m + C ,,
4! 3! 2!

, (4.21)

w here C0, Cj, C2, C3 rep resen t constan ts of integration.
The in troduction  of solution (4.21) into relations (4.19) and  (4.20) leads 

to  th e  following general expressions for the  bar forces and jo in t displacem ents:

I m =  - ( Р .л + Р с )  cot у  

cot уsm =  + ( P a + P c )

D n Pa + P b

sin у

2

- C.,

m2 +  (2 C3-)-l) m-{-C3-\-2 C2 +

in'2 -j- 2 С., m +  2 C0 -\-------
6

1

2

(4.22)

P m  — D m —l :

P a  +  P c

2

Pa + P c

sin у

1

m-f-C3+
2

Ъ,
cot у ï3-)-C3m2 + 2 C 2H--------m  4-----------C 3 - \ - 2 С г

l B , m
PA +  PC—  —  cot у 

C3 2C2 m -)------C3 Co~i~2C,
3 12

(4.23)

«4m =  (PA+ P c)coC-y
1

fc, *

+  2 C2m- -)- 4C, m -f- 4C0

1

1

kd sin2 у

и ’в , т  =  (Ра +Р с)со1‘2У

6 3

+  (-Ра  +  ̂ с)

n ï"  j -  2 C 3 ш  -f- 2 C ,  ---------

г4 H------C o in 3 4-

cot- y
K  ~

— +  - 
*1 .

1 и 2  C 3 - 1  ,
—  m44------- -------m3

+  Co +  2 C o

---- C-.\+C2—2 C j+ 4 C 0 -j--------
3 12

X
1

к d sin2 y

m2 -j- |C3 2C2+ 4 C ,

(Pa + P c) x

2  '
m2 +  (2C3 l)m C34-2C2+
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For the simply supported  space grid the boundary  conditions are w rit
ten  as:

Dn =
- F 0+PA+P C (^4-ЬРсН р 2 )

sin у 2 sin у

So =
F0 cot у 

1/2
(PA+ P C) ^ _P_

2 ’

о •1 3 II о

ß ,0 = ü;

B , p  = 0 for in =  p

From  the previous conditions, the following values of th e  constants of 
in teg ra tio n  result in

P !+ P  2c  _ P ~Ь2p  f, _r  í j -  p  _ -j- I - f
'->0 ~  л „  9 • V 'l  “  Л л  Í. 2 —  î  Ц

3 p + l P - 1 . (4.25)

Introducing these values into (4.22) and (4.23), we ob ta in  th e  following 
final expressions of the forces and displacem ents:

Im = +  (Pa+ P c) cot у [— ni- - f  (p — 2 ) m - f  p  — 1 ]

Sm =(PA+PC) cot y ni1 (p 1 )m

IK

D' =

u A.m —

1 В  m i

Pa + P c

sin у

Pa + P ç

sin y

Рл K  Pc
3 А,

2 (Pa +  Pc)
ЗА-.

m Р + 1О

2

cot у

Н’А .т  =  ( Р А  ^ P C) c o t - y  
О

(Рл+ Рс)
cot- у

Н>В,т =  ( Р А  +  Р С ) C O t - у
О

l 3 - i
2

( P

l m 3
3

1 2

1 2

* / * s

+ P 2 )  i n

1

A,, s i n - y

J 2
-------- h
k , M

( p m 771"

1 \ ' 3 Р  11 ) т- /ti -
2

о . р :! +  2 рпт - т 4- —
4

т 4 2 ( р  1 ) т 3

+  ~ - Р 3+ р

*2- ( р  1)-

(4.26)

P Р

(4.27)

p in 3 т -  -)- ( р 3+ p )  m
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In  papers [1], [5] is described an approxim ate m ethod of the calculation 
of th e  b ar forces and displacem ents of the double-layer diagonal square mesh 
grid w ith  uniform vertical loads.

The approxim ation consists in the  assum ption th a t  in all the four top 
bars around a bo ttom  jo in t equal forces occur.

As, in the case of cylindrical bending, this assum ption is rigorous, the 
resu lts  are th a t the app rox im ate  m ethod leads to exact results.*

4.5. Finite difference equations satisfied by the forces and the displacements

In order to be able to  directly  establish some new results or to deduce 
ce rta in  properties of th e  space grid, it may' appear necessary to express each 
unknow n under a difference form , as a function of th e  applied loads. These 
expressions are established in a very simple m anner, from  the  elim ination of 
th e  displacement function  between the equation governing it and the relation 
w hich determines th e  desired unknow n, as a particu lar function  of the  displace
m en t function.

W ithout transcrib ing  the in term ediate  calculations, the following equa
tions are obtained, corresponding to  the  type of loading, P b or P a +  Pc-

Loads applied a t th e  jo in ts  В

(1 —■£ x )( l  Ex 1) 2 и a =

(1 E xy ( l - E ? ) u B =

(1 Ex)-( 1 E - ' ) - wa =-

2 cot у
-L R

* /
2 cot у (1+ E X)FBZ,

T ~ —“ (I S*)(l Ex')kd sin- у

2 c o t-у
1 2

_____ I---------
к/ ks

(1+  EX) FBz,

(1 Ex)-(l Ex l)hcB 2 

cot- у
kd sin- у

(1 Ex)( 1 E.v1 ) +

k.
( 1 + E x) ( l  +  E x l) +

2 cot- у
F B z ,

(1 — Ex 1)2 I =  —2 cot у ■ FBz  ’

(1 E x ) (1  E x г) S = ° " У '  (1 ■ E X) F B : .

(1 E x 1) В -  -  FBz.
sin y

(4-28)

* With respect to the quoted paper [5], the following correspondence subsists between  
the load symbols: Р д  <—> P , and P ß  =  P q •<—> P s .
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Loads applied a t th e  nodes A and  C

(1 Ex)(l E ^ u A = ^ ( l  +  Ex l) (Елг+ЕсУ

(1 Ex)-( 1 E ^ )  uB 4 cot
—  (E\z+ECz) ,

2
(1 Ex)-U Ex1) ’ m’a = (1 Ex)( 1 £ x ')  +kd sin- у

+ C"'2y ( l + E x) ( l  +  Exi) 
k(

(Eaz+  Ec,) ,

(1 Exy-(1 Ex1)2™ в -
1

(1 Ex) ( 1 Ex') +
kd sin - у

( 1 2 '
4- 2 cot- у - .— (1+ E xl)(FAz+ F Cz),

1 ki К ,

(1 -  L ; 1)2 I =  - c o t  y (1 +  Ex ') (FAz+ F Cz) ,

(1 -  Ex) (1 — Ex l) S =  — \ 2 cot y(FAz+  FCz) , 

(1 Ex) D =  —̂ — (FAz-\-FCz) .
sin y

5. The equivalent continuous luediuin

I f  the  mesh size is very  small com pared to the span, the  double-layer 
space grid can he assim ilated by an equ ivalen t continuous m edium , whose 
elastic properties will be established in the following.

T he transform ation of the  space grid  in to  a continuous s tru c tu re  succeeds 
by using Taylor’s expansion

Em+1 =  Ex Fm =  F(xm+ l ) = F +1  ĉ  m -L 1  
m ' dx 2 ! dx'1

! E d"'Fm , E <EFm
3! dx' 4! dx* '

and analogous expressions for Fm_,,!> F m-1 and Em + 2.
We shall deal in some detail w ith th e  case of nodal forces applied in the 

jo in ts  of type B.
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Substituting th e  expansions given by the previous relations into th e  
fin ite  difference equ a tio n  (4.10a) in the relation results

+  4 F )7)_ l - f F m
P dl F 
4! dx*

d°_F
dx«

P ß in

xpi ipx kd sin у • cos у

Neglecting th e  term s proportional to  P and higher powers of /, as l is 
sm all, from the prev ious expression the  differential equation  satisfied by th e  
displacem ent function  F results:

d*F P Bm
dx* l41/’, kd sin y • cos y

(5.1)

In  a similar w ay, we deduce from relations (4.10b) and (4.10c):

9  7 -  d FUA =  2 l y>s —— ,
dx

mb =  +  2  Itpi
dF
dx

2 k,
uA ,

wA =  ívB =  tv =  2 cot у

9  7-7, d F  2 Г К; Wr
' '  I *)ax-

4Vi +  Vs)F V>i Vs I
, d-F  

dx-

(5Л

P , d- F
к ,  ш,-

I 2 dx2

D = l)' - P ipi if s kj cos у

I
1 2

d lF
dx'

(5.3)

The solution of the  differential equation (5.1) follows directly by suc
cessive in tegration ; for equal nodal forces (PBm =  P b). it is w ritten  as:

F =
/4 y>j ys kd sin y cos y

-  X 4 - V  —  х л  -j--------- — X -  +  Ct X  4 -  C0
4! 3! 2!

(5.4)

w here C0, C„ C2, C3 rep resen t constants of in tegration as in the case of fin ite  
differences.
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Substitu ting  the expressions of F and of its successive derivatives into 
(5.2) and (5.3) th is results in:

2 Pp cot y
3 к;

X:I Co

2k,
uA ,

1 2  1
— +  -

u К  1

4 PB cot- у

1 x--\-Cx x-\-C0

r'-’-fCo *4-Cj

.t4 C, ,------
24 6

(5.5a)

R ' (дс2 -)- 2C3 X +  2 C2) ;

/  =

S =  

D =

Pg C O t  у 
/ 2

(*2 +  2C3 a; +  2Co),

(5.5b)

D' -  (* + C ,) .
Sill у

For the double-layer space grid sim ply supported a t the two opposite 
edges, to the boundary  conditions

1 — 0 and tv — 0 fo r * =  0 and x =  a

the following values of the constan ts of integration correspond:

a :iC„ = 0 ,  C, =  - ,  C„ =  0 , C,
24

The final expressions of the bar forces and jo in t displacem ents are:

Pg cot уI = ------ ------(ax X- ) ,

S

D

| 2 ’

D’ - PB
sin у

Pg COt У
(4 * 3

6 P ks

(5.6a)

Ug
2k,

Pg COt2 у 
6 / 4

“ I “  
kj ks J

(5.6b)

(x4 2a.r:i-j-a:i3e) -\---- — (ax- x1) .
P kdsin2 у

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



460 M . S O A R E

For the loading case of jo in ts  A and C the same re la tions are obtained 
if  we replace P B b y  th e  sum P a  +  Pc- The boundary  conditions consequently 
rem ain  the same.

It still rem ains to  po int ou t, for the case of continuous equivalent medium, 
w hich are the coordinates x to  be considered in th e  calculation of bar forces. 
In  accordance w ith  Fig. 3 we have

— for Im X = m-f- i ) / 1 (m оli . , , p 2 ),

for Sm X — m r 1
2 / , (m -  0 , 1 , 2 , . 4 P 2’ P 1) ,

— for Dm, D'm X — m 4 -

1

2
/ , (m =  0 , 1 , 2 , . • - p 2 ,p - 1) ,

for UAm X — m-f-
1
2

/ , (m =  0 , 1 , 2 , . ■p 2 , p 1) ,  (5

for UB m x m l , (m -  0 , 1, 2 , . , p 2 ,P b p ) ,

for wAm X - ni -j- 1
2

/ , (m = 0 , 1 , 2 , . . ,p 2 , p 1) ,

for WB rn x m l , (m =  0 , 1 , 2 , . . . , p 2 , p b p )  •

In  closing th is  section, let us seek an analogy w ith th e  plates. Let us 
s ta r t  out from E q. (4.28) which determ ine the deflections wB =  w. P u ttin g

w IV j — ív., (5.8a)

th e  two partia l deflections satisfy the equations

(1 £*)2(i Ex1)2 wi

(1 Ex) 4 1 Ex ')2 tv..

2 cot- у
2 к.

( l + E x)( l  +  Ex4) Fb z ,

(5.8b)

" , (1 Ex) (1 — E x 1) FB2.
kt, sin- у

From a lim it process, the  preceding relations go in to  the following 
equations

d4 tv, 2 cot- у 1
+  - - 1

FBl
dx4 l2 ki fes! l2

d4 tv2 1 d- j E  Bz
dx4 fed sin2 у dx2 I p
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I f  we note the load per un it area

FBZ
h m  —  =  P

( / - 0) /2

and keep in mind relations (1 .1), we o b ta in

d4 w ij 1 / 1 2
(5.9a)

dx4 2 Л- u , ks.
Px 1

d- u\, 1
(5.9b)

dx2 , - ■> Px “■d Sin- y

The term  from (5.8a) represen ts th e  influence of the  transverse shear 
forces of a p late; it is reduced as will be shown in the num erical exam ple 

(Section 7) and, in a firs t approx im ation , could be neglected.
I f  now we denote in (5.9a)

2  h -

JL +  ±
A-, ks

(5.10)

then  the  differential equation (5.8a), w ritten  in the form

d *  IV

dx4
P

К

represen ts the  equation of the deform ed surface in cylindrical bending of a 
p late  having  a flexural stiffness K.

Thus, the  double-layer diagonal square  mesh grid works in cylindrical 
bending as a strip  plate of flexural stiffness К , as given by re lation (5.10).

6 . Num erical example

L et us apply the previous results to  a num erical exam ple, choosing the 
following num erical data

— num ber of intervals
—  height o f the space grid
— cross-sectional area of bars
— the loading consists o f  equal loads in th e  top  

layer
The angle у  results from the relation

p = 8  (1 =  a/8 ), 
h =  1/2 =  a/16,

0,5A,

cot therefore у =  4 5 3 and sin у  = Vf2.
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We shall first estab lish  the general expressions of the  b ar forces and jo in t 
displacem ents in the  case of PB =  Pc =  P. The results are obtained by super
position from the groups of relations (4.16), (4.17) and (4.26), (4.27) respec
tively , where Pa =  0.

Following this procedure, we obtain:

Im =  2 FVot у  [— m'1 +  (p — 2 )m -j p  — 1] . 

co t у
2 P J> J) m о +  4Г2 [ m" (P

2 ''  U  f  +  2P  (íin y  V 2 4 J sin у  V

к, .... 2 (P l ) - 2u A,t

P
2 t )-

vA,m

4 P cot
+ 1  ks

y  Í ,  3 1 _  , 2P3+ P  j
1

m p m
4 m 1 8 J '

P  c o t2 у  (  1
+  -i  )  [ m * 2(p

1) ms j 3p i - j  m2 +
3 [  к,

: L a  _ P + ' 2p 3+ p  l 1 cot2 ' 2 . )
{ P 2 1 4 J l  ks kd sin2 y  J

[ L 2 (p  l) P ] P
2 J 6 kd sin- y  '

1 B,m

P ( co t:

k

f 1 2 U
1 k, К  j ['

t 2 y 2

h kd sin2

(6 . 1)

( 6 . 2 )

The variation of the  bar forces and jo in t displacem ents и depends oil 
a dim ensional fac to r and on the num ber of in tervals p. To determ ine th e  
deflections it is still necessary to dispose of the ra tio  of axial stiffnesses.

According to the num erical data, we have

k; = E A ‘ к A-, • Ef S -  A / 2 ,
l S

I E A a
hd — — j—  

lti

см

II

l
k,

2 У 2 +
X  = к

1 2,414 213 6 
fe

cot2 y 2 1 4 f 2 7 4,949 747 5

ks sin 2 у fe / 2 У 2 к к

1 L 0,471 404 5
6kd sin2 у Зк к
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W ith the previous num erical results, we finally  obtain:

I m = 2  (— m2 +  6 m +  7)P ,

S m =  Ÿ2 (m2 —  7m —  3,75)P .

D m =  2 /2 ( m  —  Ï ,2 5 )P ,

O',,, - 2 / 2  (m 3,75) P  .

2 , , P
uA,m7=----- « - ("»3 10,5 m- 11,5 m +  128) —- — ,3 fc,

“ B,m= +  y  (m3— 12 m 2 0,25 m +  129) y  =

=  —^ [ ( m 3 -  12 m2 — 0,25 m +  129) ,

w A,m=  0,804 737 9(m 4 —  14m3 — 23,5 m2 +  507,5 tn +  258) —

—  4,949 747 5(m 2 7 m — 4 ) +  0,471 404 5
P^
fc ’

w Bm  =  [0,804 737 9(m 4 16 m3 - m 2+ 5 2 0 )  +  4,949 747 5 (8 m m2)] —  ,

“ C,m =  - y  ( “ B ,m + i+ MB,m) — (m 3— 10,5 m- -10 ,75  m + 1 2 3 ,3 7 5 ) - Í - ,
<j к

wC,m w A,m
P

2 ktf sin2 у H’A .m +

The diagram s o f variation o f the bar forces S m, I m,D m,D'm and those of the joint dis 
placem ents m, uBm, t«A,m and и>в,m, are represented in Fig. 5 b— i.

I f  we consider th e  c o n tin u o u s  e q u iv a len t m edium , re la tio n s  (5.6) m ay  
be used , in  w hich  P e is rep laced  b y  P B -j- Pc — 2 P  and  a =  81.

T hus we have

2 P

« 1 sa,

CO

— D =  P  У 2 (л:

2 У 2 P  ( x :!
3 fe ( P

1' 2 +• 1 P i t 1
3 fc ( /*

Ь =

l-

16

• 128

512

«я
Ÿ2

+  4 У2
-  P 8 £_ 

/
я-
1“

16 Л с/а Technica Aeademiae Scientiarum Hungaricae 69, 1970



4 6 4 M. SOARE

-V  ■ J
-5,30

-13,79
- 19.45

+ 36

Fig. 5. Variation of the bar forces and jo in t displacem ents: a )  geom etry of the structure; 
b)  forces Im; c) forces S m; d )  forces D rn- e) forces D m^f) d isp lacem ents мд т ; g )  displacem ents 

u B m; h) deflections w A m; i )  deflections
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T h e co-o rd inates x  for th e  d e te rm in a tio n  of the  forces and  d isp lacem en ts  
a re  d e fin ed  b y  re la tio n s  (5.7).

T he com parison  o f th e  resu lts  o b ta in e d  using  a lte rn a tiv e ly  th e  e x a c t 
an d  th e  ap p ro x im a te  so lu tion  (co rresp o n d in g  to  th e  con tinuous e q u iv a le n t 
m ed ium ) show s th e  following:

a) T he values o f  th e  b a r forces ( J , S ,  D , D ')  coincide;
b) rep lac ing  in to  th e  previous fo rm u lae  x  — ml,  we o b ta in  fo r th e  

d isp lacem en ts  uB approx th e  relation

11B,  a p p ro x . u B ,m  ~v
2 ]/2

3
(0,25 m

T h e difference is insign ifican t, h a v in g  a t  th e  ends of th e  sp an  th e  v a lu e

A u B =  0,942 809 1 JL , i. e. 0 ,78%  .
к

c) F o r th e  deflec tions of jo in ts  В , one s im ila rly  o b ta in s

, 2 I 2 1 n  P
VB ,  a p p ro x . t v B ,m  Ч [от in~) к  '

T h e  difference b e tw een  the  a p p ro x im a te  and  th e  ex ac t re su lt is also 
in s ig n if ican t, rep re sen tin g  a t  th e  cen tre

l?<7B = - ( - 9 ,7 5 1 6 1 1 2 — -, i.e . 0 ,8 7 %  (erro r in excess).
к

B o th  th e  ex ac t an d  th e  a p p ro x im a te  so lu tions rep re sen t re la tio n s  w h ich  
are e x tre m e ly  sim ple, so th a t  th e  a p p lic a tio n  o f  one or o th e r  o f th e  so lu tio n s  
d ep en d  on  th e  m en ta l inc lina tion  of th e  designer.

A P P E N D IX  —  N O T A T IO N
•

Atf — cross-sectional area of the bracing members,
A; — cross-sectional area of the bars in the bottom layer,
As — cross-sectional area of the bars in the top layer,
D, D\ Ű forces in the bracing bars,
£*х, Ey; -E*1, Eyl — finite difference operators (to the right and the left hand, respectively), 
F'a , F  б — displacement functions,
Едх, Еду, Е д2, Eßx, Fßy, FßZ, Fçx, Fçy, Fqz — components of the applied loads, assumed

to be concentrated at the joints of types 
A 9 J5, C and directed in the direction of 
the axes x9 y, z,

I — force in a bar of the bottom layer,
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ZU~ . . .  . L
К  - --- - ,, г—  flexural rigidity o f the double-layer space grid,(l/fc,)+(2/fes)
P ^ m. P Вnv> Pcm — vertica l nodal loads, applied in the jo in ts A m, B m and Cm. 
S  force in a bar o f the top layer,
Vo reaction o f the space grid (in the jo in t 0),
* A t’ ^ Ay* & AZ' ‘

=  pi — span of th e  double-layer space grid,
* e tc * —  load term s,

«
h height o f the structure (vertical separation between the two layers),
ktf. kj,ks — axial stiffnesses o f the bars
l length of the bars in the bottom  layer (m esh size),
ld — //(2cosy) —  length  o f  the bracing members.
h Il V 2

p  — ajl
W, V, w

—  length  o f  the bars in the top  layer,
—  typical jo in t,
— num ber o f intervals,
—  com ponents o f a jo int displacem ent in the direction of the axes of 

coordinates,
— angle betw een the bracing m em bers and the horizontal plane.

Vii =
kj

cos2 у Vs =
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Zylindrische B iegung von zweilagigen, zw eiläufigen diagonalen Stabrosten. E in neuer  
T yp  eines zweilagigen, zweiläufigen diagonalen Stabrostes wird untersucht, der durch die v e r 
schiedene Form der beiden parallelen Schichten gekennzeichnet ist. Für den allgem einen  
F all wird die Form änderungsm ethode angewendet, indem  das durch die neun unbekannten  
Verschiebungen befriedigte D ifferenzengleichungssystem  aufgestellt wird, welches den t y p i
schen K noten des räum lichen Stabrostes entspricht. Im  folgenden wird die zylindrische B iegung  
untersucht und es w erden ausführliche Lösungen für den Fall gleicher K notenlasten gegeben. 
A n der Grenze geht der räumliche Stabrost in ein gleichwertiges kontinuierliches M edium  
über, dessen elastischen Eigenschaften erm ittelt werden.

Цилиндрический изгиб пространственных пластинообразных сеток с квадратной 
решеткой (М. Шор). В настоящей работе исследуется новый вид пространственных плас
тинообразных сеток с квадратной решеткой, характеризуемый различным построением 
параллельных сетчатых пластин. Для общего случая применяется метод деформаций, при
водящий к системе уравнений в конечных разностях, удовлетворяемой девятью неизвест
ными перемещениями, соответствующими тем различным видам узлов сетки. В дальней
шем развивается исследование цилиндрического изгиба, даются полные решения для слу
чая равных узловых нагрузок; переходя к пределу, решетчатая система приводится к 
эквивалентной непрерывной среде; определяются ее упругие свойства.
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S I D E  F R I C T I O N  IN  C O N S O LID A T IO N  T E S T S

M. R. M ADHAV*

[M anuscript received March 27, 1970]

For estim ating the side friction force in consolidation testing , an adhesive  
com ponent is considered in addition to the frictional com ponent. Expressions are 
obtained for the side friction force and intergranular load at the end o f consolidation, 
as functions of sam ple dim ensions. A m ethod is proposed for estim ating the correct 
values o f the coefficient o f volum e decrease and for determ ining the coefficient o f  
side friction. The reported experim ental results bring out the factors affecting the  
side friction , and the effect o f side friction on the soil properties.

1. In tro d u c tio n

T h e  one d im ensional conso lida tion  theo ry  of T e r z a o h i  or an y  re fin m e n t 
to  i t ,  p resu p p o ses  th a t  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  applied  lo ad  is u n ifo rm  w ith, 
th e  d e p th . In  th e  consolidation  te s t, since th e  soil sam ple, d u rin g  d e fo rm a tio n , 
m oves re la tiv e  to  a fix ed  b o u n d a ry , fric tio n a l forces are  developed  b e tw een  
th e  specim en  and  th e  w all of th e  ring  c o n ta in in g  th e  sam ple. P a r t  o f th e  ap p lied  
lo ad , u su a lly  an  u n acco u n tab le  q u a n ti ty ,  is lost in overcom ing  th e  fric tio n a l 
re s is tan ce . T he fric tio n a l force is d e p e n d e n t on (i) th e  soil ty p e , (ii) th e  sam ple  
d im en sio n s, (iii) th e  app lied  load , (iv) th e  degree of conso lida tion , an d  (v) th e  
co n d itio n s on th e  w all o f th e  ring . I f  th e  fric tiona l force is n o t e lim in a ted , 
th is  w ill lead  to  sm aller values of coeffic ien ts o f volum e decrease. Since i t  is n o t 
possib le  to  e lim in a te  th em  fu lly , an  e s tim a te  of th e ir  m a g n itu d e  shou ld  be 
m ad e  an d  th e n  corrections should  be app lied  for th e  sam e. A n a t te m p t t o 
w ard  th e  sam e is p resen ted  below.

2. Review of th e  lite ra tu re

T a y l o r  [6] a n d  h is a s so c ia te s  a p p e a r  to  b e  th e  f i r s t  to  in i t ia te  a s tu d y  
o n  s id e  f r ic tio n . A ssu m in g  t h a t  th e  f r ic t io n a l  fo rce  ( F )  is p ro p o r t io n a l  to  th e  
in te r g r a n u la r  p re ssu re  a n d  on  th e  d e p th  a lso , a n  ex p re ss io n  fo r  i t ,  u n d e r  co n -

* A ssistant Professor in Civil Engineering, Indian Institute o f T echnology, K a n p u r-lb ,  
( I n d i a ).
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d itio n s o f  com plete  co n so lid a tio n , w as o b ta in e d  as

F  =  P  (1 —  e~ 2f'HIR) (1)

w here H  an d  R  are  th e  sam p le  d im ensions, P  —  th e  ap p lied  load, a n d / '  —  th e  
side fr ic tio n  coeffic ien t. I s h ii  e t al. [3] show ed th a t  fr ic tio n  is to  be found  m ore 
in  a f ix e d  ring  co n so lid o m eter th a n  in  a f lo a tin g  ring . V alues f o r / '  here h av e  
been  co m p u te d  b y  A r a i [1], from  m easu red  pore  w a te r  pressures.

M u h s  and  K a n y  [2] an d  L eo n a rd s  an d  G ir a u l t  [4] use a m ercury  tro u g h  
below  th e  ring  to  m easu re  th e  load  ca rr ied  b y  th e  ring . H ansbo  [2] m easured  
th e  fo rce  req u ired  to  m ove th e  rin g  re la tiv e  to  th e  soil, w hile N akase  [5] 
m easu red  th e  load tra n s fe r re d  by  th e  soil to  th e  low er po rous disc. Nakase  [5] 
also p re se n te d  an  a p p ro x im a te  analysis  o f side fr ic tio n  in  a p a rtia lly  consoli
d a te d  s ta te .

U se of lu b r ic a n ts , p a r tic u la r ly  silicon grease, is genera lly  ad v o ca ted  as 
re d u c in g  th e  fr ic tio n a l fo rce  b u t  th e ir  effect needs to  be p recisely  de te rm in ed . 
In  m o s t o f  th e  s tu d ie s , th e  values o f / '  h av e  been  re p o rte d  to  be in  th e  range  
0.1 to  0 .5 , th e  ran g e  0 .15 to  0.3 b e ing  m ore  com m on. T he above review  show s 
th a t  th e  possible a d h e s io n  betw een  th e  rin g  an d  th e  sam ple  is no t rea lized , 
th o u g h  N akase  [5] m en tio n s  th e  p o ssib ility  of th e  fric tio n a l force being p u re ly  
cohesive. An analysis  w hich  includes th e  adhesive force is p resen ted  below .

3. S h earin g  force betw een  rin g  and  sam ple
A ssum p tio n s:

1) T he sh ea rin g  resis tan ce  (here n am ed  side fr ic tio n  force) developed  
b e tw een  th e  ring  a n d  th e  sam ple, is com posed of (a) adhesion, an d  (b) 
fr ic tio n .

2) T he f r ic tio n a l co m p o n en t p e r u n it  a rea  a t  an y  d e p th  is p ro p o rtio n a l 
to  th e  in te rg ra n u la r  p re ssu re  a t  t h a t  d ep th .

T h e  side fr ic tio n  force, F z, a t  a n y  d e p th  is

F z =  f c 2jiR  • d z + f  ■ 2 я Я  ■ dz , (2)
л  R 2

w h e r e /c is th e  ad h esiv e  com ponen t, an d  P z is the in te rg ra n u la r  load a t d e p th  2. 
B u t

P , =  P  f; F d z , (3)
о

w h e re  P  is th e  to ta l  ap p lied  load . S u b s titu tin g  for F 2 from  E q. (2) an d  so lv ing  
E q . (3) for P z

P z =  pe-V '(W ) _  [1 _ * - Т О й ) ] . (4)
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T he to ta l  side fr ic tio n  fo rce  F  is o b ta in e d  b y  su b s titu tin g  fo r P z fro m  E q . (4) 
in to  E q . (2), an d  in te g ra tin g ,

f  FAz = P f ß
jo ‘ L / '

• [ 1  e - 2 / ( Z / R ) ] (5)

I f  H  is th e  sam ple th ic k n e ss , th e  to ta l  fric tio n  force F h and  th e  in te rg ra n u la r  
lo ad  P h , are

and

л Ю £ с

Г
[1 e-2/'(H/R)]

PH =  pe- 2f'(HIR)— - - . [1 e- 2/'(«W] .

(6)

(6a)

I f  f c =  0, these  e q u a tio n s  are  red u ced  to  T ay lo r’s [6] eq u a tio n s . T he m ean  
in te rg ra n u la r  load , P , n eed ed  to  ca lcu la te  th e  coefficients av an d  m,„ is g iven by

P  =  —  Г ' P~ dz =  - —  
Я  Jo 2f 'H

x R n-fc

г
{1 g -m n iR ■»} —2 n R f c H (7)

In  th e  te s tin g  m eth o d s o f T aylor  [6] a n d  N akase [5] P h is m easu red , w hile 
F h is m easu red  b y  M u h s  and  K a n y  [2], Leonards an d  G ir a u l t  [4]. Since 
ex p e rim en ta lly  tw o p a ra m e te rs  f c an d  f  h a v e  to  be d e te rm in ed , tw o  m easu re 
m e n ts  o f e ith e r  F h  or P H h av e  to  be  m ad e  e ither w ith  d iffe ren t to ta l  loads 
or w ith  d iffe ren t th ick n esses  o f th e  sam ple , and the  re su ltin g  eq u a tio n s are 
so lved  s im ultaneously .

T he analysis of side fr ic tio n  d u rin g  consolidation  is p re se n te d  in  A p p en -
d ix - I .

4. Method for estim ating in.

I f  n e ith e r  F H n o r P H can  be m easu red  due to  th e  la c k  o f eq u ip m en t, 
th e  to ta l  side fr ic tio n  fo rce  can he e s tim a te d  by  th e  follow ing m eth o d . Soil 
sam p les  o f d iffe ren t th ick n esses , b u t  o therw ise  iden tical, a re  te s te d  an d  th e ir  
coeffic ien ts  of vo lum e decrease (mv) co m p u ted  for all p re ssu re  in c rem en ts . 
T h e  m v —  values p lo tte d  on log scale show  a linear re la tio n  (F ig . 1) w ith  Я , 
th e  h e ig h t of th e  sam ple  fo r each p ressu re  increm ent. U sing th e  m eth o d  of 
le a s t sq u ares  th e  fo llow ing re la tio n  is o b ta in e d :

m vH  =  m vo (10)~CH =  m n0e c'H , (8)

w here  m vH and  m v0 a re  th e  coefficien ts o f volum e decrease o f sam ples w hose 
th ick n ess  is H  an d  0, re sp ec tiv e ly , a n d  C and  C' are c o n s ta n ts  re la te d  by  
C  — 2,3 C. V alues of m v decrease w ith  th ick n ess  due to  increasin g  loads being
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lo st in  overcom ing th e  side fric tio n  force. C orrec ting  fo r th e  load  in  calcu lating

m eH,

or

m i H m r0

Pl — F / n R 2 Pl

Pl F / n R 2 m rH

Pi m r0

(9)

( 10)

Fig. I 

or
F  =  ttR -  p ,  (1 -  e - C H) =  P j (1 —  e - C H) , (11)

w here F  an d  P l a re  th e  fric tio n a l and  app lied  lo ad s, respective ly , an d  P x =
=  P jn R * .

C om paring E q . (11) w ith  E q . (1)

C' =  2 f ' I R .  (12)

I f  fc  is zero, E q . (6) reduces to  E q . (11) an d  hence a lin ea r p lo t be tw een  H  
an d  log m vH is suggestive  of th e  absence o f adhesion  in  th e  side fric tion  force. 
As an  outcom e o f th is  in v es tig a tio n , d e te rm in in g  C  from  Fig. 1, mv(t —  th e  
co rrec t coefficient o f  vo lum e decrease can  be e s tim a te d  from  the  m easu red  
values o f in ,^ .
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5. E xp erim en ta l study

T he s tu d y  w as ca rried  ou t on th re e  soils w hose index  p ro p ertie s  are given 
in T a b le  I .  All sam p les  were h an d -m o u ld ed  in to  rings of 3 in . d iam ete r. T he 
sam ples w ere lo ad ed  w ith  a pressu re  in c rem en t ra tio  o f one, up  to  a p ressu re  
o f 8 77/f2. The co m p u te d  values of m v w ere p lo tte d  ag a in st a sam ple th ickness. 
O nly tw o  ty p ica l cu rv es  are given (F igs. 1 an d  2). A s tra ig h t line re la tio n  
be tw een  log m vH a n d  H  is a p p a re n t in  all cases. T he m eth o d  o f least squares 
is u sed  to  co m p u te  m r0 and  C .

T he  co m p u ted  C  —  values are  g iven  in  T ab le  I I .  The coefficien t of side 
fr ic tio n  / '  ( / '  =  RC'12) is d ep en d en t on soil ty p e s , th e  p ressu re  in c rem en t

Table I

Index properties o f soils tested

Soil d e sc r ip tio n L .L . P .L . P . l .
P e rcen tag e  passing  
th ro u g h  200 m esh .

Rod 40,5 22,5 18 58,7

Black 59,0 29.0 30 87,2

Kaolini t i c 71,0 43,0 28 100,0

F ig . 2
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Table II

Side fric tion  coefficients ((,’ ) of tested soils

P ressu re  in cre m e n t
T / f tE R ed B lack

kao lin itic

1 R in g  c o a ted  
U n c o a ted  rin g  j w ith  silicon 

j g rease

0 , 0 5  4 - 0 , 1 2 5 — ■ _ 0 , 3 9 7 0 , 1 7 4

0 , 1 2 5 4 - 0 , 2 5 0 , 5 8 6 * 1 , 8 3 3 * 0 , 3 2 2 0 , 0 7 5

0 , 2 5  4 - 0 , 5 0 , 4 0 8 0 , 9 6 6 0 , 3 2 9 0 , 1 6 0

0 , 5  4 - 1 , 0 0 , 4 6 5 0 , 6 0 2 0 , 2 7 1 0 , 0 9 5

1 ,0  4 - 2 , 0 0 , 1 9 2 0 , 5 6 9 0 , 2 8 7 0 , 1 6 5

■I-О<МГ 0 , 3 9 8 0 , 5 0 4 0 , 1 9 6 0 , 0 7 5

4 , 0  4 -  8 ,0 0 , 3 7 3 0 , 6 1 1 0 , 2 4 9 0 , 1 3 1

* Pressure increm ent is equal tn 0 . 0 5 0  2 5 77/)2

a n d  th e  lu b ric a n t u sed . T he red  soil w ith  a sm aller clay  co n ten t an d  P .I .  has 
a h ig h e r coefficient co m p ared  to  K ao lin itic  soil. A lso, th e  C  —  va lu es  te n d  to  
d ec rease  w ith  increase  o f app lied  p ressu re . Silicon grease appears to  be v e ry  
e ffec tiv e  in  red u c in g  th e  values o f C  b y  50%  or m ore.

0,1 0,2 0,3 0A 0,7 1,0 2,0 3,0 4,0 6,0 7,0
A verage e ffec tive  s t r e s s  T /f t .2

F ig. 3
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A n in d irec t e ffect o f  th e  sm aller o f u n co rrec ted  m vH v a lu es  in  increasing 
th e  values of th e  co effic ien t o f conso lidation , Cv, is show n in  F ig . 3. Since Cv 
is inv erse ly  p ro p o rtio n a l to  m,„ an d  th e  m v values decrease w ith  increasing 
values o f H . Cv — v a lu es  increase  w ith  H .  The increases in  Cv fo r  th e  range of 
th icknesses considered is considerab le  (100%  or m ore). H ence , e lim ination  or 
red u c tio n  of side fr ic tio n  is essen tia l in  soil te s tin g , o th erw ise  corrections 
have  to  he m ade to  th e  m easu red  and  com puted  soil p ro p e rtie s .

6. Conclusions

A n adhesive co m p o n en t is inc luded  in  th e  side fr ic tio n  force betw een 
th e  ring  an d  th e  sam ple. E xp ressio n s are o b ta ined  for th e  v a r ia tio n  o f th e  in te r
g ran u la r  an d  side fr ic tio n  load s w ith  d ep th , as also for th e  av erag e  in te rg ran u la r  
p ressu re  fo r any p ressu re  in c rem en t.

U sing a m ethod  deve loped  herein , th e  coefficient o f side fr ic tio n  has been 
show n to  be dep en d en t on  th e  soil ty p e , th e  pressure in c rem en t, an d  th e  lu b ri
c a n t used. Side fric tio n  i f  le f t u n acco u n ted , for reduces th e  v a lu es  of m v and  
increases th e  values o f C v.

Acknowledgement

The reported work was carried out at the Indian In stitu te  o f Science, Bangalore, India, 
and forms part o f author’s P h . D . thesis. The author gratefully acknow ledges the encourage
m ent and assistance he received from  Prof. N .  S. G o v i n d a  R a o  and Prof. В . V .  R a n g a n a t h a m .

R E F E R E N C E S

1. A r a i , H .: Pore W ater Pressure M easurement during Consolidation T est, Rep. o f  Trans
portation Technical R es. Inst., Japan (1955).

2. H a n s b o ,  S.: Consolidation o f  Clay w ith  Special Reference to Influence o f  Vertical Sand
Drains, Proc. o f the Swedish Geotechnical Institute, No. 18 (1960).

3. I s h i i ,  Y . — S h i n o h a r a , T .— T a l e i s h i ,  T. and K u r a t a , S.: E stim ation o f  m„ and C, values
for the Design of Sand Drains, Proc. 4th IC O SM F E , 1 (1957), 312 — 315.

4. L e o n a r d s , G. A. —G i r a u l t , P.: A Study of the One-dim ensional Consolidation Test, Proc.
5th IC O SM F E . 1 (1961), 212 — 216.'

5. N a k a s e , A.: Side Friction in  Conventional Consolidation T ests, R ep. o f  Port and I to r-
bour Tech. Res. In st., Japan , No. 3 (1963), 1 -2 3 .

6. T a y l o r , D. W.: Research on Consolidation of Clays, Dept, o f  C ivil and San. Engg., M . I. T.
(1942), Rep. 82.

A P P E N D IX  I

Analysis of side friction during consolidation

B ased  on a p p ro x im a tio n s  g iven fo r T erzagh i’s so lu tio n  fo r th e  pore 
w a te r p ressu re  d is tr ib u tio n  w ith  d e p th , N akase [5] o b ta in e d  so lu tions for 
side fr ic tio n  and  an a ly zed  th e m  fo r th e  p a r tly  conso lida ted  s ta te . T he above 
analysis is ex tended  to  in c lu d e  an  adhesive com ponen t in  side fric tio n .
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In  T erzaghi’s a p p ro x im a te  so lu tion  for co n so lid a tio n , th e  isochrone 
is assum ed to  be p a ra b o lic  an d  th e  in te rg ra n u la r  lo ad , P z, a t  a d ep th , z, is

p  (V 'l2 гя» - , f  . T<1/12
* 12 T H ‘

an d

P - =  /1 P  1 e~*3T '/*) —  (2 H  z) 
H"

, T > 1 /1 2 .

F o r  th e  p a rtia lly  co n so lid a ted  s ta te , E q . (3) can  be w ritte n  as

P :j P z 2n R f c z 3 L C p z f . d :
К Jo

(13)

(13a)

(14)

w h ere  P ,f  is th e  e ffec tiv e  lo ad  w hen  side fric tion  ex is ts . S u b s titu tin g  for P -  
fro m  E qs (13) and  (13a), E q . (14) h as  been solved w ith  th e  b o u n d a ry  conditions 
t h a t  a t  2 =  0

P 2J =  Plt+ . IP,

P.-f = PnE x  - 1 Щ й  E x  • l ) —
/  «

a R -  R 2 Г

T  ~  2 / ;  ~  4 f l /^ |_

n R 2f c 2 \P  E x  ■ 2

E x  - 1

an d

P : f = (P0+ A P ) E x - l
Г  H2

. I P -  E x  ■ 2 Z R

f  ' '

R z  R  R 2

2 af  Y  Y f *

, T  <  1/12

H R  R -

(15)

2 Г  4 /

T >  1/12

- | | (1 E *  • 1) +
(15a)

ih ere

a =  Y 12 T H 2 , E x  ■ \  — e~ 2f  and  E x  ■ 2 =  e<37'-V.).

S u b s titu tin g  these  expressions in to  E q . (2), th e  to ta l  side fric tion  force is 
o b ta in ed  as

F  = К  +
n R 2f c IP  h  _  «

r 1 « Г

+  A P  { -
2z R z

К a a r f

R-
(1 E x - 1) 

T  <  1/12

(16)
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an d

F  =
/ '

+  P  ■ E x  • 2 .

IP  j l + £ * - 2

f 2s

H -  h

R R-  1

R f i

R z

« T

( 1  Е ж - 1 )

T >  1/12
(16a)

T h e  in te g ra n u la r  lo ad  and  th e  to ta l side fric tion  force a t  th e  b o tto m  o f th e  
sam p le  are  o b ta in ed  b y  su b s titu tin g  z — H .

A P P E N D IX  II.

NOTATION

C, C
C.
F, F ., F H

r
fc
H
Ttly? T tlv o, T ily H

P P x
Pz, Pzf 
R 
T  
z
4P

12 TH - 
constants,
coefficient o f consolidation, 
to ta l side friction force,
side friction coefficient (friction com ponent),
side friction coefficient (adhesion com ponent),
sam ple thickness,
coefficient o f volum e decrease,
applied loads,
intergranular load.
radius of sam ple,
time factor,
space variable,
load increm ent.

S e i t e n w a n d r e i b u n g  i n  d e n  B o d e n b e f e s t i g u n g s v e r s u c h e n .  Um  bei ßodenbefestigungs- 
versuchen die Seitenwandreibungskraft schätzen zu können, muß außer der R eibungs
kom ponente auch eine H aftkom ponente vorausgesetzt werden. Der Verfasser hat für die 
Größe der Seitenreibungskraft am Ende des B efestigungsvorgangs von den D im ensionen  
des Versuchskörpers Form eln abgeleitet. E ine M ethode für die Schätzung des genauen W ertes 
des K oeffizienten  der Volum enverringerung und für die Erm ittlung des Seitenreibungs- 
B eiw erts wird vorgeschlagen. Die angeführten Versuchsergebnisse zeigen deutlich die die 
Seitenreibung beeinflussenden Faktoren sowie die Einwirkung der Seitenwandreibung auf die 
Bodeneigenschaften.

Трение откоса при опытах по упрочнению грунта (М. Р. Мадхав). При опытах по 
упрочнению грунта для оценки усилия трения, возникающего в откосе, слагающую трения 
необходимо дополнить еще и слагающей прилипания. Автор для возникающего в конце 
упрочения грунта усилия бокового трения и усилия между зернами в функции опытного 
образца выводит формулы. Автор вносит предложение по вычислению точного значения 
коэффициента уменьшения объема и определению коэффициента бокового трения. Показан
ные экспериментальные данные точно выражают коэффициенты, которые воздействуют на 
боковое трение, а также то воздействие, которое оказывает трение откоса на свойства ма
териала грунта (mv и с„).
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ESTIMATIONS OF EVAPOTRANSPIRATION OF RICE 
BY INDIRECT METHODS

Y . K . VAM ADEVAN,*

[M anuscript received 21. April, 1970]

ET of rice was m easured b y  installing galvanised iron tanks em bedded in the  
centre of the rice field  at tw o water depths and com pared w ith  th e  ET values estim ated  
by the different em pirical and sem iem pirical formulae. The estim ation  o f ET by the  
formulae of Ivan ov , John son , Christianson, Petrasovits, Penm an and A ntal gave good  
m onth ly  and seasonal va lues in a descending order. Considering the m agnitude o f c o n 
veyance losses, percolation  losses and overirrigations in  the rice field , the errors in the  
m onth ly  values are n ot serious. Therefore, any of the above form ulae can be used for 
estim ating the ET o f rice according to the availab ility  o f data at hand.

1. In troduction

A ccord ing  to  re c e n t co n cep ts , év ap o tran sp ira tio n  (E T )  o f  a crop is 
governed  p rim a rily  b y  m eteo ro log ica l p a ram e te rs , w hen  th e  p la n t  cover is 
ad e q u a te  an d  th e  m o is tu re  su p p ly  is n o t lim ited . Soil an d  p la n t  fac to rs  p lay  
only a v e ry  in s ig n ifican t ro le  u n d e r  above conditions. W hen  th e  w a te r  supp ly  
is a b u n d a n t, E T  is a p h y sica l phenom enon  governed  by  th e  in c id en t energy 
a t  a p lace an d  is n o t a p h y sio lo g ica l process (P en m an  1948 an d  T h o rn th w a ite  
1948). H ence  c lim ato log ica l a p p ro ach  has been used  in  e s tim a tin g  th e  E T  
of rice.

A n u m b e r of fo rm u lae  h av e  been  developed in  E u ro p e  an d  USA th a t  
aim  a t  a rriv in g  a t  “ p o te n tia l  e v a p o ra tio n ”  th a t  ta k e s  p lace from  a surface 
well p ro v id ed  w ith  m o is tu re , as ind eed  a rice fie ld  is [1—9].

T he o b jec t o f th is  s tu d y  w as to  e stim ate  E T  by  in d ire c t m ethods to  
serve as com parison  in  e v a lu a tin g  th e  m easured  E T .

2. M ateria ls and m ethods

T he s tu d y  was co n d u c ted  d u rin g  the  1968 an d  1969 season a t  th e  
S ta te  F a rm  a t  M ezőtúr —  a ty p ic a l rice grow ing area  in  th e  H u n g a ria n  G reat

* D epartm ent of Crop Production  and Soil C ultivation, Agricultural U niversity, 
Gödöllő, ( H u n g a r y ) .
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T a b ló  I

Comparison o f the various formulae

Items

1968

J u n e in % Ju ly in % Aug. in % Total in%

M easured E T. 5 cm plot (m m ) 154 100 185 100 118 100 457 100

20 cm plot (m m ) 178 100 189 100 120 100 487 100

W ater depth

A n tal P E  5 cm 164 106 182 89 127 108 473 103

20 cm 93 96 106 98

B la n ey —Criddle ET 5 cm

20  cm — —
Christianson ET 5 cm 196 125 183 99 106 89

incc 99

20 cm — 110 95 88 106

Iv a n o v  ET 5 cm 180 115 170 92 116 97 466 101

20 cm 101 98 96 - 98

Johnson  ET 5 cm 175 112 177 96 136 114

CO00 110

20 cm 98 — 92 113 103

P enm an PE 5 cm 155 99 158 85 112 94 425 93

20 cm 87 82 93 87

P etrasovits ET 5 cm 150 96 191 102 96 81 437 97

20 cm 148 83 189 100 95 79 432 89

Thornthwaite PE 5 cm 120 7 7 118 64 101 85 339 74

20 cm 67 61 8 4
.

69

Turc ET 5 cm 146 93 134 72 105 8 8 385 84

20 cm 8 2 70 8 7 79

F ig. 1
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with measured évapotranspiration

1969

J u n e in  % J u ly A ug. i n %
S ep t. in  %  

(20 days)
T o ta l in  %

1 4 2 1 0 0 1 6 8 1 0 0 1 6 1 1 0 0 8 9 1 0 0 5 6 0 1 0 0

1 5 9 1 0 0 1 7 8 1 0 0 1 6 8 1 0 0 8 8 1 0 0 5 9 3 1 0 0

8 6 6 1 1 3 8 8 3 1 5 5 9 6 7 5 8 5 4 5 4 8 1

5 4 7 8 9 3 8 6 7 7

1 3 4 9 4 1 9 7 1 1 7 1 2 0 7 5 4 5 1 9 6

8 4 1 1 1 7 1 — 8 9

1 4 3 1 0 1 1 9 2 1 1 4 1 2 3 7 6 5 1 5 7 5 0 9 9 1

9 0 1 0 8 7 6 — 5 7 8 6

1 2 8 9 0 1 7 3 1 0 3 1 4 7 9 1 8 4 9 4 5 3 2 9 5

8 1 9 7 8 8 9 5 — 9 0

1 2 7 8 9 1 7 6 1 0 5 1 4 2 8 8 7 3 8 2 5 1 8 9 3

8 0 9 9 8 5 8 2 8 7

1 1 5 8 1 1 6 7 1 0 0 1 2 7 7 9 6 2 7 0 4 7 1 8 4

7 2 9 4 7 6 7 0 7 9

9 3 6 5 1 7 1 1 0 2 1 2 3 7 6 6 5 7 3 4 5 2 8 1

9 5 6 0 1 8 4 9 7 1 2 9 7 7 6 7 7 6 4 7 5 8 0

7 1 5 0 1 2 1 7 2 1 0 5 6 5 5 0 5 6 3 4 7 6 2

4 5 6 8 6 3 5 7 5 9

4 2 7 9 1 3 4 8 0 1 0 7 6 6 5 2 5 8 4 0 5 7 2

7 0 7 5 6 4 5 8 6 8

P lan e . T h e  a n n u a l p re c ip ita tio n  is 550 m m . T h e  e leva tion  is 83 m etres  an d  i t  
is s i tu a te d  a t  47° N  la ti tu d e  a n d  20,31° E  long itude .

T h e  E T  w as m easu red  usin g  g a lvan ised  iro n  tan k s  h av in g  a  m easu rem en t 
of 50 X 50 cm  an d  a d e p th  o f 80 cm , em b ed d ed  in  th e  cen tre  o f  th e  rice fie ld . 
T he p la n  o f  la y o u t is show n in  F ig . 1. D a ily  m easu rem en ts o f  E T  w ere m ade 
using  th e  “ H é n i-T ó th ”  ty p e  gauge w hich  h a d  been  used as a  s ta n d a rd  in s tru 
m en t fo r m easu rin g  E T  in  th is  c o u n try . A ll th e  20 ta n k s  w ere em bedded  a t  w a 
te r  d e p th s  o f  5 an d  20 cm . M easurem ents o f E T  were m ad e  a t  8 A.M. to 
g e th e r w ith  th e  m easu rem en ts o f p re c ip ita tio n  in  th e  am en d m en ts  of m eas
u red  va lues.

A  s ta n d a rd  ra in  gauge an d  a th e rm o h y g ro g rap h  w ere in s ta lle d  in  each  
w a te r  d e p th  to  m easure  ra in fa ll, te m p e ra tu re  an d  h u m id ity . G ross solar ra d i
a tio n  d a ta  w ere ta k e n  from  th e  M eteorological S ta tio n  a t  S za rv as , w hich is 
s i tu a te d  6 k m  from  th e  ex p e rim en ta l fie ld . I n  th e  case o f  re flec ted  so lar
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ra d ia tio n  m e a su re m e n t, a R ussian  ty p e  o f so la rim e te r w as m o u n ted  in  an  
in v e rte d  position  in  th e  rice  field. T he in s tru m e n t w as h e ld  a t 2 m etres above 
th e  crop. The m easu rem en ts  were m ad e  generally  on c lea r days.

3. Estimation of ET by indirect methods. Results and discussion

E stim a tio n  o f  E T  b y  th e  various fo rm ulae  is p re se n te d  in T ab le  I  w ith  
m easu red  E T .  W h en  th e  m easured  E T  is tak en  as 100, th e  re la tiv e  va lu es  of 
e s tim a te d  E T  a re  a lso  g iven in o rd er to  illu s tra te  th e  e x te n t o f d ifferences 
b e tw een  th e  above m en tio n ed  m eth o d s. O f th e  fo rm u lae  te s ted , th o se  m en 
tio n ed  in [1, 3— 5, 7] gave  th e  b est re su lts , follow ed b y  those  in  [8] an d  [9].

T he em pirical “ X ”  coefficients o b ta in ed  b y  d iv id in g  th e  m easu red  E T ,  
b y  th e  con su m p tiv e  u se  fac to r accord ing  to  B l a n e y  an d  Cr id d le  [2], are 
sum m arised  in  T ab le  I I .

Table II

M onthly coefficients, B laney and Criddle. (1 9 5 6 )

1968. 1969.

June ............................................... 0,9 0,8

July  ................................................. 1,0 0,8

A ugust .......................................... 0,7 0,5

Septem ber ................................... - 0,6

Average during the season . . . 0,9 0,7

The values seem  to  he reasonab le  w hen  com pared  to  th e  values fo r rice 
p u b lish ed  by  B l a n e y  an d  Cr id d l e  [2].

The d iscrepancies betw een  th e  v a rio u s  fo rm ulae  w ere a lm ost th e  sam e 
w hen th e  m o n th ly  v a lu e s  w ere com pared . I t  can be o b se rv ed  th a t  th e  fo rm ulae  
suggested  by  A n ta l  [1] an d  P etra so v its  [7] give excep tio n a lly  good resu lts  
w ith  th e  ex p erim en t in  1968.

U n fo rtu n a te ly , th e  classical fo rm u la  suggested  b y  T h o r n th w a ite  [8] 
is found  to  be th e  le a s t  accu ra te . In  fa c t, Van  W i j k  a n d  d e  Vr ie s  [10] h av e  
com e to  th e  sam e conclusion  from  th e ir  stud ies in  N e th e rlan d s , a n d  h av e  
s ta te d  th a t  —  “ N o m e th o d  based  on m o n th ly  te m p e ra tu re  can be ex p ec ted  
to  give reliab le re su lts  fo r d ifferen t reg ions” .

I t  can  also  b e  e x p e c te d  t h a t  th e  e m p ir ic a l fo rm u la  p re s e n te d  b y  TtiRC [9], 
n o t  r e la te d  to  t h e  p h y s ic a l  p rocesses d e te rm in in g  E T ,  w ill g ive u n re lia b le  
r e s u l ts  u n d e r  c o n d it io n s  d if fe re n t f ro m  th o se  on  w h ic h  th e y  a re  b a s e d .

E ven  th o u g h  th e  P en m an  ap p ro ach  [6] is b a sed  on  a sound th e o re tic a l 
b as is , i t  does n o t g ive expected  resu lts  u n d er th e  exp erim en ta l cond itions.
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T h e a u th o r  feels th a t  th e  accu racy  req u ired  in  v a rio u s p a ra m e te rs  in th e  
ae ro d y n am ic  eq u a tio n  is g rea te r  th a n  can  be achieved o r m a in ta in e d  in  th e  
p re se n t in v estig a tio n .

W hile m ak ing  a rev iew  o f th e se  m ethods, one shou ld  consider n o t only 
th e ir  re la tiv e  ag reem en t w ith  th e  a c tu a l values, b u t  also  o th e r fac to rs  such 
as p ra c tic a b ility  an d  econom y.

T he b es t m e th o d  from  th e  p ra c tic a l p o in t of v iew , is th e  one w hich  can 
be w orked  up w ith  d a ta  a lread y  a t  h a n d . In  th is  re sp ec t, th e  b e s t one is th e  
fo rm u la  suggested  b y  Jo h n so n . O nly  th e  value of so lar ra d ia tio n  is req u ired . 
E v e n  th o u g h  th e  T h o rn th w a ite  m e th o d  needs only th e  te m p e ra tu re  an d  h e a t 
v a lu e s , i t  does n o t give accu ra te  re su lts . T he form ula suggested  b y  P e t r a s o 

v i t s  req u ires  values o f te m p e ra tu re , sunshine hours a n d  crop coeffic ien ts . 
O nce th e  crop coefficients are  d e te rm in ed , u n d er a c u ltiv a tio n  sy stem , i t  need 
n o t b e  e s tim a ted  every  y ea r. I t  is im p o r ta n t  to  no te  th a t  th is  fo rm u la  is based  
n o t o n ly  on th e  physica l fac to rs  a ffec tin g  E T , b u t also co n ta in s  a fa c to r  w hich 
is th e  re su lta n t o f th e  c u ltu ra l an d  ecological aspects o f p la n t  g row th . A n ta l’s 
an d  B lan ey  and  C riddle’s fo rm ulae  req u ire  only a m in im um  se t o f d a ta . O n th e  
o th e r  h a n d , P e n m a n ’s an d  C h ris tian so n ’s m ethods req u ire  th e  la rg es t se t of 
d a ta ,  t h a t  can  be n ea rly  a t  h an d .

In  ev a lu a tin g  th e  above m eth o d s , one m u st a lw ays b e a r  in  m ind , th a t  
th e  m a jo r ity  of ir r ig a tio n  eng ineering  p rac tices  are based  u p o n  a p p ro x im a tio n  
of th e  ac tu a l phenom ena. T he com ple te  ev a lua tion  o f th e  p h enom enon  m ay  
be sc ien tifica lly  possible. B u t i f  th e  b e n e fit to  be derived  from  such  an  e lab o 
ra t io n  c a n n o t be ju s tif ie d  from  th e  cost (in  te rm s of m oney  an d  tim e  spen t) 
in c u rre d , i t  can n o t be  considered  as econom ically  ju s tif ia b le . A t th is  p o in t 
th e  ir r ig a tio n  engineer is faced  w ith  th e  ta sk  of m ak in g  “ th e  m o st p ro p e r 
a p p ro x im a tio n ”  of th e  ph en o m en o n  b y  ce rta in  a ssum ptions.

In  conclusion, th e  selection  o f th e  m ethod  for e s tim a tin g  rice  E T  in  
ir r ig a tio n  p rac tices, shou ld  n o t be b ased  an y  m ore on th e  a v a ila b ility  o f  m e a s
u re m e n ts  or c lim atic  d a ta  an d  c e rta in ly  n o t  on considera tions such  as th a t  th e  
m e th o d  is well know n an d  has been  w idely  used. H ow ever, E T  e s tim a tio n s 
b y  a n y  o f  th e  form ulae ex cep t tho se  o f  T h o rn th w a ite  an d  T u rc  serve usefu l p u r 
pose in  irrig a tio n  p rac tices  as an  in d ex  o f rice E T  if  n ecessary  a d ju s tm e n ts  of 
coeffic ien ts fo r th e  rice grow ing season a n d  cu ltu re  are k now n . W ith in  th e  scope 
o f te c h n ic a l opera tions o f irr ig a tio n  p ro jec ts , th e  erro r in  th e  e s tim a ted  v alue  
of E T  b y  th e  form ulae for th e  e v a lu a tio n  of E T  is p e rfec tly  adm issib le , b o th  
b ecau se  o f th e  s ta tis tic a l n a tu re  o f th e  d a ta  an d  its  m ag n itu d e , w hen  com pared  
w ith  th e  conveyance losses, p e rco la tio n  an d  overirriga tions in  th e  rice field .

M icrom eteoro logists w ill co n tin u e  to  use and  develop  so p h is tica ted  
m e th o d s  w hich requ ire  special in s tru m e n ta tio n  and  co m p u ta tio n  fo r th e  d e te r
m in a tio n  of sh o rt te rm  va lu es  of E T .  Such  fu n d am en ta l s tu d ies  a re  necessary  
to  u n d e rs ta n d  th e  physics of E T  an d  to  te s t  th e  em pirical fo rm ulae .
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A P P E N D IX

Calculation o f  évapotranspiration and potential évapotranspiration

ET and PET w ere calculated as per the form ulae suggested b y  various authors. They  
are stated  below.
A n ta l  (1967) .

P E T  =  0,9 (E  —  e)0"7 (1 +  a t)4’8 m m  day,

where PET =  poten tia l évapotranspiration
E  =  saturated  vapour pressure (m m  H g.) 
e =  vapour pressure 

(E — e) =  saturation  deficit
t =  m ean air tem perature in C° 

a  =  1/273
Christianson's M arsh lands form ulae  (1966)

E T a  =  0,37 R  CT C w CA Cs CM, CH

where E Ta  is th e  adjusted évapotranspiration for the m onth in inches and 
CT =  0 ,048 +  0,014 T,
Cw =  0,790 +  0,0035 W,
CH =  1,140 —  0,0035 H,
Cs =  0 ,440 +  0,00564 S,
Сд} =  m on th ly  v eg eta tiv e  coefficient,
T  =  average m ean m onth ly  tem perature in C°,
W  =  ,, „  „  wind ve loc ity  m /sec,
H  =  ,, ,, „  relative hum id ity  in %,
S — „  „  „  sun shine hours
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Factors are taken from the tab le suggested by him . 
Ivanov (1 9 5 9 ) .

E  =  0,0018 (25 +  l)2 (100-a),
where

E  =  évapotranspiration,
t =  tem p, in °C (m onth ly  average),
a — relative hu m id ity  in %.

Johnson  (T965J.
Q =  0,11 S,
Q =  E T  raVha per day,
S — measured solar radiation cal/cm 2

Petrasovits (1 9 6 9 ).
E T  — г ■ t ■ к ,

where
E T  =  évapotranspiration in m m /day,
г =  radiation factor (% of sunshine hours) (to the total poten tia l sunshine hours),
t =  average air tem perature in C°,

К  =  kt ■ k 2 =  biotechnical factor depending upon the cultural and ecological factors 
(Tables are furnished for easy calculation).

Thornthwaite /1 9 4 8 /.

e =  1.6 (10 t l l ) a,

w h e r e
e =  m onthly unadjusted  evaporation in cm, 
t =  mean m onth ly tem perature in degrees C,

12
I  — heat index £  i ,

1
i  =  m onthly heat ind ex  obtained b y  the relation i =  (e/5)1’514,
a =  A  coefficient w hich varies w ith  the heat index =

=  0,0000000675 I s —  0,0000771 I 2 +  0,017921 +  0,49239.
T h e  v a l u e  t h u s  o b t a i n e d  i s  f u r t h e r  a d j u s t e d  b y  a p p l y i n g  a  c o r r e c t i o n  f a c t o r  w h i c h  d e p e n d s  
u p o n  t h e  n u m b e r  o f  d a y s  i n  a  m o n t h  a n d  t h e  d a y  l e n g t h  f o r  w h i c h  T h o r n t w a i t e  h a s  f u r n i s h e d  
v a l u e s .
Penm an (1 9 i8 )  .

Com putation of évapotranspiration by the Penm an formula is v ery  com plicated. 
M o c u l l o c i i  (1965) has furnished tables for easy com putation o f Penm an’s va lues. 

Calculations were as per the above m entioned m ethod.

E 0 m m /day

Turc (1 9 6 5 ) .
E  =

where
E  =
a =  
t =
Rc =  
C  =

a t / ( t + 15) (Rc  +  50) (1 +  C) ,

potential m onth ly  évapotranspiration, in m m /m onth, 
coefficient equal to 0,40 except in  February which is 0,37, 
mean m onth ly  air tem perature,
mean total radiation received on a horizontal surface (cal/cm 2) day, 
coefficient depending on the relative hum idity which is equal to zero w hen  
U  >  50%.

Schätzung der Evapotranspiration des Reises m it Hilfe von indirekten Methoden*
M essung der ET m it H ilfe von  verzinkten Eisenbehältern, die in der M itte  der Reisfelder  
in einer T iefe von zweifacher W asserhöhe eingebettet sind, und K ontro lle  der erhaltenen  
W erte durch Gegenüberstellung der verschiedenen empirischen und halbem pirischen Form eln. 
Die Schätzung der ET-W erte aufgrund der Form eln von  I v a n o v , J o h n s o n , C h r i s t i a n s e n , 
P e t r a s o v i t s , P e n m a n  und A n t a l  ergab gute M onats- und Saisonwerte, m it degressiver T en
denz. M it R ücksicht auf die Förderungsverluste, Sickerverluste und Überwässerung der R eis
felder, sind die Abweichungen in den M onatswerten unbedeutend. D eshalb  kann jede b e
liebige erwähnte Formel zur E rm ittelung des ET-W ertes des Reises anhand der verfüg
baren Angaben angewendet werden.
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Косвенный метод оценки поверхностного испарения и испарения растений на 
рисовых плантациях ( В. К. Вамаеван). Измерение звапотранспирации риса производи
лось путем размещения примерно в середине рисовых плантаций резервуаров из оцинко
ванной истовой стали непосредственно в почве на соответствующей глубине; полученные 
таким образом данные были сравнены с результатами различных эмпирических и полуэм- 
пирических звапотранспирационных формул. Оценка данных звапотранспирации на осно
ве формул Иванова, Джонсона, Кристиансона, Петрашовича, Пенмана и Антала дала 
удовлетворительные месячные и сезонные результаты с убывающим порядком величин. 
Учитывая то обстоятельство, что имеют место транспортные и фильтрационные потери, а 
также избыточное орошение рисовых полей, наблюдающиеся отклонения по месячным дан
ным не являются значительными. Вследствие сказанного выше, любая из упомянутых фор
мул может быть использована для оценки данных ET риса — на основе имеющихся в рас
поряжении данных.
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K a s z a p  I.: Study on the P ossib ility  to E lim inate the H ard R unning o f  
Direct In jection Diesel Engines

W hen exam ining the hard running of direct insection Diesel engines, the 
characteristic feature is always the intense inflam m ation, represented by  
the ind ex  (dp/dq))max. In tensity o f inflam m ation can be rendered more 
favourable by diminishing of som e param eters, such as the dynam ic factor  
a, the delay of ignition, the ve loc ity  o f the in itial evaporation, the number 
o f th e 'fo c i of inflam m ation. The survey o f the relevant literary sources 
shows th a t the search of a more sm ooth running does not need a special 
processing; it  claims a satisfactory choice o f the parameter values in flu 
encing th e  m ixture and inflam m ation.

Acta Techn. Hang. 69 (1970), 225—241

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 243—273

n y í r i , A.: Determination o f  the Theoretical Characteristics o f  H ydraulic  
M achines, Based on Potential Theory

Author deduces an integral equation for the relative flow  around the 
profile la ttice  on the mean surface o f a part-channel, sliced out o f the 
runner of a hydraulic machine by two surfaces o f rotation. The m achine 
works w ith  an incompressible, frictionless fluid. Through the depend
ency of th e  solution on the direction o f the approaching flow  the theo
retical characteristics o f the runner as well as the characteristics o f  the 
inception o f cavitation are determ ined.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 275— 324

Cser Gy .: A nalysis o f the Suction Process in  a Direct Injection T ype  
4-Stroke Dieselengine

Taking in to  account the com pressibility o f air and its nonstationary  
flow  conditions this paper deals w ith  som e regularities o f the suction  
process as observed in a direct injection  type 4-stroke D ieselengine. 
Author starts out from the assum ption th at the suction process, i.e. the 
flow  conditions in  the intake conduct exert a decisive influence on the 
filling-up factor of the m otor-cylinder, on the tangential m otion of the  
air taken in , and consequently on the efficiency of the burning process, 
further on the suction work perform ed by the piston viz. on the loss 
involved . O f course, after having analyzed these details, author extends 
the investigation  to the total effect in  order to find some optim um  com bi
nation of all the influencing factors. For the sake of a sim plified generali
zation, author tries to treat experim ental results as functions of some 
criteria w hich m ay serve to determ ine the sim ilitude of various suction  
effects. I t  is the m athem atical m odel, as developed in  the first chapter, 
the analysis o f which proves su itable for finding the preconditions of  
sim ilitude, and for the elaboration o f m easuring methods th a t even  
show som e new features. In the second part o f th is paper the experim ental 
results w ill be discussed.





G o s c h y , B.: A nalysis o f  the Torsional Equation o f Box Girders Being 
in the State o f  Complex Torsion

As can be seen from a survey o f the technical literature, the torsional 
equation o f beam s of closed or box section , has been several tim es derived. 
The results, how ever, in spite o f the id en tity  as to their form, are different 
assum ptions, and compare w ith the m ethod of calculation proposed in 
the paper. From  the results o f the num erical analyses, it  is obvious that 
the equations established on the basis o f different assum ptions, differ 
only in respect w ith  the m ovem ents, how ever, the internal forces are the 
same. The greatest inaccuracy is the consequence of ignoring shear 
deflections, therefore, taking into account shear deform ations in  designing 
closed sections is  o f great significance.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 325 — 339

Acta Techn. H ung. 69 (1970), 341 — 349

P E T H Ő  S / .  : Experim ental Conditions fo r  M easuring the Specific Weight o f  
Solid Probes

On the basis o f the law of error propagation applied on the known rela
tionship th a t prevails for pycnom etric m easurem ents, a further formula 
for error determ ination is derived th a t proved practically useful since it 
is conform to  results obtained by tests. This new formula com bined w ith  
actual m easuring results helps us to infer som e further im portant conse
quences. N am ely , when a m easuring error is predeterm ined, we have 
a strict d irective rule at hand how  to choose the adequate measuring 
m ethod to be applied.

Acta Techn. H ung. 69 (1970), 351— 365

S i t k é i  G y . :  Certain Problems o f  the T yre-O utfit o f  A gricultural Tractors 
with Special Respect o f Loose Soils

The bearing capacity  o f sands and new ly tilled soil is low, therefore, it  
would be practicable to apply tyres o f  large volum e but causing low  
surface pressure. A new m ethod has been worked out w ith the help of 
which the sinking of the tyre into the soil and the m ean pressure acting  
on the contact surface can be determ ined, if  the properties o f  the soil and 
tyre are know n. The mean value o f the contact pressure characterizes 
the degree o f  com paction of the soil. The applicability o f  S a a k j ä n ’s 
pressure-sinking relation has been confirm ed, and the constant k m ay 
be em ployed as the characteristic o f the soil. In the case o f drive-wheels, 
the slip-sinking depends, in the first place, on the load capacity o f  the 
soil rem aining in  the trace of the wheel. Since sand is only slightly com 
pacted under the rolling load o f the w heel, the slip-sinking is here signif
icantly deeper than in more cohesive soils having been entirely slackened.





Acta Techn. Hung. 69 (1970), 367- 380

F a z a k a s ,  B.: Contribution to a More Precise M ethod o f  Finding the 
Cross-Section A rea o f a Chip M illing

Author deals w ith  a method for computing the cross-section  area of chips. 
For the determ ination of this area a common princip le is applied, whether 
the cross-section is constant or changing w ith t im e , be it  a simple or a 
com plex one. The question o f precise calculation is  equally analyzed and 
the investigation  is extended to cases when som e neglection m ight be 
judged to be justified . In exam ining chip form ation during m illing, special 
care is given to expound m ethods for calculating the length  of chips and 
to state the lim its o f application. Finally, a general exam ple is presented  
by showing how  to determine the cross-section area o f chips obtained by  
means of a slabbing cutter having spiral edges.

Acta Techn. H ung. 69 (1970), 415—424

D. R. R a y : Mechanical Response in a Composite Piezoelectric Transducer 
under P olarisation  Gradient

This is an attem p t to investigate the mechanical response in a composite 
piezoelectric transducer partly subjected to a flo w  of current in  the sem i
conducting boundary layer under polarisation gradient. The equations 
of electricity, the constitutive equations in p iezoelectrica l m aterial are 
made use o f  to  solve the problem . Laplace transform  serves effectively  
as an operational technique for its  solution.

Acta Techn. H ung. 69 (1970), 425 — 432 N

H .- J. S c h a f f n e r : Viscosity and Relative D ensity  o f  Vibrated Granular 
Waste Rock P iles

Experim ental researches verified that the v isco sity  o f granular waste 
rock pile loosened by vibration in the range 6 >  1 g (g being the accelera
tion due to  gravity) depends, in  the same way as in  the case o f suspensions, 
on the grade o f concentration o f the particles. T he m athem atical form of 
the established relationship corresponds theoretically  to  the Mooney- 
equation, how ever, in the former one also the non-N ew tonic flow  behaviour 
has been taken  into consideration. A comparison w ith  the data published 
in the literature shows that the waste rock p ile  o f  granular structure 
fluidized by upstream ing gases or liquids in the stream  bed has analogical 
properties. Accordingly, the flow  behaviour of a w a ste  rock pile o f granular 
structure is essentially  determ ined, independently o f the energy input, 
only by the concentration of the particles. L oosening and energy input 
behave in  the sam e way in the cases of both v ibration  and fluidization  
directly proportional through a major range.
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M . S o a r e  : The C ylindrical Bending o f Double-Layer Diagonal Square 
M esh Grids

A new type of double-layer square m esh  grid is studied, characterised by  
the different configuration of the tw o  parallel layers. For the general 
case, the deform ation method is applied , being established the set of 
fin ite  difference equations satisfied by the nine unknown displacem ents 
and corresponding to the three ty p ica l jo ints o f the space structure. 
To continue, the cylindrical bending is studied , detailed solutions are 
given  for the case o f equal nodal forces and the space grid is assim ilated, 
at the lim it, w ith an analogous continuous m edium , whose elastic prop
erties are determined.

Acta Techn. Hung. 69 (1970), 433—466

л

A cta Techn. Hung. 69 (1970), 467— 475

M .  R .  M a d h a v  : Side Friction in  Consolidation Tests

For estim ating the side friction force in  consolidation testing, an adhesive  
com ponent is considered in addition to  the frictional com ponent. E xpres
sions are obtained for the side friction  force and intergranular load at the 
end o f consolidation, as functions o f sam ple dim ensions. A m ethod is propo
sed for estim ating the correct valu.es o f  the coefficient o f volum e decrease 
and for determining the coefficient o f side friction. The reported experim en
ta l results bring out the factors affecting the side friction, and the effect 
o f  side friction on the soil properties.

A cta  Techn. Hung. 69 (1970), 477— 484

V .  K . V a m a d e v a n  : Estim ations o f E vapotranspiration  o f Rice by Indirect 
M ethods

ET of rice was m easured by installing galvanised iron tanks em bedded  
in the centre of the rice field at two w ater depths and compared w ith  the  
ET values estim ated b y  the different em pirical and sem iem pirical for
m ulae. The estim ation o f ET by the form ulae of Ivanov, Johnson, Chris
tianson , Petrasovits, Pennán and A n ta l gave good m onthly and seasonal 
values in a descending order. Considering the m agnitude of conveyance  
losses, percolation losses and overirrigations in the rice field, the errors 
in the m onthly values are not serious. Therefore, any of the above for
m ulae can be used for estim ating the E T  o f rice according to the availa 
b ility  o f data at hand.
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