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Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae Tomus 62 (1 — 2), pp. 1—24 (1968)

INCIPIENT SEDIMENT MOTION 
IN TERMS OF THE CRITICAL MEAN VELOCITY

J. L. B O G Á R D I
CORRESPONDING M EM BER OF T H E  H U N G A RIA N  ACADEMY O F SCIENCES 

[M anuscript received February 15, 1968]

Previous papers have given  reviews on  the critical tractive force pertain ing to the  
incip ient m ovem ent of sedim ent as variable ev en  for a sedim ent-m aterial o f a given particle  
diam eter d  and specific gravity  y l is concerned. The m agnitude of th is force w as found to  
depend prim arily on depth D  and particle d iam eter d, respectively, on th e  relative roughness 
defined as the ratio D/d  o f the tw o. O bviously th e  critical mean ve loc ity  pertain ing to  incip ient 
sedim ent m ovem ent is also variable and depends on observation conditions, as w ell as on 
relative  roughness. Starting from  the classical im p act theory the variation  o f critical m ean  
v e lo c ity  and its dependence on parameters w h ich  can be formed from various physical quanti­
ties is investigated  for several alternatives. A s a conclusion the ratio o f critical m ean ve loc ity  
and shear ve loc ity  has been defined in  terms o f  th e  relative roughness and a param eter depend­
ing on particle size and viscosity . R elying on th eoretica l considerations and actual experim ental 
data th e  relationships are presented in  graphical as w ell as analytical form s.

For a better understanding o f th e  com plex phenom enon o f sedim ent 
transportation the study o f the incip ient m ovem ent m ay probably be regarded  
as th e  m ost im portant. The boundary condition  of incip ient m ovem ent, the 
so-called critical condition, is usually described in terms of th e  critical tractive  
force rc and the critical ve loc ity  vc.

The approach to th e  critical con d ition  using the critical tractive force 
has recently  been review ed [1] and th e  critical tractive force r c pertaining to  
a particular sedim ent fraction o f size d  and specific gravity /y1 w as found to  be 
variable and to depend prim arily on th e  m agnitude of relative roughness D /d,  
defined as the ratio o f w ater depth D  and particle diam eter d. I t  follow s there­
from th a t for different values of the re la tive  roughness D /d  the critical condi­
tion  occurrs at different gradients S.

A ttention  should be called here to  earlier statem ents m ade in connection  
w ith  th e  variability  o f r c (experim ents b y  S h i e l d s  in 1936, [ 2 ] and b y  the au-r 
th o r in l9 3 7 —38 in Iowa [3]), but these w ere partly forgotten  and could not he 
allow ed for at that tim e.

The following notations will be used  hereafter:
d  [cm] =  particle diam eter,
D  [cm] =  water depth,
S  [— ] =  gradient,
y 1 and y  [p/cm3] =  specific  gravity o f  sed im ent and water, respectively , 
gx and Q [p sec2/cm 4] =  the corresponding densities,
V [cm2/sec] =  kinem atic viscosity , 
g  [cm/sec2] =  gravitational acceleration,
O'* =  VgUS [cm/sec] =  shear veloc ity .

1 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



2 J .  L. BOGÁRDI

During recent studies referred to above concerning the variability o f  
Tc [1]? Shields’ resistance coeffic ien t/,, involved in the expression

' t c = f c ( ï i - y ) d  ( 1 )

has been expressed from  the general, dim ensionless five-variable relationships

and

f e = F

fe =  F

d D u * d
v2,/:i g - \ / 3  ’ d ’ V

d
S, Q\

u md
v2/ 3 g - l /3 ’ V

Q'

b y  introducing the three-variable relationships

and

II •4 ( dv2/3 g  1/3

f c = F
d

v2/3 g - l /3

( 2 )

(3)

(4)

(5>

in which the influence o f  U^d/v and q =  — q)/q has been neglected (see Figs 1
and 2). As will be seen from these figures the m agnitude and the variab ility  
of f c and in turn, w ith  reference to Eq. (1), th at o f rc could be determ ined on  
the basis o f observation  data ranging betw een the lim its indicated in Table I .

Table I

Hydraulic  data o f  observations

R egim e
of

D e p th
D

cm

W a te r  
te m p e ra tu re  

t °C

P a rtic le  
d iam e te r  

d m m
G ra d ie n t S

Specific g ra v ity  
o f  sed im en t 
7, p /cm 3

M ax. M in. M ax. M in. M ax. M in. M ax. Min. Max. M in.

C ritical 4 6 , 1 1 , 5 2 2 7 7 ,6 1 5 , 4 9 0 , 0 2 1 0 , 0 6 6 0 , 0 0 0 0 5 5 2 , 6 5 2 , 5 9

R esults in c luded  h a v e  been observed  b y  J . B o g á r d i, L. I v ic s ic s , L. R ákóczy, Gu y — 

S im ons —R ich ard son , N e il l , Ba rto n —L iu  and  co llaborators.

For a more detailed  theoretical developm ent and interpretation o f E q s  
(2), (3), (4) and (5) reference is made to earlier papers [4, 5, 6, 7]. Supplem enting  
these the following remarks are deemed as being appropriate concerning E q s  
(4) and (5), as w ell as Figs 1 and 2.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968
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Fig. 2. P lot o f the relationship betw een f ' = ----- ---------  S  and  -------------  a t the critical condition
c (y ! — y)d  v2i3 g - m

1. Guy, Sim ons, Richardson; 2. R ákóczy, L.; 3. Bogárdi, J. — Ivicsics, L.; 4. Barton, Liu, Bogárdi, Y en, Brooks, Norm an, Nom icos, Yanoni, 
Casey, Gilbert, H o Pang Y ung, K alinske, Lane, Laursen, H. K. Liu, T. Y . Liu, P late
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IN C IP IE N T  SED IM E N T  MOTION 5

Since, as w ill beseenfrom  T able I , th e  value o f y x hardly differs from 2,65  
p/cm 3, the relationship betw een F igs 1 and 2 holds only for the case o f  a specif­
ic grav ity  y 1 =  2,65 p/cm 3. This im plies consequently th at th e  sim ultaneous 
use o f  th e  tw o diagrams is possib le for a specific gravity y 1 =  2,65 only.

Indeed it  is theoretically conceivable th at in the possession o f observa­
tion  results for y  values ranging betw een  wide lim its, relationships different 
from  those in F igs 1 and 2 m ight have been obtained. It is equally  conceiv­
able th a t the relationships thus determ ined would have been correlated on 
the basis o f the actual y x value (rather th an  2,65) which would have m ade the  
sim ultaneous use o f the new graphical relationships perm issible for specific  
gravities other than  2,65.

A ctually , how ever, the graphical relationships represented b y  Figs 1 
and 2 can be applied exclusively  to  sedim ents having a specific gravity  of 
2,65. N evertheless, in the light o f  present knowledge the tw o diagram s can be 
used separately for estim ating th e  critical tractive force even in  th e  case o f  
sedim ent m aterials having specific gravities other than 2,65. In  these cases it  
will be obvious th at some of the effects due to  specific gravity have been om it­
ted  but the error introduced by th is n eglect is not likely to  be significant.

For instance, in the case o f  a sed im ent material having a diam eter d  =  
=  0,047 cm  and a specific grav ity  y x =  3,65 p/cm 3, the critical tractive force 
in a current D  =  4,7 cm deep can be estim ated  approxim ately using F ig. 1 by  
the follow ing procedure.

In  w ater o f  20 °C tem perature v2̂3 • g ~ 113 =  0,0047 cm, whence  

------- ------ =  10 and D id = 1 0 0 .
„2/3 . g - 1 / 3

According to  F ig . 1 the resistance coefficien t corresponding to  these values is 
f c =  0 ,062, and thus we have

rc =  0,062 • (3,65 — 1) • 0,047 =  0,00777 p/cm 2.

For determ ining the critical gradient S c prevailing at incipient m ovem ent we 
obtain

Tc =  yD cSc =  0,00777 =  1 - 4 , 7  ■ S c

whence th e  critical gradient is ob ta in ed  as S c =  0,001645.
I t  w ill be readily perceivable th a t th is value of S c when introduced into  

Fig. 2 w ould y ield  an entirely d ifferent critical tractive force from  w hich it 
should be clear th a t the two diagram s m ust not be used sim ultaneously for 
sedim ents having specific gravities other than  2,65.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



6 J. L. BOGÁRDI

A s far as the description of the critical condition in terms o f critical veloc­
ities is concerned it  shou ld  be obvious th at in principle both  mean and bottom  
v elocities can be used. Since, how ever, sim ple considerations of hydraulics 
w ill dem onstrate the dependence o f m ean ve loc ity  on w ater depth, the critical 
m ean velocity  pertaining to  a sedim ent o f a given specific gravity and particle  
size is bound to be o f variable m agnitude. C onsequently, bottom  velocity  m ust 
be resorted, the determ ination  and observation o f which presents consider­
able difficulties but w hich  appears to describe the critical condition in an unam ­
biguous manner. U n fortunately  as was indicated  b y  recent studies neither can  
th e  critical bottom  v e lo c ity  be regarded as a constant value as it depends am ong  
other things on the w id th  of the channel as well [8, 9 ]. W ith regard to  th is 
fa c t th e  consideration o f critical m ean velocities still appears to be preferable, 
since m ean velocities are readily determ ined, e.g. th ey  are easily obtained from  
th e  discharge and th e  flow  cross section.

In  order to clear the role of ve loc ity  the problem  w ill be investigated  
first on a theoretical b asis. In this con text the force necessary to deplace a sedi­
m ent particle is represented by the im pact force o f the m oving fluid. I f  the v e ­
lo c ity  o f  water relative to  the sedim ent particle is v, then the im pact force is [10] :

Я  =  Ф
f i d 2

4
( 6 )

w here Ф varies w ith th e  area exposed to the im pact force of water and the angle  
o f slope. The weight o f  the sedim ent particle is

G' =  d 3 ( У1 - У) -  (7)
о

A t the m om ent where the sedim ent particle starts to m ove, H  =  q>G 
w here cp depends on th e  angle of slope and on friction. W ith vc denoting the  
critical velocity, in th e  boundary condition of incipient m otion we have

Ф
nd2 v\  -i' - =  ip i f  ( r í 7)14 g L 6 J

Table II

Hydraulic  data

Regim e
of

m ovem ent

D ep th
D

cm

W ater 
tem perature 

t °C

Particle 
diameter 
d mm

Max. Min. Max. Min. Max. Min.

Critical 46,1 1,52 27 7,6 20,0 0.021

Results included have been observed by J. B o g á rd i, L. I v icsics , L. R ákóczy , Gu y  —

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



IN C IPIE N T  SED IM E N T MOTION 7

Solving E q. (8) for vc, and com bining Ф, cp, and the num erical propor­
tion a lity  coefficients into a single constant we obtain

wherein
vc =  const ]/gd o' ,

/  =  У \ — У =  g i  —  g

y g

(9)

In analogy to  
assum ed that for a

the theorem of constant tractive forces it was originally  
sedim ent of given particle size d  and specific gravity  y 1

Vc
f g d j '

tCl =  c o n s t . ( 10)

As was previously dem onstrated th e  theorem  o f constant tractive forces 
proved to be incorrect [1, 2, 3]. C onsequently the value of tCl m ay be expected  
to vary in a m anner similar to that assum ed in connection w ith the resistance 
coefficient f c.

An attem pt will be made hereafter to determ ine, relying on observation  
data ranging betw een the lim its indicated  in Table II , the resistance coeffici­
ent te , respectively  the variation thereof. Table II differs from Table I in th at  
it includes data o f N eill  as well [11]. As w ill be dem onstrated later the resist­
ance coefficient is preferably considered in a different form , as tC2 and tc.

For determ ining the critical v e lo c ity  v c, resp. the resistance coefficient 
tCl, the theoretical form of the relationships w ill be derived b y  applying a new  
analytical m ethod [4, 5, 6, 7].

Assum ing the channel to be very w ide in relation to  depth, and further 
th at the sedim ent is adequately described b y  its particle diam eter d  as well as 
its specific gravity , represented b y  the dim ensionless number q' introduced  
in the foregoing, then  the boundary condition between stable bed and m ove-

o f  observations

G radient
S

Specific gravity  
o f sedim ent

Flow velocity 
vr cm/sec

Yi p/<=ms

Max. Min. Max. Min. Max. Min.

0,066 0,000055 2,65 2,49 113,0 14,5

S im ons — R ic h a r d so n , N e il l : B arton  —L iu  and collaborators as well as the Technical University  

Budapest (B o g á r d i).
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8 J. L. BOGÁRDI

m en t is obviously  characterized b y  gravitational acceleration g  [cm /sec2], the  
m ean w ater depth  D  [cm ], the k inem atic v iscosity  v [cm2/sec] and the gradi­
en t S  [— ] of the energy line. A ssum ing the details o f our m ethod to  be fam iliar, 
all o f  the m ost frequently  encountered potentia l dynam ic velocities w ill pre­
ferab ly  be taken in to  consideration. In  th is m anner 15 potentia l dynam ic  
velocities can be included in the 5 colum ns and 3 rows given below:

3

№ ; Ygdi v /R ; v/d; í g ? ’-> ( i i )

YgRS; YgdS ; (v/R) S; (v/d) S; YgvS ; (12)

y g R e ' i h d e'i (v/R) e'i (V/d) Q'i Î W  • (13)

I t  has been pointed  out earlier th a t the above 15 velocities can be com ­
b in ed  into groups containing no more than  5 independent velocities. A ssum ing  
th e  rules to be observed in selecting th e  independent velocities as fam iliar, le t 
us select the group comprising th e  follow ing 5 independent velocities:

3

v/d; V gD S  ; v/D; Ygdo' . (14)

From the velocities in E q. (14) the follow ing 4 independent v e lo c ity  
ratios can be form ed:

3__
Vgv d

(15a)
v/d v2/3 „ -1 /3  ’

v/d
v/D

D
d  ’

(15b)

YgDS
v/d

U * d
V ’

(15c)

YgDS 17* D
(15d)

v/D V

I f  the resu ltant mean velocity  o f the w ater course in the boundary condi­
t io n  betw een stab le bed and m ovem ent is vc, then the ratio tCl characteristic  
for th is resultant velocity  — see E q . (10) — is defined theoretically  b y  the  
follow ing relationship:

Vc t _ p [ d . JL - U* d ■ U* D )
y^dQ' Cl ( „2/3g-l/3 ’ d  ’ v v ] '

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



IN C IP IE N T  SED IM E N T M OTION 9

In contrast to  E q. (10) it is to  be seen from  Eq. (16) th at the resistance  
coefficient tCl is not constant but m ay  depend on the 4 dim ensionless param ­
eters expressed b y  E qs (15a)—(15d).

From  observation results it m ay  be concluded th at one, or even several 
of the velocity  ratios disappear in th e  actual relationships, since the desired  
resultant value is unaffected by them . This discrepancy is naturally an apparent 
one only, since E q. (16) implies no m ore th an  the param eters on w hich th e  d e­
sired resultant value m ay depend m ath em atica lly  (in accordance w ith  the basic  
assum ptions), b u t it  does not necessarily depend on all o f them .

E xperim ental results dem onstrated th e  effect o f ffe#s=  U^djv and Re* — 
— U^D/v to  be m ostly  negligible in com parison w ith  the other tw o param eters. 
(The effect o f L/*d/v and U*J9/r w ill be analysed later.)

N eglecting, on the basis o f th is inform ation, the effect of the sedim ent 
shear velocity  R eynolds number, R e*s, and th a t o f the shear velocity  R eynolds  
num ber, Re*, the relationship

I d D
tc. =  F  -------------  ; -—

1 p2/3 g  1 /3  J

has been p lotted  in F ig . 3. The lines o f  the d/v^3 g ~ ^ 3 =  const, va lues could, 
however, not be determ ined p ositively  in the diagram , owing to  the relatively  
narrow range o f th e  tCl values. N evertheless, th e  decreasing trend of th is param ­
eter w ith  increasing jD/d values is clearly revealed. The available experim en­
ta l results thus offer no satisfactory foundation  for the use o f E q. (17).

Continuing the investigation, le t  us now  select from among the p oten tia l 
dynam ic velocities in Eqs (11), (12) and (13) th e  follow ing independent group  
com prising five  velocities:

- f  ; f e  ; VSd s  ; ; Ш  ■ <18>

From these, four independent velocity  ratios can be formed:

3

][gv d
(19a)

v/d v 2 / 3 g - V 3  ’

v/d D
(19b)

vjD d

YgDS _ 

h D Q'
IJL

Q’
(19c)

íg D S U * D
(19d)

vjD V
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IN C IP IE N T  SED IM E N T MOTION 11

The resu ltant mean ve loc ity  vc o f the watercourse at the boundary condi­
tion of incip ient m ovem ent should be characterized by the ratio

tC 2
Vç

TgD j'

In th is case the param eter tC2 is defined theoretically  b y  the follow ing  
relationship:

Vc
íg D o '

=  tс 2 jj2/3 g -1 /3
D  S и , Р
d q' V

( 20)

B y neglecting, in the definition o f tc„, the parameters S/p' and U^D/v  we 
obtain

Vc

V g W
=  tr =  F

d
v2 /3 g -l/3

D

d
( 21)

The relationship is represented graphically in Fig. 4. In spite of the observable 
scatter it w ill he perceived p ositively  from  the diagram th a t the param eter 
tc can be d irectly  expressed in term s of the ratio D/d. According to  the figure 
th is relationship takes the form

Vc

УШ =  tr. =  1,7
JT) \ —0,405

d j
( 22)

In F ig. 4 decreasing values o f d/v^3 g ~ ^ 3 pertain to increasing values of 
Djd, but owing to  the narrow range of values it  was found im possible to deter­
mine lines pertain ing to individual constant values. On the other hand, there 
appears to  be a definite relationship betw een  djv‘i/3 and the ratio Djd.
On the strength  o f this relationship th e  values djv^3 g ~ ^ 3 =  1, 10 and 100 
have been selected  in Fig. 4 (denoted b y  d otted  circles) to trace the graphical 
relationship o f these two param eters in F ig . 5. According to the latter th is rela­
tionship can be expressed as

d
V2l3g - l l3

=  6920
D  j -M 8

. d )
(23)

As was dem onstrated b y  the relationships given in the form o f E qs (22) 
and (23) the param eter tc can be also expressed in term s of d/v213 g~  . In  fact, 
from the tw o relationships the third

Vc

Ví D q'
=  tCi 0,085

d
v2/3 g - 1/3

0,34
(24)

can be readily derived, which is illustrated in Fig. 6.
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 13

In connection w ith  Figs 4 , 5 and 6 the follow ing conclusions can be  
arrived at.

W ithin the range of experim ental values Fig. 4 can be applied for esti­
m ating the critical m ean velocity  vc. I t should also be noted  in this context

Fig. 5. P lot o f the relationship betw een
d

v 2 / 3 g - l / 3 versus D /d  based on Fig. 4

that th e  diagram yields useful values for a sedim ent having a specific gravity  
o f у г =  2,65 p/cm 3 on ly , since the sedim ent used in all experim ents had a 
specific gravity of y x =  2,65 p/cm 3, or one close to  it. A further drawback of 
Fig. 4 is that it y ields no inform ation w hatsoever on the gradient pertaining 
to th e  critical condition. As a consequence thereof, in the case of a particular 
sedim ent material and w ater depth th e  critical slope at w hich th e  critical mean 
velo c ity  vc according to  F ig. 4 occurs, m ust be determ ined b y  tria l and error.
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14 J. h. BOGÁRDI

From  the remarks made in connection  with Fig. 4 it should be obvious 
th a t neither Figs 5 and 6 are o f general va lid ity  and describe no more than  the  
particular relationships applying w ith in  the range of experim ental data. Theii 
v a lid ity  thus remains restricted to  particular cases.

A lthough in the relationships discussed so far the resistance coefficients 
tCi and tC2 proved theoretically  fully adequate for the determ ination of the criti­

cal m ean velocity  vc, it  appears still preferable to introduce the param eter tc =  
=V c/YgD S  instead, since in th is m anner the shear v e lo c ity  t / ,  =  |/gD S can also 
be introduced perm itting thereby the application o f C hézy’s velocity  formula. 
I t  should be rem em bered that the ratio o f the shear v e lo c ity  17* and the mean 
v e lo c ity  calculated from Chézy’s form ula is essentially C hézy’s ve locity  coeffi­
cien t c expressed in dim ensionless form ,

c ][D S

Using the param eter (c= v c/ | /g D S  the critical v e lo c ity  is estim ated with 
th e  aid of the five-term  velocity  group of Eq. (14), or o f  the velocity  ratios 
E qs (15a) to (15d) developed therefrom .

Acta Technics Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



INCIPIENT SEDIMENT MOTION 15

From experience gained during the processing o f experim ental data it 
appears desirable to  investigate th e  relationship

«с _ F  I U*d  _ D
U ,  [ V ’ d ,

first. This investigation  is all the more desirable since in the studies concerning  
the critical tractive force [1] the predom inant influence o f the relative rough­
ness D /d  was first dem onstrated in  connection w ith  relationships similar to  
the graphical p lots o f  Shields. The relationship o f E q. (26) has been p lotted  in  
Fig. 7 where the param eter tc — regarding now the critical mean ve loc ity  — 
is sim ilar to the param eter f c in Shields’ graphical p lot. The scatter in F ig. 7 is , 
how ever, too large to  perm it the tracing of lines corresponding to D/d =  const, 
values. This circum stance can be interpreted to indicate the slightness o f th e  
influence of the sed im ent shear v e lo c ity  R eynolds num ber R e^  on the critical 
mean velocity .

R eview ing th e  relationships o f Eqs (17), (21), (22), (24) and (26) used so  
far for determ ining th e  critical m ean velocity  it  w ill appear logically desirable 
to  consider also th e  form s of theoretical relationships involving as independent 
variable Shields dim ensionless resistance coefficient

f  =  ____ -1___
( r i - r ) d  '

For this purpose let us select from am ong the velocities found in E qs  
(11), (12) and (13) th e  five-term  v e lo c ity  group

YgDS ; Ygde' ; v/d ; v\D  ; ]Agd7 (27)

From these the independent velocity  ratios

l g DS  = W r = V  Xc
gdQ' I  ( Y x ~ Y ) d

fg D S  U „ d
v/d V

v/d D  

v/D ~  d ’

' / Ж  =  Yq'
gd

should be formed.

(28a)

(28b)

(28c)

(28d)

Acta Technica Academiae Scien'iarum Hungaricae 62, 1968
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 17

The expressions o f Eqs (28a) to  (28b) y ield  the ratio o f  the critical mean 
v elo c ity  and theoretically  the shear ve loc ity  in the follow ing form:

VC _ p  Í____d .
U *  { Oh — y ) d  V

(29)

On the basis o f the theoretical relationship under E q. (29) several three- 
variable relationships have been considered. Of these the relationships

and

vc P P  • 0 ’\
U .

F
T

d  ’ '  , 

c . U* d
{Vi — y ) d ' ’ V ,

(30)

(31)

failed to  produce useful results, although the dependence on D /d  and f c was in 
agreem ent w ith  earlier conclusions.

A  sligh tly  more definite relationship was observed in the case o f the three- 
variable relationship

«с

U t
— F

D

d (Vi - r ) d
(32)

h u t the fc =  const, lines could still not be determ ined in a p ositive manner.
Subsequently an attem pt was m ade to  introduce instead o f the sedim ent 

shear ve lo c ity  R eynolds num ber the shear velocity  R eynolds num ber Re* =  
=» 17* D/r and the gradient S.

For deriving theoretical relationships o f this form let us select from the  
15 velocities in Eqs (10), (11) and (12) the indepedent five-term  ve loc ity  group

VgD ; VgDS  ; YgdS  ; f g d Q' ; vjD  (33)

which can be com bined into the four independent dim ensionless parameters

(34a)

(34b)

(34c)
v /i  — п ы

J 5 Ш .  =  Ü  . (34d)
vjD V

VgDS
V s ,

YgD

VgDS Ï J L
VgdS / d

№  - r e - 1
VgdQ' UC (Vi — Y)d

2 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



18 J . L. BOGÁR DI

The parameter Vc/U* =  tc is defined theoretically  b y  the relationship

=  F  e  —  %c U * D )
U * I ’ d ’ ( y1 — y ) d "  V I

(35)

E ventually, on the basis o f the theoretical relationship under Eq. (35) 
th e  relationships

— f -  =  F  
U .

ind
(vi - y ) d

; S

t /*
=  F

U * D

(У1 — y ) d

(36)

(37)

h ave been exam ined, but as in the case of Eqs (17), (26), (30), (31) and (32) 
neither yielded useful results.

W ithin the range defined b y  available experim ental data the m ost useful 
resu lt was obtained w hen using the five-term  ve loc ity  group given by E q. (14) 
and the theoretical relationship

Vc
U *

D U md
j  ; ’d V

U* D
V

(38)

defined by the v e lo c ity  ratios o f E qs (15a) to  (15d), w hereby — neglecting the  
effect of Re„s and R e* — the relationship

и л
( D _ m d

d  3 g  1/3
(39)

w as plotted. This relationship is illustrated in Fig. 8 revealing that th e  lines 
corresponding to  con stan t d/v2̂ 3 g ~ ^ 3 values (1, 10 and 100 in Fig. 8) could be  
determ ined w ith an accuracy appreciably higher than  before.

Since the functions dc/U *  =  o(D /d)n could be determ ined individually  
for the values 1 ,1 0  and 100 of d/(r2/3g “ 1/3), these can be used to plot the relation­
ship between the coefficien t a and d/j'2/3g _1/3, as was done in Fig. 9. A n a ly ti­
ca lly  this relationship assum es th e  form

a =  0,000044

whence the three-variable relationship

r 2/3 g - 1 / 3

1,8

V'
=  0,000044

d I1-8 D  l 1-6 
d

is obtained.
v2 /3 „-l/3

(40)

( 4 1 )
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20 J . L. BOGÁRDI

For the case o f a g iven  com bination o f w ater depth D ,  particle diam eter d 
and w ater tem perature, no more than  th e  ratio Vc/U^ can be determ ined from  
Fig. 8 . For this reason a different approach m ust be used for determ ining the  
critical gradient Sc necessary for calcu lating the m agnitude o f  U t , whereafter 
the ratio vcIU t  will y ie ld  the desired critical mean velocity  vc. F ig. 1 which  
has n o t been discussed here in detail b u t explained in earlier papers, appears 
su itab le for this purpose. In  fact, fora  g iven  r a t io D /d a n d d /^ ^ g  -L/3) va lue the  
param eter

f  — ______L£_____

(7i -  У) d
w ill y ie ld  the critical gradient S c.

y D S c
(7 i — Y)d

U„ - « ( 4 -Г
plotted versus parameter 

d
V2I3 „-lia

on the basis o f Fig. 8
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 21

Example:  W ith  the following basic data: w ater depth  =  D  =  9 ,4  cm ; sedim ent particle 
size =  d  =  0,047 cm ; w ater tem perature =  20 °C, and thus v213 g~ 113 =  0,0047 cm, find the  
critical m ean ve loc ity  vc.

From  Fig. 8 : D /d  =  0,4/0,047 =  200, further

d  _ 0,047
V2l3g-V3 — o,0047 10

and thus the value

=  11,6
YgdS

is obtained.
In Fig. 1 the pair o f values D /d  =  200 and d/(v2l3g ~ 4 3) — 10 defines the parameter

fc = yD S c  =  0,0155 .
(Vi — y ) d

Consequently, the gradient required to  produce critical conditions is

,  0 ,0155-(yj — y)  d  0,0155(2,65 - 1 ) . 0 , 047 ..............
--------------y .D  “  H 4 ------------ =  ° ’000Ш •

17, =  Ÿ gD S  =  / 9 8 Ь 9,4-0,000127 =  /Г Д 7  =  1,08 cm /sec. 

and thus the desired critical mean ve lo c ity  is

vc =  11,6 • 1,08 =  12,5 cm /sec.

For the sake o f com pleteness le t  u s calculate hereafter th e  critical tractive force 
as well:

Tc = f c ( .V i — y ) d  =  0,0155 • 1,65 • 0,047 =  0,0012 p/cm 2.

I n  e n g i n e e r in g  p r a c t i c e  t h e  p r o b le m  f r e q u e n t ly  e n c o u n t e r e d  is  t o  d e t e r ­
m in e  f o r  a  g iv e n  c o m b in a t io n  o f  w a t e r  d e p t h ,  g r a d ie n t ,  t e m p e r a t u r e  a n d  c o r ­

r e s p o n d in g  m e a n  v e l o c i t y  t h e  l a r g e s t  s e d im e n t  p a r t ic le  d ia m e t e r  w h ic h  is  s t i l l  

s e t  in t o  m o t io n ,  i . e . ,  b e y o n d  w h ic h  t h e  c o a r s e r  f r a c t io n s  r e m a in  a t  r e s t .  P r o b ­

le m s  o f  t h i s  n a tu r e  m u s t  b e  s o lv e d  b y  t r ia l  a n d  e r r o r , r e v e r s in g  t h e  a b o v e  p r o ­

c e d u r e .

L et the water depth  be given as D =  9 ,4  cm, the gradient as S =  0,000127, the water 
tem perature as 20 °C and the m ean v e loc ity  observed, or calculated therefrom  as v c =  12,5 
cm /sec. Determ ine the particle diam eter w h ich  w ill be in  the boundary condition of incipient 
m ovem ent.

Calculating the value

w e have
17, =  /9 8 1 -9 ,4 -0 ,000127  =  1,08 cm /sec,

vc 12,5 
Í7 , ~  1,08

11,6 .

A s  a f i r s t  approximation  assume D /d  =  100, i.e. the desired particle diam eter is

d
9,4
100 =  0,094 c m .
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Since a t 20 °C tem perature v2, 3g - 1 '3 =  0,0047, we obtain d/(iPl3g ~ 113)  =  20, and in F ig. 8 the  
D / d  va lu e  corresponding to  th is  and to  the param eter vcj U „ =  11,6 is about 204-30 . The 
partic le  size m ust consequently  be reduced, or conversely for a given D  depth , the ratio D/d 
m u st be increased.

A s a second approximation  assum e D /d  =  250, i.e. the particle diam eter is now

d = “Sr = 0,0376 cm-
T hus

d 0,0376
V2i3g- m  — o,0047 — 8,02 ’

Fig. 10. The d  versus VV3 g-43 relationship p lotted  for water tem peratures

t =  15, 20 and 25 °C

w h ich  together w ith  th e  corresponding vc/ U t  =  11,6 value yields from F ig. 8 for the ratio 
D /d  the  value 300 to 320. T he desired particle size m ust be som ew hat larger to obtain for a 
g iv en  depth D  a lower ratio D/d.

After additional tria ls we obtain  D /d  =  200 for the correct value, indicating according  
to  the example dem onstrated  in  detail th a t the sedim ent fraction of diam eter d =  0,047 cm  
w ill then be in the boundary condition of incipient m ovem ent.

In connection w ith  Fig. 8 it  should be em phasized that it applies only to  
a sedim ent w ith  a specific  grav ity  o f  y 1 =  2,65 p/cm 3. In contrast w ith  the  
remarks made previously  in connection with the critical tractive force, it should  
b e added that for sedim ents having a specific gravity  other than 2,65 the rela­
tionships dealt w ith  above m ust not be used for estim ating the critical 
veloc ity  vc.
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Since it is usually  desired to  determ ine the particle diam eter for differ­
ent tem peratures, and since it w ould be inconvenient to  use the parameter 
d/(v2/3 g - 1/з̂  given for a single tem perature only, the relationships

d — F ( v2/3 „—1/3 )

have been plotted in F ig. 10 also for tem peratures t  =  15, 20 and 25 °C.
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Charakterisierung der Inbewegungsetzung der Geschiebe durch die kritische m ittlere 
Geschwindigkeit. Aus den vorigen A bhandlungen des Verfassers ste llt sich heraus, daß 
die kritische Schleppkraft, die die Inbew egungsetzung des Geschiebes charakterisiert, 
auch bei einem G eschiebem aterial gegebenen Korndurchm essers d und spezifischen Gewichts 
y l n icht konstant ist, und  in erster Linie von  der durch das Verhältnis der W assertiefe D  und  
des Korndurchmessers d  charakterisierten relativen R auhigkeit abhängt. Offenbar, den 
B eginn der Geschiebebewegung determ inierende kritische m ittlere G eschwindigkeit ist  
auch selbst kein F estw ert, sondern hängt von  den U m ständen der B eobachtung, in erster 
Linie von  der relativen R auhigkeit ab. D ie  Abhandlung, von  der klassischen Theorie der Stoß­
kraftstärke ausgehend, untersucht die Änderung der kritischen m ittleren Geschwindigkeit 
und ihre Abhängigkeit von  den aus den verschiedenen physikalischen Größen bildbaren Para­
m etern in zahlreichen Varianten. Schließlich wird der Q uotient der kritischen m ittleren  
G eschwindigkeit und der G leitgeschwindigkeit als Funktion der relativen R auhigkeit sowie des 
vom  Korndurchmesser und von  der V isk osität abhängigen Param eters erm ittelt. D ie Zu­
sam m enhänge werden auf Grund von theoretischen Überlegungen, sowie m ittels tatsächlicher  
Versuchsergebnisse in graphischer Form und auch num erisch angegeben.
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Caractérisation du début de charriage par la vitesse m oyenne critique. Il ressort des tra­
v a u x  antérieurs de l’auteur qu’en cas m êm e d’une grosseur de grains d  e t  d’un poids spécifique  
y l des m atériaux solides, la  force d’entraînem ent critique des m atériaux caractérisant le 
d ébu t du  charriage n’est pas constante et dépend en premier lieu de la rugosité relative d 
déterm inée par le quotient de la profondeur d’eau D  e t du diam ètre d des grains. La v itesse  
m oyenne critique caractérisant le début du charriage ne doit pas être non plus de valeur  
con stan te , mais dépend des conditions de l ’observation, et notam m ent de la rugosité relative. 
L’étude partant de la m éthode classique de la  force de choc, exam ine de nom breuses alternatives  
de la  variation de la  v itesse  m oyenne critique et sa dépendance des param ètres pouvant être 
form és des différentes quantités physiques. E n  fin  de com pte, le quotient de la v itesse  m oyenne  
critique e t de la v itesse de g lissem ent est déterm iné en fonction de la rugosité relative e t du 
param ètre dépendant du diam ètre des grains et de la v iscosité. Les rapports sont donnés, 
sous form es graphique e t  num érique, sur la  base de considérations théoriques et à l ’aide de 
résu lta ts expérim entaux réels.

Характеристика начала движения наносов припомощисредней критической скорос­
ти ( Я.  Богарди).Из предыдущей работы вытекает, что критическое усилие смещения нано­
сов, характеризующее начало движения наносов, не является постоянным ни для материала 
наносов с данной крупностью d l и с данным удельным весом у ,  и зависит, в первую очередь, 
от глубины воды и относительной шереховатости, определяемой частным диаметра зе­
рен D/d. Естественно, что средняя критическая скорость начала движения наносов также 
не является постоянной величиной, а зависит от условий наблюдения, и в первую очередь 
от относительной шереховатости. Работа, исходя из классической теории ударной силы, 
в ряде вариантов изучает изменение средней критической скорости и ее зависимость 
от параметров, которые можно образовать из различных физических количеств. В конеч­
ном результате автор частное средней критической скорости и скорости смещения опре­
деляет в функции параметра, зависящего от относительной шереховатости, а также диа­
метра зерен и вязкости. В работе существующие связи даются на основе теоретических 
соображений, а также результатов действительных опытов в графической и цифровой 
форме.
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NUMERICAL SOLUTION 
OF MIXED BOUNDARY VALUE PRORLEMS 

IN DISC ANALYSIS

K . SZMODITS'
D R . OF T E C H N . SC.

B U IL D IN G  RESEA R C H  IN ST ITU TE, BUDAPEST

A uthor treats th e  so lu tion  of the problem  of m ixed peripheral values o f sym m etric  
and antim etric discs in  respect to the axes x  and y . The problem  is solved b y  treating  
th e  question according to  the theory of com plex functions of the plane stress state . 
In solving the problem th e  holom orph com plex stresses are w ritten in the form of power 
series expansion, and the constants o f these series are determ ined b y  peripheral colloca­
tion . The procedure gives th e  solution w ith ou t introducing the stress fun ction  F ,  because  
thus i t  is sim pler to w rite dow n the peripheral conditions.

A  solution is presented for m ixed boundary value problem s arising in 
the analysis o f discs th a t are sym m etrical and antim etrical w ith  respect to  
th e  x  and y  axes. The approach is based on the com plex function  form of the  
plane stress state. H olom orphic com plex stresses are expanded into a power 
series the constants o f w hich are determ ined by collocation along the boundary. 
The solution  does not involve the introduction of the stress function  F,  the  
boundary conditions being more readily determ ined in th is m anner.

In  m ixed boundary value problem s of disc analysis the contour curve 
consists of sections w hich can be classified into two groups, in th e  first o f which  
th e  boundary forces, in  the second the displacem ents are given at discreet 
points. D epending on w hether the contourline is formed b y  a single closed curve 
pertaining to  the first group, or one belonging to  the second group, the first, 
or the second boundary value problem  is to  be solved.

In the case of arbitrary contour curves the boundary value problems of 
disc analysis can be so lved  b y  num erical m ethods only. In  the m ethods com ­
m only applied the aim is to  find the stress function F.  Since boundary forces as 
well as boundary displacem ents can be expressed in term s of F,  the boundary  
conditions can also be related  to F.  The resulting expressions are as a rule in­
volved  and consequently the developm ent of the set of linear equations for 
determ ining the independent constants o f the stress functions F  satisfy ing the  
disc equation A A F  =  0, under the restriction th at these should also approxi­
m ately satisfy  the boundary conditions, is a lengthy and d ifficult task.

An appreciably sim plified  approach to  the developm ent o f these equa­
tions can be follow ed b y  applying the m ethod of com plex function  analysis to  
tw o-dim ensional problem s [1]. In th is case rather than the stress function F
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the com plex stresses JP(s) and w(z) are sought for in term s, o f which the bound­
ary conditions can be expressed readily even for arbitrary contours and the  
resu lting expressions can readily be resolved into real functions.

In the case o f  a tw o-plane stress sta te  the boundary conditions of th e  
first and second boundary value problem s for a disc in the com plex plane are 
obtained by a slight m odification  o f the expressions on p. 71 in [1] as

2 (N  -  iS) =  W(z)  +  W(z) -  [zW'(z)  +  ie(z)] e2 u  (1)

4 E(Un +  i U s) =  {(3 -  V)'W(z) - ( 1 - v )  [ zW(z)  -  'w(i)]} e ~ '■, (2 )

w here N  and S  are norm al and tangentia l boundary forces, respectively, U n 
and Us are norm al and tangentia l boundary displacem ents, respectively, a 
is the angle included b y  the surface norm al and the л; axis, E  is Y oung’s m od­
ulus of elasticity  o f  th e  disc m aterial, Г] is Poisson’s num ber, where the upper 
right-hand com m a indicates differentiation, the upper left-hand comma in­
tegration, i.e., bF (z)=  J 1V(z)dz  (F ig. 1 ). Since the constants o f integration de­
note translations and rotations o f the disc as a rigid body, these can be neglected  
in the present analysis.

The stresses a x, Oy and r xy, as w ell as the displacem ents u and v in the  
directions X  and y ,  respectively , are related to  the com plex stresses as [1]:

ox +  *y = W { z ) + W ( z )

a y  —  a x  +  2  i r xy  =  zW'(z)  +  w(z)  (3)

4 /i(u - ( - id) =  X 'IV(z)  — zW(z)  — 'm’(z) ,

where in the case o f  plane stresses x 
strains к =  3 — 4r/, while

1 ц -

— 3 — r)l( 1 -(- r/) and in the case of plane 

E
1 + T j
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In  the know ledge of the com plex stresses W(z)  and w(z) the stresses and 
displacem ents are obtained from E qs (3).

The com plex stresses being holom orphous functions, th ey  can be expand­
ed into the follow ing power series:

w ( z )  =  2  A " w (z"> =  2  a-  *n ’ (4 )
n n

n =  0 , 1 , 2 , 3 ,  . .  .

where A n and an are unknown real constants.
W ith  the substitutions Z =  r (cos cp -f- i sin <p) and eia =  cos a i sin a , 

Eqs (4) are rew ritten into a trigonom etric form and on substitution  into Eqs 
(1 ) and (2 ), further b y  separating real and im aginary parts, we obtain for the  
boundary forces and boundary displacem ents the following expressions:

2 N  =  2  A n { 2  rn cos n<p — nrn~ l [cos (re — 1) ср-Ф — sin (re — 1) <p-ip } —
П

— 2  ttn r" (cos ncp cos ^ x — s n̂ n<p s*n ^ a ) »
n

2 S — — 2  A n nrn~ l {cos (re - 1) <ргр +  sin (re — 1) ср-Ф} -f- (5)
П

-f- 2  an гП (sin n(P cos 2 a -j- cos n<p sin  2 a ) ,
П

4 E U n -f- 2  A n [(3 — rj) —------ [cos (re +  1) cp cos a -\-
n l n +  1

-f- sin (re -j- 1) cp sin a] — (1 +  V) r" (cos n(P ' +  (6 )

1 rn + 1
-f-sinre^-^ ) — 2  an{ 1  + V ) -----—  X

I n +  1

X [cos (re +  1) 9? cos a — sin (re -\- 1) cp sin oc],

r rn+ 1
4 E U S =  2  A n j (3 — t'l)----------[sin (re -f- 1) cp cos a —

n I n +  1

— cos (re +  1 ) cp sin a] — ( 1  +  v) rn (cos n<p ■ cp1 —

1 rn+1
— sin тир ■ Фг) 1 +  2  a n (1 +  v)  — — — x

] n  n 4- 1

X [cos (re +  1) 95 sin a — sin (re -f- 1) <P cos a] ,
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where
Ф =  cos cp cos 2a -f- sin cp sin 2a, 

ip =  sin cp cos 2 a  — cos (p sin 2 a,

Фх =  cos cp cos a +  sin cp sin a , 

гр2 =  sin cp cos a  — cos cp sin a; 

re =  0, 1, 2 , 3 , .  . .

For ease o f calcu lation  r is exped iently  reduced to  a dim ensionless form  
b y  division w ith th e  len gth  unit. H ereafter, the constants w ill have a dim ension  
id en tica l to th at o f  stresses.

The num erical values of the constants are determ ined b y  collocation  
along the boundary. For this purpose Eqs (5) and (6 ) are w ritten for fairly  
close ly  spaced boundary points and solved  for the unknow n constants. In  the  
boundary points N  and S,  or Un and Us which are g iven, tw o equations can be  
w ritten  for each o f th e  boundary points. I f  the num ber of boundary points is 
re, th e  number o f available equations is 2 re, from w hich 2 re unknown constants  
can be determ ined in an unequivocal manner.

In the special case where both  the contour curve and the acting load are 
antim etric to  th e  x  axis, it will be perceived from F ig. 2 th a t for re =  0, 2, 4 , . . . 
in  th e  antim etric points Z n will becom e identical, and consequently the solu­
tio n  given by E q. (4) w ill also becom e antim etric to  the x  axis. Boundary con­
ditions should th en  be written for discreet points ly ing  on one side o f  the x 
axis only. On th e  other hand, in th a t particular case where both the acting  
load  and the contour curve are sym m etrical about the x  axis, the com plex  
stresses becom e

W(z) =  2  A n (*" +  * -" ),
n

.»(*) =  (*" +  *“ ")>
( ? )
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where n  =  0, 1, 2, 3, 4 , . . . . W hen the acting load and the contour curve are 
sym m etrical to both  th e  x  and y  axes, in Eqs (7) n =  0, 2, 4 , . . . . R esolving  
Eqs (7) into real and im aginary parts, Eqs (5) and (6 ) supplem ented w ith the  
term s containing ( — n) are obtained.

These term s, denoted b y  an upper dash, are as follows:

2 N  =  ^  A n {2 r~ ncos тир +  /ir_(n+1) [cos (n +  1) <p -Ф -f- sin (n -f- l ) ? 1 •'У’]} —
П

— ^  an r~n (cos тир cos 2  a -(- sin n<p sin 2  a) ;
П

2 5  =  n A n r—(п+1) [cos (n -f- 1 )(p'ip — sin (n -f- 1) <p -Ф] -f-
П

-j- ^  an r~n (cos тир sin 2 oc — sin тир cos 2  a) ;
n

4 E Ü n =  ^  A n 1(3 — rj) —-------[cos (1 — n) q> cos a —
n I 1  — n

— sin (1 — n)<p sin  a] — (1 +  rj)r~'n (cos шр-Ф1 — sin тир-грx)

j.1—n
— ^  an ( 1  +  r j ) ----------[cos ( 1  — n)çp sin a — sin ( 1  — n) <p cos a] ;

n 1  — n

— f r1_n
4 E U S— — "V A n j(3 — rj)-------- [sin (1 — n) cp cos a +  cos (1 — n) <p sin a] +

“t  ( 1  —  n

+  ( 1  — rj) r—n(cos тир-тр1 +  sin П9?-Ф])| -j-

r1~n
+  ^  an ( 1  +  v ) ----------[cos ( 1  — n) f  sin a — sin ( 1  — n) cp cos a ] .

n 1  — n

Example

Let us find the state o f stress in a circular disc loaded by the uniform ly distrib­
uted  boundary forces N .  Owing to full axial sym m etry Eqs (5) and (6 ) m ust 
be w ritten  for a single boundary point only. Since for all cp values S  =  0, all 
constants o f  Eq. (6 ) are elim inated and thus from Eq. (5), in w hich only  A 0 t* 0 
and N  =  A 0, and further from Eqs (3) we have

a x +  a y =  2 N  ; ax — ay +  2 i r xy — 0
and thus

crx =  oy =  N  ; xxy =  0.

Since the boundary condition is satisfied  at each of the boundary points, 
the solution obtained is th e  exact one.
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R E F E R E N C E

1. M il n e , L. И .—T h o m s o n : Plane E lastic  System s. Springer Verlag, Berlin 1960.

Numerische Lösung der komplexen Randwertaufgaben von Scheibenproblemen. In d ie­
sem  A ufsatz beschäftigt sich  der Verfasser m it der Lösung der kom plexen Randwertaufgabe 
v o n  zu den Achsen x  un d  у  antim etrischen und sym m etrischen Scheiben. D ie Lösung wird 
durch eine kom plexe B ehandlungsw eise der Funktionenlehre des ebenen Spannungszustandes 
durchgeführt. Im  Laufe der Lösung werden die holom orphen kom plexen Spannungen in in 
Potenzreihen entw ickelten  Form en aufgeschrieben, und die K onstan ten  dieser Reihen werden 
durch Randkollokation erm ittelt. Dem  Verfahren gemäß wird die Lösung ohne Einführung der 
Spannungsfunktion F  bestim m t, da das Aufschreiben der Randbedingungen auf diese W eise 
v ie l einfacher ist.

Solution num érique du problème m ixte de la valeur au contour de l’élasticité à deux 
dim ensions. L’étude présente  la solution du problème m ixte  de la  valeur au contour des 
disques antim étriques e t  sym étriques aux axes x e t y . La solution  s’obtient par la m éthode  
des variables com plexes. A u cours de la solution , les com plexes holom orphes sont exprim és 
sou s forme développée en série et les constantes des séries déterm inées par une collocation  
au  contour. On obtien t la  solution sans introduire la fonction de contrainte F  et l’expression 
des conditions au contour est considérablem ent sim plifiée.

Числовое решение смешанныхзадач по значениям периметров дисковых проблем (К-
Смодич). Работа посвящена решению смешанныхзадач по значениям периметров дисков, 
антиметрических и симметрических к осям х и у. Решение осуществляется при помощи ком­
плексной функциональной трактовки плоскостного напряженного состояния. В прцессе 
решения голоморфные комплексные напряжения записываются в виде разложенного в 
степенной ряд и постоянные этих рядов определяются периметрической коллокацией. 
Предлагаемый метод определяет решение без введения функции напряжения F, так как 
периметрические (окружные) условия таким образом можно записать значительно проще.
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NOUVELLE MÉTHODE POUR L’EXAMEN 
DU FLUAGE DES ACIERS

Á. SZOM BATFALYY
IN STITU T D E R EC H ER C H ES SID ÉRU RG IQ U ES 

[M anuscrit reçu le 13 mars 1967]

Les processus de ségrégation se déroulant au cours du fluage des aciers ont été exam inés 
sur la  base de la variation  de la résistance électrique et de la force coercitive. D es essais de 
10 000 heures effectués à 550° et 565 °C on t m ontré que la force coercitive varie rapidem ent 
au début e t  plus len tem ent après 3000 heures. Sur la base de relations connues, on en  peut 
conclure à la v itesse de ségrégation des carbures. L’accroissem ent de la conductivité électrique  
indique un  appauvrissem ent en élém ents d ’alliage de la m atrice. D ’après nos expériences, 
ce processus est indépendant de la  sollicitation  m écanique, tandis que la ségrégation de carbures 
est m odifiée par les contraintes.

I. Introduction

L ’étude de la vaste  littérature consacrée au fluage des m atériaux m étalli­
ques perm et de constater que le fluage est un phénom ène fort com plexe qui 
peut s’accom plir sous l’effet de plusieurs m écanism es. Dans le fond, c’est une 
conséquence du m ouvem ent des d islocations [1 — 7], dont la v itesse est déter­
minée par différents phénom ènes accom pagnants: ségrégation, recristallisation, 
grossissem ent du grain, polygonisation , effet Snoek, effet therm oélastique, 
etc. I l sem ble très probable que chacun de ces m écanism es entre en jeu  en cas 
d’efforts de longue durée, leur effet variant en fonction de la com position et de 
la structure de l’alliage, de la tem pérature et de l ’effort. Des essais m ultiples 
prouvent que le fluage s’accom pagne toujours d’une ségrégation de carbures, 
à laquelle on attribue une assez grande im portance du point de vue de la v itesse  
du processus [8— 14]. Mais des précipités ne s’observent au m icroscope que 
dans les phases ultérieures du fluage, après quelques milliers d’heures [15], 
tandis que les déform ations plus rapides apparaissent surtout dans la phase  
in itiale de l’essai. On p eu t donc supposer que le fluage est égalem ent lié à la 
form ation de précipités subm icroscopiques, de germes et de zones Guiner-Pres- 
ton qui pourraient être responsables du ralentissem ent de la déform ation, plus 
rapide au début du processus. Pour élucider ce problèm e, nous avons ten té  d’ap­
pliquer des m éthodes plus sensibles que celle m icroscopique, qui nous perm et­
traient un contrôle qu an tita tif du processus de ségrégation de carbures. Les m é­
thodes d’exam en qui pouvaient entrer en ligne de com pte sont basées sur la 
mesure des propriétés physiques:  frottem ent interne [16 —17], force coercitive  
[18—21] et résistance électrique [2 2 ].
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N ous avons dès l’abord rejeté l’idée de mesurer le frottem ent interne, car 
d’un côté l’appareil de K é [23] ne se prête qu’à l ’exam en des fils e t d’autre 
part, l ’E lastom at de Förster ne s’est pas avéré suffisam m ent sensible au cours 
des essais préalables que nous avons effectués.

Les relations entre la force coercitive et la ségrégation sont depuis 
longtem ps connues. On les explique par le fa it que le déplacem ent des parois de 
B loch provoqué par le cham p m agnétique extérieur est entravé par les ségré­
gations [24—26]. Cet effet est le plus grand quand le diam ètre des particules est à 
peu près identique à l ’épaisseur de la paroi de B loch , donc s’il est de l’ordre de 
0,01 micron. La force coercitive dépend, en dehors de la dim ension critique, du 
nom bre des ségrégations par unité de volum e et varie à peu près linéairem ent 
avec lui.

La grandeur de la  conductivité électrique est une propriété caractéristique 
de tou s les m étaux; l ’alliage la dim inue dans tous les cas, car les atom es é t­
rangers inclus dans le réseau atom ique em pêchent le m ouvem ent des électrons 
de conduction. Mais cet effet dépend du genre d’alliage: dans les alliages d’une 
structure hétérogène, la conductivité varie presque linéairem ent avec le pour­
centage atom ique des phases, tandis qu’en cas de solutions solides, une faible 
q u an tité  d’alliants la  dim inue déjà considérablem ent [27]. Les processus de 
ségrégation s’accom pagnent donc de l’accroissem ent de la conductivité électri­
que [28 — 31].

Il ressort de ces constatations que les deux m éthodes se com plètent et  
peu ven t même perm ettre un contrôle m utuel. E n effet, de l’appauvrissem ent 
en élém ents d’alliage de la matrice résulte une am élioration de la conductiv ité, 
tandis que la m odification  des propriétés m agnétiques indique l’apparition de 
zones G. P ., germes ou carbures.

C’est à partir de cette hypothèse que nous avons exam iné la transform a­
tio n  des propriétés m agnétiques des éprouvettes sous charge constante pendant 
1 0  0 0 0  heures, et effectué des essais systém atiques en mesurant la conductiv ité  
électrique et la force coercitive. Les éprouvettes éta ien t de l’acier m oulé de 
q ualité  10 CrMo 910. Leur com position variait dans les lim ites suivantes:

C 0,08 4-0 ,15% , 
Si 0,15 -b 0,50% , 
Mn 0,40 -h 0,60% , 

Cr 2,0 -r  2,5% , 

Mo 0,9 -i-1,1 %.

Traitem ent therm ique: refroidissem ent 
revenu à 720 °C pendant 2  heures. La 
0  8  X 120 mm.

à l ’air de l ’acier chauffé à 950 °C, 
dim ension des éprouvettes était:
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La résistance électrique a été mesurée par un pont Thom son de 5 décades. 
Pour la  mesure de la force coercitive, nous avons utilisé un appareil construit 
par nos propres m oyens, enfin pour l ’indication de l’intensité du champ m a­
gnétique nous avons eu recours au «Rissdetektor» de Förster. Pour assurer la  
m agnétisation  saturée, nous avons m agnétisé les éprouvettes dans un champ  
ayant une intensité de 28 0 0 0  oersteds.

II. R ésultats expérimentaux

1. Essais magnétiques

A  titre  prélim inaire, nous avons mesuré la force coercitive de 21 éprou­
vettes sous charge constante pendant 1 0  0 0 0  heures et celle de leur m atériau, 
qui correspondait à l ’état in itial. Les données expérim entales et le changem ent 
de la force coercitive au bout de 10 000 heures sont résum és sur le tableau I.

Tableau 1

L'allongement, la force coercitive et sa variation

T em pérature
d ’essai

[°q
Sollicitation

[kp/mm2]

Allongement
en

10* heures 
[%]

Force coercitive 
[Oersted] V ariation 

de la force 
coercitive 

[%]
au début à  la fin

de l’essai

550 7,5 0,89 5,02 5,96 18,0

550 7,5 0,54 5,96 6,33 6,3

565 7,5 2,32 5,96 7,20 20,8
565 6,0 1.48 6,25 7,21 15,3
550 7,5 1,44 5,17 6,12 18,3
550 7,5 0,48 6,10 6,25 2,4
550 7,5 1,68 5,52 8,00 44,0
565 6,0 0,98 7,85 8,65 10,2

550 6,0 0,40 8,00 8,31 3,9
550 7,0 0,28 6,68 7,10 6,3
550 7,0 0,36 6,27 6,54 4,3
550 7,0 2,16 6,27 7,22 15,2
550 7,0 0,48 7,60 7,92 4,2
550 7,0 0,64 8,78 8,15 7,8

550 7,5 0,52 8,10 8,71 7,6
550 7,5 0,68 8,40 8,85 5,4
550 7,5 0,52 6,85 7,12 5,3
550 7,5 0,92 8,95 10,20 7,6
550 7,5 2,24 6,12 10,20 67,0
550 7,5 0,46 6,20 6,30 1,6
550 7,5 1,44 5,17 6,12 18,4
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Les valeurs correspondantes de l’allongem ent et de la force coercitive de cha­
que éprouvette sont m ises en vue sur la figure 1. Pour des raisons de sim plicité, 
nous y  avons adopté une échelle logarithm ique.

N ous y  avons tracé aussi une droite de régression déterm inée par la m é­
th od e des moindres carrés. Le coefficient caractérisant l ’étroitesse de la corré­
la tion : r =  0,75, valeur très bonne surtout si l ’on considère que les essais de

Fig. 1. L’accroissement de la force coercitive e t  l ’allongem ent au bout de
à 550° et 565 °C

10 000 heures,

flu age ne peuvent être reproduits qu’avec une précision de 2 0 % environ
[ 3 2 - 3 3 ] .

Les résultats de ces exam ens dém ontrent donc l ’existence d’une corréla­
tion  entre l’allongem ent survenu pendant 1 0  0 0 0  heures et le changem ent de la 
force coercitive. Sur la  base des ouvrages de K e r s t e n  et N É e l , on peut aussi 
établir qu’une plus  grande  vitesse de f luage s'accompagne d'une précipitation 
accélérée des carbures; il se peut même qu’elle soit la conséquence de cette der­
nière.

La majeure partie  des éprouvettes figurant au tableau I avait été utilisée  
déjà précédemment pour d’autres essais, mais 7 parm i elles étaient laissées 
exclusivem ent à notre disposition. D e la tête  de celles-ci, nous avons fait des 
éprouvettes pratiquem ent détensionnées m aintenues à 550 °C. La comparaison
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des propriétés m agnétiques des m atériaux non chargés et sollicités a permis 
d’étudier les corrélations entre la charge et les processus de ségrégation. Les 
données sont contenues dans le tableau I I ., les résultats sont mis en vue sur la

Tableau II

L'allongement et l’accroissement de la force coercitive à 550 °C au bout de 10 000 heures, 

dans l’éprouvette chargée et non chargée

Allon­
gem ent

Force coercitive 
[Oersted]

Accroissement de la 
force coercitive [% ]

[%]
é ta t  in itia l a =  7,5 a =  0 a =  7,5 o =  0

0,46 6,20 6,30 6,44 i,6 3,5

0,48 6,10 6,25 6,80 2,4 11,7

0,89 5,02 5,96 6,65 18,0 32,5

1,44 5,17 6,12 7,60 18,4 40,5

1,56 5,77 6,35 6,75 10,1 17,0

1,68 5,52 8,00 19,60 44,0 218,0
2,24 6,12 10,20 21,60 67,0 257,0

figure 2. Sur celle-ci, nous avons représenté les changem ents de la force 
coercitive de la partie non chargée et chargée d ’une éprouvette en fonction de 
l ’allongem ent produit pendant 10 000 heures. Pour illustrer la différence, nous 
avons relié entre eux les points se rapportant aux mêm es éprouvettes. Il est 
bien visib le que dans le m atériau prélevé de la partie non chargée, la force  
coercitive accuse une augm entation beaucoup plus grande que dans celle prove­
nant de la partie soum ise à une charge de 7,5 kp/m m 2. Cela indique que la 
sollicitation mécanique modifie la vitesse de la précipitation des carbures. Cette 
constatation  est d’ailleurs en accord avec celle de K risch [34], selon qui les 
carbures isolées d’éprouvettes non sollicitées m écaniquem ent contiennent un  
peu plus d’alliants.

A yan t constaté que la force coercitive ava it accusé dans chaque cas une 
nette augm entation au bout de 1 0  0 0 0  heures, nous avons exam iné les varia­
tions dans le tem ps de cette  valeur, pour en conclure aux variations de vitesse  
de la ségrégation de carbures. Dans ce but, nous avons m aintenu quelques ép ­
rouvettes à la tem pérature de 550 °C et mesuré de tem ps en tem ps les valeurs 
m agnétiques ci-dessus. A insi qu’il ressort de la  figure 3, la variation est rapide 
au début, m ais sa v itesse décroît fortem ent après 3000 heures environ. Les éprou­
vettes provenant de différentes coulées — to u t en donnant des résultats n u ­
mériques divers — ont présenté un com portem ent essentiellem ent analogue.
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Allongem ent /°/о]

F is . 2. L ’accroissement de la force coercitive d’éprouvettes sous charge ( X ) e t non chargées
(O )  à 550 °C

rPmps [h j

F ig . 3. L’accroissement de la force coercitive en fonction du tem ps à 550 °C, dans une éprou­
v e tte  non chargée
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2. Examen de la conductivité

La conductiv ité  électrique a été m esurée sur des éprouvettes en partie 
non chargées et en partie m aintenues sous une charge de 7,5 kp/m m 2. La tem ­
pérature de l’essai a été de 550 °C. N ous avons procédé parallèlem ent à trois  
séries d’expériences, qui ont abouti à des résu ltats identiques. Les données de 
l ’une de ces séries de mesures ont été résum ées dans le Tableau I I I , les change­
m ents de résistance étan t mis en vue par la  figure 4.

Fig. 4. Variation de la conductivité en fonction du tem ps à 550 °C, dans des éprouvettes non
chargées (O ) et chargées ( x )

Tous les essais concordent à montrer que la dim inution de la résistance, 
rapide pendant quelques centaines d’heures, se ralentit progressivem ent, 
jusqu’à ce que la résistance devienne constante entre 1500 et 3000 heures. 
On en peut conclure qu’à cette  tem pérature, les élém ents d’alliage ou du moins

Tableau III

Variation de la conductivité G 550 °C d'éprouvettes sous 7,5 kp/mm .2 et d'éprouvettes

non chargées

Durée 
de l’essai 

[heure]

C onductivité 
[m/Ohm m m 2]

essai sans charge essai sous charge

0 3,27 3,31

650 3,55 3,56

1010 3,58 3,58

2023 3,70 3,68

3004 3,77 3,81

4006 3,74 3,79
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leur plus grande partie se précipitent de la matrice pendant 3000 heures en­
viron. Ce processus se déroule d’abord à une allure plus rapide, pour se ralentir  
ensu ite et cesser tou t à fa it au bout de 3000 heures environ. A partir de là , la 
com position  de la m atrice paraît inchangée. I l ressort égalem ent du diagram m e  
que le changem ent de la résistance est identique sur les éprouvettes chargées 
et n on  chargées, ce qui signifie que les contraintes m écaniques n’in fluent pas 
sur le  processus de ségrégation des alliants.

3. Examen métallographique

N ous avons essayé de suivre le processus de ségrégation des carbures par 
des exam ens m icroscopiques. Les éprouvettes non chargées m aintenues à une 
tem pérature de 550 °C ont été refroidies de tem ps en tem ps, ensem ble avec le 
four, puis polies électrolytiquem ent et attaquées au n ita l. Nous les avons exa­
m inées ensuite sous des grossissem ents variés. On pouvait constater que la  
dim ension et la quantité des carbures augm entaient progressivem ent avec le 
tem p s. Le degré de cette  augm entation  est représenté sur les figures 5 à 8 , qui 
appuient qualitativem ent notre conclusion tirée de la variation de la force 
coercitive.

III. Interprétation des résultats expérimentaux

Les résultats des essais effectués peuvent être interprétés à la base de la 
figure 9. Nous y  avons représenté, en fonction  du tem ps, la variation de la  con­
du ctiv ité  et de la force coercitive de l’éprouvette m aintenue à la tem pérature  
de 550 °C, ainsi que l’allongem ent produit par une charge de 7,5 kp/m m  sur 
une éprouvette de m atière identique. Sur la base des relations connues entre la 
structure des alliants et les propriétés m agnétiques et électriques, le diagram m e 
en question perm et de tirer plusieurs conclusions:

a)  La  matrice s'appauvri t  progressivement en alliants (augm entation de la 
conductiv ité). Le processus qui est d’abord rapide, se ralentit ensuite et se 
term ine au bout de 3000 heures environ.

b)  L’accroissem ent de la force coercitive indique que les alliants préci ­
pités forment des carbures, dont le nom bre et la dim ension augm entent à un 
rythm e d’abord rapide, mais qui va  décroissant. Les dimensions s ’approchent 
d ’une valeur critique, la plus favorable du point de vue de la force coercitive. 
Selon la théorie de K ersten, celle-ci doit être de l ’ordre de 0,01 micron.

c)  La ségrégation des alliants cessant déjà aux environs de 3000 heures, 
alors que la force coercitive continue à augm enter, on peut conclure qu ’il ne se 
forme plus de nouveaux carbures par la suite et que c ’est seulem ent la  d im en­
sion ou la com position des précipités antérieurem ent ségrégés qui subissent
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F ig . 5

F ig . 6

une certaine m odification . Le fait de l’augm entation  est confirmé aussi par les 
observations m icroscopiques.

d)  Les courbes représentant l ’allongem ent et la variation en pourcent 
de la force coercitive sem blent être à peu près parallèles, ce qui indiquerait 
— en accord avec les constatations d’autres auteurs — que l ’allongem ent est
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F ig . 8
F ig . 5 — 8. M odification de la structure à 550 °C, au bout de 627, 1000, 3000 e t  4400 heures

(N  =  1200 X )

en rapport avec la form ation de carbures. Cette constatation  se trouve égale­
m en t appuyée par la figure 1 , dont il apparaît qu’une corrélation assez serrée 
ex iste  entre la grandeur de l’allongem ent produit au bout de 1 0 4 heures et les 
m odifications survenues dans les phases de carbures.
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e)  Les contraintes m écaniques n’influent pas sur la précipitation des 
atom es d’alliants dissous (figure 4), mais elles retardent le processus de form a­
tion  de carbures.

B ien que les constatations ci-dessus soient basées sur des résultats m esu­
rés sur un assez grand nom bre d’éprouvettes, il faut souligner que la durée de 
nos expériences relatives à la force coercitive et à la con d u ctiv ité  électrique n ’a

Tem ps [h ]
F ig. 9. V ariation de la condu ctiv ité, de la force coercitive e t  de la longueur en fonction du

tem ps, à 550 °C

été que de 5000 heures au plus et que nos essais de mesure des allongem ents 
ont été poursuivis durant 10 000 heures. La tem pérature des essais a été de 
550°, resp. de 565 °C et le m atériau des éprouvettes éta it de l ’acier 10 CrMo 910. 
A ussi nos constatations ne sont-elles valables que dans ces lim ites et ne 
sauraient être généralisées.

IV. Conclusions

N os exam ens et nos essais ont permis d’établir que les ségrégations de 
carbures accom pagnant le  processus du fluage peuvent être détectées et suivies 
par la mesure des variations de la force coercitive et de la conductiv ité électri­
que. La corrélation entre les variables est assez étroite et les conclusions qu’on 
en peut tirer sont en accord avec les constatations publiées dans la littérature.

Nous avons utilisé le m êm e m atériau pour tous les essais, poursuivis à 
deux tem pératures durant 5000 et 10 000 heures et c’est d’un nom bre relative­
m ent restreint de données que nous avons tiré nos conclusions. Mais même 
nos résultats d’essais peu nom breux ont suffi pour établir que la conductivité  
et la force coercitive p eu ven t être efficacem ent utilisées pour l’observation des 
ségrégations de carbures.
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Les mesures p ou van t être effectuées sur un appareil relativem ent simple, 
il sem ble être utile de procéder à l ’avenir, parallèlem ent aux essais de fluage, à 
la déterm ination des propriétés m agnétiques et électriques m entionnées. I l est 
à supposer que sur la base de l’interprétation statistique d’un grand nombre 
de données, on pourra m ieux connaître les processus qui su ivent le fluage et 
dim inuer aussi le nom bre ou le tem ps des essais de longue durée, fort coûteux.
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New M ethods for the Investigation of the Creep of Iron A lloys. The segregation phenom ena  
during the creep of steels were investigated  on the basis o f the changes in the electrical resistance  
and in the coercive force. The tests carried out a t 550 °C and 565 °C show th a t in  the begin­
ning the coercive force changes faster and after approx. 3000 hours it  changes slow ly. From  
this one m ay draw conclusions, on the basis of the know n relations, on the speed o f carbide 
segregation. The increase of the electrical conductiv ity  indicates that the alloying elem ent 
content o f th e  basic m etal is reduced. According to the experim ents, this phenom enon is 
independent o f  the m echanical load, but the carbide segregation is m odified by the stresses

Neue Verfahren zur Untersuchung der Kriechvorgänge von Eisenlegierungen. D ie Segre­
gationsvorgänge während des Kriechens der Stähle wurden auf Grund der Änderung des elektri­
schen W iderstands und der K oerzitivkraft untersucht. D ie bei 550 °C und bei 565 °C durchge­
führten Versuche zeigten , daß die K oerzitivkraft sich anfänglich rasch und nach etw a 3000 
Stunden langsam er ändert. Hieraus kann auf Grund der bekannten Zusam m enhänge auf die 
Geschwindigkeit der K arbidausscheidung geschloßen werden. Das Ansteigen der elektrischen  
L eitfähigkeit w eist darauf hin, daß das Basism aterial ärmer an Legierungselem enten wird. 
Die Versuche zeigen, daß dieser Vorgang unabhängig von  der m echanischen Beanspruchung  
ist, die Ausscheidung des Karbids wird jedoch von  den Spannungen beeinflußt.

Новые методы исследования процессов крипа стальных сплавов ( А. Сомбатфалъви). 
Сегрегационные процессы, протекающие во время крипа сталей, исследованы на основе 
изменения электрического сопротивления и коэрцитивной силы. Опыты, проведенные при 
550° и 565° С втечение 10 000 час, показали, что коэрцитивная сила в начале изменяется 
быстрее, а приблизительно через 3000 час медленнее. Исходя из этого, на основе извест­
ных зависимостей можно сделать вывод относительно скорости образования карбидов. 
Рост электрической проводимости указывает на то, что материал теряет легирующие 
элементы. На основе опытов процесс является независимым от механической нагрузки, 
однако процесс выделения карбидов изменяется напряжениями.
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FORTPFLANZUNG YON ELASTISCHEN 
BIEGESCHWINGUNGEN IN STÄBEN

В. K IR Á L Y
KANDIDAT D E R  TECH N . W ISSENSCHAFTEN 

“ MÁVTI”  EN TW U RFSBÜ RO  D E R  UNG. STA ATSEISENBA H NEN, BU DA PEST

[Eingegangen am 18. Mai 1967]

Der Verfasser führt zur Beschreibung der elastischen Biegeschw ingungen eine neue  
vektorielle  physikalische charakteristische Größe ein , welche eine der D ifferentialgleichung  
der linearen W ärm eleitung analoge D ifferentialgleichung befriedigt. Sich auf diese therm odyna- 
m  ische Analogie stützend untersucht er die Gesetze der Entwicklung und Ausbreitung der 
d urch Im pulslasten erregten B iegeschw ingungen in den Fällen des unendlich langen hom ogenen  
S tabes m it unveränderlichem  Querschnitt und des zweistützigen gelenkigen Trägers. D ie  
A bhandlung, von ausgesprochen theoretischem  Interesse, stü tzt sich auf das einfachste  
Biegeschw ingungsm odell des Stabes.

1. E inleitung

D ie E ntw icklung und Fortpflanzung der elastischen B iegeschw ingungen  
in den durch im pulsartige Belastungen auf Biegung beanspruchten Stäben  
— auch vom  G esichtspunkt der au f dem  Grund der elem entaren B iege­
theorie ruhenden Schw ingungstheorie betrachtet — ist ein eigenartiger und  
verw ickelter Vorgang. Nach seinem  Charakter kann derselbe zu den sog. tran­
sien ten  Erscheinungen eingereiht werden.

D ie  theoretische Behandlung dieser kom plexen Erscheinungen ist nur 
au f Grund von gewissen idealisierenden V oraussetzungen m öglich. In  diesem  
A ufsatz wird das Ziel von  ausdrücklich theoretischer B edeutung vor uns ge­
setz t, daß wir auf Grund eines neuen G esichtspunktes alle jene Ergebnisse in  
einem  anschaulichen und einheitlichen B ild  zusam m enfassen, welche im  Zu­
sam m enhang m it dem obenerwähnten Vorgang auf dem einfachsten B iege­
schw ingungsm odell des Stabes im  Bereich der linearen E lastiz ität festgestellt  
werden können. D ies wird dadurch erreicht, daß wir die m athem atische E rörte­
rung des so eingeengten Them enkreises einheitlich auf eine anschauliche cha­
rakteristische Größe und eine gewisse therm odynam ische A nalogie zeigende 
F u n k tion  vom  Greenschen Typ begründen. Selbstverständlich können wir k ei­
nen Anspruch darauf erheben, daß dieses einfache Modell die W irklichkeit m it 
einer die praktischen Ansprüche befriedigenden Treue widerspiegelt. In Grenz­
fällen  können gewisse W idersprüche n icht verm ieden werden, wofür das 
au f dem  unendlich langen Stabe zum konzentrierten Im puls gehörige Schw in­
gungsbild ein charakteristisches B eispiel b ildet.
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D as genannte M odell entspricht folgenden Voraussetzungen:
1. D er Stab ist geradachsig m it einem  unveränderlichen Querschnitt und  

hat in der Längsrichtung w enigstens eine Sym m etrieebene. D ie äußeren erre­
genden K räfte wirken in derselben Sym m etrieebene, senkrecht zu der durch 
den Q uerschnittsschw erpunkt gehenden Stabachse.

2. Der Stab kann aus dem G esichtspunkt der Biegeschwingungen für 
eine m aterielle Linie von  konstanter B iegesteifigkeit angesehen werden, deren 
Masse in einer eindim ensionalen Anordnung gleichm äßig verteilt ist.

3. D ie äußeren Erregungskräfte sind m assenlos, und die Länge ihrer 
Verteilungsstrecke ist im  Vergleich m it dem A bstand vom  nächsten Auflager 
sehr klein.

4 . D ie D äm pfung kann vernachlässigt werden.
A us V oraussetzung 1 fo lgt, daß die B iegeschw ingungen in der Erre­

gungsebene der äußeren K räfte stattfinden . Aus V oraussetzung 2 geht hervor, 
daß die gegen die Verdrehung der Q uerschnitte auftretenden Trägheitskräfte 
sow ie die örtlichen Flächenform änderungen in den Angriffspunkten der äuße­
ren K räfte außer acht gelassen werden können. V oraussetzung 3 erm öglicht 
die U ntersuchung der E ntw icklung und Fortpflanzung der Biegeschwingungen  
unabhängig von der Art der U nterstützung. Infolge der Trägheit des M ateri­
als können sich näm lich die Schwingungen nur stufenw eise entwickeln, weiter  
ist auch zu ihrer A usbreitung eine endliche Zeitdauer nötig. Bis zum A ugen­
blick , wo die B iegeschw ingungsfront das nächste Auflager erreicht, kom m t auch  
dessen Einfluß n icht zur G eltung, und der Träger verhält sich als ein unendlich  
langer Stab ohne U nterstützung. Wir beschränken unsere Untersuchungen  
im  allgem einen auf diese (in der W irklichkeit außerordentlich kurze) A nfangs­
periode. Jedoch werden wir für den Fall der in der Praxis vorkom m enden w ich ­
tigsten  Trägerarten, d. h. der zw eistützigen gelenkigen Balken vorstellen, wie 
die E ntw icklung des Schw ingungsvorgangs auch über die Anfangsperiode h in ­
aus unter Berücksichtigung der Auflager verfolgt werden kann.

In einem in der Schwingungsebene aufgenom m enen solchen K oordina­
ten system  X, y ,  dessen л:-Achse mit der Anfangsruhelage der elastischen Linie 
zusam m enfällt, besteht für die von der Stelle x und von  der Zeit t abhängigen  
Durchbiegungen y(x,  t) der elastischen Linie, auf Grund der obigen V oraussetzun­
gen, die folgende w ohlbekannte Differentialgleichung:

E J & y ( x , t ) + m & y ( x ,  t)
dx4 dt2

: P  (x, t) , ( 1)

worin

E J  — die B iegesteifigkeit der elastischen Linie, 
m  — die Masse der Einheitslänge der elastischen Linie und 

p ( x j )  —  die äußere verteilte  Erregungskraft
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Sucht m an die m athem atische Beschreibung des zu untersuchenden  
Schw ingungsvorgangs auf die gewohnte W eise, so kann man zwischen zwei 
Lösungen der G leichung (1) wählen.

1. Im  F alle eines gegebenen Trägertyps drückt m an die B iegeschw in­
gungen, indem  dieselben in die den Eigenschw ingungsform en des Trägers en t­
sprechenden K om ponenten zerlegt werden, in der Form  einer unendlichen  
Reihe aus. D iese Form der Lösung ist wenig zw eckentsprechend, w eil da­
durch die m athem atische Beschreibung des Schw ingungsvorgangs in eine für die 
zu untersuchende Anfangsperiode nicht charakteristische Form hineinge­
zwungen wird.

2. Der Beschaffenheit unserer Aufgabe liegt die m it dem unendlich lan­
gen stützen losen  Balken verbundene Lösung der G leichung (1) m it H ilfe des 
Fourierschen Integrals am nächsten. Diese hat jedoch den Nachteil, daß die 
Auswertung des die Durchbiegung y(x ,  t) ergebenden param etrischen Integrals 
auch im Falle von  einfachen Erregungsverhältnissen schwierig ist, denn sie 
kann im allgem einen nicht auf tabellierte Funktionen zurückgeführt werden.

Für den F all der unendlich langen elastischen Linie wurde das Fourier- 
sche Integral erstm alig von R ayleigh  [1] zur prinzipiellen Lösung einer A n ­
fangsw ertaufgabe von  allgem einem  Charakter angew endet.

Im  Laufe der U ntersuchung der R ayleighschen Lösung brachte die Form  
der in dieser Lösung vorkom m enden Ausdrücke dem Verfasser den Gedanken  
der M öglichkeit einer interessanten therm odynam ischen Analogie. Bei näherer 
B etrachtung bezog sich diese Verm utung darauf, daß zwischen der A usbreitung  
der B iegeschw ingungen und der zeitlichen Veränderung der T em peraturvertei­
lung in einem von  der U m gebung isolierten linienartigen Leiter eine solche A n a­
logie von m athem atischem  Charakter bestehen kann, welche an die die 
zyklom etrischen und hyperbolischen Funktionen verknüpfende Beziehung  
erinnert.

Zur A ufklärung dieser Verm utung versuchte der Verfasser auch im  F alle  
der B iegeschw ingungen denselben W eg zu folgen, w elcher in der T herm ody­
nam ik von einer differentiellen Energiebilanz ausgehend zur D ifferentialglei­
chung der lin ienartigen W ärm eleitung führt. Als Versuchsergebnis stellte  sich  
heraus, daß eine vektorielle neue physikalische charakteristische Größe der 
B iegeschw ingungen, welche wir wegen ihrer B edeutung den E nergie­
vektor nennen werden, eine der D ifferentialgleichung der W ärm eleitung ana­
loge D ifferentialgleichung befriedigt. Diese letztere erwies sich als A usgangs­
punkt für die U ntersuchungen dieser Abhandlung geeigneter als die D ifferen­
tialgleichung (1). D ie durch die sinngem äße Übertragung der therm odynam i­
schen G edankenfolge erhaltbare Lösung hat näm lich eine verhältnism äßig  
einfache Form , und ist verm öge des anschaulichen Inhalts des Energievektors 
leicht zu erklären. In den folgenden A bschnitten werden die Auslegung, B e ­
stätigung und Anw endung dieser heuristischen, theoretischen Methode erörtert.
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2. Der Energievektor der Biegeschwingungen

W ir gehen von  der Bilanz der Energieänderungen aus, die in  einer ele­
m entaren Länge dx  der elastischen Linie w ährend der Schw ingungen sta ttfin ­
den (B ild  1). Die Fortpflanzung der B iegeschw ingungen wird von  einem  Ener­
giestrom  begleitet. E s sei dessen In ten sitä t, d. h. die durch den Q uerschnitt des 
Stab es in der Z eiteinheit in R ichtung der -f^ -A chse durchfließende Ener­
giem enge Z(x, t).

D ie Leistung der verteilten  äußeren Erregekraft ist

d y (x ,  t)
p  (ж, t) - dx - —— ----— =  p v  ■ dx .

B ild  1. Änderung der Schw ingungsenergie im E lem ent dx

D ie Schwingungsenergie des Stabelem ents dx  ist

worin

А  (ж, t) dx =
M 2 (x, t) mv2 (ж, t)

2 E J
dx  ,

M  (ж, t) =  -  E J  9 2  *) =  -  E J y ”
dx2

das Biegem om ent,

Э y { x , t )
V (x, t) = -------------=  y

' 8 t

die Geschwindigkeit ist.
Dem  Energieprinzip gemäß wird also die Bilanz der in der Zeiteinheit 

stattfindenden  Energieänderungen

8  A
Z  (ж, t) — Z (x -f- dx, t) -f- p v d x  = ------dx
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und in bezug auf ein Elem ent der E inheitslänge

9 Z  9 A
—---- h pv =  — - ( 2)

B ild  2. D er W irkungssinn der Q uerschnittskräfte zur Bestim m ung deren Leistung

B ild  3. a)  Darstellung von /  m it den E inheitsvektoren kB k 2\ b) f  als K om plexzahl

D ie Stärke des Energiestrom es kann als die Leistung der inneren K räfte, 
d. h. des M om ents M  und der Schubkraft Q ausgedrückt werden (B ild  2):

z = M - ü L _ ç
9x9t dt
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oder, nachdem  Q =  ЭМ/дх  =  M '  ist,

Z  =  M v ’ — M v ' .

D iese G leichung kann auch folgenderm aßen geschrieben werden:

[  E J M
[  m V’ M ' I  m v )

Г m Y 2 E J 1 2  y i E J ! 2  I (3)

M it H ilfe des im  B ild 3a sichtbaren rechteckigen E inheitsvektortripels  
k v  k 2, k 3 kann Gl. (3) als der B etrag eines vektoriellen  Produkts interpretiert 
w erden, wenn man den Vektor

f = K
M

f 2 E J
+ (4)

einführt.
D iesen im Stabquerschnitt liegenden, also zur л:-Achse senkrechten V ektor  

w erden wir den E nergievektor nennen, da das Quadrat seiner Länge der spezi­
fischen  Schwingungsenergie gleich ist:

f *  =  A  =  -
M 2 mv2

2  E J 2

К k 2 k3

E J M m
0

m У2 E J 2

M' l m v'
0

] f 2 E J 1/  2

?

(4')

(5)

Gl. (5) ist der in der positiven  R ichtung der .«-Achse gerichtete V ektor des Ener- 
geistrom es.

S etzt man (5) in Gl. (2) ein, und zieht man (4') sowie die folgenden Zu­
sam m enhänge in B etracht:

und

• ( /X /O  • k3 (Skalarprodukt)

f ' x f '  =  0 , k 1-k2 =  0 , k\  =  1 , p v  =
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so bekom m t man aus (2 )

- 2 ( f ^ n - h + p ■f-~k2 = 2 f . f .

N achdem  — (fxf')k3 =  f (k3xf") ist, wird (2) auf das folgende skalare Produkt 
reduziert:

( * , X / ' )  +
P

]A 2  m h - f • / =  o .

W ir behaupten, daß [ . . .] gleich N ull ist. Um diese B ehauptung nachzu­
w eisen , ist es zweckm äßiger auf die kom plexe Darstellung dem  B ild 3b gemäß  
überzugehen, was, zugelassen werden kann da alle drei Glieder des Ausdrucks in 
der Q uerschnittsebene befindliche V ektoren sind. Unsere B ehauptung stellt 
sich in dieser Form wie fo lgt dar (wir haben das Vektorzeichen über /  fortge­
lassen):

/ =  i (6)

worin

/ =  MIY2ËJ+  i® Ymj2
schon eine kom plexe Zahl ist.

Gl. (6 ) in ausführlicher Form geschrieben wird:

M

dt \  У 2 E J
+  i V I =  I ME J  Э2

m dx2 \ У2 E J
+  i

m
+  - Æ =У 2 m

N ach Trennung der reellen Glieder von den im aginären, erhalten wir die 
Ausdrücke

dM/dt  =  — E J d 2v/dx2

bzw.
— 8 2 М / dx2 -f- mdvjdt =  p  ,

deren R ichtigkeit aus dem bekannten Zusam m enhang

M  =  — E J d 2 y jdx2

unm ittelbar durch D ifferentiation nach t bzw . auf Grund der D ifferentialglei­
chung ( 1 ) folgt. D am it wurde die D ifferentialgleichung (6 ) des Energievektors 
nachgew iesen.
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D ie hom ogene Form  der Gl. (6 ) ist (der Stab ist u n b elaste t,/) =  0):

(60

A us der A bleitung ist ersichtlich, daß die physikalischen Grundlagen  
der Gleichungen (6 ) und  (1) identisch sind; sie unterscheiden sich voneinander
hinsichtlich  der B eschreibung des Schw ingungsvorgangs nur durch die A us­
drucksweise.

breitung der W ärme) im  wärm eisolierten linienartigen Leiter beschreibt, [2]:

T  —  die Tem peratur,
ac —  den K oeffizienten  der W ärm eleitung,
v —  die auf der L ängeeinheit des W ärm eleiters aus inneren Heizquellen in einer 

Sekunde erzeugte W ärme,
c —  die spezifische W ärm ekapazität des W ärm eleiters (Masse der Längeneinheit 

spezifische W ärm e) bezeichnen.

F ügt man jed em  Punkte der a>Achse die im  gegebenen Z eitpunkt 
zugehörigen V ektoren hinzu, so beschreiben die E ndpunkte derselben im  allge­
m einen im K oordinatensystem  | ,  r], x  des Bildes 3b eine Spirale, welche sich  
um  die я-Achse w in d et. Die Projektion derselben au f die Ebene £, x  ist das 
Diagram m  M j ^ 2 E J  der M om entenkom ponente, während diejenige auf die 
E bene r], x,  das D iagram m  v . j^m/2 der G eschw indigkeitskom ponente in  
bezug auf den gegebenen Zeitpunkt. Im  Gange der U ntersuchung der B iege­
schwingungen werden wir die E ntw icklung dieser Spirale verfolgen. Ihre G lei­
chung f (x ,  t) =  i;(x, t) -J- irj(x, t) wird sich als Lösung von  (6 ) bzw. (60  ergeben. 
D iese Spirale kann auch die Energiespirale genannt werden, weil der R aum in­
halt des R otationskörpers, erhalten durch Drehung der Spirale um  360° um  
die ж-Achse, der to ta len  Schwingungsenergie der elastischen Linie, m ultipliziert 
m it л  gleich ist.

Mit Hilfe der kom plexen Schreibart können wir den Ausdruck (5) des 
Energiestrom es au f eine andere Form  bringen. Mit R ücksicht auf G leichung  
(4 0  erhalten wir

Als ein Bew eis für die therm odynam ische A nalogie sei nachstehend die 
D ifferentialgleichung angeführt, w elche die Tem peraturänderungen (Aus-

3 T  (x , f) Э2 T  (x, t) v (x , t)
----- 1---- =  а --------- ----- - -j-------------

dt Эя2 c ( 7 )

worin

worin

ß  =  arctan
v j/m/ 2

M / p J E
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ist (B ild  3b).

Aus (5) wird

Z =  2 ( 8 )

worin dßjdx  das W indungsm aß der Spirale genannt werden kann.

3. Erregung durch Elementarimpuls 
(durch infin itesim alen Impuls)

Es sei die unendlich lange, n icht unterstützte elastische Linie im Punkt 
X =  0 und im Zeitpunkt t — 0 durch einen unendlich kleinen Im puls q senk-

B ild  4. D ie durch die Kraft P  erregte Energiespirale, a)  M om entenkom ponente, b) Geschwin­
digkeitskom ponente, c)  Projektion der Spirale auf die Querschnittsebene

recht angegriffen. D ies kann durch eine in  der engen U m gebung —e <  a; <  e 
des Punktes x =  0  im  sehr kurzen Zeitintervall —p t  < [  ц  wirkende verteilte
K raft p(x,  t) durchgeführt werden.

B(ï)

5( t i

f

[M egapondsec]
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р(х ,  t) kann durch die H ilfsfunktion ô [2] dargestellt werden, welche die for­
m ale A bleitung der E inschaltfunktion  0 ist (B ild 4). D iese besitzen  die folgen­
den Eigenschaften:

0 ( y ) = J y » ( y ' ) d y '

ö(y) = d®{y)
dy

( y >  0 )
( У < 0 )

(die Dim ension ist w ie die von 1 ly)

f  â ( y ' ) d y '  =  1 , Г b(y) ö(y) d y  =  b(0) ,
J  — OO J    OO

w enn £ —*■ 0 (Bild 4). D eshalb  ist p(x ,  t) =  q • ö(x)-ö(t).
D ie zu lösende D ifferentialgleichung (6 ) wird also die folgende Form  

annehm en:

/  =  iaf"  -f- iqb(x) Ö(t)/Y2 m  , worin а =  Y^EJ/m ■

D er Gang der L ösung ist im w eiteren derselbe wie bei der analogen ther­
m odynam ischen A ufgabe, wo die Rolle des Im pulses q die dem W ärmeleiter im  
P unkt X  =  0 plötzlich zugeführte W ärm em enge Q0 erfüllt. Deshalb weisen wir 
bezüglich der A bleitung au f das Lehrbuch der Therm odynam ik [2] hin.

D ie Gleichung der durch den E lem entarim puls q erregte Energiespirale
wird

Л О м )
ег'х2/4а/

]/4 nat
■ в  (t). (9)

Durch S u bstitu tion  können wir uns davon überzeugen, daß in der Zeit 
t >  0 (6 ') befriedigt w ird, entsprechend der T atsache, daß die elastische Linie 
nach der m om entanen W irkung des Im pulses q unbelastet ist. Darauf w eist 
auch der Faktor 0 ( t ) h in . Gleichung (9) hat im Zeitpunkt t =  0 Singularität.

Gleichung (9) ist der A usgangspunkt der Lösungen der im folgenden  
behandelten Aufgaben.

Lösung der erw ähnten analogen therm odynam ischen Aufgabe ist [2 ]:

T(x,t)
- X 2 / 4 « f

0(i) •(/4 Trat

4. Erregung durch eine Einzelkraft von konstanter Größe

Es sei ein Stab von  unendlicher Länge m it dem Z eitpunkt t' =  0 begin­
nend im Punkte x =  0 , zur x -Achse senkrecht durch eine Einzelkraft P (t'), 
deren Größe vorläufig eine Funktion der Zeit ist, angegriffen. D ie bis zum
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Zeitpunkt t vergangene Zeit kann in kleine Z eitabschnitte dt' zerlegt werden, 
worin die W irkung von  P(t') durch den Elem entarim puls q =  P(t')dt'  ersetzt 
werden kann. E ine durch einen solchen E lem entartim puls erregte E nergie­
spirale gem äß (9) ist

f i  P(t')  dt' gíx2/4a(í—/')

p ^  У4 na (t —-t')  •
u

D iese W irkungen müssen bis zum  Z eitpunkt t überlagert werden; dies 
kann zugelassen werden, nachdem  G leichung (6 ') eine lineare und hom ogene  
D ifferentialgleichung ist:

f i  P(t') dt'
У2  m

g ix 2 /4 a (í—i')

У4 na (t — t')

W enn nun P(t') =  P  =  konst., und führt man anstatt t ’ die neue In te ­
grationsvariable г =  xj][2na(t—t') ein , w eiter m it den neuen Integralgrenzen

wird :

worin

und

t' =  0 , г =  и =  x i y f n a t  

t' —*■ t, X —► oo

fp(x’t) =
f i P f t
У 2 im a

U Г  —  eil2*'2,
J u  T2

м ж /р  Traf

a =  У E J /т

( 10)

sind. F unktion  (10) ist eine gerade F unktion von x,  w eil der Integrand gerade 
ist, und das Vorzeichen der oberen Grenze m it dem Vorzeichen von и überein­
stim m t (sg со =  sg u). (10) kann durch partielle Integration  auf Fresnelsche  
Integrale zurückgeführt werden, deren Tabellen (für n icht zu große W erte von  
u) zur Verfügung stehen [3].

B en u tzt man die in [3] angew endeten Bezeichnungen so erhält man:

e irS” /2 dr  =  Í cos —  T2 • dx -{- i ( sin —  t 2 • dx =  C(u) +  i S(u) 
о J o  2  J o  2

е 'т 2 л 2  dx =  (1 -)- i)/2 , w eil C(oo) =  S(oo) =  1/2 .

U nter B erücksichtigung des Vorangehenden:

f d x
и "—

J u  t 2
е ««л/а __ giu2^/2 1ТШ — C(u) — iS(u) ( И )
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An der Stelle der K raft P (x  =  0, u =  0) ist der W ert von (11) gleich 1, dem ent­
sprechend wird an dieser Stelle aus (10):

/„(<>,*)
P f t  1 +  i M (0 , t)

das heißt
J/ 2  71 f 2 E J

+  i
m

M (0,0 =

d(0 , t) =  -
P / i

Ttl V L 7 ld

—  v ( 0 , t ) ,  ( 1 2 )

(13)

(130

Integriert man (130  *n bezug auf t, so wird die D urchbiegung an der Stelle  
*  =  0 :

2
y(°> 0

3 m ]A2
P t3/ 2 .

na
(14)

A u f Grund von (14) w'ird die im Stabe bis zum Zeitpunkt t angehäufte totale  
Schwingungsenergie :

j:’+ “ M 2 mv~
2 E J  + 2

dx  =
3 m ]/2

P~ t3/2.
л:а

(15)

Man sieht aus (12), daß an der Stelle der K raft P  der E nergievektor immer 
einen W inkel ß =  45° m it der -|~!'A.chse b ildet und die Länge desselben

| / p(o,t)| =  —
У 2nma

(120

ist. S etzt man (11) in Gl. (10) und beach tet man (120; so erhält man:

[ f ( u ) + i 4 (B) ] ,  (16)f p(x, t)  = Ш А -
П

£(u) =  cos 0 — u- — sin  -  — и2 — ли  [1 -—- C(u) S!(u)] , 

f] ( u )  =  cos —— и2 -)- sin U2 — 7TU [C(u) — S(u)] ,

B ild 5 stellt den F aktor [ | (и) +  щ(и)]  der Gleichung der Energiespirale (16) 
in drei Projektionen dar. D a u = x j ^ 2 n a t  ist, repräsentiert die A chse и in einem  
anderen Maßstab auch die Achse x.  D er dim ensionlose Param eter и setzt die
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R aum richtung der E nergievektoren eindeutig fest. Der zu einem  festgesetzten  
W ert von и gehörige E nergievektor, dem  Zeitgesetz x =  и ][2лat  entsprechend, 
entfernt sich von der Stelle der K raft P,  indem  die Länge desselben, den Glei­
chungen (16) bzw. (1 2 ') gem äß, ]Af proportional zunim m t, jedoch m it der -f-f- 
A chse den konstanten W inkel ß =  arctg r/(u)/|(u) einschließt. D iese zwei 
letzteren Um stände zeigen sich in der Projektion auf die Q uerschnittebene

Bild. 5

(B ild  5c) in der W eise, daß die A bm essungen der Spirale, |(г proportional, 
ohne Drehung und Verzerrung zunehm en. D em entsprechendi st der Param eter 
и die Phase des Energievektors.

D ie Phasengeschw indigkeit an der Stelle x  beträgt im Zeitpunkt t

dx и ]/ 2  na u2 na x ^  ^
dt  2  f t  ~  x ~  2 t

und ist der Quatratwurzel der Zeit bzw. dem W eg um gekehrt proportional und  
der M om entanwert derselben ist gleich der H älfte der D urchschnittsgeschw in­
digkeit.

Untersuchen wir nun die Anordnung der w echselseitigen Position  zweier, 
au f derselben Seite des A nfangspunktes befindlichen Energievektoren von  
konstanten  Phasen bzw . it2.

Im  Zeitpunkt t1

x^tß) =  ux У2  nat1 bzw. x2Íh) =  u 2 У2  natx ;
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im  Zeitpunkt f2

*i(f2) =  u2 ] / 2  ~iat2 bzw . x2(t2) =  u2 ] / 2

^ífoi) _  Xl(l2)
Xx(h) X-Áh)

d. h ., auch die zur A chse x  parallelen A bm essungen der Energiespirale 
vergrößern sich proportional ]At in beiden R ichtungen sym m etrisch in bezug  
au f den Anfangspunkt. Infolgedessen repräsentiert B ild  5 die Energiespirale 
in  jedem  Zeitpunkt, w enn die K oordinaten in geeigneten, jedoch  JAt umgekehrt 
proportional verändernden E inheiten  gem essen werden. E s kom m t auf 
die gewählten K oordinateneinheiten  an, wie ausführlich die Einzelheiten der 
Spirale dargestellt w erden können.

Nachdem die Energiespirale sich in allen ihren D im ensionen JAt proportio­
nal erweitert, n im m t der R aum inhalt des durch D rehung um  die x-Achse er­
zeugbaren R otationskörpers (welcher л  mal der W ert der Schwingungsenergie 
ist) dem Werte von

(J/7) 3 =  Í3/ 2

proportional zu, in Ü bereinstim m ung m it (15).
B ei dem Näherungsgrad der W irklichkeit, der durch (6 ) und (1) reprä­

sentiert ist, haben wir uns vom  zeitlichen V erlauf der Erscheinung die folgende 
V orstellung verschaffen:

Im  auf den B eginn  der W irkung der K raft P  folgenden M oment erscheint 
eine m athem atisch in allen E inzelheiten  vollendete, dem B ild  5 entsprechende  
kleine Energiespirale, w elche, indem  sie ihre Proportionen bewahrt, jAt pro­
portional auszudehnen beginnt. V on einer im strengen m athem atischen Sinne 
genom m enen W ellenfront können wir nicht sprechen, da die A usbreitung der  
Spirale der x-Achse entlang in beiden R ichtungen unbegrenzt ist. Wir weisen  
aber nach, daß an den zw ei R ändern der Spirale über einen gewissen — von  
der Zeit abhängigen — Punkt x  hinaus die Länge der E nergievektoren m onoton  
abnim m t und unter irgendeinem , im  voraus angegebenen kleinen W ert bleibt. 
W enn dieser letztere der Schw ellenw ert ist, unter dem die K om ponenten (das 
M om ent und die G eschw indigkeit) des Energievektors praktisch schon für 
N u ll betrachtet w erden können, wird die W ellenfront (infolge der beiderseiti­
gen Sym m etrie) durch jenen kleinen Energievektor repräsentiert, dessen Länge 
im  gegebenen Z eitpunkt genau dem Schwellenwert gleich ist.

Zum N achw eis des oben G esagten m üssen wir bei vorübergehend fe st­
gesetztem  t das B enehm en von f p(x, t) bei großen W erten v o n x  bzw. и unter­
suchen. Dazu sind die G leichungen (10) bzw. (11) in einer unm ittelbaren A n ­
w endung nicht geeignet. W enn aber in (11) die partielle Integration  zweim al 
nacheinander auf die W eise durchgeführt wird, daß im  N enner des Integranden
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der E xponent von т sich vergrößert, so wird aus (11)

dx ...
u • I ---- e

*r2
i't2 jr/2 —  _____ e iu2nl2 

."TU3
+ „iu2 л '2 15 и p” dr ;

J U
—  е ' г2 л/2 . (18)

T 6

(18) kann folgenderm aßen grob abgeschätzt werden:

“ 'J*/ U
Г —

Ju t 1

dr  ,ÍT*n/2
T“

-  e/г2 л/2 <

1 3 ( 15 u
7Ш 3 7I2 U4 JT2

dx 1

Г  —  е " гяJu r«

5u5

Im  ungünstigsten Falle also

Г” dr 
u • —

J „  T 2

dr ,i r 2 л  2 1  f 6 )
<  ----- - | l  +

71U“ л и £

d. b. (18) und dam it zugleich auch (10) konvergieren in absolutem  W ert bei 
großen u-W erten ebenso nach N ull wie 1/u2. D ie auf der rechten Seite der Glei­
chung (18) befindlichen ersten zwei Glieder b ilden eine sogenannte asym pto­
tische Funktion der linken Seite derselben G leichung. D iese F unktion ist für 
num erische Berechnungen m it einer beschränkten, jedoch m it и zunehm enden  
Genauigkeit geeignet. (D ie partielle Integration  kann n icht unbeschränkt 
fortgesetzt werden, da diese zu einer divergenten R eihe führt.) Das dritte 
Glied dient zur Fehlerschätzung. Für diese leiten wir die folgende 
Näherung ab. Die G enauigkeit derselben wird geom etrisch veranschaulicht.

Der W ert

*<“> - Г 4 е' - вJa X

kann in der kom plexen E bene als eine sich um  den A nfangspunkt windende 
Spirale dargestellt werden. g(u) ist ein vom  A nfangspunkt aus bis zum m it 
dem Param eter и charakterisierten P unkt der Spirale gezogene V ektor. Durch  
Anschauung kann m an darauf folgern, daß bei großen, zunehm enden W erten  
von u die W indungen der Spirale, indem  sie auf den A nfangspunkt schrum p­
fen, sich einander immer mehr nähern, und im m er mehr als um  den A nfangs­
punkt gezeichnete konzentrische Kreise betrachtet werden können. In diesem  
Falle konvergieren die K rüm m ungsm ittelpunkte auch gegen den A nfangspunkt, 
aber nach der Größenordnung in einem mehr gesteigerten Maße als die Spirale 
selbst. Folgt man diesem  Gedankengang m it Berechnung, so ist der W ert eines 
kleinen B ogenelem ents der Funktion g(u) im durch den Param eter u bestim m -
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te n  Punkte
p<U2 * /2

' du
du

Der E inheitsvektor der Tangente ist

___ g iU * 7 t l2

Ihr kleiner, zu du gehöriger D rehungswinkel ist

,dx\ =  |— inuem*n'21| du =  ли  du ,

w orin der E inheitsvektor

- i e iui7I>2

sich  gegen den K rüm m ungsm ittelpunkt richtet.
Der K rüm m ungshalbm esser ist

K =  ^  = J - ,
I da j ли1

Die Stelle des K rüm m ungsm ittelpunktes als eine Funktion von и wird

K(u)  =  g(u) -  iReiu*nl2 =  Г  —  e"2* « ------- —  e' “ 2" /2 .Ja t‘ Л ■ U1

W enn и —>• oo, ist die rechte Seite — 0, also auch K( u)  —*■ 0. D em entspre­
chend, wenn u groß ist, ist K(u)  ^  0 , d. h.

г dr
---- e i T2 jt/2 „iUSn 2

S etz t man dies in G leichung (18) ein, so erhält man

- f
dr

T “

jiг2 я/2 i 3
—  +

151

ли- Л2 M4 Л3 ue
niU2 - (18')

Wir bemerken, daß das K orrektionsglied genau dam it übereinstim m t, 
w as wir aus (18) durch W iederholung der partiellen Integration  erhalten hätten . 
(Sogar umgekehrt: alle drei Glieder können durch aneinander überlagerte 
K rüm m ungsspiralen veranschaulicht werden.) W enn и >  4 , ist die Form el 
(18) für numerische B erechnungen geeigneter als Form el (11), da hier dieselbe
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die G enauigkeit der Tabellen [3] schon erreicht, w ogegen die D ichte der 
letzteren nicht ausreicht.

Zur U ntersuchung der W ellenfront benutzen wir aus (18') nur das erste 
Glied. Setzt man dieses in (10) ein, so erhält man:

fp(x-> 0 ViPf t  i eiu*n/2
У2лта л и 2

(19)

D ie W ellenfront ist dadurch gekennzeichnet, daß hier

\fp(x ’ t)\
P f t  1

--------------------=  £ k o n s t .,
| / 2  лтпа л и 2

(190

worin £ eine kleine, im voraus angegebene Schw ellenzahl ist. B enutzt m an eine 
auch  die K onstanten in sich fassende Schw ellenzahl £() anstatt e und da

u =  х/У 2  л at

ist, so erhalten wir aus (190> daß

t3l2/x2 =  £ 0

ist. Daraus fo lgt, daß die Lage der beiden W ellenfronten im  Zeitpunkt t sym_ 
metrisch in bezug auf die Angriffsstelle der K raft P  wird

x =  ±  t3li/ y e 0.

D ividiert man (15) durch den doppelten W ert dieses Ausdrucks, d. h. 
durch die Breite des W ellenzugs, so ist zu ersehen, daß der D urchschnittsw ert 
der spezifischen Schwingungsenergie dem W erte von  t3/ 4 proportional zunim m t. 

D ie Fortpflanzungsgeschw indigkeit der W ellenfront ist

d. h. das l,5 fa ch e  der Phasengeschw indigkeit (17). Daraus fo lg t, daß der E ner­
gievektor, dem die Rolle der W ellenfront im  gegebenen M om ent zukam , im  
nächsten Augenblick hinter der Front zurückbleibt und in das innere des W el­
lenzuges hereinkom m t. A uf diese W eise kom m en aus der sich fortbewegenden  
W ellenfront als aus einer Quelle immer neuere und neuere W indungen der 
Spirale zum Vorschein.
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D ie In ten sität des sich m it der W ellenfront m itbew egenden E nergiestro­
m es ist auch von einer einfachen Form .

Aus (8 ) m it R ücksicht auf (19) und (19'), da

3 n
ß - —  u 2  - j -  ■

2 4
und

ist
A  =  |/p(*. 0 ! 2 =  « 2 >

Z  =  e1 — -

ebenfalls im Zusam m enhang m it der D urchschnittsgeschw indigkeit.

OJ
-21 -I----------------- r - - - < ----

- I  <x

r---
II
i

- T r —1s n r -
, - ^ ' - ' '* 1 . ___ " " ' I

-P-----1 Ä - - - J-«r j - — - - - 1 '

B ild  6. Befriedigung der R andbedingungen durch gespiegelte Lasten, и j  Gelenkig unterstü tzter  
Stab von halbunendlicher Länge, b) Zweistütziger gelenkiger Stab

A uf Grund der bisher erhaltenen Ergebnisse kann die Anfangsperiode 
der E ntw icklung des Schw ingungsvorgangs auch im Falle des gelenkigen zwei- 
stü tz igen  Trägers behandelt werden.

B etrachten wir vorerst den im  B ild  6 a dargestellten, am linken Ende 
gelenkig  unterstützten  sogenannten halb unendlichen Stab. D ie K raft P  zu­
sam m en m it ihrem auf der Stütze durch zentrale Spiegelung erhaltenen Spie­
gelb ild  würde auf dem in beide R ichtungen unendlich ausgedehnten Stab  
(das Auflager entfernt gedacht) die folgende Energiespirale erregen:

f (x,  t) = f p ( x ,  t) — f p(x +  2  l , t)

B eim  Auflager (ж =  —l) ist der E nergievektor

f ( ~ l , t )  =  f p( l, t) -  f p(l, t ) ,

da f p eine gerade Funktion von  x  ist. D . h ., M(  — l, t) =  v(— l, t) =  0 auf der 
Stelle  des Auflagers in jedem  Z eitpunkt, w om it wir gerade die R andbedin­
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gungen der gelenkigen U nterstützung realisiert haben. (W enn die G eschwindig­
k eit von Anfang an gleich N ull ist, so ist auch die D urchbiegung gleich N u ll.) 
W as die Energiebilanz des Trägers anbelangt, ist auch diese in Ordnung, 
denn auf Grund von (3) ist es einzusehen, daß der Energiestrom  beim  Auflager 
Z  =  0 ist, d. h., der Träger seine E nergie bewahrt. (Genauer gesagt: die Sum m e 
der durch das Auflager hinaus bzw . hereintretenden Energiem engen ist in 
jedem  Zeitpunkt gleich N ull.) Die v o m  Spiegelbild der K raft P  herrührenden  
W ellen repräsentieren die vom  A uflager m it entgegengesetzter Phase re­
flek tierten  W ellen.

Hiernach ist aus dem Bild 6 b ohne weiteres ersichtlich , daß die B e­
friedigung der Randbedingungen des zw eistützigen gelenkigen Trägers durch 
w iederholte und immer au f dem ferneren Auflager durchgeführte Spiegelung  
der rech ts-u n d  linksseitigen Spiegelbilder von Kraft P  gesichert werden kann. 
D ie Spiegelungen kehren den R ichtungssinn  der K raftw irkung abwechselnd  
au f den entgegengesetzten um. D er V erallgem einerung halber befindet sich 
der Angriffspunkt der K raft P  n icht in  der Mitte der Spannw eite, sondern im  
P u n k te X  =  x 0. Die au f der rechten u n d  linken Seite des Trägers befindlichen  
Spiegelbilder sind paarweise die v irtu ellen  A usgangspunkte der auf den A uf­
lagern 1-, 2-, 3- . . .m al reflektierten W ellen . Innerhalb des Trägers entw ickelt 
sich  der Schw ingungszustand aus der Überlagerung der prim ären und der re­
flek tierten  W ellen.

f ( x ,  t) = f p{x — x0, t) —f p(x  +  X 0 +  Z, t) —

fp(x  +  * 0  h 0  * fp ( x  xo 2 Z, f) -j- 
+  f P(x  — xo +  2  l, t) fp(x +  x0 +  3 Z, f) —
— f p ( x  +  *o — 3 Z, t) —(— . . .  — . . .

-  1/2 < x <  1/2.

Es ist nicht schwer uns davon zu  überzeugen, daß der Stab von unend­
licher Länge bei einem derartigen K raftsystem  in eine unendliche R eihe von  
zw eistützigen  Trägern zerfällt (Bild 6 b). Irgendeiner davon, zusam m en m it 
der Belastungskraft, ist das fokale Spiegelb ild  der beiden benachbarten Trä­
ger in bezug auf das gem einsam e A uflager.

Greift die Kraft P  in der Mitte der Spannweite an, so ist der resultierende  
E nergievektor auf derselben Stelle

/ ( 0 ,  t) = f p( 0, t) -  2 f p(l, t) +  2 /Д 2  Z, t) -  2 / p(3 l , t ) +  . . .  . (20)

In der Therm odynam ik wird b ei einem  linienartigen W ärm eleiter von  
endlicher Länge die Befriedigung der R andbedingungen auf gleiche W eise, 
m it H ilfe von gespiegelten W ärm equellen durchgeführt.

Untersuchen wir nun, indem w ir (20) benutzen, w ie sich das B iegem o­
m ent in der Mitte des Trägers in der Anfangsperiode, d. h. bei einem  kleinen
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W ert von t, som it bei einem  großen W ert von  и g esta ltet. Ausführlicher auf­
geschrieben stellt sich Gl. (20) auf Grund von  (10) und (12) wie folgt vor:

worin

und

/ ( 0 , 0
Y i P y t  

У 2  лта
1 + J;(-l)k2fcu • Г

k= 1 Jl

d t ,ir2 я/2

ku t

KÎ =  ( 1  +  0 / f 2

и =  Ц^2лаЛ.

Das B iegem om ent, wenn man Gl. (13) und nur das erste Glied aus Gl. 
(18') beachtet, wird

M (0 , t) =
2 .-r

P  f i 1 + 2  f 2

7TU~ 2 ( - i ) k
к= 1

COS
2 4 j

fe2
( 21 )

Der Ausdruck vor der eckigen K lam m er ist das M om ent am Stabe von  
unendlicher Länge im  A ngriffspunkt der K raft P.  D arauf überlagert sich der 
E influß der von den A uflagern reflektierten W ellen, die bald verstärkend, bald  
abschwächend w irken. D ie untere und obere Schranken des Maßes der B e ­
einflussung können m ühelos angegeben werden:

folglich

л  3 л  \
COS ---- A:2 u2 d---------

У  ( 1
2 4 )

k= 1 к2 < 2
/£=1 k2

71-

~6

n ] / 2 '  
3 iP <  Af(0 , t) < 1  +

л  ] / 2

3 w2

Es sei der Größtwert des E influsses (d. h. der E influß der Auflager auf den  
Stab  von unendlicher Länge) +  1% , so ist тг|(2/3и2 =  0 ,01, d. h. ы2 я« 148 und  
и ^  12,16. Aus и — l j \ 2 n a t  wird ]ft =  l j u \ 2  na • Setzt m an dies in das M o­
m ent des Stabes von  unendlicher Länge ein, so erhält m an

oder

/  «_ 
1 2 л

P  ÿt
P l  2
4 л и

P l
T

0,052 ,

Pl

4
0,052 (1 0,01) <  M ( 0, í) <

Pl
4

0 ,052(1  +  0,01).

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



FORTPFLANZUNG VON ELASTISCHEN BIEGESCHWINGUNGEN 65

Dem zufolge hat sich schon in der M itte des Trägers 5,2 % des s ta ­
tischen  M oments en tfa ltet im  Z eitpunkt, wo der Einfluß der A uflager nur 
^ 1 %  ist. D ie his zu diesem  Augenblick vergangene Zeit wird im  Vergleich 
m it der G rundschwingungszeit des zw eistützigen Trägers bestim m t. Die le tz ­
tere ist T  =  2l2]na,  während t =  12/2лаи2 und folglich f/T  =  Z/4u2 =  1/592.

Es kann beobachtet werden, daß ein Im puls von sehr kurzer Zeitdauer 
aber von großer In ten sität die Tragfähigkeit des Trägers auch nur durch B iege­
beanspruchung erschöpfen kann, bevor der Träger an der L asten­
tragung beachtensw ert m itwirken könnte. D ies ist die Folge der unter der K raft 
auftretenden M om entenspitze. (In der W irklichkeit steigert die an der A ngriff­
stelle des Im pulses entstehende Flächenzerstörung diesen E ffek t, und die auf 
den Schutzbrücken angew endete D äm pfungsschicht verringert denselben und  
zieht den Impuls in der Zeit aus.)

W ährend der verlaufenden Zeit beeinflussen die zurückgeworfenen W el­
len noch weniger die D urchbiegung des Trägers. R echnet man dem nach nur m it 
der Durchbiegung des Stabes von unendlicher Länge (14), so erreicht

y ( o , t )
2 PP'2 

3 m У2 na

P P  

48 E J
_8  P P _

n 2 w 1 ~  48 E J
0,45- 10~ 3

nicht einm al 1 ° / 00 der statischen  Durchbiegung. D ie In ten sität der M omenten- 
vergrößerung ist in derselben Zeit 115mal so groß als die der Durchbiegung.

Die bis je tzt gem achten Feststellungen sind von  den A bm essungen und vom  Material 
des Trägers n icht abhängig. U m  eine Aufklärung über die Größenordnung der hier angeführten  
W erte zu erhalten, nehm en wir eine Stahlbetonbrücke von  der Spannweite 1. D ie  Plattendicke  
sei h =  I/20.

Erm itteln wir zuerst die D urchschnittsgeschw indigkeit jener zw ei Energiewellen, 
welche von der Kraft P  rechts und links ausgehend nach einm aliger R eflexion im  oben angege­
benen Zeitpunkt i =  l2/ 296 na  in der M itte der Spannw eite sich begegnen. D a 1 der zurückge. 
legte  W eg ist, wird die D urchschnittsgeschw indigkeit

1 296 na
1 ~ =  i

E J  Eh* g
. m  12 Q

E  =  3 000 000 Mp/m2
Q — 2,4 Mp/m3 (spezifisches Gewicht des Stahlbetons)
g  =  9,81 m /sec2 (Schwerkraftbeschleunigung).

A uf Grund dieser Angaben ist l/t =  47 000 m /sec.
D ie m om entane Phasengeschw indigkeit ist nach Gl. (17) genau die H älfte dieser Größe.
D ie Durchschnittsgeschw indigkeit der zum  fc-ten Mal zurückgeworfenen W ellen ist kl t.
E s sei nun 1 =  8 m, so wird t =  8/47 000 =  1,7 • 10_4sec; die G rundschwingungs­

dauer des Trägers ist T  =  592 t 0,1 sec.
Wir bemerken, daß die in Gl. (21) angeführte unendliche Reihe für m ehrere W ertefolge  

von и genau ausgewertet werden kann, ohne Anwendung eines besonderen Sum m ierungsver­
fahrens.

296 л  _ I/ E J
l I m

E P  g 
4800 Q '
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5. Erregung durch ein konzentriertes Moment von konstanter Größe

Da Gl. (10) in  Bezug auf P  linear ist, kann dieselbe form ell w ie folgt 
geschrieben werden:

worin

sind.

f p{x,t) =  P f ^ x ,  t) ,

Л О м )

а =

f i  Ÿ ~t
У 2  пта и

dr

г2

еir‘ я/2

X
f  2  itat

( 22)

B ild  7. Ableitung des konzentrierten Erregungsm om ents m it H ilfe des Grenzübergangs

D em  Bild 7 gem äß ist

f(x, t ) = -  PJ\(x +  dx, t) +  P f ^ x ,  t) ->  -  P d x  -  M 0 .
ах Эл:

Mit Rücksicht auf
8  _  1  8  

Эл: У 2 mit  Эи

durchführt man die D ifferentiation, und nach der partiellen Integration er­
hält man:

f ( x ,  t) -
i3'3M Q

2  y m
I eiz‘ " /2- dr  —

i3#M0
1 e 1' 2"  2 d t  —  I е |12я/2 dr

Ju 2  УШ J o  J o
(23)

Auf Grund der im  Zusam m enhang m it der G leichung (10) über das V or­
zeichen der oberen Integralgrenze gem achten Bem erkung ist f (x ,  t) diesmal 
eine ungerade F unktion  von лг. Durch Fresnelsche Integrale erhalten wir
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aus (23)

f (x ,  t) =  ±
M n

+
M,

2 1/2E J  2 f 2 E J
^ ( - 1  +  i ) [C(u)  +  iS(u) ] ,  (23')

/ ( ± 0 , i ) =  ±
M n

2 f 2 E J

Das innere M oment h a t demnach einen Sprung M 0 im  Angriffspunkt von  M 0

Bild 8. E ine durch konzentriertes Moment erregte Energiespirale, a)  M om entenkom ponente, 
b) G eschwindigkeitskom ponente, c)  die P rojektion  der Spirale auf die Querschnittsebene

(an der Stelle x  =  0), und  v(o, t) =  0 in  jedem  Z eitpunkt, wie dies auch zu  
erwarten war.

Durch Trennung des reellen Teiles von  dem im aginären wird aus Gl. (23): 

M
л м = ^ ] Г О [|(и) +  а д з ’

!(u ) =  i  1 -  C(u) — S(u)  und rj(u) — C(u) — S(u).  (24)

Bild 8  ste llt Gl. (24) in  drei Projektionen dar.
Die in bezug auf das in Gleichung (23) vorkom m ende erste Integral den  

Gleichungen (18) bzw. (18') ähnlich ableitbare asym ptotische Funktion ist

еМ л /2  dr  ;
J tu Лù u°

3 i

Л3 u5
15- ) e'“2"/2 ,

Л 4 u 1 )
(25)
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W enn и 4 ist, so ist der A bsolutw ert des letzten  Gliedes kleiner als 
10 ~5, infolgedessen sichern die drei ersten  Glieder die G enauigkeit der vier­
stelligen  Tabelle [3]. Aus den G leichungen (23), (24) und (25) lassen sich die 
asym ptotischen  F unktionen für C(u) und S(u)  ableiten.

D a Gl. (23) von  der Zeit t nur durch den Param eter и abhängt, wird die 
dem  vorangehenden A bschnitt gleichartig definierbare W ellenfront stets durch 
den kleinen Energievektor repräsentiert, dessen Phasengeschw indigkeit zu ­
gleich  m it der Fortpflanzungsgeschw indigkeit der Front übereinstim m t. D ar­
aus fo lg t, daß zw ischen den zwei W ellenfronten die W indungszahl der Energie­
spirale unveränderlich bleibt. Auch die Querabmessungen ändern sich n ich t, 
nachdem  die Länge der Energievektoren nur von der Phase abhängt. D ie zur 
A chse parallelen A bm essungen dagegen vergrößern sich ]/t proportional. D em ­
zufolge vergrößert sich der E nergieinhalt des Stabes |/t proportional.

Bei einem Träger au f zwei S tü tzen  wird die Lösung ebenfalls durch das 
Spiegelungsverfahren geliefert, m it dem  Unterschied, daß m ittlerw eilen der 
D rehungssinn von M u n icht verändert werden darf. Dies ist übrigens auch aus 
der A bleitung vom  Kräftepaar des Drehungsm om ents P d x  einsehbar  
(B ild  7). ,

Aus der A bleitung ist auch ersichtlich , daß wir m it dem  vorangehenden  
A b sch n itt eine enge Verbindung schaffen , indem wir anstatt M 0 die K raft P  
einsetzen. In diesem  Falle repräsentiert näm lich Bild 8 a das Diagram m  der 
Schubkräfte (an der Stelle x  =  0 m it ^  Р /2), und Bild 8 b ste llt das Diagram m  
der W inkelgeschw indigkeit der Q uerschnittsverdrehungen dar.

6. Aufgaben von allgem einem  Charakter

а)  Freie Schwingungen eines Stabes von unendlicher Länge mit  einer gege­
benen Anfangsverteilung der Energievektoren.

Es sei die Energievektorverteilung im  Zeitpunkt t =  0 (B ild  9) w ie fo lg t

fo(x) =
M 0(x)
Ï /2 E J

+  Î (x) =  £(x) +  щ{х) , (26)

Xl < , x < ^ x 2 .

D ie A ufgabe ist: man soll die hom ogene Differentialgleichung (6 ') lösen  
bei der Anfangsbedingung (26).

W ir behaupten , daß die L ösung auch in diesem Falle m it der H ilfs­
funktion (9) in folgender Form gefunden werden kann:

/o ( * 2  

|/i \ n

e i(x -x ')4 ia t
(27)
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Durch Substitution können wir uns davon überzeugen, daß dieselbe (6 ') b e­
friedigt. Deshalb b leibt nur noch zu bew eisen, daß (27) auch der Anfangsbe­
dingung (26) genügt, d. h. f (x,  0 ) = /„ ( * ) .

Setzt man die neue Veränderliche

h =  (X—x')l^2nat

Bild  9. ^Anfängliche Energievektorverteilung

an sta tt x ’ em, so wird aus (27)

/*. ____
f {x ,  t) =  — =- • bnat fo(x — h Y2 mit)  ■ е ,л 2л /3  • dh.

|/2 i _ x*~x
J  У 2 nat

Infolge der E igenschaften des Integranden kann der Grenzübergang 
t —*- 0 — in den Stetigkeitspunkten der Funktion f 0(x) — schon sowohl im  
Integranden wie auch in den Integrationsgrenzen durchgeführt werden. H in­
sichtlich der Lage von x  müssen wir aber zwei Fälle unterscheiden.

Fall  1: x  liegt außerhalb des A bschnittes (дс15 x 2).
D em  Bild (9) gem äß ist auf diesen zwei A bschnitten  der x-Achse  f 0(x) =  0. 

Außerdem  verschiebt sich der ganze Integrationsbereich (m it Grenzen von  
gleichem  Vorzeichen) in derselben R ichtung gegen -(- oo oder — oo. Der W ert 
des Integrals ist gleich Null. Es gilt also: f (x ,  o) =  fo(x)  =  0.

Fall  2: x1 <7 x  <C x.t.
Führt man den Grenzübergang t —у 0 durch, so erhält m an

f (x ,  0) =  Ä  • J + " • dh =  Щ ( 1  +  i) = /„ ( * ) .

W enn f 0(x) U nstetigkeitsstellen  hat (wofür Bild 8  ein B eisp iel darstellt), 
beschreibt (27) den Schwingungsvorgang eigentlich auf Grund einer solchen  
A nfangsverteilung, worin zu den Sprungstellen das arithm etische M ittel der 
rechts- und linksseitigen Grenzwerte zugeordnet ist, obwohl die Funktion / 0(#)
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in  d iesen  P unkten  gelegentlich n icht einm al definiert ist. Solche einzelne Ener­
g ievektoren  von endlicher Zahl beeinflussen aber n icht die R ichtigkeit von (27).

Funktion (27) beschreibt die Zerström ung der im  Z eitpunkt t =  0 auf 
dem  A bschn itt x 2 — x1 des Stabes konzentrierten Schw ingungsenergie. D ie  
G esetzm äßigkeiten  dieses Vorgangs werden wir an einem  einfachen B eispiel 
studieren . Zu diesem  Zwecke nehm en wir an, daß die A nfangsverteilung der 
E nergievektoren bloß durch die G eschw indigkeitsverteilung in  folgender 
Form  repräsentiert ist:

/o(*) - * , v ne—X2/rf2

D ie in der Form  einer G lockenkurve angegebene G eschw indigkeitsver­
te ilu n g  breitet sich praktisch — infolge der sehr schnellen Abnahm e der expo­
n en tiellen  F unktion — nur auf eine endliche sym m etrische U m gebung des 
A nfangspunktes aus, deren G renzpunkte durch den Schw ellenw ert der Be- 
obachtbarkeit der G eschw indigkeit bedingt sind. Der V erteilungsabschnitt 
kann durch Verringerung von  d  beliebig eingeengt werden. E ine ähnliche Ge­
schw indigkeitsverteilung kann z. B . durch einen Schlag hervorgerufen werden.

Durch Substitution  in G leichung (27) kann das Integral — infolge der 
speziellen  Form  von f 0(x) — in einer geschlossenen Form  angegeben werden:

Л*» 0
d / i

4 at — id2

e _ X2d2/(16a2í2 +  (í») _ e (4aíx2/(16a2<2 +  d4)

Untersuchen wir die zeitliche Veränderung der spezifischen Schw ingungs­
energie:

!/(*> * ) |2
M 2(x, t) mv2(x, t) 

2 E J  2

mv  ő d2

2 ]Tl 6  a2 t2 + d 4

e —2 x 2 d 2 / ( i6 a 2 ( 2 + d i )

D ie E nergieverteilung w'ird also durch eine m it der Zeit immer mehr 
verflachende und sich in bezug auf den A nfangspunkt sym m etrisch erstrek- 
kende Glockenkurve dargestellt. Durch D ifferentiation nach t kann man nach- 
w eisen, daß in der U m gebung —d/2 x  «2/2 des A nfangspunktes die spezi­
fisch e Energie vom  Z eitpunkt t =  0 an fortwährend abnim m t. D ie Verringe­
rung des an der Stelle x =  0 befindlichen Scheitelpunktw ertes ist der Zeit nahe 
um gekehrt proportional. In  jedem  P u n k te, der außer diesem  A bschnitt liegt, ver­
größert sich die Energie bis zu einem  gewissen M axim um , wonach sie abzu­
nehm en beginnt. Der Z eitpunkt der Erreichung der lokalen M axim alwerte ist

t
d 2
4 a
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und die Größe des M axim alwertes

\f{x,  01 max =
mv  о

2  Ye

d
2  X ‘

B ezeichnet man den Schw ellenw ert der B eobachtbarkeit der spezifi­
schen Energie mit

so liegt der am fernsten befindliche P u n k t, bis wohin die Schwingungsenergie  
praktisch gelangen kann, in einer E ntfernung x max =  i  d/2e. D ie Zerströ- 
m ung der Schwingungsenergie kann dem gem äß durch das folgende anschauliche  
B ild  gekennzeichnet werden.

D ie anfangs in der Um gebung des P unktes x =  0 angehäufte Energie 
b reitet sich nach A rt eines reibungslosen Sandhügels aus. D er Fuß des H ügels 
(d. h . die W ellenfront) kriecht beiderseits bis zu dem oben erwähnten kriti­
schen Punkte vorw ärts, um  danach zurückzukehren. Schließlich wird der 
»Energiehügel« scheinbar verschw inden : die spezifische Energie verm indert 
sich unter den Schwellenwert der B eobachtbarkeit den ganzen Stab entlang, 
der Stab selbst gelangt in Ruhelage parallel zur Anfangslage (theoretisch un­
endlich w eit verschoben). Für den V organg ist es charakteristisch, daß wir die­
ses Ergebnis durch Vernachlässigung der D äm pfung gefunden haben.

Mit dieser U ntersuchung w ollten wir eine der E igenschaften  der B iege­
schw ingungen zu dem onstrieren. D ie beschriebene Erscheinung ist näm lich  
kennzeichnend für die dispersen A usbreitungsvorgänge. E s ist die D ispersion, 
w elche die B iegeschw ingungen — v om  G esichtspunkt der G esetzm äßigkeit 
der Fortpflanzung aus — von denjenigen Schwingungsarten (D ilatations-, 
D rillungsschw ingungen, Körperschall usw .) unterscheidet, deren Ausbreitung  
durch die W ellengleichung beschrieben wird, und deren A usbreitungsge­
schw indigkeit nur von  M aterialkonstanten abhängt. Aus der Fourierschen  
A nalyse der B iegeschw ingungen ist es b ekannt, daß die Phasengeschw indigkeit 
der harm onischen W ellenkom ponenten auch von  der W ellenlänge abhängt, 
woraus sich die Verzerrung, »Dispersion«, der aus solchen K om ponenten b este­
henden Schwingungsform en ergibt.

b)  Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (6 )

Der A bschnitt % x  < | x2 des Stabes soll durch eine stetig  verteilte, 
auch von der Zeit abhängige Erregungskraft p(x ,  t) angegriffen werden. Außer 
diesem  A bschnitt ist p(x,  t) =  0. D ie L ösung wird ebenfalls durch A nwendung  
der H ilfsfunktion (9) durchgeführt. A n der innerhalb des belegten  A bschnitts
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befindlichen Stelle x' im  Zeitpunkt t' -wird der Elem entarim puls q =  p /x ' ,  t'/dx'  
dt'.  Sum m iert man diese in bezug au f den belasteten  A bschnitt und für die 
Zeitdauer t, so erhält man:

x'  Vi p(x't')dx' e ,(x_ x ,)2 ia(l_n 
Xl ] f2m | /4 л a ( t  — t')

D er Integrand befriedigt an jeder Stelle und in jedem  Z eitpunkt die 
hom ogene G leichung (6 '). Das auf der rechten Seite der G leichung (6 ) b efind­
liche Inhom ogenitätsglied  ip(x,  t)|A2 in ergibt sich durch die D ifferentiation  
nach der oberen Integrationsgrenze t. Vordem  aber muß man die im P unkte  
a)  vorgeführte Variablentransform ation anwenden um  die S ingularität, mit 
der der Integrand zur Zeit t' =  t beh aftet ist, zu beheben.

B ei einer E inzelkraft P  können wir im Sinne des oben G esagten derart 
Vorgehen, daß wir m it H ilfe der im dritten  A bschnitt erwähnten ö-Funktion in 
der engen U m gebung des A nfangspunktes die E inzelkraft in eine verteilte  
K raft von  der In ten sitä t Pb(x)  um w andeln.

f (x,  t) dt'

c )  Allgemeine Lösung des zweistützigen gelenkigen Trägers

Das Spiegelungsprinzip, das im A bschnitt 4 erörtert wurde, ist von  
allgem einer G ültigkeit. Wir können alle Erregungsfälle um fassen, w enn wir  
den in  der H ilfsfunktion (9) befindlichen E lem entarim puls q dem Spiege­
lungsverfahren unterwerfen. G leichung (9) w andelt sich dem entsprechend  
form ell in eine unendliche Reihe, d. h. in die H ilfsfunktion des zw eistützigen  
Trägers um

/?0м) = ia l    gi(x+ l)2 Ш   e i ( x - / ) 2 / 4 a i

I e i ( x + 2 / ) 2 Ш  _ |_  e i ( x - 2 ( ) 2 i a t _____ |_

< 1  x  <; —  . 
2

D ie A nwendung derselben hat schon im A bschnitt 4 (in verhüllter Form ) 
stattgefunden . B ei einem  Erregungsm om ent ist die H ilfsfunktion die negative  
A bleitung nach x  der obigen Funktion.

Im  Falle von A nfangsw ertaufgaben ist es der verallgem einerte kom plexe  
Im puls

W m • fo(x) • dx  
i

w elcher die Rolle des normalen Im pulses q übernim m t, wie es sich durch eine 
G egenüberstellung von  (9) und (27) erkennen läßt.
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Schließlich bemerken wir, daß die obigen Ergebnisse — obw ohl in einer 
um ständlicher W eise — auch durch die Lösung von (1) (m it H ilfe des Fourier- 
schen Integrals) nachgewiesen werden können.
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Propagation of Elastic Bending Vibrations in  Bars. Author introduces a new vector-like  
physical characteristic for the description of elastic bending vibrations which satisfies the  
differential equation analogous to th a t o f th e  linear heat conduction. On the basis o f the  
therm odynam ic analogy, he investigates the law s of developm ent and propagation o f bending  
vibrations excited  b y  im pulsive loads in  the case o f hom ogeneous bars o f in fin ite len gth  and 
o f  constant cross-section, as well as o f the sim ply  supported hinged beam s. Treating o f the  
subject is positive ly  o f  theoretical interest and is dem onstrated by the sim plest bending vibra­
tion m odel o f the bar.

Propagation des oscillations de flexion élastiques dans les barres. L’auteur introduit une 
nouvelle caractéristique physique de form e vectorielle  pour décrire les oscillations de flexion  
élastiques. La caractéristique en question satisfa it à l’équation différentielle analogue à celle 
de la conduction de chaleur linéaire. Sur la base de cette  analogie therm odynam ique, l ’auteur  
exam ine les lois du développem ent et de la propagation des oscillations de flexion  engendrées 
par des charges d’im pulsion, pour les cas de barres de profil constant et de longueur infinie  
et de poutres articulées à deux appuis. L ’auteur traite ce sujet sur un plan expressém ent 
théorique, en s’appuyant sur le m odèle le plus sim ple de l’oscillation de flexion  des barres.

Распространение упругихизгибающих колебаний в стержнях ( Б. Кирай).  Для опи­
сания упругих изгибающих колебаний автор вводит новый физический показатель вектор­
ной формы, который удовлетворяет дифференциальному уравнению, аналогичному диффе­
ренциальному уравнению теплопроводности по прямой. Исходя из этой термодинами­
ческой аналогии, автор исследует законы возникновения и распространения изгибающих 
колебаний, возбужденных импульсными нагрузками, в случае однородного бесконечно 
длинного стержня неизменного поперечного сечения и двухопорной щарнирной балки. 
Анализ носит выраженно теоретический характер и основывается на простейшей модели 
изгибающих колебаний стержня.
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STRENGTH OF STABILIZED SOILS

Á. K ÉZDI B. NAGYVÁTI
DOCTOR OF TECHN. SC. CIVIL E N G IN E E R

TECHNICAL U N IV E R S IT Y , BUDAPEST

[Manuscript received  June 21, 1967]

One of the m ost im portant properties o f stabilized soils is their strength; th is is the  
first decisive factor in determ ining their behaviour in connection w ith  other effects. Therefore, 
authors first investigate the m echanism s o f  failure, classify the grain assem blies from  this 
view point, and present the characteristic form  of deformations. U sing an original w ay of repre­
sentation , th ey  dem onstrate th a t soil m ix tu res have a definite m ixing ratio w hich is optim um  
from  the view point o f strength; in case o f  cem ent stabilized soils th e y  define those ranges of 
m ixing ratios where cem ent stabilized soils can  be produced and show  the optim al com position. 
In  respect to  the strength of the cem ent stab ilized  soil, the degree of pulverization of the  
soil is an im portant factor; the effect o f th is  is indicated by the series o f experim ents. The 
results o f authors’ experim ents show the e ffec t on the strength of addition of lim e and bitum en; 
fin a lly  exam ples are presented for show ing the strength of soils stab ilized  w ith  phosphoric  
acid, aniline and furfural-

1. Introduction

The world-wide increasing sign ificance of stabilized  earth roads urges 
the investigation  of th e  properties o f  stabilized  soils. A m ong these an ever more 
prom inent part is taken  b y  those w hich  are essential from  the v iew point of 
functional use or physica l processes occurring in the course o f stabilization . 
Also in these investigations the new  attitu d e prevails w hich recently led to  
m any new results in Soil Physics: becom ing acquainted w ith  physical pro­
cesses instead of em pirism s, research and m athem atical description o f rela­
tionships perm itting technical design on an ever w idening base.

Am ong the physica l properties, it  is the strength w hich determ ines the  
behaviour o f stabilized soils; other effects, such as frost action , w ater absorp­
tion, etc. could be judged m ost ex p ed ien tly  through the strength . In general, 
as is custom ary, one m eans by strength  in  th is respect unconfined com pression  
strength , and though it  is doubtless th a t  th is value does n o t defin itely  char­
acterize the absolute strength of th e  m aterial, being also the function o f the  
m easurem ents of the sam ple, yet, from  th e point of v iew  o f the relative com ­
parison, and even of the judgem ent o f  th e  behaviour o f th e  m ixture, it m ight 
be considered as a reliable value.

In this treatise, th e  effect of th e  different stab ilizing agents exerted  
on th e  strength will be treated , m ostly  on the basis of th e  results of original
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experim ents. It will a lso  be exam ined, b y  w hat m echanism  the different stab i­
lizers could increase stren gth .

2. Failure m echanism s o f stabilized soils

According to th e  nature of the interaction betw een th e  stabilizing agent 
and soil particles, i.e . according to the fact whether the stabilizer does consti­
tu te  a continuous m a tr ix  or not, tw o basic cases can be distinguished. In the  
fir st case soil particles are perfectly em bedded in the chem ical agent or in the  
m ateria l produced b y  th e  chem ical processes, in the second th is is not the case. 
In  th e  first case the properties of the resulting system  are, at all events, deter­
m ined  by the stab iliz in g  agent. If, nam ely, the soil particles are floating in 
th e  solidified stabilizer, as inert filler, then it  is evident th a t failure under the  
effect o f the load tak es place in the stabilizer, for this la tter form s a continuous 
sk eleton , the particles o f  the filler obtain no load. If, in turn, a surface bond is 
produced between th e  stabilizer and the soil particles, and th e  bond strength  
is higher than the ow n strength  o f the stabilizer, then, ev id en tly , it is the stab i­
lizer itse lf  which w ill be destroyed first during the increase of th e  load; however, 
i f  th e  bond strength is low er than that of the stabilizer, then  the former will be 
discontinued, and so th e  soil particle w ill becom e an inert filler; the strength  
o f  th e  system  will again  be governed by the strength of the stabilizing substance.

In case of a d iscontinuous m atrix, stabilizing effect m ight be obtained in 
three ways.

First  of these is th e  change of the surface properties b y  adsorption or 
change of the ions w ith  the aid of chem ical agents.

In the case o f  a discontinuous m atrix, the second effect producing stab i­
lization  might be created  by filling the voids betw een grains w ith  inert filling  
substances. This effect gives origin to the strength of the m ixtures in the course 
o f  m echanical stab ilization; but one could im agine th at filling up voids might 
also be effected w ith  th e  aid o f chem ical reaction.

The third m echanism , which in case of a discontinuous m atrix might pro­
duce stabilization, is th e  connection of particles in certain points, so to say, 
“ b y  spot welding” . In  such a system  tw o kinds of cohesion exist: the own co­
hesion of the soil p article  and stabilizer, besides adhesion betw een the soil par­
tic le  and the stab ilizer is acting too. Fracture m ight take place in two w ays:

Fig. 2. Failure m echanism s of stabilized soils and relationships betw een displacem ent and  
shear stress, a — cohesion  is produced betw een particles by surface forces; failure is caused by  
th e  increase of the d istan ce betw een particles and decrease of bond strength; b — the stabilizer 
constitutes a continuous m atrix  the strength of w hich is less than th a t o f  the particles floating  
in it; c — strength of b on d s between particles is greater than that o f the particles, consequently  
failure occurs in the particles; d — strength of bonds between the particles is lower than th at  
o f  the particles, after failure the m edium  becom es a grain assem bly
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Fig. 1. Structure of soil grains in the different stabilizations, a — cohesion is produced by the 
surface forces between particles; b — voids betw een particles are filled w ith inert substance; 
c — soil particles are em bedded in continuous m atrix; d — strength  o f the connection between  

soil particles is assured by “ spot welding”
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if  adhesion is stronger than  the tw o kinds of cohesion, fracture takes place in 
the stabilizer or in th e  soil particle (or in such grain assem blies w ithin which  
the binding force is not produced by the effect of the stabilizer); if, contrarily, 
the va lu e of the cohesion surpasses th at o f th e  adhesion, failure will occur on 
th e  surface of contact betw een the particle and stabilizer. K now ledge o f  the  
kind o f fracture is also im portant from a practical v iew poin t, because, e.g ., 
if  th e  fracture of th e  stabilized  soil occurred in consequence o f th e  insufficiency  
o f adhesion, the increase o f  cohesion does not cause increase in  strength.

Correspondingly w ith  the above discussions the characteristics o f the  
different structure o f  grains are indicated in  F ig. 1. In F ig. 2 we intend to  de­
m onstrate the m echanism s o f fracture; the relationships betw een  displacem ent 
and shear stress for certain cases are also represented.

3. M echanical stabilization

Strength o f soils stabilized  w ithout any adm ixture other than soils is 
m otivated  by the bond effected by th e  sm all particles o f the m aterial to  be 
found in the m ixture betw een coarse grains which keep th e  assem bly together  
otherw ise possessing on ly  friction. Fine particles are attached  to  the surfaces

Fig. 3. E ffect on cohesion o f sm all solid particles floating in the pore-water, a — fine particles 
are floating freely in  the water; b — after drying th ey  increase the surface, where attraction  

forces caused by surface tension, are acting

o f th e  coarse ones b y  hydrogen bonds; strength o f this w ill be the greater, the  
sm aller is the num ber o f layers of water molecules through which bonds are 
effected . The cation o f particles bonded in th is w ay are binding further par­
tic les until betw een th e  coarse grains, at the sm allest vo id s, veritable bridges 
w ill be formed w hich produce cohesion. The power of th is effect is prom oted  
also b y  the fact th a t during the drying o f the soil the fine grains of the binding  
m aterial are crowded ju st into the sm all voids. In the pore-w ater filling up the  
voids between the grains, the particles o f m aterial are drifting freely in the  
beginning, then w hen drying goes on, th ey  will becom e jam m ed into smaller 
and smaller spaces (F ig. 3). The particles do not perm it any further shrinkage of
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th e  water film s, and the arising strength , which increases w ith drying, will 
work at about th e  sam e surface as drying proceeds. Therefore, the attraction  
force increases considerably and creates strength.

However, th e  strength of th ese  bonds is alw ays low er than the own 
strength of the coarse grains. This determ ines the w ay  o f fracture; fracture

F ig .  4. Unconfined com pressive strength o f soil m ixture in function o f the volum e percentage
of th e  phases

takes place always on th e  surface o f  the coarse grains or on surfaces going 
through the voids; i.e . though bonds are producing adhesion on the surface 
of the particles, th ey  do not create cohesion between the grains. The value of 
the attraction force o f adhesion governs the strength o f th e  stabilized soil. 
This strength depends, beside th e  properties of the binder and the strength  
of th e  above said bonds, on the density  and water content o f  th e  m ixture; the  
results o f a series of tests  are indicated in F ig. 4. The in fluence of water con­
ten t is particularly considerable; therefore, let us exam ine b y  what pheno­
m ena water decreases th e  strength o f th e  m echanically stab ilized  soil.
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a)  Filling up the voids w ith  w ater destroys the cohesion owing to the  
capillary stress.

b)  In consequence of hydration , th e  force of the hydrogen bonds connect­
ing  th e  particles decreases.

c)  W hen the w ater m olecules settled  into the skeleton system , the clay  
m inerals, susceptible to  sw elling, w hich are present in the binder, are forcing 
apart the coarse grains b y  sw elling, after the water m olecules have entered  
in to  the lattice structure, the skeleton  structure will be destroyed . Owing to  
sw elling, density decreases too.

F ig .  5. Decrease of strength  of soil m ixtures under the effect o f capillary water absorption

d)  Compaction and expansion produced by the w heels passing on, load­
in g  and unloading cause w ater m ovem ent, a so-called pum ping effect w ill arise 
w hich  together w ith  the shear stresses acting at the sam e tim e entirely destroy  
th e  different bonds binding the particles together and disintegrate the soil.

e)  During frost period in stabilized  soil m ixtures, which are in general 
qualified  as frost susceptib le, ice lenses are formed if  there is a possibility o f  
w ater supply, and so the sw elling effect again reduces th e  cohesion of the whole  
m ass.

f )  At thaw ing o f the frozen soil the water accum ulated in the ice lenses 
w ill be absorbed and the dynam ic effect o f traffic kneads the wet soil thor­
ou gh ly  and destroys its strength.

Accordingly, sim ultaneous effects o f water and traffic  are decisive. The 
am ount of strength  reduction caused b y  the capillary-w ater absorption de­
pends m ainly on th e  in ten sity  o f  th e  effects m entioned in points a)  to  c).  The  
greater the strength  reduction caused by the capillary, saturation , the less the
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in itia l density o f the soil; a num erical exam ple is given b y  the test result indi­
cated  in Fig. 5. For characterizing strength, the CBR va lu e o f the m ixture is 
used here because th e  unconfined com pression strength could not be deter­
m ined in all cases in the saturated sta te .

Fig. 6. Compressive strength  of soil cem ent in function of percentage of the com position, a t a
proportion o f 8% o f cem ent

4. Strength o f soil cement

In order to characterize the strength  of soil cem ent, in  m ost cases the  
value o f the unconfined compression strength is again used. This reflects best 
the degree of the reaction and advancem ent of hardening o f the m ixture of 
soil, cem ent and water; in general, the required quantity o f  cem ent will be de­
termined on the basis o f the value of the com pressive strength established b y  test.

In  addition to  m any values in th e  literature for th e  com pression  
strength of soil cem ents, we are in possession of numerous results o f our own  
tests . The diagram in Fig. 6  is p lotted  w ith  th e  aid of these data: w ith  the ce-
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m en t content, ind icated  in  th e  triangular diagram  (8 per cent cem ent by w eight, 
class 500) the value o f  th e  compression strength  determ ined at th e  age of 7 days 
m ay be seen. On th e  sides o f the triangle the sand content (d >  0,1 mm), th e  
s ilt  content as w ell as th e  per cent value o f the volum es taken  up by air -)- 
w ater are plotted. On th e  basis o f the figure one can, on the one hand, define

the range in w hich th e  soil cem ent can be produced and its strength determ ined, 
on the other hand, one gets a good idea o f  th e  variation o f th e  strength and the  
effect of density an d  w ater content. Further interesting inform ations are given  
in  Fig. 7 where also a t a given rate of cem ent the strength w ill be presented as a 
function of the vo lu m e per cent o f the solid  p arts—w ater—air. This diagram also 
gives inform ation on th e  optim al m ixture ratios. The effect o f  the density is partic­
ularly im portant. T his is to  be seen also in  F ig. 8: the 10 per cent increm ent in  
th e  value of the d ry  d en sity  increased the com pression strength  b y  30 to  40 per 
cent, influence b ein g  exerted by the change of the volum e o f water w hich is 
connected w ith  th e  d en sity . B y  applying th e  sam e com pacting effort in produc­
ing  the cem ent so il, the bulk density w ill depend on the w ater content, accord-
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Fig. 8. V alue o f the compressive strength  in function o f bulk density

W0pt
F ig. 9. Relation betw een  the water co n ten t and com pressive strength at identical

com paction effort
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ing to  th e  laws of com paction . The values o f the com pression strength show a 
variation  similar to P roctor’s curve, the difference being at m ost in obtaining  
the m axim um  of the com pression strength  at a value w  o f the w ater content 
which is less than the optim um  value for the com paction (Fig. 9). Fig. 10 also

I

Fig. 10. a — com pressive strength, bulk d en sity  and uniform ity coefficient o f the soil cem ent 
vs. th e  m ixing ratio; b — value of the com pressive strength in function of the uniform ity

coefficient

indicates an in teresting result which represents the strength, dry density and 
uniform ity coefficient o f the m ixtures o f  tw o soils as the function o f the m ixing  
ratio, w ith the sam e am ount of cem ent. The optim um  of the m ixing ratio is 
the sam e from the v iew point of all three values; the greatest strength and dry  
d en sity  are the greatest, where the va lu e o f U  is the greatest, and v ice  versa. 
B etw een  the unconfined compression strength and the coefficient o f uniform ­
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ity  an unam biguous relationship could be established: w ith different mixing  
ratios b u t w ith  the sam e U  value, the com pression strength rem ains the same.

The strength of the cem ent soil is also influenced by the conditions ex ist­
ing during the period of setting. According to the experim ents o f  GÁSPÁR  

(1964), betw een the strength of the te st  specim ens stored during setting  in a 
hum id place and under water, 20 to  30 per cent difference could be observed in

Fig. 11. E ffect on com pressive strength of the w ay of storage of the test pieces

favour o f the former. A test result can be seen in Fig. 11; Fig. 12 shows a result 
of an Indian  experim ent (Ch a d d a , 1956): th e  values o f the com pressive strength  
of tw o kinds o f soils measured in dry and in  hum id state show considerable 
difference.

For th e  production of soil cem ent th e  soil found in a site should be broken 
up, pulverized , and m ixed w ith  cem ent or perhaps also w ith other additives, 
then w ith  w ater, and the m ixture should be com pacted. On the strength o f the  
soil cem ent these operations have also influence.

The question of pulverization is im portant m ainly in the case o f  cohesive 
soils, and here this is o f  great im portance, for the degree of pulverization de­
term ines th e  possible rate o f m ixing.

The effect o f the degree o f pulverization  on frost resistance and com pres­
sion strength  m ight be shown b y  the follow ing series of experim ents. To the
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sam ples o f three kinds o f  soils (silt, P i =  9% ; s ilty  clay, P i =  17% ; clay , 
Pi =  23% ) we added after pulverization in increasing w eight per cent lum ps 
of soil w ith  5 to 10 m m  diam eter, and then cem ent and w ater was added to  
th e  m ixture. The am ount o f m ixing was in all cases th e  sam e, and th e  m ost 
part o f  th e  lumps rem ained unbroken. These lum ps o f soil were, in the first 
series o f the experim ents, entirely dry, how ever, in  the second, the w ater  
con ten t o f  the soil used  for preparing the lum ps w as identical w ith th at o f  th e  
stab ilized  m ixture.

Fig. 12.  Value o f th e  unconfined com pressive strength in dry and in hum id conditions
as a function o f cem ent content

Q uantity o f w ater added related to the dry w eight of the whole m ixture  
was the same, difference could be observed only in the distribution: in th e  first 
case dry lumps were em bedded in hum id clay, in the second the w ater content  
was uniform. The am ount o f cem ent was in each case the same; only the per­
centage of the lum ps m ade up the differences in the sam ples.

R esults o f th e  experim ents are indicated in Figs 13 and 14. In F ig. 13 
one can observe th e  drop o f the com pression strength; especially the presence 
o f dry lumps has a detrim ental effect. H ow ever, th is is always the case when  
th e  natural w ater con ten t o f the soil is less than optim um  and w ater should he 
added to  the m ixture. B y  w etting , only the surface o f the unbroken lum ps 
w ill becom e som ew hat w et, inside th ey  remain dry. F ig. 14 dem onstrates the  
losses in w eight o f th e  specim ens in 12 freezing cycles. The insufficient pulveri­
zation  here also in vo lves severe consequences.
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Fig. 13. Decrease of the com pressive strength  in function of the w eight per cent o f lumpi
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Fig. 14. Losses in weight in  the freezing cycle  in  function of the w eight per cent o f lum ps
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5. E ffect on strength due to the addition o f lime

In lime stab ilization  for road construction one o f th e  im portant effects 
o f lim e is the increase o f  strength. The rate o f hardening depends on a num ber 
o f factors. First, it  is th e  lim e content which has an im portant influence. This 
is illustrated b y  F ig. 15 which represents the unconfined compression strength  
p lotted  vs. the percentage of lime added for three different cohesive soils.

0 2 U 6 8 10
time content percent bp weight

Fig. 15.  E ffect of lime on the com pressive strength

According to  F ig . 16, at a sm all lim e content, th e  effect of the tim e  
elapsed is insignificant, how ever, at a greater lim e content it  has a considerable 
influence. Hardening takes place rather slow ly, thus no final conclusion  
m ight be reached either in case of test specim ens aged 7 or even 28 days. It  
m ay also occur th at b y  increasing the lim e content, the strength  decreases.

From the point o f  v iew  of strength the w ay o f adding the lime is also im ­
portant. In general, one m ight say th at burned lim e is m ore effective than the  
hydrated one. H ow ever, th e  manner of adding cannot be chosen at will: if  the  
soil to  be stabilized is w etter during constructions than  it  is desirable w ith  
respect to com paction, then  burned lim e should be added in pulverized form; 
the w ater needed for slaking will be extracted  from th e soil. To a soil w ith  a 
w ater content iPopt or so, it is advisable to add hydrated lim e ; dry soil m ight 
b est be stabilized w ith  lim e milk in such a concentration th a t by its use th e  
soil should be brought in to  the optim um  condition for com paction. U nfortu ­
n ate ly , from the v iew p oin t of the pozzolanic reaction w hich, however, is an 
im portant source o f strength , certain chem ical properties o f the added lim e
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have very im portant effect; but the classification of lim es from this v iew point 
is not y et possible. (Other physical and chem ical relations to  calcareous soil 
stabilization  are shown w ith  full particulars in the hook o f the senior author.)

Fig. 16. V ariation of the com pressive strength in function  of proportion of lim e and o f tim e

6. B itum inous soil stabilization

From the v iew point o f th e  efficiency o f stabilization w ith  bitum en, the  
strength of the stabilized m ixture is also an im portant value. In general one 
obtains the relationship indicated  in Fig. 17; the bitum en content has an opti-

Fig. 17. E ffect o f the proportion o f bitum en on the unconfined com pressive strength of the
m ixture
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m um  value as it can be concluded on th e  basis o f the analysis of the structure. 
The strength increases w ith  the proportion o f the bitum en up to 4 per cent, this  
va lu e having been surpassed, it decreases. Strength reduction is also connected  
w ith  th e  fact th at at an increasing b itum en content th e  greatest dry bulk  
d en sity  reached by th e  sam e am ount o f com paction effort also decreases, b e­
cause th e  specific w eight o f bitum en is less than  that o f the m ixture.

Fig. 18. E ffect o f storage under water on the com pressive strength  of silt stabilized
w ith  bitum en

H owever, the va lu e of the unconfined com pression strength determ ined  
after the preparation o f the m ixture does not govern alone the behaviour of 
the latter. Particularly w ith  cohesive soils, if  the bitum en content is low , sw ell­
ing, destruction o f th e  structure, loosening, i.e. reduction in strength occur, 
because the small q u an tity  of bitum en could not m ake the m ixture im perm e­
able. In order to  analyze th is effect, te st  specim ens prepared from the stabilized  
soil m ixture are stored in  a humid place for four days, then  immersed in w ater 
for another four days. On the basis o f th e  strength drop o f the specim ens trea t­
ed in this w ay, it  m ight be concluded, w hat am ounts o f the dissolving agent 
w ill give the best resu lts. Such a test result is to be seen in Fig. 18.

The duration o f m ixing is also o f im portance. The strength and partic­
u larly that of the w etted  samples increases, in general, w ith  the duration of 
the m ixing tim e. This is always the case at sand stab ilization , but it m ay occur 
th a t at the start o f  m ixing, some grain assem blies which are stuck together, 
w ill be coated w ith bitum en, then, during further m ixing, they  will be broken
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up into small pieces, the surface increases, consequently, there will not be 
enough bitum en for coating this greater surface, thus w ater absorption grows 
and strength w ill be reduced (F ig. 19).

Fig. 19. W ater absorption of stab ilized  soil in function o f the m ixing tim e

Fig. 20. Strength of soils after w etting, stab ilized  w ith  bitum en, in function of the content
of volatile  substance
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From  the v iew poin t of soil stab ilization  w ith bitum en, an im portant re­
lation sh ip  has been established by Michaels and P uzinauskas (1956): w hatever  
soil m ixture should be in question, the greater its content o f volatiles the less 
its com pressive strength . This rule applies equally to  em ulsions, b itum ens, 
and m ixtures m odified b y  different additives; the general characteristics o f  the  
relationship and the scattering zone are shown in Fig. 20. (The paper m entioned  
above treats the question  in a more detailed  manner, here we w anted to in ­
dicate on ly  the character of the relationship.)

7. Chemically stabilized mixtures

Owing to the v a r ie ty  o f the chem ical stabilizations o f soils, which, in 
m an y cases, are up to  th e  present on ly  at an experim ental stage, we m ust be 
con ten t w ith referring to  some exam ples for not very well know n procedures, 
as a m atter of course, w ithout the aim o f a full treatm ent.

R ecently, stab ilization  w ith phosphoric acid shows great prom ise. Its 
effect on strength had already been exam ined in connection  w ith  a number 
o f soil types, but no unam biguous relationship could be established as yet. 
The w ay  of m ixing, proportioning and com pacting as w ell as the curing seem  
to  be im portant. The results available in  th e  literature show great scattering. 
E xten sive  research work has been m ade b y  Michaels and Tausch  (1960), who 
added also slight quantities of fluor com pounds to the m ixture, and observed  
th eir  strength-increasing effect. In the course of stabilizing a soil containing  
illit clay-m ineral w ith  a p lastic ity  index  P I =  6 %, the laboratory tests fur­
nished  the results ind icated  in F ig. 21. A t a given concentration of the acid, 
th e  strength of the te s t  specim ens stored in a hum id room for 24 hours, in creases 
n early  directly w ith  th e  added q u an tity  of sodium silicofluoride (N a 2SiF6). 
This remarkable effect originates in all probability in the fact th at according 
to  experiences fluorides strongly accelerate the solution o f alum inium  in phos­
phoric acid. This m ight be explained as follow s. The surface of m etallic alum i­
n ium , in  general, is coated  w ith hydrated  alum inium  oxide. I f  we w ant to  dis­
solve such an alum inium  in phosphoric acid, then on the surface of this latter  
phosphates would be absorbed, how ever, the process extend  to  a th in  layer 
on ly , it  cannot p enetrate further. F luorides prom ote the partition o f this im ­
peding, passive film , and thus chem ical reaction takes place far more effective­
ly . Clay minerals resem ble the m aterial of the hydrated alum inium  oxide 
layer, consequently th e  solution, i.e. form ation of stabilizers — phosphates — 
also here is slow. The fluor com pounds develop the above m entioned effect 
also in this case, th u s stabilization  w ill be accelerated. This effect could be 
achieved with a num ber of fluor com pounds (K 2SiF0, ZnSiF6, A1F3).

Stabilization w ith  phosphoric acid is not successful if  the soil contains a 
considerable am ount o f lim e. In th is case a great part o f the phosphoric acid
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Fig. 21. E ffect of adding sodium  silicofluoride on the strength of fine s ilty  sand stabilized w ith

phosphoric acid

will be used up for neutralization o f calcium  carbonate and no stabilization  
takes place.

Finally the effect o f aniline and furfural developing polym erizing stab i­
lization should be m entioned. The effect on the physical characteristics o f the  
addition o f aniline and furfural (C4H3OCHO), num erically expressible, is not

day content percent weight
Fig. 22. The optim um  water content for com paction (stabilization w ith  aniline-furfural)
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y e t cleared satisfactorily. The reason for th is is that this kind of stabilization  
could  not be made econom ic as yet. Therefore, only certain details of an in ter­
estin g  series of experim ents shoidd be presented. Og ilv ie , Sheeler  and 
D a v id so n  (1957) carried out experim ents on loess samples w hich originate from  
th e  S ta te  of Iowa, ap p ly in g  aniline and furfural m ixed in a volum e ratio 2 to 1. 
T he te s t  specimens o f 5 cm  diam eter had been com pacted, th en , after ten days’ 
storage, they were subjected  to different experim ents.

Fig. 23. U nconfined com pressive strength (stabilization w ith  aniline—furfural)

Two details o f  th e  results are indicated  in Figs 22 and 23. As it turned  
ou t in  the course o f  processing, the clay content (d <  2 p) o f the test specim ens 
stron gly  affects th e  properties of the m ixture which is to  be understood, for 
reactions producing stab ilizing effect are taking place w ith  clay minerals. 
A uthors chose such a m anner of representation that the exam ined characteristics 
w ere given as param eter, in function o f the content o f aniline and furfural. 
T h u s, in Fig. 22 and in  Fig. 23 those of the unconfined com pressive strength  
are indicated.
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Festigkeit stabilisierter Böden. E ine der w ichtigsten E igenschaften  der stabilisierten  
B öden ist die Festigkeit; in erster R eihe entscheidet dieselbe darüber, w ie sich der stabilisierte  
B oden gegen sonstige E inwirkungen verhält. D em zufolge untersucht die Abhandlung in erster 
R eihe die Bruchm echanism en, klassifiziert von  diesem  G esichtspunkt aus die Kornm engen  
und gibt die charakteristische Form  der Form änderungen an. Der Verfasser w eist in einer 
neuartigen D arstellung nach, daß die a u f eine m echanische Art stab ilisierten Böden eine von  
dem  Gesichtspunkt der F estigk eit aus optim ale Zusam m ensetzung besitzen . Für Zem entböden  
grenzt der Verfasser die Bereiche der Zusam m ensetzung ab, die zur H erstellung eines Zement, 
bodens geeignet sind, und w eist auch auf die optim ale Zusam m ensetzung hin. Im  Zusam m en­
hang m it der F estigk eit des Zem entbodens is t  der Verstaubungsgrad ein wichtiger Faktor; 
die Einwirkung desselben wird durch Versuchsserien dargestellt. D ie eigenen Versuchsergebnisse 
des Verfassers veranschaulichen die E inwirkung der Beim ischung v o n  K alk und Bitum en  
a u f die Festigkeit. Schließlich wird ein Beispiel für die F estigkeit der m it Phosphorsäure, 
Anilin  und Furfurol stabilisierten B öden angeführt.

Resistance des sols stabilisés. La résistance à la rupture est l’une des propriétés les plus 
im portantes des sols stabilisés, dont dépend essentiellem ent le com portem ent de ces sols 
v is-à-v is d’autres influences. L’article exam ine donc to u t d’abord les m écanism es de rupture, 
classe de ce point de vue les m ilieux pulvérulents et déterm ine la form e caractéristique des 
déform ations. Il utilise ensuite une m éthode graphique nouvelle pour dém ontrer que les sols 
stabilisés par voie m écanique ont une com position optim ale du point de vue de la résistance. 
Pour le sol-cim ent, il délim ite les dom aines de com position se prêtant à la production d’un 
sol-cim ent et indique la com position optim ale. Sous le rapport de la stab ilité  du sol-cim ent, 
le degré de pulvérisation constitue un facteur im portant, dont l’effet a été dém ontré par des 
séries d’expériences. Les résultats d’essais faits par les auteurs m ontrent à leur tour l’influence  
du dosage de chaux et de bitum e sur la  résistance. U n exem ple illustrant la résistance à la 
rupture des sols stabilisés par acide phosphorique, par aniline et par furfurale term ine l’étude.

Прочность стабилизированных грунтов ( A. Кезди, Б. Надъвати). Одним из 
основных свойств стабилизированных грунтов является их прочность; это свой­
ство решает, в первую очередь, каким образом ведет себя стабилизированный 
грунт по отношению к прочим воздействиям. Поэтому статья сначала исследует 
механизмы излома, классифицирует множества зерен и указывает на характер­
ную форму деформаций. Показано (при помощи нового вида отображения), что стаби­
лизированные механическим путем грунты располагают с механической точки 
зрения оптимальным составом; в случае цементных грунтов определяются те диа­
пазоны состава, которые подходят для получения цементных грунтов и также ука­
зывается оптимальный состав. В отношении прочности цементного грунта важным 
фактором является степень измельчения грунта; действие этого фактора демонстрируется 
серией опытов. Собственные опытные результаты иллюстрируют действие прибавки из­
вести и битума на формирование прочности. Наконец, статья указывает примеры проч­
ности грунтов, стабилизированных фосфорной кислотой, анилином и фурфуролом.
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DEFORMATIONS AROUND AND BELOW 
DRIVEN AND VIBRATED TEST TUBES

K . SZÉ CH Y
CO RRESPON D IN G  MEM BER OF T H E  HUNG ARIA N  ACADEMY OF SCIENCES 

[M anuscript received  March 22, 1968]

In this paper the results o f experim ents w ill be presented w hich  were carried out w ith  
th e  financial help of the H ungarian A cadem y of Sciences, w ith  th e  v iew  of observing the 
displacem ents brought about by the penetration o f driven and v ibrated  test tubes which were 
either open or closed at their bottom  end.

1. Introduction

The w ay in w hich precast piles are driven or brought in to  the soil evidently  
p lays an im portant part in their bearing capacity. The recognition o f this is 
reflected in some recent studies [1 ] in s o fa r  that deep foundations should not 
be classified into the know n conservative groups as

1 . pile-foundations,
2 . w ell-foundations,
3. caisson-foundations,

but should be discrim inated according to  th e  way in w hich th ey  were driven or 
brought into the soil, i.e .w e  m ay distinguish  between deep foundations:

a )  where the w ay  o f penetration brings about a change in the original 
structural properties o f th e  surrounding soil (i.e. driving, vibration, injection, 
etc.);

b)  where the w ay o f penetration is n ot, or not sensib ly  altering the orig­
inal soil properties (sinking, flushing, etc .).

This new grouping is the more reasonable, because the large-scale 
increase in the diam eter and penetration length  of piles and ch iefly  the advent 
o f hollow-caisson piles largely elim inates th e  distinction betw een  pile- and well- 
foundations.

Therefore great im portance m ust be attributed to  th e  investigation  of the  
follow ing problems:

1. W hat is the m easure and exten sion  of the structural changes brought 
about in various soils b y  th e  various m ethods of penetration?
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2 . То what e x te n t  do these changes affect the strength  and deforma­
tio n  properties (shear strength , com pressibility) o f the surrounding resp. under­
ly in g  soil layers, w h ich  are to  overtake and carry the loads from the deep  
foundation  elem ents?

3. In which w a y  and to w hat exten t are these changes affected by th e  
shape and dim ensions o f  these deep foundation elem ents (pile, well, caisson).

4 . How m uch w ill the tim e factor influence the produced changes?
Looking now upon  these four item s, we m ay conclude th a t fairly little

investigation  was carried out in th is field  to throw some theoretical or empirical 
lig h t on the problem s involved.

The laboratory experim ents to  be described in th e  follow ing will also  
com prise only a sm all part o f them . Steel tubes both w ith  closed and open  
b o tto m  were driven resp. vibrated into a fairly uniform sand and into a sandy  
gravel soil of vary in g  density . D eform ations, displacem ents and changes in  
th e  density of the surrounding layers were measured and observed, and partly  
correlated to the bearing load o f the tubes.

The investigations also covered a sm all part of the first three questions, 
w hereas the fourth question  and the entire field of cohesive soils were not 
stu d ied  at all.

Experim ental work was carried out in the G eotechnical Laboratory o f  
th e  Technical U n iversity  o f B udapest in a steel box, 1 .4 0 x 1 .4 0  X 1.30 m  
in size, filled with th e  test-so il. Ordinary gas tubes 500 m m  resp. 700 mm long  
and w ith  25,6 — 89 m m  varying outside diam eter were driven resp. vibrated and  
th en  subjected to  loading tests b y  a hydraulic piston o f 5000 kg capacity. 
T ubes with open b ottom  and with closed bottom  (flat and conical wood plug) 
w ere equally tested .

2. Influence o f  relative density and effective diam eter o f test soil, 
the type o f bottom , the m anner o f penetration on bearing capacity

A detailed treatm en t o f  these te st results m ay be om itted  here, because  
it  was already pub lished  elsewhere [2—4 ], only their sum m ary is given in th e  
follow ing.

1. The bearing capacity was always greater fo r driven tubes than for v i ­
brated ones — under th e  same conditions both  for the open-bottom  and for th e  
closed-bottom  specim ens. The difference varied with the increase of both th e  
silo  factor к — Z/Dfc (tube length  vs. external tube diam eter) and of the orig­
inal relative d en sity  D r o f soil. The comparison of bearing stresses at, related  
to  the cross-sectional area o f tube in function of the x  ratios clearly indicates  
th e  change of th is difference in sand (Fig. la )  and in sandy gravel (Fig. lb )  
te s t  soils.
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2. The bearing capacity o f  closed-bottom tubes is superior to open-bottom  
tubes, fo r both vibrated and driven specimens. This difference considerably de­
creases w ith driven tubes by the increase o f the silo factor x indicating the pro­
gressive com paction o f the inner earth plug, thus perform ing more and more 
the role o f the closed pile-point. A sim ilar but less pregnant tendency was to  be

Sand, tube len g th  L = 5 0 0 m/m Sandy gravel, tube length  L = 7 0 0 m/m

Fig. 1. Variation of bearing stresses in function o f the silo factor (y. =  //D*) for various m ethods 
o f penetration , and of bottom  closures, in  sandy (a) and sandy gravel (6) te st soils o f varying

relative density

observed w ith vibrated open-bottom  tubes in sand — a still less increase being 
show n in the sandy gravel soil, where driven tubes m anifested a som ewhat 
opposite tendency.

On the other hand, it  is shown in F ig. la  that the bearing stress o f v i­
brated conically closed bottom  tubes first decreases w ith x to  a critical value of 
about x 10 followed b y  a slight increase. This observation m ust be attributed  
to  the phenom enon o f critical density which might be approached and even  
surpassed at this value.

3. In itia l density o f  soils has increased the bearing stress fo r  both driven  
and vibrated tubes. This increase was bigger in sand than in sandy gravel soils 
and again bigger for closed-bottom  ones than  for open-bottom  tubes.

It was actually  found that in sand th is increase am ounted up to  1 0 0 %, 
w ith in  the tested  range o f D r =  0.70-^0.90; and to 10-i-15%  for driven tubes
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and about 20-^25%  for vibrated tubes in sandy gravel w ith in  the tested  range  
o f D r =  0.66-hl.O .

4. The variation  o f  bearing stresses at fo r  open-bottom vibrated tubes in  
function o f the relative density o f sand ( a )  resp. with the silo factor x ( b ) , i s  
indicated in  Fig. 2. I t  m ay be observed th at the rate o f  increase is much bigger 
w ithin the range o f  D r — 0.70-^0.81 than w ithin the range D r =  0.81 -y 0.90  
m ainly  for the longer (700 mm) tubes (a ) .

In contrast to  th is  the increase o f the at values w ith  the silo factor, in  
sand, progressively ind icates the increasing bearing value o f the inner earth- 
plug for all densities. T he rate of increase is, how ever, more likely  to be linear 
in sandy gravel soils (b ) .

In this paper th e  results o f experim ents w ill be presented which were 
carried out with th e  v iew  of observing the d isplacem ents brought about by  
the penetration of driven and vibrated test tubes which were either open or 
closed at their bottom  end.

A t first the produced changes in the condition o f the surrounding soil 
had to  be observed. For this effect th e  sand m aterial was built in layers w ith  
vertical colouring in alternating stripes when lateral (horizontal) displacem ents 
had to  be fixed and w ith  coloured horizontal separation lines when vertical 
displacem ents were to  be determined.

3. Observation o f lateral displacem ents

This investigation  was carried out w ith 500 m m  long and 60 mm dia. 
tubes vibrated resp. driven into the te s t  box filled  w ith  sand coloured alter­
nately  in 20 mm th ick  vertical stripes. After having com pleted the penetra­
tion th e  sand was s lig h tly  m oistened, so th at the apparent cohesion should  
make possible the careful vertical rem oval of th e  soil m aterial from the te st  
box in the axial plane o f  the tubes. Thus, the d isplacem ent o f each vertical 
stripe could be observed, measured and photographed. F ig. 3a indicates the  
lateral displacem ents in  the axial plane o f a vibrated  open-bottom  tu b e, 
Fig. 3b that of a v ibrated  conically closed-bottom  tube, F ig. 3c that of a dri­
ven conically closed-bottom  tube, F ig. 3d th at o f a driven closed flat-bottom  
tube, Figs 4 a —4d represent at the sam e tim e the m easure and extension of  
lateral displacem ents.

Looking at Figs 3a and 4a it m ay be seen th a t the vibration  o f an open- 
bottom  tube will not incur any sensible la teral d isplacem ent in the sur­
rounding soil, in contrast to  the closed-bottom  tube, where vibration has pro­
duced displacem ents show n in Figs 3b and 4b. Q uite sim ilar displacem ents are 
to be seen in Figs 3c and  4c around th e  conically closed-bottom  tube repre-
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Fig. 3. Lateral displacem ent patterns around vibrated resp. driven 60 mm dia. tubes in 
vertically  striped sand, a)  around a vibrated tube w ith open bottom , b) around a vibrated  
tube w ith conically closed bottom , c) around a driven tube w ith conically closed bottom , 

d)  around a driven tube closed by a fla t plug
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senting  the d isplacem ent brought about b y  driving. Figs 3d and 4d finally  
disp lay the displacem ents around driven fla t-b ottom  tubes.

The percentual com pressions com puted from  the change of the annular 
areas as can be seen in Figs 4 a —4d are shown in Fig. 5a, whereas F ig. 5b 
indicates the m easure of lateral displacem ents o f respective layers in function  
o f the distance from  tube m antle.

This com parison displays th a t com paction produced by vibrated resp. 
driven tubes w ith  conically closed bottom  is about the sam e in the near v ic in ­
ity  o f the tube shaft, but the extension  is som ew hat greater for vibrated tubes.

Fig. 4. Compression pattern of the horizontal layers around 60 m m  dia. vibrated and driven  
test tubes, a)  vibrated, open-bottom  tub e, b) v ibrated , conically closed-bottom  tube, c) driven 

conically  closed tube, d )  driven tube closed w ith  a fla t plug
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I t  is interesting to note th a t flat-bottom  driven tubes produced sm aller com pac­
tio n  effect in the near v ic in ity  o f the p ile shaft, but considerably bigger extension  
of th e  com pacted zone.

H ow ever, lateral displacem ents ind icate the sam e tendency w ith  sm aller 
d eviation s. D isplacem ents were actually  o f  m easurable size only to  a distance 
of 3r from  the shaft m antle.

Fig.  5. Measure and extension  of com paction (a) and o f lateral displacem ent (6) in  function
o f the distance from  the tube shaft

Considering now  th e  correlation existing betw een com paction i.e . de­
crease o f void content (A n°/0) and the increase o f the angle o f inner friction  (Acp) of 
th e  cohesionless m aterial (A<p° — zlra/2%, [5]), we m ay determ ine the num erical 
va lu es b y  which the shearing strength o f the tested  sand was actually  increased  
b y  driving or vibrating down the tubes. As the m axim um  decrease o f vo id  con­
te n t  along the shaft m antle was about An  =  24-f-18% , the m axim um  incre­
m en t o f the angle of inner friction m ay be at about A<p =  12°-y9°. Com puting  
n ow  an average <pa w ith in  the observed com paction zone bordered approxi­
m ate ly  by a parabolic envelope of the extension  of 3r, we obtain for th e  average 
increm ent Acpa=  4 ° y-3°. I t  is beyond doubt th at when calculating the bearing  
v a lu e  of m antle friction, th is increase m ust be considered. I t  m ust be noted, 
how ever, th at the above data m ust be related to an original void  content of 
n =  34.6%  (cp =  40°20').
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4. Observation o f vertical displacem ents

For this effect th e  test box w as filled w ith the sand m aterial w ith uni­
form ly com pacted layers of 50 mm th ickness, the surface of each layer being  
strewn w ith black coloured grains. A fter com pleted vibration  resp. driving of 
the te s t  tubes, the m aterial was m oistened in the sam e m anner as before and 
the established apparent cohesion m ade possible again th e  careful rem oval of 
the m aterial along a vertica l plane ju st  to  the axis o f the tube and so the pro­
duced distortion pattern  could be observed, measured and photographed.

F  ig. 6a

These are shown in F ig. 6 a for a vibrated  open-bottom  tube of 60 mm  
dia. in F ig. 6 b for the driven open-bottom  60 mm dia. tu b e, in F ig. 6 c for the  
vibrated conical-bottom  60 mm dia. tu b e , in Fig. 6 d for th e  driven conical- 
bottom  60 mm dia. tube and finally in F ig . 6 e for the driven flat-b ottom  60 mm  
dia. tube.

It is apparent from  th e  photos 6 a and 6 b th at no sensible vertical dis­
p lacem ent was produced when the open-bottom  tube was vibrated, excepting  
som e m ovem ent in the head and tip region of the tube. This la tter does not ex ­
tend over a depth of 0.6 -HO.7 D.

On the other hand, th e  displacem ents around and below  the driven  open- 
b ottom  tubes are well traceable in all layers and display a growing tendency
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Fig.  6b Fig.  6c

Fig.  6d Fig-  6e

Fig.  6. Vertical displacem ents around and below the vibrated and driven test tubes in sand: 
a )  open-bottom  vibrated tube; b) open-bottom  driven tube; c) conical-bottom  vibrated tub e; 

d)  conical-bottom  driven tube; e) flat-bottom  driven tube
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w ith the depth. D istinct displacem ent is to be observed not only o f the layer 
level w ith the tu b e tip  — but also of the underlying one. Thus, the th ick ­
ness o f the deform ation zone m ay be estim ated b y  extrapolation at about
1.4 D - y l .5  D .

For the sake o f com parison the displacem ents around 25 m m  dia. open- 
bottom  tubes were also tested , which when vibrated  showed d istinct displace­
m ents in all layers up to  0.5 D  in average. Below  the tube tip  not only the  
nearest but also the follow ing layer was deformed indicating a depth o f in ­
fluence at about 2.0 D -F 2.5 D . Practically no difference was observed when the  
sam e tube was driven. This fact shows th at the silo factor x essentially  increases 
not only the bearing capacity  hut also the deform ation zones of open-bottom  
tubes.

The specific displacem ent of the environm ent of conical-bottom vibrated  
tubes decreases (Fig. 6 c) while th at o f the conical-bottom driven p iles  increases 
(Fig. 6 d.) w ith the depth. The big displacem ent near to  and at the surface and 
the upper subsidence cone extending to the surface indicate that the am plitude  
of the established oscillation (which is naturally bigger in the v ic in ity  of the  
surface where no lateral masses damp the oscillation effects) also plays an im ­
portant role in the displacem ents (cf. Ref. 2).

The variation w ith  the depth o f the specific displacem ents o f  the subse­
quent horizontal coloured lines is presented in Fig. 7a for 25 mm dia. and in 
Fig. 7b for 60 mm dia. tubes, clearly supporting the above statem ents.

D isplacem ent patterns below the tube tips are nearly the same for both  
vibrated and driven resp. for 25 mm dia. and 60 mm  dia. tubes. The disturbed  
zone extends to a depth o f about 1 D  below the tube tip . It is interesting to  
note th a t the soil grains below  the vibrated conical tip  becam e crushed and the  
boundary lines displayed tulip-like displacem ent shapes around it  (cf. F ig. 6 c).

The displacem ent zone below the closed flat-bottom  tube finally  shows 
an entirely different picture. D isplacem ents at the m antle surface also here 
display a downwards growing tendency and are superior b y  about 25-y50%  
to the displacem ents performed around conical-bottom  tubes. D eviations are, 
how ever, much bigger below  the tube tip  proper. F irst of all the affected zone ex ­
tends to  a depth o f about 2.5 D  (which figure is at about the m axim um  ob­
served below the tip  o f 25 mm dia. vibrated open-bottom  tubes) and the shape of  
the displacem ent figure is also different.

The displacem ent pattern o f the 50 mm thick layers below the tube tip  
m ay be d istinctly  traced in Fig. 8 . M easuring now the com pression o f layers 
1, 2 and 3 in an appropriate scale, exact values could be p lotted  in function  
o f their thickness versus depth below  the tube tip  (F ig. 9). Considering th at the  
vertical settlem ent m ay be expressed as
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R ela ied  d isp lacem ent a t tube  mantle

Fig.  7. Specific vertical displacem ent s/D  values in function of the relative depth t jD for various vibrated and 
driven tubes: a)  25 m m  dia. tubes; b) 60 m m  dia. tubes
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Fig. 8. D isplacem ent pattern of 50 m m  thick layers below the fla t-bottom  tube tip

th e  differential curve of this p lotted settlem en t curve m ay be related d irectly  
to  the distribution curve of vertical stresses az. Thus, w ith  the sim ple reduction  
of the settlem ent curve b y  p lotting the fin ite  elem entary differences, the az/M  
curve m ay be derived (Fig. 9b). Comparing now  the shape of this az/M  curve  
to  the theoretical az curve o f Mic h e l l  and o f K ögler  it  m ay be observed th at  
the first one represents smaller values in th e  v icin ity  of the tube tip , but from  
a depth o f about D /2 downwards it will becom e superior, the two curves coin­
ciding in a depth o f about 2,5 D.

This deviation  m ay he well explained b y  the apparent variation o f the  
com pression modulus of sand, brought about by the com pacting viz. loosen-

36

Fig. 9. Compressiou of subsequent layers below  fla t-bottom  driven tube in function o f the  
depth below tube tip (a). Derived vertical stress diagram  related to a uniform  com pression  

m odulus and compared to the theoretical figures (b)
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ing  action  of driving. According to the figure this change extended in the given  
sand te s t  soil o f D r =  0 ,7 initial density, to  a depth o f about 2.5 D  o f w hich  
ab ou t 0,5 D  marked th e  exten t of the com pression — and 2.0 D  beyond th at  
o f th e  loosening zone. These statem ents prove, on one hand, the existence o f  
Terzaghi's sliding wedge a t the contacting b o ttom  surface and the existence of 
a fa ilu re  zone beyond, in w hich the sand particles were com pacted beyond their  
critica l density and becam e loosened. This la tter observation was proved b y  
our vo id  content change m easurem ents (described in previous papers m ention­
ed under [2—4]) in th e  course of which around the tips o f driven tubes closed  
w ith  an y  type of shoe at their bottom  — a defin ite loosening was stated . E xcep ­
tio n  can be made only w ith  open-bottom  tubes, where overcom paction could  
n ot tak e place because o f  the possible intrusion of soil particles into the hollow  
in terior of tube.

5. Representation of energy consum ed for penetration  
in the bearing load o f tubes

A t last this item  was analyzed, i.e . how far the driving resp. v i­
bration  energy, consum ed for bringing in th e  tubes in their tested  bearing values 
has been reflected. For this purpose the tested  bearing value o f the tube was di­
v id ed  by the to ta l driving energy EQ • h resp. by the to ta l vibration  
energy Em • r • w2 consum ed. (This latter quantity  was measured as a fairly  
good approxim ation w ith  the tim e in seconds during which the vibrator was 
operated. The work done by the applied vibrator is equal to 20 mkg per 
second.)

The comparison was made at first, as represented in Fig. 10a, betw een  
open-bottom  tubes 500 mm and 700 mm long driven and vibrated into sandy  
gravel test soil o f various initial densities. As to  be seen, the effectiv ity  o f  d riv ­
ing energy (work done b y  ramming) rj is on ly  slightly increasing (and not w ith ­
ou t exception) w ith  th e  diameter of driven tubes. This increase is greater in 
th e  te s t  soils o f originally looser condition (D r =  0,66) than in those o f  origi­
n a lly  denser condition (D r 1,0). The effectiv ity  of driving energy as related
to bearing capacity was less for longer (700 mm) than for shorter (500 mm) 
tu b es in case of both  densities, indicating th a t the increase of driving resist­
ance w ith the depth is greater than that o f the bearing value obtained.
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a > b, c,
Fig. 10. E fficiency of driving resp. vibration work done in relation to the tested bearing capacity: a)  bearing efficiency of driven and v i­
brated open bottom  tubes of various length in a sandy gravel test soil o f varying initial density; b)  the same in a sand test soil o f m edium  
^ n s i t y  and compared w ith the efficiency of conically closed-bottom  tubes; c) the same in sands of two initial densities and compared to

tubes vibrated w ith conically closed bottom
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On the other hand, the obtained effectiv ity  o f bearing capacity o f v i ­
brated  tubes considerably increased w ith  the diam eter showing but a slight 
declin ing tendency. The influence o f  in itia l density  was more favourable w ith  
sm aller diam eter than  w ith  larger d iam eter tubes. (A possible reason m ay be 
th a t th e  inside arching effect o f larger diam eter grains was no longer as effec­
t iv e  in  the larger space as in the sm aller one.)

In Fig. 10b th e  r) effectiv ity  values are shown for both  kinds o f tubes  
driven resp. vibrated in a medium dense sand  (D r =  0,81) te st soil. For th e  sake 
o f com parison th e  r] values of v ibrated  tubes w ith  conically  closed b ottom  
are also shown. The figure indicates th e  sam e conclusion, nam ely, the effec­
t iv ity  o f vibration work increases w ith  the diam eter, w hile th a t o f the driving  
w ork here was more defin itely decreasing. The relative superiority o f shorter 
(500 mm) tubes is also apparent here. A nother item  is th a t the v ibration  
effic iency  of conically  closed-bottom  tubes was only about 15^-20%  th a t o f  
th e  open-bottom  tubes.

Finally in F ig . 10c comparison is m ade betw een the vibration efficiency  
o f  500 m resp. 700 mm  long open-bottom  and conically closed-bottom  tubes in  
sand o f various in itia l density. It  is quite clearly dem onstrated th at the effi­
c ien cy  rapidly increases with the diam eter. For closed-bottom  tubes th is was 
dem onstrated, how ever, at a much sm aller rate. The increase was again alw ays 
larger for shorter (500 mm) than for longer (700 mm) tubes and was also  
larger in the sand o f the looser (D r =  0,7) than  in th a t o f the denser (D r =  
=  0.90) initial condition . The efficiency o f vibration for closed-bottom  piles 
was again only a sm all fraction (2 0 -'r 1 0 %) of th a t observed w ith open-bottom  
tu b es. This difference, however, was rapidly increasing, w ith  the d iam eter, 
ind icating again th e  role of the successive developm ent o f the bottom -plug, 
not on ly  in the bearing resistance, but still more in the penetration resistance  
o f hollow  open-bottom  tubes.

F inally  it  m ay  be concluded th a t vibration is really effective fo r  open- 
bottom hollow p iles. Consequently v ibration  constitutes a really efficient and  
valu ab le asset and tool o f piling in bringing down tubular open-bottom p iles  
in to  cohesionless soils, an item  w hich m ust give preference to these p iles as 
against solid p ile s , wherever vibration m ay be considered.

Still it m ust be noted that the efficiency of vibration work as related to  
produced bearing capacity  is far less (about 5-i-6%  only; cf. the right-hand  
sca le  o f Fig. 10c) than  that of driving work. An item  w hich is responsible for 
th e  increasing use o f  vibration-ram s  where the advantages o f both  actions (i.e. 
ram m ing -(- v ibration) come to prevalence.

The experim ents were carried out by G. F aza ka s , research engineer and L. F a rka s  
research laborant. The author is very m uch indebted for their effective cooperation. *

*
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Formänderung des Bodens ringsum  und unter den eingeram m ten und vibrierten Ver­
suchsröhren. In dieser Abhandlung werden die Ergebnisse der Versuche vorgeführt, die in  
der A bsicht angestellt wurden, die durch die Eindringung von eingeram m ten und vibrierten  
Versuchsröhren m it offenen oder abgeschlossenen Enden hervorgerufenen Verdrückungen zu 
beobachten.

Deform ation autour et au-dessous de tubes d’essai battus et vibres. L’étude présente les 
résultats d’essais effectués pour observer les déplacem ents produits autour de tubes d’essai 
battu s et vibrés, aux extrém ités ouvertes ou ferm ées. Au cours des essais, on se proposait 
d’observer avant tou t les changem ents d ’état produits dans le sol environnant.

Деформация грунта под опытными трубами и вокруг них при условии опускания 
их методом забивки и вибрации (К . Сечи). В работе показаны результаты опытов, 
проведенных с целью определения тех деформаций, которые возникают при проник­
новении в грунт опытных труб с открытым или закрытым концом, опущенных в грунт 
путем забивки или вибрации.
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Technical literature deduces the Fourier-type general solution o f the hom ogeneous  
differential equation of spherical membrane shells in a spherical coordinate system  and  
characterizes their stress state  by the actual specific inner forces. This m anner o f treatm ent 
is inconvenient from  several points o f view  in the case o f spherical shells rectangular in p lan . 
In order to elim inate the difficulties arising hereby, present paper uses orthogonal coordinates 
instead of spherical ones and characterizes the stress sta te  o f the shell by  the so-called reduced  
specific inner forces, instead o f the actual ones. In addition to the Fourier-type solutions  
paper also presents certain other solutions, hitherto n ot expounded in technical literature.

1. Introduction

The analysis o f spherical calotte shells involves serious m athem atical 
difficulties even when using the sim plifying assum ptions o f the so-called m em ­
brane theory. This is the reason, why practice is com pelled to turn to different 
approxim ate m ethods when treating the above-m entioned problem .

The approxim ate m ethods applied in practice are usually  so-called perip h ­
eral methods which produce the solution in tw o steps. As a first step of the  
analysis, a particular solution of the inhomogeneous differential equation of the  
problem is constructed, naturally in general not satisfy ing the boundary con ­
ditions. Therefore, as a second step o f analysis, the afore-m entioned inhom o­
geneous particular solution has to be com pleted  b y  som e particular solutions 
of the homogeneous differential equation. This operation has to  be carried out 
in such a m anner th at the com pleted solution  should sa tisfy  th e  boundary  
conditions o f the problem with sufficient exactitu d e.

Technical literature gives the solutions o f the differential equation o f  
spherical shells in a spherical coordinate system  and characterizes the stress  
state o f the shell b y  the actual stress com ponents running in the directions o f  
the coordinate lines on the surface. This treatm ent m ay be very appropriate in  
the case o f  spherical dom es covering a circular ground-plan. H ow ever, it  has 
m any drawbacks in  the case o f calotte shells rectangular in  plan, so frequently  
used in practice. In  such cases it  is indicated  to  use orthogonal coordinates 
instead o f spherical ones and to  reckon w ith  th e  so-called reduced inner forces 
instead of the actual ones.
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The present paper endeavours to  offer aid to the designer in the analysis o f  
spherical calotte shells rectangular in plan, and presents appropriate solutions 
o f th e  hom ogeneous differential equation  according to the principles explained  
ab ove. Some of th ese  solutions are transform ed versions o f the well-known  
Fourier-type so lu tions, expressed in  an orthogonal coordinate system , others 
are entirely new in technical literature.

2. Fundam entals

It is assum ed th a t the spherical shell is in a m em brane-like stress sta te , 
and its  statical behaviour can be described w ith adequate exactitude b y  the  
sim plify ing assum ptions of the so-called  membrane theory.

t z

Fig. 1. Coordinate system  0 ( x , y , z )

For the investigations an orthogonal coordinate system  0 (x , у , z) should  
be introduced, the origin of which lies in the centre of the sphere (F ig. 1) w ith  
radius R . The axis z  is vertical and its  positive branch points upwards.

The investigations refer to th e  w hole (closed) spherical shell, but the for­
m ulae to  be deduced can be im m ediately  applied only to  the upper z <  0  part 
o f th e  sphere. Here th e  shape of the m iddle surface of the shell can be described  
b y  th e  equation

z =  (R 2 — X2 — у 2)1/2. (1)

Introducing relative coordinates explained  by the relations

( 2 )
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the former equation can be expressed as

C — ( 1  — £* -  rj2)1/2. (3)

3. H om ogeneous differential equation of the spherical shell

The X, y  directed reduced inner forces of the shell (F ig. 2) should be de­
noted by

H XI n x y i  H y  •

As is well know n, these reduced inner forces m ay be expressed as the  
second derivatives o f Pucher’s stress function  F  =  F (x, y )  in the following

Fig. 2. Reduced inner forces nx, nxy, Пух, Пу

way:
г =  FlX * yyi nxy ‘--  Tlyx --- Fxyi ny —■ Fxx.

U sing the relative coordinates rj th e  form er formulae becom e

1 =  —— F
x Д 2 m  ' ----- —  Ft

R 2
r i y  - ---------F c£ .

(4)

(5)

The stress function  figuring in th e  foregoing form ulae has to satisfy the  
well-known differential equation o f m em brane theory which takes the follow ­
ing shape on the unloaded parts o f  th e  shell surface:

(R2 -  f )  F y y - 2 x y  Fxy +  (R 2 -  x2) Fxx =  0 . (6 )
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This sam e equation — th e  homogeneous differential equation o f  the spherical 
shell — can be w ritten, b y  introducing th e  relative coordinates rj, as follows:

(1 -  r f)  -  2 +  (1 -  f 2) F(t =  0 . (7)

In  the following certain particular solutions of the above differential 
equation  will be presented, but the investigations remain lim ited  to cases sym ­
m etrical to the vertical coordinate planes.

4. Fourier-type regular solutions o f the 
hom ogeneous differential equation

The general so lution  of the differential equation m entioned in the title  
is w ell known from techn ica l literature [1 — 7]. The actual inner forces N ls N 12,

Fig. 3. Sym bols

N 21, N 2 corresponding to  this solution can be expressed in the spherical co-or­
d inate system  0(q>, û) shown in F ig. 3 b y  the following form ulae:

A t a n m (q>/2)
cos m û = 4

sin  m~ 2 <p
cos m û ,"m

sin2 (p
-™-m

(1 -f- COS (p)m

n 12= n 21= A ta n m (q>/2)
sin  mû = A sin m—2 (p

sin  m û ,■A-m
sin2 q>

-clm
(1 +  COS (p)m

n 2 = A t a n m (q>/2)
cos mû = -A-m

sin m~ 2 cp
cos m û .

sin2 9? (1 +  cos q>)m
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In  these form ulae for reasons o f sym m etry

m =  2, 4 , 6 , . . . .

The case m =  0 m ust be excluded since i t  has a singularity at point cp =  0.
The ground-plan projection o f the actual inner forces (8 ) m ay be ex ­

pressed as

N [ = N ,  cosro =  lV1-— ,
R

N'12= N 12,

N 2 1 = N 2 1 COS<P  =  N 2 L ^ Z -  ,
К

щ  = n 2 ,

and the reduced (specific) value o f these forces is:

*21

N [ — N
1 R  ’

*12 =  N 12,

К г - i v 21,
cos cp

к N  R
COS 99

— i > 2
z

(9)

A fter this, the x, у  directed reduced inner forces can be calculated by the aid 
o f  sim ple stress transform ation:

nx =  n[ cos2«? -f- n2 sin2 #  — nj2 sin 2  «? , 

nXy =  (nj — ri2) sin #  • cos «? n'12 cos 2  #  ,

ny — n[ sin 2 ft -f- n'2 cos2 1? -j- n'12 sin  2  d  .

Substituting values (8 ) and (9) in to  above form ulae, the result is:

A m sinm 2 Ç? 

(1  -j- cos (p)m 

A m sin m_2 (p 
(1 -j- cos cp)m 

A m sinm~ 2 9о 

(1 +  cos <p)m

cos2 $ -----—  sin2 &
R  z

z
Д г 

z 

R

z , R  \ sin 2  «? n .  .
-)— -— ----------- cos mi? — cos 2  V ■ sin mir

2

—— sin2 «?-----—  cos2 #

cos mi? -f~ sin 2  b  • sin m b  ,

. ( io )

cos m& — sin 2 1? • sin m&
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Since relations

cos2 #  — sin2 #  =  COS 90 • cos2 # ------------ sin 2 #  —
К г cos cp

cos2 q> ■ cos2 #  — sin2 &

Z R  1
-------1----- - =  cos <p -)-----------
R z cos cp

cos cp

1  - j -  CO S2 ( f

cos (p

z  R  1
—  sin2 #  —------COS2 & =  COS (p • sin2 #  — ---------cos2 & —
R  z  cos (p

cos2 <p • sin2 #  — cos2 #
cos <p

h old , th e  former form ulae m ay also be w ritten as follows:

nY =  —

n xy  —  +

A m sinm -cp sin2 #  — cos2 cp • cos2 $

H» =  —

(1 -|- COS Cp)m cos cp

A m sinm _ 2  cp 1 4- cos2 cp sin 2 &

( 1  -j~ cos cp)m cos cp 2

A m sinm ~ 2 <p cos2#  — cos2 9 >-sin2#
( 1  +  cos cp)n

cos m& — sin  2  #  • sin m# 

cos mfi — cos 2  #  • sin 

cos m& -(- sin  2  $  ■ sin m&

, (И )

cos cp

a) Special case: m  =  2 

Carrying out the substitutions

t  — x  =  _У_ 
* =  ’ > l=  R

cos cp = YIV -  X2 -  y 2

R
Ух2 +  y 2 

sin <P =  R II 42 + ■4
. III CC>

COS cp —
X 1 y Г)

| / ж 2 y 2  g Yx2 +  y 2 e
the formulae (1 0 ) o f the x, у  directed inner forces take the follow ing shape:

A ,

( 1 + 0 V

rf -  £ 2 C2
(I2 — f]2) — 4 1 2 rf

nxy — +

7lv —

A  t  t tr  „ ( 1 - С ) 2
—r  A  {P -  ri ) — Г !

(i +  i ) V
A .

( 12 )

(i +  f ) V

£2  __  y )2 £2
S---- - 1 Л -  (£2 - i f )  +  4 f 2 r/ .1
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b) Special case: m — 4 

Taking in to  consideration relations

sin  4 fi =  4 cos & • sin  $  (cos2 $  — sin2 $ ) ,  

cos 4 #  =  cos4 #  — 6  cos2 & • sin2 & -f- sin4 ű ,

the formulae (1 0 ) o f  x, y  directed inner forces becom e:

nr =

n xy —  +

( 1  +  C) 4 e 4 

Л

( l + 0 4 e 4

Л

( 1  +  Í ) 4 o4

r f - f 2^

C

l  +  £ 2

(£4- 6  f V  +  rj4) —8 f 2 r?2 (Í2 — tf)

c ^ ( í 4 -  6s£V  +  »?4) - 4 ^  ( f 2 -  t?2) 2j  ,  ( 1 3 )

I2 — tfC2  

f
( I4 — 6 121;2 +  r f )  -f- 8 12 rj2( |2 — r f )

5. Fourier-type singular solutions 
o f the hom ogeneous differential equation

The Fourier-type general so lution , singular in certain points o f section  
2  =  0, is also know n from  technical literature [1-—7]. In cases when the condi­
tions o f  sym m etry o f  the problem are satisfied , th e  actual inner forces N v  1V32, 
N 21, N 2, corresponding to the general solution, expressed in the spherical coor­
dinate system  show n in Fig. 4, w ill be as follows:

N 12

JVt =

=  -N,

N 2 =

Bm
2  sin2 oc

B m
2  sin m + 2 x

B m
2  sin2 x

Bm
2  sinm+2a

Bjn
2  sin2 a

Bm
2  sinm+2a

[-)- ta n m(a/2 ) -f- co tm (a/2 )] cos mß =

[-|- ( 1  — cos a )m 4 - ( 1  4 -  cos x)m] cos mß  , 

[— ta n m(a/2 ) 4 -  co tm(*/2 )] sin mß  =

[ — ( 1  — cos a )m 4 -  ( 1  4 - cos x )m] sin m ß,

[—ta n m(a/2 ) — co tm(a/2 )] cos mß  =

[— ( 1  — cos x)m — ( 1 4 - cos x )m] cos mß.

(14)
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In  th e  above form ulae
m — 0, 1, 2, 3, . . . .

The ground-plan projections o f  th e  actual inner forces (13) can be 
pressed by

N [ = N t  cos y  =  N t —  ,
V

N'12=  N 12 cos ß = N 12 —  ,
s

N 2i =  N 2i  C o s  y  =  N 21 ,
V

Щ  =  N 2 c o s  ß  =  N 2 —  ,  
s

Fig. 4. Sym bols

w hile the reduced (specific) values o f th e  sam e are:

/V'
ni = - \  -

cos ß

лг;2
l 12

n..

cos ß 

N'n  

cos у

cos у

N.

=  N.

U s
1 V z

5

z s
=  n 12,12 s z

Г и V
=  n 21,21 V и

z V
2 "s и

ex-

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



S OLUTIONS TO THE HOMOGENEOUS DIFFERENTIAL EQUATION OF SPHERICAL SHELLS 1 2 3

Thus the X, y  directed reduced inner forces can be determ ined by in vesti­
gating the equilibrium conditions o f shell elem ent show n in F ig. 5:

/ O f t  ]\T S t
Пх  =  71] CO S О =  Tl1 -------  =  JM1 --------- ,

U V Z

s у
nxy =  — n[ sin ô =  — N 12 — N ± ------,

« 2 n21 tan  ô — n xy tan  ô

S t  t t V z

Fig. 5. Ground-plan projection of the investigated shell elem ent 

Taking into consideration relations

g = , ] [ R 2 - X 2 =  R ] /  l _ £ 2 f

s2 _  R 2 — x2 __ R( 1 -  I 2)
t —

X X f

R s  R ] / R 2 - x 2 _  R Y 1 -  I 2

z =  \ R 2 - x 2 -  y 2 = i ? y  1 - I 2 — r f = R Ç 4 

the former formulae can be w ritten as

1 - Í 2
«X =  A 2 -

raxy —  A"; 2 A" 1 È L
f

Bv =  A , -----—  +  2 A 12 fo— +  A t ^
l - l 2 1 - f 2 ( 1 - £ 2) £

(151

yicfa Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



124 p . CSONKA

a) Special case: m =  0.

сX:) Basic problem. W hen m =  0, form ulae (14) are sim plified as follows:

JV, = — ^1 • о

N 12 =  N 21 =  0 ,

JV = ____
2 sin2*

B 0 R 2

R 2 ~ x 2

R qR 2

JR 2 -  ж 2

B n

1  — I 2

До
1 - f 2 ■

(16)

* 2

Fig. 6. Spherical shell loaded by opposite concentrated forces in  tw o diam etral points

Substituting these va lues into form ulae (15), the follow ing group o f formulae 
will be obtained:

nX

B n
"xy

( 1  -  f 2) c
(17)

B 0 ( P i f - P )

(1 - £ ) 2I

The stress function  corresponding to the above system  o f inner forces 
can easily be expressed as:

F  =  B 0R 2 V arc sin .
K1 - I 2

( 18 )
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A simple calculation will prove th a t formulae (17) and (18) represent the  
solution  of the basic problem  shown in  F ig. 6.

ß )  First variant o f  the basic problem . The problem show n in Fig. 7 can be  
dealt w ith similarly to  th e  basic problem  under a.). In th is case

and the x, y  directed reduced inner forces are:

_ B'ojPrj2- ? )
(1 - 1?2) 4  

=  _  B'0fy  
'  ( 1  - r ß ) ' Q  '

пУ

( 20)

у )  Second variant o f  the basic problem . Knowing th e  solution of the basic  
problem under x ) ,  the solution  of the com posite problem  shown in F ig. 8 can  
also be easily found. In th is  case, the stress function can be assem bled from tw o  
parts, corresponding to  th e  tw o system s o f loads, each consisting of tw o oppo­
site forces:

F =  В " Л2 ут̂ гц -f- Аз arc sin
f l  — к\

+  2 С (21)
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Fig. 8. Spherical shell loaded by concentrated forces sym m etrically arranged i
the vertical coordinate planes

T he meaning of th e  sym bols in the above formula is as follow s:

t  . •= -----=  £ cos e T  V sin e ?
R

=  —— =  — £ sin e-j-rj  cos £ ,
R

iE« c. ,
X 9 =  — — =  £  COS £  —  W sin  £ ,

R

Хг — —— =  £ sin £ -f- r\ COS £ .
R

The values of coordinates kv  lv  k2, l2 are explained by F ig. 9.

Fig. 9. Coordinate system s 0 ( k t , l t ) and 0(fc2. 12)

respect to

(22)
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Knowing the stress function, th e  x, y  directed reduced inner forces may 
be determ ined by th e  aid of formulae

0 2  F  Э2 F \
T

+ 2

0 A2 

0 2  F

0 Ai
2 , I Q2F Q2FCO S2 £  - f -  I ■ -------------

02 F

dxx • 0ЯХ 0x2 • 0A2 

0 2  F  02 F  02 F

дх‘( 

sin  е • cos £ , 

0 2  F

Ъх\
sin 2 £ -|-

0 Л|

02 F

dxf ЭЯ1
+

дх2
S i l l  £  • C O S  £

+  '
0 2  F

Qx1 • 0 АХ 0х2 • 0А,

02 F  , 02 F

(cos2 £ — sin2 fi) ,

0Af ' 0 A?

O2 F

92F_L
[ 0 * 2 0 И2 ,

02 F

Qxx • 0Aj dx2 • 0 A2 

In the present case

02 F B'ó

sin  e • cos s .

Э2 F Bő
0 A2 

02 F Bő ^  Ax

0A| 

O2 F

0 pix ■ 0 Аг ( 1  —• xf) £

0 2 F  Bő(*?A2 - С2)

0 x2 ( l - « f ) 2£

_ B q ^ 2  Ад_
0^2 • 0A2 (I — >í2) £

02 F  BŐ K  Al — Ç2) 
( 1  — jc| ) 2 £0 ^ 1

(23).

(24)

b) Special case: m — 1

et)  Basic problem. Substituting th e  value m =  1 in the form ulae valid  for 
the general case, the follow ing sim plified form ulae are obtained:

N 1 2 =  N 2X=

B ,
>ß =

В , cos a . 0
—±---------sin p =

^ 2  =
В г

> / » = -

F 1 F 3 z 

(R2 -  * 2) 2

B xR 2xy  

(R2 -  Я2) 2

B xR 3z 
(R2 -  *2)2

Bi  £
( 1  -  I 2) 2 

B j Çrj 
( 1  -  Í2 ) 2 

BrC
( 1  -  I 2) 2

(25)

,<4cia Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 2968



1 2 8 P . CSONKA

W ith these relations form ulae (15) are altered as follows:

nxy —

Вг
l - l 2

2  B J t ]

( 1  -  Í 2) 2

B x ( 3 f V ~ P )  

( 1  - 1 2) 3

(26)

Fig. 10. Spherical shell loaded b y  opposite couples in tw o diam etral points

T he stress function corresponding to  the above system  of inner forces is

B XR°- V2 l n - 1  +  l )
2 1  - 1 2 2  1 -  f

(27)

Formulae (26) and (27) represent the solution of problem  shown in F ig . 10.

ß )  First variant o f  the basic problem. In case of the problem shown in 
F ig . 11 the form ulae to  be applied are similar to those va lid  for the problem  
treated  under oc). In  th e  present case the stress function is

B[ R- P
2  1 — rf-

1 +  rj
— •>

1 — r\
(28)
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and consequently th e  reduced inner forces are:

в [ (  з г у - р )
( 1  — r f f

nxy  —
2 B j(r i  

( 1  — r f f  ’
(29)

nУ
в {

l  -  i f

Fig. 11. Spherical shell loaded by opp osite  couples in tw o diam etral points

y )  Second variant o f  the basic problem. The com posite problem shown in 
Fig. 12 can also be so lved  b y  the aid o f  the set of form ulae belonging to  the  
problem  dealt w ith under oc). The stress function o f the present problem can 
be assem bled from tw o  parts each corresponding to  one o f the tw o opposite  
couples. As a result, th e  stress function  can be expressed, b y  use of sym bols 
explained by form ulae (22) and Fig. 9 , as follows:

F — —b ; r 2 Í Ц.
2 l  — x\ 2

l  +  ^i
1 -  pi,

+

+  - 4 ^ - I n  1
1 —

( 30)
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The X, y  d irected inner forces can be determ ined by th e  aid o f formulae 
(23) which, in the present case, lead to  the following relations:

8 2 F  _  B [
8 Af ~~ 1  — X * ’

8 2 F  _  2 B {  x1Xi
8 x1 . 8 A1 ( 1  — ^2)2 ’

8 2 F  _  Б " (3 * |Я 2- £ 2)
9*? _  ( 1  -  * ? ) 3

92F  _  В I
эя§ “  l  -  «I ’

92F  _ 2 B" x2 A2

dx2 • dA2 (1 — x%)2 

Э2 F  . B l  (3 x\ Ц  — f2) 

9 ^  _  ( 1  -  *5)s

(31)

F ig . J2. Spherical shell loaded by opposite couples sym m etrically arranged to the vertical
coordinate planes

6. Other singular solutions o f the hom ogeneous differential equation

In the follow ing some hitherto unknow n solutions o f th e  hom ogeneous 
differential equation o f spherical shells w ill be presented, nam ely  solutions 
w ith  certain singularities at some points o f the section 2  =  0 .

a) First solution

oc) Basic problem. The solution of the task  dealt w ith  in the follow ing  
can be arrived at b y  subtracting tw o particular solutions o f th e  inhomogeneous 
differential equation o f the spherical shell loaded b y  forces p  =  Сх/21? =  const, 
from  each other. In  th e  case o f one o f  these solutions, the shell is supported  
b y  equally distributed vertical forces (Fig. 13a) along th e  section z =  0; in
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Fig. 13. Two particular w ays of supporting the spherical shell loaded by the force system  
p  =  C J2R  =  const, (dead load); the dash and dot line in the figure indicates the resultant of

the loads actin g  on the shell

I
Fig. 14. Spherical shell loaded b y  an equipoised system  o f forces

the case o f the other particular solution  th e  shell is supported b y  tw o vertical 
concentrated forces (F ig . 13b) in tw o  diam etral points o f th e  section z — 0. 
As th e  result o f the subtraction o f th ese  tw o loading cases from each other, 
the loading case seen in  Fig. 14 com es in to  being. I t  can easily  be dem onstrated  
th at th e  stress function  of the problem  show n in Fig. 13a is

r  R2
F ,  = - ^ /t- [ l n ( l  +  C ) - £?2 - C | ,  (31a)
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w hile that of the problem  in F ig. 13b can be expressed as

Fn =
r  i?2 г 1 1

- Ц р -  - = - ( l  +  f ) l n ( l  +  f ) + — - ( l - f ) l n ( l - f )
z z z

(31b)

T he stress function o f th e  basic problem  shown in F ig. 14 is the result o f sub­
traction  of the stress function  (31b) from (31a)

F
Cl R 2

2
In ( 1  +  f)

- - i - ( l  + 1 )  I n  (1  +  f ) ------- L ( i _ . f ) i n ( i _ f ) | .  ( 3 2 )

Having determ ined the stress function, the x, y  directed reduced inner 
forces can be ob ta in ed  according to  formulae (5):

C y . ( l - ^  +  f l  

2  '  (1  +  Í ) 2 C ’

— -------- — ------ , (33)
2  ( 1  +  Q 2 C

Ct Г 1 -  r f  +  Ç 1 -

2  [ (  1 + C ) 2 C 1 —  I 2 .

n Xy  

nv =

l z

Fig . 15. S p h erica l shell lo ad ed  b y  an  equ ipo ised  sy s tem  of force»
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ß)  First variant o f  the basic problem. Task shown in F ig. 15 can be dealt 
w ith similarly to  basic problem  under x ) .  In this case the stress function will be

F  =
c; if

ь  (1 +  Í) £

~  ( 1  +  I?) ln  ( 1  +  rj) -  - i -  ( 1  -  rj) ln ( 1  -  rj) 
& &

(34)

and the reduced inner forces w ill take the form

C[ ' 1 -  i2 + £
2 (1 + £)2£

C[ f»?
2 (1 + £)

c; 1 -  if + £
2 (1 + 02£

(35)

y  )  Second variant o f  the basic problem. Form ulae m entioned under x )  g ive a 
sim ple possibility for the so lu tion  o f the problem shown in F ig . 16 as well. In  
th is case the load system  acting on the shell can be split in to  tw o load system s  
sim ilar to those dealt w ith under x ) .  The stress function  is obtained by adding

Fig. 16. Spherical shell loaded b y  forces sym m etrically arranged to the vertical co-ordinate
planes
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up th e  stress functions corresponding to  these tw o load system s

C{ R2
2  ln  ( 1  +  0  -  в2 -  2  f  -

----- ^  (1 +  Xl) In (1 +  X x ) ------] -  ( i  -  Xj) In (1 — X j )  —
z z

- - i - ( l  +  *2) l n ( l + * 2) -  - ^ - ( l - * 2) l n ( l - * 2) l .  (36)
Z Z J

Fig.  17. Spherical shell loaded by concentrated  forces sym m etrically arranged to the vertical
coordinate planes

Thus, as th e  stress function is know n, the x, у  directed reduced inner 
forces can he obtained  b y  the aid o f form ulae (23). The result o f this calcula­
tion  is:

n C'; ' 2 ( l - í *  +  í ) sin2 s sin2 e
nX -  2

L ( i + o 2c 1 - X Î i - * i J
•)

n Cî Г U r, sin e • COS £ sin £ • COS £
2 L (1 +  0 2C 1 - x\ 1 — x\

г 2 ( 1  — »f +  o cos2 e cos2 s
—

2 (1 +  C)2 í 1 - -x \ 1 - * I _ ]•

Sym bols x1 and x 2 figuring in above form ulae should be determ ined according 
to formulae (22).
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ô )  Third variant o f  the basic problem. Owing to its sim plicity , solution o f th e  
problem  presented in Fig. 17 is also given here. In this case the stress function  
is equal to  th e  difference betw een stress functions (32) and (34):

C " 'R 2
F  =  ~ ~ ~ ~  [—  (1 +  £) In (1 +  £) — (1 — f)  In (1 — I) +

4

+  (!  +  »?) b  (1 +  V) +  (!  — V) b  (1 — p ) ] .

(38)

The reduced inner forces can be calculated in a similar m anner, th ey  are the

Fig. 18. Spherical shell loaded by opposite couples in two diam etral points

differences betw een the values (33) and (35):

nY =
C ”

2 ( 1 — V2)

nxy — 0  *

Tlv —
C["

2 ( 1 - P )

(39)

b) Second solution

In  order to  solve this problem one has to  start out from the solution given  
below  o f the поп-symmetrical problem show n in Fig. 18:

N ,  = 0 ,

N 12 =  N 21 =

n 2 = 0 .

c 2 r 2
R 2 - x 2 1 -  I2 ’

(40)
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The X ,  y  d irected reduced inner forces corresponding to the above actual 
inner forces can be determ ined by form ulae (15):

nX =  0 ,

*xy ■ +
c 2r 2

R 2 - x -

2 C2R 2x y  

(R2 -  x2)2

C2
l - l 2 ’ 

_ 2 C 2J rL  

( 1  -  I 2) 2 '

(41)

Fig. 19. Spherical shell loaded by opposite couples sym m etrical to the vertical coordinate
planes

The stress function itse lf  is also easily obtained:

F  =
CZR 2 , 1 +  f
— -------ri In — ------ - .

2  1 - 1
(42)

After the form er investigations it is now  possible to  proceed to the solu­
tion  o f the problem  presented in Fig. 19, which is symmetrical regarding the  
vertical coordinate planes. In this case th e  stress function  can be m ade up of 
tw o parts, each corresponding to the loading cases w hich are similar to  those  
shown in Fig. 18. B y  so doing and applying the sym bols explained b y  form ulae  
(22) and Fig. 9, respectively , the follow ing result will be obtained:

F
C"R2

2
In 1 4~ * 1  

1  —  * 1

A2 In 1 +  * 2  I

1 - * J  '
(43)
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After this, the x, y  directed reduced inner forces can be calculated accord­
ing to  formulae (23). T he result w ill be:

nx =  2 C2 sin  e
— cos e -f- cos e -f-

( i - * ? ) 2 ( 1 - * 1 У

nxy =  Cl  [ ( 1  — £2) cos2 e — ( 1  — rj1) sin2 e] •

1  1

f j * ? !

AY  J ’

nv =  2  G  cos e

( 1  _  *2 )2  ( 1  _  *2 )2  j

sin £ — jyXj ^  sin e -f- r;p<2

( 1  - (1 -  AY

(44)

Values xv  and x 2, A2 figuring in above formulae are to  be determined by  
the aid o f relations (2 2 ).

c) Third solution

In order to obtain  th is solution one has to start out from  problem sketch­
ed in Fig. 20, which differs from problem  shown in F ig. 10 on ly  in that respect, 
th a t the plane of loading couples is parallel not w ith th e  coordinate plane xz, 
but w ith  the plane xy .

This special problem  can im m ediately  be solved according to the pattern  
given b y  formulae (25). A pplying the sym bols to be seen in F ig. 21

G
— --- COS CO =

sur* a
C:tR :iy  

(R2 -  x-y-
C3V

( 1  -  Í 2) 2 ’

N 12 =  N 21 =

n 2 =

sin° a 

sin 3 a
cos

C3R 2 x z 

(R2 -  x2)2

C3R 3y
(.R2 -  * 2) 2

C3U  
(1 - f 2) 2 ’ 

C3 Ц
(1 - P ) 2 '

Thus, on ground o f  relations (15), following form ulae are obtained for 
the x, у  directed reduced inner forces:

G  У
( i - í 2K  ’

c 3 H ? - v 2)
( 1  - £ 2) 4  ’

C3 r? (2 £4 - f  3 12 rj2 — 2 | 2 — C2)

( l - ! 2) 4

(45)
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Neither does the determ ination o f the stress function  
cau se  any difficulty w hatever:

o f present problem

Fig. 20. Spherical shell loaded b y  tw o opposite couples in diam etral points

Possessing above solution, th e  problem  to  be seen in F ig. 22 — symmetri­
cal in  respect to the coordinate plane xz and antimetrical in respect to the coor­
d in ate  plane y z  — can also be easily  solved. In this case th e  load system  can be 
sp lit into two parts w hich are both  sim ilar to the loading case shown in F ig. 20. 
C onsequently, the stress function can be assembled from tw o parts similar to
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the one under (46):

F
c ; r * ht

1 9
—  X 1

Я2 с

1  —  XÏ

arc sin

— arc sin

h
1 - * ?  

Я2

1 -  *1

(47)

The m eaning of sym bols xv  Я1 and x2, ?.2 figuring here is explained by form u­
lae (22).

i z

Fig. 22. Spherical shell loaded by opposite couples, sym m etrically  arranged to the vertical 
coordinate plane xz and antim etrically to the coordinate plane y z

The X, у  directed inner forces can be determ ined according to form ulae 
(23). In th is case

32F _  С''Я,

ЭЯ? (1 - * Ï K  '
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7. Closing remarks

In  the above considerations particular solutions have been given for the  
hom ogeneous differential equation o f spherical shells w ithout bending, nam ely  
solutions appropriate for the analysis o f spherical shells rectangular in plan. 
A pplication  of the deduced formulae w ill be presented in a subsequent paper.
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Partikuläre Lösungen der hom ogenen D ifferentialgleichung der Kugelschalen. Nach der 
Fach literatur wird die allgem eine Lösung der hom ogenen D ifferentialgleichung der biegefreien  
K ugelschale m it H ilfe von  trigonom etrischen R eihen in  einem  K ugelkoordinatensystem  abgelei­
te t, un d  der tatsächliche Spannungszustand der Schale wird durch die wirklichen spezifischen  
Spannkräfte charakterisiert. D iese B ehandlungsart ist bei auf rechteckigem  Grundriß errichte­
ten  K ugelschalen unbequem . Um  die hieraus herrührenden Schw ierigkeiten zu beheben, drückt 
der Verfasser die bekannten Lösungen, an sta tt K ugelkoordinaten, m it O rthogonalkoordinaten  
aus un d  charakterisiert den Spannungszustand der Schale anstatt der wirklichen durch die 
sog. reduzierten Spannkräfte. Außer der Lösungen m it trigonom etrischen Reihen werden 
auch andere, in der Fachliteratur noch n ich t behandelten Lösungen herangeführt, und in  
allen d iesen  Fällen wird außer der Form eln der reduzierten Spannkräfte auch die Gleichung 
der Spannungsfunktion angegeben.

Solutions particulières de l’équation différentielle hom ogène des calottes sphériques.
La so lu tion  générale, sous forme de série Fourier, de l ’équation différentielle hom ogène des 
ca lottes sphériques sans flex ion  est déduite, dans la littérature, dans un systèm e de coordonnées 
sphériques, l ’é tat de contrainte de la calotte é tan t caractérisé par les forces intérieures effec­
tiv es . E n  cas de calottes sphériques construites sur une base rectangulaire, ce procédé pose des 
d ifficu ltés sous plusieurs rapports. L’étude ten te  de les élim iner en exprim ant les solutions 
connues par des coordonnées rectangulaires au lieu  de coordonnées sphériques, et en caractéri­
san t l ’é ta t de contrainte de la calotte par les forces intérieures réduites, au lieu des forces 
effectives. Outre les solutions par série Fourier, l ’auteur présente quelques autres so lu tion s  
inéd ites en donnant chaque fois l’équation de la  fonction de contraintes, en plus des form ules 
relatives aux forces intérieures réduites.

Частные решения гомогенного дифференциального уравнения сферической обо­
лочки ( П . Чонка). Решение в общем виде по Фурье гомогенного дифференциального уравне - 
ния неизгибаемой сферической оболочки в литературе выводится в системе сферических 
координат, и напряженное состояние оболочки характеризуется действительными удель­
ными усилиями натяжения. Такой способ трактовки в случае сферических куполообраз­
ных оболочек с планом в виде прямоугольного четырехугольника во многих отношениях 
является неудобным. Для устранения вытекающих из этого затруднений в данной работе 
известные решения вместо сферических координат выражаются прямоугольными коорди­
натами, а напряженное состояние оболочки вместо действительных усилий натяжения 
характеризуется т. н. приведенными усилиями натяжения. В работе кроме решений 
Фурье описываются также некоторые прочие решения, не излагавшиеся до сих пор в 
литературе, и во всех этих случаях кроме формул приведенных усилий натяжения дается 
также уравнение функции напряжения.
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EINIGE PROBLEME DER BERECHNUNG 
DER STATISCH UNBESTIMMTEN 

FAHRZEUGKONSTRUKTIONEN NACH DEM 
KRAFTGRÖSSENYERFAHREN

P. M IC H E L B E R G E R
KAND. D ER  T E C H N . W ISSENSCHAFTEN 
TECHN ISCHE U N IV E R SIT Ä T , BUDAPEST

[Eingegangen am  19. Oktober, 1967]

D as M atrizenkraftgrößenverfahren, ergänzt durch die lineare Transform ation der 
G rundsystem e und durch die Verallgem einerung der statisch unbestim m ten G rundsystem e, 
kan n  die Berechnung der Fahrzeugkonstruktionen wesentlich vereinfachen. D ie Berechnung  
der unregelm äßigen zusam m engesetzten K onstruktion  kann auf die U ntersuchung von  leich t  
behandelbaren, unabhängigen, regelm äßigen E lem entarkonstruktionen zurückgeführt werden. 
D ie Unregelm äßigkeit und die Z usam m engesetztheit der K onstruktion können gleicherweise  
als eigenartige störende Belastungen erfaßt werden.

B ei der Berechnung der Fahrzeugkonstruktionen, infolge deren linienar­
tigen  Ausführung, wird im  allgem einen das Kraftgrößenverfahren bevorzugt. 
(Der Grad der statischen U nbestim m theit ist im  allgem einen w esentlich  kleiner 
als die Freiheitsgradzahl; der lin ienartige Aufbau erm öglicht auch im  Falle  
der A nw endung des K raftgrößenverfahrens die Aufstellung eines Bandm atri­
zengleichungssystem s bei der W ahl eines geeigneten G rundsystem s.) Im  nach­
folgenden werden wir uns deshalb nur m it dem Kraftgrößenverfahren beschäf­
tigen , jedoch ohne A ußerachtlassung der Tatsache, daß die D eform ations­
m ethode in m anchen Fällen die A nw endung wesentlich einfacherer B erech­
nungen erlaubt (z. B . Annäherungsuntersuchung der Verdrehung von recht­
eckigen Fahrgestellrahm en m it Q uerträgern) [1].

1. Definition des Grundsystems des Kraftgrößenverfahrens und 
R egeln der W ahl des Grundsystems

Ma k u sin  [2] gibt für die W ahl des G rundsystem s des Kraftgrößen Ver­
fahrens die folgenden Anforderungen an: » . . .  soll formbeständig und statisch 
bestimmt sein. Beide sind erforderliche Anforderungen. Außerdem  muß das 
richtig ausgew ählte G rundsystem  sichern: in erster Linie, daß die größtm ög­
liche A nzahl seiner N ebenverschiebungen (Beiwerte m it gem ischten Indizes) 
gleich N ull, ferner, daß seine M om entenlinien leicht konstruierbar werden«.

V on der obigen Festlegung kann nur die auf die N ebenverschiebungen  
(B eiw erte m it gem ischten Indizes) g leich  N ull Setzung bezügliche Bem erkung  
angenom m en werden. D ie übrigen T eile der Festlegung, besonders die Form ­
beständigkeit und statische B estim m th eit betreffende Anforderung entspricht
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der sich in der Praxis eingebürgerten G ew ohnheit, jedoch betrachtet der Ver­
fasser dieselbe als unbegründet.

E in e erforderliche u n d  ausreichende Bedingung bei der Auswahl des Grund­
systems  — gegenüber der vorstehenden D efin ition  — ist die Innehaltung der 
R egel, daß die v irtu ellen  Schnitte durch das Tragwerk derart angenom m en  
werden müssen, daß es bei der gegebenen äußeren Belastung und unter der W ir­
kung überzähliger Verbindungskräfte  n ich t labil werde. D as Grundsystem  darf 
also im  allgemeinen lab il, und statisch bestim m t oder unbestim m t sein, nur 
bei der gegebenen B elastu n g  darf es sich  n icht labil verhalten.

Unsere m odifizierte Definition erm öglicht, daß wir das Tragwerk durch 
ste ife , n icht deform ierende Stäbe oder Tragelem ente ergänzen, die zu den bei­
den Seiten der fik tiv en  Schnitte verbunden sein können, um  die überzähligen  
Verbindungskräfte aus dem durchgeschnittenen Q uerschnitt auf beliebige  
Stelle  zu setzen (er- u n d  i7-Punktm ethode). In diesen Fällen wird unter der 
Einw irkung der gesam ten  äußeren K räfte die relative Verschiebung der beiden  
durch steife Verbindungselem ente verein igten  Schnitte des Schnittpunktes 
gleich N ull, dam it w ird aber auch die relative V erschiebung des wirklichen  
Schnittes gleich N ull.

D ie eingehende B ehandlung der U ngeeignetheit des unter der Einw ir­
kung der gegebenen äußeren und inneren B elastung sich labil verhaltenden  
G rundsystem s ist n ich t notwendig; ein solcher Träger wird nämlich unter der 
B elastung so große Verschiebungen erfahren, die den Bruch oder eine grund­
sätzliche Verformung der ursprünglichen geom etrischen Form der K onstruk­
tion  zur Folge haben. E s ist aber weitaus schwerer einzusehen, daß alle von die­
sem  abweichenden G rundsystem e zu unseren Berechnungen angewendet w er­
den können. Wir w erden  deshalb die A nw endbarkeit des für eine allgem eine  
B elastung labilen, aber für die gegebene äußere B elastung und für die über­
zähligen Verbindungskräfte stabilen G rundsystem s a n sta tt des m athem ati­
schen Nachweises im  folgenden m it B eispielen bestätigen , da die W ahlm ög­
lich k eit der G rundsystem e schon durch ein einziges B eisp iel über dieses Gebiet 
erstreckt wird.

Als labiles G rundsystem  kann das bei den innerlich unbestim m ten F ach­
werken allgemein gebrauchte G rundsystem  betrachtet werden, falls es durch 
einen fiktiven D urchschn itt der überzähligen Stäbe ausgebildet wird. D ieses 
G rundsystem  ist nur stab il für die gegebene äußere B elastung und für die 
untersuchten Verbindungskräfte, es wird aber labil unter den im Schnitt, je ­
doch nicht in der Stabrichtung angreifenden K räften, unabhängig davon, ob 
der Stab vermöge seiner Abm essungen unter U m ständen in sich selbst zur 
Übernahm e auch von  Querbelastungen geeignet wäre (B ild  la) .

Das durch die über den Auflagern angew endeten Schnitte ausgebildete  
G rundsystem  des D urchlaufträgers ist gegenüber der in der Trägerrichtung 
wirkenden Belastung auch labil (Bild lb ) .
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In  den angeführten Beispielen w urde die Stabilität nicht bewußt ausge­
n u tzt. Es kann aber auch solch ein F a ll Vorkommen, wo das absichtlich für 
labil gewählte G rundsystem  die sta tisch en  Rechnungen erleichtert und die  
Behandelbarkeit des G leichungssystem s der Form änderungen begünstigt. 
D azu wird ein B eispiel vorgeführt in einem  durch Einfügung von  K ugelgelen­
ken in  Teilträger zerlegten G rundsystem , angew endet von E r z  bei der Ver-

Bild 1. R ichtige und unrichtige B enutzun g von  labilen G rundsystem en

drehungsbelastung von  sym m etrischen R echteckrahm en m it Querträgern [1] 
(B ild  lc ) .

D ie Benutzung der statisch u nbestim m ten  G rundsystem e bei m anchen  
A ufgaben (z. B. V erbindung von P ontonbrücken) ist schon ein allgemein b e ­
kanntes Verfahren. Jedoch werden wir die Berechtigung deren Benutzung im  
A bschnitt 3 gesondert nachweisen, da w ir dam it solche allgem eineren F olge­
rungen zu ziehen erm öglichen, welche die statischen  Berechnungen der Fahr­
zeugkonstruktionen w esentlich erleichtern.

In  der Lösung der statisch  vielfach  unbestim m ten  A ufgaben können w il­
den zu den Rechnungen erforderlichen A rbeitsaufw and durch entsprechende 
W ahl des Grundsystem s grundsätzlich beeinflussen . Trotzdem  kann man in  
der Fachliteratur kein system atisches Verfahren zur W ahl der G rundsystem e 
finden. D ie Auswahl des geeigneten G rundsystem s ist dem  statischen Sinne 
des K onstrukteurs überlassen. In der P raxis haben sich bereits die zu den im  
allgem einen gebrauchten K onstruktionstypen geeigneten Grundsystem e selb st­
verständlich  ausgestaltet (z. B . bei den Durchlaufträgern der Schnitt über den  
A uflagern, bei den Rahm entragwerken das er-, bzw . 27-Punktverfahren usw.)„
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D ie Charakteristiken des richtig ausgew ählten G rundsystem s sind im  
allgem einen die Folgenden:

a)  der K räfteverlau f des System s is t  infolge der äußeren K räfte »ähn­
lich« dem wirklichen K räfteverlauf (dies sichert im allgem einen eine größere 
num erische G enauigkeit);

b)  das G leichungssystem  der Form änderungen, in Ü bereinstim m ung  
m it der M akusinschen  Voraussetzung, en th ält m öglicherweise v iel E in h eits­
faktoren, deren W ert gleich Null sind (w as die A ufstellung und A uflösung des 
G leichungssystem s gleicherweise erleichtert);

c)  die K oeffizien ten  m it gleichen Indizes (d. h. die E inheitskoeffizien­
ten) des G leichungssystem s der Form änderungen sind w esentlich größer als 
dieselben m it gem ischten  Indizes; die letzteren  sind um  so kleiner, je  größer 
die Differenz der zw ei Indizes (Bandm atrizenaufbau) derselben ist. D ies er­
leichtert die A uflösung des G leichungssystem s m it H ilfe der Iterations- oder 
R elaxationsm ethode und ermöglicht die E ntw icklung einfacherer N äherungs­
verfahren.

Man überzeugt sich von der richtigen Auswahl der Charakteristik a)  am  
zw eckm äßigsten durch die Aufzeichnung der geänderten Form. Bei ähnlichem  
K räfteverlauf sind näm lich auch die Form änderungen ähnlich, und ein grobes 
B ild  der Form änderung kann m ühelos dargestellt werden.

Charakteristik b)  wird erfüllt, w enn  die V ektoren, entstanden aus dem  
in zw ei beliebig ausgew ählten Schnitten  i  und к angenom m enen K räftepaare, in  
jedem  A bschnitt des Trägers aufeinander senkrecht oder während des sich über 
den ganzenTräger erstreckenden Integrationsprozesses die positiven und n eg a ­
tiv en  Integralw erte untereinander gleich sind, und folglich die Sum m ierung  
derselben N ull ergibt.

D ie Erfüllung der Charakteristiken b)  und c)  wird befördert durch die 
Trennung des Trägers durch Schnitte in  Trägerelem ente (so daß die einzelnen  
A bschnitte nur m it w enigen anschließenden A bschnitten  in Berührung k om ­
m en). In diesem  F alle , wenn die Schn itte  i und к voneinander entfernt sind, 
wird entweder der E inheitskoeffizient ö,* gleich N ull oder sein A bsolutw ert 
w esentlich kleiner als z. B . ökk oder 0ц.

2. Lineartransform ation der Grundsysteme

Mit der D efin ition  der G rundsystem e und m it einigen Regeln für deren  
zweckm äßige A usbildung gaben wir noch  keine solchen M ittel in die H ände  
des K onstrukteurs, wodurch er das vorteilhafteste G rundsystem  system atisch  
erm itteln  könnte. Suchen wir deshalb die Beziehungen zwischen den einzelnen  
G rundsystem en, da wir im B esitztum  derselben von einem  beliebig ausgew ähl­
ten  G rundsystem  au f ein anderes, m ehr geeignetes, m ühelos übergehen können.
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Durch die beliebig ausgew ählte A usgestaltung des G rundsystem s haben  
wir zugleich m ittels der überzähligen Verbindungskräfte die zur E rm ittlung  
der E inheitskoeffizienten dienenden inneren Kräfte auch bestim m t. Som it 
können wir zu einem bestim m ten G rundsystem  einige V ektoren der inneren  
K räfte koordinieren (der E infachheit halber ziehen wir ausschließlich  
das B iegem om ent in Betracht, die G edankenfolge kann aber sinngem äß auf 
solche Fälle erstreckt werden, wo außer dem Biegem om ent auch andere innere 
K räfte, z. B. Drillungs-, Schub-, N orm alkräfte usw. berücksichtigt werden  
m üssen).

Bezeichnen wir diesen inneren K raftvektor mit m , so wird offensichtlich

m* =  [M i(s ) , M ’( s ) , . . .  M'i(s), . . .  M'n(s)] ,

w enn m an die einzelnen K oordinaten des Trägerabschnittes m it s bezeichnet. 
M i,  M'2, . . ., M i,  . . . ., M'n sollen b ed eu ten  die in den 1-ten , 2-ten , . . ., i-ten , 
bzw . n - ten gedachten Schnitten w irkenden, aus den unitären Verbindungs- 
K räftepaaren entstehenden inneren K räfte , als Funktionen von  s. D ie Funktion  
der durch die äußere Belastung hervorgerufenen, zu dem selben G rundsystem  
gehörigen inneren K raft wird m it dem  skalaren M 0(s) bezeichnet. D ie Größen 
der in den Schnitten auftretenden, vorläufig  unbekannten V erbindungskräfte  
w erden durch den Vektor

х* =  [Х г, Х 2, . . . X i ,  . . . X n]

angegeben.
In  den gedachten Schnitten w ird der W ert der durch den E influß der 

äußeren Belastung und der V erbindungskräfte verursachten relativen  Form ­
änderung gleich Null, d. h ., die abgesonderten  Trägerschnitte bleiben einan­
der angeschlossen. Schreiben wir das a u f in Form einer G leichung:

oder kurz

I in in*
' ( S )

m  M 0
ds

J E
=  о

Dx +  d =  о , ( 1 )

w enn wir die Steifigkeit des T rägerabschnittes ds mit J E  bezeichnen.
M ultiplizieren wir nun das G leichungssystem  von links nach rechts m it 

einer invertierbaren quadratischen M atrix T vom  Typ n X n ,  und zugleich sub­
stitu ieren  wir die U nbekannte x durch T*y, so erhalten wir

j  ■
ds

J E
T* у rJJ(s)

m  M n
ds

.iE
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Setzen wir die W erte von T und T* unter das Integralzeichen und ordnen 
die Abhängigkeit:

f  (Tm) ( T m ) * - ^ - y + f  (Tm) M 0 =  o.
J(s) J E  J(s) J E

Bezeichnen wir in der Folge den Ausdruck (Tm) m it m, dam it erhalten wir 

oder kurz
Dy +  a =  o. (2)

Der Ausdruck (2) stim m t m it (1) vollständig  überein; und kann aufge­
fa ß t werden, als w enn derselbe ein zu einem anderen G rundsystem  gehöriges 
G leichungssystem  wäre. Selbstverständlich können wir die vollständige Ai- 
Beanspruchung des Tragwerkes m ittels der G leichungen (1) oder (2) erm itteln:

M (s)  =  M 0(s) +  ni* X =  Af0(s) +  m * y  , (3)

da wir uns von der R ichtigkeit der Beziehung m*x =  m*y durch die Substi­
tu tion en  X =  T*y bzw . m =  Tm leicht überzeugen können.

Die Ausdrücke (1), (2) und (3) erm öglichen, daß wir ausgegangen von einem  
als Basis gewählten G rundsystem , während des Lösungsprozesses der Aufgabe  
au f ein anderes, beliebiges Grundsystem  übergehen, w elches als das linear 
Transformierte des ursprünglichen G rundsystem s b etrach tet werden kann.

Vorteil des Verfahrens ist, daß die M atrix T au f Grund der Gegenüber­
stellung der M om ente m ausgewählt werden kann, fo lglich  können wir auch bei 
einem  unrichtig angenom m enen G rundsystem  —■ m ittels linearer K om bina­
tion  — die Erfüllung der zu Anfang dieses A bschnittes festgesetzten  Charak­
teristiken erreichen.

Aus den G leichungen (1), (2) und (3) folgt, daß wir die E inheitskräfte­
paare auf verschiedene Grundsystem e setzen können, d. h ., im  Laufe der L ö­
sung der Aufgabe m üssen wir nicht an einem  einzigen Grundsystem  fest- 
halten , vorausgesetzt, daß jedes dieser G rundsystem e durch invertierbare 
Transform ation aus dem  anderen hervorgeht.

Die Transform ation erm öglicht selbstverständlich  auch, daß wir ohne 
jede m echanische E rw ägung, allein infolge der E rkenntnis von gewissen gün­
stigen E igenschaften der K oeffizienten des G leichungssystem s die M atrix T 
nur auf m athem atische W eise behandeln; wie es A r g y r is  in seinem grund­
legenden Werk [4] vorschlägt.

Die lineare Transform ation der Grundsystem e bed ingt zur Durchführung 
der praktischen B erechnungen die Ersetzung eines Tragwerkes von verw ickelter
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K onstruktion durch irgendein leicht überblickbares einfacheres m athem ati­
sches Modell, welches auch zur B ehandlung m it program m ierten R echen­
anlagen geeignet ist . Solch ein praktisches Modell kann m an erhalten, w enn  
m an das Gitterwerk des Trägers, einschließlich der eventuell nur als F lächen  
behandelten T eile, durch eine einzige Linie darstellt. Jeder einzige P un k t  
dieses G eradenabschnittes entspricht den einzelnen P unkten  des O riginal­
tragwerkes; (bei Flächentragwerken nur w enn die Verteilung der inneren K räfte  
w enigstens längs einiger Geraden der F läche konstant ist) . D ie P unkte des 
Tragwerkes, w elche zugleich Teile von  mehreren Trägern bilden (einander 
überquerende Träger, Schlußpunkte von  geschlossenen Trägern), werden au f  
dem  linearisierten Modell offenbar so o ft figurieren, auf w ie vielen  Trägerele­
m enten dieselben Vorkommen. Dann können wir die W erte der durch die äußere 
B elastung hervorgerufenen inneren K räfte in dem auf diese W eise erhaltenen  
Geradennetz einzeichnen. Hierm it erhalten wir eine in R eihe geordnete F lächen­
schar (Flächenreihe). Offensichtlich ist es zweckm äßig, die lineare Transfor­
m ation auf diesem  topologischen M odell durchzuführen, da dieses mehr über­
sichtlich  ist und für die Rechenanlage unm ittelbar program m iert werden kann.

D ie in einer Reihe angeordneten Beanspruchungsdiagram m e können  
im m er m it einigen Polygonen angenähert werden; dort, wo das Polygon infolge  
irgendeiner B elastung (äußerer B elastung oder einer der E inheitsbelastungen) 
einen K nickpunkt besitzt, ist es zw eckm äßig, einen Teilungspunkt in das 
Geradennetz einzuschalten. Ebenso ergibt sich ein Teilungspunkt auch infolge  
der Steifheitsänderung des Trägerabschnittes. In jedem  T eilungspunkte kann  
die Beanspruchung durch eine Zahl (in Sprungfällen durch zwei Zahlen), durch  
die Größe der Beanspruchung charakterisiert werden. Im  Falle von mehreren 
B elastungsarten m üssen mehrere Zahlen zu den einzelnen Teilungspunkten  
koordiniert werden. Der Zweck der linearen Transform ation ist, daß man m it­
tels der linearen K om bination der au f diese W eise in R eihe angeordneten  
Beanspruchungsdiagram m e, in so vielen  Teilen ais m öglich, die Beanspruchungs­
w erte gleich N ull setzt. Das Verfahren ist ähnlich der R egel, die die E ntw ick­
lung der D eterm inanten erleichtert, w onach sich der W ert der D eterm inante  
nicht ändert, wenn man zu einer ihrer R eihe das Д-fache einer anderen R eihe  
addiert oder davon abzieht. Im  Falle der G rundsystem e leg t auch die linear 
transform ierende M atrix T praktisch zw ischen den in R eihen angeordneten  
Zahlen solche A bhängigkeit fest. Für die verschiedenen Beanspruchungen  
is t es am  zw eckm äßigsten, gesonderte N etzsystem e zu entw ickeln; es versteht 
sich aber von selbst, daß wenn man bei einer Beanspruchung das Д-fache einer 
R eihe zu einer anderen Reihe addiert, dies für jede Beanspruchungsart durch­
geführt werden m uß. D ie so erhaltenen Д-W erte werden die E lem ente der 
transform ierenden M atrix T. Diese letztere kann am einfachsten derart aufge­
baut werden, daß als erste die H auptdiagonale gewählt wird, z. B . in der 
G estalt einer reinen E inheitsm atrix, und zur letzteren werden auf Grund von
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B etrachtung oder durch B enutzung der Rechenanlage die einzelnen Л-W erte  
addiert. Dam it wird die ganze A ufgabe vom  geom etrischen Modell des w irk­
lichen Trag Werkes au f ein topologisches System  zurückgeführt, welches durch  
diskrete Zahlen zum  Gebrauch in der D igitalrechenanlage charakterisiert 
werden kann.

3. Statisch unbestim m te Grundsysteme

W ie bereits erw ähnt wurde, werden die statisch  unbestim m ten Grund­
system e in m anchen Fällen  auch bei den Berechnungen des K raftgrößenver­
fahrens gebraucht. Es m uß dessenungeachtet nachgew iesen werden, daß auch 
die Anwendung des statisch  unbestim m ten G rundsystem s zugelassen werden  
kann (dies muß teils der K orrektheit halber durchgeführt werden, teils um  aus 
der Ableitung fernere Folgerungen ziehen zu können).

3.1. Formänderung der statisch unbestimmten Träger

Zur A nw endung des statisch unbestim m ten G rundsystem s muß vorerst 
ein H ilfssatz nachgew iesen werden. B en u tzt man näm lich zur Erm ittlung der 
Form änderung eines statisch  unbestim m ten Trägers die G leichheitsbedingung  
der äußeren und inneren fremden A rbeiten , so muß m an die auf den Form ­
änderungsstellen w irkende virtuelle E inheitsbelastung n ich t auf den wirk­
lichen Träger setzen , es genügt, wenn m an dieselbe auf das G rundsystem  (auf 
irgendwelches G rundsystem ) setzt. D iese B ehauptung ist logisch leicht zu ver­
stehen, wenn man überlegt, daß es h insichtlich  des Trägers gleichgültig ist, 
ob dessen B elastung tatsächlich  durch eine »äußere Kraft« oder durch die 
überzähligen V erbindungskräfte des sta tisch  unbestim m ten Trägers verursacht 
wird. Aus dem G esichtspunkt des Trägers sind beide w irkliche B elastungen, 
eine prinzipielle U nterscheidung derselben ist überflüssig, sie könnte allein  
aus rechnungstechnischen G esichtspunkten begründet werden.

Obgleich die G ültigkeit des H ilfssatzes durch die oben angeführte V er­
anschaulichung stark bekräftigt wurde, kann sie auch form al nachgew iesen  
werden. Die Beanspruchung des Trägers m it den bisher benutzten B ezeich­
nungen ist nach (3)

M(s)  =  M 0(s) -|-m *(s) X.

Die Größe der Beanspruchung, w elche aus der an der Stelle der behan­
delten Form änderung wirkenden E inheitskraft en tsteh t, wenn die letztere auf 
den Originalträger (und nicht auf das G rundsystem ) gesetzt wird, ist wie fo lgt:

M (s) =  M 0(s) +  m*(s) y . (4)
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H ier ist M 0(s) die innere Kraft, hervorgerufen durch die E inheitskraft, welche  
auf das bei der A uflösung der sta tisch  unbestim m ten Aufgabe b enutzten  
G rundsystem  g ese tz t wurde; y* is t  der R eihenvektor der zu dieser E inheits-  
kraft als äußere B elastung gehörigen überzähligen Verbindungskräfte. Unserer 
B ehauptung gem äß ist es gleichgültig, ob wir die E inheitslast entw eder auf 
das G rundsystem  oder auf den w irklichen Träger wirken lassen, dem entspre­
chend ist

Г " "  ^ ds
(s) J E  J(s) J E

und in entw ickelter Form:

0 =  Г (^o +  x*m) (M 0 -f- y* m) — Г (M0 +  x* m) M0 . (5')
J(s) JE J ( S) JL

Führt man die erforderlichen O perationen und die m öglichen R eduktionen  
durch, so erhält m an

r  ds
(M„y* m +  X* my* m )-----  о (6)

J(s) J E

Da x*m  und y*m  gleicherweise Skalargrößen sind, deren Folge versetzt w er­
den kann, ferner у  von  s unabhängig ist, kann letzteres vom  Integralzeichen  
herausgehoben w erden; das zw eite Glied des Klammerausdrucks kann auf 
Grund der B eziehung

mx* m  =  m m * x

um geordnet, und a u f die folgende Form  gebracht werden

Г Г „ , ds (Г   ̂ ds ~
m M 0 -------- \- 1 n u n * ------ XLJ(.) J E U (.) J E

( ? )

In diesem P rodukt у* И 0, fo lg lich  m uß nur das Skalarprodukt oder der 
in der eckigen K lam m er befindliche Ausdruck gleich Null sein. Der K lam m er­
ausdruck ist aber nach  (1) das zur äußeren B elastung gehörige G leichungs­
system  der Form änderungen (dessen R eihen einzelweise gleich Null sind), 
som it wurde unser H ilfssatz auch form al nachgew iesen.

3.2. Formeller Nachweis der Benutzung des statisch unbestimmten Trägers

B etrachten wir nun ein n -f- m -fach statisch  unbestim m tes Tragwerk. 
W ählen wir das G rundsystem  für n-fach unbestim m t und schreiben wir auf 
für dieses statisch unbestim m te G rundsystem  das zur E rm ittlung der m  über­
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zähligen Yerbindungskräfte dienende G leichungssystem . D ie E rm ittlung der 
im  re-fach unbestim m ten G rundsystem  durch die äußere B elastung hervor­
gerufenen inneren K räfte ist nun offensichtlich  eine gesonderte Aufgabe, und  
die Größen dieser K räfte können m ittels der Gleichung

M 0 = M 0 + z * m 1 (8 )
berechnet werden.

H ier ist M 0 d ie aus der äußeren B elastung im statisch  bestim m ten  
G rundsystem  entstehende Kraft, z ist der Spaltenvektor der zur B ehebung  
der re überzähligen Verbindungen erforderlichen unbekannten Kräfte; ist  
der Spaltenvektor der inneren K räfte, w elche durch die Einheitskräftepaare, 
die an den n Verbindungsstellen wirken, verursacht wurden.

(Mit dem oberen Querstrich bezeichnen wir die inneren K räfte des s ta ­
tisch  unbestimmten Grundsystem s.)

Ähnlicherweise können auch die infolge der in den gedachten Schnitten  
n 1, n 2, . . . ,  n m  wirkenden E inheitskräftepaare entstehenden B ean ­
spruchungen erm ittelt werden.

M i =  M'n+i +  y* mj ,

— M'n+2 +  У* m i ■> (9)

м т =  M n + m + y* ,  m, ,

oder kurz in einer Vektorgleichung zusam m engefaßt:

in =  m 2 -)- Y* m t . (9')

H ier ist m 2 der Spaltenvektor der B eanspruchungen, welche durch die in den
n + l ,  И - + 2 ..........  в - f  m-ten Schnitten  des statischen vollständig bestim m ten
G rundsystem s wirkenden E inheitskräftepaare hervorgerufen werden; Y ist das 
zum  Abschluß der ersten n Schnitte erforderliche unbekannte K raftsystem  
hervorgerufen durch die an den Schnittstellen  re +  1, re +  2, . . . ,  n m  w ir­
kenden Kräftepaare.

D ie M atrix Y enthält also m Spalten und re Zeilen

' í n Ya Y13 - ■ Ylm

Y = У«! y 22 2̂3 •

X i Yn2 Yn3. . ■ Ynm

Das E lem ent Y,/c der M atrix ergibt die im  i-ten  Schnitt unter der W ir­
kung des im  re -|- fe-ten Schnitt angreifenden Einheitskräftepaares — als 
äußere Belastung — entstehende Verbindungskraft.
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Zur E rm ittlung der an den n +  1, n +  2, . . ., ra +  m-ten überzähligen  
Schnittstellen  entstehenden inneren K räfte m üssen wir aufschreiben, daß die 
relativen Form änderungen an denselben Schnittstellen  gleich N ull sind. In  kur­
zer Form:

Ax2 - f -ö  =  o.  (10)

In Gleichung (10) ist die Größe A die M atrix der zum  statisch unbe­
stim m ten  G rundsystem  gehörigen E inheitsvektoren  und ô der Spalten­
vektor der B elastungskoeffizienten. B en u tzt man die B eziehungen (8 ) und (9), 
so kann man die W erte von A und ô m it H ilfe der E inheitskräftepaare und der 
äußeren B elastung erm itteln . Bei der B estim m ung der Form änderung benutzt 
man den im vorhergehenden nachgew iesenen H ilfssatz; d.h. man berechnet 
die Form änderung des statisch unbestim m ten  Trägers m ittels der au f das 
Grundsystem  angew endeten E inheitskräfte; som it erhält man:

A =  

6 =

= Г m m * ^ S — Г (m 2 +  Y* m .) in î ^  =  D , 2 +  Y* D , 2 ,Jw J E  J(s/  2 V 2 J E

(S)

ds
J E

=  I m 2 (M 0 +  z * m, )
(S)

J E

ds
J E

d2 +  D 31 z.

Mit Rücksicht darauf, daß Y und z die überzähligen Verbindungskräfte des 
n-fach unbestim m ten Grundsystem s bedeuten , können sie aus der für den 
n-fach unbestim m ten Träger gelte nden  G leichung wie fo lgt berechnet werden:

z = - D + + ,

Y = -- D u 1 D 12 •>

D u = | I  1 1 1 1 n l i
' ( S )

ds

J E  ’

D ! 2 = l 1 m i m* 
(s)

ds

J E  ’

d 1 m i M 0
(S)

ds

1 J J E
sind.

Setzt man diese W erte in G leichung (10) zurück, und beachtet m an, daß

(Du1 D 12)* =  D 21 D +  ,

so erhält man die Beziehung:

(D 22 D 21D +  D i2) x2 +  d2 - D 21 D u1 dx =  о . (11)
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Gleichung (1 1 ) stim m t aber m it der allgem einen (das statisch  bestim m te  
G rundsystem  betreffenden) Lösung der n +  m-fach unbestim m ten A ufgabe  
vo llstän d ig  überein, wenn man dieselbe anstelle der kurzen Form  Dx - f  d =  0 
in  der folgenden partitionierten  G estalt anschreibt:

bzw .

D u D l2 'xi А /
+ — О

d 21 d 22. X 2 A . .

D u  xx +  D 12 x 2 +  dl =  °  

D , 1  X j  —J— ® 2 1  X 2 d 2 = =  O .

( 12)

Aus Gleichung (12) ergibt sich näm lich für x 2 m it dem  Ausdruck von  
Xj auch die Gleichung (11). D am it bew iesen wir auch form al, daß die B enutzung  
des statisch  unbestim m ten G rundsystem s gerechtfertigt ist, da die endgültigen  
inneren Kräfte sich für ebenso groß ergeben wie bei dem statisch  bestim m ten  
G rundsystem ; und dazu können wir aus der genauen Ü bereinstim m ung  
der A bleitung auch feststellen , daß die zweierlei Verfahren dem W esen nach  
sich  voneinander n icht unterscheiden, endlich und schließlich lösen beide Ver­
fahren  die Gleichung D x —(— d =  0 auf.

Die Benutzung des statisch  unbestim m ten G rundsystem s kann auch als 
eine eigenartige lineare Transform ation aufgefaßt werden. W ährend des Trans­
form ationsprozesses werden die ersten n Unbekannten durch neue Veränder­
lich e ersetzt, die n +  1, n +  2, . . . ,  n +  m-ten U nbekannten bleiben unver­
ändert.

X j  =  Zj -f- X n+1 Yix +  X n+2 Y/2 +  - . .  +  X n+m Yim ,

w en n  i <[ n

und

X t =  X { ,
w enn  i >  n .

Som it können die ersten n Gleichungen des ursprünglichen G leichungs­
system s der Form änderung in der folgenden Form angeschrieben werden:

(13)

( i Yi àki -j- ök0 + xn+1 ' n
S’ Ya àki + ̂ k.n+i

W=i U'=i
Л, À,

worin к =  1 , 2 , . . ., m  ist.

+  X n+m ■S' Yim àki +  <5fc,n+m| 5
i=l (14)

W ählen wir die W erte von Z t, Y a ; Y i2, ■ . ., Y im so, daß die B edingun­
gen A 0 — A 1 =  A 2 =  . . .  = A m=  0 erfüllt werden. Es ist unm ittelbar ersieht-
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lieh, daß die A uflösung der G leichungssystem e A 0 =  A 1 =  A 2 =  . . .  A m =  0 
die in der Folge durch die äußere B elastu n g  und durch die an den S ch n itt­
stellen  n -f- 1, n -)- 2 , . . . ,  n -f- m w irkenden K räftepaare hervorgerufenen u n b e­
kannten V erbindungskräfte des n-fach unbestim m ten  G rundsystem s angibt. 
Selbstverständlich m uß man zur A uflösung der einzelnen G leichungssystem e  
die M atrix [á,v(] nur einm al invertieren.

D ie n +  1, n 2, . . . ,  n -j- m -ten  G leichungen des vollständigen G lei­
chungssystem s, da z* und Y schon b ek an n t sind, werden die U nbekannten  
X n+1, X n+2, . . ., X n+m nur einmal en th a lten :

Ln + 1 S  A  ^kt +  f̂c,n+i +  X n+2 Y i2 bki -f- bkn+2
\t=l

+  ••• +

+ xn+m
i= 1

A  Ximbki -f- bkn+m +  Z, bki +  bk0 — 0 , (15)
i=l

worin к =  n -j- 1 , n -[- 2 , . . . ,  n m  is t .
Aus dem G leichungssystem  (15) können die W erte von X n+1, X n+2, 

. . X n+m erm ittelt, und m ittels der Lineartransform ationsabhängigkeit (13) 
die endgültige A uflösung des vo llständ igen  G leichungssystem s hergestellt 
werden.

Mit dem im  vorangehenden geschilderten  G edankengang haben wir auch  
ein Rekursionsverfahren zur Lösung der linearen G leichungssystem e en t­
w ickelt, indem  wir die Auflösung des n -f- m  U nbekannte enthaltenden G lei­
chungssystem s in eine iterative A uflösung von  einem n U nbekannte en th a l­
tenden , und in die einm alige Auflösung vo n  einem  m  U nbekannte en th a lten ­
den G leichungssystem s getrennt haben. E s versteht sich von selbst, daß die  
weniger U nbekannte enthaltenden G leichungssystem e m ittels des obigen  
Rekursionsverfahrens w eiter getrennt w erden können.

3.3. A nsch luß  von statisch unbestim m ten Tragsystemen, 
Verallgemeinerung der statisch unbestimmten Grundsysteme

D ie für die sta tisch  unbestim m ten G rundsystem e abgeleiteten B eziehun­
gen und deren A uffassung als L ineartransform ation werden wir zur unbestim m ­
ten Verbindung der statisch  unbestim m ten Tragsystem e anwenden. Bei der 
einfachsten Verbindung werden zwei S ystem e durch Verbindungsglieder ange­
schlossen. Das G leichungssystem , w elches die überzähligen V erbindungskräfte 
des so angeschlossenen System s ergibt, kann immer auch in partitionierter  
Form angeschrieben werden:

A i A  2 о А А
Ax -f- а =  о  —> A-21 A-22 А з Х2 + а 2 = О

0 - •̂32 А з - Х3- -аз-
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In  diesem  G leichungssystem  bezeichnen xx und x3 die unbekannten in n e­
ren E igenkräfte der System e I und I I I , und x 2 ergibt die unbekannten inneren  
K räfte des die beiden System e zusam m enbindenden V erbindungsgliedes. N eh ­
men wir an, daß der K räfteverlauf der S ystem e I und III  unm ittelbar erm itte lt  
werden kann. In dieser Untersuchung m uß das Verbindungsglied II als sta tisch  
bestim m tes System  betrachtet werden, d. h ., es muß im  statisch  bestim m ten  
Z ustand beibehalten werden. Die inneren Eigenkräfte der System e I und I I I  
werden durch die folgenden G leichungen angegeben:

A ll z i +  a i =  °>

Ai3 Z 3 +  а з =  «•

In diesem  Falle wird die K onstruktion selbstverständlich an den im  V er­
bindungsglied angenom m enen, gedachten Schnittstellen  im  allgem einen defor­
m iert sein. Deshalb müssen die durch die in den Schnitten w irkenden  
gesonderten Einheitskräftepaare hervorgerufenen überzähligen V erbindungs­
kräfte in den System en I und III  erm itte lt werden. Diese Kräfte können au f  
gleiche W eise wie G leichung (17) aufgeschrieben werden:

A r  Y i  +  ^ 1 2  —  °  ?

A 33 Y3 -)- A 32 =  о .
( I ß )

J e tz t  wenden wir die durch die A bhängigkeit (13) angegebene Lineartransfor­
m ation  in bezug au f die x U nbekannten an, d .h ., wir führen die fo lgenden  
Bezeichnungen ein:

X1 =  Z1 +  Y1 X2 l
X 2 =  x 2 »
x 3 =  z 3 Y3 x 2 .

(19)

D a wir die W erte von z x, z3 und Y15 Y3 aus den einfacheren G leichungen (17) 
und (18) schon gefunden haben, kann der W ert von x 2 aus G leichung (16) 
gesondert erm ittelt werden:

(A2i Yx -f- A 22 -f- A 23 Y3) x 2 +  A 21 z x -)- A23 z3 +  a2 — о . (20)

S etzt man die W erte von z und Y ein, so erhält man für x2 denselben A usdruck, 
w elchen wir durch die formale A uflösung des durch die Partition  der M atrizen­
gleichung (16) aufschreibbaren M atrizengleichungssystem s erhalten:

x2 =  (—A 21 A ]̂1 A 12 -f- A22 — A 23 А 33г A32) 1 (A21V  ax A 23 A 33 a3 a 2) .

D ie vollständige Auflösung der A ufgabe kann m ittels der B eziehung (19) 
gefunden werden, welche die E rm ittlung der gesam ten überzähligen V er­
bindungskräfte des ganzen Tragsystem s erm öglicht.
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D as Verfahren kann offenbar auch au f die E rm ittlung der aus der sta ­
tisch  unbestim m ten Verbindung von mehreren Tragsystem en herrührenden  
inneren K räfte erstreckt werden; während des Lösungsprozesses ist es zw eck­
m äßig, die U ntersuchung der einzelnen voneinander unabhängigen Tragsystem e

Anzahl der Verbindungsglieder

1 2 3

1

r á ü l n i  0 о ш ( 2 )

f-2
—  @ Ц

iz& à  - —  ( 7 / ^ 5 )

7- 2 - 3
— ( Т И Л

2 (д )п ш (в )

-  7-2-3-
ООвдав)  —►  Гл щ й ]

3

0 п ® ^  =  и© % 1 Ä D

B ild  2. Verbindung von  statisch  unbestim m ten Tragsystem en und Zurückführung der ver- 
wickelteren Verbindung auf einen einfacheren Fall

und die nachträgliche Verbindung m ittels der im  vorangehenden angeführten  
form alen algebraischen M atrizenoperationen in B etracht zu ziehen.

Zahlreiche Form en der Verbindung, d. h. des A nschlusses der von ein an ­
der unabhängigen T ragsystem e können in der Praxis Vorkommen.

In den einfachsten Fällen ist die A nzahl der V erbindungsglieder eins, 
und die A nzahl der unabhängigen System e 1, 2, 3, . . . (B ild  2). Solch ein F a ll 
wurde m ittels Gleichungen (12) und (16) behandelt, wo die Anzahl der 
unabhängigen System e 1 bzw. 2 und die A nzahl der V erbindungsglieder eins
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w ar. D ie parallele Verbindung der Verbindungsglieder b ildet prinzipiell im allge­
m einen  keine neue A ufgabe, und zw ei parallele Verbindungen können immer 
durch ein einziges V erbindungsglied von  höherem  U nbestim m theitsgrad ersetzt 
w erden.

Sind die Verbindungsglieder und die G rundtragsystem e in einer R eihe 
aneinander angeschlossen, so ist es zw eckm äßig, uns den U m stand zunutze zu 
m achen, daß das G leichungssystem , w elches die überzähligen Verbindungs­
k räfte  der Verbindungsglieder determ iniert, auch selbst in der G estalt einer 
B andm atrix  aufgebaut ist; deshalb is t  es zweckm äßig, die Rekursion wieder­
h o lt anzuwenden.

Die Verbindungsgleichung von  einigen solchen System en kann im m er in 
der Form  eines M atrizengleichungssystem s wie Gleichung (12) aufgeschrieben  
w erden, worin wir die angeschlossenen T ragsystem e einzelw eise behandeln  
können , und die W irkung des V erbindungstragsystem s (oder der Verbindungs­
tragsystem e) nachträglich m ittels einer besonderen Berechnung in R ücksicht 
ziehen können. Im  besonderen F all, wo das Verbindungstragsystem  in sich 
se lb st statisch bestim m t ist, fä llt die nachträgliche Betrachtung w eg, die 
ind ividuelle Lösung der vereinzelten  Tragsystem e ergibt immer unm ittelbar  
das endgültige Ergebnis. Die grundlegende E igenartigkeit dieser Berechnun­
gen ist, daß die einzelnen T ragsystem e ohne das Verbindungsglied (oder die 
Verbindungsglieder) aus dem G esichtspunkt von ihren eigenen Verbindungs­
kräften  unabhängig sind und infolgedessen ein vollständig  zerfallendes Ma- 
trizengleicliungssystem  bilden. D ie B erücksichtigung des Verbindungsgliedes 
bzw . der Verbindungsglieder behebt selbstverständlich den vollständig  zer­
fallenden Charakter.

Diese Lösungsm ethode hat eine besondere Bedeutung, wenn es uns ge­
lin g t, das verw ickelte T ragsystem  in solche, voneinander unabhängigen Trag­
system e zu zerlegen, welche durch verhältnism äßig einfaches V erbindungs­
glied bzw. einfache V erbindungsglieder (von niedrigem  U nbestim m theitsgrad) 
verbunden sind.

3.4. Praktische Auswirkungen der Verbindung von statisch unbestimmten
Tragsystemen

Wir m üssen bem erken, daß es zwischen den Grundtragsystem en und Ver­
bindungsgliedern keinen prinzipiellen U nterschied gibt (der U nterschied zw i­
schen dem G rundtragsystem  und den Verbindungsgliedern verschw indet 
besonders beim  Sternanschluß, in solchen Fällen ist es angebracht, in den 
endgültigen Berechnungen das für das G rundtragsystem  gewählte M ittelglied  
als Verbindungsglied zu betrachten), jedoch, aus rechnungstechnischem  
G esichtspunkt, w eichen sie voneinander wesentlich ab. D ie Veränderung der 
Steifigkeitsangaben der G rundtragsystem e m acht das ganze R echnungsergeb­
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nis unbrauchbar, die Rechnungen m üssen m it den neuen Steifigkeitszahlen  
voll und ganz von  vorn begonnen w erden. D ie Veränderung der Steifigkeiten  
der Verbindungsglieder läßt die auf das G rundtragsystem  bezüglichen B erech­
nungen unverändert (Y uns z sind unverändert), nur die inneren K räfte des 
V erbindungsgliedes (der Verbindungsglieder) ändern sich, man muß also das 
ganze System  n icht nochm als von vorn rechnen. Im  B esitze der neuen R esu ltate  
erhält man die endgültige K raftverteilung des Tragsystem s (bzw. die über­
zähligen Verbindungskräfte) m ittels der A bhängigkeit (19) oder m ittels einer, 
derselben ähnlichen Lineartransform ation.

W ir können uns dieses R esultat zur Um rechnung der statisch u nbe­
stim m ten  Träger zunutze machen, z. B . im  Falle, wenn sich während des B em es­
sungsprozesses herausstellt, daß die angenom m enen Bem essungen infolge der 
Über- bzw . U nterdim ensionierung n ich t entsprechen. B etrachten wir unser  
O riginaltragsystem  als Grundtragsystem  und binden wir m it den entsprechend  
ausgew ählten T ragelem enten einige E rgänzungselem ente parallel in der K on ­
struktion ein. Die Ergänzungselem ente können als Verbindungsglieder betrach­
te t  werden, jedoch m it solch einem speziellen  Aufbau, daß sich dieselben m it 
den beiden Enden dem  Tragsystem  anschließen. Im  Falle von Überbem essung  
besitzen die Verbindungsglieder eine n egative  Steifigkeit, die für die übliche  
m echanische A nschauung sehr ungew ohnt ist, jedoch bis zu einem A b solu t­
wert der nicht größer wie hei den E lem enten  des G rundsystem s ist, einen  
reellen physikalischen Inhalt besitzt; die Steifigkeiten  des V erbindungsgliedes 
und des O riginalelem ents häufen sich näm lich an, ein gleicher A bsolutw ert 
entspricht also dem  Fall, daß wir aus dem  Tragsystem  ein Elem ent aus­
schalten.

Durch Veränderung der Steifigkeit des V erbindungsgliedes können wir 
den für unseren Zweck geeignetsten Steifigkeitsw ert erm itteln , dam it können  
wir die Unter- bzw . Überdim ensionierung der K onstruktion beheben, ohne  
das G rundtragsystem  nochm als bem essen zu m üssen.

Das Verfahren kann bei quasisym m etrischen K onstruktionen auch zur 
W iederherstellung der Sym m etrie angew endet und dam it die Störung der S ym ­
m etrie au f die U ntersuchung der äußeren B elastung zurückgeführt werden [5].

Ein Anschluß zwischen den Verbindungsgliedern und der K onstruktion, 
bei w elchem  wir die Mitwirkung des G rundtragsystem s und des Verbindungs­
gliedes n icht nur im  A nschlußpunkt, sondern in  der ganzen Ausdehnung des 
Trägers erfordern, ist ein spezielles Problem . In den m eisten Fällen kann auch  
dies au f die Verbindung von einigen P unkten  zurückgeführt werden, jedoch , 
besonders wenn das untersuchte T ragelem ent auch eine eigene Belastung hat 
(und folgenderweise das Verbindungsglied auch an dieser teilnehm en m uß), 
muß die Aneinanderfügung auf der ganzen A usdehnung des behandelten T rä­
gers und Verbindungsgliedes streng gesichert werden. In diesen Fällen m üssen  
wir den K räfteverlauf des Grundtragsystem s wiederholt vom  neuen berech-
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n en , da sich die äußere B elastung — infolge der M itwirkung des Grundtrag­
sy stem s und des V erbindungsgliedes — ändert. Die inverse K oeffizienten­
m atr ix  des V erbindungsgliedes kann selbstverständlich  infolge der U nver­
änderlichkeit des G rundtragsystem s zu dieser Berechnung wiederholt ange­
w en d et werden.

D ie W irkung der E igenbelastung ist aber in m eisten Fällen zu vernach­
lässigen . (Z. B . die A nnahm e von in den K notenpunkten belasteten  Träger­
rosten  oder in den Gelenken belasteten  Fachw erken.)
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Some Problems of the Calculation of Statically Indeterminate Structures o f Vehicles by
the A id of the Energy Theorem. The m atrix energy theorem  com pleted b y  the linear transfor­
m a tio n  o f primary system s and by generalizing th e  statically  indeterm inate prim ary system s, 
can  considerably sim plify the design calculation o f  vehicle structures. Calculation o f irregular 
and com plex structures m ay be attributed to the analysis o f easily  treatable, independent, 
regular elem entary structures. Irregularity and com plex ity  m ight be equally interpreted to  
be particular disturbing loads.

Quelques problèmes du calcul statique des structures et caisses de véhicules par la m éthode 
de forces. La m éthode de forces m atricielle, com plétée par la transform ation linéaire des sy s­
tèm es de base et la généralisation des systèm es de base hyperstatiques, peut sim plifier considé­
rablem ent le calcul des structures des véhicules. Le calcul des structures irrégulières et com plexes 
p e u t être ramené à l ’analyse de structures élém entaires, indépendantes e t  régulières, faciles  
à  traiter. L’irrégularité e t  la  com plexité peuvent être interprétées com m e des charges pertur­
b a tr ice s  régulières.

Вопросы статического расчета шасси и кузова транспортных средств. (П.Михельбер- 
гер). Матричный метод усилий при дополнении его линейной трансформацией главных 
балок и обобщением статически неопределенных главных балок в значительной мере уп­
рощает расчет конструкций транспортных средств. Расчет неправильных сложных кон­
струкций можно свести к исследованию легко анализируемых независимых правильных 
элементарных конструкций. Неправильность конструкции и ее сложность можно трак­
товать в качествехарактерных мешающих нагрузок.
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STABILITÉ LATÉRALE DES VOILES EN ARC
A TIRANTS

L. K O L L Á R
DOCTEUR DES SC IEN C ES TECHN IQ UES

B U T A T !, IN ST ITU T D ’U RBAN ISM E ET D’A R C H IT E C T U R E  D E LA M U N ICIPA LITÉ D E BUDAPEST

Z. GÁRDONYT
BU REA U  D’ÉTUD ES D E  CONSTRUCTIONS P O U R  LES COMMUNICATIONS ET  LES TRANSPORTS,

B U D A PEST

[Manuscrit reçu le  23 novem bre 1967]

L ’étude offre l ’exam en de la stabilité la téra le  de voiles en arc à un ou deux tirants aux  
extrém ités libres ou raid ies par des diaphragm es, pour les cas de charges radiales uniform ém ent 
réparties et de charges antim étriques, en u tilisa n t la  m éthode de l ’énergie de déform ation. 
Après exam en du choix opportun de la série de la  fonction  de déform ation, l’étude se term ine  
par un  exem ple num érique se rapportant à des vo iles en arc aux extrém ités libres, m unis 
d’un ou de deux tirants.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae Tomus 62 (1 —2), pp. 159—176 (1968)

1. Introduction

N ous avons déjà consacré plusieurs études aux problèm es de stab ilité  
latérale des voiles en arc [1 ], [2 ], m ais les m odes d’appui considérés ont chaque  
fois supposé la suppression de toute ro ta tion  en torsion des sections extrêm es.

Il ex iste  cependant, dans la pratique, de nom breux cas d ’appuis où les sections 
extrêm es peuvent — sous certaines cond itions — effectuer une rotation en 
torsion . C’est par exem ple le cas esquissé sur la figure 1, où le voile en arc 
repose sur un plan horizontal. Si on n ég lige le  frottem ent, les sections extrêm es 
peuvent tourner librem ent dans le p lan horizontal, leur rotation  n ’étant gênée 
que par les deux tiran ts.

Le voile en arc appuyé selon la figure 2 représente un cas analogue. 
La colonne à parois m inces a une rig id ité de torsion tellem ent faible qu’elle 
peut être négligée, de sorte que du p o in t de vu e statique, ce mode d’appui est
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identique à celui de la figure 1 , à cette  différence près que sur la figure 2  Гаге 
n ’a été  muni que d ’un tirant, fa it indépendant du mode d’appui.

Par la su ite , on traitera des problèm es de stabilité latérale des voiles  
en arc appuyés selon les figures 1  e t 2 , en cas de 1  et de 2  tirants.

Les deux sortes de structures on t été  déjà réalisées: celle à deux tirants  
en H ongrie (voir dans [3]: les to itures de la Fabrique de Colle d’U jpest) et 
celle  à un tirant à M anchester (voir dans [3] et [4]: le hall de l ’Usine d’élém ents  
préfabriqués en Angleterre).

2. N otations, hypothèses et équations fondam entales

U ne partie des notations que nous allons utiliser sont visib les sur la figure
3. Le reste des notations em ployées sera défini dans le tex te .

On suppose que
a )  le m atériau  de l’arc est parfaitem ent élastique;
b) son axe longitudinal est de form e circulaire;
c) sa section  est constante;
d )  la hauteur de la section est faib le par rapport au rayon de courbure  

de l’axe de l’arc:
d  <§ R , donc

R§ ^  l\ y  R  ( 1 )

e) la rigidité de flexion latérale est infinim ent grande par rapport à la  
rigidité de torsion;

f )  l ’arc p eu t être considéré, dans son p lan , com m e ayant deux articu la­
tion s (figure 5).
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Les arcs à tirants seront exam inés pour les charges suivantes:
A )  charge radiale uniformément répartie  q n ’engendrant qu’une com pres­

sion Nq =  qR  (figure 4);

Fig. 3

B )  charge antimétrique p  =  p 2 sin 2 t ts /Z . Selon la co n d itio n /^  ci-dessus, 
celle-ci engendrera les efforts esquissés sïir la figure 5.

A la base de la méthode de Vénergie, nous avons déduit pour ces charges 
les équations fondam entales suivantes pour le travail intérieur et extérieur

[!] . P ]-
Le travail in térieur:

L t = û \  ds - |- Cl r
2 Jo ds

11

(2)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



1 6 2 L. KOLLÁR e t Z. GÁRDONYI

OÙ
d v j
ds

angle de torsion spécifique de l’axe des centres de cisaillem ent

<p rotation des sections autour de leur centre de cisaillem ent T  
Vf déplacem ent latéral des centres de cisaillem ent T.

(compression)

Fig. 5
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En vertu de la condition e) (B x =  oo), Vf peut être exprim é par cp, du 
fa it que la courbure latérale (ktx) e s t  nulle:

c ’est-à-dire

ht 9_
R

vT
1

R
cp ds ds К г ■ s +  K 2

(4)

(5)

( K t e t  K 2 étant des constantes d’intégration .)
Le travail extérieur s’exprimera, en cas de charge extérieure uniforme 

correspondant à la figure 4, par la form ule:

L e(q) =  qR <P2 ds +  ~ ~  ( i;  +  i2y +  e2) J |-̂ -j ds +

OÙ

(6)

t  —  h a u te u r  d u  p o in t d’ap p lication  de  la  charge q au-dessus du  cen tre  de c isa illem en t 
i x ,iy  —  ra y o n s  d ’in e rtie  de la section.

Enfin le travail extérieur de la  charge antimétrique représentée sur la  
figure 5 sera (tous les efforts étant exprim és par M ,):

t l \Le(P) =  ——
K

+  4 -

—  A J - — | i -
2 2

b2j y
dR

2 e -  d j x  -
V j y sin Я, s

s i n  Аз s  • <p2 ds +J 0
dcp
ds

ds — (7)

dcp d v TR  sin A, s ■ — —̂ 2 1 d s 
j о " ds ds

Les valeurs j x e t j y qui y  figurent son t des quantités calculables à partir 
des dim ensions géom étriques de l’arc (voir [1 ]).

Il n ’y  a, dans ces expressions du trava il, qu’une seule déform ation incon­
nue: la fonction de rotation cp. On doit donc choisir la fonction  <p de sorte qu’elle 
satisfasse les conditions d’appui. En égalisant ensuite les expressions du tra ­
vail intérieur et extérieur, on d éterm ine l’intensité de charge critique  
{N q =  qR, resp. M 2).
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3, Équations des conditions d’appui

3.1 A rc à deux tiran ts (figure 1)

A u x deux extrém ités de l ’arc (so it à s =  0 et s =  ï), les conditions 
su iv a n tes  devront être satisfaites (figure 6 ):

3.11. — Les extrém ités de l’arc ne se déplacent pas latéralem ent

W o  =  0  > (8a)
resp.

(vt)i — 0 . (8 b)
Vue latérale

Уие en plan

3.12. — Les extrém ités de l’arc peu ven t gauchir librem ent:

=  0 , (9a)

resp.

! d&T *_ \di(p\ + A
'd 2vT ï

\ ds 0 dsz jo R ds2 J
=

(d 2<p\ A d 2v T \

1 ds J ds2 ), R ds2 J 0 , (9b)

ou  — si elles sont raidies par des diaphragm es — leur gauchissem ent est 
im possible:

' d(p ’ 

ds ) о
W )  о — +

resp.

1

R B-
 

c"
c» 

4s
O

II O (1 0 a)

1
~R

dvj. ) = 0

ds Ji
(1 0 b)
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3.13. — Les deux sections extrêm es ne peuvent tourner que dans le plan  
horizontal, c’est-à-dire leur rotation dans le plan vertical est nulle:

dV;

resp.
ds

d V ;

ds

■ sin x0 — ((p)0 ■ cos x0 =  0 ,

• sin XI — ((p)i • COS Xi =  0 .

( l i a )

( 1 1 b)

3.14. — E nfin , à cause des deux tirants, les sections extrêm es ne peuvent 
tourner dans le plan horizontal que d’un angle identique:

dvn

ds
■ COS X 0 -j- (<p)„ • sin x0 ■

d v7 

ds ) I
■ COS X)  +  (<p)i • sin X i . ( 12)

3.2 — A rc à un tiran t (figu re  2 )

Les trois premières équations de conditions d’appui de l’arc à deux  
tirants: (8 ), (9) ou (10) et (11) dem eurent valables, mais la dernière condition  
(12) n ’intervient plus. A sa place, il faudrait exprim er que les sections extrêm es 
ne subissent pas l ’action de m om ents extérieurs dans le plan horizontal. 
A l’extrém ité s =  0, par exem ple, cette  condition s’écrit ainsi:

{M x)0 • cos x0 — (М , ) 0 • sin x0 =  0 (13)
où

M x e s t le m o m e n t f léch issan t a u to u r  de l’axe x
M t le  m o m en t de  to rsion .

Exprim ons les m om ents par les rigidités et déform ations correspondantes:

I d 2& \(B x ■ xTx) ■ cos x0 — IC • -(- Cx ------ L . sin ac0 =  0 . (14)
( ds2 J

É tan t donné que d’après nos suppositions B x =  сю et xtx =  0 , le produit 
figurant dans la première parenthèse est de valeur indéterm inée. P hysiquem ent 
cela signifie qu’en cas de n ’im porte quel m om ent de torsion M t engendré à 
l’extrém ité de l ’arc, M x aura toujours une valeur juste  suffisante pour sa tis­
faire la condition (14): l ’absence de tou t m om ent extérieur dans le plan hori­
zontal.

Cette quatrièm e équation de condition n ’ayant donc plus de sens à cause 
de B x =  oo et Хтх =  0 , doit être om ise. L’absence de tou t m om ent dans le 
plan horizontal sera assurée si on réduit la charge au minim um  selon les règles 
de la m éthode de l’énergie, procédé qui nous donnera autom atiquem ent un 
M t correspondant à l ’absence de contraintes.
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4. Choix de la fonction de rotation

La forme générale de la fonction  de rotation  rp perm ettant de satisfaire  
n ’im porte quelle condition  d’appui est la su ivante:

où

p a rtie  symétrique

9о =  cpj • sin A( s
i

+  V o  +  £  V p cos X p s
p

partie  antimétrique

+  Фр sin Ap s -f-
p

-f- Ф,- cos А,- s .

(pQ — constante 
i =  1, 3, 5 , . . .  (impair) 

p  =  2, 4, 6 , . . .  (pair)

K  — n - j -  (n =  P’ о-

(15)

(16)

Cette série con tien t la série Fourier com plète du dom aine de longueur l 
(les term es à indices 0 e t  p), mais il y  figure aussi des term es à indice avec 
lesquels elle représente, en som m e, la série Fourier com plète d’un dom aine de 
longueur 21. Si nous y  avons ajouté ces derniers term es, c ’est que la série 
Fourier du dom aine de longueur l approcherait très mal l’onde m i-sinusoïdale  
par exem ple (la form e de déversem ent de l’arc à deux articulations latérales), 
pour laquelle il su ffit de prendre le prem ier des term es à indice ,• pour avoir 
une solution exacte .

Les term es de la série (15) ne sont naturellem ent pas tous orthogonaux, 
m ais cela ne pose pas de difficultés de principe.

C’est pour plus de clarté que nous avons séparé les parties sym étrique  
(cpn) et antim étrique (Фп) de la série (15). En conservant cette  séparation, 
écrivons à présent les autres quantités de déform ation nécessaires.

D ’après la relation  (5):

R ± T
ds

et

R  • v T =

antimétrique

— 'S  cos A. s 
T  A,.

symétrique

- z f
P A p

cos Ap s -f-

— -----h 9>os] 4" ^  ~\ P sin ApS -j- -j- 1 sin А,- j
2 / p Ap i Àj

(17)

symétrique

— 'S  sin  A.- s -f- 
i A?

<p0 l ,.2 _ _ _ s  +  ç , ° _

— y <Pp

p  ^ p

cos A„ s

antimétrique

2  sin l P s + 
p a p

+
K J

+  K iS  —

Ф
'S  —— cos А,- s .

*  ц
(18)
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Dans l’expression (17), nous avons détaché de la constante d’intégration  
K 1 la p a r t ie —ç?0i/2, et dans (18), de K 2 la partie ■—K J /2 ,  afin qu’elles donnent, 
ensem ble avec les term es <p0s, resp. KyS, des fonctions antim étriques pures.

Les quantités de déform ation dont nous avons encore besoin peuvent  
s’obtenir par différentiation de:

dcp
ds

antimétrique

J ?  <Pi h  cos A, s -
i

2  TP '‘P SiD }'P S 
P

symétrique

+  У  Ф Р * P cos * P  s —
P

—- 2 *  Ф,- A; sin А,- S ,
(19)

d2 <p
symétrique

— q)j Af sin A, s —

— J ?  <Pp J-p COS Ap s 
p

antimétrique

— ^  Фр Щ> sin Лр s —
P

— ^  Ф, Af COS A; S .
( 20)

La séparation des parties q> sym étrique et antim étrique présente l ’avan­
tage de rendre év ident qu’il suffit de satisfaire les conditions (8 ), (9) resp. (10), 
et (1 1 ) à l’une des extrém ités de l'arc, la condition se trouvant par là même 
autom atiquem ent satisfa ite à l ’autre extrém ité.

On voit donc qu’en cas de satisfaction  de la condition (8 a), (8 b) sera 
autom atiquem ent satisfa ite, qu’on ait choisi un q, sym étrique ou antim étrique.

La situation est analogue pour la condition (9): si la condition (9a) est 
satisfa ite, celle (9b) le sera égalem ent, du fait que les valeurs correspondantes

d 2q  d 2vT q> 

ds2 e ds2 ~  R

(obtenues l’une de l ’autre par intégration) sont à la fois sym étriques ou à la 
fois antim étriques [cf. (15) et (20)]. La même considération est valable pour 
(1 0 a —b).

Quant à ( l i a —b), on peut établir que, des deux quantités correspon­
dantes d v jd s  et q>, l ’une est sym étrique et l ’autre antim étrique. A insi, si l ’on 
satisfa it (H a ), (11b) subira un changem ent de signe. Mais celui-ci est com pensé 
par le fa it que sin a; =  — sin a 0, à cause de a; =  — a 0. Par conséquent, il 
suffira encore de satisfaire l'une seulem ent des deux conditions ( l i a —b).

E nfin la relation (12) se rapportant à l’arc à deux tirants est toujours 
satisfa ite en cas d’un cp antim étrique, car alors

(<P)i =  -  Ы о
dvT I dvT
ds t \ ds ,
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(ce tte  dernière fonction  étan t sym étrique), et oc; =  — a 0. Mais en cas d’un <p 
sym étrique, le côté gauche doit être égal à zéro (et du même coup le côté droit 
s ’annule), ce qui correspond au cas d’encastrem ent latéral.

Les parties de déform ation sym étrique et antim étrique n ’ont permis de 
satisfa ire, chacune séparém ent, les conditions d’appui, que parce que celles-ci 
son t homogènes. D ans ce cas, si l ’on désigne la  quantité correspondante de la 
com posante de déform ation sym étrique par A  et celle de l’antim étrique par B , 
on obtient en effet des équations de forme

A  B  — 0 à s =  0

et

A  — B =  0 à s =  l

qui ne peuvent être satisfa ites que si A  =  B  =  0, c’est-à-dire si les deux  
parties de déform ation sym étrique et antim étrique satisfont, chacune séparé­
m ent, l ’équation de cond ition  à s =  0 , mais ainsi la condition se trouve déjà 
autom atiquem ent sa tisfa ite  aussi à s =  l.

En cas d’équations de condition d’appui inhomogènes, il faudrait traiter 
ensem ble les parties sym étrique et antim étrique et satisfaire l’équation à 
s =  0  aussi bien qu’à s =  l.

5. Applications de la  méthode

Le mode d’application  de la m éthode exposée est présenté pour un voile  
en arc aux dim ensions v isib les sur la figure 7, com portant un ou deux tirants 
e t soum is à une charge radiale uniforme (figure 4) ou antim étrique, répartie 
selon  une loi sinusoïdale (figure 5). L’extrém ité de l’arc est considérée chaque 
fo is com m e pouvant gauchir librem ent.

Notre but é ta n t avan t tou t d’établir des com paraisons et d’offrir des 
résu ltats approchés, on se bornera à un nom bre minime de param ètres libres: 
en cas de charge uniform e à 1  paramètre et en cas de charge antim étrique à 
1  param ètre libre pour la com posante de déform ation sym étrique et 1  autre 
param ètre pour celle antim étrique.

Nous voudrions aussi faire voir l’in térêt qu’il y  a à choisir convenable­
m ent les termes à considérer dans la série (15) de la fonction  de rotation <p, 
car on peut améliorer (ou affaiblir) ainsi notablem ent la convergence, c’est-à- 
dire il faudra considérer beaucoup moins (ou beaucoup plus) de termes pour 
arriver à l’exactitude nécessaire.
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5.1. —- A rc à deux tirants 

5.11. — Charge radiale uniforme

E n cas de deux tirants, la déform ation symétrique correspond à celle  
produite en cas d’encastrem ent latéral. N ous avons déjà résolu ce problèm e  
dans [1 ] e t obtenu com m e résultat — avec un seul param ètre libre — N cr =  
=  123,0 Mp (voir ligne a du Tableau II).

A ---------A

h=4cm

b-1i50im.

d=40cm E=360M p/cm 2 
G -  750  M p/cm 2

Fi g.  7

Il nous faut exam iner à présent la déform ation antimétrique. En su b sti­
tuant la partie antim étrique de (15) dans les conditions d’appui (8 a), (9a) et 
( l ia ) ,  nous reçevons les trois équations su ivantes:

- y 0 i V  +  4 г ^ ф ' =  0 ’i №  i

— y  ~  +  K ij sin x0 — Ф,| • cos x0 =  0  .

(21)

( 22)

(23)
1

R
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Comme nous l’avons déjà dit, la condition d ’appui se trouve autom atiquem ent 
sa tisfa ite .

Pour n ’avoir qu ’un paramètre libre au cours du calcul, il nous faut adop­
ter, pour qj, une expression contenant quatre param ètres. En choisissant les ter­
m es, il faut prendre garde à ce qu’ils n ’introduisent pas de contraintes supé­
rieures aux conditions d’appui réelles. N ous adopterons donc deux com binai­
sons contenant les term es suivants:

a ) 0  term e des Ф
'  p

3 termes des Ф.

K \  [voir (17) —(18)],
et

b) 1 terme des Ф 

2 termes des Ф

E n substituant ces expressions de rp dans les expressions de travail (2) et (6 ) 
et en égalisant le travail extérieur et intérieur, on obtient les forces de com ­
pression critiques figurant dans les lignes a )  et b) du Tableau I.

5.12. — Charge antimétrique

On sait de [2] que pour cette charge, il nous faut adopter une fonction  
de déform ation contenant en même tem ps une partie sym étrique et une autre 
antim étrique, autrem ent le travail extérieur sera nul. N ous choisirons donc de 
la série (15) de <p un nombre de term es te l qu’après la satisfaction des con­
d itions d’appui, les deux parties de déform ation sym étrique et antim étrique  
aient chacune un param ètre libre.

Au paragraphe 5.11., nous avons déjà substitué la déform ation a n ti­
m étrique dans les équations de condition  d’appui (8 a), (9a) et ( l i a )  (voir 
form ules [21) — (23)]. Il n ’y  a donc que la partie symétrique à substituer dans 
les trois équations ci-dessus et dans (12). On reçoit alors les quatre équations  
su ivantes :

Ko — У  =  0  
Pp  л р

y
p

P„
1

R 2

1 V 4>i <Pol )
R i h 2

1 y % n 1
R ? Л- 2

+  ^  <Pp
p

sin a 0 — jÇ’o +  2 Ï  cos a 0 =  0  >

cos a 0 -j- <Po +  J ?  <pp| sin a0 =  0 .
p

(24)

(25)

(26) 

(27)
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Les termes de cp doivent être choisis d’une façon telle  qu’on n ’exclue pas 
inutilem ent des déform ations qui seraient permises dans les conditions d’appui 
existantes. C’est seulem ent ainsi qu’on peut espérer ne pas recevoir une charge 
critique dépassant de beaucoup la valeur réelle. On y  arrive, par exem ple, au 
m oyen des com binaisons suivantes:

d)  symétrique: 2 termes des (p i

0 terme des фР
K 2 =  0

<p*1 =  0

antimétrique: 0 term e des Ф
V

3 termes des Ф,

K 1 •

e)  symétrique: 2 termes des 'Pi

0 terme des <pp

K 2 =  0

Фо =  0

antimétrique: 1 terme des Ф
P

2 termes des Ф
i

K 1 *

En les substituant dans les expressions de travail (2) et (7) et en réduisant la 
charge critique au m inim um , on reçoit les résultats figurant dans les lignes
d )  et e )  du Tableau I.

5.2. — A rc à un tirant

Les équations de condition d’appui de la déform ation sym étrique sont 
identiques aux équations (24), (25) et (26) de l ’arc à deux tirants. [L’équation  
(27) ne figure pas ici, puisqu’elle exprim ait la contrainte due à deux tirants.]

Par contre, en cas de déform ation antim étrique, les solutions concordent 
parfaitem ent avec celles de l’arc à deux tirants, les m êm es conditions d’appui 
étant valables pour l’un et l ’autre cas [équations (21), (22), (23)].

5.21. — Charge radiale uniforme

Une des sortes possibles de la déform ation sym étrique est celle où les 
sections extrêm es n ’effectuent pas de rotation dans le sens horizontal. Cela 
correspond à l’encastrem ent latéral et nous conduit à la solution  déjà vue chez 
l’arc à deux tirants (voir ligne a du Tableau II).
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Mais ce qui d istingue précisém ent les arcs à un et à deux tirants, c’est 
qu ’en cas de déform ation sym étrique, les sections extrêm es des premiers 
p eu ven t tourner l’une par rapport à l’autre dans le plan horizontal. Comme 
exem ple d’une déform ation n ’entravant pas inutilem ent les m ouvem ents des 
sections extrêmes de l ’arc, citons la com binaison suivante:

c) 1  term e des ç?,-

9>o
1  term e des <pp

K 2.

On reçoit ainsi, en effe t, une charge critique nettem ent plus faible que dans la 
so lu tion  a)  (voir ligne c du Tableau I).

La déform ation antimétrique nous conduit aux solutions déjà vues chez 
l ’arc à deux tirants (voir lignes a et à du Tableau I).

5 .2 2 . — Charge antim étrique

On devra adm ettre une déform ation contenant une partie sym étrique  
e t une autre antim étrique, avec un seul param ètre libre dans chacune d’elles:

f )  symétrique: 2  term es des cpi
antimétrique: 2  term es des Ф,-

K l

Le résultat est indiqué dans la ligne f )  du Tableau I.

6. Interprétation des résultats

Du Tableau I, il ressort qu’on obtient des résu ltats num ériques très 
divers suivant le ch o ix  des term es de la fonction q>. Comme la m éthode de 
l ’énergie de déform ation ne peut donner que des valeurs supérieures à la charge 
critique réelle, c’est le  résultat le plus faible num ériquem ent qui approchera 
le  p lus la valeur exacte . On voit que le choix opportun de (p im porte au cas 
m êm e d’une solution  programmée sur une calculatrice électronique, car la 
convergence devient alors beaucoup plus rapide.

Au Tableau I I  nous avons indiqué, à titre de com paraison, les solutions 
antérieures relatives à des voiles en arc dont les extrém ités ne peuvent effectuer 
aucune rotation en torsion [1], [2]. N otons encore que m algré leur forme 
analogue, les fonctions de déform ation sym étrique figurant dans la ligne f )  
des Tableaux I et I I  ne sont point identiques, la relation entré les coefficients 
é ta n t imposée par des équations de condition d’appui to u t à fa it différentes 
dans les deux cas.
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D ’après des considérations pratiques, les charges critiques des voiles en 
arc à tirants doivent se placer entre celles des vo iles en arc encastrés et celles 
des voiles articulés latéralem ent. N aturellem ent, les charges critiques de l ’arc à 
deux tirants doivent être supérieures à celles de l’arc à un tirant. Les contrain­
tes d’appui de l ’arc à d eu x, resp. à un tirant sont en effet sem blables à celles 
de l ’arc encastré, resp. articulé.

C’est qu’en cas de déform ation sym étrique, l ’arc à deux tirants se trouve  
dans la même condition  que l’arc encastré et son appui n ’est plus faible que 
parce que ses sections extrêm es peuvent tourner antim étriquem ent aussi dans 
le plan horizontal.

L’arc à un tiran t est, en revanche, appuyé plus rigidem ent que l ’arc 
articulé, car bien que ses sections extrêm es puissent tourner librem ent autour  
de l ’axe vertical, — ce qui signifie la  rotation  en torsion et la rotation en  
flex ion  latérale sim ultanée des sections — ces deux rotations correspondant 
à des formes de déversem ent de côté opposé, s ’entravent m utuellem ent. A insi, 
bien que les sections extrêm es ne soient pas fixées contre les rotations en tor­
sion. l ’appui sera plus rigide que si l ’arc éta it latéralem ent articulé.

Toutes ces considérations sont en parfait accord avec les résultats relatifs 
à la charge radiale uniform e, qui sont résum és dans les T ableaux I et II . En ce 
qui concerne cependant la charge antimétrique, il y  a lieu de faire encore quel­
ques considérations supplém entaires:

D u Tableau I I , il apparaît que la convergence est m oins bonne qu’en  
cas de charge radiale uniform e. C’est pourquoi nous avons indiqué aussi, en 
plus des résultats c) et e)  obtenus avec 1  -b 1  param ètres, ceux d )  et f )  calculés 
avec 2 -J- 2 param ètres libres, et qui approchent déjà la valeur exacte. (Ici, 
l’arc encastré a été supposé muni de diaphragm es, car on ne trouve pas d’autre 
solution en [2].) On p eu t donc s’attendre à ce que le m om ent M 2 critique des 
arcs à tirants sera aussi sensiblem ent plus faible si l ’on considère plus de term es 
dans la série des cp.

La valeur M 2Cr de l ’arc à deux tirants est en effet plus petite que celle 
du m om ent critique (calculé avec 1  +  1  param ètres) de l’arc latéralem ent 
encastré, mais le M 2cr de l ’arc à un tirant sera d’une valeur inférieure à celle 
de l ’arc articulé.

Ce résultat contraire à notre raisonnem ent précédent s’explique par le 
fait que la contrainte em pêchant la déform ation antimétrique est moins forte  
chez l’arc à un tirant que chez celui à articulations latérales. Or, en cas de 
charge antim étrique, le rapport du travail (intérieur) de la déform ation anti­
m étrique à celui de la déform ation sym étrique a été plus grand chez l’arc arti­
culé que chez l ’arc à un tirant. Ainsi, le travail de la déform ation sym étrique 
aura beau être plus grand chez l ’arc à un tirant que chez l’arc articulé, il im por­
tera davantage que le trava il de la déform ation antim étrique est d’une valeur  
nettem ent inférieure.
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Tableau I

Charges critiques des voiles en arcs à tirants

9
Arc à deux tiran ts Arc à un tiran t

sym étrique antim étrique

a) — Фj cos А,- s ( -f K t )
1,3,5

N cr — 153,1 M p N cr -  153,1 M p

Charge radiale 
uniforme b)

Ф; COS S +
1,3

-f- Ф2 sin Aj s  ( +  K x)
N cr — 67,44 M p N cr — 67,44 M p

c) <fo +  <Pl sin Aj s +  
+  cos 2̂ s (+-К г)

— - N cr - 10,61 M p

d) V  cpi sin s
1,3

+  Ф; cos « (+ -K i)
1 ,3 ,5

M 2cr — 128,7 M p m

Charge
antim étrique

e) У? (fi sin А,- s
1,3

+  £  Ф, cos A,- s 4-
1,3

4- Ф2 cos Aj s  (4 - K j)
M 2cr — 65,3 M p m —

/ )  -1' 'Pi sin А,- s
1.3

+  Ji,’ Ф, cos Aj s (4- i f j )
V

— M cr =  15,9 M p m

1
7

4
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Tableau II

Charges critiques des voiles en arc aux extrémités f ixées contre toute rotation en torsion

»

sy m é triq u e a n tim é tr iq u e

a rc  à  d iap h ra g m e s  à 
e n c as tre m e n t la té ra l

a rc  à  e x tré m ités  lib res 
à  e n c as tre m e n t la té ra l

a rc  à  e x tré m ité s  lib res 
à  a rt ic u la tio n  la té ra le

a) У }  (pi sin Aj S
1,3 — — N cr = 1 2 3  N p —

Charge radiale 
uniforme Ь) (p l  sin A j S — - — N cr =  3 , 9 9  M p

c) 2  V p  cos ^ p  s +  J Î 7  Ф п  sin Л „ S
2,4,6 ^  У

M ur =  8 9 , 3 9  M p m — —

d) £  <Pp cos Ap s +  S  ф р s in  Я S
2,4,6,8 Г Г

M 2cr =  6 2 , 1 0  M p m — —  ■

Charge
antim étrique e) sin A j s -f- Ф г  sin Я2 s - — M scr =  1 9 8 , 5 3  M p m

f )  . V  (p,- s in  Aj s
1,3

+  y j  Ф 0  sin A„ s
2,4 ” ^

— — M 2cr =  3 3 , 5 5  M p m

■<1
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Toutes ces com paraisons m ontrent que l’influence des différents m odes 
d ’appui des voiles en arc constitue un problèm e assez com plexe et qu’il fau t 
considérer bien des facteurs si l ’on v eu t aboutir à des conclusions qualitatives  
sans calcul.
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Lateral Stability o f Shell-Arches w ith Tie Rods. Lateral stab ility  o f shell-arches w ith  free  
or diaphragm  ends and w ith  one or two tie  rods is investigated under the effect o f  uniform ly  
distributed, as well as antim etric loads, by the aid of the energy m ethod. The practical choice  
o f  th e  deformation function  is treated. A num erical exam ple for a shell-arch w ith a free end, 
and w ith  one and tw o tie  rods is presented.

Seitliche Stabilität der Schalcnbogen m it Zugbändern. E s wird die seitliche S tab ilitä t von  
Schalenbogen m it freien oder D iaphragm en-Enden, m it einem  oder zwei Zugbändern, für die  
F älle  von  gleichmäßigen radialen und antim etrischen B elastungen, m it H ilfe der Energie- 
M ethode untersucht. D ie  zweckm äßige A usw ahl der Form änderungsfunktion wird erörtert. 
E in  numerisches Beispiel für einen Schalenbogen m it freien Enden und m it einem  und zw ei 
Zugbändern wird vorgeführt.

Боковая устойчивость изгибу оболочечных сводов со стяжным поясом (Л. Коллар, 3. 
Гардони). В работе исследование боковой устойчивости изгибу оболочечных сводов со 
свободным и диафрагмовым концом, имеющих один или два стяжных пояса, показано 
для случая радиально действующей, а также антиметрически действующей нагрузки с 
помощью энергетического метода. Рассматривается вопрос целесообразного подбора 
функции деформации. Приводится числовой пример для оболочечных сводов со свобод­
ным концом и с одним и двумя стяжными поясами.
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APPLICATIONS OF THE METHOD 
OF FIXED POINTS

K. SZM ODITS
DOCTOR O F TE C H N . SC.
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[M anuscript received N ovem ber 21, 1967]

The m ethod of fix ed  points known from  the theory  of continuons girders is adopted  
to the deteim ination  o f th e  natural frequency and critical axial load of continuous girders. 
The procedure consists in checking of the assum ed frequency and critical forces by constructing  
the fixed  points. The estim ated  fixed points are precise if  in the course of determ ination of 
the fixed  points the fix ed  poin t o f the la st span fa lls on the exterior support and, thus, the  
deflection of the girder does n ot require an exterior m om ent. The m ethod m ight he extended  
to  the analysis o f fram e structures w ith fixed  or m ovable jo in ts as w ell as to the determ ination  
o f stresses occurring in  fram e structures contain ing hars subjected to repeated load.

1. Introduction

Th e period o f th e  developm ent o f  structural statics is characterized  
in  the first h a lf o f th e  last century b y  the geom etric w ay of looking and b y  
th e  graphical m ethods o f solving structural problem s. In th a t tim e structural 
sta tics bore the nam e graphical statics and having had elim inated all arith­
m etica l operations ou t o f the design work one endeavoured to  solve theproblem s 
com pletely  b y  geom etric drawings. In troduction  o f m onolithic reinforced con­
crete structures w hich could not be designed w ith  the graphic m ethods used  
until then, d iverted the structural sta tics in  arithm etical direction and  
gradually ousted graphical procedures, w ith  th e  exception  of the Cremona 
diagram and the fix ed  point m ethod applied to  the design of continuous 
beam s being described also in the u p -to -d ate  civ il engineering m anuals, but 
not y e t adopted for large-scale use.

The fixed  p oin t m ethod had been developed by C u l m a n n  and R i t t e r  

in  the last century, and generalized b y  S it t e r  for th e  analysis o f frame struc­
tures in the tw enties o f  our century. D evelop m en t o f the fixed  point m ethod  
has been carried out w ith  geom etric considerations follow ing from the con­
struction o f the elastic line as a funicular diagram . B y  th is m ethod all values 
are determ ined graphically, om itting every  arithm etic operation, included  
plotting of vectors calculated. Owing to  th is  restriction the procedure is 
com plicated and cannot be generalized for solving other problems. Further 
inadequacy o f the m ethod  is that the m om ent diagram to be determ ined is 
to  be constructed as th e  sum  of the m om ent diagram s o f each loaded span.
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The deficiencies m entioned o f th e  fix ed  point m ethod m ay be elim inated  
and a m odernized form o f this procedure would be appropriate for so lv ing  
n ot on ly  structural, but also dynam ic and stab ility  problem s. A dvantage o f  
th is  m ethod is th at drawing work is proportionate to  the num ber o f the unknow n  
m om ents, while th e  solution b y  m ethods solving d irectly or ind irectly  th e  
equations w ith three or four m om ents requires an am ount o f work being pro­
portionate to the square of the num ber o f the unknown values. A  further  
b en efit o f the m ethod is th at the final rotation  of the end o f each bar is d irectly  
given  b y  the m ethod and thus the fu lfilm en t o f the deform ation and equilibrium  
conditions m ight be readily checked. Graphic procedures are significant also  
from  the didactical view point, because avoiding the abstract arithm etical 
operations it  m akes understanding easier by geom etrical and m echanical 
dem onstrations.

2. Description o f the method

In the follow ing the dynam ic and stab ility  applications o f  th e  fix ed  
p oin t m ethod w ill be presented. Let us consider a sim ply supported beam  su b ­
jected  to  an axial force P  and a dynam ic end m om ent Mf, cos (ot (F ig. 1).

B y  assum ing th at v(x, t) =  v(x) • cos (ot, the equilibrium  o f an elem ent 
o f unit length and of a mass fi w ill be expressed by the follow ing differential 
equation

Elv"" (*) -  uw2 V (x) +  Pv" (x) =  0 (1)

where the first term  is a force due to  the flexural resistance o f the elem ent, 
th e  second th at due to the mass inertia , and the third a force norm al to  the  
axis o f the beam , due to the axial load.

One o f the solutions of equation (1) is

V (x) — Cx sinh m 1 x  -(- C2 sin m2 x ( 2 )
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■where m 1 and m 2 are positive values. Substituting (2) in to  (1), it will be evident 
th at (2 ) is a so lution  in case when

m\ —

, 2  _

p 2  , P
Г

p
E l  1 [ 2  E l J E l  ’

flCO* , 1 
TPT

P
О  T7T ) * +

P
TPT

Constants satisfy ing  the boundary conditions
v(0) 0 , w"(0 ) =  0 , and v(l) =  0 , EIv"(l) =  M b
of the sim ply supported beam  are:

Сг =
M h

C2 =
E l  (m \ -\- m |) sin m21E l  (m \ -j- m|) s in h m /1 

Introducing th e  parameters

Â  — тИу, A2 — m2,

and considering these constants, the rotations o f the ends o f the beam w ill be 

M b I t  Ax cosech Aj — A3  cosec A2 M b l
<Pa =  «' (»)

4>ь =  — «' ( 0

E l Ч  +  Ц.
V (^i ■ ^2 ) »

M b l I Ax coth At — Аз cot A2

E l A? +  A| E l

E l

9s (A ! • A2).

In the particular case when P  =  0,

(3)

m, =  m, =  1 / - | £ -  and Aj =  A2 =  A,

and equations (3) take the following forms:

<Pa

<Pb =

M bl 
E l  

M b l 
E l

cosech A — cosec A
2 A

coth A — cot A

M bl
E l

2 A
M b l ...

--------9> (A) .
E l

(4)

And in the particular case when the beam  is not subjected to  dynam ic but only  
to  static end m om ent M b, equation (1) takes the form

EIw"" (x) +  Pv" (x) =  0 .  (5)
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One of the solutions o f th is equation is

v(x ) =  C1 sin kx  -f- C2x,
where

E l

Constants satisfy ing the above boundary conditions are

M b „  M h
c i = P  sin kl

R otation s of the ends o f beam  will be:

C , =  -
P

M bl
1  Í 1 1 M bl

Ta
E l и \ sin и u E I

M bl 1 1 1 M bl
Tb

E l u II tg  и E I

y j(u ) ,

cp{u).
( 6)

In  v iew  of sim plification o f the calculations, functions (3) and (4) of the param ­
eters A2, and A respectively , and function  (6 ) o f the param eter u m ight 
b e tabulated  in a chart.

N ow  we consider a sim ply supported girder (Fig. 2) o f a span o f unit 
len gth  subjected to the dynam ic end m om ents M a cos cot and M b cos cot. The 
rotations of the ends o f  beam  cpa and cpb should be proportionate to  the vectors 
a ' and b', respectively, cu t out o f the so-called base lines, being at a distance  
X from  the supports, b y  the closing line o f the m om ent diagram connecting  
th e  end points o f the ord inates o f the m om ent diagram M a and M b. S tarting  
from  this condition w e define the value o f a.

According to  w h a t was said above, (3), (4) and (6 ) are form ulas of 
sim ilar structure:

^ y 3- = c f M a +  VM h,

FT <7 )
Æ l L  =  <pM b +  y>Ma.

From Fig. 2 one can see that

a' =  (1 — a) M a +  x M b , 

b’ =  ( 1  -  x) M b +  aM „.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



APPLICATIONS OF TH E METHOD OF FIXED POINTS 18!

From the in itia l condition and from (7) and (8 ) follows:

and from here

V_
<P

a = V .
<P +  V ’

l - a  = У

У +  V
(9)

Introducing (9) in to  (8 ) and taking (7) in to  consideration one obtains

a' =  — —---- M a -f- V M h =
E I

у  +  v  у  +  у  K<p +  y>)
<Pa =  e<Pa 1

v  =  - * — M b +  ^ L мп = E I

<p +  у  <p +  у  “ K<p +  v>)

i f  £0 =  0 , i.e . s ta tic  end m om ent is applied, then

1 , 2 E I
a. = ----- and о = --------

3 l

n  =  Q(pb ■

Accordingly th e  vectors a' and b' cut ou t o f  the base lines defined b y  
oc =  ipl((p +  xp) are proportionate to  the rotations o f ends o f beam  <pa and cpb 
respectively, and th e  proportionality factor is

E I
e  = ------------- •

K<p+v>)

In case when a  is positive, th e  distance cd defining the position o f the  
base line should be m easured towards the span, and if  a is negative, it should  
be brought up in th e  opposite direction.
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The vectors a' and b' are called rotation  vectors. These are turning in  
th e  sam e sense about th e  corresponding nodal point as the rotations o f  the  
ends o f beam . The position  o f the arrows o f the rotation vectors are indicated  
in F ig . 3 in dependence o f  the signs o f  g and a.

a positive  a negative

I f  the closing line o f  the end m om ents is given in one of the spans, then  
in th e  following span o f the continuous girder the closing line should be drawn 
further so th at the rotation  of the end sections <pb o f the to adjacent spans 
should  be the sam e. Proportion o f th e  rotation vectors and b 2, satisfy ing  
th is condition, is (F ig. 4):

E I 2 <pb

К  =  l2 ? 2 +  y 2 _  k h  У1 +  У1 _ k
b[ E I i <Ръ 1.2 J2 q>2 +  y>2

к  Ti +  Wi
w here <pv  and q>2, tp2 are related to  th e  span к  and l2, respectively.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



APPLICATIONS OF TH E METHOD OF FIXED POINTS 183

From Fig. 4 it  is to  be seen th a t  the relation b2lb{ =  k 12 ex ists, the clos­
ing lines intersect th e  straight o f  th e  girder in the fixed  points F 1 and F 2, 
independently o f th e  value of Mb. D efin ing the positions o f  th e  fixed  points b y  
drawing should be carried out in th e  w ay shown in Fig. 5, nam ely , advancing 
from  the left to the right, starting from  each defined fixed  p o in t by the aid of 
a new  closing line and unit rotation  vector the n ext fixed  point should be 
determ ined.

The closing lines drawn through the static fixed  points give the m om ent 
diagram  of the end m om ent, w hile th e  m om ent diagram drawn through the  
dynam ic fixed points is called linear m om ent diagram w hich gives the support 
m om ents within each span; but th e  m om ent does not change linearly, conse­

quently  the fixed  points are here n o t zero points, and the linear m om ent 
diagram  needs correction.

The fixed points belonging to th e  frequency со =  0 are sta tic  fixed  points 
and if  со will be gradually increased, th e  fixed  point of the exterior span comes 
nearer to the support, and at a va lu e  co1 falls u p o n .th e  exterior support. 
A ugm enting further th e  value o f th e  frequency со, the fix ed  point recedes 
from th e support up to  th e  infinite p o in t o f th e  straight o f th e  beam , returning 
wherefrom it falls again on the exterior support at a value co2. B y  continuing  
this procedure further on, the values a>3, co4, . . . m ight be defined. Since the  
beam  will be deflected  under the effect o f the vibrations o f  th e  frequencies 
cov  co2, cos, . . . also w ithout an excitin g  end m om ent, the frequencies cov  co2, 
co3, . . . are the natural frequencies o f  the beam . The fixed  poin t overlapping  
the exterior support m ight be given such an interpretation th a t the closing 
line o f  an end m om ent o f any m agnitude drawn through th is fixed  point, 
engenders infin itely  great support m om ents at the interior supports, conse­
quently  resonance effect is existing.

Also in considering buckling, th e  critical force P  is determ ined by the  
condition that from all fixed  points determ ined by the aid o f  th e  parameters 
xn and kmn belonging to  the value и =  l / f F / E I  that of the exterior span should 
fall upon the exterior support. N am ely , in th is case the beam  w ithout end
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m om ent will be deflected only under th e  effect of the axial load, i.e ., it  suffers 
buckling.

I f  the axial force P  and the v ibration  of frequency ft) are acting at the  
sam e tim e, the coincidence o f the exterior fixed point and exterior support

has again to be fu lfilled  w ith  form ulae (3), by assum ing in case o f fixed  P  
appropriate a  frequency, and in case o f fixed  ft), appropriate P  value.

The procedure is applicable not on ly  for the determ ination o f the critical 
load  and natural frequency o f continuous girders, but also o f frame structures 
w ith  fixed  or m ovable jo in ts, as w ell as for defining m om ents due to  static  
or dynam ic loads b y  introducing new  fixed  points depending on the load.

3. N um erical examples

1) As an exam ple we determ ine the first natural frequency o f the continuous girder 
of tw o  spans shown in F ig . 6. Be ZL =  Z2 =  5,0 m; 1г =  I 2 =  I  and thus k l2 =  1, further we

4 _______
assum e b y  estim ation =  0,907 E I/jli,X  =  5,0 /0 ,9 0 7  =  3,4. Correspondingly ç?(A) =  — 0,409, 
\p(X) =  — 0,585. From th is a  =  0,589.

The fixed point F.z fa lls on the support C, therefore the assum ed (Ox is the first natural 
frequency.
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2) Let determine the second natural frequency of the sam e girder. Be со2 =  0,972 EI/fi •

■ A =  5,0 /0 ,9 7 2  =  4,46. To this belong rp(X) =  0,083, y(A) =  — 0,118. From this a  =  3,28. 
Graphic construction is to  be seen in Fig. 7.

The fixed point F., fa lls upon the support C, therefore the assum ed oj2 is the second  
natural frequency.

3) L et determine th e  critical load P k o f the second span o f the same girder. Be the
estim ated  critical load P k =  14,7 £ 1 /2 , this y ie ld s и =  /1 4 ,7  =  3,83. To these belong Ф(и) =  
=  — 0,251, y>(u) =  — 0,481.

This yields a  =  0,6 6, k n  =  0,500/(— 0,732) =  — 0,68. Since the number g2 is negative, 
according to  the in terp reta tion  rule of the rotation  vectors the vector fe12 should be brought 
up in a w ay that its arro w  should be on th e  straight o f  the beam  (F ig. 8).

The fixed  point £ 2 fa lls  on the support C, accordingly the assum ed force P k is th e  
critical force.

1. H o h e n e m s e r —P r a g e r : D yn am ik  der Stabw erke. Springer Verlag, Berlin

Anwendungen des Festpunktverfahrens. D er Verfasser benü tzt das aus der Theorie der 
durchlaufenden Träger bekannte Festpunktverfahren zur E rm ittlung der Eigenfrequenz und  
dur kritischen A xialbelastung der Darchlaufträger. D as Verfahren besteht aus der 
K ontrolle der abgeschätzten W erte der Schw ingungszahlen und der kritischen K räfte durch 
graphische Erm ittlung der Festpunkte. Die angenom m enen W erte sind nur im Falle richtig, 
w enn der Festpunkt der le tz ten  Öffnung im L aufe der F estpunkterm ittlung auf das E ndaufla­
ger fä llt , und die B iegung des Trägers kein äußeres E ndm om ent erfordert. Das Verfahren 
kann auch auf die Untersuchung der verschiebbaren und unverschiebbaren Rahm entragwerke 
sow ie auf die E rm ittlung der Beanspruchungen der Rahm entragw erke erstreckt werden, 
die durch periodische B elastungen  angegriffene Balken enthalten .

Applications de la m éthode des foyers. La m éthode des foyers, connue de la théorie  
des poutres continues, est appliquée à la déterm ination des fréquences propres et des charges 
axiales critiques des poutres continues.

Le procédé consiste à contrôler les fréquences propres e t  forces critiques estim ées par 
une construction graphique des foyers. Les valeurs estim ées son t correctes si, au cours de la 
construction des foyers, le foyer de la travée de rive coïncide avec l ’appui de rive, de sorte 
que la flexion  de la poutre ne nécessite pas un m om ent à son extrém ité.

Le procédé peut être é ten du  aussi à l ’analyse  de portiques à noeuds fixes ou à dépla­
cem ent latéral, ainsi qu’à la  déterm ination des so llicitations de portiques contenant des poutres 
soum ises à des charges périodiques.

F ig .  8

R E F E R E N C E
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Области применения неподвижной точки ( К . Слюдич). В работе метод неподвиж­
ной точки, из вестный из теории неразрезных балок, применяется для определения частоты 
собственных колебаний и критической осевой нагрузки неразрезных балок.

Метод состоит из проверки оцененных частот колебаний и критических усилий 
путем построения неподвижных точек. Оцененные данные являются правильными в том 
случае, когда во время построения неподвижной точки неподвижная точка последнего 
пролета лежит на крайней опоре и, таким образом, изгиб балки не требует приложения 
внешнего конечного момента.

Метод можно распространить для анализа неподвижных и смещающихся узловых 
рамных конструкций, а также для определения нагрузки рам, содержащих балки, на­
груженные периодически действующими нагрузками.
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MODEL STUDIES ON RETAINING WALLS

F. KOVÁCSHÁZY*
D R. ENG. SC.

[M anuscript received January 23, 1968]

In  connection w ith  studies aim ing at the im provem ent o f design procedures for retain­
ing wall m odels, tests have been performed on several types of these structures. A  report on the  
tests and the results obtained w ith  ribbed, cantilever type walls is given  in the present paper. 
Theoretical assum ptions were verified by the test results. From the behaviour o f ribbed, can­
tilever ty p e  retaining w alls reliable conclusions could be drawn on the influence o f surface 
roughness and spacing of the ribs. The original device developed for observing contact pressures 
proved successful in the tests  and appears to be applicable to prototype structures as well.

1. Introduction

Together w ith  theoretical studies on structural design problems [1] 
associated w ith retaining wall m odel, studies and tests have been performed. 
In the m ajority of cases retaining w all m odels of more in volved  design, rotat­
ing about one of their lower corner points were tested . The objective of these  
tests w as to observe th e  behaviour o f different retaining w all typ es under 
identical conditions o f  load. Observations included the determ ination o f con­
ta c t pressures, as well as o f rotation and settlem ent — due to  th e  acting load — 
of the m odel. R ather than  on accurate num erical values, th e  m ain interest in 
these experim ents was centered on determ ining ratios betw een displacem ent 
and load transm itted to  the soil for different retaining w all typ es, and on 
observing the effect o f  structural design changes on the behaviour of the  
structure under load. T hus, in the case of ribbed retaining w alls th e  variables 
studied included the num ber, m agnitude, shape and surface roughness of ribs 
and observations were extended  to  the varying influence o f stab ilizing elem ents 
arranged betw een the ribs. In the case o f crib w all-type m odels th e  silo effect 
of filling m aterial betw een  tw o longitudinal grillage m embers and the effect 
of using stabilizing elem ents were studied.

Model scales were selected  to produce, if  possible, failure conditions in 
the soil during the te s t , tak ing also into consideration the resulting dimensions 
of the m odel and th e  available loading facilities. The com binations made

* Address: B udapest I. Uri u. 64— 66 (FÖM TERV), Hungary
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possib le and the application  o f stabilizing elem ents served the purpose of 
perm itting  detailed stu d ies and observations on th e  m odel in the condition  
preceding failure.

A  high degree o f  accuracy was aim ed at during com putations and obser­
v a tio n s  alike with th e  objective o f collecting inform ation and data for the  
developm ent of m odel law s for m odel tests serving sim ilar purposes.

2 . Equipment used in the tests

The models used  were about 40 cm high. The ratio o f height to length  
adopted  for these m odels was approxim ately 1 : 3 and thus the models were 
uniform ly 1,3 m long. The necessary length of the sand box for these experi­
m ents was calculated at about 1,8 m at which a sand volum e sufficiently high 
and long could be m ade available for the developm ent of earth pressure and 
surface of rupture at failure.

The dimensions in  the plan o f the sand box w ere 2,20 b y  2,20 m w ith  
th e  arrangement show n in the diagram and photograph o f Figs 1 and 2.

The load on th e  retaining w all could be applied either by placing a hori­
zontal fill behind th e  w all up to its crest height, by placing a 10 cm high sur-
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MODEL STUDIES ON RETAINING WALLS 189

charge layer thereon, or by the p lacem ent o f plastic bags w eighing 5 kg each 
at any o f the elevations m entioned above.

The retaining wall model rested  on a minimum 15 cm th ick  layer of 
uniform ly com pacted sand. C ontact pressures were observed b y  a hydraulic  
device developed especially for th is  purpose by the author. E ssen tia lly  the  
com pression of a water-filled tube o f  PVC m ounted at the base o f  th e  wall was 
observed with the aid of mercury filled  differential gauges m ounted on the  
side o f the box and connected to  th e  PVC tube by thick-w alled rubber hoses. 
(See diagram and photographs in F igs 1, 2 and 3.)

Fig. 2. A rrangem ent of testing  equipm ent

The pressure gauges were calibrated  b y  experim ental m ethods. For this 
purpose the superstructure of the ribbed retaining w all o fT y p e  I , shown in 
F ig. 5, was rem oved and the structure consisting now o f the base-plate, as 
well as the front and rear pressure transducers (Fig. 1) was repeated ly  loaded  
b y  applying a uniform ly distributed load  in 5 kg increm ents. P lastic  sand-bags 
were used for loading. Readings on th e  m ercury gauges were taken and recorded 
at each load increm ent.

To a load increm ent of 1 kg th e  gauge responded by an about 1 mm  change 
of th e  mercury colum n and th is sen sitiv ity  was considered sufficient. The 
graduated scales along the mercury gauges could be adjusted to  com pensate  
for the effect of tem perature differences.

The testing equipm ent perm itted  the observation of inclination  and  
settlem ent of models tending to ro ta te  about their lower corner point. D isplace­
m ents were measured by dial gages reading to  1/100 mm accuracy. The large
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deflections pertaining to  failure exceeded the 1 0  mm measuring range o f the 
gages. For this reason th e  gages were m ounted in such a manner that the  
bearing plates should m ove away from the points in th e  case o f large displace­
m ents and the gap b etw een  the fully extended point and its bearing p late could  
be determ ined w ith  1/10 mm accuracy using caliper gages. The arrangement 
of th e  instrum ents is show n in Figs 1 and 2.

Fig. 3. Mercury pressure gages o f the device for m easuring contact pressures

The sand used for the tests was pit sand having the following physical 
properties:

Uniform ity coefficient 
Bulk density (loose)
Bulk density (s ligh tly  com pacted)
Bulk density (com pacted)
Void ratio (loose)
Void ratio (com pacted)
Porosity (loose)
Porosity (com pacted)
W ater content
Angle of internal friction (natural condition) 
Angle of internal friction (w etted to w =  17,4% ) 
Compressive stren gth  (slightly com pacted)

U =  2,3
=  1480 kg/cu.m  
=  1600 kg/cu.m  
=  1760 kg/cu.m  

e =  0,79 
e =  0,50 
n =  44,2%  
n =  33,4%  
w =  0 ,8— 1,65%
<p =  35°
V> =  34°

a ny =  0,5 -Í- 0,75 kg/sq .cm

Different reta in ing  wall models were subjected to the same typ es of 
loading the notations and grouping of which are shown in Fig. 4.
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H aving placed the sand fill b eh ind  various m odels according to  th e  load­
ing typ e 1, 2 or 3, it  was com pacted uniform ly.

Using these load  increments th e  horizontal thrust which can be trans­
m itted  to  the m odel at the crown, a t  m id-height or at the third-points ranges 
from  0 to 25 kg.

increment Retaining wall model 

©
Data o f sand load 
Bulk density,

1600 kg/cu.m 
Angle o f  / n f e r n o /  friction

©
Sand load

©

©

©

©

©

■ Sand load

-
35cm

30' fyöcipi • ■’

■ '  . 'S a n d

V1! '!v / id,

30kg linear load, sand bags

:Ádtí°V.

60 kg linear load

V\ \ У-
M i '  ■:

У /̂ У /У *777г?77^ ' _ _  100kg '

P -t-1

\\ • •:

Horizontal load
_____^  ,~ l- W k9
( 6  К 70) >—

10kg

liklyi;
Fig. 4. L oad increm ents
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3. Models used in the tests

The follow ing m ain types o f m odel were tested: 
Type I  ribbed cantilever w all, w ith  broad base; 
Type I I  ribbed cantilever w all;
Type I I I  cribb wall.

Elevation S e c t i o n s
(with 7 ribs) Type I  Type 1

Load increments: /У.

Fig. 5. R ibbed cantilever ty p e  retaining wall models (Types I and II)

Ribbed cantilever walls w ere m ade o f 1,5 mm thick sheet alum inium  
w ith  bolted jo in ts . The spacing o f  ribs can be m odified as follow s:

Type N o. N o. o f  ribs Spacing o f r
I (3) 3 600
I (5) 5 300

II (3) 3 600
II (5) 5 300
II (?) 7 2 0 0

mm

Besides varying the num ber o f ribs (counterforts), stab ilizing slabs can  
also be attached  to  the latter in  order to  increase friction. S tab ility  m ay b e
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further increased b y  spanning a n e t betw een  the ribs. In  the n otation  used  
hereafter the R om an figure refers to  th e  ty p e , the figure in brackets to  the  
num ber of ribs, the letter “l”  to  th e  15 m m  wide slabs attached on b oth  sides 
to  th e  ribs, w hile th e  le tte r “ /»” to  th e  1,5 m m  mesh wire net spanned betw een  
th e  ribs (Fig. 5).

E .g . the notation  II (3). I, h refers to  a m odel of Type II w ith  3 ribs and 
stabilizing slabs, as well as wire n e t attached  to the ribs.

The substructure for Type I and II  retaining walls consists o f  th e  device  
for m easuring contact pressures arranged as indicated in Figs 1 and 5.

Fig. 6. Ribbed cantilever ty p e  retaining wall model (Model 1/5)

The crib w all design (Type II I )  retain ing wall is essentially a b ox  com ­
posed o f 9 by 19 m m  wooden sticks where th e  transverse elem ents are secured  
w ith  th e  aid o f  tongue and groove jo in ts. The box thus formed b y  th e  front 
and rear walls is filled  with sandy gravel.

Crib w alls (Type III) have b een  discussed in detail in an earlier paper 
[2]. These typ es w ill not be dealt w ith  here.

Various m odel types are founded  essentia lly  on continuous footings, 
justified  on the one hand by the higher con tact pressures enhancing th e  accu­
racy o f m easurem ent, and on the other, b y  th e  more pronounced developm ent 
o f overturning phenom ena at failure perm itting more reliable observations.

4. Objectives o f  the tests performed 
w ith ribbed retaining w alls o f  Types I and II

In the design o f ribbed retain ing w alls it  is assumed th at at least part 
of th e  w eight o f  th e  soil mass betw een  th e  ribs can be relied upon as ballast 
in stab ility  investigations. It is n o t fu lly  understood, however, to  w h at ex ten t

13 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



194 F. KOVÄCSHÄZY

th e  m agnitude o f earth  pressure and the stab ility  o f  the structure are influenced  
b y  th e  spacing, shape and surface area o f th e  ribs, as well as by a wire n e t  
arranged in the rear p lane of the ribs.

Accordingly, stud ies have been grouped as follow s:
a )  studies b y  vary in g  the num ber o f ribs;
b)  studies b y  increasing the roughness o f  ribs, accom plished b y  m ou n t­

ing 15 mm wide slabs in tw o rows on both sides o f  the ribs;
c)  studies on th e  effect o f a net m ounted in the rear plane of the ribs.
Rem em bering th e  fact th at rupture surfaces inclined steeper than 90°

m ay also occur at angles of rotation pertaining to  the failure o f cantilever- 
ty p e  retaining w alls, experim ents have been conducted to find m ethods by  
w hich the slope o f th e  rupture plane can be reduced, if  possible, to  values sm al­
ler th an  90°. In th e  case o f reduced rib spacings silo effects have been assum ed  
to  develop in the soil betw een the ribs, and a greater soil mass would then act 
as ballast to counteract lateral earth pressure. The sam e purpose is served  
even  more effectively  b y  the slabs m ounted on th e  ribs to increase friction . 
Also it  has been a ttem p ted , by the application o f a net in the rear plane o f  the  
ribs, to  exploit the fu ll weight of the enclosed soil mass in resisting horizontal 
pressure. The tests w ere designed to  verify these assum ptions. A t the sam e tim e  
th ey  were intended to  supply inform ation on th e  order of m agnitude o f earth  
pressure and displacem ents occurring w ith d ifferent types of m odel, as well 
as on the ratio o f th ese  effects.

These tests w ere supplem ented by experim ents on friction developed on 
various w ing-wall slabs. Pull-out tests  were perform ed with sm ooth slabs o f  
different sizes and w ith  these provided 2  rows o f  double slab trips as w ell as 
w ith  a frame of la th s, all em bedded in sand.

5. Theoretical com putations preceding the model tests

For the case o f  the basic typ es I and II o f  ribbed retaining wall m odels 
th e  horizontal earth thrust and soil pressure arising under the main load con­
d itions have been com puted by the follow ing m ethod.

The m agnitude o f the horizontal earth thru st is first determ ined b y  the  
m ethod com m only applied in the case of cantilever-type retaining w alls, then  
friction  developed on th e  ribs as a result of the lateral pressure of the granular  
soil contained in th e  silo cells assum ed to ex ist betw een adjacent ribs, is e sti­
m ated . Since rupture surfaces inclining steeper than  90° m ay also occur, the  
friction  developed on the rib faces ly ing above th e  rupture surface should be 
taken  into consideration (shaded area in F ig . 7).

The cross-section o f the assum ed silo cell m ay be rectangular, or square 
in plan. In the first case the length  o f one o f th e  side-walls equals tw ice the
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average rib w idth , while that o f th e  other is the rib spacing. In the second case 
th e  sidelength o f  th e  square equals th e  rib spacing. From  the two values the  
one resulting in sm aller silo pressure should be taken in to  consideration.

F ig. 7. Forces on ribbed cantilever-type retaining wall

On the rib surface thus determ ined th e  silo pressure determ ined w ith  
reference to Fig. 8 is assumed to act as the m agnitude o f which [1]:

wherein
ax =  °xmax (1  — e z/2o),

ffxmax — У2о ah
F

z ° - ^ ä T
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к =  км tan <5
ô — the angle of wall friction 

kah — the coefficient of active earth pressure 
F  —- the cross-section area of the assumed silo cell 
К  — the perimeter of the assumed silo cell, and 
у  — the bulk density of soil.

Starting from  the m agnitude S  o f  the silo pressure acting on the rib 
faces th e  friction force Ts acting against the earth thrust is obtained in the  
fo llow ing m anner (F ig. 7) for 1 m etre run length  of the retaining wall:

T. =  2 ^  tan  ô
V

w here 1 ' is the rib spacing.
T he results o f  com putations perform ed in the above m anner have been  

com p iled  in Tables I and II. I t  should suffice to  note here th a t allowance  
for rib effect depending on the num ber o f ribs resulted in th e  case o f w ide- 
b ase m odels (I) in  an 8  to  15% reduction , while in th at o f narrow-base m odels 
(II )  in  a 5 to  12% reduction o f horizontal thrust due to lateral earth pressure.

6 . Experim ental results

The results obtained b y  th ese m odel tests have been com piled in the  
fo llow ing tables. The observation results correspond to readings taken at load  
increm ents according to  Fig. 4 described in Section 2. From  the readings on 
co n ta ct pressure th e  soil stresses were found by using the diagram  constructed  
during th e  calibration tests. B esides th e  soil stress values actually  observed, 
th e  theoretical values com puted according the preceding paragraph have also 
been  included in the tables for ease o f com parison. The results on the inclination  
o f th e  retaining w all m odel correspond to the average o f readings taken on the  
th ree  dial gages described in Section 2. The values on settlem ents are averages 
o f  readings taken on tw o dial gages.

The m ovem ent o f  the m odel under load (separation o f the rear face) 
and th e  upper end o f the rupture surface is shown in the photograph o f F ig . 9.

The discussion o f results and th e  comparison o f different retaining w all 
designs w ill be given  in the follow ing section.

From  am ong the m odel te s t  results no more than th e  data relating to  the  
fo llow ing tw o typ es o f loading can be included here owing to  space lim itations, 
w ith  reference to  F ig. 4:

Load condition No. 2: F ill up to  the crest o f the m odel
Load condition N o. 6 : F ill raised a further 10 cm and 100 kg linear

load applied to the full length  o f the m odel 
The experim ental results have been com piled in the follow ing tw o tables: 
Ribbed retaining walls o f  T ype I  and I I  
Load condition N o. 2 (Table I)
Load condition No. 6  (Table II)
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Fig. 9. Model under loading

Table I

Types I  and I I ,  Load No. 2

No.
of

model

Theoretical
contact
pressure

Observed
contact

pressure.
kg/cm2

Horizontal 
displacement 

a t crest of model, 
mm

Average 
settlement 

under load, 
mm

fron t rear front rea r

I (5) l 0,44 0,13 0,20 0,13 9,0 3,6
I (5) 0,44 0,13 0,22 0,14 13,1 3,3
I (3) l 0,45 0,11 0,39 0,18 17,6 5,0

II  (7) l 0,36 0,03 0,34 0,03 16,7 0,3
II (7) 0,36 0,03 0,37 0,03 17,9 3,0

II (5) l 0,38 0,02 0,45 0,04 17,3 1,6
II (5) 0,38 0,02 0,44 0,02 30,8 3,7
II (3) l (0,39) 0 0,38 0,07 31,8 4,2

II (3) l, h 0,34 0,20 0,29 0,05 25,4 0,2

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



198 F. KOVÁCSHÁZY

Table II

Types I  and I I ,  Load  No. 6

No.
of

model

Theoretical
contact
pressure

O bserved
con tact
pressure
kg/cm 2

Horizontal 
displacement a t 
crest of model, 

mm

Average 
settlem ent 

under load, 
mm

front rear fron t rear

1(5) l 0,64 0,11 0,23 0,19 10,8 3,9

1(5) 0,64 0,11 0,26 0,18 14,8 4,3

1 (3 )1 0,64 0,11 0,39 0,22 24,6 7,8

II  (7) 1 (0,72) 0 0,39 0,07 18,3 1,4

II  (7) (0,72) 0 0,42 0,06 22,1 4,3

II (5 ) / (0,72) 0 0,50 0,08 20,1 3,9

II (5) (0,72) 0 0,49 0,04 32,1 4,9

II  (3)1 (0,72) 0 0,44 0,10 45,3 5,9

II (3)1, h (0,72) 0 0,31 0,05 27,0 0,8

7. D iscussion of experim ental results

I t  is o f interest to  note that the observation equipm ent used in  these  
te s ts  proved successful in every respect. D uring repeated tests performed w ith  
m odels o f  the sam e ty p e  the device used  for observing contact pressures ind i­
cated  alm ost identical results. The standard deviation was smaller than  5%  
and ranged generally from  2 to 3% .

A ltogether 15 alternative com binations of the basic m odel typ es were 
tested .

E valuation  w ill first be lim ited to  alternatives w ithin individual basic
typ es.

a) Results concerning wide-base, ribbed cantilever retaining wall models (T y p e  I )

From  the detailed data com piled in  Tables I and II , as well as in [1], it 
w ill be readily perceived th at there is a significant difference in con tact pres­
sures observed under the front edges o f m odels having 5 and 3 ribs. In  th e  case 
o f  th e  three-rib m odel the developm ent o f  a rupture surface could be observed  
under the load increm ent N o. 5 already indicating that no reliance can be 
placed any longer on the full w eight o f  earth acting on the base slab o f  the  
assum ed cantilever retaining wall, i.e ., the inclination o f the rupture sur­
face is greater than  90°. It is for th is reason th at a considerable rotation  occurs 
at contact pressures lower than the theoretica l one. The contact pressure under 
the front edge o f 3-rib models was m ore than  1,5 tim es as high as th a t observed
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in  the case o f 5-rib m odels, dem onstrating the beneficial effect of closer rib 
spacing. As long as the ribs are o f  adequate roughness — and in the present 
case th ey  were provided w ith  slabs for increasing roughness — a greater num ber 
o f ribs is advantageous for the more uniform  distribution o f contact pressures 
and im proved stab ility  alike. The practical rule according to which the rib 
spacing should not exceed 0 , 8  to  1 , 0  tim es the height o f the w all is corroborated  
b y  these experim ents. Friction developed on the rib surfaces and silo effect 
w hich can be assum ed to  result betw een the ribs increase the mass o f soil 
m oving together w ith  the retaining w all and thus contribute to its stab ility . 
I t  is probably due to  th is effect th at the contact pressures observed were 
appreciably lower than the theoretical ones.

Increasing the num ber of ribs and the roughness o f their surfaces are 
o f  a beneficial effect for both the inclination and settlem ent of the m odels. 
As will be seen from Table II the data on inclination and settlem ent are alm ost 
tw ice as high for the three-rib m odel as for the five-rib m odel under the sam e 
load and w ith  identical roughness conditions.

Interesting results have been obtained from the tests performed for 
determ ining the influence of surface roughness. A force o f 6,5 kg was necessary  
to  pull out a sm ooth rib em bedded vertica lly  in sand (w ith a 2  cm deep cover), 
whereas th e  pullout force required to  m ove the rib provided w ith  th e  slabs 
according to  Fig. 5 was as high as 15 kg. It should be noted  that in the latter  
case hairline cracks were observed in the soil above the rib already at a force 
o f 13 kg. I t  was concluded therefrom  th at for all practical purposes ribs pro­
vided  w ith  slabs m obilize under otherwise identical conditions a friction force 
tw ice as high as in the case o f ribs w ithout slabs. During the pullout te sts  the  
corners betw een the slabs and the face o f the rib were found to  be filled w ith  soil.

I t  is interesting to  observe th at the application o f an increased num ber 
o f ribs is advantageous not only in the case of ribs having artificial roughness 
elem ents, or designed w ith  a rough surface, since for instance the five-rib  
m odel w ith  no artificial roughness (Model 1/5) showed a behaviour which was 
far superior to  th at o f th e  three-rib m odel having a roughened surface (Model 
1/3/1).

In the case of five-rib  arrangem ents it  was the more favourable develop­
m ent o f overturning resistance, rather than  th e  distribution o f contact pressures 
which showed significant differences in the favour o f m odels having rough­
ened ribs.

b) Results concerning narrow-base, 
ribbed cantilever retaining w all models ( T ype I I )

On th e basis o f data com piled in Tables I and II  showing observation  
results, as w ell as described in detail in [ 1 ] it  was concluded for, 
contact pressures observed w ith  th is ty p e  of retaining w all, under the

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



2 0 0 F. KOVÁCSHÁZY

fir st stages of loading a better agreem ent w ith  theoretical values was arrived  
a t th an  in the case o f  th e  preceding typ e. The regularities observed there con­
cerning the num ber and roughness of the ribs apply to  th is  typ e as w ell. 
In  comparison w ith  th e  m odel having 7 sm ooth ribs the contact pressures 
under the front edge o f  the five-rib m odel were higher b y  about 2 0 %, while 
rotation  angles w ider b y  more than 50% . The situation  is more favourable 
in  th e  case of m odels having  rough ribs, i.e ., such provided w ith  slabs, where 
co n ta ct pressures increased as the num ber o f ribs was decreased, y e t stab ility  
conditions deteriorated w ith  the three-rib arrangem ent only.

In the case o f T yp e II  a narrow-base design was selected  w ith  the pro­
nounced  purpose o f  obtain ing detailed inform ation in th e  v ic in ity  of failure. 
A s w ill be perceived from  the observation results (Table I) the five- and seven- 
rib alternatives w ith  roughened surfaces approxim ate m ore closely the con­
d ition s assumed during com putations. C onsequently, in the case of narrow- 
b ase , ribbed cantilever w alls a rib spacing corresponding to  0,75 to  0,80 tim es 
th e  Avail height is adequate, provided th a t care has been taken  to make the  
rib surfaces su ffic ien tly  rough. Sm ooth ribs, on the other hand, m ust be spaced  
closer to each other. In  the present case th e  seven-rib I I  (7) m odel and the  
11(5 )1  model provided w ith  5 roughened ribs showed alm ost identical proper­
tie s . I t  should be n o ted , however, th at in th e  seven-rib m odel the rib spacing  
equals one-half o f th e  w all height.

The correct rib spacing is thus seen to  be influenced b y  the roughness 
and w idth of the ribs. I t  was interesting to  observe the behaviour of the m odel 
in  w hich the three-rib design was com bined w ith  a narrow-m esh wire net 
located  in the rear p lane o f the ribs and reaching up to m id-height (m odel 
(II) 3 l, h). Contact pressure values under these types o f m odel were the m ost 
favourable, at all load  increm ents. A lthough the safety  against overturning  
w as not the h ighest, rupture surfaces did not develop and settlem ent values 
w ere very favourable. From the tests perform ed w ith these m odels the im por­
ta n t conclusion could be drawn that the inclusion of th e  soil mass above the  
b ase plate into load bearing has a beneficial effect. No solid rear wall is required  
b u t the developm ent o f  rupture surfaces starting from the rear edge of the base 
p late  and steeper th an  90° can be prevented and a favourable distribution of 
forces can be realized b y  m eans of a light elastic structure as well.

Interesting conclusions could be derived also during the processing o f  
observation data for th e  test in which the m odel II  (5) l was provided w ith an 
alum inium  anchor p la te  in the backfill to  sim ulate the condition of backfill 
consisting of a cohesive soil. The anchor p late was 8  and 13 cm behind the rear 
edge o f the ribs at th e  bottom  and at the top , respectively . Sand ballast was 
placed  between th e  p la te  and the m odel which exerted silo pressure on ly  on 
th e  retaining w all m odel, owing to the narrowness of the space filled thereby. 
In  spite of the anchoring effect of the backfill contact pressures o f considerable
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m agnitude were observed in this case under the front edge, which were approxi­
m ately  o f the sam e value as those observed in the case o f m odel II  (3) l, h, 
which showed the m ost favourable values. On the other hand, ou tstand ingly  
good resistance against overturning was found in this m odel.

The conclusion drawn from th is last te st is th a t even in the case o f  
retaining w alls constructed before soil m asses having high cohesion va lu es  
(capable o f standing w ith  a vertical face) an earth pressure corresponding to  
the silo pressure o f  th e  filling m aterial should be taken into consideration  
during the design.

c) Comparison o f different model types

From  th e tw o basic types of retaining w all tested  contact pressures were 
m ost favourable under the broad-base, ribbed cantilever design (Type I), b oth  
as regards order o f  m agnitude and the uniform ity o f values under th e  front 
and rear edges. These statem ents apply m ainly to the five-rib arrangem ent 
w ith the ribs spaced at 0,75 tim es th e  w all height. Broad-base retaining w alls 
were further superior to  the other ty p e  in  their resistance to  overturning. 
On th e other hand, the settlem ents under load were higher w ith broad-base  
m odels, for w hich the greater dead w eight can be offered as an explanation .

7. Conclusion

In  conclusion it m ay be stated  th a t the m odel tests performed w ith  th e  
types o f  retaining w all studied were successful. The device developed for 
m easuring contact pressures offered opportunities for com paring theoretical 
values w ith  observed ones. D isplacem ents o f the models under load could be 
observed accurately b y  means o f dial gages.

The m ain results o f  the test series are as follows:
a )  The agreem ent between theoretical and observed contact pressures 

m ay be regarded as fair, especially at low er loading stages and tak ing in to  
consideration the results of similar m odel te st results.

As indicated  b y  Table II  containing data on higher loading stages, th e  
rib-effect was higher than  anticipated in  th e  com putations, i.e., the actual 
contact pressures were appreciably lower.

b)  The tests  provided inform ation on the exten t o f friction to be assum ed  
in the case of m odels m ade of m etal w ith  sm ooth and rough surfaces, as well 
as o f w ood.

c)  From the behaviour of ribbed retaining w all models under load im por­
tant conclusions could be derived concerning the shape, num ber and roughness 
of ribs.
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d )  In all m odel alternatives tested  th e  influence o f any m odification o f  
the m odel could be observed and the effects w ere o f the anticipated m agnitude.

e)  Observation results corroborated th e  conclusions of parallel theoretical 
studies thus perm itting  well founded im provem ent o f design procedures 
com m only used so far.

f )  The device developed for observing contact pressures during the  
m odel tests was found to  function accurately  enough to perm it its application  
for th e  observation o f the behaviour o f structures during their construction  
and for extended periods thereafter.

R E F E R E N C E S

1. K ovácsházy , F.: T ám falak szerkezete és m éretezése (The Design and Analysis o f R eta in ­
ing W alls), B ud apest 1963. (Thesis Presented for the Degree of Doctor of Technical 
Sciences.)

2. K ovácsházy , F.: The Structural A nalysis o f Crib W alls. International Conference on Soil
M echanics and Foundation Engineering, B udapest, Septem ber 1963.

3. K ovácsházy , F.: T ám fal m odel kísérletek (M odel T ests on Retaining W alls). M élyépítés­
tudományi Szemle  (1965), No. 9.

Modellversuche an Stützmauern. Im  Zusam m enhang m it den Bestrebungen, die 
Bem essungsverfahren für Stützm auerbauten w eiter zu entwickeln, wurden einige T ypen an 
M odellen untersucht. In der vorliegenden A rbeit werden die an M odellen von m it Querrippen 
versehenen W inkelstützm auern durchgeführten Untersuchungen und deren Ergebnisse b e­
schrieben. Die R ichtigkeit von  theoretischen Erw ägungen konnte durch die Yersuchsergebnisse 
erwiesen werden. D as V erhalten der Modelle unter der Belastung lieferte zuverlässige Angaben  
über den Einfluß der O berflächenrauhigkeit und des gegenseitigen Abstandes der Querrippen. 
E in neuartiges, zur M essung der Sohlendrücke konstruiertes Instrum ent hat sich gut bewährt 
und kann auch bei Bauw erken angewendet werden.

Essais sur m odèles réduits de murs de soutènem ent. Cherchant à développer les procédés 
de dim ensionnem ent des murs de soutènem ent, l ’auteur a effectué des essais sur m odèles 
réduits relatifs à certains types de ces murs. L’article rend com pte des essais sur m odèles de 
m urs de soutènem ent à contreforts et en fa it connaître les résultats. Les résultats expéri­
m entaux sont venus appuyer les considérations théoriques. Le com portem ent sous charge 
des murs de soutènem ent a contreforts a perm is de tirer quelques conclusions im portantes 
sur l ’influence de la forme, de la distance et d e là  rugosité des contreforts. Lors des essais, on a 
utilisé un nouveau ty p e  d’appareil pour mesurer la pression sur le sol, qui a fa it ses preuves  
et dont l’emploi peut être aussi recom m andé dans la construction des ouvrages d’art.

Моделирование опорных стен (Ф. Ковачхази). Автор в интересах усовершен­
ствования методик расчета опорных стен по некоторым типам опорных стен провел опыты 
на моделях. В данной статье автор описывает опыты, проведенные на моделях ребристых 
опорных стен, и полученные при этом результаты. Опытные результаты подтвердили 
теоретические соображения. На основе поведения под нагрузкой моделей ребристых 
опорных стен можно сделать точные выводы относительно воздействия расстояния 
друг от друга ребер, их формы и их шереховатости. Анализируемое устройство для 
измерения напряжения подошвы хорошо оправдало себя при опытах на моделях, 
таким образом устройство можно применять также при строительстве технических 
сооружений.
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PRINCIPES DE LA CONSERVATION 
ET DE LA RESTAURATION 

DES MONUMENTS HISTORIQUES*

M. H O R L E R **
IN TEN D AN CE DES MONUMENTS H ISTO RIQ U ES, BU DA PEST 

[M anuscrit reçu le 26 septem bre 1967]

L’étude résum e les principes approuvés et appliqués dans la pratique hongroise de la  
protection des m onum ents historiques, en conform ité avec la Charte Internationale sur la 
Conservation et la R estauration des M onum ents adoptée en 1964 à Venise.

1. Introduction

Les travaux de conservation et de restauration des m onum ents h istori­
ques v isent à sauvegarder les valeurs du patrim oine culturel en conservant, 
dans leur état authentique, des docum ents historiques et des oeuvres d’art 
irrem plaçables. D u fa it que les m onum ents, tém oins de la culture constituent 
en même tem ps des sources majeures de la science historique, la protection des 
m onum ents a dès le début, senti la nécessité d’avoir une base théorique pour 
faire reconnaître et justifier son existence. Les premières positions de prin­
cipe ont été prises au siècle dernier, sous forme de déclarations personnelles, 
d’articles, etc . . . Mais ce n ’est qu’en 1931 que les principes de la conser­
vation  et de la restauration des m onum ents furent fixés et adoptés à l’échelle 
internationale par la Charte d’Athènes qui servit aussi de première définition  
des principes m odernes de protection des m onum ents. Le tem ps écoulé de­
puis a rendu nécessaire de réexam iner sur le plan international la situation  de 
la protection des m onum ents en vue de redéfinir les constatations et les 
principes antérieurem ent établis en leur donnant une portée plus large et un 
contenu plus m oderne. C’est ce qui a été fa it au I I e Congrès International des 
A rchitectes et Techniciens des M onum ents H istoriques tenu  en 1964 à V enise  
et qui créa le nouveau docum ent international de la conservation et de la res­
tauration des m onum ents, à savoir la Charte de Venise.

Cette Charte de 1964 a dégagé dans leurs grandes lignes et défini sur le 
plan international les principes fondam entaux qui doivent présider à la  con ­
servation et à la restauration des m onum ents historiques, to u t en la issant à

* É tude faite sur dem ande de la Commission pour l ’Histoire et la Théorie de l ’Archi­
tecture de l ’Académ ie des Sciences de Hongrie. L ’étude utilisant les résultats de l’enquête  
de 1965 sur la conservation et la restauration des m onum ents, prépare la prise de position de 
la Commission académ ique concernant les m éthodes de restauration à adopter.

** Miklós H o r l e r , Tárnok u. 5. R udapest I. (Hongrie).
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chaque nation le soin d ’assurer l ’application de ces principes dans le cadre de sa 
propre culture et de ses propres traditions. En Hongrie, les principes et les 
m éthodes de la protection  des m onum ents ont été en partie fixés et en partie

Fig. 1. Antécédents historiques. — Zsámbék, ruines d’église conservées en 1889 par I stv án  
M Ö L L E R . A l’époque des restaurations puristes du X I X e siècle, ces travaux ont m arqué la 
prem ière apparition en H ongrie des principes modernes de conservation et de restauration des

m onum ents

m atérialisés dans des restaurations et d’autres entreprises dès avant le Congrès 
de Yenise (figures 1 — 2 ). Ces dernières années en effet, notam m ent en 1962, 
1964 et 1965 l’A cadém ie des Sciences de Hongrie a consacré à cette question  
plusieurs conférences et enquêtes qui ont grandem ent contribué à l’éclaircisse­
m en t et à l’unification  des problèmes théoriques. Dans ce qui suit, nous te n te ­
rons de formuler la conception généralem ent adoptée et m ise en application  
en  Hongrie dans la protection  des m onum ents. Les principes directeurs dont 
il s ’agit — et qui se trou ven t d’ailleurs en parfait accord avec la Charte de 
Y enise — s’appuient, d’une part, sur des expériences et sur des constatations  
tirées d’une pratique m enée dans les conditions sociales et historiques particu­
lières à la H ongrie, et d ’autre part, sur les échanges de vu es professionnels qui 
fu ren t organisés ces années dernières sur l’in itiative de l ’Académ ie des Sci­
ences.
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Fig. 2. A ntécédents historiques. — Esztergom , chapelle royale restaurée en 1938 par K á lm án  
Lux et Géza Lux. D ans la protection des m onum ents de Hongrie, elle représente un exem ple  

classique d ’application des principes de la Charte d’Athènes

2. Notions et définitions

L a notion de monument historique

Les m onum ents sont des créations architecturales ou des oeuvres d’art 
se rattachant à l ’architecture qui portent tém oignage du passé. En raison de 
leur signification culturelle com plexe, on ten d  à les conserver et à les intégrer  
dans le cadre de la  v ie  quotidienne. E n ta n t que docum ents authentiques 
irrem plaçables, les m onum ents constituent l ’expression v iv a n te  d’une époque 
ou d’une évolution  sociale et économ ique. A ussi la contem plation des oeuvres 
m onum entales d’une époque peut-elle donner une expérience directe p arti­
culière, qu’il serait im possible d’obtenir d ’une autre m anière. Le contenu de 
cette expérience p eu t être aussi m ultip le que varié: elle peut com m uniquer
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des connaissances et révéler des données nouvelles, offrir un plaisir esthétique  
ou avoir un effet éd u catif et stim ulant. Mais elle est liée chaque fois à la pré­
sence de deux facteurs: le contact direct avec l ’oeuvre et l ’authenticité h istori­
que de cette  dernière. Il s’ensuit que ni la reproduction, la description ou le  
relevé, ni la copie, la m aquette ou m êm e le plan original — bien que nous m et­
ta n t en contact direct avec l’esprit créateur, — ne sauraient faire éprouver l’im ­
pression spéciale produite par le m onum ent original lui-m êm e.

La valeur du monument

Les facteurs déterm inant la valeur d’un m onum ent sont liés dans chaque  
cas à un contexte h istorique; ils se d ifférencient en outre, conform ém ent aux  
valeurs culturelles universelles de la science, de l ’art et de la morale. La valeur  
du m onum ent h istorique comporte donc trois com posantes qu’il faut consi­
dérer tour à tour au m om ent de l’appréciation: la valeur docum entaire, la 
valeur esthétique, et l ’effet éducatif ou la valeur morale. Ces trois facteurs peu­
v en t se m anifester séparém ent ou conjuguer leur effet; la valeur du m onum ent 
sera toujours considérée comme leur résu ltante. Les com posantes de la valeur  
attribuée à un m onum ent ont, dans le fond , un caractère historique et elles re­
flè ten t par là m êm e la conception du m onde et la manière de voir d’une époque.

Les buts de la protection des monuments

D e la valeur et de la notion m êm e de m onum ent historique découle un  
certain nombre de travaux requis par ce dernier. Il s’agit de m ettre to u t en 
oeuvre pour entretenir, protéger et conserver dans leur é ta t original les m onu­
m ents et de rendre accessibles à tout le m onde leurs valeurs intrinsèques.

Plus concrètem ent, cela signifie qu’il faut les intégrer à notre vie sociale  
et économ ique; assurer les conditions politiques, juridiques, urbanistiques et 
économ iques de leur conservation; explorer leur passé historique par un tra­
va il systém atique e t m inutieux et vérifier leur authenticité dans l’in térêt de 
la conservation et de la restauration; effectuer sur cette base les in terventions  
nécessaires pour m aintenir en état le m onum ent et le dégager des élém ents  
sans valeur des couches qui déforment son état prim itif.

U ne autre partie des tâches concerne l ’affectation du m onum ent à une  
fonction  éducative ou utilitaire. Dans ce bu t, les données relatives au m onu­
m ent et intéressant l ’histoire de l’architecture, une fois m ises au jour et an a ly ­
sées, doivent être étudiées systém atiquem ent et respectées au cours de la restau­
ration; les m onum ents doivent être rendus accessibles à l ’ensem ble de la soci­
été; il faut s’efforcer à ce que l’im pression directe, particulière et irrem plaçable 
qu’ils font naître, pu isse s ’exercer dans sa plénitude, que le public le plus large 
puisse se fam iliariser avec la juste interprétation  de la notion  de m onum ent et

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



PRINCIPES DE LA CONSERVATION DES MONUMENTS HISTORIQUES 207

prendre conscience de l ’im portance et de la valeur des m onum ents; il faut 
enfin chercher, pour les édifices affectés à une fonction  pratique, l ’affectation  
qui leur convienne le m ieux du double point de vue de leurs données et des 
exigences de la v ie  actuelle.

T ravaux relevant de la protection des monuments

Les in terventions pratiques que com porte la protection  des m onum ents  
peuvent aller depuis la  sim ple réparation des altérations dues au vieillissem ent 
ou à l’usage, jusqu’aux travaux de restauration pouvant entraîner des m odifi­
cations plus im portantes.

La conservation

On appelle conservation l’ensem ble des in terventions destinées à conser­
ver, protéger, consolider et entretenir un m onum ent sans en m odifier l’état 
ex istan t, y  compris son em placem ent original, sa substance, ses installations 
et son cadre traditionnel.

La restauration

La notion de restauration com prend, en dehors de celles m entionnées, 
toute opération entraînant une m odification quelconque de l ’état existant et 
visant, en plus de la protection , à m ettre au jour et à m ieux révéler les valeurs 
esthétiques et historiques du m onum ent.

Un certain nom bre d’opérations de ces catégories ne relèvent pas spécifi­
quem ent de la conservation et de la restauration des m onum ents et ne nécessi­
ten t donc pas une défin ition  à part. Par contre, il y  en a d ’autres dont l’in ­
terprétation et la défin ition  présentent un haut intérêt du point de vue de 
l ’adoption d’une pratique uniform e. Ce sont les travaux de reconstitution , 
de com plém ent, d’anasty lose et de reconstruction.

La reconstitution

La reconstitution  est une opération scientifique théorique, par laquelle  
on ten te d’établir et de fixer soit par dessin, soit par description, l ’état antérieur 
et déjà inexistant d’un m onum ent. La reconstitution peut se rapporter à l’en­
sem ble ou à une partie du m onum ent et aux différentes périodes de sa construc­
tion. L’authenticité de la  reconstitution dépend de la quantité , du degré d’au­
th en tic ité  et de l’exactitu d e des données dont on dispose et peut comporter 
de très nom breux degrés depuis l ’authenticité indubitable et parfaite jusqu’ aux  
ten tatives de reconstitution  conjecturale, basées sur de sim ples hypothèses e t
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sur des analogies. La reconstitution  théorique est un auxiliaire im portant du 
tra v a il de restauration effectué sur une base scientifique et s’avère être, dans 
la plupart des cas, un  instrum ent indispensable pour le restaurateur.

Toutes les opérations ayant pour b u t la restauration de parties détruites, 
n otam m ent le travail de com plém ent, l ’anastylose et la reconstruction se basent 
sur le  travail de reconstitution  théorique et en constituent dans une certaine 
m esure la réalisation.

Le complément

On appelle trava il de com plém ent l ’opération qui consiste à reproduire 
u n e partie m anquante du m onum ent, en vu e d’assurer so it l ’un ité structurale 
ou  celle de la form e, so it la m eilleure com préhension des parties en é ta t de con­
servation  fragm entaire. Le com plém ent peut se faire avec des m atériaux et 
sous une forme identiques ou différents de l’original, m ais il ne signifie jam ais 
la  reconstruction de l ’ensem ble ou m êm e d’une partie im portante du m onu­
m en t. C’est même son tra it essentiel de n ’intéresser que des élém ents qui reçoi­
v e n t  tou t leur sens des parties ex istan tes originales. Il découle de la notion de 
com plém ent que celu i-ci suppose toujours la prédom inance des parties restées 
conservées en original, en com paraison desquelles les com plém ents ne peuvent 
jou er  qu’un rôle n ettem en t secondaire du point de vue q u a n tita tif ou de celui 
qui concerne leur im portance et leur effet.

L ’anastylose

L’anastylose consiste à recom poser les parties existantes m ais démembrées 
d ’un m onum ent, opération par laquelle celles-ci reprennent leur fonction  et leur 
rôle dans l ’architecture originale. Son tra it caractéristique est que les formes 
du m onum ent sont recom posées ici à partir des m atériaux prim itifs. L’ana­
sty lo se  signifie donc la recom position des parties d’un édifice tom bé en ruines, 
à partir d’élém ents porteurs des form es architecturales originales.

Reconstruction

On appelle reconstruction l’exécu tion  d’une partie su ivie ou de l ’en­
sem ble du m onum ent avec des m atériaux nouveaux dans leur m ajorité. Le 
travail de reconstruction repose, de son côté, sur les résultats de la  reconstitu­
tio n  théorique, m ais dans ce cas, les parties exécutées avec des m atériaux nou- 
V eau x dom inent par leur quantité, leur im portance et leur effet, en com paraison  
des parties originales.
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3. Conservation et restauration

Facteurs intervenant dans la conservation et la restauration

Les facteurs influant sur le choix  des m éthodes de conservation et de 
restauration sont de deux ordres. Il y  a d’abord ceux qui découlent de la qua­
lité m êm e de m onum ent: le besoin d ’authenticité historique et celui d’un con­
tact direct avec le  m onum ent, tém oin  d’art et d’histoire. I l y  a ensuite d’autres 
facteurs déterm inants, indépendants de la qualité de m onum ent, à savoir le 
genre, les m atériaux et l’époque de la construction. Par conséquent, les prob­
lèmes relatifs à la conservation et à la  restauration des m onum ents peu ven t se 
différencier su ivan t qu’il s’agit, par exem ple, de m aisons d’habitation , de ch â­
teaux ou d’églises, com porter des solutions particulières pour les édifices du 
m oyen âge ou de l’âge baroque, ou se diversifier selon les cas de restauration de 
pierres, de briques, d’enduit, de stu c, de fresques, de bois, de fer, de v itrau x  ou  
de m osaïques.

Quand on cherche donc le m eilleur m oyen de résoudre une tâche concrète, 
il faut exam iner d’abord les interventions nécessaires et ensuite les répercussi­
ons que ces in terventions — com pte tenu  du genre, de l ’époque et des m até­
riaux de construction — peuvent avoir sur le fond m êm e et sur la valeur in ­
trinsèque du m onum ent.

Les conditions historiques particulières des m onum ents de H ongrie ne  
devant jam ais être perdues de vue lors de l ’application des principes généraux, 
l ’appréciation des données relatives au genre, à l ’époque et aux m atériaux en  
tiendra forcém ent com pte, en leur accordant tou t l ’in térêt qu’elles m éritent. 
A ce propos, on peut souligner d’une part le fait de la  destruction m assive de 
nos m onum ents d’avant l’occupation turque (c’est-à-dire du m oyen âge et 
de la renaissance) et l ’intérêt que revêtent, par là m êm e, des m onum ents 
fragm entaires ou com portant plusieurs états superposés et des m onum ents en 
ruines, e t d ’autre part l ’influence des m atériaux de construction d’origine 
locale et des conditions clim atiques propres au pays.

Les travau x  de conservation et de restauration que nécessite la protec­
tion des m onum ents se trouvent, au cours de l’exécution , en contradiction plus 
ou m oins flagrante avec des exigences aussi fondam entales que la préservation  
de l ’état original ou du caractère d’authenticité h istorique, car ces travaux ne 
von t jam ais sans apporter quelque changem ent à l ’éta t antérieur du m onum ent. 
Ce changem ent découle de la nature m êm e des travau x  et des buts que se pro­
posent la conservation , la consolidation, l’am énagem ent et la mise en valeur. 
Il est, d’une part, inévitab le d’enlever certaines parties de la substance ex istan te  
(originale) au cours des interventions qui s’im posent et, d’autre part, on en 
ajoute aussi presque toujours de nouvelles. Alors m êm e que le respect de la 
valeur du m onum ent et le besoin d ’un contact direct avec le docum ent d’art 
et d’histoire nous font réduire les changem ents au strict minimum, la m odifi­
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cation  de l ’état original apparaît com m e inévitab le si l ’on v eu t résoudre les 
problèm es architecturaux posés par la protection  du m onum ent.

C’est la mise en balance des divers facteurs en jeu qui fournit la solu­
tio n . Le m onum ent, tém oin  d’histoire, v a u t surtout par son authenticité . Aussi 
quand, par un souci de protection exigée par la v ie actuelle, on lu i fait subir 
certaines m odifications nécessaires, il fau t toujours considérer la mesure dans 
laq u elle  ces m odifications qui en lèvent ou ajoutent quelque chose, altèrent 
l ’a u th en tic ité  historique du m onum ent; com bien elles vont dim inuer sa valeur 
ou m êm e l’augm enter éventuellem ent en m ettan t au jour des valeurs jusque- 
là cachées; enfin, quels sont les m otifs pouvant justifier la dim inution éven­
tu e lle  de la valeur du m onum ent.

Il s’entend que ce travail d’appréciation ou l’établissem ent d ’un te l bilan  
devra être refait pour chaque cas ind ividuel, l ’im portance des valeurs mises en 
parallèle et la proportion des m odifications prévues variant d’un cas à l ’autre. 
Sous ce rapport, tous les problèmes on t donc une solution particulière. Ce qui 
dem eure constant, en revanche, ce sont le schém a conceptuel dans lequel les 
données concrètes sont à substituer et les directives qui doivent nous guider 
dans l ’appréciation et la  prise des décisions nécessaires. Quand il s ’agit de m o­
d ifications à apporter à des m onum ents de haute valeur, dont il faut élim i­
ner ou dégager certaines couches h istoriques, la  décision ne peu t jam ais dé­
pendre d’un seul spécialiste, mais doit s ’appuyer sur le jugem ent et la prise de 
p osition  unanim es de plusieurs personnes com pétentes.

Les trois catégories fondam entales de m odifications p ou van t être appor­
tées à un m onum ent sont: l’élim ination de parties existantes, le  com plém ent, 
et l’adjonction de parties nouvelles n ’ayan t pas existé prim itivem ent.

É lim ination  de parties existantes

On qualifie d’élim ination tou te opération destinée à enlever, dans un 
b u t quelconque, n ’im porte quelle partie du m atériau ex istan t d’un m onu­
m en t. Au cours de la solution architecturale des problèmes que pose la protec­
tio n  des m onum ents, l ’enlèvem ent peut s’im poser pour plusieurs raisons. 
L ’une d’elles est le travail même de conservation  du m onum ent, destiné à em ­
pêcher ou à lim iter le processus de v ieillissem ent naturel, ou à réparer les dégâts 
survenus à la suite de ce processus. Au cours du travail sont en levés générale­
m ent tous les élém ents structuraux trop altérés pour pouvoir être conservés 
dans leur état actuel, so it qu’ils m enacent de s’écrouler, soit qu’ils ne puissent 
plus être consolidés par les m oyens techniques actuels et rendus aptes à rem ­
plir leur rôle fonctionnel, soit qu’ils constituent un danger pour la sécurité 
publique.

N aturellem ent, il faut s ’efforcer de réduire au m inim um  les parties à 
élim iner pour des raisons techniques. La décision doit être précédée chaque
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fois par un exam en technique approfondi et il faut développer aussi, par un 
effort incessant les m oyens techniques et technologiques perm ettant de con­
server, de m aintenir en place et de consolider les structures originales.

Conservation des parties usées

Le m onum ent en tant que tém oin  du passé, suppose naturellem ent un  
certain degré de vieillissem ent. A ussi la conservation et la restauration ne con­
sisteront-elles pas à enlever et à rem placer toutes les parties usées, ébréchées 
ou fissurées, en cédant à un besoin esthétique mal compris. L ’intervention  
ayan t pour but de conserver et non pas de renouveler l’édifice, il s’ensuit qu’à 
part les considérations structurales déjà m entionnées, la restauration des par­
ties originales n ’est permise que dans une m esure telle que l ’ensem ble de l’édi­
fice  ne donne pas une im pression de délabrem ent et d’abandon.

Protection des éléments de sculpture

L ’édifice peut comporter des élém ents de sculpture présentant une v a ­
leur individuelle en tant qu’oeuvres représentatives de leur époque, qui offrent 
à ce titre  un haut intérêt non seulem ent com m e parties du m onum ent, m ais 
aussi com m e oeuvres sculpturales indépendantes. L’enlèvem ent et la conserva­
tion  en m usée du détail en question ne peu ven t être admis, en dernière ressource, 
que lorsque celui-ci serait, sans cette  m esure, menacé de destruction. Mais 
dans la grande m ajorité des cas, ces parties sont moins précieuses par elles- 
m êm es que dans leur relation avec le reste du m onum ent. En les séparant de 
leur con tex te , on peut certes en prolonger l ’existence, m ais on sacrifie alors 
fa ta lem ent l ’im pression d’authenticité que donnait l ’ensem ble de l ’édifice. 
Il faut donc des raisons extrêm em ent valables pour enlever des détails origi­
naux en vu e de leur conservation au m usée et l ’on utilisera tous les m oyens possi­
bles, y  com pris l ’application de toitures de protection, de recouvrem ents pério­
diques, e tc  . . ., pour pouvoir les laisser à leur place originale.

Détachement de pein tures murales

Pour les peintures murales, il peut être nécessaire de les détacher du 
mur ou de l’enduit original pour en assurer la conservation. Mais même en pro­
cédant avec le m axim um  de soins on endom m age inévitablem ent certains dé­
tails de la  surface, il faut ainsi faire des retouches et des réparations à l ’en­
droit des coupures, etc ., aussi cette  solution  ne sera-t-elle adoptée qu’en der­
nière extrém ité. On n ’aura recours au détachem ent qu’en l’absence com plète de 
tou t autre m oyen de fixer et de préserver la peinture à sa place originale.
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Même dans ce cas, la peinture une fois détachée et fixée  devra être replacée, 
au tan t que possible, à l ’endroit initial en sorte que son rapport organique avec  
l ’édifice puisse s’affirm er com m e auparavant.

Fig. 3. É lim ination de parties sans valeur. — Budapest, 2 rue Országház. Arcade gothique
murée, avant le dégagem ent

Présentation de p lusieurs états superposés

Certaines parties du m onum ent peuvent être enlevées défin itivem ent, 
so it parce qu’un ou plusieurs états superposés correspondant aux périodes de 
construction successives sont sans valeur du point de vue historique et que 
leur présence em pêche les parties vraim ent précieuses de produire leur plein  
effet (figures 3 —4), so it parce qu’ils m asquent un é ta t antérieur présentant un  
plus haut intérêt et dont le dégagem ent et la mise au jour s’im posent au prix  
m êm e du sacrifice de la période postérieure (figures 5 — 61. Bien que les m onu-
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m ents soient l ’expression non pas d’une époque, mais de la continuité h istori­
que, on ne saurait considérer toutes les couches historiques com m e ayant la  
m êm e valeur et m éritant d’être conservées au même titre. U ne partie en est,

Fig. 4. É lim ination de parties sans valeur. — B udapest, 2 rue Országház. Arcades gothiques  
après le  dégagem ent. Sur l ’em placem ent des v ieu x  logem ents démolis, on a construit un  res­

taurant. (Architectes: J .  Cs e m e g i— A. B u d a i 1959— 63)

en effet, sans in térêt ou ne présente qu’une valeur purem ent docum entaire, et 
le sim ple enregistrem ent de leurs données peu t suffire, tandis que d’autres ont 
une vraie valeur de m onum ent qui ju stifie  leur présentation. Le choix de ces 
dernières est affaire d’appréciation.

E n cherchant la  solution juste, il fau t examiner deux aspects de l ’en­
sem ble de problèm es. On devra considérer d’abord la valeur des périodes à en le­
ver ou à m ettre au jour. Citons à ce propos un problème très fréquent dans la  
pratique hongroise, celui de l ’élim ination des parties datant des X V IIIe—X I X e 
siècles, superposées à des antécédents du m oyen  âge.
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L’autre problèm e est de savoir dans quelle m esure l ’éventuelle présen­
ta tion  sim ultanée va  m odifier l’aspect architectural de l ’ensem ble de l’édifice. 
N otons à cet égard qu ’il fau t se garder d ’adopter des solutions outrées ju x ta ­
posant aux parties d’une valeur réelle des restes qui ne présentent qu’un intérêt 
docum entaire. Par ce procédé, l’édifice p eu t revêtir l’aspect d’une préparation

scientifique et perdre son effet d’ensem ble harm onieux, sans parler de cette  
surabondance d’élém ents hétéroclites qui rendra difficile la reconnaissance, 
précisém ent, des périodes vraim ent essentielles. I l faudra par conséquent faire 
preuve de m odération pour que l ’appréciation soit juste .

D ’un autre cô té , il faut souligner qu’en raison m êm e de la destruction  
m assive de l ’architecture m édiévale de H ongrie, on doit attribuer une im por­

Fig. 5. É lim ination de parties moins précieuses. — M átraverebély, choeur d’une église parois­
siale du m oyen âge. La v o û te  construite en 1793 avait changé l ’intérieur du choeur gothique. 
La voûte  baroque présentait dans ce cas une valeur moindre, que l ’on pouvait sacrifier afin  de

présenter l ’é ta t gothique original
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tance accrue aux fragm ents individuels, qui sont à apprécier aussi dans l’effet 
d’ensem ble.

Pour conclure: une grande réserve s’im pose en ce qui concerne le sacri­
fice défin itif des parties datant des X V IIIe et X I X e siècles; il faut éviter de

Fig. 6. É lim ination de parties moins précieuses. — M átraverebély, choeur d’une église parois­
siale du m oyen âge, après la restauration. Par le dégagem ent des fenêtres gothiques et des 
fragm ents de voûte , le choeur a repris ses proportions m édiévales. Les remplages m anquants 
n’ont pas été reconstruits. A  l’em placem ent de la voûte  gothique détruite, un plafond en  
planches suspendu indique la hauteur approxim ative de l’intérieur. (Architecte: T. K o pp á n y

1963)

présenter tous les détails d’un édifice au détrim ent de l’unité architecturale, 
to u t en s’efforçant de m ettre en valeur les fragm ents plus im portants datant 
du m oyen âge (figures 7 — 8 ).
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Fig. 7. Présentation sim ultanée de plusieurs périodes historiques. — Pannonhalm a, cloître de 
l ’abb aye bénédictine. Le portail du réfectoire de l ’époque romane avait é té  m açonné lors de 
la construction  de la voûte  gothique. Après son dégagem ent, les deux périodes égalem ent 
im portantes ont dû être présentées ensemble. Les retom bées de la voûte gothique son t suspendues 

à une poutre d’acier dissimulée. (Architecte: J . Sed lm a y r  1962)

Peintures murales à plusieurs couches

E n cas de peintures murales com portant plusieurs couches, le détache­
m en t éventuel de la couche supérieure n ’en signifie pas forcém ent la destruc­
tio n , pu isqu’elle peut être conservée à part. Pourtant, le dégagem ent destiné  
à m ettre  au jour un é ta t antérieur ne saurait être admis que dans des cas bien 
m otivés, v u  la difficulté q ’uil y  a à déterm iner d’avance l’éta t de conservation  
et la  qualité de toute l ’étendue de la couche datant d’une période antérieure. 
En cas de peintures ornem entales surtout, il est possible de présenter sim ulta­
n ém en t des couches correspondant à différentes périodes; on se contente alors 
de présenter une partie seulem ent de la couche sous-jacente, à l ’endroit de
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Fig. 8. Présentation sim ultanée de plusieurs périodes historiques. — Sopron, église St-Georges. 
Lors de la restauration de la façade baroque de cette église m édiévale transform ée au X V IIIe 
siècle, on a retrouvé les tym pan s gothiques ornés de reliefs. Ces détails précieux ont été pré­

sentés avec conservation de l’architecture baroque. (Architecte: J. Sed lm a y r  1962)

l ’altération ou de l ’en lèvem ent partiel de la couche supérieure. Le point de 
vu e esthétique doit être naturellem ent respecté dans une telle  solution.

U tilisation pratique

Quand des édifices classés m onum ents historiques sont affectés à une  
fonction  u tile , la nouvelle fonction  nécessite d’ordinaire des m odifications plus 
ou m oins substantielles, qui im pliquent l’élim ination d’un certain nom bre de 
détails originaux. Ces édifices construits à d’autres époques pour d’autres 
destinations ne se prêtent généralem ent pas, tels quels, aux exigences de notre  
vie  actuelle. I l convient de souligner, à ce propos, que chaque édifice forme un 
tou t hom ogène et uni traduisant son époque non seulem ent par sa façade, m ais

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



218 M. HORLER

par l ’organism e v iv a n t et com plexe que con stituent ensem ble sa disposition in ­
térieure, son plan, sa structure et ses m atériaux. Si on lui attribue de la valeur, 
c ’est précisém ent parce qu’il reflète l’époque qui l’avait créé pour satisfaire 
ses propres besoins.

Quant aux m onum ents d’architecture rurale, tou te  l ’unité économ ique, 
théâtre de la vie économ ique d’autrefois com portant la to ta lité  des bâtim ents

F ig. 9. U tilisation . — Sopron, maison Caesar. A u x locaux impropres à l ’habitation , il fa llat 
chercher une utilisation respectant le caractère de l ’édifice. L’aile m édiévale de la maison 

Caesar a été am énagée en taverne. (A rch itecte: Mme K iss , née J. Nagypap 1963)

d ’exploitation  et des dépendances, doit être considérée en outre com m e faisant 
partie intégrante du m onum ent.

Les élim inations à faire en vue de l’affectation nouvelle d’un m onum ent 
ne peuvent donc n u llem ent signifier qu’on renonce à en conserver l’intérieur, 
sous prétexte que la  fonction  doit déterm iner à elle seule, ce qu’il faut enlever 
de l ’original. La sauvegarde du caractère d’authenticité historique doit porter 
aussi sur l ’intérieur de l’édifice, ce qui v eu t dire pratiquem ent qu’on doit dé­
term iner l’affectation en fonction du plan et de la structure de l’édifice ex istant, 
au lieu d’adapter de force le m onum ent à des besoins dictés par un programme 
ma) établi (figures 9 — 10).
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L’intégration des m onum ents à notre v ie  actuelle est la meilleure ga­
rantie de leur sauvegarde. Alors même que leur utilisation  pratique proprem ent 
dite est im possible, ils ont un rôle v ivan t en vertu de leur valeur culturelle.

Fig. 10. U tilisation . — K őszeg, «grand bastion». Ce fort du m oyen âge est mis aujourd’hui 
au service du tourism e. B ar am énagé à l’intérieur du bastion. (A rchitecte: J. Sed lm a yr  19621

Aussi la mise en valeur des m onum ents signifie-t-elle avant to u t une affirm ation  
des valeurs culturelles qu’ils représentent, ce qui fait recom m ander la présen­
tation  sur place, en rapport avec l’édifice, de toutes les annexes et du m até­
riel archéologique découvert.

La restauration p eu t com porter, à côté de l ’en lèvem ent de certaines par­
ties, une autre sorte de m odification consistant, au contraire, à ajouter quelque 
chose au m onum ent, so it qu’on y  rem place des détails enlevés par des parties
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n ou velles, soit qu’on reconstruise des parties m anquantes, so it enfin qu’on 
incorpore dans l’ancien bâtim ent de nouveaux élém ents architecturaux ou 
qu’on y  ajoute une annexe de réalisation nouvelle.

U  originalité des matériaux

D ans le rem placem ent et le com plém ent, la question de l ’originalité des 
m atériaux utilisés apparaît comme un facteur décisif. La form e architecturale 
ne saurait, en effet, être distinguée des structures et des m atériaux qui la portent. 
La m êm e remarque est, en somme, va lab le  aussi pour les élém ents de sculpture, 
de peinture et de décoration. On ne p eu t parler de l ’au thenticité  absolue des 
form es que si celles-ci sont restées conservées dans les m atériaux prim itifs. 
Le caractère unique et individuel de l ’acte créateur de form es fa it que l’artiste 
lu i-m êm e ne saurait reproduire celles-ci d’une façon entièrem ent identique. La 
chose est encore m oins possible pour autrui, plusieurs siècles plus tard. Les co­
pies ne donnent donc jam ais qu’une im age plus ou moins approchante de l ’ori­
ginal, mais sans en avoir la valeur. Ce seul fait doit déjà nous faire rechercher 
tou s les m oyens de conserver l’original. Mais il y  a en outre, le profit scien­
tifiq u e que l’on peut tirer de la connaissance des m atériaux et des structures u tili­
sés aux différentes époques, et qui fon t partie de l’im pression com plexe que l ’on 
éprouve à la vue du m onum ent. L’originalité des m atériaux a donc une im por­
tan ce essentielle, pu isqu’elle est inséparable de la notion m êm e de m onum ent.

Les formes étan t directem ent liées à la surface extérieure de la m atière, 
il im porte non seulem ent de conserver la  m asse des m atériaux prim itifs, mais 
aussi d’en garder in tacte  la surface originale, qui peut présenter le plus haut 
in térêt. La surface des enduits, le parem ent des pierres, les revêtem ents, etc. . . 
conservés dans leur é ta t prim itif contribuent donc pour une bonne part à 
créer l ’impression d’originalité et d’au th en ticité  du m onum ent, et tout travail 
de rem aniem ent ou de renouvellem ent qu’on y  opère entraîne inévitablem ent la 
suppression des formes prim itives.

Par suite du vieillissem ent naturel de ses m atériaux, le m onum ent lu i-m ê­
m e est exposé à l’effet d’une usure progressive et m enacé d ’une lente destruc­
tion . La protection des m onum ents a précisém ent pour tâche d’em pêcher, ou 
du m oins de ralentir ce processus. Le plus souvent, la restauration ne va pas sans 
le rem placem ent de certaines parties originales et il faut bien le dire, la valeur 
du m onum ent sort am oindrie de cette  in tervention. La destruction, le rem pla­
cem ent de tout détail prim itif, si p e tit  soit-il, entraîne une certaine dim inu­
tio n  de la valeur, la copie n ’étant jam ais équivalente à l ’original. Toute in ter­
ven tion  de ce genre constituant donc un pis aller, on a in térêt à la lim iter le 
[dus possible.
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Compléments

Les com plém ents et les anastyloses effectués au cours de la restauration  
peuvent avoir deux buts différents. L’un est d’avoir une m eilleure com préhen­
sion des anciens rapports et proportions d’un monum ent resté conservé à l’état 
fragm entaire, une idée plus claire des principes de la construction et de la conti-

F ig. 11. Com plém ent. — Visegrád, tour Salom on. Le côté sud de la  tour construite au X I I I e 
siècle s’éta it écroulé au X V Ie. Les travaux de restauration entrepris à la  fin  du X I X e

siècle ont été abandonnés

nuité  des détails sans lien apparent, au tant de raisons qui m iliten t en faveur de 
la reconstruction à un certain degré des parties m anquantes.

L’intervention a pour effet d’enrichir et d’approfondir l’im pression que 
l’on éprouve à la contem plation du m onum ent original incom plet. Le second  
b u t que peut se proposer la reconstruction de parties m anquantes su ivant la  
conception originale, est de faciliter l’u tilisation  ou de rétablir l’aspect extérieur  
et l ’unité architecturale du m onum ent incom plet (figures 11 —12).
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En procédant au travail de com plém ent, il faut ten ir compte de trois 
aspects égalem ent im portants de la question , qui sont: l’authenticité, le degré 
et le m ode de l ’in tervention .

L ’authenticité des formes est bien le premier critère de tout travail de 
com plém ent, en l’absence duquel aucune intégration ne saurait être tolérée.

Fig. 12. Com plém ent. — Visegrád, tour Salom on. Pour la restauration définitive, on a utilisé  
des coques en béton. Les résultats de la restauration du X I X e siècle on t été corrigés pour 

assurer l’authenticité  historique. (Architecte: J . Sed l m a y r  1964)

A. la base de la qu an tité  et de la valeur des données scientifiques dont on d is­
pose, on com m encera donc par distinguer ce qu’on peut reconstruire avec une 
authenticité parfaite, de ce qui reste sim plem ent conjectural. Quant à la réa­
lisation  effective, c ’est-à-dire à l’am pleur de l’in tervention, celle-ci est li­
m itée par un autre critère selon lequel la partie originale existante doit préva­
loir nettem ent dans l’effet d'ensem ble produit par le m onum ent. Les compté-
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m ents didactiques dépendent donc, d’une part, de l’existence de données au­
thentiques et d’autre part, des rapports des parties neuves et de l’original. Il 
s’ensuit que le com plém ent ainsi défini ne saurait prétendre qu’à éveiller les 
idées et faciliter le travail de reconstruction m entale s’ébauchant à la vue du  
m onum ent original incom plet (figure 13).

Fig. 13. R econstruction . — Visegrad, tour Salomon. Pour la reconstruction de la voûte  go th i­
que de l ’étage supérieur, on a utilisé un file t d’acier donnant une idée de l ’intérieur et laissant 

voir aussi les fragm ents originaux. (Architecte: J. Sed lm a yr  1966)

E nfin, par respect de l’authenticité historique, le mode d’intégration doit 
être choisi d’une façon telle que les élém ents ajoutés au cours de la restaura­
tion se d istinguent clairem ent de l ’original. Les m atériaux et les m éthodes u ti­
lisés devront donc être choisis en conséquence (figure 14).

En som m e, les m êmes principes sont valables pour les com plém ents 
intéressant les élém ents de sculpture, de peinture et de décoration, à cette
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différence près que leur réalisation se d istingue suivant les particularités de 
l ’art dont ils relèvent.

U an astylose

Le mode de restauration le plus favorable est l ’anastylose, par laquelle  
on évoque l’aspect antérieur d’un édifice ou partie d’édifice tom bé en ruine,

Fig. 14. Com plém ent. — Diósgyőr, château-fort. Le m âchicoulis du bastion ayant été détruit 
u n e coque en béton donne une idée de son ancien volum e. (Architecte: K. F e r e n c z y  1960)

en en  recom posant les parties existantes originales, mais dém em brées. L’ana­
sty lo se  est un m ode de restauration non seulem ent possible, m ais souhaitable  
tou tes les fois que l ’on dispose d’un nom bre suffisant de parties originales dé­
m em brées, généralem ent en pierre, qu’il faudrait autrem ent placer au lapidaire 
ou m ettre en dépôt pour assurer leur conservation. La notion m êm e d’anasty- 
lose suppose logiquem ent l’utilisation d’un certain nombre d’élém ents d’in ­
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tégration. En d’autres term es, l ’anastylose théoriquem ent pure ne peut ja ­
mais se réaliser qu’en liaison avec le travail de com plém ent déjà défini (figures 
15, 16, 17). Or, d’après cette définition, l ’anastylose aussi bien que le com plé­
m ent des parties in  situ  suppose la n ette  prédom inance des parties originales 
dans l’effet d’ensem ble produit par le m onum ent. On ne saurait cependant qua­
lifier d’anastylose la restauration de parties de bâtim ent ou de structures, dont 
la substance aurait été altérée au point de provoquer la destruction définitive  
des formes originales.

Fig. 15. Complément — anastylose. — Váraszó, église de l’époque rom ane, agrandie au X V IIIe 
siècle par dém olition de l’architecture rom ane. Les pierres de l’église rom ane avaient été  

utilisées com me m atériaux de construction

Déplacement de monuments d’architecture rurale

La situation est, sinon identique, du m oins analogue dans une certaine  
mesure, en cas de déplacem ent de m onum ents d’architecture rurale et de leur 
exposition dans une collection ethnographique de plein  air. Pour autant que 
l ’opération du transfert respecte au m axim um  les structures et la substance  
originales, il s’agit ici de l ’application d’un principe analogue à celui de l’ana- 
stylose. Bien que la séparation du cadre traditionnel original dim inue dans
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chaque cas la valeur du m onum ent, cette  solution peut aussi s’im poser en 
dernière ressource, pour parer au danger d’une destruction to ta le . Mais il est alors 
indispensable qu’après le déplacem ent, la majeure partie des structures origi­
nales soit réintégrée à l ’édifice, sans quoi l’opération ne relève plus de la pro­
tectio n  des m onum ents.

F ig. 16. Complément — anastylose. — Váraszó, église de l’époque rom ane. Les élém ents de 
l ’architecture romane incorporés dans les m urs du XV IIIe siècle une fois dégagés, ont été remis à 
leur place originale. Pour com pléter les parties m anquantes, on a utilisé des briques. (Archi­

tecte: F . E r d e i 1963)

Reconstruction

Chaque fois qu’on utilise, soit en grande partie, soit exclusivem ent, des 
m atériaux nouveaux pour réaliser les résultats du travail de reconstitution  
théorique, on parle de reconstruction, qui peut être partielle ou intégrale selon 
qu ’elle porte sur une partie donnée ou sur l’ensem ble du m onum ent.
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La reconstruction intégrale de m onum ents détruits est considérée comme 
un procédé contraire à la notion de protection . Cette opération doit être exclue 
en principe, comme signifiant une falsification  de l’histoire. La construction de 
copies et de faux conduit à la confusion des justes notions relatives à la protec­
tion  des m onum ents et peut com prom ettre aussi les valeurs historiques réelles, 
en suscitant à leur égard la m éfiance de l’opinion publique.

F ig .  1 7 . A nasty lose . — S zo m b ath e ly , tem p le  d ’Isis. Les frag m en ts  de corniche du  tem p le  
ro m ain , rem is dans leu r p o sitio n  originale, re p o se n t su r une  c o n stru c tio n  en  b é to n  é v o q u an t 
les p ro p o rtio n s  e t  le vo lum e des é lém ents de  s tru c tu re  d é tru its . (A rch itec te : Gy . H a jnóczy

1962)

U ne reconstruction partielle peut être justifiée quand il s’agit de rétablir 
les parties détruites de bâtim ents en usage: maisons d’habitation  et édifices 
publics, en vue de leur utilisation  actuelle. Dans ce cas, l ’édifice endom m agé ne  
pouvant généralem ent être conservé à l ’état de ruine, on peut soit sacrifier, 
en la dém olissant, la partie restante, so it — si c’est possible et justifié  — l ’in-
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tégrer au nouvel édifice à construire (figures 18 —19), so it enfin  reconstruire 
la partie m anquante sous sa form e prim itive. Les facteurs déterm inant le  
ch o ix  de l’opération son t la valeur du m onum ent, base de tou te  appréciation, 
le rapport des parties ex istan tes et détruites, le genre et enfin les m atériaux de  
construction  de l’éd ifice.

F ig . 18

La reconstruction partielle peut encore se justifier du point de vue d i­
dactique, quand elle intéresse un élém ent ou une unité de com position d’une 
partie détruite et v ise  le même but que le travail de com plém ent: faciliter la  
compréhension du to u t  et donner une idée de son systèm e architectural. N atu­
rellem ent, ici encore dem eurent valab les les critères admis pour le com plém ent, 
à savoir l’authenticité, l ’im portance et le mode de l’intervention.
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On peut aussi considérer com m e une reconstruction partielle l’exécution, 
à partir de m atériaux nouveaux, de certains élém ents de structure détruits 
m ais indispensables te ls  que plancher, to itures, escaliers, etc.

F ig . 19
Fig. 1 8 — 19. Intégration. — B udapest, 32 rue Uri. La porte cochère m édiévale, conservée de 
l’ancien bâtim ent détruit, a été intégrée à la nouvelle m aison d’habitation . (Architecte:

Z. F a r k a s d y  1960)

Adjonction de parties nouvelles

L ’aspect du m onum ent peut être enfin m odifié par adjonction ou in té­
gration à l’édifice de structures architecturales nouvelles qui n ’y  figuraient pas 
auparavant. De telles adjonctions p eu ven t être m otivées soit par la sauvegarde  
de l ’édifice, soit par le souci de présenter ses valeurs m onum entales ou archéo­
logiques, soit enfin par son affectation à une fonction nouvelle, comme dans 
les cas des toitures ou des bâtim ents de protection  (figure 20), des lapidaires 
ou des musées, des constructions utilita ires ou m ises au service du tourism e.
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Pour pouvoir juger de l ’opportunité d’une adjonction, il faut en apprécier 
la nécessité, tenir com pte du rapport des parties originales et nouvelles et de 
l ’aspect architectural que présentera le m onum ent après l’intervention. Il est 
essentiel, sous ce rapport, de choisir correctem ent le programme et l ’affectation  
nouvelle , qui doivent être chaque fois adaptés au caractère particulier du 
m onum ent. Une exigence primordiale est que l’aspect d’ensem ble du docum ent

Fig. 20. Adjonction de n ou veau x élém ents architecturaux. — Veszprém , bâtim ent pour la pro­
tection des ruines de la Chapelle St-Georges. (Architecte: F. E r d e i 1961)

d’art et d’histoire soit conservé in tact et ressorte pleinem ent malgré les adjonc­
tions.

En ce qui concerne les adjonctions, il faut adm ettre com m e un principe 
fondam ental que l’em ploi des techniques modernes et la juxtaposition  de for­
m es et de structures anciennes et nouvelles n ’ont rien de choquant ou de préjudici­
able au m onum ent. Au contraire, c ’est la la seule solution correcte, qui fait 
encore mieux ressortir le caractère d’authenticité historique, au lieu de le 
dim inuer.
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4. Recherche et docum entation

P oints de vue et méthode de la recherche

Le travail de recherche et de docum entation  relatif à la protection des 
m onum ents est régi par deux points de vue fondam entaux propres aux dis­
ciplines de la protection du travail et de l ’histoire de l ’architecture. Bien qu’on 
poursuive, ici et là, des buts pour la p lupart identiques en u tilisan t des m éthodes 
analogues, les points de vu e en question dem andent à être définis séparém ent. 
La protection des m onum ents s’appuie sur l’histoire de l ’architecture en fixan t  
son choix  et portant son jugem ent sur les objets à préserver. E lle en utilise  
même les m éthodes, m ais s ’en écarte pourtant quant à son ob jectif final. Alors 
que l’histoire de l ’architecture étudie les m onum ents sans se soucier de la 
nécessité ou des possib ilités de leur sauvegarde, la protection  des m onum ents 
se propose aussi et avant to u t de les conserver. Il est donc norm al que dans le 
choix  et le jugem ent sur la valeur des m onum ents, elle form ule et fasse pré­
valoir ses propres points de vue spéciaux venant s’ajouter à ceux de l’histoire 
de l ’architecture. La protection  des m onum ents adopte donc certains points 
de vue de cette dernière et lui fournit en revanche une m ultitude de données 
précieuses résultant de la recherche, de l’inventaire et du classem ent des 
m onum ents historiques.

Au cours des travau x de conservation et de restauration , on étudie la 
valeur, l ’authenticité et l ’histoire du m onum ent, afin d’en faire ressortir et 
rendre accessibles les valeurs intrinsèques. Pour ce travail on utilise encore les 
m éthodes propres à l ’histoire de l ’architecture ou à l’h istoire de l’art et à 
l ’archéologie, mais au lieu  de se contenter d’établir certaines données et cer­
tains rapports, on cherche aussi les m odes d’application pratique de ces ré­
su ltats qui enrichissent aussi, tou t naturellem ent, l ’histoire de l ’architecture.

L’histoire de l ’architecture se référant de plus en plus, à côté des sources 
écrites, à des données et des constatations basées sur les m onum ents m êm es, 
sur les conclusions qui en peuvent être tirées, ou sur des détails mis au 
jour, il n ’est pas sans in térêt de savoir jusqu’à quand et par quelles m étho­
des peuvent être conservés les m onum ents qui nous resten t, ces sources v i ­
vantes de la science, e t dans quelle m esure l’activ ité  v isa n t leur entretien  
est susceptible d’augm enter ou de dim inuer leur valeur de source. Le travail 
scientifique ayant pour objet d’établir les principes et les m éthodes de la pro­
tection  des m onum ents présente donc, au delà de ses v isées spéciales, un 
in térêt presqu’aussi grand pour l’h istoire de l’architecture.

Les domaines de recherche

La recherche scientifique relative à la protection des m onum ents a donc 
un but déterm iné par les tâches concrètes de la sauvegarde; ses m éthodes sont 
celles m êmes de l’histoire de l ’architecture, m ais adaptées à ce but spécial;
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enfin  ses résultats serven t aussi, d irectem ent ou indirectem ent, Fhistoire de 
l ’architecture.

L’activité de recherche ayant trait à la protection des m onum ents se 
poursu it en deux dom aines principaux, qui sont la recherche des sources écrites 
e t  la  recherche archéologique. La prem ière comprend la recherche et le classe­
m en t des données p ou van t être découvertes dans les b ib liothèques, les archives 
e t les  collections des m usées, tandis que la seconde concerne l’étude approfondie 
du m onum ent et de son m ilieu, par déplâtrage, par dégagem ent et par fouilles. 
La recherche est su ivie de l ’appréciation des données ind ividuelles et de l’éclair­
cissem ent des rapports qu ’elles perm ettent de déterm iner. Grâce à ces activ ités  
on arrive à dégager, avec plus ou m oins de détails, l ’histoire de la construction  
du m onum ent. Les deux dom aines de recherche se com plètent m utuellem ent.

Documentation

La marche des travaux de recherche et les résultats obtenus doivent 
être consignés dans la docum entation . Celle-ci se propose un double but. E lle  
sert d’une part de ju stification  scientifique aux interventions opérées et aux  
m éthodes choisies au cours des travau x  et rend possible la publication des 
docum ents. D ’autre part, elle sert à exposer les résultats de la recherche et à 
consigner les phases du travail de restauration pour l’histoire de l ’architecture.

Par conséquent, le travail de docum entation scientifique a pour tâche  
de fixer  l ’état du m onum ent avant la restauration, d’enregistrer toutes les  
observations résultant de recherches et d’études antérieures ou parallèles aux  
tra v a u x  de restauration et pouvant intéresser l’histoire de l ’art, l ’histoire de 
l ’architecture ou l’archéologie, enfin de réunir tou t autre donnée scientifique  
susceptib le de changer ou de justifier le m ode de restauration choisi.

La docum entation scientifique peut s’effectuer le plus utilem ent en deux  
étap es. Dans la prem ière, on rassem ble tous les résultats et données découverts 
resp . réunis au cours de la phase préparative de la restauration , qui sont 
nécessaires pour l’étab lissem ent des projets et pour leur approbation. Dans la  
seconde étape, qui peu t être parallèle ou postérieure à la restauration, on 
enregistre les données, trouvailles ou autres résultats découverts au cours de  
la  réalisation. C’est à ce stade que l ’on procède aussi à la révision et au  
parachèvem ent de la docum entation , à la correction éventuelle  des données et 
des observations antérieures et à la synthèse des résultats défin itifs.

Les données et les résultats seront consignés dans la docum entation  
sous forme de rapports, de dessins et de photographies.

Le rapport con tien t la description de l ’état de l ’édifice avant la recherche 
ou la restauration, les données historiques pouvant être établies d’après le  
tém oignage des sources, les com ptes rendus des recherches archéologiques et  
l ’histoire de la construction, telle qu’elle peut être reconstituée sur la base de
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tous ces résultats. C’est l ’exposé historique de la construction qui doit faire la 
synthèse des différents résultats de la recherche, en considérant l’ensemble du 
m onum ent com m e un to u t hom ogène et en exposant les résultats partiels dans 
leurs rapports m utuels.

La partie graphique contient les relevés techniques détaillés de l’état 
antérieur à la recherche, ainsi que les dessins enregistrant les résultats des 
recherches effectuées sur le m onum ent, chacun des résultats partiels étant 
représenté dans ses rapports avec l’ensem ble de l'édifice. Les diverses périodes 
historiques d éfin itivem ent établies doivent être indiquées par des signes 
graphiques appropriés.

La docum entation photographique doit réunir les anciennes im ages 
photographiques de l ’éd ifice, les reproductions d ’anciens dessins et de gravures 
et les nouvelles photographies destinées à docum enter d ’une façon systém ati­
que l ’é ta t antérieur à la  recherche, le déroulem ent et les résultats de cette derni­
ère, les principales phases des travaux et l ’état postérieur à la restauration.

*

Je tiens à exprim er ici mes rem erciem ents à M m . D ezső  D e r c s é n y i, 
Géza  E ntz et F r ig y e s  P ogány , ainsi qu’à Mme A nna  Zá d o r  qui, sur la 
dem ande de la Com m ission pour l’H istoire et la Théorie de l ’A rchitecture, ont 
discuté les idées contenues dans cette étude et m ’ont aidé par leurs observations 
précieuses.
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Governing Principles in  Renovation of A ncient Monuments. Principles concerning conser­
v a tio n  and restoration o f ancien t m onum ents considered to be right b y  the International 
Charter adopted in V enice, 1964, and being applied in practice by the H ungarian m onum ent 
protection  are summarized.

Richtlinien der Denkm alw iederhersteliung. Es werden die der Bewahrung und W ieder­
herstellung der Denkm äler bezüglichen und in Übereinstim m ung m it der in Venedig im  Jahre 
1964 genehm igten in ternationalen  Charta die für richtig erachteten und in der Praxis des 
ungarischen Denkm alschutzes geübten G rundsätze zusam m engefaßt.

Принципы восстановления памятников (M. Хорлер). В работе сделана попытка 
обобщить считающиеся правильными и применяемые в венгерской практике по защите 
памятников принципы Консервации и Реставрации Памятников в согласии с Между­
народным Положением, принятым в Венеции в 1964 году.
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Beles. A . A . — Soare, M .:

LES PA R A B O L O ÏD E S E L L IPT IQ U E  ET H Y P E R B O L IQ U E
D A N S LES CONSTRUCTIONS

Dunod. Paris 1967, 686 pages, 206 figures, 60 tab leaux

Ce livre est la traduction française de l ’ouvrage: «Paraboloidul E llip tic  §i Hiperbolic 
in Construc^ii» publié en 1964 en langue roum aine et com plété depuis par les plus récentes 
données de la littérature internationale et surtout par les derniers résultats des investigations  
des auteurs eux-m êm es.

Le livre se divise en trois parties principales. La première présente sur 180 pages les 
éléments généraux de l’architecture des coques. E lle traite en détail des relations d’équilibre, 
de déform ation et d’élasticité rapportées à des lignes de coordonnées curvilignes et cartésiennes 
orthogonales. Elle présente aussi la forme sim plifiée de ces mêmes relations dans les cas de 
coques de révolution et de coques surbaissées. La m êm e partie traite ensu ite de la géom étrie  
des paraboloïdes elliptique et hyperbolique construits sur des plans de form es diverses et  
fa it connaître les m éthodes m athém atiques perm ettant de résoudre les problèm es de coques. 
On y  trouve enfin des explications concernant le principe des m éthodes variationnelles d’appli­
cation fort pratique pour le calcul des coques, su iv ies de l’exposé des différents procédés 
num ériques.

La seconde partie du livre, contenant 187 pages, fait connaître la théorie de membrane 
des paraboloïdes elliptiques et hyperboliques. Après l’exposé des solutions élém entaires, les auteurs 
y  passent aux solutions par séries trigonom étriques doubles et sim ples, respectivem ent aux  
solutions numériques. Su ivent les problèmes de l’é ta t de déformation du paraboloïde elliptique 
en divers cas de charge et d’appui, ainsi que ceux qui concernent l’état de contraintes et de 
déform ations du paraboloïde hyperbolique rapporté aux génératrices rectilignes et du parabolo­
ïde hyperbolique en selle, problèm es traités dans le cadre de la théorie de m em brane.

La troisièm e partie du livre expose, en 247 pages, la théorie de la flexion des paraboloïdes 
elliptique et hyperbolique. E lle  présente la solution des équations de base par la m éthode des 
séries trigonom étriques doubles et sim ples pour des coques construites sur contour rectangulaire  
et fa it connaître différentes m éthodes sim plifiées de calcul. Des tableaux et diagram m es facilitent 
le calcul des paraboloïdes de révolution sur contour carré soumis à des charges diverses. Suit 
la théorie de la flexion des paraboloïdes de révolution sur contour circulaire les auteurs s’occu­
pant en détail des coques surbaissées. Ils font enfin connaître la solution trigonom étrique des 
paraboloïdes hyperboliques en selle, respectivem ent de ceux rapportés aux génératrices 
rectilignes.

L'annexe du livre, consacré à la question des grandes déform ations des paraboloïdes 
surbaissés, esquisse aussi le problèm e de leur stab ilité. Les auteurs y  proposent aussi une série 
de différentes formules, de solutions élém entaires et de fonctions exponentielles am orties 
jouan t un rôle dans la théorie des coques.

Comme il ressort de l’énum ération ci-dessus, le livre contient toutes les connaissances 
nécessaires à l’ingénieur vou lan t résoudre les problèm es des coques à paraboloïde elliptique  
et hyperbolique. En dehors des ingénieurs constructeurs, il est utile à tous ceux qui s’intéressent 
aux problèm es des coques du point de vue des coques paraboloïdes mais les m éthodes exposées 
sont égalem ent utilisables et généralisables à des coques de différentes formes.

L’énorme docum entation littéraire que les auteurs ont réunie et réduite à un com m un  
dénom inateur présente un avantage particulier pour l ’ingénieur constructeur aussi bien que 
pour le théoricien. La liste bibliographique figurent à la fin  de chaque chapitre et contenant 
354 titres, est très utile pour ceu x  qui veulent poursuivre des investigations plus poussées 
dans ce dom aine. Elle com prend entre autres un grand nombre de publications des auteurs 
eux-m êm es, parues dans différentes revues scientifiques. Leur publication rehausse encore 
l’intérêt de cet ouvrage de haute valeur.
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Les explications du  livre sont claires et faciles à com prendre, son argum entation est 
convaincante. Malgré le caractère essentiellem ent théorique du su jet traité, la partie m athé­
m atique est lim itée, les auteurs cherchant av a n t to u t à faciliter la  solution rationnelle de 
problèm es pratiques. D an s ce but, ils fon t volontiers appel à des procédés approxim atifs et 
—  a côté du traitem ent analytique —  assurent aussi une large place aux m éthodes num ériques. 
Les diagram m es, tab lea u x  e t exem ples num ériques com plètent de façon heureuse ce livre, 
que l ’on peut recom m ander chaleureusem ent à tous ceux qui s’intéressent aux problèm es des 
coques.

P. Csonka

B E T O N T E C H N ISC H E  B E R IC H T E  1966 

B eton  Verlag G m bH , D üsseldorf

Das Verlagswerk fa ß t die Ergebnisse einer fortdauernden B eobachtung von Forschungs­
in stitu ten  zusam m en, im  Zusam m enhang m it der zeitlichenÄ nderung der m echanischen E igen ­
schaften  des B etons.

D ie bedeutsam sten  Untersuchungen und Feststellungen können im folgenden zusam ­
m engefaßt werden:

Die Z usam m ensetzung, Güte und H erstellung der Zem ente beeinflussen die D auer­
festigk eit des B etons n ich t wesentlich. D ie W iderstandsfähigkeit des Betons gegen Sulfate  
nim m t m it der V erm inderung des Ca3A l-G ehalts zu. D ie künstlich  hergestellten L uftporen  
erhöhen die F rostbeständ igkeit; dieser U m stand fördert eine vorteilhafte Ausführungsweise, 
besonders in der A nw endung des B etons im  Straßenbau.

In  Stallungen kann der glattflächige Stahlbetonbalkenrost m it einem Trapezquer­
sch n itt, hergestellt aus B eton  В 300, angew endet werden.

D ie aus B eton gefertigte Straßendecke wird durch K orrosion des G efrierschutzm ittels 
weniger beschädigt, w enn der Luftporengehalt L a >  3,5% , die M enge der Poren von 0,3 m m  
Durchm esser L300 >  1,5%  und der Porenabstand A F  <  0,2 m m  sind.

Zur B estim m ung des Innen- und F lächenfeuchtigkeitsgehalts des Aggregats wurde 
von  dem  In stitu t O tto Graf ein genaues Verfahren ausgearbeitet. D ie Studie erstreckt sich  
auf die Beschreibung des Meßverfahrens und der M eßgeräte.

Für die Ä nderung der Festigkeit und W asserdurchlässigkeit der Betons, in A bhängig­
k e it vom  Z em entgehalt, vom  W asserzem entwert und Alter, steh t eine reichliche Menge von  
A ngaben zur V erfügung. B ei der Herstellung der hochfesten B etons is t  es wichtig, eine niedrige  
Tem peratur ( + 5  °C) u n d  einen Druck von ungefähr 20 kp/cm 2 während des Abbindevorgangs 
anzuwenden.

M it der chem ischen Um wandlung des m it Ölen von m ineralischer Herkunft getränkten  
B etons rechnet m an n ich t; unter der E inwirkung des Öls nim m t die Bruchfestigkeit der B etons  
um  10 bis 20 Prozent ab , die hochfesten B etons verlieren aber n ichts an Festigkeit.

H insichtlich der Durchführung der B etoninjektion  können die Vorschriften der Vereinig­
ten  Staten  von Am erika als die geeignetsten angenom m en werden.

D ie Behandlung der Unterwasserbetonierung enthält außer den wohlbekannten R egeln  
keine bem erkenswerten Feststellungen.

B. Goschy

M . Soare:

A PPLICA TIO N OF F IN IT E  D IF F E R E N C E  EQ UATIONS TO SH ELL A N A LY SIS

Pergam on Press, O xford — London — etc. -  P ublish ing House of the A cadem y of the Socialistic  
R epublic of R oum ania, Bucharest 1967, 499 pages. 130 figures, 61 tables, 11 num erical 
exam ples (partly in  several variations)

This book w as published in 1959 under the title  “ Aplicarea ecuatiilor cu diferente  
fin ite  la caleulul placilor curbe subtiri” in  the Roum anian language, and in 1962 under the 
title  “ A pplication des équations aux différences finies au calcul des coques” in French. The 
present English edition  is a variant o f the former, partly revised, partly com pleted, m ainly  
b y  literary references.
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The book is d ivided in to  10 chapters. Chapter I, one of the best in the book, expounds 
after a brief introduction  the fundam ental principles and basic relations of the theory of  
surfaces. I t  deals in detail w ith  the case of flat shells, further, m ainly on ground of N ovo zh i- 
LOv’s and Gol’d e n v e iz e r ’s investigations, w ith the criticism  o f the so-called m embrane 
theory.

Chapter II explains m ethods and basic principles o f calculation w ith fin ite difference  
equations and presents th e  procedures to be applied in the cases o f  rectangular, oblique and 
triangular networks. The m ultilocal m ethod and th a t o f  the funicular polygon are also described.

Chapters I I I  and IV apply the methods of fin ite  differences to shells o f revolution, 
whether sym m etrically loaded or not. The numerous exam ples in these chapters offer am ple  
possib ility  for the critical evaluation of the different procedures.

Chapter V presents the calculation of a spherical shell rectangular in plan w ith  the aid 
of fin ite  differences, after explain ing the membrane theory of double-curved shells having an 
arbitrary shape. This chapter gives an interesting com parison betw een results obtained b y  
applying networks w ith  different intervals, also com paring these results w ith  the exact values.

Chapter V I applies the difference m ethod to the investigation  o f shells o f translation. 
The calculation of the follow ing shells o f translation is given so as to provide exam ples: a shell 
w ith  circular director curves, rectangular in plan; an elliptic paraboloid shell covering a 
rectangular plan; a paraboloid shell o f revolution over a rhom boidal ground-plan. The cross­
checking of the different varieties o f calculation lead to instructive statem ents here too.

Chapter V II contains the applications of difference m ethods to  the calculation of  
various types o f conoid shells.

Chapters V III  and IX  apply the difference m ethods for solving bending problem s 
o f shells. Questions relating to shells o f revolution loaded by axisym m etrical forces, as well as 
those o f circular cylindrical and folded shells are dealt w ith.

Chapter X  g ives a brief survey of the possibilities o f solving problem s, not to  be ap­
proached by num erical m ethods, w ith  the aid of experim ents m ade on m odels.

Author explains the application of the procedures presented in the book by the detailed  
elaboration of 11 num erical exam ples chosen from industrial architecture. I t  is to be appreciated  
th a t in m any instances several alternative procedures are used for the solution of the problem s. 
Thus, a chance is given also to compare the am ount of work needed for each of these solutions. 
Comparing the results o f th e  various procedures, it  is possible a t the sam e tim e to see, to w hat 
degree the exactitude of the calculation depends on the num ber of unknowns. All the above- 
said can serve as an ind ication  to show how fine a network should be chosen in a given case.

I t  m ust be em phasized that author carried out pioneer’s work b y  applying the fin ite  
difference m ethods to the analysis o f  shell structures. A considerable part o f the m ethods 
described in the book were first introduced by him . This statem ent refers am ong others to the  
application of the funicular m ethod and especially the m ultilocal m ethod to investigate shell 
structures. The sam e is true for the m ethods elaborated to calculate cooling towers in hyper­
bolic hyperboloid shape, and conoid shells, as well as for the further developm ent of difference 
calculation m ethods in  several directions.

Summarizing, it  m ay be stated that Mr. Mircea So are’s book is an excellent work  
in every respect satisfy ing the needs of engineering practice. B eing from  now on available  
in  English , it  is likely  to increase the international reputation of its author.

P. Csonka

M árkus, Gy.:

T H E O R IE  U N D  B E R E C H N U N G  ROTATIONSSYM M ETRISCHER B A U W E R K E  

Akadém iai K iadó, B ud apest 1967, 600 Seiten, 226 Bilder, 81 Tafeln, 69 Diagramme

Dieses W erk ist  die vom  W erner Verlag, D üsseldorf herausgegebene deutsche Ü ber­
setzung des bei dem  Verlag der Ungarischen Akadem ie der W issenschaften im  Jahre 1964 
erschienenen W erkes unter dem  T itel »Körszimmetrikus szerkezetek elm élete és szám ítása«.

R otationssym m etrische Bauwerke kom m en in der Ingenieurpraxis, besonders im T ief­
bau, sehr häufig zur A nw endung und oft bereitet ihre Berechnung nicht unerhebliche Schwierig­
keiten . D as vorliegende B uch beschränkt sich auf rotationssym m etrische Belastungsfälle der 
erwähnten K onstruktionen, m it dem Zweck, ihre Berechnung zu vereinfachen.

Das B uch ist in  acht K apitel gegliedert, w ovon das erste die Berechnung der Kreisplatten  
behandelt. N ach einer kurzen theoretischen Einleitung erörtert Verfasser verschiedene Bela- 
stungs- und Lagerungsfälle von  K reisplatten von  gleichbleibender bzw. veränderlicher D icke.
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Er g ib t ein Verfahren zur Lösung des Problem s von  K reisplatten m it veränderlicher Dicke  
m itte ls  der Differenzenm ethode. Es werden auch Aufgaben bezüglich K reisplatten auf elasti­
scher B ettung erschöpfend behandelt. D ie Ausführungen werden durch eine überaus reiche, 
gut übersichtliche Form elsam m lung und durch Tafeln für den praktischen Ingenieur besonders 
n ü tzlich  gestaltet.

D as zweite und dritte K apitel m achen den Leser m it dem  Problem  der Kreisscheiben  
und K reisringe  bekannt. A uch  hier wird die Behandlung durch eine w ertvolle Form elsam m lung  
ergänzt.

D as vierte K apitel beschäftigt sich m it der Frage der Rotationsschalen. Im  Rahm en  
der Membrantheorie werden die verschiedensten Belastungsfälle der Zylinder-, K egel- und  
K ugelschalen  sowie die der elliptischen R otationsschalen  ausführlich behandelt. In der Folge 
wird die Anwendung der Biegetheorie auf Zylinder-, Kegel- und K ugelschalen erörtert, all 
das v o n  reichlichem B ildm aterial begleitet. Für die Praxis ist die m itgeteilte  reiche Form el­
sam m lung von großem N utzen .

D as fünfte K apitel befaßt sich m it der Berechnung aus rotationssym inetrischen E le­
m enten  zusammengesetzter Konstruktionen. Der Gang der Berechnung wird an einem  prak­
tischen  Beispiel gezeigt.

K apitel sechs, sieben und acht enthalten  ein Literaturverzeichnis, Tafeln  und Diagram m e. 
In den Tafeln sind B iegem om ente und Querkräfte von Kreis- und K reisringplatten sowie 
v o n  durchlaufenden K reisplatten  bei verschiedenen M aßverhältnissen zusam m engestellt. In 
der Tafelsam m lung sind reichliche Funktionentafeln  für die Thom pson Funktionen und ihre 
D erivierte sowie für die zur Berechnung von  Zylinderschalen notw endigen Angaben zu finden. 
D ie D iagram m e bieten eine recht einfache M öglichkeit zur annähernden Behandlung von Kreis- 
und Kreisringplatten, bzw. von  Zylinderschalen.

D as Buch von Gy. Má r k u s  bietet ein ausgezeichnetes Beispiel dafür, wie man die Ergeb­
n isse der E lastizitäts- und Schalentheorie der Praxis unm ittelbar zugänglich und für sie ver­
w endbar machen kann. A uch  die Erläuterung verschiedener Annäherungsverfahren, die die 
V ereinfachung der Berechnungen bezwecken, ist äußerst nützlich. Dies bezieht sich haupt­
sächlich  auf die Anwendung des aus der Theorie der Durchlaufträger bekannten Crossschen 
Verfahrens zur Lösung verschiedener zusam m engesetzter Aufgaben, eine M ethode, die durch 
den Verfasser eingeführt wurde. Die in den T ex t eingefügten praktischen Berechnungsbeispiele  
bedeuten  für das Verständnis eine erhebliche Erleichterung.

Fraglos wird das von  G yula Má rku s  m it aufopferungsvoller Arbeit und unerm üdlichem  
F leiß  verfaßte Buch —  wie in Ungarn —  so auch im Ausland eine sehr günstige Aufnahm e 
finden  und in der Reihe der in der Ingenieurpraxis unentbehrlichen Fachbücher eine ihm  
gebührende vornehme Stelle einnehm en.

P . Csonka

R osm an , R.:
G E G L IE D E R T E  W IN D SC H E IB E N  MIT ST U FE N A R T IG  V E R Ä N D E R L IC H E N  
Q U E R SC H N IT T SW E R T E N

H eft 67 der Buchreihe B auingenieur-Praxis. Verlag von W ilhelm  E rnst u. Sohn. Berlin — 
M ünchen 1967; 50 Seiten, 23 Bilder, 7 Zahlentafeln

Dieses H eft ist die organische Ergänzung der vom  selben Verfasser geschriebenen und 
in der Buchreihe B auingenieur-Praxis  bereits veröffentlichten zwei H efte m it den Titeln: 
D ie  statische Berechnung von Hochhauswänden mit Öffnungsreihen (H eft 65), bzw. Zahlentafeln 
fü r  die Schnittkräfte von Windscheiben mit Öffnungsreihen (H eft 66).

Im  Gegensatz zu den vorhergehenden H eften  befaßt sich vorliegendes H eft m it H och­
hausw indscheiben, deren Q uerschnitts- und Öffnungswerte im oberen A bschnitt des Gebäudes 
von  denen des unteren A bschn ittes verschieden sind. Verfasser behandelt gesondert den Fall 
wo die Achsenlinien der Ö ffnungen durchlaufen, d. h. in dem unteren und oberen G ebäude­
absch n itt in eine gem einsam e Vertikale fallen und jenen, wo die Öffnungsachsen des unteren  
A b schn ittes im Verhältnis zu denen des oberen A bschnittes seitwärts versetzt sind. Für all 
diese Fälle gibt er ein Verfahren an, um den Spannungs- und Verform ungszustand zu bestim ­
m en. D ie Anwendung des vorgeschlagenen Verfahrens beleuchtet er durch interessante Zahlen 
beispiele. Die Behandlung wird durch U ntersuchung des E influsses lotrechter Lasten sowie 
der beim  Erdbeben auftretenden M assenkräfte ergänzt.

Professor R osm an’s B uch wurde für die Baupraxis geschrieben und wird als solches 
all jenen  eine wertvolle H ilfe bieten, die sich m it dem Entwerfen und der K onstruktion der 
neuerlich immer häufiger auftauchenden Hochhäusern befassen.

P. Csonka

A d a  Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968
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BareS, R . — Massonnet, Ch.:

L E  CALCUL D E S G RILLAGES D E  PO U T R E S ET D A LLES O R TH O TR O PES SE L O N  
LA M ÉTHO DE G UYO N— M ASSONNET— B A R E S

SN TL —  Maison d’Edition Technique, Prague —  Dunod éditeur, Paris 1966, 431 pages, 176 
figures, 4 photos 122 pages de tableaux.

Le calcul exact des grillages de poutres selon les m éthodes de la théorie de l’élasticité  
com porte de grandes difficultés m athém atiques. Il est donc certainem ent indiqué d’élaborer 
des m éthodes approxim atives qui perm ettent à l’ingénieur d’exécuter le calcul de 
telles structures par les sim ples m oyens à sa disposition, d’autant plus que les structures en 
question s’em ploient très fréquem m ent dans la pratique. Sans doute, il ne peut être question  
de telles m éthodes approxim atives que si elles sont suffisam m ent exactes.

L ’idée fondam entale de la m éthode présentée dans ce livre a été fixée  par Y . Gu yo n  
dans son étude parue en 1946; cependant, afin de simplifier le problèm e, il n’a pas pris en 
considération la résistance torsionnelle des élém ents. C’est Ch. Ma sso n n et  qui a perfec­
tionné le procédé en tenant com pte de la résistance des élém ents en torsion.

Les idées du procédé ainsi m odifié ont eu un écho considérable dans la littérature in ter­
nationale et ont conduit à la publication de nom breux articles spéciaux. E n 1963, R. B a r es  
a résum é les résultats de ceux-ci dans un livre paru en langue tchèque. Le présent ouvrage  
est la variante en français du livre com plété par l’exposé des derniers résultats obtenus par 
les deux auteurs.

Ceux-ci rem placent le grillage de poutres par une dalle orthotrope présentant les m êm es 
rigidités m oyennes de flexion et de torsion que le grillage. Les charges réelles sont rem placées 
par des charges distribuées dans la direction longitudinale su ivant une sinusoïde. Dans ce cas, 
le calcul des grillages devient relativem ent sim ple si on suppose que les poutres longitudinales 
sont à appuis sim ples et que les poutres transversales ne s’appuient que sur elles.

En dehors des cas fondam entaux, le livre traite des constructions à poutres de rive  
d’une rigidité variée, des constructions à poutres ayant un m om ent d’inertie variable, enfin  
des constructions continues et précontraintes. On trouve dans le livre le calcul des grillages 
de poutres appuyés sur leur rive et celui des ponts à deux poutres-m aîtresses. Le livre se term ine  
par différentes remarques au sujet de la pratique des calculs, suivies d ’une énum ération intéres­
sante des notions récentes dans le dom aine traité.

L ’annexe contient une am ple collection de tableaux destinés à faciliter l ’exécution des 
calculs.

Cet ouvrage d’un style clair et sobre com ble une lacune de la littérature des grillages, 
et deviendra par là m ême aussi bien que par son contenu de haute valeur un auxiliaire indispen­
sable des bureaux d’ingénieurs.

P . Csonka
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B o G Á R D l  J. L.: Incip ien t Sediment M otion  in  Terms o f the Critical Mean 
Velocity

Previous papers have given reviews on the critical tractive force pertain­
ing to the incip ient m ovem ent of sedim ent as variable even for a sedim ent 
m aterial of a given particle diam eter d  and specific gravity y, is con­
cerned. The m agnitude of this force was found to depend prim arily on 
depth D  and particle diameter d, respectively , on the relative roughness 
defined as the ratio D /d  of the tw o. O bviously the critical m ean velocity  
pertaining to incip ient sediment m ovem ent is also variable and depends 
on observation conditions, as well as on relative roughness. Starting  
from the classical im pact theory th e  variation of critical m ean velocity  
and its  dependence on parameters w hich can be formed from various 
physical quantities is investigated for several alternatives. As a conclusion  
the ratio of critical mean velocity and shear velocity  has been defined 
in term s of the relative roughness and a param eter depending on particle 
size and viscosity .

Acta Teclin. Hung. 62 ( 1968) ,  1 -2 4

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 25 — 30

S z m o d i t s ,  K.: Num erical Solution o f  M ixed  Boundary Value Problems 
in  D isc A nalysis

A uthor treats the solution of the problem  of m ixed peripheral value 
of sym m etric and antim etric discs in  respect to the axes x  and y . The 
problem is solved by treating the question  according to the theory of 
com plex functions of the plane stress state . In solving the problem the 
holom orph com plex stresses are w ritten  in the form of power series 
expansion, and the constants of these series are determ ined by peripheral 
collocation. The procedure gives th e  solution  w ithout introducing the 
stress function F 4 because thus it is sim pler to write down the peripheral 
conditions.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 31—43

S z o m b A T F A L V Y , Á . :  New Methods fo r  the Investigation o f  the Creep of  
Iron A lloys

The segregation phenom ena during th e  creep o f steels were investigated  
on the basis o f the changes in the electrical resistance and in the coercive 
force. The tests carried out at 550 °C and 565 °C show th a t in the 
beginning the coercive force changes faster and after approx. 3000 hours 
it  changes slow ly. From  this one m ay draw conclusions, on the basis of 
the known relations, on the speed o f  carbide segregation. The increase 
of the electrical condu ctiv ity  indicates th a t the alloying elem ent content 
of the basic m etal is reduced. According to  the experim ents, this phenom e­
non is independent o f the m echanical load, but the carbide segregation  
is m odified by the stresses.
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K ir á l y , В.: Propagation of E lastic  Bending Vibrations in Bars

Author introduces a new vector-like physical characteristic for the 
description of clastic bending vibrations which satisfies the differential 
equation analogous to that o f th e  linear heat conduction. On the basis 
of the therm odynam ic analogy, he investigates the laws of developm ent 
and propagation of bending v ibration s excited  by im pulsive loads in the 
case of hom ogeneous bars of in fin ite  length and of constant cross-section, 
as w ell as o f the sim ply supported hinged beam s. Treating of the subject 
is positive ly  o f theoretical in terest and is dem onstrated by the sim plest 
bending vibration model of the bar.

Acta Techn. Hung. 62 ( 1968) ,  45 —  73

A cta Techn. H ung. 62 (1968), 7 5 —95

K e z d i, Á .—N a g y v á ti, В.: Strength o f  Stabilized Soils

One of the m ost im portant properties o f stabilized soils is their strength; 
this is the first decisive factor in  determ ining their behaviour in  connec­
tion  w ith other effects. Therefore, authors first investigate  the m echanism s 
of failure, classify the grain assem blies from th is v iew point, and present 
the characteristic form of deformations. U sing an original way of represen­
tation , they  dem onstrate that soil m ixtures have a definite m ixing ratio 
w hich is optim um  from the v iew poin t o f strength; in  case o f cem ent 
stabilized soils th ey  define those ranges o f m ixing ratios where cem ent 
stabilized soils can be produced and show the optim al com position. 
In respect to the strength of the cem ent stabilized soil, the degree of 
pulverization o f the soil is an im portant factor; the effect o f  this is indicated  
by the series o f experim ents. The resu lts o f authors’ experim ents show the 
effect on the strength of addition o f  lim e and bitum en; fina lly  exam ples 
are presented for showing the stren gth  of soils stabilized w ith phosphoric 
acid, aniline and furfural.

A cta Techn. Hung. 62 (1968), 97 — 113

S z é c h y ,  К .: Deformations around and below D riven and Vibrated 
Test Tubes

In th is paper the results of experim ents w ill be presented which were 
carried out w ith  the f inancial help o f the H ungarian A cadem y of Sci­
ences, w ith  the view  o f observing th e  displacem ents brought about by the 
penetration  of driven and vibrated te s t  tubes w hich were either open 
or closed at their bottom  end.
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Cso n k a , P .: Particular Solutions to the Homogeneous D ifferential Equation 
o f  Spherical Shells

Technical literature deduces the Fourier-type general solution of the  
hom ogeneous differential equation o f spherical membrane shells in a 
spherical coordinate system  and characterizes their stress state  by the 
actual specific  inner forces. T his m anner of treatm ent is inconvenient 
from several points of view in the case o f spherical shells rectangular 
in plan. In  order to elim inate the d ifficulties arising hereby, present 
paper uses orthogonal coordinates instead of spherical ones and character­
izes the stress state of the shell b y  the so-called reduced specific inner 
forces, instead  of the actual ones. In addition to the Fourier-type solutions, 
paper also presents certain other solutions, hitherto not expounded in 
technical literature.

Acta Techn. Hung. 62 ( 1968) ,  115 —140

Acta Techn. H ung. 62 (1968), 141 — 158

Mic h e l b e r g e r , P. : Some Problems o f the Calculation o f Statically Indeter­
minate Structures o f Vehicles by the A id  o f the Energy Theorem

The m atrix energy theorem com pleted by the linear transform ation of 
primary system s and by generalizing the statically  indeterm inate primary 
system s, can considerably sim plify the design calculation of vehicle  
structures. Calculation of irregular and com plex structures m ay be 
attributed to  the analysis of easily treatab le, independent, regular elem en­
tary structures. Irregularity and com plex ity  m ight be equally interpreted  
to he particular disturbing loads.

Acta Techn. H ung. 62 (1968), 159 — 176

K ollár , L. — Gá r d o n y i, Z.: Lateral S tability  o f  Shell-Arches with Tie Rods

Lateral stab ility  o f shell-arches w ith  free or diaphragm ends and w ith one 
or two tie  rods is investigated under the effect o f uniform ly distributed, 
as well as antim etric loads, by the aid of the energy m ethod. The practical 
choice o f th e  deform ation function is treated. A num erical exam ple for 
a shell-arch w ith  a free end, and w ith  one and two tie rods is presented.
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Szm o d it s , L.: A pplica tion s o f  the Method o f  F ixed P oin ts

T he m ethod  of fixed  poin ts known from  the theory of continuous girders 
is adopted to the determ ination of the natural frequency and critical 
axial load of continuous girders. The procedure consists in checking of 
the assum ed frequency and critical forces by constructing the fixed  points. 
T he estim ated  fixed  poin ts are precise if  in the course of determ ination  
of the fix ed  points the fix ed  point o f the la st span falls on the exterior 
support and, thus, the deflection  of the girder does not require an exterior 
m om ent. The m ethod m ight be extended to the analysis o f frame structures 
w ith  fix ed  or m ovable jo in ts as w ell as to the determ ination of stresses 
occurring in  frame structures containing bars subjected  to  repeated load.

Acta Techn. Hung. 62 ( 1968) ,  177 —  186

A cta Techn. Hung. 62 (1968), 187—202 

K o v á c sh á zy , F.: M odel Studies on Retaining W alls

In connection  w ith studies aim ing at the im provem ent of design procedures 
for retain ing wall m odels, tests have been performed on several types of 
these  structures. A report on the tests and the results obtained with  
ribbed, cantilever type walls is given  in the present paper. Theoretical 
assum ptions were verified  by the te st  results. From  the behaviour of 
ribbed, cantilever typ e  retaining walls reliable conclusions could be 
drawn on the influence o f surface roughness and spacing of the ribs. 
The original device developed for observing contact pressures proved 
successfu l in the tests and appears to  he applicable to prototype structures 
as well.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 203 — 234

H o h l e r , M .: Governing P rincip les in Renovation o f  Ancient Monuments

Principles concerning conservation and restoration o f ancient monum ents 
considered to  be right b y  th e  International Charter adopted in Venice, 
1964, and being applied in  practice b y  th e  H ungarian m onum ent protec­
tion  are summarized.
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ENTROPIE ODER EXERGIE ?

L. H E L L E R
M ITLG IED  D E R  UNGARISCHEN A K A D EM IE D E R  W ISSENSCHAFTEN 

[Eingegangen am  20. Mai, 1968]

In  letzter Zeit wird die Benutzung der m axim alen technischen A rbeitsfähigkeit m it der 
B ezeichnung »Exergie« v o n  vielen propagiert. D em  Verfasser nach ist d iese M ethodik n ich t 
nur te ils ungenau, teils unübersichtlich, sondern sie wirkt sich vor allem  störend auf die G el­
tung der sow ohl vom  therm odynam ischen als auch vom  praktischen Standpunkt aus richtigen  
Entropie-A nschauung aus. Der Vortrag erläutert die H auptzüge des Problem s anhand einiger  
diesbezüglicher Beispiele.

In der letzten  Zeit trifft man in  der Fachliteratur mehr als häufig A uf­
sätze, die sich m it dem  Exergiebegriff bzw . m it der Anwendung desselben  
befassen. Der E xergiebegriff selber ist n ichts anderes als die in der T herm ody­
nam ik schon im vorigen Jahrhundert von G o u y  [1 ]  definierte m axim ale  
technische A rbeitsfähigkeit. Dieser B egriff wurde nachher auch von Sto dola  
[2] praktisch verw endet und B o sn ja k o v ic  [3] schuf m it seiner geistreichen  
»Umgebungsgerade« ein gutes H ilsfm itte l, m it dessen Hilfe man praktische  
A ufgaben in gegebenen Fällen einfach und rasch lösen kann. Besonders gute  
D ienste le istet das Verfahren, wenn m an n icht einen Kreisprozeß, sondern  
einen Arbeitsprozeß zu beurteilen h a t, wo also das A rbeitsm ittel aus einem  
»unerschöpfbaren« B ehälter kontinuierlich zugeliefert wird.

N un hat R ant  [4] vor einigen Jahren vorgeschlagen, den Begriff »Maxi­
male technische Arbeitsfähigkeit« »Exergie« zu nennen. Der Vorschlag dürfte 
nur begrüßt werden, solange dieser nur eine Um benennung eines etwas kom pli­
zierten Ausdruckes bezw eckte. D em gegenüber scheint es sich seitdem  heraus­
gestellt zu haben, daß fast alle A utoren  in dem Begriff Exergie eine neue  
Zustandsgröße  sehen und diesen zur Betrachtung von Kreisprozessen als 
Zustandsgröße auch heranziehen. D ie  B etrachtung der Exergie als Z ustands­
größe ist aber — therm odynam isch betrach tet — falsch und die H eranziehung  
derselben als Zustandsgröße bei der B etrachtung von Kreisprozessen scheint 
auch gefährlich zu sein.

D ie Exergie ( =  I  — T 0S) ist keine Zustandsgröße, da sie nicht nur von dem  
durch die Zustandsgrößen I  und S  bestim m ten  W ärm ezustand allein, sondern  
auch von  der U m gebungstem peratur T Q — also von einer dem W ärm ezustand  
des Körpers vollständ ig  unabhängigen Zustandsgröße — abhängig ist ! A u f
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di esen Einwand wurde zwar der Vorschlag gem acht, die U m gebungstem pera­
tur T 0 — die ohnehin schon praktisch n icht zu definieren ist — als einen  
kon stan ten  W ert anzunehm en. Wo bleibt aber dann der ganze Sinn der 
exergetischen Betrachtungsw eise? Um  so eher, da ein beträchtlicher Teil 
der praktischen Problem e sich eben an dem  »kalten Ende« der Kreisprozesse 
ste llt . D ie Gefahr ihrerseits besteht darin, daß der Ingenieur durch die stark  
propagierte exergetische Betrachtungsw eise von der in den letzten  Jahrzehn­
ten  glücklicherweise entw ickelten  und sow ohl praktisch wie auch therm odyna­
m isch vollkom m en einwandfreien E ntropie-A nschauung abgelenkt wird.

D ie Entropie-Anschauung  beruht auf dem  Grundsatz der Therm odyna­
m ik, w onach jede Irreversibilität einen A rbeitsverlust verursacht und jede  
Irreversib ilität eine E ntropiezunahm e hervorruft, wobei die E ntropiezunahm e 
ein einwandfreies Maß für die Größe der durch die Irreversibilität hervorgerufe­
nen V erluste darstellt. Som it ist dem Ingenieur ein außerordentlich einfaches 
und praktisches M ittel in die H and gegeben, um die Stellen und Größen 
der V erluste bestim m en zu können. H at er diese, so kann er dann versuchen, 
die Größe der gefundenen Irreversibilität und dam it auch die Größe des Ver­
lu stes zu verm indern. Er braucht also n ichts anderes zu tun , als die E ntropie­
änderungen bei den einzelnen Vorgängen bzw . Zustandsänderungen des A rbeits­
prozesses zahlenm äßig zu bestim m en. D ie Entropie m it der er zu rechnen  
h at, ist dabei eine klare Zustandsgröße, die durch den W ärm ezustand, d. h. 
durch andere Zustandsgrößen eindeutig bestim m t ist. Obzwar zur B estim m ung  
des absoluten W ertes des Verlustes (T 0 • AS) auch die K enntnis der tatsäch­
lichen  U m gebungstem peratur nötig wäre, ist dieser letztere W ert — von  
w elchem  sonst die »Exergie« eindeutig abhängt (wobei dieser nicht nur prak­
tisch  undefinierbar ist, sondern auch von Stunde zu Stunde sich ändert) — 
bei dieser Betrachtungsw eise völlig uninteressant, soweit es nur auf die quali­
ta t iv e  Verm inderung der Irreversibilität bzw. des Verlustes ankom m t. 
(W ie später es anhand eines Beispieles gezeigt wird.)

Einige Autoren vertreten den Standpunkt, daß die m eisten Ingenieure  
den B egriff Entropie nicht verstehen und m it dieser Größe nur ungern rechnen, 
da sie »unanschaulich« ist. D iese B ehauptung m ag zutreffen, kann aber 
sicherlich nicht die Begründung für die E inführung der »exergetischen B e­
trachtungsw eise« liefern. Derjenige Ingenieur, der wegen des U nverständnisses 
des Entropie-Begriffes ein Problem nicht lösen konnte, wird näm lich das 
Problem  m it Hilfe der E xergie noch weniger lösen können. Zuerst weil von  
Ingenieuren, die die Entropie nicht verstehen , das Lösen derartiger Problem e 
n ich t erwartet werden kann, zw eitens: wie soll einer, ohne die E ntropie zu  
versteh en , die E xergie verstehen, wenn dieser B egriff eine eindeutige F unktion  
der Entropie ist und an das Verstehen der H erleitung und des Inhaltes dessel­
b en , ohne das V erständnis des Entropie-Begriffes und des zw eiten H au p t­
sa tzes, garnicht zu denken ist.
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D enkt man daran, daß der Ingenieur einfach m it tabellierten Z ahlen­
werten der »Zustandsgröße« E xergie rechnen kann, die er aus Tabellen oder 
Diagram m en nur abzugreifen braucht, ohne den Sinn zu verstehen, so kann  
man sich eine solche Praxis m it der Entropie v iel eher vorstellen. Die E ntropie  
näm lich ist tatsächlich  eine Zustandsgröße, die durch den W ärm ezustand  
eindeutig gegeben ist, wogegen einer, der m it tabellierten Exergie-W erten  
zu rechnen h at, zuerst die U m gebungstem peratur wählen muß, bevor er die 
Tabelle (falls diese W erte für alle m öglichen U m gebungstem peraturen en thält)  
zum Ablesen der Zahlenwerte in die H and n im m t. Es m ußte dabei natürlich  
noch vorausgesetzt werden, daß die U m gebungstem peratur ohne w eiteres 
festgestellt werden kann. Das ist aber w eitaus n icht der Fall.

D ie Umgebungstemperatur — wie schon früher erwähnt — ist praktisch  
keine definierbare Größe. Nehm en wir den Fall eines D am pf-K raftw erkes 
m it K ühlturm kühlung. Nim m t man die U ufttem peratur als U m gebungstem pe­
ratur an, so führt eine exergetische B etrachtung sicher zu falschem  Ergebnis, 
da eine Ersparnis infolge einer Verm inderung der Irreversibilität im Prozeß  
kleiner erscheint als die tatsächliche A bnahm e des W ärmeverbrauchs. W ill 
man dem gegenüber den wirklichen W ert der erzielbaren Ersparnis m it E xergie  
rechnend erhalten, so muß man als U m gebungstem peratur den tatsächlichen  
W ert der D urchschnittstem peratur der W ärmeabfuhr (praktisch die K onden­
sationstem peratur) einsetzen. D iese letztere ist aber ihrerseits eine verw ickelte  
Funktion n icht nur der Lufttem peratur, sondern auch der L uftfeuchte, der 
K ühlturm größe, der um gewältzen K ühlw asserm enge, der Größe der K onden­
satorfläche usw.

Rechnet' man demgegenüber m it der E ntropie, so kann die E ntropie­
änderung infolge irgendeines Eingriffes im System , auf Grund der für die 
Entropie als wirkliche Zustandsgröße vorhandenen Tabellenwerte ohne w eiteres  
bestim m t werden. Man muß dann die errechnete Entropieänderung m it dem  
W ert der D urchschnittstem peratur der W ärm eabfuhr m ultiplizieren und  
erhält ohne w eiteres die tatsächliche A bnahm e oder Zunahme des W ärm ever­
brauchs infolge des Eingriffes.

In beiden Fällen muß also zuerst die untere Temperaturgrenze des 
K reisprozesses festgelegt sein. L iegt aber diese schon fest, so kann m an  
m it der einfachen Berechnung der Entropieänderung die Ersparnis oder 
den Mehrverbrauch auf einfachste W eise erhalten. Für eine T abellie­
rung von Exergiew erten (wenn diese für jede m ögliche Temperatur der 
W ärmeabfuhr überhaupt denkbar wäre) liegt also kein praktischer B edarf 
vor.

H ätte  man eine solche Tabellierung doch vorgenom m en, so k önnte  
man die exergetische Betrachtungsw eise noch immer nicht gebrauchen, w enn  
z. B . diese zur Beurteilung des »kalten Endes« des Prozesses herangezogen  
werden sollte. Hier handelt es sich näm lich eben um  die Bestim m ung des
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optim alen W ertes der D urchschnittstem peratur der W ärm eabfuhr, also der 
Ausgangsbasis der exergetischen R echnung.

Schließlich so llte  es noch ganz allgem ein festgehalten werden, daß eine 
therm odynam ische B etrachtungsw eise n ich t so sehr für quantitative, v ie l eher 
für qualitative Beurteilung  der Vorgänge dient. Verfolgt man die E ntropie­
änderungen während des Vorganges, so zeigt sich das Maß der Irreversibilität 
q u a lita tiv  sofort, ohne den genauen W ert der Abfuhr-Tem peratur des K reis­
prozesses zahlenm äßig zu kennen, und — was noch wichtiger ist — es weist 
au f die R ichtung einer V erbesserungsm öglichkeit eindeutig hin. D ie zahlen­
m äßige Berechnung erfolgt dann ohnehin au f konventionelle Art, indem  man 
sich in erster Linie der Zahlenwerte der E nthalpie bzw. der inneren Energie 
b ed ient. So z. B . k onnte die Verbesserung des »kalten Endes« des D am pfkreis­
prozesses, d. h. der K ondensation, durch die kühlwasserseitige Serieschaltung  
der K ondensatoren durch die Entropie-A nschauung eingeleitet werden [5]. 
D ie Berechnung der optim alen Lösung der einzelnen konkreten Fälle erfolgte  
dann auf konventionelle W eise, indem  m an die erhebliche Zahl von m aßge­
benden  Faktoren, bis auf den E influß der Turbinenkonstruktion, alle einbezo­
gen h atte  [6 ].

D ie qualitative Beurteilung eines System s ist von ausschlaggebender 
B edeutung besonders dann, wenn m an bisher unbekannte W ege einzuschlagen  
versucht und sich zeitraubende Einzelrechnungen ersparen, oder eben im  
G egenteil, E rm utigung zur Durchführung derselben schöpfen will.

Nun soll es in dem folgenden anhand eines interessanten Beispiels  
gezeigt werden, w ie man durch die qualitative Beurteilung au f Grund der 
E ntropie-A nschauung zur einwandfreien B estätigung einer au f den ersten  
B lick  höchst paradox erscheinenden Annahm e gelangen kann:

Es wird zur Zeit eifrig an einem  D am pfkraftw erk-System  gearbeitet, 
w elches den Bau vo n  Maschinen m it sehr hoher E inheitsleistung (über 1000 
MW) ermöglichen so llte . Die Schwierigkeiten, die sich aus den riesigen A bdam pf­
volum ina der N iederdruckteile ergeben, sollten durch die Verwendung eines 
Zw eistoff-System s um gangen werden, w obei als A rbeitsstoff für die zweite  
Stufe ein sog. K ältem edium  gewählt wird [7].

Die vorgeschlagene Schaltung scheint au f den ersten Blick einen eindeu­
tigen  N achteil aufzuw eisen, indem zw ischen den A rbeitsstoffen ein W ärm etau­
scher eingeschaltet werden muß, und so durch den in diesem letzteren benötig­
ten  Tem peraturunterschied ein entsprechender Verlust im W ärm egefälle 
en tsteh t. Nun kann es bewiesen w erden, daß ein solcher V erlust, solange 
der angew endete Tem peraturunterschied ein gewisses Maß nicht überschreitet, 
garnicht zu en tstehen  braucht. Wird der Tem peraturunterschied kleiner als 
der oben erwähnte Grenzwert, so wird sogar ein Gewinn erzielt !

Zwecks besserer Übersicht sollte der vorliegende Fall folgenderweise 
m odelliert werden: In einer einfachen K ondensations-D am pfm aschine (ein-
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fachster Rankine-Prozess, ohne R egenerativ-Vorwärm ung) soll die Expansion  
bei irgendeinem  Zwischendruck unterbrochen und die gesam te Dam pfm enge 
an dieser Stelle aus der Maschine entnom m en werden. D ie Dam pfm enge soll 
nachher bei unverändertem  E ntnahm edruck in einem  W ärm etauscher konden­
siert werden, wobei gleichzeitig eine der abgegebenen W ärm em enge entspre­
chende Kondensat m enge vorgewärm t und verdam pft und zur weiteren E xpan­
sion wieder in die Maschine zurückgeführt wird. Der Yerdam pfungsdruck  
ist dabei dem Tem peraturunterschied entsprechend tiefer als der E ntnahm e­
druck.

W ir behaupten je tz t , daß — fa lls der Tem peraturunterschied einen gew is­
sen W ert nicht übersteigt — der Kreisprozeß m it dem W ärm etauscher, d. h. 
m it der unterbrochenen Expansion einen besseren therm ischen W irkungsgrad  
haben kann, als der ursprüngliche Kreisprozeß, bei w elchem  die Expansion  
bis zur K ondensation ununterbrochen verläuft !

D iese B ehauptung erscheint au f den ersten B lick  paradox zu sein. 
Eine nähere B etrachtung im Sinne des zweiten H auptsatzes ergibt aber ein­
deutig, daß sie — m indestens in dem  Fall, wenn der Tem peraturunterschied  
gegen N ull tendiert (unendlich große W ärm eaustauschfläche) — doch richtig  
sein kann. Durch die Unterbrechung der Expansion wird näm lich die Durch­
schnittstem peratur der äußeren W ärm ezufuhr höher als bei der ununter­
brochenen Expansion und so — da die D urchschnittstem peratur der W ärm e­
abfuhr unverändert b lieb  — muß der therm ische W irkungsgrad höher ausfallen.

In praktischen Fällen m üssen wir uns natürlich m it endlich großen 
H eizflächen begnügen, wom it auch die Verdam pfung irreversibel verläuft. 
(E ine gewisse Irreversibilität ist näm lich auch bei der Verwendung einer 
unendlich großen W ärm eaustauschfläche vorhanden, da au f der Sekundärseite  
der H eizfläche das zu verdam pfende W asser auch von K ondensationstem pera­
tur bis zur Sättigungstem peratur erwärm t werden m uß.) N un kann es m it 
H ilfe der Entropie-Anschauung einwandfrei gezeigt w erden, daß solange die 
Irreversibilität der W ärm eübertragung — d. h. der gew ählte Tem peratur­
unterschied — ein gewisses Maß n ich t übersteigt, der Gewinn durch die 
Erhöhung der D urchschnittstem peratur der äußeren W ärm ezufuhr auch in 
diesem  Falle höher ausfallen kann als der Verlust durch die N ichtum kehrbar­
keit im  W ärm etauscher.

Man muß also die Entropieänderungen in beiden Prozessen genau  
verfolgen. Da beim  W ärm eaustausch die Entropiezunahm e

AS — A S I; +  A SW AQ

Tk

ist (die Indexe к bzw . w  beziehen sich auf das kalte bzw . warme Medium) 
und auch der irreversible, isobare M ischvorgang diesbezüglich als W ärm e­
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austau sch  angesehen werden kann (andere Irreversibilitäten, wie Reibung, 
usw . werden beim Vergleich außer A cht gelassen), kann man sich des 1/71— Q 
D iagram m s — wie dies von  einem m einer Schüler und M itarbeiter bereits vor 
la n g en  Zeit vorgeschlagen worden ist — sehr gut bedienen [8 ].

Betrachten wir zuerst den Fall, wo der Tem peraturunterschied gegen 
N u ll tendiert, d. h. die W ärm eaustauschfläche unendlich groß ist. Beide

Schaltungen sind in B ild  1 dargestellt. Einfachheitshalber wurde ein S att­
dam pfprozeß angenom m en und die im  Kessel zugeführte W ärmemenge Q 
für beide Fälle als unverändert vorausgesetzt. Die beiden Verhältniszahlen  
I u n d  y  ergeben sich sofort aus den einfachen B eziehungen, wonach

und

ist.
Nun verfolgen wir die Entropiezunahm en in 1/T — Q D iagram m en, in 

w elchen  diese — entsprechend dem Zusam m enhang A S  =  AQ^/T^  — 1/Тш) 
— als Integrationsflächen erscheinen. So stellt die in B ild  2 von links nach 
rech ts schräg schraffierte Fläche die Entropiezunahm e infolge der Irreversibi­
l itä t  der Verbrennung und die horizontal schraffierte Fläche die Entropie­
zunahm e infolge der Irreversibilität der W ärm eübertragung im  K essel dar.

Die Verbesserung durch die E inschaltung des W ärm etauschers kom m t 
eindrucksvoll in dem 1/T — Q D iagram m  (Bild 2b) zum Vorschein. Die
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zusätzlich weiß gebliebene Fläche zeigt die Abnahm e in der E ntropieverm eh­
rung, was den eindeutigen Beweis der Verbesserung durch die Schaltung nach  
Bild 1 ergibt. Der G esam tgewinn ergibt sich natürlich, indem  man noch die 
karierte Fläche — die die Entropieverm ehrung infolge der Vergrößerung  
der F lüssigkeitsm enge, die im  K essel von T2 au f Т г erwärmt wird, angibt 
— in Abzug bringt. (T r ist die zum Kesseldruck und T2 die zum E n tn ah ­

medruck gehörende Sättigungstem peratur.) Eine kleine Ersparnis muß auch  
noch berücksichtigt werden, die sich daraus ergibt, daß in dem dam pfbeheizten  
W ärm etauscher, s ta tt  1 kg nur noch y  kg Flüssigkeit erwärmt wird. (D ie  
Entropiezunahm e im  W ärm etauscher stellt die von rechts nach links schräg 
schraffierte Fläche dar.)

W ill man außer der qualitativen Beurteilung noch den Arbeitsgewinn  
feststellen , so hat m an — nach den Regeln der Therm odynam ik — die A bnah­
me der Entropieverm ehrung m it der M itteltem peratur der W ärm eabfuhr, 
in diesem  Fall m it T 0, zu m ultiplizieren.

Der behandelte Fall ist übrigens prinzipiell der Einführung der regene­
rativen Speisewasservorwärm ung gleichzustellen. Der therm odynam ische  
E ffekt ist näm lich auch dort der gleiche: die Erhöhung der M itteltem peratur  
der äußeren W ärmezufuhr.

Wird von der Schaltung nach Bild la  — wie früher — ausgegangen, 
so ergibt sich die Schaltung nach Bild 3 nach der Einführung der regenerativen  
Speisewasservorwärm ung. Die unendlich große W ärm eübertragungsfläche
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der Schaltung lb  kann hier einfach durch einen M ischvorwärmer abgebildet 
w erden, und es zeigt sich  auch sofort, daß

1 +  I  —  X =  y

is t . Som it stellt die von  rechts nach links schräg schraffierte Fläche in Bild 2b 
auch  die E ntropiezunahm e der M ischung im  Bild 3 dar, und wir haben so 
genau  dasselbe B ild  der Entropieänderungen für den Fall der reg. Speise­
wasservorwärm ung wie für die Schaltung nach Bild lb .

(n % )k g /h

B ild  3

Übrigens kann m an durch diese D arstellungsart äußerst einfach zu der sonst schon  
bekannten Feststellung gelangen, wonach die therm odynam isch günstigste Vor wärm tempera- 
tur T„ =  | T, T0 ist. V ereinfacht man das D iagram  im  Bild 2b derart, daß die Gesamtersparnis 
in  der Entropiezunahm e nur noch durch das Viereck (allerdings die rechte untere E cke jetzt auf 
der F lüssigkeitserw ärm ungslinie liegend, w ie es einfachheitshalber auch in B ild 4 erscheint) 
dargestellt wird, was im  M ittelfeld der Tem peraturen auch zahlenm äßig ohne weiteres zulässig  
is t ,  so hat man nur den M axim um wert dieses V iereckes zu suchen, um  die optim ale Vorwärme­
tem peratur finden zu können . Die Breite der Viereck-Fläche beträgt AQ, im  Fall von W asser 
also (T2 —  T 0), und als H öhe derselben ergibt sich der W ert (1/T2 —  l/T j) . Der Flächeninhalt 
z l S  beträgt also (T„ —  T 0). (1/T 2 — 1/T ,) und ein M axim um  dafür ergibt sich aus dem  Zusam­
m enhang

dA S  1 T„
dT  2 T , T i

un d  daraus
r , =  У t j v

Damit sollte natürlich  keinesfalls abgeleitet worden, daß zur Verbesse­
rung des R ankine-Prozesses die Schaltung nach Fig. lb  ebenso gut wie die 
reg. Vorwärmung herangezogen werden könnte. Zuerst sind beide Schaltungen  
nur im Falle der V erwendung unendlich großer W ärm eübertragungsflächen  
therm odynam isch gleichw ertig, sobald endlich große F lächen verwendet 
w erden, zeigt sich , daß zur Schaltung lb  eine vielm al so große Fläche wie 
zur Speisewasservorwärm ung nötig  wäre, soweit die Tem peraturunterschiede 
dabei gleich groß gew ählt werden. Ferner verursacht der endliche Tempera­
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turunterschied auch einen A rbeitsverlust, welch letzterer hei Schaltung lb  
wieder das V ielfache desjenigen bei der Regen er ativ-Vorwärm ung ausm acht.

Der Zweck obiger A usführungen war dem gegenüber zu zeigen, wie 
einfach und eindrucksvoll mit Hilfe der Entropie-A nschauung der qualitative  
Bew eis der R ichtigkeit einer auf den ersten  Blick so paradox erscheinenden  
Annahm e erbracht werden kann, w onach  in  Fällen wie die Zw eistoff-Prozesse, 
wo der E insatz eines W ärm etauschers unum gänglich ist, dieser E insatz des 
W ärm etauschers nicht unbedingt zu therm odynam ischen Verlusten führen muß.

W ird beim  W ärm eaustausch eine entsprechend kleine Tem peratur­
differenz gew ählt, so kann sogar ein G ew inn erzielt werden. Fällt der Tem pe­
raturunterschied aus nicht therm odynam ischen Gründen doch größer aus, 
so braucht der Verlust auch in diesem  Falle nicht so groß auszufallen, wie 
m an ihn sonst nur schätzungsweise annehm en würde.

D ie oben erörteten Verhältnisse, im  Falle endlich großer W ärm etauscher, 
können übrigens im  Bild 4 sehr einfach verfo lg t werden. Der E influß der end­
lichen Tem peraturdifferenz im Falle der regenerativen Speisewasservorwär­
m ung zeigt sich auf der linken Seite des Bildes 4 . D ie vertikal schraffierte  
Fläche entspricht der E ntropiezunahm e infolge der Vergrößerung der Irre­
versib ilität der W ärmeübertragung, die en tsteh t, weil man sta tt der unendlich  
großen Fläche (im Schema in Bild 3 durch einen Mischvorwärmer angedeutet) 
eine endlich große Fläche nim m t, w odurch sich dann ein der Sättigungstem pe­
ratur T* entsprechender E ntnahm edruck ergibt, um die Erwärm ung des 
Speisewassers bis T2 zu ermöglichen. (D er Grund des schrägen Verlaufs an 
der rechten Seite liegt in dem U m stand, daß  die Irreversibilität der Zum ischung
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des H eizdam pfkondensates zum Speisewasser kleiner ist, als wenn diese  
le tz te  Erwärmung des Speisewassers auch durch kondensierenden H eizdam pf 
erfolgte.)

Wird jetzt auch in der Schaltung nach Bild lb  die unendlich große  
F läche durch eine endliche ersetzt, w om it auch hier der der Sättigungstem pe­
ratur T* entsprechende Gegendruck nach der Hochdruck-M aschine sich e in ­
ste llt , so ändern sich  die Verhältnisse entsprechend dem Verlauf in Bild 4b . 
(Im  B ild 4 sind die V erhältnisse etwas vereinfacht dargestellt, wie früher bereits  
erw ähnt.)

Man sieht es sofort, daß in diesem  Falle die Verschlechterung viel größer 
ist, und die vertikal schraffierte Fläche die die Vergrößerung der E n tro ­
piezunahm e infolge der endlich großen Fläche darstellt, ein Vielfaches derje­
nigen der Speisewasservorwärm ung ausm acht. Der Grund dafür liegt natürlich  
in dem U m stand, daß während bei Speisewasservorwärm ung nur ein T eil 
der Dam pfm enge beim  höheren Druck aus der Maschine entnom m en w erden  
m uß, hier die gesam te Dam pfm enge m it dem  höheren Druck entnom m en w ird.

Nun sieht m an es auch, daß dieser zusätzliche Verlust den m it der 
unendlich großen F läche erzielten Gewinn bald zunichte machen kan n . 
W ährend näm lich b ei dem R egenerativ-Verfahren auch m it zunehm ender  
Tem peraturdifferenz ein Gewinn im m er zu erzielen ist (solange natürlich T * 
kleiner als Тг b leib t, d. h ., die D am pfm enge aus der Maschine entnom m en w ird), 
verschw indet hier der Gewinn, sobald die Tem peraturdifferenz T* — T2 einen  
W ert erreicht, b ei w elchem  die vertikal schraffierte Fläche der ursprüng­
lich weiß gebliebenen gleich wird.

Man sieht es auch aber gleichzeitig, daß solange die Tem peraturdifferenz  
unterhalb dieses Grenzwertes gehalten wird, ein therm odynam ischer G ew inn  
gegenüber der ununterbrochenen E xpansion erzielt werden kann.

Zu welchen F einheiten  man m it H ilfe dieser Anschauung gelangen k an n , 
so llte  noch mit den Folgenden gezeigt werden.

Bei den vorangehenden Betrachtungen haben wir bei der Schaltung  
nach Bild lb  einfachheitshalber angenom m en, daß die Enthalpie des S ek u n ­
därdam pfes, wie diejenige des Abdam pfes nach der H ochdruckm aschine, i 2 
betragen soll. N un kann aber dieser E nthalpiew ert sowohl kleiner, wie auch  
größer (natürlich höchstens bis zur Sattdam pf-E nthalpie bei dem zu T2 g e ­
hörenden Sättigungsdruck) gewählt werden. Nun zeigt Bild 4b sehr eindrucks­
vo ll, daß therm odynam isch der Prozeß um  so besser wird, je größer die E n ­
thalp ie des Sekundärdam pfes gewählt wird. Der y-W ert wird näm lich durch  
diesen E nthalpiew ert eindeutig bestim m t, und m it у  ändert sich in dem  
Diagram m  — w ährend alles andere unverändert bleibt — die Erwärm ungslinie  
der Flüssigkeit, w ie dies auf der Figur strichpunktiert angedeutet ist. W ird  
also die E nthalpie des Dam pfes größer, so nim m t у  ab, und dam it n im m t  
auch die schräg vo n  rechts nach links schraffierte Fläche, d. h. die E ntropie-
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Zunahme ab. Der sich so ergebende und dann auch weiß erscheinende F lächen­
streifen gibt ein eindeutiges Maß für die so erzielte Mehrarbeit.

Autoren, die die exergetische Betrachtungsw eise vertreten , bedienen  
sich auch oft des 1/T — Q Diagram m s, w obei ein fester unterer Tem peratur­
wert Tu bzw. 1/TU angenom m en wird. D as ist wohl sehr verständlich , da die 
Entropieänderung in einem Arbeitsprozeß m ultipliziert m it dem W ert der 
unteren Grenztemperatur den A rbeitsverlust ergibt, der infolge der durch 
die Entropieänderung angezeigten Irreversibilität aufgetreten ist. Steht die 
»Umgebungstem peratur« also bereits fest, so ist auch die m axim ale technische  
A rbeitsfähigkeit in einem gegebenen Zustand gegeben und diese letztere wird 
also um den durch die Irreversibilität verursachten A rbeitsverlust verm indert. 
D iese Verminderung wird dann als »Exergieverlust« genannt.

Um das alles rechnen zu können, ist aber die K enntnis der »Um gebungs­
tem peratur« eine unerläßliche V oraussetzung. Wäre es auch denkbar, daß  
man die U m gebungstem peratur praktisch definieren kann, so m üßten falls 
man tatsächlich »exergetisch« rechnen xvill — Exergie-D iagram m e für jede  
m ögliche U m gebungstem peratur entworfen werden. Das scheint aber praktisch  
ziem lich hoffnungslos zu sein, und so bedient man sich einfach der Annahm e  
einer unteren Tem peratur grenze als U m gebungstem peratur, die entw eder  
für einen gegebenen Prozeß bereits gegeben ist, oder auf Grund anderweitiger 
praktischer Überlegungen bestim m t wird. (Allerdings könnte zu dieser le tz ­
teren Aufgabe das »exergetische« R echnen nicht gebraucht werden, da man 
dabei eben die praktische »Umgebungstem peratur«, d. h. die M itteltem peratur 
der W ärmeabfuhr zu bestim m en hat, und für das »exergetische« Rechnen  
diese — als Basis — bereits vorhanden sein m üßte.) In diesem  Falle wird 
aber eigentlich n ichts anderes gem acht als man die Entropieänderungen ver­
folgt (wenn es auch nicht erwähnt) und eine anderweitig bestim m te untere 
Grenztemperatur als M ultiplikator verw endet.

Es stellt sich also die Frage, wozu das alles nützen soll? W arum neue 
Diagram m e und Tabellen entwerfen (die sowieso nicht kom plettiert werden  
können), wenn man sich sowieso der Entropiew erte bedient, was sonst auch 
richtig ist und eine dem Ingenieur gebührende Arbeit darstellt. Nur heißt 
es n icht exergetische Betrachtungsw eise, sondern E ntropie-A nschauung !

Die Entropie-A nschauung schließt natürlich die A nwendung der »maxi­
m alen technischen Arbeitsfähigkeit« keinesfalls aus. Der Begriff »maximale 
technische Arbeitsfähigkeit« (wenn sie auch Exergie genannt wird) bleibt 
weiterhin ein wichtiges H ilfsm ittel für technische Berechnungen, besonders 
wenn man es — wie einleitend bereits erw ähnt — zu Beurteilung von A rbeits­
prozessen, wo das A rbeitsm ittel aus einem  »unerschöpfbaren« Behälter zugelie­
fert wird, heranzieht.

Schließlich kann sich der Verfasser auch der Anschauung nicht anschlie­
ßen, wonach jede Energieform — wenn auch gedanklich — in E xergie und
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A nergie, d.li. in unbeschränkt und in  nicht unbeschränkt um wandelbare 
Teile zerlegt werden kann. Äußerst störend wirkt an dieser Anschauung, daß 
man dadurch zu einer Energieform gelangt, die von  äußeren Zuständen, die 
vom  Zustand des Stoffes vollkom m en unabhängig sind, abhängt. D ie äußeren  
Zustände sind dabei n icht nur praktisch  undefinierbar, aber können sich p ra k ­
tisch auch von Stunde zu Stunde ändern.

N atürlich ist die potentielle Energie auch eine Energieform , die von  
der relativen Lage des Körpers abhängt. W ird die Lage des Körpers geändert, 
so genügen aber die Methoden der klassischen M echanik immer die Folgen  
dieser Änderung zu berechnen. Es wäre sicher zu w eit getrieben, wenn z. B . 
die H ydrauliker die Energie eines hochgelegten  W asserbehälters irgendwo  
auf der Panam a-Erdenge in einen um wandelbaren und in einen n icht u m ­
wandelbaren Teil zerlegen wollten, w obei diese Teile sich ändern, je nachdem  
man das W asser nach  links in den P azifischen, oder nach rechts in den bedeu­
ten d  höher hegenden A tlantischen Ozean durch eine W asserturbine ström en  
läß t, obzwar hier — gegenüber dem  U jngebungszustand der Therm odynam ik  
— nur zwei M öglichkeiten vorliegen.
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Entropy Aspect or Exergy? In recent years several authors are advocating the use of 
the term  “ m axim um  technical working cap acity” called “ exergy” as a property of state. In  
the author’s opinion, th is m ethod is both  inaccurate and confusing. Its main drawback is the  
interference w ith  the application of the term  of entropy, correct for therm odynam ical and  
practical points alike. The paper illustrates the main lines o f the problem  w ith  num erous 
exam ples.

Entropie ou exergie? Ces dernières années, plusieurs auteurs utilisent le term e d’exergie  
signifiant la capacité m axim um  de travail technique com me un caractéristique d’état. Ce pro­
cédé présente l’inconvénien t d’être im précis et de prêter à confusion, et surtout d’entraver  
l’application correcte de la notion d’entropie se justifian t du double point de vue therm odyna­
m ique et pratique. Le problème est illustré, dans ses grandes lignes, par plusieurs exem ples 
présentés par l’auteur.

Метод энтропии или эксергии? (Л. Хеллер). В последние годы многие рекомендуют 
назвать максимальную работоспособность рабочей среды «эксергией», что, якобы, явля­
ется новым калорическим параметром состояния. Согласно словам автора, такое название 
является, с одной стороны, неточным, а с другой, некорректным, но, что самое главное, 
этим затрудняется распространение метода энтропии, как являющейся наилучшей с точки 
зрения термодинамики и практики. В докладе говорится о главных чертах данной проб­
лемы и приводятся освещающие её суть проблемы.
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APPARATUR ZUR LAUFENDEN UNTERSUCHUNG VON 
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FORSCHUNGSINSTITUT FÜ R TECHN ISCHE PH Y SIK  D E R  U NG ARISCHEN A KA D EM IE D E R  W ISSEN SCH A FTEN ,
B U D A P E S T

[Eingegangen am  7. Februar, 1968]

Es wird eine einfache, auf Grund im  T e x t  angegebener elektronenoptischer Berechnun­
gen selbst gebaute, elektronenoptische A pparatur (ein sog. Em issions-Elektronenm ikroskop) 
beschrieben. D ie zum Selbstbau nötigen D a ten  und H inweise werden angeführt. Mit der be­
schriebenen Apparatur kann m an G efügeänderungen bei hocherhitzten hochschm elzenden  
M etallen m ittels ihrer eigenen Elektronenem ission von einem  60fachen bis zu einem  150fachen 
Yergrößerungsgrad visuell beobachten oder laufend  photographieren. Zur Bestim m ung des 
Vergrößerungswertes einerseits und der Tem peratur des abgebildeten Drahtoberflächenberei­
ches andererseits genügen einm alige A blesungen an den betreffenden Zeigerinstrum enten. 
Das von uns gesam m elte Bildm aterial, und darunter auch die m itgeteilten  Bilder, lassen es 
erkennen, daß man an unseren elektronenoptischen Bildern oft mehr E inzelheiten erkennen 
kann als z. B . an den üblichen lichtm ikroskopischen Bildern. W ir benutzten unsere Apparatur 
vorwiegend zur Untersuchung des R ekristallisationsprozesses von  W olfram- und M olybdän­
drähten. Zugleich wird auch eine neuartige M ethode zur Bestim m ung der Tem peraturen der 
abgebildeten Oberflächengebiete angegeben.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae; Tomus 62 (3 —  4), pp. 253—266 (1968)

I. E in leitung

Es ist bekannt, daß — zwecks Erreichung besonderer E igenschaften — 
zu den übrigens sehr reinen Ausgangsm aterialen der pulverm etallurgisch her­
gestellten W olfram- und M olybdändrähte, also zu den hochschm elzenden M etal­
len der Glühlampen- und Radioröhrenindustrie, spezielle Frem dstoffe zugege­
ben werden, von denen geringe Mengen in  den fertigen Drähten in hochwirk­
samer Form  Zurückbleiben. H eutzutage enthalten W olfram drähte wirksame 
K-, Si- und Al-Spuren in  einer D urchschnittskonzentration  von etw a 10 — 1 
ppm . D iese Frem dstoffspuren bestim m en in einer noch unaufgeklärten W eise 
w eitgehend das K ristallgefüge und die m echanisch-technologischen E igen­
schaften, die sich im R ekristallisationsprozeß der hocherhitzten D rähte en t­
wickeln. U m  das zweckm äßigste K ristallgefüge und dam it die bestm öglichen  
E igenschaften der W olframglühkörper erreichen zu können, m üssen E inzel­
heiten ihrer Rekristallizationsprozesse erforscht und aufgeklärt werden. Die 
Rekristallisationserscheinungen können aber an den gebräuchlichen W olf­
ram drähten m it den üblichen nietallm ikroskopischen M ethoden nicht aus-

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



254 O. HORACSEK und T. MILLNER

reichend untersucht w erden, da die R ekristallisationstem peraturen derselben  
m eist sehr hoch (z. B . im  Falle von m anchen W olfram m etallsorten bei etwa  
2400 °C) liegen.

N elson  und R o b in so n  [1, 2] sowie Mil l n e r , P rohászka  und H orváth  
[3 — 5] untersuchten schon früher die sog. sekundäre R ekristallisation von  
gebräuchlichen W olfram drähten, doch benutzten  sie dazu noch nicht das A b­
b ilden  der glühenden Drahtoberflächen m ittels elektronenoptischer L insen­
sy stem e. Ihre W olfram drähte wurden in einer inw ändig m it L euchtstoff über­
zogenen evakuierten Glasröhre koaxial ausgespannt und zum Glühen gebracht. 
D ie glühenden D rahtoberflächen wurden m it Hilfe ihrer em ittierten Elektronen  
durch ein zwischen Leuchtschirm  und Draht angebrachtes Spannungsfeld an  
der Glasoberfläche »abgebildet«. Es erschienen am Leuchtschirm  die während  
der Rekristallisation entstehenden K ristallite als hellere dunklere, mehr oder 
w eniger breite R inge. In der Achsenrichtung trat keine Vergrößerung auf: die 
R inge hatten Breiten, die den Original-Längen der K ristallite entsprachen. 
Man konnte in dieser W eise zwar das zeitliche Erscheinen und W achsen der 
K ristallite  in der Längsrichtung verfolgen, doch konnte man die wahre G estalt 
der K ristallite nicht feststellen  und die Bilder m it eventuellen m etallographi- 
schen Abbildungen n ich t vergleichen. Die M ethode lieferte w ertvolle Inform a­
tion en  über die K eim bildungshäufigkeiten verschiedener W olfram drähte und  
über die W achstum sgeschw indigkeiten einzelner K ristallite in der Längsrich­
tu n g  des Drahtes, sie ist aber zu weiteren Aufklärungen — z.B . zur Aufklärung  
von  Besonderheiten des K ristallw achstum es in der Querrichtung — nicht fähig.

Wir haben deshalb in den letzten  Jahren eine einfache elektronén optische  
M ethode und A pparatur entw ickelt, m it der m an, wesentlich detaillierter als 
m it der N elson-R obinson  M ethode und viel einfacher als m ittels der handels­
üblichen Elektronenm ikroskope, w ichtige Strukturänderungen (u. A. R ekristal­
lisationserscheinungen) von D rähten und Folien hochschm elzender M etalle 
m it mäßiger Vergrößerung beobachten und photographisch festhalten  kann. 
Man kann unsere Apparatur leicht selbst laboratorium sm äßig aufbauen. In  
unserer Zusam m enstellung wird die in Vakuum glühende M etalloberfläche m it 
H ilfe der therm ischen Elektronen durch eine einzige elektrostatische Linse an  
einem  Leuchtschirm  flächentreu abgebildet. Diejenigen Strukturänderungen, 
die sich an den abgebildeten M etalloberflächen m it örtlichen A ustrittsarbeits­
änderungen abspielen, erscheinen an dem Bildschirm  als örtliche H elligkeits­
änderungen. Man kann also am Bildschirm  z.B . K ristallgrenzenverschiebungen  
zwischen den an der M etalloberfläche ungleich orientierten K ristallbezirken  
verfolgen und m ittels in bekannten Z eitabschnitten nacheinanderfolgender  
Aufnahm en (z.B . m ittels Film aufnahm en) die K ristallw achstum sgeschw indig- 
keiten  in jeder R ichtung der abgebildeten M etalloberfläche zahlenm äßig a u s­
w erten. In dem U m stand, daß man mit unserem Verfahren Vergrößerungen  
(und zwar die gleichen Vergrößerungen) in zueinander senkrechten R ichtungen,
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B ild  1. E lektronenoptische ( a,b)  und lichtm ikroskopische (c) A ufnahm en desselben fla ch ­
geschliffenen A bschn ittes eines rekristallisierten M olybdändrahtes von  320 Mikron D urch­

messer; Vergrösserung llO fach

also z. B . in der axialen  und radialen R ichtung eines Drahtes bekom m t, liegt 
ein w esentlicher V orteil gegenüber der M ethode von Nelson und Robinson, da 
unsere elektronenoptische Bilder m it den m etallographischen Lichtbildern der­
selben Stelle unm ittelbar vergleichbar sind (B ild  1).

II. Beschreibung der Elektronenoptik und der Versuchsanordung

D ie Elektronenbahnen kann m an im  Falle eines axialsym m etrischen  
elektrischen Feldes m it H ilfe der m it veränderlichen K oeffizienten angegebenen  
hom ogenen, linearen Differentialgleichung zw eiter Ordnung

í>(z)r"(z) +  ~  <P'{z)r'(z) +  - i -  <P"(z)r(z) =  0 (1)
2 4

bestim m en. Hier bedeuten  r(z) den A bstand einer Elektronenbahn von der 
Sym m etrieachse im Achsenpunkt z und Ф(г) das P otential entlang der Achse. 
Die B estim m ung von  einzelnen E lektronenbahnen stößt auf keine prinzipiellen  
Schwierigkeiten: man m uß nur die durch die Elektrodenanordnung bestim m te  
Funktion Ф(г) aufstellen , dieselbe und ihre A bleitungen in die Gleichung (1) 
einsetzen und die so erhaltene D ifferentialgleichung von r(z) lösen. Man kann  
aber für Elektrodenanordnungen, die als Linsen wirken, die Funktion Ф(г) 
m eistens n icht als eine einfache analytische Funktion angeben, da sich die 
Laplace-Gleichung unter den Grenzbedingungen solcher Elektrodenanordnun­
gen m eistens nicht in  geschlossener analytischer Form lösen läßt. Die P oten­
tialverteilung muß desw egen in irgendeiner experim entellen W eise, z.B . m it 
Hilfe eines elektrolytischen Troges erm ittelt werden. D ies kann aber für irgend­
ein gegebenes K raftfeld nur nachträglich, d. h. nach der W ahl einer bestim m ten  
Linsenausführung erfolgen. Die Formel (1) ist also zu zahlenm äßigen Linsen­
dim ensionierungen n icht benutzbar, und m an m uß sich für solche Zwecke m it
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lZ>(z)-Funktionen begnügen, die den tatsächlichen  Verhältnissen zwar nur 
näherungsweise entsprechen, konkrete Berechnungen aber erm öglichen. Die 
optischen E igenschaften  derartig konstruierter E lektrodensystem e können — 
w enn nötig — nachträglich genauer berechnet werden.

Nach solchen elektronenoptischen-geom etrischen N äherungsberechnun­
gen ste llt ein aus zw ei koaxialen L ochblenden bestehendes E lektrodensystem

----- Z

B ild  2. Skizze eines elektrostatischen »Im m ersionsobjektives« m it A ndeutungen einiger Ä qui­
potentialflächen des achsensim m etrischen K raftfeldes bei negativen (Sj-W erten; die F eld ­
stärkekom ponenten E ri bzw. E n  haben entgegengesetzte Vorzeichen und veranschaulichen  
die Sam m elwirkung bzw . Zerstreuungswirkung des elektrischen Feldes in den betreffenden  

zwei verschiedenen P unkten des Raum es

m it den B lendenpotentialen Ф1 und Ф2 und m it dem als K athode geschalteten  
G egenstand ein sog. Im m ersionsobjektiv dar. In einem solchen E lektrodensystem  
besteht ein achsensym m etrisches elektrostatisches Feld (Bild 2), an dessen  
Ä quipotentialflächen als Brechungsflächen die Elektronen eine kontinuier­
liche R ichtungsänderung erfahren, ähnlich den gewöhnlichen L ichtstrahlen , 
die ein M edium m it nicht k onstantem  Brechungsindex durchlaufen. E iner  
derartigen elektrostatischen Linse entspricht in der gewöhnlichen L ichtoptik  
etw a eine Anordnung, in der der Brechungsindex an der G egenstandseite der 
Linse den konstanten  Wert na b esitz t und an der B ildseite den davon ab w ei­
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chenden konstanten W ert nB hat, w ie  das bei einer lichtoptischen Ölim m er­
sionslinse der Fall ist, bei der die B rechnungsindizes die W erte na =  п$\ und  
nB =  «Luft annehm en. In  diesem Sinne kann man derartige elektrostatische  
Linsen als Im m ersionslinsen bezeichnen. Nur muß man beachten, daß in einem  
solchen elektronenoptischen System  n G sich zwischen G egenstand und Loch­
blende kontinuierlich ändert, also n ich t als konstant betrachtet werden darf.

D ie Berechnungen derartiger L insensystem e [6 ] führen zu folgenden Zu­
sam m enhängen:

Ф ,
4 d ----  3 + 2

Фл 1
Ф2 Ф2 

Фг Ф1 +

3 d

D

ФА d

Фх) D
[Y ф 2

2 '
3 —  - 1 1T" 1 2

I K

/  Ф.,

Ф,

( 2)

1

[
1 +

к. ф,

d

D
+

-■
ФЛ л [ ф  2 \  ( f  ф ,  \  d  1

3 1 -------- 1 —  — 1 +  3
Ф х \ \ 1 ф , ! 1 ф , ! D

Фг

( 3 )

Es bedeuten hier zB den Bildabstand, d  den Abstand zwischen den zwei Loch­
blenden, D  den D ingabstand, Ф1 шМФ2 d ie B lendenpotentiale entsprechend der 
angeführten Skizze (B ild  3). V  bezeichnet die Vergrößerung. Solche L insen­
system e ergeben scharfe Abbildungen und  ermöglichen die elektronenoptische  
U ntersuchung von plangeschliffenen M etalloberflächen, falls diese genügend  
hohe E lektronenem ission aufweisen, w ie dies z.B . bei hocherhitzten W -, Mo­
und Та-G egenständen der Fall ist.

W ie wir es gefunden haben, können  die Gleichungen (2) und (3) trotz  
der vereinfachten Rechnungsweise (d. h . trotz der Ersetzung des wahren A b­
laufes von Ф(г) durch ein Polygon nach B ild  4) als eine gute Grundlage für den 
Entw urf eines A bbildungssystem s d ienen . Man muß nur dafür sorgen, daß  
ausreichende M öglichkeiten für Bildschärfe-K orrekturen offen bleiben. D ieses 
Ziel erreichten wir bei unseren A pparaten folgenderm aßen. Von den vier, die 
Abbildungsschärfe bestim m enden Param etern d, D, Ф21Ф\ und z b  darf man  
zwar (zw ischen gewissen Grenzen) drei Param eter willkürlich festlegen, wir 
haben aber nur für zwei Parameter, d. h . nur für d und zB feste W erte gew ählt 
und dadurch für die Scharfeinstellung der B ilder gleichzeitig zwei M öglichkeiten  
freigehalten, u. zw. die R egelung der B ildschärfe einerseits durch eine Änderung
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Umschalter

U ingort Ettdort

B ild  3. Schaltskizze einer elektronenoptischen Apparatur m it 60faeher bis |150faeher V er­
größerung, zur Abbildung therm ische Elektronen em ittierender hocherhitzter M etallober­

flächen, zwecks laufender Verfolgung von  Gefügeänderungen hocherhitzter Metalle

B ild  4. Ablauf des P oten tia les Фг entlang der z -Achse im  achsensym m etrischen K raftfeld eines  
Im m ersionsobjektives« n ach  Gleichungen (2) und (3) berechnet (a) bzw. m ittels in einem  

elektrolytischen Trog durchgeführter M essungen bestim m t (6)
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des Verhältnisses der B lendenpotentiale Ф2/Фх und andererseits durch die  
Änderung des D ingabstandes D.

Den zahlenm äßigen Wert von Zß, von  w elchem  die äußeren Abm essungen  
eines solchen Apparates am m eisten abhängen, haben wir für den eigenen  
Apparat zu 250 mm bestim m t. Bei der W ahl des d-W ertes muß man zw ei 
gegeneinander wirkende Faktoren beachten. Zur Erreichung eines m öglichst 
großen Brechungsverm ögens und zur Verwirklichung einer K onstruktion, in  
welcher die positiven  Ä quipotentialflächen durch die Öffnung der näherliegen­
den Lochblende die K athodenoberfläche (den abzubildenden Gegenstand) rich­
tig erreichen, sollte man einen m öglichst kleinen d -W ert wählen. K leine d-W erte 
bringen aber große Durchschlagsgefahren m it sich: dadurch wird man eher zu  
größeren d -W erten geführt. Da wir uns im  voraus für eine Beschleunigungs­
spannung von 3 kV entschieden haben, w ählten  wir dazu einen d-W ert von  
rund 1 m m , wodurch in unserem Apparat die Feldstärke nirgends den W ert 
von 30 kV/cm überstieg. Unter diesen U m ständen ereigneten sich bei uns 
keine Durchschläge.

Nach dem  Einsetzen der Zahlenwerte von  z b  =  250 und d =  1 gibt 
Gleichung (2) nur einen Zusammenhang allein zwischen den Größen Ф2/Ф1 und  
D  an. Man kann diesen Zusammenhang graphisch als B ild 5 darstellen. Alle  
Punkte dieser K urve entsprechen Bedingungen scharfer Abbildungen: für 
einen jeden K athodenabstand des D iagram m es findet man m it Hilfe der K urve 
denjenigen Ф2/Фj-W ert, m it dem man ein scharfes Bild erzeugen kann. D ie  
zusam m engehörigen W ertepaare bestim m en gem äß Gleichung (3) gleichzeitig  
auch den Vergrößerungsgrad, wobei, m it einer Verringerung des D-W ertes ein 
Anwachsen der Vergrößerung verbunden ist.

A uf Grund der Zahlenwerte des als B ild 5 angeführten Diagram m es 
läßt unsere Apparatur eine Verschiebung der K athode in der Achsenrichtung  
von D  =  0 bis au f D  =  4 mm zu. Eine größere Verschiebung als 1,5 mm hat 
sich jedoch als n icht ausnutzbar erwiesen. D ie Bewegung des Gegenstandes 
geschieht m ittels einer geriffelten Metallröhre (m ittels einer sog. Bourdon­
röhre). Diese Art der K athodenbewegung sichert nicht nur die Feineinstellung  
von kleinen D -W erten, sie ermöglicht auch gleichzeitig eine einfache und 
rasche Änderung der Vergrößerung.

Es sollen z. B . die W erte (Ф2/Ф1) 1 und D x ein scharfes Bild m it der Ver­
größerung Vx ergeben. W ollen wir dann zu einer stärkeren Vergrößerung V2 
übergehen, dann verschieben wir die K athode (z.B . den Drahtschliff) in der 
Richtung zu der Linse auf den (kleineren) A bstand D 2 und stellen das unscharf 
gewordene Bild m ittels des Potentiom eters (s. Bild 3) — durch E instellung  
eines neuen, zu einer scharfen Abbildung führenden (Ф2/Фх) 2 W ertes — scharf 
ein. Da in unserer Anordnung Ф2 einen konstanten  W ert von 3000 V besitzt, 
erfolgt diese Scharfeinstellung lediglich durch eine Änderung des Ф1-W ertes. 
Die Vergrößerung wird also in unserem Apparat allein nur durch den Zahlen-
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D[mm]

$2

T
B ild  5. Graphische D arstellung des Zusam m enhanges zwischen den zusam m engehörigen, zu 
scharfer Abbildung führenden K athodenabstand-W erte (D ) und B lendenpotentialquotienten  
( Ф (l\)*  nach Gleichung (2), m it zg  =  250 m m  und d =  1 m m  berechnet (siehe auch Bild 3)

V

B ild  6. Zu den, am  Zeigerinstrum ent U  abgelesenen Potentialw erten (iPj-W erten) gehörigen  
W erte der linearen Vergrößerung ( V ) bei den nach Bild 3 gebauten Apparaten

w ert von 0 i bestim m t. Dadurch b esteh t bei uns die M öglichkeit die Vergröße­
rungen auf Grund einer einzigen Instrum entenablesung m it H ilfe eines D ia­
gram m es (Bild 6 ) direkt festzustellen. Dieses Diagram m  wurde durch u n m itte l­
bares Verm essen von zusam m engehörigen K athoden- und B ild-A bm essungen  
bestim m t. D em zufolge sind unsere Vergrößerungswerte von den Fehlerm ög­
lichkeiten  der Näherungsgleichung (3) völlig frei.

Für stärkere Vergrößerungen benutzen wir negative W erte von  Фь  
G leichung (2) läß t zwar eine solche M öglichkeit unm ittelbar nicht erkennen,
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die Spuren der Ä quipotentialflächen des Bildes 2 w eisen aber klar darauf hin, 
daß an der Kathodenoberfläche (d. h . an der glühenden M etalloberfläche) auch 
im Falle von negativen 0 1-Werten ein  Gebiet existiert, aus dem  die Elektronen  

-  auch solche m it einer Anfangsgeschwindigkeit N ull — in das Beschleuni­
gungsfeld gelangen. D ieses Gebiet w ird durch die N ull-Ä quipotentialfläche von  
dem im  Bilde 2 schraffiert dargestellten Brem sgebiet abgegrenzt und verklei­
nert sich durch das N egativerw erden des Фх-W ertes im m er m ehr. Gemäß der 
G estalt der aus M eßwerten gew onnenen Kurve des Bildes 4b bewegen sich die, 
in das Beschleunigungsfeld gelangenden Elektronen im  Bereich der ersten 
Blende in einem der Bedingung Ф "(г) 7> 0 gehorchenden, und im  Bereich der 
zw eiten Blende in einem  der B edingung Ф"(г) <7 0 gehorchenden P otentia l­
feld. D ies entspricht für die E lektronen einer Einw irkung zuerst von einer 
Sam m ellinse und dann von einer Zerstreuungslinse, w ie dies aus einer zwei­
m aligen Integrierung der Gleichung (1) hervorgeht. D ie Streuwirkung der 
zw eiten Blende ist aber wegen der in  seiner Nähe schon stark angestiegenen  
(im kV-Bereich liegenden) k inetischen Energie v iel schwächer als die Sam m el­
wirkung der ersten B lende, wodurch ein solches Im m ersionsobjektiv auch noch  
m it negativen Фх-W erten als Sam m ellinse wirkt. D ie im  B ilde 2 dargestellten  
K om ponenten der Feldstärke E r zeigen dieses Verhalten ganz augenscheinlich.

Durch den U m stand, daß wir in  unserer Apparatur auch negative W erte 
von Ф1 zur Abbildung verwenden können , sind wir zu einer w ertvollen Mög­
lichkeit von Tem peraturbestim m ungen hocherhitzter K athoden  gelangt.

III. Temperaturmessiing von  hocherhitzten K athoden

Unsere elektronenoptische A pparatur wurde eigentlich zu U ntersuchun­
gen von Rekristallisationserscheinungen pulverm etallurgisch erzeugter gezo­
gener W olframdrähte entw ickelt [7]. Für solche U ntersuchungen sind rasche 
Tem peraturbestim m ungen an W olfram drähten erforderlich. Tem peraturm essun­
gen au f W iderstandsm essungen zurückzuführen ist nur bei langen dünnen 
Drähten ein gangbarer W eg. Bei kürzeren, dickeren W olfram drahtstücken  
bedient man sich im allgem einen der Tem peraturm essungen m ittels irgendei­
nes optischen Pyrom eters. Es besteht auch bei unseren etw a 15 mm langen 
und 3 0 0 —400 Mikron dicken W olfram drahtstücken — bei w elchen sich die 
Tem peratur von A bschn itt zu A bschnitt wesentlich ändert — die M öglichkeit, 
die T em peratur der einzelnen A bschnitte m it Hilfe eines außerhalb der durch­
sichtigen Glasapparatur angebrachten optischen Pyrom eters zu bestim m en. 
Es ist aber fast unm öglich, denselben A bschnitt, dessen A bbildung am B ild ­
schirm eben erscheint, im  Pyrom eter genau einzustellen. E s gibt nur einen 
einzigen Fall, in dem dies gelingt. Stellt man am Bildschirm  den hellsten  
A bschnitt ein, dann sieh t man das B ild  des Abschnittes höchster Temperatur 
und kann denselben auch im Sichtfeld des Pyrom eters als den hellsten Drahtteil
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le ich t einstellen. Man ist aber so au f die U ntersuchung des höchsterhitzten  
D rahtabschnittes beschränkt.

Es ist aber m it einer nachfolgend näher beschriebenen M ethode möglich, 
die Temperatur eines jeden beliebigen D rahtabschnittes befriedigend zu 
bestim m en.

B ild  7. Zahlenmäßiger Zusam m enhang zwischen den Tem peraturen (T ) und den Em issions­
strom dichten (j) der elektronenoptisch abgebildeten Drahtoberflächenbereiche; die Em issions­
strom dichten können m it H ilfe des am  Instrum ent A  des B ildes 3 abgelesenen Stromwertes (i) 
un d  aus der festgestellten  Vergrößerung berechneten Oberflächenbereiches (o) leicht zahlen­
m äßig bestim m t werden, falls m an m it negativen W erten arbeitet (der Zusammenhang ist

hier für W , Mo und Ta dargestellt)

Es ist bekannt, daß die Strom dichte des Em issionsstrom es einer bei 
T  [°K] glühenden, E lektronen em ittierenden M etalloberfläche durch die 
G leichung (4) von R ic h a r d so n  und D ushm ann  angegeben werden kann,

i =  A T 2 e - w w , (4)

w o A  eine von der M etallart ahhängende K onstante; T  die absolute Tempera­
tur; Wk die von der M etallart abhängende A ustrittsarbeit der Elektronen  
und к die B oltzm ann-K onstante bedeuten.

Benutzt man in unserer Anordnung zu der B ilderzeugung negative  
W erte von Фх, dann stam m en B ild und E lektronenstrom  ausschließlich von  
dem jenigen O berflächengebiet der K athode, von w elchem  die Null-Äquipo- 
tantialfläche die E lektronen abfließen läßt (also im  Falle von  Bild 2 von dem  
»nichtschraffierten« K athodenteil). Eben dieser E lektronenstrom  wird durch 
das Meßinstrument A  des B ildes 3 angezeigt, und kann m it Hilfe von Glei­
chung (4) zu einer Tem peraturbestim m ung benutzt w erden. Dazu muß man 
den abgelesenen Strom wert durch den Zahlenwert des strom bestim m enden  
Oberflächenteiles dividieren, w elch letzteren man in K enntnis der Bildfläche
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und der Vergrößerung leicht berechnen kann. Bild 7 gibt uns die zu den in  
dieser W eise bestim m ten Strom dichtewerten gehörige Tem peraturwerte 
der abgebildeten O berflächengebiete einiger M etalle an. Arbeitet man m it 
unveränderten K athodenabm essungen und m it gleichbleibender Vergrößerung, 
dann kann man die Temperatur des untersuchten K athodenteiles durch eine  
einzige Instrum entenablesung feststellen .

Man muß dazu noch folgendes beachten. Die m eisten  Literaturangaben  
über A ustrittsarbeiten stammen von  Em issionsm essungen an K athoden m it 
polykristallinem  Gefüge. Die Oberfläche solcher K athoden besteht aus einer 
großen Zahl kristallographisch verschiedentlich orientierter F lächengebiete. 
Zu den verschiedenen kristallographischen Orientierungen gehören aber ver­
schiedene W erte der M -Konstante und der A ustrittsarbeit. D ie m eisten L ite ­
raturangaben stellen  also D urchschnittsw erte vieler, verschiedentlich orien­
tierter Oberflächenelem ente dar. So g ibt uns Bild 7, das au f Grund von L itera­
turangaben entworfen worden ist, z. B . für W olfram kathoden nur dann einen  
richtigen Tem peraturwert an, w enn und bis die K athode polykristalline  
Oberfläche hat. W ird die B ildfläche nur durch w enige Kristalle ausgefüllt, 
dann darf man B ild 7 zu Tem peraturbestim m ungen n icht benutzen.

IV. Einige Anwendungsbeispiele

Mit einer, gem äß den im Bild 3 angegebenen elektrischen und geom etri­
schen Angaben aufgebauten A pparatur haben wir eine beträchtliche Zahl 
von klar auswertbaren und mit lichtm ikroskopischen Aufnahm en gut vergleich­
baren Bilder erhalten. Der Vergrößerungsbereich lag dabei zwischen den 60- 
fachen und 150fachen Vergrößerungen. Der jew eilige Vergrößerungswert 
konnte m ittels einer einzigen A blesung eines Zeigerinstrum entes erm ittelt 
werden. Auch die Temperatur des abgebildeten D rahtabschnittes konnte  
— wie oben angegeben — einfach b estim m t werden. W ährend der U ntersu­
chungen und Aufnahm en herrschte in der Apparatur ein Druck von 10 ~s 
Torr. Von den am Bildschirm erschienenen Bildern haben wir auf 16 mm  
Schm alfilm e sowohl Einzelaufnahm en wie auch K inoaufnahm en erzeugt.

Vorwiegend untersuchten wir die Erscheinungen des R ekristallisations­
vorganges verschiedener, d. h. mit verschiedenen chem ischen Zusätzen erzeugten  
W olframdrähte. B ild 8  zeigt uns Einzelaufnahm en dieser U ntersuchungen. 
Bei M olybdändrähten läß t sich dieser Vorgang nicht verfolgen, da die R ekristal­
lisation der M olybdändrähte schon bei einer so niedrigen Temperatur erfolgt, 
bei welcher die Elektronenem ission zu einer deutlichen Abbildung der Ober­
fläche nicht ausreicht. Hier konnten wir nur diejenigen Strukturänderungen  
beobachten, welche sich in einem schon voll rekristallisierten Draht bei 
erhöhter Temperatur späte? noch ereignen. Bild la und Bild lb  zeigen uns 
solche nachträgliche Strukturänderungen eines M olybdändrahtes von 320
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Mikron Durchm esser. B ei derartigen U ntersuchungen zeigen sich die entschei­
denden Vorteile einer laufenden elektronenoptischen U ntersuchungsw eise am  
m eisten . Man sieht bei direkter B eobachtung des elektronenoptischen Bildes 
irgendeines M olybdändrahtstückes m anchm al b litzschnelle Orientierungs­
änderungen gewisser O berflächengebiete. Solche Erscheinungen kann man 
m itte ls  gewöhnlicher m etallographischer M ethoden nicht erfassen. Auch kann  
m an die viel langsam ere Bewegung der K ristallitgrenzen von  rekristallisieren-

B ild  8. E lektronenoptische Aufnahm en von  m it verschiedenen chem ischen Zusätzen herge­
stellten pulverm etallurgischen W olfram drähten (Vergrösserung 120fach):

E in  m it K, Si und Al enthaltenden Zusätzen hergestellter, sog. G K -D raht [M il l n e r , T. — 
TŰRY, P.: Ung. P at. Nr. 106.268] nach erfolgter primärer R ekristallisation und bevorstehender 
sekundärer R ekristallisation , am  unteren B ildrand sieht man einen einzigen, im  W achsen  
befindlichen sekundären K rista llit (a);

ein  m it K, Si und Ga enthaltenden Zusätzen hergestellter, sog. Ga-W olfram draht [Mil l n e r  
T .—N e u g e e a u e r , J. — K e r é n y i , L.: Ung. P at. Nr. 152.086] nach abgelaufener sekundärer 
R ekristallisation (6);

ein  m it nur К  und A l enthaltenden Zusätzen hergestellter, sog. K A l-D raht [Mil l n e r , T .— 
N e u g e b a u e r , J.: U ng. P at. N r. 149.187] nach völliger abgelaufener R ekristallisation (c).

den W olfram drähten kaum  m it lichtoptischer M etallographie studieren, auch  
dann nicht, wenn m an Hochtem peratur-M ikroskope anw endet, da bei dieser 
M ethode die neuentstandenen  K orngrenzen (durch V akuum -Ä tzung) erst 
nach  längerer Zeit sichtbar werden.

Die beschriebene elektronenoptische M ethode bringt auch noch den 
w eiteren Vorteil m it sich, daß ihre B ilder neben den »metallographischen« 
E inzelheiten, die v o n  den Orientierungsunterschieden einzelner Strukturele­
m en te stam m en, auch solche B esonderheiten der Struktur zum Vorschein  
bringt, die durch Verschiedenheiten der Austrittsarbeit bedingt und m it 
licht-optischen M ethoden nicht zu finden  sind. So zeigt uns z. B. Bild ЯЬ, 
daß die im R ekristallisationsvorgang entstandenen großen K ristallite gewisser 
W olfram drahtsorten in  der R ichtung der Drachtachse oft eine feine Parallel- 
Streifung aufw eisen. D ies hängt sehr wahrscheinlich m it einer inhom ogenen  
Verteilung der Zusatzspuren in diesen K ristallen zusam m en. D iese Inhom o­
gen ität wurde erstm al m it der hier beschriebenen E m issions-E lektronenm ik­
roskopm ethode beobachtet.
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A Simple Apparatus for Investigating by Electron Optics the H igh-Tem perature M etallo­
graphie Phenomena of M etals w ith H igh M elting Point. The paper describes a simple electron 
optics m ethod and a hom e-m ade apparatus for the investigation o f the structural changes of 
high-m elting point m etals w ith  the aid o f therm al electrons. The surfaces o f the heated speci­
m ens and their changes can be observed and photographed directly w ith  a m agnification rang­
ing from  60 X to 150 X . The paper also presents a simple m ethod su itab le for the rapid deter­
m ination  of the tem perature of the observed part of the surface. T he apparatus was used by  
the authors mainly for investigating the recrystallization phenom ena o f W  and Mo wires and 
th ey  found that the electron optic im ages provide inform ations not to  be observed on ordinary 
photo-m icrographs.

Appareil simple pour l’examen électronoptique des processus m étallographiques à haute  
tem perature des métaux à point de fusion élevé. L’étude décrit un appareil construit par les 
auteurs, ainsi qu’une m éthode simple d’optiqu e électronique pour l’exam en des électrons ther­
m iques et des changem ents de structure des m étaux à point de fusion élevé. La surface des 
éprouvettes chauffées et ses variations p eu v en t être observées et photographiées directem ent 
avec un  grossissement de 60 à 150 fois. L ’étude communique aussi une m éthode simple pour 
déterm iner rapidement la température de la  surface observée. Les auteurs on t utilisé l ’appareil 
avant tou t pour l’exam en des phénom ènes de recristallisation des fils de W  et de Mo et ont 
constaté  que les im ages électronoptiques offrent aussi des inform ations qui ne peuvent pas 
être lues sur l’image m icroscopique ordinaire.

Простой прибор, пригодный для электронно-оптических исследований металло­
графических процессов, протекающих при высоких температурах в тугоплавких металлах
(О . Хорачекн Т. Мильнер). В работе описывается простой электронно-оптический метод 
и прибор собственного изготовления, пригодный для исследования изменений текстуры 
тугоплавких металлов при помощи термических электронов. Поверхность нагретых образ­
цов и происходящие на их поверхности изменения можно непосредственно наблюдать 
и фотографировать при 60—150 кратном увеличении. В работе' дается также описание 
простого метода, пригодного для быстрого определения температуры отображенного 
участка поверхности. Авторы предлагаемый прибор в основном использовали для иссле­
дования рекристаллизационных процессов, протекающих в вольфрамовых и молибдено­
вых проволоках, и при этом установили, что электронно-оптические изображения дают 
также информации и такого порядка, которые не могут быть установлены на основе 
простых световых оптических изображений.
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The paper dem onstrates the application o f the signal-flow graphs for the solution of a 
special task in control technics, nam ely for the determ ination of the transfer functions of direct 
current machines.

I. Introduction

In the field  o f control engineering the properties, construction, reduction  
and applications o f the signal-flow graphs — utilized more and more ex ten sive­
ly  for their clear suggestiveness and sim plicity  — are dealt w ith by an am ple 
literature [1 —6 ] and b y  a previous paper published in Elektrotechnika [7]. As 
a continuation o f the paper published previously [7] we w ill first introduce  
the general formula o f the signal-flow graphs, the so-called Mason formula 
which permits avoiding the lengthy, though thoroughly m ethodical reduc­
tions necessary for th e  determ ination of the transfer functions (or gain factors) 
establishing the relationship betw een the input and output signals of the  
signal-flow graphs representing system s o f a higher com plexity  and which  
perm its the writing down of the result directly.

The derivation o f the Mason general formula is found in the available  
literature e.g. [2 —4 ], therefore in the follow ing we will on ly  briefly discuss 
the structure of th e  expression.

II. The general formula o f signal-flow  graphs

The general form ula of Mason is given for transfer functions [1], but 
naturally  it m ay be applied judiciously for frequency-functions or gain factors 
as well:

m * )

y W k{s )A k{s)
к

(U

or b y  an abbreviated notation

2 w k A k
JF =  - A -----------

A ( 2 )
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In this formula W  denotes the resultant transfer function  and Wk the  
transfer function o f th e  k -th  forward path . Further A is th e  determ inant of 
th e  system  of equations represented by th e  signal-flow  graph. The determ inant 
can be calculated w ith  the formula given below:

л  =  1  - 2 p &  +  -  2 p & +  ■ ■ • .  (3)m, m2 ms
where

PL1! is the transfer function of the r n th H, loop;
РЩ is the m2-th  product of the transfer functions of two d istin ct (not in contact w ith  

each other, i.e . possessing no com m on junction) Hj and H j  loops each;
PÍSl >s the m3-th  product o f three d istin ct Hj, Hj  and H t loops’ transfer functions 

each, etc . . . .

For calculating system -determ inant A  th e  appearing sum m ations m ust be 
extended  to all the possible com binations. L astly Ak is th e  A determ inant of 
th e  part — not contacting the fe-th forward path — of the signal-flow  graph, in 
other words the k -th  subdeterm inant.

So the determ inant A (resp. Ak) can be com puted w ith  the form ula

A =  l - ^ H i +  2 H i H J 2 Н , Н , Н , +  . . .  . (4)
i i,j t,j,l

III. Examples for transfer function determ inations of direct current m achines

In the follow ing the utilization o f th e  Mason general formula b y  w ay  
o f  several exam ples is shown. As exam ples th e  electric m achines used frequently  
in control engineering are chosen w ith  working point dependent transfer 
functions and non-linear equations o f behaviour, e.g. w ith  the product o f  
tw o dependent variables involved. For sim plifying th e  problem  we assum e 
sm all variations around the working poin t, as in th is case the gain factor  
m ay be taken for constant, and due to  the linearization o f the equations, the  
Laplace transform ation m ay be applied. For details o f th e  m ethod we refer 
to  the literature [8 ]. The following notations are used: lower case letters w ith  
lower case letter indices mean tim e variable quantities. The variation itse lf  
is denoted by A, w hile capital letters w ith  capital letter indices mean constant 
working point values. E .g.

ig — I q H~ Aig

(5)

rg = R G +  Ar g

The Laplace transform s are expressed b y  lower case letter indexed capital 
letters. E.g.:

^ [ A i g] =  A Ig(s), J3*[Arg] =  ARg(s). (6 )
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Finally we m ention, th a t e.g. the variation  o f the product function

ug =  rg h  (7)
is

A ug =  A(rg ig) =  R c A ig +  I G Arg (8 )

and its Laplace transform  is

A U g(s) =  R GA I g(s) +  I GA R g(s). (9)

1. Separately excited direct current generator

First let us exam ine a direct current generator loaded b y  an arbitrary 
operational adm ittance Y t (s ) ,  with a variable excitation  vo ltage and excita­
tion circuit resistance (F ig. 1). Assum ing sm all variations o f th e  input variables

Fig. 1. Separately excited  d.c. generator

the operation o f the m achine m ay be described b y  the follow ing system  of 
equations:

A U g(s) =  (Ra +  sLG)A Ig(s) +  I G ARg(s),

A 0 g(s) =  K 0 A Ig(s),

A U i(s) =  K u A 0 g(s), ( 1 0 )

A Ut(s) =  A U,(s) -  (Ra  +  sLA)A Ia(s),

A I a(s) =  YT(s)A Ue(s).

Introducing the tim e constants T G =  L g/R q and T A =  L AIRA we have:

A Ug(s) =  Д 0(1 +  sT a)A Ig(s) +  I a A R g(s),

A 0 g(s) =  K 0A Ig(s),

A U i(s) =  K uA 0 g{s), (1 1 )

A Ue(s) =  A U i(s) -  Ra ( 1 +  sTA)A Ia(s),

A I a(s) =  Yr (s)AUc(s).

Fig. 2 shows the signal-flow  graph representing equation-system  (11).
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*Ra(s)

Fig. 2. Signal-flow graph representing the equation system  of separately  excited  generator

Let us determ ine transfer functions W  =  W ^ f  by  the Mason form ula,
there

w = w i uu: = A U M
л и м

( 12)

From  the signal-flow  graph o f F ig. 2 the following consequences m ay be 
drawn: There exists on ly  one forward path, whose transfer function is

К фК и 1

There exists one loop , whose transfer function is

p p  — H 1 = — Ra { 1 +  sTa )Yt(s),

(m i =  1 ).

T here are no separate loops

P (m2 =  0 , m  =  0, . . .
so

A =  1 - H 1 =  1 +  Ra (1 +  sTa)Yt(s).

As the loop is in contact w ith th e  forward path, therefore

Í = l  — 0  +  . . . = 1 .

Substituting this in to  relationship (2) we have

IF, A, K n 1 1
W К ф  R-l ; 

Rn 1 + s T G 1 + R a( 1 + sTa )Yt(s)
(13)

L et us load the generator by an operational im pedance of Rx  +  sL T; th is  
m ay mean e.g. th e  excitation  coil o f a synchron m achine. Then
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YT(s) =
1

jRj' -J-- sL T

Substituting this into (13) we obtain

(14)

where

wAUe _  
A U  ff—

A U e(s)
A U s(s)

machine constant;

tim e-constant o f the load;

R z________1 +  sTT _ _

R t +  Д а (1 +  5Д;) (1 +  5Д ')

Â Q  =
Кф К и

Ra

Т т — 

T v  =

[■J
RT

R  A  +  L t

R a + R t

electric tim e-constant o f the armature circuit.

2. Separately excited direct current motor

(15)

On the basis o f Fig. 3 using th e  notations o f the figure, the equation  
system  describing th e  operation o f the m achine m ay be w ritten down in 
the form  of Laplace transform s, if  w e assum e sm all variations:

A Ue(s) =  (Ra +  sLA)A Ia(s) +  I  a A R a(s) +  A U,(s)t 

AUj(s)  =  К и Фа ADm(s) -f- К ц  Q M A 0 g(s),

A M m(s) =  K MIA A 0 g(s) -)- K M 0Q A I a(s),

A M m(s) — AM,(s) =  J MsAQm(s), (16)

aJí/ ?(s) =  (Rg +  sLc )A Ig(s) -)- I a A R s(s),

A 0 g(s) =  K 0 A Is(s).

Introducing the tim e constants T v =  L A/R A and TG =  La/R c,  Fig. 4 shows 
the signal-flow graph representing equation-system  (16).

о----------------------------------  --------------------------о

Fig. 3. Separately excited  d.c. m otor
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Let us determ ine the transfer function existing betw een the variation  
of th e  angular velocity , as output signal, and the variation o f the torque of 
th e  load, as input signal:

W  =  w f ï  =  A° m<yS)- . (17)
' AM,{s) ’

B etw een  the input signal and the output signal there is only one forward 
path:

l
щ = -

J mS

ARg(S)

Fig. 4. Signal-flow graph representing the equation system  of separately excited  d.c. m otor

T he signal-flow graph contains a loop, whose transfer function is:

1 1p d )  _  и  _  _  КмКиФё
Ra J m s ( l  +  sTv ) sT M( l - { - s T v )

(mi =  1 )
where

Tm — Ra Jm
К м К и Ф2а

is the electro-m echanical tim e constant o f  the motor, and J m  denotes the m om ent of inertia  
o f  the total mass on the m otor axis.

Separate loops do not exist

p(2) _  Л p(3) _  0 r m2 1 m3 о . . . ,

1  - H v
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As loop H 1 is in contact with the forward path

4 = 1  — 0  +  0 — . . . = 1 .

Substituting th is into (2) and tak ing  (17) into consideration, we have:

W fû ,  =  - - - - -  = -----------— ---------------- 1  +  ST-V---------. (18)
A M t(s) К м К и ФЬ 1 +  sTM -f- s2TM Tv

Other transfer functions may also be determ ined in a sim ilar w ay, on the  
basis of the signal-flow  graph. T able I summarizes all th e  transfer functions 
concerning the separately excited m otor.

3. Ward-Leonard aggregate

The system  o f equations characteristic o f the aggregate is w ritten  
down on the basis o f  the above principles, i.e. b y  assum ing small variations 
we linearize the equation  system  and write it d irectly in the form o f the La­
place transforms.

For sim plicity’s sake we assum e, th at the angular ve loc ity  o f the genera­
tor m ay not even suffer any transient variation , i.e. cog =  Qq is a constant. 
The notations used in  the equation system  are identical w ith those in th e  
figure:

A U g(s) =  (Rg +  sLG) A I g(s) +  I  a A R g(s),
A 0 g{s) =  CG A Ig(s),

A U ig{s) =  K a A 0 g(s);

A Ugm(s) =  (R Gm 4" sL qm) A I gm(s) +  I GM A R gm(s),
АФдт(з) =  См AIgm(s), (19)
A Uim(s) =  К и 0 qm A Q m(s) +  К и Q M A 0„m(s);

A U ig(s) -  A Uim(s) =  (Ra +  sLA) A I a(s) ,
A M m(s) =  K M 0 GM A I a(s) - f  K M IA A 0„m(s) ,
A M m(s) — AM,(s)  =  J M s A Q J s ) .
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Table I

Transfer functions o f  the separately excited d. c. motor

O utput
signal

Input
signal Transfer function

A U . w Ai!r  =
AU' К и Фам  l  +  s T M + s * T v T A

A R a w 1
ARa R u ^G m  l + sT,M +  s2 T y T M

Ail, , A U , vr/Ailm _  
WA\Jg -

_  КФ^М Л _____ LaRa  'j
Rq^gm  l  R u^ m ^gm  J

1 -  s T v I  a R  a

К ц®мфам — 1 aRa 
(1 +  ÏT q) (1 +  sT M +  s~ T M T v )

AR„
=

К ф й м 1а

R g* gm
f i ____ I aEa__ )
V Ku^M^GM /

1 -  s T v I aRa*m
K u & m ® g m ~  I a R  a

R u ^ m ^ gm  ) (1 +  sT q) (1 +  sT 0M -f- s'z T M T v )

A M , П7ASim = _______R A ___________ 1 +  > T V
AMt К м К и Ч м  1 +  s T M +  S* Т м Ту

A i n

A U e

A R a

s T Mm AIo _  1 ___________________
AU‘ R a 1 +  sT m +  s* T m T v

WA,a =  — 1jAWad —
sT»

AR° _ R a  l  +  s T M +  S* T M T y

2
7

4
 

F. C
SÁ

K
I 

et al.



DETERMINATION OF TRANSFER FUNCTIONS 275

5о
■©

5
С?

s
*

ь.
Еч

5
Еч

+
?

Еч

5
Еч

«О

+ Е?

э
X

5
о

©•С
о ;

-? ь

=

5о
в
5

Q
а

X

Еч
5

Еч

?Еч

EÍ

9
*

5о
О
Ь

о ;

- 'o fЧЧ

43 Síчз

i.
Еч

?
Еч

?
Еч

i l
в

5

Еч
5

Еч

5
Еч

«О

+

■ÏS
V 3

5
о

% «
х \

S -,
5 аЧЧ
Èt

I >. 
Еч

5
Еч
М«9

EÍI +  
* ?  

Еч 
со

■ +

5
О

■©
?

*

Ч
ОС

ч- «5й:чч
fe

I

Ч
as

Ч

5
Еч

Час
ч

?о
©

?
CS

а
X

5
X9
*

5 Í
l . " 3

5>
Еч

Е??
о  

в
? г

CS +
О1 5^  Еч

о
Еч

Ч
ОС

ч

о
ОС

чос
Ч

i.
Еч
5

Еч

5
Еч

V)

+
1»

Еч

5
Еч

Е?«5
+

Ч
ОС
ч

5о
в
5

С!
а

X

чос
ч

5
ЬС
9

се

о
ОС

afo?
41 Ч)

>•
Еч

?
Еч

, 5
ЕчСО
+

S -  

ЧЧ

ьв
ос b
Ч] чз

QC
Ч!

§
чз

3 * Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



276 F. CSÁKI et al.

In  the signal-flow  graph representing equation system  (19) the follow  
ing n otations are used:

T q =  L q/R q the ex c ita tion  circuit tim e-constan t o f  the generator;
T g m  =  L qm /R qm the excita tion  circuit tim e-constan t o f the motor;
T v =  L a /R a  the electric tim e-constant o f  the armature circuit.

As an exam ple le t us determ ine the transfer function betw een the arm a­
ture circuit current as output signal, and the generator’s excitation  voltage

* Rgm (S)

Fig. 6. Signal-flow graph representing the equation system  of the W ard-Leonard aggregate

as in p u t signal, for th e  case o f sm all variations:

AI„(s)w = Wi\st =
AU As)

There exists one forward path, w hose transfer function is

1jÿr _ f^G
R g Ra  (1 +  sT c) (1 -j- sTv )

There exists one loop, separate loops do not exist:

К МК 0 Ф2Гpu)  _  h  = —  n cm
J m Ra S(1 +  s^v)  +  sT v)

(mi =  1 )

( 20)
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where
Jm Ra _

Км Ка Фгам
is the m otor’s electro-m echanical tim e constant.

As

so

and

p ( 2 )  —  О p (  3) —  A 
r  ml —  1 тз — u

A =  l - H 1 =  l  +
s^m(1 +  s^v)

4 = 1  — 0 +  0 +  . . . = 1 .

Substituting th is in to  Mason’s form ula (2) and tak ing (20) into considera­
tion , we have

W A la
A U g  =

A l g j s )

A Ug(s)
Cg Kp  __ _______sTM____________
Ra Ra (1 +  sTa) (1 +  sTM +  s2 TM Tv)

( 21)

4. The amplidyn

In the case o f th e  am plidyn a new  condition aggravates the calculation, 
nam ely frequently several control coils are used on one pole. The system  is 
m ade more com plex in a physical sense too  as a consequence of the coils being  
coupled inductively  to  each other, the number of the equations describing 
the process increases and so does the work of com putation . Let us consider 
the frequent practical case, when three control coils o f th e  am plidyn are used  
and let us exam ine the transfer function  of the excita tion  circuit, w ith the  
variation of flu x  in  the excitation  circuit as output signal and the variation  
o f the control v o ltage  as input signal:

w  =  w i%  =  - ^ A S)
A Ut,(s

( 22)

A cta  Technica A cadcm iae S c ien tia ru m  H ungaric 2, 1968

F ig . 7. Am plidyn w ith  3 control coils for each pole
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The determ ination o f the excitation  circuit transfer function (22) is 
greatly  facilitated, w ithout incurring any grave error, b y  th e  usual neglection  
o f th e  control coils’ leakage:

L s =  0 (23)

i.e . b y  assuming the coupling o f the coil’s total num ber o f turns w ith the  
<pg pole flux.

I f  we reduce th e  control circuit data to an identical num ber of turns, 
th en  we necessarily have

L y ,  =  L y  2 == Ьуз =  Ly  (24)

where L y , ,  L y , ,  L y 3 denote the control coil’s inductions reduced to the com m on number of 
turns.

It follows both physically , — on th e  basis of (24) — and m athem atically  
— on the basis o f Mik =  \ L t L k — that

M 12 =  M.23 =  M 13 =  Ly  . (25)

The number o f tim e constants has been reduced w ith  the aid of the  
relationships (24) and (25) and so the calculation has been m ade more elucidate. 
L et us write down, on the basis o f F ig. 7 assuming small variations the linear­
ized  and Laplace transform ed equation system  describing th e  control circuit:

A UvAs) =  0 ^ 1  4" sLv j) Zl/j^s) s M l2 A I2(s) -f- s M 13A I 3(s) ,
A U v2(s) =  s M 12AI,(s)  +  ( Я ,  +  sL V2) A I 2(s) - f -  sM.13A I 3(s) ,

4 L*3(S) =  SM X3 4 fx (s) 4- s M 23 AI.,(s) +  (R3 +  sL V3) A I 3(s) ; (26)
A 0 gys) =  Ca [AI,(s) +  A I 2(s ) +  A I3(s) ] .

w here R ,,  R2 and R 3 denote the resistances reduced to an identical num ber 
o f turns of the control coils and Cc the machine constant. Taking into consid­
eration the relationships (24) and (25) and introducing the control circuit 
tim e constants

and

w e have:

TVI — L v jR 1,

TV2 =  L v /R 2

TV3 =  L v/R3

4L ,ii(s ) ~  ^ i ( l  ~Н sTVl) z l/j ls )  -f- sLy A I 2(s) -(- sL y  A I 3(s) , 
— gL y  A 1,(3) -)- R 2( 1 -)- sT V2) A I2(s) -j- sL v A I 3(s) ,  

ÁUvÁs) =  sL y  ^ f i(s )  +  sLy A I 2(s) -)- Я3(1 +  sT V3) A I 3(s) ; 
A 0 g(s) =  Са [А1г(8) +  A I 2(s) +  A I 3(s) ] .

(27)

(28)

F ig . 8  shows the signal-flow  graph representing equation system  (28).
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The insight o f th e  signal-flow  graph m ay be greatly im proved if  we 
transpose the paths arriving at junction d„;(s) into junction  Alj(s)  and utilize  
the relationships under (27) [see also Fig. 9].

Fig. 8. S ignal-flow  graph of the equation system  of three interconnected  control coils

AUV3(S) A l 3 (s)

On the basis o f th e  rule shown in Fig. 9 the signal-flow  graph of a system  
of control coils consisting o f an arbitrary num ber of coils coupled to each  
other can easily be p lotted .

Let us determ ine now , w hat kind of transfer function holds betw een  
the output point o f th e  signal-flow  graph A 0 g(s) and one of the input points, 
e.g. -d

w = wA;il = № g{s)
A U vi(s)

(29)
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T here exist five forward paths, w ith the follow ing transfer functions in turns:

Cg 

R !

w  — CGrv2 ----

R i

Wo = CG
r r 3

R í

W  — CG

R í

w b = Ca

R í

1

1 -f- sTvl

_______ — S^V2_______
(1 +  sTv l ) (1 -f- sT V2)

_______ — sTV3_______
(1 +  sT v l ) (1 +  sTV3)

___________s2 Tv 2 TV3___________
(1 +  sTv l) ( 1  -f- sTV2) ( 1  - \-sT v3)

________ s2 TV2 TV3______________
(1 +  sT Vl) ( 1  - f  sTV2) ( 1  4 - sTV3)

For the easier identification  of the forward paths o f transfer function  
W t ( 1  <  i <C 5) and loops Fig. 10 shows their locations in the signal-flow  graph.

Fig. 10 • The forward paths of the signal-flow  graph in Fig. 9 (a) and the loops to be found in  
the signal-flow graph of Fig. 9 (6)

There exist five  loops in the signal-flow  graph with the follow ing transfer 
functions in turns:

p (  1) =  я =  ______ s2 TV1 TV2
(1 +  sTVl) ( 1  sTV2)
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P p  =  H 2 =

p p  =  Щ

s2 TV1 TV3

(1 +  sTVl) (1 +  sT V3j

„2 T1 т1
s  1 V 2 a V3

P{1) =  я 4

P i1' =  H 5 =

(1 +  sTV2) ( 1  -f- sTV3)

_______ — s3 TV1 1 V2 TV3_______
(1 +  sTv l) ( 1  +  sTV2) ( 1  -f- sTV3) 

s3 TV] TV2 Tvg

( 1  +  sTv i) (1 +  sT V2) ( 1  +  sT V3)

к  =  1 ,2 , 3 ,4 ,  5)

There are no separate loops:

PC2) _  f) P ( 3 )  _  A
г я 2  —  17 m3 —  o ,  . . .

SO

A =  l - ( H 1 +  H 2 +  H 3 +  H i +  H 5) +  0 +  . 

After substitution  we obtain for th e  value o f A:

1 +  s(Tv l  -f- TV2 +  Туз)A
(1 +  sTv l ) ( 1  -)- sT V2) ( 1  4 - sTV3)

Loop Рз1) is not in contact w ith  forward path  W v  therefore

A 1 = l — H 3 1 +  s(TV2 +  TV3)
(1 +  sTV2) ( 1  4 - sTV3)

Л loop not in contact w ith the forward paths W2, W3 and Wi cannot be found, 
thus

A 2 =  A 3 =  A 4 =  A a =  1 .

Substituting the values o f Wk, Ak and A into (2) and taking into consideration  
relationship (29) we obtain:

W iffn =
A 0 g(s) _ CG 1 __

^ UV1(S) Pi 1 +  s ( lv 1 4- Руг +  Tvs)
(30)

It can be seen, th at by using a system  of control coils coupled w ith each other  
has the d isadvantage, th a t the excitation  circuit tim e constant increases, the  
calculation m ust be m ade w ith th e  sum of th e  control coils’ tim e constants. 
In the follow ing we will exam ine the equation system  describing the armature 
circuit o f  the am plidyn and th e  corresponding signal flow  graph.
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In accordance w ith  the notations o f  Fig. 7 we m ay w rite down the linear­
ized equation system  concerning the quadratic m achine in its Laplace trans­
form ed form:

we have assum ed, th a t (ps, the excitation  flu x  does not vary under the influence  
o f th e  load, i.e. th e  m achine is ideally  com pensated. The com pensation circuit 
tim e constant increases the tim e constant o f the control circuit according to  
(30). After introducing

th e cross circuit tim e constant, and

th e armature circuit tim e constant Fig. 11 shows the signal-flow  graph repre­
senting equation system  (31).

Let us determ ine the transfer function with the aid o f M ason’s formula 
utilized  in all the cases aforem entioned.

A Uq(s) =  К x Q M A 0 g(s) +  К , Фа A Q m(s) , 

Д Uq{S) =  (Rq +  sLq) A I q(s) ,

A 0 q{s) =  CQ A I q(s) ,

A U'(s) =  K 2 Q M A 0 q(s) +  К ;  Фя AQm( s ) , 

A U e(s) =  A Ut (s) -  (Ra +  sLa ) A I a ( s ) , 

A I a(s) = Y T(s )A U e(s)

(31)

w  =  W j Z
A U e(s)

(32)

A<t>g(S)

A la (s)
Fig. 11. Signal-flow graph o f the am plidyn arm ature circuit
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There exists one forward path, whose transfer function is

W, k . k . C q ü i , l

Rr 1  +  sT0

There exists one loop, w hose transfer function is

P i1' =  Я , =  -  Ra (1 +  s TA) Yr( s ) ,

(m i =  !) •

Separate loops do not exist.

P %  =  » ,  P (m3 =  0  ■ • -

Determ inant A and subdeterm inant Ai o f the system  are:

A =  1 -  H x =  1 +  R J 1  +  sTA) YT(s) ,

Л  =  i -

Substituting th is in to  (2) and taking (32) into consideration we obtain the  
required transfer function:

гг/ли e   A U e(s)
W  ЛФ, —  —  7 7  —

A 0 g(s)

K x K 2 Cq Q 2m 

Rn

Let Y t(s) take the form o f Yr(s) =  

transfer function takes the form of

(1 +  sTQ) [ 1  4 - Ra (1 +  sTA) Yr(s)]

1 1

R 7 sL-j- R T( 1 sT t)

(33)

, then our

шли, 
w  АФ»

K . K . C ç Ü l ,  R T 1  s l T

Rr
where

TA

R t +  Ra (1 +  sTq) ( 1  +  sT'A) 

_  Ta +  Lr
-  ra + rt

(34)

is the armature circuit tim e constant.

The com plete transfer function of the am plidyn results in the case o f  
an inductive load, from th e product of (30) and (34):

ТГ/Л U,    ^ Ue(s)
w  ли» 1 — -- , . —

A U vl(s)

=  Aa R t
1  +  sTj

Ra +  R t [1 +  s (Tvi 2 "f" -̂ Vä)] (1 4* sTQ) ( 1  -f- sT'A)
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where

4  a  =
K l K 2 CQ Cg Q2m

Rq Ri

is th e  m achine constant, the gain factor of the am plidyn.

III. Conclusions

B y writing down the different transfer functions o f electrical m achines 
in th e  case of the above four exam ples the application o f th e  general signal- 
flo w  graph formula, th e  so-called M ason-formula has been show n. The struc­
ture o f  this formula is sim ple, it is easily  applicable and especially  in the case 
o f  system s of higher com plexity  it requires less com putation  work — w ith  
less possibilities o f error — than the solution of the equation system  b y  the  
Cramer-rule, or th e  serial reduction o f the signal-flow graph. According to  
our knowledge we have for the first tim e utilized the signal-flow  graphs for 
th e  solution of the dem onstrated tasks.
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Die Bestim m ung der Übertragungsfunktionen der Gleichstrom m aschinen m it H ilfe von 
Signalfließdiagram m en. Im  vorliegenden A rtikel wird es gezeigt, w ie die Signalfließdiagram m e 
zur Lösung der in der Regelungstechnik vorkom m enden Aufgaben benutzt werden können; 
nam entlich  zur B estim m ung des Frequenzganges der Gleichstrom m aschinen.

Détermination de la  fonction de transfert des machines à courant continu par la méthode 
des graphes de transfert. L ’étude m ontre les applications des graphes de transfert à la solution  
des problèmes spéciaux se présentant dans la  régulation, et notam m ent à la déterm ination de 
1 a fonction de transfert des m achines à courant continu.

Определение передаточных функций машин постоянного тока при помощи графов
(Ф . Чаки, П. Мадьяр  и  Р. Барш).  В  с т а т ь е  п о к а з а н о ,  к а к и м  о б р а з о м  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь ­

з о в а н  м е т о д  г р а ф о в  п р и  р е ш е н и и  с п е ц и а л ь н ы х  з а д а ч  т е о р и и  р е г у л и р о в а н и я ,  а  и м е н н о  

п р и  о п р е д е л е н и и  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и й  м а ш и н  п о с т о я н н о г о  т о к а .
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ELECTRONICAL (INITIAL CURRENT) MEASUREMENT 
OF THE CATHODE TEMPERATURE
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[Manuscript received June 12, 1967]

The cathode tem perature of electron tub es can be determ ined from  the starting current 
characteristic. In order to  elim inate the sources o f  error inherent w ith  the d.c. m easurem ent of 
the characteristic, I k e h a r a — W ilso n  use a.c. superposed on d.c. and determ ine the cath­
ode temperature from the change of the upper harmonics. B y  using the com pensation m eth ­
od of the authors, instead  of the upper harm onics the fundam ental harm onic is used for the  
m easurem ent and this being a larger signal, it  permits the ex ten tion  of the m easurem ent to 
lower temperatures (appr. 600° K). Checking the m easurem ents b y  therm ocouple and by opti­
cal pyrom eter shows agreem ent within + 2 % . For estim ating the error caused by the thermal 
conduction of the therm ocouple, an approxim ate calculation has been m ade.

I. Introduction

The knowledge o f tem perature o f  therm ionic cathodes is indispensable 
for testin g  them and predicting their life tim e. Besides the optical and electri­
cal tem perature m easurem ent, the electronical tem perature m easurem ent 
gives alm ost uneqivocal advantages. As is known, the kinetic energy of the  
electrons em itted in to  the vacuum  — in the tem perature range to be in vesti­
gated — exhibits M axw ell-B oltzm annian distribution. Thus, it is possible  
to  draw conclusions in case of a retarding electric field  on the tem perature 
of the em itter by th e  voltage vs. em ission current characteristics. This m ight 
be applied first o f all in the m easurem ent of the cathode tem perature of 
sealed electron tubes and electron tu b es with special cathodes, resp. (where 
the cathode surface cannot be observed optically).

The present paper deals wdth th e  well-known Ikehara — W ilson a.c. elec­
tronical measuring m ethod  and aims at im proving it. The described m ethod  
enables the extention  o f the cathode tem perature m easurem ent elaborating  
a sim ple experim ental technique, to low er tem peratures as well, where the  
loading o f the electron tube cathode is very slight during the m easurem ent. 
The m ethod described has the follow ing advantages in com parison with those  
published previously: better accuracy, reproducibility, extension  of cathode 
tem perature m easurem ent to lower tem peratures.
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II. A  short critical review  o f the cathode temperature m easurem ent methods
published as far

1. D.c. measurements

Some decades ago it becam e necessary to  test the cathodes o f  electron 
tu b es by tem perature m easurem ent, especially  in the case o f certain special 
tu b es (e.g. m etal-ceram ic tubes, where th e  cathode cannot be observed opti­
ca lly ). That is to  say: m easuring m ethods were needed b y  w hich the electron 
tu b es could be tested  w ithout any particular design. The in itia l current char­
acteristics I — TJa m et th is condition based on the experiences o f m any de­
cades relating to  such m easurem ents and investigations w ell [1 ].

The main point o f the tem perature m easurem ent based on the initial 
current characteristics is the follow ing: in case o f a retarding anode voltage  
th e  anode current assum ing the M axw ell-B oltzm annian v e lo c ity  distribution  
— m ight be w ritten  in the form ula:

L  =  L w u°
( 1 )

w here the param eter I s has the dim ension of current, it depends on the tube  
geom etry and th e  saturation  current, independent o f th e  anode voltage; 
e electronic charge; Ua anode vo ltage (above formula is va lid  but for Ua <  0 ); 
к th e  Boltzmann constant; T  absolute tem perature.

Plotting equation (1) on logarithm ic scale:

lo g  I  a =  lo g  I s +  2 ^ kT Ua (2 )

a linear relationship betw een log Ia and Ua is obtained, th e  slope o f which is:

e

2,3 kT  ’
(3)

T  can be determ ined from the experim ental values.
Many articles deal with th is m ethod [2]. The obtained tem perature 

values are generally higher and th ey  show stronger deviations than those  
obtained by other m ethods (m icropyrom etry, therm ocouple) nevertheless, 
according to som e o f th e  publications this m ethod is considered to be adequate. 
(In  these publications the difference betw een the m easurem ents and the checked  
data is less than 5% .)

According to  our experiences the above m ethod is not suitable to per­
form  reproducible m easurem ents w ithin the cathode tem perature range o f
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600 — 800° K. Based on our num erous m easurem ents, th e  obtained results 
proved to  be contradictory (e.g. tem perature increases at reduced filam ent 
heating, etc.) and the reproducibility was not sufficient either. B y  applying an 
am pere-m eter having a better efficiency the lower lim it o f the current m easure­
m ent could be extended  from 10 -7A to  10 ~14A, thus we succeeded in m easur­
ing saturation current and other em ission param eters in th e  m entioned range 
of tem perature, w ithout dam aging the oxide-cathode electron tube. (We shall 
discuss the m easurem ents in a separate paper.)

Here we have to  point out th at when m easuring an in itia l current of 
such a low  intensity , one has to  take the inverse electron em ission o f the elec­
trode used as anode into consideration, since the order o f m agnitude of the  
tw o kinds of currents is com m ensurable. Due to  the la tter effect, the hot 
cathode emission could not be determ ined above 800 — 900° К  w ith the initial 
current m ethod.

2. A.c. measurements

D ata available on a.c. cathode tem perature m easurem ents are summarized  
and discussed by I kehara  [3]. The m ethod was im proved b y  W ilson , espe­
cially b y  his handy evaluation  system . Preceding papers can now  be consid­
ered alm ost as pioneer works, thus our discussion is restricted to  the works 
of I kehara and W il so n .

Fig. 1

The m athem atical treatm ent and experim ental principle o f a.c. m easure­
m ents was published b y  I keh ara . In his m ethod a.c. is superim posed on the  
d.c. in itial current. It  was shown th at for a retarding field  in terval the cathode 
tem perature could be determ ined by the a.c. relationship. Measuring the  
harmonic relations, several perturbing effects could be elim inated: e.g. the  
effects due to cathode interface resistance, leakage current and deviations 
from parallel geom etry.
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Let us refer to  E qu. (1 ) and plot Ua2 — Uai =  A U a against In ( / a2/ / ai)

(4)

th u s , we obtain the sam e slope as for Equs (2) and (4), consequently the cathode 
tem perature can he derivated  in a similar manner:

u sin g  (mksa un its)

A U a __ A U a
к  -, /ло 2,3 к  л /л -г \
- l n - 3 -  —-----^ (lo g  I  a)
e I al e

T  =  5036 —  [°K ].

(5)

( 6)

Superim posing on th e  {Ude) d.c. voltage an a.c. voltage ( Uac. sin coi) the cur­
rent will be given (see Fig. 1)

kT Udc ^  UarS'nmt
(7)

Increasing Udc v o lta g e  in negative direction by A Udc the am plitude o f the  
n-th  harmonic changes, com posing the relations of original and modified  
am plitudes, according to  Equs (3) and (4), thus we obtain

J n
I«

.Uic
--.AVdc

--- e

and consequently

T  =
AU,dc A U ,

2,3 к

I n
^ (b g  /„)

( 8 )

(9)

Comparing E qus (9) and (5), the cathode tem perature can be determ ined  
equally by the retarding voltage — initial current relations, or by superim pos­
ing a.c. on the d.c. p la te  voltage and considering the change of the logarithm e 
o f a certain harm onic am plitude. In practice the a.c. m easurem ent is simpler 
since a great change in the plate voltage has to be m easured and sm all a.c. 
current is to be m easured instead o f the small d.c. current. The a.c. current 
can easily be am plified.

According to  W ilso n  [4] and using mksa units:

A  =  Ь 3 8 х Ю  23 [YA see/°K ] =  g 6 1 . 1 0 _ 5 гу,оК -| 
£ 1,6 X 10- 1 9  [A  sec]
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b y  th e  suitable change o f In I n / I ' n  we get

—  I n ^ - =  10“ 4 [V/°K] ; 
E Гc xn

In
1C“ 4

I n 8,61 - 1 0 “ 5

I n 3,192
I n

thus th e  cathode tem perature is given by

(И )

T<K>= W A U dc. (12)

For th e  harmonic am plitude relationship I n/In =  3,192 =  10 dB  the d.c. v o lt­
m eter can be calibrated in °K units.

I k e h a r a  m ade m easurem ents w ith norm al and reduced heating currents. 
He checked his m easurem ents w ith an optical pyrom eter (in w hich the spectral 
em m issiv ity  o f the cathode coating was taken  as 0,3). The m easurable low est 
lim it o f the cathode tem perature was found to  be 550° K, how ever, the optical 
pyrom eter control could be used only at abt. 900° K, thus there was no possi­
b ility  for comparing lower cathode tem perature values. On the other hand, 
his d.c. and a.c. m easurem ents exhibit a reasonable agreem ent.

W i l s o n  described in detail his apparatus, designed for direct reading  
of th e  cathode tem perature. As was pointed out by W i l s o n ,  in order to  reduce 
the noise effect, associated w ith am plification, he amplified the second harm on­
ic 1000 c/s, the input frequency being 500 c/s. I i c e h a r a  in his m easurem ents 
used th e  first harm onic too , how ever, in th is case discrepancies occurred. I k e ­

h a r a  achieved reliable m easurem ents w ith th e  second harm onic, the higher 
order harm onics producing sm aller signals.

It might be assum ed th a t the quoted authors obtained more disturbing  
signals because of the use o f th e  first harm onic and a broad band am plifier, 
since th e  first harm onic was transm itted  through the passive elem ents of 
the circuit, independently  o f the operating diode.

III. The fundam ents of the further development of electronic cathode 
temperature measurem ents

As was shown in the previous section the Ikehara — W ilson m ethod is 
based  on the relationship:

I n

I'
k T ли or

(8)
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R estricting ourselves to  sm all signals follow ing from th e exponential charac­
teristics of initial current, Equ. (8 ) this holds directly  for the first harm onic, 
too. This can easily be explained (see Fig. 2).

I a ­

in  the case o f sm all signals the a.c. current is given:

Ű

R b ’

for R(, diode resistance. In consequence o f Equ. (1)

dU a 1 kT  
d l„R h =

d l n e in
d U n

and thus

M aking use of the notations of Fig. 2

eUa

la Ia I s kTe

I  a К
I s

eU'a 
' kTe

Equ. (8 ):

К In

I'a In

k f J U *°

(13)

(14)

(15)

(16)
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Fig. 3

thus E qu. (9) can be w ritten
т л и йс

A lnA
£ I'a

(18)

4 * Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



292 I. VÁCZ and I. KERÉNYI

and w ith  the a.c. current relationship W ilson’s m ethod is on the base o f (1 1 )

=  3,192 and T  =  10* A U dc,
1a

and so direct reading can be applied.
The appearance o f one part of the input signal — due to  the passive  

elem ents of the netw ork -— has to  be prevented in the output. Our circuit 
diagram  is presented on F ig. 3.

The elim ination of th e  disturbing signal was achieved b y  com pensation  
as show n on Fig. 3. The com pensation was effected by capacitive feed-back
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o f a series a.c. vo ltage , m atched, subjected to  180° phase conversion and fed  
to th e  anode of th e  tested  diode. In th is w ay the disturbing signals going w ith  
the basic frequency could be reduced to  minim um  and the accuracy o f m easure­
m ents and reproducibility were greatly im proved. Cathode tem perature  
m easurem ents could be carried out on m ultigrid and special electron tubes. 
A further advantage o f m easurem ents w ith basic frequency over the harm onics 
lies in  the fact th at th e  range o f m easurem ents can be extended to a 600 — 700° К  
lower lim it. Since th e  larger signals need less am plification, in our laboratory  
m easurem ents were carried out also with the harmonics in the range o f op erat­
ing cathode tem perature. In practice an agreem ent was found betw een  the  
tw o m ethods (see F ig. 4).

According to  other authors, generally constant frequency generators 
and tuned  am plifiers coupled to  th e  output are used. As is shown in F ig. 3 
in our set-up a selective am plifier of 1 0 0 0  c/s and a tuned audiofrequency  
generator in the input were used. From the latter the com pensating signal 
was directly  fed back.

The a.c. signal used for tem perature m easurem ents was generally 0,1 
V eff  th e  in itia l current was m easured in the range of 1 0  _7—10 _ 9  A.

Changing th e  value o f A U a b y  0Д — 0,05 У steps, the values of th e  ca th ­
ode tem perature T  are given according to Fig. 4 b y  the constant m inim um  
sections o f the curves. The tw o lim its of the constant sections are determ ined  
for slight currents b y  the anode reverse current and for high currents b y  the  
space charge, resp. This latter is in quantitative agreem ent w ith the th eo reti­
cal determ ination [5] according to  which the m inim um  of Um has th e  order 
o f m agnitude U t  =  kT/e  therm al voltage.

Curves displayed in Fig. 4 serve continuously to check the accuracy of 
the m easurem ents. According to our m easurem ents it was found th at d ev ia ­
tions o f A Udc values which were needed for m atching the 3,192 a.c. current rela- 
tio n sh ip , indicate the anomalous em ission conditions of the cathode surface [6 ].

The m ethod described above w as checked b y  a great num ber o f m easure­
m ents, the results o f which are presented in the preceding section.

IV. Experimental results and discussion

M easurements were at first carried out on oxide cathodes of special 
testin g  diodes. The cathode was o f elliptical cross section (3,1 X l , 6 m m 0  ), the  
anode was of pure Ni (6 , 6  mm 0 ). The cathode was coated with the con ven ­
tional carbonates (Ba — Sr) and (Ba —Sr—Ca), resp. [7]. In order to  ach ieve  
a uniform  tem perature distribution on the cathode, for 7 mm distances at 
both  ends were not coated.

The heating filam ent was a conventional A120 3 insulated tungsten  f ila ­
m ent o f uniform w inding, bended in a hair-pin form. Our m easurem ents

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



294 I. VÁCZ and I. KERÉNYI

Table I

Comparison o f  different 

Fe-Constantan (I), W ilson’s method (II), optical

v,
[V]

04—1 04—2
T  [°K] грк]

I I I I I I IV I I I I I I IV

7,0 1169 1155 1148 1172 1160 1148

6,8 1126 1141

6,5 1138 1135 1139 1125

1,4 607 626* - 624 601 606* - 619

1,0

0,7 450 473* — 475 451 434* — ' 460

refer to filam ents o f th e  above design. The local overheating of the filam ent 
on uncoated cathodes was checked b y  app ly ing  sm all pin-holes on the anodes 
and b y  determ ining th e  cathode tem perature distribution with an optical 
pyrom eter.

The cathode tem perature generally exh ib ited  a m onotonous decrease 
tow ards the ends. The discussion of th is phenom enon will be given later on. 
Special processing and stabilization resp., was applied. As was found experi­
m entally  th is was needed  for achieving reliable reproducibility of the cathode 
em ission and for ach ieving 10 ~8A initial current, indispensable for accurate 
and reliable electronic tem perature m easurem ents.

Tem perature m easurem ents were carried out b y  using the following  
m ethods:

a )  E lectronic m ethod;
b)  by  Fe-C onstantan therm ocouple;
c)  optical m icropyrom eter of Schm idt — Haensch;
d )  besides th is la tter  the cathode tem perature was calculated by the  

slope of the initial current too.
In the follow ing th e  experim ental results of five special testing diodes 

— provided with a therm ocouple — are presented, determ ined by the above  
indicated  four m ethods.

The cathode tem peratures in the low  tem perature range were determ ined  
b y  linear extrapolation of the electronically obtained log T  log Uj terms. 
The further developed Ikehara — W ilson electronic m ethod was applied to  some 
com m ercial electr. tubes. For checking th e  reliability  of the m ethod, te st tubes 
were prepared w ith  th e  cathode of the penthode, typ e EL 84  and provided
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measuring methods

pyrometer (III), initial current (IV)

04—3 04—4 04—5

T  [°K] T  [°K] T [°K ]

I II III IV I II h i  ! í v I II III IV

1177 1150 1153 1147 1140 1143 1152 1140 1121

1143 1128 1110

1142 1115 1117 1110 1119 1110

605 600* - 610 559 579* — 570 584 593* - 591

480 502* — 484 502 517* - 514

418 435* — 439

* Note: The values o f the W ilson’s method in the case o f Uj =  1,4; 1,0 and 0,7 are extra­
polated.

w ith  Fe-Constantan therm ocouples. M easurements were carried out w ith  
different filam ent vo ltages in the range of 7 — 0,5 V, corresponding to abt. 
1150 — 380° К  cathode tem perature range. The results are show n in Table I. 
Sources o f error have been taken into consideration and possib ly  elim inated.

The stab ility  o f the tubes is an im portant factor, thus m easurem ents 
were carried out after a previous aging for 100 hours. In th e  aging process 
10 —15%  overheating and 2 —2,5 mA/cm 2 loading (charging) o f the cathode  
was applied.

The electronic m ethod gives an average tem perature value o f the cathode

Table II

Data o f  the coated cathode zone calculated by approximate formulae

[°C] [°C]
bn

[°C]
Al

[mm]

195,3 199,7 214,6 16,80
289,7 298,8 306,1 8,08

385,9 398,4 408,4 8,12
483,5 497,8 505,1 6,14

582,0 597,0 602,6 4,49
680,4 696,2 701,5 3,12

779,0 795,2 800,8 2,01

877,7 894,3 900,4 1,28
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Table III

The difference in °/0 between the cathode temperatures measured by electronical

04— 1 04—2

U f
[V]

T  [°K] r °K]
%

I I I I I I

7,0 1169 1155 — 1,2 1172 1160 — 1,0
6,5 1138 1135 -  0,3 1139 1125 — 1,2

6,3 1121 1110 — 1,0 1133 1100 - 2 , 9

5,0 1026 1030 0,4 1026 1010 - 1 ,5 5

4,5 984 1000 1,6 983 960 - 2 , 3

4,0 936 960 2,6 936 920 - 1 , 7
3,5 882 905 2,6 885 870 - 1 , 7

3,0 829 840 1,33 821 830 1,1

2,5 768 780 1,56 758 760 0,3

2,0 698 710 1,7 687 — —

The therm ocouple w as m ounted to the edge of the cathode coating (since 
it could  not be welded to  the coating). This fact causes a system atic difference 
b etw een  the two m ethods and this teas taken into consideration. The relation­
ship betw een the tem perature values as determ ined b y  the tw o m ethods, 
— can be approxim ately calculated, — assum ing a quadratic tem perature  
distribution , provided th e  tem perature values are given at the tw o edges 
(tv  t2) and at the center of the cathode. These m easurem ents were m ade on 
f iv e  special testing tu b es o f the same design but uncoated.

Table II contains th e  cathode tem perature calculated by this approxi­
m ation , the mean tem p , o f the cathode (t), the m axim um  tem perature tm 
and the distance of th e  site  of m axim um  tem perature from the center of the 
cath od e (Al).

Measurements w ere carried out w ith  5 testing tubes of the sam e design 
b u t coated  with 50 — 50%  B aC 0 3 SrC 03. The experim ental results are sum m a­
rized in Table III.

In the high tem perature range, m easurem ents were com pleted b y  an 
op tica l pyrometer tube. The results are p lotted  on a log-scale. Taking merely 
th e  radiation into accou n t, we obtain the following relationship for the fila­
m ent power:

Tlius
P  =  Uj If  a* akT* . 

log P  =  4 log [akT] — A  -f- В  log T
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and thermocouple methods resp. by Fe-Constantan ( I )  and Wilson's method ( I I )

04—3 04—4 04—5

T [° K ]
7/о

T  [°K]
%

T  [°K]
%

I 11 I II I I I

1177 1150 - 2 , 3 1147 1140 - 0 , 6 1152 1140 - 2 , 0
1142 1115 - 2 , 4 1117 1110 - 0 , 6 1119 1110 — 0,8

1127 1190 — 3,3 1115 1095 - 2 , 0 1010 1090 - 2 , 0
1026 1030 0,4 1003 1000 — 1003 990 - 1 , 0

983 970 - 1 , 3 963 945 - 2 , 0 959 952 - 0 , 7

933 930 - 0 , 3 916 910 - 0 , 7 926 915 - 1 , 2
888 905 1,9 858 852 - 0 , 7 862 860 - 0 , 2

830 840 1,2 808 810 -  0,25 815 810 - 0 , 6
771 770 — 743 740 - 0 , 4 761 753 - 0 , 1
698 — — 673 670 — 0,4 690 685 - 0 , 7

consequently  we get a linear relationship betw een filam ent power and cathode  
tem perature p lotting them  on a logarithm ic scale in the high tem perature  
range.

According to our experiences, we obtain a better linear approxim ation  
w ith log  Uj-log T  than for log P -log  T. Therefore, this relation is more suitable  
for extrapolation  in the low tem perature range up to l / j  =  1,5 V [8 ]. The 
results are presented in Table III  and F ig. 5, resp.

The therm ovoltages appearing on the m eta l-g la ss  seal inlets o f the therm o­
couples were also taken into account. These therm ovoltages were determ ined  
b y  testin g  tubes of special design, providing the therm ocouple w ith tw o  
leads, one o f them  m ounted w ith the g la ss-m eta l seal inlets, the other one 
introduced into the tube directly w ithout break (Fig. 6 ). Therm ocouples were 
prepared from 0,8 mm 0  iron- and Constantán wires, resp. (Degussa  m anu­
facture). The therm ocouples were calibrated b y  a Goerz 2 kohm /m V m illivolt- 
m eter applying a 0° C junction [9]. The calibration was m ade w ith glycol 
(b.p. 197,3° C), potassium  bichrom ate (m .p. 397,5° C) and pure A1 (m .p. 
658° C) covering the entire low  tem perature range. According to the calibration  
th e  error can be estim ated to be m axim um  0,3 —0,6%  [10].

In our m easurem ents Fe-C onstantan com pensating leads were applied  
and the deviations betw een the arrangem ents I — I I  (see Fig. 6 ) were correct­
ed. The therm al conductiv ity  o f therm ocouple wires was taken into consid­
eration as w ell. The error due to  therm al conductiv ity  can be estim ated b y  
an approxim ate calculation — as given in th e  appendix of th is paper. This 
error com es to  1,66%  for 1000° C.
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2.70 2

Fig. 5
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Further, as m entioned previously, the tem perature difference betw een  
the therm ocouple junction site and the average tem perature zone of th e  ca th ­
ode was taken  into account. Comparing the optical pyrom eter m easure­
m ents w ith the therm ocouple results, it was found th at the em m issivity o f

Fe

the cathode coating cannot be characterized b y  a defined value (0,3 according  
to I k e h a r a ) .  The em m issivity is not constant, it depends on the thickness 
o f the coating, on its colour and on the core used.

Finally it was found that the em ission param eters of cathodes, loaded  
below 10 - 4 A , are alm ost as well reproducible as th ose o f pure metals (Tung­
sten, M olybden). The contact voltage betw een cathode and anode was deter­
mined by the Intersection Method, value was abt. 0,8 eV and it proved to  be  
tem perature dependent.

V. Conclusions

In this paper a report was given on cathode tem perature m easurem ents. 
The Ikehara —W ilson a.c. electronic cathode tem perature measuring m ethod  
was reproduced w ith  im proved accuracy. The fundam ents of the m ethods 
and the probable origins of several disturbing factors were analyzed, m ethods 
were elaborated for elim inating the error factors.

The features o f our m ethod are: The application of a com pensating signal 
and its capacitive feedback by means of a m icrom anipulator to the output. 
B y these m eans th e  electronic tem perature m easurem ent can be carried out 
on the base frequency, too , instead o f using the harm onics. Thus, a larger 
signal is obtained and the low tem perature m easuring range can be extended  
to 600° K. This low  tem perature lim it can be further extended  by the linear  
extrapolation of the log T-log [7/ relationship, in case o f 1  cm2, cathode sur­
face m easurem ents can be made in the filam ent voltage range o f 6,3 to 1,48 V.

Our m ethod was successfully applied for the cathode tem perature m ea­
surements o f diodes and m ultigrid electron tubes. The electronic m easurem ents 
were com pleted and checked b y  optical pyrom eter and therm ocouple m easure-
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m en ts. The deviation  never exceeded z t ;2 % . B y an approxim ate calculation  
a relation  was determ ined betw een the cathode border and th e  average cathode  
tem perature values o f the operating zone.

B y  an approxim ate calculation the heat conduction o f therm ocouples 
w as taken into account. These calculations are given in th e  appendix. The 
application  lim its o f the electronic cathode tem perature m easurem ents were 
determ ined. In th is range the m ethod gives inform ation on the emission 
characteristics and on the quality  o f  th e  cathode.
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A P P E N D IX

A pproxim ate calculation of the experimental errors caused by the heat 
conductivity o f  thermocouple uires used fo r  cathode temperature measurements

List o f sym bols

l half length  of the cathode tube [cm ];
s half circum ference of the cathode tube [cm ];
ô wall th ickness o f the cathode tube [cm ];
d  diam eter o f the therm ocouple wires [cm ];
L  length of the therm ocouple wires [cm ];
/.Ni heat condu ctiv ity  o f the cathode tube m aterial;
Ape heat condu ctiv ity  of the iron wire;
/.Ka heat conductiv ity  o f the constantane wire;
T m tem perature to be determ ined [°K ]; 
ö tem perature of the therm ocouple pin seals [°K ];
c, radiation constant o f the filam ent (cathode);
c„ radiation constant o f the filam ent cathode (anode).
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F ig . 1A

A pplying the fundam ental equation of h eat conduction for our case

0 M r + "?r) = l°l ~  щ  (lA)
where j x , j s are the components o f the heat flow  vector, and wq, w2 the power delivered b y  the  
filam ent and received by the anode resp., per u n it area

Щ =  o, (@* -  Tk) ,

w2 =  ci (Т\  — Ta) ■

The average tem perature of the filam ent and o f th e  anode are denoted b y  0  and T A resp.,

i x
8 T k
dx  ’

is — N̂i ‘
8 T k 
8s

Introducing w 1 and w., in Equ. (1A ), we obtain

— őANi
Э 2 T„ , d2T k

dx2 9s2

Tm T k ~  T

=  <U ( в * - П ) - С 2( П - П )  ,

using now  a new variable

Tl{ =  Tm

Since r /T m 1 the approxim ate form ula

T l ~ r , U 1 - 4 - -
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m ight be applied. T hus from Equ. (1A) it follows:

ЫNi
б2 T 32 г
Qx 2 Q g 2

=  4 (Cl +  c2) Th x +  [Cl(04 -  T*m) -  c2(T 4m -  T \ ) ] .

Owing to  th e  fact th a t in the stationary case the expression in square 
brackets is equal to  zero if  the losses at the end of the cathode tube are neglected , 
w e obtain for E qu. (1A)

4(cx +  c3) Л

t here

kh

Э2 г  Э2 т

dx2 9s2
— kx =  0 .

Introducing co-ordinate (y) instead o f (s) on the surface of the cy lin ­
drical cathode tube

Э2 X Э2 X
-------1-------------kx =  0 . (2A)
Э* 2 9y2

The tem perature decrease towards the therm ocoupled junction  of the tu b e  
is given by the so lu tion  o f Equ. (2A) m aking use of follow ing boundary con ­
ditions:

х (Щ  =  t(0 ,s) ; (I)

Эт
— s <  y  <  s - =  0  ;

— l < x < l

dx

dx

x = l

=  0  .
3 y  y = s

From the con tin u ity  condition at the junction site  it follows:

(II)

( H I )

2 ÔANi
, ,3 T , +  a

8 T J

d x  x = a /2  3 y  \y = b /2 ,

and since T/c — Tm — x

—  (^ F e  +  ^ K 0)

- 6 - ^ 1 -
9*

8 t  :

9y
— & — t(0 ,0 J  .

d2n  TA.(0,0) -  &

x  =  aj 2  y  =  bj2  

y  —— 0  x =  0
( IV )

In  the latter E qu. a.b is the contact area of the therm ocouple and

M
0,785 d2 ( / Fe +  ;.Ko)

2  d ; .N I Z
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F inally  we get

т(х,у) =  T,
cosh(/ — x) \ m  • cosh (l — y/s^lÿm

m a x
cosh'2! ÿrn

w h e r e in  the knowledge of

t  0 , 0 )  =  г ,m a x

and

V - A
\  P +  s-.2

the experim ental error o f tem perature m easurem ents in percents m ight be 
calculated:

In the above described calculations, the heat obtained by the term o- 
coupled wires from the radiation of th e  cathode, was not taken  into consider­
ation . D ue to this latter fact the tem perature gradiant developing in the  
therm ocoupled wires w ill be smaller than  the calculated values. Thus the  
heat loss calculated for th e  m ost unfavourable case refers for an upper lim it, 
consequently  the real error is always less.

The therm oelectrical power consum ption  of the therm ocouples was 
neglected  as well. A high internal resistance m illivoltm eter was used (2kQ/mV) 
thus the energy consum ption and eq u iva len t heat loss was greatly reduced  
com pared to  the heat loss, caused b y  therm al conduction th is could be n e­
glected.

The final formula obtained was applied  for the evaluation of our m easure­
m ents, taking into consideration the physica l constants valid  for the m easure­
m ents. According to these in the case o f

T % =  T,,^x 100.
■̂m

Tm =  1000° к ,

the values o f experim ental errors are

Tmax —=  16,6°C and Tm =  1,66 % ;
whereas
in the case o f Tm =  600° К

t,m a x =  7,12° C and Tm =  1,19 % .
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Elektronische K athodentem peraturm essung (m itte ls des A nlaufstrom s). D ie K ath o­
dentem peratur der E lektronenröhren kann aus der A nlaufstrom charakteristik bestim m t « e r ­
den. U m  die Fehlerquellen bei der G leichstrom m essung dieser Charakteristik zu elim inieren, 
verw enden I k eh a r a — W il s o n  auf Gleichstrom  superponierten W echselstrom  und b e­
stim m en  die K athodentem peratur aus der Änderung der O berschwingungen. Mit der von  den 
Verfassern ausgearbeiteten K om pensationsm ethode kann für die M essung sta tt der oberen  
H arm onischen die G rundfrequenz verwendet werden, die es als größeres Signal erm öglicht, 
die M essung auch auf niedrigere Temperaturen (ca. 600 °K ) zu erstrecken. D ie K ontrolle der 
M essungen m ittels T herm oelem ents und optischen Pyrom eters zeigt Übereinstim m ung inner­
halb von  +  2%. Zur A bschätzung des durch die W ärm eleitung des Therm oelem ents verursach­
ten  Fehlers wurde eine Näherungsrechnung durchgeführt.

Mesure électronique par courant initial de la  température des cathodes. La tem péra­
ture des cathodes peut être déterm inée à partir de la caractéristique du courant initial. Pour  
élim iner les possibilités d ’erreur des mesures en courant continu servant au relevé de cette  
caractéristique, I k e h a r a —W ilso n  utilisent du courant a lternatif superposé à du courant con­
tinu  et déterm inent la tem pérature cathodique à  partir de la variation  des harmoniques supé­
rieurs. Grâce à la m éthode de com pensation élaborée par les auteurs, on peut, pour la m esure, 
utiliser au lieu des harm oniques supérieures le term e fondam ental qui, é tan t un signal plus 
fort, perm et d’étendre les m esures aux tem pératures plus basses (de 600° K env.). Le contrôle 
des m esures par couple therm oélectrique et par pyrom ètre optique m ontre un accord à m oins 
de ± 2 %  près. Pour l ’éva lu ation  de l ’erreur causée par la conduction therm ique du couple, 
un calcul approché a été élaboré par les auteurs.

Электронный метод измерения температуры катода (И. Вац и И. Керени). Темпе­
ратура катода электронных ламп может быть определена по характеристике начального 
тока. В интересах устранения возможных ошибок измерения постоянным током, слу­
жащего для снятия этой характеристики, Икехара— Вильсон применяют переменный ток, 
наложенный на постоянный ток, и по изменению высших гармоник определяют темпера­
туру катода. Применением компенсации, разработанной авторами, вместо высших гармо­
ник для целей измерения может быть использована основная гармоника, которая вслед­
ствие того, что она является более сильным сигналом, позволяет распространить измерение 
и на более низкие температуры (прибл. около 600° К). Проверка измерений термопарой 
и оптическим пирометром показала, что совпадение получается в пределах ±2% . Для 
оценки погрешности термопары от теплопроводности дается приближенный расчет.
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The patterns of 4 -B it U n it-D istance D ecim al ( 4 - b u d d )  codes were investigated  on spe­
cially  prepared pattern-tables constructed from  their codisets, in order to evaluate the possible 
typ es o f these codes. U nam biguous identification  of the code-types investigated  is obtained by  
m eans of so-called Binary R atios (Б -s), defined  b y  the bit-sequences o f each code. This m ethod  
of labelling is invariant under the changes in  code-forms of the sam e typ e . F inally  som e pos­
sible other uses o f the m ethod, such as the eva lu ation  of the actual num ber and com plem enting  
properties o f the 4 - b u d d  codes are discussed.

I. Introduction

Decade counters w ith  four b istab le  counting stages are ex ten sively  used  
in d igital techniques. In  the classical m anner these decades are realized from  
the 16 position binary counting chain  b y  feed-forward or feed-back m ethods. 
R ecen tly  several reports [1 — 3] have dealt with the design o f decade counters 
based on a new  principle, called coincidence or pulse routing m ethod [2, 4]. 
E ssen tia lly , both m ethods are based on the use of hom ogeneous (i.e. containing  
counting  stages w ith an equal num ber o f stable states) sim ple counting chains 
from  which the decades are realized b y  changing the natural sequence o f the  
triggering o f their counting stages b y  altering (m odifying) their gatings [5]. 
In th e  “ classic” manner a decade cou n ter is built as a m odified series counting  
chain, while by the “ coincidence”  m ethod  as a m odified parallel counting  
chain, since here the counting stages, being  triggered after a given input pulse, 
are actu a lly  triggered b y  th is pulse sim ultaneously  by parallel connected gating  
circuits. An advantage o f  the latter m ethod is that the tim e delay betw een  
the ten th  input pulse and the output pulse of a decade depends on the in d i­
vidual delay of a single counting sta g e  only, contrary to the classic design, 
where the overall tim e delay is the su m  o f the individual delays of 2  —4 cou n t­
ing stages.

The principle of operation of m odified  parallel counting chains is describ­
ed in  detail in [2]. This m ethod in principle, permits th e  use o f any possible  
four-bit decim al code. The extrem ely  h igh  number (n =  16 ! / 6  !) o f the e x is t­
ing coding possibilities enables the realization  of decade counters w ith ad van ­
tageous properties by selecting codes sa tisfy in g  prescribed conditions. A possible
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condition  which can be prescribed is th at only one of the binary stages can 
be triggered by any o f th e  input pulses, that is, the use o f a cyclic U nit-D istance  
code. This gives the possib ility  for a substantial reduction in the load of the  
driving source, and also reduces by half the m axim um  triggering rate of the  
fastest-driven bistable counting  stage. In the follow ing som e features of these 
codes will be d iscussed, in particular those which are im portant for their 
application in decade counters.

II. Evaluation and labelling o f existing types o f 4-B U D D -codes

1

Binary Unit-Distance  (b u d ) codes can be defined as binary codes in 
w hich two adjacent code-words differ from each other on ly  in a single bit [6 ]. 
T his is equivalent to  th e  definition that there is a H am m ing distance of unity  
betw een  any two ad jacen t code-words [7]. The possible typ es of cyclic b u d  
codes were determ ined b y  E. N. Gil b e r t  [8 ] who investigated  the graphs 
produced by the code-w ords assigned to the vertices o f  an n-dim ensional 
“ cu b e” , connected a long the edges of the cube. H ow ever, the possible typ es  
o f 4-b u d d  codes can be determ ined w ithout the use o f graph analysis m ethods 
b y  individually considering the possible variations rem aining after a few  
restrictions have been  applied.

An arbitrary 4 -B it  D ecim al i.e. having a cycle of ten  (4-b d ) code can 
be given by an ordered set o f its digits, usually  called codiset, arranged in
te n  rows, each of th em  being a code-word labelled b y  the ten  digits from  
0 to  9, and in four colum ns lettered from A to  D , each containing a sequence 
o f b its . In a general form  the bits of a codiset can be given b y  their row number 
an d  column letter e.g . 6C (Fig. 1). The actual b its, o f course, m ay have either 
o n e  o f the two possib le values 0 (zero) or L (one).

A в C D

0 0A OB oc 0D

1 1A IB 1C ID
2 2A 2B 2C 2D

3 ЗА 3B 3C 3D

4 4A 4B 4C 4D

5 5A 5B 5C 5D

6 6A 6B 6C 6D

7 7A 7B 7C 7D

8 8A 8B 8C 8D

9 9A 9B 9C 9D

Fig. 1
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The actual values of the b its in a colum n of any given codiset vary  in  
a manner prescribed b y  the structure o f the code. The values m ay be either 
identical or different in tw o adjacent code-words. In the la tter case a change 
was  made between tw o adjacent bits of a colum n. The actual num ber o f these  
changes in a column m ust be even for any closed (cyclic) binary eodiset.

The to ta l number o f possible bit-changes in any U nit-D istance D ecim al 
code is, b y  definition, alw ays ten . In 4-B it codes the changes can be d istribut­
ed over the colum ns A, B , C, D (Fig. I) in the m anner 2 — 2 —2 —4 only, 
th at is, the codiset of each o f these codes alw ays contains one and only  one 
colum n w ith four changes betw een its b its, while the rem aining three co l­
um ns contain two changes each.

No Binary U nit-D istance (b u d ) code exists w ith tw o succesive b it-chan­
ges within any individual colum n. This follow s from the unit-d istance property  
of th e  code. After tw o successive changes in a column, the value of the third  
hit w ill be the same as th at o f the first one and because o f the unit-d istance  
condition, no other change can be m ade w ithin the three successive code-words 
containing the bits in question, thus the first code-word will necessarily  
contain the sam e bits as the third one and th is makes the code degenerate.

The hit-changes w ithin the colum ns in a given 4-b u d d  codiset are char­
acteristic of the code under investigation . The typ e of each of these codes 
can be labelled by fix ing the relative positions of these changes. This m ethod  
was used b y  E. N . Gilbert  [8 ] who identified  each o f the existing typ es  
by a series o f ten  num bers, the ra-th o f which indicates the particular colum n  
of a codiset in which a change should take place at the n-th transition b e­
tw een successive code-words.

The type of any particular 4-b u d d  code being determ ined b y  the rela­
tive  positions o f the bit-changes only, there should exist som e operations under 
which the code-type is invariant [8 ] These are the following:

a )  Cyclic perm utation of the code-words (10 possible choices);
b)  reversal o f the direction o f the code-word sequence ( 2  possible  

choices);
c)  sim ultaneous com plem enting o f one or more bits in each code-word  

(2 4 =  16 possible choices)*;
d )  sim ultaneous changing of the sequence of digits in each code-word, 

this being equivalent to  a m utual change o f places of tw o or more colum ns 
in a codiset (4 ! =  24 possible choices).

U sing all possible com binations o f the above operations any particular 
4-b u d d  code ought to take 10 • 2 • 16 • 24 =  7680 different form s, all o f the  
same structure i.e. of the sam e typ e. A ctually , however, not all the possible

* E quivalent to adding to each code-word m od. 2 (w ithout carry) a code-word chosen  
from the possible 16.
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com binations o f th e  ab ove operations w ould yield  in each case a form  differ­
en t from all the others. Owing to the sym m etry properties o f some codes the 
num ber of possible variations is restricted (see chapter I I I  and [10]).

2

It is reasonable to  label a code typ e in such a w ay th a t it should be char­
acteristic uniquely o f  the typ e in question so th a t it  w ill remain invariant 
as far as possible under the operations listed  in point 1 under (a )  — (d ) .  
This requirement is not fu lly  m et, if  one uses the labelling applied b y  G i l b e r t  

[8 ], since the cyclic  perm utation o f the code-words (a )  and the reversal of 
th e  direction o f th e  code-word sequence (b )  involves a cyclic perm utation  
o f the digits and a direction reversal in the coordinate sequence, while a change 
o f places in som e colum ns within the codiset m eans a change in the order of 
th e  digits in the corresponding coordinate sequence.

To establish an unam biguous labelling system  which is more invariant 
under the operations in point 1 (a )  — ( d )  le t us define special fractional 
term s, called B in ary  Ratios  (Б -s). The B inary R atio of a colum n in the binary  
codiset is the ratio o f  th e  num ber of h its w ith  one o f the b it values to  th a t of 
th e  bits having th e  other b it value in th at colum n. The sum of the num erator 
and the denom inator o f the fractional term  thus defined is obviously equal 
to  the number o f code-words in the code under investigation . For any binary  
code having th e  sam e number o f b its per code-word, as m any Б -s can be 
w ritten  as the num ber o f columns in its codiset. A ny Б  can be expressed also 
b y  writing as num erator a sum of term s, each term  being the num ber o f  
succesive bits w ith in  a column having the sam e value of either of the tw o  
possible ones, and as denom inator the sam e formula for the other one o f the  
possible values. The num ber of term s in the num erator and in the denom inator 
w ill then give th e  num ber o f changes in th is colum n.

The Б -s o f colum ns in non-degenerating Four-B it Decim al codes m ay  
have any of seven  possible values, given as

2 3 4 5 6  7 8

Б -s cannot have th e  values 1/9 or 9/1, since the three-bit parts o f the code­
words belonging to  th e  9 equal bit-values o f th is Б  have only 8  possible com ­
binations and th e  so constructed code w ould be degenerating. To preserve 
invariance under th e  operations m entioned and to  ensure uniform notation , 
reciprocal Б -s should  be regarded as equivalent, thus the last three pseudo- 
fractional term s h ave to  be om itted. The rem aining fractional term s are m ini­
m ized forms and can he referred to as m inim um  Binary Ratios (B min-s).
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3

4-b u d d  codes are allow ed to contain only one colum n w ith  four changes, 
as m entioned in point 1, since only 10 changes are available for 4 columns 
and each column m ust alw ays contain an even num ber o f changes, at least 
tw o. The relative position  of these changes are governed b y  the following 
rules :

Out of the bits o f  such a four-change colum n m axim um  four bits in 
a sequence can be identical and only one such foursom e o f b its can occur. The 
rem aining six bits can th en  be identical in pairs only,, or else the conditions 
in point 1 would not be satisfied. The В  o f th is colum n can be written in 
the form

2 +  4

The pattern in question  can be visualized on a colum n of a so-called 
pattern table (Fig. 2a) derived from a codiset. In such a tab le each bit o f an 
original codiset is represented by a square drawn w ith  thick line where a change

Fig. 2

takes place between tw o successive b its o f  a colum n. The tw o possible values 
of the b its are d istinguished by leaving the squares em pty , or shadowing  
them  after a bit-change.

I f  in a four-change colum n there are three identical b its in a sequence, 
there m ust be still another threesom e in the colum n, while th e  remaining four 
bits are identical in pairs. There are tw o alternatives: the second threesome 
of bits m ay have either d ifferent or identical values as com pared w ith the first 
sequence. The first a lternative is then characterized b y  the В  =  (2 +  3)/(2 +  3) 
(Fig. 2b), the second by th e  В  =  (2 +  2)/(3 +  3) (Fig. 2c),
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The changes in  a four-change colum n of any 4-b u d d  code cannot have  
a n y  relative configurations different from one of the above three patterns. 
T he rules discussed are sufficient for determ ining the possible typ es of 4-b u d d  
cod es. I f  one com bines each one o f  th e  three possible patterns of four-change 
colum ns with all the possible variations of patterns o f  three tw o-change  
colum ns m axim um  29 possible patterns of codisets are obtained. I t  will be  
show n, however, th a t some o f th ese patterns are degenerate variants, while  
som e others are o f th e  same code-type. These have to  be ignored.

The pattern of the four-change column with В  =f= (2 -)- 2)/(2 -f- 4) shown  
in  F ig. 2a can be com bined in 9 different configurations w ith the three other 
patterns of tw o-change colum ns of a 4-b u d d  codiset (F ig. 3).

When constructing the pattern tables, the possible changes in colum ns 
В , C, D were first chosen to lie at the minimum possible distance from the  
b ottom  (Fig. 3, pattern 1) then , th e  n ext possible configuration was w ritten  
in  column В (pattern 2) and so on to  pattern 9, taking th e  restrictions in point 
1 and the last paragraph o f point 2 into account.

The com binations possible w ith  the pattern of th e  four-change colum n  
o f  Fig. 2b having a В  =  (2 -)- 3)/(2 3) are num bered as patterns 10 to  19
in Fig. 4 and those of Fig 2c, having a В — (2 -f- 2)/(3 -f- 3), as patterns 20 
to  29 in Fig. 5. (The last rows o f th e  figures give the respective jBniIn-s of the  
colum ns.)

16 out of the 29 patterns: N o. 1, 3, 7, 8 , 9, 10, 12, 13, 18, 19, 20, 22, 25, 
27, 28 and 29 are degenerate. The code-word pattern-pairs w ith identical b its, 
th u s causing degeneration are m arked by horizontal lines w ith arrows in the  
figures. The sorting out of degenerating patterns is re latively  sim ple, consider­
ing  that every codiset pattern having a pair of identical code-word patterns
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F ig . 5

has also a colum n w ith  В  — 2/8 and one w ith В  =  3/7, while for tw o pairs 
of identical code-word patterns one m ostly  finds tw o colum ns, each w ith  
В  =  2/8.

B y  om itting the degenerating com binations, 13 patterns will remain, 
out of which three pairs are seen to have the sam e В -s, nam ely , Nos 5 and  
6 , 11 and 17, 21 and 24. W e have to find out w hether the pairs are structurally  
equivalent, i.e. the codisets are different forms o f the sam e code-type only, 
or do th ey  belong actu a lly  to different code-types ? This can be established b y  
performing the operations m entioned in point 1 under (a )  — ( d ) .  I f there 
is any particular com bination of th ese operations (called transform ation), 
b y  w hich one o f the form s can be transform ed into another, the tw o forms 
investigated  are o f the sam e type, since their relative pattern i.e. type remains
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in varian t under any com bination  of the operations m entioned. One member 
o f such  pairs can then b e om itted  from  further considerations.

L et us write for exam ple a codiset for each of the patterns 5 and 6  in 
F ig. 3 putting  0-s instead o f the em pty and L-s instead o f the shadowed squares 
(F igs 6 a and 6 b).

A В c D A В c D

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5

1 0 0 L 0 1 0 0 0 L 4

2 L 0 L 0 2 L 0 0 L 3

3 L 0 L L 3 L L 0 L 2

4 0 0 L L 4 0 L 0 L 1

5 0 L L L 5 0 L L L 0

6 L L L L 6 L L L L 9

7 L L L 0 7 L L L 0 8

8 L L 0 0 8 L L 0 0 7

9 L 0 0 0 9 L 0 0 0 6

a) b)
Fig. 6

Such a codiset can be labelled b y  [0, ABCD, 9] m eaning that the code­
w ords are numbered from  0, to  9, th e  colum ns lettered  from  A  to  D.

Operation in poin t 1 ( a )  on a chosen codiset is sym bolized b y  the use 
o f th e  above labeling b y  shifting the first and the last num bers sim ultaneously  
b y  th e  given digits, operation ( b)  by  a m utual change o f places of these num ­
bers, operations (c)  b y  dashes above the appropriate letters and operation (d )  
b y  changing the sequence o f the letters.

The transform ation [5, ADCB, 6 ] on the codiset in Fig. 6 a gives the  
cod iset shown in Fig. 6 b , thus defin itely  o f the sam e typ e.

Similarly, the transform ation [3, AC D B, 4] yields from pattern  17 
th e  Pattern 11 (in F ig. 4) and [6 , A C BD , 7] transform s pattern 24 to 21 (in 
F ig . 5). The patterns h av in g  the sam e В -s are seen to  be o f the sam e type. 
I t  follow s that the 4-b u d d  code-types can be labelled unam biguously b y  
their  В -s. The now rem aining patterns in Figs 3, 4 and 5 thus com prise all 
possib le  types available on having applied the restricting conditions. The 
cod e-typ es associated w ith  th e  structures, correspond, o f course, to  the types  
sp ecified  by G i l b e r t  [ 8 ] ,  as shown in Table I.

A ny type of 4-b u d d  codes can be readily and unam biguously identified  
b y  m aking use of the В -s: one has only to write out the values of B min-s for 
a g iven  codiset to id en tify  the typ e in Table I. This cannot be done in each  
case w hen the coordinate sequence is used as a means o f identification , since
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Table I

Gilbert’s notation
No. of code­
type in Figs 

3, 4 and 5

N otation
by

Bmin"8

Comple­
m enting Remarks

1 2 1 3 4 3 1 2 1 4 2
2 + 2 2 5 4
2 + 4 8 5 6

9
One form is the  

Excess-3 Gray- 
code [9]

1 2  1 3  4 1 2  1 3  4 23
2 + 2 5 5 5
3 + 3 5 5 5

9,10 Lippel code­
type [6]

1 2  1 3  4 1 2  1 4  3 26
2 + 2 4 4 5
3 + 3 6 6 5

9,10

1 2 1 3 4 1 2 3 1 4 14
2 + 3 4 5 5
2 + 3 6 5 5

9

1 2 1 3 1 2 2 4 1 3 И
2 + 3 3 5 4
2 + 3 7 5 6 —

1 2 1 3 4 1 4 2 1 3 16
2 + 3 4 2 4
2 + 3 6 8 6 9

1 2  1 3  4 1 3  1 2  4 21
2 + 2 3 5 3
3 + 3 7 5 7 —

1 2 1 3 4 2 1 3 1 4 4
2 + 2 4 5 4  
2 + 4 6 5 6

9

1 2 1 3 4 2 1 4 1 3 5
2 + 2 4 3 4
2 + 4 6 7 6 —

1 2  1 3  1 4  3 1 2  4 15
2 + 3 4 3 3
2 + 3 6 7 7

9

tw o code forms of the sam e typ e m ay h ave coordinate sequences w ith entirely  
different num bers, so th a t one has to fin d  and apply an appropriate transfor­
m ation to the given coordinate sequence prior to  the actual identification.

As an exam ple le t us consider th e  E xcess-3 G ray-code [9] (Fig. 7a).
The coordinate sequence associated w ith  the code-form  on Fig. 7a is 

2434143421 w hich cannot be im m ediately identified  w ith  any o f the coordinate 
sequences in Table I. The _Bmin-s, on th e  other hand can he written out at 
once, as

5 2 4  , 2 + 2
•------------------and ------------- .

5 8 6  2 + 4

The B min =  (2 +  2)1(2 +  4) o f the four-change colum n gives only three 
possible choices, nam ely , th e  code-types N os 2, 4 and 5. The remaining three

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



314 P. SZABÓ

A В c D A В c D

0 0 0 L 0 0 0 0 0 0

1 0 L L 0 1 0 0 0 L
2 0 L L L 2 L 0 0 L

3 0 L 0 L 3 L 0 L L

4 0 L 0 0 4 0 0 L L

5 L L 0 0 5 0 0 L 0

6 L L 0 L 6 L 0 L 0

7 L L L L 7 L L L 0

8 L L L 0 8 L L 0 0

9 L 0 L 0 9 L 0 0 0

a) Ь)
Fig. 7

В -s can be found only  am ong the В -s o f  code-type 2. Thus, th e  typ e has been  
u n iq u ely  identified. The statem ent can be im m ediately checked b y  applying  
th e  transform ation [2, DBAC, 1] to  th e  codiset in Fig. 7a which reproduces 
th e  codiset in Fig. 7b, being a possib le form of the pattern 2 in Fig. 3.

III. Further possible uses

1

The use of the 4-b u d d  code pattern  tables and the labelling b y  B inary  
R atios is by no m eans confined to  th e  determination of their types. Further  
investigation  of the pattern tab les o f  the 10 4-b u d d  code-types reveals a 
special kind of sym m etry in some o f th ese. In most of th e  patterns one or tw o  
pairs o f sym m etry axes can be found, relative to which th e  changes betw een  
th e  digits of con secu tive . code-words are sym m etrically located. These pairs 
o f sym m etry axes can be visualized and singled out on the pattern tab les  
and utilized for determ ining the actual number of these codes.

Theoretically each com bination of operations given in point 1 under  
( a )  and (b)  should give, when applied to a chosen form o f a 4-b u d d  code­

ty p e , a different code form , thus each ty p e  is expected to  take 10 • 2 • 16 • 24 =  
=  7680 different form s, totalling 76 800. A ctually, how ever, som e of these code­
ty p es  cannot be transform ed into as m any different form s as was calculated , 
since for certain typ es one or more com binations of the operations reproduce 
— although no inverse operation are prescribed — the sam e original cod e­
form . An exam ple o f th is is the w ell known fam ily o f Unit-D istance L ippe l  
codes, investigated  b y  H. E. T o m p k in s  [6 ], who calculated 1920 different 
form s for this code-type. This ty p e  is listed  by E .N . G i l b e r t  in Table I o f [8 ]
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in the group “ Length 10” , second row, as th e  coordinate sequence: 1213412134, 
and can be found in Table I. of the present article in th e  second row, as code­
type No. 23 of Fig. 5 w ith

в  -  2 + 2 A  A  A
_  3 +  3 5 5 5

The presence o f a pair o f sym m etry axes on a pattern table indicates that 
there alw ays exists one particular set o f operations under (a )  and (d )  i.e. 
one transform ation, under which, w ithout any inverse operation, the given  
code-form is invariant. The existence of a pair o f sym m etry axes reduces 
the possible num ber of different code forms o f the sam e ty p e  b y  half for this 
reason and tw o pairs o f sym m etry axes reduce the possible num ber of differ­
ent forms b y  a factor o f 4. Thus, it is sufficient to  sim ply establish the existing  
sym m etries on the pattern-tables in order to  evaluate the actual number o f  
different 4-b u d d  codes [10].

The to ta l num ber o f possible 4-b u d d  codes is 42 240, in agreem ent w ith  
the results o f [11] obtained by the investigation  of the Veitch—Karnaugh. 
M appings  o f these codes.

2

The possib ility  of com plem entation can be a considerable asset to codes 
used in counting system s. Though, the 4-b u d d  codes are not self-com plem enting  
codes, th at is, the code-words assigned to (9 or 10) com plem entary decimal 
digits are not binary com plem ents, m ost of the 4-b u d d  code-types have forms 
which can be com plem ented in a simple m anner — often even simpler than  
self-com plem enting. These, too , can be evaluated b y  staking out the sym m etry  
axes on the pattern tables. Code-types in which the changes betw een code­
words are placed sym m etrically  to one or tw o pairs o f sym m etry axes have  
always code-form s which can be sim ply com plem ented.

In the case of 9-com plem entary codes, one of the sym m etry axes m ust 
be at the transition betw een the code-words 9 and 0. In the case of 10-com ple­
m entary codes the code-word 0  m ust he a sym m etry axis.

Code types 2, 4, 14, 15, 16, 23 and 26 have 9-com plem etary forms and  
the last tw o (23, 26) have 10-com plem entary forms as well (see column “ Com­
plem enting”  on Table I).

*
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Über einige Eigenschaften von einsehrittigen dezim alen Coden m it vier Binärstellen
Es w erden die Gefüge von  einsehrittigen dezim alen Coden m it vier B inärstellen ( 4 - b u d d  
Coden) durch spezielle, von  ihren Codisets abgeleitete Gefüge-Tafeln untersucht, um  ihre 
m ögliche Typen zu bestim m en. D ie Code-Typen können m ittels sogenannter »Binärer Ver­
hältniszahlen« (В -s), bestim m t durch die B it-Sequenzen der Codes, eindeutig bezeichnet 
werden. D iese Bezeichnungsart ist invariant gegen Änderungen der einzelnen Code-formen 
desselben Typs. Zuletzt werden einige andere V erw ertungsm öglichkeiten der angew endeten  
M ethode, z. B. die Bestim m ung der Zahl der existierenden 4 - b u d d  Codes und ihre K om ple­
m entierungsm öglichkeiten diskutiert.

Quelques propriétés des codes décim aux d’un seul pas à quatre chiffres binaires.
La déterm ination  des types possibles des codes décim aux d’un seul pas à  quatre chiffres bi. 
naires ( 4 - b u d d )  se fa it à  l ’aide de schèm es dérivables de leurs vocabulaires de m ots-codes- 
Ces ty p es  de codes peuvent être caractérisés sans équivoque par des nom bres proportionnels 
binaires (dits B) coordonnés aux séries des chiffres-codes. Cette m éthode est invariable par 
rapport aux variations des form es de codes de m êm e type. Finalem ent, l’auteur traite de quelques 
dom aines d’application supplém entaires, com m e la déterm ination du nom bre possible de codes 
4 - b u d d  et la définition des propriétés de com plém ent.

Некоторые свойства одношаговых десятичных кодов с четырьмя двоичными знаками
(П . Сабо). Определение возможных типов одношаговых десятичных кодов (4-БУДД) 
с четырьмя двоичными знаками производится при помощи структурных схем, являющихся 
производными состава кодовых наборов. Эти типы кодов можно однозначно характери­
зовать при помощи т. н. двоичных показателей (Б-к), придаваемых сериям знаков кодов. 
Этот способ обозначения является инвариантным по отношению к вариантам форм кодов 
идентичного типа. Наконец, говорится о нескольких дополнительных областях применения 
данного метода, например — определение возможного числа кодов 4-БУДД, а также их 
комплементирующих свойств.
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IN D U S T R IA L  R E SE A R C H  IN S T IT U T E  F O R  ELECTRONICS “ H I K I ” , B U D A P E S T  

[Manuscript received Decem ber 29, 1967]

The author describes the m ost characteristic basic processes o f  cathode spaces, am ong  
others, the phenom ena occurring on the surface o f the cathode and the volum e interactions. 
H e discusses in detail the different cathode spaces o f glow discharges, on  the base of the general 
analysis o f the cathode spaces. After this he treats the developm ent o f arc discharge and the  
glow  arc transition, and later he discusses th e  general analysis o f th e  cathode space, the role 
o f th e  cathode spot and refers to the relation betw een the cathode sp ot and the cathode space 
o f arc discharges.

I. Introduction

Four characteristic space-parts can be distinguished in the build-up  
of th e  discharges w hich, though close ly  interconnected w ith  each other, still 
ind icate characteristics different in their respective nature. These are the  
cathode spaces, the anode spaces, th e  positive column and the transition do­
m ains (double layers). Out of th ese  spaces, the cathode (cathodal) spaces 
have fundam ental significance from th e  v iew point of m aintain ing the discharges.

The electrons leaving the cathode, are accelerated in th e  cathode dark 
space, excite, ionize the gas or vapour atom s and m olecules along their paths 
thus generating, b y  a m ultiplication process, further charge carriers. The p osi­
tively-charged particles o f the space w ithin the discharge flow  toward the  
cathode, those w ith negative charges tow ard the anode and partake along  
their flow  in further ionization, excita tion , diffusion, etc. processes. The ca th ­
ode, b y  means of the cathodal spaces, acts to  produce th e  electrons, the basic  
elem ents of the discharge processes in th e  required num ber and also accel­
erates the electrons to a certain ex ten t. Considering the electric characteristics 
o f th ese spaces, these differ not on ly  from  the other discharge spaces but to  
a considerable exten t even among th em selves. These are th e  discharge spaces 
w hich are the m ost d ifficult to describe and though their im portance m ade 
their theoretical observation necessary already for some tim e, consideration  
and characterization, up to  the present it  proved to be, how ever, im possible  
to publish a continuous, consistent general description on them . By m aking  
use o f  the results o f the experim ents already carried out and o f the theoretical 
exam inations, in the following there is given a com paratively continuous
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and consistent notion  on these spaces which covers the characterization of the  
cathodal spaces o f the glow  discharges and arc discharges and eventually  also 
throw s ligh t, from several angles, on the part played b y  th e  cathode.

Up to  now, it proved to be im possible to system atize th e  highly varied  
phenom ena which depend on a number o f param eters o f  th e  cathodal spaces 
even  so far as th is succeeded for the fundam ental processes in the positive  
colum n and therefore th e  uniform m ethod o f theoretical description for these  
phenom ena are not available. The various partial processes them selves can  
be described individually , moreover the characteristics and m ethods of theoreti­
cal description of th e  space-charge dom ains are also know n, but their cum u­
la tiv e  description, e.g. th e  dimensions o f the spaces before th e  cathode and the  
unam biguous description o f the relations betw een the electron current, ion  
current, diffusion current, cathode drop, cathode tem perature is not yet given. 
The situation is particularly involved in th e  case of the cathodes provided  
w ith  electron-em ission coats as the interpretation of the processes taking place 
there requires the know ledge of not only the phenom ena o f the gases ionized  
to  a varying exten t but also that of the characteristics o f  the emission coat 
generally  showing sem iconductor properties and of the properties of the carrier 
m etal. The m ethods o f th e  experim ental analyses are h ighly varied. The cathode- 
face current densities o f  the discharges are generally defined visually or pho­
tographically  and th e  sizes o f the various cathodal spaces are usually defined  
b y  identical m ethods though the lim its o f such spaces are not sharp, being  
generally  rather diffused and therefore causing considerable difficulties and  
uncertainties in th e  m easurem ents. The lim its of these spaces can also be 
ind icated  by indirect m ethods, based on the m easurem ents of the electric 
fie ld  strength. The usual probe-type m easurem ents are generally unsuitable  
for th e  taking of the electric parameters as the ve loc ity  distribution o f the  
charged particles, in th e  m ajority of these spaces, cannot be characterized b y  
M axw ell—B oltzm ann’s distribution. B y  the application o f heated probes, 
how ever, even the traditional method m ay yield results o f approxim ate accu­
racy [1]. At present, how ever, a number o f recently developed probe m easuring  
processes are already known [2 ] which possess the advantageous property  
enabling application independently of th e  distribution o f velocity  and thus 
yie ld , by considering the required accuracies of such m easurem ents, results o f  
satisfactory accuracies.

The electron-beam  m ethod serves e.g . for the determ ination of the field  
strength . In this m ethod, an electron beam  is “ fired” in to  the space to  be 
exam ined and the deviation  of this electron beam , w hich depends on the  
m agnitude of the field  strength prevailing there is observed on a fluorescent 
screen [2 ].

After a su itable standardization, the value of the fie ld  strength can be 
read off directly from  the difference observed on the screen. The Stark effect
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is m ade use of in a further m ethod o f th e  field  strength m easurem ent. E v id en tly , 
this m ethod can be applied reliably on ly  above a certain m inim um  field  strength. 
The classical or traditional m ethod can be applied exclusively for the m easure­
m ent o f the cathode drop [1 ] where one o f the discharge electrodes is built 
so as to  enable axial m ovem ent and b y  m oving this electrode tow ard the  
other one, the m inim um  burning v o lta g e  occurring at the discharge current 
kept at the given constant value is observed, and taken as th e  cathode drop. 
O ptical pyrom étrie m ethods are usually  applied for the m easurem ent o f  the  
tem perature of the cathode face or therm oelem ent m easurem ents, resp. for 
helical cathodes the direct bridge m ethod  can eventually be used, in th e  la tter  
case, conclusions for the tem perature o f  th e  Tungsten helix  generally form ing  
the cathode are drawn from the increase o f the resistance. The description  
and detailed  characterization of th e  te s t  m ethods o f th e  cathodal spaces 
em braces even in itse lf a large subject-m atter [3]; in the follow ing the detailed  
analysis or even exam ination of som e special cases of these te st m ethods is 
om itted  and the discussion is lim ited on ly  to  the presentation o f experim ental 
results enabling general application, or to  m ethods of theoretical description.

II. B rief review o f the fundam ental processes of the cathodal spaces

T he phenom ena can be classified in to  three groups: 
processes occurring on the cathode face; 
phenom ena in the volum e;
phenom ena o f w all faces or o f other neutral boundary surfaces. 
Processes occurring on the cathode face  are evidently influenced essentially  

b y  the m aterial, shape, contam ination and sizes of the cathode face. In these  
processes, physical and chem ical reactions often occur interm ingledly and in 
a considerable num ber of the cases, ch ie fly  w ith  cathodes provided w ith  elec­
tron-em ission coats, these reactions are com pletely interw oven. The funda­
m ental processes o f the cathode face are connected to the phenom ena o f the  
cathodal space d irectly, by the electron em ission. The cathodes are usually  
classified by taking this into consideration and the electron em ission is taken  
as an exclusive cathode phenom enon in a qualified sense.

One of the m ost frequently occurring forms of the electron em ission is 
the thermal emission wherein the elctrons, in a number depending on the cath ­
ode tem perature, escape from the cathode through the effect o f heat. The power 
required for this process m ay originate from  external power sources (external 
heating) or from the discharge proper (self-m aintaining discharge). The 
electrons thus produced are generally n o t sufficient to m aintain the discharge 
and in addition to  the purely therm al electron production, th e  ions from  
the discharge accelerated in the cathodal spaces also contribute, and in a 
sign ificant w ay, to  the production of th e  electrons; the emission thus developing
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is th en  called being th e  com bination o f th e  tw o fundam ental cases, thermo­
ionic emission. The supplem entarily contributed electron em ission by the p osi­
t iv e  ions is usually called  secondary em ission and a factor у,- is used for its  
charaterization, representing the num ber o f the secondary electrons excited  
b y  a positive ion in cident on the surface. E ven  th is factor depends, o f course, 
on a very high num ber o f parameters and can be specified only under g iven , 
w ell definable discharge conditions. A t th e  sam e tim e, th e  photons, m etastable  
atom s and high-energy neutral atom s incident on th e  cathode m ay also  
contribute to the electron production, due to  the secondary electrons released  
b y  th e  energy lost through them . Corresponding to th e  order of the above  
enum eration, usually  further factors, essentia lly  o f similar definition, are 
introduced for their characterization, y p, y m, y„ and considering the secondary  
em ission effect o f th e  ions, the to ta l secondary em ission coefficient, factor  
y,  is generally introduced as a sum of all th ese factors.

y  =  Y i  +  V p  +  Y m  +  Y n -  ( ! )

The tota l secondary emission coefficien t is also a h ighly involved m ulti- 
variable function and is generally generated [1 ] as a function of the reduced  
fie ld  strength (quotient o f the electric field  strength and pressure) b y  keeping  
th e  other param eters at constant value or at least by presum ing their constancy.

The electron em ission caused b y  th e  electric fie ld  before the cathode  
(space charge com prising positive ions), th e  f ie ld  emission  plays an im por­
ta n t role primarily in cold cathodes. D uring field em ission, the tem perature  
of the cathode increases but slightly, e.g. for the case o f a tungsten cathode, 
on the field em ission o f an electron current of a few  m illiampers, b y  not 
more than approx. 3 to  4 per cent. The reason for th is is the character o f th e  
em ission process: th e  electric pulling field  does not change the energy d is­
tribution of the electrons of the cathode. F ield em ission requires high field  
strength, generally o f a value of approx. 10e V/cm  and the m agnitude o f th e  
em ission current thus released depends, o f course, even in this case, on th e  
m aterial, shape, surface, contam inations, etc. o f the cathode. W ith certain  
th in  layers, ch iefly  w ith  coats of A1—AI20 3 —Cs20  com position, considerable 
fie ld  emission has been observed (Malter effect) [4], here, however, in  th e  
developm ent of th e  electron emission further polarization phenom ena are 
also taking part. A ccording to S chottky’s observation [5], the escape energy  
of the cathode or o f  th e  cathode coat m ay  v irtually  decrease according to  
relation

? = % - ( ^ ) ' / 2 ( 2)
where

(p0 original w ork function , for the case w hen no external field  strength exists;
cp work fun ction  decreased by the effect o f electric field  strength;
e elem entary charge;
E  electric field  strength.
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Correspondingly, if  the cathode supplies, for the case when there is no  
fie ld , b y  purely therm al process, at tem perature T  an electron current of i0, 
th en , on the effect of a sufficiently  high electric field, th e  cathode will em it 
at th e  same tem perature an electron current iE, com plying with relation

iE =  i0 exp О.Ч/2
£ i / 2

K T
(3)

com puted by Richardson’s equation, where к B oltzm ann’s constant. This 
relation is valid  up to a field  strength  o f 1 0 e volts/cm  and correspondingly, 
the increase of the electron em ission ensuing can be observed in nearly all 
discharges of such sm all field strength .

Consequently, it can be sta ted  th a t electron em ission has generally  
a com plex character. The high tem perature and the in tensive ion bom bard­
m ent are both disadvantageous for th e  life of the cathodes, these processes 
m ay considerably dam age the cathode surface, connected w ith  the evaporation  
and powdering phenom ena. W hen selecting  the m echanism  for producing the  
required electron em ission current, th e  cathode loads im posed by these phe­
nom ena should, therefore, be taken in to  consideration and if  the developm ent 
of long-life cathodes is striven for, th e  electron production should be assured, 
as far as possible, by such processes w hich impose m inim um  loads on the  
cathode.

The bulk (volum etric) phenomena  occurring in the cathodal spaces can  
not be compared with the bulk (volum etric) processes in the plasma of the  
p ositive column. The reason for the fundam ental difference should be sought 
for in the space charges of the cathodal space. These are the necessary con­
com itants of the cathodal spaces. F undam entally , the basic discharge processes 
are identical to those in the positive colum n and essential differences occur 
on ly  in their modes and conditions o f  realization: the collision and scatter  
processes, the excitations, various ion ization  processes, the diffusion and  
th e  ambipolar diffusion, the Coulomb interactions, screenings, recom binations, 
charging processes can also be found in th is cases. These phenom ena are usually  
described em pirically, b y  introducing th e  differential ionization factors a 
and ß, i.e. the num ber of ion pairs produced by an electron, resp. by an ion 
covering a path of 1 cm length. O ccasionally, the knowledge of rj can be 
advantageous, being, by the definition

a

i.e . as can be conceived b y  elem entary conversion, the product of rj and the  
elem entary charge yields th e  energy necessary to produce a pair of ions b y
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electron collision. The energy necessary to produce a pair o f ions by ions strik­
ing  can be given b y  an expression of sim ilar character, if  the factor e g iven  
in equation (5) is m ultiplied by the elem entary charge. The e value to  be  
specified  for this end, can be characterized by the follow ing equation:

The processes occurring within the cathodal cpaces can be characterized  
b y  th e  aforegoing equations and by th e  equations describing the m otions o f  
th e  electrons and ions, b y  the distribution functions and eventually  b y  the  
relations of kinetic gas theory. H o r n b e c k  [6 ] and M o l n á r  [7] have w orked  
out ingenious m ethods for the separation and definition o f the evaluation  
o f th e  various secondary em ission factors. In order to define e.g. the factor  
y p, these authors subjected  the surface of the cathode to  pulsating UV il­
lum ination  [7] and m easured the em ission pulsation thus produced.

The above described phenom ena are considered as processes causing  
considerable losses, in the first place due to  the radial diffusion and to  th e  
charging processes developing due to th is diffusion.

The traditional experim ental m ethods afford only characterization in 
part of these processes, by measuring the wall p otentia l and the diffusion  
current. A considerable number of other m easuring data are additionally requir­
ed for their accurate description. The recom bination phenom ena occurring 
along the wall can be approached, ju st as the therm al wall losses, b y  the  
th eory  of the double layers.

The character and built o f the cathode influences, as has already been  
show n, the cathodal spaces in a num ber of respects and has even an im pact 
on the initiation o f the discharge [1]. The cathode applied, corresponding to  
th e  objectives o f th e  discharge, can be liquid (m ercury cathode), a m etal- 
carrier cathode o f  different shapes provided with solid, m etallic and electron- 
em ission type coats, i.e. w ith coats o f lower escape energy and generally having  
sem iconductor properties.

Corresponding to  the param eters o f the discharge, the cathode m ay  
or m ay not have a cathode spot but sim ultaneously one or several, station ary  
or m oving, lum inuous cathode spot m ay form on th e  cathode, as w ill be  
discussed later on. The cathode spot is a special location , its tem perature is 
considerably higher than  that of the surrounding cathode surface, its current 
d en sity  attains 5 to  100-tim es th at o f the surrounding areas and the resulting  
ligh t in tensity  considerably exceeds the lum inous in ten sity  of any other  
portion of the cathode surface.

Though as m entioned b y  w ay o f introduction, the phenom ena o f th e  
cathodal spaces cannot be separated defin itely from the properties o f the
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cathode which can be characterized b y  solid-state physics, in th e  follow ing  
we are still dealing rather w ith  th e  discharge spaces, b y  considering the  
interactions betw een the cathode and th ese spaces, w ithout turning to  the  
details o f deeper physical changes occurring in the cathode during the discharge 
processes here considered.

III. Cathode spaces o f  the glow discharges

The glow discharges obtained th is nam e by their characteristic glow  
light around the cathode separating th e  cathode from the dark-space. The 
basic processes briefly  reviewed in the foregoing can be observed alm ost 
w ithout exception  in the cathodal spaces and by the cum ulative effect of 
these processes, th e  space charge conditions prevailing in the cathodal spaces,

Fig. 1. Voltage/current characteristic o f  th e  discharges (characteristics featuring the A  sub­
norm al, В  norm al, C anom alous glow discharges)

the vo ltage drops there occurring and even tu a lly  the current density  on the  
cathode face determ ine the typ e o f  th e  voltage/current characteristics.

Up till now , nobody has undertaken to  elaborate the general and brief 
defin ition  of the glow  discharges. I t  is usually  said that these are com paratively  
low  current density  cathode discharges where cathode surface current den­
sities o f less than lO ^ A /sq . cm occur. In th e  glow-discharge section o f the  
discharge characteristic shown in F ig. 1, there are shown, in the portion  
denoted by A ,  th e  subnormal, in th e  portion denoted by В  the norm al, at 
C th e  anom alous glow  discharge dom ains; the section denoted b y  D  o f  the  
characteristic, showing negative slope, following the previous portions, 
is characteristic for the arc discharges. The curve presented in F ig. 1 is ind i­
cative o f  the discharge current dependence o f the cathode drop o f the self- 
m aintaining discharges [1 ].
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A form o f discharge where cathode drop is not necessary, could, how ever, 
also be conceived, e .g . in such a case when a sufficient volum e of electrons 
to  maintain the discharge at unchanged current density is supplied by som e
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Fig. 2. Arrangement o f the m ost im portant spaces o f  the glow discharges, their potentia l slopes, 
field  strengths, concentrations and current densities of their positive  and negative charge

carriers

typ e of electron production process and thus the positive ions, photons, etc. 
incident to the cathode becom e unnecessary. This can he approixm ated ad van ­
tageously b y  ap p ly in g  a thermal cathode em itting as much electrons as
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necessary and sufficient for the discharge and which causes form ation of nei­
ther p ositive, nor negative space charge before the cathode.

The condition w ithout cathode-drop can be approached also in the  
case w hen the surface o f the cathode is covered by a special insulation layer. 
Under such conditions, nam ely, the dielectric layer charged b y  the positive  
ions accelerates the electrons escaping through this layer and thus m ay take  
the place o f the accelerating space preceding the cathode; the range of the  
n egative glow discharge extends up to  th e  surface of the cathode [8 ]. These 
typ es o f  discharge should be treated as special cases, just as the discharges 
at ca v ity  or sleeve cathodes.

In normal glow discharges, the cathode spot covers on ly  part of the  
cathode surface and as is to  be seen in Fig. 1, the normal cathode drop is 
independent of the discharge current and as w ill be shown subsequently, is 
sim ilarly independent o f the applied gas pressure. B y the increase of the cur­
rent, in th is case it is not the surface current density of the cathode which  
increases but the area o f the cathode sp ot. As soon as the cathode spot extends 
to  the w hole cathode, b y  covering its entire surface, the current density taken  
on the surface of the cathode also increases by the further increase of the  
discharge current — then begins th e  positive characteristic anom alous 
glow discharge and when this prevails, the cathode drop w ill already also 
increase, in a way as shown in Fig. 1, upon increasing the discharge current.

A t cathode surface current densities lower then the cathodal current 
density  o f the normal glow discharge, a subnorm al glow discharge developed  
which can be characterized by a n egative characteristic; in th is case, increasing 
cathode drops will develop with decreasing current density. This is caused  
by the fact that with decreasing current strength , the diam eter o f the discharge 
also decreases, along with the sizes o f th e  cathode spot and as can be shown, 
in th is case more charge carriers take part in the radial wall-diffusion, the  
loss increases and thus a stronger acceleration space and larger cathode drop 
is necessary to m aintain the required discharge current [1 ].

The arrangement o f the cathode spaces o f the glow discharges is shown  
in F ig. 2. These spaces can partly be separated also optically  and it can be 
observed th a t the boundary lines of th e  spaces are the more defined the higher 
the cathode drop is. U sually three larger space portions are separated out of 
these spaces, the cathode dark space, th e  n egative glow space and the Faraday  
dark space connecting the cathodal section  to the negative end o f the positive  
colum n, b y  the so-called cathode-end m eniscus.

The cathode dark space is not uniform ly, hom ogeneously dark and 
clearer layers can also to  be found there, thus e.g. the various layers o f the  
cathode glow occur im m ediately at th e  cathode surface, th e  first, second, 
etc. n egative  cathode glow, separated from  the surface of th e  cathode b y  
the A sthon dark space. The number of each o f the cathode dark spaces depends,
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in the first place, on the gas and gas pressure o f  th e  discharge and on th e  
surface and m aterial properties o f th e  cathode. The dark space betw een the  
cathode glow and the n egative glow is called after th e  first researchers w ho  
investigated  this space, both as Crookes’ or H ittorf’s dark space.

The A sthon’s dark space is entirely dark, the first cathode glow is sharply  
separated from it. The distance o f the first cathode glow  is characteristic for 
th e  energy absorbed b y  the electrons and for the excitation  potential o f th e  
gas or vapour: n am ely  the electrons escaping from th e  cathode can absorb  
th e  energy sufficient to  excite the neutral particles at any higher probability  
after having travelled  th is distance. The num ber o f the lum inous cathode  
layers is sim ilarly interrelated w ith  th e  m agnitude o f the mean free path  
length  on the sam e base. These layers determ ine the num ber and sizes o f  
th e  different cathode dark spaces. I f  the cathode is coated  with an electron- 
em itting  coat, th e  entire cathode dark space, including the lum inous layers, 
fuses together to  form  a plasm a-like n egative glow. The cathode drop is usually  
m easured up to  the negative-end lim it of this glow  as w ill be shown in th e  
follow ing, and th is can be considered to  he a su ffic ien tly  good approxim ation  
b oth  for theoretical and experim ental purposes. The negative glow is th e  
brightest part of the discharge (Fig. 2). The negative glow  is connected w ith  
th e  positive colum n b y  the Faraday’s dark space. The phenom ena occurring  
here will be dealt w ith  in detail later on.

I . General analysis o f  the cathode spaces

As can also be established experim entally  [9], in the domain from  th e  
cathode to the boundary o f the cathode dark space com m on with that o f  th e  
n egative glow space, th e  electric field  strength can be characterized in an a p ­
proxim ate w ay b y  a linear relation

E  =  C(d — x ) , (6 )
where

d  length o f the cathode dark space;
C constant.

As has been revealed b y  more accurate m easurem ents, this linear rela­
tion  is primarily inaccurate at the cathode surface and at the boundary o f  
th e  negative glow space. In these sections, a certain distortion can be detected  
along the slope o f the field  strength. This is caused partly by the double  
layers formed on the boundary surfaces, resp. before these surfaces, and p artly  
b y  diffusion flow s o f balancing character.

Though according to relation (6 ), the change o f the field strength is in d i­
cated only in th e  x  direction, th is does not exclude th e  fact that th e  field  
strength m ay vary only along the x-axis coincident w ith  the axis of the discharge.

Acta Tecltiiica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



ON THE CATHODE SPACES OF DISCHARGES 327

The field  strength also varies in  th e  radial direction, even in sta tion ary  
discharges which are constant in tim e. This would therefore m ean th a t it  is 
purposeful to introduce e.g. a cylindrical co-ordinate system  for th e  more 
accurate characterization of the fie ld  strength  vector and m oreover, th e  tim e  
function  of the field  strength should also be considered. This w ould, h ow ever, 
m ake th e  discussion exceedingly d ifficu lt and therefore the calculations are 
m ade on the assum ption of quasi-stationary discharge conditions, b y  assum ing  
th a t th e  significant change of the fie ld  strength  with respect to  tim e is zero. 
The consideration o f the radial fie ld  strength  com ponent w ould entail further  
difficulties and, therefore, it is u sually  assum ed that in a given cross section  
o f a g iven discharge space, the fie ld  strength  can be approxim ated adequately  
b y  a parabolic function  and b y  im p lic itly  assuming th a t th is function  is 
know n, in further calculations all sta tem en ts are specified exclu sively  for the  
change o f the field  strength along th e  discharge axis, i.e. a one-dim ensional 
description is applied. This considerably facilitates the calculations and it  
can he shown th at th is method does not introduce higher inaccuracies in th ese  
em pirical calculations than by any other approxim ation. In th e  follow ing, th e  
calculations are carried out correspondingly, also reduced for the one-d im en­
sional case, b y  assuring constancy in tim e and by im plicitly  recognizing the  
p ossib ility  of the radial change in th e  fie ld  strength. The results here presented  
only hold  for the field  strengths, current densities, etc. m easured in the axis 
of th e  discharge, for the case of quasi-stationary discharges. Corresponding 
to relation (6 ), the potential d istribution  is

• dx = — x) dx C (?)

B y  taking the integration constant as zero and by applying the boundary  
conditions Vx =  Vk (Vic =  cathode drop) existing at x =  d, the value o f  th e  
constant C and be determined

C  = 2  К
d2

(8)

and b y  inserting th is into relation (7) and b y  differentiating th is relation  
tw ice w ith  respect to  x, we m ay p u t dow n the Poisson-Laplace equation ,

d2V

dx2
2  V/c

d2
— 4 тгр (9)

where q is the space charge density  function  in the cathode dark space o f  
length  d  here considered. Based on relation  (9) it can be seen, how ever, th a t  
at a given discharge current, this is con stan t,

Q =
Vк

2  n d 2
( 10)
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Based on th is, T h o m p s o n  has show n (9) th at the following relation  
holds for the current d en sity  j  of the cathode dark space

d2 1 /  2 e
' ~л*~ M (И )

w here M  stands for th e  mass of the positive ions.
The current d en sity  occurring on the cathode surface can also be approxi­

m ated  by the assum ption  that the electron em ission is exclusively caused  
b y  the positive ions. In this case, n am ely , the electron current released is 
y,-tim es the current d en sity  j 0p of the p ositive  ions and correspondingly, th e  
to ta l current j 0 is

j o = j o r ( 1 +  Vi) (12)

or, expressed in term s o f the space charge density , resp. velocity t0p and  
v0p o f  the positive ions,

jo =  Qup vop(l  +  Vi) (13)

and then making use o f  the m obility of th e  ions K p and relation (9), equation

Jo
(E0)2 • ( K „ )• ( !  +  у ,) 

4 nd
(14)

is obtained for th e  approxim ate description o f the current density occurring  
at th e  cathode. This characterization can be refined further by considering  
not only the y,-effect but the total secondary ionization coefficient. B ased  
on Tow send’s exp on en tia l relation for a, and b y  considering only the ionizations  
caused by the electrons, an approxim ate relation can be obtained also for th e  
cathode drop w hich, after considerable reduction , can be written in the fo llow ­
ing form

7,25 В

A
1 + (15)

w ith  discharge con stan ts A  and B. For th e  case of argon gas e.g. A  =  13,6  
and В  = 235 vo lts/cm  Torr. Taking th is as a base, the length of the norm al 
cathode drop dom ain d n can be com puted for a norm al glow discharge,

where

dn =  3,76

In 1 +
A p

1

Vi

p  gas pressure in Torr.

( 16 )
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From relation (16) it can be seen th a t the product d„ ■ p  depends on ly  
on th e  gas pressure and on the surface properties of the cathode.

For anomalous glow discharges, relation (15) assumes th e  following form

F / i /2
Van =  E  +  - J —  (17)

p

where Van stands for the cathode drop o f the anomalous glow  discharge, E  
and F  are discharge constants and the length  o f the anom alous cathode dark 
space can be specified by relation

—  +  B
I*l/2

(18)

or, by substituting the current density, in the form

B F
p - d an =  A +  —------- —  (19)

V a n - E
[9].

The fundam ental param eters of the cathode spaces — th e  field  strength  
distribution , the potentia l drop, the current density, the geom etrical dim en­
sions — are m ultivariable functions which can rarely be interpreted even by  
com posite function analysis. In the foregoing, only the changes along the  
discharge axis have been presented but as has already been m entioned, 
their characterization w ould not be com plete w ithout the consideration o f  
the radial changes and of the possible variations in tim e. N either the radial 
functions, nor the tim e functions are, how ever, stated for the general case 
and th ese  functions are know n only  by m easurem ents carried out under certain  
special discharge conditions. B y  experim ents carried out under carefully 
controlled  conditions on these special discharge tubes, it was dem onstrated  
that th e  field  strength, the current density, the electron tem perature, electron 
concentration  can be represented by second-order radial functions but for 
the general case, their representation in a closed form did n o t succeed.

In analyses dealing w ith  these problem s, two theoretical m ethods o f  
dissim ilar nature can be distinguished [10]. Following the earlier ideas, the  
cathode dark space should be considered as an isolated, independent part of 
the space and the cathode-end boundary surface of the n egative  glow space 
neighbouring the dark space takes part in th e  discharge as an anode or as 
an ion source of a given strength . The foundation of the em pirical approxim at­
ing description m ethod o f the theory  is the cum ulative m ultip lication  charac­
terized b y  the a and y  processes and T ow send’s remanence criterion. According 
to more recent ideas, the cathode dark space can be investigated  on ly  together  
with th e  negative glow space and these tw o spaces form an integral unit
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w hich is the conditio sine qua non o f th e  discharge [10]. B oth  theories contain  
reasonable foundations and due to their approxim ating nature, also deficien ­
cies. The m ethods to  be applied and reasonable for theoretical representation  
can be dem onstrated b y  tw o m odels. In the more sim ple m odel, the cathodal 
spaces are described separately, independently  of each other and the surface 
phenom ena of the cathode sim ilarly form a separate unit. For stationary  
cases, the different partial cases are interconnected b y  boundary conditions, 
b y  tak ing over in an approxim ate w ay  also the role o f  the close coupling  
w hich  really exists there in the theoretica l representation. The fundam ental 
relations are identical in all three cases.

The second approxim ating m odel leads to the uniform  representation  
of th e  cathodal spaces, involving, o f course, essentially  more approxim ations 
and om issions. B y  using a dem onstrative exam ple, th e  difference betw een  
th e  tw o models is th a t in the first case a conductor o f  varying properties is 
considered electric fie ld , resistance, etc. w ith current flow ing along it  where 
space charges m ay accum ulate and in the second case, th e  conductor is exam ­
ined  b y  separating it  into sections o f  nearly uniform behaviour.

In the m ost sim ple cases, for discharges w ith ou t external m agnetic  
fie ld , in the analysis, we usually  set out from Poisson-L aplace’s equation

=  — 4 л e (N p — N e) =  — 4 лр (20)
dx

where

JVp concentration o f the positive ions;
N e electron concentration,

and from the con tin u ity  equation taken  for the ions and electrons

Z  = f  (E) =  - j -  (NpVp) ,
ax

Z  =  g(E) = - ^ - Í N eve +  ö f  IV J
dx { dx )

where

Z  number o f ionizations occurring in 1 cu.cm  during one sec, at a given x  place;
Vp, ve ve locity  distribution function for the ion, resp. electron;
D  diffusion constant

and form the equations for m obility , b y  assum ing th e  prevailing o f equilib­
rium  conditions.

C o m p t o n  and M o r s e  [10] carried out their calculations in 1927 by  
starting out from  th ese  equations but th e  results obtained  by their work failed  
to  com ply w ith th e  data obtained b y  experim ents; la ter on, M o r s e ,  in 1928 
again carried out approxim ations b y  assum ing th e  equality  of the ion and  
electron tem peratures. In 1934, E n g e l  and S t e e n b e c k  disregarded th e  conti-

( 21)

(22)
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n u ity  eq u a tio n  a n d  ap p lied  th e  linear fie ld  s tre n g th  d is tr ib u tio n  as a fu n d a ­
m e n ta l eq u a tio n  a n d  o b ta in e d  ap p ro x im atin g  re su lts  b y  such m e th o d . 
R ogow ski in  1932, th e n  W e iz e l , R om pe  an d  Schön  in  1939 neg lec ted  th e  
d iffusion an d  considered  th e  value of % to  be c o n s ta n t an d  carried  o u t ca l­
cu la tions b y  only  assu m in g  th e  d rift velocities. Sc h e r z e r , in his ca lcu la tio n s 
d a te d  from  1939, assu m ed  th a t  all positive  ions flow ing  to w ard  th e  ca th o d e  
a re  g en era ted  b y  th e  n e g a tiv e  glow space an d  b y  ta k in g  in to  consid era tio n  
on ly  th e  fa s t a n d  slow  e lec tro n s, o b ta ined  ap p ro x im a te  re la tio n s  for th e  d iffe r­
e n t spaces w hich  fa iled  to  b e , how ever, o f general v a lid ity . Se e l ig e r  la te r  
on en d eav o u red  to  reconcile  u p  to  a ce rta in  p o in t th e  th e o ry  suggested  b y  
Sc h er zer  an d  W e iz e l , R o m p e , Schön .

The theoretical investigations carried out up to  the present indicated  
th at even if  closed relationships were found these w ould  fail to be of general 
va lid ity  and w ould yield  on ly  approxim ate results. I t  was further revealed  
th at the linear field  strength  slope — relation (7) — obtained by approxim ation  
was in reality only a rough approxim ation; essential field  distortions could  
be detected which could easily  be dem onstrated b y  experim ents on the cathode  
surface and at th e  boundaries of the cathode dark space and the n egative  
glow space, caused b y  th e  unstable phenom ena which occurred in the processes 
of the radially form ed and coincident electric processes. The electron beam  
emerging from the cathode did not show hom ogeneous energy distribution [1 ]; 
generally three electron sets o f different velocities were distinguished, the  
groups of the prim ary, secondary and ultim ate electrons. The primary group 
included the h igh-energy electrons which arrived to th e  negative glow space 
w ithout collisions or if  it  collided, then m ainly in an elastic manner or possib ly  
in elastically  but at th e  expense of only sm all energy loss. These electrons 
flow ed through the cathode dark space in beam s.

The secondary electrons lost a considerable part o f their energy during  
the ionization interactions. These electrons disposed o f not more energy than  
did the secondary electrons released by them  by their ionization interactions 
— th at was th e  reason for their denom ination — and from the energetic  
view point, these electrons could not even be distinguished from each other. 
Their distribution was sta tistic . The u ltim ate electrons were assum ing the  
least velocity . Such electrons were preponderantly present in the n egative  
glow space, in the p ositive colum n and these electrons should he reckoned  
w ith also in the neutralization  o f the positive space charges. Among the re­
spective energies o f  th e  electrons belonging to  the three groups here presented, 
a difference of one or tw o orders o f m agnitude can be detected  on the average, 
the num ber o f the u ltim ate electrons being at the sam e tim e by two orders 
o f m agnitude higher than  th a t of the secondaries and the number o f th e  
secondary electrons exceeds th a t of the prim ary electrons b y  one order o f  
m agnitude.
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2. The Asthon space, the cathode glow and luminous layers, the cathode dark space

F ig . 2 dem onstrates th a t the com plex space called th e  cathode dark 
space com prises several sm all part-spaces, corresponding to  th e  typ e o f the  
ca th od e, to  the m agnitude o f th e  applied gas pressure and to  the kind of 
gas w here the discharge is present. The series of the sm aller spaces begins 
w ith  th e  A sthon dark space arranged im m ediately  at the surface o f the cathode 
w hich is dark [8 ] as the energy o f the electrons passing through this space 
is n o t sufficient yet to excite  th e  neutral gas or vapour particles. The A sthon- 
space ends where the electrons are already capable of excitin g  the neutral 
p articles, i.e. where the particles m ay absorb sufficient energy for excitations  
from  th e  covered space. The sizes of th is space can consequently brought into  
relationsh ip  w ith the excitation  potentia l o f the respective gas or vapour and 
also w'ith the velocity  of th e  electrons.

A t lower gas pressures, a group o f lum inous and dark spaces, comprising 
several layers follows the A sthon space, in case of higher pressures, on the  
other hand, the so-called cathode n egative glow space produced by the exci­
ta tio n s effected by the accelerated p ositive ions [1 0 ].

D r u y v e st e y n  and P e n n in g  [8] introduced the term  o f cathode glow, 
for th e  case of the oxide cathodes and other cathodes easier liable to powdering  
or evaporation . In such cathodes nam ely, the lum inosity o f the originally  
n eu tra l cathode coating particles peeling o ff due to the ionic bom bardm ent 
and excited  in the space before the cathode weakens th e  different dark and 
lum inous spaces and surrounds the cathode b y  a glow of a w avelength  charac­
ter istic  for the substance o f th e  cathode. This glow m ay often extend  up to  
th e  negative  glow, thus surrounding the entire cathodal dark space. The lum i­
nous spaces at the cathode are often m uddled and so the first cathode layer 
form ed by electron excitation , generally at lower pressures is confused with  
th e  n egative  glow produced b y  ionic excitation  and m ostly at higher pressures 
and also with the later m entioned cathode glow' accounted for by the deteriora­
tion  o f  the cathode [8 ].

The results obtained by th e  field  strength m easurem ents of the cathode  
dark spaces [1 0 ] has often shown such values which necessarily led to  the  
conclusion th at negative field  strength occurred in the n egativ  glow space. 
L ater on, this was attributed to  the oscillations and stratification  processes 
d evelop ed  there [10]. So m uch could be established reliably from these m eas­
urem ents that the field strength increased toward the cathode and decreased 
grad u ally  toward the n egative glow space and eventually  assum ed, in that 
space, zero value. This field  strength distribution was, how ever, by no means 
linear and could be characterized, as shown by more recent m easurem ents, 
rather b y  the l /x  function. The theoretical interpretation for the explanation  
o f th is  phenom enon was suggested  along tw o lines, by presum ing ions m oving
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in vacuum , resp. ions m oving at a drift ve locity  proportional to the x/ 9 power  
of th e  field  strength . The latter representation approxim ated the result th e  
closest of the different m easurem ents, full reconciliation, however, was not 
attained. The sizes o f  the dark space were usually determ ined primarily by  
optical m ethods. For the case o f electrically  n egative gases, the boundaries 
were dem onstrated as sharper, due to  the less in ten sive electron diffusion. 
According to Se e l ig e r , relation (10) should be valid  betw een  the ion m asses 
and the sizes of the dark space. B y  th e  relations obtained em pirically, current 
densities lim ited b y  th e  space charges occurred here,

J/3/2

where d length o f th e  dark space and th is is related to pressure p  by relation

p - d =  A + j i r  (24)
resp. by relation

djU2 = C  +  D (V  -  V0) (25)

where A , B, C, D  and  V0 were con stan ts.
The high num ber of the constants here presented properly characterizes 

the h igh ly  empirical and approxim ating nature of the relations. The m easure­
m ents are made more difficult also b y  the fact th at the velocity  distribution  
of the electrons in th e  dark space is considerably different from the M axwell— 
Boltzm ann’s d istribution. The ion energies are determ ined b y  a holed cathode  
and thus the ion beam  forming the “ tube beam ” is led out through a co llect­
ing vessel. The cathode drop occurs essentially  in the cathode dark space, 
consequently it is th is  space, where th e  positive ions and also the electrons 
incident on the cathode are accelerated. The sizes of the cathode dark space  
cannot be specified generally and exactly , not even for a defined type of glow  
discharge as in addition  to the gas pressure, current d en sity , cathode drop, 
a considerable num ber o f individual factors, generally depending on the sur­
face quality of the cathode, had to be considered, that w ould not afford, accord­
ing to  our present know ledge, the arrangem ent in a closed shape. For som e  
special cases, as show n b y  the aforegoing deduction [equations (23), (24) and  
(25)], an approxim ate representation is possible if  m any constants are pre­
sum ed.

The com plex space called cathode dark space — th e boundaries o f  
which are, in case o f ox ide cathodes, quite w eakened o ff — thus contains posi­
tiv e  space charge and corresponding to  the distribution, high electric field  
strength develops on th e  cathode surface decreasing tow ard the n egative
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glow  space. At a given cathode drop, its current density is inversely  proportional 
to  th e  second-power o f its len gth . This space can be considered as the m ost 
a c tiv e  one am ong the cathode spaces and the characteristics at the cathode- 
end are essentially determ ined by th is space. When extracted  from the cathode 
sp aces, th is space in itse lf  cannot give a fu ll idea on the phenom ena at the  
ca th od e but it is still purposeful to  analyse primarily in th is part of the space 
to g eth er  w ith the cathode, b y  considering the appropriate boundary condi­
tio n s  and on specifying the boundary conditions, it should be borne in m ind  
th a t  for the processes occurring here, uniform and w hole interpretation is 
g iven  b y  th is space together w ith th e  other spaces.

3. The negative glow space

The cathode dark space is connected  to  the positive colum n by the space 
o f th e  negative glow and b y  F araday’s dark space. Many research workers [10] 
consider these tw o dom ains inseperable, contrarily to the cathode dark space 
and th e  space o f the n egative glow. The space of the n egative glow is thus 
lim ited  b y  tw o dark spaces but these boundaries are very  w eak. The brightest 
portion  o f the negative glow space and also of the w hole discharge is about 
in th e  centre of the space o f the n egative glow, the lum inous in ten sity  of the 
glow  space increases steep ly  at the cathode-end, by decreasing slower toward  
th e  positive column and fuses d iffusely in to  the Faraday’s dark space where 
occasionally , for pure rare gas discharges, some lum inous phenom enon can 
also  be dem onstrated. The shape of th e  negative glow space is influenced not 
o n ly  b y  the ambipolar and w all-diffusion processes but even b y  the current 
d en sity  parameters of th e  cathode. In discharges including cathode spots, 
correspondingly asym m etrical n egative glow spaces can often be detected. 
In certain cases, e.g. w ith  hot-cathodes, a spatial change can be attained result­
in g  in  the extension o f the negative glow  as far as the surface of the cathode.

The Faraday’s dark-space is generally  longer than th e  space of the nega­
t iv e  glow. Their tota l length  is in fluenced  by the gas or vapour pressure and 
b y  th e  m agnitude of th e  discharge current [1 0 ]; at a given current strength, 
b y  decreasing pressure, the length  o f th e  spaces increases but the increase 
o f  th e  current — at given pressure — m ay also result in the increase of the  
com m on length of these spaces.

The phenom ena o f the negative glow  are quite w ell known [9] — chiefly  
due to  the m easurem ents b y  probes and to the optical observations — but 
th e ir  uniform theory has not yet been elaborated. The reasons for this can again 
be found in the com plex nature o f the phenom ena occurring here. No realistic 
resu lts  can be expected from probe m easurem ents at the negative end of 
th e  n egative glow space — though b y  such m easurem ents th e  workers succeeded  
in  dem onstrating, am ong others, the occasional occurrence o f prim ary, secon­
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dary and ultim ate electrons in the glow  space — as the velocity  distribution  
o f the electrons d ev ia te  there from t th e  M axwell —Boltzm ann distribution. 
Proceeding in this sam e space toward th e  p ositive colum n, the velocity  d istri­
bution increasingly approaches the M axwell —B oltzm ann distribution and  
this affords possib ilities also for the application o f the traditional probe m easur­
ing m ethods.

Theoretically, there is no field  strength  in the negative glow space. 
According to  certain authors [10], in th is  space even negative field strength  
can be dem onstrated regularly, though unam biguous reasons for the prevailing  
of the negative fields have not been put forward y e t. Therefore, a num ber 
of research workers attribute these data to inaccuracies in the m easurem ents.

According to exam inations by W e iz e l  and Olm esd a h l  [11], the space  
of the negative glow can be divided b y  a th in  grid or screen into two or more 
sections if  proper v o ltage  is impressed on th is grid. The sections thus separated  
m ay exist even separately , having sligh tly  different potentials and theoreti­
cally, no exchange o f th e  charge carriers is necessary betw een them . D ue to  
the built o f the n eg a tiv e  glow space, to  the field  strength conditions there  
prevailing and to the plasm a state th is is conceivable.

Lines characteristic for the arch and spark spectra o f excited atom s  
and ions can be observed at the cathode-end [10]. This is interconnected w ith  
the sim ultaneous excita tion  and ionization effect o f the fast, primary atom s  
arriving from the cath od e dark space. A t the sam e place, lines characteristic 
for such molecule spectra have already been observed which can be in ter­
preted by the assum ption o f treble collisions (tw o neutral atom s and a neutral 
atom  in m etastable s ta te ) and usually th e  slow  electrons are assumed to  be 
responsible for the lum inous phenom enon.

The im portance o f  the electron excitation  is considerably reduced  
toward the positive end o f the space o f th e  negative  glow, as compared to  th e  
excitation  of m etastable atom s by the second-kind collisions effected by reso­
nance radiation. Certain workers presum e th a t the production of positive  
ions is the exclusive ta sk  of the cathode dark space and others suggest th a t  
the negative glow space m ay be responsible for th is process. According to m eas­
urem ents by B r e w e r  and W esthaver  [12],0 ,5  to 1 ion/electron is form ed, 
on the average, in th e  cathode dark space and others [9] consider that one 
electron is able to  produce 100 ions under identical conditions. Keeping in 
mind the highly scattering results [9], it  can be stated  that the cathode dark 
space provides considerable ion volum es which are, how ever, alone still insuf­
ficient for the cathode and the supplem ent necessary is supplied by the ions 
of the negative glow space.

According to the m easurem ents [8 ], the space o f the negative glow con ­
tains electrons and ions in nearly equal num bers and is in p lasm a-state. 
Im m ediately at its cathode-end, a local p otentia l m axim um  prevails. Proceed-
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ing  tow ard the F araday’s dark space, th e  potential m ay decrease, according  
to  certain m easurem ents already m entioned, occasionally by 1 to  2  vo lts . 
C onsiderably different values are also attributed  to the constant o f th e  vo lu ­
m etric recom bination processes and a num ber of resarch workers [8 ] even  
co n test the existence o f  th e  volum etric recom bination in this space.

As evidenced b y  th e  experim ents, the electron and ion concentration  
in th e  space of negative glow m ay exceed  the corresponding values m easured  
in th e  positive colum n even  by one or tw o  orders o f m agnitude [9]; it is known  
th a t a plasm oid state m ay develop at th e  cathode surface, even before the  
cathode spot and here, too , very high electron and ionic concentrations m ay  
occur. The corresponding concentrations in the space of negative glow approach, 
in their orders o f m agnitude, the va lues o f these states. The length  of th e  
space o f negative glow also depends on th e  cathode drop and as a m atter o f  
fact, much more closely  and unam biguously than on the gas pressure. W ith  
increasing cathode drop th e  length o f th e  glow space increases in the pressure 
range from 1 to 4 Torr, b y  following approxim ately e.g. the qualitative curves 
show n in Fig. 3. W ith reducing pressure, the length of th is part-place increases 
slig h tly  [1 2 ].

The space o f the n egative glow is thus in nearly a stationary plasm a sta te  
b u t the phenom ena there occurring are m odified by the electron beam  (pri­
m ary electrons) shot from  the cathode. During the ionizations and excita tion s, 
th e  electrons lose a considerable proportion o f their energy in the glow space  
and arrive thereafter at the F araday’s dark space considerably decelerated , 
h avin g  generally an energy of even less than 1 eV which is sufficient on ly  
for the excitation of the m etastable atom s. The density o f the electron current 
here flow ing [ 1 0 ] can be given b y  relation

dN e
j e = j l + e D c + ~  + e N e be E  (26)

dx
where

j 5 current density  o f the electrons entering the glow space;
be m obility  o f the electrons;

the other sym bols being identical to those already used.
The ionic current density j p [12] can be set down, patterned after th e  

aforegoing, in the follow ing form

j p = - e D p diy -  +  e N pB pE  (27)
dx

where

Dp diffusion constan t for the p ositive  ions; 
bp ionic m obility .
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The ionic equilibrium  (equilibrium of the ionization and recom bination  
in space and in tim e) is

=  * \je\ +  ß I j P\ N e -  ge N e N p -  re JVf N p  (28)
ax

where

Q recom bination coefficient;
T life o f the atom s and molecules in  excitation  state.

Fig. 3. R elation betw een the length  of the negative  glow  space o f glow  discharges and the ca th ­
ode drop, at a pressure from  1 to 4 Torr

B y adding the Poisson —Laplace equation additionally  to equations (26), 
(27) and (28), the system  of the basic relations applicable to  the classical 
description of the space of the negative glow  is already com plete [10]. In  
th is classical description, the boundary conditions are naturally  specified  
arbitrarily and the results obtainable b y  theoretical m ethods depend con sid ­
erably on the appropriateness and realistic nature of the boundary conditions.

These phenom ena can also be characterized b y  th e  application o f th e  
m ethods o f plasm a physics. In this case, it  is usual to  set out from the co n ti­
n u ity  equation, from th e  equations o f m otion and from the transport equations, 
by presum ing the prevailing o f the M axwell — Boltzm ann distribution and tak in g  
the kinetic gas theory  and hydrodynam ic considerations as a base. T his  
representation sim ilarly necessitates arbitrary boundary conditions and th e  
results depend considerably on the different specifications o f  these conditions

4. Faraday’s dark space

The contact betw een  the space o f  the negative glow  and the positive  
colum n is m aintained b y  a space nom inated  after Faraday th e  negative end  
of which is strongly diffuse; the lum inous in ten sity  of the n egative glow space 
decreases gradually in th e  transition tow ard the F araday’s dark space. In  
this space there is practically  no electron excitation  and ion ization  at all and  
the few  interactions betw een  the electrons possessing excessively  small ener-
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g ies are generally o f very little  significance. W hatever excita tion  or ioniza­
tio n  process occurs that can essentia lly  be attributed to th e  resonance radia­
t io n , to  the second-kind collisions. The processes connected  w ith the m e­
ta sta b le  atom s are therefore assum ing first-k ind character, all the more so as 
th e  concentration of the m etastable atom s shows here th e  highest values, 
considering the entire discharge space [9]. According to certain m easurem ents 
[9 ] , th e  field  strength in the dom ain betw een the space o f  th e  negative glow  
an d  th e  Faraday’s dark space is inverted . The current in th e  Faraday’s dark 
sp ace  is determined b y  the diffusion processes. The sizes o f  th e  dark space 
w ere first determ ined by T hom pson  [9] b y  applying th e  presum ption th at 
th e  electrons occur at the boundary betw een the space o f  th e  negative glowT 
and  th e  Faraday’s dark space at zero v e loc ity . For a discharge brought about 
a t n o t excessively low  pressure, the va lid ity  of relation

can  be assumed, where

т У е
2

e E L

me electron mass;
L mean free path length free from energy loss.

(29)

From this

V . =
2 e E L 1/2

(30)

an d  consequently, the density o f the electron current is

Je =  N eveN e =  N e-e
2 eE L 11/2

(31)

an d  b y  the assum ption th at the concentration of the ions is negligib ly small 
as compared to that o f the electrons, th e  Poisson—L aplace’s equation can be 
w ritten  in the following form

—^- =  4 n N ee. (32)
dx

Direction X  is also considered in th is case to be th e  direction from th e  
cathode toward the anode and the distances are taken from  the positive-end  
boundary of the space of the negative glow. From equations (31) and (32), 
w e obtain

dE 4 nje
dx

2 e E  —
1/2

mc

(33)
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and b y  integrating th is expression, the distribution of th e  field  strength is 
obtained.

E(x) ( 6  71 j ef 3
2e L
m r

-1/3
r- ;1 (34)

which increases, at g iven pressure and current density, b y  the 2/ 3 power o f  
the distance m easured from the boundary o f th e  space o f the negative glow. 
From th is, by applying relation (29), th e  relation betw een length dp  o fth e  
Faraday’s dark space and the mean free electron path length  free from energy 
loss and the current density there developing can be stated  as:

d p ? ^ -------- (35)
Lje

and from this it can be stated  that the energy of the electrons entering the  
positive colum ns is , a t low  gas pressures, proportional to  relation (j e dp )32.

W hile th e  group of electrons including electrons of three different v eloc­
ities breaks down, due to  the interactions occurring in the space of the negative  
glow to  tw o groups o f  electrons o f lower v e lo c ity , in the Faraday’s dark space 
even th is difference becom es weakened, elim inated and th e  electrons enter  
the positive colum n at com paratively hom ogeneous energy distribution. The 
diffusion o f the flo w  electrons entering the dark space causes a concentration  
gradient which m ay constitute a further reason for the occurrence of the few  
excitation  and ion ization  processes, just as th e  continuous spectrum which  
can hardly be d etected  and m ay be attributed  to recom bination processes, 
though th is spectrum  can be observed m ain ly  in the space of the negative  
glow and at the n egative  boundary of th e  Faraday’s dark space.

The series o f  th e  cathode spaces is term inated by Faraday’s dark space. 
The Faraday’s dark-space hom ogenizes (from energetic point of view) the  
electron aggregate produced and accelerated b y  the cathode and the subse­
quent spaces and starts the flow  of this electron aggregate, at a defined average 
energy, toward th e  positive column. The space of the n egative glow and the  
Faraday’s dark space both contribute to  th is  effect and th e  common part 
taken b y  these spaces in connection w ith th e  electrons can approxim ately  
be defined in th is w ay.

In the developm ent of the ionic flow , th e  h’araday’s dark space has no 
effect, th is task  is fu lfilled , together w ith th e  production o f the ions, by the  
space of the negative glow and by the cathode dark space. The concentration  
of the space charge comprising positive ions and determ ining the cathode 
drop and the electron current, the ionic energies, the cathode spot tem pera­
ture, the cathode surface current density are closely interrelated.
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The cathode spaces, as a w hole, serve the purposes of the electron  
supp ly  and b y  th is interm ediary, the m aintenance o f th e  discharge processes. 
The concentration of th e  space charges, th e  intensities o f  the ionic currents 
are all governed b y  these spaces and provided th at th e  cathode can em it 
as much electrons of sufficient energy as required by th e  positive colum n, 
th e  existence of th e  cathode spaces is n o t absolutely necessary to  m aintain  
th e  discharge, the space com plex loses its im portance, the so-called zero- 
space discharge develops, i.e. the discharge can be m aintained w ithout cathode  
drop.

IV. Cathode spaces o f arc discharges

1. The glow I arc transition

The section o f negative slope m arked b y  D  o f the discharge characteristic  
show n in Fig. 1 is the arc discharge dom ain. Arc discharge can be obtained  
from  an anom alous glow discharge b y  increasing the discharge current. W hen  
doing so, an arc discharge of lesser cathode drop is obtained from a low  cur­
rent density anom alous glow discharge o f high cathode drop, the resu lting  
arc discharge w ill, how ever, have higher current density . For this end, it  is 
absolutely  necessary th at the electron emission properties o f the cathode  
should  change and together with th is change, the increase in the current den­
s ity  of the anom alous glow discharge is also followed b y  the reduction o f the  
sizes o f the anom alous cathode drop space [9]. S im ultaneously, th e  to ta l  
energy transferred to the positive ions decreases and the number of th e  p osi­
t iv e  ions released on th e  average b y  one electron decreases [9]. Due to  th e  in ­
creased positive ionic energies, the tem perature of the cathode surface increases 
and attains the tem perature where already considerable therm al electron  
em ission occurs. During th is process, th e  number of the ions produced in the  
cathode spaces also increases and therefore further increase is again caused  
in th e  tem perature of the cathode. This process results in an ever more increas­
ing discharge current at ever more decreasing voltage drops. W ithout th e  lim it­
ing elem ent o f the external circuit, therefore, catastrophai increase o f  the  
current would ensue.

The transition is often characterized also by the cathode tem perature [9], 
th u s e.g. in neon discharges w ith tu n gsten  cathodes, th e  critical tem perature  
belonging to  th e  transition betw een th e  anom alous glow discharge and the  
arc discharge is 2000° K . W ith low  m elting point cathodes, this transition  
is not continuous but is m anifested b y  an abrupt stope-like phenom enon. 
T he transition can he provided, on one hand, by increasing the current at a 
g iven  constant pressure and on the other hand, by increasing the gas pressure 
a t a given current strength. For the purposes of the afore described m echanism , 
b oth  procedures essentia lly  result in an identical effect.
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The contam inations of the cathode m ay facilitate, resp. displace the  
transition into th e  domain of th e  lower currents and consequently it  m ay  
occur that the arc discharge already ensues in th e  current domain characteristic  
for the normal glow  discharges. In such cases, nam ely, the current concen­
trates at the sm all irregularities o f  th e  cathode surface and therefore th e  
electron em ission increases at ex trem ely  high rates and a cathode spot 
stabilizes.

During the transition betw een th e  glow  discharge and the arc discharge 
thus, a state o f sm aller cathode drop and cathode loss occurs, due to the funda­
m ental changes in th e  cathode m echanism  and as a result, the entire discharge 
characteristic can be featured by n egative  resistance. The arc discharge thus  
produced is self-m aintaining and su itab le for the conduction of high currents 
even at low  vo ltage. The arc discharges are also classified by the gas pressure, 
independently o f th e  cathode properties, in to  low , m edium  and high-pressure 
discharges, a fundam ental m icrophysical property o f which is the electron  
tem perature depending significantly on th e  pressure. The value of the electron  
tem perature is considerably higher in the positive colum n o f the high-pressure 
discharges than in  th e  low-pressure discharges and in the positive colum n  
of the high-pressure discharges, th e  therm al balance is, at the same tim e, 
approxim ately also realized.

C o m p t o n  suggested  the follow ing definition for the arc discharge [9]: 
“The arc discharge is an electric discharge brought about in gas or vapour  
betw een various electrodes where th e  cathode drop is close to the excitation  
or ionization potentia l o f the gas or vapour applied .” The cathode drop can 
be further reduced b y  the application o f external heating. The cathodal m echa­
nism s o f the glow discharges and arc discharges show essential differences as 
compared to  each other, the purpose o f  th e  cathode spaces is still identical 
in both cases: the cathode spaces have to  supply the electrons in a num ber  
necessary for the m aintenance of th e  discharge and at the required energy and  
further to m aintain th e  conductive path  o f the line o f discharge. In special 
cases, positive discharge characteristics can also be attained [9] by variations 
in the positive colum n, though only  in a narrow current range. The burning  
voltage can generally be increased b y  increasing the gas pressure or by decreas­
ing the discharge current. Moreover, th e  ty p e  and purity o f the gas or vapour  
applied also considerably influences th e  vo ltage drop in th e  arc discharge. 
B y taking these facts into considerations, usually  separate static and dynam ic  
discharge characteristics are specified. On taking th e  static  characteristic, 
the discharge current is varied at slow  rate to  enable th a t the tem perature  
and pressure equilibrium  m ay ensue during the variation of the discharge 
current at each of th e  current values. On determ ining the dynam ic characteris­
tic , on the other han d , the current is varied  as rapidly as to  exclude, in prin­
ciple, the possib ility  o f change in th e  pressure during th is variation.
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2. General cathode phenomena

The cathode current density  is m uch higher in the arc discharges than  in 
th e  glow discharges and the current density  is practically independent o f the  
discharge current.

In arc discharges, the cathode dark space m ay assume m inute sizes exclu d ­
ing  th e  possibility o f the detection  of its length  and this is essentia lly  th e  size 
o f  th e  domain o f the cathode drop which is o f the same order o f m agnitude  
as th e  mean free path  length  o f the electrons. The current density  of th e  p o si­
t iv e  ions prom oting the therm al em ission can he determ ined b y  m aking use  
o f  th e  space charge equations. For the one-dim ensional case, the current 
d en sity  of the positive ions can be derived b y  setting out from  the Poisson — 
L aplace’s equation and from th e equation o f motion:

where

dT-V 

dx2
=  — 4 я  Q,

d V
dx

V  the potentia l measured at point x.

From the expression for the kinetic energy, we obtain

2 e V

m„

1/2

(36)

(37)

(38)

provided that the velocity  o f th e  electron is, at the instant o f the em ission’ 
equal to zero.

The current density is

j  = — N eeve = — Qeve

and from this, the space charge density pe is, according to  (38),

m e
2 e V

1/2

(39)

(40)

and by substituting th is into equation (36), we obtain

d2V  m U /2

dx2
=  4 nje

m e

2  e
• V 112 (41)
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B y m ultip lying both sides b y  2 dVjdx,  the expression thus obtained can  
easily  be integrated and written in the follow ing form

I d V } 2 _  . me
-  16 71]

dx ) 2  e

1/2
• V112 +  c (42)

and if  it is presum ed that the cathode em its more electrons than the num ber  
of the electrons w hich arrive at th e  anode, i.e. that the current is lim ited  b y  
space charges, then  th e  field strength has to  disappear at the cathode, i.e. at 
the im m ediate surface of the cathode or, b y  putting it in another w ay, th e  
value of the in tegration  constant C  has to be zero:

d V
-  =  A V 1/4 (43)

dx

and b y  integration, we obtain the following expression

4 V 3li
=  A x  -f- Cx (44)

where

Cl in necessarily equal to zero if  V  =  0, x =  0. 

Therefore,
j 2 16 K3'2 . ( meA 2 = -------------=  1 6 m e — -

9 x 2 ' 2 e

1/2
(45)

expressed in j e wherefrom we obtain for th e  value o f  the current density  
relation

Jc =

2  e I1'2

9 Tlx2

J/3/2

(46)

the so-called Child’s law  and by applying th is law to the positive ions in the  
dom ain of the cathode drops of arc discharges, we obtain the following rela­
tion:

where

'2 e ] 1 ' 2  V f 2
.m p J d2k

(47)

jp current den sity  o f the positive ions;
Vk cathode drop;
d;: length of the space of the cathode drop.
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The field  strength occurring at th e  cathodes of arc discharges can sim i­
larly  be determ ined by the space charge equations, as

E k =
dVk 4 Г 9  71 jp
dx  3 ( 2 e 1/2

L ( wpj -

(48)

and b y  inserting the value of j p into th is expression, we obtain relation

E k =
4

3
(49)

B y  the equation for space charge phenom ena is derived for electrons 
flow in g  in high vacuum  betw een plane electrodes in parallel to  each other, 
Child’s law  obtained from these equations is still often used for gas discharges 
b y  n otin g  th at the results thus obtained are only of approxim ate character. 
In  th e  original deduction it  is further usually  presumed th a t the cathode sur­
face is an in fin itely large equipotential surface. The application of the space 
charge relations thus obtained from the arc discharges w ould, in fact, mean  
on ly  a very rough approxim ation but at present there is no other m ethod at 
our disposal which would yield  b etter, more accurate results. The cathode  
sp ots o f  the discharges can be fixed , in constant positions b u t m ay also m ove 
on th e  surface of the cathode. W ith pure tungsten and carbon electrodes it 
cou ld  be observed [9] that w ith the steadying of the m oving cathode spot, 
w ith  its  transform ation into a fixed  spot, the burning (glowing) p otentia l of 
th e  discharge increased.

A t the surface of the cathode, occasionally a layer consisting of positive  
ions m ay form which causes a high electrostatic field. A  sim ilar ionic layer  
m ay form  also from the gases adsorbed on the cathode surface but the escape 
o f th e  electrons is sim ilarly facilitated  also by surface contam inations o f small 
escape energy. According to  R a m b e r g  [13], the carbon, calcium , m agnesium , 
tu n g sten  cathodes behave in arc discharges therm ally, th e  copper, mercury, 
silver  and gold being space em ission typ e cathodes. In general, both therm al 
and space emission characters can be found even sim ultaneously in the cathode  
m echanism  of different arc discharges but the m ost frequently  occurring 
phenom ena, chiefly in cathode spaces characterized b y  low  field  strength, 
are th e  emission processes described b y  Schottky [5]. The situation  is similar 
also  in case of oxide cathodes provided w ith electron em itting coats where 
again  a com plex emission process m ay develop. The space em ission notion  
is w id ely  applied for low  m elting point cathodes and th is theory gives results 
in good agreement with experim ents. According to certain authors, the therm al 
em ission  o f cathodes kept in hot condition by external heating is not suf­
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ficient to m aintain th e  arc discharges w ithout cathode drop [9]. As regards 
this question, th e  opinions are greatly divided and presently already a num ber  
of workers suggest different theories, based on the adjustm ent of the sta te  
w ithout cathode drop and well reproducible results are obtained. The conflict­
ing statem ents here presented are n o t singular in the interpretation o f th e  ✓  
cathode phenom ena o f  the discharges. Ju st as the general theory for th e  
cathode drops has n o t y et been successfu lly  elaborated, th e  general relations 
existing among th e  cathode spot tem perature, sized o f th e  cathode drop, 
cathode current d en sity , etc. are sim ilarly unknown.

3. The cathode spot

B y taking th e  phenom ena of th e  cathode spot as a base, the arc discharges 
can be classified in to  three large groups. The first group includes the discharges 
where no cathode spots occur. In such discharges, the substance of the cathode  
is at very high tem perature and th e  entire surface of the cathode takes part 
in the electron em ission . Such are e.g . the high-tem perature carbon and tu n g ­
sten cathode arcs.

The second group is formed b y  the arc discharges where spots constant 
in tim e and space form  on the cathodes, the stationary cathode-spot discharges. 
In these discharges, th e  discharge itse lf  is essentially  concentrated to a sm all 
area o f the cathode. Such are e.g. th e  tungsten  cathodes o f  not too high  
current strength, th e  rare gas and m ercury vapour discharges. The third group 
comprises the non-stationary cathode-spot discharges. H ere th e  cathode spot 
is constantly m oving, often  also varying its sizes. As has already been m entioned  
by w ay of in troduction , the discharges w ith  cathode spots can be further 
particularized according to  the num ber or the cathode spots to  he observed  
on their cathodes. The cathode spot is a high-tem perature plasm a character­
ized b y  very high electron and ionic concentration  [1 0 ] w hich does not alw ays 
adhere entirely to  th e  surface of th e  cathode and occasionally dark space 
can be observed b etw een  the cathode surface and the plasm a.

From discharges having cathode spots, discharges w ithout cathode  
spots can be formed b y  the increase o f  th e  discharge current and a hysteresis­
like phenom enon can be observed during th is process [10]. In discharges 
w ithout cathode sp ots, th e  average tem perature of the cathode is higher and  
therefore the discharge can produce a considerable part o f th e  ions by therm al 
process. In cathode-spot discharges, th e  contracted high-tem perature plasm a  
acts, up to a certain ex ten t, as an interm ediary medium  or distributor: it 
prompts electrons tow ard  the positive colum n, corresponding to the electron 
supply from the cath od e, resp. positive ions tow ard the cathode. Correspond­
ingly, as the electrons escaping from th e  cathode space o f discharges w ithout 
cathode spot are preponderantly of therm al origin, the electrons of discharges
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havin g  stationary cathode spots derive from  the plasm a connected w ith the  
spot; moreover, the num ber o f the electrons from discharges o f non-stationary  
spots is also increased b y  the electrons produced by cathode evaporation and 
powdering.

In a.c. discharges, where the electrodes assume alternatively , b y  each  
half-period, the role o f  a cathode, resp. anode, a restriking process occurs at 
th e  beginning of each half-period. This depends considerably on the character 
o f th e  arc discharge.

I f  the arc discharge considered has no cathode spot, no voltage step  
at all can be observed a t the beginning o f th e  half-period; in  discharges having  
cathode spots, how ever, th is restriking peak — can be easily  shown b y  m eans 
o f an oscilloscope — becom es necessary. In  discharges w ithout cathode spots, 
th e  tem perature o f th e  cathode is v ery  high and after th e  return from the  
anodic half-period, th e  cathode is able to  im m ediately em it the electrons 
in  th e  required num ber. The cathode o f  discharges operating with cathode  
spots is unable alone to  em it the necessary number of electrons b y  the therm al 
process; the building-up o f the plasm a aggregate — spot plasma — is the  
prerequisite of th is process, requiring, how ever, surplus energy and th is is 
m anifested in the restriking voltage peak. In other words, th is means th at the  
cathode drop o f discharges having cathode spots necessarily increasing on 
restriking, in the first instants of th e  restrike, to enable the m aintaining of 
th e  discharge at the g iven  arc current. D ue to the increased cathode drop and 
b y  the previously described m echanism , the required equilibrium  in the elec­
tron production ensues and during th is process the auxiliary plasma preced­
ing  the cathode develops and during th e  further tim e o f the half-period, this 
plasm a is already able to supply th e  required electron current even at the  
reduced cathode drop. The initial section  of increased cathode drop, which  
can be considered to  be o f purely transient character, takes generally only  
approx. l / 6 th o f th e  half-period. D uring th is tim e, th e  sizes of the cathode  
spaces are evidently  changing and their length generally increase.

The emission o f the electrons in discharges w ithout cathode spot can 
be discussed based on the therm al space emission theory  where the positive  
ions incident to th e  cathode surface considerably contribute to the heating  
of the cathode. The energy delivered b y  the ions can represent very  high  
values. When e.g. in a discharge o f  a cathode current density  of 10e A/sq. cm  
th e  ionic current is not more than 1 0  per cent of the discharge current, even  
th e  6  • 1023 ions are incident to the surface. If the extrem e case is considered  
wherein each of th ese  ions loses its fu ll kinetic and recom bination energy, 
being 5 to 10 eV/ion, an idea can be form ed as to the ex ten t of the deterioration  
caused by these ions. In 1 sq. cm. surface there are nam ely  approx. 1015 atom s 
and the energy transferred by the ions is several tim es more than necessary  
to  dislocate these atom s from the la ttice  [10]. In case o f  a stationary cathode
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spot, even a power density  of 1 0 0 0  kW /sq. cm m ay occur at the place which  
corresponds to  the spot [1 0 ] which is then  drained o ff partly by electron  
em ission and partly b y  evaporation, radiation, therm al conduction processes.

Thermal equilibrium  can be presumed betw een the cathode spot and the  
plasm a preceding the cathode. It m ay often occur th a t the cathode em its 
plasm a and not electrons [10]. According to  M a e c k e r ’s observations [10], 
for the case when gases are released from the cathode — e.g. b y  the effect 
of ionic bom bardm ent — these gases, ionized to  a plasm a beam  of 1 0 :i to  1 0 5 

cm /sec velocity , flow  tow ard the m inim um -concentration spaces of the positive  
colum n. The position  and the m otion of the cathode spot is primarily deter­
m ined by the character and purity of the cathode surface and further also b y  
the position o f the connection to  the external circuit. The m otion of the spot 
can also be influenced from outside, by m agnetic m eans and even retracing  
of the spot can be effected.

F i n k e l n b u r g  a n d  M a e c k e r  s e p a r a t e d  t h e  e m i s s i o n  m e c h a n i s m  o f  t h e  

c a t h o d e  s p a c e s  i n  t o  t h r e e  t y p e s  [ 1 0 ] ,  a n d  a f t e r  t h e  p u r e l y  t h e r m a l  a n d  p u r e l y  

s p a c e  e m i s s i o n  e l e c t r o n  e m i s s i o n  m e c h a n i s m ,  t h e  t h i r d  t y p e  c o n s i d e r e d  b y  

t h e s e  a u t h o r s  w a s  t h e  f u n d a m e n t a l  c a s e  w h e r e i n  t h e  e l e c t r o n  c u r r e n t  w a s  

t r a n s f e r r e d  w i t h i n  t h e  c a t h o d e  s p a c e ,  f r o m  t h e  n e g a t i v e - e n d  m e n i s c u s  o f  t h e  

p o s i t i v e  c o l u m n ,  b y  t h e  p o s i t i v e  i o n s .  As r e g a r d s  t h i s  c a s e ,  e v e n  t h e  a f o r e m e n ­

t i o n e d  a u t h o r s  n o t e d  [ 1 0 ]  t h a t  g e n e r a l l y  a l l  t h r e e  c a s e s  c o u l d  b e  o b s e r v e d  s i m u l ­

t a n e o u s l y  a n d  u s u a l l y  t h e s e  m e c h a n i s m s  o c c u r r e d  o n l y  in  a  c o m b i n e d  f o r m .

Schottky’s effect, decreasing the electric field  escape energy [equation  
(2)] has already been m entioned in the introduction. In practice, usually it 
is th is effect which is prim arily considered and the resulting electron current 
density  can he w ritten in the following form:

4 летек2
• T% exp

ecp — ( e 3 E y rl
kTk

(50)

where

Tk temperature of the cathode surface and the other sym bols are known from the pre­
vious equations, resp. test.

I f  the strength of th e  field  preceding th e  cathode is over 10е V/cm , 
also an additional electron current term should be taken into consideration, 
the saturation current density, j c of which, according to  Fowler—Nordheim ’s 
relations [14] assum es the following form:

j*  =  1 ,5 5 -10-» —  exp
e<p

-6,9 107 (e<p) 3/2
(51)
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The relation betw een the electron and ionic current, w ith respect to  
th e  cathode dark space, can be estim ated  approxim ately from the energy  
equilibrium  of the cathode and based on this, e.g. for discharges w ithout 
ca th od e spot, the follow ing expression can be obtained:

A  =  V'< +  V‘ ~ y .  (52)
i t  <P

w here V/ is the first ionization p oten tia l o f the gas or vapour wherein the d is­
charge takes place [10]. B y  su b stitu ting  the numerical values, ionic current v a l­
ues o f  20 to 50 per cent are obtained, as functions of the accom m odation coef­
fic ien ts  of the various cathodes and o f the discharge characteristics.

According to other observations [9], the ionic current com ponent is 
considerably smaller and therefore prim arily only the therm al space em ission  
and above a field strength over 1 0 4 * * 7 to  1 0 8 volts/cm , the case w ith purely space- 
em ission  is usually considered, b y  tak ing  the ionic current as 2 to  3 per cent 
o f th e  discharge current.

The end-contraction frequently  detected  in discharges w ith stationary  
ca th od e spots is also caused b y  th e  energy coupling to  the cathode surface 
w hich  is colder than th e  plasm a [10]. In  order to decrease th e  energy losses, 
th e  plasm a layer tends to  take th e  possib ly  least volum e, follow ing, in a w ay  
th e  m inim um  principle. S t e e n b e c k  has put forward a sim ilar minim um  principle 
for th e  cathode drop; the discharge tends to develop in a w ay th a t its  final 
s ta te  which can be considered to  be stationary, could be characterized by  
th e  least voltage drip. This applies prim arily to the cathode and anode spaces, 
th ese  being the spaces which define in the first place th e  m agnitude o f the 
burning voltage at given arc length .

4. The cathode spaces

The cathode spaces o f the arc discharge are not as separated as those  
o f th e  glow discharge, m ainly due to  th e  higher discharge currents. Therefore 
th e  cathode dark spaces are generally m issing, together w ith the lum inous 
layers w ithin the dark space which are parallel to the cathode surface; instead  
a lum inous space convergent w ith  th e  space of the negative glow can be found, 
know n as the cathode glow, the ex istence of which is provided, as already hinted
at before, by the excitations of the separating atoms of the cathode. V isually, 
th is  glow cannot be separated from the space of the negative glow but by  
observing the lines characteristic for the cathode and the lines of the recom ­
b ination  radiation, som e differentiation can be obtained by spectroscopic
m ethods though the positive-end  lim its of the cathods dark space cannot be
m arked out reliably even if  this m ethod is applied. The boundaries of th e  space
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of th e  negative glow and o f the Faraday’s dark space can already be d istinguish­
ed more accurately and the same sta tem en t also holds for the m eeting o f  
the positive end o f th e  Faraday’s dark space and o f the positive column.

Practically, th e  cathode spaces o f the arc discharges consequently com ­
prise tw o groups, the lum inous spaces extend ing up to the positive-end lim it o f the  
negative glow space and the Faraday’s dark space, follow ing the lum inous 
spaces. The cathode glow  includes the cathode drop dom ain and therefore no 
dark space can be observed here.

The fundam ental processes occurring in the cathode spaces of the arc 
discharges are of th e  sam e character as the phenom ena briefly  reviewed for 
the case of the glow discharges. Due to th e  high num ber o f parameters involved , 
it has not been possib le, up to the present, to  put forward a continuous th eo ­
retical description. For th e  arc discharges, th e  electric field  strength o f the  
cathode spaces, the cath od e current d en sity  and the quotient of the discharge 
currents supplied b y  th e  positive, resp. n egative  charges form  the fundam ental 
quantities, the reference bases wherefrom th e further fundam ental quantities 
of the discharge are usu a lly  expressed. Three equations are necessary for those  
which are provided b y  th e  therm al/space em ission relation, b y  the current o f  
the charge carriers lim ited  b y  the space charges and b y  th e  energy equilibrium  
of the cathode. Out o f  th ese  parameters, th e  energy equilibrium  of the cathode  
was n ot dealt with in th e  preceding discussion, this was, how ever, done delib­
erately. Based on th e  considerations briefly  review ed here, the general energy  
equilibrium  of the cathode can easily be worked out for any typ e of discharge 
though even its approxim ate solution is possible only in case of well-defined  
forms o f discharge, in cases which afford checking by accurate m easurem ents.

On establishing th e  energy volum es absorbed by the cathode, it is decisive 
to consider the energy volum e released b y  th e  heating o f th e  cathode (external 
heating, heating by th e  discharge, Joule heat lost b y  th e  discharge current 
flow ing through the cath od e), by the ionic bom bardm ent (release of the kinetic  
and recom bination energy), by radiations, m etastable atom s, gas atoms m ain­
ly  in very high-pressure and high-tem perature discharges but in certain spe­
cial cases, further term s can evidently also be involved  (e.g. external a, ß, y  
radiation). To specify approxim ately the energy transported from the cathode, 
the electron current em itted  by the cathode, the evaporation o f the substance  
of the cathode, the losses caused by radiation and conduction and eventually  
the energy absorbed b y  therm al transfer b y  th e  gas or vapour particles should  
be taken into consideration. Further, m ore detailed discussion of the energy  
equilibrium of the cathodes is not dealt w ith  in the frame of th e  present study. 
A few  fundam ental principles of the drafting o f the energy balance are presented  
here on ly  for synoptical purposes.

The losses of th e  cathodes, cathode spaces o f the discharges and the sizes 
of these spaces are h igh ly  im portant for practical purposes. The objective of
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the app lied  research work on discharges is generally the realization of m inim um  
ca th od e losses and cathode space lengths as in the m ajority o f the applications, 
the phenom ena of the p ositive colum n, th e  advantageous properties o f its 
plasm a are made use of and th e  cathode spaces are only considered as th e  n ec­
essary  accessories of the discharges. For the regulation o f th e  discharge, as a 
w hole, in  the required sense, their know ledge is, how ever, o f fundam ental 
im portance.
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Über die Kathodenräume der Entladungen. Der Verfasser beschreibt die kennzeichnend­
sten , grundlegenden Vorgänge in den K athodenräum en, unter anderem  die Erscheinungen auf 
der O berfläche der K athode und die räum lichen W echselwirkungen. E ingehend behandelt 
er d ie  verschiedenen K athodenräum e der G lim m entladungen, ausgehend von  der allgem einen  
A n alyse  der Kathodenräume. H iernach behandelt er die E ntstehung der L ichtbogenentladun­
gen un d  den Übergang G lim m -Lichtbogen. N ach der allgemeinen A nalyse des K athodenraum s 
u n tersu ch t er die Rolle des K athodenflecks und w eist auf den Zusam m enhang zwischen dem  
K athodenfleck  und den K athodenräum en der Lichtbogenentladungen hin.

Des espaces cathodiques des décharges. L’auteur présente les processus de base les 
plus caractéristiques des espaces cathodiques, et notam m ent les phénom ènes se produisant à 
la surface de la cathode et les interactions volum étriques. Il traite en détail des différents espa­
ces cathodiques des décharges d’effluves, en partant de l ’analyse générale des espaces cathodi­
ques, exam ine les conditions de form ation des décharges en arc et la  transition des arcs en dé­
charge d’effluves. Après l’analyse générale des espaces cathodiques, il étudie enfin le rôle de la 
tache  cathodique et les relations ex istan t entre celle-ci et les espaces cathodiques des décharges 
d’efflu ves.

О катодных попях разрядов (Я.  Бито).  Автор описывает наиболее характерные 
основные процессы катодных полей, между прочим явления, протекающие на поверхности 
катода, и объемные взаимодействия. Детально рассматриваются различные катодные 
поля газового разряда, исходя из общего анализа катодных полей. Затем занимается 
вопросом формирования дуговых разрядов, газовым — дуговым переходом, а после общего 
анализа катодного поля рассматривает роль катодного пятна, затем указывает на связи 
катодных полей катодного пятна и дуговых разрядов.
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STEADY-STATE THERMAL STRESSES IN THE VESSEL OF 
A PRESSURIZED WATER REACTOR

F. K O LO NITS
O FFIC E  FO R  PO W ER STATIO N A N D  N E T W O R K  D E S IG N , B U D A P E S T  

[Manuscript received Decem ber 11, 1967]

The present work analyses the stresses in the pressure vessel o f a pressurized water  
reactor under stea d y-sta te  operating cond itions, w ith  some sim plifying assum ptions. The 
correctness o f the approxim ations is exam ined and calculations are presented concerning the  
vessel o f the reactor o f  ty p e  “Voroniesh” . T his stu dy  is a developed part o f the in v e st i­
gations m ade in 1967 b y  the author at the In stitu te  o f Thermal Pow er Stations, Technical 
U niversity , B udapest.

List o f sym bols

T

Я
P
E
r

a.
m
s
b
P
X
V
z

ß
a
H

tem perature [°C], the reference po in t o f the calibration is the temperature of cooling
water at the in let 250° C;
intensity  o f therm al source [cal/cm 3 s] ;
factor of energy absorption [1/cm ];
energy density  o f  radiation [kcal/cm 2 s];
radial coordinate in  the wall of the vessel [cm];
the inner and outer (w ithout subscript, m edium ) radius of the wall o f the vessel [cm ];
therm al co n d u ctiv ity  [kcal/mh °C, kcal/cm  s °C];
heat transfer coefficient [kcal/m2 h °C];
the half height o f  the active zone [cm ] ;
denotes jr/2m;
wall thickness o f th e  vessel [cm]; 
denotes / а /Aő ;
wall thickness coordinate (its value is 0 a t the inner surface); 
denotes A/a; 
denotes fib;

denotes
3(1 —  v2)

R - Ó2
normal stress [kp/cm 2]; 
error.

- ,  where v is the Poisson-num ber;

I. Introduction

In the course o f  dimensioning vessels th e  non-uniform  heating o f the  
w all m ust be frequently  taken into account. In such cases above the m echani­
cal stresses even therm al stresses w ill occur which m ay be significant in a given  
case.

In some cases in the practice th a t th e  tem perature-field  involved is a 
result o f heat transfer through the w all causes a significant sim plification. In
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such cases the term  representing the heat-source will be dropped from th e differ­
en tia l equation of heat conduction:

V2T
q 1 Э T

X a dt ( 1 )

The differential equation w ithout the source-term  is discussed abundantly in 
th e  literature [1 ].

In several cases, how ever, the source-term  cannot be neglected . Such a 
fie ld  is characteristically the nuclear techn ics. I f  a vessel contains som e radio­
a ctive  m aterial or nuclear processes tak e place in it, a part of the radiation  
em itted  will he absorbed in the w all. I t  w ill cause a diffused heating in the  
w hole volum e of the w all.

This problem has a special im portance in the case o f the tank-type PW R  
reactors. Though the radiation-load of th e  wall o f the pressure vessel contain­
ing  th e  reactor is reduced b y  therm al protection the inner-wall heat sources 
cause considerable surplus stresses [2 ].

In  the present paper the PW R  reactor of the type “V oroniesh”  (see its 
arrangem ent of Fig. 1) [5] w ill be exam ined.

This is on one hand, a typ ical representative of its group and on the other  
hand it is of the m ost in terest because th e  reactor designed for the first atom ­
ic power station in our country is o f th is type.

For our considerations a steady sta te  is assumed to  be and as the radia­
tion-load  is the heaviest a t about the h a lf o f the active zone our considerations 
w ill be restricted to  th a t section of th e  vessel.

The problem m ay be divided into three interrelated parts:
The exam ination o f radiations and their absorption in th e  wall (evalua­

tion  of the heat sources);
what will the tem perature response be to these heat sources;
w hat therm al stresses w ill arise from  the differences in th e  tem perature.

II. Exam ination o f radiations

If  the scattering and the secondary effects are disregarded the dim inua- 
tion  o f in tensity  o f the radiation over th e  w all will obey the well-know n exp o­
n entia l law. The therm al source in ten sity  can be deduced from this in th e  form

Я =  Е ы Hi q0i ( 2 )
1 = 1 1 = 1

where fXi is the factor of energy absorption (its value depending on the energy of the radiation  
w hich can be taken into account by dividing the radiation into com ponents considered to be 
m onoenergetic);

Ebi is the initial energy density o f the radiation  ofs its sort or com ponent.
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N o ta tio n s  (according  to  St e r m a n  [5 ]): 1 b o d y  o f th e  v esse l; 2  cooling w a te r  o u t le t ;  3 cooling  w a te r  in le t; 4 ac tiv e  
th e  r e a c to r ;  5 rea c to r  w ell; 6 r a is a b le  b a sk e t;  7 d ra in  tu b e ;  8 ho ld -dow n r in g ; 9 th e rm a l  p ro te c tio n  ( th e  arrow s

th e  d irec tion  o f  th e  s tre a m  o f th e  cooling  w a te r) .

zone o f 
in d ic a te
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In case a cylindrical wall should be irradiated ‘the surface grows in a ra­
dial direction; the in ten sity  of radiation decreases because o f th is , too . For the  
elem entary annulus sector o f th e  aperture dip:

(E  -f- dE)  (r -j- dr) dip — Er ■ dcp =  — /лЕг .dr-dcp

rearranged it is
dE
Y

+  P d r .

H avin g  integrated both members in to  the corresponding Rb, Еь — r, E  bound­
aries one will obtain

The source

E  — E b —-  e~> 
r

n
2  Е ы f*i
i= 1

3 »  e-MjO-Rj) _  
r i=i r

(3)

A ccording to U n t e r m y e r  [3] th e  w all is heated m ainly b y  у radiation in case 
o f  reactors having a H 20  reflector. H e suggests to take into account the pri­
m ary у-s w ith the energy 2 MeV th e secondary у-s [therm al (n, y) reaction] 
w ith  the energy 5 MeV. The la tter  is the more favourable from our view -point 
because as the casing of the heating elem ents was m ade o f zirconium  it m ostly  
em its such secondary y-s.

The proportion o f the radiations of the two sorts can be taken  from  the 
ta b le  o f [2] (instantaneous and la te  у 2 MeV, capture 5 MeV) to  be 11 : 9 =  
=  1 : 0,818.

The corresponding energy absorption factors [3] 0,1813 and 0,1782. 
T he proportion o f the heat sources at the inner surface q0 =  E 0pi is 1 : 0,804.

In order to  sim plify the com putations let us see how  th e  m ulti-com po­
n en t heating can be replaced b y  a m onoenergetic one. Let us see a plain wall 
at first.

Let the conditions be:
a)  The (m axim al) in ten sity  o f  the heat sources at the inner surface and
b)  the tota l heat generated in the width of the wall rem ain unchanged.
These mean

П
Яо =  J ?  Яш , ( 4 )

! = 1

П
Y* ioi

( 1  _  „ - * )  =  2  ̂  (1 -  • (5)
R  i= i  Iu i
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For the first approxim ation
n

у  _ ¥ 0 i

i— 1 Ич

( 6)

A more exact result can be obtained by iteration of Equ. (5). Thus, the heating

can be approxim ated b y  th e  expression q0 exp (—цх).
The reduced factor o f  absorption for the tw o com ponent heating deter­

mined above fi =  0 ,1797 1/cm (the first approxim ation resulted in 0,179).
The /л and q0 can be calculated identically  in th e  case o f a cylindrical 

wall. The heat-generation  included in condition (b) has to  be referred to an 
elem entary annulus sector, and then because of the m ultiplication with rdq> 
the divisor r w ill be elim inated.

The vessel is covered with a layer o f heat-insulating the character of 
which is assumed to be perfect. Hence, one o f the boundary conditions is that 
the radial gradient is zero here. This assum ption increases sa fety  causing the  
difference in the tem peratures of the outer and inner surface o f  the vessel and 
even inside the w all to  b e greater.

According to  th e  descriptions [4] the cooling w ater entering at a tem pera­
ture of 250° C m oves downward between the wall o f the vessel and the therm al 
protection then turning back  goes through the cooling channels o f the reactor, 
its tem perature being increased up to  278° C.

The heat generated in the wall is to ta lly  and the heat generated in the  
therm al protection is partia lly  transferred to the water. This heat is, however, 
only a little  part o f th e  to ta l heat transferred to the w ater since the proper 
heating due to the operation takes place in the cooling channels o f the reactor. 
As the tota l increase in th e  tem perature is not very high itse lf  (28° C) the water 
tem perature all along th e  w all can be tigh tly  approxim ated w ith  the value

П

^  4m exp  ( —  M X )

III. Temperature distribution

250° C.
The water cools th e  w all, thus the other boundary condition is

a (T |w— 250) =  Л —
8 r XV
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or introducing the notation  Д/а =  у  and taking 250° C as th e  reference point 
o f th e  calibration one obtains

?YT '
T \w = y —  • (?)

U

In the follow ing, tw o problem s w ill be considered:
a)  What will be the consequences o f neglecting the axial heat conduc­

tion ;
b)  whether th e  cylindrical shell could be approxim atly replaced w ith a 

plain wall.
In cases of stead y  state the la tter  problem is not of im portance (in such 

cases the cylindrical problem  can also be solved easily), how ever, th e  favour­
ab le result makes it probable th at th is  approxim ation m ay be adopted even in 
so lv in g  more com plicated , unsteady problems.

1. The effect o f  the axial heat-streaming on an approximative model

Let a prism o f the w idth o f u n ity  be cut out of the wall (let its bend be 
neglected). It m ay be assum ed th a t the in tensity  of th e  radiations along the 
height of the reactor are proportional to  the number o f fissions. For the pur­
poses of our approxim ative calculation let us assume the distribution o f those to  
b e cosinusoidal (characterizing the bare hom ogeneous reactor).

I f  the height o f  th e  active zone is 2 m (in the present case 250  cm) and 
th e  origin of the coordinate system  is placed into the centre, th en  over th e  ac­
tiv e  zone

q — q0 cos sy  , (8 )
where s =  зт/ 2  m.

In the centre th e  axial gradient has a value of zero due to  the sym m etry. 
Our prism is a half-in fin ite rod insu lated  on three sides w ith  heat transfer on 
th e  fourth side.

In the course o f heat-technical calculations concerning th in , long rods 
th e  transverse tem perature differences are often neglected  [6 ]. H aving as­
sum ed this approxim ation the tem perature T  of the section o f the coordinate 
у  (у  =  0  corresponds to  the section at the half height o f the active zone) can be 
calculated as follow s, the tem perature is assum ed to  be constant.

The heat generated in the elem entary volum e in the tim e of un ity  (dq =  
=  hdyq) and the difference of heat stream s of conduction

dT  dT

.. d ) ’ I у d y  y+dy

departs into the surroundings:
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dq2 =  dyotT, if  the reference point o f th e  calibration is the tem perature of 
th e  surroundings (see F ig. 2). After rearrangem ent one obtains

For the unheated part the solution vanishing into in fin ity  of the hom o­
geneous equation is valid , the solutions for the two parts connect w ithout 
breaking.

The solution on th e  positive sem i-axis w ill be for the heated  part

Tf  =  K e pm cosh p y  -\- A— cos sy 
s

for th e  unheated part

TV =  K e  py cosh p m

where
=  fa /X í), К  = ( q 0 s/7p)(s2 +  p 1) .

( 10)

I f  th e  heat-stream ing in an axial direction is neglected th e  to ta l heat  
generated in the elem entary volum e departs in to  the surroundings. H ence the  
tem perature distribution w ill be
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Tf =  —
9o■ q0 cos s y — cos s v ,

a V
П -  o.

(И)

The value for th e  tem perature over the unheated part and at the bound­
ary will be, of course, b e higher if  the axial heat-stream  is taken into consider­

ation. In the m iddle, however, T f  <  T ' / ,  th is condition m ay be written on the  
basis of Equs (10) and (11) in the form

2
—  p m  <  epm 
n

which is valid  for a n y  value of pm .
Let the cosh and the cosinusoidal com ponent o f T f  be denoted b y  T f L  

and Tf*  respectively . T j  differs from T / 2  only in a constant factor, the differ­
ence between th em  is cosinusoidal and it  decreases to  zero m onotonously from  
the middle to th e  end of the interval considered. T /t grows m onotonously and  
it  is convex from  below  (see Fig. 3). The m axim al deviations can be found at 
0 and m (in th e  m iddle and at the boundaries). D ifferences related to T f’.
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_ £ P _  f j ___ e-pm\ „  _____ 1_____
s2 +  p2 p ) 1 +  (p/s)2

SP
s2 +  p 2

1  e- 2pm

2
( 12)

These approxim ations hold true in the case pm  §> 1. The error in the m iddle is 
the smaller.

The heat transfer coefficient at the w all

a  =  18270 kcal/m 2hC°
/

evaluated according to  [6 ]. The value for A is taken to be

A =  35,1 kcal/mhC°

according to the corresponding Soviet m aterial standards [7]. From the  
formulae deducted above

H 0 =  0,0364% , H m =  0,953%

which are not high particularly in the m iddle.
As th e  value o f  th e  gradient is low or near zero there, the heat f lu x  is 

not significant. N eglecting it, all the heat generated has to  escape into the  
radial direction, thus th e  gradients grow in th is direction which causes an error 
on the safety  side.

2. Equation of heat conduction for  cylinder

_1__ L — _  9o Rb e-e(r-Rb)
r dr ( dr Ar

H aving integrated  tw ice and having determ ined the tw o constants from  
the boundary conditions ([7] and grad T  =  0 at the outer surface o f the wall) 
one obtains

т
For a plain w all

e - * * )  +  R b
e-pä ln A  

r

p-li(r-Rb)
dr

dx2 A

(13)
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The solution satisfying th e  corresponding boundary conditions is

T = - ^ ~  y( l - e - * )  +
1 e 110 X ( 1 4 )

L et us exam ine w hat can be the basis o f a relatively real com parison o f the  
densities of heat sources in a plain and a cylindrical wall. Let the sam e condi­
tion s he made as those in the course of the determ ination of the m onoenergetic 
h eatin g .

Condition 1 (subscript h refers to cylinder, s refers to  plane):

hence qoh =  qos =  q0.
Condition 2 (equality of heats generated in the elem entary sectors, see

e VhtRb — q0 $е ю.0

F ig. 4):

Fig. 4
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I rdrd<pq0 e Vh<-r 
Rb *

=  q0e >̂x d x d y

<h_
Vh

<lo

R b dq> (1 — e 11h6) =

=  ~ ^ d y ( l  - e - M ) , '
Vs

hence, i f  R b dq> =  dy,  th en  jus =  fih =  [i-
From such a com parison it can be seen that approxim ating the cylinder 

w ith  a plain wall w ill cause an error on the safe side. The to ta l heat generated  
in both  cases departs in to  the surroundings through the inner surface. The heat 
flu x  inside the wall in case o f a cylinder (adopting the notation  r — R b =  x):

*Zo
Rb d y  Г1 
rd<p Jr

Rk e-*(r-Rb) dr =  Rh (e-„x (15)

In case of plane (the cross-sectional area is constant):

% Г e wc dx =  (e
Jo V

vx — p~^ (16)

Taking into consideration th at R b <J r the plane-form ula in general, 
yields the greater heat flu x . There is an exact equality at th e  highest value  
(at th e  inner surface) and at th e  outer surface where both flu xes have a va lue of 
zero. B ut the value o f th e  heat flu x  is proportional to the gradient which is in 
turn in tight connection w ith  the growth o f thermal stresses. I f  the plane- 
approxim ation is exact at th e  tw o surfaces o f the wall (where th e  gradient has 
its m axim al and m inim al value) and inside th e  wall it overestim ates the value  
of the gradient, it will cause an error in stresses on the safe side.

The patterns of tem perature w ill be exam ined more closely. B oth tem ­
perature distributions h ave a constant part which represent the tem perature  
step at the inner surface and which are equal for the two cases b y  the above-m en­
tioned  conditions of com parison o f plane and cylinder. Therefore, it is enough  
to  com pare only the variable parts. N eglecting the factor q j h /л and partially  
integrating one obtains

J i b

Rb +  *

=  Rb In

- e - ^ d x  R b e~ I n  i l  +  —  
l Rb

~ |  ( e - ^ - e - ^  +  ^ f l n  
iï-b 1 Jo 1 + l k .

e ^  dx.

(17)

Expansion of logarithm  will result in

L r x X 1 X 2 l X
i + — H------

Rb R b 2 Rb 3
(18)
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As x < ç R b the series is o f  Leibniz-type. A pproxim ating th e  In w ith the first term  
it w ill be over-estim ated , but this approxim ation w ill im prove with the in ­
crease in R b and w ith  th e  decrease in л;.

The value o f Т/, „ ten d  to grow w ith In, therefore, substituting an over­
estim ated  value for In th e  value of Tb)V w ill be over-estim ated too.

After the su b stitu tion

Th,v <  —  ( l - e - * * )  — e - * *  =  Te>,
i«

consequently th is estim ation  will give th e  variable part o f the plane-form ula.
From this tw o consequences can be deducted. According to the chosen  

comparison of the p lane and the cylinder:
a)  The lim it o f  th e  distribution in the cylinder is the plane-formula when

Rb —>► oo;
b)  the two form ulae give the same result for the inner surface (x =  0 ) 

and the difference in th e  results grows towards th e  outer surface.
The error at th e  outer surface can be estim ated  b y  taking one more term  

of the expansion o f th e  In into account. So the value o f In and consequently of 
T h<v will be under-estim ated. The difference is

%_
Xju R bfi _

-Ц0
1 +  /“ <5

^  Ó2 V 

2

(19)

D ividing it by the va lu e  obtainable from the plane-form ula for x =  b the rela­
tiv e  error will be obta ined  in the form

1  —
/ I 2 <52 e - fiô

H <
2 ( 1

R bfj,

e~ — цЬ e~ ßö) ^  1

1 +  У1Л
I -  e - /lâ

1

R„fi 1  +  7/“
(20)

/лд

I t  can be seen th a t th e  value of the error depends on the values of R b/u, уц, 
ô/i and it decreases w ith  the growth o f the first tw o.

Evaluation o f th e  effect of Ьц is more com plicated.
Let us assum e th e  notation Z  =  цд. In  the first place let us present the  

following
A uxiliary  theorem w hich  can be easily understood:

№  £  о

holds true for all Z  >  0, i f / ( 0 )  0 a n d /'(Z )  0, in the case Z 0.
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In th e  denom inator of H  the Z is represented in the expression

№ )  =

I f  it  decreases m onotonously for Z  =  0 its derivative is negative.
Therefore, the sign o f the derivative is determ ined by the expression

— Z ez — I +  ez 0 .

On the basis o f the auxiliary theorem

— Z ez <; 0

which ev id en tly  holds true.
The num erator changes with Z according to  the function

If

Z2 e~z  

e~z  — Ze~z
Z 2

ez — 1 — Z '

2 Zez -  2 Z — Z 2 — Z 2 ez <  0 ,

th e n /2(Z) w ill decrease m onotonously for Z  >  0 on the analogy of the preced­
ing function . H aving adopted the auxiliary theorem  tw ice one obtains

—4Z ez — Z 2 ez < 0

which holds true.
B ut w ith  the decrease o f / 1(Z) andy^(Z) H  grows and therefore it can be  

stated  th a t according to the more exact error-formula H  tends to grow w ith  
the increase o f  /uô.

Taking into consideration the approxim ative error formula it can be seen  
th at it is va lid  on ly  for cases Z >  2, below  this value th is error-formula w ill 
result in low er values for H  as [лЬ grows.

That is to  say that in case of a cylinder having a greater radius, a w all o f  
less th ickness, im proving heat conduction (or dim inishing heat transfer) the  
approxim ation w ith  a plane will be more exact. The effect o f the heating is not  
unam biguous.

These tendencies are well known and the fact th a t th ey  follow from  our 
considerations is an indirect evidence of the correctness of these considerations 
and of our other results.

In th e  case considered here R b — 178 cm, у  =  0,1923 cm, ô =  12 cm , 
/л =  0,1797 1/cm . The approxim ative form ula yields a value of 1,907%  and  
the more exact one yields 1,715%  for the upper lim it of error.
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IV. Strength calculation

The vessel is in fact a pipe closed at both  ends and loaded b y  an internal 
pressure of 120 kp/cm 2 and by therm al stresses arising from the non-uniform  
heating .

1. The effect o f  the internal pressure

The thickness of the vessel is little  in com parison with its dim ensions and, 
therefore, it m ay be considered to be a shell. The com plete analysis o f the prob­
lem s w ould exceed the exten t of the present paper, therefore, our work, w ill be 
restricted  to the considerations of a q u a lita tive nature which prove th e  correct­
ness o f our approxim ations.

According to T i m o s h e n k o  [8] if  a long pipe with a closure head the  
grow th of which differs from that if  the pipe is pressurized, then , at the ju n c­
ture, discontinuity forces and m om ents w ill take place to preserve the con ti­
n u ity  o f the wall. These w ill result m om ents and shearing forces existing also 
in other sections o f  the pipe. The distributions are governed b y  exponentia lly  
dam ped trigonom etrical functions. The “ h a lf w ave length” o f these functions 
is л /ß  where

4 _________
3 (1 v2 

1 R- Ô2

The factor of dam ping referring to tw o points at a distance o f the half w ave  
len g th  is е~л =  0,04321.

The forces and m om ents do not reach their maxim al values inevitab ly  
at th e  juncture (for the discontinuity m om ent produces shearing force and vice 
versa ; these have to  he added). I f  th ey  were pure trigonom etrical functions 
th e  m axim um  value o f both functions would occur in the first period. This can 
he on ly  brought about b y  the exponentia l damping.

In our case ß  =  0,02735 1/cm, the h a lf w ave length is 115 cm. The vessel 
is closed with an ellipsoidal bottom  and a self-sealing plain lid . A t th e  first 
juncture according to [8] d iscontinuity shearing forces occur. The forces acting  
on th e  lid pressing it  against the packing ring bends the wall o f the vessel.

The junctures are at a distance o f 402 cm and 585 cm from the half height 
o f th e  active zone at the bottom  and th e  lid , respectively, and in addition the  
w all is reinforced above by the inlet nozzles.

The stresses produced by these loadings are superposed to  the stresses 
in th e  pipe itse lf arising from the inside pressure. These together m ust not 
exceed  the allowable stress not even in th e  neighbourhood of the junctures. 
The allowable stress is <t02/1,65 =  3030 kp/cm 2 the a 02 which are taken to  be
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5000 k p /cm 2 fo r th e  m a te ria l of th e  vessel an d  th e  fa c to r  of sa fe ty  b e ing  chosen  
accord ing  to  Margulova  [9].

The m em brane-stresses (assum ing a uniform distribution over the wall 
thickness being little  in comparison to  the diam eter o f the vessel) are

<Ja =  912,5 kpcm -2 , at =  1825 kpcm - 2 .

It can be seen th at the discontinuity stresses which m ust be added to the stresses 
above m ay reach a value of the sam e order w ith ou t exceeding the allow able  
stress. The section considered at th e  half-height o f the active zone is at a 
distance from th e junctures long enough to neglect these stresses in com pari­
son to  the mem brane stresses.

F inally  the stresses produced b y  the internal pressure are characterized  
b y  the mem brane stresses in the section considered, more accurate results can  
he obtained from  the well-known form ulae for thick-w all pipes.

2. Thermal stresses

U neven heating is m ainly caused by radiation and in the fo llow ing th is  
will be discussed. Here will be m erely m entioned as the m ost im portant o f  the  
other reasons the fact that there is a difference o f 28° C in tem peratures o f  
in let and outlet nozzles. These are, how ever, at a long distance from th e sec­
tion  considered and the stresses are of exponentia lly  damped character and 
th ey  occur at a well reinforced part. Therefore, their effect on the section  con ­
sidered will he neglected.

The in ten sity  of radiations dim inishes in both directions from the section  
considered (this dim inuation is assum ed to he cosinusoidal). This dim inuation  
is, how ever, th e  slightest just in th e  v icin ity  of th e  section considered.

In the follow ing the effect o f the variable in ten sity  will be exam ined qua­
lita tiv e ly  compared to the effect o f constant in ten sity .

Let the heated  part of the container be cut out of it. I f  it were heated  
uniform ly in the axial direction it w ould remain cylindrical but in our case it 
becom es barrel-shaped. It m ust be taken into account that the outer layer is 
warmer thus it stretches in a higher rate; consequently the stripe cut out along  
the generating line would be stress-free in a curved form . For the differences in 
tem peratures o f the surfaces and th e  m ean-tem peratures of every section obeys  
the sam e function determined b y  th e  heating distribution, very high ad d i­
tional stresses are not expected to  arise.

The other consequence of the barrel-shaped form ation is th at th e  free 
expansion o f the section considered is hindered in th e  radial direction; annular 
com pression stresses are induced in it.

In addition, in other sections there is even shear stress in the plane of 
sym m etry it  is m issing.
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I t  m ay be taken in to  account that th e  change in the heating is the less in 
the v ic in ity  of the section  considered. On th e  other hand the high tension- 
stress caused by the inside pressure is reduced b y  th is hoop stress.

In  th e  third rate at the boundary o f the heated  and unheated  parts 
stresses take place to  preserve the con tin u ity  o f the wall. These are but at a 
distance o f 125 cm from the section considered so their influence cannot be 
sign ificant.

For these reasons the axial change w ill not be taken into consideration  
and th e  form ulae of equally heated th ick  -wall pipe will be used for the calcu­
lations.

E

On =

1 — V

E
1 — v \ R i  — Rl

ocTrdr -4-
R. r4 R l  -  Щ)

Rk
a Trdr  — ocT

rPt

I) J*°a TV dr

Ь J Rb
( 21)

at =
E

1 — v
xTrdr

Rb

r3 +  Щ f**
r ' H R l  -  Щ )  ) Rb

ccTrdr — ocT

where a is the coefficient o f thermal extension , E  is the m odulus o f elasticity  
and v is th e  Poisson-num ber [10; p. 364].

The consideration o f the axial change w ould lead to a very  com plicated  
form ulae (11); the approxim ation discussed above is the more satisfactory  
because it w ill probably result in good results for practical purposes.

V. Numerical results

The present calculation is only a developed part of the m ore extensive  
exam ination  which w as m ade at the Institute o f  Thermal Power Stations Techni­
cal University  Budapest  as a diploma work which included even a number of 
u n stead y  states of operation. The character and volum e of the num erical cal­
culations in connection w ith this exam inations required the use o f a digital 
com puter.

The elaborated com putational program  (for computer of the typ e  e l l i o t t  

803/b , in the program m ing language a u t o c o d e  A 103) com putes tem perature dis­
tributions in a wall for various heat-conduction  problems wdth the aid o f plane- 
approxim ation, and it is able to produce several superposition o f these. In 
ad d ition , it com putes th e  stress com ponents o f various directions and the re­
duced stress according to  H u b e r — M i s e s  —  H e n c k y  in points o f given number 
across th e  wall thickness on the basis o f  form ulae (21) and the form ulae con­
cerning the thick-w all pipe loaded by in ternal pressure. It evaluates the in te­
grals in form ulae (21) on the basis of the Sim pson-form ula taking th e  given num ­
ber o f  dividing points into consideration.
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For the sake o f th e  m axim al flex ib ility  o f the program  it is possible to  
print the individual wall-tem perature distributions on a paper tape. The tapes 
obtained can be re-read w ith arbitrary signs and sw itching the control onto  
the suitable subroutine the stresses corresponding to th e  superposed tem perature 
pattern can be evaluated . The problems o f therm al conduction which are not 
included in the program can be solved by an arbitrary m ethod and having  
made a similar punched-tape the stress com puting subroutine can be used.

In the present case the formula for the cylindrical w all was programmed 
individually, this program  produces a tape which can be used in the above w ay. 
The integral in the form ula [13] was also evaluated w ith the Simpson-formula.

The stresses h ave been determined at every 2 cm , th e  w all was divided into  
6 sections. So the tem peratures had to be determ ined at 12 dividing points 
i.e. at every 1 cm for th e  evaluation of the integral in form ula (13) 24 dividing 
points had to be taken  into account.

The error o f the Simpson-form ula according to  th e  literature is

H <
(b — a)5 
2880 V4 ly(4)imax

where b is the w idth o f th e  interval o f integration, v is the num ber of the couples 
of dividing points (the to ta l n =  2 v), y  is the function  to  be integrated. 
Let this formula be rew ritten by setting in the n and th e  length  h of the sec­
tions

H  <  fr5rc|y(4)[max 
180

Let the integral o f Equ. (13) be considered first

For the integrand

e ~ m

R b +  v
dr].

|J (4)I =

+

( R b + v )
4 fJL

+
4 /л3

(Rb +  V)2 

1

6 112

2 (Rb +  v )3

+
6 (Rb +  V)4 24 (Rb +  v)5

Its m axim um  occurs in the interval 0 <  Г/ <Ç л: <  ô at л; =  Ü. In the same inter­
val for any dividing point

I  >  nh
R b +  à

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



368 F. KOLONITS

Consequently the relative error in  the interval ranging from  0 to  any d ivid­
ing poin t is

я < - 1—  (—
180 [ R b

Ô

Rb
olrf (fiRby  +  4 (fiRb)3 +

+  3 (f*Rb)2 H— —  IuRb +  ■—  
3 24

(23)

In our case /л - 0 ,1797 1/cm , R b =  178 cm, h =  0,5 cm is

H  <  3,73 • IO -6,

w hich means perfect accuracy in th e  practice.
In the formula (21) integrals o f  the form

Г  Trdr
J  Rb

are present—being th e  tem perature dependence of the m aterial parameters 
neglected . Let us exam ine the error o f the Simpson form ula in case of plane- 
form ula.

In this case (tak ing into consideration the actual data)

l/ 4), = J TL « - w e [ ( * 6  + *)/*-*].À

Its  derivative apart from  a m ultip lication  factor is

e~"x [5 — (R b +  *)]

w hich in our case is n egative for every  value of x. 
Consequently the m axim um  sought for is at x  =  0

iy(4)Uax =  ^ № ^ - 4 ) .  
À

The error estim ation calculated by this formula is va lid  for every couples 
o f dividing points. The relatively  h ighest error is obtained ev idently  for the  
first couple of dividing points (since henceforth both the radius and the tem ­
perature tend to grow, consequently the integrals corresponding to  the indi­
v id u al sections grow as well).

Approxim ating th e  tem perature curve as being concave from below  with  
a straight line, w ill ev id en tly  cause an error on the safe side

r«i fRi
T rd r  >

' Rb d Rb

T  __T

T* + ^ (r- R>)1
r d r .
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The value for the integral on th e  right side

R b (T1 +  Tb) h  +  2 V  2 T ' + Tb .

Introducing the notation

T , = — :
A/j,

H < ___ /t4 /J.2(R b Л — 4)_________
90 R b f a  +  0 O) +  60 h( 2 +  # „ ) ' '

(24)

N um erically # 0 =  0,170, =  1 ,6124 and

H  <  3,141 1 0 - 5

which is entirely negligible.
The in tensity  q0 o f therm al sources can be determ ined num erically b y  

evaluating the nuclear processes o f  th e  reactor or b y  m easurem ents. B ecause  
on th e  basis o f the laconic data o f  th e  literature available only a very rough  
approxim ation could have been determ ined, q0 was calculated b y  the assum p­
tion  th at in steady case the value o f  the reduced stress w ould reach the a llow ­
able 3030 kp/cm 2 in place o f the h eav iest load (i.e. by the assum ption th a t in  
th is w ay the vessel was dim ensioned for perm anent operation).

During the course of the above-m entioned  exam inations for unsteady  
sta te  because of the lim ited com puter capacity  available, for the sake of sim ­
p lic ity  all the m aterial characteristics were taken into consideration with their  
values referring to  250° € . In  order to  be able to adapt the results obtained  
there, we calculated in the same w a y  here.

The com ponents of the tem peratures and therm al stress are d irectly  
proportional to q0. I f  the stresses arising from the inside pressure are denoted  
b y  th e  subscript p ,  and the therm al stress produced by q0 o f the value o f u n ity  
is denoted by the subscript q, for a n y  com ponent

a  =  ° p  +  4 o  a q  •

For the reduced stress

2 of =  2  ~  aPi) +  ïo (<ty -  aqj)Y • (25)
x.y.z

In case of m ulticom ponent h eatin g  (the rate of com ponents is naturally  
fixed) the aq is related to the unit v a lu e  o f one of the com ponents.

The values for ap and aq w ere determ ined in plane approxim ation b y  
running the program w ith suitable d ata  and then from the E qu. (25) the heat-
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ing producing the reduced stress of the va lue of the m axim al 3030 kp/cm 2. 
For tw o-com ponent h eatin g  for the com ponents p  =  0,1813 1/cm and 0,1782  
1/cm , respectively, the values q0 =  0,1364 and 0,1096 cal/cm 3s were obtain­
able and for the reduced value of 0,1797 1/cm 2 the value of 0,246 cal/cm 3s 
(th is is just the sum  o f th e  tw o previous ones).

The program was run with the in itia l data

0 =  12 cm, R b =  178 cm , y  =  0 ,1923 cm , A =  9,767 • 10~s kcal/cm s°C, 

a =  0,0937 cm 2/s, p  =  119 kp/cm 2, E  =  2,04 • 106 kp/cm 2, 

a  =  1 3 ,6 -1 0 -6 1/°C .

Number of d ivid ing points were 6.

Table I

The stresses arising from  the internal pressure [kp/cm2]

Stresses [kp/cm 2]

[cm]
ra d ia l ta n g e n tia l ax ial reduced

0 —  1 1 9 , 0 0 1 8 2 6 , 6 8 5 3 , 8 1 6 8 4 , 9

2 —  9 7 , 5 0 2 1 8 0 5 ,1 8 5 3 , 8 1 6 4 7 , 7

4 -  7 6 , 7 0 9 1 7 8 4 , 3 8 5 3 , 8 1 6 1 1 , 7

6 —  5 6 , 5 9 1 1 7 6 4 . 2 8 5 3 , 8 1 5 7 6 , 8

8 -  3 7 , 1 1 8 1 7 4 4 , 7 8 5 3 , 8 1 5 4 3 ,1

1 0 —  1 8 , 2 6 3 1 7 2 5 , 9 8 5 3 , 8 1 5 1 0 , 5

1 2 0 1 7 0 7 , 6 8 5 3 , 8 1 4 7 8 , 8

The stresses arising from the internal pressure [kp/cm 2] are given in 
Table I. The results are represented by the dotted  line in the diagram (with  
subscript p)  o f Fig. 5. Other calculations are given in Tables I I —Y.

Table II

Plane approxim ation and reduced factor o f  absorption

X
[cm]

T
[°C]

Stresses [kp/cm 2]

rad ia l ta n g e n tia l ax ia l reduced

0 2 5 2 , 3 8 -  1 1 9 ,0 0 3 2 7 4 , 2 2 3 0 1 , 4 3 0 2 6 , 4

2 2 7 2 , 6 9 -  8 6 , 2 7 0 2 4 3 6 , 7 1 4 9 6 , 6 2 2 0 8 , 5

4 2 8 5 , 8 8 -  6 1 ,7 7 2 1 8 8 9 , 3 9 7 3 , 7 1 1 6 9 0 ,7

6 2 9 4 , 1 1 -  4 2 , 5 9 4 1 5 4 3 , 9 6 4 7 , 4 8 1 3 7 7 ,8

8 2 9 8 , 8 8 -  2 6 , 7 4 0 1 3 3 9 , 1 4 5 8 , 5 5 1 1 9 9 ,2

1 0 3 0 1 , 2 3 -  1 2 ,8 5 1 1 2 3 2 ,1 3 6 5 , 4 9 1 1 0 5 ,5

1 2 3 0 1 , 8 9 0 1 1 9 3 , 2 3 3 9 , 3 5 1 0 6 4 ,8
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Table III

Plane approximation and two-component heating

X
[cm]

T
[°C]

Stresses [kp/cm*]

radial tangen tial axial reduced

0 252,38 -  119,00 3272,4 2299,6 3024,7
2 272,66 -  86,285 2435,8 1495,7 2207,6

4 285,84 -  61,794 1889,0 973,42 1690,5
6 294,06 -  42,615 1544,1 647,71 1378,0
8 298,82 -  26,757 1339,7 459,14 1199,7

10 301,16 -  12,860 1232,9 366,27 1106,1
12 301,82 0 1194,0 340,19 1065,4

E xam ination of our results shows th a t th e  therm al stresses (in com pari­
son w ith  th e  relatively  uniform stresses produced by the internal pressure) 
m akes the stress distribution non-uniform  (ar>minier,max =  0,352 instead of 
0,877) — the utilization of the material becom es worse.

E xam ining the accuracy of the approxim ations it is striking how little  
is the error caused by the reduction o f the factors of absorption. H aving com-
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Table IV

Calculated as fo r  a cylindrical wall, w ith reduced factor o f absorption

X
[cm]

T
[°C]

Stresses [kp/cm2]

radial tangential axial reduced

0 252,37 -  119,00 3254,5 2281,7 3007,5

2 272,57 -  86,470 2421,4 1481,2 2194,4

4 285,55 -  62,093 1882,6 966,67 1685,1

6 293,56 -  42,936 1545,9 649,20 1379,8

8 298,15 -  27,016 1348,1 467,33 1206,5

10 300,39 -  13,002 1245,5 378,68 1115,5

12 301,01 0 1207,8 354,01 1075,4

Table V

Calculated as fo r  a cylindrical wall, with two-component heating

X
[cm]

T
[°C]

Stresses kp/cm2]

radial tangential axial reduced

0 252,37 -  119,00 3252,7 2279,9 3005,8

2 272,55 -  86,485 2420,5 1480,2 2193,6

4 285,51 -  62,115 1882,3 966,39 1684,9

6 293,51 -  42,957 1546,2 649,43 1380,0

8 298,09 -  27,033 1348,7 467,90 1207,0

10 300,32 -  13,011 1246,3 379,44 1116,0

12 300,94 0 1208,6 354,83 1076,0

pared Table II — I II  and Table IV —У to  one another the error in the tem pera­
ture is 0,022% , in th e  reduced stress (referring to  its m axim al value at th e  
outer fibre) is 0,056%  (it is the m axim um  at the inner surface, but it deviates  
tow ard safety).

The error caused by the approxim ation of the cylindrical wall b y  plane 
is also favourable, though  not quite so well.

The tem peratures at the inner surface are in good agreement from  a 
practical v iew point th e  error at the outer fibre is 0,293%  (less than the e sti­
m ated value).

Our prelim inary evaluation of stresses was based on gradients w hich are 
higher everyw here in  case of p lane-approxim ation. For other factors also 
have a role in producing thermal stresses, th is m ay be considered as on ly  the  
first approxim ation. In the place o f the h ighest loading the stresses are actually  
higher in the case o f  plane, and that is th e  case along the inner half o f th e  wall. 
Outside it is in th e  reverse. But the differences are alw ays less than 1% which  
m eans practically  good approxim ation.
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Stationäre W ärmespannungen im  Behälter eines Druckwasserreaktors. Die Arbeit u n ­
tersucht unter gewissen vereinfachenden Voraussetzungen die B eanspruchung des D ruckbe­
hälters eines Druckwasserreaktors im stationären  Betriebszustand. W eiterh in wird die Berech­
tigung der Näherung untersucht, und es w erden Berechnungen für den B ehälter eines R eaktors 
vom  »Woronescher« T yp durchgeführt. D er A ufsatz ist ein Teil und die W eiterentw icklung  
der vom  Verfasser im  Jahre 1967 am L ehrstuh l für W ärmekraftwerke der Technischen U n i­
v ersitä t Budapest ausgeführten U ntersuchungen.

Contraintes therm iques stationnaires dans la cuve d’un réacteur à eau sous pression. 
L’auteur analyse les sollicitations de la cuve  d’un  réacteur à eau sous pression, sous certaines con­
ditions sim plificatrices e t  à l’état stationnaire. Il exam ine la valeur des approxim ations fa ites  
et effectue des calculs relatifs à la cuve du réacteur du type «Voronej». L’ouvre fait partie des 
études de l’auteur en 1967 à la Chaire des Centrales thermiques de l ’Université de B u d a­
pest et en constitue un développem ent ultérieur.

Стационарные термонапряжения в реакторном сосуде, работающем на воде под 
давлением (Ф. Колонии). В работе анализируется нагрузка выдерживающего давление 
сосуда реактора, работающего на воде под давлением, при определенных упрощающих 
предположениях в стационарном режиме работы. Исследуется допустимость приближений 
и выполняются вычисления по реакторному сосуду типа «воронежского». Статя явля­
ется частью исследований автора в 1967 г. на Кафедре теплоэлектростанций Буда­
пештского политехнического университета, и содержит ряд дальнейших разработок этой 
темы.
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ON THE EMISSION DEPENDENCE OF THE CATHODE
FALL

J . BITÓ
CAND. O F TECH N . SC.

IN DU STRIA L RESEA RCH  IN S T IT U T E  FO R  ELECTRONICS “ H IK I” , BU DA PEST 

[Manuscript received January 15, 1968]

B y  w ay of a cathodic perturbation brought about by pressure variation it  was possib le  
to deduce the basic relation for the cathode side of the discharges o f oxyde cathodes, charac­
terized b y  a cathode spot. For a cathode w ith  a given work function and for a given area o f the  
cathode spot there ex ists a univocal relation  betw een the cathode drop and the increasing  
em ission current o f the cathode. It was possib le to  prove a similar relation betw een the tem ­
perature of the cathode sp ot and the cathode drop. Tests w ith d.c. and w ith  a.c. discharges 
also poin t to possibilities o f the econom ical coordination of surface and of volum e electron  
generation.

I. Introduction

W e have not succeeded in g iv in g  an unam biguous, general description  
of the cathode side phenom ena of th e  different types discharges so far. In m any  
respects the experim ental data are not unam biguous either, and thus th ey  
cannot be generalized.

The producibility of the plasm a (o f the positive colum n) and through  
it the energetics of the whole discharge are considerably influenced by the ca th ­
ode side phenom ena. Therefore, in general, it is desirable to  create, such ca th ­
odic conditions which can ensure, b y  a relatively sm all loss, the stationary  
m aintenance of the desired discharge. In order to ensure a higher discharge 
current density we m ust count first on th e  arc discharge range and if  other rea­
sons do not oppose it the application o f cathodes of sm all work functions fur­
nished w ith emission coating, is su itab le . In order to get better acquainted  
w ith  the cathodic phenom ena we looked  for a connection betw een the cathodic  
therm ionic emission o f the arc discharge and the cathode fall in the case o f  
discharges of direct and 50 cps frequency alternating current.

II. Experimental conditions, measuring methods

The exam ination o f the coordination between the cathode side and th e  
cathode was carried out w ith such ox id e cathode discharge tubes in which th e  
pressure o f the argon was changed in th e  range of 1—5 Torr and besides it  a 
constant mercury vapour pressure o f 6 -1 0  ~3 was m aintained in the discharge.
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The m easurem ents w hich w e are going to  publish were carried out at 400 mA  
discharge current, by d .c . and a.c. discharges, w ith 1100 mm long glass wall 
discharge tubes of 36 m m  internal diam eter.

In the course o f th e  experim ents probe m easurem ents and emission cur­
rent m easurem ents were m ade to clear up th e  connection betw een the cathode 
fa ll and the emission current of the cathode. The probe m easurem ents were car­
ried out w ith the aid o f three small cylindrical probes placed in the homogeneous 
p ositive  column part near to  the cathode. The probes were im m ersed into the  
axis o f the discharge tu b e  at the same depth . The tem perature o f the tungsten  
spiral cathode having an emission coating, th a t of the cathode spot, and the  
tem perature distribution o f the cathode surface were m easured b y  an optical 
pyrom eter. A cathetom etric system  served for the control o f  the extension  
and situation of th e  cathode spot.

III. R esults

Our aim was to  establish the connection between the cathode fall and  
th e  therm ionic em ission from  the cathode under the above outlined conditions. 
W e em ployed for th is purpose the influence o f the change o f pressure resulting  
from  the m easurem ents carried out w ith  seven tubes o f different typ es. I t  
turned  out, nam ely, th a t  during the changing of the argon pressure — under

Fig. 1. The pressure dependence of the cathode spot tem perature in  a.c. and d.c. case

identical discharge conditions — on the size o f the cathode spot does not change 
in the 1 — 5 Torr range, and so at a g iven , constant 400 m A discharge current 
th e  current density o f  the cathode spot does not change either. But because  
of the changing o f th e  argon pressure th e  interactions of the cathode space  
and together w ith it  th e  interactions on th e  cathode surface were changed. W ith  
th e  increase of th e  pressure — as it can be seen in F ig. 1 — the Т /  cathode
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spot tem perature increases in the pressure range up to 4 Torr, and for the m ain­
tenance of the a.c. discharge higher spot tem perature is needed (a.c. curve) 
th an  at the d.c. discharges (d.c. curve) occurring under the sam e circum stances. 
The difference in th e  a.c. case is exp licab le w ith the transient phenom ena and  
w ith  the loss o f charged particles. In  F ig. 2 can be seen the Т / spot tem pera­
ture dependence o f  th e  Vc cathode fa ll obtained by probe m easurem ents. The 
different spot tem peratures were produced b y  the change of the argon pressure 
w ith  unchanged cathode spot current density  and at a constant m ercury v a ­
pour pressure. To th e  cathode spot tem perature obtained in th e  d.c. case belong

F ig. 2. The cathode spot temperature dependence o f the cathode fall in  a.c. and d.c. case

essentia lly  lower cathode falls, thus a discharge m ay be m aintained at a given  
cathode spot tem perature with a sm aller cathode fall, respectively  at a given  
cathode fall w ith a sm aller cathode spot tem perature in d.c. discharges than  
in th e  a.c. case. In th e  examined tem perature interval a linear relation exists  
betw een the cathode fall and the sp ot tem perature (Fig. 2). The dependence 
from the ie em ission current of the Т / spot tem perature and o f the Vc cathode  
fall is shown in F ig. 3. in the case o f  d .c. and a.c. currents. In accordance w ith  
our expectations w ith  a cathode of a g iven work function there is a linear re­
lation  betw een the cathode spot tem perature and the electron current em itted  
decisively  (at 60-7-70% ) from the cathode spot. The changes o f th e  cathode  
spot are follow ed in our case by the change o f  the average tem perature of the  
cathode.

As it can be seen from the curves o f th e  cathode fall (which are deter­
m ined w ith another cathode) shown in F ig. 3. the cathode fall m ay be dim in­
ished b y  the form ation o f a cathode o f  great em issivity. In our case the taking  
of th e  curve was m ade possible by th e  change of the argon pressure, but we 
can get curves of sim ilar character also th en , if  we change th e  therm ionic 
em ission o f the cathode applying an external cathode heating. In the latter
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case, how ever, we cannot say anything about the current density on the cathode  
surface and the size o f th e  cathode spot.

Thus, in the case o f  a given discharge current density  such a situation  
can be created on the cathode side when th e  cathode has an electron em ission, 
which m akes the cathode fall unnecessary and in extrem e cases — at very high  
em ission current — a retarding space appears [2] which shadows the cathode in 
the form o f a considerable negative space charge.

The task  of the cathode side range is the producing of an electron current 
with convenient energy distribution and in ten sity  for th e  positive column of  
the discharge. The electrons m ust be produced partly b y  the cathode and

Fig. 3. The therm ionic emission dependence of the cathode spot temperature
and the cathode fall

partly b y  the spaces o f a great field  strength  before the cathode. As can be  
seen in Fig. 3 the vo ltage fall of the fields — which can generally be considered  
as a loss compared to  th e  com plete discharge — m ay he reduced corresponding  
to the given connection by the selection of cathodes o f a good em issivity. The  
potentia l conditions o f the cathode spaces are thus determ ined by th e  em is­
s iv ity  o f the cathode. The cathode is prim arily influenced by the changed d is­
charge param eters through the interm ediation o f the ion current change: 
the cathode spot tem perature is changed and consequently its em ission cur­
rent too , which in th e  here outlined form  determ ines the cathode fall; n am ely , 
th a t electron q u an tity  which is to be produced b y  volum etric ionization in th e  
cathode space, first in the cathode dark space and in the negative glow space  
for th e  substitu tion  o f the therm ionic em ission from the cathode.
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D ie Abhängigkeit des Katodenfalls von der Em ission. Mit Hilfe einer durch Druck­
änderung hervorgerufenen katodenseitigen Perturbation war es m öglich, die katodenseitige  
G rundgleichung für die durch einen K atodenfleck  charakterisierbare O xydkatoden-E ntladun- 
gen zu bestim m en. Für eine K atode m it gegebener A ustrittsarbeit besteht bei gegebener K a ­
todenoberfläche ein eindeutiger Zusam m enhang zwischen dem  K atodenpotentialabfall und  
dem  E m issionsstrom  der K atode: der K atodenfall nim m t proportional dem  steigendem  E m is­
sionsstrom  ab. E s gelang einen ähnlichen Zusam m enhang zwischen der Tem peratur des K ato ­
denflecks und dem  K atodenfall nachzuweisen. Versuche m it Gleichstrom- und W echselstrom ent­
ladungen weisen zugleich auf die M öglichkeiten der w irtschaftlichen Abstim m ung der Ober­
flächen- und der Volum en-Elektronenerzeugung hin.

Dépendance de la chute cathodique de l’ém ission. U ne perturbation du côté ca t­
hodique provoquée par variation de la pression perm ettait de déterminer la relation  
fondam entale du côté cathode des décharges des cathodes à oxyde caractérisées par 
une tache cathodique. Pour une cathode d’un  travail de sortie et d’une surface de la 
tache cathodique donnés, il y  a une relation univoque entre la chute cathodique et le 
courant d’ém ission de la cathode: la chute cathodique est réduite en raison inverse du courant 
d’ém ission. L’auteur a réussi d’établir une relation sem blable entre la tem pérature de la tache  
cathodique et la chute cathodique. Les essais avec décharges à courant continu et à courant 
alternatif m ontrent en m ême tem ps les possibilités d’un accord économ ique entre les généra­
tions d’électrons superficielle et volum étrique.

Эмиссионная зависимость падения потенциала (Я. Бито). В процессе возмущения 
со стороны катода, созданного изменением давления, стало возможным определить основ­
ные зависимости разрядов на оксидных катодах со стороны катода, характеризуемых 
катодным пятном. В случае катода с данной работой выхода и при данной поверхности 
катодного пятна между падением потенциала и эмиссионным током катода существует 
однозначная зависимость, а именно: падение потенциала уменьшается пропорционально 
с ростом эмиссионного тока. Аналогичную зависимость удалось показать также между 
температурой катодного пятна и падением потенциала. Опыты, проведенные при разрядах 
постоянного и переменного токов, одновременно указывают также на возможность эконо­
мичного согласования поверхностного ц объемного генерирования электронов.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968





METHODE ZUR BESTIMMUNG DES REIBUNGS­
MITTELDRUCKES VON KOLBEN-VERBRENNUNGS­

MOTOREN
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KANDIDAT D E R  TECHN ISCHEN  W ISSEN SCH A FTEN  

LEH RSTU H L F Ü R  W ÄRM EKRAFTM ASCHINEN, TE C H N ISC H E U N IV ER SITÄ T BUDAPEST

[Eingegangen am  18. Januar, 1968]

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae; Tomus 62 (3 — 4), pp. 381—408 (1968)

In der Arbeit wird der Zusam m enhang zwischen dem  R eibungsm itteldruck der Ver­
brennungs-K olbenm otoren und dem Arbeitsprozeß untersucht. U m  den Zusammenhang zu 
erm itteln, führt der Verfasser den Begriff des D urchschnittsdruckes ein , m ittels dessen zwi­
schen dem m echanischen W irkungsgrad und dem  Arbeitsprozeß des M otors ein allgemein gül­
tiger Zusammenhang aufgestellt werden kann. Zur U ntersuchung der obigen Problem e wurde 
eine exaktere M ethode des Frem dantriebs Verfahrens als die bisherigen ausgearbeitet, m it deren 
H ilfe der Zusam m enhang zwischen dem  R eibungsm itteldruck und der M otorkonstruktion, 
bzw. den therm isch-m echanischen Charakteristiken des A rbeitsprozesses genauer als m it den  
bisherigen M ethoden untersucht werden kann.

Bezeichnungen

p  [kp/cm 2]

Sg [in]
S Í M
S [m ]

To [°K|
Qn [kcal/sec] 
an [kcal/m 2 h °C] 
A n [m2]

W  [m /sec]
D  [m]

T w [°K ]
Atn [sec]
A<p’n 
n [1/min]
Lg [kg]

c [kcal/kg °C] 
A M  [kg]

A M g

U  [kcal] 
A U  [kcal]

A I  [kcal] 
H [  m]
M  [kg/sec]

M ittlerer Druck, indizierter mittlerer D ruck, durchschnittlicher Druck, 
Druck eines gegebenen P unktes des A rbeitsprozesses (die konkrete Bedeu­
tung is t  von  dem angew andten Index abhängig); 
der zu dem  gesam ten Zylindervolum en gehörige H ub; 
tatsächlicher Hub des M otors;
zu e inem  gegebenen ZlT gehörige Verschiebung des K olbens; 
zum  n-ten  Teilhub gehöriger P olytropenexponent;
A nfangstem peratur des Prozesses;
während des n-ten T eilhubes durch die W and ström ende W ärmemenge; 
W ärm eübergangszahl;
während des n-ten Teilhubs an der W ärm eübergabe beteiligte m ittlere 
O berfläche;
m ittlere  K olbengeschwindigkeit;
K olbendurchm esser;
K om pressionsverhältnis;
W andtem peratur;
die zur Verschiebung des Kolbens auf gegebenem  A bschn itt nötige Zeit; 
W inkeldrehung der Kurbelwelle;
D rehzahl der K urbelwelle;
M enge der während eines Arbeitsprozesses des M otors angesaugten Luft
(Arbeitsm edium );
spezifische Wärme;
M enge des zufolge der unvollkom m enen D ich tun g während eines H ubele­
m ents durchsickernden M ediums;
während des gesam ten Arbeitsprozesses (2 U m drehungen) durchsickernde 
Menge des Mediums; 
innere Energie;
A bfall der inneren Energie im  Zylinder während eines H ubelem ents zufolge 
U ndichtheit;
E nthalp ie des zufolge U ndich theit aussickernden M edium s;
K olbenhöhe;
die zufolge der unvollkom m enen Dichtung während der Zeiteinheit durch­
sickernde Gasmenge;
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Pmin [kp/cm 2] 
ö [m ; mm ]
m
À

m inim aler Druck des im  M otor verwirklichten künstlichen Arbeitsprozesses; 
Spalt zw ischen dem  K olben und der Zylinderwand;
Luftverhältnis;
Füllgrad.

I. Einleitung

D ie Werte der m echanischen R eibungsverluste in V erbrennungs-K olben­
m otoren sind m it jenen der inneren (indizierten) V erluste von gleicher Größen­
ordnung, so kann ihre W irkung au f die Gestaltung der Charakteristiken des 
wirklichen (verlustbehafteten) M otors n icht vernachlässigt w erden, im Gegen­
sa tz  zu den kalorischen Ström ungsm aschinen (Dam pf- und G asturbinen usw.), 
w o der mechanische R eibungsverlust höchstens 1 — 2%  der N utzleistung aus­
m acht.

Mit der B estim m ung der m echanischen V erluste der K olbenm otoren, 
m it der Auswertung der R esultate hat man sich bis je tz t, in erster Linie wegen 
der später erwähnten m eßtechnischen Schwierigkeiten, unverd ient wenig b e­
sch äftigt. Die Berechnung der R eibungsverluste ist wegen der K om pliziertheit 
der Schm ierverhältnisse praktisch undurchführbar, bzw. kom m en die erhalte­
nen  Ergebnisse der W irklichkeit selbst im Charakter nur m it großen Fehlern 
näher.

Die über dieses Thema bisher erschienenen P ublikationen  haben sich 
m it der Untersuchung des Zusam m enhanges zwischen den R eibungsverlusten  
und dem Arbeitsprozeß des Motors im  wesentlichen n icht b efaß t, sie haben 
den U m stand, daß die R eibungsverluste in entscheidendem  Maße gerade durch 
den Arbeitsprozeß bestim m t w erden, außer Acht gelassen.

Zielsetzung dieser Studie ist der Versuch, die therm ischen Zusam m en­
hänge zwischen den m echanischen R eibungsverlusten und den wichtigsten  
Charakteristiken des Arbeitsprozesses aufzudecken, sow ie eine M ethode anzu­
geben , mit der die R eibungsverluste genauer als m it den bisherigen bestim m t 
w erden können.

II. Problem der U ntersuchung der m echanischen Reibungsverluste, die bisher
entw ickelten Verfahren

Die größte Schwierigkeit bei der Bestim m ung der m echanischen Verluste 
bzw . des aus diesen errechneten m ittleren Druckes p m b esteh t darin, daß dieser 
nur durch den U nterschied zw ischen dem aus dem Indikator-D iagram m  be­
rechneten indizierten m ittleren Druck p ; und dem aus den Brem sdaten des 
Motors gewonnenen effektiven m ittleren Druck p c exakt bestim m t werden 
kann,

w o p m der, der Sum m e der Leistungsaufnahm en der R eibungsverluste (pr) 
und der H ilfseinrichtungen (pi,) entsprechende, m ittlere Druck ist.

Pm Pi Pe 1 ( 1 )
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E ine solche B estim m ung von p m se tz t einen, N utzleistung abgebenden, 
unter tatsächlichen  Betriebsverhältnissen m it einem wirklichen Arbeitsprozeß  
arbeitenden M otor voraus. Dabei ergibt sich p m aus dem ungenau b estim m ­
baren U nterschied zwischen zwei verhältnism äßig großen W erten (p,- — p c), 
außerdem  kann bei mehrzylindrigen M otoren auch die Arbeit der einzelnen  
Zylinder voneinander abweichen. So kann dieses Verfahren, obgleich es v o ll­
kom m en korrekt ist , in der Praxis nicht angew endet werden, da der M eßfehler 
von nahezu gleicher Größenordnung wie die zu m essende Größe ist.

W egen der m eßtechnischen Schw ierigkeiten wurden zur B estim m ung  
der m echanischen V erluste mehrere, von dem obigen Prinzip abw eichende Ver­
fahren ausgearbeitet.

D ie bekanntesten, von diesen sind die Verfahren von  W i l l i a m s  und von  
M o r z e  [1 — 4]. D ie grundlegende U ngenauigkeit beider ist, daß der m ittlere  
Reibungsdruck, im  Gegensatz zur W irklichkeit, als vom  Arbeitsprozeß bzw . 
den während des Arbeitsprozesses entstehenden  therm isch-m echanischen V er­
hältnissen unabhängig vorausgesetzt wird.

Bei den sogenannten »Auslauf-Verfahren« [5] wird die Brauchbarkeit 
der M ethode durch den Um stand beeinträchtigt, daß während des M essens die 
Drehzahl sich laufend verringert, und so die drehzahlabhängigen Schm ier­
verhältnisse im  M otor sich nicht der jew eiligen Drehzahl entsprechend gestalten  
können. Deshalb eignet sich das A uslaufverfahren nicht zur kontinuierlichen  
U ntersuchung der Reibungsverluste des Motors in Abhängigkeit von  der 
Drehzahl.

Laut den bisherigen Untersuchungen des Verfassers kann die W irklich­
keit am besten  m ittels Fremdantriebs des Motors angenähert werden, wenn die 
tatsächlichen B etriebsverhältnisse m öglichst vollkom m en nachgeahm t w er­
den, und wenn die so gewonnenen R esultate unter Berücksichtigung des im  
Motor zustandegebrachten Arbeitsprozesses analysiert werden. Bei den b ish e­
rigen in dieser R ichtung ausgeführten U ntersuchungen [6, 7, 20] wurden die 
obigen B edingungen im wesentlichen n icht erfüllt, deshalb schlägt der Ver­
fasser für die U ntersuchungen der m echanischen R eibungsverluste bei Frem d­
antrieb eine genauere Methode als die bisherigen vor und analysiert den Zu­
sam m enhang zw ischen dem Reibungsverlust und dem Arbeitsprozeß.

III. Die M öglichkeit der Bestim m ung des Zusam m enhanges zw ischen dem  
Arbeitsprozeß und den Reibungsverlusten bzw. dem m echanischen

W irkungsgrad

Der R eibungsverlust, bzw. der R eibungsm itteldruck (pr) sind von den 
Charakteristiken des Arbeitsprozesses des Motors nicht unabhängig.

Laut den bisherigen Untersuchungen des Autors sowie seinen V ersuchs­
ergebnissen [4, 8] ist der Reibungsm itteldruck in erster R eihe Funktion des
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durchschnittlichen Druckes pd  des A rbeitsprozesses und m it seiner H ilfe kann  
der Zusam m enhang zwischen dem A rbeitsprozeß und dem  R eibungsverlust 
untersucht werden. Der durchschnittliche Druck der Verbrennungsm otoren  
(B ild  1) kann als Q uotient der F läche des in  F unktion des Hubs ausgelegten  
Indikator-D iagram m s und der B asis des D iagram m s definiert werden. Als 
Bezugsgrundlage kann sta tt des H ubs auch die W inkeldrehung der K urbel­
w elle verw endet werden. Der V erfasser h a t den dem Hub entsprechenden

D urchschnittsdruck in Betracht gezogen, da dieser m it dem ebenfalls gem äß  
dem  Hub bestim m ten  indizierten m ittleren Druck unm ittelbar verglichen  
werden kann.

Der B egriff des indizierten m ittleren Druckes und der des durchschnitt­
lichen Druckes sind von einander scharf zu trennen, da der erstere n ich t für 
den R eibungsm itteldruck des M otors, sondern für die aus dem Arbeitsprozeß  
zu gewinnende N utzarbeit charakteristisch ist. Zwischen dem indizierten  
m ittleren Druck und dem durchschnittlichen Druck besteht m it H ilfe der 
therm ischen Charakteristiken des A rbeitsprozesses ein kom plizierter, jedoch  
im  w esentlichen eindeutiger Zusam m enhang.

Der R eibungsm itteldruck wird außer dem grundlegenden Param eter, dem  
durchschnittlichen Druck, in geringerem  Maße auch durch den Arbeitsprozeß  
bzw . durch sonstige Charakteristiken des Motors beeinflußt: Charakter des 
A rbeitsprozesses, Verhältnis der m axim alen und m inim alen Drücke, der W är­
m ezustand des M otors, die D rehzahl bzw . die m ittlere K olbengeschw indigkeit.

Der R eibungsm itteldruck kann also folgenderm aßen angegeben werden

p r =  f ( p d i  Pmax/Pmin i n ? W ärm ezustand; K on stru k tion ). (2)

Der funktionelle Zusam m enhang (2) kann m it Hilfe der im folgenden  
beschriebenen theoretisch-experim entellen  M ethode, im W ege des F rem dan­
triebs des Motors bestim m t werden.
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Zwischen dem den R eibungsverlust entscheidend bestim m enden durch­
schnittlichen  Druck und den übrigen Param etern sowie dem  indizierten m itt­
leren Druck pi des tatsächlichen Arbeitsprozesses besteht ein mit hinreichen­
der Genauigkeit berechenbarer bzw . meßbarer, im w esentlichen eindeutiger  
Zusam m enhang [9, 1 1 —13]:

Pi — f ( p d ', £ ; m ;  A ; T0 ; p 0 ; n;  W ärm ezustand ;

W ärm eübertragungsgesetz).

Mit Hilfe der Funktionen (2) und (3) kann zwischen dem Reibungsdruck  
p r und dem indizierten M itteldruck p , ein Zusam m enhang geschaffen werden:

p r ~ f ( p i ' ,  s;  m; A; T0; p 0; n; W ärm ezustand ; W ärm eübertragungsgesetz). (4)

Der m echanische W irkungsgrad des Motors ist eine eindeutige F unk­
tio n  von  p r; p, und des zur Leistungsaufnahm e der H ilfseinrichtung nötigen  
D ruckes pi,:

„ _  Pi -  Pm _  P i — (P r + P h )
4 m

Pi Pi
W ärm eübertragungsgesetz) , 

wo
£ K om pressionsverhältnis; 

m Luftverhältnis;
Л Füllgrad;

T 0, p 0 Um gebungscharakteristiken; 
n Drehzahl.

Mit dem oben beschriebenen Verfahren (E inzelheiten siehe Schrifttum  
[8, 14]) kann also ein im  Grunde eindeutiger Zusam m enhang zwischen den 
therm ischen Charakteristiken und dem  Reibungsverlust bzw . dem m echani­
schen W irkungsgrad geschaffen w erden.

IV. Bestim m ung des Reibungsm itteldruckes mittels Fremdantriebs des Motors

1. Aufbau der Versuchseinrichtung

Gemäß den bisherigen U ntersuchungen können die R eibungsverhältnisse  
des Verbrennungsm otors am genauesten  m it Hilfe des Frem dantriebs des 
unter betriebsm äßige Verhältnisse gebrachten Motors erm ittelt werden. Zwecks 
m öglichst vollkom m ener Annäherung an die B etriebsverhältnisse des w irkli­
chen Motors wird im M otor ein künstlicher Arbeitsprozeß zustandegebracht, der 
eine dem ursprünglichen Arbeitsprozeß gleichwertige m echanische Belastung

; f ( e  ; m ; А ; T0 ; p 0 ; n; W ärm ezustand ;

(5)
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sichert. Vom G esichtspunkt der therm ischen und m echanischen Charakteristi­
ken  aus kann der ursprüngliche Arbeitsprozeß am besten  durch einen A rbeits­
prozeß ohne W ärm eübertragung angenähert werden, der jedoch im übrigen  
über die gleichen Charakteristiken wie der ursprüngliche verfügt, wie Bild 2

7 3

B ild  3
Bezeichnungen: 1 Saug ventillátor; 2 H eizung; 3 Ölkessel oder K ühler; 4 K ühlung; 5 Leckgasmessung; 6 Hubgeber zilr Indi­
zierung; 7 Versuchsmotor; 8 P endelm otor; 9 Schmierölkühlung; 10 Luftkompressor; 11 D ruckregler; 12 Luftbehälter; 13

Kühler; 14 Luftblende.

darstellt. Der künstliche Arbeitsprozeß besteht aus folgenden Teil-Arbeits­
prozessen: Ansaugen, K om pression, E xpansion, Auspuffen.

A uf Bild 3 ist die Skizze der Versuchseinrichtung zu sehen. Der Motor 
sau gt aus dem einen Luftbehälter an und pufft in den anderen aus, die beiden  
L uftbehälter sind durch eine m it einer M eßblende versehenen Rohrleitung m it­
einander verbunden. Durch Änderung des Druckes in den Luftbehältern kann  
der Anfangsdruck des Arbeitsprozesses und gleichzeitig der durchschnittliche  
D ruck des A rbeitsprozesses eingestellt werden. M ittels dieses Verfahrens, allein
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durch Änderung des Druckes in den Luftbehältern, können auch die R eibungs­
verhältn isse der in verschiedenem  Grad aufgeladenen Motoren beobachtet w er­
den. D ie Menge des infolge der unvollkom m enen D ichtung des K olbens fort­
sickernden Arbeitsm edium s wird durch ein Spezial-Pitotrohr bestim m t, dabei 
wird im Interesse der M eßgenauigkeit im Kurbelgehäuse im m er atm osphäri­
scher Druck gesichert. Gemäß unseren Experim enten h ängt der gem essene  
W ert des durchsickernden A rbeitsm edium s in entscheidendem  Ausmaß von  
dem im  Kurbelgehäuse herrschenden Druck ab. Im Falle von Überdruck ström t

B ild  4

auch bei den D ichtungen zwischen den rotierenden W ellen und dem Gehäuse 
eine bedeutende Menge von Medium aus, und so verringert sich der gem essene 
W ert bedeutend. M ittels E inschaltung eines Saugventilators nach dem P ito t- 
rohr kann im K urbelgehäuse immer genau atm osphärischer Druck hergestellt 
w erden, dadurch hört in den Spalten — mangels D ruckunterschieds — das 
Sickern auf. M ittels obigen Verfahrens kann die M eßgenauigkeit der aussickern­
den Gasmenge w esentlich gesteigert w erden. Im K ühlsystem  des Motors wurde 
s ta tt W asser heißes Öl zirkuliert, das in einem kom binierten K ühl- und H eiz­
system  auf die gew ünschte Temperatur eingestellt wurde. Ä hnlich wurde auch  
die Tem peratur des Schmieröls in einem  K ühlsystem  geregelt.

M ittels Änderung des Anfangsdruckes, des K om pressionsverhältnisses, 
der Zylinderwand- und der Öltem peratur sowie der Drehzahl gehört zu jedem  
tatsächlichen  B etriebszustand des M otors ein durch einen künstlichen A rbeits­
prozeß geschaffener B etriebszustand, der vom  G esichtspunkt der Reibung aus 
m it dem ursprünglichen gleichwertig ist.

D ie Experim ente bzw . die A usarbeitung des M eßverfahrens wurden m it 
U nterstützung der Ungarischen A kadem ie  der Wissenschaften, des Instituts
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f ü r  Fahrzeugentwicklung und der Autofabrik  c s e p e l  durchgeführt. A uf B ild 4 
is t  das Foto der für den Motor Typ D 414  der Autofabrik c s e p e l  gebauten  
V ersuchseinrichtung zu sehen.

2. Prinzip  des Verfahrens

Der in m ittlerem  Druck ausgedrückte G esam tverlust p gl, des von außen  
angetriebenen, den künstlichen Arbeitsprozeß verwirklichenden Motors ist 
au s den Daten des den Motor drehenden G leichstrom -Pendelm otors eindeutig  
festzustellen . D ieser G esam tverlust p gv is t jedoch, laut den bisherigen U nter­
suchungen nicht id en tisch  m it dem m echanischen R eibungsverlust des Motors, 
sondern die Sum m e der folgenden K om ponenten:

P g v  =  P r  +  Ppm + P h +  P gw + P k i +  P d i  i (6 )
wo

p r tatsächlicher R eibungsverlust, der einen entscheidenden Teil des G esam tverlustes, 
ca. 50— 70%  bildet;

Ppm eigener m echanischer V entilationsverlust des Pendelm otors;
Ph der zur B etä tig u n g  der durch den untersuchten M otor angetriebenen eventuellen  

H ilfseinrichtungen nötige m ittlere Druck;
PgW indizierter m ittlerer  Druck des Gaswechselvorganges;
Pht der aus der W ärm eübergabe zwischen dem  Arbeitsm edium  und der Zylinderwand  

stam m ende beim  H auptarbeitsprozeß (K om pression-E xpansion) zustandekom ­
mende, in den praktischen w ichtigen F ällen  immer negative, indizierte m ittlere Druck,

Pal der aus dem  D urchblasen des M ediums (U ndichtheit) zw ischen dem  K olben-K olben; 
ring und der Zylinderwand sich ergebende, beim  H auptarbeitsprozeß entstehende­
in jedem  F a ll negative , indizierte m ittlere Druck.

Durch B estim m ung der Verluste, die nicht Reihungscharakter haben, 
kann  mit Hilfe des G rundzusam m enhanges (6) die Ä nderung des R eibungs­
verlustes p r in A bhängigkeit von den verschiedenen therm ischen und m echa­
nischen Parametern geprüft werden.

V. Bestim m ung der einzelnen Teilverluste ohne Reibungscharakter

1. Die meßbaren Teilverluste

Der Eigenverlust des Pendelmotors (p pm) kann in K enntnis seiner Charak­
teristik  bzw. durch deren Aufnahme unm ittelbar b estim m t werden. Die in  
m ittlerem  Druck ausgedrückte Leistungsaufnahme p h der durch den unter­
suchten Motor angetriebenen Hilfseinrichtungen kann in K enntnis der L ei­
stungsdaten der H ilfsm aschinen ebenfalls ohne W eiteres berechnet werden. 
D er indizierte m ittlere Druck des Gaswechselvorganges p gw kann aus dem  
Schwachfeder-Indikatordiagram m  des Vorgangs bestim m t werden. Eine solche  
Anwendung des Schw achfeder-Indikatordiagram m s bei der Untersuchung  
des mittleren R eibungsdruckes verursacht um eine Größenordnung geringere
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U ngenauigkeit, als w enn der m ittlere Reibungsdruck aus dem Unterschied  
zw ischen dem indizierten und dem effek tiven  m ittleren Druck bestim m t w er­
den sollte. Gemäß den M eßergebnissen steig t der W ert p gw in A bhängigkeit 
von  der Drehzahl und dem  Anfangsdrucke bedeutend. Der im  Vergleich zum  
effek tiven  B etriebszustand bedeutend angewachsene G asw echselverlust wird 
durch die an mehreren Stellen  der V ersuchseinrichtung zw angsläufig auftreten­
den Drossel- und Ström ungsverluste begründet.

2. Die mittels Berechnung bestimmbaren Teilverluste

Der zwischen der Zylinderwand und dem Arbeitsm edium  auftretende  
W ärm eaustauschverlust pid bzw. der aus der unvollkom m enen D ichtung der 
K olben stam m ende V erlust p*- ergeben sich beim  H auptarbeitsprozeß während  
der Kompressions- und E xpansionstak te. Zufolge dieser V erluste ist der U nter­
schied zwischen den zu gleichen K olbenlagen gehörenden K om pressions- bzw . 
Expansionsdrücken m axim um  1 kp/cm 2. Nachdem  der H öchstdruck der K om ­
pression d. h. der m axim ale Druck des künstlichen A rbeitsprozesses zwischen  
90 und 120 ata liegt, is t  es praktisch unm öglich, den m ax. 1 kp/cm 2 D ruck­
unterschied zwischen den K om pressions- und Expansionskurven durch In d i­
zierung nachzuweisen. D ie Fehlergrenze selbst des genauesten Indikators kom m t 
dem nachzuw eisenden D ruckunterschied gleich, daher ist die B estim m ung  
der obigen Verluste unter den gegenw ärtigen U m ständen nur durch B e­
rechnung m öglich. D ie Berechnung kan n , wenn alle w esentlichen N ebenum ­
stände der Vorgänge berücksichtigt w erden, m it entsprechender Genauigkeit 
ausgeführt werden, und der Arbeitsaufw and ist (im gegebenen Fall sind 200 — 
300 B etriespunkte zu bestim m en) im  Vergleich zum Indizieren um eine Grö­
ßenordnung geringer.

a)  Bestimmung des beim Hauptarbeitsprozeß entstehenden von der Wärme­
übergabe zwischen dem Arbeitsmedium und der Zylinderivand stammenden, nega­
tiven , indizierten mittleren Druckes. Gem äß dem zur B estim m ung des R eibungs­
m itteldruckes ausgearbeiteten und in dieser Studie erörterten Verfahren b e­
steh t der H auptarbeitsprozeß des untersuchten  Motors aus K om pressions­
und Expansionskurve. D ie Expansion fo lg t der Kom pression ohne W ärm eüber­
gabe, der H öchstdruck des den künstlichen Arbeitsprozeß verrichtenden Mo­
tors stim m t aber m it dem  H öchstdruck des Motors überein, der einen ta t ­
sächlichen Arbeitsprozeß (m it W ärm eübergabe) verrichtet.

Im  Falle von isentropischer K om pression und E xpansion (Bild 5a) dek- 
ken sich die beiden K urven genau, so daß der indizierte m ittlere Druck des 
H auptarbeitsprozesses in jedwedem  B etriebszustand identisch  gleich N ull 
ist. Im  F all einer w irklichen Zustandsänderung steigt zu Beginn der K om pres­
sion die Entropie des M edium s, nachdem  die Zylinderwand wärmer als das 
A rbeitsm edium  ist und die Wärme von der Zylinderwand in das A rbeitsm e-
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dium  ström t. Nach dem sogenannten adiabatischen P unkt, wo die Tem peratur 
der Zylinderwand und die des Arbeitsm edium s gleich sind, kehrt sich die R ich­
tu n g  der W ärm eström ung um , und so verringert sich die Entropie des Mediums. 
B ei der Expansion ist die R ichtung der W ärm eström ungen gleich der R ichtung  
dér während der K om pression auftretenden Ström ung, au f diese W eise en t­
s te h t der auf Bild 5b dargestellte Kreisprozeß m it n egativem  Vorzeichen, also 
ein  arbeitverzehrender Vorgang.

Zur Berechnung des indizierten m ittleren Druckes des Kreisprozesses 
m uß sowohl die K om pression als auch die E xpansion au f isentropische ele­
m entare Zustandsänderungen sowie auf elem entare isochore (W ärmeübergabe

bzw . W ärm eentnahm e) Vorgänge aufgeteilt werden (B ild  6). In A nbetracht 
der außerordentlich niedrigen m ittleren Drücke wurden zwecks Steigerung  
der Genauigkeit die isentropischen elem entaren A bschnitte derart bestim m t, 
daß die in dem A bschn itt zustandekom m ende Tem peraturabnahm e bzw . 
Zunahm e A T  im m er identisch  sei. Mit H ilfe dieses Verfahrens ist die D urch­
schnittstem peratur des gegebenen n-ten A bschnitts und dam it auch der isen ­
tropische E xponent des wirklichen Arbeitsm edium  sim m er genau bestim m bar. 
D adurch wird die Berechnung etwas um fangreicher, aber so kann die sich aus 
der ungenauen A ufnahm e des isentropischen E xponenten  ergebende U nsicher­
h eit vermieden w erden. Der E xponent wurde in A bhängigkeit von der abso­
lu ten  Temperatur des Gases linear angenähert.

Grundgleichung der Aufteilung des Hubs:

AS П
n—1
>'dS
1

T0 4 - (n  I) A T  
T0 +  nAT (7)

w o
Asn der re-te Teilhub;
Sj der dem  gesam ten Zylindervolum en entsprechende Hub;
T 0 Anfangstem peratur;
m„ =  1,423 —  8,36 • 1 0 - 5 [T0 +  (n —  1/2)JT ].
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Hier kom m t der Vorteil der H ubaufteilung nach konstantem  A T  zum  
ersten Mal zum  Vorschein. Der Polytropenexponent kann so m it großer Ge­
nauigkeit vorausbestim m t werden, da die D urchschnittstem peratur des gege­
benen n-ten  A bschnitts bekannt ist.

Für ein gegebenes K om pressionsverhältnis m uß S g bis zum k-ten  
Teilhub aufgeteilt werden

( 8)

У  A S

der zum gegebenen eu gehörige Hub ist.
In K enntnis der A ufteilung des Hubs ist der Druck am Ende des n-ten  

A bschnitts, m it den B ezeichnungen vom  Bild 6:

n—1 \ m„

Pn =  Pn- 1

( S g - y A S  
1

\ s g ~ 2 ASl

Der Polytropenexponent für den n-ten A bschnitt ist:

(9)

m n =  1,423 -  8,36 • IO“ 5 [т ;_ х +  —  .
I 2

D ie zu mn gehörige Bezugstem peratur bestim m en wir daher so, daß wir 
zu der bekannten Tem peratur Т'п_ г die H älfte der isentropischen Tem pera­
turerhöhung (AT) für den n-ten A bschnitt hinzuaddieren. D ieses Verfahren 
sichert m axim ale Genauigkeit bei der B estim m ung des E xponenten  mn.

D ie Tem peratur im  E ndpunkt des n-ten Teilhubs ist:

T„ = Pn
Po

J £ A S
1

( 10)

Die während des n-ten Teilhubs durch die W and ström ende W ärm e­
m enge ist

^n
3600

Tn +  T ’_ ,
Atn (11)
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Bei isochorer W ärm eübergabe bzw. W ärm eentzug ist die Tem peratur­
änderung des n-ten isochoren A bschnitts wegen der W ärm eübertragung

wo

Л-П

A T ' —

T  T n  +  7л- i
Г  2 1

ZJ i n

23,9

3600 Lcvn 

P n P " 1 1 ’ Ц-Ч..7
2 j  W

" [ T n + T 'n- x f V 3
l  2 j  '

( 12)

(13)

(Pn +  J>n_i)/2 der m ittlere Druck des gegebenen Abschnitts;
D e der zu gegebenem  f k gehörige äquivalente K olbendurchm esser, bei kon­

stan tem  Verhältnis H ub/K olbendurchm esser [m ].
In seinen Berechnungen hat der Verfasser von  den vielen W ärm eübergangszahlen die 

in  [15, 16] ausgearbeiteten verw endet.
Die am W ärm eübergang teilnehm ende Oberfläche:

w o A<pn 

L

cvn

A n =

A tn =  -

Di я 
2

Л<Рп
’ nkw

D , Я ( s g -  ^  AS - ; ( 1 4 )

(15)

zur K olbenverschiebung des gegebenen A bschnitts gehörige K urbelw ellen­
verdrehung, die aus den D aten des Kurbeltriebs bestim m t werden kann; 
während eines H ubs angesaugte Luftm enge, w enn S„ 0,138 m,

37,03 D^ Po [kg (16)

zum  gegebenen A bschnitt gehörige isochore spezifische Wärme 

cm =  0 ,1 5 9 +  4 ,3 3 -IO“ 5

Die zufolge der isochoren Tem peraturänderung AT'n zustandekom m ende  
Druckänderung ist

AT'
Л Р п = Р п  гпП ■ (17)

Tem peratur und Druck nach dem isochoren A bschnitt sind

T' =  T  4- AT'n x П I ±п 4

Pn  =  Pn  +  ^  P n -
(18)

Hiermit ist der Anfangspunkt des nächsten A bschnitts erreicht, daher 
kann  der Prozeß von neuem  berechnet werden. Die R echnung muß bis zu dem  
durch das K om pressionsverhältnis s* bestim m ten A bschnitt fortgesetzt w er­
den , dann kann die E xpansion ähnlich den beschriebenen Prinzipien berechnet 
w erden. Mit der obigen M ethode können also der unter Berücksichtigung der
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W ärm eström ung korrigierte K om pressionsvorgang und Expansionsvorgang  
berechnet werden.

Der indizierte m ittlere Druck des Prozesses ist au f Grund von B ild 7:

J  Y  [(P'n +  Pen - 1) -  {Pn +  P kn -1)] A S n
P u  =  - 1-------------------------*--------------------------------- ’ (19)

j ? A S
1

wo die B ezeichnungen e und к in den E xponenten au f die Expansion bzw . 
die Kom pression Bezug nehm en.

Mit der hier um rissenen M ethode kann der indizierte m ittlere Druck  
Pki bestim m t werden. D ie R echnung wurde m it H ilfe einer elektronischen R e­
chenm aschine für die veränderlichen Param eter T 0; p 0; Tw; e ;̂ n durchgeführt. 
Für den W ert von A T  wurde 10 °C angenom m en. E inige herausgegriffene E r­
gebnisse der R echnung zeigt (Bild 8). Der Betrag des aus der W ärm eübertra­
gung stam m enden negativen  M itteldruckes pui steigt m it steigendem  A nfangs­
druck und dem K om pressionsverhältnis sowie mit fallender Zylinderw andtem ­
peratur und Drehzahl. Sein durchschnittlicher W ert liegt um  0 ,4 —0,6 kp/cm 2 
und kann daher bei der A nalyse der bei Frem dantrieb erhaltenen G esam tver­
luste p ao n icht vernachlässigt werden.

b) Bestimmung des durch die Undichtheit zwischen Kolben, Kolbenringen 
und der Zylinderwand verursachten negativen, indizierten mittleren Druckes. 
Zufolge der unvollkom m enen D ichtung zwischen dem K olben und der Zylin­
derwand sickert ein Teil des A rbeitsm edium s in das K urbelgehäuse, von wo es 
durch den L üftungsstutzen ins Freie ausström t. Auch w egen dieser U ndicht­
heit liegt die E xpansionskurve unter der K om pressionskurve, daher kom m t 
Verlust an Arbeit, negativer indizierter M itteldruck zustande.
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B ild  8
Parameter (links): tw =  160 °C, n  =  1800/rain, T0 =  345 °K ; (rechts): tw =  160 °C, p 0 =  0,97 kp/cm 2, To =  345 °K.

Den Vorgang verdeutlicht B ild 9. Die Kurve der Zustandsänderung  
(sowohl Kom pression als auch E xpansion) besteht aus isentropischen E lem en­
tarabschnitten und aus D ruckabfällen, die unter der W irkung der U ndicht­
heiten  bei konstantem  H ubvolum en (angehaltener K olben) Zustandekommen. 
D as Verfahren für die Berechnung der isentropischen A bschnitte sowie des 
indizierten m ittleren Drucks ist dasselbe wie das in Punkt a)  m itgeteilte, deswe­
gen besprechen wir hier nur die Berechnung des zufolge der U ndichtheiten  bei 
konstantem  V olum en zustandekom m enden Druckabfalls.

Das Problem  kann au f die A usström ung aus einem  geschlossenen B e­
hälter mit endlichem  Volum en zurückgeführt werden. D ie innere Energie des
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Gases im  B ehälter ist vor dem Aussickern L gcvT  =  U v  Aus dem B ehälter  
ström t in einer gegebenen Zeit Medium von der Masse A M  aus, während der 
Behälterdruck um  A p ' , die Behältertem peratur um A T '  sinkt und die innere 
Energie den W ert U2 annim m t.

D ie Verringerung der inneren Energie des M ediums ist

A U  =  U1 - U2 =  Lgcr T  -  [(Lg -  AM ) cv (T  -  AT')] =

=  Lg cv AT' +  A M cv T  — A M cr A T ' .

D ie Verringerung der inneren Energie des Mediums im  Behälter ist gleich  
der E nthalpie des aussickernden M ediums:

A U  =  A I  =  A M  cp Lg cr A T ' + A M c vT  - A M c v A T ' . (21)

Im Interesse der Erhöhung der Genauigkeit der Rechnung wird die 
D urchschnittstem peratur des aussickernden Mediums in Betracht gezogen.

W enn man für die Zustände vor und nach dem Ausström en die allge­
m eine G asgleichung anschreibt, so wird vor dem A usström en:

p V  =  Lg R T ,
nach dem Ausström en:

(p  -  A p ' ) . V  =  (Lg — A M ) R (T  -  A T ' ) .

D ie beiden Gleichungen dividiert ergeben:

1

IK II 1 A M ) A T

p L g ) T
( 22)

In K enntnis von  A M  können aus den Gleichungen (21) und (22) Ap'  
und A T'  bestim m t werden:

A T  =
(m -  1) T

m
2

i +
(23)

A M

wo m =  Ср/сг, der isentropische E xponent ist; und

A M  A TAp' = p
A M  A T

LgT
(24)

Mit H ilfe der Grundgleichungen (23) und (24) können zum  gegebenen T eil­
hub die unter dem E influß der U ndichtheit auftretenden Druck- und Tem pera­
turabnahm en bestim m t werden.
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Grundlegende Bedingung für die Durchführung der R echnung ist die 
K en n tn is der während der einzelnen Teilhübe durchsickernden Mengen des 
M edium s. Die während des gesam ten Arbeitsprozesses bzw . während der 
K om pression  und der E xpansion durchsickernden G esam tm engen sind m eß­
bar, die Verteilung der durchsickernden M enge in A bhängigkeit von dem H ube  
is t jed och  unbekannt. Ausgehend von  einer m it guter Annäherung lam inaren, 
isotherm ischen Ström ung zwischen dem K olben, den K olbenringen und der

P  p+ dp

—►
d H

H_____

0
4

B ild  10

Z ylinderw and kann au f Grund des im  B ild  10 dargestellten Schem as der fo l­
gende grundlegende Zusam m enhang angeschrieben werden. D as Problem  ist  
bis zu einem  gewissen Grade ähnlich dem Vorgang in den Kapillarröhren von  
K ühlm aschinen [17]

— dp  =
r  2

d H   ̂ c de

D„ g V
(25)

D er hydraulische Durchm esser des d w eiten und D n  langen Spalts ist  
Di, =  2Ô; m it einer solchen D efin ition  des hydraulischen Durchm essers wird der 
Z usam m enhang zwischen dem R ohrreibungskoeffizienten und der R eynolds- 
Zahl

96 9 6 -g v p  48 -gvp  

R  c ■ 2 ô cö
(26)

wo /л die dynam ische V iskosität ist und v das spezifische Volum en des Mediums.

Gleichung (25) drückt aus, daß der Druckunterschied dp  längs des A b­
sch n itts  d H  des Rohrs bzw . des Spalts zw ischen dem K olben und der Zylinder­
w and  zur Überwindung der R eibung des Mediums und zur B eschleunigung des 
M edium s verbraucht wird.

Aus der K ontinuitätsgleichung folgt:

bzw .

de

M v
D tiö

J Ü L . a ,
Dnö

(27)
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Nach E insetzen  der Zusam m enhänge (26) und (27) in die Grundgleichung (25):

— dp
12 gv2 p M q  M 2dv
—  _  _ d u  _ l_ ------------------------ .

D jr<33 D 2 л 2 ô2 g
(28)

N ach M ultiplizieren des zw eiten Gliedes der Gleichung (B eschleunigungs­
glied) m it dp /dp  und Trennung der Veränderlichen:

12 vp M  
d H  ---------------

D tió3
d p  +

M 2 dp dv
D 2Ji2ö2g dp

(29)

Im  Spalt zwischen dem Kolben und der Zylinderwand kom m t unbedingt 
isotherm ische Ström ung zustande, die T em peratur des ström enden Mediums 
ist m it guter N äherung die D urchschnittstem peratur der Berührungsflächen  
zwischen K olben, Ringen und Zylinderwand.

A usgehend von  der Grundgleichung der isotherm ischen Ström ung:

p v  — R T  =  const., 

dv V
dp p

bzw.
wo T  die D urchschnittstem peratur der m it dem  Gas in Berührung stehenden Oberfläche ist. 

Nach E insetzen  von (30) in (29) und Auflösen der Gleichung nach dH:

- d H  =
Dnö3 

12 p M
P dP
R T

M 2 dp
D 2n 262g p

(31)

Nach Integrieren der Gleichung zw ischen den gegebenen Grenzen:

Г  d H  =  Djz03 Г  ( P dP -  
Jo 12 fiM  JPb ( R T

M 2 dp_
D 2n2ô2 g p

(32)

wo H  die Länge des K olbens ist. Zu H  =  0 (Anfang des Spalts) gehört p v  zu 
H  =  H  (E nde des Spalts) gehört der atm osphärische Druck p 0.

Für die konkrete Lösung der Gl. (32) wurden folgende K onstanten  ange­
nommen:

D' =  0,112 m ; Я  =  0,145 m ; T  =  423° К  ; R  =  29,3 

p  =  2,46 ■ 10~6 kp sec/m 2 ; p 0 =  1 kp/cm 2.

mkp

k g °K

Der Spalt zwischen dem Kolben und der Zylinderwand wurde zwischen  
den Grenzen ô — (0,05; 0,1; 0,2) • 10 ~3 m variiert.
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Nach Integration:

Dnô3 pi — p l _  M2 ln щ
U p M  R T  D 2 л 2 b2 g P o J

( 3 3 )

Die Ergebnisse der Rechnung zeigt B ild 12. D ie pro Zeiteinheit durch­
geblasene Menge des Mediums ist m it sehr guter Näherung dem Anfangsdruck  
p j proportional und w ächst bedeutend m it A nwachsen des Spaltm aßes. Das 
in diesen B erechnungen eingesetzte Spaltm aß ist natürlich fik tiv  und kann m it 
den wahren V erhältnissen nicht verglichen werden. Genauer gesagt, in W irk-

B ild  11

lichkeit kom plizieren die K olbenringe und der Ölfilm an der Zylinderwand die 
Erscheinungen derart, daß von einem  wirklichen Spaltm aß nicht die Rede  
sein kann. Der gleichwertige Spalt zwischen dem wahren Kolben und der w ah ­
ren W and kann folgenderm aßen definiert werden: unter gleichwertigem  Spalt 
ist jener durch Gl. (33) definierte fik tive  Spalt zu verstehen, der eine den wahren  
Verhältnissen gleiche Gasmenge liefert.

Die Versuchsergebnisse zeigen eine m it obigen theoretischen E rw ägun­
gen gleiche T endenz. Die Fotografie der Versuchseinrichtung zeigt B ild 12. An  
Stelle des einen Zylinderkopfs des Versuchsm otors Cs e p e l  D 114-J wurde das 
im Bild sichtbare druckfeste Rohr mit großem R aum inhalt m ontiert, so daß  
praktisch der K om pressionsvorgang und der Expansionsvorgang aufhörten , 
ohne daß der Zylinderraum mit der A tm osphäre verbunden werden h ätte  m üs­
sen . So befand sich auch während der Bew egung des Kolbens oberhalb dessel-
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ben ein Medium von gut angenähertem  konstantem  Druck, und der Zusam ­
m enhang zwischen der während der Z eiteinheit durchgeblasenen Menge des 
M ediums und dem Anfangsdruck wurde dem Experim ent zugänglich. Ohne 
A ufhebung des Kom pressions- und Expansionsvorgangs herrscht über dem in  
B ew egung befindlichen Kolben ein ständig wechselnder Druck und so kann das

B ild  12

Problem  nicht untersucht werden. Die M eßergebnisse zeigt B ild 13. D ie Mes­
sungen wurden m it trockenem  und stillstehendem , mit geöltem  und stillstehen­
dem  und m it bew egtem , geöltem  K olben durchgeführt. Bei rotierendem  Motor 
bzw . bew egtem  K olben wurde im Zylinderraum  nur m axim al 16 ata Druck  
zugelassen, da dies gleichzeitig der im Zylinderraum herrschende D urchschnitts­
druck war. Ein solcher Durchschnittsdruck bringt im Motor selbst bei kleiner 
Drehzahl schon sehr gefährliche m echanische R eibungsbelastungen zustande, 
ein noch größerer Durchschnittsdruck würde im Motor m it großer W ahr­
scheinlichkeit Beschädigungen hervorrufen.

Die Versuchsergebnisse zeigen gleiche Tendenz m it den theoretischen  
liberlegungen , die durchsickernde Menge des Mediums, insbesondere bei grö­
ßeren D rücken, ändert sich m it sehr guter Näherung linear in Abhängigkeit 
von dem im Zylinderraum herrschenden Druck. Bei bewegtem  Kolben ändert
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sich die durchsickernde Gasmenge zuerst parabolisch in Abhängigkeit vom  
D ruck, über einem  D ruck von ca. 12 ata  wird dann die R ichtungstangente der 
K urve gleich der R ichtungstangente der K urve, die die bei stillstehendem  
K olben erzielten Ergebnisse darstellt.

A uf Grund des Vergleichs der theoretischen  und experim entellen Ergeb­
nisse kann daher der folgende Satz aufgestellt werden: die pro Zeiteinheit zu-

Param eter : àett  = 0 ,1 6  m m , R ingzahl = 3  +  1.
B ezeichnungen : 1 Unbeweglicher trockener K olben, 2  unbew eglicher öliger Kolben, 3 beweglicher öliger K olben

folge unvollkom m ener Dichtung aus dem Zylinderraum in das Kurbelgehäuse 
durchsickernde Gasm enge ist in sehr guter Näherung linear proportional dem  
im  Zylinderraum herrschenden Druck.

M  =  K ( P l — Po) . (34)

In R esitz der grundlegenden G leichung (34) kann die während der ele­
m entaren Teilhübe durchsickernde M enge des Mediums auf Grund der fo lgen­
den Überlegung bestim m t werden:

Es seien
. 1 die während eines Hubs (z .B . K om pression) durchsickernde gesam te Menge des 

M edium s, das eindeutig gem essen werden kann;
A M n die w ährend des га-ten T eilhubs durchblasende Menge des Mediums;
M n die während des n-ten Teilhubs pro Zeiteinheit durchblasende Menge des Me­

diums.
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A uf Grund der Gl. (34) ist

M n =  K (Pn — Po) =
A M n

A tn
(35)

p 0 der im  K urbelgehäuse herrschende Druck;
Atn die zum  D urchlaufen des re-ten T eilhubs benötigte Zeit.

Die während der gesam ten  Kom pression durchblasende Menge des Mediums ist

A M gk =  A M n =  K  j g  (Pn — Po) Atn .

Aus dieser G leichung kann К  berechnet werden:

К  = AM,gk

(Pn -  Po) Atn
(36)

D as Produkt (p n — p 0). Atn hzw. die Sum m ierung dieser Produkte kann m it 
H ilfe der A ufteilung des Gesamthubs in Teilhübe (bei A T  =  const.) durchge­
führt werden.

In K enntnis des W ertes von К  kann die während eines einzelnen T eil­
hubs durchblasende Menge des Mediums schon bestim m t werden:

A M n =  K ( p n — p 0) Atn . (37)

Der G esam thub muß auch je tz t in solche Teilhübe aufgeteilt werden, 
daß die während der einzelnen Teilhübe auftretende Tem peraturerhöhung T  
konstant b leibt.

Der T em peraturabfall während des n-ten Kom pressions-Teilhubs ist  
auf Grund von Gl. (23)

(m„— 1) Pn'-!
A T ’ =

zlT

™n
2

1 +

A M n
■ У  A M ---------- -

2
A M„

(38)

wo mn der zum  u-ten  A bschn itt gehörige P olytropenexponent;
T n_ x -j" ДТ/2  die D urchschnittstem peratur des A bschnitts;
Lg die in das Zylindervolum en eingesaugte Gasmenge des M edium s, ihr Betrag kann aus 

Gl. (16) bestim m t werden;
n - i
£  A M  die während der Teilhübe 1 bis n —  1 durchgesickerte Menge des Mediums;

A M n der G asverlust während des untersuchten n-ten Teilhubs.
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D ie während des n-ten K om pressionsteilhubs auftretende D ruckverm in­
derung ist auf Grund von Gl. (24)

Ap'n =
Pn +  Pn- 1 AM„

Ls - ’y A M - A M nl2
1

+
AT'

T U  +  A T ß

A M na t ;
(39)

Lg — "jg A M  — A M nj2 ( T U  +  А Т /2)
1

[kp/crn]

Paranieter : e =  21,5, T 0 == 345 °K.

Die während der isentropischen Teilhübe auftretende Tem peratur- und  
Druckänderung kann, wie es bei der Berechnung des von der K ühlung her­
rührenden negativen  Kreisprozesses dargelegt worden ist, m it H ilfe der Gl. (9) 
und  (10) bestim m t werden.

Der Ausgangspunkt des nächsten  Teilhubs, d. h. der P un k t n' kann au f  
G rund des vorangehenden jetz t bestim m t werden:

Pn =  Pn — Ap'n ; T; =  T„ — AT„. (40)

Hiermit kann der ganze K reisprozeß berechnet werden. Bei der Berech­
n u n g  des Expansionsprozesses muß noch  in Betracht gezogen werden, daß bei 
B eginn  der E xpansion um  die w ährend der Kompression durchsickernde M enge 
w eniger A rbeitsm edium  im Zylinder ist, d. h. vom  W ert L g (G esam tm enge 
des Arbeitsm edium s im Zylinder) m üssen die während der einzelnen Teilhübe 
durchsickernden Teilm engen von B eginn der Kompression bis zum Ende der 
E xpansion kontinuierlich subtrahiert werden.
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Der indizierte m ittlere Druck des Prozesses kann m it H ilfe von Gl. (19) 
b estim m t werden.

E inige Ergebnisse der m it einer elektronischen R echenm aschine durch- 
geführten Berechnungen zeigt B ild  14. Der aus der U ndichtheit stam m ende  
n egative m ittlere Druck ändert sich m it sehr guter Näherung linear als Funk­
tion  des prozentuellen G asverlustes; m it Steigerung des Anfangsdruckes und  
des K om pressionsverhältnisses (letzteres ist aus der Abbildung n icht ersicht­
lich) ste ig t hingegen der W ert von р ц .  Im  Ausdruck für den in % ausgedrück­
ten  relativen  Gasverlust

( A M J L S) is t A M  g

der G asverlust für einen ganzen Arbeitsprozeß (2 Um drehungen).
Gemäß unseren Versuchen ist der durchschnittliche G asverlust 0,5 — 

0,8% ; und so ist der D urchschnittsw ert des aus der unvollkom m enen D ichtheit 
des K olbens stam m enden negativen  M itteldrucks 0,05 — 0,08 kp/cm 2. D ieser  
W ert ist v iel kleiner als der aus der K ühlwirkung stam m ende negative  indi­
zierte m ittlere Druck ры, muß aber bei der genauen Berechnung unbedingt 
m it in B etracht gezogen werden. Der W ert des Gasverlusts erreichte bei k lei­
nen Drehzahlen (re =  500/m in) und bei R inganordnung (3 -)- 1) 2% , bei R ing­
anordnung (2 -f- 1) überschritt er den W ert von 5%.

VI. Anwendung des Verfahrens, Versuchsergebnisse

Mit dem in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Verfahren wurden an 
mehreren modernen Verbrennungsm otoren ausgedehnte M essungen durchge­
führt [18, 19]. Die Versuchsreihen b estätigten  w eitgehend die R ichtigkeit der 
V orstellungen. Mit H ilfe der M ethode konnte der Zusam m enhang zwischen  
dem m ittleren Reibungsdruck und den verschiedenen therm ischen und m e­
chanischen Param etern sehr genau bestim m t werden. W ährend der Versuche 
[19] war es möglich, auch solche m inim ale U nterschiede des m ittleren R eibungs­
drucks zu m essen (Abweichungen zwischen K olben von gleichem  Durchm esser 
aber verschiedener Form ), deren M essung an einem Motor, der m it einem  wirk­
lichen, wärm efreisetzenden Prozeß arbeitet, überhaupt nicht denkbar gewesen  
wäre.

B ild  15 zeigt den Verlauf des m ittleren Reibungsdrucks eines Motors bei 
gegebener therm ischer und m echanischer B elastung, in A bhängigkeit von der 
Drehzahl. Zwecks A nalyse der Ergebnisse wurden auch einzelne V erluste 
dargestellt, die nicht Reibungscharakter haben. D em entsprechend ste llt die 
unterste K urve den m ittleren Reibungsdruck p r, die oberste den G esam tverlust 
Pg dar. In das Bild wurden auch die therm isch-m echanischen Param eter der 
M essung eingetragen. Es ist ersichtlich, daß bei einer solchen M eßm ethode der 
R eibungsm itteldruck ungefähr die H älfte des gem essenen G esam tverlusts be­

l l* Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricao 62, 1968



404 E. PÁSZTOR

trägt, während bei der Messung eines m it tatsächlichem  Arbeitsprozeß arbeiten­
den Motors der R eibungsm itteldruck als die D ifferenz von ca. 7 —9-m al grö­
ßeren W erten bestim m t werden m uß. Der indizierte m ittlere Druck der Gas­
w echselfläche (p gw) fä llt nur bei höheren Drehzahlen (n >  1000/min) ins Ge­
w icht, der E igenreibungsverlust des Pendelm otors ist selbst bei hohen D reh­
zahlen vernachlässigbar. Der durch die U ndichtheit verursachte n egative M ittel-

р. [kp/cm]

Daten des Motors : D ieselmotor der A utofabrik Csepel; ramax =  2300/min; S =  140 m m ; D — 110 m m ; z =  4; R ingzalil (3-f- 1) 
tw — 160 °C; ta =  95 °C; p min =  1,34 kp/cm 2; p max =  102 kp/cm 2; e =  28; рц =  4,75 kp/cm 2; Tmin == 345 °K. 

Bezeichnungen: 1 pgv =  p r 4* p pm + Ph + Pki +  Pdi +  PgwÎ 2 p r +  ppm -4- ph +  Pki +  Pdü 3 Pr +  P Pm + Ph +  Pki1
^ Pr 4* Ppm +  Ph* 5  p r T  Ppm'i 6 Pr-

druck pdi kann gegenüber dem aus der K ühlung stam m enden negativen  
indizierten M itteldruck der den entscheidenden Teil der nicht m echanischen  
Verluste ausm acht, vernachlässigt werden. Beim  untersuchten Motor wurde bei 
dieser U ntersuchungsm ethode nur die Schm ierölpum pe angetrieben, so daß 
es verständlich is t , daß der M itteldruck P ha der Leistungsaufnahm e der H ilfs­
einrichtung gegenüber p r in erster Annäherung vernachlässigt werden kann. 
B ild 16 zeigt die Änderung des R eibungsm itteldrucks p r als Funktion des 
D urchschnittsdrucks pa, hei verschiedenen W andtem peraturen tw und zuge­
ordneten Schm ieröltem peraturen als Param eter. In  dem Bild wurde auch
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die Änderung des A nfangsdrucks des Arbeitsprozesses (pmin) eingetragen, 
die m ittels verschiedener A ufladung der Luftbehälter erwirklicht wurde. Mit 
steigendem  p d w ächst eindeutig auch p r, also hängt der R eibungsm itteldruck  
grundlegend vom  D urchschnittsdruck p d ab. Mit Steigerung des W ärm ezu­
stands des Motors sinkt im  untersuchten Bereich der W ert von p r. Es wurden  
auch Messungen bei konstanter W andtem peratur (tw — 160 °C) und veränder-

Bild 16
Parameter : n =  1500/min; e =  21; Pmax/Pmin =  56,

Bezeichnungen: 1 tw =  120 °C, töi =  80 °C; 2 tw =  160 °C, tsi =  95 °C; 3 tw =  200 °C, töi =  110 °C.

lichem  Öldruck durchgeführt. Auch in diesem Fall (Bild 17) h a tte  mit steigen; 
der Öltem peratur der R eibungsm itteldruck fallende Tendenz, das Absinken  
war aber geringer als im  vorhergehenden Fall, ja in einzelnen Fällen bei W and­
tem peraturen um iöi — 95 °C wurde die A usbildung eines schw ach ausgepräg­
ten M inim um punktes beobachtet. Auch hier m uß betont werden, daß bei ar­
beitendem  Motor die Durchführung von derartigen M essungen (Einfluß der 
Änderung der Schm ieröltem peratur innerhalb des Betriebstem peraturinter­
valls) unm öglich wäre.

Bei der A nalyse von Kolben-Verbrennungsm otoren gem äß dem beschrie­
benen Verfahren m üssen die Tem peraturverteilungen des Kolbens und des 
Zylinders untersucht werden. Grundlegende Überlegungen [19] führen zu 
dem Schluß, daß die Tem peratur und die T em peraturverteilung des Kolbens 
annähernd gleich derjenigen des Kolbens eines Motors m it Verbrennungsvor­
gang sind. Dies ist noch n icht experim entell bestätigt, bei den bisherigen Mes­
sungen war es n icht m öglich, K olbentem peraturm essungen durchzuführen.

A cta  Technica A cadem iae  S c ien tia ru m  H ungnricae 62, 1968



406 E. PÁSZTOR

D as zweite zu untersuchende Them a ist, in w elchem  Maße das Fehlen  
des Yerbrennungsvorgangs bzw . die zufolge der Verbrennung auftretende  
Ä nderung der D ruckanstieggeschw indigkeit die R eibungsverhältnisse beein­
f lu ß t. Ein solcher E influß des Verbrennungsvorgangs ist lau t den bisherigen  
Ü berlegungen vernachlässigbar, der experim entelle N achw eis dieser Tatsache

B ild  17
Parameter : e — 1500/min; J  =  21; Pmax/Pmin =  56; tw =  160 °C.

'Bezeichnungen: 1 p j  =  5,35 kp/cm 2, p mjn =  1,67 kp/cm 2; 2 pa — 4,35 kp/cm2, Pmin =  1*34 kp/cm 2; 3 pd = 3,2 kp/cm 2; рт-т =
=  0,97 kp/cm 2.

is t  jedoch praktisch unm öglich, w eil zu diesem Zwecke auch an einem arbeiten­
den Motor M essungen m it einer der beschriebenen M ethode gleichwertigen  
G enauigkeit durchgeführt werden m üssten .

Die hier herausgegriffenen Ergebnisse weisen nach, daß der R eibungs­
m itteldruck der K olben-Verbrennungsm otoren m it den therm isch-m echani­
schen K ennwerten des M otors, in Zusam m enhang gebracht werden kann, und 
d a ß  m it Hilfe des D urchschnittsdrucks pa  wirklich ein allgem ein gültiger Zu­
sam m enhang zwischen dem A rbeitsprozeß und dem m echanischen W irkungs­
grad aufgestellt werden kann.
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A Method for the Determ ination o f the Mean Frictional Pressure of I.C. Piston Engines.
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o f average pressure, perm itting to establish a generally valid relationship betw een the m echan­
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Méthode pour la déterm ination de la pression m oyenne de frottem ent dans les moteurs 
à piston à combustion interne. L’auteur exam ine la relation entre la  pression m oyenne de 
fro ttem en t des m oteurs à p iston  à com bustion interne d’une part et le cycle de travail d’autre 
part. Pour établir cette  relation , l’auteur introduit la notion de pression m oyenne perm ettant 
de créer une relation de v a lid ité  générale entre le rendem ent m écanique et le cycle de travail du  
m oteur. En vue de l’exam en de ces questions, il a mis au point une m éthode de com mande ex ­
térieure plus précise que celles connues, qui perm et un exam en plus serré de la relation entre la  
pression de frottem ent m oyenne, la construction du m oteur et les caractéristiques therm o­
m écaniques du cycle.

Метод определения среднего давления трения поршневых двигателей внутреннего 
сгорания (Е. Пастор). В работе исследуется связь между средним давлением трения и 
рабочим процессом поршневых двигателей внутреннего сгорания. В интересах получения 
зависимости автор вводит понятие среднего давления, при помощи которого можно вывести 
общую зависимость между механическим коэффициентом полезного действия и рабочим 
процессом двигателя. Для исследования изложенных выше проблем автором разработан 
более точный, чем применявшийся до сих пор метод постороннего привода, при помощи 
которого можно исследовать, точнее чем до сих пор, зависимость между средним давлением 
трения и конструкцией двигателя соотв. зависимость термическо-механических показа­
телей рабочего процесса.
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ENERGIEGLEICHGEWICHT DER OXYDKATODEN 
FÜR NIEDERDRUCK-LICHTROGENENTLADUNGEN

J. BITÓ
KAN D IDA T D E R  TECHN ISCHEN  W ISSENSCHAFTEN 

FO RSCH U NG SINSTITUT F Ü R  N A CH RICH TEN TECH N IK  »H IK I« , B U D A PEST

[E ingegangen am 15. Januar, 1968]

Zur eingehenderen U ntersuchung des Energiegleichgew ichtes von  E ntladungen werden 
verschiedene E ntladungsphasen festgelegt, dann für diese die zu berücksichtigenden K om po­
nenten des Energietransportes und die m it denselben verbundenen Grundprozesse angegeben. 
A uf Grund der gewonnenen allgem einen Zusam m enhänge erfolgt eine ausführliche A nalyse  
der Yorheizphase, und der stationären G leichstrom -Brennphase m it und ohne K atodenfleck, 
ferner der W echselstrom -E ntladungen (m it und ohne K atodenfleck). E s wird auf die Anwend­
barkeit der erzielten Ergebnisse zur B eeinflussung der K atodenfunktion sowie zur Reduzierung  
der K atodenverluste hingewiesen.

I. Einleitung

W ie bekannt, kann die K atode m it den K atodenräum en sowie die Anode 
und der dunkle Anodenraum  im  allgem einen Fall für unerläßliche Requisiten  
der Entladungen betrachtet werden. Von diesen sind vor allem  die K atoden­
erscheinungen von  primärer, entscheidender Bedeutung. B ei ihrer U nter­
suchung m üssen die E igenschaften  der K atode, aber auch die der um dieselbe 
entstandenen — bis zur positiven  Säule sich erstreckenden — R äum e, ferner 
die W echselwirkungen zwischen denselben berücksichtigt werden. Die auf- 
schlußsreichste direkte Beschreibung ist durch die B estim m ung der Energie­
bilanz der K atode erzielbar. D azu m uß jedoch — wie auch bei der Charakteri­
sierung der N iederdruck-Plasm en — auch hier der quasistationäre Energie­
zustand angenom m en werden. W ie es von den K om ponenten des Plasmas 
angenom m en w urde, daß sie in therm ischem  Gleichgewicht m iteinander sind, 
wird auch hier vorausgesetzt, daß zwischen der K atode und den um dieselbe 
entstandenen Entladungsräum en in stationären Fällen ein solches Energie­
gleichgew icht besteh t. Das Energiegleichgew icht soll der leichteren B ehand­
lung halber zweckm äßigerweise in der Form eines therm ischen Gleichgewichtes 
analysiert w erden, unter B erücksichtigung der aufgenom m enen und abgege­
benen W ärm eenergie, sehr häufig au f die K atodenflächeneinheit (Gleichge­
w icht der E nergiedichte oder spezifisches Energiegleichgew icht) bezogen. Ein 
gewisser V orteil, doch einigerm aßen auch N achteil dieser B eschreibung ist, 
daß sie gegen die au f die K atode wirkenden rasch verlaufenden Energiestöße  
nicht immer em pfindlich ist. D ies hängt naturgem äß stark von  dem Charakter 
der K atode sow ie der Größe und Zeitdauer des Energiestoßes ab. In indirekter 
W eise kann jedoch m it H ilfe von m etastabilen A tom en auch ein Teil dieser
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V orgänge, bereits in  dem Ausgangsm odell, berücksichtigt werden. Unter 
A nnahm e eines Energiegleichgew ichtes geht man bei diesen Berechnungen  
vo n  dem G leichgewicht der in die K atode eintretenden und von derselben 
ausgehenden E nergiem enge, also vom  Gleichgewicht des positiven  und nega­
tiven Energietransportes aus.

Die B estim m ung des Gleichgewichtes kann, im  Falle von  aus einem frem ­
den Stromkreis heizbaren O xydkatoden, prinzipiell für drei wichtigere E n tla ­
dungsphasen vorgenom m en werden, und zwar

die K atoden-Vorheizung,
die als stationär annehm bare kontinuierliche Brennung und
die direkte A nlauf- bzw. Abklingphase der E ntladung.
Die als dritte bezeichnete Phase kom m t natürlich nur prinzipiell in 

Frage; während des Anlaufs der E ntladung sowie w ährend der Deionisations- 
periode spricht m an im  allgem einen nicht von E nergiebilanz. Der U m stand, 
daß sie hier doch erw ähnt wird, ist darauf zurückzuführen, daß eine spezielle, 
auch die Zeitabhängigkeiten berücksichtigende Form des Energiegleichgew ich­
tes  auch für diese Zeitperiode, selbstverständlich nur bei groben Annäherun­
gen, feststellbar sind . Von diesen beiden ist in praktischer H insicht haupt­
sächlich die V erfolgung der während der Anlaufsperiode der Entladung auf­
tretenden K atoden-Ä nderungen und die M odifizierung derselben von B edeu­
tu n g . Die mit H ilfe einer geeigneten Zeitaufteilung für die transiente A nlauf­
periode feststellbaren »Gleichgewichtsbedingungen« können — zwar sie in 
enger Verbindung m it den K ennwerten des G leichgew ichtes der im  obigen als 
die erste und zw eite bezeichneten Entladungsphasen stehen — nicht im enge­
ren Sinne als B edingungen des quasistationären Energiegleichgew ichtes b e­
trach tet werden, eben wegen ihres schnell verlaufenden, transienten Charak­
ters. Im folgenden gehen wir auf die Analyse derselben n icht näher ein.

Bei E ntladungen, deren K atode durch W endeln m it zwei Anschlüssen  
ausgebildet sind, is t  die M öglichkeit geboten, das E ntstehen  der Entladungen  
durch die Erzeugung von m ittels fremder Vorheizung hergestellten Elektronen  
hauptsächlich therm ischer H erkunft zu erleichtern. D ies ist vor allem bei mit 
einer Elektronen em ittierenden Schicht versehenen K atoden , z. B . O xydkato­
den, von B edeutung. In diesem  Falle kann an der K atode auch eine lokale, 
parasitäre E ntladung auftreten, und zwar in der Form einer G lim m entladung, 
unter der W irkung des fallweise gut definierten, entlang der W endelachse 
(Katodenachse) entstandenen  Spannungsabfalls. D iese Phase ist die Phase  
der K atoden-Vorheizung, in deren Verlauf Vorbedingungen geschaffen werden  
können, durch w elche der A nlauf der H auptentladung erleichtert wird. Prak­
tisch  ist das auch der Zweck dieser Entladungsperiode. D ie Bestim m ung des 
hierfür charakteristischen Energiegleichgewichtes ist bereits etwas leichter, 
als es bei der transienten  Phase gewesen ist. D ie hier vor sich gehenden Er­
scheinungen können im  Falle von  O xydkatoden annähernd in drei Gruppen
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geteilt werden. Mit dem  Einleiten der Y orheizung beginnt die erste Phase, bei 
welcher die M etallw endel — m eistens eine W olfram wendel — der K atode  
unter der W irkung des sie durchfließenden H eizstrom es sich allm ählich er­
wärm t, in der zw eiten Phase wird die Erwärm ung bereits auch von der O xyd ­
schicht übernom m en, und schließlich wird dann nach V erlauf der erforderli­
chen Zeit ein Y orheizungs-G leichgew ichtszustand entstehen. Von der gesam ten  
K atoden-V orheizungsphase kann die Annahm e eines Gleichgewichtes nur für 
diese Periode für reell betrachtet werden. H insichtlich der Vorheizungsphase 
werden im  weiteren nur diesbezüglich die einzelnen K om ponenten des E nergie­
gleichgew ichtes angegeben. Die Charakterisierung der ersten beiden Phasen  
der Vorheizung kann — genauso wie auch die der transienten Anlauf- und A b­
klingphasen — au f Grund unserer gegenw ärtigen K enntnisse au f diese W eise  
noch nicht befriedigend vorgenom m en werden. D ie m eisten Autoren haben  
sich bisher m it dem K atoden-Energiegleichgew icht der im  vorangehenden als 
die zw eite bezeichneten , im allgem einen als stationär annehmbaren E ntla-  
dungs-H auptphase beschäftigt [1—4]. D ie Gleichgewichtsanforderungen w er­
den in diesem Falle am  m eisten erfüllt.

D ie Erscheinungen der stationären E ntladungsphase werden durch den 
U m stand beeinflußt, ob die Entladung selbständigen Charakters ist, oder ob 
zur Erzeugung der therm ischen Elektronen auch die frem de K atodenheizung  
beiträgt. Bei O xydkatoden wird dadurch gleichzeitig auch die Gestaltung des 
K atodenfleckes, die Lage, sogar die Erscheinung, die E xistenz desselben beein­
flu ß t. Bei der U ntersuchung des G leichgewichtes führt das Vorhandensein  
des K athodenfleckes und die Berücksichtigung desselben zu weiteren K om ­
plikationen. Es ist offensichtlich, daß die Festlegung der K atoden-Energie- 
bilanz von E ntladungen ohne K atodenfleck nicht nur leichter, sondern er­
w artungsgem äß auch genauer ist.

Schließlich m üssen neben den stationären G leichstrom -Entladungen die 
K atoden-Erscheinungen der — in einem gewissen Sinne ebenfalls für stationär  
annehm baren — W echselstrom -Entladungen berücksichtigt werden. D ie  
Feststellung des Energiegleichgew ichtes ist in gewissen Fällen m it guter A n­
näherung auch bei den W echselstrom -Entladungen durchführbar. Eine Vor­
aussetzung ersten R anges dafür ist, daß die Entladungsfrequenz bedeutend  
höher als der reziproke W ert der für die den gegebenen Verhältnissen entspre­
chende W ärm eträgheit der K atode charakteristischen R elaxationszeit sein m uß. 
In diesem  Falle kann angenom m en werden, daß die K atode au f irgendeinen, 
z. B . zeitlichen Integraldurchschnitt der m it der Periodenänderung sich ändern­
den Energietransportes reagiert und dem gem äß m it einer durchschnittlichen  
Tem peraturverteilung charakterisierbar sein wird. Mit dieser G ebundenheit 
und Erweiterung werden einige K ennw erte des Energiegleichgewichtes m it 
guter Annäherung auch für Entladungen feststellbar sein, deren elektrisches 
Feld sich schneller als eine gewisse Frequenz ändert.
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D ie B estim m ung des Energiegleichgew ichtes ist jedoch n icht nur von  
dem  U m stand abhängig, in welcher E ntladungsphase sie vorgenom m en werden  
soll, sondern sie hängt auch von den K ennw erten der E ntladung, dem A ufbau  
und den M aterialkennzeichen der K atod e ab. Um die Behandlung einfacher 
und geschlossener zu gestalten , werden die in Frage kom m enden K om ponenten  
des Energiegleichgew ichtes im w eiteren ausschließlich bei den Niederdruck- 
Gas- oder D am pf-B ogenentladungen an wendelartigen Elektroden gleichen  
A ufbaus m it aus W olfram als G rundm etall aufgetragener O xydschicht (evtl, 
m it H ilfselektrode), im  Falle von V orheizungs- und stationären Gleichstrom- 
sow ie W echselstrom -Entladungen m it oder ohne K atodenfleck  untersucht.

II. D ie K om ponenten der Energiebilanz

W ie bereits eingangs erw ähnt, werden die das E intreten des Energie­
gleichgew ichtes verursachenden E nergiearten in der Form  von W ärmeenergie 
berücksichtigt. Der Grund dazu liegt in dem U m stand, daß die Elektronen  
em ittierende Funktion der K atode überw iegend therm ischen Charakters ist. 
Von der Erfüllung dieser Aufgabe hängen die K ennwerte und Maße der K ato­
denräum e, und so auch die Größe des K atodenfalls und der Ionenstrom -K om - 
ponenten ab. Es wird dadurch in entscheidender W eise die W irtschaftlichkeit 
der K atode bestim m t, sowie — über die K atoden- bzw. K atodenraum -V er­
lu ste  —■ auch die Verluste der E ntladung bedeutend beeinflußt.

Im  nachstehenden werden die einzelnen, wichtigeren energieerzeugenden  
und Energieverluste verursachenden Vorgänge besonders behandelt, durch 
welche die E instellung der K atodentem peratur auf den quasistationären W ert 
gew ährleistet und überhaupt diese Tem peratur bestim m t wird. In den fo lgen­
den A bschnitten wird das hier vorgeführte Modell des Energiegleichgew ichtes 
für die verschiedenen E ntladeverhältn isse angewandt.

1. Die einen Temperaturanstieg der Katode bewirkenden Vorgänge. 
Positiver Energietransport

Obzwar der Ionenstrom  nur einige Prozente des E ntladestrom es aus­
m acht, trägt doch der Anprall der im  K atodenraum  beschleunigten Ionen  
bedeutend zum A nstieg der K atodentem peratur bei. D ie an die K atodenfläche  
anprallenden positiven Ionen geben n icht nur einen Teil ihrer kinetischen E ner­
gie, sondern auch ihre R ekom binationsenergie und K ondensationsenergie ab.

B ezeichnet man m it i n den E ntladestrom  und m it ie bzw. ip den E lek­
tronen- bzw. lonenstrom , und wird au f Grund des Zusam m enhanges *

*o =  h  +  i p  ( ! )
berücksichtigt, daß

ie =  M ’ i0 (2)
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ist, so kann die V erhältniszahl и definiert werden, m it deren H ilfe dann z. B . 
der Ionenstrom  in der Form  von

i p =  ( !  — u) i 0 (3)

angegeben w erden kann. N un kann die aus der kinetischen Energie der an 
die K atode anprallenden positiven  Ionen in der Zeiteinheit entstandene Ener­
gie Qik in der Form

m V 2
Q i k =  ( l - u ) i 0 ( l - a )  (4)

angegeben w erden, wo

mp die Masse der positiven Ionen;
Vp die D urchschnittsgeschw indigkeit der positiven Ionen; 
e die elem entare Ladung;
a den A kkom odations-K oeffizient der K atode bedeutet, und der Form  nach, laut [2]

—— mt>! — k T  

mv 1 — k T
(5)

ist, wobei v l die G eschw indigkeit des sich aufschlagenden Teilchens vor dem Anprallen an die 
K atode, v2 die G eschw indigkeit desselben nach dem Rückprall von  der K atode, T  die Tem pera­
tur der K atodenfläche und к die B oltzm annsche K onstante ist.

Der A kkom odations-K oeffizient zeigt also an, wie es aus (5) ersichtlich  
ist, welcher A n teil der kinetischen Energie des auf die K atodenfläche auf- 
schlagenden T eilchens durch dieselbe nutzbar gem acht wird. N im m t man an, 
daß die positiven Ionen ihre gesam te kinetische Energie in dem Bereich des 
K atodenfalls aufgenom m en haben, und setzt man voraus, daß sie dem K ato­
denfall annähernd proportional ist, so wird der Zusam m enhang (4) in der Form

Q i k  =  (1 —  « ) ( 1  —  a ) i 0-Vk-b ( 6 )

angegeben werden können, wobei b die obenerwähnte Proportionalitätszahl 
(Funktion) ist und in der Form

b _  1 mp • Vp JL_
2 2 e V k

aufgeschrieben w erden kann. D ie aus der kinetischen Energie der positiven  
Ionen herrührende und in der Zeiteinheit erzeugte K atodenheizung wird also 
in der Form der G leichung (6) m it Hilfe des Entladungsstrom es und des K ato­
denfalles angegeben werden können.
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Es wird auch im  Laufe der N eutralisation der positiven  Ionen an der 
K atodenfläche Energie frei, die offensichtlich der Differenz zwischen der zur 
G estaltung des positiven  Ions erforderlichen Ionisationsarbeit und der Aus­
trittsarb eit der K atodenfläche gleichgesetzt werden kann, d. h.

Qin =  (1 -  И) io [ V i  -  (<p0 -  ЕЦ2)] , (8)

w obei Qin die im Laufe der N eutralisation  in der Zeiteinheit frei werdende Energie;
Vj  die zur A usgestaltung des positiven Ions nötige Ionisationsarbeit;
<p0 die ohne frem des elektrisches Feld gem essene A ustrittsarbeit der K atodenfläche; 
E k die elektrische Feldstärke vor der K atode bedeutet.

Wird das neutralisierte Ion an der K atodenfläche kondensiert, so wird 
die K atode auch durch die so frei werdende K ondensationsenergie Qu geheizt. 
N ach Summierung derselben wird die durch die positiven Ionen übergegebene 
kin etisch e, potentielle und K ondensationsenergie auf Grund des Zusam m en­
hanges

Qi = Qík + Qin + Qu (9)
in der Form

Q i  =  (1 -  u) io (1 -  e) • Vk . b +  Vt -  W  -  e:ii2 Е Ц 2 )  +  ' qk
e

( 10)

angegeben, wo qk die bei der K ondensation eines Moleküls frei werdende 
E nergie bedeutet, und durch с,- angezeigt wird, welcher A nteil der sich auf 
schlagenden positiven Ionen in die Oberfläche der K atode eintritt. Für 
W echselstrom -E ntladungen kann auf Grund ähnlicher Überlegungen die in der 
Z eiteinheit durch den die Elektrode während der A noden-H albperiode heizen­
den Elektronenstrom  abgegebene Energie Qe angegeben werden, die in diesem  
F alle  zur Beurteilung der K atoden-E igenschaften ebenfalls berücksichtigt 
werden muß:

Qe +  Фа I q u  * d t , (И)

w obei t die Zeitdauer der Anoden-H albperiode;
Va der Anodenfall;
(pa die A ustrittsarbeit an der Anode;
d der A kkom odations-K oeffizient der Anode;
Te die in der positiven  Säule gem essene Elektronentem peratur ist.

Wie es aus dem  Zusam m enhang (11) ersichtlich ist, setzt sich die durch 
die Elektronen in der Zeiteinheit abgegebene Energie aus zwei T eilen, und 
zwar der kinetischen und der R ekom binations-K om ponente zusam m en. In 
der letzteren ist im  w esentlichen auch die K ondensationsenergie m it einbe­
griffen.
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Wird ständige Frem dheizung verw endet, und en tsteh t zwischen den 
Enden der W endel keine parasitäre E ntladung, so wird bei einem H eizstrom  
von  I H für die G esam theit der W endel m it einem  W arm widerstand von R (T )  
in der Zeiteinheit die Energiem enge

QH =  I % .R (T )  (12)

gew ährleistet. D am it gleichzeitig kann der die O xydschicht der W endel und  
einen Teil der M etallw endel durchfließende E ntladestrom  ebenfalls zum T em ­
peraturanstieg der W endel beitragen, w obei jedoch oberhalb einer gewissen  
Em issions-Strom stärke auch die H eizung durch den aus der K atode heraus­
tretenden und die O xydschicht durchfließenden Elektronenstrom  berück­
sichtigt werden m uß. D a jedoch der durch die an die K atode sich aufschlagen- 
den Ionen erzeugte Entladestrom  (der Strom  der positiven  Ionen) h au p t­
sächlich durch die m etallischen Teile der K atode in den äußeren Kreis ström t, 
kann diese Art der O xydschichtheizung durch den Entladestrom  vernach­
lässigt werden. D ie direkte H eizung der M etallteile in der Zeiteinheit kann als

Q k = i o - r k (13)

bzw . für den Fall der A node als

Qka =  Ц -га (13a)

gesetzt werden, wo m it rk bzw. ra der W iderstand der von dem Entladestrom  
durchflossenen Strecke der W olfram wendel bezeichnet ist; die Leistung der 
O xydschichterhitzung durch den E lektronenaustritt kann m it H ilfe der B e­
ziehung

Q q =  i2e■ rq (14)

beschrieben werden, wo rq den Innenw iderstand der E m issionsschicht, den  
sogenannten Querwiderstand bedeutet. D ieser letztgenannte E ffekt ist eine 
spezifische E igenschaft der O xydkatode.

Es kann Vorkommen, daß durch das Gas oder den D am pf der E ntladung  
in der Form von neutralem  Teilchenstrom  Energie der K atode oder der Anode  
zugeführt wird, w elch letzterer Fall jedoch wieder nur bei der U ntersuchung  
des K atoden-Energiegleichgew ichtes von  W echselstrom -Entladungen von
B edeutung sein kann.

Betrachten wir nun die in dem K atodenraum , in unm ittelbarer N ähe  
der K atode existierende durchschnittliche Elektronentem peratur Tek, w elcher 
au f Grund von

Tek = - - P ~  (15)ó к
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eine Víg proportionale D urchschnittsenergie entspricht. W ird zwischen den 
Gas- oder Dam pfm olekülen und dem  Elektronengas therm odynam isches  
G leichgew icht angenom m en [2], so en tfä llt pro A tom  eine Energiem enge von

2 к T lk == — e • V/k, (16)

dem entsprechend kann

Qgk =  ~T~ Vlk ' i0 (17)
О

gesetzt werden, wo Qgg durch die neutralen  Moleküle in der Z eitenheit der 
K atode zugeführte Energie ist, zu w elcher noch hei den in W echselstrom -Fällen  
in Frage kom m enden A nodenerscheinungen der in der Form

Q g a = ~ V la-i0 (18)

aufschreibbare W ert hinzukom m t, wo m it Qga die von den neutralen M ole­
külen in der Zeiteinheit der Anode zugeführte Energie angedeutet ist. Genau so, 
wie bei dem für die K atode angegebenen Zusam m enhang durch V/g die durch­
schnittliche Energie der Elektronen in dem  Raum  vor der K atode charakteri­
siert ist, bedeutet V/a den P otentia lw ert in dem entsprechenden Raum  vor  
der K atode.

Auch ein weiterer Energiezuwachs kann durch die nicht-elektrischen  
T eilchen, die P hotonen , die m etastab ilen  A tom e und die angeregten A tom e, 
und zwar sowohl bei der K atode, w ie auch bei der Anode gew ährleistet werden. 
D ie W irkung derselben kann allgem eingültig  nicht angegeben werden, nur 
in K enntnis der gegebenen spezialen Entladungskennw erte. Im  weiteren werden  
die daraus berechenbaren, in der Z eiteinheit an die K atodenfläche abgegebenen  
Energiew erte in der vorerwähnten R eihenfolge m it Q/g, Qmg und Qek und für 
den A nodenfall m it Qfa, Qma und Qea bezeichnet.

D am it wurden die der K atode zugeführten Energiewerte, die als posi­
tiver Energietransport figurieren und die Temperatur der K atode erhöhen, 
bereits zusam m engefaßt. Wird die Sum m e derselben m it Qg bezeichnet, also

Qk = (Qik + Qin + Qil) + Qe + Qh + Qk  + Qq +
------- Ъ--------  (19)

+ (Qgk + Qga + Qfk +  Qmk + Qlk) »
so erhalten wir den auf die Z eiteinheit bezogenen positiven E nergietransport, 
w elcher den Ionen, den E lektronen, der evtl. Frem dheizung, der E ntladung, 
dem  Em issionsstrom  und den elektrisch neutralen Teilen zugeschrieben werden  
kann. Bei der Bestim m ung des der K atode der W echselstrom -E ntladungen
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zugeführten Energieflusses Q + müssen auch die au f die Anode gelangenden  
Energiewerte berücksichtigt werden; wird die Sum m e derselben mit Qa b e ­
zeichnet, so kann als sehr grobe Annäherung auch m it einem solchen m ittleren  
positiven Energietransport [2] gerechnet werden, der der D urchschnitt des in  
der K atoden- und Anoden-H albperiode vor sich gehenden Energietransportes 
ist:

=  +  Q a ) .  ( 2 0 )

2. Die zur Verringerung der Katodentemperatur beitragenden Vorgänge —N e­
gativer Energietransport

D ie K atode em ittiert — in Abhängigkeit von ihrer Temperatur — eine 
gewisse Zahl E lektronen , im  Laufe der Em ission nim m t jedoch ihre Tem pera­
tur ab. Es muß eine Beziehung zwischen der Tem peratur der K atode und dem  
Em issionsstrom  desselben bestehen: bei sonst gleichen E ntladungsverhält­
nissen ist die T em peratur einer K atode mit höherem  Em issionsstrom  niedriger.

Im  Laufe der E lektronenem ission kom m t jedoch m anchm al auch vor, 
daß die auf K osten  der W ärmeenergie der K atode austretenden Elektronen  
die K atodenfläche m it einer gewissen kinetischen Energie verlassen. U nter  
Berücksichtigung dieses U m standes kann eine obere Grenze der durch die 
Elektronen in der Zeiteinheit abgeführten Energie Qe m it der Beziehung

Qe max — U • l0 (n - e ^ E f )  +  ~ k- 
e

( 21)

angegeben werden, wo T K die Temperatur der K atodenoberfläche ist. Der in 
der Beziehung (21) figurierende Ausdruck и ■ i 0 bezeichnet die gesam te E lek­
tronenkom ponente des E ntladestrom es, die im  allgem einen größer als der aus 
der K atode austretende therm ische Em issionsstrom  ist, da die Zahl der E lek­
tronen im  K atodenraum  im  allgem einen noch zunim m t, und erst so hoch genug  
zur A ufrechterhaltung der E ntladung wird; darüber hinaus nim m t jedoch  
im allgem einen auch die Ionenstrom -K om ponente bis zu einigen Prozenten an 
der A ufrechterhaltung der Entladung teil. Der rein therm ische E lektronen­
strom entspricht nur unter spezialen Verhältnissen dem durch и • i 0 bestim m ­
baren Stromwert; in diesem  Falle ergibt die B eziehung (21) ein korrektes Er­
gebnis. Da jedoch wir gegenw ärtig nur das Energiegleichgew icht der K atode  
zu besprechen w ünschen, sehen wir von der eingehenden Behandlung dieser 
sekundären K atodenraum erscheinungen ab. D er V ollständigkeit der B e­
schreibung halber wäre noch wünschenswert, auch die durch die Elektronen von  
dem K atodenraum  in der Zeiteinheit übernom m ene Energie zu berücksichti­
gen — die unter A nnahm e der K om m ensurabilität der freien W eglänge der
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E lektronen únd der Abm essungen des K atodenfallbereiches — in der Form

Qet max — u  ' h) ' ^k ( 22)

angegeben werden kann. Auch dieser W ert kann als m axim al betrach tet wer­
den , da auch hier die gesam te E lektronenstrom -K om ponente berücksichtigt 
w urde, obzwar dies hinsichtlich  des K atodenraum es schon bedeutend besser 
die tatsächliche Lage w iderspiegelt. E s kann näm lich angenom m en werden, 
daß gegen die M itte des negativen Glimmraumes bereits alle zur A ufrechter­
h a ltu n g  der E ntladung nötigen E lektronen sich ausgebildet haben [6], und  
v o n  nun an nur Schw ankungen in der Tem peratur und der statischen  K onzen­
tra tion  sowie G eschw indigkeitsm odulationen geringere Änderungen hervor- 
rufen werden.

In Abhängigkeit von  dem U m stand, ob die K atode in dem Strom bereich  
der Sättigungsem ission oder aber in dem  durch die Raum ladung beschränkten  
Strom bereich arbeitet, kann die K ühlwirkung der austretenden Elektronen  
in der Form

bzw .
Qes =  Ù (<Po -  e3/2 E t f )  +  1,72 ■ 10-4 . i s . TK

Fk - 4Q« =  i , - T K - i o - 1 1 ,7 2 -1 ,9 8  log 120,4

(23)

(24)

angegeben werden [5], w obei QJS und Q7/ die bei einem in dem Sättigungs- 
bzw . dem durch die R aum ladung beschränkten Strom bereich erzeugten E lek­
tronenem issionsstrom  in der Zeiteinheit abgeführte Energie ist, und die übri­
gen Sym bole die folgende B edeutung haben:

T K K atodentem peratur;
F «  Katodenfläche;
Ej(  elektrische Feldstärke an der K atodenfläche; 
i s Sättigungsstrom ;
it der durch die R aum ladung begrenzte Em issionsstrom .

Es ist gebräuchlich, die zufolge des E lektronenaustritts entstandenen  
Energieverluste und den früher behandelten , ebenfalls auf Em issionsgründe 
zurückführbaren E nergieanstieg Qq gegenüberzustellen und zusam m en zu 
untersuchen [5]. E s kann fallweise eine solche Em issions-G renzstrom dichte  
angegeben werden, oberhalb welcher die Emission die K atode bereits wegen  
der Aufheizung der E m issionsschicht [5] rückheizt, die so erzeugte W ärme also 
die zum E lektronenaustritt erforderliche W ärme überschreitet, selbstver­
ständlich bei gleichzeitiger A nw esenheit der damit parallel w irkenden weiteren  
energieerzeugenden und Energieverluste verursachenden Vorgänge.

Die Tem peratur der K atodenfläche kann auch durch jene E m issions­
schichtschollen verm indert werden, die entweder durch V erdunstung oder

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



ENERGIEGLEICHGEWICHT DER OXYDKATODEN 419

aber im W ege der m echanischen Zerstäubung von der K atode entfernt werden. 
D ie V erdunstung hängt von der K atodentem peratur, von  dem Charakter der 
K atodenschicht, vom  Gasdruck, vom  K atodenfall, von der Lage der K atode  
und der K ondensationsoberfläche usw. ab. Genauso, w ie zur Charakterisierung 
des Stromes der durch die positiven Ionen ausgelösten Sekundärelektronen ein  
Faktor ( y )  eingeführt wurde, kann ein w eiterer Faktor Ö auch zur B estim m ung  
der Zahl der durch die positiven Ionen verdunsteten  und m echanisch entfern­
ten  A tom e der E m issionsschicht eingeführt werden. Im  allgem einen ist jedoch  
zw eckm äßiger, die Masse der abgerissenen A tom e als z. B . die Funktion des 
K atodenfalls [1] anzugeben. D ie durch die von  der K atodenfläche austretenden  
A tom e in der Z eiteinheit abgeführte Energie QJ ist unter Berücksichtigung des 
O benbesagten m it der Beziehung

Q7=  (1 -«*)<5-io[fQP +  (l - f )Qa ]  (25)
charakterisierbar, wo

Qp die zur V erdunstung eines A tom s der Em issionsschicht erforderliche Energie;
Qa die im  W ege der durch das Ionenbom bardem ent m echanisch gebundenen A tom e ab­

geführte Energie; und
f ö  die Zahl der wegen des Anpralls eines Ion s von  der K atodenfläche verdunstenden  

A tom s ist.

Die K atode kann auch durch Strahlung bedeutende Energieverluste er­
leiden , in A bhängigkeit von  ihrer Tem peratur, ihrem A ufbau und ihrer Ober­
fläche. Dieser V erlust kann in der Form

Qs = o \ FKSb-v(Tb̂ - T l ) d f  (26)

angegeben werden, wo

Q j  die in der Zeiteinheit durch Strahlung abgegebene W ärmeenergie;
(7 die Stefan—B oltzm annsche K onstante;
«(, der für die O xydschicht charakteristische Integrations-Strahlungskoeffizient;
V  der Abschirm ungsfaktor der K atode;
Tj, die Tem peratur der O xydschicht;
T 0 die Um gebungstem peratur; und
F K die K atodenfläche ist.

Zur Angabe der von der K atode durch galvanische Leitung fortegeführte  
W ärm eenergie Qjt, ist die K enntnis der Tem peraturverteilungsfunktion der 
K atode entlang nötig . Zur detaillierten Beschreibung m uß der Fall der K atode  
ohne K atodenfleck  und der der K atode m it K atodenfleck getrennt behandelt 
werden. Die A nw esenheit des K atodenflecks übt einen bedeutenden E influß  
au f die Verteilung der K atodentem peratur aus. Bei der B estim m ung der durch  
galvanische W ärm eleitung in der Z eitenheit abgeführten Energie muß eine  
D ifferentialgleichung 2. Ordnung gelöst w erden, die n ich t linear ist [4]. D ies 
kann m it A nnäherung durchgeführt w erden. Da die so abgeführte W ärme-
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energie im Vergleich zu den obenerw ähnten nicht immer signifikant ist, wird  
hier au f die ausführliche A nalyse und au f die A nwendung der bekannten  
W ärm eleitungs-Beziehungen [4] n ich t näher eingegangen.

Zur A ngabe der durch das die K atode um gebende Gas abgeführten  
W ärm e ist in unserem  Fall bei geringen Drücken (1 — 5 Torr) der auf Grund 
der D ushm annschen Methode en tw ickelte Berechnungsverlauf gut anwendbar  
(7), bei welchem  von  der von D ushm ann angegebenen Beziehung

2 n - d - k T -A T
d  • ln rjd

ausgegangen werden kann, wobei

QgV die durch W ärm eleitung im  Gas in der Zeiteinheit abgeführte W ärmeenergie; 
d  der Durchm esser des Glühfadens;
Ä-p die W ärm eleitungszahl des Gases;
A T  die auftretende Tem peraturdifferenz; 
r der Innenradius der Entladungsrohre ist.

(27)

Der in der Form el vorkom m ende und m it dem B uchstaben d  angegebene  
M etallfadendurchm esser muß durch einen für die W endel charakteristischen, 
auch die O xydschicht berücksichtigenden Ausdruck ersetzt werden, dessen  
A ngabe in K enntnis sowohl der W endelkennw erte wie auch der Lage der 
Em issionsschicht erfolgen kann. Der tem peraturabhängige W ärm eleitungs­
koeffizient AT wird gebräuchlicherweise m it einem solchen Integraldurch­
schnittsw ert ersetzt [7], bei w elchem  die Integrierung sich au f die einzelnen in 
Frage kom m enden Tem peraturintervalle erstreckt; der W ert der so erhaltenen  
durchschnittlichen W ärm eleitzahl Я ist z. B . für Argon

. 1,470- K V 5À = ----- --------* —  T3/2 -  2 • 142 • T 1/2 +  2 • 1423'2tanh
T 1/2 -

T2 ï \ L 3 142
(28)

w obei T2 und T 1 die untere bzw. obere Grenze des in Frage kom m enden T em ­
peraturbereiches sind.

Die G esam theit der zur Verringerung der K atodentem peratur führenden  
V orgänge ergeben einen Ausdruck (Qli), der m it Hilfe der obigen Sym bole in 
der folgenden Form  zusam m engefaßt werden kann:

Qk — (Qe + Qeb) + Qr + Qs + Qfv + Qgv ■ (2 9

In dieser Gleichung ist durch die ersten beiden Glieder die durch die E lektronen  
in der Zeiteinheit verursachte K ühlung und durch die folgenden Glieder die 
m it der durch das Ionenbom bardem ent bewirkten Beschädigung, m it der 
Strahlung sowie m it der galvanischen und im  Gas oder im  D am pf erfolgten  
L eitung in der Zeiteinheit abgeführte Energie repräsentiert.
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Die E ntladung strebt einen Zustand m inim aler Energie (Flecktem pera­
tur, F leckenabm essungen usw.) auszubilden; im  Laufe dieses Vorganges kann  
im  stationären Fall ein Gleichgewicht zwischen dem  hier vorgeführten posi­
tiven  und negativen  Energietransport angenom m en werden:

QK =  Qk ■ (30)

Bei Quecksilberdam pfentladungen, bei einem  K atodenfall von 10 V und  
bei W olfram elektroden ohne Fremdheizung können die wichtigeren K om po­
nenten des Energiegleichgew ichtes näherungsweise die folgenden W erte in V  
annehm en [1]:

H eizung durch Ionenbom bardem ent 
Beitrag der neutralen Teilchen 
Kühlung durch E lektronenaustritt 
Kühlung durch V erdunstung, Beschädigung  
K ühlung durch Strahlung  
Kühlung durch galvanische Leitung 
K ühlung durch L eitung im Gas 
Diese Angaben sind für eine K atodenfläche  

zient zwischen 0 ,94-1  bei
0,1 <  ie/i0 =  и <  0,9

0,154- 5,7 V;
0 ,5 4  1,0 V;
2,9 4-4 ,6  V ;
0 4-2 ,2  V;
0,04 V;
2,68 V;
0 4-5 V.

m it A kkom odations-K oeffi-

(31)

berechnet worden [1]. E s muß hier erwähnt w erden, daß die hier angeführten  
Ergebnisse, genauso w ie alle bisher m itgeteilten  übrigen Angaben [2 — 5, 8, 9], 
stark annähernden Charakters sind und im  allgem einen nicht als Basis ge­
braucht werden können. D ie Ergebnisse der w enigen, bisher angestellten Prü­
fungen des K atoden-Enërgiegleichgew ichtes [1 — 8] sind daher nicht überein­
stim m end, das G leichgew icht hängt bedeutend von  den Eigenschaften der 
K atode und der E ntladung selbst ab, wodurch die — auch sonst nur m it annä­
hernden Berechnungen erzielten — Ergebnisse stark beeinflußt werden. Bei 
der Charakterisierung des positiven und des n egativen  Energietransportes 
wurde die W irkung der E lem ente der radioaktiven Em issionsschichten oder 
Gasverunreinigungen sow ie Zusatzstoffe näher behandelt. Von der Diskussion  
derselben wird hier abgesehen.

III. Energiebilanz der Katoden-Vorheizung

Die K atoden-V orheizung setzt sich bei O xydkatoden m it Em issions­
schicht aus zwei Phasen: der dem Glimmen vorangehenden Anheizungsphase 
und der dem Erscheinen der G lim m entladung folgenden Phase zusammen. 
Obzwar sie auf der A ufnahm e der Charakteristik H eizspannung — Heizstrom  
anscheinend gut getrennt werden können, scheiterten bisher die Versuche, vom
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G esichtspunkt der A ufstellung einer Energiebilanz eine scharfe Grenze zwi­
schen denselben anzugeben. Es en tsteh t näm lich bereits in der A nheizungsphase 
eine dunkle E ntladung, deren E lektronen  durch die an dem negativeren  W en­
delende befindliche, E lektronen em ittierende Schicht gew ährleistet werden, 
u. a. in A bhängigkeit von  der durch die A nheizung erzielten Tem peratur. Die 
w egen der E lektronen entstandene Em issionskühlung wird also n ich t nur 
durch den auch dem Auge sichtbaren B eginn der G lim m entladung eingeleitet.

Laut genauerer B eobachtungen treten  jedoch die E lektronen n ich t nur 
an dem  negativen  W endelende, sondern an allen m it E m issionsschicht ver­
sehenen Stellen der W endel aus, wo dies durch die Tem peratur der Schicht 
erm öglicht wird. D em gem äß treten  also in der ganzen Länge der W endel mit 
dem  A nstieg der W endeltem peratur im  Sinne des Gesetzes nach Richardson  
Elektronen in stets zunehm ender Zahl aus, welche teils eine R aum ladung um  
die W endel erzeugen, teils sich zum  W endelende m it einem höheren P otentia l 
als in einem  quasistatischen Feld bew egen. Mit der Erhöhung des die W endel 
durchfließenden H eizstrom es n im m t die Temperatur der W endel zu und steigt 
dem gem äß auch deren W arm w iderstand und so auch der Spannungsabfall 
au f derselben an. Sobald dieser Spannungsabfall einen kritischen W ert erreicht 
(welcher W ert von dem Aufbau der W endel, von der Länge derselben, von  der 
Struktur der K atode, dem Gasdruck, der Gasart sowie von der Lage der E m is­
sionsschicht abhängt), kann zw ischen den beiden Enden der W endel als Über­
schlag eine G lim m entladung, eine parasitäre Entladung entstehen , die im  all­
gem einen m it einer negativen  Charakteristik in dem subnorm alen E ntladungs­
bereich beginnt, wobei doch m it der Erhöhung des H eizstrom es n icht nur der 
die W endel durchfließende Strom , sondern auch der der entw ickelten  Glimm­
entladung ansteigt. D em gem äß wird auch die Charakteristik der parallelen  
E ntladung sich ändern, genau so w ie die Abm essungen der R äum e derselben.

Es können außerdem  auch zw ischen den einzelnen W endelw indungen  
lokale E ntladungen sich ausbilden. D as Erscheinen der G lim m entladung steht 
also m it den K ennw erten der W endel und der E m issionsschicht in engster 
Verbindung und ist von  einer sichtbaren Lichterscheinung begleitet. In  diesem  
R aum  können jedoch nicht nur Erregungen, sondern auch Ionisationen  vor 
sich gehen. Das leuchtende G lim m licht erscheint am positiven E nde der W en­
del, und indem  es sich m it der E rhöhung der Strom dichte dem n egativen  Spira­
lenende nähert, um gibt es auch dasselbe. Die Lage des G lim m lichtes ist für die 
Energieverteilung der therm ischen Elektronen charakteristisch.

In der Vorheizungsphase m it Glim m entladung fließt also parallel zu 
der W endel auch in dem Gas ein Strom , sozusagen die Wendel überbrückend, 
wodurch der durch dieselbe fließende Gesam tstrom  verm indert und dadurch 
die W endel auch gekühlt wird.

Das Erscheinen des gut sichtbaren G lim m entladungslichtes kann auch 
m it der kritischen Tem peratur charakterisiert werden. Es kann näm lich im
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Falle von O xydkatoden solcher A usbildung leicht jene K atodentem peratur  
gefunden werden, bei welcher die G lim m entladung sich eben ausgestaltet, doch  
sobald sie sich au sgesta ltet hat, sie auch wieder verschw indet. Der Grund dafür 
is t darin zu suchen, daß durch den die W endel durchfließenden Strom die 
K atode in diesem  Falle bereits vor Beginn der E ntladung genügend erhitzt 
wird, um zum an der W endel so entstandenen Spannungsabfall die genügende  
Anzahl Elektronen zum  Überschlag erzeugen zu können. Sobald jedoch der 
Überschlag vor sich gegangen ist, wird ein Teil des bisher durch die W endel 
fließenden Stromes durch das Gas fließen , wird also die W endel durch diesen  
Teil nicht mehr erw ärm t, infolgedessen die Tem peratur derselben fallen, und  
so wird auch der an derselben entstandene Spannungsabfall und auch der th er­
mische E lektronenstrom  verringert und daher dann die Glim m entladung unter­
brochen. N un wird jedoch  nach V erlauf einer gewissen Zeit der gesam te V or­
heizungsstrom  durch die W endel fließen , und daher die G lim m entladung wieder  
eingeleitet. D ies ist ein für die Inertie der W endel charakteristischer, sich  
wiederholender Vorgang, der zu einer pulsierenden, parallelen E ntladung  
führt.

Das bisher G esagte gilt für den Fall der H eizung m it Gleichstrom. B ei 
W echselstrom heizung spielen die W endelenden abw echselnd die Rolle der 
Anode und der K atode, und dem gem äß wird auch das für die A nodenseite  
charakteristische G lim m licht vibrieren, was jedoch bei der Vorheizung m it 
50 Hz m it dem bloßen Auge nicht mehr verfolgt werden kann.

Das im  obigen um rissene Bild muß zur Aufzeichnung der Energiebilanz  
noch dam it ergänzt w erden, daß bei eingestelltem  H eizstrom  nach V erlauf 
einer gewissen Zeit eine Situation sich ergeben wird, in w elcher sich die T em ­
peratur der K atodenw endel nicht mehr ändert, und die dort vor sich gehenden  
Vorgänge eine G leichgew ichtstem peratur bewirken. D am it hat die G lim m ­
phase der Vorheizung ihren Abschluß gefunden. U nter Berücksichtigung der 
oben geschilderten E igentüm lichkeiten  dieser beiden Phasen kann ein annä­
herndes G leichgewicht für K athodenw endeln ohne H ilfselektrode in der unten  
folgenden Form berechnet werden.

1. Die der Glimmentladung vorangehende Vorheizphase

Diese Phase se tz t sich aus zwei Teilen zusam m en. Zu Beginn der V orhei­
zung wird die W olfram wendel bis au f etwa 500 — 600 °C erhitzt, wobei die 
K ühlwirkung der E m issionsschicht sich erst dann bem erkbar m acht [10]. 
Von nun an werden dann in  der zw eiten Phase durch das gem einsam e Verhalten  
derselben die Erhitzungs- und Abkühlungsvorgänge bestim m t.

In beiden Phasen wird die Tem peratur der W endel ausschließlich durch 
die m it Frem dheizung eingespeiste Energie erhöht, w obei als tem peraturver­
mindernder Vorgang die A usstrahlung und die im Gase bzw. im  Metall vor
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sich  gehende W ärm eleitung in Frage kom m t. Da das Glimmen in einem Tem ­
peraturbereich zw ischen etwa 800 —1200 °C auftritt, is t die W irkung der in 
einem  niedrigeren Tem peraturbereich — in den eben untersuchten Phasen — 
austretenden therm ischen Elektronen vernachlässigbar, doch kann, m in­
destens ebenso gut, auch die mit den Ionen verbundene, bedingte W irkung 
vernachlässigt werden.

Für die beiden eben vorgeführten Phasen (vor allem  für die erste) kann  
n och  die Annahme gem acht werden, daß die Tem peratur der W olfram -D oppel­
w endel zu beliebigem  Z eitpunkt überall die gleiche ist, und so kann auf Grund 
des Obengesagten die Energiebilanz in der Form

Qh =  Qs +  (Qgv +  Qfv) (32)

charakterisiert werden. In  ausführlicherer Form  kann das Energiegleichgew icht 
für die Anfangsphase m it der Gleichung

4  ■ <PW(T) • -h-  • w(T) =  ov Г sw(T i -  TS) d f  +
?w J  F«,

2 7i d w- XT A T  

du ln rjdw
+  ,GW(TW To)

(33)

charakterisiert werden, wo

if, der die W olfram wendel durchfließende Heizstrom ; 
o.;1 der spezifische W iderstand des W olframs;
G  die Länge des W olfram fadens; 
fju der Querschnitt des W olframfadens;
ir(7’) ein K orrektionsfaktor für die im  Laufe des Tem peraturanstiegs entstandene Form ­

änderung der W olfram w endel (bei niedrigen Tem peraturen annähernd 1);
F w die Fläche der W olfram wendel;
T 0, Tw die Tem peratur der Um gebung bzw. der W olfram wendel;
Ew der Integrations-Strahlungskoeffizient der W olframfläche;

der Durchm esser des W olframs; 
cu, die W ärm ekapazität des W olframs; und  
G„ die Masse des W olfram s ist.

Die übrigen Sym bole sind den im obigen verw endeten gleich. Bei der 
B eziehung (33) wurde die Zeitabhängigkeit außer A cht gelassen; sie bezieht 
sich auf den quasistationären Zustand für das Eintreten des Gleichgewichtes. 
D er Geltungskreis der G leichung (33) kann jedoch erw eitert werden, indem  
auch die Z eitabhängigkeit der einzelnen Größen berücksichtigt wird. Dadurch 
w ird die Lage ziem lich schwieriger; Berechnungen solcher Art sind jedoch  
glücklicherweise im  allgem einen nicht so w ichtig, daß die m it diesen Berech­
nungen verbundenen ernsten Anstrengungen als berechtigt betrachtet werden 
könnten .
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W ird a u ch  der anfängliche E influß  der O xydschicht berücksichtigt, so 
kann eine der B eziehung (33) ähnliche B eziehung auch für die Energiebilanz  
der zw eiten P hase aufgeschrieben werden [3]:

4 /  Г
i l  QW(T) eb. v(T t -  Ti) d f +

J Fb (34)

+
2nd* 1T-A T

d l  ln rjd
Cw— ~  l w +  ßCbgb d T ,

lUW

eb der Integrations-Strahlungskoeffizient der O xydschieht;
Fb die F läche der O xydschicht;
T b die Tem peratur der O xydschicht;
d*. der G esam tdurchm esser von W olfram  und O xydschicht;
ß  eine w egen der ungleichm äßigen B eanspruchung der Schicht zu berücksichtigende  

K onstan te, die kleiner als die E inh eit ist; 
cb die W ärm ekapazität der O xydschicht; 
gb die M asse der O xydschicht bedeutet.

Es kann in beiden Fällen ein Zusam m enhang zwischen den geom etrischen  
K ennwerten der W endel und den O xydschicht-K ennw erten sowie der T em pe­
ratur der W endel gefunden werden. W ird die Tem peraturabhängigkeit von  
cw und cb [3] entw eder für den zeitunabhängigen Gleichstrom fall oder aber für 
den zeitabhängigen Fall bestim m t, so kann auch die W irkung der V erände­
rungen der W endel sowie die der m it der Em issionsschicht verbundenen Ä n d e­
rungen im  voraus beurteilt werden. In dem ersten Teil der Vorheizungsphase  
ergibt vor allem  die durch das Gas im  W ege der W ärm eleitung abgeführte  
W ärm em enge den Energieverlust, w obei die Strahlung und die Leitung m it 
guter A nnäherung vernachlässigt werden können. D em gem äß wird auch die 
Beziehung (33) bedeutend einfacher, wodurch die M öglichkeit geboten wird, 
daß in bezug a u f die W endelkonstruktion gew isse näherungsweise, anfängliche  
Bedingungen entstehen . Es wird u. a. dadurch die U ntersuchung dieser A n ­
fangsphase begründet, bei welcher der au f 1 cm 2 der W olfram fläche entfallende  
spezifische E nergieverlust in der Z eiteinheit n ich t einm al den W ert von 250  
m W /cm2 übersteigt.

In der über etwa 500 °C beginnenden zw eiten Phase (wobei auch diese  
Tem peratur von  der K atodenkonstruktion abhängig ist) dom iniert bereits vor  
allem der V erlust durch Strahlung, was den höheren Tem peraturen zu im m er 
mehr an B edeutung gewinnt. In der B eziehung (34) kann daher das Strahlungs­
glied n icht m ehr vernachlässigt werden; die wegen der galvanischen W ärm e­
leitung auftretenden Verluste können in einzelnen Fällen bei näherungsweisen  
Berechnungen im  Vergleich zu den w egen der W ärm eleitung im  Gas und der 
Strahlung sich ergebenden Verlusten vernachlässigt werden. In dieser V orhei­
zungsphase kann die von der F lächeneinheit in der Zeiteinheit abgeführte  
W ärmeenergie bereits den Wert von  2 W /cm 2 erreichen.
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2. Vorheizungsphase m it Glimmentladung

Sobald die Tem peratur der W endel den im  obigen erwähnten kritischen  
W ert erreicht h at, b eg in n t zwischen den beiden W endelenden — und evtl, 
auch zwischen den einzelnen W indungen — eine parasitäre E ntladung, die die 
dazu nötigen E lektronen der W endelachse entlang kontinuierlich sam m elt, 
da b ei dieser T em peratur bereits die ganze W endel em ittiert. D ie F ortbew e­
gungsrichtung der E lektronen wird durch die an der W endel entstandene, 
im  allgem einen ganz spezielle Potentia lverteilung bestim m t, deren näherungs­
w eise Messung bereits au f ernste Schw ierigkeiten stößt. D ie bisher aufgeschrie­
benen Beziehungen sind selbstverständlich zur A ufstellung der Energiebilanz 
der Y orheizungsphase m it G lim m entladung n icht mehr anwendbar. Es m üssen  
die die E ntladung begleitenden Ä nderungen, der nun bereits beträchtliche  
E lektronenaustritt, das ev tl. Ionenbom bardem ent, die durch die auftretende  
Strahlung hervorgerufenen Verluste, die R ollen  der angeregten und m etastab i­
len  A tom e berücksichtigt werden.

Man könnte schon in erster A nnäherung erwarten, daß bei Gleichstrom- 
Yorheizung das n egative  W endelende, v o n  w elchem  die Elektronen vorw iegend  
austreten , eine b edeutend  niedrigere Tem peratur haben wird als das positivere  
W endelende, w ohin die Elektronen einschlagen. D ies ist aber doch n icht der 
F all. E s steht zwar fest, daß im allgem einen von dem Ionenbom bardem ent des 
für kälter erwarteten negativen W endelendes in diesem Falle abgesehen w er­
den kann, doch wird durch die guten W ärm eleitfähigkeiten des m etallischen  
W olfram s sowie durch die ständige Frem dheizung die m it dem — übrigens 
auch an anderen S tellen  sich zeigenden — E lektronenaustritt verbundene  
Tem peraturabnahm e kom pensiert. D ies b ed eu tet keinesfalls, daß m it der durch 
die Elektronen abgeführten Energie n ich t gerechnet werden m uß, sondern nur 
daß dieser E nergieverlust kontinuierlich ersetzt wird.

Bedeutend beträchtlichere und gut wahrnehm bare Tem peraturdifferen­
zen werden durch das stellenweise F ehlen  der Em issionsschicht sowie durch 
die U ngedecktheit oder teilw eise G edecktheit der W olfram wendel verursacht. 
D iese Tem peraturdifferenz erreicht fa llw eise W erte zwischen 150 — 200 °C, 
bei einer gegebenen W endel, unabhängig von der R ichtung der neben der 
W endel zustande gekom m enen parasitären E ntladung.

Zur B estim m ung des E nergiegleichgew ichtes sind hier bereits ergän­
zende spektroskopische oder M ikrowellen-, evtl, auch Laser-M essungen er­
forderlich. In dieser W eise muß z. B . durch Aufnahm e des E ntladungsspek­
trum s die wegen der Strahlung sich ergebende W ärm ebeanspruchung kon­
trolliert und geeignete Prüfm ethoden zur Berücksichtigung der K onzentration  
des Ionenstrom es und der m etastabilen A tom e gefunden werden.

Die einfachere, näherungsweise B estim m ung bedarf lediglich der B e­
stim m ung des Strom es der parallel zur W endel sich entw ickelnden E ntladung.
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In K enntnis desselben kann näm lich — unter Vernachlässigung von  ev tl. 
E ntladungen zwischen den W indungen- bereits ein annäherndes Bild über das 
Energiegleichgew icht der Vorheizungsphase der G lim m entladung geschaffen  
werden.

Von den energieerzeugenden Vorgängen ist auch in diesem  Falle die durch 
den die K atodenw endel durchfließenden Heizstrom  bew irkte H eizung (Qh ) 
am  bedeutendsten. W egen des beträchtlichen Em issionsstrom es muß die am  
Querwiderstand der E m issionsschicht auftretende »Em issionsheizung« (Q q ) 
und gegebenenfalls auch die W irkung der m etastabilen ( Q m k )  und der angereg­
ten  A tom e ( Q e k )  berücksichtigt werden. Von dem Ionenbom bardem ent ( Q j )  

und der W irkung der anprallenden Photonen ( Q f h )  kann w egen des Charakters 
der parasitären E ntladung in erster Annäherung abgesehen werden.

B ei der F estsetzung der negativen  Seite des E nergiegleichgew ichtes: 
bei der Berechnung des negativen  Energietransportes m uß außer den bisher  
berücksichtigten Strahlungserscheinungen (Q6) und den L eitungserscheinungen  
im  Gas bzw. im M etall (Qgv bzw . Qfv) n icht nur die durch die em ittierten E lek ­
tronen abgeführte Energie ( Q 7 ) >  sondern auch die w egen der angestiegenen  
Tem peratur auftretende B eschädigung der E m issionsschicht (vor allem  die 
Verdunstung) und die infolgedessen abgeführte W ärm eenergie (Qr) in K a u f  
genom m en werden.

U nter Berücksichtigung des Obenbesagten können die K om ponenten  
des Energiegleichgewichtes als

Qh + Qq + Qnik + Qek + (Qi +  Qfk) =  Qs + Qgv + Qfv + Qe + Qr (35)

zusam m engefaßt werden, wobei in K lam m ern die durch das Ionenbom barde­
m ent und die Strahlung evtl, erzeugte W ärme angedeutet ist. Bei der A ngabe  
des W ertes von Qh bedeutet lediglich die Bestim m ung des die W endel durch­
fließenden H eizstrom es Schw ierigkeiten, die weiteren Berechnungen können  
in der oben geschilderten W eise vorgenom m en werden. Von dem W ert von  Qmk 
und Qek sowie Qi Qßc kann bei E ntladungen in Niederdruck-Q uecksilber- 
dam pf-Edelgas (Penning-G as), z. B . auch in Leuchtröhren, auch hei dem  dort 
angew andten E lektrodenaufbau abgesehen werden. Bei der B estim m ung von  
Q q  sow ie bei der Angabe von Q 7  is t m it einer der M ethoden der Em issionsstrom  
der K atode bestim m t und von diesem  W ert die Em issionsstrom dichte berech­
n et worden, wobei dann in K enntnis der Stärke und des spezifischen W ider­
standes der Em issionsschicht der W ert von Q q  näherungsweise berechnet w er­
den kann. Q ~ ,  Q 7 ,  und Q J V können in der obenangeführten W eise berechnet und  
der den W ert von Q 7  ergebende Schichtverdunstungsverlust auf Grund der 
A ngaben der V erdunstungsm essung bestim m t werden.

Gemäß Erwartung wird die G leichgewichtstem peratur auch in der G lim m ­
phase neben der W endelstruktur entscheidend durch die Eigenschaften und
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Anordnung der Schicht bestim m t. D iese letztere, sowie die Berücksichtigung  
und näherungsweise Charakterisierung derselben, bedeuten die größten Schwie­
rigkeiten.

Genauso wie bei der Behandlung des Beginns der Vorheizungsphase, 
können auch hier die Zeitabhängigkeiten berücksichtigt werden, die Berech­
nungen  können jedoch auch für den Fall eines stationären Zustandes durch­
geführt werden, w obei nach Verlauf einer gewissen Zeit sich eine ziemlich gut 
definierbare G leichgew ichtstem peratur ergibt, deren Größe ebenfalls von der 
W endel und den Schichtkennw erten bestim m t wird.

B ei W echselstrom -Vorheizung wird die Lage etwas verw ickelter, da die 
W endelenden abw echselnd die Rolle der K atode bzw. A node spielen. D em zu­
folge wird der um  das Anodenende erscheinende, kennzeichnende Leuchtbe­
reich dem Periodenw echsel entsprechend zwischen den beiden W endelenden  
überspringen. Es ist le ich t einzusehen, daß dies zu keinen bedeutenden Ä nde­
rungen der obigen Ü berlegungen führt; eine M odifikation wird dadurch led ig­
lich  bei der Berechnung der einzelnen K om ponenten herbeigeführt.

Sowohl die m it der W ärm eleitung w ie auch die m it dem  Überschlag ver­
bundenen und durch den A ustritt von E lektronen hervorgerufenen Energie­
verlusterscheinungen werden wesentlich durch die m it der W endel evtl, gal­
van isch  sich berührenden, doch allerdings in deren Nähe angeordneten m etalli­
schen H ilfselektroden und A nsätze geändert. Sie können n icht durch die A n­
gabe von  einfachen Beschirm ungsfaktoren berücksichtigt werden, da sie so­
w ohl die P otentia lverteilu ng in dem die W endel um gebenden Raum wie auch 
die Strom dichte an der W endel, die Größe des Stromes der parallelen E n tla ­
dung usw. bedeutend verändern. D ie Berücksichtigung derselben kann m it 
H ilfe von unter sim ulierten Verhältnissen angestellten Vorversuchen, doch 
auch dann nur m it starken Annäherungen erfolgen. D ie bisher abgeleiteten  
Zusam m enhänge und Feststellungen beziehen sich ausschließlich auf doppelt 
gew endelte W olfram katoden ohne H ilfselektrode.

IV. Energiebilanz der stationären Gleichstrom -Lichtbogenentladungen mit
Oxydkatode

B evor auf die ausführlichere B ehandlung eingegangen wird, müssen zwei 
K atodenfunktionen: der Fall der von einem  fremden elektrischen Stromkreis 
stän d ig  geheizten K atode und der Fall der nur durch die E ntladung geheizten  
K atod e unterschieden werden. In beiden Fällen kann auch ein K atodenfleck  
en tsteh en , der dann einen weiteren G esichtspunkt bei der Aufstellung der 
Energiebilanz bildet.

Das Maß der frem den K atodenheizung übt einen starken Einfluß auf 
das E nergiegleichgew icht der K atode aus. Näherungs weise kann gesagt werden,
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daß in Fällen ohne K atodenfleck  die K atodenw endel gleichm äßig E lektronen  
em ittiert, auch gleichm äßig strahlt, und ihre W ärm eleitungsverluste, genauso  
wie das an ihre F läche anprallende Ionenbom bardem ent, gleichm äßig dicht 
sind, doch muß m an bei der Berechnung derselben über die gesam te K atod en ­
fläche integrieren, w obei wieder durch irgendeinen K oeffizienten, evtl, durch 
eine Funktion der Grad der G edecktheit m it der Em issionsschicht berück­
sichtigt werden m uß (z. B . bei dem E lektronenaustritt, der Strahlung usw .). 
Es wird also im  V ergleich zu den bisherigen Berechnungen kein großer Fehler  
begangen, wenn die Energiebilanz durch die Realisierung der obengeschilder­
ten  Vorstellung und bei Vernachlässigung der evtl, lokalen Überschläge, von  
dem Falle ohne Frem dheizung ausgehend, angegeben wird, solange der frem de 
H eizstrom  nicht jenen kritischen Strom wert (W endeltem peratur) erreicht, bei 
w elchem  zwischen den beiden Enden der W endel bereits eine parasitäre E n t­
ladung erscheint. B ei diesem  Strom und in dem darüber liegenden Strom bereich  
m üssen bereits die für den Zustand m it Glim m entladungs-Vorheizung im  vor­
angehenden abgeleiteten  Angaben und die entsprechenden Angaben des für 
die im  nachstehenden anzuführende stationäre G leichstrom -Entladung g ü lti­
gen E nergiegleichgew ichtes kom biniert werden.

E n tsteh t auch ein K atodenfleck  an der frem dgeheizten W endel, so muß  
man b«i der B ehandlung der später zu erwähnenden stationären E ntladung  
m it K atodenfleck nur von  dem durch die E ntladung geheizten G leichgewichts­
zustand ausgehen, w obei auch die tem peraturausgleichende W irkung der 
Frem dheizung und die Energieverläufe der dadurch ev tl, ausgelösten parasi­
tären G lim m entladung m iteinberechnet werden m üssen. Im  weiteren wird auf 
die W irkung der Frendheizung n icht näher eingegangen, weil, wie bereits er­
w ähnt, die B erücksichtigung derselben in der obenbeschriebenen W eise m it 
fast m echanischen Berechnungen vorgenom m en werden kann, und dies zu 
keinem  größeren Fehler führt als die Berechnung der K om ponenten des E ner­
giegleichgew ichtes.

1. Der Fall ohne Katodenfleck

Der an der K atode fallweise erscheinende Fleck hoher Temperatur und  
hoher Ladungsträgerkonzentration, der reich an Anregungen und Ionisationen  
ist, der sogenannte K atodenfleck  oder auch Brennfleck genannt, kom m t nach  
dem Prinzip des Energiem inim um s zustande, wobei seine Anwesenheit, A b ­
m essungen und physikalischen Param eter vor allem durch die Gesam twirkung  
des K atoden- und E ntladungstyps und durch deren A bgestim m theit aneinan­
der bestim m t werden.

Ist kein K atodenfleck  vorhanden, so nim m t die ganze K athode mehr 
oder weniger gleichm äßig an der Erfüllung der K atodenfunktionen, in erster 
Linie also an der E lektronenerzeugung teil.
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E in  annähernd gleichm äßiger A nstieg  der K atodentem peratur wird — 
von den neben der K atode evtl, angew andten H ilfselektroden wieder abge­
sehen — durch die an der K atodenfläche anprallenden positiven Ionen bew irkt. 
O bzwar sie im  allgem einen gewisserm aßen verteilt sind, kann in diesem Falle  
bei der Berechnung des E nergiegleichgew ichtes von der B estim m ung der Ober­
flächenverteilungsfunktion  des Ionenstrom es abgesehen und die Ionenstrom ­
verteilu n g  für die gesam te K atodenfläche als gleichm äßig betrachtet werden. 
In K en n tn is der Ionenstrom -K om ponente des E ntladungsstrom es kann also 
die Ionenheizung (kinetische Energie, B ekom binations- und K ondensations­
energie) verhältnism äßig einfach charakterisiert werden.

Genauso wie bei dem Ionenbom bardem ent, kann auch bei der E lektro­
nenem ission  in diesem  Falle die V erteilung derselben an der K atodenfläche  
vernachlässigt werden. Ist die Größe der E lektronenstrom -K om ponenten des 
E ntladestrom es bekannt — z . B. die Schätzungsw erte von Ca y l e s s  [11] oder 
die E rgebnisse von Sondenm essungen zugrunde legend — so kann eine gleich­
m äßige Em issionsstrom dichte für die ganze aktive Fläche der K atode angege­
ben w erden. D ies führt keinen größeren Fehler in die Berechnungen ein, als 
z. B . der bei der B estim m ung des m it Em issionsschicht gedeckten, aktiven  
Teiles der K atodenfläche auftretende Fehler ist. D ie austretenden Elektronen  
heizen den O benbesagten gemäß die E m issionsschicht beim  Durchfluß durch 
dieselbe gleichm äßig auf, dem bei der gegebenen Temperatur sich ergebenden  
Q uerwiderstand entsprechend.

D ie zufolge des Joule-E ffektes auftretende Erhitzung des W olframs er­
fo lg t im  Sinne des vorerwähnten ebenfalls in der ganzen Länge des Fadens und  
kann auch als gleichm äßig angenom m en werden, da abgesehen von den m it 
E m issionsschicht versehenen Teilen und von  solchen ohne Schicht — was 
durch die Charakterisierung der G edecktheit berücksichtigt werden m uß — 
an der W endel keine Präferentialstellen (bevorzugte Stellen) gibt, da näm lich  
näherungsw eise auch von den Grenzerscheinungen (M etalldurchführungen, 
W endelträger usw.) abgesehen werden kann. W as jedoch die Charakterisierung 
der G edecktheit betrifft, ist es zw eckm äßig, teils den W eg der Experim entie- 
rung, te ils den W eg der Theorien einzuschlagen. Der E xperim entierteil reicht 
ganz bis zur präparativen Teil zurück. B ei diesen für Versuchszwecke dienenden  
K atodenw endeln  m uß zunächst eine solche Elektronen em ittierende Schicht 
ausgebildet werden, die ausschließlich in der Umgebung der W indungen, z. B . 
bei D oppelw endeln zwischen den Prim  ärwin dun gen in fast zylindrischer Form  
vorlieg t. D ie Oberfläche, der D urchm esser und das Volum en derselben kann  
m it geeigneter Streckung und in K enntnis der Abm essungen des W olfram fa­
dens und der K ennw erte der W endelstruktur gut berechnet werden. Nach den 
für sie festgestellten  Zusam m enhängen können U ntersuchungen angestellt 
w erden, bei welchen die E m issionsschicht teils auch die R äum e zwischen den 
W indungen ausfüllt. So kann der Fall der im  allgemeinen erzielbaren Em is-
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sionsschichten angenähert und auf diesem  W ege auch die K ennw erte der 
Gedecktheit sowie deren W irkung festgestellt w erden.

Die weiteren, die H eizung der K atoden bew irkenden Vorgänge — P h oto­
nenbom bardem ent, m etastabile Atom e, angeregte A tom e und Ionen — wirken 
au f die gesamte K atodenfläche; die evtl. W irkung derselben, die dann bei den 
verschiedenen zu untersuchenden Entladungen einzeln zu beurteilen sind, 
kann durch die E xisten z des K atodenfleckes nicht beeinflußt werden.

Von den zur Verringerung der K atodentem peratur führenden Vorgängen  
ist vor allem der E lektronenaustritt, die Strahlung und die W ärm eleitung im  
Gas von entscheidender B edeutung. In Abhängigkeit von  der K atodentem ­
peratur wird der wegen der Oberflächenbeschädigung (Verdunstung, V erstau­
bung) und der an den m etallischen Teilen bestehenden W ärm eleitung auf­
tretende Energieverlust in Rechnung gestellt. Bei der A ngabe derselben muß 
man von der eine gleichm äßige Temperatur aufw eisenden (B erücksichti­
gung der G edecktheit) und, vom  G esichtspunkt des eben untersuchten Vor­
ganges aus aktiven, gesam ten K atodenfläche ausgehen. Von der detaillierten  
Anführung der anzuw endenden Grundbeziehungen wird hier abgesehen, da sie 
im  allgemeinen bereits in A bschnitt II  zusam m engefaßt worden sind, und die 
Berücksichtigung und die in  Einzelheiten gehende A nalyse der verschiedenen  
zu erwartenden spezialen E ntladungseigenschaften hier nicht unsere Ziel­
setzung bildet.

2. Berücksichtigung des Katodenfleckes

Im  Falle ohne K atodenfleck  wird die eingehende A nalyse der das Ener­
giegleichgewicht bildenden K om ponenten bereits im  Laufe der näherungsw ei­
sen Berechnungen jederm ann davon überzeugen können, daß dies n icht die 
wirtschaftlichste, m it den geringsten Verlusten charakterisierbare Funktions­
weise der Katode ist. D azu näm lich, daß die ganze K atodenfläche zu em ittie­
ren verm ag — und das ist eben doch das Kriterium — m uß sie eine genügend  
hohe Temperatur haben, wodurch die Verluste stark (proportional der K atoden­
fläche) erhöht werden. D ie Funktion der K atode gesta ltet sich viel w irtschaft­
licher, wenn an derselben nur ein geringer F lächenteil, der sogenannte Brenn­
fleck , der K atodenfleck die zur Em ission erforderliche Tem peratur aufw eist 
und die Verluste entscheidend der Temperatur und Größe dieses F lächenteiles 
proportional sind.

Die K atoden-Energiebilanz der Bogenentladungen m it K atodenfleck  
haben die gleichen K om ponenten, welche bereits in dem  Fall ohne K atoden­
fleck  in Betracht gezogen worden sind. Bedeutend anders wurde jedoch die 
oberflächliche Strom beanspruchung der K atode sowie die Tem peratur und die 
Em issionsstrom stärke derselben. All dies ist durch die Erscheinung des K ato­
denfleckes hervorgerufen worden, wo eine bevorzugte Stelle entstanden ist;
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diese Stelle ist in N ähe jenes Endes der K atodenw endel zu finden , durch w el­
ches der Entladestrom  in den frem den elektrischen Kreis abläuft (aktives W en­
delende).

M ittels näherungsweiser Berechnungen kann man sich davon überzeu­
gen, daß sowohl vom  G esichtspunkt der Strahlungsverluste und der im Gas 
auftretenden W ärm eleitungsverluste w ie auch vom  G esichtspunkt des E lek­
tronenaustritts und des Ionenbom bardem ents aus der K atodenfleck  über einen 
entscheidenden Charakter verfügt; dieser Fleck ist im  allgem einen um 300 — 
600 °C wärmer als die übrigen Teile der K atodenfläche. E ben deswegen ist es 
gebräuchlich, den K atodenfleck  vom  übrigen Teil der W endel getrennt zu 
betrachten  und nur für den K atodenfleck  die K om ponenten des Energiegleich­
gew ichtes anzugeben [4]. Dies ist selbstverständlich  wieder eine ernste A nnä­
herung, über deren Zuverlässigkeit m an sich von  Fall zu Fall überzeugen muß. 
D ie A ufstellung der gesam ten Energiebilanz m acht erforderlich, daß dazu auch 
das Verhalten der übrigen Teile der K atode, vor allem die W ärm everlustvor- 
gänge derselben m iteinbezogen werden. D ie nach den B erechnungen aus dem  
nur au f den K atodenfleck  bezogenen Energiegleichgew icht erhaltenen K ato­
denkennw erte sollen eben deswegen zweckm äßigerweise auch au f anderen W e­
gen geprüft, und aus der sich zeigenden Abweichung zurückrechnend, eine 
K orrektion berücksichtigt werden, die dann im  weiteren bei gegebenem  K ato­
d en typ  als M odellkorrektion betrachtet werden muß.

D ie einzige veröffentlichte B estim m ung des Energiegleichgew ichtes des 
K atodenflecks stam m t von R e s c h e n o w  [4]. Er hat diese Berechnungen für 
Einfachw endel, für den Fall von m it der Elektronen em ittierenden Schicht 
gleichm äßig ausgefüllten Zwischenräum en zwischen den W indungen ausge­
führt. B ei seinen U ntersuchungen hat er die wegen der Schichtbeschädigung  
(Zerstäubung, Verdunstung) auftretenden W ärm everlustvorgänge nicht be­
rücksichtigt.

B ei seinen Berechnungen m achte einen — im Vergleich zu der durch das 
Gas abgeführten Energie — verhältnism äßig großen W ert die durch die galva­
nische W ärm eleitung abgeführte Energie aus, welche doch neben den im Gas 
auftretenden W ärm everlusten im  allgem einen vernachlässigt wird [3, 8]. 
R e s c h e n o w  nützt die erhaltenen Ergebnisse gleich aus [4] und stellt nähe­
rungsw eise Zusam m enhänge zwischen der Feldstärke vor der K athode und 
dem  Elektronenstrom , dem Ionenstrom  sowie der Tem peratur des K atoden­
flecks und dem prozentuellen A nteil des Ionenstrom es (fx) auf. Er weist nach  
[4], daß mit dem A nstieg der Fläche des K atodenflecks bei gegebenem  E n t­
ladestrom  auch die Tem peratur des Flecks sich erhöht, der prozentuelle A nteil 
der Ionenstrom -K om ponente abnim m t, doch die G esam theizleistung ansteigen  
und so auch die durch die E m issionsschicht wirkende E m issionsheizung und, 
w egen des durch das W olfram  fließenden Strom es, auch der Joule-E ffekt sowie 
die Energie des Ionenbom bardem ents sich erhöhen m uß. D as G leichgewicht
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m acht selbstverständlich auch den A nstieg der V erluste erforderlich, und dem ­
gem äß wird sich auch die durch den E lektronenaustritt, die Strahlung und  
durch die im Gas und im Metall erfolgte Leitung abgeführte Energie erhöhen.

A uf Grund der graphisch gelösten G leichungen und der von R e s c h e n o w  
m itgeteilten  Berechnungen [4] ist leicht einzusehen, daß obzwar die Erniedri­
gung der unerwünschten K atodenverluste am leichtesten  durch die V erm inde­
rung der Abm essungen des K atodenflecks erzielbar wäre, dies gleichzeitig auch  
zum A nstieg der Ionenstrom -K om ponente führen würde. D ies ist wieder vom  
G esichtspunkt der D auerhaftigkeit der E m issionschicht — der Lebensdauer 
der K atode — nachteilig , gerade als Folge der ebenfalls W ärm everluste b e­
wirkenden, stets intensiver werdenden V erdunstungs- und V erstaubungsvor- 
gänge. Obzwar R e sc h e n o w  in diesem Artikel sich nicht m it der B eziehung  
zwischen der Lebensdauer und der K atodenw irtschaftlichkeit befaßt hat, doch  
wenn die m itgeteilten  Angaben für die ganze K atode als gültig angenom m en  
werden, so kann festgestellt werden, daß die an die lange Lebensdauer und die 
w irtschaftliche Funktion gestellten  Anforderungen auch in dem von ihm b e­
handelten  Fall gleichzeitig restlos befriedigt werden können, sogar auch bei 
den K atoden m it Entladung ohne K atodenfleck .

V. D ie Energiebilanz der Elektroden der wechselstrom gespeisten Entladungen

Es fällt häufig die Aufgabe an, die Energiebilanz von W echselstrom - 
Entladungen zu bestim m en. Es wird auch in diesem  Falle vor allem der B e­
griff Gleichgewicht definiert werden m üssen. Eine ganz genaue Beschreibung  
würde jedoch erfordern, daß säm tliche früher erörterten K atoden-Energie- 
transportabläufe in A bhängigkeit von der Zeit angegeben werden und das 
Energiegleichgew icht auf Grund von einzelnen ganz kurzzeitigen, quasistatio­
nären Phasen untersucht werde. D ies würde jedoch wegen der hohen Anzahl 
von  Zeitabhängigkeiten in einem  schwer behandelbaren, evtl, graphisch lös­
baren Integro-D ifferentialgleichungssystem  resultieren. A nstatt dessen wird 
gebräuchlicherweise gesagt, daß bei sich schnell genug änderndem E n tlad e­
strom , z.B . bei 50 H z, auch in diesem Falle die rein therm ischen Erscheinungen, 
z. B . die Tem peraturschwankung des K atodenflecks, m it einer R elaxationszeit 

-charakterisiert werden kann, die allzu hoch dazu ist, daß die therm ischen  
Erscheinungen den raschen Änderungen der rein elektrischen Erscheinungen  
(z. B . Ionenbom bardem ent, Elektronenbom bardem ent) folgen könnten. D ie  
durch die Bestrahlung der K atodenfläche gelieferte Energie gehört bereits zu  
einer weiteren Gruppe: dieser Energietransport folgt kontinuierlich den Ä nde­
rungen elektrischer Natur. Auch die von der Oberfläche der Elektroden ausge­
hende Energieabstrahlung m üßte im  Grunde genom m en inertiefrei vor sich ge­
hen, sie wird jedoch durch die langsam  sich ändernde E lektrodentem peratur
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bestim m t. Die m it der Ausbreitung des G leichgewichtes verknüpften Schwierig­
keiten  berühren also die rein therm ischen und die ausschließlich von diesen 
abhängigen, w eiteren Transporterscheinungen, doch sie berühren z. B . den 
E lektronenaustritt n icht mehr.

Als überbrückende, näherungsweise Lösung kann unter Berücksichtigung  
der hohen therm ischen R elaxation — auch sie ist in erster Reihe von der 
E lektrodenstruktur abhängig — ferner unter Berücksichtigung der Transport­
erscheinungen sow ohl der Katoden- wie auch der Anoden-H albperiode, und  
unter Annahm e einer stationären W echselstrom entladung, das Energie­
gleichgew icht auf eine ganze Periode bezogen angegeben werden. D ie im  
vorangehenden für die in mehreren Varianten beschriebenen K atoden aufge­
ste llte  Energiebilanz wird inzwischen hinsichtlich ihrer Form so weit m odi­
fiziert, daß die in A bschn itt II erw ähnte, in der Anoden-H albperiode en tste ­
hende E lektronenheizung ebenfalls berücksichtigt und ein D urchschnittsw ert 
der erhaltenen E rgebnisse auf die ganze Periode erm ittelt werden m uß. Vor 
der H erstellung der Energiebilanz der W echselstrom -Elektroden em pfiehlt 
es sich allerdings, unter den gegebenen E ntladungsverhältnissen sowohl 
das K atoden- w ie auch das im Vergleich zu diesem einfachere Anoden-Ener- 
giegleichgew icht festzustellen , die K om ponenten derselben zu bestim m en, 
und im  Besitz derselben die W echselstrom -Versuche und Berechnungen  
vorzunehm en. B ei Entladeström en von  50 Hz ist. z.B . näherungsweise jene  
A nnahm e akzeptabel, daß die W olfram wendeln mit genügend großer Masse, 
und bei genügend hohen Schichtgew ichten die D urchschnittstem peraturen  
der Anoden- bzw . K atodenhalbperioden annähernd übereinstim m en. Die 
Energiebilanz der A node kann aus der Energiebilanz der K atode abgeleitet 
w erden, indem zu der entsprechend vereinfachten K atoden-Energieblanz  
auch die von dem Bom bardem ent der an die Anode anprallenden Elektronen  
herrührende W ärme (kinetische, Rekom binationsw ärm e) sowie die Energie 
der der Anode anfallenden Strahlung und die der neutralen Teile neben der 
entsprechenden Abstrahlungsenergie und der durch W ärm eleitung (Gas, 
M etall) abgeführten Energie hinzugenom m en wird. Die einfachste, näherungs­
w eise M ethode der A ngabe der W echselstrom -Energiebilanz [2] stellt die auf 
Grund des arithm etischen M ittelwertes der Katoden- und Anoden- sowie 
positiven  und negativen  Energietransporte durchgeführte Berechnung dar.

VI. Die Anw endung des Energiegleichgewichtes; die ideale Katode

Im vorangehenden wurden die K om ponenten der in den verschiedenen  
Arbeitsphasen der O xydkatoden von L ichtbogenentladungen bestim m baren  
Energiebilanz und deren wichtigere K ennwerte erläutert. Obzwar diese 
Versuche und Berechnungen, mit deren H ilfe die K om ponenten des Energie-
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gleichgewichtes angegeben werden können, stellenw eise schw erfällig und nur 
näherungsweisen Charakters sind, m uß ihnen grundentscheidende Bedeutung  
heigem essen werden, da sie stark zur A usgestaltung der K atode beitragen. 
Wie wir in dem vorangehenden bereits darauf h ingew iesen haben, wird von  
der K atode lange Lebensdauer und im Laufe derselben w irtschaftliche Funktion  
verlangt. Die ideale K atode würde also — falls eine solche überhaupt herstell­
bar wäre — eine solche K atode sein, die beide Anforderungen gleichzeitig  
und restlos zu befriedigen verm ag.

Betrachtet man das Beispiel der sich als w irtschaftlichste erweisenden  
stationären Entladung mit K atodenfleck , so würde diese Anforderung bedeu­
ten , daß ein solcher K atodenaufbau gesucht werden m üßte, bei welchem  die 
der K atode zugeführte H eizleistung und damit gleichzeitig  auch die uner­
wünschten Energieverluste m inim al wären, doch dam it g leichzeitig  die K atode  
restlos ihre Aufgabe erfüllen würde und auch ihre L ebensdauer ein realer, 
hoher W ert wäre. Diese beiden Anforderungen können im B esitz unserer 
gegenwärtigen K enntnisse noch n icht restlos aufeinander abgestim m t werden, 
und es muß eine K om prom ißlösung gefunden werden.

So viel kann allerdings gesagt werden, daß bei gegebenem  Ladestrom  
die K atodentem peratur in erster Linie durch die Art der K atodenfunktion  
(K atodenfleck) bestim m t wird, dies dagegen von den E igenschaften  der E lek­
tronen em ittierenden Schicht abhängig ist. Es ist auch leicht einzusehen, daß 
nicht nur die Verluste der K atode, sondern auch die der K atodenräum e vor 
allem von den E igenschaften der Em issionsschicht abhängen. D ie Rolle der­
selben kann bei gegebener W endel- und Elektrodenstruktur experim entell 
geprüft werden. Je geringer die A ustrittsarbeit der E m issionsschicht ist, desto 
höhere Anzahl von Elektronen verm ag sie bei der gegebenen Tem peratur zu 
em ittieren, und desto größer wird auch der auf die Schichteinheit bezogene 
spezifische Em issionsstrom . D ies m acht dagegen eine M äßigung des Ionen­
bom bardem ents m öglich, was die Verringerung des K atodenfalls und die 
axiale Verkürzung der K atodenräum e mit sich bringt. D am it parallel können  
naturgem äß, wegen der niedrigeren K atodentem peratur und des evtl, kleine­
ren Fleckdurchm essers, auch die unerwünschten W ärm everluste niedriger sein.

Das primäre Ziel der E nergiegleichgew ichtsberechnungen ist also die 
Erm essung der im Laufe der Funktion der Elektroden auftretenden Verluste 
und die Verringerung derselben durch einen geeigneten E ingriff in die Grund­
vorgänge der Entladung.

13* Ada Technica Acadcmiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



436 J . BITÓ

SCHRIFTTUM

1. Co b in e , J. D.: Gaseous Conductors. D over Publication Inc., N ew  York 1958.
2. I w a n ow , A. P.: E lektrische L ichtquellen; G asentladungslam pen. Akadem ie Verlag, Berlin

1955.
3 .  Рохлин, Г. H .— Решенов, 111. П .:  Светотехника  10 ( 1 9 6 4 ) ,  1 .

4 .  Решенов, Ш. II. : Светотехника  11 ( 1 9 6 5 ) ,  1 2 .

5. H ebrm a n n , G. — W a g e n e k , S.: D ie O xydkatode. Johann Am brosius B arth , Leipzig 1955.
6. B itó , J.: M agyar F izik a i F olyóirat (unter Druck).
7. L akatos, G. — B it ó , J.: A cta P hys. H ung. 20 (1966), 25.
8. F o u n d , С. G. —W in n in g h o f , N. J.: III. Eng. 44 (1949), 161.
9. K ühl , В.: Technisch-W issenschaftliche Abhandlungen der Osram G.m .b.H . 7 (1958), 73.

10. F a b éNYI, E.: Persönliche M itteilung.
11. Ca y less , M. A.: J . Electronics and Control 8 (1958).

On the Energy Equilibrium  of Arc Discharges o f Oxyde Cathodes. For the more 
detailed  exam ination of the energy equilibrium  of the discharges, the author distinguishes 
different discharge periods and determ ines for them  the com ponent o f th e  energy transport 
and the basic phenom ena related, thereto. O n the basis o f  the obtained  general relations he 
carries out a more detailed analysis for the preheating period o f lowpressure oxide cathode  
discharges, as well as for the stationary d.c. burning periods of lowpressure oxide cathode 
w ith  and without cathode spot and of the a.c. discharges (w ith  and w ithou t cathode spot). 
T he author points to the possib ilities o f using the results for influencing th e  cathode operation 
and for moderating the cathode losses.

L’équilibre d’énergie des cathodes à oxyde des décharges en arc à basse pression.
E n  vue de l ’examen plus détaillé de l’équilibre d’énergie des décharges, l ’auteur établit différen­
tes périodes de décharges pour lesquelles il donne les com posants de transport d’énergie à con­
sidérer et les processus de base qui s’y rapportent. D ’après les relations générales obtenues, il 
effectue une analyse approfondie, en exam inant les processus qui se déroulent dans les périodes 
de préchauffage et stationnaires des décharges en arc et des décharges de courant alternatif, 
avec  ou sans tache cathodique. Il rappelle enfin les possibilités d ’application  des résultats ob­
ten u s perm ettant d’agir sur le fonctionnem ent de la cathode et m odérer les pertes cathodiques.

Энергетическое равновесие оксидных катодов дуговых разрядов низкого давления
( Я. Бито). В интересах более детального исследования энергетического равновесия 
разрядов автор определяет различные периоды разрядов, а затем дает учитываемые для 
них компоненты энерготранспорта, а также связанные с этими основные процессы. На 
основе полученных детальных общих зависимостей в период стационарного горения 
производится анализ при постоянном токе дуговых разрядов оксидных катодов низкого 
давления при предварительном подогреве, с катодным пятном и без него, далее при разря­
дах с переменным током (с катодным пятном и без него). Указывается воздействие полу­
ченных результатов на работу катода и применимость результатов в области снижения 
катодных потерь.
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T. Berceli:

R E F L E X  K L YST RO N CIRCUITS

Publishing H ouse of the Hungarian A cadem y of Sciences, B udapest 1967; 137 p., 41 Figs

A lready numerous authors have published m onographies on the reflex k lystron, but 
nearly everyone has concentrated his a tten tion  on the klystron as an electron tube and has 
dealt a t th e  m ost w ith  the one-cavity reflex klystron oscillator. B u t the oscillator and m odula­
tor stages containing a coupled cavity  reflex  k lystron have nowhere been treated qu antitatively  
as m icrowave circuits, hence numerous detail problem s have rem ained unsolved.

The present book elim inates these deficiencies, approaching the whole question from  
the point o f v iew  of the user and discussing in full detail the advantages o f using the coupled  
cavity.

T he first tw o chapters of the book briefly review  the working of the one-cavity  k lystron  
oscillator and m odulator. The next chapter deals w ith  the ideal, generalized k lystron m odulator, 
in the fourth chapter the relations concerning the coupled cavities are deduced. T he follow ing  
three chapters present in full the theory, the stab ility  and the noise o f the coupled ca v ity  m od­
ulator. A fter the chapter relative to the coupled cav ity  the work is concluded b y  a chapter  
analysing the operation of the coupled ca v ity  m odulator.

The new  treatm ent, based on original research results o f the author, perm its accurate  
dim ensioning, and for this the work gives a correct m ethod. Thus, the book is valuable and use­
ful for the research worker, for the designer of circuits and for the production engineer.

The get-up of the book is also w orthy of praise.
I. P . Valkó

Nagy Gyula András  — Szilágyi Miklós:

IN TRO DUC TIO N TO T H E  T H E O R Y  OF SPACE CHARGE OPTICS 

P ublishing H ouse of the H ungarian A cadem y of Sciences, B udapest 1967; 423 p

The forceful developm ent of the H ungarian E lectronics and Vacuum  Industries re­
quires a t present, in addition to the already classical electron optics, the knowledge o f the gen­
eration of h igh density electron beam s. Serving this aim , the authors present to the specialists 
of electron optics a new treatm ent of space charge optics, collecting the m ost im portant pub­
lished results and enlarging them  by their own work.

Starting out from M axwell’s and N ew ton’s basic equations, the book deals w ith  different 
calculation m ethods of the electric and m agnetic potential fields continuing the develop m en t 
of the classical electron optics. After the presentation of the basic equations and the m ethods 
of calculation, the reader is introduced to  the calculation of the path  of charged particles m ov­
ing —  in the case o f space charge —  in electrical and m agnetic fields.

The determ ination of the trajectory equation serves practical purposes. A lthou gh  the  
authors strived at m athem atical accuracy, th ey  alw ays had an eye on the physical co n ten t of 
the equation, too; the general equation of m otion of space charge flow  was deduced tak ing  these  
two conditions into  account. Very fortunate is the establishm ent of the basic equations of  
space charge flow  in a suitable system  of co-ordinates. In consequence, when dim ensioning and 
designing the guns the problem of bunching is greatly sim plified.
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One chapter of the book deals w ith the problem arising in the calculation of electron  
guns, w ith  special regard to  the practical im portance o f the Pierce-type guns. Based on the  
equations of space charge flow , this chapter presents practical cases. Moreover, the book thor­
ough ly  deals w ith the problem s of bunching the electrons b y  purely electrical fields, by  period­
ical electrostatic  fields and b y  cylindrically sym m etric fields; then it  deals w ith  calculating  
th e  inner lim it trajectory o f hollow  beams and the solutions for holding the beam  together, 
including such special cases, w hich differ from the optim um . Such a case occurs e.g. when the  
particles do not enter the bunching field  in parallel. The authors treat the calculation of bunch­
ing w ith  purely electrical fields in the case o f ribbon, cylindrical and hollow beam s, as well as 
the dim ensioning of the h igh current density guns and beam s. This is followed by investigating  
the e ffec t o f space charge on electron beam s, presentation o f the causes of expansion and of the  
distribution  of the potential in the cross section of electron beam s.

A nother chapter is concerned w ith the calculation of bunching by m agnetic and electri­
cal-m agnetic  fields, including the screened-cathod guns. Other chapters discuss bunching by 
increasing m agnetic fields and b y  quadrupole fields em ploying new solutions.

T he principal m erit o f  the book is, besides its am ple contents, the m aintaining of correct 
proportion as well as the thorough consideration of the requirem ents of physicists and engi­
neers. This double requirem ent has been fortunately com plied b y  the authors: they  have creat­
ed a work where all those, who w ish to deepen their know ledge of the them es dealt w ith  in 
the book and who are looking for help in the solution of electron optics problem s, find the nec­
essary subject m atter in a com prehensively arranged un it, using a unified system  of sym bols 
and including the application o f a new branch of science: space charge optics, to general and to  
special cases. This clearly w ritten  book is an im portant enrichm ent of H ungarian technical 
literature.

A . B udincsevits
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A d u  Techn. H ung< 61 (1968), 241—252 

H e l l e r , L.; E ntropy A sp e d  or Exergy?

In recent years several authors are advocating the use o f the term  “ m axi­
mum technical working capacity” called “ exergy” as a property of state. 
In the author’s opinion, this m ethod is both inaccurate and confusing. Its 
main drawback is the interference w ith the application of the term  of 
entropy, correct for therm odynam ical and practical points alike. The paper 
illustrates the m ain lines of the problem w ith num erous exam ples.

A d a  .Techn. Hung. 61 (1968), 253—266

H oracsek . 0 .  — M i l l n e r . T.: A  Sim ple A pparatus fo r  Investigating by 
Electron Optics the High-Tem perature M etallographie Phenomena o f  Metals 
with High M elting Point

The paper describes a sim ple electron optics m ethod and a hom e-m ade 
apparatus for the investigation  of the structural changes of high-m elting  
point m etals w ith the aid of thermal electrons. The surfaces o f the heated  
specim ens and their changes can be observed and photographed directly  
w ith  a m agnification ranging from 60 X to 150 X . The paper also presents 
a sim ple m ethod suitable for the rapid determ ination o f the tem perature 
of the observed part of the surface. The apparatus was used by the au­
thors m ainly for investigatin g  the recrystallization phenom ena of W and 
Mo wires and they found that the electron optic im ages provide inform a­
tions not to be observed on ordinary photo-m icrographs.

A cta Techn. Hung. 61 (1968), 267—284

Cs á k i, F .—Ma g y a r , P. — B a rs , R.: Determination o f Transfer Functions 
o f Direct Current M achines with the A id  o f Signal-F low Graphs

The paper dem onstrates the application of the signal-flow  graphs for the  
solution of a special task in control technics, nam ely for the determ ination  
of the transfer functions of direct current machines.





VÁCZ, I. — K e r ÉNYI, I.: Electronical ( In itia l Current) Measurement o f the 
Cathode Temperature

The cathode temperature of electron tubes can be determ ined from the 
starting current characteristic. In order to elim inate the sources of error 
inherent w ith the d.c. m easurem ent of the characteristic, I k e h a r a — 
W ilso n  use a.c. superposed on d.c. and determ ine the cathode tem pera­
ture from  the change of the upper harmonics. B y  using the com pensation  
m ethod of the authors, instead of the upper harm onics the fundam ental 
harmonic is used for the m easurem ent and th is being a larger signal, it 
perm its the extension of the m easurem ent to lower tem peratures (appr. 
600 °K ). Checking the m easurem ents by therm ocouple and by optical 
pyrom eter shows agreement w ithin i 2 % .  For estim ating the error caused 
by the thermal conduction of the therm ocouple, an approxim ate calcu­
lation has been made.

Acta Techn. Hung. 61 (1968), 285 — 304

Acta Techn. Hung. 61 ( 1 9 6 8 ) ,  3 0 5  —  3 1 6

Szabó , P.: Some Properties o f 4 -B it Unit-D istance Decim al Codes

The patterns of 4 -B it U nit-D istance Decim al ( 4 - b u d d )  codes were in ­
vestigated on specially prepared pattern-tables constructed from their 
codisets, in order to evaluate the possible types of these codes. Unam bigu­
ous identification of the code-types investigated  is obtained by means 
of so-called Binary R atios (В -s), defined by the bit-sequences o f each code. 
This m ethod of labelling is invariant under the changes in code-forms of 
the sam e type. Finally some possible other uses of the m ethod such as the 
evaluation of the actual number and com plem enting properties of the  
1 - b u d d  codes are discussed.

A cta Techn. Hung. 61 ( 1 9 6 8 ) ,  3 1 7 — 3 5 0

Bitó, J.: On the Cathode Spaces o f  Discharges

The author describes the m ost characteristic basic processes of cathode 
spaces, am ong others, the phenom ena occurring on the surface of the 
cathode and the volum e interactions. He discusses in  detail the different 
cathode spaces of glow discharges, on the base of the general analysis of 
the cathode spaces. After this he treats the developm ent of arc discharge 
and the glow arc transition, and he discusses later the general analysis 
of the cathode space, the role of the cathode spot and refers to the rela­
tion betw een the cathode spot and the cathode space of arc discharges.





K O L O N IT S , F .: Steady-State Thermal Stresses in  the Vessel o f  a Pressurized 
Water Reactor

The present work analyses the stresses in the pressure vessel o f a pressuriz­
ed water reactor under steady-state operating conditions, w ith  som e sim ­
plifying assum ptions. The correctness of the approxim ation is examined  
and calculations are presented considering the vessel of the reactor of 
type “Voroniesh” .

Acta Techn. Hung. 61 (1968), 351—374

Acta Techn. H ung. 61 (1968), 375—380

Bitó, J.: On the E m ission  Dependence of the Cathode Fall

By way of a cathodic perturbation brought about by pressure variation  
it was possible to deduce the basic relation for the cathode side of the 
discharges o f oxyde cathodes, characterized by a cathode spot. For a 
cathode w ith  a given  work function and for a given area of the cathode 
spot there ex ists a univocal relation betw een the cathode drop and the 
increasing em ission current o f the cathode. It was possible to prove a sim ­
ilar relation betw een the temperature of the cathode spot and the cath­
ode drop. T ests w ith d.c. and w ith a.c. discharges also point to possibili­
ties o f the econom ical coordination of surface and of volum e electron gen­
eration.

Acta Techn. H ung. 61 (1968), 381—408

P á s z t o k ,  E . : A  M ethod fo r  the Determination o f the M ean F rictional Pres­
sure o f  I.C . P iston  Engines

The author investiga tes the relationship betw een the m ean frictio—d pres­
sure and the working cycle o f an engine. In order to estab lish  this rela­
tionship the author introduces the concept o f average pressure, perm itting  
to establish a generally valid  relationship betw een the m echanical effi­
ciency and the working cycle of the engine. In order to investigate  the 
above problem s w e has worked out a new m ethod for driving the engine 
externally, suitably for more precise investigation  of the relationship  
between the m ean frictional pressure, the design of the engine and the 
therm o-m echanical characteristics of the working cycle.





BlTÓ, J.: On the Energy Equilibrium  o f A rc Discharges o f  Oxyde Cathodes

l o r  the more detailed exam ination of the energy equilibrium of the dis­
charges, the author distinguishes different discharge periods and deter­
m ines for them  the com ponent o f the energy transport and the basic phe­
nomena related thereto. In the basis o f the obtained general relations he 
carries out a more detailed analysis for the preheating period of low-pres­
sure oxide cathode discharges, as well as for the stationary d.c. burning 
periods of low-pressure oxide cathode w ith and w ithout cathode spot and 
of the a.c. discharges (w ith and w ithout cathode spot). The author points 
to the possibilities of using the results for influencing the cathode opera­
tion and for m oderating the cathode losses.

Acta Technica Hung. 61 (1968), 409—436
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