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INCIPIENT SEDIMENT MOTION
IN TERMS OF THE CRITICAL MEAN VELOCITY

J. L. BOGARDI
CORRESPONDING MEMBER OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES

[Manuscript received February 15, 1968]

Previous papers have given reviews on the critical tractive force pertaining to the
incipient movement of sediment as variable even for a sediment-material of a given particle
diameter d and specific gravity yl is concerned. The magnitude of this force was found to
depend primarily on depth D and particle diameter d, respectively, on the relative roughness
defined as the ratio D/d of the two. Obviously the critical mean velocity pertaining to incipient
sediment movement is also variable and depends on observation conditions, as well as on
relative roughness. Starting from the classical impact theory the variation of critical mean
velocity and its dependence on parameters which can be formed from various physical quanti-
ties is investigated for several alternatives. As a conclusion the ratio of critical mean velocity
and shear velocity has been defined in terms of the relative roughness and a parameter depend-
ing on particle size and viscosity. Relying on theoretical considerations and actual experimental
data the relationships are presented in graphical as well as analytical forms.

For a better understanding of the complex phenomenon of sediment
transportation the study of the incipient movement may probably be regarded
as the most important. The boundary condition of incipient movement, the
so-called critical condition, is usually described in terms of the critical tractive
force rc and the critical velocity vc.

The approach to the critical condition using the critical tractive force
has recently been reviewed [1] and the critical tractive force rc pertaining to
a particular sediment fraction of size d and specific gravity #1was found to be
variable and to depend primarily on the magnitude of relative roughness D/d,
defined as the ratio of water depth D and particle diameter d. It follows there-
from that for different values of the relative roughness D/d the critical condi-
tion occurrs at different gradients S.

Attention should be called here to earlier statements made in connection
with the variability of rc (experiments by Shierds in 1936, [2] and by the aur
thorinl937—38in lowa [3]), but these were partly forgotten and could not he
allowed for at that time.

The following notations will be used hereafter:

d [cm] particle diameter,

D [cm] water depth,

S [—] = gradient,

yl and y [p/cm3] = specific gravity of sediment and water, respectively,
gx and Q [p sec2Zcm4] = the corresponding densities,

V [cm2Zsec] = kinematic viscosity,

g [cm/sec2] = gravitational acceleration,

O™* = VgUS [cm/sec] = shear velocity.

1 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



2 J. L. BOGARDI

During recent studies referred to above concerning the variability of
Tc [1]? Shields’ resistance coefficient/,, involved in the expression

"te=fc(ii-y)d (1)

has been expressed from the general, dimensionless five-variable relationships

_ d D u*d
fe=F v2rig-\vis T g 0y qQ (2)
and
d u md
fe= F g 1 Q| 3)

by introducing the three-variable relationships

=7
(v2/3é]:I 13 (4)
and
fo= d
¢c=F v2i3g- 1/3 (5>
in which the influence of UNd/vand g = — g)/ghas been neglected (see Figs 1

and 2). As will be seen from these figures the magnitude and the variability
offc and in turn, with reference to Eq. (1), that of rc could be determined on
the basis of observation data ranging between the limits indicated in Table I.

Table 1

Hydraulic data of observations

DeSlh W ater Particle Specific gravity

Regime temperature diameter Gradient S of sediment
of cm t-c mm 7, p/cm3
Max. Min. Max. Min. Max. Min. Max. Min. Max. Min.
Critical 46,1 1,52 27 7,6 15,49 0,021 0,066 0,000055 2,65 2,59

Results included have been observed by J. Bogardi, L. lvicsics, L. Rakéczy, Guy —

Simons —Richardson, Neill, Barton—Liu and collaborators.

For a more detailed theoretical development and interpretation of Eqgs
(2), (3), (4) and (5) reference is made to earlier papers [4, 5, 6, 7]. Supplementing
these the following remarks are deemed as being appropriate concerning EQs
(4) and (5), as well as Figs 1 and 2.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



INCIPIENT SEDIMENT MOTION 3

1. Rakéczy, L.; 2. Bogardi, J.—Ilvicsics, L.; 3. Guy, Simons, Richardson; 4. Barton, Liu,
Bogardi, Yen, Brooks. Norman, Nomicos, Vanoni, Casey, Gilbert, Ho Pang Yung, Kalinske,
Lane, Laursen, H. K. Liu, T. Y. Liu, Plate
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Fig. 2. Plot of the relationship between f(‘:z -------------- S and - at the critical condition

1. Guy, Simons, Richardson; 2. Rakdczy, L.; 3. Bogardi, J. —lvicsics, L.; 4. Barton, Liu, Bogardi, Yen, Brooks, Norman, Nomicos, Yanoni,
Casey, Gilbert, Ho Pang Yung, Kalinske, Lane, Laursen, H. K. Liu, T. Y. Liu, Plate
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 5

Since, as will beseenfrom Table I, the value of yxhardly differs from 2,65
p/cm3, the relationship between Figs 1 and 2 holds only for the case of a specif-
ic gravity yl= 2,65 p/cm3. This implies consequently that the simultaneous
use of the two diagrams is possible for a specific gravity y1 = 2,65 only.

Indeed it is theoretically conceivable that in the possession of observa-
tion results for y values ranging between wide limits, relationships different
from those in Figs 1 and 2 might have been obtained. It is equally conceiv-
able that the relationships thus determined would have been correlated on
the basis of the actual yxvalue (rather than 2,65) which would have made the
simultaneous use of the new graphical relationships permissible for specific
gravities other than 2,65.

Actually, however, the graphical relationships represented by Figs 1
and 2 can be applied exclusively to sediments having a specific gravity of
2,65. Nevertheless, in the light of present knowledge the two diagrams can be
used separately for estimating the critical tractive force even in the case of
sediment materials having specific gravities other than 2,65. In these cases it
will be obvious that some of the effects due to specific gravity have been omit-
ted but the error introduced by this neglect is not likely to be significant.

For instance, in the case of a sediment material having a diameter d =
= 0,047 cm and a specific gravity yx= 3,65 p/cm3 the critical tractive force
in a current D = 4,7 cm deep can be estimated approximately using Fig. 1 by
the following procedure.

In water of 20 °C temperature v28 e g~113= 0,0047 cm, whence

............. = 10 and Did =100.
L2/3.9-1/3

According to Fig. 1 the resistance coefficient corresponding to these values is
fc= 0,062, and thus we have

rc = 0,062 (3,65 — 1) « 0,047 = 0,00777 p/cm2.

For determining the critical gradient Sc prevailing at incipient movement we
obtain

Tc= yDcSc= 0,00777 = 1-4,7 mSc

whence the critical gradient is obtained as Sc = 0,001645.

It will be readily perceivable that this value of Scwhen introduced into
Fig. 2 would yield an entirely different critical tractive force from which it
should be clear that the two diagrams must not be used simultaneously for
sediments having specific gravities other than 2,65.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



6 J. L. BOGARDI

As far as the description of the critical condition in terms of critical veloc-
ities is concerned it should be obvious that in principle both mean and bottom
velocities can be used. Since, however, simple considerations of hydraulics
will demonstrate the dependence of mean velocity on water depth, the critical
mean velocity pertaining to a sediment of a given specific gravity and particle
size is bound to be of variable magnitude. Consequently, bottom velocity must
be resorted, the determination and observation of which presents consider-
able difficulties but which appears to describe the critical condition in an unam-
biguous manner. Unfortunately as was indicated by recent studies neither can
the critical bottom velocity be regarded as a constant value as it depends among
other things on the width of the channel as well [8, 9]. With regard to this
fact the consideration of critical mean velocities still appears to be preferable,
since mean velocities are readily determined, e.g. they are easily obtained from
the discharge and the flow cross section.

In order to clear the role of velocity the problem will be investigated
first on a theoretical basis. In this context the force necessary to deplace a sedi-
ment particle is represented by the impact force of the moving fluid. If the ve-
locity of water relative to the sediment particle is v, then the impact force is [10] :

fid2
o)
4

(6)

where & varies with the area exposed to the impact force of water and the angle
of slope. The weight of the sediment particle is

G'= _ d3(Y1-¥)- )

At the moment where the sediment particle starts to move, H = G
where o depends on the angle of slope and on friction. With vc denoting the
critical velocity, in the boundary condition of incipient motion we have

o e elp oy
Table 11

Hydraulic data

Depth Water Particle
Regime D temperature diameter
of cm tec d mm
movement
Max. Min. Max. Min. Max. Min.
Critical 46,1 1,52 27 7,6 20,0 0.021

Results included have been observed by J. Bogardi, L. lvicsics, L. Rakéczy, Guy —

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



INCIPIENT SEDIMENT MOTION 7

Solving Eq. (8) for vc, and combining ®, ¢ and the numerical propor-
tionality coefficients into a single constant we obtain

vc= const J/gd o', 9)
wherein

/= Y\—Y = gi—g
y g

In analogy to the theorem of constant tractive forces it was originally
assumed that for a sediment of given particle size d and specific gravity y1

\&
fgdj"

td = const. (10)

As was previously demonstrated the theorem of constant tractive forces
proved to be incorrect [1, 2, 3]. Consequently the value of td may be expected
to vary in a manner similar to that assumed in connection with the resistance
coefficient fc.

An attempt will be made hereafter to determine, relying on observation
data ranging between the limits indicated in Table Il, the resistance coeffici-
ent te, respectively the variation thereof. Table Il differs from Table I in that
it includes data of Neill aswell [11]. As will be demonstrated later the resist-
ance coefficient is preferably considered in a different form, as t@Qand tc.

For determining the critical velocity vc, resp. the resistance coefficient
td, the theoretical form of the relationships will be derived by applying a new
analytical method [4, 5, 6, 7].

Assuming the channel to be very wide in relation to depth, and further
that the sediment is adequately described by its particle diameter d as well as
its specific gravity, represented by the dimensionless number q' introduced
in the foregoing, then the boundary condition between stable bed and move-

of observations

Gradient Specific gravity Flow velocity
S of sediment vr cm/sec
Yi pl<=ms
Max. Min. Max. Min. Max. Min.
0,066 0,000055 2,65 2,49 113,0 14,5

Simons—Richardson, Neill: Barton—Liu and collaborators as well as the Technical University
Budapest (Bogardi).

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



8 J. L. BOGARDI

ment is obviously characterized by gravitational acceleration g [cm/sec2], the
mean water depth D [cm], the kinematic viscosity v [cm2sec] and the gradi-
ent S [—] of the energy line. Assuming the details of our method to be familiar,
all of the most frequently encountered potential dynamic velocities will pre-
ferably be taken into consideration. In this manner 15 potential dynamic
velocities can be included in the 5 columns and 3 rows given below:

3
Ne ; Ygdi VIR; v/d; ig?> (i)
YgRS; YgdS;  (V/IR) S; (v/d)S; vygvs; (12)
ygRe'i hdei (VR)e'l (VAQi Tw . (13)

It has been pointed out earlier that the above 15 velocities can be com-
bined into groups containing no more than 5 independent velocities. Assuming
the rules to be observed in selecting the independent velocities as familiar, let
us select the group comprising the following 5 independent velocities:

3
v/d; VgDS ; v/D; Ygdo' . (14)

From the velocities in Eq. (14) the following 4 independent velocity
ratios can be formed:

3_

:///gdv v2/3(,j,-1/3 ’ (15a)

\\////I(:j) d (15b)
Y\?/Ijs U\td (15¢c)
YgDS 17* D 154)

v/iD \%

If the resultant mean velocity of the water course in the boundary condi-
tion between stable bed and movement is vc, then the ratio td characteristic
for this resultant velocity — see Eq. (10) — is defined theoretically by the
following relationship:

« t_Pr d .JL-u*d muD)
yrdQ! a—  (,2/3g-3 * d v v T

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



INCIPIENT SEDIMENT MOTION 9

In contrast to Eq. (10) it is to be seen from Eq. (16) that the resistance
coefficient td is not constant but may depend on the 4 dimensionless param-
eters expressed by Eqs (15a)—(15d).

From observation results it may be concluded that one, or even several
of the velocity ratios disappear in the actual relationships, since the desired
resultant value is unaffected by them. This discrepancy is naturally an apparent
one only, since Eq. (16) implies no more than the parameters on which the de-
sired resultant value may depend mathematically (in accordance with the basic
assumptions), but it does not necessarily depend on all of them.

Experimental results demonstrated the effect of ffe#s= U~ djv and Re* —
— U~MD/v to be mostly negligible in comparison with the other two parameters.
(The effect of L/*d/v and U*J9/r will be analysed later.)

Neglecting, on the basis of this information, the effect of the sediment
shear velocity Reynolds number, Re*s, and that of the shear velocity Reynolds
number, Re*, the relationship

has been plotted in Fig. 3. The lines of the d/v*3g~"3= const, values could,
however, not be determined positively in the diagram, owing to the relatively
narrow range of the td values. Nevertheless, the decreasing trend of this param-
eter with increasing jD/d values is clearly revealed. The available experimen-
tal results thus offer no satisfactory foundation for the use of Eq. (17).

Continuing the investigation, let us now select from among the potential
dynamic velocities in Eqs (11), (12) and (13) the following independent group
comprising five velocities:

-f ;fe ; VSds ; ;oW | <18>

From these, four independent velocity ratios can be formed:

3

1lgv d

v/d v2/3g-V3 - (19a)

D

v/d (19b)
vjD d

YgDS _ |JL (19¢)
h DQ Q

igDS U*D

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968
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Fig. 3. Plot of the relationship between tG¢ , D/d and .., at the critical condition
Yg de’

1. Neill; 2. Bogardi, (Teehn. Univ. Budapest); 3. Barton, Liu, etc.; 4. Guy, Simons, Richardson; 5. Bogardi—Ilvicsics; 6. Rakoczy
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 11

The resultant mean velocity vcof the watercourse at the boundary condi-
tion of incipient movement should be characterized by the ratio

e %
Tgbj’

In this case the parameter tQ is defined theoretically by the following
relationship:
\£ _ D S n,P

=t ; (20)
2 - '

By neglecting, in the definition of tc,, the parameters S/p' and U~D/v we
obtain

D
v =tr=F d (21)
Vgw

v2/3g-1/3 d
The relationship is represented graphically in Fig. 4. In spite of the observable
scatter it will he perceived positively from the diagram that the parameter
tc can be directly expressed in terms of the ratio D/d. According to the figure
this relationship takes the form

JN \—0,405
- 1,7 (22)

yul - d]

In Fig. 4 decreasing values of d/v*3g~”3 pertain to increasing values of

Djd, but owing to the narrow range of values it was found impossible to deter-

mine lines pertaining to individual constant values. On the other hand, there

appears to be a definite relationship between djvi/3 and the ratio Djd.

On the strength of this relationship the values djv*3g~~3= 1, 10 and 100

have been selected in Fig. 4 (denoted by dotted circles) to trace the graphical

relationship of these two parameters in Fig. 5. According to the latter this rela-
tionship can be expressed as

d D j-M8

= 6920

As was demonstrated by the relationships given in the form of Eqs (22)
and (23) the parameter tc can be also expressed in terms of d/v23g~ . In fact,
from the two relationships the third

d 034
“o=tg oo0ss (24)
ViDg' vaRg-

can be readily derived, which is illustrated in Fig. 6.
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d

, D/d and at the critical condition

Fie. 4. Plot of the relationship between t, = —mcm
V213 g-1/3

2 ht>Q'

1 Bogardi, (Techn. Univ. Budapest); 2. Guy, Simons, Richardson; 3. Bogardi—lvicsics 4. Rakoczy; 5. Barton, Liu etc.; 6. Neill
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 13

In connection with Figs 4, 5 and 6 the following conclusions can be
arrived at.

Within the range of experimental values Fig. 4 can be applied for esti-
mating the critical mean velocity vc. It should also be noted in this context

d
Fig. 5. Plot of the relationship between v2i3g-1r3  Versus D/d based on Fig. 4

that the diagram yields useful values for a sediment having a specific gravity
of yr= 2,65 p/cm3 only, since the sediment used in all experiments had a
specific gravity of yx = 2,65 p/cm3, or one close to it. A further drawback of
Fig. 4 is that it yields no information whatsoever on the gradient pertaining
to the critical condition. As a consequence thereof, in the case of a particular
sediment material and water depth the critical slope at which the critical mean
velocity vcaccording to Fig. 4 occurs, must be determined by trial and error.
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14 J. h. BOGARDI

From the remarks made in connection with Fig. 4 it should be obvious
that neither Figs 5 and 6 are of general validity and describe no more than the
particular relationships applying within the range of experimental data. Theii
validity thus remains restricted to particular cases.

Although in the relationships discussed so far the resistance coefficients
td and t@proved theoretically fully adequate for the determination of the criti-

cal mean velocity vc, it appears still preferable to introduce the parameter tc =
=Vc/YgDS instead, since in this manner the shear velocity t/, = |/gDS can also
be introduced permitting thereby the application of Chézy’s velocity formula.
It should be remembered that the ratio of the shear velocity 17* and the mean
velocity calculated from Chézy’s formula is essentially Chézy’s velocity coeffi-
cient ¢ expressed in dimensionless form,

c][DS

Using the parameter (c=vd|/gDS the critical velocity is estimated with
the aid of the five-term velocity group of Eq. (14), or of the velocity ratios
Eqgs (15a) to (15d) developed therefrom.
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 15

From experience gained during the processing of experimental data it
appears desirable to investigate the relationship

« _F lU*d _ D
u, [ v * d,

first. This investigation is all the more desirable since in the studies concerning
the critical tractive force [1] the predominant influence of the relative rough-
ness D/d was first demonstrated in connection with relationships similar to
the graphical plots of Shields. The relationship of Eq. (26) has been plotted in
Fig. 7 where the parameter tc — regarding now the critical mean velocity —
is similar to the parameterfcin Shields’ graphical plot. The scatter in Fig. 7 is,
however, too large to permit the tracing of lines corresponding to D/d = const,
values. This circumstance can be interpreted to indicate the slightness of the
influence of the sediment shear velocity Reynolds number Re” on the critical
mean velocity.

Reviewing the relationships of Eqs (17), (21), (22), (24) and (26) used so
far for determining the critical mean velocity it will appear logically desirable
to consider also the forms of theoretical relationships involving as independent
variable Shields dimensionless resistance coefficient

f = 1
(ri-r)d

For this purpose let us select from among the velocities found in EqQs
(11), (12) and (13) the five-term velocity group

YgDS ; Ygde'; v/d; v\D ; ]Agd? (27)

From these the independent velocity ratios

|l gDS =W r=V X (28a)
gdQ’ I (Yx~Y)d
fgDS u,d (28b)
v/d \
v/d D
(28c¢)
viD ~ d ’
/K = Yq' (28d)
gd

should be formed.
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Fig. 7. Plot of the relationship between ~ and Djd at the critical condition

Ve,
Ut \Y%
1. Neill; 2. Bogardi (Techn. Univ. Budapest); 3. Barton, Liu, etc.; 4. Guy, Simons, Richardson; 5. Bogardi—Ivicsics; 6. Rakéczy
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 17

The expressions of Eqs (28a) to (28b) yield the ratio of the critical mean
velocity and theoretically the shear velocity in the following form:

Ve _ pi d.

(29)
u* { Oh —y)d Vv

On the basis of the theoretical relationship under Eq. (29) several three-
variable relationships have been considered. Of these the relationships

Ve P P « 072 (30)
u. a > ",
and
T, *
{Vi—y)d*"’ v

failed to produce useful results, although the dependence on D/d andfcwas in
agreement with earlier conclusions.
A slightly more definite relationship was observed in the case of the three-
variable relationship
@ _g P (32)
Ut d (Vi-r)d
hut the fc = const, lines could still not be determined in a positive manner.
Subsequently an attempt was made to introduce instead of the sediment
shear velocity Reynolds number the shear velocity Reynolds number Re* =
=» 17*D/r and the gradient S.
For deriving theoretical relationships of this form let us select from the
15 velocities in Eqgs (10), (11) and (12) the indepedent five-term velocity group

VgD ; VgDS ; YgdS; fgdQ ; vjD (33)

which can be combined into the four independent dimensionless parameters

VgD$S

Vs, (34a)
YgD
VDS gL (34b)
Vgds [ d
Ne -re-1 ) (34c)
VgdQ' uc Wi —1X)d
Jsw. = U . (34d)
vjD v
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18 J. L. BOGARDI

The parameter Vc/U* = tc is defined theoretically by the relationship

= F e — %e U*D ) (35)
u* I d "’ (yl—y)d" Vol

Eventually, on the basis of the theoretical relationship under Eq. (35)
the relationships

—f-=F :S (36)
u. (vi-y)d
ind
*
= F u*b 37)
t/* M —y)d
have been examined, but as in the case of Eqs (17), (26), (30), (31) and (32)
neither yielded useful results.
Within the range defined by available experimental data the most useful
result was obtained when using the five-term velocity group given by Eq. (14)
and the theoretical relationship

Ve D . Umd ’ U*D (38)

U= 4 \% \%
defined by the velocity ratios of Eqs (15a) to (15d), whereby — neglecting the
effect of Re,,s and Re* — the relationship

(D_m d (39)
nn d 3g 13
was plotted. This relationship is illustrated in Fig. 8 revealing that the lines
corresponding to constant d/v28g~~3values (1, 10 and 100 in Fig. 8) could be
determined with an accuracy appreciably higher than before.

Since the functions ddU* = o(D/d)n could be determined individually
for the values 1,10 and 100 of d/(r2/3g “ 1/3), these can be used to plot the relation-
ship between the coefficient a and d/j'23g _1/3, as was done in Fig. 9. Analyti-
cally this relationship assumes the form

18

a = 0,000044 (40)
r2/3g-1/3

whence the three-variable relationship

= 0,000044 d 118 D 118 (41)
N, v2/3,-113 d

is obtained.
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20 J. L. BOGARDI

For the case of a given combination of water depth D, particle diameter d
and water temperature, no more than the ratio Vc/U” can be determined from
Fig. 8. For this reason a different approach must be used for determining the
critical gradient Sc necessary for calculating the magnitude of Ut, whereafter
the ratio vcdUt will yield the desired critical mean velocity vc. Fig. 1 which
has not been discussed here in detail but explained in earlier papers, appears
suitable for this purpose. In fact, fora given ratioD/dandd/~”"g -L/3) value the
parameter

o LE yDSc

7i - Yd (7i —Y)d
will yield the critical gradient Sc.

u, -« (44

plotted versus:parameter

\23 ,.-lia
on the basis of Fig. 8
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 21

Example: With the following basic data: water depth = D = 9,4 cm; sediment particle
size = d = 0,047 cm; water temperature = 20 °C, and thusv23g~ 113 = 0,0047 cm, find the
critical mean velocity vc.

From Fig. 8: D/d = 0,4/0,047 = 200, further

d _ 0,047 10
V213g-V3 — 0,0047
and thus the value
- 11,6
YgdS

is obtained.
In Fig. 1 the pair of values D/d = 200 and d/(v2133~43 — 10 defines the parameter

fe = 0,0155 .

yDSc
(Vi—y)d
Consequently, the gradient required to produce critical conditions is

, 0,0155-(yj —y) d 0,0155(2,65 -1).0,047  ccocovern.
-------------- y.D “ H 4 --eeeee = °7000LLI

17,= YgDS = /98b9,4-0,000127 = /47 = 1,08 cm/sec.
and thus the desired critical mean velocity is
vc= 11,6 « 1,08 = 12,5 cm/sec.

For the sake of completeness let us calculate hereafter the critical tractive force
as well:

Tc =fc(.Vi—y)d = 0,0155 + 1,65 « 0,047 = 0,0012 p/cm2

In engineering practice the problem frequently encountered is to deter-
mine for a given combination of water depth, gradient, temperature and cor-
responding mean velocity the largest sediment particle diameter which is still
set into motion, i.e., beyond which the coarser fractions remain at rest. Prob-
lems of this nature must be solved by trial and error, reversing the above pro-
cedure.

Let the water depth be given as D = 9,4 c¢cm, the gradient as S = 0,000127, the water
temperature as 20 °C and the mean velocity observed, or calculated therefrom as vc= 12,5
cm/sec. Determine the particle diameter which will be in the boundary condition of incipient
movement.

Calculating the value

17,= /981-9,4-0,000127 = 1,08 cm/sec,
we have
Ve 12,5

i7, ~ 108 1O

As afirst approximation assume D/d = 100, i.e. the desired particle diameter is

d 9.4 _ 0,094 cm
00 ~ ‘
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22 J. L. BOGABDI

Since at 20 °C temperature v2,3g-1'3= 0,0047, we obtain d/(iPI3g~113) = 20, and in Fig. 8 the
D/d value corresponding to this and to the parameter vgU, = 11,6 is about 204-30. The

particle size must consequently be reduced, or conversely for a given D depth, the ratio D/d
must be increased.

As a second approximation assume D/d = 250, i.e. the particle diameter is now

d=“Sr =QBban

d 0,0376
\2i3g-m — 0,0047 —8,02"°

Thus

Fig. 10. The d versus W3g-43 relationship plotted for water temperatures
t= 15, 20 and 25 °C

which together with the corresponding vdUt = 11,6 value yields from Fig. 8 for the ratio
D/d the value 300 to 320. The desired particle size must be somewhat larger to obtain for a
given depth D a lower ratio D/d.

After additional trials we obtain D/d = 200 for the correct value, indicating according
to the example demonstrated in detail that the sediment fraction of diameter d = 0,047 cm
will then be in the boundary condition of incipient movement.

In connection with Fig. 8 it should be emphasized that it applies only to
a sediment with a specific gravity of yl= 2,65 p/cm3. In contrast with the
remarks made previously in connection with the critical tractive force, it should
be added that for sediments having a specific gravity other than 2,65 the rela-
tionships dealt with above must not be used for estimating the critical
velocity vc.
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INCIPIENT SEDIMENT MOTION 23

Since it is usually desired to determine the particle diameter for differ-
ent temperatures, and since it would be inconvenient to use the parameter
d/(v23 g -1/ given for a single temperature only, the relationships

d—F (v23 ,23)

have been plotted in Fig. 10 also for temperatures t = 15, 20 and 25 °C.
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Charakterisierung der Inbewegungsetzung der Geschiebe durch die kritische mittlere
Geschwindigkeit. Aus den vorigen Abhandlungen des Verfassers stellt sich heraus, daB
die kritische Schleppkraft, die die Inbewegungsetzung des Geschiebes charakterisiert,
auch bei einem Geschiebematerial gegebenen Korndurchmessers d und spezifischen Gewichts
yl nicht konstant ist, und in erster Linie von der durch das Verhéaltnis der Wassertiefe D und
des Korndurchmessers d charakterisierten relativen Rauhigkeit abhéangt. Offenbar, den
Beginn der Geschiebebewegung determinierende Kkritische mittlere Geschwindigkeit ist
auch selbst kein Festwert, sondern hangt von den Umstédnden der Beobachtung, in erster
Linie von der relativen Rauhigkeit ab. Die Abhandlung,von der klassischen Theorie der StoR-
kraftstirke ausgehend, untersucht die Anderung der kritischen mittleren Geschwindigkeit
und ihre Abhéangigkeit von den aus den verschiedenen physikalischen Grofen bildbaren Para-
metern in zahlreichen Varianten. Schlieflich wird der Quotient der kritischen mittleren
Geschwindigkeit und der Gleitgeschwindigkeit als Funktion der relativen Rauhigkeit sowie des
vom Korndurchmesser und von der Viskositdt abhangigen Parameters ermittelt. Die Zu-
sammenhange werden auf Grund von theoretischen Uberlegungen, sowie mittels tatséchlicher
Versuchsergebnisse in graphischer Form und auch numerisch angegeben.
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Caractérisation du début de charriage par la vitesse moyenne critique. Il ressort des tra-
vaux antérieurs de I’auteur qu’en cas méme d’une grosseur de grains d et d’un poids spécifique
yl des matériaux solides, la force d’entrainement critique des matériaux caractérisant le
début du charriage n’est pas constante et dépend en premier lieu de la rugosité relative d
déterminée par le quotient de la profondeur d’eau D et du diameétre d des grains. La vitesse
moyenne critique caractérisant le début du charriage ne doit pas étre non plus de valeur
constante, mais dépend des conditions de I’observation, et notamment de la rugosité relative.
L’étude partant de la méthode classique de la force de choc, examine de nombreuses alternatives
de la variation de la vitesse moyenne critique et sa dépendance des parameétres pouvant étre
formés des différentes quantités physiques. En fin de compte, le quotient de la vitesse moyenne
critiqgue et de la vitesse de glissement est déterminé en fonction de la rugosité relative et du
parameétre dépendant du diameétre des grains et de la viscosité. Les rapports sont donnés,
sous formes graphique et numérique, sur la base de considérations théoriques et a I’aide de
résultats expérimentaux réels.

XapaKTepucThKa Havasna ABMXEHUS1 HAHOCOB NPUNOMOLLIUCPEeLHe KPUTUYECKOI CKopoC-
™ (4. Borapau)./3 npefblayLieil paboTbl BbITEKAET, UTO KPUTUUECKOE YCU/INE CMELLIEHMST HaHO-
COB, XapaKTepu3yioLLee Ha4ano ABMXeHWUS HAHOCOB, He SIB/ISIETCA MOCTOSIHHLIM HU A1 MaTepuana
HAHOCOB C JaHHOWN KPYMHOCTbLHO d1 M C JaHHbIM YAe/bHbIM BECOM Y, M 3aBUCUT, B NEPBYIO 04epesp,
0T rNy6UHbI Bodbl U OTHOCUTE/IbHOW LLIEPEXOBATOCTM, OMpefessieMoli YacTHbIM AvMameTpa 3e-
peH D/d. EcTeCcTBEHHO, YTO CPefHSASi KPUTUYECKas CKOPOCTb Hayana BVXKEHUSI HAHOCOB TaKXe
He SIBSIeTCA MOCTOSIHHOM BE/IMUMHOIA, a 3aBUCUT OT YC/NI0BMiIA HabBOAeHNS, 1 B MePBYO ouepedb
0T OTHOCWTE/NLHOI LiepexoBaTocTW. PaboTa, UCXOAA M3 KMacCUUecKol Teopuu yaapHOU cunbl,
B psifie BapuMaHTOB M3y4yaeT W3MeHEeHVe CpefHeil KPUTMYECKOW CKOPOCTM U ee 3aBUCMMOCTb
0T napameTpoB, KOTOPble MOXHO 06pa3oBaTh M3 Pa3MUHbLIX PU3NUECKMX KOUMYECTB. B KoHeu-
HOM pe3y/ibTaTe aBTOp YaCTHOE CPefHei KPUTUYECKOW CKOPOCTWU M CKOPOCTU CMELLEHUsT orpe-
fensieT B (hyHKUMM MapameTpa, 3aBUCALLEr0 OT OTHOCUTE/IbHOM LLIEPeXoBaToCTH, a TaKXe aua-
MeTpa 3epeH U BAKOCTU. B paboTe CylUecTBYHLLME CBS3M AAKTCA Ha OCHOBE TEOPETUYECKMX
CO0OpaXKeHW, a TakKXe pe3ynbTaToB AelCTBUTENbHLIX OMbITOB B rpadMyeckoi M LMUgpPOBOi

thopme.
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NUMERICAL SOLUTION
OF MIXED BOUNDARY VALUE PRORLEMS
IN DISC ANALYSIS

K. SZMODITS'

DR. OF TECHN. SC.
BUILDING RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST

Author treats the solution of the problem of mixed peripheral values of symmetric
and antimetric discs in respect to the axes x and y. The problem is solved by treating
the question according to the theory of complex functions of the plane stress state.
In solving the problem the holomorph complex stresses are written in the form of power
series expansion, and the constants of these series are determined by peripheral colloca-
tion. The procedure gives the solution without introducing the stress function F, because
thus it is simpler to write down the peripheral conditions.

A solution is presented for mixed boundary value problems arising in
the analysis of discs that are symmetrical and antimetrical with respect to
the x andy axes. The approach is based on the complex function form of the
plane stress state. Holomorphic complex stresses are expanded into a power
series the constants of which are determined by collocation along the boundary.
The solution does not involve the introduction of the stress function F, the
boundary conditions being more readily determined in this manner.

In mixed boundary value problems of disc analysis the contour curve
consists of sections which can be classified into two groups, in the first of which
the boundary forces, in the second the displacements are given at discreet
points. Depending on whether the contourline is formed by a single closed curve
pertaining to the first group, or one belonging to the second group, the first,
or the second boundary value problem is to be solved.

In the case of arbitrary contour curves the boundary value problems of
disc analysis can be solved by numerical methods only. In the methods com-
monly applied the aim isto find the stress function F. Since boundary forces as
well as boundary displacements can be expressed in terms of F, the boundary
conditions can also be related to F. The resulting expressions are as a rule in-
volved and consequently the development of the set of linear equations for
determining the independent constants of the stress functions F satisfying the
disc equation AAF = 0, under the restriction that these should also approxi-
mately satisfy the boundary conditions, is a lengthy and difficult task.

An appreciably simplified approach to the development of these equa-
tions can be followed by applying the method of complex function analysis to
two-dimensional problems [1]. In this case rather than the stress function F
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the complex stresses JP(s) and w(z) are sought for in terms, of which the bound-
ary conditions can be expressed readily even for arbitrary contours and the
resulting expressions can readily be resolved into real functions.

In the case of a two-plane stress state the boundary conditions of the
first and second boundary value problems for a disc in the complex plane are
obtained by a slight modification of the expressions on p. 71 in [1] as

2(N- iS) = W(z) + W(z) - [zW'(z) + ie(z)] e2u 1)
4E(Un+ iUs)= {83- WV)'W(z)-(1-v) [zW(z) - 'w(i)]} e~'m, (2)

where N and S are normal and tangential boundary forces, respectively, Un
and Us are normal and tangential boundary displacements, respectively, a
is the angle included by the surface normal and the st axis, E is Young’s mod-
ulus of elasticity of the disc material, I]is Poisson’s number, where the upper
right-hand comma indicates differentiation, the upper left-hand comma in-
tegration, i.e., bF(z)= J 1V(z)dz (Fig. 1). Since the constants of integration de-
note translations and rotations of the disc as a rigid body, these can be neglected
in the present analysis.

The stresses ax, Oy and rxy, as well as the displacements u and v in the
directions x and y, respectively, are related to the complex stresses as [1]:

ox+ *y=W{z)+W(z)
ay — ax+ 2irxy = ZW'(z) + w(2) 3)
4 /i(u -(-id) = X'IV(z) —zW(z) — 'm(z),

where in the case of plane stresses x — 3 — nl(1 -(- r/) and in the case of plane
strains K = 3 — 4r/, while
E

1 +Tj

luy-
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NUMERICAL SOLUTION OF MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEMS 27

In the knowledge of the complex stresses W(z) and w(z) the stresses and
displacements are obtained from Eqs (3).

The complex stresses being holomorphous functions, they can be expand-
ed into the following power series:

w(z) = 2n A" w(z"= 2n a-*n’ (4)
n=o0,1,2,3, ...

where An and an are unknown real constants.

W ith the substitutions Z = r (cos g -f- i sin ) and eia= cos a isina,
Eqs (4) are rewritten into a trigonometric form and on substitution into EqQs
(1) and (2), further by separating real and imaginary parts, we obtain for the
boundary forces and boundary displacements the following expressions:

2N = 2 Ang rncos i — nrn~l [cos (re — 1) cp-® —sin (re — 1) grip } —
M

—2 ttnr(cosnpcos MX —sMnpshNa)»
n

2S — —2 Annrn~l{cos (re -1)<gmp+ sin (rr — 1) cp-P} -f- (5)
n

-f-2 anrmi(sin n(Pcos 2 a -j- cos nPsin 2a),
n

4EUn-f-2 An[(3 —rj)——-—- [cos (re+ 1) pcosa -\-
n | n+ 1
-f- sin (re -j- 1) psina] — (L + V) r'"(cos n(P' + (6)
1 I'n+1
-f-sinre~-~) —2 an{1 +V)-—--- — X
I n+ 1

X [cos (re + 1)9?cosa — sin (re-\- 1) gsin oc],
rn+1

r
4EUS= 2 Anj(3 —t'l)-------- [sin (re -f- 1) pcosa —
n | n+ 1

—cos (re+ 1)sinal — @ + v) rn(cos n<pmypl —

. 1 rn+l
—sin pmbr)1+ 2 an(l+ v) - ——X
] n ni4-1

X [cos (re+ 1)9e5sina — sin (re-f- 1) Pcos a] ,
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where
= cos @ cos 2a -f- sin @ sin 2a,

ip= sin@ cos 2a — cos (p sin 24,

dx= cos@ cosa + sin@ sin a,

rp2 = sin @ cosa — cos @ sin a;
r=0,1,2, 3, ..

For ease of calculation r is expediently reduced to a dimensionless form
by division with the length unit. Hereafter, the constants will have a dimension
identical to that of stresses.

The numerical values of the constants are determined by collocation
along the boundary. For this purpose Eqs (5) and (s) are written for fairly
closely spaced boundary points and solved for the unknown constants. In the
boundary points N and S, or Unand Uswhich are given, two equations can be
written for each of the boundary points. If the number of boundary points is
re, the number of available equations is 2 re, from which 2 e unknown constants
can be determined in an unequivocal manner.

In the special case where both the contour curve and the acting load are
antimetric to the x axis, it will be perceived from Fig. 2 that forre= 0, 2, 4, . ..
in the antimetric points Zn will become identical, and consequently the solu-
tion given by Eq. (4) will also become antimetric to the x axis. Boundary con-
ditions should then be written for discreet points lying on one side of the x
axis only. On the other hand, in that particular case where both the acting
load and the contour curve are symmetrical about the x axis, the complex
stresses become

W(z) = 2 An(™+ *-m),
" (?)
»(%) = (4 xer
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wheren = 0,1, 2, 3,4, ... .When the acting load and the contour curve are
symmetrical to both the x andy axes, in Eqs (7) n= 0, 2, 4, ... . Resolving

Eqgs (7) into real and imaginary parts, Eqs (5) and (s) supplemented with the
terms containing (—N) are obtained.

These terms, denoted by an upper dash, are as follows:

2 N= An{2 r~ncosp+ /ir_(n+l) [cos (n+ 1) p-D-f-sin (n -f- 1)21Y]} —

N
n
— ™ anr~n(cos pcos 2 a -(- sin nPsin 2 a) ;
M
25 = nAnr—n+1) [cos (n -f- 1)(p'ip — sin (n -f- 1) p-P] -f-
M

-j-” anr~n(cos Wpsin 2 @ — sin TPCoOSs 2 a) ;
n

4EUn= "~ Anl1(@ —rj) —---- [cos (1 —n) gpcos a —
n | 1 —n

—sin (1 —n)<psina] — (1 + rj)r~'n(cos wp-d1—sin Tmp-rpx)

ji—n
— N an@ + rj)---------- [cos (1 — n)gp sina —sin (1 — n) Ppcos a] ;
n 1 —n
— f rn .
4EUS— — "VAN (B —rj)-—-- [sin (1 — n) pcosa + cos (1L —n) Ppsina] +
“t ( 1—n

+ (1 — 1) r—a(cos Wpapl+ sin Mb2-®])| -j-

+ ’\n an(@ + V) - o -[cos (1 —n)f sina —sin( —n)pcosal.
1 —_—

Example

Let us find the state of stress in a circular disc loaded by the uniformly distrib-
uted boundary forces N. Owing to full axial symmetry Eqs (5) and (s) must
be written for a single boundary point only. Since for all g values S = 0, all
constants of Eq. (6) are eliminated and thus from Eq. (5), in which only A0 ¢ 0
and N = AQ, and further from Eqs (3) we have

ax+ ay= 2N ; ax—ay+ 2irxy—0
and thus
ax= oy= N ; xxy= 0.

Since the boundary condition is satisfied at each of the boundary points,
the solution obtained is the exact one.
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Numerische Losung der komplexen Randwertaufgaben von Scheibenproblemen. In die-
sem Aufsatz beschéftigt sich der Verfasser mit der Losung der komplexen Randwertaufgabe
von zu den Achsen x und y antimetrischen und symmetrischen Scheiben. Die L6sung wird
durch eine komplexe Behandlungsweise der Funktionenlehre des ebenen Spannungszustandes
durchgefuhrt. Im Laufe der L6sung werden die holomorphen komplexen Spannungen in in
Potenzreihen entwickelten Formen aufgeschrieben, und die Konstanten dieser Reihen werden
durch Randkollokation ermittelt. Dem Verfahren gemaf wird die L6ésung ohne Einfiihrung der
Spannungsfunktion F bestimmt, da das Aufschreiben der Randbedingungen auf diese Weise
viel einfacher ist.

Solution numérique du probléeme mixte de la valeur au contour de I’élasticité a deux
dimensions. L’é¢tude présente la solution du probléeme mixte de la valeur au contour des
disques antimétriques et symétriques aux axes x ety. La solution s’obtient par la méthode
des variables complexes. Au cours de la solution, les complexes holomorphes sont exprimés
sous forme développée en série et les constantes des séries déterminées par une collocation
au contour. On obtient la solution sans introduire la fonction de contrainte F et I’expression
des conditions au contour est considérablement simplifiée.

UwicnioBoe peLleHre CMeLLiaHHbIX3a4ay Mo 3Ha4YeHWsIM NepuMeTPOB AMCKOBbIX Npo6nem (K-
Cmogaunu). Pa6oTa MOCBSILLEHA PELLEHMIO CMeLlaHHbIX3a4a4 Mo 3HauYeHWUsIM MepuMeTPOB AVCKOB,
AHTUMETPUYECKMX Y CUMMETPUUECKMX K OCSIM X 1 Y. PeLlieHune oCyLecTBSETCA NPK NMOMOLLY KOM-
NNEeKCHOM (DYHKLMOHANIbHOM TPAKTOBKW M/I0CKOCTHOrO HanpsKeHHOro cocTosHus. B npuecce
peLleHnsl roNoMOPgHbIE KOMMEKCHbIE HANPsSXKEeHUs 3anucbiBalOTCA B BUAE Pas3/oXXeHHOro B
CTEeNeHHON psf M MOCTOSIHHblE 3TUX PSAOB ONPEAeNsIoTCA MepUMETPUUECKO KosoKalmeid.
Mpeanaraemblii MeTof onpeaensieT pelleHne 6e3 BBeaeHUS (PYHKLMM HanpshkeHus F, Tak Kak
nepruMeTpUYecKme (OKPYXXHbIe) YCI0BUS TaKUM 06pasoM MOXKHO 3anicaTh 3HAUMTEIbHO MPOLLE.
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NOUVELLE METHODE POUR L’EXAMEN
DU FLUAGE DES ACIERS

A. SZOMBATFALYY
INSTITUT DE RECHERCHES SIDERURGIQUES

[Manuscrit regu le 13 mars 1967]

Les processus de ségrégation se déroulant au cours du fluage des aciers ont été examinés
sur la base de la variation de la résistance électrique et de la force coercitive. Des essais de
10 000 heures effectués a 550° et 565 °C ont montré que la force coercitive varie rapidement
au début et plus lentement aprés 3000 heures. Sur la base de relations connues, on en peut
conclure a la vitesse de ségrégation des carbures. L’accroissement de la conductivité électrique
indique un appauvrissement en éléments d’alliage de la matrice. D’aprés nos expériences,
ce processus est indépendant de la sollicitation mécanique, tandis que la ségrégation de carbures
est modifiée par les contraintes.

I. Introduction

L’étude de la vaste littérature consacrée au fluage des matériaux métalli-
ques permet de constater que le fluage est un phénoméne fort complexe qui
peut s’accomplir sous I’effet de plusieurs mécanismes. Dans le fond, c’est une
conséquence du mouvement des dislocations [1—7], dont la vitesse est déter-
minée par différents phénoménes accompagnants: ségrégation, recristallisation,
grossissement du grain, polygonisation, effet Snoek, effet thermoélastique,
etc. Il semble tres probable que chacun de ces mécanismes entre en jeu en cas
d’efforts de longue durée, leur effet variant en fonction de la composition et de
la structure de I’alliage, de la température et de I’effort. Des essais multiples
prouvent que le fluage s’accompagne toujours d’une ségrégation de carbures,
a laquelle on attribue une assez grande importance du point de vue de la vitesse
du processus [8—14]. Mais des précipités ne s’observent au microscope que
dans les phases ultérieures du fluage, aprés quelques milliers d’heures [15],
tandis que les déformations plus rapides apparaissent surtout dans la phase
initiale de I’essai. On peut donc supposer que le fluage est également lié a la
formation de précipités submicroscopiques, de germes et de zones Guiner-Pres-
ton qui pourraient étre responsables du ralentissement de la déformation, plus
rapide au début du processus. Pour élucider ce probléme, nous avons tenté d’ap-
pliqguer des méthodes plus sensibles que celle microscopique, qui nous permet-
traientun controle quantitatif du processus de ségrégation de carbures. Les mé-
thodes d’examen qui pouvaient entrer en ligne de compte sont basées sur la
mesure des propriétés physiques: frottement interne [16—17], force coercitive
[18—21] et résistance électrique [22].
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f

Nous avons des I’abord rejeté I'idée de mesurer le frottement interne, car
d’un coté I'appareil de Ké [23] ne se préte qu’a I’examen des fils et d’autre
part, I’Elastomat de Fdrster ne s’est pas avéré suffisamment sensible au cours
des essais préalables que nous avons effectués.

Les relations entre la force coercitive et la ségrégation sont depuis
longtemps connues. On les explique par le fait que le déplacement des parois de
Bloch provoqué par le champ magnétique extérieur est entravé par les ségré-
gations [24—26]. Cet effet est le plus grand quand le diametre des particules est a
peu pres identique a I’épaisseur de la paroi de Bloch, donc s’il est de I’ordre de
0,01 micron. La force coercitive dépend, en dehors de la dimension critique, du
nombre des ségrégations par unité de volume et varie a peu pres linéairement
avec lui.

La grandeur de la conductivité électrique est une propriété caractéristique
de tous les métaux; I’alliage la diminue dans tous les cas, car les atomes ét-
rangers inclus dans le réseau atomique empéchent le mouvement des électrons
de conduction. Mais cet effet dépend du genre d’alliage: dansles alliages d’une
structure hétérogene, la conductivité varie presque linéairement avec le pour-
centage atomique des phases, tandis qu’en cas de solutions solides, une faible
quantité d’alliants la diminue déja considérablement [27]. Les processus de
ségrégation s’accompagnent donc de I’accroissement de la conductivité électri-
que [28—31].

Il ressort de ces constatations que les deux méthodes se completent et
peuvent méme permettre un contréle mutuel. En effet, de I’appauvrissement
en éléments d’alliage de la matrice résulte une amélioration de la conductivité,
tandis que la modification des propriétés magnétiques indique I’apparition de
zones G. P., germes ou carbures.

C’est a partir de cette hypothése que nous avons examiné la transforma-
tion des propriétés magnétiques des éprouvettes sous charge constante pendant
10 ooo heures, et effectué des essais systématiques en mesurant la conductivité
électrique et la force coercitive. Les éprouvettes étaient de I’acier moulé de
qualité 10 CrMo 910. Leur composition variait dans les limites suivantes:

C 0,08 4-0,15%,
Si 0,15 -b 0,50%,
Mn 0,40 -h 0,60%,
Cr 20-r25%,
Mo 0,9 -i-1,1 %.

Traitement thermique: refroidissement a I’air de I|’acier chauffé a 950 °C,
revenu a 720 °C pendant 2 heures. La dimension des éprouvettes était:
0 8 X120 mm.
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La résistance électrique a été mesurée par un pont Thomson de 5 décades.
Pour la mesure de la force coercitive, nous avons utilisé un appareil construit
par nos propres moyens, enfin pour I’'indication de I'intensité du champ ma-
gnétique nous avons eu recours au «Rissdetektor» de Fdrster. Pour assurer la
magnétisation saturée, nous avons magnétisé les éprouvettes dans un champ
ayant une intensité de 28 ooo oersteds.

Il. Résultats expérimentaux
1. Essais magnétiques
A titre préliminaire, nous avons mesuré la force coercitive de 21 éprou-
vettes sous charge constante pendant 10 ooo heures et celle de leur matériau,

qui correspondait a I’état initial. Les données expérimentales et le changement
de la force coercitive au bout de 10 000 heures sont résumés sur le tableau 1.

Tableau 1

L'allongement, la force coercitive et sa variation

Force coercitive

Température Sollicitation Allorgyment [oerstec de T force
[°q [kp/mm2] 10*[r01/e;5res au début a la fin coe[r(;:/iéive
de I’essai
550 7,5 0,89 5,02 5,96 18,0
550 7,5 0,54 5,96 6,33 6,3
565 7,5 2,32 5,96 7,20 20,8
565 6,0 1.48 6,25 7,21 15,3
550 7,5 1,44 5,17 6,12 18,3
550 7,5 0,48 6,10 6,25 2,4
550 7,5 1,68 5,52 8,00 44,0
565 6,0 0,98 7,85 8,65 10,2
550 6,0 0,40 8,00 8,31 3,9
550 7,0 0,28 6,68 7,10 6,3
550 7,0 0,36 6,27 6,54 4.3
550 7,0 2,16 6,27 7,22 15,2
550 7,0 0,48 7,60 7,92 4,2
550 7,0 0,64 8,78 8,15 7.8
550 7,5 0,52 8,10 8,71 7,6
550 7,5 0,68 8,40 8,85 54
550 7,5 0,52 6,85 7,12 5,3
550 7,5 0,92 8,95 10,20 7,6
550 7,5 2,24 6,12 10,20 67,0
550 7,5 0,46 6,20 6,30 1,6
550 7,5 1,44 5,17 6,12 18,4
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Les valeurs correspondantes de I’allongement et de la force coercitive de cha-
que éprouvette sont mises en vue sur la figure 1. Pour des raisons de simplicité,
nous y avons adopté une échelle logarithmique.

Nous y avons tracé aussi une droite de régression déterminée par la mé-
thode des moindres carrés. Le coefficient caractérisant I’étroitesse de la corré-
lation: r = 0,75, valeur tres bonne surtout si I’on considere que les essais de

Fig. 1. L’accroissement de la force coercitive et I’allongement au bout de 10 000 heures,
a 550° et 565 °C

fluage ne peuvent étre reproduits qu’avec une précision de 20% environ
[32-33].

Les résultats de ces examens démontrent donc I’existence d’une corréla-
tion entre I’allongement survenu pendant 10 ooo heures et le changement de la
force coercitive. Sur la base des ouvrages de Kersten et NEel, On peut aussi
établir qu’une plus grande vitesse de fluage s'accompagne d'une précipitation
accélérée des carbures; il se peut méme qu’elle soit la conséquence de cette der-
niere.

La majeure partie des éprouvettes figurant au tableau | avait été utilisée
déja précédemment pour d’autres essais, mais 7 parmi elles étaient laissées
exclusivement a notre disposition. De la téte de celles-ci, nous avons fait des
éprouvettes pratiquement détensionnées maintenues a 550 °C. La comparaison
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des propriétés magnétiques des matériaux non chargés et sollicités a permis
d’étudier les corrélations entre la charge et les processus de ségrégation. Les
données sont contenues dans le tableau I1., les résultats sont mis en vue sur la

Tableau 11

L'allongement et I’accroissement de la force coercitive & 550 °C au bout de 10 000 heures,

dans I’éprouvette chargée et non chargée

Force coercitive Accroissement de la

gée\&oenr;t [Oersted] force coercitive [%]
4 état initial a=175 a=0 a=175 0=0
0,46 6,20 6,30 6,44 i,6 3,5
0,48 6,10 6,25 6,80 2,4 11,7
0,89 5,02 5,96 6,65 18,0 32,5
1,44 5,17 6,12 7,60 18,4 40,5
1,56 5,77 6,35 6,75 10,1 17,0
1,68 5,52 8,00 19,60 44,0 218,0
2,24 6,12 10,20 21,60 67,0 257,0

figure 2. Sur celle-ci, nous avons représenté les changements de la force
coercitive de la partie non chargée et chargée d’une éprouvette en fonction de
I’allongement produit pendant 10 000 heures. Pour illustrer la différence, nous
avons relié entre eux les points se rapportant aux mémes éprouvettes. Il est
bien visible que dans le matériau prélevé de la partie non chargée, la force
coercitive accuse une augmentation beaucoup plus grande que dans celle prove-
nant de la partie soumise a une charge de 7,5 kp/mmz2. Cela indique que la
sollicitation mécanique modifie la vitesse de la précipitation des carbures. Cette
constatation est d’ailleurs en accord avec celle de Krisch [34], selon qui les
carbures isolées d’éprouvettes non sollicitées mécaniquement contiennent un
peu plus d’alliants.

Ayant constaté que la force coercitive avait accusé dans chaque cas une
nette augmentation au bout de 10 ooo heures, nous avons examiné les varia-
tions dans le temps de cette valeur, pour en conclure aux variations de vitesse
de la ségrégation de carbures. Dans ce but, nous avons maintenu quelques ép-
rouvettes a la température de 550 °C et mesuré de temps en temps les valeurs
magnétiques ci-dessus. Ainsi qu’il ressort de la figure 3, la variation est rapide
au début, mais sa vitesse décroit fortement aprés 3000 heures environ. Les éprou-
vettes provenant de différentes coulées — tout en donnant des résultats nu-
mériques divers — ont présenté un comportement essentiellement analogue.
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Allongement /°/0]

Fis. 2. L’accroissement de la force coercitive d’éprouvettes sous charge ( X) et non chargées
(O) a 550 °C

rPmps [hj

Fig. 3. L’accroissement de la force coercitive en fonction du temps a 550 °C, dans une éprou-
vette non chargée
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2. Examen de la conductivité

La conductivité électrique a été mesurée sur des éprouvettes en partie
non chargées et en partie maintenues sous une charge de 7,5 kp/mm2. La tem-
pérature de I’essai a été de 550 °C. Nous avons procédé parallelement a trois
séries d’expériences, qui ont abouti a des résultats identiques. Les données de
I’'une de ces séries de mesures ont été résumées dans le Tableau I11, les change-
ments de résistance étant mis en vue par la figure 4.

Fig. 4. Variation de la conductivité en fonction du temps & 550 °C, dans des éprouvettes non
chargées (O) et chargées (x)

Tous les essais concordent a montrer que la diminution de la résistance,
rapide pendant quelques centaines d’heures, se ralentit progressivement,
jusqu’a ce que la résistance devienne constante entre 1500 et 3000 heures.
On en peut conclure qu’a cette température, les éléments d’alliage ou du moins

Tableau 111

Variation de la conductivit¢ G 550 °C d'éprouvettes sous 7,5 kp/mm.2 et d'éprouvettes

non chargées

Conductivité

deD:J‘;ésiai [m/Ohm mm?2]
heure] essaisans charge  essai sous charge

0 3,27 3,31

650 3,55 3,56
1010 3,58 3,58
2023 3,70 3,68
3004 3,77 3,81
4006 3,74 3,79
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leur plus grande partie se précipitent de la matrice pendant 3000 heures en-
viron. Ce processus se déroule d’abord a une allure plus rapide, pour se ralentir
ensuite et cesser tout a fait au bout de 3000 heures environ. A partir de la, la
composition de la matrice parait inchangée. 1l ressort également du diagramme
que le changement de la résistance est identique sur les éprouvettes chargées
et non chargées, ce qui signifie que les contraintes mécaniques n’influent pas
sur le processus de ségrégation des alliants.

3. Examen métallographique

Nous avons essayé de suivre le processus de ségrégation des carbures par
des examens microscopiques. Les éprouvettes non chargées maintenues a une
température de 550 °C ont été refroidies de temps en temps, ensemble avec le
four, puis polies électrolytiquement et attaquées au nital. Nous les avons exa-
minées ensuite sous des grossissements variés. On pouvait constater que la
dimension et la quantité des carbures augmentaient progressivement avec le
temps. Le degré de cette augmentation est représenté sur les figures 5 a s, qui
appuient qualitativement notre conclusion tirée de la variation de la force
coercitive.

I11. Interprétation des résultats expérimentaux

Les résultats des essais effectués peuvent étre interprétés a la base de la
figure 9. Nous y avons représenté, en fonction du temps, la variation de la con-
ductivité et de la force coercitive de I’éprouvette maintenue a la température
de 550 °C, ainsi que I’allongement produit par une charge de 7,5 kp/mm sur
une éprouvette de matiere identique. Sur la base des relations connues entre la
structure des alliants et les propriétés magnétiques et électriques, le diagramme
en question permet de tirer plusieurs conclusions:

a) La matrice s'appauvrit progressivement en alliants (augmentation de la
conductivité). Le processus qui est d’abord rapide, se ralentit ensuite et se
termine au bout de 3000 heures environ.

b) L’accroissement de la force coercitive indique que les alliants préci-
pités forment des carbures, dont le nombre et la dimension augmentent a un
rythme d’abord rapide, mais qui va décroissant. Les dimensions s’approchent
d’une valeur critique, la plus favorable du point de vue de la force coercitive.
Selon la théorie de Kersten, celle-ci doit étre de I’ordre de 0,01 micron.

c) La ségrégation des alliants cessant déja aux environs de 3000 heures,
alors que la force coercitive continue a augmenter, on peut conclure qu’il ne se
forme plus de nouveaux carbures par la suite et que c’est seulement la dimen-

sion ou la composition des précipités antérieurement ségrégés qui subissent
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Fig. 5

Fig. 6

une certaine modification. Le fait de I'augmentation est confirmé aussi par les
observations microscopiques.

d) Les courbes représentant I’allongement et la variation en pourcent
de la force coercitive semblent étre a peu prés paralléles, ce qui indiquerait
— en accord avec les constatations d’autres auteurs — que l’allongement est

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



40 A. SZOMBATFALYY

Fig. 8
Fig. 5—8. Modification de la structure a 550 °C, au bout de 627, 1000, 3000 et 4400 heures
(N = 1200 X)

en rapport avec la formation de carbures. Cette constatation se trouve égale-
ment appuyée par la figure 1, dont il apparaft qu’une corrélation assez serrée
existe entre la grandeur de I’allongement produit au bout de 104 heures et les
modifications survenues dans les phases de carbures.
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e) Les contraintes mécaniques n’influent pas sur la précipitation
atomes d’alliants dissous (figure 4), mais elles retardent le processus de forma-
tion de carbures.

Bien que les constatations ci-dessus soient basées sur des résultats mesu-
rés sur un assez grand nombre d’éprouvettes, il faut souligner que la durée de
nos expériences relatives a la force coercitive et a la conductivité électrique n’a

Temps [h]

Fig. 9. Variation de la conductivité, de la force coercitive et de la longueur en fonction du
temps, & 550 °C

été que de 5000 heures au plus et que nos essais de mesure des allongements
ont été poursuivis durant 10 000 heures. La température des essais a été de
550°, resp. de 565 °C et le matériau des éprouvettes était de I’acier 10 CrMo 910.
Aussi nos constatations ne sont-elles valables que dans ces limites et ne
sauraient étre généralisées.

IV. Conclusions

Nos examens et nos essais ont permis d’établir que les ségrégations de
carbures accompagnant le processus du fluage peuvent étre détectées et suivies
par la mesure des variations de la force coercitive et de la conductivité électri-
que. La corrélation entre les variables est assez étroite et les conclusions qu’on
en peut tirer sont en accord avec les constatations publiées dans la littérature.

Nous avons utilisé le méme matériau pour tous les essais, poursuivis a
deux températures durant 5000 et 10 000 heures et c’est d’un nombre relative-
ment restreint de données que nous avons tiré nos conclusions. Mais méme
nos résultats d’essais peu nombreux ont suffi pour établir que la conductivité
et la force coercitive peuvent étre efficacement utilisées pour I’observation des
ségrégations de carbures.
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Les mesures pouvant étre effectuées sur un appareil relativement simple,

il semble étre utile de procéder a I’avenir, parallelement aux essais de fluage, a
la détermination des propriétés magnétiques et électriques mentionnées. Il est
a supposer que sur la base de I'interprétation statistique d’un grand nombre

de

données, on pourra mieux connaftre les processus qui suivent le fluage et

diminuer aussi le nombre ou le temps des essais de longue durée, fort coliteux.
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New Methods for the Investigation of the Creep of Iron Alloys. The segregation phenomena
during the creep of steels were investigated on the basis of the changes in the electrical resistance
and in the coercive force. The tests carried out at 550 °C and 565 °C show that in the begin-
ning the coercive force changes faster and after approx. 3000 hours it changes slowly. From
this one may draw conclusions, on the basis of the known relations, on the speed of carbide
segregation. The increase of the electrical conductivity indicates that the alloying element
content of the basic metal is reduced. According to the experiments, this phenomenon is
independent of the mechanical load, but the carbide segregation is modified by the stresses

Neue Verfahren zur Untersuchung der Kriechvorgdnge von Eisenlegierungen. Die Segre-
gationsvorgange wéhrend des Kriechens der Stahle wurden auf Grund der Anderung des elektri-
schen Widerstands und der Koerzitivkraft untersucht. Die bei 550 °C und bei 565 °C durchge-
fihrten Versuche zeigten, daB die Koerzitivkraft sich anfanglich rasch und nach etwa 3000
Stunden langsamer &ndert. Hieraus kann auf Grund der bekannten Zusammenhéange auf die
Geschwindigkeit der Karbidausscheidung geschloBen werden. Das Ansteigen der elektrischen
Leitfahigkeit weist darauf hin, dal das Basismaterial a&rmer an Legierungselementen wird.
Die Versuche zeigen, daB dieser Vorgang unabhdngig von der mechanischen Beanspruchung
ist, die Ausscheidung des Karbids wird jedoch von den Spannungen beeinflut.

HoBble MeToAbI MCCNeA0BaHUSA MPOLECCOB Kpuna CTasbHbIX cnnaBoB (A. CombaTdanban).
CerperaymnoHHble Mpouecchbl, NPOTeKalLWmne BO BpeMsi Kpuna CTasie, ncciefoBaHbl Ha OCHOBe
MN3MEHEHWS 3M1eKTPNYECKOr0 COMPOTUB/IEHNST 1 KO3PLUTUBHOM CW/bl. ONbITbl, NPOBeAEHHbIE NPU
550° 1 565° C BTeueHue 10 000 yac, nokasanm, YTO KOIPLUUTUBHASA cuia B Havasle U3MEHSIETCA
ObicTpee, a NpnbnnsnTenbHo 4epes 3000 yac MefneHHee. McxXoas M3 3TOro, Ha OCHOBE M3BECT-
HbIX 3aBMCMMOCTEN MOXXHO cAenaTb BbIBOf OTHOCMTENIbHO CKOPOCTM 00pasoBaHUs Kapbuios.
PoCT 3aneKTpU4YecKo MNPOBOAMMOCTM YKasblBaeT Ha TO, YTO MaTepuan TepsieT fermpyrouime
3/emMeHTbl. Ha 0CHOBe OMbITOB MPOLIECC ABASIETCA HE3AaBUCUMbIM OT MEXaHWUECKON Harpyskw,
0fHaKO MPOLECC BblAeNeHNs1 KapbuaoB M3MEHSETCA HanpsiKeHUsMu.
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FORTPFLANZUNG YON ELASTISCHEN
BIEGESCHWINGUNGEN IN STABEN

B. KIRALY

KANDIDAT DER TECHN. WISSENSCHAFTEN
“MAVTI” ENTWURFSBURO DER UNG. STAATSEISENBAHNEN, BUDAPEST

[Eingegangen am 18. Mai 1967]

Der Verfasser fuhrt zur Beschreibung der elastischen Biegeschwingungen eine neue
vektorielle physikalische charakteristische GroéBe ein, welche eine der Differentialgleichung
der linearen Warmeleitung analoge Differentialgleichung befriedigt. Sich auf diese thermodyna-
m ische Analogie stitzend untersucht er die Gesetze der Entwicklung und Ausbreitung der
d urch Impulslasten erregten Biegeschwingungen in den Féallen des unendlich langen homogenen
S tabes mit unveranderlichem Querschnitt und des zweistlitzigen gelenkigen Tragers. Die
A bhandlung, von ausgesprochen theoretischem Interesse, stitzt sich auf das einfachste
Biegeschwingungsmodell des Stabes.

1. Einleitung

Die Entwicklung und Fortpflanzung der elastischen Biegeschwingungen
in den durch impulsartige Belastungen auf Biegung beanspruchten Stében
— auch vom Gesichtspunkt der auf dem Grund der elementaren Biege-
theorie ruhenden Schwingungstheorie betrachtet — ist ein eigenartiger und
verwickelter Vorgang. Nach seinem Charakter kann derselbe zu den sog. tran-
sienten Erscheinungen eingereiht werden.

Die theoretische Behandlung dieser komplexen Erscheinungen ist nur
auf Grund von gewissen idealisierenden Voraussetzungen maglich. In diesem
Aufsatz wird das Ziel von ausdrucklich theoretischer Bedeutung vor uns ge-
setzt, dall wir auf Grund eines neuen Gesichtspunktes alle jene Ergebnisse in
einem anschaulichen und einheitlichen Bild zusammenfassen, welche im Zu-
sammenhang mit dem obenerwdhnten Vorgang auf dem einfachsten Biege-
schwingungsmodell des Stabes im Bereich der linearen Elastizitat festgestellt
werden kénnen. Dies wird dadurch erreicht, daR wir die mathematische Erorte-
rung des so eingeengten Themenkreises einheitlich auf eine anschauliche cha-
rakteristische GroRe und eine gewisse thermodynamische Analogie zeigende
Funktion vom Greenschen Typ begrinden. Selbstverstandlich kédnnen wir kei-
nen Anspruch darauf erheben, daR dieses einfache Modell die Wirklichkeit mit
einer die praktischen Anspriche befriedigenden Treue widerspiegelt. In Grenz-
fallen kénnen gewisse Widerspriche nicht vermieden werden, woflir das
auf dem unendlich langen Stabe zum konzentrierten Impuls gehdrige Schwin-
gungsbild ein charakteristisches Beispiel bildet.
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Das genannte Modell entspricht folgenden Voraussetzungen:

1. Der Stab ist geradachsig mit einem unverénderlichen Querschnitt und
hat in der Langsrichtung wenigstens eine Symmetrieebene. Die &uleren erre-
genden Kréafte wirken in derselben Symmetrieebene, senkrecht zu der durch
den Querschnittsschwerpunkt gehenden Stabachse.

2. Der Stab kann aus dem Gesichtspunkt der Biegeschwingungen fir
eine materielle Linie von konstanter Biegesteifigkeit angesehen werden, deren
Masse in einer eindimensionalen Anordnung gleichm&Rig verteilt ist.

3. Die auBeren Erregungskréafte sind massenlos, und die Lange ihrer
Verteilungsstrecke ist im Vergleich mit dem Abstand vom néachsten Auflager
sehr klein.

4. Die Dadmpfung kann vernachlassigt werden.

Aus Voraussetzung 1 folgt, dal die Biegeschwingungen in der Erre-
gungsebene der &uBeren Kréafte stattfinden. Aus Voraussetzung 2 geht hervor,
dalR die gegen die Verdrehung der Querschnitte auftretenden Trégheitskréafte
sowie die drtlichen Flachenformanderungen in den Angriffspunkten der &ufe-
ren Kréafte auBer acht gelassen werden kénnen. Voraussetzung 3 ermdglicht
die Untersuchung der Entwicklung und Fortpflanzung der Biegeschwingungen
unabhangig von der Art der Unterstitzung. Infolge der Tragheit des Materi-
als kénnen sich namlich die Schwingungen nur stufenweise entwickeln, weiter
ist auch zu ihrer Ausbreitung eine endliche Zeitdauer ndtig. Bis zum Augen-
blick, wo die Biegeschwingungsfront das ndchste Auflager erreicht, kommt auch
dessen EinfluR nicht zur Geltung, und der Trager verhalt sich als ein unendlich
langer Stab ohne Unterstitzung. Wir beschranken unsere Untersuchungen
im allgemeinen auf diese (in der Wirklichkeit aufferordentlich kurze) Anfangs-
periode. Jedoch werden wir fur den Fall der in der Praxis vorkommenden wich-
tigsten Tréagerarten, d. h. der zweistutzigen gelenkigen Balken vorstellen, wie
die Entwicklung des Schwingungsvorgangs auch uber die Anfangsperiode hin-
aus unter Berucksichtigung der Auflager verfolgt werden kann.

In einem in der Schwingungsebene aufgenommenen solchen Koordina-
tensystem X, y, dessen n-Achse mit der Anfangsruhelage der elastischen Linie
zusammenfallt, besteht fir die von der Stelle x und von der Zeit t abhéngigen
Durchbiegungen y(x, t) der elastischen Linie, auf Grund der obigenVoraussetzun-
gen, die folgende wohlbekannte Differentialgleichung:

EJ&y(x,t)+ m &y(x, t)

P (X 1),
dxa dt2 .9 &

worin

EJ — die Biegesteifigkeit der elastischen Linie,
m — die Masse der Einheitslange der elastischen Linie und
p(xj) — die auBere verteilte Erregungskraft
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Sucht man die mathematische Beschreibung des zu untersuchenden
Schwingungsvorgangs auf die gewohnte Weise, so kann man zwischen zwei
Losungen der Gleichung (1) wahlen.

1. Im Falle eines gegebenen Tragertyps drickt man die Biegeschwin-
gungen, indem dieselben in die den Eigenschwingungsformen des Trégers ent-
sprechenden Komponenten zerlegt werden, in der Form einer unendlichen
Reihe aus. Diese Form der Ldsung ist wenig zweckentsprechend, weil da-
durch die mathematische Beschreibung des Schwingungsvorgangs in eine fir die
zu untersuchende Anfangsperiode nicht charakteristische Form hineinge-
zwungen wird.

2. Der Beschaffenheit unserer Aufgabe liegt die mit dem unendlich lan-
gen stiutzenlosen Balken verbundene Lésung der Gleichung (1) mit Hilfe des
Fourierschen Integrals am néachsten. Diese hat jedoch den Nachteil, dal? die
Auswertung des die Durchbiegung y(x, t) ergebenden parametrischen Integrals
auch im Falle von einfachen Erregungsverhéltnissen schwierig ist, denn sie
kann im allgemeinen nicht auf tabellierte Funktionen zurtckgefihrt werden.

Fur den Fall der unendlich langen elastischen Linie wurde das Fourier-
sche Integral erstmalig von Rayleigh [1] zur prinzipiellen Lésung einer An-
fangswertaufgabe von allgemeinem Charakter angewendet.

Im Laufe der Untersuchung der Rayleighschen Lésung brachte die Form
der in dieser Lésung vorkommenden Ausdricke dem Verfasser den Gedanken
der Mdglichkeit einer interessanten thermodynamischen Analogie. Bei ndherer
Betrachtung bezog sich diese Vermutung darauf, dall zwischen der Ausbreitung
der Biegeschwingungen und der zeitlichen Verdnderung der Temperaturvertei-
lung in einem von der Umgebung isolierten linienartigen Leiter eine solche Ana-
logie von mathematischem Charakter bestehen kann, welche an die die
zyklometrischen und hyperbolischen Funktionen verknipfende Beziehung
erinnert.

Zur Aufklarung dieser Vermutung versuchte der Verfasser auch im Falle
der Biegeschwingungen denselben Weg zu folgen, welcher in der Thermody-
namik von einer differentiellen Energiebilanz ausgehend zur Differentialglei-
chung der linienartigen Wéarmeleitung fiuhrt. Als Versuchsergebnis stellte sich
heraus, daB eine vektorielle neue physikalische charakteristische GroéRe der
Biegeschwingungen, welche wir wegen ihrer Bedeutung den Energie-
vektor nennen werden, eine der Differentialgleichung der Wéarmeleitung ana-
loge Differentialgleichung befriedigt. Diese letztere erwies sich als Ausgangs-
punkt fur die Untersuchungen dieser Abhandlung geeigneter als die Differen-
tialgleichung (1). Die durch die sinngem&Re Ubertragung der thermodynami-
schen Gedankenfolge erhaltbare Ldsung hat ndamlich eine verhdltnisméafig
einfache Form, und ist vermdge des anschaulichen Inhalts des Energievektors
leicht zu erkldren. In den folgenden Abschnitten werden die Auslegung, Be-
statigung und Anwendung dieser heuristischen, theoretischen Methode erdrtert.
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2. Der Energievektor der Biegeschwingungen

Wir gehen von der Bilanz der Energiednderungen aus, die in einer ele-
mentaren L&nge dx der elastischen Linie wédhrend der Schwingungen stattfin-
den (Bild 1). Die Fortpflanzung der Biegeschwingungen wird von einem Ener-
giestrom begleitet. Es sei dessen Intensitat, d. h. die durch den Querschnitt des
Stabes in der Zeiteinheit in Richtung der -fA-Achse durchflieRende Ener-
giemenge Z(x, t).

Die Leistung der verteilten &uBeren Erregekraft ist

p Ok t) -dx - ——-—-—= pv mx.

Bild 1. Anderung der Schwingungsenergie im Element dx

Die Schwingungsenergie des Stabelements dx ist

M 2 (x, t) mv2 (¥, t) dx

A (K t) dx = ,
2EJ
worin
M ()Kvt): - EJo2 *): - EJy"
dx2
das Biegemoment,
IC] )t
Vi, )= -t {x,1)
gt

die Geschwindigkeit ist.
Dem Energieprinzip gemaR wird also die Bilanz der in der Zeiteinheit
stattfindenden Energiednderungen

A
Z 0k t) — Z (X F- dx, 1) F-pvdx = —-dx
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und in bezug auf ein Element der Einheitslange

9Z 9A
——hpv=—- (2)

Bild 2. Der Wirkungssinn der Querschnittskrafte zur Bestimmung deren Leistung

Bild 3. a) Darstellung von/ mit den Einheitsvektoren kB k2\ b) f als Komplexzahl

Die Starke des Energiestromes kann als die Leistung der inneren Krafte,
d. h. des Moments M und der Schubkraft Q ausgedrickt werden (Bild 2):

z=M -0L _g¢
9x9t dt
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oder, nachdem Q = 3M/agx = M" ist,
Z= Mv' —Mv".

Diese Gleichung kann auch folgendermaRen geschrieben werden:

m Vv M" I m 3)

[ EJ M [ v

r m Y2EJ 1 »2 yiEJ 1 1

Mit Hilfe des im Bild 3a sichtbaren rechteckigen Einheitsvektortripels

kv k2, k3 kann GI. (3) als der Betrag eines vektoriellen Produkts interpretiert
werden, wenn man den Vektor

ek M (4)

f2EJ

einfuhrt.
Diesen im Stabquerschnitt liegenden, also zur n:-Achse senkrechten Vektor

werden wir den Energievektor nennen, da das Quadrat seiner Lange der spezi-
fischen Schwingungsenergie gleich ist:

M 2 mv:2
f*= A= - 4"
2 EJ 2
K k2 k3
EJ M m
0 ? 5)
m Y2EJ 2
M I m v 0
1f2E3  {

Gl. (5) ist der in der positiven Richtung der.«-Achse gerichtete Vektor des Ener-

geistromes.
Setzt man (5) in Gl. (2) ein, und zieht man (4') sowie die folgenden Zu-

sammenhénge in Betracht:

(/X /0 <k3(Skalarprodukt)

und

f'xf' = o, k1-k2= o, k\= 1, pv =
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so bekommt man aus (2)
-2 (fAn-h+p wf-~k2=2f . f.

Nachdem — (fxf')k3 = f(k3xf") ist, wird (2) auf das folgende skalare Produkt
reduziert:

(=X 1) +

Wir behaupten, dall [...] gleich Null ist. Um diese Behauptung nachzu-
weisen, ist es zweckmaRiger auf die komplexe Darstellung dem Bild 3b gemaR
tiberzugehen, was, zugelassen werden kann da alle drei Glieder des Ausdrucks in
der Querschnittsebene befindliche Vektoren sind. Unsere Behauptung stellt
sich in dieser Form wie folgt dar (wir haben das Vektorzeichen uber/ fortge-
lassen):

/=i (6)
worin

1= MIY2EJ+ i® Ymj2

schon eine komplexe Zahl ist.
Gl. (s) in ausfuhrlicher Form geschrieben wird:

M _ EJ 2 M m
+ Vi= | + i + - =
dt \ Y2EJ m dx2\ Y2EJ ‘%m

Nach Trennung der reellen Glieder von den imaginéren, erhalten wir die
Ausdrucke

dM/dt = — EJd2v/dx2
bzw.
—82M/dx2-f- mdvjdt = p ,

deren Richtigkeit aus dem bekannten Zusammenhang
M = —EJd2yjdx2
unmittelbar durch Differentiation nach t bzw. auf Grund der Differentialglei-

chung (1) folgt. Damitwurde die Differentialgleichung (s) des Energievektors
nachgewiesen.
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Die homogene Form der GI. (s) ist (der Stab ist unbelastet,/) = 0):

(60

Aus der Ableitung ist ersichtlich, daR die physikalischen Grundlagen
der Gleichungen (s) und (1) identisch sind; sie unterscheiden sich voneinander
hinsichtlich der Beschreibung des Schwingungsvorgangs nur durch die Aus-
drucksweise.

Als ein Beweis fur die thermodynamische Analogie sei nachstehend die
Differentialgleichung angefihrt, welche die Temperaturdnderungen (Aus-
breitung der Warme) im wéarmeisolierten linienartigen Leiter beschreibt, [2]:

3T Sx, f): a 2 T(_)E_,_E)_ j v (X, t)_

dt o512 c )

worin

T — die Temperatur,

a— den Koeffizienten der Warmeleitung,

v— die auf der Lé&ngeeinheit des Wa&rmeleiters aus inneren Heizquellen in einer
Sekunde erzeugte Warme,

¢ — die spezifische Warmekapazitdt des Warmeleiters (Masse der Langeneinheit

spezifische Warme) bezeichnen.

Fugt man jedem Punkte der a>Achse die im gegebenen Zeitpunkt
zugehodrigen Vektoren hinzu, so beschreiben die Endpunkte derselben im allge-
meinen im Koordinatensystem |, r], x des Bildes 3b eine Spirale, welche sich
um die a-Achse windet. Die Projektion derselben auf die Ebene £, x ist das
Diagramm Mj~2EJ der Momentenkomponente, wahrend diejenige auf die
Ebene r], x, das Diagramm v. j™m/2 der Geschwindigkeitskomponente in
bezug auf den gegebenen Zeitpunkt. Im Gange der Untersuchung der Biege-
schwingungen werden wir die Entwicklung dieser Spirale verfolgen. lhre Glei-
chung f(x, t) = i;(x, t) -J- irj(x, t) wird sich als Lésungvon (s) bzw. (60 ergeben.
Diese Spirale kann auch die Energiespirale genannt werden, weil der Raumin-
halt des Rotationskdrpers, erhalten durch Drehung der Spirale um 360° um
die x-Achse, der totalen Schwingungsenergie der elastischen Linie, multipliziert
mit n gleich ist.

Mit Hilfe der komplexen Schreibart kénnen wir den Ausdruck (5) des
Energiestromes auf eine andere Form bringen. Mit Rucksicht auf Gleichung
(40 erhalten wir

worin
v j/ms2
M/pJE

R = arctan
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ist (Bild 3b).

Aus (5) wird

worin dBRjdx das WindungsmaB der Spirale genannt werden kann.
3. Erregung durch Elementarimpuls
(durch infinitesimalen Impuls)

Es sei die unendlich lange, nicht unterstutzte elastische Linie im Punkt

X = 0 und im Zeitpunkt t — 0 durch einen unendlich kleinen Impuls gq senk-

B(M

5(ti

Bild 4. Die durch die Kraft P erregte Energiespirale, a) Momentenkomponente, b) Geschwin-
digkeitskomponente, c) Projektion der Spirale auf die Querschnittsebene

recht angegriffen. Dies kann durch eine in der engen Umgebung —e < a< e
des Punktes x = 0 im sehr kurzen Zeitintervall —p t < ( 4 wirkende verteilte

Kraft p(x, t) durchgefuhrt werden.

[Megapondsec]
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p(x, t) kann durch die Hilfsfunktion 6 [2] dargestellt werden, welche die for-
male Ableitung der Einschaltfunktion 0 ist (Bild 4). Diese besitzen die folgen-
den Eigenschaften:

0 (y)=dy »(y)dy’ (y> o)
(¥ <o)

d®{y)
dy

o(y) =

(die Dimension ist wie die von 1ly)

£ _a(y)dy' = 1, T _ b(y) 6(y) dy = b(0) ,

wenn £ —m0 (Bild 4). Deshalb ist p(x, t) = q  6(x)-06(t).
Die zu losende Differentialgleichung (s) wird also die folgende Form
annehmen:

J

[ = iaf" -f-igh(x) O(t)/)Y2m , worin a= Y EJmm

Der Gang der Ldsung ist im weiteren derselbe wie bei der analogen ther-
modynamischen Aufgabe, wo die Rolle des Impulses q die dem Warmeleiter im
Punkt x = 0 plétzlich zugefuhrte Warmemenge QO erfullt. Deshalb weisen wir
bezlglich der Ableitung auf das Lehrbuch der Thermodynamik [2] hin.

Die Gleichung der durch den Elementarimpuls gq erregte Energiespirale
wird

erxda
nom) V4 nat mB (t). 9)

Durch Substitution kénnen wir uns davon Uberzeugen, daR in der Zeit
t> 0 (¢") befriedigt wird, entsprechend der Tatsache, daRR die elastische Linie
nach der momentanen Wirkung des Impulses q unbelastet ist. Darauf weist
auch der Faktor 0(t) hin. Gleichung (9) hat im Zeitpunkt t = 0 Singularitéat.

Gleichung (9) ist der Ausgangspunkt der Ld&sungen der im folgenden
behandelten Aufgaben.

Losung der erwdhnten analogen thermodynamischen Aufgabe ist [2]:

-X2/4«f
T(x,t .
0D ¢4 Trat 0() °

4. Erregung durch eine Einzelkraft von konstanter GroRe

Es sei ein Stab von unendlicher L&nge mit dem Zeitpunkt t' = 0 begin-
nend im Punkte x = 0, zur x-Achse senkrecht durch eine Einzelkraft P(t"),
deren GroRe vorlaufig eine Funktion der Zeit ist, angegriffen. Die bis zum
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Zeitpunkt t vergangene Zeit kann in kleine Zeitabschnitte dt' zerlegt werden,
worin die Wirkung von P(t') durch den Elementarimpuls g = P(t")dt' ersetzt
werden kann. Eine durch einen solchen Elementartimpuls erregte Energie-
spirale gemaR (9) ist
fi P(t") dt' gixalaa(i—F)
p " Y4 na (t —t")

Diese Wirkungen mussen bis zum Zeitpunkt t Uberlagert werden; dies
kann zugelassen werden, nachdem Gleichung (s ") eine lineare und homogene
Differentialgleichung ist:

fi P(tl) dt gix2/4a(i—i")
Y2 m Y4 na (t —t")

Wenn nun P(t') = P = konst., und fihrt man anstatt t’ die neue Inte-

grationsvariable r = xj][2na(t—t") ein, weiter mit den neuen Integralgrenzen

t'= o, r= un= xiyfnat

wird :
,n_ TiP Tt _ ailow
fp(X t)— voima U Jru - eil2*'2, (10)
worin
M X/p Traf
und
a= YEJ/T

sind. Funktion (10) ist eine gerade Funktion von x, weil der Integrand gerade
ist, und das Vorzeichen der oberen Grenze mit dem Vorzeichen von u Uberein-
stimmt (sg co = sg u). (10) kann durch partielle Integration auf Fresnelsche
Integrale zurickgefihrt werden, deren Tabellen (fir nicht zu groRe Werte von
u) zur Verfigung stehen [3].

Benutzt man die in [3] angewendeten Bezeichnungen so erhdlt man:

girs"/2 dr = T cos — Taedx -{-i ( sin— tzaedx = C(u) + iS(u)
0 Jo 2 Jo 2

err2n2 dx = (1 -)-i)/2, weil C(oo) = S(oo0) = 1/2 .

Unter Berlcksichtigung des Vorangehenden:
fdx

" o e««nfla __ giu2n2 1TW — C(u) —iS(u)
Ju t2

(n)
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An der Stelle der Kraft P(x = 0, u = 0) ist der Wert von (11) gleich 1, dement-
sprechend wird an dieser Stelle aus (10):

Pft + i M t
Io(<>) P O Do, (12)

J2 71 f2EJ

das heilRt
M (0,0 = (13)
P /i
d(O, t) = - (130
Tt VL 71d

Integriert man (130 * bezug auf t, so wird die Durchbiegung an der Stelle
* = 0:
° Ptao2 . (14)
>
y(>o 3m J& na

Auf Grund von (14) w'ird die im Stabe bis zum Zeitpunkt t angehdufte totale
Schwingungsenergie:

o M P~ ts/2. (15)
J. 2EJ + 2 3m]/2 na

Man sieht aus (12), daR an der Stelle der Kraft P der Energievektor immer
einen Winkel B = 45° mit der -|~!I"A.chse bildet und die L&nge desselben

l/p(o,t)] = — (120
y2nma

ist. Setzt man (11) in GI. (10) und beachtet man (120; so erhalt man:

fp(x,t) = W A - [f(u)+i4(B)], (16)
n

£(u) = cos0—u- —sin- —un2 — nu [1 —C(u) Siu)] ,

€0S — M2 -)- sin U2 — 77U [C(u) — S(u)],

fl(u)

Bild 5 stellt den Faktor [|(un) + w(u)] der Gleichung der Energiespirale (16)
in drei Projektionen dar. Da u=xj”~2nat ist, reprasentiert die Achse u in einem
anderen Malstab auch die Achse x. Der dimensionlose Parameter n setzt die
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Raumrichtung der Energievektoren eindeutig fest. Der zu einem festgesetzten
Wert von u gehdrige Energievektor, dem Zeitgesetz x = wu ][2nat entsprechend,
entfernt sich von der Stelle der Kraft P, indem die L&nge desselben, den Glei-
chungen (16) bzw. (12") gem&R, ]Af proportional zunimmt, jedoch mit der -f-f-
Achse den konstanten Winkel R = arctg r/(u)/|(u) einschlielt. Diese zwei
letzteren Umstédnde zeigen sich in der Projektion auf die Querschnittebene

Bild. 5

(Bild 5c) in der Weise, dall die Abmessungen der Spirale, |(r proportional,
ohne Drehung und Verzerrung zunehmen. Dementsprechendi st der Parameter

n die Phase des Energievektors.
Die Phasengeschwindigkeit an der Stelle x betrédgt im Zeitpunkt t

dx n]/2 na u2na X
dt 2 ft ~ X ~ 2t

und ist der Quatratwurzel der Zeit bzw. dem Weg umgekehrt proportional und
der Momentanwert derselben ist gleich der Héalfte der Durchschnittsgeschwin-

digkeit.

Untersuchen wir nun die Anordnung der wechselseitigen Position zweier,
auf derselben Seite des Anfangspunktes befindlichen Energievektoren von
konstanten Phasen bzw. it2.

Im Zeitpunkt t1

XMR) = ux Y2 natl bzw. xAh) = u2 Y2 natx;
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im Zeitpunkt f2

*i(f2) = u2y/2 ~iat2 bzw. x2(t2) = u2 12
Nifoi) _ XI(12
Xx(h) X-Ah)

d. h., auch die zur Achse x parallelen Abmessungen der Energiespirale
vergrdfRern sich proportional JA in beiden Richtungen symmetrisch in bezug
auf den Anfangspunkt. Infolgedessen représentiert Bild 5 die Energiespirale
in jedem Zeitpunkt, wenn die Koordinaten in geeigneten, jedoch JA umgekehrt
proportional verdndernden Einheiten gemessen werden. Es kommt auf
die gewéhlten Koordinateneinheiten an, wie ausfiuhrlich die Einzelheiten der
Spirale dargestellt werden kdénnen.

Nachdem die Energiespirale sich in allen ihren Dimensionen JA proportio-
nal erweitert, nimmt der Rauminhalt des durch Drehung um die x-Achse er-
zeugbaren Rotationskdérpers (welcher n mal der Wert der Schwingungsenergie
ist) dem Werte von

@s= T2

proportional zu, in Ubereinstimmung mit (15).

Bei dem Né&herungsgrad der Wirklichkeit, der durch (s) und (1) repré-
sentiert ist, haben wir uns vom zeitlichen Verlauf der Erscheinung die folgende
Vorstellung verschaffen:

Im auf den Beginn der Wirkung der Kraft P folgenden Moment erscheint
eine mathematisch in allen Einzelheiten vollendete, dem Bild 5 entsprechende
kleine Energiespirale, welche, indem sie ihre Proportionen bewahrt, jA pro-
portional auszudehnen beginnt. Von einer im strengen mathematischen Sinne
genommenen Wellenfront kénnen wir nicht sprechen, da die Ausbreitung der
Spirale der x-Achse entlang in beiden Richtungen unbegrenzt ist. Wir weisen
aber nach, daB an den zwei R&ndern der Spirale Uber einen gewissen — von
der Zeit abh&ngigen — Punkt x hinaus die L&ange der Energievektoren monoton
abnimmt und unter irgendeinem, im voraus angegebenen kleinen Wert bleibt.
Wenn dieser letztere der Schwellenwert ist, unter dem die Komponenten (das
Moment und die Geschwindigkeit) des Energievektors praktisch schon fir
Null betrachtet werden kdnnen, wird die Wellenfront (infolge der beiderseiti-
gen Symmetrie) durch jenen kleinen Energievektor représentiert, dessen Lénge
im gegebenen Zeitpunkt genau dem Schwellenwert gleich ist.

Zum Nachweis des oben Gesagten mussen wir bei vorubergehend fest-
gesetztem t das Benehmen von fp(x, t) bei groBen Wertenvonx bzw. n unter-
suchen. Dazu sind die Gleichungen (10) bzw. (11) in einer unmittelbaren An-
wendung nicht geeignet. Wenn aber in (11) die partielle Integration zweimal
nacheinander auf die Weise durchgefuhrt wird, dal im Nenner des Integranden
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der Exponent von T sich vergréBert, so wird aus (11)

7

dX tojre — eiu2nl2 S22 v P Ar (18)
MTU3S Ju T8

(18) kann folgendermafien grob abgeschéatzt werden:

Wi ar 2 1 3 ( 15u jJ_ e g
\Jqu T 7W3 712U4 a2 ({4

dx
- elremz 1
Ju t1 5us

Im ungunstigsten Falle also

rrdr ., 1 f 6 )
ue — S -+
J, T2 71U+ nme

d. b. (18) und damit zugleich auch (10) konvergieren in absolutem Wert bei
groflen u-Werten ebenso nach Null wie 1/u2. Die auf der rechten Seite der Glei-
chung (18) befindlichen ersten zwei Glieder bilden eine sogenannte asympto-
tische Funktion der linken Seite derselben Gleichung. Diese Funktion ist fur
numerische Berechnungen mit einer beschridnkten, jedoch mit u zunehmenden
Genauigkeit geeignet. (Die partielle Integration kann nicht unbeschrankt
fortgesetzt werden, da diese zu einer divergenten Reihe fuhrt.) Das dritte
Glied dient zur Fehlerschdtzung. Fur diese leiten wir die folgende
Néaherung ab. Die Genauigkeit derselben wird geometrisch veranschaulicht.

e

kann in der komplexen Ebene als eine sich um den Anfangspunkt windende
Spirale dargestellt werden. g(u) ist ein vom Anfangspunkt aus bis zum mit
dem Parameter u charakterisierten Punkt der Spirale gezogene Vektor. Durch
Anschauung kann man darauf folgern, dal bei groen, zunehmenden Werten
von u die Windungen der Spirale, indem sie auf den Anfangspunkt schrump-
fen, sich einander immer mehr ndhern, und immer mehr als um den Anfangs-
punkt gezeichnete konzentrische Kreise betrachtet werden kénnen. In diesem
Falle konvergieren die Krimmungsmittelpunkte auch gegen den Anfangspunkt,
aber nach der GréRenordnung in einem mehr gesteigerten MaRe als die Spirale
selbst. Folgt man diesem Gedankengang mit Berechnung, so ist der Wert eines
kleinen Bogenelements der Funktion g(u) im durch den Parameter u bestimm-
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ten Punkte

p=r2 d
"du u

Der Einheitsvektor der Tangente ist
_ giurTu2
Ihr kleiner, zu du gehdériger Drehungswinkel ist
,dxX\ = |—inuem*n'2 du = nu du,
worin der Einheitsvektor
-ieiui7l2

sich gegen den Kriummungsmittelpunkt richtet.
Der Krummungshalbmesser ist

K="~ =17 -,
Idaj nnl

Die Stelle des Krimmungsmittelpunktes als eine Funktion von n wird

K(u) = g(u) - iReiuml2 = .j:’gl_t‘ R - o e

Wenn M—)G) ist die rechte Seite — 0, also auch K(u) —m0. Dementspre-
chend, wenn u grof3 ist, ist K(u) ~ o, d. h.

r ar iz Jjusn 2

Setzt man dies in Gleichung (18) ein, so erhalt man

ar jies, — + 3 151 rite- (18"
- f nm- 2w N3ue

Wir bemerken, dal das Korrektionsglied genau damit Ubereinstimmt,
was wir aus (18) durch Wiederholung der partiellen Integration erhalten hétten.
(Sogar umgekehrt: alle drei Glieder kénnen durch aneinander Uberlagerte
Krimmungsspiralen veranschaulicht werden.) Wenn wn > 4, ist die Formel
(18) fur numerische Berechnungen geeigneter als Formel (11), da hier dieselbe
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die Genauigkeit der Tabellen [3] schon erreicht, wogegen die Dichte der
letzteren nicht ausreicht.

Zur Untersuchung der Wellenfront benutzen wir aus (18') nur das erste
Glied. Setzt man dieses in (10) ein, so erh&lt man:

ViPft i eiun? (19)
Y2nTta nn2

fo(x=0

Die Wellenfront ist dadurch gekennzeichnet, dall hier

LA l_= fkonst (190
\ip(x" o) /2 nTma nn2 :

worin £ eine kleine, im voraus angegebene Schwellenzahl ist. Benutzt man eine
auch die Konstanten in sich fassende Schwellenzahl £() anstatt e und da

u= x/Y2 nat
ist, so erhalten wir aus (190> dal
t32x2 = £o

ist. Daraus folgt, daB die Lage der beiden Wellenfronten im Zeitpunkt t sym_
metrisch in bezug auf die Angriffsstelle der Kraft P wird

x = % t3li/ye0.

Dividiert man (15) durch den doppelten Wert dieses Ausdrucks, d. h.

durch die Breite des Wellenzugs, so ist zu ersehen, daR der Durchschnittswert

der spezifischen Schwingungsenergie dem Werte von ty4 proportional zunimmt.
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenfront ist

d. h. das I,5fache der Phasengeschwindigkeit (17). Daraus folgt, daR der Ener-
gievektor, dem die Rolle der Wellenfront im gegebenen Moment zukam, im
nachsten Augenblick hinter der Front zurtckbleibt und in das innere des Wel-
lenzuges hereinkommt. Auf diese Weise kommen aus der sich fortbewegenden
Wellenfront als aus einer Quelle immer neuere und neuere Windungen der
Spirale zum Vorschein.
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Die Intensitat des sich mit der Wellenfront mitbewegenden Energiestro-

mes ist auch von einer einfachen Form.
Aus (s) mit Ricksicht auf (19) und (19"), da

und
. A= |/p(*.012= «2>
Ist

Z = el—-

ebenfalls im Zusammenhang mit der Durchschnittsgeschwindigkeit.

21 -l
_________________ - g—

-1 <x

r---

|
| ,
i “

-Tr—Isnr- -1 A---Jarj-—  ---1t

I NUNLLE oy

Bild 6. Befriedigung der Randbedingungen durch gespiegelte Lasten, nj Gelenkig unterstitzter

Stab von halbunendlicher Léange, b) Zweistitziger gelenkiger Stab

Auf Grund der bisher erhaltenen Ergebnisse kann die Anfangsperiode
der Entwicklung des Schwingungsvorgangs auch im Falle des gelenkigen zwei-

stitzigen Tragers behandelt werden.

Betrachten wir vorerst den im Bild sa dargestellten, am linken Ende
gelenkig unterstitzten sogenannten halbunendlichen Stab. Die Kraft P zu-
sammen mit ihrem auf der Stutze durch zentrale Spiegelung erhaltenen Spie-

gelbild wirde auf dem in beide Richtungen unendlich ausgedehnten

(das Auflager entfernt gedacht) die folgende Energiespirale erregen:
f(x, t) =fp(x, t) —fp(x + 2 I,t)
Beim Auflager (k = —I) ist der Energievektor

f(~1,t) = fp( L t)y- fpd, t),

Stab

da fp eine gerade Funktion von x ist. D. h., M(—I,t) = v(—I,t) = 0 auf der
Stelle des Auflagers in jedem Zeitpunkt, womit wir gerade die Randbedin-
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gungen der gelenkigen Unterstitzung realisiert haben. (Wenn die Geschwindig-
keit von Anfang an gleich Null ist, so ist auch die Durchbiegung gleich Null.)
Was die Energiebilanz des Trégers anbelangt, ist auch diese in Ordnung,
denn auf Grund von (3) ist es einzusehen, dall der Energiestrom beim Auflager
Z = 0 ist, d. h.,, der Trager seine Energie bewahrt. (Genauer gesagt: die Summe
der durch das Auflager hinaus bzw. hereintretenden Energiemengen ist in
jedem Zeitpunkt gleich Null.) Die vom Spiegelbild der Kraft P herrihrenden
Wellen repréasentieren die vom Auflager mit entgegengesetzter Phase re-
flektierten Wellen.

Hiernach ist aus dem Bild sb ohne weiteres ersichtlich, dal die Be-
friedigung der Randbedingungen des zweistltzigen gelenkigen Tréagers durch
wiederholte und immer auf dem ferneren Auflager durchgefiihrte Spiegelung
der rechts-und linksseitigen Spiegelbilder von Kraft P gesichert werden kann.
Die Spiegelungen kehren den Richtungssinn der Kraftwirkung abwechselnd
auf den entgegengesetzten um. Der Verallgemeinerung halber befindet sich
der Angriffspunkt der Kraft P nicht in der Mitte der Spannweite, sondern im
Punkte x = xO0. Die auf der rechten und linken Seite des Tréagers befindlichen
Spiegelbilder sind paarweise die virtuellen Ausgangspunkte der auf den Auf-
lagern 1-, 2-, 3- .. .mal reflektierten Wellen. Innerhalb des Trégers entwickelt
sich der Schwingungszustand aus der Uberlagerung der priméren und der re-
flektierten Wellen.

f(x,t) = fp{x —x0,t) —fp(x + xo+ Zt) —
fp(x + o h0 *fp(x xo0 22Zf)-j-
+ fPx —xo+ 21,t) fp(x+ x0+ 3Zf) —

—fp(x + *0—32Zt) ... — ...
12< x < 1/2

Es ist nicht schwer uns davon zu Uberzeugen, dal der Stab von unend-
licher Lange bei einem derartigen Kraftsystem in eine unendliche Reihe von
zweistutzigen Tragern zerféallt (Bild sb). Irgendeiner davon, zusammen mit
der Belastungskraft, ist das fokale Spiegelbild der beiden benachbarten Tra-
ger in bezug auf das gemeinsame Auflager.

Greift die Kraft P in der Mitte der Spannweite an, so ist der resultierende
Energievektor auf derselben Stelle

1(0,t) =fp(0,t) - 2fp(l,t) + 2/42 Zt) - 2/pB1,t)+ ... . (20)

In der Thermodynamik wird bei einem linienartigen Warmeleiter von
endlicher L&nge die Befriedigung der Randbedingungen auf gleiche Weise,
mit Hilfe von gespiegelten Warmequellen durchgefihrt.

Untersuchen wir nun, indem wir (20) benutzen, wie sich das Biegemo-
ment in der Mitte des Tragers in der Anfangsperiode, d. h. bei einem kleinen
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Wert von t, somit bei einem groBen Wert von u gestaltet. Ausfuhrlicher auf-
geschrieben stellt sich GI. (20) auf Grund von (10) und (12) wie folgt vor:

/(0,0 )Y’I:‘)ll'ta l+\] ( |)|GCLI rdt dr2 s
Jlku t
worin

Ki= 1+ o/f2
und

n= L~”2nall.

Das Biegemoment, wenn man GI. (13) und nur das erste Glied aus GI.
(18') beachtet, wird

cos
2 T2 2 4 j

M(o,t) = 2,—I‘Pf| 1+ o- éﬁ'i)k 0

(21)

Der Ausdruck vor der eckigen Klammer ist das Moment am Stabe von
unendlicher Lange im Angriffspunkt der Kraft P. Darauf Uberlagert sich der
Einflul der von den Auflagern reflektierten Wellen, die bald verstarkend, bald
abschwéchend wirken. Die untere und obere Schranken des Malles der Be-
einflussung kénnen muhelos angegeben werden:

3n\
cos — A2 uz d--------- o
Y ( 1 ) <5
k=1 K2 e k2 -6
folglich
N2t < ne
3ip (.0 1 o

Es sei der GrofRtwert des Einflusses (d. h. der EinfluR der Auflager auf den
Stab von unendlicher L&nge) + 1%, so ist Tr|(2/3u2 = 0,01, d. h. be i« 148 und
nm~™ 12,16. Aus u —Ij\2nat wird ]ft= lju\2 na » Setzt man dies in das Mo-
ment des Stabes von unendlicher Lange ein, so erh&lt man

| « . Pl 2 Pl
— P yt 0,052 ,
1 2n y 4 nn T
oder

PI P
0,052 (1  0,01) < M(0,1) < 0,052(1 + 0,01).
4
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Demzufolge hat sich schon in der Mitte des Tragers 5,2 % des sta-
tischen Moments entfaltet im Zeitpunkt, wo der EinfluR der Auflager nur
~N1% ist. Die his zu diesem Augenblick vergangene Zeit wird im Vergleich
mit der Grundschwingungszeit des zweistiitzigen Trégers bestimmt. Die letz-
tere ist T = 2l3na, wdahrend t = 122naun2 und folglich f/T = Z/4u2 = 1/592.

Es kann beobachtet werden, dall ein Impuls von sehr kurzer Zeitdauer
aber von grofBer Intensitat die Tragfahigkeit des Tréagers auch nur durch Biege-
beanspruchung erschépfen kann, bevor der Trager an der Lasten-
tragung beachtenswert mitwirken kénnte. Dies ist die Folge der unter der Kraft
auftretenden Momentenspitze. (In der Wirklichkeit steigert die an der Angriff-
stelle des Impulses entstehende Flachenzerstérung diesen Effekt, und die auf
den Schutzbricken angewendete Dadmpfungsschicht verringert denselben und
zieht den Impuls in der Zeit aus.)

Wahrend der verlaufenden Zeit beeinflussen die zurickgeworfenen Wel-
len noch weniger die Durchbiegung des Trégers. Rechnet man demnach nur mit
der Durchbiegung des Stabes von unendlicher Lange (14), so erreicht

2PP'2 PP 8 PP
y(o,t) - -  0,45- 10-3
3m ¥2 na 48 EJ n2wi~ 48EJ

nicht einmal 1-/00 der statischen Durchbiegung. Die Intensitdt der Momenten-
vergroBerung ist in derselben Zeit 115mal so grofl als die der Durchbiegung.

Die bis jetzt gemachten Feststellungen sind von den Abmessungen und vom Material
des Tragers nicht abh&ngig. Um eine Aufklérung tber die GrofRenordnung der hier angefiihrten
Werte zu erhalten, nehmen wir eine Stahlbetonbriicke von der Spannweite 1 Die Plattendicke
sei h = 1/20.

Ermitteln wir zuerst die Durchschnittsgeschwindigkeit jener zwei Energiewellen,
welche von der Kraft P rechts und links ausgehend nach einmaliger Reflexion im oben angege-
benen Zeitpunkt i = 12296 na in der Mitte der Spannweite sich begegnen. Da 1der zuriuckge.
legte Weg ist, wird die Durchschnittsgeschwindigkeit

1 296 na 2960 _ 1/ EJ
1~= i | I m

EJ Eh*g EPg
m 12Q 4800Q *

E = 3000000 Mp/m2

Q— 2,4 Mp/m3 (spezifisches Gewicht des Stahlbetons)

g = 9,81 m/sec2 (Schwerkraftbeschleunigung).
Auf Grund dieser Angaben ist I/t = 47 000 m/sec.

Die momentane Phasengeschwindigkeit ist nach GI. (17) genau die Héalfte dieser GroRe.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit der zum fc-ten Mal zuriickgeworfenen Wellen ist Kl t.

Es sei nun 1= 8 m, so wird t = 8/47 000 = 1,7 «10_4sec; die Grundschwingungs-
dauer des Tragers ist T = 592 t 0,1 sec.

Wir bemerken, daf’ die in Gl. (21) angefiihrte unendliche Reihe fir mehrere Wertefolge
von u genau ausgewertet werden kann, ohne Anwendung eines besonderen Summierungsver-
fahrens.
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5. Erregung durch ein konzentriertes Moment von konstanter Grolie

Da Gl (10) in Bezug auf P linear ist, kann dieselbe formell wie folgt
geschrieben werden:

fp{x,t) = Pf~x, t),

worin
fi Y+ dr i
N10wm) y2 NTa r2 e
v (22)
X
a=

f2 itat

sind.

Bild 7. Ableitung des konzentrierten Erregungsmoments mit Hilfe des Grenzibergangs

Dem Bild 7 gemaR ist

f(x,t)=- PI\(x + dx,t) + Pf~x, t)-> - Pdx - Mo o
ax

Mit Rucksicht auf
8 1 8

a Y2 mit on

durchfuhrt man die Differentiation, und nach der partiellen Integration er-
halt man:

i . i13¥M
f(x, 1) - 133MQ 1 el p-dr — #MO 1 et2"2dt — I ejt2a/2 dr  (23)
2ym Ju 2 YU 5, Jo

Auf Grund der im Zusammenhang mit der Gleichung (10) Gber das Vor-
zeichen der oberen Integralgrenze gemachten Bemerkung ist f(x, t) diesmal
eine ungerade Funktion von /1. Durch Fresnelsche Integrale erhalten wir
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aus (23)
Mn M, . .
f(x,)= % + N (-1 + DIC(u) + iS(u)], (23")
2 1/2EJ 2 f2EJ
) M n
M0 )= % e

Das innere Moment hat demnach einen Sprung Mo im Angriffspunkt von Mo

Bild 8. Eine durch konzentriertes Moment erregte Energiespirale, a) Momentenkomponente,
b) Geschwindigkeitskomponente, c¢) die Projektion der Spirale auf die Querschnittsebene

(an der Stelle x = 0), und v(o,t) = 0 in jedem Zeitpunkt, wie dies auch zu

erwarten war.
Durch Trennung des reellen Teiles von dem imaginéaren wird aus GI. (23):

M
AT O [lm)+aps”
i 1- C(u) —S(u) und rj(uy —C(u) —S(u). (24)

nwm
t(u)

Bild s stellt GIl. (24) in drei Projektionen dar.
Die in bezug auf das in Gleichung (23) vorkommende erste Integral den

Gleichungen (18) bzw. (18') &hnlich ableitbare asymptotische Funktion ist

31 15- ) e"2"2, (25)

eMn/2 dr ;
Jtu nau® N3u5 Nau1)
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Wenn u 4 ist, so ist der Absolutwert des letzten Gliedes kleiner als
10~5, infolgedessen sichern die drei ersten Glieder die Genauigkeit der vier-
stelligen Tabelle [3]. Aus den Gleichungen (23), (24) und (25) lassen sich die
asymptotischen Funktionen fur C(u) und S(u) ableiten.

Da GI. (23) von der Zeit t nur durch den Parameter u abhangt, wird die
dem vorangehenden Abschnitt gleichartig definierbare Wellenfront stets durch
den kleinen Energievektor représentiert, dessen Phasengeschwindigkeit zu-
gleich mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Front Gbereinstimmt. Dar-
aus folgt, daR zwischen den zwei Wellenfronten die Windungszahl der Energie-
spirale unverédnderlich bleibt. Auch die Querabmessungen &ndern sich nicht,
nachdem die La&nge der Energievektoren nur von der Phase abhéangt. Die zur
Achse parallelen Abmessungen dagegen vergrdfRern sich ]/t proportional. Dem-
zufolge vergroBert sich der Energieinhalt des Stabes |/t proportional.

Bei einem Trager auf zwei Stutzen wird die Lésung ebenfalls durch das
Spiegelungsverfahren geliefert, mit dem Unterschied, daB mittlerweilen der
Drehungssinn von M unicht verdndert werden darf. Dies ist Ubrigens auch aus
der Ableitung vom Kraftepaar des Drehungsmoments Pdx einsehbar
(Bild 7). ,

Aus der Ableitung ist auch ersichtlich, dal wir mit dem vorangehenden
Abschnitt eine enge Verbindung schaffen, indem wir anstatt M 0 die Kraft P
einsetzen. In diesem Falle repréasentiert ndmlich Bild sa das Diagramm der
Schubkrafte (an der Stelle x = 0 mit ~ P/2), und Bild sb stellt das Diagramm
der Winkelgeschwindigkeit der Querschnittsverdrehungen dar.

6. Aufgaben von allgemeinem Charakter

a) Freie Schwingungen eines Stabes von unendlicher L&nge mit einer gege-
benen Anfangsverteilung der Energievektoren.
Es sei die Energievektorverteilung im Zeitpunkt t = 0 (Bild 9) wie folgt

M 0(x) + 1

. ()= £09 + wix), (26)
I/2EJ

fo(x) =
Xl <, x<~x2.

Die Aufgabe ist: man soll die homogene Differentialgleichung (s ') l6sen
bei der Anfangsbedingung (26).

Wir behaupten, daB die Ldésung auch in diesem Falle mit der Hilfs-
funktion (9) in folgender Form gefunden werden kann:

ei(x-x")4iat
/0(* 2 (27)
/i \n
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Durch Substitution kdnnen wir uns davon Uberzeugen, daR dieselbe (¢') be-
friedigt. Deshalb bleibt nur noch zu beweisen, daB (27) auch der Anfangsbe-
dingung (26) genugt, d. h. f(x, o) =/,,(*).

Setzt man die neue Verédnderliche

h= (X—x")I"2nat

Bild 9. ~“Anfangliche Energievektorverteilung

anstatt x’ em, so wird aus (27)

I~
f{x,t) = — =-¢ bnat fo(x —h Y2mit) men2n3 *dh.
[/2 i _ XX
J  Y2nat

Infolge der Eigenschaften des Integranden kann der Grenzibergang
—*0 — in den Stetigkeitspunkten der Funktion f0(x) — schon sowohl im
Integranden wie auch in den Integrationsgrenzen durchgefihrt werden. Hin-
sichtlich der Lage von x mussen wir aber zwei Félle unterscheiden.

Fall 1: x liegt aulRerhalb des Abschnittes (acs x2).

Dem Bild (9) gem&R ist auf diesen zwei Abschnitten der x-Achsef0(x) = 0.
AuBlerdem verschiebt sich der ganze Integrationsbereich (mit Grenzen von
gleichem Vorzeichen) in derselben Richtung gegen -(- oo oder —o00. Der Wert
des Integrals ist gleich Null. Es gilt also: f(x, 0) = fo(x) = O.

Fall 2: x1<7 x <C x.t.
Fuhrt man den Grenziibergang t —y 0 durch, so erhalt man

f(x,0)= A <]+~ edh = LL||+ i) =/, (%).

Wenn f 0(x) Unstetigkeitsstellen hat (woflir Bild s ein Beispiel darstellt),
beschreibt (27) den Schwingungsvorgang eigentlich auf Grund einer solchen
Anfangsverteilung, worin zu den Sprungstellen das arithmetische Mittel der
rechts- und linksseitigen Grenzwerte zugeordnet ist, obwohl die Funktion / O(#)
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in diesen Punkten gelegentlich nicht einmal definiert ist. Solche einzelne Ener-
gievektoren von endlicher Zahl beeinflussen aber nicht die Richtigkeit von (27).

Funktion (27) beschreibt die Zerstrémung der im Zeitpunkt t = 0 auf
dem Abschnitt x2 — x1 des Stabes konzentrierten Schwingungsenergie. Die
GesetzmaRigkeiten dieses Vorgangs werden wir an einem einfachen Beispiel
studieren. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dall die Anfangsverteilung der
Energievektoren bloB durch die Geschwindigkeitsverteilung in folgender
Form représentiert ist:

lo(*) -* ,Vne

Die in der Form einer Glockenkurve angegebene Geschwindigkeitsver-
teilung breitet sich praktisch — infolge der sehr schnellen Abnahme der expo-
nentiellen Funktion — nur auf eine endliche symmetrische Umgebung des
Anfangspunktes aus, deren Grenzpunkte durch den Schwellenwert der Be-
obachtbarkeit der Geschwindigkeit bedingt sind. Der Verteilungsabschnitt
kann durch Verringerung von d beliebig eingeengt werden. Eine dhnliche Ge-
schwindigkeitsverteilung kann z. B. durch einen Schlag hervorgerufen werden.

Durch Substitution in Gleichung (27) kann das Integral — infolge der
speziellen Form von fO(x) — in einer geschlossenen Form angegeben werden:
d/i e X2d2/(16a2i2+ (i») _e (4aix2/(16a2<2+ dd4)
T*» o .
4 at —id2

Untersuchen wir die zeitliche Veranderung der spezifischen Schwingungs-
energie:

Y o M 2x, t) mv2(x, t) mvé d2 e —2x2d2/(i6a2(2+di)
2EJ 2 2 IMe azte+ d 4

Die Energieverteilung w'ird also durch eine mit der Zeit immer mehr
verflachende und sich in bezug auf den Anfangspunkt symmetrisch erstrek-
kende Glockenkurve dargestellt. Durch Differentiation nach t kann man nach-
weisen, dal in der Umgebung —d/2  x «/2 des Anfangspunktes die spezi-
fische Energie vom Zeitpunkt t = 0 an fortwdhrend abnimmt. Die Verringe-
rung des an der Stelle x = 0 befindlichen Scheitelpunktwertes ist der Zeit nahe
umgekehrt proportional. In jedem Punkte, der auller diesem Abschnitt liegt, ver-
grollert sich die Energie bis zu einem gewissen Maximum, wonach sie abzu-
nehmen beginnt. Der Zeitpunkt der Erreichung der lokalen Maximalwerte ist

d2
4a
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und die Grolle des Maximalwertes

mvo d

\f{x, Olmax =
2 Ye 2 X f

Bezeichnet man den Schwellenwert der Beobachtbarkeit der spezifi-
schen Energie mit

so liegt der am fernsten befindliche Punkt, bis wohin die Schwingungsenergie
praktisch gelangen kann, in einer Entfernung xmax= i d/2e. Die Zerstro-
mung der Schwingungsenergie kann demgemaR durch das folgende anschauliche
Bild gekennzeichnet werden.

Die anfangs in der Umgebung des Punktes x = 0 angeh&ufte Energie
breitet sich nach Art eines reibungslosen Sandhiigels aus. Der Ful? des Higels
(d. h. die Wellenfront) kriecht beiderseits bis zu dem oben erwdhnten kriti-
schen Punkte vorwarts, um danach zurickzukehren. Schliellich wird der
»Energiehtgel« scheinbar verschwinden: die spezifische Energie vermindert
sich unter den Schwellenwert der Beobachtbarkeit den ganzen Stab entlang,
der Stab selbst gelangt in Ruhelage parallel zur Anfangslage (theoretisch un-
endlich weit verschoben). Fur den Vorgang ist es charakteristisch, daR wir die-
ses Ergebnis durch Vernachlassigung der Dampfung gefunden haben.

Mit dieser Untersuchung wollten wir eine der Eigenschaften der Biege-
schwingungen zu demonstrieren. Die beschriebene Erscheinung ist ndmlich
kennzeichnend fir die dispersen Ausbreitungsvorgange. Es ist die Dispersion,
welche die Biegeschwingungen — vom Gesichtspunkt der GesetzmaRigkeit
der Fortpflanzung aus — von denjenigen Schwingungsarten (Dilatations-,
Drillungsschwingungen, Kdrperschall usw.) unterscheidet, deren Ausbreitung
durch die Wellengleichung beschrieben wird, und deren Ausbreitungsge-
schwindigkeit nur von Materialkonstanten abh&ngt. Aus der Fourierschen
Analyse der Biegeschwingungen ist es bekannt, dall die Phasengeschwindigkeit
der harmonischen Wellenkomponenten auch von der Wellenldnge abhé&ngt,
woraus sich die Verzerrung, »Dispersion«, der aus solchen Komponenten beste-
henden Schwingungsformen ergibt.

b) Lésung der inhomogenen Differentialgleichung (s)

Der Abschnitt % X <| x2 des Stabes soll durch eine stetig verteilte,
auch von der Zeit abhéangige Erregungskraft p(x, t) angegriffen werden. AuBer
diesem Abschnitt ist p(x, t) = 0. Die Lésung wird ebenfalls durch Anwendung
der Hilfsfunktion (9) durchgefihrt. An der innerhalb des belegten Abschnitts
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befindlichen Stelle x* im Zeitpunkt t' -wird der Elementarimpuls g = p/x", t'/dx’
dt'. Summiert man diese in bezug auf den belasteten Abschnitt und fir die
Zeitdauer t, so erhalt man:

f(x. 1) dt’ x M p(Xlt')dXl e,(x_x,)2 ia(l_n
XI]f2m |/4na(t —t")

Der Integrand befriedigt an jeder Stelle und in jedem Zeitpunkt die
homogene Gleichung (¢ '). Das auf der rechten Seite der Gleichung (s) befind-
liche Inhomogenitatsglied ip(x, t)A2in ergibt sich durch die Differentiation
nach der oberen Integrationsgrenze t. Vordem aber mufl man die im Punkte
a) vorgefuhrte Variablentransformation anwenden um die Singularitat, mit
der der Integrand zur Zeit t' = t behaftet ist, zu beheben.

Bei einer Einzelkraft P kdénnen wir im Sinne des oben Gesagten derart
Vorgehen, daB wir mit Hilfe der im dritten Abschnitt erwdhnten 6-Funktion in
der engen Umgebung des Anfangspunktes die Einzelkraft in eine verteilte
Kraft von der Intensitdt Pb(x) umwandeln.

c) Allgemeine Lésung des zweistitzigen gelenkigen Tréagers

Das Spiegelungsprinzip, das im Abschnitt 4 erdrtert wurde, ist von
allgemeiner Gultigkeit. Wir kénnen alle Erregungsfalle umfassen, wenn wir
den in der Hilfsfunktion (9) befindlichen Elementarimpuls q dem Spiege-
lungsverfahren unterwerfen. Gleichung (9) wandelt sich dementsprechend
formell in eine unendliche Reihe, d. h. in die Hilfsfunktion des zweistltzigen
Tragers um

/70|V|) = ial gi(x+h2 W ei(x-/)2/4ai

| ei(x+2/)2 W _|_ei(x-2()2iat _

<1 X <, —

Die Anwendung derselben hat schon im Abschnitt 4 (in verhullter Form)
stattgefunden. Bei einem Erregungsmoment ist die Hilfsfunktion die negative
Ableitung nach x der obigen Funktion.

Im Falle von Anfangswertaufgaben ist es der verallgemeinerte komplexe
Impuls

W m efo(x) e dx
i
welcher die Rolle des normalen Impulses q ubernimmt, wie es sich durch eine
Gegenuberstellung von (9) und (27) erkennen laRt.
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SchlieBlich bemerken wir, daB die obigen Ergebnisse — obwohl in einer
umstandlicher Weise — auch durch die Lésung von (1) (mit Hilfe des Fourier-
schen Integrals) nachgewiesen werden kdnnen.
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Propagation of Elastic Bending Vibrationsin Bars. Author introduces a new vector-like
physical characteristic for the description of elastic bending vibrations which satisfies the
differential equation analogous to that of the linear heat conduction. On the basis of the
thermodynamic analogy, he investigates the laws of development and propagation of bending
vibrations excited by impulsive loads in the case of homogeneous bars of infinite length and
of constant cross-section, as well as of the simply supported hinged beams. Treating of the
subject is positively of theoretical interest and is demonstrated by the simplest bending vibra-
tion model of the bar.

Propagation des oscillations de flexion élastiques dans les barres. L’auteur introduit une
nouvelle caractéristique physique de forme vectorielle pour décrire les oscillations de flexion
élastiques. La caractéristique en question satisfait a I’équation différentielle analogue a celle
de la conduction de chaleur linéaire. Sur la base de cette analogie thermodynamique, I'auteur
examine les lois du développement et de la propagation des oscillations de flexion engendrées
par des charges d’impulsion, pour les cas de barres de profil constant et de longueur infinie
et de poutres articulées & deux appuis. L’auteur traite ce sujet sur un plan expressément
théorique, en s’appuyant sur le modeéle le plus simple de I’oscillation de flexion des barres.

PacnpocTpaHeHue ynpyruxmsrmbaroLwmnx KkonebaHuii B ctepxHsax (b. Kupai). Ans onu-
caHusa ynpyrux n3rnbatoLmx KonebaHnii aBTop BBOAUT HOBbIA (IM3MHECKUIA NOKasaTelb BEKTOP-
HO (hOpMbl, KOTOPbIA YA0BNETBOPSET AnddepeHLManbHOMY YpaBHEHWNIO, aHaIorMYHoOMY  audidoe-
peHuManbHOMY YpaBHEHMIO TensonpoBOAHOCTU MO MpsMOW. lVcxoas u3 3Toil TepmoguHamu-
YecKoli aHanorumn, aBTop MccrefyeT 3aKOHbl BO3HUKHOBEHWS M PacnpoCcTpaHeHUs U3rmbaroLmx
KonebaHuli, BO36Y>KAEHHbIX UMMNY/bCHLIMU Harpy3kamu, B C/lydae OAHOPOAHOr0 GECKOHEYHO
[OJIMHHOTO CTEPXKHSI HEM3MEHHOr0 MOMepevyHOro CeYeHust U ABYXOMOPHOW LapHUPHOWA 6anku.
AHann3 HOCUT BbIPAXXEHHO TEOPETUYECKMI XapaKTep M OCHOBLIBAETCS Ha NPOCTeiLleli Mogenu
N3rnbaroLmnx KonebaHnm CTepXKHS.
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STRENGTH OF STABILIZED SOILS
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One of the most important properties of stabilized soils is their strength; this is the
first decisive factor in determining their behaviour in connection with other effects. Therefore,
authors first investigate the mechanisms of failure, classify the grain assemblies from this
viewpoint, and present the characteristic form of deformations. Using an original way of repre-
sentation, they demonstrate that soil mixtures have a definite mixing ratio which is optimum
from the viewpoint of strength; in case of cement stabilized soils they define those ranges of
mixing ratios where cement stabilized soils can be produced and show the optimal composition.
In respect to the strength of the cement stabilized soil, the degree of pulverization of the
soil is an important factor; the effect of this is indicated by the series of experiments. The
results of authors’experiments show the effect on the strength of addition of lime and bitumen;
finally examples are presented for showing the strength of soils stabilized with phosphoric
acid, aniline and furfural-

1. Introduction

The world-wide increasing significance of stabilized earth roads urges
the investigation of the properties of stabilized soils. Among these an ever more
prominent part is taken by those which are essential from the viewpoint of
functional use or physical processes occurring in the course of stabilization.
Also in these investigations the new attitude prevails which recently led to
many new results in Soil Physics: becoming acquainted with physical pro-
cesses instead of empirisms, research and mathematical description of rela-
tionships permitting technical design on an ever widening base.

Among the physical properties, it is the strength which determines the
behaviour of stabilized soils; other effects, such as frost action, water absorp-
tion, etc. could be judged most expediently through the strength. In general,
as is customary, one means by strength in this respect unconfined compression
strength, and though it is doubtless thatthisvalue does not definitely char-
acterize the absolute strength of the material, being also the function of the
measurements of the sample, yet, from the point of view of the relative com-
parison, and even of the judgement of the behaviour of the mixture, it might
be considered as a reliable value.

In this treatise, the effect of the different stabilizing agents exerted
on the strength will be treated, mostly on the basis of the results of original
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experiments. It will also be examined, by what mechanism the different stabi-
lizers could increase strength.

2. Failure mechanisms of stabilized soils

According to the nature of the interaction between the stabilizing agent
and soil particles, i.e. according to the fact whether the stabilizer does consti-
tute a continuous matrix or not, two basic cases can be distinguished. In the
first case soil particles are perfectly embedded in the chemical agent or in the
material produced by the chemical processes, in the second this is not the case.
In the first case the properties of the resulting system are, at all events, deter-
mined by the stabilizing agent. If, namely, the soil particles are floating in
the solidified stabilizer, as inert filler, then it is evident that failure under the
effect of the load takes place in the stabilizer, for this latter forms a continuous
skeleton, the particles of the filler obtain no load. If, in turn, a surface bond is
produced between the stabilizer and the soil particles, and the bond strength
is higher than the own strength of the stabilizer, then, evidently, it is the stabi-
lizer itself which will be destroyed first during the increase of the load; however,
if the bond strength is lower than that of the stabilizer, then the former will be
discontinued, and so the soil particle will become an inert filler; the strength
of the system will again be governed by the strength of the stabilizing substance.

In case of a discontinuous matrix, stabilizing effect might be obtained in
three ways.

First of these is the change of the surface properties by adsorption or
change of the ions with the aid of chemical agents.

In the case of a discontinuous matrix, the second effect producing stabi-
lization might be created by filling the voids between grains with inert filling
substances. This effect gives origin to the strength of the mixtures in the course
of mechanical stabilization; but one could imagine that filling up voids might
also be effected with the aid of chemical reaction.

The third mechanism, which in case of a discontinuous matrix might pro-
duce stabilization, is the connection of particles in certain points, so to say,
“by spot welding”. In such a system two kinds of cohesion exist: the own co-
hesion of the soil particle and stabilizer, besides adhesion between the soil par-
ticle and the stabilizer is acting too. Fracture might take place in two ways:

Fig. 2. Failure mechanisms of stabilized soils and relationships between displacement and
shear stress, a — cohesion is produced between particles by surface forces; failure is caused by
the increase of the distance between particles and decrease of bond strength; b — the stabilizer
constitutes a continuous matrix the strength of which is less than that of the particles floating
in it; c — strength of bonds between particles is greater than that of the particles, consequently
failure occurs in the particles; d — strength of bonds between the particles is lower than that
of the particles, after failure the medium becomes a grain assembly
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Fig. 1. Structure of soil grains in the different stabilizations, a — cohesion is produced by the

surface forces between particles; b — voids between particles are filled with inert substance;

¢ — soil particles are embedded in continuous matrix; d — strength of the connection between
soil particles is assured by “spot welding”
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if adhesion is stronger than the two kinds of cohesion, fracture takes place in
the stabilizer or in the soil particle (or in such grain assemblies within which
the binding force is not produced by the effect of the stabilizer); if, contrarily,
the value of the cohesion surpasses that of the adhesion, failure will occur on
the surface of contact between the particle and stabilizer. Knowledge of the
kind of fracture is also important from a practical viewpoint, because, e.g.,
if the fracture of the stabilized soil occurred in consequence of the insufficiency
of adhesion, the increase of cohesion does not cause increase in strength.

Correspondingly with the above discussions the characteristics of the
different structure of grains are indicated in Fig. 1. In Fig. 2 we intend to de-
monstrate the mechanisms of fracture; the relationships between displacement
and shear stress for certain cases are also represented.

3. Mechanical stabilization

Strength of soils stabilized without any admixture other than soils is
motivated by the bond effected by the small particles of the material to be
found in the mixture between coarse grains which keep the assembly together
otherwise possessing only friction. Fine particles are attached to the surfaces

Fig. 3. Effect on cohesion of small solid particles floating in the pore-water, a — fine particles
are floating freely in the water; b — after drying they increase the surface, where attraction
forces caused by surface tension, are acting

of the coarse ones by hydrogen bonds; strength of this will be the greater, the
smaller is the number of layers of water molecules through which bonds are
effected. The cation of particles bonded in this way are binding further par-
ticles until between the coarse grains, at the smallest voids, veritable bridges
will be formed which produce cohesion. The power of this effect is promoted
also by the fact that during the drying of the soil the fine grains of the binding
material are crowded just into the small voids. In the pore-water filling up the
voids between the grains, the particles of material are drifting freely in the
beginning, then when drying goes on, they will become jammed into smaller
and smaller spaces (Fig. 3). The particles do not permit any further shrinkage of
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the water films, and the arising strength, which increases with drying, will
work at about the same surface as drying proceeds. Therefore, the attraction
force increases considerably and creates strength.

However, the strength of these bonds is always lower than the own
strength of the coarse grains. This determines the way of fracture; fracture

Fig. 4. Unconfined compressive strength of soil mixture in function of the volume percentage
of the phases

takes place always on the surface of the coarse grains or on surfaces going
through the voids; i.e. though bonds are producing adhesion on the surface
of the particles, they do not create cohesion between the grains. The value of
the attraction force of adhesion governs the strength of the stabilized soil.
This strength depends, beside the properties of the binder and the strength
of the above said bonds, on the density and water content of the mixture; the
results of a series of tests are indicated in Fig. 4. The influence of water con-
tent is particularly considerable; therefore, let us examine by what pheno-
mena water decreases the strength of the mechanically stabilized soil.
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a) Filling up the voids with water destroys the cohesion owing to the
capillary stress.

b) In consequence of hydration, the force of the hydrogen bonds connect-
ing the particles decreases.

¢) When the water molecules settled into the skeleton system, the clay
minerals, susceptible to swelling, which are present in the binder, are forcing
apart the coarse grains by swelling, after the water molecules have entered
into the lattice structure, the skeleton structure will be destroyed. Owing to
swelling, density decreases too.

Fig. 5. Decrease of strength of soil mixtures under the effect of capillary water absorption

d) Compaction and expansion produced by the wheels passing on, load-
ing and unloading cause water movement, a so-called pumping effect will arise
which together with the shear stresses acting at the same time entirely destroy
the different bonds binding the particles together and disintegrate the soil.

e) During frost period in stabilized soil mixtures, which are in general
qualified as frost susceptible, ice lenses are formed if there is a possibility of
water supply, and so the swelling effect again reduces the cohesion of the whole
mass.

f) At thawing of the frozen soil the water accumulated in the ice lenses
will be absorbed and the dynamic effect of traffic kneads the wet soil thor-
oughly and destroys its strength.

Accordingly, simultaneous effects of water and traffic are decisive. The
amount of strength reduction caused by the capillary-water absorption de-
pends mainly on the intensity of the effects mentioned in points a) to c). The
greater the strength reduction caused by the capillary, saturation, the less the
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initial density of the soil; a numerical example is given by the test result indi-
cated in Fig. 5. For characterizing strength, the CBR value of the mixture is
used here because the unconfined compression strength could not be deter-
mined in all cases in the saturated state.

Fig. 6. Compressive strength of soil cement in function of percentage of the composition, at a
proportion of 8% of cement

4. Strength of soil cement

In order to characterize the strength of soil cement, in most cases the
value of the unconfined compression strength is again used. This reflects best
the degree of the reaction and advancement of hardening of the mixture of
soil, cement and water; in general, the required quantity of cement will be de-
termined onthe basisof thevalue of the compressive strength established by test.

In addition to many values in the literature for the compression
strength of soil cements, we are in possession of numerous results of our own
tests. The diagram in Fig. s is plotted with the aid of these data: with the ce-
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ment content, indicated in the triangular diagram (8 per cent cement by weight,
class 500) the value of the compression strength determined at the age of 7 days
may be seen. On the sides of the triangle the sand content (d > 0,1 mm), the
silt content as well as the per cent value of the volumes taken up by air -)-
water are plotted. On the basis of the figure one can, on the one hand, define

Fig. 7. Variation of the compressive strength in function of the distribution
of soil—water—cement according to volume percentage

the range in which the soil cement can be produced and its strength determined,
on the other hand, one gets a good idea of the variation of the strength and the
effect of density and water content. Further interesting informations are given
in Fig. 7 where also at a given rate of cement the strength will be presented as a
function of the volume per cent ofthe solid parts—water—air. This diagram also
gives information on the optimal mixture ratios. The effect ofthe density is partic-
ularly important. This is to be seen also in Fig. 8: the 10 per cent increment in
the value of the dry density increased the compression strength by 30 to 40 per
cent, influence being exerted by the change of the volume of water which is
connected with the density. By applying the same compacting effort in produc-
ing the cement soil, the bulk density will depend on the water content, accord-
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Fig. 8. Value of the compressive strength in function of bulk density

Wpt

Fig. 9. Relation between the water content and compressive strength at identical
compaction effort
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ing to the laws of compaction. The values of the compression strength show a
variation similar to Proctor’s curve, the difference being at most in obtaining
the maximum of the compression strength at a value w of the water content
which is less than the optimum value for the compaction (Fig. 9). Fig. 10 also

Fig. 10. a — compressive strength, bulk density and uniformity coefficient of the soil cement
vs. the mixing ratio; b — value of the compressive strength in function of the uniformity
coefficient

indicates an interesting result which represents the strength, dry density and
uniformity coefficient of the mixtures of two soils as the function of the mixing
ratio, with the same amount of cement. The optimum of the mixing ratio is
the same from the viewpoint of all three values; the greatest strength and dry
density are the greatest, where the value of U is the greatest, and vice versa.
Between the unconfined compression strength and the coefficient of uniform-
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ity an unambiguous relationship could be established: with different mixing
ratios but with the same U value, the compression strength remains the same.

The strength of the cement soil is also influenced by the conditions exist-
ing during the period of setting. According to the experiments of GASPAR
(1964), between the strength of the test specimens stored during setting in a
humid place and under water, 20 to 30 per cent difference could be observed in

Fig. 11. Effect on compressive strength of the way of storage of the test pieces

favour of the former. A test result can be seen in Fig. 11; Fig. 12 shows a result
of an Indian experiment (Chadda, 1956): the values ofthe compressive strength
of two kinds of soils measured in dry and in humid state show considerable
difference.

For the production of soil cement the soil found in a site should be broken
up, pulverized, and mixed with cement or perhaps also with other additives,
then with water, and the mixture should be compacted. On the strength of the
soil cement these operations have also influence.

The question of pulverization is important mainly in the case of cohesive
soils, and here this is of great importance, for the degree of pulverization de-
termines the possible rate of mixing.

The effect of the degree of pulverization on frost resistance and compres-
sion strength might be shown by the following series of experiments. To the
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samples of three kinds of soils (silt, Pi = 9%; silty clay, Pi = 17%; clay,
Pi = 23%) we added after pulverization in increasing weight per cent lumps
of soil with 5 to 10 mm diameter, and then cement and water was added to
the mixture. The amount of mixing was in all cases the same, and the most
part of the lumps remained unbroken. These lumps of soil were, in the first
series of the experiments, entirely dry, however, in the second, the water
content of the soil used for preparing the lumps was identical with that of the
stabilized mixture.

Fig. 12. Value of the unconfined compressive strength in dry and in humid conditions
as a function of cement content

Quantity of water added related to the dry weight of the whole mixture
was the same, difference could be observed only in the distribution: in the first
case dry lumps were embedded in humid clay, in the second the water content
was uniform. The amount of cement was in each case the same; only the per-
centage of the lumps made up the differences in the samples.

Results of the experiments are indicated in Figs 13 and 14. In Fig. 13
one can observe the drop of the compression strength; especially the presence
of dry lumps has a detrimental effect. However, this is always the case when
the natural water content of the soil is less than optimum and water should he
added to the mixture. By wetting, only the surface of the unbroken lumps
will become somewhat wet, inside they remain dry. Fig. 14 demonstrates the
losses in weight of the specimens in 12 freezing cycles. The insufficient pulveri-
zation here also involves severe consequences.
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Fig. 13. Decrease of the compressive strength in function of the weight per cent of lumpi
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Fig. 14. Losses in weight in the freezing cycle in function of the weight per cent of lumps
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5. Effect on strength due to the addition of lime

In lime stabilization for road construction one of the important effects
of lime is the increase of strength. The rate of hardening depends on a number
of factors. First, it is the lime content which has an important influence. This
is illustrated by Fig. 15 which represents the unconfined compression strength
plotted vs. the percentage of lime added for three different cohesive soils.

0 2 U 6 8 1
time content percent bp weight

Fig. 15. Effect of lime on the compressive strength

According to Fig. 16, at a small lime content, the effect of the time
elapsed is insignificant, however, at a greater lime content it has a considerable
influence. Hardening takes place rather slowly, thus no final conclusion
might be reached either in case of test specimens aged 7 or even 28 days. It
may also occur that by increasing the lime content, the strength decreases.

From the point of view of strength the way of adding the lime is also im-
portant. In general, one might say that burned lime is more effective than the
hydrated one. However, the manner of adding cannot be chosen at will: if the
soil to be stabilized is wetter during constructions than it is desirable with
respect to compaction, then burned lime should be added in pulverized form;
the water needed for slaking will be extracted from the soil. To a soil with a
water content iPopt or so, it is advisable to add hydrated lime ; dry soil might
best be stabilized with lime milk in such a concentration that by its use the
soil should be brought into the optimum condition for compaction. Unfortu-
nately, from the viewpoint of the pozzolanic reaction which, however, is an
important source of strength, certain chemical properties of the added lime
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have very important effect; but the classification of limes from this viewpoint
is not yet possible. (Other physical and chemical relations to calcareous soil
stabilization are shown with full particulars in the hook of the senior author.)

Fig. 16. Variation of the compressive strength in function of proportion of lime and of time

6. Bituminous soil stabilization

From the viewpoint of the efficiency of stabilization with bitumen, the
strength of the stabilized mixture is also an important value. In general one
obtains the relationship indicated in Fig. 17; the bitumen content has an opti-

Fig. 17. Effect of the proportion of bitumen on the unconfined compressive strength of the
mixture
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mum value as it can be concluded on the basis of the analysis of the structure.
The strength increases with the proportion of the bitumen up to 4 per cent, this
value having been surpassed, it decreases. Strength reduction is also connected
with the fact that at an increasing bitumen content the greatest dry bulk
density reached by the same amount of compaction effort also decreases, be-
cause the specific weight of bitumen is less than that of the mixture.

Fig. 18. Effect of storage under water on the compressive strength of silt stabilized
with bitumen

However, the value of the unconfined compression strength determined
after the preparation of the mixture does not govern alone the behaviour of
the latter. Particularly with cohesive soils, if the bitumen content is low, swell-
ing, destruction of the structure, loosening, i.e. reduction in strength occur,
because the small quantity of bitumen could not make the mixture imperme-
able. In order to analyze this effect, test specimens prepared from the stabilized
soil mixture are stored in a humid place for four days, then immersed in water
for another four days. On the basis of the strength drop of the specimens treat-
ed in this way, it might be concluded, what amounts of the dissolving agent
will give the best results. Such a test result is to be seen in Fig. 18.

The duration of mixing is also of importance. The strength and partic-
ularly that of the wetted samples increases, in general, with the duration of
the mixing time. This is always the case at sand stabilization, but it may occur
that at the start of mixing, some grain assemblies which are stuck together,
will be coated with bitumen, then, during further mixing, they will be broken
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up into small pieces, the surface increases, consequently, there will not be
enough bitumen for coating this greater surface, thus water absorption grows
and strength will be reduced (Fig. 19).

Fig. 19. Water absorption of stabilized soil in function of the mixing time

Fig. 20. Strength of soils after wetting, stabilized with bitumen, in function of the content
of volatile substance
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From the viewpoint of soil stabilization with bitumen, an important re-
lationship has been established by Michaels and Puzinauskas (1956): whatever
soil mixture should be in question, the greater its content of volatiles the less
its compressive strength. This rule applies equally to emulsions, bitumens,
and mixtures modified by different additives; the general characteristics of the
relationship and the scattering zone are shown in Fig. 20. (The paper mentioned
above treats the question in a more detailed manner, here we wanted to in-
dicate only the character of the relationship.)

7. Chemically stabilized mixtures

Owing to the variety of the chemical stabilizations of soils, which, in
many cases, are up to the present only at an experimental stage, we must be
content with referring to some examples for not very well known procedures,
as a matter of course, without the aim of a full treatment.

Recently, stabilization with phosphoric acid shows great promise. Its
effect on strength had already been examined in connection with a number
of soil types, but no unambiguous relationship could be established as yet.
The way of mixing, proportioning and compacting as well as the curing seem
to be important. The results available in the literature show great scattering.
Extensive research work has been made by Michaels and Tausch (1960), who
added also slight quantities of fluor compounds to the mixture, and observed
their strength-increasing effect. In the course of stabilizing a soil containing
illit clay-mineral with a plasticity index Pl = 6%, the laboratory tests fur-
nished the results indicated in Fig. 21. At a given concentration of the acid,
the strength of the test specimens stored in a humid room for 24 hours, in creases
nearly directly with the added quantity of sodium silicofluoride (Na2SiF6).
This remarkable effect originates in all probability in the fact that according
to experiences fluorides strongly accelerate the solution of aluminium in phos-
phoric acid. This might be explained as follows. The surface of metallic alumi-
nium, in general, is coated with hydrated aluminium oxide. If we want to dis-
solve such an aluminium in phosphoric acid, then on the surface of this latter
phosphates would be absorbed, however, the process extend to a thin layer
only, it cannot penetrate further. Fluorides promote the partition of this im-
peding, passive film, and thus chemical reaction takes place far more effective-
ly. Clay minerals resemble the material of the hydrated aluminium oxide
layer, consequently the solution, i.e. formation of stabilizers — phosphates —
also here is slow. The fluor compounds develop the above mentioned effect
also in this case, thus stabilization will be accelerated. This effect could be
achieved with a number of fluor compounds (K2SiF0, ZnSiF6, A1F3).

Stabilization with phosphoric acid is not successful if the soil contains a
considerable amount of lime. In this case a great part of the phosphoric acid
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Fig. 21. Effect of adding sodium silicofluoride on the strength of fine silty sand stabilized with
phosphoric acid

will be used up for neutralization of calcium carbonate and no stabilization
takes place.

Finally the effect of aniline and furfural developing polymerizing stabi-
lization should be mentioned. The effect on the physical characteristics of the
addition of aniline and furfural (CsaH3OCHO), numerically expressible, is not

day content percent weight

Fig. 22. The optimum water content for compaction (stabilization with aniline-furfural)
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yet cleared satisfactorily. The reason for this is that this kind of stabilization
could not be made economic as yet. Therefore, only certain details of an inter-
esting series of experiments shoidd be presented. Ogilvie, Sheeler and
Davidson (1957) carried out experiments on loess samples which originate from
the State of lowa, applying aniline and furfural mixed in a volume ratio 2 to 1.
The test specimens of 5 cm diameter had been compacted, then, after ten days’
storage, they were subjected to different experiments.

Fig. 23. Unconfined compressive strength (stabilization with aniline—furfural)

Two details of the results are indicated in Figs 22 and 23. As it turned
out in the course of processing, the clay content (d < 2p) of the test specimens
strongly affects the properties of the mixture which is to be understood, for
reactions producing stabilizing effect are taking place with clay minerals.
Authors chose such amanner of representation that the examined characteristics
were given as parameter, in function of the content of aniline and furfural.
Thus, in Fig. 22 and in Fig. 23 those of the unconfined compressive strength
are indicated.
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Festigkeit stabilisierter Bdden. Eine der wichtigsten Eigenschaften der stabilisierten
Bdden ist die Festigkeit; in erster Reihe entscheidet dieselbe dariber, wie sich der stabilisierte
Boden gegen sonstige Einwirkungen verhé&lt. Demzufolge untersucht die Abhandlung in erster
Reihe die Bruchmechanismen, klassifiziert von diesem Gesichtspunkt aus die Kornmengen
und gibt die charakteristische Form der Forméanderungen an. Der Verfasser weist in einer
neuartigen Darstellung nach, daB die auf eine mechanische Art stabilisierten Bdden eine von
dem Gesichtspunkt der Festigkeit aus optimale Zusammensetzung besitzen. Fir Zementbéden
grenzt der Verfasser die Bereiche der Zusammensetzung ab, die zur Herstellung eines Zement,
bodens geeignet sind, und weist auch auf die optimale Zusammensetzung hin. Im Zusammen-
hang mit der Festigkeit des Zementbodens ist der Verstaubungsgrad ein wichtiger Faktor;
die Einwirkung desselben wird durch Versuchsserien dargestellt. Die eigenen Versuchsergebnisse
des Verfassers veranschaulichen die Einwirkung der Beimischung von Kalk und Bitumen
auf die Festigkeit. SchlieRBlich wird ein Beispiel fur die Festigkeit der mit Phosphorséure,
Anilin und Furfurol stabilisierten Bdéden angefihrt.

Resistance des sols stabilisés. La résistance a la rupture est I’'une des propriétés les plus
importantes des sols stabilisés, dont dépend essentiellement le comportement de ces sols
vis-a-vis d’autres influences. L’article examine donc tout d’abord les mécanismes de rupture,
classe de ce point de vue les milieux pulvérulents et détermine la forme caractéristique des
déformations. Il utilise ensuite une méthode graphique nouvelle pour démontrer que les sols
stabilisés par voie mécanique ont une composition optimale du point de vue de la résistance.
Pour le sol-ciment, il délimite les domaines de composition se prétant a la production d’un
sol-ciment et indique la composition optimale. Sous le rapport de la stabilité du sol-ciment,
le degré de pulvérisation constitue un facteur important, dont I’effet a été démontré par des
séries d’expériences. Les résultats d’essais faits par les auteurs montrent a leur tour I’influence
du dosage de chaux et de bitume sur la résistance. Un exemple illustrant la résistance a la
rupture des sols stabilisés par acide phosphorique, par aniline et par furfurale termine I’étude.

MpoyHoCcTb cTabunmusmpoBaHHbIX rpyHToB (A. Kesgn, B. HagvBaTwn). OgHum wu3
OCHOBHbIX CBOWCTB CTabUM3MPOBaHHbLIX T[PYHTOB SB/SETCA MX MPOYHOCTb; 3TO CBOWM-
CTBO peLlaeT, B TMepPBYH oO4yepedb, Kakum o06pasom BefeT cebs CTabunmsnpoBaHHbIi
FPYHT MO OTHOLUEHWIO K NpoYMM BO3fecTBMAM. [103TOMy CTaTbs cHadvana uccnegyet
MexaHuU3Mbl 13/710Ma, KnaccuuumpyeT MHOXECTBa 3epeH WM yKasblBaeT Ha  XapakTep-
Hytlo copmy aecopmaumii. MNMokasaHo (MpW MOMOLLM HOBOr0 BuAa 0TOO6PaXKeHUs), 4To cTabm-
NIN3MPOBaHHbIE MeXaHWYecKMM MyTeM T[pYyHTbl pacrnofaraloT €  MeXaHWYeCKOW  TOUKU
3peHNss ONTMMa/bHbIM COCTABOM; B C/lly4Yae LEMEHTHbIX FPYHTOB OMNpefenswTcs Te Aua-
nasoHbl COCTaBa, KOTOpble MOAXOAAT ANA MOSyYeHUS LUEMEHTHbIX FPYHTOB W TakXe yKa-
3bIBAETCA OMNTMMa/IbHbIA COCTaB. B OTHOLUEHUW MPOYHOCTM LIEMEHTHOrO FpPyHTa BaXKHbIM
(hakTOpOM SIBNAETCA CTeneHb M3MeNIbUYeHUS TPYHTa; AeliCTBUe 3TOro hakrtopa LeMOHCTPUpPYeTCa
cepuein onbiToB. Co6CTBEHHbIE OMbITHbIE Pe3ynbTaTbl WAMKOCTPUPYIOT AeiCTBME NpUbaBKWU U3-
BECTM M 6UTyMa Ha (POpMMPOBaHME NPOYHOCTM. HakoHel, CTaTbs yKasbliBaeT MpuMepbl Mpoy-
HOCTU FPYHTOB, CTabWUIM3NPOBaHHbIX (HOCHOPHOM KWCMOTOR, aHUAMHOM WU (ypdyponom.
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DEFORMATIONS AROUND AND BELOW
DRIVEN AND VIBRATED TEST TUBES

K. SZECHY
CORRESPONDING MEMBER OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES

[Manuscript received March 22, 1968]

In this paper the results of experiments will be presented which were carried out with
the financial help of the Hungarian Academy of Sciences, with the view of observing the
displacements brought about by the penetration of driven andvibrated testtubeswhich were
either open or closed at their bottom end.

1. Introduction

The way in which precast piles are driven or brought into the soilevidently
plays an important part in their bearing capacity. The recognition of this is
reflected in some recent studies [1] insofar that deep foundations should not
be classified into the known conservative groups as

1. pile-foundations,
2. well-foundations,
3. caisson-foundations,

but should be discriminated according to the way in which they were driven or
brought into the soil, i.e.we may distinguish between deep foundations:

a) where the way of penetration brings about a change in the original
structural properties of the surrounding soil (i.e. driving, vibration, injection,
etc.);

b) where the way of penetration is not, or not sensibly altering the orig-
inal soil properties (sinking, flushing, etc.).

This new grouping is the more reasonable, because the large-scale
increase in the diameter and penetration length of piles and chiefly the advent
of hollow-caisson piles largely eliminates the distinction between pile- and well-
foundations.

Therefore great importance must be attributed to the investigation of the
following problems:

1. What is the measure and extension of the structural changes brought
about in various soils by the various methods of penetration?
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2. To what extent do these changes affect the strength and deforma-
tion properties (shear strength, compressibility) of the surrounding resp. under-
lying soil layers, which are to overtake and carry the loads from the deep
foundation elements?

3. In which way and to what extent are these changes affected by the
shape and dimensions of these deep foundation elements (pile, well, caisson).
4. How much will the time factor influence the produced changes?

Looking now upon these four items, we may conclude that fairly little
investigation was carried out in this field to throw some theoretical or empirical
light on the problems involved.

The laboratory experiments to be described in the following will also
comprise only a small part of them. Steel tubes both with closed and open
bottom were driven resp. vibrated into a fairly uniform sand and into a sandy
gravel soil of varying density. Deformations, displacements and changes in
the density of the surrounding layers were measured and observed, and partly
correlated to the bearing load of the tubes.

The investigations also covered a small part of the first three questions,
whereas the fourth question and the entire field of cohesive soils were not
studied at all.

Experimental work was carried out in the Geotechnical Laboratory of
the Technical University of Budapest in a steel box, 1.40x1.40 X 1.30 m
in size, filled with the test-soil. Ordinary gas tubes 500 mm resp. 700 mm long
and with 25,6 —89 mm varying outside diameter were driven resp. vibrated and
then subjected to loading tests by a hydraulic piston of 5000 kg capacity.
Tubes with open bottom and with closed bottom (flat and conical wood plug)
were equally tested.

2. Influence of relative density and effective diameter of test soil,
the type of bottom, the manner of penetration on bearing capacity

A detailed treatment of these test results may be omitted here, because
it was already published elsewhere [2—4], only their summary is given in the
following.

1. The bearing capacity was always greater for driven tubes than for vi-
brated ones — underthe same conditions both for the open-bottom and for the
closed-bottom specimens. The difference varied with the increase of both the
silo factor k — Z/Dfc (tube length vs. external tube diameter) and of the orig-
inal relative density Dr of soil. The comparison of bearing stresses at, related
to the cross-sectional area of tube in function of the x ratios clearly indicates
the change of this difference in sand (Fig. la) and in sandy gravel (Fig. Ib)
test soils.
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2. The bearing capacity of closed-bottom tubes is superior to open-bottom
tubes, for both vibrated and driven specimens. This difference considerably de-
creases with driven tubes by the increase of the silo factor x indicating the pro-
gressive compaction of the inner earth plug, thus performing more and more
the role of the closed pile-point. A similar but less pregnant tendency was to be

Sand, tube length L=500m/m Sandy gravel, tube length L=700m/m

Fig. 1. Variation of bearing stresses in function of the silo factor (y. = //D*) for various methods
of penetration, and of bottom closures, in sandy (a) and sandy gravel (6) test soils of varying
relative density

observed with vibrated open-bottom tubes in sand — a still less increase being
shown in the sandy gravel soil, where driven tubes manifested a somewhat
opposite tendency.

On the other hand, it is shown in Fig. la that the bearing stress of vi-
brated conically closed bottom tubes first decreases with x to a critical value of
about x 10 followed by a slight increase. This observation must be attributed
to the phenomenon of critical density which might be approached and even
surpassed at this value.

3. Initial density of soils has increased the bearing stress for both driven
and vibrated tubes. This increase was bigger in sand than in sandy gravel soils
and again bigger for closed-bottom ones than for open-bottom tubes.

It was actually found that in sand this increase amounted up to 100 %,
within the tested range of Dr= 0.70-”~0.90; and to 10-i-15% for driven tubes
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a) b)

Fig. 2. Variation of bearing stresses at of vibrated open-bottom tubes (500 mm resp. 700 mm long) in function
of the relative density D. of sand (a) and of the silo factor x = /i)™ (6)
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and about 20-~25% for vibrated tubes in sandy gravel within the tested range
of Dr = 0.66-hl.O.

4. The variation of bearing stresses at for open-bottom vibrated tubes in
function of the relative density of sand (a) resp. with the silo factor x (b),is
indicated in Fig. 2. It may be observed that the rate of increase is much bigger
within the range of Dr — 0.70-~0.81 than within the range Dr = 0.81-y0.90
mainly for the longer (700 mm) tubes (a).

In contrast to this the increase of the at values with the silo factor, in
sand, progressively indicates the increasing bearing value of the inner earth-
plug for all densities. The rate of increase is, however, more likely to be linear
in sandy gravel soils (b).

In this paper the results of experiments will be presented which were
carried out with the view of observing the displacements brought about by
the penetration of driven and vibrated test tubes which were either open or
closed at their bottom end.

At first the produced changes in the condition of the surrounding soil
had to be observed. For this effect the sand material was built in layers with
vertical colouring in alternating stripes when lateral (horizontal) displacements
had to be fixed and with coloured horizontal separation lines when vertical
displacements were to be determined.

3. Observation of lateral displacements

This investigation was carried out with 500 mm long and 60 mm dia.
tubes vibrated resp. driven into the test box filled with sand coloured alter-
nately in 20 mm thick vertical stripes. After having completed the penetra-
tion the sand was slightly moistened, so that the apparent cohesion should
make possible the careful vertical removal of the soil material from the test
box in the axial plane of the tubes. Thus, the displacement of each vertical
stripe could be observed, measured and photographed. Fig. 3a indicates the
lateral displacements in the axial plane of a vibrated open-bottom tube,
Fig. 3b that of a vibrated conically closed-bottom tube, Fig. 3c that of a dri-
ven conically closed-bottom tube, Fig. 3d that of a driven closed flat-bottom
tube, Figs 4a—A4d represent at the same time the measure and extension of
lateral displacements.

Looking at Figs 3a and 4a it may be seen that the vibration of an open-
bottom tube will not incur any sensible lateral displacement in the sur-
rounding soil, in contrast to the closed-bottom tube, where vibration has pro-
duced displacements shown in Figs 3b and 4b. Quite similar displacements are
to be seen in Figs 3c and 4c around the conically closed-bottom tube repre-
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Fig. 3. Lateral displacement patterns around vibrated resp. driven 60 mm dia. tubes in

vertically striped sand, a) around a vibrated tube with open bottom, b) around a vibrated

tube with conically closed bottom, c¢) around a driven tube with conically closed bottom,
d) around a driven tube closed by a flat plug
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senting the displacement brought about by driving. Figs 3d and 4d finally
display the displacements around driven flat-bottom tubes.

The percentual compressions computed from the change of the annular
areas as can be seen in Figs 4a—4d are shown in Fig. 5a, whereas Fig. 5b
indicates the measure of lateral displacements of respective layers in function
of the distance from tube mantle.

This comparison displays that compaction produced by vibrated resp.
driven tubes with conically closed bottom is about the same in the near vicin-
ity of the tube shaft, but the extension is somewhat greater for vibrated tubes.

Fig. 4. Compression pattern of the horizontal layers around 60 mm dia. vibrated and driven
test tubes, a) vibrated, open-bottom tube, b) vibrated, conically closed-bottom tube, c) driven
conically closed tube, d) driven tube closed with a flat plug
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It is interesting to note that flat-bottom driven tubes produced smaller compac-
tion effectinthe near vicinity ofthe pile shaft, but considerably bigger extension
of the compacted zone.

However, lateral displacements indicate the same tendency with smaller
deviations. Displacements were actually of measurable size only to a distance
of 3r from the shaft mantle.

Fig. 5. Measure and extension of compaction (a) and of lateral displacement (6) in function
of the distance from the tube shaft

Considering now the correlation existing between compaction i.e. de-
crease ofvoid content (An°/0) and the increase ofthe angle ofinner friction (Acp) of
the cohesionless material (A<p® —zlra/2%, [5]), we may determine the numerical
values by which the shearing strength of the tested sand was actually increased
by driving or vibrating down the tubes. As the maximum decrease of void con-
tent along the shaft mantle was about An = 24-f-18%, the maximum incre-
ment of the angle of inner friction may be at about Ap = 12°-y9°. Computing
now an average g8 within the observed compaction zone bordered approxi-
mately by a parabolicenvelope ofthe extension of3r, we obtain for the average
increment Acpa= 4°y-3°. It is beyond doubt that when calculating the bearing
value of mantle friction, this increase must be considered. It must be noted,
however, that the above data must be related to an original void content of
n= 34.6% (@@= 40°20").
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4. Observation of vertical displacements

For this effect the test box was filled with the sand material with uni-
formly compacted layers of 50 mm thickness, the surface of each layer being
strewn with black coloured grains. After completed vibration resp. driving of
the test tubes, the material was moistened in the same manner as before and
the established apparent cohesion made possible again the careful removal of
the material along a vertical plane just to the axis of the tube and so the pro-
duced distortion pattern could be observed, measured and photographed.

Fig. 6a

These are shown in Fig. ea for a vibrated open-bottom tube of 60 mm
dia. in Fig. eb for the driven open-bottom 60 mm dia. tube, in Fig. sc for the
vibrated conical-bottom 60 mm dia. tube, in Fig. ed for the driven conical-
bottom 60 mm dia. tube and finally in Fig. se for the driven flat-bottom 60 mm
dia. tube.

It is apparent from the photos sa and sb that no sensible vertical dis-
placement was produced when the open-bottom tube was vibrated, excepting
some movement in the head and tip region of the tube. This latter does not ex-
tend over a depth of 0.6 -HO.7 D.

On the other hand, the displacements around and below the driven open-
bottom tubes are well traceable in all layers and display a growing tendency
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Fig. 6b Fig. 6¢

Fig. 6d Fig- 6e

Fig. 6. Vertical displacements around and below the vibrated and driven test tubes in sand:
a) open-bottom vibrated tube; b) open-bottom driven tube; c) conical-bottom vibrated tube;
d) conical-bottom driven tube; e) flat-bottom driven tube
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with the depth. Distinct displacement is to be observed not only of the layer

level with the tube tip — but also of the underlying one. Thus, the thick-
ness of the deformation zone may be estimated by extrapolation at about
1.4 D-yl.5 D.

For the sake of comparison the displacements around 25 mm dia. open-
bottom tubes were also tested, which when vibrated showed distinct displace-
ments in all layers up to 0.5 D in average. Below the tube tip not only the
nearest but also the following layer was deformed indicating a depth of in-
fluence at about 2.0 D-F2.5 D. Practically no difference was observed when the
same tube was driven. This fact shows that the silo factor x essentially increases
not only the bearing capacity hut also the deformation zones of open-bottom
tubes.

The specific displacement of the environment of conical-bottom vibrated
tubes decreases (Fig. sc) while that of the conical-bottom driven piles increases
(Fig. sd.) with the depth. The big displacement near to and at the surface and
the upper subsidence cone extending to the surface indicate that the amplitude
of the established oscillation (which is naturally bigger in the vicinity of the
surface where no lateral masses damp the oscillation effects) also plays an im-
portant role in the displacements (cf. Ref. 2).

The variation with the depth of the specific displacements of the subse-
quent horizontal coloured lines is presented in Fig. 7a for 25 mm dia. and in
Fig. 7b for 60 mm dia. tubes, clearly supporting the above statements.

Displacement patterns below the tube tips are nearly the same for both
vibrated and driven resp. for 25 mm dia. and 60 mm dia. tubes. The disturbed
zone extends to a depth of about 1 D below the tube tip. It is interesting to
note that the soil grains below the vibrated conical tip became crushed and the
boundary lines displayed tulip-like displacement shapes around it (cf. Fig. s c).

The displacement zone below the closed flat-bottom tube finally shows
an entirely different picture. Displacements at the mantle surface also here
display a downwards growing tendency and are superior by about 25-y50%
to the displacements performed around conical-bottom tubes. Deviations are,
however, much bigger below the tube tip proper. First of all the affected zone ex-
tends to a depth of about 2.5 D (which figure is at about the maximum ob-
served below the tip of 25 mm dia. vibrated open-bottom tubes) and the shape of
the displacement figure is also different.

The displacement pattern of the 50 mm thick layers below the tube tip
may be distinctly traced in Fig. s. Measuring now the compression of layers
1,2 and 3 in an appropriate scale, exact values could be plotted in function
of their thickness versus depth below the tube tip (Fig. 9). Considering that the
vertical settlement may be expressed as
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Relaied displacement at tube mantle

Fig. 7. Specific vertical displacement s/D values in function of the relative depth tjD for various vibrated and
driven tubes: a) 25 mm dia. tubes; b) 60 mm dia. tubes
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Fig. 8. Displacement pattern of 50 mm thick layers below the flat-bottom tube tip

the differential curve of this plotted settlement curve may be related directly
to the distribution curve of vertical stresses az. Thus, with the simple reduction
of the settlement curve by plotting the finite elementary differences, the azzM
curve may be derived (Fig. 9b). Comparing now the shape of this azzM curve
to the theoretical az curve of Michell and of Kogler it may be observed that
the first one represents smaller values in the vicinity of the tube tip, but from
a depth of about D/2 downwards it will become superior, the two curves coin-
ciding in a depth of about 2,5 D.

This deviation may he well explained by the apparent variation of the
compression modulus of sand, brought about by the compacting viz. loosen-

36

Fig. 9. Compressiou of subsequent layers below flat-bottom driven tube in function of the
depth below tube tip (a). Derived vertical stress diagram related to a uniform compression
modulus and compared to the theoretical figures (b)
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ing action of driving. According to the figure this change extended in the given
sand test soil of Dr = 0,7 initial density, to a depth of about 2.5 D of which
about 0,5 D marked the extent of the compression — and 2.0 D beyond that
of the loosening zone. These statements prove, on one hand, the existence of
Terzaghi's sliding wedge at the contacting bottom surface and the existence of
afailure zone beyond, in which the sand particles were compacted beyond their
critical density and became loosened. This latter observation was proved by
our void content change measurements (described in previous papers mention-
ed under [2—4]) in the course of which around the tips of driven tubes closed
with anytype of shoe at their bottom — a definite loosening was stated. Excep-
tion can be made only with open-bottom tubes, where overcompaction could
not take place because of the possible intrusion of soil particles into the hollow
interior of tube.

5. Representation of energy consumed for penetration
in the bearing load of tubes

At last this item was analyzed, i.e. how far the driving resp. vi-
bration energy, consumed for bringing in the tubes in their tested bearing values
has been reflected. For this purpose the tested bearingvalue ofthe tube was di-
vided by the total driving energy EQ *h resp. by the total vibration
energy Em er w2 consumed. (This latter quantity was measured as a fairly
good approximation with the time in seconds during which the vibrator was
operated. The work done by the applied vibrator is equal to 20 mkg per
second.)

The comparison was made at first, as represented in Fig. 10a, between
open-bottom tubes 500 mm and 700 mm long driven and vibrated into sandy
gravel test soil of various initial densities. As to be seen, the effectivity of driv-
ing energy (work done by ramming) rj is only slightly increasing (and not with-
out exception) with the diameter of driven tubes. This increase is greater in
the test soils of originally looser condition (Dr = 0,66) than in those of origi-
nally denser condition (Dr 1,0). The effectivity of driving energy as related
to bearing capacity was less for longer (700 mm) than for shorter (500 mm)
tubes in case of both densities, indicating that the increase of driving resist-
ance with the depth is greater than that of the bearing value obtained.
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a> b, c,
Fig. 10. Efficiency of driving resp. vibration work done in relation to the tested bearing capacity: a) bearing efficiency of driven and vi-
brated open bottom tubes of various length in a sandy gravel test soil of varying initial density; b) the same in a sand test soil of medium
~nsity and compared with the efficiency of conically closed-bottom tubes; c) the same in sands of two initial densities and compared to
tubes vibrated with conically closed bottom
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On the other hand, the obtained effectivity of bearing capacity of vi-
brated tubes considerably increased with the diameter showing but a slight
declining tendency. The influence of initial density was more favourable with
smaller diameter than with larger diameter tubes. (A possible reason may be
that the inside arching effect of larger diameter grains was no longer as effec-
tive in the larger space as in the smaller one.)

In Fig. 10b the r) effectivity values are shown for both kinds of tubes
driven resp. vibrated in a medium dense sand (Dr = 0,81) test soil. For the sake
of comparison the r] values of vibrated tubes with conically closed bottom
are also shown. The figure indicates the same conclusion, namely, the effec-
tivity of vibration work increases with the diameter, while that of the driving
work here was more definitely decreasing. The relative superiority of shorter
(500 mm) tubes is also apparent here. Another item is that the vibration
efficiency of conically closed-bottom tubes was only about 157-20% that of
the open-bottom tubes.

Finally in Fig. 10c comparison is made between the vibration efficiency
of 500 m resp. 700 mm long open-bottom and conically closed-bottom tubes in
sand of various initial density. It is quite clearly demonstrated that the effi-
ciency rapidly increases with the diameter. For closed-bottom tubes this was
demonstrated, however, at a much smaller rate. The increase was again always
larger for shorter (500 mm) than for longer (700 mm) tubes and was also
larger in the sand of the looser (Dr = 0,7) than in that of the denser (Dr =
= 0.90) initial condition. The efficiency of vibration for closed-bottom piles
was again only a small fraction (20-r10%) of that observed with open-bottom
tubes. This difference, however, was rapidly increasing, with the diameter,
indicating again the role of the successive development of the bottom-plug,
not only in the bearing resistance, but still more in the penetration resistance
of hollow open-bottom tubes.

Finally it may be concluded that vibration is really effective for open-
bottom hollow piles. Consequently vibration constitutes a really efficient and
valuable asset and tool of piling in bringing down tubular open-bottom piles
into cohesionless soils, an item which must give preference to these piles as
against solid piles, wherever vibration may be considered.

Still it must be noted that the efficiency of vibration work as related to
produced bearing capacity is far less (about 5-i-6% only; cf. the right-hand
scale of Fig. 10c) than that of driving work. An item which is responsible for
the increasing use of vibration-rams where the advantages of both actions (i.e.
ramming -(- vibration) come to prevalence.

The experiments were carried out by G. Fazakas, research engineer and L. Farkas
research laborant. The author is very much indebted for their effective cooperation.*

*
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Formé&nderung des Bodens ringsum und unter den eingerammten und vibrierten Ver-
suchsréhren. In dieser Abhandlung werden die Ergebnisse der Versuche vorgefuhrt, die in
der Absicht angestellt wurden, die durch die Eindringung von eingerammten und vibrierten
Versuchsrohren mit offenen oder abgeschlossenen Enden hervorgerufenen Verdrickungen zu
beobachten.

Deformation autour et au-dessous de tubes d’essai battus et vibres. L’étude présente les
résultats d’essais effectués pour observer les déplacements produits autour de tubes d’essai
battus et vibrés, aux extrémités ouvertes ou fermées. Au cours des essais, on se proposait
d’observer avant tout les changements d’état produits dans le sol environnant.

[Lecopmauus rpyHTa noj onbITHbIMU Tpy6amMy U BOKPYT HWUX MpU YC/IOBUM OMyCKaHUsI
MX MeTogom 3abumBkum n Bubpaumm (K. Ceun). B paboTe nokasaHbl pe3y/ibTaTbl OMbITOB,
MPOBefEHHbIX C Le/bio onpefeneHnst Tex pgedopmaunii, KOTOpble BO3HUKAKOT NPU MPOHUK-
HOBEHUW B TPYHT OMbITHbIX TPY6 C OTKPbITbIM WM 3aKPbITbIM KOHLOM, OMYLUEHHbIX B TPYHT
nyTem 3abMBKK 1an BUbpauuu.

8 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968






Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae Tomus 62 (1- 2), pp. 115—140 (1968)

PARTICULAR SOLUTIONS TO THE HOMOGENEOUS
DIFFERENTIAL EQUATION OF SPHERICAL SHELLS
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Technical literature deduces the Fourier-type general solution of the homogeneous
differential equation of spherical membrane shells in a spherical coordinate system and
characterizes their stress state by the actual specific inner forces. This manner of treatment
is inconvenient from several points of view in the case of spherical shells rectangular in plan.
In order to eliminate the difficulties arising hereby, present paper uses orthogonal coordinates
instead of spherical ones and characterizes the stress state of the shell by the so-called reduced
specific inner forces, instead of the actual ones. In addition to the Fourier-type solutions
paper also presents certain other solutions, hitherto not expounded in technical literature.

1. Introduction

The analysis of spherical calotte shells involves serious mathematical
difficulties even when using the simplifying assumptions of the so-called mem-
brane theory. This is the reason, why practice is compelled to turn to different
approximate methods when treating the above-mentioned problem.

The approximate methods applied in practice are usually so-called periph-
eral methods which produce the solution in two steps. As a first step of the
analysis, a particular solution of the inhomogeneous differential equation of the
problem is constructed, naturally in general not satisfying the boundary con-
ditions. Therefore, as a second step of analysis, the afore-mentioned inhomo-
geneous particular solution has to be completed by some particular solutions
of the homogeneous differential equation. This operation has to be carried out
in such a manner that the completed solution should satisfy the boundary
conditions of the problem with sufficient exactitude.

Technical literature gives the solutions of the differential equation of
spherical shells in a spherical coordinate system and characterizes the stress
state of the shell by the actual stress components running in the directions of
the coordinate lines on the surface. This treatment may be very appropriate in
the case of spherical domes covering a circular ground-plan. However, it has
many drawbacks in the case of calotte shells rectangular in plan, so frequently
used in practice. In such cases it is indicated to use orthogonal coordinates
instead of spherical ones and to reckon with the so-called reduced inner forces
instead of the actual ones.
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The present paper endeavours to offer aid to the designer in the analysis of
spherical calotte shells rectangular in plan, and presents appropriate solutions
of the homogeneous differential equation according to the principles explained
above. Some of these solutions are transformed versions of the well-known
Fourier-type solutions, expressed in an orthogonal coordinate system, others
are entirely new in technical literature.

2. Fundamentals

It is assumed that the spherical shell is in a membrane-like stress state,
and its statical behaviour can be described with adequate exactitude by the

simplifying assumptions of the so-called membrane theory.
tz

Fig. 1. Coordinate system 0(x,y,z)

For the investigations an orthogonal coordinate system 0(x,y, z) should
be introduced, the origin of which lies in the centre of the sphere (Fig. 1) with
radius R. The axis z is vertical and its positive branch points upwards.

The investigations refer to the whole (closed) spherical shell, but the for-
mulae to be deduced can be immediately applied only to the upper z < o part
of the sphere. Here the shape of the middle surface of the shell can be described
by the equation

z= (R2—X2—y22. (1)

Introducing relative coordinates explained by the relations
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the former equation can be expressed as

C—a —E& - )l (3)

3. Homogeneous differential equation of the spherical shell

The X,y directed reduced inner forces of the shell (Fig. 2) should be de-
noted by

HX nxyi Hy ¢

As is well known, these reduced inner forces may be expressed as the
second derivatives of Pucher’s stress function F = F(x,y) in the following

Fig. 2. Reduced inner forces nx, nxy, Myx, Iy

way:
IX= Fyyi nxy = Thyx---  Fxyi ny —aFxx. (4)
Using the relative coordinates rj the former formulae become

1=—F —_— i
X AZ m Rz Ft riy - e F cE . (5)

The stress function figuring in the foregoing formulae has to satisfy the
well-known differential equation of membrane theory which takes the follow-
ing shape on the unloaded parts of the shell surface:

(Rz2- f) Fyy-2xy Fxy+ (R2- x2 Fxx= 0. (s)
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This same equation — the homogeneous differential equation of the spherical
shell — can be written, by introducing the relative coordinates rj, as follows:
- rf) - 2 + (1- f2F1t= 0. 7)

In the following certain particular solutions of the above differential
equation will be presented, but the investigations remain limited to cases sym -
metrical to the vertical coordinate planes.

4. Fourier-type regular solutions of the
homogeneous differential equation

The general solution of the differential equation mentioned in the title
is well known from technical literature [1—7]. The actual inner forces NIs N 12,

Fig. 3. Symbols

N 21, N 2 corresponding to this solution can be expressed in the spherical co-or-
dinate system 0(g> 0) shown in Fig. 3 by the following formulae:

i 2
pr‘n tanm@2) cosmia = Awuy sinmr29 cosma,
sin2(p (1 -f- COS (p)m
n 12=n 2= Amtanm(q>/2) sinmi = fm sinm-—2(p sinma,
sin2g> 1+ Cos(p)m
n2= A tanm@) cosmi= 4 sinm=2@ cosma.
sin29? (L + cos Pm
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In these formulae for reasons of symmetry
m= 2,4,6,....

The case m = 0 must be excluded since it has a singularity at point = 0.

The ground-plan projection of the actual inner forces (s8) may be ex-
pressed as

N[ =N, cosro = IV1-— ,
R

N'12= N 12,

N21=N 21COS<P = N zuﬁ-,

w = n2,

and the reduced (specific) value of these forces is:

N[ —N
1 R’
*12 = N12,
o KT iyt ©)
cos @
K _ N2 R
Qs P z

After this, the x, y directed reduced inner forces can be calculated by the aid
of simple stress transformation:

nx = n[cos2«-f- n2sin2# — nj2sin 2 @,
nX = (nj —ri2) sin# ecos«@ n12cos2 #,

ny — n[ sinz ft -f- N"2cos21? -j- N12sin 2 d .

Substituting values (s) and (9) into above formulae, the result is:

Amsinm 2Q . ) ) )
cos2$ -—-- — sin2 & cos mi? f~sin2b esinmb
(1 -j- cos (p)m R z
Amsinm 2 z R i % .
20 J— RV SN2 € os mid— cos 2 Vmsin mir (i0)
(1 -j-coscpm 4 r 2 '

Amsinm~2%

(1 + cos Pm

z . . .
— sin2 «?---—-- — Cc0S2# €0S mM& —sin 2 1?¢sin mM&
R
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Since relations

COoS2# — sinz# = C0S90ecoS2# ------------ sinz# —
r cos @

COS2 (pmCOS2# — Sin2 &

cos @
Z R 1 1 -j- cos2 (f
------- t-—- = = COS P-}---------
R z cos @ cos (p
z R 1
— sin2# —----00& = COS(pesinz # — —-------- €c0S2 & —
R z cos (p

COoS2 Pesinz# — cos2#
cos P
hold, the former formulae may also be written as follows:

Amsinm -cp  sin2# — cos2 ecos2 $

ny = — €0S M& — sin 2 # esin m#
(1-]- s @m cos @
Amsin 14- cos sin 2 & . .
nxy — + m-2® 2P cos mfi — cos 2 # esin . (n)
(1 -j~cos cpm cos @ 2
—— . o si
= — Amsinm-29  c0S2# C0S29>-sin2# Cos M&-(- sin 2 $ min M&

(1 + coscpn cos @
a) Special case: m = 2

Carrying out the substitutions

t— X = Y
* = ' >1= R
YIV - X2- Y2+ y2 _
cos = . v sine= RV = 9.4 % =0
X
Bp— ' y n
w2 y2 9 YX2+ yo e

the formulae (10) of the x, y directed inner forces take the following shape:

A M- e2C ) —darf
(1+ o0V
(l )2
nxy — + _ (12
R I)Vr/& P mEF
A 2 yRE£2 )
I — S—-——-ll‘l (E2-if) + 4f2r/1
(i+ Vv
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b) Special case: m — 4
Taking into consideration relations

sin 4 fi= 4 cos &esin $ (cos2$ —sinz$),

cos 4# = cosa# — 6 C0S2 &e*sinz2 &-f-sina

the formulae (10) of x,y directed inner forces become:

rf-fan . '
nr = (E4-6 fV + fd)—8f2ra(l12—tf)
1+ Gaes C
N 1 + £2
nxy — + A(T4- BSEV  + »4) -4 N (f2- 122)2f , (13)
(1+ 0 4es C
n lo—tC2 1461212+ 11y 812 |2—r1)
1+ lysos f
5. Fourier-type singular solutions

of the homogeneous differential equation

The Fourier-type general solution, singular in certain points of section
2 = 0, is also known from technical literature [1-—7]. In cases when the condi-
tions of symmetry of the problem are satisfied, the actual inner forces Nv 1V32
N2, N2 corresponding to the general solution, expressed in the spherical coor-
dinate system shown in Fig. 4, will be as follows:

IVt = Bm [-)- tanm(a/2) -f- cotm(a/2)] cos mR =
2 sinz@
_Bm [-]- 1 — cosa)ma- (1 4- cos x)m] cos mR ,
2 SiNm+2 X
Bm x - _
N, = -N, i [—tanm(a/2) 4- cotm(*/2)] sin mBR =
2 sin2x (14)
Bm [—@ —cosa)ma- (1 4-cosx)m] sin mRB,
2 sinm+2a
Bjn _
N2= [—tanm(a/2) — cotm(a/2)] cos mB =
2 sinza
Bm [— @ —cos x)m— (14 - cos x)m] cos mRB.
2 sinm+2a
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In the above formulae
m—20,1,2 3, ...

The ground-plan projections of the actual inner forces (13) can be
pressed by

N[ =Nt cosy= Nt — ,
\%

N'12= N 12cosfR = N 12—
S

N2i:N2iCosy:N21 s
\%

W = N2 cosB= N2 —
S

Fig. 4. Symbols

while the reduced (specific) values of the same are:

) N ) S
ni = -\ - 1 5
cos i} \Y z
J1 z s
112 |-,2 12 = nl2
cos iR S z
N'n -oon V
Noog = n21,
cosy \Y n
z \Y
n = N.z "
cosy S "
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Thus the X,y directed reduced inner forces can be determined by investi-
gating the equilibrium conditions of shell element shown in Fig. 5:

/ @) ft St
Nx = 71 C0S O = TIL -~ = ML ,
U VZ
S sy
nxy= —n[sind= —N212—N £----- ,
«2 nZltan 6 —nxytan 6
St t tVz

Fig. 5. Ground-plan projection of the investigated shell element
Taking into consideration relations

g=,1[R2- X2= R pUl_£2f

s2 _ R2—x2 _ R(1- 12
X X f

t—

Rs R]/R2-x2 _ RY1- 12

z=\R2-x2- y2=i?yl-1l2—rf=RC4

the former formulae can be written as

«X = Az2-
raxy —  A%2 A"l EL (151
f
Bv = A - — + 2A12 fo— + At n
- 12 1-f2 (1 - £ 2f
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a) Special case: m = 0.

&) Basic problem. When m = 0, formulae (14) are simplified as follows:

B
N, = —n BOR:2 n
R2~x2 1 — 12
Ni2= N2l= 0, (16)
N = RgR2 [o
2 sin2* R- » 1-f2 m

*2

Fig. 6. Spherical shell loaded by opposite concentrated forces in two diametral points

Substituting these values into formulae (15), the following group of formulae
will be obtained:

nx
Bn
"Xy (17)
1 - fc
BO(Pif-P)
(1-£)21

The stress function corresponding to the above system of inner forces
can easily be expressed as:

F = BOR2 Varcsin . (18,
Ki-12
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A simple calculation will prove that formulae (17) and (18) represent the
solution of the basic problem shown in Fig. 6.

R) First variant of the basic problem. The problem shown in Fig. 7 can be
dealt with similarly to the basic problem under a.). In this case

Fig. 7. Spherical shell loaded by opposite concentrated forces in two diametral points

and the x, y directed reduced inner forces are:

_ B'ojPrj2-?)
1 M4
- B'Ofy

(1 -rR)'Q

(20

My

y) Second variant of the basic problem. Knowing the solution of the basic
problem under x), the solution of the composite problem shown in Fig. 8 can
also be easily found. In this case, the stress function can be assembled from two
parts, corresponding to the two systems of loads, each consisting of two oppo-
site forces:

F=B"N2 -f- Azarc sin + 2C (21)
yT'Y fl —x\
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Fig. 8. Spherical shell loaded by concentrated forces symmetrically arranged i respect to
the vertical coordinate planes

The meaning of the symbols in the above formula is as follows:

S = EcoseT Vsine?

R
= —= —£sine-j-rjcosE,
R
i 22
xo= = Coose — wsih £, (24)
R
Xr———= £sin £-f- A CCBE.
R

The values of coordinates kv lv k2, 12are explained by Fig. 9.

Fig. 9. Coordinate systems 0(kt, It) and 0(fc2 12
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Knowing the stress function, the x, y directed reduced inner forces may

be determined by the aid of formulae

> F T =P cosde - 1R2E._ Q2F sinz £ -|-

) oA ox( Bx\
02 F 02F .
+ 2 sin e *CcoS £,
dxxe0AX 0x2 *0A2
02 F 02F 02F 02 F
+ Sill £+COS £
o dxf c2 ox2
F 23).
2F + ! o (cos2 £ —sinzfi), (23)
Qx1e0 AX 0x2 <0A
02F , 02F L 92F
0Af ' oA? [ ox2 oWt
QF 02F .
sin e*cos S.
Qxx *0Aj dx2e0 A
In the present case
02F B'6 2F B6
oA 0A|
02F B6 N Ax QF _ Bgr2 AL (24)
0 pix m Ar (1 —oxf) £ 072 «0A (1 —>2) £
02F Bo(*?A- @ 02F BOK Al — Q)
0X2 (I-«f)2E 0”1 (1 —jg)2 £

b) Special case: m — 1
et) Basic problem. Substituting the value m = 1in the formulae valid for
the general case, the following simplified formulae are obtained:

B, FiF3z Bi £
SR =

(R2- =22 a1 - 122

B,cosa .. o B xR 2x B Qi

N12= N 2% —ommmmeen sin p = y qu (25)

(R2- $h2 - l2)2

Br B xR3z BrC
Ny = >/»=- (R2- *2» - 122
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W ith these relations formulae (15) are altered as follows:

Br
I -12

N 2 BJt]
Xy — (26)

1 - 122

Bx(3fV~P)

(1 - 12)3

Fig. 10. Spherical shell loaded by opposite couples in two diametral points

The stress function corresponding to the above system of inner forces is

RO ) 27)

In-1+ |
2 1- 12 2 1 - f

Formulae (26) and (27) represent the solution of problem shown in Fig. 10.

R) First variant of the basic problem. In case of the problem shown in
Fig. 11 the formulae to be applied are similar to those valid for the problem
treated under oc). In the present case the stress function is

B[ R- P 1+ r]_‘]> (28)
2 1 —rf- 1 —n
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and consequently the reduced inner forces are:

B[(3ry-p)
(1 —rff
2 Bj(ri
Ny, _ 29
v (1 —rff - (29)
B{
n
Y T

Fig. 11. Spherical shell loaded by opposite couples in two diametral points

y) Second variant of the basic problem. The composite problem shown in
Fig. 12 can also be solved by the aid of the set of formulae belonging to the
problem dealt with under oc). The stress function of the present problem can
be assembled from two parts each corresponding to one of the two opposite
couples. As a result, the stress function can be expressed, by use of symbols
explained by formulae (22) and Fig. 9, as follows:

bir2j u I+ A
2 I —x\ 2 1- p
(30)

+ - Neln o1
1 —
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The X,y directed inner forces can be determined by the aid of formulae
(23) which, in the present case, lead to the following relations:

s2F  _ B[ 92F _ Bl

8 Af ~ 1 — X*’ 3ng “l - o«

g2F  _  2B{xIX 92F _2B"x2A (31)
8X1.8AL (1 —"22 dx2edA 1 —x92

g2 F _ B"(3*|42-£ 2 2F . Bl 3x\LY —f2

9*? _ (1 - *2)3 AN (1 - *B)s

Fig. J2. Spherical shell loaded by opposite couples symmetrically arranged to the vertical
coordinate planes

6. Other singular solutions of the homogeneous differential equation

In the following some hitherto unknown solutions of the homogeneous
differential equation of spherical shells will be presented, namely solutions
with certain singularities at some points of the section 2 = o.

a) First solution

oc) Basic problem. The solution of the task dealt with in the following
can be arrived at by subtracting two particular solutions of the inhomogeneous
differential equation of the spherical shell loaded by forcesp = Cx21? = const,
from each other. In the case of one of these solutions, the shell is supported
by equally distributed vertical forces (Fig. 13a) along the section z = 0; in
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Fig. 13. Two particular ways of supporting the spherical shell loaded by the force system
p = CJ2R = const, (dead load); the dash and dot line in the figure indicates the resultant of
the loads acting on the shell

|
Fig. 14. Spherical shell loaded by an equipoised system of forces

the case of the other particular solution the shell is supported by two vertical
concentrated forces (Fig. 13b) in two diametral points of the section z — 0.
As the result of the subtraction of these two loading cases from each other,
the loading case seen in Fig. 14 comes into being. It can easily be demonstrated
that the stress function of the problem shown in Fig. 13a is

r R2
F,=-~[In(l + C)-2-C]|, (31a)
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while that of the problem in Fig. 13b can be expressed as

r iz r 1
Fn= WP (b BIn(h e £) e — (1) (1 1) (31b)

The stress function of the basic problem shown in Fig. 14 is the result of sub-
traction of the stress function (31b) from (31a)

CIR2 | ;
n +
2 a+
Soi- (1 +1) In (L o+ f) e L(i_.f)in(i _ f)] (32)

Having determined the stress function, the x, y directed reduced inner
forces can be obtained according to formulae (5):

Cy. (I-~ + 1l

2 (1+ D2c
an - T/ TTTTTT 3 (33)
2 (1 + Q2cC
Ctri- rf+ ¢ 1 -
nv =
2 [( 1+C)2cC 1—12 .
1z

Fig. 15. Spherical shell loaded by an equipoised system of force»
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R) First variant of the basic problem. Task shown in Fig. 15 can be dealt
with similarly to basic problem under x). In this case the stress function will be

= OGP i :

~ a+ PDnag+n)- -i-a- fna- 70 34
2 ) )] N )] )] (34)

and the reduced inner forces will take the form
cf "1- 12+ £
2 (1+H%
[ 15%
2 (1+9
c, 1l-if+£
2 (1+0%

(35)

y) Second variant ofthe basic problem. Formulae mentioned under x) give a
simple possibility for the solution of the problem shown in Fig. 16 as well. In
this case the load system acting on the shell can be split into two load systems
similar to those dealt with under x). The stress function is obtained by adding

Fig. 16. Spherical shell loaded by forces symmetrically arranged to the vertical co-ordinate
planes
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up the stress functions corresponding to these two load systems

C{R2

2Iln@a+ o - B2- 2f -
----- AL+ XDIn (L + xx) - (- X)) In (1 —xj) —
z z
--i=(+ *In(1+*2) - -~A-(1-*21In (I-*2)I. 36
Z( ) In ( ) 5 ( ) In ( )J (36)

Fig. 17. Spherical shell loaded by concentrated forces symmetrically arranged to the vertical
coordinate planes

Thus, as the stress function is known, the X, y directed reduced inner
forces can he obtained by the aid of formulae (23). The result of this calcula-

tion is:
c2(-i* +00) sin2s sin2e
AX - A R
L (i+o2c 1-XI1 i-*iJ
ci [ Ur, sine<0BE sin £«QB £
n i
2 L (1+ 02C 1- x\ 1 —x\
r 2(1 —»f+ o cos2e c0s2S
2 1+ O2i 1--x\ 1-4] e

Symbols x1and x2figuring in above formulae should be determined according
to formulae (22).
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6) Third variant ofthe basicproblem. Owing to its simplicity, solution ofthe
problem presented in Fig. 17 is also given here. In this case the stress function
is equal to the difference between stress functions (32) and (34):

C"'R2
F=~~~~[—-@Q+£Inl+ £ —A—FHInQ—1)+
4 (38)
+(+ oAb A+ V)+ (P =V)b 1 —p)]

The reduced inner forces can be calculated in a similar manner, they are the

Fig. 18. Spherical shell loaded by opposite couples in two diametral points

differences between the values (33) and (35):

c”
ny =
2(1—WV2
nxy—o * (39)
Tv — Cr
2(1-P)

b) Second solution
In order to solve this problem one has to start out from the solution given
below of the non-symmetrical problem shown in Fig. 18:

N, = o,
N12= N21= c2r?2 (40)
R2- X 2 1-12°

n2 = 0.
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The x, y directed reduced inner forces corresponding to the above actual
inner forces can be determined by formulae (15):

nx = 0,
2r 2
Xy eer c2 (41)
R2-x- l-12"
2 C2R Xy _2C 2rL
(R2- x2)2 1 - 122"

Fig. 19. Spherical shell loaded by opposite couples symmetrical to the vertical coordinate
planes

The stress function itself is also easily obtained:

F = —onn it (42)

After the former investigations it is now possible to proceed to the solu-
tion of the problem presented in Fig. 19, which is symmetrical regarding the
vertical coordinate planes. In this case the stress function can be made up of
two parts, each corresponding to the loading cases which are similar to those
shown in Fig. 18. By so doing and applying the symbols explained by formulae
(22) and Fig. 9, respectively, the following result will be obtained:

= C"R2 In *4 "t g tt o2l (43)

2 1- %1 1-*J '
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After this, the x, y directed reduced inner forces can be calculated accord-
ing to formulae (23). The result will be:

—cos e -f- cos e -fij
nx= 2Cz2sin e T_J*?!
(i-*?2)2 (1-*1AX  J°
nxy= Cl 1 —£2 cos2e — (1 —rjl)sinze] «
1 1 (44)
(1 *2)2 r _ *2)2 ]

sinf—jyXj ~ sine-f-rpe
(- @- AY

nv = 2 G cose

Values xv  and x2, A figuring in above formulae are to be determined by
the aid of relations (22).

¢) Third solution

In order to obtain this solution one has to start out from problem sketch-
ed in Fig. 20, which differs from problem shown in Fig. 10 only in that respect,
that the plane of loading couples is parallel not with the coordinate plane xz,
but with the plane xy.

This special problem can immediately be solved according to the pattern
given by formulae (25). Applying the symbols to be seen in Fig. 21

_G 05 o - C:tR:y c3Y
sur* a (R2- x-y- (1 - 122’
C3R2xz
N12= N2 = C3U
sin® a (R2- x2)2 (1-f22”°
ho = cos C3R3y c3L
sins a (R2- =22 (1-P )2’

Thus, on ground of relations (15), following formulae are obtained for
the x,y directed reduced inner forces:

GY
(i-iT2x ~
c3H ? -v 2 (45)
1-£234
C3P(2£4-f 312r2— 22— @)
(1-124
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Neither does the determination of the stress function of present problem
cause any difficulty whatever:

Fig. 20. Spherical shell loaded by two opposite couples in diametral points

Possessing above solution, the problem to be seen in Fig. 22 — symmetri-
cal in respect to the coordinate plane xz and antimetrical in respect to the coor-
dinate planeyz — can also be easily solved. In this case the load system can be
split into two parts which are both similar to the loading case shown in Fig. 20.
Consequently, the stress function can be assembled from two parts similar to
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the one under (46):

- *
F e r ht . arc sin h
17 X1 1-*7? (47)
Pc . P
— arc sin
1o Xi 1. %

The meaning of symbols xv Al and x2, ?2 figuring here is explained by formu-
lae (22).

Fig. 22. Spherical shell loaded by opposite couples, symmetrically arranged to the vertical
coordinate plane xz and antimetrically to the coordinate plane yz

The X y directed inner forces can be determined according to formulae
(23). In this case
32F _ c"q,

c2r @r-*TK
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7. Closing remarks

In the above considerations particular solutions have been given for the
homogeneous differential equation of spherical shells without bending, namely
solutions appropriate for the analysis of spherical shells rectangular in plan.
Application of the deduced formulae will be presented in a subsequent paper.
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Partikulare Losungen der homogenen Differentialgleichung der Kugelschalen. Nach der
Fachliteratur wird die allgemeine Ldsung der homogenen Differentialgleichung der biegefreien
Kugelschale mit Hilfe von trigonometrischen Reihen in einem Kugelkoordinatensystem abgelei-
tet, und der tatséchliche Spannungszustand der Schale wird durch die wirklichen spezifischen
Spannkréfte charakterisiert. Diese Behandlungsart ist bei auf rechteckigem Grundrif® errichte-
ten Kugelschalen unbequem. Um die hieraus herrihrenden Schwierigkeiten zu beheben, druckt
der Verfasser die bekannten Lésungen, anstatt Kugelkoordinaten, mit Orthogonalkoordinaten
aus und charakterisiert den Spannungszustand der Schale anstatt der wirklichen durch die
sog. reduzierten Spannkrafte. Aufler der Ldsungen mit trigonometrischen Reihen werden
auch andere, in der Fachliteratur noch nicht behandelten Ldsungen herangefiuhrt, und in
allen diesen Féallen wird auBer der Formeln der reduzierten Spannkrafte auch die Gleichung
der Spannungsfunktion angegeben.

Solutions particuliéres de I'équation différentielle homogéne des calottes sphériques.
La solution générale, sous forme de série Fourier, de I’équation différentielle homogéne des
calottes sphériques sans flexion est déduite, dans la littérature, dans un systéeme de coordonnées
sphériques, I’état de contrainte de la calotte étant caractérisé par les forces intérieures effec-
tives. En cas de calottes sphériques construites sur une base rectangulaire, ce procédé pose des
difficultés sous plusieurs rapports. L’étude tente de les éliminer en exprimant les solutions
connues par des coordonnées rectangulaires au lieu de coordonnées sphériques, et en caractéri-
sant |’état de contrainte de la calotte par les forces intérieures réduites, au lieu des forces
effectives. Outre les solutions par série Fourier, I’auteur présente quelques autres solutions
inédites en donnant chaque fois I’équation de la fonction de contraintes, en plus des formules
relatives aux forces intérieures réduites.

YacTHble peLleHns TOMOreHHOro AndepeHUNanbHOro ypaBHEHUS Ccepuyveckoin 060-
noukm (M. YoHka). PelueHme B 0bLieM Buae No Dypbe roMoreHHoro agnddepeHLMaibHOro ypaBHe -
HUSA Hem3rnbaeMon cepnyeckoli 060/104KN B INTepaType BbIBOAUTCS B CUCTEMeE CPEPMUECKMX
KOOpPAMHAT, U HanpshKeHHOe COCTOsIHME 060/104KU XapaKTepu3yeTcsl AeCTBUTENbHLIMA Yienb-
HbIMW YCU/IMSIMU HaTsXKeHUs. Takoi cnocob TPaKTOBKW B Cyvae ChepuyecKux Kynosoobpas-
HbIX 000/104€K C M/IaHOM B BUfE NPSIMOYIO/1bHOI0 YeTbIPEXYTOSIbHUKA BO MHOTMX OTHOLLEHUSIX
ABNSAETCSA HeyAo6HbIM. [INa ycTpaHeHUs1 BbITEKAOLWMX U3 3TOr0 3aTPYAHEHWI B faHHOW paboTe
M3BECTHbIE PELLEHNSI BMECTO CEPUUECKUX KOOPAMHAT BbIPAXAKOTCS MPSIMOYTO/ibHbIMU KOOPAU-
HaTaMu, a HanpsHKeHHOe COCTOsIHME 060/1I0UMKM BMECTO [elCTBUTENbHBLIX YCUNIA HaTsHKeHUs
XapaKTepu3yeTcss T. H. NPUBEAEHHLIMW YCUIMAMWU HaTshKeHWsi. B paboTe Kpome peLleHWi
dypbe ONMCLIBAKOTCA TaKXe HEKOTOPble MpouMe peLleHusl, He M3narasBlUMecs A0 CUX Mop B
NTepaType, 1 BO BCEX 3TUX C/ydasix Kpome popmyn NPUBEAEHHbIX YCUINIA HAaTSXKeHUs faeTcs
TaKXe ypaBHeHMe (YHKLUMU HamnpshKeHUs.
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EINIGE PROBLEME DER BERECHNUNG
DER STATISCH UNBESTIMMTEN
FAHRZEUGKONSTRUKTIONEN NACH DEM
KRAFTGROSSENYERFAHREN

P. MICHELBERGER

KAND. DER TECHN. WISSENSCHAFTEN
TECHNISCHE UNIVERSITAT, BUDAPEST

[Eingegangen am 19. Oktober, 1967]

Das MatrizenkraftgréBenverfahren, ergénzt durch die lineare Transformation der
Grundsysteme und durch die Verallgemeinerung der statisch unbestimmten Grundsysteme,
kann die Berechnung der Fahrzeugkonstruktionen wesentlich vereinfachen. Die Berechnung
der unregelmaRigen zusammengesetzten Konstruktion kann auf die Untersuchung von leicht
behandelbaren, unabh&ngigen, regelméaRigen Elementarkonstruktionen zuruckgefihrt werden.
Die UnregelmaRigkeit und die Zusammengesetztheit der Konstruktion kdnnen gleicherweise
als eigenartige stdrende Belastungen erfallt werden.

Bei der Berechnung der Fahrzeugkonstruktionen, infolge deren linienar-
tigen Ausfihrung, wird im allgemeinen das KraftgréRenverfahren bevorzugt.
(Der Grad der statischen Unbestimmtheit ist im allgemeinen wesentlich kleiner
als die Freiheitsgradzahl; der linienartige Aufbau ermdglicht auch im Falle
der Anwendung des KraftgréRenverfahrens die Aufstellung eines Bandmatri-
zengleichungssystems bei der Wahl eines geeigneten Grundsystems.) Im nach-
folgenden werden wir uns deshalb nur mit dem KraftgréRenverfahren beschéaf-
tigen, jedoch ohne AuRerachtlassung der Tatsache, daR die Deformations-
methode in manchen Fé&llen die Anwendung wesentlich einfacherer Berech-
nungen erlaubt (z. B. Anndherungsuntersuchung der Verdrehung von recht-
eckigen Fahrgestellrahmen mit Quertrégern) [1].

1. Definition des Grundsystems des KraftgrofRenverfahrens und
Regeln der Wahl des Grundsystems

Makusin [2] gibt fir die Wahl des Grundsystems des KraftgroRenVer-
fahrens die folgenden Anforderungen an: »... soll formbestdndig und statisch
bestimmt sein. Beide sind erforderliche Anforderungen. AuBerdem mufR das
richtig ausgewdahlte Grundsystem sichern: in erster Linie, daR die groRtmadg-
liche Anzahl seiner Nebenverschiebungen (Beiwerte mit gemischten Indizes)
gleich Null, ferner, dalR seine Momentenlinien leicht konstruierbar werden.

Von der obigen Festlegung kann nur die auf die Nebenverschiebungen
(Beiwerte mit gemischten Indizes) gleich Null Setzung beziigliche Bemerkung
angenommen werden. Die Ubrigen Teile der Festlegung, besonders die Form-
bestdndigkeit und statische Bestimmtheit betreffende Anforderung entspricht
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der sich in der Praxis eingeburgerten Gewohnheit, jedoch betrachtet der Ver-
fasser dieselbe als unbegrindet.

Eineerforderliche und ausreichende Bedingung bei der Auswahl des Grund-
systems — gegenlber der vorstehenden Definition — ist die Innehaltung der
Regel, dalR die virtuellen Schnitte durch das Tragwerk derart angenommen
werden miussen, dal? es bei der gegebenen &uBeren Belastung und unter der Wir-
kung Uberzahliger Verbindungskrafte nicht labil werde. Das Grundsystem darf
also im allgemeinen labil, und statisch bestimmt oder unbestimmt sein, nur
bei der gegebenen Belastung darf es sich nicht labil verhalten.

Unsere modifizierte Definition ermdglicht, dakR wir das Tragwerk durch
steife, nicht deformierende Stabe oder Tragelemente ergdnzen, die zu den bei-
den Seiten der fiktiven Schnitte verbunden sein kénnen, um die Uberz&hligen
Verbindungskrafte aus dem durchgeschnittenen Querschnitt auf beliebige
Stelle zu setzen (er- und i7-Punktmethode). In diesen Fallen wird unter der
Einwirkung der gesamten duBeren Krafte die relative Verschiebung der beiden
durch steife Verbindungselemente vereinigten Schnitte des Schnittpunktes
gleich Null, damit wird aber auch die relative Verschiebung des wirklichen
Schnittes gleich Null.

Die eingehende Behandlung der Ungeeignetheit des unter der Einwir-
kung der gegebenen &ufleren und inneren Belastung sich labil verhaltenden
Grundsystems ist nicht notwendig; ein solcher Trager wird ndmlich unter der
Belastung so groBe Verschiebungen erfahren, die den Bruch oder eine grund-
sdtzliche Verformung der urspringlichen geometrischen Form der Konstruk-
tion zur Folge haben. Esist aberweitaus schwerer einzusehen, dal3 alle von die-
sem abweichenden Grundsysteme zu unseren Berechnungen angewendet wer-
den kdnnen. Wir werden deshalb die Anwendbarkeit des fir eine allgemeine
Belastung labilen, aber fur die gegebene &ufllere Belastung und fir die Uber-
zéhligen Verbindungskréfte stabilen Grundsystems anstatt des mathemati-
schen Nachweises im folgenden mit Beispielen bestdtigen, da die Wahlmdg-
lichkeit der Grundsysteme schon durch ein einziges Beispiel Gber dieses Gebiet
erstreckt wird.

Als labiles Grundsystem kann das bei den innerlich unbestimmten Fach-
werken allgemein gebrauchte Grundsystem betrachtet werden, falls es durch
einen fiktiven Durchschnitt der Uberz&hligen Stédbe ausgebildet wird. Dieses
Grundsystem ist nur stabil fur die gegebene &uBere Belastung und fur die
untersuchten Verbindungskréafte, es wird aber labil unter den im Schnitt, je-
doch nicht in der Stabrichtung angreifenden Kréften, unabhangig davon, ob
der Stab vermdge seiner Abmessungen unter Umstédnden in sich selbst zur
Ubernahme auch von Querbelastungen geeignet ware (Bild la).

Das durch die Uber den Auflagern angewendeten Schnitte ausgebildete
Grundsystem des Durchlauftridgers ist gegeniuiber der in der Trégerrichtung
wirkenden Belastung auch labil (Bild Ib).
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In den angefihrten Beispielen wurde die Stabilitdt nicht bewuRt ausge-
nutzt. Es kann aber auch solch ein Fall Vorkommen, wo das absichtlich flr
labil gewé&hlte Grundsystem die statischen Rechnungen erleichtert und die
Behandelbarkeit des Gleichungssystems der Forménderungen beglnstigt.
Dazu wird ein Beispiel vorgefiuhrt in einem durch Einfugung von Kugelgelen-
ken in Teiltrager zerlegten Grundsystem, angewendet von Erz bei der Ver-

Bild 1. Richtige und unrichtige Benutzung von labilen Grundsystemen

drehungsbelastung von symmetrischen Rechteckrahmen mit Quertragern [1]
(Bild Ic).

Die Benutzung der statisch unbestimmten Grundsysteme bei manchen
Aufgaben (z. B. Verbindung von Pontonbriicken) ist schon ein allgemein be-
kanntes Verfahren. Jedoch werden wir die Berechtigung deren Benutzung im
Abschnitt 3 gesondert nachweisen, da wir damit solche allgemeineren Folge-
rungen zu ziehen ermdglichen, welche die statischen Berechnungen der Fahr-
zeugkonstruktionen wesentlich erleichtern.

In der Lésung der statisch vielfach unbestimmten Aufgaben kénnen wil-
den zu den Rechnungen erforderlichen Arbeitsaufwand durch entsprechende
Wahl des Grundsystems grundsétzlich beeinflussen. Trotzdem kann man in
der Fachliteratur kein systematisches Verfahren zur Wahl der Grundsysteme
finden. Die Auswahl des geeigneten Grundsystems ist dem statischen Sinne
des Konstrukteurs tberlassen. In der Praxis haben sich bereits die zu den im
allgemeinen gebrauchten Konstruktionstypen geeigneten Grundsysteme selbst-
verstdndlich ausgestaltet (z. B. bei den Durchlauftrdgern der Schnitt Gilber den
Auflagern, bei den Rahmentragwerken das er-, bzw. 27-Punktverfahren usw.),,
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Die Charakteristiken des richtig ausgewdhlten Grundsystems sind im
allgemeinen die Folgenden:

a) der Kréafteverlauf des Systems ist infolge der duBReren Kréafte »ahn-
lich« dem wirklichen Kréafteverlauf (dies sichert im allgemeinen eine grélRere
numerische Genauigkeit);

b) das Gleichungssystem der Formé&nderungen, in Ubereinstimmung
mit der Makusinschen Voraussetzung, enth&dlt mdglicherweise viel Einheits-
faktoren, deren Wert gleich Null sind (was die Aufstellung und Auflésung des
Gleichungssystems gleicherweise erleichtert);

c) die Koeffizienten mit gleichen Indizes (d. h. die Einheitskoeffizien-
ten) des Gleichungssystems der Forméanderungen sind wesentlich grofRer als
dieselben mit gemischten Indizes; die letzteren sind um so kleiner, je grofier
die Differenz der zwei Indizes (Bandmatrizenaufbau) derselben ist. Dies er-
leichtert die Auflésung des Gleichungssystems mit Hilfe der lterations- oder
Relaxationsmethode und ermdglicht die Entwicklung einfacherer Ndherungs-
verfahren.

Man Uberzeugt sich von der richtigen Auswahl der Charakteristik a) am
zweckmé@Rigsten durch die Aufzeichnung der gednderten Form. Bei dhnlichem
Krafteverlauf sind ndmlich auch die Formanderungen &hnlich, und ein grobes
Bild der Formanderung kann muhelos dargestellt werden.

Charakteristik b) wird erfullt, wenn die Vektoren, entstanden aus dem
in zwei beliebig ausgewé&hlten Schnitten i und Kk angenommenen Kraftepaare, in
jedem Abschnitt des Trégers aufeinander senkrecht oder wahrend des sich Uber
den ganzenTrager erstreckenden Integrationsprozesses die positiven und nega-
tiven Integralwerte untereinander gleich sind, und folglich die Summierung
derselben Null ergibt.

Die Erfullung der Charakteristiken b) und c) wird befdrdert durch die
Trennung des Tragers durch Schnitte in Trégerelemente (so dall die einzelnen
Abschnitte nur mit wenigen anschlieRenden Abschnitten in Berihrung kom-
men). In diesem Falle, wenn die Schnitte i und Kk voneinander entfernt sind,
wird entweder der Einheitskoeffizient 6,* gleich Null oder sein Absolutwert
wesentlich kleiner als z. B. 6kk oder Ou.

2. Lineartransformation der Grundsysteme

Mit der Definition der Grundsysteme und mit einigen Regeln fur deren
zweckmaRige Ausbildung gaben wir noch keine solchen Mittel in die Hande
des Konstrukteurs, wodurch er das vorteilhafteste Grundsystem systematisch
ermitteln kénnte. Suchen wir deshalb die Beziehungen zwischen den einzelnen
Grundsystemen, da wir im Besitztum derselben von einem beliebig ausgewdhl-
ten Grundsystem auf ein anderes, mehr geeignetes, mihelos tUbergehen kénnen.
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Durch die beliebig ausgewéhlte Ausgestaltung des Grundsystems haben
wir zugleich mittels der Uberzahligen Verbindungskrafte die zur Ermittlung
der Einheitskoeffizienten dienenden inneren Kréafte auch bestimmt. Somit
kénnen wir zu einem bestimmten Grundsystem einige Vektoren der inneren
Kréfte koordinieren (der Einfachheit halber =ziehen wir ausschlieBlich
das Biegemoment in Betracht, die Gedankenfolge kann aber sinngemaR auf
solche Falle erstreckt werden, wo aufler dem Biegemoment auch andere innere
Kréfte, z. B. Drillungs-, Schub-, Normalkréfte usw. berucksichtigt werden
mussen).

Bezeichnen wir diesen inneren Kraftvektor mit m, so wird offensichtlich

m* = [Mi(s), M’(s), ... M'i(s), ... M'n(s)],

wenn man die einzelnen Koordinaten des Trégerabschnittes mit s bezeichnet.
Mi, M2, ..., Mi, .... Mnsollen bedeuten die in den 1-ten, 2-ten, ..., i-ten,
bzw. n-ten gedachten Schnitten wirkenden, aus den unitdren Verbindungs-
Kréftepaaren entstehenden inneren Krafte, als Funktionen von s. Die Funktion
der durch die duBere Belastung hervorgerufenen, zu demselben Grundsystem
gehdrigen inneren Kraft wird mit dem skalaren M ((s) bezeichnet. Die GrélRen
der in den Schnitten auftretenden, vorldufig unbekannten Verbindungskrafte
werden durch den Vektor

x* = [Xr,X2 ...X1i, ...Xn

angegeben.

In den gedachten Schnitten wird der Wert der durch den EinfluR der
dufleren Belastung und der Verbindungskréafte verursachten relativen Form-
anderung gleich Null, d. h., die abgesonderten Tragerschnitte bleiben einan-
der angeschlossen. Schreiben wir das auf in Form einer Gleichung:

- ds
I inin* mMo =0
(5 JE

oder kurz
Dx+ d= o y (1)
wenn wir die Steifigkeit des Tréagerabschnittes ds mit JE bezeichnen.
Multiplizieren wir nun das Gleichungssystem von links nach rechts mit

einer invertierbaren quadratischen Matrix T vom Typ nXn, und zugleich sub-
stituieren wir die Unbekannte x durch T*y, so erhalten wir

ds . ds
i = Ty mMn
J JE JE
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Setzen wir die Werte von T und T* unter das Integralzeichen und ordnen
die Abhéangigkeit:

f (Tm)(Tm)*-~-y+f (Tm)MO = 0.
J(s) JE J(s) JE

Bezeichnen wir in der Folge den Ausdruck (Tm) mit m, damit erhalten wir

oder kurz
Dy + d= o. )

Der Ausdruck (2) stimmt mit (1) vollstandig tUberein; und kann aufge-
falt werden, als wenn derselbe ein zu einem anderen Grundsystem gehdriges
Gleichungssystem ware. Selbstverstandlich kénnen wir die vollstandige Ai-
Beanspruchung des Tragwerkes mittels der Gleichungen (1) oder (2) ermitteln:

M(s) = MO(s) + ni* X= Afo(s) + m*y, 3)

da wir uns von der Richtigkeit der Beziehung m*x = m*y durch die Substi-
tutionen X= T*y bzw. m = Tm leicht berzeugen kdénnen.

Die Ausdricke (1), (2) und (3) ermadglichen, dall wir ausgegangen von einem
als Basis gewdhlten Grundsystem, wéhrend des Lésungsprozesses der Aufgabe
auf ein anderes, beliebiges Grundsystem ubergehen, welches als das linear
Transformierte des urspringlichen Grundsystems betrachtet werden kann.

Vorteil des Verfahrens ist, daB die Matrix T auf Grund der Gegenlber-
stellung der Momente m ausgewahlt werden kann, folglich kdnnen wir auch bei
einem unrichtig angenommenen Grundsystem —amittels linearer Kombina-
tion — die Erfullung der zu Anfang dieses Abschnittes festgesetzten Charak-
teristiken erreichen.

Aus den Gleichungen (1), (2) und (3) folgt, daR wir die Einheitskré&fte-
paare auf verschiedene Grundsysteme setzen kénnen, d. h., im Laufe der L0-
sung der Aufgabe miussen wir nicht an einem einzigen Grundsystem fest-
halten, vorausgesetzt, daR jedes dieser Grundsysteme durch invertierbare
Transformation aus dem anderen hervorgeht.

Die Transformation ermdglicht selbstverstandlich auch, dal wir ohne
jede mechanische Erwéagung, allein infolge der Erkenntnis von gewissen gun-
stigen Eigenschaften der Koeffizienten des Gleichungssystems die Matrix T
nur auf mathematische Weise behandeln; wie es Argyris in seinem grund-
legenden Werk [4] vorschlagt.

Die lineare Transformation der Grundsysteme bedingt zur Durchfihrung
der praktischen Berechnungen die Ersetzung eines Tragwerkes von verwickelter
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Konstruktion durch irgendein leicht Uberblickbares einfacheres mathemati-
sches Modell, welches auch zur Behandlung mit programmierten Rechen-
anlagen geeignet ist. Solch ein praktisches Modell kann man erhalten, wenn
man das Gitterwerk des Tragers, einschliellich der eventuell nur als Fldchen
behandelten Teile, durch eine einzige Linie darstellt. Jeder einzige Punkt
dieses Geradenabschnittes entspricht den einzelnen Punkten des Original-
tragwerkes; (bei Flachentragwerken nur wenn die Verteilung der inneren Kréafte
wenigstens langs einiger Geraden der Flache konstant ist). Die Punkte des
Tragwerkes, welche zugleich Teile von mehreren Trégern bilden (einander
tiberquerende Trager, SchlulBpunkte von geschlossenen Trégern), werden auf
dem linearisierten Modell offenbar so oft figurieren, auf wie vielen Trégerele-
menten dieselben Vorkommen. Dann kdnnen wir die Werte der durch die duf3ere
Belastung hervorgerufenen inneren Kréafte in dem auf diese Weise erhaltenen
Geradennetz einzeichnen. Hiermit erhalten wir eine in Reihe geordnete Flachen-
schar (Flachenreihe). Offensichtlich ist es zweckm&Rig, die lineare Transfor-
mation auf diesem topologischen Modell durchzufiihren, da dieses mehr uber-
sichtlich ist und fur die Rechenanlage unmittelbar programmiert werden kann.

Die in einer Reihe angeordneten Beanspruchungsdiagramme kdnnen
immer mit einigen Polygonen angenédhert werden; dort, wo das Polygon infolge
irgendeiner Belastung (dulRerer Belastung oder einer der Einheitsbelastungen)
einen Knickpunkt besitzt, ist es zweckmdaRig, einen Teilungspunkt in das
Geradennetz einzuschalten. Ebenso ergibt sich ein Teilungspunkt auch infolge
der Steifheitsénderung des Tragerabschnittes. In jedem Teilungspunkte kann
die Beanspruchung durch eine Zahl (in Sprungféallen durch zwei Zahlen), durch
die GrolRe der Beanspruchung charakterisiert werden. Im Falle von mehreren
Belastungsarten missen mehrere Zahlen zu den einzelnen Teilungspunkten
koordiniert werden. Der Zweck der linearen Transformation ist, daR man mit-
tels der linearen Kombination der auf diese Weise in Reihe angeordneten
Beanspruchungsdiagramme, in sovielen Teilen aismdglich, die Beanspruchungs-
werte gleich Null setzt. Das Verfahren ist &hnlich der Regel, die die Entwick-
lung der Determinanten erleichtert, wonach sich der Wert der Determinante
nicht dndert, wenn man zu einer ihrer Reihe das [:-fache einer anderen Reihe
addiert oder davon abzieht. Im Falle der Grundsysteme legt auch die linear
transformierende Matrix T praktisch zwischen den in Reihen angeordneten
Zahlen solche Abhéangigkeit fest. Fur die verschiedenen Beanspruchungen
ist es am zweckmaRigsten, gesonderte Netzsysteme zu entwickeln; es versteht
sich aber von selbst, daB wenn man bei einer Beanspruchung das [-fache einer
Reihe zu einer anderen Reihe addiert, dies fur jede Beanspruchungsart durch-
gefihrt werden muf3. Die so erhaltenen JA-Werte werden die Elemente der
transformierenden Matrix T. Diese letztere kann am einfachsten derart aufge-
baut werden, daR als erste die Hauptdiagonale gewdahlt wird, z. B. in der
Gestalt einer reinen Einheitsmatrix, und zur letzteren werden auf Grund von
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Betrachtung oder durch Benutzung der Rechenanlage die einzelnen J1-Werte
addiert. Damit wird die ganze Aufgabe vom geometrischen Modell des wirk-
lichen TragWerkes auf ein topologisches System zurtckgefiuhrt, welches durch
diskrete Zahlen zum Gebrauch in der Digitalrechenanlage charakterisiert
werden kann.

3. Statisch unbestimmte Grundsysteme

Wie bereits erwahnt wurde, werden die statisch unbestimmten Grund-
systeme in manchen Fé&llen auch bei den Berechnungen des KraftgréRenver-
fahrens gebraucht. Es muR dessenungeachtet nachgewiesen werden, dal auch
die Anwendung des statisch unbestimmten Grundsystems zugelassen werden
kann (dies muf} teils der Korrektheit halber durchgefihrt werden, teils um aus
der Ableitung fernere Folgerungen ziehen zu kdnnen).

3.1. Formé&nderung der statisch unbestimmten Tréager

Zur Anwendung des statisch unbestimmten Grundsystems mul} vorerst
ein Hilfssatz nachgewiesen werden. Benutzt man ndmlich zur Ermittlung der
Forméanderung eines statisch unbestimmten Tréagers die Gleichheitsbedingung
der auBeren und inneren fremden Arbeiten, so mull man die auf den Form-
dnderungsstellen wirkende virtuelle Einheitsbelastung nicht auf den wirk-
lichen Tréger setzen, es gentigt, wenn man dieselbe auf das Grundsystem (auf
irgendwelches Grundsystem) setzt. Diese Behauptung ist logisch leicht zu ver-
stehen, wenn man uberlegt, da es hinsichtlich des Trégers gleichgiltig ist,
ob dessen Belastung tatsdchlich durch eine »&uflere Kraft« oder durch die
Uberzahligen Verbindungskréfte des statisch unbestimmten Tréagers verursacht
wird. Aus dem Gesichtspunkt des Trégers sind beide wirkliche Belastungen,
eine prinzipielle Unterscheidung derselben ist Uberfliussig, sie kénnte allein
aus rechnungstechnischen Gesichtspunkten begrindet werden.

Obgleich die Gultigkeit des Hilfssatzes durch die oben angefuhrte Ver-
anschaulichung stark bekréaftigt wurde, kann sie auch formal nachgewiesen
werden. Die Beanspruchung des Tréagers mit den bisher benutzten Bezeich-
nungen ist nach (3)

M(s) = MO(s) -|-m*(s) X.

Die GrofRe der Beanspruchung, welche aus der an der Stelle der behan-
delten Formanderung wirkenden Einheitskraft entsteht, wenn die letztere auf
den Originaltrager (und nicht auf das Grundsystem) gesetzt wird, ist wie folgt:

M(s) = MO(s) + m*(s)y . 4)
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Hier ist M O(s) die innere Kraft, hervorgerufen durch die Einheitskraft, welche
auf das bei der Auflésung der statisch unbestimmten Aufgabe benutzten
Grundsystem gesetzt wurde; y* ist der Reihenvektor der zu dieser Einheits-
kraft als 4uBere Belastung gehdrigen Uberzéhligen Verbindungskréafte. Unserer
Behauptung gem@fR ist es gleichgiltig, ob wir die Einheitslast entweder auf
das Grundsystem oder auf den wirklichen Tréger wirken lassen, dementspre-

chend ist
r nun N Ck

9 JE Jis) JE

und in entwickelter Form:

0= I- (™o + x*m) (MO -f- y* m) ]

J(s)

. —J[S(Mm X*myMO . . (5"

JL

Fuhrt man die erforderlichen Operationen und die mdglichen Reduktionen
durch, so erhalt man

d
(M,,y* m + X*my* m)--s--- 0 (6)
I(s) JE

Da x*m und y*m gleicherweise Skalargréen sind, deren Folge versetzt wer-
den kann, ferner y von s unabhd&ngig ist, kann letzteres vom Integralzeichen
herausgehoben werden; das zweite Glied des Klammerausdrucks kann auf
Grund der Beziehung

mx* m = mm* x

umgeordnet, und auf die folgende Form gebracht werden

N
rr 0 ds \- (E nun*-9§-- X )
L:() JE  U() JE

In diesem Produkt y* WU 0, folglich mulR nur das Skalarprodukt oder der
in der eckigen Klammer befindliche Ausdruck gleich Null sein. Der Klammer-
ausdruck ist aber nach (1) das zur duBeren Belastung gehdrige Gleichungs-
system der Forméanderungen (dessen Reihen einzelweise gleich Null sind),
somit wurde unser Hilfssatz auch formal nachgewiesen.

3.2. Formeller Nachweis der Benutzung des statisch unbestimmten Trégers

Betrachten wir nun ein n -f- m-fach statisch unbestimmtes Tragwerk.
Wé&hlen wir das Grundsystem fiur n-fach unbestimmt und schreiben wir auf
fur dieses statisch unbestimmte Grundsystem das zur Ermittlung der m uber-
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zéhligen Yerbindungskréfte dienende Gleichungssystem. Die Ermittlung der
im re-fach unbestimmten Grundsystem durch die &ulere Belastung hervor-
gerufenen inneren Kréafte ist nun offensichtlich eine gesonderte Aufgabe, und
die GroRen dieser Kréfte kbnnen mittels der Gleichung

Mo=Mo+z*ma1 (s)
berechnet werden.

Hier ist Mo die aus der &uBeren Belastung im statisch bestimmten
Grundsystem entstehende Kraft, z ist der Spaltenvektor der zur Behebung
der re Uberz&hligen Verbindungen erforderlichen unbekannten Kréfte; ist
der Spaltenvektor der inneren Kréafte, welche durch die Einheitskraftepaare,
die an den n Verbindungsstellen wirken, verursacht wurden.

(Mit dem oberen Querstrich bezeichnen wir die inneren Krafte des sta-
tisch unbestimmten Grundsystems.)

Ahnlicherweise kénnen auch die infolge der in den gedachten Schnitten
n 1, n 2, ..., n m wirkenden Einheitskraftepaare entstehenden Bean-
spruchungen ermittelt werden.

Mi = M'n+i + y*mj,
— M'n+2+ Y *mim 9)
MT= Mn+m+y* m,,
oder kurz in einer Vektorgleichung zusammengefaf3t:
in=m2-)-Y*mt. 9"

Hier ist m2 der Spaltenvektor der Beanspruchungen, welche durch die in den
n+1l, N-+2..... B -f m-ten Schnitten des statischen vollstdndig bestimmten
Grundsystems wirkenden Einheitskraftepaare hervorgerufen werden; Y ist das
zum AbschluR der ersten n Schnitte erforderliche unbekannte Kraftsystem
hervorgerufen durch die an den Schnittstellen r+ 1, e+ 2, ..., n m wir-
kenden Kréaftepaare.

Die Matrix Y enthé&lt also m Spalten und re Zeilen

'in Ya Y13 - mYim
Y = Yd Y2 723 e
Xi Y2 Yn3.. mYmm

Das Element Y,/c der Matrix ergibt die im i-ten Schnitt unter der Wir-
kung des im re-|- fe-ten Schnitt angreifenden Einheitskraftepaares — als
duBere Belastung — entstehende Verbindungskraft.
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Zur Ermittlung der andenn + 1, n+ 2, ... ra+ m-ten Uberzédhligen
Schnittstellen entstehenden inneren Krafte mussen wir aufschreiben, daR die
relativen Forméanderungen an denselben Schnittstellen gleich Null sind. In kur-

zer Form:
Ax2-f-6 = o. (10)

In Gleichung (10) ist die GroRe A die Matrix der zum statisch unbe-
stimmten Grundsystem gehdrigen Einheitsvektoren und 6 der Spalten-
vektor der Belastungskoeffizienten. Benutzt man die Beziehungen (s) und (9),
so kann man die Werte von A und 6 mit Hilfe der Einheitskraftepaare und der
dulleren Belastung ermitteln. Bei der Bestimmung der Formé&nderung benutzt
man den im vorhergehenden nachgewiesenen Hilfssatz; d.h. man berechnet
die Forméanderung des statisch unbestimmten Tréagers mittels der auf das
Grundsystem angewendeten Einheitskrafte; somit erhélt man:

A;J_mm* ~S —J‘ (mz2+ Y*mJ)int ~ = D2+ Y*D,2,
W JE g 2 v 2JE

ds ds
6= =1 mz2(Mo+ z*m,) JE d2 + Da1z.

(8) JE ()

Mit Rilcksicht darauf, daR Y und z die Uberzdhligen Verbindungskrafte des
n-fach unbestimmten Grundsystems bedeuten, kénnen sie aus der fur den
n-fach unbestimmten Tréger gelte nden Gleichung wie folgt berechnet werden:

z= -D + + ,
Y= --DuiDn s
ds
Du=li (ianli i
(s)
. ds
) 1111 mim* ,
© JE

. ds
dl Jl miMO
© JE
sind.
Setzt man diese Werte in Gleichung (10) zurick, und beachtet man, dal
(DulD12)* = D2AD + ,
so erhéalt man die Beziehung:

(D2 D2ID+ Di)x2+ d2 -D2Duldx= o. (11)
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Gleichung (11) stimmt aber mit der allgemeinen (das statisch bestimmte
Grundsystem betreffenden) Loésung der n + m-fach unbestimmten Aufgabe
vollstdndig Uberein, wenn man dieselbe anstelle der kurzen Form Dx -f d = 0
in der folgenden partitionierten Gestalt anschreibt:

Du DIz 'xi + Al
da1 d2 , A.

bzw.
Duxx+ Dizx2+ dl=° (12)

D,1 Xj +—®21 X2 d2==0.

Aus Gleichung (12) ergibt sich namlich fir x2 mit dem Ausdruck von
Xj auch die Gleichung (11). Damit bewiesen wir auch formal, dall die Benutzung
des statisch unbestimmten Grundsystems gerechtfertigt ist, da die endgultigen
inneren Krafte sich fur ebenso grofl ergeben wie bei dem statisch bestimmten
Grundsystem; und dazu kénnen wir aus der genauen Ubereinstimmung
der Ableitung auch feststellen, daR die zweierlei Verfahren dem Wesen nach
sich voneinander nicht unterscheiden, endlich und schlieRlich l6sen beide Ver-
fahren die Gleichung Dx (-d = 0 auf.

Die Benutzung des statisch unbestimmten Grundsystems kann auch als
eine eigenartige lineare Transformation aufgefallt werden. Wahrend des Trans-
formationsprozesses werden die ersten n Unbekannten durch neue Verédnder-

liche ersetzt, die n+ 1, n+ 2, ..., n+ m-ten Unbekannten bleiben unver-
andert.
Xj= Zjf-XntlYix+ Xn+t2Y/2+ -.. + Xn+tmYim,
wenn i<[n (13)
und
xt= x{,
wenn i>n.

Somit kénnen die ersten n Gleichungen des ursprunglichen Gleichungs-
systems der Formé&nderung in der folgenden Form angeschrieben werden:

(i Yiak-j-dO + Xl S’Yad4+’kn+|

+ XnN+m S Yim aki + <Sfen+m| 5

i=l (14)

worin K = 1,2, ... mist.
Wahlen wir die Werte von Zt, Ya; Yi2, m. ., Yimso, dall die Bedingun-
gen AO— Al= A2= ... =Am= 0 erfullt werden. Esist unmittelbar ersieht-
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lieh, daB die Auflosung der Gleichungssysteme AO= Al= A2= ... Am= 0
die in der Folge durch die &uRere Belastung und durch die an den Schnitt-
stellenn -f- 1, n-)-2,..., n-f~- m wirkenden Kréaftepaare hervorgerufenen unbe-
kannten Verbindungskréfte des n-fach unbestimmten Grundsystems angibt.
Selbstverstdndlich mufl man zur Auflésung der einzelnen Gleichungssysteme
die Matrix [av(] nur einmal invertieren.

Die n+ 1, n 2, ..., n9- m-ten Gleichungen des vollstandigen Glei-
chungssystems, da z* und Y schon bekannt sind, werden die Unbekannten
Xn+l, Xn+2, ..., X n+mnur einmal enthalten:

n+1 S A ~kt+ ~MentH + Xn+2 Yi2 bki -f- bkn+2 + eee +
\t=lI

+ XNm A Ximbki-f- bkn+m + Z,bki+ bk0o—0, (15)
i= 1 i=l
worin K = n-j-1,n -[-2, ..., n m ist.

Aus dem Gleichungssystem (15) kdnnen die Werte von Xn+l, X n+2,

X n+m ermittelt, und mittels der Lineartransformationsabhangigkeit (13)
die endgultige Auflosung des vollstindigen Gleichungssystems hergestellt
werden.

Mit dem im vorangehenden geschilderten Gedankengang haben wir auch
ein Rekursionsverfahren zur Ldésung der linearen Gleichungssysteme ent-
wickelt, indem wir die Auflésung des n -f- m Unbekannte enthaltenden Glei-
chungssystems in eine iterative Auflésung von einem n Unbekannte enthal-
tenden, und in die einmalige Auflésung von einem m Unbekannte enthalten-
den Gleichungssystems getrennt haben. Es versteht sich von selbst, daR die
weniger Unbekannte enthaltenden Gleichungssysteme mittels des obigen
Rekursionsverfahrens weiter getrennt werden kdénnen.

3.3. AnschluB von statisch unbestimmten Tragsystemen,
Verallgemeinerung der statisch unbestimmten Grundsysteme

Die fur die statisch unbestimmten Grundsysteme abgeleiteten Beziehun-
gen und deren Auffassung als Lineartransformation werden wir zur unbestimm-
ten Verbindung der statisch unbestimmten Tragsysteme anwenden. Bei der
einfachsten Verbindung werden zwei Systeme durch Verbindungsglieder ange-
schlossen. Das Gleichungssystem, welches die Uberzadhligen Verbindungskréafte
des so angeschlossenen Systems ergibt, kann immer auch in partitionierter
Form angeschrieben werden:

AiA20 A A
Ax f-ra= o— A2z A2 A3 x2 + a2 = O
0 ~32 A3- X3 -a3
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In diesem Gleichungssystem bezeichnen xxund xs die unbekannten inne-
ren Eigenkrafte der Systeme | und Il1l, und x2 ergibt die unbekannten inneren
Kréfte des die beiden Systeme zusammenbindenden Verbindungsgliedes. Neh-
men wir an, dall der Krafteverlauf der Systeme I und Il unmittelbar ermittelt
werden kann. In dieser Untersuchung mul3 das Verbindungsglied Il als statisch
bestimmtes System betrachtet werden, d. h., es mul3 im statisch bestimmten
Zustand beibehalten werden. Die inneren Eigenkrafte der Systeme | und 111
werden durch die folgenden Gleichungen angegeben:

All zi + ai= °>

Aizzs + az = «e

In diesem Falle wird die Konstruktion selbstverstandlich an den im Ver-
bindungsglied angenommenen, gedachten Schnittstellen im allgemeinen defor-
miert sein. Deshalb mussen die durch die in den Schnitten wirkenden
gesonderten Einheitskréaftepaare hervorgerufenen Uberzdhligen Verbindungs-
krafte in den Systemen | und 111 ermittelt werden. Diese Krafte kdnnen auf
gleiche Weise wie Gleichung (17) aufgeschrieben werden:

Ar Yi+ ~12 — ° 2

A3z Y3-)-A32 = 0.

(I8)

Jetzt wenden wir die durch die Abhéangigkeit (13) angegebene Lineartransfor-
mation in bezug auf die x Unbekannten an, d.h., wir fuhren die folgenden
Bezeichnungen ein:

Xl= Z1+ Y1X2l

X2 = x2» (19)

x3= z3 Y3 Xx2.

Da wir die Werte von zx zz3 und Y1 Y3 aus den einfacheren Gleichungen (17)
und (18) schon gefunden haben, kann der Wert von x2 aus Gleichung (16)
gesondert ermittelt werden:

(A2i Yxf- A2 F-ABYY x2+ A2l.x-)- ABz3+ a2—o0. (20)

Setzt man die Werte von z und Y ein, so erhalt man fiir x2denselben Ausdruck,
welchen wir durch die formale Auflésung des durch die Partition der Matrizen-
gleichung (16) aufschreibbaren Matrizengleichungssystems erhalten:

x2= (—AAANIALR f- A2 — ABATAR) 1(A2lV ax ABABa3 a2).

Die vollstdindige Auflosung der Aufgabe kann mittels der Beziehung (19)
gefunden werden, welche die Ermittlung der gesamten Uberz&hligen Ver-
bindungskrafte des ganzen Tragsystems ermdglicht.
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Das Verfahren kann offenbar auch auf die Ermittlung der aus der sta-
tisch unbestimmten Verbindung von mehreren Tragsystemen herrihrenden
inneren Kréafte erstreckt werden; wahrend des Ldsungsprozesses ist es zweck-
maéafRig, die Untersuchung der einzelnen voneinander unabhéngigen Tragsysteme

Anzahl der Verbindungsglieder

1 2 3
aulni 0 2 . N
radlni ow (2) i7& 4 -_ (7/75)
1 f-2
7-2-3
—eu — (TUn
2 (A)nuw(s)
7-23-

OOspgas) —» M w n ]

Oon® " = n©O%1AD

Bild 2. Verbindung von statisch unbestimmten Tragsystemen und Zurtckfuhrung der ver-
wickelteren Verbindung auf einen einfacheren Fall

und die nachtrégliche Verbindung mittels der im vorangehenden angefiihrten
formalen algebraischen Matrizenoperationen in Betracht zu ziehen.

Zahlreiche Formen der Verbindung, d. h. des Anschlusses der voneinan-
der unabhangigen Tragsysteme kénnen in der Praxis Vorkommen.

In den einfachsten Fallen ist die Anzahl der Verbindungsglieder eins,
und die Anzahl der unabhédngigen Systeme 1, 2, 3, ... (Bild 2). Solch ein Fall
wurde mittels Gleichungen (12) und (16) behandelt, wo die Anzahl der
unabhéangigen Systeme 1 bzw. 2 und die Anzahl der Verbindungsglieder eins
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war. Die parallele Verbindung der Verbindungsglieder bildet prinzipiell im allge-
meinen keine neue Aufgabe, und zwei parallele Verbindungen kénnen immer
durch ein einziges Verbindungsglied von héherem Unbestimmtheitsgrad ersetzt
werden.

Sind die Verbindungsglieder und die Grundtragsysteme in einer Reihe
aneinander angeschlossen, so ist es zweckmd&Rig, uns den Umstand zunutze zu
machen, dall das Gleichungssystem, welches die Uberz&hligen Verbindungs-
krafte der Verbindungsglieder determiniert, auch selbst in der Gestalt einer
Bandmatrix aufgebaut ist; deshalb ist es zweckmd&Rig, die Rekursion wieder-
holt anzuwenden.

Die Verbindungsgleichung von einigen solchen Systemen kann immer in
der Form eines Matrizengleichungssystems wie Gleichung (12) aufgeschrieben
werden, worin wir die angeschlossenen Tragsysteme einzelweise behandeln
kénnen, und die Wirkung des Verbindungstragsystems (oder der Verbindungs-
tragsysteme) nachtréglich mittels einer besonderen Berechnung in Ricksicht
ziehen koénnen. Im besonderen Fall, wo das Verbindungstragsystem in sich
selbst statisch bestimmt ist, féllt die nachtragliche Betrachtung weg, die
individuelle Ldsung der vereinzelten Tragsysteme ergibt immer unmittelbar
das endgultige Ergebnis. Die grundlegende Eigenartigkeit dieser Berechnun-
gen ist, dal die einzelnen Tragsysteme ohne das Verbindungsglied (oder die
Verbindungsglieder) aus dem Gesichtspunkt von ihren eigenen Verbindungs-
kraften unabhéangig sind und infolgedessen ein vollstdndig zerfallendes Ma-
trizengleicliungssystem bilden. Die Berucksichtigung des Verbindungsgliedes
bzw. der Verbindungsglieder behebt selbstverstdndlich den vollstdndig zer-
fallenden Charakter.

Diese Losungsmethode hat eine besondere Bedeutung, wenn es uns ge-
lingt, das verwickelte Tragsystem in solche, voneinander unabhéngigen Trag-
systeme zu zerlegen, welche durch verhdltnismé&aRRig einfaches Verbindungs-
glied bzw. einfache Verbindungsglieder (von niedrigem Unbestimmtheitsgrad)
verbunden sind.

3.4. Praktische Auswirkungen der Verbindung von statisch unbestimmten
Tragsystemen

Wir missen bemerken, dal es zwischen den Grundtragsystemen und Ver-
bindungsgliedern keinen prinzipiellen Unterschied gibt (der Unterschied zwi-
schen dem Grundtragsystem und den Verbindungsgliedern verschwindet
besonders beim Sternanschluf3, in solchen Fé&llen ist es angebracht, in den
endgultigen Berechnungen das fir das Grundtragsystem gewé&hlte Mittelglied
als Verbindungsglied zu betrachten), jedoch, aus rechnungstechnischem
Gesichtspunkt, weichen sie voneinander wesentlich ab. Die Veranderung der
Steifigkeitsangaben der Grundtragsysteme macht das ganze Rechnungsergeb-
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nis unbrauchbar, die Rechnungen missen mit den neuen Steifigkeitszahlen
voll und ganz von vorn begonnen werden. Die Verdnderung der Steifigkeiten
der Verbindungsglieder 143t die auf das Grundtragsystem bezlglichen Berech-
nungen unverdndert (Y uns z sind unverandert), nur die inneren Kréafte des
Verbindungsgliedes (der Verbindungsglieder) dndern sich, man mufR also das
ganze System nicht nochmals von vorn rechnen. Im Besitze der neuen Resultate
erhalt man die endgultige Kraftverteilung des Tragsystems (bzw. die Uber-
zéhligen Verbindungskrafte) mittels der Abhangigkeit (19) oder mittels einer,
derselben &hnlichen Lineartransformation.

Wir kdnnen uns dieses Resultat zur Umrechnung der statisch unbe-
stimmten Tréger zunutze machen, z. B. im Falle, wenn sich wéhrend des Bemes-
sungsprozesses herausstellt, dal die angenommenen Bemessungen infolge der
Uber- bzw. Unterdimensionierung nicht entsprechen. Betrachten wir unser
Originaltragsystem als Grundtragsystem und binden wir mit den entsprechend
ausgewadahlten Tragelementen einige Ergdnzungselemente parallel in der Kon-
struktion ein. Die Ergdnzungselemente kénnen als Verbindungsglieder betrach-
tet werden, jedoch mit solch einem speziellen Aufbau, daR sich dieselben mit
den beiden Enden dem Tragsystem anschlieRen. Im Falle von Uberbemessung
besitzen die Verbindungsglieder eine negative Steifigkeit, die fir die Ubliche
mechanische Anschauung sehr ungewohnt ist, jedoch bis zu einem Absolut-
wert der nicht gréBer wie hei den Elementen des Grundsystems ist, einen
reellen physikalischen Inhalt besitzt; die Steifigkeiten des Verbindungsgliedes
und des Originalelements h&ufen sich nédmlich an, ein gleicher Absolutwert
entspricht also dem Fall, dal wir aus dem Tragsystem ein Element aus-
schalten.

Durch Veranderung der Steifigkeit des Verbindungsgliedes kénnen wir
den fur unseren Zweck geeignetsten Steifigkeitswert ermitteln, damit kénnen
wir die Unter- bzw. Uberdimensionierung der Konstruktion beheben, ohne
das Grundtragsystem nochmals bemessen zu mussen.

Das Verfahren kann bei quasisymmetrischen Konstruktionen auch zur
Wi iederherstellung der Symmetrie angewendet und damit die Stérung der Sym -
metrie auf die Untersuchung der dufleren Belastung zuriickgefuhrt werden [5].

Ein AnschluB zwischen den Verbindungsgliedern und der Konstruktion,
bei welchem wir die Mitwirkung des Grundtragsystems und des Verbindungs-
gliedes nicht nur im AnschluBpunkt, sondern in der ganzen Ausdehnung des
Tragers erfordern, ist ein spezielles Problem. In den meisten Féallen kann auch
dies auf die Verbindung von einigen Punkten zurickgefiihrt werden, jedoch,
besonders wenn das untersuchte Tragelement auch eine eigene Belastung hat
(und folgenderweise das Verbindungsglied auch an dieser teilnehmen muR),
mufl die Aneinanderfiigung auf der ganzen Ausdehnung des behandelten Tra-
gers und Verbindungsgliedes streng gesichert werden. In diesen Féllen mussen
wir den Krafteverlauf des Grundtragsystems wiederholt vom neuen berech-
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nen, da sich die &uBere Belastung — infolge der Mitwirkung des Grundtrag-
systems und des Verbindungsgliedes — &ndert. Die inverse Koeffizienten-
matrix des Verbindungsgliedes kann selbstverstandlich infolge der Unver-
anderlichkeit des Grundtragsystems zu dieser Berechnung wiederholt ange-
wendet werden.

Die Wirkung der Eigenbelastung ist aber in meisten Féllen zu vernach-
lassigen. (Z. B. die Annahme von in den Knotenpunkten belasteten Tréger-
rosten oder in den Gelenken belasteten Fachwerken.)
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Some Problems of the Calculation of Statically Indeterminate Structures of Vehicles by
the Aid of the Energy Theorem. The matrix energy theorem completed by the linear transfor-
mation of primary systems and by generalizing the statically indeterminate primary systems,
can considerably simplify the design calculation of vehicle structures. Calculation of irregular
and complex structures may be attributed to the analysis of easily treatable, independent,
regular elementary structures. Irregularity and complexity might be equally interpreted to
be particular disturbing loads.

Quelques problémes du calcul statique des structures et caisses de véhicules par la méthode
de forces. La méthode de forces matricielle, complétée par la transformation linéaire des sys-
temes de base et la généralisation des systémes de base hyperstatiques, peut simplifier considé-
rablement le calcul des structures des véhicules. Le calcul des structures irréguliéres et complexes
peut étre ramené a l’analyse de structures élémentaires, indépendantes et réguliéres, faciles
a traiter. L’irrégularité et la complexité peuvent étre interprétées comme des charges pertur-
batrices réguliéres.

Bonpocbl cTaTMYeCKOro pacyeTa Llaccu U Ky3oBa TpaHCNopTHbIX cpeacTs. (M.Muxensbep-
rep). MaTpuyHbIii METOA YCUAWNIA MpPU AONOSHEHWUW €ro JINHENHON TpaHchopMaumein rnaBHbIX
6an0K 1 0606LLEHNEM CTaTMYECKN HEeoMNpefeneHHbIX FNaBHbIX 6a/0K B 3HAYUTENbHOW Mepe Y-
polLaeT pacyeT KOHCTPYKLWIA TPaHCMOPTHBLIX CPeACTB. PacueT HenpaBWU/IbHbIX C/IOXHbBIX KOH-
CTPYKLUUA MOXHO CBECTU K UCC/IE0BAHMWIO JIETKO aHaNM3UpyeMbiX He3aBUCMMbIX NPaBUIbHbIX
3/1EMEHTapHbIX KOHCTPYKLUMI. HenpaBUAbHOCTb KOHCTPYKLUWM W ee CMOXHOCTb MOXHO Tpak-
TOBaTb B KauyeCTBeXapaKTepHbIX MELLAKLWUX HarpysokK.
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[Manuscrit recu le 23 novembre 1967]

L’étude offre I’examen de la stabilité latérale de voiles en arc a un ou deux tirants aux
extrémités libres ou raidies par des diaphragmes, pour les cas de charges radiales uniformément
réparties et de charges antimétriques, en utilisant la méthode de I’énergie de déformation.
Aprés examen du choix opportun de la série de la fonction de déformation, I’étude se termine

par un exemple numérique se rapportant a des voiles en arc aux extrémités libres, munis
d’un ou de deux tirants.

1. Introduction

Nous avons déja consacré plusieurs études aux problemes de stabilité
latérale des voiles en arc [1], [2], mais les modes d’appui considérés ont chaque
fois supposé la suppression de toute rotation en torsion des sections extrémes.

Il existe cependant, dans la pratique, de nombreux cas d’appuis ou les sections
extrémes peuvent — sous certaines conditions — effectuer une rotation en
torsion. C’est par exemple le cas esquissé sur la figure 1, ou le voile en arc
repose sur un plan horizontal. Si on néglige le frottement, les sections extrémes
peuvent tourner librement dans le plan horizontal, leur rotation n’étant génée
que par les deux tirants.

Le voile en arc appuyé selon la figure 2 représente un cas analogue.
La colonne a parois minces a une rigidité de torsion tellement faible qu’elle
peut étre négligée, de sorte que du point de vue statique, ce mode d’appui est
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identique a celui de la figure 1, a cette différence prés que sur la figure 2 are
n’a été muni que d’un tirant, fait indépendant du mode d’appui.

Par la suite, on traitera des problémes de stabilité latérale des voiles
en arc appuyés selon les figures 1 et 2, en cas de 1 et de 2 tirants.

Les deux sortes de structures ont été déja réalisées: celle a deux tirants
en Hongrie (voir dans [3]: les toitures de la Fabrique de Colle d’Ujpest) et
celle a un tirant a Manchester (voir dans [3] et [4]: le hall de I’Usine d’éléments
préfabriqués en Angleterre).

2. Notations, hypothéeses et équations fondamentales

Une partie des notations que nous allons utiliser sont visibles sur la figure
3. Le reste des notations employées sera défini dans le texte.

On suppose que

a) le matériau de I’arc est parfaitement élastique;

b) son axe longitudinal est de forme circulaire;

c) sa section est constante;

d) la hauteur de la section est faible par rapport au rayon de courbure
de I’axe de l’arc:

d <§ R, donc

R§~ Ny R (1)

e) la rigidité de flexion latérale est infiniment grande par rapport a la
rigidité de torsion;

f) I’arc peut étre considéré, dans son plan, comme ayant deux articula-
tions (figure 5).
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Les arcs a tirants seront examinés pour les charges suivantes:
A) charge radiale uniformément répartie g n’engendrant qu’une compres-
sion Ng = gR (figure 4);

Hg. 3

B) charge antimétrique p = p2sin 2«s/z. Selon la condition/” ci-dessus,
celle-ci engendrera les efforts esquissés siir la figure 5.

A la base de la méthode de Vénergie, nous avons déduit pour ces charges
les équations fondamentales suivantes pour le travail intérieur et extérieur

['l. PJ]-

Le travail intérieur:

- Nds.. & r
Lt C . s @
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dvj
ds

angle de torsion spécifique de I’axe des centres de cisaillement

<9 rotation des sections autour de leur centre de cisaillement T
Vf déplacement latéral des centres de cisaillement T.

(compression)

Fig. 5
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En vertu de la condition e) (Bx = 00), Vf peut étre exprimé par cp, du
fait que la courbure latérale (ktx) est nulle:

ht — (4)
c’est-a-dire

vT ' pdsds Krm+ K2 (5)
R

(Kt et K2étant des constantes d’intégration.)
Le travail extérieur s’exprimera, en cas de charge extérieure uniforme
correspondant a la figure 4, par la formule:

Le(@ = grR Rds + ~~ (i; + ig+ @J |-A-- ds +
(6)

t — hauteur du point d’application de la charge q au-dessus du centre de cisaillement
ix,iy — rayons d’inertie de la section.

Enfin le travail extérieur de la charge antimétrique représentée sur la
figure 5 sera (tous les efforts étant exprimés par M,):

€1\ C b2jy .
Le(Py) =z —— — AJ-— |i- sin Ass -q2ds +
P =5 2 ! @R JO *
+ 4 - 2e-djx - VY sin 4, s ZCp ds — ™)
s

R sin A,’s IE:R— 9\/]— ds
jo " ds ds

Les valeurs jx et jy quiy figurent sont des quantités calculables a partir
des dimensions géométriques de I’arc (voir [1]).

Il n’y a, dans ces expressions du travail, qu’une seule déformation incon-
nue: la fonction de rotation ¢p. On doit donc choisir la fonction gpde sorte qu’elle
satisfasse les conditions d’appui. En égalisant ensuite les expressions du tra-
vail intérieur et extérieur, on détermine [I’intensité de charge critique
{Ng= gR, resp. M 2.
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3, Equations des conditions d’appui

3.1 Arc a deux tirants (figure 1)

Aux deux extrémités de I’arc (soit a s= 0 et s = 1), les conditions
suivantes devront étre satisfaites (figure s):
3.11. — Les extrémités de I’arc ne se déplacent pas latéralement
Wo=o0> (8a)
resp.
(vt)i—o . (sb)
Vue latérale
Yve en plan
3.12. — Les extrémités de I’arc peuvent gauchir librement:
! ; "d2vT]
d&T = \di(p\ + A ] =0, (92)
\ds o dsz jo R ds2
resp.
d2<p\ d2vT)
J _ (d2s oy J 0, (9b)
1ds dsz2 ), R ds2
ou — si elles sont raidies par des diaphragmes — leur gauchissement est
impossible:
'd(p, 1 =0
=0 (10a)
W)o— +
) ds)o R a8 O
resp.
1 j.) =
dvj. ) = o (10b)
~R ds Ji
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3.13. — Les deux sections extrémes ne peuvent tourner que dans le plan
horizontal, c’est-a-dire leur rotation dans le plan vertical est nulle:

dv .
mwin X0 — ((p)o mcos xX0= o, (lia)
ds
resp.
dv . 3 .
esin Xl — ((p)ie cos Xi = 0. (11b)
ds
3.14. — Enfin, a cause des deux tirants, les sections extrémes ne peuvent

tourner dans le plan horizontal que d’un angle identique:

dvn . dv7 .
=COS X0 -j- ()., *Sin XO m mCOS X) + (<p)i *Sin X i. (12)
ds ds )1

3.2 — Arc a un tirant (figure 2)

Les trois premiéres équations de conditions d’appui de I’arc a deux
tirants: (s), (9) ou (10) et (11) demeurent valables, mais la derniére condition
(12) n’intervient plus. A sa place, il faudrait exprimer que les sections extrémes
ne subissent pas l’action de moments extérieurs dans le plan horizontal.
A I'extrémité s = 0, par exemple, cette condition s’écrit ainsi:

{Mx)0ecos X0— (M ,oesin x0= 0 (13)

M x est le moment fléchissant autour de I’axe x
Mt le moment de torsion.

Exprimons les moments par les rigidités et déformations correspondantes:

(B xmxTx) mcos X0 — lC- -(- Cx =———-- L .sinaw= 0. (14)
(

Etant donné que d’aprés nos suppositions Bx = aoet xtx = o, le produit
figurantdansla premiére parenthése est de valeur indéterminée. Physiquement
cela signifie qu’en cas de n’importe quel moment de torsion Mt engendré a
I’extrémité de I’arc, Mx aura toujours une valeur juste suffisante pour satis-
faire la condition (14): I’absence de tout moment extérieur dans le plan hori-
zontal.

Cette quatriéme équation de condition n’ayant donc plus de sens a cause
de Bx= 00 et XTx = o, doit étre omise. L’absence de tout moment dans le
plan horizontal sera assurée si on réduit la charge au minimum selon les régles
de la méthode de I’énergie, procédé qui nous donnera automatiquement un
Mt correspondant a I’absence de contraintes.
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4. Choix de la fonction de rotation

La forme générale de la fonction de rotation mp permettant de satisfaire
n’importe quelle condition d’appui est la suivante:

partie symétrique partie antimétrique
90= e esin A(s + Pp sin Aps -f-
! P (15)

+ Vo+ £ VpCOSXpS -f- ®-Cos Ars.

N p
ou
([Q— constante
i=1 3, 5, (impair)
p=2 4,6, (pair)

K —n-j- (n=P’o- (16)

Cette série contient la série Fourier complete du domaine de longueur |
(les termes a indices o et p), mais il y figure aussi des termes a indice avec
lesquels elle représente, en somme, la série Fourier compléte d’un domaine de
longueur 21. Si nous y avons ajouté ces derniers termes, c’est que la série
Fourier du domaine de longueur | approcherait tres mal I’onde mi-sinusoidale
par exemple (la forme de déversement de I’arc a deux articulations latérales),
pour laquelle il suffit de prendre le premier des termes a indice ¢ pour avoir
une solution exacte.

Les termes de la série (15) ne sont naturellement pas tous orthogonaux,
mais cela ne pose pas de difficultés de principe.

C’est pour plus de clarté que nous avons séparé les parties symétrique
(cpn) et antimétrique (®n) de la série (15). En conservant cette séparation,
écrivons a présent les autres quantités de déformation nécessaires.

D’apres la relation (5):

antimétrique symétrique
R+T — 'S cos A's . 7 § cCosAps-f
ds T A P Ap
—_ h 9>os} 4" N X P sin ApS -j- -j- 1 8in A-j a7)
2 p A i A
et
symétrique antimétrique
R evT= — 'S sin A-s -f- i +
O 2IO , SN pPs
2 _ ,qillsﬂc.", + KJ + KiS —
4%) ' ¢
—y cos A,s S ——CO0s As. (18)
PP * 4
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Dans I’expression (17), nous avons détaché de la constante d’intégration
K 1lla partie—¢»i/2, et dans (18), de K 2la partie m-K J/2, afin qu’elles donnent,
ensemble avec les termes <, resp. KyS, des fonctions antimétriques pures.

Les quantités de déformation dont nous avons encore besoin peuvent
s’obtenir par différentiation de:

antimétrique symétrique
dep
ds J? Ah cos As - + Y ®P*PCOS*P S —
i
" (19)
2 TP'PSID}Ps —2* ®-Assin AS,
P
symétrique antimétrique
d2 . )
T giAfsinAs — — " ®plksin Sps —
P
(20
—J? pIp0Os Aps —r O, AFCOSA;S .
p

La séparation des parties ¢>symétrique et antimétrique présente I’avan-
tage de rendre évident qu’il suffit de satisfaire les conditions (s), (9) resp. (10),
et (11) a I'une des extrémités de I'arc, la condition se trouvant par la méme
automatiquement satisfaite a I’autre extrémité.

On voit donc qu’en cas de satisfaction de la condition (sa), (sb) sera
automatiquement satisfaite, qu’on ait choisi un g symétrique ou antimétrique.

La situation est analogue pour la condition (9): si la condition (9a) est
satisfaite, celle (9b) le sera également, du fait que les valeurs correspondantes

d2q d2vT P
ds2 e ds2 ~ R

(obtenues I'une de I’autre par intégration) sont a la fois symétriques ou a la
fois antimétriques [cf. (15) et (20)]. La méme considération est valable pour
(10a—Dh).

Quant a (lia—b), on peut établir que, des deux quantités correspon-
dantes dvjds et ¢ I'une est symétrique et I’autre antimétrique. Ainsi, si I’on
satisfait (Ha), (11b) subira un changement de signe. Mais celui-ci est compensé
par le fait que sin a; = —sin a0, a cause de a; = — a0. Par conséquent, il
suffira encore de satisfaire I'une seulement des deux conditions (lia—b).

Enfin la relation (12) se rapportant a I’arc a deux tirants est toujours
satisfaite en cas d’un @ antimétrique, car alors

dvT 1 dvT

i= - bl
0 ° ds t \ ds |
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(cette derniére fonction étant symétrique), et oo = — a0. Mais en cas d’un P
symétrique, le c6té gauche doit étre égal a zéro (et du méme coup le coté droit
s’annule), ce qui correspond au cas d’encastrement latéral.

Les parties de déformation symétrique et antimétrique n’ont permis de
satisfaire, chacune séparément, les conditions d’appui, que parce que celles-ci
sont homogénes. Dans ce cas, si I’on désigne la quantité correspondante de la
composante de déformation symétrique par A et celle de I’antimétrique par B,
on obtient en effet des équations de forme

A B —0 a s=0
et
A —B=0 a s = |
qui ne peuvent étre satisfaites que si A = B = 0, c’est-a-dire si les deux

parties de déformation symétrique et antimétrique satisfont, chacune séparé-
ment, I’équation de condition a s = o, mais ainsi la condition se trouve déja
automatiquement satisfaite aussi a s = I.

En cas d’équations de condition d’appui inhomogeénes, il faudrait traiter
ensemble les parties symétrique et antimétrique et satisfaire I’équation a
s = o aussi bien qu’a s = |

5. Applications de la méthode

Le mode d’application de la méthode exposée est présenté pour un voile
en arc aux dimensions visibles sur la figure 7, comportant un ou deux tirants
et soumis a une charge radiale uniforme (figure 4) ou antimétrique, répartie
selon une loi sinusoidale (figure 5). L’extrémité de I’arc est considérée chaque
fois comme pouvant gauchir librement.

Notre but étant avant tout d’établir des comparaisons et d’offrir des
résultats approchés, on se bornera a un nombre minime de parameétres libres:
en cas de charge uniforme a 1 parameétre et en cas de charge antimétrique a
1 parametre libre pour la composante de déformation symétrique et 1 autre
parametre pour celle antimétrique.

Nous voudrions aussi faire voir I'intérét qu’il y a a choisir convenable-
ment les termes a considérer dans la série (15) de la fonction de rotation <
car on peut améliorer (ou affaiblir) ainsi notablement la convergence, c’est-a-
dire il faudra considérer beaucoup moins (ou beaucoup plus) de termes pour
arriver a I’exactitude nécessaire.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



STABILITE LATERALE DES VOILES EN ARC A TIRANTS 169

5.1. — Arc a deux tirants
5.11. — Charge radiale uniforme

En cas de deux tirants, la déformation symétrique correspond a celle
produite en cas d’encastrement latéral. Nous avons déja résolu ce probléme
dans [1] et obtenu comme résultat — avec un seul parametre libre — Necr =
= 123,0 Mp (voir ligne a du Tableau I1).

d=40cm E=360Mp/cm2
G- 750 Mp/cm:2

b-1i50im.

Fig. 7

Il nous faut examiner a présent la déformation antimétrique. En substi-
tuant la partie antimétrique de (15) dans les conditions d’appui (sa), (9a) et
(lia), nous recevons les trois équations suivantes:

(21)

i i 20 (22)
Y 0iVv + No" ’I\ o4} 0

b y ~ + Kij sin x0— ®,| ecosx0= o. (23)

R
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Comme nous I’avons déja dit, la condition d’appui se trouve automatiquement
satisfaite.

Pour n’avoir qu’un paramétre libre au cours du calcul, il nous faut adop-
ter, pour gj, une expression contenant quatre parametres. En choisissant les ter-
mes, il faut prendre garde a ce qu’ils n’introduisent pas de contraintes supé-
rieures aux conditions d’appui réelles. Nous adopterons donc deux combinai-
sons contenant les termes suivants:

a) o terme des <Dp
3 termes des .
K\ [voir (17)—(18)],
et
b) 1 terme des @

2 termes des @

En substituant ces expressions de mp dans les expressions de travail (2) et (s)
et en égalisant le travail extérieur et intérieur, on obtient les forces de com-
pression critiques figurant dans les lignes a) et b) du Tableau I.

5.12. — Charge antimétrique

On sait de [2] que pour cette charge, il nous faut adopter une fonction
de déformation contenant en méme temps une partie symétrique et une autre
antimétrique, autrement le travail extérieur sera nul. Nous choisirons donc de
la série (15) de 9 un nombre de termes tel qu’aprés la satisfaction des con-
ditions d’appui, les deux parties de déformation symétrique et antimétrique
aient chacune un parameétre libre.

Au paragraphe 5.11., nous avons déja substitué la déformation anti-
métrique dans les équations de condition d’appui (sa), (9a) et (lia) (voir
formules [21)—(23)]. Il n’y a donc que la partie symétrique a substituer dans
les trois équations ci-dessus et dans (12). On regoit alors les quatre équations
suivantes:

Ko — ¥ =0 (24)
P
p A
y e, (25)
7 + VAN 4:1:)
p R2 p
1 4 <l -
v )sinao—jC0+ 21 C0Sa0= 0 > (26)
R i h
1 y N1 cosao- o+ J? qp|sinao= 0 . (27)
R 2N 2 p
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Les termes de g doivent étre choisis d’une facon telle qu’on n’exclue pas
inutilement des déformations qui seraient permises dans les conditions d’appui
existantes. C’est seulement ainsi qu’on peut espérer ne pas recevoir une charge
critique dépassant de beaucoup la valeur réelle. On y arrive, par exemple, au
moyen des combinaisons suivantes:

d) symétrique: 2 termes des (p;
o terme des P

K2= o
QL= 0
antimétrique: o terme des <DV
3 termes des @,
K.
e) symétrique: 2 termes des .y

o terme des _,

K2- ,
o = 0
antimétrique: 1 terme des dDP

2 termes des dDi
K *

En les substituant dans les expressions de travail (2) et (7) et en réduisant la
charge critique au minimum, on recoit les résultats figurant dans les lignes
d) et e) du Tableau I.

5.2. — Arc a un tirant

Les équations de condition d’appui de la déformation symétrique sont
identiques aux équations (24), (25) et (26) de I’arc a deux tirants. [L’équation
(27) ne figure pas ici, puisqu’elle exprimait la contrainte due a deux tirants.]

Par contre, en cas de déformation antimétrique, les solutions concordent
parfaitement avec celles de I’arc a deux tirants, les mémes conditions d’appui
étant valables pour I'un et I’autre cas [équations (21), (22), (23)].

5.21. — Charge radiale uniforme

Une des sortes possibles de la déformation symétrique est celle ou les
sections extrémes n’effectuent pas de rotation dans le sens horizontal. Cela
correspond a I’encastrement latéral et nous conduit a la solution déja vue chez
I’arc a deux tirants (voir ligne a du Tableau I1).
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Mais ce qui distingue précisément les arcs a un et a deux tirants, c’est
qu’en cas de déformation symétrique, les sections extrémes des premiers
peuvent tourner lI’'une par rapport a l’autre dans le plan horizontal. Comme
exemple d’une déformation n’entravant pas inutilement les mouvements des
sections extrémes de |’arc, citons la combinaison suivante:

c) 1 terme des -
%0
1 terme des 9p
K2
On recoit ainsi, en effet, une charge critique nettement plus faible que dans la
solution a) (voir ligne ¢ du Tableau 1).

La déformation antimétrique nous conduit aux solutions déja vues chez
I’arc a deux tirants (voir lignes a et a du Tableau 1I).

5.22. — Charge antimétrique

On devra admettre une déformation contenant une partie symétrique
et une autre antimétrique, avec un seul parameétre libre dans chacune d’elles:

f)  symétrique: 2 termes des
antimétrique: 2 termes des ®-
K1

Le résultat est indiqué dans la ligne f) du Tableau I.

6. Interprétation des résultats

Du Tableau I, il ressort qu’on obtient des résultats numériques trés
divers suivant le choix des termes de la fonction ¢» Comme la méthode de
I’énergie de déformation ne peut donner que des valeurs supérieures a la charge
critique réelle, c’est le résultat le plus faible numériquement qui approchera
le plus la valeur exacte. On voit que le choix opportun de (p importe au cas
méme d’une solution programmeée sur une calculatrice électronique, car la
convergence devient alors beaucoup plus rapide.

Au Tableau Il nous avons indiqué, a titre de comparaison, les solutions
antérieures relatives a des voiles en arc dont les extrémités ne peuvent effectuer
aucune rotation en torsion [1], [2]. Notons encore que malgré leur forme
analogue, les fonctions de déformation symétrique figurant dans la ligne f)
des Tableaux I et Il ne sont point identiques, la relation entré les coefficients
étant imposée par des équations de condition d’appui tout a fait différentes
dans les deux cas.
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D’aprés des considérations pratiques, les charges critiques des voiles en
arc a tirants doivent se placer entre celles des voiles en arc encastrés et celles
des voiles articulés latéralement. Naturellement, les charges critiques de I’arc a
deux tirants doivent étre supérieures a celles de I’arc a un tirant. Les contrain-
tes d’appui de I’arc a deux, resp. a un tirant sont en effet semblables a celles
de I’arc encastré, resp. articulé.

C’est qu’en cas de déformation symétrique, I’arc a deux tirants se trouve
dans la méme condition que I’arc encastré et son appui n’est plus faible que
parce que ses sections extrémes peuvent tourner antimétriquement aussi dans
le plan horizontal.

L’arc a un tirant est, en revanche, appuyé plus rigidement que I’arc
articulé, car bien que ses sections extrémes puissent tourner librement autour
de I’axe vertical, — ce qui signifie la rotation en torsion et la rotation en
flexion latérale simultanée des sections — ces deux rotations correspondant
a des formes de déversement de c6té opposé, s’entravent mutuellement. Ainsi,
bien que les sections extrémes ne soient pas fixées contre les rotations en tor-
sion. I’appui sera plus rigide que si I’arc était latéralement articulé.

Toutes ces considérations sont en parfait accord avec les résultats relatifs
a la charge radiale uniforme, qui sont résumés dans les Tableaux I et Il. En ce
qui concerne cependant la charge antimétrique, il y a lieu de faire encore quel-
ques considérations supplémentaires:

Du Tableau 11, il apparait que la convergence est moins bonne qu’en
cas de charge radiale uniforme. C’est pourquoi nous avons indiqué aussi, en
plus des résultats c) et e) obtenus avec 1 -b 1 parametres, ceux d) etf) calculés
avec 2 -J- 2 paramétres libres, et qui approchent déja la valeur exacte. (lci,
I’arc encastré a été supposé muni de diaphragmes, car on ne trouve pas d’autre
solution en [2].) On peut donc s’attendre a ce que le moment M2 critique des
arcs a tirants sera aussi sensiblement plus faible si I’on considére plus de termes
dans la série des .

La valeur M2¥ de I’arc a deux tirants est en effet plus petite que celle
du moment critique (calculé avec 1 + 1 paramétres) de I’arc latéralement
encastré, mais le M 2r de I’arc a un tirant sera d’une valeur inférieure a celle
de I’arc articulé.

Ce résultat contraire a notre raisonnement précédent s’explique par le
fait que la contrainte empéchant la déformation antimétrique est moins forte
chez I’arc a un tirant que chez celui a articulations latérales. Or, en cas de
charge antimétrique, le rapport du travail (intérieur) de la déformation anti-
métrique a celui de la déformation symétrique a été plus grand chez I’arc arti-
culé que chez I’arc a un tirant. Ainsi, le travail de la déformation symétrique
aura beau étre plus grand chez I’arc a un tirant que chez I’arc articulé, il impor-
tera davantage que le travail de la déformation antimétrique est d’une valeur
nettement inférieure.
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Charge radiale
uniforme

Charge
antimétrique

symétrique

b)

c) fo+ <Hsin Ajs +
+ cos ~2s (+-Kr)
d) V qisin s
13

e) ¥Y? (fisin As

) -113‘ 'Pisin A-s

Tableau |

Charges critiques des voiles en arcs a tirants

9

Arc a deux tirants

antimétrique

, Picos As (FKt) Ner — 153,1 Mp

o; @B s+
13

-f- ®2sin Aj. (+ KX

Ncr— 67,44 Mp

+ . ®; cos  «(+-Ki)

13,

+ £ @, cos As 4-
13

4- ®d2cos Ajs (4- Kj)

+ Ji,” ®, cos Ajs (4- ifj)
\Y

M 2or — 128,7 Mpm

M 2cr — 65,3 Mpm

Arc a un tirant

Necr-

153,1 Mp

Ncr— 67,44 Mp

Ncr - 10,61 Mp

Mecr =

159 Mpm
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uniforme
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antimétrique

Charges critiques des voiles en
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a) Yy} (pisSin Ais
1.3

b) (pI sinAjs

c) 2 Vp COS "p s

d) £ <ppcosAs

e) sin Aj s

f) v (p-sinAjs
13

Tableau 11

» arc a diaphragmes a

- encastrement latéral
antimétrique

+ Jiz onsin s Mur = 89,39 Mpm
M2r= 62,200 Mpm

+ S sin A_S
2,4,6,8¢P r

-f- or sin s -

+ “wgsinﬁ,\,s _

arc aux extrémités fixées contre toute rotation en torsion

arc a extrémités libres

a encastrement latéral a articu

Ncr=123 Np

— Necr=

— M scr =

— M Zr =

arc a extrémités libres

lation latérale

3,99 Mp

198,53 Mpm

33,55 Mpm
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Toutes ces comparaisons montrent que I'influence des différents modes
d’appui des voiles en arc constitue un probléme assez complexe et qu’il faut
considérer bien des facteurs si I’on veut aboutir a des conclusions qualitatives
sans calcul.
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Lateral Stability of Shell-Arches with Tie Rods. Lateral stability of shell-arches with free
or diaphragm ends and with one or two tie rods is investigated under the effect of uniformly
distributed, as well as antimetric loads, by the aid of the energy method. The practical choice
of the deformation function is treated. A numerical example for a shell-arch with a free end,
and with one and two tie rods is presented.

Seitliche Stabilitat der Schalcnbogen mit Zugb&ndern. Es wird die seitliche Stabilitat von
Schalenbogen mit freien oder Diaphragmen-Enden, mit einem oder zwei Zugbandern, fur die
Falle von gleichméafRigen radialen und antimetrischen Belastungen, mit Hilfe der Energie-
Methode untersucht. Die zweckmaRige Auswahl der Formanderungsfunktion wird erdértert.
Ein numerisches Beispiel fir einen Schalenbogen mit freien Enden und mit einem und zwei
Zugbandern wird vorgefihrt.

BokoBast ycToMUMBOCTb U3rMby 060/104eHHbIX CBOJOB CO CTSDKHbIM nosicom (/1. Konnap, 3.
[apaoHun). B paboTe nccnegoBaHne 6OKOBOM YCTOMYMBOCTU M3rMby 060/104e4UHbIX CBOAOB CO
CBOGOAHBIM 1 AnadparMoBbIM KOHLIOM, UMEIOLMX OAUH WKW [Ba CTSHKHbIX Mosica, NoKasaHo
ONS Cny4vas pafvanibHO [eliCTBYHOLLENA, a TakXKe aHTVMETPUYUECKM [elCTBYIOLLE Harpysku c
MOMOLLIbH0 3HEpreTMYeckoro Metoga. PaccmaTpuBaeTcsi Bomnpoc LenecoobpasHoro nogéopa
thyHKUMM fecopmaumun. [prBoAUTCA YMCNOBOW NpuMep AN 060/104eYHbIX CBOLOB CO CBOGOS-
HbIM KOHLIOM W C OAHUM U1 ABYMSI CTSDKHbIMM MOsicaMM.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



Alla Technica Academiae Scienliarvm Hungaricae Tomus 62 (1- 2), pp. 177—186 (1968)

APPLICATIONS OF THE METHOD
OF FIXED POINTS

K. SZMODITS

DOCTOR OF TECHN. SC.
BUILDING RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST

[Manuscript received November 21, 1967]

The method of fixed points known from the theory of continuons girders is adopted
to the deteimination of the natural frequency and critical axial load of continuous girders.
The procedure consists in checking of the assumed frequency and critical forces by constructing
the fixed points. The estimated fixed points are precise if in the course of determination of
the fixed points the fixed point of the last span falls on the exterior support and, thus, the
deflection of the girder does not require an exterior moment. The method might he extended
to the analysis of frame structures with fixed or movable joints as well as to the determination
of stresses occurring in frame structures containing hars subjected to repeated load.

1. Introduction

The period of the development of structural statics is characterized
in the first half of the last century by the geometric way of looking and by
the graphical methods of solving structural problems. In that time structural
statics bore the name graphical statics and having had eliminated all arith-
metical operations out of the design work one endeavoured to solve theproblems
completely by geometric drawings. Introduction of monolithic reinforced con-
crete structures which could not be designed with the graphic methods used
until then, diverted the structural statics in arithmetical direction and
gradually ousted graphical procedures, with the exception of the Cremona
diagram and the fixed point method applied to the design of continuous
beams being described also in the up-to-date civil engineering manuals, but
not yet adopted for large-scale use.

The fixed point method had been developed by Cuitmann and Ritter
in the last century, and generalized by Sitter for the analysis of frame struc-
tures in the twenties of our century. Development of the fixed point method
has been carried out with geometric considerations following from the con-
struction of the elastic line as a funicular diagram. By this method all values
are determined graphically, omitting every arithmetic operation, included
plotting of vectors calculated. Owing to this restriction the procedure is
complicated and cannot be generalized for solving other problems. Further
inadequacy of the method is that the moment diagram to be determined is
to be constructed as the sum of the moment diagrams of each loaded span.
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The deficiencies mentioned of the fixed point method may be eliminated
and a modernized form of this procedure would be appropriate for solving
not only structural, but also dynamic and stability problems. Advantage of
this method is that drawing work isproportionate to the number of the unknown
moments, while the solution by methods solving directly or indirectly the
equations with three or four moments requires an amount of work being pro-
portionate to the square of the number of the unknown values. A further
benefit of the method is that the final rotation of the end of each bar is directly
given by the method and thus the fulfilment of the deformation and equilibrium
conditions might be readily checked. Graphic procedures are significant also
from the didactical viewpoint, because avoiding the abstract arithmetical
operations it makes understanding easier by geometrical and mechanical
demonstrations.

2. Description of the method

In the following the dynamic and stability applications of the fixed
point method will be presented. Let us consider a simply supported beam sub-
jected to an axial force P and a dynamic end moment Mf, cos (ot (Fig. 1).

By assuming that v(x, t) = v(x) ¢cos (ot, the equilibrium of an element
of unit length and of a mass fi will be expressed by the following differential

equation
Elv"" (*) - uw2V(x) + Pv" (x) = 0 (1)
where the first term is a force due to the flexural resistance of the element,

the second that due to the mass inertia, and the third a force normal to the

axis of the beam, due to the axial load.
One of the solutions of equation (1) is

V(X) — Cxsinh m1x -(- C2sin m2x (2)
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mwhere m1land m2 are positive values. Substituting (2) into (1), it will be evident
that (2) is a solution in case when

m— » 2 . P P
El 1 [2EI IV E I

) fico- . 1 P P

T T 0 TIT )=+ TPT

Constants satisfying the boundary conditions
v(0) 0o, W)= o, and v(l) = o, EIV'(l) = Mb
of the simply supported beam are:

M h
Cr= i i Cz=
El (m\-j- m|) sinhm/1 E Il (m\-\- m|) sihn m21

Introducing the parameters
AN— T A — m2

and considering these constants, the rotations of the ends of the beam will be

M bl t Axcosech Aj — A cosec A M bl
Pa= « (») V (~iw) »
El y+ L El
(3)
Mbl | Axcoth At — Ascot /~ S(AL 0
= — «' re .
“«O g 2+ Al S
In the particular case when P = 0,
m=m = 1/-|£- and Aj= A= A
and equations (3) take the following forms:
M bl cosech A—cosec A M bl
= El 2A El
4)
M bl coth A—cot A M bl ..
Fo= . e (A .
El 2A El

And in the particular case when the beam is not subjected to dynamic but only
to static end moment Mb, equation (1) takes the form

Elw™ (x) + Pv" (x) = 0. (5)
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One of the solutions of this equation is

v(x) = Clsin kx -f- C¥,
where

El
Constants satisfying the above boundary conditions are

Mb M h
&, = -
P sin kl P

Rotations of the ends of beam will be:

M bl it 1 Mbl .
Ta ! . yj(u),

El w»n \sinwu u

Mbl 1 1 1 M bl 6
Tb cp{u).

In view of simplification of the calculations, functions (3) and (4) of the param-
eters A2 and A respectively, and function (s) of the parameter u might
be tabulated in a chart.

Now we consider a simply supported girder (Fig. 2) of a span of unit
length subjected to the dynamic end moments Ma cos cot and Mb cos cot. The
rotations of the ends of beam ¢ and gbshould be proportionate to the vectors
a' and b, respectively, cut out of the so-called base lines, being at a distance
X from the supports, by the closing line of the moment diagram connecting
the end points of the ordinates of the moment diagram Ma and Mb. Starting
from this condition we define the value of a.

According to what was said above, (3), (4) and (s) are formulas of
similar structure:

Ny 3-=cfMa+ VMh,

FT 7)
£ IL = 9Mb+ y>Ma.

From Fig. 2 one can see that

a'= (1 —a)Ma+ xMb,
b’= 1 - x)Mb+ aM,,.
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From the initial condition and from (7) and (s) follows:

and from here
\Y . _ M
(9)

Introducing (9) into (8) and taking (7) into consideration one obtains

El
a= ———Maf V Mh= Pa= e<Pa
y + v y+y Kp+ p)
El
v=-*— Mb+t AL MIF n=Qpbm
Pty P+ y Y Kp+ w)

if 20 = o, i.e. static end moment is applied, then

Accordingly the vectors a' and b' cut out of the base lines defined by
= ipl((p + x) are proportionate to the rotations of ends of beam <a and qb
respectively, and the proportionality factor is

K<p+v>)

In case when a is positive, the distance cd defining the position of the
base line should be measured towards the span, and if a is negative, it should
be brought up in the opposite direction.
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The vectors a' and b' are called rotation vectors. These are turning in
the same sense about the corresponding nodal point as the rotations of the
ends of beam. The position of the arrows of the rotation vectors are indicated
in Fig. 3 in dependence of the signs of g and a.

a positive a negative

If the closing line of the end moments is given in one of the spans, then
in the following span of the continuous girder the closing line should be drawn
further so that the rotation of the end sections gb of the to adjacent spans

should be the same. Proportion of the rotation vectors and b2, satisfying
this condition, is (Fig. 4):
El2 Ib
K = 12 2?22+ y2 _ kh Y+ Y1 _Kk
b[ Eli P I g+ y2
K Ti+ Wi

where qv and o2, tp2 are related to the span kK and 12 respectively.
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From Fig. 4 it is to be seen that the relation b2Ab{ = k12 exists, the clos-
ing lines intersect the straight of the girder in the fixed points F1 and F2
independently of the value of Mb. Defining the positions of the fixed points by
drawing should be carried out in the way shown in Fig. 5, namely, advancing
from the left to the right, starting from each defined fixed point by the aid of
a new closing line and unit rotation vector the next fixed point should be
determined.

The closing lines drawn through the static fixed points give the moment
diagram of the end moment, while the moment diagram drawn through the
dynamic fixed points is called linear moment diagram which gives the support
moments within each span; but the moment does not change linearly, conse-

quently the fixed points are here not zero points, and the linear moment
diagram needs correction.

The fixed points belonging to the frequency co = 0 are static fixed points
and if cowill be gradually increased, the fixed point of the exterior span comes
nearer to the support, and at a value col falls upon.the exterior support.
Augmenting further the value of the frequency co, the fixed point recedes
from the support up to the infinite point of the straight of the beam, returning
wherefrom it falls again on the exterior support at a value co2. By continuing
this procedure further on, the values &3, co4, . .. might be defined. Since the
beam will be deflected under the effect of the vibrations of the frequencies
cov co2, os, ... also without an exciting end moment, the frequencies cov co2,
o3, . .. are the natural frequencies of the beam. The fixed point overlapping
the exterior support might be given such an interpretation that the closing
line of an end moment of any magnitude drawn through this fixed point,
engenders infinitely great support moments at the interior supports, conse-
quently resonance effect is existing.

Also in considering buckling, the critical force P is determined by the
condition that from all fixed points determined by the aid of the parameters
xnand km belonging to the value n= I/fF/EI that ofthe exterior span should
fall upon the exterior support. Namely, in this case the beam without end
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moment will be deflected only under the effect of the axial load, i.e., it suffers
buckling.

If the axial force P and the vibration of frequency ft) are acting at the
same time, the coincidence of the exterior fixed point and exterior support

has again to be fulfilled with formulae (3), by assuming in case of fixed P
appropriate a frequency, and in case of fixed ft), appropriate P value.

The procedure is applicable not only for the determination of the critical
load and natural frequency of continuous girders, but also of frame structures
with fixed or movable joints, as well as for defining moments due to static
or dynamic loads by introducing new fixed points depending on the load.

3. Numerical examples

1) As an example we determine the first natural frequency of the continuous girder
of two spans shown in Fig. 6. Be 2= 2= 50 m; 1r= 12= 1 and thus klI2 = 1, further we
4
assume by estimation = 0,907 El/ji,X = 5,0/0,907 = 3,4. Correspondingly¢?(A) = —0,409,
\p(X) = —0,585. From this a = 0,589.

The fixed point F.z falls on the support C, therefore the assumed (Oxis the first natural
frequency.
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2) Let determine the second natural frequency of the same girder. Be co2 = 0,972 El/fi

mA= 50 /0,972 = 4,46. To this belong rp(X) = 0,083, y(A) = —0,118. From this a = 3,28.
Graphic construction is to be seen in Fig. 7.

The fixed point F, falls upon the support C, therefore the assumed g2 is the second
natural frequency.

3) Let determine the critical load Pk of the second span of the same girder. Be the
estimated critical load Pk = 14,7 £1/2, this yields n = /14,7 = 3,83. To these belong ®(n) =
= —0,251, y>(u) = —0,481.

Fig. 8

This yields a = 0,6 6, kn = 0,500/(—0,732) = —0,68. Since the number g2is negative,
according to the interpretation rule of the rotation vectors the vector fel2 should be brought
up in a way that its arrow should be on the straight of the beam (Fig. 8).

The fixed point £2 falls on the support C, accordingly the assumed force Pk is the
critical force.
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Anwendungen des Festpunktverfahrens. Der Verfasser benutzt das aus der Theorie der
durchlaufenden Trager bekannte Festpunktverfahren zur Ermittlung der Eigenfrequenz und
dur kritischen Axialbelastung der Darchlauftrdger. Das Verfahren besteht aus der
Kontrolle der abgeschéatzten Werte der Schwingungszahlen und der kritischen Krafte durch
graphische Ermittlung der Festpunkte. Die angenommenen Werte sind nur im Falle richtig,
wenn der Festpunkt der letzten Offnung im Laufe der Festpunktermittlung auf das Endaufla-
ger fallt, und die Biegung des Tragers kein duBeres Endmoment erfordert. Das Verfahren
kann auch aufdie Untersuchung der verschiebbaren und unverschiebbaren Rahmentragwerke
sowie auf die Ermittlung der Beanspruchungen der Rahmentragwerke erstreckt werden,
die durch periodische Belastungen angegriffene Balken enthalten.

Applications de la méthode des foyers. La méthode des foyers, connue de la théorie
des poutres continues, est appliqguée a la détermination des fréquences propres et des charges
axiales critiques des poutres continues.

Le procédé consiste a controler les fréquences propres et forces critiques estimées par
une construction graphique des foyers. Les valeurs estimées sont correctes si, au cours de la
construction des foyers, le foyer de la travée de rive coincide avec I’appui de rive, de sorte
que la flexion de la poutre ne nécessite pas un moment a son extrémité.

Le procédé peut étre étendu aussi a I’analyse de portiques a noeuds fixes ou a dépla-
cement latéral, ainsi qu’ala détermination des sollicitations de portiques contenant des poutres
soumises a des charges périodiques.
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O6nactT nNpuMeHeHNUst HenoaBwkHol Touku (K. Cniogny). B paboTe mMeToa HenoaBMK-
HOI TOYKW, N3 BECTHbIN U3 TEOPUM HepaspesHbIX 6a/10K, NPUMEHSIETCS A1 ONpeAeneHns YacToThbl
COBCTBEHHbIX KONebaHWA M KPUTMYECKOM OCEBOM Harpyskun HepaspesHbiX 6asiok.

MeToA COCTOMT M3 MPOBEPKM OLEHEHHbIX YacTOT KofebaHui M KPUTUYECKMX YCUNunii
NMyTemM NOCTPOEHUSI HEMOABUXHbIX TOYeK. OLeHEeHHble JaHHble SBASOTCS NPaBUIbHbIMU B TOM
cnyvae, Korfja Bo BpeMsl MOCTPOEHWUSI HEMOABMXHOW TOUKM HEMofBMXXHAsi TOYKa MOC/efHEro
nposieTa NeXWUT Ha KpaliHel ornope W, Takum 06pas3om, M3rnb 6anku He TpebyeT MPUIOXEHUS
BHELLUHEro KOHEYHOro MOMEHTa.

MeTo4 MOXHO pacnpocTpaHUTb Af1si aHasM3a HEMoOABMKHBIX U CMELLLAIOLLUXCS Y30BbIX
paMHbIX KOHCTPYKLMI, a Takxke ANS ONpPefeneHUss Harpysku pam, cofepalimx 6asku, Ha-
rPY)XEHHbIe MEePUOAMNYECKN [elCTBYIOLWMMI Harpy3Kamu.
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MODEL STUDIES ON RETAINING WALLS

F. KOVACSHAZY*
DR. ENG. SC.

[Manuscript received January 23, 1968]

In connection with studies aiming at the improvement of design procedures for retain-
ing wall models, tests have been performed on several types of these structures. A reporton the
tests and the results obtained with ribbed, cantilever type walls is given in the present paper.
Theoretical assumptions were verified by the test results. From the behaviour of ribbed, can-
tilever type retaining walls reliable conclusions could be drawn on the influence of surface
roughness and spacing of the ribs. The original device developed for observing contact pressures
proved successful in the tests and appears to be applicable to prototype structures as well.

1. Introduction

Together with theoretical studies on structural design problems [1]
associated with retaining wall model, studies and tests have been performed.
In the majority of cases retaining wall models of more involved design, rotat-
ing about one of their lower corner points were tested. The objective of these
tests was to observe the behaviour of different retaining wall types under
identical conditions of load. Observations included the determination of con-
tact pressures, as well as of rotation and settlement — due to the acting load —
of the model. Rather than on accurate numerical values, the main interest in
these experiments was centered on determining ratios between displacement
and load transmitted to the soil for different retaining wall types, and on
observing the effect of structural design changes on the behaviour of the
structure under load. Thus, in the case of ribbed retaining walls the variables
studied included the number, magnitude, shape and surface roughness of ribs
and observations were extended to the varying influence of stabilizing elements
arranged between the ribs. In the case of crib wall-type models the silo effect
of filling material between two longitudinal grillage members and the effect
of using stabilizing elements were studied.

Model scales were selected to produce, if possible, failure conditions in
the soil during the test, taking also into consideration the resulting dimensions
of the model and the available loading facilities. The combinations made

* Address: Budapest I. Uri u. 64—66 (FOMTERV), Hungary
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possible and the application of stabilizing elements served the purpose of
permitting detailed studies and observations on the model in the condition
preceding failure.

A high degree of accuracy was aimed at during computations and obser-
vations alike with the objective of collecting information and data for the
development of model laws for model tests serving similar purposes.

Fig. 1. Arrangement of the model in the sand box

2. Equipment used in the tests

The models used were about 40 cm high. The ratio of height to length
adopted for these models was approximately 1 :3 and thus the models were
uniformly 1,3 m long. The necessary length of the sand box for these experi-
ments was calculated at about 1,8 m at which a sand volume sufficiently high
and long could be made available for the development of earth pressure and
surface of rupture at failure.

The dimensions in the plan of the sand box were 2,20 by 2,20 m with
the arrangement shown in the diagram and photograph of Figs 1 and 2.

The load on the retaining wall could be applied either by placing a hori-
zontal fill behind the wall up to its crest height, by placing a 10 cm high sur-
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charge layer thereon, or by the placement of plastic bags weighing 5 kg each
at any of the elevations mentioned above.

The retaining wall model rested on a minimum 15 cm thick layer of
uniformly compacted sand. Contact pressures were observed by a hydraulic
device developed especially for this purpose by the author. Essentially the
compression of a water-filled tube of PVC mounted at the base of the wall was
observed with the aid of mercury filled differential gauges mounted on the
side of the box and connected to the PVC tube by thick-walled rubber hoses.
(See diagram and photographs in Figs 1, 2 and 3.)

Fig. 2. Arrangement of testing equipment

The pressure gauges were calibrated by experimental methods. For this
purpose the superstructure of the ribbed retaining wall ofType I, shown in
Fig. 5, was removed and the structure consisting now of the base-plate, as
well as the front and rear pressure transducers (Fig. 1) was repeatedly loaded
by applying a uniformly distributed load in 5 kg increments. Plastic sand-bags
were used for loading. Readings on the mercury gauges were taken and recorded
at each load increment.

To aload increment of 1 kg the gauge responded by an about 1 mm change
of the mercury column and this sensitivity was considered sufficient. The
graduated scales along the mercury gauges could be adjusted to compensate
for the effect of temperature differences.

The testing equipment permitted the observation of inclination and
settlement of models tending to rotate about their lower corner point. Displace-
ments were measured by dial gages reading to 1/100 mm accuracy. The large
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deflections pertaining to failure exceeded the 10 mm measuring range of the
gages. For this reason the gages were mounted in such a manner that the
bearing plates should move away from the points in the case of large displace-
ments and the gap between the fully extended point and its bearing plate could
be determined with 1/10 mm accuracy using caliper gages. The arrangement
of the instruments is shown in Figs 1 and 2.

Fig. 3. Mercury pressure gages of the device for measuring contact pressures

The sand used for the tests was pit sand having the following physical
properties:

Uniformity coefficient U
Bulk density (loose)

Bulk density (slightly compacted)

Bulk density (compacted)

2,3

1480 kg/cu.m
1600 kg/cu.m
1760 kg/cu.m

Void ratio (loose) e= 0,79

Void ratio (compacted) e= 0,50

Porosity (loose) n= 442%

Porosity (compacted) n= 33,4%

Water content w 0,8—1,65%

Angle of internal friction (natural condition) <= 35°

Angle of internal friction (wetted to w = 17,4%) b= 34°

Compressive strength (slightly compacted) any= 0,5 -I- 0,75 kg/sg.cm

Different retaining wall models were subjected to the same types of
loading the notations and grouping of which are shown in Fig. 4.
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Having placed the sand fill behind various models according to the load-
ing type 1, 2 or 3, it was compacted uniformly.

Using these load increments the horizontal thrust which can be trans-
mitted to the model at the crown, at mid-height or at the third-points ranges
from 0 to 25 kg.

increment Retaining wallmodel

Data of sand load
Bulk density,
1600kg/cu.m

Angle of /nrernos friction

©

Sand load
© «Sand load
_ 35em
30' fyocipi . .
© « .'Sand
vatv s id,

30kg linear load,sand bags

:Adti°v.

60kg linear load

© Y

M’ m Horizontal load
yryy=rmmerne - 100kg " ~1-
0) 5_I W k9
P-t-1
Dkg

© We o

liklyi;

Fig. 4. Load increments

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968m



192 F. KOVACSHAZY

3. Models used in the tests

The following main types of model were tested:

Type | ribbed cantilever wall, with broad base;
Type Il ribbed cantilever wall;
Type 111 cribb wall.
Elevation Sections
(with 7 ribs) Type | Type 1

Load increments: Iy

Fig. 5. Ribbed cantilever type retaining wall models (Types | and I1)

Ribbed cantilever walls were made of 1,5 mm thick sheet aluminium
with bolted joints. The spacing of ribs can be modified as follows:

Type No. No. of ribs Spacing of r mm
1 (3) 3 600
| (5) 5 300

1 (3) 3 600

1 (5) 5 300

Il (?) 7 200

Besides varying the number of ribs (counterforts), stabilizing slabs can
also be attached to the latter in order to increase friction. Stability may be
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further increased by spanning a net between the ribs. In the notation used
hereafter the Roman figure refers to the type, the figure in brackets to the
number of ribs, the letter “I” to the 15 mm wide slabs attached on both sides
to the ribs, while the letter“/»” to the 1,5 mm mesh wire net spanned between
the ribs (Fig. 5).

E.g. the notation Il (3). I, h refers to a model of Type Il with 3 ribs and
stabilizing slabs, as well as wire net attached to the ribs.

The substructure for Type | and Il retaining walls consists of the device
for measuring contact pressures arranged as indicated in Figs 1 and 5.

Fig. 6. Ribbed cantilever type retaining wall model (Model 1/5)

The crib wall design (Type I11) retaining wall is essentially a box com-
posed of 9 by 19 mm wooden sticks where the transverse elements are secured
with the aid of tongue and groove joints. The box thus formed by the front
and rear walls is filled with sandy gravel.

Crib walls (Type Il1l) have been discussed in detail in an earlier paper
[2]. These types will not be dealt with here.

Various model types are founded essentially on continuous footings,
justified on the one hand by the higher contact pressures enhancing the accu-
racy of measurement, and on the other, by the more pronounced development
of overturning phenomena at failure permitting more reliable observations.

4. Objectives of the tests performed
with ribbed retaining walls of Types | and Il

In the design of ribbed retaining walls it is assumed that at least part
of the weight of the soil mass between the ribs can be relied upon as ballast
in stability investigations. It is not fully understood, however, to what extent
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the magnitude of earth pressure and the stability ofthe structure are influenced
by the spacing, shape and surface area of the ribs, as well as by a wire net
arranged in the rear plane of the ribs.

Accordingly, studies have been grouped as follows:

a) studies by varying the number of ribs;

b) studies by increasing the roughness of ribs, accomplished by mount-
ing 15 mm wide slabs in two rows on both sides of the ribs;

c) studies on the effect of a net mounted in the rear plane of the ribs.

Remembering the fact that rupture surfaces inclined steeper than 90°
may also occur at angles of rotation pertaining to the failure of cantilever-
type retaining walls, experiments have been conducted to find methods by
which the slope of the rupture plane can be reduced, if possible, to values smal-
ler than 90°. In the case of reduced rib spacings silo effects have been assumed
to develop in the soil between the ribs, and a greater soil mass would then act
as ballast to counteract lateral earth pressure. The same purpose is served
even more effectively by the slabs mounted on the ribs to increase friction.
Also it has been attempted, by the application of a net in the rear plane of the
ribs, to exploit the full weight of the enclosed soil mass in resisting horizontal
pressure. The tests were designed to verify these assumptions. At the same time
they were intended to supply information on the order of magnitude of earth
pressure and displacements occurring with different types of model, as well
as on the ratio of these effects.

These tests were supplemented by experiments on friction developed on
various wing-wall slabs. Pull-out tests were performed with smooth slabs of
different sizes and with these provided 2 rows of double slab trips as well as
with a frame of laths, all embedded in sand.

5. Theoretical computations preceding the model tests

For the case of the basic types | and Il of ribbed retaining wall models
the horizontal earth thrust and soil pressure arising under the main load con-
ditions have been computed by the following method.

The magnitude of the horizontal earth thrust is first determined by the
method commonly applied in the case of cantilever-type retaining walls, then
friction developed on the ribs as a result of the lateral pressure of the granular
soil contained in the silo cells assumed to exist between adjacent ribs, is esti-
mated. Since rupture surfaces inclining steeper than 90° may also occur, the
friction developed on the rib faces lying above the rupture surface should be
taken into consideration (shaded area in Fig. 7).

The cross-section of the assumed silo cell may be rectangular, or square
in plan. In the first case the length of one of the side-walls equals twice the
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average rib width, while that of the other is the rib spacing. In the second case
the sidelength of the square equals the rib spacing. From the two values the
one resulting in smaller silo pressure should be taken into consideration.

Fig. 7. Forces on ribbed cantilever-type retaining wall

Fig. 8. Determination of silo pressure on ribs

On the rib surface thus determined the silo pressure determined with
reference to Fig. 8 is assumed to act as the magnitude of which [1]:

ax= °xmax (1 —e z/20),

wherein
fixmax — Y20 ah
F
z°-"AaT
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K= KM tan $

0 — the angle of wall friction
kah— the coefficient of active earth pressure

F —the cross-section area of the assumed silo cell
K — the perimeter of the assumed silo cell, and

y — the bulk density of soil.

Starting from the magnitude S of the silo pressure acting on the rib
faces the friction force Ts acting against the earth thrust is obtained in the
following manner (Fig. 7) for 1 metre run length of the retaining wall:

where 1" is the rib spacing.

The results of computations performed in the above manner have been
compiled in Tables I and Il. It should suffice to note here that allowance
for rib effect depending on the number of ribs resulted in the case of wide-
base models (1) in an 8 to 15% reduction, while in that of narrow-base models
(I in a 5to 12% reduction of horizontal thrust due to lateral earth pressure.

6. Experimental results

The results obtained by these model tests have been compiled in the
following tables. The observation results correspond to readings taken at load
increments according to Fig. 4 described in Section 2. From the readings on
contact pressure the soil stresses were found by using the diagram constructed
during the calibration tests. Besides the soil stress values actually observed,
the theoretical values computed according the preceding paragraph have also
been included in the tables for ease of comparison. The results on the inclination
of the retaining wall model correspond to the average of readings taken on the
three dial gages described in Section 2. The values on settlements are averages
of readings taken on two dial gages.

The movement of the model under load (separation of the rear face)
and the upper end of the rupture surface is shown in the photograph of Fig. 9.

The discussion of results and the comparison of different retaining wall
designs will be given in the following section.

From among the model test results no more than the data relating to the
following two types of loading can be included here owing to space limitations,
with reference to Fig. 4:

Load condition No. 2: Fill up to the crest of the model

Load condition No. s : Fill raised a further 10 cm and 100 kg linear

load applied to the full length of the model

The experimental results have been compiled in the following two tables:

Ribbed retaining walls of Type | and 11

Load condition No. 2 (Table 1)

Load condition No. s (Table I1)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



MODEL STUDIES ON RETAINING WALLS

Fig. 9. Model under loading

Table 1

Types | and Il, Load No. 2

Theoretical Observed .
No. contact contact Horizontal
of pressure pressure. displacement
model kg/cm2 at crest of model,
mm
front rear front rear
1 (5) I 0,44 0,13 0,20 0,13 9,0
1 (5) 0,44 0,13 0,22 0,14 13,1
I (3) I 0,45 0,11 0,39 0,18 17,6
(7)1 0,36 0,03 0,34 0,03 16,7
1 (7) 0,36 0,03 0,37 0,03 17,9
1 () 1 0,38 0,02 0,45 0,04 17,3
11 (5) 0,38 0,02 0,44 0,02 30,8
I (3) 1 (0,39) 0 0,38 0,07 31,8
1@ Ih 0,34 0,20 0,29 0,05 25,4
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settlement
under load,
mm

3,6
3,3
5,0
0,3
3,0
1,6
3,7
4,2
0,2
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Table 11
Types | and Il, Load No. 6

Theoretical Observed

No contact contact Horizontal Average
of' pressure pressure displacement at settlement
model kg/em2 crest of model, under load,
mm mm
front rear front rear
1(5) | 0,64 0,11 0,23 0,19 10,8 3,9
1(5) 0,64 0,11 0,26 0,18 14,8 4.3
1(3)1 0,64 0,11 0,39 0,22 24,6 7,8
(7)1 (0,72) 0 0,39 0,07 18,3 14
1 (7) (0,72) 0 0,42 0,06 22,1 4,3
11 (5)/ (0,72) 0 0,50 0,08 20,1 3,9
11 (5) (0,72) 0 0,49 0,04 32,1 4,9
11 (3)1 (0,72) 0 0,44 0,10 45,3 5,9
11 (3)1, h (0,72) 0 0,31 0,05 27,0 0,8

7. Discussion of experimental results

It is of interest to note that the observation equipment used in these
tests proved successful in every respect. During repeated tests performed with
models of the same type the device used for observing contact pressures indi-
cated almost identical results. The standard deviation was smaller than 5%
and ranged generally from 2 to 3%.

Altogether 15 alternative combinations of the basic model types were
tested.

Evaluation will first be limited to alternatives within individual basic

types.

a) Results concerning wide-base, ribbed cantilever retaining wall models (Type 1)

From the detailed data compiled in Tables | and Il, as well as in [1], it
will be readily perceived that there is a significant difference in contact pres-
sures observed under the front edges of models having 5 and 3 ribs. In the case
of the three-rib model the development of a rupture surface could be observed
under the load increment No. 5 already indicating that no reliance can be
placed any longer on the full weight of earth acting on the base slab of the
assumed cantilever retaining wall, i.e., the inclination of the rupture sur-
face is greater than 90°. It is for this reason that a considerable rotation occurs
at contact pressures lower than the theoretical one. The contact pressure under
the front edge of 3-rib models was more than 1,5 times as high as that observed
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in the case of 5-rib models, demonstrating the beneficial effect of closer rib
spacing. As long as the ribs are of adequate roughness — and in the present
case they were provided with slabs for increasing roughness — a greater number
of ribs is advantageous for the more uniform distribution of contact pressures
and improved stability alike. The practical rule according to which the rib
spacing should not exceed o,8 to 1,0 times the height of the wall is corroborated
by these experiments. Friction developed on the rib surfaces and silo effect
which can be assumed to result between the ribs increase the mass of soil
moving together with the retaining wall and thus contribute to its stability.
It is probably due to this effect that the contact pressures observed were
appreciably lower than the theoretical ones.

Increasing the number of ribs and the roughness of their surfaces are
of a beneficial effect for both the inclination and settlement of the models.
As will be seen from Table Il the data on inclination and settlement are almost
twice as high for the three-rib model as for the five-rib model under the same
load and with identical roughness conditions.

Interesting results have been obtained from the tests performed for
determining the influence of surface roughness. A force of 6,5 kg was necessary
to pull out a smooth rib embedded vertically in sand (with a 2 cm deep cover),
whereas the pullout force required to move the rib provided with the slabs
according to Fig. 5 was as high as 15 kg. It should be noted that in the latter
case hairline cracks were observed in the soil above the rib already at a force
of 13 kg. It was concluded therefrom that for all practical purposes ribs pro-
vided with slabs mobilize under otherwise identical conditions a friction force
twice as high as in the case of ribs without slabs. During the pullout tests the
corners between the slabs and the face of the rib were found to be filled with soil.

It is interesting to observe that the application of an increased number
of ribs is advantageous not only in the case of ribs having artificial roughness
elements, or designed with a rough surface, since for instance the five-rib
model with no artificial roughness (Model 1/5) showed a behaviour which was
far superior to that of the three-rib model having a roughened surface (Model
1/3/1).

In the case of five-rib arrangements it was the more favourable develop-
ment of overturning resistance, rather than the distribution of contact pressures
which showed significant differences in the favour of models having rough-
ened ribs.

b) Results concerning narrow-base,

ribbed cantilever retaining wall models (Type 11)

On the basis of data compiled in Tables I and Il showing observation
results, as well as described in detail in [1:] it was concluded for,
contact pressures observed with this type of retaining wall, under the
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first stages of loading a better agreement with theoretical values was arrived
at than in the case of the preceding type. The regularities observed there con-
cerning the number and roughness of the ribs apply to this type as well.
In comparison with the model having 7 smooth ribs the contact pressures
under the front edge of the five-rib model were higher by about 20%, while
rotation angles wider by more than 50%. The situation is more favourable
in the case of models having rough ribs, i.e., such provided with slabs, where
contact pressures increased as the number of ribs was decreased, yet stability
conditions deteriorated with the three-rib arrangement only.

In the case of Type Il a narrow-base design was selected with the pro-
nounced purpose of obtaining detailed information in the vicinity of failure.
As will be perceived from the observation results (Table I) the five- and seven-
rib alternatives with roughened surfaces approximate more closely the con-
ditions assumed during computations. Consequently, in the case of narrow-
base, ribbed cantilever walls a rib spacing corresponding to 0,75 to 0,80 times
the Awvail height is adequate, provided that care has been taken to make the
rib surfaces sufficiently rough. Smooth ribs, on the other hand, must be spaced
closer to each other. In the present case the seven-rib Il (7) model and the
11(5)1 model provided with 5 roughened ribs showed almost identical proper-
ties. It should be noted, however, that in the seven-rib model the rib spacing
equals one-half of the wall height.

The correct rib spacing is thus seen to be influenced by the roughness
and width of the ribs. It was interesting to observe the behaviour of the model
in which the three-rib design was combined with a narrow-mesh wire net
located in the rear plane of the ribs and reaching up to mid-height (model
(11) 31, h). Contact pressure values under these types of model were the most
favourable, at all load increments. Although the safety against overturning
was not the highest, rupture surfaces did not develop and settlement values
were very favourable. From the tests performed with these models the impor-
tant conclusion could be drawn that the inclusion of the soil mass above the
base plate into load bearing has a beneficial effect. No solid rear wall is required
but the development of rupture surfaces starting from the rear edge of the base
plate and steeper than 90° can be prevented and a favourable distribution of
forces can be realized by means of a light elastic structure as well.

Interesting conclusions could be derived also during the processing of
observation data for the test in which the model 11 (5) | was provided with an
aluminium anchor plate in the backfill to simulate the condition of backfill
consisting of a cohesive soil. The anchor plate was s and 13 cm behind the rear
edge of the ribs at the bottom and at the top, respectively. Sand ballast was
placed between the plate and the model which exerted silo pressure only on
the retaining wall model, owing to the narrowness of the space filled thereby.
In spite of the anchoring effect of the backfill contact pressures of considerable
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magnitude were observed in this case under the front edge, which were approxi-
mately of the same value as those observed in the case of model Il (3) I, h,
which showed the most favourable values. On the other hand, outstandingly
good resistance against overturning was found in this model.

The conclusion drawn from this last test is that even in the case of
retaining walls constructed before soil masses having high cohesion values
(capable of standing with a vertical face) an earth pressure corresponding to
the silo pressure of the filling material should be taken into consideration
during the design.

c¢) Comparison of different model types

From the two basic types of retaining wall tested contact pressures were
most favourable under the broad-base, ribbed cantilever design (Type 1), both
as regards order of magnitude and the uniformity of values under the front
and rear edges. These statements apply mainly to the five-rib arrangement
with the ribs spaced at 0,75 times the wall height. Broad-base retaining walls
were further superior to the other type in their resistance to overturning.
On the other hand, the settlements under load were higher with broad-base
models, for which the greater dead weight can be offered as an explanation.

7. Conclusion

In conclusion it may be stated that the model tests performed with the
types of retaining wall studied were successful. The device developed for
measuring contact pressures offered opportunities for comparing theoretical
values with observed ones. Displacements of the models under load could be
observed accurately by means of dial gages.

The main results of the test series are as follows:

a) The agreement between theoretical and observed contact pressures
may be regarded as fair, especially at lower loading stages and taking into
consideration the results of similar model test results.

As indicated by Table Il containing data on higher loading stages, the
rib-effect was higher than anticipated in the computations, i.e., the actual
contact pressures were appreciably lower.

b) The tests provided information on the extent of friction to be assumed
in the case of models made of metal with smooth and rough surfaces, as well
as of wood.

¢) From the behaviour of ribbed retaining wall models under load impor-
tant conclusions could be derived concerning the shape, number and roughness
of ribs.
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d) In all model alternatives tested the influence of any modification of
the model could be observed and the effects were of the anticipated magnitude.

e) Observation results corroborated the conclusions of parallel theoretical
studies thus permitting well founded improvement of design procedures
commonly used so far.

f) The device developed for observing contact pressures during the
model tests was found to function accurately enough to permit its application
for the observation of the behaviour of structures during their construction
and for extended periods thereafter.
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Modellversuche an Stutzmauern. Im Zusammenhang mit den Bestrebungen, die
Bemessungsverfahren fur Stutzmauerbauten weiter zu entwickeln, wurden einige Typen an
Modellen untersucht. In der vorliegenden Arbeit werden die an Modellen von mit Querrippen
versehenen Winkelstitzmauern durchgefuhrten Untersuchungen und deren Ergebnisse be-
schrieben. Die Richtigkeit von theoretischen Erwédgungen konnte durch die Yersuchsergebnisse
erwiesen werden. Das Verhalten der Modelle unter der Belastung lieferte zuverlassige Angaben
Uber den EinfluB der Oberflachenrauhigkeit und des gegenseitigen Abstandes der Querrippen.
Ein neuartiges, zur Messung der Sohlendriicke konstruiertes Instrument hat sich gut bewahrt
und kann auch bei Bauwerken angewendet werden.

Essais sur modeles réduits de murs de souténement. Cherchant a développer les procédés
de dimensionnement des murs de souténement, |’auteur a effectué des essais sur modeéles
réduits relatifs a certains types de ces murs. L’article rend compte des essais sur modeéles de
murs de souténement & contreforts et en fait connaitre les résultats. Les résultats expéri-
mentaux sont venus appuyer les considérations théoriques. Le comportement sous charge
des murs de souténement a contreforts a permis de tirer quelques conclusions importantes
sur I’influence de la forme, de la distance et dela rugosité des contreforts. Lors des essais, on a
utilisé un nouveau type d’appareil pour mesurer la pression sur le sol, qui a fait ses preuves
et dont I’emploi peut étre aussi recommandé dans la construction des ouvrages d’art.

MogenupoBaHue onopHbIx cTeH (®. Kosauxasu). ABTOp B MHTepecax YCOBEPLLEH-
CTBOBaHUSI METOAMK pacyeTa OMOPHbIX CTeH MO HEKOTOPbLIM TUMaM OMOPHbLIX CTeH NMPOBES OMbITbI
Ha Mofensix. B faHHOI cTaTbe aBTOP OMWCLIBAET OMbIThI, NMPOBEAEHHbIE HA MOAENAX PeGPUCTbIX
OMOPHbIX CTEH, M MOJlyYeHHble MpU 3TOM pe3ynbTaTbl. OMbITHble Pe3ynbTaTbl NOATBEPANIN
TeopeTMYecKMe CO06paxeHMs. Ha ocHOBe MOBeAeHWsI MOf Harpyskoil mogeneil pebpucTbix
OMOPHbIX CTEH MOXHO cfenaTb TOYHble BbIBOAbl OTHOCUTE/IbHO BO3AECTBMSA PacCTOSHUSA
Apyr ot gpyra pebep, ux opMbl U KX LLIEPEXOBATOCTU. AHa/M3MpyemMoe YCTPOMCTBO A/1s1
MN3MEPEHUs1 HamMpshKeHUs1 MOLOLLIBbI XOPOLUO OnpaBAasno cebsi MpyM OnbiTax Ha MOAensXx,
Takum 06pas3oM YCTPOMCTBO MOXHO MPUMEHATb TaKXe NPU CTPOUTENbCTBE TEXHUYECKUX
COOPY>KEHWIA.
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PRINCIPES DE LA CONSERVATION
ET DE LA RESTAURATION
DES MONUMENTS HISTORIQUES*

M. HORLER**
INTENDANCE DES MONUMENTS HISTORIQUES, BUDAPEST

[Manuscrit recu le 26 septembre 1967]

L’étude résume les principes approuvés et appliqués dans la pratique hongroise de la
protection des monuments historiques, en conformité avec la Charte Internationale sur la
Conservation et la Restauration des Monuments adoptée en 1964 & Venise.

1. Introduction

Les travaux de conservation et de restauration des monuments histori-
ques visent a sauvegarder les valeurs du patrimoine culturel en conservant,
dans leur état authentique, des documents historiques et des oeuvres d’art
irremplacables. Du fait que les monuments, témoins de la culture constituent
en méme temps des sources majeures de la science historique, la protection des
monuments a des le début, senti la nécessité d’avoir une base théorique pour
faire reconnaftre et justifier son existence. Les premiéres positions de prin-
cipe ont été prises au siecle dernier, sous forme de déclarations personnelles,
d’articles, etc ... Mais ce n’est qu’en 1931 que les principes de la conser-
vation et de la restauration des monuments furent fixés et adoptés a I’échelle
internationale par la Charte d’Athénes qui servit aussi de premiére définition
des principes modernes de protection des monuments. Le temps écoulé de-
puis a rendu nécessaire de réexaminer sur le planinternational la situation de
la protection des monuments en vue de redéfinir les constatations et les
principes antérieurement établis en leur donnant une portée plus large et un
contenu plus moderne. C’est ce qui a été fait au lIleCongres International des
Architectes et Techniciens des Monuments Historiques tenu en 1964 a Venise
et qui créa le nouveau document international de la conservation et de la res-
tauration des monuments, a savoir la Charte de Venise.

Cette Charte de 1964 a dégagé dans leurs grandes lignes et défini sur le
plan international les principes fondamentaux qui doivent présider a la con-
servation et a la restauration des monuments historiques, tout en laissant a

* Etude faite sur demande de la Commission pour I’Histoire et la Théorie de I’Archi-
tecture de I’Académie des Sciences de Hongrie. L’étude utilisant les résultats de I’enquéte
de 1965 sur la conservation et la restauration des monuments, prépare la prise de position de

la Commission académique concernant les méthodes de restauration a adopter.
** Mikl6s Horter, Tarnok u. 5. Rudapest I. (Hongrie).
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chaque nation le soin d’assurer I’application de ces principes dans le cadre de sa
propre culture et de ses propres traditions. En Hongrie, les principes et les
meéthodes de la protection des monuments ont été en partie fixés et en partie

Fig. 1. Antécédents historiques. — Zsambék, ruines d’église conservées en 1889 par Istvan

MOLLER. A I’époque des restaurations puristes du X 1Xe siécle, ces travaux ont marqué la

premiére apparition en Hongrie des principes modernes de conservation et de restauration des
monuments

matérialisés dans des restaurations etd’autres entreprises dés avant le Congres
de Yenise (figures 1—=2). Ces dernieres années en effet, notamment en 1962,
1964 et 1965 I’Académie des Sciences de Hongrie a consacré a cette question
plusieurs conférences et enquétes qui ont grandementcontribué al’éclaircisse-
ment et al’'unification des problemes théoriques. Dans ce qui suit, nous tente-
rons de formuler la conception généralement adoptée et mise en application
en Hongrie dans la protection des monuments. Les principes directeurs dont
il s’agit — et qui se trouvent d’ailleurs en parfait accord avec la Charte de
Yenise — s’appuient, d’une part, sur des expériences et sur des constatations
tirées d’une pratique menée dans les conditions sociales et historiques particu-
lieres a la Hongrie, et d’autre part, sur les échanges de vues professionnels qui
furent organisés ces années derniéres sur l’initiative de I’Académie des Sci-
ences.
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Fig. 2. Antécédents historiques. — Esztergom, chapelle royale restaurée en 1938 par Kalman
Lux et Géza Lux. Dans la protection des monuments de Hongrie, elle représente un exemple
classique d’application des principes de la Charte d’Athénes

2. Notions et définitions
La notion de monument historique

Les monuments sont des créations architecturales ou des oeuvres d’art
se rattachant a I’architecture qui portent témoignage du passé. En raison de
leur signification culturelle complexe, on tend a les conserver et a les intégrer
dans le cadre de la vie quotidienne. En tant que documents authentiques
irremplacables, les monuments constituent I’expression vivante d’une époque
ou d’une évolution sociale et économique. Aussi la contemplation des oeuvres
monumentales d’une époque peut-elle donner une expérience directe parti-
culiere, qu’il serait impossible d’obtenir d’une autre maniere. Le contenu de
cette expérience peut étre aussi multiple que varié: elle peut communiquer
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des connaissances et révéler des données nouvelles, offrir un plaisir esthétique
ou avoir un effet éducatif et stimulant. Mais elle est liée chaque fois a la pré-
sence de deux facteurs: le contact direct avec I’oeuvre et I’authenticité histori-
que de cette derniere. Il s’ensuit que ni la reproduction, la description ou le
relevé, ni la copie, la maquette ou méme le plan original —bien que nous met-
tant en contact direct avec I’esprit créateur, —ne sauraient faire éprouver I’im-
pression spéciale produite par le monument original lui-méme.

La valeur du monument

Les facteurs déterminant la valeur d’un monument sontliés danschaque
cas a un contexte historique; ils se différencient en outre, conformément aux
valeurs culturelles universelles de lascience, del’art et de la morale. La valeur
dumonument historique comporte donc trois composantes qu’il faut consi-
dérer tour a tour au moment de I’appréciation: la valeur documentaire, la
valeur esthétique, et I’effet éducatif ou la valeur morale. Ces trois facteurs peu-
vent se manifester séparément ou conjuguer leur effet; la valeur du monument
sera toujours considérée comme leur résultante. Les composantes de la valeur
attribuée a un monument ont, dans le fond, un caractere historique et elles re-
fletent par la méme la conception du monde et la maniere de voir d’une époque.

Les buts de la protection des monuments

De la valeur et de la notion méme de monument historique découle un
certain nombre de travaux requis par ce dernier. Il s’agit de mettre tout en
oeuvre pour entretenir, protéger et conserver dans leur état original les monu-
ments et de rendre accessibles a tout le monde leurs valeurs intrinseques.

Plus concretement, cela signifie qu’il faut les intégrer a notre vie sociale
et économique; assurer les conditions politiques, juridiques, urbanistiques et
économiques de leur conservation; explorer leur passé historique par un tra-
vail systématique et minutieux et vérifier leur authenticité dans I’'intérét de
la conservation et de la restauration; effectuer sur cette base les interventions
nécessaires pour maintenir en état le monument et le dégager des éléments
sans valeur des couches qui déforment son état primitif.

Une autre partie des taches concerne I’affectation du monument a une
fonction éducative ou utilitaire. Dans ce but, les données relatives au monu-
ment et intéressant I’histoire de I’architecture, une fois mises au jour et analy-
sées, doivent étre étudiées systématiquement et respectées au cours de la restau-
ration; les monuments doivent étre rendus accessibles a I’ensemble de la soci-
été; il faut s’efforcer a ce que I'impression directe, particuliere et irremplacgable
qu’ils font nafitre, puisse s’exercer dans sa plénitude, que le public le plus large
puisse se familiariser avec la juste interprétation de la notion de monument et
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prendre conscience de I'importance et de la valeur des monuments; il faut
enfin chercher, pour les édifices affectés a une fonction pratique, I’affectation
qui leur convienne le mieux du double point de vue de leurs données et des
exigences de la vie actuelle.

Travaux relevant de la protection des monuments

Les interventions pratiques que comporte la protection des monuments
peuvent aller depuis la simple réparation des altérations dues au vieillissement
ou a l’'usage,jusqu’aux travaux de restauration pouvant entrainer des modifi-
cations plus importantes.

La conservation

On appelle conservation I’ensemble des interventions destinées a conser-
ver, protéger, consolider et entretenir un monument sans en modifier I’état
existant, y compris son emplacement original, sa substance, ses installations
et son cadre traditionnel.

La restauration

La notion de restauration comprend, en dehors de celles mentionnées,
toute opération entrafnant une modification quelconque de I’état existant et
visant, en plus de la protection, a mettre au jour eta mieux révéler les valeurs
esthétiques et historiques du monument.

Un certain nombre d’opérations de ces catégories ne relévent pas spécifi-
quement de la conservation et de la restauration des monuments et ne nécessi-
tent donc pas une définition a part. Par contre, il y en a d’autres dont I’in-
terprétation et la définition présentent un haut intérét du point de vue de
I’adoption d’une pratique uniforme. Ce sont les travaux de reconstitution,

de complément, d’anastylose et de reconstruction.

La reconstitution

La reconstitution est une opération scientifique théorique, par laquelle
on tente d’établir et de fixer soit par dessin, soit par description, I’état antérieur
et déja inexistant d’un monument. La reconstitution peut se rapporter a I’en-
semble ou a une partie du monument et aux différentes périodes de sa construc-
tion. L’authenticité de la reconstitution dépend de la quantité, du degré d’au-
thenticité et de I’exactitude des données dont on dispose et peut comporter
detrées nombreux degrés depuis I’authenticité indubitable et parfaite jusqu’aux
tentatives de reconstitution conjecturale, basées sur de simples hypotheses et
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sur des analogies. La reconstitution théorique est un auxiliaire important du
travail de restauration effectué sur une base scientifique et s’avere étre, dans
la plupart des cas, un instrument indispensable pour le restaurateur.

Toutes les opérations ayant pour but la restauration de parties détruites,
notamment le travail de complément, I’anastylose et la reconstruction se basent
sur le travail de reconstitution théorique et en constituent dans une certaine
mesure la réalisation.

Le complément

On appelle travail de complément I’opération qui consiste a reproduire
une partie manquante du monument, en vue d’assurer soit I'unité structurale
ou celle de la forme, soit la meilleure compréhension des parties en état de con-
servation fragmentaire. Le complément peut se faire avec des matériaux et
sous une forme identiques ou différents de I’original, mais il ne signifie jamais
la reconstruction de I’ensemble ou méme d’une partie importante du monu-
ment. C’est méme son trait essentiel de n’intéresser que des éléments qui recoi-
vent tout leur sens des parties existantes originales. Il découle de la notion de
complément que celui-ci suppose toujours la prédominance des parties restées
conservées en original, en comparaison desquelles les compléments ne peuvent
jouer qu’un rbéle nettement secondaire du point de vue quantitatif ou de celui
qui concerne leur importance et leur effet.

L’anastylose

L’anastylose consiste arecomposer les parties existantes mais démembrées
d’un monument, opération par laquelle celles-ci reprennent leur fonction et leur
role dans I’architecture originale. Son trait caractéristique est que les formes
du monument sont recomposées ici a partir des matériaux primitifs. L’ana-
stylose signifie donc la recomposition des parties d’un édifice tombé en ruines,
a partir d’éléments porteurs des formes architecturales originales.

Reconstruction

On appelle reconstruction I’exécution d’une partie suivie ou de I’en-
semble du monument avec des matériaux nouveaux dans leur majorité. Le
travail de reconstruction repose, de son co6té, surlesrésultats de la reconstitu-
tion théorique, mais dans ce cas, les parties exécutées avec des matériaux nou-
veaux dominent par leur quantité, leur importance et leur effet, en comparaison
des parties originales.
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3. Conservation et restauration

Facteurs intervenant dans la conservation et la restauration

Les facteurs influant sur le choix des méthodes de conservation et de
restauration sont de deux ordres. Ily a d’abord ceux qui découlent de la qua-
lité méme de monument: le besoin d’authenticité historique et celui d’un con-
tact direct avec le monument, témoin d’art et d’histoire. Il y a ensuite d’autres
facteurs déterminants, indépendants de la qualit¢ de monument, a savoir le
genre, les matériaux et I’époque de la construction. Par conséquent, les prob-
lemes relatifs a la conservation et a la restauration des monuments peuvent se
différencier suivant qu’il s’agit, par exemple, de maisons d’habitation, de cha-
teaux ou d’églises, comporter des solutions particulieres pour les édifices du
moyen &ge ou de I’age baroque, ou se diversifier selon les cas de restauration de
pierres, de briques, d’enduit, de stuc, de fresques, de bois, de fer, de vitraux ou
de mosaiques.

Quand on cherche donc le meilleur moyen de résoudre une tache concrete,
il faut examiner d’abord les interventions nécessaires et ensuite les répercussi-
ons que ces interventions — compte tenu du genre, de I’époque et des maté-
riaux de construction — peuvent avoir sur le fond méme et sur la valeur in-
trinséeque du monument.

Les conditions historiques particulieres des monuments de Hongrie ne
devant jamais étre perdues de vue lors de I’application des principes généraux,
I’appréciation des données relatives au genre, a I’époque et aux matériaux en
tiendra forcément compte, en leur accordant tout I’intérét qu’elles méritent.
A ce propos, on peut souligner d’une partle fait de la destruction massive de
nos monuments d’avant l’occupation turque (c’est-a-dire du moyen age et
de la renaissance) et I'intérét que revétent, par la méme, des monuments
fragmentaires ou comportant plusieurs états superposés et des monuments en
ruines, et d’autre part I’'influence des matériaux de construction d’origine
locale et des conditions climatiques propres au pays.

Les travaux de conservation et de restauration que nécessite la protec-
tion des monuments se trouvent, au cours de I’exécution, en contradiction plus
ou moins flagrante avec des exigences aussi fondamentales que la préservation
de I’état original ou du caractére d’authenticité historique, car ces travaux ne
vont jamais sans apporter quelque changement al’état antérieur du monument.
Ce changement découle de la nature méme des travaux et des buts que se pro-
posent la conservation, la consolidation, I’'aménagement et la mise en valeur.
Il est, d’une part, inévitable d’enlever certaines parties de la substance existante
(originale) au cours des interventions qui s’imposent et, d’autre part, on en
ajoute aussi presque toujours de nouvelles. Alors méme que le respect de la
valeur du monument et le besoin d’un contact direct avec le document d’art
et d’histoire nous font réduire les changements au strict minimum, la modifi-

14 Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



210 M. HORLER

cation de I’état original apparait comme inévitable si I’on veut résoudre les
problémes architecturaux posés par la protection du monument.

C’est la mise en balance des divers facteurs en jeu qui fournit la solu-
tion. Le monument, témoin d’histoire, vautsurtout parson authenticité. Aussi
quand, par un souci de protection exigée par la vie actuelle, on lui fait subir
certaines modifications nécessaires, il faut toujours considérer la mesure dans
laquelle ces modifications qui enlévent ou ajoutent quelque chose, altérent
I’authenticité historigue du monument; combien elles vont diminuer sa valeur
ou méme l'augmenter éventuellement en mettant au jour des valeurs jusque-
la cachées; enfin, quels sont les motifs pouvant justifier la diminution éven-
tuelle de la valeur du monument.

Il s’entend que ce travail d’appréciation ou I’établissement d’un tel bilan
devra étre refait pour chaque cas individuel, I'importance des valeurs mises en
paralléle et la proportion des modifications prévues variant d’un cas a l’autre.
Sous ce rapport, tous les probléemes ont donc une solution particuliere. Ce qui
demeure constant, en revanche, ce sont le schéma conceptuel dans lequel les
données concretes sont a substituer et les directives qui doivent nous guider
dans I’appréciation et la prise des décisions nécessaires. Quand il s’agitde mo-
difications a apporter a des monuments de haute valeur, dont il faut élimi-
ner ou dégager certaines couches historiques, la décision ne peut jamais dé-
pendre d’un seul spécialiste, mais doit s’appuyer surle jugement et la prise de
position unanimes de plusieurs personnes compétentes.

Les trois catégories fondamentales de modifications pouvant étre appor-
tées a un monument sont: I’élimination de parties existantes, le complément,
et I’adjonction de parties nouvelles n’ayant pas existé primitivement.

Elimination de parties existantes

On qualifie d’élimination toute opération destinée a enlever, dans un
but quelconque, n’importe quelle partie du matériau existant d’un monu-
ment. Au cours de la solution architecturale des problémes que pose la protec-
tion des monuments, I’enlevement peut s’imposer pour plusieurs raisons.
L’une d’elles est le travail méme de conservation du monument, destiné a em-
pécher ou alimiter le processus de vieillissement naturel, ou a réparer les dégats
survenus a la suite de ce processus. Au cours du travail sont enlevés générale-
ment tous les éléments structuraux trop altérés pour pouvoir étre conservés
dans leur état actuel, soit qu’ils menacent de s’écrouler, soit qu’ils ne puissent
plus étre consolidés par les moyens techniques actuels et rendus aptes a rem-
plir leur rdéle fonctionnel, soit qu’ils constituent un danger pour la sécurité
publique.

Naturellement, il faut s’efforcer de réduire au minimum les parties a
éliminer pour des raisons techniques. La décision doit étre précédée chaque
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fois par un examen technique approfondi et il faut développer aussi, par un
effort incessant les moyens techniques et technologiques permettant de con-
server, de maintenir en place et de consolider les structures originales.

Conservation des parties usées

Le monument en tant que témoin du passé, suppose naturellement un
certain degré de vieillissement. Aussi la conservation et la restauration ne con-
sisteront-elles pas a enlever et a remplacer toutes les parties usées, ébréchées
ou fissurées, en cédant a un besoin esthétique mal compris. L’intervention
ayant pour but de conserver et non pas de renouveler I’édifice, il s’ensuit qu’a
part les considérations structurales déja mentionnées, la restauration des par-
ties originales n’est permise que dans une mesure telle que I’ensemble de I’édi-
fice ne donne pas une impression de délabrement et d’abandon.

Protection des éléments de sculpture

L’édifice peut comporter des éléments de sculpture présentant une va-
leur individuelle en tant qu’oeuvres représentatives de leur époque, qui offrent
a ce titre un haut intérét non seulement comme parties du monument, mais
aussi comme oeuvres sculpturales indépendantes. L’enlévement et la conserva-
tion en musée du détail en question ne peuvent étre admis, en derniére ressource,
que lorsque celui-ci serait, sans cette mesure, menacé de destruction. Mais
dans la grande majorité des cas, ces parties sont moins précieuses par elles-
mémes que dans leur relation avec le reste du monument. En les séparant de
leur contexte, on peut certes en prolonger I’existence, mais on sacrifie alors
fatalement I’'impression d’authenticité que donnait I’ensemble de I’édifice.
Il faut donc des raisons extrémement valables pour enlever des détails origi-
naux en vue de leur conservation au musée et I’on utilisera tous les moyens possi-
bles, y compris I’application de toitures de protection, de recouvrements pério-
diques, etc ..., pour pouvoir les laisser a leur place originale.

Détachement de peintures murales

Pour les peintures murales, il peut étre nécessaire de les détacher du
mur ou de I’enduit original pour en assurer la conservation. Mais méme en pro-
cédant avec le maximum de soins on endommage inévitablement certains dé-
tails de la surface, il faut ainsi faire des retouches et des réparations a I’en-
droit des coupures, etc., aussi cette solution ne sera-t-elle adoptée qu’en der-
niere extrémité. On n’aura recours au détachement qu’en I’absence compléte de

tout autre moyen de fixer et de préserver la peinture a sa place originale.
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Méme dans ce cas, la peinture une fois détachée et fixée devra étre replacée,
autant que possible, a I’endroit initial en sorte que son rapport organique avec
I’édifice puisse s’affirmer comme auparavant.

Fig. 3. Elimination de parties sans valeur. — Budapest, 2 rue Orszaghaz. Arcade gothique
murée, avant le dégagement

Présentation de plusieurs états superposés

Certaines parties du monument peuvent étre enlevées définitivement,
soit parce qu’un ou plusieurs états superposés correspondant aux périodes de
construction successives sont sans valeur du point de vue historique et que
leur présence empéche les parties vraiment précieuses de produire leur plein
effet (figures 3—4), soit parce qu’ils masquent un état antérieur présentant un
plus haut intérét et dont le dégagement et la mise au jour s’imposent au prix
meéme du sacrifice de la période postérieure (figures 5—61. Bien que les monu-

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



PRINCIPES DE LA CONSERVATION DES MONUMENTS HISTORIQUES 213

ments soient I’expression non pas d’une époque, mais de la continuité histori-
que, on ne saurait considérer toutes les couches historiques comme ayant la
méme valeur et méritant d’étre conservées au méme titre. Une partie en est,

Fig. 4. Elimination de parties sans valeur. — Budapest, 2 rue Orszaghaz. Arcades gothiques
aprés le dégagement. Sur I’'emplacement des vieux logements démolis, on a construit un res-
taurant. (Architectes: J. Csemegi—A. Budai 1959—63)

en effet, sans intérét ou ne présente qu’une valeur purement documentaire, et
le simple enregistrement de leurs données peut suffire, tandis que d’autres ont
une vraie valeur de monument qui justifie leur présentation. Le choix de ces
derniéres est affaire d’appréciation.

En cherchant la solution juste, il faut examiner deux aspects de |’en-
semble de probléemes. On devra considérer d’abord la valeur des périodes aenle-
ver ou a mettre au jour. Citons a ce propos un probléme trés fréquent dans la
pratique hongroise, celui del’élimination des parties datant des XV Ille—X1Xe
siecles, superposées a des antécédents du moyen age.

Acta Tcchnica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



214 M. HORLER

L’autre probléme est de savoir dans quelle mesure I’éventuelle présen-
tation simultanée va modifier I’aspect architectural de I’ensemble de I’édifice.
Notons a cet égard qu’il faut se garder d’adopter des solutions outrées juxta-
posant aux parties d’une valeur réelle des restes qui ne présentent qu’un intérét
documentaire. Par ce procédé, I'édifice peut revétir I’aspect d’une préparation

Fig. 5. Elimination de parties moins précieuses. — Matraverebély, choeur d’une église parois-

siale du moyen &ge. La volte construite en 1793 avait changé I’intérieur du choeur gothique.

La volte baroque présentait dans ce casune valeur moindre, que I’on pouvait sacrifier afin de
présenter I’état gothique original

scientifique et perdre son effet d’ensemble harmonieux, sans parler de cette
surabondance d’é¢léments hétéroclites qui rendra difficile la reconnaissance,
précisément, des périodes vraiment essentielles. Il faudra par conséquent faire
preuve de modération pour que l’appréciation soit juste.

D’un autre coté, il faut souligner qu’en raison méme de la destruction
massive de I’architecture médiévale de Hongrie, on doit attribuer une impor-
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tance accrue aux fragments individuels, qui sont a apprécier aussi dans I’effet
d’ensemble.

Pour conclure: une grande réserve s’impose en ce qui concerne le sacri-
fice définitif des parties datant des XV Ille et X 1Xe siécles; il faut éviter de

Fig. 6. Elimination de parties moins précieuses. — Maéatraverebély, choeur d’une église parois-
siale du moyen &ge, aprés la restauration. Par le dégagement des fenétres gothiques et des
fragments de voQte, le choeur a repris ses proportions médiévales. Les remplages manquants
n’ont pas été reconstruits. A I’emplacement de la voQte gothique détruite, un plafond en
planches suspendu indique la hauteur approximative de I'intérieur. (Architecte: T. Koppany

1963)

présenter tous les détails d’un édifice au détriment de I'unité architecturale,
tout en s’efforcant de mettre en valeur les fragments plus importants datant

du moyen age (figures 7—s).
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Fig. 7. Présentation simultanée de plusieurs périodes historiques. — Pannonhalma, cloitre de

I’labbaye bénédictine. Le portail du réfectoire de I’époque romane avait été maconné lors de

la construction de la volte gothique. Aprés son dégagement, les deux périodes également

importantes ont d étre présentées ensemble. Les retombées de lavodte gothique sontsuspendues
a une poutre d’acier dissimulée. (Architecte: J. SedIlmayr 1962)

Peintures murales a plusieurs couches

En cas de peintures murales comportant plusieurs couches, le détache-
ment éventuel de la couche supérieure n’en signifie pas forcément la destruc-
tion, puisqu’elle peut étre conservée a part. Pourtant, le dégagement destiné
a mettre au jour un état antérieur ne saurait étre admis que dans des cas bien
motivés, vu la difficulté q’uil y a a déterminer d’avance I’état de conservation
et la qualité de toute I’étendue de la couche datant d’une période antérieure.
En cas de peintures ornementales surtout, il est possible de présenter simulta-
nément des couches correspondant a différentes périodes; on se contente alors
de présenter une partie seulement de la couche sous-jacente, a I’endroit de
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Fig. 8. Présentation simultanée de plusieurs périodes historiques. — Sopron, église St-Georges.

Lors de la restauration de la facade baroque de cette église médiévale transformée au XVlille

siécle, on a retrouvé les tympans gothiques ornés de reliefs. Ces détails précieux ont été pré-
sentés avec conservation de I'architecture baroque. (Architecte: J. SedImayr 1962)

I’altération ou de I’enlevement partiel de la couche supérieure. Le point de
vue esthétique doit étre naturellement respecté dans une telle solution.

Utilisation pratique

Quand des édifices classés monuments historiques sont affectés a une
fonction utile, la nouvelle fonction nécessite d’ordinaire des modifications plus
ou moins substantielles, qui impliquent I’élimination d’un certain nombre de
détails originaux. Ces édifices construits a d’autres époques pour d’autres
destinations ne se prétent généralement pas, tels quels, aux exigences de notre
vie actuelle. Il convient de souligner, a ce propos, que chaque édifice forme un
tout homogene et uni traduisant son époque non seulement par sa facade, mais
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par I’organisme vivant et complexe que constituent ensemble sa disposition in-
térieure, son plan, sa structure et ses matériaux. Si on lui attribue de la valeur,
c’est précisément parce qu’il reflete I’é6poque qui I’avait créé pour satisfaire
ses propres besoins.

Quant aux monuments d’architecture rurale, toute I’'unité économique,
théatre de la vie économique d’autrefois comportant la totalité des batiments

Fig. 9. Utilisation. — Sopron, maison Caesar. Aux locaux impropres a I’habitation, il fallat
chercher une utilisation respectant le caractere de |'édifice. L’aile médiévale de la maison
Caesar a été aménagée en taverne. (Architecte: Mme Kiss, née J. Nagypap 1963)

d’exploitation et des dépendances, doit étre considérée en outre comme faisant
partie intégrante du monument.

Les éliminations a faire en vue de I’affectation nouvelle d’un monument
ne peuvent donc nullement signifier qu’on renonce a en conserver l’intérieur,
sous prétexte que la fonction doit déterminer a elle seule, ce qu’il faut enlever
de I’original. La sauvegarde du caractére d’authenticité historique doit porter
aussi sur I’intérieur de I’édifice, ce qui veut dire pratiquement qu’on doit dé-
terminer I’affectation en fonction du plan et de la structure de I’édifice existant,
au lieu d’adapter de force le monument a des besoins dictés par un programme
ma) établi (figures 9—10).
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L’intégration des monuments a notre vie actuelle est la meilleure ga-
rantie de leur sauvegarde. Alors méme que leur utilisation pratique proprement
dite est impossible, ils ont un réle vivant en vertu de leur valeur culturelle.

Fig. 10. Utilisation. — Kd&szeg, «grand bastion». Ce fort du moyen age est mis aujourd’hui
au service du tourisme. Bar aménagé a I'intérieur du bastion. (Architecte: J. SedIlmayr 19621

Aussi la mise envaleur des monumentssignifie-t-elle avant tout une affirmation
des valeurs culturelles qu’ils représentent, ce qui fait recommander la présen-
tation sur place, en rapport avec I’édifice, de toutes les annexes et du maté-
riel archéologique découvert.

La restauration peut comporter, a c6té de I’enlevement de certaines par-
ties, une autre sorte de modification consistant, au contraire, a ajouter quelque
chose au monument, soit qu’on y remplace des détails enlevés par des parties
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nouvelles, soit qu’on reconstruise des parties manquantes, soit enfin qu’on
incorpore dans I’ancien batiment de nouveaux éléments architecturaux ou
qu’on y ajoute une annexe de réalisation nouvelle.

U originalité des matériaux

Dans le remplacement et le complément, la question de I’originalité des
matériaux utilisés apparait comme un facteur décisif. La forme architecturale
ne saurait, en effet, étre distinguée des structures et des matériaux qui la portent.
La méme remarque est, en somme, valable aussi pour les éléments de sculpture,
de peinture et de décoration. On ne peut parler de lI'authenticité absolue des
formes que si celles-ci sont restées conservées dans les matériaux primitifs.
Le caractéere unique et individuel de I’acte créateur de formes fait que I’artiste
lui-méme ne saurait reproduire celles-ci d’une facon entiérement identique. La
chose est encore moins possible pour autrui, plusieurs siecles plus tard. Les co-
pies ne donnent donc jamais qu’une image plus ou moins approchante de I’ori-
ginal, mais sans en avoir la valeur. Ce seul fait doit déja nous faire rechercher
tous les moyens de conserver I’original. Mais il y a en outre, le profit scien-
tifique que I’on peut tirer de la connaissance des matériaux et des structures utili-
sés aux différentes époques, et quifont partie de I'impression complexe que I’on
éprouve a la vue du monument. L’originalité des matériaux a donc une impor-
tance essentielle, puisqu’elle est inséparable de la notion méme de monument.

Les formes étant directement liées a la surface extérieure de la matiére,
il importe non seulement de conserver la masse des matériaux primitifs, mais
aussi d’en garder intacte la surface originale, qui peut présenter le plus haut
intérét. La surface des enduits, le parement des pierres, les revétements, etc. . .
conservés dans leur état primitif contribuent donc pour une bonne part a
créer I'impression d’originalité et d’authenticité du monument, et tout travail
de remaniement ou de renouvellement qu’on y opere entraine inévitablement la
suppression des formes primitives.

Par suite du vieillissement naturel de ses matériaux, le monument lui-mé-
me est exposé a I’effet d’une usure progressive et menacé d’une lente destruc-
tion. La protection des monuments a précisement pour tdche d’empécher, ou
du moins de ralentir ce processus. Le plus souvent, la restauration ne va pas sans
le remplacement de certaines parties originales et il faut bien le dire, la valeur
du monument sort amoindrie de cette intervention. La destruction, le rempla-
cement de tout détail primitif, si petit soit-il, entraine une certaine diminu-
tion de la valeur, la copie n’étant jamais équivalente a I’original. Toute inter-
vention de ce genre constituant donc un pis aller, on a intérét a la limiter le
[dus possible.
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Compléments

Les compléments et les anastyloses effectués au cours de la restauration
peuvent avoir deux buts différents. L’un est d’avoir une meilleure compréhen-
sion des anciens rapports et proportions d’un monument resté conservé a I’état
fragmentaire, une idée plus claire des principes de la construction et de la conti-

Fig. 11. Complément. — Visegrad, tour Salomon. Le coté sud de la tour construite au X 1lle
siécle s’était écroulé au XVle Les travaux de restauration entrepris a la fin du XI1Xe
siecle ont été abandonnés

nuité des détails sans lien apparent, autant de raisons qui militent en faveur de
la reconstruction a un certain degré des parties manquantes.

L’intervention a pour effet d’enrichir et d’approfondir I'impression que
I’on éprouve a la contemplation du monument original incomplet. Le second
but que peut se proposer la reconstruction de parties manquantes suivant la
conception originale, est de faciliter I'utilisation ou de rétablir I’aspect extérieur
et I'unité architecturale du monument incomplet (figures 11 —12).
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En procédant au travail de complément, il faut tenir compte de trois
aspects également importants de la question, qui sont: I’authenticité, le degré
et le mode de l’intervention.

L’authenticité des formes est bien le premier critere de tout travail de
complément, en I’absence duquel aucune intégration ne saurait étre tolérée.

Fig. 12. Complément. — Visegrad, tour Salomon. Pour la restauration définitive, on a utilisé
des coques en béton. Les résultats de la restauration du X 1Xe siécle ont été corrigés pour
assurer l’authenticité historique. (Architecte: J. SedImayr 1964)

A la base de la quantité et de la valeur des données scientifiques dont on dis-
pose, on commencera donc par distinguer ce qu’on peut reconstruire avec une
authenticité parfaite, de ce qui reste simplement conjectural. Quant a la réa-
lisation effective, c’est-a-dire a I’ampleur de [I’intervention, celle-ci est li-
mitée par un autre critére selon lequel la partie originale existante doit préva-
loir nettement dans I’effet d'ensemble produit par le monument. Les compté-
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ments didactiques dépendent donc, d’une part, de I’existence de données au-
thentiques et d’autre part, des rapports des parties neuves et de |’original. 1l
s’ensuit que le complément ainsi défini ne saurait prétendre qu’a éveiller les
idées et faciliter le travail de reconstruction mentale s’¢bauchant a la vue du
monument original incomplet (figure 13).

Fig. 13. Reconstruction. — Visegrad, tour Salomon. Pour la reconstruction de la vodte gothi-
que de I’étage supérieur, on a utilisé un filet d’acier donnant une idée de I'intérieur et laissant
voir aussi les fragments originaux. (Architecte: J. SedImayr 1966)

Enfin, par respect de I'authenticité historique, le mode d’intégration doit
étre choisi d’une facon telle que les éléments ajoutés au cours de la restaura-
tion se distinguent clairement de I’original. Les matériaux et les méthodes uti-
lisés devront donc étre choisis en conséquence (figure 14).

En somme, les mémes principes sont valables pour les compléments
intéressant les éléments de sculpture, de peinture et de décoration, a cette
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différence prés que leur réalisation se distingue suivant les particularités de
I’art dont ils relévent.

Uanastylose

Le mode de restauration le plus favorable est I’anastylose, par laquelle
on évoque l’aspect antérieur d’un édifice ou partie d’édifice tombé en ruine,

Fig. 14. Complément. — Didsgydr, chateau-fort. Le machicoulis du bastion ayant été détruit
une coque en béton donne une idée de son ancien volume. (Architecte: K. Ferenczy 1960)

en en recomposant les parties existantes originales, mais démembrées. L’ana-
stylose est un mode de restauration non seulement possible, mais souhaitable
toutes les fois que I’on dispose d’un nombre suffisant de parties originales dé-
membrées, généralement en pierre, qu’il faudrait autrement placer au lapidaire
ou mettre en dépdt pour assurer leur conservation. La notion méme d’anasty-
lose suppose logiquement I’utilisation d’un certain nombre d’éléments d’in-
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tégration. En d’autres termes, I’anastylose théoriquement pure ne peut ja-
mais se réaliser qu’en liaison avec le travail de complément déja défini (figures
15, 16, 17). Or, d’apres cette définition, I’anastylose aussi bien que le complé-
ment des parties in situ suppose la nette prédominance des parties originales
dans I’effet d’ensemble produit par le monument. On ne saurait cependant qua-
lifier d’anastylose la restauration de parties de batiment ou de structures, dont
la substance aurait été altérée au point de provoquer la destruction définitive
des formes originales.

Fig. 15. Complément — anastylose. — Varaszd, église de I’époque romane, agrandie au XV llle
siecle par démolition de I’architecture romane. Les pierres de I’église romane avaient été
utilisées comme matériaux de construction

Déplacement de monuments d’architecture rurale

La situation est, sinon identique, du moins analogue dans une certaine
mesure, en cas de déplacement de monuments d’architecture rurale et de leur
exposition dans une collection ethnographique de plein air. Pour autant que
I’opération du transfert respecte au maximum les structures et la substance
originales, il s’agit ici de I’application d’un principe analogue a celui de I’ana-
stylose. Bien que la séparation du cadre traditionnel original diminue dans
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chaque cas la valeur du monument, cette solution peut aussi s’imposer en
derniére ressource, pour parer au danger d’une destruction totale. Mais il est alors
indispensable qu’aprées le déplacement, la majeure partie des structures origi-

nales soit réintégrée a I’édifice, sans quoi I’'opération ne releve plus de la pro-
tection des monuments.

Fig. 16. Complément — anastylose. — Varasz6, église de I’époque romane. Les éléments de

I’architecture romane incorporés dans les murs du XV Illesiécle une fois dégagés, ont été remis a

leur place originale. Pour compléter les parties manquantes, on a utilisé des briques. (Archi-
tecte: F. Erdei 1963)

Reconstruction

Chaque fois qu’on utilise, soit en grande partie, soit exclusivement, des
matériaux nouveaux pour réaliser les résultats du travail de reconstitution
théorique, on parle de reconstruction, qui peut étre partielle ou intégrale selon
qu’elle porte sur une partie donnée ou sur I’ensemble du monument.
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La reconstruction intégrale de monuments détruits est considérée comme
un procédé contraire a la notion de protection. Cette opération doit étre exclue
en principe, comme signifiant une falsification de I’histoire. La construction de
copies et de faux conduit a la confusion des justes notions relatives a la protec-
tion des monuments et peut compromettre aussi les valeurs historiques réelles,
en suscitant a leur égard la méfiance de I’opinion publique.

Fig. 17. Anastylose. — Szombathely, temple d’lsis. Les fragments de corniche du temple

romain, remis dans leur position originale, reposent sur une construction en béton évoquant

les proportions et le volume des éléments de structure détruits. (Architecte: Gy. Hajnéczy
1962)

Une reconstruction partielle peut étre justifiée quand il s’agit de rétablir
les parties détruites de batiments en usage: maisons d’habitation et édifices
publics, en vue de leur utilisation actuelle. Dans ce cas, I’édifice endommagé ne
pouvant généralement étre conservé a I’état de ruine, on peut soit sacrifier,
en la démolissant, la partie restante, soit — si c’est possible et justifié — I’in-
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tégrer au nouvel édifice a construire (figures 18—19), soit enfin reconstruire
la partie manquante sous sa forme primitive. Les facteurs déterminant le
choix de I’opération sont la valeur du monument, base de toute appréciation,
le rapport des parties existantes et détruites, le genre et enfin les matériaux de
construction de I’édifice.

Fig. 18

La reconstruction partielle peut encore se justifier du point de vue di-
dactique, quand elle intéresse un élément ou une unité de composition d’une
partie détruite et vise le méme but que le travail de complément: faciliter la
compréhension du tout et donner une idée de son systéeme architectural. Natu-
rellement, ici encore demeurent valables les critéres admis pour le complément,
a savoir l'authenticité, I'importance et le mode de I'intervention.
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On peut aussi considérer comme une reconstruction partielle I’exécution,
a partir de matériaux nouveaux, de certains éléments de structure détruits
mais indispensables tels que plancher, toitures, escaliers, etc.

Fig. 19
Fig. 18—19. Intégration. — Budapest, 32 rue Uri. La porte cochére médiévale, conservée de
I’ancien batiment détruit, a été intégrée a la nouvelle maison d’habitation. (Architecte:
Z. Farkasdy 1960)

Adjonction de parties nouvelles

L’aspect du monument peut étre enfin modifié par adjonction ou inté-
gration a I’édifice de structures architecturales nouvelles qui n’y figuraient pas
auparavant. De telles adjonctions peuvent étre motivées soit par la sauvegarde
de I’édifice, soit par le souci de présenter ses valeurs monumentales ou archéo-
logiques, soit enfin par son affectation a une fonction nouvelle, comme dans
les cas des toitures ou des batiments de protection (figure 20), des lapidaires
ou des musées, des constructions utilitaires ou mises au service du tourisme.
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Pour pouvoir juger de I'opportunité d’une adjonction, il faut en apprécier
la nécessité, tenir compte du rapport des parties originales et nouvelles et de
I’aspect architectural que présentera le monument apreés I’intervention. Il est
essentiel, sous ce rapport, de choisir correctement le programme et I’affectation
nouvelle, qui doivent étre chaque fois adaptés au caractére particulier du
monument. Une exigence primordiale est que I’aspect d’ensemble du document

Fig. 20. Adjonction de nouveaux éléments architecturaux. — Veszprém, batiment pour la pro-
tection des ruines de la Chapelle St-Georges. (Architecte: F. Erdei 1961)

d’art et d’histoire soit conservé intact et ressorte pleinement malgré les adjonc-
tions.

En ce qui concerne les adjonctions, il faut admettre comme un principe
fondamental que I’emploi des techniques modernes et la juxtaposition de for-
mes et de structures anciennes et nouvelles n’ont rien de choquant ou de préjudici-
able au monument. Au contraire, c’est la la seule solution correcte, qui fait
encore mieux ressortir le caractére d’authenticité historique, au lieu de le
diminuer.
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4. Recherche et documentation

Points de vue et méthode de la recherche

Le travail de recherche et de documentation relatif a la protection des
monuments est régi par deux points de vue fondamentaux propres aux dis-
ciplines de la protection du travail et de I’histoire de I’architecture. Bien qu’on
poursuive, ici et la, des buts pour la plupart identiques en utilisant des méthodes
analogues, les points de vue en question demandent a étre définis séparément.
La protection des monuments s’appuie sur I’histoire de I’architecture en fixant
son choix et portant son jugement sur les objets a préserver. Elle en utilise
méme les méthodes, mais s’en écarte pourtant quant a son objectif final. Alors
que I’histoire de I’architecture étudie les monuments sans se soucier de la
nécessité ou des possibilités de leur sauvegarde, la protection des monuments
se propose aussi et avant tout de les conserver. Il est donc normal que dans le
choix et le jugement sur la valeur des monuments, elle formule et fasse pré-
valoir ses propres points de vue spéciaux venant s’ajouter a ceux de I’histoire
de I’architecture. La protection des monuments adopte donc certains points
de vue de cette derniére et lui fournit en revanche une multitude de données
précieuses résultant de la recherche, de I'inventaire et du classement des
monuments historiques.

Au cours des travaux de conservation et de restauration, on étudie la
valeur, l'authenticité et I’histoire du monument, afin d’en faire ressortir et
rendre accessibles les valeurs intrinseques. Pour ce travail on utilise encore les
méthodes propres a I’histoire de I’architecture ou a I’histoire de I’art et a
I’archéologie, mais au lieu de se contenter d’établir certaines données et cer-
tains rapports, on cherche aussi les modes d’application pratique de ces ré-
sultats qui enrichissent aussi, tout naturellement, I’histoire de I’architecture.

L’histoire de I’architecture se référant de plus en plus, a c6té des sources
écrites, a des données et des constatations basées sur les monuments mémes,
sur les conclusions qui en peuvent é&tre tirées, ou sur des détails mis au
jour, il n’est pas sans intérét de savoir jusqu’a quand et par quelles métho-
des peuvent étre conservés les monuments qui nous restent, ces sources Vi-
vantes de la science, et dans quelle mesure I’activité visant leur entretien
est susceptible d’augmenter ou de diminuer leur valeur de source. Le travail
scientifique ayant pour objet d’établir les principes et les méthodes de la pro-
tection des monuments présente donc, au dela de ses visées spéciales, un
intérét presqu’aussi grand pour I’histoire de I’architecture.

Les domaines de recherche

La recherche scientifique relative a la protection des monuments a donc
un but déterminé par les taches concretes de la sauvegarde; ses méthodes sont

celles mémes de I'histoire de I’architecture, mais adaptées a ce but spécial;
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enfin ses résultats servent aussi, directement ou indirectement, Fhistoire de
I’architecture.

L’activité de recherche ayant trait a la protection des monuments se
poursuit en deux domaines principaux, qui sont la recherche des sources écrites
et la recherche archéologique. La premiere comprend la recherche et le classe-
ment des données pouvant étre découvertes dans les bibliothéques, les archives
et les collections des musées, tandis que la seconde concerne I’étude approfondie
du monument et de son milieu, par déplatrage, par dégagement et par fouilles.
La recherche est suivie de I’appréciation des données individuelles et de I’éclair-
cissement des rapports qu’elles permettent de déterminer. Grace a ces activités
on arrive a dégager, avec plus ou moins de détails, I’histoire de la construction
du monument. Les deux domaines de recherche se complétent mutuellement.

Documentation

La marche des travaux de recherche et les résultats obtenus doivent
étre consignés dans la documentation. Celle-ci se propose un double but. Elle
sert d’une part de justification scientifique aux interventions opérées et aux
méthodes choisies au cours des travaux et rend possible la publication des
documents. D’autre part, elle sert a exposer les résultats de la recherche et a
consigner les phases du travail de restauration pour I’histoire de I’architecture.

Par conséquent, le travail de documentation scientifique a pour tache
de fixer I’6tat du monument avant la restauration, d’enregistrer toutes les
observations résultant de recherches et d’études antérieures ou paralléles aux
travaux de restauration et pouvant intéresser I’histoire de I’art, I’histoire de
I’architecture ou I’archéologie, enfin de réunir tout autre donnée scientifique
susceptible de changer ou de justifier le mode de restauration choisi.

La documentation scientifique peut s’effectuer le plus utilement en deux
étapes. Dans la premiére, on rassemble tous les résultats et données découverts
resp. réunis au cours de la phase préparative de la restauration, qui sont
nécessaires pour I’établissement des projets et pour leur approbation. Dans la
seconde étape, qui peut étre parallele ou postérieure a la restauration, on
enregistre les données, trouvailles ou autres résultats découverts au cours de
la réalisation. C’est a ce stade que l’on procéde aussi a la révision et au
parachévement de la documentation, a la correction éventuelle des données et
des observations antérieures et a la synthése des résultats définitifs.

Les données et les résultats seront consignés dans la documentation
sous forme de rapports, de dessins et de photographies.

Le rapport contient la description de I’état de I’édifice avant la recherche
ou la restauration, les données historiques pouvant étre établies d’aprés le
témoignage des sources, les comptes rendus des recherches archéologiques et
I’histoire de la construction, telle qu’elle peut étre reconstituée sur la base de
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tous ces résultats. C’est I’exposé historique de la construction qui doit faire la
synthése des différents résultats de la recherche, en considérant I’ensemble du
monument comme un tout homogene et en exposant les résultats partiels dans
leurs rapports mutuels.

La partie graphique contient les relevés techniques détaillés de I’état
antérieur a la recherche, ainsi que les dessins enregistrant les résultats des
recherches effectuées sur le monument, chacun des résultats partiels étant
représenté dans ses rapports avec I’ensemble de I'édifice. Les diverses périodes
historiques définitivement établies doivent étre indiquées par des signes
graphiques appropriés.

La documentation photographique doit réunir les anciennes images
photographiques de I’édifice, les reproductions d’anciens dessins et de gravures
et les nouvelles photographies destinées a documenter d’une fagon systémati-
que I’état antérieur a la recherche, le déroulement et les résultats de cette derni-
ere, les principales phases des travaux et I’état postérieur a la restauration.

*

Je tiens a exprimer ici mes remerciements a Mm. Dezs6 Dercsényi,
Géza Entz et Frigyes Pogany, ainsi qu’a Mme Anna Zador qui, sur la
demande de la Commission pour I’Histoire et la Théorie de I’Architecture, ont
discuté les idées contenues dans cette étude et m’ont aidé par leurs observations
précieuses.
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Governing Principlesin Renovation of Ancient Monuments. Principles concerning conser-
vation and restoration of ancient monuments considered to be right by the International
Charter adopted in Venice, 1964, and being applied in practice by the Hungarian monument
protection are summarized.

Richtlinien der Denkmalwiederhersteliung. Es werden die der Bewahrung und Wieder-
herstellung der Denkmaler beziiglichen und in Ubereinstimmung mit der in Venedig im Jahre
1964 genehmigten internationalen Charta die fir richtig erachteten und in der Praxis des
ungarischen Denkmalschutzes gelilbten Grundsatze zusammengefal3t.

MpuHUMNbI BoccTaHOBNeHMA NamATHUKOB (M. Xopnep). B pa6oTe caenaHa nonbiTka
0600LUNTb CUNTAIOLLMECA NPaBWUIbHLIMU U MPUMEHSIEMbIE B BEHIEPCKON MpaKTuKe Mo 3aluTe
naMAaTHUKOB MpuHUMnbl KoHcepBauun u PecTtaBpauun [NamMATHWKOB B cornacum ¢ Mexay-
HapoAHbIM [MonoXeHWeM, MpUHATLIM B BeHeuun B 1964 rogy.
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Beles. A. A.—Soare, M.:

LES PARABOLOIDES ELLIPTIQUE ET HYPERBOLIQUE
DANS LES CONSTRUCTIONS

Dunod. Paris 1967, 686 pages, 206 figures, 60 tableaux

Ce livre est la traduction francaise de l’ouvrage: «Paraboloidul Elliptic 8 Hiperbolic
in Construc”ii» publié en 1964 en langue roumaine et complété depuis par les plus récentes
données de la littérature internationale et surtout par les derniers résultats des investigations
des auteurs eux-mémes.

Le livre se divise en trois parties principales. La premiére présente sur 180 pages les
éléments généraux de I’architecture des coques. Elle traite en détail des relations d’équilibre,
de déformation et d’élasticité rapportées a des lignes de coordonnées curvilignes et cartésiennes
orthogonales. Elle présente aussi la forme simplifiée de ces mémes relations dans les cas de
coques de révolution et de coques surbaissées. La méme partie traite ensuite de la géométrie
des paraboloides elliptique et hyperbolique construits sur des plans de formes diverses et
fait connaitre les méthodes mathématiques permettant de résoudre les problemes de coques.
On y trouve enfin des explications concernant le principe des méthodes variationnelles d’appli-
cation fort pratique pour le calcul des coques, suivies de I’'exposé des différents procédés
numériques.

La seconde partie du livre, contenant 187 pages, fait connaltre la théorie de membrane
des paraboloides elliptiques et hyperboliques. Apres I’exposé des solutions élémentaires, les auteurs
y passent aux solutions par séries trigopnométriques doubles et simples, respectivement aux
solutions numériques. Suivent les problémes de I’état de déformation du paraboloide elliptique
en divers cas de charge et d’appui, ainsi que ceux qui concernent I’état de contraintes et de
déformations du paraboloide hyperbolique rapporté aux génératrices rectilignes et du parabolo-
ide hyperbolique en selle, problémes traités dans le cadre de la théorie de membrane.

La troisieme partie du livre expose, en 247 pages, la théorie de la flexion des paraboloides
elliptique et hyperbolique. Elle présente la solution des équations de base par la méthode des
séries trigonométriques doubles et simples pour des coques construites sur contour rectangulaire
et fait connaitre différentes méthodes simplifiées de calcul. Des tableaux et diagrammes facilitent
le calcul des paraboloides de révolution sur contour carré soumis & des charges diverses. Suit
la théorie de la flexion des paraboloides de révolution sur contour circulaire les auteurs s’occu-
pant en détail des coques surbaissées. Ils font enfin connaftre la solution trigonométrique des
paraboloides hyperboliques en selle, respectivement de ceux rapportés aux génératrices
rectilignes.

L'annexe du livre, consacré a la question des grandes déformations des paraboloides
surbaissés, esquisse aussi le probleme de leur stabilité. Les auteurs y proposent aussi une série
de différentes formules, de solutions élémentaires et de fonctions exponentielles amorties
jouant un role dans la théorie des coques.

Comme il ressort de I’énumération ci-dessus, le livre contient toutes les connaissances
nécessaires a I'ingénieur voulant résoudre les problémes des coques a paraboloide elliptique
et hyperbolique. En dehors des ingénieurs constructeurs, il est utile a tous ceux qui s’intéressent
aux problémes des coques du point de vue des coques paraboloides mais les méthodes exposées
sont également utilisables et généralisables & des coques de différentes formes.

L’énorme documentation littéraire que les auteurs ont réunie et réduite a un commun
dénominateur présente un avantage particulier pour I’ingénieur constructeur aussi bien que
pour le théoricien. La liste bibliographique figurent a la fin de chaque chapitre et contenant
354 titres, est tres utile pour ceux qui veulent poursuivre des investigations plus poussées
dans ce domaine. Elle comprend entre autres un grand nombre de publications des auteurs
eux-mémes, parues dans différentes revues scientifiques. Leur publication rehausse encore
I’intérét de cet ouvrage de haute valeur.
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Les explications du livre sont claires et faciles & comprendre, son argumentation est
convaincante. Malgré le caractere essentiellement théorique du sujet traité, la partie mathé-
matique est limitée, les auteurs cherchant avant tout a faciliter la solution rationnelle de
problémes pratiques. Dans ce but, ils font volontiers appel a des procédés approximatifs et
— a cOté du traitement analytigue — assurent aussi une large place aux méthodes numériques.
Les diagrammes, tableaux et exemples numériques complétent de fagon heureuse ce livre,
que I’on peut recommander chaleureusement a tous ceux qui s’intéressent aux problémes des
coques.

P. Csonka

BETONTECHNISCHE BERICHTE 1966

Beton Verlag GmbH, Diusseldorf

Das Verlagswerk falBt die Ergebnisse einer fortdauernden Beobachtung von Forschungs-
instituten zusammen, im Zusammenhang mit der zeitlichenAnderung der mechanischen Eigen-
schaften des Betons.

Die bedeutsamsten Untersuchungen und Feststellungen kdnnen im folgenden zusam-
mengefalt werden:

Die Zusammensetzung, Gilte und Herstellung der Zemente beeinflussen die Dauer-
festigkeit des Betons nicht wesentlich. Die Widerstandsfahigkeit des Betons gegen Sulfate
nimmt mit der Verminderung des Ca3Al-Gehalts zu. Die kunstlich hergestellten Luftporen
erhohen die Frostbestandigkeit; dieser Umstand férdert eine vorteilhafte Ausfihrungsweise,
besonders in der Anwendung des Betons im Stralenbau.

In Stallungen kann der glattflachige Stahlbetonbalkenrost mit einem Trapezquer-
schnitt, hergestellt aus Beton B 300, angewendet werden.

Die aus Beton gefertigte StralRendecke wird durch Korrosion des Gefrierschutzmittels
weniger beschadigt, wenn der Luftporengehalt La> 3,5%, die Menge der Poren von 0,3 mm
Durchmesser L300 > 1,5% und der Porenabstand A F < 0,2 mm sind.

Zur Bestimmung des Innen- und Flachenfeuchtigkeitsgehalts des Aggregats wurde
von dem Institut Otto Graf ein genaues Verfahren ausgearbeitet. Die Studie erstreckt sich
auf die Beschreibung des MeRverfahrens und der MelRgerate.

Fir die Anderung der Festigkeit und Wasserdurchlassigkeit der Betons, in Abhangig-
keit vom Zementgehalt, vom Wasserzementwert und Alter, steht eine reichliche Menge von
Angaben zur Verfigung. Bei der Herstellung der hochfesten Betons ist es wichtig, eine niedrige
Temperatur (+5 °C) und einen Druck von ungefdhr 20 kp/cm2wahrend des Abbindevorgangs
anzuwenden.

Mit der chemischen Umwandlung des mit Olen von mineralischer Herkunft getrankten
Betons rechnet man nicht; unter der Einwirkung des Ols nimmt die Bruchfestigkeit der Betons
um 10 bis 20 Prozent ab, die hochfesten Betons verlieren aber nichts an Festigkeit.

Hinsichtlich der Durchfihrung der Betoninjektion kénnen die Vorschriften der Vereinig-
ten Staten von Amerika als die geeignetsten angenommen werden.

Die Behandlung der Unterwasserbetonierung enth&lt auler den wohlbekannten Regeln
keine bemerkenswerten Feststellungen.

B. Goschy

M. Soare:

APPLICATION OF FINITE DIFFERENCE EQUATIONS TO SHELL ANALYSIS

Pergamon Press, Oxford —London —etc. - Publishing House of the Academy of the Socialistic
Republic of Roumania, Bucharest 1967, 499 pages. 130 figures, 61 tables, 11 numerical
examples (partly in several variations)

This book was published in 1959 under the title “Aplicarea ecuatiilor cu diferente
finite la caleulul placilor curbe subtiri” in the Roumanian language, and in 1962 under the
title “Application des équations aux différences finies au calcul des coques” in French. The
present English edition is a variant of the former, partly revised, partly completed, mainly
by literary references.
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The book is divided into 10 chapters. Chapter I, one of the best in the book, expounds
after a brief introduction the fundamental principles and basic relations of the theory of
surfaces. It deals in detail with the case of flat shells, further, mainly on ground of Novozhi-
LOv’s and Gol’denveizer’s investigations, with the criticism of the so-called membrane
theory.

Y Chapter Il explains methods and basic principles of calculation with finite difference
equations and presents the procedures to be applied in the cases of rectangular, oblique and
triangular networks. The multilocal method and that of the funicular polygon are also described.

Chapters Il and IV apply the methods of finite differences to shells of revolution,
whether symmetrically loaded or not. The numerous examples in these chapters offer ample
possibility for the critical evaluation of the different procedures.

Chapter V presents the calculation of a spherical shell rectangular in plan with the aid
of finite differences, after explaining the membrane theory of double-curved shells having an
arbitrary shape. This chapter gives an interesting comparison between results obtained by
applying networks with differentintervals, also comparing these results with the exact values.

Chapter VI applies the difference method to the investigation of shells of translation.
The calculation of the following shells of translation is given so as to provide examples: a shell
with circular director curves, rectangular in plan; an elliptic paraboloid shell covering a
rectangular plan; a paraboloid shell of revolution over a rhomboidal ground-plan. The cross-
checking of the different varieties of calculation lead to instructive statements here too.

Chapter VIl contains the applications of difference methods to the calculation of
various types of conoid shells.

Chapters VIIl1 and 1X apply the difference methods for solving bending problems
of shells. Questions relating to shells of revolution loaded by axisymmetrical forces, as well as
those of circular cylindrical and folded shells are dealt with.

Chapter X gives a brief survey of the possibilities of solving problems, not to be ap-
proached by numerical methods, with the aid of experiments made on models.

Author explains the application of the procedures presented in the book by the detailed
elaboration of 11 numerical examples chosen from industrial architecture. Itisto be appreciated
that in many instances several alternative procedures are used for the solution of the problems.
Thus, a chance is given also to compare the amount of work needed for each of these solutions.
Comparing the results of the various procedures, it is possible at the same time to see, to what
degree the exactitude of the calculation depends on the number of unknowns. All the above-
said can serve as an indication to show how fine a network should be chosen in a given case.

It must be emphasized that author carried out pioneer’s work by applying the finite
difference methods to the analysis of shell structures. A considerable part of the methods
described in the book were first introduced by him. This statement refers among others to the
application of the funicular method and especially the multilocal method to investigate shell
structures. The same is true for the methods elaborated to calculate cooling towers in hyper-
bolic hyperboloid shape, and conoid shells, as well as for the further development of difference
calculation methods in several directions.

Summarizing, it may be stated that Mr. Mircea Soare’s book is an excellent work
in every respect satisfying the needs of engineering practice. Being from now on available
in English, it is likely to increase the international reputation of its author.

P. Csonka

Markus, Gy.:

THEORIE UND BERECHNUNG ROTATIONSSYMMETRISCHER BAUWERKE
Akadémiai Kiad6, Budapest 1967, 600 Seiten, 226 Bilder, 81 Tafeln, 69 Diagramme

Dieses Werk ist die vom Werner Verlag, Disseldorf herausgegebene deutsche Uber-
setzung des bei dem Verlag der Ungarischen Akademie der Wissenschaften im Jahre 1964
erschienenen Werkes unter dem Titel »Kdrszimmetrikus szerkezetek elmélete és szamitdsa«.

Rotationssymmetrische Bauwerke kommen in der Ingenieurpraxis, besonders im Tief-
bau, sehr haufig zur Anwendung und oft bereitet ihre Berechnung nicht unerhebliche Schwierig-
keiten. Das vorliegende Buch beschrénkt sich auf rotationssymmetrische Belastungsfélle der
erwdhnten Konstruktionen, mit dem Zweck, ihre Berechnung zu vereinfachen.

Das Buch ist in acht Kapitel gegliedert, wovon das erste die Berechnung der Kreisplatten
behandelt. Nach einer kurzen theoretischen Einleitung erdrtert Verfasser verschiedene Bela-
stungs- und Lagerungsfélle von Kreisplatten von gleichbleibender bzw. verénderlicher Dicke.
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Er gibt ein Verfahren zur Lésung des Problems von Kreisplatten mit verdnderlicher Dicke
mittels der Differenzenmethode. Es werden auch Aufgaben bezuglich Kreisplatten auf elasti-
scher Bettung erschopfend behandelt. Die Ausfihrungen werden durch eine Uberaus reiche,
gut Gbersichtliche Formelsammlung und durch Tafeln fir den praktischen Ingenieur besonders
nitzlich gestaltet.

Das zweite und dritte Kapitel machen den Leser mit dem Problem der Kreisscheiben
und Kreisringe bekannt. Auch hier wird die Behandlung durch eine wertvolle Formelsammlung
erganzt.

Das vierte Kapitel beschéaftigt sich mit der Frage der Rotationsschalen. Im Rahmen
der Membrantheorie werden die verschiedensten Belastungsfélle der Zylinder-, Kegel- und
Kugelschalen sowie die der elliptischen Rotationsschalen ausfiuhrlich behandelt. In der Folge
wird die Anwendung der Biegetheorie auf Zylinder-, Kegel- und Kugelschalen erdrtert, all
das von reichlichem Bildmaterial begleitet. Fir die Praxis ist die mitgeteilte reiche Formel-
sammlung von grofRem Nutzen.

Das funfte Kapitel befalt sich mit der Berechnung aus rotationssyminetrischen Ele-
menten zusammengesetzter Konstruktionen. Der Gang der Berechnung wird an einem prak-
tischen Beispiel gezeigt.

Kapitel sechs, sieben und acht enthalten ein Literaturverzeichnis, Tafeln und Diagramme.
In den Tafeln sind Biegemomente und Querkrafte von Kreis- und Kreisringplatten sowie
von durchlaufenden Kreisplatten bei verschiedenen MaRverhéaltnissen zusammengestellt. In
der Tafelsammlung sind reichliche Funktionentafeln fir die Thompson Funktionen und ihre
Derivierte sowie fur die zur Berechnung von Zylinderschalen notwendigen Angaben zu finden.
Die Diagramme bieten eine recht einfache Moglichkeit zur anndhernden Behandlung von Kreis-
und Kreisringplatten, bzw. von Zylinderschalen.

Das Buch von Gy. Markus bietet ein ausgezeichnetes Beispiel dafir, wie man die Ergeb-
nisse der Elastizitats- und Schalentheorie der Praxis unmittelbar zuganglich und fir sie ver-
wendbar machen kann. Auch die Erlduterung verschiedener Anndherungsverfahren, die die
Vereinfachung der Berechnungen bezwecken, ist &uRerst nitzlich. Dies bezieht sich haupt-
sédchlich auf die Anwendung des aus der Theorie der Durchlauftrager bekannten Crossschen
Verfahrens zur Lésung verschiedener zusammengesetzter Aufgaben, eine Methode, die durch
den Verfasser eingefihrt wurde. Die in den Text eingefligten praktischen Berechnungsbeispiele
bedeuten fir das Verstdndnis eine erhebliche Erleichterung.

Fraglos wird das von Gyula Markus mit aufopferungsvoller Arbeit und unermidlichem
Flei verfallte Buch — wie in Ungarn — so auch im Ausland eine sehr gunstige Aufnahme
finden und in der Reihe der in der Ingenieurpraxis unentbehrlichen Fachbiicher eine ihm
geblhrende vornehme Stelle einnehmen.

P. Csonka

Rosman, R.:
GEGLIEDERTE WINDSCHEIBEN MIT STUFENARTIG VERANDERLICHEN
QUERSCHNITTSWERTEN

Heft 67 der Buchreihe Bauingenieur-Praxis. Verlag von Wilhelm Ernst u. Sohn. Berlin—
Minchen 1967; 50 Seiten, 23 Bilder, 7 Zahlentafeln

Dieses Heft ist die organische Ergdnzung der vom selben Verfasser geschriebenen und
in der Buchreihe Bauingenieur-Praxis bereits veroffentlichten zwei Hefte mit den Titeln:
Die statische Berechnung von Hochhauswanden mit Offnungsreihen (Heft 65), bzw. Zahlentafeln
fur die Schnittkrafte von Windscheiben mit Offnungsreihen (Heft 66).

Im Gegensatz zu den vorhergehenden Heften befat sich vorliegendes Heft mit Hoch-
hauswindscheiben, deren Querschnitts- und Offnungswerte im oberen Abschnitt des Geb&dudes
von denen des unteren Abschnittes verschieden sind. Verfasser behandelt gesondert den Fall
wo die Achsenlinien der Offnungen durchlaufen, d. h. in dem unteren und oberen Geb&ude-
abschnitt in eine gemeinsame Vertikale fallen und jenen, wo die Offnungsachsen des unteren
Abschnittes im Verhaltnis zu denen des oberen Abschnittes seitwérts versetzt sind. Fur all
diese Falle gibt er ein Verfahren an, um den Spannungs- und Verformungszustand zu bestim-
men. Die Anwendung des vorgeschlagenen Verfahrens beleuchtet er durch interessante Zahlen
beispiele. Die Behandlung wird durch Untersuchung des Einflusses lotrechter Lasten sowie
der beim Erdbeben auftretenden Massenkrafte erganzt.

Professor Rosman’s Buch wurde fur die Baupraxis geschrieben und wird als solches
all jenen eine wertvolle Hilfe bieten, die sich mit dem Entwerfen und der Konstruktion der
neuerlich immer hé&ufiger auftauchenden Hochhdusern befassen.

P. Csonka
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BareS, R.—Massonnet, Ch.:

LE CALCUL DES GRILLAGES DE POUTRES ET DALLES ORTHOTROPES SELON
LA METHODE GUYON—MASSONNET—BARES

SNTL — Maison d’Edition Technique, Prague — Dunod éditeur, Paris 1966, 431 pages, 176
figures, 4 photos 122 pages de tableaux.

Le calcul exact des grillages de poutres selon les méthodes de la théorie de I’élasticité
comporte de grandes difficultés mathématiques. 1l est donc certainement indiqué d’élaborer
des méthodes approximatives qui permettent a [I'ingénieur  d’exécuter le calcul de
telles structures par les simples moyens a sa disposition, d’autant plus que les structures en
question s’emploient tres fréquemment dans la pratique. Sans doute, il ne peut étre question
de telles méthodes approximatives que si elles sont suffisamment exactes.

L’idée fondamentale de la méthode présentée dans ce livre a été fixée par Y. Guyon
dans son étude parue en 1946; cependant, afin de simplifier le probléme, il n’a pas pris en
considération la résistance torsionnelle des éléments. C’est Ch. Massonnet qui a perfec-
tionné le procédé en tenant compte de la résistance des éléments en torsion.

Les idées du procédé ainsi modifié ont eu un écho considérable dans la littérature inter-
nationale et ont conduit a la publication de nombreux articles spéciaux. En 1963, R. Bares
a résumé les résultats de ceux-ci dans un livre paru en langue tcheque. Le présent ouvrage
est la variante en francais du livre complété par I’exposé des derniers résultats obtenus par
les deux auteurs.

Ceux-ci remplacent le grillage de poutres par une dalle orthotrope présentant les mémes
rigidités moyennes de flexion et de torsion que le grillage. Les charges réelles sont remplacées
par des charges distribuées dans la direction longitudinale suivant une sinusoide. Dans ce cas,
le calcul des grillages devient relativement simple si on suppose que les poutres longitudinales
sont & appuis simples et que les poutres transversales ne s’appuient que sur elles.

En dehors des cas fondamentaux, le livre traite des constructions a poutres de rive
d’une rigidité variée, des constructions & poutres ayant un moment d’inertie variable, enfin
des constructions continues et précontraintes. On trouve dans le livre le calcul des grillages
de poutres appuyés sur leur rive et celui des ponts & deux poutres-maftresses. Le livre se termine
par différentes remarques au sujet de la pratique des calculs, suivies d’une énumération intéres-
sante des notions récentes dans le domaine traité.

L’annexe contient une ample collection de tableaux destinés a faciliter I’exécution des
calculs.

Cet ouvrage d’un style clair et sobre comble une lacune de la littérature des grillages,
et deviendra par la méme aussi bien que par son contenu de haute valeur un auxiliaire indispen-
sable des bureaux d’ingénieurs.

P. Csonka
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Acta Teclin. Hung. 62 (1968, 1-24

BoGARDI J. L.: Incipient Sediment Motion in Terms of the Critical Mean
Velocity

Previous papers have given reviews on the critical tractive force pertain-
ing to the incipient movement of sediment as variable even for a sediment
material of a given particle diameter d and specific gravity y, is con-
cerned. The magnitude of this force was found to depend primarily on
depth D and particle diameter d, respectively, on the relative roughness
defined as the ratio D/d of the two. Obviously the critical mean velocity
pertaining to incipient sediment movement is also variable and depends
on observation conditions, as well as on relative roughness. Starting
from the classical impact theory the variation of critical mean velocity
and its dependence on parameters which can be formed from various
physical quantities is investigated for several alternatives. As a conclusion
the ratio of critical mean velocity and shear velocity has been defined
in terms of the relative roughness and a parameter depending on particle
size and viscosity.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 25—30

szmodits, K.: Numerical Solution of Mixed Boundary Value Problems
in Disc Analysis

Author treats the solution of the problem of mixed peripheral value
of symmetric and antimetric discs in respect to the axes x and y. The
problem is solved by treating the question according to the theory of
complex functions of the plane stress state. In solving the problem the
holomorph complex stresses are written in the form of power series
expansion, and the constants of these series are determined by peripheral
collocation. The procedure gives the solution without introducing the
stress function F4because thus it is simpler to write down the peripheral
conditions.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 31—43

SzombATFALVY, A.: New Methods for the Investigation of the Creep of
Iron Alloys

The segregation phenomena during the creep of steels were investigated
on the basis of the changes in the electrical resistance and in the coercive
force. The tests carried out at 550 °C and 565 °C show that in the
beginning the coercive force changes faster and after approx. 3000 hours
it changes slowly. From this one may draw conclusions, on the basis of
the known relations, on the speed of carbide segregation. The increase
of the electrical conductivity indicates that the alloying element content
of the basic metal is reduced. According to the experiments, this phenome-
non is independent of the mechanical load, but the carbide segregation
is modified by the stresses.
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Acta Techn. Hung. 62 (1968, 45_ 73
Kiratly, B.: Propagation of Elastic Bending Vibrations in Bars

Author introduces a new vector-like physical characteristic for the
description of clastic bending vibrations which satisfies the differential
equation analogous to that of the linear heat conduction. On the basis
of the thermodynamic analogy, he investigates the laws of development
and propagation of bending vibrations excited by impulsive loads in the
case of homogeneous bars of infinite length and of constant cross-section,
as well as of the simply supported hinged beams. Treating of the subject
is positively of theoretical interest and is demonstrated by the simplest
bending vibration model of the bar.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 75—95
Kezdi, A.—Nagyvati, B.: Strength of Stabilized Soils

One of the most important properties of stabilized soils is their strength;
this is the first decisive factor in determining their behaviour in connec-
tion with other effects. Therefore, authors first investigate the mechanisms
of failure, classify the grain assemblies from this viewpoint, and present
the characteristic form of deformations. Using an original way of represen-
tation, they demonstrate that soil mixtures have a definite mixing ratio
which is optimum from the viewpoint of strength; in case of cement
stabilized soils they define those ranges of mixing ratios where cement
stabilized soils can be produced and show the optimal composition.
In respect to the strength of the cement stabilized soil, the degree of
pulverization of the soil is an important factor; the effect of thisis indicated
by the series of experiments. The results of authors’ experiments show the
effect on the strength of addition of lime and bitumen; finally examples
are presented for showing the strength of soils stabilized with phosphoric
acid, aniline and furfural.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 97—113

Széchy, K.: Deformations around and below Driven and Vibrated
Test Tubes

In this paper the results of experiments will be presented which were
carried out with the financial help of the Hungarian Academy of Sci-
ences, with the view of observing the displacements brought about by the
penetration of driven and vibrated test tubes which were either open
or closed at their bottom end.
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Csonka, P.: Particular Solutions to the Homogeneous Differential Equation
of Spherical Shells

Technical literature deduces the Fourier-type general solution of the
homogeneous differential equation of spherical membrane shells in a
spherical coordinate system and characterizes their stress state by the
actual specific inner forces. This manner of treatment is inconvenient
from several points of view in the case of spherical shells rectangular
in plan. In order to eliminate the difficulties arising hereby, present
paper uses orthogonal coordinates instead of spherical ones and character-
izes the stress state of the shell by the so-called reduced specific inner
forces, instead of the actual ones. In addition to the Fourier-type solutions,
paper also presents certain other solutions, hitherto not expounded in
technical literature.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 141 —158

Michelberger, P.: Some Problems of the Calculation of Statically Indeter-
minate Structures of Vehicles by the Aid of the Energy Theorem

The matrix energy theorem completed by the linear transformation of
primary systems and by generalizing the statically indeterminate primary
systems, can considerably simplify the design calculation of vehicle
structures. Calculation of irregular and complex structures may be
attributed to the analysis of easily treatable, independent, regular elemen-
tary structures. Irregularity and complexity might be equally interpreted
to he particular disturbing loads.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 159—176

Kollar, L.—Gardonyi, Z.: Lateral Stability ofShell-Arches with Tie Rods

Lateral stability of shell-archeswith free or diaphragm ends and with one
or two tie rods is investigated under the effect of uniformly distributed,
as well as antimetric loads, by the aid of the energy method. The practical
choice of the deformation function is treated. A numerical example for
a shell-arch with a free end, and with one and two tie rods is presented.






Acta Techn. Hung. 62 (1968, 177_ 186
Szmodits, L.: Applications of the Method of Fixed Points

The method of fixed points known from the theory of continuous girders
is adopted to the determination of the natural frequency and critical
axial load of continuous girders. The procedure consists in checking of
the assumed frequency and critical forces by constructing the fixed points.
The estimated fixed points are precise if in the course of determination
of the fixed points the fixed point of the last span falls on the exterior
support and, thus, the deflection of the girder does not require an exterior
moment. The method might be extended to the analysis of frame structures
with fixed or movable joints as well as to the determination of stresses
occurring in frame structures containing bars subjected to repeated load.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 187—202
Kovacshazy, F.: Model Studies on Retaining Walls

In connection with studies aiming at the improvement of design procedures
for retaining wall models, tests have been performed on several types of
these structures. A report on the tests and the results obtained with
ribbed, cantilever type walls is given in the present paper. Theoretical
assumptions were verified by the test results. From the behaviour of
ribbed, cantilever type retaining walls reliable conclusions could be
drawn on the influence of surface roughness and spacing of the ribs.
The original device developed for observing contact pressures proved
successful in the tests and appears to he applicable to prototype structures
as well.

Acta Techn. Hung. 62 (1968), 203—234
Hohler, M.: Governing Principles in Renovation of Ancient Monuments

Principles concerning conservation and restoration of ancient monuments
considered to be right by the International Charter adopted in Venice,
1964, and being applied in practice by the Hungarian monument protec-
tion are summarized.
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ENTROPIE ODER EXERGIE?

L. HELLER
MITLGIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 20. Mai, 1968]

In letzter Zeit wird die Benutzung der maximalen technischen Arbeitsfahigkeit mit der
Bezeichnung »Exergie« von vielen propagiert. Dem Verfasser nach ist diese Methodik nicht
nur teils ungenau, teils unibersichtlich, sondern sie wirkt sich vor allem stérend auf die Gel-
tung der sowohl vom thermodynamischen als auch vom praktischen Standpunkt aus richtigen
Entropie-Anschauung aus. Der Vortrag erldutert die Hauptziige des Problems anhand einiger
diesbezuglicher Beispiele.

In der letzten Zeit trifft man in der Fachliteratur mehr als haufig Auf-
satze, die sich mit dem Exergiebegriff bzw. mit der Anwendung desselben
befassen. Der Exergiebegriff selber ist nichts anderes als die in der Thermody-
namik schon im vorigen Jahrhundert von Gouy [1] definierte maximale
technische Arbeitsfahigkeit. Dieser Begriff wurde nachher auch von Stodola
[2] praktisch verwendet und Bosnjakovic [3] schuf mit seiner geistreichen
»Umgebungsgerade« ein gutes Hilsfmittel, mit dessen Hilfe man praktische
Aufgaben in gegebenen Fé&llen einfach und rasch lésen kann. Besonders gute
Dienste leistet das Verfahren, wenn man nicht einen Kreisproze8, sondern
einen ArbeitsprozelR zu beurteilen hat, wo also das Arbeitsmittel aus einem
»unerschopfbaren« Behdlter kontinuierlich zugeliefert wird.

Nun hat Rant [4] vor einigen Jahren vorgeschlagen, den Begriff »Maxi-
male technische Arbeitsfahigkeit« »Exergie« zu nennen. Der Vorschlag durfte
nur begriflt werden, solange dieser nur eine Umbenennung eines etwas kompli-
zierten Ausdruckes bezweckte. Demgegentber scheint es sich seitdem heraus-
gestellt zu haben, dalR fast alle Autoren in dem Begriff Exergie eine neue
Zustandsgréfe sehen und diesen zur Betrachtung von Kreisprozessen als
ZustandsgrofRe auch heranziehen. Die Betrachtung der Exergie als Zustands-
groRe ist aber — thermodynamisch betrachtet — falsch und die Heranziehung
derselben als ZustandsgréRe bei der Betrachtung von Kreisprozessen scheint
auch gefahrlich zu sein.

Die Exergie (= | — TO0S) ist keine ZustandsgroRe, da sie nicht nurvon dem
durch die ZustandsgréfRen | und S bestimmten Wé&rmezustand allein, sondern
auch von der Umgebungstemperatur T Q— also von einer dem Wé&rmezustand
des Korpers vollstdndig unabhédngigen ZustandsgroRe — abhé&ngig ist ! Auf
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242 L. HELLER

diesen Einwand wurde zwar der Vorschlag gemacht, die Umgebungstempera-
tur To — die ohnehin schon praktisch nicht zu definieren ist — als einen
konstanten Wert anzunehmen. Wo bleibt aber dann der ganze Sinn der
exergetischen Betrachtungsweise? Um so eher, da ein betréchtlicher Teil
der praktischen Probleme sich eben an dem »kalten Ende« der Kreisprozesse
stellt. Die Gefahr ihrerseits besteht darin, dal der Ingenieur durch die stark
propagierte exergetische Betrachtungsweise von der in den letzten Jahrzehn-
ten glicklicherweise entwickelten und sowohl praktisch wie auch thermodyna-
misch vollkommen einwandfreien Entropie-Anschauung abgelenkt wird.

Die Entropie-Anschauung beruht auf dem Grundsatz der Thermodyna-
mik, wonach jede Irreversibilitdt einen Arbeitsverlust verursacht und jede
Irreversibilitdt eine Entropiezunahme hervorruft, wobei die Entropiezunahme
ein einwandfreies MaR fir die GroRe der durch die Irreversibilitdt hervorgerufe-
nen Verluste darstellt. Somit ist dem Ingenieur ein auflerordentlich einfaches
und praktisches Mittel in die Hand gegeben, um die Stellen und Grdélen
der Verluste bestimmen zu kdonnen. Hat er diese, so kann er dann versuchen,
die GroRe der gefundenen Irreversibilitdit und damit auch die GréRBe des Ver-
lustes zu vermindern. Er braucht also nichts anderes zu tun, als die Entropie-
anderungen bei den einzelnen Vorgéngen bzw. Zustandsdnderungen des Arbeits-
prozesses zahlenmé&Rig zu bestimmen. Die Entropie mit der er zu rechnen
hat, ist dabei eine klare Zustandsgr6Re, die durch den Wdarmezustand, d. h.
durch andere Zustandsgrofen eindeutig bestimmt ist. Obzwar zur Bestimmung
des absoluten Wertes des Verlustes (TO ¢« AS) auch die Kenntnis der tatsach-
lichen Umgebungstemperatur ndétig ware, ist dieser letztere Wert — von
welchem sonst die »Exergie« eindeutig abh&ngt (wobei dieser nicht nur prak-
tisch undefinierbar ist, sondern auch von Stunde zu Stunde sich &ndert) —
bei dieser Betrachtungsweise vollig uninteressant, soweit es nur auf die quali-
tative Verminderung der Irreversibilitdit bzw. des Verlustes ankommt.
(Wie spéater es anhand eines Beispieles gezeigt wird.)

Einige Autoren vertreten den Standpunkt, dall die meisten Ingenieure
den Begriff Entropie nicht verstehen und mit dieser GrdRRe nur ungern rechnen,
da sie »unanschaulich« ist. Diese Behauptung mag =zutreffen, kann aber
sicherlich nicht die Begrindung fiur die Einfuhrung der »exergetischen Be-
trachtungsweise« liefern. Derjenige Ingenieur, der wegen des Unverstandnisses
des Entropie-Begriffes ein Problem nicht I6sen konnte, wird néamlich das
Problem mit Hilfe der Exergie noch weniger 16sen kénnen. Zuerst weil von
Ingenieuren, die die Entropie nicht verstehen, das Ldsen derartiger Probleme
nicht erwartet werden kann, zweitens: wie soll einer, ohne die Entropie zu
verstehen, die Exergie verstehen, wenn dieser Begriff eine eindeutige Funktion
der Entropie ist und an das Verstehen der Herleitung und des Inhaltes dessel-
ben, ohne das Verstdndnis des Entropie-Begriffes und des zweiten Haupt-
satzes, garnicht zu denken ist.
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Denkt man daran, dall der Ingenieur einfach mit tabellierten Zahlen-
werten der »ZustandsgroBe« Exergie rechnen kann, die er aus Tabellen oder
Diagrammen nur abzugreifen braucht, ohne den Sinn zu verstehen, so kann
man sich eine solche Praxis mit der Entropie viel eher vorstellen. Die Entropie
namlich ist tatsdchlich eine ZustandsgrdéfRe, die durch den Warmezustand
eindeutig gegeben ist, wogegen einer, der mit tabellierten Exergie-Werten
zu rechnen hat, zuerst die Umgebungstemperatur wahlen muf}, bevor er die
Tabelle (falls diese Werte fur alle mdglichen Umgebungstemperaturen enthélt)
zum Ablesen der Zahlenwerte in die Hand nimmt. Es muf3te dabei nattrlich
noch vorausgesetzt werden, daR die Umgebungstemperatur ohne weiteres
festgestellt werden kann. Das ist aber weitaus nicht der Fall.

Die Umgebungstemperatur — wie schon fruher erw&dhnt — ist praktisch
keine definierbare Grofe. Nehmen wir den Fall eines Dampf-Kraftwerkes
mit Kihlturmkihlung. Nimmt man die Uufttemperatur als Umgebungstempe-
ratur an, so fuhrt eine exergetische Betrachtung sicher zu falschem Ergebnis,
da eine Ersparnis infolge einer Verminderung der Irreversibilitdt im ProzeR
kleiner erscheint als die tatsachliche Abnahme des Waéarmeverbrauchs. Will
man demgegentber den wirklichen Wert der erzielbaren Ersparnis mit Exergie
rechnend erhalten, so muB man als Umgebungstemperatur den tatsadchlichen
Wert der Durchschnittstemperatur der Warmeabfuhr (praktisch die Konden-
sationstemperatur) einsetzen. Diese letztere ist aber ihrerseits eine verwickelte
Funktion nicht nur der Lufttemperatur, sondern auch der Luftfeuchte, der
KihlturmgroéfRe, der umgewaéltzen KiUhlwassermenge, der Grofle der Konden-
satorflache usw.

Rechnet’ man demgegeniber mit der Entropie, so kann die Entropie-
dnderung infolge irgendeines Eingriffes im System, auf Grund der fur die
Entropie als wirkliche Zustandsgrdfle vorhandenen Tabellenwerte ohne weiteres
bestimmt werden. Man muf} dann die errechnete Entropiednderung mit dem
Wert der Durchschnittstemperatur der Warmeabfuhr multiplizieren und
erhélt ohne weiteres die tatsdchliche Abnahme oder Zunahme des Wéarmever-
brauchs infolge des Eingriffes.

In beiden Fallen mufR also zuerst die untere Temperaturgrenze des
Kreisprozesses festgelegt sein. Liegt aber diese schon fest, so kann man
mit der einfachen Berechnung der Entropiednderung die Ersparnis oder
den Mehrverbrauch auf einfachste Weise erhalten. FuUr eine Tabellie-
rung von Exergiewerten (wenn diese fur jede mdgliche Temperatur der
Warmeabfuhr tUberhaupt denkbar wére) liegt also kein praktischer Bedarf
vor.

Hé&tte man eine solche Tabellierung doch vorgenommen, so kdnnte
man die exergetische Betrachtungsweise noch immer nicht gebrauchen, wenn
z. B. diese zur Beurteilung des »kalten Endes« des Prozesses herangezogen
werden sollte. Hier handelt es sich ndmlich eben um die Bestimmung des
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optimalen Wertes der Durchschnittstemperatur der Wé&armeabfuhr, also der
Ausgangsbasis der exergetischen Rechnung.

SchlieBlich sollte es noch ganz allgemein festgehalten werden, dall eine
thermodynamische Betrachtungsweise nicht so sehr fir quantitative, viel eher
fur qualitative Beurteilung der Vorgénge dient. Verfolgt man die Entropie-
dnderungen wéahrend des Vorganges, so zeigt sich das Mal} der Irreversibilitat
qualitativ sofort, ohne den genauen Wert der Abfuhr-Temperatur des Kreis-
prozesses zahlenmé&Rig zu kennen, und — was noch wichtiger ist — es weist
auf die Richtung einer Verbesserungsmdglichkeit eindeutig hin. Die zahlen-
maRige Berechnung erfolgt dann ohnehin auf konventionelle Art, indem man
sich in erster Linie der Zahlenwerte der Enthalpie bzw. der inneren Energie
bedient. So z. B. konnte die Verbesserung des »kalten Endes« des Dampfkreis-
prozesses, d. h. der Kondensation, durch die kihlwasserseitige Serieschaltung
der Kondensatoren durch die Entropie-Anschauung eingeleitet werden [5].
Die Berechnung der optimalen Ldsung der einzelnen konkreten Félle erfolgte
dann auf konventionelle Weise, indem man die erhebliche Zahl von malige-
benden Faktoren, bis auf den EinfluR der Turbinenkonstruktion, alle einbezo-
gen hatte [6].

Die qualitative Beurteilung eines Systems ist von ausschlaggebender
Bedeutung besonders dann, wenn man bisher unbekannte Wege einzuschlagen
versucht und sich zeitraubende Einzelrechnungen ersparen, oder eben im
Gegenteil, Ermutigung zur Durchfihrung derselben schépfen will.

Nun soll es in dem folgenden anhand eines interessanten Beispiels
gezeigt werden, wie man durch die qualitative Beurteilung auf Grund der
Entropie-Anschauung zur einwandfreien Bestatigung einer auf den ersten
Blick hdchst paradox erscheinenden Annahme gelangen kann:

Es wird zur Zeit eifrig an einem Dampfkraftwerk-System gearbeitet,
welches den Bau von Maschinen mit sehr hoher Einheitsleistung (Uber 1000
MW) ermdéglichen sollte. Die Schwierigkeiten, die sich aus den riesigen Abdam pf-
volumina der Niederdruckteile ergeben, sollten durch die Verwendung eines
Zweistoff-Systems umgangen werden, wobei als Arbeitsstoff fur die zweite
Stufe ein sog. Kéaltemedium gewdahlt wird [7].

Die vorgeschlagene Schaltung scheint auf den ersten Blick einen eindeu-
tigen Nachteil aufzuweisen, indem zwischen den Arbeitsstoffen ein Wéarmetau-
scher eingeschaltet werden muf}, und so durch den in diesem letzteren bendtig-
ten Temperaturunterschied ein entsprechender Verlust im Warmegefélle
entsteht. Nun kann es bewiesen werden, daR ein solcher Verlust, solange
der angewendete Temperaturunterschied ein gewisses MaR nicht Uberschreitet,
garnicht zu entstehen braucht. Wird der Temperaturunterschied kleiner als
der oben erwédhnte Grenzwert, so wird sogar ein Gewinn erzielt !

Zwecks besserer Ubersicht sollte der vorliegende Fall folgenderweise
modelliert werden: In einer einfachen Kondensations-Dampfmaschine (ein-
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fachster Rankine-Prozess, ohne Regenerativ-Vorwdrmung) soll die Expansion
bei irgendeinem Zwischendruck unterbrochen und die gesamte Dampfmenge
an dieser Stelle aus der Maschine enthnommen werden. Die Dampfmenge soll
nachher bei unverédndertem Entnahmedruck in einem Warmetauscher konden-
siert werden, wobei gleichzeitig eine der abgegebenen Warmemenge entspre-
chende Kondensatmenge vorgewdrmt und verdampft und zur weiteren Expan-
sion wieder in die Maschine zurickgefihrt wird. Der Yerdampfungsdruck
ist dabei dem Temperaturunterschied entsprechend tiefer als der Entnahme-
druck.

Wir behaupten jetzt, dall — falls der Temperaturunterschied einen gewis-
sen Wert nicht Gbersteigt — der Kreisproze? mit dem Waéarmetauscher, d. h.
mit der unterbrochenen Expansion einen besseren thermischen Wirkungsgrad
haben kann, als der ursprungliche Kreisproze3, bei welchem die Expansion
bis zur Kondensation ununterbrochen verlauft !

Diese Behauptung erscheint auf den ersten Blick paradox zu sein.
Eine né&here Betrachtung im Sinne des zweiten Hauptsatzes ergibt aber ein-
deutig, dalR sie — mindestens in dem Fall, wenn der Temperaturunterschied
gegen Null tendiert (unendlich grofle Warmeaustauschflache) — doch richtig
sein kann. Durch die Unterbrechung der Expansion wird ndmlich die Durch-
schnittstemperatur der &uBeren Warmezufuhr hdher als bei der ununter-
brochenen Expansion und so — da die Durchschnittstemperatur der Wéarme-
abfuhr unverandert blieb — muR der thermische Wirkungsgrad hdher ausfallen.

In praktischen Fé&llen mussen wir uns naturlich mit endlich groBen
Heizflachen begnigen, womit auch die Verdampfung irreversibel verlauft.
(Eine gewisse Irreversibilitdt ist namlich auch bei der Verwendung einer
unendlich groRen Wé&rmeaustauschflache vorhanden, da auf der Sekundéarseite
der Heizflache das zu verdampfende Wasser auch von Kondensationstempera-
tur bis zur Sattigungstemperatur erwdrmt werden muf.) Nun kann es mit
Hilfe der Entropie-Anschauung einwandfrei gezeigt werden, dall solange die
Irreversibilitdt der Warmelbertragung — d. h. der gewdhlte Temperatur-
unterschied — ein gewisses MaR nicht Ubersteigt, der Gewinn durch die
Erhdhung der Durchschnittstemperatur der &uBeren Wé&rmezufuhr auch in
diesem Falle hoher ausfallen kann als der Verlust durch die Nichtumkehrbar-
keit im Wa&rmetauscher.

Man muB also die Entropiednderungen in beiden Prozessen genau
verfolgen. Da beim Warmeaustausch die Entropiezunahme

AS —ASIL+ ASW AQ
Tk

ist (die Indexe kK bzw. w beziehen sich auf das kalte bzw. warme Medium)
und auch der irreversible, isobare Mischvorgang diesbeziglich als Warme-
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austausch angesehen werden kann (andere Irreversibilitdten, wie Reibung,
usw. werden beim Vergleich aufler Acht gelassen), kann man sich des 1/71— Q
Diagramms — wie dies von einem meiner Schiler und Mitarbeiter bereits vor
langen Zeit vorgeschlagen worden ist — sehr gut bedienen [s].

Betrachten wir zuerst den Fall, wo der Temperaturunterschied gegen
Null tendiert, d. h. die Warmeaustauschflache unendlich groR ist. Beide

Schaltungen sind in Bild 1 dargestellt. Einfachheitshalber wurde ein Satt-
dampfprozeB angenommen und die im Kessel zugefihrte Warmemenge Q
fur beide Falle als unverdndert vorausgesetzt. Die beiden Verhéltniszahlen
I und y ergeben sich sofort aus den einfachen Beziehungen, wonach

und

ist.

Nun verfolgen wir die Entropiezunahmen in 1/T — Q Diagrammen, in
welchen diese — entsprechend dem Zusammenhang AS = AQMN/TN — 1/Tw)
— als Integrationsflachen erscheinen. So stellt die in Bild 2 von links nach
rechts schrag schraffierte Flache die Entropiezunahme infolge der Irreversibi-
litdt der Verbrennung und die horizontal schraffierte Fldche die Entropie-
zunahme infolge der Irreversibilitdit der Wé&rmedbertragung im Kessel dar.

Die Verbesserung durch die Einschaltung des Warmetauschers kommt
eindrucksvoll in dem 1/T — Q Diagramm (Bild 2b) zum Vorschein. Die

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



ENTROPIE ODER EXERGIE? 247

zusatzlich weill gebliebene Fléche zeigt die Abnahme in der Entropievermeh-
rung, was den eindeutigen Beweis der Verbesserung durch die Schaltung nach
Bild 1 ergibt. Der Gesamtgewinn ergibt sich natirlich, indem man noch die
karierte Flache — die die Entropievermehrung infolge der VergrdfRerung
der Flussigkeitsmenge, die im Kessel von T2 auf Tr erwdrmt wird, angibt
— in Abzug bringt. (Tr ist die zum Kesseldruck und T2 die zum Entnah-

medruck gehdrende Séattigungstemperatur.) Eine kleine Ersparnis mul3 auch
noch berucksichtigt werden, die sich daraus ergibt, dal in dem dampfbeheizten
Warmetauscher, statt 1 kg nur noch y kg Flussigkeit erwdrmt wird. (Die
Entropiezunahme im Warmetauscher stellt die von rechts nach links schrég
schraffierte Flache dar.)

Will man aufler der qualitativen Beurteilung noch den Arbeitsgewinn
feststellen, so hat man — nach den Regeln der Thermodynamik — die Abnah-
me der Entropievermehrung mit der Mitteltemperatur der Warmeabfuhr,
in diesem Fall mit TO, zu multiplizieren.

Der behandelte Fall ist Gbrigens prinzipiell der Einfuhrung der regene-
rativen Speisewasservorwdrmung gleichzustellen. Der thermodynamische
Effekt ist ndmlich auch dort der gleiche: die Erhéhung der Mitteltemperatur
der &uBeren Waéarmezufuhr.

Wird von der Schaltung nach Bild la — wie friher — ausgegangen,
so ergibt sich die Schaltung nach Bild 3 nach der Einfihrung der regenerativen
Speisewasservorwdrmung. Die unendlich groBe WAarmelbertragungsflache
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der Schaltung Ib kann hier einfach durch einen Mischvorwéarmer abgebildet
werden, und es zeigt sich auch sofort, daR

ist. Somit stellt die von rechts nach links schrag schraffierte Fldche in Bild 2b
auch die Entropiezunahme der Mischung im Bild 3 dar, und wir haben so
genau dasselbe Bild der Entropiednderungen fir den Fall der reg. Speise-
wasservorwadrmung wie fir die Schaltung nach Bild Ib.

(n%)kg/h

Bild 3

Ubrigens kann man durch diese Darstellungsart &duRerst einfach zu der sonst schon
bekannten Feststellung gelangen, wonach die thermodynamisch gunstigste Vorwarmtempera-

tur T, = |T,TOist. Vereinfacht man das Diagram im Bild 2b derart, daB die Gesamtersparnis
in der Entropiezunahme nur noch durch dasViereck (allerdings die rechte untere Ecke jetzt auf
der Flussigkeitserwarmungslinie liegend, wie es einfachheitshalber auch in Bild 4 erscheint)
dargestellt wird, was im Mittelfeld der Temperaturen auch zahlenmaRig ohne weiteres zuléssig
ist, so hat man nur den Maximumwert dieses Viereckes zu suchen, um die optimale Vorwé&rme-
temperatur finden zu kénnen. Die Breite der Viereck-Flache betrdgt AQ, im Fall von Wasser
also (T2— TO0), und als Hohe derselben ergibt sich der Wert (1/T2— 1/Tj). Der Flacheninhalt
.1s betragt also (T,, — T0). (1/T2— 1/T,) und ein Maximum dafir ergibt sich aus dem Zusam-
menhang

dAS 1 T,
dT2 T, Ti
und daraus
r,=Ytjv

Damit sollte nattrlich keinesfalls abgeleitet worden, dall zur Verbesse-
rung des Rankine-Prozesses die Schaltung nach Fig. Ib ebenso gut wie die
reg. Vorwarmung herangezogen werden kénnte. Zuerst sind beide Schaltungen
nur im Falle der Verwendung unendlich groBer Warmeubertragungsflachen
thermodynamisch gleichwertig, sobald endlich grofle Flédchen verwendet
werden, zeigt sich, dafl zur Schaltung Ib eine vielmal so grolRe Flache wie
zur Speisewasservorwarmung notig wére, soweit die Temperaturunterschiede
dabei gleich grof? gewdhlt werden. Ferner verursacht der endliche Tempera-
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turunterschied auch einen Arbeitsverlust, welch letzterer hei Schaltung Ib
wieder das Vielfache desjenigen bei der Regenerativ-Vorwdrmung ausmacht.

Der Zweck obiger Ausfuhrungen war demgegenliber zu zeigen, wie
einfach und eindrucksvoll mit Hilfe der Entropie-Anschauung der qualitative
Beweis der Richtigkeit einer auf den ersten Blick so paradox erscheinenden
Annahme erbracht werden kann, wonach in Fallen wie die Zweistoff-Prozesse,
wo der Einsatz eines Warmetauschers unumganglich ist, dieser Einsatz des
W éarmetauschers nicht unbedingt zu thermodynamischen Verlusten fihren mufR.

Wird beim Warmeaustausch eine entsprechend kleine Temperatur-
differenz gewdhlt, so kann sogar ein Gewinn erzielt werden. Fallt der Tempe-
raturunterschied aus nicht thermodynamischen Grinden doch gréRer aus,
so braucht der Verlust auch in diesem Falle nicht so groR auszufallen, wie
man ihn sonst nur schatzungsweise annehmen wirde.

Die oben erdrteten Verhéaltnisse, im Falle endlich groRer Wé&rmetauscher,
kénnen Ubrigens im Bild 4 sehr einfach verfolgt werden. Der EinfluR der end-
lichen Temperaturdifferenz im Falle der regenerativen Speisewasservorwar-
mung zeigt sich auf der linken Seite des Bildes 4. Die vertikal schraffierte
Flache entspricht der Entropiezunahme infolge der VergréBRerung der lIrre-
versibilitat der Warmelbertragung, die entsteht, weil man statt der unendlich
groBen Flache (im Schema in Bild 3 durch einen Mischvorwarmer angedeutet)
eine endlich grofRe Flache nimmt, wodurch sich dann ein der Sattigungstempe-
ratur T* entsprechender Entnahmedruck ergibt, um die Erw&rmung des
Speisewassers bis T2 zu ermdglichen. (Der Grund des schrédgen Verlaufs an
der rechten Seite liegt in dem Umstand, dal? die Irreversibilitdt der Zumischung
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des Heizdampfkondensates zum Speisewasser Kkleiner ist, als wenn diese
letzte Erwdrmung des Speisewassers auch durch kondensierenden Heizdampf
erfolgte.)

Wird jetzt auch in der Schaltung nach Bild Ib die unendlich groRe
Flache durch eine endliche ersetzt, womit auch hier der der S&ttigungstempe-
ratur T* entsprechende Gegendruck nach der Hochdruck-Maschine sich ein-
stellt, so dndern sich die Verhéltnisse entsprechend dem Verlauf in Bild 4b.
(Im Bild 4 sind die Verhaltnisse etwas vereinfacht dargestellt, wie friher bereits
erwéhnt.)

Man sieht es sofort, daB in diesem Falle die Verschlechterung viel gréRer
ist, und die vertikal schraffierte Flache die die VergréBerung der Entro-
piezunahme infolge der endlich groRBen Flache darstellt, ein Vielfaches derje-
nigen der Speisewasservorwdrmung ausmacht. Der Grund dafur liegt natirlich
in dem Umstand, dal wahrend bei Speisewasservorwdrmung nur ein Teil
der Dampfmenge beim hdéheren Druck aus der Maschine entnommen werden
muf3, hier die gesamte Dampfmenge mit dem hdheren Druck entnommen wird.

Nun sieht man es auch, daR dieser zusatzliche Verlust den mit der
unendlich groRen Flache erzielten Gewinn bald zunichte machen kann.
Wéhrend ndmlich bei dem Regenerativ-Verfahren auch mit zunehmender
Temperaturdifferenz ein Gewinn immer zu erzielen ist (solange natirlich T*
kleiner als Trbleibt, d. h., die Dampfmenge aus der Maschine entnommen wird),
verschwindet hier der Gewinn, sobald die Temperaturdifferenz T* — T2 einen
Wert erreicht, bei welchem die vertikal schraffierte Fléache der urspring-
lich wei gebliebenen gleich wird.

Man sieht es auch aber gleichzeitig, dalR solange die Temperaturdifferenz
unterhalb dieses Grenzwertes gehalten wird, ein thermodynamischer Gewinn
gegenlber der ununterbrochenen Expansion erzielt werden kann.

Zu welchen Feinheiten man mit Hilfe dieser Anschauung gelangen kann,
sollte noch mit den Folgenden gezeigt werden.

Bei den vorangehenden Betrachtungen haben wir bei der Schaltung
nach Bild Ib einfachheitshalber angenommen, dalR die Enthalpie des Sekun-
dadrdampfes, wie diejenige des Abdampfes nach der Hochdruckmaschine, i2
betragen soll. Nun kann aber dieser Enthalpiewert sowohl kleiner, wie auch
groBer (naturlich hdchstens bis zur Sattdampf-Enthalpie bei dem zu T2 ge-
horenden Sattigungsdruck) gewdahlt werden. Nun zeigt Bild 4b sehr eindrucks-
voll, dall thermodynamisch der Proze3 um so besser wird, je groRBer die En-
thalpie des Sekundardampfes gewéhlt wird. Der y-Wert wird ndmlich durch
diesen Enthalpiewert eindeutig bestimmt, und mit y &ndert sich in dem
Diagramm — wé&hrend alles andere unverandert bleibt — die Erwadrmungslinie
der Flussigkeit, wie dies auf der Figur strichpunktiert angedeutet ist. Wird
also die Enthalpie des Dampfes groBer, so nimmt y ab, und damit nimmt
auch die schrdg von rechts nach links schraffierte Flache, d. h. die Entropie-
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Zunahme ab. Der sich so ergebende und dann auch weil3 erscheinende Flédchen-
streifen gibt ein eindeutiges Mal} fur die so erzielte Mehrarbeit.

Autoren, die die exergetische Betrachtungsweise vertreten, bedienen
sich auch oft des 1/T — Q Diagramms, wobei ein fester unterer Temperatur-
wert Tubzw. 1/TUangenommen wird. Das ist wohl sehr verstédndlich, da die
Entropiednderung in einem ArbeitsprozeR multipliziert mit dem Wert der
unteren Grenztemperatur den Arbeitsverlust ergibt, der infolge der durch
die Entropiednderung angezeigten Irreversibilitdit aufgetreten ist. Steht die
»Umgebungstemperatur« also bereits fest, so ist auch die maximale technische
Arbeitsfahigkeit in einem gegebenen Zustand gegeben und diese letztere wird
also um den durch die Irreversibilitat verursachten Arbeitsverlust vermindert.
Diese Verminderung wird dann als »Exergieverlust« genannt.

Um das alles rechnen zu kénnen, ist aber die Kenntnis der »Umgebungs-
temperatur« eine unerlaflliche Voraussetzung. Waéare es auch denkbar, daR
man die Umgebungstemperatur praktisch definieren kann, so muRten falls
man tatsachlich »exergetisch« rechnen xvill — Exergie-Diagramme flr jede
madgliche Umgebungstemperatur entworfen werden. Das scheint aber praktisch
ziemlich hoffnungslos zu sein, und so bedient man sich einfach der Annahme
einer unteren Temperaturgrenze als Umgebungstemperatur, die entweder
fur einen gegebenen Prozel? bereits gegeben ist, oder auf Grund anderweitiger
praktischer Uberlegungen bestimmt wird. (Allerdings kénnte zu dieser letz-
teren Aufgabe das »exergetische« Rechnen nicht gebraucht werden, da man
dabei eben die praktische »Umgebungstemperatur«, d. h. die Mitteltemperatur
der Warmeabfuhr zu bestimmen hat, und fur das »exergetische« Rechnen
diese — als Basis — bereits vorhanden sein muRte.) In diesem Falle wird
aber eigentlich nichts anderes gemacht als man die Entropiednderungen ver-
folgt (wenn es auch nicht erw&hnt) und eine anderweitig bestimmte untere
Grenztemperatur als Multiplikator verwendet.

Es stellt sich also die Frage, wozu das alles nutzen soll? Warum neue
Diagramme und Tabellen entwerfen (die sowieso nicht komplettiert werden
kénnen), wenn man sich sowieso der Entropiewerte bedient, was sonst auch
richtig ist und eine dem Ingenieur gebihrende Arbeit darstellt. Nur heiBt
es nicht exergetische Betrachtungsweise, sondern Entropie-Anschauung !

Die Entropie-Anschauung schlieBt natiirlich die Anwendung der »maxi-
malen technischen Arbeitsfahigkeit« keinesfalls aus. Der Begriff »maximale
technische Arbeitsfahigkeit« (wenn sie auch Exergie genannt wird) bleibt
weiterhin ein wichtiges Hilfsmittel fir technische Berechnungen, besonders
wenn man es — wie einleitend bereits erwdhnt — zu Beurteilung von Arbeits-
prozessen, wo das Arbeitsmittel aus einem »unerschopfbaren« Behélter zugelie-
fert wird, heranzieht.

SchlielRlich kann sich der Verfasser auch der Anschauung nicht anschlie-
Ben, wonach jede Energieform — wenn auch gedanklich — in Exergie und
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Anergie, d.li. in unbeschréankt und in nicht unbeschrankt umwandelbare
Teile zerlegt werden kann. AuBerst storend wirkt an dieser Anschauung, daR
man dadurch zu einer Energieform gelangt, die von &uBeren Zustidnden, die
vom Zustand des Stoffes vollkommen unabhéngig sind, abhdngt. Die dufleren
Zustdnde sind dabei nicht nur praktisch undefinierbar, aber kénnen sich prak-
tisch auch von Stunde zu Stunde &ndern.

Natlrlich ist die potentielle Energie auch eine Energieform, die von
der relativen Lage des Korpers abhdngt. Wird die Lage des Kdrpers gedndert,
so gentgen aber die Methoden der klassischen Mechanik immer die Folgen
dieser Anderung zu berechnen. Es wére sicher zu weit getrieben, wenn z. B.
die Hydrauliker die Energie eines hochgelegten Wasserbehdlters irgendwo
auf der Panama-Erdenge in einen umwandelbaren und in einen nicht um-
wandelbaren Teil zerlegen wollten, wobei diese Teile sich &ndern, je nachdem
man das Wasser nach links in den Pazifischen, oder nach rechts in den bedeu-
tend hdher hegenden Atlantischen Ozean durch eine Wasserturbine strémen
1aRt, obzwar hier — gegentber dem Ujngebungszustand der Thermodynamik
— nur zwei Mdglichkeiten vorliegen.
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i

Entropy Aspect or Exergy? In recent years several authors are advocating the use of
the term “maximum technical working capacity” called “exergy” as a property of state. In
the author’s opinion, this method is both inaccurate and confusing. Its main drawback is the
interference with the application of the term of entropy, correct for thermodynamical and
practical points alike. The paper illustrates the main lines of the problem with numerous
examples.

Entropie ou exergie? Ces derniéeres années, plusieurs auteurs utilisent le terme d’exergie
signifiant la capacité maximum de travail technique comme un caractéristique d’état. Ce pro-
cédé présente I'inconvénient d’étre imprécis et de préter a confusion, et surtout d’entraver
Iapplication correcte de la notion d’entropie se justifiant du double point de vue thermodyna-
mique et pratique. Le probleme est illustré, dans ses grandes lignes, par plusieurs exemples
présentés par |’auteur.

MeTog aHTponuu unm skceprumn? (/1. Xennep). B nocnefHue rofgbl MHOrMe PeKOMeHAyT
Ha3BaTb MakKCVMMasibHYt0 pPaboTOCMOCO6HOCTL paboyeld cpefbl «3KCEPrueli», 4YTo, AK06bl, ABNSA-
eTCA HOBbIM Ka/lopMyeCKM NapameTpoM cocTosiHMsA. CorfacHo c/ioBaM aBTopa, Takoe Ha3BaHue
SIBNSIETCHA, C OfHOM CTOPOHbI, HETOYHbIM, a C APYroi, HeKOPPEKTHbIM, HO, YTO Camoe r/1aBHOe,
3TVM 3aTPYLHSETCS pacnpocTpaHeHVe MeToda 3HTPOMMK, KaK SBSHOLLEACS HanyyLleid ¢ TOUKN
3peHUst TepMOAUHAMUKM U MPaKTUKW. B A0KNafe roBopuTCA O FNaBHbIX YepTax AJaHHOlM npo6-
NeMbl U MPUBOAATCA OCBeLLaloLme eé cyTb Npo6/embl.
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EINE HANDLICHE ELEKTRONENOPTISCHE
APPARATUR ZUR LAUFENDEN UNTERSUCHUNG VON
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HOCHERHITZTER HOCHSCHMELZENDER METALLE
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FORSCHUNGSINSTITUT FUR TECHNISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
BUDAPEST

[Eingegangen am 7. Februar, 1968]

Es wird eine einfache, auf Grund im Text angegebener elektronenoptischer Berechnun-
gen selbst gebaute, elektronenoptische Apparatur (ein sog. Emissions-Elektronenmikroskop)
beschrieben. Die zum Selbstbau nétigen Daten und Hinweise werden angefiihrt. Mit der be-
schriebenen Apparatur kann man Gefugednderungen bei hocherhitzten hochschmelzenden
Metallen mittels ihrer eigenen Elektronenemission von einem 60fachen bis zu einem 150fachen
YergréRBerungsgrad visuell beobachten oder laufend photographieren. Zur Bestimmung des
VergroRerungswertes einerseits und der Temperatur des abgebildeten Drahtoberflachenberei-
ches andererseits genligen einmalige Ablesungen an den betreffenden Zeigerinstrumenten.
Das von uns gesammelte Bildmaterial, und darunter auch die mitgeteilten Bilder, lassen es
erkennen, dal man an unseren elektronenoptischen Bildern oft mehr Einzelheiten erkennen
kann als z. B. an den ublichen lichtmikroskopischen Bildern. Wir benutzten unsere Apparatur
vorwiegend zur Untersuchung des Rekristallisationsprozesses von Wolfram- und Molybdéan-
drahten. Zugleich wird auch eine neuartige Methode zur Bestimmung der Temperaturen der
abgebildeten Oberflachengebiete angegeben.

. Einleitung

Es ist bekannt, dal — zwecks Erreichung besonderer Eigenschaften —
zu den Ubrigens sehr reinen Ausgangsmaterialen der pulvermetallurgisch her-
gestellten Wolfram- und Molybdé&ndréhte, also zu den hochschmelzenden Metal-
len der Glihlampen- und Radiordhrenindustrie, spezielle Fremdstoffe zugege-
ben werden, von denen geringe Mengen in den fertigen Drdhten in hochwirk-
samer Form Zurlckbleiben. Heutzutage enthalten Wolframdréhte wirksame
K-, Si- und Al-Spuren in einer Durchschnittskonzentration von etwa 10—1
ppm. Diese Fremdstoffspuren bestimmen in einer noch unaufgeklarten Weise
weitgehend das Kristallgefige und die mechanisch-technologischen Eigen-
schaften, die sich im RekristallisationsprozeR der hocherhitzten Dréahte ent-
wickeln. Um das zweckméRigste Kristallgefige und damit die bestmdglichen
Eigenschaften der Wolframgluhkdrper erreichen zu kénnen, mussen Einzel-
heiten ihrer Rekristallizationsprozesse erforscht und aufgeklart werden. Die
Rekristallisationserscheinungen kdénnen aber an den gebrduchlichen Wolf-
ramdrahten mit den Ublichen nietallmikroskopischen Methoden nicht aus-
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reichend untersucht werden, da die Rekristallisationstemperaturen derselben
meist sehr hoch (z. B. im Falle von manchen Wolframmetallsorten bei etwa
2400 °C) liegen.

Nelson und Robinson [1, 2] sowie Millner, Prohaszka und Horvath
[3—5] untersuchten schon friher die sog. sekundére Rekristallisation von
gebréduchlichen Wolframdré&hten, doch benutzten sie dazu noch nicht das Ab-
bilden der gluihenden Drahtoberflachen mittels elektronenoptischer Linsen-
systeme. lhre Wolframdréhte wurden in einer inwandig mit Leuchtstoff Giber-
zogenen evakuierten Glasrdhre koaxial ausgespannt und zum Gliuhen gebracht.
Die glihenden Drahtoberflachen wurden mit Hilfe ihrer emittierten Elektronen
durch ein zwischen Leuchtschirm und Draht angebrachtes Spannungsfeld an
der Glasoberflache »abgebildet«. Es erschienen am Leuchtschirm die wéhrend
der Rekristallisation entstehenden Kristallite als hellere dunklere, mehr oder
weniger breite Ringe. In der Achsenrichtung trat keine VergréRerung auf: die
Ringe hatten Breiten, die den Original-Langen der Kristallite entsprachen.
Man konnte in dieser Weise zwar das zeitliche Erscheinen und Wachsen der
Kristallite in der Langsrichtung verfolgen, doch konnte man die wahre Gestalt
der Kristallite nicht feststellen und die Bilder mit eventuellen metallographi-
schen Abbildungen nicht vergleichen. Die Methode lieferte wertvolle Informa-
tionen Uber die Keimbildungshdufigkeiten verschiedener Wolframdréahte und
Uber die Wachstumsgeschwindigkeiten einzelner Kristallite in der L&ngsrich-
tung des Drahtes, sie ist aber zu weiteren Aufkldrungen — z.B. zur Aufklérung
von Besonderheiten des Kristallwachstumes in der Querrichtung — nicht fahig.

Wir haben deshalb in den letzten Jahren eine einfache elektronén optische
Methode und Apparatur entwickelt, mit der man, wesentlich detaillierter als
mit der Nelson-Robinson Methode und viel einfacher als mittels der handels-
Ublichen Elektronenmikroskope, wichtige Strukturanderungen (u. A. Rekristal-
lisationserscheinungen) von Drédhten und Folien hochschmelzender Metalle
mit maRiger VergrdlRerung beobachten und photographisch festhalten kann.
Man kann unsere Apparatur leicht selbst laboratoriumsmaRig aufbauen. In
unserer Zusammenstellung wird die in Vakuum glihende Metalloberflache mit
Hilfe der thermischen Elektronen durch eine einzige elektrostatische Linse an
einem Leuchtschirm flachentreu abgebildet. Diejenigen Strukturdnderungen,
die sich an den abgebildeten Metalloberflachen mit 6rtlichen Austrittsarbeits-
dnderungen abspielen, erscheinen an dem Bildschirm als dértliche Helligkeits-
anderungen. Man kann also am Bildschirm z.B. Kristallgrenzenverschiebungen
zwischen den an der Metalloberflache ungleich orientierten Kristallbezirken
verfolgen und mittels in bekannten Zeitabschnitten nacheinanderfolgender
Aufnahmen (z.B. mittels Filmaufnahmen) die Kristallwachstumsgeschwindig-
keiten in jeder Richtung der abgebildeten Metalloberflache zahlenm&Rig aus-
werten. In dem Umstand, daB man mit unserem Verfahren VergrélRerungen
(und zwar die gleichen VergrdRerungen) in zueinander senkrechten Richtungen,
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Bild 1. Elektronenoptische (a&,b) und lichtmikroskopische (C) Aufnahmen desselben flach-
geschliffenen Abschnittes eines rekristallisierten Molybdandrahtes von 320 Mikron Durch-
messer; Vergrosserung llOfach

also z. B. in der axialen und radialen Richtung eines Drahtes bekommt, liegt
ein wesentlicher Vorteil gegentber der Methode von Nelson und Robinson, da
unsere elektronenoptische Bilder mit den metallographischen Lichtbildern der-
selben Stelle unmittelbar vergleichbar sind (Bild 1).

Il. Beschreibung der Elektronenoptik und der Versuchsanordung

Die Elektronenbahnen kann man im Falle eines axialsymmetrischen
elektrischen Feldes mit Hilfe der mit verédnderlichen Koeffizienten angegebenen
homogenen, linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

i>(2)r"(z) + ~2 <P'{2)r'(z) + -4i1- <P"()r(z) = 0 (1)

bestimmen. Hier bedeuten r(z) den Abstand einer Elektronenbahn von der
Symmetrieachse im Achsenpunkt z und ®(r) das Potential entlang der Achse.
Die Bestimmung von einzelnen Elektronenbahnen stoRt auf keine prinzipiellen
Schwierigkeiten: man muf} nur die durch die Elektrodenanordnung bestimmte
Funktion ®(r) aufstellen, dieselbe und ihre Ableitungen in die Gleichung (1)
einsetzen und die so erhaltene Differentialgleichung von r(z) l6sen. Man kann
aber fur Elektrodenanordnungen, die als Linsen wirken, die Funktion &(r)
meistens nicht als eine einfache analytische Funktion angeben, da sich die
Laplace-Gleichung unter den Grenzbedingungen solcher Elektrodenanordnun-
gen meistens nicht in geschlossener analytischer Form ldsen 14Rt. Die Poten-
tialverteilung mufl deswegen in irgendeiner experimentellen Weise, z.B. mit
Hilfe eines elektrolytischen Troges ermittelt werden. Dies kann aber fir irgend-
ein gegebenes Kraftfeld nur nachtréglich, d. h. nach der Wahl einer bestimmten
Linsenausfuhrung erfolgen. Die Formel (1) ist also zu zahlenméRigen Linsen-
dimensionierungen nicht benutzbar, und man muR sich fur solche Zwecke mit
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1Z>(z)-Funktionen begniigen, die den tatsdchlichen Verhdltnissen zwar nur
nédherungsweise entsprechen, konkrete Berechnungen aber ermdglichen. Die
optischen Eigenschaften derartig konstruierter Elektrodensysteme kénnen —
wenn notig — nachtraglich genauer berechnet werden.

Nach solchen elektronenoptischen-geometrischen N&herungsberechnun-
gen stellt ein aus zwei koaxialen Lochblenden bestehendes Elektrodensystem

Bild 2. Skizze eines elektrostatischen »Immersionsobjektives« mit Andeutungen einiger Aqui-

potentialflachen des achsensimmetrischen Kraftfeldes bei negativen (Sj-Werten; die Feld-

stdarkekomponenten Eri bzw. En haben entgegengesetzte Vorzeichen und veranschaulichen

die Sammelwirkung bzw. Zerstreuungswirkung des elektrischen Feldes in den betreffenden
zwei verschiedenen Punkten des Raumes

mit den Blendenpotentialen ®1und ®2 und mit dem als Kathode geschalteten
Gegenstand ein sog. Immersionsobjektiv dar. In einem solchen Elektrodensystem
besteht ein achsensymmetrisches elektrostatisches Feld (Bild 2), an dessen
Aquipotentialflichen als Brechungsflachen die Elektronen eine kontinuier-
liche Richtungsédnderung erfahren, dhnlich den gewdéhnlichen Lichtstrahlen,
die ein Medium mit nicht konstantem Brechungsindex durchlaufen. Einer
derartigen elektrostatischen Linse entspricht in der gewdhnlichen Lichtoptik
etwa eine Anordnung, in der der Brechungsindex an der Gegenstandseite der
Linse den konstanten Wert na besitzt und an der Bildseite den davon abwei-
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chenden konstanten Wert nB hat, wie das bei einer lichtoptischen Olimmer-
sionslinse der Fall ist, bei der die Brechnungsindizes die Werte na = n$\ und
nB = «Luft annehmen. In diesem Sinne kann man derartige elektrostatische
Linsen als Immersionslinsen bezeichnen. Nur mull man beachten, daB in einem
solchen elektronenoptischen System nG sich zwischen Gegenstand und Loch-
blende kontinuierlich andert, also nicht als konstant betrachtet werden darf.

Die Berechnungen derartiger Linsensysteme [¢] fuhren zu folgenden Zu-
sammenhéangen:

d2 b2 3d

4d 2l 342
on 1 ®or @1+ D
2 I @ 2
gVee g o 7 oA d
| K CD, ¢>X)D
1 d
D+
1+ [
K
- » (3)
g ennfe2 N (o fe, Val
ox\\1 o, (| , I D

or

Es bedeuten hier zBden Bildabstand, d den Abstand zwischen den zwei Loch-
blenden, D den Dingabstand, ®1wM®2 die Blendenpotentiale entsprechend der
angefihrten Skizze (Bild 3). V bezeichnet die VergréRerung. Solche Linsen-
systeme ergeben scharfe Abbildungen und ermdglichen die elektronenoptische
Untersuchung von plangeschliffenen Metalloberflachen, falls diese genlgend
hohe Elektronenemission aufweisen, wie dies z.B. bei hocherhitzten W-, Mo-
und Ta-Gegenstdnden der Fall ist.

Wie wir es gefunden haben, kénnen die Gleichungen (2) und (3) trotz
der vereinfachten Rechnungsweise (d. h. trotz der Ersetzung des wahren Ab-
laufes von ®(r) durch ein Polygon nach Bild 4) als eine gute Grundlage fur den
Entwurf eines Abbildungssystems dienen. Man muf’l nur dafir sorgen, daB
ausreichende Mdglichkeiten fur Bildscharfe-Korrekturen offen bleiben. Dieses
Ziel erreichten wir bei unseren Apparaten folgendermaflen. Von den vier, die
Abbildungsschéarfe bestimmenden Parametern d, D, ®21®d\ und z» darf man
zwar (zwischen gewissen Grenzen) drei Parameter willkirlich festlegen, wir
haben aber nur fur zwei Parameter, d. h. nur fir d und zB feste Werte gewdahlt
und dadurch fur die Scharfeinstellung der Bilder gleichzeitig zwei Mdglichkeiten
freigehalten, u. zw. die Regelung der Bildschérfe einerseits durch eine Anderung
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Uingort Ettdort

Umschalter

Bild 3. Schaltskizze einer elektronenoptischen Apparatur mit 60faeher bis|150faeher Ver-
groBerung, zur Abbildung thermische Elektronen emittierender hocherhitzter Metallober-
flachen, zwecks laufender Verfolgung von Gefligednderungen hocherhitzter Metalle

Bild 4. Ablauf des Potentiales @r entlang der z-Achse im achsensymmetrischen Kraftfeld eines
Immersionsobjektives« nach Gleichungen (2) und (3) berechnet (a) bzw. mittels in einem
elektrolytischen Trog durchgefihrter Messungen bestimmt (6)
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des Verhéltnisses der Blendenpotentiale ®2/®x und andererseits durch die
Anderung des Dingabstandes D.

Den zahlenmé&Rigen Wert von ZB, von welchem die dulReren Abmessungen
eines solchen Apparates am meisten abh&ngen, haben wir fir den eigenen
Apparat zu 250 mm bestimmt. Bei der Wahl des d-Wertes mul3 man zwei
gegeneinander wirkende Faktoren beachten. Zur Erreichung eines mdglichst
grollen Brechungsvermdégens und zur Verwirklichung einer Konstruktion, in
welcher die positiven Aquipotentialflichen durch die Offnung der naherliegen-
den Lochblende die Kathodenoberflache (den abzubildenden Gegenstand) rich-
tig erreichen, sollte man einen maglichst kleinen d-Wert wéhlen. Kleine d-Werte
bringen aber grolRe Durchschlagsgefahren mit sich: dadurch wird man eher zu
grofleren d-Werten gefihrt. Da wir uns im voraus fir eine Beschleunigungs-
spannung von 3 kV entschieden haben, wéahlten wir dazu einen d-Wert von
rund 1 mm, wodurch in unserem Apparat die Feldstdrke nirgends den Wert
von 30 kV/cm uberstieg. Unter diesen Umstdnden ereigneten sich bei uns
keine Durchschlage.

Nach dem Einsetzen der Zahlenwerte von :» = 250 und d = 1 gibt
Gleichung (2) nur einen Zusammenhang allein zwischen den Grdfen ®z/®d1 und
D an. Man kann diesen Zusammenhang graphisch als Bild 5 darstellen. Alle
Punkte dieser Kurve entsprechen Bedingungen scharfer Abbildungen: fur
einen jeden Kathodenabstand des Diagrammes findet man mit Hilfe der Kurve
denjenigen ®2/®j-Wert, mit dem man ein scharfes Bild erzeugen kann. Die
zusammengehdrigen Wertepaare bestimmen gemd&lR Gleichung (3) gleichzeitig
auch den VergroéRerungsgrad, wobei, mit einer Verringerung des D-Wertes ein
Anwachsen der Vergrdéerung verbunden ist.

Auf Grund der Zahlenwerte des als Bild 5 angefihrten Diagrammes
14Rt unsere Apparatur eine Verschiebung der Kathode in der Achsenrichtung
von D = 0 bis auf D = 4 mm zu. Eine gréRBere Verschiebung als 1,5 mm hat
sich jedoch als nicht ausnutzbar erwiesen. Die Bewegung des Gegenstandes
geschieht mittels einer geriffelten Metallréhre (mittels einer sog. Bourdon-
réhre). Diese Art der Kathodenbewegung sichert nicht nur die Feineinstellung
von kleinen D-Werten, sie ermdglicht auch gleichzeitig eine einfache und
rasche Anderung der VergréRerung.

Es sollen z. B. die Werte (®2/d11und Dx ein scharfes Bild mit der Ver-
gréRerung Vx ergeben. Wollen wir dann zu einer stadrkeren VergrélRerung V2
Ubergehen, dann verschieben wir die Kathode (z.B. den Drahtschliff) in der
Richtung zu der Linse auf den (kleineren) Abstand D2und stellen das unscharf
gewordene Bild mittels des Potentiometers (s. Bild 3) — durch Einstellung
eines neuen, zu einer scharfen Abbildung fihrenden (®2/®x)2 Wertes — scharf
ein. Da in unserer Anordnung @2 einen konstanten Wert von 3000 V besitzt,
erfolgt diese Scharfeinstellung lediglich durch eine Anderung des ®i-Wertes.
Die VergroRBerung wird also in unserem Apparat allein nur durch den Zahlen-
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Bild 5. Graphische Darstellung des Zusammenhanges zwischen den zusammengehdérigen, zu
scharfer Abbildung fihrenden Kathodenabstand-Werte (D) und Blendenpotentialquotienten
(® (\)* nach Gleichung (2), mit zg = 250 mm und d = 1 mm berechnet (siehe auch Bild 3)

\Y

Bild 6. Zu den, am Zeigerinstrument U abgelesenen Potentialwerten (iPj-Werten) gehdrigen
Werte der linearen VergrofRerung (V) bei den nach Bild 3 gebauten Apparaten

wert von 0 i bestimmt. Dadurch besteht bei uns die Mdéglichkeit die VergréfRie-
rungen auf Grund einer einzigen Instrumentenablesung mit Hilfe eines Dia-
grammes (Bild ) direkt festzustellen. Dieses Diagramm wurde durch unmittel-
bares Vermessen von zusammengehdrigen Kathoden- und Bild-Abmessungen
bestimmt. Demzufolge sind unsere VergréRerungswerte von den Fehlermdg-
lichkeiten der Naherungsgleichung (3) véllig frei.

FUr starkere VergrofRerungen benutzen wir negative Werte von &b
Gleichung (2) laRt zwar eine solche Mdglichkeit unmittelbar nicht erkennen,
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die Spuren der Aquipotentialflichen des Bildes 2 weisen aber klar darauf hin,
daB an der Kathodenoberflache (d. h. an der glihenden Metalloberfldche) auch
im Falle von negativen 0 1-Werten ein Gebiet existiert, aus dem die Elektronen
- auch solche mit einer Anfangsgeschwindigkeit Null — in das Beschleuni-
gungsfeld gelangen. Dieses Gebiet wird durch die Null-Aquipotentialflache von
dem im Bilde 2 schraffiert dargestellten Bremsgebiet abgegrenzt und verklei-
nert sich durch das Negativerwerden des ®xWertes immer mehr. Gemal der
Gestalt der aus MeRwerten gewonnenen Kurve des Bildes 4b bewegen sich die,
in das Beschleunigungsfeld gelangenden Elektronen im Bereich der ersten
Blende in einem der Bedingung & "(r) 7> 0 gehorchenden, und im Bereich der
zweiten Blende in einem der Bedingung ®"(r) <7 0 gehorchenden Potential-
feld. Dies entspricht fur die Elektronen einer Einwirkung zuerst von einer
Sammellinse und dann von einer Zerstreuungslinse, wie dies aus einer zwei-
maligen Integrierung der Gleichung (1) hervorgeht. Die Streuwirkung der
zweiten Blende ist aber wegen der in seiner Ndhe schon stark angestiegenen
(im kV-Bereich liegenden) kinetischen Energie viel schwéacher als die Sammel-
wirkung der ersten Blende, wodurch ein solches Immersionsobjektiv auch noch
mit negativen ®xWerten als Sammellinse wirkt. Die im Bilde 2 dargestellten
Komponenten der Feldstdrke Er zeigen dieses Verhalten ganz augenscheinlich.
Durch den Umstand, dalR wir in unserer Apparatur auch negative Werte
von ®1 zur Abbildung verwenden kénnen, sind wir zu einer wertvollen Mdg-
lichkeit von Temperaturbestimmungen hocherhitzter Kathoden gelangt.

I1l. Temperaturmessiing von hocherhitzten Kathoden

Unsere elektronenoptische Apparatur wurde eigentlich zu Untersuchun-
gen von Rekristallisationserscheinungen pulvermetallurgisch erzeugter gezo-
gener Wolframdréahte entwickelt [7]. Fur solche Untersuchungen sind rasche
Temperaturbestimmungen an Wolframdréhten erforderlich. Temperaturmessun-
gen auf Widerstandsmessungen zurtckzufihren ist nur bei langen dinnen
Dréhten ein gangbarer Weg. Bei kirzeren, dickeren Wolframdrahtstiicken
bedient man sich im allgemeinen der Temperaturmessungen mittels irgendei-
nes optischen Pyrometers. Es besteht auch bei unseren etwa 15 mm langen
und 300—400 Mikron dicken Wolframdrahtsticken — bei welchen sich die
Temperatur von Abschnitt zu Abschnitt wesentlich &ndert — die Mdglichkeit,
die Temperatur der einzelnen Abschnitte mit Hilfe eines auflerhalb der durch-
sichtigen Glasapparatur angebrachten optischen Pyrometers zu bestimmen.
Es ist aber fast unmdglich, denselben Abschnitt, dessen Abbildung am Bild-
schirm eben erscheint, im Pyrometer genau einzustellen. Es gibt nur einen
einzigen Fall, in dem dies gelingt. Stellt man am Bildschirm den hellsten
Abschnitt ein, dann sieht man das Bild des Abschnittes héchster Temperatur
und kann denselben auch im Sichtfeld des Pyrometers als den hellsten Drahtteil
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leicht einstellen. Man ist aber so auf die Untersuchung des hdéchsterhitzten
Drahtabschnittes beschréankt.

Es ist aber mit einer nachfolgend néher beschriebenen Methode mdglich,
die Temperatur eines jeden beliebigen Drahtabschnittes befriedigend zu
bestimmen.

Bild 7. Zahlenmé&Riger Zusammenhang zwischen den Temperaturen (T) und den Emissions-

stromdichten (j) der elektronenoptisch abgebildeten Drahtoberflaichenbereiche; die Emissions-

stromdichten kénnen mit Hilfe des am Instrument A des Bildes 3 abgelesenen Stromwertes (i)

und aus der festgestellten VergrofRerung berechneten Oberflachenbereiches (0) leicht zahlen-

maéaRig bestimmt werden, falls man mit negativen Werten arbeitet (der Zusammenhang ist
hier fir W, Mo und Ta dargestellt)

Es ist bekannt, dal die Stromdichte des Emissionsstromes einer bei
T [°K] gluhenden, Elektronen emittierenden Metalloberflache durch die
Gleichung (4) von Richardson und Dushmann angegeben werden kann,

i= AT2e-w w , (4)

wo A eine von der Metallart ahhdngende Konstante; T die absolute Tempera-
tur; Wk die von der Metallart abh&dngende Austrittsarbeit der Elektronen
und k die Boltzmann-Konstante bedeuten.

Benutzt man in unserer Anordnung zu der Bilderzeugung negative
Werte von ®x dann stammen Bild und Elektronenstrom ausschliellich von
demjenigen Oberflachengebiet der Kathode, von welchem die Null-Aquipo-
tantialflache die Elektronen abflieRen laRt (also im Falle von Bild 2 von dem
»nichtschraffierten« Kathodenteil). Eben dieser Elektronenstrom wird durch
das MeRinstrument A des Bildes 3 angezeigt, und kann mit Hilfe von Glei-
chung (4) zu einer Temperaturbestimmung benutzt werden. Dazu mufl man
den abgelesenen Stromwert durch den Zahlenwert des strombestimmenden
Oberflachenteiles dividieren, welch letzteren man in Kenntnis der Bildflache
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und der VergrofRerung leicht berechnen kann. Bild 7 gibt uns die zu den in
dieser Weise bestimmten Stromdichtewerten gehdrige Temperaturwerte
der abgebildeten Oberflachengebiete einiger Metalle an. Arbeitet man mit
unverdnderten Kathodenabmessungen und mit gleichbleibender VergréfRerung,
dann kann man die Temperatur des untersuchten Kathodenteiles durch eine
einzige Instrumentenablesung feststellen.

Man mufl dazu noch folgendes beachten. Die meisten Literaturangaben
Uber Austrittsarbeiten stammen von Emissionsmessungen an Kathoden mit
polykristallinem Gefluge. Die Oberflache solcher Kathoden besteht aus einer
groBen Zahl kristallographisch verschiedentlich orientierter Fléachengebiete.
Zu den verschiedenen kristallographischen Orientierungen gehéren aber ver-
schiedene Werte der M-Konstante und der Austrittsarbeit. Die meisten Lite-
raturangaben stellen also Durchschnittswerte vieler, verschiedentlich orien-
tierter Oberflachenelemente dar. So gibt uns Bild 7, das auf Grund von Litera-
turangaben entworfen worden ist, z. B. fir Wolframkathoden nur dann einen
richtigen Temperaturwert an, wenn und bis die Kathode polykristalline
Oberflache hat. Wird die Bildflache nur durch wenige Kristalle ausgefullt,
dann darf man Bild 7 zu Temperaturbestimmungen nicht benutzen.

IV. Einige Anwendungsbeispiele

Mit einer, gem&R den im Bild 3 angegebenen elektrischen und geometri-
schen Angaben aufgebauten Apparatur haben wir eine betrdchtliche Zahl
von klar auswertbaren und mit lichtmikroskopischen Aufnahmen gut vergleich-
baren Bilder erhalten. Der VergrdRerungsbereich lag dabei zwischen den 60-
fachen und 150fachen VergrdBerungen. Der jeweilige VergroRBerungswert
konnte mittels einer einzigen Ablesung eines Zeigerinstrumentes ermittelt
werden. Auch die Temperatur des abgebildeten Drahtabschnittes konnte
— wie oben angegeben — einfach bestimmt werden. Wé&hrend der Untersu-
chungen und Aufnahmen herrschte in der Apparatur ein Druck von 10 ~s
Torr. Von den am Bildschirm erschienenen Bildern haben wir auf 16 mm
Schmalfilme sowohl Einzelaufnahmen wie auch Kinoaufnahmen erzeugt.

Vorwiegend untersuchten wir die Erscheinungen des Rekristallisations-
vorganges verschiedener, d. h. mit verschiedenen chemischen Zusétzen erzeugten
Wolframdréahte. Bild s zeigt uns Einzelaufnahmen dieser Untersuchungen.
Bei Molybdandréahten 14t sich dieser Vorgang nicht verfolgen, da die Rekristal-
lisation der Molybdéandréhte schon bei einer so niedrigen Temperatur erfolgt,
bei welcher die Elektronenemission zu einer deutlichen Abbildung der Ober-
flache nicht ausreicht. Hier konnten wir nur diejenigen Strukturdnderungen
beobachten, welche sich in einem schon voll rekristallisierten Draht bei
erhdhter Temperatur spdte? noch ereignen. Bild la und Bild Ib zeigen uns
solche nachtrégliche Strukturdnderungen eines Molybdandrahtes von 320
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Mikron Durchmesser. Bei derartigen Untersuchungen zeigen sich die entschei-
denden Vorteile einer laufenden elektronenoptischen Untersuchungsweise am
meisten. Man sieht bei direkter Beobachtung des elektronenoptischen Bildes
irgendeines Molybd&ndrahtstickes manchmal blitzschnelle Orientierungs-
dnderungen gewisser Oberflachengebiete. Solche Erscheinungen kann man
mittels gewdhnlicher metallographischer Methoden nicht erfassen. Auch kann
man die viel langsamere Bewegung der Kristallitgrenzen von rekristallisieren-

Bild 8. Elektronenoptische Aufnahmen von mit verschiedenen chemischen Zusatzen herge-
stellten pulvermetallurgischen Wolframdrahten (Vergrdsserung 120fach):

Ein mit K, Siund Al enthaltenden Zus&tzen hergestellter, sog. GK-Draht [Millner, T.—
TURY, P.: Ung. Pat. Nr. 106.268] nach erfolgter primarer Rekristallisation und bevorstehender
sekundarer Rekristallisation, am unteren Bildrand sieht man einen einzigen, im Wachsen
befindlichen sekundéren Kristallit (a);

ein mit K, Si und Ga enthaltenden Zusatzen hergestellter, sog. Ga-Wolframdraht [Millner
T.—Neugeeauer, J.—Kerényi, L.: Ung. Pat. Nr. 152.086] nach abgelaufener sekundéarer
Rekristallisation (6);

ein mit nur K und Al enthaltenden Zuséatzen hergestellter, sog. KAl-Draht [Mitlner, T.—
Neugebauer, J.: Ung. Pat. Nr. 149.187] nach vdlliger abgelaufener Rekristallisation (c).

den Wolframdrdhten kaum mit lichtoptischer Metallographie studieren, auch
dann nicht, wenn man Hochtemperatur-Mikroskope anwendet, da bei dieser
Methode die neuentstandenen Korngrenzen (durch Vakuum-Atzung) erst
nach léngerer Zeit sichtbar werden.

Die beschriebene elektronenoptische Methode bringt auch noch den
weiteren Vorteil mit sich, daB ihre Bilder neben den »metallographischen«
Einzelheiten, die von den Orientierungsunterschieden einzelner Strukturele-
mente stammen, auch solche Besonderheiten der Struktur zum Vorschein
bringt, die durch Verschiedenheiten der Austrittsarbeit bedingt und mit
licht-optischen Methoden nicht zu finden sind. So zeigt uns z. B. Bild fib,
dafl die im Rekristallisationsvorgang entstandenen groRen Kristallite gewisser
Wolframdrahtsorten in der Richtung der Drachtachse oft eine feine Parallel-
Streifung aufweisen. Dies h&ngt sehr wahrscheinlich mit einer inhomogenen
Verteilung der Zusatzspuren in diesen Kristallen zusammen. Diese Inhomo-
genitdt wurde erstmal mit der hier beschriebenen Emissions-Elektronenmik-
roskopmethode beobachtet.
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A Simple Apparatus for Investigating by Electron Optics the High-Temperature Metallo-
graphie Phenomena of Metals with High Melting Point. The paper describes a simple electron
optics method and a home-made apparatus for the investigation of the structural changes of
high-melting point metals with the aid of thermal electrons. The surfaces of the heated speci-
mens and their changes can be observed and photographed directly with a magnification rang-
ing from 60 X to 150 X . The paper also presents a simple method suitable for the rapid deter-
mination of the temperature of the observed part of the surface. The apparatus was used by
the authors mainly for investigating the recrystallization phenomena of W and Mo wires and
they found that the electron optic images provide informations not to be observed on ordinary
photo-micrographs.

Appareil simple pour I’examen électronoptique des processus métallographiques a haute
temperature des métaux a point de fusion élevé. L’étude décrit un appareil construit par les
auteurs, ainsi qu’'une méthode simple d’optique électronique pour I’examen des électrons ther-
miques et des changements de structure des métaux a point de fusion élevé. La surface des
éprouvettes chauffées et ses variations peuvent étre observées et photographiées directement
avec un grossissement de 60 a 150 fois. L’étude communique aussi une méthode simple pour
déterminer rapidement la température de la surface observée. Les auteurs ont utilisé I’appareil
avant tout pour I’examen des phénomeénes de recristallisation des fils de W et de Mo et ont
constaté que les images électronoptiques offrent aussi des informations qui ne peuvent pas
étre lues sur I'image microscopique ordinaire.

MpocToit npubop, NPUrofHbIA ANS1 3NEKTPOHHO-OMTUYECKMX WCCMefoBaHUA MeTanno-
rpamuecKmx npoLIeccoB, NPOTEKAOLLMX NPU BbICOKUX TEMMNepaTypax B TYronsiaBKUX MeTasinax
(0. XopauekH T. MunsHep). B paboTe ONMCbIBAETCA MPOCTOW 3M1EKTPOHHO-ONTUYECKUIA MeTof,
M NPWGOP COBCTBEHHOTO M3rOTOB/IEHWUS, MPUFOAHLIA ANS UCCMEA0BaHWS M3MEHEHUI TeKCTypbl
TYronnaBKUX MeTa/1/IoB NPU MOMOLLW TEPMUYECKUX 3EKTPOHOB. [10BEPXHOCTbL HAarpeTbIx 06pas-
LOB U MPOMCXOASLLIME HA WX MOBEPXHOCTM W3MEHEHWS MOXHO HEenocpeACcTBEHHO HabnoaaTh
n doTorpadupoBaTb Npu 60—150 KpaTHOM yBennyeHun. B pa6oTe' AaeTca TakXkKe onucaHue
NpPoCTOro MeTofa, MPWUIroAHOro Ans GbICTPOro OnpeaenieHnsl TemnepaTypbl 0TO6PaXKEHHOro
yyacTKa MoBepxXHOCTW. ABTOPbI NpeAiaraemblii MPM60P B OCHOBHOM MCMO/b30BaNN A/isl UCCe-
[l0BaHWsl PEKPUCTANIM3ALMOHHbIX MPOLIECCOB, MPOTEKAlOWWX B BOMb(PAMOBbLIX M MOMM6AEHO-
BbIX MPOBO/IOKAX, W MPW 9TOM YCTaHOBW/M, UTO 3EKTPOHHO-ONTUYECKME N306pAXKEHUSI Oal0T
TaKXe MH(opMauMy U TaKoro Mopsiaka, KOTopble He MOryT ObiTb YCTaHOB/MiEHbl Ha OCHOBE
NPOCTbIX CBETOBbIX OMTMUECKMX WU300PaKEHMWIA.
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The paper demonstrates the application of the signal-flow graphs for the solution of a
special task in control technics, namely for the determination of the transfer functions of direct
current machines.

. Introduction

In the field of control engineering the properties, construction, reduction
and applications of the signal-flow graphs—utilized more and more extensive-
ly for their clear suggestiveness and simplicity — are dealt with by an ample
literature [1—s] and by a previous paper published in Elektrotechnika [7]. As
a continuation of the paper published previously [7] we will first introduce
the general formula of the signal-flow graphs, the so-called Mason formula
which permits avoiding the lengthy, though thoroughly methodical reduc-
tions necessary for the determination of the transfer functions (or gain factors)
establishing the relationship between the input and output signals of the
signal-flow graphs representing systems of a higher complexity and which
permits the writing down of the result directly.

The derivation of the Mason general formula is found in the available
literature e.g. [2—4], therefore in the following we will only briefly discuss
the structure of the expression.

Il. The general formula of signal-flow graphs

The general formula of Mason is given for transfer functions [1], but
naturally it may be applied judiciously for frequency-functions or gain factors
as well:

y W k{s)AKk{s)
m*) “ (v

or by an abbreviated notation
JF= -A e 2,

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



268 F. CSAKI et al.

In this formula W denotes the resultant transfer function and Wk the
transfer function of the k-th forward path. Further A is the determinant of
the system of equations represented by the signal-flow graph. The determinant
can be calculated with the formula given below:

11=1-2mp&+m2 -2mp&+ L] U 3)

where
PL1 is the transfer function of the rn th H, loop;
PLL is the m2-th product of the transfer functions of two distinct (not in contact with
each other, i.e. possessing no common junction) Hj and Hj loops each;
PiSI > the m3-th product of three distinct Hj, Hj and Ht loops’ transfer functions
each, etc . ...

For calculating system-determinant A the appearing summations must be
extended to all the possible combinations. Lastly Ak is the A determinant of
the part —not contacting the fe-th forward path — of the signal-flow graph, in
other words the k-th subdeterminant.

So the determinant A (resp. AK) can be computed with the formula

A=1-~H i+ 2H iHJ 2H ,H,H.,+ ... . (4)
[ ij .l

I11. Examples for transfer function determinations of direct current machines

In the following the utilization of the Mason general formula by way
of several examples is shown. As examples the electric machines used frequently
in control engineering are chosen with working point dependent transfer
functions and non-linear equations of behaviour, e.g. with the product of
two dependent variables involved. For simplifying the problem we assume
small variations around the working point, as in this case the gain factor
may be taken for constant, and due to the linearization of the equations, the
Laplace transformation may be applied. For details of the method we refer
to the literature [s]. The following notations are used: lower case letters with
lower case letter indices mean time variable quantities. The variation itself
is denoted by A, while capital letters with capital letter indices mean constant
working point values. E.g.

ig— g H~Aig
(5)
rg=R G+ Arg

The Laplace transforms are expressed by lower case letter indexed capital

letters. E.g.:
~TAig = Alg(s), J3*[Arg] = ARg(s). (s)
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Finally we mention, that e.g. the variation of the product function

ug = rgh

Aug= A(rgig) = RcAig+ IGArg

and its Laplace transform is

AUg(s) = RGAIg(s) + 1GAR((S).

1. Separately excited direct current generator

269

(7)
(8)

©

First let us examine a direct current generator loaded by an arbitrary
operational admittance Y t(s), with a variable excitation voltage and excita-
tion circuit resistance (Fig. 1). Assuming small variations of the input variables

Fig. 1. Separately excited d.c. generator

the operation of the machine may be described by the following system of

equations:

AUg(s) = (Ra+ sLG)AIlg(s) + 1GARg(s),
A0g(s) = KOAIg(s),

AUIi(s) = KuAO0g(s),

AUt(s) = AU,(s) - (Ra + sLA)AIla(s),
Ala(s) = YT(s)A Ue(s).

Introducing the time constants TG= Lg/Rg and TA = LAIRA we

Fig. 2 shows the signal-flow graph representing equation-system (11).

AUg(s) = A0(1 + sTa)Alg(s) + laARqg(s),
A0g(s) = KOAIg(s),

AUIi(s) = KuAO0gs),

A Ue(s) = AUI(s) - Ra(l+ sTA)Ala(s),
Ala(s) = Yr(s)AUc(s).

(10)

have:

(11)
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*Ra(s)

Fig. 2. Signal-flow graph representing the equation system of separately excited generator
Let us determine transfer functions W = W ~f by the Mason formula,
there

w=wiu=AUM (12)
nTnm

From the signal-flow graph of Fig. 2 the following consequences may be
drawn: There exists only one forward path, whose transfer function is

K K u 1

There exists one loop, whose transfer function is
pp —H1= —Ra{l+ sTa)Yt(s),
(mi= 1)
There are no separate loops

P= o, m =0, ...
SO
A= 1-H1= 1+ Ra(l+ sTa)Yt(s)

As the loop is in contact with the forward path, therefore

=1 —o+ ...=1.
Substituting this into relationship (2) we have

IF, A, K K-n 1 1
Rn 1+sTG 1+Ra(l+ sTa)Yt(s)

w (13)

Let us load the generator by an operational impedance of Rx + sLT; this
may mean e.g. the excitation coil of a synchron machine. Then

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



DETERMINATION OF TRANSFER FUNCTIONS 271

YT(s) = ' (14)
iR -3 sLT

Substituting this into (13) we obtain

AUe _ AUeg(s Rz 1+ sTT __
A= (5 (15)
AUSs(s) Rt+ fla (1+ 50;) @1+ 50"
where
io - K Kwu
Ra
machine constant;
[
time-constant of the load;
Ty = RA+ Lt
Ra+R t

electric time-constant of the armature circuit.

2. Separately excited direct current motor

On the basis of Fig. 3 using the notations of the figure, the equation
system describing the operation of the machine may be written down in
the form of Laplace transforms, if we assume small variations:

AUe(s) = (Ra+ sLA)Ala(s) + laARa(s) + AU,(s)t

AUj(s) = Kn ®a ADm(s) -f- Ky QMAO0g(s),
AMmM(s) = KMIAAOg(s) -)- KMO0Q Ala(s),
AMm(s) —AM,(s) = J MsSAQm(s), (16)
ali/?(s) = (Rg+ sLc)Alg(s) -)- laARs(s),

A0g(s) = KO AISs(S).

Introducing the time constants Tv = LA/RA and TG = La/Rc, Fig. 4 shows
the signal-flow graph representing equation-system (16).

Fig. 3. Separately excited d.c. motor

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 68, 1968



272 F. CSAKI et al.

Let us determine the transfer function existing between the variation

of the angular velocity, as outputsignal, and the variation of the torque of
the load, as input signal:

W=wfi= QMYTP;/?- 7).

Between the input signal and the output signal there is only one forward
path:

ARg(S)

Fig. 4. Signal-flow graph representing the equation system of separately excited d.c. motor

The signal-flow graph contains a loop, whose transfer function is:

pd) _ N _ _ KvmKndé 1 1
RaJm s(l + sTv) STM(I-{-sTv)
(mi = 1)
where
Tm — Raldm
Km Kun 2

is the electro-mechanical time constant of the motor, and Jm denotes the moment of inertia
of the total mass on the motor axis.

Separate loops do not exist

Py - 1 oR@ - 9
1-H v
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As loop H1lis in contact with the forward path
4 =1 —o0o+o0o—...=1.

Substituting this into (2) and taking (17) into consideration, we have:

- — 1+ STV : (18)
AMt(s) KMKnodb 1+ sTM-f-s2TMTv

Other transfer functions may also be determined in a similar way, on the
basis of the signal-flow graph. Table | summarizes all the transfer functions

concerning the separately excited motor.

3. Ward-Leonard aggregate

The system of equations characteristic of the aggregate is written

down on the basis of the above principles, i.e. by assuming small variations
we linearize the equation system and write it directly in the form of the La-

place transforms.

For simplicity’s sake we assume, that the angular velocity of the genera-
tor may not even suffer any transient variation, i.e. cog = Qg is a constant.
The notations used in the equation system are identical with those in the

figure:
AUg(s) = (Rg+ sLG)AIlg(s) + laARg(s),

A0g{s) = CGAIg(s),
AUig{s) = KaA0g(s);
AUgm(s) = (RGm 4" sLgm) Algm(s) + 1GMARgm(s),

AdaT(3) = Cm Algm(s),
AUImM(s) = Kn0gmAQm(s) + Ku QMAO,,m(s);

(19)

AUig(s) - AUIms) = (Ra + sLA)Ala(s),
AMmM(s) = KMO0 GMAla(s) -f K MIAAO,,m(s),
AMm(s) —AM,(s) = IMsAQJs).
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Output
signal

Ail,,

Ain

Input
signal

AU.

ARa

AU,

AR,,

AM,

AUe

ARa

Table 1

Transfer functions of the separately excited d. c. motor

Transfer function

1- sTv

laR a
Ku®mpam — laRa
1+ TTg)(L + sTM+ s=TMTv)

laPm
Ku&m®gm~ laRa
1+ sTg) (1 + sTOM -f-szTMTv)

1- sTv

wAlr =
AU’ K ndam Il + sTM+s*Tv TA
w 1
ARa RuAGm |+ sTM+ s2TyT M
wAIm _ ~ KP'M {'I LaRa
) Rg”™gm Ru”™m”gm
_ Kdimla fi laBa_
Rg* gm Vv RUMINGh
M7ASim = RA 1+ >TV
AMt KmMKun4dm 1+ sTM+ SSTM Ty
mAlo 1 sTM

AU* Ra 1+ sTm+ s*TmTv

ST»

Wad = ARy sTMe S*TMTy

vLZ

‘e 18 IMYSO ‘4
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In the signal-flow graph representing equation system (19) the follow
ing notations are used:

Tg = Lg/Rg the excitation circuit time-constant of the generator;
Tgm = Lgm/Rgm the excitation circuit time-constant of the motor;
Tv = La/Ra the electric time-constant of the armature circuit.

As an example let us determine the transfer function between the arma-
ture circuit current as output signal, and the generator’s excitation voltage

*Rgm (S)

Fig. 6. Signal-flow graph representing the equation system of the Ward-Leonard aggregate

as input signal, for the case of small variations:

w = Wi\st = :b’:s)) (20)

There exists one forward path, whose transfer function is

jyr G 1
RgRa (1 + sTc) (1 -j-sTv)

There exists one loop, separate loops do not exist:

KMKQR®E,
Jm Ra S(1 + s?™v) + sTv)

pu)  h

(mi= 1)
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where
JmRa
Km Ka dam
is the motor’s electro-mechanical time constant.
As
Pz PR
SO
A=1-H1=1+
s"m(1 + V)
and
4=1 —0+0+ ...=1.

Substituting this into Mason’s formula (2) and taking (20) into considera-
tion, we have

Ala Algjs) CgKp STM 1)
"9 AUgs) RaRa (1+ sTa)(l+ sTM+ s2TMTv)

4. The amplidyn

In the case of the amplidyn a new condition aggravates the calculation,
namely frequently several control coils are used on one pole. The system is
made more complex in a physical sense too as a consequence of the coils being
coupled inductively to each other, the number of the equations describing
the process increases and so does the work of computation. Let us consider
the frequent practical case, when three control coils of the amplidyn are used
and let us examine the transfer function of the excitation circuit, with the
variation of flux in the excitation circuit as output signal and the variation
of the control voltage as input signal:

w=wi% =-"AY9 (22)
AUL(s

Fig. 7. Amplidyn with 3 control coils for each pole
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The determination of the excitation circuit transfer function (22) is
greatly facilitated, without incurring any grave error, by the usual neglection
of the control coils’ leakage:

Ls=0 (23)

i.e. by assuming the coupling of the coil’s total number of turns with the
g pole flux.

If we reduce the control circuit data to an identical number of turns,
then we necessarily have
Ly, = Ly2=by3 = Ly (24)

where Ly,, Ly,, Ly3 denote the control coil’s inductions reduced to the common number of
turns.

It follows both physically, — on the basis of (24) — and mathematically
— on the basis of Mik = \LtLk — that

Mi2= M2= M= Ly . (25)

The number of time constants has been reduced with the aid of the
relationships (24) and (25) and so the calculation has been made more elucidate.
Let us write down, on the basis of Fig. 7 assuming small variations the linear-
ized and Laplace transformed equation system describing the control circuit:

AUVAS) = o~1 4" sLvj) ZI/j~s) sMI2AIL2s) -f- sM13AT13(s) ,

AUVXs) = sM12AI1,(s) + (a, + sLV2AIZs) -f- sSM.13A13(s) ,

4 L*3(S) = SM X4fx(s) 4- sMZBAI.,(s) + (R3+ sLW)AIJs) ; (26)
AOgys) = Ca[Al,(s) + Al12(s) + AlIJs)].

where R,, R2 and R3 denote the resistances reduced to an identical number
of turns of the control coils and Cc the machine constant. Taking into consid-
eration the relationships (24) and (25) and introducing the control circuit
time constants

TVI — LVjR1,

TV2= LVv/R2 (27)
and

TV3= LV/R3
we have:

4Lii(s) ~ ~Ni(l HsTVI) zl/jls) -f-sLy Al2s) -(- sLy A13(s),

—gLy A1,(3) -)- R21-)-sTV2) Al2(s) -j- sLv A13s),
AUVAs) = sLy ~fi(s) + sLy Al2(s) -)- A3(1 + sTW)AIsS) ; (28)
AOg(s) = Ca[Alr(8) + Al2(s) + AlJs)].

Fig. & shows the signal-flow graph representing equation system (28).
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The insight of the signal-flow graph may be greatly improved if we
transpose the paths arriving at junction d,,;(s) into junction Alj(s) and utilize
the relationships under (27) [see also Fig. 9].

Fig. 8. Signal-flow graph of the equation system of three interconnected control coils

AUV3(S) A13(s)

Fig. 9. Signal-flow graph of Fig. 8 after conversion

On the basis of the rule shown in Fig. 9 the signal-flow graph of a system
of control coils consisting of an arbitrary number of coils coupled to each
other can easily be plotted.

Let us determine now, what kind of transfer function holds between
the output point of the signal-flow graph AQOg(s) and one of the input points,
e.g. d

w=wAl = Ndy (29)
AUVi(s)
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There exist five forward paths, with the following transfer functions in turns:

Cg 1
R, 1 -f-sTvl
w2 CG — S™V2
Ri @+ sTvl)(1 -f-sTW)
CG —sTV3
We = - -
Ri @+ sTvl)(1 + sTVJ
" CG s2 Tv2 TV3
Ri @+ sTvl)@ -f-sTV2) (1 -\-sTv3)
Ca s2 TV2TV3
whb =

Ri @+ sTVD) @ -fsTV2) @ 4a-sTV3)

For the easier identification of the forward paths of transfer function
Wt (1 < i <C5) and loops Fig. 10 shows their locations in the signal-flow graph.

Fig. 10¢ The forward paths of the signal-flow graph in Fig. 9 (a) and the loops to be found in
the signal-flow graph of Fig. 9 (6)

There exist five loops in the signal-flow graph with the following transfer
functions in turns:

p(1)= A = s2 TVLTW2
@+ sTVD) 2 STV2)
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s2 TVITV3
Pp = H2= )
1+ sTV) (L + sTV3
2T Tl
-y §1V2avs3
PP L+ sTV) (1 £ sT\3)
o1 —s3TVI1IV2TV3
= 1A
W=ae L Tua + sTW) o 5TV
s3 TV] TV2 Tvg
Pil'= H5= .
(1 + sTvi) (1 + sTV) (x + sTW)
K = 1,2,3,4,5)
There are no separate loops:
P59 =" A ICH S
SO
A=1-(H 1+ H2+ H3+ Hi+ H5 + 0+

After substitution we obtain for the value of A:

1+ s(Tvl -f- TV2+ Ty3)
1+ sTvl) @ -)-sTV2) (1 4-sTVJ)

Loop P31) is not in contact with forward path Wv therefore

1+ s(T2+ TN
1+ sTV2) (1 4- sTV)

Al= | —H3

J1 loop not in contact with the forward paths W2, W3and Wi cannot be found,
thus
A2= A3= A4= Aa= 1.

Substituting the values of Wk, Ak and A into (2) and taking into consideration
relationship (29) we obtain:

wiffn= 209G G b= (30)

~AUMS Pi 1+ s(lvi4- Pyr+ Tus)

It can be seen, that by using a system of control coils coupled with each other
has the disadvantage, that the excitation circuit time constant increases, the
calculation must be made with the sum of the control coils’ time constants.
In the following we will examine the equation system describing the armature
circuit of the amplidyn and the corresponding signal flow graph.
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In accordance with the notations of Fig. 7 we may write down the linear-
ized equation system concerning the quadratic machine in its Laplace trans-
formed form:

AUq(s) = KxQMAOQg(s) + K, PaAQm(s),

A Ua{S) = (Rq+ sLa)Alq(s) ,

A0qg{s) = CQAI((s),

AU'(s) = K2QMAO0q(s) + K; ®3 AQm(s), (31)
AUeg(s) = AUt (s) - (Ra + sLa)Ala(s),

Ala(s) =Y T(s)AUe(s)

we have assumed, that (ps, the excitation flux does not vary under the influence
of the load, i.e. the machine is ideally compensated. The compensation circuit
time constant increases the time constant of the control circuit according to
(30). After introducing

the cross circuit time constant, and

the armature circuit time constant Fig. 11 shows the signal-flow graph repre-
senting equation system (31).

Let us determine the transfer function with the aid of Mason’s formula
utilized in all the cases aforementioned.

w=wjz AV (32)

ALY

Ala(s)

Fig. 11. Signal-flow graph of the amplidyn armature circuit
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There exists one forward path, whose transfer function is

W k.k.Cqui, I

Rr 1+ sTO
There exists one loop, whose transfer function is
Pil'= A, = - Ra(l + sTA) Yr(s),
(mi= 1)
Separate loops do not exist.
P% = », PB= o me-
Determinant A and subdeterminant Ai of the system are:
A= 1- Hx= 1+ RJ1 + sTA)YT(s),
no=i-

Substituting this into (2) and taking (32) into consideration we obtain the
required transfer function:

m/nne  AUe(s

w e, — — 7 -
A0qg(s)
33
K xK2CgQm (33)
RN 1+ sTQ 1 4- Ra(l + STA) Yr(s)]
1 1
Let Yt(s) take the form of Yr(s) = , then our
Rz  sL+j- RT(1 sTt)
transfer function takes the form of
wnu, K.K.CgUI, RT 1 sIT
w Ad» (34)
Rr Rt+ Ra (1+ sTqg) (1 + sT'A)
where
_ Ta+ Lr
TAZ ra+rt

is the armature circuit time constant.

The complete transfer function of the amplidyn results in the case of
an inductive load, from the product of (30) and (34):

TN U, N Ue(s)
wWanm»i1— = —
AUVI(s)
1+ STj
= Aa Rt
Ra+ Rt [1+ s(Tvi 2 "7 NVA)] (1 4*sTQ) (1 -f- sT'A)
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where

K1 K2CQCg Q#
4a = RqgRi

is the machine constant, the gain factor of the amplidyn.

I1l. Conclusions

By writing down the different transfer functions of electrical machines
in the case of the above four examples the application of the general signal-
flow graph formula, the so-called Mason-formula has been shown. The struc-
ture of this formula is simple, it is easily applicable and especially in the case
of systems of higher complexity it requires less computation work — with
less possibilities of error — than the solution of the equation system by the
Cramer-rule, or the serial reduction of the signal-flow graph. According to
our knowledge we have for the first time utilized the signal-flow graphs for
the solution of the demonstrated tasks.
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Die Bestimmung der Ubertragungsfunktionen der Gleichstrommaschinen mit Hilfe von
SignalflieRdiagrammen. Im vorliegenden Artikel wird es gezeigt, wie die SignalflieRdiagramme
zur Losung der in der Regelungstechnik vorkommenden Aufgaben benutzt werden kénnen;
namentlich zur Bestimmung des Frequenzganges der Gleichstrommaschinen.

Détermination de la fonction de transfert des machines a courant continu par la méthode
des graphes de transfert. L’étude montre les applications des graphes de transfert & la solution
des problémes spéciaux se présentant dans la régulation, et notamment & la détermination de
la fonction de transfert des machines & courant continu.

OnpegeneHne nepefaToyvHbIX (YHKLUMIA MalMH MOCTOSAHHOrO TOKa Mpy MoMoLLy rpagos
(®. Yaku, M. Magbap « P. Bapll). s crarse nokasamo, kakum oGpasom moxer 6urb ucnons-

30BaM MeTop rpad OB NPM pew eHUM CNeyUansHb X 3a4au TeopPHM PeErynMWpoBaHwMs, a MMEHHO

npu onpepenenum nepepartouHL X G YyHKUUIA Maw MH NOCTOAHHOTO TOoKa
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The cathode temperature of electron tubes can be determined from the starting current
characteristic. In order to eliminate the sources of error inherent with the d.c. measurement of
the characteristic, Ikehara—Wilson use a.c. superposed on d.c. and determine the cath-
ode temperature from the change of the upper harmonics. By using the compensation meth-
od of the authors, instead of the upper harmonics the fundamental harmonic is used for the
measurement and this being a larger signal, it permits the extention of the measurement to
lower temperatures (appr. 600° K). Checking the measurements by thermocouple and by opti-
cal pyrometer shows agreement within +2% . For estimating the error caused by the thermal
conduction of the thermocouple, an approximate calculation has been made.

I. Introduction

The knowledge of temperature of thermionic cathodes is indispensable
for testing them and predicting their life time. Besides the optical and electri-
cal temperature measurement, the electronical temperature measurement
gives almost uneqivocal advantages. As is known, the kinetic energy of the
electrons emitted into the vacuum — in the temperature range to be investi-
gated — exhibits Maxwell-Boltzmannian distribution. Thus, it is possible
to draw conclusions in case of a retarding electric field on the temperature
of the emitter by the voltage vs. emission current characteristics. This might
be applied first of all in the measurement of the cathode temperature of
sealed electron tubes and electron tubes with special cathodes, resp. (where
the cathode surface cannot be observed optically).

The present paper deals wdth the well-known lkehara—Wailson a.c. elec-
tronical measuring method and aims at improving it. The described method
enables the extention of the cathode temperature measurement elaborating
a simple experimental technique, to lower temperatures as well, where the
loading of the electron tube cathode is very slight during the measurement.
The method described has the following advantages in comparison with those
published previously: better accuracy, reproducibility, extension of cathode
temperature measurement to lower temperatures.
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Il. A short critical review of the cathode temperature measurement methods
published as far

1. D.c. measurements

Some decades ago it became necessary to test the cathodes of electron
tubes by temperature measurement, especially in the case of certain special
tubes (e.g. metal-ceramic tubes, where the cathode cannot be observed opti-
cally). That isto say: measuring methods were needed by which the electron
tubes could be tested without any particular design. The initial current char-
acteristics 1—Tla met this condition based on the experiences of many de-
cades relating to such measurements and investigations well [1].

The main point of the temperature measurement based on the initial
current characteristics is the following: in case of a retarding anode voltage
the anode current assuming the Maxwell-Boltzmannian velocity distribution
— might be written in the formula:

L =L (1)

where the parameter Is has the dimension of current, it depends on the tube
geometry and the saturation current, independent of the anode voltage;
e electronic charge; Uaanode voltage (above formula is valid but for Ua< o);
K the Boltzmann constant; T absolute temperature.

Plotting equation (1) on logarithmic scale:

log la= 1og IS+ 2 kT Ua (2)

a linear relationship between log laand Ua is obtained, the slope of which is:

e
2,3 kT ~ )
T can be determined from the experimental values.
Many articles deal with this method [2]. The obtained temperature
values are generally higher and they show stronger deviations than those
obtained by other methods (micropyrometry, thermocouple) nevertheless,
according to some of the publications this method is considered to be adequate.
(In these publications the difference between the measurements and the checked
data is less than 5%.)
According to our experiences the above method is not suitable to per-
form reproducible measurements within the cathode temperature range of
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600 —800° K. Based on our numerous measurements, the obtained results
proved to be contradictory (e.g. temperature increases at reduced filament
heating, etc.) and the reproducibility was not sufficient either. By applying an
ampere-meter having a better efficiency the lower limit of the current measure-
ment could be extended from 10 -7A to 10 ~14A, thus we succeeded in measur-
ing saturation current and other emission parameters in the mentioned range
of temperature, without damaging the oxide-cathode electron tube. (We shall
discuss the measurements in a separate paper.)

Here we have to point out that when measuring an initial current of
such a low intensity, one has to take the inverse electron emission of the elec-
trode used as anode into consideration, since the order of magnitude of the
two kinds of currents is commensurable. Due to the latter effect, the hot
cathode emission could not be determined above 800—900° K with the initial
current method.

2. A.c. measurements

Data available on a.c. cathode temperature measurements are summarized
and discussed by lkehara [3]. The method was improved by Wilson, espe-
cially by his handy evaluation system. Preceding papers can now be consid-
ered almost as pioneer works, thus our discussion is restricted to the works
of Ikehara and Wilson.

Fig. 1

The mathematical treatment and experimental principle of a.c. measure-
ments was published by Ikehara. In his method a.c. is superimposed on the
d.c. initial current. It was shown that for a retarding field interval the cathode
temperature could be determined by the a.c. relationship. Measuring the
harmonic relations, several perturbing effects could be eliminated: e.g. the
effects due to cathode interface resistance, leakage current and deviations
from parallel geometry.
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Let us refer to Equ. (1) and plot Ua& — Uai = AUa against In (/a2/ai)

4)

thus, we obtain the same slope as for Equs (2) and (4), consequently the cathode
temperature can he derivated in a similar manner:

AUa . AUa
K - [no 2,3k n(n T\ ®)
-ln -3 - —_—-- ~(log 13
e lal
using (mksa units)
T = 5036 — [°K]. (6)

Superimposing on the {Ude) d.c. voltage an a.c. voltage (Uac. sin coi) the cur-
rent will be given (see Fig. 1)

KT Ut ~ LSt 7

Increasing Udc voltage in negative direction by AUdc the amplitude of the
n-th harmonic changes, composing the relations of original and modified
amplitudes, according to Equs (3) and (4), thus we obtain

.Uic
-- Avde

In — ¢ (8)

|«

and consequently
3 AU AU,
T= 2,3k ®)
~(bg /.,)

In
Comparing Equs (9) and (5), the cathode temperature can be determined
equally by the retarding voltage — initial current relations, or by superimpos-
ing a.c. on the d.c. plate voltage and considering the change of the logarithme
of a certain harmonic amplitude. In practice the a.c. measurement is simpler
since a great change in the plate voltage has to be measured and small a.c.
current is to be measured instead of the small d.c. current. The a.c. current

can easily be amplified.
According to Wilson [4] and using mksa units:

A = b38xH 23[YAsee/°’)K] = ge1.10_5TYy,0K{
£ 1,6 X 10-19 [A sec]
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by the suitable change of In inii'n we get

— InA~-= 10% [VI°K] ;

E Kn

In 1C« 4
In 8,61 -10"5 )
In 3,192

In
thus the cathode temperature is given by
T<K>= W A U dc. (12)

For the harmonic amplitude relationship In/ln = 3,192 = 10 dB the d.c. volt-
meter can be calibrated in °K units.

lkenara mMade measurements with normal and reduced heating currents.
He checked his measurements with an optical pyrometer (in which the spectral
emmissivity of the cathode coating was taken as 0,3). The measurable lowest
limit of the cathode temperature was found to be 550° K, however, the optical
pyrometer control could be used only at abt. 900° K, thus there was no possi-
bility for comparing lower cathode temperature values. On the other hand,
his d.c. and a.c. measurements exhibit a reasonable agreement.

w i1son described in detail his apparatus, designed for direct reading
of the cathode temperature. As was pointed out by w 1son, in order to reduce
the noise effect, associated with amplification, he amplified the second harmon-
ic 1000 c/s, the input frequency being 500 c/S. 1icenara in his measurements
used the first harmonic too, however, in this case discrepancies occurred. i« e -
nara achieved reliable measurements with the second harmonic, the higher
order harmonics producing smaller signals.

It might be assumed that the quoted authors obtained more disturbing
signals because of the use of the first harmonic and a broad band amplifier,
since the first harmonic was transmitted through the passive elements of
the circuit, independently of the operating diode.

I1l. The fundaments of the further development of electronic cathode
temperature measurements

As was shown in the previous section the lkehara—Wilson method is
based on the relationship:

'n k_r]'II/I(]‘

®)
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Restricting ourselves to small signals following from the exponential charac-
teristics of initial current, Equ. (s) this holds directly for the first harmonic,
too. This can easily be explained (see Fig. 2).

in the case of small signals the a.c. current is given:

0
la- (13)
Rb’

for R(, diode resistance. In consequence of Equ. (1)

dUa 1 kT
Rh= (14)
din dl,, ein
dun
and thus
(15)
Making use of the notations of Fig. 2
eUa
| | Is ekT
a a K fIu*
S o
a Is e kT
Equ. (s):
K In (17
I'a In
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Fig. 3

thus Equ. (9) can be written
T nwiic

A InA

£ I'a

(18)
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and with the a.c. current relationship Wilson’s method is on the base of (11)

= 3,192 and T = 10* AUdc,
la

and so direct reading can be applied.

The appearance of one part of the input signal — due to the passive
elements of the network — has to be prevented in the output. Our circuit
diagram is presented on Fig. 3.

The elimination of the disturbing signal was achieved by compensation
as shown on Fig. 3. The compensation was effected by capacitive feed-back
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of a series a.c. voltage, matched, subjected to 180° phase conversion and fed
to the anode of the tested diode. In this way the disturbing signals going with
the basic frequency could be reduced to minimum and the accuracy of measure-
ments and reproducibility were greatly improved. Cathode temperature
measurements could be carried out on multigrid and special electron tubes.
A further advantage of measurements with basic frequency over the harmonics
lies in the factthat the range of measurements can be extended to a 600 —700° K
lower limit. Since the larger signals need less amplification, in our laboratory
measurements were carried out also with the harmonics in the range of operat-
ing cathode temperature. In practice an agreement was found between the
two methods (see Fig. 4).

According to other authors, generally constant frequency generators
and tuned amplifiers coupled to the output are used. As is shown in Fig. 3
in our set-up a selective amplifier of 1000 c/s and a tuned audiofrequency
generator in the input were used. From the latter the compensating signal
was directly fed back.

The a.c. signal used for temperature measurements was generally 0,1
veff the initial current was measured in the range of 10 _7—10 9 A.

Changing the value of AUaby 04 —0,05 ¥ steps, the values of the cath-
ode temperature T are given according to Fig. 4 by the constant minimum
sections of the curves. The two limits of the constant sections are determined
for slight currents by the anode reverse current and for high currents by the
space charge, resp. This latter is in quantitative agreement with the theoreti-
cal determination [5] according to which the minimum of Um has the order
of magnitude Ut = kT/e thermal voltage.

Curves displayed in Fig. 4 serve continuously to check the accuracy of
the measurements. According to our measurements it was found that devia-
tions of A Udc values which were needed for matching the 3,192 a.c. current rela-
tionship, indicate the anomalous emission conditions of the cathode surface [s].

The method described above was checked by a great number of measure-
ments, the results of which are presented in the preceding section.

IV. Experimental results and discussion

Measurements were at first carried out on oxide cathodes of special
testing diodes. The cathode was of elliptical cross section (3,1 X I,6 mmo ), the
anode was of pure Ni (6,6 mm O ). The cathode was coated with the conven-
tional carbonates (Ba—Sr) and (Ba—Sr—Ca), resp. [7]. In order to achieve
a uniform temperature distribution on the cathode, for 7 mm distances at
both ends were not coated.

The heating filament was a conventional Al203 insulated tungsten fila-
ment of uniform winding, bended in a hair-pin form. Our measurements
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Table 1
Comparison of different

Fe-Constantan (l), Wilson’s method (I1), optical

o1 M2
v, .
V] T [°K] rpk]
| 1 11 v | 1] 1 v
7,0 1169 1155 1148 1172 1160 1148
6,8 1126 1141
6,5 1138 1135 1139 1125
1,4 607 626* - 624 601 606* - 619
1,0
0,7 450 473* — 475 451 434* — 460

refer to filaments of the above design. The local overheating of the filament
on uncoated cathodes was checked by applying small pin-holes on the anodes
and by determining the cathode temperature distribution with an optical
pyrometer.

The cathode temperature generally exhibited a monotonous decrease
towards the ends. The discussion of this phenomenon will be given later on.
Special processing and stabilization resp., was applied. As was found experi-
mentally this was needed for achieving reliable reproducibility of the cathode
emission and for achieving 10 ~8A initial current, indispensable for accurate
and reliable electronic temperature measurements.

Temperature measurements were carried out by using the following
methods:

a) Electronic method;

b) by Fe-Constantan thermocouple;

c¢) optical micropyrometer of Schmidt—Haensch;

d) besides this latter the cathode temperature was calculated by the
slope of the initial current too.

In the following the experimental results of five special testing diodes
— provided with a thermocouple — are presented, determined by the above
indicated four methods.

The cathode temperatures in the low temperature range were determined
by linear extrapolation of the electronically obtained log T log Uj terms.
The further developed Ikehara—Wailson electronic method was applied to some
commercial electr. tubes. For checking the reliability of the method, test tubes
were prepared with the cathode of the penthode, type EL 84 and provided
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measuring methods

pyrometer (l11), initial current (1V)

04—3 04—4 04—5
T [°K] T [°K] TI°K]
1 1 1 v | 1 hi v | 1 11 v
1177 1150 1153 1147 1140 1143 1152 1140 1121
1143 1128 1110
1142 1115 1117 1110 1119 1110
605 600* - 610 559 579* — 570 584 593* - 591
480 502* — 484 502 517* - 514
418 435* — 439

* Note: The values of the Wilson’s method in the case of Uj = 1,4; 1,0 and 0,7 are extra-
polated.

with Fe-Constantan thermocouples. Measurements were carried out with
different filament voltages in the range of 7—0,5 V, corresponding to abt.
1150—380° K cathode temperature range. The results are shown in Table I.
Sources of error have been taken into consideration and possibly eliminated.

The stability of the tubes is an important factor, thus measurements
were carried out after a previous aging for 100 hours. In the aging process
10—15% overheating and 2—2,5 mA/cm:2 loading (charging) of the cathode
was applied.

The electronic method gives an average temperature value of the cathode

Table 11

Data of the coated cathode zone calculated by approximate formulae

bn Al

[ rcl [°cl [mm]
195,3 199,7 2146 16,80
289,7 298,8 306,1 8,08
385,9 398,4 408,4 8,12
483,5 4978 505,1 6,14
582,0 597,0 602,6 4,49
680,4 696,2 701,5 3,12
779,0 795,2 800,8 2,01
877,7 894,3 900,4 1,28
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Table 111

The difference in °/0 between the cathode temperatures measured by electronical

04—1 04—2
[l\J/] T [°K] ro°K] %
I 1" I 1"

7,0 1169 1155 —1,2 1172 1160 —1,0
6,5 1138 1135 - 0,3 1139 1125 —1,2
6,3 1121 1110 —1,0 1133 1100 -2.,9
5,0 1026 1030 0,4 1026 1010 -1,55
4,5 984 1000 1,6 983 960 -2,3
4,0 936 960 2,6 936 920 -1,7
3,5 882 905 2,6 885 870 -1,7
3,0 829 840 1,33 821 830 1,1
2,5 768 780 1,56 758 760 0,3
2,0 698 710 1,7 687 — _

The thermocouple was mounted to the edge of the cathode coating (since
it could not be welded to the coating). This fact causes a systematic difference
between the two methods and this teas taken into consideration. The relation-
ship between the temperature values as determined by the two methods,
— can be approximately calculated, — assuming a quadratic temperature
distribution, provided the temperature values are given at the two edges
(tv t2) and at the center of the cathode. These measurements were made on
five special testing tubes of the same design but uncoated.

Table Il contains the cathode temperature calculated by this approxi-
mation, the mean temp, of the cathode (t), the maximum temperature tm
and the distance of the site of maximum temperature from the center of the
cathode (Al).

Measurements were carried out with 5 testing tubes of the same design
but coated with 50—50% BaC0s SrC03 The experimental results are summa-
rized in Table I11I.

In the high temperature range, measurements were completed by an
optical pyrometer tube. The results are plotted on a log-scale. Taking merely
the radiation into account, we obtain the following relationship for the fila-
ment power:

P = UjIfa*akT* .
Tlius
log P = 4log [akT] — A f~-Blog T
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and thermocouple methods resp. by Fe-Constantan (1) and Wilson's method (I1)

04—3 04—4 04—5
T[°K] T [°K] T [°K]

| ]1 o | 1 % | I %
1177 1150 -2,3 1147 1140 -0,6 1152 1140 -2,0
1142 1115 -2,4 1117 1110 -0,6 1119 1110 —0,8
1127 1190 —3,3 1115 1095 -2,0 1010 1090 -2,0
1026 1030 0,4 1003 1000 — 1003 990 -1,0

983 970 -1,3 963 945 -2,0 959 952 -0,7

933 930 -0,3 916 910 -0,7 926 915 -1,2

888 905 1,9 858 852 -0,7 862 860 -0,2

830 840 1,2 808 810 - 0,25 815 810 -0,6

771 770 — 743 740 -0.,4 761 753 -0,1

698 — — 673 670 —0,4 690 685 -0,7

consequently we get a linear relationship between filament power and cathode
temperature plotting them on a logarithmic scale in the high temperature
range.

According to our experiences, we obtain a better linear approximation
with log Uj-log T than for log P-log T. Therefore, this relation is more suitable
for extrapolation in the low temperature range up to I/j = 1,5 V [8]. The
results are presented in Table 11l and Fig. 5, resp.

The thermovoltages appearing on the metal-glass sealinlets of the thermo-
couples were also taken into account. These thermovoltages were determined
by testing tubes of special design, providing the thermocouple with two
leads, one of them mounted with the glass-metal seal inlets, the other one
introduced into the tube directly without break (Fig. ). Thermocouples were
prepared from 0,8 mm o iron- and Constantan wires, resp. (Degussa manu-
facture). The thermocouples were calibrated by a Goerz2 kohm/mV millivolt-
meter applying a 0° C junction [9]. The calibration was made with glycol
(b.p. 197,3° C), potassium bichromate (m.p. 397,5° C) and pure Al (m.p.
658° C) covering the entire low temperature range. According to the calibration
the error can be estimated to be maximum 0,3 —0,6% [10].

In our measurements Fe-Constantan compensating leads were applied
and the deviations between the arrangements | —I1 (see Fig.s) were correct-
ed. The thermal conductivity of thermocouple wires was taken into consid-
eration as well. The error due to thermal conductivity can be estimated by
an approximate calculation — as given in the appendix of this paper. This
error comes to 1,66% for 1000° C.
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2702

Fig. 5
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Further, as mentioned previously, the temperature difference between
the thermocouple junction site and the average temperature zone ofthe cath-
ode was taken into account. Comparing the optical pyrometer measure-
ments with the thermocouple results, it was found that the emmissivity of

Fe

the cathode coating cannot be characterized by a defined value (0,3 according
t0 1kenara). The emmissivity is not constant, it depends on the thickness
of the coating, on its colour and on the core used.

Finally it was found that the emission parameters of cathodes, loaded
below 10 -4 A, are almost as well reproducible as those of pure metals (Tung-
sten, Molybden). The contact voltage between cathode and anode was deter-
mined by the Intersection Method, value was abt. 0,8 eV and it proved to be
temperature dependent.

V. Conclusions

In this paper a report was given on cathode temperature measurements.
The lkehara—Wailson a.c. electronic cathode temperature measuring method
was reproduced with improved accuracy. The fundaments of the methods
and the probable origins of several disturbing factors were analyzed, methods
were elaborated for eliminating the error factors.

The features of our method are: The application of a compensating signal
and its capacitive feedback by means of a micromanipulator to the output.
By these means the electronic temperature measurement can be carried out
on the base frequency, too, instead of using the harmonics. Thus, a larger
signal is obtained and the low temperature measuring range can be extended
to 600° K. This low temperature limit can be further extended by the linear
extrapolation of the log T-log [7/ relationship, in case of 1 cm2 cathode sur-
face measurements can be made in the filament voltage range of 6,3 to 1,48 V.

Our method was successfully applied for the cathode temperature mea-
surements of diodes and multigrid electron tubes. The electronic measurements
were completed and checked by optical pyrometer and thermocouple measure-
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ments. The deviation never exceeded zt;2% . By an approximate calculation
a relation was determined between the cathode border and the average cathode
temperature values of the operating zone.

By an approximate calculation the heat conduction of thermocouples
was taken into account. These calculations are given in the appendix. The
application limits of the electronic cathode temperature measurements were
determined. In this range the method gives information on the emission
characteristics and on the quality of the cathode.
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APPENDIX

Approximate calculation of the experimental errors caused by the heat
conductivity of thermocouple uires used for cathode temperature measurements

List of symbols

half length of the cathode tube [cm];

|

s half circumference of the cathode tube [cm];

0 wall thickness of the cathode tube [cm];

d diameter of the thermocouple wires [cm];

L length of the thermocouple wires [cm];

/.Ni heat conductivity of the cathode tube material;

Ape heat conductivity of the iron wire;
/.Ka heat conductivity of the constantane wire;
Tm temperature to be determined [°K];

0 temperature of the thermocouple pin seals [°K];
c, radiation constant of the filament (cathode);
C,, radiation constant of the filament cathode (anode).
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Fig. 1A
Applying the fundamental equation of heat conduction for our case

OMr +"?r) =PI~ u 1A
wherejx,js are the components of the heat flow vector, and wg, w2 the power delivered by the
filament and received by the anode resp., per unit area

W = o, (@ - Tk),
w2=ci(T\—Ta)m

The average temperature of the filament and of the anode are denoted by 0 and TA resp.,

. 8Tk

ix dx

is 8Tk
—"™\Ni 8s

Introducing wl and w., in Equ. (1A), we obtain

2T @TC_ (g*-M)-Cc2(N-N) ,

— GANi =
dx2 9s2
Tm Tk~ T
using now a new variable

TH= Tm
Since r/Tm 1 the approximate formula

Tl~r,Ul-4--
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might be applied. Thus from Equ. (1A) it follows:

6T 3
bl, 2T 4@+ cdThx+ [C(04- Pm)- c(Twm- TV].
Qx 2 Qg2

Owing to the fact that in the stationary case the expression in square
brackets is equal to zero if the losses at the end of the cathode tube are neglected,
we obtain for Equ. (1A)

+
Kh 4(cx+ c3) N
there
2r 2T
—kx = 0.
dx2 9s2

Introducing co-ordinate (y) instead of (s) on the surface of the cylin-
drical cathode tube

-------  Ea— SN (2A)

The temperature decrease towards the thermocoupled junction of the tube
is given by the solution of Equ. (2A) making use of following boundary con-
ditions:

x(W, = ©(0,s) ; (N

—s<y<s o =0 (1
dx x=1

—l<x < ox =0 (HD)
3y y=s

From the continuity condition at the junction site it follows:

. 8 TJ d2n  TA0,0) - &
2 Q{; 3T, + a ~ (“Fe + ~KO)
dx x=al2 3y \y=b/2,

and since T/c— Tm — X

e A . 8t : & t(0.0d . X = aj2 y = bj (V)
9* 9y y —o X =0

In the latter Equ. a.b is the contact area of the thermocouple and

0,785 d2 (/Fe + ;.K0)

2d;.NIZ

M
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Finally we get

cosh(/ — x) \m ecosh(l —y/s™lym

TXY) = Tax i
cosh'2! yrn
wherein the knowledge of
t 0,0) = M ax
and
VvV -A
\ P+ &2

the experimental error of temperature measurements in percents might be
calculated:

T% = T,~x 100.
m

In the above described calculations, the heat obtained by the termo-
coupled wires from the radiation of the cathode, was not taken into consider-
ation. Due to this latter fact the temperature gradiant developing in the
thermocoupled wires will be smaller than the calculated values. Thus the
heat loss calculated for the most unfavourable case refers for an upper limit,
consequently the real error is always less.

The thermoelectrical power consumption of the thermocouples was
neglected as well. A high internal resistance millivoltmeter was used (2kQ/mV)
thus the energy consumption and equivalent heat loss was greatly reduced
compared to the heat loss, caused by thermal conduction this could be ne-
glected.

The final formula obtained was applied for the evaluation of our measure-
ments, taking into consideration the physical constants valid for the measure-
ments. According to these in the case of

Tm= 1000° K ,
the values of experimental errors are
Tmex = 16,6°C and Tm= 1,66 % ;
whereas

in the case of Tm= 600° K

= 7,12°C and Tm= 1,19 %.

txm ax
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Elektronische Kathodentemperaturmessung (mittels des Anlaufstroms). Die Katho-
dentemperatur der Elektronenréhren kann aus der Anlaufstromcharakteristik bestimmt «er-
den. Um die Fehlerquellen bei der Gleichstrommessung dieser Charakteristik zu eliminieren,
verwenden lkehara—Wilson auf Gleichstrom superponierten Wechselstrom und be-
stimmen die Kathodentemperatur aus der Anderung der Oberschwingungen. Mit der von den
Verfassern ausgearbeiteten Kompensationsmethode kann fir die Messung statt der oberen
Harmonischen die Grundfrequenz verwendet werden, die es als groBeres Signal erméglicht,
die Messung auch auf niedrigere Temperaturen (ca. 600 °K) zu erstrecken. Die Kontrolle der
Messungen mittels Thermoelements und optischen Pyrometers zeigt Ubereinstimmung inner-
halb von + 2%. Zur Abschéatzung des durch die Wa&rmeleitung des Thermoelements verursach-
ten Fehlers wurde eine Naherungsrechnung durchgefihrt.

Mesure électronique par courant initial de la température des cathodes. La tempéra-
ture des cathodes peut étre déterminée & partir de la caractéristique du courant initial. Pour
éliminer les possibilités d’erreur des mesures en courant continu servant au relevé de cette
caractéristique, Ikehara—W ilson utilisent du courant alternatif superposé a du courant con-
tinu et déterminent la température cathodique a partir de la variation des harmoniques supé-
rieurs. Grace a la méthode de compensation élaborée par les auteurs, on peut, pour la mesure,
utiliser au lieu des harmoniques supérieures le terme fondamental qui, étant un signal plus
fort, permet d’étendre les mesures aux températures plus basses (de 600° K env.). Le contrble
des mesures par couple thermoélectrique et par pyrométre optique montre un accord & moins
de +2% pres. Pour I’évaluation de |’erreur causée par la conduction thermique du couple,
un calcul approché a été élaboré par les auteurs.

ONEKTPOHHbI MEeTOA M3MepeHUss Temnepatypbl Katoga (M. Bau n U, Kepenu). Temne-
paTypa Kartoja 3/1eKTPOHHbIX /1aMn MOXeT ObITb OnpefesieHa Mo XapaKTepUCTUKe HayalbHOro
ToKa. B uMHTepecax ycTpaHeHUS BO3MOXHbIX OLUMOOK M3MepeHWUs MOCTOSHHbIM TOKOM, CAy-
XKallero Ans CHATWA 3TOM XapaKTepucTukm, Vikexapa—BunbCoH NPUMEHSIOT NepeMeHHbIN TOK,
Ha/I0XKEHHbIN Ha NOCTOSHHbLIA TOK, U MO U3MEHEHMIO BbICLUMX FAPMOHMK ONpeaenstoT Temnepa-
Typy Katoga. NpumeHeHMeM KOMMeHcaumm, paspaboTaHHOl aBTOpamu, BMECTO BbICLLUMX rapmMo-
HUK NS Ueneil M3MepeHnss MOXET 6bITb UCMO/b30BaHA OCHOBHAsA rapMOHWKa, KoTopas BCef-
CTBME TOr0, YTO OHa ABNSAETCA 60/1ee CUIbHBIM CUrHAIOM, MO3BONSET PACMNPOCTPAHNTL U3MepPeHNe
1N Ha 6onee HM3KMe TemnepaTtypbl (Npnbn. okono 600° K). MNpoBepka M3MepeHWiA Tepmonapori
1N ONTMYECKMM MUPOMETPOM MOKasana, 4To CoBMajeHue Mosyvaetca B npefenax +2%. Ansa
OLIEHKM NOrpeLUHOCTN TepMonapbl OT Ten10NPOBOAHOCTM JaeTCA MPUOBAVIKEHHbIA pacyeT.
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SOME PROPERTIES OF 4-BIT UNIT-DISTANCE DECIMAL
CODES
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[Manuscript received June 14, 1966]

The patterns of 4-Bit Unit-Distance Decimal (4-budd) codes were investigated on spe-
cially prepared pattern-tables constructed from their codisets, in order to evaluate the possible
types of these codes. Unambiguous identification of the code-types investigated is obtained by
means of so-called Binary Ratios (b-s), defined by the bit-sequences of each code. This method
of labelling is invariant under the changes in code-forms of the same type. Finally some pos-
sible other uses of the method, such as the evaluation of the actual number and complementing
properties of the 4-buaa codes are discussed.

I. Introduction

Decade counters with four bistable counting stages are extensively used
in digital techniques. In the classical manner these decades are realized from
the 16 position binary counting chain by feed-forward or feed-back methods.
Recently several reports [1—3] have dealt with the design of decade counters
based on a new principle, called coincidence or pulse routing method [2, 4].
Essentially, both methods are based on the use of homogeneous (i.e. containing
counting stages with an equal number of stable states) simple counting chains
from which the decades are realized by changing the natural sequence of the
triggering of their counting stages by altering (modifying) their gatings [5].
In the “classic” manner a decade counter is built as a modified series counting
chain, while by the “coincidence” method as a modified parallel counting
chain, since here the counting stages, being triggered after a given input pulse,
are actually triggered by this pulse simultaneously by parallel connected gating
circuits. An advantage of the latter method is that the time delay between
the tenth input pulse and the output pulse of a decade depends on the indi-
vidual delay of a single counting stage only, contrary to the classic design,
where the overall time delay is the sum of the individual delays of 2 —4 count-
ing stages.

The principle of operation of modified parallel counting chains is describ-
ed in detail in [2]. This method in principle, permits the use of any possible
four-bit decimal code. The extremely high number (n = 16 176 !) of the exist-
ing coding possibilities enables the realization of decade counters with advan-
tageous properties by selecting codes satisfying prescribed conditions. A possible
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condition which can be prescribed is that only one of the binary stages can
be triggered by any of the input pulses, that is, the use of a cyclic Unit-Distance
code. This gives the possibility for a substantial reduction in the load of the
driving source, and also reduces by half the maximum triggering rate of the
fastest-driven bistable counting stage. In the following some features of these
codes will be discussed, in particular those which are important for their
application in decade counters.

Il. Evaluation and labelling of existing types of 4-BUDD-codes
1

Binary Unit-Distance (bud) codes can be defined as binary codes in
which two adjacent code-words differ from each other only in a single bit [s].
This is equivalent to the definition that there is a Hamming distance of unity
between any two adjacent code-words [7]. The possible types of cyclic bud
codes were determined by E. N. Gilbert [8] who investigated the graphs
produced by the code-words assigned to the vertices of an n-dimensional
“cube”, connected along the edges of the cube. However, the possible types
of 4-budd codes can be determined without the use of graph analysis methods
by individually considering the possible variations remaining after a few
restrictions have been applied.

An arbitrary 4-Bit Decimal i.e. having a cycle of ten (4-bd) code can
be given by an ordered set of its digits, usually called codiset, arranged in
ten rows, each of them being a code-word labelled by the ten digits from
0 to 9, and in four columns lettered from A to D, each containing a sequence
of bits. In a general form the bits of a codiset can be given by their row number
and column letter e.g. 6C (Fig. 1). The actual bits, of course, may have either
one of the two possible values 0 (zero) or L (one).

A B C D
0 0A OB oc 0D
1 1A 1B 1c ID
2 2A 2B 2C 2D
3 3A 3B 3C 3D
4 4A 4B 4c 4D
5 5A 5B 5C 5D
6 6A 6B 6C 6D
7 7A 7B 7C 7D
8 8A 8B 8C 8D
9 9A 9B aC 9D

Fig. 1
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The actual values of the bits in a column of any given codiset vary in
a manner prescribed by the structure of the code. The values may be either
identical or different in two adjacent code-words. In the latter case a change
was made between two adjacent bits of a column. The actual number of these
changes in a column must be even for any closed (cyclic) binary eodiset.

The total number of possible bit-changes in any Unit-Distance Decimal
code is, by definition, always ten. In 4-Bit codes the changes can be distribut-
ed over the columns A, B, C, D (Fig. I) in the manner 2—2—2—4 only,
that is, the codiset of each of these codes always contains one and only one
column with four changes between its bits, while the remaining three col-
umns contain two changes each.

No Binary Unit-Distance (bud) code exists with two succesive bit-chan-
ges within any individual column. This follows from the unit-distance property
of the code. After two successive changes in a column, the value of the third
hit will be the same as that of the first one and because of the unit-distance
condition, no other change can be made within the three successive code-words
containing the bits in question, thus the first code-word will necessarily
contain the same bits as the third one and this makes the code degenerate.

The hit-changes within the columns in a given 4-budd codiset are char-
acteristic of the code under investigation. The type of each of these codes
can be labelled by fixing the relative positions of these changes. This method
was used by E. N. Gilbert [8] who identified each of the existing types
by a series of ten numbers, the ra-th of which indicates the particular column
of a codiset in which a change should take place at the n-th transition be-
tween successive code-words.

The type of any particular 4-budd code being determined by the rela-
tive positions of the bit-changes only, there should exist some operations under
which the code-type is invariant [s] These are the following:

a) Cyclic permutation of the code-words (10 possible choices);

b) reversal of the direction of the code-word sequence (2 possible
choices);

¢) simultaneous complementing of one or more bits in each code-word
(24 = 16 possible choices)*;

d) simultaneous changing of the sequence of digits in each code-word,
this being equivalent to a mutual change of places of two or more columns
in a codiset (4! = 24 possible choices).

Using all possible combinations of the above operations any particular
4-budd code ought to take 10 «2 <16 <24 = 7680 different forms, all of the
same structure i.e. of the same type. Actually, however, not all the possible

* Equivalent to adding to each code-word mod. 2 (without carry) a code-word chosen
from the possible 16.
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combinations of the above operations would yield in each case a form differ-
ent from all the others. Owing to the symmetry properties of some codes the
number of possible variations is restricted (see chapter 11l and [10]).

It is reasonable to label a code type in such a way that it should be char-
acteristic uniquely of the type in question so that it will remain invariant
as far as possible under the operations listed in point 1 under (a) — (d).
This requirement is not fully met, if one uses the labelling applied by c i1ver«
[8], since the cyclic permutation of the code-words (a) and the reversal of
the direction of the code-word sequence (b) involves a cyclic permutation
of the digits and a direction reversal in the coordinate sequence, while a change
of places in some columns within the codiset means a change in the order of
the digits in the corresponding coordinate sequence.

To establish an unambiguous labelling system which is more invariant
under the operations in point 1 (a) — (d) let us define special fractional
terms, called Binary Ratios (b-s). The Binary Ratio of a column in the binary
codiset is the ratio of the number of hits with one of the bit values to that of
the bits having the other bit value in that column. The sum of the numerator
and the denominator of the fractional term thus defined is obviously equal
to the number of code-words in the code under investigation. For any binary
code having the same number of bits per code-word, as many B-s can be
written as the number of columns in its codiset. Any b can be expressed also
by writing as numerator a sum of terms, each term being the number of
succesive bits within a column having the same value of either of the two
possible ones, and as denominator the same formula for the other one of the
possible values. The number of terms in the numerator and in the denominator
will then give the number of changes in this column.

The B-s of columns in non-degenerating Four-Bit Decimal codes may
have any of seven possible values, given as

B-s cannot have the values 1/9 or 9/1, since the three-bit parts of the code-
words belonging to the 9 equal bit-values of this B have only s possible com-
binations and the so constructed code would be degenerating. To preserve
invariance under the operations mentioned and to ensure uniform notation,
reciprocal B-s should be regarded as equivalent, thus the last three pseudo-
fractional terms have to be omitted. The remaining fractional terms are mini-
mized forms and can he referred to as minimum Binary Ratios (Bmins).
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3

4-budd codes are allowed to contain only one column with four changes,
as mentioned in point 1, since only 10 changes are available for 4 columns
and each column must always contain an even number of changes, at least
two. The relative position of these changes are governed by the following
rules:

Out of the bits of such a four-change column maximum four bits in
a sequence can be identical and only one such foursome of bits can occur. The
remaining six bits can then be identical in pairs only,, or else the conditions
in point 1 would not be satisfied. The B of this column can be written in
the form

2+ 4

The pattern in question can be visualized on a column of a so-called
pattern table (Fig. 2a) derived from a codiset. In such a table each bit of an
original codiset is represented by a square drawn with thick line where a change

Fig. 2

takes place between two successive bits of acolumn. The two possible values
of the bits are distinguished by leaving the squares empty, or shadowing
them after a bit-change.

If in a four-change column there are three identical bits in a sequence,
there must be still another threesome in the column, while the remaining four
bits are identical in pairs. There are two alternatives: the second threesome
of bits may have either different or identical values as compared with the first
sequence. The first alternative is then characterized by the B = (2 + 3)/(2 + 3)
(Fig. 2b), the second by the B = (2 + 2)/(3 + 3) (Fig. 2c),
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The changes in a four-change column of any 4-budd code cannot have
any relative configurations different from one of the above three patterns.
The rules discussed are sufficient for determining the possible types of 4-budd
codes. If one combines each one of the three possible patterns of four-change
columns with all the possible variations of patterns of three two-change
columns maximum 29 possible patterns of codisets are obtained. It will be
shown, however, that some of these patterns are degenerate variants, while
some others are of the same code-type. These have to be ignored.

The pattern of the four-change column with B == (2 -)- 2)/(2 -f- 4) shown
in Fig. 2a can be combined in 9 different configurations with the three other
patterns of two-change columns of a 4-budd codiset (Fig. 3).

When constructing the pattern tables, the possible changes in columns
B, C, D were first chosen to lie at the minimum possible distance from the
bottom (Fig. 3, pattern 1) then, the next possible configuration was written
in column B (pattern 2) and so on to pattern 9, taking the restrictions in point
1 and the last paragraph of point 2 into account.

The combinations possible with the pattern of the four-change column
of Fig. 2b having a B = (2 -)- 3)/(2 3) are numbered as patterns 10 to 19
in Fig. 4 and those of Fig 2c, having a B — (2 -f- 2)/(3 -f- 3), as patterns 20
to 29 in Fig. 5. (The last rows of the figures give the respective jBnilns of the
columns.)

16 out of the 29 patterns: No. 1, 3, 7, 8,9, 10, 12, 13, 18, 19, 20, 22, 25,
27, 28 and 29 are degenerate. The code-word pattern-pairs with identical bits,
thus causing degeneration are marked by horizontal lines with arrows in the
figures. The sorting out of degenerating patterns is relatively simple, consider-
ing that every codiset pattern having a pair of identical code-word patterns
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has also a column with B — 2/8 and one with B = 3/7, while for two pairs
of identical code-word patterns one mostly finds two columns, each with
B = 2/8.

By omitting the degenerating combinations, 13 patterns will remain,
out of which three pairs are seen to have the same B-s, namely, Nos 5 and
6,11 and 17, 21 and 24. We have to find out whether the pairs are structurally
equivalent, i.e. the codisets are different forms of the same code-type only,
or do they belong actually to different code-types ? This can be established by
performing the operations mentioned in point 1 under (a) — (d). If there
is any particular combination of these operations (called transformation),
by which one of the forms can be transformed into another, the two forms
investigated are of the same type, since their relative pattern i.e. type remains
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invariant under any combination of the operations mentioned. One member
of such pairs can then be omitted from further considerations.

Let us write for example a codiset for each of the patterns 5 and 6 in
Fig. 3 putting 0-s instead of the empty and L-s instead of the shadowed squares
(Figs sa and sb).
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Such a codiset can be labelled by [0, ABCD, 9] meaning that the code-
words are numbered from 0, to 9, the columns lettered from A to D.

Operation in point 1 (a) on a chosen codiset is symbolized by the use
of the above labeling by shifting the first and the last numbers simultaneously
by the given digits, operation (b) by a mutual change of places of these num-
bers, operations (c) by dashes above the appropriate letters and operation (d)
by changing the sequence of the letters.

The transformation [5, ADCB, s] on the codiset in Fig. sa gives the
codiset shown in Fig. eb, thus definitely of the same type.

Similarly, the transformation [3, ACDB, 4] yields from pattern 17
the Pattern 11 (in Fig. 4) and [, ACBD, 7] transforms pattern 24 to 21 (in
Fig. 5). The patterns having the same B-s are seen to be of the same type.
It follows that the 4-budd code-types can be labelled unambiguously by
their B-s. The now remaining patterns in Figs 3, 4 and 5 thus comprise all
possible types available on having applied the restricting conditions. The
code-types associated with the structures, correspond, of course, to the types
specified by Gitbert [8], as shown in Table I.

Any type of 4-budd codes can be readily and unambiguously identified
by making use of the B-s: one has only to write out the values of Bmin-s for
a given codiset to identify the type in Table I. This cannot be done in each
case when the coordinate sequence is used as a means of identification, since
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Table I
No. of code- Notation -
Gilbert’s notation type in Figs by &zwglneg Remarks
3,4 and 5 Bmin"8
242254 One form is the
1213431214 2 9 Excess-3 Gray-
2+4856 COde[g]
2+2555 i -
12 13 412 13 4 23 9,10  Lippelcode
3+3555 type [6]
2+2445
12 13 412 14 3 26 9,10
3+3665
1213412314 14 2+3455 9
2+3655
+
1213122413 n 2 3354 _
2+3756
1213414213 16 2+3424 9
2+3686
+
12 13 413 12 4 21 2+2353 _
3+3757
1213421314 4 2+2454 9
2+4656
1213421413 5 2+2434 _
2+4676
12 13 14 312 4 15 2+38433 9
2+3677

two code forms of the same type may have coordinate sequences with entirely
different numbers, so that one has to find and apply an appropriate transfor-
mation to the given coordinate sequence prior to the actual identification.

As an example let us consider the Excess-3 Gray-code [9] (Fig. 7a).

The coordinate sequence associated with the code-form on Fig. 7a is
2434143421 which cannot be immediately identified with any of the coordinate
sequences in Table |I. The _Bmins, on the other hand can he written out at
once, as

5 2 4 , 2+ 2
. and
5 8 6 2+ 4

The Bmn= (2 + 2)1(2 + 4) of the four-change column gives only three
possible choices, namely, the code-types Nos 2, 4 and 5. The remaining three
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A B c D A B c D
0 0 0 L 0 0 0 0 0 0
1 0 L L 0 1 0 0 0 L
2 0 L L L 2 L 0 0 L
3 0 L 0 L 3 L 0 L L
4 0 L 0 0 4 0 0 L L
5 L L 0 0 5 0 0 L 0
6 L L 0 L 6 L 0 L 0
7 L L L L 7 L L L 0
8 L L L 0 8 L L 0 0
9 L 0 L 0 9 L 0 0 0

a) ) b)
Fig. 7

B-s can be found only among the B-s of code-type 2. Thus, the type has been
uniquely identified. The statement can be immediately checked by applying
the transformation [2, DBAC, 1] to the codiset in Fig. 7a which reproduces
the codiset in Fig. 7b, being a possible form of the pattern 2 in Fig. 3.

I1l. Further possible uses
1

The use of the 4-budd code pattern tables and the labelling by Binary
Ratios is by no means confined to the determination of their types. Further
investigation of the pattern tables of the 10 4-budd code-types reveals a
special kind of symmetry in some of these. In most of the patterns one or two
pairs of symmetry axes can be found, relative to which the changes between
the digits of consecutive.code-words are symmetrically located. These pairs
of symmetry axes can be visualized and singled out on the pattern tables
and utilized for determining the actual number of these codes.

Theoretically each combination of operations given in point 1 under
(a) and (b) should give, when applied to a chosen form of a 4-budd code-
type, a different code form, thus each type is expected to take 10 «2 « 16 «24=
= 7680 different forms, totalling 76 800. Actually, however, some of these code-
types cannot be transformed into as many different forms as was calculated,
since for certain types one or more combinations of the operations reproduce
— although no inverse operation are prescribed — the same original code-
form. An example of this is the well known family of Unit-Distance Lippel
codes, investigated by H. E. Tompkins [6], who calculated 1920 different
forms for this code-type. This type is listed by E.N. Gilbert in Table | of [s]
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in the group “Length 10”, second row, as the coordinate sequence: 1213412134,
and can be found in Table I. of the present article in the second row, as code-
type No. 23 of Fig. 5 with

B -

2+ 2 A A A
3+3 5 5 5

The presence of a pair of symmetry axes on a pattern table indicates that
there always exists one particular set of operations under (a) and (d) i.e.
one transformation, under which, without any inverse operation, the given
code-form is invariant. The existence of a pair of symmetry axes reduces
the possible number of different code forms of the same type by half for this
reason and two pairs of symmetry axes reduce the possible number of differ-
ent forms by a factor of 4. Thus, it is sufficient to simply establish the existing
symmetries on the pattern-tables in order to evaluate the actual number of
different 4-budd codes [10].

The total number of possible 4-budd codes is 42 240, in agreement with
the results of [11] obtained by the investigation of the Veitch—Karnaugh.
Mappings of these codes.

2

The possibility of complementation can be a considerable asset to codes
used in counting systems. Though, the 4-budd codes are not self-complementing
codes, that is, the code-words assigned to (9 or 10) complementary decimal
digits are not binary complements, most of the 4-budd code-types have forms
which can be complemented in a simple manner — often even simpler than
self-complementing. These, too, can be evaluated by staking out the symmetry
axes on the pattern tables. Code-types in which the changes between code-
words are placed symmetrically to one or two pairs of symmetry axes have
always code-forms which can be simply complemented.

In the case of 9-complementary codes, one of the symmetry axes must
be at the transition between the code-words 9 and 0. In the case of 10-comple-
mentary codes the code-word o must he a symmetry axis.

Code types 2, 4, 14, 15, 16, 23 and 26 have 9-complemetary forms and
the last two (23, 26) have 10-complementary forms as well (see column “Com-
plementing” on Table 1I).
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o ~

Uber einige Eigenschaften von einsehrittigen dezimalen Coden mit vier Binarstellen
Es werden die Geflige von einsehrittigen dezimalen Coden mit vier Binarstellen (4-budad
Coden) durch spezielle, von ihren Codisets abgeleitete Geflige-Tafeln untersucht, um ihre
mogliche Typen zu bestimmen. Die Code-Typen kdnnen mittels sogenannter »Binadrer Ver-
haltniszahlen« (B-s), bestimmt durch die Bit-Sequenzen der Codes, eindeutig bezeichnet
werden. Diese Bezeichnungsart ist invariant gegen Anderungen der einzelnen Code-formen
desselben Typs. Zuletzt werden einige andere Verwertungsmaoglichkeiten der angewendeten
Methode, z. B. die Bestimmung der Zahl der existierenden 4-budd Codes und ihre Komple-
mentierungsmaéglichkeiten diskutiert.

Quelques propriétés des codes décimaux d’un seul pas a quatre chiffres binaires.
La détermination des types possibles des codes décimaux d’un seul pas a quatre chiffres bi.
naires (4-budd) se fait a I’aide de schemes dérivables de leurs vocabulaires de mots-codes-
Ces types de codes peuvent étre caractérisés sans équivoque par des nombres proportionnels
binaires (dits B) coordonnés aux séries des chiffres-codes. Cette méthode est invariable par
rapport aux variations des formes de codes de méme type. Finalement, I’auteur traite de quelques
domaines d’application supplémentaires, comme la détermination du nombre possible de codes
4-pudd et la définition des propriétés de complément.

HekoTopble cBOICTBA OAHOLLAr0BbIX AeCATUYHbBIX KOL0B C YeTbIPbMS ABOVYHLIMU 3HAKaMMU
(M. Cab6o). OnpefeneHne BO3MOXXHbIX TWMOB OAHOLUArOBbIX [AecATUYHbIX Koo (4-BYAN)
C YeTbIPbMS JBONYHBIMM 3HAKAMW NMPOV3BOANTCA NMPY NMOMOLLY CTPYKTYPHbBIX CXEM, SBNSAIOLLNXCA
NPOM3BOAHBLIMKU COCTaBa KOLOBbIX HAb0POB. 3T TWMbl KOAOB MOXHO OLHO3HAYHO XapakTepu-
30BaTb NPV MOMOLLUM T. H. ABOMYHbIX Nokasateneli (b-K), npuaBaembIX CEPUSIM 3HAKOB KO[OB.
3TOT cnocob 0603HaYeHUA SABNSAETCA UHBAPMAHTHBIM MO OTHOLLEHWIO K BapuaHTam (hopM KoLoB
MAEHTUYHOIO Tna. HakoHeL, roBOpPUTCSA 0 HECKO/TbKUX JONONHUTENbHbLIX 06/1aCTAX NPUMEHEHNS
[aHHOro MeTofa, Hanpumep — ornpegeneHVe BO3MOXHOIMo vmcna Kofgos 4-bY /1, a Takxke ux
KOMM/IEMEHTUPYIOLLMX CBOWCTB.
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ON THE CATHODE SPACES OF DISCHARGES
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The author describes the most characteristic basic processes of cathode spaces, among
others, the phenomena occurring on the surface of the cathode and the volume interactions.
He discusses in detail the different cathode spaces of glow discharges, on the base of the general
analysis of the cathode spaces. After this he treats the development of arc discharge and the
glow arc transition, and later he discusses the general analysis of the cathode space, the role
of the cathode spot and refers to the relation between the cathode spot and the cathode space
of arc discharges.

. Introduction

Four characteristic space-parts can be distinguished in the build-up
of the discharges which, though closely interconnected with each other, still
indicate characteristics different in their respective nature. These are the
cathode spaces, the anode spaces, the positive column and the transition do-
mains (double layers). Out of these spaces, the cathode (cathodal) spaces
have fundamental significance from the viewpoint of maintaining the discharges.

The electrons leaving the cathode, are accelerated in the cathode dark
space, excite, ionize the gas or vapour atoms and molecules along their paths
thus generating, by a multiplication process, further charge carriers. The posi-
tively-charged particles of the space within the discharge flow toward the
cathode, those with negative charges toward the anode and partake along
their flow in further ionization, excitation, diffusion, etc. processes. The cath-
ode, by means of the cathodal spaces, acts to produce the electrons, the basic
elements of the discharge processes in the required number and also accel-
erates the electrons to a certain extent. Considering the electric characteristics
of these spaces, these differ not only from the other discharge spaces but to
a considerable extent even among themselves. These are the discharge spaces
which are the most difficult to describe and though their importance made
their theoretical observation necessary already for some time, consideration
and characterization, up to the present it proved to be, however, impossible
to publish a continuous, consistent general description on them. By making
use of the results of the experiments already carried out and of the theoretical
examinations, in the following there is given a comparatively continuous
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and consistent notion on these spaces which covers the characterization of the
cathodal spaces of the glow discharges and arc discharges and eventually also
throws light, from several angles, on the part played by the cathode.

Up to now, it proved to be impossible to systematize the highly varied
phenomena which depend on a number of parameters of the cathodal spaces
even so far as this succeeded for the fundamental processes in the positive
column and therefore the uniform method of theoretical description for these
phenomena are not available. The various partial processes themselves can
be described individually, moreover the characteristics and methods of theoreti-
cal description of the space-charge domains are also known, but their cumu-
lative description, e.g. the dimensions of the spaces before the cathode and the
unambiguous description of the relations between the electron current, ion
current, diffusion current, cathode drop, cathode temperature is not yet given.
The situation is particularly involved in the case of the cathodes provided
with electron-emission coats as the interpretation of the processes taking place
there requires the knowledge of not only the phenomena of the gases ionized
to a varying extent but also that of the characteristics of the emission coat
generally showing semiconductor properties and of the properties of the carrier
metal. The methods ofthe experimental analyses are highly varied. The cathode-
face current densities of the discharges are generally defined visually or pho-
tographically and the sizes of the various cathodal spaces are usually defined
by identical methods though the limits of such spaces are not sharp, being
generally rather diffused and therefore causing considerable difficulties and
uncertainties in the measurements. The limits of these spaces can also be
indicated by indirect methods, based on the measurements of the electric
field strength. The usual probe-type measurements are generally unsuitable
for the taking of the electric parameters as the velocity distribution of the
charged particles, in the majority of these spaces, cannot be characterized by
Maxwell—Boltzmann’s distribution. By the application of heated probes,
however, even the traditional method may yield results of approximate accu-
racy [1]. At present, however, a number of recently developed probe measuring
processes are already known [2] which possess the advantageous property
enabling application independently of the distribution of velocity and thus
yield, by considering the required accuracies of such measurements, results of
satisfactory accuracies.

The electron-beam method serves e.g. for the determination of the field
strength. In this method, an electron beam is “fired” into the space to be
examined and the deviation of this electron beam, which depends on the
magnitude of the field strength prevailing there is observed on a fluorescent
screen [2].

After a suitable standardization, the value of the field strength can be
read off directly from the difference observed on the screen. The Stark effect
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is made use ofin a further method of the field strength measurement. Evidently,
this method can be applied reliably only above acertain minimum field strength.
The classical or traditional method can be applied exclusively for the measure-
ment of the cathode drop [1] where one of the discharge electrodes is built
so as to enable axial movement and by moving this electrode toward the
other one, the minimum burning voltage occurring at the discharge current
kept at the given constant value is observed, and taken as the cathode drop.
Optical pyrométrie methods are usually applied for the measurement of the
temperature of the cathode face or thermoelement measurements, resp. for
helical cathodes the direct bridge method can eventually be used, in the latter
case, conclusions for the temperature of the Tungsten helix generally forming
the cathode are drawn from the increase of the resistance. The description
and detailed characterization of the test methods of the cathodal spaces
embraces even in itself a large subject-matter [3]; in the following the detailed
analysis or even examination of some special cases of these test methods is
omitted and the discussion is limited only to the presentation of experimental
results enabling general application, or to methods of theoretical description.

Il. Brief review of the fundamental processes of the cathodal spaces

The phenomena can be classified into three groups:

processes occurring on the cathode face;

phenomena in the volume;

phenomena of wall faces or of other neutral boundary surfaces.

Processes occurring on the cathode face are evidently influenced essentially
by the material, shape, contamination and sizes of the cathode face. In these
processes, physical and chemical reactions often occur intermingledly and in
a considerable number of the cases, chiefly with cathodes provided with elec-
tron-emission coats, these reactions are completely interwoven. The funda-
mental processes of the cathode face are connected to the phenomena of the
cathodal space directly, by the electron emission. The cathodes are usually
classified by taking this into consideration and the electron emission is taken
as an exclusive cathode phenomenon in a qualified sense.

One of the most frequently occurring forms of the electron emission is
the thermal emission wherein the elctrons, in anumber depending on the cath-
ode temperature, escape from the cathode through the effect of heat. The power
required for this process may originate from external power sources (external
heating) or from the discharge proper (self-maintaining discharge). The
electrons thus produced are generally not sufficient to maintain the discharge
and in addition to the purely thermal electron production, the ions from
the discharge accelerated in the cathodal spaces also contribute, and in a
significant way, to the production of the electrons; the emission thus developing

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



320 j. BITO

is then called being the combination of the two fundamental cases, thermo-
ionic emission. The supplementarily contributed electron emission by the posi-
tive ions is usually called secondary emission and a factor y- is used for its
charaterization, representing the number of the secondary electrons excited
by a positive ion incident on the surface. Even this factor depends, of course,
on a very high number of parameters and can be specified only under given,
well definable discharge conditions. At the same time, the photons, metastable
atoms and high-energy neutral atoms incident on the cathode may also
contribute to the electron production, due to the secondary electrons released
by the energy lost through them. Corresponding to the order of the above
enumeration, usually further factors, essentially of similar definition, are
introduced for their characterization, yp, ym, y,, and considering the secondary
emission effect of the ions, the total secondary emission coefficient, factor
y, is generally introduced as a sum of all these factors.

y = Yi+ Vp+ Ym + Yn- M

The total secondary emission coefficient is also a highly involved multi-
variable function and is generally generated [1] as a function of the reduced
field strength (quotient of the electric field strength and pressure) by keeping
the other parameters at constant value or at least by presuming their constancy.

The electron emission caused by the electric field before the cathode
(space charge comprising positive ions), the field emission plays an impor-
tant role primarily in cold cathodes. During field emission, the temperature
of the cathode increases but slightly, e.g. for the case of a tungsten cathode,
on the field emission of an electron current of a few milliampers, by not
more than approx. 3 to 4 per cent. The reason for this is the character of the
emission process: the electric pulling field does not change the energy dis-
tribution of the electrons of the cathode. Field emission requires high field
strength, generally of a value of approx. 10e V/cm and the magnitude of the
emission current thus released depends, of course, even in this case, on the
material, shape, surface, contaminations, etc. of the cathode. With certain
thin layers, chiefly with coats of A1—AIl203—Cs20 composition, considerable
field emission has been observed (Malter effect) [4], here, however, in the
development of the electron emission further polarization phenomena are
also taking part. According to Schottky’s observation [5], the escape energy
of the cathode or of the cathode coat may virtually decrease according to
relation

?2=% -(")"/2 (2)
where

p0 original work function, for the case when no external field strength exists;
@ work function decreased by the effect of electric field strength;

e elementary charge;

E electric field strength.

=
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Correspondingly, if the cathode supplies, for the case when there is no
field, by purely thermal process, at temperature T an electron current of i0,
then, on the effect of a sufficiently high electric field, the cathode will emit
at the same temperature an electron current iE, complying with relation

Oh £il2
iE= i0exp 3
KT ®

computed by Richardson’s equation, where k Boltzmann’s constant. This
relation is valid up to a field strength of 10e volts/cm and correspondingly,
the increase of the electron emission ensuing can be observed in nearly all
discharges of such small field strength.

Consequently, it can be stated that electron emission has generally
a complex character. The high temperature and the intensive ion bombard-
ment are both disadvantageous for the life of the cathodes, these processes
may considerably damage the cathode surface, connected with the evaporation
and powdering phenomena. When selecting the mechanism for producing the
required electron emission current, the cathode loads imposed by these phe-
nomena should, therefore, be taken into consideration and if the development
of long-life cathodes is striven for, the electron production should be assured,
as far as possible, by such processes which impose minimum loads on the
cathode.

The bulk (volumetric) phenomena occurring in the cathodal spaces can
not be compared with the bulk (volumetric) processes in the plasma of the
positive column. The reason for the fundamental difference should be sought
for in the space charges of the cathodal space. These are the necessary con-
comitants of the cathodal spaces. Fundamentally, the basic discharge processes
are identical to those in the positive column and essential differences occur
only in their modes and conditions of realization: the collision and scatter
processes, the excitations, various ionization processes, the diffusion and
the ambipolar diffusion, the Coulomb interactions, screenings, recombinations,
charging processes can also be found in this cases. These phenomena are usually
described empirically, by introducing the differential ionization factors a
and B, i.e. the number of ion pairs produced by an electron, resp. by an ion
covering a path of 1 cm length. Occasionally, the knowledge of rj can be
advantageous, being, by the definition

i.e. as can be conceived by elementary conversion, the product of rj and the
elementary charge yields the energy necessary to produce a pair of ions by
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electron collision. The energy necessary to produce a pair of ions by ions strik-
ing can be given by an expression of similar character, if the factor e given
in equation (5) is multiplied by the elementary charge. The e value to be
specified for this end, can be characterized by the following equation:

The processes occurring within the cathodal cpaces can be characterized
by the aforegoing equations and by the equations describing the motions of
the electrons and ions, by the distribution functions and eventually by the
relations of kinetic gas theory. v ornvecwx [6] @nd m o1nar [7] have worked
out ingenious methods for the separation and definition of the evaluation
of the various secondary emission factors. In order to define e.g. the factor
yp, these authors subjected the surface of the cathode to pulsating UV il-
lumination [7] and measured the emission pulsation thus produced.

The above described phenomena are considered as processes causing
considerable losses, in the first place due to the radial diffusion and to the
charging processes developing due to this diffusion.

The traditional experimental methods afford only characterization in
part of these processes, by measuring the wall potential and the diffusion
current. A considerable number of other measuring data are additionally requir-
ed for their accurate description. The recombination phenomena occurring
along the wall can be approached, just as the thermal wall losses, by the
theory of the double layers.

The character and built of the cathode influences, as has already been
shown, the cathodal spaces in a number of respects and has even an impact
on the initiation of the discharge [1]. The cathode applied, corresponding to
the objectives of the discharge, can be liquid (mercury cathode), a metal-
carrier cathode of different shapes provided with solid, metallic and electron-
emission type coats, i.e. with coats of lower escape energy and generally having
semiconductor properties.

Corresponding to the parameters of the discharge, the cathode may
or may not have a cathode spot but simultaneously one or several, stationary
or moving, luminuous cathode spot may form on the cathode, as will be
discussed later on. The cathode spot is a special location, its temperature is
considerably higher than that of the surrounding cathode surface, its current
density attains 5 to 100-times that of the surrounding areas and the resulting
light intensity considerably exceeds the luminous intensity of any other
portion of the cathode surface.

Though as mentioned by way of introduction, the phenomena of the
cathodal spaces cannot be separated definitely from the properties of the
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cathode which can be characterized by solid-state physics, in the following
we are still dealing rather with the discharge spaces, by considering the
interactions between the cathode and these spaces, without turning to the
details of deeper physical changes occurring in the cathode during the discharge
processes here considered.

I11. Cathode spaces of the glow discharges

The glow discharges obtained this name by their characteristic glow
light around the cathode separating the cathode from the dark-space. The
basic processes briefly reviewed in the foregoing can be observed almost
without exception in the cathodal spaces and by the cumulative effect of
these processes, the space charge conditions prevailing in the cathodal spaces,

Fig. 1. Voltage/current characteristic of the discharges (characteristics featuring the A sub-
normal, B normal, C anomalous glow discharges)

the voltage drops there occurring and eventually the current density on the
cathode face determine the type of the voltage/current characteristics.

Up till now, nobody has undertaken to elaborate the general and brief
definition of the glow discharges. It is usually said that these are comparatively
low current density cathode discharges where cathode surface current den-
sities of less than IO”™A/sq. cm occur. In the glow-discharge section of the
discharge characteristic shown in Fig. 1, there are shown, in the portion
denoted by A, the subnormal, in the portion denoted by B the normal, at
C the anomalous glow discharge domains; the section denoted by D of the
characteristic, showing negative slope, following the previous portions,
is characteristic for the arc discharges. The curve presented in Fig. 1 is indi-
cative of the discharge current dependence of the cathode drop of the self-
maintaining discharges [1].
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A form of discharge where cathode drop is not necessary, could, however,
also be conceived, e.g. in such a case when a sufficient volume of electrons
to maintain the discharge at unchanged current density is supplied by some
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Fig. 2. Arrangement of the most important spaces of the glow discharges, their potential slopes,
field strengths, concentrations and current densities of their positive and negative charge
carriers

type of electron production process and thus the positive ions, photons, etc.
incident to the cathode become unnecessary. This can he approixmated advan-
tageously by applying a thermal cathode emitting as much electrons as
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necessary and sufficient for the discharge and which causes formation of nei-
ther positive, nor negative space charge before the cathode.

The condition without cathode-drop can be approached also in the
case when the surface of the cathode is covered by a special insulation layer.
Under such conditions, namely, the dielectric layer charged by the positive
ions accelerates the electrons escaping through this layer and thus may take
the place of the accelerating space preceding the cathode; the range of the
negative glow discharge extends up to the surface of the cathode [s]. These
types of discharge should be treated as special cases, just as the discharges
at cavity or sleeve cathodes.

In normal glow discharges, the cathode spot covers only part of the
cathode surface and as is to be seen in Fig. 1, the normal cathode drop is
independent of the discharge current and as will be shown subsequently, is
similarly independent of the applied gas pressure. By the increase of the cur-
rent, in this case it is not the surface current density of the cathode which
increases but the area of the cathode spot. As soon as the cathode spot extends
to the whole cathode, by covering its entire surface, the current density taken
on the surface of the cathode also increases by the further increase of the
discharge current — then begins the positive characteristic anomalous
glow discharge and when this prevails, the cathode drop will already also
increase, in a way as shown in Fig. 1, upon increasing the discharge current.

At cathode surface current densities lower then the cathodal current
density of the normal glow discharge, a subnormal glow discharge developed
which can be characterized by anegative characteristic; in this case, increasing
cathode drops will develop with decreasing current density. This is caused
by the fact that with decreasing current strength, the diameter of the discharge
also decreases, along with the sizes of the cathode spot and as can be shown,
in this case more charge carriers take part in the radial wall-diffusion, the
loss increases and thus a stronger acceleration space and larger cathode drop
is necessary to maintain the required discharge current [1].

The arrangement of the cathode spaces of the glow discharges is shown
in Fig. 2. These spaces can partly be separated also optically and it can be
observed that the boundary lines of the spaces are the more defined the higher
the cathode drop is. Usually three larger space portions are separated out of
these spaces, the cathode dark space, the negative glow space and the Faraday
dark space connecting the cathodal section to the negative end of the positive
column, by the so-called cathode-end meniscus.

The cathode dark space is not uniformly, homogeneously dark and
clearer layers can also to be found there, thus e.g. the various layers of the
cathode glow occur immediately at the cathode surface, the first, second,
etc. negative cathode glow, separated from the surface of the cathode by
the Asthon dark space. The number of each ofthe cathode dark spaces depends,
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in the first place, on the gas and gas pressure of the discharge and on the
surface and material properties of the cathode. The dark space between the
cathode glow and the negative glow is called after the first researchers who
investigated this space, both as Crookes’ or Hittorf’s dark space.

The Asthon’s dark space is entirely dark, the first cathode glow is sharply
separated from it. The distance of the first cathode glow is characteristic for
the energy absorbed by the electrons and for the excitation potential of the
gas or vapour: namely the electrons escaping from the cathode can absorb
the energy sufficient to excite the neutral particles at any higher probability
after having travelled this distance. The number of the luminous cathode
layers is similarly interrelated with the magnitude of the mean free path
length on the same base. These layers determine the number and sizes of
the different cathode dark spaces. If the cathode is coated with an electron-
emitting coat, the entire cathode dark space, including the luminous layers,
fuses together to form a plasma-like negative glow. The cathode drop is usually
measured up to the negative-end limit of this glow as will be shown in the
following, and this can be considered to he a sufficiently good approximation
both for theoretical and experimental purposes. The negative glow is the
brightest part of the discharge (Fig. 2). The negative glow is connected with
the positive column by the Faraday’s dark space. The phenomena occurring
here will be dealt with in detail later on.

I. General analysis of the cathode spaces

As can also be established experimentally [9], in the domain from the
cathode to the boundary of the cathode dark space common with that of the
negative glow space, the electric field strength can be characterized in an ap-
proximate way by a linear relation

E = C(d—x), (s)
where

d length of the cathode dark space;

C constant.

As has been revealed by more accurate measurements, this linear rela-
tion is primarily inaccurate at the cathode surface and at the boundary of
the negative glow space. In these sections, a certain distortion can be detected
along the slope of the field strength. This is caused partly by the double
layers formed on the boundary surfaces, resp. before these surfaces, and partly
by diffusion flows of balancing character.

Though according to relation (s), the change of the field strength is indi-
cated only in the x direction, this does not exclude the fact that the field
strength may vary only along the x-axis coincident with the axis of the discharge.
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The field strength also varies in the radial direction, even in stationary
discharges which are constant in time. This would therefore mean that it is
purposeful to introduce e.g. a cylindrical co-ordinate system for the more
accurate characterization of the field strength vector and moreover, the time
function of the field strength should also be considered. This would, however,
make the discussion exceedingly difficult and therefore the calculations are
made on the assumption of quasi-stationary discharge conditions, by assuming
that the significant change of the field strength with respect to time is zero.
The consideration of the radial field strength component would entail further
difficulties and, therefore, it is usually assumed that in a given cross section
of a given discharge space, the field strength can be approximated adequately
by a parabolic function and by implicitly assuming that this function is
known, in further calculations all statements are specified exclusively for the
change of the field strength along the discharge axis, i.e. a one-dimensional
description is applied. This considerably facilitates the calculations and it
can he shown that this method does not introduce higher inaccuracies in these
empirical calculations than by any other approximation. In the following, the
calculations are carried out correspondingly, also reduced for the one-dimen-
sional case, by assuring constancy in time and by implicitly recognizing the
possibility of the radial change in the field strength. The results here presented
only hold for the field strengths, current densities, etc. measured in the axis
of the discharge, for the case of quasi-stationary discharges. Corresponding
to relation (s), the potential distribution is

edx = —x)dx C (?)

By taking the integration constant as zero and by applying the boundary
conditions Vx= Vk (Vic = cathode drop) existing at x = d, the value of the
constant C and be determined

2 K
C = 8
42 (8)
and by inserting this into relation (7) and by differentiating this relation

twice with respect to x, we may put down the Poisson-Laplace equation,

d2v 2 Vlc

dx2 d2 ©)

where q is the space charge density function in the cathode dark space of
length d here considered. Based on relation (9) it can be seen, however, that
at a given discharge current, this is constant,

VK

= (10)
Q 2 nd2
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Based on this, T nompson has shown (9) that the following relation
holds for the current density j of the cathode dark space

d2 1/ 2e
e M (1)
where M stands for the mass of the positive ions.

The current density occurring on the cathode surface can also be approxi-
mated by the assumption that the electron emission is exclusively caused
by the positive ions. In this case, namely, the electron current released is
y,-times the current density jOp of the positive ions and correspondingly, the
total current jO is

jo=jor(1l+ Vi) (12)

or, expressed in terms of the space charge density, resp. velocity tOp and
vOp of the positive ions,

jo= Qpvop(l + V) (13)

and then making use of the mobility of the ions Kp and relation (9), equation

(EQ2¢(K.,,)+(! + y) (14)
4 nd
is obtained for the approximate description of the current density occurring
at the cathode. This characterization can be refined further by considering
not only the y,-effect but the total secondary ionization coefficient. Based
on Towsend’s exponential relation for a, and by considering only the ionizations
caused by the electrons, an approximate relation can be obtained also for the
cathode drop which, after considerable reduction, can be written in the follow-
ing form
7,25B
A

1+ (15)

with discharge constants A and B. For the case of argon gas e.g. A = 13,6
and B = 235 volts/cm Torr. Taking this as a base, the length of the normal
cathode drop domain dn can be computed for a normal glow discharge,

1

In 1+
_ Vi
dn= 3,76 Ap (16)
where

p  gas pressure in Torr.
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From relation (16) it can be seen that the product d,, mp depends only
on the gas pressure and on the surface properties of the cathode.
For anomalous glow discharges, relation (15) assumes the following form

Flir
Van= E + -J— (17)
p

where Van stands for the cathode drop of the anomalous glow discharge, E
and F are discharge constants and the length of the anomalous cathode dark
space can be specified by relation

— 4 18
8, (18)
or, by substituting the current density, in the form

p-dan= A+ ———- — (19)

[9].

The fundamental parameters of the cathode spaces — the field strength
distribution, the potential drop, the current density, the geometrical dimen-
sions — are multivariable functions which can rarely be interpreted even by
composite function analysis. In the foregoing, only the changes along the
discharge axis have been presented but as has already been mentioned,
their characterization would not be complete without the consideration of
the radial changes and of the possible variations in time. Neither the radial
functions, nor the time functions are, however, stated for the general case
and these functions are known only by measurements carried out under certain
special discharge conditions. By experiments carried out under carefully
controlled conditions on these special discharge tubes, it was demonstrated
that the field strength, the current density, the electron temperature, electron
concentration can be represented by second-order radial functions but for
the general case, their representation in a closed form did not succeed.

In analyses dealing with these problems, two theoretical methods of
dissimilar nature can be distinguished [10]. Following the earlier ideas, the
cathode dark space should be considered as an isolated, independent part of
the space and the cathode-end boundary surface of the negative glow space
neighbouring the dark space takes part in the discharge as an anode or as
an ion source of a given strength. The foundation of the empirical approximat-
ing description method of the theory is the cumulative multiplication charac-
terized by the a and y processes and Towsend’s remanence criterion. According
to more recent ideas, the cathode dark space can be investigated only together
with the negative glow space and these two spaces form an integral unit
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which is the conditio sine qua non of the discharge [10]. Both theories contain
reasonable foundations and due to their approximating nature, also deficien-
cies. The methods to be applied and reasonable for theoretical representation
can be demonstrated by two models. In the more simple model, the cathodal
spaces are described separately, independently of each other and the surface
phenomena of the cathode similarly form a separate unit. For stationary
cases, the different partial cases are interconnected by boundary conditions,
by taking over in an approximate way also the role of the close coupling
which really exists there in the theoretical representation. The fundamental
relations are identical in all three cases.

The second approximating model leads to the uniform representation
of the cathodal spaces, involving, of course, essentially more approximations
and omissions. By using a demonstrative example, the difference between
the two models is that in the first case a conductor of varying properties is
considered electric field, resistance, etc. with current flowing along it where
space charges may accumulate and in the second case, the conductor is exam-
ined by separating it into sections of nearly uniform behaviour.

In the most simple cases, for discharges without external magnetic
field, in the analysis, we usually set out from Poisson-Laplace’s equation

= —4ne(Np—Ne=—4np (20)
dx

where

M concentration of the positive ions;
Ne electron concentration,

and from the continuity equation taken for the ions and electrons

Z=1(E)=-j- (NpVp), (21
ax

Z= g(E) =-~-TNeve+ & f IVJ (22)
dx { dx )

where

Z number of ionizations occurring in 1 cu.cm during one sec, at a given x place;
Vp, ve velocity distribution function for the ion, resp. electron;
D diffusion constant

and form the equations for mobility, by assuming the prevailing of equilib-
rium conditions.

compton and morse [10] carried out their calculations in 1927 by
starting out from these equations but the results obtained by their work failed
to comply with the data obtained by experiments; later on, m o rse, in 1928
again carried out approximations by assuming the equality of the ion and
electron temperatures. In 1934, e nger and steennvec« disregarded the conti-
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nuity equation and applied the linear field strength distribution as a funda-
mental equation and obtained approximating results by such method.
Rogowski in 1932, then Weizel, Rompe and Schoén in 1939 neglected the
diffusion and considered the value of % to be constant and carried out cal-
culations by only assuming the drift velocities. Scherzer, in his calculations
dated from 1939, assumed that all positive ions flowing toward the cathode
are generated by the negative glow space and by taking into consideration
only the fast and slow electrons, obtained approximate relations for the differ-
ent spaces which failed to be, however, of general validity. Seeliger later
on endeavoured to reconcile up to a certain point the theory suggested by
Scherzer and Weizel, Rompe, Schén.

The theoretical investigations carried out up to the present indicated
that even if closed relationships were found these would fail to be of general
validity and would yield only approximate results. It was further revealed
that the linear field strength slope — relation (7) — obtained by approximation
was in reality only a rough approximation; essential field distortions could
be detected which could easily be demonstrated by experiments on the cathode
surface and at the boundaries of the cathode dark space and the negative
glow space, caused by the unstable phenomena which occurred in the processes
of the radially formed and coincident electric processes. The electron beam
emerging from the cathode did not show homogeneous energy distribution [1];
generally three electron sets of different velocities were distinguished, the
groups of the primary, secondary and ultimate electrons. The primary group
included the high-energy electrons which arrived to the negative glow space
without collisions or if it collided, then mainly in an elastic manner or possibly
inelastically but at the expense of only small energy loss. These electrons
flowed through the cathode dark space in beams.

The secondary electrons lost a considerable part of their energy during
the ionization interactions. These electrons disposed of not more energy than
did the secondary electrons released by them by their ionization interactions
— that was the reason for their denomination — and from the energetic
viewpoint, these electrons could not even be distinguished from each other.
Their distribution was statistic. The ultimate electrons were assuming the
least velocity. Such electrons were preponderantly present in the negative
glow space, in the positive column and these electrons should he reckoned
with also in the neutralization of the positive space charges. Among the re-
spective energies of the electrons belonging to the three groups here presented,
a difference of one or two orders of magnitude can be detected on the average,
the number of the ultimate electrons being at the same time by two orders
of magnitude higher than that of the secondaries and the number of the
secondary electrons exceeds that of the primary electrons by one order of
magnitude.
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2. The Asthon space, the cathode glow and luminous layers, the cathode dark space

Fig. 2 demonstrates that the complex space called the cathode dark
space comprises several small part-spaces, corresponding to the type of the
cathode, to the magnitude of the applied gas pressure and to the kind of
gas where the discharge is present. The series of the smaller spaces begins
with the Asthon dark space arranged immediately at the surface of the cathode
which is dark [s] as the energy of the electrons passing through this space
is not sufficient yet to excite the neutral gas or vapour particles. The Asthon-
space ends where the electrons are already capable of exciting the neutral
particles, i.e. where the particles may absorb sufficient energy for excitations
from the covered space. The sizes of this space can consequently brought into
relationship with the excitation potential of the respective gas or vapour and
also w'ith the velocity of the electrons.

At lower gas pressures, a group of luminous and dark spaces, comprising
several layers follows the Asthon space, in case of higher pressures, on the
other hand, the so-called cathode negative glow space produced by the exci-
tations effected by the accelerated positive ions [10].

Druyvesteyn and Penning [8] introduced the term of cathode glow,
for the case of the oxide cathodes and other cathodes easier liable to powdering
or evaporation. In such cathodes namely, the luminosity of the originally
neutral cathode coating particles peeling off due to the ionic bombardment
and excited in the space before the cathode weakens the different dark and
luminous spaces and surrounds the cathode by a glow of a wavelength charac-
teristic for the substance of the cathode. This glow may often extend up to
the negative glow, thus surrounding the entire cathodal dark space. The lumi-
nous spaces at the cathode are often muddled and so the first cathode layer
formed by electron excitation, generally at lower pressures is confused with
the negative glow produced by ionic excitation and mostly at higher pressures
and also with the later mentioned cathode glow' accounted for by the deteriora-
tion of the cathode [8].

The results obtained by the field strength measurements of the cathode
dark spaces [10] has often shown such values which necessarily led to the
conclusion that negative field strength occurred in the negativ glow space.
Later on, this was attributed to the oscillations and stratification processes
developed there [10]. So much could be established reliably from these meas-
urements that the field strength increased toward the cathode and decreased
gradually toward the negative glow space and eventually assumed, in that
space, zero value. This field strength distribution was, however, by no means
linear and could be characterized, as shown by more recent measurements,
rather by the I/x function. The theoretical interpretation for the explanation
of this phenomenon was suggested along tw o lines, by presuming ions moving
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in vacuum, resp. ions moving at a drift velocity proportional to the w9 power
of the field strength. The latter representation approximated the result the
closest of the different measurements, full reconciliation, however, was not
attained. The sizes of the dark space were usually determined primarily by
optical methods. For the case of electrically negative gases, the boundaries
were demonstrated as sharper, due to the less intensive electron diffusion.
According to Seeliger, relation (10) should be valid between the ion masses
and the sizes of the dark space. By the relations obtained empirically, current
densities limited by the space charges occurred here,

11312

where d length of the dark space and this is related to pressure p by relation

p-d=A+ jir (24

resp. by relation
du2=C + D(V - VO (25)

where A, B, C, D and VO were constants.

The high number of the constants here presented properly characterizes
the highly empirical and approximating nature of the relations. The measure-
ments are made more difficult also by the fact that the velocity distribution
of the electrons in the dark space is considerably different from the Maxwell—
Boltzmann’s distribution. The ion energies are determined by a holed cathode
and thus the ion beam forming the “tube beam” is led out through a collect-
ing vessel. The cathode drop occurs essentially in the cathode dark space,
consequently it is this space, where the positive ions and also the electrons
incident on the cathode are accelerated. The sizes of the cathode dark space
cannot be specified generally and exactly, not even for a defined type of glow
discharge as in addition to the gas pressure, current density, cathode drop,
a considerable number of individual factors, generally depending on the sur-
face quality of the cathode, had to be considered, that would not afford, accord-
ing to our present knowledge, the arrangement in a closed shape. For some
special cases, as shown by the aforegoing deduction [equations (23), (24) and
(25)], an approximate representation is possible if many constants are pre-
sumed.

The complex space called cathode dark space — the boundaries of
which are, in case of oxide cathodes, quite weakened off — thus contains posi-
tive space charge and corresponding to the distribution, high electric field
strength develops on the cathode surface decreasing toward the negative
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glow space. At a given cathode drop, its current density is inversely proportional
to the second-power of its length. This space can be considered as the most
active one among the cathode spaces and the characteristics at the cathode-
end are essentially determined by this space. When extracted from the cathode
spaces, this space in itself cannot give a full idea on the phenomena at the
cathode but it is still purposeful to analyse primarily in this part of the space
together with the cathode, by considering the appropriate boundary condi-
tions and on specifying the boundary conditions, it should be borne in mind
that for the processes occurring here, uniform and whole interpretation is
given by this space together with the other spaces.

3. The negative glow space

The cathode dark space is connected to the positive column by the space
of the negative glow and by Faraday’s dark space. Many research workers [10]
consider these two domains inseperable, contrarily to the cathode dark space
and the space of the negative glow. The space of the negative glow is thus
limited by two dark spaces but these boundaries are very weak. The brightest
portion of the negative glow space and also of the whole discharge is about
in the centre of the space of the negative glow, the luminous intensity of the
glow space increases steeply at the cathode-end, by decreasing slower toward
the positive column and fuses diffusely into the Faraday’s dark space where
occasionally, for pure rare gas discharges, some luminous phenomenon can
also be demonstrated. The shape of the negative glow space is influenced not
only by the ambipolar and wall-diffusion processes but even by the current
density parameters of the cathode. In discharges including cathode spots,
correspondingly asymmetrical negative glow spaces can often be detected.
In certain cases, e.g. with hot-cathodes, a spatial change can be attained result-
ing in the extension of the negative glow as far as the surface of the cathode.

The Faraday’s dark-space is generally longer than the space of the nega-
tive glow. Their total length is influenced by the gas or vapour pressure and
by the magnitude of the discharge current [10]; at a given current strength,
by decreasing pressure, the length of the spaces increases but the increase
of the current — at given pressure — may also result in the increase of the
common length of these spaces.

The phenomena of the negative glow are quite well known [9] — chiefly
due to the measurements by probes and to the optical observations — but
their uniform theory has not yet been elaborated. The reasons for this can again
be found in the complex nature of the phenomena occurring here. No realistic
results can be expected from probe measurements at the negative end of
the negative glow space — though by such measurements the workers succeeded
in demonstrating, among others, the occasional occurrence of primary, secon-
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dary and ultimate electrons in the glow space — as the velocity distribution
of the electrons deviate there fromt the Maxwell—Boltzmann distribution.
Proceeding in this same space toward the positive column, the velocity distri-
bution increasingly approaches the Maxwell—Boltzmann distribution and
this affords possibilities also for the application of the traditional probe measur-
ing methods.

Theoretically, there is no field strength in the negative glow space.
According to certain authors [10], in this space even negative field strength
can be demonstrated regularly, though unambiguous reasons for the prevailing
of the negative fields have not been put forward yet. Therefore, a number
of research workers attribute these data to inaccuracies in the measurements.

According to examinations by Weizel and Olmesdahl [11], the space
of the negative glow can be divided by a thin grid or screen into two or more
sections if proper voltage is impressed on this grid. The sections thus separated
may exist even separately, having slightly different potentials and theoreti-
cally, no exchange of the charge carriers is necessary between them. Due to
the built of the negative glow space, to the field strength conditions there
prevailing and to the plasma state this is conceivable.

Lines characteristic for the arch and spark spectra of excited atoms
and ions can be observed atthe cathode-end [10]. This is interconnected with
the simultaneous excitation and ionization effect of the fast, primary atoms
arriving from the cathode dark space. At the same place, lines characteristic
for such molecule spectra have already been observed which can be inter-
preted by the assumption of treble collisions (two neutral atoms and a neutral
atom in metastable state) and usually the slow electrons are assumed to be
responsible for the luminous phenomenon.

The importance of the electron excitation is considerably reduced
toward the positive end of the space of the negative glow, as compared to the
excitation of metastable atoms by the second-kind collisions effected by reso-
nance radiation. Certain workers presume that the production of positive
ions is the exclusive task of the cathode dark space and others suggest that
the negative glow space may be responsible for this process. According to meas-
urements by Brewer and Westhaver [12],0,5 to 1 ion/electron is formed,
on the average, in the cathode dark space and others [9] consider that one
electron is able to produce 100 ions under identical conditions. Keeping in
mind the highly scattering results [9], it can be stated that the cathode dark
space provides considerable ion volumes which are, however, alone still insuf-
ficient for the cathode and the supplement necessary is supplied by the ions
of the negative glow space.

According to the measurements [s], the space of the negative glow con-
tains electrons and ions in nearly equal numbers and is in plasma-state.
Immediately at its cathode-end, alocal potential maximum prevails. Proceed-
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ing toward the Faraday’s dark space, the potential may decrease, according
to certain measurements already mentioned, occasionally by 1 to 2 volts.
Considerably different values are also attributed to the constant of the volu-
metric recombination processes and a number of resarch workers [s] even
contest the existence of the volumetric recombination in this space.

As evidenced by the experiments, the electron and ion concentration
in the space of negative glow may exceed the corresponding values measured
in the positive column even by one or two orders of magnitude [9]; it is known
that a plasmoid state may develop at the cathode surface, even before the
cathode spot and here, too, very high electron and ionic concentrations may
occur. The corresponding concentrations in the space of negative glow approach,
in their orders of magnitude, the values of these states. The length of the
space of negative glow also depends on the cathode drop and as a matter of
fact, much more closely and unambiguously than on the gas pressure. With
increasing cathode drop the length of the glow space increases in the pressure
range from 1to 4 Torr, by following approximately e.g. the qualitative curves
shown in Fig. 3. With reducing pressure, the length of this part-place increases
slightly [12].

The space of the negative glow is thus in nearly a stationary plasma state
but the phenomena there occurring are modified by the electron beam (pri-
mary electrons) shot from the cathode. During the ionizations and excitations,
the electrons lose a considerable proportion of their energy in the glow space
and arrive thereafter at the Faraday’s dark space considerably decelerated,
having generally an energy of even less than 1 eV which is sufficient only
for the excitation of the metastable atoms. The density of the electron current
here flowing [10] can be given by relation

. . dNe
je=jl+ eDc+ ~ +eN ebeE (26)
dx
where

j5 current density of the electrons entering the glow space;
be  mobility of the electrons;

the other symbols being identical to those already used.
The ionic current density jp [12] can be set down, patterned after the
aforegoing, in the following form

jp=-eD pdiy - + eNpBpE 27)
dx

where

Dp diffusion constant for the positive ions;
bp ionic mobility.
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The ionic equilibrium (equilibrium of the ionization and recombination
in space and in time) is

= *\je\+ B[P Ne- geNeNp- reJViNp (28)
ax
where
Q recombination coefficient;
T life of the atoms and molecules in excitation state.

Fig. 3. Relation between the length of the negative glow space of glow discharges and the cath-
ode drop, at a pressure from 1to 4 Torr

By adding the Poisson —Laplace equation additionally to equations (26),
(27) and (28), the system of the basic relations applicable to the classical
description of the space of the negative glow is already complete [10]. In
this classical description, the boundary conditions are naturally specified
arbitrarily and the results obtainable by theoretical methods depend consid-
erably on the appropriateness and realistic nature of the boundary conditions.

These phenomena can also be characterized by the application of the
methods of plasma physics. In this case, it is usual to set out from the conti-
nuity equation, from the equations of motion and from the transport equations,
by presuming the prevailing of the Maxwell —Boltzmann distribution and taking
the kinetic gas theory and hydrodynamic considerations as a base. This
representation similarly necessitates arbitrary boundary conditions and the
results depend considerably on the different specifications of these conditions

4. Faraday’s dark space

The contact between the space of the negative glow and the positive
column is maintained by a space nominated after Faraday the negative end
of which is strongly diffuse; the luminous intensity of the negative glow space
decreases gradually in the transition toward the Faraday’s dark space. In
this space there is practically no electron excitation and ionization at all and
the few interactions between the electrons possessing excessively small ener-
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gies are generally of very little significance. Whatever excitation or ioniza-
tion process occurs that can essentially be attributed to the resonance radia-
tion, to the second-kind collisions. The processes connected with the me-
tastable atoms are therefore assuming first-kind character, all the more so as
the concentration of the metastable atoms shows here the highest values,
considering the entire discharge space [9]. According to certain measurements
[¢], the field strength in the domain between the space of the negative glow
and the Faraday’s dark space is inverted. The current in the Faraday’s dark
space is determined by the diffusion processes. The sizes of the dark space
were first determined by Thompson [9] by applying the presumption that
the electrons occur at the boundary between the space of the negative glowT
and the Faraday’s dark space at zero velocity. For a discharge brought about
at not excessively low pressure, the validity of relation

eEL (29)

can be assumed, where

me electron mass;
L  mean free path length free from energy loss.

From this

2eEL 12

and consequently, the density of the electron current is

2¢eEL 11/2
Jo= NeveNe= Ne-e (31)

and by the assumption that the concentration of the ions is negligibly small
as compared to that of the electrons, the Poisson—Laplace’s equation can be
written in the following form

—-= 4 nNee. (32)
dx

Direction x is also considered in this case to be the direction from the
cathode toward the anode and the distances are taken from the positive-end
boundary of the space of the negative glow. From equations (31) and (32),
we obtain

dE 4nje
dx 1/2

2eE —
mc

(33)
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and by integrating this expression, the distribution of the field strength is
obtained.
2e L -1/3

E(x) (s Tjef 3 r-1 (34)
mr

which increases, at given pressure and current density, by the z3 power of
the distance measured from the boundary of the space of the negative glow.
From this, by applying relation (29), the relation between length dp ofthe
Faraday’s dark space and the mean free electron path length free from energy
loss and the current density there developing can be stated as:

T Rz — (35)

and from this it can be stated that the energy of the electrons entering the
positive columns is, at low gas pressures, proportional to relation (jedp)32.

While the group of electrons including electrons of three different veloc-
ities breaks down, due to the interactions occurring in the space of the negative
glow to two groups of electrons of lower velocity, in the Faraday’s dark space
even this difference becomes weakened, eliminated and the electrons enter
the positive column at comparatively homogeneous energy distribution. The
diffusion of the flow electrons entering the dark space causes a concentration
gradient which may constitute a further reason for the occurrence of the few
excitation and ionization processes, just as the continuous spectrum which
can hardly be detected and may be attributed to recombination processes,
though this spectrum can be observed mainly in the space of the negative
glow and at the negative boundary of the Faraday’s dark space.

The series of the cathode spaces is terminated by Faraday’s dark space.
The Faraday’s dark-space homogenizes (from energetic point of view) the
electron aggregate produced and accelerated by the cathode and the subse-
guent spaces and starts the flow of this electron aggregate, at a defined average
energy, toward the positive column. The space of the negative glow and the
Faraday’s dark space both contribute to this effect and the common part
taken by these spaces in connection with the electrons can approximately
be defined in this way.

In the development of the ionic flow, the haraday’s dark space has no
effect, this task is fulfilled, together with the production of the ions, by the
space of the negative glow and by the cathode dark space. The concentration
of the space charge comprising positive ions and determining the cathode
drop and the electron current, the ionic energies, the cathode spot tempera-
ture, the cathode surface current density are closely interrelated.
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The cathode spaces, as a whole, serve the purposes of the electron
supply and by this intermediary, the maintenance of the discharge processes.
The concentration of the space charges, the intensities of the ionic currents
are all governed by these spaces and provided that the cathode can emit
as much electrons of sufficient energy as required by the positive column,
the existence of the cathode spaces is not absolutely necessary to maintain
the discharge, the space complex loses its importance, the so-called zero-
space discharge develops, i.e. the discharge can be maintained without cathode
drop.

IV. Cathode spaces of arc discharges

1. The glowlarc transition

The section of negative slope marked by D of the discharge characteristic
shown in Fig. 1 is the arc discharge domain. Arc discharge can be obtained
from an anomalous glow discharge by increasing the discharge current. When
doing so, an arc discharge of lesser cathode drop is obtained from a low cur-
rent density anomalous glow discharge of high cathode drop, the resulting
arc discharge will, however, have higher current density. For this end, it is
absolutely necessary that the electron emission properties of the cathode
should change and together with this change, the increase in the current den-
sity of the anomalous glow discharge is also followed by the reduction of the
sizes of the anomalous cathode drop space [9]. Simultaneously, the total
energy transferred to the positive ions decreases and the number of the posi-
tive ions released on the average by one electron decreases [9]. Due to the in-
creased positive ionic energies, the temperature of the cathode surface increases
and attains the temperature where already considerable thermal electron
emission occurs. During this process, the number of the ions produced in the
cathode spaces also increases and therefore further increase is again caused
in the temperature of the cathode. This process results in an ever more increas-
ing discharge current at ever more decreasing voltage drops. Without the limit-
ing element of the external circuit, therefore, catastrophai increase of the
current would ensue.

The transition is often characterized also by the cathode temperature [9],
thus e.g. in neon discharges with tungsten cathodes, the critical temperature
belonging to the transition between the anomalous glow discharge and the
arc discharge is 2000° K. With low melting point cathodes, this transition
is not continuous but is manifested by an abrupt stope-like phenomenon.
The transition can he provided, on one hand, by increasing the current at a
given constant pressure and on the other hand, by increasing the gas pressure
at a given current strength. For the purposes of the afore described mechanism,
both procedures essentially result in an identical effect.
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The contaminations of the cathode may facilitate, resp. displace the
transition into the domain of the lower currents and consequently it may
occur that the arc discharge already ensues in the current domain characteristic
for the normal glow discharges. In such cases, namely, the current concen-
trates at the small irregularities of the cathode surface and therefore the
electron emission increases at extremely high rates and a cathode spot
stabilizes.

During the transition between the glow discharge and the arc discharge
thus, a state of smaller cathode drop and cathode loss occurs, due to the funda-
mental changes in the cathode mechanism and as a result, the entire discharge
characteristic can be featured by negative resistance. The arc discharge thus
produced is self-maintaining and suitable for the conduction of high currents
even at low voltage. The arc discharges are also classified by the gas pressure,
independently of the cathode properties, into low, medium and high-pressure
discharges, a fundamental microphysical property of which is the electron
temperature depending significantly on the pressure. The value of the electron
temperature is considerably higher in the positive column of the high-pressure
discharges than in the low-pressure discharges and in the positive column
of the high-pressure discharges, the thermal balance is, at the same time,
approximately also realized.

compton sSuggested the following definition for the arc discharge [9]:
“The arc discharge is an electric discharge brought about in gas or vapour
between various electrodes where the cathode drop is close to the excitation
or ionization potential of the gas or vapour applied.” The cathode drop can
be further reduced by the application of external heating. The cathodal mecha-
nisms of the glow discharges and arc discharges show essential differences as
compared to each other, the purpose of the cathode spaces is still identical
in both cases: the cathode spaces have to supply the electrons in a number
necessary for the maintenance of the discharge and at the required energy and
further to maintain the conductive path of the line of discharge. In special
cases, positive discharge characteristics can also be attained [9] by variations
in the positive column, though only in a narrow current range. The burning
voltage can generally be increased by increasing the gas pressure or by decreas-
ing the discharge current. Moreover, the type and purity of the gas or vapour
applied also considerably influences the voltage drop in the arc discharge.
By taking these facts into considerations, usually separate static and dynamic
discharge characteristics are specified. On taking the static characteristic,
the discharge current is varied at slow rate to enable that the temperature
and pressure equilibrium may ensue during the variation of the discharge
current at each of the current values. On determining the dynamic characteris-
tic, on the other hand, the current is varied as rapidly as to exclude, in prin-
ciple, the possibility of change in the pressure during this variation.
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2. General cathode phenomena

The cathode current density is much higher in the arc discharges than in
the glow discharges and the current density is practically independent of the
discharge current.

In arc discharges, the cathode dark space may assume minute sizes exclud-
ing the possibility of the detection of its length and this is essentially the size
of the domain of the cathode drop which is of the same order of magnitude
as the mean free path length of the electrons. The current density of the posi-
tive ions promoting the thermal emission can he determined by making use
of the space charge equations. For the one-dimensional case, the current
density of the positive ions can be derived by setting out from the Poisson —
Laplace’s equation and from the equation of motion:

dT-v
= —4aQ (36)
dx2
dv (37)
dx

where

V  the potential measured at point x.

From the expression for the kinetic energy, we obtain

2eV 1/2

m,,

(38)

provided that the velocity of the electron is, at the instant of the emission’
equal to zero.
The current density is

j = —Neeve= — Que (39)

and from this, the space charge density peis, according to (38),

12
me (40)
2eV
and by substituting this into equation (36), we obtain
da2v me U2
= 4nje VIR (41)
dx2 2 e
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By multiplying both sides by 2 dVjdx, the expression thus obtained can
easily be integrated and written in the following form

1dV}2 . 112
20 e ™ vm. ¢ (42)

dx ) 2 e

and if it is presumed that the cathode emits more electrons than the number
of the electrons which arrive at the anode, i.e. that the current is limited by
space charges, then the field strength has to disappear at the cathode, i.e. at
the immediate surface of the cathode or, by putting it in another way, the
value of the integration constant C has to be zero:

dv
-= AV14 (43)
dx

and by integration, we obtain the following expression

4V 3li
= Ax f- Cx (44)

where

Cl in necessarily equal to zero if V= 0, x = 0.

Therefore,

= =208 = 16meé - (45)

expressed in je wherefrom we obtain for the value of the current density
relation

2 e li2 1/3/2

9 TIx2 (48)

the so-called Child’s law and by applying this law to the positive ions in the
domain of the cathode drops of arc discharges, we obtain the following rela-
tion:

2e112 VI2

.mpJ dR

(47)

where
jp  current density of the positive ions;

Vk cathode drop;
d;:  length of the space of the cathode drop.
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The field strength occurring at the cathodes of arc discharges can simi-
larly be determined by the space charge equations, as

Ep = dVvk 4 r o Tljp (48)
dx 3 (2e 172
L(wpj -

and by inserting the value of jp into this expression, we obtain relation

4
Ek= (49)
3

By the equation for space charge phenomena is derived for electrons
flowing in high vacuum between plane electrodes in parallel to each other,
Child’s law obtained from these equations is still often used for gas discharges
by noting that the results thus obtained are only of approximate character.
In the original deduction it is further usually presumed that the cathode sur-
face is an infinitely large equipotential surface. The application of the space
charge relations thus obtained from the arc discharges would, in fact, mean
only a very rough approximation but at present there is no other method at
our disposal which would yield better, more accurate results. The cathode
spots of the discharges can be fixed, in constant positions but may also move
on the surface of the cathode. With pure tungsten and carbon electrodes it
could be observed [9] that with the steadying of the moving cathode spot,
with its transformation into a fixed spot, the burning (glowing) potential of
the discharge increased.

At the surface of the cathode, occasionally a layer consisting of positive
ions may form which causes a high electrostatic field. A similar ionic layer
may form also from the gases adsorbed on the cathode surface but the escape
of the electrons is similarly facilitated also by surface contaminations of small
escape energy. According to ramsberg [13], the carbon, calcium, magnesium,
tungsten cathodes behave in arc discharges thermally, the copper, mercury,
silver and gold being space emission type cathodes. In general, both thermal
and space emission characters can be found even simultaneously in the cathode
mechanism of different arc discharges but the most frequently occurring
phenomena, chiefly in cathode spaces characterized by low field strength,
are the emission processes described by Schottky [5]. The situation is similar
also in case of oxide cathodes provided with electron emitting coats where
again a complex emission process may develop. The space emission notion
is widely applied for low melting point cathodes and this theory gives results
in good agreement with experiments. According to certain authors, the thermal
emission of cathodes kept in hot condition by external heating is not suf-

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



ON THE CATHODE SPACES OF DISCHARGES 345

ficient to maintain the arc discharges without cathode drop [9]. As regards
this question, the opinions are greatly divided and presently already a number
of workers suggest different theories, based on the adjustment of the state
without cathode drop and well reproducible results are obtained. The conflict-
ing statements here presented are not singular in the interpretation of the
cathode phenomena of the discharges. Just as the general theory for the
cathode drops has not yet been successfully elaborated, the general relations
existing among the cathode spot temperature, sized of the cathode drop,
cathode current density, etc. are similarly unknown.

3. The cathode spot

By taking the phenomena ofthe cathode spot as a base, the arc discharges
can be classified into three large groups. The first group includes the discharges
where no cathode spots occur. In such discharges, the substance of the cathode
is at very high temperature and the entire surface of the cathode takes part
in the electron emission. Such are e.g. the high-temperature carbon and tung-
sten cathode arcs.

The second group is formed by the arc discharges where spots constant
in time and space form on the cathodes, the stationary cathode-spot discharges.
In these discharges, the discharge itself is essentially concentrated to a small
area of the cathode. Such are e.g. the tungsten cathodes of not too high
current strength, the rare gas and mercury vapour discharges. The third group
comprises the non-stationary cathode-spot discharges. Here the cathode spot
is constantly moving, often also varying its sizes. As has already been mentioned
by way of introduction, the discharges with cathode spots can be further
particularized according to the number or the cathode spots to he observed
on their cathodes. The cathode spot is a high-temperature plasma character-
ized by very high electron and ionic concentration [10] which does not always
adhere entirely to the surface of the cathode and occasionally dark space
can be observed between the cathode surface and the plasma.

From discharges having cathode spots, discharges without cathode
spots can be formed by the increase of the discharge current and a hysteresis-
like phenomenon can be observed during this process [10]. In discharges
without cathode spots, the average temperature of the cathode is higher and
therefore the discharge can produce a considerable part of the ions by thermal
process. In cathode-spot discharges, the contracted high-temperature plasma
acts, up to a certain extent, as an intermediary medium or distributor: it
prompts electrons toward the positive column, corresponding to the electron
supply from the cathode, resp. positive ions toward the cathode. Correspond-
ingly, as the electrons escaping from the cathode space of discharges without
cathode spot are preponderantly of thermal origin, the electrons of discharges
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having stationary cathode spots derive from the plasma connected with the
spot; moreover, the number of the electrons from discharges of non-stationary
spots is also increased by the electrons produced by cathode evaporation and
powdering.

In a.c. discharges, where the electrodes assume alternatively, by each
half-period, the role of a cathode, resp. anode, a restriking process occurs at
the beginning of each half-period. This depends considerably on the character
of the arc discharge.

If the arc discharge considered has no cathode spot, no voltage step
at all can be observed at the beginning of the half-period; in discharges having
cathode spots, however, this restriking peak — can be easily shown by means
of an oscilloscope — becomes necessary. In discharges without cathode spots,
the temperature of the cathode is very high and after the return from the
anodic half-period, the cathode is able to immediately emit the electrons
in the required number. The cathode of discharges operating with cathode
spots is unable alone to emit the necessary number of electrons by the thermal
process; the building-up of the plasma aggregate — spot plasma — is the
prerequisite of this process, requiring, however, surplus energy and this is
manifested in the restriking voltage peak. In other words, this means that the
cathode drop of discharges having cathode spots necessarily increasing on
restriking, in the first instants of the restrike, to enable the maintaining of
the discharge at the given arc current. Due to the increased cathode drop and
by the previously described mechanism, the required equilibrium in the elec-
tron production ensues and during this process the auxiliary plasma preced-
ing the cathode develops and during the further time of the half-period, this
plasma is already able to supply the required electron current even at the
reduced cathode drop. The initial section of increased cathode drop, which
can be considered to be of purely transient character, takes generally only
approx. l/eth of the half-period. During this time, the sizes of the cathode
spaces are evidently changing and their length generally increase.

The emission of the electrons in discharges without cathode spot can
be discussed based on the thermal space emission theory where the positive
ions incident to the cathode surface considerably contribute to the heating
of the cathode. The energy delivered by the ions can represent very high
values. When e.g. in a discharge of a cathode current density of 10e A/sq. cm
the ionic current is not more than 10 per cent of the discharge current, even
the 6 ¢ 1023 ions are incident to the surface. If the extreme case is considered
wherein each of these ions loses its full kinetic and recombination energy,
being 5to 10 eV/ion, an idea can be formed as to the extent of the deterioration
caused by these ions. In 1 sq. cm. surface there are namely approx. 1015 atoms
and the energy transferred by the ions is several times more than necessary
to dislocate these atoms from the lattice [10]. In case of a stationary cathode
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spot, even a power density of 1000 kW/sq. cm may occur at the place which
corresponds to the spot [10] which is then drained off partly by electron
emission and partly by evaporation, radiation, thermal conduction processes.

Thermal equilibrium can be presumed between the cathode spot and the
plasma preceding the cathode. It may often occur that the cathode emits
plasma and not electrons [10]. According to0 Maecker’s 0bservations [10],
for the case when gases are released from the cathode — e.g. by the effect
of ionic bombardment — these gases, ionized to a plasma beam of 10ito 105
cm/sec velocity, flow toward the minimum-concentration spaces of the positive
column. The position and the motion of the cathode spot is primarily deter-
mined by the character and purity of the cathode surface and further also by
the position of the connection to the external circuit. The motion of the spot
can also be influenced from outside, by magnetic means and even retracing
of the spot can be effected.

Finkelnburg and Maecker separated the emission mechanism of the
cathode spaces in to three types [10], and after the purely thermal and purely
space emission electron emission mechanism, the third type considered by
these authors was the fundamental case wherein the electron current was
transferred within the cathode space, from the negative-end meniscus of the
positive column, by the positive ions. AS regards this case, even the aforemen-
tioned authors noted [10] that generally all three cases could be observed simul-
taneously and usually these mechanisms occurred only in a combined form.

Schottky’s effect, decreasing the electric field escape energy [equation
(2)] has already been mentioned in the introduction. In practice, usually it
is this effect which is primarily considered and the resulting electron current
density can he written in the following form:

4 neTeK2 — (esEyd
« T exp P —(3EY (50)
kTk

where

Tk temperature of the cathode surface and the other symbols are known from the pre-
vious equations, resp. test.

If the strength of the field preceding the cathode is over 10e V/cm,
also an additional electron current term should be taken into consideration,
the saturation current density, jc of which, according to Fowler—Nordheim’s
relations [14] assumes the following form:

-6,9 10
j*= 1,55-10-» — exp " (Epae (51)

ePp
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The relation between the electron and ionic current, with respect to
the cathode dark space, can be estimated approximately from the energy
equilibrium of the cathode and based on this, e.g. for discharges without
cathode spot, the following expression can be obtained:

A = V<+ Vi~y. (52)
it ®

where V/is the first ionization potential of the gas or vapour wherein the dis-
charge takes place [10]. By substituting the numerical values, ionic current val-
ues of 20 to 50 per cent are obtained, as functions of the accommodation coef-
ficients of the various cathodes and of the discharge characteristics.

According to other observations [9], the ionic current component is
considerably smaller and therefore primarily only the thermal space emission
and above a field strength over 102to 108 volts/cm, the case with purely space-
emission is usually considered, by taking the ionic current as 2 to 3 per cent
of the discharge current.

The end-contraction frequently detected in discharges with stationary
cathode spots is also caused by the energy coupling to the cathode surface
which is colder than the plasma [10]. In order to decrease the energy losses,
the plasma layer tends to take the possibly least volume, following, in a way
the minimum principle. Steenbeck has put forward asimilar minimum principle
for the cathode drop; the discharge tends to develop in a way that its final
state which can be considered to be stationary, could be characterized by
the least voltage drip. This applies primarily to the cathode and anode spaces,
these being the spaces which define in the first place the magnitude of the
burning voltage at given arc length.

4. The cathode spaces

The cathode spaces of the arc discharge are not as separated as those
of the glow discharge, mainly due to the higher discharge currents. Therefore
the cathode dark spaces are generally missing, together with the luminous
layers within the dark space which are parallel to the cathode surface; instead
a luminous space convergent with the space of the negative glow can be found,
known as the cathode glow, the existence ofwhich is provided, as already hinted
at before, by the excitations of the separating atoms of the cathode. Visually,
this glow cannot be separated from the space of the negative glow but by
observing the lines characteristic for the cathode and the lines of the recom-
bination radiation, some differentiation can be obtained by spectroscopic
methods though the positive-end limits of the cathods dark space cannot be
marked out reliably even if this method is applied. The boundaries of the space
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of the negative glow and of the Faraday’s dark space can already be distinguish-
ed more accurately and the same statement also holds for the meeting of
the positive end of the Faraday’s dark space and of the positive column.

Practically, the cathode spaces of the arc discharges consequently com-
prise two groups, the luminous spaces extending up to the positive-end limit ofthe
negative glow space and the Faraday’s dark space, following the luminous
spaces. The cathode glow includes the cathode drop domain and therefore no
dark space can be observed here.

The fundamental processes occurring in the cathode spaces of the arc
discharges are of the same character as the phenomena briefly reviewed for
the case of the glow discharges. Due to the high number of parameters involved,
it has not been possible, up to the present, to put forward a continuous theo-
retical description. For the arc discharges, the electric field strength of the
cathode spaces, the cathode current density and the quotient of the discharge
currents supplied by the positive, resp. negative charges form the fundamental
quantities, the reference bases wherefrom the further fundamental quantities
of the discharge are usually expressed. Three equations are necessary for those
which are provided by the thermal/space emission relation, by the current of
the charge carriers limited by the space charges and by the energy equilibrium
of the cathode. Out of these parameters, the energy equilibrium of the cathode
was not dealt with in the preceding discussion, this was, however, done delib-
erately. Based on the considerations briefly reviewed here, the general energy
equilibrium of the cathode can easily be worked out for any type of discharge
though even its approximate solution is possible only in case of well-defined
forms of discharge, in cases which afford checking by accurate measurements.

On establishing the energy volumes absorbed by the cathode, it is decisive
to consider the energy volume released by the heating ofthe cathode (external
heating, heating by the discharge, Joule heat lost by the discharge current
flowing through the cathode), by the ionic bombardment (release of the kinetic
and recombination energy), by radiations, metastable atoms, gas atoms main-
ly in very high-pressure and high-temperature discharges but in certain spe-
cial cases, further terms can evidently also be involved (e.g. external a, R, y
radiation). To specify approximately the energy transported from the cathode,
the electron current emitted by the cathode, the evaporation of the substance
of the cathode, the losses caused by radiation and conduction and eventually
the energy absorbed by thermal transfer by the gas orvapour particles should
be taken into consideration. Further, more detailed discussion of the energy
equilibrium of the cathodes is not dealt with in the frame of the present study.
A few fundamental principles of the drafting of the energy balance are presented
here only for synoptical purposes.

The losses of the cathodes, cathode spaces of the discharges and the sizes
of these spaces are highly important for practical purposes. The objective of
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the applied research work on discharges is generally the realization of minimum
cathode losses and cathode space lengths as in the majority of the applications,
the phenomena of the positive column, the advantageous properties of its
plasma are made use of and the cathode spaces are only considered as the nec-
essary accessories of the discharges. For the regulation of the discharge, as a
whole, in the required sense, their knowledge is, however, of fundamental
importance.
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©CO~NOUA~WNRE

Uber die Kathodenraume der Entladungen. Der Verfasser beschreibt die kennzeichnend-
sten, grundlegenden Vorgénge in den Kathodenrdumen, unter anderem die Erscheinungen auf
der Oberflache der Kathode und die rdumlichen Wechselwirkungen. Eingehend behandelt
er die verschiedenen Kathodenrdume der Glimmentladungen, ausgehend von der allgemeinen
Analyse der Kathodenrdume. Hiernach behandelt er die Entstehung der Lichtbogenentladun-
gen und den Ubergang Glimm-Lichtbogen. Nach der allgemeinen Analyse des Kathodenraums
untersucht er die Rolle des Kathodenflecks und weist auf den Zusammenhang zwischen dem
Kathodenfleck und den Kathodenrdumen der Lichtbogenentladungen hin.

Des espaces cathodiques des décharges. L’auteur présente les processus de base les
plus caractéristiques des espaces cathodiques, et notamment les phénomeénes se produisant a
la surface de la cathode et les interactions volumétriques. Il traite en détail des différents espa-
ces cathodiques des décharges d’effluves, en partant de I’analyse générale des espaces cathodi-
ques, examine les conditions de formation des décharges en arc et la transition des arcs en dé-
charge d’effluves. Aprés I’analyse générale des espaces cathodiques, il étudie enfin le role de la
tache cathodique et les relations existant entre celle-ci et les espaces cathodiques des décharges
d’effluves.

O KaTofHbIX Monax paspsagoB (A. BUTO). ABTOp OMNMCbIBAeT Hambosnee XapakTepHble
OCHOBHbIE MPOLIECCHI KATOAHbIX NOMER, MeXay MpounM sIBfIeHWs], NPOTEKaloLLe Ha NMOBEPXHOCTY
Katoda, U 06beMHble B3aMMOAECTBMA. [eTanbHO paccMaTPUBAOTCA Pa3/iMuHble KaToAHble
Nonsi rasoBoro paspsga, MCxoAs M3 O6GLLEro aHain3a KaToAHbIX Monei. 3aTeM 3aHMMaeTcs
BOMPOCOM (POPMUPOBAHS AyTOBbIX Pa3psdoB, rasoBbiM — [yroBbIM NePexodoM, a nocse o6LLero
aHasMsa KaToAHOro noss paccMaTpUBaeT Pofib KAaTOAHOr0 NATHA, 3aTeM YKasblBaeT Ha CBA3M
KaTOAHbIX MNoneli KaTogHOro NsiTHA W AyroBblX Pasps/os.
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STEADY-STATE THERMAL STRESSES IN THE VESSEL OF
A PRESSURIZED WATER REACTOR

F. KOLONITS

OFFICE FOR POWER STATION AND NETWORK DESIGN, BUDAPEST

[Manuscript received December 11, 1967]

The present work analyses the stresses in the pressure vessel of a pressurized water
reactor under steady-state operating conditions, with some simplifying assumptions. The
correctness of the approximations is examined and calculations are presented concerning the
vessel of the reactor of type “Voroniesh”. This study is a developed part of the investi-
gations made in 1967 by the author at the Institute of Thermal Power Stations, Technical
University, Budapest.

List of symbols

—

temperature [°C], the reference point of the calibration is the temperature of cooling
water at the inlet 250° C;

intensity of thermal source [cal/lcm3s];

factor of energy absorption [1/cm];

energy density of radiation [kcal/lcm2s];

radial coordinate in the wall of the vessel [cm];

the inner and outer (without subscript, medium) radius of the wall of the vessel [cm];
thermal conductivity [kcal/mh °C, kcal/cm s °C]J;

heat transfer coefficient [kcal/m2 h °C]J;

the half height of the active zone [cm];

denotes jr/2m;

wall thickness of the vessel [cm];

denotes/a/Af ;

wall thickness coordinate (its value is 0 at the inner surface);

denotes Ala;

denotes fib;

= mUn

N XD T o g

3(1 — v2)
R- &
normal stress [kp/cmZ2];

error.

denotes -, where vis the Poisson-number;

Te

I. Introduction

In the course of dimensioning vessels the non-uniform heating of the
wall must be frequently taken into account. In such cases above the mechani-
cal stresses even thermal stresses will occur which may be significant in a given
case.

In some cases in the practice that the temperature-field involved is a
result of heat transfer through the wall causes a significant simplification. In
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such cases the term representing the heat-source will be dropped from the differ-
ential equation of heat conduction:

q 1 3r
V2T (1)
X a dt

The differential equation without the source-term is discussed abundantly in
the literature [1].

In several cases, however, the source-term cannot be neglected. Such a
field is characteristically the nuclear technics. If a vessel contains some radio-
active material or nuclear processes take place in it, a part of the radiation
emitted will he absorbed in the wall. It will cause a diffused heating in the
whole volume of the wall.

This problem has a special importance in the case of the tank-type PWR
reactors. Though the radiation-load of the wall of the pressure vessel contain-
ing the reactor is reduced by thermal protection the inner-wall heat sources
cause considerable surplus stresses [2].

In the present paper the PWR reactor of the type “Voroniesh” (see its
arrangement of Fig. 1) [5] will be examined.

This is on one hand, a typical representative of its group and on the other
hand it is of the most interest because the reactor designed for the first atom-
ic power station in our country is of this type.

For our considerations a steady state is assumed to be and as the radia-
tion-load is the heaviest at about the half of the active zone our considerations
will be restricted to that section of the vessel.

The problem may be divided into three interrelated parts:

The examination of radiations and their absorption in the wall (evalua-
tion of the heat sources);

what will the temperature response be to these heat sources;

what thermal stresses will arise from the differences in the temperature.

Il. Examination of radiations

If the scattering and the secondary effects are disregarded the diminua-
tion of intensity of the radiation over the wall will obey the well-known expo-
nential law. The thermal source intensity can be deduced from this in the form

A= E bl Hi qGi (2)
=1 =1

where fXi is the factor of energy absorption (its value depending on the energy of the radiation
which can be taken into account by dividing the radiation into components considered to be
monoenergetic);

Ebi is the initial energy density of the radiation ofs its sort or component.
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Notations (according to Sterman [5]): 1 body of the vessel; 2 cooling water outlet; 3 cooling water inlet; 4 active zone of
the reactor; 5 reactor well; 6 raisable basket; 7 drain tube; 8 hold-down ring; 9 thermal protection (the arrows indicate
the direction of the stream of the cooling water).
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In case a cylindrical wall should be irradiated the surface grows in a ra-
dial direction; the intensity of radiation decreases because of this, too. For the
elementary annulus sector of the aperture dip:

(E -f-dE) (r -j- dr) dip — Er mdcp = — /nEr .dr-dcp

rearranged it is
dE

+ p dr.
Y
Having integrated both members into the corresponding Rb, Eb — r, E bound-
aries one will obtain

E—Eb— e>
r

The source
n

2 o f o> &MO-RI)_ . (3)
=1 r i=i r

According to Untermyer [3] the wall is heated mainly by y radiation in case
of reactors having a H20 reflector. He suggests to take into account the pri-
mary y-s with the energy 2 MeV the secondary y-s [thermal (n, y) reaction]
with the energy 5 MeV. The latter is the more favourable from our view-point
because as the casing of the heating elements was made of zirconium it mostly
emits such secondary y-s.

The proportion of the radiations of the two sorts can be taken from the
table of [2] (instantaneous and late y 2 MeV, capture 5 MeV) to be 11 :9 =
= 1 :0,818.

The corresponding energy absorption factors [3] 0,1813 and 0,1782.
The proportion of the heat sources at the inner surface q0= EQi is 1 :0,804.

In order to simplify the computations let us see how the multi-compo-
nent heating can be replaced by a monoenergetic one. Let us see a plain wall
at first.

Let the conditions be:

a) The (maximal) intensity of the heat sources at the inner surface and

b) the total heat generated in the width of the wall remain unchanged.

These mean

o= 172 s, ()

a_ ,-*)=2 " (- . ©®)
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For the first approximation

Y _¥0i
i—1 W

A more exact result can be obtained by iteration of Equ. (5). Thus, the heating

n

N dm o exp (— MX)

can be approximated by the expression q0 exp (—ux).
The reduced factor of absorption for the two component heating deter-
mined above fi = 0,1797 1/cm (the first approximation resulted in 0,179).
The /n and g0 can be calculated identically in the case of a cylindrical
wall. The heat-generation included in condition (b) has to be referred to an
elementary annulus sector, and then because of the multiplication with rdp
the divisor r will be eliminated.

I1l. Temperature distribution

The vessel is covered with a layer of heat-insulating the character of
which is assumed to be perfect. Hence, one of the boundary conditions is that
the radial gradient is zero here. This assumption increases safety causing the
difference in the temperatures of the outer and inner surface of the vessel and
even inside the wall to be greater.

According to the descriptions [4] the cooling water entering at a tempera-
ture of 250° C moves downward between the wall of the vessel and the thermal
protection then turning back goes through the cooling channels of the reactor,
its temperature being increased up to 278° C.

The heat generated in the wall is totally and the heat generated in the
thermal protection is partially transferred to the water. This heat is, however,
only a little part of the total heat transferred to the water since the proper
heating due to the operation takes place in the cooling channels of the reactor.
As the total increase inthe temperature is not very high itself (28° C) the water
temperature all along the wall can be tightly approximated with the value
250° C.

The water cools the wall, thus the other boundary condition is

a(T|w—250) = J1—

8r
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or introducing the notation A/a = y and taking 250° C as the reference point

of the calibration one obtains
"
TW =y — ?
y U (?)

In the following, two problems will be considered:

a) What will be the consequences of neglecting the axial heat conduc-
tion;

b) whether the cylindrical shell could be approximatly replaced with a
plain wall.

In cases of steady state the latter problem is not of importance (in such
cases the cylindrical problem can also be solved easily), however, the favour-
able result makes it probable that this approximation may be adopted even in
solving more complicated, unsteady problems.

1. The effect of the axial heat-streaming on an approximative model

Let a prism of the width of unity be cut out of the wall (let its bend be
neglected). It may be assumed that the intensity of the radiations along the
height of the reactor are proportional to the number of fissions. For the pur-
poses of our approximative calculation let us assume the distribution of those to
be cosinusoidal (characterizing the bare homogeneous reactor).

If the height of the active zone is 2 m (in the present case 250 cm) and
the origin of the coordinate system is placed into the centre, then over the ac-
tive zone

g— gO0cos sy , ()
where s = 372 m.

In the centre the axial gradient has a value of zero due to the symmetry.
Our prism is a half-infinite rod insulated on three sides with heat transfer on
the fourth side.

In the course of heat-technical calculations concerning thin, long rods
the transverse temperature differences are often neglected [¢]. Having as-
sumed this approximation the temperature T of the section of the coordinate
y (y = o corresponds to the section at the halfheight of the active zone) can be
calculated as follows, the temperature is assumed to be constant.

The heat generated in the elementary volume in the time of unity (dg =
= hdyq) and the difference of heat streams of conduction

dT dT
Ld)y’ b dy y+dy

departs into the surroundings:
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dg2 = dyotT, if the reference point of the calibration is the temperature of
the surroundings (see Fig. 2). After rearrangement one obtains

For the unheated part the solution vanishing into infinity of the homo-
geneous equation is valid, the solutions for the two parts connect without
breaking.

The solution on the positive semi-axis will be for the heated part

T = K e pmcoshpy -\- A—cos sy
s

for the unheated part (10y
TV= Ke pycosh pm

where
= fa/Xi), K =(q0s/7p)(s2+ pl).

If the heat-streaming in an axial direction is neglected the total heat
generated in the elementary volume departs into the surroundings. Hence the
temperature distribution will be
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Tf=z — m0cos sy — 9 cos SV,
a

7
- o (V)

The value for the temperature over the unheated part and at the bound-
ary will be, of course, be higher if the axial heat-stream is taken into consider-

ation. In the middle, however,r+ < 1/, this condition may be written on the
basis of Equs (10) and (11) in the form

2
— pm < epm
n

which is valid for any value of pm.

Let the cosh and the cosinusoidal component of r+ be denoted by 1
and Tf* respectively. 7 differs from r,2. only in a constant factor, the differ-
ence between them is cosinusoidal and it decreases to zero monotonously from
the middle to the end of the interval considered. T/t grows monotonously and
it is convex from below (see Fig. 3). The maximal deviations can be found at
0 and m (in the middle and at the boundaries). Differences related to Tf’
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_EP_ fj__epm, __ 1
s2+ p2 p ) 1+ (p/s)2
1 e-2pm
® (12)
s2+ p2 2

These approximations hold true in the case pm 8> 1. The error in the middle is
the smaller.

The heat transfer coefficient at the wall

a = 18270 kcal/mz2hC°®
/

evaluated according to [e¢]. The value for Ais taken to be
A= 35,1 kcal/mhC®

according to the corresponding Soviet material standards [7]. From the
formulae deducted above

HO= 0,0364%, Hm= 0,953%

which are not high particularly in the middle.

As the value of the gradient is low or near zero there, the heat flux is
not significant. Neglecting it, all the heat generated has to escape into the
radial direction, thus the gradients grow in this direction which causes an error
on the safety side.

2. Equation of heat conduction for cylinder

1 L — QJR)e-e(r-Rb)

r dr ( dr Ar

Having integrated twice and having determined the two constants from
the boundary conditions ([7] and grad T = 0 at the outer surface of the wall)
one obtains

. p-li(r-Rb)
cee )+ Rb e-péain A dr (13)
T r

For a plain wall

dx2 A
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The solution satisfying the corresponding boundary conditions is

1

T=-2~ y(l-e-*) + e 10X (14)

Let us examine what can be the basis of a relatively real comparison of the
densities of heat sources in a plain and a cylindrical wall. Let the same condi-
tions he made as those in the course of the determination of the monoenergetic
heating.

Condition 1 (subscript h refers to cylinder, s refers to plane):

e R —q03%e w0
hence qoh = qos = (0.

Condition 2 (equality of heats generated in the elementary sectors, see
Fig. 4):

Fig. 4
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rdrd<pg0 e \r N Rbdp(l —e 16 =
* Vh
= g0e ”>xdxdy = ~<’Qdy(l-e-M),'
Vs

hence, if Rbdp = dy, then jus = fih = [i-

From such a comparison it can be seen that approximating the cylinder
with a plain wall will cause an error on the safe side. The total heat generated
in both cases departs into the surroundings through the inner surface. The heat
flux inside the wall in case of a cylinder (adopting the notation r — Rb= x):

Rb d _x(r- - -
@ Yy Tke-*(r-RBdr = Rh (e-,,x (15)
rdsp Jr

In case of plane (the cross-sectional area is constant):
o I' e wedx = (e w—p" (16)
Jo %

Taking into consideration that Rb<Jr the plane-formula in general,
yields the greater heat flux. There is an exact equality at the highest value
(at the inner surface) and at the outer surface where both fluxes have a value of
zero. But the value of the heat flux is proportional to the gradient which is in
turn in tight connection with the growth of thermal stresses. If the plane-
approximation is exact at the two surfaces of the wall (where the gradient has
its maximal and minimal value) and inside the wall it overestimates the value
of the gradient, it will cause an error in stresses on the safe side.

The patterns of temperature will be examined more closely. Both tem-
perature distributions have a constant part which represent the temperature
step at the inner surface and which are equal for the two casesby the above-men-
tioned conditions of comparison of plane and cylinder. Therefore, it is enough
to compare only the variable parts. Neglecting the factor gjh/n and partially
integrating one obtains

Jib

-e-"Ndx Rbe~ In il + —

*
Rb + | Rb an

= RblIn ~ ] (e-N-e-N +~ f1n e N dx.
ii-b 1 Jo 1+1k.
Expansion of logarithm will result in
L r x X 1 X 2 I X
e Hemee (18)
Rb Rb 2 Rb 3
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As x<¢Rbthe series is of Leibniz-type. Approximating the In with the first term
it will be over-estimated, but this approximation will improve with the in-
crease in Rband with the decrease in .

The value of T/, ,, tend to grow with In, therefore, substituting an over-
estimated value for In the value of ThV will be over-estimated too.

After the substitution

Thv<s — (l-e-**) —e-** = Tey

I«

consequently this estimation will give the variable part of the plane-formula.

From this two consequences can be deducted. According to the chosen
comparison of the plane and the cylinder:

a) Thelimit of the distribution in the cylinder is the plane-formula when
Rb —»00;

b) the two formulae give the same result for the inner surface (x = o)
and the difference in the results grows towards the outer surface.

The error at the outer surface can be estimated by taking one more term
of the expansion of the In into account. So the value of In and consequently of
Thy will be under-estimated. The difference is

NV
% Py rs (19)
Xju Rbfi _ )

Dividing it by the value obtainable from the plane-formula for x = b the rela-
tive error will be obtained in the form

nzee "0
1 —
~ J— ~ A VAN
H < 2(1 e Ll,bAe 135) 1 - (20)
Rbfj, 1+ W - e-/a R, fi Lt T
1 Im

It can be seen that the value of the error depends on the values of Rbu, yu,
6/i and it decreases with the growth of the first two.

Evaluation of the effect of by is more complicated.

Let us assume the notation Z = ug. In the first place let us present the
following
Auxiliary theorem which can be easily understood:

Ne £ o

holds true for all Zz > 0, if/(0) 0 and/'(2) 0, in the case Z 0.
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In the denominator of H the Z is represented in the expression

Ne ) =

If it decreases monotonously for Z = 0 its derivative is negative.
Therefore, the sign of the derivative is determined by the expression

—Zez— 1+ ez 0.

On the basis of the auxiliary theorem

—Zez<;0

which evidently holds true.
The numerator changes with Z according to the function

Z2e~2 Z2
e~z —Ze~1 ez—1—2"

2Z2ez- 22 —722—Z7Z2ez< 0,

then/2(Z) will decrease monotonously for Z > 0 on the analogy of the preced-
ing function. Having adopted the auxiliary theorem twice one obtains

—A4Zez —Z2ez <0

which holds true.

But with the decrease of/1Z) andy”~(Z) H grows and therefore it can be
stated that according to the more exact error-formula H tends to grow with
the increase of /ud.

Taking into consideration the approximative error formula it can be seen
that it is valid only for cases Z > 2, below this value this error-formula will
result in lower values for H as [/b grows.

That is to say that in case of a cylinder having a greater radius, a wall of
less thickness, improving heat conduction (or diminishing heat transfer) the
approximation with a plane will be more exact. The effect of the heating is not
unambiguous.

These tendencies are well known and the fact that they follow from our
considerations is an indirect evidence of the correctness of these considerations
and of our other results.

In the case considered here Rb— 178 cm, y = 0,1923 cm, 6 = 12 cm,
/n= 0,1797 1/cm. The approximative formula yields a value of 1,907% and
the more exact one yields 1,715% for the upper limit of error.
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IV. Strength calculation

The vessel is in fact a pipe closed at both ends and loaded by an internal
pressure of 120 kp/cm2 and by thermal stresses arising from the non-uniform
heating.

1. The effect of the internal pressure

The thickness of the vessel is little in comparison with its dimensions and,
therefore, it may be considered to be a shell. The complete analysis of the prob-
lems would exceed the extent of the present paper, therefore, our work, will be
restricted to the considerations of a qualitative nature which prove the correct-
ness of our approximations.

According to Timoshenko [8] if a long pipe with a closure head the
growth of which differs from that if the pipe is pressurized, then, at the junc-
ture, discontinuity forces and moments will take place to preserve the conti-
nuity of the wall. These will result moments and shearing forces existing also
in other sections of the pipe. The distributions are governed by exponentially
damped trigonometrical functions. The “half wave length” of these functions
is n/B where

The factor of damping referring to two points at a distance of the half wave
length is e~n= 0,04321.

The forces and moments do not reach their maximal values inevitably
at the juncture (for the discontinuity moment produces shearing force and vice
versa; these have to he added). If they were pure trigonometrical functions
the maximum value of both functions would occur in the first period. This can
he only brought about by the exponential damping.

In our case B = 0,02735 1/cm, the half wave length is 115 cm. The vessel
is closed with an ellipsoidal bottom and a self-sealing plain lid. At the first
juncture according to [8] discontinuity shearing forces occur. The forces acting
on the lid pressing it against the packing ring bends the wall of the vessel.

The junctures are at a distance of 402 cm and 585 cm from the half height
of the active zone at the bottom and the lid, respectively, and in addition the
wall is reinforced above by the inlet nozzles.

The stresses produced by these loadings are superposed to the stresses
in the pipe itself arising from the inside pressure. These together must not
exceed the allowable stress not even in the neighbourhood of the junctures.
The allowable stress is €02/1,65 = 3030 kp/cm2the a02 which are taken to be
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5000 kp/cm2for the material of the vessel and the factor of safety being chosen
according to Margulova [9].

The membrane-stresses (assuming a uniform distribution over the wall
thickness being little in comparison to the diameter of the vessel) are

<h= 912,5 kpcm-2, at = 1825 kpcm-2.

It can be seen that the discontinuity stresses which must be added to the stresses
above may reach a value of the same order without exceeding the allowable
stress. The section considered at the half-height of the active zone is at a
distance from the junctures long enough to neglect these stresses in compari-
son to the membrane stresses.

Finally the stresses produced by the internal pressure are characterized
by the membrane stresses in the section considered, more accurate results can
he obtained from the well-known formulae for thick-wall pipes.

2. Thermal stresses

Uneven heating is mainly caused by radiation and in the following this
will be discussed. Here will be merely mentioned as the most important of the
other reasons the fact that there is a difference of 28° C in temperatures of
inlet and outlet nozzles. These are, however, at a long distance from the sec-
tion considered and the stresses are of exponentially damped character and
they occur at a well reinforced part. Therefore, their effect on the section con-
sidered will he neglected.

The intensity of radiations diminishes in both directions from the section
considered (this diminuation is assumed to he cosinusoidal). This diminuation
is, however, the slightest just in the vicinity of the section considered.

In the following the effect of the variable intensity will be examined qua-
litatively compared to the effect of constant intensity.

Let the heated part of the container be cut out of it. If it were heated
uniformly in the axial direction it would remain cylindrical but in our case it
becomes barrel-shaped. It must be taken into account that the outer layer is
warmer thus it stretches in a higher rate; consequently the stripe cut out along
the generating line would be stress-free in a curved form. For the differences in
temperatures of the surfaces and the mean-temperatures of every section obeys
the same function determined by the heating distribution, very high addi-
tional stresses are not expected to arise.

The other consequence of the barrel-shaped formation is that the free
expansion of the section considered is hindered in the radial direction; annular
compression stresses are induced in it.

In addition, in other sections there is even shear stress in the plane of
symmetry it is missing.
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It may be taken into account that the change in the heating is the less in
the vicinity of the section considered. On the other hand the high tension-
stress caused by the inside pressure is reduced by this hoop stress.

In the third rate at the boundary of the heated and unheated parts
stresses take place to preserve the continuity of the wall. These are but at a
distance of 125 cm from the section considered so their influence cannot be
significant.

For these reasons the axial change will not be taken into consideration
and the formulae of equally heated thick -wall pipe will be used for the calcu-
lations.

E rPt
ocTrdr 4 |_|_I \]*OaTVdr
1—v R r4R1 -
E Rk
On = a Trdr — ocT (21)
1— Vv \RIi—RbJR
at = E xTrdr g+ U P ccTrdr —ocT
1—v 23] r'HRI - W) ) Rb

where a is the coefficient of thermal extension, E is the modulus of elasticity
and v is the Poisson-number [10; p. 364].

The consideration of the axial change would lead to a very complicated
formulae (11); the approximation discussed above is the more satisfactory
because it will probably result in good results for practical purposes.

V. Numerical results

The present calculation is only a developed part of the more extensive
examination which was made at the Institute of Thermal Power Stations Techni-
cal University Budapest as a diploma work which included even a number of
unsteady states of operation. The character and volume of the numerical cal-
culations in connection with this examinations required the use of a digital
computer.

The elaborated computational program (for computer of the type ertiott
803/b, in the programming language autocode A 103) computes temperature dis-
tributions in a wall for various heat-conduction problems wdth the aid of plane-
approximation, and it is able to produce several superposition of these. In
addition, it computes the stress components of various directions and the re-
duced stress according t0 Huber—Mises —Hencky in points of given number
across the wall thickness on the basis of formulae (21) and the formulae con-
cerning the thick-wall pipe loaded by internal pressure. It evaluates the inte-
grals in formulae (21) on the basis of the Simpson-formula taking the given num-
ber of dividing points into consideration.
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For the sake of the maximal flexibility of the program it is possible to
print the individual wall-temperature distributions on a paper tape. The tapes
obtained can be re-read with arbitrary signs and switching the control onto
the suitable subroutine the stresses corresponding to the superposed temperature
pattern can be evaluated. The problems of thermal conduction which are not
included in the program can be solved by an arbitrary method and having
made a similar punched-tape the stress computing subroutine can be used.

In the present case the formula for the cylindrical wall was programmed
individually, this program produces a tape which can be used in the above way.
The integral in the formula [13] was also evaluated with the Simpson-formula.

The stresses have been determined at every 2 cm, the wall was divided into
6 sections. So the temperatures had to be determined at 12 dividing points
i.e. at every 1 cm for the evaluation of the integral in formula (13) 24 dividing
points had to be taken into account.

The error of the Simpson-formula according to the literature is

s b

2880 v4
where bis the width ofthe interval ofintegration, vis the number of the couples
of dividing points (the total n= 2 v), y is the function to be integrated.

Let this formula be rewritten by setting in the n and the length h of the sec-
tions

H < fr5rcly(4)[max
180

Let the integral of Equ. (13) be considered first

e~m
dr].
Rb + v
For the integrand
4 /3 6 112
MO +
(Rb+v) (Rb + V)2 2 (Rb+ v)3
411 1

6(Rb+ V)4~ 24 (Rb+ v)5

Its maximum occurs in the interval 0 < T<Cn< 6atm= U In the sameinter-
val for any dividing point

I > nh
Rb+ a
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Consequently the relative error in the interval ranging from 0 to any divid-
ing point is

— E_ O arf (fiRby + 4 (fiRb)3 +

q < -
180 [Rb Rb

(23)
+ 3(PRY2H- — LR+ »—
3 24

In our case /n -0,1797 1/cm, Rb= 178 cm, h= 0,5 cm is
H < 3,73 «10-6,

which means perfect accuracy in the practice.
In the formula (21) integrals of the form

r, Trd
T Trar

are present—being the temperature dependence of the material parameters
neglected. Let us examine the error of the Simpson formula in case of plane-
formula.

In this case (taking into consideration the actual data)

v 4), =J L «-wepxs + *)/*-*].

Its derivative apart from a multiplication factor is
e~"X[6 — (Rb+ *)]

which in our case is negative for every value of x.
Consequently the maximum sought for is at x = 0

iy@Uax = N~ No N -4 ).
y@ A )

The error estimation calculated by this formula is valid for every couples
of dividing points. The relatively highest error is obtained evidently for the
first couple of dividing points (since henceforth both the radius and the tem-
perature tend to grow, consequently the integrals corresponding to the indi-
vidual sections grow as well).

Approximating the temperature curve as being concave from below with
a straight line, will evidently cause an error on the safe side

r«i fRi T _T
Trdr >

d
‘R g TN (r- R%lr
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The value for the integral on the right side
Rb(T1+ Thyh + 2V 2T'+ Tb

Introducing the notation

Aj,
H < I42(Rb1 —4) (24)
90 Rbfa + 0Q + 60 h(2 + #,)"
Numerically #0= 0,170, = 1,6124 and

H < 3,141 10-5

which is entirely negligible.

The intensity q0 of thermal sources can be determined numerically by
evaluating the nuclear processes of the reactor or by measurements. Because
on the basis of the laconic data of the literature available only a very rough
approximation could have been determined, gOwas calculated by the assump-
tion that in steady case the value of the reduced stress would reach the allow-
able 3030 kp/cm2in place of the heaviest load (i.e. by the assumption that in
this way the vessel was dimensioned for permanent operation).

During the course of the above-mentioned examinations for unsteady
state because of the limited computer capacity available, for the sake of sim-
plicity all the material characteristics were taken into consideration with their
values referring to 250° €. In order to be able to adapt the results obtained
there, we calculated in the same way here.

The components of the temperatures and thermal stress are directly
proportional to g0. If the stresses arising from the inside pressure are denoted
by the subscript p, and the thermal stress produced by q0of the value of unity
is denoted by the subscript g, for any component

a = °p + 40 aq -
For the reduced stress

20f= 2 ~ aF) + io (<ty - aqgj)Ye (25)
X.y.z
In case of multicomponent heating (the rate of components is naturally
fixed) the aqis related to the unit value of one of the components.
The values for ap and ag were determined in plane approximation by
running the program with suitable data and then from the Equ. (25) the heat-
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ing producing the reduced stress of the value of the maximal 3030 kp/cm2
For two-component heating for the components p = 0,1813 1/cm and 0,1782
1/cm, respectively, the values q0= 0,1364 and 0,1096 cal/cm3 were obtain-
able and for the reduced value of 0,1797 1/cm?2 the value of 0,246 cal/cm3
(this is just the sum of the two previous ones).

The program was run with the initial data

0= 12cm, Rb= 178cm, y = 0,1923 cm, A= 9,767 «10~skcal/cms°C,
0,0937 cm2s, p = 119 kp/cm2 E = 2,04 «106kp/cm?2

a

13,6-10-61/°C.
Number of dividing points were 6.

Table |
The stresses arising from the internal pressure [kp/cmZ2]

Stresses [kp/cm2

fem] radial tangential axial reduced
0 — 119,00 1826,6 853,8 1684,9
2 — 97,502 1805,1 853,8 1647,7
4 - 76,709 1784,3 853,8 1611,7
6 — 56,591 1764.2 853,8 1576,8
8 - 37,118 17447 853,8 1543,1
10 — 18,263 1725,9 853,8 1510,5
12 0 1707,6 853,8 1478,8

The stresses arising from the internal pressure [kp/cm2] are given in
Table 1. The results are represented by the dotted line in the diagram (with
subscript p) of Fig. 5. Other calculations are given in Tables I1—Y.

Table 11
Plane approximation and reduced factor of absorption

Stresses [kp/cm2]

X T

fem] rel radial tangential axial reduced
0 252,38 - 119,00 3274,2 2301.,4 3026.,4
2 272,69 - 86,270 2436,7 1496,6 2208,5
4 285,88 - 61,772 1889,3 973,71 1690,7
6 294,11 - 42,594 1543,9 647,48 1377.,8
8 298,88 - 26,740 1339,1 458,55 1199,2
10 301,23 - 12,851 1232,1 365,49 1105,5
12 301,89 0 1193,2 339,35 1064,8
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Table 111

approximation and two-component heating

Stresses  [kp/o?]

radial

119,00
86,285
61,794
42,615
26,757
12,860

0

tangential

3272,4
2435,8
1889,0
15441
1339,7
1232,9
1194,0

axial

2299,6

1495,7
973,42
647,71
459,14
366,27
340,19

reduced

3024,7
2207,6
1690,5
1378,0
1199,7
1106,1
1065,4

371

Examination of our results shows that the thermal stresses (in compari-
son with the relatively uniform stresses produced by the internal pressure)

makes the stress distribution non-uniform (arminier,max = 0,352

0,877) — the utilization of the material becomes worse.
Examining the accuracy of the approximations it is striking how little
is the error caused by the reduction of the factors of absorption. Having com-

9*
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Table IV

Calculated as for a cylindrical wall, with reduced factor of absorption

Stresses [kp/cmZ

X T

fem] el radial tangential axial reduced
0 252,37 - 119,00 3254,5 2281,7 3007,5
2 272,57 - 86,470 2421,4 1481,2 2194,4
4 285,55 - 62,093 1882,6 966,67 1685,1
6 293,56 - 42,936 1545,9 649,20 1379,8
8 298,15 - 27,016 1348,1 467,33 1206,5
10 300,39 - 13,002 12455 378,68 11155
12 301,01 0 1207,8 354,01 1075,4

Table V

Calculated as for a cylindrical wall, with two-component heating

Stresses  kp/cmZ2]

X T
fem] el radial tangential axial reduced
0 252,37 - 119,00 3252,7 2279,9 3005,8
2 272,55 - 86,485 2420,5 1480,2 2193,6
4 285,51 - 62,115 1882,3 966,39 1684,9
6 293,51 - 42,957 1546,2 649,43 1380,0
8 298,09 - 27,033 1348,7 467,90 1207,0
10 300,32 - 13,011 1246,3 379,44 1116,0
12 300,94 0 1208,6 354,83 1076,0
pared Table Il —I111 and Table IV—Y to one another the error in the tempera-

ture is 0,022%, in the reduced stress (referring to its maximal value at the
outer fibre) is 0,056% (it isthe maximum at the inner surface, but it deviates
toward safety).

The error caused by the approximation of the cylindrical wall by plane
is also favourable, though not quite so well.

The temperatures at the inner surface are in good agreement from a
practical viewpoint the error at the outer fibre is 0,293% (less than the esti-
mated value).

Our preliminary evaluation of stresses was based on gradients which are
higher everywhere in case of plane-approximation. For other factors also
have a role in producing thermal stresses, this may be considered as only the
first approximation. In the place of the highest loading the stresses are actually
higher in the case of plane, and that is the case along the inner half of the wall.
Outside it is in the reverse. But the differences are always less than 1% which
means practically good approximation.
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Stationdre Warmespannungen im Behdlter eines Druckwasserreaktors. Die Arbeit un-
tersucht unter gewissen vereinfachenden Voraussetzungen die Beanspruchung des Druckbe-
halters eines Druckwasserreaktors im stationdren Betriebszustand. Weiterhin wird die Berech-
tigung der N&herung untersucht, und es werden Berechnungen fiir den Behélter eines Reaktors
vom »Woronescher« Typ durchgefihrt. Der Aufsatz ist ein Teil und die Weiterentwicklung
der vom Verfasser im Jahre 1967 am Lehrstuhl fur Wa&rmekraftwerke der Technischen Uni-
versitdt Budapest ausgefuhrten Untersuchungen.

Contraintes thermiques stationnaires dans la cuve d’un réacteur a eau sous pression.
L’auteur analyse les sollicitations de lacuve d’un réacteur aeau sous pression, sous certaines con-
ditions simplificatrices et a I’état stationnaire. Il examine la valeur des approximations faites
et effectue des calculs relatifs a la cuve du réacteur du type «Voronej». L’ouvre fait partie des
études de l'auteur en 1967 & la Chaire des Centrales thermiques de I|’'Université de Buda-
pest et en constitue un développement ultérieur.

CraumoHapHble TeEPMOHAMNpPsPKeHWS B PeaKTOPHOM cocyfe, Pa6oTaroleM Ha Bode Mnof
faBneHvem (®. KonoHnun). B pa6oTe aHaNM3MpyeTCs Harpyska BblAepXKMBAlOLLErO AaBleHue
cocyfa peakTopa, paGoTarollero Ha Bofe Moj [aBfeHWeM, Npu OnpeaeneHHbIX YNpoLLatoLLmX
NPeAnonoXeHUsX B CTaUMOHAPHOM pexKnMe paboTbl. ViccneayeTcs 4onyCTUMOCTb NPUBINKEHNA
U BbINOMHSAOTCSA BbIYMC/IEHUSI MO PEAKTOPHOMY COCYZy TWMa «BOPOHEXCKOro». CrtaTsi sBNs-
eTcA uYacTblo WcCMefoBaHWin aBTopa B 1967 T. Ha Kadeape TennoanekTpocTaHumii Bypa-
NEeLITCKOro NO/IUTEXHUYECKOT0 YHUBEPCUTETA, U COAEPXUT Psf Aa/ibHeALNX pa3paboToK IToi
TeMb!.
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ON THE EMISSION DEPENDENCE OF THE CATHODE
FALL

J. BITO

CAND. OF TECHN. SC.
INDUSTRIAL RESEARCH INSTITUTE FOR ELECTRONICS “HIKI”, BUDAPEST

[Manuscript received January 15, 1968]

By way of a cathodic perturbation brought about by pressure variation it was possible
to deduce the basic relation for the cathode side of the discharges of oxyde cathodes, charac-
terized by a cathode spot. For a cathode with a given work function and for a given area of the
cathode spot there exists a univocal relation between the cathode drop and the increasing
emission current of the cathode. It was possible to prove a similar relation between the tem-
perature of the cathode spot and the cathode drop. Tests with d.c. and with a.c. discharges
also point to possibilities of the economical coordination of surface and of volume electron
generation.

. Introduction

We have not succeeded in giving an unambiguous, general description
of the cathode side phenomena of the different types discharges so far. In many
respects the experimental data are not unambiguous either, and thus they
cannot be generalized.

The producibility of the plasma (of the positive column) and through
it the energetics of the whole discharge are considerably influenced by the cath-
ode side phenomena. Therefore, in general, it is desirable to create, such cath-
odic conditions which can ensure, by a relatively small loss, the stationary
maintenance of the desired discharge. In order to ensure a higher discharge
current density we must count first on the arc discharge range and if other rea-
sons do not oppose it the application of cathodes of small work functions fur-
nished with emission coating, is suitable. In order to get better acquainted
with the cathodic phenomena we looked for a connection between the cathodic
thermionic emission of the arc discharge and the cathode fall in the case of
discharges of direct and 50 cps frequency alternating current.

Il. Experimental conditions, measuring methods

The examination of the coordination between the cathode side and the
cathode was carried out with such oxide cathode discharge tubes in which the
pressure of the argon was changed in the range of 1—5 Torr and besides it a
constant mercury vapour pressure of 6 -10 ~3was maintained in the discharge.
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The measurements which we are going to publish were carried out at 400 mA
discharge current, by d.c. and a.c. discharges, with 1100 mm long glass wall
discharge tubes of 36 mm internal diameter.

In the course of the experiments probe measurements and emission cur-
rent measurements were made to clear up the connection between the cathode
fall and the emission current of the cathode. The probe measurements were car-
ried out with the aid of three small cylindrical probes placed in the homogeneous
positive column part near to the cathode. The probes were immersed into the
axis of the discharge tube at the same depth. The temperature of the tungsten
spiral cathode having an emission coating, that of the cathode spot, and the
temperature distribution of the cathode surface were measured by an optical
pyrometer. A cathetometric system served for the control of the extension
and situation of the cathode spot.

I1l. Results

Our aim was to establish the connection between the cathode fall and
the thermionic emission from the cathode under the above outlined conditions.
We employed for this purpose the influence of the change of pressure resulting
from the measurements carried out with seven tubes of different types. It
turned out, namely, that during the changing of the argon pressure — under

Fig. 1. The pressure dependence of the cathode spot temperature in a.c. and d.c. case

identical discharge conditions — on the size of the cathode spot does not change
in the 1—5 Torr range, and so at a given, constant 400 mA discharge current
the current density of the cathode spot does not change either. But because
of the changing of the argon pressure the interactions of the cathode space
and together with it the interactions on the cathode surface were changed. With
the increase of the pressure — as it can be seen in Fig. 1 — the T/ cathode
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spot temperature increases in the pressure range up to 4 Torr, and for the main-
tenance of the a.c. discharge higher spot temperature is needed (a.c. curve)
than at the d.c. discharges (d.c. curve) occurring under the same circumstances.
The difference in the a.c. case is explicable with the transient phenomena and
with the loss of charged particles. In Fig. 2 can be seen the T/ spot tempera-
ture dependence of the Vccathode fall obtained by probe measurements. The
different spot temperatures were produced by the change of the argon pressure
with unchanged cathode spot current density and at a constant mercury va-
pour pressure. To the cathode spot temperature obtained in the d.c. case belong

Fig. 2. The cathode spot temperature dependence of the cathode fall in a.c. and d.c. case

essentially lower cathode falls, thus a discharge may be maintained at a given
cathode spot temperature with a smaller cathode fall, respectively at a given
cathode fall with a smaller cathode spot temperature in d.c. discharges than
in the a.c. case. In the examined temperature interval a linear relation exists
between the cathode fall and the spot temperature (Fig. 2). The dependence
from the ie emission current of the T/ spot temperature and of the Vccathode
fall is shown in Fig. 3. in the case of d.c. and a.c. currents. In accordance with
our expectations with a cathode of a given work function there is a linear re-
lation between the cathode spot temperature and the electron current emitted
decisively (at 60-7-70%) from the cathode spot. The changes of the cathode
spot are followed in our case by the change of the average temperature of the
cathode.

As it can be seen from the curves of the cathode fall (which are deter-
mined with another cathode) shown in Fig. 3. the cathode fall may be dimin-
ished by the formation of a cathode of great emissivity. In our case the taking
of the curve was made possible by the change of the argon pressure, but we
can get curves of similar character also then, if we change the thermionic
emission of the cathode applying an external cathode heating. In the latter
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case, however, we cannot say anything about the current density on the cathode
surface and the size of the cathode spot.

Thus, in the case of a given discharge current density such a situation
can be created on the cathode side when the cathode has an electron emission,
which makes the cathode fall unnecessary and in extreme cases — at very high
emission current — a retarding space appears [2] which shadows the cathode in
the form of a considerable negative space charge.

The task of the cathode side range is the producing of an electron current
with convenient energy distribution and intensity for the positive column of
the discharge. The electrons must be produced partly by the cathode and

Fig. 3. The thermionic emission dependence of the cathode spot temperature
and the cathode fall

partly by the spaces of a great field strength before the cathode. As can be
seen in Fig. 3 the voltage fall of the fields — which can generally be considered
as a loss compared to the complete discharge — may he reduced corresponding
to the given connection by the selection of cathodes of a good emissivity. The
potential conditions of the cathode spaces are thus determined by the emis-
sivity of the cathode. The cathode is primarily influenced by the changed dis-
charge parameters through the intermediation of the ion current change:
the cathode spot temperature is changed and consequently its emission cur-
rent too, which in the here outlined form determines the cathode fall; namely,
that electron quantity which is to be produced by volumetric ionization in the
cathode space, first in the cathode dark space and in the negative glow space
for the substitution of the thermionic emission from the cathode.
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Die Abhangigkeit des Katodenfalls von der Emission. Mit Hilfe einer durch Druck-
anderung hervorgerufenen katodenseitigen Perturbation war es mdglich, die katodenseitige
Grundgleichung fir die durch einen Katodenfleck charakterisierbare Oxydkatoden-Entladun-
gen zu bestimmen. Fur eine Katode mit gegebener Austrittsarbeit besteht bei gegebener Ka-
todenoberflache ein eindeutiger Zusammenhang zwischen dem Katodenpotentialabfall und
dem Emissionsstrom der Katode: der Katodenfall nimmt proportional dem steigendem Emis-
sionsstrom ab. Es gelang einen &hnlichen Zusammenhang zwischen der Temperatur des Kato-
denflecksund dem Katodenfall nachzuweisen. Versuche mit Gleichstrom- und Wechselstroment-
ladungen weisen zugleich auf die Mdoglichkeiten der wirtschaftlichen Abstimmung der Ober-
flachen- und der Volumen-Elektronenerzeugung hin.

Dépendance de la chute cathodique de I’émission. Une perturbation du co6té cat-
hodique provoquée par variation de la pression permettait de déterminer la relation
fondamentale du co6té cathode des décharges des cathodes a oxyde caractérisées par
une tache cathodique. Pour une cathode d’un travail de sortie et d’une surface de la
tache cathodique donnés, il y a une relation univoque entre la chute cathodique et le
courant d’émission de la cathode: la chute cathodique est réduite en raison inverse du courant
d’émission. L’auteur a réussi d’établir une relation semblable entre la température de la tache
cathodique et la chute cathodique. Les essais avec décharges a courant continu et & courant
alternatif montrent en méme temps les possibilités d’un accord économique entre les généra-
tions d’électrons superficielle et volumétrique.

3MUCCUOHHAs 3aBMCUMOCTb NaaeHusi noTeHumana (A. BUTo). B npouecce BO3MyLLEHMS
CO CTOPOHbI KaTofa, CO3AAaHHOro M3MeHeHMeM AABfeHUsl, CTaso BO3MOXKHbLIM OMPeAeNTL OCHOB-
Hble 3aBMCMMOCTV PAa3psifloB Ha OKCUAHbLIX KaTodax CO CTOPOHbI KaTofa, XapaKTepuayeMmblX
KaToAHbIM MSATHOM. B ciyyae Katoga C AaHHO paboToii BbIXoAa M NpW AaHHOW MOBEPXHOCTU
KaToAHOro MNATHA MeXAy nageHueM MoTeHumMana M SMUCCUOHHBIM TOKOM KaTofa CyLLecTByeT
0flHO3HAYHasi 3aBUCKMMOCTb, & MMEHHO: NajeHue MoTeHUMana yMeHbLLAeTCsl MPOnopLMOHabHO
C POCTOM 3MMUCCMOHHOFO TOKA. AHAMOrMYHYH0 3aBUCKMMOCTb YAANoCh MOKa3aTb TakKxKe Mexmy
TeMmrepaTypoii KaToAHOro NsATHa U NageHvem noTeHumana. OnbITkl, MPOBEAEHHbIE NPU pas3psfax
NOCTOSAHHOTO ¥ MEePeMeHHOr0 TOKOB, OHOBPEMEHHO YKa3bIBalOT TaKXKe Ha BO3MOXHOCTb 9KOHO-
MWYHOTO COF/lIacOBaHWUA MOBEPXHOCTHOrO L, 06LEMHOIO reHepUpPOBaHUS 3/1eKTPOHOB.
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METHODE ZUR BESTIMMUNG DES REIBUNGS-
MITTELDRUCKES VON KOLBEN-VERBRENNUNGS-

MOTOREN

E. PASZTOR
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

LEHRSTUHL FUR WARMEKRAFTMASCHINEN, TECHNISCHE UNIVERSITAT BUDAPEST

[Eingegangen am 18. Januar, 1968]

In der Arbeit wird der Zusammenhang zwischen dem Reibungsmitteldruck der Ver-
brennungs-Kolbenmotoren und dem Arbeitsprozel untersucht. Um den Zusammenhang zu
ermitteln, fuhrt der Verfasser den Begriff des Durchschnittsdruckes ein, mittels dessen zwi-
schen dem mechanischen Wirkungsgrad und dem Arbeitsproze des Motors ein allgemein gul-
tiger Zusammenhang aufgestellt werden kann. Zur Untersuchung der obigen Probleme wurde
eine exaktere Methode des FremdantriebsVerfahrens als die bisherigen ausgearbeitet, mit deren
Hilfe der Zusammenhang zwischen dem Reibungsmitteldruck und der Motorkonstruktion,
bzw. den thermisch-mechanischen Charakteristiken des Arbeitsprozesses genauer als mit den
bisherigen Methoden untersucht werden kann.

p [kp/cm2]

Sg [in]

SIM

S [m]

To [°K]

Qn |kcallsec]

an [kcal/m2h °C]
An [m2]

W [m/sec]
D [m]
Tw [°K]
Atn [sec]
Ap’'n

n [1/min]
Lg [kg]

¢ [kcal/kg °C]
AM [kg]

AMg

U [kcal]
AU [kcal]

Al [kcal]

H[m]
M [kg/sec]

Bezeichnungen

Mittlerer Druck, indizierter mittlerer Druck, durchschnittlicher Druck,
Druck eines gegebenen Punktes des Arbeitsprozesses (die konkrete Bedeu-
tung ist von dem angewandten Index abhéngig);

der zu dem gesamten Zylindervolumen gehérige Hub;

tatsachlicher Hub des Motors;

zu einem gegebenen ZIT gehdrige Verschiebung des Kolbens;

zum n-ten Teilhub gehoriger Polytropenexponent;

Anfangstemperatur des Prozesses;

wéhrend des n-ten Teilhubes durch die Wand stromende W&armemenge;
W armeilibergangszahl;

wéhrend des n-ten Teilhubs an der Wéarmelbergabe beteiligte mittlere
Oberflache;

mittlere Kolbengeschwindigkeit;

Kolbendurchmesser;

Kompressionsverhaltnis;

Wandtemperatur;

die zur Verschiebung des Kolbens auf gegebenem Abschnitt ndtige Zeit;
W inkeldrehung der Kurbelwelle;

Drehzahl der Kurbelwelle;

Menge der wahrend eines Arbeitsprozesses des Motors angesaugten Luft
(Arbeitsmedium);

spezifische Warme;

Menge des zufolge der unvollkommenen Dichtung wahrend eines Hubele-
ments durchsickernden Mediums;

wéhrend des gesamten Arbeitsprozesses (2 Umdrehungen) durchsickernde
Menge des Mediums;

innere Energie;

Abfall der inneren Energie im Zylinder wahrend eines Hubelements zufolge
Undichtheit;

Enthalpie des zufolge Undichtheit aussickernden Mediums;

Kolbenhohe;

die zufolge der unvollkommenen Dichtung wahrend der Zeiteinheit durch-
sickernde Gasmenge;

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 62, 1968



382 E. PASZTOR

Pmin [kp/cm?2] minimaler Druck des im Motor verwirklichten kunstlichen Arbeitsprozesses;
6 [m; mm] Spalt zwischen dem Kolben und der Zylinderwand;
m Luftverhaltnis;
A Fullgrad.
I. Einleitung

Die Werte der mechanischen Reibungsverluste in Verbrennungs-Kolben-
motoren sind mit jenen der inneren (indizierten) Verluste von gleicher Grofien-
ordnung, so kann ihre Wirkung auf die Gestaltung der Charakteristiken des
wirklichen (verlustbehafteten) Motors nicht vernachldssigt werden, im Gegen-
satz zu den kalorischen Strémungsmaschinen (Dampf- und Gasturbinen usw.),
wo der mechanische Reibungsverlust hdchstens 1—2% der Nutzleistung aus-
macht.

Mit der Bestimmung der mechanischen Verluste der Kolbenmotoren,
mit der Auswertung der Resultate hat man sich bis jetzt, in erster Linie wegen
der spater erwdhnten melRtechnischen Schwierigkeiten, unverdient wenig be-
schéaftigt. Die Berechnung der Reibungsverluste ist wegen der Kompliziertheit
der Schmierverhdltnisse praktisch undurchfihrbar, bzw. kommen die erhalte-
nen Ergebnisse der Wirklichkeit selbst im Charakter nur mit grolRen Fehlern
naher.

Die uber dieses Thema bisher erschienenen Publikationen haben sich
mit der Untersuchung des Zusammenhanges zwischen den Reibungsverlusten
und dem Arbeitsprozel des Motors im wesentlichen nicht befalRt, sie haben
den Umstand, daR die Reibungsverluste in entscheidendem MaRe gerade durch
den Arbeitsproze3 bestimmt werden, auer Acht gelassen.

Zielsetzung dieser Studie ist der Versuch, die thermischen Zusammen-
hédnge zwischen den mechanischen Reibungsverlusten und den wichtigsten
Charakteristiken des Arbeitsprozesses aufzudecken, sowie eine Methode anzu-
geben, mit der die Reibungsverluste genauer als mit den bisherigen bestimmt
werden konnen.

Il. Problem der Untersuchung der mechanischen Reibungsverluste, die bisher
entwickelten Verfahren

Die gréRte Schwierigkeit bei der Bestimmung der mechanischen Verluste
bzw. des aus diesen errechneten mittleren Druckes pmbesteht darin, dal dieser
nur durch den Unterschied zwischen dem aus dem Indikator-Diagramm be-
rechneten indizierten mittleren Druck p; und dem aus den Bremsdaten des
Motors gewonnenen effektiven mittleren Druck pc exakt bestimmt werden
kann,

Pm Pi Pel (1)

wo pm der, der Summe der Leistungsaufnahmen der Reibungsverluste (pr)
und der Hilfseinrichtungen (pi,) entsprechende, mittlere Druck ist.
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Eine solche Bestimmung von pm setzt einen, Nutzleistung abgebenden,
unter tatséachlichen Betriebsverhaltnissen mit einem wirklichen Arbeitsproze
arbeitenden Motor voraus. Dabei ergibt sich pm aus dem ungenau bestimm-
baren Unterschied zwischen zwei verhéltnismaRig groBen Werten (p,- —po),
auflerdem kann bei mehrzylindrigen Motoren auch die Arbeit der einzelnen
Zylinder voneinander abweichen. So kann dieses Verfahren, obgleich es voll-
kommen korrekt ist, in der Praxis nicht angewendet werden, da der MeRfehler
von nahezu gleicher Gréfenordnung wie die zu messende GroRe ist.

Wegen der mefRtechnischen Schwierigkeiten wurden zur Bestimmung
der mechanischen Verluste mehrere, von dem obigen Prinzip abweichende Ver-
fahren ausgearbeitet.

Die bekanntesten, von diesen sind die Verfahren von w i11iams und von
Morze [1—4]. Die grundlegende Ungenauigkeit beider ist, dal der mittlere
Reibungsdruck, im Gegensatz zur Wirklichkeit, als vom Arbeitsprozel bzw.
den wéhrend des Arbeitsprozesses entstehenden thermisch-mechanischen Ver-
h&ltnissen unabhéngig vorausgesetzt wird.

Bei den sogenannten »Auslauf-Verfahren« [5] wird die Brauchbarkeit
der Methode durch den Umstand beeintrachtigt, daR wahrend des Messens die
Drehzahl sich laufend verringert, und so die drehzahlabh&ngigen Schmier-
verhéltnisse im Motor sich nicht der jeweiligen Drehzahl entsprechend gestalten
kénnen. Deshalb eignet sich das Auslaufverfahren nicht zur kontinuierlichen
Untersuchung der Reibungsverluste des Motors in Abhé&ngigkeit von der
Drehzahl.

Laut den bisherigen Untersuchungen des Verfassers kann die Wirklich-
keit am besten mittels Fremdantriebs des Motors angendhert werden, wenn die
tatséachlichen Betriebsverhéltnisse mdglichst vollkommen nachgeahmt wer-
den, und wenn die so gewonnenen Resultate unter Bericksichtigung des im
Motor zustandegebrachten Arbeitsprozesses analysiert werden. Bei den bishe-
rigen in dieser Richtung ausgefihrten Untersuchungen [6, 7, 20] wurden die
obigen Bedingungen im wesentlichen nicht erfillt, deshalb schlédgt der Ver-
fasser fur die Untersuchungen der mechanischen Reibungsverluste bei Fremd-
antrieb eine genauere Methode als die bisherigen vor und analysiert den Zu-
sammenhang zwischen dem Reibungsverlust und dem ArbeitsprozeR.

Il1l. Die Mdglichkeit der Bestimmung des Zusammenhanges zwischen dem
ArbeitsprozeB und den Reibungsverlusten bzw. dem mechanischen
Wirkungsgrad

Der Reibungsverlust, bzw. der Reibungsmitteldruck (pr) sind von den
Charakteristiken des Arbeitsprozesses des Motors nicht unabhéngig.

Laut den bisherigen Untersuchungen des Autors sowie seinen Versuchs-
ergebnissen [4, 8] ist der Reibungsmitteldruck in erster Reihe Funktion des
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durchschnittlichen Druckes pd des Arbeitsprozesses und mit seiner Hilfe kann
der Zusammenhang zwischen dem Arbeitsproze und dem Reibungsverlust
untersucht werden. Der durchschnittliche Druck der Verbrennungsmotoren
(Bild 1) kann als Quotient der Flache des in Funktion des Hubs ausgelegten
Indikator-Diagramms und der Basis des Diagramms definiert werden. Als
Bezugsgrundlage kann statt des Hubs auch die Winkeldrehung der Kurbel-
welle verwendet werden. Der Verfasser hat den dem Hub entsprechenden

Durchschnittsdruck in Betracht gezogen, da dieser mit dem ebenfalls gemaf
dem Hub bestimmten indizierten mittleren Druck unmittelbar verglichen
werden kann.

Der Begriff des indizierten mittleren Druckes und der des durchschnitt-
lichen Druckes sind von einander scharf zu trennen, da der erstere nicht fir
den Reibungsmitteldruck des Motors, sondern fur die aus dem Arbeitsprozel’
zu gewinnende Nutzarbeit charakteristisch ist. Zwischen dem indizierten
mittleren Druck und dem durchschnittlichen Druck besteht mit Hilfe der
thermischen Charakteristiken des Arbeitsprozesses ein komplizierter, jedoch
im wesentlichen eindeutiger Zusammenhang.

Der Reibungsmitteldruck wird auBer dem grundlegenden Parameter, dem
durchschnittlichen Druck, in geringerem MaRe auch durch den ArbeitsprozeR
bzw. durch sonstige Charakteristiken des Motors beeinfluf3t: Charakter des
Arbeitsprozesses, Verhaltnis der maximalen und minimalen Dricke, der War-
mezustand des Motors, die Drehzahl bzw. die mittlere Kolbengeschwindigkeit.

Der Reibungsmitteldruck kann also folgendermaRen angegeben werden

pr=f(pdi Pmax/Pminin ? Wéarmezustand; Konstruktion). 2)

Der funktionelle Zusammenhang (2) kann mit Hilfe der im folgenden
beschriebenen theoretisch-experimentellen Methode, im Wege des Fremdan-
triebs des Motors bestimmt werden.
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Zwischen dem den Reibungsverlust entscheidend bestimmenden durch-
schnittlichen Druck und den Ubrigen Parametern sowie dem indizierten mitt-
leren Druck pi des tatsdchlichen Arbeitsprozesses besteht ein mit hinreichen-
der Genauigkeit berechenbarer bzw. mellbarer, im wesentlichen eindeutiger
Zusammenhang [9, 11—13]:

Pi —f(pd’ £; m; A; TO; p0; n; Warmezustand ;

W armeilbertragungsgesetz).

Mit Hilfe der Funktionen (2) und (3) kann zwischen dem Reibungsdruck
prund dem indizierten Mitteldruck p, ein Zusammenhang geschaffen werden:

pr~f(pi', s; m; A; T0; p0; n; Warmezustand ; Warmeubertragungsgesetz). (4)

Der mechanische Wirkungsgrad des Motors ist eine eindeutige Funk-
tion von pr; p, und des zur Leistungsaufnahme der Hilfseinrichtung nétigen
Druckes pi,:

Am — Pi- Pm _ Pi—(Pr+Ph) ;f(e ;m; A;TO; p0; n; Wérmezustand ;
Pi Pi
) . (5)
Waéarmelbertragungsgesetz) ,
wo
£ Kompressionsverhaltnis;
m Luftverhéltnis;
N Fullgrad;
TO, p0Umgebungscharakteristiken;
n Drehzahl.

Mit dem oben beschriebenen Verfahren (Einzelheiten siehe Schrifttum
[8, 14]) kann also ein im Grunde eindeutiger Zusammenhang zwischen den
thermischen Charakteristiken und dem Reibungsverlust bzw. dem mechani-
schen Wirkungsgrad geschaffen werden.

IV. Bestimmung des Reibungsmitteldruckes mittels Fremdantriebs des Motors

1. Aufbau der Versuchseinrichtung

Gemal den bisherigen Untersuchungen kénnen die Reibungsverhéltnisse
des Verbrennungsmotors am genauesten mit Hilfe des Fremdantriebs des
unter betriebsméaRige Verhaltnisse gebrachten Motors ermittelt werden. Zwecks
maoglichst vollkommener Anndherung an die Betriebsverhdltnisse des wirkli-
chen Motors wird im Motor ein kiinstlicher Arbeitsproze zustandegebracht, der
eine dem ursprunglichen Arbeitsproze gleichwertige mechanische Belastung
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sichert. Vom Gesichtspunkt der thermischen und mechanischen Charakteristi-
ken aus kann der urspringliche Arbeitsprozel? am besten durch einen Arbeits-
prozeR ohne Warmeubertragung angendhert werden, der jedoch im Ubrigen
Uber die gleichen Charakteristiken wie der urspringliche verfigt, wie Bild 2

Bild 3

Bezeichnungen: 1 Saugventillator; 2 Heizung; 3 Olkessel oder Kiihler; 4 Kiihlung; 5 Leckgasmessung; 6 Hubgeber zilr Indi-
zierung; 7 Versuchsmotor; 8 Pendelmotor; 9 Schmierdlkihlung; 10 Luftkompressor; 11 Druckregler; 12 Luftbehalter; 13
Kiihler; 14 Luftblende.

darstellt. Der kunstliche ArbeitsprozeR besteht aus folgenden Teil-Arbeits-
prozessen: Ansaugen, Kompression, Expansion, Auspuffen.

Auf Bild 3 ist die Skizze der Versuchseinrichtung zu sehen. Der Motor
saugt aus dem einen Luftbehdlter an und pufft in den anderen aus, die beiden
Luftbehdalter sind durch eine mit einer MeRRblende versehenen Rohrleitung mit-
einander verbunden. Durch Anderung des Druckes in den Luftbehéaltern kann
der Anfangsdruck des Arbeitsprozesses und gleichzeitig der durchschnittliche
Druck des Arbeitsprozesses eingestellt werden. Mittels dieses Verfahrens, allein
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durch Anderung des Druckes in den Luftbehéltern, kénnen auch die Reibungs-
verhdltnisse der in verschiedenem Grad aufgeladenen Motoren beobachtet wer-
den. Die Menge des infolge der unvollkommenen Dichtung des Kolbens fort-
sickernden Arbeitsmediums wird durch ein Spezial-Pitotrohr bestimmt, dabei
wird im Interesse der MeRgenauigkeit im Kurbelgehduse immer atmosphari-
scher Druck gesichert. Gemd&R unseren Experimenten hangt der gemessene
Wert des durchsickernden Arbeitsmediums in entscheidendem Ausmal von
dem im Kurbelgeh&use herrschenden Druck ab. Im Falle von Uberdruck stromt

Bild 4

auch bei den Dichtungen zwischen den rotierenden Wellen und dem Geh&use
eine bedeutende Menge von Medium aus, und so verringert sich der gemessene
Wert bedeutend. Mittels Einschaltung eines Saugventilators nach dem Pitot-
rohr kann im Kurbelgehduse immer genau atmosphéarischer Druck hergestellt
werden, dadurch hért in den Spalten — mangels Druckunterschieds — das
Sickern auf. Mittels obigen Verfahrens kann die MelRgenauigkeit der aussickern-
den Gasmenge wesentlich gesteigert werden. Im Kuhlsystem des Motors wurde
statt Wasser heiBes Ol zirkuliert, das in einem kombinierten Kihl- und Heiz-
system auf die gewiinschte Temperatur eingestellt wurde. Ahnlich wurde auch
die Temperatur des Schmierdls in einem Kuhlsystem geregelt.

Mittels Anderung des Anfangsdruckes, des Kompressionsverhaltnisses,
der Zylinderwand- und der Oltemperatur sowie der Drehzahl gehért zu jedem
tatsdchlichen Betriebszustand des Motors ein durch einen kinstlichen Arbeits-
prozel? geschaffener Betriebszustand, der vom Gesichtspunkt der Reibung aus
mit dem urspringlichen gleichwertig ist.

Die Experimente bzw. die Ausarbeitung des MelRverfahrens wurden mit
Unterstitzung der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, des Instituts
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fur Fahrzeugentwicklung und der Autofabrik cseper durchgefihrt. Auf Bild 4
ist das Foto der fur den Motor Typ D 414 der Autofabrik cseper gebauten
Versuchseinrichtung zu sehen.

2. Prinzip des Verfahrens

Der in mittlerem Druck ausgedrickte Gesamtverlust pgl, des von aufen
angetriebenen, den kulnstlichen ArbeitsprozeR verwirklichenden Motors ist
aus den Daten des den Motor drehenden Gleichstrom-Pendelmotors eindeutig
festzustellen. Dieser Gesamtverlust pgv ist jedoch, laut den bisherigen Unter-
suchungen nicht identisch mit dem mechanischen Reibungsverlust des Motors,
sondern die Summe der folgenden Komponenten:

Pgv = Pr + ppm + Ph + Pgw + Pki T Pdii (e)

pr tatsachlicher Reibungsverlust, der einen entscheidenden Teil des Gesamtverlustes,
ca. 50—70% bildet;

Ppm eigener mechanischer Ventilationsverlust des Pendelmotors;

Ph der zur Betatigung der durch den untersuchten Motor angetriebenen eventuellen
Hilfseinrichtungen ndétige mittlere Druck;

PgW indizierter mittlerer Druck des Gaswechselvorganges;

Pht der aus der Warmeilbergabe zwischen dem Arbeitsmedium und der Zylinderwand
stammende beim Hauptarbeitsprozel (Kompression-Expansion) zustandekom-
mende, in den praktischen wichtigen Fallen immer negative, indizierte mittlere Druck,

Pal der aus dem Durchblasen des Mediums (Undichtheit) zwischen dem Kolben-Kolben;
ring und der Zylinderwand sich ergebende, beim HauptarbeitsprozeR entstehende-
in jedem Fall negative, indizierte mittlere Druck.

Durch Bestimmung der Verluste, die nicht Reihungscharakter haben,
kann mit Hilfe des Grundzusammenhanges (6) die Anderung des Reibungs-
verlustes prin Abhéangigkeit von den verschiedenen thermischen und mecha-
nischen Parametern gepriuft werden.

V. Bestimmung der einzelnen Teilverluste ohne Reibungscharakter

1. Die melbaren Teilverluste

Der Eigenverlust des Pendelmotors (p pm) kann in Kenntnis seiner Charak-
teristik bzw. durch deren Aufnahme unmittelbar bestimmt werden. Die in
mittlerem Druck ausgedriuckte Leistungsaufnahme ph der durch den unter-
suchten Motor angetriebenen Hilfseinrichtungen kann in Kenntnis der Lei-
stungsdaten der Hilfsmaschinen ebenfalls ohne Weiteres berechnet werden.
Der indizierte mittlere Druck des Gaswechselvorganges pgw kann aus dem
Schwachfeder-Indikatordiagramm des Vorgangs bestimmt werden. Eine solche
Anwendung des Schwachfeder-Indikatordiagramms bei der Untersuchung
des mittleren Reibungsdruckes verursacht um eine GréRenordnung geringere
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Ungenauigkeit, als wenn der mittlere Reibungsdruck aus dem Unterschied
zwischen dem indizierten und dem effektiven mittleren Druck bestimmt wer-
den sollte. GemalR den MeRergebnissen steigt der Wert pgw in Abhé&ngigkeit
von der Drehzahl und dem Anfangsdrucke bedeutend. Der im Vergleich zum
effektiven Betriebszustand bedeutend angewachsene Gaswechselverlust wird
durch die an mehreren Stellen der Versuchseinrichtung zwangslaufig auftreten-
den Drossel- und Stromungsverluste begrindet.

2. Die mittels Berechnung bestimmbaren Teilverluste

Der zwischen der Zylinderwand und dem Arbeitsmedium auftretende
W armeaustauschverlust pid bzw. der aus der unvollkommenen Dichtung der
Kolben stammende Verlust p*- ergeben sich beim Hauptarbeitsprozel wéhrend
der Kompressions- und Expansionstakte. Zufolge dieser Verluste ist der Unter-
schied zwischen den zu gleichen Kolbenlagen gehdrenden Kompressions- bzw.
Expansionsdricken maximum 1kp/cm2 Nachdem der Hochstdruck der Kom-
pression d. h. der maximale Druck des kinstlichen Arbeitsprozesses zwischen
90 und 120 ata liegt, ist es praktisch unmadglich, den max. 1 kp/cm2 Druck-
unterschied zwischen den Kompressions- und Expansionskurven durch Indi-
zierung nachzuweisen. Die Fehlergrenze selbst des genauesten Indikators kommt
dem nachzuweisenden Druckunterschied gleich, daher ist die Bestimmung
der obigen Verluste unter den gegenwértigen Umstdnden nur durch Be-
rechnung maglich. Die Berechnung kann, wenn alle wesentlichen Nebenum-
stande der Vorgénge bericksichtigt werden, mit entsprechender Genauigkeit
ausgefuhrt werden, und der Arbeitsaufwand ist (im gegebenen Fall sind 200 —
300 Betriespunkte zu bestimmen) im Vergleich zum Indizieren um eine Gro-
fenordnung geringer.

a) Bestimmung des beim Hauptarbeitsprozel entstehenden von der Wéarme-
Ubergabe zwischen dem Arbeitsmedium und der Zylinderivand stammenden, nega-
tiven, indizierten mittleren Druckes. GemaR dem zur Bestimmung des Reibungs-
mitteldruckes ausgearbeiteten und in dieser Studie erdrterten Verfahren be-
steht der Hauptarbeitsprozel? des untersuchten Motors aus Kompressions-
und Expansionskurve. Die Expansion folgt der Kompression ohne Wéarmedlber-
gabe, der Hoéchstdruck des den kunstlichen ArbeitsprozelR verrichtenden Mo-
tors stimmt aber mit dem Hochstdruck des Motors tberein, der einen tat-
sdchlichen ArbeitsprozeR (mit Warmeubergabe) verrichtet.

Im Falle von isentropischer Kompression und Expansion (Bild 5a) dek-
ken sich die beiden Kurven genau, so daR der indizierte mittlere Druck des
Hauptarbeitsprozesses in jedwedem Betriebszustand identisch gleich Null
ist. Im Fall einer wirklichen Zustandsdnderung steigt zu Beginn der Kompres-
sion die Entropie des Mediums, nachdem die Zylinderwand warmer als das
Arbeitsmedium ist und die Warme von der Zylinderwand in das Arbeitsme-
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dium stromt. Nach dem sogenannten adiabatischen Punkt, wo die Temperatur
der Zylinderwand und die des Arbeitsmediums gleich sind, kehrt sich die Rich-
tung der Warmestrdémung um, und so verringert sich die Entropie des Mediums.
Bei der Expansion ist die Richtung der Warmestrémungen gleich der Richtung
dér wahrend der Kompression auftretenden Strémung, auf diese Weise ent-
steht der auf Bild 5b dargestellte Kreisproze® mit negativem Vorzeichen, also
ein arbeitverzehrender Vorgang.

Zur Berechnung des indizierten mittleren Druckes des Kreisprozesses
mufd sowohl die Kompression als auch die Expansion auf isentropische ele-
mentare Zustandsdnderungen sowie auf elementare isochore (Wé&rmeubergabe

bzw. Wé&rmeentnahme) Vorgénge aufgeteilt werden (Bild 6). In Anbetracht
der auflerordentlich niedrigen mittleren Dricke wurden zwecks Steigerung
der Genauigkeit die isentropischen elementaren Abschnitte derart bestimmt,
dafl die in dem Abschnitt zustandekommende Temperaturabnahme bzw.
Zunahme AT immer identisch sei. Mit Hilfe dieses Verfahrens ist die Durch-
schnittstemperatur des gegebenen n-ten Abschnitts und damit auch der isen-
tropische Exponent des wirklichen Arbeitsmedium simmer genau bestimmbar.
Dadurch wird die Berechnung etwas umfangreicher, aber so kann die sich aus
der ungenauen Aufnahme des isentropischen Exponenten ergebende Unsicher-
heit vermieden werden. Der Exponent wurde in Abh&ngigkeit von der abso-
luten Temperatur des Gases linear angenéhert.

Grundgleichung der Aufteilung des Hubs:

n

ASH Slys TO4-(n  1)AT
1

TO+ nAT 7

Asn der re-te Teilhub;

Sj der dem gesamten Zylindervolumen entsprechende Hub;
TO Anfangstemperatur;

m, = 1,423 — 8,36 «10-5[T0+ (n — 1/2)JdT].
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Hier kommt der Vorteil der Hubaufteilung nach konstantem AT zum
ersten Mal zum Vorschein. Der Polytropenexponent kann so mit grofler Ge-
nauigkeit vorausbestimmt werden, da die Durchschnittstemperatur des gege-
benen n-ten Abschnitts bekannt ist.

Fir ein gegebenes Kompressionsverhéltnis mufB Sg bis zum Kk-ten
Teilhub aufgeteilt werden

(8)

der zum gegebenen eu gehdrige Hub ist.
In Kenntnis der Aufteilung des Hubs ist der Druck am Ende des n-ten
Abschnitts, mit den Bezeichnungen vom Bild 6:

n—1 \m,
(Sg-y AS
1
Pn= Pn-1 9)
\ S0~ 2I AS

Der Polytropenexponent fir den n-ten Abschnitt ist:

mn= 1,423 - 8,36 «10“5[T;_x+ —
| 2

Die zu mn gehdrige Bezugstemperatur bestimmen wir daher so, dal wir
zu der bekannten Temperatur Tn_r die H&lfte der isentropischen Tempera-
turerhéhung (AT) fir den n-ten Abschnitt hinzuaddieren. Dieses Verfahren
sichert maximale Genauigkeit bei der Bestimmung des Exponenten mn.

Die Temperatur im Endpunkt des n-ten Teilhubs ist:

JEAS

T,= PN ! (10)
Po

Die wahrend des n-ten Teilhubs durch die Wand strémende Wéarme-
menge ist
An Tn+ T°_,

Atn (11)
3600
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Bei isochorer Warmelbergabe bzw. Warmeentzug ist die Temperatur-
dnderung des n-ten isochoren Abschnitts wegen der Warmelbertragung

P Tn + 7n-i
Bl — ] 2 1 12
fn 3600 Lcwn (12)
WO
239 Pn pr 11’ LtY.7
' 2 i W
(13)
" [Tn+ Th-X TV 3
I 2 i .

(Pn + J>n_i)/2 der mittlere Druck des gegebenen Abschnitts;
De der zu gegebenem fk gehorige &quivalente Kolbendurchmesser, bei kon-
stantem Verhéltnis Hub/Kolbendurchmesser [m].
In seinen Berechnungen hat der Verfasser von den vielen Warmetbergangszahlen die
in [15, 16] ausgearbeiteten verwendet.
Die am Warmelbergang teilnehmende Oberflache:

An= D'ZH D, A (sg- ™~ AS- ; (14)
Atn= - 11 (15)
"nkw
wo Apn zur Kolbenverschiebung des gegebenen Abschnitts gehérige Kurbelwellen-
verdrehung, die aus den Daten des Kurbeltriebs bestimmt werden kann;
L wéahrend eines Hubs angesaugte Luftmenge, wenn S,, 0,138 m,

37,03 DAPo [kg (16)

cwn zum gegebenen Abschnitt gehdrige isochore spezifische Warme

cm = 0,159+ 4,33-10“5

Die zufolge der isochoren Temperaturdnderung AT'n zustandekommende
Drucké&nderung ist

AT’

nPn=pPn rnlfl m 17)

Temperatur und Druck nach dem isochoren Abschnitt sind
T = In4- Alns

Pn = Pn+ ~Pn-

(18)

Hiermit ist der Anfangspunkt des ndchsten Abschnitts erreicht, daher
kann der Prozel? von neuem berechnet werden. Die Rechnung muf} bis zu dem
durch das Kompressionsverhéaltnis s* bestimmten Abschnitt fortgesetzt wer-
den, dann kann die Expansion dhnlich den beschriebenen Prinzipien berechnet
werden. Mit der obigen Methode kdnnen also der unter Bericksichtigung der
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Waéarmestrémung korrigierte Kompressionsvorgang und Expansionsvorgang
berechnet werden.
Der indizierte mittlere Druck des Prozesses ist auf Grund von Bild 7:

J Y [(Pn+ Pa-1)- {Pn+ Pk-1)] ASn

Pu= -1 * ’ (19)
j?AS
1

wo die Bezeichnungen e und Kk in den Exponenten auf die Expansion bzw.
die Kompression Bezug nehmen.

Mit der hier umrissenen Methode kann der indizierte mittlere Druck
Pki bestimmt werden. Die Rechnung wurde mit Hilfe einer elektronischen Re-
chenmaschine fir die veréanderlichen Parameter TO;p0; Tw; e n durchgefuhrt.
Fir den Wert von AT wurde 10 °C angenommen. Einige herausgegriffene Er-
gebnisse der Rechnung zeigt (Bild 8). Der Betrag des aus der Warmeubertra-
gung stammenden negativen Mitteldruckes pui steigt mit steigendem Anfangs-
druck und dem Kompressionsverhéltnis sowie mit fallender Zylinderwandtem-
peratur und Drehzahl. Sein durchschnittlicher Wert liegt um 0,4—0,6 kp/cm2
und kann daher bei der Analyse der bei Fremdantrieb erhaltenen Gesamtver-
luste pa nicht vernachldssigt werden.

b) Bestimmung des durch die Undichtheit zwischen Kolben, Kolbenringen
und der Zylinderwand verursachten negativen, indizierten mittleren Druckes.
Zufolge der unvollkommenen Dichtung zwischen dem Kolben und der Zylin-
derwand sickert ein Teil des Arbeitsmediums in das Kurbelgehduse, von wo es
durch den Luftungsstutzen ins Freie ausstromt. Auch wegen dieser Undicht-
heit liegt die Expansionskurve unter der Kompressionskurve, daher kommt
Verlust an Arbeit, negativer indizierter Mitteldruck zustande.
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Bild 8
Parameter (links): tw = 160 °C, n = 1800/rain, TO = 345 °K; (rechts): tw = 160 °C, p0 = 0,97 kp/cm2 To = 345 °K.

Den Vorgang verdeutlicht Bild 9. Die Kurve der Zustandsédnderung
(sowohl Kompression als auch Expansion) besteht aus isentropischen Elemen-
tarabschnitten und aus Druckabféallen, die unter der Wirkung der Undicht-
heiten bei konstantem Hubvolumen (angehaltener Kolben) Zustandekommen.
Das Verfahren fur die Berechnung der isentropischen Abschnitte sowie des
indizierten mittleren Drucks ist dasselbe wie das in Punkt a) mitgeteilte, deswe-
gen besprechen wir hier nur die Berechnung des zufolge der Undichtheiten bei
konstantem Volumen zustandekommenden Druckabfalls.

Das Problem kann auf die Ausstrémung aus einem geschlossenen Be-
hélter mit endlichem Volumen zurickgefihrt werden. Die innere Energie des
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Gases im Behdalter ist vor dem Aussickern LgewT = Uv Aus dem Behdlter
strémt in einer gegebenen Zeit Medium von der Masse AM aus, wahrend der
Behélterdruck um Ap', die Behaltertemperatur um AT' sinkt und die innere
Energie den Wert U2 annimmt.

Die Verringerung der inneren Energie des Mediums ist

AU = Ul- U2= LgerT - [(Lg- AM)cv(T - ATY)] =
= LgcvAT' + AMcvT — AMCrAT".

Die Verringerung der inneren Energie des Mediums im Behdlter ist gleich
der Enthalpie des aussickernden Mediums:

AU = Al = AMcp LgcrAT'+AMcvT -AM cVvAT'. (21)

Im Interesse der Erhohung der Genauigkeit der Rechnung wird die
Durchschnittstemperatur des aussickernden Mediums in Betracht gezogen.

Wenn man fur die Zustdnde vor und nach dem Ausstromen die allge-
meine Gasgleichung anschreibt, so wird vor dem Ausstrémen:

pV = LgRT,
nach dem Ausstromen:

(p- Ap").V = (Lg—AM) R(T - AT").
Die beiden Gleichungen dividiert ergeben:

4
1 T =1 am) AT 22)

p Lg ) T

In Kenntnis von AM kénnen aus den Gleichungen (21) und (22) Ap'
und AT' bestimmt werden:

AT = m(m' ol (23)

i+
2 AM
wo m = Cplcr, der isentropische Exponent ist; und

, AM AT  AMAT
Ap' =p LaT (24)
9

Mit Hilfe der Grundgleichungen (23) und (24) kénnen zum gegebenen Teil-
hub die unter dem Einflufl der Undichtheit auftretenden Druck- und Tempera-
turabnahmen bestimmt werden.
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Grundlegende Bedingung fur die Durchfihrung der Rechnung ist die
Kenntnis der wahrend der einzelnen Teilhube durchsickernden Mengen des
Mediums. Die wéhrend des gesamten Arbeitsprozesses bzw. wdahrend der
Kompression und der Expansion durchsickernden Gesamtmengen sind meR-
bar, die Verteilung der durchsickernden Menge in Abhangigkeit von dem Hube
ist jedoch unbekannt. Ausgehend von einer mit guter Anndherung laminaren,
isothermischen Stromung zwischen dem Kolben, den Kolbenringen und der

P p+dp ﬁ

—»
dH
H

Bild 10

Zylinderwand kann auf Grund des im Bild 10 dargestellten Schemas der fol-
gende grundlegende Zusammenhang angeschrieben werden. Das Problem ist
bis zu einem gewissen Grade dhnlich dem Vorgang in den Kapillarréhren von

Kuhlmaschinen [17]

dH 2~ ¢ de
r 2 D,, g \Vi

Der hydraulische Durchmesser des d weiten und Dn langen Spalts ist
Di, = 20; mit einer solchen Definition des hydraulischen Durchmessers wird der
Zusammenhang zwischen dem Rohrreibungskoeffizienten und der Reynolds-
Zahl
96 96-gvp 48 -gvp
R cm 0 co

(26)

wo /n die dynamische Viskositat ist und v das spezifische Volumen des Mediums.

Gleichung (25) drickt aus, dalR der Druckunterschied dp langs des Ab-
schnitts dH des Rohrs bzw. des Spalts zwischen dem Kolben und der Zylinder-
wand zur Uberwindung der Reibung des Mediums und zur Beschleunigung des
Mediums verbraucht wird.

Aus der Kontinuitdtsgleichung folgt:

M v
D ti6
(27)

de JUL.a,
Dno

bzw.
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Nach Einsetzen der Zusammenhéange (26) und (27) in die Grundgleichung (25):

12gv2pM M 2dv
—dp 229 p_q_du JL e . (28)
Djir3 D2n262g
Nach Multiplizieren des zweiten Gliedes der Gleichung (Beschleunigungs-
glied) mit dp/dp und Trennung der Verénderlichen:

y lzveMm o M2dp o dv (29)

D ti63 P basizszg dp

Im Spalt zwischen dem Kolben und der Zylinderwand kommt unbedingt
isothermische Strémung zustande, die Temperatur des stromenden Mediums
ist mit guter N&herung die Durchschnittstemperatur der Berihrungsflachen
zwischen Kolben, Ringen und Zylinderwand.

Ausgehend von der Grundgleichung der isothermischen Strémung:

pv — RT = const,,
dv \Y
dp p
bzw.
wo T die Durchschnittstemperatur der mit dem Gas in Beruhrung stehenden Oberflache ist.

Nach Einsetzen von (30) in (29) und Auflésen der Gleichung nach dH:

Dno63
_dH = °N%° Pdp M2 dp (31)
12pM RT D 2n262g p

Nach Integrieren der Gleichung zwischen den gegebenen Grenzen:

rdH= D03 r (pap - M2 do

(32)
Jo 12fiM JPo(RT D2n262g p

wo H die L&nge des Kolbens ist. Zu H = 0 (Anfang des Spalts) gehdrtpv zu
H = H (Ende des Spalts) gehort der atmosphérische Druck p 0.

Fir die konkrete Lésung der GIl. (32) wurden folgende Konstanten ange-
nommen:
mkp

kg°K

D'

0,112 m; A = 0,145m; T = 423°K; R = 29,3

p 2,46 m10~6kp sec/m2; p0= 1lkp/cm2.

Der Spalt zwischen dem Kolben und der Zylinderwand wurde zwischen
den Grenzen 6 — (0,05; 0,1; 0,2) « 10 ~3m variiert.
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Nach Integration:

Dné3 pi —pl _ M2  Inw
UpM RT D2n2b2g PoJ

(33)

Die Ergebnisse der Rechnung zeigt Bild 12. Die pro Zeiteinheit durch-
geblasene Menge des Mediums ist mit sehr guter Ndherung dem Anfangsdruck
pj proportional und wéchst bedeutend mit Anwachsen des Spaltmalies. Das
in diesen Berechnungen eingesetzte Spaltmalfd ist natirlich fiktiv und kann mit
den wahren Verhdaltnissen nicht verglichen werden. Genauer gesagt, in Wirk-

Bild 11

lichkeit komplizieren die Kolbenringe und der Olfilm an der Zylinderwand die
Erscheinungen derart, dall von einem wirklichen SpaltmalR nicht die Rede
sein kann. Der gleichwertige Spalt zwischen dem wahren Kolben und der wah-
ren Wand kann folgendermalien definiert werden: unter gleichwertigem Spalt
ist jener durch GI. (33) definierte fiktive Spalt zu verstehen, der eine den wahren
Verhéltnissen gleiche Gasmenge liefert.

Die Versuchsergebnisse zeigen eine mit obigen theoretischen Erwdégun-
gen gleiche Tendenz. Die Fotografie der Versuchseinrichtung zeigt Bild 12. An
Stelle des einen Zylinderkopfs des Versuchsmotors Cseper D 114J wurde das
im Bild sichtbare druckfeste Rohr mit groBem Rauminhalt montiert, so daR}
praktisch der Kompressionsvorgang und der Expansionsvorgang aufhdérten,
ohne daB der Zylinderraum mit der Atmosphé&re verbunden werden h&atte mis-
sen. So befand sich auch wéhrend der Bewegung des Kolbens oberhalb dessel-
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ben ein Medium von gut angendhertem konstantem Druck, und der Zusam-
menhang zwischen der wahrend der Zeiteinheit durchgeblasenen Menge des
Mediums und dem Anfangsdruck wurde dem Experiment zugénglich. Ohne
Aufhebung des Kompressions- und Expansionsvorgangs herrscht tber dem in
Bewegung befindlichen Kolben ein standig wechselnder Druck und so kann das

Bild 12

Problem nicht untersucht werden. Die MeRergebnisse zeigt Bild 13. Die Mes-
sungen wurden mit trockenem und stillstehendem, mit gedltem und stillstehen-
dem und mit bewegtem, gedltem Kolben durchgefuhrt. Bei rotierendem Motor
bzw. bewegtem Kolben wurde im Zylinderraum nur maximal 16 ata Druck
zugelassen, da dies gleichzeitig der im Zylinderraum herrschende Durchschnitts-
druck war. Ein solcher Durchschnittsdruck bringt im Motor selbst bei kleiner
Drehzahl schon sehr gefahrliche mechanische Reibungsbelastungen zustande,
ein noch groéBRerer Durchschnittsdruck wirde im Motor mit groBer Wahr-
scheinlichkeit Beschadigungen hervorrufen.

Die Versuchsergebnisse zeigen gleiche Tendenz mit den theoretischen
liberlegungen, die durchsickernde Menge des Mediums, insbesondere bei gro-
Beren Driucken, &ndert sich mit sehr guter N&herung linear in Abh&angigkeit
von dem im Zylinderraum herrschenden Druck. Bei bewegtem Kolben andert
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sich die durchsickernde Gasmenge zuerst parabolisch in Abhé&ngigkeit vom
Druck, Uber einem Druck von ca. 12 ata wird dann die Richtungstangente der
Kurve gleich der Richtungstangente der Kurve, die die bei stillstehendem
Kolben erzielten Ergebnisse darstellt.

Auf Grund des Vergleichs der theoretischen und experimentellen Ergeb-
nisse kann daher der folgende Satz aufgestellt werden: die pro Zeiteinheit zu-

Parameter: aett =0,16 mm, Ringzahl =3 + 1
Bezeichnungen : 1 Unbeweglicher trockener Kolben, 2 unbeweglicher éliger Kolben, 3 beweglicher dliger Kolben

folge unvollkommener Dichtung aus dem Zylinderraum in das Kurbelgeh&use
durchsickernde Gasmenge ist in sehr guter Ndherung linear proportional dem
im Zylinderraum herrschenden Druck.

M = K (Pl —Po). (34)

In Resitz der grundlegenden Gleichung (34) kann die wahrend der ele-
mentaren Teilhtube durchsickernde Menge des Mediums auf Grund der folgen-
den Uberlegung bestimmt werden:

Es seien
.1 die wahrend eines Hubs (z.B. Kompression) durchsickernde gesamte Menge des
Mediums, das eindeutig gemessen werden kann;
AMn die wahrend des raten Teilhubs durchblasende Menge des Mediums;
Mn  die wahrend des n-ten Teilhubs pro Zeiteinheit durchblasende Menge des Me-
diums.
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Auf Grund der GI. (34) ist

AMn
Mn= K (Pn —Po) = (35)
Atn

p0 der im Kurbelgehduse herrschende Druck;
Atn die zum Durchlaufen des re-ten Teilhubs bendtigte Zeit.

Die wahrend der gesamten Kompression durchblasende Menge des Mediums ist

AMgk = AMn= K jg (Pn —Po) Atn.

Aus dieser Gleichung kann K berechnet werden:

AM
K = 'k (36)

(Pn - Po) Atn

Das Produkt (pn —p 0). Atn hzw. die Summierung dieser Produkte kann mit
Hilfe der Aufteilung des Gesamthubs in Teilhtibe (bei AT = const.) durchge-
fuhrt werden.

In Kenntnis des Wertes von K kann die wahrend eines einzelnen Teil-
hubs durchblasende Menge des Mediums schon bestimmt werden:

AMn= K(pn—pQ0 Atn. (37)

Der Gesamthub muf} auch jetzt in solche Teilhibe aufgeteilt werden,
daB die wahrend der einzelnen Teilhibe auftretende Temperaturerhéhung T
konstant bleibt.

Der Temperaturabfall wdhrend des n-ten Kompressions-Teilhubs ist
auf Grund von GIl. (23)

(m,,—1) Pn"! AT

AT’ = (38)
AMn
Y AM - -
™ 2
1+
2 AM,,

wo mn der zum u-ten Abschnitt gehdrige Polytropenexponent;
Tn_x-" AT/2 die Durchschnittstemperatur des Abschnitts;
Lg die in das Zylindervolumen eingesaugte Gasmenge des Mediums, ihr Betrag kann aus

~ Gl (16) bestimmt werden;
n-i
£ AM die wéahrend der Teilhtube 1 bis n — 1 durchgesickerte Menge des Mediums;

AMn der Gasverlust wahrend des untersuchten n-ten Teilhubs.
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Die wéhrend des n-ten Kompressionsteilhubs auftretende Druckvermin-
derung ist auf Grund von Gl. (24)

Pn+ Pn-1 AM,, AT
Ap'n: +
Ls- 'yAM-AMn2 TU+ATRB
1

(39)
AMnat;

Lg—"jgAM — AMnj2 (TU + AT/2)
1

[kp/crn]

Paranieter: e = 21,5, T0 = 345 °K.

Die wahrend der isentropischen Teilhlibe auftretende Temperatur- und
Druckénderung kann, wie es bei der Berechnung des von der Kihlung her-
rihrenden negativen Kreisprozesses dargelegt worden ist, mit Hilfe der GI. (9)
und (10) bestimmt werden.

Der Ausgangspunkt des nédchsten Teilhubs, d. h. der Punkt n' kann auf
Grund des vorangehenden jetzt bestimmt werden:

Pn= Pn—Apn; T;= T,—AT,,. (40)

Hiermit kann der ganze Kreisproze3 berechnet werden. Bei der Berech-
nung des Expansionsprozesses muf3 noch in Betracht gezogen werden, dal bei
Beginn der Expansion um die wahrend der Kompression durchsickernde Menge
weniger Arbeitsmedium im Zylinder ist, d. h. vom Wert Lg (Gesamtmenge
des Arbeitsmediums im Zylinder) missen die wéhrend der einzelnen Teilhtbe
durchsickernden Teilmengen von Beginn der Kompression bis zum Ende der
Expansion kontinuierlich subtrahiert werden.
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Der indizierte mittlere Druck des Prozesses kann mit Hilfe von GI. (19)
bestimmt werden.

Einige Ergebnisse der mit einer elektronischen Rechenmaschine durch-
gefihrten Berechnungen zeigt Bild 14. Der aus der Undichtheit stammende
negative mittlere Druck &ndert sich mit sehr guter Naherung linear als Funk-
tion des prozentuellen Gasverlustes; mit Steigerung des Anfangsdruckes und
des Kompressionsverhéltnisses (letzteres ist aus der Abbildung nicht ersicht-
lich) steigt hingegen der Wert von py. Im Ausdruck fur den in % ausgedrick-
ten relativen Gasverlust

(AMJLY) ist AMg

der Gasverlust fir einen ganzen Arbeitsprozef (2 Umdrehungen).

Gemal unseren Versuchen ist der durchschnittliche Gasverlust 0,5—
0,8%; und so ist der Durchschnittswert des aus der unvollkommenen Dichtheit
des Kolbens stammenden negativen Mitteldrucks 0,05—0,08 kp/cm2 Dieser
Wert ist viel kleiner als der aus der Kuhlwirkung stammende negative indi-
zierte mittlere Druck pbl, mul? aber bei der genauen Berechnung unbedingt
mit in Betracht gezogen werden. Der Wert des Gasverlusts erreichte bei klei-
nen Drehzahlen (re = 500/min) und bei Ringanordnung (3 -)- 1) 2%, bei Ring-
anordnung (2 -f- 1) Uberschritt er den Wert von 5%.

VI. Anwendung des Verfahrens, Versuchsergebnisse

Mit dem in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Verfahren wurden an
mehreren modernen Verbrennungsmotoren ausgedehnte Messungen durchge-
fuhrt [18, 19]. Die Versuchsreihen bestdtigten weitgehend die Richtigkeit der
Vorstellungen. Mit Hilfe der Methode konnte der Zusammenhang zwischen
dem mittleren Reibungsdruck und den verschiedenen thermischen und me-
chanischen Parametern sehr genau bestimmt werden. Wé&hrend der Versuche
[19] war es mdglich, auch solche minimale Unterschiede des mittleren Reibungs-
drucks zu messen (Abweichungen zwischen Kolben von gleichem Durchmesser
aber verschiedener Form), deren Messung an einem Motor, der mit einem wirk-
lichen, warmefreisetzenden ProzeR arbeitet, Uberhaupt nicht denkbar gewesen
ware.

Bild 15 zeigt den Verlauf des mittleren Reibungsdrucks eines Motors bei
gegebener thermischer und mechanischer Belastung, in Abhéangigkeit von der
Drehzahl. Zwecks Analyse der Ergebnisse wurden auch einzelne Verluste
dargestellt, die nicht Reibungscharakter haben. Dementsprechend stellt die
unterste Kurve den mittleren Reibungsdruck pr, die oberste den Gesamtverlust
Pg dar. In das Bild wurden auch die thermisch-mechanischen Parameter der
Messung eingetragen. Es ist ersichtlich, dalR bei einer solchen MelRmethode der
Reibungsmitteldruck ungefédhr die Halfte des gemessenen Gesamtverlusts be-
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tragt, wahrend bei der Messung eines mit tatsdchlichem Arbeitsprozel3 arbeiten-
den Motors der Reibungsmitteldruck als die Differenz von ca. 7—9-mal gro-
Reren Werten bestimmt werden muf. Der indizierte mittlere Druck der Gas-
wechselflache (pgw) fallt nur bei héheren Drehzahlen (n > 1000/min) ins Ge-
wicht, der Eigenreibungsverlust des Pendelmotors ist selbst bei hohen Dreh-
zahlen vernachléssigbar. Der durch die Undichtheit verursachte negative Mittel-

p. [kp/em]

Daten des Motors : Dieselmotor der Autofabrik Csepel; ramax = 2300/min; S = 140 mm; D — 110 mm; z = 4; Ringzalil (3-f- 1)
tw — 160 °C; ta = 95 °C; pmin = 1,34 kp/cm2 pmax = 102 kp/cm2 e = 28; pu = 4,75 kp/cm2, Tmin = 345 °K.
Bezeichnungen: 1 pgv = pr 4*ppm + Ph + Pki + Pdi + Pgwi 2 pr+ ppm 4ph + Pki + Pdi 3Pr+ P Pm+ Ph + Pkil
A Pr 4% Ppm + Ph* 5 prT Ppmi 6 Pr-

druck pdi kann gegenlber dem aus der Kiuhlung stammenden negativen
indizierten Mitteldruck der den entscheidenden Teil der nicht mechanischen
Verluste ausmacht, vernachléssigt werden. Beim untersuchten Motor wurde bei
dieser Untersuchungsmethode nur die Schmierdlpumpe angetrieben, so dal}
es verstandlich ist, dall der Mitteldruck Phader Leistungsaufnahme der Hilfs-
einrichtung gegentber prin erster Anndherung vernachléssigt werden kann.
Bild 16 zeigt die Anderung des Reibungsmitteldrucks pr als Funktion des
Durchschnittsdrucks pa, hei verschiedenen Wandtemperaturen tw und zuge-
ordneten Schmierdltemperaturen als Parameter. In dem Bild wurde auch
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die Anderung des Anfangsdrucks des Arbeitsprozesses (pmin) eingetragen,
die mittels verschiedener Aufladung der Luftbehdalter erwirklicht wurde. Mit
steigendem pd wéchst eindeutig auch pr, also hédngt der Reibungsmitteldruck
grundlegend vom Durchschnittsdruck pd ab. Mit Steigerung des Warmezu-
stands des Motors sinkt im untersuchten Bereich der Wert von pr. Es wurden
auch Messungen bei konstanter Wandtemperatur (tw— 160 °C) und veréander-

Bild 16
Parameter: n = 1500/min; e = 21; Pmax/Pmin = 56,
Bezeichnungen: 1 tw = 120 °C, t6i = 80 °C; 2 tw = 160 °C, tsi = 95°C; 3 tw = 200 °C, tsi = 110 °C.

lichem Oldruck durchgefiihrt. Auch in diesem Fall (Bild 17) hatte mit steigen;
der Oltemperatur der Reibungsmitteldruck fallende Tendenz, das Absinken
war aber geringer als im vorhergehenden Fall, ja in einzelnen Fallen bei Wand-
temperaturen um iéi — 95 °C wurde die Ausbildung eines schwach ausgepréag-
ten Minimumpunktes beobachtet. Auch hier mul? betont werden, dal} bei ar-
beitendem Motor die Durchfihrung von derartigen Messungen (EinflulR der
Anderung der Schmierdltemperatur innerhalb des Betriebstemperaturinter-
valls) unmdglich wére.

Bei der Analyse von Kolben-Verbrennungsmotoren gemé&f dem beschrie-
benen Verfahren missen die Temperaturverteilungen des Kolbens und des
Zylinders untersucht werden. Grundlegende Uberlegungen [19] filhren zu
dem SchluB, daB die Temperatur und die Temperaturverteilung des Kolbens
anndhernd gleich derjenigen des Kolbens eines Motors mit Verbrennungsvor-
gang sind. Dies ist noch nicht experimentell bestétigt, bei den bisherigen Mes-
sungen war es nicht madglich, Kolbentemperaturmessungen durchzufiihren.
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Das zweite zu untersuchende Thema ist, in welchem MaRe das Fehlen
des Yerbrennungsvorgangs bzw. die zufolge der Verbrennung auftretende
Anderung der Druckanstieggeschwindigkeit die Reibungsverhdéltnisse beein-
fluRt. Ein solcher EinfluR des Verbrennungsvorgangs ist laut den bisherigen
Uberlegungen vernachlassigbar, der experimentelle Nachweis dieser Tatsache

Bild 17

Parameter: e — 1500/min; J = 21; Pmax/Pmin = 56; tw = 160 °C.
‘Bezeichnungen: 1pj = 5,35 kp/cm2 pmjn = 1,67 kp/cm2; 2 pa — 4,35 kp/cm2 Pmin = 1*34 kp/cm2; 3pd =3,2 kp/cm2pTT =
=0,97 kp/cm2.

ist jedoch praktisch unmaéglich, weil zu diesem Zwecke auch an einem arbeiten-
den Motor Messungen mit einer der beschriebenen Methode gleichwertigen
Genauigkeit durchgefihrt werden miussten.

Die hier herausgegriffenen Ergebnisse weisen nach, dal der Reibungs-
mitteldruck der Kolben-Verbrennungsmotoren mit den thermisch-mechani-
schen Kennwerten des Motors, in Zusammenhang gebracht werden kann, und
dalR mit Hilfe des Durchschnittsdrucks pa wirklich ein allgemein gultiger Zu-
sammenhang zwischen dem Arbeitsprozef und dem mechanischen Wirkungs-
grad aufgestellt werden kann.
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vizsgalatrol (Bericht Uber die Untersuchung »Herabsetzung der mechanischen Rei-
bungsverluste der Dieselmotoren Fabrikat Csepel«). Lehrstuhl fir Warmekraftmaschi-
nen, Technische Universitdt Budapest 1967 (Manuskript).

Ultimann, K.: Die mechanischen Reibungsverluste der schnellaufenden Verbrennungs-
motoren bei hohen pulsierenden Gasdriicken. MTZ (1940), 230 —242.

A Method for the Determination of the Mean Frictional Pressure of I.C. Piston Engines.

The author investigates the relationship between the mean frictional pressure and the work-
ing cycle of an engine. In order to establish this relationship the author introduces the concept
of average pressure, permitting to establish a generally valid relationship between the mechan-
ical efficiency and the working cycle of the engine. In order to investigate the above problems
he has worked out a new method for driving the engine externally, suitable for more precise
investigation of the relationship between the mean frictional pressure, the design of the engine
and the thermo-mechanical characteristics of the working cycle.
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Méthode pour la détermination de la pression moyenne de frottement dans les moteurs
a piston & combustion interne. L’auteur examine la relation entre la pression moyenne de
frottement des moteurs & piston & combustion interne d’une part et le cycle de travail d’autre
part. Pour établir cette relation, I’auteur introduit la notion de pression moyenne permettant
de créer une relation de validité générale entre le rendement mécanique et le cycle de travail du
moteur. En vue de I’examen de ces questions, il a mis au point une méthode de commande ex-
térieure plus précise que celles connues, qui permet un examen plus serré de la relation entre la
pression de frottement moyenne, la construction du moteur et les caractéristiques thermo-
mécaniques du cycle.

MeTog onpeaeneHns CPeaHero AaBfieHVs TPEHWS MOPLUHEBLIX ABUraTenieli BHYTPEHHEro
cropaHus (E. MacTop). B paboTe nccnegyeTcs CBs3b MeXAY CPefHUM AaBfieHWEM TPeHUS U
paboumm MpoLeccoM MOPLUHEBbIX ABUraTenieli BHYTPEHHEro cropaHus. B MHTepecax nosyyeHust
3aBVCUMOCTU aBTOP BBOAUT MOHSITUE CPEAHErO AAaB/IEHMS], NPU MOMOLLY KOTOPOro MOXHO BbIBECTU
06LLYI0 3aBUCUMOCTb MEXAY MeXaHUUYeCKUM KO3(P(MULIMEHTOM MOMIE3HOr0 AeicTBUS 1 pabounm
npoweccom fpuratens. [ns UcCNefoBaHMS U3/0XEHHbIX Bbllle NPo6/ieM aBTOpoM paspaboTaH
60/1ee TOYHbI/A, YeM NMPUMEHSBLUMIACA [0 CMX MOP METOZ MOCTOPOHHEro NPUBOAA, MPU MOMOLLM
KOTOPOro MOXHO MCCef0BaTh, TOUHEE YeM [I0 CUX MOp, 3aBUCMMOCTb MEXAY CPefHUM AaBrieHVeM
TPEHUS1 N KOHCTPYKLMelM ABUraTensi cOOTB. 3aBUCUMOCTb TEPMMUYECKO-MEXAHWYECKMX MoKasa-
Tefnen paboyero npotecca.
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ENERGIEGLEICHGEWICHT DER OXYDKATODEN
FUR NIEDERDRUCK-LICHTROGENENTLADUNGEN

J. BITO

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN
FORSCHUNGSINSTITUT FUR NACHRICHTENTECHNIK »HIKI«, BUDAPEST

[Eingegangen am 15. Januar, 1968]

Zur eingehenderen Untersuchung des Energiegleichgewichtes von Entladungen werden
verschiedene Entladungsphasen festgelegt, dann fir diese die zu bertcksichtigenden Kompo-
nenten des Energietransportes und die mit denselben verbundenen Grundprozesse angegeben.
Auf Grund der gewonnenen allgemeinen Zusammenhéange erfolgt eine ausfihrliche Analyse
der Yorheizphase, und der stationdren Gleichstrom-Brennphase mit und ohne Katodenfleck,
ferner der Wechselstrom-Entladungen (mit und ohne Katodenfleck). Es wird auf die Anwend-
barkeit der erzielten Ergebnisse zur Beeinflussung der Katodenfunktion sowie zur Reduzierung
der Katodenverluste hingewiesen.

I. Einleitung

Wie bekannt, kann die Katode mit den Katodenrdumen sowie die Anode
und der dunkle Anodenraum im allgemeinen Fall fir unerlaRliche Requisiten
der Entladungen betrachtet werden. Von diesen sind vor allem die Katoden-
erscheinungen von priméarer, entscheidender Bedeutung. Bei ihrer Unter-
suchung mussen die Eigenschaften der Katode, aber auch die der um dieselbe
entstandenen — bis zur positiven Sdule sich erstreckenden — R&ume, ferner
die Wechselwirkungen zwischen denselben bericksichtigt werden. Die auf-
schluBsreichste direkte Beschreibung ist durch die Bestimmung der Energie-
bilanz der Katode erzielbar. Dazu mufl jedoch — wie auch bei der Charakteri-
sierung der Niederdruck-Plasmen — auch hier der quasistationdre Energie-
zustand angenommen werden. Wie es von den Komponenten des Plasmas
angenommen wurde, dal} sie in thermischem Gleichgewicht miteinander sind,
wird auch hier vorausgesetzt, dall zwischen der Katode und den um dieselbe
entstandenen Entladungsrdumen in stationdren Fé&llen ein solches Energie-
gleichgewicht besteht. Das Energiegleichgewicht soll der leichteren Behand-
lung halber zweckmaRigerweise in der Form eines thermischen Gleichgewichtes
analysiert werden, unter Berucksichtigung der aufgenommenen und abgege-
benen Wéarmeenergie, sehr haufig auf die Katodenflacheneinheit (Gleichge-
wicht der Energiedichte oder spezifisches Energiegleichgewicht) bezogen. Ein
gewisser Vorteil, doch einigermaen auch Nachteil dieser Beschreibung ist,
daR sie gegen die auf die Katode wirkenden rasch verlaufenden Energiestdfle
nicht immer empfindlich ist. Dies hangt naturgem&f stark von dem Charakter
der Katode sowie der GroRe und Zeitdauer des Energiestoes ab. In indirekter
Weise kann jedoch mit Hilfe von metastabilen Atomen auch ein Teil dieser
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Vorgdnge, bereits in dem Ausgangsmodell, beriicksichtigt werden. Unter
Annahme eines Energiegleichgewichtes geht man bei diesen Berechnungen
von dem Gleichgewicht der in die Katode eintretenden und von derselben
ausgehenden Energiemenge, also vom Gleichgewicht des positiven und nega-
tiven Energietransportes aus.

Die Bestimmung des Gleichgewichtes kann, im Falle von aus einem frem-
den Stromkreis heizbaren Oxydkatoden, prinzipiell fur drei wichtigere Entla-
dungsphasen vorgenommen werden, und zwar

die Katoden-Vorheizung,

die als stationdr annehmbare kontinuierliche Brennung und

die direkte Anlauf- bzw. Abklingphase der Entladung.

Die als dritte bezeichnete Phase kommt natirlich nur prinzipiell in
Frage; wéhrend des Anlaufs der Entladung sowie wéhrend der Deionisations-
periode spricht man im allgemeinen nicht von Energiebilanz. Der Umstand,
dal} sie hier doch erwahnt wird, ist darauf zurickzufihren, daR eine spezielle,
auch die Zeitabh&ngigkeiten bericksichtigende Form des Energiegleichgewich-
tes auch fur diese Zeitperiode, selbstverstadndlich nur bei groben Annéherun-
gen, feststellbar sind. Von diesen beiden ist in praktischer Hinsicht haupt-
sadchlich die Verfolgung der wahrend der Anlaufsperiode der Entladung auf-
tretenden Katoden-Anderungen und die Modifizierung derselben von Bedeu-
tung. Die mit Hilfe einer geeigneten Zeitaufteilung fur die transiente Anlauf-

periode feststellbaren »Gleichgewichtsbedingungen« kdénnen — zwar sie in
enger Verbindung mit den Kennwerten des Gleichgewichtes der im obigen als
die erste und zweite bezeichneten Entladungsphasen stehen — nicht im enge-

ren Sinne als Bedingungen des quasistationdren Energiegleichgewichtes be-
trachtet werden, eben wegen ihres schnell verlaufenden, transienten Charak-
ters. Im folgenden gehen wir auf die Analyse derselben nicht n&her ein.

Bei Entladungen, deren Katode durch Wendeln mit zwei Anschllissen
ausgebildet sind, ist die Mdéglichkeit geboten, das Entstehen der Entladungen
durch die Erzeugung von mittels fremder Vorheizung hergestellten Elektronen
hauptsdchlich thermischer Herkunft zu erleichtern. Dies ist vor allem bei mit
einer Elektronen emittierenden Schicht versehenen Katoden, z. B. Oxydkato-
den, von Bedeutung. In diesem Falle kann an der Katode auch eine lokale,
parasitdre Entladung auftreten, und zwar in der Form einer Glimmentladung,
unter der Wirkung des fallweise gut definierten, entlang der Wendelachse
(Katodenachse) entstandenen Spannungsabfalls. Diese Phase ist die Phase
der Katoden-Vorheizung, in deren Verlauf Vorbedingungen geschaffen werden
kénnen, durch welche der Anlauf der Hauptentladung erleichtert wird. Prak-
tisch ist das auch der Zweck dieser Entladungsperiode. Die Bestimmung des
hierfur charakteristischen Energiegleichgewichtes ist bereits etwas leichter,
als es bei der transienten Phase gewesen ist. Die hier vor sich gehenden Er-
scheinungen kdénnen im Falle von Oxydkatoden anndhernd in drei Gruppen
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geteilt werden. Mit dem Einleiten der Yorheizung beginnt die erste Phase, bei
welcher die Metallwendel — meistens eine Wolframwendel — der Katode
unter der Wirkung des sie durchflieBenden Heizstromes sich allméahlich er-
warmt, in der zweiten Phase wird die Erwdrmung bereits auch von der Oxyd-
schicht Gbernommen, und schlieRlich wird dann nach Verlauf der erforderli-
chen Zeit ein Yorheizungs-Gleichgewichtszustand entstehen. Von der gesamten
Katoden-Vorheizungsphase kann die Annahme eines Gleichgewichtes nur fir
diese Periode fur reell betrachtet werden. Hinsichtlich der Vorheizungsphase
werden im weiteren nur diesbezuglich die einzelnen Komponenten des Energie-
gleichgewichtes angegeben. Die Charakterisierung der ersten beiden Phasen
der Vorheizung kann — genauso wie auch die der transienten Anlauf- und Ab-
klingphasen — auf Grund unserer gegenwéartigen Kenntnisse auf diese Weise
noch nicht befriedigend vorgenommen werden. Die meisten Autoren haben
sich bisher mit dem Katoden-Energiegleichgewicht der im vorangehenden als
die zweite bezeichneten, im allgemeinen als stationdr annehmbaren Entla-
dungs-Hauptphase beschaftigt [1—4]. Die Gleichgewichtsanforderungen wer-
den in diesem Falle am meisten erfullt.

Die Erscheinungen der stationdren Entladungsphase werden durch den
Umstand beeinfluRt, ob die Entladung selbstdéndigen Charakters ist, oder ob
zur Erzeugung der thermischen Elektronen auch die fremde Katodenheizung
beitragt. Bei Oxydkatoden wird dadurch gleichzeitig auch die Gestaltung des
Katodenfleckes, die Lage, sogar die Erscheinung, die Existenz desselben beein-
fluRt. Bei der Untersuchung des Gleichgewichtes fuhrt das Vorhandensein
des Kathodenfleckes und die Bericksichtigung desselben zu weiteren Kom-
plikationen. Es ist offensichtlich, dall die Festlegung der Katoden-Energie-
bilanz von Entladungen ohne Katodenfleck nicht nur leichter, sondern er-
wartungsgemaf auch genauer ist.

SchlieBlich missen neben den stationdren Gleichstrom-Entladungen die
Katoden-Erscheinungen der — in einem gewissen Sinne ebenfalls fur stationar
annehmbaren — Wechselstrom-Entladungen berlcksichtigt werden. Die
Feststellung des Energiegleichgewichtes ist in gewissen Féllen mit guter An-
nédherung auch bei den Wechselstrom-Entladungen durchfihrbar. Eine Vor-
aussetzung ersten Ranges dafir ist, dalR die Entladungsfrequenz bedeutend
hoher als der reziproke Wert der fir die den gegebenen Verhéltnissen entspre-
chende Warmetréagheit der Katode charakteristischen Relaxationszeit sein muf3.
In diesem Falle kann angenommen werden, dall die Katode auf irgendeinen,
z. B. zeitlichen Integraldurchschnitt der mit der Perioden&dnderung sich &ndern-
den Energietransportes reagiert und demgem&f mit einer durchschnittlichen
Temperaturverteilung charakterisierbar sein wird. Mit dieser Gebundenheit
und Erweiterung werden einige Kennwerte des Energiegleichgewichtes mit
guter Annédherung auch fir Entladungen feststellbar sein, deren elektrisches
Feld sich schneller als eine gewisse Frequenz &andert.
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Die Bestimmung des Energiegleichgewichtes ist jedoch nicht nur von
dem Umstand abhé&ngig, in welcher Entladungsphase sie vorgenommen werden
soll, sondern sie hdngt auch von den Kennwerten der Entladung, dem Aufbau
und den Materialkennzeichen der Katode ab. Um die Behandlung einfacher
und geschlossener zu gestalten, werden die in Frage kommenden Komponenten
des Energiegleichgewichtes im weiteren ausschlieBlich bei den Niederdruck-
Gas- oder Dampf-Bogenentladungen an wendelartigen Elektroden gleichen
Aufbaus mit aus Wolfram als Grundmetall aufgetragener Oxydschicht (evtl,
mit Hilfselektrode), im Falle von Vorheizungs- und stationdren Gleichstrom-
sowie Wechselstrom-Entladungen mit oder ohne Katodenfleck untersucht.

Il. Die Komponenten der Energiebilanz

Wi ie bereits eingangs erwdhnt, werden die das Eintreten des Energie-
gleichgewichtes verursachenden Energiearten in der Form von Warmeenergie
bericksichtigt. Der Grund dazu liegt in dem Umstand, dafl die Elektronen
emittierende Funktion der Katode Uberwiegend thermischen Charakters ist.
Von der Erfullung dieser Aufgabe hdangen die Kennwerte und Male der Kato-
denrdaume, und so auch die GréRe des Katodenfalls und der lonenstrom-Kom-
ponenten ab. Es wird dadurch in entscheidender Weise die Wirtschaftlichkeit
der Katode bestimmt, sowie — uber die Katoden- bzw. Katodenraum-Ver-
luste —mauch die Verluste der Entladung bedeutend beeinfluf3t.

Im nachstehenden werden die einzelnen, wichtigeren energieerzeugenden
und Energieverluste verursachenden Vorgdnge besonders behandelt, durch
welche die Einstellung der Katodentemperatur auf den quasistationdren Wert
gewdhrleistet und Uberhaupt diese Temperatur bestimmt wird. In den folgen-
den Abschnitten wird das hier vorgefiihrte Modell des Energiegleichgewichtes
fur die verschiedenen Entladeverhéltnisse angewandt.

1. Die einen Temperaturanstieg der Katode bewirkenden Vorgénge.
Positiver Energietransport

Obzwar der lonenstrom nur einige Prozente des Entladestromes aus-
macht, tragt doch der Anprall der im Katodenraum beschleunigten lonen
bedeutend zum Anstieg der Katodentemperatur bei. Die an die Katodenflache
anprallenden positiven lonen geben nicht nur einen Teil ihrer kinetischen Ener-
gie, sondern auch ihre Rekombinationsenergie und Kondensationsenergie ab.

Bezeichnet man mit inden Entladestrom und mit ie bzw. ip den Elek-
tronen- bzw. lonenstrom, und wird auf Grund des Zusammenhanges*

*0= h+ ip )
bericksichtigt, dal

ie = M0 @)
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ist, so kann die Verhaltniszahl n definiert werden, mit deren Hilfe dann z. B.
der lonenstrom in der Form von

ip= (! —u)io (3)

angegeben werden kann. Nun kann die aus der kinetischen Energie der an
die Katode anprallenden positiven lonen in der Zeiteinheit entstandene Ener-
gie Qik in der Form

. m V2
Qik= (l-u)io(l-a) (4)

angegeben werden, wo

mp die Masse der positiven lonen;

Vp die Durchschnittsgeschwindigkeit der positiven lonen;

e die elementare Ladung;

a den Akkomodations-Koeffizient der Katode bedeutet, und der Form nach, laut [2]

— mt>! — kT

(©)
mvl— kT

ist, wobei vl die Geschwindigkeit des sich aufschlagenden Teilchens vor dem Anprallen an die
Katode, v2die Geschwindigkeit desselben nach dem Rickprall von der Katode, T die Tempera-
tur der Katodenflache und k die Boltzmannsche Konstante ist.

Der Akkomodations-Koeffizient zeigt also an, wie es aus (5) ersichtlich
ist, welcher Anteil der kinetischen Energie des auf die Katodenflache auf-
schlagenden Teilchens durch dieselbe nutzbar gemacht wird. Nimmt man an,
daB die positiven lonen ihre gesamte kinetische Energie in dem Bereich des
Katodenfalls aufgenommen haben, und setzt man voraus, dall sie dem Kato-
denfall anndhernd proportional ist, so wird der Zusammenhang (4) in der Form

Qik = (1 — «)(1 — a)i0-Vk-b (6)

angegeben werden kénnen, wobei b die obenerwdhnte Proportionalitatszahl
(Funktion) ist und in der Form

b_ 1 mpeWp JL_
2 2e Vk

aufgeschrieben werden kann. Die aus der kinetischen Energie der positiven
lonen herrihrende und in der Zeiteinheit erzeugte Katodenheizung wird also
in der Form der Gleichung (6) mit Hilfe des Entladungsstromes und des Kato-
denfalles angegeben werden kdnnen.
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Es wird auch im Laufe der Neutralisation der positiven lonen an der
Katodenflache Energie frei, die offensichtlich der Differenz zwischen der zur
Gestaltung des positiven lons erforderlichen lonisationsarbeit und der Aus-
trittsarbeit der Katodenfldche gleichgesetzt werden kann, d. h.

Qn= (- wiowi- (- EW], (8)

wobei Qin die im Laufe der Neutralisation in der Zeiteinheit frei werdende Energie;
Vj die zur Ausgestaltung des positiven lons ndtige lonisationsarbeit;
<|:6 die ohne fremdes elektrisches Feld gemessene Austrittsarbeit der Katodenflache;
Ek die elektrische Feldstarke vor der Katode bedeutet.

Wird das neutralisierte lon an der Katodenflache kondensiert, so wird
die Katode auch durch die so frei werdende Kondensationsenergie Qu geheizt.
Nach Summierung derselben wird die durch die positiven lonen lbergegebene
kinetische, potentielle und Kondensationsenergie auf Grund des Zusammen-
hanges

Qi = Qk + Qin+ Qu ©)

in der Form

ei= (1- u)io (L- e)*Vk.b+ Vt- W - eii2eus + * gk (10
e

angegeben, wo gk die bei der Kondensation eines Molekils frei werdende
Energie bedeutet, und durch ¢ angezeigt wird, welcher Anteil der sich auf
schlagenden positiven lonen in die Oberflaiche der Katode eintritt. Fur
W echselstrom-Entladungen kann auf Grund &hnlicher Uberlegungen die in der
Zeiteinheit durch den die Elektrode wahrend der Anoden-Halbperiode heizen-
den Elektronenstrom abgegebene Energie Qe angegeben werden, die in diesem
Falle zur Beurteilung der Katoden-Eigenschaften ebenfalls bertcksichtigt
werden muR:

Qe + @g laudt, ()

wobei t die Zeitdauer der Anoden-Halbperiode;
Va der Anodenfall;
(FH die Austrittsarbeit an der Anode;
d der Akkomodations-Koeffizient der Anode;
Te die in der positiven S&ule gemessene Elektronentemperatur ist.

Wie es aus dem Zusammenhang (11) ersichtlich ist, setzt sich die durch
die Elektronen in der Zeiteinheit abgegebene Energie aus zwei Teilen, und
zwar der kinetischen und der Rekombinations-Komponente zusammen. In
der letzteren ist im wesentlichen auch die Kondensationsenergie mit einbe-
griffen.
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Wird stédndige Fremdheizung verwendet, und entsteht zwischen den
Enden der Wendel keine parasitire Entladung, so wird bei einem Heizstrom
von IH fir die Gesamtheit der Wendel mit einem Warmwiderstand von R(T)
in der Zeiteinheit die Energiemenge

QH= 1%.R(T) (12)

gewdhrleistet. Damit gleichzeitig kann der die Oxydschicht der Wendel und
einen Teil der Metallwendel durchflieBende Entladestrom ebenfalls zum Tem-
peraturanstieg der Wendel beitragen, wobei jedoch oberhalb einer gewissen
Emissions-Stromstédrke auch die Heizung durch den aus der Katode heraus-
tretenden und die Oxydschicht durchflieRenden Elektronenstrom berick-
sichtigt werden muf3. Da jedoch der durch die an die Katode sich aufschlagen-
den lonen erzeugte Entladestrom (der Strom der positiven lonen) haupt-
sachlich durch die metallischen Teile der Katode in den aufleren Kreis stromt,
kann diese Art der Oxydschichtheizung durch den Entladestrom vernach-
lassigt werden. Die direkte Heizung der Metallteile in der Zeiteinheit kann als

Qk=io-rk (13)
bzw. fir den Fall der Anode als

Qka = Li-ra (13a)

gesetzt werden, wo mit rk bzw. ra der Widerstand der von dem Entladestrom
durchflossenen Strecke der Wolframwendel bezeichnet ist; die Leistung der
Oxydschichterhitzung durch den Elektronenaustritt kann mit Hilfe der Be-
ziehung

Qq= i2mq (14)

beschrieben werden, wo rg den Innenwiderstand der Emissionsschicht, den
sogenannten Querwiderstand bedeutet. Dieser letztgenannte Effekt ist eine
spezifische Eigenschaft der Oxydkatode.

Es kann Vorkommen, daR durch das Gas oder den Dampf der Entladung
in der Form von neutralem Teilchenstrom Energie der Katode oder der Anode
zugefuhrt wird, welch letzterer Fall jedoch wieder nur bei der Untersuchung
des Katoden-Energiegleichgewichtes von Wechselstrom-Entladungen von
Bedeutung sein kann.

Betrachten wir nun die in dem Katodenraum, in unmittelbarer Nahe
der Katode existierende durchschnittliche Elektronentemperatur Tek, welcher
auf Grund von

Tek= --P ~ (15)
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eine Vig proportionale Durchschnittsenergie entspricht. Wird zwischen den
Gas- oder Dampfmolekilen und dem Elektronengas thermodynamisches
Gleichgewicht angenommen [2], so entféllt pro Atom eine Energiemenge von

2kTlk=— e-*VIK, (16)
dementsprechend kann

Qk= ~T-VIK'i0 (17)

gesetzt werden, wo Qgg durch die neutralen Molekiile in der Zeitenheit der
Katode zugefihrte Energie ist, zu welcher noch hei den in Wechselstrom-Fallen
in Frage kommenden Anodenerscheinungen der in der Form

Qga=~Vlaio (18)

aufschreibbare Wert hinzukommt, wo mit Qga die von den neutralen Mole-
kilen in der Zeiteinheit der Anode zugefihrte Energie angedeutet ist. Genau so,
wie bei dem flur die Katode angegebenen Zusammenhang durch V/g die durch-
schnittliche Energie der Elektronen in dem Raum vor der Katode charakteri-
siert ist, bedeutet V/a den Potentialwert in dem entsprechenden Raum vor
der Katode.

Auch ein weiterer Energiezuwachs kann durch die nicht-elektrischen
Teilchen, die Photonen, die metastabilen Atome und die angeregten Atome,
und zwar sowohl bei der Katode, wie auch bei der Anode gewdahrleistet werden.
Die Wirkung derselben kann allgemeingultig nicht angegeben werden, nur
in Kenntnis der gegebenen spezialen Entladungskennwerte. Im weiteren werden
die daraus berechenbaren, in der Zeiteinheit an die Katodenfladche abgegebenen
Energiewerte in der vorerwahnten Reihenfolge mit Q/g, Qmg und QK und fur
den Anodenfall mit Qfa, Qma und Qea bezeichnet.

Damit wurden die der Katode zugeflihrten Energiewerte, die als posi-
tiver Energietransport figurieren und die Temperatur der Katode erhdhen,
bereits zusammengefallt. Wird die Summe derselben mit Qg bezeichnet, also

Qk = (Qk+ Qin + Qil) ¥+ Qe+ Qn + Qk + Qu +
b

(19)
+ (Qk+ Qua+ Qfk + Qmk + Qlk) »

so erhalten wir den auf die Zeiteinheit bezogenen positiven Energietransport,
welcher den lonen, den Elektronen, der evtl. Fremdheizung, der Entladung,
dem Emissionsstrom und den elektrisch neutralen Teilen zugeschrieben werden
kann. Bei der Bestimmung des der Katode der Wechselstrom-Entladungen
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zugefihrten Energieflusses Q+ mussen auch die auf die Anode gelangenden
Energiewerte berlcksichtigt werden; wird die Summe derselben mit Qa be-
zeichnet, so kann als sehr grobe Anndherung auch mit einem solchen mittleren
positiven Energietransport [2] gerechnet werden, der der Durchschnitt des in
der Katoden- und Anoden-Halbperiode vor sich gehenden Energietransportes
ist:

= + Qa). (20)

2. Die zur Verringerung der Katodentemperatur beitragenden Vorgdnge—Ne-
gativer Energietransport

Die Katode emittiert — in Abhangigkeit von ihrer Temperatur — eine
gewisse Zahl Elektronen, im Laufe der Emission nimmt jedoch ihre Tempera-
tur ab. Es mufl eine Beziehung zwischen der Temperatur der Katode und dem
Emissionsstrom desselben bestehen: bei sonst gleichen Entladungsverhalt-
nissen ist die Temperatur einer Katode mit htherem Emissionsstrom niedriger.

Im Laufe der Elektronenemission kommt jedoch manchmal auch vor,
dafll die auf Kosten der Warmeenergie der Katode austretenden Elektronen
die Katodenflache mit einer gewissen kinetischen Energie verlassen. Unter
Berilcksichtigung dieses Umstandes kann eine obere Grenze der durch die
Elektronen in der Zeiteinheit abgefiihrten Energie Qe mit der Beziehung

QnX—UI0O(n -erETf) + ~ Kk (21)

e

angegeben werden, wo TK die Temperatur der Katodenoberflache ist. Der in
der Beziehung (21) figurierende Ausdruck n mi0Q bezeichnet die gesamte Elek-
tronenkomponente des Entladestromes, die im allgemeinen grofRer als der aus
der Katode austretende thermische Emissionsstrom ist, da die Zahl der Elek-
tronen im Katodenraum im allgemeinen noch zunimmt, und erst so hoch genug
zur Aufrechterhaltung der Entladung wird; daridber hinaus nimmt jedoch
im allgemeinen auch die lonenstrom-Komponente bis zu einigen Prozenten an
der Aufrechterhaltung der Entladung teil. Der rein thermische Elektronen-
strom entspricht nur unter spezialen Verhaltnissen dem durch n «iObestimm-
baren Stromwert; in diesem Falle ergibt die Beziehung (21) ein korrektes Er-
gebnis. Da jedoch wir gegenwdrtig nur das Energiegleichgewicht der Katode
zu besprechen winschen, sehen wir von der eingehenden Behandlung dieser
sekunddren Katodenraumerscheinungen ab. Der Vollstdndigkeit der Be-
schreibung halber wére noch winschenswert, auch die durch die Elektronen von
dem Katodenraum in der Zeiteinheit Ubernommene Energie zu bericksichti-
gen — die unter Annahme der Kommensurabilitdt der freien Weglédnge der
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Elektronen Gnd der Abmessungen des Katodenfallbereiches — in der Form

Qetmax — u 'h) ' "k (22

angegeben werden kann. Auch dieser Wert kann als maximal betrachtet wer-
den, da auch hier die gesamte Elektronenstrom-Komponente bericksichtigt
wurde, obzwar dies hinsichtlich des Katodenraumes schon bedeutend besser
die tatsachliche Lage widerspiegelt. Es kann nadmlich angenommen werden,
dall gegen die Mitte des negativen Glimmraumes bereits alle zur Aufrechter-
haltung der Entladung ndétigen Elektronen sich ausgebildet haben [6], und
von nun an nur Schwankungen in der Temperatur und der statischen Konzen-
tration sowie Geschwindigkeitsmodulationen geringere Anderungen hervor-
rufen werden.

In Abhdngigkeit von dem Umstand, ob die Katode in dem Strombereich
der Sattigungsemission oder aber in dem durch die Raumladung beschrankten
Strombereich arbeitet, kann die Kuhlwirkung der austretenden Elektronen
in der Form

Qes= U(<v- e32Etf) + 1,72 m10-4.is. TK (23)
bzw.

Fk -4

Q«= i,-TK-io-1 1,72-1,98 log 120,4 (24)

angegeben werden [5], wobei QJSund Q7 die bei einem in dem S&ttigungs-
bzw. dem durch die Raumladung beschréankten Strombereich erzeugten Elek-
tronenemissionsstrom in der Zeiteinheit abgefuhrte Energie ist, und die Ubri-
gen Symbole die folgende Bedeutung haben:

TK Katodentemperatur;

F« Katodenflache;

Ej( elektrische Feldstarke an der Katodenflache;

is Séattigungsstrom;

it der durch die Raumladung begrenzte Emissionsstrom.

Es ist gebrauchlich, die zufolge des Elektronenaustritts entstandenen
Energieverluste und den friher behandelten, ebenfalls auf Emissionsgrinde
zuruckfuhrbaren Energieanstieg Qg gegeniberzustellen und zusammen zu
untersuchen [5]. Es kann fallweise eine solche Emissions-Grenzstromdichte
angegeben werden, oberhalb welcher die Emission die Katode bereits wegen
der Aufheizung der Emissionsschicht [5] ruckheizt, die so erzeugte Warme also
die zum Elektronenaustritt erforderliche Wéarme uberschreitet, selbstver-
standlich bei gleichzeitiger Anwesenheit der damit parallel wirkenden weiteren
energieerzeugenden und Energieverluste verursachenden Vorgange.

Die Temperatur der Katodenflache kann auch durch jene Emissions-
schichtschollen vermindert werden, die entweder durch Verdunstung oder
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aber im Wege der mechanischen Zerstdubung von der Katode entfernt werden.
Die Verdunstung hdngt von der Katodentemperatur, von dem Charakter der
Katodenschicht, vom Gasdruck, vom Katodenfall, von der Lage der Katode
und der Kondensationsoberflache usw. ab. Genauso, wie zur Charakterisierung
des Stromes der durch die positiven lonen ausgeldsten Sekundarelektronen ein
Faktor (y) eingefuhrt wurde, kann ein weiterer Faktor ¢ auch zur Bestimmung
der Zahl der durch die positiven lonen verdunsteten und mechanisch entfern-
ten Atome der Emissionsschicht eingefihrt werden. Im allgemeinen ist jedoch
zweckmaRiger, die Masse der abgerissenen Atome als z. B. die Funktion des
Katodenfalls [1] anzugeben. Die durch die von der Katodenflache austretenden
Atome in der Zeiteinheit abgefihrte Energie QJ ist unter Bertucksichtigung des
Obenbesagten mit der Beziehung

Q7= (1 -«*)<5-i0[fQP+ (I -f)Qa] (25)

charakterisierbar, wo

Qp die zur Verdunstung eines Atoms der Emissionsschicht erforderliche Energie;

Qa die im Wege der durch das lonenbombardement mechanisch gebundenen Atome ab-
gefuhrte Energie; und

f6 die Zahl der wegen des Anpralls eines lons von der Katodenflache verdunstenden
Atoms ist.

Die Katode kann auch durch Strahlung bedeutende Energieverluste er-
leiden, in Abhé&ngigkeit von ihrer Temperatur, ihrem Aufbau und ihrer Ober-
flache. Dieser Verlust kann in der Form

Qs = 0 \ FKSb-v(TH -T1)df (26)

angegeben werden, wo

Qj die in der Zeiteinheit durch Strahlung abgegebene Wé&rmeenergie;

@ die Stefan—Boltzmannsche Konstante;

«, der fur die Oxydschicht charakteristische Integrations-Strahlungskoeffizient;
Y, der Abschirmungsfaktor der Katode;

Tj, die Temperatur der Oxydschicht;

TO die Umgebungstemperatur; und

FK die Katodenflache ist.

Zur Angabe der von der Katode durch galvanische Leitung fortegefihrte
Waéarmeenergie Qjt ist die Kenntnis der Temperaturverteilungsfunktion der
Katode entlang nétig. Zur detaillierten Beschreibung muf der Fall der Katode
ohne Katodenfleck und der der Katode mit Katodenfleck getrennt behandelt
werden. Die Anwesenheit des Katodenflecks lbt einen bedeutenden EinfluR
auf die Verteilung der Katodentemperatur aus. Bei der Bestimmung der durch
galvanische Wé&rmeleitung in der Zeitenheit abgefihrten Energie muR eine
Differentialgleichung 2. Ordnung geldst werden, die nicht linear ist [4]. Dies
kann mit Anndherung durchgefihrt werden. Da die so abgefihrte Warme-
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energie im Vergleich zu den obenerwdhnten nicht immer signifikant ist, wird
hier auf die ausfihrliche Analyse und auf die Anwendung der bekannten
W éarmeleitungs-Beziehungen [4] nicht ndher eingegangen.

Zur Angabe der durch das die Katode umgebende Gas abgefiihrten
Waéarme ist in unserem Fall bei geringen Dricken (1—5 Torr) der auf Grund
der Dushmannschen Methode entwickelte Berechnungsverlauf gut anwendbar
(7), bei welchem von der von Dushmann angegebenen Beziehung

2n-d-kT-AT

27
deln rjd @7

ausgegangen werden kann, wobei

QgV die durch Wéarmeleitung im Gas in der Zeiteinheit abgefihrte Warmeenergie;
d der Durchmesser des Gluhfadens;

Ap die Warmeleitungszahl des Gases;

AT die auftretende Temperaturdifferenz;

r der Innenradius der Entladungsrohre ist.

Der in der Formel vorkommende und mit dem Buchstaben d angegebene
Metallfadendurchmesser mufR durch einen fur die Wendel charakteristischen,
auch die Oxydschicht bertcksichtigenden Ausdruck ersetzt werden, dessen
Angabe in Kenntnis sowohl der Wendelkennwerte wie auch der Lage der
Emissionsschicht erfolgen kann. Der temperaturabhdngige Waéarmeleitungs-
koeffizient AT wird gebr&uchlicherweise mit einem solchen Integraldurch-
schnittswert ersetzt [7], bei welchem die Integrierung sich auf die einzelnen in
Frage kommenden Temperaturintervalle erstreckt; der Wert der so erhaltenen
durchschnittlichen Warmeleitzahl A ist z. B. fir Argon

A= ---l-'470- KVS* — T32- 2142 «T12+ 2+14232tanh T (28)
T2 1N L3 142
wobei T2und T1 die untere bzw. obere Grenze des in Frage kommenden Tem-
peraturbereiches sind.

Die Gesamtheit der zur Verringerung der Katodentemperatur fihrenden
Vorgénge ergeben einen Ausdruck (Qli), der mit Hilfe der obigen Symbole in
der folgenden Form zusammengefalit werden kann:

Qk— (@ + Q)+ Qr + Qs+ Qv+ Qum 29

In dieser Gleichung ist durch die ersten beiden Glieder die durch die Elektronen
in der Zeiteinheit verursachte Kihlung und durch die folgenden Glieder die
mit der durch das lonenbombardement bewirkten Beschadigung, mit der
Strahlung sowie mit der galvanischen und im Gas oder im Dampf erfolgten
Leitung in der Zeiteinheit abgefihrte Energie représentiert.
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Die Entladung strebt einen Zustand minimaler Energie (Flecktempera-
tur, Fleckenabmessungen usw.) auszubilden; im Laufe dieses Vorganges kann
im stationdren Fall ein Gleichgewicht zwischen dem hier vorgefihrten posi-
tiven und negativen Energietransport angenommen werden:

QK= Qkm (30)

Bei Quecksilberdampfentladungen, bei einem Katodenfall von 10 V und
bei Wolframelektroden ohne Fremdheizung kénnen die wichtigeren Kompo-
nenten des Energiegleichgewichtes nédherungsweise die folgenden Werte in V
annehmen [1]:

Heizung durch lonenbombardement 0,154- 5,7 V;
Beitrag der neutralen Teilchen 0,54 1,0V;
Kihlung durch Elektronenaustritt 2,9 4-46 V;
Kihlung durch Verdunstung, Beschadigung 0 4-2,2V,;
Kihlung durch Strahlung 0,04 V;
Kuhlung durch galvanische Leitung 2,68 V;
Kihlung durch Leitung im Gas 0 4-5 V.

Diese Angaben sind fur eine Katodenflache mit Akkomodations-Koeffi-

zient zwischen 0,94-1 bei
0,1 < i¢i0= n< 0,9 (31)

berechnet worden [1]. Es mul} hier erwdhnt werden, dalR die hier angefihrten
Ergebnisse, genauso wie alle bisher mitgeteilten tUbrigen Angaben [2—5, 8, 9],
stark anndhernden Charakters sind und im allgemeinen nicht als Basis ge-
braucht werden kénnen. Die Ergebnisse der wenigen, bisher angestellten Pri-
fungen des Katoden-Enérgiegleichgewichtes [1—8] sind daher nicht Uberein-
stimmend, das Gleichgewicht hdngt bedeutend von den Eigenschaften der
Katode und der Entladung selbst ab, wodurch die — auch sonst nur mit anna-
hernden Berechnungen erzielten — Ergebnisse stark beeinfluRt werden. Bei
der Charakterisierung des positiven und des negativen Energietransportes
wurde die Wirkung der Elemente der radioaktiven Emissionsschichten oder
Gasverunreinigungen sowie Zusatzstoffe ndher behandelt. Von der Diskussion
derselben wird hier abgesehen.

I1l1. Energiebilanz der Katoden-Vorheizung

Die Katoden-Vorheizung setzt sich bei Oxydkatoden mit Emissions-
schicht aus zwei Phasen: der dem Glimmen vorangehenden Anheizungsphase
und der dem Erscheinen der Glimmentladung folgenden Phase zusammen.
Obzwar sie auf der Aufnahme der Charakteristik Heizspannung — Heizstrom
anscheinend gut getrennt werden kdnnen, scheiterten bisher die Versuche, vom
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Gesichtspunkt der Aufstellung einer Energiebilanz eine scharfe Grenze zwi-
schen denselben anzugeben. Es entsteht ndmlich bereits in der Anheizungsphase
eine dunkle Entladung, deren Elektronen durch die an dem negativeren Wen-
delende befindliche, Elektronen emittierende Schicht gewdéhrleistet werden,
u. a. in Abhé&ngigkeit von der durch die Anheizung erzielten Temperatur. Die
wegen der Elektronen entstandene Emissionskihlung wird also nicht nur
durch den auch dem Auge sichtbaren Beginn der Glimmentladung eingeleitet.

Laut genauerer Beobachtungen treten jedoch die Elektronen nicht nur
an dem negativen Wendelende, sondern an allen mit Emissionsschicht ver-
sehenen Stellen der Wendel aus, wo dies durch die Temperatur der Schicht
ermoglicht wird. Demgema&nR treten also in der ganzen L&nge der Wendel mit
dem Anstieg der Wendeltemperatur im Sinne des Gesetzes nach Richardson
Elektronen in stets zunehmender Zahl aus, welche teils eine Raumladung um
die Wendel erzeugen, teils sich zum Wendelende mit einem héheren Potential
als in einem quasistatischen Feld bewegen. Mit der Erhéhung des die Wendel
durchflieRenden Heizstromes nimmt die Temperatur der Wendel zu und steigt
demgemdR auch deren Warmwiderstand und so auch der Spannungsabfall
auf derselben an. Sobald dieser Spannungsabfall einen kritischen Wert erreicht
(welcher Wert von dem Aufbau der Wendel, von der Lange derselben, von der
Struktur der Katode, dem Gasdruck, der Gasart sowie von der Lage der Emis-
sionsschicht abhéngt), kann zwischen den beiden Enden der Wendel als Uber-
schlag eine Glimmentladung, eine parasitdre Entladung entstehen, die im all-
gemeinen mit einer negativen Charakteristik in dem subnormalen Entladungs-
bereich beginnt, wobei doch mit der Erhéhung des Heizstromes nicht nur der
die Wendel durchflieRende Strom, sondern auch der der entwickelten Glimm-
entladung ansteigt. DemgemdaR wird auch die Charakteristik der parallelen
Entladung sich dndern, genau so wie die Abmessungen der Raume derselben.

Es koénnen aullerdem auch zwischen den einzelnen Wendelwindungen
lokale Entladungen sich ausbilden. Das Erscheinen der Glimmentladung steht
also mit den Kennwerten der Wendel und der Emissionsschicht in engster
Verbindung und ist von einer sichtbaren Lichterscheinung begleitet. In diesem
Raum koénnen jedoch nicht nur Erregungen, sondern auch lonisationen vor
sich gehen. Das leuchtende Glimmlicht erscheint am positiven Ende der Wen-
del, und indem es sich mit der Erhéhung der Stromdichte dem negativen Spira-
lenende ndhert, umgibt es auch dasselbe. Die Lage des Glimmlichtes ist fur die
Energieverteilung der thermischen Elektronen charakteristisch.

In der Vorheizungsphase mit Glimmentladung flieRt also parallel zu
der Wendel auch in dem Gas ein Strom, sozusagen die Wendel Uberbriuckend,
wodurch der durch dieselbe flieBende Gesamtstrom vermindert und dadurch
die Wendel auch gekihlt wird.

Das Erscheinen des gut sichtbaren Glimmentladungslichtes kann auch
mit der kritischen Temperatur charakterisiert werden. Es kann n&mlich im
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Falle von Oxydkatoden solcher Ausbildung leicht jene Katodentemperatur
gefunden werden, bei welcher die Glimmentladung sich eben ausgestaltet, doch
sobald sie sich ausgestaltet hat, sie auch wieder verschwindet. Der Grund dafur
ist darin zu suchen, dall durch den die Wendel durchflieRenden Strom die
Katode in diesem Falle bereits vor Beginn der Entladung gentgend erhitzt
wird, um zum an der Wendel so entstandenen Spannungsabfall die genligende
Anzahl Elektronen zum Uberschlag erzeugen zu koénnen. Sobald jedoch der
Uberschlag vor sich gegangen ist, wird ein Teil des bisher durch die Wendel
flieBenden Stromes durch das Gas flieRen, wird also die Wendel durch diesen
Teil nicht mehr erwdrmt, infolgedessen die Temperatur derselben fallen, und
so wird auch der an derselben entstandene Spannungsabfall und auch der ther-
mische Elektronenstrom verringert und daher dann die Glimmentladung unter-
brochen. Nun wird jedoch nach Verlauf einer gewissen Zeit der gesamte Vor-
heizungsstrom durch die Wendel flieBen, und daher die Glimmentladung wieder
eingeleitet. Dies ist ein fur die Inertie der Wendel charakteristischer, sich
wiederholender Vorgang, der zu einer pulsierenden, parallelen Entladung
fahrt.

Das bisher Gesagte gilt fiur den Fall der Heizung mit Gleichstrom. Bei
Wechselstromheizung spielen die Wendelenden abwechselnd die Rolle der
Anode und der Katode, und demgemdR wird auch das fir die Anodenseite
charakteristische Glimmlicht vibrieren, was jedoch bei der Vorheizung mit
50 Hz mit dem bloRen Auge nicht mehr verfolgt werden kann.

Das im obigen umrissene Bild muf? zur Aufzeichnung der Energiebilanz
noch damit ergédnzt werden, daB bei eingestelltem Heizstrom nach Verlauf
einer gewissen Zeit eine Situation sich ergeben wird, in welcher sich die Tem-
peratur der Katodenwendel nicht mehr dndert, und die dort vor sich gehenden
Vorgange eine Gleichgewichtstemperatur bewirken. Damit hat die Glimm-
phase der Vorheizung ihren Abschluf? gefunden. Unter Bericksichtigung der
oben geschilderten Eigentumlichkeiten dieser beiden Phasen kann ein anné-
herndes Gleichgewicht fur Kathodenwendeln ohne Hilfselektrode in der unten
folgenden Form berechnet werden.

1. Die der Glimmentladung vorangehende Vorheizphase

Diese Phase setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Zu Beginn der Vorhei-
zung wird die Wolframwendel bis auf etwa 500—600 °C erhitzt, wobei die
Kihlwirkung der Emissionsschicht sich erst dann bemerkbar macht [10].
Von nun an werden dann in der zweiten Phase durch das gemeinsame Verhalten
derselben die Erhitzungs- und Abkuhlungsvorgange bestimmt.

In beiden Phasen wird die Temperatur der Wendel ausschliellich durch
die mit Fremdheizung eingespeiste Energie erhéht, wobei als temperaturver-
mindernder Vorgang die Ausstrahlung und die im Gase bzw. im Metall vor
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sich gehende Wéarmeleitung in Frage kommt. Da das Glimmen in einem Tem-
peraturbereich zwischen etwa 800—1200 °C auftritt, ist die Wirkung der in
einem niedrigeren Temperaturbereich — in den eben untersuchten Phasen —
austretenden thermischen Elektronen vernachlassigbar, doch kann, min-
destens ebenso gut, auch die mit den lonen verbundene, bedingte Wirkung
vernachldssigt werden.

Fur die beiden eben vorgefiihrten Phasen (vor allem fir die erste) kann
noch die Annahme gemacht werden, dall die Temperatur der Wolfram-Doppel-
wendel zu beliebigem Zeitpunkt tberall die gleiche ist, und so kann auf Grund
des Obengesagten die Energiebilanz in der Form

Qh= Qs + (Qgv+ QfV) (32)

charakterisiert werden. In ausfihrlicherer Form kann das Energiegleichgewicht
fur die Anfangsphase mit der Gleichung

4 wB\T) *-h- sw(T) = ov [ swTi- TS)df+
?

W J K, (33)
27Adw-XTAT
) ,GWTW  To)
duln rjdw

charakterisiert werden, wo

if, der die Wolframwendel durchflieRende Heizstrom;

0.1 der spezifische Widerstand des Wolframs;

G die Lange des Wolframfadens;

fju der Querschnitt des Wolframfadens;

ir(7’) ein Korrektionsfaktor fur die im Laufe des Temperaturanstiegs entstandene Form-
anderung der Wolframwendel (bei niedrigen Temperaturen annéhernd 1);

Fw die Flache der Wolframwendel;

TO, Tw die Temperatur der Umgebung bzw. der Wolframwendel;

ew der Integrations-Strahlungskoeffizient der Wolframflache;
der Durchmesser des Wolframs;

cu die Warmekapazitat des Wolframs; und

G,, die Masse des Wolframs ist.

Die Ubrigen Symbole sind den im obigen verwendeten gleich. Bei der
Beziehung (33) wurde die Zeitabhdngigkeit auBer Acht gelassen; sie bezieht
sich auf den quasistationdren Zustand fir das Eintreten des Gleichgewichtes.
Der Geltungskreis der Gleichung (33) kann jedoch erweitert werden, indem
auch die Zeitabh&ngigkeit der einzelnen GréRen bertucksichtigt wird. Dadurch
wird die Lage ziemlich schwieriger; Berechnungen solcher Art sind jedoch
glicklicherweise im allgemeinen nicht so wichtig, dal die mit diesen Berech-
nungen verbundenen ernsten Anstrengungen als berechtigt betrachtet werden
kénnten.
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Wird auch der anféngliche EinfluR der Oxydschicht bericksichtigt, so
kann eine der Beziehung (33) dahnliche Beziehung auch fiur die Energiebilanz
der zweiten Phase aufgeschrieben werden [3]:

il Q\(T) Y " ebov(Tt- Ti)df+

2nd*  1T-AT
dl In rjdwy

Cw— ~ Iw+ Rcbgh dT,

eb der Integrations-Strahlungskoeffizient der Oxydschieht;

Fb die Flache der Oxydschicht;

Tb die Temperatur der Oxydschicht;

d*. der Gesamtdurchmesser von Wolfram und Oxydschicht;

R eine wegen der ungleichmé&Bigen Beanspruchung der Schicht zu bericksichtigende
Konstante, die kleiner als die Einheit ist;

ch die Wéarmekapazitat der Oxydschicht;

gb die Masse der Oxydschicht bedeutet.

Es kann in beiden Fé&llen ein Zusammenhang zwischen den geometrischen
Kennwerten der Wendel und den Oxydschicht-Kennwerten sowie der Tempe-
ratur der Wendel gefunden werden. Wird die Temperaturabhangigkeit von
cwund cb [3] entweder fur den zeitunabh&ngigen Gleichstromfall oder aber fur
den zeitabh&ngigen Fall bestimmt, so kann auch die Wirkung der Veréande-
rungen der Wendel sowie die der mit der Emissionsschicht verbundenen Ande-
rungen im voraus beurteilt werden. In dem ersten Teil der Vorheizungsphase
ergibt vor allem die durch das Gas im Wege der Wéarmeleitung abgefihrte
Warmemenge den Energieverlust, wobei die Strahlung und die Leitung mit
guter Annédherung vernachlassigt werden kdénnen. DemgemdR wird auch die
Beziehung (33) bedeutend einfacher, wodurch die Mdglichkeit geboten wird,
dafl in bezug auf die Wendelkonstruktion gewisse ndherungsweise, anfangliche
Bedingungen entstehen. Es wird u. a. dadurch die Untersuchung dieser An-
fangsphase begrindet, bei welcher der auf 1 cm2der Wolframfldche entfallende
spezifische Energieverlust in der Zeiteinheit nicht einmal den Wert von 250
mW/cm2 Ubersteigt.

In der Uber etwa 500 °C beginnenden zweiten Phase (wobei auch diese
Temperatur von der Katodenkonstruktion abh&dngig ist) dominiert bereits vor
allem der Verlust durch Strahlung, was den hdheren Temperaturen zu immer
mehr an Bedeutung gewinnt. In der Beziehung (34) kann daher das Strahlungs-
glied nicht mehr vernachléassigt werden; die wegen der galvanischen Wéarme-
leitung auftretenden Verluste kdnnen in einzelnen Fé&llen bei ndherungsweisen
Berechnungen im Vergleich zu den wegen der Warmeleitung im Gas und der
Strahlung sich ergebenden Verlusten vernachldssigt werden. In dieser Vorhei-
zungsphase kann die von der Flacheneinheit in der Zeiteinheit abgefiihrte
Warmeenergie bereits den Wert von 2 W/cm2 erreichen.
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2. Vorheizungsphase mit Glimmentladung

Sobald die Temperatur der Wendel den im obigen erw&hnten kritischen
Wert erreicht hat, beginnt zwischen den beiden Wendelenden — und evtl,
auch zwischen den einzelnen Windungen — eine parasitdre Entladung, die die
dazu notigen Elektronen der Wendelachse entlang kontinuierlich sammelt,
da bei dieser Temperatur bereits die ganze Wendel emittiert. Die Fortbewe-
gungsrichtung der Elektronen wird durch die an der Wendel entstandene,
im allgemeinen ganz spezielle Potentialverteilung bestimmt, deren ndherungs-
weise Messung bereits auf ernste Schwierigkeiten st6Rt. Die bisher aufgeschrie-
benen Beziehungen sind selbstverstandlich zur Aufstellung der Energiebilanz
der Yorheizungsphase mit Glimmentladung nicht mehr anwendbar. Es missen
die die Entladung begleitenden Anderungen, der nun bereits betrachtliche
Elektronenaustritt, das evtl. lonenbombardement, die durch die auftretende
Strahlung hervorgerufenen Verluste, die Rollen der angeregten und metastabi-
len Atome berlcksichtigt werden.

Man kdénnte schon in erster Anndherung erwarten, dall bei Gleichstrom-
Yorheizung das negative Wendelende, von welchem die Elektronen vorwiegend
austreten, eine bedeutend niedrigere Temperatur haben wird als das positivere
Wendelende, wohin die Elektronen einschlagen. Dies ist aber doch nicht der
Fall. Es steht zwar fest, dal im allgemeinen von dem lonenbombardement des
fur kélter erwarteten negativen Wendelendes in diesem Falle abgesehen wer-
den kann, doch wird durch die guten Warmeleitfahigkeiten des metallischen
Wolframs sowie durch die stdndige Fremdheizung die mit dem — ubrigens
auch an anderen Stellen sich zeigenden — Elektronenaustritt verbundene
Temperaturabnahme kompensiert. Dies bedeutet keinesfalls, daR mit der durch
die Elektronen abgefuhrten Energie nicht gerechnet werden muf}, sondern nur
dal? dieser Energieverlust kontinuierlich ersetzt wird.

Bedeutend betrachtlichere und gut wahrnehmbare Temperaturdifferen-
zen werden durch das stellenweise Fehlen der Emissionsschicht sowie durch
die Ungedecktheit oder teilweise Gedecktheit der Wolframwendel verursacht.
Diese Temperaturdifferenz erreicht fallweise Werte zwischen 150—200 °C,
bei einer gegebenen Wendel, unabh&ngig von der Richtung der neben der
Wendel zustande gekommenen parasitdren Entladung.

Zur Bestimmung des Energiegleichgewichtes sind hier bereits ergén-
zende spektroskopische oder Mikrowellen-, evtl, auch Laser-Messungen er-
forderlich. In dieser Weise muf} z. B. durch Aufnahme des Entladungsspek-
trums die wegen der Strahlung sich ergebende Warmebeanspruchung kon-
trolliert und geeignete Priufmethoden zur Bericksichtigung der Konzentration
des lonenstromes und der metastabilen Atome gefunden werden.

Die einfachere, n&herungsweise Bestimmung bedarf lediglich der Be-
stimmung des Stromes der parallel zur Wendel sich entwickelnden Entladung.
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In Kenntnis desselben kann namlich — unter Vernachldssigung von evtl.
Entladungen zwischen den Windungen- bereits ein anndherndes Bild Uber das
Energiegleichgewicht der Vorheizungsphase der Glimmentladung geschaffen
werden.

Von den energieerzeugenden Vorgéangen ist auch in diesem Falle die durch
den die Katodenwendel durchflieBenden Heizstrom bewirkte Heizung (Qh)
am bedeutendsten. Wegen des betrdchtlichen Emissionsstromes mul3 die am
Querwiderstand der Emissionsschicht auftretende »Emissionsheizung« (qq)
und gegebenenfalls auch die Wirkung der metastabilen (om«) und der angereg-
ten Atome (qex) bertcksichtigt werden. Von dem lonenbombardement (o))
und der Wirkung der anprallenden Photonen (o) kann wegen des Charakters
der parasitaren Entladung in erster Anndherung abgesehen werden.

Bei der Festsetzung der negativen Seite des Energiegleichgewichtes:
bei der Berechnung des negativen Energietransportes mufl auBer den bisher
bericksichtigten Strahlungserscheinungen (Q6) und den Leitungserscheinungen
im Gas bzw. im Metall (Qgv bzw. Qfv) nicht nur die durch die emittierten Elek-
tronen abgefiihrte Energie (o7)> sondern auch die wegen der angestiegenen
Temperatur auftretende Beschadigung der Emissionsschicht (vor allem die
Verdunstung) und die infolgedessen abgefihrte Warmeenergie (Qr) in Kauf
genommen werden.

Unter Bericksichtigung des Obenbesagten kdnnen die Komponenten
des Energiegleichgewichtes als

Qh+ Qu+ Qnk+ Qk+ (Qi+ Qfk) = s + Qv+ Qv+ @& + r  (3D)

zusammengefalt werden, wobei in Klammern die durch das lonenbombarde-
ment und die Strahlung evtl, erzeugte Warme angedeutet ist. Bei der Angabe
des Wertes von Qh bedeutet lediglich die Bestimmung des die Wendel durch-
flieRenden Heizstromes Schwierigkeiten, die weiteren Berechnungen kdnnen
in der oben geschilderten Weise vorgenommen werden. Von dem Wert von Qmk
und Qek sowie Qi QRc kann bei Entladungen in Niederdruck-Quecksilber-
dampf-Edelgas (Penning-Gas), z. B. auch in Leuchtréhren, auch hei dem dort
angewandten Elektrodenaufbau abgesehen werden. Bei der Bestimmung von
oq SOwie bei der Angabe von ¢ 7 ist mit einer der Methoden der Emissionsstrom
der Katode bestimmt und von diesem Wert die Emissionsstromdichte berech-
net worden, wobei dann in Kenntnis der Stdrke und des spezifischen Wider-
standes der Emissionsschicht der Wert von ¢ ¢ ndherungsweise berechnet wer-
den kann. ¢ -, o7, und qsv kdnnen in der obenangefiihrten Weise berechnet und
der den Wert von o7 ergebende Schichtverdunstungsverlust auf Grund der
Angaben der Verdunstungsmessung bestimmt werden.

Gemé&R Erwartung wird die Gleichgewichtstemperatur auch in der Glimm-
phase neben der Wendelstruktur entscheidend durch die Eigenschaften und
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Anordnung der Schicht bestimmt. Diese letztere, sowie die Berlcksichtigung
und néherungsweise Charakterisierung derselben, bedeuten die groRten Schwie-
rigkeiten.

Genauso wie bei der Behandlung des Beginns der Vorheizungsphase,
kénnen auch hier die Zeitabhdngigkeiten bericksichtigt werden, die Berech-
nungen kdnnen jedoch auch fur den Fall eines stationdren Zustandes durch-
gefihrt werden, wobei nach Verlauf einer gewissen Zeit sich eine ziemlich gut
definierbare Gleichgewichtstemperatur ergibt, deren Grofle ebenfalls von der
Wendel und den Schichtkennwerten bestimmt wird.

Bei Wechselstrom-Vorheizung wird die Lage etwas verwickelter, da die
Wendelenden abwechselnd die Rolle der Katode bzw. Anode spielen. Demzu-
folge wird der um das Anodenende erscheinende, kennzeichnende Leuchtbe-
reich dem Periodenwechsel entsprechend zwischen den beiden Wendelenden
tiberspringen. Es ist leicht einzusehen, daB dies zu keinen bedeutenden Ande-
rungen der obigen Uberlegungen fihrt; eine Modifikation wird dadurch ledig-
lich bei der Berechnung der einzelnen Komponenten herbeigefihrt.

Sowohl die mit der Warmeleitung wie auch die mit dem Uberschlag ver-
bundenen und durch den Austritt von Elektronen hervorgerufenen Energie-
verlusterscheinungen werden wesentlich durch die mit der Wendel evtl, gal-
vanisch sich berthrenden, doch allerdings in deren N&he angeordneten metalli-
schen Hilfselektroden und Ansatze geédndert. Sie kdnnen nicht durch die An-
gabe von einfachen Beschirmungsfaktoren bericksichtigt werden, da sie so-
wohl die Potentialverteilung in dem die Wendel umgebenden Raum wie auch
die Stromdichte an der Wendel, die GrofRe des Stromes der parallelen Entla-
dung usw. bedeutend verédndern. Die Bericksichtigung derselben kann mit
Hilfe von unter simulierten Verhéltnissen angestellten Vorversuchen, doch
auch dann nur mit starken Anndherungen erfolgen. Die bisher abgeleiteten
Zusammenhénge und Feststellungen beziehen sich ausschlieBlich auf doppelt
gewendelte Wolframkatoden ohne Hilfselektrode.

IV. Energiebilanz der stationdren Gleichstrom-Lichtbogenentladungen mit
Oxydkatode

Bevor auf die ausfuhrlichere Behandlung eingegangen wird, missen zwei
Katodenfunktionen: der Fall der von einem fremden elektrischen Stromkreis
standig geheizten Katode und der Fall der nur durch die Entladung geheizten
Katode unterschieden werden. In beiden Fé&llen kann auch ein Katodenfleck
entstehen, der dann einen weiteren Gesichtspunkt bei der Aufstellung der
Energiebilanz bildet.

Das MalR der fremden Katodenheizung ubt einen starken EinfluR auf
das Energiegleichgewicht der Katode aus. Ndherungsweise kann gesagt werden,
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daB in Féallen ohne Katodenfleck die Katodenwendel gleichmaRig Elektronen
emittiert, auch gleichmé&Rig strahlt, und ihre Wéarmeleitungsverluste, genauso
wie das an ihre Flache anprallende lonenbombardement, gleichmaRig dicht
sind, doch muRR man bei der Berechnung derselben Uber die gesamte Katoden-
flache integrieren, wobei wieder durch irgendeinen Koeffizienten, evtl, durch
eine Funktion der Grad der Gedecktheit mit der Emissionsschicht bertck-
sichtigt werden muf} (z. B. bei dem Elektronenaustritt, der Strahlung usw.).
Es wird also im Vergleich zu den bisherigen Berechnungen kein groBer Fehler
begangen, wenn die Energiebilanz durch die Realisierung der obengeschilder-
ten Vorstellung und bei Vernachlassigung der evtl, lokalen Uberschldage, von
dem Falle ohne Fremdheizung ausgehend, angegeben wird, solange der fremde
Heizstrom nicht jenen kritischen Stromwert (Wendeltemperatur) erreicht, bei
welchem zwischen den beiden Enden der Wendel bereits eine parasitdre Ent-
ladung erscheint. Bei diesem Strom und in dem daruber liegenden Strombereich
mussen bereits die fir den Zustand mit Glimmentladungs-Vorheizung im vor-
angehenden abgeleiteten Angaben und die entsprechenden Angaben des fiur
die im nachstehenden anzufiihrende stationdre Gleichstrom-Entladung gulti-
gen Energiegleichgewichtes kombiniert werden.

Entsteht auch ein Katodenfleck an der fremdgeheizten Wendel, so muR
man b«i der Behandlung der spater zu erwdhnenden stationdren Entladung
mit Katodenfleck nur von dem durch die Entladung geheizten Gleichgewichts-
zustand ausgehen, wobei auch die temperaturausgleichende Wirkung der
Fremdheizung und die Energieverldufe der dadurch evtl, ausgelésten parasi-
tdren Glimmentladung miteinberechnet werden mussen. Im weiteren wird auf
die Wirkung der Frendheizung nicht ndher eingegangen, weil, wie bereits er-
wahnt, die Berlcksichtigung derselben in der obenbeschriebenen Weise mit
fast mechanischen Berechnungen vorgenommen werden kann, und dies zu
keinem gréRBeren Fehler fuhrt als die Berechnung der Komponenten des Ener-
giegleichgewichtes.

1. Der Fall ohne Katodenfleck

Der an der Katode fallweise erscheinende Fleck hoher Temperatur und
hoher Ladungstrédgerkonzentration, der reich an Anregungen und lonisationen
ist, der sogenannte Katodenfleck oder auch Brennfleck genannt, kommt nach
dem Prinzip des Energieminimums zustande, wobei seine Anwesenheit, Ab-
messungen und physikalischen Parameter vor allem durch die Gesamtwirkung
des Katoden- und Entladungstyps und durch deren Abgestimmtheit aneinan-
der bestimmt werden.

Ist kein Katodenfleck vorhanden, so nimmt die ganze Kathode mehr
oder weniger gleichm&Rig an der Erfullung der Katodenfunktionen, in erster
Linie also an der Elektronenerzeugung teil.
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Ein annd&hernd gleichméaRiger Anstieg der Katodentemperatur wird —
von den neben der Katode evtl, angewandten Hilfselektroden wieder abge-
sehen — durch die an der Katodenflache anprallenden positiven lonen bewirkt.
Obzwar sie im allgemeinen gewissermaRen verteilt sind, kann in diesem Falle
bei der Berechnung des Energiegleichgewichtes von der Bestimmung der Ober-
flachenverteilungsfunktion des lonenstromes abgesehen und die lonenstrom-
verteilung fur die gesamte Katodenflache als gleichméaRig betrachtet werden.
In Kenntnis der lonenstrom-Komponente des Entladungsstromes kann also
die lonenheizung (kinetische Energie, Bekombinations- und Kondensations-
energie) verhaltnismé&Rig einfach charakterisiert werden.

Genauso wie bei dem lonenbombardement, kann auch bei der Elektro-
nenemission in diesem Falle die Verteilung derselben an der Katodenflache
vernachléssigt werden. Ist die GroBe der Elektronenstrom-Komponenten des
Entladestromes bekannt —z. B. die Schatzungswerte von Caytess [11] oder
die Ergebnisse von Sondenmessungen zugrunde legend — so kann eine gleich-
malkige Emissionsstromdichte fur die ganze aktive Fldche der Katode angege-
ben werden. Dies fuhrt keinen grélReren Fehler in die Berechnungen ein, als
z. B. der bei der Bestimmung des mit Emissionsschicht gedeckten, aktiven
Teiles der Katodenflache auftretende Fehler ist. Die austretenden Elektronen
heizen den Obenbesagten gemdaR die Emissionsschicht beim DurchfluB durch
dieselbe gleichm&Rig auf, dem bei der gegebenen Temperatur sich ergebenden
Querwiderstand entsprechend.

Die zufolge des Joule-Effektes auftretende Erhitzung des Wolframs er-
folgt im Sinne des vorerwé&hnten ebenfalls in der ganzen L&nge des Fadens und
kann auch als gleichm&Rig angenommen werden, da abgesehen von den mit
Emissionsschicht versehenen Teilen und von solchen ohne Schicht — was
durch die Charakterisierung der Gedecktheit berucksichtigt werden mulz —
an der Wendel keine Préaferentialstellen (bevorzugte Stellen) gibt, da namlich
nédherungsweise auch von den Grenzerscheinungen (Metalldurchfiihrungen,
Wendeltréager usw.) abgesehen werden kann. Was jedoch die Charakterisierung
der Gedecktheit betrifft, ist es zweckmaRig, teils den Weg der Experimentie-
rung, teils den Weg der Theorien einzuschlagen. Der Experimentierteil reicht
ganz bis zur préparativen Teil zuriick. Bei diesen fir Versuchszwecke dienenden
Katodenwendeln muf zuné&chst eine solche Elektronen emittierende Schicht
ausgebildet werden, die ausschlieflich in der Umgebung der Windungen, z. B.
bei Doppelwendeln zwischen den Primarwindungen in fast zylindrischer Form
vorliegt. Die Oberflache, der Durchmesser und das Volumen derselben kann
mit geeigneter Streckung und in Kenntnis der Abmessungen des Wolframfa-
dens und der Kennwerte der Wendelstruktur gut berechnet werden. Nach den
fur sie festgestellten Zusammenh&ngen koénnen Untersuchungen angestellt
werden, bei welchen die Emissionsschicht teils auch die Raume zwischen den
Windungen ausfullt. So kann der Fall der im allgemeinen erzielbaren Emis-
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sionsschichten angendhert und auf diesem Wege auch die Kennwerte der
Gedecktheit sowie deren Wirkung festgestellt werden.

Die weiteren, die Heizung der Katoden bewirkenden Vorgdnge — Photo-
nenbombardement, metastabile Atome, angeregte Atome und lonen — wirken
auf die gesamte Katodenflache; die evtl. Wirkung derselben, die dann bei den
verschiedenen zu untersuchenden Entladungen einzeln zu beurteilen sind,
kann durch die Existenz des Katodenfleckes nicht beeinflult werden.

Von den zur Verringerung der Katodentemperatur fihrenden Vorgéngen
ist vor allem der Elektronenaustritt, die Strahlung und die Warmeleitung im
Gas von entscheidender Bedeutung. In Abhéangigkeit von der Katodentem-
peratur wird der wegen der Oberflachenbeschddigung (Verdunstung, Verstau-
bung) und der an den metallischen Teilen bestehenden Warmeleitung auf-
tretende Energieverlust in Rechnung gestellt. Bei der Angabe derselben muR
man von der eine gleichmé&Rige Temperatur aufweisenden (Bericksichti-
gung der Gedecktheit) und, vom Gesichtspunkt des eben untersuchten Vor-
ganges aus aktiven, gesamten Katodenflache ausgehen. Von der detaillierten
Anflhrung der anzuwendenden Grundbeziehungen wird hier abgesehen, da sie
im allgemeinen bereits in Abschnitt Il zusammengefallt worden sind, und die
Berucksichtigung und die in Einzelheiten gehende Analyse der verschiedenen
zu erwartenden spezialen Entladungseigenschaften hier nicht unsere Ziel-

setzung bildet.

2. Bericksichtigung des Katodenfleckes

Im Falle ohne Katodenfleck wird die eingehende Analyse der das Ener-
giegleichgewicht bildenden Komponenten bereits im Laufe der ndherungswei-
sen Berechnungen jedermann davon uberzeugen kdnnen, dall dies nicht die
wirtschaftlichste, mit den geringsten Verlusten charakterisierbare Funktions-
weise der Katode ist. Dazu néamlich, dal? die ganze Katodenflache zu emittie-
ren vermag — und das ist eben doch das Kriterium — muf sie eine genligend
hohe Temperatur haben, wodurch die Verluste stark (proportional der Katoden-
flache) erhdht werden. Die Funktion der Katode gestaltet sich viel wirtschaft-
licher, wenn an derselben nur ein geringer Flachenteil, der sogenannte Brenn-
fleck, der Katodenfleck die zur Emission erforderliche Temperatur aufweist
und die Verluste entscheidend der Temperatur und GréRe dieses Flachenteiles
proportional sind.

Die Katoden-Energiebilanz der Bogenentladungen mit Katodenfleck
haben die gleichen Komponenten, welche bereits in dem Fall ohne Katoden-
fleck in Betracht gezogen worden sind. Bedeutend anders wurde jedoch die
oberflachliche Strombeanspruchung der Katode sowie die Temperatur und die
Emissionsstromstarke derselben. All dies ist durch die Erscheinung des Kato-
denfleckes hervorgerufen worden, wo eine bevorzugte Stelle entstanden ist;
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diese Stelle ist in N&he jenes Endes der Katodenwendel zu finden, durch wel-
ches der Entladestrom in den fremden elektrischen Kreis ablauft (aktives Wen-
delende).

Mittels ndherungsweiser Berechnungen kann man sich davon Uberzeu-
gen, daB sowohl vom Gesichtspunkt der Strahlungsverluste und der im Gas
auftretenden Waéarmeleitungsverluste wie auch vom Gesichtspunkt des Elek-
tronenaustritts und des lonenbombardements aus der Katodenfleck Uber einen
entscheidenden Charakter verfligt; dieser Fleck ist im allgemeinen um 300—
600 °C warmer als die Ubrigen Teile der Katodenfldche. Eben deswegen ist es
gebréuchlich, den Katodenfleck vom Ubrigen Teil der Wendel getrennt zu
betrachten und nur fir den Katodenfleck die Komponenten des Energiegleich-
gewichtes anzugeben [4]. Dies ist selbstverstandlich wieder eine ernste Anné-
herung, Uber deren Zuverlassigkeit man sich von Fall zu Fall iberzeugen mufR.
Die Aufstellung der gesamten Energiebilanz macht erforderlich, daR dazu auch
das Verhalten der Ubrigen Teile der Katode, vor allem die Warmeverlustvor-
gange derselben miteinbezogen werden. Die nach den Berechnungen aus dem
nur auf den Katodenfleck bezogenen Energiegleichgewicht erhaltenen Kato-
denkennwerte sollen eben deswegen zweckméfRigerweise auch auf anderen We-
gen gepruft, und aus der sich zeigenden Abweichung zurickrechnend, eine
Korrektion bertucksichtigt werden, die dann im weiteren bei gegebenem Kato-
dentyp als Modellkorrektion betrachtet werden mufR.

Die einzige verdffentlichte Bestimmung des Energiegleichgewichtes des
Katodenflecks stammt von Reschenow [4]. Er hat diese Berechnungen fir
Einfachwendel, fir den Fall von mit der Elektronen emittierenden Schicht
gleichmaRig ausgefullten Zwischenrdumen zwischen den Windungen ausge-
fihrt. Bei seinen Untersuchungen hat er die wegen der Schichtbeschédigung
(Zerstaubung, Verdunstung) auftretenden Warmeverlustvorgédnge nicht be-
rucksichtigt.

Bei seinen Berechnungen machte einen — im Vergleich zu der durch das
Gas abgefuhrten Energie — verhéltnismafRig grollen Wert die durch die galva-
nische Wéarmeleitung abgefihrte Energie aus, welche doch neben den im Gas
auftretenden Warmeverlusten im allgemeinen vernachléssigt wird [3, 8].
Reschenow nitzt die erhaltenen Ergebnisse gleich aus [4] und stellt néhe-
rungsweise Zusammenhéange zwischen der Feldstdrke vor der Kathode und
dem Elektronenstrom, dem lonenstrom sowie der Temperatur des Katoden-
flecks und dem prozentuellen Anteil des lonenstromes (fx) auf. Er weist nach
[4], dall mit dem Anstieg der Flache des Katodenflecks bei gegebenem Ent-
ladestrom auch die Temperatur des Flecks sich erhdht, der prozentuelle Anteil
der lonenstrom-Komponente abnimmt, doch die Gesamtheizleistung ansteigen
und so auch die durch die Emissionsschicht wirkende Emissionsheizung und,
wegen des durch das Wolfram flieRenden Stromes, auch der Joule-Effekt sowie
die Energie des lonenbombardements sich erhdhen mufl. Das Gleichgewicht
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macht selbstverstdndlich auch den Anstieg der Verluste erforderlich, und dem-
gemdalk wird sich auch die durch den Elektronenaustritt, die Strahlung und
durch die im Gas und im Metall erfolgte Leitung abgefuhrte Energie erhdhen.

Auf Grund der graphisch gelésten Gleichungen und der von Reschenow
mitgeteilten Berechnungen [4] ist leicht einzusehen, dall obzwar die Erniedri-
gung der unerwiinschten Katodenverluste am leichtesten durch die Verminde-
rung der Abmessungen des Katodenflecks erzielbar wére, dies gleichzeitig auch
zum Anstieg der lonenstrom-Komponente fihren wirde. Dies ist wieder vom
Gesichtspunkt der Dauerhaftigkeit der Emissionschicht — der Lebensdauer
der Katode — nachteilig, gerade als Folge der ebenfalls Warmeverluste be-
wirkenden, stets intensiver werdenden Verdunstungs- und Verstaubungsvor-
gange. Obzwar Reschenow in diesem Artikel sich nicht mit der Beziehung
zwischen der Lebensdauer und der Katodenwirtschaftlichkeit befaRt hat, doch
wenn die mitgeteilten Angaben fur die ganze Katode als gultig angenommen
werden, so kann festgestellt werden, dafl die an die lange Lebensdauer und die
wirtschaftliche Funktion gestellten Anforderungen auch in dem von ihm be-
handelten Fall gleichzeitig restlos befriedigt werden kdnnen, sogar auch bei
den Katoden mit Entladung ohne Katodenfleck.

V. Die Energiebilanz der Elektroden der wechselstromgespeisten Entladungen

Es fallt haufig die Aufgabe an, die Energiebilanz von Wechselstrom-
Entladungen zu bestimmen. Es wird auch in diesem Falle vor allem der Be-
griff Gleichgewicht definiert werden miussen. Eine ganz genaue Beschreibung
wirde jedoch erfordern, daR séamtliche friher erdrterten Katoden-Energie-
transportablaufe in Abhangigkeit von der Zeit angegeben werden und das
Energiegleichgewicht auf Grund von einzelnen ganz kurzzeitigen, quasistatio-
naren Phasen untersucht werde. Dies wirde jedoch wegen der hohen Anzahl
von Zeitabhéngigkeiten in einem schwer behandelbaren, evtl, graphisch 16s-
baren Integro-Differentialgleichungssystem resultieren. Anstatt dessen wird
gebréuchlicherweise gesagt, dalR bei sich schnell genug &nderndem Entlade-
strom, z.B. bei 50 Hz, auch in diesem Falle die rein thermischen Erscheinungen,
z. B. die Temperaturschwankung des Katodenflecks, mit einer Relaxationszeit
-charakterisiert werden kann, die allzu hoch dazu ist, dall die thermischen
Erscheinungen den raschen Anderungen der rein elektrischen Erscheinungen
(z. B. lonenbombardement, Elektronenbombardement) folgen kdénnten. Die
durch die Bestrahlung der Katodenflache gelieferte Energie gehdrt bereits zu
einer weiteren Gruppe: dieser Energietransport folgt kontinuierlich den Ande-
rungen elektrischer Natur. Auch die von der Oberflache der Elektroden ausge-
hende Energieabstrahlung muRte im Grunde genommen inertiefrei vor sich ge-
hen, sie wird jedoch durch die langsam sich &ndernde Elektrodentemperatur
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bestimmt. Die mit der Ausbreitung des Gleichgewichtes verkniupften Schwierig-
keiten bertuhren also die rein thermischen und die ausschlieBlich von diesen
abhéangigen, weiteren Transporterscheinungen, doch sie berihren z. B. den
Elektronenaustritt nicht mehr.

Als Uberbrickende, ndherungsweise Lésung kann unter Bericksichtigung
der hohen thermischen Relaxation — auch sie ist in erster Reihe von der
Elektrodenstruktur abhé&ngig — ferner unter Berlcksichtigung der Transport-
erscheinungen sowohl der Katoden- wie auch der Anoden-Halbperiode, und
unter Annahme einer stationdren Wechselstromentladung, das Energie-
gleichgewicht auf eine ganze Periode bezogen angegeben werden. Die im
vorangehenden fur die in mehreren Varianten beschriebenen Katoden aufge-
stellte Energiebilanz wird inzwischen hinsichtlich ihrer Form so weit modi-
fiziert, daB die in Abschnitt Il erwé&hnte, in der Anoden-Halbperiode entste-
hende Elektronenheizung ebenfalls berlcksichtigt und ein Durchschnittswert
der erhaltenen Ergebnisse auf die ganze Periode ermittelt werden muf3. Vor
der Herstellung der Energiebilanz der Wechselstrom-Elektroden empfiehlt
es sich allerdings, unter den gegebenen Entladungsverhéltnissen sowohl
das Katoden- wie auch das im Vergleich zu diesem einfachere Anoden-Ener-
giegleichgewicht festzustellen, die Komponenten derselben zu bestimmen,
und im Besitz derselben die Wechselstrom-Versuche und Berechnungen
vorzunehmen. Bei Entladestrémen von 50 Hz ist. z.B. ndherungsweise jene
Annahme akzeptabel, dall die Wolframwendeln mit gentgend groRer Masse,
und bei genligend hohen Schichtgewichten die Durchschnittstemperaturen
der Anoden- bzw. Katodenhalbperioden anndhernd Ubereinstimmen. Die
Energiebilanz der Anode kann aus der Energiebilanz der Katode abgeleitet
werden, indem zu der entsprechend vereinfachten Katoden-Energieblanz
auch die von dem Bombardement der an die Anode anprallenden Elektronen
herrihrende Warme (kinetische, Rekombinationswédrme) sowie die Energie
der der Anode anfallenden Strahlung und die der neutralen Teile neben der
entsprechenden Abstrahlungsenergie und der durch Warmeleitung (Gas,
Metall) abgefihrten Energie hinzugenommen wird. Die einfachste, ndherungs-
weise Methode der Angabe der Wechselstrom-Energiebilanz [2] stellt die auf
Grund des arithmetischen Mittelwertes der Katoden- und Anoden- sowie
positiven und negativen Energietransporte durchgefihrte Berechnung dar.

VI. Die Anwendung des Energiegleichgewichtes; die ideale Katode

Im vorangehenden wurden die Komponenten der in den verschiedenen
Arbeitsphasen der Oxydkatoden von Lichtbogenentladungen bestimmbaren
Energiebilanz und deren wichtigere Kennwerte erldutert. Obzwar diese
Versuche und Berechnungen, mit deren Hilfe die Komponenten des Energie-
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gleichgewichtes angegeben werden kdnnen, stellenweise schwerfallig und nur
naherungsweisen Charakters sind, mufl ihnen grundentscheidende Bedeutung
heigemessen werden, da sie stark zur Ausgestaltung der Katode beitragen.
Wie wir in dem vorangehenden bereits darauf hingewiesen haben, wird von
der Katode lange Lebensdauer und im Laufe derselben wirtschaftliche Funktion
verlangt. Die ideale Katode wiirde also — falls eine solche lGberhaupt herstell-
bar ware — eine solche Katode sein, die beide Anforderungen gleichzeitig
und restlos zu befriedigen vermag.

Betrachtet man das Beispiel der sich als wirtschaftlichste erweisenden
stationdren Entladung mit Katodenfleck, so wiirde diese Anforderung bedeu-
ten, daB ein solcher Katodenaufbau gesucht werden muRte, bei welchem die
der Katode zugefuhrte Heizleistung und damit gleichzeitig auch die uner-
wiunschten Energieverluste minimal wéren, doch damit gleichzeitig die Katode
restlos ihre Aufgabe erfullen wirde und auch ihre Lebensdauer ein realer,
hoher Wert wéare. Diese beiden Anforderungen kénnen im Besitz unserer
gegenwartigen Kenntnisse noch nicht restlos aufeinander abgestimmt werden,
und es mull eine KompromiBlésung gefunden werden.

So viel kann allerdings gesagt werden, dal bei gegebenem Ladestrom
die Katodentemperatur in erster Linie durch die Art der Katodenfunktion
(Katodenfleck) bestimmt wird, dies dagegen von den Eigenschaften der Elek-
tronen emittierenden Schicht abhéngig ist. Es ist auch leicht einzusehen, dafl
nicht nur die Verluste der Katode, sondern auch die der Katodenraume vor
allem von den Eigenschaften der Emissionsschicht abhédngen. Die Rolle der-
selben kann bei gegebener Wendel- und Elektrodenstruktur experimentell
gepruft werden. Je geringer die Austrittsarbeit der Emissionsschicht ist, desto
héhere Anzahl von Elektronen vermag sie bei der gegebenen Temperatur zu
emittieren, und desto groRer wird auch der auf die Schichteinheit bezogene
spezifische Emissionsstrom. Dies macht dagegen eine MaRigung des lonen-
bombardements mdglich, was die Verringerung des Katodenfalls und die
axiale Verklrzung der Katodenrdume mit sich bringt. Damit parallel kénnen
naturgemafl, wegen der niedrigeren Katodentemperatur und des evtl, kleine-
ren Fleckdurchmessers, auch die unerwinschten Warmeverluste niedriger sein.

Das primére Ziel der Energiegleichgewichtsberechnungen ist also die
Ermessung der im Laufe der Funktion der Elektroden auftretenden Verluste
und die Verringerung derselben durch einen geeigneten Eingriff in die Grund-
vorgadnge der Entladung.
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On the Energy Equilibrium of Arc Discharges of Oxyde Cathodes. For the more
detailed examination of the energy equilibrium of the discharges, the author distinguishes
different discharge periods and determines for them the component of the energy transport
and the basic phenomena related, thereto. On the basis of the obtained general relations he
carries out a more detailed analysis for the preheating period of lowpressure oxide cathode
discharges, as well as for the stationary d.c. burning periods of lowpressure oxide cathode
with and without cathode spot and of the a.c. discharges (with and without cathode spot).
The author points to the possibilities of using the results for influencing the cathode operation
and for moderating the cathode losses.

L’équilibre d’énergie des cathodes a oxyde des décharges en arc a basse pression.
En vue de I’examen plus détaillé de I’équilibre d’énergie des décharges, I’auteur établit différen-
tes périodes de décharges pour lesquelles il donne les composants de transport d’énergie a con-
sidérer et les processus de base qui s’y rapportent. D’aprés les relations générales obtenues, il
effectue une analyse approfondie, en examinant les processus qui se déroulent dans les périodes
de préchauffage et stationnaires des décharges en arc et des décharges de courant alternatif,
avec ou sans tache cathodique. Il rappelle enfin les possibilités d’application des résultats ob-
tenus permettant d’agir sur le fonctionnement de la cathode et modérer les pertes cathodiques.

3HepreTUYecKoe PaBHOBECME OKCUAHbIX KaToA0B [yrOBbIX Pa3psfioB HU3KOIO AaB/eHUs!
(4. BMTO). B uMHTepecax 6onee [eTaflbHOrO MCCNEAOBaHWSI 3HEPreTMYecKoro paBHOBECUS
paspsnoB aBTOp onpefensieT pas/MuHble Nepuofbl PaspsAoB, a 3aTeM AaeT Y4uTbIBaeMble AN
HUX KOMMOHEHTbI 3HEPrOTPAHCMOPTa, & TaKXKe CBS3aHHblE C 3TUMM OCHOBHble Mpouecchbl. Ha
OCHOBE MO/YYeHHbIX [eTa/lbHbIX O6LMX 3aBMCMMOCTEA B MEpUOf CTaLMOHAPHOrO ropeHus
NpoV3BOAMUTCA aHa/IM3 NPY MOCTOSIHHOM TOKE [lyroBbIX PaspsiioB OKCUAHbLIX KaTooB HW3KOro
[aBNieHUs Npy NpeABapuUTe/IbHOM NOAOrPEBE, C KATOAHLIM NATHOM 1 6e3 Hero, aasee npu paspsi-
Aax C MepemMeHHbIM TOKOM (C KaToAHbIM MATHOM M 6€3 Hero). YKasblBaeTcs BO3aeiicTBue Mnosny-
YeHHbIX Pe3yNbTaToB Ha Pa6oTy Katofa M NMPUMEHMMOCTb Pe3y/bTaToB B 061AcTU CHUXEeHUs
KaToAHbIX MoTepsb.
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RECENSIONES

T. Berceli:

REFLEX KLYSTRON CIRCUITS

Publishing House of the Hungarian Academy of Sciences, Budapest 1967; 137 p., 41 Figs

Already numerous authors have published monographies on the reflex klystron, but
nearly everyone has concentrated his attention on the klystron as an electron tube and has
dealt at the most with the one-cavity reflex klystron oscillator. But the oscillator and modula-
tor stages containing a coupled cavity reflex klystron have nowhere been treated quantitatively
as microwave circuits, hence numerous detail problems have remained unsolved.

The present book eliminates these deficiencies, approaching the whole question from
the point of view of the user and discussing in full detail the advantages of using the coupled
cavity.

The first two chapters of the book briefly review the working of the one-cavity klystron
oscillator and modulator. The next chapter deals with the ideal, generalized klystron modulator,
in the fourth chapter the relations concerning the coupled cavities are deduced. The following
three chapters present in full the theory, the stability and the noise of the coupled cavity mod-
ulator. After the chapter relative to the coupled cavity the work is concluded by a chapter
analysing the operation of the coupled cavity modulator.

The new treatment, based on original research results of the author, permits accurate
dimensioning, and for this the work gives a correct method. Thus, the book is valuable and use-
ful for the research worker, for the designer of circuits and for the production engineer.

The get-up of the book is also worthy of praise.
1. P. Valké

Nagy Gyula Andras—Szilagyi Miklés:

INTRODUCTION TO THE THEORY OF SPACE CHARGE OPTICS

Publishing House of the Hungarian Academy of Sciences, Budapest 1967; 423 p

The forceful development of the Hungarian Electronics and Vacuum Industries re-
quires at present, in addition to the already classical electron optics, the knowledge of the gen-
eration of high density electron beams. Serving this aim, the authors present to the specialists
of electron optics a new treatment of space charge optics, collecting the most important pub-
lished results and enlarging them by their own work.

Starting out from Maxwell’s and Newton’s basic equations, the book deals with different
calculation methods of the electric and magnetic potential fields continuing the development
of the classical electron optics. After the presentation of the basic equations and the methods
of calculation, the reader is introduced to the calculation of the path of charged particles mov-
ing — in the case of space charge — in electrical and magnetic fields.

The determination of the trajectory equation serves practical purposes. Although the
authors strived at mathematical accuracy, they always had an eye on the physical content of
the equation, too; the general equation of motion of space charge flow was deduced taking these
two conditions into account. Very fortunate is the establishment of the basic equations of
space charge flow in a suitable system of co-ordinates. In consequence, when dimensioning and
designing the guns the problem of bunching is greatly simplified.
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One chapter of the book deals with the problem arising in the calculation of electron
guns, with special regard to the practical importance of the Pierce-type guns. Based on the
equations of space charge flow, this chapter presents practical cases. Moreover, the book thor-
oughly deals with the problems of bunching the electrons by purely electrical fields, by period-
ical electrostatic fields and by cylindrically symmetric fields; then it deals with calculating
the inner limit trajectory of hollow beams and the solutions for holding the beam together,
including such special cases, which differ from the optimum. Such a case occurs e.g. when the
particles do not enter the bunching field in parallel. The authors treat the calculation of bunch-
ing with purely electrical fields in the case of ribbon, cylindrical and hollow beams, as well as
the dimensioning of the high current density guns and beams. This is followed by investigating
the effect of space charge on electron beams, presentation of the causes of expansion and of the
distribution of the potential in the cross section of electron beams.

Another chapter is concerned with the calculation of bunching by magnetic and electri-
cal-magnetic fields, including the screened-cathod guns. Other chapters discuss bunching by
increasing magnetic fields and by quadrupole fields employing new solutions.

The principal merit of the book is, besides its ample contents, the maintaining of correct
proportion as well as the thorough consideration of the requirements of physicists and engi-
neers. This double requirement has been fortunately complied by the authors: they have creat-
ed a work where all those, who wish to deepen their knowledge of the themes dealt with in
the book and who are looking for help in the solution of electron optics problems, find the nec-
essary subject matter in a comprehensively arranged unit, using a unified system of symbols
and including the application of a new branch of science: space charge optics, to general and to
special cases. This clearly written book is an important enrichment of Hungarian technical

literature.
A. Budincsevits
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Adu Techn. Hung< 61 (1968), 241—252
Heltler, L.; Entropy Asped or Exergy?

In recent years several authors are advocating the use of the term “maxi-
mum technical working capacity” called “exergy” as a property of state.
In the author’s opinion, this method is both inaccurate and confusing. Its
main drawback is the interference with the application of the term of
entropy, correct for thermodynamical and practical points alike. The paper
illustrates the main lines of the problem with numerous examples.

Ada .Techn. Hung. 61 (1968), 253—266

Horacsek. 0. —Millner. T.: A Simple Apparatus for Investigating by
Electron Optics the High-Temperature Metallographie Phenomena of Metals
with High Melting Point

The paper describes a simple electron optics method and a home-made
apparatus for the investigation of the structural changes of high-melting
point metals with the aid of thermal electrons. The surfaces of the heated
specimens and their changes can be observed and photographed directly
with a magnification ranging from 60 X to 150 X. The paper also presents
a simple method suitable for the rapid determination of the temperature
of the observed part of the surface. The apparatus was used by the au-
thors mainly for investigating the recrystallization phenomena of W and
Mo wires and they found that the electron optic images provide informa-
tions not to be observed on ordinary photo-micrographs.

Acta Techn. Hung. 61 (1968), 267—284

Csaki, F.—Magyar, P.—Bars, R.: Determination of Transfer Functions
of Direct Current Machines with the Aid of Signal-Flow Graphs

The paper demonstrates the application of the signal-flow graphs for the
solution of a special task in control technics, namely for the determination
of the transfer functions of direct current machines.






Acta Techn. Hung. 61 (1968), 285—304

VACZ, I.—KerENYI, I.: Electronical (Initial Current) Measurement of the
Cathode Temperature

The cathode temperature of electron tubes can be determined from the
starting current characteristic. In order to eliminate the sources of error
inherent with the d.c. measurement of the characteristic, |kehara—
Wilson use a.c. superposed on d.c. and determine the cathode tempera-
ture from the change of the upper harmonics. By using the compensation
method of the authors, instead of the upper harmonics the fundamental
harmonic is used for the measurement and this being a larger signal, it
permits the extension of the measurement to lower temperatures (appr.
600 °K). Checking the measurements by thermocouple and by optical
pyrometer shows agreement within i2% . For estimating the error caused
by the thermal conduction of the thermocouple, an approximate calcu-
lation has been made.

Acta Techn. Hung. 61 (1968), 305 —316
Szabo, P.: Some Properties of 4-Bit Unit-Distance Decimal Codes

The patterns of 4-Bit Unit-Distance Decimal (4-budada) codes were in-
vestigated on specially prepared pattern-tables constructed from their
codisets, in order to evaluate the possible types of these codes. Unambigu-
ous identification of the code-types investigated is obtained by means
of so-called Binary Ratios (B-s), defined by the bit-sequences of each code.
This method of labelling is invariant under the changes in code-forms of
the same type. Finally some possible other uses of the method such as the
evaluation of the actual number and complementing properties of the
1-budd codes are discussed.

Acta Techn. Hung. 61 (1968), 317— 350
Bito, J.: On the Cathode Spaces of Discharges

The author describes the most characteristic basic processes of cathode
spaces, among others, the phenomena occurring on the surface of the
cathode and the volume interactions. He discusses in detail the different
cathode spaces of glow discharges, on the base of the general analysis of
the cathode spaces. After this he treats the development of arc discharge
and the glow arc transition, and he discusses later the general analysis
of the cathode space, the role of the cathode spot and refers to the rela-
tion between the cathode spot and the cathode space of arc discharges.






Acta Techn. Hung. 61 (1968), 351—374

KOLONITS, F.: Steady-State Thermal Stresses in the Vessel of a Pressurized
Water Reactor

The present work analyses the stresses in the pressure vessel of a pressuriz-
ed water reactor under steady-state operating conditions, with some sim-
plifying assumptions. The correctness of the approximation is examined
and calculations are presented considering the vessel of the reactor of
type “Voroniesh”.

Acta Techn. Hung. 61 (1968), 375—380
Bito, J.: On the Emission Dependence of the Cathode Fall

By way of a cathodic perturbation brought about by pressure variation
it was possible to deduce the basic relation for the cathode side of the
discharges of oxyde cathodes, characterized by a cathode spot. For a
cathode with a given work function and for a given area of the cathode
spot there exists a univocal relation between the cathode drop and the
increasing emission current of the cathode. It was possible to prove a sim-
ilar relation between the temperature of the cathode spot and the cath-
ode drop. Tests with d.c. and with a.c. discharges also point to possibili-
ties of the economical coordination of surface and of volume electron gen-
eration.

Acta Techn. Hung. 61 (1968), 381—408

Pasztok, E.: A Method for the Determination of the Mean Frictional Pres-
sure of 1.C. Piston Engines

The author investigates the relationship between the mean frictio—d pres-
sure and the working cycle of an engine. In order to establish this rela-
tionship the author introduces the concept of average pressure, permitting
to establish a generally valid relationship between the mechanical effi-
ciency and the working cycle of the engine. In order to investigate the
above problems we has worked out a new method for driving the engine
externally, suitably for more precise investigation of the relationship
between the mean frictional pressure, the design of the engine and the
thermo-mechanical characteristics of the working cycle.






Acta Technica Hung. 61 (1968), 409—436
BITO, J.: On the Energy Equilibrium of Arc Discharges of Oxyde Cathodes

lor the more detailed examination of the energy equilibrium of the dis-
charges, the author distinguishes different discharge periods and deter-
mines for them the component of the energy transport and the basic phe-
nomena related thereto. In the basis of the obtained general relations he
carries out a more detailed analysis for the preheating period of low-pres-
sure oxide cathode discharges, as well as for the stationary d.c. burning
periods of low-pressure oxide cathode with and without cathode spot and
of the a.c. discharges (with and without cathode spot). The author points
to the possibilities of using the results for influencing the cathode opera-
tion and for moderating the cathode losses.
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