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EXAMINATION OF RECTANGULAR PANELS

K. SZMODITS
DR. OF TECHN. SC.

BUILDING RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST 

[M anuscript received February 24, 1965]

Author deals here w ith  the determ ination of the stress state  o f  oblong panels charged  
w ith  normal load on its opposite sides. The procedure presented is an im proved alternative  
o f  the known m ethod o f Fadle. W hile w ith  the m ethod o f Fadle on the side, charged w ith  
varying load, equilibrated shear stresses are rem aining, w ith  the procedure here presented, on 
the loaded side only norm al stresses approaching the given load are acting. Therefore, the  
stress state com puted b y  this m ethod furnishes more precise approxim ate values than those  
calculated according to  the Fadle m ethod.

1. Introduction

The d e te rm in a tio n  o f th e  s tre ss  s ta te  of rec tan g le  p an e ls , load ed  on tw o  
oppo site  sides b u t  u n lo ad ed  on th e  tw o  o thers, has r a th e r  onerous m a th e m a ti
cal difficulties. T he reaso n  for th is  is, on th e  one h a n d , t h a t  th e  b o u n d a ry  con
d itio n s can be sa tisfied  on ly  w ith  com plex  co n stan ts , a n d  on th e  o th e r, th a t  
th e  b o u n d a ry  stresses c an n o t be tra n s m itte d  in to  th e  F o u r ie r ’s series of th e  
g iven  load , co n seq u en tly  th e y  can  be  expanded  on ly  in  n o n -o rth o g o n a l series 
h a v in g  a com plica ted  fo rm .

F a d l e  [ 1 ]  so lved  th is  p ro b lem  b y  th e  stress s ta te  in  d em an d  p u ttin g  i t  
in to  an  e lem en tary  s tre ss  s ta te  rep re sen tab le  b y  closed expressions an d  in to  
an  eigenstress s ta te , i.e. a s tress  s ta te  g en era ted  b y  a lo ad  b e in g  in  equ ilib rium  
a n d  ac tin g  on one o f  th e  sides o n ly  (F ig. 1).

The free c o n s ta n t m em bers o f th e  m eth o d  defin ing  th e  in te rn a l stress 
s ta te  are  estab lished  in  such  a w ay  th a t  th e  p e rip h era l co n d itio n s of th e  tw o

1* Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



4 K. SZMODITS

u n lo a d e d  sides shou ld  be p e rfe c tly  sa tis fied , w hile on th e  tw o  load ed  sides 
th e  edge forces shou ld  tu r n  a p p ro x im a te ly  in to  th e  g iven  lo ad . I f  th is  load  acts 
n o rm a lly  or p ara lle l to  th e  edge, on th e  lo ad ed  edge m in o r sh e a r or no rm al 
fo rces, resp ec tiv e ly , b e in g  in  e q u ilib riu m , rem a in  b eh in d . As th e  h e ig h t o f th e  ob
long  p an e l is la rg e r th a n  its  b re a d th , o r a t  th e  m ost eq u a l to  i t ,  th e  effect of th e  
edge lo ad  in  eq u ilib riu m  on th e  o p p o site  fa r  side is in s ig n if ican t, co n sequen tly  
th e  req u irem en t concern ing  th e  u n s tre ssed  s ta te  of th is  side is a p p ro x im a te ly  
sa tis fied .

T he m eth o d  d esc rib ed  in  th e  fo llow ing resem bles t h a t  o f F a d l e  in  th e  
f a c t  t h a t  th e  lo ad  is e x p a n d e d  in  n o n -o rth o g o n a l series u sed  b y  F a d l e , b u t 
is d is tin g u ish ed  from  th e  la t te r  b y  th e  fa c t th a t  in  case o f n o rm a l lo ad  i t  m akes 
th e  shearing  edge forces d isa p p e a r on th e  load ed  side w ith o u t m ak ing  use of 
th e  free  co n stan ts  a n d , th e re fo re , in  th e  case o f co m p u ta tio n s  o f th e  sam e ex a c ti
tu d e , th e  n u m b er o f  th e  n ecessary  c o n s ta n t m em bers is o n ly  h a lf  o f th e  n u m b er 
o f  th o se  req u ired  b y  th e  F ad le  m e th o d .

L e t us exam ine th e  in te rn a l s tre ss  s ta te  of a h igh  (b 2a) rec tan g u la r 
p a n e l w hich arose b y  th e  effect o f th e  lo a d p (y )  along th e  a  =  b side. The loads 
sy m m etrica l to  th e  x  ax is shou ld  be  d is tin g u ish ed  from  th o se  a n tim e tr ic a l to  it.

2. Symmetric load

T he stress s ta te  b ro u g h t a b o u t b y  th e  lo ad  sy m m etric  to  th e  x  ax is, w hich 
is in  equ ilib rium  sh o u ld  be ch a ra c te riz e d  b y  th e  follow ing b ih a rm o n ic  stress 
fu n c tio n :

F  — 2  A n R e {[e_ ;»x — B n cosh A„ (b — a)] (kn cos Xny  +  l ny  sin l ny )} (1)

w h ere  n — 1, 3, 5, . . .  , an d  A n is a re a l c o n s ta n t, w hile Xn, B n, kn com plex 
c o n s ta n ts  because to  on ly  ce rta in s  of th e  p e rip h era l co n d itio n s can  be given 
sa tis fa c tio n  b y  com plex  c o n s ta n ts . As th e  stresses are  o f re a l va lues, only  
th e  rea l p a r t  o f th e  com plex  s tress fu n c tio n  in d ica ted  b y  R e  shou ld  be ta k e n  
in to  accoun t.

The stresses exp ressed  from  (1) are :

a X
Э2 F  
8y -

a y ~
82 F  

8 a 2

82 F  
Qxdy

v  A n Re {A2 [e X*x — B n cosh Xn (6 — a)] X
П

X [(2 — kn) cos Xny  — Xny  sin  A„y]}

A n R e {Я2 [ e - A»x — B n cosh l n (b — a)] X (2)
П

X (kn cosXny  +  A „ysinA „y)}

V  A n R e [X'n [е_"г"х — B n sinh  Xn (b — a)] X
П

X [( 1 — k n) sin  Лпу  +  Лпу  cos A„ y ] }
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EXAMINATION OF RECTANGULAR PANELS 5

T he b o u n d a ry  cond itions in  th e  case o f  loads sy m m etrica l or a n tim e tr ic a l 
to  th e  X ax is are:

1. in locus у  =  ± a : £ II « II о

2. in locus x  =  0:

оIIí>ь»IIXъ

3. in locus x  =  b: <? x =  p(y); t xy =  0

w here  p(y)  is th e  n o rm a l e q u ilib ra ted  lo a d  ac tin g  in  locus x  — b.
T he stress g en era ted  b y  a ta n g e n tia l  lo a d  can n o t be  d e te rm in ed  b y  th e  

m e th o d  p resen ted .

a [  a

.

0

X

F i g .  2

B y  describ ing  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s  (1) b y  th e  fo rm u la  (2), we get fo r 
each  n th e  follow ing eq u a tio n s:

(1 — kn) sin Xn a +  Xn a cos Xn a =  0 , 

kn cos Xn a -j- Xn a s in  Xn a — 0 .
( 3 )

T hese e q u a tio n  shou ld  he solved to  k n a n d  Xn. T herefo re , m u ltip ly in g  th e  
f ir s t  eq u a tio n  of (3) w ith  cos Xna, an d  th e  second  one b y  sin  Xna, an d  b y  add i- 
tio n in g  th e m  to g e th e r considering  th e  e q u a tio n  th u s  o b ta in e d  as w ell as th e  
second  eq u a tio n  o f (3), one ob ta in s:

sin  2An a - f - 2 A n a  =  0 ,  

k n =  s in 2 Xn a .
(4)

T here  is on ly  a com plex  so lu tion  fo r  eq u a tio n s  (4), w h ich  is Xn =
B y  d iv id ing  th e  rea l a n d  th e  com plex p a r ts ,  th e  f irs t eq u a tio n  of (4) w ill b e :

s in2ax. • c o s l^ a ^  -)- i  cos2an ■ s in h 2 aJu 2ax -f- i2ap — 0

or sin2ax  • cosh2ap =  —2a?i,

cos2ax • 8тЬ2а,и =  —2ац.
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6 K. SZMODITS

T he so lu tions o f  th e se  tw o tra n sc e n d e n t eq u a tio n s are :

a x t =  ± 2 ,1 0 6 1 9 6 ,

ax2 — ± 5 ,3 5 6 2 5 , 
ax  3 =  ± 8 ,5 3 6 6 8 0 , 

axi  =  ± 11 ,6 6 9 1 7 5 , 

ax5 =  ± 14 ,8 5 4 0 5 5 ,

afjLl =  ± 1 ,1 2 5 3 6 0 , 

a/i2 — ± 1 ,5 5 1 5 7 0 , 
a/i g =  ± 1 ,7 7 5 5 4 0 , 

afix =  ± 1 ,9 2 9 4 0 0 , 

afi- — ± 2 ,0 4 6 8 5 0 .

D escrib ing  th e  b o u n d a ry  co n d itions b y  fo rm ulae  (2), one o b ta in s  th e  
follow ing e q u a tio n s  fo r each  n;

(1 — B n cosh  An b) [(2 — k n) cos Алу  — A„y sin Xny \  =  0 , 

(1 — B n s in h  An b) [(1 — kn) sin  Any  ±  kny  cos Any] = 0  .

T he f irs t e q u a tio n  d isappears in  th e  case w h en  

1 — Bncosh Xnb =  0,

( 5 )

an d  from  th is

As

B n =
1

cosh  Xn b

cosh  Xnb =  cosh xb • cos fib ±  i sinh  xb • sin  fib 
sin  Xnb =  sinh  xb ■ cos fib ±  i cosh xb • sin  fib

an d  bx 1, bfi 1 th u s  xb an d  fib a re  la rg e  n u m b ers  a n d  therefo re

cosh Xnb s inh  Xnb,

co n seq u en tly  if  th e  f ir s t  eq u a tio n  o f (5) d isap p ea rs , th e n  th e  second one a p 
p ro x im a te ly  d isa p p e a rs , too.

D escrib ing  th e  (3) b o u n d a ry  co n d itio n s w ith  th e  fo rm ulae  (2), we o b ta in  
th e  follow ing e q u a tio n s :

rxy =  J ? A n R e  {A- e [(1 — A:n) sin Any  ±  l ny  s in  Any]} =  0 ,
П

ax =  p ( y ) =  R e {A„ [e~*»b — B n] [(2 — kn) cos l ny  — A„y sinA „y]} .
П

As
e~xnb — e~xb (cos ^6  -f_ i sin  fib) , 

an d  bx g> 1, bx is a la rg e  nu m b er, an d  th e re fo re

e-*’ b ^  0 .

(6)
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EXAMINATION OF RECTANGULAR PANELS 7

T he f irs t e q u a tio n  of (6) a p p ro x im a te ly  d isappears a n d  th e  second e q u a 
tio n  is:

P(y) — — ^ ^ „ R e |A £  B n 2 — kn) cos Xny  — A„y sin  A „ y ]j. (7)

T he A n c o n s ta n ts  shou ld  be chosen  so th a t  th e  n o n -o rth o g o n a l series (7) 
sh o u ld  tu rn  in to  th e  load  fu n c tio n  p(y).

3. Antim etric load

T he stress s ta te  b ro u g h t a b o u t b y  th e  eq u ilib ra ted  lo a d  a n tim e tr ic  to  th e  
X  ax is  shou ld  be  ch a rac te rized  b y  th e  follow ing b ih a rm o n ic  stress fu n c tio n :

F  =  2 Л  R e {[e~’»x — B n cosh  (b — x )] (kn sin l ny  +  Xny  cos Xny j )  (8)
П

w here  n =  1, 2, 4 , 6, . . .  , an d  An  is a re a l n u m b er, w hile Xn, B n, kn are  com plex  
c o n s ta n ts . F ro m  (8) th e  stresses are  th e  follow ing:

ox =  — 2  A n R e {A2 [e~**x — B n cosh Лп (b — *)] X
П

X [(2 +  fc„)sinAny  +  l ny  cosAny]},

oy =  A n Re [е~ ^х — B n cosh Xn (b — л:)] X
n (9)

X [fcn s in A „ y - f  Any c o s  A„y]},

rxy =  A n Re {Д2 [ e - ;»x — B n s inh  An (b — *)] X
П

x  [(1 +  K )  cos K y — K y  s in h  Any]}.

T h e  b o u n d a ry  cond itions a re  th e  sam e as th o se  in  th e  case o f  sy m m etric  lo ad .
D escrib ing  th e  1) b o u n d a ry  co n d itio n s , we o b ta in  fo r each  n th e  follow ing 

e q u a tio n s :
(1 -f- k n) cos l n a — Xny  s in  Àn a — 0, 

kn sin  Xn a Xn y  cos Xn a — 0.
( 10)

T hese eq u a tio n s shou ld  be so lved  fo r kn an d  Xn. T herefo re , th e  f irs t e q u a 
tio n  o f  (10) has to  be m u ltip lied  b y  s in  Xna, a n d  th e  second b y  cos Xna, an d  th e  
m u ltip lie d  eq u a tio n s added , b y  ta k in g  in to  accoun t th e  e q u a tio n  so o b ta in e d  
as w ell as th e  second e q u a tio n  o f (10), one o b ta in s:

sin  2 Xn a — 2aA „ =  0 ,  

k n =  — cos2 A„ a .
( И )
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8 K. SZMODITS

T he eq u a tio n s (11) h av e  on ly  a com plex  so lu tio n ; i.e. Яп — x ±  i/л. 
B y  d iv id ing  th e  re a l a n d  th e  com plex p a r ts  th e  f irs t e q u a tio n  o f th e  (11) will 
h a v e  th e  form :

sin 2ax cosh  2а/л -(- i cos 2ax s inh  2а/л—2a x— i2a/u =  0, 
o r

sin  2ax ■ cosh 2а/л =  2ax, 
cos 2ax ■ sinh  2а/л =  2а/л.

T h e so lu tions of th e se  tw o  tra n sc e n d e n t eq u a tio n s  a re  as follows:

ахг =  J r  3,748835, 

ax2 =  ±  6,949975, 

ax3 =  ± 1 0 ,1 1 9 2 5 5 , 

axi =  ± 1 3 ,2 7 7 2 7 0 , 

ax5 =  ±  16,429870,

а/л1 — ±  1,384335, 
а/л2 =  ± 1 ,6 7 6 1 0 0 , 

а/лъ =  ± 1 ,8 5 8 3 8 0 , 

a ^  =  ± 1 ,9 9 1 5 7 0 , 

а/л5 =  ± 2 ,0 9 6 6 2 5 .

D escrib ing th e  2) b o u n d a ry  co n d itions w ith  th e  fo rm u lae  (9) to  each  n, 
one o b ta in s  th e  fo llow ing  eq u a tio n s:

(1 — B n cosh  b) [(2 — kn) s i n l ny  ±  l ny  cosA „y] = 0 ,  

(1 — B n s in h  Xn b) [(1 ±  kn) cosA „y — A „ysin Япу] =  0 .

The f irs t e q u a tio n  will d isap p ear in  th e  case w hen

1 — B„ cosh Xn b =  0

1

( 12)

a n d  from  th is

B„ =
cosh Я„ b

As Xnb is a g re a t n u m b e r an d  th e re fo re  cosh Яп6 ^  s inh  }.nb, w hen th e  f irs t 
e q u a tio n  d isap p ears , a p p ro x im a te ly  th e  second  one d isap p ea rs , too .

D escrib ing th e  3) b o u n d a ry  co n d itions b y  th e  a id  o f  fo rm ulae  (9), we o b 
ta in  th e  follow ing eq u a tio n s :

xXy —  A n Re Г-е  *»ft[ ( l  ±  k n) cos Япу  -  Я„у s in  Япy ] J =  0 ,

ax=P(y)  =  2 ^ " К е {Я«[е Kb — В п] [(2 ±  kn) s in k ny  ±  ЯпусовЯ лу]}.
(13)

As Ы  is a g re a t n u m b er an d  th u s  e >nb ^  0, th e  f irs t  eq u a tio n  of (13) 
a p p ro x im a te ly  d isap p ea rs  an d  th e  second  one will be:

°X =  p{y) =  — 2 ?  A iR ejA *  B n [(2 ±  kn) sin l ny  ±  Я„у cos Япу ] | .  (14)
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EXAMINATION OF RECTANGULAR PANELS 9

T he An  co n stan ts  shou ld  be  chosen in  su c h  q w ay  th a t  (14) shou ld  tu rn  in to  th e  
g iven  p(y)  fu n c tion .

T he given p(y)  load s should be  e x p a n d e d  in to  series acco rd ing  to  th e  
m e th o d  o f m in im um  sq u a re  errors. A cco rd in g ly  a t  th e  sy m m etric  lo ad :

=  [  a{p{y) — h P n  Re [(2 — k n) cos Xny  — Xny  sin  Xny]}2 dy =  M in !J Cl pi

an d  a t  th e  a n tim e tr ic a l lo ad :

I 2 =  J + ‘{p(y) — Z P n  R « [(2 +  &u)s in ^ y  +  l ny  sin Xny  }2 dy =  M in !

T he I x an d  I 2 in teg ra ls  should  be m in im ized  b y  b u ild ing  u p  th e  d l jd p n  = 0  
(n =  2, 4 , 6, . . . ,) sy s tem  o f equations a n d  solving th em  in re sp ec t to  th e  co n 
s ta n ts  p n.

As th e  co m p u ta tio n  o f th e  in te g ra ls  is a len g th y  o p e ra tio n , ap p ro ach in g  
th e  lo a d  can  be done m ore  sim ply  if  i t  is m ad e  b y  p e rip h e ra l co lloca tion , an d  
n o t  b y  m in im izing  th e  sq u a re  error, b y  c o n v en ien tly  d iv id ing  th e  c o n s ta n ts  we 
can  a t ta in  th a t  in  th e  p o in ts , assum ed to  be  close enough, th e  g iven an d  th e  
ap p ro ach in g  loads shou ld  be  th e  sam e.

T he fo rm ulae  ded u ced  con ta in  co m p le x  v a lu es , co n seq u en tly  th e y  c a n n o t 
be  u sed  for n u m erica l co m p u ta tio n s . B u t  one can  tu rn  th e m  over to  a rea l fo rm  
b y  th e  follow ing knoivn fo rm ulae:

е~*пУ =  fll(y) — ib ^ y ) ,

cos Xny  =  b2(y)  +  ib2(y) , sin  Xny  =  a,(y) +  i b2( y ) ,

cosh Л„ у  =  b.j(y) +  ia3(y) s in h  A„ у  =  a3(y) - f  i b3( y ) ,
w here

cq =  e~xy cos fxy , bl =  e~xy sin p y  ,

d2(y) — s in  xy  ■ cosh p y  , b2у  =  cos xy  ■ cosh  p y  ,

as(y) ~  s in h  X X  • cos p x  , b3y  =  cosh xy  cos p y  ■

R E F E R E N C E S

1. J. F a d l e : Die Selbstspannungs-Eigenw ert F unk tionen  der quadratischen Scheibe. Inge
nieur-Archiv  11 (1940), 125— 149.

2. Ingenieurstaschenbuch, B auw esen , Band I. S ta tik  der P latten , Scheiben, Schalen. Teubner,
Leipzig 1963.

Statische Untersuchung der quadratischen Scheiben. Der Verfasser beschäftigt sich  
in diesem  Artikel m it der B estim m ung des Spannungszustands von quadratischen Scheiben, 
beansprucht durch Norm albelastung an den zw ei zueinander gegenüberliegenden Seiten. D as
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10 K. SZMODITS

vorgeführte Verfahren is t  eine W eiterentw icklung der bekannten M ethode von J. F ad le . 
W ährend bei dem F adleschen  Verfahren auf der durch veränderliche B elastung beanspruchten  
Seite ausgeglichene Schubspannungen Zurückbleiben, wirken hei dem  hier vorgeführten V er
fahren nur die die angegebene Belastung annähernden N orm alspannungen auf die b e la ste te  
Seite. Infolgedessen erg ib t der berechnete Spannungszustand eine genauere A pproxim ation  
als die M ethode von  Fadle.

Exam en de parois portantes rectangulaires. L ’auteur traite de la déterm ination de  
l’état de tension de disques quadrangulaires soum is sur deux côtés opposés à une charge nor
m ale. Le procédé présenté est une variante de la  m éthode bien connue de Fadle. Tandis que  
selon la m éthode de F ad le, des contraintes de cisaillem ent équilibrées restent sur le côté su p 
portant une charge variab le, selon la m éthode proposée il ne se produit, sur le côté chargé, 
que des contraintes norm ales s’approchant de la charge donnée. L ’éta t de contrainte calculé  
d’après le procédé proposé est donc d’une approxim ation plus précise que celui calculé par la  
m éthode de Fadle.

Исследование пластин имеющих форму параллелепипеда. Статья занимается опре
делением напряженного состояния пластин — параллелепипедов, нагруженных с двух 
противоположных сторон нормальной нагрузкой. Демонстрируемый метод является 
усовершенствованным вариантом известного метода Фадля. Пока в случае метода Фадля 
по стороне, нагруженной временной нагрузкой остаются уравновешенные напряжения 
среза до тех пор в случае демонстрируемого метода на нагруженную сторону дейст
вуют только нормальные напряжения, близкие к заданной нагрузке. Вследствие этого 
расчетное напряженное состояние дает более точное приближение, чем решение, вычис
ленное при помощи метода Фадля.
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The presented m ethod describes stress and strain conditions using two param eter func
tions. In the course of the calculation, h a lf  o f the unknowns can be produced in an explicit 
form  and elim inated from the equations. T hereby, assum ing an identica lly  dense network, 
num ber of unknowns would be the same as for the Airy function. This m ethod has the advan
tage th at the boundary conditions can be form ulated  in a very sim ple m anner. Calculation is 
further sim plified by the fact th at inner forces can he expressed by derivatives o f the first 
order, instead of those of the second order.

1. Introduction

T his p ap e r deals w ith  q u a d ra n g u la r  panels — so-called  wall beams — 
h a v in g  d ifferen t m oduli o f e la s tic ity  (Ex an d  E y) in  th e  d irec tio n s x  an d  y ,  
re sp ec tiv e ly , w hich, how ever, a re  c o n s ta n t th ro u g h o u t th e  beam . Such w all 
b eam s are te rm e d  homogeneous orthotropic ones. A n u m erica l ca lcu la tio n  
m e th o d  has been  suggested  fo r w a ll beam s w ith  edges a c te d  u p o n  b y  given 
ac tiv e  an d  passive forces.

D ifferen tia l e q u a tio n  o f th e  p ro b lem  is red u ced  from  th e  fo u r th  to  th e  
th ird  o rd er an d  stresses derived  fro m  tw o in tro d u ced  p a ra m e te r  fu n c tio n s  b y  
m eans o f deriv a tiv es  o f th e  f irs t o rd e r . T h ereb y  th e  m e th o d  o f th e  difference 
eq u a tio n s  can successfully  be  ap p lie d . T he m eth o d  can  be  ap p lied  b y  analogy  
to  th e  case of hom ogeneous iso tro p y ; see reference [5].

2. D ifferential equation o f the problem  expressed by tw o parameter functions

As is know n [3], d iffe ren tia l e q u a tio n  o f th e  s tre ss  fu n c tio n  o f ho m o 
geneous o rth o tro p ic  w all beam s h a s  th e  form :

w here F (x ,y )  is th e  A iry  stress fu n c tio n , y ield ing  in n er forces deriv ed  b y  m eans

1 8 * F Э4 F  1 84 F
(2Д)

E X  9T 4 Эя;2 Эу2 Е у  Эя;4
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12 J. FÜZY

of de riv a tiv es  of th e  second  o rder:

92 F 92 F
9у 2 ЭяЭу

In tro d u c in g  d im ension less n u m b er

92 F  
Э*2

( 2 , 2 )

A = E x

E v
E q . (2,1) can be w ritte n  as:

94 Г  

dxi
+ 1 +

A2

9 4 F 1 Э4 F
дх2 Qy2 A2 9 j4

=  0 . (2,3)

As is know n [1], b o u n d a ry  cond itions, n eed ed  to  e s tab lish  th e  stress 
fu n c tio n , are:

3 F
Px ds =

Py ds

9y  

3 F  
дх

(2,4)

w h ere  p x and  p y a re  co m p o n en ts  in  th e  d irec tio n s x  an d  y ,  re sp ., o f th e  load  
a c tin g  on th e  edge cu rv e  G o f th e  w all b eam , an d  ds is an  e lem en t o f th e  edge 
cu rv e .

To sim plify  th e  p ro b lem , le t us in tro d u ce  p a ra m e te r  fu n c tio n s

3 F
=  R,

9 F - I.
dx Qy

In  th is  case in n er forces can  he expressed  b y  fo rm ulae

91 9 R  91 3 R
El i- — •, Tl\-\> — 1 Ely) — ■

ЗжQy 9y Зл;

(2,5)

( 2 , 6)

a n d  E q . (2,3), u n itin g  th e  eq u a tio n s  of eq u ilib riu m  an d  o f c o m p a tib ility , can 
be w ritte n  as:

9 3 R  

Эл;3
+  1 +

д Ч  J .  9 Ч
дх2 9у  А2 Эу3

=  0 . (2,7)

W hile  equa tions of th e  b o u n d a ry  cond itions w ill be :

\a P xds =  1 ,

Jc

(2,8)
Py ds =  — R  .
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ANALYSIS OF HOMOGENEOUS ORTHOTROPIC QUADRANGULAR PANELS 13

I t  ap p ears  th a t  b o u n d a ry  co n d itio n s  o f th e  in tro d u c e d  p a ra m e te r  fu n c 
tio n s  are m uch  easier to  hand le  th a n  th o se  o f th e  A iry  s tress fu n c tio n . T he fac t 
o f h av in g  now  tw o  unknow n fu n c tio n s  is n o t an  effective d raw b ack , because 
— as i t  will be seen in  C hap ter 4 —- one of th e  unknow ns can  s im p ly  be elim i
n a te d  from  th e  eq u a tio n s. Two e q u a tio n s , n eeded  to  e s tab lish  th e  tw o  p a ra m 
e te r  fu n c tions, a re , from  (2,6) a n d  (2,7):

Э R

8У 

Э3 R  

dx3

ЭI

dx ’

Э3 I  1
Qx~ 8y A2

( I )

(И)

3. Deform ations

D isp lacem en t functions u(x,y)  a n d  v(x,y) are d e te rm in ed  acco rd in g  to  
th e  know n th e o ry  of e la s tic ity  [1].

Specific s tra in  expressions re la t in g  to  th e  o rth o tro p ic  sy s tem  [3] w ill be 
s u b s ti tu te d  in to  th e  know n g eo m etrica l re la tio n sh ip s:

s r  =
Эи

dx

dv
dy

(ЗД )

rep lac in g  stresses b y  expressions o b ta in e d  from  (2 ,6). B y  in te g ra tin g

u(x ,y)

v(x ,y )

+ / ( y ) ,

+ « ( * ) •

(3,2)

In te g ra tio n  c o n s ta n ts  f  an d  g can  b e  d e te rm in ed  for th e  g iven case b y  m eans 
o f  th e  know n re la tio n sh ip :

du dv
dy dx 4

(3,3)

4. Establishment o f  the parameter functions

D ifference eq u a tio n s needed  b y  th e  p rob lem  w ill be w ritte n  b y  m eans of 
n e tw o rk s  assum ed fo r each of th e  fu n c tio n s  R  an d  I ,  a t  a re la tiv e  d is tan ce
(F ig . 1).
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14 J. FÜZY

V alues of fu n c tio n  I  (ne tw ork  tra c e d  w ith  d ash ed  line in  F ig . 1) f i t  w ell 
b eam  sides para lle l w ith  th e  x  ax is, an d  in te rc e p t sides p a ra lle l w ith  th e  y  ax is. 
T he sam e is tru e  re v e rse d  for fu n c tio n  R.  V alues f i t t in g  th e  w all b eam  sides are 
g iv en , while a se t o f  in te rc e p tin g  va lu es  can be  co m p u ted  from  (2,9).

The f irs t  k ind  o f  th e  difference eq u a tio n s  is one p o in t A  can  be w ritte n , 
acco rd ing  to  re la tio n sh ip  (I), as:

Д 4+1 Д а—1   Д и-i ^л- i  /л i \
----------Й------------------------- ~л---------- ' ' 4 , i )A y A x

o-
+J

/А)------- о
- J

o -R
F ig .  2

= 0

I f  th e  n e tw o rk  is so selected  as to  be sq u a re , th e n  th e  d en o m in a to rs  can  
be  o m itted . In  th is  case th e  d ifference eq u a tio n  in  an  a rb itra ry  cen te r A  can  
be p lo tte d  sy m bo lica lly  as in  F ig . 2, b y  p lo tt in g  th e  coeffic ien ts in  th e ir  r e 
sp ec tiv e  places in  th e  n e tw o rk .

The second k ind  of th e  d ifference eq u a tio n s  can  be  w ritte n  accord ing  to  
E q . (II) . F o r a sq u a re  n e tw o rk , schem e o f th is  d ifference eq u a tio n  is il lu s tra te d  
in  Fig. 3, using  sym bo ls as before.

I f  equ a tio n s o f th e  fo rm er k in d  (accord ing  to  th e  schem e in  Fig. 2) are  to  
be  w ritten  so as to  d ire c tly  give th e  exp ressed  fo rm  o f th e  unknow ns R,  th e n  
th e  schem e acco rd in g  to  F ig . 4 shou ld  be app lied .
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(  A +7>J
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Q + J

-(2V+5)3 (X+1)J 
>---------------о

- \2r 3\*R -3X2R x2r
о---------

-Of+1)1

-Œ )------о----------------- о

(2Л2+5)J

O ~J
Fig.  3

+Jо—

■R

+J -J

,*/?

-J

o+R

b+R

° +R
Fig. 4

5. Numerical example

L et us analyse the panel shown in F ig. 5. Boundary conditions can be com puted  
from  E qs. (2,8) as shear diagram s of analogous sim ple beam s each. T hereby, boundary values 
of functions R  and I  will develop according to F ig . 6. In view  to the actual sym m etry, in 
w hat follow s, only  one half o f  the panel will be exam ined. L et us assum e the network  
shown in F ig . 7, showing direct param eters converted according to relationship (5,1).

E quations of the f ir s t  k ind  are established according to the schem e in F ig. 4. Thereby, 
starting from  the upper left corner, the follow ing equations will be obtained:

«

+ 4 +  4 + 4

0 - h 0 — J, 0 — h

II 0 - h 0 - h

R i II 0 - h

R 3 II

Rs
and so on.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



16 J. FÜZY

Fig. 6

Or, by putting th e  equations in  order

«1 =  4 - 1 ,
« 2 =  2 +  7, — I„
«3 =  4 - 7 , -  73
«4 =  2 +  7, — 7, +  73 — 7,
«5 =  4 7, 73 I-
«6 =  2 +  7, —■ 72 +  73 — 7, +  J5 — 7fi
«т =  4 7, 73 75
«s =  2 +  7, +  73 +  75 +  7, — 72 — 7i — 76 =  6 72 7, 7G .

Equations of the second kind  will be w ritten  according to the schem e in Fig. 3. Startin  
from  the upper left corner, and rem em bering that in this case A2 =  4, it  will be

0
0 — 13 7, +  5 72

24 +  12 « ! —  12 R , 0 =  0

0 +  13 73 - 5  7,

~ h
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1 YS 
1 \ — 1p  Г1

- — 0,0-- 1 1 «kj -Э 1 1 1
-----!---- m

1
A___ ___/n

0.0-

Fig.  7

h
5 7,

+  12 R,

—  13 72

СЛ *■4 CO +  13 74

- h

+  5 1г
0 - 4 i j  =  0

— 5

and so on. P u ttin g  equations in  order and substitu ting  the already expressed unknowns R  
from  the results, th e  follow ing param eter values w ill be obtained:

— 37 74 +  17 L  +  13 73 — 5 Já — J5 = 0
+  17 I t — 16 7, — 5 73 +  8 J4 — 7e = 0
— 23 74 +  12 72 — 37 73 +  17 7„ +  13 75 — 5 76 — 7, = 0
+  12 I ,  — 7 L  +  17 73 — 16 74 — 5 7S +  8 7C — 18 =  0

—  24 74 +  12 J2 —  23 73 +  12 J4 —  37 75 +  17 76 +  13 7, —  5 78 =  0

+  12 7j — 8 7, +  12 73 — 7 7, +  17 75 — 16 70 — 5 7 , +  8 7g =  0

This equation  system  is advisab ly  solved by iteration . B y  doing so, and calculating the  
unknowns R  from  the results, the follow ing param eter values w ill be obtained:

I i  =  0,24, 7?t =  3,76,
72 =  0,44, R 2 =  1,8,
73 =  0,54, R3 =  3,32,
h  =  0,96, R } =  1,38,

h  =  1Д8, R- =  2,04,

0^ II oo 00 T?G =  0,68.
7, - 2,04,
7» =  2,72,
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18 J . FÜZY

F igs 8 and 9 show the diagram s o f these tw o functions.
Internal force diagram  o f the panel along the sym m etry axis w ill be produced by  

m eans o f  the derivatives in  direction y  o f the fun ction  I.  Results are show n in Fig. 10.
The result can be checked b y  the equilibrium  analysis o f the h a lf panel. As it  

appears from  Fig. 11, equilibrium  condition is m et.
A pparently, orthotropy m odified the stress sta te  o f the given panel as if  it  would  

be a su ch  deeper beam . A pplying, how ever, an orthotropy of the opposite sense, e.g. A =  1/2, 
an  a lm o st linear stress distribution w ould result.

Fig. 8

У
Fig. 10
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U ntersuchung hom ogener orthotroper wandartiger Träger. Das behandelte Verfahren  
beschreibt den Spannungszustand und den Form änderungszustand m it H ilfe zweier Para
m eterfunktionen. Im  Laufe der Berechnung kann die H älfte  der U nbekannten in expliziter  
Form dargestellt und so aus den Gleichungen elim iniert werden. A uf diese W eise is t  die A n
zahl der U nbekannten —  gleiche N etzd ich te vorausgesetzt —  dieselbe, wie bei Verwendung  
der A iry-Funktion. V orteil des Verfahrens ist, daß die Randbedingungen sehr einfach form u
liert werden können. E ine weitere Vereinfachung ist, daß die Spannungen durch die ersten  
A bleitungen an sta tt der zw eiten Ableitungen ausgedrückt werden können.

E xam en de parois portantes hom ogènes orthotropes. La m éthode présentée décrit 
l’état de contrainte et l ’éta t de déform ation à l’aide de deux fonctions param étriques. Au 
cours du calcul, la m oitié des inconnues peut être produite sous forme explicite et être élim i
née ainsi des équations. D e cette  façon, en supposant une densité de réseau identique, le nom 
bre des inconnues est le m êm e comme si on u tilisa it la  fonction  d’Airy. L’avantage de la m é
thode est que les conditions de pourtour p euvent être form ulées très sim plem ent. Une autre 
sim plification est possible en exprim ant les contraintes par des dérivées premières au lieu de 
dérivées secondes.
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20 J . FÜZY

Исследование однородных ортотропных стеновых балок. Демонстрируемый метод 
описывает состояния напряжения и деформации при помощи двух параметрических 
функций. В процессе вычисления половина неизвестных может быть получена в явной 
форме и, таким образом, исключена из уравнений. Следовательно, предполагая идентич
ную плотность сети, число неизвестных получается таким же, как это имеет место в случае 
функции Айри. Преимуществом предлагаемого метода является то, что краевые условия 
можно формулировать очень просто. Дополнительным упрощением является, что напря
жения можно выразить вместо производных второго порядка производными первого 
порядка.
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STABILITY ANALYSIS OF PARABOLIC ARCHES 
SUBJECTED TO A VERTICAL LOAD ACTING 

AT THE APEX
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BUILDING RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST

[M anuscript received January 19, 1966]

A n approxim ative m ethod is presented for the stab ility  analysis o f tw o-hinged and 
fixed -en d  parabolic arches w ith constant cross-section, subjected to  a vertical load applied at 
th e  apex. The parabolic arch is replaced b y  a chain of hinged bars. T he num erical values ob
tained  for the critical force of the su bstitu tin g  chain consisting o f f iv e  bars, are shown in tables.

1. Introduction

The tech n ica l li te ra tu re  deals in  d e ta il w ith  th e  s ta b i l i ty  analysis o f p a r a 
bo lic  arches su b je c te d  to  a u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  v e r tic a l lo a d  [1 — 5]. Since 
changes in  th e  le n g th  o f th e  cen te r  lin e  o f  th e  arches a re  n eg lec ted , u n d e r  th is  
k in d  of load  no d e fo rm atio n  com es in to  b e ing  before lo sing  s ta b ili ty . T h erefo re , 
th e  a im  of th e  s ta b il i ty  in v es tig a tio n  is to  determ ine  th e  lo a d  a t  w hich th e  a rch  
in  its  initial form  becom es u n s tab le .

I t  is q u ite  a d iffe ren t case th e  one in  w hich th e  lo a d  a c tin g  to  a p a rab o lic  
a rc h  consists of one or m ore c o n c e n tra te d  forces. T h e n , befo re  th e  s ta b il i ty  
com es to  an  end , d efo rm ations m a y  grow  u p  to  an a m o u n t t h a t  th e  ap p lic a tio n  
o f th e  second o rd e r th e o ry  is n o t s a tis fa c to ry  any  longer. I t  can  be ex p la in ed  
b y  th is  fa c t th a t  th e  s ta b ili ty  of pa rab o lic  arches su b jec ted  to  a lo ad  o f concen 
t r a te d  forces, w as in v es tig a ted  o n ly  th ro u g h  m odel te s ts  [6—8]. The accu racy  
o f  th e se  te s t  re su lts  h av e  n o t been  checked  b y  ca lcu la tions.

In  th is  p a p e r th e  s ta b ility  an a ly sis  o f tw o-h inged  a n d  fix ed -en d  p a rab o lic  
a rches of c o n s ta n t cross section  su b je c te d  to  a single v e r tic a l c o n c e n tra ted  lo ad  
ap p lied  a t  th e  ap ex  o f th e  arch , is d e a lt w ith . The in v e s tig a tio n  is lim ited  to  
th e  case of d isp lacem en ts in  th e  p lan e  o f th e  arch . T he m a te r ia l  of th e  a rc h  is 
assu m ed  to  be p e rfec tly  e lastic . C hanges in  leng th  o f  th e  c e n te r  line w ill be 
n eg lec ted . Since an  e x a c t so lu tion  o f th e  prob lem  is im possib le , an  a p p ro x im a 
tiv e  m eth o d  o f c o m p u ta tio n  will be ap p lied .

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



22 M. RÓZSA

2. M ethod o f com putation in stability analysis

On in v es tig a tin g  th e  s ta b ili ty  o f p a rab o lic  arches o f  c o n s ta n t cross sec
tio n  sub jec ted  to  a sing le  v e r tic a l c o n c e n tra ted  load , ap p lied  a t  th e  apex, th e  
a rc h  is rep laced  b y  a h in g ed  ch a in  consisting  o f s t if f  s tra ig h t  b a rs  of len g th  l 
(F ig . 1). The h inges o f  th e  ch a in  are  ly ing  in  th e  cen te r line  o f  th e  parabo lic  
a rc h . T he ad jo in ing  b a rs  are  co n n ec ted  b y  sp rings. The sp rin g  co n stan ts  c are  
e q u iv a le n t to  th e  b e n d in g  stiffness 1ЕЦ; i.e.

c =
I E
l ( 1 )

Fig. 1. In itia l shape of the chain of bars

I f  th e  re la tiv e  ro ta t io n  of th e  ad jo in in g  b a rs  is cp, th e  m o m en t ex erted  b y  
th e  spring  will be

M  =  ap. (2)

In  case of a c h a in  o f b a rs  rep lac in g  a p arab o lic  a rch  h in g ed  a t th e  su p 
p o r ts  no springs a re  a t  th e  h inges A  an d  F.

In  case o f a c h a in  o f b a rs  su b s ti tu tin g  a p arab o lic  a rc h  w ith  fixed  ends, 
a t  th e se  hinges A  a n d  F  sp rings sym bolized  b y  d ashed  lin e  are  se t. Since th e  
f ix e d  ends m ay  be  rep laced  b y  th e  sy m m etrica l im age o f  th e  chain of b a rs  
w ith  respect to  th e  ax is  A F ,  a t  th e  h inges A  an d  F  th e  v a lu e  o f th e  re la tiv e  
ro ta t io n  of th e  ad jo in in g  (i.e. th a t  o f th e  re a l an d  o f th e  “ im ag e” ) bars is th e  
do u b le  of th a t  o f th e  ro ta tio n  of th e  rea l b a r . T herefo re , th e  v a lu e  of th e  con
s ta n t  c0 of th e  sp rin g s rep lac in g  th e  fix ed  ends a t  A  an d  F  is th e  double of th a t  
o f  th e  spring c o n s ta n t  accord ing  to  (1):

c e —  2  c  =  2  ~ ~ ~  • ( 3 )

The rep lac in g  chain  of b a rs  ap p ro ach es th e  o rig inal a rch  th e  m ore th e  
la rg e r th e  n u m b e r o f  b a rs  is. O n th e  o th e r h a n d , th e  c o m p u ta tio n  is becom ing
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m ore an d  m ore le n g th y  w ith  th e  increase  of th e  n u m b e r o f b a rs . In  th is  p ap e r 
a chain  consisting  of fiv e  b a rs  h av e  been  ta k e n  u p , because  in  th is  w ay  we o b ta in  
such  values fo r th e  c ritica l forces w hich  agree sa tis fa c to rily  w ith  th e  te s t  re su lts .

T he d e fo rm atio n  of th e  sy m m etrica l arch  and  th a t  o f th e  rep lac ing  chain  
o f b a rs  su b jec ted  to  sy m m etrica l lo ad , tak in g  p lace befo re  losing s ta b ility , 
w ill alw ays be sy m m etrica l (F ig . 2). T he loss of s ta b il i ty  can  ta k e  p lace in  tw o

d iffe ren t w ays: acco m p an ied  b y  antimetrical, o r b y  symmetrical d e fo rm atio n  
w hich  will he su perim posed  u p o n  th e  sy m m etrica l d e fo rm atio n  occu rring  before 
th e  loss of s ta b ili ty . T he fo rm er is called  antimetrical, a n d  th e  la t te r  symmetrical 
loss o f stability.

The antimetrical loss o f stability is ch a rac te rized  b y  th e  c ircu m stan ce  th a t  
th e  b eam  (p arabo lic  a rch  or ch a in  of b a rs) su b jec ted  to  th e  lo ad  P  is in  eq u i
lib riu m  in  a sy m m etrica lly  b e n t  p o sitio n  (Fig. 2), an d  con tin u es to  be in  eq u i
lib riu m  also in a p o sition  ch a rac te rized  b y  an  in fin ite ly  sm all an tim e tric a l 
d isp lacem en t superim posed  u p o n  th is  (F ig . 3). The fo rm er w ill he  called  positio n  
I ,  an d  th e  la t te r  p o sitio n  I I .

In  th e  case o f  symmetrical loss o f stability th e  beam  su b jec ted  to  th e  load  
P  is in  eq u ilib riu m  in a sy m m etrica lly  b e n t position  (position  I) , an d  con tinues 
to  be in  equ ilib rium  in a p o sitio n  ch a rac te rized  b y  an  in f in ite ly  sm all sym m et-
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r ic a l d isp lacem ent su p e rim p o sed  upon  th is  (F ig . 4), T he l a t te r  w ill be called 
p o s itio n  I I ’.

3. Computation o f the antim etrical loss o f stability

a) Two-hinged parabolic arch

W ith  th e  view  to  reso lve th e  s ta b ility  p rob lem  we are  to  de te rm ine  th e  
ch an g es ÔV and  ÔH o f  th e  v e r tic a l an d  h o rizo n ta l co m p o n en ts  V  an d  H,  re 
sp e c tiv e ly , of th e  le f t-h a n d  side su p p o rt re a c tio n  in  p o sitio n  I I ,  com pared  to  
t h a t  o f position  I  (F igs 2 an d  3).

In  position  I ,  ow ing  to  th e  sy m m etry :

To begin w ith , th e  p ro b lem  of th e  a n tim e tric a l loss of s ta b ili ty , an d  a f te r 
w a rd s  t h a t  of th e  sy m m e tric a l loss o f s ta b ili ty  w ill be tre a te d .

H+ÔH

Fig. 4. Chain of bars in position I I ’

(4)
2

In  position  I I  th e  p o in t o f ap p lica tio n  o f th e  force P  w ill be h o rizo n ta lly  
d isp laced  by  ôt. F ro m  th e  equ ilib riu m  cond ition  o f th e  m o m en ts  o f th e  forces 
re la te d  to  th e  p o in t F :

a n d  ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  (4):

ÔV ~  — 2 - -  V . ( 5 )
L

A t th e  p o in t o f ap p lica tio n  o f th e  force P , in  consequence of th e  inflexion 
o f  th e  an tim e trica l accesso ry  d isp lacem en t th e  value  of th e  b en d in g  m om en t 
does n o t change, th e re fo re
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A fte r  su b s ti tu t in g  th e  expression (5) an d  n eg lec ting  th e  sm all values of 
h ig h er o rd e r:

ÔH =  0. (6)

A t th e  p o in ts  В  a n d  C o f th e  ch a in  o f b a rs  th e  m o m en t o f th e  le f t-h a n d  
side forces is in  e q u ilib riu m  w ith  th e  m o m en t of th e  sp rin g  p laced  a t th e  p o in t, 
ca lcu la ted  acco rd ing  to  [2].

T he co n d itio n  o f  equ ilib riu m  in p o sitio n  I .  (F ig . 2) a t  p o in t B :

VI sin  x —HI cos oc =  c [(a —ß) — (a 0—/?0)] (7)

oc0, ß 0 b e ing  know n ang les included  b y  th e  in itia l d irec tio n  o f th e  bars  A B  an d  
BC  re sp ec tiv e ly , a n d  b y  th e  p e rp e n d ic u la r  (F ig . 1); 
a t  p o in t C :

V(l sin oc +  l sin ß)—H(I cos a  +  I cos ß) — c(ß~ßo)  (8)

T he co n d itio n  o f  equ ilib rium  in p o sitio n  I I  (F ig. 3.) a t  p o in t B:

( F +  bV)l  sin (a +  bx)— (H  +  àH)l cos (x +  ôx) =

a t  p o in t C:
=  c[(a +  öx—ß — öß) — (x0—ß 0)] ;

( 9 )

( V  +  bV)[l sin(oe +  ôx) +  I sin(ß +  Ö ß )] - (H  +  ÔH)[1 cos(x +  ôa) +  

+  I cos (ß +  öß)] =  c(ß +  öß—ß 0— öy).
( 10)

B etw een  th e  u n k n o w n  angles ос, ß, boc, bß, by in  eq u a tio n s  (7) — (10) th e  
follow ing re la tio n s  e x is t:

oc) in  positio n  I  th e  h o rizo n ta l p ro je c tio n  of th e  le f t h a lf  o f th e  chain  is 
equal to  th e  h a lf  o f th e  sp an

l sin  oc -f- l sin ß  -f-
1
2 ( И )

ß )  in  position  I I  th e  d istance  “m ” o f  th e  m id p o in t o f th e  b a r  C—D from  
th e  s tra ig h t  line A  F  is th e  sam e as in  p o sitio n  I  (F ig . 3):

l cos oc -f- l cos ß =  l cos (oc -j- ôx) -)- l cos (ß +  öß) -|---- — cos (90° -f- by) ; (12)
2

y )  in  position  I I  th e  h o rizo n ta l p ro je c tio n  of th e  le ft h a lf  o f th e  chain  
of bars is longer b y  bt th a n  th a t  in  p o sitio n  I :

l sin(a  -j- bx) -j- l sin(ß -f- öß) — l sin oc— l sin ß  =  bt. (13)
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S u b s titu tin g  th e  expressions (5) a n d  (6) in to  eq u a tio n s  (7) — (13) an d  
ta k in g  in to  acco u n t th e  re la tio n s  re fe rr in g  to  th e  trig o n o m e trica l fu n c tio n s of 
th e  su m  o f th e  angles, fu r th e r  in tro d u c in g  th e  n o ta tio n s

Vi = VI и  H l—  ; = ----- ; x x
c c

ô x L  ö ß  L  b y  L
7T~ n ’ Л  — ~z ~ ' 5 Yi — —r~  ~ z~  ■>öt 2 ôt 2 öt 2

(14)

we o b ta in , a f te r  sim plify ing  an d  n eg lec tin g  th e  sm all values o f h ig h er o rd er, th e  
fo llow ing eq u a tio n s:

V 1(x1 cos x  — sin  x) +  H 1<x1 sin a  =  a x

l sin  a  -f- l  sin  ß 4------- = ------ ,

sin  x-{- ßx s in  ß  4------- y  I =  0 ,
2

ß 0)> (15)

~  a o)> (16)

- ß v (17)

— «1 — y v (18)

(19)

(20)

(21)

unknow ns V v  h v

oq l cos a  4~ f t  1 cos ß =

a , /3, a x, ß v  y 1 ch a rac te riz in g  th e  a n tim e tr ic  loss of s ta b ili ty  o f th e  tw o -h in g ed  
p a ra b o lic  arch . E q u a tio n s  (17), (18), (20), (21) rep re sen t a sy s tem  of in h o m o 
geneous lin e a r  eq u a tio n s  fo r th e  u n k n o w n s ocv  ßv  y v  w h ich  can  be  so lved  o n ly  
w h en  th e  d e te rm in a n t belong ing  to  th e  ex ten d ed  m a tr ix  o f th e  coefficients o f 
th e  sy stem s of eq u a tio n s  is equal to  zero. This d e te rm in a n t is as follow s:

Vx COS 0C 4~ 

H 1 s i n  «  —  1 + 1 0 Vi s i n  X

+  1
Vx c o s  ß  4 -  

H x s i n  ß — 2
+  1 V i s i n  ß

s i n  X s i n  ß +  1 /2 0

l  COS X l  c o s  ß 0
L
2
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W e ad d  to  th e  second row  o f th e  d e te rm in a n t th e  f irs t  row , fu r th e r  th e  
th ird  row  m u ltip lied  w ith  (—H x) a n d  th e  fo u r th  one m u ltip lied  w ith  (— V 1 jl):

Vt COS OC 4- 

H 1 s in  a  — 1 +  1

0 -  1

s in  a s in  ß

l cos a l cos ß

0 Vx sin  oc

1 - ^ L _  A
2 2

+  1/2 0

L
0 —

2

B y  ex p an d in g  th e  d e te rm in a n t we o b ta in  th e  follow ing eq u a tio n :

1 — H ! Vx l sin  a  sin (ß — a) -)------- (sin a  +  sin  ß)
2

----- —  sin ß  (Fj cos oc -)- H 1 s in  oc)
1 , 1

4------К l cos a sin  oc-------
2 2

+  ( 22)

-j- (Vx cos a  +  H 1 sin oc — 1) ( Ц 1  д L---- cos ß ---------
4 4

=  0 .

In  th e  sy stem  o f tra n sc e n d e n t eq u a tio n s  consisting  o f th e  eq u a tio n s
(15) , (16), (19), (22), o n ly  Vv  H v  a ,  ß  unknow ns are  p re sen t. F o r so lv ing th is  
sy stem  o f eq u a tio n s V x an d  H 1 shou ld  be  expressed  from  eq u a tio n s (15) an d
(16)  :

У  _  cos IX (2 ß —  X —  2 ß„ +  «„) +  cos ß (ß — a  —  ß„ +  q „)

sin  (ß — a )
(23)

sin oc (2 ß — oc — 2 ß0 +  a 0) +  sin ß (ß — a  — /?„ +  «,.) 

sin  (/3 — oc)
(24)

T hen  th e  course o f  th e  ca lcu la tion  is as follow s. B y  giv ing a v a lue  to  ß 
one de te rm in es cc from  (19), th e n  th e  v a lu es  of V x an d  from  eq u a tio n s (23) 
an d  (24) shou ld  be d e te rm in ed . The va lu es  o b ta in e d  in  th is  w ay  do n o t sa tis fy  
eq u a tio n  (22). T herefo re , th e  value o f ß shou ld  be v a ried  in  a w ay  o f successive 
ap p ro x im a tio n  u n til  th e  values of th e  unkn o w n s o b ta in ed  a t  la s t also sa tis fy  
e q u a tio n  (22).
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b) Parabolic arch with f ixed  ends

T he course o f th e  co m p u ta tio n  is e ssen tia ly  th e  sam e as th a t  of th e  tw o- 
h in g ed  p a rab o lic  arches.

In  p o sition  I I ,  th e  m om en t o f th e  le f t-h a n d  side e x te rn a l forces a t  th e  
m id p o in t o f th e  b a r  C— D  is o f th e  sam e v a lu e  as in  positio n  I  (Figs 2 an d  3). 
T h e  sam e s ta te m e n t is v a lid  concern ing  th e  m o m en t of th e  r ig h t-h a n d  side 
e x te rn a l forces. A ssum ing  th e  m o m en ts  o f  th e  springs se t a t th e  h inges A  a n d  
F  w ith  th e  sp ring  c o n s ta n t given in  fo rm u la  (3), we o b ta in  th e  follow ing tw o  
e q u a tio n s :

(V  +  ÔV)

(V  -  ÓV)
L
2

öt

(H  ÔH) m — 2c (a -j- dot — x„) =

=  V  —-----H m  — 2c (a  — a 0) ,
2

(H  +  ÔH) m — 2c (x  — dx -\- a„) =

=  V  —-----H m  — 2c (a — a 0) .
2

A fte r  n eg lec ting  th e  sm all values o f h ig h e r o rd e r th e  so lu tion  o f th is  sy stem  of 
e q u a tio n s  is:

ÔV =  — 2 —  V  +  4 —  ôx , (25)
L  L

ÔH =  0 . (26)

A t p o in ts  В  a n d  C o f th e  ch a in  o f  b a rs , th e  m o m en t of th e  le f t-h a n d  side 
e x te rn a l forces is in  equ ilib riu m  w ith  th e  sp ring  m o m en t ac tin g  on th e  h inge. 
F ro m  th is , we can  es tab lish  th e  fo llow ing  eq u a tio n s:

In  positio n  I 
a t  p o in t В :

VI sin x — HI  cos x — 2c(a—x 0) =  c[(a — ß ] — (a 0 — /?„)]; (27)

a t  p o in t C:

V(l sin a -f- l sin ß) — H(l cos a  -|-  / cos ß) — 2c(a—a 0) =  c(ß — ß 0); (28)

In  positio n  I I  
a t  p o in t В :

( V  -V ÖV) l sin (a  +  ôx) -  (Я  +  ÖH)1 cos(« 4 - ôx) -  2c{x +  àx — a 0) =  

-  c [(* +  Öx — ß — öß) — («0 — /?„)];
(29)
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a t  p o in t C:

( V +  ÔV)[1 sin(x +  bx) +  I sin(ß +  bß)] -  

4- I cos (ß 4- 6ß)] — 2c(a +  bx — «„)

A fte r s u b s titu tin g  expressions (25), (26) in to  eq u a tio n s  (27) — (30) an d  
re p e a tin g  th e  tra n sfo rm a tio n s  p e rfo rm ed  a t  th e  c o m p u ta tio n  o f th e  tw o-h inged  
a rch es, as well as in tro d u c in g  th e  n o ta tio n s  (14), we o b ta in  th e  follow ing eq u a 
tio n s :

V1 sin a  — H 1 cos a  =  (3a — ß) — (3 a0 — ß 0), (31)

V1 sin ß — H 1 cos ß =  (2ß — a) — (2/?0 — a 0), (32)

Vx (aj cos a  — sin a) -f- H l x 1 s in  a  4~ 4 oq —  sin a  =  3 x 1 — ßx , (33)
L

Vx (ßx cos ß  — sin ß) -f- H x ßx s in  ß  -j- 4 xx —  sin ß — 2 ßL — a-, — y 1 . (34)
L

T he geom etric  co n d itions (19) — (21) estab lished  for th e  tw o-h inged  p a ra 
bolic arches, a re  in v a ria b ly  v a lid  also  fo r th e  fixed-end  p arab o lic  arches.

W ith  th e  view  of th e  so lu tio n  o f  th e  system  of eq u a tio n s  (19) — (21), an d  
(31) — (34), ju s t  as a t  th e  tw o -h in g ed  p a rab o lic  arches, i t  is to  be assum ed  th a t  
th e  d e te rm in a n t belonging  to  th e  e x te n d e d  m a tr ix  o f coefficien ts o f th e  eq u a 
tio n s  (20), (21), (33), a n d  (34), c o n s titu tin g  a linear sy s tem  of eq u a tio n s  for 
th e  unknow ns x v  ßv  y x, is equal to  zero . A fte r  tran sfo rm a tio n s , ex p an d in g  th is  
d e te rm in a n t th e  follow ing eq u a tio n  w ill be o b ta ined :

(H  -f- bH)[l cos(x +  bx) -f- 

=  c(ß +  bß — ß 0 — by).
(30)

Í, Я , ) L  L
V  l sin a  sin  (ß — x) -I------- sin  a — ----- sin  ß

l 2 ) 2 2
l 1 r . , 1

-f- 4 -----s i n a - 3 4------У A  cos x
2

sin a  —
2 .

Vx cos X

+

+

+

Vx cos a  if ]  sin  a  4- 4 -----s in x  — 3
L

у ; /  д L—— cos p --------
4 4

-------- VA  sin a  cos ß
2

=  0 .

(35)

T he so lu tion  of th e  sy stem  of th e  tra n sc e n d e n t eq u a tio n s  (19), (31), (32), 
an d  (35) should  be p erfo rm ed  in  th e  sam e m an n e r for th e  u nknow ns V v  H v  a , 
a n d  ß, as a t  th e  tw o-h inged  p a rab o lic  arches.
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4. Computation o f the sym m etrical loss o f  stability

a) The two-hinged parabolic arch

In  th e  case o f  a sy m m etrica l loss of s ta b ility , in  th e  positio n  I I ’ (F ig . 4) 
th e  b eam  m a in ta in s  i ts  sy m m etry , th e re fo re , th e  v e r tic a l com ponen t o f th e  
su p p o rt reactions h a s  th e  sam e v a lu e  as in  p o sitio n  I :

& V = Q .  (36)

F ro m  th e  sy m m e try  i t  follows th a t

by =  0. (37)

I t  shou ld  he ta k e n  in to  accoun t th a t  in  case o f sy m m etrica l loss of s ta b ili ty  
ôH  jt  0 .

The equ a tio n s (7) — (10) deduced  fo r th e  a n tim e tr ic a l loss of s ta b ility  are  
v a lid  also in case o f  th e  sym m etrica l loss of s ta b ility . B etw een  th e  angles x, ß, 
bx, an d  bß, th e  fo llow ing  re la tio n s ex is t:

a) E q. (11) is in v a ria b ly  v a lid ;
ß)  in p o sitio n  I I ’ th e  d is tan ce  o f th e  m id p o in t o f th e  b a r  C—D from  th e  

s tra ig h t line A  F  is sm a lle r by  bt, th a n  in  positio n  I  (F ig . 4):

l cos X -j- l cos ß — l cos (x -j- bx) — l cos(ß -f- bß) =  <5i; (38)

y )  in  p o sitio n  I I ’ th e  h o rizo n ta l p ro jec tio n  o f th e  le f t h a lf  o f th e  chain  
o f  b a rs  is o f th e  sam e  len g th  as in  p o sition  I :

l s in (a  +  bx) +  l sin(/3 -f- bß) — l sin x  — l sin  /3 =  0. (39)

A fter s u b s ti tu t in g  (36) an d  (37) in to  eq u a tio n s (7) — (10), (38), an d  (3 9 ) 
a n d  perform ing  th e  sam e tra n sfo rm a tio n s  as th o se  in  th e  case of th e  a n tim e tr i
cal loss of s ta b ility , fu r th e r , in tro d u c in g  besides th e  n o ta tio n s  (14) th e  n o ta tio n

h _ b H  l 
~ ~ b t~  c ' 2 ’

we o b ta in  th e  fo llow ing  equ a tio n s:

V 1 sin x ~ H 1 cos x  =  (x — ß) — (x 0 — ß 0),

V 1 sin ß — H 1 cos ß =  (2ß — x) — (2Д0 — х 0),

V 1x 1 cos x  -j- H 1x 1 sin x  — к cos x  =  x 1 — ßv

(40)

(41)

(42)

(43)
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V ^ x cos ß -\- H x ß x sin  ß — к cos ß =  2 ß 1 — ccv

l sin а  4 - l sin  ß -\------- = ----- ,
2 2

x 1 l sin  « -f- ßi l sin  ß =  —  ,
2

x x cos а  -f- ßy cos /3 =  0.

T he sy stem  o f eq u a tio n s (41) — (47) d e te rm in es th e  u nknow ns V v  H v  X ,  ß, 
x x, ß v  an d  k, ch a rac te riz in g  th e  sy m m e tr ic a l loss of s ta b ili ty  o f th e  tw o-h inged  
p a rab o lic  arch . T he equ a tio n s (43), (44), (46) an d  (47), re p re se n t a sy s tem  of 
inhom ogeneous lin ea r eq u a tio n s fo r th e  unk n o w n s x x, ßx, a n d  k. This sy s tem  can 
be so lved  on ly  w hen th e  d e te rm in a n t b e long ing  to  th e  ex te n d e d  m a tr ix  o f th e  
coeffic ien ts is equal to  zero. B y  e x p a n d in g  th is  d e te rm in a n t we o b ta in  a fte r  
tra n s fo rm a tio n s  th e  follow ing e q u a tio n :

(44)

(45)

(46)

(47)

cos2a(T r1 cos ß -f- H 1 s in  ß  — 2) -f- cos2ß (V 1 cos x  -)- 

H x sin x  — 1) — 2 cos x  cos /3 =  0.
(48)

T he system  o f equ a tio n s (41), (42), (45), and  (48), can  be  so lved  fo r th e  
u n k n o w n s Vx, H v  x, ß, in  th e  sam e w a y  as in  th e  case o f th e  a n tim e tr ic  loss of 
s ta b ili ty .

b) Parabolic arch f ix e d  at the supports

T he equ a tio n s (27) — (30) are  also  v a lid  in  th e  case o f th e  sy m m etrica l 
loss o f  s ta b ility  of p arab o lic  arches, f ix ed  a t  th e  su p p o rts . A fte r h av in g  su b 
s t i tu te d  (36) and  (37) in to  these  e q u a tio n s  a n d  carry ing  o u t th e  tra n sfo rm a tio n s  
describ ed  above, using  th e  n o ta tio n s  (14) a n d  (40), we o b ta in  th e  follow ing 
e q u a tio n s:

V 1 sin x  — H 1 cos x  =  (За — ß) — (З а 0 — ß 0), (49)

V x sin ß — H x cos ß =  (2/3 — x)  — (2ß0 — a 0), (50)

Vx x x cos x  -f- H x x x sin  x  — к cos а  +  4 xx -----sin  x  =  3 x x — ßx ,
L

Vx ßx cos ß  -f- H x ß x sin  ß — к cos ß  +  4 a 1-----sin  ß =  2 ßx — x x .
L

(51)

(52)

T he equ a tio n s (45) — (47) re m a in  in v a r ia b ly  valid .
B y  e lim ina ting  th e  unknow ns x x, ß v  к from  th e  eq u a tio n s (46), (47), (51), 

a n d  (52) in  th e  m an n e r a lread y  p re se n te d , th e  follow ing eq u a tio n  w ill be ob-
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ta in e d :

cos2 a  (f^ cos ß  -f- Hy sin  ß — 2) -f- cos2 ß V1 cos a  H 1 s in  <x

-f- 4 — si n a  — 3 
L

2 cos a  cos /3 11 —(—2 sin/3| =  0 .

(53)

T he system  o f  e q u a tio n s  (45), (49), (50), a n d  (53) can  be solved fo r th e  
unkn o w n s V v  H v  a ,  ß,  in  th e  sam e w ay  as p re se n te d  in  th e  foregoing.

5. N um erical resu lts

S ta rtin g  from  th e  fo rm ulae  deduced  in  p o in ts  3 an d  4, th e  c ritica l lo ad  P  
a n d  th e  critical h o riz o n ta l la te ra l th ru s t  H  h av e  been  d e te rm in ed  correspond ing  
to  th e  an tim e trica l a n d  sy m m etrica l loss of s ta b il i ty  o f tw o-h inged  an d  fixed - 
en d  parabo lic  a rches w ith  re la tiv e  rises of f /L  =  0 ,1; 0 ,2; 0,3 an d  0,4.

A ccording to  th e  ca lcu la tio n s a t  th e se  rises the antimetrical loss o f  stabil
ity o f  the two-hinged parabolic arches takes place at a smaller load than the sym 
metrical one, c o n seq u en tly , in  p rac tice , i t  is a lw ays th e  fo rm er w hich occurs. 
A t th e  parabo lic  a rch es w ith  fixed-ends a n tim e tr ic a l loss o f s ta b ility  can  n ev e r 
o ccu r (in th e  case o f  th e  given values o f rises), because  eq u a tio n  (35) h as  no 
re a l ro o t. W hen th e  lo a d  reaches th e  c ritic a l v a lu e , th e se  arches, show  th e  
p h enom enon  o f loss o f  s ta b ili ty  w ith o u t b ifu rc a tio n  in  co n fo rm ity  w ith  th e  
ex p erim en ts  of K o llbrunner  [7]. A ccord ing  to  th e  ca lcu la tio n s ca rr ied  o u t 
concern ing  th e  p a ra b o lic  arches w ith  fix ed -en d s, an  a n tim e tr ic a l loss o f s ta b il
i ty  ta k e s  place o n ly  in  case o f / /L  =  0,85, o r of a still g re a te r  value of th e  re la 
tiv e  rise of arch .

T he c ritica l v e r tic a l load  P  and  th e  c ritica l h o rizo n ta l la te ra l th r u s t  H  
a re  given b y  th e  fo llow ing  fo rm ulae:

P  = H  — k H
I E
u

w here  kp and  кя  a re  coeffic ien ts , th e  values o f w hich a re  g iven  in  T ab les I ,  I I  
a n d  I I I .

Table I

Sym m etrical loss o f  stability o f  two-hinged parabolic arches

f/L 0,1 0,2 0,3 0,4

kH 32,42 26,87 19,80 13,63

fcp 15,78 26,90 31,04 29,65

kp . Ch 17,6 27,8 29,6 26,9
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T ab le  I  refers to  th e  a n tim e tr ic a l loss o f s ta b ility  o f th e  tw o -h in g ed  p a ra 
bolic arches. In  th e  th ird  line o f th e  ta b le  th e re  are to  be seen  th e  coeffic ien ts 
кр.сн  ca lcu la ted  on th e  basis  o f th e  ex p e rim en ts  ca rried  o u t b y  C h w a l l a  an d  
K ollbrunner  [7]. T he d ifference b e tw een  th e  ca lcu la ted  a n d  th e  ex p e rim en ta l 
va lu es  rem ains b e tw een  th e  lim its  of ^ 1 2  p e r  cent.

C onsidering th a t  th e  ca lcu la tio n s w ere m ade w ith  an  a p p ro x im a tiv e  m e th 
od , a n d  errors in  th e  ex p e rim en ts  a re  in e v ita b le , th e  a g re e m e n t o f th e  re su lts  
o b ta in e d  b y  th e  tw o d iffe ren t w ays, in  sa tis fac to ry .

Table II

Symmetrical loss o f stability o f  fixed-end parabolic arches

f/L 0,1 0,2 0,3 0,4

feH 44,32 40,49 35,30 29,80
fcp 17,37 31,27 40,08 44,06

T ab le  I I  refers to  th e  sy m m etrica l loss o f s ta b ility  o f th e  f ix ed -en d  p a ra 
bolic  arches. No te s t  re su lts  are  know n in  th is  respect.

Table III

Antimetrical loss o f stability o f  parabolic arches o f large rise o f  arch

f/L 0,85 1,0

lcH 10,00 5,85
kp 35,04 28,37

T ab le  I I I  gives th e  coefficien ts kp  a n d  км, belonging to  th e  a n tim e tr ic a l 
loss o f  s ta b ility  o f f ix ed -en d  p arab o lic  a rch es w ith  re la tiv e  rises of f /L  =  0,85 
a n d  f / L  =  1. No te s t  re su lts  a re  k now n . Chwalla an d  K o llbrunner  m ade 
ex p e rim en ts  concern ing  th e  s ta b ili ty  o f p a rab o lic  arches w ith  fix e d  ends on ly  
o f  a re la tiv e  rise o f f /L  =  0,4. O u t of th e  ex am in ed  28 p a ra b o lic  a rches of th e  
sam e fo rm , in  23 cases sy m m etrica l, a n d  in  5 cases a n tim e tr ic a l losses o f s ta b il
i ty  h a v e  ta k e n  p lace. Since, accord ing  to  th e  th eo re tica l ca lcu la tio n s , an  a n t i 
m e tric a l loss o f s ta b ili ty  is im possib le  a t  th is  re la tiv e  rise o f a rc h , th e  p h e n o m 
enon  observed  in  5 cases can  be e x p la in e d  only b y  th e  in it ia l  a sy m m e try  
cau sed  b y  th e  in e x a c titu d e  o f th e  ex p e rim en ts .
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Stabilitätsuntersuchung der im  Scheitel m it einer vertikalen K raft belasteten Parabel
bögen m it gleichbleibendem  Querschnitt. In  der Abhandlung wird ein Annäherungsver
fahren zur Stab ilitätsuntersuchung der im  Scheitel m it einer vertikalen  K raft belasteten zw ei
gelenkigen und eingespannten Parabelbögen m it gleichbleibendem  Q uerschnitt dargelegt, bei 
w elchem  der Parabelbogen durch eine federnde gelenkige Stab kette  ersetzt ist. Für die kr iti
schen K räfte der aus 5 Stäben bestehenden E rsatzstabketten  erhaltene W erte sind in T abellen  
angegeben.

Analyse de stabilité des arcs paraboliques à section transversale constante, chargés d’une 
force verticale à leur som m et. L’étude présente une m éthode approchée pour l ’analyse de 
stab ilité  des arcs paraboliques à deux articulations, encastrés, à section  transversale constante et  
chargés d’une force verticale à leur som m et. D ans cette  m éthode, l’arc parabolique est rem placé  
par une chaîne de barres articulée. Les valeurs num ériques obtenues pour l ’effort critique de 
la chaîne de rem placem ent com posée de cinq barres sont indiquées dans des tableaux.

Анализ устойчивости параболических арок постоянного сечения, нагруженных 
перпендикулярно действующей силой в верщине. Работа излагает приближенный метод 
для анализа устойчивости двухшарнирных и заделанных параболических арок постоян
ного сечения, нагруженных перпендикулярно действующей силой в вершине. В методе 
параболическая арка замещается пружинной шарнирной стержневой цепью. Числовые 
значения, полученные для замещающей стержневой цепи, состоящей из пяти стержней, 
сведены в таблицу.
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YELAROIDAL SHELL OVER RECTANGULAR PLAN

E. DU LÁ C SK A
TO W N  PLANNING O FF IC E , BUDAPEST 

[M anuscript received M ay 6, 1966]

A  design m ethod is given  for a parabolic shell similar in form  to a sail stretched over a 
plane edge. Stress function  o f the shell is approached b y  a polynom e o f several m embers. In 
ternal forces are determ ined for uniform ly d istributed snow load and approxim ate dead load.

1. Introduction

Y elaro ida l shell m eans a shell su p p o rte d  over a h o riz o n ta l p lan . Such a 
shell can  on ly  be b a la n c e d  b y  m em b ran e  forces if  la te ra l  p ressu res are  also 
allow ed fo r. I f  in  a d d itio n  shearing  forces can  a c t a t  th e  shell edge, th e  shell 
becom es h y p e rs ta tic .

M em brane forces o f h y p e rs ta tic  shells can  only be d e te rm in ed  b y  m ee tin g  
th e  b o u n d a ry  con d itio n s fo r defo rm atio n , since a shell p ro b lem  m ay  h av e  an  
in fin ity  o f s tru c tu ra l ly  possib le m em b ran e  so lu tions, in d ep en d en t o f th e  
d e fo rm atio n  co n d itio n s. Selection  of th e  a c tu a l so lu tio n  am ong  th ese  w ould  
req u ire  d e fo rm atio n  an a ly s is . In  th e  g iven case, how ever, th is  h ig h ly  in tr ic a te  
analysis can  be av o id ed  b y  m eans of th e  m e th o d  to  be  d escribed , invo lv ing  a 
shell edge a c te d  u p o n  b y  b o u n d a ry  p ressu res. T h ereb y , since th e  edge o f th e  
edge b eam  a d ja c e n t to  th e  shell is itse lf  com pressed  because  o f th e  bend ing  due  
to  la te ra l  p ressu res t r a n s m it te d  b y  th e  shell, specific s tra in s  o f th e  a d ja c e n t 
shell edges a n d  o f th e  edge b eam  are o f th e  sam e k in d . A d eq u a te ly  choosing 
edge b e a m ’s size a n d  m a y  be  shape, u n d u e  differences b e tw een  specific s tra in s  
an d  co rrespond ing  s tresses a long  th e  c o n ta c t line o f b o th  s tru c tu re s  can be 
avo ided . T h is m a y  he lp  to  e lim ina te  p ro b lem  red u n d a n c y . 2

2. Fundam ental relationships

This p ro b lem  w ill be re fe rred  to  th e  co -o rd in a te  sy s tem  x, y ,  z. O nly v e r 
tic a l loads p ,  sy m m etrica l to  th e  p lanes x, y  a n d  y ,  z, w ill be  considered.

F o r th e  sake o f  s im p lic ity , d im ensionless co -o rd ina tes |  an d  rj w ill be
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in tro d u c e d , re la te d  to  x  an d  y  as:

s = — , У

In d ic a tin g  d iffe re n tia tio n  b y  a su b sc r ip t, equ ilib riu m  d iffe ren tia l e q u a 
tio n  o f  th e  p rob lem  can  be w ritte n  in  d im ensionless co -o rd in a tes  as:

w here
Hi F m  — 2 Hy F iy +  zvv F  ii =  — a2 b2 p  ,

z — z (£, rj) is the m edian shell surface ; and 
F  =  F  (£, rj) the  stress function  o f th e  shell.

( i )

P ro jec tio n s  o f  in te rn a l forces can  be  expressed  from  th e  stress  fu n c tio n  as:

n x —  F m '  n xy —  , F  iy  '■> n y  —  „ F  i i  • (^ )b2 ab

T he eq u a tio n  o f th e  shell’s m ed ian  su rface  is:

* = _ * ( ! _ ! * ) ( !  _ 48). ( 3 )

In  th is  case, second  o rd er d e riv a tiv e s  o f th e  eq u a tio n  of th e  m iddle  su r
face  in  (1) are :

z(( =  2 h ( l - r , 2) ;  zçv =  — 4 h£t] ; жщ  =  2 к ( 1 - Р ) .  (4)

E q . (1) h as  an  in fin ity  o f so lu tio n s . One of th e m , fo r a un ifo rm ly  d is tr ib 
u te d  lo ad  p 0 w ill be  th e  s tress fu n c tio n .

F  =  K1 +f)ln (1 + f )  + (1 -  f )  i n  (1 - 1 )  +о n (5)
+  ( ! + » ? )  b  (1 +  V) +  (1 — П) ln  (1 — rj)]

o b ta in e d  b y  in v e rtin g  th o se  s ta te d  in  [1]. In  th is  case th e  p ro jec tio n s of in te r 
n a l  forces a re , in  acco rdance  w ith  (2):

Pob 2 _________ .

4 h 1 -  I 2 ’
P„ a2 . __1___ .

4 h 1 - r j 1 '
nxy =  0 . (6 )

S o lu tion  (5) th o u g h  i t  e x a c tly  sa tisfies d iffe ren tia l e q u a tio n  (1), b u t  
y ie ld s  in fin ite  edge in te rn a l forces a t  th e  b o u n d aries , hence  in fin ite  s tra in s , 
w h ich  a re  in co n g ru e n t w ith  th e  edge b e a m ’s s tra in .

A  so lu tio n  w ith  nxy ^  0 a t  th e  b o u n d a ry , hence  w ith  no  s in g u la r ity  a t  
th e  co rner, h as  to  be  found .
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3. Assum ptions

As i t  was s ta te d  in  th e  in tro d u c tio n , no s tru c tu ra l b o u n d a ry  co n d itio n  
cou ld  be  assum ed  fo r th e  p ro b lem . To f in d  a p a r tic u la r  so lu tio n  fo r th e  p ro b lem , 
th e  fo llow ing assu m p tio n s h av e  to  be m ad e :
3.1. shell edge su p p o rt shou ld  resis t a n y  force arising in  th e  p lan e  ta n g e n tia l

to  th e  shell;
3.2. edge su p p o rt does n o t  re s tra in  shell edge defo rm ations. 4

4. Stress function, internal forces and balanced load

F ro m  E q . (1) w r it te n  for edges |  =  1 or rj =  1 i t  ap p e a rs  th a t  for a co n 
s ta n t  lo a d  or one th a t  can  be exp ressed  b y  a po lynom e, th e  s tress fu n c tio n  is 
a b so lu te ly  po lynom ial a t  th e  edge.

E x a c t  stress fu n c tio n  of th e  p ro b lem  w ould  be a po ly n o m e w ith  an  in f in 
i ty  o f  m em bers. P ra c tic a lly , how ever, i t  is su ffic ien t to  p ro d u ce  a stress  fu n c 
tio n  w ith  fin ite  m em bers, co rrespond ing  to  ou r a ssu m p tio n s, b a lan c in g  th e  
a ssu m ed  lo ad  e x a c tly  a t  f  =  rj =  0 an d  a t  f  =  rj =  1, an d  a t  a fa ir  a p p ro x im a 
tio n  in  o th e r  p a r ts  o f th e  shell.

L e t th is  s tress fu n c tio n  be:

F  =  C22( l  — P ) ( l  —tr )  +  C44( l  -  | 4)(1 -  rf)  +  C66( 1 -  |° )(1  -  ,« ) +

+  C24( l  -  **)(! -  r, ‘) +  C26( l  -  P ) ( l  _  rf)  +  C «(l -  ! 4)(1 -  t?2) +  (7) 

+  C62( l  -  !«)(! -  rf)  +  C 02r/2 +  С 0Й4 +  C ^ r f  +  C20| 2 +  C l0|* +  C60I е.
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In te rn a l forces can  be com p u ted  from  th e  stress fu n c tio n  accord ing  to  
fo rm u lae  (2), b y  m ean s  o f th e  follow ing d e riv a tiv e s  o f th e  second o rder:

F (( =  —2C22 (1 -  r f)  -  12Ct t |* ( l  -  V ) -  30Ce6| 4( l  -  r f)  -
-  2C24(1 -  ty4) -  2C36(1 -  rf)  -  12C42| 2(1 -  rf)  - 3 0 C 62| 4(1 -  rf) +

+  2C20 +  12C40| 2 +  30C60| 4, (8 )

Ffr =  4C22|»y +  16C44| 3»y3 +  36 C66£ V  +  8C24|?y3 +

+  12С26У  +  8 Ci2?ri +  12C62̂ ,  (9)

=  — 2C22(1 -  £2) -  12Cu rj2( l  -  I 4) -  30C66ry4( l  -  I e) -  

- 1 2 C 24ty2( l  -  I 2) -  30C26ry4( l  -  I 2) -  2C42(1 -  I 4) -  2C62(1 -  I e) +

+  2C02 +  12С 04ту2 +  30Co6ry4. (10)

S u b s titu tin g  v a lu e s  from  (8 , 9, 10) in to  E q . (1) i t  g ives th e  load  b a lan ced  
b y  stress fu nc tion  (7):

=  2(1 -  »?2) [ —2C22(1 -  I 2) -  12C44?y2( l  -  £4) -

- 3 0 C 66ty4( l  -  I 5 6) -  12C24?y2( l  -  I 2) -  30C26̂ 4(1 -  I 2) -

-  2C42(1 -  I 4)— 2C02(1 -  I е) +  2C02 +  12C04íj2 +  30Coery4] +

+  8|»у[4С22|?у +  16Cu ^ r f  +  36C66£ V  +  8C2f r f  +

+  12C26 t r f  +  8C42| 3?y +  12C62i y  +

+  2(1 -  ! 2) [ - 2 C 22( l  -  rf)  -  12C44| 2(1 -  ry4) -

-  30Ce6| 4( l  -  rf) -  2C24(1 -  rf)  -  2C26(1 -  rf)  -

-  1 2 ^ 1 2 (1  -  rf) -  30C62| 4(1 -  rf) +

+  2C20 +  12C40e2 +  30C60| 4]. (11)

5. Determ ination o f load and constants

The m ost im p o r ta n t  loads of ro o f shells are  d ead  lo ad  and  snow  lo ad . 
T h is  la t te r  can  be co n sid ered  as a load  p 0 u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  over th e  g ro u n d  
p la n e , while d ead  lo a d  o f a shell of u n ifo rm  th ick n ess  can  be expressed  as:

S  =  8 о Kl +  *x +  «у (12)

a n  expression e x tre m e ly  d ifficu lt to  ca lcu la te  w ith , th e re fo re , in  general, d ead  
lo a d  is com posed o f  a c o n s ta n t co rrespond ing  to  th e  lo a d  p 0, and  of a fa ir ly  
w ell app roach ing  v a ria b le .

Shell load  acco rd in g  to  th is  concep t is show n in F ig . 2.
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L oad  values in  F ig . 2 are  as follow s:

C onstan ts  cm>n are  to  be d e te rm in ed  from  th e  co n d itio n  th a t  th e  lo ad  
b a lan ced  acco rd ing  to  (11) equals tho se  d e te rm in ed  in  (13). S u b s titu tin g  loads 
in  (13) in to  (11), th is  l a t te r  can  be  d iv ided  accord ing  to  d iffe ren t pow ers o f th e  
v a riab les , to  give th e  n u m b e r o f eq u a tio n s n ecessary  to  fin d  th e  c o n s ta n ts . 
These eq u a tio n s a re , b y  su b s titu tin g

V = P  o'
a2b2

«  =  Pa
a2b2 0 a2b2

P — Рь —  n
(14)

th e  follow ing:

2C22 +  C24 - f  C26 +  C42 +  C62 — C02 — C20 — 0,25y,

2C22 — 6C41 — 6C24 +  Си +  C62 — C 02 +  6C04 =  —0,25a, 
6Cu  -  15C66 +  7C24 -  15C26 +  15C06 -  6C04 =  0,

— 15Ce6 -  16C26 +  15C06 =  0,
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2 C22 — 6 C44 — 6 C42 +  C24 +  C26 — C20 +  6C10 — —0,25/?,

6C44 -  15C66 +  7C42 -  15C62 +  15C60 -  6C40 =  0,

- 1 5 C 66 -  16C62 +  15C60 =  0,

8C22 +  16C42 +  24C62 -  C 02 +  6C 01 =  0,5/9,

32C44 +  16C24 -  6C04 +  15C06 =  -0 ,2 5 /9 , (15)

24C06 +  8C2G -  5C06 =  0,

8C22 - f  16C24 4~ 24C26 — C2g -f- 6C4g =  0,5a,

32C44 -f- 16C42 — 6C40 -|- 15C60 =  — 0,25a,

24C66 +  8C62 5C60 =  0,

—2,5C22 -  7,9375C44 -  5,466797 C66 -  5,1875(C24 +  C42) — 4,6875 

(C26 +  C62) +  3(C20 -(- C U2) - f  4,5(C40 +  C04) 4- 2,8125(C60 4- C ue) =

=  —y  +  0 ,15(a 4~ ß)-

I t  can  be d e m o n s tra te d  t h a t  am ong  E qs (15), th e  fo u r th  an d  sev en th  
g iv e  id e n tity , hence  one o f th e m  m a y  be le ft o u t. The rem ain in g  13 eq u a tio n s 
a re  su ffic ien t to  d e te rm in e  th e  13 un k n o w n s. R esults h a v e  been  ta b u la te d  
in  T ab le  I.

Table I

Multi
plier У ß

C22 -0 ,1 8 5 0 6 4 -0 ,2 1 7 5 5 4 -0 ,2 1 7 5 5 4

Cu -0 ,0 1 7 2 2 6 -0 ,0 3 1 1 0 0 -0 ,0 3 1 1 0 0

C66 4 0 ,003341 + 0 ,005384 +  0,005384

C24 +  0,083867 +  0,144799 +0,117021

2̂6 -0 ,0 2 3 8 0 3 -0 ,0 3 8 3 5 6 -0 ,0 3 8 3 5 6

C42 +  0,083867 +  0,117021 +0,144799

^62 -0 ,0 2 3 8 0 3 -0 ,0 3 8 3 5 6 -0 ,0 3 8 3 5 6

C 02 -0 ,2 5 0 0 0 0 0 -0 ,2 5 0 0 0 0

C04 +  0,076652 +  0,131439 +  0,099032

Co6 -0 ,0 2 2 0 4 9 0,035529 -0 ,0 3 5 5 2 9

C20 -0 ,2 5 0 0 0 0 -0 ,2 5 0 0 0 0 0

C4O + 0,076652 +  0,099032 +  0,131439

C,o -0 ,0 2 2 0 4 9 0,035529 -0 ,0 3 5 5 2 9

S u b s titu tin g  th e  co n stan ts  fig u rin g  in  T ab le  I  in to  expressions (8 , 9, 10), 
in te rn a l  forces can he d e te rm in ed  b y  m eans of re la tio n sh ip s  (2).
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6 . Degree of accuracy

E x a m in in g  ex ac t an d  b a la n c e d  lo ad  values, m a x im u m  differences w ill 
be fo u n d  a t  |  =  r] =  0,7 ~  0,8.

A t I  =  r] =  1/1/2, ex ac t lo a d  v a lu e  de te rm in ed  acco rd in g  to  E qs (13) is: 

— =  Po  +  0,122(pa +  рь),  

a n d  th e  b a lan ced  load :

- p \ t ~ " ~ V i )  =  0,969620 Po +  0,220442 (pa +  p b).

D ev ia tio n  o f th e  b a lan ced  lo a d  a t  |  =  rj =  1/1/2 fro m  th e  a c tu a l lo a d  
v a lu e , as w ell as n u m erica l m ean  e rro rs  of th e  b a lan ced  lo a d  as a fu n c tio n  of 
th e  shell size are  com piled in  T ab le  I I .  E rro r  of snow lo ad  p 0 co rresponds to  th e  
co lum n  2hl(a -f- b) =  0 of th e  ta b u la te d  dead  load.

Table II

2 h /(a  +  b )

D e v ia t io n  o f  th e  b a la n ced  load  a t

0 0,25 0,50

f  =  V =  1 / Г 2 - 3 , 0  % - 1 , 0  % + 4 ,5  %

S ta n d a rd  d e v ia tio n  o f  th e  b a lan ced
lo a d , a b o u t 1,00% 0,33% 1.5 %

F ro m  T ab le  I I  th e  acc u ra cy  ap p e a rs  to  m eet r a th e r  w ell p ra c tic a l r e 
q u irem en ts .
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Segclschale über Rechteckgrundriss. E s  w ird  ein B e rech n u n g sv erfa h ren  fü r  S ch a len  
m it p a ra b o lisch em  Q u ersch n itt, in  F orm  ä h n lich  e in em  über e in en  e b en en  R an d  g esp a n n ten  
S egel, b esch r ieb en . D ie  S p a n n u n g sfu n k tio n  der S ch ale  w ird durch  e in  M eh rg lied p o lyn om  a n 
g en ä h er t. D ie  S c h n ittk r ä fte  w erd en  b ei e in er  g le ich v er te ilte n  S c h n e e la st  u n d  e in em  a n n ä h ern 
den E ig e n g e w ic h t  erm itte lt .

Voile m ince vélaroïde sur base rectangulaire. U n e m é th o d e  d e ca lcu l e s t  d on n ée  
p ou r d es v o ile s  m in ces à sectio n  p a ra b o liq u e , en  form e de v o ile s  te n d u e s  sur u n  bord  p lan . 
L a fo n c tio n  des co n tra in tes du  v o ile  e s t  a p p roch ée par u n  p o ly n ô m e  à  p lu sieu rs m em b res. 
L es forces in te rn es  so n t d éterm in ées p ou r u n e  ch arge de neige u n ifo r m é m e n t rép artie  e t  u n e  
ch arge propre a p p ro x im a tiv e .

Парусная оболочка четырехугольного плана. Работа посвящена расчету обо
лочки парабольного сечения, схожей по форме с парусом, натянутым на плоский пе
риметр. Функция напряжения оболочки приближенно выражена многочленом. Усилия 
сечения определяются под воздействием равномерной снеговой нагрузки и приближен
ной собственной нагрузки.
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FOR THE MATRIX-ANALYSIS OF STRUCTURES 
WITH LINEAR OR NONLINEAR CHARACTER

J . SZABÓ
DOCTOR OF TECHN. SC.

AND

B. RO LLER
CAND. OF TECHN. SC.

TECHNICAL UNIVERSITY, BUDAPEST
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The paper deals w ith  the analysis o f  som e structural problem s, which are rather involved  
from  th e  point o f v iew  o f direct com putation . After outlining the fundam ental ideas o f the  
special m ethods applied, the follow ing structures are treated: 1. a shaft provided w ith  wheels 
having different m om ents o f rotation  inertia; 2. a tunnel ring em bedded in an elastic solid;
3. a hanging roof containing cables stiffened b y  orthogonally arranged beam s. The task  of 
the analysis is the com putation o f the critical torsional frequencies in  the first case, the in vesti
gation o f the stress resultants in the second, and the evaluation  o f the stresses and displace
m ents in the third. The first problem  is hom ogeneous, the others are inhom ogeneous. The first 
two structures are linear, while the third one possesses a geom etrically nonlinear character. 
The linear problem s are solved asym p totica lly , while the nonlinear one by a purely iterative  
m ethod.

1. F u n d a m e n ta l principles

I t  is genera lly  know n [1] t h a t  th e  so lu tion  o f th e  d iffe ren tia l eq u a tio n

d1 2x
df-

• +  co2x  =  s f  \x,
dx
dt

d e p a rts  from  th e  so lu tio n  x  — a cos y> belonging  to  th e  p a r tic u la r  case e =  0 
an d  fu lfilling  th e  re la tio n s

—°- =  0 , =  m (tp =  cot +  $ ) .
dt dt

T he difference depends on th e  sm all positive  p a ra m e te r  e, an d  th e  co rrec t 
so lu tio n  m ay  be so u g h t for in  th e  fo rm

w here
x  ~  a cos %p eiq (a, ip) . . .  -(- e m uln(a, y>) . . .

=  s A ^ a )  - f  . . . - f  em A m(a) +  . .  . , 
dt

dtp
dt

— ft) +  eB 1(a) £m B m(a)
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O n th e  basis o f  th is  p rinc ip le  an d  m ak in g  use of n u m erica l a lgo ry thm s 
su ita b le  for m achine an a ly s is , som e lin e a r  or n o n lin ea r, hom ogeneous or in 
hom ogeneous s tru c tu ra l p rob lem s a re  in v es tig a ted .

In  add ition  to  th e  ap p lica tio n  o f th e  a sy m p to tic  m e th o d , th e  possib ili
tie s  o f  th e  ap p lica tion  o f  th e  ite ra tio n  ca lcu lus are  d ea lt w ith , to o .

I t  is assum ed in  e v e ry  prob lem  tre a te d  in  d e ta il th a t  th e  q u estio n  differs 
fro m  one o ther p rob lem  a lre a d y  solved m ere ly  in  a sligh t w ay . T he la t te r  p ro b 
lem s a re  called b asic -p ro b lem s, th e ir  so lu tions being  th e  basic-so lu tions. The 
u sefu lness of th e  m e th o d  m ain ly  depends on th e  su itab le  choice an d  solu tion  
o f th e  basic  system .

U sing th e  p rin c ip le  o f th e  a sy m p to tic  m e th o d , th e  d ifference is a lte ra te d  
d e p en d in g  on th e  sm all p a ra m e te r  e an d  th e  v a lu e  of e w hich  is a lw ays looked 
fo r co rrespond ing  to  a c o m p u ta tio n  ru n n in g  on th e  m ach ine  w h ich  can still be 
th r i f ty .

T he solu tion  so u g h t fo r is developed  from  th e  basic  so lu tio n  in a w ay 
w h ich  is de te rm ined  b y  th e  c h a ra c te r  o f th e  d iffe ren tia l- o r m a trix -e q u a tio n  
o f th e  problem . I f  th is  e q u a tio n  is inhom ogeneous, th e  le ft side o f i t  is reduced  
to  a  form  correspond ing  to  th e  basic  so lu tio n . T he d ifference re la te d  to  e is 
w r i t te n  to  th e  le ft s ide  a n d  ta k e n  in to  acco u n t as a p e r tu rb a tio n  su rp lus. 
S ta r t in g  from  e =  0, th e  v a lu e  is in c reased  successively , a n d  th e  so lu tion  is 
a lw ay s  sought for b y  i te ra tio n .

T he princip le o f th e  so lu tion  m ay  be o u tlin ed  as follow s:
T he linear sy s te m  to  be so lved  is

L b'] =  ЬоМ + eLAy] =/(*) »

c o u p led  w ith  th e  fo llow ing  b o u n d a ry  co n d itions reg a rd in g  y:

U , [ y ] = f , -

T he solution  is a p p ro x im a te d  b y  m ak in g  use of th e  i te ra tio n  fo rm ula

b[yJ =/(*) -  eLJbTv-J
w here th e  m em b ers  of th e  sequence of th e  a p p ro x im a te  so lu tions sa tis fy  

th e  b o u n d a ry  co n d itio n s b y  itself.**
T he solu tion  re la tin g  to  a p rescrib ed  v a lu e  of e is fo u n d , if  th e  accu racy  

re q u ire m e n ts
\yv — yv-i\

an d
I L[yv] ~ f ( x ) \ < 0 2

a re  fulfilled.

** In the follow ing the operators L  and L 0 are assum ed to be sym m etrical ones.
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T he p ro ced u re  is a c c e p ted  to  be usefu l in  th e  case o f v <Ç N ,  i.e. if  th e  
n u m b e r o f th e  ite ra tio n  ro u n d s  does n o t exceed  a m arg in , adm issib le  from  th e  
p o in t o f v iew  o f th e  c o m p u te r  w hich  is a t  d isposal.

T he p rin c ip le  o u tlin ed  above  is su itab le  fo r hom ogeneous p rob lem s, to o , 
b u t  som etim es i t  is b e t te r  to  use a n o th e r id ea  [2 ].

A ccording to  th is , th e  eigenvalue p rob lem

L[y]  — l y  =  0

is to  be solved b y  th e  tra n s fo rm a tio n  of th e  k n o w n  e igen functions (eigenvec
to rs) an d  eigenvalues o f th e  o p e ra to r  L 0 as follow s:

Y„L0 Y 0i =  o(L0),
L — L0 - f -  e L , ,

Y0 L Y “ 1 =  o-(L0) +  sK  ; w here К  =  Y 0L lY,71 

T{a(L0) +  eK}T~^ =  a(L)
T Y 0 =  Y ,

Y L Y -1  =  or (L) .

Y  an d  Y -1 deno te  th e  sy stem  of b io rth o g o n a l e igenfunctions of th e  
o p e ra to r  L.  T he sp ec tru m  o f L  is n o ta te d  b y  a(L),  f in a lly  T  is an  o p e ra to r of 
su itab le  choice.

T he princip les ex p la in ed  above are to  be fo u n d  in  th e  re fe rred  l i te ra tu re  
in  d e ta il.

In  th e  follow ing th re e  questio n s th e  a p p ro p r ia te  choice of a lin ea r  system  
w ith  a re la tiv e ly  sim ple so lu tio n  due to  th e  g iven  p ro b lem  w ill be tre a te d . 
S ta r tin g  from  a su itab le  choosen  fu n d a m e n ta l sy s tem  th e  tra n s fo rm a tio n  of 
its  easily  o b ta in ed  sp e c tru m  in to  th e  sp ec tru m  o f a sy s tem  in  reg a rd  to  th e  
a c tu a l p rob lem , w ill be  sh ow n , too .

W ith in  th e  scope o f th is  questio n  a p ro ced u re  w ill be  g iven w hich m ay  
be considered  as th e  g en era liza tio n  of J a c o b i’s m eth o d .

A m ong th e  s tru c tu ra l  p ro b lem s, d e ta iled  in  th e  follow ing section , th e  
lin ea r prob lem s are  t r e a te d  a sy m p to tica lly , b u t  th e  n o n lin ea r b y  a p u re ly  
i te ra tiv e  process. N ev erth e less , i t  is to  be m en tio n ed  t h a t  th is  also possesses 
a h id d en  a sy m p to tic  c h a ra c te r .

2. S tru c tu ra l app lications

2.1. Asymptotic solution o f  linear problems
2.1.1 Homogeneous problem: Computation o f  torsional frequencies

In  acco rdance  w ith  th e  g enera l ideas s ta te d  ab o v e , i t  is su itab le  to  s ta r t  
th e  co m p u ta tio n  w ith  th e  co m p le te  sp ec tra l analysis  o f th e  lin ea r  o p e ra to r of 
th e  eq u a tio n  concern ing  th e  basic  system .
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I f  the  difference b e tw een  th e  o p e ra to r  o f th e  a lte rn a te d  sy s tem  an d  th a t  
o f  th e  basic  system  converges to  zero , th e  eigenvalues a n d  e igenfunctions 
o f  th e  f ir s t  one are re d u c e d  a sy m p to tic a lly  to  th e  co rrespond ing  q u a n tit ie s  of 
th e  seco n d  one.

T h e  spectra l an a ly s is  o f th e  a l te rn a te d  sy s tem ’s o p e ra to r  m a y  be  p e r
fo rm e d  b y  a sequence o f  o rth o g o n a l tra n sfo rm a tio n s  s ta r t in g  from  th e  basic  
sy s te m .

A s an exam ple o f  th e  p ro ced u re , th e  in v es tig a tio n  o f th e  to rs io n a l v ib ra 
tio n s  o f  a shaft p ro v id e d  w ith  w heels is p resen ted . L e t us assum e t h a t  th e

Ti h Tj

I

rn
l

I

lm(tl +G a
—

Fig. 1

to rs io n a l stiffness Git o f  th e  sh a f t show n on F ig . 1 is c o n s ta n t, a n d  th e  ro ta tin g  
w heels fix ed  to  i t  e q u id is ta n tly  h a v e  th e  m om en ts o f in e r tia  T v  T2, . . . . , 
T n. T h e  ro  a tion  in e r tia  o f th e  sh a f t itse lf  m ay  be neg lec ted .

D en o tin g  b y  Xj th e  ro ta tio n  angles of th e  w heels, re la te d  to  a com m on 
re fe ren ce -p lan e  and  sea rch in g  fo r th e  s ta te  in  w hich th e y  su ffer to rs io n a l v i
b ra t io n s  o f identic со freq u en c ies , we h av e  to  solve th e  e igenvalue  p rob lem :

C T
-  со2 Tx H------FL Cx =  0 .

a

I n  order to  e v a lu a te  th e  le a s t  c r itica l frequencies in  th e  m o st accu ra te  
m a n n e r , we tra n sfo rm  th e  p ro b lem  to  th e  form

A  +  sA A =  C -1
1

I +  g —  д ч
T

X  =  yMX ,

w h en ce  th e  critical со v a lu es  are  to  be co m p u ted  b y  th e  fo rm ula

co = [  Git
' /m T

in  possession of th e  e igenvalues ц.
T denotes th e  d iag o n a l m a tr ix  of th e  m om ents o f in e r tia

T  =  < T , j =  1, 2, . . .  n
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a n d  T  is th e  average  v a lu e  o f T v  . . . T n

I refers to  th e  u n it  m a tr ix .
In  th e  p a r tic u la r  case o f e =  0, th e  so lu tion  o f th e  p ro b lem  consists of 

th e  eigenvalues an d  eigenvecto rs o f  th e  com m on c o n tin u a n t m a tr ix  C [3]:

c  =  [_cjk] ;

Л =  <  Xk>  ;

u  =  К -,,] ;

c j k  —

0
1

—2

1

f*k

if
У — ft I >  1 
j - k  | =  1

У =  ft
Gh
aT

■----  : 4 sin2
m2k

к л

2( n + l )

u j k  —  u k j  —
2 . j k n

— Г Т  Sln ' — Г Т  » n -{- 1 n — I

j , k  — 1 ,2 ,  . . .  n .

T h e canonic  form  o f A =  C _1 is

A =  UA-'1 U“1

a n d  on th is  base  we pe rfo rm  th e  so lu tio n  o f th e  orig inal p ro b le m  b y  successive 
tra n sfo rm a tio n s  o f th e  r ig h t side o f th e  fo rm ula

U -1 (A +  ad A) U =  A-1 +  eK.

A pre - an d  a p o s tm u ltip lic a tio n  b y  Q an d  Q _1, re sp ec tiv e ly , y ields

Q(A_1 +  eK) Q -1.

W ritin g  Q in th e  form

Q = [  1 4*
0 1

ev ery  e lem ent of th e  f irs t  row  o f K , b u t  th e  on ly  one p laced  in  th e  m ain  d iag 
onal o f  th e  m a tr ix , d isap p ears  b y  a su ita b le  choice o f q*.

q* is to  be c o m p u ted  b y  w ay  o f th e  so lu tion  of a second  o rd e r eq u a tio n  
sy s tem  con ta in in g  (n —1) un k n o w n  q u a n titie s . (The system  m a y  be fo r in s tan ce  
so lved  ite ra tiv e ly .)

I n  o rd er to  clear aw ay  ev e ry  e lem en t o f K , ex cep t th o se  p laced  in  th e  
m ain  d iagonal, we h av e  to  c a rry  o u t n -tim es th e  tra n s fo rm a tio n  m en tio n ed
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ab o v e . F inally  th e  sp e c tru m  o f A -f- e Л A is o b ta in e d , m eanw hile  th e  m odal 
m a tr ix  U is tra n s fo rm e d , to o  [6].

T he p rocedure is p ro g ram m ed  to  a N a tio n a l E llio t 803/B  com puter.
In  th e  fo llow ing ex am p le  th e  in p u t d a ta  of

T
w ere  chosen as

—  zJT =  <0,28 0,07 - 0 , 0 8  - 0 , 1 7  - 0 , 2 0  - 0 , 1 7  - 0 , 0 8  0,07 0 ,2 8 ) .
T

T h e  tran sfo rm ed  v a lu e s  s ta r te d  o u t from  C a n d  th e  to ta l  n u m b e r  of ite ra tio n  
s tep s  were o b ta in e d  (w ith  a p rescrib ed  accu racy  o f 1 0 - s ) as per T ab le  I .

Table I

E 0 0,5 1,0

Number of the iteration steps 9 49 105

Eigenvalues (fi) 10,21586 9,69923 9,19350

2,61803 2,63779 2,66670

1,21296 1,23188 1,24813

0,72361 0,73703 0,74906

0,50000 0,50987 0,51902

0,38197 0,38931 0,39542

0,31490 0,31909 0,31951

0,27639 0,27388 0,26481

0,25627 0,23992 0,21984

First left side eigenvector x. 0,13820 0,16984 0,20649

0,26286 0,29028 0,32120

0,36180 0,36673 0,37178
0,42532 0,40786 0,38810

0,44721 0,42069 0,39109

2 .1 .2  Inhomogeneous problem: The stress resultants o f  a tunnel ring embedded in  
elastic solid.

The s t ru c tu ra l  m odel of th e  e lastic  rin g  em b ed d ed  in  th e  solid is a b eam  o f 
closed poligonal m id d le  line, su p p o rte d  b y  lin ea rly  e lastic  com pressed b a rs , 
d irec ted  ra d ia lly  [8 ]. T h e  lo ad  is re p re se n te d  b y  a sy m m etrica l system  o f forces 
ac tin g  on th e  co rn e rs  o f th e  po lygon  in  F ig . 2.
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A ccording to  F ig . 3 th e  ring  i ts e lf  h as  tw o in d e te rm in ac ies , w hile th e  in-

N eg lecting  th e  s tra in  energy  due to  sh e a r , fi =  1; [i — 2 an d  [i =  3 =  X refers 
to  th e  b en d in g  m om en ts, th e  d irec t forces ac tin g  in  th e  po lygon an d  th e  
com pressions ac tin g  in  th e  b a rs , re sp ec tiv e ly .

Sj! deno tes th e  m a tr ix  of th e  ^ - th  s tre ss  re s u lta n t, co n ta in in g  th e  s tress 
o rd in a te s  of th e  releases due to  d iffe re n t u n it  stress re su lta n ts . Sym bol 
d eno tes th e  co lum n v ec to r  of th e  / i- th  s tre ss  re s u lta n t, co n ta in in g  th e  s tre ss  
o rd in a te s  due to  th e  lo ad , an d  d en o tes  th e  flex ib ility  m a tr ix  co rrespond ing  
to  th e  jU-th s tress re su lta n t.

d e te rm in acy -n u m b er of th e  re leased  sy s te m  is (a — g). A p p ly ing  th e  fle x ib ility  
m e th o d , tw o  successive equations a re  to  be  solved.

T he f irs t  one concern ing  th e  re lea sed  sy stem :

X =  [xj] ;

Lx * +  =  0 ;

j  — ((? +  1)» (q +  2 ) ; . . . a ; 

X -  -  L - 4 X.

F ig. 2 F ig . 3

T he second one concerning th e  r in g  itse lf:

y =  b j ]  ;

L y у +  ly =  0 ;

T he genera l fo rm ulae  of th e  in flu en ce  m atrices  are  [4] :

T Г
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T he v ec to r я* re la tin g  to  th e  a c tu a l lo ad  o f th e  re leased  sy stem  is to  be 
c o m p u te d  b y  using  th e  stress in fluence  m a trice s :

CO = l

co =  1,2 refers to  th e  ra d ia l an d  th e  ta n g e n tia l  d irec tio n , resp ec tiv e ly , f  de
n o te s  th e  colum n v e c to r  o f th e  load , J u<0 den o tes  th e  /z-th s tress in fluence  m a 
t r ix  o f th e  s ta tic a lly  d e te rm in a te  re leased  sy s tem , concern ing  a sy m m etrica l 
cou p le  o f u n it loads a c tin g  in  co d irec tio n .

In  o rder to  co m p u te  th e  stresses o f th e  ring , th e  s tress re su lta n ts  o f th e  
re lea sed  sy s tem  co rresp o n d in g  to  th e  u n it  va lu es  o f stress  re su lta n ts  show n on 
F ig . 3 a , are  to  be  e v a lu a te d , too .

F in a lly  th e  s tre sses  of th e  in d e te rm in a te  re leased  sy stem , resp . th e  rin g  are

s =  8 4-p V 1 ; %  =  +  s„  у ,

th e  sign  ~ re fe rrin g  to  th e  stresses o f th e  f irs t  one, w hile th e  sign " re fe rrin g  
to  th o se  o f th e  second  one.

T he key  o f th e  p ro b lem  is th e  c o m p u ta tio n  of L j  . W hen  ap p ly in g  th e  
a sy m p to tic  m e th o d , th e  in fluence m a tr ix  is to  be com posed in  th e  form

Lx — L ox +  eLlx 0

a n d  th e  so lu tion  m u s t be found  to  be se t o u t o f th e  inverse  m a tr ix  of L 0x.
The fu r th e r  p a r ts  of th e  p ro ced u re  co rrespond  to  th e  general ideas e x 

p la in e d  above, th e re fo re  i t  is u n n ecessa ry  to  d e ta il th e m . On th e  o th e r h a n d , 
i t  deserves to  be o u tlin e d  in  th e  basic  sy s tem .

Lox m eans th e  in fluence  m a tr ix  o f  th e  rin g  w ith  c o n s ta n t stiffness a n d  
su p p o r te d  b y  b a rs  h av in g  un ifo rm  sp rin g  co n stan ts . In d e p e n d e n tly  o f i ts  
o rd e r, L^ 1 m ay  be  co m p u ted  in  a c o m p a ra tiv e ly  sim ple w ay , because

L ox =  yCf +  (1 +  ß) Cs +  (6 +  4 ß) I +  у(1г if  -f- D)
w here

6 E l s  0 6 1у  =  -------------------------  , p = ----------------  .
D 3 sin3 a  cos2 a  D'1 A  cos2 a

The m ean in g  o f  th e  sym bols E, I ,  A ,  D, oc an d  th e  sp ring  c o n s ta n ts  a re  
show n in F ig . 2, fu rth e rm o re

[Ô] ; if
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Cs =  [< #] ; 

D =  [dJk] ;

0

— 1

if

\ j  —  k \ >  1 

\ j  ~ k \  =  l  

j = k  ф О  —  Q 

j  =  k  =  a  —  Q

djk —

0
1 — cos 2 a  
cos2 2 ас — 1 
co s2 oc(cos 2 a —1)

| j  — A I >  1 
\ j  -  k \ =  1
j  =  к ф а  — q 
j  =  к =  а — q

j ,  к  =  1 ,  2 ,  . . .  ( a  —  q ) .

T he e igenvalues a n d  eigenvectors of Cs b e ing  know n , th e  inverse m a tr ix  o f  th e  
second  degree p o lynom ia l p a r t  o f Lox m a y  be  d irec tly  co m p u ted , m a k in g  use  
o f its  canonic  fo rm . T he resu lts  m u st be co rrec ted  b y  th e  m eth o d  of S h erm an n  
& M orrison an d  a fte rw ard s b y  ap p ly ing  a g eom etrica l series.

2.2. Iterative solution o f  a nonlinear problem

Geometrically nonlinear problem: Cables stiffened by orthogonally arranged 
beams. — W h en  ana ly sin g  th is  special k in d  o f hang in g  roofs, we assum e th a t  
th e  u n ifo rm  d ead  lo ad  is m ere ly  carried  b y  th e  cables. The beam s are  s im p ly

2

Fig. 4
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su p p o rte d  on b o th  en d s, u n d e rta k in g  o n ly  v e r tic a l d isp lacem en ts, w hile th e  
cables m a y  free ly  slip  u n d e r  th e  b eam s, re m a in in g  in  th e  v e rtic a l p lan e . T he 
lo ad  consists  of c o n c e n tra te d  forces, a n d  th e  b o u n d a ry  g irders are  ab so lu te ly  
rig id .

In  a d d itio n  to  th e  n o ta tio n s  o f F ig . 4 we in tro d u ce  som e sym bols.

G =  [gjk] ; g j k = g  ; p  =  [pjk\ ; 

j  =  1, 2, . . .  , m k  =  l , 2 , . . . , n

are  th e  m atrices  o f th e  d ead  load  an d  th e  live  lo ad , respective ly .

H g =  Я<е> I  H р = < Я < * > >  

j  =  1 ,2 ,  . . .  m

are  th e  m atrices  o f th e  cable stresses due  to  th e  dead  load  and  th e  m a trices  of 
th e ir  a lte rn a tio n s  d u e  to  th e  live lo ad , re sp ec tiv e ly .

Z  =  [zJk] ; W  =  [wjk]

j  =  1, 2 , .. . m к =  1,2, . . .  n

are  th e  m atrices  o f th e  o rd in a tes  ch a ra c te riz in g  th e  shape of th e  s tru c tu re  due 
to  th e  d ead  lo ad  a n d  th e  m atrices o f th e  deflec tions, respective ly .

0 | a* — V >  1
Cx = [<#>] ; r (x) _IV l if Ia* - V =  1

— 2 Ц = V

f i , v =  1 ,2 ,  . . m

0 a — X > 1
cy = [eg?] ; c(y) —vor — 1 if l u  - =  1

- 2 ff = X

a, T =  1, 2, . . . n

a re  c o n tin u a n t m a trice s  correspond ing  to  th e  difference o p era to rs  of th e  second 
o rd e r , fina lly

K X =  6I — c x.

T he m a tr ix  eq u a tio n  of th e  s tru c tu re  expresses th e  equ ilib riu m  co n d i
tio n  o f b o th  th e  cab les an d  the  b eam s, a n d  th e  c o m p a tib ility  cond itio n  o f th e  
b eam s as well [5, 6 ], hav ing  th e  folio w ing fo rm :

6 E l  1
—  Cx KjT1 Cv W +  —  W CV =  P  -  - - H p (Z +  W ) Cv.

а'л и b
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B o th  W  an d  Hj, a re  unknow n , th u s  we h av e  to  app ly  th e  c o m p a tib ility  co n d i
tio n s  reg a rd in g  th e  s tra in s  of th e  cab les , to o .

act is th e  te m p e ra tu re  coeffic ien t o f expansion  an d  tj den o tes  th e  te m p e ra 
tu re  g ra d ie n t.

W  an d  H p are  co m p u ted  in  cyclic  ro u n d s , each one co n ta in in g  th re e  step s .
In  th e  f irs t s tep  o f th e  v-th  ro u n d  th e  r ig h t side o f th e  m ain  e q u a tio n  

w ill b e  tr e a te d  as a know n  m a trix , e v a lu a te d  on th e  basis o f  th e  re su lts  o f  th e  
p rev io u s  ro u n d :

This e q u a tio n  m ay  be solved d ire c tly  b y  m ak in g  use of a specia l a lg o rh y th m , 
b ased  on th e  canonic  fo rm  o f th e  co effic ien ts  o f ~Wpv an d  som e fu r th e r  t r a n s 
fo rm a tio n s  [6 ].

T h e  second s tep  is com m on in  e v e ry  ro u n d  and  form s an  in n e r ro u n d  o f 
th e  p ro ced u re . N ow  we assum e P  =  0 a n d  resolve m -tim es th e  eq u a tio n :

I f  th e  r ig h t side is a know n m a tr ix , th e  a lg o rh y th m  m en tio n ed  above is 
su ita b le  fo r  th e  so lu tio n  o f th is  e q u a tio n , to o , there fo re  in  ev e ry  case we

here

6

w,eCy =  -  • ) -H „ (Z  +  W Hii)C y
О

b y  th e  rep lac in g  of
1
9

H„ =  H a =  < H < f >  Q =  j  № f  =  d je

m
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a p p ly  an  ite ra tiv e  m e th o d , in  th e  f irs t sec tio n  of w hich holds

o,l — 0 ,

w hile in  th e  со-th  sec tio n  W ц,е —  W н,е(т—1) is a know n  m a tr ix  on th e  r ig h t 
side a n d  W и,е =  W н,в,т an  unknow n m a tr ix  on th e  le f t one.

In  th e  th ird  s te p  a co lum n v ec to r o f te m p e ra tu re  g rad ien ts  and  a m a tr ix  
o f  te m p e ra tu re  g ra d ie n ts  are to  be com posed , re sp ec tiv e ly , b y  su b s titu tin g  
th e  e lem ents of W p|(, a n d  W # i8 resp ec tiv e ly , in to  th e  c o m p a tib ility  cond itions 
o f th e  cables:

t p ,„ =  [ t f * \  ; T H =

j ,Q  — 1,2,  . . .  m .

D eno ting  th e  v e c to r  o f th e  p rescrib ed  te m p e ra tu re  g rad ien ts  b y  t  =  [ty] 
a n d  ap p ro x im a tin g  its  re la tio n  to  th e  v e c to r

h ;> =  [ ЩР>  -  я р * ' - 1» ]  =  [ä<p>]

w hich  con ta in s th e  e lem en ts  of H p — H p,(v—i) b y  a lin e a r  form , we o b ta in

t  =  tPiV +  T H h p>v.
H ence

h p,v =  T „ l ( t  -  tPiV) ; Н М  =  Щ Р А ' - »)> +  

a n d  b y  a lin ear co m b in a tio n  of th e  deflec tions we o b ta in

m
w „ =  w Pi„ +  2 ' я ер,’> ^ н , в-

в= 1

A ssum ing Hp o =  0 in  th e  f irs t ro u n d , th e  m a tr ix  W 0 is irre lev an t.
T he end  o f th e  p ro ced u re  is in d ic a te d  b y  th e  fa c t t h a t  th e  d ifferences 

b e tw een  th e  co rresp o n d in g  elem ents o f th e  m a tr ix  sum s ap p earin g  on th e  le f t 
a n d  th e  r ig h t side o f th e  equ ilib rium  e q u a tio n  are  p re sc rib ed  sm all.

T hen
\\P'V a*: h p a n d  W„ û î \V .

T h e c o m p u ta tio n  p ro g ra m  of th e  ab o v e  p ro b lem  a n d  a num erica l ex am p le  
a re  tre a te d  in [7].
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Die m it der M atrizen-A nalyse der linearen und nichtlinearen Tragkonstruktionen ver
bundenen asym ptotischen und iterativen Methoden. D ie Verfasser befassen sich m it einigen  
Problem en der Tragkonstruktionen, deren direkte Berechnung zu verw ickelt ist. Nach der 
A useinandersetzung der Grundprinzipien der zur A nw endung kom m enden speziellen M etho
den, werden diese durch die A nalyse der folgenden drei K onstruktionen dargestellt: 1. eine 
m it Scheiben von verschiedenen M om enten m ontierte Achse; 2. ein elastisch gelagerter T unnel
ring; 3. ein m it Balken gesteiftes H ängedach. D as Ziel der Analyse ist im  ersten Falle die Er
m ittlu ng  der kritischen Torsionsschwingungszahlen; im  zweiten die der Beanspruchungen; 
und im  dritten Falle die B estim m ung der Beanspruchungen und der Form änderungen. D as 
erste Problem  ist hom ogen,die anderen sind inhom ogen; die beiden ersten K onstruktionen sind  
linear, die dritte ist aber geom etrisch nichtlinear. D ie Aufgaben vom  linearen Charakter wur
den nach der asym ptotischen , die vom  nichtlinearen Charakter nach der einfachen iterativen  
M ethode gelöst.

Méthodes asymptotiques et iteratives relatives à l ’analyse m atricielle des structures 
linéaires et non-linéaires. Les auteurs présentent quelques problèmes relatifs à des structures 
dont le calcul direct est extrêm em ent com plexe. Après l ’exposé des principes fondam entaux  
des m éthodes particulières adoptées, celles-ci sont appliquées aux trois structures ci-après: 
1° arbre m uni de disques ayant des m om ents différents; 2° tube de tunnel à appui élastique; 
3° toiture suspendue raidie par des poutrelles. D ans le premier cas, l ’analyse se propose la 
déterm ination des nombres d’oscillations de torsion critiques; dans le deuxièm e cas celle des 
sollicitations et dans le troisième celle des sollicitations et déformations. Le prem ier problème  
est hom ogène, les autres sont inhom ogènes; les deux premières structures sont linéaires, la 
troisièm e est géom étriquem ent non-linéaire. Les problèm es de caractère linéaire sont résolus 
par une m éthode asym ptotique et ceux d’un caractère non-linéaire par une m éthode itérative  
im pie.

Асимптотические и итеративные методы по матричному анализу линейных и не
линейных несущих конструкций. Работа занимается несколькими такими вопросами не
сущих конструкций, прямой метод расчета которых является слишком сложным. После 
изложения принципов специальных методов, предлагаемых для применения, эти методы 
иллюстрируются на примере анализа нижеследующих трех конструкций: 1. Ось, осна
щенная дисками с неравным инерционным моментом. 2. Тоннельное кольцо с упругой 
постелью. 3. Висячая крыша, укрепленная балками. Целью анализа в первом случае 
является определение критического числа крутящих колебаний, во втором — нагрузок, 
а в третьем — нагрузок и деформаций. Первая задача является однородной, остальные 
же неоднородны; первые две конструкции являются линейными, а третья геометрически 
нелинейной. Задачи линейного характера решены асимптотическим, а нелинейные — 
простым итеративным методом.
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I t  is exam ined, how  design m ethods (“ lim it design” ) developed on the basis o f the theory  
o f p lastic ity  could be applied to steel structures. The basic assum ptions of the lim it design  
m ethods as w ell as their agreem ent w ith  the te st  results are analysed. It is pointed  o u t th a t, 
w hile a certain part o f  the assum ptions is w ell satisfied  in the case o f steel structures, 
other can in  general he considered as rough approxim ations. Am ong these latters is counted  
the fa c t th a t the in fluence of deformation upon the condition of equilibrium  is neglected  b y  
the lim it design m ethods. This approach cannot he adopted but for the cases o f special prob
lem s. A uthor calls th e  atten tion  to the effect o f strain-hardening which, in general, is not 
considered b y  the sim plified  procedures, and poin ts out the im portance o f this phenom enon  
in connection w ith  th e  solution of stab ility  problem s and of those of the second order.

1. G eneral re m a rk s

T his p a p e r  h as  th e  purpose to  expose th e  p a r t  of th e  m ethods o f th e  th e o 
ry  o f p la s tic ity  in  th e  design of s tee l s tru c tu re s .

I t  is com m only  know n th a t  s tee l, u p  to  a ce rta in  v a lu e  o f stress — w hich  
is called  “ E la s tic  L im it”  — behaves as an  e lastic  m a te ria l an d  obeys H o o k e’s 
law ; a t  h ig h er v a lu es  o f stress n o n lin ea r re la tio n  ex ists  b e tw een  stress  an d  
s tra in ; p e rm a n e n t s tra in s  develop, a n d  th e  d ev e lo p m en t o f s tra in  m ig h t also 
be a ffec ted  b y  th e  tim e  fac to r. These p h en o m en a  — w hich m ig h t be d es ig n a ted  
as in e lastic  p h en o m en a  — can be in v e s tig a te d  b y  a p p ro p ria te  th eo rie s , am ong  
o th ers  b y  th e  th e o ry  o f p lastic ity .

In  case of s tee l s tru c tu re s , in  g en era l, i t  is desirab le  to  a t ta in  t h a t  u n d e r 
service loads o ccu rrin g  regu larly , so o n ly  e lastic  d efo rm ations shou ld  arise . 
C onsequen tly , th e  v a lu es  of th e  stresses due  to  th e se  load ings shou ld  be  m a in 
ta in e d  in  th e  im p o r ta n t  cross-sections a n d  m em bers below  th e  e lastic  lim it. 
T he local s tress p eak s  above th e  elastic  lim it  w hich , how ever, h av e  l i t t le  effect 
on th e  d eflec tion  o f  th e  w hole s tru c tu re , c a n n o t be e lim in a ted , b u t ,  in  genera l, 
th e  req u ired  p la s tic  p ro p e rtie s  of s tru c tu ra l  s tee l im pose res tric tio n s  on th e se  
p e a k  stresses, th u s , th e ir  de ta iled  analysis  is n o t necessary .

C o n tra ry  th e se , f irs t o f all w ith  th e  v iew  to  th e  analysis o f th e  
m arg in a l sa fe ty  a g a in s t d ifferen t c r itic a l s tag es , th e  in v es tig a tio n  o f th e  n o n 
elastic  b e h av io u r o f s tru c tu re s  can n o t be  av o id ed  e ith e r  because ce rta in  c ritic a l
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stages a lread y  occur o u ts id e  th e  reg ion  o f e la s tic ity . A classical exam ple  fo r 
th is  is th e  buck lin g  o f a cen tra lly  com pressed  re la tiv e ly  sh o rt s tee l m em ber. 
T he av e rag e  stress a t  th e  buckling  m a y  su rp ass  th e  e lastic  lim it, co n seq u en tly , 
th e  c r itic a l force a n d  th e  sa fe ty  a g a in s t b u ck lin g  m ig h t be d e te rm in ed  w ith  
th e  a id  o f p rocedures o f th e  th e o ry  o f  p la s tic ity . In  acco rdance  w ith  th is , th e  
p ro b lem  of b u ck ling  h a s  been s tu d ied  in  co n n ec tio n  w ith  th e  th e o ry  of p la s tic ity  
fo r sev e ra l decades, a n d  these  s tud ies p la y  an  im p o r ta n t  p a r t  in  th e  design  of 
steel s tru c tu re s .

In  general, i t  m ig h t be a sce rta in ed  t h a t  th e  in v es tig a tio n  of th e  in e la s tic  
b e h a v io u r  of stee l s tru c tu re s  is m uch m ore  co m p lica ted  th a n  th a t  o f th e  e lastic  
p h en o m en a , so m u ch  th e  m ore as in  c e r ta in  p a r ts  o f th e  s tru c tu re  zones of 
e la s tic  a n d  in  o th e r  zones in e lastic  b e h a v io u r  develop s im u ltan eo u sly . In  
p ra c tic a l design w o rk  analyses of such  a n a tu re  can  ta k e  p lace  on ly  in  a lim 
ite d  w ay . Owing to  th is  — a p a rt from  som e ex cep tio n a l p rob lem s — on ly  a sp e 
cial c h a p te r  of th e  th e o ry  of p la s tic ity  h a d  becom e general w hich  is ca lled  
limit design method ( lim it analysis, sim ple  p la s tic  th eo ry ). T he a im  of th is  is 
lim ite d : i t  w an ts to  an a ly se  th e  s tru c tu re  o n ly  in  th e  stage  o f fa ilu re , an d  w ishes 
o n ly  to  d e te rm in e  th e  num erica l v a lu e  o f th e  u lt im a te  load . In  th e  fo llow ing 
th e  questions o f th e  lim it analysis xvill be d e a lt w ith .

To form  a ju d g e m e n t on th e  im p o rta n c e  o f lim it analysis in  case o f stee l 
s tru c tu re s , it  is a d v isab le  to  consider th e  fo llow ing v iew poin ts .

In  general, in  designing a s tru c tu re , sev e ra l c ritica l stages shou ld  be d e 
fin e d  (for in st. c r itic a l stage  of th e  a p p e a ra n ce  o f th e  f irs t  y ie ld ; th a t  of th e  
excessive d e fo rm a tio n s; of fa ilu re , e tc .) . In  accom plish ing  a fu ll v a lu e d  design 
all c r itic a l stages w h ich  m igh t occur d u rin g  th e  lo ad in g  process of th e  s tru c tu re , 
sh o u ld  be an a ly sed  w ith  th e  aid of an  a p p ro p r ia te  th e o ry  an d  th e  loads g iv ing  
rise to  th ese  c ritic a l s tag es  should  be  co m p u ted . H ow ever, in  th is  line th e  c r i t i 
cal s tag e  of fa ilu re  a n d  to g e th e r w ith  th is  th e  lim it design m ig h t o b ta in  a 
p re ro g a tiv e  p a r t .

I t  som etim es occurs, n am ely , t h a t  th e  c o m p u ta tio n  of ce rta in  c ritic a l 
s tag es  m a in ly  d em an d in g  analyses b a se d  on th e  th e o ry  of e la s tic ity , is e x 
tra o rd in a r ily  co m p lica ted  and  in  a d d itio n  th e  m an ifo ld  u n c e rta in tie s  m ig h t 
m ak e  th e  v alue  o f th e  co m p u ta tio n  c a rr ie d  o u t w ith  fu ll force d o u b tfu l; p a r t ic 
u la r ly  in  cases w h ere  th e  com parison  of th e  re su lts  o f c o m p u ta tio n  a n d  th o se  
o f th e  te s ts  cou ld  b e  realized  on ly  in  an  in d ire c t w ay . As exam ples in  th is  
re sp e c t th e  co n n ec tio n s of th e  stee l s tru c tu re s  — riv e te d  or w elded — m ig h t 
be m en tio n ed . In  case of r iv e ted  co n n ec tio n s th e  analysis based  on th e  th e o ry  
of e la s tic ity  is cum bersom e; fr ic tio n , in c id e n ta l fa u lty  position  o f th e  r iv e ts , 
forces app lied  d u rin g  m oun ting  in v o lv e  a n u m b e r of u n c e rta in tie s . S im ilar 
com plica tions are  cau sed  b y  th e  in te rn a l stresses in  w elds, th e  v alues o f w hich  
can  in  m an y  in s tan ces  be scarcely  e s tim a te d . In  such  case, on th e  one h a n d , th e  
conclusion  o f th e  th e o ry  of lim it an a ly sis  t h a t  th e  load  ca rry in g  c a p a c ity  is
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la rge ly  in d e p e n d e n t o f ce rta in  in itia l d is tu rb an ces, th e  n u m erica l va lues of 
w hich m ig h t scarce ly  be fo reseen ; on th e  o th e r, th e  fa c t t h a t  fa ilu re -te s ts  co n 
s t i tu te  a base o f  d irec t com parison  fo r th e  c o m p u ta tio n s , m ig h t re n d e r us a 
good service. I t  is to  be ascribed  to  th is  th a t  in  th e  case o f connections o f stee l 
s tru c tu re s  — in  c o n tra s t  to  th e  cases of o th e r k inds o f  s tru c tu ra l  m em bers — 
design m eth o d s — assu m p tio n  o f un ifo rm  d is tr ib u tio n , e tc . — based  on th e  
p rincip les o f th e  lim it analysis  h a d  been  tra d itio n a lly  developed  an d  genera lly  
ad o p ted , an d  in v es tig a tio n s  o f o th e r  n a tu re  ap p e a r r a th e r  in th e  fo rm  of 
lim itin g  or co rrec tin g  ru les.

As a second  p o in t o f v iew  i t  has to  be m en tio n ed  th a t  in  th e  process o f  
design u su a lly  p rom inence  is g iven  to  one of th e  c ritica l s tag es , an d  to  th e  co rre 
spond ing  c o m p u ta tio n a l m e th o d  as be ing  th e  m ost im p o r ta n t , an d  in  th e  g en 
eral la y o u t o f th e  s tru c tu re  th e  v iew po in ts  re su ltin g  fro m  th ese  shou ld  be r e 
garded  f irs t. T he sa fe ty  a g a in s t o th e r  c ritica l stages is u su a lly  checked in  th e  
second s tep , w ith o u t ta k in g  m uch  care  of th e ir  p o ssib ly  excessive va lue . T h u s, 
th e  analysis chosen  to  be p rio r ex e rts  an  in fluence on th e  v iew po in ts  o f th e  
la y o u t of th e  s tru c tu re  an d  a t  th e  sam e tim e  on th o se  o f econom y. A t ce rta in  
s tru c tu ra l  so lu tio n s, f ir s t  o f all in  case o f con tinuous b eam s b u ilt  up  o f ro lled  
sections — w here  a change in  th e  cross-sectional area  can  be carried  o u t o n ly  
in  a ra th e r  cum bersom e w ay  — th e  design based  on th e  lim it ana lysis , as a 
p rim a ry  ana lysis , re su lts  in  fav o u rab le  so lu tions.

2. R estrictions on the use o f the lim it design. Role o f strain-hardening

T he lim it analy sis  — ow ing to  its  basic  assu m p tio n s — is su itab le  to  
describe th e  ty p e  o f fa ilu re  p h en o m en a  d u ring  w hich  th e  deflections o f th e  
s tru c tu re  are  in c reasin g  co n tin u o u sly  u n d e r c o n s ta n t lo ad  in  consequence of 
p rev io u sly  developed  la rg e  p la s tic  regions (p lastic  h inges) (F ig . 1). F a ilu re  of 
such  a n a tu re  a n d  a t  th e  sam e tim e  th e  ap p lica tio n  o f th e  lim it analysis is 
b o u n d  to  severa l cond itions.

F irs t o f a ll i t  is re q u ire d  th a t  th e  in te rn a l force d is tr ib u tio n  shou ld  n o t 
be affec ted  b y  th e  d e fo rm atio n s of th e  s tru c tu re , i.e. p ra c tic a lly  up  to  th e  
fa ilu re , th e  v a lid ity  o f th e  so-called  theory o f  fir s t order n eg lec tin g  th e  in fluence  
of th e  d e fo rm ations on s ta tic a l re la tio n s shou ld  be m a in ta in e d . N am ely , o th e r
wise th e  fa ilu re  — for in s t. t h a t  o f s im u ltan eo u sly  com pressed  an d  b e n t s tru c 
tu re s  — m ig h t ta k e  p lace in  a d iffe ren t w ay , acco m p an ied  b y  in s ta b ility  
(F ig . 2), an d  its  d esc rip tio n  w ould  n eed  th e  ap p lica tio n  o f th e  theory o f second 
order. T herefo re , in  case of stee l s tru c tu re s  th e  fie ld  of a p p lica tio n  of th e  lim it 
analysis is re s tr ic te d  p ra c tic a lly  in  th e  case of con tin u o u s b eam s, an d  to  sp e 
cial cases o f fram ew orks w ith  no sw ay  h av in g  s to ck y  s tan ch io n s . O therw ise, 
in s tead  o f th e  lim it ana ly sis , a m ore com plica ted  e la stic -p lastic  analysis is 
needed  based  on th e  theory o f second order.
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T he possib ilities o f  ap p lica tio n  w ill be  fu r th e r  n a rro w ed  dow n by  re s tr ic 
tio n s  concern ing  th e  lo ad s  an d  th e  fu n c tio n  of th e  s tru c tu re . To s tru c tu re s  
lo a d e d  w ith  fre q u e n tly  re p e a te d  live lo ad , v e ry  sensitive  to  m a jo r  defo rm a
tio n s , th is  is n o t ap p licab le  a t  all, or on ly  a f te r  considerab le  com pletions an d  re 
s tr ic tio n s  w hich, in  a d d itio n , are  n o t c leared  u p  su ffic ien tly  y e t.  C onsequen tly , 
th e  l im it  analysis m a y  o b ta in  an  a p p lica tio n  in  th e  f irs t r a te  p ra c tic a lly  in  de
sign o f  build ings lo ad ed  w ith  s ta tic  loads w hich  are  n o t f re q u e n tly  rep ea ted .
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As th e  m ost im p o r ta n t  co n d itio n  o f th e  ap p licab ility  of th e  lim it analysis 
i t  sh o u ld  be m en tio n ed , as a m a tte r  o f course, th e  ag reem en t o f th e  p roperties 
o f s tee l w ith  those  a ssu m ed ; in  p a r tic u la r  th e  qu estio n , to  w h a t e x te n t th e  m ost 
p ro f ita b le  fic tion  o f  th e  lim it ana lysis , i.e . th e  p las tic  h in g e , m a y  be applied , 
th e  ad o p tio n  of w h ich  is th e  v e ry  c rite r io n  of th e  s im p lic ity  o f  th e  th e o ry . The 
decision  in  th is  re sp e c t is on ly  possib le , in  all p ro b a b ility , b y  w ay  of ex p e ri
m e n ts . A su ffic ien t n u m b e r  of re su lts  a re  a t  our d isposal, b u t  on ly  for ro lled  
sec tio n s, th ere fo re , fo r th e  p re sen t, th e  re su lts  o f th e  lim it analysis can n o t be 
a p p lie d  b u t  to  stee l s tru c tu re s  w hich  are  com posed of ro lled  sections.

The lim it an a ly s is  s ta r ts  from  an  id ea listic  e la s tic -p la s tic  s tre ss-s tra in  
d ia g ra m  (Fig. 3a). F ro m  th is , be tw een  b en d in g  m om en t M  a c tin g  on an  ele
m e n t of th e  beam , a n d  th e  ro ta tio n  x  due to  th is  la t te r ,  on  th e  basis of th e  
h y p o th es is  of B ern o u lli-N av ie r, th e  re la tio n  to  be seen in  F ig . 3b can be ob 
ta in e d ;  a t  th e  m o m en t M f  y ie ld ing  s ta r ts  in  th e  ex trem e  f ib e r  ex ten d in g  m ore 
a n d  m ore in  th e  cross sec tion , w hile a t  th e  vdtim ate  m o m e n t M t th e  w hole 
cross section  reaches th e  p lastic  s tag e , an d  th e  ro ta tio n  increases in fin ite ly .
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B y fu r th e r  s im p lify ing  th is  re la tio n  in  th e  m an n er re p re se n te d  b y  th e  dash - 
an d -d o t line one a rr iv e s  to  th e  idea of th e  p las tic  h in g e : th e  cross section  b e 
hav es e lastica lly  u n t i l  th e  m om en t reaches its  u ltim a te  v a lu e  M t, an d  th e n  
— th e  m o m en t b e ing  c o n s ta n t — u n lim ited  ro ta tio n s  m a y  develop.

On th e  basis o f  th e se  assum ed fea tu re s  th e  th e o re tic a lly  p red ic ted  re su lt 
o f a b en d in g  te s t ,  esp ec ia lly  th e  re la tio n  b e tw een  load  a n d  deflection  is illu s 
t r a te d  in  F ig . 3c; to  b e  m ore  precise, acco rd ing  to  th e  m ore  ex ac t (cu rv ilinear 
d iag ram  M -x  th e  c u rv ilin e a r  re la tio n ; a n d  in  co n fo rm ity  w ith  th e  sim plified  
po ligonal d iag ram , k n o w in g  th e  concept o f th e  p lastic  h in g e , th e  re la tion  re p re 
sen ted  b y  th e  d a sh -a n d -d o t line. B o th  of th e m  re flec t th e  fu n d a m e n ta l a ssu m p 
tio n  of th e  lim it an a ly s is : fa ilu re  tak es  p lace  u n d e r c o n s ta n t load  in  form  of 
u n lim ited ly  increasin g  p la s tic  defo rm ations.

The s tre s s -s tra in  d iag ram  of th e  stee l — a t  le a s t t h a t  o f th e  m ild s t ru c 
tu r a l  steel — com es in d eed  v e ry  n ear to  th a t  assum ed (F ig . 3d) and  d iffers 
from  it  on ly  in  th re e  p o in ts , i.e. p e rm a n e n t s tra in s  occur befo re  th e  yield level, 
a t  a s tra in  exceed ing  t h a t  due to  th e  y ield  p o in t 10 to  15 tim es  s tra in -h a rd en in g  
begins, an d  th e  stress increases again  co n siderab ly , f in a lly  a t  a s tra in  exceeding 
th e  s tra in  a t  th e  y ie ld  p o in t ab o u t tw o -h u n d e red  tim es f ra c tu re  tak es  place.

Now th e n , if  in  co n n ec tio n  w ith  a b en d in g  te s t  one m easu res th e  d iag ram  
M -x  (F ig . 3d) [1] in  th e  te s t  d iag ram  th e  b end ing  m o m en t M j  causing th e  
f irs t y ie ld  in  th e  e x tre m e  fib e r, can be well recognized, a n d  th e  u ltim a te  m o 
m en t also ap p ears  p ro n o u n ced ly ; th e  essen tia l d ifference is t h a t  th e  ca rry in g
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c a p a c ity  has n o t been  reach ed  a t  th is  v a lu e  a p p a re n tly , d u e  to  th e  p h en o m 
en o n  o f s tra in  h ard en in g , a n d  th e  p h y sica l c o n te n t of th e  u lt im a te  m o m en t is 
g iv en  b y  th e  fac t on ly  t h a t  from  th is  on  th e  defo rm ations b eg in  to  increase 
ra p id ly . T h u s, th e  p la s tic  h inge , ta k e n  in  th e  s tr ic t sense o f  th e  w ord does n o t 
d ev e lo p , an d  th e  co m p u ted  an d  m easu red  v a lu e  of th e  u l t im a te  m om ents also 
show  la rg e r or sm aller differences som etim es d ifficu ltly  ex p licab le  because of 
th e  u n c e rta in tie s  of y ield  an d  s tra in -h a rd e n in g . The d ev ia tio n s m a y  be co rrec ted  
in  possession  of te s t  re su lts .

F u r th e r , analysing  th e  b eam  as a w hole, th e  th e o re tic a l re la tio n  betw een  
lo a d  a n d  deflection  assum es th e  fo rm  as is show n in F ig . 3f. T he form  of fa il
u re  assu m ed  b y  th e  th e o ry  (case o f co n tin u o u sly  in c rea s in g  d efo rm ations 
u n d e r  c o n s ta n t load) does n o t s tr ic tly  sp eak in g  tak e  p lace , th e  co m p u ted  u l t i 
m a te  lo a d  only  gives in fo rm a tio n  on th e  v a lu e  of load  a t  w hich  th e  increase 
o f  th e  deflections becom e v e ry  con sid erab le . The fa ilu re  i ts e lf  tak es  p lace  in  
an  o th e r  form , f irs t o f all in  consequence  o f th e  buck ling  o f th e  com pression 
f la n g e ; th is  question  w ill he  tr e a te d  la te r  on.

T h e  above s ta te m e n ts  concerne  sim p ly  su p p o rted  b eam s. H ow ever, 
th e  l im it  analysis is of l i t t le  im p o rta n c e  he re . I t  is know n  t h a t  th e  econom ic 
im p o r ta n c e  lies in  m ak in g  use of p la s tic  reserves: th e  th e o ry  po in ts  out. th e  
f a c t ,  t h a t  th e  u ltim a te  lo ad  is g re a te r  th a n  th a t  causing  th e  f irs t y ield  an d  
b e in g  com p u ted  on th e  basis o f th e  th e o ry  of e las tic ity . I n  case of s ta tic a lly  
d e te rm in e d  s tru c tu re s  h av in g  sec tions genera lly  used in  s tee l s tru c tu re s  th is  
re se rv e  is little  (com m only  10 to  15 p e r cen t) , and  p ra c tic a lly  i t  can be a t t r ib 
u te d  to  th e  re d is tr ib u tio n  (eq u a liza tio n ) o f th e  bend ing  s tresses in  th e  cross 
se c tio n s  being linearly  d is tr ib u te d  in  th e  e lastic  stage as is show n in F ig . 3b. 
T h e  lim it analysis is of co n sid e rab ly  g re a te r  im p o rtan ce  in  connection  w ith  
r e d u n d a n t  s tru c tu re s ; th e  p las tic  re se rv e  is m uch g rea te r  h e re , because beside 
th e  re d is tr ib u tio n  of th e  stresses a re d is tr ib u tio n  of m o m en ts  tak es  p lace to o : 
th e  b en d in g  m om ent d iag ram  changes its  shape  u n d er th e  in fluence  of p la s tic  
d e fo rm a tio n  ad v an tag eo u sly  in  co m p ariso n  w ith  th a t  c o m p u te d  b y  th e  th e o ry  
o f  e la s tic ity ; th e  m om en ts  becom e “ eq u a lized ” .

If , for in stan ce , ana ly sin g  th e  s tru c tu re  show n in  F ig . 4, its  b e h av io u r 
a cco rd in g  to  th e  lim it analysis is as follow s; th e  s tru c tu re  behaves e lastica lly  
in  th e  case of a sm all lo ad , th e  m ax im u m  o f th e  b end ing  m o m en t occurs a t  th e  
f ix e d  end , th e  bend in g  m o m en t in  th e  m id sp an  being m u ch  sm aller th a n  th a t .  
T h e  f ir s t  yield occurs u n d e r th e  lo ad  P j a t  w hich th e  f ix e d  en d  m om ents reach  
th e  v a lu e  M t. T hen  th e  cross sec tions a t  th e  fixed  ends becom e tra n sfo rm e d  
in to  a p lastic  h inge, th e  b eam  beh av es in  th e  following as a sim ply  su p p o rte d  
s t ru c tu re  loaded  w ith  c o n s ta n t end  m o m en ts . F a ilu re  occurs u n d er th e  u l t i 
m a te  load  Р/, w hen m o m en t in  th e  m id sp an  increasing  fu r th e r  also reaches 
th e  v a lu e  M h and  due to  th e  d ev e lo p m en t of a th ird  h in g e  th e  beam  w ill be 
tra n s fo rm e d  in to  an  u n s ta b le  fo rm a tio n , i.e . a so-called y ie ld  m echan ism . T he
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d ifference  betw een  th e  v a lu es  P^ an d  Pt, due to  th e  re d is tr ib u tio n  of th e  b e n d 
ing  m o m en ts , can  be  s ig n ifican t. T he b en d in g  m o m en t d iag ram  in th e  s tag e  of 
fa ilu re  m ay  be d e te rm in ed  in  a v e ry  sim ple w ay: th e  f ix e d  end  m om en ts b e 
com e equal to  th e  m id sp a n  m o m en ts , th e y  are  “ e q u a lized ” .

B u t i t  has to  be  v e rified  t h a t  th e  phenom enon  ta k e s  a course also in  
re a l i ty  a t  least s im ilar to  t h a t  described  above. In  re sp ec t to  th is , a lread y  in i
t ia l ly  serious d o u b ts  h a v e  em erged . T he idea  w as v u ln e rab le  also from  a p u re ly  
th e o re tic a l p o in t o f v iew  [2]. T he p la s tic  h inge counts from  th e  v e ry  f irs t as an  
a p p ro x im a tio n , an d  re su lts  from  th e  su b s titu tio n  of th e  cu rv ilin ea r d iag ram

----------------------- 1---- .
0,5 a

Fig.  5
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М -х  b y  a poligonal one. I f  th e  orig inal cu rv ilin ea r re la tio n  is a p p lied , th e  s tra in  
o f  th e  ex trem e fib e r  o f  th e  cross sec tion  a t  th e  fix ed  end  can  b e  co m p u ted  a t 
e v e ry  stage  o f th e  lo a d in g  process. T he th e o re tic a l c o m p u ta tio n s  show  th a t  
th is  s tra in  reaches its  u lt im a te  v a lu e  sooner th a n  th e  e n tire  re d is tr ib u tio n  of 
m o m en ts  could h a v e  b een  fin ish ed , th u s , th e  co m p u ted  u lt im a te  load  can n o t 
be  a tta in e d  ow ing to  th e  ea rlie r local f ra c tu re . F ig . 5 show s th e  re su lts  o f ca l
cu la tio n s a t  th e  d iffe ren t p o sitions o f th e  forces. A ccord ing  to  th is , d isregard ing

Fig. 6

ex cep tio n a l cases (a =  0,5) fa ilu re  shou ld  occur m uch  below  th e  com p u ted  
u ltim a te  load .

H ow ever, such  p h en o m en a  can n o t be observed  b y  te s ts , th e  reason  of 
w hich , as a m a tte r  o f course, is t h a t  th e  s tra in -h a rd e n in g  ta k e s  place before 
local frac tu re , a n d  th is  changes th e  course o f re d is tr ib u tio n  o f th e  bend in g  
m o m en ts . This is th e  v e ry  fa c t w hich  gave rise  to  an  a n im a te d  discussion 
in  resp ec t to  th e  a p p lic a b ility  of th e  lim it analysis , a n d  th e  effect of s tr a in 
h a rd en in g  shou ld  be  c leared  up  b y  a g re a t n u m b e r o f ex p erim en ts . F irs t  of 
all i t  should  be in v e s tig a te d  w h e th e r in  th e  analysis o f re d u n d a n t s tru c tu re s  
th e  concept o f th e  p la s tic  h inge m ay  be used  or n o t. T he p la s tic  hinge concen
t r a te s  p lastic  d e fo rm atio n s occurring  in  longer or sh o rte r  reg ions p ra c tic a lly  
in to  a single cross sec tio n , an d  su b s titu te s  th e  c u rv a tu re  o f th is  region b y  th e  
co n cen tra ted  ro ta t io n  in  a single cross sec tion . D ue to  th is , i t  is adv isab le  to  
an a ly se  tw o cases in  th e  w ay  show n in  fig . 6 ; in  th e  f ir s t  case th e  p lastic  zone 
ex ten d s  over a s h o r te r , a n d  in  th e  second, over a longer reg io n  [3]. C onsidering 
th e  analysis o f a c o n tin u o u s  b eam  th e  change of th e  scope a t  th e  end of th e
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beam  w ith  increasin g  lo ad  or bend in g  m o m en t shou ld  be  m easu red . The re su lts  
are  il lu s tra te d  in  F igs 6a a n d  6b , w hich  v e rify  th a t  u n ti l  th e  d ev e lopm en t o f 
th e  p las tic  h inge  th e  slope shows su ffic ien tly  lin ea r in c rease ; in  th e  f irs t case 
th e  p la s tic  h inge  seem s to  develop som ew hat above, a n d  in  th e  second, som e
w h a t below  th e  ca lcu la ted  v a lu e ; b u t  in  b o th  cases th e  ro le  of th e  s t r a in 
h a rd e n in g  is a p p a re n t, a n d  th e  m om en t con tinues to  in c rease  a fte r  th e  d ev e l
o p m en t o f th e  assum ed  p la s tic  hinge a p p ro x im a te ly  lin e a rly .

In  possession o f th e se  te s t  re su lts  th e  course of th e  re d is tr ib u tio n  m ay  be 
an a ly sed  prec ise ly . F ig . 7 show s th e  eq u a liza tio n  of m o m en ts  assum ed b y  th e  
th e o ry  (dash  line). A ccord ing  to  th is  th e  en d  m o m en t increases lin ea rly  u n til 
reach in g  th e  u lt im a te  m o m en t, th e re a f te r  i t  rem ains c o n s ta n t. T he m o m en t 
in  th e  m id sp an  increases m ore ra p id ly  from  th e  f irs t y ie ld , b ecau se  m eanw hile  
th e  fix ed  end  b eam  becom es a sim ply  su p p o rte d  beam . A t th e  u ltim a te  force 
Pi, th e  m id sp an  m o m en t also reaches th e  v a lu e  M t. I t  is th e  fu ll line w hich  
rep resen ts  th e  m ore prec ise  s itu a tio n , ta k in g  th e  effect o f th e  s tra in -h a rd e n 
ing in to  co n sid e ra tio n . T he su p p o rt m o m en t does n o t cease to  increase w ith  
th e  ap p ea ran ce  o f th e  p la s tic  h inge, n e ith e r  does th e  fu ll eq u a liza tio n  of th e  
m om en ts  ta k e  p lace.

N ow  th e n , i f  we w a n t to  analyse  th e  b eh av io u r o f th e  w hole s tru c tu re  
(F ig . 7b), th e  increase  o f th e  deflection  in  th e  lo ad in g  p rocess m ig h t be p lo tte d ,
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on  th e  one h a n d , accord ing  to  th e  th e o ry  (assum ption  o f  th e  p las tic  h inges), 
a n d  on  th e  o th e r, on th e  basis  o f  te s t  re su lts  co n ta in in g  th e  effect o f s t r a in 
h a rd e n in g , too . T he fo rm er re su lts  in  po ly g o n a l d iag ram s, a n d  th e  la t te r  in  
cu rv es  f i t t in g  closely enough  to  th e  po ly g o n a l d iag ram s.

A ccord ing ly , i t  can  be s ta te d  t h a t  th e  lim it analysis  a n d  th e  assu m p tio n  
o f  th e  p la s tic  hinges give su ffic ien t in fo rm a tio n  a b o u t th e  decrease o f th e  
s tiffn e ss  of th e  beam , an d  th e  c o m p u te d  u ltim a te  load  defines well — if  n o t  th e  
th e o re tic a lly  im ag ined  s ta te  o f  fa ilu re  — a t  le a s t th e  s ig n ifican t decrease of 
s tiffn e ss , i.e. th e  inadm issib le  acce le ra tio n  o f th e  d e fo rm a tio n s . B esides, th e  
th e o re tic a l u ltim a te  lo ad , ex cep t fo r  ex tre m e  cases fo r in s ta n c e  ex trem e  ra tio s  
o f  sp an s , fu rn ishes n u m erica l v a lu es  w h ich  are on th e  safe  side. C o n tra rily , 
i t  sh o u ld  be reg is te red  as a sh o rtco m in g  th a t  th e  th e o re tic a l m o m en t d iag ram  
a t  fa ilu re  b ased  on th e  fu ll e q u a liz a tio n  o f th e  m o m en ts , b e in g  ra th e r  s im p ly  
c o m p u ta b le  accord ing  to  th e  th e o ry , does n o t develop in  re a l i ty , an d  th u s  th e  
th e o ry  does n o t give a n y  in fo rm a tio n  on th e  real v a lu e  o f th e  m om en t. This 
is n o t  so im p o r ta n t from  th e  p o in t o f  view  o f th e  c a rry in g  c a p a c ity  o f th e  beam  
a n a ly se d , th a n  ra th e r  in  co n n ec tio n  w ith  th e  in te rn a l forces b e ing  tra n sfe rre d  
to  th e  ad jo in in g  m em bers p e rfo rm in g  th e  c lam ping  e ffec t; th e se  m ig h t be 
u n d e re s tim a te d  b y  th e  th e o re tic a l v a lu es , co n seq u en tly , th e y  need  co rrec tin .

3. Problem s o f instability

T here  is s till an  im p o r ta n t  p ro b lem  to  be c leared  up  fo r th e  sake of th e  
e v a lu a tio n . I t  has been  m e n tio n e d  t h a t  th e  f in a l fa ilu re  is caused  b y  th e  loss 
o f  s ta b ili ty  of th e  com pressed  f lan g e . T h u s , if  one re tu rn s  to  th e  fu n d a m e n ta l 
te s ts  concern ing  th e  p la s tic  h inges (F ig . 8), th e  ro ta tio n  h as  to  he m ark ed , a t  
w h ich  in s ta b ili ty  occurs. N am ely , th e  e a r ly  ap p earan ce  o f  th is  m ig h t lim it th e  
ro ta t io n  cap ac ity  o f th e  p la s tic  h inge  assu m ed  to  be  u n lim ited , an d  m ig h t 
p re v e n t th e  process o f re d is tr ib u tio n  o f th e  m om en ts. A t th e  f irs t glance, th is  
ph en o m en o n  seem s to  be d an g ero u s since i t  could be assu m ed  th a t  in  th e  m o 
m e n t w hen th e  cross sec tion  a rriv es  to  th e  full p la s tic  s ta te , i.e. th e  p lastic  
h in g e  develops, th e  la te ra l s ta b il i ty  o f th e  b eam  im m ed ia te ly  com es to  an  end, 
acco rd ing ly , th e  re d is tr ib u tio n  o f th e  m om ents c a n n o t b eg in  a t  all. T he  te s ts , 
h ow ever, show ed so m eth in g  else [3].

Two p henom ena could  be m e a n t on th e  in s ta b ili ty  o f th e  com pressed  
f lan g e , n am ely  th e  la te ra l b u ck lin g  a n d  local buck ling  o f th e  flange.

T he tw o p h enom ena  can  be  an a ly sed  sep a ra te ly  b y  te s ts . On a re la tiv e ly  
s h o r t  b eam  b e n t b y  a c o n c e n tra te d  lo ad  no la te ra l b u ck lin g  occurs if  la te ra l 
s u p p o r t is app lied  a t  th e  p o in t o f ap p lic a tio n  of th e  lo ad . A ccord ing  to  these  
te s ts , th e  fin a l fa ilu re  is, as a m a t te r  o f fa c t, th e  consequence of th e  local b u c k 
lin g  of th e  flanges (F ig. 8a). I t  ap p ea rs  from  th e  force la te ra l  buck ling  d iag ram
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t h a t  a f te r  local b u ck ling  occurs th e  b e a m  can n o t b e a r  th e  u lt im a te  m o m en t. 
A ccord ing ly , if  th e  local buck ling  occurs ea rly , th e  re d is tr ib u tio n  o f m o m en ts  
c a n n o t develop an d  th e  carry ing  c a p a c ity  o f th e  b eam  is o v e re s tim a ted  b y  th e  
lim it analysis.

L a te ra l b u ck lin g  can be an a ly sed  in  th e  m ost sim ple m an n er on a b eam  
b e n t b y  tw o p o in t loads, app ly ing  la te ra l  su p p o rts  a t  th e  po in ts  o f ap p lic a tio n  
o f  th e  forces. A ccording to  th e  te s ts , if  th e  la te ra l su p p o rts  are close en ough

Fig.  8

to  each a n o th e r, a lth o u g h  th e  la te ra l b u ck lin g  s ta r ts  w hen  th e  bend in g  m o m en t 
reach es its  u lt im a te  va lu e , b y  su itab le  se tu p  i t  m igh t be ach ieved  th a t  in  sp ite  
o f th e  increase  of th e  la te ra l d isp lacem en ts  th e  ca rry in g  c a p ac ity  sh o u ld  n o t 
be d im in ished . A ccord ingly  in  such  c ircu m stan ces th e  la te ra l b u ck ling  does 
n o t d is tu rb  th e  assum ed  p roperties of th e  p lastic  hinge an d  perm its  th e  re d is 
t r ib u tio n  of th e  m om en ts. The fin a l fa ilu re  occurs, here , to o , in  th e  fo rm  o f th e  
local b u ck lin g  of th e  flange : on th e  com pressed  side in  consequence o f b o th  
v e rtic a l an d  h o rizo n ta l bend ing  — th is  l a t te r  being  caused  b y  la te ra l  b u ck lin g  
—th e  flange  suffers local buckling  an d  th e  sec tion  loses its  lo ad -ca rry in g  c a p a c ity .

A n u m b e r o f au th o rs  tr ie d  to  describe  th eo re tica lly  these  p h en o m e n a , 
b u t  n one  o f th e m  could  produce  an  e n tire ly  p erfec t ex p lan a tio n .

B esides, th e  g rea te s t p a r t  o f th e  te s ts  h ad  been  carried  o u t b y  w ide 
flan g e  sections n o t in  use in  H u n g a ry , co n seq u en tly , before  an  ex ten siv e  a p p li
ca tio n  o f th e  th e o ry  o f ru p tu re  in  ou r c o u n try , fu r th e r  te s ts  should  be  ca rr ied  
o u t w ith  ro lled  sections com m only used  he re .
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A m ong th e  th e o re tic a l analysis co ncern ing  la te r  buck ling , th e  resu lts  of 
B ritish  au th o rs  [4] sh o u ld  be m en tio n ed , w ho , b y  in tro d u c in g  m ore or less 
sim p lifica tio n s so lved  th e  la te ra l b u ck ling  p ro b lem  as is to  be seen in  F ig . 9a 
fo r b o th  th e  p a r t ly  a n d  en tire ly  p las tic  s ta te  o f th e  cross sec tion , neg lec ting  
s tra in -h a rd e n in g  (F ig . 9b). Two conclusions m ig h t be  reach ed  from  th ese . T he

f i r s t  o f th em  m ig h t be  sum m arized  as follow s: A ltho u g h  a t  th e  u ltim a te  v a lu e  
o f  th e  bend ing  m o m e n t th e  la te ra l b u ck lin g  a lread y  occurs, w hen th e  la te ra l  
su p p o r ts  are in  in f in ite  closeness to  each  a n o th e r , th e  m o m en t causing  th e  
la te ra l  buck ling  w ill decrease v e ry  slow ly b y  th e  increase o f th e  d is tan ce  b e 
tw e e n  th e  la te ra l  su p p o rts . T hus, in  case o f  a reaso n ab ly  chosen d is tan ce  of 
th e  la te ra l  su p p o rts , th e  red u c tio n  of th e  u lt im a te  m om en t m ay  be of an  o rd e r 
o f  a b o u t, for in s t. th e  red u c tio n  due to  th e  u n c e r ta in ty  o f  y ie ld , hav ing  conse
q u e n tly  little  in flu en ce  on th e  lo ad -ca rry in g  cap ac ity . T he second s ta te m e n t 
concerns th e  g e o m e try  o f th e  la te ra l b u ck lin g  in  th e  p las tic  range . W hile in  
case o f  th e  la te ra l  b u ck lin g  in  th e  e lastic  ran g e  th e  la te ra l d isp lacem en t an d  
ro ta t io n  of th e  cross sec tion  u n d er th e  c r itic a l m om en t ta k e s  p lace w ith o u t 
p ro d u c in g  an y  c u rv a tu re  in  th e  v e rtic a l p lan e , in  th e  p lastic  reg ion , d u rin g  th e  
la te ra l  buck ling  th e  c u rv a tu re  in  th e  v e r tic a l p lan e  increases considerab ly  even 
u n d e r  c o n s tan t m o m e n t. The re su lt o f th is  is t h a t  th e  sec tion  suffering  la te ra l
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b u ck lin g  due to  th e  c ritica l m o m en t, b eh av es  like a p lastic  h inge  a n d , th e re fo re , 
th e  la te ra l  b u ck ling  does n o t p re v e n t th e  re d is tr ib u tio n  of th e  m om en ts.

In  ad d itio n  to  th is , A m e r ic a n a u th o rs [5 ]h a v e  ta k e n  th e  effect o f th e  s t r a in 
h a rd e n in g  in to  a cco u n t, too . A ccord ing  to  th e ir  idea, th e  com pressed  flan g es  
m ig h t be an a ly sed  as if  being  se p a ra te d  from  th e  tension  flan g e . N ow  th e n , 
if  th e  s tress in  a com pressed  m em b er is below  th e  yield p o in t (F ig . 9c), a c c o rd 
ing  to  th e  assum ed  d iag ram  one can  c a lc u la te  w ith  th e  orig inal v a lu e  of Y o u n g ’s 
m odu lus E 0. I f  y ie ld  occurs, th e  m o d u lu s decreases seem ingly to  zero acco rd in g  
to  th e  d iag ram  a n d  on ly  a fte r  a co n sid erab le  s tra in  increases ag a in  to  a f in ite  
v a lue  E  (F ig. 9d) in  th e  region of th e  s tra in -h a rd e n in g . A ccording to  th e  o p in ion  
of th e  a u th o rs  above-nam ed , th e  re a l s i tu a tio n  is b e tte r  ch a rac te rized  b y  such  
an  assu m p tio n  th a t  th e  slab , in  th e  s ta te  o f y ie ld , is n o t hom ogeneous, b u t  is 
p a r t ly  com posed  o f zones s till e la s tic , p a r t ly  o f those  in  th e  s tag e  o f s t r a in 
h a rd en in g . T he p ro p o rtio n  o f th e  tw o  zones m ig h t be e s tab lish ed  fro m  th e  
m ean  v a lu e  o f s tra in ; w ith  th e  in c rease  o f  th e  s tra in , th e  p ro p o rtio n  o f th e  fo r 
m ers decreases, t h a t  o f th e  la tte rs  in creases . A ccord ingly , th e  m odulus o f e la s tic 
i ty  o f th e  slab  w hich  is in  th e  s ta te  o f  y ie ld , is som e m ean v a lu e  o f th e  Y o u n g ’s 
m odulus E 0 o f th e  elastic  p a r ts , a n d  th e  m odulus of e la s tic ity  of th e  s tra in -  
h a rd e n in g  p a r t  E ,  a n d  in  th e  course o f y ie ld  decreases g rad u a lly  from  th e  v a lu e  
E 0 to  th e  va lu e  E. B y  such  an  a ssu m p tio n , th e  bend in g  m o m en t causing  la te ra l  
b u ck lin g  can  reach  its  u ltim a te  v a lu e  even  in  th e  case o f a f in ite  d is ta n c e  
b e tw een  th e  la te ra l  su p p o rts , an d  th e  re q u ire d  spacing  of th o se  w ill d ep en d  on 
th e  degree of th e  d efo rm atio n  — a n d  in  th e  flan g e  th a t  o f th e  s tra in  •— w hich  
is n eed ed  for th e  d eve lopm en t of th e  re d is tr ib u tio n  of th e  m o m en ts . T h u s, on 
th e  basis  o f th e  above theories a re q u ire d  spac ing  of th e  la te ra l  su p p o rts  — 
given com m only  as a m u ltip le  of th e  ra d iu s  o f g y ra tio n  a round  th e  v e rtic a l axis — 
m ay  be  defined  in  case o f w hich th e  a ssu m p tio n s  o f th e  lim it analysis  re m a in  
va lid .

T he d esc rip tio n  of th e  local b u ck lin g  o f th e  flange an d  th e  e s ta b lish m e n t 
of design  ru les is th eo re tica lly  m ore co m p lica ted , because in  genera l, th eo rie s  
dealing  w ith  th e  p rob lem  of local b u ck lin g  in  th e  p lastic  reg ion , has given rise  
to  m u ch  co n tro v ersy . The question  h as  been  recen tly  d ea lt w ith  p ro fo u n d ly  
b y  A m erican  a u th o rs  [6 ] b o th  b y  te s ts  an d  in  th e o ry , an d  acco rd ing  to  th e ir  
op in ion , ju s t  as in  th e  case of la te ra l  b u ck lin g , also th e  local b u ck ling  ta k e s  
p lace in  th e  reg ion  of th e  s tra in -h a rd e n in g , in  case of th e  com m only  used  ro lled  
sections. T he th e o re tic a l analysis th u s  becom es p a rtic u la r ly  co m plica ted , th e  
c h a rac te ris tic s  o f th e  m a te ria ls  (m odulus o f  e la s tic ity  £  an d  th e  sh ea r m odulus G) 
shou ld  be know n , th e  an iso trop ic  b e h a v io u r  o f  th e  slab an d  th e  re s tr ic tin g  
effect o f th e  p a r ts  rem ain in g  in  e la s tic  s ta te  shou ld  be ta k e n  in to  acc o u n t. 
B esides, i t  shou ld  be considered  th a t  in  th e  neighbourhood  o f th e  assum ed  
p las tic  h inge , s tresses h igher th a n  th e  y ie ld  p o in t m igh t occur. As to  th e  e x p e ri
m e n ta l an d  th e o re tic  in v estig a tio n s, i t  m ig h t be  sum m ed up  th a t  b y  a p p ly in g
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design  ru les re la tiv e ly  easily  observable  (w ith  lim ita tio n  o f th e  w id th  to  th ic k 
ness ra tio  of th e  flan g e) i t  can  be ach iev ed  th a t  local b u ck ling  shou ld  occur 
on ly  a f te r  considerab le  p la s tic  d e fo rm atio n , a n d  shou ld  n o t affect th e  r e d is tr i
b u tio n  o f th e  m o m en ts  to o  early , th u s , th e  th e o re tic a lly  p red ic ted  u lt im a te  
force shou ld  also be  reach ed .

T he in s ta b ility  is th e  v e ry  p h en o m en o n  w hich , fo r th e  p resen t, re s tr ic ts  
th e  ap p lica tio n  o f th e  lim it  analysis fo r th e  case of ro lled  sections; in  case of 
r iv e te d  or w elded p la te  g irders w ith  th in  w ebs th e  effect o f in s ta b ility  o f  th e  
w eb or flange on th e  re d is tr ib u tio n  of th e  m o m en ts  is n o t y e t c leared  u p  in  a 
su ffic ien t w ay  th e o re tic a lly  ne ith e r, n o r p a r tic u la r ly  b y  te s ts , th e re fo re , in 
su ch  cases th e  lim it analy sis  should  be ap p lied  w ith  p recau tio n .

4. Second o rd e r effects

F in a lly  th e  so -ca lled  second o rd e r effects shou ld  be m en tioned ; fo r in s t. 
th e  case of th e  b e a m  co lum n rep re sen ted  in  F ig . 10. As i t  has a lread y  been  
m en tio n ed , th e  fa ilu re  ta k e s  place here  in  a m an n e r d iffering  from  th o se  d e 

scribed  above, i.e. in  consequence of in s ta b ili ty ;  a f te r  h av in g  reached  th e  p eak  
v a lu e  of th e  force, th e  carry ing  c a p a c ity  o f  th e  b eam  — in c o n tra s t to  th e  
a ssu m p tio n  of th e  lim it  analysis — does n o t  rem ain  c o n s ta n t, b u t  ow ing to  th e  
m odified  geo m etry  o f  th e  beam  because o f  th e  p rev ious defo rm ations, decreases 
w ith  increasing  d e fo rm atio n s . The p h en o m en o n  o f th is  k in d  of fa ilu re  can  be 
described  b y  th e  so -ca lled  th eo ry  o f p la s t ic i ty  o f second-order, co u n tin g  w ith  
fin ite  d isp lacem en ts. T hese theories a re  co m p lica ted  a n d  fo r th e  p ra c tic e  h av e  
b een  e lab o ra ted  o n ly  fo r sim ple fu n d a m e n ta l cases; th e  resu lts  can  be  u tiliz ed  
fo r th e  p rac tice  in  fo rm  o f d iagram s o r a p p ro x im a te  fo rm ulae  [7].

H ow ever, in  case o f fram ew orks b e in g  b u ilt  up  of beam -co lum ns th e  
ap p lica tion  of th e  th e o ry  of p la s tic ity  o f  second  o rd er, an d  th e  co m p u ta tio n  of 
th e  u ltim a te  lo ad  su rp ass  th e  p rac tica l possib ilities  o f th e  designer an d  com m on
ly  one should  be sa tis f ie d  w ith  rough  a p p ro x im a tio n  or procedures o f th e  th e o ry
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o f e la s tic ity  w hich — for th e  safe  side — d isregard  th e  p la s tic  reserve  o f  th e  
s tru c tu re s . In v es tig a tio n s  concern ing  th e se  prob lem s are  b e in g  ca rried  o u t i n a  
n u m b e r  of coun tries, how ever, h e re  can  be  re fe rred  only in a sh o r t w ay  (F ig . 11).

T heore tica l investig a tio n s show  th a t  in  case of stee l s tru c tu re s  th e  effects 
o f  second  order are  in  general co n sid e rab le , a n d  th e y  m ig h t be neg lec ted  on ly  
in  th e  case show n in  F ig . 11, n a m e ly  w ith  fram es w ith  no sw ay , w ith  re la tiv e ly

F  ig. 12

sh o rt colum ns, an d  here  also only  in  t h a t  case if  th e  m o m en t d iag ram  co rre 
sp onds to  th e  figu re , an d  th e  co lum ns are b e n t  in  a “ double  c u rv a tu re ”  [3]. 
I n  such  cases th e  lim it analysis m ig h t be  ap p lied  in  its  o rig inal fo rm ; in  genera l, 
th e  y ie ld  m echan ism  ta k e s  place in  consequence  of d ev e lo p m en t o f p la s tic  
h inges in  th e  beam s.
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O therw ise, th e  effects of second o rd e r m ig h t (F ig . 12) considerab ly  a lte r  
th e  re su lts  o b ta in e d  b y  th e  lim it an a ly sis . In  F ig . 12b, fo r in s t., th e  force- 
d isp lacem en t d iag ram  o f a fram e w ith  sw ay  is i l lu s tra te d  accord ing  to  th e  
th eo rie s  of f ir s t  an d  second  o rder. T he d iag ram  of f irs t  o rd e r is com posed of 
s tr a ig h t  lines, an d  each  o f th e  b re a k  p o in ts  m ark s th e  d ev e lo p m en t o f a new  
p la s tic  hinge. In  case o f th e  presence of th re e  p las tic  h inges th e  s tru c tu re  will 
b e  tra n sfo rm e d  in to  an  u n s ta b le  fo rm a tio n , i.e. in to  a y ie ld  m echan ism , an d  
th e  u lt im a te  force P t w ill be  reached . A ccord ing  to  th e  th e o ry  of second o rd e r, 
th e  d iag ram  consists o f cu rves, an d  an  im p o r ta n t  d ifference is th a t  th e  u l t i 
m a te  value P max m ig h t reach ed  less p la s tic  hinges th a n  in  th e  fo rm er case, 
th u s ,  th e  s tru c tu re  w hen  failing , does n o t  tu rn  n ecessarily  in to  a y ield  m e c h a 
n ism , co n seq u en tly  fo r th e  c o m p u ta tio n  o f th e  v a lu e  P max th e  sim ple p la s tic  
th e o ry  can n o t be ap p lied . T he va lu e  o f P max m ay  be  con sid erab ly  less th a n  
t h a t  o f Pt o b ta in e d  b y  th e  ap p lica tio n  o f th e  lim it ana ly sis .

On th e  o th e r  h a n d , th e  te s ts  show ed th a t  s tra in -h a rd e n in g  has an  im p o r
t a n t  an d  fav o u rab le  effect in  th is  re sp ec t, to o . This is conceivab le  if  we ex am in e  
th e  b eh av io u r o f th e  y ie ld  m echan ism  il lu s tra te d  in  F ig . 12d [8]. T he re la tio n  
b e tw een  th e  force a n d  d isp lacem en t m ay  be  e stab lish ed  on th e  basis o f v ir tu a l  
w o rk  th eo rem  w r itte n  in  th e  F ig . 12d; th e  effect o f second  o rder are in c lu d ed  
considering  th e  w o rk  p erfo rm ed  b y  th e  ax ia l forces due to  th e  change o f le n g th  
o f  th e  m em bers, to o . I f  a c o n s ta n t u l t im a te  m om en t is assu m ed  a t  th e  p la s tic  
h inges th e  fo rce-d isp lacem en t d iagram  o f th e  y ie ld  m echan ism  will becom e 
a h yperbo lic  cu rve  d ash  line , w hich s ta r ts  a t  th e  va lu e  P t, an d  gets a ph y sica l 
m ean in g  on ly  a f te r  th e  ap p earan ce  o f th e  th ird  p las tic  h inge . Now, i f  s t r a in 
h a rd e n in g  is a ssum ed , b y  th is  fo r in s ta n c e , i t  is ta k e n  in to  accoun t t h a t  th e  
m o m en t M t ac tin g  on th e  p las tic  h inge  increases lin e a rly  w ith  th e  ro ta t io n , 
as th e  te s ts  described  above show ed, th e n  th e  d iag ram  o f fo rce-d isp lacem en t 
ta k e s  a n o th e r h y p erb o lic  fo rm  an d  a t  a ce rta in  v a lu e  o f th e  coefficient c (F ig . 
12d) ch a rac te riz in g  th e  ra te  o f s tra in -h a rd e n in g  th e  hy p erb o lic  curve is n o t 
te n d in g  dow nw ards from  th e  v a lu e  P (, b u t  upw ard s fro m  i t  (d ash -an d -d o t line 
in  F ig . 12d). In  su ch  cases th e  s tra in -h a rd e n in g  quasi com pensates th e  effects 
o f second o rder, a n d  th e  lim it analysis ag a in  becom es ap p licab le . H ow ever, th is  
p o ss ib ility  shou ld  be su p p o rte d  b y  ex ten d ed  th e o re tic a l and  ex p e rim en ta l 
analyses.

5. C onclusions

I t  can  be e s tab lish ed  from  th e  ab o v e  sa id  th a t  th e  ap p lica tio n  o f th e  lim it 
analy sis  in  design o f stee l s tru c tu re s  is fo r th e  p re sen t possib le  only in  a lim ited  
w ay . The reason  fo r th is  is th a t  — a lth o u g h  th e  b e h a v io u r o f th e  steel su ff ic ie n t
ly  satisfies th e  a ssu m p tio n s  — th e  s ta b ili ty  prob lem s p lay in g  an  im p o r ta n t role 
in stee l s tru c tu re s  an d  th e  effects o f second o rd er n o t b e ing  negligible in  case of
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s len d er m em bers c an n o t be in c o rp o ra te d  everyw here  in to  th e  sy s tem  o f th e  
lim it an a ly sis , or th e y  could be co n sid e red  o n ly  w ith  th e  d ev e lo p m en t o f  th is  
th e o ry , b y  a th e o ry  o f second o rd e r n ecessa rily  m ore co m p lica ted . T he effect 
of s tra in -h a rd e n in g  also needs a m ore  p ro fo u n d  analysis.

T herefo re , in  th e  p resen t c ircu m stan ces , i t  is adv isab le  to  lim it th e  a p p li
ca tio n  o f  th e  lim it analysis  to  c o n tin u o u s  beam s com posed o f ro lled  sec tions an d  
ap p lied  in bu ild ing  co n stru c tio n s as w ell as to  som e problem s o f fram es o u tlin ed  
in  th e  foregoing, b y  observ ing  th e  design  ru les given above.
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A n w endung  der P lastiz itä ts leh re  a u f  d ie  S tah lk o n s tru k tio n en . E s w ird  u n te r s u c h t ,  
a u f  w elche A r t die a u f  G ru n d  der th eo re tisch en  P la s tiz itä ts le h re  au sg e a rb e ite te n  B em essu n g s
v e rfa h re n  (T rag las tv e rfah ren ) au f S ta h ls ta b k o n s tru k tio n e n  angew endet w erd en  kön n en . D ie  
g ru n d leg en d en  V oraussetzungen  der T ra g la s tv e rfa h re n  w u rd en  einer A nalyse  u n te rzo g en  u n d  
deren  Ü b e re in s tim m u n g  w u rd e  m it den V ersu ch se rg eb n issen  u n te rsu c h t. E s  w urde  d a ra u f  
h ingew iesen , d aß  ein gew isser Teil der g ru n d leg e n d en  V oraussetzungen  im  F a lle  de r S ta h l
k o n s tru k tio n e n  g u t e rfü llt  w ird ; der übrige  T eil a b e r  im  allgem einen n u r  als eine g robe A n n ä 
h e ru n g  b e tra c h te t  w erden  k an n . Zu den le tz te re n  w ird  die T atsach e  g ezäh lt, d aß  die R ü c k 
w irk u n g  d e r F o rm än d eru n g  au f den G le ich g ew ich tszu stan d  du rch  d ie T ra g la s tv e rfa h re n  
v e rn ac h lä ss ig t w ird. Diese A nn äh eru n g  is t a b e r  n u r  im  F a lle  von speziellen P ro b lem en  zu lässig . 
D er V erfasse r le n k t die A u fm erk sam k eit a u ch  a u f  die R olle  der V erfestigung , die d ie v e re in 
fach ten  V erfah ren  im  allgem einen  n ich t in B e tr a c h t  z iehen u n d  w eist a u f  d ie W ic h tig k e it 
d ieser E rsch e in u n g  in Z u sam m enhang  m it d e r  L ösu n g  de r S ta b ilitä tsp ro b lem e  u n d  A u f
gaben  v o n  zw eiter O rdnung .

A pplication  de la  th éo rie  de la p las tic ité  a u x  constructions en  b a rres  m éta lliques.
L ’a u te u r  ex am in e  co m m ent les procédés de d im e n s io n n e m e n t (hypo thèses de  la ré sis tan ce  des 
m a té ria u x )  élaborés su r la  base  de la th éo rie  de la  p la s tic ité , p e u v en t ê tre  ap p liq u és a u x  
co n stru c tio n s  en b a rres  m éta lliq u es. Il an aly se  les h y p o th èses  fo n d am en ta les  de  la  résist лпсе 
des m a té r ia u x  e t exam ine leu r concordance av ec  les r é su lta ts  d ’essais. Il c o n s ta te  aussi q u ’un e  
p a rtie  des cond itions fo n d am en ta les  est s a t is fa i te  d an s  le cas des co n stru c tio n s  en  b a rre s  
m éta lliq u es, m ais que le re s te  p e u t ê tre  co n sid éré  en  général com m e des ap p ro x im a tio n s  
grossières, les h y p o thèses en  question  n ég lig ean t, p a r  exem ple, la réac tio n  de la  d é fo rm a tio n  
sur l ’é ta t  d ’équilibre. C ette  ap p ro x im atio n  ne  p e u t  ê tre  adm ise  que p o u r des p rob lèm es sp é 
ciaux. L ’a u te u r  a tt ire  en fin  l’a tte n tio n  sur le rô le  de  la so lid ification , d o n t les p rocédés sim p li
fiés ne t ie n n e n t  pas com pte  en  général, e t in d iq u e  l ’im p o rta n ce  de ce phén o m èn e  d an s la  so lu 
tio n  des p rob lèm es de s ta b ilité  e t de deuxièm e o rd re .
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Применение теории пластичности к стальным стержневым конструкциям. В ра
боте исследуется, насколько можно применить для стальных стержневых конструкций 
методики расчета («теории разрушения»), разработанные на основе теории пластичности. 
Дается анализ основных условий теории разрушения и исследуется их совпадение с опыт
ными результатами. В работе указывается на то, что часть основных условий в случае 
стальных конструкций удовлетворяется полностью, однако другую их часть можно 
принять в качестве грубого приближения. К последним можно отнести тот факт, что 
теории разрушения пренебрегают воздействием деформации на равновесное состояние. 
Эти приближения можно принять только в случае специальных задач. Работа обращает 
внимание также на роль повторного упрочения, которое упрощенные методы обычно не 
учитывают и, кроме того, указывается на важность данного явления при решении задач 
стабильности и второстепенных задач.
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THEORETICAL FOUNDATIONS OF THE INVESTIGATION 
OF THE LOADS OF VEHICLES

M. M ATOLCSY
LABORATORY OF THE IKARUS COACH-BUILDING AND VEHICLE WORKS 

[M anuscrip t received  F e b ru a ry  14, 1966]

T rad itio n a l m e th o d s are  n o t  su ffic ien t to  describe  u n ste ad y  serv ice  lo ad , c h a rac te ris tic  
o f v eh ic les. F o r p ro p e r p lan n in g  an d  ev a lu a tio n  o f th e  m easu rem en t, e s tab lish m en t o f  th e  
c o n ce p tu a l an d  m a th e m a tic a l fo u n d a tio n s  of th is  sph ere  o f  problem s is re q u ire d  w hich , co rre 
sp o n d in g  to  th e  c h a ra c te r  o f  th e  s tu d ied  phen o m en o n , can  on ly  be ach iev ed  b y  th e  m eth o d s of 
th e  th e o ry  of p ro b ab ility . In  th e  p re sen t p ap er, an a ly sis  o f th e  to ta l  se rv ice  load  of veh ic les 
a n d  re la tio n s  be tw een  d iffe re n t ev a lu a tio n  m eth o d s a re  tre a te d , follow ed b y  th e  d iscussion o f 
th e  p ro b lem  of ra re , b u t  v e ry  h igh  loads a n d  th e ir  d e sc rip tio n  by  m eans o f  th e  th eo ry  of e x 
trem e  v a lu es. A u th o r d e m o n s tra te s  th e  fu n d a m e n ta l im p o rtan ce  of th e  r e tu r n  period , fo r d e 
te rm in in g  th e  sa fe ty  o f  veh ic les w ith  re sp ec t to  ru p tu re .

1. In tro d u c tio n

D im ension ing  o f th e  vehicles is m ade ra th e r  d ifficu lt b y  th e  irre g u la rity  
of th e  load s in  tim e . S ta tic  ex am in a tio n  o f th e  bad s end forces does n o t en ta il 
p re v e n tio n  of ru p tu re . R a th e r  i t  becom es n ecessary  to  p a y  m o re  a tte n tio n  to  
th e  d ev e lo p m en t in  tim e  of th e  charges, to  freq u en cy  of p a r t ic u la r  lo ad  levels, 
i.e. to  analy sis  o f th e  en tire  lo ad  h is to ry .

S tu d y in g  of th e  load s n ecessita tes  th o ro u g h  g rounding  in  tw o  d irec tions. 
P r im a rily , th e  skill to  m easure  w ith  a h igh  degree of d e p e n d a b ility  an d  to  re 
cord  s tresses p ro d u ced  in  an y  lo ad -b earin g  vehicle s tru c tu re  is req u ired . T he 
m ost ex ten s iv e ly  ap p lied  p rocedure  fo r th is  ta s k  is th e  te n so m e tr ic  m easu re 
m en t o f stresses w hich  com pleted  b y  a d e q u a te  am plify ing  a n d  s to rag e  (m easu r
ing  ta p e  recorder, oscillogram ) or e v a lu a tin g  (d irect p r in te r , level coun ter) 
dev ices, is fu rn ish ing  dependab le  d a ta  as to  th e  course o f th e  veh ic le  loads in 
tim e  or d u rin g  th e  tra v e lin g . On th e  o th e r h a n d , th o ro u g h  th e o re tic a l tra in in g  
is n ecessa ry  to  ach ieve o p tim a l ev a lu a tio n  o f th e  d a ta , an d  to  secure  a m a x i
m u m  o f in fo rm atio n  to  be o b ta in ed  ou t of a se t of d a ta . S tu d y  o f  th e  ran d o m  
v a riab le s  an d  of irre g u la r  s ta tis tic a l sets can  be  carried  o u t sa tis fa c to rily  on ly  
b y  m e th o d s  and  ru les of th e  th e o ry  of p ro b a b ility .

F a ilu re  of lo ad -b ea rin g  vehicle e lem ents can  be a t t r ib u te d  to  tw o causes 
[1]. A vehicle  can  becom e unserv iceab le  because  of th e  a c tio n  o f ex trem ely  
h igh  serv ice  loads or as a consequence o f fa tig u e  b ro u g h t a b o u t b y  p ro longed  
av erag e  service loads. A ccord ingly , i t  is conv en ien t to  d is tin g u ish  betw een  
tw o  k in d s  of load : on one h a n d , th e  to ta l  service load  sp e c tru m  c o n s titu tin g
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d a n g e r w ith  re sp ec t to  fa tig u e , an d  on th e  o th e r h a n d , ex trem ely  h igh  loads 
p ro d u c in g  d y n am ic  ru p tu re .

2. A nalysis of th e  service-load h is to ry

E v a lu a tio n  o f th e  loads charg ing  irreg u la rly  d u rin g  th e  tra v e l (or in  tim e) 
is g rea tly  in flu en ced  b y  th e  desired  fo rm  w hich is in te n d e d  for u tiliz ing  th e  
re su lts .

The tw o fo llow ing aim s can  he se t: a)  e s ta b lish m e n t o f th e  load  d is tr ib u 
tio n  w ith  a v iew  to  p ro g ram  fa tig u e  te s t ;  b)  d e te rm in a tio n  o f th e  load  sp ec tru m  
w ith  a view  o f s tre n g th  ca lcu la tions.

The m eth o d  o f e v a lu a tio n  is d efin ed  in  th e  f irs t case, b y  th e  ty p e  an d  th e  
o p e ra tin g  p rinc ip le  o f th e  fa tig u e -te s tin g  m ach ine , in  th e  second case, b y  th e  
b asic  idea of d im ension ing .

2.1. Characteristics o f the load curve

E v a lu a tio n  is fu n d a m e n ta lly  d ep e n d e n t on th e  ch a ra c te ris tic  or c h a ra c 
te ris tic s  of th e  irre g u la r ly  chang ing  lo a d  chosen as ra n d o m  variab les an d  th e  
b ase  of s ta tis t ic a l  an a ly sis . P rio r to  su rv ey in g  th e  possib le  random  v a riab le s , 
a n  essen tia l p rob lem  has to  be re fe rred  to . I t  can  be seen  from  th e  load  h is to ry  
rep re sen ted  in  F ig . l /а  th a t  in  ad d itio n  to  th e  stress changes of large a m p litu d e ,

Fig. 1. L oad h isto ries, a) th e  load  to  he m easu red  ac tu a lly  on  th e  vehicle, b) L oad  “ f ilte re d ’’ 
for ev a lu a tio n , c) C h arac te ris tic s  o f th e  load  as ra n d o m  variab les
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oscilla ting  load changes o f ex trem e ly  sm all am p litu d es a n d  o f v e ry  high fre 
quencies are  tu rn in g  u p  as well. N ow , th e  question  arises w h e th e r all load  f lu c 
tu a tio n s  — even th e  sm alle st ones — should  be considered , i.e . w hich load  
f lu c tu a tio n s  can be n eg lec ted . L ite ra tu re  con ta ins in d ica tio n  to  th e  effect th a t  
lo ad  flu c tu a tio n s  w hose am p litu d e  does n o t exceed 5 -^1 0  p e r cen t o f th e  m ax i
m um  am p litu d e  can  b e  neg lected  w h en  ev a lu a tio n  is c a rried  o u t as to  w hich 
p ro ced u re  becom es essen tia lly  s im p lified  in  th is  w ay  [2]. O n ev a lu a tin g  th e  
load  h is to ry  th e  m ax im u m  stress is sp li t  in to  te n  levels a t  le a s t, lo ad  changes 
sm aller th a n  one leve l s tep  can be  n eg lec ted  since th e y  do n o t  a t ta in  10 p er 
cen t o f  th e  m ax im um . T h is selection  can  he perfo rm ed  p a r t ly  b y  th e  choice of 
an  e v a lu a tin g  in s tru m e n t, p a r tly  b y  th e  ap p lica tio n  o f a h ig h -sto p  f ilte r  of su it
ab le  frequency . In  F ig . 1/b th e  “ f i l te re d ”  d iagram  o f th e  p rev io u s  load  h is to ry  
can be seen, lending  its e lf  read ily  to  fu r th e r  ev a lu a tio n . F ilte r in g  w as based  on 
th e  om ission of lo ad  f lu c tu a tio n s  sm a lle r  th a n  one s tress s tep .

M ore sim ply  d e fin ab le  load  c h a rac te ris tic s  are  — using  designations of 
F ig . 1/c — as follow s:

I .  N um ber of u n id irec tio n a l le v e l crossings, i.e. freq u en cy  of a tta in in g  a 
p red es ig n a ted  load  lev e l, M ; d e n o tin g  w ith  n(M ).

I I .  E n tire  reg ion  o f  th e  load  f lu c tu a tio n , Y / or its  a m p litu d e , Y a. W ith  
u n s te a d y  load , n o t on ly  th e  heigh t o f  th e  in d iv id u a l loads is v a ry in g  b u t th e ir  
Y  к m ean  v alue  as well.

I I I .  L oad  p eak s: local m ax im a  a n d  m in im a of th e  lo ad  h is to ry  X M and  
X m, respective ly .

T h e  following re la tio n s  b e tw een  p a r tic u la r  ch a rac te ris tic s  ex ist (Fig. 1/c):

Y , =  2Ya,
Y-M =  Y k - \ -Y a , ( 1 )

X m =  Yk — Ya .

D epend ing  on th e  num ber o f  th e  load ch a ra c te ris tic s  w hose ran d o m  
changes are  exam ined  s im u ltan eo u sly , tw o fu n d a m e n ta l m e th o d s w ere devel
oped , n am ely , d a ta  p rocessing  of one v a r ia b le  and  of tw o . In  th e  f irs t  case, of one 
v a riab le  only, e.g. d is tr ib u tio n  of th e  level crossings, o f lo ad  m ax im a etc ., is 
exam in ed , while in  th e  second case, jo in t  frequencies, i.e. a tw o-d im ensional 
d is tr ib u tio n  fu n c tio n  o f  tw o  ran d o m  variab les — e.g. m ax im a  an d  m inim a 
p reced ing  th e  fo rm er ones — are d e te rm in ed . T ab le  I  gives a su rv ey  of th e  sim 
p lest w ay  of load  ex am in a tio n  fo r w hich  d iffe ren t in s tru m e n ts  have  been 
designed  to  fac ilita te  re g is tra tio n  o f freq u en cy  curves [3].

I t  has been show n b y  Teichm ann  [15] th a t  th e  m a x im u m  of in fo rm ation  
ab o u t a load  h is to ry  can  be o b ta in e d  b y  th e  e v a lu a tio n  o f tw o  p a ram e te rs . 
D a ta  processing of th is  k in d  is s till a re la tiv e ly  sim ple ta sk .
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2.2. Relations between different evaluating methods 

L e t us tak e

F  ( X M, X m) =  \ Xm |"X'" f ( X M, X m) d X M d X m (2)

in d ic a tin g  th e  p ro b a b ility  o f th e  m ax im um  charge being  below  X M an d  a t  th e  
sam e  tim e , th e  p reced in g  m in im u m  w hich  is below  X m, as jo in t  p ro b ab ility  
d is tr ib u tio n  of th e  m a x im a  a n d  o f th e  preceding  m in im a o f a know n d ensity  
fu n c tio n  an d  of th e  lo a d  h is to ry . I n  one of th e  lim it cases, w hen  r  =  1, only  
th e  m ean  value of th e  lo a d  v a rie s  a t  ran d o m , its  a m p litu d e  being  c o n s ta n t, th u s  
w ith  know n m in im u m , th e  succeeding  m ax im um  is defined  u nequ ivocally  
(F ig . 2/b). In  th e  o th e r l im it  case, w hen  r  =■ -f-1» th e  m ean  lo ad  is co n stan t,

Fig.  2. Three characteristic density  functions of two-param eter evaluation  w ith  the
corresponding load histories

w hereas am plitude  v a rie s  a t  ran d o m  sy m m etrica lly  to  th e  fo rm er. In  th is  case, 
re la tio n  of m ax im a a n d  m in im a  is u n equ ivoca lly  defined  as w ell (Fig. 2/c). 
W ith in  th e  in te rn a l b e tw een  th e  tw o  lim it cases, an y  in te rd ep en d en ce  m ay  be 
en co u n te red . M easu rem en ts o f Schijve  carried  o u t on aerop lanes [4] proved  
th e  tw o  variab les to  be  in d e p e n d e n t o f each  o th e r, th u s  r =  0 , a n d  w ith  respect 
to  th e  id en tica l c h a ra c te r  o f th e  lo ad s, i t  can  he assum ed  th a t  th is  is va lid  for
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m oto r vehicles as w ell. This independence  h y p o th es is  can  be fin a lly  se ttled  b y  
m eans of a n u m b e r  o f  m easu rem en t d a ta .

The o n e-v a riab le  d is tr ib u tio n  o f th e  m ax im a  to  be d e riv ed  as a b o u n d a ry  
d is tr ib u tio n  [5] f ro m  th e  d is tr ib u tio n  (2):

Fi(xM) = л  x m) d x M d x m,

f i  ( X M) = j ~ _ f ( X M, X m) d X m.
(4)

As th e  re la tio n s  (1) an d  F ig . 2 show , u n eq u iv o ca l re la tio n  ex ists be tw een  
th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  peaks an d  am p litu d es , resp . L e t us ta k e  th e  jo in t d is tr i
b u tio n  of th e  a m p litu d e s  an d  th e  p e rta in in g  m ean  va lu es  as

H (Ya,Y k) =  h(Ya, Yk) ■ dYa • dYk (5)

w here h (Y a, Y  k) is th e  jo in t d e n s ity  fu n c tio n  o f th e  tw o  va riab les . A ssum ing 
m u tu a l in d ep en d en ce  of X M an d  X m, th e ir  d en sity  fu n c tio n  can  be w ritten  as

f ( X M, X m) = f 1( X M) - f 2( X m) .  (6 )

S u b s titu tin g  th e  expressions (1) an d  (6) in to  E q . (2), th e  v alue  of th e  J a c o 
b y -fu n c tio n -d e te rm in a n t being 2 , th e  jo in t d is tr ib u tio n  o f th e  am plitudes a n d  
th e ir  m ean  values to  be derived  from  th e  d en sity  fu n c tio n  o f th e  peaks becom es:

H  (Ya, Y k) =  2 f ,(Y k +  Ya) -f,(Y k -  Ya) • dYk •dYa . (7)

E xpressing  th e  eq u a lity  of th e  r ig h t sides o f E qs (5) a n d  (7), we o b ta in

h(Ya, Y k) =  2 f y{Yk +  Ya) ■f 2(Yk -  Y a) . (8 )

W hen th e  v a ria b le s  X M an d  X m are n o t m u tu a lly  in d e p e n d e n t, an a ly tic a l 
re la tio n  of th e  h (Y a, Y k) and  lo ad  h is to ry , f ( X M, X m) rep resen tin g  jo in t f re 
q u en cy  fu n c tio n  o f m ax im a  an d  m in im a. T hese tW o-variab le  d is trib u tio n s can  
be ch a rac te rized  b y  a surface w hich  in  tu rn  can  be re p re se n te d  in  a p la in  b y  
lines of levels co rrespond ing  to  eq u a l densities (frequencies). R ep resen ting  th e  
d en sity  fu n c tio n  on  th e  surface X j ^ X m, lines of levels are  lo c a te d  to  th e  le ft an d  
upw ards of th e  45° b isec to r, m ax im u m  alw ays being  above th e  preceding  m in i
m um . The c h a ra c te r  o f th e  d en sity  fu n c tio n  is defined  b y  m u tu a l dependence 
of m ax im a an d  m in im a . I t  is co n v en ien t to  define th is  m u tu a l dependence b y  
th e ir  co rre la tion  coeffic ien t:

r  =  ( Х м Х т ) - Х м Х т
( 3)
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w here
Х м  =  expected  mean value o f  the m axim a,
X m =  expected  m ean value o f the minima,

(Х м  X m) =  expected  m ean value o f  th e  product o f the peaks 
SM =  standard deviation o f  th e  m axim a,
Sm =  standard deviation o f the minima.

T he value of th e  co rre la tio n  co effic ien t m ay v a ry  b e tw een  —1 an d  -|-1. 
W h e n  r =  0, th e  tw o  v a riab les  are in d e p e n d e n t of each  o th e r  b o th  m ay  v a ry  
ir re g u la rly . Fig. 2/a show s the fo rm  o f th e  f ( X M, X m) d e n s ity  fu n c tio n s de
sc rib e d  above becom es m u ch  m ore co m plica ted .

O ne-variab le  d is tr ib u tio n  an d  d e n s ity  fu nc tion  of a m p litu d e  can  be 
d e te rm in e d  as b o u n d a ry  d is tr ib u tio n  o f re la tio n  (5):

=  j “ j ! l  h(Ya, Yk) dYk dYa , 

K (Y a) =  ^ J ( Y a,Y k)d Y k .
( 9 )

L e t us notv exam ine how  th e  n(M)  n u m b e r  of su rpassings o f an  o p tio n a l M  
lo ad -lev e l can be d e riv ed  e.g. from  th e  jo in t  d is tr ib u tio n  o f th e  m ax im a  and

Fig. 3. Effect o f the location of peaks on probability o f leve l crossings

m in im a . L eng th  of th e  exam ined  load  h is to ry  — i.e. o f th e  m easu rin g  period  — 
be ch a rac te rized  b y  th e  n u m b e r of all lo a d  peaks. T he n u m b e r of m ax im a  being  
e q u a l to  th a t  o f th e  m in im a , le t us d e s ig n a te  th e  n u m b er o f u n id irec tio n a l peaks 
b y  n 0. W hen th e  p ro b a b ility  d u rin g  a lo ad  cycle,

P = f :  f ( X M, X m) - d X M - d X m (10)J A i / = M  J x m=— oo

o f th e  m ax im um  being  above th e  M  lo a d  level in  q u estio n  w hile th e  m in im um  
is be low  th e  la t te r  is looked  for, th e n  — accord ing  to  F ig . 3 — p ro b a b ility  of th e  
leve l crossing during  one load-cycle is o b ta in ed . This m u ltip lied  b y  th e  n u m b er 
o f lo ad  peaks gives th e  n u m b er of e x p e c te d  level crossings:

n(M)  =  n0$~M \ MJ ( X M, X m) • d X M ■ d X m . (11)
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T he m ean in g  o f P  =  0 w ith  re sp ec t to  E q . (11) is t h a t  th e  m ax im u m  does 
n o t exceed leve l M  a t  all, w hile all m in im a are  below  i t ,  th u s  level-crossing 
does n o t  occur (F ig . 3/c).

T he n u m b e r o f level crossings can  be expressed  b y  th e  d is tr ib u tio n  of 
am p litu d es as w ell, b y  s u b s ti tu t in g  E qs (6) and  (8) in to  E q . (11):

n(M) =  n0 ) м  J_ __ h(Ya, Y k) ■ dYa ■ dYk . (12)

W hen th e  f lu c tu a tio n  o f th e  m ean  load  in  com parison  to  th e  v a ria tio n  
o f  th e  am p litu d e  can  be n eg lec ted , th u s  w hen th e  m ean  lo ad  can  be regarded  as 
c o n s ta n t, th e  expression  (12) becom es — w ith  re sp ec t to  E q . (9) — sim plifie;

n(M)  =  n 0 h(Ya) • dYa. (13)

n(M )/ra0 b e ing  th e  p ro b a b ility  of th e  even ts w hen  th e  am p litu d e  exceeds 
th e  M  level, i t  can  be likew ise w ritte n  accord ing  to  re la tio n  (9):

В Д )  =  1
n(M)

(14)

A ssum ing th a t  th e  f lu c tu a tio n  of th e  m ean  v a lu e  can  be neg lec ted , th u s  
th e  n u m b e r of u n id irec tio n a l p eak s equal th e  n u m b e r Мд o f un id irec tio n a l 
crossings of th e  m ean  v a lu e :

n0 =  n ( M k) ,  (15)

hence, re la tio n  (14) can  be tra n sfo rm e d :

В Д )
n(M)  

n ( Mk) '
(16)

This re la tio n  fu rn ishes an  ap p ro x im a tin g  fo rm u la  fo r th e  am p litu d e  
d is tr ib u tio n , p ro v id ed  th a t  f lu c tu a tio n  of th e  m ean  va lu e  can be neglected . 
K o w a lew sk i has show n th a t  th is  e s tim a tio n  can be ap p lied  even  w ith  consid
erab le  v a ria tio n s  o f th e  m ean  v a lu e  if  th e  re su lts  a re  u sed  for fa tig u e  te s ts , 
owing to  th e  fa c t t h a t  th is  te n d s  to  cause dev ia tio n  in  th e  d irec tio n  of sa fe ty  [6 ]. 
K o w a lew sk i re g a rd ed  th e  q u o tie n t n (M t)/n 0 to  be  derived  from  th e  as
su m p tio n  (15) as th e  in d ex  n u m b e r o f th e  d ev ia tion  from  th e  “ sim p lest case” . 
D efin ition  of th is  q u o tie n t can  be o b ta in ed  from  re la tio n  (11):

n { Mk) Г°° r M k

J  Mfc «У — OO

f ( X M, X m) - d X M -dX„ (17)
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Sjöström [7] in d ic a te d  th a t  th e  above q u o tie n t can  be eq u a l to  1 n o t 
o n ly  w hen  m eeting c o n d itio n  (15) b u t  th a t  th e  defin itio n  o f K ow alew ski can 
be  accep ted  for G auss’ ra n d o m  processes as well. I t  is in te re s tin g  to  ta k e  in to  
a c c o u n t o f th e  o th e r l im it  case in  w h ich  — as il lu s tra te d  b y  F ig . 3/b — condi
t io n  (15) is also co m p lied  w ith  w hen  th e  am p litu d e  rem ains c o n s ta n t or varies 
o n ly  a little . H ence, th e  n (M fc)/re0 q u o tie n t can n o t be reg a rd ed  u n equ ivoca lly  
as th e  in d ex  num ber o f  th e  d ev ia tio n  from  th e  sim p lest case, or in  o th e r  w ords, 
th e  d e fin ition  “ s im p lest case”  has no  m eaning.

I t  is obvious fro m  th e  ab o v e-sa id  th a t  u n eq u iv o ca l co n cep tu a l re la tio n  
w h ich  can  be derived  m a th e m a tic a lly  ex ists b e tw een  th e  th re e  basic  ty p es 
l is te d  in  Table I  an d  t h a t  u ltim a te ly , each  one can be d e riv ed  from  an y  o th e r 
one.

Table I

Basic type of the load 
characteristic

Examined characteristics in the case of

one characteristic two characteristics

1. Unidirectional transpassing 
o f level

1. Stress leve l and velocity of 
transpassing

I L ev el crossing 2. Load levels measured at a 
given m om ent

3. Load levels measured at 
random instances

L  M axima or m inim a 1. Maximum and the 
preceding m inimum

11 Load peak 2. M aximum betw een section  
o f two m ean levels

1. Range of fluctuation 1. Am plitude and the pertain
ing mean value

III  Load range
2. Amplitude 2. Am plitude and the pertain

ing m axim um

3. Former possibilities with  
range

2.3. Relation between load distribution and load history varying in  dependence
on travel

L e t the  d en sity  fu n c tio n  of th e  load  h is to ry  v a ry in g  a long  th e  tra v e l 
be  и (M ) according to  F ig . 4. w here M  =  M(x)  is a fu n c tio n  of tra v e l. B y  in tro 
d u c in g  th e  first d e r iv a tiv e  w ith  re sp ec t to  tra v e l, v a r ia tio n  of th e  lo ad  becom es:

d M  =  M ’ dx.  (18)

A ccordingly, p ro b a b ili ty  o f occurrence  of th e  M(x)  lo ad  w ith in  a p redesig 
n a te d  in te rv a l IM,  M  d M j is

dP ( M  <  M  ( x ) <  M  +  dM)  =  и ( M ) M ’ ■ dx . (19)
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W ith  re sp e c t to  Fig. 4/b, th e  p ro b a b ili ty  of M'(x)  occu rring  w ith in  th e  
in te rv a l IM ', M '  -)- <IM'\ w hen M(x)  =  M  can  be described  b y  th e  co n d itio n a l 
d is tr ib u tio n  fu n c tio n  of th e  load  v a r ia tio n  as

d P ( M '  <  M '(x)  <  M ' +  d M' \ M( x )  =  M)  =  v ( M ' \ M ) d M ' .  (20)

Fig.  4. L oad history and density fun ction  of its variations along the travel

A ccord ing  to  th e  m u ltip lica tio n  ru le  o f co n d itio n a l p ro b ab ilitie s  [5], 
p ro b a b ility  of th e  fu lfilm en t of M(x) =  M  in d ep en d en tly  o f th e  lo ad  changes 
M'(x), along  th e  tra v e l  section xx:

P = J*LoJvi-- u(M) M' v( M’\ M)-dx-dM' . (21)

In  o rder to  o b ta in  th e  n u m b er n(M)  of u n id irec tio n a l leve l crossings from  
th is  expression , th e  in teg ra l in  re la tio n  (21) has to  be sp lit in to  tw o  p a r ts ,  as 
can  be seen in F igs 4 /a  and  4/b, an d  in  o rd e r to  o b ta in  e.g. th e  n u m b e r o f  level 
crossings of ris in g  ten d en cy , only  th e  b o u n d a rie s  0 an d  c» h a v e  to  be considered . 
T hus, th e  av erag e  n u m b er of th e  level crossings w ith in  an  \x0, % | in te rv a l  of 
tra v e l am o u n ts  — accord ing  to  th e  exp ression  (21) — to

n(M)  =  u(M ) W  Г  _  M '(x ) v(M’\M) ■ dM'  ■ dx . (22)
J x —Xq J  Л4 —0

B y  co lla tin g  th is  expression w ith  expressions (11) a n d  (13) o b ta in e d  
earlie r fo r th e  n u m b e r  of th e  level crossings, ev a lu a tio n  o f th e  lo ad  h is to ry  
in d ica tin g  on ly  th e  m agn itude  becom es co m p le ted  w ith  th e  v a ria tio n s  in  tim e  
an d  d u rin g  th e  tra v e l.
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B y  w ay o f an a lo g u e  consid era tio n s, a re la tio n  can  be  derived  n o t o n ly  fo r 
th e  leve l crossings b u t  also for th e  lo ad  m ax im a  if  th e  cond itiona l d e n s ity  
fu n c tio n  of th e  second  d e riv a tiv e  is k n o w n  [7].

3. A nalysis o f ra re , very  g rea t loads

U p to  now , b ased  on th e  a ssu m p tio n  th a t  th e  in freq u en t g rea t loads are  
also  inc luded  in  th e  op era tio n a l lo ad  h is to ry , th e ir  s tu d y  h as  been  u n ju s tif ia b ly  
n eg lec ted . The lo a d  sp ec tru m , h ow ever, sh o u ld  be re la te d  to  d e te rio ria tio n  b y  
fa tig u e , w hereas e x tre m e  loads im p ly  a p ro b lem  w ith  re sp ec t to  dynam ic  r u p 
tu r e .  Two kinds o f d y n am ic  ru p tu re , d e p e n d e n t an d  in d ep en d en t of th e  tra v e l, 
re sp . [9] are d iscerned , th ere fo re , it  is v e ry  essen tia l to  p ay  a t te n tio n  to  th e  d is tr i
b u tio n  of very  g re a t lo ad s, to  th e ir  m a g n itu d e , to  th e  p ro b a b ility  of th e ir  o ccu r
ren ce , etc.

B ased  on som e k in d  of d e fin itio n , such  values w hich m ay  becom e d a n 
gerous w ith  re sp ec t to  dynam ic ru p tu re  d u rin g  th e  life tim e  of th e  vehicle, h av e  
to  he  picked o u t. T h is could be done, in  p rin c ip le , b y  se ttin g  a lim it: tho se  loads 
m a y  b e  exam ined  w h ich  exceed a c e r ta in  c ritic a l level se lec ted  in  such w ay  th a t  
th e  n u m b e r o flo a d s  exceeding th e  sam e are  n o t  su ffic ien t to  cause d e te rio ra tio n  
b y  fa tig u e . P ra c tic a lly , i t  is m ore sim ple to  ex am in e  th e  g re a te s t loads occu rring  
w ith in  a ce rta in  u n i t  tra v e l sec tion  (say  1 k m . or 100 k m .) , reg a rd in g  th e se  
as ob se rv a tio n s. S u b seq u en tly  th is  m e th o d  will be a d o p ted  as basis fo r th e  
d e fin itio n  of ex tre m e  loads.

3.1. Exact distribution o f extreme values

As a m a tte r  o f  fa c t, th e  above  d e fin itio n  of th e  ra re , v e ry  g rea t lo ad s 
im p lies th a t  th e  d is tr ib u tio n  o f ex trem e  lo ad s is a tta in e d  b y  exam in ing  th e  
e x tre m e  values o f  th e  load  m ax im a  d is tr ib u tio n . L e t — accord ing  to  re la tio n  
(4) — th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  o f m ax im a  be  desig n a ted  b y  F(M) ,  f ( M )  b e ing  
i ts  d en sity  fu n c tio n . W e th e n  h av e

F ( M , ) = \ ™ ' f ( M ) - d M  (23)

as th e  p ro b a b ility  o f th e  load n o t exceed ing  th e  Mt level. P ro b a b ility  of th e  
lo a d  th a t  is n o t to  a t ta in  th e  Mt  level a t  a ll in  th e  course o f t o b serv a tio n s is 
e q u a l to  F'(M t). T h is in  tu rn , w ith  re sp e c t to  th e  exam ined  M t level, im plies 
t h a t  from  am ong t o b se rva tions th is  one is th e  h ig h est. T hus p ro b a b ility  t h a t  
n o t  even th e  o b se rv ed  h ighest value o f  t o b se rv a tio n s does a c tu a lly  a t ta in  th e  
M t level, exp ressed  b y  th e  in itia l d is tr ib u tio n  becom es

Ф,(М,) =  F '(M ,) (24)
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w hich  in  analogy  to  th e  expression  (23) supplies th e  ex ac t d is tr ib u tio n  o f th e  
ex trem e  values [10]. I ts  d en sity  fu n c tio n  is:

tpt(M t) =  f F * - ^ M ty f ( M t) .  (25)

T h u s, w ith  th e  know n d is tr ib u tio n  o f a load  h is to ry , d is tr ib u tio n  o f th e  
ex trem e  loads can be d e te rm in ed , in  p rinc ip le , b y  m eans o f expressions (24) a n d  
(25). I t  becom es a p rob lem , how ever, th a t ,  due to  th e  e x p o n en t t, th e  a p p lic a 
tio n  o f th is  k in d  of expression  is r a th e r  d ifficu lt p ra c tic a lly  n o t even feasib le . 
F o r th is  reason , d is tr ib u tio n  fu n c tio n s  have  been developed  w ith  a sy m p to tic a l 
v a lid ity  for ex trem e  values o f la rg e  sam ples [10], [11].

3.2. Two parameters o f  asymptotical approximations

A sy m p to tic  d is tr ib u tio n s  h a v e  tw o  ch arac teris tic s  o f basic  im p o rtan ce . 
One o f th e se  is th e  “ ex p ec ted  h ig h e s t lo ad ”  w hich can  be expressed  b y  th e  
n u m b e r of observ a tio n s accord ing  to  th e  d is tr ib u tio n  (23) as

F (m t) =  1 -  — , (26)
t

t be ing  th e  n u m b er o f o b se rv a tio n s, mt th e  “ expec ted  h ig h est lo ad  v a lu e ”  in  th e  
course o f t observ a tio n s w hich is n o t  id en tica l w ith  th e  ex p ec ted  m ean  v a lu e  
o f th e  h ig h est observed  values (m< Mt).  T he  re la tio n  (26) expresses th e  ru le  
t h a t  th e  p ro b a b ility  o f th e  o ccu rrence  of g rea te r  loads increases w ith  th e  n u m 
b e r t o f ob se rv a tio n s, o r in  o th e r w ords, th e  m ore observ a tio n s are being  ca rr ied  
o u t th e  g re a te r  loads can  be ex p ec ted  to  be e n co u n te red . T he o th e r  
c h a ra c te r is tic  consists of th e  in te n s i ty  o f th e  h ig h es t lo ad  value:

__ / Ю
( X f  -- ,

1 -  F ( m t)
(27)

f(m t) be in g  th e  d e n s ity  fu n c tio n  o f  th e  ex p ec ted  g re a te s t  load . T he te rm  
o f in te n s i ty  becom es m ore d esc rip tiv e  b y  th e  expression  (x t -dmt) g iv ing  th e  
p ro b a b ility  o f th e  ev en t th a t  a lo ad  exceeding  th e  mt level w ill occur w ith in  th e  
in te rv a l I mt, mt -f- dmt |.

B ased  on Eqs (26) an d  (27), th e  re la tio n  betw een  th e  tw o  ex trem e  v a lu e  
p a ra m e te rs  can  be w ritte n  d ire c tly  as

*/ =  *• f { m t). (28)

In  b e h a lf  of su b seq u en t d iscussions, i t  is conven ien t to  m en tion  th a t  th e  
d e n s ity  fu n c tio n  of th e  ex p ec ted  h ig h es t va lue  can  also be expressed  from  E q .
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(25) using  E qs (26) a n d  (27):

lim  <Pt{mt) =  x t/ e , (29)

i.e . w ith  sam ples o f  a h ig h  n u m b er o f e lem en ts — in th e  case of v e ry  num erous 
o b serv a tio n s — th e  d e n s ity  fu nc tion  o f th e  ex p ec ted  h ig h es t value is p ro p o r
tio n a l to  th e  in te n s i ty  fu n c tio n .

R ela tions o f  th e  v a lu es  of th e  tw o a sy m p to tic  p a ra m e te rs  to g e th e r w ith  
th e  m ean  va lu e , M t o f  th e  g rea te s t loads a n d  th e ir  S m , s ta n d a rd  dev ia tio n  was 
d e te rm in ed  by K imball [13] b y  m eans o f m ax im u m  likelihood , w hile by 
Gumbel [11] w ith  th e  a id  o f th e  m o m en tu m -g en e ra tin g  fu n c tio n . These re la 
tio n s  are:

Уmt =  M t —
(30)

Л
ocf =

S m , f 6

w here in  у  ap p ro ach es 0,5772 w hen t 
a re  availab le  [11].

oo. F o r sm aller t va lues ta b u la te d  d a ta

3.3. The three basic types o f  distributions

T he d is tr ib u tio n  fu n c tio n s  — dep en d in g  on th e  m an n e r in  w hich th e  mt 
ex p ec ted  h ig h est v a lu e  increases w ith  th e  size o f th e  sam ple  (num ber of obser
v a tio n s)  — can  be  d iv id e d  in  th ree  large g roups. T he basis  o f th is  c lassification  
is g iven  b y  th e  law  o f  th e  lo garithm ic  in crease  of ex trem e  values. B y  d ifferen
t ia t in g  th e  re la tio n  (26) w ith  respect to  t :

/ ы
dmt
dt

(31)

C onsidering E q . (28) a n d  th e  id e n tity

—— =  d  (In t) 
t

th e  law  of lo g a rith m ic  increase  of ex trem e  values is o b ta in e d :

(32)

dmt =  d  (In t ) .
X.

(33)

T h ree  cases an d  a cco rd in g ly , th ree  ty p es  o f  d is tr ib u tio n  are  possible:
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I  — xt is in d e p e n d e n t o f th e  size o f th e  sam ple , th e  expec ted  h ig h es t 
v a lu e  grow ing w ith  th e  lo g a rith m  o f th e  size o f  sam ple. A cco rd ing  to  re la tio n  
(29), d en sity  of th e  ex p ec ted  h ig h es t v a lu e  is, in  th is  case, in d ep en d en t o f th e  
sam ple  size t. D is tr ib u tio n s  sa tis fy in g  these  a sy m p to tic  con d itio n s are called  
d is tr ib u tio n s  of ex p o n e n tia l ty p e . Som e of th e  d is tr ib u tio n s  belonging to  th is  
ty p e  a re : th e  e x p o n en tia l, th e  n o rm a l, th e  lo g a rith m ic -n o rm a l, th e  %2 d is tr i
b u tio n s , etc.

I I  — «; depends on f, b e in g  its  increasing  fu n c tio n . I n  th is  case, th e  e x 
p e c te d  h ighest v a lu e  w ill in crease  m ore degressively  th a n  in  case I . D en sity  of 
th e  h ig h es t value w ill in crease  w ith  th e  sam ple  size or m ore  ex ac tly  w ith  xt 
p ro p o rtio n a lly . D is tr ib u tio n s  belong ing  to  th is  group a re  ca lled  C auchy-type  
d is tr ib u tio n s .

I I I  — xt decreases w ith  increasing  t, hence th e  e x p e c te d  h ighest v a lu e  
increases m ore p ro g ressiv e ly  th a n  in  case I . D en sity  o f th e  h ig h est v a lue  d e 
creases p ro p o rtio n a lly  to  a t. To th is  g roup  belongs a c e r ta in  group  of d is tr ib u 
tio n s  lim ited  in  one or tw o  d irec tio n s.

Fig.  5. Course of the three basic distribution types in dependence on parameters o f the  
extrem e values

F ig . 5 illu s tra te s  th e  increase  o f th e  h ig h est v a lu e  as a function  o f th e  
lo g a r ith m  of th e  n u m b e r o f e lem en ts for all th e  th re e  basic  ty p e s , and  in  a d d i
tio n , th e  Xt =  Xt(t) a n d  <pt =  <pt(xi) fu n c tio n s are  p lo tte d  as w ell.

3.4. Asym ptotic distribution function  o f the extreme values o f  the distributions
o f  type I

I t  has been p ro v e d  b y  a n u m b e r of stress m easu rem en ts  ca rried  ou t d u rin g  
serv ice th a t  th e  serv ice lo ad  h is to ry  o f vehicles (stress m ax im a) belongs to  th e  
fam ily  o f  d is trib u tio n s  of th e  ex p o n en tia l ty p e  [2], [12]. A ccord ing ly , ex trem e  
va lu es  o f th is  ty p e  h a v e  to  b e  ex am in ed  in  o rd er to  be ab le  to  s tu d y  th e  ru les 
o f ra re , v e ry  g rea t load s o f m o to r vehicles.

L e t us now  ex am in e  th e  d e n s ity  fu n c tio n  of th e  h ig h e s t load  level, M[. 
A ccord ing  to  F ig . 6 , i ts  m ode is th e  M t v a lu e  sa tisfy ing  th e  eq u a tio n

W = 0
d M t

(34)
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Fig.  6. D en sity  function  o f the highest load lev e l

F ro m  th is , accord ing  to  E q . (25), th e  follow ing re la tio n  can be o b ta in ed :

A_J_ f(M ) = -  J.'.W L .
F(M, )  f ( M t)

(35)

C onsidering  th e  fa c t t h a t  w ith  e x p o n en tia l d is trib u tio n s  th e  expec ted  h ighest 
v a lu e  converges w ith  th e  m ode o f th e  ex trem e  values w h en  th e  sam ple size 
in c reases  [11], th u s

lim  m t — M t , (36)

a n d  likew ise th e  re la tio n  to  be o b ta in e d  from  E q . (26),

. _ 1 _ F ( M t)
1 - F ( M , y

th e  expression  (35) can  b e  tra n sfo rm e d :

=  Л  Щ
1 -  F ( M t) f ( M t)

(37)

(38)

w h ich , as a m a tte r  o f fa c t,  am o u n ts  to  th e  tra n s fo rm a tio n  o f th e  le ft side 
acco rd in g  to  th e  ru le  o f L ’H o sp ita l, becom ing  indefin ite  w h en  t —у oo.

L e t us expand  th e  F ( M )  fu n c tio n  in to  Taylor-series in  th e  ne ighbourhood  
o f th e  mt level:

00 F^frn, )
F ( M ) =  F(m,)  +  2  . (M  -  m tY> (39)

f=i t!

w h e re in  — considering th e  re la tio n s  (28) a n d  (38) — (26) h a s  to  be su b s titu te d  
w h en  t -> oo, i.e.

F ( mt) =  1 — ,
t
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F ' K ) = / M =  — >t

F "(m ,) = - P(mt)
1 -  F(m,) t

(40)

f ( mt) F (i x)(”h) =
1 — F( mt)

w herein  F® and  F*‘ x* sym bolize th e  d iffe ren tia l q u o tien ts  o f  p e r tin e n t o rd er. 
T hus,

1 °° ni
(41)

°0 Q.I

F ( M )  =  1 -------+  У ( - 1 ) ,~1 ------7— ( M — тп,у.
t t i l

F ro m  th is , w ith  re sp e c t to  th e  pow er series o f  ex, th e  fo llow ing expression  is 
o b ta in ed :

F ( M ) =  1 -------expj  — x t ( M — m t)\ ,
t

an d  accord ing  to  E q . (24):

Ф(М)  =  lim 1 ------- exp  I — о:I ( M  — mt) I
t

(42)

(43)

O m ittin g  now  th e  t in d ex , th e  follow ing d is tr ib u tio n  fu n c tio n  is o b ta in ed  as 
b o u n d a ry  value:

Ф(М)  =  exp I — exp I —a  (M  — m)  || (44)

these  being  called a sy m p to tic  d is tr ib u tio n  of th e  ex trem e  v a lu es .
T he ex trem e v a lu es  of th is  d is tr ib u tio n  also h a v e  a d is tr ib u tio n  fu n c tio n  

of a s im ila r ty p e , th u s  th e  F ish e r-T ip p e t s ta b ili ty  p o s tu la te  is sa tisfied . L e t us 
deno te  th e  red u ced  ra n d o m  v a riab le  b y

у  — ос ( M  — m ) , (45)

th e n  accord ing  to  exp ression  (24), th e  d is tr ib u tio n  o f th e  t- th  ex trem e v alue  o f 
th e  d is tr ib u tio n  Ф{у) becom es:

Ф \у)  =  [ex p  I — exp  J — у  11 ]( =  exp  | — exp  | — у  — In 111 (46)

th u s , th e  c h a ra c te r  o f th e  d is tr ib u tio n  does n o t change, sh iftin g  only  b y  th e  
lo g a rith m  of th e  n u m b e r  of th e  sam ple  e lem ents to w ard s th e  reg ion  of h ig h er 
load levels.
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Table II

Compared characteristics

denomination

R educed variable

D istribution  function

D en sity  funnction

M om entum  generating 
function

Characteristics related to  
the reduced variable 

m ode
m ean value 
m edian

standard deviation 

asym m etry coef.

Characteristics related 
to the original variable

m ode

m edian

symbol
First asymptotic distri

bution of extreme values

a (x—m)

Normal distribution

1 ,
—  (x — ß)

1 ГУ 1 ,
W J - ~ eXP ~ Y y

F(y)

f(y)
G(t)

exp I—e ~ У\ 

exp ]—е - У  — y|

Д 1-.0

dy

\ ï n
J 4 2

exp

У
У
У

S(y)
ßl

о

0,57722 =  у  
-  ln ln  2 =  0,3665 
п

------- =  1,2825
]/6

1,2985

т I
0,3665

ß

ß

m ean value 

standard deviation

X

S(x)

0,5772
a
n

a f 6

A rea covered by  

±  S
± 2  S 

± 3  S

R educed variable pertain- 0,95

ing to  given probability 0,99

0,7306

0,9259

0,9789

у  =  2,9702 

у  =  4,6001

ß

a

0,6827

0,9545

0,9973

1,6448

2,3263

In  Table I I  a com parison  is g iven  o f tlie  no rm al d is tr ib u tio n  w ith  th e  
f i r s t  a sy m p to tic  d is tr ib u tio n  of ex trem e  va lues. C h arac te rs  of tlie  tw o  d is tr i
b u tio n s  are d e m o n s tra te d  in  F ig . 7: a t  low  values of th e  ra n d o m  v a riab le , th e  
ex tre m e  value converges m ore ra p id ly  to  zero, while a t  h ig h  v alues, convergence 
o f  th e  no rm al d is tr ib u tio n  to  1 becom es m ore rap id .

E x trem e  values o f  a sam ple o f n o rm a l d is tr ib u tio n  — w ith  increasing  
sam p le  size — converge to w ard s th e  d is tr ib u tio n  of a sy m p to tic  ex trem e  values.

In  order to  ex am in e  w h e th e r th e  ex trem e  loads o f vehicles can  be derived  
fro m  th e  service lo ad  h is to ry , an d  w h e th e r — by  acknow ledging  th e  assum p-
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tion , su p p o rte d  b y  m easu rem en ts , t h a t  th e  d is tr ib u tio n  of th e  lo ad  peak s of 
vehicles belongs to  th e  expo n en tia l ty p e  — th e y  can  be  described b y  th e  f ir s t  
a sy m p to tic  d is tr ib u tio n  o f ex trem e v a lu es , m easu rem en ts  have been  p erfo rm ed  
b y  th e  a u th o r . In  F ig . 8 d is tr ib u tio n  o f th e  g re a te s t load s per k ilom etre  o f au to -

Fig. 8. D istribution  of the highest values o f a front spring of bus type Ikarus 55

bus springs can  be  seen [8], while F ig . 9 show s th e  h ig h es t v ertica l acce le ra tio n  
values of a ra ilw ay  m o to r coach [14]. T he o rd in a te  is p rov ided  w ith  a p ro b a b il
ity  scale tra n sfo rm e d  accord ing  to  d is tr ib u tio n  (44). T hese m easuring  re su lts  
su p p o rt a u th o r ’s a ssu m p tio n , th e  e x p e rim en ta lly  p lo tte d  values ly in g  w ith  
fa irly  good ap p ro x im a tio n  on a s tra ig h t  line, w h ich  proves th a t  th e  g re a te s t 
loads follow  th e  ru les of th e  f irs t a sy m p to tic  ex tre m e  value d is tr ib u tio n . In  
Fig. 9, in  a d d itio n  to  th e  d is tr ib u tio n  of th e  h ig h e s t v a lues per k ilo m etre , th e  
d is tr ib u tio n  p e r five  k ilom etres is p lo tte d  as well w hich  am oun ts, as a m a t te r  
o f fac t, to  th e  selec tion  of th e  ex trem e  values o f th e  prev ious sam ple. R e la tio n
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of th e  tw o  d is tr ib u tio n s  proves re la tio n  (46), d is tr ib u tio n  of th e  less freq u en t 
v a lu es  b e in g  sh ifted  b y  th e  lo g arith m  o f th e  sam ple  size to w ard s h ig h e r  acceler
a tio n s .

F ie . 9. D istribution of the highest floor accelerations of an electric locom otive of the series
Y  43

3.5. Application o f the return period fo r  the study o f rare, very great loads

B y  re c u rre n t p e riods th e  average  n u m b e r  of observations (m easu rem en ts) 
is m e a n t in  th e  course  o f w hich th e  e x a m in e d  M  stress-level of 1 — F  (M ) p ro b 
a b il i ty  o f being exceeded  occurs b u t  once.

T h e  re tu rn  p e rio d , being a p ro b a b ili ty  fu n c tion , can  be d e te rm in ed  
u n eq u iv o ca lly  b y  th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n :

T (M )
1

1 -  F (M )  '
(47)

A cknow ledging  re la tio n  (44) fo r th e  d is tr ib u tio n  of ex trem e  lo ad s, th e  
r e tu rn  perio d  of g re a t loads can be w r it te n  in  th e  form :

T (M ) =  [ l  — exp I — ex p  I — <x(M — m) | | ] _1. (48)

F ro m  th is  re la tio n , fo r T (M )  10, th e  fo llow ing eq u a tio n  can be o b ta in e d  w ith  
fa ir ly  good a p p ro x im a tio n  [14]:

M = m  +  x 'lg [ T (M )]  (49)
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oc' d en o tin g  (a • lg e ) " 1. B y  in tro d u c in g  th e  concept o f th e  g re a te s t lo ad  or 
p e a k  lo a d  observed  up to  a c e r ta in  m o m en t, E q . (49) enab les th e  estim a tio n  of 
th e  h ig h es t charge w hich  is ex p ec ted  to  be enco u n tered  in  th e  in d iv id u a l s tru c 
tu r a l  e lem ents of th e  vehicle. B y  p lo ttin g  th e  “ to p  load s”  in  a sem i-logarithm ic  
c o o rd in a te  system  along th e  o rd in a te  of lin ea r scale a g a in s t th e  d istance  
covered  up  to  th e  occurrence o f th e  to p  lo ad  — i.e. th e  r e tu rn  period  of th e  
u n fre q u e n t ev en t — along th e  abscissa  of lo g arithm ic  scale , a s tra ig h t line is 
o b ta in e d . Such a s tra ig h t line ex p e rim en ta lly  estab lished  b y  m eans of th e

m easu rin g  resu lts  of th e  earlie r m en tio n ed  ra ilw ay  m o to r coach  is show n in 
F ig . 10, an d  these  m easu ring  re su lts , ly in g  w ith  fa irly  good ap p ro x im a tio n  on 
a s tra ig th  line, su p p o rt th e  fin d in g  th a t  th e  ra re  v e ry  g rea t lo ad s o f th e  vehicles 
can  be  described fa irly  w ell b y  th e  th e o ry  o f ex trem e v a lu es , i.e . b y  th e  f irs t 
a sy m p to tic  d is trib u tio n  o f th e  ex trem e  values.

D iagram s of th is  k in d  — estab lish ed  u n d er p ro p er co n d itions an d  in  
su ffic ien t n u m b er — w ould  be o f  g rea t he lp  to  vehicle designers because th e y  
w ou ld  be  able to  give in d ica tio n  as to  th e  h ig h est load  of th e  vehicle  ex p ec ted  
d u rin g  th e  life-period env isaged  b y  th e  designer [9, 14]. B y  m eans of th is  
m e th o d , u n ce rtitu d e  w ith  re sp ec t to  th e  dynam ic  fac to r  cou ld  be e lim in a ted  
a n d  dim ensioning  could be la id  on new  founda tions.

4. Conclusions

T he fu n d am en ta l lo a d  freq u en cy  co u n tin g  m ethods are  in  unequ ivocal 
m a th e m a tic a l re la tions to  each  o th e r. O n e-p aram eter d is tr ib u tio n  can be ob- 
ta in e d  from  tw o -p a ram e te r  lo ad  d is tr ib u tio n  as b o u n d a ry  d is trib u tio n s .
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The q u o tie n t п(М /()/ге0 derived  b y  K o w a l e w s k i  c a n n o t be considered  
u n eq u iv o ca lly  as th e  in d e x  n u m b er o f th e  dev ia tio n  fro m  th e  “ sim plest case”  
— i.e . from  th e  s te a d y  lo ad  v a r ia tio n  — because i ts  v a lu e  m ay  becom e 1. 
besides G auss-processes p ro v ed  b y  S jö s t r ö m , in  th e  case o f th e  co rre la tion  
coeffic ien t being  r  =  ^ 1  as well.

P rev en tio n  o f d y n am ic  ru p tu re s  o f  m o to r vehicles n ecessita tes  s ta tis tic a l 
e x am in a tio n  of ra re  v e ry  h igh  service loads.

The d is tr ib u tio n  o f th e  ex trem e  loads of m o to r veh ic les can  be described  
b y  th e  f irs t a sy m p to tic  d is tr ib u tio n  o f ex trem e  v a lu es . T h is is p roved  besides 
sev e ra l m easu rem en ts  ca rr ied  o u t b y  a u th o r  as well, b y  th e  fa c t th a t  th e  d is tr i
b u tio n  of th e  ex tre m e  va lu es  o f d is tr ib u tio n s  o f e x p o n e n tia l ty p e  converges 
a sy m p to tic a lly  to  th e  ab o v e-m en tio n ed  d is tr ib u tio n . M easuring  d a ta  to  be 
fo u n d  in  th e  l i te ra tu re  p ro v e  u n eq u iv o ca lly  th a t  serv ice  lo ad s of w idely d iffer
in g  vehicles can  b e  describ ed  b y  d is tr ib u tio n s  o f th e  ex p o n en tia l ty p e  (e.g. 
n o rm a l, lo g a rith m ic -n o rm al, ex p o n en tia l, e tc . d is tr ib u tio n s ) , consequen tly , 
th e i r  ex trem e v a lu es , i.e . th e  v e ry  g re a t lo ad s, need  m u s t follow  th e  f irs t a sy m p 
to t ic  d is tr ib u tio n  o f  ex trem e  values.

T he d ep en d en ce  o f  th e  d is tr ib u tio n  o f ex trem e v a lu es  on th e  n u m b e r of 
o b se rv a tio n s , acco rd in g  to  E q . (46), is fa ir ly  well su p p o r te d  b y  a u th o r’s m eas
u re m e n ts , as can  b e  seen in  F ig . 9.

In tro d u c tio n  o f  th e  re tu rn  perio d  sim plifies th e  ex a m in a tio n  o f ex trem e  
lo ad s  co n sid e ra rab ly . T h e  d iag ram  o f th e  “ to p  lo a d s”  p ro v id es  for a p la in , 
d ep en d ab le  m e th o d  fo r d e te rm in in g  th e  h ig h est charge  to  be expected  d u ring  
th e  service of a veh ic le .
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Theoretische Grundlagen der Untersuchung von Fahrzeugbelastungen. D ie unstetige  B e 
triebsbelastung, kennzeichnend für Fahrzeuge, kann nicht durch traditionelle M ethoden beschrie
ben w erden. Eine richtige Planung und A usw ertung der M essungen erfordert die K lärung der 
prinzipiellen und m athem atischen Grundlagen des Problem kreises, was —- entsprechend dem  
Charakter der untersuchten Erscheinung —  led iglich  m it den M ethoden der W ahrscheinlich
keitstheorie durchgeführt werden kann. D er A ufsatz behandelt die Analyse der V ollbelastung  
der Fahrzeuge, die Beziehungen zwischen den  verschiedenen A usw ertungsm ethoden, sodann  
wird das Problem  der selten  auftretenden, äußerst hohen B elastungen, sowie deren Beschrei
bung m ittels der Theorie der Extrem werte erörtert. Verfasser w eist auf die grundsätzliche B ede
utung der Rückkehrperiode, in H insicht a u f  die Sicherheit der Fahrzeuge, gegenüber dem  
Bruche hin.

B ases théoriques de l’examen des charges de véhicules. Les m éthodes trad itionnel
les ne suffisen t pas pour décrire les charges de service instab les caractérisant les véhicules. 
Les projets et l’évaluation  corrects des m esures exigent l ’éclaircissem ent des fondem ents vir
tuels et m athém atiques de l’ensemble de problèm es. Conformément au caractère du phéno
m ène étudié, cet éclaircissem ent ne saurait se concevoir que par les m éthodes de la  théorie des 
probabilités. L’étude traite de l ’analyse de la charge pleine de service et des relations entre les 
différentes m éthodes d’évaluation , puis exp ose  le problèm e des charges extrêm em ent grandes 
et leur description par l ’em ploi de la théorie  des valeurs extrêm es. L’auteur présente aussi 
l ’im portance fondam entale de la période de retour pour la déterm ination de la sécurité aux  
casses des véhicules.

Теоретические основы исследования нагрузок транспортных средств. Нестацио
нарная рабочая нагрузка, характерная для транспортных средств, не может быть описана 
с помощью традиционных методов. Правильное планирование и оценка измерений тре
бует выяснения теоретических и математических основ данной проблемы, что в соответ
ствии с характером исследования возможно осуществить только методом теории вероят
ности. В работе рассматривается анализ полной рабочей нагрузки транспортных средств, 
взаимосвязь между отдельными способами оценки, затем излагается проблема редких, 
но очень больших нагрузок, их описание с помощью теории предельного значения. По
казано важное значение периода возвращения при определении запаса транспортных 
средств на излом.
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A SIMPLIFIED METHOD FOR SOLVING SMALLER 
SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS

K . SZMODITS
DR. OF TECHN. SC.

BUILDING RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST 

[M anuscript recevied J u ly  18, 1966]

The described m ethod concerns the solution o f  system s consisting of three, four or f iv e  
linear equations. The problem  is reduced to  the solution o f  system s of equations o f tw o unknow ns  
obtainable by successive closed form ulae. In proceeding in  th is w ay, the com putation w ill be 
dissolved into parts, independent o f one another, w hich m akes it  extraordinarily easier to  find  
and correct the incidental calculation m istakes, for one m istake affects only  a sm all part of 
the calculation. U p to  five  unknowns, the calculation is more sim ple than according to the  
Gaussian algorithm .

T he so lv ing  o f lin ear sy stem s co n ta in in g  a sm all n um ber o f e q u a tio n s  
can easily  be  c a rr ie d  ou t b y  d esk -to p  ca lcu la to rs , b u t  i t  is n o t reaso n ab le  to  
t r e a t  th e m  b y  e lec tron ic  com p u ters .

The m e th o d  m u st freq u en tly  u sed  in  th e se  sim ple co m p u ta tio n s is th e  
G aussian  a lg o rith m  w hich in th e  fo rm  o f ta b u la t io n , b y  m eans o f a p p ro p r ia te  
checks, leads co m p ara tiv e ly  q u ick ly  to  a co rrec t re su lt. H ow ever, if  one d ro p s  
th e  in te rm e d ia te  contro ls in o rd e r to  red u ce  th e  ca lcu la tio n  lab o u r, i t  is o f te n  
u n av o id ab le  o f  re p e a tin g  th e  w hole or th e  le a s t a considerab le p a r t  o f th e  c a l
cu la tion  for f in d in g  an d  co rrec ting  th e  possib le  e rro rs.

T he p ro ced u re  p resen ted  below  reduces th e  so lu tion  of system s o f 3, 4 , 5 
equ a tio n s to  th e  sucessive so lv ing  o f sy stem s w ith  tw o unknow ns in  c lo sed  
fo rm , w here th e  so u g h t for errors consist o f th e  co n tro l o f th e  so lu tion  o f th e se  
system s. So th e  fin d in g  and  co rrec tio n  o f possib le  errors is v e ry  easy  as th e  
co m p u ta tio n  is d iv id ed  in to  in d e p e n d e n t p a r ts  a n d  th e  erro r has in fluence  o n ly  
on a sm all p a r t  o f th e  whole ca lcu la tio n .

T he basic  id ea  o f th e  so lu tio n  is v e ry  sim ple . L e t us solve th e  fo llow ing  
lin ea r system  o f th re e  unknow ns

allx l  "4" a12X2 "Ь а13х 3 ai — 0,
a21x 1 -f- a22x2 -j- a23x 3 a2 =  0, (1)

®31*1 T" a32X2 L  ®33*3 “Ь a3 ~  0-

W ritin g  x 1 an d  x 2 in  th e  form  x x =  x Q  -(- x ^  a n d  x2 =  -f- x^2K re sp e c 
tive ly , in  such  a w ay  th a t  th e  f ir s t  tw o  eq u a tio n s  w hen  su b s titu tin g  aq a n d  x 2
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in to  th e m  will be  so lv ed  in to  fou r e q u a tio n s

«11 *(P  +  «12 x(2 +  «! =  0 ,

« 21  * (P  +  « 2 2  X ( 2 + « 2 = 0 ,

«11  +  « 1 2  +  « 1 3  * 3  =  0 ,

« 2 1  * (P  +  « 2 2  +  « 2 3  ^ 3  =  0 .

T h e  so lu tio n  fo r +J-* a n d  х ф  from  th e  f ir s t  tw o  eq u a tio n s  of (2) is th e  fo llow ing:

*<i> =
«12 « 2

all a,22 a21 a\2
«22  «1  (1) « i l  «2  «21 «1

«11  «22  «21 «1 :

S im ila rly  so lv in g  th e  th ird  an d  th e  fo u r th  equa tions one o b ta in s  ex p res
sions p ro p o rtio n a l to  th e  unknow n x 3:

^ ! } =  c<!>x3 ; x f
w here

« 1  O «OQ « 00  «1 '

a l l  a 22 a 21 a 12

C(2) — V 2 —

c ( 2 )  X  c 2 л 3 ’

«11  a 23 « oi ®2L U 13

« 1  -I « 0 0  « Q 1  d'21 u 12

S u b s titu tin g  th e  o b ta in ed  values

~(1) -Ü) -(2) U‘2.)л 1 1 л  2 ’ л  1 •> л  2

in to  th e  th ird  e q u a tio n  of (1) we o b ta in

(« 3 1  c ( l ) +  « 3 2  c ( 2> +  « З З )  %  +  « 3 1  * (í )  +  « 3 2  * (P  +  « 3  =  0

fro m  w hich  th e  u n k n o w n  x3 can be d e te rm in e d  an d  su b s titu tin g  i t  in to  th e  p re 
ced ing  form ulae  w e g e t for th e  firs t tw o  u nknow ns

X 1 =  * (P  +  C<1)  * 3  > * 2  =  X 3  •

In  o rd e r to  ju s t ify  th is  m ethod  we a d d  th e  f irs t  an d  th ird  or th e  second an d  
fo u r th  equ a tio n s o f (2) a n d  o b ta in  th e  f i r s t  tw o  equ a tio n s sa tisfied  b y  th e  d e te r 
m in ed  u nknow ns x v  x2, #3 of th e  e q u a tio n s .

In  case of th e  sy stem  w ith  fo u r  u n k n o w n s:

®ll^l “l” ai2X2 “f“ al3X3 1̂4*̂ 4 al ~  0,

a2lXl “Ь a22X2 ""H a23X3 a2kX\ a2 —
a31Xl H"~ a32X2 “Ь a33X3 a34Xi  “I“ ^3 =
a41Xl a42X2 “Ь а13Х3 +  d  ̂ =  0,
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we proceed  sim ila rly  solving th e  f irs t tw o  u nknow ns in  th e  fo rm

x i =  *(i} +  x(i> +  x (ï>, x 2 =  * ф  +  x{f  +  *<§> (3 )

w ith  th e  v iew  t h a t  su b s titu tin g  th e m  in to  th e  f irs t  tw o  eq u a tio n s  o f th e  o rig i
n a l sy stem  th e y  shou ld  be solved in to  th e  follow ing six  eq u a tio n s:

«11 жф + «12 ~(Dл, 2 + «1 o ,

«21. жф + «22 ~ < i)Л 2 + «2 = o ,

«11 жф + «12 x (.i) л 2 + «13 *3 = 0 ,

«21 жф + «22 ~(2) Л 2 + «23 *3 = 0 ,

«11 x f + «12 Ж® + « 1 4 X4 = 0 ,

«21 x f + «22 жф + « 2 4 * 4 — 0  .

F ro m  th e  f ir s t  an d  th e  second eq u a tio n s  we d e te rm in e  я ф , an d  x1 
T he th i rd  an d  th e  fo u r th  equations give:

„(2) _  r(2) „ ~(2) — Л2) „л  1 — l l  л3 5 л  2 — c 2 x3 ’

an d  fin a lly  th e  f if th  an d  th e  s ix th  eq u a tio n s  give

( i )

А)ф =  C(p  X4 , я ф  : /»(3) y

S u b s titu tin g  th e  values o b ta in ed  in  th is  w ay  in to  (3) a n d  th is  in to  th e  
th ird  a n d  fo u rth  eq u a tio n s  o f th e  orig inal sy s tem , we get eq u a tio n s  co n ta in in g  
only  *3 an d  x4:

( « 3 1  C( l ) +  « 3 2  СФ  +  «зз) * 3  +  (« 3 1  Сф  +  « 3 2  « Ф  +  «34) Xi  +

+  « 3 1  * ф  +  « 3 2  x ( 2  + « 3  =  ° »

(« 4 1  СФ  +  « 4 2  Сф  +  «43) *3 +  (« 1 1  Сф  +  «42 C<2) +  « 4 4 )  X 4 +

+  « 4 1  * ф  +  « 4 2  + « 4  =  0 .

Solving th e se  fo r x 3 an d  x4 we o b ta in  fo r th e  f irs t  tw o unknow ns 

xi  =  x (i +  е ф  x3 +  c( f  x4 , x 2 =  х ф  +  c(|> x3 x4 .

In  case o f five  eq u a tio n s  we w rite  th e  f irs t tw o  unknow ns in  th e  form :

=  + 1)жф +  жф +  x vfM) ~W ■Д/ 1 , x2 =  жф +  X ™  +  жф +  ж'-2(4)
( 5 )
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S u b s titu tin g  th e m  in to  th e  o rig inal f ir s t  tw o  equ a tio n s we get th e  six  eq u a tio n s  
o f  (4) a n d  th e  tw o  equ a tio n s

« 1 1  x (P  +  «12 x {2 +  «15 * 5  =  0  ’ 

«21 x i l  +  «22 X (2 +  «25 *5 =  0  ’
( 6)

t h a t  is , we gain  a so lu tio n  o f a lto g e th e r  e ig h t eq u a tio n s. N ow  жф an d  x  
sh o u ld  be d e te rm in ed  from  th e  f ir s t  an d  th e  second eq u a tio n s,

ж(|> =  c(f  x 3 ; жф =  -.(2),

f ro m  th e  th ird  a n d  th e  fo u rth ;

жф =  сф  : (3) _  r (3) ,

сфж5; жф =  сфж5 from  th e  se v e n thfro m  th e  f if th  an d  th e  s ix th  a n d  жф 
a n d  th e  eighth  eq u a tio n s . S u b s titu tin g  th e se  values in to  th e  th ird , fo u rth  an d  
f i f th  equ a tio n s of th e  orig inal sy s tem , we get a new  system  co n ta in in g  x 3, x4, xs 
o n ly . This sy stem  can  be solved b y  m eans o f th e  m e th o d  used  for so lv ing th e  
sy s tem s  of th re e  eq u a tio n s.

System s co n ta in in g  m ore th a n  five unknow ns shou ld  be solved ra th e r  
b y  m ak in g  use o f  th e  G aussian  m e th o d , as th e  p ro ced u re  d iscussed above 
b ecom es v e ry  m uch  invo lved  in  th e se  cases. N evertheless, i t  m ig h t be ap p lied  
p ro f i ta b ly  to  sy stem s o f four u n k n o w n s. F o r in s tan ce  th e  co m p u ta tio n  o f a 
v a u l t  shell w ith  edge beam s re su lts  in  such  eq u a tio n s , w here along th e  jo in t  
o f  th e  edge of th e  v a u lt  an d  th e  b eam , th e  req u irem en t o f th e  id en tica l d isp lace
m e n ts  is expressed  b y  th e  sy stem  o f equ a tio n s co n ta in in g  th e  fou r jo in in g  edge 
fo rces as unknow ns.

E xam ples

1. L e t us so lve th e  follow ing sy s te m  of th re e  e q u a tio n s  using  th e  m eth o d  p re sen te d
a b o v e :

—  9700,76910*! +  746,95892*, — 838,28976*3 —  793,14624 =  0,

+  187,20678*! —  1911,14735*, +  80,47499*3 —  18,75306 =  0,

— 23,79844*, +  18,61599*2 — 3926,2335*3 —  8,871402 =  0.

T h e  f ir s t  system  o f tw o u n know ns:

—  9700,76910*ф  +  746 ,95892*ф  —  793,14624 =  0,

+  187,20678*<}> —  1911,14735*ф  —  18,75306 =  0,
fro m  w hich

*({) =  —  0,0831439, * ф  =  —  0,0179607.

T h e  second sy s tem  o f tw o  unknow ns

—  9700,76910*ф  +  746,95892*ф  —  838,28976*3 =  0,

+  187,20678*ф  —  1911,14735*ф  —  80,47499*3 =  0,
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w hich  gives w ith the substitution:

*ф =  c(f)*3, *Ф =  сф*3,
c<2) =  — 0,0838046 c<!> =  +  0,0338988.

Su bstitu tin g  the values

x L =  * ф  +  с ф * 3 , *2 =  * ф  +  сф *3 

in to  the third equation we get:

( +  23,79844 • 0,0831439—  18,61599 • 0 ,0179607 —  8,871402) +  (23 ,79844 • 0,0838046 +

+  18,61599 • 0 ,0338988 —  3926,2335)*3 =  0,
g iv in g

*3 =  —  0,00184194
and

*„ =  —  0,0831439 +  0,0838046 • 0,0018419 =  —  0,0829896, 

ж2 =  —  0,0179607 —  0,0338988 • 0,0018419 =  —  0,0180231.

2. Let us solve the follow ing system  o f  equations using the sam e m ethod.

—  178 ,6393^  +  13,4415*., —  14,908*3 —  8,8890*4 +  69,3130 =  0.

+  1140,5475*, —  29,2952*2 —  130,024*3 —  91,147*4 —  25,5278 =  0,

+  130,000*, +  1,9434*2 —  66194*3 —  48,174*4 +  60,3290 =  0,

+  68,088*, +  0,86163*2 —  36,057*з —  35,946*4 +  29,270 =  0.

Solving * , and * 2  according to (3) the first tw o  equations give six  equations:

—  178,6393*ф  +  13 ,4 4 1 4 * ф  +  69,3130 =  0,

+  1140,5475*<J> —  29 ,2 9 5 3 * ф  —  25,5779 =  0.
G iving

*<}> =  —  0,167049, 

G iving

* ф  =  —  7,37680 —  178 ,6 3 9 3 * ф  +  13,4414*ф  —  14,908*3 =  0, 

+  1140,5475*ф  —  2 9 ,2 9 5 3 * ф  —  130,024*3 =  0,

X (?)

G iving

0,216339*3, *<!> =  +  3,98431*з —  178,6393*<?> +  13 ,4 4 1 4 * ф  —  8,8890*„ =  0, 

+  1140,5475*ф  —  29 ,2 9 5 3 * ф  —  91,147*4 =  0.

* ф  =  +  0,147123*4, * ф  =  +  2,61662*4.

Substituting the results into the th ird  and fourth equations

+  130,0(*Ф  +  *(f) +  *<?>) +  1,9434 (*Ф +  *<|) +  *<|>) —  66,194*3 —  48,174*4 +

+  60,3290 =  0,
68,088 (*<{> +  *(?> +  *(f)) +  0 ,86 1 6 3 (* ф  +  * ф  +  * ф ) — 35,057*з —  35,946*4 +

Carrying out the operations ind icated  one obtains
+  29,270 =  0.

w hich gives

And b y  substitution

— 30,3269*з —  23,9629*4 +  24,2766 =  0, 

-  17,8939*3 —  23,6742*4 +  11,5400 =  0,

* 3 =  +  1,03119, *4 =  — 0,29197.

* , =  —  0,167049 +  0,22308 —  0,042955 =  +  0 ,013076, 

*, =  — 7,3768 +  4,10858 —  0,76397 = — 4.03219.
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Vereinfachte L ösung von kleineren linearen G leichungssystem en. D as beschriebene 
Verfahren bezieht sich auf die Lösung der aus 3, 4 und 5 G leichungen bestehenden linearen  
G leichungssystem e. D ie  A uflösung derselben wird auf die, aus sukzessiven  geschlossenen For
m eln  erhältliche Lösung von  G leichungssystem en m it zwei U nbekannten  zurückgeführt. 
Infolgedessen zerfällt die B erechnung in  voneinander unabhängige T eile , w as die Auffindung  
un d  Ausbesserung der etw aigen  R echnungsfehler w esentlich erleichtert, denn ein Fehler kann  
nur a u f einen kleinen T eil der Berechnung auswirken. D ieses R echenverfahren ist höchstens 
bis zu 5 Unbekannten einfacher als der G außsche Algorithm us.

Une méthode sim plifiée pour la  solution  de systèm es m ineurs d’équations linéaires.
La m éthode exposée se rapporte à la  so lution  des systèm es com portant trois, quatre ou cinq  
équations linéaires. Le problèm e est ram ené à la solution de systèm es d’équations à deux in 
connues, solution réalisable à partir de form ules closes successives. E n  procédant de la sorte, 
le  calcul sera décom posé en parties indépendantes les unes des autres, ce qui facilite notab le
m en t la découverte et la  correction des erreurs éventuelles, une erreur n ’entachant qu’une 
partie  lim itée du calcul. Jusqu’à cinq inconnues au m axim um , cette  m éth ode est plus sim ple 
que l ’algorithme de Gauss.

Упрощенное решение небольших систем линейных уравнений. Описанный метод 
касается решения систем линейных уравнений, состоящих из 3, 4 и б уравнений. Пред
лагаемый метод сводит все к решению, которое можно получить из серии закрытых фор
мул систем уравнений с двумя неизвестными. Поступив таким образом, вычисление рас
падается на независимые друг от друга части, что очень облегчает нахождение и исправ
ление возможных ошибок при вычислениях, так как одна ошибка влияет только на одну 
небольшую часть расчета. Максимально до пяти неизвестных расчет является проще 
алгоритма Гаусса.
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PLASTIZITÄTSLEHRE YON KÖRNIGEN MATERIALIEN*

Á . K É Z D I
DR. DER TECHN. WISSENSCHAFTEN 

TECHNISCHE UNIVERSITÄT, BUDAPEST

[E ingegangen am  4. A ugust, 1966]

D ie P lastiz itä tsl hre wird in der M echanik der körnigen M aterialien einerseits schon seit 
sehr langem , anderseits in weitem  K reise angew endet. Der Ingenieur untersucht die S tab ilitä t  
der Erdbauten, die Größe des Erddruckes, die T ragfähigkeit des Baugrundes usw. m it den  
M ethoden der P lastiz itits leh re; zahlreiche Verfahren der P lastizitätslehre sind im  Laufe der 
U ntersuchungen der körnigen M aterialien entstanden. W as die Anwendung dieser Theorie 
in der Bodenm echanik anbelangt, ist auch hier die erste Frage, die B edingung des Bruches und  
des Fließens zu bestim m en. Es wurden zwar in  letzterer Zeit mehrere, die w irklichen V erhält
nisse mehr annähernde Bruchbedingungen vorgeschlagen, jedoch wird auch heute  noch in 
den m eisten  Fällen die von  Co u l o m b  und M o h r  ausgearbeitete B edingung gebraucht. Der  
A ufsatz legt ein neues Verfahren für die D arstellung der Bruchbedingungen bei räum lichem  
Spannungszustande dar, m it dessen H ilfe die Ausw irkung der Spannungsvektorlinie auf die 
Bruchbedingung übersichtlich geprüft werden kann.

1. E in le itu n g

D as ä lte s te  G ebiet der A n w en d u n g  d e r P la s tiz itä ts le h re  is t die B o d en 
m ech an ik , die M echanik  der k ö rn ig en  M ateria lien . Die B o d en m ech an ik  lö s t 
fa s t  alle ih re  P rob lem e, a lltäg lich en , p ra k tis c h e n  A ufgaben  m it H ilfe  d e r P la s t i
z itä ts le h re . S tan d fes tig k e it der B öschungen , G ru n d b ru ch  u n te r  G rü n d u n g s
k ö rp e rn , die v e rsch iedensten  E rd d ru c k p ro b le m e , T rag fäh ig k e itsfrag en  usw . 
gehören  alle zu d iesem  A ufgabenkre is . D em  k a n n  es zugeschrieben  w erd en , d aß  
zah lre iche  M ethoden  der P la s tiz itä ts le h re  b e i d er P rü fu n g  d er k ö rn ig en  M a te 
ria lien  e n ts ta n d e n , w e ite ren tw ick e lt u n d  d a n n  auch  a u f  an d eren  G eb ie ten  zu r 
A nw endung  g eb rach t w urden . H ie rh e r g e h ö rt in  e rs te r L inie die L eh re  der 
G le itflächen  u n d  d er G leitlin ien , deren  G ru n d sä tze  noch im  X V II I .  J a h r h u n 
d e r t  v o n  Co u l o m b  (1773) geleg t u n d  im  X IX . J a h ru n d e r t  v o n  R a n k in e  
(1856) u n d  L é v y  (1873) w eite r en tw ick e lt w urden . Viel sp ä te r  e n td e c k te  
L u d e r s  (1854) die F ließ lin ien  im  W eicheisen , u n d  dem  K en n tn is  des V erfassers 
n ach  w ar H a r t m a n n  (1896) d er e rs te , d er die in  den M etallen  beim  E in t r i t t  
des B ruches en ts teh en d en  G le itlin ien  e ingehend  u n te rsu c h te ; d an ach  h a t  
M o h r  (1914) die G le itungstheo rie  d er F e s tig k e it au sg ea rb e ite t.

* A uf Grund eines Berichtes, vorgetragen auf der unter dem Titel »Die Anw endung der 
P lastizitätslehre in der Bauingenieurpraxis« den 25. Mai 1966 vom  Ausschuß für Bauw esen  
der A bteilung Technischer W issenschaften der Ungarischen Akadem ie der W issenschaften  
abgehaltenen Konferenz.
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2. B ruchbed ingungen

Die erste  F ra g e  is t auch  vom  G esich tsp u n k te  der bodenm echan ischen  
A nw endung  die F e s tse tz u n g  einer B ruch - bzw . F ließbed ingung . Es soll h ie r 
n ic h t au f die E in ze lh e iten  des verw icke lten  P rob lem s der S chubfestigkeit der 
B ö d en  eingegangen  w erd en , es sei n u r  b e m e rk t, d aß  die bodenm echan ische  
D e u tu n g  der in  d en  ü b rig en  Zweigen d er a n g ew an d ten  M echanik  b e n ü tz te n , 
z iem lich  genau  d e f in ie r te n  B egriffe oft a u f  S chw ierigkeiten  s tö ß t. Im  G egen
sa tz  zu  den  zah lre ich en , in  vielen  G eb ie ten  d er P la s tiz itä ts le h re  an g ew an d ten

B ild  1. a — typische Spannungs-Form änderungs-K ennlinien der Böden: b — idealisierte Form 
änderungskennlinie

M odellen, le ide t ein  ty p isc h e r B oden in  allen  S p an n u n g szu stän d en  b le ibende 
F o rm än d e ru n g en , die d u rch  die A n h äu fu n g  d er K ornbew egungen , h e rv o rg e ru 
fen  du rch  die zw ischen  den  K ö rn ern  a u f tre te n d e n  K rä f te  en ts teh en . B ild  l .a  
ze ig t die ty p isch en  S p a n n u n g s-F o rm än d e ru n g s-K en n lin ien  u n d  die e las tisch en  
u n d  b le ibenden  F o rm än d e ru n g en  der B öden . W ird  d er Boden dem  P u n k te  'C 
en tsp rech en d  b e la s te t ,  u n d  dan ach  e n tla s te t ,  d a n n  w ird  der Z u stan d  d u rch  den 
P u n k t  D  g ek en n ze ich n e t. D ie, w äh ren d  dieses B elastungszyk lus gele iste te  
A rb e it w ird  d u rch  die F läch e  OCD angegeben , u n d  da w ir die zur E rzeu g u n g  der 
e lastischen  F o rm ä n d e ru n g  au fgew and te  A rb e it zu rückgew innen , s te llt  diese 
F läch e  die v e rlo ren e  A rb e it dar. D iese E rsch e in u n g  ist die sog. V erfestigung . 
D ie m a th em a tisch e  F o rm u lie ru n g  derse lben  fü h r t  zu äu ß e rs t v e rw icke lten  B e
ziehungen ; d a h e r w u rd en  a u f  G rund  eines sich  dem  B ild  l . a  en tsp rech en d  v e r 
h a lte n d e n  M odells n u r  einige ganz einfache S tru k tu re n  th eo re tisch  u n te rsu c h t. 
D ie heu tige  P ra x is  n im m t fa s t aussch ließ lich  die in  B ild  l .b  angegebene, v e r
e in fach te , id ea lis ie rte  D eform ationslin ie  an . W as die B ruchbed ingung  an b e 
la n g t, w ird  die Coulomb — Mohrsche Bruchtheorie a llgem ein v e rw endet, aller-
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B ild  2. D ie Coulombsche Bruchbedingung. a — allgem einer Fall: b — vollkom m en plastischer 
Stoff: c — körniger, kohäsionsloser Stoff

dings m it der B esch rän k u n g , daß  die in  d e r B ruchbed ingung  (B ild  2) v o rk o m 
m en d en  S ch u b festig k e itsp a ram eter n ic h t  als b o denphysikalische  F estw erte  
b e tra c h te t  w erden kö n n en , sondern  als G rößen , die im  gegebenen  F a lle  du rch  
die m aß g eb en d en  W erte  zu ersetzen  s in d . D as B ild  zeigt au ch  die ana ly tisch e  
F o rm  d er B ruchbed ingungen . M it H ilfe  e iner k rum m lin igen  B eziehung  h a t  
S o k o l o w s k i (1965) einige F rag en  gelöst, v o n  seinen versch iedenen  V orschlägen
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k a im  die allgem eine P o te n z fu n k tio n

т =  с
a +  к 1 m

(1)

e rw ä h n t w erden , w o rin  1 •< n <[ 2; c u n d  к c h a ra k te ris tisch e  F estw erte  fü r  den 
B o d en  sind. D ie B ez ieh u n g  fü r einige W erte  von  n  is t  in  B ild  3 d a rg es te llt.

B ild  3. D ie Sokolowskische allgem eine Potenzfunktion als Bruchbedingung

Y on den V orsch lägen  S o b o tk a s  (1958) sei die F o rm  e in er u nend lichen  F o u rie r- 
R eihe

CO
г =  A k sin

A=0

(2 к  +  1) жг
( 2 )

e rw äh n t.
F ü r  den A u sd ru c k  der B ru ch b ed in g u n g  is t  n eb e n  der F orm  r = / ( c r )  

a u c h  der A u sd ru ck

f{& 15 ° 2’ °з) — 0 ( 3 )

üb lich . S ta t t  des ü b lich en  K o o rd in a ten sy stem s (cr1, a2, a3) k a n n  der S p an n u n g s
z u s ta n d  auch m it H ilfe  des im  B ild  4 v o rg e fü h rten  D reiecknetzes gu t g ek en n 
zeichnet w erden , fa lls  alle d rei H a u p tsp a n n u n g e n  gleiche V orzeichen h a b e n , 
z. B . D rücke s in d . A u f den S eiten  des D reiecks w erden  die cr,-/cr0 V e rh ä ltn is 
zah len  d a rg es te llt, wo ff,- eine der H a u p tsp a n n u n g e n  u n d  a 0 die so g en an n te  
o k taed ra le  N o rm a lsp a n n u n g  is t:

(ffi +  a2 +  °з)
1

( ° x  +  a y  +  a z )  ■ (4)
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D ie B ru ch b ed in g u n g  k an n  auch b e i d ieser D arste llu n g  d u rc h  die im  D reieck  
g ezeichneten  L in ien  v e ra n sc h a u lich t w erd en , es lä ß t  sich  au ch  jen e r B ere ich  
des D reiecknetzes abgrenzen , w orin  d ie  P u n k te  keinen  B ru c h z u s ta n d  d a rs te l
len . D ie Coulom b — M ohrsche B ed in g u n g  k a n n  im  In n e re n  des D reiecks d u rc h  
ein  Sechseck d a rg e s te llt w erden ( K e z d i , 1966), au f dessen U m fang  also Ф =  
=  k o n s t, is t.

M it H ilfe d ieser D arste llu n g  k a n n  d ie v o m  G esich tsp u n k t der b o d en m ech a 
n isch en  A nw endungen  sehr w ichtige F ra g e  u n te rsu c h t w erd en , w elche W irk u n g
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B ild  4. D ie D arstellung der Bruchbedingung im  den Spannungszustand kennzeichnenden D rei
ecknetz

a u f  d en  E in t r i t t  des B ru ch zu stan d es d e r V e rlau f der S p an n u n g szu stän d e  a u s 
ü b t ,  d u rc h  w elche d ieser B ru c h z u s ta n d  e rre ich t w ird ; k u rz g e fa ß t: e n tla n g  
w elcher L inie k o m m t m an  vom  In n e re n  des D reiecks a u f  den  U m fang  des 
S echsecks. W enn die versch iedenen  S p an n u n g sp fad e  zu v e rsch iedenen  B ru c h 
p a ra m e te rn  fü h ren , d a n n  d a rf  m an  z. B . d en  angre ifenden  E rd d ru c k  u n d  den  
E rd w id e rs ta n d  n ic h t m it dem  gleichen R eibungsw inkel b eh a n d e ln , m an  m u ß  
versch ied en e  W erte  anw enden  z. B. in  d en  F ä lle n  ebener u n d  a ch sen sy m m etri
scher F o rm än d e ru n g en . D er P fa d  01 im  B ild  4 b e d e u te t im  F a ll eines d re i
achsigen  V ersuches, d aß  die B o d en p ro b e  zu e rs t u n te r  d e r E in w irk u n g  des 
h y d ro s ta tisc h e n  S pan n u n g szu stan d es o 1 =  cr2 =  cr3 w ar, n ach h e r m it zu n eh m en 
d er S p an n u n g  ax, d u rch  eine achsiale Z u sam m en d rü ck u n g  bei P u n k t 1 zum  
B ru ch e  g eb rach t w urde . D er zu ein igen P u n k te n d e s  A b sch n itte s  01 gehörigen  
M ohrschen  K reise sind  im  Teil a des B ildes 5 darg este llt. Suchen  w ir in  je d e m  
S pann u n g sk re is  den P u n k t, w ozu d ie jen ige  E b en e  gehört, in  w elcher der von
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d er S p an m in g sresu ltie ren d en  u n d  der N o rm alen  eingesclilossene W inkel der 
g rö ß te  is t, und  v e rb in d e n  w ir diese P u n k te , so e rh a lten  w ir die S p an n u n g sv ek 
to rlin ie  des V ersuches o d e r anders g e n an n t die P fad lin ie  d e r S pannung  (»stress- 
pathd). Diese K u rv e  b ild e t  eine k en n ze ich n en d e , w ich tige A ngabe fü r die v e r 
sch iedenen  V ersu ch sm eth o d en ; sie is t in  e rs te r  L inie be i d en  U n te rsu ch u n g en  
d er S chubfestigke it d e r  b ind igen  B öden v o n  B ed eu tu n g . B ei den im  B ild  5 
v e ran sch au lich ten  F ä lle n , w enn auch  die V ek to rlin ie  s ta rk  versch ieden  is t, 
h a t  d e r S ch u b fe s tig k e its -P a ram e te r a n n ä h e rn d  gleiche W erte . M an gelan g t a u f

B ild  5. Die H erbeiführung des Bruchzustandes über die verschiedenen Spannungskurven

d em  A b sch n itt 02 zu m  B ru ch zu stan d  im  F a lle , w enn m an  nach  der A n w en 
d u n g  der h y d ro s ta tisc h e n  S pannung d ie  se itlichen  S p an n u n g en  (cr2 =  er3) v e r 
m in d e rt.

Die p ra k tisc h e  A n w en d b ark e it d e r n a c h  B ild  4 vera llg em ein erten  rä u m 
lich en  C oulom bschen B ru chbed ingung  k a n n  du rch  V ersuchsergebnisse  b e u r 
te i l t  w erden. N u r w enige B erich te  ü b e r B ru ch v ersu ch e  b e i allgem einen S p a n 
n u n g szu stän d en  s in d  in  der L ite ra tu r  zu  fin d en . Es k ö n n en  die V ersuche von  
K je l l m a n  (1936), K ir k p a t r ic k  (1957), B is h o p  u n d  E l d in  (1953), H a b ib  
(1953) u n d  Ma l is  h e  V (1954) e rw äh n t w erd en . E inige v o n  diesen sind  im  B ild  
6 in  einem  S ek to r des n ach  B ild  4 k o n s tru ie r te n  Sechsecks d a rg es te llt. D ie 
A ngaben  von K j e l l m a n  und  K ir k p a t r ic k  fü h rte n  zu  den  den S e iten  des 
Sechsecks a n p assen d en , höchstens e tw as au ß erh a lb  d er L inie 12 h eg en d en  
P u n k te n , u n ab h än g ig  d avon , au f w elche A rt der B ru ch  h e rb e ig e fü h rt w u rd e . 
D agegen  bei H a b ib s  V erdich tungs- u n d  A usdeh n u n g sv ersu ch en  die 01 u n d  02
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L in ien  en tlan g , ergab  sich eine b e d e u tsa m e  D ifferenz; d e r a u f  G rund  des 02 
V ersuches e rm itte lb a re  R eib u n g sw in k e l w a r etw a um  7° k le in e r als d er aus 
dem  01 V ersuche b e rech n e te . Es m a g  se in , daß  dies die F o lge der an g ew an d ten  
V ersu ch stech n ik  w ar. A u f G rund  d e r  M eh rh e it der V ersuchsergebn isse  k an n  
an sch e in en d  fü r die P rax is  die F o lg e ru n g  gezogen w erden , d aß  die B ru c h b e 
d in g u n g  bei Sand  als u n ab h än g ig  v o n  d e r  m ittle ren  H a u p tsp a n n u n g  b e tra c h 
t e t  w erden  k an n . H a n d e lt es sich u m  d en  F a l l o ^ ^  u2 }> a3, so e rg ib t sich der 
b e re c h n e te  R eibungsw inkel e tw as g rö ß e r  als im  Falle (av  a2 =  a3), die A bw ei

ch u n g  is t  um  so b e d e u te n d e r, je  d ic h te r  d e r B oden ist. D iese A bw eichung  k a n n  
ab e r im  In te resse  e iner größeren  S ic h e rh e it vern ach lässig t w erden . D as is t 
w ahrsch e in lich  der T a tsa c h e  zu zu sch re ib en , d aß  die k ö rn ig en  B öden  im  a llge
m einen  keine solche S tru k tu r  h a b e n , d ie  zu r A nisotropie des B odens u n d  zu 
einer b ed eu ten d en  W irk u n g  der A u sb ild u n g  des B ru c h sp an n u n g szu stan d es  
fü h re n  w ü rd e . F ü h r t  m an  k ü n stlich  so lche  A niso trop ie  im  L au fe  der H e rs te l
lu n g  eines P ro b ek ö rp ers  — z. B . d u rc h  S ta m p fung — h e rb e i, so w erden  die 
U n te rsch ied e  größer. B ei Sand  is t v o m  G esich tsp u n k t d er S ch u b festig k e it die 
im  A ugenb lick  des B ruches zur G e ltu n g  kom m ende P o ren z iffe r aussch lagge
b e n d ; die dem  B ru ch  v o ran g eh en d en  S p an n u n g szu stän d e  sp ie len  n u r  sow eit 
eine R o lle , daß  sie die Porenziffer a b ä n d e rn .

V on den  M ethoden d er P la s tiz itä ts le h re  gelangte in d er B o d en m ech an ik  die 
T heorie  d er G leitlin ien  u n d  G le itfläch cn  zu r w ich tigsten  A nw endung . B efas
sen  w ir uns also m it d ieser F rage , u n d  n eh m en  w ir die G ü ltig k e it des s te if 

K je l/m a n  / ] \
Í -ЗГ / ) \

ei-er,
B ild  6. D arstellung der Versuchsergebnisse

3. D ie allgem eine L eh re  der G leitflächen
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p la s tisch en  Modells an . D ie k leinen  e lastisch en  F o rm än d e ru n g en  w erden v e r 
n ach lä ss ig t.

B eziehen sich die R an d b ed in g u n g en  a u f  die S p an n u n g en , so is t der ebene 
S p an n u n g szu stan d  des K o n tin u u m s, m it A nnahm e des K o o rd in a ten sy stem s 
n a c h  B ild  7 d u rch  die D iffe ren tia lg le ich u n g en  des G leichgew ichts

_j_
Qx 8y

Э тху +  8cry 

Эл; Эу

=  X ,  

=  Y
( 5 )

u n d  d u rch  die P la s tiz itä tsb e d in g u n g  b e s tim m t. L e tz te re  k a n n  in B eziehung 
m it d er m ax . S c h u b sp an n u n g  u n d  d er d u rc h sc h n ittlic h e n  N o rm alsp an n u n g  
in  d er F o rm

r0 =  F  j-g* +

angesch rieben  w erden .
D as P rob lem  is t  s ta tisc h  b e s tim m t; zu r B estim m u n g  der F u n k tio n e n  

d er dre i u n b e k a n n te n  S p an n u n g en  s teh en  dre i D ifferen tia lg leichungen  zur Y er-

B ild  7. Das K oordinatensystem

fügung . Die P la s tiz itä tsb e d in g u n g  is t be i vo llkom m en p lastischen  S toffen  in  
d er F orm

К  — ay)2 +  4 t l y =  4 c2, ( 7 )

u n d  bei Stoffen, die K ohäsion  u n d  au ch  R eibung  b es itzen , in  der Form

(ax — oyY  4- 4 r 2y =  (<rx +  (Ту +  2 к)2 sin2 Ф (7а)

anzugeben .
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D rü ck en  w ir die S p an n u n g sk o m p o n en ten  m it H ilfe d er G renzbed ingung  
au s, u n d  fü h ren  das F orm elzeichen

ein , d a n n  w ird

a ax +  <*y
2

+  k

aXiy =  ct(1 i  sin  Ф cos 2a) — k, 

rXy =  a s in  Ф sin  2a,
( 8 )

wo a  d er W inkel zw ischen der e rs te n  H a u p tsp a n n u n g  u n d  d er p o sitiv en  R ic h 
tu n g  d e r X  A chse is t. N ach  E in se tzen  d ieser B eziehungen  in  d ie  G le ichgew ich ts
g le ichungen  sind  die q uasi-linearen  D ifferen tia lg le ich u n g en

Эсг da
------- 1------- ta n  (a -f- v) -f- 2 a t a n  Ф
Qx dy

da da
--------1------- ta n  (a — v) — 2 er t a n  Ф
dx Qy

dx d<x .
------- 1------- ta n  (a  v)
dx Qy

8a 9a 

dx dy
ta n  (a — v)

=  A ,  

=  В
( 9 )

zu  e rh a lte n , wo
71 Ф

А , В  F u n k tio n e n  v o n  x, у ,  Ф u n d  a  s in d . Im  F a lle  des G renzüberganges Ф — 0, 
n eh m en  die G leichungen die fo lgenden  F o rm en  an:

Эсг da
------- 1-------ta n
dx Qy

da 8u
------ 1------ ta n
За Эу

71 ' 8a 8a , 71 1-
— -f- 2 c ------- (- -— ta n a d ------
4 j dx Qy 4 j -

71 ' 8a 8a 71 ]
— 2 c ------- 1------- ta n а -------

T j Qy Qy 4

=  C, 

=  D .

( 10)

D ie oben  angegebenen  G leichungen  s ind  hyperbolisch u n d  so k ö n n en  zw ei 
C h a rak te ris tik en sch aren  e rm itte lt w e rd en ; d iese sind  die G le itlin ien . Ih re  
G le ichungen  sind  so zu  e rh a lten , d a ß  w ir aus den  G leichungen  (9) bzw . (10) 
die p a rtie lle n  D iffe ren tia lq u o tien ten  a u sd rü c k e n  u n d  in  den  e rh a lte n e n  B ru c h 
a u sd rü ck en  den Z äh le r u n d  den N en n e r g leichzeitig  gleich N ull se tzen . Die 
G le ichungen  der C h a rak te ris tik en  — G le itlin ien  — la u te n  also

dy
dx

t a n  (а  ±  r ) , (И)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



112 к .  KEZDI

u n d  denen  en tla n g  s in d  die S p an n u n g en  m it H ilfe d er B eziehungen

—  +  2 ( П а п Ф —  =  A
dx dx  ( 12)
da , ,  dx  „

dx dx
zu  berechnen .

N ähern  w ir n u r  den  N enner N ull, d an n  e rh a lte n  w ir die U n s te tig k e its 
s te llen .

D ie D iffe ren tia lg le ichungen  des G renzgleichgew ichts kön n en  au ch  im  
a llgem einen  F alle  am  e in fachsten  m it d er M ethode d er C h a ra k te ris tik e n  u n d  
d e r endlichen  D iffe renzen  gelöst w erden . D as W esen tliche  d ieser M ethode is t, 
d a ß  w ir die S c h n ittp u n k te  der G le itflächen  b es tim m en  u n d  in  diesen P u n k te n  
d ie S pannungen  m it R ek u rsiv fo rm eln  b e rech n en , n ach d em  w ir die in  den  F o r 
m eln  der C h a ra k te ris tik e n  u n d  d er S p an n u n g en  v o rk o m m en d en  D iffe ren tia le  
m it H ilfe en d lich er D ifferenzen  b e s tim m t h ab en . Die P rü fu n g  der g e o m e tri
sch en  E ig en sch aften  d er G leitlin ien  h a t  einige n ü tz lich e  L ösungen  geliefert. 
S olche sind  z. B . d ie V erfahren  von  Goluschkew itsch  (1952) u n d  Sobotka 
(1958).

4. Die K ö tte rseh e  G leichung

In  b o d en m ech an isch er B eziehung  ge lang te  eine an d ere  M ethode zu r 
U n te rsu ch u n g  v o n  kö rn igen  M ateria lien  in  w eite rem  K reise  zu r A nw en d u n g . 
D iese b e s te h t d a r in , d aß  w ir bei einem  ebenen  P ro b lem  aus den  beiden  G le ichge
w ich tsg le ich u n g en  u n d  aus der B ru ch b ed in g u n g  eine n eu e  D iffe ren tia lg le ichung  
a b le ite n , die m it H ilfe  eines k ru m m lin ig en  K o o rd in a ten sy stem s einen  Z u sa m 
m en h an g  zw ischen  d er K rü m m u n g  d er G le itfläche  u n d  den  a u f der G le itfläche  
w irk en d en  S p a n n u n g en  b ie te t. D ieser Z u sam m en h an g  is t  als Kötter sehe Gleichung 
b e k a n n t;  die G ü ltig k e it derselben is t sow ohl fü r  eine einzige G leitlin ie w ie au ch  
fü r  eine G le itlin ien sch ar bew iesen. Im  e rs ten  F a lle  e rg ib t sich die A b le itu n g  
fo lgenderm aßen .

N ehm en w ir an , daß  die re su ltie ren d e  S p an n u n g  a u f  einem  B ogenele
m e n t As der G le itfläch e  (B ild 8) b e k a n n t is t. In  d iesem  P u n k te  is t der N eig u n g s
w inkel der T a n g e n te  der G leitfläche a ;  d ieser is t p o s itiv , w enn  die T a n g e n te  m it 
d e r positiven  R ic h tu n g  der x A chse d u rch  p o sitiv e  D reh u n g  in  K oinzidenz  ge
b ra c h t  w erden  k a n n . W ir wollen den  F a ll eines kö rn ig en  M ateria ls u n te rsu c h e n ; 
die K ohäsion  des B odens is t N ull. D ie B ru ch b ed in g u n g  h a t  also die F o rm : 
X =  a ta n  Ф. D a h e r  sch ließ t die re su ltie ren d e  S p an n u n g  m it der N o rm alen  d er 
G le itfläche  im  P u n k te  P  den W inkel Ф ein.

W enn w ir n u n  an  der G le itfläche  u m  das B ogenelem en t ds w eite r e n t 
langgehen , ä n d e r t  sich  p  um  den B e tra g  dp . D iese Z u n ah m e b e s te h t aus zwei
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T eilen . Die S p an n u n g  v e rä n d e rt s ich  e inerse its infolge d e r Ä n d e ru n g  v o n  x, 
a n d e re rse its , w eil d e r P u n k t P ' t ie fe r  lieg t u n d  die S p an n u n g  au s dem  E ig en g e
w ic h t im  schw eren  M edium  g rö ß er is t . E s  g ilt also die B ez ieh u n g :

dp — dpx -f- dp2.

B ild  8. Bogenelem ent einer gekrüm m ten Gleitfläche

ff

B ild  9. Der Spannungszustand der Punkte P  und P ’

U m  dp± zu b es tim m en , k a n n  d as  M edium  als gew ichtslos b e tra c h te t  w er
den . B e tra c h te n  w ir n u n  den S p a n n u n g sz u s ta n d  in  der U m g eb u n g  des P u n k te s  
P. In  d e r M ohrschen D arste llung  (B ild  9) is t  die S trecke OA  =  P  d ie re su ltie 
ren d e  S p an n u n g , m it d er er-Achse s c h lie ß t sie den  W inkel Ф e in . D ie R ich tu n g en  
d er H a u p tsp a n n u n g e n  seien gegeben. D e r P o l R  w ird  e rh a lten , in d em  w ir du rch
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die P u n k te  S , u n d  S 3 P a ra lle len  zu  diesen R ic h tu n g e n  z iehen ; d er S c h n ittp u n k t 
m it dem  S pannungsk re is  e rg ib t den  Pol R . Ä n d e rt sich  die R ich tu n g  des u n te r 
su c h te n  F läch en e lem en ts  um  einen B e tra g  Ax, d an n  b e tr ä g t  die S pannung  
p  -f- App, dies w ird  d u rc h  die S trecke  O A ' d a rg es te llt. P u n k t  Л ' w ird e rh a lten , 
w enn  w ir du rch  d en  P o l eine G erade z iehen , die m it R A  den  W inkel Ax  e in 
sch ließ t. V erb inden  w ir n u n  den P u n k t A  m it dem  M itte lp u n k t des K reises, 
d a n n  schneidet diese G erade  OjA  d ie G erade O A ' im  P u n k t  D. D er W inkel 
А О гА '  b e trä g t 2Ax. A us dem  B ild  lie s t m an

p  -f- A p Y =  O A ' =  OD -j- D A ' =  p  +  OyA’ s in  2 Ax
u n d

0 XA '  — 0 t A  =  p  ta n  Ф

ab . V ollzieht m an  d en  G renzübergang  A x —*■ dx, d a n n  fo lg t

d p 1 =  2 p  ta n  Ф ■ dx. (13)

Bild 10. B ogenelem ent einer ebenen G leitfläche

D er W ert von  dp., lä ß t  sich du rch  die U n te rsu ch u n g  eines E lem entes e in er 
ebenen G leitfläche b es tim m en ; dabei m üssen  w ir die Schw ere b e rücksich tigen .

Im  P u n k te  P  is t  die re su ltie ren d e  S p an n u n g  p .  E s w irken  keine ä u ß e ren  
K rä f te  und  die re su ltie ren d e  S p an n u n g  ä n d e rt sich an  der G leitfläche n u r  
infolge des E igengew ich tes. Die Z u n ah m e d er lo tre c h te n  S pannung  zw ischen 
P  u n d  P ' b e trä g t  у  • dz (B ild  10); d er M ohrsche K re is  versch ieb t sich n a c h  
re c h ts , b le ib t ab e r m it der C oulom bschen G eraden  au ch  w eiter in B e rü h ru n g  
(B ild  11). D urch  die G eom etrie des B ildes 11 k ö n n en  w ir die Z unahm e dp., d e r
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re su ltie ren d en  S p an n u n g  au sd rü ck en  d u rch

Da

dp 2 =  y  ■ dz sin  (x  — Ф) 
sin  Ф

is t, fo lg t som it
ds =  dzjsin x  

dp2 =  y  • ds ■ sin (a  — Ф).

B ild  11. Zunahm e der resultierenden Spannung infolge des E igengew ichtes

(14)

Die to ta le  Z u n ah m e d er re su ltie ren d en  S p an n u n g  aus (13) u n d  (14) b e t r ä g t  
d ah er

dp =  dp1 -f- dp2 — 2p ta n  Ф ■ dx -(- y  • ds ■ sin(oc — Ф),
oder

=  2 y ta n  Ф ^ -  - f  у  sin  (« — Ф) . (15)
ds ds

D iese G leichung  is t in  der E rd d ru c k lite ra tu r  als die Köttersche Gleichung 
(K ö t t e r , 1888) b e k a n n t. In  den  F rag en  des E rd d ru c k s  h a t  sie sow ohl in  th e o 
re tisc h e r w ie au ch  in  p ra k tisc h e r H in s ich t seh r große B ed eu tu n g . W as die L ö su n 
gen u n d  die A n w en d u n g  dieser G leichung a n b e la n g t, sei h ie r a u f  die L i te ra tu r  
h ingew iesen  (K e z d i , 1962).

5. D ie Berücksichtigung der Formänderungen

Im  fo lgenden  soll d a ra u f  h ingew iesen w erden , wie die F o rm än d e ru n g en  
in den  b o d en m ech an isch en  L ösungen  b e rü ck s ich tig t w erden  können .

E in e  der g rund legenden  V o rau sse tzu n g en  d er T heorien  d er P la s t iz i tä ts 
leh re  is t die In k o m p re ss ib ilitä t des M ateria ls , das sich in  p lastischem  F ließ en
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b e fin d e t. D ie G eschw ind igkeit der B ew egung  k an n  a u f  G ru n d  d ieser E ig en 
sc h a ft g ep rü ft w erd en . D ie A nnahm e d e r  R a u m b e s tä n d ig k e it is t bei g e sä ttig 
te n  S to ffen  g ü ltig , w en n  der B ruch  o h n e  E n tw ässe ru n g , das h e iß t ohne E in 
t r i t t  e iner K o n so lid ie ru n g  v o r sich g e h t; d iese M ateria lien  k ö n n en  also n ach  der 
T erm ino log ie  d er P la s tiz itä ts le h re  als Trescasche M ateria lien  g e n a n n t w erden ; 
die k ohäsionslosen  S to ffe  sind  dagegen zu  d en  Prandtl—R eussschen  M ateria lien  
e in zu re ih en . D ie R a u m b e s tä n d ig k e it h in g eg en , w elche bei den  b ind igen  B öden , 
w ie es oben  e rw ä h n t w u rd e , fa s t s tren g  g ü ltig  is t , k an n  doch  be i M ateria lien  m it

3) Ebene. Gleitflâche b, Gekrümmte 6/eitf/äche

B ild  12. D ie Verschiebungskom ponenten in  den  F ällen  ebener und gekrüm m ter G leitflächen  
bei M aterialien m it den E igen schaften  <p >  0 bzw. <p =  0

R eib u n g  n ic h t an g en o m m en  w erden . E in  M ateria l m it in n e re r  R eib u n g  m uß  
sich  im  F alle  des B ru ch es au flockern , w ie das du rch  die A nw endung  des Mises- 
schen  F lie ß p o te n tia ls  e in fach  bew iesen w erd en  k an n . D iese F o rd e ru n g  z ieh t 
dagegen  die T a tsa c h e  n a c h  sich, d aß  die G leitlin ie en tw ed er eine Gerade oder 
eine logarithmische Spirale, aber kein  K re is  sein  k an n , d er V ersch iebungsvek to r 
m u ß  ja  im  Falle einer Ausdehnung  — u n d  diese t r i t t  bei Ф 0 im m er a u f  — 
eine zu r G leitlin ie p a ra lle le  u n d  ebenso  eine sen k rech te  K o m p o n en te  h ab en  
(B ild  12). In  b in d ig en  B öden  k an n  d ie  G leitlin ie ebenfalls eine G erade sein ; 
d a  ab e r w äh ren d  des B ruches eine V o lu m en än d eru n g  s ta t tf in d e t ,  is t es m öglich , 
d aß  die G leitlin ie au ch  ein Kreis w ird .

U n te rsu ch en  w ir im  Falle Ф =  0 die im  L aufe der B ew egung a u f tre te n 
den  G eschw ind igkeiten  u n d  das ganze G eschw indigkeitsfeld  a u f G rund  des 
n eu lich  e rsch ienenen  W erkes von B e n t  H a n s e n  (1965). Die p lastisch en  F o rm 
än d eru n g en  w erden  d u rc h  die S p an n u n g en  n ic h t e in d eu tig  b e s tim m t; m an  m uß  
die F o rd eru n g  d er R a u m b e s tä n d ig k e it u n d  auch  die B ed ingung  b e rü c k s ic h ti
gen , d aß  die R ic h tu n g e n  der H a u p tsp a n n u n g e n  u n d  der H a u p td e h n u n g e n  zu 
sam m enfallen  m üssen .

Die S pannungs- u n d  F o rm än d e ru n g sk o m p o n en ten  kön n en  n ach  B ild  13 
e rm itte lt  w erden . ex u n d  ey, die spezifischen  V ersch iebungen  der L in ien  der 
R ic h tu n g  X  u n d  y ,  s in d  be i einer V erk ü rzu n g  po sitiv . exy, die H ä lfte  der W inkel-
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B ild  13. D ie Annahm e der K oordinatensystem e, a  — Spannungen; b — E rm ittlung der Form 
änderungen

V erzerrung  des v o n  den  positiv en  x- u n d  y -A chsen geb ild e ten  rech ten  W inkels 
w ird  po sitiv , w enn d e r W inkel sich  v e rg rö ß ert.

W erden  die F o rm än d e ru n g en  im  M ohrschen K reis d a rg es te llt (B ild 14), 
so zeig t sich, d aß  d ie F o rd e ru n g  d er R au m b estän d ig k e it b e d e u te t, daß  der 
d u rc h sc h n ittlic h e  W e rt der p las tisch en  V erlängerung  gleich N u ll is t, dabei is t 
n o ch  d er M itte lp u n k t des K reises b e k a n n t. Es b le iben  also n u r  zwei u n b e k a n n te  
G rö ß en : der H a lb m esse r e des K reises, dieser w ird  d u rch  die g rö ß te  S chubfo rm 
ä n d e ru n g  gegeben, u n d  d er W in k e l© . L e tz te re r  k an n  a u f  G ru n d  des S p an n u n g s
zu stan d es  e rm itte lt  w erd en , es is t also n u r  e u n b e k a n n t. A us dem  B ild  k an n  fo l
gendes abgelesen w erd en :

ex =  e • cos 2 0 ,
£y - — e • cos 2 0 ,  (16)

eXy - e ■ sin 2 0 .

W ollen w ir d iese B eziehungen  zu r B estim m ung  des F o rm än d e ru n g szu 
s tan d es  anw enden , so m uß  e a u f  G ru n d  der K o m p a tib ilitä tsg le ich u n g  e rm itte lt
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B ild  14. Der Mohrsche K reis der Form änderungen

w e rd e n :
1 ( & e x ■ 92«y
2 I dy2 dx2

D iese  M ethode is t ab e r zu r B erech n u n g  w enig geeignet; s t a t t  d ieser können  die 
B e rech n u n g en  u n m itte lb a r  a u f  G ru n d  des G eschw indigkeitsfeldes du rchge
f ü h r t  w erden , d an n  w ird  die v o rs teh en d e  G leichung id en tisch  befried ig t.

D as G eschw indigkeitsfeld  is t n a c h  B ild  15 d u rch  die G eschw ind igkeits
k o m p o n e n te n  ux u n d  uy b e s tim m t; m it H ilfe d ieser e rgeben  sich die F o rm än d e 
ru n g e n  aus den n ach fo lg en d en  A b h än g ig k e iten  fo lg en d erm aß en

0 u v

dx

Quy
dy

1 I 8u* 

dy
+

9ny
8*

(18)

N e h m e n  w ir ux u n d  uy in  d er E b en e  xy  e iner gegebenen K u rv e  en tlan g  als 
b e k a n n t  an . Die p a r tie lle n  A b le itu n g en  dux/dy  u n d  duy/dx s ind  in  der N ähe 
d ie se r  K urve  a u f  G ru n d  d er B ed in g u n g  der R a u m b e s tä n d ig k e it zu  b estim m en .
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D em n ach  is t:

Qux
Эх

=  0 ,

u n d  aus d er K oinzidenz  der H a u p tr ic h tu n g e n  fo lg t, d aß

sin  2 0  -----cos 2 0  ----- cos 2 0  -----s in  2 0  — =  0 ,
Эя: dy Эх 8у

B ild  15. Die Bestim m ung der G eschwindigkeitskom ponenten

(19)

( 20)

B ild  16. D ie Form änderungskennlinie

u n d  a u f  G ru n d  d er Ä nderung  v o n  ux u n d  uy d e r K u rv e  en tlan g  (B ild  16):

Эи
cos w-------

Эя;
, • 3ux+  sin  f ---- -

9 j

3 uv
cosw ---- —

Эх
sin  ip

3 Uy
dy

Qs ’ 

3 Uy 
0S

( 21)
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D ie c h a ra k te ris tisch e n  R ic h tu n g e n  k ö n n en  e rh a lten  w erd en , w enn w ir 
die K o e ffiz ie n ten d e te rm in a n te  gleich N ull se tzen ; diese B e d in g u n g 'e rg ib t die 
fo lg en d e  G leichung:

sin2 яр • cos 2 0  — 2 sin  яр ■ cos яр ■ sin  2 0  — cos2 яр ■ cos 2 0  =  0 .  (22)

D a ra u s  k a n n  ta n  яр b e re c h n e t w erd en :

ta n =  ta n  m  ,

ta n  яр =
ta n 0  -|- —  л =  ta n î ï ]

m  A-------
4 4

(23)

D ie so e rh a lten en  R ich tu n g en  s ind  die F o rm än d e ru n g sk en n lin ien  (B ild 16). 
D ie W e rte  von ux u n d  uy e rh a lte n  w ir aus d er fo lgenden G leichung :

0Mx I • Эму _cos яр— — -j-sm y > — — =  0 . (24)
9s 9s

D iese G leichung b e d e u te t, d aß  die D eh n u n g  en tlan g  der G le itlin ien  gleich 
N u ll is t . D ies k a n n  ü b rig en s auch  a u f  G ru n d  des M ohrschen K re ises d er F o rm 
ä n d e ru n g e n  fes tg e s te llt w erden . S etzen  w ir in  die obige G leichung den  frü h e r 
a b g e le ite te n  W ert, d a n n  e rh a lten  w ir fü r  das G eschw indigkeitsfeld :

cos m  -

— sin m

3 » x

9sa

9«x
9 S h

du

-f- cos m  -

9s,

Qu

у _

9s ь
у _

0 ,

0 .

(25)

D agegen  is t es zw eckm äßiger, s t a t t  u x  u n d  u y  m it den in  d er R ic h tu n g  der 
G le itlin ien  a  u n d  b  g elten d en  W e rte n  и  u n d  v zu  rechnen . D iese k ö nnen  aus 
u x  u n d  u y  m it H ilfe d er B eziehungen

o d e r

u  = —  U x • cos m  — U y • sin m

V = Ux ■ sin m  — U y  ’ cos m
(26)

«X =  —u • cos m  -f- v ■ sin  m ,  

u y  =  — и  ■ sin  m  —  v • cos m
(26a)
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e rrech n e t w erd en . N ach  E in se tzu n g  d ieser B eziehungen  in  die obige F o rm el 
des G eschw ind igkeitsfeldes e rh a lte n  w ir

du dm .
--------------■ V --------- = 0  ,
3sQ 0sft

dv dm
--------- 1- и ------- — 0 ,
8sa 8s„

oder n a c h  U m fo im u n g

du —  V  doc =  0 ,  

dv — и dx — 0,

wo a , wie f rü h e r , den W inkel zw ischen d e r g rö ß eren  H a u p tsp a n n u n g  u n d  der 
X  A chse b e d e u te t.  So e rh ie lten  w ir die B eziehungen  zw ischen den  G le itlin ien  
u n d  den  V ersch iebungsgeschw ind igkeiten . A us d er G leichung g eh t h e rv o r, 
d aß  n ic h t n u r  die A b le itungen  der G eschw ind ig k e itsk o m p o n en ten , so n d ern  
au ch  die W e rte  der G esch w in d igke itskom ponen ten  se lb st eine U n s te tig k e it 
h a b e n  k ö n n en .

(27)

(27a)
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Theory of P lasticity  o f Granular Substances. The theory of p lasticity  has been app lied  
for a long tim e ex ten siv e ly  to the investigation  o f granular m aterials. The civil engineer exam 
ines th e  stab ility  o f  earthworks, the value o f  earth  pressure, the bearing capacity o f soils, 
etc ., w ith  the m ethods o f  the theory o f p la stic ity ; a num ber o f procedures o f this theory origi
nated  in the course o f in vestigation  of granular m aterials. For the application in  soil m echanics 
the first problem  was also the fixation  o f th e  rupture-flow  condition. Though recently  several 
rupture conditions have  been suggested w ith  a m ore precise approach o f its  real behaviour, 
it  is, how ever, the cond ition  of Coulomb-Mohr w hich is m ostly  applied even in  our days. The 
paper shows a new procedure for the representation o f the rupture condition in case o f a three- 
dim ensional stress sta te; w ith  the aid of th is the effect o f the stress-vector curve upon the rup
ture condition can be suggestively  investigated .

Théorie de la plasticité des substances granulaires. L ’application de la  théorie de la  
p lastic ité  dans la m écanique des m atériaux granulaires est aussi vieille que générale. Pour 
exam iner la stabilité des constructions en terre, la valeur de la  poussée et la  capacité portante  
des sols, etc., l ’ingénieur utilise les m éthodes de la  théorie de la plasticité — bon nom bre 
de procédés utilisés par cette  dernière ont été  ju stem en t m is au point au cours de l ’exam en  
des m atériaux granulaires. D u point de vue de l ’application  à la  m écanique des sols, le premier 
problèm e consiste, de m êm e, dans l ’établissem ent de la  condition  de rupture-fluage. B ien qu’on 
ait proposé récem m ent plusieurs conditions de rupture approchant de plus près le  com porte
m ent réel, c’est la condition  de Coulomb-Mohr dont l ’application reste la plus générale. L ’étude  
présente un nouveau procédé pour la représentation  de la condition de rupture en cas d’état  
de tension  spatial. A l ’aide de ce procédé, l’influence de la courbe vectorielle de contrainte sur 
la condition  de rupture peu t être exam inée d’une m anière suggestive.

Теория пластичности сред зернистой структуры. В механике сред зернистой струк
туры теория пластичности, с одной стороны, применяется давно, а с другой стороны, 
применяется очень широко. Устойчивость земляных сооружений, величина земляного 
давления, допустимая нагрузка на грунты и т. д. определяются методами теории пластич
ности; ряд методов теории пластичности был разработан в связи с исследованием мате
риалов зернистой структуры.

С точки зрения применения теории пластичности в механике грунтов первым во
просом является фиксация условия излома — течения. Несмотря на то, что в последнее 
время предложено ряд условий излома, которые лучше приближаются к действитель
ности, все же и сегодня еще наиболее общепринятым условием является условие Cou
lomb—Mohr. Для изображения условия излома в случае пространственного состояния 
нагрузки в работе демонстрируется новый метод; при помощи этого метода можно наглядно 
анализировать воздействие векторной кривой напряжения на условие излома.
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STABILITY OF ANISOTROPIC 
HYPERBOLIC PARABOLOIDAL SHELLS

E. D U L Á C SK A
TOWN PLANNING OFFICE, BUDAPEST 

[M anuscript received Septem ber 2, 1966]

A uthor deals w ith  the determ ination of the critical load of anisotropic hyperbolic parab
oloidal shells w ith  the aid of the theory o f first order. He determ ines the critical load o f the  
shell constructed of torsioned corrugated board, and points out that this load is identical w ith  
th a t o f  an isotropic shell o f the same plate thickness.

1. Introduction

T he s ta b ility  o f th e  iso trop ic  h y p a r  shell stiffened  on its  p e rim e te r an d  
lo a d e d  w ith  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  su rface  load , is a p ro b lem  a lread y  so lved  
[1, 2, 3]. I t  has been  p ro v ed  b y  te s ts  [4] th a t  th e  b u ck ling  o f th e  h y p erb o lic  
p a ra b o lo id a l shell occurs w hen  th e  c ritic a l load  d e te rm in ed  w ith  th e  a id  of 
th e  th e o ry  of f irs t o rd er [1, 2, 3] is reach ed  a n d  th e  m a jo r defo rm atio n s do n o t 
decrease  th e  c ritica l load .

A n iso trop ic  h y p a r  shells m ay  be  ap p lied  v e ry  ad v an tag eo u sly  in  p ra c tic e . 
T hese  are  c o n stru c ted  b y  m o u n tin g  on rib s ly ing  along s tra ig h t g en era trices  
o r o f d is to r te d  co rru g a ted  p la te s  [5]. F ig u re  1 shows such  a shell s tru c tu re  co n 
s tru c te d  of c o rru g a ted  p o ly es te r p la te s  designed  b y  th e  a u th o r . In  th is  p a p e r  
th e  c ritic a l lo ad  of th e se  shells w ill be  d e te rm in ed  w ith  th e  a id  of th e  th e o ry  of 
f ir s t  o rder.

2. Assum ptions

I t  is assum ed  th a t  th e  m a te r ia l o f th e  s tu d ied  shell is o rth o tro p ic  an d  its  
coeffic ien t o f tra n sv e rsa l c o n tra c tio n  is eq u a l to  zero. I t  is also assum ed  th a t  
th e  p rin c ip a l axes of th e  o r th o tro p y  a re  ly in g  in  th e  p lanes x, z an d  y ,  z.

L et us assum e:
a)  t h a t  th e  shell is shallow  enough  to  p e rm it th e  an a ly sis  w ith  th e  a id  

o f  th e  th e o ry  o f shallow  shells;
b)  t h a t  d e fo rm ations o f th e  shell are  sm all, acco rd ing ly , th e  th e o ry  of 

f ir s t  o rd e r describ ing  sm all d e fo rm atio n s, m ay  be app lied ;
c) t h a t  th e  o rth o tro p ic  shell is, u p  to  th e  m om ent o f buck lin g , in  m em 

b ra n e  s ta te ;  th e  v alues o f th e  m em b ran e  forces are c o n s ta n t, an d  th e  equ ilib -
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Fig. 1

r iu m  on th e  edge o f th e  shell is assu red  b y  e x te rn a l forces co m pensa ting  th e  
in te rn a l forces.

d) I t  is assum ed  t h a t  th e  shell is su b je c te d  on ly  to  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  
lo ad , p ,  pa ra lle l w ith  th e  z axis.

T he eq u a tio n  o f  th e  m idsurface o f th e  shell is:

2o =  УХУ> ( 1 )

co n seq u en tly  th e  p a r t ia l  deriva tives o f  second  o rd er o f  th e  m iddle  su rface  of 
th e  shell h av e  c o n s ta n t va lues.

T he p ro jec tio n s o f  th e  in te rn a l forces m a y  be exp ressed  b y  th e  d e riv a tiv es  
o f  second  o rder o f th e  s tre ss  fu n c tion . T h u s:

Э2 F
dx- nxy —

Э2 F
дхду

B y  c ritica l lo ad , is m e a n t th a t  lo ad  p e rm ittin g  th e  s ta t ic  cond ition  an d  an  
a d je c e n t s ta tic  co n d itio n  on ly  differs b y  v e ry  l i t t le  from  th e  form er.

3. Notations

X, y ,  z axes o f  th e  ap p lie d  o rth o g o n al co -o rd in a te  sy s tem ; 

to d isp lacem en t o f th e  m iddle  surface  o f th e  shell in  d irec tio n  z
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sign o f differentiation w ith  respect to x;
• sign of differentiation w ith  respect to y ;

,  . 88w ..
tor instance — ,----— =  ic v

8 x 4 8y4
K x, К  y flexural stiffness o f the shell wall in the directions x and y ;
K xy torsional stiffness o f  the shell wall;
Dx, Dy elongation stiffness o f  the shell wall;
Dxy shear stiffness o f the shell wall;

On isotropic and hom ogeneous shell 
K x =  K y =  K xy =  K  =  E  <53/12 and
D x =  Dy =  Dxv =  D =  EÔ, where E  is the Young-m odulus and <5 is the thickness 
o f the shell;

F  stress function; *
F (l stress function of the constant m em brane forces caused b y  the uniform ly distributed

load;
Ф stress function of the m em brane forces occurring at the buckling.

4. D ifferential equation of buckling

T he equ ilib rium  a n d  c o m p a tib ility  equ a tio n s o f th e  an iso tro p ic  shallow  
shell are  [7]:

K x w IV +  2 K xy w"" -f- Ky  n r  — z" F"  -j- 2 z'' F — z" F"  — p  =  0 , (2)

F IV 2 F"" F ::
-  H---------------1------------z" w " -  2 z ' - iv'~ +  z" t v ' ' =  0 . (3)

Dy Dxy D x

On th e  basis of th e  a ssu m p tio n  concern ing  th e  in te rn a l forces we o b ta in  
th e  expression :

F0 =  Clx2 +  c2y 2 +  c3xy.  (4)

B esides th e  m em b ran e  d e fo rm atio n  w ill be neg lec ted  i.e . i t  is assum ed
th a t

w 0 =  0. (5)

B y  th e  w ay , i t  is to  be n o te d  th a t  w 0 d rops o u t in  an y  case in  th e  course o f th e  
ded u c tio n .

A ccord ing ly , th e  e q u a tio n s  o f th e  m em b ran e  s ta te , a f te r  su b s ti tu tin g  th e  
values (4) an d  (1), (5) in to  (2) a n d  (3) w ill be as follows:

2 Y F 'ô - - p  =  o , (6)

F ' v 2 F  Г FI:
(7)— ^  + “ 7 7 -  =  ° ’Dy Dxy D x

th a t  is, th e  req u irem en ts  o f c o m p a tib ility  are  satisfied .
Ow ing to  th e  defo rm atio n s caused  b y  buck ling , th e  g eo m e try  of th e  shell

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



126 E. DULÁCSKA

ch an g es . The changed  v a lu es  are  th e  follow ing:

z =  z 0 +  w ,

a n d  fro m  th is:
z" — w" ; z" =  w" ; z ’’ =  y  +  w ’’ .

T he new form  o f th e  stress fu n c tio n  is:

F =  F 0 +  Ф.

(8, 9 ,1 0 )

(И)

In tro d u c in g  th e  v a lu es  (8), (9), (10), (11) in to  th e  eq u a tio n s  (2), (3) o f th e  
sh a llo w  shell and  n e g lec tin g  th e  values

w' Ф" ; w" Ф " , wr Ф ' \  w/-г, w" w",

b e in g  sm all values o f  h ig h er o rd e r, th e  follow ing eq u a tio n s  are o b ta in ed :

K x wlv +  2 K xy w" " +  K y n r  +  2 y F ’0"- +  2 « Г  F ’0 +  2 у Ф г  -  p  =  0 , (12)

ф \ \  2 Ф""

Dv D
+

xy

Ф-

D ,
F ' v  . 2 Fi!"

+
D

+
xy

F :

~fT-
2 yw'~ =  0 . (13)

D etaching  th e  e q u a tio n s  (6) an d  (7) of th e  m em b ran e  s ta te , an d  consider
in g  t h a t  F q =  —nxy, th e  eq u ilib riu m  an d  c o m p a tib ility  d iffe ren tia l eq u a tio n s 
o f  b u ck ling  are th e  fo llow ing:

K x tc IV +  2 K xy w"" -f- Ky w:: — 2 nxy w'~ — — 2 уФ '\
ф1У 2 Ф"" Ф ::

— ------ 1------------- 1------— - - 2 y w '‘.
Dy Dxy D x

(14)

(15)

D iffe ren tia tin g  e q u a tio n  (15) w ith  resp ec t to  x  a n d  y ,  an d  s u b s titu tin g  
th e  necessary  d e r iv a tiv e s  of Ф from  (14) in to  (15), we o b ta in  th e  d iffe ren tia l 
e q u a tio n  of e igh th  o rd e r  of th e  b u ck ling  of th e  s tu d ie d  shell. This is th e  follow 
in g :

w VIII
D,,

+  n>VI" 

+  WIV::

2 -Kxy +  2 K x \
Dxy

Kx
Dv

4 К xy

- f  №;:::
[ K v

\ D X\
— 2 n Xy

D

гV
xy

V

D,
+  ■

+

Ky.
Dy

2 w " , : '

+ +  w"::: 2 K xy 2 K y

D v D
+

x y

Dxy D v
-(- 4 y 2M)"” — 0. (16)
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T h e so lu tio n  — ensu ing  ou t o f  th e  te s ts  a n d  from  th e  cond ition  n x — 
—  — r i y  — is such  t h a t  th e  w av e len g th  o f b u ck lin g  ex ten d s  th e  w hole b re a d th  
o f th e  shell an d  in th e  o th e r  d irec tio n  a n u m b e r o f h a lf  w aves occur. In s te a d  
of th is , in  th is  p a p e r i t  is assum ed  t h a t  in  th e  second d irec tio n  m an y  h a lf  w aves 
arise, b u t  in  th e  f irs t  d irec tio n  d e fo rm a tio n  ta k e s  p lace  w ith o u t c u rv a tu re . I t  is 
ev id en t t h a t  th e  e rro r  cau sed  b y  th is  a ssu m p tio n , is neg lig ib le , an d  th is  n eg lec t 
is to  th e  a d v a n ta g e  o f sa fe ty . Since th e  shell is o r th o tro p ic a lly  p ara lle l w ith  
th e  g en era trices  a n d  n o t  w ith  th e  p rin c ip a l c u rv a tu re  d irec tio n s, th e re fo re , we 
tu rn  th e  d irec tio n  o f th e  w aves aw ay  fro m  th e  d irec tio n  of th e  p rin c ip a l c u rv a 
tu re .

A ccord ing ly , th e  so lu tio n  of th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  (16) m ay  be o b ta in 
ed  as follow s:

w — w0 sin  A (y  ta n  x  — x). (17)

S u b s titu tin g  th e  so lu tio n  (17) in to  e q u a tio n  (16), we ge t th e  c h a ra c te r 
istic  e q u a tio n :

D y
A 8 +  \ ^ ^ L + 2̂ - \  A 8 ta n 2 x  -f-

Dy Dxy

+  Æ  ! 4 K xy , Ky
Dy Dy Dyxy y

A 8 ta n 8 x  — 2 n

A 8 t a n 4 oc -(- 

A 6 ta n  x

2 К
Dy

xy 2 K v
Dxy

A 8 ta n 6a  -f- (18)

xy
Dy

2 A 6 t a n 3 a  A 6 ta n 5 a
+  ------~ -----------1--------- —-------  +D xy D r

+  4 y2 A i  ta n 2 x  =  0 .

F ro m  e q u a tio n  (18) nXy can  be ex p ressed . T he c ritic a l sh ea r force пхусгц 
m ay be o b ta in e d  b y  su b s ti tu t in g  th e  v a lu es  A 2 a n d  ta n  x, d e te rm in ed  b y  th e  
m inim um  co n d itio n s in to  th e  expression  o f n Xy:

dnxy
8 A 2

=  0 ;
8 nxy

8 ta n  x
=  0 .

W ith  th e  a id  o f th e  c ritic a l sh ea r force nxy crit th e  c ritica l lo ad  p crit m ay  be  
ca lcu la ted  from  re la tio n  (6).

The d e te rm in a tio n  o f th e  c ritica l lo ad  shou ld  be p re se n te d  as an exam ple  
b y  th e  case o f  an  u n stiffen ed  co rru g a ted  p la te  shell.
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5. Critical load o f a corrugated plate shell

L e t us assum e th a t  th e  w aves o f th e  co rru g a ted  p la te  are  shallow , conse
q u e n tly  th e  w av e len g th  s m ay  be re p la c e d  b y  its  p ro jec tio n . O n th e  basis of 
t in s  a ssu m p tio n  th e  follow ing va lu es  o f stiffness can be o b ta in e d :

(19a)

E l 5®

12 ( 1 + 0 ) .

F ro m  th e  re la tio n s  of th e  s tra ig h te n in g  arch :

1 _  1 , 12 s
D ~  ~ Y ô  ' E<53 ■J* i f  =  —

EÔ
1 + 12

r f  d f

—  ( 1 + 0 ) ,  an d  - 1— =  —  =  —
EÔ D y Dxy EÔ

(19b)

T h e  stiffness va lues w ith  th e  n o ta tio n s  К  =  Ed3/12 an d  D =  EÔ a re :

K x =  K xy =  К  ; K y =  K { l  +  в ) ;  

D
( 20)

D
1 +  0

; Dxy = D y =  D.

B y in tro d u c in g  th e  values (20) in to  th e  ch a rac te ris tic  e q u a tio n  (18), b y  
s im p lify in g  an d  o rdering , th e  v a lu e  o f nxy is:

„ O,5 +  2 ta n 2a  +  (3 +  0 ) t a n 4a + 2 ( l  +  0 ) t a n e3 e + l / 2 ( l + 0 ) 2ta n 8a- ^ -------------------------------------------------------------------- ---------------------------
ta n  a +  2 t a n 3 x  +  ( 1 + 0 )  ta n 5 a

2 y~D  ta n  x
+  Л 2 1 +  2 t a n 2 a  +  (1 +  0 )  ta n 4 a

( 21)

T his m ay  be w ritte n  b y  rep lac ing  th e  frac tio n s  con ta in in g  ta n  a  b y  th e  n o ta tio n s  
В  a n d  H,  as follow s:

nxy =  A * K B  +  2 f D ^ ~ .  (22)
A 1

F ro m  th e  co n d itio n  of ex trem e  va lu e

дп*у_ =  K B  -  2 y1 D  =  0 
Э (A 2) (A2)2
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i t  follows th a t

A 2 =
2 y2 D H  

K B

S u b s titu tin g  th e  v a lu e  of A 2 in to  (22) we o b ta in e :

"xycrit =  2  y  / 2  K B  V B H . (23)

B y su b s titu tin g  th e  va lu es  of В  a n d  H  in to  th e  exp ression  Y B H  an d  b y  s im p li
fy in g  one o b ta in s:

<*>

an d  th u s  ta n  a  d rops o u t of th e  d ed u c tio n . T h is m eans t h a t  th e  critica l load  
does n o t depend on th e  value o f  a .

O n su b titu tin g  (24) in to  (23) we o b ta in

nxycrlt =  2 y Y D K = ^ j S - \  (25)
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B y  using th e  n o ta tio n s  o f F ig u re  2,

a n d  b y  su b s titu tin g  th a t  in to  e q u a tio n  (6), th e  c ritica l lo ad  is:

E ô 2f 2
РсгП  ~  У З  a 2 b2 '

(26)

As th e  fo rm u la  (26) show s, th e  c ritic a l lo ad  o f th e  c o rru g a te d  p la te  is 
th e  sam e as th a t  o f a n  u n c o rru g a te d  shell [1, 2, 3]. T he rea so n  fo r th is  is th a t ,  
ow ing  to  th e  co rru g a tio n , f le x u ra l s tiffness increases in  one d irec tio n , b u t  th e  
e lo n g a tio n  stiffness decreases p ro p o rtio n a lly  in  th e  o th e r  d irec tio n .
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Stabilität der a n iso trop isch en  H y p erb o lisch -P arab o lo id sch a le . D er  V erfasser  b e fa ß t  sich  
m it  der B e stim m u n g  d er  k r itisch en  L a s t  d er  H y p a r-S c h a le  m it  H ilfe  d er T h eor ie  erster  Ord
n u n g . E r erm itte lt  d ie  k r itisch e  B e la s tu n g  der S ch ale  aus W e llp la tte  u n d  b e w e is t, d aß  diese  
m it  der k ritisch en  B e la s tu n g  der iso tro p isc h e n  S ch a le  v o n  d erselb en  P la tte n d ic k e  id en tisch  
is t .

Stabilité du v o ile  m in ce  hyp erb oliq ue parabolotde an isotrop e. L a  d é term in a tio n  de 
la  charge to ta le  cr it iq u e  du  v o ile  m in c e  h y p erb o liq u e  p ara b o lo ïd e  a n iso tro p e  e s t  tra itée  
à  l ’a id e de la  th éo r ie  d u  p rem ier ordre. L a  ch arge cr itiq u e d u  v o ile  m in ce  co n str u it  d e  tô le  
o n d u lé e  d istord u e e s t  d éterm in ée  e t  l ’id e n tité  de c e tte  charge e t  d e  ce lle  d ’u n  v o ile  m ince  
iso tr o p e  d ’une m êm e ép a isseu r de tô le  e s t  d ém on trée .

Устойчивость анизотропной гиперболической параболоидной оболочки. Работа 
занимается определением критической нагрузки анизотропной гиперболической пара
болоидной оболочки при помощи теории первого порядка. Определяется критическая 
нагрузка оболочки, изготовленной из искаженного гофрированного листа, в отношении 
которой показано, что таковая соответствует критической нагрузке изотропной оболочки, 
имеющей толщину, идентичную толщине листа.
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PHYSICO-CHEMICAL INTERPRETATION OF THE 
SHEARING PROCESS IN MONTMORILLONITIC CLAYS

EW A STEPK OW SK A-PASZYC, G D A N SK  

[M anuscript received: Septem ber 15, 1966]

D iscussing the shearing process it  w as found that on m aking certain assum ptions it  is 
possible to  describe shear strength  o f c lay  as is measured in  triaxia l te st  as a sum  of forces 
th a t m ay be calculated from  physico-chem ical theories. The coincidence was striking betw een  
calculated and m easured values in  certain range of water conten t around the p lastic lim it of 
Zrecze Male bentonite w ith  various exchangeable cations.

T he assu m p tio n s m ade i t  possib le  to  ca lcu la te  th e o re tic a l va lues are  as 
follow s:

1. A p a r t  o f th e  sh ear s tre n g th  o f clay  is due to  in tr in s ic  p ressu re  (T a y l o r , 
1948) an d  th is  p ressu re  is a doub le  la y e r  repu lsion  p R. I t s  m a g n itu d e  m ay  be 
ca lcu la ted  from  G ouy-C hapm an  doub le  lay e r th e o ry  as:

p R =  2 n kT  (cosh Y d — 1 ) ,  (1)
w here

n —  num ber of ions in cubic centim eter in the pore flu id  far from  particle surface 
к =  1.38 • 10~ 16 erg/m olec ° K  —  B oltzm ann constant 
T  —  tem perature in K elvin  degrees
Y d —  dim ensionless function  of the electric potential in the m iddle betw een parallel clay  

particles.

This p a r t  o f th e  sh ea r s tre n g th  co rresponds to  H v o rs lev ’s cohesion  co m p o 
n e n t xae in  th e  fo rm u la :

rf — KGc -f~ &n ta n  ф  (2)
w here

x —  coefficient (in further considerations x  would have another m eaning) 
ae —  effective consolidation pressure 
on —  effective norm al pressure 
Ф —  effective angle o f internal friction

2. In d e p e n d e n tly  of doub le  la y e r  repulsion  th e re  is a c tin g  b e tw een  
clay  p a rtic le s  v an  d e r W aals a t t r a c t io n  р д  t h a t  m a y  be  ca lc u la ted  from :

2
(d +  W

+ _ 1 _  
48 n \ d 3 (d  +  <5)3
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w h ere

А  —  is a constant, w hich m ay  be assum ed as 1 0 ~ 12 erg 
d  —  half the distance betw een  parallel clay particles 
ô —  clay particle thickness.
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T h e  v a n  der W aals a t t r a c t io n  is o f im p o rtan ce  in  th e  sh ea r s tre n g th  only  for 
v e ry  sm all in te rp a r tic le  d is tan ces .

3. In  th e  sh ea r p la n e  c lay  p a rtic le s  a re  p a ra lle l to  each  o th e r  (th e  increase 
in  p a rtic le  in p re fe rred  o r ie n ta tio n  in  th e  sh ea r p lane h as  b een  p ro v ed  b y  d if
f e re n t  m ethods a n d  b y  d iffe ren t in v es tig a to rs) . T he d is ta n c e  be tw een  clay  
p a r tic le s  in  th e  sh ea r p la n e  is a fu n c tio n  o f th e  w a te r  c o n te n t a n d  m ay  be ca l
c u la te d  from :

d _  W - W a
s ( 4 )

w h ere

W  —  water content o f  th e  sam ple in  the sheared region
W a ■— m onom olecular layer o f  w ater adsorbed on the particle surface
§  —- specific surface o f c la y  effective in the shearing process.
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4. T here is no  p a r tic le - to -p a r tic le  c o n ta c t in  th e  sh ea r p lan e  o f m o n tm o ril- 
lo n itic  clays ex cep t a t  v e ry  sm all in te rp a r tic le  d is tan ces  (low w a te r  c o n ten t) 
a n d  th u s , th e  Ф =  0 co n d ition  m a y  he assum ed  as be ing  co rrec t. In  th e  
1/2 (o ,— a3) fa ilu re  c rite rio n  th e re  is no  fric tio n a l co m p o n en t fo r w a te r  co n ten ts  
exceeding  a c e r ta in  v a lu e  and

1

2 (CTi az ) = ~ ( öi °з)

10.0
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4
3
2

~ W 
i= 8

S  4
iP 3
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0.01
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\
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F ig . 2

w here  cr1 an d  a3 are  to ta l  p rin c ip a l s tre sses  an d  ax a n d  a3 a re  effective p rin c ip a l 
s tresses in  th e  tr ia x ia l  cell.

5. As th e  doub le  lay e r rep u ls io n  a n d  th e  v a n  der W aals a t tr a c t io n  are 
a c tin g  in d ep en d en tly  o f one a n o th e r , th e  sum  of th e ir  ab so lu te  va lu es  (th ey  
a re  ac tin g  in  opposite  d irections) m a y  be  assum ed as responsib le  fo r th e  sh ear 
s tre n g th . T he sh ea r s tre ss  m u st o vercom e b o th  th e  in tr in s ic  p ressu re  (double 
lay e r repulsion) an d  in te rp a r tic le  a t t r a c t io n  before causing  shear.

T he calculations w ere p e rfo rm ed  fo r Zrecze M ale b e n to n ite  w ith  vario u s 
exch an g eab le  ca tio n s ; its  p ro p ertie s  w ere  m easured  an d  p u b lish ed  in  a p rev ious
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WP
F ig. 3

W,

w o rk  (St e p k o w s k a - P a s z y c , 1960). T he values u sed  fo r ca lcu la tio n s are given in 
T a b le  I.

X -ray  analysis  p ro v ed  th e  presence o f m o n tm o rillo n ite  b u t  th e re  m ay  be 
a n  in te rs tra tif ic a tio n  w ith  a ve rm icu litic  ty p e  m inera l.

D ouble-layer rep u ls io n  an d  v a n  d er W aals a t tr a c t io n  w ere ca lcu la ted  
u s in g  form ula (1) a n d  (3), re sp ec tiv e ly . Forces a c tin g  on p e rm a n e n t dipole an d  
in d u ced  dipole in  th e  e lec tric  fie ld  of n e ig h b o u rin g  p a rtic le s  w ere also ca lcu la ted , 
b u t  th e y  were of su c h  a sm all o rd e r th a t  th e y  could  be neg lec ted  an d  th ere fo re  
th e  calculations a re  n o t  q u o ted  here .

As Yd w as g re a te r  th a n  one in  ca lcu la tio n s p e rfo rm ed , th e  L an g m u ir fo r
m u la  was used:

Yd  =  2 In (5)

w h ere
A =  К  (d +  K 0) (B o l t , 1955) (6)

Кr - V
8 t i  n e 2 z2

ekT ( 7)
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e =  4,803 • 10-10  e.s.u. —  e lem entary charge 
z  =  exchangeable ion valency  
e — 80,5 —  dielectric constant o f  w ater at 20° C 
T  =  293°К

( 8)

that is the distance (m easured from  particle surface inside th e  particle) o f a theoretical 
plane, where the electric p o ten tia l tp =  °°  (B o l t , 1955).

c„ —  concentration in pore flu id  far from  particle surface in m ol/cm 3.
Г  —- surface charge density in  equ iva len ts per square centim eter (cation  exchange capacity

divided by specific surface)
S  —  total specific surface was assum ed to  be equal to the theoretical value for m ontm orillou- 

ite  7,8 • 106 cm2/g. Cation exchange capacity  was assum ed as being equal to the  
average sum  o f exchangeable cations, i.e. 1,07 m eq/g ex cep t Ca-bentonite, where it  
was 1,21 m eq/g.

Table I

Properties o f freeze M ale  bentonite w ith various exchangeable cations

Exchange
able ion

Ion content — meq/g Ion content — fraction Properties

Principal Ca* + H3O + Fe or A1 Total mono
val. bival. trival. Wh w p Wi ^max

N a 96,8 9,7 106,5 0,91 0,09 _ 28,6 70 358 1450

N a I 85,9 21,7 107,7 0,798 0,202 — 27,8 68 177 410

N a II 65,3 40,0 105,3 0,62 0,38 — 26,5 68 138 310

N a III 25,5 81,7 107,2 0,24 0,76 — 27,0 69 99 196

Ca 121,3 121,3 — 1,00 — 26,0 66 94 155

Mg 107,6 107,6 — 1,00 — 24,8 67 92 160

К 98,4 9,2 107,6 0,915 0,085 — 15,1 54 71 117

H 30 29,0 78,5 2 1 , 4 107,5 0,61 0,225 0,165 31,1 72 97 120

0,61 0,39

Fe 109 105,8 105,8 0,507 0,493 28,8 72 96 128

0,507 0,493

A1 38,2 61,6 68,0 106,2 0,39 0,22 0,39 28,6 71 99 121

0,39 0,61

T he exchangeab le  ca tio n s  w ere  n e a r ly  in  all th e  sam ples he te rogenous 
(b o th  one- an d  tw o -v a len t c a tio n s  o r even one-, tw o- a n d  th re e -v a le n t cations). 
As к is p ro p o rtio n a l an d  x 0 in v e rse ly  p ro p o rtio n a l to  th e  ion  va lency , th e ir  
v a lu es  for p a r tic u la r  sam ples w ere ca lcu la ted  in  th e  fo llow ing w ay :

* =  a1x 1 +  a2x2 +  a3 , (9)

*o —  a1 X q i  +  2 # 0 2  *03 ( 1 9 )

w here av  a2 an d  a3 — th e  ra t io  o f  m ono-, tw o- a n d th re e v a le n t  ca tio n s, respec
tiv e ly  w hich are  p re sen t in  th e  sam p le , an d  x v  %2 an d  ^3 as w ell as *oi> x 02 aQd

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



136 E. STEPKOWSKA-PASZYC

x 03 — are  values ca lc u la ted  fo r m ono- tw o- an d  th re e -v a le n t ca tio n s, resp ec
tiv e ly .

In  H -, Fe- an d  Al- b e n to n ite  th e  values x  an d  x 0 w ere ca lcu la ted  on th e  
a ssu m p tio n  of F e a n d  Al b e ing  th ree -  an d  tw o -v a le n t ( th e  possib ility  of 
h y d ro ly s is  to  F e(O H )2+ a n d  A l(O H )2 + ) as th e  second  a ssu m p tio n , gave
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b e t te r  consistency w ith  ex p erim en ta l re su lts  w ith in  a c e r ta in  w a te r co n ten t 
reg ion .

H a lf  th e  in te rp a r tic le  d is tan ce  d in  b o th  fo rm ulae  (1) a n d  (2) w ere ca lcu 
la te d  on th e  follow ing a ssu m p tio n s:

1. The to ta l  specific  su rface  S  of th e  clay  is covered  b y  m onom olecular 
la y e r  of w ate r of th e  th ick n ess  3 A° an d  specific g ra v ity  1 G /cm 3 (the  errors p e r
fo rm ed  in  too  h igh  w a te r  m olecule d iam ete r a ssu m p tio n , a n d  too  low adso rbed  
w a te r  specific g ra v ity  a ssu m p tio n , should  exclude each  o th e r) . The ca lcu la ted  
w a te r  con ten t Wa w as 23 ,4% . T his w as som e p e r cen ts low er th a n  th e  w a te r  
c o n te n t of th e  sam p le  t h a t  ad so rb ed  w a te r a t  th e  re la tiv e  h u m id ity  90% . T hus, 
th e  assum ed v a lu e  w as n o t un reasonab le .
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L, К  Wp W,

Fig. 6
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2. The specific su rface S  as e ffec tive  in  th e  shearing  process w as ca lcu 
la te d  fo r N a -b en to n ite  a t  a w a te r c o n te n t o f 130%  assum ing  p R (fo rm ula  (1)) 
as eq u a l to  th e  m easu red  shear s tre n g th  1/2(o^ — tr3). T he o b ta in e d  va lu e  was
1,2 ■ 106 cm 2/g an d  i t  w as used for a ll o th e r  ca lcu la tio n s (excep t K -b e n to n ite ) . 
T he assu m p tio n  th a t  th e  average b e n to n ite  p a rtic le  is com posed o f  6 to  7 sheets 
seem s to  be reasonab le .

T he ab ove-m en tioned  assu m p tio n s h o ld  fo r all b e n to n ite  sam ples ex cep t 
K -b e n to n ite , w hose p ro p ertie s  w ere ab n o rm a l in  m an y  resp ec ts . F o r K -b en to - 
n ite  i t  was assum ed th a t  h a lf  th e  th e o re tic a l su rface  is covered b y  m onom olecu- 
la r  la y e r  of adso rbed  w a te r (based on th e  fa c t, th a t  d 001 d is tan ce  in  a ir  d ry  
sam p le  as m easured  b y  X -ra y  d iffra c tio n , w as 12,3 A°, w hereas th a t  o f Ca- 
b e n to n ite  was 15 A°). S — was ca lc u la ted  as 0,953 • 106 cm 2/g on th e  assu m p tio n  
th a t  a t  p lastic  lim it p R =  1/2(ct1 — u 3). T he coincidence b e tw een  ca lcu la ted  
a n d  m easu red  values fo r K -b en to n ite  is poor.

S hear s tre n g th  o f rem olded  b e n to n ite  sam ples was m easu red  in  qu ick  
tr ia x ia l  te s t  w ith o u t po re  pressure m e a su re m e n t. T he l/2(cr1 — cr3) fa ilu re  c ri
te r io n  w as used an d  no in te rp a rtic le  c o n ta c t w as assum ed, th u s  th e  m easure-
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F ig . 8 F ig . 9

m e n t re su lt m a y  be  assum ed  as a co rrec t m easure  o f th e  sh ear s tre n g th . T he 
av erag e  value  o f l/2(cr1 — cr3) d e te rm in e d  fo r <73 =  1,0 —1,5 — 2,0 — 2,5 
a n d  3,0 kG /cm 2 is g iven  in  th e  g rap h s , w hich  co rresponds to  th e  v a lu e  d e te r 
m in ed  for az =  2,0 kG /cm 2. The 0  ang le  based  on to ta l  stress analysis v a rie d  
be tw een  0 an d  1,5° fo r w a te r c o n te n t g re a te r  th a n  50% .

D iscussion o f  th e  resu lts

In  all th e  b e n to n ite  sam ples co nsidered  th e  co incidence betw een  ca lc u la ted  
P a ~\~Pr an(l  m ea su re m e n t re su lts  fo r w a te r  c o n ten ts  a ro u n d  th e  p la s tic  lim it 
is s trik in g  an d  th is  coincidence e x te n d s  over a c e r ta in  reg ion . T hus, th e  a ssu m p 
tio n s  given a t  th e  b eg inn ing  of th is  p re se n ta tio n  w as h ig h ly  verified , th o u g h  i t  
w ou ld  be careless to  s ta te  th a t  th e y  are  d e fin ite ly  co rrec t. F u r th e r  check ing  
ex p erim en ts  a re  needed .

T he ex ten s io n  o f th e  region o f  coincidence b e tw een  ex p erim en t a n d  th e o ry  
v a rie s  w ith  th e  exchangeab le  ca tio n . V ery  few  m easu rem en ts  w ere p e rfo rm ed  
a t  sm all w a te r  c o n te n ts , b u t  i t  can  be  seen th a t  in  th is  w a te r  c o n te n t reg ion
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h ig h er sh ea r s tre n g th  is m easu red  th a n  ca lcu la ted  p R -)- p A. I t  m ay  be due  to  
th e  fr ic tio n a l com ponen t th a t  becom es im p o r ta n t a t  low  w a te r  c o n te n t.

E x c lu d in g  N a-b en to n ite  b o th  th e  tensile strength m e asu rem en t re su lts  
an d  shear strength measurement re su lts  a t  h igh  w a te r  c o n te n t fa ll b e tw een  
p A a n d  p R. In  som e sam ples th e y  fa ll su rp ris in g ly  close to  ca lc u la ted  v a n  der 
W aals a t tra c t io n . In  N a -b en to n ite  th e  m easu red  tensile  s tre n g th  is close to  
(s lig h tly  h ig h er th a n )  th e  ca lcu la ted  doub le  lay e r repu lsion . I t  coincides w ith  
th e  o b se rv a tio n  th a t  th e  m acroscop ic  ru p tu re  m echan ism  in  ten s ile  s tre n g th  
m easu rem en ts  on N a-b en to n ite  sam p les  w as v e ry  sim ilar to  th e  sh ea r a n d  w as 
d iffe ren t th a n  th a t  in  o th e r sam ples.

T h u s , i t  m a y  be assum ed t h a t  th e  tensile  s tre n g th  in  m o n tm o rillo n itic  
c lays, exc lud ing  N a-m o n tm o rillo n ite , is m a in ly  due to  v an  der W aals a t t r a c t iv e  
forces.

T he shear strength o f b e n to n ite  sam ples m easu red  a t  h igh  w a te r  c o n te n t 
(g re a te r  th a n  p la s tic  lim it) is low er th a n  th e  ca lcu la ted  p A +  p R. T h is o b se r
v a tio n  m a y  coincide w ith  th e  fa c t o b se rv ed  b y  N o r r is h  an d  R a u s e l l -C o lo m  
(1961), t h a t  th e  sw elling in  v e rm ic u lite  p roceeds u n til  th e  ca lcu la ted  rep u ls io n  
d ro p p ed  to  a v a lu e  o f ab o u t 2,5 • 104 dyn /cm 2. T he ab o v e-m en tio n ed  a u th o rs  
asc rib ed  th is  phenom enon  to  th e  edge-to -face  a ttra c tio n . I t  m ay  be assum ed  
th a t  a t  h igh  w a te r  co n ten ts  th is  edge-to -face  a t tra c t io n  com petes w ith  doub le  
la y e r  rep u ls io n  decreasing  th e  v a lu e  o f  in trin s ic  p ressu re  from  ca lc u la ted  va lu e  
to  th e  o b serv ed  one. The o th e r possib le  m echan ism  is th a t  p R a t  h ig h  w a te r  
c o n ten ts  g ra d u a lly  stops to  be e ffec tive  in  causing  shear s tre n g th .

T he f in a l conclusion from  th e  ab o v e-m en tio n ed  considera tions is t h a t  th e  
a ssu m p tio n  o f th e  sum  of double la y e r  repu lsion  p R an d  v a n  der W aals a t t r a c 
tio n  p A as b e ing  responsib le fo r th e  sh ea r s tre n g th  of m o n tm o rillo n itic  clays 
o b ta in e d  a  s tro n g  su p p o rt.
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Physiko-chem ische Erklärung des Schubprozesses des M ontm orillonit-Tons. D ie U n 
tersuchung des Schubprozesses führte zur F eststellung, daß unter gewissen B edingungen  
die Schubfestigkeit der M ontm orillonit-Tone als die Sum m e von solchen K räften, die auf 
Grund von  physiko-chem ischen Theorien berechenbar sind, m it den dreiachsigen Proben  
übereinstim m end bestim m t werden kann. D ie Übereinstim m ung der berechneten und der 
gem essenen W erte erwies sich als überraschend im  Bereich von gewissen W assergehalt 
an der plastischen Grenze der verschiedenen B entonite von 2recze-M ale, m it austauschbaren  
K ationen.
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Interprétation physico-chim ique du processus du cisaillem ent de l’argile de m ontm orillo- 
nite. L’analyse du processus du cisaillem ent a abouti à la constatation  que, dans certaines 
conditions, la résistance de cisaillem ent de l ’argile de m ontm orillonite peut être déterm inée, 
d’accord avec les essais tr iax iau x , comme la som m e de forces pouvant être calculées 
à l’aide des m éthodes physico-chim iques. La concordance des valeurs calculées et mesurées 
s’avérait tout à fait frappante dans le domaine d’une certaine teneur en eau et au bord plas
tique des différentes b en ton ites de /recze-M aie à cathions interchangeables.

Физико-химическое объяснение процессов сдвига монтмориллонитной глины.
Исследование процесса сдвига привело к тому определению, что в рамках определенных 
условий можно определить прочность на сдвиг монтмориллонитной глины в совпадении 
с трехосевыми испытаниями в качестве суммы таких сил, которые можно вычислить на 
основе физико-химических теорий. Совпадение расчетных и замеренных значений в опре
деленном диапазоне влажности оказалось совершенно неожиданным на границе пластич
ности различных обменных катионовых бентонитов м. р. Zrecze—Male.
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The analysis o f three-dim ensional continua (bodies) o f special forms will becom e m athe
m atically  sim plified in the case they  w ill be reduced to tw o-dim ensional continua (for instance, 
in  case o f shells), or to one-dim ensional continua (for instance, in case o f bars). The reduction  
of the system  of external and internal forces o f the three-dim ensional, into the system  of exter
nal and internal forces of tw o-dim ensional and one-dim ensional continua is presented. The  
system  o f co-ordinates used is entirely optional. The analysis o f the m echanical equilibrium  is 
effectuated , too , and as a result o f th is analysis, the equilibrium  of continua of one, tw o and  
three dim ensions can be expressed by equilibrium  equations having m athem atically  identical 
forms.

1. In tro d u c tio n

In  th e  m echanics of so lid  bodies, or as is som etim es called , in  th e  m e
chan ics o f so lid  sp a tia l (th ree-d im ensional) co n tin u a , to  ch a rac te rize  th e  
e x te rn a l forces i t  is cu s to m ary  to  in tro d u ce  (F ig . 1):

— a p a ir  o f vec to rs [fs , m s ] w hich are  d is tr ib u te d  on th e  b o u n d a ry  
su rface  S  o f th e  b o d y  an d  are  connected  to  p o in t Q of th is  surface (these are  
th e  in te n s itie s  of force an d  couple),

— a n d  a p a ir  o f vec to rs [fy, m y] w hich  are  d is tr ib u te d  in  th e  vo lum e V  
of th e  b o d y  an d  connected  to  its  p o in t P, (th ese  are  also in te n s ity  v ec to rs  o f 
force a n d  couple).

F o r ch a rac te riz in g  th e  in te rn a l forces we in tro d u ce  a p a ir  o f v ec to rs  
[p, p.] w h ich  are  d is tr ib u te d  on a surface H  in s id e  th e  b o d y  a n d  co nnec ted  to  
th e  p o in ts  o f H  for fixed  H; (these are th e  v ec to rs  o f stress a n d  co up le -stress);

— a n d  a p a ir  o f ten so rs  [Fy, M y ]  w h ich  are  d is tr ib u te d  in  vo lum e V  
of th e  b o d y  an d  connected  to  its  p o in ts  (these  are  th e  stress te n so r  an d  couple 
s tre ss  te n so r) .

A t th e  sam e tim e  i t  is cu s to m ary  to  s u b s ti tu te  bodies of c h a ra c te ris tic  
sh ap e  e.g . shells, bars  b y  tw o -d im en sio n a l (surface) or oned im ensional 
(cu rv ilin ea r) co n tin u a , w ith  th e  v iew  o f s im plify ing  th e  in v estig a tio n s.

T he f ir s t  a im  of th is  p a p e r  is to  p re se n t th e  red u c tio n  o f th e  sy s tem  o f 
e x te rn a l a n d  in te rn a l forces defined  on a th re e  d im ensional co n tin u u m  to  
system s o f e x te rn a l and  in te rn a l forces defin ed  on tw o- an d  one-d im ensional 
co n tin u a . T h e  red u c tio n  is b ased  on th e  equ iv a len ce  of a sy stem  o f co n n ec ted
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v ec to rs . Two sy s tem s o f connected  v e c to rs  a re  called  eq u iv a len t if  th e ir  m o
m en ts  re la te d  to  a n  a rb itr a ry  p o in t o f th e  space a re  equal.

T he second a im  o f th e  p ap e r is to  p u t  dow n th e  eq u a tio n  of eq u ilib riu m  
o f one-, tw o -an d  th ree -d im en sio n a l c o n tin u a  in  m a th e m a tic a l fo rm ulae  h av in g  
id en tica l form :

F к' Vk +  ffc — 0 

M k. p k - F kx+ m k =  0 .
(k =  V, H, L)

(Q u an titie s  of in d e x  V  a re  defined  on th ree -d im en sio n a l, tho se  o f in d e x  H  are  
d efin ed  on tw o -d im en sio n a l, tho se  o f  in d e x  L  are defined  on one-d im ensional 
co n tin u u m .)

In  th e  in v e s tig a tio n  of th e  tw o -d im en sio n a l c o n tin u u m  (see e.g. [1] and 
[2]) th e  sy stem  o f co -o rd in a tes  ap p lied  is o ften  such  th a t  one o f th e  axis is

o rth o g o n a l to  th e  o th e r  tw o . The p re se n t p a p e r  does n o t p u t  such a l im ita tio n  
on th e  system  o f co -o rd in a tes  used.

In  th is  p a p e r  th e  follow ing ru le  is u sed  in  o rd e r to  sh o rten  th e  w ritin g . 
T h e  indices i an d  j  ta k e  on th e  values 1, 2 a n d  3; th e  in d ex  Я ta k e s  on th e  values 
1 a n d  2 in  ev e ry  case. I f  in  an  exp ression  tw o  fac to rs  h a v e  th e  in d e x  i or j  
(or Я), th e n  th is  m ean s th e  sum  of th re e  (or tw o) te rm s , accord ing  to  th e  u su a l 
su m m atio n  ru le . T h e  o th e r  le tte rs  in  th e  ind ices do n o t  h av e  such  a fav o u red  
ro le , th e y  are  o n ly  u se d  to  d istingu ish  b e tw een  q u a n titie s  o f th e  sam e n a tu re .

The p a p e r  m ak es use of th e  sym b o lica l n o ta tio n s  of v ec to r an d  te n so r 
a rith m e tic s  an d  an a ly s is . The sca lar p ro d u c t o f tw o  v ec to rs  is d en o ted  b y  a 
p e rio d  (.), th e  v e c to r ia l p ro d u c t b y  a cross (X )> th e  d y ad ic  p ro d u c t b y  a circle 
(O). W e use th e  sy m b o ls  (.) and  (x) fo r d en o tin g  th e  sca la r an d  v ec to ria l p ro d 
u c t  of a ten so r a n d  a v ec to r, too .

T he c o m p le m e n ta ry  geom etrical a n d  m a th e m a tic a l concepts a n d  re la 
tio n s  of th e  sequence  o f  ideas of th e  p a p e r  a re  sum m arized  in  th e  A p p en d ix .

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



ON EQUILIBRIUM EQUATIONS OF SOLID CONTINUA 143

2. T h ree -d im en sio n a l co n tin u a  (bodies)

a)  In  th e  in v es tig a tio n  o f th e  th ree -d im en sio n a l c o n tin u u m  it  is cu sto m 
a ry  to  use a com ple te ly  a r b i t r a r y  cu rv ilin ea r sy stem  o f co -o rd ina tes a !. 
A cco rd ing ly , th e  p o sitio n  v ec to r o f  an  a rb itra ry  p o in t P  is r  =  r  (a1, a 2, a 3). 
In  th e  p o in t P  th e  v ec to rs

are  th e  th re e  basic v ec to rs  of th e  lo c a l sy s tem  o f co -o rd inates an d  If are  th e ir  
in v e rse  system .

b)  L e t us use an  ag reem en t acco rd in g  to  w hich th e  v ec to rs  o f th e  stress 
a n d  th e  couple-stress a t  p o in t P  (F ig . 2) is g iven b y

p =  F v  . n
an d

p. =  M v ■ n

w here  n is th e  no rm al u n it  v ec to r o f  th e  su rface  e lem ent going th ro u g h  p o in t P.
c) L e t th e  surface H  co n sis tin g  o f sm o o th  sections be  th e  b o u n d a ry  of 

th e  vo lu m e Vu  inside th e  b o d y  (F ig . 3). T he system  of su rface  forces

p =  F V' n  a n d  [i =  M v . n

a n d  th e  system  of vo lum e forces

are  a c tin g  up o n  th e  p a r t  in  q u es tio n , th u s ,  th e ir  equ ilib rium  is expressed  b y  
th e  eq u a tio n s

(1>
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an d

1(H) (ГХр +  ^ ^  “b j (Vu) (r x +  m v) d V  =  0 . (2)

F ro m  equations (1) a n d  (2) we get, b y  m ak ing  use o f th e  G auss-O strog radsky  
th e o re m , th e  well k n o w n  eq u a tio n s  o f equ ilib rium

f v  ' V “b fy =  0 (3)
a n d

M v • p  — F Vx +  m v =  0 (4)

w h ich  are sa tisfied  a t  e v e ry  p o in t o f th e  body . S ym bol p  s ta n d s  for th e  sp a tia l 
H a m ilto n ia n  d iffe ren tia l o p e ra to r , F y x is th e  v e c to r  in v a r ia n t of th e  s tress 
te n s o r  F v.

The deta iled  fo rm  o f F  у an d  M y  are E qs (3) an d  (4) given in  th e  f irs t 
sec tio n  of th e  A p p en d ix .

3. Equilibrium equations o f two-dim ensional (surface) continua

a)  The sy stem  o f e x te rn a l an d  in te rn a l forces o f  a sp a tia l co n tin u u m  
m a y  be reduced  to  th e  sy s tem  o f e x te rn a l an d  in te rn a l forces of a su rface co n 
t in u u m  on th e  basis o f  equ iv a len ce  o f v ec to r system s. T he n ecessary  an d  enough  
co n d itio n  of th e  eq u iv a len ce  o f tw o system s of v ec to rs  is th a t  th e ir  sum  an d  
th e ir  m om ents re la te d  to  th e  sam e p o in t m u st be equal.

The red u c tio n  m a y  be  im ag ined  in  severa l w ays, in  th e  follow ing th e  
co -o rd in a te  lines a 3 w ill p la y  a d o m in an t role from  th e  p o in t of v iew  o f th e  
red u c tio n .

b)  L et us call one o f th e  co -o rd inate  surfaces a 3 =  const (e.g. эс3 =  0) 
o f  th e  sp a tia l c o n tin u u m  o f th e  basic  surface. L e t us lim it th e  basic  su rface 
b y  a curve & co n sis tin g  o f sm o o th  sections a n d  d en o te  th is  dom ain  b y  H 0. 
O n H 0 only th e  c o -o rd in a te s  a 1 an d  a 2 are  v a ry in g .

A ccording to  F ig . 4 th e  sp a tia l co n tin u u m  is lim ite d  b y
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— a surface H & w hich is c o n s titu te d  b y  th e  a 3 co -o rd in a te  lines an d  w hich  
f i ts  on th e  cu rve  ■& consisting  o f sm o o th  sections and

— th e  surfaces deno ted  b y  S x a n d  S 2 o f th e  o rig inal co n tin u u m  in space . 
L et us den o te  b y  n ^ ,  n s ? an d  щ  th e  no rm al u n it v ec to rs  of th e  su rfaces

S v  S2 an d  H d, re sp ec tiv e ly . These v ec to rs  a re  d irec ted  o u tw ard s  o f th e  co n tin u u m .
L e t us assum e th a t  ev ery  co -o rd in a te  line x 3 in te rse c ts  th e  surfaces 

a n d  S 2 an d  th a t  a t  th e  p o in t com m on to  th e  surfaces S v  S2 an d  H 9

n Sl ■ щ  ^  I a n d  n s 2 ■ щ  1.

T h a t p a r t  o f th e  co -o rd ina te  lines a 3 betw een  S x an d  S 2 is d en o ted  b y  ô. 
T h e  solid  b o d y  is called  a shell sh ap ed  th ree -d im en sio n a l co n tin u u m  (body) or 
s im p ly  a shell, som etim es a p la te  if  th e  d is tan ces  m easu rab le  along ô a re  sm all 
c o m p ared  to  th e  d istan ces  m easu rab le  on  th e  basic  su rface  H 0 (F ig . 5).

T he position  v ec to r  of th e  p o in t P u o f th e  basic  su rface  is R  =  R  (x1, 
x2). T hus th e  positio n  v ec to r of an  a rb i t r a ry  p o in t P  is

r =  R +  1, 1 =  1 (a1, a2, X3) ; [1 (a 1, oe2, 0) =  0].

A t th e  p o in t P 0 — as i t  can  be seen in  F ig . 6 — th e  basic  sy stem  o f v ec to rs  
o f  th e  surface co -o rd in a te  system  is th e  fo llow ing:
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an d
а 1 X a 2 t  I I

а з — ■ 5 -A 12 — |a i X a 2|
^12

(a 3 is genera lly  n o t  eq u a l to  b3 ta k e n  a t  th e  basic  surface). 
T he inverse  sy s tem  of th e  basic  v ec to rs  is

1 a 2 X азa 1 =  ----------
■̂ 12

аз X a i , 3=  — ----- — an d  aJ =  a 3 •
112

A long th e  sm o o th  sections of th e  cu rv e  ft cc' =  x{r]), and

3R
av =  -dr] K !

(j] is th e  v a riab le  m easu red  along th e  cu rv e  ft). 
T he v ec to r
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is ta n g e n tia l  to  th e  cu rve  ft, an d  th e  v ec to r

V =  t X n3 (5)

is ta n g e n tia l  to  th e  b asic  surface a n d  o rth o g o n a l (5) to  ft.

dH ÿ =  Br]3 dx3 dr] 

is th e  surface e lem en t o f the  su rface  H e, w here

Эг
B rß =  1 4  X  b3 an d  b =  —— .

ОГ]

с)  The sy s tem  o f in te rn a l fo rces c h a rac te rized  b y  th e  p a ir o f v ec to rs  

pv =  F v - a n d  =  M v . n c

w hich is d is tr ib u te d  along th e  su rface  H ÿ co n sisting  o f sm ooth  sec tions, is 
e q u iv a len t to  th e  lin e a r  system  of fo rces w hich  is ch a rac te rized  b y  th e  p a ir  o f 
vecto rs

=  — —  f  Pv B r f ld * 3 (6)
A v J (g)

and

К  =  ~  f  (1X P„ +  ft„) B v3 d a 3 (7)
A v J (*)

and  w hich  is d is tr ib u te d  along th e  cu rv e  ft co n sis tin g  of sm ooth  sec tions. 
In d eed  as i t  can  be  seen  b y  su b s titu tio n , th e  sum s o f  th e  vecto rs o f th e  tw o  
system s a re  equal:

ft, d H 0 =  N,, ds , ,* J(d) v

for th e ir  m om en ts r e la te d  to  the  p o in t 0 we o b ta in

J № ) (r  X p„ +  fiv) dH t  (R X NV +  Lv) dst ,

(ás# =  Ay dn is th e  e lem en t of th e  a re  m easu red  a long  th e  curve).
A t th e  sam e tim e  th e  system s o f  e x te rn a l forces [fs , nig] an d  [fy, m y ] 

d is tr ib u te d  on th e  su rfaces  Sy(y =  1,2) a n d  in  th e  v o lu m e  V  of th e  co n tin u u m  
are e q u iv a len t to  th e  single system  o f e x te rn a l forces ch a rac te rized  b y  th e  p a ir  
o f v ec to rs :

{ H  =  ~ (  fv B d * 3 +  2 t S r  h ï ’
A 12J(6) 1
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w h ich  are  d is tr ib u te d  along th e  b asic  su rface  H 0. В  =  (ЦЦЬд) is th e  tr ip le  
p ro d u c t o f th e  basic  vecto rs b,. T he q u a n tit ie s  hv are defined re la tiv e ly  to  th e  
e lem en ts  o f th e  su rfaces S y b y  th e  e q u a tio n s

d S Y =  r y dot1 dx2 ; h„ =  —-L- ; (y =  1, 2) .
A i

d) T he sy s te m  of ex te rn a l forces o f th e  sp a tia l c o n tin u u m  discussed  in 
sec tio n  3b is e q u iv a le n t a fte r th e  re d u c tio n s  o f 3c to

— th e  sy s te m  o f lin ear forces [N,,, L,,] d is tr ib u te d  a long  th e  cu rve  d,
— a n d  to  th e  surface sy stem  o f forces [fH, n i^ ] d is tr ib u te d  on th e  tw o - 

d im ensional su rface  H 0 (Fig. 7).
T he e q u ilib riu m  of th e  su rface  c o n tin u u m  H 0 is th u s  exp ressed  b y  th e  

eq u a tio n s:

(8)
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an d

J(9) ( R XN„ +  L„) dst  +  J (H } ( R x f H +  m H) dH 0 =  0 (9)

e) L e t H 0 h av e  th e  shape  of an  a rc  trian g le  as is show n in F ig . 8. L et 
th is  tr ia n g le  be  lim ited  b y  th e  co -o rd in a te  lines x 1 an d  x2 going th ro u g h  p o in t 
P 0 an d  th e  cu rv e  x  going th ro u g h  th e  p o in ts  Qv  Q.z (x is th e  com m on curve  of 
H 0 an d  th e  p lan e  К  p a ra lle l to  th e  v e c to rs  t  an d  n 3 a n d  going th ro u g h  P 0). 
T he co -o rd in a tes  o f  th e  p o in t P 0 are a j  a n d  aŐ-

T he in fluence  o f th e  p a r t  a2 aő o f  H 0 on th e  p a r t  x 1 <  хЦ is expressed  
b y  th e  p a ir  o f v ec to rs

N2 =  - 1-  j p2 B 31 dx3 ,
A  J w

and

L 2 =  Г (1X p2 +  [x2) B 31 dx3 
A Jm

defined  s im ila rly  to  (6) an d  (7) an d  d is tr ib u te d  along th e  co -o rd in a te  line 
X х ,  w hile th e  in flu en ce  o f th e  p a r t  a 1 >  a j  on th e  p a r t  a 1 -< a j  is expressed  b y  
th e  p a ir  o f  v ec to rs

- j - f  P i B ^ d x 3
A  J («)

and

L i =  ~  Г (1 X P i +  p-i) B 23 d'* 3
A  A v

w hich are also th e  analogs o f (6) and  (7).

( Б 31 = | Ь 3Х Ь1 | an d  Бзз =  ; Ьа х Ь 3 |).

P u t t in g  dow n th e  equ ilib riu m  e q u a tio n s  (8) and  (9) o f th e  arc  trian g le  
P 0QxQ2 a n d  ta k in g  th e  lim it —>- P 0, Q2 — P 0 so th a t  th e  p lan e  К  is d isp laced
p ara lle l to  itse lf , t h a t  is x  —► $ , (the  d e ta ils  o f th e  eq u a tio n s an d  th e  lim itin g  
process m ay  be  found  in  sec tion  2b o f th e  A ppend ix ), we com e to  th e  re su lt 
th a t  th e  sy s tem  o f stress  re su lta n ts  an d  coup le  re su lta n ts  ac tin g  in  th e  p o in t 
P 0 o f cu rve  1? is th e  follow ing

— F H • V — F H. (t X n 3) — — {FH X n 3) • t  (10)

L„ =  M H • V =  — (Мн X n 3) • t . (11)

This re s u lta n ts  in  a p o in t m ig h t be c a lc u la ted  from  th e  su rface  ten so rs

F ^ N ^ o ^ + N ^ o ^ -  (12)
a 2 a 2
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a n d

¥ ff =  L1^ 1 o A .  +  M l „ A  (13)
A i  Л-12

d e fin ed  a t  th e  sam e p o in t. I n  (10) we m ade use o f re la tio n  (5).
T he ten so rs  F ц  a n d  Ши  can  be co n s tru c te d  b y  m eans o f tw o d y a d ic  

p ro d u c ts  i.e. th e y  a re  d eg en era ted , p la n a r  ten so rs . T he sca la r p ro d u c t o f  a 
v e c to r  and  th ese  tw o  ten so rs  o n ly  h av e  a p h ysica l m ean ing  accord ing  to  (10) 
a n d  (11) if  th e  v e c to r  lies in  th e  ta n g e n tia l  p lan e  o f H 0.

T he basic  su rface  H 0, accord ing  to  th e  p reced ing  discussion, is such  л 
tw o -d im ensiona l co n tin u u m  th a t  to  each  of its  po in ts

th e  p a ir  o f v ec to rs  [ fw , m H ] an d  
th e  p a ir  of ten so rs  \JFh , M H]

a re  connected .

f )  L et us ap p ly  th e  eq u a tio n s  of equ ilib rium s (8) an d  (9) to  a tw o -d im en 
sio n a l co n tin u u m  t f 0 lim ited  b y  a cu rve  & o f an  a rb itra ry  sh ap e  an d  consisting  
o f  sm oo th  sections.

The cu rv ilin ea r in te g ra l o f eq u a tio n  (8) can  be tra n sfo rm e d  in to  a su rface  
in te g ra l b y  m eans o f th e  S tokes th e o re m  an d  re la tio n  (10):

r
г r r _____1

— |(0)( Р н Х п з)-* d . ^ = | № ) (FH X n3) • ( |7 X n  3)d H 0.

The in te g ra n d  m a y  be decom posed  in to  th e  sum  o f tw o  te rm s in  th e  
follow ing m an n er:

f h  ' K  X ( у  X  n 3)] +  F H ■ [ii3 X (p  X n 3) ] .

T h e  f irs t te rm  can be w ritte n  in th e  sim ple form  F H • p # ,  m ak ing  use o f  th e  
d e fin itio n  of th e  su rface  d iffe ren tia l o p e ra to r

0 0
п з X (p  X n 3) =  р я  =  ——— a 1 -| — — a2 (14)

9a1 Эсг

(for th e  details o f p #  see sec tio n  2.c of th e  A ppend ix ). T he second te rm  can  
be  fu r th e r  decom posed in to  th e  sum  o f tw o  te rm s ex p an d in g  th e  double v e c to 
r ia l p ro d u c t

F h ‘ Kn 3 • п з) P j -  (f h ' п з) («з ' P) 

w here th e  f irs t te rm  van ishes because  of

9n3 „— — • no =  0
д х ‘
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as n 3 is a u n it v e c to r , th e  second van ish es  because  o f (10) accord ing  to  w hich
F H ■ n 3 =  0.

F inally  (8) can  be tran sfo rm ed  in to  th e  su rface  in te g ra l 

\ (Ha)(FH - V„ +  f H)dH 0 =  0.

As th e  sh ap e  a n d  ex tension  o f th e  H 0 is a rb itr a ry , i t  follows th a t  th e  
eq u a tio n

F h - Vh +  î h =  « (15)

is fu lfilled  a t  e v e ry  p o in t of th e  su rface  co n tin u u m .
Sim ilar tra n s fo rm a tio n s  lead  from  (9) to  th e  e q u ilib riu m  eq u a tio n

M h ' Vh — F Hx -f- m H =  0 (16)

w here  (15) is also u sed . F#x is th e  v e c to r  in v a r ia n t  o f th e  ten so r Р й .
D etails o f (15) a n d  (16) are  to  be fo u n d  in  sec tio n  2 o f th e  A ppend ix .

4. E qu ilib rium  equations o f o n e-d im ensiona l (cu rv ilin ea r)  con tinua

a)  The sy s te m  o f ex te rn a l a n d  in te rn a l forces o f a sp a tia l co n tin u u m  
m a y  be reduced  to  th e  sy stem  of e x te rn a l a n d  in te rn a l forces of a cu rv ilin ea r 
co n tin u u m , to o . T h e  red u c tio n , s im ila rly  to  t h a t  of th e  su rface  co n tin u u m  in  
th e  preceding  sec tio n , m a y  be ca rr ied  o u t in  sev era l w ays. In  th e  follow ing 
th e  coord inate  lin e  a 1 w ill have  a fa v o u re d  ro le from  th e  p o in t of v iew  o f re 
d u c tio n .

b) L et us call one o f th e  co -o rd in a te  lines x 1 th e  basic  line (e.g. th e  one 
ch a rac te rized  b y  x 2 =  x 3 =  0). R  =  R (a j) is th e  p o sitio n  v ec to r of a p o in t 
P 0 o f th e  basic lin e . F o r  an  a rb itra ry  p o in t P  th e  p o sitio n  v ec to r is

r  == R  +  1, 1 =  1 (oc\ a 2, a 2) ; [ l ( a \  0, 0) =  0 ] .
L e t

а,- =  b ,(R )

be th e  system  o f b a s ic  vec to rs o f th e  local co -o rd in a te  sy s tem  in p o in t P 0.
L e t us lim it th e  basic  line b y  P 00 an d  P 01 (i.e. b y  co-o rd inates x0 and  

x] th e  one-d im ensional co n tinuum ) a n d  le t us d en o te  i t  b y  L.
The sp a tia l c o n tin u u m  chosen acco rd ing  to  F ig . 9 is lim ited
— b y  th e  su rface  going th ro u g h  p o in t P 00, ch a rac te rized  b y  x0 =  0 

a n d  deno ted  b y  E 0,
— b y  th e  su rface  going th ro u g h  p o in t P 01, ch a ra c te riz e d  b y  x\ =  0 and  

d e n o ted  b y  E 1

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricac 59, 1967



152 I. KOZÁK

— b y  th e  su rface S  o f th e  o rig inal co n tin u u m .
A ll th ese  surfaces consist o f  sm o o th  sections.
L e t us deno te  b y  E  th e  fu r th e r  co -o rd in a te  surface a 1 =  co n st, th e  n o r

m a l u n i t  v ec to r p o in tin g  o u tw a rd s  fro m  th e  surface S  b y  n$. L e t us assum e

t h a t  th e  surface S is a lw ays in te rse c te d  b y  th e  co -o rd in a te  su rface  E  an d  
(n s  ' b 1) *  0 everyw here  on  S.

L e t ß  deno te  th e  cu rve  o f in te rse c tio n  of th e  surfaces E  an d  S, an d  le t 
г] b e  th e  v a riab le  m easu red  a long  th e  cu rve  ß. U sing th ese  n o ta tio n s  th e  surface 
e le m e n t m easu red  on S  is,

dS — Г  dr/ doc1 ; Г  =  Г  (»?, a*).

W e shall call th e  solid  b o d y  a b a r  sh ap ed  th ree -d im en sio n a l co n tin u u m  
(b o d y ) or sim ply  a b a r  if  th e  d is tan ces  m easu rab le  on th e  su rface  a 1 =  const, 
a re  sm all com pared  to  th e  d is tan ces  m easu rab le  along L.

c) A system  o f in te rn a l forces [p19 p.x] d is tr ib u te d  a lo n g  an  a rb itr a ry  
o rd in a te  surface E  w ith  a 1 =  co n st, is eq u iv a len t to  a p a ir  o f vec to rs

F i =  j'(£) Pi В -is doc2 doc3

a n d

Ml =  /(£ )(*x Pi +  !U) B 23 dec2 doc3 

c o n n e c te d  to  p o in t P 0.
A t th e  sam e tim e  th e  sy s tem  o f forces [fs , m s ], an d  [fy , n iy ] d is tr ib u te d  

on  th e  su rface S  an d  in  th e  vo lu m e V  o f th e  sp a tia l c o n tin u u m , resp ec tiv e ly , 
a re  eq u iv a len t to  th e  p a ir  o f v ec to rs
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f/. - ! Í {v В  dx2 da? +  (f) fs r d f ] ,
a i J ( E )  a \  J  (ß)

and

Щ/ =  Г (1X f v - f  m v) P d a 2 d a3-1---  ̂ (f) (1X fs +  m s) Г  dr]
A 1 J(E) A 1 J  O)

d is tr ib u te d  a long  th e  basic  line L.

d)  A fter th e  red u c tio n s  we get th a t  th e  sy s tem  o f e x te rn a l forces o f th e  
b o d y  show n in  F ig . 9 is eq u iv a len t to  th e  sy stem s of forces

— [U, m ^] d is tr ib u te d  along th e  one-d im ensional basic  line L,
— [F10, M 10] co nnec ted  to  th e  p o in t P 00 an d
— [Fn , Mu ] connected  to  th e  p o in t P 01 (F ig . 10).
T hus th e  eq u ilib riu m  o f th e  one-d im ensional co n tin u u m  is expressed  by  

th e  equa tions

Fio +  F u  +  J (?) fL A x d a 1 =  0 (17)

and

R 0 X F 10 M 10 - f  X F n  -)- Mu  +  (R  X i i  +  т ь) A i d z1 =  0 (18)

(R 0 is th e  p o sitio n  v e c to r  of th e  p o in t P 00 a n d  R 1 is th a t  o f P 01).
E q u a tio n  (17) m ig h t be re s ta te d  in to  th e  eq u a tio n

d a 1 =  0

co n ta in in g  a single in teg ra l only. F ro m  th is  follow s th e  eq u a tio n  o f equ ilib rium

9Fi
Эа1

+  f LA  =  o (19)
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as th e  len g th  of L  is a rb itra ry . S im ilarly  (18) gives, ta k in g  (19) also in to  acco u n t,

1 +  ai X Fj -|- inL A x — 0 .
oa1

B y  m eans of th e  re la tio n s

F i =  F L ‘ - 7 -  a n d  M* =  M L •
A i  A

we m ay  define th e  d eg en e ra ted  tenso rs

F l — F x о — a n d  M L =  Mx о A -
A A

( 20)

(21a,  b)

re p re se n te d  b y  single d y ad ic  p ro d u c ts . T h e  sca la r p ro d u c t o f a v ec to r  a n d  these  
tw o  ten so rs  accord ing  to  (21a, b) has a p h y sica l m ean ing  on ly  if  th e  v ec to r 
is p a ra lle l to  th e  ta n g e n t of L.  The

»1 »1 Э »1

a J A Эа1 A \

cu rv ilin ea r d iffe ren tia te  o p e ra to r can  also be  defined.
The basic line L  is such  an  one-d im ensional co n tin u u m  to  th e  p o in ts  of 

w h ich  th e

p a ir  o f v ec to rs  [fL, m L]
an d  th e  p a ir  of ten so rs  [FL, M L\
as m echan ical (physical) q u a n titie s  are  connected .
Since

V l  =  0 ,

in tro d u c in g  F L, M L a n d  y L, th e  eq u ilib riu m  equ a tio n s (19) an d  (20) o f th e  
one-d im ensional co n tin u u m  m ay  be w r itte n  in  th e  form

F l  ■ Vl +  f L =  0
a n d

M L • 17L -  F Lx +  m L =  0 ,

s im ila rly  to  th o se  of th e  tw o -an d  th ree -d im en sio n a l co n tin u a  (F Lx is th e  v ec to r 
in v a r ia n t  o f th e  te n so r  F /_).
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5. Sum m ary

D efin ing  th e  s tre ss  tenso r F v a n d  th e  couple-stress te n so r  M v fo r th e  
th ree -d im en sio n a l co n tin u u m ;

th e  stress r e s u lta n t  tenso r FH a n d  th e  couple re s u lta n t te n so r M H fo r 
th e  tw o-d im ensional con tinuum ;

th e  in te rn a l fo rce  ten so r FL a n d  th e  te n so r  o f th e  couple o f in te rn a l forces 
M L fo r  th e  on ed im en sio n a l c o n tin u u m ,

fu r th e r  d efin ing  th e  system s o f  e x te rn a l forces 
[ f v, m y] d is tr ib u te d  on th e  th ree -d im en sio n a l co n tin u u m  
[fH, m H] d is tr ib u te d  on th e  tw o -d im en sio n a l co n tin u u m  
[fL> m /J d is tr ib u te d  on th e  o n e-d im en sio n a l c o n tin u u m  

an d  th e  d iffe ren tia l o p e ra to rs

fo r tw o  dim ensions [7я — пз X ( |7 X n 3) = -------a 1

fo r one d im ension y L — V ■
A

э b2 4-
Э

Эос2 Эос3

8 a 1 +  -
Э

Эос1 Эос2

Э ax
Эос1 A \ 9

th e  equ ilib rium  eq u a tio n s  of th e  th ree -d im en sio n a l (sp a tia l), tw o -d im en sio n a l 
(surface) an d  one-d im ensional (cu rv ilin ea r) co n tin u a  m ig h t be w ritte n  fo rm a lly  
in  id en tica l form s:

F k  • V k  +  ffc —  0

M k . y k — F kx +  m, =  0.
(k  =  V , H , L ) .

A P P E N D IX

1. The three-dim ensional continuum

a)  F ig. A 1 show s th e  co -o rd in a te  lines and  surfaces going th ro u g h  th e  
a rb i t r a ry  p o in t P. T h e  d irections o f  th e  axes of th e  local co -o rd in a te  sy s tem  a t 
p o in t P  are given b y  th e  vectors

b,
Эг

Эос1

В  =  (Ъ1Ъ2Ъ3) ф О .

(A .l)

(А .2;
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T he inverse sy stem  o f th e se  is

b 1 =
b 3 X b 3

в
b 2 =

ь з X b  1 

в
b t  X b,,

в

B y  m eans of th e  n o ta tio n s

an d
B , = | b , - | , Bjj  =  Ь,- X Ьу 1,

1 1 , , 1
b 1 =  — ■B23 ’ 1 b 2 1=  —  B 31 ; b 3 =

в в в

we can  o b ta in  th e  n o rm a l u n it v ec to rs  o f th e  co -o rd in a te  surfaces 
th ro u g h  th e  p o in t P  a n d  th e  co rrespond ing  inverse  sy stem

an d

в Ь1; п ^  Ь2 • В

В о з В з1 3 В 12

В 23 h  • е2 =  Б з1 Ь2 ; 
В ~

е 3 _  ß 12

В "1 ’ В

b) The H a m ilto n ia n  d ifferen tia l o p e ra to r  has th e  fo rm :

dx‘
=  b ] - ^ — +  b2-— --

За1 За2
+  b 3

Э
3a3
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A ccord ing  to  th e  d efin itio n  o f th e  o p era tio n  C ® y

„ ЭС . 9C  , 9C  . ,
С ® и  — ------- ® b 1 A---------- ® b2 d---------- <E> b3

У doc1 Эос2 Эос3

w here  C is an y  d iffe ren tiab le  fu n c tio n  o f th e  position  v e c to r  (e.g. sca la r, vec
to r ,  ten so r) an d  ® is a m u ltip lica tio n  defined  betw een  a v e c to r  an d  th e  q u a n 
t i t y  C.

c) I t  can  be show n th a t

' ^ ■ V = 0 .  (A.6)

T^et us s ta r t  e.g. from  th e  eq u a tio n  fo r th e  case i =  2:

в

i 1
• F = ( b o - F )  —

l 1
(B y )  —

v B2
b ,.

(Sm all arrow s in d ica te  th e  fac to rs  of th e  p ro d u c ts  for w h ich  th e  d iffe re n tia 
tio n s  o f у  m u st be carried  o u t.)  A ccord ing  to  th e  d e fin itio n  (A .2) of В

( B v ) b 2
9 В
doc2

9bx

9a2
(Ь 2 X b .,)  -f-

9b,

9a2
( Ь з Х Ь О  +  — - Y

9a-
(b ,X b 2).

T ak in g  in to  acco u n t th e  defin itio n s (A .l) , (A.3) an d  (A .5) o f th e  v ec to rs  bj, 
th e  inverse  v ec to rs , an d  th e  у  o p e ra to r , respective ly , we o b ta in

(B y)-b.. • b 1 +
9b-,

9a2
b2 +  — -  

9a3
B  =  (b2- y ) B

w hich  proves th e  id e n tity  (A.6) for i  =  2.
(A.6) can  be sim ilarly  p ro v ed  for th e  cases i =  1,3, to o .

d) M aking use of th e  v ec to rs  of stress an d  coup le-stress

Pj =  Qtj e ‘ a n d  y.j =  /ги  e 1' ,

ta k in g  (A .4) in to  co n sid era tio n , th e  te n so r o f stress m a y  be  p resen ted  in  th e  
fo rm

B'v =  Pj °  eJ =  Pi B 23 о - 9 -  +  p2 B 31 о — p3 B 12 о (A .7)
В В  В
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a n d  th e  ten so r o f coup le-stress has th e  fo rm

b b b
M v  =  fXj O eJ =  P-!  B.,3 о - 4 -  +  [A, B 31 о ^  +  (A3 B 12 о  —^  . (A.8)

В В  В

Fig. A2

Ä2
T he s itu a tio n  fo r th e  co -o rd inate  su rface  x 1 =  co n st, is show n in Fig.

T he v ec to r in v a r ia n t o f th e  stress te n so r  is th e  fo llow ing:

F yx — P/X e J' — (pi B 2s X bj -)- p2 B Si X b2 -j- Рз B í2 X b3)
1

В

and

e)  The equ ilib rium  eq u a tio n s of a th ree -d im en sio n a l co n tin u u m

F у ' y  +  fy =  ®

M v • y  — F Vx -f- n iy  =  0

m a y  be  p u t  dow n in d e ta il i f  we ta k e  in to  acco u n t (A .5), (A .6), (A .7) and  (A .8):

1
7Г7 (Pi B 23) +  — г (Рг F 31) -f- —— (p3 B 12) 
За1 дхг За3 В

4* tv  — ®

0 0 0
X  Т  ( ь * ”1  -®2з) “Ь „  ( p * - 2  F31) " I -  Т - Г  (P-3 F12) а х 1 дх2 За3 В +

“ I-  [ (Pi F 23 X b-L -(- р2 В 3j X Ь2 -f- Рз В 12 X ь 3)
в

+  m v =  0 .
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2. Surface continuum

a) On th e  su rface  co n tin u u m  H 0 th e  co -o rd ina tes x 1, x 2 v a ry . T he in 
verse  system  o f th e  loca l system

9R

a*» — По

Эзсл 

а 1 X  a

; aÀj — A x ;

? A 12 =  i a i  X  aa|

ta k e n  a t th e  a rb itr a ry  p o in t P 0 is:

1 __  a 2 X  a 3 . о a3 X a t „ 3 jX a a
a- =  —------ ; a3 =  — ----- - =  a3 =  n3 ;

(F igs 6 and  A3) 
The vecto rs

A  A

A  =  (ax a2 a3) =  A 12

=  - ^ - a x a n d  v2 =  - ^ a 2
A  - A ,

(A.9)

are  o rthogonal to  th e  co -o rd ina te  lines x 1 an d  x2 going th ro u g h  P 0 an d  are  
ta n g e n tia l to  H 0. T he in v erse  system  o f th e  v ec to rs  vp V2, n 3 is

e1 =  аг ; e2 =  a2 an d  n3 .
A 12 ^12

T he vectors a t  th e  p o in t P 0 are show n in  F ig . A3.

b) The a rc -tr ia n g le  show n in F igs 8 a n d  A4 is lim ite d  b y  th e  co-ord i
n a te  lines x 1 an d  x2 going  th ro u g h  th e  p o in t P 0 a n d  b y  cu rve  % w hich  is com m on
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to  H 0 an d  to  th e  p lan e  К  w hich  is p a ra lle l to  th e  vectors t  a n d  n 3. The eq u ilib 
r iu m  o f th e  a rc -trian g le  is expressed  b y  th e  equations

-  N , ds, -  J pQ’ Ni ds, +  J *  N„, dsx +  j (H ) fH d H 0 =  0 (АЛО)

a n d

— I (R X N., -T L.)) dsj — f ( R  X N j -f- L j) ds., -f-
Jp„ Jp.  ( A . l l )

+  Í ( R x N „ ,  +  L J d s  +  f ( R x f „  +  m „ ) . d f f o = 0
J  Q i  J  (“ o)

l

w here  we have m ade use of e q u a tio n s  (8), (9) and  th e  sy s tem  of forces defined  
in  sec tion  3d. T he p o sition  v ec to r  R re fe rred  to  p o in t P Q.

L et

d, =  р ж ; <k= р ж  dx = о ж 2

d e n o te  th e  len g th  o f  th e  sides o f th e  trian g le  P qQxQz a n d  le t c i» c2’ cx den o te  
th e  u n it  vec to rs d ire c te d  along th e  sides in  th e  sense o f  F ig . A4, an d  n c th e  
u n i t  v ec to r o rth o g o n a l to  th e  p lan e  o f  th e  tr ian g le . F o r th e  trian g le  th e  re la 
tio n

di «1 — d2 c2 +  dx cx =  0 ,
is v a lid  w hich gives

a n d

Ci
d i = — d x c 1 cx =  dx - ~ • (с* X n c) , (A .12)

d2 =  dK c2 • c„ =  d x P • (* ,X n t ) (A .13)
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w here  C =  (cxc2n c) a n d  c1̂ 2 are  th e  in v erse  v ec to rs  o f th e  v ec to rs  c15c2,nc 
co n stru c ted  s im ila rly  to  (A.9).

The e q u a tio n  o f equ ilib rium  (A .10) can  be  w ritte n  in  th e  follow ing m a n 
n e r, too :

— N2c d1 — Nlc d, +  Nr,c dx +  f Hc —  Cd1 d2 =  0 .  (A. 14)

(The ind ex  c d en o tes  th e  in teg ra l m ean  v a lu es  (A .14) ta k e n  fo r th e  sides an d  
su rface  of th e  tr ia n g le .)

Now we s u b s t i tu te  th e  re la tio n  (A .12) a n d  (A .13) in to  (A.14) an d  d iv ide 
b y  dx an d  th e n  ta k e  th e  lim it Qx —*■ P 0, Q2 —► P 0 in  such  a w ay  th a t  th e  p lane  
К  is d isplaced p a ra lle l to  itself, i.e . я  —>■ •&. P roceed ing  in  th is  m an n e r we get 
th a t

and

, ■> nc
A %

A 12 ►t, c,X n ,
Л Л ’

N, —*■ N,,,

w hile th e  la s t te rm  o f (A.14) ten d s  to  zero. T ak in g  in to  acco u n t th e  defin ition  
of dyad ic  p ro d u c ts  we fina lly  o b ta in  from  (A.14)

K i 2o f  +  N24 o A  • V =  (N*, о ел) • V .
I A 12 A 12)

W e should  g e t a sim ilar re su lt b y  a n a ly s in g  th e  eq u a tio n  (A .11). In  th is  
case th e  in teg ra ls  co n ta in in g  th e  p o sitio n  v e c to r  R  d isap p ear w hen  ta k in g  th e  
lim it an d  th u s  th e  expression

L„ =  |L X A 2 о  ~ ~  - f -  L 2 A 1 о  a -
A, A^o

V =  (LÀ о ел) • V

can be  o b ta ined .

c)  F rom  th e  H am ilto n ian  d iffe ren tia l o p e ra to r  we m a y  c o n s tru c t a tw o- 
d im ensional (surface) d ifferen tia l o p e ra to r

Vh =  n 3 X (j7 X n 3) .

A t p o in t P n o f  th e  surface H 0 w e h av e

bx =  ax ; b2 =  a2 ; a n d  b3 =  cpn3 -)- к

(A .15)
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(g9 is a scalar, w hile к, is th e  co m p o n en t of b3 o rth o g o n a l to  n3). C orre
sp o n d in g ly , if  we ta k e  (A .3) an d  (A .9) in to  co n sid era tio n , we h av e

В =  (bl X b2) • b3 =  rp (aj X a2) • n3 =  cpA12 , 

b1 =  a1 +
a2 X к

b2 =  a2 +

<РЛ 12

к X ax
<pA ja

A fte r s u b s titu tin g  (A.4) in to  (A .15) th e  fin a l re su lt is

Vh  =  n3X(|7 X n3) =  al +  ™

since  a2 X к, к X ax a n d  b3 are  p a ra lle l to  n3.

d) W e can show , follow ing th e  m e th o d  d iscussed  in  section  l c  o f th e  
A p p e n d ix , th a t  th e  co n d itio n

Vh =  0

is also  fu lfilled; th e re fo re  using  th e  defin itions (12), (13) a n d  (14) o f F H, M H 
a n d  th e  eq u ilib riu m  equa tions

F  h  ' Vh +  =  0
a n d

M H ■ Vh -  F Hx +  ш н =  0

o f a tw o-d im ensional c o n tin u u m  m ay  be p u t  dow n in  d e ta il in th e  follow ing 
m a n n e r:

9 (N1^ 2) +  - ? - ( N 2^ 1)
0a. 9a2

+  f«  =  o
112

—  (L 1A .,)+  (L , A,)  -  Nx A 2 X  a, -  N2 A x X a, - —
0a1 9a2 J A 12

m „  =  0 .

R E F E R E N C E S

1. F l ü g g e : H a n d b u ch  d e r P h y sik . V ol. TII-1. 213. (560—564)
2. P . M. N a g h d i: F o u n d a tio n s  o f E la s tic  Shell T h eory . P rogress in  Solid  M echanics. V o l. IV .

( 1 - 9 0 )
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Über die G leichgew ichtsgleichungen der festen K ontinua. D ie  A nalysis der dreidi
m ensionalen K ontinua (Körper) spezieller Form wird m athem atisch  einfacher, wenn wir die
selben auf zweidim ensionale (z. B. bei Schalen) oder auf eindim ensionale (z. B. bei Stäben) 
K ontinua reduzieren. In der Abhandlung ist die R eduktion des äußeren und inneren K räfte
system s eines dreidim ensionalen K ontinuum s zu dem  äußeren und inneren K räftesystem  eines 
zweidim ensionalen bzw. eindim ensionalen K ontinuum s vorgeführt. D as angewandte K oordi
natensystem  ist auch im  Falle von  Schalen und Stäben vollkom m en beliebig. In der A bhand
lung wird die A nalysis des m echanischen G leichgewichts durchgeführt. L aut des Ergebnisses 
der Analysis kann das G leichgewicht der drei-, zwei- und eindim ensionalen K ontinua m athe
m atisch  m it vollkom m en gleichförm igen G leichgew ichtsgleichungen ausgedrückt werden.

Équations d’équilibre des continus solides. L ’analyse m athém atique des continus 
(corps) tridim ensionnels de formes spéciales devient plus sim ple si ceu x-ci sont réduits à des 
continus bidim ensionnels (par ex. dans le cas des barres). La réduction  du systèm e des forces 
extérieures et intérieures d’un continu tridim ensionnel au systèm e de forces extérieures et 
intérieures d’un continu bi-, resp. unidim ensionnel est exposée. Le systèm e de coordonnées 
u tilisé  est entièrem ent arbitraire aussi dans le cas des voiles m inces e t  des barres. L’auteur 
effectue l’analyse de l ’équilibre m écanique, d’après laquelle l ’équilibre des continus uni-, bi- 
et tridim ensionnels peu t être exprim é m athém atiquem ent par des équations d’équilibre de 
forme entièrem ent identique.

Об уравнениях равновесия твердых континуумов. Исследование трехмерных 
континуумов (тел) специальной формы математически упрощается, если их свести к дву
мерным (напр. в случае оболочек) или одномерным (напр. стержни) континуумам. В работе 
показано сведение наружной и внутренней силовой системы трехмерного континуума к 
наружной и внутренней силовой системе двумерного и, соответственно, одномерного 
континуума. Используемая система координат является совершенно произвольной как 
в случае оболочек, так и в случае стержней. В работе выполняется анализ механического 
равновесия. В результате этого анализа равновесие трехмерных, двумерных и одно
мерных континуумов математически может быть выражено при помощи уравнений рав
новесия, имеющих совершенно идентичную форму.
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SÄTZE ÜBER DIE STABILITÄT 
DER RUHESTELLUNG EINES ELASTISCHEN GEBILDES

J. BAR TA
DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen am 4. N ovem ber, 1966]

Der A ufsatz bew eist einige Sätze auf Grund der E igenschaften  der K nickdeterm i
nante, w obei einige neue Begriffe (die gebundene L ast, die raum feste L ast, die körperfeste  
Last, die konjugierte L ast, die affine Last) eingeführt werden. Mehrere B eispiele werden ausge
arbeitet, um  zu zeigen, wie m an m it H ilfe der erwähnten Sätze von  der Lösung einer Stab ili
tätsaufgabe auf die Lösung weiterer Stabilitätsaufgaben schließen kann.

1. Beispiele m it rau m feste r bzw. k ö rp e rfeste r L ast

D ie L a s t des be id e rse itig  gelenkig g e lagerten  hom ogenen  geraden  e la 
stisch en  S tab es sei g leichm äßig  v e r te ilt  u n d  raumfest (B ild  1). p  is t  die In te n 
s i tä t  d er L a s t, a  die B iegeste ifigkeit, ц  die M asse p ro  L än g en e in h e it. (D as 
B eiw ort »raum fest« soll b ed e u te n , d aß  die W irk ungslin ie  des e lem en taren  
V ek to rs p  d x im  R au m e fe s t is t.)  D as E igengew ich t sei a u ß e r  a c h t gelassen. 
In  e iner u n v e rö ffe n tlic h ten  A rb e it h a t  S z id a r o v s z k y , J .  die F rag e  aufgew or
fen : W ie groß  is t in  d iesem  F a lle  die In te n s i tä t  ph d e r K n ic k la s t ?

D er Zw eck des vo rliegenden  A b sch n ittes  is t, diese F rag e  zu  b ean tw o rte n . 
D azu  sei die k in e tische  M ethode v e rw en d e t, d en n  die L a s t is t  n ic h tk o n se rv a 
tiv , d a h e r d a r f  die k in e tisch e  M ethode ohne w eiteres v e rw en d e t w erden . Es 
w ird  also d e r B ew egungsvorgang  b e tra c h te t ,  d er d u rch  eine h in re ich en d  k leine 
S tö ru n g  (A nfang sau slen k u n g  u n d  A nfangsgeschw ind igkeit) h e rv o rg eru fen  
w ird . D ie A uslenkung  aus der R u h este llu n g  is t d u rc h  die V ersch iebung  v(x,t) 
c h a ra k te ris ie r t (B ild  1). F ü r  v(x,t) g ilt die aus d er E la s to s ta t ik  b e k a n n te  D iffe
ren tia lg le ich u n g

ocvxx =  M  (1)

der e la s tisch en  L inie, w enn  im  B iegem om ent M  n ic h t n u r  die w irk lichen  K rä fte , 
sondern  gem äß  dem  d ’A lem b ertschen P rin z ip  au ch  die T rä g h e itsk rä f te  b e rü c k 
s ich tig t w erden . D a m it h a t  die D iffe ren tia lg leichung  (1) die G esta lt

l
ocvxx(x, t) =  (l — x) H(t) — (l — x) pv(x ,  t) — J (f — x) vH(f, t) pdÇ  , (2)

X
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w obei H(t)  die S tü tz k ra f t  a n  d er S telle  x  =  l is t. A us (2) fo lg t d u rch  zw eim a
lige D iffe ren tia tio n  n a c h  x

Xvxxxx(x ’ t) +  (l — x ) Pvxx(X’ t) — 2 pvx(x, t) =  —pvtl(x, t). (3 )

v(x,t) soll der D iffe ren tia lg leichung  (3) genügen u n d  zugleich  die R a n d b e d in 
g u ngen

i;(0, t) =  v(l, t) =  vxx(0, t) =  vxx(l, t) =  0 (4)

e rfü llen . E ine F u n k tio n  W (x,t)  sei v e rm itte ls  der F u n k tio n  v(x,t)  wie fo lg t 
d e f in ie r t:

W (x ,  t) —  xvxxtt(x, t) +  ( l  — x)pv„ (x ,  t).  (5)

A us (3) u n d  (5) e rh ä lt m a n  d u rch  D iffe ren tia tio n  die w e ite ren  G le ichungen :

a v xxxxxxtl +  (J — x) P v xxxxlt — 4 p v xxxtt =    P v xxll 5 ( 6 )

W xx =  X v xxxxtt +  ( l  —  x) P v xxtt —  2  p v xlt , ( 7  )
w xxxx =  y-vxxxxxxll +  ( /  —  x) p v xxxxü —  4 p v xxxtt. (8)

A us (3), (6), (7), (8) fo lgen  die zw ei G leichungen:

W xx =  —  Iu v tt > (9)

W xxxx =  — • (10)

W erd en  die G leichungen (5), (9), (10) m it ^ b z w . ( / —  x) p  bzw . oc m u ltip liz ie rt 
u n d  d a n n  ad d ie rt, so e n ts te h t  die D iffe ren tia lg leichung :

x W xxxx + ( l  ~  x ) P W xx + P W tl =  ° -  (И )
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Aus (4), (5), (9) fo lgen  die R an d b ed in g u n g en :

W  (0, t) =  W  (l, t) =  Wxx(0, t) =  Wxx(l, t) =  0 . (12)

D am it is t die K n ic k la s te rm ittlu n g  in  dem  im  B ild  1 sk izz ierten  Falle  a u f  die 
E ig en w ertau fg ab e  (11), (12) zu rü ck g e fü h rt.

N u n  sei der im  B ild  2 sk izzierte  F a ll b e tra c h te t .  H ier is t die L as t g le ich 
m äßig  v e r te ilt  u n d  körperfest. (D as B e iw o rt »körperfest« soll b ed eu ten , d aß

Bild 2.  D ie L ast is t  körperfest

der e lem en tare  V e k to r  p  dx  bei d er V erb iegung  der S tab ach se  m it ih r »m itge- 
hend« is t.)  A uch in  d iesem  F alle  is t die L a s t n ic h tk o n se rv a tiv . U n te r  der V er
w endung  der k in e tisch en  M ethode h a t  L e ip h o l z  [1 , 3] gefunden , d aß  in  
d iesem  F alle

p k — 18 ,9 6  x / l3 13)

is t . E s is t b em erk en sw ert, daß  die E ig en w ertau fg ab e , die zu r H e rle itu n g  
des R e su lta te s  (13) d ien te  [2], id en tisch  m it d er E ig en w ertau fg ab e  (11), (12) 
is t.

M an k an n  also aussagen , d aß  p f a u c h  in  dem  im  B ild  1 sk izz ierten  F a lle  
du rch  die F o rm el (13) au sg ed rü ck t is t. D a m it is t die von  Sz id a r o v s z k y  
aufgew orfene F rag e  b e a n tw o rte t.

2. W eitere Beispiele mit raum fester bzw. körperfester Last

D er S tab  is t a n  seinem  u n te re n  E n d e  e in g esp an n t. A u f sein oberes E n d e  
w irk t die raumfeste L a s t P  (B ild 3). D er V erfasser h a t  nachgew iesen [4], d aß  
P kin d iesem  F a lle  ebenso  groß is t w ie in  d em  F a lle , wo die L ast körperfest is t 
(B ild  4 ); also n a c h  B erechnung  von  B e c k  [5] is t  P k =  20,05 ocß2.
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3. D efin itio n en

D ie E rg eb n isse  des e rs ten  u n d  zw eiten  A b sch n ittes  gaben  dem  V erfasser 
d e n  A n laß  zu r A ufste llu n g  der S ä tze , w elche in  dieser A b h an d lu n g  fo rm u lie rt 
u n d  m it I ,  I I ,  I I I ,  IV , V n u m e rie r t w erd en . D ie h ie rzu  n ö tig en  D efin itio n en  
so llen  je tz t  v o rau s  gesch ick t w erden .

E in e  R u h este llu n g  h e iß t stabil, w en n  die A uslenkungen  d a u e rn d  k le in  
b le ib e n , falls m a n  die S tö ru n g  (A nfan g sau slen k u n g en  u n d  A nfangsgeschw ind ig 
k e ite n )  h in re ich en d  k lein  w äh lt. In  je d e m  an d e ren  F alle  h e iß t die R u h este llu n g  
instabil.

D as e lastisch e  G ebilde (S tab , F a c h w e rk , B ogen, R ah m en  usw .) sei e la 
s tis c h  oder unbew eglich  oder re ib u n g slo s  bew eglich an  den festen  U n te rg ru n d

g e k n ü p ft, so d aß  es eine innerlich  o d er äu ß erlich  s ta tisc h  b e s tim m te  oder s ta 
t is c h  u n b e s tim m te  S tru k tu r  b ild e t.

D ie Last des e lastischen  G ebildes b e s teh e  aus äu ß eren  K rä f te n  K x, K.2, 
K 3, . . . u n d  äu ß e ren  M om enten  (K rä f te p a a re n )  >1,, M2, M3, . . . Z ur C h a ra k 
te r is ie ru n g  von

, K 2, K 3, . . .  , M 15M2, M 3, . . .  (14)

d ien en  ih re  K o m p o n en ten

X i  , Y {, Z t , M xi, M yi, M zi, (i =  1 , 2 , 3 ,  . . . )  . (15)

D ie L a s t des e lastischen  G ebildes heiße  gebunden, w enn  die V ek to ren  
(14) in  b e s tim m te n  P u n k te n  des e la stisch en  G ebildes (z. B . in  b e s tim m te n  
P u n k te n  d er e la s tisch en  L inie eines S tabes) angreifen . D iese P u n k te  fü h re n  
V errü ck u n g en  (V ersch iebungen  u n d  D reh u n g en ) aus, w enn das e lastische  G e
b ild e  A uslen k u n g en  aus der R u h e s te llu n g  e rfä h rt. Diese V errü ck u n g en  seien 
m it  d en  V errü ck u n g sk o m p o n en ten

£ i,r j i ,C i ,X i ,  ß i , y i ,  ( i =  1 , 2 , 3 , . . . )  (16)

c h a ra k te ris ie r t. (15) u n d  (16) seien a u f  ein  ruhendes (d. h . rau m festes) r e c h t
w inkliges A chsenkreuz  x y z  bezogen .
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A us diesen D efin itió n en  is t e rs ich tlich , daß  die körperfeste Last (z. B . 
B ild  2 u n d  4) ein  S pezialfall der geb u n d en en  L ast is t, d en n  bei der le tz te re n  
sin d  n u r  die A n g riffsp u n k te , bei der e rs te ren  sind  au ch  die V ek to ren  (14) 
»m itgehend«. J a  n o ch  m eh r, auch  die raumfeste Last k a n n  als eine gebundene 
L a s t au fg e faß t w erd en , denn  z. B . die im  B ild  3 d a rg e s te llte  L as t is t sow ohl 
s ta tis c h  als auch  k in e tisc h  m it der im  B ild  5 d a rg es te llten  L a s t g leichw ertig .

D ie sk a la ren  G rößen

bzw .
Q i ,  Q »  <?». • • • (17)

<l , q2> q3> • • • (18)

seien sog. generalisierte Kräfte  bzw . generalisierte Koordinaten  [6]. D ie qv  
o, q3, . . . seien  so g ew äh lt, daß  fü r die R u h este llu n g , d e ren  S ta b ili tä t  u n te r-

B ild  5. Eine gebundene Last

( 1 9 )

su c h t w ird , qx =  q2 =  q3 == . . . =  0 is t. (17) s ind  F u n k tio n e n  von  (18), d. h

Q i =  Q i ( î i »?2»Зз» • • • ) »
Qi — Q2 ( ? i  » ? 2 1 ? з  » • • • ) ’

(?з =  (?з (?i > 4i ’ ?з » • • • ) » • • •

D iese F u n k tio n e n  seien  im  F alle  einer L a s t

m it
Ki » Кг ■> Кз ■>■■■■> Mi 1 Мг » Мз >•••

Qi = QiÍ4i■> Чи ? з , ■■■)•>

Qi=  Qi ( ? 1  ’  ? 2  ’ Чз 5  • ■ • )  »

Qz =  Qi (Чп Чг-> • • • ) » • • ■

( 2 0 )

( 21)

b eze ich n e t. D ie L a s te n  (14) u n d  (20) he ißen  zu e in an d er konjugiert, w enn sow ohl 
die L a s t (14) als au ch  die L a s t (20) g eb u n d en  is t u n d  die B ed ingungen

9Q h =  8Qu ^

9  ik  9  4h
( h =  1 ,2 ,3 ,  . .  . ;  k =  1 ,2 ,3 ,  . . . )  (22)

e rfü llt sind .

Acta Technica Academiae Scientiarum Hunfraricae 59, 1967



170 J . BARTA

B ei der S ta b ilitä tsu n te rsu c h u n g  s in d  h in re ichend  k le ine  A uslenkungen  zu 
b e tra c h te n . W erden d a n n  die F o rm eln  (19) u n d  (21) in  d er lin ea ris ie rten  F o rm

Qi —  A 1 Jt~ A n  qt - f -  A 12 q2 +  . . . ~f“ A ln q n  ,

@ 2  =  A 2 -f- A 21 q1 +  A 22 q2 - f  • • • +  A 2n qn ,
(23)

Qn =  A n +  A ni Ç i  +  A n2 q2 - f -  . .

u n d
Qi =  A 1 f -  А ц  - f -  A 12 q2 - f -  . . .

• A nn q n 

+  Ä ln qn ,

( ? 2  =  Ä 2 +  Ä 2l qL 4- А  2 2  Î 2 +  ■ • • A-2n qn ,
(24)

Qn =  Ä n +  Ä niq x +  A n2q2 +  • ■ • +  Ä nn qn

an g esch rieb en , w orin A v  A 1V A 12, . .  .  ,  Ann, A v  A lv  A l2, .  .  .  ,  A nn 
t e n  s in d , so nehm en die B ed in g u n g en  (22) die G esta lt

K o n s tan -

j 4 / j k  —  A k h  •> { h  —  1 , 2 ,  h  —=  1 ,2 ,  , n ) (25)

a n . I n  diesen B ed ingungen  spielen die G lieder A v  A 2, . .  .  ,  A n, A v  A 2, . . . , 

A n ke in e  Rolle.
D ie L asten  (14) u n d  (20) he iß en  zu e in an d er affin,  w en n  sow ohl die L ast 

(14) als auch die L a s t (20) gebunden  is t u n d  die B ed ingungen

8Qh =  8^  ,  (h =  1, 2, 3, . . .  ;

Q4 k  Q 4 k

k =  1 , 2 , 3 , . . . ) (26)

e rfü ll t  sind. W enn die lin ea ris ie rten  F o rm en  (23) u n d  (24) b e n ü tz t w erden , 
so n eh m en  die B ed in g u n g en  (26) die F o rm

Ahk — Ähk , (h =  1? 2, . . . , n ; к =  1, 2, . . .  , re) (27)

a n . A uch  in  diesen B ed in g u n g en  sp ie len  die G lieder A v  A 2, . . . , A n, A v  A 2, 
. . , A n keine Rolle.

4. Z w ei Sätze

S a t z  I  : » Ist d ie  R u h este llu n g  des e lastischen  G ebildes u n te r  d er E in 
w irk u n g  einer k o n se rv a tiv e n  oder n ic h tk o n se rv a tiv e n  g eb u n d en en  L a s t s ta b i l /  
in s ta b il , so b le ib t sie au c h  d an n  s ta b il/in s ta b il, w enn die L a s t du rch  eine zu 
ih r  k o n ju g ie rte  L a s t e rse tz t  wird.«
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S a t z  I  I  : » Ist die R u h e s te llu n g  des e la stisch en  G ebildes u n te r  der 
E in w irk u n g  einer k o n se rv a tiv e n  o d er n ic h tk o n se rv a tiv e n  geb u n d en en  L ast 
s tab il/in s tab il, so b le ib t sie au ch  d a n n  s tab il/in s tab il, w enn  d ie  L a s t du rch  eine 
zu ih r  affine L ast e rse tz t w ird.«

5. Bew eis der zwei Sätze

In  dieser A b h an d lu n g  w ird  es im m er angenom m en , d aß  die fo lgende 
F in itis ie ru n g  e rla u b t is t :  A n s ta t t  des gegebenen e la s tisch en  G ebildes w ird  
ein elastisches G ebilde b e tra c h te t ,  das aus s ta rre n  T eilen  b e s te h t , w elche e la 
s tisch  oder unbew eglich  oder re ib u n g slo s  bew eglich a n e in a n d e r  oder an  den 
fe s ten  U n te rg ru n d  g ek n ü p ft s in d , so d aß  sie eine s ta tis c h  b e s tim m te  oder s ta 
tis c h  u n b estim m te  S tru k tu r  b ild e n , u n d  alle ih re  m öglichen  L agen  d. h . V er
rü ck u n g en  (V erschiebungen u n d  D rehungen) d u rch  die A n g ab e  von  n vo n e in 
a n d e r  u n ab h än g ig en  sk a la ren  K o o rd in a te n  (sog. g en e ra lis ie rten  K o o rd in a 
ten )

q i , q i , - - , q n  (28)
festg e leg t sind  [6].

D ie E rö rte ru n g e n  d ieser A b h a n d lu n g  beziehen sich  also  in  e rs te r R eihe 
a u f  e in  elastisches G ebilde m it end lichem  F re ih e itsg rad  n. A u f ein elastisches 
K o n tin u u m  beziehen sie sich in so fe rn , als dies als G renzfa ll fü r  n  —► oo b e tra c h 
t e t  w erden  darf. Ob eine solche B e tra c h tu n g  e rla u b t is t ,  soll v o n  F a ll zu  F a ll 
nachgew iesen  w erden , d enn  es w ird  n ic h t b e h a u p te t, d aß  m a n  die Sätze der 
M echan ik , die fü r  G ebilde m it end lichem  F re ih e itsg rad  g e lten , ohne w eiteres 
a u f  K o n tin u a  ü b e rtra g e n  darf.

B eim  Beweis sch re ib t m an  also (28) s ta t t  (18) u n d  n im m t an , daß  die 
K o n v erg en z  fü r n  — oo b e s te h t.

J e tz t  soll der B ew eis des S a tzes  I  d u rch g efü h rt w erd en . Z u erst sei der 
F a ll b e tra c h te t ,  wo die R u h e s te llu n g  des e lastischen  G ebildes u n te r  der E in 
w irk u n g  der L ast (14) b e s te h t. D ie  h in re ich en d  kleine S tö ru n g  ru f t  einen B e 
w egungsvorgang  h e rv o r. D a das e lastisch e  Gebilde u n d  seine L a s t ein holono- 
m es S y stem  m it end lich  v ie len  F re ih e itsg rad en  b ild en , g e lten  fü r  den B ew e
gungsvorgang  die L ag ran g esch en  G leichungen

3 T
df 1 3 qh

8 T  8 U
—  +  - - - - - Q h =  0 ,  (ä = 1 , 2 ,  . . .  , n ) ,
Qq>, э?л

(29)

w obei T  die k ine tische  E nerg ie , U  d ie in  den e lastisch en  V erb in d u n g en  aufge
sp e ich erte  p o ten tie lle  E nerg ie  is t  [6]. F e rn e r gelten  die G le ichungen

V  2  ^ m hk <b, k k » и
* /i=i k= 1

(ah +  4h) (ak +  4k) •> (30)
I  Л = 1 k= 1
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w o b ei nihk und  B kk K o n s ta n te n  s in d  u n d  den G le ichungen

™hk =  m kh , B hk =  B kh (31)

gen ü g en  [7]. Die K o n s ta n te n  av  a2, . . .  , an in  (30) e rk lä re n  sich dadurch , 
d a ß  U  fü r q1 =  0, q2 =  0, . . . , qn =  0 einen  v o n  N u ll v e rsch ied en en  W ert 
a n n eh m en  kan n . W erd en  (30) u n d  (23) in  (29) e in g e fü h rt, so en ts teh en  die 
G leichungen

n n
S  [mhk 4k +  (Bhk — A hk) 5/f] = A  — S  B hk ak , (h =  1, 2, . . .  , n) .
k= 1 /c=l

D ie  rech ten  S eiten  d ieser G leichungen  sind  gleich N u ll, d en n  A v  A 0, . . . , 
A n, av  a2, . . . , an b ez ieh en  sich  a u f  die R u h este llu n g . D ie B ew egungsg le ichun
gen  h ab en  also die F o rm

' S  [m hk 4k +  (Bhk — A hk) qk] — 0 , (h — 1, 2, . . . ,  n). (32)
k = l

D ies is t ein S ystem  v o n  lin ea ren  D iffe ren tia lg le ich u n g en . U n te r  e iner Lösung 
des System s (32) v e r s te h t  m an  eine G ruppe  von  n  F u n k tio n e n  qk(t), q2(t), . . . 
qn(t), die dem  S y stem  (32) genügen . E s g ib t se lb s tv e rs tä n d lic h  m ehrere  L ö
su n g en  des System s (32) u n d  jed e  c h a ra k te ris ie r t e inen  B ew egungsvorgang  
des elastischen  G ebildes. Zufolge d er D efin itio n  der S ta b i l i tä t  d e r R u heste llung  
so ll also das V e rh a lten  der L ösu n g en  des System s (32) u n te rs u c h t w erden. 
D ies geschieht wie fo lg t.

Gem äß der L i te r a tu r  [8] b le ib en  alle L ösungen  d a n n  u n d  n u r  d an n  d a u 
e rn d  k lein , w enn in  je d e r  L ösung  v o n  d er F orm

4 i =  c i e<ui> 42 =  C 2 e<ui> ■ • - , 4n =  Cn emt (33)

d ie  K o n stan te  со gew isse E ig en sch a ften , deren  A u fzäh lu n g  je tz t  überflüssig  
is t ,  b e s itz t. Aus (33) fo lg t

qx =  Cj со2 еы, q2 =  C2 со2 eat, . . . ,  qn =  Сn со2 emt.

W erd en  diese A u sd rücke  u n d  die A u sd rü ck e  (33) in  (32) e in g ese tz t, so en ts teh en  
die G leichungen:

П
' S  (m hk
k = 1

0)2 +  B hk — -Ahk) Ck — 0 , (h =  1, 2 , . . . ,  n) .
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D iese G leichungen sin d  hom ogen lin e a r  in  bezug au f C19 C2, . . . , Cn. D ie n o t 
w endige u n d  h in re ich en d e  B ed in g u n g  d a fü r, daß sie n ic h t  n u r  die tr iv ia le  
L ösung  Cx =  0, C2 =  0, . . . , Cn =  0 b esitzen , is t

mu  со2 +  B n  — A n  . . . m ln со2 +  B w — A ln

mnX aß +  B nl — A nj . . . m nn aß - f  B nn — А
0. (34)

E n tw ic k e lt m an  h ie r die D e te rm in a n te , so sieh t m an, d aß  die G leichung (34) 
eine a lgebraische G leichung is t, die au s  den  gegebenen K o n s ta n te n , aus den  
L a s tw e rte n  u n d  aus den  geraden  P o te n z e n  von  со a u fg e b a u t is t. D ad u rch  is t 
die U n te rsu ch u n g  d er S ta b ili tä t  d e r R u h este llu n g  a u f  d ie  U n te rsu ch u n g  d er 
W urze ln  соv  co2, . . . , co2n d e r a lg eb ra isch en  G leichung (34) zu rü ck g efü h rt.

N un  sei d er F a ll b e tra c h te t ,  wo d ie  R uh este llu n g  des e lastischen  G ebildes 
u n te r  der E in w irk u n g  d er k o n ju g ie rte n  L a s t (20) b e s te h t. D ieser F a ll lä ß t  sich  
ebenso wie der vorige F a ll b eh an d e ln  u n d  fü h r t  zur a lg eb ra isch en  G leichung

mu  aß - f  B n  — A u  . . . m ln aß +  B ln — A ln

mnl aß +  B n2 — w nn aß - f  B nn — Ä nn
=  0. (35)

V e rta u sc h t m an  h ie r die K olonnen  m it den  Zeilen u n d  b e a c h te t  m an  die G lei
chu n g en  (31), so s ieh t m an , daß  die a lg eb ra isch e  G leichung (35) m it der a lg e
b ra isch en  G leichung (34) id en tisch  is t .  (35) lie fe rt also d ieselben  W urzeln  cov  
co2, . . . , co2n wie (34). D am it is t d e r S a tz  I  bew iesen.

Die R ich tig k e it des Satzes I I  g eh t schon  aus dem  B ew eis des S atzes I  
h e rv o r, deshalb  is t ein e x tra  Beweis fü r  ih n  überflüssig .

6. D ie B erechnung  d er genera lisierten  K rä f te

D ie g enera lisierten  K rä f te  Qv  Q2, . . . , Qn sind d a d u rc h  gekennze ichne t, 
d aß  die G esam ta rb e it von  K ,. K 2, . . . , K r, M 15 M2, . . . , Mr sich fü r  jed e  v i r 
tu e lle  V errückung  d u rch  die F orm el

ÔW — dqi +  (L <Ц 2 +  . . .  +  Qn öqn (36)

ansch re ib en  lä ß t . Zw ischen den  V errü ck u n g sk o m p o n en ten  u n d  g enera lisie rten  
K o o rd in a ten  b e s te h t eine B eziehung

$t =  & (?i’ Ï25 ■ - -. qn), Vi =  m (qn q^  ■ ■ ■ ■> Чп), • • •, vi =  Vi (Чп ч» ■ ■ ■ ■> Чп),
(i =  1, 2, . .  . ,  г).
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S o m it können  die g en e ra lis ie rten  K rä f te  Qls Q2, . . . , Qn gem äß  den F o rm eln

Qh =  2  \x t
i= 1

9f,-

Q4h

э  Vi

9?л
+  • • • +  M zi

dyj_

э9л .
( h =  1 ,2 ..........n) (37)

b e re c h n e t w erden , [6]. A us (36) erh e llt d ie R egel: Qh is t  eine K ra f t  in  der R ic h 
tu n g  der V ersch iebung , falls qh eine V ersch iebung  is t, u n d  ein M om ent in  d er 
R ic h tu n g  der D re h u n g , falls qh eine D reh u n g  is t.

7. E in Beispiel für die Anwendung des Satzes I

Die W ahl d e r g en era lis ie rten  K o o rd in a te n  is t ziem lich  w illkürlich . D em 
en tsp rech en d  lie fe rt die F orm el (37) versch iedene gen era lis ie rte  K rä fte . Zu 
einer L as t gehören  also  mehrere k o n ju g ie rte  L asten . D iese T a tsach e  w ird  a n 
h a n d  des folgenden B eispieles i l lu s tr ie r t:

D as ebene e la s tisch e  Gebilde (B ild  6a) b e s te h t aus zw ei gleichen hom oge
n en  s ta rre n  S täb en  u n d  zwei gleichen e lastischen  G elenken . Das eine G elenk

B ild  6. R uhestellung und Auslenkung

v e rb in d e t die zwei S tä b e , das an d ere  G elenk  k n ü p ft den  u n te re n  S tab  an  den  
fe s te n  U n te rg ru n d . J e d e r  S tab  h a t  die M asse m. Jed es  G elenk  ist du rch  die 
F e d e rk o n s ta n te  Г  c h a ra k te ris ie r t. D ie L a s t b e s te h t aus e in er einzigen äu ß eren  
K ra f t  P, die am fre ien  E nde  des oberen  S tabes s te ts  in  d er R ich tu n g  des 
o b eren  S tabes a n g re if t. M an soll die K n ic k la s t P /( b e rech n en .

In  dieser A u fg ab e  is t die L as t nichtkonservativ. D ie V errü ck u n g sk o m p o 
n e n te n  des A n g riffsp u n k tes  von  P  sind  f ,  rj, y,  (B ild  6b). D ie L astk o m p o n en ten  
s in d  X  =  — P y  -j- . . . , Y  =  P  , M z =  0. D ie P u n k te  b ed eu ten
G lieder von h ö h eren  P o ten zen .

E ine W ahl d e r  genera lis ie rten  K o o rd in a te n  ist im  B ild  7 gezeigt. qt is t  
eine V ersch iebung, q2 eine D rehung . E in e  einfache geom etrische  Ü berlegung 
fü h r t  zu r B eziehung :

2 I
£ =  ?i +  %+• • • > v =  - j j -  +  2 q l +  ■■•,/ =  <h-
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N ach  (37) ergeben sich die g en e ra lis ie rten  K rä fte :

X  0 f +  У  ^ — Pq>' 1 +  P-  4 1- ,CDCD l

X  81 + r =  — Pq 2 -1+  lq.2
9 q2 3 q2

T - I

/

L
w
r*9 1 /

I
_L_ X

7 /7 /.
Bild  7. Eine W ahl der generalisierten K oordinaten  

o der, w as dasselbe is t,
PQi=  j  4i P4 2  »

(?2= ° - ? l  +  ° ‘ 92-

D a ra u s  fo lg t a u f  G rund  der F o rm e ln  (23), (24), (25) d u rch  »Spiegelung«

PQi = —  4i +  0  • ? 2 .  

Q2  =  —  P  4l +  0 • 92 »

d. h . Q j =  (P/l) qx u n d  Ç2 =  — Pqv  D iese L a s t is t in  das B ild  8 e ingezeichnet 
u n d  is t  eine zu r gegebenen L ast (B ild  6) k o n ju g ie rte  L a s t. I h r  W ert is t, wie

B ild  8. Eine konjugierte Last B ild  9. Eine andere W ahl der generalisierten  
K oordinaten

das B ild  8 v e ran sch au lich t, in der R u h e s te llu n g  gleich N ull. In fo lge des Satzes 
I  k a n n  m an  aussagen : Die R u h e s te llu n g  n a c h  B ild  6 is t d an n  u n d  n u r  d an n  
s ta b il, w enn  die R u heste llung  n ach  B ild  8 s ta b il is t.

E in e  ähn liche A ussage k an n  m a n  au ch  im  F alle  der in  das B ild  10 e in 
geze ich n eten  L a s t m achen . Zu d ieser k o n ju g ie rte n  L a s t g e lang t m an  d u rch  
die W ah l der genera lisierten  K o o rd in a te n , die in  das B ild  9 e ingezeichnet
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s in d . A uch w eitere  k o n ju g ie r te  L asten  lassen  sich  in  d ieser W eise h e rste ilen . 
Z u r E n tsch e id u n g  d e r  S ta b ilitä ts fra g e  k a n n  m a n  — verm öge des Satzes I  — 
sow ohl die gegebene als a u c h  die k o n ju g ie rte n  L a s te n  b en ü tz e n . Sei n u n  die 
in  das B ild  8 e in g eze ich n e te  L ast b e n ü tz t (das K rä fte sp ie l is t  im  B ild  11 v e r 
an sch au lich t). So la u te n  die B ew egungsgleichungen  fü r  den  oberen  S tab

m <h <h =  H ,  o =  v.
<h
l

fü r  den  u n te ren  S ta b :

ml2

Г
.A  = _ iH- r fl + . . _ l , 1 + r(,s-JLL)

B ild  10. Eine andere konjugierte Last

B ild  11. K räftespiel während der Auslenkung

A us diesen G le ichungen  e lim in ie rt m an  H  u n d  V. So e rh ä lt m an  die G le ichun
gen

mlqv -j—— mPq2

I 1
—  mlq2 -\------mPq2 =
3 2

- 2 P +  2 Г
l

qi — 2 r q 2 ,

P -  2 г
4i +  I \ i ,

w oraus u n te r  V e rw en d u n g  des A nsatzes qx =  C1em , q2 =  С2еш die G leichungen

mlw2 C, -)------ml2 a>2 C„ =
3

—  ml со2 C, -f- —  ml2 со2 C., = 
3 2

- 2 P + 2

Г
P  — 2 —  

l

Г
l

Cx — 2 ГС2,

C, + rc2
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fo lgen . Diese sind hom ogen  linear in  b ezu g  a u f  Cx und  C.,. D ie no tw end ige  u n d  
h in re ich en d e  B ed ingung  dafü r, daß  sie n ic h t n u r die L ö su n g  Cx =  C.> =  0 
b e s itz e n , is t

mim2 +  2P  — 2 — -

4 Г
mim2 — P  +  2 —  

3 l

m 2 m2 +  2 Г  
3

=  °,
1 ml2 m2 — Г
2

das h e iß t

(mim2)2 -f- 30 p  108
7 7

Г
I

mim2 -)- 36 Г 2 
7 l2

=  0. (38)

D ies is t  eine a lgeb ra ische  G leichung v ie r te n  G rades in  m (zw eiten  G rades 
in  m2). Die R u h este llu n g  is t zufolge ih re r  D efin ition  d a n n  u n d  n u r  d a n n  
s ta b il , w enn qx =  Cxem u n d  q2 =  C2e° h in re ich en d  klein  b le ib en , falls t u n b e 
s c h rä n k t w ächst, also w enn  keine v o n  d en  W urzeln  mv  co2, m3, m4 der G leichung 
(38) e inen  positiv en  ree llen  Teil b e s itz t. D iese F o rd eru n g  w ird  e rfü llt sein , wie 
es d u rc h  eine einfache Ü berlegung fo lg t (siehe z. B. [9]), w enn

30 108 Г
7 ' 7 l

> 0 , 30 108 Г  2 36 Г ,P  H---------------— 4 --------------
7 7 1 7 l2

> 0

is t, w oraus — oo <7 P  2,54 ГЦ  sich  e rg ib t. Diese U ng le ichung  d rü c k t die 
B ed in g u n g  fü r die S ta b ili tä t  der R u h e s te llu n g  aus. D ah er is t

P k =  2 ,54
Г
l

(39)

8. W eite re  Sätze

A us den E rö r te ru n g e n  der A b sc h n itte  3, 4 u n d  5 fo lgen , wie m an  le ich t 
e in sehen  k an n , die fo lgenden  Sätze.

S a t z  I  I  I  : »Sind die L asten  L x u n d  L x zueinander k o n ju g ie r t, u n d  sind  
d ie  L as ten  L2 u n d  L 2 zu e in an d er k o n ju g ie r t , u n d  sind pxu n d  g2 k o n s ta n te  reelle  
Z ah len , so sind  au ch  die L asten  дхЬ х -(- q2L 2 u n d  q1L 1 -|- Q2L 2 zu e in an d er k o n 
ju g ie r t ;  das -f- Z eichen  b e d e u te t h ie r e ine S uperposition  im  Sinne der K r a f t 
lehre.«

S a t z  I У  : »E ine k o n se rv a tiv e  L a s t is t zu sich  se lb s t kon ju g ie rt.«
S a t z  У : »B estehen  die L a s te n  L  u n d  L  aus K rä f te n , u n d  u n te rsc h e i

den  sie sich v o n e in an d er n u r  darin , d a ß  L  k ö rperfest und L  ra u m fe s t is t, so sind  
die L as ten  L  u n d  L  zu e in an d er k o n ju g ie rt.«
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Aus den S ä tzen  I  bis Y k a n n  m a n  v ersch iedene Schlüsse ziehen, z. B . 
a u f  G rund  des S atzes I I I  u n d  Y lä ß t  sich  der Satz  I  a u f  den  Fall au sd eh n en , 
wo die L ast g em isch t aus rau m festen  u n d  k ö rp e rfesten  K rä f te n  b e s te h t.

9. E in  A nw endungsbeispiel

D as B ild  12 ze ig t eine k o n s ta n te  K ra f t  P. D iese L a s t is t konservativ. 
G em äß dem  S a tz  IV  is t sie zu sich se lb s t k o n ju g ie rt.

E in  äh n lich e r F a ll is t im  B ild  13 v e ra n sc h a u lich t, wo die k o n s ta n te  
K ra f t  m it R  b eze ich n e t is t. E ine  v o n  den  zur L ast R  k o n ju g ie rte n  L a s te n  sei

Bild  12. Eine L ast, welche  
aus einer konstanten K raft 

P  besteht

Bild 13. E ine L ast, welche aus 
einer konstanten K raft R  besteht 
und eine gedachte Verformung der 

Stabachse

B ild  14. Die gedachte V er
form ung der Stabachse  
wird durch die D rehung  

q(x) charakterisiert

w ie fo lg t h e rg es te llt. q(x) is t die D reh u n g  (B ild 14). U m  die Form el (37) v e r 
w enden  zu k ö n n en , te i l t  m an  die S treck e  l in n g leiche T eilstrecken  AI =  l/n 
ein  u n d  o rd n e t d iesen  T eilstrecken  die D reh u n g en  qv  q2, , qn als g en e ra li
s ie rten  K o o rd in a te n  zu. Die F u n k tio n  q{x) w ird  v o rü b e rg eh en d  d u rch  d iese 
qv  q2, . . . , qn e rs e tz t . Som it is t

n

h= 1
D ie F orm el (37) lie fe rt

Qh =  Y ^  =  RAlqh , (ft =  1, 2, . . . ,  re),

w obei Qh ein M o m en t b e d e u te t, da  qh e ine D reh u n g  is t. N ach  (23), (24), (25) 
e rh ä lt m an

d. h.
Qn =  Alqh , (ft =  1 ,2 , . . re)

Qn
Al =  Rqn , (ft =  1 , 2 ,  ■■ - , re) ( 40)
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U m  w ieder zu q(x) zu rü ck zu k eh ren , m a c h t m an  n —► oo, D a n n  la u te t  (40)

m =  R q , 4
dv
dx

wo m  die In te n s i tä t  eines v e r te il te n  M om entes b ed eu te t. D iese L a s t is t in  das 
B ild  15 eingezeichnet (in d er R u h e s te llu n g  h a t  sie den W e rt N ull). D iese L a s t 
u n d  die in  das B ild 13 e in gezeichnete  L a s t s in d  zueinander k o n ju g ie rt.

J e tz t  sei d er Satz I I I  v e rw en d e t. D ab e i seien q1 = 1 ,  q2 — — 1, L x die 
L a s t n a c h  B ild  12, L2 die L a s t  n a c h  B ild  13, L 1 die L as t n a c h  B ild  12, L 2 d ie

Bild  15. Die zur L ast R  
konjugierte L ast

B ild  16. Der K nickfall, au f Bild 17. D as elastische Gebilde 
den die Eulersche F orm el und seine L ast. Für die gerade 

angew endet w ird Ruhestellung dieses System s is t
die S tab ilitätsbedingung zu er

m itteln

L a s t n a c h  B ild  15. So fü h r t  d e r S atz  I  zu r F es ts te llu n g : D ie R u h es te llu n g  n a c h  
B ild  17 is t d a n n  und  n u r  d a n n  s ta b il, w en n  die R u h este llu n g  n ach  B ild  16 
s ta b il is t  (E u le rsch er F a ll) , w enn  also

( 4 1 )
P

is t, w obei a  die B iegeste ifigkeit b e d e u te t. M it anderen  W o rte n : D ie R u h e s te l
lu n g  n a c h  B ild  17 ist d an n  u n d  n u r  d a n n  s ta b il , w enn die K o n s ta n te n  P  u n d  
R  d e r U ng le ichung  (41) g en ü g en . D ieses E rg eb n is  w urde a u f  einem  a n d e ren  
W eg schon  v o n  Cs o n k a , P . h e rg e le ite t [10].

N ebenbe i sei b e m e rk t, d aß  das v e r te il te  M om ent, das m it seiner I n 
te n s i tä t  m =  Rq  c h a ra k te ris ie r t w urde  (B ezeichnungen  n a c h  B ildern  14 u n d  
17), n ic h ts  anderes als eine v e r te ilte  K ra f t  is t ,  die seitlich  a u f  den  S tab  w irk t 
u n d  m it ih re r  In te n s i tä t  к =  dm/dx,  d. h . к  =  RG  c h a ra k te ris ie r t is t, w obei G 
die K rü m m u n g  des S tabes is t.
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10. Ein weiteres Anwendungsbeispiel

In  dem  im  B ild  18 v e ran sch au lich ten  F a ll is t die L a s t durch  die K o n 
s ta n te n  P  und  R  c h a ra k te r is ie r t . B ei w elchen  W e rte n  d e r K o n stan ten  P  und  
R  is t  die im  B ild  18 v e ran sch au lich te  R u h este llu n g  s ta b il?

In  dieser A u fg ab e  is t die L ast nichtkonservativ. U m  die A ufgabe zu  lösen , 
bew eise m an vor a llem , daß  die in  das B ild 18 eingezeichnete  L ast u n d  die in  
d as  B ild  19 e igeze ichne te  L ast zu e in an d er affin  sind . Z u  diesem  Zweck b e n ü tz e  
m a n  die gen era lis ie rten  K o o rd in a ten  qv  q2, . . .  , qn, d ie (ebenso wie im  n e u n te n  
A b sc h n itt)  die F u n k tio n  q(x) =  dv/dx v o rü b e rg eh en d  erse tzen  sollen. D ie F o r 
m el (37) liefert d a n n  sow ohl fü r die im  B ild  18 d a rg e s te llte  L ast als au ch  fü r  
d ie  im  Bild 19 d a rg e s te llte  L ast die g en era lis ie rten  K rä f te :

Qi = ( P — R )A lq i — PAl q n ,

Q i  =  (P — R )  Alq2 — PAl qn ,

Qn-i = { P  — R) Alqn_ x — PAl qn ,

Qn = —R A l q n .

B ild  19. Die zur gegebenen Last affine L ast
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Som it fü h r t  der S atz  I I  zu r F e s ts te llu n g : D ie im  B ild  18 v e ra n sc h a u lich te  
R u h este llu n g  ist d an n  u n d  n u r  d a n n  s ta b il, w enn  die im  B ild  19 v e ra n sc h a u 
lich te  R u h este llu n g  s ta b il ist.

N un  is t die S ta b ili tä t  d er im  B ild  19 v e ra n sc h a u lich te n  R u h e s te llu n g  
schon von  P e t t e r s s o n , O. b e h a n d e lt w o rd en  111]. D em nach  ist die R u h e s te l
lu n g  d a n n  u n d  n u r  d an n  s ta b il, w enn die B ed ingung

P ~ R < f  (42)

e rfü llt is t. « is t die B iegeste ifigke it. D er W ert c is t dem  B ild  20 zu e n tn e h 
m en. D ie im  B ild  18 d a rg es te llte  R u h este llu n g  is t also d an n  u n d  n u r  d an n

Bild 20. D iagram m  für den W ert c

s tab il, w enn die K o n s ta n te n  P  u n d  R  d e r U ng le ichung  (42) genügen , w obei 
der W e rt c dem  B ild  20 zu e n tn e h m e n  is t.

A us den B ildern  18 und  20 is t es e rs ich tlich , d aß  z. B . zu P / ( P —R)  =  0 d er 
W ert c =  Tt2/4 (der E u lersche F a ll) , zu P / ( P —R)  =  1 der W ert c =  20,05 
(der B ecksche F all) gehört.

11. Rückblick au f die Erörterungen des ersten und zweiten Abschnittes

D ie in  das B ild  1 eingezeichncte  L ast is t rau m fes t. D ie in  das B ild  2 
e ingezeichnete  L a s t is t k ö rp e rfe s t. D iese L a s te n  sind  infolge des Satzes У  zu 
e in an d er k o n ju g ie rt. M ith in  fo lg t das E rg eb n is , das im  e rs ten  A b sc h n itt h e r 
g e le ite t w urde , u n m itte lb a r  aus dem  S a tz  I.

E in e  ähn liche B em erk u n g  b e tr if f t  au ch  das E rgebn is des zw eiten  A b 
sch n itte s .
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12. S chlußw ort

D ie in  d ieser A b h an d lu n g  fo rm u lie rte n  S ä tze  I  bis V beziehen  sich  au f 
e la s tisch e  G ebilde v o n  belieb iger F o rm . D ie a u sg e a rb e ite te n  B eispiele b ez ie 
h e n  sich  n u r  a u f  g e rad e  S täbe . D er V erfasser b e a b s ic h tig t, in  e iner k ü n ftig en  
A rb e it  B eispiele a u c h  aus dem  G ebiete  a n d e re r  e la s tisch e r G ebilde zu b rin g en .
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T heorem s C oncerning th e  S tab ility  o f  E qu ilib riu m  o f  an E lastic  B ody. The proof o f  
the theorem s is based on the properties o f buckling determ inant, while several new  notions 
(load bound to a poin t, load bound to space, load bound to body, conjugate load, affine load) 
are introduced. E laborated exam ples show th a t from  the solution of a stab ility  problem , by  
m eans o f the theorem s, the solution of further sta b ility  problem s could follow .

T h éorèm es co n cern an t la stab ilité  de l ’équilibre d’un  corps é la s tiq u e . La dé
m onstration  des théorèm es est basée sur les propriétés du déterm inant de flam bage. 
Q uelques notions nouvelles (charges liées à un poin t, à l ’espace, à un corps, charge conjuguée  
et charge affine) sont introduites par l ’auteur. P lusieurs exem ples élaborés servent à dém ontrer, 
com m ent la solution d’un problème de stab ilité  perm et de résoudre d’autres problèm es de 
stab ilité  en utilisant les théorèm es.

Теоремы стабильности состояния покоя упругих форм. В работе, используя свой
ства определителя прогиба, доказываются теоремы. В процессе разбора в качестве нового 
понятия вводится понятие конъюгированной аффинной нагрузки, привязанной к точке, 
пространству и телу. Разработка нескольких примеров служит для демонстрации того, 
каким образом можно по результатам решенных задач стабильности, применяя теоремы, 
сделать выводы относительно результатов дальнейших задач стабильности.
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DIE SCHUBSICHERUNG DES STAHUBETONTRÄGERS 
AUF GRUND DER BRUCHTHEORIE

L. PALOTÁS
DR. DER TECHN. WISSENSCHAFTEN 

TECHNISCHE UNIVERSITÄT, BUDAPEST

[Eingegangen am 29. D ezem ber 1966],

D as vorgeschlagene Verfahren bildet eine w irtschaftlich  und durch Versuche anscheinend  
begründete Ergänzung der klassischen M ethode. D em nach kann für die Schubsicherung der 
Stahlbetonträger die vorläufige Anwendung des k lassischen Verfahrens vorgeschlagen werden, 
doch m it dem  V orbehalt, daß die W irksam keit der B ügelung und die der Schrägeinlagen gleich  
angenom m en und die gedrückten bzw. rißfreien B etonzonen in der Schubsicherung als m it
wirkend in B etracht gezogen werden müssen. Es is t  zu betonen, daß die richtige, konstruktive  
Ausbildung der B ew ehrung aus dem G esichtspunkt der Schubsicherheit von  grundlegender 
B edeutung ist.

1. E in le itung

D er d u rch  M ö r s c h  aufgeste llte  G ru n d g ed an k e : die L ösung  der S chub 
S icherheit m it H ilfe  d er b erech n e ten  S ch u b sp an n u n g

erfu h r in  den le tz te n  J a h re n  viel K ritik . ( In  d er F o rm el is t T  die S c h u b k ra ft, 
b die aussch lag g eb en d e  B re ite  des Q u e rsch n itte s , z der H ebelarm .)

A llgem einer M einung nach  m üssen  zw ei F rag en  d er S ch u b sich erh e it 
des S ta h lb e to n b a lk e n s  g ep rü ft, en tsp rech en d  b e a n tw o r te t  u n d  gelöst w erd en . 
D iese F rag en  s in d  die fo lgenden:

1. die E ig n u n g  des B etons des S tah lb e to n b a lk e n s .
2. die E rm itte lu n g  der geeigneten  S ch u bbew ehrung .

Z ur L ösung  der e rs te n  F rage  sind d u rch  einige B estim m u n g en  die u n te re  
G renze der S c h u b sp an n u n g  bzw. der sch räg en  Z u g sp an n u n g  (au) u n d  eine 
obere G renze d e r sch räg en  Z ugspannung  (cr0) v o rg esch rieben . D ie zw ischen 
den e rw äh n ten  zw ei S pannungsgrenzen  n ö tig e  Schubbewehrung w ird  im  a llge
m einen  en tw ed er a u f  G rund  der S ch u b sp an n u n g en  oder der S ch u b k rä fte  
d e fin ie rt. A ber fü r  die A usb ildung  der e rfo rd e rlich en  S chubbew ehrung , fü r  
die A usw ahl d er w irk sam eren  von den in  F rag e  k o m m en d en  B ew eh ru n g sa rten  
u n d  h in s ich tlich  d e r  F rag e , w elcher Teil d e r S ch u b sp an n u n g en  bzw . S c h u b 
k rä f te  als au ssch lag g eb en d  b e tra c h te t  w erd en  soll usw ., geben die F o rsch er 
verschiedene V orsch läge  u n d  die einzelnen N orm en  versch iedene A n o rd n u n g en .
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D er V erfasser v e rsu c h t v o r a llem , die e rw äh n ten  P rob lem e d u rch  die 
W e rtu n g  der v o n  ih m  b ek a n n te n  (eigenen  u n d  frem den) E x p e rim e n te  zu 
b e le u c h te n  u n d  m it der W ertu n g  p a ra lle l au ch  eine k ritisch e  A n sch au u n g  u n d  
fü r  die in  B e tra c h t kom m ende M ethode e inen  V orschlag  zu geben. D an n  b e fa ß t 
er s ich  besonders m it den  F rag en , die w ä h re n d  der W ertu n g  der E x p e rim e n te  
au fgew orfen  w u rd en  (die Rolle d er B e to n d ru ck zo n e , die S ch u b au fn ah m e
fä h ig k e it der H a u p tb e lä g e , der E in flu ß  d e r Ä n d eru n g  des Zug- u n d  D ru c k k rä f te 
h eb e la rm es), z u le tz t te i l t  er eine v o n  ih m  vorgeschlagene S c h u b b e rech n u n g s
m e th o d e  m it. S einer M einung n a c h  k a n n  eine v erläß liche  L ösung  n u r  d u rch  
die S yn these  des k lassischen  V erfah rens u n d  d er B ru ch th eo rie , d. h. d u rch  einen 
zw ischen  diesen le tz te re n  ab zu sch ließ en d en  rich tig en  K o m p ro m iß  gegeben 
w erd en .

2. D ie A usw ertung  d er V ersuchsergebnisse

B evor m an  sich  in  die E in ze lh e iten  v e r tie f t , sollen einige, im  fo lgenden  
b e n ü tz te  w ich tigere  B egriffe u n d  B ez ieh u n g en  um  einer le ich te ren  O rien tie ru n g  
w illen  g ek lä rt w erd en  (B ild 1).

a) Versuchsergebnisse und ihre Auswertung

Die Z erstö ru n g  des n u r m it H a u p tb e w e h ru n g  verseh en en  S ta h lb e to n 
trä g e rs  u n d  au ch  des m it S ch u b b ew eh ru n g  versehenen  S tah lb e to n b a lk en s  
k a n n , von  den  D im ensionen  des Q u e rsch n itte s  u n d  von  d er S tah lb ew eh ru n g  
ab h än g ig , du rch  d re i G ründe h e rv o rg e ru fen  w erden: d u rch  Biegebruch, Schub
bruch u n d  Scherbruch. D ie v ersch ied en en  T y p en  und  d e ren  V a r ia n te n  s ind  im  
B ild  2 v e ran sch au lich t.
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i ___1 + i  + 1 ♦ t t

r - | П \ \  - - >
. . . i .------- * - 1 1 ' --------'  '  A  J

a) Schubbiegebruch

b) Schubdruckbruch

B ild .  2

a) t
ZU 4 ,6 2  

-Z f  - Tb

m
4

b)
h -  z r A Tb

360  W=35$
6Z = 20,3 
¥=(2,6(0,62) 
pt=2fl30/o

и  I I I IJ lI  I i j  I I I I I I I ' Г П

t

—  Z . n \

Cj i  l

r/^  I к \Пж > /mu \( i’ iii r j -

1
0.272

000 ?=  № (0,73)
--------jU =2,05°/o

,A Tb
C D  CZ=» (ZZ)__ C D  C D  j

T W  = 236j  dz (8,0 
Ш  Г = 2 Ц З ( Ш  

------JU. =3,75%

\3 = Щ 0 г =23,О 
Г =  (3,7(0,60)

J1 = (.93 %
| - ----- zu -----1

B i ld  3
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V om  G e s ic h tsp u n k t der B erechnung  aus u n d  aus b ru ch th eo re tisch em  
S ta n d p u n k t is t die w ic h tig s te  F rage die Entwicklung und die Stelle der Bruch
schubrisse.

U m  die E n tw ic k lu n g  u n d  die S telle  d e r B ruch sch u b  risse  schä tzen  zu 
k ö n n e n , h a t  der V erfasse r einige ausg ew äh lte  V ersuchsergebn isse  im  B ild  3 
d a rg e s te llt. W ie aus d iesem  ersich tlich , is t d er u n te re  A usgangste il des 
B ru c h q u e rsc h n itte s  — abgesehen  von  d e r a n n äh e rn d  h o rizo n ta len  S trecke, 
die m öglicherw eise in fo lge  des G leitens d er L ängsb ew eh ru n g  e n ts te h t — eine 
s te ile  S trecke von  u n g e fä h r  45° N eigung, d e r obere A b sc h n itt des Schubrisses 
is t a b e r flach  au sg e d e h n t. A m  E nde des o b eren  A b sch n itte s , in  d er v e rd ü n n ten  
D ru ck zo n e  w ird  d er B e to n  du rch  D ru ck  z e rs tö r t. D er a n n ä h e rn d  h o rizo n ta l

v e rlau fen d e  obere R iß  sc h e in t au f eine Spaltkraft ( Ть)  h inzuw eisen , deren  S telle  
in  d en  S c h n ittp u n k t des schrägen  u n d  des a n n ä h e rn d  h o rizo n ta len  oberen R is
ses zu  setzen  ist.

E n tsp r ic h t die H au p tb e w e h ru n g  den  M o m en ten än d eru n g en , z. B. w enn 
diese gegen die S tü tz e n  stufenw eise a b n im m t, so v e rsch ieb t sich  zT gegen die 
S tü tz e n . Im  F alle  e in er g le ichm äßigen  B e la s tu n g  — bei der gegebenen  V ersuchs
a n o rd n u n g  — geht d e r  S ch u b riß  n ich t v o n  d er S tü tze  — d. h . n ic h t von  der 
S te lle  der g röß ten  S p a n n u n g  —, sondern  v o n  d er Zone d e r T rä g e rm itte  aus. 
F ü r  die E n tfe rn u n g  zT h a t  m an u n te r  B erü ck sich tig u n g  d e r zu r V erfügung 
s teh en d en  B ru ch b ild e r ru n d

zr =  l ,5 0 /i -j- s ~  l,3 5 d  -(- s ~  1,6A — 1,7A (2)

g efu n d en  (B ild 4).
D er G rund h ie rfü r  lieg t darin , daß  die S tü tz k rä f te  be i so lcher V ersuchs

a n o rd n u n g  (m it a b g e s tu f te r  L ängsbew ehrung) — wie B a y  b ew eist — in  den 
B a lk en  v e rtik a le  сГу-S p an n u n g en  v e ru rsach en  (B ild  5).

W as die S p a ltk ra f t  Ть an b e lan g t, is t deren  Größe v o n  den  im  S ch n itt 
2 — 3 w irkenden  D ru ck sp an n u n g en  ab h än g ig . D as ist n ach  ein igen  F o rschern
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—  B r e s l e r , P i s t e r , B o r i s c h a n s k i j , G y e n g ő , M e n y h á r d , P a l o t á s  — m it 
d er von  d er D ru ck zo n e  au fzu n eh m en d en  S c h u b k ra ft zu  e rk lä ren . E inige F o r 
scher ( B e r n a e r t , S i e s s , P a l o t á s , J u h á s z ) n eh m en  au ch  an , daß  ein b e d e u 
te n d e r  Teil d er S c h u b k ra f t auch  d u rch  die H au p tb e w e h ru n g e n  als S cherdübe l 
au fgenom m en w ird .

Bei B a lk en  — m it u n d  ohne S chubbew ehrung  — sch e in t es zw eckm äßig , 
den  B ru c h z u s ta n d  m it e inem  gebrochenen  sc h rä g v e rtik a len  S ch n itt zu c h a ra k 
te ris ie ren , dessen  v e r tik a le  S trecke  — als V ere in fachung , u n d  der S ich erh e it

h a lb e r — n u r  die L än g e  4 — 5 b e s itz t, d . h ., daß  v o n  d e r m öglichen w eite ren  
T rag fäh ig k e itszu n ah m e  abgesehen  w ird .

I s t  ab e r d er B a lk en  geh än g t, so lieg t der S ch u b b ru ch riß  offenbar n ä h e r 
zu r S tü tze  — da  die S tü tz k ra f t  p ositive  (Zug-) S p an n u n g en  oy in  denT rägern  
v e ru rsa c h t. W enn  die L a s t g leichm äßig  an  einem  ansch ließ en d en  B alken  ü b e r 
geben w ird , so g e h t d er S chubriß  w ahrschein lich  aus d er u n m itte lb a re n  N äh e  
der S tü tze  aus (B ild  6 ). B ei einem  k o n tin u ie rlich en  T räg e r gehen die R isse, ü b r i 
gens äh n lichen  C h a ra k te rs , d irek t aus den m ittle re n  S tü tz e n  aus.

U m  w eitere  F o lg eru n g en  ziehen zu  kö n n en , so llen einige c h a rak te ris tisch e  
B ilder u n d  V ersüchsergebn isse  aus den  eigenen, n eu lich  d u rch g efü h rten  V e r
suchen  des V erfassers v o rg e fü h rt w erden .
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B ild  7 g ib t die w ich tig sten  A n g ab en  d er V ersuchsserien  I ,  I I ,  I I I  an . 
B ild 8 u n d  T afel I v e ran sch au lich en  einige B ruch b ild er u n d  R e su lta te  

d e r  Serie I . D iese d ien te  als V orversuchsserie .
D as H au p tz ie l d er V ersuchsserie  I I  w a r die U n te rsu ch u n g  d er W irk u n g  

v e rsc h ie d e n er S ch u b b ew eh ru n g sa rten  (sen k rech te  B ügel, B ügel m it einer 
N eig u n g  von  75°, 60°, 45°, 30° u n d  w aag e rech te  S tah le in lagen) u n d  der Schub-

Gruppe !"— 2 ,3 0 /2 __________ _ f
p  { 45(50,55,6/5) Fe JO,

5/6\  P

20/4) ф

0 ’

—-

®
©

pL Serie  
(Anzahl) 

1,37V. (2 )  I. 
1,67 V. (1) /I.

„  . . - - ,  1,37V. (2) /.
_\10Щ (1.70-180-1,90-2,(0)/ 2  310+ 4 / 8  2,00V . (2 )  ///.

ß f
3400 (2+1)1. 
3800 ( - )  II.

25-30  //. Hl j /. /.

/4 ,9  
/  8

///. /. //. 
fff = 2 3 9 0 , 3 (9 0 ,  I 4 3 8 0

£

\/8 ,10  —  3400 ( - )  ///.
i Fs  M s Hi °/°
1 / з ) в = ш  8,5-13,9+22,3 ( 6 )  ИГ. 

Г -9 0 0 /4  124 ( 3 )  /.
i==i ,

9 = 7 5 °

/4 ,

/  4,2

/  4,2 
/  3

/ 4  
Ф4,2

/4 ,2  
/  3

Ф 4,2 
Ф 3  !

/ 8

27-35-47-56(7) //. 

34-45-54-73 (7) //.

45-54-79-88 (7)//. 
J  7,6-15,1-22,7 (5)1/1

78-82-90-94 (4) /. 
45-54-79-88 (в) К

41-56-69-95 (в) И. 
7,6-15,3-22,8 (6) KI.

101 ( 2 )  //. 
8,4-13,9/4)  / / / .

138 ( 3 )  / .
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/ > *u> h>Msn
1 .3 7 % ,2 ,7 2 ,2 ,2 0 , - j —

В
90

S T / l i l t  I á  ■ L ^ i

^ 10,0,9,2(092); 8,3(0,83)

220% 3I80;,2J80J_ -  J *
70 S .

s  14,b & Р Ш ), 10,9(0,76)

S  DB  I
g  2049 J f *

^ \  SDB
568 M

1,37%)2,72j2,20', -

7
t  ! M 0} S  D B

\ЧЧЧиУ>у{Тччч\\.ччч 4

1,37% ,2,72,2.20,

-мшищ>

9 0

Ok

~ 5-

г 11,5, 8,0(0,70), 7,4(ОМ)

2009  Inad

2ST
1,3712, 2,72, 1,62,1,59

5 5 5ш 1т

90

ч
5,1, 3,9(0,76) i  3,5 [0,69)

з а в
В  2О 0Ш

JMW
Л7М

1,37% j  2,72j  1,53; 0,88 \ ыи 5,1 i  7,3(1,11) , 6,5[1,18)

//////■
. *2

1/ ,i -------------==4=
" 'y 4 Л Я 5

B ild  8

b ew eh ru n g ss tä rk e . D ie B ilder 9 —14 s te llen  e tliche  k en n ze ich n en d e  B ru ch b ild e r, 
die B ilder 15 —18 die b e rech n e ten  re la tiv e n  »T«- u n d  »M «-W erte in  der F u n k 
tio n  des S chubdeckungsg rades (^ts) d a r . D ie W erte  /л5ц (in % ) w u rd en  n ach  d e r 
M örschschen  M ethode b e rech n e t. Bei d e r B erechnung  d er W erte  / / ,[M h a t  d er
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Tafel 1

S e rie  I

Gruppe
(Anzahl)

w <rp o'z T И-S" V * " ' T M b Mt
m b

kp/cm • % M b ,

0 ( 4 ) 186 163 13,4 10,9 9,9 — — 0,81 0,86 0,61

0 ’ (3) 182 158 13,2 7,8 7,2 — — 0,59 0,58 0,35

A ’ (3) 136 115 10,3 8,3 7,5 124 175 0,81 0,67 0,58

D ’ (4) 175 152 12,7 12,8 11,5 86 86 1,01 0,98 0,83

G’ (3) 171 149 12,3 11,2 10,0 138 138 0,91 0,77 0,58

A ’G’ (1) 237 206 16,0 11,1 9,8 173 173 0,70* 0,65 —

* Biege-bruch

V erfasser keinen  U n te rsch ied  in  d er S ch u b au fn ah m efäh ig k e it der v e rsch ied e
n e n  S chub b ew eh ru n g sso rten  gem ach t (nach  S tad iu m  I I I  g erechnet). T e ile rg eb 
n isse  sind  in  der T afe l I I  angegeben.

Die P ro b eb a lk en  der Serie I I I  w a ren  auch  m it v e rsch ied en en  S ch u b b e 
w eh ru n g sty p en  v e rse h e n , aber die S ch u b d eck u n g sg rad w erte  w urden  h ie r v e r . 
h ä ltn ism ä ß ig  zu  k le in  gew ählt (fis~ =  7,6 -y 22 ,8% , im  D u rc h sc h n itt 14 ,8% )

" j

оC
iil

Msl% Ms///. °/o Л7-u h Й - Zr Ar  h % t y t z

55,5 7 6 ,3  0 ,6 8  0 ,6 7  1 2 ,5 0  1,67 \ 1 ,2 5  ' 1,14
- 7 5 ----- - } -  -------8 0 -------------- - f  ~ 7 5 ------— -

3,5 Mp

-3 0 -
%

35,
i S D. в

-230—-170-
. . = № 3 1

3 0 — ] \10\

4
40,3 57,0 109 0,71 2,50

■ —75' - t-  -----------вО-----
b,35 Mp

-JO^r
1,0/'

W  3,3335
22

-230<
170-

33 26
m

176 I W  1,27
-4 - ---------------7 5  ------------- 1

^ l e35 в
-30

35,5 47,4 0,68 0,80 \ 2,50
.------- :---- 75 -------- -4--------------80-

100 ' 1,22 112
-4- ■ — 75—----

I IO

f  111 y d ' t f f r  уГ Ш
г~-30—4* - —2 = = = -г  1 7 0 - ^ 7

s D

—  2 3 8
-3 0 -

26,8 68,0 0,62 1,00
' -7 5 ------------ -------------------- 9 0

2,50 1,16 ; 1,02
— 7 5 ---------- -

y \

B ild  9
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P =  75°

9sH% 9s Hi %Mb/mB i m?/mb

II 3  J?V
AT h % TN/S"/ UZ  ;

\ ! 1
69,0' 78,7 \ 1,02 ' 0 ,6 7  : 2,50

—  75------------ ------------ SO
1,67 \ 1,38 1,26
£-----------75-----------4

' 53,7 62,0 1,10 : о / / °  2,50' 178 1,46 1,32
' — 75---- ---- Ь ---------- -80------' -i---- !------- 75-

44,5 S1,3 0,88 073  3,50 \ 1,84 1,29 : 1,16
—  - ' 7 5 ' - 4 -  —  S O  ' -4------ - -------- 7 5 -

B3
3,35 Ml

'\ Ш т Ш Шi_---------------------- — — /70 —
— 230]

SD

JO ------ 1 : Ю'

3 4 2  394  1,07\ 0,82 ; 250 \ 2 ,06 ; 1,50 1,40■-------/i—--- - во 4--------1----75----- -
Щ 1 Ж Ш1Ж l N4 u

—^ — /Я7--------------- ; — -%7 — ^/0\
- 2 3 0 -

щ

B ild  10

//. 9 = 6 0 *

Ci

9sH°/° 9sШ.% b̂/mbí ^ /̂mb 7tp—Zj f  1 /ffz
1

84,2 87,2 1,06 0,73 ! 2,50 Í 1,97 ! 1,46
7 5 ----------- —J ----------  8 0 ---------- ----------- *------7 5

1,30
—

Г

й/ i
Л \ Ш Ш Г Ш Г Ш 9 / / SBв

JÖTJf- ■170- Ц ^ з о
67»,

C2

m s  t s t ' . g W
3,6

C 23 0  ~ 4

SLB

T Jtß t- -4-^30- 10\
53,3 55,4 1,02 0,75 2,50 1,54 1.17 Í 1,04

- 7 5 --------------- 1----------------8 0 ------------- *-------------- 75 -

43,6 ; 45,3 \ 0,89 i 0,67 \ 2,50 ■ 1,89 \ 1,20 \ 1,09

Ca

h----------------7 5 ------------ -------------- 8 0 -------------- - 4 ---------------- 7 5

pb- w

Ю -

Т 'Ч У К 4?  v / v  L s 4 ~ & / 3 ,K f W   ̂ i Y  [ n '& J  S te fije ?
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II. 'S II 'ts <<
h 0

Msn °/° Msl/if Mb/mbí
3 - ZV

A? h % V 4

85,0 8 5 0  109 1,09 2,50 2,50 1,54 1,37
h-—  ----- 75 —'-------- ' V  80 ---------- --------------- 75 ------- -t

49,0, 49,0\ 0,87 ' 0,73 2 5 0  1,84 1,46 ! 4.07
-75 — . - i _ ---------- 80----------- -4 - ----------75-

38,7 38,7 0,89 0 ,7 3  2 ,5 0 : 4,84 1,26 \ 1,14
H*------------7 5 ------------- - { — --------8 0 ------------- + - ------------- 7 5 ------------•

-2 3 0 -
Bild 12

II. < p= so°

Msll% Ms ill. % Mb/ mb í м*/мв « - 2
3 -T r

АГ h % Vn/S z

94,0: 97,4 1,05 \ 4,05 2,50 ' 4,46 4,25
•--------- 7 5 - 1 --------- 1- - <? -------- — ------75-

m
j o A

в. в.
З—зо-

------- 75 --------- ------------8 0 ------------- f------75 — ---------1

S B в.

h— m
B = ,---------- ^ = ш / 7  .

JO— 1

75 - -75-
2» 9SA SB в . T

зп f . /7/7 ♦ JD !
Í - — ' 230 ------------------------

Bild 13
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Ÿ  =  0 °

\Msll°/° Ms III./ Mb/hBí У м , h ”Z~h %  W&z.
1 1 !

1 ,2 ,7  60,5 0,70
н -  —  75 — 1- - - - - - - í-

;

1,00 : 2,50
- - - - - - - - во —

! ! 1 
0,90  i 0 ,82  

- 4 -  - - - - 75  \- - - - - - - - - - ■—1Га-VfiMp 23/2,7 t9
: _ L - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 1,3 J.3 J3\f,7
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-230-
/70-

П  I

Ц

----------75— r ^ J - — ---------- [- s o — -75
S.v.ôn,
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ы
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B ild  14

gegenüber d e r Serie I I  (/л3- =  26,8 -1- 1 7 3 ,5% , im  D u rc h sc h n itt 61 ,6% ). D ie 
e rh a lten en  V ersuchsergebn isse  u n d  die w ich tig s ten  tech n isch en  A ngaben  sind  
in  der T afel I I I  zu sam m engeste llt.

E s sei e rw ä h n t, d aß  in  den B ildern  15 — 18 auch  die re la tiv e n  T- u n d  M - 
W erte  d er Serie I  u n d  I I I  au fg e tiag en  w u rd en .

B ei se inen  A usw ertu n g en  ging d e r V erfasser von  der W ü rfe lfestig k eit 
(IV), v o n  d e r B ieg ed ru ck festig k eit (сгр), v o n  d er Zug- oder S p a ltfe s tig k e it (oz) 
u n d  d er S ch u b fe s tig k e it (xb) des B etons aus. Diese F es tig k e itsw erte  w urden  
a u f  G ru n d  d er F o rm eln :

o p =  700 p2,

az =  asP =  4 0  Q4 \  

r B =  100 p3/2

berech n e t, wo d er W ert p m it der F o rm el

gegeben is t.

W ___

200 +  W

( 3 )

( 4 )

(5 )

( 6 )
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Bild 15
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M-slii> Schuhdeckungsgrad (% ),n . St. ///.

B ild  16

A u f G ru n d  d er d a rg es te llten  V ersuche u n d  d er an d eren  n eu en  V ersuche 
(d u rch g e fü h rt von  M o o d y , M o r r o w  u n d  V i e s t , L a ü p a  u n d  J o n e s , L e o n 

h a r d t  u n d  W a l t e r , B r y a n t , B i a n c h i n i , R o d r i g u e z , K e s l e r , B r e s l e r , 

P i s t e r , B e r n a e r t , S i e s s , B o r i s c h a n s k i j , G y e n g ő , F o r s e l l , R ü s c h , H a n g l i ,

13* Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



196 L. PALOTÁS

flB ■ effek tives Bruchmoment -, MB = PB a
MBj. theoretisches Bruchmoment - f lB i-  x b z  Bt'0 -F e GFz

Msn ; Schubdeckungsgrad, (•/ )
B ild  17

M a y e r , W i t h n e y , C l a r k  u s w .) k ö n n en  die fo lgenden , w ich tig sten  S ch lu ß 
fo lgerungen  a u f  d ie  S c h u b tra g fä h ig k e it des S tah lb e to n b a lk en s  gezogen 
w erden .

1. D ie S c h u b tra g fä h ig k e it d er V e rsu ch sb a lk en , die gegen S chub n ic h t 
b ew eh rt w aren , b lieb  im  allgem einen u n te r  d er B ieg e trag fäh ig k e it, d ie e rs te re  
b e tru g  näm lich  n u r  das 0,6 bis 0 ,8fache  d er le tz te re n .
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/ J s l l i  Schubdeckungsgrad, (% )
Bild. 18 2 3

2. D ie S ch u b trag fäh ig k e it is t v e rh ä ltn ism ä ß ig  g rö ß er, w enn die Stahl
einlagen bis zum  E n d e  des B alkens reichen , als w enn  sie d er M o m en ten ab n ah m e 
e n tsp rech en d  w eggelassen w erden .

3. D ie S ch u b trag fäh ig k e it der m it k o n z e n tr ie r te n  K rä f te n  b e la s te te n  
T räg e r ergab  sich k le in e r (a u f G rund  der b e re c h n e ten  h ö c h s te n  S ch u b sp an n u n g  
n a c h  M ö r s c h ) als die S ch u b trag fäh ig k e it d er m it v e r te il te n  K rä f te n  b e la s te te n  
T räg er. W en n  ab er die S p an n u n g en  im  S c h n it tp u n k t des a n n ä h e rn d  h o riz o n 
ta le n  R isses u n d  des Schrägrisses (von d er S tü tz e  in  E n tfe rn u n g  zT) b e rech n e t 
w erden , w ird  der U n te rsch ied  gering, sogar ganz u n b e d e u te n d  im  F a lle , wo die 
— den  e rs ten  т -R iß  v e ru rsa c h e n d e  — B ela s tu n g  (P T) als B asis genom m en w ird .
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Tafel II

Serie I I

w (7p <Tz T TN

k p / c m 2

Gruppe А (7); (<p =  90°)

276

(257 — 313)

234

(223—262)

17,7

(1 6 ,9 -1 9 ,0 )
20,7

(1 9 ,1 -2 6 ,7 )
19,0

(1 7 ,8 -2 4 ,2 )

Gruppe В (7); (<p =  75°)

281

( 2 5 7 -3 1 3 )

237

(2 2 3 -2 6 2 )

17,9

(1 6 ,9 -1 9 ,0 )
23,2

(1 5 ,4 -2 6 ,8 )
21,2

(1 4 ,5 -2 4 ,2 )

Gruppe C (7); (<p — 60°)

278

( 2 6 0 -2 9 3 )

236

(2 2 3 -2 4 6 )

17,8

(1 6 ,9 -1 8 ,4 )
22,9

(1 9 ,8 -2 5 ,7 )
20,7

(1 8 ,4 -2 2 ,9 )

Gruppe D (8); (<p =  45°)

280

( 2 5 7 -3 1 3 )

236

(2 2 3 -2 6 2 )

17,9

(1 6 ,9 -1 9 ,0 )
23,5

(2 0 ,6 -2 8 ,3 )
20,8

(1 7 ,7 -2 5 ,2 )

Gruppe E (8); (cp =  30°)

274

( 2 5 7 -3 1 3 )

233

(2 2 3 -2 6 2 )

17,6

(1 6 ,9 -1 9 ,0 )
25,7

(2 1 ,7 -2 9 ,8 )
22,3

(18,6—26,9)

Gruppe F  (2); (ip =  0°)

295

(277—313)

248

(2 3 4 -2 6 2 )

18,3

(1 7 ,6 -1 9 ,0 )
16,6

(1 6 ,2 -1 7 ,0 )
15,1

(1 4 ,7 -1 5 ,6 )

Gruppe A F (4); {<p — 0°/90°)

278

(2 5 7 -3 1 3 )

236

(2 2 3 -2 6 2 )

17,8

(1 6 ,9 -1 9 ,0 )

23,5

(20,8—27,0)
19,2

(1 8 ,4 -2 3 ,2 )

M ittelw erte

280 236
1 17,9 23,2 20,7

4. Im  w ahrschein lichen  B ru c h q u e rsc h n itt  (c h a ra k te r is ie r t d u rc h  zt ) 
b e re c h n e te  S pannung  t  is t eine K e n n zah l, die zu r B eu rte ilu n g  d er S ch u b sich er
h e i t  v ie l m eh r geeignet is t als die spezifische M o m en ten trag fäh ig k e it (m r), 
bezo g en  a u f  den  S c h u b q u e rsc h n itt. B ei v e r te il te r  L a s t is t ab e r die b e rech n e te  
g rö ß te  S p an n u n g  г in  dem  du rch  z =  0 c h a ra k te ris ie rte n  Q u e rsc h n itt nicht 
maßgebend.
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о//о
Фш Мл/Мл мг/мв

38,3 54,5 1,17 0,91 0,74

( 2 7 - 3 5 - 4 7 - 5 6 ) ( 3 8 - 4 7 —6 6 - 7 8 ) (1,14— 1 ,1 8 - 1 ,2 3 - 1 ,2 5 ) (0 ,7 9 -1 ,0 9 ) (0 ,5 5 -1 ,0 0 )

52,5 I 60,3 1,30 0,98 0,71

( 3 4 - 4 5 —5 4 - 7 3 )  ( 3 9 - 5 1 - 6 2 - 8 3 ) ( 1 ,2 2 - 1 ,2 8 - 1 ,3 7 - 1 ,3 5 )  ; (0 ,6 6 -1 ,1 0 ) (0 ,6 7 -0 ,8 2 )

65,5 67,0 1,29 1,01 0,67

( 4 5 - 5 4 —7 9 - 8 8 ) ( 4 7 - 5 6 - 8 7 - 9 1 ) (1,20— 1 ,3 5 - 1 ,1 8 - 1 ,4 1 ) (0 ,8 5 -1 ,1 4 ) (0 ,5 4 -0 ,7 5 )

64,5 64,5 1,32 1,00 0,88

( 4 3 - 4 9 - 7 6 - 8 6 ) ( 4 3 - 4 9 - 7 6 - 8 6 ) (1 ,24— 1 ,2 1 - 1 ,2 2 - 1 ,2 5 ) (0 ,8 7 -1 ,0 9 ) (0 ,5 8 -1 ,0 9 )

65,6 68,8 1,46 1,01 1,02

( 4 1 - 5 6 - 6 9 - 9 5 ) ( 4 3 - 5 8 - 7 2 - 9 8 ) ( 1 ,4 1 - 1 ,4 2 - 1 ,4 1 - 1 ,6 1 ) (0 ,8 6 -1 ,1 4 ) ( 0 ,7 8 -1 ,1 4 )

54,2

( 4 3 - 6 5 )

76,5

(61—92)

0,91

(0 ,9 0 -0 ,9 2 )

0,69

(0 ,6 8 -0 ,7 0 )

1,00

(1,00)

101,0 143,0 1,32 1,00 0,81

( 7 7 -1 2 3 ) (1 1 9 -1 7 4 ) (1 ,2 3 -1 ,5 4 ) (0 ,8 5 -1 ,1 0 ) (0 ,5 6 -1 ,0 0 )

61,6 71,0 1,23 0,97 0,82

5. D ie b e rech n e te  S pannung  x is t  das 0,4 b is 0 ,8fache d er S p a lt-  oder 
Z ugfestigke it (az, asp) des B etons, w en n  d er B ru ch  des B alkens re in e r  Schub
druckbruch u n d  ke in  Scherbruch ist.

6 . Ü b er die W irk u n g  der Schubschlankheit is t  d ie W ertu n g  d er F o rsch er 
s ta rk  abw eichend . D er H a u p tg ru n d  lieg t d a rin , d aß  die F e s ts te llu n g  des 
Schub q u ersc lin itte s  n ic h t e inheitlich  is t.
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Tafel II

Serie I I I

w <Tp T ТУ

k p / c m 2

Gruppe A (6); (<p — 90°)

248 213 

(2 1 8 -2 9 3 )  I (1 9 0 -2 4 6 )

16,4

(15 ,2— 18,4)

20,4

(1 5 ,9 -2 3 ,8 )

17,0

(1 3 ,8 -2 0 ,1 )

Gruppe C (5); (ij> =  60°)

224

(2 1 8 -2 4 8 )

195

(1 9 0 -2 1 3 )

15,3

(1 5 ,2 -1 6 ,4 )

20,8

(2 0 ,0 -2 2 ,1 )

18,2

(1 6 ,2 -1 8 ,3 )

Gruppe E  (6); (cp =  30°)

293 246 18,4 18,5

(1 5 ,3 -2 2 ,3 )

15,9

(1 3 ,4 -1 9 ,0 )

Gruppe F  (4); (<j> =  0°)

229 199 15,6 18,4

(1 6 ,6 -1 9 ,4 )

15,2

(1 3 ,7 -1 6 ,2 )

Gruppe A F (2); (<p =  0°/90°)

229 199 15,6 24,6 20,2

M ittelw erte

249 215 16,2 19,8 16,6

N ach  der M einung des V erfassers k a n n  — abgesehen  von  den  F ä llen  d er 
S ch erb rü ch e  — n a c h  der W ertu n g  d e r M ehrzah l d er E x p e rim e n te  fe s tg e s te llt 
w e rd en , daß  im  F a lle  von  k o n z e n tr ie r te n  L a s te n  die S c h u b tra g fä h ig k e it 
(tT, mr, x) von  d er S ch u b sch lan k h e it u n a b h ä n g ig  is t, hei v e r te il te r  B e la s tu n g  
g e h ö rt ab er zum  S c h u b d ru c k q u e rsc h n itt  eine an n ä h e rn d  k o n s ta n te  S ch u b 
sc h la n k h e it ( / r~ 2 ) ,  u n d  in  beiden  F ä llen  is t die S ch u b trag fäh ig k e it m it d er 
b e re c h n e ten  S p an n u n g  in  b efried ig en d er W eise zu  kennzeichnen .

7. Im  F alle  v o n  E in ze lla s ten , be i geringer S ch u b sch lan k h e it (AT < 1 , 5 )  
e n ts te h t  ein Scherbruch, bei einer S c h u b sc h la n k h e it von  Ar >  5 ein  Biegebruch, 
u n d  be i 6 Xz 1,5 is t ein Schubdruckbruch  zu e rw arten . Biegeschub
bruch is t  m öglich n u r  im  Falle , wo die Biege- u n d  S ch u b sich erh e it n ah e  
g le ich  sind .

8 . B ei sch u b b ew eh rten  T rä g e rn  is t  im  B ru ch g ren zzu stan d  der primäre  
Schubriß  in  B e tra c h t zu ziehen, u n d  im  L aufe  des B ruches keinesfa lls der
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p»" [XT"'

% %

14,9

( 8 ,5 - 1 3 ,9 - 2 2 ,3 )

21,1

(1 2 ,1 - 1 9 ,6 - 3 1 ,6 )

1,26

( 0 ,9 0 - 1 ,3 8 - 1 ,5 1 )

0,97

( 0 ,8 2 - 1 ,0 6 - 1 ,0 8 )

13,6

( 7 ,6 - 1 5 ,1 - 2 2 ,7 )

14,9

( 7 ,9 - 1 5 ,7 - 2 3 ,5 )

1,35

( 1 ,3 4 - 1 ,3 5 - 1 ,3 8 )

1,01

( 0 ,9 9 - 1 ,0 5 - 1 ,0 0 )

15,2

( 7 ,6 - 1 8 ,3 - 2 2 ,8 )

15,8

( 7 ,9 - 1 5 ,9 - 2 3 ,7 )

1,01

( 0 ,8 8 - 1 ,0 2 - 1 ,1 4 )

0,85

(0 ,6 5 -0 ,9 1 —0,99)

11,1 15,7 1Д7 0,90

(8 ,4 -1 3 ,8 ) (1 1 ,9 -1 9 ,6 ) (1 ,2 0 -1 ,1 5 ) (0 ,9 6 -0 ,8 5 )

22,5 31,8 1,58 1,17

(8,4/14,1) (11,9/19,9)

14,8 18,3 1,23 I 0,94

sekundäre Schubriß, der zw eiseitig v e rfla c h en d , am  u n te re n  R an d  der D ru c k 
zone n ah e  h o riz o n ta l v e rläu ft. D ie N eigung  des schrägen  R isses is t im  F a lle  
fü r  Schub schw ach  b ew eh rte r T räg er f la c h e r  als 45°, bei s tä rk e r  b ew eh rten  
T räg e rn  u n g e fäh r 45°. Die S p a ltk ra ft is t  also auch  bei b ew eh rten  T räg e rn  a n z u 
n ehm en . R ei n ic h t genügend d ich t geb ü g e ltem  T räg er k a n n  die a n n ä h e rn d  
h o rizo n ta le  R iß s tre c k e  ohne Zweifel nachgew iesen  w erden , sogar be i den 
P la tte n r ip p e n , am  A nsch luß  der P la t te  u n d  der R ippe. D ie H öhe der D ruckzone 
is t h ie r  g rößer, u n d  die eingerissene S treck e  lieg t n ied riger.

9. A u f die d en  e rs ten  r-R iß  v e ru rsa c h e n d e  L a s t h a t te  die S ch u b b ew eh 
ru n g  kein en  b e d e u te n d e n  E in flu ß , die R iß sp an n u n g  ergab  sich doch  u m  
10 bis 20 %  g rö ß er als be i einem  n ic h t b e w eh rten  T räg er. D ie von  d er R iß la s t 
h e rv o rg eru fen e , b e rech n e te  S p an n u n g  r  b le ib t u n te r  d er B e to n zu g festig k e it 
((0,6 — 0 ,9)a2). D a rau s  k an n  m an  die S ch lußfo lgerung  ziehen, d aß  a u f  G ru n d  
d er S c h u b tra g fä h ig k e it der T räger o hne  S chubbew ehrung  die u n te re  G renze
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der B e to n e ig n u n g  fü r  den  S ta h lb e to n trä g e r  m it genügender S icherheit an g e 
n o m m en  w erden  k a n n .

10. Schon die V ersuche von  B a c h - M ö r s c h  w iesen d a ra u f  h in , daß  die 
S tah lb e läg e  d u rch  die sch räg en  R isse — im  F a lle , wo sich die R isse genügend  
erö ffn en  — die F ließ g ren ze  ü b e rsc h re ite n  u n d  zum  R iß  eine n ah e  sen k rech te  
L age a n n eh m en  kö n n en .

11. D ie T rag fäh ig k e it des S ta h lb e to n trä g e rs  w ird  von  d er n ic h t vo llen  
S ch u b b ew eh ru n g  au ch  n ic h t sehr b e d e u te n d  b e e in flu ß t. Im  allgem einen ste llen  
au ch  die n eu eren  V ersuche fest, d aß  die m it dem  k lassischen  V erfah ren  e rm it
te l te  S ch u b b ew eh ru n g  gew öhnlich  ü b e r tr ie b e n  is t. F e rn e rh in , d aß  die B ru ch 
la s t  v o n  d er u n g en ü g en d en  V eran k eru n g  u n d  d er dem  M om ent en tsp rech en d  
v e rr in g e rte n  L ängsb ew eh ru n g  u n g ü n stig  b e e in flu ß t w ird .

12. A u f G ru n d  d er V ersuche soll fe s tg e se tz t w erden , d aß  die Z erstö ru n g  
des S ta h lb e to n trä g e rs  d u rch  Schub in  e iner so lchen W eise e in treffen  w ird , 
d aß  sich  schräge R isse v o n  u n g efäh r 45° oder noch  flach e rer N eigung b ilden , 
in fo lgedessen  der Träger als entzweigetrennt zu betrachten ist. D ie en tzw eig e tren n 
te n  Teile w erden  d u rch  den  D ru ck b e to n  (bzw . S tah lbe lag ), L än g sstah lb e läg e , 
d u rch  die d u rc h  S ch räg risse  lau fen d en  S tah lb e läg e  v e rb u n d en .

13. W as die F rag e  der W irk sam k e it d er h e u te  b e n ü tz te n  S chubbew eh
ru n g e n  b e tr if f t , sind  d a  die W ertu n g en  d er F o rsch er s ta rk  abw eichend .

A u f G ru n d  d er B ruchergebn isse  eines Teils der V ersuche u n d  aus den  
th eo re tisch en  Ü berlegungen  zogen einige F o rsch er die F o lgerung , daß  das 
A ufb iegen  w irk sam er sei als die B ügelung , einige w ollen ab er a u f G rund  v o n  
V ersuchsergebn issen  u n d  th eo re tisch en  Ü berlegungen  fests te llen , daß  sich die 
B ügel m ind esten s so g ü n stig , w enn n ic h t n o ch  g ü n stig er, v e rh a lte n  als die A u f
b ieg u n g en . N ach  M einung des V erfassers scheinen  bei den  fü r  die gerade B ie
gung  en tsp rech en d  b ew eh rten  S ta h lb e to n trä g e r  die V ersuchsergebnisse , wie 
au ch  die W ertu n g  d er th eo re tisch en  F o lg e ru n g en , die größere W irk sam k e it 
der sch räg en  S tah lb ew eh ru n g en  (B ügel, oder zw eckm äßig  an g eo rd n e te  A u f
b iegungen) zu  re c h tfe r tig e n ; es zeig te sich  ab e r doch kein  w esen tlicher U n te r 
sch ied  in  d er S ch u b trag fäh ig k e it d e r v ersch ied en en  S chubb  ew ehrungs a r t  en, 
h ö ch sten s  ergab  sich die S ch u b trag fäh ig k e it der w aag erech ten  S chubbew eh
ru n g  im  V ergleich zu  den  anderen  k le in e r. D ie S chubT ragfähigkeit der w aag e
re c h te n  S tah le in lag en  k o n n te  auch  m it sen k rech ten  B ügeln  g ü n stig  g este igert 
w erden .

In  d er Polem ie d er W irk sam k e its frag en  d er A ufb iegung , des Bügels u n d  
d er N e tzb ew eh ru n g  (L ängsbew ehrungen  u n d  Bügel) k a n n  zur V erte id igung  d er 
B ügel v o rläu fig  die V ersu ch sb eo b ach tu n g  a n g e fü h rt w erden , d aß  auch  die b is 
50 4-6 0 %  w eggelassene S chubbew ehrung  keine S ch u b trag fäh ig k e itsab n ah m e  
h e rb e ifü h rte , a n d e rn te ils  die T a tsach e , d aß  die nicht allzustarken Stahlbeläge — 
die d u rc h  den S ch räg riß  verlau fen  — im  B ru c h z u s ta n d  an n ä h e rn d  sen k rech t 
zum  R iß  liegen w erden . N ach  M einung des V erfassers sind  die A ufb iegung u n d
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der v e rtik a le  gleichw ie d er schräge B ügel v o m  G esich tsp u n k t d e r S chubsicher
h e it aus als gleich w irk sam  zu b e tra c h te n  — m it dem  V o rb eh a lt, d aß  die S chub
b ew ehrung  aus K o n s tru k tio n sg e s ic h tsp u n k te n  rich tig  g e s ta lte t  is t.

Ü b er den V orsch lag  von  R a u s c h  — die F rag e  des H o rizo n ta lb ew eh ru n g - 
B edürfn isses b e tre ffe n d  — k an n  m a n  v o rläu fig  im  B esitz  n ic h t m aßgebender 
V ersuchsergebnisse n o ch  n ich t en tsch e id en . Im  F a lle  von  T rä g e rn  k leiner H öhe 
sichern  die bis zu m  T rägerende  g e fü h rten  H a u p tb e w e h ru n g e n  die von der 
h o rizo n ta len  S chu b b ew eh ru n g  gegebene S ch u b sich erh e it, be i h ö h eren  T rägern  
sind  zu r E n tsch e id u n g  dieser F ra g e  noch  w eite re  V ersuche d u rch zu fü h ren .

D en  p ra k tisc h e n  E rfah ru n g en  n ach  is t es ab e r zw eckm äßig , w enn n u r  
v e rtik a le  Bügel als S ch u b b ew eh ru n g  an g ew en d et w erden , die H a u p tb e w e h ru n 
gen — größ ten  Teils — bis zu den T räg e ren d en  d u rch zu fü h ren .

14. Die obere Spannungsgrenze der E ignung des Betons betreffend k a n n  
m an  festste llen , d aß  d ie  b e rech n e ten  S ch u b sp an n u n g en  im  F a lle  vö lliger S chub
sich erh e it den W ert d e r B iegezugfestigkeit des B etons ü b e rtra fe n . Bei enger, 
s ta rk e r , schräger B ü g e lu n g  w ar es zu  e rre ichen , d aß  der B e to n  in  den  R ippen  
zw ischen den B ügeln  durch Druck z e rs tö r t w urde .

b) Zusammenfassung, Vorschläge

Als Zusammenfassung  der V ersuchsergebn isse  k an n  fo lgendes fe stgeste llt 
u n d  die A nnahm e d e r V o rb ere itu n g  d e r in  den fo lgenden  sk izz ie rten  B em essungs
v e rfah ren  vorgesch lagen  w erden.

1. Es k an n  angenom m en  w erd en , d aß  im  S ch u b b ru ch q u e rsch n itt 
eine Spaltkraft (Ть) a u f t r i t t ,  die die a u f  den  Q u e rsc h n itt w irkende  S ch u b k ra ft T  
v e rm in d e rt.

2. Die F e s ts te llu n g  der maßgebenden Schubspannungen sch e in t vorläu fig  
zu der z iffernm äßigen  W ertu n g  der S c h u b tra g fä h ig k e it geeignet zu sein.

3. U m  die u n te re  G renze der E ig n u n g  des B etons (au) zu  e rh a lten , m uß  
m an  v o n  60%  des w ah rsch e in lich en  W ertes  d er Zug- (S palt-) F es tig k e it au s
gehen, die obere G renze  (cr0) k a n n  dagegen  v o n  80%  d er w ahrschein lichen  
S chubfestigkeit au sg eh en d  e rm itte lt w erden . D en  w ahrschein lichen  W ert — 
der m a th e m a tisc h -s ta tis tisc h en  W e rtu n g  n ach  — k a n n  m an  m it einem  R ed u k 
tio n s fa k to r  0,75 b e s tim m e n . F olg lich  is t  der u n te re  W ert der S chubspannung  
(bzw. S ch räg zu g sp an n u n g ), u n te r  w elch er p rin z ip ie ll keine B ew ehrung  ben ö tig t 
w ird , bzw . die d u rch  d ie  K o n s tru k tio n sreg e ln  vorgesch riebene  B ügelung  genü
gend is t:

au =  0,6 • 0,75 cr2 =  0,45 az =  18 p3/2. (7)

D er g rö ß te  S p an n u n g sw ert, dessen Ü b e rsc h re itu n g  die Ä n d eru n g  der B e to n 
m assen  oder der B e to n q u a litä t  zu r F o lge h a t ,  is t:

cr0 =  0,8 • 0,75 Tß =  0 ,6  t b  =  60 p3/2 (1,5 cr2).
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E s sc h e in t no tw end ig  — im  E in v e rs tä n d n is  m it der A uffassung  von  L e o n h a r d t  

— , e in en  Z w ischenw ert d e r b e rech n e ten  schrägen  Z u g sp an n u n g en  e in zu fü h ren , 
v o n  w elcher an die vo lle  A ufn ah m e d e r S ch u b k rä fte , die volle  S chubsicherung  
e rw ü n sc h t ist. D er V erfasser sch läg t v o r, fü r  diesen Z w ischenw ert

ak =  0,75 az =  30 g3'2

a n zu n eh m en  und  die S ch u b b ew eh ru n g  zw ischen au u n d  au stufenw eise b is zur 
E rre ic h u n g  der vo llen  S ch u b sich erh e it zu  erhöhen.

Im  Falle von  b eso n d ers  g ü n stig en  S chubbew ehrungen  (d ich te  schräge 
B ü g e lu n g , dichte sen k rech te  B ügelung  u n d  A ufbiegungen) h ä lt  er einen  höheren  
S p an n u n g sw ert :

a'0 =  0,75 Tß =  1,875 az =  75 qW
fü r  zulässig.

D ie K le in stsch u b b ew eh ru n g  sei in  30%  — u n te r  d e r S p an n u n g  au — 
angegeben .

4. D er m aß g eb en d e  schräge S c h n itt des Schubbruches k an n  he i v e r te ilte r  
B e la s tu n g  — einen S chub  d ru c k b ru c h  v o rau sg ese tz t — n a c h  dem  B ild  19 au f

genom m en  w erden . H ie r  is t es au ch  ra ts a m , die aus d e r R echnung  ausfallende 
S pann u n g sfig u r (r)  im  F alle  v o n  E in ze lla s ten  der v e r tik a le n  S tü tz e n  in  der 
H ö h e  h —x  au fzu n eh m en .

5. Die rich tig  g eb ild e ten  versch iedenen  S ch u b b ew eh ru n g sa rten  sin d  als 
g le ich  w irksam  an zu n eh m en .

3. Die Berechnung der Schubsicherheit des Stahlbetonträgers 
au f Grund der Bruchtheorie

Zur Lösung d ieser F rag e  is t v o r  allem  — auch  w egen des N achw eises der 
B e to n e ig n u n g  u n d  w egen der F e s ts te llu n g  der S chubbew ehrung  — die K e n n t
n is  d e r am  A nfang  des B ruches a u ftre te n d e n  S p a ltk ra f t (Ть) n ö tig . D ie u n m it
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te lb a r  vom  G ren zzu stan d  des B ruches au ftre te n d e  S p a ltk ra f t  (Тъ) is t m it d er 
d u rch  die B e to n d ru ck zo n e  rep rä se n tie rb a re n  S c h u b k ra f t — die d u rch  die 
L ängsbew ehrung  au fzu n eh m en d e  S ch u b k ra ft v o rläu fig  a u ß e r a ch t gelassen — 
zu kennzeichnen .

a) Die Rolle der Druckzone im Falle des Biegeschubes

In  dem  — im allgem einen  — v ertik a len  B ru c h q u e rsc h n itt  w ird  d er dem  
B ruch  u n m itte lb a r  v o ran g eh en d e  G ren zzu stan d  angenom m en .

Die schubtragende Rolle d e r D ruckzone w ird  th e o re tisc h  d a m it b e g rü n d e t, 
daß  m an  die ta tsä c h lic h e  S p an n u n g sv erte ilu n g  u n te rs u c h t , die z. B . d u rch  
ein S p an n u n g sd iag ram m  in  P a rab e lfo rm  d a rg es te llt w ird .

B ild  20

Im  B ild  20 w erd en  die a- u n d  т -S p an n u n g v erte ilu n g sd iag ram m e eines 
sich an  einen schiefen  R iß  ansch ließenden  gerissenen  V iereck -Q u ersch n itts  
( I —I Q u ersch n itt)  im  G ren zzu stan d  d a rgeste llt.

W enn  m an  n a c h  den  B ezeichnungen  des B ildes 20 ein  parabelfö rm iges 
D ru ck sp an n u n g sd iag ram m  des B etons u n d  eine p a rab e lfö rm ig e  V erän d eru n g  
d er S pannungen  a n n im m t, e rh ä lt  m a n  au f G rund  d e r M ohrschen  F o rm el die 
fo lgenden B eziehungen:

wo

°red  — ° i  k °3  —  1 / 2  [^ (1  — k )  -f- ( 1  -(- к )  У er2 —f- 4  r 2]  , ( 1 )

а =  ax u n d  ay =  0 ,

e  =  ( 2 t1 - ? i ) o p ,

<Ged =  [ -  (1 -  * )* !  +  2 (1  -  * )£ , +  k \a p ,

'red
-7 ( 1 - * ) -

'red ■'red

1/2

( 2)

1 +  k

( 3 )

( 4 )

( 5 )
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N ach  en tsp rech en d er U m fo rm u n g  d er G leichung u n d  n ach  den  d u rch g e fü h rten  
B erech n u n g en  e rh ä lt m an  fü r  Ть die F o rm el:

l

Т / =  ( rd f j bÇh =  1/3 ]fk(l +  к) Çbhop
О

— 1/3 Ук( 1 +  k ) ë b h o p.

D ie volle F läche des S ch u b sp an n u n g sd iag ram m s la u t  des B ildes 20c s te llt die 
vo lle  S ch u b k ra ft T  d a r , d . h.

T =  1/3 У Щ + Ц  f  bha  +  ( 1 - f )  — bhap. (7)
1 4 - к

U n d  Ть in  der F u n k tio n  d er vollen  S c h u b k ra ft T:

Í1 II — --------- T , (8)
? ( i  - CO) -j- ft)

W O

3 / к
i  +  fc /  1 +  k (9)

is t . M it dem  üb lichen  W e rt к =  0,1 sind

T i =  0,11 Ш  op , (6b)

t : =  — * T . (8b)
0,82 +  0,18 1

D ie Form eln  (6) u n d  (8) lie fern  — im  gegebenen F a ll — natü rlich erw eise  
fü r  Ть den gleichen W e rt.

D a m an im  a llgem einen  im  B ru ch stad iu m  ein g le ichm äßig  verte iltes  
D ru ck sp an n u n g sd iag ram m  a n n im m t u n d  a u f  G ru n d  dessen b e re c h n e t, schein t 
es zw eckm äßig , fü r  T'b u n d  TI  — d er E in fach h e it u n d  d er S icherhe it ha lber 
— die folgenden F o rm eln  zu b e tra c h te n

i n  =  0 , 1 °  a)
} t ; =  s t  ь )

wo
D =  £ b h o p (11)

is t.
N im m t die g ed rü ck te  Q u ersch n ittszo n e  zu, so v e rg rö ß e rt sich die durch  

dieselbe aufgenom m ene S ch u b k ra ft, se lb s tv e rs tän d lich  n u r  in  B eg le itung  einer 
gleichzeitig  m itw irk en d en  B ieg eschubkraft.
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G egebenenfalls n im m t m an  den  k le in e ren  von  den beid en  oben  angegebe
n en  W erten . Soll z. B . das B iegem om en t in  einem  Q u ersch n itt gleich N u ll sein 
u n d  g leichzeitig  eine S ch u b k ra ft w irken  (M o m en ten -N u llpunk te  e in g esp an n te r 
oder D u rch lau fträg e r) , so e rg ib t sich  u n b e d in g t N ull fü r f ,  folglich w ird  die 
K ra f t  T(, auch  gleich N ull. W ird  n u n  die S ch u b k ra ft gleich N ull, u n d  is t  g le ich 
zeitig  ein  B iegem om ent v o rh a n d e n  (w elches gerade einen G renzw ert b e s itz t) , 
k a n n  m an  ebenfalls n ich t an n eh m en , d aß  der ged rück te  Teil S ch u b k rä fte  ü b e r
n im m t, da  T  =  0.

D em nach  m uß  m an die h in s ich tlich  der S chubbew ehrung  m aß g eb en d e  
S c h u b k ra ft

TN =  T - T b (12)

v o n  P u n k t zu P u n k t e rm itte ln , d . h ., m a n  m uß  das G raph ikon  d er m aß g eb en 
den  S ch u b k ra ft (T N) bilden.

b) Berechnung der Schubspannungen a u f Grund der Bruchtheorie 

D ie S p an n u n g  t  w ird  — im  allgem einen  — n ach  der b e k a n n te n  F o rm el

(13)

e rm itte lt . H ie r is t V ^  die verminderte, m aß g eb en d e  Schubkraft be i v e rä n d e rli
ch e r T räg erh ö h e , d. h .

VN =  V - V b. (14)

In  d er F o rm el (14) t r i t t  d ie v e rä n d e rlich e , red u z ie rte  S c h u b k ra ft V  a n s ta t t  
d er gew öhnlichen S ch u b k ra ft T  ein . F ü r  V  h a t  m an , wie b e k a n n t, den Z u sam 
m en h an g :

V  =  T  —
M
z

dz
dx

T ± Г  . (15)

Im  F alle  einer v erän d erlich en  T räg erh ö h e  h, aber m it re la tiv  äh n lich  v e r 
än d erlich em  H ebelarm  z, is t die a llgem ein  angew endete  F o rm el im  S p an n u n g s
z u s ta n d  I I I  w eiterh in  gültig :

V  =  T  ± ~ t a n ß = T ± T ' .  (16)
z

B e tra c h te n  w ir n u n  zu n äch st die B estim m u n g  der S ch u b sp an n u n g  n ach  
d er B ru ch th eo rie  in  einem  T räg er m it e inem  Q u ersch n itt von  g le ichb le ibender 
H ö h e , ab e r v erän d erlich em  H eb e la rm .
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Im  allgem einen  is t  z  =  t,h u n d  £ =  1 —rj£, wo |  u n d  r] von  der Q uer- 
sc h n itts fo rm  u n d  d e r S tah lm enge  ab h än g ig  sind . N ach  V erallgem einerung  d e r 
F o rm el (15) e rh ä lt m an

V = T  +r j M
1 — rji

d l
dx

(17)

M it den  B eze ichnungen  des B ildes 21 b e k o m m t m an  die fo lgenden  a llg e 
m ein g ü ltigen  B ez ieh u n g en :

M  =  Dz =  ô bh2 ap (1 — r]£) =  mbh2 op , 

m  —  0 (1  — r ) $ )£ ,

(18)

(19)

^ 4

m

Fe

»

z_

В

z=(h\)h

wo <5 ein von  den  Q u ersch n ittsab m essu n g en  u n d  der B e to n q u a litä t ab h ä n g e n 
der W ert u n d

ist. F e rn e r  h a t  m an :

u n d  sch ließ lich

1 =
l

1 — 1 1 -
2 rj / Ô

T  =
r/|

T ,
1 - - 2 }?|

V  = T  + Г  -
1 -

1 - 2

V _ _  ______

zb (1 — 2i?f)6A  '

( 20)

( 21 )

( 22 )

(23)

Z. B. fü r  ein  R ech teck , w enn rj =  1/2 is t , e rh ä lt m a n  die F o rm eln

V  =  T  — — f  =  T  1— (^ 2) ,
2 (1 - | )  1 - 1

______ Г ____

bh( 1 - 1) '

(24)

(25)
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D a der H e b e la rm  der Z u g -D ru c k k rä fte  in  einem  fü r das M om ent m a ß 
gebend  b e w eh rten  B alken  v e rä n d e rlich  is t, p rü f t  m an  die S p an n u n g  r  im  L aufe 
d er b ru c h th e o re tisc h en  B erechnungen  a u f  G ru n d  der F orm el (23), ab e r im  allge
m einen  m it dem  W e rt T N a n s ta t t  T.

Aus d ieser F estleg u n g  ist es s ic h tb a r , d aß  die S ch u b sp an n u n g en  n ach  der 
B ru ch th eo rie  be i ab g estu fte r  L än g sb ew eh ru n g  in  der T rä g e rm itte , d . h . an  der 
S telle  der G rö ß tm o m en te , den n a c h  d e r gew öhnlichen  B erech n u n g sa rt e rh a lte 
n en  W ert ü b e rtre ffe n  können.

c) Berechnung a u f  Schub a u f Grund der Bruchtheorie. Träger mit gleichbleibender 
Höhe, aber m it veränderlichem Hebelarm

V or allem  so llen  die B ed in g u n g en  k u rz  au fg este llt w erden , a u f  deren  
G ru n d  die B erech n u n g en  und  E rw ä g u n g e n  la u t  der B ru ch th eo rie  d u rc h z u fü h 
ren  sind .

I . D er B ru c h  h a t  den C h a ra k te r  des Schubdruckbruches, d. h . im  g ed rü ck 
te n  B eto n  w ird  eine Bruchspannung ap h e rv o rg eru fen , w elche g leichm äßig  v e r
te il t  is t (B ild 22).

Ts = TA + TB = fsA ®eA + Fs В &eB

I I .  D ie g e d rü c k te  B etonzone k a n n  au ch  sen k rech te  S ch u b sp an n u n g en  
n e b s t D ru ck sp an n u n g en  ü b ern eh m en . D ie a u f  den  g ed rü ck ten  B e to n te il 
ü b e rtra g e n e  S c h u b k ra f t — (S p a ltk ra f t) : Tb u n d  die v e rm in d e rte  S c h u b k ra ft 
ist

TN =  T - T b.

I I I .  D er B e to n  n im m t keinen  Z ug auf.
IV . Beim  B ru c h  t r i t t  die F ließ g ren ze  o> in  der B ew ehrung fü r  Schub u n d  

in  den  a u f Zug b e a n sp ru c h te n  H a u p ts ta h le in la g e n  auf.
V. Aus b e rech n u n g stech n isch en  G rü n d en  sch e in t es zw eckm äßig , den 

E n d p u n k t des sch ie fen  Risses im  S ch w e rp u n k t des g ed rü ck ten  B e to n g u rte s
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an zu n eh m en . D ie S ch u b stäh le  s in d  se n k re c h t zu  den  R iß lin ien  (B ild  22) a n z u 
n eh m en .

D er E in fa c h h e it h a lb e r n e h m en  w ir fe rn e r an , d aß  die S ch u b b ew eh ru n g  
e n tla n g  des sch iefen  R isses von  g le ichm äß iger In te n s i tä t  is t, d . h ., die schiefe 
Z u g k ra f t T s — die S um m e der A u fb ieg u n g sk ra ft T a  u n d  der B ü g e lk ra ft T b — 
d en  oben  d e fin ie rten  schiefen R iß  m itt ig  sch n e id e t.

D ie drei s ta tis c h e n  A usdrücke g e s ta lte n  sich  m it den B ezeichnungen  des 
B ildes 22:

T = T s cos<x +  Tb, a)

M = T S— —  +  Z ' z ,  b) (26
2 sin  x

D =  TS sin  X -f- Z ' . c)

E s is t le ic h t e inzusehen , d aß  die G le ichungen  (26) n u r  bei einem  W inkel 
X  =  45° e rfü llt w erd en  können .

In  diesem  F a lle  is t  aber die B ez iehung  c) n ic h t unab h än g ig  u n d  is t  d em 
n a c h  w egzulassen.

H ieraus fo lg t d ie  B ed ingung  V I.
V I. U n te r  d e r  A nnahm e des 45°igen R isses is t  die B eziehung M  =  Nq 

au c h  u n ab h än g ig  g ü ltig , m an  k a n n  d a h e r  Biegung und Schub gesondert behandeln. 
S o m it h aben  w ir die fo lgenden Z u sam m en h än g e :

M  =  D  z =  Z  z ,

TN = T - T b,

Ts =  ][2Tn ,

Z '— D — TN.

W ie w ir b e re its  gesehen h a b e n , sp ie lt das M o m en t/S ch u b k ra ft V e rh ä lt
n is  au ch  hei d e r A nw endung  des v o rgesch lagenen  V erfahrens eine besondere  
R olle .

D as b e h a n d e lte  V erfahren  b e s itz t einen  w ich tigen  V orte il, u n d  zw ar:
U n te r  B erü ck sich tig u n g  d e r B ed in g u n g en  I  — V I sind  im  P rin z ip  d ie 

se lb en  B eziehungen  fü r  die B estim m u n g  d er S chubbew ehrung  g ü ltig  wie im  
F a lle  der k lassischen  B erechnung  a u f  S chub , jed o ch  m it der A bw eichung , d aß  
d ie b e k a n n te n  F o rm e ln  a n s ta t t  d e r S c h u b k ra ft (T) den  red u z ie rten  W e rt d e r
se lb en  (T N) e n th a lte n , u n d  d aß  k e in  U n te rsch ied  in  der B estim m u n g  des Q u er
sc h n itte s  der A ufb iegung  oder des B ügels b e s te h t, eine rich tig  au sg eb ild e te  
S ch u b b ew eh ru n g  angenom m en.

D as B ild  23 s te ll t  die D iag ram m e der W erte  v o n  M m , T m > T n , x u n d  xн  
eines S tah lb e to n -B a lk en s  a u f  zw ei S tü tz e n  be i g le ichb le ibender H öhe d a r.

1)

2)

3 )

4)

(27)
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d) Balken m it veränderlicher Höhe

B ei Ä n d eru n g  der T rägerhöhe ä n d e r t  sich au ch  die Größe der S ch u b 
k ra f t  (У). I s t  diese Ä nderung  gering, so sin d  die a llgem ein  angew endeten  F o r 
m eln (13) u n d  (16) im  B ru ch zu stan d  w e ite rh in  gü ltig .

D ie F o rm el fü r  VN ä n d e rt sich  je  n a c h  A rt d e r B e lastu n g  und  V o u te .
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D ie aus den  s ta tisc h e n  V o rau sse tzu n g en  folgenden B eziehungen  fü r  T N 
w erd en  in  den  b e tre ffen d en  B ildern  fü r  die V outenfä lle  la u t  B ild ern  24, 25 u n d  
26 a n g e fü h rt. Vb w ird  s inngem äß  n a c h  den  F orm eln  (14) b e re c h n e t, d . h .

V'b =  0,1

vb = sv.
M

(28)

B ild  24

Die N eigung des Risses lieg t im  V o u ten fa ll la u t des B ildes 24 ü b er 45°, 
w ogegen  im  V o u ten fa ll la u t B ild  26 u n te r  45°. (Z. B . be i ta n  ß =  1 : 3, is t 
<x =  54° bzw . a  =  35°). Im  B erechnungsfa ll la u t  des B ildes 25 is t die R ich tu n g  
d e r N eigung g enau  45°.

I s t  die V ou te  n ic h t gerad lin ig , so w ird  die P rü fu n g  ab sch n ittsw e ise  geson
d e r t  d u rch g e fü h rt, w obei die e inzelnen  A b sch n itte  m it einer G eraden  (S c h n itt
lin ie) m ite in an d e r v e rb u n d en  w erden .

N ach  den d u rch g e fü h rten  th eo re tisch en  Ü berlegungen  u n d  U n te rsu c h u n 
gen  k a n n  festgeleg t w erden , d aß  die F o rm eln  (10) fü r die a u f  den  D ru c k g u rt 
ü b e r tra g b a re  S c h u b k ra ft (S p a ltk ra ft)  Tb au ch  im  Falle von  P la tte n b a lk e n q u e r 
sc h n itte n  eine zuverlässige S chranke liefern .
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Shear A n a lysis o f  R ein forced  C oncrete S tru ctu res on  the  B a s is  o f  the  T heory o f  R upture.
A u thor deals w ith  shear reinforcem ent b y  u tiliz in g  the published results o f foreign tests  and  
the results o f the experim ents carried out in  H ungary recently, and establishes a new  com puta
tio n  m ethod on the basis o f the lim it analysis. T he procedure proposed is a com pletion  o f the  
classic  m ethod seem in gly  justified both b y  experim ents and from  the econom ic v iew points. 
A ccordingly , as to th e  shear reinforcem ent o f  th e  reinforced concrete beam s, it  can be proposed  
to  a p p ly  the classic m eth od , for the present b u t w ith  the reservation th at the effects o f the  
stirrups and bent bars should be taken as id en tic  and the compressed concrete, i.e . th e  zones 
o f  concrete free o f cracks should be taken in to  account in dim ensioning for shear stresses.

E ssa i de c isa illem en t de con stru ction s en  b é to n  arm é sur la  base de la  théorie  de la  rupture. 
L ’auteur traite du problèm e de l’armature de cisaillem ent sur la base des résu ltats d ’essais 
bien  connus d’auteurs étrangers ou exécutés récem m ent en Hongrie, et présente une m éthode  
de calcul basée sur la théorie de la rupture. Le procédé proposé est un com plém ent de la m éthode  
classique, qui sem ble être justifié  tan t par les essais que du point de vue économ ique. Pour 
l ’arm ature de cisaillem ent d’une poutre en b éton  armé, l ’em ploi de la m éthode classique pour
rait être proposé pour le m om ent, sous réserve que les effets des armatures transversales et des 
pliages des barres so ien t considérés com m e identiqu es et que la zone de béton com prim é, c.-à-d. 
les parties non fissurées du béton soient prises en  considération lors du calcul pour le cisaille
m ent.

Испытание на срез железобетонных конструкций на осноне теории разрушения.
В данной работе проблема армирования среза рассматривается на основе известных за
граничных и новых венгерских опытных результатов. На основе теории разрушения в 
работе разрабатывается расчетная методика. Предлагаемый метод является дополнением 
классического метода, которое кажется обоснованным как экспериментально, так и с 
экономической точки зрения. Согласно этому, в отношении армирования среза железо
бетонной балки можно предложить, чтобы временно еще применялся классический метод, 
однако с тем дополнением, что действие применения хомутов и загиба следует принимать 
идентичным, и при расчете на срез сжатого бетона и не треснувших участков бетона это 
следует принимать во внимание.
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TORSION YON DICKWANDIGEN, PRISMATISCHEN 
STÄREN MIT AXIALER KREISHÖHLUNG

P. CSONKA
DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

BAUWISSENSCHAFTLICHE ARBEITSGEMEINSCHAFT DER UNGARISCHEN AKADEMIE D. WISSENSCHAFTEN
BUDAPEST

[Eingegangen am  15. Februar 1967]

Der A ufsatz behandelt das Torsionsproblem  der m it einer axialen K reishöhlung ver
sehenen, dickwandigen prism atischen Stäbe aus elastischem  Material. Er schlägt zur H erstel
lung der Spannungsfunktion des Torsionsproblem s eine Annäherungsm ethode vor und unter
sucht die speziellen Fälle , wo die innere Randlinie des Querschnittes durch eine der Spannungs
linien überschnitten  wird.

1. E in le itu n g

D ie in  R ic h tu n g  der S ch u b sp an n u n g en  lau fen d en  L inien  des Q u e rsch n it
te s  eines a u f  re in e  T orsion  b ean sp ru ch ten  S tab es  w erden Schubspannungslinien  
g en an n t. Im  allgem einen  überschneiden  diese w eder e inander n o ch  die R a n d 
lin ie des Q u ersch n itte s . In  einigen F ä llen  — z. B . bei k o n k av en  bzw . H o h l
q u e rsc h n itte n  — k an n  es jedoch  V orkom m en, d aß  einzelne S ch u b sp an n u n g s
lin ien  verzw eigen  oder einige sogar die R an d lin ie  des Q uerschn ittes ü b e rsch n e i
den. D ie die innere  R and lin ie  des H o h lq u e rsch n itte s  ü b ersch n e id en d en  
S ch u b sp an n u n g slin ien  w erden h ie r Trennungslinien  gen an n t.

V erfasser h a t  bere its  in einem  frü h e ren  A ufsa tz  [1], wo er das T o rsions
p rob lem  von  H o h ls täb en  b eh an d e lte , a u f  die M öglichkeit des Z u stan d ek o m m en s 
von  T ren n lin ien  h ingew iesen. G leichzeitig  se tz te  er eine M ethode au se in an d e r, 
m it H ilfe de re r die S p an n u n g sfu n k tio n  v o n  d ickw andigen , m it e iner K re is
höh lung  v e rsehenen  Q uersch n itten  a n n ä h e rn d  h e rs te llb a r is t. Zw eck gegen
w ärtig en  A ufsa tzes is t die S teigerung  d er G en au ig k e it des e rw äh n ten  V erfah 
ren s , fe rn e r das S tu d iu m  der F orm - u n d  E n ts teh u n g sb ed in g u n g en  der ev en 
tu e llen  T ren n lin ien .

2. G rundsätzliches

Die U n te rsu ch u n g en  w erden  in  e inem  P o la r-K o o rd in a ten sy stem  0 (r,<p) 
d u rch g e fü h rt. D er A nfan g sp u n k t dieses K o o rd in a ten sy stem s fä llt m it dem  
M itte lp u n k t d e r K re ishöh lung  zusam m en. D er H albm esser der K re ish ö h lu n g  
w ird  m it r 0 b eze ichnet.

D ie A u se inanderse tzungen  b e ru h en  a u f  d er aus der E la s tiz itä ts le h re  
b e k a n n te n  T heorie  d er re inen  T orsion. L a u t d ieser Theorie k a n n  die L ösung des
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T orsionsprob lem s a u f  die B estim m u n g  der Spannungsfunktion, d. h . e iner 
F u n k tio n  W = 4 / (r, cp) zu rü ck g efü h rt w erden , die in  jed em  P u n k t des Q u er
sc h n itte s  der D iffe ren tia lg le ichung

A V = — 2, +  JL J L  +  1 92
0r2 г Э r r2 dcp2 ( 1 )

Bild 1

g en ü g t [2]. F u n k tio n  W  m uß am  R a n d  d er K re ish ö h lu n g  auch  den B ed ingungen

Г 2 л  g x p

У  =  0 , -------dcp =  — 2 nr0 (2)
Jo 9r

gen ü g en  u n d  a u ß e rd e m  an  d er ä u ß e re n  R an d lin ie  des Q u ersch n itte s  e inen  
k o n s ta n te n  W ert b esitzen . L ängs d er e inzelnen  S chubspannungslin ien  is tW  
je  eine K o n s ta n te .

3. Die S p an n u n g sfu n k tio n

Die S p an n u n g sfu n k tio n  des T orsionsp rob lem s k a n n  n u r  in e inzelnen  e in 
fach en  F ällen  in  end licher, gesch lossener F o rm  d arg este llt w erden , w eshalb  
m a n  im  a llgem einen  s t a t t  einer e x a k te n  L ösung  a u f  verschiedene N ä h e ru n g s
v e rfah ren  angew iesen  is t. Im  F a lle  v o n  H o h lq u e rsch n itten  w erden die auch  
so n st v o rh an d en en  Schw ierigkeiten  u m  ein V ielfaches gesteigert. E ine  end liche , 
geschlossene L ösu n g  is t bloß fü r  den  K re is r in g q u e rsch n itt, fü r den  v o n  zwei 
äh n lichen  k o ax ia len  E llipsen u n d  fü r  den  von  zwei konfokalen  E llip sen  u m 
g ren z ten  R in g q u e rsc h n itt b e k a n n t (B ild  2).

Bild 2
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In  E rm an g e lu n g  geschlossener L ösungen  h a t V erfasser [1] zur H e rs te l
lung  der S p an n u n g sfu n k tio n  von d ick w and igen  Q u ersch n itten  m it K re ish ö h 
lu n g  ein N ä h e ru n g sv e rfah ren  en tw ick e lt. Sein V erfah ren  se tz t die S p an n u n g s
fu n k tio n  des dem  H o h lq u e rsc h n itt en tsp rech en d en , m it iden tisch er ä u ß e re r  
R and lin ie  versehenen  V o llqu crsch n ittes  als b e k a n n t v o rau s . W ird  diese S p a n 
n u n g sfu n k tio n  a u f die Form

Г "  T

V' =  — —  +  £  V;— ;lT  (An cos n(p +  Bn s in  n<pï (3 )
Z n ^ n r o

g eb ra c h t, so is t die an n äh ern d e  S p a n n u n g sfu n k tio n  des m it einer K re ish ö h 
lung  versehenen , an so n sten  m it dem  V o llq u ersch n itt id en tisch  g e s ta lte te n  
H o h lq u ersch n itte s

W =  —
2

’V -

1 -

2 nrS

+

1 —
r 2 n r0 (A n cos тир -(- A n sin тир) . (4)

Im  folgenden w ird  zu r a n n äh e rn d en  H erste llu n g  d e r S p an n u n g sfu n k tio n  
von d ickw andigen , m it einer K re ish ö h lu n g  versehenen  Q u ersch n itten  s t a t t  
der R eihe (4) die äh n lich  g esta lte te  R eihe

4* =  -  — f l . ------ — +2 r2

+  2 ~  
r

r" 1 r2nr o

2 п гЦ -2 Г2п
(Cn cos ncp -f- D n sin ncp) (5)

v erw en d e t, w elche o ffen b ar G leichungen (1) und  (2) b e fried ig t. In  d ieser 
R eihe sind  die K oeffiz ien ten  Cn u n d  D n fre i zu w äh len , s ind  also u n ab h än g ig  
von  den  K oeffiz ien ten  A n u n d  Bn d e r F o rm el (3). W erd en  die K oeffiz ien ten  
Cn u n d  Dn zw ecken tsp rechend  au fg en o m m en , so lie fe rt der A usd ruck  (5) 
bere its  m it w enigen G liedern  im  allgem einen  eine g u te  A nnäherung . Diese 
k a n n  auch  d an n  zu fried en ste llen d  se in , w enn  — wie z. B . im  F alle  eines m it 
einem  zen trischen  L och  versehenen  rege lm äß igen  D re ieck q u ersch n itte s  [3] — 
die K onvergenz  der R e ihe  (4) n ich t g esichert is t.

4. Die Trennungslinie

U m  festste llen  zu  können , ob an  einem  m it K reisloch  versehenen  Q u er
sc h n itte  eine Trennungslinie, d. h. eine S ch ubspannungslin ie , die den K reis 
r  =  r 0 ü b e rsch n e id e t, e n ts te h t, m uß  u n te rsu c h t w erden , ob die R ed ingung
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W  =  0 b loß  den K reis r  =  r 0 en tlan g , oder au ch  andersw o e rfü llt is t. Zu diesem  
Z w eck  is t  das erste G lied aus A u sd ru ck  (5) au szu k lam m ern :

W  =  — - i l  - A 1 H-----5- (Cj cos cp D 1 sin cp) -f-

-1----- 1 -)-------— (C2cos 2 cp D 2 sin  2 9?) -f-

+
3 r,

1 +  +  -^-1  (C3cos Scp -j- D 3sin 3 cp) +
r2 r4

4 r2
+  —— 1 4-----r-  H-----— 4---- 1“ (C4 cos 4 9? -f- _D4 sin  4 99) + ( 6)

Z u r E rfü llu n g  der B ed ingung  W  =  0 n ic h t n u r  an  der K reislin ie  r =  r 0, so n d ern  
a u c h  a n  anderen  S tellen , is t  es d ah e r n o tw en d ig , daß  die G leichung

— 1 -\-----— (C4 cos cp -(- D 1 sin  cp) +

+

r

1

2

r

3 rn

1 -f- —  - 1 (C2 cos 2<p D2 sin  2 cp) -f-

(C3 cos 3 cp -f- D 3 sin 3 cp) -j—
1*2 , 4

1 + - ^  +  - ^

+
4 r o

1 + - ^ -  +  — +  — I (C4 c o s 4 9? +  D 4 sin 4 9 9 )  +  . . .  = 0  (7)
r 4 r«

b e fr ie d ig t sei. W enn die d u rc h  G leichung (7) c h a ra k te ris ie rte  K urve  den K reis 
r =  r 0 überschneidet, so b ild e t sie eine T rennungslin ie .

5. E in fach -sy m m etrisch e  Gebilde

Im  R ahm en  dieses A b sch n itte s  w erd en  als Spezialfälle  d er G leichung (6) 
d ie  d e r G leichung

fit ro 
r

cos cp (8 )

en tsp rech en d en  einfach-symmetrischen Querschnitte u n d  die be i diesen ev en tu e ll 
e n ts te h e n d e n  T ren n ungslin ien  b eh an d e lt.
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5.1. Gestalt der Trennungslinie

Im  geg en w ärtig en  Fall k a n n  die G leichung (7) d e r T rennungslin ie  in  d e r 
G esta lt

— 1 +  ~ г 0 cos cp =  0 
r

oder in der F o rm  (9)
r  =  Cx r0 cos <p

angeschrieben  w erd en . W ie e rs ich tlich , b eze ich n e t obige G leichung einen K reis 
m it H albm esser Cxr0!2, dessen M itte lp u n k t C a u f  d er G eraden  rp =  0 lieg t. 
D er in R ede s te h e n d e  K reis ü b e rsch n e id e t d en  K reis r =  r () n u r  in dem  F a lle  
(b ilde t also n u r  d a n n  eine ta tsä c h lic h e  T ren n u n g slin ie ), w enn IC,! >  1 is t .

Die a u f  d ie  R ic h tu n g  cp — 0 bezogene L age d e r T rennungslin ie  h ä n g t 
vom  V orzeichen v o n  C1 ab. I s t  Cx p o sitiv , so b e f in d e t sich die T ren n u n g s
lin ie in  der im  B ild  3 angegebenen  Lage. I s t  C, n e g a tiv , so n im m t die T ren n u n g s
lin ie  eine um  180° v e rd re h te  L age ein.

5.2. Querschnittsformen

Im  nach fo lg en d en  w erden dreierle i T y p en  d er d u rch  S p an n u n g sfu n k tio n (8) 
c h a rak te ris ie rten  Q u ersch n itte  b e h a n d e lt.

Erster T yp . In  diese G ru p p e  gehören  die sichelförmigen Querschnitte 
d u rch  zwei K re isb o g en  u m g ren z t (B ild  4). D er M itte lp u n k t eines der be id en  
K reisbogen lieg t am  U m fang des an d eren . D ie G leichung  der R andlin ie  u n d
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d er S pannungslin ien  d e ra rtig e r Q u e rsc h n itte  k an n  u n te r  B each tu n g  von  (8 ) in 
d e r  F o rm

bzw .

(r2 -  rg) — 1 +  -^ '1 Г° COS (p Kr'o

cos cp 1 +
K rl

( 10)

(И)

d a rg e s te llt  w erden , w obei К  e n tla n g  je  e iner der g en an n ten  L in ien  je  eine 
K o n s ta n te  is t. Z ur inneren  R an d lin ie  des Q uerschn ittes geh ö rt der W ert 
К  =  0, bei den S pannungslin ien  is t К  >  0 .

Zweiter Typ. In  diese G ruppe gehören  die kreisartigen Querschnitte m it 
ex zen trisch er K re ishöh lung  (B ild 5). D ie G leichung der R an d - bzw . S p an n u n g s
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lin ien  dieser Q u e rsch n itte  is t von  der g leichen G esta lt w ie beim  e rs ten  T yp . 
D er einzige U n te rsch ied  is t, d aß  hei den au ß e rh a lb  der T rennu n g slin ie  liegenden 
S pannungslin ien  (B ild  6) К  ]>  0 is t.

G leichung (11) k a n n  zw eckm äßig  zur a n g e n ä h e rten  H ers te llu n g  der S p an 
n u n g sfu n k tio n  d ickw and iger, m it exzentrischer Kreishöhlung versehener Kreis

querschnitte (B ild  7) b e n ü tz t  w erden . In  solchen F ä llen  k a n n  der W ert de^ in 
der G leichung (11) v o rk o m m en d en  P a ra m e te r  C1 u n d  К  d u rch  zwei A n passungs
bed ingungen  d ad u rch  b e s tim m t w erden , d aß  v o rgesch rieben  w ird , d aß  die

d u rch  G leichung (11) angegebene K u rv e  d u rch  zwei e n tsp rech en d  gew ählte 
R a n d p u n k te  des Q u ersch n itte s  verlau fe . Als P u n k te  der A n passung  (K olloka
tio n ) is t es zw eckm äßig , en tw ed er die a u f  den  S y m m etrieach sen  liegenden 
P u n k te  A  u n d  В  (B ild  8a) oder die a u f  den  R ad ien  q> =  jt/4 u n d  cp =  Зтг/4 
sich befind lichen  P u n k te  C u n d  D  (B ild  8b) zu  w ählen . In  beid en  F ä llen  ist der 
W ert des P a ra m e te rs  C1 id en tisch , u n d zw ar is t er

c  2 e (R 2 — e2)

1 r0( R * - r l - e * ) '
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D er P a ra m e te r  К  b e s itz t  im  e rs ten  F a ll den W ert

К  =  - (R 2 -  e2)2 -  rg (2 R 2 -  rl -  2 e2) 

Г*(Я* - , * - « * )

im  zw eiten  Fall d en  W e rt

(12)

r g ^ - r g - e * )  ' (13)

V on den  beiden K o llo k a tio n sv e rfah ren  e rg ib t das zw eite höhere  G enau igkeit.
U m  den G en au ig k e itsg rad  des vorgeschlagen  en V erfah ren s zu  d em o n strie 

re n , w urde fü r F a ll R  =  4 r 0, e =  r 0 die genaue u n d  die a n g en äh e rte  L änge der 
W inkelhalbierenden R ad ien  b e s tim m t, da die g rö ß te  A bw eichung in  dieser 
U m g eb u n g  zu e rw arten  is t. Im  e rs ten  F a ll ergab  sich  fü r  den  zum  Z en tra lw in 
k e l <p =  jt/2 gehörenden  R ad iu s , a n s ta t t  des genauen  W ertes  r  =  3,873 r 0, der 
an g en äh e rte  W ert r =  3,836 r 0, also w ar der re la tiv e  F eh le r Arjr =  —0,0096. 
Im  zw eiten  F all w ar d e r genaue W e rt der zu  d en  Z en tra lw in k e ln  rp =  0, it/2 
bzw . 7t gehörenden R ad ien  r  =  5r 0, 3,8730 r 0 bzw . 3 r0, w äh ren d  d er an g en äh e rte  
W e rt r =  5,0183 r 0, 3 ,8545r0 bzw  3,0170 r 0 b e tru g . Die re la tiv e n  F eh le r w aren  
also  b loß  Zlr/r =  -(-0,0037, —0,0048, -(-0,0057.

Dritter Typ. D ie in  diese G ruppe gehörenden  Q u e rsch n itte  u n te rsch e id en  
sich  von  denen d er zw eiten  G ruppe  b loß  in  der G esta lt ih re r  H ö h lung  (R ild 9). 
I n  d iesem  Fall w ird  n äm lich  die R and lin ie  der H ö h lung  von  einem  A b sch n itte  
des K reisbogens r  =  r 0 u n d  einem  A b sch n itte  d er T rennungslin ie  m it H a lb 
m esser C J2 geb ilde t. D ie S pannungslin ien  d ieser Q u e rsch n itte  besitzen  dieselbe 
G e s ta lt wie jene  d e r ih n en  en tsp rech en d en  Q u e rsch n itte  vom  zw eiten  T yp .

Als ein Sonderfall sei d er im  B ild  10 d a rg es te llte , zum  d r it te n  T y p  gehö
rig e  Q uerschn itt e rw ä h n t, wo G esta lt u n d  Lage d er T rennungslin ie  m it denen 
d e r K reishöhlung  id en tisch  u n d  d ah er m ite in an d e r v e r ta u sc h b a r  sind . D ieser
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Q u e rsc h n itt h a t, obw ohl er u n te r  den  e in fach -sym m etrischen  e rw ä h n t w ird , eine 
zw eifach-sym m etrische  A n o rd n u n g . W ird  im  vorliegenden  S onderfa ll von  den 
b e id e n  v o rh in  b esp ro ch en en  V erfah ren  das erste an g ew en d e t, so ergeben sich 
m it d e r S u b s titu tio n  e =  r 0 fü r  die P a ra m e te r  C1 bzw . К  d ie fo lgenden  W erte :

Bild 11

W e n d e t m an  dieses V erfah ren  a u f  den  in  B ild  11 gezeigten  Q u e rsc h n itt an , so 
s te ll t  sich  heraus, d aß  die äußere  R an d lin ie  des Q u ersch n itte s  n u r  u n b ed eu 
te n d  vom  K reis m it H a lb m esse r r =  3,5 r 0 abw eich t. D er in  die lo trech te  Sy- 
m e trieach se  fallende P u n k t  der äu ß eren  R and lin ie  b e f in d e t sich  n äm lich  in 
e inem  A b stan d  von у  =  3,487 r 0 a n s ta t t  von  у  — 3,5 r 0 v o n  d e r w aag rech ten  
S y m m etrieachse , also is t  die re la tiv e  M aßabw eichung A yjy  =  —0,0037.

6. Zweifach sym m etrische Gebilde

In  diesem  A b sc h n itt w erden  v o n  den  d u rch  G leichung (6) c h a ra k te ris ie r
te n  G ebilden die der S p an n u n g sfu n k tio n

(14)
Г2

W =  —
r2 f - i + A r2 \ 1

1 -|-----— cos 2 cp
2 r2 2 Г2 j

en tsp rech en d en  zweifach symmetrischen Querschnitte u n d  die a u f  ih n e n  even tuell 
e n ts te h e n d e n  T ren nungslin ien  u n te rsu c h t.

6.1. Gestalt der Trennungslinie

Im  vorliegenden  S onderfa ll k a n n  die G leichung (7) d e r T rennungslin ie  
in  d e r F o rm

1 + cos 2 <p =  0
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b zw . in  der G estalt

cos 2 <p = 2

C2
(15)

angeschrieben  w erden . D ieser G leichung en tsp ric h t im  a llgem einen  eine zwei- 
b lä t tr ig e  R osette . W e n n  [C2| <C 1 is t , so lieg t diese K u rv e  vo lls tän d ig  in n e r
h a lb  des Kreises r  =  r 0. W enn  1 <T[ |C2| < 2  is t, so ü b e rsc h n e id e t die R ose tte  
d en  K reis r =  r 0 , b ild e t also eine ta tsäch lich e  T ren n u n g slin ie . I s t  |C2| =  2, so

Bild 12

e n ta r te t  die T ren n u n g slin ie  in  eine K u rv e , die sich  ins U nend liche  e rs treck t. 
D ie Lage der T ren n u n g slin ie  in  bezug  a u f  R ad iu s  cp =  0 h ä n g t vom  V or
ze ichen  von C2 ab . I s t  C2 p o s itiv , so b e fin d e t sich die ro se tten fö rm ig e  bzw . e n t
a r te te  T rennungslin ie  in  d er L age, wie sie im  B ild 12 bzw . im  B ild  13 angegeben 
is t . W enn C2ein n eg a tiv e s  V orzeichen besitz t, so v e rd re h t sich  die T ren n u n g s
lin ie  im  Vergleich zu m  R ad iu s  cp =  0 um  90°.

6.2 Querschnittsformen

Im  folgenden w erd en  d re ierle i T ypen  der d u rch  G leichung  (14) c h a ra k 
te r is ie r te n  Q u e rsch n itte  v o rg e fü h rt.

Erster Typ. I n  d iese G ru p p e  gehören die sichelförmigen Vollquerschnitte 
(B ild  14). Diese w e rd en  e inerse its  von  einem  K re isb o g en ab sch n itt r — r 0 ,

Bild 14
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an d e re rse its  v o n  einem  A b sc h n itt eines B la tte s  der T ren n u n g sro se tte  u m ra n d e t. 
D ie G le ichung  d er S p an n u n p slin ien  d e r in  R ede s te h e n d e n  Q u rsc h n itte  is t

(r2 -  rl) r _ 1 + ü (1 + 4 cos 2 cp
2 1 r2

=  K r l ,

cos 2 cp —
2 r2

C2(r2 +  ^ )
!  +  - M .

T‘ — r„

w obei К  =  k o n s t >  0 is t.
I

(16)

(17)

Zweiter T yp . In  diese G ruppe gehören  die ellipsenähnlichen Querschnitte 
m it einer zen trisch en  K re ishöh lung  (B ild  15). Die G leichung der R an d - bzw . 
S pann u n g slin ien  d ieser Q uersch n itte  is t gleicher G esta lt w ie beim  e rs ten  T yp .
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In  F ällen , wo die T rennu n g slin ie  zu einer ins U nend liche  verlau fen d en  
K u rv e  e n ta r te t ,  n ä h e rn  sich  die S p an nungslin ien  u m  so m eh r G eraden , je  w ei
t e r  sie v o n  der K re ishöh lung  e n tfe rn t sind . Som it g e s ta lte t sich  d er e llipsen
äh n lich e  Q u ersch n itt zu einem  streifenähnlichen u m  (B ild 16).

F orm el (14) b ie te t  die M öglichkeit zu r a n n äh e rn d en  H ers te llu n g  der S p an 
n u n g sfu n k tio n  von  dickwandigen Ellipsenquerschnitten (B ild  17) m it zen trisch er

K re ish ö h lu n g . In  d iesem  F a ll is t es ra ts a m , die in  F orm el (14) v o rkom m enden  
P a ra m e te r  C2 u n d  К  d e ra r t  au fzu n eh m en , d aß  die v o n  ihnen  b es tim m te  
R a n d k u rv e  ü b er gewisse vo rgeschriebene P u n k te  der E llipse h in d u rch g eh e . 
A ls V orbed ingung  zu r E rfü llu n g  d ieser F o rd e ru n g  sind  au ch  h ie r zwei A n p as
sungsg le ichungen  au fzusch re iben .

W äh lt m an  zur K o llok a tio n  die P u n k te  A  u n d  В  (B ild  18a) so g es ta lten  
sich  die e rw äh n ten  zwei P a ra m e te r , w ie fo lg t:

c -  2 ° 2  62 (fl2 ~ f c 2 )

( t P P - r * )  (<* +  !?> ’

к _  о ai № — Гр (а4 +  ft4)

“ r í ( 4 Í / - r í ) ( a 4 b ' 2)

W erden  h ingegen  die a u f  den  R ad ien  cp =  я /8 u n d  cp =  3 зт/8 liegenden  
E llip se n p u n k te  C u n d  D  (B ild  18b) als K o llo k a tio n sp u n k te  g ew äh lt, d ann  erge-
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ben  sich  fü r  die P a ra m e te r  die W erte

___________ 16 а 4 /И_________

8 o4 64 — r4 (a4 +  6 a2 62 +  64)

a2 - f r 2 

a2 - f  b2 ’

w obei

ist.

K  =  - % . ( A 2 - 1 ) - 1 ,
2 ]/2 '

1 4 a2 b2
" “T2“ ‘ a2 (2 — f2) +  62 ( 2 +  f 2)

Dritter Typ. D ieser Q u e rsc h n itts ty p  u n te rsc h e id e t sich vom  zw eiten  n u r  
d u rch  die G esta lt se iner H öhlung  (B ild  19). J e tz t  w ird näm lich  die H ö h lu n g

B ild  19

d u rch  zwei B o g en ab sch n itte  des K reises r =  r 0, fe rn e r durch  zw ei A b sch n itte  
der T re n n u n g sro se tte  u m g ren z t. D ie S p an n u n g slin ien  der in  R ede  s te h e n d e n  
Q u ersch n itte  s ind  m it denen d er en tsp re c h e n d en  Q uerschn itte  des zw eiten  
T yps id en tisch .

7. D reifach sy m m etrisch e  Gebilde

In  d iesem  A b sc h n itt w erden  aus den  d u rc h  F o rm el (6) c h a ra k te ris ie r te n  
Q u e rsch n itten  die d er S p an n u n g sfu n k tio n

j-2
W =  — M !-) [ 1 + Csr

г2 r4
cos 3 cp

2 r2 ) 3 r0 r2 r4
(18)

en tsp rech en d en  d re ifach  sym m etrisch en  Q u e rsc h n itte  und  deren  ev en tu e llen  
T ren n ungslin ien  b e h a n d e lt.

7.1. Gestalt der Trennungslinie

In  d iesem  F a ll n im m t die G leichung (7) d er T rennungslin ie  die F o rm

— 1
C3 r 

3 r0
1 +  - ^ -  +  cos 3 cp =  0 ,
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bzw . die G esta lt

cos 3 cp =
+

(19)

an . Im  allgem einen  c h a ra k te ris ie r t d iese G leichung eine K urve , die aus einem  
von  e in e r d re ib lä ttr ig e n  R ose tte  g eb ild e ten  M itte lte il u n d  aus drei h y p e rb e l
äh n lich en  Ä sten  b e s te h t . D iese le tz te re n  v e rlau fen  au ß e rh a lb  der K re ish ö h lu n g . 
Die d re ib lä ttr ig e  R o se tte  liegt im  F a lle  |C3| <  1 gänzlich  innerhalb  d e r K re is 
h ö h lu n g , im  F alle  [C3] ~7> 1 hingegen ü b e rsc h n e id e t sie den R an d  d e r K re is 
h ö h lu n g , d. h ., sie b ild e t eine T ren n u n g slin ie  (B ild 20). J e  höher der W e rt von

\

B ild  20

C3 is t ,  u m  so n ä h e r  g e ra ten  der ro se tten fö rm ig e  M itte lte il u n d  die h y p e rb e l
äh n lich en  Ä ste z u e in an d e r und  v e re in en  sich im  G renzfall

|C3 | =
( -  2 +  /1 3 )  \ i l  +  Щ

f 8
1,2182

zu  e in e r gem einsam en  K u rv e  (B ild 21). W enn

( -  2 +  /1 3 )  1/1 +  K13
Vs

1,2182

is t , so e n ts te h t ke in e  reelle  T rennungslin ie . I s t  C3 n eg a tiv , so v e rd re h t sich  die 
T ren n u n g slin ie  im  V erh ä ltn is  zur in  B ild ern  20 u n d  21 darg este llten  L age um  
e in en  W inkel v o n  тг/З.

7.2. Querschnittsformen

Im  fo lgenden  w erden  drei c h a ra k te ris tisc h e  T y p en  der d u rch  F o rm e l (18) 
b e s tim m te n  Q u e rsc h n itte  s tu d ie rt.
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Erster T yp . H ie rh e r gehören  die durch  einen  B o g e n a b sc h n itt des K reises 
r  =  r 0 u n d  einen A b sc h n itt d er T rennungslin ie  u m g re n z te n  Q u ersch n itte . Im  
allgem einen (n ich t e n ta r te te n )  F a ll is t der Q u e rsc h n itt  sichelförmig (B ild  22), 
im  besonderen  (e n ta r te te n )  F a ll n im m t er die F o rm  einer Bischofsmütze an  
(B ild 23). Die G leichung d er R an d - u n d  S p an n u n g slin ien  be ider Q u e rsch n itte  
is t von  der F o rm

bzw . von  der G esta lt

cos 3 cp З гр г3 _____
С3 (г4+ Г 2г2 + Г 4)

(21)

w obei К  — k o n st >  0 is t.
Zweiter Typ. D ieser T y p  w ird  von  regelmäßigen dreieckähnlichen Quer

schnitten m it zen trisch e r K re ish ö h lu n g  gebildet (B ild  24). D ie G leichung d er
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R a n d -  bzw . S pannungslin ien  d ieser Q u e rsc h n itte  b e s itz t die g leiche G estalt 
w ie b e im  ersten  T y p , d och  is t in  d iesem  F a ll

К  =  k o n s t <  0.

U n te r  den versch ied en en  S p an n u n g slin ien  e rh eb t diejenige A n sp ru ch  au f 
ein  besonderes In te re sse , die aus d re i e in an d e r k reu zen d en  Ä sten  b es teh t 
(B ild  25). Die K reu zu n g sp u n k te  d er d re i Ä ste  liegen im  F alle  C3 >  0 a u f den 
R a d ie n

<p =  0 , 2 л /3  , 4 л /3 .

С

L än g s  dieser R ad ien  is t  la u t  G leichung (21)

3 r0 r3
C3 (r4 +  íq r2 -j- rjj)

1 +
2 ,2— '0

=  1 .

H ie rau s  ergib t sich m it  d er B ezeichnung

die G leichung

Q =

e e _  J _ 05 +  A ( 1 _ K ) P 3 - 1  =  O.
.̂4 (-'ll

(22)

(23)

(24)

Gleichung (24) k a n n  zw eckm äßig  zu r B estim m u n g  d er W e rte  C3 und  К  
b e n ü tz t  w erden, die zu  den  vom  A n fa n g sp u n k t 0 u m  eine v o rgesch riebene  E n t
fe rn u n g  гх liegenden K reu z u n g sp u n k te n  gehören . Es is t n äm lich  d er zu den 
K re u z u n g sp u n k te n  gehörende W ert q =  D oppelw urzel der G leichung (24).
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B e tra c h te t  m an  also die linke  Seite d ieser G leichung als F u n k tio n /(p ) ,  so m uß  
d er W ert von  p, als D oppelw urzel d er G le ich u n g /(p ) =  0 auch  der B ed in g u n g  

f '( g )  =  0 G enüge le isten . W ird  die A b le itu n g  au sg e fü h rt, so e rh ä lt m an  die 
G leichung

6 p 5 _ i l ß 4 + A ( l _ K ) p 2 = 0 , (25)

die gem einsam  m it G leichung (24) fü r  die P a ra m e te r  C3 u n d  К  die W erte

C3
2 ei

i  +  eï ’
K =  1

3 i  +  ei

(26)

lie fe rt.
D ie d u rch  die sich k reu zen d en  Ä ste  der S pannungslin ie  b eg ren z te  F ig u r 

w ird  u m  so w eniger vom  rege lm äß igen  D reieck abw eichen , je  g rö ß er die 
geringste  W andd icke  des H o h lq u e rsch n itte s  im  V erh ä ltn is  zum  H alb m esser der 
K re ish ö h lu n g  is t. W enn  px =  6 is t , so w eichen die b e id en  F ig u ren  n u r  ganz 
u n b e d e u te n d  v o n e in an d e r ab .

Im  Falle px =  6 nehm en  die P a ra m e te r  Cg u n d  К  d ie W erte

C. =  -  2 ' 65-_ == o,333 3262 ,
3 1 +  6«

С I 68
К  =  1 -----------------—------ =  -  11,001 0288

3 1 +  6«

an . M it obigen W e rte n  g erechnet, is t die G leichung der an n äh e rn d e n  S p an n u n g s
fu n k tio n  la u t  F o rm el (18)

- 1  + 0,333 3262 г 

3 r0
cos 3 cp ,

u n d  die G leichung der äußeren  R an d lin ie  des in  R ede s teh en d en  Q u ersch n itte s  
n a c h  F orm el (21)

„ 3 r0 r 3 ( 11,001 0288
cos 3 w = ______________r_____________  1— -------------------

0,333 3262 (r4 +  r20 r2 +  r$) [ r2 —  r20

I s t  die E n tfe rn u n g  r des P u n k te s  P  der äußeren  R an d lin ie  vom  A n fan g s
p u n k t  0 gegeben, so lassen sich sow ohl d er dazugehörige Z en tra lw inke l <p wie 
au ch  die K o o rd in a ten  x  u n d  у  desselben P u n k te s  m it H ilfe obiger F o rm el e in 
fach  b estim m en , d a  (B ild  26)

x  =  r cos cp, у  =  r  sin  cp
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s in d . Die d u rch g e fü h rte  B erechnung  lie fe rte  fü r  versch iedene P u n k te  P  der 
S e ite  BC  der u n te rs u c h te n  F ig u r die in  T afe l I  e n th a lte n e n  W e rte . In  d ieser 
T afe l b ed eu te t x 0 d ie A bszisse der Seite BC  des D reiecks A B C ,  also is t

*o =  —3r o-
D a se lb s t h a t Ax d ie B e d e u tu n g

Ax — X—3 r 0.

T afel I

Wert der relativen Fehler

r/'o cos 5<p cos q> */г 0 M /r« Axr, АхЦЬ Узг0)

3 ,0 0 0  57 8 - 1 — l - 3 , 0 0 0  57 8 0 — 0 ,0 0 0  57 8 - 0 , 0 0 0  055

3 ,1 0 - 0 , 7 2 3  171 2 6 4 — 0 ,9 6 7  8 80 - 3 , 0 0 0  4 2 9 0 ,7 7 9  37 4 - 0 , 0 0 0  4 2 9 - 0 , 0 0 0  041

3 ,2 5 - 0 , 3 7 7  4 7 5  6 9 0 — 0 ,9 2 3  160 - 3 , 0 0 0  2 6 9 1 ,2 4 9  354 —  0 ,0 0 0  26 9 - 0 , 0 0 0  0 2 6

3 ,5 + 0 ,0 5 2  291  7 4 6 - 0 , 8 5 7  175 - 3 , 0 0 0  112 1 ,7 9 3  257 - 0 , 0 0 0  112 - 0 , 0 0 0  O i l

4 ,0 + 0 ,5 6 2  5 0 4  7 1 1 - 0 , 7 4 9  999 - 2 , 9 9 9  9 9 5 2 ,6 4 6  75 4 +  0 ,0 0 0  00 5 + 0 ,0 0 0  0 0 0

4 ,5 + 0 ,8 1 4  8 2 8  7 9 6 —  0 ,6 6 6  661 - 2 , 9 9 9  9 7 3 3 ,3 5 4  235 +  0 ,0 0 0  02 7 + 0 ,0 0 0  00 3

5 ,0 + 0 ,9 3 6  0 0 5  8 9 2 —  0 ,5 9 9  99 6 - 2 , 9 9 9  9 7 8 4 ,0 0 0  017 +  0 ,0 0 0  02 2 +  0 ,0 0 0  00 2

5 ,5 + 0 ,9 8 7  2 2 8  8 2 0 — 0 ,5 4 5  452 - 2 , 9 9 9  9 8 9 4 ,7 7 1  013 +  0 ,0 0 0  011 +  0 ,0 0 0  001

6 ,0 +  1 — 0 ,5 - 3 , 0 5 ,1 9 6  152 0 0

W ie ersich tlich , w eich t in  diesem  F a lle  die du rch  die G leichung (21) b e 
s tim m te  äußere R a n d lin ie  des Q uerschn ittes n u r  ganz u n b e d e u te n d  vom  reg e l
m äß ig en  D reieck ab . D ie g rö ß te  A bw eichung A x  e rg ib t sich in  den  S e iten m itten
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des Q u ersch n itte s  u n d  ü b e rtr iff t k a u m  den  1/20 000-sten  Teil (!) d er D re ieck 
se iten länge. (D iese A bw eichung b e d e u te t b e i im  B ild  25 d a rg es te llten  F a ll 
n ich t m ehr als d en  1/50-sten Teil der D icke d e r U m grenzungslin ie.)

Dritter T yp . D ie innere R and lin ie  d e r in  dieser G ruppe  gehörenden  
H o h lq u e rsc h n itte  w ird  du rch  einzelne A b sc h n itte  des K reises r =  r 0 u n d  der 
T rennungslin ie  g eb ild e t (B ild 27). D iese Q u e rsch n itte  können  n ic h t m eh r als 
d ickw andige b e t r a c h te t  w erden u n d  w u rd en  h ie r  n u r  der V o lls tän d ig k e it h a l
b e r e rw ä h n t.
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w ith  the problem  o f torsion  of thick-walled prism atic bars m ade of elastic, m aterial having a 
circular axial hollow. H e presents an approxim ate m ethod  w hich is appropriate for establishing  
the stress function , and analyses the cases where one o f the stress lines cuts the internal border 
line o f the cross section .

Torsion des barres prismatiques à paroi épaisse, ayant un creux axial circulaire. H a u 
teur traite du problèm e de torsion des barres prism atiques en m atière élastique, à paroi 
épaisse et à creux ax ia l circulaire. Il expose une m éthode d’approxim ation perm ettant d’é 
tablir la fonction  des contraintes et analyse les cas où la  lim ite  intérieure de la section transver
sale est coupée par la  lign e des contraintes.

Кручение толстостенных призматических стержней с аксиальной круговой по
лостью. Работа занимается проблемой кручения толстостенных призматических стержней 
с аксиальной круговой полостью, изготовленных из упругого материала. Излагается 
приближенный метод, пригодный для вывода функции напряжения, и изучаются те случаи, 
при которых внутреннюю граничную линию сечения сечет линия напряжений.
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EQUILIBRIUM OF A COMPOSITE CONE 
UNDER A FORCE ACTING AT THE VERTEX  

PERPENDICULAR TO THE AXIS LINE

S. K. CH A K R A BA R TI
D EPA RTM EN T OF M ATHEMATICS, CHANDERMAGORE COLLEGE, W EST BENGAL, IN D IA  

[M anuscript received: February 2 0 , 1967]

This paper determ ines stresses and displacem ents w ithin a com posite cone loaded by a 
force acting at the com m on vertex  perpendicular to the axis line.

1. Introduction

In v e s tig a tio n s  h av e  been  p rev iously  m ade on th e  prob lem s o f so lid  cones 
an d  conical shells lo ad ed  b y  forces a t  th e  v e r te x  b y  M i c h e l l , D a s  G u p t a  

an d  K n o p s  [1, 3, 4 ]. T he a u th o r  solved th e  p rob lem  o f a com posite  cone 
load ed  b y  a force along  th e  ax is. In  th e  p re sen t p ap e r, follow ing th e  d irec t 
m e th o d  of M i c h e l l  th e  t i t le  p rob lem  has been  solved.

2. Notations

r, 0 , cp 

Uf 9 'Uq ’ U(£

spherica l po la r co -o rd ina tes (F ig . 1), d isp lacem ents in  p o la r co -o rd inates,

7 ,  0 0 ,  ФФ, 0Ф , Фг, 7 )
stress com ponen ts.

3. Solution of the problem

L et us d en o te  b y  0  =  x  an d  0  =  ß(ß ос) tw o conical surfaces w ith  a 
com m on v e rte x  a t  th e  origin.

L e t (Ax, fij) be th e  elastic  co n stan ts  w ith in  th e  solid cone b o u n d ed  b y  
0  =  oc an d  (A2, /u2) th o se  in  th e  shell R 2 b o u n d ed  b y  0  =  ß an d  0  =  tx.

F o r th e  p re se n t p rob lem , we choose th e  expressions for d isp lacem ents 
sa tisfy ing  th e  eq u ilib riu m  eq u a tio n s  w hen no b o d y  forces are ac ting , as in  [2], 
th a t  is
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w ith in  R i  (0 <  в <С ос):

Fi sin 0  • cos Ф +  4 l
r

sin  0  • cos Ф

4 л  fa  r 1 -(- cos 0

Я1 +  3 fa *1 cos 0 • cos Ф Di

«л =

2 (Ях +  2 fa) 4 7цах 

Яд +  3 -Fj sin Ф 
2 (Ях +  2 jtíj) 4 t i  fa  r

1Ф
г

D

А
г

F  sin Ф уФ
Г 1 -f- cos 0

X О

a n d  w ith in  R 2 (у <С 0  <С ß):

F2 sin 0  • cos Ф D 2 sin©  • cos Ф D 3 s in © -c o s '

4 Tifa r
+  —

r 1 -)- cos 0

Я, +  3 « , F  cos © • cos Ф , D , »
-)----- — cos Ф

1 — cos 0  

D ,

2(Я2 +  2 /г2) 4 л  fa  r
- cos 1

cos Ф

r 1 -f- cos ©

Я2 +  3

+
cos Ф

F, sin Ф

r 1 — cos © 

Do
2 (Я2 -f- 2 jlío) 4; 71 fa r

------- - sin Ф 4 -

C-2 sin Ф 
r 1 -f- cos 0

D 3 . ,  Cg
—-  sin  Ф H-------

r r

sin  Ф 

1 — cos 0

cos Ф 

-f- cos 0
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In  th is  case th e  stess com ponen ts are th e  follow ing w ith in  R

3 Xy - f  4 Hi Fj sin 0  • cos Ф 2 /i1D 1 sin  0  ■ cos Ф

1 -f- cos 0
rr =  —

00

\  -f- 2 Цу 4л  r2 r2

f t  Fx sin  0 -  cos Ф 2 /t jC j

Áj -)- 2 f t  4 л  r2 r2

(1 — cos 0 )  cos Ф t 2/ul D 1 sin 0 -  cos Ф

ФФ =  

0Ф  =  

Фг —

(1 -f- cos 0 )  sin  0  

f t

1 -j- cos 0

Fx sin  0 -  cos Ф 2 /U1C1 (1 — cos 0 )  cos Ф 
f t  2 f t  4 л  r2 r2 (1 -f- cos 0)  sin 0

2 f t  Cj (1 — cos 0 )  sin Ф ju1 sin 0  • sin  Ф
1 f t  COS0 

sin Ф

r* ( l f t  CO S 0 )  sin 0  rz

f t  Fx sin  Ф 2 f t  Cx
A f t  2 f t  4 n  f2

f t

T0 =

an d  w ith in  R ,

f t  D i
ОГ“

f t

I  -)- C O S 0

1 -4- cos 0  

sin  Ф,

f t  2 f t  

f t  i>i

F) COS0 • COS Ф ^  2 f t 02

f t

cos Ф
4 л г2 Cos 0

2 —
1 f t  cos 0

cos Ф ;

r r  =
3 Аг f t  4 f t  s i n 0 - c o s 0

А2 —(- 2 f t  4 л  г2 

2 f t  D 2 s in 0 - c o s Ф 

г2 1 f t  cos 0
2 f t  D3 sin  0  • cos Ф

cos 0

00 = Fi F.2 s in 0 - c o s  Ф
К  +  2 Fi 4 л  r2

2 f t  C2 (1 — cos 0 )  cos Ф 2 f t C 3 (1 + C O S 0) совФ
r2 (1 — cos 0 ) sin 0

+

(1 +  cos 0 ) s in 0  r2

2 ju2D , sin 0  • cos Ф 2 f t  D 3 sin 0  • cos Ф

1 — cos 01 cos 0

ф ф  = f t
A2 ft* 2 [Лгу 4 л

F2 sin 0 - c o s  Ф t 2 fi2C-i (1 — co s0 )  cos Ф 

r2 ( I c o s  0 ) sin  0

+
2 f t C3 (1 -|- cos 0 )  cos Ф 

r2 (1 — cos 0 ) sin  0

Acla Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



238 S. K . CHAKRABARTI

0Ф  =
2 /л2 С2 (1 — с о 8 0 ) в т Ф  2 jU2C3 (1 +  cos 0 )  в т Ф

(1 +  cos 0 ) sin 0 (1 — COS0) s i n 0

fi2D 2 8 т 0 * з т Ф  [loDg sin  0 - sin Ф
1 -J- cos 0

ф , = Fl F, sin Ф 2 [А2 Со

1 — cos 0  

sin  Ф

Д2—)—2 /г2 4 п  г2

2 /t2 Cs sin Ф 
г2

/Ф> 0 3

1 -)- cos 0

г0 = -

Г-

flo

1 - 

2 —

cos 0

1

+

1 1 0

ц 2 Do

sin  Ф,

1 -f- cos 0
sin Ф +

F2 cos 0 - cos Ф 2 /л2С2 cos Ф

A2 “I- 2 4 Tr

2 /г2 C3 cos; Ф

-b
r2 ra

L

+

r“

/0  0 3

1

2 —

cos 0

1

1 -)- cos 0  

1

1 cos 0
cos Ф +

cos 0 >ф,

w here  F v  F2, C19 C2, C3, D x, D2, D3 are  c o n s ta n ts  to  be d e te rm ined  from  th e  
b o u n d a ry  cond itions.

In  our p ro b lem  th e  b o u n d a ry  co n d itions are th e  follow ing:

Uff Мф

shou ld  be co n tin u o u s on th e  com m on b o u n d a ry  0  =  a ,

r0 , 0 0 ,  0 Ф

shou ld  be c o n tin u o u s  on th e  com m on b o u n d a ry  0  =  a .

r0 , 0 0 ,  0Ф

shou ld  van ish  on th e  free  surface 0  =  ß.
The b o u n d a ry  co n d itions give n ine eq u a tio n s  o f w hich only seven are  

in d ep en d en t. S o lv ing  th e se  equations, we o b ta in
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In  th e  above fo rm ulae

A = a1 by cx d1 , 
a2 b2 c2 d , 
аз h  Cg d3 
«4 bi  c4 d j

Ay — ву A[ -)- e2 ^40 +  e3 A'3 -)- e4 A '4 ,

/J2 =  4~ e2 B 2 +  e3 Bg +  e4 Д 4 i

zl3 =  e4 C( +  e2 C ' +  e3 Cg Ц- e4 C4 .

zl4 =  eL D 4 +  e2 D'2 +  e3 D 3 -)- e4 Д 4 ,

w here 4 ^ , 4 2, . . B[, B'2, . . . e tc . a re  th e  co -fac to rs o f  a v  a2, . . by, b2, . . .
e tc . in  A, and

Pi
Я2 3

+
(Aj +  3) x.2

8 n  (A2 -f- 2 /х2)  /x2 8 m (A2 +  2 /х2) /Xy x±
+

cos x
4 п ц 2

(Я4 -f- 2 /í j ) »j (1 +  cos x) 
4 n  (A2 +  2 /í2) (Xy Xy

A  +
A,

1 -)- cos x
+

Í 1

i l - -  cos a
+

2 (Aj +  3) 4 (Aj -f- 2 /í j) (1 -f- cos a) 
/Ху Ху (1 — cos x) ^2 +

2 (A j-f 3) 1 - f -c o s a

/Ху JCj 1 — cos x

I 4 (Aj +  2 /Ху) (1 +  cos «) 1 л

Pz =

+

ÍÍ 1 (Aj 4- 2 /íj) x2 ]
.1 4 n/x2 4 л; (A, +  2 /х2) /Ху Xy }

(1 4 " cos ex.) ,

^2/Ху Ху (1 — cos a)

A,
1  +  C O S  X

+
1

1 — cos a
4 (Aj 4~ 2 /Ху) I ^

/Ху Ху

д  = 87t(Al +  2 /Ху) j__ *2____ А  +  - 2 А.
1 8 л  (А2 -j- 2 /х2) 1 — cos х

(1 4- cos х) ,

2^К

_  2 (/хг /Ху) _

1 4- COS X

Oh — 1ца) ( 1 +  2 cos х) 
1 4- COS X

ь =  _  2 (/tj +  /х2) 4 (/íj  cos X 4- 2/Ху — Ъ)
1  —  C O S  X Ху (1 —  C O S  х)

Л  _  ( i “ t  +  /“ г )  (1 —  2 C O S  a) ,
’ a i --  ,1 — cos a

^ 4 ( 3  — jul cos a — 2 [лx)
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(/4  X 1 — Mi x2) cos a  , (Ax +  3) /4  x2 — (A2 4 - 3) /4  x t
Gl =  x,-~—±-----——-----------  “1“

4 n  (A2 +  2 /4 ) Xj

2 (М2 -  Mi) (1 — co sa ) _

+
4 7Г (12 +  2 /4 ) 11г хх

/4  (Aj +  2 /íj) x2

(1 -f- cos a) sin a
*>2 =

4 тсц2 4 я: (A2 -\~ 2 /4 ) Xj 

2 /4  (1 +  cos x )

2 Mi
sin a

(1 — cos a) sin  oc 

4 (Aj +  3) 4 (Aj -f- 2 /4 ) (1 4- c°s a)

X, sin  a

Co —
(/4  — /4 ) sin  a fL =  (M2 — Mi) s in «  +

1 +  cos a  " 1 — cos a

(2 /4  * i +  4 Aj 4- 12) (1 — cos a) 4 (Ax +  2 /4 ) sin a
+

X, s in  a

+
{(Aj 4- 3) /f2 x2 — (A2 4 - 3) /4  Xj} (1 — cos a)

4 я: (A2 4 - 2 /4 ) /4  Xj sin  a

/4  sin  a  (Aj 4~ 2 /4 ) x2 sin  a
+

2 M2
1 4 - cos /3

5 ^3 —

4 я;/4  

2 Мг

4 я: (A, 4 - 2 /i2) xx 

_  M2 (1 +  2 cos ß)
cos ß 1 4" COS ß

do
/4  (1 — 2 cos ß) 

1 — cos ß

2 /4  (1 — cosß)

М2 c o s -0

(1 +  cos/3) s in ß  

М2 sin ß

К  =  —

4 я; (Аз 4" 2 /4 )

2 /4 (1  +  cos /3)

1 -j- cos/3
? d,j —

(1 — cos /3) sin  ß 

М2 sin ß .Л — 9 c'4
1 —  COS ß

0 ;

x x =  - Î —{(Aj 4 - 3 /4 ) cos X — Aj — 3} ; x 2 =  —  !(A2 4- 3 /4 ) cos a  — A2 — 3} . 
Mi M2

I t  can  be seen th a t ,  if  X , Z,  Y ,  L,  M,  N  are th e  com ponen ts o f th e  r e s u lta n t  
t r a c t io n  on th e  p o rtio n  of a sm all sp h ere  o f rad ius r, b o u n d ed  b y  th e  cone, th e  
c e n tre  of th e  sp h e re  being  a t th e  v e r te x  o f  th e  cone, th e n

a n d

X  =

Y = Z  =  L  =  M  =  N = 0 ,

I -  i i ± i  —  A  sin30 —2 f t  D, si° ’ g -  -  
Aj 4 - 2 /4  4 n  1 +  cos 0
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Hi sina ■ cos-e +  2 f t  c, 8 ' C ”  в
1 1 1 + C O S 0Аг4*2 jUj 4 л

-  m  />, (1 +  2COS<9 )- s in 0  • COS0
1 4- cos 0

Hi — sin  0  2 fi1C1

+
r2n rß

J o  J a

Aj 4 “ 2 jíij 4 ti

_  ( 1 4 - 2 c o s 0 )  .  .  0  _
II, X), —----------------- - sin  0  i sin2 Ф

1 1 4 -C O S 0

3  A2 4 -  4  / i 2 Х’з

сов2Ф 4-

sin 0  

1 4- cos 0

d0 d0  4 -

sin3 0
-----------------------sin3 0  — 2 /i2 D 2 — —
A2 -|- 2 /i2 4 я  " 1 4 -  co s0

2 /i2 0 3 sin3 0  
1 — cos 0

42

sin 0 - cos 0
~h 2 fii) С о -------------- — 2 fie, С о

1 4 -c o s ©

A, 4 - 2 j(i.> 4 я

sin 0  • cos 0

К  .— sin 0  • COS2 0  4*

cos 0

_  ( 14 “ 2 c o s 0 )  .  _  _
u2 0 ,  —------------------ sin  0  • cos 0  +

1 +  COS0

: A i — ---- —  —  ̂  s in 0  • COS0
1 — COS 0

42

СОв2Ф 4* 

sin 0
----------------- — sin  0  4- 2 il, C2 ----------------
A2—)—2 jLí2 4 я  1 4~ cos 0

sin 0

+

„ „  (14-2  cos 0 ) . „
+  2 /i2C3 —-----------—  — D 2 ~ ~ ------- p r  sm  0

1 —  COS 0  1 4 -  COS 0

d Q d 0  =
(1 — 2 c o s0 ) . . .

/I2 0 3 ---------------7— sin  0  [ sin2 Ф

71 í 2 (1 — COS x)
1 — COS 0

2 Hi Ц. —  3 /íj P2 4-

Aj (cos a — l ) ( c o s a  +  2 ) -f- 4 j (cos2 a  4- cos a  — 4) p  
4 7Г (Aj 4- 2 /íj) 3

+

+
n  Fo(cosx — cos/S)

Z l AI +

|A2 (cos2 a  4 - cos2 /3 4" cos X • cos ß — 3) 4- 
4- 42 (cos2 X +  cos2 ß  4~ cos X • cos ß — 5)}

4 n  (Аз 4- 2 n2)

+  2 ц2 Alj 4" 2 42 Zl2 — 2 fi2 A3 — 3 /i2 Д,] .
Particular case : case o f solid cone

I n  th is  case le t us say  Ax =  A2 =  A, / i j  =  [л2 =  [л an d  jij =  и2 =  pí.
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S u b s titu tin g  th e se  values in to  th e  afo re-g iven  eq u a tio n s, th e  re la tio n s

r  _  r  _  _  (1 +  cos ß f  p  
1 2 8л(Х +  2ц)  25

P , = D , =  -  <1 +  C” W
4  я; (A +  2  /x)

C3 =  D 3 — 0 ,

Рг =  Рг

a re  o b ta in e d  an d  th e  force a t  th e  v e r te x  a t  r ig h t  angle to  th e  axis is found  to  be

X  =  -  A .  - i i -2 +  COS/V)A +  2 (1 -  cos ß f
4 X -j- 2 Ц

w h i c h  is  t h e  r e s u l t  w h i c h  a g r e s e s  t o  M i c h e l l .

A ckno w ledgem ent

A u th o r expresses his g ra tefu l th a n k s  to  D r. A. C h a k r a b a r t i  of J a d a v p u r  
U n iv e rs ity  for h is k in d  help  in  th e  p re p a ra tio n  o f th is  p ap er.
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Das Gleichgewicht eines zusam m engesetzten K egels belastet m it einer au f die A chsen- 
linie senkrechten, im  Scheitelpunkt wirkenden K raft. D ie Spannungs- und V erschiebungs
kom ponenten von einem  aus zwei K egeln zusam m engesetzten  K egel werden bestim m t, w elche  
m it einer auf die gem einsam e Achsenlinie der zw ei K egel senkrechten, im  gem einsam en Schei. 
te lp u n k t der zwei K egel wirkenden K raft b e lastet ist.

L’équilibre d’un cône composé, chargé d’une force perpendiculaire à l ’axe appliquée 
au som m et du cône. L ’auteur déterm ine les com posantes de contrainte et de déplacem ent 
d’un  cône composé de deux  cônes, et chargé d’une force perpendiculaire à Taxe com m un de 
d eux cônes, appliquée à leur som m et com mun.

Равновесие сложного конуса, нагруженного в вершине силой, действующей пер
пендикулярно к осевой линии. Работа определяет слагающие напряжения и смещения 
такого конуса, сложенного из двух конусов, который в общей вершине двух конусов 
нагружен силой, перпендикулярной к общей осевой линии.
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KIPPEN YON SCHALENBOGEN 
UNTER ANTIMETRISCHER BELASTUNG

L. K OLLÁR Z. G ÁR D O N Y I
DOKTOR DER TECHN. W1SS ENTWURFSBÜRO
ENTWURFSBÜRO BUVÁTI UVATERV

E ingegangen am 2. Februar, 1967

D ie Verfasser untersuchen die unter der W irkung einer antim etrischen L ast en tste 
hende K ippung von  gekrüm m ten dünnw andigen B ogenträgern (Schalenbogen) m it H ilfe der 
Energiem ethode. Sie behandeln die L ösung ausführlich für zwei verschiedene Auflagerungs
arten, und führen auch die Berücksichtigung der gleichzeitigen W irkung der antim etrischen  
und sym m etrischen B elastungen vor. E s werden A ngaben in bezug auf die erreichbare Genau
igkeit m itgeteilt. E in  num erisches B eisp iel illustriert die praktische Anw endbarkeit der 
M ethode.

1. A ufgabenstellung

Die S ta b ili tä t  der zur A b d eck u n g  der H a llen  sehr v o rte ilh a f t b ra u c h b a 
ren  Schalenbogen  (dünnw and ige , g ek rü m m te  S täb e  m it S ch a len q u e rsch n itt, 
B ild  1) m uß  n ic h t n u r  in  der B ogenebene, so n d ern  auch  se itlich  g ep rü ft w erden . 
In  un seren  frü h e re n  A b h an d lu n g en  h ab en  w ir das P ro b lem  d er se itlichen  S ta 
b il i tä t  fü r  zwei B e lastu n g s-G ru n d fä lle  gelöst: fü r  m ittig en  D ru ck  (B ild. 2a) so 
wie fü r  re ine B iegung  (B ild 2b). B e ide  F älle  v e ru rsach en  längs d er B ogenachse 
eine g leichb leibende B ean sp ru ch u n g . F ü r  den  se itlich  gelenkig  g e s tü tz te n  B ogen 
b e n u tz te n  w ir die G le ichgew ich tsm ethode [1 — 3], u n d  fü r  an d ers  g e s tü tz te  
B ogen w erw en d eten  w ir die E n e rg ie m e th o d e  [4].

In  der P ra x is  k o m m t ab e r v o n  diesen zwei B elastu n g s-G ru n d fä llen  n u r  
der m ittig e  D ru ck  (im  Falle v o m  v o llb e la s te ten  B ogen) v o r, dagegen  g ib t es 
keine reine B iegung . S ta t t  d ieser w ird  der B ogen  d u rch  h a lb se itig e  Schnee
b e la s tu n g  oder d u rc h  an tim e trisch e  W in d la s t gebogen. U m  die A nsp rüche der 
P rax is  zu friedenzustellen , m uß  m a n  also die seitliche  S ta b il i tä t  der S chalen
bogen  sow ohl fü r  an tim e trisch e  B e la s tu n g  als au ch  fü r  die g leichzeitige W ir
k u n g  der an tim e trisch en  und  sy m m etrisch en  B elastu n g en  ü b e rp rü fen  kö n n en . 2

2. Voraussetzungen

Z ur A nw endung  der E n erg iem eth o d e  [4] is t es allerd ings n ö tig , daß  das 
M ateria l des Schalenbogens v o lls tä n d ig  e lastisch  sei; im  ü b rig en  is t ab er 
diese M ethode au ch  zu r seitlichen  S ta b ilitä tsp rü fu n g  von  S chalenbogen  belie-
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Q uerschnii-bsm öglichkeíten  ■■

b  - j -  b  --i~ b -p- b - f -

Bild 1

b ig e r  Form , B e las tu n g  u n d  S tü tz u n g sa r t b ra u c h b a r . D er E in fach h e it h a lb e r 
so llen  die folgenden A n n ah m en  getro ffen  w erden :

a)  Die Längsachse des B ogens is t ein  K reisbogen  u n d  der Querschnitt 
is t  gleichbleibend. D ie H ö h e  des Q u e rsch n itts , d, is t  im  V ergleich  zum  K rü m 
m ungsha lbm esser R  d e r  B ogenachse k lein  (d R).

b) Die B e la s tu n g  des B ogens, wie im  B ild  3a d a rg es te llt, is t eine anti
metrische, radiale B e la s tu n g , die sich en tlan g  der L ängsachse  des B ogens nach  
d e r  G esetzm äßigkeit

. 2 л
p  =  Pi Sin —-— s

ä n d e r t .
A ußerdem  se tz e n  w ir v o rau s, daß  der B ogen in  seiner eigenen  E bene 

zw eigelenkig is t, d em n a c h  h ab en  seine D ru ck k rä ften - u n d M o m en ten d iag ram m e  
d ie  F orm en  wie in  d e n  B ildern  3b u n d  3c.
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/d

bj Reine Biegung

B ild  3
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Im  Z usam m enhang  m it d er g leichzeitig  w irkenden  Vollast w ird  v o ra u s
g e se tz t , daß  diese g le ichm äßig  v e r te i l t  is t u n d  in  ra d ia le r  R ic h tu n g  w irk t 
(B ild  2a). Die B e lastu n g en  b e h a lte n  ih re  u rsp rü n g lich en  R ic h tu n g e n  auch  w äh 
re n d  des K ippens bei.

c) Die seitliche Stützung  des B ogens k an n  von  b e lieb ig e r A rt sein. Die 
L ö su n g  w ird  jedoch  n u r  fü r  zw ei F ä lle  ausführlich  v o rg e fü h r t:  fü r  den se it
lic h  gelenkigen B ogen m it sich fre i verw ölbenden  E n d q u e rsc h n itte n , u n d  fü r 
d en  se itlich  e in g esp an n ten  B ogen , dessen  E n d v erw ö lb u n g en  au ch  volkom m en 
v e rh in d e r t  sind.

d)  E nd lich  se tzen  w ir fü r  d ie ausfüh rliche  A b le itu n g  v o rau s , daß  die 
se itlich e  B iegesteifigkeit des B ogens im  V ergleich m it d e r D rills te ifig k e it als 
u n e n d lic h  groß an g en o m m en  w erden  k a n n . N ach un seren  U n te rsu c h u n g e n  w ird  
d iese  V oraussetzung  bezüg lich  d er S chalenbogen  m it den im  B ild  1 darg este llten  
Q u e rsch n itten  p ra k tisc h  im m er e rfü llt , siehe [1—4].

3. Gleichungen der Energiem ethode für totale und antim etrische Belastungen

Die zur E n erg iem eth o d e  e rfo rd e rlich en  A usdrücke d e r in n e ren  u n d  äu ß e 
re n  A rbe iten  sch re iben  w ir z u n ä c h s t d er A llgem einheit h a lb e r  m it e iner en d 
lic h e n  seitlichen B iegefestigke it au f, u n d  n u r  vom  A b sc h n itt  4 angefangen  
n e h m e n  wir diese als u n en d lich  g roß  an . Die zur A b le itu n g  erfo rderlichen  
geom etrischen  G rößen  u n d  V ersch ieb u n g sk o m p o n en ten  s in d  im  B ild  1 ange
g eb en . Die R ich tu n g  d e r Achse z (w) b e rü h r t  im m er die B o genachse . D ie V erd re
h u n g  der einzelnen Q u e rsch n itte  w ird  m it <p(s) u n d  die se itlich e  V ersch iebung 
d e r  S ch u b m itte lp u n k te  T  m it v T(s) beze ichnet.

F ü r  V ollast (q) w ird  die innere Arbeit gem äß [4] m it  dem  fo lgenden  A us
d ru c k  angegeben:

Lj =  ~  J  &2T ds +

H ie r b ed eu te t

d ie spezifische V erd reh u n g  u n d

A - f
2 J 1 ds )

0

dtp 1 dvT
ds R  ds

<p d2 vT
R ds2

( 1 )

( 2)

( 3 )

die  seitliche K rü m m u n g .
Die äußere A rb e it se tz t sich  aus zwei Teilen zu sam m en . D er eine ist die
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A rb e it der D ru c k k ra ft

i
u y  =  qR

о
2 R  2 jR2

<P2 +  —  (ix +  i2y +  e2)
dcp
ds

+

+
dvT ' 2

ds
— e

dcp dvT
ds ds

ds (4a)

u n d  d er andere  die aus der ra d ia le n  V ersch iebung  der L a s t e n ts te h e n d e  A r
b e it:

L (V =  4 I —  V2 ds . (4b)

F ü r  eine an tim e trisch e  L ast p  s t im m t der A usd ruck  der inneren  A rb e it 
g en au  m it (1) übere in . Z ur A u fsch re ib u n g  der äußeren A rb e it m üssen  w ir j e 
doch  b e rü ck sich tig en , daß  aus d er v e rä n d e rlich e n  B e lastu n g  n ic h t n u r  eine 
D ru c k k ra f t , sondern  auch  ein B ieg em o m en t e n ts te h t, das en tlan g  d er B ogen
achse  v e rän d e rlich  is t. D em nach  k ö n n e n  w ir die fü r  die k o n s ta n te n  B ean 
sp ru ch u n g en  in  [4] abgele ite ten  A rb e its fo rm e ln  d e ra r t  b en u tzen , d aß  w ir die 
A u sd rü ck e  der L as t, d er D ru ck k ra ft u n d  des B iegem om ents u n te r  das In te g ra l
zeichen  setzen .

D ies k a n n  le ich t eingesehen w e rd e n , w enn  m an  e rw äg t, d aß  die A us
d rü ck e  d er äußeren  A rb e it die F o rm  v o n

Г Эм;

J%7 ds

h a b e n , wo w die V ersch iebung in  d e r  R ic h tu n g  der B ogenachse is t, siehe 
z. B . [4] oder den A bschn . 8.4 in [6 ]. W en n  a (d. h . die B ean sp ru ch u n g ) e n t
lan g  d e r B ogenachse k o n s ta n t is t, k a n n  m an  diese v o r das In teg ra lze ich en  
se tzen , w enn  sich ab e r dieselbe ä n d e r t ,  m u ß  sie w ieder u n te r  das In te g ra lz e i
chen gese tz t w erden .

D em n ach  k ö n n en  w ir die ä u ß e re n  A rb e iten  folgenderw eise an sch re ib en  
(indem  w ir au ß e r (4a) u n d  (4b) au ch  d e n  fü r  das g leichbleibende B iegem om en t 
in [4] abg e le ite ten  A usd ruck  ve rw en d en ) :

L № ) = j v p {
2 R  2 R 2

L<S>

- “  ? 2 +  ~ ( i2X +  iy +  <?)
' dcp

ds
+

+  Y
t

dvT ' 2

ds
dcp dvT
ds ds

p  —  cp2 ds , 
* 2

ds , (5a)

(5b)
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l

H ier sind  j x u n d  jy  von  den g eom etrischen  A n gaben  des Bogens a b h ä n g i
ge G rößen  (siehe [3] oder [4]).

Im  folgenden  w erden  w ir die im  P u n k te  2 besch riebene  A n n äh eru n g  d)  
b e n u tz e n : w ir b e tra c h te n  die seitliche B iegeste ifig k e it B x als u nend lich  groß. 
F o lg lich  w ird  kTx =  0, d . h ., der G leichung (3) gem äß  k a n n  vj- d u rch  cp aus- 
g e d rü c k t w erden:

vT = cp ds ds -j- ky s 4 - k2 . ( 6 )

Die In te g ra lk o n s ta n te n  k 1 u n d  fc2 w erden  d u rc h  die S tü tzen b ed in g u n g en  
b e s tim m t. Folglich  w ird  der A usd ruck  (1) d er in n e ren  A rb e it sich fo lg en d er
m aß en  vere in fach en :

о

D er B ed ingung  b)  des P u n k te s  2 e n tsp re c h e n d  nehm en  w ir die a n tim e 
tr isc h e  B elastu n g  gem äß  B ild 3 an . A us der T heorie  der k ru m m en  S täb e  
(s. z. B . [5], S. 397) k a n n  es le ich t ab g e le ite t w erd en , d aß  die B ean sp ru ch u n g en  
(w enn m an  jede  G röße d u rch  den m ax im alen  W e rt M 2 des B iegem om ents a u s 
d rü c k t)  die fo lgende F o rm  annehm en :

d&T \ 2 ,' ds .
ds

(? )

W O

p  =  p 2 sin A, s  =  +  M 2 I Al

N p =  +  ——- sin A2 s ,
R

1

~ W
i A2 ** ?

M _ =  — M 2 sin L  s î

(8a)

(8b)

(8c)

is t.

M , = P 2
Д1 -  1/R 2

(8d)

W ir setzen  die A usdrücke (8a — c) in  (5a — c) ein u n d  ziehen die T e ila r
b e ite n  (4) u n d  (5) zusam m en . D abei is t die S um m e von  zwei G liedern gleich 
N ull, u n d  einige G lieder sind  infolge der B ed in g u n g  a)  des P u n k te s  2 (d <g R ) 
im  V ergleich m it a n d e ren  G liedern v e rn ach läss ig b ar klein.
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L a =  qR

So b ek o m m t m an  fü r die äußere A rb e it den  fo lgenden  A u sd ru ck : 

/ i
«  I1 — e

2 R  2 R 2 J 1cp2 ds -j- —- (i2 iy -f- !)J I ds
ds +

+  -

+ -
M 2
R

I — Y d s  -  IJ ds J
0

2 "  2

' dcp dvT 
ds ds

ds I +

b2jy
dR f “

sin  A2s • <p2 ds -\- ( 9 )

2 e — dj, — °  y  I I ‘ in /., s • A | ! * _
ds

R  I sir
d(p dvT 
ds ds

N un m üssen  w ir die Y erd reh u n g sfu n k tio n  cp(s) en tsp rech en d  d en  S tü tz e n 
b ed in g u n g en  an n eh m en , u n d  n ach  E in se tzen  derse lben  in  den A u sd ru c k  d er 
in n e re n  u n d  ä u ß e ren  A rb e it können  w ir die k ritisch e  B e la s tu n g s in te n s itä t 
b e s tim m en .

4. Kippen des seitlich gelenkig gelagerten Schalenbogens 
m it sich frei verwölbenden Endquerschnitten

4.1 Ableitung der Gleichungen fü r  den allgemeinen Belastungsfall

W enn  d er B ogen seitlich  gelenkig g e lag e rt is t  u n d  die V erw ölbung  d e r 
E n d q u e rsc h n itte  w eder d u rch  D iap h rag m en , noch  a u f  eine an d ere  A rt v e r 
h in d e r t  w ird , s in d  n ach  [6] oder [4] die fo lgenden  R an d b ed in g u n g en  g ü ltig :

Гт—  0 ,

--
R

d2 v7 
ds2

0 ,

d. h . infolge (10c) :
d2v 

~ ds2
T  _ _ _ 0 ,

<p =  0,

d&T d2 <P , 1 d2vT _
~ds~ ~  Hi? R  ds2 —

d. h . infolge (10b) : ^  ^  =  0 .
ds2

(10a )

(10b)

(10c)

( lOd)
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D iese R an d b ed in g u n g en  w erden  d u rc h  die fo lgende Y e rd reh u n g sfu n k tio n  
e rfü llt:

<P =  ^  <Pn sin Xn s »
n

: nA„ =  n —

(n  =  1, 2, 3, . .  . ) , (И)

12)

i s t .

W ir kön n en  u ns ohne w eiteres d a v o n  überzeugen , daß  eine a u f  G ru n d  
d er G leichung  (6) b e s tim m te  Vj- au ch  diese R an d b ed in g u n g en  b e fried ig t, w enn 
k 1 =  fc2 =  0 is t.

S om it w ird  d er A u sd ru ck  (7) d er inneren  A rb e it die fo lgende F o rm  a n n e h 
m en:

L , = I f C <p*

2 ( 2  „ A£
X I - -

1

R 2

2 Г

" n
/ -  —

R2

F ü r  die F o rm el (9) der äußeren  A rb e it e rh a lte n  w ir:

L a =  qR
1 t — e

2 R  2 RTI 2 Фп~\~ —  (*X +  iy +  e2)
) n

+  - ш 2 ^  +  - ^ 2 < г й  +

+  ü k ± |  +  A
R  2 j +  2 

R

1

-  1 +  +  tR  Л2
dR 2  ( J'n.k ■ <Pn <Pk) +

n<k

2 e -  dy'x — }> 4y
d 2  Wn.k ' T7'! fk  Ak) +

n<k

4- • у
*  n<k

J n .k  ■ <Pn <Pk
h

Afc An

H ier s in d  m it u n d  die fo lgenden  In te g ra le  bezeichnet:

i
4 Г

J ln<k =  —  I sin A2 s ■ sin  Xn s ■ sin Xk s • ds

—  + +

(13)

(14)

(14a)

1 L A2 +  A„ —  Ak — A2 +  +  A*. A2 —  A„ +  A/c A2 +  A„ +  Aft

J lnlk =  —  sin X., s • cos Xn s • cos Xk s- ds =
(141.)

+ +
1

+
1

■̂2 ”b — Afc A2 — An — Ak 2̂ — A„ + Ak A2 + An + Afc .
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In  d iesen  F o rm eln  is t n =  1, 2, 3 , . . . u n d  к — 1, 2, 3, , die W erte  von
Jn k u n d  Ja k w erd en  aber beide gleich  N u ll, w enn n -)- к eine gerad e  Z ah l 
is t;  d ie die J -W erte  en th a lten d en  S u m m a tio n e n  sind  also n u r  a u f  die u n g e 
ra d e n  W erte  v o n  n -)- к zu e rs treck en .

M an g e h t also im  w eiteren in  d e r W eise v o r, daß  m an eine en tsp rech en d e  
A n zah l d er G lieder d er Reihe cp (11) e n tn im m t u n d  dieselben in  (13) u n d  (14) 
e in se tz t. D a das V erhä ltn is  M 2lqR2 in  der W irk lich k e it gegeben is t , k a n n  es 
im  fo lgenden  als eine b ekann te  K o n s ta n te  angesehen  w erden, fo lg lich  e rh ä lt  
m a n  d u rc h  D ifferenzieren  der g le ich g ese tz ten  in n eren  und  äu ß eren  A rb e iten  
la u t  d e r R egeln  d e r E nerg ie-M ethode [4] n a c h  den  einzelnen ^ - G l ie d e r n  ein 
hom ogenes, lin eares  G leichungssystem  fü r  die cpn- W erte . In d em  m an  dessen  
D e te rm in a n te  gleich  N ull se tz t, e rg ib t s ich  fü r  (qR)kr =  ^qkr eine G leichung  
gleichen  G rades, wie viel G lieder d e r  R eihe  q> en tn o m m en  w orden  sind .

D iese M ethode fo rd e rt ab er im  a llgem einen  eine langw ierige R erech n u n g . 
D as M inim um  d e r A nzahl der G lieder, die fü r  cp zu b erü ck sich tig en  is t , is t 
m in d esten s  zwei. In fo lge  des a n tim e tr is c h e n  M om entend iagram m s m u ß  n ä m 
lich  w en igstens ein  an tim etrisches G lied  v o rh a n d e n  sein , es w ird  ab e r au ch  ein 
sy m m etrisch es G lied b en ö tig t, d en n  m it e in er re in  an tim e trisch en  V erd reh u n g s
fu n k tio n  lie fe rt sow ohl die a n tim e trisc h e  als auch  die sym m etrische  (to ta le ) 
B e la s tu n g  eine äu ß e re  A rbeit gleich  N ull. A n schau lich  k an n  das au ch  so a u s 
g e d rü c k t w erden , d aß  der Bogen am  le ic h te s te n  in  einer H albw elle a u sk n ic k t.

Zw ei çj-G lieder liefern ab e r im  allgem einen  noch  ein seh r un g en au es 
R e s u lta t .  M it zw ei sym m etrischen  u n d  zw ei an tim e trisch en  (^-Gliedern is t 
dagegen  die A n n äh e ru n g  schon p ra k tis c h  a n n e h m b a r, u n d  m it sechs G liedern  
k a n n  diese als g en au  b e tra c h te t w e rd en . D ies fo rd e r t aber die L ösung  e in er 
G leichung  v ie r te n  bzw . sechsten  G rad es, u n d  abgesehen d av o n  is t  die B e
re c h n u n g  auch  seh r um fangreich .

D ie R e c h e n a rb e it kann  ab e r a u f  G ru n d  des folgenden G edankenganges 
w esen tlich  v e re in fa ch t w erden.

D ie zu den  versch iedenen  V erh ä ltn issen  q/p zugehörigen B ean sp ru ch u n g s- 
p aa re  (N *, M *), w elche die K ip p u n g  h e rv o rru fe n , ergeben die im  K o o rd in a 
te n sy s te m  (N q, M 2) des Bildes 4 d a rg e s te llte  K u rv e . Falls diese au fg eze ich n e t 
w erden  k a n n , so is t  das zur B e la s tu n g sk o m b in a tio n  (q, p) gehörige k ritisch e  
B ea n sp ru c h u n g sp a a r (N*, M*) fo lgenderw eise zu  e rm itte ln .

A us den  ta tsä c h lic h e n  B e las tu n g en  q u n d  p  b e rechne t m an  die a u f  den  
B ogen w irk en d en  B eansp ruchungen

N q =  qR tu n d M 2 = ------ ^ -----
Я 1 - 1 / Й 2 '

V o rau sg ese tz t, d aß  w ährend  des A nw achsens der L a s tin te n s itä te n  das 
V e rh ä ltn is  qjp u n v e rä n d e rt b le ib t, w ird  das den  w irklichen B e lastu n g en  v o n
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z u n eh m en d e r In te n s i tä t  en tsp rechende  B ean sp ru ch u n g sp aa r d u rch  eine Ge
ra d e , w elche den K o o rd in a te n a n fan g sp u n k t des B ildes 4 u n d  den P u n k t 
(N q, M 2) v e rb in d e t, d a rg es te llt. W o diese G erade die K urve  der k ritisc h e n  
B e an sp ru ch u n g sp aa re  (N *, M *) sch n e id e t, f in d e t sich der P u n k t, dessen 
K o o rd in a te n  die d em  gegebenen V erh ä ltn is  q/p en tsp rechenden , k ritisch en  
B ean sp ru ch u n g en  ergeben .

D ie K urve  d e r k ritisch en  B ean sp ru ch u n g sp aa re  ( I V * ,  M*) k a n n , wie 
g esag t, n u r  m it H ilfe  ziem lich langw ieriger B erechnungen  e rm itte lt w erden . 
E s k a n n  aber ohne je d e  B erechnung fe s tg e s te llt  w erden , daß  diese K u rv e

sy m m etrisch  zu r A chse N q is t, denn es is t j a  vom  G esich tspunk t der S ta b i l i tä t  
des B ogens aus g le ichgü ltig , ob die p o sitiv en  bzw . n ega tiven  M om ente a u f 
d er e inen  oder a u f  d e r anderen  B o g en h ä lfte  a u f tre te n . Die K u rv e  sch n e id e t 
also die Achse N q m it  e iner w aag erech ten  T a n g e n te . Sie k an n  ab e r die A chse 
M„ n ic h t m it e iner lo tre c h te n  T an g en te  sch n e id en , denn  das k ritisch e  M om ent 
w ird  o ffenbar d u rc h  die a u f den Bogen w irk en d e  D ru c k k ra ft v e rr in g e rt, d u rch  
die Z u g k ra ft dagegen  v erg rö ß ert. D ie T a n g e n te  m uß  also gegen den den  D ru ck  
re p rä se n tie re n d e n  Zw eig der N q-Achse neigen . E s fo lg t von a lledem , d a ß  die 
F o rm  d er K u rv e  e in e r q u ad ra tisch en  P a ra b e l n a h e s te h t (Bild 4).

In  den fo lgenden  w erden w ir also die A n n äh eru n g  anw enden , d a ß  w ir 
die S c h n ittp u n k te  d e r  genauen  K u rv e  ( I V * ,  M*) m it den A chsen N q u n d  M 2 
e rm itte ln  und  d u rc h  diese S c h n ittp u n k te  eine q u ad ra tisch e  P a rab e l verlegen . 
Als K on tro lle  b e rech n en  wir im  A b sc h n itt 4.3 das k ritische  B ean sp ru ch u n g s
p a a r  ( I V * ,  M*) au ch  m it H ilfe der genauen  M ethode und  verg le ichen  es m it 
d en  d u rc h  die q u a d ra tisc h e  P a rab e l e rm itte lte n  W erten .
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D en S c h n it tp u n k t JV?*r der K u rv e  m it der A chse N q h ab en  w ir schon  in 
u n se ren  frü h e re n  A rb e iten  [1], [4] e rm itte lt .  W ir w erden  uns also in  den w e ite 
ren  m it der B estim m u n g  des zu r re in en  a n tim e trisch en  B e lastu n g  gehörigen 
M 2kr-W ertes b efassen .

4.2. Die Erm ittlung des von der reinen antimetrischen Belastung p  
stammenden M 2kr

D as von  d e r  re inen  a n tim e trisc h e n  B e las tu n g  s tam m en d e  k ritisch e  
B iegem om en t M 2kr w ird  e rh a lten , w enn  aus den A u sd rü ck en  (13) u n d  (14) die 
q e n th a lte n d e n  G lieder w eggelassen w erden . So w ird  die B erechnung  w esent-

fr=4cm

b=h50m

d-40cm

B ild  5

E=360 Mp/cm 

6= 150 Mp/crrí

lieh  e in fach er, d e n n  die zu r L ösung n ö tig e  G leichung re d u z ie rt sich im  F alle  
v o n  v ie r  oder fü n f  G liedern  a u f  eine q u a d ra tisc h e  u n d  bei sechs G liedern  auf 
eine kub ische  G leichung.

F ü r  das im  B ild  5 d arg este llte  B erechnungsbeisp ie l w urden  die M 2kr  
W e rte  fü r  den F a ll q = 0 m it H ilfe von  versch iedenen  cp-Gliederzahlen e rm itte lt , 
zu r K lä ru n g  der F ra g e , wie viele G lieder der R eihe cp zu  b each ten  sind , um
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ein  en tsp rech en d  genaues R e su lta t  zu  erzielen . Die E rgebn isse  s ind  in  der 
v ie r te n  S palte  der T afel I  zu sam m en g efaß t.

D ie T afel zeig t, d aß  m an  schon  m it v ie r G liedern eine p ra k tisc h  g enü
gende Ü b ere in stim m u n g  e rh ä lt, u n d  m eh r als sechs G lieder in  B e tra c h t zu 
z ieh en  überflü ssig  is t.

F ü r  dasselbe B erechnungsbe isp ie l w u rd en  auch  die k ritisch en  B iege
m o m e n te  M 2 fü r  den  F a ll e iner g e rad en  S tab ach se  (d. h . <x =  0), m it 2 b is 5 
99-G lied ern  e rm itte lt . D ie E rgebn isse  w eisen d a ra u f  h in , d aß  die K onvergenz 
d em  F a ll a  =  45° gegenüber sich n ic h t v iel gebessert h a t.

T afel I

Durch eine antimetrische Belastung p  hervorgerufene kritische Biegemomente t / :>

Zahl der cp- 
Glieder insge

samt

Zahl der sym
metrischen Glie

der

Zahl der anti
metrischen Glie

der
M 2tr

( M p m )
Die zur Lösung erforder

liche Gleichung

2 1 1 198,53 rein quadratisch
3 2 1 54,00 rein quadratisch

4 2 2 33,55 quadratisch

5 3 2 32,08 quadratisch
6 3 3 31,71 kubisch

Zu den p ra k tisc h e n  B erech n u n g en  geben w ir fü r den  F a ll von  v ier b e 
rü c k s ic h tig te n  99-G liedern  die K o effiz ien ten  der zu r B estim m u n g  des W ertes 
M 2kr n ö tig en , in  M 2 q u a d ra tisc h e n  G leichung an :

wo

A  • M ikTit 4 - В  ■ M | krit -f- C — 0 , (15)

А  =  (ci сз — Co c4)2 , (16a)

В  =  — (cf a 3 o4 -j- c | aY o4 -+- c§ a1 a2 - f  c | a2 a3) , (16b)

C — a1a2a3a i , (16c)

a„ =  —  Ш  —
R 2) X i

Ci n =  1, 2, 3, 4

c4 =  0,3395
R

ЬЧJy tR  Д

+  1,6755 —

Co =  0,2425 —  
R

dR

2 e -  d jx -

+

Ь4у

d
0,1273 —  , 

R

R jy
dR

+  tR  X\ +

(16d)

(16e)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



K IPP E N  VON SCHALENBOGEN 255

+  10,7712- 2e — djx —

c3 =  0,2263

+  23,4571

R  ( dR

1

l
2e — djx —

b 2J y

d

+

b2j y

+  0,1516
R

c .=  — 0,09701 —  
R

(b2j y
dR

d

tR À 2

0,1862
R

6,2233—  |2e  —  djx b'-jy -  0,5729 —  . 
R

(16f)

(16g)

(16h)

Zw ecks Ü b ersch lag sb erech n u n g en  s ind  auch noch die 1 +  1 u n d  2 +  1 
freie P a ra m e te r  en th a lte n d e n  L ösu n g en  angegeben. D iese lben  sind  zw ar v iel 
le ic h te r  zu e rm itte ln , die d ab e i e rh a lte n e n  W erte  sind a b e r n a c h  dem  A usw eis 
d er T afe l I  b e träch tlich  g rö ß er als die genauen :

Щ кг =

м и ?  =

У a l  a 2

c\ o3 +  c\ a1

(17a)

(17b)

D ie K o n s ta n te n  a u n d  c s in d  au ch  je tz t  aus den F o rm e ln  (1 6 d —g) zu  
b e rech n en .

4.3. Die Kurve der kritischen Beanspruchungspaare (N * , M f)

E in  an d ere r c h a ra k te ris tisch e r  P u n k t dieser K u rv e , d ie zum  m ittig e n  
D ru ck  gehörige kritische D ru c k k ra f t  N qhr w urde  schon in  d e r  A b h a n d lu n g  [1] 
b e s tim m t u n d  is t aus der fo lg en d en  F o rm e l zu  berechnen :

N.
' ц — —

R 2
'(C  +  C + f)

qkr ~  1 ( e i'2
—  + Ц  2 —
R 2 1 R

Ц.
R 2

+  (»1 +  iy +  e2) Ц
(18)

D ie K u rv e  selbst w ird  n a c h  d er im  A b sch n itt 4.1 g esch ild e rten  M ethode 
n äherungsw eise  durch  eine q u a d ra tis c h e  P a ra b e l erse tz t.

Z u r K on tro lle  der R ic h tig k e it d ieser A nnäherung  w u rd e  aus den  genauen  
F o rm eln  (13) u n d  (14) m it H ilfe  d er A ngaben  des B ildes 5 d ie  k ritisch e  Be-
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la s tu n g  e rm itte lt, u n d  zw ar fü r den F a ll d er dem  V erh ä ltn is

M 2 _ 32,1 ^  Vf2kr

en tsp rech en d en  B e la s tu n g sk o m b in a tio n . In  der T afel I I  s in d  die E rgebnisse  
d iese r B erechnung an g eg eb en , u n d  zw ar fü r  v ersch ied en e  b e rücksich tig te  
ç;-G]ieder. N achher w u rd e  die k ritisch e  B e la s tu n g  au ch  in  d e r W eise e rm itte lt , 
d a ß  die über die P u n k te  M 2kr =  32,1 M pm  u n d  N qkr =  3,98 Mp v erleg te  
q u a d ra tisc h e  P a ra b e l m it der G eraden  d er obigen B e las tu n g sk o m b in a tio n  
g esch n itten  w urde. A ls R e su lta t  ergab sich  fo lgendes:

N * kr =  2,46 Mp , M%kr =  19,83 Mpm.

W ie ersich tlich , e rg ab  sich in  d iesem  F alle  m it H ilfe  der A nnäh eru n g s
m e th o d e  dem  g en au en  W erte  gegenüber ein  u m  4 ,3 %  kleineres R e su lta t, 
w elches als eine seh r g u te  Ü b ere in stim m u n g  b e tr a c h te t  w erden  k an n . D ie 
A bw eichung lieg t a u f  d e r  Seite der S ich erh e it.

V erlang t m a n  eine größere G en au ig k e it, oder so llte  ein vom  d a rg e 
s te ll te n  B erechnungsbeisp ie l s ta rk  ab w eichender B ogen  b erech n e t w erden , 
so k a n n  m an n a tü r lic h  au ch  die genauere  M ethode, d . h . G leichungen (13) — 
(14) anw enden.

Tafel II

A u s einer Vollast q und aus einer antimetrischen L ast p  entstammendes kritiches Beanspruchungs
paar N  * =  qR und M *

Die Anzahl 
der (̂ -Glie
der insge

samt

Anzahl der sym
metrischen Glie

der

Anzahl der anti
metrischen Glie

der
iV*

M p M pm

Grad der zur 
Lösung erfor
derlichen Glei

chung

2 l l 3,90 31,45 2

3 2 l 3,85 31,05 3

4 2 2 2,64 21,27 4

5 3 2 2,60 20,93 5

6 3 3 2,57 20,70 6

5. Kippen des seitlich  eingespannten Schalenbogens, dessen Endquerschnitte 
an der Verwölbung verhindert sind

Die R an d b ed in g u n g en  können  fü r  d iesen  F a ll fo lgenderw eise au fgeschrie
b e n  w erden [4], [6 ]:

vT =  0 , (19a)
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d. h . n ach  (19b)

dvT
ds

=  0 .

<P =  0 ,

# r =  1
d v r

ds R  ds
0 ,

^ - = 0 .
ds

(19b)

(19c)

(19d)

M an sch re ib t je tz t  die V e rd reh u n g sfu n k tio n  in  zwei Teilen  auf. F ü r  den  
symmetrischen Teil is t  es zw eckm äßig , die F o rm

^ s y m m e t r  9 ( 1  C O S  X n  s) , ( n  — 2, 4, 6, . . . )  (20)
n

zu w äh len . Z ur E rfü llu n g  v o n  (1 9 a—b) m u ß  v T n a c h  (6) e rm itte lt  w erden . 
M an b e s tim m t die In te g ra lk o n s ta n te n  u n d  k2, u m  die B ed ingung  (19a) fü r  
den  F a ll s =  0 u n d  s =  Z zu  erfü llen :

—  (1 -  cos 4  S )  +  ~  (Z -  s) .

D ie R an d b ed in g u n g  (19b) w ird  e rfü llt, w enn die G leichung

2 V n =  0 ( 21)
n

b e s te h t. In fo lgedessen  v e re in fach t sich  die G leichung (20) a u f die fo lgende 
F o rm :

< P sy m m c tT  =  J ? < P n - C O S  À n S ,  ( n  =  2 , 4 , 6 , . . . ) .  (22)
n

D er an tim e trisch e  V erd rehungste il k a n n  h ingegen  in  der F o rm :

y  <Pn 
n R

«Pantimetr =  Фт SÎn К  s » (m =  2, 4, 6, . . . ) (23)
m

angenom m en  w erden . Dies e n tsp r ic h t n u r  den  B ed ingungen  (19a) u n d  (19c). 
Zw ecks E rfü llu n g  der beiden  a n d e ren  B ed ingungen  m üssen  m it B en ü tzu n g  
d er G leichung (6) noch  die fo lgenden  G leichungen angeschrieben  w erden :
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u n d

2 Фт^т =  0

Ф
—  0 .

m Я™

(24)

(25)

E s  fo lg t aus a lledem , d aß  im  sy m m etrisch en  wie au ch  im  a n tim e trisch en  
T eil j e e in  fre ier P a ra m e te r  v o rh a n d e n  sein  w ird , w enn aus d e r F u n k tio n  
Ç7sy mmetr zwei, u n d  aus i^antimetr drei G lieder en tn o m m en  w erden . Jed es w ei
te re  G lied  d e u te t e inen  w eite ren  fre ien  P a ra m e te r  an .

D ie zwei Teile d er V e rd reh u n g sfu n k tio n  k ö n n en  je tz t  in  die F o rm eln  
d er in n e re n  u n d  ä u ß e re n  A rb e iten  (7) u n d  (9) e in g ese tz t w erden . A u f G ru n d  der 
B ed in g u n g en  (21), (24) u n d  (25) d rü c k t m an  je tz t  irgendeinen  ^„ -K oeffiz ien ten  
u n d  zw ei Фп-K o effiz ien ten  m it den  ü b rig en  aus, u n d  m an  fü h r t  die D iffe ren 
t ia t io n e n  n ach  cpn u n d  Фп d u rch . So s te h e n  so v iele G leichungen zu r V erfügung , 
w ie v iele  u n b e k a n n te  cpn- u n d  Í> „-P aram eter in sg esam t v o rh a n d e n  sind.

D er A u sd ru ck  (7) d er inneren Arbeit n im m t fo lgende F o rm  an:

-II c

«С NC я2 -
1

R 2 ,

2
+

Ф- 
V  m

^  Я2m
я2т -

1

W ,

+
Cl

2 r i
_ n

l 2
+ V  Ф2ха m

m
Я2

1
2

An
R 2

Am
R 2

(26)

D ie  F o rm el (9) d er äußeren Arbeit dagegen  g e s ta lte t  sich fo lgenderm aßen : 

/ f l — e
L a =  qR

2 R 2 R 2
> > „  +  УФ%

1

+  — ;
M , l
R  2 

R

2

1

л  ' У  ' 

(

, П

Ф
+ ш Я22 К 2 1 т  Я2

ц tR 1
1 —- -  А2 -

2 ( 2 " 2

+
R

+

+

2 < p% +  2 ф ™ (27)

dR
2  ( Ч>п Ф п + 2 - < Р п + 2 Ф п )  +

n=2,4,6,...

b2j y
2 Г d  „ = 1

1

П= 2,4,6,

^77 + 2 1
2 я„ ;

ЛЛ +  2
(<РпФп+ 2  — <Рп+оФп)\ ■
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Im  w eite ren  g eh t m an wie im  A b sc h n itt  4 v o r: fü r  den  F a ll q =  0 e r
m itte l t  m an be i re in  an tim e trisch e r B e la s tu n g  den  W e rt von  M 2krit- Z u r P r ü 
fu n g  d er K o n v erg en z  w urde der W e r t  v o n  M 2 krit fü r  den  Schalenbogen  des 
B ildes 5 m it H ilfe  d e r V e rd reh u n g sfu n k tio n  v o n  versch iedener G liederzah l 
b e re c h n e t. D ie E rg eb n isse  sind in  d e r  T afe l I I I  zusam m engeste llt.

T afe l III

Die berücksichtigte An
zahl der

Die Anzahl der unab
hängigen

• 2̂krit
Mpm

Zur Lösung erfor
derliche Gleichungsymmetr. antimetr. symmetr. antimetr.

Glieder Glieder

2 3 l l 89,39 rein

3 3 2 l 68,85 . quadratisch

3 4 2 2 62,10

4 4 3 2 61,67
quadratisch

4 5 3 3 61,51 kubisch

W ie man sieht, ist die Konvergenz etw as besser, als sie beim  seitlich gelenkigen B ogen  
m it freien Enden war. So kann man sich in  der P raxis auch je tz t  m it einem  in çp und Ф je  zwei 
unabhängige Param eter enthaltenden A nsatz befriedigen. Die K oeffizienten der in M 2 quadra
tischen Gleichung der Form  (15) sind je tz t  die folgenden:

A = (c,c'2— c:IC4)“’ (2 8 a )

В = 2 а L2«3C;,C4 2 2 «12а 34С3С<1 +  2 а 12а4С1С3 +  2 а1а34С2С3 +

J- 2 ,с4 — (̂ «зСо И| «4 4  - (2 8 b )

С = (« i'Io --- а 1г) ’ (аза4 a3i)’ (2 8 с )

«1 =
/
2 !(>ä - д а

+  С , )  +  ( « - т у ч д а ь
a„ =

1
2 K« - д а + + 1 +  ( ч  - i f ( Т +с,)1-

*12 = f l (V
- д а

+ >

«з = h [(*■- д а +  C ij +  41 ,3265  (л 2 -
- Ш д а

+ 20,8980 д а ч _ ç +
л2л8

G ) } ,

«4 =
/

- д а
+  с , ; ) +  6 ,6122 [ ч -

2 ,0408 д а т w + > С , ) | .

. . ,  =  4 { i6 ,s 3 0 6 ( 4 - i ) ' [ ^ -  +  c ,)  +
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+ « з о ф - 4 г)’ ( - |  + с,)}.

+  219,4286 y ^ 2 e -  d jx -  +  9,5238 - i - J  ,

+  106,2857 ~  ^2 e -  d jx -  - ^ p . )  +  6,3809 - Ы  ,

+  381,7143 ~  ^2 e -  d jx -  +  25,9524 j ,

4

36

\ t  A |----- — f l
L R  { dR  ) \

,5714 ~  (2 « -  djx -  -  1,6905 .

A uch  je tz t  w ird  die die 1 -f- 1 P a ra m e te r  e n th a lten d e  ein fach  b e re c h e n 
b a re  L ösung  an g eg eb en , nochm als m it d e r B em erkung , d aß  sie ein  m it dem  
g en au en  W ert v e rg lich en  w esen tlich  g rößeres k ritisches M om ent lie fe rt, das 
je d o c h  fü r  o rien tie ren d e  V orberechnungen  zw eckm äßig  angew en d et w erd en  
k a n n :

]fal a.2
M ,kr = (29)

wo

A* -I - 2 cЛс,
R 2 } Al

P  -  - J - 2 C
R 2 Al

+ с г + 4
1

R2 Af

+  3,24 AI
1 | 2 t_c

Ж ) \ ц

Ci II О t A | -  — 1 b2jy\]
4 1 L ‘ R dR

4 -  10,24

Г + С!
6

+

A I ---------
R 2

Сг

-c-+ c1
Af

+

+  60,8
Г-

2 e — d jx - b - j y +  9,4
R

I s t  p  — 0, d a n n  w ird  die m ittig e  D ru c k k ra f t, a u f  G ru n d  von  [4], d u rc h  
d ie  fo lgende F o rm e l (aus einer cp-R eihe  m it einem  freien P a ra m e te r)  b e s tim m t:
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w obei

A

(ЧЩкг — Nqkr
А
В

С Ц  +  К
4

R?
+

+  ^ i % +  % - —  (А1 +  Я|) +
R 2

В
t  — е

R
Ч
R 2

+  ( i x  +  i y  +  ß2) ( Ц  4" A f )  -f- 1

R 2

2 -
(30)

R4

1 1 . e
—  + +  4 —
% R

is t.
(M it H ilfe  v o n  zwei fre ien  P a ra m e te rn  k a n n  ein e tw as genaueres R e s u lta t  e r
h a lte n  w erd en , siehe A b h an d lu n g  [4].)

D a die im  A b sc h n itt 4.1 e rö r te r te n  G e s ic h tsp u n k te  auch  fü r diesen L ag e
ru n g sfa ll g ü ltig  s in d , k an n  die g enaue K u rv e  d er k ritisc h e n  B e la s tu n g sk o m b i
n a tio n e n  au ch  j e tz t  du rch  eine d u rch  die P u n k te  M 2kr u n d  N qkr geleg te  P a 
ra b e l e rse tz t w erd en .

6. B erechnungsbeisp iel

Es soll die K ip pstab ilitä t des im  B ild  5 dargestellten Schalenbogens geprüft werden für  
die gleichzeitige W irkung einer Vollast von  200 kp/m 2, einer antim etrischen W indlast von  
32 kp/m 2 sowie einer halbseitigen Schneebelastung von 80 kp/m 2.

Der B ogen is t  in  seitlicher R ichtung eingespannt, auch die Verwölbung der E ndquer
schn itte  is t  verh indert, bei der Berechnung der Beanspruchungen kann aber derselbe in  der 
B ogenebene als gelenk ig  betrachtet werden. D ie geom etrischen und F estigkeits-H ilfsgrößen  
sind in  der A bhandlung [3] bzw. [4] angegeben.

E infachheitshalber wird davon abgesehen, daß die L asten n ich t radial wirken, und die  
antim etrische B elastung sich nicht nach einer Sinuskurve verteilt. E s werden die aus den ge
gebenen B elastungen  entstehenden D ruckkräfte und in den B ogenvierteln auftretenden Mo
m ente berechnet, un d  indem  man diese als V / und M 2 betrachtet, wird die der elastischen  
K ippung gegenüber bestehende Sicherheit festgestellt.

D ie  B eanspruchungen sind annähernd die folgenden:
M ittiger Druck:

jykomt. q . R  =  3  m . 200 kp/m 2 ■ 14,14 m  =  8,49 Mp

Biegung:

2 Y S c h n e e  ^ • 3 • 80 ■ 14,14 =  1,69 Mp

N q =  10,18 Mp

, pL 2 3 -3 2 -2 0 2M ?md —— = ------------=
2 32 32

p lJ  3 -8 Ö -2 0 2
A fS c h n e e  —  =  ---------------------  =

2 64 64

1,2 Mpm

1,5 Mpm 

M2 =  2,7 Mpm

Das kritische M om ent M 2kr des Schalenbogens wurde schon im  A bschnitt 5 erm itte lt. 
E s wird hier aus den A ngaben der Tafel II der m it H ilfe von  2 +  2 freien Param etern berech
nete  W ert M 2kr =  62,10  Mpm herangezogen.

Der kritische W ert der m ittigen Druckkraft ergibt sich aus der Form el (30), berechnet 
für 171 Mp [4].
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D ie m it Hilfe der quadratischen Parabel durchgeführte Stabilitätsuntersuchung ist  im  
B ild  6 dargestellt. Für das kritische Beanspruchungspaar ergaben sich folgende W erte:

Щ  =  123,6 Mp 

MS =  32,7 Mpm

D ie der elastischen K ippung gegenüber bestehende Sicherheit wird also:

n =  12,1-fach.
M 2
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Lateral Stability o f Shell-Arches under the A ction of Antim etric Loads. The analysis of 
la tera l buckling of th in-w alled , elastic curved bars (shell-arches) caused b y  antim etric load, is 
p resented  by using the energy m ethod. The solution  is dealt w ith  in a detailed m anner for two 
kin ds o f  support, and the sim ultaneous consideration of antim etric and sym m etric loads is 
e x p o se d , too. Inform ation is given about the obtainable exactness. A  num erical exam ple  
illu stra tes the practical applicability  o f the m ethod.
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Stabilité latérale des voiles en arc sous l ’action de charges antim étriques. L’analyse 
du flam bage latéral des poutres en arc é lastiq ues à axe curviligne et à paroi m ince 
(voiles en arc) se produisant sous l’action de charges antim étriques, est exposée à l’aide de 
la m éthode d’énergie. La solution  est traitée pour deux cas de support et la considération  
sim ultanée des charges antim étriques et sym étriques est aussi présentée. Des inform ations 
sont données sur l ’exactitude réalisable. U n exem ple numérique illustre l’applicabilité de la 
m éthode traitée.

Боковая устойчивость оболочковых арок при антиметрической нагрузке. В работе 
при помощи энергетического метода анализируется боковой прогиб тонкостенных криво
осных упругих арочных ферм (оболочковых арок), возникающий под действием антимет- 
рического груза. Для двух случаев опирания детально анализируется решение, и показан 
случай учета одновременного действия антиметрических и симметрических нагрузок. 
Приведены данные также относительно достижимой точности. На числовом примере 
демонстрируется практическое применение метода.
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B O O K  R E V IE W  —  B U C H B E S P R E C H U N G  —  
C O M PTE R E N D U  D E L IV R E S  —  О Б ЗО Р  К Н И Г

Gy. Rudnai:

L E IC H T B E T O N -B A U K O N ST R U K T IO N E N  

Akadém iai K iadó (Akadem ie Verlag), 272 Seiten , 172 Bilder, 43 Tafeln

D ie Erörterung der m it dem  L eichtbeton-Baum aterial und den K onstruktionen ver
bundenen Fragen wird in  vier A bschnitten zusam m engefaßt.

Im  ersten A b schn itt werden die L eichtbetonarten, deren H erstellungsm ethoden, E n t
wurfsrichtlinien, physikalische und m echanische K ennw erte beschrieben. Es werden auch  
w ertvolle A ngaben für die F estigkeits- und E lastizitätsw erte der Leichtbeton-B aum aterialien  
und auch für die wärm etechnischen Kennwerte derselben geliefert. D ie System atisierung der 
Güteanforderungen b ietet für die Q ualitätsbeurteilung, für die K ontrolle und für die Abnahm e  
nützliche F estpunkte.

Im  zw eiten  A bschn itt sind die m annigfaltigen A nw endungsm öglichkeiten der leichten , 
porösen B etone zusam m engefaßt.

Im  dritten A bschn itt werden die L eichtbeton-B locksteine, Mauerwerk- und D eckenele
m ente sowie die einheim ischen und ausländischen V arianten der V erbindungen dieser E lem ente  
(Siporex, Y ton g, H ebel) im  R ahm en einer ausführlichen Beschreibung und eines reichen B ild 
m aterials vorgeführt. H ier is t  auch die Besprechung der Fertigungstechnologie der aus natür
lichen und künstlichen Zuschlagm aterialien erzeugten L eichtbetonarten sowie der auf diese 
W eise hergestellten  Träger-, Raum abgrenz- und Isolationselem ente vorzufinden. D ie E n t
w urfsrichtlinien der L eichtbeton-M onolitkonstruktionen sowie die M ethoden und M ittel der 
B auausführung, u . zw. die R utschschalung, das Streckm etall und die Tafelschalung werden  
ebenfalls in  diesem  A b schn itt erörtert.

Im  vierten  A b schn itt sind die Grundsätze für die E ntw urfsarbeiten der zeitgem äßen  
W ärm eisolierung und die Zusam m enfassung der wärm etechnischen Forderungen enthalten. 
D ie A nw endung der zu den Berechnungen notw endigen Form eln wird an Beispielen vorge
führt.

D as m it der A nführung der wichtigeren DIN -V orschriften endende W erk, in  
w elchem  die B eschaffenheiten  und die Anwendungsm öglichkeiten der L eichtbetonkonstruk
tionen  um fassend behandelt sind, ist ein wertvolles H ilfsm ittel für den K onstrukteur und den 
A rchitekten sowie für den ausführenden Ingenieur und den Baukontrolleur.

B. Goschy

0 . K napp:

G LA SFA SER N

Akadém iai K iadó (Akadem ie Verlag), B udapest 1966. 233 Seiten , 200 Bilder, 27 Tafeln

D as B uch behandelt säm tliche Probleme der H erstellung von  Glasfasern, ferner alle 
Gebiete, die für sie eine Anwendungsm öglichkeit bieten . M it R ücksicht au f das behandelte  
Them a fü llt  das B uch eine fühlbare Lücke der Fachliteratur aus.

N ach  einer kurzen E inleitung erläutert der Verfasser, ebenfalls gedrängt, das E n tste 
hen der Glasfaserindustrie und im  Zusam m enhang dam it die G eschichte der dabei verw ende
ten  K unststoffe. D anach werden die Fragen des strukturellen A ufbaues, anschließend die 
chem ischen und physikalischen E igenschaften der Glasfaser behandelt.

D as nächste K apitel bringt die Darstellung von  Verfahren der industriellen H erstel
lung der Glasfaser und der M öglichkeiten ihrer kom m erziellen Anwendung. Es muß besonders 
hervorgehoben werden, daß ein sehr reiches Bildm aterial die Ausführungen leicht verständlich
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und farbig gestaltet. Das folgende K apitel ist der Beschreibung der E igenschaften  von  K u n st
stoffen  und K lebem itteln gew idm et, die in  der Glasfaserindustrie Anwendung finden.

R ela tiv  kurz gefaßt is t  im  B uch die E rläuterung der durch Glasfasern verstärkten  
K u n ststoffe; dagegen wird eine sehr bem erkenswerte Zusam m enfassung über die kom binierte 
V erw endung von Glasfasern und K unststoffen  gegeben.

Im  Anschluß hieran fo lg t ein K apitel, in  dem  sehr eingehend und m it einem  beachtens
w ert reichen Bildm aterial die H erstellungsverfahren der m it Glasfasern verstärkten K u n st
stoffe  und die in der Industrie hergestellten A rtikel behandelt werden.

Durchaus beachtensw ert is t  der kurze A b schn itt, der die Zusam m enfassung von  A n
w eisungen enthält, die zweckm äßigerweise beim  E ntw urf von  G lasfaserprodukten einge
halten  werden.

D as K apitel des B uches, in dem  die Anwendungsm öglichkeiten der Glasfasererzeignisse 
behan delt werden, bedeutet den w ichtigsten , in teressantesten  und w ertvollsten  Teil des Buches. 
D ie D arstellung stü tzt sich a u f ein reichhaltiges B ild -, Diagram m - und Nom ogram m -M aterial, 
und verw eist überall m it scharfer K ritik  auf die Grenzen, die die A nw endung einschränken.

D ie drucktechnische Ausführung, die B ilder und Nom ogram m e des Buches sind geeig
n et, den guten R uf des Akadem ie Verlags (A k adém ia i K ia d ó )  zu bestätigen.

Für die Fachleute aus den Gebieten der H erstellung und A nw endung der Glasfaser 
b ed eu te t dieses Buch eine w ertvolle  U nterstü tzung, aber auch die Hörer des höheren Gewer
betechnikum s und Studierende der U n iversität werden es m it Erfolg verwenden können.

M . D éri

R iko Rosmart:

Z A H L E N T A FE L N  F Ü R  D IE  SC H N IT T K R Ä FT E  VON W IN D SC H E IB E N
MIT Ö F F N U N G SR E IH E N

TABLES FOR THE INTERNAL FORCES OF PIERCED SHEAR-WALLS SUBJECTED TO LATERAL LOADS 
B auingenieur-Praxis, H eft 66. Verlag von W ilhelm  Ernst und Sohn, Berlin— M ünchen 1966,

93 Seiten , 22 Bilder

D ie Versteifung von  H ochhäusern gegen horizontale K rafteinwirkungen (W ind und  
E rdstöß e) geschieht im  allgem einen m it H ilfe von  sog. W indscheiben. D ie  Berechnung dieser, 
gew öhnlich  durch Ö ffnungsreihen durchbrochenen M auern ist auch bei Anwendung versch ie
dener vereinfachender A nnahm en sehr kom pliziert. Som it ist die A usarbeitung und V eröffent
lichu ng eines Tabellenwerkes zur Vereinfachung der Berechnungen äußerst angezeigt. D iesem  
Zweck dient das B uch von  Professor R o s m a n .

D as Buch ist zw eisprachig, es erstreckt sich au f je 28 Seiten m it deutschem  und eng
lisch em  T ext und behandelt die anzuw endenden Berechnungsprinzipien. Es betrachtet die 
W indscheiben in H öhe des Terrains als ste if eingespannt und beschreibt deren zw ei Typen: 
W indscheiben m it einer asym m etrisch  angeordneten Öffnungsreihe und solche m it sym m etrisch  
angeordneten zwei Ö ffnungsreihen. D ie vier angeführten B elastungsfälle sind: a)  gleichm äßig  
v erte ilte  B elastung in  der ganzen H öhe des Gebäudes; b)  nach Trapezdiagram m  verteilte  
B elastung; c) nach D reieckdiagram m  verte ilte  B elastung; d)  konzentrierte L ast im  H öhe
p u n k t des Gebäudes. N ach  B ekanntm achung des auf diese vier Fälle bezüglichen Form el
m aterials beschreibt Verfasser den Gang der vorgeschlagenen B erechnungsm ethode. Er 
erklärt die Benützung der am  E nde des B uches befindlichen Zahlentafeln und führt dann vier, 
den  vorher erwähnten B elastungsfällen entsprechende Zahlenbeispiele an. D iese sind m it 
denen identisch die der Verfasser ohne Zahlentafeln, durch unm ittelbare Berechnung in seinem , 
in der H eftreihe »Bauingenieurpraxis« erschienenen W erke unter dem  T itel »Die statische  
B erechnung von H ochhausw änden m it Öffnungsreihen« ausgearbeitet h atte . D ie Zahlentafeln  
se lb st sind leicht zu benützen  und so d icht ein geteilt, daß sich eine E inschaltung durch In 
terpolation  zwischen die Zahlenwerte der T afeln erübrigt.

Das Büchlein ist ausgesprochen für die Zwecke der Praxis geschrieben. Durch seine 
H ilfe  wird die Berechnung der m it Öffnungsreihen versehenen W indscheiben von H ochhäusern  
äußerst einfach.

P . Csonka
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E. H am pe:

V O R G E SPA N N T E  K O N ST R U K T IO N E N . T H E O R IE , TECH NO LO G IE, K O N ST R U K T IO N  

V E B  Verlag für Bauw esen, Berlin 1964 (B and I), 1965 (Band II)

D ie E inführung des Prinzips der Vorspannung h at im  E ntw erfen von  K onstruktionen  
revolutionäre Änderungen gebracht: es wurde die künstliche B eeinflussung des K räftespiels 
und der Form änderung von  K onstruktionen erm öglicht und dam it die Lösung von  Aufgaben, 
die früher überhaupt n ich t oder nur um  den Preis großer Schw ierigkeiten zweckm äßig zu 
lösen waren.

Selbstverständlich  wurden durch Einführung der neuen B aum ethode auf dem Gebiete 
der P lanung ebenso, w ie in  der Ausführung zahlreiche durchaus neue Problem e aufgeworfen. 
D ie vernunftgem äße Lösung dieser Probleme beschäftigt Tausende theoretischer und prakti
scher F achleute und ein heutiger Ingenieur muß m it den in dieser H insicht auftauchenden  
M öglichkeiten bereits im  Laufe seiner H ochschulausbildung B ekanntschaft schließen. D em zu
folge benötigt die technische Praxis ebenso wie der U nterricht ein H andbuch, welches im  
gegebenen Fall hinsichtlich  des zu befolgenden Vorgehens einen sicheren W eg weist.

Das B uch Professor H a m p e s  in  zwei B änden bem üht sich, diesem  Ziel zu dienen.
Der erste Band des W erkes erstreckt sich auf 415 Seiten und en thält 307 Bilder und 93 

Zahlentafeln. D as L iteraturverzeichnis begreift 548 W erke in sich. Der in  R ede stehende B and  
befaßt sich ausführlich m it dem  Zweck der Vorspannung und deren Verwendung im  B eton- 
bzw. Stahlbetonbau, sow ie m it Fragen der Sicherheit, den E igenschaften  des B etonm aterials 
von  vorgespannten K onstruktionen , den diesem gegenüberstellbaren Anforderungen, m it dem  
E influß des Zeitfaktors, den E igenschaften der Spanndrähte und deren R ostschutz. Es wird 
auch die Berechnung und der Spannungsnachweis der gespannten Querschnitte eingehend  
behandelt, sowie die B erücksichtigung der Folgen des Schw indens und K riechens, und auch  
die R iß- und Bruchbedingungen. D ie Ausführungen werden durch das Problem  der Sicherung 
der berechnungsm äßigen Spannkraft und durch verschiedene Fragen ihrer Einführung ergänzt.

Der zw eite Band des B uches um faßt 444 Seiten und enthält 476 Bilder bzw. 96 Zahlen
tafeln . Sein L iteraturverzeichnis besteht aus 369 W erken. Dieser B and erklärt eingehend die 
Berechnung von  vorgespannten Trägern m it zwei oder mehr Stützen, sowie die der verschiede
nen R ahm enkonstruktionen nach den Methoden der E lastizitä ts- bzw . P lastizitätslehre. N ach
her fo lgt die B ehandlung v o n  vorgespannten Scheiben, P latten , Rohren, zylindrischen B e
hältern und K egelschalen , w eiters die Beschreibung der technologischen Problem e die Verfer
tigung vorgespannter K onstruktionen betreffend. D ie B ehandlung wird durch eine ta fel
m äßige Sam m lung zahlreicher ausgeführter B eispiele von  vorgespanntem  B eton bzw. S tah l
konstruktionen und durch ihre kurze aber übersichtliche Beschreibung abgeschlossen.

Charakteristisch für beide B ände sind die zweckm äßige Ausw ahl des zu behandelnden  
Stoffes, seine übersichtliche Gliederung, sowie die exakte erschöpfende Behandlung der sich  
auf theoretischem  und praktischem  Gebiet ergebenden Problem e. D ie Linienführung der 
Erörterungen, die B ew ertung und kritische Erfassung der Problem e sind ausgezeichnet, w o
durch das B uch —  über Studenten  der U niversitäten und H ochschulen hinaus —  für praktische  
Ingenieure sow ie auch für F ach leu te , die sich m it Entw erfen und Ausführung vorgespannter  
K onstruktionen befassen, v o n  großem  N utzen sein wird. A uch das prächtig ausgeführte reiche 
Bildm aterial des B uches b edeutet einen großen W ert, da es durch seine dem onstrative K raft 
das vo lle  Verständnis des Vorgetragenen in hohem  Grade erleichtert.

A lles ins Auge fassend  kann festgestellt werden, daß das B uch Professor H a m p e s  
einen grundlegenden Gewinn für die W issenschaft vorgespannter K onstruktionen bedeutet.

P. Csonka

A . M . H aas:

D E S IG N  OF T H IN  CONCRETE SH E L L S

John W iley and Sons, Inc., N ew  Y ork— London— Sidney; Vol. 1 (1962): 130 pages, 108 figures; 
Vol. 2 (1967): 242 pages, 141 figures, 7 tables

D ifferent kinds of shell structures occupy a place of ever increasing im portance in 
modern architecture and a great num ber of theoretical and practical experts are busy w ith  
their designing concept, structural analysis and actual construction. Consequently, it  is only  
natural th at books dealing w ith  shell structures are published in  ever increasing numbers all 
over the world.
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U nfortunately , the theory of shell structures is extrem ely intricate and num erous basic  
problem s are unresolved to th is day. T hus, i t  is n o t an easy task for an author to a ttem p t to  
m ake his book an introduction to the problem s in connection w ith  designing and analysis 
o f sh ell structures, and guide the reader to a stage where he can take an active  part in the  
practical solution of these problem s. Professor H aas, President o f the International A ssocia
tion  for Shell Structures (IA SS) undertook th is very  d ifficu lt task when writing his book and 
accom plished it  w ith outstanding success.

T he f ir s t  volume o f  the work, after a brief surface-theoretical introduction , m akes known  
the m em brane theory o f axial sym m etrically  loaded shells o f revolution. From  here i t  goes on 
to expoun d the problem o f periodically loaded , respectively , discontinously supported shells 
o f revolution . This is follow ed by the investiga tion  of the edge disturbances o f cylindrical 
shells and o f shells o f revolution , further b y  design ánd structural considerations, as w ell as 
th e  exp lanation  of different questions connected  w ith  construction technics.

T he second volume o f  the work returns to  the theory of axially  loaded shells o f revolution  
already dealt w ith in the first volum e and presents in  detail, as an exam ple, the case of 
cooling, respectively, w ater towers of one-sheeted  hyperboloid shape. N e x t  is the expounding  
o f P ucher’s theory of m em brane shells, after this the statical investigation  o f m em brane shells 
o f hyperbolic  paraboloid shape, or o f those consisting of elem ents o f th is typ e . Intense a tten 
tion  is devoted  to shells o f  elliptical paraboloid shape as well as to those w ith  a conoid surface. 
There follow s a com prehensive analysis o f  sim pler cases o f the bending theory  of shells, the  
p o ssib ility  o f inextensional deform ation and the problem s of buckling.

B o th  volum es are w ritten w ith  em inent pedagogical sense. Staarting from sim pler 
cases th ey  always lead to more com plicated questions, their argum entation is clear and con
v in cin g . I t  is not only the m athem atical aspect o f  shell structures th a t the book deals w ith, 
bu t also comprises the points o f v iew  o f design concept, structural rules and actual construc
tion . The m athem atical explanations are sim ple and easy to follow , k ep t w ith in  m oderate  
lim its and extending on ly  so far as to  provide the absolutely necessary understanding of the  
sta tica l behaviour of the treated  shells. In  order to be understandable the book avoids com pli
cated  m athem atical operations and on ly  uses such m athem atical apparatus as every well- 
sk illed  engineer is bound to  possess.

Num erical exam ples, drawn from  practice and elaborated w ith  all particulars as well 
as carefully  constructed and extrem ely  instructive  figures give a favourable supplem enta
tion to  the tex t. I t  was a fruitfu l idea to  show  in the book the view s o f som e outstanding ob
jects  o f shell architecture, m ainly constructed  b y  D utch architects. The description and 
insertion  o f these pictures in  the tex t n ot on ly  m akes this latter more colourful, bu t also gives 
insp iration  and m ay prom ote new  ideas.

A s a conclusion, it  can be stated  th a t Professor H aas’ book, thanks to its  w ell-selected  
su b ject and its clear and m atter-of-fact argum entation, occupies an outstanding place am ong  
tech n ica l and textbooks of sim ilar trend and w ill certainly have a very favourable reception  
on  th e  part o f students, practical engineers and experts alike in every part o f the world.

P . Csonka
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K o l l á r , L .— G á r d o n y i , Z.: L ateral Stability  o f  Shell-Arches under the 
Action o f  A n tim etric  Loads

The analysis o f  lateral buckling o f thin-w alled, elastic  curved bars (shell- 
arches) caused b y  antim etric load, is presented by using the energy m ethod. 
The solution is dea lt w ith  in a d eta iled  manner for tw o kinds of support, 
and the sim ultaneous consideration o f antim etric and sym m etric loads is 
exposed, too. Inform ation is given  about the obtainable exactness. A nu
merical exahiple illustrates the practical applicability  o f the m ethod.

Acta Techn. Hung. 59 (1967) 243—264

(

Acta Techn. H ung. 59 (1967) 11 — 20

FÜZY, J.: A n a ly s is  o f  Homogeneous Orthotropic Quadrangular Panels

The presented m ethod  describes stress and strain conditions using two  
parameter functions. In the course o f  the calculation, half o f the unknowns 
can be produced in  an explicit form  and elim inated from  the equations. 
Thereby, assum ing an identically dense network, num ber of unknowns 
would be the sam e as for the Airy function . This m ethod  has the advantage  
that the boundary conditions can be form ulated in a very sim ple manner. 
Calculation is further simplified b y  th e  fact th a t inner forces can be ex
pressed b y  d erivatives o f the first order, instead o f those of the second  
order.

Acta Techn. H ung. 59 (1967) 3— 10

Sz m o d it s , K .:  E xam ination  o f Rectangular Panels

Author deals here w ith  the determ ination  of the stress state  of oblong 
panels charged w ith  normal load on  its opposite sides. The procedure 
presented is an im proved alternative of the know n m ethod o f Fadle. 
W hile w ith  the m eth od  of Fadle on  th e  side, charged w ith  varying load, 
equilibrated shear stresses are rem aining, w ith  the procedure here present
ed, on the loaded side only norm al stresses approaching the given load  
are acting. Therefore, the stress s ta te  com puted b y  th is m ethod furnishes 
more precise approxim ate values th a n  those calculated according to the 
Fadle m ethod.





R ó zsa , M.: S ta b ility  A nalysis o f  P arabolic Arches Subjected to a Vertical 
Load Acting at the A pex

An approxim ative m ethod is presented for the stab ility  analysis o f two- 
hinged and fixed -en d  parabolic arches w ith  constant cross section , sub
jected to a vertica l load applied at th e  apex. The parabolic arch is replaced  
by a chain of h inged bars. The num erical values obtained for the critical 
force of the su bstitu tin g  chain consisting o f five  bars, are shown in tables.

Acta Techn. Hung. 59 (1967) 21 — 34

Acta Techn. H ung. 59 (1967) 35—42

D u l á c s k a , E.: Velaroidal Shell over Rectangular Plan

A design m ethod is given for a parabolic shell similar in form to a sail 
stretched over a p lane edge. Stress fun ction  of the shell is approached by  
a polynome of several members. In ternal forces are determ ined for uni
formly distributed snow  load and approxim ate dead load.

Acta Techn. H ung. 59 (1967) 43—56

Sza b ó , J .— R o l l e r , B .: A sym ptotic an d  Iteration Methods fo r the M atrix- 
A nalysis o f  Structures with Linear or Nonlinear Character

The paper deals w ith  the analysis o f som e structural problem s, w hich are 
rather involved from  the point of v iew  o f direct com putation. After o u t
lining the fundam ental ideas of the specia l m ethods applied, the follow ing  
structures are treated . 1. a shaft provided  w ith  wheels having different 
m om ents o f rotation  inertia; 2. a tun nel ring em bedded in an elastic solid; 
3. a hanging roof containing cables stiffened by orthogonally arranged  
beams. The task  o f the analysis is the com putation  of the critical torsional 
frequencies in the first case, the in vestigation  of the stress resultants in 
the second, and the evaluation of th e  stresses and displacem ents in the  
third. The first problem  is hom ogeneous, the others are inhom ogeneous. 
The first two structures are linear, w hile the third one posseses a geom etri
cally nonlinear character. The linear problem s are solved asym p totica lly , 
while the nonlinear one by a purely iterative  m ethod.
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KÉZDI, A.: Theory o f P lasticity o f  Granular Substances

The theory o f p lastic ity  has been applied for a long tim e exten sively  to 
the investigation  o f  granular m aterials. The civil engineer exam ines the 
stab ility  o f  earthworks, the value o f earth pressure, the bearing capacity  
of soils, etc., w ith  the methods o f th e  theory of p lastic ity ; a num ber of 
procedures o f  th is theory originated in  the course of investigation  o f gran
ular m aterials. For the application in soil m echanics the first problem  
was also the f ix a tio n  of the rupture-flow  condition. Though recently  sever
al rupture conditions have been suggested  w ith  a more precise approach 
of its real behaviour, it  is, however, the condition o f Coulomb-Mobr which  
is m ostly applied even  in our days. The paper shows a new procedure for 
the representation o f the rupture condition  in case o f a three-dim ensional 
stress state; w ith  the aid of this th e  effect o f the stress-vector curve upon 
the rupture condition  can be su ggestive ly  investigated .

Acta Techn. Hung. 59 (1967), 103—122

Acta Techn. H ung. 59 (1967), 123— 130

D u l a c s k a , E .: S tability  o f A nisotropic H yperbolic Paraboloidal Shells

Author deals w ith  the determ ination o f the critical load o f the aniso
tropic hyperbolic paraboloidal shells w ith  the aid of the theory o f first 
order. He determ ines the critical load  of the shell constructed o f torsioned  
corrugated board, and points out th a t  this load is identical w ith  th a t of 
an isotropic shell o f  the same plate thickness.

Acta Techn. H ung. 59 (1967), 131— 140

St e p k o w s k a - P a s z y c , E.: Physico-chemical Interpretation o f  the Shearing 
Process in M ontm orillonitic Clays

Discussing the shearing process it  w as found that^on m aking certain as
sum ptions it  is possible to describe shear strength o f clay as is measured  
in triaxial te st as a sum  of forces th a t  m ay be calculated from  physico
chemical theories. T he coincidence w as striking betw een calculated and 
measured values in  certain range o f  water content around the plastic  
lim it of freeze  M ale bentonite w ith  various exchangeable cations.





K o zá k , I.: On E quilibrium  Equations o f Solid  Continua

The analysis o f three-dim ensional continua (bodies) o f special form s will 
become m athem atically  sim plified in the case th ey  w ill be reduced to  
tw o-dim ensional continua (for instance, in case o f shells), or to one-di
m ensional continua (for instance, in case o f bars). The reduction o f  the  
system  of external and internal forces o f the three-dim ensional, into  th e  
system  o f external and internal forces o f tw o-dim ensional and one-di
m ensional continua is presented. The system  o f co-ordinates used is en
tirely optional. The analysis o f the m echanical equilibrium  is effectuated, 
too, and as a result o f this analysis, the equilibrium  o f continua o f  one, 
two and three dim ensions can be expressed b y  equilibrium  equations 
having m athem atically  identical forms.

Acta Techn. Hung. 59 (1967) 141—164

Acta Techn. H ung. 59 (1967) 165— 182

В a r t  A ,  J.: Theorems Concerning the S tability o f  E quilibrium  o f  an E lastic  B ody

The proof o f the theorem s is based on the properties o f buckling deter
m inant w hile several new notions (load bound to  a point, load bound to 
space, load bound to body, conjugate load, affine load) are introduced. 
Elaborated exam ples show th at from  the solution o f a stab ility  problem , 
by means o f the theorem s, th e  solution o f further stab ility  problem s 
could follow.

A cta Techn. H ung. 59 (1967) 183— 214

P a l o t á s , L.: Shear A nalysis o f  Reinforced Concrete Structures on the B asis  
o f  the Theory o f  Rupture

Author deals w ith  shear reinforcem ent by utilizing the published results 
of foreign tests and the results o f  the experim ents carried out in H ungary  
recently, and established a new com putation  m ethod on the basis o f the  
theory of rupture. The procedure proposed is a com pletion o f the classic  
m ethod seem ingly justified  both  b y  experim ents and from the econom ic  
view points. Accordingly, as to th e  shear reinforcem ent o f the reinforced  
concrete beam s, it  can be proposed to apply the classic m ethod for the  
present, but w ith  the reservation th a t the effects o f  the stirrups and bent 
bars should be taken as identic and the compressed concrete, i.e. the zones 
of concrete free o f  cracks should be taken into  account in dim ensioning  
for shear stresses.





Cso n k a , P .: Torsion o f  Thick-walled Prism atic Bars w ith a Circular A xia l 
Hollow

Author deals w ith  the problem of torsion of thick-w alled prism atic bars 
made of e lastic  m aterial having a circular axial hollow. H e presents an 
approxim ate m ethod which is appropriate for establishing the stress 
function, and analyses the cases where one of the stress lines cuts the  
internal border line o f the cross section.

\

Acta Techn. Hung. 59 (1967) 215—234

Acta Techn. H ung. 59  (1967) 235— 242

Ch a k r a b a r t i , S . K . :  Equilibrium  o f  a Composite Cone under a Force 
Acting at the Vertex Perpendicular to the A x is  Line

This paper determ ines stresses and displacem ents w ith in  a com posite  
cone loaded b y  a force acting at the com mon vertex  perpendicular to 
the axis line.

A cta Techn. H ung. 59 (1967)

S i t k é i , Gy.: Som e Problems o f Computing the Heat Transfer and H eat Load  
in  Antechamber D iesel-Engines

H eat transfer is alw ays com puted on a basis o f uniform  heat conduction  
in a com bustion  space. The in tensive  fuel injection causes in an te
cham ber-engines m arked assym etry of heat transfer and heat load alike. In 
present days, a corresponding consideration of this unsym m etric dis- 
tributon of heat is possible only on basis o f experim ents. In th is con
nection the author shows a com puting m ethod by m aking use o f the  
results obtained from  experim ents carried out on D iesel-engines type  
“ C s e p e l ” . A lso a calculating m ethod o f heat transfer caused by flam e  
radiation is g iven .
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ПЕРСПЕКТИВЫ КИБЕРНЕТИКИ
А. Я. ЛЕРНЕР

ДОКТОР Т ЕХ Н И Ч ЕС К И Х  НАУК 
ИНСТИТУТ АВТОМАТИКИ И КИ БЕРН ЕТИ К И , МОСКВА

[Поступило 26. сентября 1967 г.]

Кибернетика в области управления производством, использования природных 
ресурсов, сельского хозяйства, медицины и социологии подняла такие новые вопросы, 
которые при помощи других средств до сих пор решить не удалось. Автор, исходя из этих 
задач, на философской основе рассматривает общественное значение автоматизации, уделяя 
при этом особое внимание ликвидации противоречий между умственным и физическим 
крудом. После этого детально анализируютсй те фактические или фиктивные опасности, 
воторые падают на человечество вследствие широкого применения кибернетических 
ташин, и в качестве окончательного заключения устанавливает, что эти опасности можно 
избежать, если прогрессивное человечество доверит себя активным, свободным и неза
висимым стремлениям мыслящего человека и кибернетические машины человечество 
удет считать в качестве средства в борьбе с природой.

1. Ведение

З а  в е с ь м а  к о р о т к и й  п е р и о д  с в о е г о  с у щ е с т в о в а н и я  —  в с е г о  л и ш ь  д в а  

д е с я т и л е т и я  —  к и б е р н е т и к а  п р о ш л а  б о л ь ш о й  п у т ь .  О н а  о к а з а л а  с у щ е с т 

в е н н о е  в л и я н и е  н а  м и р о в о з з р е н и е  у ч е н ы х  и  и н ж е н е р о в ,  в р а ч е й  и  а д м и н и с т 

р а т о р о в ,  в о е н н ы х  и  г о с у д а р с т в е н н ы х  д е я т е л е й .  И з  э к с т р а в а г а н т н о й  т о ч к и  

з р е н и я ,  в ы з ы в а в ш е й  у  о д н и х  э н т у з и а з м ,  а  у  д р у г и х  и р о н и ч е с к о е  о т н о ш е н и е ,  

к и б е р н е т и к а  п р е в р а т и л а с ь  в  с е р ь е з н о е  н а у ч н о е  н а п р а в л е н и е  с о  с в о и м ,  

т о л ь к о  е й  о д н о й  п р и с у щ и м  в з г л я д о м  н а  м и р ,  с в о и м  п р е д м е т о м  и  м е т о д а м и  

и с с л е д о в а н и я ,  с в о и м и  з а к о н а м и  и  п р и н ц и п а м и .  Я в л я я с ь  т е о р е т и ч е с к о й  

д и с ц и п л и н о й ,  о н а ,  т е м  н е  м е н е е ,  у ж е  у с п е л а  п р и н е с т и  и  п р а к т и ч е с к и е  р е з у л ь 

т а т ы ,  з н а ч е н и е  к о т о р ы х  т р у д н о  п е р е о ц е н и т ь .

К а к о в ы  ж е  п е р с п е к т и в ы  э т о й  н а у к и ?  Ч е м  о б о г а т и т  о н а  н а ш и  з н а н и я  и  

н а ш у  ж и з н ь ?  В  ч е м  с о с т о я т  е е  з а д а ч и  в  б л и ж а й ш е м  и  д а л е к о м  б у д у щ е м ?  

Н е  п р е д с т а в л я ю т  л и  к и б е р н е т и ч е с к и е  м а ш и н ы  о п а с н о с т и  д л я  ч е л о в е 

ч е с т в а ,  к а к  е г о  п о т е н ц и а л ь н ы е  с о п е р н и к и ?  Э т и  и  м н о г и е  д р у г и е  

в о п р о с ы ,  с в я з а н н ы е  с  п е р с п е к т и в а м и  к и б е р н е т и к и ,  в о л н у ю т  с е й ч а с  м н о г и х  

л ю д е й  в о  в с е м  м и р е .  Р а з у м е е т с я ,  н и к т о  с е й ч а с  н е  в о з ь м е т  н а  с е б я  с м е л о с т ь  

д а т ь  в п о л н е  о п р е д е л е н н ы е  о т в е т ы  н а  в с е  э т и  в о п р о с ы ,  н о  н е к о т о р ы е  м н е н и я  

о  п у т я х  д а л ь н е й ш е г о  р а з в и т и я  э т о й  н а у к и  м о г у т  б ы т ь  в ы с к а з а н ы .

Н а  п р о т я ж е н и и  п о ч т и  в с е й  и с т о р и и  ч е л о в е ч е с т в а  т е х н и ч е с к и й ,  к у л ь 

т у р н ы й  и  с о ц и а л ь н ы й  п р о г р е с с  п р е д с т а в л я л  с о б о й  с т и х и й н ы е  п р о ц е с с ы ,
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к о т о р ы е  х о т я  и  п о д ч и н я л и с ь  о п р е д е л е н н ы м  з а к о н о м е р н о с т я м ,  в ы т е к а ю щ и м  

и з  з а к о н о в  р а з в и т и я  о б щ е с т в а ,  н о  н е  н а п р а в л я л и с ь  в  о п р е д е л е н н о е  р у с л о ,  

н е  у п р а в л я л и с ь  с о з н а т е л ь н о  и  ц е л е у с т р е м л е н н о .  С е й ч а с  п о л о ж е н и е  с у щ е 

с т в е н н о  м е н я е т с я .  М ы  в с т у п и л и  в  э п о х у ,  к о г д а  о б щ е с т в о  м о ж е т  и  д о л ж н о  

ф о р м у л и р о в а т ь  т а к ж е  ц е л и  р а з в и т и я  т е х н и к и ,  н а у к и ,  и с к у с с т в а ,  о п р е д е л я т ь  

н а и б о л е е  в ы г о д н ы е  п у т и  д о с т и ж е н и я  э т и х  ц е л е й  и  с о з н а т е л ь н о  н а п р а в 

л я т ь  с в о и  у с и л и я  н а  и х  о с у щ е с т в л е н и е .

М н о г и е  п р о б л е м ы  р а з в и т и я ,  в о з н и к а ю щ и е  в  р а з л и ч н ы х  с ф е р а х  ж и з н и  

о б щ е с т в а ,  т р е б у ю т  д л я  с в о е г о  р е ш е н и я  и с п о л ь з о в а н и я  м е т о д о в  и  с р е д с т в  

к и б е р н е т и к и .

С о в р е м е н н о е  о б щ е с т в о  д л я  п о д д е р ж а н и я  с в о е г о  с у щ е с т в о в а н и я  и  д ! л я  

д а л ь н е й ш е г о  р а з в и т и я  н у ж д а е т с я  в  р е ш е н и и  с л о ж н е й ш и х  з а д а ч  у п р а в л е 

н и я .  Д л я  с о в е р ш е н с т в о в а н и я  т е х н о л о г и и  п р о и з в о д с т в  н у ж н о  р е ш а т ь  з а м ы 

с л о в а т ы е  з а д а ч и  а в т о м а т и з а ц и и  п р о и з в о д с т в е н н ы х  п р о ц е с с о в .  В с е  у с л о ж 

н я ю щ и е с я  т р а н с п о р т н ы е  с и с т е м ы  н у ж д а ю т с я  в  н о в ы х  с п о с о б а х  у п р а в л е н и я  

п о т о к а м и  г р у з о в  и  п а с с а ж и р о в .  У д о в л е т в о р е н и е  в о з р а с т а ю щ и х  п о т р е б н о 

с т е й  н а с е л е н и я  в  т о в а р а х  и  у с л у г а х  в ы з ы в а е т  н е о б х о д и м о с т ь  в  с о з д а н и и  

с и с т е м  о п е р а т и в н о г о  у п р а в л е н и я  т о р г о в л е й ,  п р е д п р и я т и я м и  б ы т о в о г о  о б 

с л у ж и в а н и я ,  л е ч е б н ы м и  и  с п о р т и в н ы м и  о р г а н и з а ц и я м и  и  т .  п .

Е щ е  б о л е е  т р у д н ы е  з а д а ч и  в о з н и к а ю т  в  о б л а с т и  у п р а в л е н и я  э к о н о м и 

к о й ,  у п р а в л е н и я  р а з р а б о т к о й  и  р е а л и з а ц и е й  б о л ь ш и х  п р о е к т о в ,  у п р а в л е н и я  

к р у п н ы м и  н а у ч н ы м и  и с с л е д о в а н и я м и .  Е с т ь  в с е  о с н о в а н и я  с ч и т а т ь ,  ч т о  

м а с ш т а б ы  з а д а ч  у п р а в л е н и я  в  д а л ь н е й ш е м  б у д у т  с т а н о в и т ь с я  в с е  б о л е е  

к р у п н ы м и  а  и х  а к т у а л ь н о с т ь  б у д е т  н е у к л о н н о  в о з р а с т а т ь .  П о  м е р е  у с л о -  

ж н н и я  з а д а ч  у п р а в л е н и я  р о л ь  т р а д и ц и о н н ы х  м е т о д о в  б у д е т  у м е н ь ш а т ь с я  

и  н а  п е р в ы й  п л а н  б у д у т  п о в и д и м о м у  в ы д в и г а т ь с я  к и б е р н е т и ч е с к и е  м е т о д ы  

и х  р е ш е н и я .

Д л я  э т и х  ц е л е й  д о л ж н ы  б ы т ь  р а з в и т ы  н о в ы е  и д е и ,  н а  о с н о в е  к о т о р ы х  

о к а ж е т с я  в о з м о ж н ы м  с о в е р ш е н с т в о в а т ь  у п р а в л е н и е  в  р я д е  о б л а с т е й ,  к о т о 

р ы х  д о  с и х  п о р  е щ е  н е  к а с а л и с ь  у ч е н ы е  и  и н ж е н е р ы ,  и  с о з д а в а т ь  н о в ы е  

с р е д с т в а ,  п р и  п о м о щ и  к о т о р ы х  э т и  и д е и  о к а ж е т с я  в о з м о ж н ы м  р е а л и з о в а т ь  

н а  п р а к т и к е .

2. Нерешенные задачи

В  к и б е р н е т и к е ,  к а к  и  в о  в с я к о й  н а у к е ,  п о  м е р е  е е  р а з в и т и я  в о з н и к а ю т  

в с е  н о в ы е  з а д а ч и ,  с т и м у л и р у е м ы е  к а к  з а п р о с а м и  п р а к т и к и ,  т а к  и  в н у т р е н 

н и м и  п о т р е б н о с т я м и  с а м о й  н а у к и .  Х о т я  и з л а г а е м ы е  н и ж е  н е к о т о р ы е  п р и 

к л а д н ы е  з а д а ч и  к и б е р н е т и к и ,  п р е д с т а в л я ю т с я  н а и б о л е е  а к т у а л ь н ы м и  д л я  

б л и ж а й ш е г о  б у д у щ е г о ,  м о ж е т ,  о д н а к о ,  о к а з а т ь с я ,  к а к  э т о  ч а с т о  с л у ч а е т с я ,  

ч т о  н а и б о л е е  в а ж н о е  з н а ч е н и е  п р и о б р е т у т  н а у ч н ы е  р е з у л ь т а т ы ,  п о л у ч а е м ы е  

в  н е о ж и д а н н ы х  н а п р а в л е н и я х .
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В  о б л а с т и  управления производством п о к а  д о с т и г н у т ы  с у щ е с т в е н н ы е  

у с п е х и  л и ш ь  в  а в т о м а т и з а ц и и  т е х н о л о г и ч е с к и х  п р о ц е с с о в .  Ч т о  ж е  к а с а е т с я  

т а к и х  в а ж н ы х  э т а п о в  п р о и з в о д с т в а ,  к а к  п р о е к т и р о в а н и е  и з д е л и й ,  с о о р у 

ж е н и й  и  с и с т е м ,  п о д г о т о в к а  и  о р г а н и з а ц и я  п р о и з в о д с т в а ,  а  т а к ж е  о р г а н и 

з а ц и я  д о с т а в к и  т о в а р о в  п о т р е б и т е л я м ,  т о  и  с а м и  э т и  п р о ц е с с ы  и  у п р а в л е н и е  

и м и  в с е  е щ е  н а х о д я т с я  в  о с н о в н о м  в о  в л а с т и  и н т у и т и в н ы х  п р и е м о в .  В" и с п о л ь 

з о в а н и и  к и б е р н е т и ч е с к и х ,  н а у ч н о  о б о с н о в а н н ы х  м е т о д о в  у п р а в л е н и я  э т и м и  

п р о ц е с с а м и  д е л а ю т с я  л и ш ь  п е р в ы е  ш а г и .  О д н а к о  у ж е  с е й ч а с  я с н о ,  ч т о  т а к и е  

з а д а ч и ,  к а к  п о и с к  о п т и м а л ь н ы х  р е ш е н и й ,  в  п р о ц е с с е  р а з р а б о т к и  п р о е к т а ,  

м о г у т  б ы т ь  ф о р м а л и з о в а н ы  и  в ы п о л н е н ы  в ы ч и с л и т е л ь н о й  м а ш и н о й  э ф ф е к 

т и в н е е ,  ч е м  в р у ч н у ю .  П р и н ц и п и а л ь н а я  в о з м о ж н о с т ь  ф о р м а л и з а ц и и  с у щ е с т 

в у е т  и  в  с ф е р е  о р г а н и з а ц и о н н ы х  з а д а ч ,  в о з н и к а ю щ и х  н а  в с е х  э т а п а х  п р о и з 

в о д с т в а  и  н а  в с е х  р а н г а х  и е р а р х и и  у п р а в л е н и я  п р о и з в о д с т в о м ,  н а ч и н а я  

о т  п р о и з в о д с т в е н н о й  б р и г а д ы  и  к о н ч а я  к р у п н ы м  п р о и з в о д с т в е н н ы м  о б ъ е д и 

н е н и е м .

М о ж н о  п р е д с т а в и т ь  с е б е  в  б у д у щ е м  с и с т е м у  у п р а в л е н и я  о т р а с л ь ю  

п р о и з в о д с т в а ,  п о с т р о е н н у ю  н а  о с н о в е  и н ф о р м а ц и и ,  п о л у ч а е м о й  о т  р а ц и о 

н а л ь н о й  и  в ы с о к о  а в т о м а т и з и р о в а н н о й  с и с т е м ы  с б о р а  и  п е р е д а ч и  и н ф о р 

м а ц и и  о  с о с т о я н и и  в с е х  з в е н ь е в  у п р а в л я е м о й  с и с т е м ы  и  о  в н е ш н е й  к о н ъ ю н к 

т у р е ,  с о с т о я щ у ю  и з  у п р а в л я ю щ и х  ц е н т р о в  и е р а р х и ч е с к о й  с т р у к т у р ы ,  о с н а 

щ е н н ы х  с и с т е м о й  в з а и м о с в я з а н н ы х  м а ш и н  д л я  п е р е р а б о т к и  и н ф о р м а ц и и  и  

в ы д а ч и  р е к о м е н д а ц и й  р у к о в о д и т е л я м ,  о т в е т с т в е н н ы м  з а  о п р е д е л е н н ы е  п о д 

р а з д е л е н и я  и  з а  о т р а с л ь  в  ц е л о м .

Н е с м о т р я  н а  т о ,  ч т о  в о з м о ж н о с т ь  и  ц е л е с о о б р а з н о с т ь  с и с т е м  т а к о г о  

т и п а  д о с т а т о ч н о  я с н а  и  д а ж е  д о к а з а н а  э к с п е р и м е н т а л ь н о  н а  о т д е л ь н ы х  

п р и м е р а х ,  н е  с л е д у е т  н е д о у ч и т ы в а т ь  о г р о м н ы х  т р у д н о с т е й  н а у ч н о г о  и  т е х 

н и ч е с к о г о  х а р а к т е р а ,  к о т о р ы е  п р е д с т о и т  п р е о д о л е т ь  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  д о с т и г 

н у т ь  э ф ф е к т и в н о г о  и  п о в с е м е с т н о г о  и х  р а с п р о с т р а н е н и я .  Т а к  е щ е  н е т  у д о б 

н ы х  к р и т е р и е в  д л я  о т б о р а  н е о б х о д и м о й  и  д о с т а т о ч н о й  и н ф о р м а ц и и  о  с о с т о я 

н и и  с и с т е м  и  с р е д ы ;  н е д о с т а т о ч н о  р а з р а б о т а н ы  м е т о д ы  о п т и м и з а ц и и  р е ж и м а  

р а б о т ы  с т о л ь  с л о ж н ы х  к о м п л е к с о в ;  р а з р а б о т к а  н а у ч н ы х  м е т о д о в  ф о р м и р о 

в а н и я  к р и т е р и е в  о п т и м и з а ц и и  е щ е  т о л ь к о  н а ч и н а е т с я ,  н е д о с т а т о ч н о  и с с л е 

д о в а н а  п р о б л е м а  н а д е ж н о с т и  р а б о т ы  с л о ж н ы х  к о м п л е к с о в ;  м н о г о  н е я с н о г о  

в  в о п р о с е  о  я з ы к а х ,  н а  к о т о р ы х  д о л ж е н  о с у щ е с т в л я т ь с я  о б м е н  и н ф о р м а 

ц и е й  м е ж д у  о т д е л ь н ы м и  м а ш и н а м и ,  в х о д я щ и м и  в  с и с т е м у ,  а  т а к ж е  м е ж д у  

м а ш и н а м и  и  л ю д ь м и  и  т .  п .

С о з д а н и е  а в т о м а т и ч е с к о й  с и с т е м ы  о п т и м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я  с л о ж 

н ы м и  к о м п л е к с а м и  п р а к т и ч е с к и  н е о с у щ е с т в и м о  н а  о с н о в е  с у щ е с т в у ю щ и х  

м е т о д о в  т а к ж е  и  п о т о м у ,  ч т о  ч и с л о  н у ж н ы х  с в я з е й  д л я  с и с т е м ы  т и п а  п р о 

м ы ш л е н н о г о  п р е д п р и я т и я  и з м е р я е т с я  а с т р о н о м и ч е с к и м и  ц и ф р а м и .  О д и н  

л и ш ь  п е р е ч е н ь  э т и х  с в я з е й  п о  о б ъ е м у  п р е в о с х о д и л  б ы  Б о л ь ш у ю  с о в е т с к у ю  

э н ц и к л о п е д и ю .  Я с н о ,  ч т о  н и  з а п р о е к т и р о в а т ь ,  н и  т е м  б о л е е  о с у щ е с т в и т ь
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т а к у ю  с и с т е м у  н е в о з м о ж н о .  О д н а к о ,  э т у  з а д а ч у  н е л ь з я  с ч и т а т ь  п р и н ц и п и а л ь н о  

н е р а з р е ш и м о й ,  и б о  в  п р и р о д е  т а к и е  и  е щ е  г о р а з д о  б о л е е  с л о ж н ы е  у п р а в л я ю 

щ и е  о р г а н ы  с у щ е с т в у ю т .  М о з г  ч е л о в е к а  и  д а ж е  ж и в о т н о г о  в ы п о л н я е т  н а 

м н о г о  б о л е е  с л о ж н ы е  ф у н к ц и и ,  ч е м  э т о  т р е б у е т с я  д л я  у п р а в л е н и я  л ю б ы м  

п р о и з в о д с т в е н н ы м  п р е д п р и я т и е м .  Т р а н с п о р т н о й  и л и  э н е р г е т и ч е с к о й  с и с т е 

м о й  и  т .  д .  Н о ,  п р о ц е с с ы  с а м о о р г а н и з а ц и и  и  о б у ч е н и я ,  о б у с л о в и в ш и е  в ы 

с о к о е  с о в е р ш е н с т в о  ж и в ы х  у п р а в л я ю щ и х  с и с т е м ,  м о г у т  б ы т ь  р е а л и з о в а н ы  

и  у ж е  р е а л и з у ю т с я  в  и с к у с с т в е н н ы х  с и с т е м а х .  Э т о  о б с т о я т е л ь с т в о  п о з в о 

л я е т  н а д е я т ь с я ,  ч т о  д а л ь н е й ш е е  р а з в и т и е  р а б о т  п о  п р о н и к н о в е н и ю  в  с у щ 

н о с т ь  п р о ц е с с о в  с а м о о р г а н и з а ц и и  и  у с п е х и  в  с о з д а н и и  о б у ч а е м ы х  м а ш и н ,  

о т к р о ю т  п у т и  « в ы р а щ и в а н и я  и з  э м б р и о н о в »  и с к у с с т в е н н ы х  у п р а в л я ю щ и х  

с и с т е м  н е в и д а н н ы х  м о щ н о с т е й ,  с п о с о б н ы х  п о с л е  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  о б у ч е 

н и я  и  т р е н и р о в к и  р е ш а т ь  г р а н д и о з н ы е  з а д а ч и  у п р а в л е н и я  с и с т е м а м и  б о л ь 

ш о г о  м а с ш т а б а .

В а ж н ы е  и  т р у д н ы е  з а д а ч и  в о з н и к а ю т  в  о б л а с т и  управления ресурсами. 
В с я к а я  э к о н о м и ч е с к а я  с и с т е м а  т р е б у е т  м а н е в р и р о в а н и я  р е с у р с а м и ,  и с п о л ь 

з у е м ы м и  в  п р о ц е с с е  е е  ф у н к ц и о н и р о в а н и я :  с ы р ь е м ,  э н е р г и е й ,  т о п л и в о м ,  

м а т е р и а л а м и ,  о б о р у д о в а н и е м ,  ф и н а н с о в ы м и  и  л ю д с к и м и  р е с у р с а м и .  П о 

с к о л ь к у  э ф ф е к т и в н о с т ь  с и с т е м ы  с у щ е с т в е н н о  з а в и с и т  о т  т о г о ,  к а к и м  о б р а з о м  

р а с п р е д е л я ю т с я  р е с у р с ы ,  к о т о р ы м и  р а с п о л а г а е т  с и с т е м а ,  в о з н и к а е т  з а д а ч а :  

д л я  к а ж д о г о  з а д а н н о г о  с о с т о я н и я  с и с т е м ы  и  с р е д ы  н а й т и  и  р е а л и з о в а т ь  

т а к о е  р а с п р е д е л е н и е  о г р а н и ч е н н ы х  р е с у р с о в ,  п р и  к о т о р о м  к р и т е р и й  э ф ф е к 

т и в н о с т и  ф у н к ц и о н и р о в а н и я  с и с т е м ы  п р и о б р е т а л  б ы  н а и в ы г о д н е й ш е е  з н а 

ч е н и е .  Т р у д н о с т и  р е ш е н и я  э т о й  з а д а ч и  с в я з а н ы  с  в ы с о к о й  р а з м е р н о с т ь ю  

п р о с т р а н с т в а  с о с т о я н и й  с и с т е м ы ,  н а л и ч и е м  б о л ь ш о г о  ч и с л а  л о к а л ь н ы х  

э к с т р е м у м о в ,  а  т а к ж е  т е м ,  ч т о  о г р а н и ч е н и я ,  о п р е д е л я е м ы е  к о л и ч е с т в о м  

р е с у р с о в ,  к о т о р ы м и  р а с п о л а г а е т  с и с т е м а ,  и з м е н я ю т с я  в о  в р е м е н и .

О г р о м н о е  з н а ч е н и е  д л я  сельского хозяйства и  д л я  медицины и м е е т  

д а л ь н е й ш е е  п р о д в и ж е н и е  в  р а с к р ы т и и  м е х а н и з м о в  д е й с т в и я  п р о ц е с с о в  у п р а в 

л е н и я ,  п р о т е к а ю щ и х  в  ж и в ы х  о р г а н и з м а х .  О в л а д е в  т а й н а м и  э т и х  п р о ц е с 

с о в ,  м ы  п р и о б р е л и  б ы  н о в ы е  в о з м о ж н о с т и  у п р а в л е н и я  р а з в и т и е м  р а с т е н и й  

и  ж и в о т н ы х ,  у п р а в л е н и я  н а с л е д с т в е н н о с т ь ю ,  о б е с п е ч и в а ю щ е г о  б ы с т р о е  в ы 

в е д е н и е  п р о д у к т и в н ы х  с о р т о в  р а с т е н и й  и  п о р о д  ж и в о т н ы х .  Е щ е  б о л ь ш е е  

з н а ч е н и е  б у д у т  и м е т ь ,  в и д и м о ,  э т и  и с с л е д о в а н и я  д л я  т а к и х  п р о б л е м ,  к а к  

л е ч е н и е  н а с л е д с т в е н н ы х  б о л е з н е й ,  р а к а  и  д р у г и х  з а б о л е в а н и й ,  с в я з а н н ы х  

с  н а р у ш е н и е м  у п р а в л я ю щ и х  м е х а н и з м о в  ж и в о й  к л е т к и  и ,  в  о с о б е н н о с т и ,  

д л я  р а б о т ,  с в я з а н н ы х  с  б о р ь б о й  с о  с т а р е н и е м  и  с  р е ш е н и е м  п р о б л е м ы  п р о д 

л е н и я  ж и з н и .

В  м е д и ц и н с к о й  д и а г н о с т и к е  к и б е р н е т и ч е с к и е  м е т о д ы  д о л ж н ы  п р и о б 

р е с т и  д о м и н и р у ю щ е е  з н а ч е н и е .  П о с т а н о в к а  д и а г н о з а  т р е б у е т ,  в о  м н о г и х  

с л у ч а я х ,  у ч е т а  д е с я т к о в  ф а к т о р о в ,  в з в е с и т ь  к а ж д ы й  и з  к о т о р ы х  с  н у ж н о й  

т о ч н о с т ь ю  ч е л о в е к  п р и н ц и п и а л ь н о  н е  с п о с о б е н .  В  т о  ж е  в р е м я  м е т о д ы ,
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и с п о л ь з у е м ы е  п р и  о б у ч е н и и  м а ш и н  р а с п о з н а в а н и ю  о б р а з о в ,  м о г у т  о к а з а т ь  

в р а ч а м  о г р о м н у ю  п о м о щ ь  и  п о с т а в и т ь  д и а г н о с т и к у  б о л е з н е й  н а  п р о ч н ы й  

м а т е м а т и ч е с к и й  ф у н д а м е н т .

Л е ч е н и е  м н о г и х  з а б о л е в а н и й  м о ж е т  р а с с м а т р и в а т ь с я  к а к  у п р а в л е н и е  

п р о ц е с с а м и ,  п р о т е к а ю щ и м и  в  о р г а н и з м е  б о л ь н о г о ,  а  л е ч е б н ы е  м е р о п р и я т и я  

—  к а к  у п р а в л я ю щ и е  в о з д е й с т в и я ,  п р и л а г а е м ы е  к  н е к о т о р о й  с л о ж н о й  д и н а 

м и ч е с к о й  с и с т е м е .  П р и  э т о м  м н о г и е  в а ж н ы е  ф а к т ы ,  у с т а н о в л е н н ы е  в  т е о р и и  

у п р а в л е н и я  д и н а м и ч е с к и м и  с и с т е м а м и ,  м о г у т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н ы  п р и  в ы 

р а б о т к е  т а к т и к и  и  с т р а т е г и и  л е ч е н и я .  Р а з у м е е т с я ,  п р и  э т о м  н у ж н о  б у д е т  

у ч е с т ь  ч р е з в ы ч а й н у ю  с л о ж н о с т ь ,  н е д о с т а т о ч н у ю  и з у ч е н н о с т ь  и  с п е ц и ф и ч е 

с к и е  о с о б е н н о с т и  с и с т е м ы ,  к о т о р у ю  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  ж и в о й  о р г а н и з м ,  

о д н а к о  м н о г и е  ф у н д а м е н т а л ь н ы е  з а к о н о м е р н о с т и  д в и ж е н и я  у п р а в л я е м ы х  

д и н а м и ч е с к и х  с и с т е м  м о г у т  о к а з а т ь с я  в е с ь м а  п о л е з н ы м и  д л я  в ы р а б о т к и  

т а к о г о  н о в о г о  п о д х о д а  к  т е о р и и  и  п р а к т и к е  м е д и ц и н ы .

О ч е н ь  в а ж н у ю ,  н о  с о в с е м  е щ е  н е  р а з р а б о т а н н у ю  о б л а с т ь  к и б е р н е т и к и ,  

с о с т а в л я е т  о б л а с т ь  социологических з а д а ч .  В ы я в л е н и е  з а к о н о в  у п р а в л е н и я  

п о в е д е н и е м  л ю д е й ,  с о с т а в л я ю щ и х  ч е л о в е ч е с к и е  к о л л е к т и в ы ,  д о л ж н о  я в и т ь с я  

о д н о й  и з  ц е л е й  н а у к и ,  п р е т е н д у ю щ е й  н а  р о л ь  о б щ е й  т е о р и и  у п р а в л е н и я .  

П р и  э т о м  м о ж е т  о к а з а т ь с я ,  ч т о  а р с е н а л  у п р а в л я ю щ и х  в о з д е й с т в и й ,  в к л ю ч а ю 

щ и х  в о с п и т а н и е ,  п о о щ р е н и е  и  н а к а з а н и е ,  м о ж е т  б ы т ь  о б о г а щ е н ,  а  и х  и с п о л ь 

з о в а н и е  —  б о л е е  э ф ф е к т и в н ы м  и  г у м а н н ы м .  П р и  п о м о щ и  т о ч н о г о  а н а л и з а  

м о ж н о  б у д е т  в ы я в и т ь  н е к о т о р ы е  л и ш н и е  ( а  с л е д о в а т е л ь н о  —  в р е д н ы е )  

о г р а н и ч е н и я  п о в е д е н и я  л ю д е й ,  н а к л а д ы в а е м ы е  з а к о н а м и  и  о б ы ч а я м и ,  

у п р а з д н е н и е  к о т о р ы х  с д е л а е т  ж и з н ь  л ю д е й  б о л е е  с в о б о д н о й  и  с ч а с т л и в о й .

3. Социальное значение автоматизации

С к о л ь  н и  в е л и к о  з н а ч е н и е  к и б е р н е т и к и  д л я  о т д е л ь н ы х  о т р а с л е й  ч е л о 

в е ч е с к о й  д е я т е л ь н о с т и ,  н а и б о л е е  г л у б о к о е  в л и я н и е  н а  р а з в и т и е  о б щ е с т в а  

к и б е р н е т и к а  о к а з ы в а е т  ч е р е з  а в т о м а т и з а ц и ю  п р о и з в о д с т в а .  Б у р н о  р а с ш и 

р я я с ь  к о л и ч е с т в е н н о  и  п е р е х о д я  н а  в с е  б о л е е  в ы с о к и й  к а ч е с т в е н н ы й  у р о в е н ь ,  

а в т о м а т и з а ц и я  п р и в е д е т  к  г л у б о ч а й ш и м ,  б е с п р е ц е д е н т н ы м  в  и с т о р и и  с о 

ц и а л ь н ы м  с д в и г а м ,  а н а л о г и ч н ы м  в  к а к о й - т о  с т е п е н и  п е р в о й  п р о м ы ш л е н н о й  

р е в о л ю ц и и ,  с в я з а н н о й  с  п е р е х о д о м  к  м а ш и н н о м у  п р о и з в о д с т в у .  О д н а к о  э т а  

в т о р а я  п р о м ы ш л е н н а я  р е в о л ю ц и я  н е с р а в н е н н о  г р а н д и о з н е е  п о  с в о и м  п о с л е д 

с т в и я м .  С в я з а н н ы е  с  э т и м  п р о б л е м ы  с т о л ь  с л о ж н ы  и  м н о г о о б р а з н ы ,  ч т о  м ы  

в ы н у ж д е н ы  о г р а н и ч и т ь с я  л и ш ь  к р а т к и м и  з а м е ч а н и я м и  п о  п о в о д у  о д н о й ,  

п о ж а л у й ,  в а ж н е й ш е й  и з  н и х  —  и м е н н о ,  р а з р е ш е н и я  п р о т и в о р е ч и я  м е ж д у  

творческим и  механическим т р у д о м  и  л и к в и д а ц и и  р а з д е л е н и я  т р у д а  в о о б щ е .

С  м о м е н т а  в ы д е л е н и я  ч е л о в е к а  и з  ж и в о т н о г о  м и р а  т р у д  б ы л  у с л о в и е м  

с у щ е с т в о в а н и я  ч е л о в е ч е с к о г о  о б щ е с т в а .
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Ч е л о в е к  п о б у ж д а л с я  к  т р у д у ,  п р е ж д е  в с е г о ,  н е о б х о д и м о с т ь ю  у д о в л е т 

в о р е н и я  с в о и х  м а т е р и а л ь н ы х  п о т р е б н о с т е й .  Н о  р а з в и в а ю т с я  п р о и з в о д и т е л ь 

н ы е  с и л ы ,  с м е н я ю т с я  п р о и з в о д с т в е н н ы е  о т н о ш е н и я  и ,  в  с о о т в е т с т в и и  с  н и м и ,  

и з м е н я е т с я  с а м  ч е л о в е к .  Н а  о п р е д е л е н н о й  с т у п е н и  с о ц и а л ь н о г о  и  и н д и в и 

д у а л ь н о г о  р а з в и т и я  т р у д  с т а н о в и т с я  п о т р е б н о с т ь ю  з д о р о в о г о  ч е л о в е к а .  Н о  

о т н ю д ь  н е  в с я к и й  т р у д  м о ж е т  б ы т ь  п о т р е б н о с т ь ю  д о с т а т о ч н о  р а з в и т о г о  ч е л о 

в е к а .  З д е с ь  с у щ е с т в е н н о ,  я в л я е т с я  л и  т р у д  — • т в о р ч е с к и м  и л и  м е х а н и 

ч е с к и м .

Т в о р ч е с к и й  и  м е х а н и ч е с к и й  т р у д  р е з к о  р а з н я т с я  м е ж д у  с о б о й ,  п р е ж д е  

в с е г о ,  п о  с в о е м у  п р о ц е с с у .  П р о ц е с с  т в о р ч е с к о г о  т р у д а  о т л и ч а е т с я  н е п о в т о 

р и м ы м  с в о е о б р а з и е м  н а  к а ж д о м  с в о е м  э т а п е .  Э т а  н е п о в т о р и м о с т ь ,  э т а  и н д и 

в и д у а л и з а ц и я  н е  я в л я е т с я  ч е м - т о  в н е ш н и м ,  с л у ч а й н ы м ,  н е  о б я з а т е л ь н ы м ,  

—  н а п р о т и в ,  и м е н н о  в  н и х  в е с ь  с м ы с л  т в о р ч е с к о г о  т р у д а ,  и м е н н о  э т и  к а ч е с т в а  

о б у с л о в л и в а ю т  р е з у л ь т а т  т в о р ч е с к о г о  т р у д а  и  с о з д а ю т  с о д е р ж а н и е  э т о г о  

р е з у л ь т а т а .  О н и  я в л я ю т с я  в н е ш н и м  в ы р а ж е н и е м  т в о р ч е с т в а ,  т .  е .  д е я т е л ь 

н о с т и ,  с о з д а ю щ е й  новые по существу, о р и г и н а л ь н ы е  ц е н н о с т и .  И с т и н н о  т в о р 

ч е с к и й  т р у д  н е м ы с л и м  б е з  н е п р е р ы в н о г о  р а з в и т и я  с а м о й  л и ч н о с т и ,  б е з  

я с н о г о  о с о з н а н и я  в с е г о  п р о ц е с с а  и  к о н е ч н ы х  ц е л е й  т р у д а .  Т в о р ч е с к и м  т р у 

д о м  м о г у т  б ы т ь  ( н о  о т н ю д ь  н е  в с е г д а  я в л я ю т с я )  з а н я т и я  н а у к о й ,  и с к у с с т в о м ,  

в о с п и т а т е л ь н о й  и  о б щ е с т в е н н о й  д е я т е л ь н о с т ь ю .

В  п р о т и в о п о л о ж н о с т ь  э т о м у ,  п р о ц е с с  м е х а н и ч е с к о г о  т р у д а  о т л и ч а е т с я  

м о н о т о н н о с т ь ю  и  о д н о о б р а з и е м .  Р е з у л ь т а т  м е х а н и ч е с к о г о  т р у д а  д о с т и г а е т с я  

п о с р е д с т в о м  п о в т о р е н и я  и з в е с т н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  о п е р а ц и й .  И м е ю 

щ и е с я  э л е м е н т ы  с в о е о б р а з и я ,  н о с я т ,  к а к  п р а в и л о ,  в н е ш н и й ,  с л у ч а й н ы й ,  в  

л у ч ш е м  с л у ч а е  —  в с п о м о г а т е л ь н ы й  х а р а к т е р ,  о н и  н е  о п р е д е л я ю т  р е з у л ь т а т  

т р у д а  и  н е  я в л я ю т с я  н е о б х о д и м ы м  с р е д с т в о м  д л я  е г о  д о с т и ж е н и я .  М е х а н и 

ч е с к и й  т р у д  в в и д у  с в о е г о  н у ж н о г о  о д н о о б р а з и я  я в л я е т с я  д л я  ч е л о в е к а  т е м  

б о л е е  о б р е м е н и т е л ь н ы м ,  ч е м  б о л е е  р а з в и т  э т о т  ч е л о в е к .  У н и ч т о ж е н и е  

м е х а ч е с к о г о  т р у д а  —  в о т  з а д а ч а ,  с т о я щ а я  п е р е д  с о в р е м е н н ы м  ч е л о в е 

ч е с т в о м .

О ч е в и д н о  —  м е х а н и ч е с к и й  т р у д  —  н е и з б е ж н о е  с л е д с т в и е  н е п о с р е д 

с т в е н н о г о  у ч а с т и я  ч е л о в е к а  в  п р о и з в о д и т е л ь н о м  т р у д е ,  в  м а с с о в о м  в о с п р о и з 

в о д с т в е  м а т е р и а л ь н ы х  б л а г ,  т р е б у ю щ е м  и м е н н о  о д н о о б р а з н о й ,  т о ч н о  о п р е 

д е л е н н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  о п е р а ц и й .  И з о б р е т е н и е  п е р в о г о  к а м е н н о г о  

т о п о р а  б ы л о  а к т о м  т в о р ч е с т в а ,  н о  в с е  п о с л е д у ю щ и е  т а к и е  т о п о р ы  ( м ы  н е  

г о в о р и м  о  д а л ь н е й ш и х  у с о в е р ш е н с т в о в а н и я х )  б ы л и  с о з д а н ы  м е х а н и ч е с к и м  

т р у д о м .  С о  в с т у п л е н и е м  о б щ е с т в а  в  к л а с с о в ы й  п е р и о д  п р а в я щ и й  к л а с с  —  

р а б о в л а д е л ь ч е с к и й  —  с о с р е д о т о ч и л  в  с в о и х  р у к а х  м о н о п о л и ю  н а  т в о р ч е с к и й  

т р у д ,  п р е д о с т а в и в  р а б а м  з а н и м а т ь с я  м е х а н и ч е с к и м  —  в  т о  в р е м я  т я ж е л ы м  

ф и з и ч е с к и м  —  т р у д о м .  Н а п р о т и в ,  т в о р ч е с к и м  т р у д о м  с ч и т а л с я  ч и с т о  у м с т 

в е н н ы й  ( з а  и с к л ю ч е н и е м  с п о р т а ) ,  т а к  ч т о  г р е ч е с к и е  ф и л о с о ф ы  и з б е г а л и  с т а 

в и т ь  э к с п е р и м е н т ы ,  « ч т о б ы  н е  д е л а т ь  ч е г о - л и б о  р у к а м и » .  П о к а  ч е л о в е ч е с к и й
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т р у д  б ы л  е щ е  т а к  м а л о  п р о и з в о д и т е л е н ,  ч т о  д а в а л  т о л ь к о  н и ч т о ж н ы й  и з л и 

ш е к  н а д  н е о б х о д и м ы м и  ж и з н е н н ы м и  с р е д с т в а м и ,  д о  т е х  п о р  р о с т  п р о и з в о д и 

т е л ь н ы х  с и л ,  р а с ш и р е н и е  с н о ш е н и й ,  р а з в и т и е  г о с у д а р с т в а  и  п р а в а ,  с о з д а н и е  

и с к у с с т в  и  н а у к  —  в с е  э т о  б ы л о  в о з м о ж н о  л и ш ь  п р и  п о м о щ и  у с и л е н н о г о  р а з 

д е л е н и я  т р у д а ,  и м е в ш е г о  с в о е й  о с н о в о й  к р у п н о е  р а з д е л е н и е  т р у д а  м е ж д у  

м а с с о й ,  з а н я т о й  п р о с т ы м  ф и з и ч е с к и м  т р у д о м ,  и  н е м н о г и м и  п р и в и л е г и р о в а н 

н ы м и ,  к о т о р ы е  р у к о в о д я т  р а б о т а м и ,  з а н и м а ю т с я  т о р г о в л е й ,  г о с у д а р с т в е н 

н ы м и  д е л а м и ,  а  п о з д н е е  н а у к о й  и  и с к у с с т в о м  ( Ф. Энгельс : « А н т и - Д ю р и н г » ) .  

Т а к и м  о б р а з о м ,  п р о т и в о п о л о ж н о с т ь  т в о р ч е с к о г о  и  м е х а н и ч е с к о г о  т р у д а ,  

к а к  с л е д с т в и е  к л а с с о в о г о  р а з д е л е н и я  о б щ е с т в а ,  в ы с т у п а е т  в н а ч а л е  в  ф о р м е  

п р о т и в о п о л о ж н о с т и  м е ж д у  у м с т в е н н ы м  и  ф и з и ч е с к и м  т р у д о м .  О д н а к о  в  

н а ш у  э п о х у  э т а  ф о р м а  в  з н а ч и т е л ь н о й  с т е п е н и  п о т е р я л а  —  и  ч е м  д а л ь ш е  

т е м  в с е  б о л ь ш е  т е р я е т  —  с в о е  з н а ч е н и е  б л а г о д а р я  2 - м  ф а к т о р а м .  В о - п е р в ы х ,  

р а з в и т и е  п р о и з в о д и т е л ь н ы х  с и л  в с е  б о л е е  п р е в р а щ а е т  ф и з и ч е с к и й  т р у д  в  

у м с т в е н н ы й ,  з а м е н я я  з а т р а т у  м у с к у л ь н о й  э н е р г и и  н е р в н о - п с и х и ч е с к и м  п р о 

ц е с с о м .  Р а б о ч и й  у  к о н в е й е р а ,  н а д е в а ю щ и й  4 5  ш а й б  в  м и н у т у ,  з а т р а ч и в а е т  

н е  с т о л ь к о  м у с к у л ь н у ю ,  с к о л ь к о  « н е р в н у ю »  э н е р г и ю ,  т о ч н о  т а к  ж е ,  к а к ,  

н а п р и м е р ,  т е л е ф о н и с т к а  и л и  м а ш и н и с т к а .  В о - в т о р ы х ,  с о в р е м е н н о е  р а з д е 

л е н и е  т р у д а  п о р о д и л о  м н о г о ч и с л е н н ы й  с л о й  л ю д е й  ( г л .  о б р а з о м  т а к  н а з ы 

в а е м ы х  с л у ж а щ и х ) ,  з а н я т ы х  у м с т в е н н ы м ,  н о  м е х а н и ч е с к и м  т р у д о м .  Т р у д  

с ч е т о в о д а  —  у м с т в е н н ы й ,  н о  м е х а н и ч е с к и й ,  т р у д  б а л е р и н ы  —  ф и з и ч е с к и й ,  

н о  т в о р ч е с к и й .

Г р я д у щ е е  р а з в и т и е  п р о и з в о д и т е л ь н ы х  с и л  п о з в о л и т  р а д и к а л ь н о  р е ш и т ь  

п р о б л е м у  у н и ч т о ж е н и я  м е х а н и ч е с к о г о  т р у д а  п у т е м  о с в о б о ж д е н и я  ч е л о в е к а  

о т  н е о б х о д и м о с т и  непосредственного у ч а с т и я  в  п р о и з в о д и т е л ь н о м  т р у д е .  

Э т у  в е л и ч а й ш у ю  р е в о л ю ц и ю  п р и з в а н а  с в е р ш и т ь  а в т о м а т и з а ц и я  п р о и з в о д 

с т в а  н а  о с н о в е  д о с т и ж е н и й  к и б е р н е т и к и .  О т  у п р а в л е н и я  о т д е л ь н ы м  с т а н к о м  

ч е л о в е к  п е р е х о д и т  к  н а б л ю д е н и ю  з а  а в т о м а т и ч е с к о й  л и н и е й ,  з а т е м  к  н а б л ю 

д е н и ю  с  д и с п е т ч е р с к о г о  п у л ь т а  з а  р а б о т о й  ц е л о г о  з а в о д а - а в т о м а т а .  Н а с т у п и т  

в р е м я ,  к о г д а  у ч а с т и е  ч е л о в е к а  в  п р о и з в о д с т в е н н о м  т р у д е  б у д е т  о г р а н и ч е н о  

н е п р о д о л ж и т е л ь н о й  д и с п е т ч е р с к о й  с л у ж б о й ,  н а п р и м е р ,  н а б л ю д е н и е м  в  

т е ч е н и е  о д н о г о  м е с я ц а  в  г о д у  з а  р а б о т о й  г р о м а д н о г о  к о м п л е к с н о г о  к о м б и 

н а т а ,  о б с л у ж и в а ю щ е г о  б о л ь ш у ю  о б л а с т ь  з е м н о г о  ш а р а .  Н о ,  н а к о н е ц ,  и  э т о  

с т а н е т  н е н у ж н ы м :  с а м о н а с т р а и в а ю щ и е с я ,  с а м о п р о г р а м м и р у е м ы е  к и б е р н е 

т и ч е с к и е  у с т р о й с т в а  с д е л а ю т  и з л и ш н и м  в с я к о е  непосредственное в м е ш а т е л ь 

с т в о  ч е л о в е к а  в  п р о ц е с с  п р о и з в о д с т в а  и  с  у с п е х о м  з а м е н я т  е г о  ф у н к ц и и  к о н т 

р о л я  и  у п р а в л е н и я .

Т е м  с а м ы м  б у д е т  о т к р ы т  п у т ь  д л я  р е ш е н и я  е щ е  б о л е е  о б щ е й  п р о б л е м ы  

—  л и к в и д а ц и и  с о в р е м е н н о г о  р а з д е л е н и я  т р у д а ,  к о т о р о е  п о р а б о щ а е т  и  у р о 

д у е т  л ю д е й ,  д е л и т  ч е л о в е ч е с т в о  н а  « р а з л и ч н ы м  о б р а з о м  и с к а л е ч е н н ы е »  

« э к о н о м и ч е с к и е  р а з н о в и д н о с т и »  (Ф. Энгельс: « А н т и - Д ю р и н г » ) .  З а д а ч а  б у д у 

щ е г о  к о м м у н и с т и ч е с к о г о  с т р о я  —  п о  с л о в а м  Маркса —  « ч а с т и ч н о г о  р а б о ч е г о ,
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п р о с т о г о  н о с и т е л я  и з в е с т н о й  ч а с т и ч н о й  о б щ е с т в е н н о й  ф у н к ц и и ,  з а м е н и т ь  

в с е с т о р о н н е  р а з в и т ы м  и н д и в и д о м ,  д л я  к о т о р о г о  р а з л и ч н ы е  о б щ е с т в е н н ы е  

ф у н к ц и и  п р е д с т а в л я ю т  с м е н я ю щ и е  д р у г  д р у г а  с п о с о б ы  ж и з н е д е я т е л ь н о с т и »  

(К. Маркс: « К а п и т а л » ) .  У ж е  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  н а б л ю д а е т с я  р я д  в е д у щ и х  

к  э т о м у  т е н д е н ц и й .  У п р а в л е н и е  п р о ц е с с а м и  п р о и з в о д с т в а  в с е  б о л е е  у н и ф и 

ц и р у е т с я  н а  о с н о в е  а в т о м а т и з а ц и и .  В  п р о т и в о в е с  д и ф ф е р е н ц и а ц и и  н а у ч н ы х  

о б л а с т е й  п р о и с х о д и т  и  о б р а т н ы й  п р о ц е с с  —  и х  в з а и м о п р о н и к н о в е н и е  и  

и н т е г р а ц и я  в  е д и н у ю  н а у ч н у ю  к а р т и н у  м и р а ,  а  г л а в н о е  —  в ы р а б о т к а  е д и 

н ы х  н а у ч н ы х  м е т о д о в ,  в  ч а с т н о с т и ,  о п и р а ю щ и х с я  н а  к р у г  и д е й  к и б е р н е т и к и .  

Е с т е с т в е н н ы е  н а у к и  т е р я ю т  с в о ю  « а в т о н о м и ю »  и  п е р е с т р а и в а ю т с я  —  п у с т ь  

м е д л е н н о ,  н о  в е р н о  —  н а  о с н о в е  т о ч н ы х ,  ф и з и к о - м а т е м а т и ч е с к и х  н а у к .  

В  р я д е  о б л а с т е й  т о ч н ы е  н а у к и  п р и с т у п а ю т ,  н а к о н е ц ,  к  о с а д е  п о с л е д н и х  

о с т а в ш и х с я  « к р е п о с т е й »  о п и с а т е л ь н ы х  н а у к .  В  и с к у с с т в е  т а к ж е  о т м е ч а ю т с я  

т е н д е н ц и и  к  с и н т е з у  х у д о ж е с т в е н н о г о  и  н а у ч н о г о .  Н а к о н е ц ,  в  д е л о  в с т у п а е т  

н о в ы й  ф а к т о р  —  п о з н а н и е  ч е л о в е к о м  с в о е й  б и о л о г и ч е с к о й  п р и р о д ы ,  к о т о р о е  

п о з в о л и т  с л о м а т ь  р а м к и  е г о  б и о л о г и ч е с к о й  о г р а н и ч е н н о с т и  и  н е о б ы ч а й н о  

р а с ш и р и т  в о з м о ж н о с т и  ч е л о в е ч е с к о й  л и ч н о с т и .  Ч е л о в е ч е с т в о ,  р а с к р е п о 

с т и в ш е е  с в о й  т р у д ,  и з б а в л е н н о е  о т  б и б л е й с к о г о  п р о к л я т ь я  « р а б о т а т ь ,  ч т о б ы  

е с т ь » ,  с  н е б ы в а л о й  м о щ ь ю  у с т р е м и т с я  п о  п у т и  т в о р ч е с к о г о  с о з и д а н и я .

А  р а б о т ы  б л а г о р о д н о й ,  т в о р ч е с к о й  п е р е д  ч е л о в е ч е с т в о м  —  н е п о ч а т ы й  

к р а й .  С к о л ь к о  е щ е  н е и с п о л ь з о в а н н ы х  м а т е р и а л ь н ы х  и  э н е р г е т и ч е с к и х  р е 

с у р с о в ,  с к о л ь к о  н е р а з г а д а н н ы х  т а й н  ж и в о й  и  н е ж и в о й  п р и р о д ы ,  с к о л ь к о  

н е р е ш е н н ы х  з а д а ч  с о в е р ш е н с т в о в а н и я  с о ц и а л ь н ы х  с т р у к т у р ?  В с е  э т о  н у ж н о  

и з у ч и т ь ,  о с в о и т ь ,  п о к о р и т ь ,  п р и с п о с о б и т ь  к  р а з л и ч н ы м  г е о г р а ф и ч е с к и м  

у с л о в и я м  и  к  и з м е н я ю щ е й с я  о б с т а н о в к е .  Р а з в е  б е з  о г р о м н о г о  т в о р ч е с к о г о  

т р у д а  м о ж н о  б у д е т  р е ш и т ь  т а к и е  п р о б л е м ы  к а к  о б е с п е ч е н и е  п и щ е й ,  в о д о й ,  

о д е ж д о й  и  ж и л и щ а м и  б ы с т р о  в о з р а с т а ю щ е е  н а с е л е н и е  з е м н о г о  ш а р а ,  к о р е н 

н ы м  о б р а з о м  и з м е н и т ь  к л и м а т  н а  о г р о м н ы х  т е р р и т о р и я х ,  н е  п р и г о д н ы х  с е й 

ч а с  д л я  ж и з н и  л ю д е й ,  о с в о и т ь  б о г а т с т в а  о к е а н о в ,  н а у ч и т ь с я  у п р а в л я т ь  

п о г о д о й ,  п р о н и к н у т ь  в  г л у б и н ы  З е м л и ,  и з у ч и т ь  и  и с п о л ь з о в а т ь  т е р р и т о р и и  

п л а н е т  С о л н е ч н о й  с и с т е м ы ?

Я с н о ,  ч т о  в ы с в о б о ж д е н и е  ч е л о в е к а  о т  « м е х а н и ч е с к о г о »  т р у д а  п р и н е с е т  

е м у  н е  р а з л а г а ю щ е е  л и ч н о с т ь  « р а й с к о е  б л а ж е н с т в о  б е з д е л ь я » ,  б ы т ь  м о ж е т  

е щ е  б о л е е  с т р а ш н о е ,  ч е м  и з н у р и т е л ь н ы й  т р у д ,  а  о г р о м н ы й  с т и м у л  к  т в о р 

ч е с к о й  а к т и в н о с т и ,  к  в д о х н о в е н н о м у  и  р а д о с т н о м у  н а п р я ж е н н о м у  т в о р 

ч е с к о м у  т р у д у .

4. Опасности реальные и мнимые

О ц е н и в а я  о т д а л е н н ы е  п е р с п е к т и в ы  р а з в и т и я  к и б е р н е т и к и  е е  о с н о в а 

т е л ь  —  Норберт Винер —  в ы с к а з ы в а л  с е р ь е з н ы е  о п а с е н и я  п о  п о в о д у  в о з 

м о ж н о с т и  з а х в а т а  в л а с т и  г р у п п о й  д и к т а т о р о в  п р и  п о м о щ и  к и б е р н е т и ч е с к и х
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м а ш и н ,  к о т о р ы е  м о г у т  о к а з а т ь с я  с п о с о б н ы м и  о с у щ е с т в л я т ь  у п р а в л е н и е  о т 

д е л ь н о й  с т р а н о й  и л и  в с е й  н а ш е й  п л а н е т о й .  С т р а х  п е р е д  з л о в е щ и м и  п о с л е д 

с т в и я м и  « м а ш и н и з а ц и и »  у п р а в л е н и я  з в у ч и т  в  п р о р о ч е с т в а х  д о м и н и к а н 

с к о г о  м о н а р х а  Дюбарля, п и с а в ш е г о  в  с в я з и  с  п о я в л е н и е м  « К и б е р н е т и к и »  

Винера : « С е г о д н я  м ы  п о д в е р г а е м с я  р и с к у  с о з д а т ь  о г р о м н о е  « м и р о в о е  г о с у 

д а р с т в о » ,  г д е  о с м о т р и т е л ь н а я  и  с о з н а т е л ь н а я  п р и м и т и в н а я  н е с п р а в е д л и 

в о с т ь  м о ж е т  б ы т ь  е д и н с т в е н н о  в о з м о ж н ы м  у с л о в и е м  д л я  с т а т и с т и ч е с к о г о  

с ч а с т ь я  м а с с ;  с о з д а н и я  м и р а ,  к о т о р ы й  д л я  к а ж д о г о  я с н о г о  у м а  х у ж е ,  ч е м  

а д »  ( г а з е т а  Монд, 2 8 .  д е к а б р я  1 9 4 8  г . ) .

Б ы л о  б ы  н е в е р н ы м  п р о с т о  о т м а х н у т ь с я  о т  э т и х  в ы с к а з ы в а н и й .  Д е й с т 

в и т е л ь н а я  с и т у а ц и я  з а с л у ж и в а е т  т щ а т е л ь н о г о  а н а л и з а  б е з  п о в е р х н о с т н о г о  

о п т и м и з м а .  М о ж н о  п о н я т ь  о з а б о ч е н н о с т ь  п е р е д о в ы х  у ч е н ы х  в с е г о  м и р а ,  

з а д у м ы в а в ш и х с я  н а д  с о ц и а л ь н ы м и  п о с л е д с т в и я м и  б у р н о г о  р а з в и т и я  н а у к и  

и  т е х н и к и .  В  н а ш е  в р е м я ,  к а к  н и к о г д а ,  в е л и к а  о п а с н о с т ь  т о г о ,  ч т о  м о г у 

щ е с т в е н н ы е  с и л ы  п р и р о д ы  —  э т о т  « д ж и н  и з  б у т ы л к и » ,  в ы п у щ е н н ы й  ч е л о 

в е к о м  н а  в о л ю  —  м о г у т  в  р е з у л ь т а т е  д е й с т в и я  р е а к ц и о н н ы х  с о ц и а л ь н ы х  

с и л  о б р а т и т ь с я  п р о т и в  н е г о .

В  и с т о р и и  X X .  с т о л е т и я  в е л и ч а й ш и е  п р и м е р ы  ч е л о в е ч е с к о й  с о л и д а р 

н о с т и ,  г у м а н и з м а ,  б о р ь б ы  з а  с в о б о д у  и  с о ц и а л ь н у ю  с п р а в е д л и в о с т ь ,  з а  м и р  

и  д е м о к р а т и ю  с о с е д с т в у ю т  с  б е с ч е л о в е ч н ы м и  д и к т а т у р а м и ;  а н т и б и о т и к и  и  

б о р ь б а  с о  с т а р о с т ь ю  —  с  д у ш е г у б к а м и  и  к о н ц л а г е р я м и ;  т р и у м ф ы  р а з у м а  —  

с  « о х о т о й  з а  в е д ь м а м и » ,  п р е с л е д о в а н и е м  в с я к о й  с в о б о д н о й  м ы с л и ;  п р о н и к 

н о в е н и е  в  т а й н ы  в с е л е н н о й  и  б о р ь б а  з а  п о в ы ш е н и е  ж и з н е н н о г о  у р о в н я  —  

с  р а з о р и т е л ь н о й  г о н к о й  в о о р у ж е н и й .

Ч т о  ж е  н е с е т  л ю д я м  с о в е р ш е н с т в о в а н и е  к и б е р н е т и ч е с к и х  м а ш и н ?  

Н а  э т о т  в о п р о с  в р я д  л и  м о ж н о  д а т ь  с е г о д н я  о д н о з н а ч н ы й  о т в е т .  М н о г о е ,  в  

к о н е ч н о м  с ч е т е ,  б у д е т  з а в и с е т ь  о т  с а м и х  л ю д е й :  и х  с о ц и а л ь н о й  з р е л о с т и ,  

д а л ь н о в и д н о с т и ,  м е р ы  о т в е т с т в е н н о с т и ,  и н т е л л е к т а  и  в о л и .  « М ы  с т о и м  п е р е д  

л и ц о м  н о в о й  с о ц и а л ь н о й  с и л ы ,  н е с у щ е й  н е с л ы х а н н ы е  в о з м о ж н о с т и  и  д л я  

д о б р а  и  д л я  з л а  (В. Винер: « К и б е р н е т и к а » ) .

С р а в н и т е л ь н о  п р о с т о  о т в е т и т ь  н а  в о п р о с  о б  о п а с н о с т и  в ы т е с н е н и я  и л и  

п о р а б о щ е н и я  ч е л о в е ч е с т в а  « р а с о й »  м а ш и н ,  п р е в о с х о д я щ и х  ч е л о в е к а  п о  и н 

т е л л е к т у .  П р е ж д е  в с е г о ,  в о з м о ж н о с т и  л ю д е й ,  о т н ю д ь  н е  о с т а н у т с я  н е и з м е н 

н ы м и .  В  ч а с т н о с т и ,  и с п о л ь з о в а н и е  « у с и л и т е л е й  м ы с л и т е л ь н ы х  с п о с о б н о с т е й »  

—  к а к  б ы  п р о д о л ж е н и я  ч е л о в е ч е с к о г о  м о з г а  —  п о д ы м е т  м ы ш л е н и е  ч е л о 

в е к а  н а  к а ч е с т в е н н о  н о в у ю  с т у п е н ь .  Г л а в н о е  ж е  в  т о м ,  ч т о  т е ,  к т о  ф а н т а з и 

р у е т  о  н е и з б е ж н о й  я к о б ы ,  ж е с т о к о й  б о р ь б е  м е ж д у  л ю д ь м и  и  « м ы с л я щ и м и »  

м а ш и н а м и ,  п е р е н о с я т  н а  о т н о ш е н и я  м е ж д у  р а з у м н ы м и  с у щ е с т в а м и ,  г о р а з д о  

б о л е е  в ы с о к о р а з в и т ы м и ,  ч е м  с о в р е м е н н ы е  л ю д и ,  о п ы т  о т н о ш е н и й ,  п о ч е р п 

н у т ы й  и м и  и з  к л а с с о в о г о  п е р и о д а  и с т о р и и  ч е л о в е ч е с т в а .  Э т о  —  т е  о т н о ш е н и я  

б о р ь б ы  з а  с у щ е с т в о в а н и е ,  к о н к у р е н ц и и ,  г о с п о д с т в а  и  у г н е т е н и я ,  п р о т и в  

к о т о р ы х  у ж е  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  в ы с т у п а ю т  в с е  п р о г р е с с и в н о  м ы с л я щ и е
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л ю д и .  О б ъ я в л я я  э т и  о т н о ш е н и я  и з в е ч н ы м и ,  п р и с у щ и м и  ч е л о в е ч е с к о й  п р и 

р о д е ,  а в т о р ы  п о д о б н ы х  ф а н т а з и й  л и ш ь  о б н а р у ж и в а ю т  с в о ю  с о б с т в е н н у ю  

о г р а н и ч е н н о с т ь .  Н е т  о с н о в а н и й  с о м н е в а т ь с я  в  т о м ,  ч т о  б у д у щ и е  о б и т а т е л и  

З е м л и  —  к а к  л ю д и ,  т а к  и х  с о з д а н и я  —  м ы с л я щ и е  м а ш и н ы  у с т а н о в я т  м у д р ы е  

и  б л а г о р о д н ы е  с п о с о б ы  о т н о ш е н и й ,  д о с т о й н ы е  с т о л ь  р а з у м н ы х  с у щ е с т в .  

В п р о ч е м ,  э т а  п р о б л е м а ,  е с л и  и  в с т а н е т  к о г д а - л и б о ,  т о  о т н ю д ь  н е  в  б л и ж а й 

ш е м  б у д у щ е м .

Г о р а з д о  б о л е е  р е а л ь н о й  я в л я е т с я  у г р о з а  з а х в а т а  в л а с т и  в  к л а с с о в о м  

о б щ е с т в е  о л и г а р х и е й ,  и с п о л ь з у ю щ е й  к и б е р н е т и ч е с к и е  м а ш и н ы  в  к а ч е с т в е  

о р у д и я  с в о е г о  г о с п о д с т в а .  « М а ш и н н а я  о п а с н о с т ь  д л я  о б щ е с т в а  и с х о д и т  н е  

о т  с а м о й  м а ш и н ы ,  а  о т  е е  п р и м е н е н и я  ч е л о в е к о м »  —  г о в о р и т  Винер. « М а ш и н а -  

п р а в и т е л ь »  о т ц а  Дюбарля с т р а ш н а  н е  п о т о м у ,  ч т о  о н а  м о ж е т  д о с т и ч ь  а в т о 

м а т и ч е с к о г о  у п р а в л е н и я  ч е л о в е ч е с т в о м . . .  Р е а л ь н а я  о п а с н о с т ь ,  к о т о р у ю  

о н а  м о ж е т  в ы з в а т ь . . .  з а к л ю ч а е т с я  в  т о м ,  ч т о  п о д о б н ы е  м а ш и н ы ,  х о т я  и  

б е з в р е д н ы  с а м и  п о  с е б е ,  м о г у т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н ы  ч е л о в е к о м  и л и  г р у п п о й  

л ю д е й  д л я  у с и л е н и я  с в о е г о  г о с п о д с т в а  н а д  о с т а л ь н о й  ч е л о в е ч е с к о й  р а с о й ,  

и л и  в  т о м ,  ч т о  п о л и т и ч е с к и е  л и д е р ы  м о г у т  п о п ы т а т ь с я  у п р а в л я т ь  с в о и м  

н а р о д о м  п о с р е д с т в о м  н е  с а м и х  м а ш и н ,  а  п о с р е д с т в о м  п о л и т и ч е с к о й  т е х н и к и ,  

с т о л ь  у з к о й  и  и н д и ф ф е р е н т н о й  к  ч е л о в е ч е с к и м  в о з м о ж н о с т я м ,  к а к  е с л и  б ы  

э т а  т е х н и к а  д е й с т в и т е л ь н о  в ы р а б а т ы в а л а с ь  м е х а н и ч е с к и »  (Н. Винер : « К и б е р 

н е т и к а  и  о б щ е с т в о » ) .  П о с л е д н и е  с л о в а  Винера д а ю т  к л ю ч  к  п о н и м а н и ю  п р о б 

л е м ы .  Д е л о  н е  с т о л ь к о  в  м а ш и н а х ,  с к о л ь к о  в  « м а щ и н о п о д о б н о й »  п о л и т и к е  

п р а в я щ е й  б ю р о к р а т и и ,  в  « р а с т у щ е й  в о е н н о й  и  п о л и т и ч е с к о й  м е х а н и з а ц и и  

м и р а »  в  в и д е  « о г р о м н о г о  с в е р х ч е л о в е ч е с к о г о  а п п а р а т а ,  р а б о т а ю щ е г о  н а  к и б е р 

н е т и ч е с к и х  п р и н ц и п а х » ,  г д е  « ч е л о в е ч е с к и е  а т о м ы  с к р е п л е н ы  в  о р г а н и з а ц и ю ,  

в к о т о р о й  о н и  и с п о л ь з у ю т с я  н е  в  с о о т в е т с т в и и  с о  с в о и м  н а з н а ч е н и е м ,  к а к  

р а з у м н ы е  ч е л о в е ч е с к и е  с у щ е с т в а ,  а  к а к  з у б ц ы ,  р ы ч а г и  и  с т е р ж н и »  (Н. Винер: 
« К и б е р н е т и к а  и  о б щ е с т в о » ) .  П о д о б н ы е  т е н д е н ц и и  к  к р а й н е й  б ю р о к р а т и з а ц и и  

о б щ е с т в а  б ы л и  с в о й с т в е н н ы  и  в л а с т и ,  о с н о в а н н о й  н а  в л а д е н и и  о б ы ч н ы м и  

с р е д с т в а м и  п р о и з в о д с т в а  и  о р у ж и е м ,  и ,  к а к  м ы  з н а е м  и з  и с т о р и и ,  в  р я д е  

с л у ч а е в  п р и в е л и  к  з а с т о ю  и  г и б е л и  ц е л ы е  ц и в и л и з а ц и и .  В е р н о ,  о д н а к о ,  

ч т о  и с п о л ь з о в а н и е  к и б е р н е т и ч е с к и х  м а щ и н  д л я  у п р а в л е н и я  о б щ е с т в о м  р е з к о  

у с у г у б л я е т  э т у  о п а с н о с т ь .  С о б и р а я  и  п е р е р а б а т ы в а я  г р о м а д н о е  к о л и ч е с т в о  

и н ф о р м а ц и и ,  у п р а в л я ю щ и е  м а ш и н ы  д а ю т  в о з м о ж н о с т ь  э к с п л у а т а т о р с к о м у  

г о с у д а р с т в у  у с т а н о в и т ь  а б с о л ю т н ы й  к о н т р о л ь  н а д  л и ч н о с т ь ю  и  н а х о д и т ь  

о п т и м а л ь н у ю  с т р а т е г и ю  д л я  п р и н у ж д е н и я  л ю д е й  к  п о в и н о в е н и ю .  Э т о  о з н а 

ч а л о  б ы  с о з д а н и е  о б щ е с т в а ,  п о и с т и н е  х у д ш е г о ,  ч е м  о б щ е с т в о  р а б о в  и л и  д а ж е  

о б щ е с т в о  м у р а в ь е в .  В м е с т о  о б щ е с т в а  м ы с л я щ и х ,  о б л а д а ю щ и х  с в о б о д о й  п р и 

н я т и я  р е ш е н и й  с о  з н а н и е м  д е л а  в о з н и к  б ы  о г р о м н ы й  м е х а н и з м ,  с о с т о я щ и й  

и з  б е з о т к а з н ы х ,  м е х а н и ч е с к и  и с п о л н и т е л ь н ы х  « ж и в ы х  р о б о т о в » .  П р и  э т о м ,  

п о с к о л ь к у  п р а в я щ а я  ч е л о в е к о - м а ш и н н а я  в е р х у ш к а  м о г л а  б ы  п р я м о  и  к о 

с в е н н о  ф о р м и р о в а т ь  п с и х и к у  л ю д е й ,  о с у щ е с т в л я л о с ь  б ы  и  « с т а т и с т и ч е с к о е
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с ч а с т ь е  м а с с » .  Л ю д и  п р о с т о  н е  ж е л а л и  б ы  н и ч е г о  и н о г о .  О н и  у д о в л е т в о р я л и  

б ы  с в о и  ( д о с т а т о ч н о  п р и м и т и в н ы е )  п о т р е б н о с т и ,  в е с ь  с е к р е т  б ы л  б ы  в  т о м ,  

ч т о  н е  о н и  б ы  и х  определяли.
Н а д о  ч е т к о  п о н и м а т ь ,  ч т о  у к а з а н н а я  о п а с н о с т ь  п о р о ж д е н а  н е  с а м и м и  

к и б е р н е т и ч е с к и м и  м а ш и н а м и ,  а  социальными у с л о в и я м и ,  д е л а ю щ и м и  в о з 

м о ж н ы м  т а к о е  п р и м е н е н и е  м а ш и н .  Н е  с л у ч а й н о ,  н а п р и м е р ,  в  а м е р и к а н с к о й  

п р е с с е  п о я в и л о с ь  с о о б щ е н и е  о б  у с п е ш н ы х  э к с п е р и м е н т а х  п о  у п р а в л е н и ю  

п о в е д е н и е м  о б е з ь я н  с  п о м о щ ь ю  п о д с а ж и в а е м о г о  в  ч е р е п  р а д и о у п р а в л я е м о г о  

п р и б о р а ,  р а з м е р о м  с  г о р о ш и н у .  У ж е  р а з д а ю т с я  п р е д л о ж е н и я  о  п р и м е н е н и и  

т а к и х  у с т р о й с т в  д л я  у п р а в л е н и я  п о в е д е н и е м  п с и х и ч е с к и х  б о л ь н ы х ,  н а р к о 

м а н о в  и  д а ж е  к о с м о н а в т о в .  Л е г к о  п о н я т ь ,  к а к у ю  о п а с н о с т ь  т а и т  в  с е б е  

и с п о л ь з о в а н и е  э т и х  п р и б о р о в  п о  о т н о ш е н и ю  к  л ю д я м .

Н е о б х о д и м о е  п о с т у п а т е л ь н о е  р а з в и т и е  н а у к и  и  т е х н и к и  с т а в и т  с е р ь е з 

н ы е  п р о б л е м ы  п е р е д  в с е м и  л ю д ь м и ,  в  о с о б е н н о с т и  —  п е р е д  с а м и м и  у ч е н ы м и .  

« М ы  м о ж е м  п е р е д а т ь  н а ш и  з н а н и я  т о л ь к о  в  о к р у ж а ю щ и й  н а с  м и р ,  а  э т о  —  

м и р  Б е л ь з е н а  и  Х и р о с и м ы .  М ы  д а ж е  н е  и м е е м  в о з м о ж н о с т и  з а д е р ж а т ь  э т и  

н о в ы е  т е х н и ч е с к и е  д о с т и ж е н и я .  О н и  н о с я т с я  в  в о з д у х е ,  и  с а м о е  б о л ь ш о е ,  

ч е г о  м о г  б ы  д о с т и ч ь  к т о - л и б о  и з  н а с  с в о и м  о т к а з о м  о т  и с с л е д о в а н и й  п о  к и б е р 

н е т и к е  —  э т о  о т д а т ь  р а з в и т и е  в с е г о  д е л а  в  р у к и  с а м ы х  б е з о т в е т с т в е н н ы х  и  

с а м ы х  к о р ы с т н ы х  и з  н а ш и х  и н ж е н е р о в »  (Н. Винер: « К и б е р н е т и к а » ) .

В р я д  л и  в о о б щ е  в о з м о ж н о  и з б е ж а т ь  « о п а с н ы х  п о в о р о т о в »  в  р а з в и т и и  

н а у к и  и  т е х н и к и .

Е с л и  б ы  с у щ е с т в о в а л и  д а л ь н о в и д н ы е  с к е п т и к и  н а  з а р е  р а з в и т и я  ч е л о 

в е ч е с т в а ,  о н и ,  п о ж а л у й ,  с к а з а л и  б ы  и з о б р е т а т е л ю  к а м е н н о г о  т о п о р а ,  ч т о  о н  

с о з д а л  о п а с н у ю  и г р у ш к у ,  к о т о р а я  п р и в е д е т  в  б у д у щ е м  к  и з о б р е т е н и ю  у п р а в 

л я е м ы х  с н а р я д о в  с  а т о м н ы м и  б о е г о л о в к а м и .  Н о  в е д ь  я с н о ,  ч т о  в о з м о ж н о с т ь  

з л о у п о т р е б л е н и я  п р о и з в е д е н и я м и  ч е л о в е ч е с к о г о  г е н и я  о т н ю д ь  н е  о з н а ч а е т  

ц е л е с о о б р а з н о с т и  о т к а з а  о т  н и х ,  а  л и ш ь  с в и д е т е л ь с т в у ю т  о  н е о б х о д и м о с т и  

б о р ь б ы  з а  и с п о л ь з о в а н и е  э т и х  д о с т и ж е н и й  д л я  б л а г а ,  а  н е  в о  в р е д  ч е л о в е 

ч е с т в у .  Х о д  и с т о р и и  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  н е с м о т р я  н а  о п а с н о с т ь  о г н я ,  п о р о х а  

э л е к т р и ч е с т в а ,  а т о м н о й  э н е р г и и  и  м н о г и х  д р у г и х  « о с т р ы х »  и з о б р е т е н и й ,  п р о г 

р е с с и в н ы м  с и л а м  о б щ е с т в а  у д а л о с ь  у с т а н о в и т ь  к о н т р о л ь  н а д  э т и м и  с т и х и я м и .  

Н о в о й  о п а с н о с т и  —  о п а с н о с т и  з а х в а т а  в л а с т и  п р и  п о м о щ и  у п р а в л я ю щ и х  

м а ш и н  м о ж н о  т а к ж е  и з б е ж а т ь ,  е с л и  м ы  б у д е м  о т д а в а т ь  с е б е  о т ч е т  в  т о м ,  

ч т о  з а  э п о х о й  в л а с т и  к л а с с о в ,  в л а д е ю щ и х  с р е д с т в а м и  п р о и з в о д с т в а ,  м о ж е т  

н а с т у п и т ь  э п о х а  в л а с т и  к л а с с а ,  б ю р о к р а т и ч е с к о й  о л и г а р х и и ,  в л а д е ю щ е г о  

у п р а в л я ю щ и м и  м а ш и н а м и ,  и  п р и м е м  с в о е в р е м е н н ы е  м е р ы  п р о т и в  э т о й  н о в о й  

г р о з н о й ,  н о  п р е о д о л и м о й  о п а с н о с т и .

П р а в и л ь н ы й  в ы в о д  и з  в с е г о  с к а з а н н о г о  в ы ш е  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  в  н а ш е  

в р е м я  н и к т о  —  а  н а у ч н о - т е х н и ч е с к а я  и н т е л л и г е н ц и я  в  о с о б е н н о с т и  —  н е  

м о ж е т  у с т р а н и т ь с я  о т  о с о з н а н и я  и  н а у ч н о г о  а н а л и з а  п р о ц е с с а  р а з в и т и я  о б 

щ е с т в а ,  о т  а к т и в н о г о  и  ц е л е у с т р е м л е н н о г о  в л и я н и я  н а  э т о т  п р о ц е с с ,  н е  м о 
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ж е т  п е р е л о ж и т ь  н а  к о г о - л и б о  о т в е т с т в е н н о с т ь  з а  с о ц и а л ь н ы е  п о с л е д с т в и я  

с в о е й  д е я т е л ь н о с т и  и  з а  в е с ь  с о в р е м е н н ы й  х о д  о б щ е с т в е н н о г о  р а з в и т и я .

С о в е р ш е н н о  н е в е р н ы м ,  р е а к ц и о н н ы м ,  б ы л  б ы  в ы в о д  о  т о м ,  ч т о  о б щ е с т в о  

н е  д о л ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  в ы ч и с л и т е л ь н ы е  м а ш и н ы  д л я  в ы р а б о т к и  и  р е а л и 

з а ц и и  п р о г р а м м ы  у п р а в л е н и я  с в о и м  р а з в и т и е м .  П о д л и н н а я  с в о б о д а  з а к л ю 

ч а е т с я  в  п о з н а н и и  и  и с п о л ь з о в а н и и  о б ъ е к т и в н ы х  з а к о н о м е р н о с т е й ,  ч т о  н е 

в о з м о ж н о  б е з  м а ш и н  в в и д у  г р о м а д н о г о  к о л и ч е с т в а  и н ф о р м а ц и и ,  п о д л е ж а щ е й  

с л о ж н о й  и  б ы с т р о й  п е р е р а б о т к е  с  ц е л ь ю  в ы д е л е н и я  в а ж н е й ш и х  т е н д е н ц и й  

н а х о ж д е н и я  о п т и м а л ь н ы х  р е ш е н и й  и  т .  д .  У п р а в л е н и е  при помощи м а ш и н  

н а в е р н я к а  о к а ж е т с я  г о р а з д о  б о л е е  с о в е р ш е н н ы м ,  ч е м  у п р а в л е н и е  без машин, 
и б о  н и к о г д а  е щ е  н е з н а н и е  и л и  н е у м е н и е  н е  д а в а л о  к а к и х - л и б о  п р е и м у щ е с т в  

в  к а к о м  б ы  т о  н и  б ы л о  д е л е . Н у ж н о  т о л ь к о  п о м н и т ь ,  ч т о  р е ш е н и я ,  п о д с к а з а н н ы е  

н а м  м а ш и н о й ,  м о г у т  т а и т ь  в  с е б е  н е о ж и д а н н ы е  и  р о к о в ы е  д л я  н а с  п о с л е д 

с т в и я ,  п о д о б н о  в о л ш е б н о м у  т а л и с м а н у  и з  р а с с к а з а  Джэкобса « О б е з ь я н ь я  

л а п а » ,  в ы п о л н я ю щ е м у  ж е л а н и я  с в о е г о  х о з я и н а ,  н о  п а г у б н ы м  д л я  н е г о  о б 

р а з о м .  П о э т о м у  н и ч т о  н е  и з б а в и т  н а с  о т  о т в е т с т в е н н о с т и  з а  в ы б о р  н а ш и х  

р е ш е н и й .  Н а п р и м е р ,  п у с т ь  о т  м а ш и н ы  п о т р е б о в а л о с ь  б ы  « с к о н с т р у и р о в а т ь »  

о б щ е с т в о  с  м а к с и м а л ь н о й  б е з о п а с н о с т ь ю  д л я  к а ж д о г о  и з  ч л е н о в .  В е с ь м а  

в е р о я т н о ,  ч т о  о н а  н а ш л а  б ы  в ы х о д ,  и з о б р а ж е н н ы й  Станиславом Лемом в  

р о м а н е  « В о з в р а щ е н и е  с  з в е з д » .  П о с р е д с т в о м  о с о б о й  о п е р а ц и и  « б е т р и з а ц и и »  

л ю д я м  п р и в и в а ю т  о т в р а щ е н и е  к  к о н ф л и к т а м ,  у б и й с т в а м  и  т .  д .  И н т е л л е к т  и  

х у д о ж е с т в е н н ы е  с п о с о б н о с т и  п р и  э т о м  н е  з а т р а г и в а ю т с я .  Н о  о к а з ы в а е т с я ,  

л ю д и  о д н о в р е м е н н о  т е р я ю т  т а к и е  т р у д н о  ф о р м а л и з у е м ы е  к а ч е с т в а ,  к а к  с т р е м 

л е н и е  к  п о д в и г у ,  к  б о р ь б е  с  п р и р о д о й ,  д е р з а н и е ,  в о з м о ж н о с т ь  с в о б о д н о г о  

в ы б о р а  м е ж д у  б л а г о р о д н ы м  и  н е д о с т о й н ы м ,  г л у б о к у ю  э м о ц и а л ь н у ю  с т о р о н у  

л ю б о в и ,  у м е н и е  и д т и  н а  р и с к  в  к р и т и ч е с к и х  с и т у а ц и я х .  У д а л о с ь  л и  б ы  « о б ъ я 

с н и т ь »  м а ш и н е  н е о б х о д и м о с т ь  с о х р а н е н и я  э т о й ,  с т о л ь  н е у л о в и м о й  и  с т о л ь  

д р а г о ц е н н о й  д л я  н а с  « р о м а н т и к и » ?

П о - в и д и м о м у ,  н е т .  А  э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  м ы  н е  м о ж е м  в с е ц е л о  и  с л е п о  

д о в е р я т ь  р е ш е н и я м ,  п р и н я т ы м  н а  о с н о в а н и и  к а к о г о - л и б о  к р и т е р и я ,  о т л и ч 

н о г о  о т  н а с  с а м и х ,  о т  н а ш и х  и д е а л о в ,  н а ш и х  п р е д с т а в л е н и й  о  ж е л а е м о й  

о р г а н и з а ц и и  о б щ е с т в а ,  о  ч е л о в е ч е с к и х  о т н о ш е н и я х  и  с а м о м  ч е л о в е к е ,  к е м  

б ы  э т и  р е ш е н и я  н и  п р и н и м а л и с ь  —  э л е к т р о н н о й  и л и  б ю р о к р а т и ч е с к о й  

м а ш и н о й .  З а л о г  п р о г р е с с а  ч е л о в е ч е с к о г о  о б щ е с т в а  —  в  а к т и в н ы х ,  с в о б о д 

н ы х  и  н е з а в и с и м ы х  у с и л и я х  в с е х  м ы с л я щ и х  л ю д е й ,  в с е г о  п е р е д о в о г о  ч е л о 

в е ч е с т в а .

Г р о з н о е  о р у ж и е  к и б е р н е т и к и  д о л ж н о ,  в  к о н е ч н о м  и т о г е ,  б ы т ь  н а п р а в 

л е н о  н а  б о р ь б у  с  П р и р о д о й  в  и с т и н н о  с ч а с т л и в о м  о б щ е с т в е  н а ш и х  п р е к р а с 

н ы х ,  с в о б о д н ы х  и  б л а г о р о д н ы х  п о т о м к о в .
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The Perspectives o f Cybernetics ( A . J a .L ern er) . Cybernetics have raised such new ques
tions in  the fields o f production control, econom ic m anagem ent o f natural power resources, 
agriculture, m edical science and sociology, w hich hitherto were im possible to  solve b y  other  
m eans. Starting from  these problems, the author deals on philosophical bases w ith  the social 
im portance of autom ation, specially considering the elim ination of the contrast betw een  
m ental and physical work. After this, he exam ines in  detail those real or im aginary dangers 
to w hich the wide-spread use of the cybernetic m achines m ight expose m ankind. The author  
com es to  the final conclusion th a t these dangers can he avoided i f  progressive hum anity  trusts  
itse lf  on the active, free, independent endeavours of thinking m an and if  the cybernetic m a
chines are exclusively  considered as a m ean o f struggle against nature.

D ie Perspektive der Kibernetik ( A . Ja . Lerner) . D ie K ibernetik h a t auf den G ebieten  
der Produktionsleitung, der B ew irtschaftung der natürlichen Energiquellen, der L andw irt
schaft, der m edizinischen W issenschaften und der Soziologie solche neue Fragen aufgeworfen, 
w elche bisher m it anderen M ethoden n icht gelöst werden konnten. A usgehend von  diesen A uf
gaben diskutiert der Verfasser auf philosophischer Grundlage die gesellschaftliche B edeutung  
der A utom atisierung, unter besonderer Berücksichtigung der B eseitigung des G egensatzes 
zw ischen geistiger und körperlicher Arbeit. H iernach untersucht er eingehend diejenigen w irk
lichen, bzw. vorgestellen Gefahren, w elche die ausgedehnte Verwendung der kibernetischen  
M aschinen der M enschheit aufbürden könnte. D er Verfasser kom m t zu der Schlußfolgerung, 
daß diese Gefahren verm ieden werden können, w enn die fortschrittliche M enschheit sich den  
aktiven , freien, unabhängigen Bestrebungen des denkenden M enschen anvertraut und die 
kibernetischen M aschinen ausschließlich als M ittel zum  K am pf m it der N atur betrachtet.

Les perspectives de la cibernétique (A . J a . Lerner) . La cibernétique a soulevé certains 
nouveau x problèm es dans les dom aines de la  gestion de la production, de l ’économ ie des 
ressources naturelles, de l ’agriculture, de la  m édecine et de la sociologie, qui n ’ont pas pu  
être résolus par d’autres m oyens. L ’auteur partant de ces problèm es, ém et des considérations 
philosophiques sur l ’im portance sociale de l ’autom atisation , en ce qui concerne surtout la  
suppression de l ’antagonism e existant entre le travail intellectuel e t  le travail physique. 
Il exam ine ensuite dans le détail les m enaces réelles et im aginaires que l ’usage généralisé de 
m achines cibernétiques ferait planer sur l ’hum anité et est amené à la conclusion que ces dangers 
p euvent être évités si l ’hum anité progressiste se fie  aux efforts actifs, libres et indépendants 
de l ’hom m e pensant et ne vo it dans les m achines cibernétiques qu’un m oyen de la lu tte contre 
la  nature.
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SOME PROBLEMS OF VACUUM-TIGHT SOLDERING 
OF METAL TO CERAMIC

I. H ANG O S
R E S E A R C H  I N S T I T U T E  F O R  T E L E C O M M U N IC A T IO N , B U D A P E S T  

[M anuscript received Septem ber 23, 1966]

The effect of layer th ickness and soldering tim e upon the properties o f the m etal-to- 
ceram ic bond made by th e  so-called prem etallizing technology has been studied . I t  was stated  
th a t for the well-controllable technology of m etallizing the thickness o f  the Mo-Mn subcoat 
layer m ust be between 30 and 60 microns b u t in  this range no defined layer thickness can be 
found which can give op tim um  properties o f th e  bond. The necessary thickness o f the coat 
prom oting wetting m ust be, depending on soldering tim e and technology of application, at 
least 0,5 -f- 5 microns, In  case o f  longer soldering tim e it  is expedient to use a thickness o f 5 10
m icrons because of the d issolution  of the n ickel layer in the solder.

I. Introduction

T he use of th e  m eta l-ceram ic  b o n d s  in  com m u n ica tio n  eq u ip m en ts  is v e ry  
w id esp read  to d ay , a n d  can  be considered  as an  ever m ore  w ide ly  in tro d u ced  
techno log ica l s tep  [1 — 10].

O ne of th e  k n o w n  w ays of fo rm in g  m eta l-ceram ic  b o n d s  [11, 12] is to  
co a t th e  ceram ic su rface  w ith  a h igh m e ltin g  p o in t, to  s in te r  i t  to  th e  ceram ic 
su rface , th e n  coat i t  w ith  a m etal (e.g. zinc, copper e tc .) la y e r  p ro m o tin g  th e  
w e ttin g  of th e  so lder w h ich  will also b e  s in te re d  to  i t .  T he m e ta l lay e r so fo rm ed  
a t  th e  ceram ic su rface  is so ldered  to  th e  m e ta l p a r tn e r  or to  a n o th e r  m etallized  
ceram ic  bo d y  b y  th e  tech n o lo g y  u su a l in  so ldering  m eta ls .

In  th is  p ap er th e  effect o f th e  th ick n ess  o f b o th  m e ta l lay ers  as well as 
th e  cond itions of so ld erin g  upon som e p ro p erties  of th e  m eta l-ceram ic  bond , 
u n d e r  otherw ise id e n tic a l conditions (com position  o f th e  m eta lliz ing  layer, 
g ra in  size, ceram ic m a te r ia l , te m p e ra tu re  an d  a tm o sp h ere  o f  h ea tin g , solder 
e tc .) w ill he dea lt w ith  m ore  deta iled .

II. Preparation and test o f samples

To th e  ex p erim en ts  ceram ic b od ies con ta in in g  85 p e r  c en t o f A120 3 w ere 
u sed . T he surface o f th e  ceram ic to  b e  m eta llized  w as la p p e d  to  sm ooth  b y  
m eans o f a d iam ond w heel, th e n  po lish ed  w ith  600 m esh fine , g rind ing  w heel. 
T he m e ta l layers o f re q u ire d  th ick n ess  w ere form ed b y  se d im e n ta tio n  m eth o d  
[13]. T he th ickness o f th e  m eta lliz ing  la y e r  could be v a r ie d  in  th e  range  of
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2 -y 70 m icrons b y  v a ry in g  th e  m e ta l-p o w d er m ix tu re  fa llin g  to  1 cm 2 o f th e  
su rface  as show n in  F ig . 1. T he d ried  lay e rs  w ere h e a te d  a t  1450 ±  10 °C fo r 
30 m in u tes  in  h y d ro g en  a tm o sp h e re  s a tu ra te d  w ith  w a te r  a t  60 °C. T he ra te  
o f  h e a tin g  an d  cooling o f  th e  specim ens was in  acco rd an ce  w ith  th e  n o rm  
A S T M  19— 61 T .

5 10 15 20 25 30 35 40
Quantity of meta/powder/mg/cm2]

Fig. 1. L ayer th ick n ess v s  q u a n ti ty  o f m eta l-p o w d er falling  to  1 cm 2 of th e  surface

A fte r h ea tin g  o f th e  Mo — Mn m e ta l lay e r th e  su b c o a t w as coa ted  w ith  a 
n ick e l lay e r b y  e le c tro p la tin g  an d  w as s in te red  to  th e  g ro u n d  m eta l in  pu rified  
H 2 a t  900 i  20 °C fo r 10 m in u tes . M ost o f th e  te s t  pieces w ere th e n  soldered in  
a w a y  to  be described  la te r  on for c a rry in g  o u t th e  ten sile  s tre n g th  an d  vacuum - 
tig h tn e ss  te s ts .

T he th ickness o f th e  la y e r  w as te s te d  before h e a tin g  b y  m eans of a m eas
u r in g  m icroscope. T he sam ples m easu red  w ith  m icroscope could  n o t be used  
fo r fu r th e r  ex p erim en ts  as th e  c a rry in g  o u t of th e  m e asu rem en t req u ired  th e  
d am ag in g  of th e  la y e r. H o w ev er, th e  processes used  fo r th e  p re p a ra tio n  o f 
th e  la y e r  (sed im en ta tio n , re sp . e lec tro p la tin g ) in  p rinc ip le  en su red  th e  u n ifo r
m ity  o f lay er th ick n ess  o f  th e  sam ples t r e a te d  s im u ltan eo u sly  in  an  id en tica l 
w a y  w ith  th a t  o f th e  sam ples a lre a d y  m easu red . T he la y e r  th icknesses w ere 
in v e s tig a te d  a fte r  s in te rin g  o f th e  m e ta l la y e r  an d  so ldering , w hile th e  s tru c tu re  
o f  th e  tra n s itio n  la y e r  w as s tu d ie d  b y  m eans o f a m e ta l m icroscope “ Zeiss 
N e o p h o t”  a fte r lap p in g  a n d  p o lish ing  of th e  sam ples.

F o r th e  tensile  s tre n g th  a n d  v acu u m -tig h tn ess  te s ts  a m odified  v a r ia n t 
o f  th e  m eth o d  acco rd ing  to  th e  n o rm  A S T M  19—61 T  w as used . F o r th is  p u r 
po se  tw o  ceram ic specim ens w ere so ld ered  as show n in  F ig . 2.

T he soldering w as ca rried  o u t in  a su itab le  gauge u n d e r  a p ressu re  of 
16 k g /cm 2. The te m p e ra tu re  o f th e  so ldering  was co n tro lled  b y  m eans of a th e r 
m o e lem en t p laced  in  th e  m idd le  o f th e  ceram ic body  [17]. O n th e  m icrosections 
th e  th ick n ess  o f th e  so ld e r-lay e r f lu c tu a te d  v e ry  re p ro d u c ib ly  betw een  5 an d
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10 m icrons. T he so ldering  was carried  ou t in  n itro g e n  gas c o n ta in in g  30 p e r cen t 
o f hydrogen . T he h o ld ing  a t  th is  te m p e ra tu re  w as in  av erag e  h a lf  a m in u te .

T he te s ts  o f  v acu u m -tig h tn ess  w ere p e rfo rm ed  on th e  specim ens th u s  
soldered. T h ey  w ere f irs t su b m itte d  to  a p ressu re  o f 4 a t t  u n d e r  alcohol w ith  
hyd rogen , th e n  th e  su itab le  pieces were te s te d  a fte r  p u m p in g  w ith  ion g e tte r  
pum p  V ácion of th e  firm  V arian  (M od. N r. 921), using  th e  rad io freq u en cy

Fig. 2. F o rm  o f th e  specim en for th e  te s ts  o f v acu u m -tig h tn ess  a n d  tensile  s tre n g th

m ass sp ec tro m e te r  leak  d e te c to r  o p era tin g  on B e n n e t’s p rinc ip le , developped  
a t  th e  Telecommunication Research Institute, Budapest. T he  carry ing  ou t o f th e  
m easu rem en ts w as ensu red  b y  th e  su ita b ly  sealed ex ten sio n  jo ined  to  th e  
flange  of th e  ceram ic. T he sen s itiv ity  o f th e  device w as o f an  order of 10 ~9 
to r r  1/sec.

To te s t  th e  jo in t s tre n g th  th e  specim ens w ere p laced  b y  th e ir  flange  in  a 
g im bal-suspended  n es t an d  a p u sh  b a r  p laced  in  th e ir  in n e r hole was lo ad ed  
u n til  th e  specim en b roke . T he m easu rem en t o f th e  m icrohardness was ca rried  
ou t b y  m eans o f a m ic ro id en ta tio n  a d a p te r  app licab le  to  th e  m eta l m icroscope, 
in  th e  u su a l w ay .

III . E xperim en ta l resu lts

1. Formation o f the M o — M n layer

In  th e  ex p erim en ts  f irs t th e  th ickness o f  th e  Mo —M n lay e r an d  th e  m a n 
n er of its  a p p lica tio n  w ere v a ried , while th e  n ickel lay e r w as app lied  b y  e le c tro 
p la tin g  fo r 15 m in u te s . T he soldering tim e  w as h a lf  a m in u te .

F irs t , Mo — Mn lay e rs  se ttle d  w ith  an  in itia l th ick n ess  o f 25 m icrons an d  
th e  lay e r th ick n ess  as a fu n c tio n  of te m p e ra tu re  an d  tim e  o f h e a tin g  w ere in v e s 
tig a te d . In  ad d itio n , p a in te d  lay e r of ca. 25 m icrons w ere also s tu d ied  b y  so r t -
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in g . T h e  th ickness o f th e se  layers w as d e te rm in ed  b y  a n o n -d e s tru c tiv e  m e th o d  
d esc rib ed  earlie r [14]. T h e  resu lts  a re  g iven  in  Fig. 3.

F ro m  th e  figu re  i t  can  be seen t h a t  th e  th ick n ess  o f th e  m eta lliz in g  lay e r 
can  b e  d e te rm in ed  o n ly  fo r th e  s ta r t in g  cond itions. T he a c tu a l lay e r th ick n ess

JO-1

Fig. 3. L ay e r th ick n ess as a  fu n c tio n  of th e  conditions o f h ea tin g

d ecreases w ith  th e  h e a tin g  te m p e ra tu re . T herefo re, in  th e  follow ing on lay e r 
th ic k n e ss  th e  in itia l th ick n ess  o f th e  la y e r  (w ith o u t s in te rin g ) will a lw ays be 
u n d e rs to o d  if  i t  is n o t p a r tic u la r ly  signed  o therw ise. V ary ing  th e  m e th o d  o f th e  
la y e r  p a in tin g , i t  w as fo u n d  th a t  th e  th ick n ess  is p ra c tic a lly  in d ependen t^o f th e  
b a k in g  cond itions w ith in  th e  erro r of th e  th ick n ess  m easu rem en t.

Fig. 4. M icrograph  of m eta l-ceram ic  tran s itio n  lay e r

F o r th e  m eta l-ceram ic  b o n d , as in  th e  case of th e  m eta l-to -g lass b o n d , a 
so -ca lled  tra n s itio n  la y e r  m u s t he fo rm ed  [15]. This lay e r is p laced  be tw een  th e  
tw o  b o u n d a ry  layers in  a m ore  or less w ell defined  th ickness a n d  its  p ro p e rtie s  
can  b e  s tu d ie d  on m icrosections m ade fro m  th e  m eta l-ceram ic  soldering. Such  
a m ic ro g rap h  is show n in  F ig . 4.

T h e  above consid era tio n s on la y e r  th ick n ess  w ere also com ple ted  b y  
m easu rem en ts  m ade on sec tions sim ilar to  th o se  show n in  F ig . 4. (B y sim ple
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m icroscope m easu rem en t w ith o u t m ic ro sec tio n , th e  tra n s it io n  lay e r c an n o t be 
d e tec ted .)  F o r th is  p u rp o se  m icrosections w ere m ad e  on 15 sam ples n o t se ttle d  
s im u ltan eo u sly  w ith  in it ia l  layer th ic k n e ss  o f 20 m g/cm 2 an d  th e  th ick n ess  o f 
th e  m eta lliz in g  lay e r w as m easured. T h e  o b ta in e d  average  v alue  o f la y e r  th ic k 
ness w as 27 ^  3 m icro n s. W ith in  th is  v a lu e , th e  m easu red  th ick n ess  o f  th e  
tra n s it io n  lay e r a m o u n te d  to  5 F  2 m ic ro n s . I f , acco rd ing  to  F ig . 3, ca. 60 p e r 
cen t o f th e  in itia l la y e r  th ickness of 35 m icro n s co rrespond ing  to  th e  20 m g/cm 2 
from  th e  d a ta  o f F ig . 1 a re  tak en  a f te r  s in te r in g  (40 p e r cen t sh rinkage) a n d  to  
th e  va lu e  o b ta in ed  th e  th ickness of th e  tra n s i t io n  la y e r  is ad d ed , th e  ag reem en t 
o f th e  re su lts  is sa tis fa c to ry .

T he effect o f th e  m etallizing  la y e r  th ick n ess  on th e  tensile  s tre n g th  is 
show n in Fig. 5.

Fig. 5. T he influence of th e  m etallizing la y e r  th ic k n e ss  on  th e  tensile  s tre n g th  of th e  m eta l-
to -ce ram ic  bon d

O n th e  h o rizo n ta l ax is along w ith  th e  lay e r th ick n ess  expressed  in  m g /cm 2 
fo r in fo rm atio n , th e  in it ia l  layer th ick n esse s  in  m icrons are  also show n. T he 
p o in ts  o f m easu rem en t on th e  traced  c u rv e  d es ig n a te  th e  average  of te n  m easu re 
m en ts .

In  F ig . 5 th e  w ide sc a tte r  of th e  re su lts  o f m easu rem en t is u n ex p ec ted . 
Also th e  fa c t is r a th e r  s tra n g e  th a t  th e  s c a tte r  converges w ith  th e  increase  of 
th e  in itia l lay e r th ic k n e ss  to  a ce rta in  lim it  ( ^ 1 0  p e r cen t) a n d  a fte r  h av in g  
a tta in e d  th is  rem ain s co n s tan t. O ur m e th o d  fo r th e  m easu rem en t of ten s ile  
s tre n g th  is, as has a lre a d y  been described  [17], in  p rin c ip le  b e tte r  th a n  ^ 2  p e r 
cen t. T hus th e  s c a tte r  is due ra th e r  to  th e  u n c e r ta in ty  o f som e step s  o f th e  
tech n o lo g y  n ecessary  fo r th e  fo rm atio n  o f th e  m eta l-to -ceram ic  b o n d  th a n  to  
th e  m e th o d  of m easu rem en t. The e x p e rim e n t ru n s  s ta r te d  b y  con tro lling  on 
100 sam ples w ith  sm earin g  technology  w h ich  re su lte d  also  in  a s c a tte r  v a lu e  o f 
-j-20 p e r cen t an d  also  confirm s th is . B esides, th is  is also in d ica ted  b y  d a ta  o f 
th e  l i te ra tu re  [6, 18].
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A ccording to  F ig . 5 th e  re p ro d u c ib ility  is ^ 3 5 - ^ 4 0  p e r  cen t fo r la y e r  
th ic k n e s s  of l- i-5  m g /cm 2 (<^ 5 m icrons) w hile i t  is ^  20-7-30 p e r cen t fo r 5-7-20 
m g /cm 2 (of 5 to  30 m icrons). A bove a la y e r  th ick n ess  of 20 m g/cm 2 >  35 
m ic ro n s) th e  re p ro d u c ib ility  is ^ 1 0 —20 p e r cen t an d  rem ains c o n s ta n t. T h is 
a lso  m eans th a t  th e  m a jo rity  o f th e  g re a te r  s c a tte r  o f m easu rem en t d a ta  o ccu r
r in g  a t  sm aller la y e r  th icknesses is d u e  to  th e  p h en o m en a  co n n ec ted  w ith  th e  
th ic k n e ss  of th e  m e ta lliz in g  layer, w h ile  th e  re s t (10-720 p er cen t) is cau sed  b y  
fa c to rs  in d ep en d en t o f  th e  lay er th ick n ess .

P a ra lle l to  th e  experim en ts d esc rib ed  above th e  v a c u u m -tig h tn e ss  te s ts  
sh o w ed  a t  th e  va lu es  1 —10 m g/cm 2 ( <  10 m icrons) a considerab le  p e r  c en t o f 
w a s te , wdiile above th e  value of 20 m g /cm 2 ( >  35 m icrons) th e y  show ed  less 
th a n  1-7-2 p er cen t o f  leakage. I t  m a y  b e  n o te d  th a t  th e  sparce  l i te ra ry  d a ta  on 
o p tim u m  lay er th ic k n e ss  for th is  v a lu e  in d ic a te  an  in itia l th ick n ess  o f  20-7-40 
m ic ro n s  [18, 11, 12].

2. The effect o f thickness and method o f application 
o f the coating promoting wetting

T h e coating  ap p lied  in  fo u r w ay s: b y  p a in tin g  o f a p a s te  c o n ta in in g  
n ic k e l oxids an d  su b seq u en t re d u c tio n  h e a tin g  [20], e lec tro p la tin g  [11, 18], 
v a c u u m  ev ap o ra tio n  an d  p re c ip ita tio n  from  c o n ta c t b a th . To th e  ex p e rim en ts  
s e t t le d  Mo —Mn lay e rs  w ith  in itia l th ic k n e ss  o f 20 m g/cm 2 w ere used . T h e ir  
o rig in a l th ickness w as 35 m icrons a n d  th e  a c tu a l th ick n ess  a f te r  s in te rin g  
a m o u n te d  to  27 ^  3 m icrons. A cco rd ing  to  our re su lts  th e  c o n ta c t se p a ra tio n  
does n o t  ensure a sa tis fac to ry  w e ttin g , how ever, n e ith e r  do th e  th re e  o th e r  
p rocesses show  su b s ta n tia l  difference in  w e ttin g .

I f  i t  is need ed  to  v a ry  th e  th ic k n e ss  o f th e  N i lay e r, i t  is m o st e x p e d ie n t 
to  ch an g e  th e  tim e  o f e lec tro p la tin g  le a v in g  th e  o th e r  cond itions ( te m p e ra tu re , 
c u r re n t  d ensity , v o ltag e  etc.) u n c h a n g e d . A n exam ple  th e re o f  is show n in 
F ig . 6.

F o r  th e  p u rp o se  o f a m ore th o ro u g h  s tu d y  o f th e  p h en o m en a  ta k in g  
p lace  a b o u t 50 m icrosections w ere m ad e  an d  su b m itte d  to  m easu rem en ts . O n 
th e  b as is  o f th e  m easu rem en ts  th e  fo llow ing  s ta te m e n ts  can  be  m ade .

T h e  “ th ick n ess”  o f th e  n ickel la y e r  can  u n am b ig u o u sly  be  d e te rm in e d  
ex c lu s iv e ly  im m ed ia te ly  a fte r e le c tro p la tin g . T h en  th e  average  la y e r  th ick n ess  
is d e te rm in e d  b y  th e  d u ra tio n  of e le c tro p la tin g  a lth o u g h  som etim es th e  h a lf  o r 
th e  do u b le  of th e  av e rag e  value can  occu r ow ing to  th e  local d ifference o f  co n 
d u c t iv i ty  or to  t h a t  o f  cu rren t d e n s ity  d u e  to  th e  a rra n g e m en t o f  th e  e lec tro d es.

T he th e rm a l cycle of h ea tin g , re sp . so ldering  process fo llow ing e le c tro 
p la t in g  realizes th e  d iffusion  of th e  n ick e l la y e r  in to  th e  g round  lay e r. T h u s , fo r 
th e  la y e r  m ade b y  e lec tro p la tin g  o f  a  d u ra tio n  o f 1 an d  3 m in u tes , on th e  m ic ro 
sec tio n s no nickel “ la y e r”  can be d e te c te d  a f te r  s in te rin g , d esp ite  th e  fa c t t h a t
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th e  so lder w ets th e  Mo — Mn layer. In  case of th ic k e r  layers th e  b o u n d a ry  s u r 
face b e tw een  th e  Mo — Mn an d  Ni layers is confused  b u t  th e  jo in t th ick n ess  of 
b o th  lay e rs  can  s till be well defined  to g e th e r  w ith  th e  tra n s itio n  la y e r. E v en  
in  th e  lay e rs  in  w hich no effective n ickel lay e r can  fu r th e r  be m easu red  th e  
n ickel d iffused  in to  th e  g round  lay e r can  be  fo llow ed u p  an d  d e te c te d  a t som e 
places o f th e  m e ta l lay e r b y  m icro liardness m easu rem en t.

Fig. 6. T h e  v a r ia tio n  of n ickel q u a n tity  se p a ra ted  b y  e lec tro p la tin g  w ith  th e  d u ra tio n  o f
p la tin g

A fte r  so ldering  th e  n ickel lay e r can  be solved in  th e  so lder w ith o u t a 
tra c e  or can  p a r t ly  be recry sta llized  on cooling. T h u s, th e  orig inal th ick n ess  of 
th e  N i la y e r  changes. C onsequen tly , th e  b o u n d a ry  lay e r betw een  th e  “ n ickel 
la y e r”  an d  g ro u n d  lay e r is m uch sh a rp e r a f te r  so ldering.

Som e m easu red  d a ta  are show n in T ab le  I.

Table I
Thickness data o f nickel layer measured on microsections (average values)

Time of 
electro
plating, 
minute

Thickness 
after sintering, 

micron

Thickness 
after soldering, 

micron

l No m easurab le 04- 5

3 5 104-15

5 104-15 104-17

15 154-20 174-23

30 1 5 - 2 5 254-30

A ccord ing  to  lite ra ry  d a ta  th e  o p tim u m  th ick n ess  o f th e  n icke l lay e r is 
b e tw een  5 a n d  10 m icrons [11, 12, 19]. H ow ever, accord ing  to  o u r re su lts  o f
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m easu rem en t th e  q u a n t i ty  o f th e  n icke l lay e r ap p lied  to  th e  g ro u n d  m eta l 
in fluences th e  p ro p e rtie s  o f th e  m e ta l- to -ce ram ic  bond  on ly  w ith in  ce rta in  
lim its  as is show n in  F ig . 7.

A ccording to  th e  te s ts  o f v a c u u m -tig h tn e ss  th e  tim e  of e lec tro p la tin g  
m u s t exceed a m in im u m  value  (5-f-lO  m in u tes) so th a t  th e  ten s ile  w aste  does 
n o t  su rpass th e  u su a l va lue . A  th ic k  n ickel la y e r  is d e tr im e n ta l o n ly  in asm u ch  
as in  case of s in te r in g  process c a rr ie d  o u t in c o rre c tly  th e  p ro b a b ility  of shell 
se p a ra tio n  of th e  g a lv an ic  lay e r in creases , i.e. th e  s tre n g th  of th e  bo n d  decreases.

Plating tim e [min]
Fig. 7. E ffect of th e  tim e  of e lec tro p la tin g  on  th e  s tre n g th  of th e  m eta l-to -ce ram ic  b o n d ;

Mo-Mn c o a tin g  20 m g/cm 2

3. The effect o f the method o f soldering the specimens

I t  was s tu d ie d  w h e th e r th e  single phases o f  th e  soldering tech n o lo g y  an d  
p a r tic u la r ly  th e  t im e  d u rin g  w hich in  th e  so ldering  th e  com ponen ts to  be so ld er
ed  are  held  a t  th e  so ldering  te m p e ra tu re  h av e  a n y  su b s ta n tia l effect. T he so l
d e rin g  was ca rried  o u t b y  so ldering  th e  id e n tic a lly  tre a te d  specim ens one b y  
one in  such a w ay  t h a t  in  th e  c e n tra l hole o f th e  specim en a th e rm o e lem en t was 
p la c e d  and  th e  specim ens w ere h o ld  fo r d iffe ren t tim es  a t  th e  m e ltin g  te m p e ra 
tu r e  o f th e  so lder (778 °C). T hese tim es  w ere 1, 3, 5, 15 an d  30 m in u te s . W e 
cam e to  th e  conclusion  th a t  0,5 m in u te s  are  su ffic ien t for th e  so ldering . W ith  
th e  increase of th e  h e a tin g  tim e  th e  n ickel lay e r p a r t ly  dissolves in  th e  so lder, 
p a r t ly  diffuses to w a rd s  th e  Mo — Mn lay e r. E .g ., a f te r  15 m inu tes so ldering  th e  
b o u n d a ry  line b e tw een  Ni an d  M o—M n could  no  longer be defined  b u t  on ly  
th e  jo in t th ick n ess  o f b o th  lay ers . In  case of v e ry  long so ldering  tim es an
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ap prec iab le  a m o u n t o f  n ickel w ill also  be  d isso lved  b y  th e  so lder b u t  th is  effect 
becom es im p o r ta n t  o n ly  a fte r 15 m in u te s . I n  th e  tim e  in te rv a l s tu d ied  (3-y3Q 
m in u tes) no decrease  o f  s tren g th  of th e  b o n d  w as observed .

IV. D iscussion o f th e  resu lts

A ccord ing  to  th e  resu lts  of o u r e x p e rim e n ts  in  s tu d y in g  th e  p ro p ertie s  o f  
th e  m e ta l-to -ceram ic  bo n d  w ith  a g iven  tech n o lo g y  o f s in te rin g  in  case of 
o therw ise id en tica l technological s tep s  in  th e  fu n c tio n  o f th e  in itia l th ick n ess  of 
th e  g ro u n d  (M o—M n) lay e r no such d e fin ed  low er b o u n d a ry  o f lay e r th ick n ess  
could  be fo u n d  a t  w h ich  no m e ta l-to -ce ram ic  b o n d  is fo rm ed  a t all. The te c h 
no logically  n ecessa ry  m in im um  of la y e r  th ick n ess  is d e te rm in ed  b y  th e  fa c t 
th a t  th e  g ro u n d  la y e r  form ed of th e  g ra in s  m u st be co n tin u o u s, i.e. i t  m u st 
cover th e  ceram ic su rface  en tire ly . A cco rd in g  to  co m p u ta tio n s  re la tin g  to  th is  
su b jec t [23— 25], th is  lay er th ick n ess  is a b o u t 4 —5 m icrons in  case o f m e ta l 
g rains o f 2 -y 3  m icrons. Some k in d  o f  m e ta l-to -ceram ic  b o n d  can he im ag ined  
even in  th e  case o f  a lay e r th ickness sm alle r th a n  th is  h u t  th e n  th e  m e ta l lay e r 
covering  th e  ceram ic  surface is on ly  like a n e t. C onsequen tly , th e  s tre n g th  of 
th e  b o n d  is co n sid e rab ly  lower an d  th e  p ro b a b ility  of th e  diffusion of gases along 
th e  bo n d  w ill e ssen tia lly  be g rea te r. T h e  m eta l-to -ceram ic  bonds m ade b y  such  
a tech n o lo g y  are  w eak  an d  inclined  to  d u c tility .

In  th e  e x p e rim e n ta l cond itions u sed  b y  us th e  lay e r sh rinks 30-У40 
p er cen t a f te r  s in te rin g . This is d u e  p a r t ly  to  th e  fo rm a tio n  of th e  tra n s itio n  
lay e r, p a r t ly  to  chem ica l reac tion  in  th e  w e t a tm o sp h ere  as w ell as to  s in te rin g  
o f m e ta l pa rtic le s  to  each  o ther [26]. O u r m icrosections te s t ify  t h a t  th e  decisive 
role is p lay ed  b y  th is  la t te r  process. In  case of id en tica l ceram ic m a te ria l an d  
a tm o sp h ere  o f sh rin k in g  th e  e x te n t o f  sh rin k ag e  depends on ly  on th e  te m p e ra 
tu re  an d  does n o t  depend  su b s ta n tia lly  on th e  w ay  in  w hich th e  lay e r was 
ap p lied  a n d  th e  d u ra tio n  of s in te rin g  in  th e  s in te rin g  tim e  in te rv a l of 0,5 4-2 
hours.

A ccord ing  to  o u r ex p erim en ta l re su lts  no o p tim u m  lay e r th ickness can 
be found  in  th a t  case in  w hich th e  p ro p e rtie s  of th e  m eta l-to -ceram ic  bo n d  
could be reg a rd ed  as op tim um . T h e  o n ly  cond ition  o f th e  well con tro llab le  
tech n o lo g y  is t h a t  th e  th ickness o f  th e  m eta lliz in g  lay e r m u st exceed a ce rta in  
lim it (ab o u t 30 m icrons). The u p p e r  lim it of th e  lay e r th ick n ess  is 50-У60 
m icrons ow ing ra th e r  to  technological reaso n s th a n  to  th o se  o f p rinc ip le . In d eed , 
th e  ap p lica tio n  o f  a uniform  la y e r  th ic k e r  th a n  th is  in  a large m ass m eets 
w ith  considerab le  technological d ifficu ltie s .

T he sam e can  be said on th e  ro le  o f  th e  th ickness o f th e  galvan ic  lay e r 
p ro m o tin g  w e ttin g . T heore tically  i t  is im p o r ta n t on ly  t h a t  th e  lay e r shou ld  
u n ifo rm ly  cover th e  M o—Mn g ro u n d  lay e r. This la y e r  th ick n ess  depends on 
th e  tech n o lo g y  o f ap p lica tion , e.g. t h a t  th e  ev ap o ra ted  lay e r shou ld  be a b o u t
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0 ,5 - r i  m icron. I f  th e  lay e r ap p lied  does n o t co n ta in  foreign  m ate ria ls  w hich  
in flu en ce  th e  w e ttin g  (see c o n ta c t n ick e l coating) th e  m a n u a l o f  its  ap p lic a tio n  
does n o t  p lay  an y  im p o r ta n t  ro le . T h e  increase  o f la y e r  th ick n ess  in  o therw ise  
id e n tic a l cond itions ( te m p e ra tu re , d u ra tio n  o f so ldering  etc .) does n o t essen 
t ia l ly  in fluence  th e  p ro p e rtie s  o f th e  m eta l-to -ceram ic  b o n d . T he u p p e r lim it o f 
la y e r  th ick n ess  d ep en d s  on to  w h a t th ic k n e ss  th e  la y e r  can  he s in te re d  on 
th e  g ro u n d  la y e r  w ith o u t a n y  te c h n o lo g ic a l d ifficu lty .

On th e  effects occurring  in  so ldering  to g e th e r , th e  d u ra tio n  of th e  ex p o 
s itio n  to  th e  so ldering  te m p e ra tu re  w as s tu d ie d  only . Since in  ou r sam ples o n ly  
so ld e rin g  o f ceram ic to  ceram ic w as ach iev ed  th e  ten sio n s occurring  on h e a tin g , 
re sp . cooling, due to  v a rio u s  h e a t  ex p an sio n s as well as th e  effect o f h e a t  t r e a t 
m e n t processes a im ing  a t  th e ir  re m o v a l [19] could  be le f t o u t o f acco u n t. B y  
th e  p a r tic u la r ly  h igh  p ressu re  u sed  in  th e  so ldering  be tw een  th e  su rface to  be 
so ld e red  only  a th in  so lder lay e r re m a in e d  th e  d ila ta tio n  a n d  p las tic  p ro p e rtie s  
o f w h ich  can  be n eg lec ted  from  th e  p o in t o f v iew  o f th e  b o n d .

In  th e  above cond itions th e  tim e  o f soldering does n o t su b s ta n tia lly  
in flu e n c e  th e  p ro p ertie s  o f th e  m e ta l-to -ceram ic  bo n d  in  th e  so ldering  tim e  
in te rv a l  o f 0,5-i-15 m in u te s  if  th e  th ick n ess  of th e  la y e r  p ro m o tin g  w e ttin g  
exceeds 10 m icrons. In  case of th in n e r  n ick e l lay e r th e  longer d u ra tio n  o f so ld e r
in g  can  re su lt in  th e  en tire  so lu tio n  o f th e  n ickel lay e r w hich  can  lead  to  th e  
d ecrease  o f w e ttin g  o r e v e n tu a lly  to  its  ceasing.

A ccord ing  to  o u r m icrosections th e  d u ra tio n  of so ldering  bears p a r t ic u 
la r ly  on  th e  m e ta llo g rap h ic  p rocesses ta k in g  p lace in  th e  im m ed ia te  n e ig h 
b o u rh o o d  of th e  so ldering  sp o t, on th e  com position  o f th e  so ldering  la y e r  as 
w ell as on th e  d isso lu tion  o f th e  n ick e l la y e r, re sp ec tiv e ly , on its  re c ry s ta lliz a 
tio n  fro m  th e  fusion . H ow ever, ou r ex p e rim en ta l cond itions an d  te s t  m e th o d s  
w ere n o t  y e t su itab le  fo r a m ore d e ta ile d  s tu d y  of th e se  phenom ena .
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E in ige  F ragen  der vak u u m d ich ten  m eta llk era m isch en  L ötu n g . D er Einfluß der Schicht
dicke und der Lötzeit a u f die Eigenschaften der m ittels der sogenannten Vorm etallisiertechno
logie hergestellten M etall-K eram ik-Bindung w urde untersucht. E s wurde festgestellt, daß für  
eine gu t beherrschbare M etallisiertechnologie die Stärke der M o-M n-Grundschicht zw ischen 30 
und 60 Ц sein m uß, aber innerhalb dieser Spanne kann keine Schichtdicke angegeben werden, 
für welche die E igenschaften  der Bindung optim al wären. D ie nötige Stärke des die B enetzung  
fördernden Überzugs ist, abhängig von der L ö tzeit und der T echnologie der Auftragung, m i
nim al 0 ,54-5  /t; bei längerer L ötzeit ist wegen der Auflösung der N ickelsch icht im Lötm aterial 
die Anwendung einer Schichtdicke von 54 -1 0  ц  zweckm äßig.

Q uelques q u estion s d u  soudage m éta l-céram iq u e étan ch e a u  v id e . L’auteur a exam iné  
l ’influence de l ’épaisseur de couche et du tem p s de soudage sur les soudures m étal-céram ique 
réalisées par la m éthode d ite  de m étallisation préalable. Il a é té  constaté  que pour avoir une  
m éthode de m étallisation  facilem ent contrôlable, l ’épaisseur de la  couche de base Mo-Mn doit 
être entre 30 et 60 y . m ais q u ’à l’intérieur de ces lim ites on ne trou ve  pas d’épaisseur de couche  
bien définie pour laquelle les qualités de la  lia ison  seraient optim ales. L’épaisseur du rev ête 
m ent favorisant le m ouillage doit être, su ivan t le  tem ps de soudage e t  la m éthode de l ’apport, 
de 0,5 à 5 au m inim um ; pour les temps de soudage plus longs, il e st recommandé d’utiliser  
une épaisseur de 5 à 10 /г à cause de la d issolution  de la couche de nickel dans la m atière à 
souder.

Некоторые вопросы металлокерамической вакуумостойкой пайки. (И. Хангош). 
Исследовано действие толщины слоя и времени пайки на свойства металлокерамичес
кого соединения при оформлении металлокрамического соединения, изготовленного при 
помощи т. н. технологии предварительной металлизации. Установлено, что для 
хорошо управляемой технологии металлизации толщина основного слоя Mo—Mn 
должна быть в пределах 304-60 мк, но в указанных пределах нельзя найти такую именно 
толщину слоя, при которой свойства соединения являются оптимальными. Необходимая 
толщина покрытия, способствующая увлаждению, в зависимости от времени пайки и 
технологии нанесения, должна быть равна минимально 0,54-5 мк; при более продолжи
тельном времени пайки целесообразно применять толщину в 54-10 мк из-за растворения 
в припое никелевого слоя.
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THE SPECIAL ROLE OF PEROXIDES IN GAS IONIZATION
D . HALÁSZ, К . SZ E N D Y  and L. R É D E Y  

[Manuscript received October 25, 1966]

Barium  peroxide (B a 0 2) and peroxides in  general tend to  give off an atom  of oxygen  
even at a m oderate tem perature. In the presence of a com bustible substance, this oxygen  
atom  in statu nascendi  w ill combine w ith  it  as the liberated therm al energy, before being d issi
pated , will heat th e  m olecules taking part in  the chem ical reaction  to a high tem perature, 
which, however, is m aintained only for a few  hundredths o f a second. In a m h d  channel this 
phenom enon can be used to increase the degree o f  ionization.

L ist o f  sym bols

a  co n d u ctiv ity  of the working flu id , m ho/m ;
r particle radius, m;
2R  d istan ce betw een two adjacent particles, m;
T  flu id  tem perature, °K;
n0 den sity  o f  free electrons in  a peroxid surface at radius r o f  1 m s; 
g0 charge density  at radius r, co u b m b /m 3; 
p„ charge density  at R,  coulom b/n
(O v e lo c ity , m /sec or cm /sec;
к B oltzm ann constant, joule/°K ;
q e lem entary charge, coulom b;
E  e lectric field  strength, vo lt/m ;
6 electron m obility, m2/voltsec;
Vj work fun ction , eV;
V v o lta g e , volt;
m  e lectron mass;
Cp specific  h eat at constant pressure, keal/kg °K; 
c„ sp ecific  h eat at constant volum e, keal/kg °K.

I

A few y ea rs  ago it was p ro p o sed  [1, 2] to  in je c t fine  partic les of a solid 
m a te r ia l th a t  c a n  read ily  be ion ized , su ch  as B aO , in  o rd er to  a t ta in  a h igh 
degree of io n iz a tio n  in  a w ork ing  f lu id  — especially  in  M HD g enera to rs — a t 
a flu id  te m p e ra tu re  m uch low er th a n  2500—3000 °K  used  w ith  th e rm a l io n i
za tio n , th is  l a t t e r  being  th e  on ly  p ra c tic a l so lu tion  know n  a t p resen t.

The th e o re tic a l and  ex p e rim en ta l research  w ork , w hich was s ta r te d  all 
over th e  w orld , show ed g reat p rom ises a t  f irs t. U p to  th e  p re sen t, how ever, no 
usefu l re su lts  h a v e  been ach ieved . E v e n  th e  im p o r ta n t MHD sym posium  held  
in  S alzburg  th is  y e a r  (in 1966) could  n o t p roduce  such  re su lt, so th a t  for th e
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m o m e n t here is l i t t le  lik e ly h o o d  o f  o b ta in in g  an y  appreciab le ad v a n ta g e  b y  
th is  m eth o d  in m h d .

II

O n th e  basis o f our p re sen t know ledge we shall now  ex am in e  th e  ou tcom e 
th a t  cou ld  be expec ted  fro m  th e  b a riu m  ox ide  p rocedure  a n d  look  for an  a r t i 
fice to  overcom e th e  d ifficu lties i f  th e se  sh o u ld  ex ist.

E q u a tio n  in p a p e r [2] is a second-o rder d iffe ren tia l eq u a tio n  describ ing  
th e  io n iza tio n  cond itions a ro u n d  a B aO  p a rtic le  of rad iu s  r,

1 dr2(dV/dr) _ _____  q(V0 ~ V )
~ö ' : ' — Qo ex P —  ■ •

Since th is  equa tion  can  be solved on ly  b y  th e  use of a d ig ita l co m p u te r, an  
a p p ro x im a te  so lu tion  is show n for s im p lic ity ’s sake. I t  is assum ed  th a t  th e  
ch arg e  d e n s ity  is

g =  c o n s ta n t =  qr (1)

a long  a  rad iu s  (R  — r 0) a n d  i t  ju m p s  to  th e  v a lu e  o f q0 a t  r 0.
I n  accordance w ith  re ference  [2] :

q(V0 -  V)
Qr =  Qo exp — -  .

/Cl

T h erefo re , as a final re su lt,

1 dr2(dVjdr)
------- ------------ - =  — =  c o n s ta n t
r2 dr

is o b ta in e d .
F ro m  th is  d iffe ren tia l eq u a tio n  it  follow s th a t

Qo =  Qr  ex P ---------- - n - R 3-9 -1 0 n -nR _ _ ±
kT  3 rn R

( 2)

( 3 )

(4)

A ccord ing  to  [2]

2 У (2л- m ■ kT )3 
~Ji3 ~ exp q jt

kT)
l /c ( 5 )

F o r com parison , th e  T ab le  I  b ased  on equ a tio n s (4) a n d  (5) shows th e  
v a lu es  o f  b an d  qr as well as th e  co rrespond ing  co n d u ctiv ities  accord ing  to  
L a n g e v in ’s fo rm ula for fo u r d iffe ren t te m p e ra tu re s , d isregard ing  th e  p o ssib ility
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o f su b lim a tio n . L e t th e  p a rtic le  m a te ria l be  B aO  w ith  a w ork  function  o f 1 eV 
an d  o f a d ia m e te r  2 r =  10 ~8 m , th is  co rrespond ing  to  th e  m inim um  d iam e te r  
a tta in a b le  in  p rac tice .

Table I

T
[ ° K ]

b
[m2/volt]

QR
[ C / m 3 ]

C
[mho/m]

2 0 0 0 2 ,7 7 2 ,6 9 7 ,4 1

3 0 0 0 3 ,4 6 6 ,2 0 2 1 ,5 0

4 0 0 0 4 ,0 9 ,1 3 6 ,5 0

5 0 0 0 4 ,4 6 1 2 ,0 5 3 ,5 0

In  th e  reg io n  above 3000 °K  a change in  em ission m echanism  m ay  occur, 
w hich has n o t b een  ta k e n  in to  accoun t in  th e  la s t tw o  row s of th e  ta b le  (see 
Section  У).

As can  be  seen from  T ab le  I ,  th e  c o n d u c tiv ity  o f th e  flu id  is a p p ro x i
m a te ly  p ro p o rtio n a l to  th e  ab so lu te  te m p e ra tu re  a n d , as a consequence, i t  
increases v e ry  slow ly. I t  is know n, on th e  o th e r  h a n d , t h a t  th e  m ob ility  is p ro 
p o rtio n a l to  th e  p ressu re  (th e  te m p e ra tu re  being  c o n s ta n t) . R eferring  to  Sec
tio n s X  an d  X V I o f  [3], i t  is v e ry  useful to  ap p ly  low er pressures — if  m h d  
com pressor is a v a ilab le  — because in  th is  w ay :

T he c o n d u c tiv ity  can be ensured  even  a t  a low  te m p e ra tu re ; 
an  ex p an sio n  to  th e  fu ll ve locity  is possib le b efo re  en te ring  th e  m ag n e 

tiz e d  section  o f  th e  g en e ra to r channel, so t h a t  th e  v o lta g e  is increased  fo r  tw o  
reasons, n am e ly , b y  th e  use of la rger d im ensions a n d  as a consequence o f th e  
h ig h er m ean  v e lo c ity , w hich m eans th a t  th e  sam e p o w er is ob ta in ed  w ith  a 
sm aller c u rre n t;

th e  a d d itio n a l co n v en tio n a l pow er p la n t  g e n e ra to r  can be o m itte d  an d  
th e  m ax im u m  te m p e ra tu re  m a y  he chosen o n ly  from  a th e rm o d y n am ic  p o in t 
o f view  in s te a d  o f  ta k in g  io n iza tion  req u irem en ts  in to  accoun t.

T ab le  I  show s th a t  a t  a h igh o p e ra tin g  p re ssu re  a h igh te m p e ra tu re  is 
n eeded  to  o b ta in  th e  c o n d u c tiv ity  necessary  in  m h d  co n v erte rs . This te m p e ra 
tu re  is so h ig h  th a t

d ifficu lties a re  experienced  in  h e a tin g ;
th e  w a lls  m u st h e in te n s iv e ly  coo led  resu ltin g  in  a decrease in  effic ien cy ;  
sp ecia l re fra cto ry  m ateria ls are to  b e ap p lied  or developed;  
it  ex c lu d es th e  p o ss ib ility  o f  som e im p ortan t ap p lica tion s (nuclear pow er  

p la n t, m h d  com p ressor e tc .) .
A good so lu tio n  is o b ta in ed  b y  sa tis fy in g  tw o  co n tra d ic to ry  con d itio n s: 
a) T he te m p e ra tu re  o f th e  e lec tro n -g en e ra tin g  elem ents shou ld  be 

v e ry  h igh ;
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b)  an d  a t th e  sam e tim e  th e  te m p e ra tu re  of th e  w ork ing  f lu id  m u s t be 
ju s t  a t  th e  level ju s tif ie d  b y  th e rm o d y n a m ic  considerations.

P o in ts  a) an d  b)  a re  d ea lt w ith  in  [3]; he re , a re c a p itu la tio n  o f th is  p a p e r  
is o m itte d .

I t  is desirab le , how ever, to  keep  th e  e lec tron -genera ting  m a te ria ls  (e.g. 
B aO ) a t  a te m p e ra tu re  higher than that attained in any form  in  the generator.

I l l

L e t us in v es tig a te  th e  consequences in v o lv ed  in  th e  case w h en  in  o rd e r to  
h a v e  a n  efficient m a te ria l fo r e lec tro n  em ission ( th a t is a m a te r ia l  w ith  low 
w o rk  fu n c tio n ) th e  u su a l b a riu m  ox ide  (B aO ) is used  as a d issoc ia tio n  p ro d u c t 
o f b a r iu m  peroxide (B a 0 2).

A s is know n, b a riu m  pero x id e  d issociates a t ab o u t 1000 °K  to  form  
b a r iu m  oxide w ith  th e  lib e ra tio n  o f oxygen ,

1
B a 0 2 =  B aO  +  —  0 2 -  16 960 

[kcal p e r k ilom ol o f B a 0 2].
( 6)

T h e  lib e ra ted  oxygen  atom s in  statu nascendi are ex trem e ly  re a c tiv e , to  
such  a n  e x te n t th a t  an  explosion  m a y  occur w hen  b ariu m  p ero x id e  is m ixed  
w ith  a com bustib le  su b stan ce . T his exp losion  m eans th a t  th e  re a c tio n  is ta k in g  
p lace  fa s te r  th a n  th e  g en era ted  h e a t  cou ld  be  d issipa ted  e ith e r  b y  co n d u ctio n  
or b y  expansion . T he follow ing th e rm o d y n a m ic  ca lcu lation  ta k e s  in to  acco u n t 
th is  f a c t  (ap p ro x im ate ly ) by using cv instead o f  cp.

T h e  procedure  is as follow s. F ir s t  o f  all, th e  barium  p ero x id e  is h e a te d  in  
one w a y  or an o th e r to  a te m p e ra tu re  a t  w hich  th e  decom position  described  b y  
e q u a tio n  (6) is s till a t  an  in itia l s ta g e  (e.g. 800 °K ) an d  th e n  i t  is in tro d u c e d  in  
th e  fo rm  o f a fine pow der in to  a (reducing) w ork ing  flu id  c o n ta in in g  som e com 
b u s tib le  su b stance , fo r exam ple  C, CO, H 2 e tc ., a t  least in  a q u a n t i ty  t h a t  
is n e c e ssa ry  to  b ind  th e  oxygen  re leased  from  th e  b ariu m  p ero x id e  (while h e a t 
is g en e ra te d ).

I t  is also possible to  h av e  a w ork ing  f lu id  w ith o u t an y  co m b u stib le  s u b 
s ta n c e  (e.g. in MHD com pressors); in  th e se  cases a surface t r e a tm e n t  w ith  a 
co m b u stib le  su bstance  on th e  b a riu m  p ero x id e  is necessary  b efo re  i t  is in tro 
d u ced  in to  th e  w orking channe l. T h en , i f  necessary , th e  b a r iu m  p ero x id e  is 
h e a te d  in s ta n ta n e o u s ly  to  th e  ig n itio n  te m p e ra tu re  (for ex am p le  in  th e  w ay  
d esc rib ed  in  [3], th a t  is b y  using  a h igh  te m p e ra tu re  ra d ia tin g  su rface).

T h e  peroxide w hich  has been  h e a te d  up  e ith e r  b y  th e  ab o v e  te c h n iq u e  or 
b y  som e o th e r m eans decom poses acco rd ing  to  equa tion  (6) a n d  th e  released  
o x ygen  in  statu nascendi w ill b u rn  th e  co m b u stib le  su b stance , w hile  a te m p e ra 
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tu re  rise  co rrespond ing  to  th e  produced  h e a t  occurs. I f  th is  h e a t w ere u n ifo rm ly  
d is tr ib u te d  over th e  w hole w orking fu e l flow ing  in  th e  channe l, th e  te m p e ra 
tu re  rise  w ould  be  u n im p o rta n t. H o w ev er, i t  is ex ac tly  th e  h igh  speed  o f r e a c 
tio n  w hich  w ill, fo r a sh o rt in te rv a l o f t im e , p re v e n t th e  h e a t from  being  t r a n s 
fe rred  to  m a te ria ls  o th e r  th a n  th e  BaO  m olecules an d  th e  com bustion  p ro d u c ts  
sf th e  reac tio n . T h e  ex p ec ted  te m p e ra tu re  rise  will be ca lcu la ted  in  th e  n e x t  
oection .

IV

A ccord ing  to  eq u a tio n  (6), 16 k g  oxygen  is lib e ra te d  from  169,36 kg  
B a 0 2. R e a c te d  w ith  d iffe ren t co m b u stib les , 1 kg of oxygen  will p ro d u ce  th e  
follow ing am o u n ts  o f h e a t. On ca lcu la tin g  th e  o b ta in ed  te m p e ra tu re , a d isso 
c ia tion  h e a t o f 16 960/16 =  1060 kcal p e r  1 kg  o f oxygen accord ing  to  eq u a tio n  
(6), b u t  n o t n ecessarily  th e  whole of i t ,  m u s t  be su b tra c te d  from  th e  am o u n ts  
of h e a t lis ted  in  T ab le  I I  because th e  decom posing  of B a 0 2 is an  en d o th e rm ic  
reac tio n , low ered b y  th e  d issociation  h e a t .

Table I I

Combus
tible

Produced 
amount of 
heat, kcal

Produced 
amount of heat 
lowered by the 

dissociation 
heat, kcal

c 3030 1970
Ho 3600 2540
CO 4360 3300
CH4 3000 1940

T he rem ain in g  h e a t  m u st be u sed  to  h e a t up  th e  p ro d u ced  44/16 kg  o f 
C 0 2, th e  specific h e a t o f w hich is 0,255 k ca l/k g  °C b e tw een  800 an d  3000 °C 
a t c o n s ta n t vo lum e, a n d  also th e  153,36/16 kg  o f BaO  itse lf, th e  specific h e a t o f 
w hich is 0,09 kcal/kg  °C.

T he th e rm a l eq u a tio n  for CO is

w hence

0,33- 104 =  A T
44

16
0 ,255  - f  153,36 0,09 ,

,

d T  =  2110 °K .

W ith  a s ta r tin g  te m p e ra tu re  of 773 °K th e  te m p e ra tu re  o f th e  pa rtic le s  a t ta in s  
2883 °K .

W ith  o th e r co m bustib les a co rresp o n d in g ly  low er te m p e ra tu re  w ill be  
o b ta in ed .
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P rev iously  i t  w as m en tio n ed  th a t  on su b tra c tin g  th e  d issociation  h e a t  a 
lo w er va lu e  m ay  be  ta k e n  in to  ac c o u n t d ep en d in g  on th e  th e rm o d y n a m ic  a n d  
co n s tru c tio n a l co n d itio n s. As a m a t te r  o f  fa c t, a t  a b o u t 1000 °K  a lre a d y  a n  
im p o r ta n t  d issocia tion  o f  B a 0 2 ta k e s  p lace , a n d  if  p re h e a tin g  is rea lized  in  a n  
a p p ro p r ia te  tim e  seq u en ce , d isso c ia tio n  h e a t  is supp lied  p a r t ly  b y  th e  p r e h e a t 
e r so t h a t  a g rea te r  p a r t  o f th e  to ta l  h e a tin g  effect o f th e  re leased  oxygen  ca n  
se rv e  to  a tta in  th e  desired  te m p e ra tu re  rise . T his shou ld  be  a rriv ed  a t  b y  
c o n s tru c tio n a l m ean s, t h a t  a re  n o t sim ple , th o u g h  possible.

I f  th e  d issocia tion  h e a t is n o t s u b tra c te d , th e  te m p e ra tu re  rise a t ta in e d  
in  th e  above ex am p le  w ould  be

A T  ^  2800 °K

t h a t  is 3573 °K w ould  be  o b ta in ed  w ith  a s ta r t in g  te m p e ra tu re  o f 773 °C.

V

T he foregoing sections on ly  show ed  th e  possib ilities affo rded  b y  th e  use  
o f  b a r iu m  perox ide , a n d  we h av e  n o t y e t  m ad e  an y  p roposa l as to  th e  w ay  o f  
a n  a c tu a l ap p lica tio n  o f perox ides. In  p ra c tic e  i t  shou ld  be ta k e n  in to  ac c o u n t 
th a t  above 2200 °K  a considerab le  su b lim a tio n  of B aO  is a lre a d y  ta k in g  p lace , 
so t h a t  a t  h igher te m p e ra tu re s  th e  so lid  B aO  g rad u a lly  d isap p ears  y ie ld ing  its  
p la c e  to  BaO v a p o u r. I n  connection  w ith  io n iza tio n  th is  is im p o r ta n t b ecau se  
in s te a d  o f th e  w ork  fu n c tio n  io n iza tio n  p o te n tia l  is to  be ta k e n  in to  a c c o u n t, 
th is  b e ing  2-i-2,5 tim e s  g re a te r  th a n  th e  w o rk  fu n c tio n . T herefo re  it  m ay  o ccu r 
t h a t  w ith  increasing  te m p e ra tu re  th e  degree of ion iza tio n  becom es d o u b tfu l 
a n d , on th e  o th e r h a n d , th e  space ch arg e  w ill decrease due  to  a m ore u n ifo rm  
d is tr ib u tio n  of th e  e lec trons an d  p o sitiv e  ions. T his p rob lem  shou ld  s till be in v e s 
t ig a te d  b o th  th e o re tic a lly  an d  e x p e rim e n ta lly  an d  o p tim u m  cond itions m u s t b e  
fo u n d . This in v e s tig a tio n  inc ludes th e  re d u c tio n  of th e  gas p ressu re , a p ro b lem  
g iv in g  rise to  no  d ifficu lties in  th e  case o f an  M H D com pressor, b u t  h a v in g  a 
s ig n if ic a n t effect on io n iza tio n .

VI

T he use o f b a r iu m  perox ide  also offers som e ad d itio n a l a d v an tag es .
T he red u c tio n  o f  th e  d im ensions o f  th e  b a riu m  oxide pa rtic le s  to  som e 

e x te n t  favours th e  e lec tro n  em ission. In  th e  ca lcu la tio n  p resen ted  a t  th e  
b eg in n in g  of th is  p a p e r  a p a rtic le  d ia m e te r  o f 10 '“8 m  h as been  assum ed . O b 
ta in in g  such a d im ension  is, how ever, a v e ry  d ifficu lt an d  costly  o p e ra tio n . 
W h e n  B a 0 2 is ap p lied , th e  B aO  p a rtic le s  o f  th e  req u ired  d ia m e te r  are p ro d u c e d
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a u to m a tica lly . I t  is v e ry  likely , o f course, th a t  even th e  re la tiv e ly  large p a r 
tic les of B a 0 2 w ill be sp lit in to  a fin e  pow der b y  th e  oxygen lib e ra ted  ex p lo 
sively  w hen an  a p p ro p ria te  ra te  o f h e a tin g  is app lied .

I t  is know n  th a t  in  o p era tin g  an  MHD g en e ra to r  th e  seeding m ate ria l — in 
our exam ple th e  b a riu m  oxide — m u s t be  reco v ered  to  a g rea t p ercen tag e . In  
th e  p resen t case th is  p roblem  is even  m ore co m p lica ted  b y  th e  fa c t th a t  B a 0 2, 
m ust be in tro d u c e d  in to  th e  g en e ra to r ch an n e l, an d  since B a 0 2 is reduced  to  
BaO  th e re  i t  is th e  B aO  th a t  can  be reco v ered  an d  th is  should  be co n tin u o u sly  
re tran sfo rm ed  in to  B a 0 2. This p rob lem  w as solved long ago on an  in d u s tr ia l 
scale. As a m a t te r  o f fac t, i t  was used  in  an  e a rly  process for o b ta in in g  oxygen  
from  air, in th e  B rin  m ethod  of oxygen  p ro d u c tio n .
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D ie besondere R o lle  der Peroxyde hei der Io n isa tio n  von  G asen. B ariu m p ero x y d  (BaO.,) 
u n d  die P ero x y d e  im  allgem einen neigen d azu , schon  bei m äß igen  T em p era tu ren  ein  S a u e r
s to ffa to m  ab zugeben . W enn sich in  se iner u n m itte lb a re n  N äh e  irgendein  B ren n sto ff b e f in 
d e t, v e re in t sich  d ieses S au ersto ffa to m  m it  d iesem  in statu nascendi, u n d  die freiw erdende 
W ärm e e rh itz t, so lange  sie sich n ich t a u sb re ite t , d ie an  de r chem ischen  V erein igung u n m itte l
b a r  bete ilig ten  M oleküle a u f  eine hohe T e m p e ra tu r , d ie n u r  einige H u n d e rts te l-S ek u n d en  lan g  
a n d au e rt. Diese E rsc h e in u n g  k a n n  in  dem  m h d  K a n a l zu r S te igerung  des Io n isierungsgrades 
an g ew an d t w erden.

Le rôle sp ec ia l des peroxydes dans l’io n isa tio n  des g a z . Le pero x y d e  de b a riu m  ( B a 0 2) e t 
les pe roxydes en  g én éra l lib è ren t fac ilem en t u n  a to m e  d ’oxygène à  une  te m p é ra tu re  m êm e 
m odérée. Si c e t a to m e  d ’oxygène se tro u v e  en  p ro x im ité  im m é d ia te  d ’u n  co m b ustib le , il se 
ré u n it  in statu nascendi avec ce dern ier. A v a n t  sa  d iffusion , la  ch a leu r a insi libérée  p o rte  les 
m olécules p a r tic ip a n t  d irec tem en t à  l’u n io n  à u n e  te m p é ra tu re  élevée, qu i ne su bsis te  que 
quelques cen tièm es de seconde. Ce phén o m èn e  p e u t  ê tre  u tilisé  d an s le canal m h d , p o u r  éle
ve r le degré de l’io n isa tio n .

Особая роль перекисей при ионизации газов (Д. Халас, К. Сенди и Редей). Пере
кись бария (Ва02) и преобладающая часть перекисей склонны к тому, чтобы уже 
при умеренной температуре терять один атом кислорода. Эти атомы кислорода, если в 
непосредственной близости находится какое-либо горючее вещество, непосредственно 
соединяются с ним и освобождающееся тепло, пока оно не распространится, нагревает 
молекулы, принимающие непосредственно участие в химической реакции соединения, до 
высокой температуры, которая поддерживается в течение лишь нескольких сотых долей 
секунды. В магнитогидродинамическом канале это явление можно использовать для 
повышения степени ионизации.
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К РАСЧЕТУ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
ОБЪЕКТОВ РЕГУЛИРОВАНИЯ В ХИМИЧЕСКОЙ 

ПРОМЫШЛЕННОСТИ
Ж. Б. линковский

МОСКВА

[Поступило 9. декабря 1966 г.

Рассматриваются линейные системы автоматического регулирования с одним 
входом и одним выходом, движение которых описывается дифференциальными уравне
ниями с постоянными коэффициентами (параметрами системы). Анализируется обший 
случай предварительной возбужденности системы, встречающийся при нормальной 
эксплуатации промышленных установок, предполагаются известными параметры системы. 
Для этого случая выходной сигнал связан с входным сигналом, предполагаемыми детер
минированными функциями времени, обобщенным интегралом Дюамеля с вхождением 
импульсной переходной функции предварительно невозбужденной системы. Для опре
деления ее используется метод рядов, именно, при решении линейного интегрального 
уравнения второго рода с переменным верхним пределом. Решение может быть получено 
с любой степенью точности. Соответственно этому определяется приближенно передаточ
ная функция системы; выражения получаются в обычных функциях.

М. Шаламон ( Ч С С Р )  [ 1 ]  у к а з а л ,  ч т о  п р и  а н а л и з е  д и н а м и ч е с к и х  с в о й с т в  

л и н е й н ы х  о б ъ е к т о в  а в т о м а т и ч е с к о г о  р е г у л и р о в а н и я  в  х и м и ч е с к о й  п р о м ы ш л е н 

н о с т и  о ч е н ь  б о л ь ш о е  з н а ч е н и е  и м е ю т  м е т о д ы  и х  а н а л и з а  п о  д а н н ы м  и з м е н е н и я  

в о  в р е м е н и  в х о д н о й  и  в ы х о д н о й  в е л и ч и н .  П о с л е д н и е  р е г и с т р и р у ю т с я  п р и  н о р 

м а л ь н о й  р а б о т е  с и с т е м ы  а в т о м а т и ч е с к о г о  р е г у л и р о в а н и я ,  и  н а  о с н о в а н и и ,  

н а п р и м е р ,  о п ы т н ы х  р а б о т  в  Ч е х о с л о в а к и и  н е  т р е б у ю т  с л о ж н о г о  и  г р о м о з д 

к о г о  о б о р у д о в а н и я .  В. Стрейцом и  М. Шаламон б ы л а  р а з р а б о т а н а  г р у п п а  

т а к и х  м е т о д о в .  А к т у а л ь н о с т ь  т а к и х  з а д а ч  в о з р а с т а е т  в  с в я з и  с  к о м п л е к с н о й  

а в т о м а т и з а ц и е й  х и м и ч е с к и х  п р о и з в о д с т в  [ 2 ] .

В  н а с т о я щ е й  р а б о т е  п р е д л а г а е т с я  п о п о л н и т ь  г р у п п у  э т и х  м е т о д о в  з н а ч и 

т е л ь н о  б о л е е  п р о с т ы м  м е т о д о м ,  у ч и т ы в а я  т а к ж е  п р е д в а р и т е л ь н у ю  в о з б у ж 

д е н н о с т ь  о б ъ е к т о в  р е г у л и р о в а н и я .  М н о г и е  с и с т е м ы  а в т о м а т и ч е с к о г о  р е г у л и 

р о в а н и я  в  х и м и ч е с к о й  п р о м ы ш л е н н о с т и  я в л я ю т с я  с и с т е м а м и  с  о д н и м  в х о д о м  

и  в ы х о д о м ,  и  е с л и  о н и  н е  с о е д и н е н ы  п а р а л л е л ь н о ,  т о  о п и с ы в а ю т с я  о б ы к н о 

в е н н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  m - н о г о  п о р я д к а  с  п о с т о я н н ы м и  к о э ф 

ф и ц и е н т а м и  ( п а р а м е т р а м и  с и с т е м ы )  [ 1 ] :

dm у  dm~l у  dy
а , п  ~ d ^  + а"‘-1 + • • • + ai 7Г + “°у _ х(г) ’ (1)

г д е  ч е р е з  y ( í )  и  x ( í )  о б о з н а ч е н ы  в ы х о д  и  в х о д  с и с т е м ы  с о о т в е т с т в е н н о .  Р а с с м а т 

р и в а е т с я  с л у ч а й  д е т е р м и н и р о в а н н ы х  ( н е с л у ч а й н ы х )  x ( í )  и  у ( t ) .  Т а к  к а к  п р а к т и 

ч е с к и  п о с л е д н и е  в с е г д а  н е с к о л ь к о  н е д е т е р м и н и р о в а н ы  в с л е д с т в и е  с л у ч а й н ы х  

п о м е х ,  т о  в  к а ч е с т в е  x ( í )  и  y (t) м о ж н о  в з я т ь  с р е д н и е  в р е м е н н ы е  з а в и с и м о с т и ,  

п р е д п о л а г а я ,  ч т о  с т а ц и о н а р н ы е  п о м е х и  и м е ю т  с р е д н е е ,  р а в н о е  н у л ю .  С о г л а с н о  

[1  ] в о з н и к а ю т  д в е  з а д а ч и :
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а)  о п р е д е л е н и е  п а р а м е т р о в  аи, ах, . . ., ат_ъ ат с и с т е м ы ;

б)  о п р е д е л е н и е  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  ( и л и  и м п у л ь с н о й  п е р е х о д н о й  

ф у н к ц и и ) .

М ы  з д е с ь  к о с н е м с я  в т о р о й  з а д а ч и .  В  х и м и ч е с к о й  п р о м ы ш л е н н о с т и  ч а с т о  

с и с т е м ы  у п р а в л е н и я  п р е д в а р и т е л ь н о  в о з б у ж д е н ы ,  т .  е .  и м е ю т  м е с т о  н е н у л е в ы е  

н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  д л я  у р а в н е н и я  ( 1 ) :

d y_
dt”

=  Уи0 ; V =  0,1, 2, . . ., (m — 1). ( 2)

П у с т ь  в х о д н о е  в о з д е й с т в и е  x ( t )  я в л я е т с я  н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и е й  в р е м е н и  t. 
П р и м е н и м  п р е о б р а з о в а н и е  в ы х о д н о г о  с и г н а л а ,  в в е д я  н о в у ю  ф у н к ц и ю

z(í):
т - 1  ж »

( 3 )
m - 1  VM 

7=о т!
Т о г д а  о т н о с и т е л ь н о  z ( í )  и з  ( 1 )  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  у р а в н е н и е :

d m z  d m 1 z dz
a m  ,  _  +  « m - 1  ,  _  , +  • • • +  «1  —  h  a 0 Z —  t  (t) ,

d t m d t m ~ 1 d l
( 4 )

г д е  о б о з н а ч е н о :

F(t) =  x(t)
/77 — 1

«о У
> = 0 r!

m—1 У(о)
s  (Г-1)!

«m—1 У(>т  X>- (5)

Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  д л я  у р а в н е н и я  ( 4 )  с п р а в е д л и в ы  н у л е в ы е  н а ч а л ь н ы е  

у с л о в и я :

=  0 ; V =  0 , 1, 2, . . . ,  (ire — 1 ) ,  (6)
( = 0

т .  е .  н о в а я  л и н е й н а я  с и с т е м а  ( 4 )  я в л я е т с я  п р е д в а р и т е л ь н о  н е в о з б у ж д е н н о й  

с и с т е м о й .  Д л я  т а к о й  с и с т е м ы  с  п о с т о я н н ы м и  п а р а м е т р а м и ,  к а к  и з в е с т н о  [ 3 ] ,  

в ы х о д н о й  с и г н а л  z (t) ( о т к л и к  с и с т е м ы )  в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  в х о д н о е  в о з д е й 

с т в и е  F(t)  и н т е г р а л о м  Д ю а м е л я :

z ( t ) =  Г w (í — z ) F ( r ) d T  =  J* w (£) F (í — I) d f , t ]> 0 ,  (7)

г д е  w ( t )  и м п у л ь с н а я  ф у н к ц и я  л и н е й н о й  с и с т е м ы  ( 4 ) .  Е с л и  у ч е с т ь  ( 3 ) ,  т о  с о о т 

н о ш е н и е  ( 7 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е :

m - 1  VM rt
У (О =  ^  ^Т- *' +  w(‘- r) F(T) dr, t ^ O .  (8)So т! Jo

dv z 

dtv

О б о з н а ч и м  ч е р е з  K ( t )  и м п у л ь с н у ю  п е р е х о д н у ю  ф у н к ц и ю  л и н е й н о й  с и с т е м ы  

( 1 ) .  П о к а ж е м ,  ч т о
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К(<) =  w ( t) . ( 9 )

В  с а м о м  д е л е ,  п у с т ь  р е а л и з у е т с я  с л у ч а й  п р е д в а р и т е л ь н о  н е в о з б у ж д е н 

н о й  с и с т е м ы  ( 1 ) ,  т .  е .  д л я  н е е  и м е ю т  м е с т о  н у л е в ы е  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я :

d y
df

V =  0 ,1 ,  2, . . . ,  (m — 1). ( 10)

Т о г д а  и з  ( 8 )  и  ( 5 )  с л е д у е т ,  ч т о :

у (t) =  jo w (t—т) х(т) dx ,  f ^ > 0 .  (11)

С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  п о  о п р е д е л е н и ю  и м п у л ь с н о й  п е р е х о д н о й  ф у н к ц и и  K ( t )

y(t) =  j '  K (t -  т) х(т) dt  ,  t ^ O ,  (12)

т .  e .  в  с а м о м  д е л е ,  и м е е т  м е с т о  ( 9 ) .  Т р е б у е м о е  д о к а з а н о .  И т а к ,  д л я  п р е д в а 

р и т е л ь н о  в о з б у ж д е н н о й  л и н е й н о й  с и с т е м ы  с  п о с т о я н н ы м и  п а р а м е т р а м и  ( э т о  

л е г к о  т а к ж е  п е р е н е с т и  н а  с и с т е м ы  с  н е п р е р ы в н ы м и  п е р е м е н н ы м и  п а р а м е т 

р а м и )  и м е е т  м е с т о  с л е д у ю щ е е  о с н о в н о е  с о о т н о ш е н и е :

и л и

т - 1  у <; >
y(t) =  V  V +  K (t -  г )  F(г)  dr;  t ^  О

,=о г! Jo

т —1 v (») ri
y (i)  =  ^ J V î v +  к  ( f ) F ( í - f ) d f ;  t ^ O ,

í=o г! Jo

(13)

(14)

г д е  F(t) з а д а н о  в  в и д е  ( 5 ) ,  т .  е .  я в л я е т с я  п р е о б р а з о в а н н ы м  в х о д н ы м  с и г н а л о м .  

Т а к  к а к  x ( t )  и  у  ( t )  я в л я ю т с я  з а д а н н ы м и  ф у н к ц и я м и  в р е м е н и  t ( о б ы ч н о  

о н и  з а д а ю т с я  в  и н т е р в а л е  в р е м е н и  [О , Т ] ) ,  т о  з а д а ч а  о п р е д е л е н и я  и м п у л ь с 

н о й  п е р е х о д н о й  ф у н к ц и и  K(f)— в а ж н о й  х а р а к т е р и с т и к и  д и н а м и к и  о б ъ е к 

т а  -—  с в о д и т с я  к  р е ш е н и ю  л и н е й н о г о  и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я  В о л ь т е р -  

р а  в т о р о г о  р о д а  с  з а д а н н ы м  р а з н о с т н ы м  я д р о м  F(t— £ ) .  Э т о  у р а в н е н и е  ( 1 4 )  

м о ж н о  п р и б л и ж е н н о  р е ш и т ь  с  в ы с о к о й  с т е п е н ь ю  т о ч н о с т и  п р и  п о м о щ и  о д н о г о  

м е т о д а ,  у д о б н о г о  и  п р о с т о г о  д л я  и н ж е н е р н о й  п р а к т и к и .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  

x ( t )  и  у ( г )  н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы е  ф у н к ц и и  а р г у м е н т а  t. П р о д и ф ф е 

р е н ц и р у е м  с о о т н о ш е н и е  ( 1 4 )  п +  1  р а з  (п  >  т) ,  п р е д п о л а г а я ,  ч т о

F(0) ф  0  ,  т .  е .  х ( 0 ) = / = 0  п р и  у),т “ 1) =  0  ;

y ' w = s 1 í”"1 + K ( f )  ■ f ( o ) + Г к ( | )  9f (f ’r = o  (v — 1 ) !  J o  8 ( í  — I )

ЭF(t -  f  )  =  ЭF(t -  g )

81 8 (t — i)

(15)
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т - 1  v ( 0

y '(t)  =  2  яч7 ' ”~ 2 +  К '({) • F (° )  +  K (0  F '(° )  +
S í  ( г - 2 ) !
r í  Я2  j p ( t  _  I )

- (  K (f)
Jo 3(t -  g)2

d g ,

о б о з н а ч е н о  F ' ( 0 )  =
8 F ( t - g )

9 ( » - f ) í= íJ

m- 1 v (")

y " '(0  =  2  . f ~* +  к "(*)• F (° )  +  K 'W F '(°)S i  (v- З ) !

+  K ( t ) - F '( 0 ) + J *  K (f)

о б о з н а ч е н о  F " ( 0 )  =

98F ( t - g )

9(* -  g ) 3

32F (t -  g) 

3 ( í  -  g )2 ~

Ш — 1 f ' t
y<m\t)  =  2  K < '> (t)  ■ F <m“ 1 _ i ) ( 0 )  +

v=0

d g .

£=í J 

3m F (t -  I)

Jo 3 (í-g)"'
о б о з н а ч е н о  F ÍJ,( 0 )

# F ( t  - g )
9 ( * - f y  L ,

( 16)

(17)

y (n)(t) =  K (,)(í) • /A "-1-0 (0 ) +  f  K( g)  Q 4 '{t S) d g ,  (18)
á s  Jo 3(t - 1)"

y (n+1)(t) =  2 K<° ( 0 • F (n-i)(o) +  f  K (g ) _9n+1F(f - ^ ) , d|S  Jo 9(t-g)»+*
П о л а г а я  в  с о о т н о ш е н и я х  ( 1 5 ) — ( 1 8 )  t =  0 ,  н а й д е м  К ( 0 )  и  в с е  п р о и з в о д 

н ы е  К (т)( 0 )  в  т о ч к е  t =  0 ,  п р и ч е м  н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  к а ж д а я  п р о и з в о д н а я  

в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  м л а д ш и е  п р о и з в о д н ы е

К « » ( 0 )  = 3  К ( 0 ) ,  К ' ( 0 ) ,  К ' ( 0 )  ,  . . K fT- « .

Н а п р и м е р :

К (0 ) =  " ■° у ~ )У (0) =  0 . К '(0 )  =  0 ,  К '(0 )  =  0 , . . . ,  (19)

К ( т - 3 ) ( 0 )  - - о  ,  K J m ~ 2> (0 )  =  0  ,

К < т - 1 ) ( 0 )  =  У(ш)( 0 )  -  f  4 0 )  K ( m- » ( 0 )  -  . . .  -  F (m )( 0 )  • К ( 0 )

F ( 0 )

y<m)(0)

m  ’
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кет» ,,»  =  у ^ т - ^ - т - п о )
{ ' F(0)

( 21)

( 0 ) =

у(П + 1)(0) _
—ПТ — 1_____________________

( 22 )

Таким образом, находим К(0) и производные К'(0), К"(0), . . K(ri)(0).
В большинстве практических задач можно считать, что искомая им

пульсная переходная функция K(t) представима рядом Маклорена:

в д = Щ ( ) + а 1 + м , +
1! 2 !

KW (0) t„ I K (n+1)(<9) {П+1

n\ (n -T 1)!

(0  <  0  <  t ) .

(23)

Примем за приближенное значение K(f) изучаемой функции K(t) п-ю част
ную сумму этого ряда:

K(t) =  K(0) +  i ® - í + К"(0)
2!

í2 +  . . . к(пМ , п (24)

Допускаемая при этом погрешность e(t) равна:

^ К(п+1)С0'>e(t) =  К(t) -  K(í) =  — ----- tn+1, 0 <  в  <  t , (25)
(и +  1)!

и ее можно довести до пренебрежимо малого значения за счет выбора боль
ших л, так как уже 8! =40320, предполагая ограниченность производных. 
Следовательно, этот метод обеспечивает требуемую точность.

Передаточную функцию Щр) найдем (приближенно) преобразованием 
Лапласа от импульсной переходной функции К(<) [4]:

/>* c00 ~ 
K ( p ) =  e~pt • K(i) dt = У  KW<°> Г™ (' • е~pí ;

1=0 i! Jo
(26)

/0
t. e. получим

K<'>(0)
.+i ’

IIa; (27)
1=0 р Х

так как известно [10], что
i !e-V-t'dt (28)

Jo p ‘"

В заключение кратко коснемся частного случая предварительно невоз
бужденных линейных систем (1). В этом случае при х(0) Ф  0, как нетрудно 
видеть, также имеем:
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К(0) =  К'(0) =  . . . =  Ют- 2>(0) =  0 ,
и  п о э т о м у

К(0 =  2
i=m—1

К « ( 0 )
*'■+ К(П+1)(0 ) т +1

(п +  1)!
О <  0  <  t. (29)

И з  п р и в е д е н н ы х  ф о р м у л  в и д н о ,  ч т о  д а н н ы й  м е т о д  п р и  т о й  ж е  т о ч н о с т и  

т р е б у е т  м е н ь ш е г о  о б ъ е м а  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  р а б о т ,  ч е м  д р у г и е  м е т о д ы ,  и  у д о б е н  

д л я  с н я т и я  и с х о д н о й  и н ф о р м а ц и и  в  п р о ц е с с е  н о р м а л ь н о й  э к с п л у а т а ц и и ,  т .  е .  

б е з  о с т а н о в а  п р о м ы ш л е н н ы х  у с т а н о в о к ,  и  т а к ж е  в п о л н е  у д о б е н  д л я  п р о в е 

д е н и я  р а с ч е т о в  п о  о п р е д е л е н и ю  и м п у л ь с н о й  п е р е х о д н о й  и  п е р е д а т о ч н о й  

ф у н к ц и й  н а  п о л у а в т о м а т и ч е с к и х  т а б у л я т о р а х  и  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н а х .
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C ontribution to  the  C alcu lation  o f  th e  D y n a m ic  C haracteristics o f  Control S y stem s in  
th e  C hem ical Industry  ( J .  B . L inkowski) .  The paper deals w ith linear autom atic control 
system s having one inp ut and one outp ut, the m otion  of which is characterized b y  a d ifferen
tia l equation w ith  constan t coefficients (the param eters o f the system ). The general case o f  the  
previous excitation  o f the system , arising under norm al service conditions of the industrial 
p lan t, is analysed, assum ing that the param eters o f  the system  are known. In th a t case the  
o u tp u t signal depends on the input signal, w hich  is assum ed to be a determ inistic tim e fu n c
tion . This relation is determ ined b y  a general D uham el integral, to which is connected the  
w eight function o f the previously non excited  system . For determ ining the relation a series 
expansion  m ethod is used at the solution of the linear integral equation of the second order 
w ith  a variable upper lim it. The accuracy of th e  solution is optional. In th is m anner the  
transfer function o f the system  can approxim ately be determ ined. The expression is obtained  
in th e  form of sim ple functions.

Z ur B erech n u ng der d yn am isch en  E ig en sch a ften  von  R egelstreck en  in  der ch e m isc h e n  
In d u str ie  (J .  B. L inkowski) .  D ie Arbeit behandelt lineare autom atische R egelsystem e m it einem  
E ingan g und einem  Ausgang, deren Bew egung durch eine D ifferentialgleichung m it kon stan ten  
K oeffizienten  (den Param etern des System s) gekennzeichnet ist. Der allgem eine Fall der vorher
gehenden Erregung des System s unter norm alen B etriebsbedingungen wird behandelt, vorausge
se tz t  daß die Param eter des System s bekannt sind. In  diesem  Fall hängt das Ausgangssignal vom  
Eingangssignal ab, welches als'determ inistische F unktion der Zeit vorausgesetzt wird. Dieser  
Zusam m enhang wird von  einem  allgem einen D uham el-Integral bestim m t, an w elches sich  
die G ew ichtsfunktion des vorhergehend nicht erregten System s anschließt. Zur B estim m ung  
dieses Zusam m enhangs wird bei der Lösung der linearen Integralgleichung zweiter O rdnung  
m it veränderlicher oberer Grenze eine M ethode der Reihenentw icklung angetvendet. D ie L ösung
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ist von  beliebiger G enauigkeit. A uf diese W eise kann die Übergangsfunktion des System s  
näherungsweise bestim m t werden. Der Ausdruck wird in Form  von  einfachen Funktionen  
erhalten.

C ontribution au  ca lcu l des caractéristiq u es d ynam iques des in sta lla tion s rég lées d an s  
r in d u str ie  ch im iq u e ( J .  B . Linkovski) .  L’étude traite des systèm es de régulation linéaires 
à une sortie et une entrée, dont le m ouvem ent est caractérisé par des équations d ifféren tiel
les à coefficients constants (paramètres du systèm e). L’auteur exam ine le cas général de l ’e x 
cita tion  préalable du systèm e en condition de service normale de l ’installation industrielle , 
en supposant que les param ètres du systèm e sont connus. D ans ce cas, le signal de sortie  
dépend du signal d’entrée, dont on suppose qu’il est une fonction  déterm inistique du tem p s. 
Cette relation est déterm inée par une intégrale de Duham el générale, à laquelle est liée la fon c
tion  poids du systèm e préalablem ent non excité . Pour déterm iner la relation, un dévelop pe
m ent en série est utilisé à la solution de l ’équation intégrale linéaire du deuxièm e ordre à 
lim ite supérieure variable. La précision peut être poussée à vo lon té . De cette façon, on peut 
approcher la fonction  de transfert du systèm e. L’expression est obtenue sous forme de fo n c
tions simples.
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THE WORK FUNCTIONS OF TUNGSTEN WIRES 
MADE WITH VARIOUS INGREDIENTS
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[M anuscript received December 29, 1966]

In order to realize the necessary characteristics of electron tubes it  appeared to be 
necessary to determine th e  work function  of various m aterials, incandescent cathodes etc. 
The work functions of four tun gsten  wires made w ith add itives o f various com position  
were measured as a fun ction  of the heating tim e of the wires. The m easurem ents have shown  
th a t the determ inability o f the true work function of the tungsten  wires depends on the dis
parition (evaporation) o f  the foreign im purities present from the beginning in the basic tun g
sten  m aterial and of those added purposely in order to obtain certain characteristics o f the  
tungsten . The difference as com pared to  the values of the work function  as given by literature  
thu s depends not only  on the apparition of the gas layer adsorbed from  the vacuum  on the  
surface of the wire, b u t also on the foreign materials diffusing from  inside the tungsten wire 
and appearing on the surface of the tun gsten  wire. The m easurem ents have shown that the  
final values of the work function  are atta ined after the evaporation of the different im purities, 
after different tim es.

I. P receden ts and  aim s

P receden ts o f  th is  w ork  a re  th e  researches of E . W i n t e r  perfo rm ed  in 
th e  years  of 1938 to  1942 w ith  th e  purpose of sto p p in g  o r d im in ish ing  th e  arc 
b u rn -o ff  of gas-filled f ila m e n t lam p s [1]. The arc b u rn -o ff  o f  gas-filled filam en t 
lam p s becam e espec ia lly  considerab le  w ith th e  tra n s it io n  in  m an u fac tu re  of 
in can d escen t lam ps from  th e  sim ple  spirals to  th e  use o f double (spiralized) 
sp ira ls  and  w ith  th e  su b s titu tio n  o f th e  argon filling gas b y  k ry p to n . F o r th is  
reaso n  in  one of th e  c u rre n t le ad -in  circu its of th e  doub le  sp ira l lam p  a fuse w ire 
is in tro d u ced  w hich  m elts  on th e  effect of o v ercu rren t arising  in  th e  ev en tu a l 
a rc in g , th u s  p re v e n tin g  th e  fusion  o f base and  socket o f th e  lam p.

I t  could be assu m ed  th a t  th e  arcing was due to  e lec tro n  em ission of th e  
f ila m e n t. T hus, fo r th e  p u rp o se  o f  e lim inating  th is  ph en o m en o n  or d im in ish ing  
its  degree, th e  em iss iv ity  o f th e  f ilam en t ough t to  be d ecreased , i.e. its  w ork 
fu n c tio n  m ust be  in c reased . I t  o u g h t also to  be considered  w h e th e r th e  arcing  
w as raised  by  th e  e lec tro n  em ission of m ateria ls  w ith  a sm all w ork fu n c tio n  
(e.g . calcium  oxide o r p u re  tu n g s te n )  g e ttin g  a t th e  tu n g s te n  in candescen t b o d y  
u n in te n tio n a lly , o r n o t.

A t firs t th o u g h t th e  f irs t  a ssu m p tio n  seem ed to  be m ore p ro b ab le  o th e r
w ise th e  arcing sh o u ld  h av e  ap p ea red  m uch m ore g en era lly  and  to  a h ig h er 
degree  th a n  could a c tu a lly  he observed .
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Proceeding from  th e se  consid era tio n s, f irs t we s tro v e  to  increase th e  
w o rk  fu nc tion  of foreign  m a te ria ls  g e ttin g  a t  th e  in can d escen t b o d y . This was 
m a d e  possible b y  th o se  ex p e rim en ts  ca rried  o u t earlier w hich  re su lte d  in  s ta tin g  
t h a t  th e  basic m e ta l ox ides h av e  th e  sm allest w ork fu n c tio n  an d  th is  la t te r  
in c rea se s  on adding  ac id  ox ides, e.g. silicic acid . T he w ork  fu n c tio n  is th e  g rea t
e s t w h en  in the  em issive la y e r  th e  ra tio  o f basic  and  acid  ox ides coincides w ith  
th e  com position  of th e  n o rm a l sa lt. H ence , i t  w as suggested  th a t  th e  arc burn- 
o ff  co u ld  be p rev en ted  b y  ad d in g , w ith  re sp ec t to  th e  q u a n t i ty  o f phosphor, 
10 p e r  cen t of h e a te d  an h y d ro u s  silicic acid  even ly  d is tr ib u te d  on th e  red  
p h o sp h o r  g e tte r m a te r ia l o f th e  gas-filled  f ilam en t lam p. T h e  effect w as su rp ris
in g . A t th e  first sw itch in g  on, th e re  w as no  a rc  b u rn -o ff  a t  all, even w hen 
th e  la m p  was sw itched  on  im m ed ia te ly  a t  no m in a l v o ltag e . Hovsrever, in lam ps 
m a d e  w ith  getters c o n ta in in g  no silicic acid  th e  no m in a l v o lta g e  could only 
slow ly  an d  g radually  be  a t ta in e d . F u r th e r  d e ta ils  concern ing  th e  p rocedure  can 
be  fo u n d  in [1].

T h u s th e  f irs t re su lts  w ere v e ry  p rom ising  b u t u n fo r tu n a te ly  th e y  were 
n o t  la s tin g . Arc b u rn -o ff  d id  n o t occur in  th e  f irs t  hours b u t  a f te r  b u rn in g  for 
a b o u t 1 ho u r a t n o m in a l v o ltag e  or a t  sm all overvo ltage , th e y  occurred  again 
sp o rad ica lly . F rom  th e  s ta tis t ic s  o f la rge  lam p  q u a n titie s  m a n u fa c tu red  in  a 
s t r ic t ly  paralle l w ay  i t  coud  be s ta te d  t h a t  th e  use o f th e  g e tte r  conta in ing  
silicic  ac id  cuts th e  n u m b e r o f a rc  b u rn -o ff  b y  h a lf  b u t i t  does n o t stop  th em .

A t any  ra te , from  th e  ex p erim en ts  i t  could  he s ta te d  t h a t  th e  silicic acid 
g e t te r  stops th e  arc  b u rn -o ff  fo r a b o u t tw o  ho u rs , p re su m a b ly  ow ing to  th e  
d ec rease  of th e  f ila m e n t e lec tro n  em ission an d  it  could be  assum ed  th a t  th e  
la y e r  w hich d im in ished  th e  e lec tro n  em ission in  th e  f irs t tw o  h o u rs , du ring  th e  
f i r s t  tw o  hours of b u rn in g , e v a p o ra te d  from  th e  tu n g s te n  su rface . This was 
p ro v e d  la te r  in such  w a y  th a t  th e  b u lb  o f th e  in can d escen t lam p  was th ru s t  
in to  m elted  tin  b a th , th e  f ilam en t w as h e a te d  and  d.c. v o lta g e  was in serted  
b e tw e e n  th e  tin  b a th  a n d  th e  f ila m e n t. T he t in  b a th  was th e  p o sitiv e  pole. The 
e le c tro n s  em itted  from  th e  tu n g s te n  jo in ed  th e  m elted  t in  across th e  gas space 
a n d  th e  h o t glass. T he m easu rem en ts  gave th e  sam e re su lt as th e  arc  burn-off. 
T h e  lam p s w ith p h o sp h o r g e tte r  co n ta in in g  no silicic ac id  show ed emission 
im m e d ia te ly  a fte r b e in g  tu rn e d  on w hereas in  th e  lam ps w ith  p hosphor and 
silicic  acid  getters a f te r  sw itch in g  on u p  to  a b o u t 20 m in u te s  no em ission cu r
r e n t  cou ld  be m easured , th e n  th e  em ission slow ly increased  to  th e  em ission level 
o f  th e  lam ps m ade w ith o u t silicic acid  an d  reach ed  th is  level a f te r  bu rn in g  for 
a b o u t tw o hours.

In  th e  references q u o te d  i t  has also been  assum ed th a t  th e  tu n g s te n  re 
d u ces th e  silicic acid a n d  on its  su rface  silicon m eta l rem ain s ad so rbed  which 
in c reases  th e  w ork fu n c tio n . On h e a tin g  th is  lay e r longer i t  e v a p o ra te s  and  th en  
th e  e lec tro n  em ission o f  p u re  tu n g s te n  is a t  w ork  in consequence  of w hich th e  
a rc  b u rn -o ff  ap p ear ag a in .
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T he use o f silicic acid  or silicides to  d im in ish  th e  e lec tron  em ission was 
described  to  be also in  a n o th e r  p a te n t  [2]. T he ra d a rs  o p e ra te d  a t  th a t  tim e  on 
dec im etric  w ave leng ths. On acco u n t o f th e  sh o rt w av e len g th  in  th e  lam ps th e  
d im ensions o f th e  electrodes h a d  to  be decreased  co n sid e rab ly  w hich increased  
risk  o f  th e rm io n ic  g rid  em ission. O ne o f  th e  ty p e s  o f  r a d a r  tu b e s  developed  b y  
us in  th e  years o f th e  Second W orld  W ar was th e  pu lse  tu b e  Q 150. I t  o p era ted  
w ith  th o riu m  ca th o d e  a t  an  anode  v o ltag e  o f 8000-Í-10 000 Y  an d  its  pu lse  pow er 
w as a b o u t 10 kW . B ecause o f th e  sm all e lec tro d e  d im ensions th e  g rid  o f th e  
tu b e  becam e so w arm  th a t  a d is tu rb in g  th e rm io n ic  g rid  em ission ap p eared , 
a lth o u g h  th e  ca th o d e  was o f th o riu m . This w as m ended  b y  co a tin g  th e  tu b e  
g rid  w ith  zircon m eta l pow der an d  s in te rin g  i t  to  th e  grid  in  h igh  v acu u m . 
H ow ever, even th is  did n o t b rin g  ab o u t com ple te  im p ro v em en t. A ccord ing  to  
ea rlie r experience a c a ta p h o re tic  co a tin g  o f silicic ac id  w as ap p lied  to  th e  
g rid  co a ted  w ith  zircon an d  an n ea led , a n d  th e  so tr e a te d  g rid  w as h e a te d  again  
in  h igh  v acuum .

A fte r h e a tin g  th e  zircon la y e r  w hich h a d  a m e ta l sh im m er before  i t  b e 
cam e d a rk  grey  and  th e  th e rm io n ic  em ission o f  th e  so tr e a te d  g rid  was a lread y  
neg lig ib ly  sm all.

As described  in  th e  p a te n t  c ited  above, it  has been  assum ed  th a t  th e  z ir
con  m e ta l reduces th e  silicic ac id  w hile zircon oxide an d  silicon m eta l a re  g en 
e ra te d  an d  th is  la t te r  form s zircon silicide w ith  th e  excess o f zircon. E xp erien ce  
has show n th a t  th e  zircon silicide increases th e  w ork  fu n c tio n  of th e  th o riu m  
e v a p o ra tin g  effic ien tly  o n to  i t  from  th e  c a th o d e  an d  d im in ishes th e  risk  of 
g rid  em ission.

A ccord ing  to  w h a t has been  said  in  th e  in tro d u c tio n  i t  is to  be ex p ec ted  
th a t  th e  fo rm a tio n  o f tu n g s te n  or m o ly b d en u m  silicides on th e  surface is a d 
v a n tag eo u s  in re sp ec t to  th e  decrease o f th e rm io n ic  g rid  em ission.

T he sam e fa c t seem s to  be  p ro v ed  also b y  th e  fa c t th a t  on tran sfo rm in g  
th e  su rface  o f tu n g s te n  an d  m o ly b d en u m  in to  silicides th e se  becam e passive 
a g a in s t chem ical ac tion  w h a t is, in  general, th e  p ro p e r ty  o f surfaces w ith  a h igh  
w ork  fu n c tio n  [3].

In  th e  progress o f e lec tron  tu b es  th e  aim  is th a t  th e y  be su itab le  for 
sh o rte r  w aves a n d  to  th is  co rresponds th e  w ish th a t  th e  vo lum e n ecessary  for 
th e  u n ity  of pow er be as sm all as possible. T h e  d im in u tio n  o f d im ension  is 
accom pan ied  in e v ita b ly  b y  th e  increase  of th e  r isk  o f th e rm io n ic  g rid  em ission. 
R esearches in  th is  sense are  p u rsu e d  th ro u g h o u t th e  w orld  an d  th e re fo re  an  
e x a c t q u a n ti ta t iv e  p ro o f of th e  q u a lita tiv e  re su lts  o bserved  in  th e  second h a lf  
o f  th e  th ir tie s  seem ed to  he  n ecessary . A t f irs t , su itab le  m eth o d s o f m easu rin g  
th e  w ork  fu n c tio n  ou g h t to  be e lab o ra ted  an d  th e ir  use m u st he  le a rn t on m a te 
ria ls  o f  k n o w n  w ork  fu n c tio n . T hese stud ies a re t  he su b jec t o f th is  w ork. L a te r  
on m eth o d s o f silicizing th e  su rface  of m eta ls  used  in  g rid  m a n u fac tu re  m u st 
be e lab o ra ted  a n d  th e  w ork  fu n c tio n  o f th e  m a te ria ls  so t re a te d  m u st also he
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m easu red . F in a lly , th e  e m ittiv ity , re sp ec tiv e ly , th e  w ork  fu n c tio n  o f  th e  sili
co n -co a ted  grids m u s t be  s tu d ied  fo r th e  case w hen  em ission -active  m a te ria ls  
(b a riu m , th o riu m , b a r iu m  oxide e tc .) are e v a p o ra te d  from  th e  (oxide or th o riu m ) 
c a th o d e  to  such  g rid . T he resu lts  o f  th e se  m easu rem en ts  will be p u b lish ed  in 
la te r  papers.

O ur fu r th e r  a im  is to  o b ta in , in  o rd e r to  d im in ish  th e  th e rm io n ic  grid  
em ission , a su rface  em ittin g  as few  e lec trons as possib le a t  th e  te m p e ra tu re  
a ris in g  th ereo n . T h e  g rid  em ission w hich  is, o f course, th e  sm allest in  m a te ria ls  
o f h ig h  w ork  fu n c tio n , m ay  be ex p la in ed  b y  th e rm o e lec tro n  em ission. In  p u re  
m e ta ls , how ever, ow ing to  th e ir  h ig h  w o rk  fu n c tio n , th e  g rid  em ission a t  th e  
o p e ra tin g  te m p e ra tu re  arising  in  th e  e lec tro n  tu b e  has s till a neg lig ib ly  sm all 
v a lu e .

This em ission is, how ever, o f v e ry  considerab le  degree a n d  has a h a rm fu l 
e ffec t in  th a t  case w hen  in  o p e ra tio n  b a riu m  oxides an d  a lk a lin e  e a r th  oxides 
e v a p o ra te  from  th e  ox ide ca th o d e  to  th e  g rid  an d  ow ing to  th is  th e  w ork  fu n c 
tio n  o f  th e  grid  decreases while th e  e lec tron  em ission, i.e. th e  grid  em ission 
in c reases  co nsiderab ly .

In  th is  re g a rd , accord ing  to  th e  l i te ra tu re , ce rta in  p r im a ry  m a te ria ls  
h a v e  an  a d v an tag eo u s  effect. I t  is k n o w n , e.g., th a t  th e  B aO  film  e v a p o ra 
t in g  o n to  th e  z ircon  surface d im in ishes th e  w ork  fu n c tio n  to  a lesser degree 
th a n  if  BaO w ere e v a p o ra te d  to  tu n g s te n , m o lybdenum  or ta n ta lu m  surface  
[6]. A  decrease o f  w o rk  fu n c tio n  less b y  a b o u t 0,5 У  can  he m easu red  w hen 
B aO  se ttle s  on zircon . The p rac tica l u se  o f th is  fa c t is p o in ted  o u t e.g. b y  T s a r - 

JE V  [4].
In  th e  m a n u fa c tu r in g  of u p - to -d a te  rad io  tu b es  severa l k in d s of m a te ria ls  

a re  u sed  and  p ro p a g a te d  for th e  p u rp o se  o f d im in ish ing  th e rm io n ic  g rid  em is
sion . This th e  go ld ing  of th e  g rid  5, th e  carb o n  b lack , g ra p h ite , m e ta l carb ides 
a n d  v a rious o th e r coa tings are u sed . G enera lly , th e  su rface  p ro p e rtie s  o f  th e  grid 
m a te r ia l  i.e. th e  ro u ghness of its  su rface  is n o t in d iffe ren t in  th is  re sp ec t [6]. 
R e c e n tly  p a llad iu m  (th e  w ork fu n c tio n  o f w hich  is 4,99 eV) has also been  used 
as g rid  coating  d im in ish ing  em ission (an n o u n cem en t of th e  RCA).

I t  can be  seen from  above sa id  t h a t  th e  tech n ica l so lu tio n  of th e  p rob lem  
is fa r-flu n g  enough  an d  various p ro p e rtie s  of m a te ria ls  m u s t be  ta k e n  in to  
a c c o u n t. A ccord ing  to  experim en ts m ad e  as fa r am ong th e  e lem ents in  colum n 
4 o f  th e  periodic sy s te m  th e  s tu d y  o f  th e  p ro p ertie s  of silicon an d  silicides seem 
ed to  be  especially  prom ising .

T he w ork fu n c tio n  of th e  silicides w hich are , b y  th e  w ay , sem iconducto rs 
o f in te re s tin g  p ro p e rtie s  is n o t y e t d e te rm in ed . N or has th e  w ork  fu c tio n  of Si 
b e e n  d e te rm in ed  in  a w ay, sa tisfy in g  in  every  resp ec t. As to  th is  la t te r ,  th re e  
d a ta  a re  know n, n a m e ly  3,50 eV [9] fo r silicized tu n g s te n  su rface  3,94 eV and  
fo r  silicized m o ly b d en u m  surface 3,9 eV [10]. A ssum ing th a t  th e  w ork  fu n c tio n  
o f  Si is n ea r to  t h a t  o f C and  Ge or m a y  be in te rp o la te d  be tw een  th e m , th e
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g re a te r  v a lue  seem s to  be m ore p ro b a b le  ( th e  w ork  func tions o f ca rb o n  a n d  
germ an ium  are  4 ,39 an d  4,78, re sp ec tiv e ly )  [8, 9].

T he w ork  fu n c tio n  of p u re  Si an d  th a t  o f  th e  silicides w ill c e rta in ly  be 
m odified  w hen th e  ox idation  o f  th e  su rfaces is n o t excluded . C oncern ing  th e  
w ork  fu n c tio n  o f  th e  S i0 2 e lec tro n  o n ly  an  ea rlie r in fo rm atio n  o f m e asu rem en t 
w ith  th e  v a lu e  o f  5 eV is av a ilab le  [11].

In  te rm s o f  th e  above th e  w o rk  fu n c tio n  o f various ty p e s  o f  tu n g s te n  
w ires m a n u fa c tu red  b y  th e  United Incandescent Lam p and Electrical Company  
was d e te rm in ed  as th e  first p h ase  o f th e  p ro b lem . A lthough  in  th e  foreign  l i t e r 
a tu re  re liab le  e x a c t d a ta  are  a v a ilab le  fo r tu n g s te n , th e  re p e titio n  o f th e  
m easu rem en t w ith  hom e p ro d u c ts  seem ed to  be necessary . In d e e d , in  th e  m a n 
u fa c tu re  o f tu n g s te n , m etals o f  d iffe ren t q u a lity  an d  c ry s ta l s tru c tu re  are u sed  
an d  th e  q u estio n  is w hether th e ir  w ork  fu n c tio n s  are  also d iffe ren t.

II. The m ethod of m easurem ent and the discussion o f the results

The m easu rem en ts  of w o rk  fu n c tio n  p erfo rm ed  b y  th e  m e th o d  o f R i
c h a rd so n ’s s tra ig h t  have  th e  d e fin ite  d isa d v a n ta g e  th a t  th e y  are  n ecessarily  
m ad e  a t  h ig h er te m p e ra tu re  a n d , b esides, fo r c a rry in g  ou t o f th e  m easu rem en t 
a te m p e ra tu re  ra n g e  of a c e r ta in  m a g n itu d e  as w ell as a tim e  o f m easu rem en t 
p e rta in in g  to  th is  ran g e  are also n ecessa ry . F o r  th e  sake of accu racy  o f m easu re 
m e n t, th is  ran g e  ex tends to  a t  le a s t 100 °K . I f  we w ork  in  a sm alle r ran g e  th e  
e rro r lim it of th e  va lu e  of w ork  fu n c tio n  w ill be h igher th a n  is perm issib le . In  
all cases w here in  th e  stud ied  m a te r ia l, changes due  to  th e  in fluence  of te m p e ra 
tu re  occur, th e  m e th o d  of R ic h a rd so n ’s s tra ig h t  is n o t en tire ly  sa tis fa c to ry . T h is 
applies p a r tic u la r ly  to  th e  th in  su rface  la y e r  w hose p roperties change u n d e r th e  
in fluence  o f h e a t  tre a tm e n t on  acco u n t o f  com pound  fo rm a tio n , d iffusion , 
deso rp tio n  or o th e r  phenom ena. J u s t  fo r th is  reason  such m e th o d  is req u ired  
fo r th e  m easu rem en t o f th e  w o rk  fu n c tio n  w hich  allows th e  m easu rem en t o f th e  
m a te ria l to  he  te s te d  w ith o u t h e a tin g  i t .  F o r  th is  purpose th e  cu rve  d isp lace 
m en t m eth o d  is su itab le  to  w h ich  allusion  is m ade in  m an y  p laces in  th e  l i te 
ra tu re  in  conn ec tio n  w ith  p ro b lem s o f a s im ila r k in d . Such m easu rem en ts  h a v e  
a lread y  been  ca rried  ou t and  th e y  agree sa tis fa c to r ily  w ith  th e  m easu red  v a lu es  
o b ta in ed  b y  th e  m e th o d  of R ic h a rd so n ’s s tra ig h t. T he t re a tm e n t in  d e ta il w ill 
be  se t fo rth  in  a la te r  p u b lica tio n .

In  th e  process of ex p erim en ts  th e  m e th o d  o f R ich a rd so n ’s s tra ig h t h a d  
also been  used  in  a m odified fo rm , p a r t ly  w ith  th e  pu rpose  o f  sh o rten in g  th e  
tim e  of m easu rem en t and th u s  decreasing  to  th e  m in im um  th e  su rface  changes 
d u rin g  th e  m easu rem en t. T he m e th o d  o f fix ed  A 0 of J a n s e n  an d  L o o s -  
JE S  [12] was used , th e  conception  o f  w hich  is as follows. O f th e  th re e  c o n s ta n ts  
occurring  in  R ich a rd so n ’s e q u a tio n

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



316 . VÁCZ

gffo

k T
( i )

n a m e ly  o f A 0, dcp/dT a n d  (p0 only tw o can  b e  d e te rm in ed  b y  th e  s tra ig h t m e th o d . 
P h y sica l co n sid era tio n s m ain ly  ju s tify  t h a t  o f th e  th re e  co n stan ts  A 0 is assum ed  
to  be  a u n iv e rsa l n a tu r a l  co n stan t w h ich  is th e re fo re  id en tica l for all m a te r ia ls . 
T he v a lu e  rp0 is th e  e x tra p o la tio n  o f  a lo n g  th e  s tra ig h t  to  th e  p o in t T  =  A 0. 
A 0 a n d  cpg are r a th e r  u n c e r ta in  and f lu c tu a tin g .B e s id e s ,th e y  concern such  e x tre m e  
te m p e ra tu re  w hich co u ld  never occr in  re a li ty . I t  seem s ex ped ien t to  g ive th e  
m a g n itu d e  of th e  w o rk  function  fo r a ce rta in  te m p e ra tu re  T  J> О w hich  is 
possib le  w hen th e  v a lu e  o f A 0 is fix ed . T h is can  be m ad e  th e  m ore so as th e  A g 
va lu e  o f m eta ls  does n o t  su b s ta n tia lly  d iffer in  o rd e r o f m ag n itu d e  fro m  th e  
th e o re tic a l va lue  o f  120 А /cm2 degree2 [13]. T he f ix a tio n  o f th e  v a lu e  o f A 0 fo r 
th e  su rface  o f each  e m ittin g  m a te ria l is e q u iv a len t in  reg ard in g  th e  d iv e rs ity  
o f th e  so-called m ass c o n s ta n t A  o f th e  em ission e q u a tio n  as due ex c lu siv e ly  to  
th e  v a r ie ty  of dcp/dT. A lthough  th u s  th e  in fluence  o f th e  surface on A  is n o t 
ta k e n  in to  acco u n t, no  few er in fo rm atio n  will be o b ta in e d  th a n  b y  th e  m e th o d  
o f s tra ig h t, since th e  d a ta  of bo th  m e th o d s  can  be co n v e rted  in to  one a n o th e r .

III. The determ ination of the work function  of electrons in various kinds

T he m e asu rem en t o f w ork fu n c tio n  o f th e  v a rio u s k inds of tu n g s te n  used  
for te ch n ica l p u rp o ses  is th e  sam e p ro b lem  as th e  s tu d y  of th e  ev ap o ra tio n  of 
in g red ien ts . O f th e  v a r io u s  sorts of tu n g s te n  (T , GK, TJC, an d  K )  w ires o f  200 
m icrons in  d ia m e te r  a n d  200 m m  in  le n g th  w ere s tu d ie d  in th e  u su a l w ay , 
m o u n te d  as diodes in  a vacuum  tu b e .

C oncerning th e  tu n g s te n  wire sam p les  th e  follow ing rem arks m ay  be m ad e .
T h e  m a te ria l o f  th e  T-w ire is a tu n g s te n  o f v e ry  h igh  p u rity . I ts  c o n ta m i

n a tio n s  am o u n t to  0,001 p er cent, i.e . th e y  are  b y  an  o rd e r of m a g n itu d e  less 
th a n  th o se  of th e  o th e r  sorts of w ire. G en era lly , th e  size of th e  c ry s ta l g ra ins 
depends on te m p e ra tu re  an d  th e  d u ra tio n  o f h e a tin g  b u t  i t  does n o t a t ta in  th e  
w ire d ia m e te r  o f 200 m icrons.

T he m ean  size o f  th e  crysta l g ra in s o f  th e  UC w ire m ade w ith  in g red ien ts  
K , N a  an d  Si [14] is a few  m illim eters lo n g itu d in a lly . T he GK  w ire w as m ad e  
w ith  in g red ien ts  K , N a , Si, Fe, A1 [15] a n d  th e  m ean  size of its c ry s ta l g ra ins 
ex ten d s  to  a len g th  o f  0 —4 cm.

T he size of th e  c ry s ta l  grains o f th e  К  w ire m ad e  w ith  in g red ien ts  К  an d  
A1 is sm aller th a n  200 m icrons [15].

T he e x p e rim e n ta l tu b e  was assem b led  w ith  a g e tte r  m o u n t co n ta in in g  
zircon an d  ta n ta l  sp ira l as well as w ith  a n o rm a l io n iza tio n  m anom eter.

of tungsten
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T he s tru c tu re  of th e  ex p erim en ta l tu b e  is as follows.
T he w ire w ith  a d iam ete r o f 200 m icrons an d  le n g th  of 200 m m  w as 

p laced  in  th e  ax is  o f th e  anode cy linder to  b e  m easu red  a n d  a t  th e  sam e  tim e  
in  th a t  o f th e  b u lb . T he s tre tch in g  of th e  w ire was ensu red  b y  a tu n g s te n  
sp ring  an d  th e  conduction  b y  a soft, n ickel ta p e . T he w ires before  assem bling  
w ere su b m itte d  to  e lec tro ly tic  c lean ing  a n d  to  h e a tin g  in  H 2 a t  1700 °C.

M uch care  was given to  th e  ex ac t d e te rm in a tio n  of th e  w ire d ia m e te r  as 
in th e  m easu rem en ts  th e  w ire te m p e ra tu re  w as reg u la ted  b y  th e  e x a c t se ttin g  
of th e  f ila m e n t cu rren t. The d iam e te r w as estab lished  p a r tly  in  te rm s  o f th e  
re la tio n  b e tw een  w eight an d  d iam ete r o f th e  w ire, used  in  th e  w ork sh o p  (th e  
m ean  of 10 m easu rem en ts), p a r tly  b y  o p tica l m ethods (en larg ing  b y  500) an d  
fin a lly  b y  m eans o f a v e ry  sensible gear m icro m eter w ith  an  accu racy  o f a b o u t 
+ 0 ,5  m icrons.

T he schem e an d  th e  p ic tu re  of th e  m easu ring  se t are show n in  F ig . 1. 
T he th re e  anodes w ere p laced a t  th e  cen tre  in  th e  d irec tion  o f th e  w ire  len g th . 
T he le n g th  o f th e  anode to  be m easu red  w as 40 m m , th a t  of th e  p ro te c tin g  a n 
odes 20 m m . To p rev en t th e  increase o f te m p e ra tu re  due to  h e a t re flec tio n , th e  
anode p la te s  w ere p rov ided  w ith  holes.
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T he anodes w ere  m ade o f m o ly b d en u m  p la te s . B efore assem bling  th e y  
w ere  su b m itte d  to  chem ical c lean ing , h e a tin g  in  H 2 a t 1200 °C an d  also in  
v a c u u m  a t 1200 °C. C oncern ing  th e  g e tte r  a c tio n  o f ta n ta l  an d  zircon i t  m ay  
be  m en tio n ed  th a t  w ith  th e m  anode h e a tin g  w as possib le w ith  closed p u m p  if  
th e  anodes w ere p re v io u s ly  an n ea led  so t h a t  a t  800 °C a pression o f a b o u t 
10 _e to r r  was ach iev ed . T he re leased  gases w ere th e n  en tire ly  b o u n d  b y  th e  
t a n t a l  an d  zircon g e tte rs . T he ex p e rim en ta l tu b e  w ith  th e  p e rta in in g  u n its  w ere 
a n n e a le d  on th e  p u m p  in  an  an n ea lin g  fu rn a c e  fo r  4 —В hours a t  a b o u t 450 °C.

T he m ag n itu d e  o f  th e  v a cu u m  p ro d u ced  w as m easu red  b y  m eans o f  an  
io n iz a tio n  m a n o m e te r  p ro v id ed  w ith  an  am p lifie r an d  ava ilab le  in  com m erce . 
T h e  m an o m ete r w as c a lib ra te d  w ith  a M cL eod-m anom eter of su itab le  s e n s itiv 
i t y  (5 • 10 ~6 to rr) . T h e  com parison  gave a re su lt agreeing  in  o rder of m ag n itu d e . 
In  th e  la s t p h ase  o f  th e  m easu rem en ts  m an o m e te rs  o f th e  A lp ert sy s tem  
w ere  u sed  for th e  m e asu rem en t o f v acu u m . T h is will be re p o rte d  in  a la te r  
p u b lic a tio n . C oncern ing  th e  ab so lu te  v a lu e  o f v a c u u m  it m ay  be assum ed  th a t  
th is  w as in re a lity  b e t te r  th a n  th e  m easu red  v a lu e  o f 10 ~7 to rr . This cou ld  be  
co n c lu d ed  from  th e  fa c t  th a t  in  ce rta in  tu b e s  th e  w ork  fu n c tio n  re m a in e d  u n 
ch an g ed  even a f te r  a s ta n d s till  o f 8 —40 h ours w ith o u t th e  n ecessity  o f new  
f la sh in g  o f th e  f ila m e n t, w hich is a sign  o f e x tra o rd in a r ily  good v acu u m  ac c o rd 
in g  to  h ith e r to  p u b lic a tio n s  an d  experiences [16].

T h e  ta n ta l  a n d  z ircon  g e tte r  h a d  to  be  u sed  because th e  f in a l se tt in g  o f 
th e  w o rk  function  h a d  to  be perfo rm ed  in  a tu b e  b ased  to  c u t off, o therw ise  a 
v a c u u m  b e tte r  th a n  t h a t  o f  th e  p u m p  could  n o t h a v e  been ach ieved  in  th e  tu b e  
a n d  th is  should h a v e  le a d  to  th e  in s ta b ili ty  o f  th e  w ork  fu n c tio n  v a lu e . T he 
glow ing zircon m e ta l a n d  ta n ta l  m e ta l could  en su re  th e  ach iev em en t o f v e ry  
good v acu u m  owing to  th e  v e ry  sm all d issoc ia tio n  p ressu re  o f th e ir  com pounds.

T h e  value o f th e  em ission c u rre n t w as b e tw een  10 9 an d  10 ~3A. T he m a x 
im um  v a lu e  of th e  ap p lie d  anode v o ltag e  a m o u n te d  to  400 V.

IV. M easurem ent and control o f the wire temperature

I n  th e  m easu rem en ts  of em ission th e  w ire te m p e ra tu re  was ta k e n  from  
th e  ta b le s  of J o n e s  a n d  L a n g m u i r  [17]. T hus b y  m a in ta in in g  th e  f ila m e n t 
c u rre n t a t  an  ex ac t v a lu e  in  th e  m easu rem en t o f  c u rre n t th e  te m p e ra tu re  w as 
h e ld  a t  a  co n stan t v a lu e . T he te m p e ra tu re  w as co n tro lled  b y  m eans o f a m ic ro 
p y ro m e te r  m a n u fa c tu red  b y  th e  firm  Ribaud, w hich was ca lib ra te d  w ith  
O sram  tu n g s te n  ta p e  la m p .

V. Results o f m easurem ent

In  th e  process o f  th e  ex p erim en t i t  w as considered  to  be im p o r ta n t t h a t  
th e  degassing  tre a tm e n t on th e  p u m p  be o n ly  o f such  degree as it  was n ecessary  
for th e  ach ievem en t o f  h ig h  v acu u m  (10 ~7 to rr)  b u t  th e  im p u ritie s  in  th e  w ire

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



WORK FUNCTION OF TUNGSTEN WIRES 319

be rem o v ed  possib ly  d u rin g  th e  m easu rem en t. I t  was even  show n b y  th e  m eas
u rem en ts  how  th e  im p u ritie s  in  th e  sing le  w ires h ad  in flu en ced  th e  w ork 
fu n c tio n . In  princip le th e  te s t  h ad  to  b e  d iv ided  in to  tw o  d iffe ren t groups. In  
th e  f irs t g roup  th e  im p u ritie s  were re m o v ed  only from  th e  su rface  of th e  w ire 
w ith  th e  sh o rt flashes, in  th e  o ther th e  w ire  was p u rified  in  its  en tire  d iam etër 
b y  long  h ea tin g . T h a t th is  la t te r  c ircu m stan ce  h ad  a lre a d y  se t in  rea lly  in th e  
w ire w as evidenced b y  th e  fac t th a t  th e  fla sh  foregoing th e  m easu rem en t on ly  
q u ite  s lig h tly  affected  th e  w ork fu n c tio n . The re su lts  o f th e  in v es tig a tio n  o f 
w ork  fu n c tio n s due to  lo n g  heating  a t  2400 °K  are su m m arized  in  F ig . 2.

T h e  single p o in ts  o f  th e  figure w ere  estab lished  in  such  a w ay  th a t  th e  
w ire w as flashed  befo re  each  m easu rem en t a t  2800 °K  fo r a b o u t tw o seconds 
an d  th e n  th e  value ç>1700 «к was co m p u te d  ex ac tly  from  th e  sa tu ra tio n  cu rren t 
a t  th e  annealing  te m p e ra tu re  of 1700 °K b y  th e  m e th o d  o f fixed  A , using 
R ic h a rd so n ’s fo rm ula . A t th e  single fla sh es , i.e. a t each  m easu rem en t th e  v a l
ues o f th e  em ission c u rre n t were n o te d  as a fu n c tio n  o f tim e  (m ostly  a t ev ery  
10 seconds). The lo g a rith m  of th e  c u r re n t  values w as e x tra p o la te d  to  th e  zero 
p o in t o f th e  tim ing . W h en  th e  wire w as c o n tam in a ted , th e  e x tra p o la tio n  gave 
co n sid e rab ly  h igher s a tu ra tio n  c u rre n t value th a n  m easu red  20-Í-30 seconds 
a fte r  th e  flash . W ith  th e  progress o f  th e  w ire p u rif ic a tio n  th e  e x tra p o la tio n  
follow ing th e  flash  h a d  less and  less im p o rta n c e , as has a lre a d y  been  m en tioned .

As can be seen fro m  Fig. 2 fo r each  ty p e  o f w ire w ith o u t exception  th e  
va lu e  o f  th e  w ork fu n c tio n  decreases in  fu n c tio n  of th e  an n ea lin g  tim e . Som e
tim es th is  decrease o f  th e  w ork fu n c tio n  sets in on ly  a f te r  a longer period. F o r
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f ila m e n ts  tre a te d  d u r in g  th e  p u m p in g  a t  th e  re la tiv e ly  low  te m p e ra tu re  o f  
1800 °K , th e  firs t m ea su re m e n t gave sm all w ork fu n c tio n . T he reason  for th is  
c a n  b e  sought for p ro b a b ly  in  th e  a lk a li m eta l in g red ien ts  ad d e d  in te n tio n a lly  
in  th e  m an u fac tu re  o f  tu n g s te n . T his decrease o f th e  w ork  fu n c tio n  could b e  
o b se rv ed  only for som e m in u tes  d u rin g  th e  h e a tin g  a t  2400 °C an d  on fu r th e r  
h e a tin g  th e  w ork fu n c tio n  increased . T he d e ta iled  s tu d y  o f th is  phenom enon  
re q u ire s  fu rth e r in v e s tig a tio n .

In  connection w ith  th e  in te rp re ta t io n  of th e  re su lts  o f m easu rem en t th e  
fo llow ing  question arises  supposed  th a t  th e  flash  purifies th e  su rface  w hy th e  
w o rk  function  of th e  m ean  su rface  o f p u re  tu n g s te n  does n o t  se t in  on th e  
in flu en ce  of th e  f la sh , in d e p e n d e n tly  of th e  d u ra tio n  o f h e a tin g  a t  2400 °K . 
T h e  reaso n  for th is  is p ro b a b ly  th a t  no en tire ly  p u re  tu n g s te n  su rface can be  
d ev e lo p ed  b y  flash , a t  le a s t while th e  level of im p u ritie s  in  th e  w ire is h igh. I f  
th is  w ere possible th e  process of long  h ea tin g  w ould becam e u nnecessary  a n d  
i t  w o u ld  be enough to  d e te rm in e  th e  ch a rac te ris tic  s a tu ra t io n  c u rre n t of p u re  
tu n g s te n  b y  m eans o f  lo g a rith m ic  e x tra p o la tio n  a f te r  th e  flash .

T h e  te m p e ra tu re  o f  long h e a tin g  was e s tab lish ed  a t  2400 °K  for th e  
re a so n  th a t  th e  processes shou ld  n o t p roceed  too  fa s t an d  co idd  be s tu d ied  well, 
f u r th e r  th a t  th e  e v a p o ra tio n  o f tu n g s te n  should  rem ain  below  th e  erro r lim it 
o f  th e  m easurem ents. I t  can  clearly  b e  seen from  th e  d iag ram  th a t  th e  w ork 
fu n c tio n  of th e  GK  ty p e  tu n g s te n  w ire w ith  large c ry s ta l g ra in  size in  th e  f irs t  
100 h o u rs  of th e  p rocess o f p u rify in g  is less th a n  th a t  o f  each  m ic ro c ry sta l 
v a r ia n t .  In  th e  d iag ram  th e  overall v a r ia tio n  of tw o  tu b e s  m ad e  o f th e  sam e GK  
w ire  is show n (tubes N o. 25  an d  30). T h is is com pleted  b y  th e  d a ta  o f tw o o th e r 
tu b e s  also m ade of th e  sam e  w ire, show n on th e  r ig h t side o f  th e  d iag ram . These 
l a t t e r  tw o  tubes w ere h e a te d  n o t a t  u n ifo rm  te m p e ra tu re  w ith  th e  o thers b u t  
fo r  som e hours also a t  a te m p e ra tu re  exceeding 2400 °K . I f  we convert th e  
h e a tin g  a t higher te m p e ra tu re  in te rm s  o f iden tica l e v a p o ra tio n  of tu n g s te n , 
e .g . so th a t  it  be 2600 °K  w here th e  ev ap o ra tio n  of tu n g s te n  is tw e n ty  tim es 
h ig h e r  th a n  a t 2400 °K , th e n  a h e a tin g  a t  2400 °K  fo r 20 h ours corresponds to  
t h a t  a t  2600 °K  for an  h o u r . T hus th e  h ea tin g  tim e  o f th e  tu b e  No. 1 is 420 
h o u rs  a n d  th a t  of N o. 30 is 200 ho u rs . T he m easu rem en t d a ta  o b ta in ed  th u s  
w ell con firm  th e  m easu red  d a ta  o f th e  fo rm er tw o GK  tu b e s .

T h e  largest w ork  fu n c tio n  is th a t  o f th e  UC ty p e , th e n  follows in decreas
in g  o rd e r  th e  tu n g s te n s  o f  К  an d  T  ty p e . T he d iag ram  also show s th e  re la tiv e  
a c c u ra c y  of th e  single m easu rem en ts  a n d  th is  agrees, a f te r  a h e a tin g  tim e  o f 
a b o u t  10 hours, r a th e r  w ell w ith  th e  u n c e r ta in ty  due to  th e  e s tab lish m en t o f 
te m p e ra tu re  am o u n tin g  to  ^ 0 ,0 0 5  V.

T h e  single w ork  fu n c tio n s  are  g iven  in  th e  d iag ram , as i t  has been  m en tio n 
e d , a t  1700 °K , c o rre c ted  to  zero fie ld  s tre n g th  w ith  re g a rd  to  th e  S ch o ttk y  
e ffe c t. T h e  lite ra tu re , h o w ev e r, g en e ra lly  co n ta in s  v a lu es  e x tra p o la te d  to  
a b so lu te  zero g rade. F o r  co m p ariso n ’s sake o u r v a lu es  c o m p u te d  e x a c tly
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w ere also e x tra p o la te d  fo r T  =  0. T he e x tra p o la tio n  w as ca rried  o u t b y  
m eans of values d  <p/dT o b ta in e d  from  th e  w ork  fu n c tio n s  qoT m easu red  
a t  severa l te m p e ra tu re s . (The values o f dcp/dT o u g h t to  be u n d ers to o d  w ith  
th e  a ssum ption  o f A  0 =  120). F o r th e  d e te rm in a tio n  o f an  in te rv a l o f re la tiv e ly  
n o t v e ry  h igh  te m p e ra tu re , th a t  o f 1600 to  1850 °K  w as ava ilab le . Ow ing to  
th e  re la tiv e ly  h ig h  em ission, a t  a te m p e ra tu re  h ig h er th a n  th is  a ch arg e  
in fluencing  th e  m easu rem en t a p p ea red  on th e  glass w all o f th e  b u lb .

The u n c e r ta in ty  o f  i 0,005 V o f th e  w ork  fu n c tio n  a t  a te m p e ra tu re  d if
ference of 250 °K  m eans an  e rro r of ^ 5 ,6  • 10 -5 V /degree in  th e  d e te rm in a tio n

1550 WO 1650 W 0 1750 1800 1850 1900 T [°K]  

Fig. 3

o f dcp/dT. A ccord ing  to  d a ta  ava ilab le  th e  te m p e ra tu re  coefficien t of th e  w ork  
fu n c tio n  of p u re  tu n g s te n  is 6 • 10 ~6 V /degree, i.e. a p p ro x im a te ly  th e  h a lf  o f 
th e  m easuring  e rro r w hich  m u st be ta k e n  in to  acco u n t d u rin g  tw o m easu re 
m en ts . In  o rder to  o b ta in  an  accep tab le  re su lt m a n y  values of w ork  fu n c tio n s 
m u st be d e te rm in ed  a t  vario u s te m p e ra tu re s . As a re su lt for th e  dcp/dT v a lu e  
of GK  w ires (6 i  3) • 10 ~5 V /degree was o b ta in ed  (F ig . 3).

F o r th e  o th e r  ty p e s  o f tu n g s te n  th e  m easu rem en ts  gave resu lts  o f th e  
sam e o rder of m a g n itu d e .

A pply ing  th e  ab o v e  v a lu e  of dcp/dT for all so rts  o f tu n g s te n  to  th e  e x t r a 
p o la tio n  of срт fo r T  =  0 ,  accord ing  to  th e  re la tio n

9V=o =  9̂ 1750°к 0,105 0,052 (2)

a fte r  h ea tin g  a t  2400 °K  fo r 100 hours th e  re su lts  show n in  T ab le  I  are  o b ta in e d .
T he w ork  fu n c tio n  o f th e  T  w ire agrees w ell w ith  th e  va lu e  given in  th e  

l i te ra tu re  for p u re  tu n g s te n  as th e  T  w ire is c o n ta m in a te d  lea s t o f all. The w o rk  
fu n c tio n  of th e  G K  w ire is, how ever, b y  ab o u t 0,1 V sm aller th a n  th is  v a lu e . I t
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ag rees , in  tu rn , w ith  th e  v alue  of th e  w ork  fu nc tion  g iven  for th e  tu n g s te n  
m o n o c ry s ta l know n fro m  th e  l i te ra tu re  [18].

As to  th e  a b so lu te  accu racy  o f th e  m easu rem en t o f w ork  fu n c tio n , tw o 
e r ro r  sources m ust p a r tic u la r ly  be ta k e n  in to  co n sid era tio n . T he f irs t  o f th em  
is th e  in fo rm ation  o b ta in e d  b y  m eans o f  th e  d isap p earin g -filam en t op tical

T able I

Types of wire f T = 0  [eV]

GK 4,42 +  0,04

T 4,52 +  0,04

К 4 ,5 7 + 0 ,0 4

UC 4,62 +  0,04

m icro p y ro m eter, a llow ing  to  es tab lish  to  w h a t e x te n t th e  re la tio n  betw een  
c u r re n t  d ensity  flow ing  across th e  w ire a n d  w ire te m p e ra tu re  given in  th e  ta b le  
o f  L an g m u ir can be ap p lie d  to  th e  tu n g s te n  ty p es s tu d ied . T he second erro r 
so u rce  is in th e  m easu rem en t of d ia m e te r  o f th e  w ire u n d e r te s t  w hich is neces
s a ry  fo r th e  d e te rm in a tio n  of cu rren t d e n s ity . O f th e  tw o e rro r sources th e  e rro r 
in  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  w ire d ia m e te r  is m ore essen tia l. In  case o f th e  wires 
w ith  a d iam ete r of 200 m icrons used  b y  u s , th is  m eans th a t  an  e rro r o f 1 m icron 
in  d ia m e te r  corresponds to  a d ifference o f  a b o u t 8° in  te m p e ra tu re . T he co n v er
sion  o f  th ese  8 grades to  th e  v alue  of срт g ives 0,022 Y in  th e  m easu rem en t range  
u sed  b y  us. C onsequen tly , w ith  th e  b a lan ce  of th e  d iam e te r e rro r th e  d a ta  of 
T ab le  I  are real.

W ith  th e  m ore e x a c t d e te rm in a tio n  o f th e  possible erro rs th e  fu tu re  ta sk  
is to  in te rp rè te  th e  re la tiv e ly  sm all w ork  fu n c tio n  o f th e  GK  tu n g s te n  w ire. I t  is 
n o t  excluded  th a t  th e  w o rk  function  o f  th e  wire m ade o f m o n o cry sta l differs 
f ro m  th a t  of th e  p o ly c ry s ta llin e  one. O w ing to  th e  d raw ing  o f th e  w ire o th e r 
c ry s ta l faces come to  th e  surface or th e se  c ry s ta l faces are  a t  th e  su rface  in 
o th e r  p roportions to  each  o th e r in th e  m o n o cry s ta l an d  p o ly c ry s ta l w ires. The 
w ires used  in our s tu d ie s  w ere su b m itte d  to  e lec tro litic  e tch in g  as u su a l in  th e  
in d u s try  and  su b se q u e n tly  to  h ea tin g  a t  1700 °C. H ereb y  th e  sm oo thness of 
th e  su rface  becam e u n ifo rm  to  a ce rta in  e x te n t , how ever, th e  d iffe ren t e tch ing  
b e h a v io u r , of th e  su rface  o f  p o ly c ry s ta ls  a n d  m onocrysta ls  m u s t be ta k e n  in to  
co n sid e ra tio n .

Since th e  in v es tig a tio n s  described  above  are fo rm ing  an  in te g ra l w hole, it 
w o u ld  b re a k  up th e  u n i ty  o f th is  p a p e r  a n d  m ake i t  to o  le n g th y , i f  we w ould 
p re se n t th e  results o f o u r  fu r th e r  in v e s tig a tio n s , th e  su m m a ry  of w hich we give 
h e re u n d e r .

In  th e  course o f im p ro v in g  our in v es tig a tio n s , a n o th e r m e th o d  for th e  
m e a su re m e n t of th e  w o rk  fu n c tio n  w as developed  as well: i.e. th e  m e th o d  of
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th e  d isp lacem en t o f th e  c h a ra c te ris tic s , in  o rd e r to  avo id  th e  change of th e  in 
v e s tig a te d  surface d u rin g  th e  m e a su re m e n ts . T he w ork  fu n c tio n  of p u re  a n d  
silicized tu n g s te n  su rfaces an d  su rfaces  co a ted  b y  e v a p o ra tio n  w ith  b a riu m  p lus 
b a r iu m  oxide was m easu red  b y  th is  m e th o d .

T hese  m easu rem en ts  con firm ed  o u r concep tion  in a sm u c h  as i t  could  be  
s ta te d  t h a t  th e  w ork  fu n c tio n  of th e  tu n g s te n  w ith  silicized  su rface  is g re a te r  
th a n  t h a t  o f th e  p u re  tu n g s te n  su rface , fu r th e r  th a t  th e  w o rk  fu n c tio n  o f th e  
silicized tu n g s te n  su rface  coa ted  b y  e v a p o ra tio n  w ith  b a r iu m  oxide is g re a te r  
th a n  t h a t  o f th e  p u re  tu n g s te n  su rface  co a ted  b y  e v a p o ra tio n  w ith  b a riu m  a n d  
b a r iu m  oxide.

T h e  descrip tion  o f  th ese  s tu d ie s  w ill be m ade in  tw o  su b seq u en t p u b li
ca tio n s.
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D ie  A ustrittsarbeit von  m it v ersch ied en en  Z u sätzen  h erg este llten  W olfram drähten .
U m  die zweckentsprechenden E igenschaften  der E lektronenröhren sicherzustellen, erwies es 
sich als notw endig, die A ustrittsarbeit von versch iedenen W erkstoffen, G lühkathoden us w. zu bes
tim m en. D ie  A ustrittsarbeit von  vier, m it versch iedenen Zusätzen hergestellten  W olfram drähten  
wurde in Abhängigkeit von  der Glühzeit der D rähte gem essen. A uf Grund der M essungen wurde 
festgeste llt, daß die M öglichkeit der B estim m ung der wahren A ustrittsarbeit vom  Verschwinden  
(Verdam pfen) der im W olfram grundstoff ursprünglich vorhandenen und der für Erzielung der 
W olfram eigenschaften absichtlich zugesetzten  frem den Verunreinigungen abhängt. D ie A b
w eichung der A ustrittsarbeit von  den im  Schrifttum  m itgeteilten  A ngaben hängt daher n icht  
nur vom  Erscheinen der aus dem  Vakuum  adsorbierten Gasschicht auf der W olfram oberfläche 
ab, sondern darüber hinaus noch von den aus dem  Innern des W olfram drahts herausdiffun
dierenden, auf der Oberfläche des W olfram drahts erscheinenden frem den Stoffen. W ährend  
der M essungen konnte festgestellt werden, daß  die endgültigen W erte der A ustrittsarbeit nach  
verschieden langer Zeit der Verdam pfung der verschiedenen Verunreinigungen sich einstellen.
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L e travail de sortie  d es f ils  de tu n g stèn e  fabriqués avec  d ifféren ts additifs. Pour assurer 
certaines caractéristiques des tubes électroniques, il a été nécessaire de déterm iner le travail 
de sortie de différentes m atières, de cathodes incandescentes, etc. L ’auteur a mesuré, en  
fonction  du tem ps d’incandescence des fils , le travail de sortie de quatre fils de tungstène  
fabriqués avec des add itifs de com position différente. Les m esures ont m ontré que la 
déterm inabilité du travail de sortie correct dépend de la disparition (évaporation) des 
m atières étrangères présentes dès le début dans la m atière de base, et des im puretés qui 
y  o n t été introduites en vu e  d’obtenir certaines qualités du fil de tungstène. L’écart entre 
le trava il de sortie et les valeurs publiées ne dépend donc pas seulem ent de l’apparition, à la 
surface du tungstène, de couches gazeuses adsorbées de l ’enceinte à v ide, m ais aussi des m ati
ères étrangères se d iffusant de l’intérieur du tun gstène et apparaissant à la surface du fil. Les 
m esures ont permis de constater que les valeurs défin itives du travail de sortie sont a ttein tes  
après évaporation des différentes im puretés à des tem ps divers.

Работы выхода вольфрамовых проволок, изготовленных с использованием раз
личных добавок (И. Вац). В интересах получения соответствующих свойств электронных 
деталей стало необходимым определить работу выхода различных материалов, нагрева
тельных катодов и т. д. Измерена работа выхода вольфрамовых проволок, изготовленных 
при использовании добавок четырех различных составов, в функции нагрева проволок. 
На основе измерений можно было установить, что определимость коррективных значений 
выхода вольфрамовых проволок зависит от исчезновения (испарения) посторонних при
месей, внесенных намеренно для достижения вольфрамовых свойств и первоначально 
присутствовавших в исходном материале вольфрама. Следовательно, отклонение значе
ния работы выхода, от указанного в технической литературе, зависит не только от появ
ления на поверхности вольфрама слоев газа, адсорбировавшихся из вакуумного простран
ства, но, кроме того, также от посторонних веществ, появляющихся на поверхности 
вольфрамовой проволоки и диффундирующихся из внутренних частей самой вольфра
мовой проволоки. Во время измерений было установлено, что окончательные значения 
работы выхода устанавливаются только после испарения различных примесей после 
различных промежутков времени.
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DIREKTE ZERLEGUNG VON POLYNOMEN 
IN HURWITZSCHE UND ANTIHURWITZSCHE 

KOMPONENTEN

T. F R E Y
R E C H E N Z E N T R U M  D E R  U N G A R I S C H E N  A K A D E M I E  D E R  W I S S E N S C H A F T E N , B U D A P E S T  

[Eingegangen am  11. Januar, 1966]

B ei der D im ensionierung von Filtern is t  die m ühevollste Teilaufgabe die sehr genaue  
Zerlegung des aus dem  Q uadrat der unabhängigen  Veränderlichen geb ildeten  Polynom s m it  
reellen K oeffizienten in die sogenannte H u rw itz-K om ponente, welche das P rodukt der zu den  
W urzeln m it negativem  reellen Teil gehörigen W urzelfaktoren enthält und in die sogenannte  
A nti-H urw itz-K om ponente, welche das P ro d u k t der übrigen W urzelfaktoren enthält. D ie  
B estim m ung des ganzen System s der W urzeln sam m elt v iel überflüssige Inform ation und b e 
n ötig t daher zuviel Arbeit. Der Aufsatz g ib t e in e v ie l wirkungsvollere Perturbationsm ethode  
für die Lösung der A ufgabe an, die ohne B estim m u n g  der Wurzeln direkt die Zerlegung durch
führt und deren G enauigkeit dem Zweck entsprechend geändert werden kann.

I

D ie In fo rm a tio n sü b e rtrag u n g  d u rc h  m ehrere  K anäle  b e n ö tig t seh r v iele  
F ilte r . A lle V ersionen d er schw eren A rb e it  d e r P lan u n g  bzw . B erech n u n g  v o n  
F ilte rn  b en ü tzen  das Polynom

R M  = (-1 )np°-n + r,n- 2p 2n~2 + r2n_iP»-* + ... +
+  GP2 +  r0

m it ree llen  K oeffiz ien ten  und  n ic h tn e g a tiv e m  r 0 soll in  das P ro d u k t eines sog. 
»H urw itzschen« u n d  eines sog. »A ntihurw itzschen«  F ak to rs  fa k to r is ie r t  w erd en . 
D ie G leichung R 2n (p) =  0 besitz t n ä m lic h  m it der W urzel p  =  x  -\- jß  au ch  
die N u llste lle  —p  =  —x  — jß  (da R 2n n u r  v o n  p 2 ab h än g t), fe rn e r  die N u lls te l
len  p  — ос — jß  u n d  — p  =  —X -f- j ß  (d a  R 2n m it reellen K o effiz ien ten  a u f 
g eb au t is t). B esitz t also R 2n keine re in  im ag in ä ren  N ullste llen , so n e n n t m an  
das P o lynom  (s - f -  2s’ =  n):

H n( p )  =  T I  (p  +  xk) ■ f l  ( P  +  «i — jß i) (P  +  «i + jß i )  =
k = 1  i = l

m it

=  T I  ( p  +  « * )  • / 7  ( p ' ! +  2 * / p  +  +  ß f )
k = 1 1=1

oCfc О I к  — 1} 2, . . . ; s 9 cĉ  0 •) Z —— 1} 2, . . ., s ?

M p ) =  ( -  ip  • П ( P  -  “*) ' / / №  -  2 x ' P  +  x ‘ +  W

(2)

k=* 1 1=1
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die A n tih u rw itzsch e  K o m p o n en te  von  R 2n (p ). B e s itz t n u n  R 2n (p ) au ch  re in  
im ag in ä re  N u llste llen , so b ilden  diese d o p p e lte  W u rze lp aare . In  diesem  F a lle  
k a n n  m an  diese W u rze ln  m it H ilfe eines E u k lid isch en  A lgo rithm us elim in ieren . 
W ir se tzen  also im  fo lgenden  vo raus, d a ß  R 2n k eine  re in  im ag inären  N u ll
s te llen  besitz t.

F rü h e r fa k to r is ie r te  m an (1) in  ein  P ro d u k t H  ■ A  so, daß  m an n u m erisch  
alle W urzeln  von  (1) b e rech n e te . N euere V erfah ren  h a b e n  Ite ra tio n sfo lg en  fü r  
unend liche  M atrizen  ang ew en d et (s. z. B . [1], [4], [2]). E ine  solche R ech n u n g  
is t jed o ch  schon seh r ze itrau b en d , falls n g roß  is t, u n d  noch  m ehr, w enn  die 
W u rze lg ruppen  v o n  (1) e inander n ah e  liegen , u n d  m an  H  und  A  m it e in er 
g roßen  G enauigkeit b e n ö tig t. P rak tisch  is t dies im m er d e r Fall bei der P la n u n g  
v o n  k o m pliz ie rten  F ilte rn .

Jed o ch  sam m elt m an  viel m ehr In fo rm a tio n  als es no tw end ig  w äre, falls 
m an  alle W urzeln  v o n  (1) au fsuch t, u m  d ie  F a k to r is a tio n  R 2n =  H n ■ A n a n 
zugeben . E bendesw egen  lieg t es nahe , e inen  d irek ten  W eg fü r diese A ufgabe  
zu geben , um  m it d em  R echenaufw and  zu  sp a ren . M. U z s o k i  h a t ein so lches, 
d irek tes  V erfahren  a u fg e b a u t, welches d ie  T a tsa c h e  b e n ü tz t ,  daß  diese F a k to r i 
sa tio n  eben den in v e rse n  A lgorithm us des b e k a n n te n  G raeffeschen V erfah ren s 
b e d e u te t. Diese E rg eb n isse  w erden in d er D isse rta tio n  von  U z s o k i  p u b liz ie rt. 
W ir geben h ier u n te n  e inen  anderen  A lg o rith m u s fü r  diese A ufgabe an , d er sich  
fü r  R ec h e n a u to m a ten  e ignet u n d  der den  G ru n d g ed an k en  eines N ew tonschen  
V erfahrens (s. z. B. [3]) vera llgem einert u n d  b e n ü tz t.

I I

D ie R ela tio n  (2) ze ig t, daß  das H u rw itz sch e  P o ly n o m

H „ ( p )  =  P n  +  a n - i P n ~ 1 +  • ■ • +  a 2 p 2 +  a ^ p  +  a 0 ( 4 )

n u r  reelle , n ic h tn e g a tiv e  K oeffiz ien ten  b e s itz t . D a w e ite r  die W urzeln  v o n  
A n (p) sogar die N u lls te llen  von H n (p ) — m u ltip liz ie rt m it (—1) — sin d , so 
fo lg t, daß  A  die F o rm

A n ( p )  =  ( — l ) nPn ±  • • • +  ачP2 — « iP  +  a 0

b esitz t.

M an k an n  so m it ein  N ew ton -R ap h so n sch es V erfah ren  bzw. die V e ra ll
gem einerung  dieses V erfah ren s (s. [5]) b e n ü tz e n , um  diese F a k to risa tio n  a n z u 
geben . Es bezeichne also  P2n (p ) ein solches P o ly n o m , fü r  welches m an  die 
gesu ch te  F a k to r isa tio n  PPl) • A (1) schon k e n n t, u n d  w elches n ich t w eit von  R 2n 
s te h t .  (R 2n is t o ft in  e in e r gestö rten  F o rm

R2n =  H(»-AV +  e*Q(p*) ( 6 )
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angegeben ; w enn es n ich t so is t, k a n n  m an  f f w belieb ig , z. B . in  der F o rm

H (1J =  p n -f- р п~г +  • ■ • +  p 2 +  p  +  1 U )

an n eh m en , um  P2n (p) anzugeben). B e tra c h te n  w ir n u n  die F a k to r is a tio n  eines 
p a ra m e te rab h än g ig en  Polynom s

B ildet m an  h ie r die A b le itu n g en , b ezeichnet fe rn er den  S p a lte n v e k to r, 
g eb ild e t m it den K oeffiz ien ten  v o n  H n (p; t) du rch  h(t), den jen igen  aber, geb il
d e t m it den K oeffiz ien ten  von  R 2n (p ) — P2n (p) — den w ir als ein P o lynom  von  
p -  b e tra c h te n  — d u rch  A, so e rg ib t sich aus (10) das D iffe ren tia lg le ich u n g s
sy s te m

S 2n ( P i  t )  =  P 2 n { p )  +  2  t  [ R > n ( p )  —  P 2 n ( p ) ] ( 8 )

in  das P ro d u k t H n (p; t) • A n (p ; t). E s sei denn

H n ( p  ; t ) = p n +  1 ( 0  P n 1 +  a n —2( t )  P n  2 +

+  • • • +  a2(t) p 2 +  a^t) p  +  o0(t)
( 9 )

bzw .

M p  ; t) =  ( -1  )np n -  ( -  1)" an—i(t ) p n~ 1 ±  • • • +
+  o2 (i)p2 — a i  { t ) p  +  «o(0-

E s g ilt n u n  h ier (p ; °) --- P2n (p), folglich

H n(p;  0) « H » X p ) ;  Ä n( p ; 0 ) ^ A V ( p ) ,
fe rn e r

d. h.

is t  die gesuchte  Z erlegung von R 2n. D a n u n

S 2n( p  ; t )  =  H n(p ;  t )  ■ A n(p  ; t ) ,

so g ilt auch

( П )

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



328 T. FREY

da (10) eine K o n g ru en z  in  p  is t, d .h .  die K oeffiz ien ten  von  p  ‘ in  dS/dt bzw . in

3 H
dt

A  +  H
3 A  
dt

fü r  к — ln  — 2, 2n — 4 , .  . 4, 2, 0 e in a n d e r gleich sind . H (h) is t  in  (11) die
b e k a n n te  H urw itzsche  M a trix  (w oraus gleich fo lg t, d aß  H  n ich t s in g u lä r is t, 
w enn  R  bzw . P  keine re in  im ag in ä ren  N u llste llen  b e s itz t bzw . diese w ir schon 
e lim in ie rt haben , d a  die H urw itzsch e  M a trix  eines H u rw itzsch en  P o lynom s 
eine s tren g  positive  D e te rm in a n te  h a t) :

7 /(h ) =

—1 ( 0 1 0 0 0 0

- « n - з(г) a ;!_ 2(f) — an-i(t) 1 0 0

- « l ( í ) «•>(*) — ° з ( 0 « 4 ( 0 — 1

0 « о ( 0 — « i ( 0 a 2(t) ■ ■ ■ an—3 an—2

О

0 0 « о ( 0 • • • an—5 «H-4

1 О
 

• 
•

0 0 0 0
« o ( 0

U m  also H n (p ) an zu g eb en , soll m an  die D iffe ren tia lg le ichung  (11) von 
t =  0 (h(0) is t h ier d u rc h  d efin ie rt) b is t =  1/2 n u m erisch  in teg rie ren .

Die p rak tisch e  D u rch fü h ru n g  d er n u m erisch en  In te g ra tio n  von (11) ist 
n ic h t le ich t, da m an  (11) in  der F orm

—  =  H  ](h) Л (13)
dt

b e tra c h te t ,  un d 11 im  allgem einen  sch lech t k o n d itio n ie rt is t, fe rner da  m an  
h ( l /2 )  m it vielen p ü n k tlic h e n  D ezim alste llen  b e n ö tig t. E b e n  desw egen b e n ü tz t  
m an  den  folgenden n u m erisch en  A lg o rith m u s: Die n u m erisch e  In te g ra tio n  von  
(13) fü h ren  w ir m it H ilfe  des R u n g e -K u tta sc h e n  A lgo rithm us m it au to m a tisch  
g ew äh lte r S ch rittw e ite  au s ; w ir h ab en  jed o ch  in  [6] eine v e rb esse rte  V a rian te  
dieses A lgorithm us an gegeben , der in  dem  b e tra c h te te n  F a ll seh r g ü n stig  u n d  
au c h  d a n n  b ra u c h b a r is t ,  w enn  11(h) fü r  eine Z w ischenstelle  £ (0; 1/2) s in g u lä r 
w äre . D ie F eh lerg renze  is t du rch  die G enau igke it von  I I  1 angegeben. I I  is t 
n äm lich  in  den p ra k tisc h e n  F ä llen  so sch lech t k o n d itio n ie r t, d aß  m an  m it 
H ilfe  des G außschen E lim in a tio n sa lg o rith m u s — d u rc h g e fü h rt m it 12 D ezim al-
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s te llen  —- die E lem en te  von  / /  1 n u r  m it 1 — 2 genauen  D ezim alste llen  b ek o m m t. 
D ie so gew onnene N äh eru n g  von  ZZ“1 sei d u rch  / /  1 b eze ich n e t. / /  1 • ZZ =  К  
lieg t also genug w eit von der E in h e itsm a tr ix , ist jedoch  b e re its  g u t k o n d itio 
n ie r t. W endet m an  also den G außschen  A lgorithm us fü r  К  an , so b e k o m m t 
m an  ZÍ i =  И  1 / ,  m it 8 —10 g enauen  D ezim alstellen . S om it e rg ib t end lich
das P ro d u k t Zt 1 • ZZ-1 die gesuch te  In v e rse  ZZ_1 m it 5 — 6 genauen  D ez im al
ste llen . D ad u rch  ist auch  die G en au ig k e it des R u n g e -K u tta -A lg o rith m u s c h a 
ra k te r is ie r t . (M an b ra u c h t dazu  2 — 5 S c h ritte .)  Som it e rg ib t sich  h ( l/2 ) , d . h . 
H n(p) auch  n u r  m it 5 — 6 D ezim alste llen .

M it H ilfe des so gew onnenen N äherungspo lynom s H n (p ; 1/2) bzw . 
A n (p ; 1/2) b au en  w ir ein P^n =  H n (p ; 1/2) ■ A n (p; 1/2) auf. D a ab er H n (p ;  1/2) 
b e re its  sehr n ah e  H n (p) lieg t, b en ü tz e n  w ir h ier eine d o p p e lt-g en au e  A rith m e 
t ik ,  fe rn er zu r V erfeinerung  von  H n (p ; 1/2) die sog. m od ifiz ie rte  N ew ton- 
R ap hson-M ethode ; w ir a rb e iten  n äm lich  in  den w eiteren  S c h ritte n  m it der 
f ix ie r te n  In v ersen  ZZ-i (h (l/2 )) , w elche w ir bei dem  le tz te re n  R u n g e -K u tta -  
S c h r it t  b e rech n e t h ab en . Es b eze ich n e t also d (,) den K oeffiz ien ten -V ek to r d er 
D ifferenz R 2n (p ) — P^n (p). So e rg ib t sich

u n d

d h a) =  ZZ“ 1 h
' 1

2 ,
(14)

h <2) =  h  (1 /2) +  d h ° ) .

D as Po lynom  H geb ildet m it H ilfe  v o n  h (2') w ird ebenso v iele  neue  gen au e  
D ezim alste llen  h ab en , wie genau  ZZ-1 (h (l/2 )) is t. G enügt diese G enau igke it uns 
n och  n ich t, so können  wir

u n d
P®  =  Ht*>-A<*>, A(2)

d h (2) =  I I 1 h Í - 1 1U J J
• Д(2). —  

2
(15)

bzw . =  h (2̂  -j- dh*“> berechnen , w o d u rch  w ir w ieder neue  genaue D ez im al
ste llen  in  bekom m en , usf.
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D irect D eco m p o sit io n  o f  P o lyn om ia ls in to  H u rw itz  and A n t i-H u rw itz C om ponents.
In  the dimensioning of filters , the m ost tedious task  is the very accurate decom position o f the  
polynom ial w ith real coeffic ien ts into the so-called H urwitz com ponent, which contains th e  
product of the root factors belonging to the roots w ith  negative real parts and into the so- 
called anti-H urwitz com ponent, containing the product o f the other root factors. The deter
m ination  of the com plete sy stem  o f roots accum ulates m uch superfluous inform ation and there
fore it  is too cum bersom e. T he paper presents a far more efficient perturbation m ethod for 
the solution of the problem , b y  which the decom position is carried out w ithout determ ination  
o f the roots, and the accuracy o f which can be varied  according to requirem ents.

D ecom p osition  d irecte  des p o lyn ôm es en  com p osan tes H u rw itz  et a n ti-H u rw itz .
A u dim ensionnem ent des filtres , le problème ex igeant le plus de travail est la décom position  
de grande exactitude du polyn ôm e à coefficients réels form é par le carré de la  variable ind ép en
dante, d ’une part en com posantes de H urwitz contenant le produit des facteurs radicaux  
appartenant aux racines à parties réelles négatives e t d ’autre part en com posantes anti-H ur
w itz contenant le produit du  reste des facteurs radicaux. La déterm ination du systèm e com plet 
des racines réunit beaucoup d’inform ations superflues et pour cette  raison, elle est trop lab o
rieuse. L’étude présente u n e m éthode de perturbation beaucoup plus efficace pour la so lution  
du problèm e, m éthode qui effectue la décom position directem ent, sans déterm ination des 
racines, et dont la précision  peu t être m odifiée selon les besoins.

Непосредственное разложение полиномов на компоненты и антикомпоненты Гур- 
вица( Т.Фрей).При расчете фильтров наиболее трудоемкой частной задачей является очень 
точное разложение полинома с действительными коэффициентами, образованного из квад
рата независимой переменной, на т. н. компоненты Гурвица, содержащие произведение коэф
фициентов корней, действительных для корней с отрицательной действительной частью, и 
антикомпоненты Гурвица, содержащие произведение остальных коэффициентов корней. 
Определение полной системы корней дает много лишних информаций и поэтому является 
очень трудоемким. В работе излагается более эффективный пертурбационный метод реше
ния задачи, при котором без определения корней разложение производится непосред
ственно, и точность этого метода можно выбирать в зависимости от требуемой точности.
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Slag crust phenom ena observed in  th e  course of pulverized coal firing cause diverse 
heat conductivity (heat insulation) characteristics, whereby in  order to im prove furnace cham 
ber calculations, determ ination of the slag  heat conductivity coefficient by m easurem ents 
im m ediately at the location  o f origin appeared to be indispensable. As a m easuring instrum ent 
the heat flow  m ater used b y  the Ijm uiden International F lam e Research A ssociation experi
m ental station was em ployed , calculations involved  the Soviet “ calorim eter” principle, and 
the first experim ents m ade use of a 5 kg/h  o u tp u t sm all-size pulverized coal firing installation . 
This m ethod can be d irectly  applied for determ ining the heating surface load figures o f opera
tional pulverized coal firing  under either clean or slagged conditions, and to facilitate the  
understanding of cinder sheet characteristics.

O f th e  ca lcu la tio n  m ethods u sed  to  d e te rm in e  th e  te m p e ra tu re  of flu e  
gas a t  th e  ex it o f th e  fu rn ace  ch am b er, th e  one accord ing  to  th e  Sov ie t s ta n d a rd  
specifications, b a sed  m ain ly  on th e  re su lts  ach ieved  b y  G urv ich , pay s p a r t ic 
u la r  a tte n tio n  to  th e  in fluence e x e rte d  b y  fu rn ace  ch am b er co n tam in a tio n s . 
T he re lev an t Sov ie t s ta n d a rd  has in tro d u c e d  a |  fa c to r  to  express th e  e x te n t 
o f th e  co n tam in a tio n  o f  hea tin g  su rfaces . This |  m eans, u n d e r th e  given cond i
tio n s , th e  ra tio  o f h e a t  q u a n tity  tra n s fe r re d  b y  ra d ia tio n  from  th e  f lu e  gas side 
to  th e  w a te r  or s te a m  side as co m p ared  to  th e  th e o re tic a lly  m ax im u m  ra d ia tio n - 
tran sm issib le  h e a t  q u a n t i ty  or exp ressed  in  a fo rm ula :

fc_  n  -  n  
n  -  n

w here

T L flam e tem perature,
T p  wall tem perature,
T q  steam  temperature;
f  =  f max =  1- if //.■ 1 -  T q  could be encountered only in  case o f an infin itely  
high heat conductiv ity  coefficien t value.

T he Soviet s ta n d a rd  recom m ends th e  follow ing in fo rm a tiv e  |  va lu e  
fig u res:

Gas firing 1,00;
oil firing or coal of a high vo latile  m atter content 0,75; 
firing w ith  coal types o f lo w  volatile  m ater content 0,60.
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These d a ta , h o w ev e r, d id  n o t p ro v e  accep tab le . A 1964 p u b lica tio n  b y  
G u r v i c h  [1] re p o rts  t h a t  pow der ty p e  deposits on th e  bo iler tu b es  m ay  be 
o b se rv ed  in th e  case o f  gas firing  w ith o u t solid c o n ta m in a tio n s  as well, w hich 
a re  capab le  of re d u c in g  th e  |  v a lu e  dow n to  0,6 or so. T he |  == 0,75 v alue  
assu m ed  for oil f ir in g  a n d  h igh v o la tile  m a tte r  c o n te n t coal ty p e s , due to  soot 
fo rm a tio n , is s im ila rly  u n c e rta in , as th e  soo t d eposit fo rm a tio n  depends — in 
a d d itio n  to  th e  co m p o sitio n  o f th e  fuel — on th e  firin g  te c h n iq u e  an d  a d ju s t
m e n t as well. Coal f ir in g  flue  d eposits , on th e  o th e r h a n d , ex h ib it such  diverse 
h e a t  co n d u c tiv ity  o r h e a t  in su la tio n  ch a rac te ris tic s  t h a t  i t  a p p ea red  necessary  
to  de te rm ine  th e  m a te r ia l  p ro p ertie s  o f th e  deposit b y  d irec t m easu rem en ts.

Fig. 1. H ea t flow  m eter for slagging m easurem ent purposes

In  case of coal slags, th e  ob jec tive  is to  d e te rm in e  th e  h e a t co n d u c tiv ity  coef
f ic ie n t of th e  slag p ro p e r .

M easurem ents sh o u ld  p re fe rab ly  be m ade a t  th e  v e ry  lo ca tio n  of slag 
fo rm a tio n . This m e th o d  is d ea lt w ith  b y  th e  Soviet l i te ra tu re  in  d e ta il: rep o rt 
a re  availab le  on b o th  o p e ra tio n a l [2] an d  sem i-opera tiona l [3] experim en ts.

To m easure th e  h e a t  co n d u c tiv ity  coefficient o f th e  slag, th e  h e a t flow 
m e te r  ty p e  used b y  th e  ex p erim en ta l s ta tio n  of th e  Ijm uiden  International 
Flame Research Association  [4] w as em ployed  (F ig. 1).

A probe in tro d u c e d  up  to  th e  ch am b er w all is su itab le  to  d e te rm in e  th e  
specific  heating  su rface  lo ad , th a t  is, th e  h e a t q u a n t i ty  ra d ia te d  b y  th e  flam e 
to  th e  u n it wall su rface . T he inside p a r t  o f th e  h e a t flow  m e te r  consists o f a 12 
m m  d iam ete r m an g an ese  and  m o ly b d en u m  alloy  stee l p lug  h av in g  poor h e a t 
co n d u c tiv ity , c o n ta in in g  a th e rm o co u p le  a t  each end  o f th e  tw o  locations. 
T h e  stee l plug is c o v e red  w ith  tw o  concen tric  cy linders serv ing  rad ia tio n  
p ro te c tiv e  purposes. T h e  p ro b e  face is flam e ra d ia te d , w hereas its  b o tto m  p a r t
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FURNACE SLAG CRUST HEAT CONDUCTIVITY MEASUREMENTS 333

is w ater-coo led . T he h e a t q u a n ti ty  passing  th ro u g h  th e  stee l p lu g  is, in  s ta tio n 
a ry  cond ition , id en tica l to  th e  ra d ia te d  h e a t q u a n tity .

T he probes w ere ca lib ra te d  a t  th e  Research Laboratory o f  the Fire Protec
tion Agency Headquarters b y  u sing  an  equ ip m en t o f 6 W /cm 2 (ap p r. 5 • 104 
k ca l/m 2h) cap ac ity . C alib ra tio n  po in ts  are  covered b y  th e  b a n d  p resen ted  in 
F ig . 2.

Number o f  probes S. 12,17,18. F. C. 
ml'7 m eter 1 .20056  
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Fig. 2. Slag probe calibration

On grounds o f th e  m easu rem en t d a ta  o b ta in ed , th e  h e a t c o n d u c tiv ity  
coeffic ien t o f th e  in te rn a l stee l p lu g  o f th e  p robe  (Xf) w as ca lcu la ted  as follows: 

The h e a t q u a n ti ty  flow ing b e tw een  tw o m easu rem en t p o in ts , according 
to  M i k h e y e v  [5] is:

- 4 ^ kcai/h (2)4 Ax
w here

Àd is the heat condu ctiv ity  coefficient o f the steel plug [kcal/m .h. °C]; 
d d is the diam eter of the steel plug [m];
At is the tem perature difference betw een the two therm ocouples; and 
Ax  is the distance betw een the sam e thermocouples.

R a d ia tio n  w as m easu red  in  W /cm 2 th u s  eq u a tio n  (2) h ad  to  be t r a n s 
fo rm ed  to :

9 =  =  kcal/m ‘2 h • (3)“d 71 Ax
4
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Selecting a po in t in  F ig . 2:
q = 3  W /cm 2 =  3 X 8 ,6  • 103 =  25,8 • 103 kcal/m 2h; 
At =  20 °C;
Ax  =  0,035 m  (see F ig. 1).

I t  follow s that

At 25,8 X lO 3
35
103

1_
20 45,3 kca l/m .h . °C.

In  case of h ig h e r lo ad  v a lu es  th e  eq u a tio n  q =  f (A  t) d iffers som ew hat 
fro m  th e  linear c h a ra c te r  ow ing to  th e  fa c t th a t  th e  ra d ia tio n  p ro tec tiv e  con
c e n tr ic  tu b es m ig h t w a rm  u p  to  a lesser degree a n d , th e re fo re , a ce rta in  h e a t 
loss shou ld  be reck o n ed  w ith  to  th e  w all o f th e  stee l p lug .

T he probe su rface  w hich  m a y  be considered  as a noncoo led  h ea tin g  s u r 
face  w ill s ta r t  to  b ecom e slagged  ab o v e  a ce rta in  specific  h e a t  re lease. T he h e a t 
q u a n tit ie s  m easured  in  e ith e r  e n tire ly  clean or slagged co n d itio n , resp ec tiv e ly , 
le a d  to  th e  h e a t c o n d u c tiv ity  or h e a t  in su la tio n  c a p a c ity  o f  a slag  lay e r h av in g

<7s

S/ag / К / Probe

n -----

U f

Я*

Я max;
7̂7Z7777Z777Z77777777777777777î

F ig. 3. M easurem ents w ith radiation m eter probe

a k n o w n  h th ickness. D e te rm in a tio n  o f th e  h ea t c o n d u c tiv ity  coefficien t is b y  
m a k in g  use o f  th e  m e th o d  in tro d u c e d  b y  P r a s o l o v  [6 ]  w ith  th e  sym bols o f 
F ig . 3 ta k e n  in to  co n sid e ra tio n , w here

'Tg is the wall tem perature o f the probe before contam ination [°K ];
T p  is the tem perature of the external surface of the slag deposited over the probe

[°K];
qg is the heat q u a n tity  radiated from  the slag deposited over the probe to its environ

ment [kcal/m 2h];
q I is the heat q u a n tity  radiated from  the flam e [kcal/m 2 h] ; and
qv  is the heat q u a n tity  transferred by the cooling water [kcal/m 2h].

T here  is no o th e r  h e a t tra n s fe r  b u t  b y  ra d ia tio n  assum ed  betw een  th e  
f la m e  a n d  th e  p robe , as th e  co n v ec tiv e  h e a t tra n sfe r  is n eg lec ted . I f  a slag lay er 
o f  ô th ick n ess  is a ssu m ed  to  h av e  b een  deposited  on to  th e  p ro b e , th e n  th e  
h e a t  q u a n ti ty  abso rbed  b y  th e  p ro b e  th ro u g h  th e  slag  cover is

? s  =  4 l  — 4v (4)
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FURNACE SLAG CRUST HEAT CONDUCTIVITY MEASUREMENTS 335

t h a t  is, th e  d ifference betw een  th e  h e a t  q u a n titie s  ra d ia te d  b y  th e  flam e an d  
tra n sfe rre d  b y  th e  cooling  w ater, re sp ec tiv e ly . T his re p re se n ts , a t  th e  sam e tim e , 
th e  h e a t q u a n tity  r a d ia te d  b y  th e  p ro b e  to  its  e n v iro n m e n t (K irch h o ff’s law ). 
T his h ea t q u a n tity  consists of tw o  p a r ts :

9s =  9s +  4s (5)
w here

q's is the self-radiation, and 
q's is the reflected radiation.

The se lf-rad ia tio n  is

q's =  es C0 T p  k ca l/m 2h
w here

es is the em ission coefficient of th e  slag cover 0,95; and 
C0 is the radiation  coefficient, 4 ,9 Х Ю -8  kcal/m 2 • h • °K .

R eflected ra d ia t io n  is

9s 9max (1 £s)
w here

1l  =  9max! the m axim um  value o f  the heat qu antity  radiated from the flam e, ob
ta ined  b y  m easurem ents w ith  a clean probe surface.

R educing  e q u a tio n s  (4) an d  (5) gives

9max — 4v — q’s +  q’s ■>
9max ~  9v =  £S Co T 4f +  ?max (1 ~  £s)

w hich  leads to  th e  fo rm u la

Tp =

an d , in  accordance  w ith  eq u a tio n  (3), to  th e  h e a t  c o n d u c tiv ity  of a slag la y e r  
o f  ô th ickness:

^  =  5 " ^ к с а 1 /т .Ь .° С . (?)

A ccording to  eq u a tio n  (7), d ire c t d e te rm in a tio n  o f th e  h e a t c o n d u c tiv ity  
coefficien t of th e  slag  deposited  o n to  th e  p ro b e  req u ires  th e  d e te rm in a tio n  o f 

qv, th a t  is, the heat quantity removed by the cooling water w hich is b est c a l
c u la te d  b y  m eans o f  e q u a tio n  (3), t h a t  is, b y  m ak in g  use o f th e  tem p e ra tu re  d ro p  
m easu red  a t th e  s te e l p lug , using th e  ca lib ra tio n  d iag ram  p resen ted  in  Fig. 2.

£S ' 9max — qv 

£s ' Co
( 6)
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T s , th a t  is, the probe surface temperature w hich is o b ta in e d  b y  ad d in g  th e  
te m p e ra tu re  difference m easu red  a t  th e  p robe  (A t) to  th e  te m p e ra tu re  of th e  
coo ling  w ater. In  th is  case th e  te m p e ra tu re  drop b e tw een  th e  p ro b e  su rface  
a n d  th e  therm ocoup le  a t  a d is tan ce  o f  2,5 m m , an d  b e tw een  th e  w a te r  side 
th e rm o co u p le  and  th e  b o tto m  p lan e , re sp ec tiv e ly , are n eg lec ted . D e te rm in a tio n  
o f  th e  p ro b e  surface te m p e ra tu re , h ow ever, will be m ore a c c u ra te  if, in  ad d itio n  
to  th e  A t te m p e ra tu re  d ifference b e tw een  th e  tw o th e rm o co u p les , te m p e ra tu re  
is m easu red  also b y  m eans o f th e  flam e-sid e  therm ocoup le .

Ô, t h a t  is, the thickness o f  the deposit; d e te rm in a tio n  o f  th e  th ick n ess  w hich 
m ig h t be ta k e n  in to  acco u n t is ra th e r  d ifficu lt due to  th e  irreg u la ritie s  o f th e

Fig. 5. Slagging schem e o f the radiation probe
Denominations :  A B  no slag formation; BC  load increasing; C beginning of the slag formation; CD slagging; DE  state ot equi

librium.

d e p o s it p roper. U sually , th is  m u st be d ecided  on b y  e s tim a tio n . F ig . 4 p resen ts  
a d ep o sit o f a th ickness re la tiv e ly  easy  to  deal w ith  an d  m easu re .

T f , th a t  is, the tem perature o f  the external surface o f  the slag layer w hich, 
h o w ev e r, need n o t be m easu red  d ire c tly  as i t  can d irec tly  be ca lcu la ted  from  
th e  h e a t  q u an titie s  m easu red  in  th e  c lean , deposit-free co n d itio n .

T h e  several h e a t q u a n tit ie s  a n d  sym bols are  i l lu s tra te d  b y  F ig . 5. T he 
in i t ia l  ph ase  displays a lo ad  co n d itio n  w ith o u t slagging; i f  such  a co n d itio n  
c a n n o t be  p rov ided  for, th e n  th e  f irs t  m o m en ts  of th e  p ro b e  in tro d u c tio n  m ay  
b e  considered  as th e  “ c lean ”  stag e  re q u ire d  fo r qmax m easu rem en ts .

To te s t  th e  m easu rin g  m e th o d  a low  o u tp u t pu lv e rized  coal firin g  sy stem  
w as designed  w here th e  a c tu a l te m p e ra tu re  conditions u su a lly  en co u n te red  
in  a fu rn ace  cham ber w ere to  be rea lized . A lthough  th e  sm all size o f th e  
e q u ip m e n t an d  th e  e x trem e ly  low  q u a li ty  o f th e  fuel ty p es  to  be te s te d  b ro u g h t 
a b o u t q u ite  a n u m b er o f d ifficu lties, th e  firing  in s ta lla tio n  i tse lf  ap p ea red  
ex ce llen t fo r th e  p u rpose  in  q u es tio n , a n d  q u ite  su itab le  fo r in v e s tig a tio n s  on 
th e  v a rio u s  slag sam ples d ep en d in g  on  com position  as w ell as on th e  given 
o p e ra tio n a l conditions. T h is lo w -o u tp u t pu lverized  coal firin g  sy s tem  is illu s
t r a te d  b y  Figs 6 an d  7, w hereas its  c irc u it d iag ram  is p re se n te d  b y  F ig . 8.
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The pu lv erized  coal used  for te s t  p u rposes, g ro u n d  p rev io u sly  in  an  o p e ra 
tio n a l or la b o ra to ry  m ill is fo rw arded  b y  a cell ty p e  coal d u s t feeder. T he cy lin 
der sh a ft is d riv en  b y  a D . C. m o to r th ro u g h  an  a p p ro p ria te  tran sm iss io n . T he 
pu lverized  coal q u a n t i ty  m ay  be v a ried  b y  m eans o f  re s is to rs  in se rte d  in to  th e  
ex c ite r c ircu it.

The 5 kg /h  o u tp u t  coal d ust b u rn e r consists of th re e  concen tric  tu b e s . 
T he coal d u s t w as b low n in  th ro u g h  th e  m iddle tu b e  b y  th e  p r im a ry  a ir sup p ly , 
th e  d is tr ib u tio n  o f th e  p rim a ry  an d  seco n d ary  a ir  a d ju s te d  to  50 p e r cen t each . 
T he b la s t ve lo c ity  o f  th e  p rim ary  a ir  was 15 m /sec.

T he concen tric  tu b e s  su rro u n d in g  th e  in te rn a l one m ay  be used  o p tio n a lly  
to  b low  in e ith e r  a ir  or L P G . The blow -in area  can be v a r ie d  b y  th e  ap p lica tio n

Fig. 7. Laboratory coal dust firing
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o f reducing  sleeves. W hen  d im ension ing , th e  ax ia l v e lo c ity  o f  th e  seco n d a ry  
a ir  w as assum ed to  a m o u n t to  25 m /sec, and  a v o r te x  flo w  w as em ployed .

The L PG  in tro d u c tio n  is s im ila rly  ta n g e n tia l, th u s  its  ex it is o f th e  
v o r te x  ty p e . The cross sec tion  can  also be v a ried  w ith  red u c in g  sleeves.

In  th e  fu rn ace  ch am b er th e  s ta b le  ign itio n  o f th e  p u lv e rized  coal, a te m 
p e ra tu re  su ffic ien tly  h ig h  for slag fo rm a tio n , and  th e  a c c u ra te  o b se rv a tio n  o f 
b u rn in g  had  to  be p ro v id e d  for. T he fu rn ace  ch am b er has an  “ A lfogen”  lin ing . 
A t an  80 per cen t f ir in g  efficiency, th e  average specific  h e a t re lease am o u n ts  
to  300 000 kcal/m :i.h . T h e  te m p e ra tu re  o f  th e  flue gas a t th e  f irin g -ch am b er’s

Fig. 8. Schem atic diagram  of laboratory pulverized coal firing equipm ent

e x it is, a t  ab o u t 14 p e r  cen t C 0 2 c o n te n t, 1200 °C an d , to  p ro v id e  for th e ir  
cooling, th e  noncooled sec tion  has a w ater-coo led  p a r t  a tta c h e d .

T he slag p ro b e  w as in tro d u ced  a long  th e  axis o f  th e  ch am b er th ro u g h  
th e  o b se rv a tio n  w indow . In  ad d itio n , th e  slag  used fo r la b o ra to ry  te s t  purposes 
is co llec ted  by  m eans o f th e  w a te rcoo led  U -ty p e  slag  sk im m er tu b e  p ro tru d in g  
in to  th e  com bustion  ch am b er (F ig . 9).

T he eq u ip m en t ex h ib ited  th e  fo llow ing o p e ra tio n a l d a ta :
Coal quantity w as c a lib ra ted  acco rd in g  to  th e  vario u s co n tro l re s is to r 

p o sitio n s. *
The coal dust delivery air and secondary air tubes h av e  an  ID  o f 25 m m . A c

co rd in g  to  th e  re le v a n t s ta n d a rd s , su c h  tu b e s  u sua lly  h av e  no  m easu ring  o ri
fices in sta lled  and , th e re fo re , q u a r te r  d ials w ere d im ensioned  for a 10 N m 3/h , 
400 m m  W . G. o v erp ressu re  a ir su p p ly , w ith  a 100 m m  W . G. effective p ressu re . 
T h e  associa ted  c h a ra c te r is tic  curves w ere  p lo tte d  in  th e  la b o ra to ry .
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D ue to  its  sm all q u a n tity , L P G  w as m easu red  b y  a cap o m ete r. I t s  c h a r
a c te ris tic  cu rve  w as also la b o ra to ry  p lo tte d  u p  to  a v a lu e  o f 700 lit/h .

The C02 and CO content, re sp e c tiv e ly , o f  th e  flue  gas a t  th e  ex it o f  th e  
co m b u stio n  ch am b er was m easu red  b y  a M O N O -equ ip inen t. S everal flu e  gas 
sam p lin g  facilities w ere p ro v id ed  fo r  a long  th e  flam e p a th .

Flue ash te s tin g  is m ade possib le  b y  sam p lin g  slo ts a long  th e  p a th  o f th e  
gas fum e.

A ir  heating was replaced b y  oxygen  en rich m en t. T he e x te n t of oxygen  
en rich m en t o f th e  p rim ary  or se c o n d a ry  a ir  su p p ly  was ca lcu la ted  from  th e  
w e ig h t and  p ressu re  values of th e  o x ygen  co n ta in e rs  em ployed .

The cooling water quantity o f  th e  ja c k e t  w as m easu red  b y  m eans o f  a 
w a te r  m eter. W ith  respect to  th e  free  d isch arg e , sm all q u a n ti ty , an d  th e  re q u ir 
ed  accu ra te  m easu rem en t of th e  c a lo rim e te r  cooling w a te r , th e  vo lum e ty p e  
m easu rem en t w as selected.

In  th is  sm all-size firing  e q u ip m e n t th e  low  q u a lity  coal ty p e s  cou ld  be 
f ire d  on ly  if  su p p o rte d  a t th e  h ig h  te m p e ra tu re  req u ired  fo r slag  fo rm a tio n . 
In c rea sed  air h e a tin g  is also a d v a n ta g e o u s , a n d  an  eq u iv a len t effect is en su red  
b y  oxygen  en rich m en t [7]. A cco rd in g  to  th e  lite ra tu re , pu lverized  a n th ra c ite  
re q u ire s  a 400 °C a ir  heating  fo r s ta b le  ig n itio n  while an  oxygen  en rich m en t of
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Fig. 10. Slag formation curve of Borsod coal (a), o f Oroszlány coal (b). of Pécs interm ediate  
product (c), and o f K om ló coal (d )
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a b o u t 34 p er c en t w ould stab ilize  to  th e  sam e degree w ith o u t a n y  p re h e a tin g  
o f  th e  a ir. In  o u r experim en ts th e  sam e m e th o d  was se lec ted  an d , acco rd ing  
to  th e  re su lts  o f  th e  ex perim en ts co n d u c te d , th e  a p p ro p ria te  a ir/gas/oxygen  
ra tio  has led  in  th e  low -ou tpu t firin g  e q u ip m e n t to  a slag fo rm a tio n  id e n tic a l 
to  th a t  o b ta in e d  u n d e r o p e ra tio n a l co n d itio n s . This is verified  b y  th e  m ac ro 
scopic and  m icroscopic sam ple s tu d ie s  re p o r te d  on in a s e p a ra te  p u b lic a tio n .

On g rounds o f th e  m easu rem en ts , th e  ca lcu la tion  req u ired  fo r th e  d e te r 
m in a tio n  o f  th e  h e a t c o n d u c tiv ity  coeffic ien t o f th e  d eposit is as fo llow s:

F igures 10a, 10b, 10c a n d  lOd il lu s tra te  th e  slag fo rm a tio n  cu rv e  o f  a 
B orsod , O roszlány , Pécs and  K om ló  coal ty p e , re spec tive ly . W ith  th e  sym bo ls 
o f F ig . 5, an d  th e  ca lib ra tion  cu rv e  o f F ig . 2 ta k e n  in to  c o n sid e ra tio n , th e  
re su lts  in  case of, for exam ple, O ro sz lán y  coal, are  as follow s:

9max — (in case of 1,8 mV) =  4 4 X 1 0 3 kcal/m 2 h, 
qv =  (in  case o f 0,75 m V) =  24Х Ю 3 kcal/m 2 h.

According to equation (6):

n 1/(0,95 X  44 X  103 -  24 x 10s) 10s
F ~  I 0,95 X  4,9

tF =  780 -  273 =  507 °C .

780 °K  .

Making use of this in equation (7), the heat conductiv ity  coefficient o f the slag is ob
tained:

24 X  103 X  1,5 
481 X lO 2

=  0,75 kcal/m .h. °C .

Here the thickness of the slag layer, 6, was su bstitu ted  by 1 ,5 X lO -2  m, and if  the m ea
sured tem perature o f the cooling w ater w as tv =  8 °C and the tem perature drop A t =  18 °C 
(see At at q„ in Table I), then the tem perature o f the probe surface can be assum ed to  be in 
clean condition as ts =  8-f-18 =  26 °C, and

TF T s  =  if  -  ls =  507 -  26 =  481 °C .

In this exam ple it  is obvious th a t the tem perature drop of a 15 m m  slag layer am ounts 
to 481 °C w hich m eans that the slag cover actually  represents an excellent heat insu lation . 
Sim ilar conditions ex ist in case o f a 200 to 300 °C tube wall tem perature except th a t the tem 
perature of the outer surface of the slag cover w ould  increase accordingly.

In  T ab le  I  th e  m easu rem en t an d  ca lcu la tio n  resu lts  on th re e  fu r th e r  coal 
ty p e s  are  sum m arized . The o rd e r  of m a g n itu d e  of th e  h e a t c o n d u c tiv ity  coef
fic ien ts  o b ta in e d  is in good a g reem en t w ith  th e  Soviet research  resu lts .

W ith  th e  h e a t co n d u c tiv ity  coeffic ien t o f th e  slag k now n , an  o b jec tiv e  
m easu rem en t fig u re  is o b ta in ed  fo r th e  fu rn ace  cham ber h e a t flow  re s tr ic tiv e  
ch a ra c te ris tic s  o f th e  various slag  covers. So fa r only su b jec tiv e  o b se rv a tio n  
re su lts  h a v e  been  available on th e  q u a lity  a n d  q u a n ti ty  o f slag  fo rm a tio n  as 
w ell as on th e  d eposit fo rm atio n  r a te  w ith  d iffe ren t firing  system s a n d  coal ty p e s . 
Slag fo rm a tio n  q u a lity  is p a r t ic u la r ly  easy  to  cha rac terize  b y  m eans o f th e  
o b jec tiv e  m easu rem en t m e th o d , b u t  d ep o sit q u an titie s  a re  s im ila rly  easy  to

Acta Technica Academiae Scietitiarum Hungaricae 59, 1967



.342 G. BASSA and К. REMÉNY

Table I

H eat conductivity coefficient o f  different coal slags

Quantities
Coal type

Borsod Oroszlány Pécs Komló

M oisture content [% ] 11,7 11,0 2,5 2,9
Ashes [% ] 47,0 35,4 50,8 44,7

Volatile m atter [% ] 22,4 33,1 13,5 18,5

F ix  C [% ] 18,9 20,5 33,2 33,9

Calorimetric value [kcal/kg] 2508 3318 3342 3831

Leitz softening point [°C] 1210 1280 1260 1180

d t a t qmax [mV/C°] 2,60/65 1,80/45 2,60/65 1,75/44
A t, a t qv [mV/C°] 0,60/15 0,75/18 0,65/16 0,78/19

9max l 103 kcal/m%] 49 44 49 42
q„ [103 kcal/m2h] 18 24 20 25
T FltF [K°/C°] 880/607 780/507 885/612 740/467
<5 [1 0 -=m] 3 1,5 4 2,5

t v (Cooling water) [°C] 16 8 16 18

As [kca!/m.h.C°] 0,94 0,75 1,38 1,45

e s tim a te  from  th e  slag  q u a n tity  ad h ered  to  th e  p ro b e  an d , w ith  th e  slagg ing  
cu rves (F ig. 10) k n o w n , conclusions m ay  b e  a rriv ed  a t  on th e  slagging r a te .

B y  th e  o p e ra tio n a l m ethod  su ita b le  fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  h e a t  
c o n d u c tiv ity  coeffic ien t o f  th e  slag c ru s t, s ig n ifican t p rogress was m ade to w a rd s  
th e  b e t te r  u n d e rs ta n d in g  o f  th e  h e a t d ev e lo p m en t a n d  h e a t tra n s fe r  co n d itio n s 
o f p u lv e rized  coal f ir in g  processes. F o r th e  m a jo r ity  o f  o u r coal ty p es th e  h e a t 
c o n d u c tiv ity  coeffic ien t o f th e  slag d ep o sited  c an n o t be  d e te rm in ed  u n d e r  
la b o ra to ry  cond itions since p a r t  o f th e se  dep o sits  is o f  a loose, d is in te g ra tin g  
sa n d y  s tru c tu re , a n d  th e ir  rem oval from  th e  fu rn ace  ch am b er is v e ry  d ifficu lt 
e ith e r  u n d e r o p e ra tio n a l or s ta n d s till con d itio n s as th e y  w ould  b re a k  aw ay  
or d e ta c h  as soon as s tir re d . T hus th e  sam p le  su b m itte d  fo r a la b o ra to ry  te s t  
w ould  n o t be id e n tic a l, a n y  longer, to  th e  a c tu a l fu rn ace  ch am b er slag d ep o sit. 
In  a d d itio n , som e o th e r  d ifficu lties can  also be  experienced  w ith  ce rta in  b ro w n  
coal slags: th e y  re v e a l such  s tro n g  m e ltin g  an d  ad h eren ce  p ro p ertie s  t h a t  th e ir  
n o n d e s tru c tiv e  sam p lin g  e ith e r u n d er o p e ra tio n a l or s ta n d s til l  cond itions p re 
sen t serious p rob lem s.

T h e  m easu rem en t m eth o d  described  ab o v e  m akes possib le th e  re liab le  
co llec tion  o f d a ta  on th e  h e a t c o n d u c tiv ity  coeffic ien t o f slag  deposits o b se rv ed  
in d iffe ren t firing  sy s tem s  using  various H u n g a r ia n  coal ty p e s . K now ing  m a n y
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o f th ese  d a ta , conclusions can be d ra w n  w hen designing a new  eq u ip m en t or 
chang ing  th e  coal q u a lity  on th e  e x p e c te d  co m b u stio n  an d  h e a t tra n s fe r  co n 
d itio n s  w hich a re  a ffec ted , as is a w ell-know n fa c t, to  a g rea t e x te n t b y  th e  
h e a t in su la tio n  a n d  slagging of th e  cooled  su rfaces.

L ite ra tu re  p re se n ts  th e  follow ing suggestion  on th e  co rre la tio n  betw een  
h ea t co n d u c tiv ity  p roperties and c o n ta m in a tio n  [2]:

Sko =  eL-C0- T l 2 ^ r  Wl /•/
w here

is the em issiv ity  of the flam e; and 
T L is the flam e temperature [°K ],

0 2 4 6 a 10
S ko  ----- —

Fig. 11. Contam ination coefficient (!) and wall tem perature in function  o f the S b -n u m b er  
characteristic for th e  radiation conditions [2]

As can be seen , th e  S fo -n u m b er depends on th e  h e a t co n d u c tiv ity  c h a r
ac te ris tic s  of th e  lay e rs  in th e  p a th  o f th e  h e a t flow . T he fu n c tio n  !  =  f(S ko )  
w ere d e te rm in ed  em pirica lly  (Fig. 11), an d  th is  is to  a sligh t degree a ffec ted  
b y  th e  re la tio n .

D e te rm in a tio n  o f th e  hea t c o n d u c tiv ity  coeffic ien t leads to  a c o n ta m in a 
tio n  coefficient f ig u re  (!)  ap p ro x im a tin g  th e  a c tu a l cond itions b e tte r . T his is 
im p o r ta n t as in  th e  case of new ly  designed  fu rnaces th e  d im ensions o f th e  
ra d ia te d  h ea tin g  su rface  to  be p ro v id e d  for depend  on th e  expec ted  c o n ta m i
n a tio n , accord ing  to  th e  form ula

^necessary =  !  ‘ Ffiuilt-iii

w hereas in case o f ex is tin g  furnaces th is  is on w hich th e  h ea t flow from  th e  flam e
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to  th e  w all an d , co n seq u en tly , th e  d ev e lo p m en t o f th e rm a l eq u ilib riu m  in th e  
ch a m b e r w ould  d ep en d .

Conclusions. In  th e  cham ber o f p u lv e riz e d  coal fired  fu rnaces o f th e  r a d ia t 
ed  ch am b er ty p e , th e  h e a t q u a n ti ty  ra d ia te d  from  th e  flam e su rface  a n d  ta k e n  
up  b y  th e  h e a tin g  su rface  depends on th e  q u a n ti ty  as w ell as q u a lity  o f  th e  
s lag  c ru s t developed . T he “ h e a t in s u la tin g ”  slag  lay e r th u s  dep o sited  c ritic a lly  
effects th e  d ev e lo p m en t of te m p e ra tu re  d is tr ib u tio n  in  th e  fu rn ace  ch am b er.

F o r m easu rem en t o f th e  h e a t  f lu x  to  th e  receiv ing  su rface , d e te rm in a tio n  
o f  th e  h e a t c o n d u c tiv ity  coefficient o f  th e  slag  c ru s t, th a t  is, o f one o f th e  ty p i 
cal slagging  c h a ra c te ris tic s , as p e rfo rm ed  b y  if r a  in  I jm u id en  p ro v ed  to  b e  
th e  m ost su itab le .

M easurem ents w ith  d ifferen t coal ty p e s  w ere carried  o u t in  a 5 kg /h  o u t
p u t  sm all-size la b o ra to ry  fu rnace  o f  p u lv e rized  coal firing . F o r th e  e v a lu a tio n  
o f  m easu rem en ts , th e  m eth o d  describ ed  b y  th e  Soviet l i te ra tu re  ap p ea red  to  be 
v e ry  successful. T h e  m easu rem en t m e th o d , in s tru m e n t ca lib ra tio n  an d  th e  
schem e o f th e  slagg ing  process h a v e  b e e n  exp la ined . T he resu lts  o b ta in e d  w ith  
fo u r d iffe ren t coal ty p e s  were ta b u la te d .

W ith  th e  h e a t  c o n d u c tiv ity  co n d itio n s u n d e rs to o d , th e  c o n ta m in a tio n  
coeffic ien t m ay  b e  expressed  b y  n u m e ric a l re su lts  in s te a d  o f m ere estim a tio n s  
w h ich  can he m ad e  good use of in  fu rn a c e  d im ension ing  or o p e ra tio n a l in sp ec 
tio n , an d  will m ak e  fu rnace  ch am b er te m p e ra tu re  ca lcu la tions m uch  b e tte r  
fo u n d ed .

T he a d v a n ta g e  of th e  m e th o d  d esc rib ed  above is th e  possib ility  ren d ered  
th e re b y  to  ch a ra c te riz e  th e  slag d e p o s ite d  o n to  th e  cooled surfaces w ith  ob jec 
tiv e  m easu rem en t d a ta ,  in  ad d itio n  to  th e  su b jec tiv e  experiences h ith e r to  col
le c te d  an d , b y  co llec ting  a g rea t n u m b e r  o f m easu rem en t d a ta  d ep en d in g  on 
coal ty p e  an d  f ir in g  eq u ip m en t, to  sa fe ly  p re -e s tim a te  th e  ex p ec ted  h e a t d ev e l
o p m en t an d  h e a t tra n s fe r  co n d itions fo r  th e  g iven fu rn ace  an d  th e  coal ty p e  
reck o n ed  w ith . T he h e a t co n d u c tiv ity  coeffic ien t as an  o b jec tive  m easu rem en t 
fig u re  m akes ch am b er te m p e ra tu re  ca lcu la tio n s m ore reliab le .
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M essen der W ärm eleitfähigkeit der Schlackenablagerim g im  Feuerraum. Bei K oh len 
staubfeuerung weisen die Schlackenablagerungen so verschiedene W ärmeleit- (W ärm eisolier) 
eigenschaften auf, daß es im  Interesse der V ervollkom m nung der Feuerraum tem peraturberech
nungen zweckm äßig erschien, die W ärm eleitzahl der Schlacke unm ittelbar am Ort der E n t
stehung m ittels M essungen zu bestim m en. A ls M eßinstrum ent wurde der an der I. F . R . A. 
Versuchsanlage in Ijm űiden verwendete W ärm eström ungsm esser angewendet, bei Berechnung  
des A wurde das Prinzip des sowjetischen »Kalorimeters« in B etracht gezogen, und die ersten  
Versuche wurden an einer kleinen K ohlenstaubfeuerung m it L eistung von einer 5 kg/h  durch
geführt. D ie M ethode kann unm ittelbar zur B estim m ung der H eizflächenbelastung von  B e 
triebs-K ohlenstaubfeuerungen sowohl in reinem  als auch in verschlackten Zustand, werden  
angewandt ferner auch zur Erforschung der stofflichen E igenschaften der Schlackenschicht

Mesure de la conductivité thermique des incrustations de scorie dans les foyers à charbon.
Les incrustations de scorie observées dans les foyers au poussier de charbon m ontrent des qua
lités de conductivité (iso lation ) tellem ent variées que, pour perfectionner les calculs de tem péra
ture des ces foyers, il sem blait intéressant de déterm iner la conductiv ité thermique de la scorie  
par des mesures effectuées au lieu même de sa form ation. Pour mesurer l ’écoulem ent calori
fique, on a utilisé l ’instrum ent employé à la sta tio n  expérim entale de l’I. F. R. A. à I jm űiden, 
tandis que le calcul de A reposait sur le principe du «calorimètre» soviétique. Les premiers essais 
furent exécutés sur un  p e tit  foyer au poussier de charbon d’une capacité de 5 kg/h. La m éthode  
peut être appliquée d irectem ent pour déterm iner la charge calorifique superficielle des foyers  
au poussier de charbon à l ’éta t pur ou scorifié, ainsi que pour étudier les caractéristiques m a
térielles de la couche de scorie.

Измерение теплопроводимости отложений шлака в топке (Г. Башша и К %Ременп).
Отложения шлака, наблюдаемые в случае пылеугольных топок, обладают такими 

изменчивыми свойствами теплопроводности (термоизоляции), что в интересах усоврешен- 
ствования расчетов температуры топки показалось целесообразным определение коэффи
циента теплопроводности шлака путем измерения, а именно непосредственно в точке 
образования. В вкачестве измерительного прибора был использован измеритель теплового 
потока, прмененный на опытной станции I. Г. R. А. в Иймуидене; при вычислении А мы 
исходили из советского «калориметрического» принципа и первые опыты были проведены 
на маломощной пылеугольной топке 5 кг/час. Метод может быть непосредственно использо
ван для определения нагрузки площади нагрева пылеугольных промышленных топок в 
случае чистого и ошлаковавшегося состояний, а также для ознакомления с материаль
ными свойствами шлаковых отложений.

k
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The paper deals w ith  a new algorithm  for pattern recognition and investigates the  
arising theoretical problem s. The published m eth od  is a developm ent of the Bledsoe-Brow ning  
algorithm , as far as the groups formed by the elem en ts o f the field  o f v ision  and playing an im 
portant role during the recognition, are n o t se lected  at random  b u t b y  a searching m ethod. 
In th is w ay  the class o f  solvable problems is  w idened; during the search the algorithm  becom es 
suitable for the problem  in hand.

I. Introduction

E ach  of th e  m e th o d s  used to d a y  in  p a t te rn  recogn ition  is app licab le  
on ly  on a ce rta in  class o f p rob lem s, a n d  is ineffec tive  fo r tho se  w hich are  
m ore d ifficu lt th a n  a ce rta in  degree o f  co m plica tion . To be ab le to  recognize 
m ore co m plica ted  s itu a tio n s , or if  th e r e  is a d em an d  to  use p a tte rn  reco g n itio n  
in  co n tro l system  id en tif ic a tio n  p ro b lem s, i t  is n ecessary  to  increase th e  degree 
o f th e ir  a d a p tiv ity . S uch  a simple m e th o d  is e.g. w hen  th e  p a ram e te rs  o f  th e  
decision  fu nc tion  d e p e n d  n o t only d ire c tly  on th e  lea rn in g  p a tte rn s , b u t  also 
on th e  success or fa ilu re  o f th e  decision. A  m ore  effective m e th o d  for d eve lop ing  
th e  in n e r a d a p tiv i ty  is to  create th e  p o s s ib ility  th a t  in  th e  course of th e  le a rn in g  
process n o t only  th e  pa ram ete rs  o f th e  decision -function  shou ld  change b u t  
also th e  s tru c tu re  o f  th e  function .

T h e  purpose  o f  th is  paper is to  deve lop  th e  in n e r a d a p tiv i ty  m en tio n ed  
above o f th e  w ell-know n Bledsoe— Brow ning Pattern Recognition Scheme [1, 2]. 
U sing K . S t e i n b u c h ’s term ino logy : W e p roposed  to  in tro d u c e  a “ feed b ack ”  
w hich  o rig in a tes  fro m  th e  decision m ech an ism  a n d  d ep en d in g  on th e  effec
tiv en ess  o f lea rn in g  changes the  s t ru c tu re  o f th e  “ g en e ra to r  of fe a tu re s” .

II. The basic m odel o f  pattern recognition and the Bledsoe-Browning schem e

L e t us assum e t h a t  we dispose o f  o b jec ts  o f d efin ed  c h a ra c te r  w hich can  he  
so rte d  in to  p rev io u sly  determ ined  ca teg o rie s  on th e  basis o f th e ir  qu ite  d iffe r
en t fea tu re s . T he essence of p a tte rn  reco g n itio n  is th e  design o f an  a u to m a to n  
w hich a f te r  ex am in in g  certa in  n u m b ers  o f  re p ré se n ta n ts  ta k e n  from  all c a te -

1 Original has been  included into th e  IF  AC Sym posium  on “ Identification  in  Control 
System s” , Prague June 1967.
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gories recognizes tlie  ty p e  o f new  o b jec ts . T he shape o f th e  ob jec ts  to  be d is 
t in g u ish e d  can  change w ith in  r a th e r  la rg e  lim its . U nder p a t te rn  reco g n itio n  
can  b e  u n d e rs to o d  n o t  on ly  th e  reco g n itio n  o f  p la n a r d iag ram s (e.g. le tte rs  a n d  
f ig u re s) , b u t  p a tte rn s  o f  m ore g enera l, n o t  g raph ica l ty p e .

I t  w ill be assum ed  th a t  each p a t te r n  to  be  recognized  is re p re se n te d  b y  an  
N  d im ensiona l v e c to r  x. L e t us assum e t h a t  th e re  are re ca tegories w hich th e  
p a t te rn s  m u st be so rted  in to . A ny  dev ices fo r so rting  p a tte rn s  in to  ca tegories 
w ill be  called  p a t te rn  classifiers. T he v e c to r  x  an d  th e  decision  classify ing th e  
p re se n te d  p a t te rn  in to  som e ca teg o ry  fo rm  th e  in p u t a n d  o u tp u t  o f th e  p a t te rn  
classifier. T he device op era tes  in  tw o  p h ases . D uring  th e  process o f learning 
phase  p a tte rn s  a re  p re sen ted  to  th e  classifier, th e  c lassifica tion  of w hich is 
k n o w n . W e shall call th e m  learn in g  p a t te rn s .  B y  m eans o f th e  le a rn in g  p a tte rn s  
th e  classifier w ill be  cap ab le  of p erfo rm in g  th e  second i.e. th e  recognition phase 
in  w h ich  i t  can  classify  new  p a tte rn s , th e  categories o f w hich  a re  unknow n .

S pecially , le t us assum e th a t  th e  co o rd in a tes  of th e  v e c to r  x m ay  assum e 
o n ly  th e  v alues 0 a n d  1. F o r in s tan ce , i f  a p lan e  im age o f a geom etric  p a t te rn  
is d iv id ed  in to  N  re c ta n g u la r  cells th e n  th o se  cells w hich are covered  b y  th e  
p a t te r n  assum e th e  v a lu e  1, an d  th e  o th e rs  0, respective ly .

L e t us choose p - tu p le s  from  th e  N  com ponen ts o f x. L e t К  be th e  n u m 
b e r  o f  such  groups. E ach  s itu a tio n  a p p e a rin g  in  a given g roup  can be reg a rd ed  
as a  p -f ig u re  b in a ry  n u m b e r b e tw een  0 an d  2P— 1. T ran sfo rm  x b y  th e  
fu n c tio n

/ ( X )  =  { / l ( x ) > / 2 ( x ) > -  • 'Jk ( X ) }  = / j , o ( X ) J l , l ( X ) -  • ' . / l Z - l W e  • •

• • • ’f К ,2P—1̂ X)

in to  th e  K 2 P d im ensional space w here

/ , »  =  1

if  th e  b in a ry  n u m b e r j  is co n ta in ed  in  th e  i th group , and

f i ,M )  =  о
o th erw ise . 1

( 1 )

1. The process o f  learning

L e t us assum e th a t  s lea rn in g  p a t te rn s  of each class a re  p re sen ted  to  th e  
in p u t o f th e  device. L e t x / j  be t h e j th p a t te r n  o f  th e  ith class. D urin g  th e  process 
o f  le a rn in g  a m a tr ix  o f re X 2PK  is fo rm ed :
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j=1

s

C1 ,1 ,0 ’ С1Д,19 * • 5 C1 ,K ,2P - 1

ei
И

••• 
й

C2 , l , 0 ’ C2 .1 , l ’ * • • » C2 .K ,2P - 1

2  К**-!) Cn, 1,0 ’ Cn, 1 ,1 9 • • • 5 cn,K,2P —1

_  i = i  _ ___ —

w here
S

c k , g , m

j = 1

( 2)

2. Classification

I t  was su g g ested  to  pe rfo rm  th e  recogn ition  in  th e  following m an n er. 
D enote  th e  p a t te rn  to  be recognized  b y  x. L e t us form  th e  sca la r p ro d u c t 
of /(x )  an d  each  ro w  of A

2  f ( xu ) /(*)*
i= i

2  ( 3 )
1=1

2 ’ f ( x nJ)f(x ) .  
j= 1

T he p a t te rn  w ill be  p laced in to  t h a t  ca teg o ry , in  th e  row  o f w hich th e  g rea te s t 
sca la r p ro d u c t is fo und .

E sse n tia lly , th is  is th e  B led so e— B row ning  a lg o rith m  in th e  form  d ev e l
oped b y  G. P .  S t e c k  [2].

III. Class of the tasks solvable by the B-B method

B l e d s o e  a n d  B r o w n i n g  chose  th e  e lem ents o f th e  p -tu p le s  ra n d o m ly  
b y  un ifo rm  d is tr ib u tio n . We shall p ro v e  th a t  in  th is  case th e  m e th o d  h a v e  a 
d raw b ack  s im ila rly  to  th e  R o se n b la tt’s p e rcep tro n , n am e ly  th e  decision depends 
m erely  on th e  q u a n t i ty  of th e  com m on  section  covered  b y  various p a tte rn s  
in th e  fie ld  o f v is io n , an d  th e  m e th o d  can  n o t “ n o tic e ”  o th e r fea tu res . T he s ta te 
m en t fo r th e  p e rc e p tro n  was p ro v e d  b y  A. P .  P e t r o v  [ 3 ] .  O ur in v es tig a tio n s  
are  d eriv ed  from  h is ideas.
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Definition: T he  se t o f co o rd ina tes h av in g  th e  sam e v a lu e  fo r b o th  of th e  
tw o  p a tte rn s  x  an d  y , w e shall call th e  com m on p a rts  o f x  a n d  y . W e shall 
d e n o te  th e ir  n u m b er b y  m(x, y).

Theorem: I f  th e  g roups a re  chosen  b y  equal p ro b a b ility  densities th e n  th e  
e x p e c te d  values o f th e  q u a n titie s  in  (3) d ep en d  m ere ly  on th e  q u a n t i ty  o f th e  
co m m o n  p a rts  o f th e  p a t te rn  to  he reco g n ized  an d  th e  p a tte rn s  o f th e  lea rn in g  
sa m p le  se ts:

E  J / K ; ) / ( X )  =  K  2
i= 1 ;=1

m  (x i,j 1 x)

P
N

P

T h e th eo rem  is eq u iv a len t to  th e  fo llow ing s ta te m e n t: T he class o f p ro b 
lem s w hich  can be so lved  u n d e r th e  ab o v e-m en tio n ed  cond itions is closed u n 
d e r p e rm u ta tio n s  o f th e  N  com ponen ts o f th e  p a tte rn s . T he m e th o d  can n o t 
“ n o tic e ”  fea tu res n o t in v a r ia n t to  th e  p e rm u ta tio n  o f th e  com ponen ts.

Proof:

У) =  1

if  a n d  on ly  if  th e  ilh g roup  assum es th e  sam e v a lu e  in  b o th  x an d  y. T he case in 
p o in t occurs if  an d  o n ly  if  th e  g roup  is co n ta in ed  in  th e  com m on p a r t  o f x 
an d  y. Since th e  q u a n t i ty  of such  choices ou t o f th e  (p) possib le  even ts is
(m(x,y)) we 0}jta jn

E( f ( x ) f (  y ) )

m(x, y)

P
N i =  1, 3,

P )

К

fro m  w hich  our assertio n  follows.

IV. D evelopm ent o f th e  algorithm

In  o rder to  e lim in a te  th e  b o u n d s  d iscussed  in  th e  p reced in g  ch a p te r , 
n a m e ly  to  enlarge th e  class o f th e  so lvab le  p rob lem s, i t  is n ecessary  to  choose 
th e  g ro u p s accord ing  to  o th e r  p ro p e rtie s . W e m u st fin d  th e  g roups w hich are  
e ffec tiv e  for th e  given ta sk . L e t us in tro d u c e  q u a n ti ty  D  for th e  g roup  w hich is
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ch a rac te ris tic  o f th e  effic iency  of th e  g ro u p . L e t D  be  g rea te r  or sm aller acco rd 
ing  to  w h e th e r th e  g ro u p  plays m ore o r  less ro le in  th e  recogn ition . W e shall 
d e te rm in e  D  b y  m ean s o f  th e  decision m ech an ism  as a fu n c tio n  of th e  lea rn in g  
p a tte rn s .

In  th e  p ap e r th e re  are  two possib ilities  sugg ested  fo r choosing  D.

1.

P rov is io n a lly  le t  us assum e th a t  w e h a v e  on ly  tw o  categories of p a tte rn s . 
F ro m  [3] it follows t h a t  th e  decision depends on th e  sign of th e  follow ing 
difference:

H ere

an d

_ 2 7 ( x l j ) / ( x ) -  J> 7 (x2 j ) / ( x ) =
J= 1 J=!

s ;= i « j= 1

jz f ( x l , j )  =
J = 1

( C1 ,1 ,0 C1 ,K ,2P - 1  1
1 -  ’ s S j

i / K ; ) - !
j =  1 1

C2,1,0 C2 , l , l C2 ,K ,2P - 1  ]
S ’ 9

s - !
are  th e  cen ters o f th e  m ass of learn ing  p a t te rn s .  T he decision sep ara tes  th e  K 2 P 
dim ensional space b y  a hyperp lane  c o n ta in in g  th e  origin an d  p e rp en d icu la r to  
th e  line connecting  th e  cen ters of m ass. T here fo re , i t  is recom m ended  to  choose 
th e  groups in  such  a m a n n e r th a t  th e  c en te rs  o f m ass shou ld  be fa r  from  each 
o th e r. T he d is tan ce  b e tw een  th e  c en te rs  o f m ass

d = Í  K 
I  2 dr/=1

w here di is th e  d is ta n c e  betw een  th e  p ro je c tio n s  o f  th e  cen ters o f m ass on th e  
subspace  d e te rm in ed  b y  th e  i th g ro u p :

d , = -
s

2P—1

. 7  ( c l , i , j  —  C2 , i , j ) 2
;= «

I f  di is large en o u g h  th e  group p la y s  an  effective role in  th e  recogn ition . 
T herefo re , i t  is u sefu l to  in troduce  di as a c h a ra c te ris tic  v a lu e  o f group effi
ciency:
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D =  d,; =  —  
s

2 P - 1

Cl,f J  C2,i,j)2
7= »

( 4 )

In  case o f m ore  categories f ir s t  we fo rm  D  fo r each p a ir  o f ca teg o ries . 
D en o te  i t  b y  D /j  fo r th e  p a ir  o f th e  i,h a n d  yth ca tegories. T h e ir q u a d ra tic  m ean  
is a usefu l m easu re  o f  g roup-effic iency

2 2 D b -i=i j= 1 
i* j

2 .

A n o th e r q u a n t i ty  c h a ra c te r is tic  o f g roup-effic iency  is connected  w ith  
th e  p ro b a b ility  o f co rrec t decision. L e t us assum e th a t  we m ak e  a decision  
ta k in g  on ly  th e  i th g roup  in to  acco u n t. L e t X  be th e  space o f th e  possib le  
v e c to rs  x.

X =  Ü A ,
I= i

w h ere  Aj  is th e  se t o f th e  p a tte rn s  fro m  th e  j th ca tego ry . L et d(x) be th e  dec i
s ion  fu n c tio n , i.e. le t d(x) be equal to  one o f th e  sets Aj  accord ing  to  th e  dec i
sio n . O n th e  o th e r h a n d , X  can be  w ritte n  in  th e  fo rm  of

2P— 1

X =  и X m
m=о

w h ere  X f  (") X j  =  0 fo r i ^  j an d  X m is th e  se t of tho se  x a t  w hich th e  b in a ry  
n u m b e r  in  th e  g roup  is ju s t  m.

T he p ro b a b ility  o f co rrec t decision , i.e. th e  ev en t x  £ d(x) is

P (x  Ç d(x)) =  22  €  d(x)\x £ X m) P (x  £  X m). (5)
m = о

L e t p j>m — P (x £A j I x  £ Х т) an d  le t  i(m) th e  index  o f d(x) in  th e  case o f 
x  ÇXm. T h a t is, i(m) =  к if  d(x) =  Ah. B y  m eans o f th e  new  n o ta tio n s  in  (4)

p  [x € d (x)\x e x m] =  p M ' m . . (6)

A ssum ing

2  Púm
7=1
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P ( 4 )  =  - (J =  1 , 2 , . . . ,  n)
n

we o b ta in

P (x  e X m) =  J ’ P (x  € X m| ^ y) P (A j)  =  - 1  J p , . ,  
y=i re y=i (7)

S u b s titu tin g  (6) an d  (7) in to  (5) we h av e

P(xÇd(x) )=2l~%
m=01

n  \ 1 Л 1 2P — 1Pi(m),m _ L  V  n  __  1  V  n
P j ’m  —  _  P i ( m ) j

j= l

n ,=i IT 777=0

P[x  £d(at)] can  be  e s tim a te d  b y  m eans o f th e  le a rn in g  p a tte rn s . N am ely , cJjljm/s 
is th e  co n d itio n a l re la tiv e  freq u en cy  o f th e  ev en t x  £ X m u n d er th e  co n d itio n  
x £Aj. B y  m eans o f th e  s tro n g  law  o f la rg e  n u m b ers

P  lim J , i , m  ___
P  ],n =  1 ( 8 )

i.e. th e  re la tiv e  freq u en cy  converges to  p j im w ith  p ro b a b ility  u n ity .
C onsidering th a t  we m ake a decision  ta k in g  on ly  th e  ith g roup  in to  

accoun t. In  case o f x  £ X m th e  sca la r p ro d u c ts  in  (3) a re  th e  follow ing:

l.i.m

T herefo re, we can  w rite

bi(rri),i,m =  m ax  c.//,7,777

1 2P-1
lim  —  'V

J  2 P - 1

m a x  c k,i,m —  Pi(m),m
S /7 7 = 0  * IT m = 0

=  1

i.e.
( J 2P-1
l i m —  V  m a x  ck i rn =  P \x  £d(x)]

S - > ° °  S /77=0 *

=  1.

W e can  see th a t  th e  q u a n tity

1 2P-1
D  =  —  V__ reiaxcAim

5 m —. 0 ^
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converges to  th e  p ro b a b ility  of co rrec t decision  w ith  p ro b a b ility  u n ity . T h e re 
fo re , D can  be in tro d u c e d  as a n o th e r  u sefu l m easu re  of g roup  efficiency.

Note a. In  the case when the set o f  the learning patterns is presented to recognize, D  
g ives exactly  the rate o f correct decisions.

Note b. In  case o f two categories

j  2 P -1

D  — m ax  c2iiyrn) ~
s m= о

— s ^  I 2  ̂ c2 ,i,m I I ci,i,m c2 ,i,m I | — 2 S 2  ^
1 2 P -1

2s A  1 m= о
c2,i,m +  1.

On the one hand the quantity

I  2 P -1

D  ~  ~ ~  ^  I ci ,i,m  c2,itm I
s m= о

characterises the group efficiency equivalen t to D , since

d  =  t d ' +  i-

On the other hand D ', sim ilarly to D  in the preceding paragraph, can be regarded as a dis- 
ance, though not E uclidean, between the centers o f mass.

3. The modified learning process

D uring  th e  lea rn in g  process e ffec tive  g roups w ill be chosen b y  m eans o f 
one  o f th e  ab o v e-m en tio n ed  q u a n titie s .

B y m eans o f a ran d o m  g en e ra to r  we choose p  com ponen ts from  th e  N  
in p u t  o f th e  classifier. W ith  th e  a id  o f  th e  le a rn in g  p a tte rn s  we fo rm  D  in a 
m a n n e r  m en tio n ed  before. D epend ing  on w h e th e r D  is g re a te r  o r sm alle r th a n  
a fix ed  level we keep  or re jec t th e  chosen  g roup . T he process is re p e a te d  u n til  
a c e r ta in  n em b er o f effective groups w ill be  collected .

T he recognition phase p roceeds s im ila rly  to  th e  orig inal B ledsoe-B row n- 
in g  m ethod .

V. Stochastic approximation, the basic m ethod o f pattern recognition

A p ap er b y  Y a . Z. T s y p k i n  [4] p u t  th e  th e o ry  o f p a t te rn  reco g n itio n  
in  a new  lig h t. B y  th e  m ethod  o f s to c h a s tic  ap p ro x im a tio n  th e  a u th o r  gives a 
g en era l process w hich  com prises m ost o f th e  know n p a t te rn  reco g n itio n  a lgo
r i th m s . T he m e th o d  can  be genera lly  d e fin ed  in  th e  follow ing fo rm : W e seek a 
d isc rim in an t fu n c tio n  c p fx )  for th e  j th c a te g o ry  w hich gives a m easu re  o f b e lo n g 
in g  o f X to  th e  ca teg o ry . W e shall p lace x  in to  th a t  c a teg o ry  w hose d isc rim in an t 
fu n c tio n  has th a t  la rg e s t value. A ssum e th a t  <pj(x) can be w ritte n  in  th e  form  of
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m

al,i / / W  =  a ; / ( x ) (9 )
1=1

w here [//(x)] is a sy s te m  o f lin ea rly  in d e p e n d e n t fu n c tio n s . T he v ec to r  a j will 
be  ap p ro x im a te d  b y  ajiS w here  ajiS is o b ta in e d  a f te r  th e  p re se n ta tio n  o f  th e  sth 
lea rn in g  p a t te rn  x/>s belo n g in g  to  th e  j th ca teg o ry :

a j,s  =  aj,s—i  +  7 s  - f ( x s )  ( 10)

w here ys is d e te rm in ed  b y  in fo rm atio n  a b o u t f ( x j tS) an d  som etim es b y  th e  va lu e  
of

(P j , s — l  ( x y , s )  •

In  th e  case o f th e  В — В m e th o d  [fi(x)] is th e  sy s tem  defined  b y  (1), an d  m  =  К  
2P, an d  th e  v ec to r

CJ,K, 2f - i  
s

w here Cj ijc is a fu n c tio n  o f s defined in  (2). T h e  v ec to r  a jiS s im ila rly  to  (10) 
satisfies th e  s to ch as tic  ap p ro x im atio n :

J,s a y,s— 1 “Ь f { x j,s)

A ccording to  (8) ayjS/(x )  converges to  th e  fu n c tio n

^ (x ) =  Oj/(x) =  2 ;  Р[х€Е,(х)|А)]
1=1

w ith  p ro b a b ility  u n ity  w here  Ei(x) is th a t  su b se t o f th e  X ,  th e  e lem ents o f w hich 
h av e  th e  sam e b in a ry  n u m b e r  on th e  i th g ro u p  as x.

Note. W e should obta in  the optim al decision b y  the estim ation of the functions

P [ x  ç  E ,(x ),  x ç £ 2( x) ,  . . . ,  x £ P K(x)|A ,]

because the probability o f  incorrect decision would be m inim ized in  this w ay. H ow ever, in 
th is case the num ber o f th e  patterns necessary for the learning process is increased b y  an e x 
ponential function  o f K .
Assum ing the independence o f the groups the optim al decision can be replaced by the function

/ /  Р[ж€Е/ж)Цу].
1= 1
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B u t in  th is case it  is either necessary to  present a large set o f learning patterns or the length  
o f the groups has to be lim ited . I f  neither o f these is done and if  the estim ating va lue o f  som e 
factor is 0 an incorrect decision  can be obtained. An advantage of the presented m ethod is 
th a t th is m istake can be elim inated.

VI. Conclusions

T h e  discussed a lg o rith m  in te n d e d  to  im prove  th e  efficiency o f th e  B ledsoe- 
B ro w n in g  m ethod  b y  m eans o f in tro d u c in g  “ s tru c tu re  a d a p ta t io n ” . The 
a p p lie d  princip le  can  be  e x te n d e d  also to  o th e r  m ethods. I t  is b ased  on th e  fac t 
t h a t  d u rin g  th e  process o f  le a rn in g  th e  a u to m a to n  is chosing — b y  m eans of 
som e search ing  m e th o d  — fro m  a c e r ta in  fu n c tio n -sy stem  th o se  fi(x )  fu n c 
tio n s  fig u rin g  on th e  r ig h t  side o f  (9), w hich  e ffic ien tly  s e p a ra te  th e  categories 
in  th e  given ta sk . N a tu ra lly , b y  su ch  an  increase  of th e  in n e r a d a p tiv i ty  th e  
le a rn in g  process w ill b e  longer a n d  th e  n ecessary  m em o ry -cap ac ity  increases. 
In  th e  course of th e  le a rn in g , n a m e ly  th e  w hole lea rn in g  sam ple  se t w ill be 
n ecessa ry . The reco g n itio n -p h ase  is n o t  m ore  co m plica ted  th a n  i t  w as p rev io u sly  
a n d  th e re fo re  th e  p rin c ip le  can  be  ap p lied  in  such  cases w here a fte r  le a rn in g  
once th e  app lica tion  o f  th e  recogn ition  process is needed  m a n y  tim es , e v en tu a lly  
co n tin u o u sly .
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Algorithmus für die Erkennung von Form en m ittels einer adaptierenden Suchm ethode.
In der A rbeit wird ein neuer A lgorithm us für die Erkennung von  Form en beschrieben und die 
hierbei auftretenden theoretischen Problem e werden untersucht. Die M ethode ist eine W eiter
entw ick lung der von B l e d s o e  und B r o w n in g , indem  die während des Erkennens eine w ichtige  
R olle spielenden, aus den E lem enten des G esichtsfeldes gebildeten Gruppen nicht zufallsw eise, 
sondern m ittels eines Suchverfahrens ausgew ählt werden. A uf diese W eise wird die K lasse der 
lösbaren Probleme erw eitert, während des Suchens wird der Algorithm us für die Lösung der 
jew eils gegebenen Aufgabe geeignet.

U n algorithme pour la reconnaissance de formes par le procédé de recherche adaptatif.
L’étude traite d’un nouvel algorithm e pour la reconnaissance des form es et exam ine ses pro
blèm es théoriques. La m éthode présentée e st un développem ent de l ’algorithm e de B ledsoe  
et B row ning, en tant que les groupes jouan t un rôle im portant dans la reconnaissance, formés 
par les élém ents du cham p de vision , ne sont pas choisis au hasard m ais par un processus de 
recherche. De cette façon la classe des problèm es résolubles est élargie, l’algorithm e s’adaptant 
pend ant le procédé de recherche à la  solution  du problèm e donné.

Алгоритм распознавания образов, поисковым методом (Я. Барат и Д. Мусель). 
В работе описывается один новый алгоритм распознавания образов и исследуются воз
никающие теоретические проблемы. Излагемый метод является дальнейшим усовер
шенствованием алгоритма B l e d s o e — B r o w n in g , поскольку группы, образованные из эле
ментов поля зрения и играющие важную роль в процессе распознавания, выбираются не 
случайно, а поисковым методом. Таким образом, класс решимых задач расширяется, в 
ходе процесса поиска алгоритм становится пригодным для решения данной задачи.
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The objective function  is considered as a second order polynom ial o f the disturbing and 
m anipulated  variables in  the static  optim ization  m ethod disclosed in th is paper. The optim um  
system  of the m anipulated variables is determ ined b y  the quadratic optim ization m ethod. The 
coefficients o f the approxim ating function  are determ ined by regression from the data o f the  
u n it to be optim ized, the la st data being considered as having larger w eights than the earlier 
ones. The instab ility  due to m easurem ent errors a t the optim um  locus calculated is strongly  
dim inished by the evaluation m ethod o f the process.

List o f  sym b ols

a elem ent o f the m atrix belonging to the coefficients of the quadratic system ; 
A the m atrix o f the quadratic form  coefficients; 
b elem ent o f the equality-inequality  system  of linear constraints;
В the m atrix o f the linear constraints; 
c running su ffix  o f the m anipulated variable; 
d  running su ffix  o f the disturbing variable;
D  square sum  o f the deviations; 

f  the econom ic objective function;
F  transformed objective function; 
g right side vector of the linear constraints; 
h transform ed right side vector of the linear constraints; 
i running su ffix  o f independent variable; 
j  running su ffix  o f independent variable; 
к running su ffix  o f m easurem ents; 
m  num ber o f m easurem ents; 
n num ber o f independent variables;
p  running su ffix  o f  independent variable (covering serial num ber of 
q forgetting factor;
r running index  o f independent variable (covering serial num ber of 
s product sum;
S weighted product sum; 
t tim e;
u running su ffix  o f m easurem ent series;
V  running su ffix  o f m easurem ent series;
X independent variable;
X independent variable vector;
3  num ber of m easurem ent series;
A deviation o f calculated and m easured function values;
* calculated value;
() suffix o f m easurem ent series;
’ row vector.

equation also); 

equation also);
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I. Introduction

Q uite  a n u m b e r o f  o p tim iza tio n  processes m a y  be  fo u n d  in  th e  l i te ra tu re , 
w hich  are su itab le  to  d e te rm in e  th e  ex tre m u m  o f a given ob jec tiv e  fu n c tio n . 
P a r t  o f these  p rocesses rep re sen ts  p ra c tic a lly  th e  o p tim iza tio n  of m a th e m a tic a l 
m odels for various re a so n s , e.g. if  th e  p a r t ia l  d e riv a tiv es  o f th e  ob jec tive  fu n c 
tio n  a re  used as fu n c tio n s  of various in d e p e n d e n t v a riab les , e.g. in  th e  case of 
th e  w ell-know n g ra d ie n t m eth o d , or consequences are  d raw n  reg ard in g  th e  
ex p ec ted  locus o f th e  o p tim u m  from  th e  v a lu es  o f th e  in d ep en d en t v ariab les  
re su ltin g  in  vario u s sy s tem s o f values, or w h e th e r th e  d irec tion  is reg a rd ed  
w here  th e  op tim u m  locu s can  be ap p ro x im a te d  th e  m ost q u ick ly , such as in  th e  
m e th o d  of c o n ju g a te d  d iam eters  [1].

H ow ever, in  th e  case of real m odels, i.e . o f ob jec tiv e  fu n c tio n  values o b 
ta in e d  from  o p e ra tin g  u n its  these  m ethods a re  q u ite  u n su ita b le , since th e  d irec 
tio n  to  be follow ed becom es v e ry  u n c e rta in  especially  n e a r th e  op tim u m , due 
to  th e  sca tte rin g  o f  m easu red  values. O w ing to  th is  v e ry  reason , th e  regard less 
an d  u n d isc rim in a tin g  ap p lica tio n  of th e  m e th o d  resu lts  in  a v e ry  u n stab le  o p e ra 
tio n , because of th e  a p p a re n tly  su b seq u en t change o f th e  op tim u m  locus, 
b ro u g h t ab o u t b y  sc a tte r in g  of th e  m easu red  d a ta . M oreover, th e  o p tim iza tio n  
o f a rea l m odel w ith  th e  g rad ien t m e th o d  is u n fav o u rab le , because for th e  
ap p ro x im a tiv e  d e te rm in a tio n  of th e  g rad ien t th e  p a r tia l  d e riv a tiv es  are  re q u ir 
ed. T hese d e te rm in a tio n s  w ould invo lve fre q u e n t a lte ra tio n s  of perfo rm ance  
p a ra m e te rs  in  a sense, w h ich  does n o t n ecessa rily  m ean  an  im p ro v em en t o f th e  
o b jec tiv e  func tion  v a lu e s . T he sam e app lies to  all th e  o p tim iza tio n  processes 
in w hich  th e  o p tim u m  is de te rm in ed  b y  p rog ressing  along g rid  po in ts  in  th e  
space  o f v ariab les  [2].

T he aim  an d  p rin c ip le  of th e  o p tim iza tio n  process disclosed b y  th e  au th o rs  
is to  e lim inate  th e  tw o  d isad v an tag es m en tio n ed  in  th e  in tro d u c tio n , occurring  
d u rin g  o p tim iza tio n  w ith  real m odels viz. th e  steps w ith  th e  sole pu rpose  of 
d a ta  collecting  a n d  th e  u n c e r ta in ty  re su ltin g  from  m easu rem en t sc a tte rin g . 
T his e lim ination  w ill m a k e  th e  g rad u a l o p tim iz a tio n  o f th e  u n it  w ith o u t “ p u l
lin g ”  possible.

A m ong th e  m e th o d s  disclosed u p  to  now , th e  p re se n t process is m o st 
s im ila r to  th e  o p tim u m  search ing  m eth o d  deve loped  b y  O r b á n . The la t te r  m e th 
od w ill be given h e re  b r ie fly  [3]. I t  is assum ed  in  th e  process th a t  a t  th e  s t a r t 
ing  p o in t such an  a ssem b ly  o f o p era tio n a l d a ta  is a t  d isposal, w hich rep re sen ts  
th e  p rev ious s ta te s  n o t  y e t op tim ized . S ingle steps o f th e  o p tim iza tio n  are  
ca rr ied  ou t b y  se lec tin g  th e  d a ta  n ea re s t th e  m o m e n ta ry  s ta te  in  th e  space o f 
d is tu rb in g  va riab les , a n d  on th e  basis o f th is  th e  ob jec tiv e  fu n c tio n  is d e te rm in ed  
as a lin ea r fu n c tio n  o f  th e  m an ip u la tin g  v a riab le s . T h ereu p o n , a s tep  is m ad e  
in th e  o b ta in ed  g ra d ie n t d irec tion . T he d a ta  system  is su p p lem en ted  b y  th e  
d a ta  o f th e  new  s ta t io n a ry  opera tion  s ta te  developed . T hus th e  m e th o d  in-
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volves re jec tio n  o f th e  o ld est d a ta  a fte r  a g iven tim e  or a g iven  n u m b er o f s tep s . 
S everal aim s a re  th u s  reach ed  a t  th e  sam e tim e  viz. th e  n u m b e r of th e  d a ta  is 
k e p t lim ited , th e  d a ta  assem ble  m ore an d  m ore  a ro u n d  th e  s ta te  co rrespond ing  
to  th e  o p tim u m  reg im e, a n d  fin a lly  th e  possib le  slow  changes o f th e  o p e ra tio n  
a re  follow ed u p  b y  th e  d a ta  sy stem . A d ra w b a c k  to  th e  p rocess is th e  n ecess ity  
o f s to ring  large  d a ta  q u a n titie s , an d  if  th e  q u a n t i ty  o f s to re d  d a ta  is b ig  enough , 
th e  search  fo r th e  n e a re s t  p o in ts  becom es cum bersom e an d  len g th y . T he 
u n c e r ta in ty  in  th e  se lec tion  of steps due to  th e  m easu rem en t sca tte rin g s also 
rem ains.

The process dev e lo p ed  b y  th e  a u th o rs  of th is  p a p e r  is an  im p ro v em en t to  
th e  O rb án -m eth o d  b y  e lim in a tin g  to  a g rea t e x te n t  th e  abo v e-m en tio n ed  d isa d 
v an tag es . T he m ain  fe a tu re  o f th e  new  m e th o d  is n o t to  s to re  th e  in fo rm a tio n  
o b ta in ed  from  m e a su re m e n t d a ta  in  a ro u g h  s ta te , h u t  th e  dependence o f  th e  
ob jec tive  fu n c tio n  on th e  d is tu rb in g  an d  th e  m a n ip u la te d  v a riab les is a p p ro x 
im a te d  b y  a second  o rd e r  po ly n o m ia l an d  th e  n ecessary  in fo rm a tio n  is s to re d  
as coefficients o f th is  second  o rd e r po ly n o m ia l. The p o ly n o m ia l, coefficients 
are reca lcu la ted  on th e  basis  o f recen t m e a su re m e n t d a ta  from  tim e  to  tim e . 
T hus, th e  f lu c tu a tio n s  due  to  m e a su re m e n t s c a tte r in g  a re  e lim in a ted , th e  
n u m b e r of th e  d a ta  to  be  s to re d  is red u ced , an d  th e  t im e  consum ing  w ork  
invo led  in  th e  p re v io u s  m e th o d  viz. selec ting , a t  each  s te p , th e  n ea re s t d a ta  
sy stem s to  th e  m o m e n ta ry  v a lu e  system  o f th e  d is tu rb a n c e  v ariab les is a v o id 
ed. In s te a d  of re je c tin g  d a ta , th e  follow ing up  o f slow  changes is c a rried  
o u t b y  w eigh ting  th e  d a ta  in  th is  process. T he earlie r d a ta  w ill be w eigh ted  b y  
a fac to r sm aller th a n  u n i ty  besides th e  m ost re c e n t d a ta  in  th e  case o f  ev e ry  
tr e a tm e n t. T hus th e  w eig h t o f th e  earlier d a ta  decreases accord ing  to  a geo
m etrica l sequence . T h e  o rd in a ry  n o tio n  o f fo rg e ttin g  is th u s  m odelled a n d  th e  
process is th e re fo re  called  th e  “ fo rg e ttin g  m e th o d ” . T he w eighting  o f d a ta  
can  easily  be  done w ith  a second o rd er po lynom ial, o n ly  th e  p ro d u c t sum s 
in v o lved  in  c a lc u la tin g  th e  coefficients a re  to  be re ta in e d  and  used su ita b ly  
w eigh ted  d u rin g  th e  t r e a tm e n t  o f new  d a ta .

The coeffic ien ts  o f  th e  lin ear fu n c tio n s  describ ing  co n stra in ts  can  be 
de te rm in ed  sim ila rly . F o r th e  pu rpose  o f re la tiv e ly  q u ick  d e te rm in a tio n  of 
lim ited  e x tre m u m  v a lu es  i t  is adv isab le  to  consider th e se  as linear func tions of 
th e  in d e p e n d e n t v a ria b le s .

T he m e th o d  as o u tlin e d  above assum es th e  qu ick  f lu c tu a tio n s  of th e  rea l 
m odel n o t to  be so g re a t as to  re su lt in  to o  large  errors in  th e  ap p ro x im atio n  b y  
a second o rd e r p o ly n o m ia l, a n d  th e  ra te  o f th e  change o f slow ly chang ing  d is
tu rb a n c e  v a riab le s  n o t  considered  exp lic ite ly  to  be  sm all enough to  collect 
su ffic ien t d a ta  q u a n tit ie s  in  th e  m ean tim e  for th e  ca lcu la tio n  of th e  po lynom ial 
coefficients. O nce th e  ap p ro x im a tin g  q u a d ra tic  po ly n o m ia l is o b ta in ed , th e  
d e te rm in a tio n  o f  th e  o p tim u m  p o in t does n o t rep re sen t a n y  p roblem  o f p r in 
ciple, and  m eth o d s a re  a t  d isposal for cases w ith  c o n s tra in ts , an d  w ith o u t th e m .
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T h e au th o rs  do n o t w a n t to  ta k e  up  th e ir  a lgoritm s w ith in  th e  fram e  o f th is  
p a p e r  a n d  i t  is ta k e n  fo r g ra n te d  th a t  th e  ta s k  can be so lved  e ith e r  b y  a lin ea r 
e q u a tio n  system  (w ith o u t co n s tra in ts ) , or b y  m eans of q u a d ra tic  p ro g ram m in g  
(in th e  case of c o n s tra in ts  given b y  lin e a r  equalities o f ineq u a lities).

II. M athem atical form ulation of the process

A ccording to  th e  ab o v e , th e  o b jec tiv e  fu n c tio n  is considered  as th e  second 
o rd e r  po lynom ial o f th e  d is tu rb a n c e  a n d  m a n ip u la te d  v a riab le s . T herefo re , in  
m a tr ix  form alism

or in  sca la r w riting
f *  = x ' -  A x

f *  =  j £  ^ au x i xi-
i=0 j=l

( 1 )

( 2 )

(A ccord ing  to  th is  in te rp re ta tio n , th e  m a tr ix  A  is a low er tr ia n g u la r  m a tr ix .)  
To th e  0 -th  elem ent o f x v ec to r  th e  v a lu e  1 w ill be ordered  id en tica lly , so th e  
q u a d ra tic  form  will c o n ta in  a c o n s ta n t te rm  an d  linear te rm s , too . T he coeffi
c ien ts  aij are  d e te rm in ed  on th e  basis o f  th e  least squares p rinc ip le . T he d e 
v ia tio n  betw een  th e  o b ta in e d  an d  th e  ca lc u la ted  ob jective fu n c tio n  values, i.e. 
th e  a p p ro x im a tio n  e rro r  fo r th e  d a ta  sy s tem  w ith  suffix  к is

A k = f k  -  fk  =  £  ai jx ikxjk ~  fk- (3)
f=0 j—i

C onsidering  all m easu rem en ts , th e  sq u are  sum  o f dev ia tions w ill be

m m
D  =  £  A \  =  2

f c = 1  k = l

T he m in im um  o f D  is o b ta in ed  b y  th e  know n m eth o d  o f d e te rm in in g  th e  
zero  locus of th e  p a r t ia l  d e riv a tiv es  as a fu n c tio n  of all ay coeffic ien ts . T hus 
fo r th e  coefficients th e  follow ing eq u a tio n  system  is o b ta in ed :

^  at jx ikxJk f k (4)

n nу У
i=o j=i

' m
JV  x tk • xJk ■ x pk ■ x rk

\k= 1

In tro d u c in g  th e  n o ta tio n s

aij =  2  fk • xpk ■ xrk k= I

( p  =  0 , 1 , 2 ,  . . . ,  n;
r  = P , P  +  1, . . ., n).

( 5 )
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an d

m
s i,j,p ,r =  x ik  ' x j k ' x pk ' x rk

k = 1

SPS

m
£ f k - x pk-x rk 
k= 1

th e  eq u a tio n  sy stem  becom es

( 6 )

(7)

n n
2 :  2 '  s U ,P ,r ■ a i,j =  SP J ( p  =  0> 1. 2 ,  . .  - ,  n ;
i= 0 j =  i ( o )

г =  ib P  +  !* • ■ •> «)•

U p till now  th e  w eighting  of th e  su b seq u en t m easu rem en t d a ta  assem blies 
has n o t been ta k e n  up . L e t us in tro d u ce  fo r w eigh ting  p u rp o ses  th e  “ fo rg e ttin g ”  
fa c to r  q, an d  in te rp re t w eigh ting  an d  “ fo rg e ttin g ” , re sp ec tiv e ly , as follow s.

T he u p -to -d a te  a,-, coefficients o f th e  ap p ro x im atio n  expression  are to  be 
ca lcu la ted  using  th e  eq u a tio n  system

2  S U , P , r  ■ « tj =  S p ,r  (P =  0 , 1 . 2 ,  . . . ,  n ;
j=0  j= 0

r =  p , p  +  1, . ■ . , n )
( 9 )

w here  th e  new ly in tro d u ced  S  fac to rs  w ill be form ed as follow s. I f  th e  su b se 
q u e n t m easu rem en t d a ta  groups are m ark ed  b y  an u p p er su ffix  in a b ra c k e t, for 
ev e ry  S we get

Sü) =  s<D, (10)
resp ec tiv e ly

S<2) =  g<i)-S(1) +  s(2>. (11)

The ru le  o f fo rm a tio n  is genera lly  in  a recursive w ay

§(0+1) _  q ( v ) . g(v) _|_ S(»+1)

V — 1
S<*> =  J ? .(«)

2= 1

( 12)

(13)

if  th e  p ro d u c t consisting  of zero fac to rs  is defined as 1. T he ra tio n a lity  o f th e  
fo rm a tio n  d efin itio n  of S(vi is su p p o rte d  b y  tw o exam ples re ferring  to  tw o 
lim itin g  cases.

On th e  one h a n d , we h av e

çb) =  q ( . 2) —  '  —  q ( V  i) — 0.

A ccord ing  to  th e  above m en tio n ed

( 14)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



362 G. ALMÁSY, M. ROMHÁNYI and I. PALLAI

=  s<B) . (15)

All th e  in form ation , o b ta in ed  from  ea rlie r m easu rem en ts  is th e n  fo rg o tten  
b y  th e  m odel, an d  o n ly  th e  m ost recen t d a ta  assem bly  is u sed  fo r th e  ca lcu la tio n  
o f coefficients.

L e t us ta k e , on  th e  o th e r h an d ,

q(i) =  g(2) =  . . . =  Ç(»-l) =  1 . (16)

C orresponding to  th e  above

S<*>= (17)
Z=1

Therefore, all m easu rem en t d a ta  a re  considered  b y  th e  m odel h av in g  th e  
sam e w eight in d e p e n d e n t o f th e ir  age, i.e . no  fo rg e ttin g  occurs. B o th  th e  lim it
ing  cases co rrespond  to  th e  regression ta k e n  in  a c o n v en tio n a l sense.

T he case
0 <  g «  <  1 (18)

corresponds to  th e  m e n tio n e d  “ fo rg e ttin g ” , w hereas th e  case

1 <  q  (19)

is to  th e  co n tra ry , th e  m odel considering  th e  earlie r d a ta  w ith  g rea te r w eigh t 
th a n  th e  recen t d a ta .  N o p rac tica l im p o rta n c e  can  be  g iven  to  th e  la t te r
case. The case

q  <  0 (20)

m akes no sense. T h e  v a lu e  o f q has to  be  chosen  b y  p ra c tic a l experience.
In  th e  case o f  possib le  lin ear c o n s tra in ts , th e ir  coeffic ien ts  m ay  be ca l

c u la te d  b y  lin ear reg ressio n  in  fu ll an a lo g y  to  th e  above .

III. The accuracy o f the solution

I t  m ust be ta k e n  in to  accoun t in  co n n ec tio n  w ith  th e  d e te rm in a tio n  o f 
th e  a p p ro x im a tio n  p o ly n o m ia l coefficients t h a t  th e  e rro r  o f  th e  po lynom ial 
w ill co n ta in  n o t o n ly  th e  e rro r of p rinc ip le  o f  a p p ro x im a tin g  a n o n q u a d ra tic  
su rface  in  re a lity  b y  a q u a d ra tic  su rface , b u t  also th e  ro u n d in g  erro r w hile 
so lv ing  th e  e q u a tio n  sy s tem . A ccording to  experience, h o w ev er, th e  p o ly n o m 
ial gives a v e ry  good ap p ro x im a tio n  in  th e  case of a ta s k  co n ta in in g  9 v a r i 
ab les, i.e. 55 coeffic ien ts , w here th e  v a riab les  change in  3 levels generally . T he
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sc a tte rin g  am o u n te d  to  ap p ro x . 1 p er cen t o f th e  v a r ia tio n  in te rv a l an d  i t  can  
be assum ed th a t  a consid erab le  p a r t  of even th is  e rro r is th e  re su lt of a p p ro x 
im a tio n  erro r of p rin c ip le . T his re su lt is su rp ris in g  because  th e  d e te rm in a n t o f 
th e  m a tr ix  o f 55 X 55 is fo u n d  to  be of 10 ~50 o rd er. A tte n tio n  m u s t, how ever, be 
d raw n to  th e  fac t t h a t  fo r th e  sake of accu racy  o f th e  so lu tio n  i t  is adv isab le  to  
norm alize th e  v a rio u s  v a riab le s  in  such a w ay  th a t  th e y  shou ld  be a p p ro x im a te 
ly  o f th e  sam e o rder.

IV. The form ation of the quadratic optim ization

U p till now  o n ly  th e  d ev e lopm en t of th e  second o rd e r po lynom ial d e sc rib 
ing  th e  ob jec tive  fu n c tio n  as a fu nc tion  of th e  com plete  s e t  o f  in d ep en d en t 
va riab les , i.e. o f th e  d is tu rb a n c e  as well as o f  th e  m a n ip u la te d  variab les w ere 
tre a te d . T he o p tim iz a tio n  ta s k  m a y  easily be  fo rm u la te d  th e n . F o r th e  sake  
of sim p lic ity  an d  c la r ity , th is  so p h is tica tio n  will be described  b y  m a tr ix  
form ulae.

I f  th e  v a lu e  sy s tem  of d is tu rb an ce  v a riab le s  is m ark ed  Xd, th a t  o f th e  
m an ip u la ted  v a riab le s  b y  x c, th e  ob jec tive  f u n c t io n /c a n  be  reso lved  as follow s:

f  ^ d  ’ - 'U / i i  * ^ d  * -^ - e d  * ^ d  X c  * A cc X c  . ( 2 1 )

T he m em ber c o n ta in in g  th e  m a tr ix  A dc is n o t co n ta in ed  in  f ,  since th e  
to ta l  m a tr ix  A is a low er tr ia n g le  m a trix , viz. A dC =  0- L e t us consider th e  
value system  Xd o f d is tu rb in g  v ariab les fixed . T h en  th e  ob jec tiv e  fu n c tio n  to  
he op tim ized  is th e  fo llow ing  m ixed  q u a d ra tic  fu n c tio n  o f xc

F  =  x' • ( A cd ■ x d +  A cc - x c).  ( 22

The va lid  se t o f  c o n s tra in ts  can  be sim ila rly  o b ta in ed  b y  su b s titu tin g  th e  
d is tu rb in g  v a riab les  in  th e  case o f linear c o n s tra in ts .

The lin ea r c o n s tra in ts  o b ta in e d  b y  lin ear regression  as func tions of all th e  
in d ep en d en t v a riab le s  are

g ^ B - x .  (23)

C lassifying th e  in d e p e n d e n t variab les again  in to  d is tu rb in g  and  m a n ip u 
la te d  variab les , th e  c o n s tra in ts  are

g ;> B d  • * d  +  B c • • (24)

A ccording to  q u a d ra tic  p rog ram m ing  upon  su b s titu tio n  o f ex isting  d is tu rb 
ing variab les an d  in tro d u c in g  th e  n o ta tio n

h =  g -  Bd • x d (25)
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th e  c o n s tra in ts  can  be exp ressed  as

h ^ Bc xc (26)

T h ereupon  th e  o p tim u m  sy stem  o f  m an ip u la tin g  v a riab le s  can  be d e te r
m in ed  b y  th e  q u a d ra tic  o p tim iz a tio n  m e th o d .
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S ta tisch e O ptim ierung m it einer ad ap tiven  «vergessenden» M ethode. Das in der Arbeit 
beschriebene statische O ptim ierungsverfahren betrachtet die Zielfunktion als Polynom  
zw eiten  Grades der Stör- und Stellgrößen und bestim m t das optim ale System  der Stellgrößen  
m it H ilfe  der M ethode der quadratischen O ptim ierung. D ie K oeffizienten  der N äherungsfunk
tio n  werden aus den D aten  des zu optim ierenden Betriebs durch Regression derart bestim m t, 
daß die neueren M eßwerte gegenüber den älteren größere Gewichte erhalten. D as Auswer
tungsverfahren der M ethode verm indert w eitgehend die aus den M eßfehlern resultierende  
In sta b ilitä t der Stelle des berechneten O ptim um s.

O ptim isation  sta tiq u e par la  m éth o d e  »d ’o u b li«  adaptative. La m éthode d’optim isa
tio n  publiée dans l’étude considère la  fonction  cherchée comme le polynôm e du deuxièm e degré 
des grandeurs d’action et des perturbations e t déterm ine le systèm e optim um  des grandeurs 
d’actio n  par la m éthode d’optim isation  quadratique. Les coefficients de la fonction  d’approxi
m a tio n  sont déterm inés par régression à partir des données du processus à optim iser, en attri
b u a n t aux données m esurées p lus récentes des poids supérieurs à ceux des données antérieures. 
L a m éth ode d’évaluation du processus réduit notablem ent l ’instab ilité  due aux erreurs de 
m esure du point optim um  calculé.

Статическая оптимализация адаптивным »забывающим« методом (Г.  Альмаши,  
М.  Ромхани и И. Паппаи) .  В работе излагается статический метод оптимализации, при 
котором целевая функция принимается в качестве полинома второй степени мешающих и 
вмешивающихся переменных, и оптимальная система вмешивающихся переменных 
определяется методом квадратичной оптимализации. Коэффициенты приближенной функ
ции определяются по данным оптимализируемого предприятия путем регрессии так, 
чтобы новейшие данные измерений фигурировали с большим весом чем старые. Методика 
оценки предлагаемого метода сильно снижает вытекающую из ошибок измерения неста
бильность вычисленного места оптимума.
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UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE TEMPERATURVER
HÄLTNISSE DES SINTERBANDES UND DER DYNAMIK 

SEINER AUTOMATISCHEN REGELUNG

D. SIN G E R  und CS. D E M JÉ N
FORSCHUNGSINSTITUT FÜR AUTOMATION DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,

BUDAPEST

E s wird zunächst ein vereinfachtes M odell beschrieben, welches die Ü bergangsverhält
nisse des Sinterbandes abschätzen lässt. D ann werden auf Grund eines M odells die T em pera
turprofile des Sinterbandes für norm ale Betriebsverhältnisse berechnet und daraus gewisse  
Schlußfolgerungen über Lösung der autom atischen Regelung gezogen. D ie U ntersuchungen  
wurden teilw eise durch eine Analogrechenm aschine, teilweise an einem  Digitalrechner durch
geführt.

I. Einleitung

D er S in te rp ro zeß , w elcher u rsp rü n g lich  bei der V e ra rb e itu n g  von fe in 
kö rn ig en  E rzen  e ingefüh rt w urde , gew ann in den le tz te n  J a h re n  eine im m er 
s te ig en d e  B ed eu tu n g , da m an  d azu  überg an g en  is t, auch  grobstück iges M a te 
r ia l v o r  dem  H ochofenprozeß  zu s in te rn . D urch die S in te ru n g  gew innt das 
M ate ria l an  H o m o g en itä t u n d  M ah lfestigkeit, was h insich tlich  der V e ra rb e i
tu n g  im  H ochofen  sehr w esentlich  is t. D a ein einziges S in te rb an d  um  eine 
M illion T onne pro  J a h r  M ateria l v e ra rb e ite t, k o m m t eine w esentliche B e d e u 
tu n g  ih re r  au to m a tisch en  R egelung  u n d  O p tim ieru n g  zu.

D ie fo lgende S tud ie  b e fa ß t sich  m it der D y n am ik  d er R egelung  der B a n d 
s in te ra n la g e  bzw . m it der des S in te rb an d es . Die K en n tn is  der h ier ab lau fen d en  
V orgänge is t d er Schlüssel zu r besseren  L ösung der R egelung  der ganzen A nlage. 
Die U n te rsu ch u n g en  w urden  in  zw ei S tu fen  au sg efü h rt, in  d er e rsten  w urde  das 
T e m p e ra tu rp ro f il des S in te rb an d es a u ß e r der Zeit n u r  noch  von einer R a u m 
k o o rd in a te  ab h än g ig  gedach t. In  d er zw eiten  w urden  die B e trach tu n g en  w e se n t
lich  v e rsc h ä rf t, u n d  auch dem  U m sta n d  R echnung  g e trag en , daß  das M a te ria l 
am  S in te rb a n d  eine endliche D icke h a t ,  so daß  die einzelnen Schich ten  n u r  
a llm äh lich  d u rch zü n d en .

II. D ie Sinteranlage und ihre autom atische Regelung

B eim  S in te rp rozeß  w erden  die E rze  m it K oks, K a lk s te in  u n d  ev en tu e ll 
a n d e ren  M ateria l gem isch t, d u rch  W asserzusa tz  g ek ö rn t u n d  am  S in te rb a n d  
a u sg e b ra n n t. D er erh a lten e  K lin k e r w ird  gem ahlen  u n d  so rtie r t. D er A nteil
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ü b ei 8 M illim eter is t das F e r tig p ro d u k t, jen e  m it k le ineren  K ornd u rch m essern  
w erden  den  A usgangsm ateria lien  zu g em isch t u n d  w ieder v e ra rb e ite t.

E in e  S in te ran lag e  von  T ypus D w ig h t-L lo y d  is t sch em atisch  im  B ild  1 
d a rg es te llt [1]. D ie A nlage a rb e ite t k o n tin u ie rlich  und  die E in h a ltu n g  der 
O p tim a lw erte  der B e tr ie b sp a ra m e te r  is t eine w esentliche F o rd e ru n g  fü r  die 
E rre ich u n g  einer P ro d u k tq u a litä t .  D ie K o n stan z  d er B etriebsgrößen

B ild  1. Betriebsschem a der B andsinteranlage

Bezeichnungen: 1, 2, 3 Bunker für Erz, Koks und Kalkstein; 4 Bunker für Feinsinter; 5 ,6 ,7 ,8 ,1 7  Dosiereinrichtungen; 9 
23 Förderbänder; 10, 14 Mischtrommel; 12 Zwischenbunker; 15 Wasserhahn; 16 Aufgabebehälter; 18 Sinterband; 19 Zünd
kammer; 20 Sauggebläse; 21 Kühlband; 22  Mahl- und Sortiereinrichtungen; 24\ 24” ,  . . . Rauchgaskammer; 25 Thermoelemen

te; 26  Interpolator; 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34 Regler.

is t au ch  deswegen w esen tlich , da die p h y sika lischen  E ig en sch aften  des 
e rh a lte n e n  S in ters ganz  w esentlich a u f  die B e trieb sv erh ä ltn isse  zu rü ck 
w irken . D a das beim  M ahlen des P ro d u k te s  e rh a lten e  F e in g u t wie
der zu den A usgangssto ffen  zugem isch t w ird , ex is tie rt bei der B e trieb s
fü h ru n g  eine A rt R ü ck fü h ru n g . Dies k o m m t d ad u rch  zu s tan d e , daß  
die M ah lfestigke it des F e rtig p ro d u k te s  v o n  dem  F e in s in te ra n te il des R o h sto ff
gem isches a b h än g t. A n d ererse its  e rh ö h t ein P ro d u k t m it k le iner M ahlfestig 
keit den  A nteil des F e in g u te s  und  u m g e k e h rt. Jeden fa lls  m uß  die A nlage so 
g es teu e rt w erden , d aß  d e r A nteil des e rh a lte n e n  F e ingu tes einen m öglichst 
k leinen  u n d  k o n s ta n te n  W ert h a t. Zu e in er ökonom ischen B etrieb sfü h ru n g  
und  zu d e r P ro d u k tq u a li tä t  t rä g t  die a u to m a tisc h e  R egelung  ganz w esentlich 
bei. A u to m a tisch e  R eg le r dienen fü r die E rh a ltu n g  des E rz-K o k s- bzw . E rz- 
K alkste in -M isch u n g v erh ä ltn isses  und  d er zugegebenen W asserm enge (R egler
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30, 31 u n d  32 im  B ild 1). W eitere  R eg le r s in d  vorgesehen zu d er N achfiillung  
des Zw ischen- bzw . A ufgab eb u n k ers  (R eg le r 28 und  29).

E in e  ganz w esentliche B ed eu tu n g  k o m m t der a u to m a tisch en  R ege lung  
heim  S in te rb a n d  zu. Z u n äch st w ird  die in  d er Z ü n d k am m er e in ge le ite te  G as
m enge bzw . das G asluftgem isch  gereg e lt (R eg ler 33, 34). D ie T e m p e ra tu rv e r
h ä ltn isse  des S in te rb an d es  w erden d u rc h  die in  der R au ch g ask am m er 24 ',  24", 
. . . u n te rg e b ra c h te n  T herm oelem en te  25', 25", . . . k o n tro lié rt. D a die L u ft 
bzw . die R auchgase  du rch  die G ebläse v o n  oben  nach  u n te n  ab g esau g t w erd en , 
zeigen diese T herm oelem en te  die ö rtlich en  M itte lte m p e ra tu ren  des w a n d e rn d en  
G utes an . Die B andgeschw ind igkeit w ird  d u rch  den R egler 27 so geregelt, d aß  
das örtliche M axim um  dieser M itte lte m p e ra tu re n  zeitlich k o n s ta n t b le ib t u n d  
in  d er N ähe des B andendes lieg t. D iese L ösung  der a u to m a tisch en  R eg e lu n g  
des S in te rb an d es  zielt eine m ax im ale  B a n d b e la s tu n g  bei m in im alen  K o k sv e r
lu s te n  an .

Z ur A usw ertung  des ö rtlichen  M axim um s der durch  die T h erm o e lem en te  
25', 25", . . . gem essenen T e m p e ra tu ren  d ie n t der R echner 26. D ieser w e r te t  
den A u sd ru ck

xm — +  0,5 h —----------- Щ+1 -  “k~~ (1)
(uk — uk_ j) -  (uk+l -  uk)

aus. хк_ 1} xk, xk+1 u n d  xM sind  die O rtsk o o rd in a te n  des (к — l) - te n , k-te n  u n d  
(k -f- l ) - te n  T herm oelem entes bzw . die des M axim um s; uk_ v  uk u n d  uk+1 
sind  die en tsp rech en d en  T e m p e ra tu ren ; h =  xk — xk~ x ist d er ö rtlich e  A b s ta n d  
zw eier T herm oelem en te . D en A u sd ru ck  (1) gew innt m an d u rch  In te rp o la tio n , 
wenn m an  a n n im m t, d aß  die F u n k tio n  и =  f(x)  zw ischen den P u n k te n  хк_ г, 
xk u n d  xk+1 m it e iner P a rab e l zw eiten  G rades an g en äh ert w erden  k an n . Ü b e r  
die A b le itu n g  von (1) siehe [2].

III . Die Tem peraturverhältnisse des Sinter bandes

D as S in te rb a n d  soll als ein s trö m en d es  M edium  b e tra c h te t  w erden , in , 
w elchem  gem äß einer D ich te fu n k tio n  T em p era tu rq u e llen  v o rh a n d e n  sin d . 
Es soll zu n äch st angenom m en w erden , d a ß  die V erhältn isse  d u rch  eine einzige 
R a u m k o o rd in a te , d u rch  die A chse X ,  w elche m it der F o rtsc h re itu n g s r ic h tu n g  
des B andes zusam m en fä llt, b e s tim m t s in d . U n te r  diesen V orau sse tzu n g en  k ö n 
nen  die W ärm ev erh ä ltn isse  du rch  die p a r tie lle  D ifferen tia lg leichung

Э2 и 
Эя2

-j- гva du
dx

+  K ( ,)  =  a 8“
3i

( 2 )

d a rg e s te llt w erden [2]. D abei is t и die T e m p e ra tu r , a die T e m p e ra tu rle itfä h ig -
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k e it des S in tergem isclies u n d  u> die B an d g esch w in d ig k e it. D ie T e m p e ra tu r le it
fäh ig k e it a is t wie ü b lich  defin iert, a =  c y j l ,  wo с, у, A die W ä rm e k a p az itä t, 
das spezifische G ew ich t bzw . die W ärm e le itfäh ig k e it b e d e u te t.

D ie F u n k tio n  R(x)  is t fo lgenderm aßen  defin ie rt

R(x) =  Q(x) -  qt — q2. (3)

Q(x) is t die D ic h te fu n k tio n , welche die in  d e r R au m e in h e it en tw ickelte  W ärm e 
a n g ib t; qx u n d  q2 s in d  die S trah lungs- bzw . R au ch g asv e rlu s te .

B ei der A b le itu n g  von  (2) w urden  fo lgende A n n ah m en  b e n u tz t:
a)  Die T e m p e ra tu r  des S in te rgu tes is t  heim  A u s tr i t t  aus der Z ü n d k a m 

m er — was üb rigens als N u llpunk t des K o o rd in a ten sy s tem s  d ien t — zeitlich  
k o n s ta n t;

b)  der L u ftü b e rsc h u ß  en tlang  des B an d es b le ib t k o n s ta n t, also die V er
b ren n u n g  des K okses is t allein von d er Z eit abhän g ig ;

c) die S trah lu n g s- und  R au ch g asv erlu s te  sind  räum lich  und  zeitlich  
k o n s ta n t.

D ie Lösung d e r p a rtie llen  D iffe ren tia lg le ichung  (2) w urde m it H ilfe e iner 
A nalogrechenm asch ine  d u rch g efü h rt. Z u r L ösung d er A ufgabe w urde d er 
räu m lich e  In te g ra tio n sb e re ic h  in n gleiche In te rv a lle  von der Länge h au fg e 
te ilt . D ie D iffe ren tia lq u o tien ten  w urden  m it den en tsp rech en d en  D ifferenzen 
q u o tie n te n  e rse tz t, w elche m an aus den  in  den  T e ilp u n k ten  gültigen  F u n k 
tio n sw erten  d u rch  en tsp rech en d e  In te rp o la tio n sfo rm e ln  e rh a lte n  k an n . A n s ta t t  
d er p a rtie llen  D ifferen tia lg leichung  (2) e rh ä lt  m an  so folgendes S ystem  v o n  
gew öhnlichen D ifferen tia lg leichungen

/ I  2 Ц  ^/j Ц
-------  — f- w a ----— -f- R (xk) =  apuk ; к =  1, . . . ,  n , (4)

hr h

w obei m it p  der D iffe ren tia lo p era to r 3/81 b eze ich n e t w urde.
D ie In te rp o la tio n sfo rm e ln  fü r Auk bzw . A2u la u te n

Allk ~  uk~- 1 1 /^\

А2 щ  =  ик_ г — 2 uk +  Щ+1 ■

D urch  e insetzen  in  (4) e rh ä lt m an

ufc_ x — 2 u fc +  uk+1 +  hwa (uk — uk_ x) - f  h2 R (xk) =  h2a p ; 

к =  1, . . . ,  n .
( 6)

D as G le ichungsystem  (6) k an n  m it dem  A nalog rechner m odellie rt u n d  
gelöst w erden . D as en tsp rech en d e  S ch a ltsch em a  is t im  B ild  2 zu sehen. D ie
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einzelnen  In te g ra to re n  liefern  u n m itte lb a r  die T e m p e ra tu ren  uv  . . u6 fü r  
die T e ilu n g sin te rv a lle  к =  1, . . 6.

Z ur n u m erisch en  A usw ertung  w erden  die in  den  einzelnen  In te rv a lle n  
gü ltigen  W erte  d er F u n k tio n  R(xi<) v e rw en d et. D ie A b le itu n g  der F u n k tio n  
R(x) k an n  a u f  G ru n d  chem isch -k inetischer Ü berlegungen  erfolgen. Es k a n n  
angenom m en w erden , daß  die V erb rennungsgeschw ind igkeit des K okses im  
w esentlichen  d u rch  die T ransportg esch w in d ig k e it des in die R eak tionszone  des 
K okste ilchens b e fö rd e rten  Sauerstoffs a b h än g t.

B ild  2. Schaltung des Analogrechners zur Berechnung der Gleichung (2)

Die M assenbilanz zw ischen dem  kugelförm ig  g ed ach ten  K okste ilchen  u n d  
dem  S au ers to ff k a n n  du rch  die G leichung

y s dr =  K y gydt (7)

au sg ed rü ck t w erden , wo ys u n d  y g das spezifische G ew icht des K okses bzw . des 
Sauerstoffs is t ;  „ y “  is t die S au ers to ffk o n zen tra tio n , dr is t die V erm inderung  
des T eilch en rad iu s  im  Z eitaugenb lick  dt. Bei der B estim m u n g  der K o n s ta n te n  
К  k a n n  m an  n a c h  G u m z  aus der A nalogie zw ischen W ärm e  u n d  M assen tran s
p o rt G ebrauch  m ach en  [3].
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In  dieser W eise is t es m öglich, die V erb rennungsgeschw ind igkeit des 
K okses als F u n k tio n  des effek tiven  D urchm essers des K o kste ilchens und  des 
L u ftü b ersch u sses  a u szu d rü ck en . A u f d ie  V olum eneinheit des S in tergem isches 
u m g erech n e t k an n  so d ie  pro V o lu m en ein h e it v e rb ra n n te  K oksm enge bzw . 
d ie  en tw icke lte  W ärm em enge  b e re c h n e t w erden . Da diese eine F u n k tio n  der 
Z e it is t , e rh ä lt m an  gem äß  der B eziehung  t  =  я /to u n m itte lb a r  die O rtsa b h ä n 
g ig k e it d er en tw ick e lten  W ärm e, also Q(x). F ü r  R(x) gew inn t m an  so den A us
d ru c k  [2]:

B ild  3. Schaltung des Analogrechners zur Berechnung der Funktion R  (xk)

R (xk) =  5,025 • 104
mk

100 -f- mk -|- ms

8,75 IO4

1 ,2 7 -IO 4

0,75

nk

0,75

nk

1 ,5 5 -IO5

П

x k

0,75

nk

+
w

w -  4x -  Ч-Л

( 8)

D ab e i is t r 0 der e ffek tiv e  K o rn rad iu s  des K okses; nk der L u ftü b e rsch u ß zah l; 
mk u n d  m., sind  die G ew ich tsv e rh ä ltn isse  von K oks zu E rz  bzw . F e in s in te r zu 
E rz .
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Die F u n k tio n  (8) k a n n  ebenfalls d u rch  die A nalogrechenm asch ine au sg e
w e rte t w erden . D as e n tsp rech en d e  Schem a is t aus B ild 3 e rs ich tlich . F ü r  v o rg e 
gebene W erte  von  w, r 0, щ , mu u n d  ms w u rd en  so die T e m p e ra tu re n  fü r 6 d is
k re te  P u n k te  des S in te rb an d es  b e rech n e t. D ie A nalogrechenm asch ine e rm ö g 
lich t auch  eine a u to m a tisc h e  B estim m ung  des ö rtlichen  T em p era tu rm ax im u m s 
am  S in te rb an d , w enn m a n  dazu  die der Gl. (1) en tsp rech en d e  R ech en sch a ltu n g  
schafft, was ohne M ühe rea lis ie rt w erden k an n .

B ild  4. Übergangsfunktion des Sinterbandes

Das besch riebene  M odell is t in e rs te r L inie fü r die U n te rsu ch u n g  der Ü b e r
gang sv erh ä ltn isse  des S in te rb an d es  vom  N u tzen . E ine a u f  diese W eise b e s tim m 
te  Ü b erg an g sfu n k tio n  des örtlichen  T em p era tu rm ax im u m s bei der sp ru n g 
weisen Ä n d eru n g  d er B andgeschw ind igkeit is t im  B ild  4 zu sehen.

IV. Die Temperaturverhältnisse des Sinterbandes unter Berücksichtigung
einer endlichen Schichthöhe

Die G rundg le ichung  (2) b erü ck sich tig t n ich t die S ch ich thöhe  des S in te r
gu tes, bzw . s e tz t v o ra u s , d aß  die S ch ich t so n iedrig  is t , d aß  diese p ra k tisc h  
a u f  e inm al in  ganzer T iefe sich e n tz ü n d e t. Bei g rößeren  S ch ü tth ö h en  ist dies 
n ich t der F a ll, u n d  es zeig t sich, daß  gerade  das D u rch zü n d en  der K okssch ich 
ten  v e rsch iedener H ö h e  die T em p era tu rv e rh ä ltn isse  des B andes b e s tim m t.

Die V erh ä ltn isse  des S in te rbandes bei endlicher S ch ich th ö h e  so llten  also 
du rch  eine zw eid im ensionale  p a rtie lle  D iffe ren tia lg le ichung  beschrieben  w er
den. Die L ösung einer G leichung dieser A rt s tö ß t, wie b e k a n n t, im  allgem einem  
a u f  Schw ierigkeiten  u n d  k a n n  — w enn die L ösung ü b e rh a u p t m öglich is t — 
n u r  du rch  en tsp re c h e n d e  V ere in fachungen  gelöst w erden . I n  unserem  F a ll soll 
desw egen folgendes v o rau sg ese tz t w erden :
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D as D urchbrennen  d e r S in te rm isch u n g  ist allein d u rch  die H ö h en k o o r
d in a te  « der Schicht b e s tim m t.

D er E influß  der O rtsk o o rd in a te  x  is t n u r  insofern v o rh an d en , d aß  die 
Z e it t =  x/w  is t, also dem  W ege p ro p o rtio n a l, den das B a n d  zu rück leg t. Es 
h a n d e lt  sich also um  eine S ep arie ru n g  d e r V eränderlichen , w as d ad u rch  g e re c h t
f e r t ig t  is t , daß  das W ärm ele itv erm ö g en  d er S in te rm ischung  gegenüber der 
B andgeschw ind igke it w seh r klein is t.

D ie V orgänge des S in te rb an d es  in  d e r « -R ich tung  zeigen eine b ed eu ten d e  
Ä h n lic h k e it m it den T e m p e ra tu rv e rh ä ltn is se n  hei der R eg en erie ru n g  (E n tk o h 
lu n g ) v o n  K a ta lisa to ren , deren  T heorie  schon  andersw o b e h a n d e lt w urde [4]. 
D ie V orausse tzungen , w elche h ie r zugrundegeleg t w u rd en , gelten  in  e rs te r 
A n n ä h e ru n g  auch in unserem  Falle , und  zw ar daß

a)  die S trah lu n g sv erlu ste  k lein  sin d , die R eak tion  zw ischen K oks u n d  
L u f t v e rlä u f t also a d ia b a tisc h ;

b)  die R eak tion  is t von  n u llte r  O rd n u n g ;
c) die W ärm eü b e rtrag u n g  zw ischen den  K okste ilchen  u n d  dem  u m sp ü 

le n d e n  Gas verläu ft so schnell, daß  die T e m p e ra tu r  des G ases der des S in te r
g u te s  gleichgesetzt w erden  k an n ;

d)  die W ärm eü b e rtrag u n g  in der « -R ich tung  erfo lg t n u r  durch  die G as
k o n v e k tio n , in der x -R ic h tu n g  w ird  ü b e rh a u p t keine W ärm e  ü b e rtrag en .

Ü b er die G eschw indigkeit der V erb ren n u n g sreak tio n  soll angenom m en 
w erd en , d aß  diese p ro p o rtio n a l der S au e rs to ffk o n zen tra tio n  y  und  der D iffu 
sio n slän g e  ist. Die le tz te re  w ird  dem  V erh ä ltn is  m Klm Kn p ro p o rtio n a l an g en o m 
m en . m K und  mK0 sind  die G ew ich tsan te ile  des K okses im  S in tergem isch  im 
Z e itp u n k t t bzw. vor dem  B eginn d er V erb rennung . Die R eak tio n sg esch w in 
d ig k e it V k ann  dam it fo lg en d erm aß en  geschrieben  w erden

V — K y  , (9)
m K()

w o К  eine K o n stan te  b e d e u te t. D iese A n n ah m e über die R eak tio n sg esch w in 
d ig k e it is t etw as e in facher als die in dem  vorigen K ap ite l b e n u tz te . I b rigens 
g ilt au ch  hier, daß  die G eschw ind igkeit d er R eak tio n  zw ischen K oks u n d  L u ft 
n u r  d u rc h  den M assen tran sp o rt des S auersto ffs  in die R eak tio n szo n e  b e s tim m t 
is t.

D ie gem achten  A n n ah m en  erm öglichen  die D a rs te llu n g  des T e m p e ra tu r
p ro fils  des S in terbandes in  geschlossener m a th em a tisch e r F o rm  im G egensatz  
zu  d em  Modell des vorigen  K ap ite ls , wo die num erische L ösung  n u r  d u rch  einen 
A n a lo g rech n er erfolgen k o n n te .

U n te r  G eltung  a lle r ü b rig en  A n n ah m en , welche auch  bei der L ösung  des 
P ro b lem s im  vorigen K a p ite l g em ach t w u rd en , kann  fü r  das S au ersto ffg le ich 
g ew ich t geschrieben w erd en :
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+  A . È L = - b J ^ - y - ^ - ,  (10)
M g 3t Mg  Эг M c m Ko

w obei fü r  2 =  0, y  =  y 0 w ird ; M g u n d  M c sind  M oleku largew ich te  des R a u c h 
gases bzw . die der K ohle ; Qg u n d  qs d ie  D ich ten  des G ases bzw . d er S in te rm i
sch u n g ; G is t d er M assendurch fluß  des R auchgases; s is t  das F re ivo lum en  des 
S c h ü ttg u te s  in  R e la tiv m aß .

D asselbe gilt fü r  das K ohlensto ffg le ichgew ich t:

( i i )
9t m Ko

w obei fü r  t — zwg 0 mg =  mk0 w ird . wg =  Qg/e G is t  die lin eare  G asge
schw ind igkeit du rch  das S c h ü ttg u t. A u ß er (10) und  (11) g ilt n och  eine G leichung 
fü r  das W ärm egleichgew icht:

r  Q u  \ r  r Q u  —  r r / r  m K+  Cg G —— — QsW K y
dt d z m Ko

( 12)

Cj u n d  Cg is t die W ä rm e k a p a z itä t des F eststo ffes bzw . d ie  des G ases; W  is t die 
R eak tio n sw ärm e.

D a v o rau sse tzu n g sg em äß  die W ärm evorgänge v o n  d er B andgeschw in 
d ig k e it u n ab h än g ig  sind , k a n n  in  den  G leichungen (10), (11) u n d  (12) a n s ta t t  
d er Zeit t gem äß der B eziehung

t =  —  (13)
w

die L än g en k o o rd in a te  x  geschrieben  w erden . Gl. (10) b is (13) bestim m en  das 
T em p era tu rp ro fil des S in te rb an d es  als F u n k tio n  der Z e it t u n d  der S ch ich t
höhe 2. D urch  E in fü h ru n g  d er n eu en  V eränderlichen :

X = К  Уо
т к

r — Qs Mg
G M k

c.
0 - ------------ U

EQg

К

W t t i l

lassen  sich die G leichungen (10) bis (12) fo lgenderm aßen  schreiben

(14)

(15)

(16)
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9£ m

Jo  a"G

У ,
Ko

m Ko

Э0

Эг

M

Эт

эс

с ,

Cs

M g Cg
м с Cs

■ J '
lK 0

"l;.

"»Ko Jo
■ j;

£gg
gS

D abei gelten die R a n d b ed in g u n g en  fü r G leichung (17): 

у  =  y 0 , bei C =  0 fü r  alle т ;

fü r  G leichung (18):

fü r  G leichung (19):

m K =  m Ko, bei r  =  0 fü r alle C ;

0 = 0 ,  bei  C =  0.

(17)

(18) 

(19)

( 20)

D as G le ichungssystem  k an n  in geschlossener F o rm  gelöst w erden [4]. 
D ie L ösung la u te t:

0 =
1

2 ЬН — M
ta n h

bt,
ta n h ц - (H / M )  T 

2 H / M
( 21 )

M an k ann  n u n  die B e tr ie b sk o n s ta n te n  zusam m enziehen  u n d  a n s ta t t  der 
re d u z ie rten  G rößen £ u n d  0  gem äß (15) u n d  (16) w ieder die S ch ich thöhe und  
die T e m p e ra tu r  u sch re ib en . E benso k an n  a n s ta t t  r  gem äß  (14) und  (13) der 
B andw eg  x  geschrieben  w erden . Also

C =  A z , r  =  В , 0  =  D K и . ( 22 )

D u rch  E insetzen  in  (21) e rh ä lt  m an :

1и — ------- ta n h  —  ÍPz — В , 1
— t a n h ------- N z  -  R  — )

DL 2 ( w 2 E гг j
( 2 3 )

A ,  B,  C, D haben  fo lgende B ed eu tung :
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Л K - —
G

; B = Г к  Уо
M k \ т к о

c  = ~ e Qg ' D  = г C s I

L G QmKo

(24)

Die G leichung  (23) d rü ck t d ie  T e m p e ra tu ren  in den versch iedenen  
S ch ich thöhen  des S in te rgu tes als F u n k tio n  des B andw eges u n d  d er B an d g e 
schw ind igkeit aus. D abei w urden fo lgende  w eitere  A b k ürzungen  v e rw e n d e t:

E  =  H / M  ; L  =  2(bH  — M )  ; N  =  A  +  BC{H/M)  ; 

P  =  bA +  BC ; R  — B ( H / M ) .

B ild  5. Tem peraturverhältnisse des Sinterbandes als Funktion der Schichthöhe

D ie F u n k tio n  (23) w urde  für P a ra m e te rw e r te , w elche den n o rm alen  B etrieb s- 
V erhältn issen  des S in terbandes n a h e k o m m e n , m it einer D ig ita lrech en m asch in e  
au sg ew erte t. D ie H öhe des S in te rg u te s  b e tru g  30 cm , die B an d g eschw ind igke it 
2,5 m /m in . D ie E rgebn isse  der B e rech n u n g , die T em p era tu rp ro file  in  v e rsch ie 
denen  S ch ich th ö h en  sind im B ild  5 d a rg es te llt. Die K u rv en  en tsp rech en  
z-W erten  von 6, 12, 18, 24, und 30 cm  (die u n te re  S ch ich t e n tsp ric h t z =  30 cm ).

Die M ax im altem p era tu ren  in  d en  e inzelnen  S ch ich ten  versch ieben  sich , 
w ie ersich tlich , n a c h  im m er h ö h e ren  x-W e rte n , w obei die A b so lu tw erte  e b e n 
falls zunehm en . B ei einer effek tiven  B an d län g e  l gleich 25 m  w ird  die M ax im al
te m p e ra tu r  in  d er u n te rs ten  S ch ich t u n g e fä h r in  der M itte  des B andes liegen. 
D ie V erb ren n u n g  des Kokses k a n n  p ra k tis c h  als b een d e t b e tra c h te t  w erd en , 
w enn  die T e m p e ra tu r  in der u n te rs te n  S ch ich t u n te r  5%  der M ax im a ltem p era 
tu r  gesunken is t. W ie aus Bild 5 e rs ich tlich , gew ährle iste t bei d er gew äh lten  
B an d g eschw ind igke it die B an d län g e  noch  gerade eine v o llständ ige  V e rb re n 
n u n g  des K okses.
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D as besch rieb en e  Modell d er T e m p e ra tu rv e rh ä ltn is se  erm ög lich t die 
Ü b e rp rü fu n g  d e r R ich tig k e it d er L ö su n g  d er R egelung  des S in te rb an d es . 
G em äß  des v o rh e r  G esag ten  w ird die B an d g esch w in d ig k e it so geregelt, d aß  die 
S te lle  der M a x im a lte m p e ra tu r  in  d e r N äh e  des B andendes lieg t. N ach  e iner 
F au s tfo rm e l so llte

x M ^  (0,8 b is 0,9) l [m ] (26)

sein  wo l die e ffek tiv e  B andlänge b e d e u te t  u n d  x m die du rch  die T h erm o e le 
m e n te  der R au ch g ask am m er gem essene O rtsk o o rd in a te  der M ax im a ltem p era 
tu r  is t . A u f G ru n d  v o n  (23) k o n n te  bew iesen  w erden , d aß  die S tellen  d er M ax i
m a lte m p e ra tu re n  in  allen  S chich ten  d e r B an d g eschw ind igke it d irek t p ro p o r
tio n a l sind . Bei d e r  V erän d eru n g  d er B an d g esch w in d ig k e it w a n d e rt das T e m 
p e ra tu rp ro f il u n v e rä n d e r t  über das B an d .

W ie e rw ä h n t, b e z ie h t sich G leichung  (26) a u f gewisse M itte lte m p e ra tu ren , 
w elche durch  die T herm oelem en te  in  d e r R au ch g ask am m er gem essen w erden . 
A n d e re rse it sind  d ie  T em p era tu ren  in  d e r  untersten S ch ich t m it dem  A u sb re n 
nen  des S in te rg u tes  v e rk n ü p ft. Bei d e r M essung d er R a u c h g a s te m p e ra tu re n  
h a n d e lt  es sich u m  die indirekte M essung der M ax im a ltem p era tu ren  in  der 
untersten S ch ich t, d a  ih re  M essung a u f  d irek tem  W ege a u f g e rä te tech n isch e  
Schw ierigkeiten  s tö ß t .  G em äß Bild 5 so llte  zum  vo lls tän d ig en  A u sb ren n en  des 
K okses in  der u n te r s te n  Schicht die S te lle  des T em p era tu rm ax im u m s u n g e fä h r 
in  die M itte  des B an d es  gelegt w erden , gem äß  der B eziehung:

Am.zo  ̂» (27)

wo Хм,го die O rtsk o o rd in a te  des T e m p e ra tu rm ax im u m s in  der u n te rs te n  
S ch ich t beze ichnet.

U n te rsu ch en  w ir je tz t ,  in w elchem  E in k lan g  diese B eziehung m it (26) 
s te h t . D a es v o ra u sg e se tz t w ird, d aß  d e r W ä rm eau s tau sch  zw ischen Gas u n d  
F e s ts to f f  so schnell v e r lä u f t, daß ih re  T e m p e ra tu re n  p ra k tisc h  gleich sin d , k a n n  
angenom m en w erd en , <laß die R a u c h g a s te m p e ra tu r  dem  M itte lw ert der in  den 
einzelnen  S ch ich ten  v o rh an d en en  T e m p e ra tu re n  gleich is t.

D urch  In te g rie re n  von (23) zw ischen  den G renzen 2 =  0 u n d  z =  z0 
e rh ä lt  m an

1 rz°
u(x) --- ----- u(x, 2 ) dz =

z0 Jo

1

D L  z0
---- ln  cosh
P  2

P z -  В
IV

(28)

-----ln  cosh
2

N z  — R  — ]
[rN 2 E W )

D ie A u sw ärtu n g  ergab  die K u rv e  1 im  B ild  6. Z um  V ergleich w urde  aus 
dem  B ilde 6 der T e m p e ra tu rv e r la u f  in  d e r u n te rs te n  S chich t auch  eingezeich
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n e t (K u rv e  2). D as T em p era tu rp ro fil, w elches die T h erm o elem en te  in  d er 
R au ch g ask am m er anzeigen, is t also gegenüber dem  in d er u n te rs te n  S ch ich t 
n ach  links verschoben  u n d  liegt w esen tlich  n ied riger als das e rs te . D as M axi
m um  lieg t u n g e fäh r im  V iertel der B an d län g e . D arau s k a n n  die F o lg eru n g  
gezogen w erden , d aß  bei der R egelung  a u f  G rund  d er R a u c h g a s te m p e ra tu re n

x M ~  0,25 l (29)

g ew äh lt w erden  so llte , also ein w esen tlich  k le in ere r W ert, als a u f  G ru n d  vom  
(26) angenom m en w erden k önn te .

и [°C]

V. Schlußfo lgerungen

D ie h ie r d u rch g efü h rte  A nalyse g ib t einen g u ten  E inb lick  in die T em p e
ra tu rv e rh ä ltn is se  des S in te rbandes u n d  erm öglich t gewisse Sch lußfo lgerungen  
ü b e r seine a u to m a tisch e  R egelung. W enn au ch  der V organg in der W irk lichke it 
n ic h t u n te r  e x a k t ad iaba tischen  V erh ä ltn issen  v e rläu ft, k ann  angenom m en 
w erden , daß  die G leichung (23) die T e m p e ra tu rv e rh ä ltn isse  im s ta tio n ä re n  
Z u s ta n d  rich tig  w idersp iegelt. Dies g ilt in e rs te r  L inie fü r die S telle des M ax i
m alw ertes  der R a u c h g as tem p era tu ren . Gewisse U n tersch iede  s ind  zw ischen 
den  b e rech n e ten  u n d  ta tsäch lich en  T e m p e ra tu ren  zu v erze ichnen : w egen V er
nach lässig u n g  der S trah lu n g sv erlu s te  liegen die th eo re tisch en  T e m p e ra tu ren  
e tw as hö h er als die w irk lichen .

Jed en fa lls  k an n  festgeste llt w erden , d aß  die R egelung  der B andg esch w in 
d ig k e it a u f  G rund  der Stelle des M axim um s der R a u c h g a s te m p e ra tu re n  r ich tig  
is t, da  die zu r vo lls tän d ig en  V erb ren n u n g  des K okses nö tige B an d g esch w in d ig 
k e it d u rch  diese e indeu tig  b e s tim m t is t. A ndererse its  m üssen die in  d er P rax is  
gew äh lten  Sollw erte des O rtes der M a x im a lte m p e ra tu r  als zu hoch b eze ich n et
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w erden . Es is t bei dem  ü b lich  g ew äh lten  #Ai-W ert m it einem  K o k sv e rlu s t zu 
rech n en  (even tuell v e r lä u f t  die w eite re  V erb ren n u n g  des K okses a u f  dem  dem  
S in te rb a n d  fo lgenden  K ü h lb a n d ). A u ß e r d er K o k sv erlu s te  k an n  eine u n v o ll
s tä n d ig e  V erb ren n u n g  die S in te rq u a litä t  in  d er u n te rs te n  S ch ich t n ach te ilig  
bee in flu ssen , infolgedessen k an n  eine V erg rö ß eru n g  der w ieder zu v e ra rb e ite n 
den  F eink iesm enge e n ts te h e n . Jed en fa lls  lieg t es in  den H än d en  der B e tr ie b 
fü h ru n g  zw ischen d er gew äh lten  B a n d le is tu n g  u n d  dem  K oks bzw . F e in s in te r
v e rlu s te n  ein K o m p ro m iß  zu sch ließen . D ie th e o re tisc h e n  U n terlagen  sin d  dazu  
te ilw eise  du rch  die h ie r g esch ilderte  T heorie  gegeben.

G em äß G leichung (23) w erde O rt des T em p era tu rm ax im u m s h insich tlich  
d er Ä n d eru n g  der B andg esch w in d ig k e it ein  R eg e lu n g so b jek t n u llten  G rades, 
da die erste diesem  ohne Z eitv erzö g eru n g  fo lg t. D ies is t in  e rs te r N äh eru n g  
r ic h tig . Jeden fa lls  is t  eine Z eitv erzö g eru n g  doch v o rh an d en , w elche d a d u rc h  
z u s ta n d e  ko m m t, d aß  die W ärm e le itfäh ig k e it des S in te rg u tes  n ic h t ganz v er- 
n a c h lä ß ig t w erden k a n n , wie das bei d er A b le itu n g  von  (23) angenom m en 
w u rd e . B ei dem  v e re in fach ten  M odell im  zw eiten  K a p ite l — w elches ü b rigens 
die s ta tio n ä re n  V erh ä ltn isse  n u r  roh  w idersp iegelt — w urde  m it einer end lichen  
W ärm e le itfäh ig k e it g e rech n e t, w as eine Ü b erg an g sfu n k tio n  e rs ten  G rades m it 
e in er A nlaufzeit von einigen M inu ten  e rgab  (B ild 4). Bei der E in s te llu n g  d er 
R eg e lu n g  der B andgeschw ind igke it m u ß  d ieser U m stan d  b e rü ck sich tig t w erden .
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STROMVERTEILUNG
AUF PARALLELGESCHALTETE HALRLEITERZELLEN 

MIT AUSGLEICHTRANSFORMATOREN
I. RÁCZ

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 
FORSCHUNGSINSTITUT FÜR AUTOMATION DER UNGARISCHEN 

AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

[Eingegangen am  3. März, 1967]

Zur Verbesserung der Strom verteilung parallel geschalteter D ioden oder Thyristoren  
eignet sich die geschlossene V ieleckschaltung oder die zyklische Paarschaltung der Sekundär
w icklungen von Teilerdrosseln. Zur B estim m ung der größten Strom abw eichungen und der 
größten Inanspruchnahm e der Transform atoren enthält der A ufsatz Form eln, die sich auf 
den F all beziehen, wenn in den Spannungen in leitender Richtung A bw eichungen auftreten, 
oder w enn die Sicherung eines Zweiges schm ilzt. D ie M ethode kann unter Berücksichtigung der 
Däm pfungselem ente R, C auch zur U ntersuchung transienter K om m utationsvorgänge ange
w andt werden.

I. E in le itu n g

U m  hohe S trö m e g le ich zu rich ten , m uß  m an b e k a n n tlic h  fü r  jede  P hase  
eine A nzah l von p a ra lle lg e sch a lte ten  D ioden oder T h y ris to re n  verw enden 
Die gleichm äßige S tro m v erte ilu n g  k ö n n te  durch  die A n w endung  von ausge
w äh lten  Zellen und  eine en tsp rech en d e  Z ü n d e in rich tu n g  e rre ic h t w erden , doch 
is t d azu  eine Ü berd im ension ie rung  no tw en d ig . D ieser W eg is t kostspielig . 
Die S tro m v erte ilu n g  k a n n  auch m it v e rh ä ltn ism äß ig  k le inen  A u sg le ich stran s
fo rm a to re n  v e rbessert w erden . Von d en  vielen  b ek a n n te n  S ch a ltu n g en  zeigt 
B ild  1 die zwei am  h äu fig s ten  an g ew en d e ten  L ösungen. B ild  l a  zeigt die 
geschlossene P o ly g o n sch a ltu n g  der S ekundärw ick lu n g en  [z. B . 1], nach  Bild 
l b  [z. B . 1 — 5] w ird  d e r  S trom  jedes Paralle lzw eiges m it dem  S tro m  von zwei 
an d eren  Zweigen verg lich en  (zyklische P aa rsch a ltu n g ).

Im  idealen F a ll s in d  alle Z w eigström e I)( gleich dem  M itte lw ert /„  =  
— Ik/n =  I / n .  Die A bw eichungen  d er D u rch laß - und D u rch sch a ltk en n lin ien  v e r
u rsach en  S trom abw eichungen  I/( — I 0 =  I'k.  Bei der B erech n u n g  der V e rte i
lung  w erden  die n ach steh en d en  v o ra u sg e se tz t:

a) Alle T ran sfo rm a to ren  h a b e n  gleiche P a ra m e te r , die Ü b erse tzu n g s
v e rh ä ltn isse  sind 1 : 1 ,  ih re  G leichungen  sind  linear. D ie Im p e d a n z  einer W ick
lu n g  in  O p era to ren fo rm  is t Z  =  R  -j- p L ,  die gegenseitige Im p e d a n z  zw ischen 
d e r  p rim ä re n  und  se k u n d ä re n  W ick lu n g  is t Z m =  p L m, w obei L  die S elb stin 
d u k t iv i tä t ,  L m die gegenseitige (H a u p tf lu ß -)  u n d  L  — L m =  L a die S tre u in d u k 
t iv i t ä t  is t. Die E rsa tz sc h a ltu n g  von  B ild  2 is t fü r jeden  einzelnen  T ran sfo rm a
to r  g ü ltig . T ro tz  der N ic h tlin e a r itä t des E isens können die m e is ten  E rgebnisse  
a ls N äherungslösungen  angenom m en w erden .
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i

B i ld  2

b)  Bei der B estim m u n g  der g rö ß ten  S tro m ab w eich u n g en  und  der 
g rö ß te n  B ean sp ru ch u n g en  der T ran sfo rm a to ren  w ird  v o rau sg ese tz t, daß  die 
D u rch laß sp an n u n g en  Uk beliebige W erte  zw ischen Umax u n d  Um-m annehm en  
k ö n n e n  m it

Umax- U mln =  2A. (1)

S ind  die S p an n u n g s-Z e itfläch en  m aßgebend , d a n n  w ird  angenom m en,
d aß
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m a x i  jo uku ,  di и. dit = 2  A  • т0 J I ( 2)

is t.

c) Die allgem einen  F o rm eln  d er S tro m v erte ilu n g  w erden  fü r den F a ll 
abge le ite t, w enn die T h y ris to rsp a n n u n g e n  Uk(t) u n d  die S am m elsch ienenspan 
nu n g  U(t) oder d er to ta le  S tro m  I(t) beliebige gegebene Z e itfu n k tio n en  sind . 
In  der P rax is  is t m eistens J(i) gegeben, daraus k a n n  m an  u n te r  A nnahm e der 
g leichm äßigen V erte ilu n g  die S p an n u n g en  C7/((t) b e s tim m e n  u n d  eine genauere  
S tro m v erte ilu n g  berechnen . E ine  nachfo lgende K o rre k tu r  d er S pannungen  is t 
zum eist n ich t no tw end ig .

A ufg rund  d er allgem einen  Z usam m enhänge k a n n  m an  die S tro m v e rte i
lung  auch  fü r den F a ll b e rech n en , w enn eine S icherung  ausschm ilz t. W ir w er
den die E ig en sch aften  d er versch iedenen  S ch a ltu n g en  zusam m enfassend  v e r
gleichen.

II . B erechungsm ethode

Die zw ischen den  Zw eigen b estehende  zyklische S ym m etrie  (Bild 3) 
erm öglich t es, die F o rm eln  ein fach  ab zu le iten  [6]. Es seien zwei verän d erlich e  
G rößen des fc-ten Zweigs oder T ran sfo rm ato rs  u n d  x/;, z. B. S p annungen ,

S tröm e, F lüsse, W icklungsflüsse usw ., d ann  h ab en  die Z usam m enhänge in 
M atrizen-Schreibw eise die fo lgende F o rm

J l = C0 C1 c2 • • • Cn—1 * r

Уг Cn~ 1 C0 C1 • • • cn—2 *2

Уп- - C1 c2 c 3  • • ■ C0 - ХП-

(3)

W egen d er zyk lischen  S y m m etrie  w ird  die M a tr ix  schon du rch  n E lem en te  
c0, Cj . . . cn_ x s t a t t  ri1 E lem en te  d e te rm in ie rt, es g en ü g t also die E lem en te  
einer R eihe oder Säule zu b es tim m en . Die E le m e n te  с,- k ö n n en  D iffe ren tia lo p e
ra to ren  e n th a lte n . Je d e  zyk lische M atrix  h a t  m in d esten s n E igen  V ektoren.
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D ie K o o rd in a ten  Skr des r-ten  E ig en v ek to rs  können  m it d er r - te n  W urzel gr 
d e r  E in h e it a u sg ed rü ck t w erden

gr =  ( l " l ) r =  eJ'ar; X =  2л/п; r =  0 , 1 , . . .  n — 1; (4)

S k r ^ g r " 1- (5)

F ü r  n =  8 s ind  d ie  W erte  von  gr im  B ild 4 au fgezeichnet.

H at ein V ek to r die R ich tu n g  des r-ten  E ig en v ek to rs , so steh en  seine 
K o o rd in a te n  im V erh ä ltn is

x lr • x 2r • ■ ■ ■ x k—l,r • x kr ■ x k + l,r :: . . .  : x„r =
—  1  • а  • ar^ -  •  p k  t- • a ^  •  •  o n  1  —x • S r  • ■ ■ ■ or • gr • g r . . . . . . gr ( 6 )

. . .  : : 1  : g r : . .

F ü r  solche V ek to ren  ist die M u ltip lik a tio n  m it der M a trix  C gleichw ertig  
m it d e r  M u ltip lika tion  m it dem  sk a la re n  E igenw ert Xr,

Cxr =  Xr xr; l r =  cu +  cx gr +  . . .  +  cn_ xgnr к (7)

w as d u rch  S u b s titu tio n  v o n  (6) in  (3) e in fach  bew iesen w erden  k a n n .
E s is t zw ecksm äßig , alle V ek to ren  in R ich tu n g  d er E ig en v ek to ren  

lieg en d e  K om p o n en ten  zu  zerlegen. Z. B . k an n  ein belieb iger Z e itv e k to r x(f) 
[o d er n ach  L ap lace -T ran sfo rm atio n  x (p )], in  fo lgender F orm  zusam m engesetzt 
w erd en  :

—  * 1 0  +  ■ • • +  x lr +  ■ • • 4 "  x l,n—v

II

О + ■ d -  x 2r 4 ~  ■ • ■ +  X2,n—ll

---- x ni +  • '• • 4 -  x m  4 -  • ■ ■ 4 -  xs,n—1

M an n en n t die a u f  d er rech ten  S eite  in  der (r -)- l ) - te n  S äule  s tehenden  
K o m p o n en ten  »sym m etrische  K o m p o n en ten  r- te r  R eihenfolge« oder r-tes
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K o m p o n en ten -S y stem . I s t  r — 0, so b ek o m m t m an  ein N u ll-K o m p o n en ten - 
S ystem . D a g0 =  1, so is t

*io : *20 : • • • : xno =  1 : 1 : ■ ■ • : 1 oder x ko =  *o- (9 )

D ieser Fall e n tsp r ic h t der g le ichm äßigen  V erte ilu n g  der S tröm e u n d  
S p an n u n g en  in  den  S ch a ltu n g en  n a c h  B ild  1.

F ü r  alle a n d e ren  K o m p o n en ten  (r ^  0) is t die S um m e der K o o rd in a ten  
gleich 0:

j j> x kr =  0, r = l , 2 , . . . , n  —  1. (10)
л=1

D as G le ichungssystem  (8) k a n n  auch  in  der F o rm

X k =  J ?  *1 г ё г ~ г ^ к  =  1» 2, . . . , n  (11)
r = 0

aufgeschrieben  w erd en , was der S a tz  der Z u sam m en se tzu n g  der sy m m e tr i
schen  K o m p o n en ten  is t . D ie In v e rs io n  des G le ichungsystem s (11) g ib t den 
S atz  d er Z erlegung in  sym m etrische  K o m p o n en ten :

x lr =  — У х кg?-1 , r  =  0, 1, . п — 1, (12)
п к=I

wo die k o n ju g ie rt-k o m p lex e  Zahl m it einem  Z irkum flex  bezeichnet ist.
M it der M ethode d er sy m m etrisch en  K o m p o n en ten  d er M om en tanw erte  

k ö n n en  die S ch a ltu n g en  n ach  B ild 1 (o d er an d ere  zyk lisch -sym m etrische  S ch a l
tu n g e n ) einfach b e tra c h te t  w erden.

III. Geschlossene Polygonschaltung der Sekundärwicklungen ( Bild la )

V om  S ch a ltu n g ssch em a la  k ö n n en  die fo lgenden G leichungen ab g e le ite t 
w erden :

F ü r  den fc-ten Zw eig:

U = U k +  I k Z - I s Z m, f c = l , 2 ,  (13)

fü r  den  Sekundärkreis:

0 — I sn Z  — Z m 27 I k; (14)

u n d  fü r  den gesamten Strom
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I  =  Z I k =  n I Q. (15)

D a U und  I s fü r  alle W erte  v o n  к den  gleichen W ert h a b e n , b ilden  diese 
G rö ß en  ein N u llk o m p o n en ten -S y stem , d . h ., alle an d ere  K o m p o n en te  sind  
g le ich  N ull.

F ü r  die N u llk o m p o n en ten  (r =  0) e rh ä lt m an  aus den G leichungen
(1 3 )— (15): 

w o ra u s  fo lg t:
U =  U0 +  IcZ~IsZm, 0 = ISZ -  I0Zm;

уT —  T m  T  _  T  T г z Z m _ (16)X S  x0 "> X  n  0 x  0 x s  Zj 0 z  ’

U = U 0 +  I0{Z-Z*mIZ) =: u0 +  IaZK . (17)

H ie r  sind
U 0 die N ullkom ponente der D urchlaßspannungen Uk ; 
I  о =  I/n  der gleichm äßig verteilte  Sum m enstrom ,

ZK =  Z -  Zih/Z «  2(Z  -  Z m)

die Kurzschlußim pedanz des Transform ators;
/ JX der M agnetisierungsstrom; !n!j dessen Nullkom ponente.

I n  p ra k tisc h e n  F ä llen  s in d  der S u m m en stro m  I  u n d  die N u llk o m p o n en te  I 0 
d u rc h  die äußeren  T eile d e r S tro m k re ise  b e s tim m t. D an n  k a n n  m an  die Schie
n e n sp a n n u n g  U aus (17) b e rech n en , -was a b e r in den m eisten  F ä llen  überflü ssig  
is t .

F ü r  die an d eren  K o m p o n en ten  (г =И= 0) sind  die G le ichungen  (13) — (14) 
se h r  e in fach , weil 2/Ik  =  0, I s =  0 u n d  au ch  die K o m p o n en ten  von  U fü r r 0 
g le ich  N ull sind. In  d iesem  ein fachen  F a ll können  die K o m p o n en ten  r ^  0 
zusam m engezogen  w erd en , n u r  die N u llk o m p o n en ten  s ind  abzu lösen :

I'k — — Ik ~  I о 5 U'k =  ^  U kr =  U k — U 0 (18)

d ie  d en  A bw eichungen v o n  den  M itte lw e rten  e n tsp re c h e n . F ü r  diese K o m p o 
n e n te n  n im m t die G leichung (13) die fo lgende F orm  an:

0 =  U'k +  I'k Z ;  r k = - U ' k\Z .  19)

A u f G rund  von  (17) u n d  (19) k ö n n en  die E rsa tz sc h a ltu n g en  fü r  die K oni" 
p o n e n te n  r =  0 u n d  r ^  0 au fgeze ichne t w e rd e n  (B ild 5). D a in  F ä llen  fü r  r  0 
k e in  S ek u n d ärstro m  f lie ß t, is t fü r  die A u sb ild u n g  der S tro m ab w eich u n g en  die 
L eerlau fim p ed an z  Z  d e r T ra n sfo rm a to ren  m aß g eb en d . D ie en tsp rech en d e  
K o m p o n e n te  des M agnetisie rungsstrom es is t:
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К  =  1 к - Г »  =  1'к- (20)
Die m a x im a le  S trom abw eichung  e rg ib t sich n ach  (19) fü r den F a ll, d aß  

die A bw eichung  Uk d e r D u rch laß sp an n u n g en  ein E x tre m w e rt is t. N ach B e d in 
gung (1) fü r  d ie  Zelle к =  1 e rg ib t sich ein M axim um , w enn

B ild  5

is t, also

u ,  =  u min, U2 =  U 2 =  . . .  =  U n =  U max =  U m[n +  2/1

V[ =  - 2 A  — -  u n d  =  Гтах =  Ц -  — -  .
n Z n

( 21)

D ie T ra n s fo rm a to ren  m üssen ih re  ausg le ichende W irk u n g  im  allgem einen  
n u r  fü r  k u rze  S tro m fü h ru n g sze iten  т (z. B . 6,67 m s) au sü b en . In  solchen F ä lle n  
k ö nnen  die W irk w id e rs tän d e  in  Z  v e rn a c h lä ss ig t w erden , Z  =  pL,  also k a n n  
die S tro m ab w e ich u n g  von (19) in  F o rm

1 ' M U'k dt

angesch rieben  w erd en . Die h öchste  A bw eichung  e rg ib t sich nach  (21) zu

2 Л % n  — 1I '  =  J max ( 22)

D er g rö ß te  M agnetisierungsstrom  is t:

I = 1 4 - Г  —  I ^  ~   ̂^ - П  ~  Aл  f i  max x  ftO I x  max -*o „  \ „
Z  Z n

(23)

oder die d u rch  d e n  H a u p tflu ß  in d u z ie rte  S p an n u n g :

h max =  u „ max =  Io (Z Z m) +  2 /I ^  -  — -  . (24)
Z Z n
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D er E ise n q u e rsc h n itt  d er T ran sfo rm ato ren  is t so zu d im ensionieren , d aß  die 
S p an n u n g s-Z e itfläch e  von  max keine s ta rk e  S ä ttig u n g  v e ru rsach en . I s t  die 
S ä ttig u n g s in d u k tio n  B s, so m uß  die n a c h s te h e n d e  U ngleichung e rfü llt se in :

N A B S^> Co di *=« I 0 R t  I 0LS +  2 Ax , (25)

wo L s =  L  — L m die S tre u in d u k tiv itä t ,  A  d e r E isen q u e rsch n itt, N  die W in 
d u n g szah l is t.

S chm ilzt eine S ich eru n g sp a tro n e  z .B . im  e rsten  Zweig aus, so b ild e t sich 
an  d e r Stelle der U n te rb rech u n g  eine so g roße  S p an n u n g  U1 aus, d aß  der S tro m  
I 1 g le ich  N idl is t. In  d iesem  F a ll d ü rfen  die an d eren  S pannungen  Uic v e rn a c h 
lä s s ig t w erden , also U0 =  U Jn, U[ =  TJ1 — U0 == U1(n — l) //t  u n d  fü r  к 1 
U'k =  - U J  n. D ie S tro m v erte ilu n g  in  den gesunden  Zw eigen b le ib t g le ich 
m äß ig :

T n I 0 T
1 k  —  ------------ 7  9 i / c

n — 1 h  =  I * = - I p t  к  1 к  ^  1  • (26)

Uj k a n n  aus der B ed in g u n g  J j  =  I[ -(- I 0 =  0 b erech n e t w erden:

г  -  _  J  -  Ul n - 11i — *o —
Z n

Die resu ltie ren d e  Im p ed an z  zw ischen den  Sam m elschienen e rg ib t sich 
n a c h  (17) zu

U_
I

I qZ k +
nl„

+
n(n — 1)

(26a)

D as le tz te  Glied t r i t t  infolge der S tö ru n g  in  einem  Zweig h inein .
D er zusätz liche  M ag n e tisie rungsstrom  (26) k an n  hei n ic h t zu g roßer 

Z ah l n der para lle len  Zweige b ed e u te n d  sein , w as eine u n erw ü n sch te  S ä ttig u n g  
v e rb u n d e n  m it der A ufh eb u n g  der ausg le ichenden  W irkung  v e ru rsa c h t. D och 
w äre  zu  kostsp ielig , die T ran sfo rm a to ren  fü r  diesen Fall zu bem essen.

IV. Zyklische P a a rsc h a ltu n g  (B ild  lb )

N ach  B ild l b  is t die S pannu n g sg le ich u n g  des fe-ten Zweiges:

U = U k +  2 Z I k — Z m( I k+1 +  ! /(_ ,) . (27)

F ü r  die N u llk o m p o n en ten  k an n  m an  sch re ib en :
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u  =  U 0 +  I 0 2(Z  — Z m) . (28)

B eim  V ergleich m it F o rm el (17) k a n n  festg este llt w erden , daß  in  B ezug  a u f  
die N u llk o m p o n en ten  p rak tisch  k e in  U n te rsch ied  b e s te h t, da  die K u rz sc h lu ß 
im p ed an z  der T ran sfo rm a to ren  u n g e fä h r  2(Z  — Z m) is t.

F ü r  die an d eren  K o m p o n en ten  (r ^  0) w ird  U d u rch  0 e rse tz t. U n te r  
B erü cksich tigung , d aß  nach  F o rm el (6)

h + 1 =  1  к g r  u n d  I k _ x =  I kl gr

s in d , e rg ib t sich:

0 =  U kr -f- I kr 2

oder

z -  z„ g r  +  V g r ; r =  1, 2, 1 ;

h r =  - U kr

2(Z  — Z m cos а  r)
, 3t:

H Z - . n -7

B i ld  6

(29)

Die Im p ed an zen  der r-ten  K o m p o n en ten

Z r — 2(Z  — Z m cos a  r)

en tsp rech en  den E igen w erten  der zyk lischen  Im p e d a n z m a trix . Die S ch a ltu n g  
g ib t die k leinste  Im p ed an z  fü r die r  =  1 K o m p o n en ten :

1 „  2 л
— 2 Ä  +  2 p L s T- 2 p L m

' 2 л
Z  -  Z m c o s ------ 1 — c o s ----
l n n

(30)

da die S tröm e der b en a c h b a rten  Z w eige in  diesem  F a ll die k le in sten  U n te r 
sch iede aufw eisen. I s t  n  6, so w ird  die zyklische P a a rsc h a ltu n g  d er gesch los
senen  sek u n d ären  P o ly g o n sch a ltu n g  au ch  noch  fü r die r  =  1 K o m p o n en ten  
der S trom abw eichungen  vorgezogen, da die le tz te re  S ch a ltu n g  fü r alle K o m 
p o n en ten  eine k le inere  Im pedanz Z  aufw eist.

Die E rsa tz sch a ltu n g en  der zy k lisch en  P a a rsc h a ltu n g  fü r  die e inzelnen  
sy m m etrisch en  K o m p o n en ten  sind  in  B ild  6a u n d  6b d a rg es te llt.
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Z ur B estim m u n g  d e r re su ltie ren d en  S tro m ab w eich u n g en  w erden  die 
S pan n u n g en  Uk in  sy m m etrisch e  K o m p o n en ten  zerleg t, die einzelnen sy m m e
tr isch en  S tro m k o m p o n en ten  n ach  (29) b e re c h n e t u n d  n ach  (8) su m m iert. S ta t t  
d er so e rh a ltb a ren  S um m enfo rm cl soll h ie r  eine e in fachere  M ethode em pfohlen  
w erden . M an n ü tz t  d ie zyklische S y m m etrie  so aus, d aß  n u r  die E lem en te  der 
e rs te n  Säide in  der M a tr ix  b e s tim m t w erden , d. h ., m an  n im m t an , d aß  n u r  Ul 
von  N ull versch ieden  is t . A uch U =  0 k a n n  aufgenom m en w erden , da U n u r  
die N u llk o m p o n en ten  b ee in flu ß t. D ie S p an n u n g sg le ich u n g  (27) e rh ä lt so die 
F o rm :

0 =  t / r  +  2 Z I X — Z m( I 2 I n) ; (31a)

0 =  0-}- 2 Z I k — Zm(Ik+1 -(- I k—i ) î  к  =  2, 3, .  .  . ,  n (31b)

m it I n+1 =  I±. Z ur B estim m u n g  des Z usam m en h an g es I k =  f (k)  k a n n  m an 
die hom ogene D ifferenzeng le ichung  zw eite r O rd n u n g  m it k o n s ta n te n  K oeffi
z ien ten  (31b) m it d em  A n sa tz

h  =  Q  4\  +  C2 =  C\ « V  +  C2 eA»ft

lösen . N ach S u b s titu tio n  e rh ä lt m an , d aß  Я1 =  —X2 =  X u n d

2
cosh X = ------ (32)

Z m
is t.
D ie Lösung soll w egen d e r S ym m etrie  gleiche W erte  fü r jen e  к Ind izes liefern , 
die den  gleichen A b s ta n d  von  1 u n d  n -)- 1, also von  n/2 -)- 1 h ab en . Es e rg ib t 
sich fü r Ik'

L,  =  C cosh Я ------h l  - k9

D er K oeffizient C k a n n  so b estim m t w erd en , d aß  au ch  die G leichung (31a) 
e rfü llt is t. Man e rh ä lt d an n :

Iu =  -

cosh Я —  +  1 - k \
Ui 2 j

2 Z sinh  Я s in h  Я -
(33)

D a die N u llk om ponen te  der S pannungen  je tz t  U0 =  UJ n  is t , e rh ä lt m an  aus 
(28)

U г _  U j
h  = 2 n(Z Z m) 2 n Z m(cosh Я — 1)

(34)

w om it I I  =  Ik — I n b e rech n e t w erden k a n n .
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E s sei b e m e rk t, d aß  die G le ichung  (33) n u r fo rm ell tra n sz e n d e n t is t ;  
sie k ö n n te  auch  als ra tio n e lle  B ru c h fu n k tio n  n -ter O rd n u n g  in  Z  u n d  Z m a u f
gesch rieben  w erden . D as is t au ch  aus d er E rsa tz sc h a ltu n g  v o n  B ild  7 e rs ic h t
lich , die im  F a ll [ 7 = 0  g ü ltig  is t.

E in e  g u te  u n d  einfache N äheru n g sfo rm el der S tro m ab w eich u n g en  w ird  
hei V ernach lässigung  der W irk w id e rs tän d e  und  der S tre u in d u k tiv itä te n  e rh a l
te n . D er G renzübergang  Z  —* Z m, d . h .,  X —*■ 0 liefert n a c h  w ied e rh o lte r  A nw en
d u n g  des L ’H osp ita l-S a tzes das fo lgende E rgebnis:

I'k = I k - I 0 = ~ Л ! _
2 n Z m

n2 +  2
12

(35)

D ie S trom abw eichungen  k ö n n en  in  der Form

I k =  ~  ak U  i/Zm

au fgesch rieben  w erden , die K o effiz ien ten  au sind in T afe l I  u n d  I I  bis n — 10

T afel I

Z =  1,05 Z m

n : ax a2 «3 a* «5 °в al a« °9 «1»

2 0,122 — 0,122

3 0,216 — 0,108 —0,108
4 0,299 — 0,061 — 0,177 — 0,061
5 0,378 — 0,004 —0,185 — 0,185 — 0,004
6 0,451 0,057 — 0,165 — 0,236 — 0,165 0,057
7 0,52 0,118 — 0,13 — 0.248 — 0,248 — 0,13 0,118
8 0,585 0,177 — 0,088 — 0,238 — 0,286 —0,238 - 0 ,0 8 8 0,177
9 0,646 0,233 — 0,044 — 0,215 — 0,297 — 0,297 — 0,215 — 0,044 0,233

10 0,702 0,287 0,001 — 0,186 — 0,29 - 0 ,3 2 4 — 0,29 — 0,186 0,001 0,287
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zusam m engeste llt. T afe l I  is t aus den  genaueren  G leichungen  (33) und  (34) 
u n te r  V ernach lässigung  d e r  W irk w id ers tän d e , ab er m it B erück sich tig u n g  der 
S tre u in d u k tiv itä t  m it e inem  W ert Z /Z m =  cosh Я =  1,05 b e re c h n e t; Tafel I I  
b e z ie h t sich a u f  den  F a ll o hne  S tre u in d u k tiv itä t  [Z/Zm =  cosh Я — 1, F orm el 
(35)]. D ie W erte  a/i fü r  a n d e re  S tre u fa k to re n  können  d u rch  In te r -  oder E x tr a 
p o la tio n  b estim m t w erd en .

T afel II

Z — z m

n az °4 «5 a« «7 °8
o

2 0,125 — 0,125

3 0,222 - 0 ,1 1 1 — 0,111

4 0,312 — 0,062 — 0,188 — 0,062

5 0,4 — — 0,2 - 0 ,2 —

6 0,486 0,069 — 0,18 — 0,264 — 0,18 0,069

7 0,571 0,143 — 0,143 — 0,286 — 0,286 — 0,143 0,143
8 0,656 0,219 — 0,094 — 0,281 — 0,344 — 0,281 - 0 ,0 9 4 0,219

9 0,741 0,296 —0,037 — 0,259 — 0,37 — 0,37 — 0,259 — 0,037 0,296
10 0,825 0,375 0,025 — 0,225 — 0,375 — 0,475 — 0,375 — 0,225 0,025 0,375

I s t  n =  2, d an n  e n th ä l t  die S ch a ltu n g  zwei p a ra lle l g e sch a lte te  T ran sfo r
m a to re n , was n a tü r lic h  üb erflü ssig  is t. N ach  W eglassen des einen  T ran sfo rm a
to rs  können  die K o effiz ien ten  ак v e rw en d et w erden , indem  m an  2 Z„, s ta t t  Z m 
sch re ib t.

Zeichnet m an die 1^-W erte  über k, so e rh ä lt m an  u n te r  B erücksich tigung  
d e r S treu u n g  eine K e tte n lin ie , ohne B erü ck sich tu n g  d er S tre u u n g  eine P arabel 
(B ild  8).

4 .

n= 6
u2= -= u 6=o4,

\
N

P ' - c r " '
1
1
1
1
1
1
1

o 7  ; 5 4 5 5  [7] к
Bild 8

A us den T afe ln  g e h t h e rv o r, d aß  die S treu u n g  u m  so größere W irkung  
h a t , je  g rößer n ist. B eim  W ert des g rö ß ten  S trom es I[ is t d ie A bw eichung 17,5%
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im  F a ll n =  10. D ie V ernach lässig u n g  der S treu u n g  v e ru rsa c h t einen F e h le r  
in  R ich tu n g  der S icherhe it bei d e r  A bsch ä tzu n g  d er S trom abw eichungen .

Bei der B estim m u n g  der g rö ß te n  S trom abw eichungen  m uß  b e a c h te t 
w erden , d aß  die S um m e der K o effiz ien ten  ak gleich N ull is t. So k an n  in  d er 
F orm el

(36)
An fc=1

zu allen  Uk ein k o n s ta n te r  W ert a d d ie r t  w erden , also k a n n  m an  s ta t t  (1) a n n e h 
m en, daß  sich die Uh-W erte  zw ischen  den  G renzen ^  A  v e rän d e rn  kö n n en . 
D an n  e rg ib t sich I[ als M axim um , w enn  die den p o sitiv en  a^-K oeffiz ien ten  
en tsp rech en d en  [//j-W erte —A u n d  die anderen  gleich -j-A  sind . D ie zwei 
G ruppen  liefern  die gleichen S u m m en , so daß  es g en ü g t, die S um m ierung  
n u r  fü r  die positiv en  K oeffiz ien ten  ap d u rch zu fü h ren :

r m&x =  ^ - E a p , ap >  0 . (37)
A n

A us den T afeln  I u n d  I I  s ieh t m a n , d aß  bis n <[ 5 n u r  a Y u n d  bis 6 < | n  <C9 
av  a2 u n d  an p o sitiv  s in d ; fü r n )>  10 ergeben  sich schon  m ehrere  G lieder. I s t  
z. B . n <[ 5 u n d  e r la u b t m an die N äh e ru n g  Z  — Z m, d an n  e rg ib t sich n ach  
(35) u n d  (37)

/1 n2 — 1
I'ma x ^ — -----------------  , 5 . (38)

Z m о n

Aus den T ab e llen  u n d  F orm el (22) k a n n  ab g e le ite t w erden , d aß  die z y k 
lische P a a rsc h a ltu n g  fü r  ra <[ 7 v o m  G esich tsp u n k t d er m ax im alen  S tro m a b 
w eichung aus g ü n stig e r als die s e k u n d ä re  P o ly g o n sch a ltu n g  ist.

Z ur B em essung d e r T ra n sfo rm a to ren  sind die M agnetisie rungsström e

I ß  к  —  I k  —  h +1 5

oder die H au p tflu ß sp a n n u n g e n

Ußk =  z m I pk

no tw end ig . I s t  n u r  die S pannung  U x von  N ull versch ieden , so e rh ä lt m an  
aus (33)

u ;lk = и  1
sinh  Я —  +  1 - к

2

cosh —  s in h  Я —
2 2

, к — 2, 3, . . . ,  n -j- 1 ; (39)
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o d e r m it der N äh e ru n g  Z  =  Z m aus (35)

К к = Ц г ’ n ~ 2 k + 1  , =  1 , 2 , 3 , . . . ,  re. (40)
2 re

D ie V erteilung  d er S p an n u n g en  U'^ is t  in  B ild  9 d a rg es te llt. A uch je tz t  is t die

S um m e der K o effiz ien ten  in den G le ichungen  (39) u n d  (40) gleich N ull, u n d  
d ie eine H älfte  der K o effiz ien ten  is t p o s itiv ; d a ru m  e rh ä lt m an  den  m axim alen  
W e rt von  U.flk, w enn  die eine H ä lfte  d er S p an n u n g en  U/c =  A, d ie andere  Uk =  
— A  is t . So erg ib t sich  die m öglichst g rö ß te  H a u p tf lu ß sp a n n u n g  fü r  eine gerade  
Z ah l von  re:

U'limax= A ~ ;  (41a)
4

u n d  fü r  eine u n g e rad e  Z ah l von re:

Щ max =  A  ^  • (41b)
4 re

Bei n ich t ganz k le in en  re-W erten d a r f  m an  die e in fachere  F orm el (41a) 
b e n u tz e n . Man e rh ä lt  die G rundg le ichung  d er D im ension ierung :

N A B s ^ A r ^ - .  (42)
4

Beim  V ergleich m it der e n tsp rech en d en  F orm el (25) d er sek u n d ären  
P o ly g o n sch a ltu n g  k a n n  festg este llt w erden , d aß  die zyk lische P a a rsc h a ltu n g  
a u c h  vom  G esich tsp u n k t des n o tw end igen  E isen q u e rsch n itte s  aus bis re =  8 
g ü n stig e r  ist.
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E in  N ach te il d er zyk lischen  P a a rsc h a ltu n g  b e s te h t d a rin , daß  die 
S trö m e  sich n ach  A usschm elzen  e iner S ich eru n g sp a tro n e  u ng le ichm äß ig  v e r
te ilen . Die a u ftre te n d e  S p an n u n g  U^ v e ru rsa c h t eine k e tten lin ien fö rm ig e  bzw. 
p a rab o lisch e  S tro m v erte ilu n g  (B ild  10), dem zufolge die m ax im alen  S tröm e 
u n g e fä h r 1,5-m al g rö ß er w erden  als I 0, oder die n ic h t g le ichzeitig  a u ftre ten d e  
S ä ttig u n g  der T ra n sfo rm a to ren  noch  w eitere  S tro m ab w eich u n g en  v eru rsachen  
k a n n .

SCHRIFTTUM

1 . Забродский, P.O. — Быков, Ю. AL: Параллелная работа тиристоров. Электротехника
37 (1966); No. 12, 3 2 - 3 4 .

2. W estinghouse Silicon Controlled R ectifier Designers’ H andbook (R . M u r r a y  jr. Editor).
W estinghouse 1963.

3. Silicon Controlled R ectifier M anual (F . W. Gu t zw il ler  E ditor), 3. ed. General Electric
Со., N ew  York 1964.

4. Le M atériel Électrique S. W., P a r is : Vorrichtung zur gleichm äßigen Strom verteilung auf
parallelgeschaltete H albleiter-G leichrichterzellen. P aten tschrift D B R , Nr. 1 199 873 
(Frankreich 2. Jun i 1960, 828 878).

5. I r m in g e r  G.: B eschaltung von  Thyristoren. B B C  M itt. 53 (1966), 657 — 671.
6. RÁcz, I.; Szim m etrikusan kapcsolt szabályozási rendszerek vizsgá lata  (B etrachtung sym 

m etrisch gekoppelter R egelungssystem e). Elektrotechnika 55 (1962); 392 — 399, 437—440.

Calculation of Current Distribution of Parallel Semi-Conductors w ith Current Sharing 
Transformers. For the im provem ent of current distribution o f parallel diodes or thyristors, clos
ed polygonal connection or cyclic  tw in  connection of the secondary coils o f  the sharing trans
form ers are appropriate. The article g ives form ulae for the determ ination o f the greatest cur
ren t deviations and the m axim um  load of transform ers relating to the case w hen there are devia
tions in  the conducting direction tensions, or when the fuse o f a branch m elts. The m ethod can 
be applied —  taking the R , C  dam ping elem ents into account —  also for the exam ination of 
transient com m utation phenom ena.

Calcul de la distribution du courant des sem i-conducteurs parallèles avec transformateurs 
de division. L’am élioration de la d istribution du courant de diodes ou thyristors parallèles 
peut être réalisée par m ontage en polygone ferm é, ou par m ontage cyclique par paires des bobi
nes secondaires des transform ateurs de d ivision. L’article donne des form ules pour la déterm i
nation  des plus grandes déviations du courant ou des plus grandes charges des transform a
teurs, pour les cas de différences de tensions en direction conductrice ou de fonte du fusible 
dans une branche. Com pte tenu  des élém ents amortisseurs R , C, la m éthode peut être appli
quée aussi pour l’exam en  des phénom ènes de com m utation transitoires.
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Расчет распределения тока на параллельно соединенных полупроводниковых прибо
рах при помощи делительных дросселей ( И. Рац). Для улучшения токоснабжения сое
диненных параллельно полупроводниковых диодов и тиристоров подходит замкнутое мно
гоугольное соединение вторичных обмоток делительных дросселей или же цикличное по
парное соединение. В статье приводятся формулы для определения максимальных отклоне
ний по току и максимальных нагрузок трансформаторов, которые касаются случая, когда 
имеются отклонения по напряжениям направления пропускания, или же при перегорании 
предохранителя одной ветви. Метод, с учетом гасящих звеньев R, С может быть применен 
и для исследования коммутационных переходных явлений.
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ПРОГРАММА БОКС ДЛЯ ЦИФРОВОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Р. КАЛЬМАН и П. БАКОНИ

И С С Л Е Д О В А Т Е Л Ь С К И Й  И Н С Т И Т У Т  П О  А В Т О М А Т И З А Ц И И  В Е Н Г Е Р С К О Й  
А К А Г Е М И И  Н А У К ,  Б У Д А П Е Ш Т

[Поступило 10. апреля 1967 г.]

Автор работы после краткого обзора методов цифрового моделирования непрерыв
ных систем излагает разработанную систему цифрового моделирования, называемую 
системой Бокс. Приведен перечень блоков, которые могут быть использованы в программе, 
описывается способ программирования. Для иллюстрации сказанного выше показано 
решение классической задачи Лежандра при помощи цифрового моделирования. Работа 
дополняется детальным списком литературы.

1. Введение

Д л я  м о д е л и р о в а н и я  н е п р е р ы в н ы х  с и с т е м  а в т о м а т и ч е с к о г о  р е г у л и р о в а 

н и я  ш и р о к о  р а с п р о с т р а н е н ы  а н а л о г о в ы е  в ы ч и с л и т е л ь н ы е  м а ш и н ы .  Э т о  

о б с т о я т е л ь с т в о  о б ъ я с н я е т с я  т е м ,  ч т о  п р и  м о д е л и р о в а н и и  т а к и х  з а д а ч  м ы  

и м е е м  д е л о  с  л и н е й н ы м и  и  н е л и н е й н ы м и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и ,  

к о т о р ы е ,  к а к  и з в е с т н о ,  л е г к о  р е ш а т ь  с  п о м о щ ь ю  а н а л о г о в ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  

м а ш и н .  С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  п р и  м о д е л и р о в а н и и  д и с к р е т н ы х  и  г и б р и д н ы х  

с и с т е м  а в т о м а т и ч е с к о г о  р е г у л и р о в а н и я  н а  а н а л о г о в ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  

м а ш и н а х  в о з н и к а ю т  д о в о л ь н о  б о л ь ш и е  т р у д н о с т и ,  п о э т о м у  в  т а к и х  с л у ч а я х  

н а м н о г о  у д о б н е е  и с п о л ь з о в а т ь  у н и в е р с а л ь н ы е  ц и ф р о в ы е  и л и  г и б р и д н ы е  в ы 

ч и с л и т е л ь н ы е  м а ш и н ы ,  т а к  к а к  н а  н и х  л е г ч е  в ы п о л н я ю т с я  в с я к о г о  р о д а  

л о г и ч е с к и е  с о о т н о ш е н и я ,  т р а н с п о р т н о е  з а п а з д ы в а н и е  и  з а п о м и н а н и е  н е 

к о т о р ы х  в е л и ч и н .  В  э т и х  с л у ч а я х  а н а л о г о в а я  ч а с т ь  о с у щ е с т в л я е т  и н т е г р и р о 

в а н и е ,  а  ц и ф р о в а я  ч а с т ь  —  о с т а л ь н ы е  о п е р а ц и и .

Г и б р и д н ы й  к о м п л е к с  с о д е р ж и т  о д н у  а н а л о г о в у ю  и  о д н у  ц и ф р о в у ю  в ы 

ч и с л и т е л ь н у ю  м а ш и н у  и  р я д  п р е о б р а з о в а т е л е й ,  в с л е д с т в и е  ч е г о  е г у  ц е н а  

д о в о л ь н о  в ы с о к а я ,  п о э т о м у  ж е л а т е л ь н е е  г и б р и д н ы й  к о м п л е к с  з а м е н и о ь  у н и 

в е р с а л ь н о й  ц и ф р о в о й  в ы ч и с л и т е л ь н о й  м а ш и н о й .  М о д е л и р о в а н и е  н а  т н и в е р -  

с а л ь н ы х  ц и ф р о в ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н а х  н а з ы в а е т с я  ц и ф р о в ы м  м о д е л и 

р о в а н и е м .

П р и  ц и ф р о в о м  м о д е л и р о в а н и и  в о з н и к а ю т  с л е д у ю щ и е  о с н о в н ы е  п р о 

б л е м ы :

а)  К а к  в ы б р а т ь  к о м п л е к т  э л е м е н т о в ,  к о т о р ы е  м о г у т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н ы  

п р и  м о д е л и р о в а н и и ?

б) К а к и м  о б р а з о м  о б о з н а ч и т ь  б л о к и  и  о п и с а т ь  с о е д и н е н и я  м е ж д у  

н и м и ?

в) К а к о й  м е т о д  ц и ф р о в о г о  и н т е г р и р о в а н и я  ц е л е с о о б р а з н о  и с п о л ь з о в а т ь  

и  к а к  л у ч ш е  р а з б и т ь  о с и  в р е м е н и  п р и  и н т е г р и р о в а н и и ?
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Р а з л и ч н ы е  а в т о р ы  р е ш а ю т  э т и  п р о б л е м ы  п о - р а з н о м у .  В  н е к о т о р ы х  п р о 

г р а м м а х  [ 2 9 ,  1 3 ]  к о м п л е к т  э л е м е н т о в  п о л н о с т ь ю  с о о т в е т с т в у е т  э л е м е н т а м  

а н а л о г о в ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н .  О н и  с о д е р ж а т  т о л ь к о  п о т е н ц и о м е т р ы ,  

и н т е г р а т о р ы ,  с у м м а т о р ы ,  у м н о ж и т е л и ,  ф у н к ц и о н а л ь н ы е  п р е о б р а з о в а т е л и ,  

с и н у с о и д а л ь н ы е  э л е м е н т ы .  В  д р у г и х  п р о г р а м м а х  п р а к т и ч е с к и  м о ж н о  и с п о л ь 

з о в а т ь  л ю б ы е  к о м п о н е н т ы ,  и з  к о т о р ы х  с о с т а в л я ю т с я  г и б р и д н ы е  в ы ч и с л и т е л ь 

н ы е  м а ш и н ы .  К р о м е  у к а з а н н ы х  в ы ш е ,  э т и  к о м п о н е н т ы  в ы п о л н я ю т  с л е д у ю щ и е  

о п е р а ц и и :  д е л е н и е ,  в ы ч и с л е н и е  м о д у л я ,  в о з в е д е н и е  в  с т е п е н ь ,  в ы ч и с л е н и е  

н а т у р а л ь н о г о  л о г а р и ф м а ,  и з в л е ч е н и е  к в а д р а т н о г о  к о р н я ,  в ы ч и с л е н и е  с и н у с а ,  

к о с и н у с а ,  т а н г е н с а ,  а р к с и н у с а ,  а р к к о с и н у с а ,  а р к т а н г е н с а .  П о м и м о  э т о г о ,  о н и  

м о г у т  в ы п о л н я т ь  и  л о г и ч е с к и е  о п е р а ц и и :  з а п о м и н а н и е  и  в ы б о р к а  и з  п а м я т и ,  

о п е р а ц и и  и ,  ИЛИ, НЕ и , НЕ и л и , ИСКЛЮЧАЮЩЕЕ и л и , с р а в н е н и е  а н а л о 

г о в ы х  с и г н а л о в  с  л о г и ч е с к и м  в ы х о д о м  [ 2 5 ,  3 9 ] .  Н е к о т о р ы е  п р о г р а м м ы  и м е ю т  

в  р а с п о р я ж е н и и  н а б о р  б л о к о в ,  м о д е л и р у ю щ и х  р а б о т у  т а к и х э л е м е н т о в  к а к б л о к  

т р а н с п о р т н о г о  з а п а з д ы в а н и я ,  у с и л и т е л ь ,  б л о к  з о н ы  н е ч у в с т в и т е л ь н о с т и ,  п и  

р е г у л я т о р ы ,  с х е м ы  с  н а с ы щ е н и е м ,  в е н т и л и ,  р е л е й н ы е ,  г и с т е р е з н ы е  и  р а з р ы в н ы е  

х а р а к т е р и с т и к и  и  т .  д .  [ 3 ,  2 0 ] .

Б л о к и  о б о з н а ч а ю т с я  н о м е р а м и  [ 3 ,  5 3 ]  и л и  с п е ц и а л ь н ы м и  с и м в о л а м и  

[ 4 3 ,  2 7 ] .  П р и  и с п о л ь з о в а н и и  п е р в о г о  т и п а  о б о з н а ч е н и я  о п и с а н и е  с т р у к т у р ы  

с х е м ы  б л и з к о  к  о п и с а н и ю  е е  с  п о м о щ ь ю  с т а н д а р т н ы х  у с л о в н ы х  о б о з н а ч е н и й  

а н а л о г о в ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н  [ 5 ,  4 3 ] ,  а  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  с п е ц и а л ь 

н ы х  с и м б о л о в  м е т о д  х а р а к т е р и з о в а н и я  с т р у к т у р ы  с х е м  с к о р е е  б л и ж е  к  с т а н 

д а р т н ы м  а л г о р и т м и ч е с к и м  я з ы к а м  [ 2 3 ,  5 6 ] .

Н а и б о л е е  в а ж н о й  п р о б л е м о й  ц и ф р о в о г о  м о д е л и р о в а н и я  я в л я е т с я  

п р а в и л ь н ы й  в ы б о р  м е т о д а  ч и с л о в о г о  и н т е г р и р о в а н и я .  Д л я  э т о г о  м о г у т  б ы т ь  

и с п о л ь з о в а н ы  п р о с т е й ш и е  с п о с о б ы ,  к а к ,  н а п р и м е р ,  м е т о д ы  п р я м о у г о л ь н и к о в  и  

т р а п е ц и й  [ 1 3 ,  2 7 ,  5 1 ] ,  а  т а к ж е  б о л е е  с л о ж н ы е  о д н о ш а г о в ы е  м е т о д ы ,  к а к  

м е т о д ы  Р у н г е — К у т т а ,  К у т т а — М е р с о н а ,  А д а м с а — М и л ь т о н а ,  М и л ь н а  [ 2 9 ,  

1 6 ,  2 3 ]  и  р а з н ы е  м н о г о ш а г о в ы е  м е т о д ы ,  о с н о в а н н ы е  н а  п р о ц е с с е  п р е д с к а з а 

н и я  и  и с п р а в л е н и я  [ 2 5 ,  5 6 ] .

К а к  и з в е с т н о ,  т о ч н о с т ь  р е ш е н и я  и с х о д н ы х  з а д а ч  з а в и с и т  н е  т о л ь к о  о т  

с а м о й  з а д а ч и  и  м е т о д а  ц и ф р о в о г о  и н т е г р и р о в а н и я ,  н о  и  о т  в ы б о р а  р а з м е р а  

ш а г а  и н т е г р и р о в а н и я .  П р и  и с п о л ь з о в а н и и  п р о с т ы х  м е т о д о в  и н т е г р и р о в а н и я  

н е о б х о д и м о  в ы б и р а т ь  м а л ы е  ш а г и .  П р и  и с п о л ь з о в а н и и  ж е  б о л е е  с л о ж н ы х  

м е т о д о в  о н и  м о г у т  б ы т ь  б о л ь ш и м и ,  х о т я  п р и  э т о м  р а с ч е т  к а ж д о г о  ш а г а  

т р е б у е т  б о л ь ш е  в р е м е н и .  Н е к о т о р ы е  и з  п е р е ч и с л е н н ы х  м е т о д о в  о б е с п е ч и в а ю т  

а в т о м а т и ч е с к и й  в ы б о р  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  р а з м е р а  ш а г а .

2. Описания программы вокс-а

П р о г р а м м а  БОКС- a  ( B l o c k  O r i e n t e d  C o n t r o l  S i m u l a t o r )  п р е д н а з н а ч е н а  

д л я  м о д е л и р о в а н и я  н а  ц и ф р о в ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н а х  а н а л о г о в ы х  и  

г и б р и д н ы х  с и с т е м  а в т о м а т и ч е с к о г о  р е г у л и р о в а н и я .  Э т а  п р о г р а м м а  с о с т а в 

л е н а  н а  с и м в о л и ч е с к о м  я з ы к е  MITRA и  в  м а ш и н н о м  к о д е  д л я  ц и ф р о в о й  в ы ч и с 

л и т е л ь н о й  м а ш и н ы  МИНСК-22, и  и м е е т  б л о к о в у ю  с т р у к т у р у .

Н а и б о л е е  в а ж н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  ц и ф р о в о й  в ы ч и с л и т е л ь н о й  м а ш и н ы  

МИНСК-22 с л е д у ю щ и е :  б ы с т р о д е й с т в и е  5 — 6  т ы с .  о п е р а ц и й  в  с е к у н д у ;  е м к о с т ь  

МОЗУ 8 1 9 2  с л о в а ;  д в у х а д р е с н ы й  к о д  к о м а н д ы .  М а ш и н а  о б о р у д о в а н а  с л е д у 
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ющими входными и выходными устройствами РЦ 2000; РТА—КСУ; ф а ц и т -150; 
ТБПМ; АЦПУ-128-2; УК.

И с х о д н ы е  д а н н ы е  в  в ы ч и с л и т е л ь н у ю  м а щ и н у  з а д а ю т с я  н а  п е р ф о л е н т е .  

Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т о в  п о л у ч а ю т с я  в  в и д е  р я д а  с о о т в е т с т в у ю щ и х  а б с ц и с с  и  

о р д и н а т  т о ч е к ,  и л и  в  в и д е  к р и в ы х ,  п о л у ч е н н ы х  с  п о м о щ ь ю  г р а ф о п о с т р о и т е л я ,  

п р и ч е м  и м е е т с я  в о з м о ж н о с т ь  п о с т р о и т ь  н е с к о л ь к о  к р и в ы х  н а  о д н о м  л и с т е ,  и  

а в т о м а т и ч е с к и  н а н о с и т ь  м а с ш т а б н ы е  п р е о б р а з о в а н и я  п о  о с я м  а б ц и с с  и  

о р д и н а т .

Б л о к  и н т е г р и р о в а н и я  о с у щ е с т в л я е т  и н т е г р и р о в а н и е  ф у н к ц и й  п р и  

п о м о щ и  м е т о д а  Р у н г е — К у т т а  ч е т в е р т о г о  п о р я д к а .

Ч т о б ы  р а б о т а  п р о г р а м м ы  БОКС п о л н о с т ь ю  с о о т в е т с т в о в а л а  р а б о т е  

а н а л о г о в ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н ,  и н т е г р а т о р ы  и  с у м м а т о р ы  и з м е н я ю т  з н а к  

в х о д н ы х  с и г н а л о в .

Б л о к и ,  о б о з н а ч е н н ы е  н о м е р а м и ,  м о г у т  и м е т ь  о д и н  и л и  н е с к о л ь к о  в х о д о в  

и  т о л ь к о  о д и н  в ы х о д .  В  с л у ч а е  н е с к о л ь к и х  в х о д о в ,  э т и  п о с л е д н и е  о б о з н а ч а ю т  

д о б а в о ч н ы м и  н о м е р а м и ,  к о т о р ы е  п р и п и с ы в а ю т  к  н о м е р у  б л о к а .  Т а к ,  н а п р и 

м е р ,  п е р в ы й  в х о д  с у м м а т о р а  4 1  о б о з н а ч а е т с я  н о м е р о м  4 1 1 ,  в т о р о й  в х о д  э т о г о  

э л е м е н т а  н о м е р о м  4 1 2  и  т .  д .

В  п р о г р а м м е  БОКС и м е ю т с я  с л е д у ю щ и е  б л о к и ,  о с у щ е с т в л я ю щ и е  м а т е 

м а т и ч е с к и е  о п е р а ц и и  ( Т а б л и ц а  1 ) .

И н т е г р а т о р ы  и м е ю т  о д и н  в х о д .  Н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  з а д а е т с я  т а к и м  

о б р а з о м ;

3 : 12.

Э т о  з н а ч и т ,  ч т о  н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  т р е т ь е г о  и н т е г р а т о р а  1 2 .  ( О т м е т и м ,  ч т о  

о б о з н а ч е н и е  в ы х о д н о й  в е л и ч и н ы  и н т е г р а т о р а  д о л ж н о  с о о т в е т с т в о в а т ь  о б о з н а 

ч е н и ю  и н т е г р а т о р а . )  К о л и ч е с т в о :  3 0 .

С у м м а т о р ы  и м е ю т  п я т ь  в х о д о в .  К а ж д а я  в х о д н а я  в е л и ч и н а  м о ж е т  б ы т ь  

з а д а н а  з а р а н е е .  К о л и ч е с т в о :  1 0 .

М н о ж и т е л и  и м е ю т  д в а  в х о д а .  В ы х о д н а я  в е л и ч и н а  у м н о ж а е т с я  н а  п о с т о 

я н н у ю  К,  з н а ч е н и е  к о т о р о й  з а д а е т с я  з а р а н е е .  К о л и ч е с т в о :  6 .

Д е л и т е л и  и м е ю т  д в а  в х о д а .  В ы х о д н а я  в е л и ч и н а  у м н о ж а е т с я  н а  п о с т о я н 

н у ю  К,  з н а ч е н и е  к о т о р о й  з а д а е т с я  з а р а н е е .  К о л и ч е с т в о :  4 .

Б л о к и  в ы ч и с л е н и я  с и н у с а  и м е ю т  о д и н  в х о д .  А р г у м е н т  б л о к а  з а д а е т с я  

в  р а д и а н а х .  К о л и ч е с т в о :  3 .

Б л о к и  в ы ч и с л е н и я  к о с и н у с а  и м е ю т  о д и н  в ы х о д .  А р г у м е н т  б л о к а  з а д а 

е т с я  в  р а д и а н а х .  К о л и ч е с т в о :  3 .

Б л о к и  в ы ч и с л е н и я  т а н г е н с а  и м е ю т  о д и н  в х о д .  А р г у м е н т  б л о к а  з а д а е т с я  

в  р а д и а н а х .  К о л и ч е с т в о :  3 .

Б л о к и  в ы ч и с л е н и я  н а т у р а л ь н о г о  л о г а р и ф м а  и м е ю т  о д и н  в х о д .  А р г у м е н т  

в х о д н о й  в е л и ч и н ы  б л о к а  м о ж е т  б ы т ь  т о л ь к о  п о л о ж и т е л ь н ы м .  К о л и ч е с т в о :  3 .

Б л о к и  в ы ч и с л е н и я  м о д у л я  и м е ю т  о д и н  в х о д .  К о л и ч е с т в о :  3 .

Б л о к и  и з в л е ч е н и я  к в а д р а т н о г о  к о р н я  и м е ю т  о д и н  в х о д .  А р г у м е н т  

в х о д н о й  в е л и ч и н ы  б л о к а  м о ж е т  б ы т ь  т о л ь к о  п о л о ж и т е л ь н ы м .  К о л и ч е с т в о :  3 .

Б л о к и  в о з в е д е н и я  в  с т е п е н ь  и м е ю т  о д и н  в х о д .  К о л и ч е с т в о :  3 .

Б л о к и  з а п а з д ы в а н и я  и м е ю т  о д и н  в х о д .  В р е м я  з а п а з д ы в а н и я  / ( з а д а е т с я  

в  с е к у н д а х .  К о л и ч е с т в о :  2 .

Ф у н к ц и о н а л ь н ы е  п р е о б р а з о в а т е л и  и м е ю т  о д и н  в х о д .  Ф у н к ц и и  з а д а 

ю т с я  в  в и д е  т а б л и ц .  К а ж д а я  ф у н к ц и я  м о ж е т  б ы т ь  о п и с а н а  п а р а м и  к о о р д и н а т  

т о ч е к  ( з а д а е т с я  д о  5 0  т а к и х  п а р ) .  К о л и ч е с т в о :  2 .
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Б л о к и  о б р а з о в а н и я  ф у н к ц и и  к в а н т о в а н и я  и м е ю т  о д и н  в х о д .  З а д а е т с я  

ш а г  а б с ц и с с ы  (Кг) и  щ а г  о р д и н а т ы  ( К 2) .  К о л и ч е с т в о :  2 .

Г е н е р а т о р  с л у ч а й н ы х  ч и с е л  н е  и м е е т  в х о д а .  В ы х о д  и з м е н я е т с я  м е ж д у  

О и  1 .  К о л и ч е с т в о :  1 .

Г е н е р а т о р  е д и н и ч н о й  с т у п е н ч а т о й  ф у н к ц и и  н е  и м е е т  в х о д а .  В ы х о д н а я  

в е л и ч и н а  в с е г д а  1 . К о л и ч е с т в о :  1 .

t 7

Рис. 1

Б л о к и ,  п е р е ч и с л е н н ы е  н и ж е ,  о с у щ е с т в л я ю т  л о г и ч е с к и е  о п е р а ц и и .  

Б л о к и  н а с ы щ е н и я  и м е ю т  о д и н  в х о д .  В ы х о д н а я  в е л и ч и н а  э т о г о  б л о к а  н е  

м о ж е т  б ы т ь  б о л ь ш е ,  ч е м  Кг и  м е н ь ш е ,  ч е м  К 2 ; К „  К 2 —  п о с т о я н н ы е ,  з н а ч е н и я  

к о т о р ы х  з а д а ю т с я  з а р а н е е .  К о л и ч е с т в о :  2 .

10

0,8

0,6

0,4

02 

О

- 0,2

-0,4 

-Q6
Рис. 2

Д в у х п о з и ц и о н н ы е  п е р е к л ю ч а т е л и  и м е ю т  т р и  в х о д а .  В  з а в и с и м о с т и  о т  

т о г о ,  ч т о  в е л и ч и н а  т р е т ь е г о  в х о д а  ( Х 3)  б о л ь ш е  и л и  м е н ь ш е ,  ч е м  в е л и ч и н а  Х 0, 
в ы х о д  с о о т в е т с т в е н н о  в к л ю ч а е т с я  н а  п е р в ы й  ( Х Д  и л и  в т о р о й  в х о д  ( Х 2) .  Х 0 
п о с т о я н н а я ,  к о т о р а я  з а д а е т с я  з а р а н е е .  К о л и ч е с т в о :  2 .

Т р е х п о з и ц и о н н ы е  п е р е к л ю ч а т е л и  и м е ю т  ч е т ы р е  в х о д а .  В  з а в и с и м о с т и  

о т  т о г о ,  ч т о  в е л и ч и н а  ч е т в е р т о г о  в х о д а  (X J  б о л ь ш е ,  р а в н а  и л и  м е н ь ш е ,  ч е м
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в е л и ч и н а  Х 0, н а  п е р в ы й  ( X - , ) ,  в т о р о й  ( Х 2)  и л и  т р е т и й  в х о д  ( Х 3)  в ы х о д  с о о т 

в е т с т в е н н о  в к л ю ч а е т с я .  Х 0 —  п о с т о я н н а я ,  к о т о р а я  з а д а е т с я  з а р а н е е .  К о л и 

ч е с т в о :  2 .

Б л о к и  —  з о н ы  н е ч у в с т в и т е л ь н о с т и  и м е ю т  о д и н  в х о д .  К1г К2 —  п о с т о 

я н н ы е ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  г р а н и ц а м  н е ч у в с т и т е л ь н о с т и .  В е л и ч и н ы  Kv Ко 
з а д а ю т с я  з а р а н е е .  К о л и ч е с т в о :  2 .

Б л о к и  —  р е л е  и м е ю т  о д и н  в ы х о д .  Е с л и  в х о д н а я  в е л и ч и н а  п о л о ж и т е л ь 

н а я ,  т о  в ы х о д н а я  в е л и ч и н а  р а в н а  К,  е с л и  о т р и ц а т е л ь н а я ,  т о  о н а  р а в н а  (  —  К ) .  

В е л и ч и н а  / { з а д а е т с я з а р а н е е .  К о л и ч е с т в о :  2 .

3. Работа программы б о к с

Р е ш е н и е  з а д а ч  с  п о м о щ ь ю  п р о г р а м м ы  БОКС п р о и с х о д и т  т а к и м  же о б р а 

з о м ,  к а к  н а  а н а л о г о в ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н а х :

а)  П р е ж д е  в с е г о  с о с т а в л я е т с я  б л о к - с х е м а  р а з р е ш а е м о й  з а д а ч и .

б) П о т о м  б л о к и  и  в х о д ы  б л о к о в  о б о з н а ч а ю т с я  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  

н о м е р а м и .

в;  П о с л е  э т о г о  о б о з н а ч а ю т с я  п е р е м е н н ы е ,  и м е ю щ и е  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я .

г)  Н а  о с н о в е  б л о к - с х е м ы  с о с т а в л я е т с я  л и с т  с о е д и н е н и й ,  к о т о р ы й  п о к а 

з ы в а е т ,  к а к и е  в х о д ы  и  к а к и е  в ы х о д ы  с о е д и н е н ы  д р у г  с  д р у г о м .  Е с л и ,  н а п р и м е р ,  

в ы х о д  5 3 - г о  э л е м е н т а  п о д к л ю ч а е т с я  к  п е р в о м у  в х о д у  5 - г о  э л е м е н т а ,  т о  н а  

л и с т е  с о е д и н е н и й  п и ш е т с я  с л е д у ю щ е е :

5 3 - 4 5 1 .

П о р я д о к  с о с т а в л е н и я  л и с т а  с о е д и н е н и й  п р о и з в о л ь н ы й ,  п о т о м у  ч т о  п р о г р а м м а  

а в т о м а т и ч е с к и  о б е с п е ч и в а е т  п р а в и л ь н ы й  п о р я д о к  с о е д и н е н и й .

д)  Л и с т  п а р а м е т р о в  с о с т о и т  и з  п а р  ч и с е л .  П е р в о е  ч и с л о  н о м е р  п а р а 

м е т р а ,  в т о р о е  —  е г о  з н а ч е н и е .  Е с л и ,  н а п р и м е р ,  з н а ч е н и е  в е с а  п е р в о г о  в х о д а  

4 3 - г о  с у м м а т о р а  я в л я е т с я  в е л и ч и н о й  ( — 2 1 4 ) ,  н а  л и с т е  п а р а м е т р о в  п и ш е т с я  

с л е д у ю щ е е :

4 3 2 — ( — 2 1 4 ) .

з)  К а к  б ы л о  п о м е ч е н о ,  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  з а д а ю т с я  т а к ж е  д в у м я  

ч и с л а м и ,  п е р в ы м  и з  к о т о р ы х  я в л я е т с я  и н д е к с  п е р е м е н н о г о ,  в т о р ы м  —  з н а 

ч е н и е  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  н а ч а л ь н о г о  у с л о в и я .

«f ж)  Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т о в  п о л у ч а ю т с я  в  в и д е  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  р я д а

т о ч е к  а б с ц и с с  и  о р д и н а т  и л и  в  в и д е  к р и в ы х  н а  г р а ф о п о с т р о и т е л е .  В  о б о и х  

с л у ч а я х  н е о б х о д и м о  з а д а в а т ь  в ы х о д н ы е  в е л и ч и н ы ,  к о т о р ы е  н у ж н о  р е г и 

с т р и р о в а т ь .

К р о м е  э т и х  д а н н ы х ,  п р о г р а м м а  а в т о м а т и ч е с к и  о б е с п е ч и в а е т  м а к с и 

м а л ь н ы е  и л и  м и н и м а л ь н ы е  з н а ч е н и я  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п е р е м е н н ы х .

е) П о с л е д н е й  г р у п п о й  д а н н ы х  я в л я е т с я  д о п о л н и т е л ь н а я  и н ф о р м а ц и я .  

З д е с ь  н у ж н о  з а д а в а т ь  ч и с л о  и н т е г р а т о р о в ,  ч и с л о  э л е м е н т о в  в  л и с т е  с о е д и 

н е н и я  и  в  л и с т е  п а р а м е т р о в ,  ч и с л о  р е г и с т р и р у е м ы х  п а р а м е т р о в .  Т а к и м  

о б р а з о м  в о з м о ж н о  к о н т р о л и р о в а т ь ,  п р а в и л ь н о  л и  с о с т а в л е н а  п р о г р а м м а  

о п е р а т о р о м .  Д а л ь н е й ш и е  н е о б х о д и м ы е  д о п о л н и т е л ь н ы е  д а н н ы е :  ш а г  и н 

т е г р и р о в а н и я ,  и н т е р в а л  р а б о т ы  и  ч и с л о ,  к о т о р о е  п о к а з ы в а е т ,  ч е р е з  к о т о р о е  

ч и с л о  р е з у л ь т а т о в  и з  р я д а  п о л у ч е н н ы х  р е з у л ь т а т о в  с л е д у е т  б р а т ь  р е з у л ь т а т  

д л я  п е ч а т а н и я .
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4. Пример

В качестве примера покажем, каким образом решается с помощью программы 
б о к с  хорошо известная классическая задача Лежандра.
Дифференциальное уравнение Лежандра имеет вид:

(1 I2)X — 2/ % -(- п(п  +  1)ж =  О,

где «-постоянное, целое число. Решение этого дифференциального уравнения полином 
Лежандра:

* =  Р„0).
Начальное условие в этом случае:

Если п четное, х(0) =  Р(0) =  пост., х(0) =  Р„(0) =  0;
если п нечетное, х(0) =  Р(0) =  0, х(0) =  Р„(0) =  пост.
Нас интересует результат в интервале 0 <; t ^  1.

Преобразуя исходное уравнение, получим

~ _  2t X — п ( п  +  \)х  
1 -  t2

На основе этой формы дифференциального уравнения Лежандра была составлена блок- 
схема (Рис. 1).

Таблица 1

Название Обозначение

Математические операции

Описание
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Название Обозначение

Логические операции

Описание

Блок вычисления 
тангенса

У q =  cos X 

п =  66 68

Блок вычисления 
натурального лога
рифма

Блок вычисления 
модуля

Блок извлечения 
квадратного корня

Блок запаздывания

Блок возведения 
в степень

у  =  arc tan X

где — я/2 <; у <; я/2 
га =  69  4 - 7 1

X У

к
п

У

У

у = М
га =  72  -г- 74

У =
га =  75  н 77

у  =  x ( t  — к) 

га —  85  -г- 86

У — е
га =  78  -г- 80

Функциональный
преобразователь

y  =  F (x )  

га =  87  -г- 88

Генератор случайных 
чисел

О ^ у  <; 1 
га =  89

Генератор единичной 
ступенчатой функ
ции

У. 1
: 84

'fr) 
=<! х

X  >  k i

X ki У
а I к fr, X <к2

kt
Блок насыщения fr, П /<2

У У
п = 5 1 - г  5 2

Двухпозиционный
переключатель

Xi,

Т рехпозиционный
Хз,
х»,переключатель

п У =

58

Х 3 * 0

Х 3 <  * 0

58

п

* 4  > * 1) 
х 4 —  х 0 

х 4 ^  х 0

; =  53  -г- 54

У =

Блок зоны нечувст
вительности

frj
fr,

Я — frj
О
X — к 2

У

х > к г 
к < ,х < ,к х 
X <; к2

г
у

П = 5 5 г 5 6
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Название Обозначение Описание

Математические операции

Блок реле

f+k x>U

X k y H - *
L У kx<0

n X
-k

п = 59+60

Блок образования 
функции

У 1
k0 ......_Гj .*

k,
n= 6H 62

Лист соединения:
84—3 32—471
84—312 3—411

3—4 2—1
4—311 2—412

31—472 1 — 322
41 — 321 4 7 -3 2 2

Лист параметров :
311 ( - 2 )
312 1 

41 1 
47 1

321 2
322 —

Начальные условия:

№ n= 2 n = 3 П=4 n—5 n= 6

1 —0,5 0 0,38 0 —0,3

2 0 -1 ,5 0 2 0

3 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0

Дополнительные данные :
* Рабочий диапазон 0,95

Шаг интеграла 0,05
Число интеграторов 4
Число пар в листе соединений 12 
Число пар в листе параметров 6 
Число регистрируемых переменных 1 
Регистрируемый выход 1

сек
сек

Результаты расчетов показаны на Рис. 2 и Табл. 2.
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Таблица 2

t
n

2 4 6

0 — 0,5 0,38 — 0,3

0,05 — 0,4962 0,3705 — 0,28436

0,1 — 0,485 0,34244 — 0,23888

0,15 — 0,46625 0,29674 — 0,16767

0,2 — 0,44 0,23509 — 0,07738

0,25 — 0,40625 0,15982 0,023261

0,3 — 0,365 0,073919 0,12395

0,35 — 0,31625 — 0,018959 0,21354

0,4 — 0,2600 — 0,11449 0.28086

0.45 — 0,19625 — 0,20768 0,31576

0,5 — 0,125 — 0,29289 0,31028

0,55 — 0,04625 — 0,36379 0,25994

0,6 0,03999 — 0,41341 0,16528

0,65 0,13374 — 0,43410 0,033427

0,7 0,23499 — 0,41753 — 0.12

0,75 0,34374 — 0,35475 — 0,2692

0,8 0,45999 — 0,2361 — 0,37575

0,85 0,58374 — 0,051279 — 0,38647

0,9 0,71499 0,21069 — 0,23111

0,95 0,85374 0,56148 0,1805
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BERECHNUNG
DES KRÄFTESPIELS YON KOMMUTATOREN 

MIT DOPPELTEM SCHRUMPFRING
I. H USZÁ R

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 
GANZ ELEKTROTECHNISCHE WERKE, BUDAPEST

[E ingegangen am 20. Juni, 1966]

Allgem ein verw endet man an elektrischen M aschinen in Fällen einer stärkeren B ean
spruchung K om m utatoren m it doppeltem  Schrumpfring. Eine Festigkeitsberechnung ist nur 
annäherungsweise m öglich, u.zw. wird diesm al das ganze System  als eine aus federnden E le
m enten aufgebaute E inheit aufgefaßt. Zur Bestim m ung der K räfteverhältnisse gilt nun ein 
eindim ensionales Federsystem  als M odell. D as hier abgeleitete Verfahren kann die Grundlage 
zur Berechnung der K onstruktion dienen. H iezu werden alle vorkom m enden Betriebszustände  
in B etracht gezogen.

I .  E in le itung

Im  B ild  1 s ieh t m an den k o n s tru k tiv e n  A u fb au  eines K o m m u ta to rs  m it 
do p p e ltem  S chrum pfring . Zw ischen den S egm enten  (s) sind  M ikan it-Iso lier- 
p la t te n  e in g eb au t (l). An den R ä n d e rn  des L am ellen -K örpers liegen Iso lierringe  
(m) au f, ü b e r welche je  ein H ilfssch ru m p frin g  (b) den K ö rp er u m faß t, w obei die 
zum  Z u sam m en h a lt des ganzen S ystem s b en ö tig te  P re ß k ra f t  von dem  H a u p t
sch ru m p frin g  (g) ausgeüb t w ird  [1].

B ild  1. Aufbau eines K om m utators m it doppeltem  Schrumpfring

D er K o m m u ta to r  w ird in  zwei P h asen  fe rtig m o n tie rt. V orerst w ird  d e r  
H ilfsring  w arm  aufgezogen; d u rc h  die A b k ü h lu n g  e n ts te h t eine gewisse V or
sp an n u n g . N u n  w ird  die äußere F lä c h e  dieses e rs ten  S chrum pfringes g la tt  b e a r 
b e ite t  u n d  d er H a u p tsc h ru m p frin g  in  e rw ärm tem  Z u stan d  aufgese tz t. N ach  
e rfo lg te r A b k ü h lu n g  haben  w ir v o r  uns ein K o m m u ta to rsy s te m  als eine du rch  
S ch ru m p fb in d u n g  hergeste llte  fe s te  E in h e it.

H in sich tlich  der F estig k e itsb e rech n u n g  k a n n  der K o m m u ta to r  im  L än g s
sc h n itt  wie auch  im  Q uersch n itt sy m m etrisch  b e tra c h te t  w erden . F e rn e r k an n
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m an  v o n  einer A usw irkung  der N abe ab seh en , indem  m an  v o rau sse tz t, d aß  das 
K rä fte sp ie l des K örp ers  von d er A rt d er U n te rs tü tz u n g  w eder in ax ia le r noch 
in  ra d ia le r  R ich tu n g  b ee in flu ß t w erden  kan n .

II. Kräfterverhältnisse an einem  idealen Kommutátor

D er A ufbau  soll auch  m it R ü ck sich t a u f  die K rä fte v e rte ilu n g  als sy m m e
tr isc h  angenom m en w erden . W ir se tzen  v o rau s , daß  die S ch rum pfringe  au f 
dem  L am ellen k ö rp er g leichm äßig  aufliegen . Die G ew ölbed ruckverte ilung  zw i
schen  den  S egm enten  soll als hom ogen angenom m en w erden. Im  Sinne des v o r
a n g eh en d en  is t das K rä fte sy s te m  im  B ild  2 d arg este llt.

B ild  2. K räfteverhältnisse der K om m utatorteile

In  rad ia le r R ic h tu n g  w irk t a u f  ein  einzelnes Segm ent — b e iderse its  die 
H ä lf te  d er seitlichen  Iso lierung  zu g erech n et — uzw. a u f  den  d u rch  den  Iso lie r
rin g  b e rü h r te n  U m fang  ein g leichm äßig  v e r te il te r  D ruck  q, dessen R esu ltie ren d e  
Qs b e z e ic h n e t w erden  soll:

Qs =  2 l h(ss +  s,)q. (1)

D ie L ängsse iten flächen  A s des S egm entes sind  dem  ebenfalls als gleich
m äß ig  v e r te ilt  angenom m enen  G ew ölbedrucke p  au sgese tz t, dessen R esu l
t ie re n d e  m it P s b eze ichnet w erden  soll:

Ps =  A sP . (2)
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F ern er m u ß  m an  m it einer ebenfalls g leichm äßig  gedach te r Z e n tr ifu g a l
k ra f t rechnen , m it d er a u f  das einzelne Segm ent w irkenden  R esu ltie ren d en  Cs. 
So e rg ib t sich im  Sinne des V ek to rd iag ram m s die G leichgew ichtsgleichung fü r  
ein einzelnes S eg m en t:

Q s  — Cs =  2 Ps sin  x =  B s , (3)

w obei die K ra f t  aus dem  G ew ölbedruck p  re su ltie ren d  als die G ew ölbek raft 
g en an n t w erden  soll.

A u f den B ild e rn  is t zugleich das K rä fte sp ie l des gesam ten  L am ellen k ö r
pers d a rg este llt. D ie äußere  B elastung  aus den E in ze lk rä ften  Qs b ild e t ein 
G le ichgew ichtssystem . Es ist zw eckm äßig , m it К  als A nzahl der Segm ente, die 
num erische  S um m e zu errechnen:

Q =  K Q s . (4)

E in  äh n lich e r G leichgew ich tszustand  c h a ra k te ris ie r t die G esam the it d er 
Z en trifu g a lk rä fte , deren  num erische Sum m e als

C =  K C S (5)

angeschrieben  w erden  kann .
G leichfalls lä ß t  sich die num erische  Sum m e der G ew ölbekräfte a n 

schre iben :
B =  K B S, (6)

und  so h ab en  w ir aus den Form eln  (3), (4), (5) u n d  (6) die einfache G le ich 
gew ichtsg leichung:

В  =  Q — C. (7)

Im  B ild  2 is t auch  die B elastung  des Iso lierringes v e ran sch au lich t. M it 
R ü ck sich t a u f  die K le in h e it der Masse k a n n  die eigene Z en trifu g a lk ra ft v e r 
nach lässig t w erden . D ies is t nun  auch  ein F a ll des e in fachen  G leichgew ichts
system s.

D er H ilfsring  is t einerseits einer d u rch  den  Iso lie rrin g  je  Segm ent w irk e n 
den R a d ia lk ra f t 1/2 • Qs, andererseits e inem  g leichm äßigen , an der B e rü h ru n g s
fläche  m it dem  H a u p tr in g  w irkenden  D ru ck  qg m it der num erischen  Sum m e 
1/2 • Qg au sg ese tz t. L e tz te re  lä ß t sich aus (1) u n d  (4) e rrechnen :

Q g  — К  2 lb(ss +  s,) qg. (8)

F e rn e r w irk t noch  das v e rte ilte  S ystem  d er Z en trifu g a lk räfte , d e ren  
num erische  Sum m e fü r  den ganzen R ing  1/2 • Сь b e trä g t . N un  ist jedes d er d re i 
K rä fte sy s te m e  im  G leichgew icht. In  der A b b ild u n g  sind  die K rä fte  je  Segm ent 
m it den  W erten  1 /K  ■ Qgj2 und  I jK  ■ Сь/2 d a rg es te llt.
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F ü r  den  H au p tsc h ru m p frin g  h ab e n  w ir die g leichm äßige B e la s tu n g  qg 
m it d er nu m erisch en  Sum m e 1/2 • Qg u n d  die Z en trifu g a lk rä fte  m it d er n u m e 
risch en  Sum m e v o n  1/2 • Cg gleichfalls als G leichgew ichtssystem e.

III. Das substituierende Federsystem

D er K o m m u ta to r  als B aueinheit k a n n  als s ta tisch  u n b estim m tes  S ystem  
au fg e faß t w erden , dessen  Lösung m it H ilfe  d e r D eform ationen  gefunden  w erden  
k a n n . D eshalb  u n d  au ch  zur le ich te ren  Ü b e rs ic h t is t es zw eckm äßig , ein  ä q u i
v a le n te s  F ed e rsy s tem  e inzuführen , dessen  Ä qu ivalenz  h insich tlich  des K rä f te 
spiels u n d  der a u ftre te n d en  D efo rm atio n en  fe s ts teh t.

B ild  3. Das substitu ierende Federsystem

D a die D efo rm atio n en  rad ial und  in  vo ller K reissym m etrie  a u f tre te n , is t es 
r ic h tig , das su b s titu ie re n d e  eind im ensionale  F ed ersy stem  d e ra r t  au fzu ste llen , 
d aß  d er K o o rd in a ten u rsp ru n g  im  M itte lp u n k t der K o n s tru k tio n  zu liegen  
k o m m t. Die Ä quivalenz  b es teh t w eiter, w enn  u n te r  gleichen B ed ingungen  die 
ra d ia le  D efo rm atio n  jedes einzelnen B e s ta n d te ile s  — also in d er y  R ic h tu n g  — 
im  O rig ina lsystem  u n d  im  su b stitu ie ren d en  S ystem  iden tisch  is t;  w ir w ollen als 
B ezugsg rund lage  die B elastung  Q, also die zw ischen den H ilfsringen  u n d  dem  
L am ellen k ö rp er a u f tre te n d e  K ra ft w äh len . So b rau ch en  w ir n u r  die F o rd e ru n g  
au fs te llen , daß  in  dem  A usdruck  d er D efo rm atio n

У =  CQ  ( 9 )

die F e d e rk o n s ta n te  c, einen der u rsp rü n g lich en  B elastung  en tsp rech en d en , 
k o n s ta n te n , positiv en  W ert annehm en  soll. D ies w ird d ad u rch  e rre ich t, daß  
w ir die von  der u rsp rü n g lich en  B e las tu n g  v e ru rsa c h te  D efo rm ation  b e rech n en  
u n d  in  der der F o rm el (9) analogen F o rm  au sd rü ck en , w oraus die F e d e rk o n 
s ta n te  b e s tim m t w erden  kann .

D as den k o m p le tte n  K o m m u ta to r  su b stitu ie ren d e  F ed ersy s tem  ist im  
B ild  3 d a rg es te llt. Zu E n d e  des ersten  P h a se  des Z usam m enbaus g ilt d er L am e l
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len k ö rp er (cs) u n d  d e r Iso lierring  als D ruck feder, d er H ilfsring  als Z ugfeder. 
D er m ittle re  Teil im  M itte lb ild  des schem atischen  B ildes 3 des F ed ersy stem s e n t 
sp ric h t dieser P h a se . D er H a u p tr in g , aufgezogen in  der zw eiten  P hase  der 
M ontage, ist ein  a u f  Z ug b ean sp ru ch te s  E lem en t; er soll als Z ugfeder vor den 
zwei äußeren  Z w eigen  d a rgeste llt w erden .

Im  rech ten  T eil des Bildes 3 sehen  w ir eine v e re in fach te  D arste llu n g  des 
S ystem s, in dem  die einzelnen F e d e rn  m ite in an d e r v e rk o p p e lt bzw . als 3 p a ra l
lelw irkende O rg an e , näm lich  je  e ine  F ed er fü r  die Iso lie rsch ich t (cm), fü r die 
H ilfsringe (et) u n d  fü r  die H a u p trin g e  (cg), figu rie ren .

BERECHNUNG DES KRÄFTESPIELS VON KOMMUTATOREN 41 1

IV. Berechnung des Kräftespieles

Bezüglich d e r be trieb lich en  U m stän d e  des K o m m u ta to rs  sollen folgende 
B egleitm om ente g en au  b eo b ach te t w erden . D urch  die M ontage e n ts te h t aus den 
Segm enten  und  d en  S ch rum pfringen  ein e inheitliches festes S ystem , w obei die 
no tw end ige P re ß k ra f t  du rch  den G ew ölbedruck  gegeben is t. Im  B etrieb  w ird  
d u rch  die S tro m b e la s tu n g , die B ü rs ten re ih u n g  u n d  die E rw ärm u n g  der M a
schine seihst eine b ed eu ten d e  E rw ä rm u n g  des K o m m u ta to rs  hervo rgeru fen . 
D ie Segm ente aus K u p fe r , die v o n  der N abe u n d  von  den  S ch rum pfringen  
gleichsam  w ärm eiso lie rt sind, e rfa h re n  eine besonders in ten s iv e  E rw ärm u n g . 
Also m üssen sich d ie  K rä fte v e rh ä ltn isse  s ta rk  än d e rn , insbesondere  m uß  der 
G ew ölbedruck an s te ig en . Es soll im  L a u f  auch die Z e n trifu g a lk ra ft in  R echnung  
gezogen w erden, da  in  diesem F a lle  der G ew ölbedruck  v e rrin g e rt und  der 
L am ellenkörper g e lo ck ert w ird. A lles in  allem  h ab en  w ir zu r D u rch fü h ru n g  
einer lückenlosen A nalyse  fo lgende, v o n e in an d er abw eichende B e trieb szu 
s tä n d e  vo r A ugen zu  h a lte n : den k a lte n  Z u stan d  n ach  e rfo lg te r M ontage; den 
w arm en  S tills tand  n a c h  A bstellen d e r M aschine; den  ro tie ren d en  k a lte n  Z ustand  
eben  beim  k a lten  A n fah ren  der M aschine; und  den  no rm alen  B e trieb szu stan d  
bei D auerbetrieb .

1. Kalter Stillstand ( Index 0)

Indem  w ir v o rau sse tzen , d aß  die zum  E in fassen  zusam m enfassender 
Segm ente n o tw end igen , als techno log ische  H ilfse lem ente  fu n k tio n ie ren d en  
H ilfsringe m aßgerech t b e a rb e ite t zu r V erfügung s teh en , k ö nnen  w ir die e rste  
Phase der M ontage als abgeschlossen auffassen . D urch  diese V erein fachung  
um gehen  wir eine Schw ierigkeit, d ie  sich ergeben  w ürde , falls w ir g enö tig t 
w ären , in  allen M on tag ep h asen  die Ä n d eru n g  des K räftesp ie les  einzeln zu u n 
te rsu ch en . E ben  m it R ücksich t a u f  die ziem lich u n te rg e o rd n e te  Rolle des 
H ilfsringes können w ir uns diese V ere in fachung  e rlau b en , auch  w enn w ir die 
re la tiv  schw achen K ra ftw irk u n g en  im  V ergleich m it denen , die in  anderen  
B e trieb szu stän d en  o b w a lten , in B e tra c h t ziehen.
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a) Montage des Hilfsringes (In d e x t O). N un  sei jedes B au e lem en t des 
K o m m u ta to rs  v o rau sse tzu n g sg em äß  im  elastischen  B e lastu n g sb ere ich : also 
k a n n  die E nd lage d er e rs te n  P h ase  d e r  M ontage p rinzip ie ll als A u sg an g sp u n k t 
gem äß  B ild  4 au fgefaß t u n d  nach  dem  ein fachen  Schem a la u t  B ild  3 ab g e le ite t 
w erden .

«V c h Ch
Ausgangsphase Montage, erste Phase;

Endzustand
B ild  4. Lam ellenkörper m it m ontiertem  H ilfsschrum pfring

In  d er A usgangsste llung  k o n s ta tie r t  m an zw ischen den beiden  S eiten  des 
F ed ersy stem s die M aßdifferenz

О II 1 -t .á (10)

Z u E nde der e rs te n  P hase  d e r M ontage e n ts te h t du rch  die W irk u n g  der 
zw ischen  dem  R ing  u n d  dem  K ö rp e r a u f tre te n d en  K ra f t  Q%0 d er sk izz ierte  
G le ichgew ich tszustand , in  w elchem  die D efo rm ationen  d er e inzelnen  F e d e r
zw eige ausged rück t w erd en  können  als Zugverschiebung bzw . als Druckverschie
bung

—  chQ*ir> у *о cn( Q*ti ) • (11)

Im  Sinne des B ildes gilt, daß

H o  =  В*» У * о =  CQ* о ■ (12)

M it H ilfe d er B ezeichnung

c  =  ch +  cn (13)

h a b e n  wir

Q* o =  ~ H o -c
(14)

N un  lä ß t sich  a u f  G rund  von  (7) die G ew ölbekraft als
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£*o =  <?*o (15)
anschreiben .

E ine  g raph ische  D arste llu n g  d e r K rä fte  u n d  d er V ersch iebungen  ist im 
B ild  5 gegeben. D ie V ertika le  Y * 0 — la u t  G leichung (10) — eignet sich zu der 
fo lgenden g raph ischen  A nalyse: an  den  E n d p u n k te n  tra g e n  w ir die F ed e rk o n 
s ta n te n . d. h . die d u rch  die E in h e itsk ra f t  v e ru rsach te  V ersch iebung  (oben cn, 
u n te n  ch) auf. In  h o rizo n ta le r R ic h tu n g  w ird  zum  E n d p u n k t  d ieser V ersch ie
bun g en  die E in h e itsk ra f t a u fg e trag en  u n d  die e n tsp rech en d en  schiefen G era
den eingezeichnet. D er S c h n ittp u n k t d ieser schiefen G eraden  b e s tim m t den 
G le ichgew ich tszustand  des F ed ersy s tem s u n d  zugleich die G röße der re su ltie ren 
den K ra f t 0* 0 •

B ild  5. Bild des Kräftespiels an einem  Kom m utator m it m ontiertem  Hilfsring 

A u f G rund d er P ro p o rtio n a litä t is t es k lar, daß

*7*0 =  Q*0 ch u n d  У* 0 =  — Q*0 cn ,
wie auch

* * o  : *7*o У*о ~  cQ*o

m it den R echenform eln  ü b ere in stim m en .
Am E nde  der ers ten  P hase  d e r M ontage können  die von  d er D efo rm ation  

des H ilfringes hervo rgeru fenen  K ra ftw irk u n g en  folgenderw eise b e s tim m t w er
den. W ir nehm en  an , daß  der H ilfssch rum pfring  sich eben  im  Z u stan d  der 
F ließgrenze b efin d e t. M an kann  ja  keinesfalls eine B ean sp ru ch u n g , die d a rü b e r 
h inaus reichen sollte , in  R echnung  ziehen. M it einem  M ate ria l, das unseren  V or
ausse tzungen  gem äß sich als id ea l-p las tisch e r S toff v e rh ä lt , t r i t t  an  der F lie ß 
grenze der p lastische  Z u stan d  ein, d. h . du rch  die e in tre te n d e  p lastisch e  D efor
m atio n  h ö rt die Z unahm e der B ean sp ru ch u n g  auf. M it den  B ezeichnungen  des 
B ildes 12 und  a u f G rund  der F o rm el fü r  dünne R inge is t die S p an n u n g  an  der 
F ließgrenze

a F — db Ч*о
2 К

(16)
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u n d  die verte ilte  R a d ia l-B e la s tu n g

Ausgangsphase Montage,zweite Phase:
Endzustand

Bild 6. K om m utator m it m ontiertem  H auptschrum pfring

H ieraus erg ib t s ich  a u f  G rund  (1) die R esu ltie rende  fü r  ein einziges Seg
m e n t:

Qs*o =  4 —y r —(ss-\~si)aF (18)
“ л

u n d  la u t (4) für den g a n z e n  L am ellenkörper

Q*о =  4 71 ---- h di aF , (19)
“ ft

d a  näm lich
K (ss - f  s?) =  (20)

is t .
Also können in  K e n n tn is  des W ertes Q^a auch die G rößen  B m0 und  Y *0, 

so m it auch die en tsp re c h e n d e  M o n tag e-T em p era tu r b e s tim m t w erden.
b) Montage des Hauptschrumpfringes (Index 0 ).  D er G edankengang  ist 

ü b e rsich tlich , falls w ir au s  dem  E n d z u s ta n d  der ers ten  P h ase  d er M ontage ge
m ä ß  B ild  6 ausgehen u n d  h ierbei den H au p tsch ru m p frin g  v o r dem  A ufziehen 
b e tra c h te n . In  diesem  A ugen b lick  b e s te h t zw ischen den  zwei F ed ern  ein M aß
u n te rsch ied  von Y 0. D e r G le ichgew ich tszustand  zw ischen den  zwei System en 
t r i t t  am  Ende der z w e ite n  M ontage-P hase  u n te r  der W irk u n g  der K ra ft Qg0 
e in , w obei an den F e d e rn  die V ersch iebungen

Vo =  c+Qgo bzw. y 0 =  c_(— Qg0) (21)

e n ts te h e n , woraus sich  fo lgende Z usam m enhänge ergeben:

=  Vo Уо — cl Qgо » (22)
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wo
c£ =  c+ +  c_ (23)

u n d  daher

<?go = ~ ^ o (24)

is t.
cr

E ine besondere A ufgabe b e d e u te t die B estim m u n g  d e r F ed e rk o n stan te  c_ . 
H ie rfü r gilt die D efin itio n  (21) u n d  zw ar gem äß den  B ild e rn  4 und  5 u n te r  
B erücksich tigung  eines v o rg esp an n ten  S y stem s, b es teh en d  aus dem  Lainollen-

B ild  7. Bild des K räftespiels an einem  K om m utator m it m ontiertem  Hauptring

k ö rp e r u n d  dem  H ilfsrin g . U n ter E in w irk u n g  einer ä u ß e re n  K ra f t gleich d er 
B e lastu n g  —Qg0 m u ß  sich  die S p an n u n g  d e r d u rch  Q*0 b e la s te te n  Federzw eige 
än d ern . D ie Z ugfeder e rfä h r t  eine M in d eru n g  der B e la s tu n g  bis au f Qb0, u n d  
die D ruck feder e r fä h r t  eine E rh ö h u n g  d e r B ean sp ru ch u n g  a u f  Qt,0 +  Qgo. Im  
S inne des B ildes 7 s in d  diese K rä fte  in  G leichgew icht.

M it H ilfe der M aß än d eru n g  y 0 e rg ib t sich im  F ed e rd iag ram m  die K ra f t  
Qb0, also auch die D ru ck b e la s tu n g  Qb0 -f- Qg0. M an k a n n  a u f  G rund  der grafo- 
s ta tisc h e n  F igu r au ch  aus dem  W ert Qg0 au sgehen . H ierb e i w u rd e  angenom m en, 
d aß  der H ilfsring  w e ite rh in  u n te r Z u g b ean sp ru ch u n g  b le ib t.

Die P ro p o r tio n a litä t  der g ra fo s ta tisc h e n  F ig u r (B ild  7) liefert uns die 
G röße:

Qbo =  Q*o . (25)

Die aus der B e la s tu n g  Qg0 e n ts te h e n d e  D efo rm atio n  is t der gegebenen 
F ig u r zu en tn eh m en . D ie einfachen P ro p o r tio n a litä te n  la u te n :

bol -ocß =  ch u n d  bol : ßy =  cn ,
w oher also

=  Qg о =  bol (—  +  — 1 =  —  ; (26)
1 C n  C h J  C _
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u n d  a u f  G rund  der B eziehung  (21) e rh a lte n  w ir:

Ch°n 
ch +  cn

( 2 7 )

In  K en n tn is  der F e d e rk o n s ta n te  c_ , k a n n  das F ed e rd iag ram m  des ganzen  
S y stem s K o n s tru ie rt w erden  (B ild 8). H ie r  e rh ä lt m an den W e rt Qg0 a u f  d ire k 
te m  W ege.

B ild  8. Bild des K räftespiels an einem  K om m utator mit m ontiertem  H auptring

Also is t der M o n tag e -E n d zu stan d  d u rch  die a u f  die e inzelnen  B au e le 
m e n te  w irkenden  K rä f te  fo lgenderw eise b e s tim m t:

H a u p tsc h ru m p fr in g e : S g0 =  Qg0',

H ilfssch ru m p frin g e  : S b0 — Qb0 <  ; (27)

L am ellen k ö rp er : Qn =  Qg0 +  Qb0 <  Q .

2. Betriebszustand ( Index a)&)

E s folgt aus der N a tu r  der B a u a r t ,  d iesen Z u stan d  zw eckm äßigerw eise 
in  zwei S tu fen  zu b eh an d e ln . F ü rs  e rs te  n eh m en  w ir die V erh ä ltn isse  des H ilfs
rin g es  zum  G egenstand  un se re r B esp rech u n g , und  n a ch h e r b eh an d e ln  w ir die 
V e rh ä ltn isse  des H au p trin g es .

a) Lamellenkörper mit dem H ilfsring montiert (In d ex  * m d ) .  W enn  der 
K ö rp e r  u n d  der H ilfsring  zw ar im  B e trieb  doch v o rerst v o n  e in an d e r g e tre n n t 
b e t r a c h te t  w erden, so k a n n  m an  n ic h t d av o n  sprechen, d a ß  die M on tage-M aß
d iffe ren z  Y *0 zu rech t b e s tä n d e , da im  B etrieb  die B e s ta n d te ile  e rw ärm t u n d  
a u c h  d u rch  die R o ta tio n  d e fo rm ie rt w erden . W ir w ollen fü r  den H ilfsring  die
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freie W ärm eau sd eh n u n g  m it rQ  u n d  die d u rc h  R o ta tio n  h e rvo rgeru fene  fre ie  
V erschiebung m it ij* bezeichnen. F ü r  den  L am ellen k ö rp er seien die e n tsp re 
chenden B ezeichnungen  ÿ  und  y"  (siehe B ild  9). Also lä ß t sich  die d e ra rt a u f 
gefaß te  D ifferenz in  freiem  Z u stan d  fo lgenderw eise au sd rü ck en :

Y * =  (rv +  y'  +  y") -  (rv +  V* +  rQ  (28)

B ild  9. Lam ellenkörper m it m ontiertem  H ilfsring in Betriebszustand

oder die e inzelnen  K o m p o n en ten  d er M aßdifferenz  auch  form ell g e tren n t :

П  =  (ry =  rv) +  (У  -  r Q  +  (y" +  n l)  =  Y ,o  +  y , 4  +  Y , f , (29)

wobei der In d e x  A t a u f  die E rw ärm u n g , In d e x  c a u f  die R o ta tio n  h inw eist.
W enn w ir n u n  vom  v o rste llu n g sg em äß  losen Z u s ta n d  a u f  den e ffek tiv  

m o n tie rten  Z u s ta n d  übergehen , so e n ts te h t  (siehe B ild  9) die K ra f t Q^, w obei 
die F ederenden  d ie  V ersch iebungen  îj* bzw  j ,  e rfah ren , u.zw .

v* =  chQ* uiul y * = cn( - Q*) -  { Щ

Im  Sinne des B ildes is t:

d . h.
Y * = r j * - y * = c Q *

c

(31)

(32)

W enn w ir d ie  K ra ftw irk u n g en  g eso n d e rt an n eh m en , d. h ., w enn w ir a n 
schreiben , daß

Q* Q*o +  Q*ai Q*c 1 (33)

wo die e inzelnen  G lieder der R eihe  n a c h  als A usw irkungen  der M ontage, d e r 
E rw ärm u n g  u n d  d e r R o ta tio n  zu gelten  h a b e n , e rg ib t sich:

fü r y '  — 0 =  rj'% und  y"  — 0 =  d e r W ert Y*0 =  ;
fü r  ry — rv ~  0 und  y" =  0 =  ??" d er W ert YmA!=  ; 
fü r  ry — rv =  0 und  у ’ =  0 =  d e r W ert Y„c =  cQtc .

(34)
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S elbstredend  ist n u n  die G ew ö lb ek raft im  Sinne von  (7)

£* =  < ?*-C . (35)

Diese Z usam m enhänge können  au c h  g raph isch  d a rg es te llt w erden . D ie 
K o n s tru k tio n  ist je n e r  im  B ild 5 ä h n lich , n u r  b le ib t d er In d e x  0 fo r t. M an v e r 
w e n d e t sinngem äß die gleichen F o rm eln , w ie sie bei d er M ontage au fg es te llt 
w orden  sind.

b) Lamellenkörper m it dem H auptring ( Index a>&). Als A u sg an g sp u n k t 
g ilt d er H ilfsring  im  B e trieb , also in  b e trieb sw arm em  Z u s ta n d  u n d  d e r se p a 
r ie r te  H a u p tr in g , gleichfalls im  b e tr ieb sw arm en  Z u stan d . N un b e trä g t  das 
M aß des R inges n ic h t r, sondern  r  -(- rj' -j- r f . Im  Sinne des B ildes 10 b e tr ä g t

B ild  10. Lamellenkörper m it m ontiertem  H auptring in Betriebszustand

die M aßdifferenz Y , d ie ab er in dem  fe s tm o n tie r te n  S ystem  a u f  die W irk u n g  d er 
K ra f t  Qg versch w in d e t, w obei die e inzelnen  Federzw eige sich  versch ieben , uzw . 
in dem  M aße:

V =  c+Qg u n d  y  =  c _ ( —Qg). (36)

Es b es teh t die A nalogie m it (21) u n d  (22), d. h .

Y  — r}— y = C s Qg (37)
u n d

Qg =  —  Y .  (38)
CE

Im  Sinne des B ildes 7 w irk t a u f  d ie  H ilfsringe die rad ia le  K ra ft Qt,, u n d  
— b e i g leichzeitiger F o rtla ssu n g  des In d ex es  0 — erg ib t sich

<?» =  <?,

fe rn e r als K ö rp erb e las tu n g :

Q — Qg +  Qb-

(39)

( 40)
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Die einzelnen W irkungen  lassen  sich n ach  (34) g ru p p ie ren . 
D ie G ew ölbekraft is t also im  Sinne v o n  (7)

В  =  Q - C ,
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(41)

die R esu ltie rende  d e r B e la s tu n g sk rä fte  fü r  die H ilfsringe:

■Sft — Qh +  Cü,

u n d  jen e  fü r die H a u p tr in g e :

S g =  У  g +  C g ‘

(42)

(43)

3. Stillstand, warmer Zustand ( Index ft)

D as oben A n g e fü h rte  kann  an g ew en d et w erden  m it dem  U n tersch ied , 
d aß  die Glieder, die d ie ro ta tio n sb ed in g te  D efo rm ation  b e tre ffen , fo rtb le iben  
( r f , y " , r\'ч sind alle g leich  Null).

Die durch  E rw ä rm u n g  v e ru rsa c h te n  freien  D efo rm atio n en  der einzelnen 
Teile ergehen sich m it H ilfe der T em p e ra tu re rh ö h u n g  At,. So hab en  wir fü r die 
ra d ia le  W ärm ed eh n u n g  des L am ellenkörpers, in  Ü b ere in stim m u n g  m it den 
B ezeichnungen  im  B ild  11, ausgehend  aus der Ä nderung  des U m fanges Ak

У '  — ------ -dk = ------- K  (xs s s A t s  -)- X,  st A t , ) . (4 4 )
2 л  2л

Die R ad iale  W ärm ed eh n u n g  des H ilfsringes ist

У* =  (*i dh Ah) -, (45)
4 2

u n d  die rad iale  W ärm ed eh n u n g  des H a u p trin g e s  is t

У'  =  —  (ccg d g A t g)- (4 6 )

N B . In den G leichungen (44), (45) und (46) bedeuten die B ezeichnungen as, a,, a 6 und 
ctg der Reihe nach den W ärm eausdehnungskoeffizienten für die Segm ente, die Isolierlam el
len, die Hilfsringe und die Schrumpfringe.
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4. Rotation, kalter Zustand (Index со)

Alles b le ib t wie e in le iten d  a u sg e a rb e ite t, m it dem  U n te rsch ied , d aß  die 
G lieder d er W ä rm ed eh n u n g sd efo rm a tio n  fo rtb le iben , d. h ., d aß  die W erte  
r f ,  y '  r\ als N ull e in g ese tz t sind .

D ie Z e n trifu g a lk rä fte  bei d er R o ta tio n  sind fü r den Lamellenkörper:

C = K Уз
■d-s S s Ш2 + к  \ ^ L A ss 

g
to

r n
=  к  - г 1- (уS Ss +  УI S/) ds to1 , 

2 g

w o y s u n d  yi das spezifische G ew ich t des Segm entes bzw . d e r Iso lie rung  b e 
d e u te n ;
fü r  den  H ilfsring:

fü r  den  Hauptring:

Cb = 2 A bdbn  
\ g

C„ =  ~g~ da to2, 
2 g

(48)

(49)

w o Gb bzw . Gg die G ew ich te  im m er eines P aa re s  der R inge b ed e u te n . 
F re ie  rad ia le  V ersch iebungen  bei R o ta tio n :

fü r  den  L a m e lle n k ö rp e r: y" =  cs C, 
fü r  die H ilfsringe: V* =  cbCb,
fü r  die H a u p tr in g e : r f  =  cg Cg.

(50)

V. Federkonstanten

Als A n n äh eru n g  sei an g en o m m en , d aß  der D ru ck  p zw ischen den  
S eg m en ten  eine g leichm äßige  R e la s tu n g  b e d e u te t, in A nalogie zu dem  K rä f te 
sy s te m  q, das die R in g fläch e  des L am ellen k ö rp ers  b e la s te t [2].

a)  B erechnung d er K o n s ta n te n  cs des L am ellenkörpers, gem äß  B ild  11:

4л2 AS\ES E,J (51)

b)  B erechnung d er 
g em äß  Bild 12:

gem einsam en  K o n s ta n te n  cm b e id e r  Iso lie rringe ,

2л E m lg drn
( 52)
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c) B erech n u n g  der gem einsam en K o n s ta n te n  cg b e ider H a u p tsc h ru m p f
ringe, gem äß B ild  12:

dj____
C ----- ----------------- -

8 л  Eg d,n A  g
(53)

wo m it Ä g die Q u ersch n ittfläch e  eines R inges b eze ich n et w ird.

B ild  12. Schrumpfringe

d) B erech n u n g  der gem einsam en K o n s ta n te n  сь be ider H ilfsschrum pf- 
ringe , die sin n g em äß  als dünne R inge b e tra c h te t  w erden :

4  =
d l

8 л  E b dm A„
(54)

wo m it Ab die Q u ersch n itts fläch e  eines R inges b eze ich n et w ird.

SC H R IFTTUM

1. H ü t t e : Band IV. A  (E lektrotechnik A). Ernst & Sohn, Berlin  1957.
2. H u sz á r , I.: B erechnung des K räftespiels von  K om m utatoren m it einfachem  Schrum pf

ring. Acta Techn. Hung. 55 (1966), 271 — 289.

The Calculation o f the System of Forces in Double Shrink-R ing Commutators. In electri 
cal machines, com m utators exposed to a high m echanical stress, often are built as double  
shrink-ring type. C alculation of m echanical strength can be carried out as a fairly good approx
im ation by considering the whole system  as a u n ity  bu ilt o f elastic elem ents. Forces can be 
calculated on the princip le that they are substitu ted  b y  a uni-dim ensional system  of springs. 
The m ethod explained is suitable for the thorough calculation of dim ensions, by taking all the  
possible service cond itions into consideration

Calcul du jeu  de forces d’un collecteur à double bague de serrage. En cas de col" 
lecteurs fortem ent so llic ités , l ’usage d’un  systèm e à double bague de serrage est adopté généra
lem ent dans les m achines électriques. Le calcul de la résistance m écanique n’est pourtant p os
sible qu’avec une certaine approxim ation, en considérant to u t le systèm e com me é tan t com 
posé d’élém ents é lastiq ues. Les rapports de forces peu ven t être définis comme un systèm e de 
ressorts unidim ensionnel. La m éthode élaborée perm et d’étudier le d ispositif par le calcul; 
elle prend en considération tous les états pou vant se présenter en cours de service du collecteur.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 59, 1967



422 I. HUSZÁR

Расчеты работы коллектора с двойным бандажным кольцом (И. Хусар).  В слу
чае коллекторов с большой нагрузкой на электрических машинах применяют офор
мление с двойным бандажным кольцом. Расчет маханической прочности возможен только 
с определенным приближением, принимая всю систему построенной из упругих элементов. 
Соотношения сил можно определить в качестве одноразмерной пружинной системы. 
Разработанный метод позволяет осуществить конструкционный расчет механизма. Метод 
учитывает все состояния, встрачающиеся при работе коллектора.
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BO O K  REV IEW  — B U C H B E SP R E C H U N G  — COMPTE R E N D U  D E  LIV RES
О Б ЗО Р  К Н И Г

F. P iw inger:

R E G E L U N G ST E C H N IK  F Ü R  P R A K T IK E R . E L E M E N T A R E  E IN F Ü H R U N G  IN  D IE
PR O Z E SSR E G E L U N G

V D I-V erlag GmbH, D üsseldorf 1966. 2. neubearbeitete und erweiterte Auflage. 168 Seiten,
133 B ilder, 7 Tabellen.

Zahlreiche Bücher erscheinen heutzutage, die sich m it der R egelungstechnik beschäfti
gen. D ie Mehrzahl der B ücher ist aber für Leser m it m athem atischen G rundkenntnissen oder 
auch m it gewissem In teresse für theoretische Fragen geschrieben. D as vorliegende Buch ist  
dagegen für Leser auch ohne m athem atische B ildung geeignet und leg t das Gewicht auf die 
Erörterung der physikalischen Erscheinungen in Prozeßregelungen. E ben das ist der H aup t
wert dieses Werkes.

Außer Inhalt, Schrifttum , Sachverzeichnis ist das Material in dreizehn K apitel einge
ordnet. Sie enthalten E in leitung, Begriffe und Bezeichnungen, statisches und dynam isches 
V erhalten von Regelkreisgliedern, Grundformen, d. h. P-, I-, D -V erhalten von Regelkreis
glieder, statisches und dynam isches V erhalten von  Regelstrecken, R egeleinrichtungen m it 
stetigen , quasistetigen und unstetigen Reglern, geschlossene Regelkreise, Auswahl von R egel
geräten nach den betrieblichen Erfordernissen, die Anpassung der R egeleinrichtung an die R e
gelstrecke, das Anfahren von  Regelkreisen, regeltechnische A uslegung kom plexer Anlagen, 
M odellregelkreise, Prozeßrechner in V erbindung m it Regelkreisen.

D as Buch ist in erster Linie als einführendes Werk für den »Nebenbei-Regelungstech- 
niker« gedacht, außerdem  gib t es aber auch dem  bereits m it der R egelungstechnik tiefer ver
trauten Ingenieur und Techniker ergänzendes W issen und anschauliche Darstellungen.

Fr. Csáki
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Theorie, Experiment und Anwendung
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Gr. 8° • In Leder etwa MDN 140,—

D ie Vielfalt der bei der bildsamen Form gebung der M etalle zu berücksichtigenden physikalischen  

Problem e zwingt auch heute noch meist dazu, einfache Vorstellungen zu verwenden, wenn man 

mit vertretbarem Aufwand durch Rechnung praktisch brauchbare Resultate erhalten will, die 

mit der Erfahrung übereinstimmen. Der Autor dieses Buches, der seit Jahrzehnten auf diesem  

G ebiet arbeitet, versteht es, dem Praktiker im  Konstruktionsbüro anhand einer breiten Skala 

von Problemen darzulegen, wie die auftretenden Kräfte, der Arbeitsbedarf und der W erkstoff- 

fluß bei der bildsamen Formgebung der M etalle durch Versuch und Rechnung erfaßt werden 

können. N eben der auf die Praxis zugeschnittenen vereinfachten Behandlung wird dabei, wenn 

m öglich, auch die exakte Lösung abgeleitet.

Im  ersten Teil werden die allgemeinen Grundlagen besprochen, auf denen die theoretische und  

experim entelle Forschung auf dem Gebiet der bildsamen Formgebung aufgebaut wird. In diesem  

Teil werden neben den mechanischen Grundprinzipien die physikalischen Erscheinungen behan

delt, die für das Verständnis des Problemkreises notwendig sind. Der zweite bis vierte Teil befaßt 

sich mit den einfachen Um form ungsvorgängen, der fünfte bis sechzehnte Teil mit den verschie

denen Formgebungsverfahren vom  Standpunkt o. g. Zielsetzung.

Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten
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Acta Techn. Hung.  59  (1967), 269—282 

A. L e r n e r : The Perspectives o f Cybernetics

Cybernetics h ave raised such new  questions in the fields o f produc
tion control, econom ic m anagem ent o f natural power resources, agricul
ture, medical science and sociology, which hitherto were im possible to  
solve by other m eans. Starting from these problems, the author deals on phi
losophical bases w ith  the social im portance of autom ation, specially  
considering the elim ination of the contrast between m ental and physical 
work. After this, he exam ines in detail those real or im aginary dangers 
to  which the w ide-spread use of the cybernetic machines m ight expose  
mankind. The author com es to the final conclusion that these dangers 
can be avoided if progressive hum anity  trusts itself on the active, free, 
independent endeavours of thinking m an and if the cybernetic m achines 
are exclusively considered as a m ean o f struggle against nature.

Acta Techn. Hung.  59 (1967), 2 8 3 - 2 9 4

H angos, I.: Some Problems o f Vacuum-Tight Soldering o f Metal to Ceramic

The effect of layer thickness and soldering tim e upon the properties of 
the m etal-to-ceram ic bond made by the so-callad premetallizing technol
ogy has been studied . It was stated  that for the well-controllable technol
ogy of m etallizing th e  thickness o f the Mo-Mn subcoat layer m ust be be
tween 30 and 60 m icrons but in this range no defined layer thickness can be 
found which can g ive  optim um  properties o f  the bond. The necessary  
thickness of the coat prom oting w etting must be, depending on soldering  
tim e and technology o f application, at least 0,5-~5 microns. In case of  
longer soldering tim e it is expedient to use a thickness o f 5-r-10 microns 
because of the dissolution  of the nickel layer in the solder.

Acta Techn. Hung.  59 (1967), 281—288

H alász, D .—Sz e n d y , K . — R é d e y , L.: The Special Role o f  Peroxides 
in  Gas Ionization

Barium peroxide (B aO ,) and peroxides in general tend to give o ff an ntom  
of oxygen even at a m oderate tem perature. In the presence o f a com busti
ble substance, this oxygen atom  in statu nascendi will com bine w ith it as 
the liberated thermal energy, before being dissipated, will heat the m ole
cules taking part in the chemical reaction to a high tem perature, which, 
however, is m aintained only for a few  hundredth of a second. In an MUD 
channel this phenom enon can be used to increase the degree of ionization.





L in k o v s k i , J. B .: Contribution to  the Calculation of the D ynam ic Char
acteristics o f Control System s in  the Chemical Industry

The paper deals w ith  linear au tom atic  control system s having one input 
and one output, the m otion o f  w hich is characterized by a differential 
equation with constant coefficients (the parameters o f  the system ). The 
general case of the previous excitation  of the system , arising under normal 
service conditions of the industrial p lant, is analysed, assum ing that the 
parameters of the system  are know n. In that case the output signal de
pends on the input signal, which is assum ed to be a determ inistic tim e 
function. This relation is determ ined by a general Duham el integral, to  
which is connected the weight function  of the previously non excited  
system . For determ ining the relation  a series expansion m ethod is used 
at the solution o f the linear integral equation of the second order w ith a 
variable upper lim it. The accuracy o f  the solution is optional. In this m an
ner the transfer function o f the sy stem  can approxim ately be determ ined. 
The expression is obtained in the form  of sim ple functions.

Acta Techn. Hung. 59 (1967), 303-310

Acta Techn. Hung. 59 (1967), 3 1 1 - 3 2 4

VÁcz, I.: The W ork Functions o f  Tungsten Wires M ade w ith  Various 
Ingredients

In order to realize the necessary characteristics o f electron tubes it  appear
ed to be necessary to determ ine the work function of various m aterials, 
incandescent cathodes etc. Tbe work functions of four tungsten wires 
m ade with additives o f various com position were measured ns a function  
of the heating tim e of the wires. T he measurements have shown that the 
determ inability o f the true work function of the tungsten wires depends 
on the disparition (evaporation) o f  the foreign im purities present from  
the beginning in the basic tungsten m aterial and of those added purpously  
in order to obtain certain characteristics o f the tungsten. The difference 
as compared to the values of the work function as given by literature thus 
depends not only on the apparition o f the gas layer adsorbed from the v a 
cuum on the surface o f the wire, bu t also on the foreign m aterials diffus
ing from inside the tungsten wire and appearing on the surface of the  
tungsten wire. The m easurem ents have shown that the final values of the  
work function are atta ined after the evaporation of the different im puri
ties , after differeut tim es.

A cta  Techn. H ung. 59 (1967), 325 — 330

F r e y , T.: Direct Decomposition o f  Polynom ials Into H urw itz and A n ti-  
H urw itz Components

In the dim ensioning o f filters, the m ost tedious task is the very  accurate 
decom position o f the polynom ial w ith real coefficients into the so-called  
H urwitz com ponent, which contains the product of the root factors be
longing to the roots with negative real parts and into the so-called anti- 
ITurwitz com ponent, containing the product of the other root factors. 
The determination of the com plete system  of roots accum ulates m uch  
superfluous inform ation and therefore it is too cumbersome. The paper 
presents a far more efficient perturbation m ethod for the solution of the  
problem, by which the decom position is carried out w ithout determ ina
tion of the roots, and the accuracy o f  which can be varied according to  
requirements.





B assa, G. — R e m é n y i, К .: Furnace Slag Crust Heat Conductivity Measure -  

ments

Slag crust phenom ena observed in the course o f  pulverized coal firing  
cause diverse heat conductiv ity  (heat insulation) characteristics, whereby  
in order to  im prove furnace cham ber calculations, determ ination of the  
slag heat condu ctiv ity  coefficient by m easurem ents im m ediately  at the  
location o f origin appeared to  be indispensable. A s a m easuring instru
m ent the h eat flow  m eter used  by the Ijm uiden International Flam e  
Research A ssociation  experim ental station was em ployed , calculations 
involved the Soviet “ calorimeter”  principle, and the first experim ents m o
de use of a 5 kg/h  output sm all-size pulverized coal firing installation . This 
m ethod can be directly applied for determing the heating surface load  
figures o f operational pulverized coal firing under either clean or slagged  
conditions, and to  facilitate th e  understanding of cinder sheet character
istics.

Acta Techn. Hung. 59 (1967), 331 — 346

Acta Techn. H ung.  59 (1967), 3 4 7 - 3 5 6

B a bát , J . — M u sz é l y , Gy .: A  Pattern Recognition Algorithm Adapted  гcilh 
Searching Method

The paper deals w ith  a new algorithm  for pattern recognition and in ves
tigates the arising theoretical problem s. The published m ethod is a 
developm ent o f the Bledsoe-Brow ning algorithm, as far as the groups form
ed by the elem ents of the fie ld  o f vision and playing an im portant role 
during the recognition , are n o t selected  at random bu t b y  a searching  
m ethod. In th is w ay the class o f  solvable problems is widened; during 
the search the algorithm becom es suitable for the problem  in hand.

Acta Techn. Hung.  59 (1967), 3 5 7 —364

Almás y , G. —R o m h á n y i, И, —P a l l a i, I.: Static Optimization by Adaptive 
“ Forgetting” Method

The objective function  is considered as a second order polynom ial o f the  
disturbing and m anipulated variab les in the static optim ization  m ethod  
disclosed in  th is paper. The optim um  system  of the m anipulated variables 
is determ ined b y  the quadratic optim ization  m ethod. The coefficients o f  
the approxim ating function are determ ined by regression from  the data  
of the unit to  be optim ized, th e  la st  data being considered as having larger 
weights than  th e  earlier ones. T he instab ility  due to m easurem ent errors 
at the optim um  locus calculated is strongly dim inished b y  the evaluation  
method of the process.





RÁcz, I.: Calculation o f  Current D istribution o f  P arallel Semi-Conductors 
with Current Sharing Transformers

For the im provem ent of current distribution of parallel diodes or thyris
tors, closed polygonal connection or cyclic twin connection o f the secon
dary coils o f the sharing transformers are appropriate. The article gives  
formulae for the definition o f the greatest current deviations and the  
m axim um  load o f transformers relating to the case when there are devia
tions in the conducting direction tensions, or when the fuse of a branch  
m elts. The m ethod can be applied — taking the R , C  dam ping elem ents 
into account — also for the exam ination o f transient com m utation  
phenomena.

Acta Techn. Hung. 59 (1967), 379—380

Acta Techn. H ung. 59 (1967), 3 8 1 -3 9 2  

K á lm án , R.: The BOCS D igita l M odelling System

Author of the paper presents, after a short review o f  the digital m odelling  
m ethods for the continuous system s, the so-called BOCS m odelling sys
tem . He gives a list o f  the blocs to  be em ployed in the program and the  
m ethod of programming. As an illustration o f the aforem entioned be 
presents the solution o f the classical Legandre problem by digital m odell
ing. The paper is com pleted by a detailed list o f literature.

Acta Techn. H ung. 59 (1967), 3 6 5 -3 7 8

Sin g e r , D . — D e m jé n , Cs.: E xam inations o f  the Tem perature Conditio» 
and the D ynam ics o f  Control an Ore Sintering Belt.

The authors investigate on a sim plified model the transfer characteris
tics o f an ore sintering belt conveyor. Further ideas on m odelling are 
the base for dealing w ith  static  conditions o f  the conveyor and from  
these conclusions are drawn for the autom atis control o f  the conveyor. 
The exam inations were carried out partly on an analogue, partly on e  
digita l compute*
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