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AN APPROXIMATION FOR COMPUTING THE SAG 
OF INVOLUTE TEETH

L. H U SZ T H Y
TECHN ICA L UNIV ERSITY  O F H EA VY  IN D U STR IES, M ISKOLC 

[M anuscript received February 24, 1958]

To facilitate the com putation  of sag caused by bending and shear forces the involute  
curve is usually approxim ated by various sim pler curves such as piecewise linear sections. 
This paper describes the application of an approxim ate curve, the use of which m akes it 
possible to com pute the sag in a closed form.

I. Principles of computing the sag

The inflection  o f th e  to o th  is co m p u ted  on th e  basis of C astig liano ’s 
T heorem . I f  a force is app lied  to  a b o d y  a t  eq u ilib riu m , th e  d isp lacem en t 
of th e  p o in t of ap p lica tio n  is given b y  th e  p a r tia l  d e r iv a tiv e  of th e  s tra in  w ork  
in th e  d irec tion  of, a n d  w ith  respect to ,  th e  app lied  force.

L e t us exam ine th e  to o th  in a re c ta n g u la r  co o rd in a te  sy stem  as show n 
in Fig. 1. The origin of th e  system  coincides w ith  th e  c e n te r  o f th e  gear, th e  
axis o f sy m m etry  of th e  to o th  lies on th e  x  ax is, th e  y  ax is is p e rp en d icu la r  
to  th e  x  ax is. rx a n d  r2 d en o te  th e  ra d ii o f  th e  ro o t circle an d  of th e  ad d en d u m  
circle, respective ly . v(x) denotes th e  h a lf-th ick n ess  of th e  to o th  a t  x.

L et us s tu d y  th e  sag  caused b y  a force F , w hen i t  is app lied  to  a surface 
p o in t on th e  ad d en d u m  circle, p a ra lle l to  th e  y  ax is. T he to o th  is ta k e n  as 
a beam , fixed  to  th e  d ed en d u m  circle. I f  one allow s L  equal th e  s tra in  w ork 
a n d / e q u a l  th e  deflec tion  of the  m id line of th e  to o th  a t  th e  ad d en d u m  circle, 
th e n  b y  C astig liano’s th eo rem ,

f  =
Э L  
~0F '

( 1 )

II. Stresses

T he stress a on th e  to o th  f la n k  can  on ly  be a ta n g e n tia l  stress av  
This s tress can be ex p ressed  as th e  v e c to r  sum  o f tw o  co m p o n en ts  ae an d  Te, 
w here ae is p e rp en d icu la r  to  th e  p lan e  o f th e  cross sec tio n , w hile t e is in th is  
p lane , p ara lle l to  th e  y  ax is (see F ig . 2).
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4 L. HUSZTHY

The stresses a c tin g  a t  th e  p o in t P(x, y )  can  be c o m p u ted  b y  an  a p p ro x i
m a te  m ethod  [1] as follow s:

L et us im ag ine  t h a t  th e  to o th  is p u t  to g e th e r  b y  fib res  so th a t  th e  
ta n g e n ts  to  each a n d  every  fib re  a t  p o in ts  o f th e  sam e abscissa  m eet a t  th e

p o in t S  on th e  X ax is. (The im a g in a ry  fib re  th ro u g h  th e  p o in t P  is show n 
b y  a  broken  line in  F ig . 2.) L e t th e  d is tan ce  betw een  p o in t S  a n d  th e  exam ined  
cross section be d  =  d(x)  (a fu n c tio n  o f x). I f  th e  angle enclosed b y  th e  ta n g e n t

d ra w n  to  th e  e x tre m e  fib re  a t  a p o in t o f abscissa x , an d  b y  th e  positive x  
d irec tio n  is q>0 th e n , fo r  th e  given cross sec tion , from  th e  eq u a tio n  of th e  cu rve  
o f  th e  to o th  fla n k ,

v(x)
■ =  — ta n  (p0 — — V (x ) ,

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



AN APPROXIMATION FOR COMPUTING THE SAG OF INVOLUTE TEETH 5

or

d =  ~ v ( x )

v'(x)
( 2 )

The no rm al s tress ac tin g  a t  th e  p o in t P (x , y ) can  be co m p u ted  from  
th e  form ula

M
° у  =  — У ’

w here M  =  M(x)  is th e  b en d in g  m o m en t, while I  =  I(x)  is th e  in e r tia  m om ent 
of th e  cross section . T h e  у -co m p o n en t of th e  ta n g e n tia l  stress ac tin g  on th e  
fib re  an d  o rig in a tin g  a t  p o in t P  is

M  у
ry =  oy - ta n  <p =  — -  у  • +- 

I  a
M

I d Г

T he sum  of th e  stresses xy in  th e  у  d irec tion  of th e  ex am in ed  cross section  is

w here A  denotes th e  en tire  a rea  of th e  cross section , since M , I  an d  d are con
s ta n ts  for an y  given cross sec tion . S u b s titu tin g  xy we o b ta in

and

th u s ,

Vx =
M  Г 

I  d J(^)
y 2d A  ,

L A dA = I ’

T he force V1 is b a la n c e d  b y  th e  sum  of th e  stresses xy. A  sh ea r force of m agn i
tu d e  F  — Vx rem ains w hich  genera tes stresses xx. I t  is know n  [1] th a t  th e  
d is trib u tio n  of th e se  xx in  th e  cross section  u n d e r s tu d y  is [1]

3 F  -  V,
t v =  —  • --------- —

H ence, th e  m ag n itu d e  of sh ea r stress a t  th e  p o in t P  in  th e  y  d irection  is:

T  =  r x +  r v =  — (3)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



6 L. HUSZTHY

III. The strain work

P a r t  o f th e  s tra in  wrork  cau sed  b y  th e  bend ing  m o m en t M (x) =  F(r., — я)
i s :

iL r - i M W l *
2 E J : ,  I (x )

w here  E  is Y oung’s m odulus o f e la s tic ity  for th e  m a te ria l of th e  to o th .
D eno ting  th e  face w id th  ( th e  d im ension of th e  to o th  n o rm a l to  th e  xy  

p lan e) b y  b, one can  w rite  in  a cross section  w hich is p e rp en d icu la r  to  th e  x  
axis :

/ ( * )  =
b[2 «(*)]» 

12
2 b [v (x ) f

th u s .
3 F 2 Cr‘ (r — л:)2

----------I —------------ - a x .
4 bE J r, [v (x ) f

(4)

T he s tra in  w ork  caused  b y  th e  sh ear force in a vo lum e e lem en t dK  a t 
p o in t P  is:

d L s = ----- T2 d K  ,
2 G

w here  G is th e  m odulus of to rs io n a l sh ea r for th e  m a te ria l o f th e  to o th . The 
s tr a in  w ork  c rea ted  b y  th e  sh ea r force in th e  en tire  to o th  is o b ta in ed  b y  
in te g ra tin g  th e  above expression .

2 G
T2d K ,

•ЧК)

w here К  denotes th e  en tire  vo lu m e o f th e  to o th . S u b s titu tin g  t  from  (3):

F  -г f
* w  J  x=r. J y = -v (x ) J z = 0

1 У

V2
+

M
Id

2 J2

Г 5 (r Jx = r, Jy = 0
9 I F  — Ц  \2

+  3 F - V i M
Id У

• 2 ____ :J 4

1 —

M 2
----- 7~У
I 2 d 2

dr d x ,

w here, fo r th e  sake  of b re v ity , Vv  A , v, M, I  an d  d are n o t show n as functions 
o f  X. I t  has been  ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  th a t  th e  shape of th e  to o th  is sy m 
m e tric a l a ro u n d  th e  x  axis.
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AN APPROXIMATION FOR COMPUTING THE SAG OF INVOLUTE TEETH 7

C ontinu ing  ou r in te g ra tio n  we o b ta in :

L . =  -
b j 'r> Г 9 F -  Vi 2

y —
2 y 3

G J x=r, 4 4 3 t ’2

F  _  v  
4 M [ y 3 У5 +  -

yi Id 3 5 t>2

b Гг 9 F - K 2 2 r

G J x=ri 4 A 3

+  +
5 V*

M - у ъ

p ¥  T
V

T

dx
y = 0

F ~ V X M
Id

+  3
F

Г* 9 F - K
У x = r. 4 A

К M  2

A Id  15

Г
6 *SJ 1 fi

L , 5 A  1

F  -- к V/

V3 M 2 V5

5 ~ p d 2 ' T

2 8
15

d x

M 2 V3

P d 2 5
d x  -----

2
5

2 (F  -  Ц) M  
A i d

C onsidering th a t

Id
M 2 V3

I 2d2 5
dx  —

f 6
J - *

• V +

M 2 
P  d2

dx.

and
M  =  F(r2 -  *)

V    —    f  ( Г2 -  « )
1 d d

sim p lifica tion  an d  fac to rin g  yields

bF2 Г
L , =

5 G Jx r,
6 J d ^ -  (r2 -  x)]2 v 

A 2d2
I 2  [ d  -  ( r 2 -  * ) ]  (г 2 -  * )  ^

4 7 d 2

(r2 — л:)2 .1
H---- — --------—  v°l dx .

P d 2
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8 L. HUSZTHY

S u b s titu tin g  th e  expressions

A  =  2 b v ,
2 bv3 

3

th e  following exp ression  is o b ta in ed  fo r the  s tra in  w ork  g en era ted  b y  th e  shear 
force:

L '  =
3 F 2

20 bG
2 V2 +  2 vv'(r2 — x) -)- 3 (r2 — x)2 • v"2

dx. (5)

IV. The sag

P a rtia lly  d iffe re n tia tin g  th e  su m  of Lb from  (4) a n d  Ls  from  (5) w ith  
respect to  F  one o b ta in s  for th e  sag so u g h t for

/  =
9

0 F
(F& +  L s)

3 F  

2Í>

1 f r* 2 г;2 -)- 2 w '( r 2 —

■ _ L p  (>-2 -  *)2
F Jx=r,

x) +  3 ( r2 — л:)2 F 2

dx

dx

( 6 )

V. Approximate curve of the tooth flank

L et us use th e  eq u a tio n
3 _____

v(x) =  y  =  f x x  +  ß

to  ap p ro x im ate  th e  e q u a tio n  of th e  a c tu a l curve. T he p a ra m e te rs  a  an d  ß are 
d e te rm in ed  b y  th e  re q u ire d  cond itions t h a t  th e  ap p ro x im a tin g  curve  m u st 
p ass  th ro u g h  th e  p o in ts  P1 and  P 2 on th e  d edendum  circle an d  on th e  a d d e n 
d u m  circle, re sp ec tiv e ly  (Fig. 3).

L et Vi be th e  seg m en ta l arch  of a circle betw een  th e  tw o  sides of th e  to o th  
d raw n  th ro u g h  an  a rb i t r a ry  p o in t P  on th e  in v o lu te  to o th  flan k . L et th e  cen tre  
o f th e  circle be a t  th e  origin of th e  co o rd in a te  sy stem . L et r be th e  len g th  
o f th e  rad ia l v ec to r to  th e  p o in t P . L e t th e  co rrespond ing  evo lven t gen era tin g  
angle  be e. L et th e  ang le  betw een  th e  ax is of sy m m e try  a n d  th e  rad iu s  o f th e  
g en era tin g  base circle d raw n to  th e  p o in t o f in te rsec tio n  betw een  th e  u p p er 
to o th  flan k  and  th e  b ase  circle be y. T h en , as seen in  F ig . 3,

+  eve =  y. (7)
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AN APPROXIMATION FOR COMPUTING THE SAG OF INVOLUTE TEETH 9

A ny co m b in a tio n  o f th e  va lu es  Vj, r an d  e d e te rm in es  th e  angle y. T hus, th e  
rec tan g u la r co o rd in a tes  o f an a rb itra ry  in v o lu te  p o in t P  a re:

w here

X =  r cos (y — eve), 

y  =  r sin (y — eue);

£ = arc cos

( 8 )

T he in v o lu te  g en e ra tin g  angles co rrespond ing  w ith  P1 on th e  dedendum  
circle an d  P 2 on th e  ad d e n d u m  circle are , re sp ec tiv e ly :

arc  cos

(9)

H ence th e  co o rd in a tes  o f th e  tw o se lec ted  in v o lu te  po in ts  are

Í x1 =  cos (y — e v e j  ,
J i  =  ri s in  (V —  e v e i)  ?

Í *2 =  r2 cos (У — euca) »
I Уi =  r2 sin (y — eue2) .

( 10)

F rom  th e  eq u a tio n  o f th e  ap p ro x im a te  cu rve  o f th e  to o th  flan k

OCX +  ß  =  у 3 .
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10 L. HUSZTHY

S u b s titu tin g  th e  co o rd ina tes o f p o in ts  Pi an d  P 2 one ob ta in s  th e  follow ing 
sy stem  of eq u a tio n s:

xi * +  ß =  y \
хг x  +  ß  —  y \  .

F ro m  (11) one can  com pu te  x  a n d  ß. T h is system  of eq u a tio n s a lw ays has 
a un ique  so lu tion , since th e  d e te rm in a n t

* 1  1
: x., 1 Ф  0 .

VI. Approximate computation of the sag

K now ing a  a n d  ß  an a p p ro x im a te  v alue  of th e  sag can be  co m p u ted  
fro m  (6) if  th e  fo llow ing re la tio n sh ip s  are  ta k e n  in to  consid era tio n :

a n d

У  =  v(x) =  У X X  +  ß

a  a
v ( x )  =

3 ]f(xx +  ß)2 3vn~

F or th e  tw o  in teg ra ls  le t us f irs t  solve, ignoring  th e  scale fac to rs .

c H j ^ j £ d x =  r ( S i ^ £
J r ,  V 3 J r t X X +  ß  J r ,  X X  +  ß

C arry ing  ou t th e  d iv ision  in  th e  in te g ra n d  one o b ta in s

ß —  +  2 r2
I" 2  Г2 r ' i +  X  ß

r\ - 2 r2 x  -(- x1 x  x
X X  - f  ß  X X X  - \ -  ß

L e t

=  C,

4  +  ß C = D .
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AN APPROXIMATION FOR COMPUTING THE SAG OF INVOLUTE TEETH 11

T h e n  th e  in teg ra l expressing  th e  sag caused  by  b en d in g  ac tio n  is w ritte n  as

—  - C
D

X X  - ( -  ß
dx  = i _  * -

x  2
Cx +  In IX -f- —

1 , 9  n\  ч , D  1 a r 2 +  ß=  —  ( n - n ) - C ( r 2 Г,) 4------ I n -------- —
2 a  a  arj -f- p

( 12)

T he o th e r in teg ra l to  be solved is:

! 2 V2 -f- 2 vv'(r2 — я) - f 3 ( r 2 — я)2 г '2
d x .

S u b s titu tin g  th e  expression

3 r 2

one o b ta in s  th e  follow ing in teg ra l:

6 V й -f- 2 a (r2 — я) V3 -)- a 2 (r2 — я)2j: 3 t 7
d x .

A fte r th e  su b s titu tio n  of th e  o rd in a tes  of th e  a p p ro x im a te  cu rve  of th e  to o th  
flan k  we o b ta in

i:* 6(ая  +  ß f  +  2 а(г2 — я) (а я  +  ß )  +  а 2 (г2 — я)2 d x .

In tro d u c in g  th e  su b s titu tio n  

one ob ta ins

an d

3 У(ая +  ß f

X X  - f -  ß  =  U 3 ,

u :î —  ß

dx 3 и- du

The lim its я  =  an d  я =  r2 m u st, of course, also be tra n sfo rm e d  in to

3___

U l  =  f ö r j  +  ß

3 __________

U2 =  |/ar2 -f ß ,
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12 L. HUSZTHY

respective ly . T h is change of v a riab le s  an d  som e re a rra n g em e n t gives

1

X

5 n6 +  (r2a +  ß ) 2 _  1 5 и2

( r2 x  +  ß ) 2 

6

(r2x  +  ß ) 2 '

6 u6

1 1
~ut ~ u f

U2

Ы,
( 1 3 )

S u b s titu tin g  th e  re su lts  from  (12) an d  (13), in to  (6), an  a p p ro x im a te  v a lu e  
is o b ta in ed  for th e  sag.

VII. Example

Given a gear of the follow ing dim ensions: m — 1 cm, z  =  39, ?0 =  20°, b == 10 cm, 
E  =  2 • 106 kp/cm2.

Compute the sag at a load F  =  500 kp.

1. Pitch circle radius: r0 =  mxj2 =  1 • 39/2 =  19,5 cm;

2. Base circle radius: ra =  r0 cos e0 =  19,5 • cos 20° =  19,5 • 0,93969 =  18,3239 cm;

3. Dedendum circle radius:  rt =  r0 — 7/6 m =  19,5 — 1,1667 =  18,3333 cm;

4. Addendum circle radius: r2 =  r0 m =  19,5 1 -  20,5 cm;

5. Computation o f  the angle y.

Considering the p itch  circle radius, the pressure angle and that

vt =  1/2 =  m  ji/ 2 =  1 • 3,14159/2 =  1,5708 cm.

From  (7) we get

and  from (9):

V 2 r„
1,5708  

-  2 • 19,5 

0,0552 rad

+  ev 20° =  

= 3°09'43".

1,5708
39 +  0,0149 =

ra 18,3239
=  arc cos Т Г  =  arc cos W 3 3 T  =  150 5 

ra 18,3239
e2 =  arc cos — - =  arc cos “STrvT^r =  26 38 19 ;

Tn ZU^dUUU

ev ?! =  tan ?, — ?! =  0,03201 -  0,03199 =  0,00002 =  04"; 

ev e2 =  tan e., — e2 =  0,50161 — 0,46493 =  0,03668 =  2°06'06".

6. From (10) the coordinates o f  the p o in t  P, on the dedendum circle are:

*! =  rl cos (y — ev Ej) =  18,3333 cos (3o09'43"  — 04") =

=  18,3333 cos 3°09'39" =  18,3333 • 0,99848 =  18,3054 cm;

=  rt sin (y — ev et ) =  18,3333 sin 3°09'39" =  18,3333 • 0,05512 =  1,0105 cm.
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AN APPROXIMATION FOR COMPUTING THE SAG OF INVOLUTE TEETH 13

7. Also fro m  (10)  the coordinates o f  the po in t  P 2 on the addendum circle are :

X, =  r,  cos (y  -  ev f„) =  20,5 cos (3°09'43"  -  2°06'06") =

=  20,5 cos 1°03'37" =  20,5 • 0,99983 =  20,4965 cm;

y 2 =  i*2 sin (y  — ev e2) =  20,5 • sin 1°03'37" =

=  20,5 • 0,01850 =  0,3793 cm.

8. Computation o f  the parameters o f  the curve

y  =  I/ ax +  ß

passing through the points P t (18,3054; 1,0105) and P 2 (20,4965; 0,3793) from (11):

18,3054 a +  ß  =  1,01053 

20,4965 a  +  ß  =  0,37933.

Solving the system  of equations one obtains:

a =  —0,4459, 

ß  =  9,1942.

To com pute the portion of the sag caused by bending action one needs to obtain

9,19422 r.,
- 0 ,4 4 5 9

2 • 20,5
=  —45,7066;

a  — 0,4459

D  =  r | +  ßC  =  20,52 +  9,1942 ( - 4 5 ,7 0  66) =  0,0 1 44.

From  (6), ignoring the m ultiplier 3F/26 one obtains for the sag by bending:

1 f t ,  (r2 — x)2 1 [ 1 D  ar., +  ß  1
~E  J r, ------Й ----- dx =  ~E 1/2 a  (r= -  rf) -  С(Гз -  ri) +  I T  l n ^ / + 7 j  =

=  2 tW  [ 2 ( -  0,4459) (2°’52 “  18’33332> + 45’7066 (20’5 “  18’3333) +

0,0144 , -  0,4459 • 20,5 +  9,1942 1
+  - 0 ,4 4 5 9  П -0 ,4 4 5 9  • 18,3333 +  9,1942j “  v

For (13) uy and u2 can be com puted as follows:

3 _____  3 _______________ __ ___
Ul =  ÿ a r l +  ß  =  Ÿ — 0,4459 • 18,3333 +  9,1942 =  1,0064;

3 _____  8 ____________________
u2 =  /а г 2 +  ß  =  Ÿ — 0,4459 • 20,5 +  9,1942 =  0 ,3763.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



14 L. HUSZTHY

T hat portion of the sag which is due to shearing action  is obtained from (6) as follow s, ignoring 
the m ultiplier 3 F/2b :

I Ггг 2 V2 +  2 vv ' (r -  x) + 3 (r, -  x)~ v ' 2 ,
S G - J r , --------------------------- Й-------------------------- dx

1_ 
5 G oc

„ 2 4  _  (W +  ß f  ul> ft

1
5 • 8 • JO’

1
' “ 0,4459

3763= -  1,00642) -

( - 2 0 ,5  • 0,4459 +  9Д 942)2 f  1
(Г I 0,37636

1
1.0064« )]=  0,000 001 315 .

H ence the total sag from both  bending and shearing action is

/  =  - 4 ^ -  [0,000 002 389 +  0,000 001 315] =  J 2 b 1

3 • 500
2 - Ю 0,000 003 705 =  0,000 2779 cm ^  2,77 / i .

VIII. Estimating the error of approximation

In  th e  exam ple  m ost o f th e  sag  com es from  b end ing  ac tio n . A ssum ing  
th a t  th e  to o th  th ick n ess  co m p u ted  from  th e  e q u a tio n  for th e  ap p ro x im a te  
cu rv e  is

w here  v(x) is th e  a c tu a l to o th  th ick n ess  an d  Я c o n s ta n t, th e n , ignoring  th e  co n 
s ta n t  m u ltip lie r, in  lieu  o f th e  in te g ra l

Jr, |> (* )]3
dx = J

th e  in te g ra l has been  solved b y  m eans of th e  ap p ro x im a tio n :

L f ' l M  dx= jL
A3 Jr, M * ) ]3 ** '

S ince Я is a c tu a lly  n o t a c o n s ta n t th e  e s tim a te d  e rro r is g re a tly  increased . 
(Я v a rie s  from  zero a t  th e  po in ts  P 1 a n d  P 2 to  a m ax im um  a t  th e  p itc h  p o in t.)  

T hus a co n serv a tiv e  estim a te  of th e  re la tiv e  e rro r is:

h =
J

=  1 -
1

1? '
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AN APPROXIMATION FOR COMPUTING THE SAG OF INVOLUTE TEETH 15

From (10) the actual y 0 and y uk ordinates are com puted of a surface point on the p itch  circle: 

у „ =  r0 sin (y -  ev f„) =  19,5 • sin (3°09'43"  -  0°51'13") =

=  19,5 • sin 2°18'30"  =  19,5 • 0,04027 =  0,7853 cm.

The corresponding abscissa is

x 0 — r 0 cos (y  — ev e0) =  19,5 ■ cos 2°18'30" =  19,5 ■ 0,99919 =  19,4842 cm.

From the equation of the approxim ate curve:

y ak =  fax,, +  ß  =  У -  0,4459 -1 9 ,4 8 4 2  - f  9,1942 =  0,7969 cm.

For the p itch  point:
у ^  =  Л 7969
y  Q 0,7853

Assum ing the value of À to be constant along the entire length of the tooth flank, the estim ated  
error o f the sag is

h =  1 =  1 ~  M Í5^ “  ° ,<Ъ •
Thus the error is about 5%.
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A N N Ä H E R N D E  B E R E C H N U N G  D E R  D U R C H B IE G U N G  VON  
E V O L V E N T E N Z A H N E N

L. HUSZTHY

ZUSAM M ENFASSUNG

B ei der Berechnung der durch die B iege- und die Scherkraft verursachten Zahnbiegung  
ist es üblich, den E volventenbogen durch verschiedene einfachere K urven (teilw eise durch 
gerade Strecken) zu ersetzen. D as hier gezeigte Verfahren beruht auf der Anwendung einer 
Näherungskurve, die es erm öglicht, die Durchbiegung in  geschlossener Form  zu berechnen.

CALCUL A PPRO CH É D U  FLÉCH ISSEM ENT D E S D E N T U R E S A  D É V E L O PPA N T E

L. H USZTHY

RÉSUM É

Lors du calcul du fléchissem ent de la dent, dû aux forces de flex ion  et de cisaillem ent, 
la courbe développante est rem placée généralem ent par des courbes plus sim ples (et en partie 
par des sections de droite). Le procédé présenté par l ’auteur consiste dans l ’application d’une 
courbe approchée perm ettant le calcul du fléchissem ent sous une forme fin ie.

ПРИБЛИЖЕННЫЙ РАСЧЕТ ПРОГИБА ЭВОЛЬВЕНТНЫХ ЗУБЬЕВ

Л . Х У С Т И

РЕЗЮМЕ

При вычислении прогиба зубьев от изгибающих и срезающих усилий обычно при
нято заменять эвольвентную дугу различными более простыми кривыми (частично пря
молинейными отрезками). Приведенный в статье метод состоит в применении такой приб
лиженной кривой, которая позволяет произвести вычисление прогиба в закрытой форме.
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ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG 
KOMPLEXER PLANETENGETRIEBE

Z. LÉVAI

K A N D ID A T D E R  TECHN ISCHEN  W ISSENSCHAFTEN 
TECHN ISCHE UNIV ERSITÄ T F Ü R  BAU- UND V ER K EH R SW ESEN , BUDAPEST

[E ingegangen am 7. März, 1963]

Zur allgem einen K ennzeichnung des P lanetengetriebes wird ein Faktor В  eingeführt, 
der von der konkreten Bauart, von  den Abm essungen usw . des P lanetengetriebes unabhängig  
ist. Es werden elem entare und kom plexe P lanetengetriebe unterschieden; letztere unter
scheiden sich dadurch von den elem entaren P lanetengetrieben, daß sie außer dem P laneten
getriebe noch irgendein Verbindungselem ent (z. B . W ellenkupplung, Flüssigkeitsw echsel
getriebe usw.) enthalten . D as elem entare Planetengetriebe kann von einfacher oder zusam m en
gesetzter Ausführung sein. D iese werden im  allgem einen, bei ihrer Verwendung, in K onstruk
tionen m it einem  Freiheitsgrad um gew andelt. In Abhängigkeit davon, an welche Stelle m an  
m it H ilfe irgendeines V erbindungsgliedes die Achse I I I  des E lem entargetriebes anschließt, 
erhält m an ein festgehaltenes (verriegeltes) P lanetengetriebe oder ein um gekuppeltes P lan eten
getriebe bzw. im  Falle eines zusam m engesetzten P lanetengetriebes, ein kreuzverbundenes 
Planetengetriebe. Für jede Bauart wurde auch die Übersetzungsform el bestim m t bzw. die 
Form el der D rehm om entenübersetzung auf Grund der für die A chsen des P lanetengetriebes 
angeschriebenen Drehm om entenproportionen. An H and der Leistungsproportionen wurde die 
im  Planetengetriebe entstehende Leistungsström ung untersucht.

I. Einleitung

Die P lan e ten g e trieb e  sind  allgem ein b e k a n n te  M echanism en. In  jed em  
P lan e ten g e trieb e  k a n n  m an  zwei se lbständ ige  Z ah n räd e r, m it e iner gem ein
sam en Achse, die sog. S o n n en räd er finden , die m ite in an d e r n ic h t u n m itte lb a r  
käm m en , sondern  ü b e r die sog. P lan e ten räd e r. Diese le tz te re n  R äder n e n n t 
m an  aus dem  G runde  P la n e te n rä d e r, weil sie sich  n ic h t n u r  u m  ihre eigene 
Achse d rehen , so n d ern  au ch  u m  die zwei S o n n en räd er ro tie re n  können . D ie 
P la n e te n rä d e r sind  n äm lich  a u f  einem  S teg , im  V erh ä ltn is  zum  S onnenrad  
exzen trisch  ge lag ert, u n d  d ieser S teg  is t ebenfalls d re h b a r an g eo rd n e t (B ild 1).

A us jed em  P lan e te n g e tr ie b e  füh ren  g ru n d sä tz lich  dre i W ellen h e rau s , 
von  denen  zwei zu  den  S o n n en räd ern  gehören , eine dagegen  zum  Steg. Diese 
n e n n t m an  die H a u p te le m e n te  des P lan e ten g e trieb es .

3___ -L

7 2

Bild 1
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18 Z. LÉVAI

Die S o n n en räd er k ö nnen  in n en - oder au ß e n v e rz ah n t sein, die P la n e te n 
rä d e r  von e in fach er oder d o p p e lte r  A usfüh rung . O ft v e rw en d e t m an  die 
P la n e te n rä d e r  p aarw eise , w enn sie n ic h t  u n m itte lb a r  m it den  zwei S onnen
rä d e rn  käm m en. In  diesen F ä llen  k ä m m e n  die P la n e te n rä d e r  m ite in an d e r u n d  
m it  einem  der S o n n en räd er.

Im  P lan e ten g e tr ieb e  k a n n  also eine vielseitige K o m b in a tio n  v o rh an d en  
se in , a u f die E in ze lh e iten  soll j e tz t  n ic h t eingegangen  w erden  [6].

P lan e ten g e tr ieb e  m it drei H a u p te le m e n te n  w erden  in  den w eite ren  A us
fü h ru n g en  als elementare Planetengetriebe bezeichnet.

Zur K en n ze ich n u n g  der e le m e n ta ren  P lan e ten g e trieb e  w ird  n a c h  der 
M ethode von  W illis e in  m it b b eze ich n e te r  Q uo tien t v e rw en d e t, d e r durch  
d as  V erhältn is  d er re la tiv en  W inkelgeschw ind igkeiten  v o n  S o n n en rad  und  
S teg  gebildet w ird ; diesen Q u o tien ten  n e n n t m an die Grundübersetzung des 
elementaren Planetengetriebes :

, CO, —  Ol,b =  — ------ -,
« 1  ~  0>3

( 1 )

w o Wj u n d  o), die ab so lu ten  W inkelgeschw ind igkeiten  d er Sonnenradw ellen , 
o>3 die abso lu te  W inke lgeschw ind igke it d e r Stegw elle b e d e u te t. W enn  m an  
obige G leichung u m fo rm t, e rh ä lt m a n  die k inem atische  G rundg le ichung  des 
e lem en ta ren  P lan e ten g e trieb es:

bio1 — co2 — (b — 1) co3 =  0. (2)

W ie ersich tlich , is t  das P la n e te n g e tr ie b e  ein  M echanism us m it zwei F re i
h e itsg rad en .

Im  V erlau f d er p ra k tisc h e n  A n w endung  w erden  aus den  P la n e te n 
g e trieb en  M echanism en m it e inem  oder m ehreren  F re ih e itsg rad en  geb ild e t. 
F ü r  die A usb ildung  der v ersch ied en en  K o n s tru k tio n e n  g ib t es zah lre iche  
L ösungsm öglichkeiten . In  den  w e ite ren  A usfüh rungen  w erden  allgem eine 
Z usam m enhänge ab g e le ite t, die fü r  a llerle i P la n e te n g e tr ie b e -K o n s tru k tio n e n  
G ü ltig k e it besitzen . D ie a u sg e a rb e ite te n  M ethoden  kön n en  fü r  die U n te rsu ch u n g  
e in er jeden  belieb igen  K o n s tru k tio n  em pfoh len  w erden.

II. Die allgemeine kinematische Grundgleichung 
der Planetengetriebe

Zwecks V era llgem einerung , u n d  als e rs te r S ch ritt, w erden  die H a u p t
e lem en te  1, 2 u n d  3 des e le m e n ta ren  P lan e ten g e trieb es  m it n euen  Ind izes 
v e rseh en ; diese geben  keinen  H inw eis a u f  das H a u p te le m e n t se lbst, sondern  
n u r  a u f  die A rt d er K u p p lu n g . Die n eu en  Indizes sind : I ,  I I  u n d  I I I .  Diese
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k ö n n en  nach  B elieben S o n n en rad  oder S teg  b ed eu ten , d. h . die W ellen der 
H a u p te le m e n te  1, 2 u n d  3 des e lem en ta ren  P lan e ten g e tr ieb es  kön n en  in s 
g esam t nach  sechs V aria tio n en  m it den  Ind izes I ,  I I  u n d  I I I  v e rseh en  w erden . 
M it a n d e ren  W orten , fü r  die K u p p lu n g  eines gegebenen e le m e n ta ren  P la n e te n 
g e triebes g ib t es sechs M öglichkeiten .

Als zw eiter S c h ritt  w ird  eine allgem eine F o rm u lie ru n g  d er A uslegung 
d er G ru n d ü b erse tzu n g  vo rgenom m en , d. h . die W ellen w erden  n ic h t m it den 
k o n k re te n  Ind izes d er m it ih n en  g ek u p p e lten  H a u p te lem en te  versehen , son 
d e rn  m it Ind izes, die die A r t der K u p p lu n g  kennzeichnen :

В  = w i i  ~  a>n i
(Oj — Cl)/ / /

(3)

D er W ert von  В  k a n n  n a tu rg e m ä ß  aus d er G ru n d ü b e rse tzu n g  b e rrech n e t 
w erden , w enn die A rt d e r K u p p lu n g  b e k a n n t is t. D ie F o rm e ln  sind  e n t 
sp rech en d  den sechs V aria tio n sm ö g lich k e iten  in  der T afe l I  e n th a lte n .

E s is t offensich tlich , d aß  bei der Id e n t i tä t  der W erte  v o n  В  die C h arak 
te r is t ik  der P lan e ten g e tr ieb e  gleichfalls id en tisch  is t, u n a b h ä n g ig  d avon , 
w elche geom etrischen  A bm essungen , A u fb au , usw . das P lan e ten g e trieb e  
b e s itz t. E s k a n n  d ah er v e rk o m m en , d aß  zwei P lan e ten g e trieb e  m it zwei v e r
sch iedenen  G ru n d ü b erse tzu n g en  b — im  F alle  von  v e rsch iedenen  K upp lu n g en  
— sich  id en tisch  v e rh a lte n  (B ild  2) oder zwei iden tische P lan e te n g e tr ie b e  m it 
ung le icher K u p p lu n g  e inen  d u rch au s  versch iedenen  C h a ra k te r  zeigen.

2* Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



2 0 Z. LÉVAI

rí
r 2

0,25 fí —0,25

=  — 0,25

=  — 0,25

1*41
fí 1

b
0,25

—  =  0,2
r„

В b
b ^ l 0,25

= 1 ,2 5 B =  1 — b =  — 0,25

B ild  2

Acta Technics. Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG KOMPLEXER PLANETENGETRIEBE 21

D urch  U m form ung  der Form el von  В  e rh ä lt m an die allgemeine kine■ 
malische Grundgleichung des P lan e ten g e trieb es :

B w ,  — со,, (В  1) со,,, =  0 . (4)

A us zwei e in fachen  P la n e ten g e tr ieb en  k an n  m an  ein sog. zusammen
gesetztes Planetengetriebe he rs te llen , das im  w eiteren  V erlau f als e in  se lb 
s tä n d ig e r P lan e tenge triebe-M echan ism us m it zwei F re ih e itsg rad en  zu b e tra c h 
te n  is t. E in  zusam m engese tztes P lan e ten g e tr ieb e  e rh ä lt m an  in  d er W eise, 
d aß  m an  je  zwei H au p te lem en te  von zwei e infachen  P lan e ten g e trieb en  v e r 
b in d e t. Die gem einsam en W ellen der g ek u p p e lten  H au p te lem en te  oder eines

Bild  3

B i ld  4

d ieser W ellen m uß  m an  h e rau sfü h ren . D iese v e rs ieh t m an  e inhe itlich  m it dem  
In d e x  I I I ,  zu r U n te rsch e id u n g  dagegen v e rw en d e t m an  die a rab ischen  Zif
fern  1 u n d  2 ( I I I j  u n d  I U 2)  (B ild 3).

W enn  die g ek u p p e lten  H au p te lem en te  von  derselben  A rt u n d  A bm es
sung  sind , d an n  is t  es zw eckm äßig  sie zu  vere inen  (B ild  4, »F ord-o-m atic«).

E s b e s te h t die M öglichkeit, d aß  m an  bei der V erb in d u n g  von  H a u p t
e lem en ten  irgendein  Verbindungselement e in fü g t. Als V erb indungse lem en t 
k a n n  je d e r  beliebige m echanische, h y d rau lisch e , e lek trische , p n eu m atisch e  
usw . M echanism us v e rw en d e t w erden , z. B . eine W ellenkupp lung  oder ein 
W echselgetriebe. W enn  in  dem  zusam m en g ese tz ten  P lan e ten g e trieb e  ein d e r
a rtig es , frem des V erb indungse lem en t v o rh a n d e n  is t, d an n  k a n n  m an  das P la 
n e ten g e tr ieb e  als ein komplexes zusammengesetztes Planetengetriebe bezeichnen . 
Im  B ild  5 is t ein  kom plexes zusam m engesetztes P lan e ten g e trieb e  zu sehen, 
bei dem  als V erb in d u n g se lem en t eine h y d ro d y n am isch e  W ellenkupp lung  v o r
h a n d e n  ist.
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D as Bild 6 b r in g t die D ars te llu n g  eines zusam m en g ese tz ten  P la n e te n 
g e trieb es  ohne V erb in d u n g se lem en t, das B ild  7 eine allgem eine D ars te llu n g  
des kom plexen , zu sam m en g ese tz ten  P lan e ten g e trieb es , w obei bei dem  le tz 
te r e n  die S tellen  v o n  säm tlichen  m öglichen  V erb indungse lem en ten  beze ich 
n e t  sind . Die V erb in d u n g se lem en te  k ö n n en  d u rch  ih re  k in em atisch e  Ü b e r
se tz u n g  c h a ra k te ris ie r t w erden, u n d  diese w ird  im  w eite ren  V erlau f aus dem

B ild  5

W inkelgesch w in d ig k e its-Q u o tien ten  d er re c h te n  u n d  lin k en  W elle g eb ild e t, 
z. B .

■n _ co'l'll
l lII  — --------- •

0>III
(5)

Die allgem eine k inem atische  G rundg le ichung  des zu sam m en g ese tz ten  
k o m p lex en  P lan e ten g e trieb es  k a n n  ebenfalls b e s tim m t w erden . Zu diesem  
Z w eck  sei die allgem eine k in em atisch e  G rundg le ichung  von  zwei e in fachen  
P la n e ten g e tr ieb en  angeschrieben :

В' со] — m'u — (В ' — 1) a>ni =  0 /g\
B" a>"j -  со",, -  (B"  -  1) <o",u  =  0

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG KOMPLEXER PLANETENGETRIEBE 23

D ie zw eite G leichung k a n n  u m g efo rm t w erden , da

und  d a m it is t
4 1 l H l I l  ЮП  5

в "  со'; 1 ц  1 ц  СОц (В"  - 1 )  о»;i n

B ild  7

M it R ü ck sich t d a rau f, daß

CO; =  CO, ,

CO

CO

CO; --- CO;; ,

' _  w n n
l l l  — ~ ------ ’

l U I

i n  ~  i"m w n n

is t, s ieh t die neue F o rm  des G le ichungspaares von  (6) fo lgenderm aßen

В ' со,  -  со'ц -  (В' -  1) =  0
G //

B  CO ;;  î ; ;  Í , ,  СОц  (В  • 1) I ; ; ;  C O ; ; ; i  =  0 .

( 7 )

( 8)

(9)

(Ю)

( П )

( 12)

aus:

(13)
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A us der e rs te n  G leichung des G le ichungspaares (13) d rü ck en  w ir ш'ц 
au s , u n d  setzen d ies in  die zw eite G leichung ein. N ach  U m o rd n u n g  e rh ä lt 
die allgem eine k in em a tisch e  G rund g le ich u n g  des kom plexen , zusam m enge
se tz te n  P lan e ten g e tr ieb es  fü r die W ellen  7 — 77 — I I I x :

B ' ï ,11 4 1 (ü, В" w и (B ’ 1) lII *'//

Ч Ц
(в*  — 1) i",u Jn n =  0 . (14)

W en n  m an  b e rü c k s ic h tig t, daß

_  œ Ill2 (15)
l II

W// =  i'll W1I12 ’ (16)

10111 =  A ll  i"in WII1 (17)

is t , d a n n  e rh ä lt m a n  aus dem  G le ichungspaar (6) die allgem eine k inem atische  
G rundg le ichung  des kom plexen , zu sam m en g ese tz ten  P lan e ten g e trieb es  fü r die 
W ellen  I  -  I I  -  I I I 2 :

В ’ (В " — 1) i'n i i)n  wj -  В" (В' -  1 )coи

( B " ~  l ) - -'.» * » '  _  1 )i'n
i'll

(18)

Ч11Ч 0 .

M an e rh ä lt d en  speziellen, v e re in fa ch te n  F a ll (B ild 6), w enn

•/ __ 4t __ •! __ 4t
l Il — l ll — 11II — l lll 1 (19)

is t , d. h ., w enn k e in  V erb indungse lem en t v e rw en d e t w ird.
In  diesen F ä llen  la u te t  die k in em atisch e  G rundg le ichung  fü r die I  — 

I I  -  I I I , W ellen:

B '
B" Jn

B '
B" ’ 1111 =  0 ( 20)

bzw . fü r  die I  — I I  — 777, W ellen:

B '  (В ” — 1)
СУ,

В " В '
’ и W I I I 2  —  0  • ( 21 )

В " (В '  — 1) ‘ "  В" ( В ’ — 1)

W enn m an die G leichungen (14) u n d  (21) m it der allgem einen k in e m a ti
schen  G rundg le ichung  des e infachen P lan e ten g e trieb es  (4) verg le ich t, d an n
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is t zu ersehen, d aß  zw ischen ih n en  die B eziehungen

beziehungsw eise

bestehen .

!)
B" (B ' — 1)

( 22)

(23)

III. Winkelgeschwindigkeiten der Planetengetriebe

Die einfachen  oder zu sam m en g ese tz ten  P la n e te n g e tr ie b e  k ö nnen  auch 
als K o n stru k tio n en  m it zwei F re ih e itsg rad en  v e rw en d e t w erden , im allge
m einen w erden sie jed o ch  in M echanism en m it einem  F re ih e itsg rad  u m 
gew andelt.

B ild  8

M echanism en m it zwei F re ih e itsg rad en  w erden  v e rw en d e t, w enn z. B. 
die V erein igung zw eier v o n e in an d e r u n ab h än g ig en  D rehbew egungen  oder 
L e istungen  zu einer b e s tim m ten  P ro p o rtio n  e rfo rd erlich  w ird  (B ild 8). Z ur 
U n te rsu ch u n g  d e ra rtig e r  F älle  k a n n  die a llgem eine k in em atisch e  G ru n d 
gleichung des P lan e ten g e trieb es  u n m itte lb a r  v e rw en d e t w erden .

W esentlich  ö fte r begegnen  w ir jedoch  M echanism en, die zu P la n e te n 
g e trieben  m it einem  F re ih e itsg rad  u m gew andelt w u rd en . Diese kön n en  in  zwei 
H a u p tg ru p p e n  u n te r te i l t  w erden , je  n ach  dem , in  w elcher W eise die A ble itung  
des überflüssigen  F re ih e itsg rad es  erfo lg t. Die eine M ethode b e s te h t d arin , daß  
irgende ine  W elle — in den  w eite ren  A u sfüh rungen  is t  es e inhe itlich  die W elle 
I I I  — ausgeschaltet w ird  (d u rch  V erb in d u n g  m it dem  R ah m en , B ild  9), die 
zw eite M ethode b e s te h t in  der U m k u p p lu n g  der W elle I I I  m it e iner anderen  
W elle — im  w eite ren  V erlau f e in h e itlich  m it d er W elle I I  (B ild  10).

Im  ersten  F a ll k a n n  m an  das P lan e ten g e trieb e  als verriegeltes Planeten
getriebe, im  zw eiten  F a ll als umgekuppeltes Planetengetriebe bezeichnen .

Bei der V erw endung  eines zu sam m en g ese tz ten  P lan e ten g e trieb es  w ird  
von  den W ellen / I / ,  u n d  I I I ,  n u r  die eine, sei es in  F o rm  v o n  Verriegelung^
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sei es durch  U m k u p p lu n g , v e rw en d e t. E s b e s te h t jed o ch  die M öglichkeit, daß  
die beiden  W ellen m ite in a n d e r v e rb u n d e n  w erden , u n d  in  d ieser W eise gelangt 
m a n  zu den kreuzverbundenen Planetengetrieben. Es m uß  jed o ch  b e to n t  w er
d e n , daß  die K reu z v e rb in d u n g  led ig lich  bei zu sam m en g ese tz ten  P la n e te n 
g e trieb en  v erw en d e t w erden  k a n n , wo zwei W ellen  I I I  v o rh a n d e n  sind. In  
a llen  drei F ällen , infolge d er Verriegelung, der U m k u p p lu n g  d e r W elle I I I  
b zw . der Kreuzverbindung d e r b e id en  W ellen I I I  — verb le ib en  zw ei H a u p t
w ellen , die w ir m it Ind izes 0 u n d  со versehen  (in den  w eiteren  A usfüh rungen  
e in h e itlich , von  d e r Seite I  m it 0, v o n  der Seite I I  m it oo). Die E in fü h ru n g  
d e r  L eistung  k a n n  ü b rigens d u rc h  eine beliebige W elle von  den  b e id en  erfolgen.

Z u r  Sicherung d er e in d eu tig en  A usdrucksw eise soll vom  geraden Antrieb  die 
R ed e  sein, w enn die L e istung  ü b e r die W elle 0 e in tr i t t  (»vorwärts verbundenes 
P lan e tenge triebe« ), u n d  vom  umgekehrten Antrieb, w enn  d er en tg egengese tz te  
F a ll  vorlieg t (»rückverbundenes P lane tenge triebe« ). B ei der V erriegelung  oder 
U m k u p p lu n g  d er W ellen  k a n n  m an  die gleichen V erb in d u n g se lem en te  v e r
w e n d e n  wie bei d e r G esta ltu n g  v o n  zusam m en g ese tz ten  k om plexen  P la n e te n 
g e trieb en , sie k ö n n en  also ebenfa lls als kom plexe P la n e te n g e tr ie b e  bezeich
n e t  w erden.

In  den fo lgenden  A u sfü h ru n g en  sollen die k om plexen  P lan e ten g e trieb e  
m it  einem  F re ih e itsg ra d  (v errieg e lte , u m g ek u p p e lte  u n d  k reu zv erb u n d en e  
P la n e ten g e tr ieb e ) h in s ich tlich  d er äu ß eren  k in em atisch en  V erh ä ltn isse  u n te r 
s u c h t  w erden. Zu d iesem  Zw eck soll ih re  Ü berse tzu n g , d. h . d er Q u o tien t der 
W inkelgeschw ind igkeit der be id en  W ellen b e s tim m t w erden.

a) Bei verriegelten komplexen Planetengetrieben b e trä g t  die Z ah l der m ög
lich en  V erb indungselem ente  drei.
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Die V erb indungselem en te  w erden  k in em a tisch  du rch  ih re  Ü berse tzung  
gekennzeichnet :

w .

coa
COII

Ч1Г
Jin

(24)

(25)

(26)

B ild  11

D a d er R ah m en  im m er s te h t, is t

Ч и  — o .

A n s ta t t  dessen verg leichen  w ir zu r K ennze ichnung  des d r it te n  V er
b indungse lem en tes die W inkelgeschw ind igkeit d er W ellen I I I  u n d  I  des 
P lan e ten g e trieb es  :

411-1 CO,
(27)

W enn  m an  die W inkelgeschw ind igkeit der W ellen des e in fachen  P la n e te n 
getriebes aus den  G leichungen (24), (25) u n d  (26) e n tn im m t u n d  die e rh a lte 
nen  W erte  in  die allgem eine k in em atisch e  G rundg leichung  des e infachen 
P lan e ten g e trieb es  e in se tz t, d an n  e rh ä lt  m an :

B i0 co0 —
C0„

(В -  1) i,n -i i0 «o =  0. (28)
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D am it k a n n  die Ü b erse tzung  des v erriege lten  kom plexen  P la n e te n 
g e triebes a u sg e d rü c k t w erden:

^ = i 0 i m [ B - ( B  1) (29)
w0

Im  G runde genom m en sind  die V erb indungse lem en te  i0 u n d  i«, m it dem  
P lan e ten g e tr ieb e  in  R eihe g esch a lte t. D en v e re in fach ten  F a ll des v e rrieg e lten  
ko m p lex en  P lan e ten g e trieb es  e rh a lte n  w ir d an n , w enn keine in  R eihe geschal
te te n  V erb indungse lem en te  v o rh a n d e n  sind  (B ild 12), d. h . w enn

in =  »oo =  1- (30)

In  diesem  Fall is t

—  =  В -  (В
wn 1) »///-/ • (31)

E ine sehr v e rb re ite te  V a ria tio n  dieses T yps s te llt  das m it geschlossener 
K u p p lu n g  v e rrieg e lte  P lan e ten g e tr ieb e  (B ild 9) d a r, w obei com i =  0 is t, 
u n d  daher la u te t  die Ü berse tzung :

=  B .
con

(32)

W enn bei k om plexen  P la n e te n g e tr ie b en  die W elle Л -ü ve rrieg e lt w ird  
(B ild  13), d a n n  e rg ib t sich n ach  E in se tzen  d er en tsp rech en d en  W erte  die 
G rundg le ichung  (14) in  der F o rm :

B f • / • // • TV // 'i , , i n 10Ы0 В - -

( B ' - i )  Ч,Л - - ( В ' - \ ) ? Ш
im

Чп-I »o шо — ®
( 3 3 )
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H ieraus e rg ib t sich die Ü berse tzung  zu

( ( B ' ~  1 ) ^ ~ _  _  (B ” -  1) i"I n \

<on “ 10,001 B" l "  1,1 ~ B"
CO

III-l ■ (34)

Im  speziellen, v e re in fach ten  F a ll (B ild 14), w enn 

l II  —  l JI —  l l l l  —  l I l l  —  1

B ild  13

(19)

u n d

is t, d an n  is t die Ü berse tzung
*'o — 1

-B"
B ' B  - B "  .

I
B" 111-1 ’

(30)

(35)

beziehungsw eise im  F alle  e iner geschlossenen K u p p lu n g  (im .i  =» 0) (B ild 
15),

B '
w0 B"

(36)

A uch fü r die V erriegelung  der W elle I I I 2 k ö n n te  m an die e n tsp rech en 
den G leichungen ab le iten , sie s ind  jed o ch  von ke iner p rak tisch en  B ed eu tu n g ,
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d en n  im  k o n k re ten  F a ll k a n n  m a n  die Ind izes im m er in  d e r W eise v e r
w en d en , daß die G leichungen , die sich  a u f  die W ellen  I  — I I  — I I I i  beziehen , 
v e rw e n d e t w erden kö n n en .

b) Bei umgekuppelten komplexen Planetengetrieben (B ild  16) sind  v ie r 
V erb in d u n g se lem en te  m öglich. Ih re  k in em atisch en  Ü b erse tzu n g en  la u te n :

Wj
1 (37)

w0

«00 (38)
cox

eov
•> (39)

°>II

cox
(40)

Aus ihnen  k a n n  die W inkelgeschw ind igkeit d er d rei W ellen des P la n e te n 
g e triebes bestim m t w erden . Aus (37)

Ы1 — *0 «»0 * (41)
aus (38) und (39):

« 0 0

mii  — . . ! (42)
l l l loo

aus (38) und  (40)

« C O

°>III=  . . • (43)

W enn m an die G leichungen (41), (42) u n d  (43) in  die allgem eine k in e 
m atisch e  G rundg le ichung  des P lan e ten g e trieb es  e in se tz t, d an n  e rh a lte n  w ir:

B io °>o----- r~ T — — (B  — l)  =  (44)
l / /  too t / / /  too

H ie ra u s  k ann  die Ü b erse tzu n g  des u m g ek u p p e lten  kom plexen  P lan e ten g e 
tr ie b e s  en tnom m en  w erden :

« «
«„

В
=  iO*“ 1 1

-  +  ( B - 1 )  —
l II l III

(45
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B ild  14

B ild  15

B ild  16
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Im  speziellen, v e re in fa ch te n  F all (B ild 17), w enn

u n d

d a n n  is t die Ü b e rse tzu n g

iu =  i„ =  1

i n  — 1 ,

В

1 +  ( B - 1 ) -
1

(46)

(47)

(30)

4 l l

Im  Falle des U m kuppelns d er W elle I I I ,  des zusam m engese tzten  k o m 
p lex en  P lan e ten g e tr ieb es  (B ild 18) la u te t  n ach  S u b s titu tio n  die G ru n d 
gleichung (14) fo lgenderm aßen :

B ' i'u i"u i0 a>0 — B"
41  *«°

(B  _  1) _ _ ( ß "  _  l ) j j
111

411

OK =  0

H ie rau s e rg ib t s ich  die Ü b erse tzu n g  zu

В '
+

1

В 1 I i,
В" -  1 i",III

4 п В 'В " i n  i n  4 i  

Im  speziellen, v e re in fach ten  F a ll (B ild  19), w enn

l n  — l n  — 1 i n  — l m  — 1 »

• /  4t

l ll l ll 411

in — i,*, — 1

i j ,  — 1

is t ,  b e trä g t die Ü berse tzu n g :

< 'K

0>n B''
B '

1 —
B"
B ' 4 1 1

(48)

(49)

(19)

(30)

(46)

(50)

S e lb s tv e rs tän d lich  is t auch  in  diesem  F a ll die G leichung (15) g ü ltig  [vgl. die 
F orm eln  (47) u n d  (50)].
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B ild  18

B ild  19
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F ü r den F a ll d e r U m k u p p lu n g  der W elle J J J 2 w erden  die G leichungen 
ebenfa lls n ich t ab g e le ite t, d enn  d u rch  die geeignete W ah l der In d izes  können  
die fü r  die W elle / Л , g ü ltigen  B eziehungen  p ra k tisc h  im m er v erw en d e t 
w erden .

c) Kreuzverbinden —* wie b e re its  oben  e rw ä h n t — k a n n  m an  n u r  zu sam 
m engesetz te  P la n e te n g e tr ie b e . Im  B ild  20 is t  das allgem eine S chem a des 
k re u zv e rb u n d en en , k o m plexen , zusam m en g ese tz ten  P la n e te n g e tr ie b es  d a r
geste llt. Bei d er K reu zv e rb in d u n g  k ö n n en  drei V erb in d u n g se lem en te  verw en
d e t  w erden, ih re  k in em atisch e  Ü b erse tzu n g  la u te t :

со, . C0o
i'0 = ----- , bzw . i«  =  —

eon Jn
(51)

l i n  —
W 1112 

W1I11
(52)

W erden diese W erte  in  die G leichung (14) e in g ese tz t, so e rh ä lt  m an:

B / * / * / / *  ~r\H ^  CO1,11U 10 — В  —------- ( ß ' - l ) (В ” 1) i",
ft)

in
'■u i

Ul 2
l lll

=  0.  (53)

H ie rau s w ird en tn o m m en  u n d  d an n  in  die G leichung (18) e ingesetzt.
N ach  der U m o rd n u n g  e rh ä lt m an :

1

B"
,, . 1 •
l I I I  I Z Z y  l l l  l I I Iв

1

В '
1

l m

1 1

в ' i',1
ЧП

Im  speziellen, v e re in fach ten  F a ll (B ild 21), w enn 

i n  — i n  — i m  — i m  — 1
u n d

Iq — 1 ,
is t  die Ü berse tzung :

(54)

(19)

(30)

w«,

(On

B" B" 4 1 1

1 —
В ' В у  11II

(55)
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B ild  20

B ild  21

IV. Die P roportion  der M om ente bei den P lanetengetrieben

D a das P lan e ten g e trieb e  einen  Z ah n rad m ech an ism u s b e d e u te t, u n d  die 
A bm essungen  der Z ah n räd er sich bei dem selben  P lan e ten g e trieb e  n ich t 
än d ern , so is t das V erhältn is  der a u f  die W ellen des P lan e ten g e trieb es  w ir
kenden  M om ente k o n s ta n t, d. h . u n ab h än g ig  von  den B eziehungen  der W in 
kelgeschw ind igkeiten . D araus fo lg t, d aß  es zw eckm äßig  is t — aus G ründen  
der E in fach h e it — die P ro p o rtio n  d er M om ente u n te r  Z ugrundelegung  der 
e in fach sten  k inem atisch en  B ed ingungen  zu bestim m en .
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B e tra c h te n  w ir ein  P la n e te n g e tr ie b e , bei dem  kein  V erb indungse lem en t 
v o rh a n d e n  is t (B ild  9). Bei diesem  Z ah n rad m ech an ism u s m it e inem  F re ih e its 
g ra d  b e s te h t — w en n  m an  die V erlu ste  u n b e rü c k s ic h tig t lä ß t  — infolge des 
G esetzes v o n  d e r E rh a ltu n g  der E n erg ie  die b e k a n n te  B eziehung zw ischen 
d en  W inkelgeschw ind igkeiten  u n d  den  M om enten :

<°n _  _  M ,_
Wj M n

(56)

D a bei dem  b e tra c h te te n  P la n e ten g e tr ieb e  n ach  G leichung (32) folgende 
B eziehung b e s te h t:

=  В Jn (57)

so fo lg t aus d er G leichung  (56), d aß

H ieraus is t

В  = M ,
M n  ‘

M и  —

(58)

(59)

Aus dem  G leichgew icht d er M om ente fo lg t, d aß

M  J -f- M  n  -)- M  in  =  0,

M ,n  =  — M , - M u .

D u rch  S u b s titu tio n  v o n  (59) u n d  A u sk lam m ern  v o n  M j e rh ä lt m an :

beziehungsw eise

M 1U =
1

В
1 M , .

(60)

(61)

(62)

M it den  d re i M om enten , a u f  G rund  d er G leichungen (59) u n d  (62), 
s te llen  w ir fo lgende P ro p o rtio n en  auf:

M j  : M jj : М ш  =  1 : 1 ,
f - - l lв в (63)

Im  F alle  des zusammengesetzten kom plexen  P lan e ten g e trieb es  (B ild 7) 
w ird  das M om entengleichgew icht zu e rs t fü r  den A n sch lu ß p u n k t der W elle I I I r 
angeschrieben :

к щ  M UI +  M"n i  +  M n i l  =  0 , (64)
k u i
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wo m it к die M o m en ten ü b erse tzu n g  der V erb in d u n g se lem en te  bezeichnet 
w urde , z. B.

k'jn — М ц ц
M 'u,

(65)

A us der P ro p o rtio n  (63) gew inn t m an

u n d

da aber

M'm =  I —  -  11

B '

1

B '
m ; =

M"I n = ( B ” ~ l ) M " n ,

M , ,

M",II - k ' j j k ' i j M 'n ^ - k ' n k " ,и 4 l  «-//
1

B '
M',

is t, so fo lg t, daß

(66)

(67)

(68)

M n
III —

1 -  В"
В '

к ’п  к ц  M'i
В " -  1

В '
k'iI к, j j M  j . (69)

W enn m an  die A usd rücke (66) u n d  (69) in  die G leichung (64) e in se tz t, 
so e rh ä lt m an :

k r,in
1

B '

H ieraus fo lg t, daß

M i m  =

— 1 M , +
L' L" O" __ I
k " k "  B 1 M , +  M i m  =  o .

k",i n

k'.in 1 -
B ’

B '

k'n k"n  В" -  1

Da

so is t

М ц  =  M j M  n l l  =

h"KIII B '
M  ! ■

M I M ц  -(- M л ,  —- 0 ,

k',III B '
к',, k"u  1 — B*

Je"KIII B ‘
- 1

(70)

(71) 

(60)

M , . (72)

A us den G leichungen (71) u n d  (72) k an n  m an  fo lgende P ro p o rtio n en  au f
ste llen :

M , : M n : M I ln  =  1 :

—  1

К ц  I - - - - - - l l  —B '
к'п к"и  1 - B ”

к",i n B ‘

к щ i l  1
k'uk 'i, В" -  1

В ', K „ В '

(73)
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H ie rn a c h  w ird  das M om enteng le ichgew ich t fü r den A n sc h lu ß p u n k t d er W elle 
I IL ,  angeschrieben :

1
к и  M'n  -)- — — М ц  - f  M n i2 — 0 .

k , ,
(74)

A us der P ro p o rtio n  (63) fo lgt:

M'„ =
1

B '
M ',=

в 7 M / ’
u n d

da aber

so ist

M"u

M"„ = -------------M"l n ,
B" — 1

M „ I  — — k n i k"In  M'In  — — k'jjj k",in
1

B" — 1
L' t"  I KIII KIII

В '
M \

B '

B ' 1

В ' (ß "  -  1)

1

(75)

(76)

(77)M ’: ,

к щ к ш  M j . (78)

W enn m an  die A usd rücke (75) u n d  (78) in  die G leichung (74) e in se tz t, 
so e rh ä lt man:

k\и
1

B ’
M I +  M n 3 n  ß ' i l  M j  +  M I m  =  0. 

k"u  B '( B " ~  1)
(79)

H ie rau s  e rg ib t sieb

M 1112 =
, 1 , к п ,к"щ  В ’ — 1

kii

D a

d a h e r  is t

M n  =  — M  J — M I U 2 —

B ' k"n  B ' ( B " 1 )

M i  +  M n  +  М ц п  — 0 ,

M I ■

k:и k ’in  k"in B ' — 1

(80)

(60)

M , . (81)
B ’ k",j B '(B "  -1)

A us den G leichungen (80) u n d  (81) w ird  folgende P ro p o rtio n  angesch rieben :

M I : M  а  : M  и ,  =  1 : &// _|_ к щ к т  В ' — 1
В ' к",, В '(В "  — 1)

k n lc '  V  K 11I K I I I В '  -  1

B ' k , i J 3 '( B " - 1 )

( 8 2 )
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d an n  ist

Im  vere in fach ten , speziellen  F all, w enn

k n  =  k n  =  k j,i  =  k Jn  =  1 ,

B"
M , : M j j  : M Iin  — 1 :

В '
В"
В 1

beziehungsw eise

1 : B " ( B ' -  1) B " ( B ' - 1 )  }
B ' ( B "  -  1) B ' (B" -  1)

(83)

(84)

(85)

V. M om entenverhältn isse der P lanetengetriebe

Die äu ß eren  V erhältn isse  der P lan e ten g e trieb e  w erden v o n  d e r M om enten- 
ü b e rse tzu n g  gekennzeichnet.

a) Beim  verriegelten kom plexen  P lan e ten g e trieb e  (B ild 11) is t

M „ =  k œ M „  (86)
u n d

M 0 =  ^ .  (87)

U n te r  B erücksich tigung  der P ro p o rtio n  (63) kann  an g esch rieb en  w erden:

M .
M,

— k(l k œ
1

В

Im  speziellen, v e re in fach ten  Fall (B ild  9) gilt

1
M 0 В

(88 )

(89)

U n te r  B erücksich tigung  der P ro p o rtio n  (73) gilt im  H in b lick  au f die 
W ellen I — I I — I I I  (B ild 13) im  Falle des zu sam m en g ese tz ten  P la n e te n 
getriebes

M a
M n

k\;in
1

B ’
k'n k"u  1 -  B"

k'lii B '
(90)

beziehungsw eise u n te r  Z ugrundelegung  d er P ro p o rtio n  (84), (B ild  15):

M » _ =  _  B1  
M 0 ~  B '

(91)
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b) Im  Falle des umgekuppelten Planetengetriebes (B ild 16) sei das 
M om enteng le ichgew ich t fü r den A n sch lu ß p u n k t d e r W elle x  angesch rieben :

k i i i M j n  — k n M n  -f- =  0 . (92)

U n te r  B erü ck sich tig u n g  der Z u sam m enhänge  (86), (87) u n d  (63) k a n n  m an  
aussag en , daß

К
M n  =

M  i n  =

—  Mв  0

1

в К м0

(93)

(94)

is t.
W enn m an  die A usdrücke (93) u n d  (94) in  die G leichung (92) e in se tz t, 

so e rh ä lt m an n a c h  d e r  U m form ung  d en  A usdruck  fü r  die M om entenüber- 
se tzu n g :

M „    , j (В  — \ ) к 1П- \ -кц-- /1П И со .
M n В

(95)

Im  speziellen, v e re in fach ten  F a ll (B ild  17) is t die M o m en ten ü b erse tzu n g :

i А

=  1
1

в k"‘+ T '

(96)

Im  Falle des zusammengesetzten kom plexen  P lan e ten g e trieb es  (B ild  18), 
w enn  m an  in der ob igen  A b le itung  an s te lle  der P ro p o rtio n  (63) die P ro p o rtio n  
(73) b e rü ck sich tig t, so w ird  im  a llgem einen  Fall d ie  M o m en ten ü b erse tzu n g  
fü r  die W ellen I — I I — I I I 1:

fc
m 0 -  ° “ i k t il

+  k il 1 —

к щ  1 1 ! к ц  ки 1 -  В ”

В ' h"KIII В '

+
к и к ', . 1 -  В" 1 1

/ K „ В ' 1 •

(97)

Im  speziellen, v e re in fach ten  F a ll  (B ild  19) g ilt:

M „

M 0
1 —

B"
B '

'■111 +  -
В"
в 7

(98)

E s k an n  n a c h g e p rü ft w erden, d a ß  die fü r die M om en ten ü b erse tzu n g  e rh a l
te n e n  säm tlichen  A u sd rü ck e  aus der F o rm e l der e n tsp re c h e n d en  k in em atisch en
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Ü berse tzung  ebenfalls u n m itte lb a r  zu e rh a lte n  sind  durch  die S u b s titu tio n

beziehungsw eise

. _  1

~k

M . _  _  M 0 
co0 M „

(99)

( 100)

c) B ei dem  kreuzverbundenen P la n e ten g e tr ieb e  (B ild  20) w ird  das M om en
teng le ichgew ich t fü r  den A n sch lu ß p u n k t d e r W ellen des V erb indungselem en tes 
i m  angeschrieben :

D a

und

k'ni M )in
k",

' M"in  +  M / m  — 0
и  I

кn M и  -f- — — М"ц M ,i)2 — 0
k u

M 'm  =
B '

- 1 M \  =  k0
1

B '
M 0 ,

M",„ =  I - - - - - - 11

B"
m ; =  — Í—— i | m m ,

к .  B"

M'„ =

M '„  =

1

I r

1

B"

M'i =  k0

M'i =  —

1

B '

1

B"

M 0 ,

М / / Д  — —— M ///2 
k m

( 101)

( 102)

(103)

(104)

(105)

(106)

is t, k an n  das G le ichungspaar (101) auch  in  fo lgender F o rm  angeschrieben  
w erden:

К  к'щ

К  k n

м 0 +

M 0 +

1

к';,, к

1

У  _1)М'  + У М,"!
““ 7 ) +  М Ш 2  =  0 .

— о,

(107)

W enn  das e rste  G lied des G le ichungspaares m it к щ  m u ltip liz ie rt, u n d  
d arau s die zw eite G leichung s u b tra h ie r t  w ird , d an n  e rh ä lt  m an  n ach  der
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U m form ung :

M ~ k k

1

B ’
к), + 1

1

B'
1 к щ  к ui

M 0 0 ” 1 1 l 1 1 1 J к
B" k"„ ' B" b" k i n  KIII

Im  speziellen, v e re in fach ten  F a ll (B ild 21) is t:

1

B ' +i [ r - 1)
1 к щ

l 1 11 l 1 1 k ,
B" 1 11 B" * 1

1 kiii

(108)

(109)

VI. Die Proportion der Leistungen bei den Planetengetrieben

M an k an n  die P ro p o rtio n  d er L e istungen  bei den  P lan e ten g e trieb en  le ich t 
au s  d er P ro p o rtio n  d er M om ente d u rch  M ultip lik a tio n  m it der W inke lge
schw ind igke it e rm itte ln :

P , : P  : P u j  — oj, :
В В

1 I w in ( 110)

Im  Falle des zusammengesetzten kom plexen  P lan e ten g e trieb es  (B ild  7) 
e rg ib t sieb:

1 41 ■

и  n  — m I '• к щ  1
1

В ' - 1) -

h' h" 1Кц Кц  1

к ’т

к ’ш  11 -
1 К ,  к",, В  ’’ -  1

В ' 1 K n В '

B '

^ U l I »

(111)

beziehungsw eise

P 1 • P /l '• P 1112 =  W1 •

1

k n  к , , ,  к ,. I L L
В ’

+ III л /7/ В ' -  1

к"и  В ' (В"  — 1)

шп  : к и к'цк"и В ' -  1

В ' K n В ' (В" -  1)
4 1 1 2

In  einem  speziellen , v e re in fach ten  F a ll (B ild 6) e rg ib t sich:

P , : P  „  : P u i  l
В"
В '

4 1
В"
В '

1 «4 т

( 112)

(113)
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beziehungsw eise

P, : P , , : Pnn  —  (o, B" B ' -  1\------- I ш  I I
B ' B " ~ l  I

B" B ' -  1 

B ' ß " - l
Шцп . (114)

VII. Leistungsfluß in Planetengetrieben

A u f G rund  der L e is tu n g sv erh ä ltn isse  der P la n e ten g e tr ieb e  k an n  ihr 
L eistu n g sflu ß  le ich t u n te rsu c h t w erden.

a)  Bei dem  verriegelten P la n e te n g e tr ie b e  fließ t die L e is tu n g  n ach  einer 
R ich tu n g , da a u f  den R ah m en  keine L e is tu n g  en tfa llen  k a n n . Im  F alle  eines 
geraden  A n triebs t r i t t  die L e is tu n g  an  der W elle 0 ein, u n d  t r i t t  a n  d er W elle <x> 
au s; bei dem  um g ek eh rten  A n trieb  b e d e u te t die oo-Welle den  E in t r i t t  u n d  die 
O-Welle den A u s tr itt . Sofern die V erriegelung  durch  ein V erb in d u n g se lem en t 
e rfo lg t, in  dem  V erluste  a u f tre te n  (z. B. m it e iner h y d ro d y n am isch en  W ellen
k u p p lu n g ), so w erden die E in tr i t ts -  u n d  A u s tr itts le is tu n g en  n ic h t  gleich sein, 
obw ohl das P lan e ten g e trieb e  se lb st als v e rlu s tfre i angesehen w ird .

b) Bei dem  umgekuppelten P lan e ten g e tr ieb e  (Bild 16) k o m m t im  allge
m einen  eine L eistungsverzw eigung  zu s tan d e , die U n te rsu ch u n g  d e r V erteilung  
u n d  d er R ich tu n g  des L eistungsflusses b e d e u te t daher eine w ich tige  A ufgabe.

M an e rh ä lt ein kennzeichnendes B ild  ü b e r  die V erhältn isse  des L eistungs
flusses, w enn m an die V orzeichen der L e istungen  v e rg le ich t, die d u rch  die 
e inzelnen  W ellen fließen.

A us der P ro p o rtio n  (HO) g eh t h e rv o r:

P,1 j 1 1l WII
e, “ 1 В i '  (0 J

(115)

Die W inkelgeschw ind igkeit w ird  u n te r  der V erw endung  der Form eln  
(42) u n d  (45) du rch  die W inkelgeschw ind igkeiten  der W ellen  oo, bzw. 0 
a u sg ed rü ck t:

ш 0 В

4 l В  -  1
(116)

41 411

W enn m an  die A usdrücke (41) und  (116) in  die G leichung (115) e in se tz t, 
so e rh ä lt  man :

Pu =  1

PI ~ - ( l -  B ) — 1
ü / /

(117)
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Die V orzeichen  d er L e is tu n g en  an  den  W ellen  I  u n d  I I  s tim m en  
ü b e re in , d. h.

P„
P,

> 0 ,

w enn

41
4 1 1

( 1 - B ) > 1

(118)

(119)

is t .
E rn eu t aus d e r P ro p o rtio n  (110):

Р щ  _  ____COIII
Pi \ В I со,

( 120)

U n te r V erw en d u n g  d er F o rm eln  (34) u n d  (36):

co„ В
con , — ( 121)

l I I I l “ l l I I l °= ®0 4 1 1

41
В  -  1

W erden die F o rm e ln  (43) u n d  (121) in  den A u sd ru c k  (120) e in g ese tz t, so 
e rh ä lt  m an:

Р щ _ = _______ 1
Pi l ü L ___ \_____ 1

i n  1 — В

( 122)

Die V orzeichen d er L e is tu n g en  an  den W ellen I  u n d  I I I  s tim m en  also
ü b e re in , d. h.

Р щ
P,

4 n  1

> 0 , 

> 1 ,
i n  1 — В

d. h . in  eine F o rm  g eb ra c h t, die ähn lich  dem  A u sd ru ck  (119) is t, w enn

1

(123)

(124)

4 i
''Hl

>  1.
A M  S )

(125)

A uf G rund  d e r U ng le ich h e iten  von  (119) u n d  (125) können  säm tlich e  
m öglichen  Fälle  d e r L eistungsverzw eigungen  b e s tim m t w erden .
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W en n  d er A u sd ru ck  (119) g ü ltig  is t, d a n n  k a n n  d er A u sd ru ck  (125) 
n ich t besteh en , in  d iesem  F a ll u n te rsc h e id e t sich  d ah e r das V orzeichen von  
F*///sow ohl v o n  dem  V orzeichen von  Р / als au ch  v o n  dem  V orzeichen von  Р ц .  
D as b e d e u te t, d a ß  im  F alle  des g erad en  A n trieb s  die W ellen  I  u n d  I I  den 
E in tr i t t ,  die W elle I I I  dagegen den  A u s tr i t t  d a rs te llen , d. h ., d u rch  die W elle 
I I  fließ t w ieder L e is tu n g  in  das P la n e te n g e tr ie b e  zu rü ck  (L e is tu n g sz irk u la tio n ) 
(B ild 22). Im  F alle  des u m g ek eh rten  A n trieb s  g ib t es ebenfalls eine L eistupgs-

B ild  22

B ild  23

B ild  24

Zirkulation , ab e r h ie r  »schickt« das P la n e te n g e tr ie b e  die z irku lierende L eistung  
»zurück« (B ild 23).

W enn d er A u sd ru ck  (83) n ich t z u tr if f t , d a n n  sind zwei F älle  m öglich. 
Sofern

0 <  —1— (1 — В) <  1 , (126)
ln i

d an n  is t der A u sd ru ck  (119) gü ltig , u n d  d a n n  u n te rsch e id e t sich  das V orzeichen 
von  P u  vom  V orzeichen  der beiden  a n d e ren  L e istungen . L e is tu n g sz irk u la tio n  
b e s te h t auch  in  d iesem  F all, jed o ch  m it en tg eg en g ese tz te r D reh rich tu n g  
(B ilder 24 u n d  25).

Sofern

(1 — H) <  0 , (127)
ln i
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d a n n  is t w eder d er A u sd ru ck  (119), noch  der A u sd ru ck  (125) gü ltig , sondern  
d as  V orzeichen v o n  Р /  u n te rsc h e id e t sich vom  V orzeichen der be id en  
a n d e ren  L eistungen . In  diesem  F a ll g ib t es keine L e is tu n g sz irk u la tio n , so n d ern  
n u r  einfache L e istungsverzw eigung , bzw . die L e is tu n g  bew egt sich p a ra lle l 
(B ild  26 und  27).

D urch  die U n te rsu c h u n g  der U n g le ichheiten  k a n n  m an  d ah e r e in fach  
fests te llen , in  w elche R ich tu n g  die L e is tu n g  an  den einzelnen V erb indungs-

Bild 25

Bild 26

e lem en ten  f ließ t, u n d  a u f  d iesem  G ru n d  k an n  m an  die rich tige  K u p p lu n g sa r t 
des be tre ffenden  V erb indungse lem en tes en tsche iden . (So z. B. h a t  ein  h y d ro 
dynam isches M om entenw echselgetriebe  (F lüssigkeitsw echselgetriebe) n u r  d a n n  
einen  Sinn, w enn die L e istung  sich vom  P u m p e n ra d  in  R ich tu n g  T u rb in e n ra d  
bew egt.) In  der le tz te n  S palte  der T afel I I  w urden  die drei Fälle  angegeben .

Die an  den  einzelnen  W ellen fließende L eistung  bzw . ih re  ab so lu te  G röße 
k a n n  m it H ilfe d e r F o rm eln  (117) u n d  (122) b e s tim m t w erden. Im  F alle  der 
V erw endung  eines zusammengesetzten kom plexen  P lan e ten g e trieb es  (B ild 18) 
k ö n n en  die P ro p o rtio n e n  der e inzelnen  L eistungen  ebenfalls b e s tim m t w erden . 
D ie A b le itung  w ird  h ie r w eggelassen, da sie vo llkom m en analog  der A b le itu n g  
d e r Form eln  (117) u n d  (122) v e r lä u f t, n u r  m uß  anste lle  der P ro p o rtio n  (110) 
v o n  der P ro p o rtio n  (111) ausgegangen  w erden , u n d  anstelle  der F o rm el (45) 
m u ß  m an die F o rm el (49) verw enden .
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Tafel II

B =
B '

B " в

¥ > i
l U I - eíP - —

( k — < 0 —

- t t  <01 I I I - d P - - ~ d P * < 5 ^
P i

P i

< 0 <0 >0 >0

P i

p ;

< 0 >0 <0 >0

p i

p ,
>0 <0

D as E ndergebn is la u te t:

k'IU (1 B ') — к ч к ч  _  B ") _  в '
41  _
p,

beziehungsw eise:

Рц ц  __
P,

k"Km
1

• /
ln l ii

ß » +  i u
4 - ( ß ' 1 )  _ Í L U ( B " -  1 )

11 п L l i n l i i l n

к т

■ A " .  B" +  — ( Д '  — ! ) ------~ ~ ~  !)
l ; / /*77 *77 l l l

Im  speziellen, v e re in fach ten  F a ll (B ild  19):

P„ 1

in  i11 4 l

1

4/7
1 —

B '

B"

beziehungsw eise :
[ 7 771 _

*■//7

B '

B"

(128)

(129)

(130)

(131)

S e lb stv e rs tän d lich  g ilt auch  h ie r die B eziehung  (22), u n d  w enn  m an  diesen 
U m sta n d  b e rü ck sich tig t, k a n n  s inngem äß  die M ethode v e rw en d e t w erden , die 
im  Z u sam m en h an g  m it den  U n g le ichheiten  (119) u n d  (125) e rw ä h n t w urde .
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Im  Falle des zu sam m en g ese tz ten  P lan e ten g e tr ieb es  k a n n  ev. au c h  die 
U n te rsu ch u n g  des L eistungsflusses zwischen zwei e in fach en  P lan e ten g e trieb en , 
d . h . innerhalb des zu sam m en g ese tz ten  P lan e ten g e tr ieb es  b e n ö tig t w erden . 
In n e rh a lb  des zu sam m en g ese tz ten  P lan e ten g e trieb es  s ind  v ier A rte n  des

Bild 29

L eistungsflusses m öglich  bei den in sg esam t drei L e is tu n g sfließ v erh ä ltn issen  
des u m g ek u p p e lten  P lan e ten g e trieb es . In  den h o rizo n ta len  R eihen der T abelle  
2 s ind  die vom  S ta n d p u n k t  der U n g le ichhe it (119) id en tisch en  Fälle an g eo rd n e t, 
u n d  in  jed er R e ih e  s in d  je  v ie r V a ria tio n en  fü r  den  L eistungsfluß  in n e rh a lb  
des zu sam m en g ese tz ten  P lan e ten g e trieb es .

F ü r die U n te rsu c h u n g  des in n e ren  L eistungsflusses geben die V erhältn isse  
P'ulP 'ill und  P ’h lP 'lii  eine A ufk lä ru n g . Sofern beide Q u o tien ten  n eg a tiv  sind ,
d. h.

Z - C O  (132)
P '
Г 1П

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG KOMPLEXER PLANETENGETRIEBE 49

und
P"
F , ‘ < 0
P iH i

(133)

is t, d an n  z irk u lie r t im  zu sam m en g ese tz ten  P lan e ten g e trieb e  die L e is tu n g  (die 
e rsten  beid en  S p a lten ). Die R ich tu n g  der Z irk id a tio n  w ird  d u rch  das V orzeichen 
des Q u o tien ten  P J //P / angezeig t. W enn

^ - > 0
P i

(134)

Bild 31

Bild 32

is t, d an n  e n tsp r ic h t die L e is tu n g sz irk u la tio n  den  in  der ers ten  S pa lte  d a rg es te ll
te n  B ild ern , im  en tgegengese tzten  F a ll s in d  die B ilder der zw eiten  S palte  
m aßgebend .

Sofern v o n  den  Q uo tien ten  P'nIP'i и  un<i P il/P 'ln  der eine oder beide p o sitiv  
sind , e rh a lte n  w ir e indeu tig  die R ic h tu n g  d e r L eis tu n g sz irk u la tio n , d . h ., 
w enn der W e rt v o n  P / / /P / / ;  p o s itiv  is t, d a n n  w ird  die R ich tu n g  v o n  d er d r it te n  
S palte , w enn  d e r W ert von P / / / P / / /  g rößer is t  als N ull, von  der v ie r te n  S palte , 
u n d  end lich , w enn  beide Q u o tien ten  p o sitiv  sind , d an n  w ird  die R ic h tu n g  von  
den B ild e rn  d er fü n ften  S pa lte  angegeben . In  der T abelle 2 sind  die 
K rite rien  fü r  alle zw ölf Fälle  gekennze ichne t.

D ie R ic h tu n g  des L eistungsflusses w u rd e  fü r  den F a ll des geraden  
A n triebs angegeben . Im  F alle  des u m g e k e h rte n  A n triebs m uß  je d e r  Pfeil m it 
en tg eg en g ese tz te r R ich tu n g  gezeichnet w erden .
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Die W erte  d e r  einzelnen Q u o tien ten  k ö n n en  le ich t b erech n e t w erden , 
h ie r  w ird  led ig lich  die F orm el fü r  den  v e re in fach ten , speziellen F a ll (B ild  19) 
angegeben , u n te r  W eglassen  der A b le itu n g :

Р ц    В" j i g  I — 1) +  1

P ’i i i  ~ B ' - l
(135)

l Ill

B''

(136)

fü r  die ersten  b e id en  S pa lten  is t es erfo rderlich , d aß :

P_n_ = __________ 1

p 'i (B" — B ' ) - ~ -------B''
l III

(137)

c) Bei dem  kreuzverbundenen P la n e ten g e tr ieb e  h a t  m an led ig lich  das 
V orzeichen der L e is tu n g  zu u n te rsu ch en , die d u rch  das V erb indungse lem en t 
i m  geh t, denn  h ie rb e i sind  n u r zwei F älle  m öglich: die L eistung  g eh t v o n  der 
W elle I I f x in  R ic h tu n g  nach  / U 2 oder der u m g ek eh rte  F a ll liegt vor.

Aus der P ro p o rtio n  (111) is t

P u n k' , 1 \ k' h"Kji Kn B"  — 1 ы п п

Pf
hlll

B ' ) h"KII1 ß ' CO,
(138)

Aus der a llgem einen  k in em atisch en  G rundg le ichung  des k om plexen  
P lan e ten g e tr ieb es  B t (4) fo lg t:

w iu  —
В ' со] Jii

B ' -  1
(139)
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1ui

- t 5-
Zß
1
1~\
1 ^  1 II!

1
1 _  

---------1— -I

Z 5 'Í J -

“ T—

■“ П --------
1 1

!
1____

/ ------- \3
/  7  t  - f / j f j

/  z* 7 1 - T - '

/  t _ l  :
I  1 —  1

1'///////////////////// 
■ ^ ----------------------

1 - г -  _ 1 _

_____ L  ^ J  7 L

Bild 34

°b

)< (
1

//
------------ Т Г 7 Г

Bild 35
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W enn m an  b e rü ck s ich tig t, d aß

u n d

' <o„n 0*111 —
l ll l

(140)

t l n i0*11 =  - . ,  o*nn (141)

is t , d a n n  k a n n  fo lg en d er A usdruck  angesch rieben  w erden:

w .
4 1 1 1 f  1 - — ) — 1 +  —  —  iml  B' J i'm B' i'„

(142)

W enn  d ieser A u sd ru ck  in  die G leichung (138) e in g ese tz t w ird, e rh ä lt  
m an  fü r die an  d er W elle U ly  fließende L eistung :

( В ' - 1 ) ^ , - % ^ - ( В ' - 1 )
ЧП 1 k"KIII

p, {В ’ - 1 ) Л . + 1 Ш .
44 1 1  4 1

F ü r den speziellen , v ere in fach ten  F a ll g ilt (B ild 21):

4  in
P, l i u

B '' -  1 +  B' -  1

(143)

(144)

A uch h ie rb e i k a n n  die U n te rsu ch u n g  des L eistungsflusses zw ischen zwei 
e in fach en  P la n e te n g e tr ie b en  bzw. in n e rh a lb  des zusam m engese tz ten  P la n e te n 
g e triebes e rfo rderlich  w erden . Die M ethode äh n e lt dem  V erfah ren , das bei dem  
u m g ek u p p e lten  P la n e ten g e tr ieb e  b esp ro ch en  w urde. D ie beiden  Q u o tien ten  
s in d :

p ;и
p \u i В' 4 1 1  » (145)

P"u i m (146)

Sofern d er W e rt be ider Q u o tien ten  n e g a tiv  au sfä llt, so b en ö tig t m an  zur 
F es ts te llu n g  d er Z irk u la tio n sric h tu n g  noch  das V orzeichen  des fo lgenden  
Q u o tien ten :

P'n ^  1

P'i 1 ~ B ' 1
(147)

1iii
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Bild 38

Bild 39

Bild 40
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Die zehn m öglichen  R ic h tu n g e n  des L eistungsflusses im  F alle  des geraden 
A n trieb s  zeigt die T afe l I I I ,  in  d er au ch  die zu den  e inzelnen  F ä llen  gehörenden 
K rite r ie n  darg este llt s in d .

M it Hilfe der ab g e le ite te n  B eziehungen  k ö n n en  ein fach  u n d  schnell die 
k in em atisch en , M om enten- u n d  L e is tu n g sv erh ä ltn isse  e iner je d e n  beliebigen 
P la n e te n g e tr ie b e -K o n s tru k tio n  u n te rsu c h t w erden . Z u r E rle ich te ru n g  der 
p ra k tisc h e n  U n te rsu c h u n g  von  h äu fig e r v o rk o m m en d en  speziellen , verein-

Tafel III

P«. B'-B‘ <0
P, i,-hB-1 A i AS -А 1 * 3-
P, ■ 4 AS —► -А J * <3 -

Pn i ni 
Pi ~ ВЧ

<0 <0 <0 >0 >0

P'i hi
Pi ß-7

<0 <0 >0 <0 >0
PL 7 
R ~-WU7П „ 1 <0 >0

fa c h te n  Fällen  w urden  die F o rm eln  in  T abellen  zu sam m en g efaß t (T afeln  I —VI). 
D ie F orm eln  beziehen sich  a u f  den  geraden  A n trieb ; im  F alle  des u m g ek eh rten  
A n trieb s  is t der rez ip ro k e  W ert der V erh ä ltn iszah len  e inzusetzen . D ie k in em a
tisch e  Ü bersetzung  la u te t  z. B . be im  gerade an g e trieb en en  u m g ek u p p e lten  
P lan e ten g e trieb e  (bei d em  »nach vorne« g ek u p p e lten  P lan e ten g e trieb e ):

l o o 0

a>oo

O)0

____ в
1 +  ( Б - 1 )

1i i i

(148)

Sie la u te t im  F a lle  des u m g ek eh rten  A ntriebs (beim  »zurückgekuppelten« 
P lan e ten g e trieb e) :

«0
ft)CO

1

В
1 + 1

В
1

l IlI
(149)
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Tafel IV
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ANALYTICAL INVESTIG ATIO N OF COM PLEX PL A N E T A R Y  GEARS

Z. LÉVAI

SUM M ARY

For the general characterization of p lanetary gears a factor В  was introduced w hich is 
independent o f the given ty p e , dim ension, etc. o f  the planetary gear (3). D istinction  is m ade 
betw een elem entary and com plex planetary gears, the latter containing not only the p lanetary  
gear but also som e connecting elem ent (e.g. clutch , hydraulic torque converter, etc.). The e le 
m entary planetary gear can be sim ple or com plex. Generally when in use th ey  are converted  
into devices w ith  one degree o f freedom . D epending on whereto the shaft III o f the elem entary  
planetary gear by some connecting elem ent is connected , the fixed-dow n planetary gear or the  
lied p lanetary  gear is obtained; in  the case o f  a com plex planetary gear the cross-connected 
planetary gear is obtained. For each typ e  the form ula of the gear ratio was determ ined and on 
the basis o f the torque ratios calculated for the shafts o f the gear the torque transm ission ratio 
formula was calculated. On the basis o f the power ratios the power flow  in the gear was in 
vestigated .

E X A M E N  A N A L Y T IQ U E  D ’EN G R E N A G E S P L A N É T A IR E S COM PLEXES

Z. LÉVAI

RÉSUM É

Pour caractériser les engrenages planétaires, l’auteur introduit un facteur B  indépendant 
du type concret de l’engrenage planétaire, de ses dim ensions, etc. (3). On distingue des 
engrenages planétaires élém entaires et com plexes, qui diffèrent en ce que ces derniers con
tiennent aussi un élém ent de liaison (par ex. em brayage, convertisseur hydrocinétique, etc.). 
L’engrenage planétaire élém entaire peut être, à son tour, simple ou com posé; au cours de son 
utilisation , il est généralem ent transform é en systèm es à un degré de liberté. Suivant le point 
auquel l ’arbre III de l’engrenage planétaire élém entaire est connecté par un élém ent de liaison, 
c’est Гengrenage planétaire amarré, Vengrenage à lia ison  transversale, ou en cas d’un engrenage 
com posé, l'engrenage à liaison croisée qui se trouve réalisé. Pour chaque type, l’auteur a calculé 
aussi la formule du rapport de transform ation, c’est-à-dire établi la formule de la transform ation  
du couple à partir des rapports des couples calculés pour les arbres de l ’engrenage. Su ivant les 
rapports des puissances, l’écoulem ent des puissances a été examiné.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ПЛАНЕТАРНЫХ
МЕХАНИЗМОВ

3 . Л Е В А И

РЕЗЮМЕ

Для общей характеристики планетарного механизма вводится такой коэффициент 
В, который независим от конкретного вида, размеров и т. п. планетарного механизма. 
Различаются элементарные и комплексные планетарные механизмы; последние отли
чаются от первых тем, что они содержат кроме планетарного механизма также какой- 
либо соединительный элемент (напр. муфту сцепления, гидротрансформатор и т.п.). 
Элементарный планетарный механизм может быть простым или сложным. Вообще их 
при использовании преобразуют в конструкции с одной степенью свободы. В зависи
мости от того, с каким элементом соединяется с помощью соединительного элемента Ш-ий 
вал элементарного планетарного механизма, получаются привязанный планетарный 
механизм или перевязанный планетарный механизм, или же в случае сложного планетар
ного механизма накрест связанный планетарный механизм. Для каждого вида планетар
ного механизма определена также формула передаточного отношения, а на основе от
ношений моментов валов планетарного механизма — формула модификации момента. 
На основе отношений мощностей исследовалось движение мощности, возникающее в 
планетарном механизме.
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DIE IM LAUFE DER SINTERUNG 
AUFTRETENDE FLÜSSIGE PHASE 

UND DAS KRISTALLITGEFÜGE 
DES SINTERMETALLS

R. W ELESZ

KAN D IDA T D E R  TECHN ISCHEN  W ISSEN SCH A FTEN  

TECH N ISCH E U N IV ER SITÄ T BU D A PEST

[E ingegangen am 23. Oktober, 1963]

Die in der Gegenwart der flüssigen Phase verlaufende Sinterung hat eine rasche V er
dichtung der Preßlinge und gleichzeitig die Bildung eines eigenartigen, aus abgerundeten  
Körnern bestehenden M etallgefüges zur Folge. D iese Erscheinungen wurden bisher m it dem  
sogenannten »heavy-alloy« M echanism us erklärt. D ie durchgeführten Untersuchungen  
sprechen dafür, daß bei der Sinterung in  der Gegenwart der flüssigen Phase die W echsel
wirkung zwischen der flüssigen Phase und den K ristalliten bzw. den K ristallitgrenzen der 
Pulverteilchen von entscheidender W ichtigkeit ist, und daß diese W echselwirkung im m er 
auftritt, wenn die fest gebliebenen Pulverteilchen äußerst fein sind und vorwiegend aus E in
kristallen bestehen. Der für den »heavy-alloy« M echanism us charakteristische rasche Schwund  
und das eigenartige M etallgefüge können jedoch auch m it aus vorlegierten Körnern bestehenden  
grobem Pulver hervorgerufen werden.

Die Rolle d e r im  L aufe d er S in te ru n g  a u f tre te n d e n  flüssigen  P hase, die 
sie h in sich tlich  der G efügebildung  des S in te rm eta lls  sp ie lt, w urde  b isher h a u p t
sächlich  dem  so g en an n ten  »heavy-alloy« M echanism us gem äß  g ed eu te t. N ach  
den die E rsche inung  als e rs te  b eo b ach ten d en  F o rsch ern  [1] b ild e t sich w äh ren d  
der S in te ru n g , in d er aus dem  P u lvergem isch  von  93%  W , 5%  N i un d 2%  Cu 
gep reß ten  P ro b en , bei e iner T e m p e ra tu r  v o n  1400 °C, zw ischen den fe s t
gebliebenen W o lfram -P u lv e rte ilch en  eine flüssige P h ase , u n d  die P reß linge  
weisen eine au ffa llend  rasche  V erd ich tu n g  auf. Im  L aufe d er G lühung t r i t t  — 
u n te r  der W irk u n g  d er flüssigen  P hase  — eine S p h äro id isa tio n  der u rsp rü n g 
lich po lygonalen  W o lfram -P u lv e rte ilch en  ein , u n d  sie w achsen  äu ß ers t ra sch .

S eitdem  h ab en  sich  zah lre iche  A rbe iten  m it der S in te ru n g  in  G egenw art 
der flüssigen P h ase  b e fa ß t, w obei sich ü b e r den  fü r  diese S in te ru n g  ä u ß e rs t 
ch a rak te ris tisch en  »heavy-alloy« M echanism us, das fo lgende B ild  au sg es ta lte t h a t  :

1. Die rasche V erd ich tu n g  k a n n  in  d re i S tu fen  v e rsch ied en er G eschw in
d igkeit au fg e te ilt w erden , u n d  zw ar

a)  flü ssig k e ita rtig es , rasches bzw. viskoses F ließ en ;
b)  L ösung-A usscheidung  d er w inzigen festen  P u lv e rte ilch en  in  die bzw . 

aus d er flüssigen P h ase , die au ch  zum  W ach stu m  u n d  zum  S phäro id isieren  
der gröberen  festen  T eilchen  fü h r t;

c)  die B ildung  eines festen  G erüstes, w odurch  d er S in terp rozeß  ab g e 
b rem st w ird.
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2. F ü r  die rasche  V e rd ich tu n g  is t  es ch a rak te ris tisch , d aß  der V organg  
in  einem  lo g arith m isch en  K o o rd in a te n sy s te m  (log S in te rze it — log V erd ich 
tu n g )  m it e iner G eraden d a rg e s te llt  w erden  k an n .

3. Die ra sch e  V erd ich tu n g  u n d  das d a m it eng v e rb u n d en e  W achsen  u n d  
S p h äro id isa tio n  der festgeb liebenen  P u lv e rte ilch en  k a n n  n u r  b is zu einer 
gew issen A usgangskorngröße d e r P u lv e rte ilch en  b e o b a c h te t w erden .

So k a n n  z. B . in  dem  e rw ä h n te n  W — N i— Cu S ystem  die E rsch e in u n g  n u r  
b is  zu  A u sg an g sw o lfram p u lv erte ilch en  k le in e r als 5 pm  fe s tg es te llt w erden , 
w äh ren d  im  S y stem  F e — Cu die A u sgangse isenpu lverte ilchen  n ic h t g rößer als 
30 /ш l sein kö n n en .

D as sich a u sg es ta lte te  B ild  h a t  sich  — tro tz  der zah lre ichen , sich m it 
d iesem  T hem a befassenden  A rb e iten  — au ch  bis h eu te  k a u m  g eän d ert.

G leichzeitig  w ar jed o ch  au ch  die A rb e it von C. S. S m ith  [2] b e k a n n t, 
n a c h  w elcher die G efügeb ildung  d e r G ußleg ierungen  bzw . die F o rm  der 
K ris ta llite , d u rch  das G le ichgew icht zw ischen der G ren zfläch en sp an n u n g en  
d e r  K ris ta llite  u n d  P h asen g ren zen  b e s tim m t w ird. Diese G ese tzm äß ig k e it is t 
au ch  fü r  die G renzen  d er fe s ten  K ris ta llite  u n d  die sich  m it denselben  in 
B e rü h ru n g  s teh en d e  flüssige P h ase  gü ltig .

W erden  die von  C. S. S m ith  erschlossenen G ese tzm äß ig k e iten  a u f  die 
S in te ru n g  in  G egenw art flü ssig er P h asen  ü b e rtrag en , so e rsch e in t es se lb s t
v e rs tä n d lic h , d aß  die S in te ru n g  d er aus po ly k ris ta llin en  P u lv e rte ilch en  b e s te 
h en d en  P reß lin g en , in G egenw art flü ssig er P hasen , n ic h t e in fach  n ach  dem  
»heavy-alloy« M echanism us b esch rieb en  w erden k an n . A uch  n ach  un seren  
V ersuchen  g eh t die B ildung  des G efüges bzw . des K ris ta llitg e fü g es w äh ren d  
d er S in te ru n g  in  diesem  F a lle  so v o r  sich, daß  die B ew egung der flüssigen  
P h ase  u n d  die d er K ris ta llitg ren zen  in  dem  S in te rk ö rp er in  en g sten  Z u sam m en 
h a n g  m ite in a n d e r stehen .

E in  B eispiel d a fü r is t die S in te ru n g  v o n  S in te rk ö rp e rn  aus einem  G em isch 
von  p o ly k ris ta llin em  E isen p u lv e r u n d  K u p fe rp u lv e r. H ie r d r in g t das geschm ol
zene K u p fe r  in  w enigen M in u ten  zw ischen die A u s ten itg ren zen  d er E isen 
p u lv e rte ilch en  ein u n d  te i l t  le tz te re  in  v iele K ris ta llite  au f. D ie M ik ro au fn ah 
m en im  B ild  1 u n d  B ild 2 s te llen  in  125facher V ergrößerung ' das G efüge von 
P ro b estü ck en  d a r, die aus dem  G em isch v o n  H am e tag -E isen p u lv e r m it P u lv e r
te ilch en  zw ischen 150 u n d  300 p m  u n d  von  K u p fe rp u lv e r d er K orng röße 
u n te r  20 — 60 [Шl g ep reß t u n d  bei e in er T em p era tu r  von  1120 °C bei einer 
Z e itd au e r v o n  20 M inuten  g e s in te rt u n d  d an n  rasch  ab g e k ü h lt w urden .

Die frü h e re n  e ingehenden  U n te rsu ch u n g en  des A u to rs  w eisen d a ra u f  h in, 
d a ß  die zw ischen die A u s te n itte ilc h e n  gedrungenen  K u p fe ra d e rn  zum  Q uellen 
d e r einzelnen E isen p u lv e rte ilch en  fü h ren . Da jedoch  dieselben  sich b e rü h re n d  
eine feste , zu sam m en h än g en d e  G e rü s ts tru k tu r  b ilden , b r in g t ih r  Q uellen gleich
zeitig  auch  das Q uellen des ganzen  P ro b estü ck es m it sich. D er K o h len sto ff
g eh a lt des E isen p u lv e rte ilch en s oder d er dem  A usgangspu lvergem isch  bei-
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gegebene G rap h it v e rm in d e rt dagegen  das Q uellen, da das K u p fe r  zw ischen 
die K ris ta llitg ren zen  des C -haltigen  E isenpu lvers n ich t e in d rin g t [3].

D iese E rscheinungen  w eisen d a ra u f  h in , daß  die K r is ta llite  u n d  die 
K ris ta llitg ren zen  eine en tsch e id en d e  R olle in  der in  G egenw art d e r flüssigen

B ild  1. D as Gefüge eines Sinterkörpers, der aus einer Mischung von groben H am etag E isen
pulver + 2 0 %  K upferpulver gepreßt und bei 1120° C gesintert wurde. Der Schn itt is t  senkrecht 

zur R ichtung des Preßens. Vergrößerung: 124 X ; m it Alkohol +  3% H N 0 3 geätzt

B ild  2. W ie im Bild 1, aber die R ichtung des Schnittes ist gleich der Preßrichtung

P h ase  v o r  sich gehenden S in te ru n g  sp ielen . D ies is t im  L aufe  d e r b ish e r ange- 
s te llte n  U n te rsu ch u n g en  w ahrsch e in lich  d a ru m  n ich t in  den  V o rd erg ru n d  
g e tre te n , weil die V ersuche m eistens m it d e ra r t  feinen P u lv e rn  d u rch g e fü h rt 
w u rd en , in  w elchen ein jedes P u lv e rte ilch en  ein M onokrista ll w ar. Dem ge-
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m äß  h a t  m an d an n  aussch ließ lich  den P u lv e rte ilch en  ein solches V erh a lten  
u n d  die E ig en sch aften  d e r K ris ta llite  k ennze ichnen  [4— 7].

W ir d ach ten , d aß  u n se re  b ish e r erw orbenen  K en n tn isse  ü b er das gegen
seitige V erhalten  d er K r is ta llite  der fe s tb le ibenden  P u lv e rte ilch en  einerse its , 
u n d  der flüssigen P h ase  an d e re rse its , die U n te rsu ch u n g  d er »anomal« raschen  
S ch rum pfung  des aus g roben  P u lv e rte ilch en  b esteh en d en  K upfer-B lei L egie
ru n gspu lvers g u t e rg än zen  k ö n n en . V on diesem  S ta n d p u n k t aus h ab en  w ir 
das A nfan g sstad iu m  d er S in te ru n g  des K upfer-B le i L eg ierungspu lvers m it 
einem  B leigehalt von  30%  eingehend  u n te rsu c h t.

B ild  3. D er Schn itt e in es Pulverkörnchens aus einer Cu —Pb Legierung m it 30% Pb.
Vergrößerung: 300 X , m it 50% wässr. H N 0 3 geätzt

Das bei den V ersuchen  v e rw en d ete  P u lv e r w urde  herg este llt, indem  die 
erschm olzene Cu— P b  L eg ierung  in  der b e k a n n te n  W eise m it P reß lu ft in  W asser 
v e rd ü s t w urde. D as P u lv e r  w urde  in  F ra k tio n e n  gesieb t, u n d  n u r  die T eilchen 
d er Größe von  — 150 -f- 60 //m  angew endet.

Im  Bild 3 is t eine M ik roau fnahm e von  dem  S ch liff der in  B in d sto ff e in 
g e b e tte te n  P u lv e rte ilch en  in  300facher V erg rößerung  darg este llt. Aus den 
A ufnahm en  is t es e rs ich tlich , d aß  das Blei in  jed em  einzelnen  P u lv erte ilch en  
zw ischen den ä u ß e rs t w inzigen  K u p fe rk ris ta lliten  fein  v e r te ilt  ist.

Zur S in te ru n g  h ab en  w ir die P u lverdosen  in  k leine G rap h ittieg e l m it 
zy lindrischen  A ushöh lungen  von  10 m m  In n en d u rch m esse r u n d  10 m m  Tiefe 
gefü llt. Die D osen w u rd en  sa m t den T iegeln in  die W ärm ezone eines au f 
550 °C — 650 °C — 750 °C — 850 °C u n d  950 °C ^  1%  au fgehe iz ten  k leinen L a b o r
ofens m it K e ra m ik ro h rfu tte r  geschoben. D as O fen roh r w urde w äh ren d  der 
Sinterving m it F lasch en w asse rs to ff gespült.

Die P ro b en  w u rd en  n ach  der G lühung v ersch ied en er Z e itd au er in  das 
g eküh lte  E nde  des O fenrohrs geschoben, wo sie in cca. 2 M inuten  u n te r  den

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



DIE IM LAUFE DER SINTERUNG AUFTRETENDE FLÜSSIGE PHASE 63

S chm elzpunk t des B leis u n d  d a n n  a u f  R a u m te m p e ra tu r  a b g ek ü h lt w urden . 
Die dem  Ofen en tn o m m en en  S tü ck e  w urden  m it P a ra ff in  g e trä n k t u n d  ih r 
spezifisches G ew icht bzw . die D ich te  m it der b e k a n n te n  W asse re in ta u ch 
m ethode  gem essen.

B ild  4. D ie rasche Verdichtung des K upfer-Blei Legierungspulvers

B ild  5. Der Charakter der Verdichtung des Kupfer-Blei Legierungspulvers in  einem  
K oordinatensystem  m it logarithm ischer E inteilung in  beiden Richtungen

Die D ich tean g ab en  sind in  den  D iagram m en der B ilder 4 u n d  5 d a r 
geste llt.

A us B ild 4 is t  es ersich tlich , d aß  in  den e rsten  M inu ten  der G lühung  ein 
fü r  den  »heavy-alloy« M echanism us ch a ra k te ris tisch e r, äu ß e rs t ra sch e r 
S ch ru m p f e in se tz t, w elcher bei d er S in te ru n g  von  aus d e ra r t groben P u lv e r 
te ilch en  h ergeste llten  K örpern  — das K upfer-B le i L eg ie rungspu lver au sg e
nom m en  — b isher n och  n ich t b e o b a c h te t w erden k o n n te .
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Aus B ild  5, wo a u f  die A bszisse die L o g arith m en  der S in te rze it, a u f  die 
O rd in a te  die L o g a rith m en  d er S in te rd ich te  au fg e trag en  sind , k a n n  festgeste llt 
w erd en , daß  die M eßergebnisse  an d e u te n d e n  P u n k te  m it g u te r  A nnäherung  
m it G eraden v e rb u n d e n  w erden  kö n n en . E in  so lcher Z u sam m en h an g  zw ischen 
V erd ich tu n g  u n d  S in te rz e it is t ebenfalls fü r  den  »heavy-alloy« M echanism us 
ch a rak te ris tisch .

U m  die u n e rw a r te te  E rsch e in u n g  des »heavy-alloy« M echanism us e rk lä 
re n  zu k ö nnen  — m it b eso n d ere r R ü ck s ich t a u f  die K ris ta llitg ren zen  u n d  
d e r  flüssigen P h ase  — h ab en  w ir das K ris ta llitg e fü g e  d er P ro b estü ck e  einer

B ild  6. Das Gefüge e in es Sinterkörpers aus lose gefü lltem  Cu —Pb Legierungspulver, welcher 
nur bis 850° C aufgeheizt und sofort abgekühlt wurde. Vergrößerung: 150 X

eingehender U n te rsu c h u n g  un te rzogen . D ie E rgebn isse  k ö n n en  m it H ilfe 
d e r  M ik roau fnahm en  d e r B ilder 6, 7 u n d  8 d a rg es te llt w erden .

V ergleichen w ir n u n  das von  dem  S ch liff der P u lv e rte ilch en  erh a lten e  
B ild  4 m it dem  in  B ild ern  6 u n d  7 v o rg e fü h rte n  G efüge. A us d e r 150fachen 
V ergrößerung  im  B ild  6 u n d  7 is t es e rs ich tlich , d aß  als Folge d er E rh itz u n g  
b e i 850 °C das G efüge sich  wie fo lg t ä n d e r t:

a) Die K u p fe r-K ris ta llite  b lieben  in n e rh a lb  der P u lv e rte ilch en  zw ar 
einstw eilen  eckig, sie s ind  jed o ch  b e d e u te n d  g rößer gew orden. E s sche in t, daß  
v o n  den k le inen  K r is ta llite n  zwei bis d re i sich  zu einem  einzigen  K ris ta llit 
vere in ig t haben .

b)  Die zu sam m en  m it dem  A nw achsen  der K ris ta llite  sich  ebenfalls 
v e rg rö ß ern d en  k o ag u lie ren d en  B leieinschlüsse um geben  die angew achsenen  
K ris ta llite  u n d  tre n n e n  sie vo n e in an d er.

c)  Die d ick e r w erd en d en  B le iadern  fließen  aus den P u lv e rte ilch en  h e r 
aus. G leichzeitig  tre n n e n  sie die v ielen , am  R an d  der großen  P u lv erte ilch en

Acta Teehnica Academiae Scientiarum Hungaxicae 53 (1966)



DIE IM LAUFE DER SINTERUNG AUFTRETENDE FLÜSSIGE PHASE 6 5

befind lichen  K u p fe rk ris ta llite  n ich t n u r  v o n  dem  b e n a c h b a rten  K ris ta llit ,  
sondern  auch  von den  g roßen  P u lv e rte ilch en  und  re iß en  sie in  die zw ischen 
den P u lv erte ilch en  befin d lich en  H ö h lungen  m it.

B ild  7. W ie im  Bild 6, aber das Probestück wurde bei 850 °C 10 Min. lang gesintert. Vergröße
rung: 1 5 0 X

B ild  8. W ie im  Bild 6, aber das Probestück wurde bei 850 °C 80 Min. lang gesintert. Vergrö
ßerung: 100 X

B ild  8 zeigt das G efüge eines bei 850 °C w äh ren d  e iner Z e itd au er von  
80 M inuten  geg lüh ten  P robestückes; die V erg rö ß eru n g  is t lOOfach, also 
k le iner als bei den v o rh e rig en  A ufnahm en . D as G efüge zeigt das fü r  den 
»heavy-alloy« M echanism us so ch a rak te ris tisch e  B ild. H ie r  k an n  m an die A us
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g an g sp u lv e rte ilch en  ü b e rh a u p t n ic h t m eh r erkennen . D ie K ris ta llite  h ab e n  
(las V ielfache ih re r  u rsp rü n g lich en  G röße e rre ich t und  sind  a b g e ru n d e t w orden . 
A uch  die A bm essung u n d  die F o rm  d er B le iad ern  h a t sich d em g em äß  g e ä n d e r t .

Die B ilderre ihe  b e s tä tig t , d aß  in  dem  Gefüge der b e k a n n te n  K u p fe r- 
Blei S in terleg ierungen  n ich t die sich b e rü h ren d en  und  von  B leiadern  u m g e
n o m m en en  K u p fe r-P u lv e rte ilch en  s ic h tb a r  sind . M an s ie h t dagegen , d aß  
die u rsp rü n g lich  w inzigen K u p fe r-K ris ta llite  größer gew orden  sind, h ab e n  
die F o rm  einer K ugel angenom m en u n d  n ach d em  sie ihre d u rc h  das u rsp rü n g 
liche  P u lv erte ilch en  b es tim m te  L age v erlassen  haben , b ilden  in  g le ichm äßiger 
V erte ilu n g  m it d er B leiadern  das G efüge d er Legierung aus.

B ild  9. Das Gefüge eines Sinterkörpers aus lose gefülltem  Fe —Cu Legierungspulver m it 30%  
Cu G ehalt. Vergrößerung: 300 X , m it Alkohol -f- 3% H N 0 3 geätzt

So ist es v e rs tän d lich , w arum  auch  bei den v e rh ä ltn ism äß ig  groben 
K u pfer-B le i L eg ierungspu lvern  d er fü r  den »heavy-alloy« M echanism us c h a ra k 
te ris tisc h e  rasche  Schw und b e o b a c h te t w erden  kann . H ie r is t näm lich  n ic h t 
die A bm essung d e r P u lv e rte ilch en , sondern  die Größe d er die P u lv e rte ilch en  
b ild en d en , u rsp rü n g lich  sehr fe inen  K u p fe r-K ris ta llite  von  en tsch e id en d e r 
B ed eu tu n g .

U m  b eu rte ilen  zu können , ob diese E rscheinung a llgem ein  u n d  n ic h t 
n u r  fü r  die L eg ierung  Cu — P b  g ü ltig  is t, h ab en  w ir eine E isen -K u p fe r L eg ierung  
m it 30%  K u p fe rg eh a lt erschm olzen , d an n  nach so rg fä ltiger D urch m isch u n g  
lu f tv e rd ü s t. D as E isen -K u p fer L eg ierungspu lver haben w ir d u rch g esieb t u n d  
fü r  die S in te rversuche  n u r die F ra k tio n  der K orngröße von — 150 bis —(-60 M ikron 
v e rw en d e t. M it einem  so groben  E isen p u lv e r in der Fe-C u S in te rleg ie ru n g  
w u rd e  b isher die fü r  den »heavy-alloy« M echanism us c h a ra k te ris tisch e  rasch e  
S ch ru m p fu n g  noch  n ich t b eo b ach te t.
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Im  Laufe der S in te rv ersu ch e  sch ru m p fte  das L eg ie ru n g sp u lv e r ä u ß e rs t 
rasch . So sch ru m p fte  z. B. das u n te r  einem  D ruck  von  4 M p/cm - g ep reß te  
B rik e tt in  20 M inuten  bei 1120 °C e tw a  4 % , w ährend  das aus einem  G em iscli 
von  R Z -E isenpu lver u n d  K u p fe rp u lv e r u n te r  den g leichen V erh ä ltn issen  u n d  
D ruck  gepreß te  S tück  ein Q uellen von  0 ,5%  aufw ies.

D as Gefüge des g esin te rten  S tückes u n te rs tü tz te  u n se re  A n nahm e. 
Die P u lv e rte ilch en  (nach  B ild 9) bei 1120 °C w urden  d u rch  ih ren  K u p fe rg eh a lt 
in w inzige K ris ta llite  zerleg t, die ra sch  w uchsen u n d  sp h ä ro id is ie rten  u n d  
fingen  an , ihre u rsp rüng liche  Lage zu  verlassen , um  das fü r  den  »heavy-alloy«

B ild  10. Das Gefüge einer Schwerlegierung (heavy alloy). Vergrößerung: 200 X imgeätzt

M echanism us ch a rak te ris tisch e  G efügebild  auszub ilden . D u rch  diese E rfa h 
rungen  w urde b e s tä tig t , daß  bei d er S in te ru n g  der v e rh ä ltn ism ä ß ig  groben 
K upfer-B le i u n d  E isen -K u p fe r L eg ie rungspu lver die die P u lv e rte ilch en  b ild en 
den seh r feinen K ris ta llite  fü r  den »heavy-alloy« M echanism us v e ra n tw o r t
lich sind .

V on diesem  S ta n d p u n k t ausgehend  haben  w ir in den  Cu — P b  L eg ierungs
p u lv e rn  bei der S in te ru n g  in  G egenw art der flüssigen P h ase  den  M echanism us 
des W achsens der K ris ta llite  u n te rsu c h t. D ieser w urde v o n  den bisherigen 
B eo b ach te rn  — bei S in te ru n g  a n d e re r  L egierungen  — als die Lösung der 
fe insten  Teilchen in d er flüssigen P h ase  u n d  deren A usscheidung  an den 
größeren  geduete t.

A u f G rund der B eo b ach tu n g en  einer großen Z ahl v o n  G efügebildern  
h aben  w ir-gefolgert, d aß  d er V organg  Lösung — A usscheidung  n u r  in  geringem  
M aße d e r G rund  fü r  das W achsen  is t, u n d  h au p tsäch lich  fü r  die Sphäro id isa- 
tio n  d er Teilchen v e ra n tw o rtlic h  sein d ü rfte .

D azu  näm lich , d aß  die eine gewisse G röße b e re its  e rre ich ten  Teilchen 
ih r W achsen  fo rtse tzen  k ö n n en , m ü ß te  eine große A nzahl d e r Teilchen s tu fe n 
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w eise k le iner w erden , d a m it s te ts  eine genügende A nzah l von  kleinen Teilchen 
z u r  V erfügung s teh e , die d u rch  Lösung zum  W achsen  d e r großen  T eilchen 
d ienen  sollen.

B e tra c h te t m an  je d o c h  irgendein , fü r  den »heavy-alloy« M echanism us 
ch a rak te ris tisch es  G efügeb ild , so w ird  m an  eben fe s ts te llen  m üssen, d aß  die 
G röße der T eilchen  re la tiv  g leichm äßig  is t. Es k a n n  n irg en d s eine große A nzahl 
v o n  w inzigen Teilchen gesehen  w erden , d u rch  deren  »Verzehrung« die größeren 
w achsen  k ö n n ten .

Viel c h a ra k te ris tisch e r  fü r  diese G efügebilder is t  z .B . die T a tsach e , 
d a ß  die S puren  eines Z usam m enw achsens von  zwei oder m eh reren  T eilchen

B ild  11. Der Charakter des W achsens des Kupferkörnchens in K oordinatensystem  mit loga- 
ritm ischer E inteilung in beiden R ichtungen

gleicher G röße zu v e rm erk en  sind , ferner daß  die M ehrzahl d er Teilchen M ono
k ris ta lle  sind , im  F alle  des K up fers  even tue ll m it Z w illingskrista llen .

B e tra c h te n  w ir die v o n  dem  Schliff der Schw erleg ierung  (heavy-alloy) 
m it der Z u sam m en se tzu n g  93%  W , 5%  Ni, 2 %  Cu h e rg es te llte  M ikroauf
n ah m e  (B ild 10), a u f  w elcher m ehrere  solche V erw achsungen  zu sehen sind. 
D as ähnliche is t zu  sehen  a u f  B ild  8, w elche bere its  f rü h e r  in  Z usam m enhang  
m it der S in te ru n g  des B le i-K u p fe r L eg ierungspu lvers v o rg e fü h rt w urde.

Aus diesen k ö n n te  gefo lgert w erden , daß  w ir es be i dem  »heavy-alloy« 
M echanism us in  allen  F ä llen  m it K ris ta lliten  zu tu n  h a b e n , die m it flüssiger 
P h ase  um geben  u n d  u n te r  so lchen V erhältn issen  zum  rasch en  sam m elrek ris ta l
lisa tio n säh n lich en  Z u sam m enw achsen  geneig t s ind . U n d  zw ar en tw ed er des
h a lb  weil die A u sg an g sp u lv erte ilch en  so k lein  sind , d aß  sie auch  allein bere its  
solche feinen E in k ris ta lle  sin d , oder ab er weil die g roßen  P u lv e rte ilch en  aus 
solchen feinen K ris ta llite n  besteh en  u n d  d u rch  die flüssige P hase  in  diese 
K ris ta llite  zerleg t w erden .

Diese F o lg eru n g  w urde  d ad u rch  u n te rs tü tz t ,  d aß  das W achsen  der m it 
geschm olzenem  Blei u m g eb en en  K upferte ilch en  bei der S in te ru n g  der Cu— Pb 
L egierung  ziem lich g en au  den  G esetzm äßigkeiten  d er R ek ris ta llisa tio n  fo lg t.
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U m  dies b eg rü n d en  zu k ö n n en , h ab en  w ir im  M ikroskop bei dem  fü r 
die oben  besp rochenen  V ersuche v e rw en d e ten  K u p fer-B le i P u lv e r u n d  in  den 
bei versch iedenen  T e m p e ra tu ren  v e rsch ied en  lange Z eit g e s in te rten  P ro b e 
s tü c k e n  die m ittle re n  D urchm esser d e r K u p fe rk ris ta llite  bzw . d er a b g e ru n d e 
te n  K u p fe rte ilch en  gem essen. Die M eßergebnisse sin d  in  ein d o p p e lt lo g a rith - 
m isches K o o rd in a ten sy stem  a u fg e trag en  (B ild  11), wo die M eß p u n k te  ziem lich 
b e fried igend  d u rch  G eraden  a n g e n ä h e rt w erden  k ö n n en .

Dies is t n ach  G. W ie n e r  [8] fü r  das n ach  d er P rim ä r-R e k ris ta llisa tio n  
a u ftre te n d e  K o rn w ach stu m  der M etalle  ch a rak te ris tisch .

950 850 750 650 °C

B ild  12. Der Zusam m enhang zwischen der Sintertem peratur und dem  W achsen des Körn
chens bei der Sinterung des Cu—Pb L egierungspulvers

Im  B ild 11 sin d  die fü r  die G rößen  24, 28 u n d  37 pm  ch a rak te ris tisch en  
G eraden  m it p u n k tie r te r , s tr ic h p u n k tie r te r  u n d  g es tr ich e lte r  L inie eingezeich
n e t, u m  d ad u rch  zu  bezeichnen , w elche Z e itd au e r bei den  versch iedenen  
T e m p e ra tu ren  zum  E rre ich en  einer gegebenen  K o rn g rö ß e  la tit  je n e r  G eraden  
n ö tig  is t, du rch  w elche die M eß p u n k te  v e rb u n d e n  w urden .

D as E in trä g e n  d e r zum  E rre ich en  d er D u rch m esser von  24, 28 u n d  
37 /im  nö tig en  G lühze iten  in das K o o rd in a te n sy s te m  ln  t —■ 1/T  h a t  ebenfalls 
G eraden  ergeben (B ild  12).

D ad u rch  w urde  es erm öglich t, a u f  G rund  d er fü r  die m onom oleku laren  
R eak tio n en  gü ltigen  A rrhen iu s-B ez ieh u n g  die A k tiv ie ru n g sen erg ie  des b eo b 
a c h te te n  K o rn w ach stu m s zu berechnen .

L a u t der B eziehung  n ach  A rrh en iu s  is t

w obei t} u n d  t2 die bei der T e m p e ra tu r  Ту bzw . T2 zum  E rre ich en  einer gegebe-
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n e n  K orngröße n ö tige  Z eit, R  die G ask o n stan te  u n d  Q die A k tiv ie rungsenerg ie  
des K o rn w ach stu m s b edeu ten .

N ach D u rch fü h ru n g  der B erechnung  e rh a lte n  w ir den  W e rt von  fa s t 
20 000 cal/g • A to m , der in  g u tem  E in k lan g  m it einigen M essungen bezüglich  
d e r  A ktiv ie rungsenerg ie  des K o rn w ach stu m s des s ta rk  de fo rm ie rten  K upfers 
s te h t  [9].

All dies b e rü ck sich tig en d  k a n n  die Fo lgerung  gezogen w erden , daß  w ir es 
be i der S in te ru n g  in  G egenw art d e r flüssigen P h ase  u n d  bei dem  fü r dieselbe 
c h a ra k te ris tisch e n  »heavy-alloy« M echanism us ebenfalls m it d er engen W ech
selw irkung d er K ris ta llite , K ris ta llitg ren zen  u n d  der flüssigen  P h ase  zu tu n  
h ab en .

F ern er k a n n  festg este llt w erden , daß  das a u f  den »heavy-alloy« M echa
n ism us h inw eisende K o rn w ach stu m  u n d  die S p h äro id isa tio n  irgendeine  eigen
tü m lich e  »S am m elrekrista llisation«  der K ris ta llite  des die feste  P h ase  b ild e n 
den  M etalls is t.

U nd sch ließ lich  k an n  aus dem  O bengesagten  auch  gefo lgert w erden , daß  
das rasche S in te rn  du rch  diese »Sam m elrekrista llisation«  d e ra r t  b eg ü n stig t 
w ird , daß  die flüssige P hase  zw ischen  den n ach e in an d er zusam m enw achsenden  
Teilchen h e ra u sg e d rä n g t w ird  u n d  die größeren u m g ib t, w odurch  ein s tän d ig e r 
U m o rd n u n g sv o rg an g  zw ischen den  festen  Teilchen h erv o rg eru fen  w ird.
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T H E  LIQUID PH A SE  A PPE A R IN G  D U R IN G  SIN T E R IN G  
A N D  T H E  CRYSTALLITE STRUCTURE OF T H E  SIN T E R E D  METAL

R. W ELESZ

SUM M ARY

The rapid dim ensional reduction observed during sintering in the presence of the 
liquid phase and the formation of a special structure consisting of rounded-off grains in  
connection w ith it have so far been explained by the so-called “ h eavy-a lloy” mechanism. 
The present investigation  proves th a t during sintering in  the presence o f a liquid phase 
the interaction betw een the liquid phase and the crystallites of the powder particles, i.e. their 
crystallite boundaries have more im portance than the former phenom enon and that it  occurs 
if  the powder particles remaining solid are very fine and in the m ajority consisting of m ono
crystals. B ut the rapid dimensional reduction and the special structures characterizing the 
heavy-alloy m echanism  can also be brought about w ith  a coarse powder consisting of pre- 
alloved particles.

LA PH A SE LIQ UIDE PR O D U IT E  A U  COURS D U  FRITTAGE  
ET LA STRUCTURE DES CRISTALLITES D U  MÉTAL FR IT T É

R. WELESZ

RÉSUM É

La réduction rapide des dim ensions, observée pendant le frittage en présence d’une 
phase liquide et la form ation d’une structure à grains spéciaux arrondis qui l’accom pagne, 
ont été expliqués jusqu’à présent par le m écanism e du «heavy-alloy». Les recherches de 
l’auteur prouvent que, lors du frittage en présence d’une phase liquide, l ’interaction entre 
celle-ci et les cristallites et lim ites de cristallites des grains de poudre est d’une im portance 
plus décisive que le m écanism e m entionné, et se m anifeste quand les grains de poudre restés 
à l’état solide sont très fins et sont m onocristallins dans leur majeure partie. Le fr itta 
ge rapide et la structure particulière caractérisant le mécanisme du heavy-alloy  peuvent 
cependant être produits aussi par des poudres à gros grains préalliés.

ЖИДКАЯ ФАЗА, ВОЗНИКАЮЩАЯ В ПРОЦЕССЕ СПЕКАНИЯ,
И КРИСТАЛЛИТНЫЕ ОБРАЗОВАНИЯ СИНТЕРНОГО МЕТАЛЛА

Р . В Е Л Е С

РЕЗЮМЕ

Быстрая усадка, наблюдаемая в процессе спекания в присутствии жидкой фазы, 
и одновременное образование текстуры, состоящей из специальных округленных зерен, 
до сих пор объяснялось т. н. «heavy-alloy» механизмом. Проведенные исследования по
казали, что при спекании в присутствии жидкой фазы взаимодействие между жидкой 
фазой и кристаллами пылеобразных зерен, соотв. кристаллитными границами, играет 
более важную роль, чем упомянутое выше предыдущее явление, и возникает тогда, ког
да остающиеся в твердом состоянии пылевидные зерна весьма мелки и в основном сос
тоят из монокристаллов. Однако, можно получить характерные для механизма «heavy-alloy» 
быстрое спекание и специальную текстуру также и при помощи крупнозернистого порош
ка, состоящего из заблаговременно легированных зерен.
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A CORRECTED METHOD FOR THE DETERMINATION OF 
FLANK WEAR ON THE SINGLE POINT CUTTING TOOL

ON TURNING STEEL

I. KALÁSZI
D EPA RTM EN T O F PRODUCTION EN G IN E E R IN G , TEC H N IC A L U N IV E R SIT Y  BU D A PEST 

[Manuscript received January 10, 1964]

This paper deals w ith  the measuring flank wear w hen turning steel. I t  points out that 
flank wear has not been investigated  until recently from another angle, nam ely to find out 
if  it  would not be possible to verify the rules o f m etallic wear by assum ing an error in the  
measuring m ethod. T he paper shows that measurable dim ensions o f the wear scars depend 
on the size of workpiece diam eters w hich leads to errors w hen diam eters periodically alter 
during cutting tim e. The derived formulas m ake it  possible to check the deform ation factor 
K D. E xperim ental results are shown to be in concord w ith  these assum ptions. The chief 
conclusion of the investigation s described in  this paper is th a t the m easuring m ethod by  
flank wear is applicable for determ ining tool life only, w hen turning experim ents are made 
on constant workpiece diameters.

I. Introduction

M any a tte m p ts  h av e  recen tly  been  m ade to  b rin g  in to  co rre la tio n  w ear 
phenom ena of c u ttin g  tools w ith  th e  w ear of ru b b in g  surfaces. T he reason  for 
th is  is th a t  we h av e  no reliab le  m e th o d  for p re d ic tin g  to o l life. I t  is w ell know n 
th a t  too l w ear is defined  b y  th e  m easu ring  d im ensions o f w ear scars on th e  
various faces a n d  i t  is im possib le to  de te rm ine  to o l w ear d irec tly .

The m ost im p o r ta n t  ty p es  o f to o l w ear a re  th e  w ear on th e  ra k e  face or 
“ c ra te rin g ”  an d  th a t  on th e  fla n k  (F ig . 1). T he sizes o f th e se  w orn  regions 
increase w ith  c u ttin g  tim e . I t  is also w ell know n, t h a t  in  som e cases th e  c ra te r 
ing  w ear p red o m in a te s  an d  de te rm ines th e  end  o f to o l life (e. g. a t  h ig h  cu ttin g  
speeds), while in  o th e r  cases th e  sam e role is p lay ed  b y  f la n k  w ear. I f  we could 
determ ine  th e  fu n c tio n  of an y  of th e se  w ears v e rsu s  c u ttin g  tim e , i t  w ould 
be possible to  p re d ic t  too l life, w hich  has a g rea t p ra c tic a l sign ificance.

This p a p e r is concerned  w ith  th e  co n trad ic tio n s  o f re c e n t th eo rie s  ab o u t 
f la n k  w ear, re fe rrin g  to  an  e rro r fo u n d  in  th e  fie ld  o f m e ta l c u ttin g  research .

II. Contradictions on the theories of flank wear

A ssum ing th e  v a lid ity  of th e  general ru le  o f v o lu m e tric  w ear fo r m eta l 
c u ttin g  (i.e. th e  v o lu m e tric  ra te  o f f la n k  w ear b e ing  c o n s tan t)  th e  follow ing 
fo rm ula m ay be d eriv ed

Л =  Ci0,3, (1)
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w here

Л d im ension of f la n k  w ear [m m ] (see Fig. 1);
l c u ttin g  tim e  [m in];
C c o n stan t, d ep end ing  on c u ttin g  conditions.

I t  is in te re s tin g  th a t  m a n y  in v es tig a to rs  h a v e  a tte m p te d  to  d e m o n s tra te  
t h a t  function  w ith o u t re su lt [1, 2]. A g rea t m an y  o f th e se  a t te m p ts  w ere done 
b y  tu rn in g  steel. F o r exam ple , W e b e r  found  th a t  th e  fo rm ula  m ay  be w ritten  
as A =  cl'\ w here 0,5 < ^n  <^1. H e s ta te s  th a t  acco rd ing  to  his ex p erim en ts  
th e  h igher values o f n m ay  ex is t a t  h igher c u ttin g  speeds. S tu d y in g  D a n ie l 
j a n ’s in v es tig a tio n s  [3] we cou ld  com e to  th e  sam e conclusions.

In  view  o f th e  above th e  genera l th e o ry  of to d a y  concern ing  f la n k  w ear 
m a y  be sum m arized  as follows.

P lo ttin g  th e  d im ensions o f th e  flan k  w ear a g a in s t c u ttin g  tim e , acco rd 
in g  to  th e  num ero u s tu rn in g  ex p e rim en ts  m ade a ll over th e  w orld , we ob ta in  
th e  so-called idea l cu rve  of w ear, w hich is to  be seen in  Fig. 2. T h e  curve  has 
th re e  defin ite  p a r ts . The f irs t one is th e  in itia l w ear, th e  second one rep resen ts 
th e  c o n s tan t w ear a n d  th e  th ird  p a r t  shows th e  c a ta s tro p h ic  w ear. A ccording 
to  B urw e l l  a n d  Str a n g  [4], S h a w  an d  D ir k e  [5], th is  th e o ry  is b ased  on 
th e  follow ing co m plica ted  assu m p tio n s.

F rom  th e  ex p erim en ts  of ru b b in g  m etallic  su rfaces it  has been  fo u n d  th a t

w here

PL
( 2 )

V w ear vo lum e;
P  app lied  n o rm al load;
L  sliding d istan ce ;
Oy flow  p ressu re  of the  so fte r m ate ria l;
К  a  fa c to r d ep end ing  on th e  h a rd n ess o f th e  ru b b in g  surfaces, w hich  according to 

Shaw  a n d  D ib k e  can  be w r i t te n  in  th e  fu n c tio n  (as a  p ro b a b ility  t h a t  a  co n tac t 
will re su lt in  a  w ear p a rtic le ): К  =  f(lV; h), w here  N  is th e  m ean  n u m b er co n tac t 
per u n it  len g th  of th e  slid ing  d istan ce  and  h th e  m ean  h e ig h t of a  w ear partic le .

I f  we consider th a t  th e  c learan ce  angle is a , th e  rake  angle is у  an d  th is 
equals 0, an d  th e  d e p th  of c u t is b, th e n

A 4
V  = -------- ta n  % . (3)

2 v '

T he  above fo rm ula  com bined  w ith  E q u . (2) m ay  be w ritte n  as follow s:

A 2 =  CPL  . (4)

A ccordingly  — as S h a w  an d  D ir k e  assum e — th e  th re e  p a r ts  of th e  w ear curve 
can be o b ta in ed  ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  th a t
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a)  in  th e  perio d  of in itia l w ear P  is assum ed  to  be c o n s ta n t: A 1 =  co n 
s ta n t  X L;

b) in  th e  p e rio d  o f g rad u a l w ear P  is equal to  c o n s ta n t X A  , and  A =  
c o n s ta n t X L ;

Fig. 1 . The profile o f a worn cutting tool (cross-section taken perpendicular to the cutting
edge)

a clearance angle; y  rake angle; A , w , h  dimensions of the w ear scars

F ig . 2. Assum ed ideal shape of curve is obtained when Л is plotted against cutting tim e
Portion a: “ break-in”  w ear (or in itia l w ear); portion b: gradual w ear; portion c: catastroph ic w ear (or tem peratu re sensitive 

region). Aj< is th e  m axim al value of flank  w ear considered as th e  end of tool life T

c) in  th e  th ird  perio d  P  is a fu n c tio n  of A,  an d  Am =  c o n s ta n t X L.
I t  is fo u n d  to  be a co n trad ic tio n  th a t  th is  th e o ry  based  on th e  a lte ring  

n a tu re  o f th e  ap p lied  load  has still n o t been  te s tified  ex ac tly . W e h av e  read  only 
one p a p e r  [6] w ritte n  w ith  th e  aim  of p ro v in g  th e  a b o v e -s ta te d  b y  ex p e ri
m en ts. F o r th is  reason  th e  a u th o r  reg ard s  i t  as a fa ir  a t te m p t  to  explain  th e  
p henom ena  w ith o u t f in a lly  solving th e  problem s.
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J .  T aylor’s th e o ry  [7] is also w o rth  m en tio n in g . H e refers to  severa l 
p a p e rs  in  th e  m e ta l c u ttin g  l i te ra tu re  ho ld ing  th e  sam e view . “ N ow  if  th e  
c u rv e  A p lo tted  a g a in s t t is as show n (see Fig. 2) — he says — i t  is obvious 
t h a t  th e  flank  w ear r a te  is n o t c o n s ta n t .”

T aylo r’s a ssu m p tio n s  a re  b a sed  on th e  sh ap e  o f w ear cu rve  idealized  
fro m  th e  experim en ts. A ccord ing  to  th e  opinion of th e  a u th o r , th e re  is a second 
co n trad ic tio n , m ore s ig n ifican t th a n  th e  f irs t one, n am ely , J .  T a y l o r  and  
m a n y  o ther in v e s tig a to rs  assum e th a t  we can m easu re  A v a lu e  w ith o u t erro r 
b y  tu rn in g  ex p erim en ts .

Therefore, th e  a u th o r  has d e te rm in ed  to  in v e s tig a te  th e  p h enom ena  
fro m  an o th e r p o in t o f v iew , n am ely , w ould  i t  n o t be possib le to  o b ta in  d iffer
e n t  re su lts  in ag reem en t w ith  th e  th e o ry  of m eta llic  w ear, an d  to  f in d  an  erro r 
in  th e  m easuring m e th o d  itse lf  w hich  m ay  lead  to  th e  d efo rm atio n  of th e  
m easu red  d a ta  o f w ear scar d im ensions.

III. The effect of the workpiece diameter when measuring A flank wear
dimensions

T urn ing  ex p e rim en ts  are  u su a lly  m ade on te s t  b a rs  h av in g  defin ite  
d im ensions. The g en era l ride o f in v es tig a tio n s  is th a t  th e  ra te  of Ljd,  w here 
L  is th e  length  a n d  cl th e  d iam e te r o f th e  te s t  b a r , need  n o t be m ore th a n  10. 
T h e re  is no in te rn a tio n a l s ta n d a rd  fo r th e  d iam e te r  u sed , b u t  i t  is generally  
chosen  betw een 5 -F 10 inches. F o r th is  reason , from  th e  b eg inn ing  of th e  te s t  
series th e  d iam eter size period ica lly  decreases. In  th e  follow ing analysis  i t  will 
be show n th a t  th ese  changes defo rm  th e  m easu rab le  d im ensions of f la n k  w ear.

Several a ssu m p tio n s  are used  in  th e  p re sen t analysis , to  w it:
a)  A ccording to  th e  th e o ry  of m eta llic  w ear th e  v o lu m etric  ra te  of flan k  

w ea r is co nstan t [E q u . (1) m ay  be u sed ].
b )  The h ea t flo w  is s te a d y  in  th e  c u ttin g  too l a n d  th e  te m p e ra tu re  a t 

th e  too l-w ork  in te rface  does n o t p ra c tic a lly  change in  th e  region of th e  in 
v e s tig a te d  A va lues. (B u t only  b y  in v es tig a tin g  th e se  p h en o m en a  below  th e  
te m p e ra tu re  sensitive  region. A b o u t th is  assu m p tio n  th e  p a p e r b y  Chao an d  
T rig g er  [8] m ay be considered .)

c)  The c learance  angle is a , th e  rak e  angle is 0. T he o th e r angles and  th e  
c o rn e r rad ius of th e  to o l are  c o n s ta n t d u ring  th e  te s t .

d)  The load  is p ra c tic a lly  u n a ffec ted  b y  th e  increase  of w ear.
e)  The effect o f  th e  ap p ro ach  angle y, m ay  be o m itte d  as a convenience 

in  th e  firs t period  o f th e  analysis.
f )  The w ear p h en o m en a  are in v e s tig a te d  on th e  u n it  len g th  o f th e  c u t

t in g  edge. (I.e. i t  m a y  be assum ed  f  =  F  X 1 ^  f ,  w here V  is th e  w ear 
v o lu m e , F  th e  area  o f th e  w ear scar.)
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L et us consider th e  case w hen th e  e x p e rim en t is m ade from  t =  0 up  
to  f: f irs t w ith  a re sh a rp en ed  too l on a w orkp iece w ith  a d iam ete r h av in g  
rad ius R,  second w ith  a n o th e r  one on a w orkpiece w ith  a d iam ete r R  — <5, 
w here (5 equals th e  d e p th  of cu t in  m ost cases. T he c u ttin g  cond itions are  th e  
sam e in  b o th  cases, i.e .: c u ttin g  speed, d e p th  of cu t, feed , an d  th e  too l m a te ria l 
are co n stan t.

I t  is s ta te d  th a t  th e  m easu rab le  sca r d im ension  of th e  flan k  w ear /I, 
ob ta in ed  on th e  tw o a lte rin g  d iam eters in  th e  m o m en t i, can  be re la te d  as

Fig. 3. The worn region at the m om ent tn o f cutting tim e when a workpiece diam eter having  
radius R  rubs the flank surface. (The unit length  of the cutting edge is considered)

(A)R_ t _  (С)д_а|М =Jp
(^)r

w here D 1.
Fig. 3 shows th e  cross-section  of th e  w orn  to o l, illu s tra tin g  th e  geo

m etrica l position  a t  th e  m o m en t w hen th e  w orkp iece rad iu s  is R.  T he w orn 
region F n show n b y  F ig . 3 m ay  be ca lcu la ted  as th e  sum  o f F1 an d  F2, w here

p  1 „2-*1 =  —  A n ta n  a ;
2

F, =  —  к A r
2 2 *

W hen the  a rc  is s u b s ti tu te d  w ith  th e  ch o rd  a n d  к =  R  — R  • cos cpR n a t  F2,
we get

F„ =  F 1 +  E 1 =  —  Л1 ta n  a
A riR  A„ R

cos CfR n . ( 6 )
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I f  in  th e  m o m en t tn_i  th e  f la n k  w ear is Ап_ъ  th e  w ear should  equal 
F n — F n - i  d u rin g  th e  tim e  in te rv a l tn — tn_ j .  A ccording to  E q u . (6), i t  m ay  
he w ritte n

/E , „  ч 1 ... , Лn R  A n R
(Fn- - K - i )r =  у  A* ta n  a +  —  — — cos <pRn

- A í .  ta n  X -4-
An—i R  A n_1 R

R

'<PR,n-

9 ta n  * ( \n Лп- i )  +  ' (^n  ^n—l)

R
[An cosq>Rn C0 8 f t i M ]

(")

T he la s t  te rm  inside th e  b rack e ts  o f th e  above fo rm ula can  be e s tim a ted . 
I f  th e  rad ius has a va lu e  of 5 to  10 inches, th e  A =  0,001 to  0,05 inch , th e n  
(j) lies a t  3 ' to  35 ' a n d  cos q> varies be tw een  1 an d  0,99996. T h a t  is, th e  la s t 
te rm  n o t show ing a m easu rab le  v a lu e  m ay  be neglected .

C onsidering th e  assu m p tio n  m en tio n ed  in  a)

A — 1^ n —1 ---  LIr
ln—1 0 ,5

( 8 )

S u b s titu tin g  E qu . (8) in to  E q u . (7)

, p  v  ч _ t a n  xA%
n *n-VR  — “ *71 — 1

tn
R à r.

2
1 - *'/1 —  1

0,3

(9)

F o r convenience sake , one m ay  w rite

| l  1= l 1

4II 1 — tn—1 0,5

tn tn
=  В

a n d  sim ilarly  deriv ing  E q u . (9) for th e  case of R  — Ó, as th e  ra te  of th e  w orn 
cross-sections, we o b ta in

(F„ -  t an<x(A*)R A  +  R (A n)R ■ В  T (1())

(K ~~ K - i  )r- ö ta n  x(ÂZ)R- à A + ( R -  ô)(An)R_ ô В

because  we have assum ed  th a t  th e  c u ttin g  conditions are th e  sam e an d  th e  
w ear vo lum e m ust be equal a t  th e  sam e tim e .
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A nalysing  th e  va lu e  of E qu . (10), if

b t- l In and  An -* A

we fin d  th a t  А / В  —>■ 2 an d  th e  above fo rm u la  w ill be

(A)r [2 ta n  ж (A)R +  R]  

(^ )л -б  [2 ta n  x ( A )R_ i +  Ä A]
1.

D iv id ing  w ith  2 ta n  x(/l)#  an d  considering  th a t  ( !)/?—*/(.1 )/? 
becom es

R

( И )

D, E qu . (11 )

1

I)

1

D 4-

2 ta n  ж {A)r 
R =  1.

2 ta n a ( Z l ) w 2 ta n x ( Z l) R

For convenience, if one w rites

th en

E =  R  and G =  -
2 ta n  x ( A ) R 2 ta n  ж  (à)p

D

E q u . (12) show s th a t

1 + E
D +  E  G

D >  1 ,

( 12)

because in th e  cases of D <  1 or В  =  1, t h a t  w ould be a c o n tra d ic tio n , q .e .d .
By sim ilar m ethods it  can be show n, t h a t  if  у 0, v. =/= 0 th e n  th e  te rm s 

E  an d  G of E q u . (12) arc  (see A ppendix  I):

(1 A  2 ta n  ж ta n  y) RE  =  ---------------- A?----
2 ta n  ж (An)R cos x

an d  (13)
(1 -f- 2 ta n  ж ta n  y) ô

Cr = -----------------------------------
2 ta n  ж (An)R cos x

F rom  th e  above analysis it is ev id en t th a t  cu ttin g  resea rch  experim en ts 
b y  tu rn in g  stee l do n o t give th e  sam e resu lts  w hen  th e  te s t  b a r  d iam eters are 
a lte red  an d  th e  m e th o d  of m easuring  1 f la n k  w ear for e s tim a tin g  too l life 
is used, ex cep ted  w hen x =  90°. In  th is  case R  =  oo.

I t  is also ev id en t th a t  E q u . (1) is r ig h t, b u t it m ay he p roved  only in 
th e  case of tu rn in g  on th e  sam e d iam eter, o f course m easu ring  flan k  w ear
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w ith in  the  ran g e  o f  A  values below  th e  te m p e ra tu re  sen sitiv e  region. I t  follow s 
t h a t  th e  rule o f m e ta llic  w ear does n o t  a lte r. M oreover, because th is  ru le  is 
v a lid , th e  A v a lu es  deform  b y  “ D ”  on a n o th e r d iam ete r.

B y E qu . (12), app ly ing  th e  te rm s  E  an d  G o f E q u . (13), th e  v a lu e  of 
D  m ay  be ca lcu la ted .

For exam ple, if  one has the fo llow ing d ata :
R  =  5 inch, <5 =  0,1 inch, a  =  6°, y  =  2°, (d)^ =  0,04 inch, then D  will be ~  1,025, 

i. e. the measured (d )^ _ê values increase b y  2,5% on the sm aller diameter.

The d e fo rm a tio n  will be g re a te r  in  th e  case w hen  tu rn in g  w ith  th e  sam e 
to o l from  th e  b eg in n in g  of th e  te s t ,  a n d  th e  d iam ete r m u s t be changed  d u rin g

F ig . 4. Geometrical position  when w orkpiece diam eter is changed characterized as (R)
-*■ (R  — <5), ju s t  after the change

th e  cu ttin g  tim e . F ig . 4 shows th e  geom etrical p o sitio n  ju s t  a f te r  th e  d ia 
m e te r  change in  th e  m om ent tn. I t  is ev id en t th a t  a de fin ite  t' tim e  is need ed  
u n ti l  th e  new  w orn  section reaches th e  edge of th e  la s t  w ear scar rem ain in g  
a f te r  th e  change a t  tn, i.e. (A)R_0 w ill be  equal (/1)r . In  th is  case t' tim e  perio d  
A  value is n o t m easu rab le  (no t b e in g  visible b y  th e  u su a l w orkshop m ic ro 
scope). I f  one does n o t  know  a n y th in g  a b o u t th is  t'  tim e , th e n  a fte r  a d efin ite  
tn -(- i tim e p e rio d , w here t t ' ,  one is to  m easure a A v a lue  w hich  is su p 
posed ly  g rea te r  th a n  i t  w ould be  w ith o u t change because  th e re  is a section  
ra tio  dete rm in ed  as follows

F ( A B D )  +  F ( A B E )  _  F ( A B E D )
F ( A B D )  F ( A B D )  ’

w here F (A B D )  rep resen ts  th e  a rea  A B D  fo rm erly  w orn  an d  F ( A B E )  re p re 
sen ts  th e  area  A B E  to  be w orn b y  th e  new  w orkpiece d iam ete r (see F ig . 5 and  
A ppend ix  II).
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Fig. 5. Determ ining the as ratio when (R ) -> (R  — ô) is changed
Areas to he considered: A BD area formerly worn b y  workpiece surface characterized by  radius R; ABE area to  be worn 
crut by the  new workpiece surface characterized by radius R — ô ; AEBD (as ABD + ABE) area th rough  which the new 

rubbing surface passes the  tim e t’ (see A ppendix  II)

Table I

D* values in the function o f  as

a* D* at D*

5
3 0,414 T 0,061

6
2 0,224 T 0,048

3 7
2 0,118 6 0,041

4 8
3 0,081 7 0,036

W ith  th e  a id  of geom etrical analysis i t  can  be  derived  [9] t h a t  th e  fac to r  
of d e fo rm ation  in  th e  abo v e-m en tio n ed  case is

K D =  (1 +  D*)D , (15)

w here D* depends on as an d  D  can  be ca lcu la ted  b y  E q u . (12) a n d  (13).
T his phenom enon  of th e  geom etrica l p o sitio n  can be fo llow ed b y  an 

ex ac t m a th e m a tic a l considera tion , b u t  i t  is d ifficu lt to  o b ta in  fo rm u las  for
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p rac tica l ca lcu la tio n s. I t  M ould  be in te re s tin g  on ly  fo r th e  sake o f th e  th e o ry  
itse lf. In  th e  op in ion  of th e  a u th o r  an  a p p ro x im a te  m eth o d  is en o u g h , f irs t 
to  ca lcu late  th e  ra tio  as, second  to  e s tim a te  D*,  from  th e  p o in t o f  v iew  of 
checking th e  e x p e rim e n ta l d a ta  on ly . This M'as developed  b y  th e  a u th o r  in 
h is w ork [9] re fe rre d  to . F o r  p ra c tic a l use see T ab le  I ,  concern ing  th e  values 
o f D* re ferring  to  a given value  o f as. One m eth o d  fo r ca lcu la tin g  as is show n 
in  A ppendix  I I .

IV'. E x p erim en ta l resu lts

The ex p e rim en ts  M'ere m ade w ith  a h igh  speed  tool an d  ca rb id e  tool. 
Besides, th e  a u th o r  has in v e s tig a te d  m a n y  p u b lish ed  d a ta  of o th e r  researchers 
con ta in ing  p a r tic u la rs  on d ia m e te r  o r rev o lu tio n . T he c u ttin g  co n d itio n s of 
th e  ex perim en ts o f  th e  a u th o r  w ere as follows:

M aterial to  be cu t: carbon  stee l, carbon  c o n te n ts  being 0 ,5 % . Tool: 
18-4-1 h igh-speed  s tee l, я =  6°, у — 14°, я =  45°. In it ia l  c u ttin g  d a ta :  rev o lu 
tio n  63/m in, d e p th  o f c u t 2 m m , feed  0,5 m m /rev , c u ttin g  flu id  5 %  em ulsion .

D uring th e  c u ttin g  tim e  th e  te s t  b a r  d iam ete rs  w ere changed  th re e  tim es. 
T he revo lu tion  w as a d ju s te d  to  ge t th e  sam e sp eed , i.e. v =  20 m /m in . The 
m easured  d a ta  are  to  be found  in  T ab le  I I .  T he Л values p lo tte d  in  log-log

[a mm]

Fig. 6. The data of Table II plotted in log-log diagram
C u tt in g  c o n d it io n s . M aterial to  be cut: carbon steel (C =  0 ,5% ); tool: 18—4 — 1 H SS; cu tting  speed: 20 m /m in; dep th  of cut: 
2 m m ; feed: 0,5 m m /rev; cu tting  fluid: 5% emulsion. S tr a ig h t  l i n e :  m easured A  values on the  same w orkpiece d iam eter: 
d o tte d  lin e : in terpola ting  to  i= 1 0  min tim e value to  graphically  check the deform ation  factor K q . The slope o f the  lines 0,.»

d iagram  m ay  be  seen in  Fig. 6. I f  one connects th e  d a ta  m easured  a t  th e  sam e 
d iam ete r w ith  a line hav ing  a slope 0,5, one w ill see th e  d e fo rm atio n  effect 
o f d iam eter ch an g e . T he d e fo rm atio n  fac to r  K D can  be g raph ica lly  d e te rm in ed  
an d  can be checked  b y  th e  a b o v e -s ta te d  m eth o d s. R esu lts  are to  be  seen in  
T ab le  I I I .
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Table II

Data measured by the author (cutting conditions see Chapter I V )

Cutting time, 
[min]

D iam eter of the 
workpiece, 

[mm]

Flank wear, 
[mm] Remarks

6 166 0,12

12 166 0,17

14 166 0,19 Diameter change

16* 162 0,19

20 162 0,23

25 162 0,27

30 162 0,30 Diam eter change

35 158 0,30

40 158 0,36

45 158 0,40 Diameter change

50 154 0,40

55 154 0,50

60 154 0,53

* measured to check the possibility of flank wear appearance.

Table III

M easured and calculated values o f  the deformation factor K D (see Table I I )

D iam eter change, 
characterized by

К D

measured calculated

166 -» 162 1,08 1,066

162 158 1,07 1,067

158 154 1,11 1,088

Mean value: 1,085 1,074

S tu d y in g  d a ta  of o th e r  researchers th is  effect will be m ade clear. F o r 
exam ple F ig . 7 shows va lu es  m easured  b y  th e  research  la b o ra to ry  o f th e  
U n iv e rsity  in  T om sk [8] in  th e  process o f tu rn in g  steel. T he c u ttin g  cond itions 
w ere as follows

W orkpiece: ca rbon  steel.
Tool: 1 8 —4 — 1 h igh -speed  steel, sc =  12°, y =  15°, x — 45°.
C u ttin g  d a ta : v =  8 m /m in , d ep th  o f c u t =  1 m m , feeb =  0,2 m m /rev .
In itia l te s t  b a r  d ia m e te r: 170 m m .
T he A values p lo tte d  a g a in s t c u ttin g  tim e  in  log-log d iag ram  are  to  be 

seen in F ig . 8.
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As i t  is show n d u rin g  th e  te s t  th e  d iam e te r was ch an g ed  a t  t =  70; 270; and  
340 m in. T h a t is, th e  te s t  b a r  h a d  tw o  steps, one w ith  a le n g th  of 210 m m  and  
a n o th e r  w ith  600 m m . In  th is  case th e  ca lcu la ted  v alue  o f defo rm atio n  fac to r 
is w ith in  th e  range  of th e  e rro r o f m easu ring  (very  sm all A va lues), b u t  th e  
l'  tim e  period, w hen  f la n k  w ear increase is n o t v isib le , can  be d iscerned .

TO m  300 400 500 600 T[minJ
Fig. 7. A values m easured by the research laboratory of the U n iversity  in  Tom sk [8]

C u llin g  c o n d i t io n s :  cu tting  speed =  8Jm /m in; dep th  of cu t =  1 m m ; feed =  0,2 m m /rev. (Steel: HSS tool.)

Fig. 8. The data of Fig. 7 plotted in  log-log diagram
S tr a ig h t  l i n e :  m easured A  values on the  same w orkpiece diam eter; d o tte d  l i n e :  represents th e  C cu tting  period, when A  is

unm easurable (see Chapter III) .

V. Conclusions

On th e  basis o f th e o re tic a l a n d  ex p erim en ta l in v es tig a tio n s  i t  m ay  be 
assu m ed  th a t ,  accord ing  to  th e  th e o ry  of m eta llic  w ear, th e  v o lu m etric  ra te  
o f  fla n k  w ear is c o n s ta n t d u rin g  th e  c u ttin g  tim e  below  th e  ran g e  of th e  te m p e r
a tu re  sensitive region.

I t  is obvious th a t  th e  h y p o th esis  a b o u t “ b reak  in ”  range  an d  c o n s tan t 
ra n g e  of th e  too l-w ear ph en o m en o n  especially  in  tu rn in g  is n o t co rrec t, because 
th e  fu nc tion  of A =  Ct0a can  be  realized  w hen c u ttin g  on th e  sam e te s t  b a r  
d iam ete rs . The so-called  te m p e ra tu re  sensitive  region cou ld  se t in , because
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“ c ra te r in g ”  increases to g e th e r  w ith  th e  fla n k  w ear decreasing  th e  m echan ical 
s tre n g th  o f th e  c u ttin g  edge. I f  th a t  is th e  case, one m ay  assum e th a t ,  n ear 
th e  c u ttin g  edge, som e p a r ts  of th e  edge begin  to  b re a k  o u t in creasin g  th e  
ru b b in g  coefficient be tw een  th e  too l-w ork  in te rfaces . C o nsequen tly , th e  
te m p e ra tu re  grows decreasing  th e  h a rd n ess  of th e  tool an d  in creasin g  th e  
w ear-ra te .

I t  is ev id en t th a t  th e  so-called idea l w ear curve does n o t  show  th e  
p h ysica l p h enom enon  of w ear, in  fa c t w hen  tu rn in g  steel. T he slope o f th e  curve 
was idealized  on th e  assu m p tio n  th a t  one can m easu re  w ith o u t e rro r. In  fac t, 
A va lues in co rp o ra te  a deform ing effect on th e  changed  w orkpiece d iam eter. 
The analy sis  has show n, th a t  th e  d efo rm atio n  lead ing  to  th is  e rro r  m u s t ap p ea r 
in acco rdance  w ith  th e  ru les of m eta llic  w ear. I t  can  be ca lc u la ted  a p p ro x i
m a te ly , an d  in  th is  w ay  th e  assum ed  th e o ry  m ay  be checked, b y  com paring  
th e  ca lcu la ted  an d  th e  m easured  A  va lues.

M oreover, th e  ab ove-m en tioned  phenom ena m ay  be th e  cause o f th e  so- 
called period ic  w ear ra te  cycle [11]. T h is effect o f geom etrica l re la tio n s  m ay  
also be th e  cause o f m an y  co n trad ic tio n s  found  on tu rn in g  ex p e rim en ts  w hen 
ap p ly in g  th e  m e th o d  of flan k  w ear m easu ring . T herefo re , i t  is p re fe rab le  to  
ap p ly  a n o th e r  m e th o d  o f ev a lu a tin g  too l life, w hen  th e  rad iu s  o f th e  w ork- 
piece d iam e te r  R  =j= с о  or R  is n o t c o n s ta n t d u rin g  th e  c u tt in g  period . The 
a u th o r  supposes th a t  sim ilar errors o f m easu rem en t m ay  be found  in  o th e r 
c u ttin g  m eth o d s as w ell, w hich should also be in v e s tig a te d  in  a s im ila r fash ion .

A P P E N D IX  1

Derivation of  Equation (13),  Chapter 111

a) Considering the case, when 0. According to Fig. 9, if  we assum e th at Section  
A  A  is taken  as perpendicular to the cu tting  edge declining w ith  « to the direction o f feed , 
it  is clear th a t the rubbing surface is a cone, w hich has a radius ~R greater than  R.

I f  к  <  45°, the radius m ay be calculated from  an ellipse; 
if  X =  45°, the radius m ay be calculated from  a parabola;
if X >  45°, the radius m ay be calculated from a hyperbole. _
In the special case of y. =  90° the R  is infin ite. I t  can be verified th at the radius; R  

is equal in  every case to cR ,' where R '  =  R /cos к and the values o f c vary betw een 0,96 4 -0 ,98 , 
which is practically  equal to 1, so then it  m ay be w ritten ш  R ' that is

R
R <*•<---------- .cos X

b) Considering the case when y ? £ 0 .  I f  y  =  0 — according to Fig. 5 — the sum  o f  
А , -j- A ’n m ust be taken in to  consideration in  deriving the basic Equs (5 )—(12).

From  the geom etrical position shown in  Fig. 5 it  follow s w ith a good approxim ation that

An =  2 An tan a  • tan у  .
T hat is

A„ +  A'„ =  An +  2 An tan a  • tan  у  .
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c) Solution o f  the basic equation. The basic equation can be derived from a)  an b)  as 
shown in the following.

A t a given tn tim e the worn region F n o f the flank wear in section A  A  (see Fig. 9)
w ill be

1 1 R
F n =  (zL - f  2 z1„ tan a  • tan y)'1 tan a  H— — (zL -f* 2 ZL tan  a  • tan y ) --------------

I  I  COS X

1 R
----- Y  (A„ +  2 A„ tan a  • tan y )  cos — An tan a ■ tan y  An (tan a +  tan y ) .

F ig. 9. Geom etrical position  when к y í  0. R  is the radius o f the lim it curve gained by the  
section at B. R ' is the radius o f the circle used for substitu ting the curve m entioned. It is shown  

that R =  c R \  where num erical value o f c m ay be calculated in  any case o f x.

After reducing we get 

1
F n =  ~y  An tan  a +  2 An tan2 a • tan y  +  2 A,i tan2 a. ■ tan2 y  +

H---- ( 1 + 2  tan a  • tan  y ) --------------- 'lfl^ (1 +  2 tan a tan y)  cos
COS К i  cos к

— zln (tan2 a  ■ tan у  +  tan a  • tan2 y) .

After neglecting the square values o f the very low tangents

F n =  An tan  a  -j— z1n R (1 +  2 tan a • tan y )  —

A„R
2 cos«

[(1 +  2 tan  a • tan y )  cos (9>„)ff] .
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B y similar m ethods shown in Chapter 2 we can calculate the ratio of

(F n — to (F n — i 'n - i)«  i  -

where Fn m eans the worn region of the flank wear at the tim e tn and Fn _, the value of the  
worn region at th e  tim e tn- l , respectively (as shown in the case o f x =  0 and y  =  0) . 

W ith this w a y  we get

g  ( 1 + 2  tan  a ■ tan  y) R
2 tan a (An)R COS X

ç  (1 +  2 tan  a  tan  y) Ó
2 tan <x(A„)r COS X

A P P E N D IX  I I

To determ ine the as ratio m entioned in  Chapter III the author proposes the follow ing  
m ethod (because exact m athem atical m ethod is d ifficu lt to he expressed in closed form).

Fig. 5 shows the various section areas in  the m om ent t„, ju st after the diam eter is 
changed. A t th a t m om ent the tool surface worn b y  the workpiece diameter having radius 
R  contacts the new  workpiece surface having radius R  — Ô . The characteristic data are 
a  clearance angle, y  rake angle, the m easurable wear dim ension An, which la tter  lies a t the 
given  m om ent from  the section line at a d istance Л'п . According to Fig. 5 the follow ing for
m ulas m ust be determ ined:

a ) as ratio as F (A E B D )/F (A  BD ). The above ratio m ay be calculated, if  the follow ing  
areas are known:

F I =  (A C E )  which is  a half circle section area having a w idth  of 2 An and a height z;
F it  =  (A B C )  which is also a half circle section area having a width o f 2An and a 

height к ;
F i l l  =  (B C D )  sim ilarly a half circle section area having a w idth of 2x and a height к .

Then

as
F j — F j/ i 
F I — F lr

b) I.e. by  data к , x , z and the measured An, that ratio m ay be determined. N eglecting  
the value A'n it  can be w ritten

к =  R  — R  cos x  =  (R  — ô) sin (p., and z  =  R  — ô (1 — cos (p3) .

c) The va lues of <pl4 <p2, ç?3 m ay be determ ined w ith the aid of a log-table as follows 
(see Fig. 5)

=  cos^ = lf T r j
and

sin q>3

, where y  =  (R  — 6) — к

àn
R  -  ô '

d) For exam ple given  the following data:
R  =  79 m m , 0 =  2 m m , An =  0,4 m m  (m easured at a cutting test, where a =  8° 

and y  =  12°) w e get by the above calculation

as =  1,242 —— .
5 4

*
*
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The a u th o r  w ishes to  express his th a n k s  to  P ro f. F . L e t t n e r  for m ak in g  
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E IN E  K O R R IG IE R T E  M ETH O DE  
FÜ R  D IE  BESTIM MUNG DES FR E IFL Ä C H E N V E R SC H L E ISSE S  

BEIM D R E H E N  MIT E IN EM  E IN SC H N E ID IG E N  W E R K Z E U G

I. KALÁSZI

ZUSAM M ENFASSUNG

Der Verfasser untersucht die M essung des beim  Drehen auftretenden Freiflächenver- 
schleißes. Der Freiflächenverschleiß w eich t von der bekannten G esetzm äßigkeit des M etall
verschleißes ab; die U rsache hierfür haben die Forscher bisher nicht untersucht, auf Grund 
der Annahm e, daß die M essung selbst falsch sei. Dies is t  die Grundlage für die in der Arbeit 
zusam m engefaßten Untersuchungen. D ie Arbeit bew eist theoretisch, daß die meßbare Größe 
des Freiflächenverschleißes vom  Durchm esser des Versuchsstückes beeinflußt wird. W enn  
während des Versuchs die Größe des Durchm essers system atisch  geändert wird, so werden 
die M eßergebnisse verzerrt. Auf Grund der abgeleiteten Zusammenhänge kann der Verzerrungs
faktor K q  berechnet werden. Die in  der Arbeit beschriebenen Versuche bestätigen die theore
tischen Erwägungen. Aus den Untersuchungen kom m t der Verfasser zu dem  wesentlichen  
Schluß, daß die durch die Messung des Freiflächen Verschleißes durchgeführten Bestim m ungen  
der Standzeit von W erkzeugen beim  Drehen nur dann verläßlich sind, wenn die Größe des 
Durchmessers des zerspanten Probestücks n icht geändert wird.
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M ÉTH O DE R EC TIFIÉE PO U R D É T E R M IN E R  L’U SU R E  DO RSALE A U  TO URN AG E  
AVEC O UTIL A U N  T R A N C H A N T

I .  KALÁSZI

RÉSUM É

L’auteur étudie la mesure de l’usure dorsale se produisant au cours du tournage. Entre 
l ’usure dorsale et le phénomène bien connu de l’usure du m étal existe une différence, dont 
la cause n’a pas encore été cherchée dans l’erreur de la mesure elle-m êm e. Les exam ens décrits 
dans l ’article sont basés sur cette hypothèse. L’article dém ontre théoriquem ent que le degré 
m esurable de l ’usure dorsale dépend de la  grandeur du diam ètre de la piece à l ’essai. Si on 
change régulièrem ent la grandeur du diam ètre au cours de l ’essai, les résultats de mesure 
se déform ent. A l’aide des relations déduites, le coefficient de déform ation K q peut être 
calculé. Les essais présentés confirm ant les considérations théoriques am ènent l’auteur à 
cette constatation  essentielle, que les déterm inations de la  durée du tranchant de l’outil, 
effectuées par des mesures de l’usure dorsale, ne sont sûres que si le diam ètre des pièces 
soum ises à l ’essai reste constant.

СКОРРЕКТИРОВАННЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИЗНОСА ЗАТЫЛКА 
ПРИ ТОКАРНОЙ ОБРАБОТКЕ СТАЛИ ПРОСТЫМ ИНСТРУМЕНТОМ

И . К А Л А С И

РЕЗЮМЕ

Автор исследует измерение износа затылка, образующегося при токарной обра
ботке. Между известными закономерностями износа металла и действительным износом 
затылка существует определенное отклонение, причину которого исследователи до сих 
пор еще не изучили, считая, что само измерение имеет погрешности. На этом и основаны 
исследования, описанные в статье. В статье теоретически подтверждается, что на изме
ренный размер износа затылка воздействует размер диаметра опытного образца. Если в 
процессе испытаний систематически изменяется размер диаметра, тогда искажаются 
результаты измерений. При помощи выведенных зависимостей можно вычислить коэффи
циент искажения K d- Продемонстрированные эксперименты подтверждают теоретиче
ские соображения. На основе проведенных исследований автор делает существенный 
вывод о том, что определение срока службы режущей кромки инструмента, выполненное 
измерением износа затылка, является надежным только в том случае, если не изменять 
размера диаметра опытных образцов, подвергаемых токарной обработке.
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DETERMINATION OF THE FREQUENCIES OF WAKES
SHEDDING FROM CIRCULAR CYLINDERS

<*
J. VARG A and GY. SE B E ST Y É N  

[Manuscript received February 21, 1964]

The paper presents the results obtained from  the experim ents made for the purpose 
of determ ining the frequency of wakes shedding from  a circular cylinder placed in water flow  
with values above the critical R eynolds-num ber. The determ ination of the frequencies was 
made by pressure gauges, stroboscope, vibration-m easuring head, strain gauges attached  
to the wall o f the test section and acoustic noise m easurem ents. The experim ents have given  
the relation S =  С y<r between the Strouhal-num ber and the cavitation  num ber; this relation  
can be supported by theoretical considerations, too . The authors present the relations betw een  
frequency, pressure and velocity  in diagrams also verified b y  the results from  the m easurem ents. 
They state  th a t in  the neighbourhood o f the critical Reynolds-num ber and above it , w ith  
cavitating flow , the Strouhal-num ber is a function  of the cavitation num ber and its value  
is not determ ined b y  the Reynolds-num ber. T hey have observed a regular eddy-generation  
in the region o f the critical Reynolds-num ber as well. In  the neighbourhood of the critical 
Reynolds-num ber the sudden decrease o f the drag coefficient is also determ ined by the  
cavitation  num ber and, w ith a given cavitation  num ber, the value of the drag coefficient 
is independent o f  the Reynolds-num ber.

Symbols

Re  =  v„d/v
»00

d

s =fdt V„ 
f
v = ( P oo- P vW q/ 2 ) v
Poo
Pt>
(q! 2 ) u o o o

Vron

is Reynolds-num ber, where 
is the velocity  o f undisturbed flow ; 
is the diam eter o f cylinder; 
is the kinem atic viscosity; 
is the Strouhal-num ber, where 
is the frequency o f the shedding wakes; 

œ о is the cavitation-num ber, where
is the am bient (free stream ) pressure;
is the vapour pressure at the given temperature;
is the dynam ic pressure;
is the ve locity  in  the centre line of flow ; — i v„  ;
values o f i for the test sections under a )  and b)  198 X 200 mm and
48 X 200 m m , respectively , ia sd  1,0, ij  1,05 ;
is dim ensionless ca v ity  len gth , where lc i s  the cav ity  length  measured 
from the centre line of the cylinder (by visual observation).

I. Introduction

In  th e  course of ex p erim en ta l s tu d ies  on in v es tig a tin g  th e  scale effect 
o f c a v ita tio n  erosion w ith  a c ircu la r cy lin d er m odel [1 , 2 ], th e  frequencies 
of cav ities sh ed d in g  from  th e  tw o  sides o f th e  cy linder w ere sim u ltan eo u sly  
de te rm in ed . T he purpose of these  ex p e rim en ts  w as to  c larify  th e  co rre la tion  
betw een  th e  S tro u h a l n u m b er an d  th e  c a v ita tio n  num ber.
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T he ex p erim en ts  w ere carried  o u t in  tw o  te s t  sections each h av in g  
d iffe ren t cross sec tions, w ith  c ircu la r cy linders of id en tica l size, b e tw een  
th e  lim its  of R ey n o ld s-n u m b ers  3,28 X Ю 5 — 7 X 10°. In  th is  region of R ey- 
n o ld s-n u m b ers , th e  values of S tro u h a l-n u m b ers , as d e te rm in ed  b y  v a rio u s 
in v e s tig a to rs , c a n n o t be considered  as fu lly  u n am b ig u o u s; those  above R ey- 
n o ld s-n u m b er 5 X Ю5 are even u n k n o w n . T he co rre la tions betw een  th e  
c a v ita tio n  n u m b e r a n d  th e  S tro u h a l-n u m b e r have  h a rd ly  been  su b jec ted  to  
a n y  in v es tig a tio n  a t  all. T he p re se n t p a p e r  sum m arizes th e  ex p e rim en ta l 
re su lts , com paring  th e m  w ith  th e  d a ta  o f th e  p u b lica tio n s of m a jo r im p o rtan ce  
h ith e r to  pu b lish ed  a n d  offers some ex p lan a tio n s  o f th e  re su lts .

II. Experimental apparatus

T he ex p e rim en ta l s tu d ies  w ere c o n d u c ted  in  th e  tw o-d im ensional closed 
c ircu it w a te r tu n n e l a t  th e  D e p a rtm e n t o f H y d rau lic  M achines, P o ly tech n ica l 
U n iv e rs ity , B u d ap est. T he d im ensions o f th e  h o rizo n ta lly  a rran g ed  te s t  
sec tions w ith  re c ta n g u la r  cross sec tion  a n d  tho se  of th e  h o rizo n ta l c ircu la r 
cy lin d er p laced  p e rp en d icu la rly  to  th e  d irec tio n  of flow , are show n in  T ab le  I .

Table I

W idth H eight
!

Dimensions of cylinder

a) 198 mm 200 m m 0  48 X 198 mm

Ь, \ 48 mm 200 m m 0  48 X 48 mm

D ete rm in a tio n  o f th e  frequencies of cav ities shedd ing  from  th e  cy lin d er 
w as accom plished  in  th e  te s t  section  m ark ed  a)  b y  m em b ran e -ty p e  p ressu re  
gauges an d  b y  stroboscope ; in  th a t  m ark ed  b) b y  stroboscope a n d  so und  
freq u en cy  ana lyzer.

Fig. 1 show s th e  te s t  section  48 X 200 m m . T he walls o f th e  te s t  sec tion  
on th re e  sides w ere m ade o f th ic k  (50 m m ) t ra n s p a re n t  p lex ig lass; on th e  fo u rth  
o f th ic k  (50 m m ) stee l p la te . One side o f th e  c ircu lar cy linder m odel is fa s ten ed  
in to  th e  steel p la te , on th e  o th e r side i t  ex ten d s  in to  th e  plexiglass w all. T he 
te s t  section  198 X 200 is of sim ilar design w ith  considerab le  d ifference in w all 
th ick n ess  (th e  stee l p la te  being  12 m m , th e  plexiglass p la tes 15 m m  th ick ). 
S tre a m  v e lo c ity  a n d  p ressu re  cond itions w ere a d ju s ta b le . T em p era tu re  of th e  
w 'ater varied  d u rin g  ex p erim en tin g  b e tw een  17 4 - 23 °C.
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Fig. 1. Sectional v iew  o f the test section 48 X 200 m m

III. Cavitation number and cavity length

T he re la tio n  betw een  th e  c a v ita tio n  n u m b e r a n d  th e  le n g th  o f cav ita tio n  
zone is show n in  Figs 2a an d  2b. T he w akes begin  to  shed  in  th e  reg ion  betw een  
a =  2,4 -f- 2,5 values. W ith  th e  fo rm er, a t  a la rg e r c a v ita tio n  n u m b e r th e re  
is only a fa in t m u rm u rin g  noise to  be h ea rd , w hich  grows in to  an  ever stronger 
one, as th e  ca v ita tio n  n u m b er decreases. The beg inn ing  o f sep a ra tio n  can be

Fig. 2a. The relation of the cav itation  num ber (a) and the ca v ity  length  (lc), in  the test section
198 X 200 mm
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Fig. 2b. The relation o f the cavitation  num ber (a) and the cav ity  length  (lc) in the test section
4 8 X 2 0 0  mm

observed  in th e  fo rm  o f in d iv id u a l th in  fuzzy  traces; as th e  ca v ita tio n  n u m b er 
decreases, th e se  a p p e a r along th e  fu ll w id th  of th e  cy lin d er. I f  th e  cav ita tio n  
n u m b er is s till fu r th e r  decreased , th e  fuzzy  traces becom e fu ller an d  fu ller and 
fo rm  reg u la r v o rtices  t h a t  will a p p e a r  as a sh o rt c a v ita tio n  zone fo r th e  v isual 
observer. In  p h o to g rap h s  ta k e n  w ith  sh o rt exposure tim es th e  v o rtices  can 
be well seen (F ig . 3). W ith  a fu r th e r  decrease in  th e  c a v ita tio n  n u m b e r th e  
len g th  of th e  o b servab le  c a v ita tio n  zone will also grow  (F igs 4 an d  5). W hen 
th e  leng th  of th e  zone reaches th e  th reefo ld  value o f th e  cy linder d iam ete r, 
th e  values p roduce  a fix ed  c a v ity  (s te a d y -s ta te  c a v ity , Fig. 6 ).

Fig. 3. Photograph of eddies shed from the circular cylinder in test section 198 X 200 mm- 
a  =  2,18; Re — 6,35 X 10s. T im e o f exposure: t — 2 • 10-e  s
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Fig. 4. Photograph o f eddies shed from the circular cylinder in test section 198 X 200 m m . 
о  =  1.80; Re  =  4.97 • 105; d =  48 m m . T im e of exposure: t — 2 • 10~6 s

Fig. 5. Photograph o f the cavitation zone in test section  198 X 200 m m . d  =  48 m m ; a  =  
=  1,50; Re =  6,6 ■ 105. Time o f exposure t =  5 • 1 0 -5 s

Fig. 6. Photograph o f  the cavitation  zone in test section 198 X 200 mm; d  — 48 mm, о  =  1,45: 
Re  =  6,5 • 105. Tim e o f exposure: t =  2 • 10-6  s
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IV. Determination of the frequency number

T he p ressu re  f lu c tu a tio n s  were reco rd ed  in  th e  te s t  sec tion  of 198 X 200 
m m  cross section  b y  m ean s of m em b ran e -ty p e  pressure  gauges screw ed in to  
th e  w all o f th e  te s t  sec tio n ; an d  s tra in  gauges w ere a tta c h e d  to  th e  m em b ran es  
a n d  co nnec ted  to  an  e lec tric  b ridge. F eed in g  2 kH z ca rrie r  freq u en cy  m o d u 
la te d  in  th e  rh y th m  of p ressu re  changes to  a m ain  c u rre n t o u tp u t-a m p lif ie r , 
th e  am plified  signals w ere reco rded  on an  osc illograph  ta p e . T im e was m e a su re d  
b y  1 sec signals su p erp o sed  on th e  500 H z tim e-signa l; th e se  signals w ere

Fig. 7. Place of the m em brane-type pressure gauges on the steel wall o f the test section
198 X 200 m m

given b y  a signal-g iv ing  s to p -w a tch  th ro u g h  a m u lti-c o n ta c t re lay . In  th e  stee l 
w all o f th e  te s t  sec tion , a long  th e  m idd le  line an d  a t  d is tan ces  as show n in 
F ig . 7, fo u r pieces o f p ressu re  gauges (m a rk e d  I — IV) w ere placed. T h u s , it  
w as p ro b ab le  th a t  th e re  w ould  alw ays be  a gauge th a t  w ould  resp o n d  well 
to  th e  pressure  changes caused  b y  th e  w akes passing  befo re  it. F o r th ese  
in v es tig a tio n s  — th o u g h  th e  ca lib ra tin g  p ressu re  values w ere also re g u la rly  
reco rded  on th e  oscillograph  — th e  p re ssu re  values w ere n o t needed , as th e  
p u rp o se  of th e  ex p e rim en ts  was solely to  d e te rm in e  th e  frequencies.

Some of th e  oscillogram s are show n in  F igs 8 a, 8 b , 8 c, 8 d. A t th e  b o tto m  
of each  figure  th e  1 sec tim e  signals su p erp o sed  on th e  500 H z tim e signal are 
show n. Going from  th e  b o tto m  u p w ard s, th e  signals o f m em branes I , I I  an d  
I I I  are given. T he c a v ita tio n  num ber, R ey n o ld s-n u m b er, c av ity  le n g th  an d  
th e  m easured  freq u en cy  are  given in  th e  legends of th e  g raph . T he gauge 
n u m b e r in  b ra c k e ts  a t  th e  end of each  leg en d  refers to  th e  gauge th a t  show s 
th e  d a ta  to  d e te rm in e  th e  frequency  g iven  in  th e  legend  o f th a t  p a r tic u la r  
g raph .

T he m easu red  freq u en cy  d a ta  w ere checked b y  a stroboscope (T ype 
R FT -L S-1); th e  la t te r  w as prev iously  c a lib ra te d  b y  an  electronic im pulse- 
co u n te r device (D ISA ). T he resu lts o b ta in e d  from  th e  stroboscope show ed
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Fig. 8a. Oscillograph exposure made from pressure changes, о  =  2,21: Re 6,32 • 105; lc ^  4,5
cm; f  Qd 77,4/s (Membrane II)

Fig. 8b. Oscillograph exposure made from pressure changes, a  =  2,06; Re  =  6,27 • 10J; 
lc q=í 6,5 cm; / s*i 76,5/s (Membrane III)

Fig. 8c. Oscillograph exposure made from pressure changes, rr =  1,97; Re =  5.79 • 105; 
lc 6,5 cm: f  Qd 67,0/s (Membrane III)]

Fig. 8d. Oscillograph exposure made from pressure changes, о  =  1,61; Re =  6,39 • 105’ 
l. Qd 10 cm; f  Qd 67/s (Membrane III)
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Fig. 9a. Oscillograph exposure made from  pressure changes, a  =  2,68; Re =  6 • 105; lc =  0
cm; f  is uncertain

Fig. 9b. Oscillograph exposure made from  pressure changes, a  =  2,47; Re =  5,95 ■ 105;
lc a t  3,8 cm; f  72/s (Line 2, 3)

Fig. 9c. Oscillograph exposure m ade from  pressure changes, a  =  1,79; Re =  5,95 • 105; lc öá
a* 9,0 cm ; / ù ï 61,5/s. (Line 2, 3)

good agreem ent w ith  th e  frequency  n u m b ers  o b ta in ed  b y  m eans of th e  pressure  
gauges. D ifferences w ere w ith in  ^  1 frequency .

F or fu rth e r  check ing  a n o th e r  gauge was m o u n te d  on th e  plexiglass side 
of th e  te s t section opposite  to  th e  p ressu re  gauge p laced  a t  I. H ow ever, th is  
second  gauge d id  n o t  ex ten d  in to  th e  te s t  section, b u t  w as su p p o rted  b y  a p is
to n  m oving in th e  d u c t;  th e  o th e r en d  of th e  p is to n  w as su p p o rted  b y  th e  side- 
w all o f th e  te s t  sec tio n  and  th e  m em b ran e  was s lig h tly  p restressed . T hus th e  
m em b ran e-ty p e  gauge was used  as a v ib ra tio n -m easu rin g  head . B esides, onto  
th e  sam e plexiglass side wall th a t  su p p o rte d  th e  fo rm er v ib ra tio n -m easu rin g  
h e a d , a s tra in  gauge w as a tta c h e d  opposite  to  th e  p ressu re  gauge m ark ed  IV .
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The frequency  of th e  m o d u la tio n  received  th ro u g h  th e  changes in  th e  re s is t
ance of th e  s tra in  gauges a t ta c h e d  on to  th e  w all an d  o f th o se  on th e  m em brane 
ac ting  as v ib ra tio n -m easu rin g  h e a d  was reco rded  b y  th e  oscillograph  in  th e  
w ay p rev iously  described . F igs 9a, 9b, 9c show  osc illo g ram -p h o to g rap h s th a t  
were ta k e n  from  th e  in d ica tio n s  o f a p ressu re  gauge, a v ib ra tio n -m easu rin g

Fig. 10. Part o f the frequency analysis curve of cavitation  noise, a  =  1,93; Re =  5,29 • 10s;
/ e *  69/s

head  and  a s tra in  gauge a t ta c h e d  to  th e  wall. In  th e  o sc illog ram -p h o to g rap h s 
th e  b o tto m  line is th e  tim e  signal, follow ed b y  th e  signals o f  p ressu re  changes 
tak en  b y  th e  p ressu re  gauge p laced  in  No. I  bo re ; n e x t a re  th e  signals from  
th e  s tra in  gauge, an d  fin a lly  th o se  of th e  v ib ra tio n -sen sin g  h ead . T he frequency  
num bers ca lcu la ted  from  th ese  d a ta  coincide well w ith  th e  re su lts  ob ta in ed  
from  m easu rem en ts m ade in  th e  fo rm er w ay.

In  th e  te s t  section  m ark ed  b an d  hav ing  size 48 X 200 m m , th e  frequency  
of th e  cav ities shedd ing  from  th e  cy linder was d e te rm in ed  b y  a stroboscope, 
an d  th e  values th u s  o b ta in e d  w ere checked, w hile noise w as m easu red  th ro u g h  
a condenser m icrophone b y  freq u en cy  an a ly se r ( B r ü e l  a n d  K j a e r ). The 
applied  freq u en cy  an a ly se r is su itab le  for te s ts  in  th e  20 4 - 20 000 H z region; 
i t  was coupled  to  an a u to m a tic  level reco rder th a t  se t dow n th e  values from
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th e  analyser. T he an a ly se r to o k  m easu rem en ts w ith  c o n s ta n t re la tiv e  b a n d 
w id th . One d iag ram  th u s  o b ta in e d  is given in  F ig . 10. T h e  resu lts  o b ta in ed  
fro m  no ise-m easuring  an d  th o se  from  freq u en cy  an a ly sis  show  excellen t 
ag reem en t w ith  th e  frequencies d e te rm in ed  b y  th e  stro b o sco p e .

V. The resu lts  and  the ir ev a lu a tio n

The values of S tro u h a l-n u m b e rs  ca lcu la ted  from  th e  re su lts  of th e  m eas
u rem en ts , as fu n c tio n s  o f th e  c a v ita tio n  nu m b er, a re  show n in Figs 11 an d  12, 
re fe rring  to  te s t  sec tions a)  a n d  b), respective ly . I t  sh o u ld  be n o te d  th a t  th e  
ca lcu la tion  of S tro u h a l-n u m b ers  re p o rte d  here w as m ad e  w ith  th e  free s tream  
v e lo c ity  (v „ ) v a lues. I f  th e  va lu es  o f th e  S tro u h a l-n u m b ers  a re  ca lcu la ted  w ith  
th e  un iform  free d o w n stream  v e lo c ity  (u =  kv„, w here к =  b/(b — d), b d e n o t
ing  th e  h e igh t o f th e  m easu rin g  u n it) , sm aller n u m erica l va lu es  co rresponding  
to  S '  =  S /1,32 w ill be o b ta in ed . T hese tw o k in d s o f n u m erica l values again  
ra ise  th e  so fa r  n o t fu lly  c larified  p rob lem  of th e  e x te n t o f in fluence  of th e  wall 
effect on th e  freq u en cy  of sh ed d in g  wakes.

D eno ting  th e  lo n g itu d in a l sp ac ing  of th e  v o rtices  b y  /, a n d  th e  re la tive  
ve lo c ity  of th e  v o r te x  co n fig u ra tio n  b y  ty, th e  freq u en cy  of th e  eddies will be 
f  =  t;r//. H ow ever, since vr/v„ — c o n s ta n t an d  since l is a fu n c tio n  of th e  
c a v ita tio n  n u m b e r a , th e  freq u en cy  can be w ritte n  as th e  re la tio n

/  — C'(a)  ■ v „  . (1)

A ssum ing th a t  — as verified  b y  o u r experim en ts —

C'(a) =  C, f è  ,

w here Cl =  const. 
Thus

/  =  Ci v » ]/or .

As from  th e  c a v ita tio n  n u m b e r

Vm =  Co
j Ap
I a

th e  frequency  is
/ =  C.fAp

a n d  fina lly  th e  S tro u h a l-n u m b er

S  =  J ^  =  C f a ,

( 2)

(3)

(4)

( 3 )

(6 )
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w hich  co rre la tion  h ad  been verified  b y  experim en ts  (F igs 11 a n d  12) as well 
as ou r a ssu m p tio n  u n d e r (2 ).

T he c o n s ta n t va lu e  of C is, w ith  th e  te s t  section  a)  (198 X  200 m m ) 
C =  0,191: w ith  b) (48 X 200 m m ) C =  0,197.

Fig. 11. Strouhal-num ber (S ) as a function  of the cavitation num ber (o) in test section
198 X 200 mm

Fig. 12. Strouhal-num ber (S) as a function of the cavitation num ber (a) in test section
48 X 200 mm

B y reason  of th e  foregoing i t  can  be  concluded  th a t  w ith  c a v ita tin g  
flow  th e  S tro u h a l-n u m b er is a fu n c tio n  of th e  cav ita tio n  n u m b er. T he ca v ita tio n  
n u m b er, how ever, depends on p ressu re  a n d  v elocity . I ts  expression  s u b s titu te d  
in to  (6 )

S  =  Ci ( ? )

co n seq u en tly , w ith  ca v ita tin g  flow , th e  S tro u h a l-n u m b er, i.e. th e  freq u en cy , 
will be  d e te rm in ed  b y  ta k in g  p rassu re  a n d  velocity  to g e th e r . T herefo re , 
id e n tic a l va lues of th e  S tro u h a l-n u m b ers  can belong to  d iffe ren t ve locities, 
i.e. R ey n o ld s-n u m b ers , depend ing  on th e  p ressu re , w hich m eans t h a t  d iffer
e n t  S tro u h a l-n u m b ers  can belong to  th e  sam e R eyno lds-num ber.
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A gain , on th e  basis  of th e  foregoing  i t  can  be  s ta te d  th a t ,  w ith  c a v ita tin g  
flow , th e  S tro u h a l-n u m b e r is n o t  d e te rm in ed  b y  th e  R eyno lds-num ber, co n 
t r a ry  to  th e  experience  th a t  w ith  va lu es  u n d e r th e  c ritica l R eyno lds-num ber 
th e  S tro u h a l-n u m b er is a fu n c tio n  o f th e  R ey n o ld s-n u m b er. K e r m e e n , M c
Graw  an d  P a r k i n  [3] h av e  also m ad e  reference  to  th is : “  . . . th e  R eynolds- 
n u m b e r was n o t th e  p rim ary  p a ra m e te r  fo r d e fin ing  in c ip ien t c a v ita tio n .” 
C orrelations betw een  th e  ca v ita tio n  n u m b er, freq u en cy , p ressu re  an d  ve lo c ity  
are  g iven in  Fig. 13. In  T ab le  I I  som e resu lts  from  th e  m easu rem en ts are  show n.

Table II

/ [ I d cs » „ [ m / s ] P o o  [ k p / c m 2] s

7 6 , 5 2 , 0 6 1 3 , 1 9 1 , 8 4 3 0 , 2 8 0

7 7 , 4 2 , 2 1 1 3 , 1 9 1 , 9 7 6 0 , 2 8 2

7 9 , 6 2 , 3 6 1 3 , 1 9 2 , 1 0 8 0 , 2 9 1

6 7 , 0 1 , 6 1 1 3 , 1 9 1 , 4 4 9 0 , 2 4 4

6 7 , 0 1 , 9 7 1 1 , 9 4 1 , 4 4 9 0 , 2 7 0

6 1 , 5 1 , 7 9 1 1 , 8 8 1 , 3 0 9 0 , 2 5 0

6 8 , 2 2 , 2 3 1 1 , 8 8 1 , 5 8 6 0 , 2 7 6

7 2 , 0 2 , 4 7 1 1 , 8 8 1 , 7 9 9 0 , 2 9 2

— 2 , 6 8 1 1 , 8 8 1 , 9 4 6 —

4 8 , 5 2 , 0 0 8 , 6 0 0 , 7 4 0 0 , 2 7 0

T hese agree well w ith  th e  values re a d  from  F ig . 13. O f th e  fo rm er i t  can  also 
be s ta te d  th a t  w ith  c a v ita tin g  flow  th e re  w ill be  no sudden  changes in  th e  
S tro u h a l-n u m b er.

C om paring th e  expressions (6 ) an d  (7) a n d  considering  th a t  in th e  case 
of V =  const and  d  =  const th e  R ey n o ld s-n u m b er is p ro p o rtio n a l to  th e  v eloc
i ty , th e n , in th e  case o f Ap =  con st

Re У a =  const. (8

T his re la tio n  is p resen ted  b y  th e  ex p e rim en ta l resu lts  show n in F igs 14 
an d  15. T he d iag ram s re flec t well th e  in fluence  of te m p e ra tu re , too.

T he changes o f th e  S tro u h a l-n u m b er as a fu n c tio n  of th e  R eynolds- 
n u m b e r were d o cu m en ted  b y  th e  ex p erim en ts  m ade b y  R e l f  an d  Sim m o n s , 
a n d  th e  references in  th e  l ite ra tu re  on th is  su b je c t refer ch iefly  to  th e ir  rep o rts  
[4]. T h e ir in v es tig a tio n s  were m ade w ith  a ir. P rev ious to  th a t ,  R elf  h ad  
d e te rm in ed  th e  freq u en cy  of eddies from  a c y lin d e r p laced  in  w aterflow , b u t  
on ly  fo r sm all R ey n o ld s-n u m b ers . R ecen tly , I tay'A an d  Y a s u d a  [5] con d u cted
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t-f(6) ±
A= 198x200mm2 S - 0,19162

Fig. 13. Frequency ( / )  as a function  of the cav itation  number (a) in  test section 198 X 200 mm. 
The flow  velocity  (vm) and the static pressure ( p a  — p v =  zip) are the parameters

Fig. 14. Reynolds-num her (Re) as a function  of the cavitation  number (a) in test section
198 X 200 mm

ex p erim en ta l stud ies w o rth y  of a tte n tio n , in  th e  course of w hich  th e y  d e te r
m ined , u sing  a h igh an d  low  speed w ind  tu n n e l a n d  w a te r ro ta tin g  vessel, 
th e  freq u en cy  of sh edd ing  eddies in  th e  region o f Re —  6  X Ю 4- 5 X 10°. 
T he m easu rem en ts w ith  th e  cy linder p laced  in  a w a te r  ro ta tin g  vessel were 
m ade on ly  for sm all R ey n o lds-num bers ( 6  X 10 -f- 1 X Ю4); th u s , sim ilar to  
R e l f  a n d  S i m m o n s , no m easu rem en ts  w ere ta k e n  w ith  c a v ita tin g  flow . T heir 
experim en ts  show  th a t  betw een  Re  =  1 X Ю4 -f- 1 X 10° th e  S trouhal-
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n u m b e r  has th e  c o n s ta n t (S  0 ,18) va lu e , an d  th e n , in  th e  n e ighbourhood  
o f th e  critical R eyno ld s-n u m b er (5 X Ю5) i t  su d d en ly  increases to  th e  value  

0,3 4- 0,6 (F ig . 16).

Fig. 15. R eynolds-num ber (R e )  as a fu n ction  o f the cavitation  number (a) in test section
48 X 200 m m

Fig. 16. E xperim ental curve of Strouhal-num ber — Reynolds-num ber S =  S (Re), after
I ta y a  a n d  Y asuda
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The close re la tion  betw een  th e  S tro u h a l-n u m b er an d  th e  d rag  coefficient 
can  be verified  from  th e  re la tio n s  derived  fo r th e  KÁRMÁN v o r te x  s tree t; 
accord ing  to  th e  fo rm er, th e  d ra g  coefficient w ill decrease w ith  increasing  
S tro u h a l-n u m b er values. T he d iag ram  p u b lished  b y  I t a y a  a n d  Y a s u d a , in 
accordance w ith  o th e r a u th o r’s p u b lica tio n s, shows th e  sam e. I t  is well know n

!gRe
Fig. 17. The drag coefficient (C \) as a function of R eynolds number [Cx — Cx(Re)\  after

K O N S T A N T Y IN O V ’s  report
1 Göttingen measurements (with air); 2 EiSNER’s measurements (with water): 3 NPL measurements (with air); measurement results of the laboratory of the Institute of Mechanics of the Academv of Sciences of the Soviet Union

Fig. 18. The drag coefficient (Ca) and the Strouhal-number (f d / U ) as a function o f Re number
— a f te r  R ich ard son

t h a t  in  th e  neighbourhood  of th e  c ritica l R ey n o ld s-n u m b er th e  d rag  coefficient 
su dden ly  decreases; how ever, u p  t i l l  now  th e  ex ac t R ey n o ld s-n u m b er a t  w hich 
th is  sudden  decrease of th e  d rag  coefficien t ensues could  n o t be u n am b iguously  
defined , since i t  is in fluenced  b y  o th e r  fac to rs as well (roughness o f th e  cy linder, 
tu rb u len ce  of th e  flow ). T he re su lts  o f K o n s t a n t y in o v  [6] re flec t th e  sudden  
change of th e  d rag  coefficient t h a t  m ay  occur w ith  ra th e r  d iffe ren t R eyn o ld s
n u m b ers  (F ig. 17). In  th e  d iag ram  b y  R ic h a r d s o n  [7] (F ig. 18) th e  sudden  
decrease of th e  d rag  coefficient to o k  place still earlier. T he d iag ram  in th e  
p a p e r  of R e l f  an d  S immons also refers to  the  sam e. T hough  in  th e  ex p erim en ta l 
re su lts  of I t a y a  a n d  T a s u d a  th e  sudden increase of th e  S tro u h a l-n u m b er
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occurs a t  jRe =  5 X Ю5, th e re  is no reason w hy  we shou ld  ta k e  th is  as of 
g en era l p revalence.

T he sudden  decrease o f th e  d rag  coefficient in  th e  n e ig h b o u rh o o d  of 
th e  c ritica l R ey n o ld s-n u m b er w ill also occur w ith  c a v ita tin g  flow ; b u t  w here, 
a n d  to  w h a t e x te n t i t  ensues, w ill be dete rm in ed  b y  th e  c a v ita tio n  nu m b er. 
T h e  change of th e  d rag  coeffic ien t as a fu nc tion  of th e  c a v ita tio n  n u m b er is 
show n in  Fig. 19.

C,
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0 о
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F ig .  19. The drag coefficient (Cx) as a function  of the cav itation  num ber (a). M easured by  
authors in the te st  section 198 X 200 m m

VI. Conclusions

On the  s tre n g th  of e x p e rim e n ts  m ade an d  from  considera tions i t  can 
he  concluded  th a t  in th e  reg ion  ab o v e  th e  critical R ey n o ld s-n u m b er, an d  w ith  
c a v ita tin g  flow, th e  S tro u h a l-n u m b e r is a fu n c tio n  o f th e  c a v ita tio n  n u m b er 
a n d  its  value will n o t be defined  b y  R eyno lds-num ber. T he S tro u h a l-n u m b er 
w ith  cav ita tin g  flow  is n o t c o n s ta n t b u t  increases to g e th e r  w ith  th e  cav ita tio n  
n u m b e r and  does n o t m ake su d d en  changes.

In  th e  regions above th e  c ritic a l R eyno ld s-n u m b er also a reg u la r vo rtex - 
g en era tio n  can he observed .

I f  th e  R ey n o ld s-n u m b er belong ing  to  th e  flow  is in  th e  reg ion  of the  
c ritic a l R eyno lds-num ber, w ith  th e  change of th e  c a v ita tio n  n u m b e r th e re  is 
a su d d en  change in  th e  d rag  coeffic ien t w ith  c a v ita tin g  flow . T here  is a defin ite  
c a v ita tio n  n u m b er va lu e  belo n g in g  to  th is change.

In  cav ita tin g  flow , w ith  a g iven  cav ita tio n  n u m b e r, th e  d rag  coefficient 
h a s , in d ep en d en t o f th e  va lu e  o f  th e  R eyno lds-num ber, a c o n s ta n t va lue .
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BESTIM M UNG D E R  FR E Q U E N Z
D E R  SICH VO N EIN E M  K R E ISZ Y L IN D E R  A B L Ö SE N D E N  W IR B E L

J .  VARGA und  GY. SEBESTY ÉN

ZUSAM M ENFASSUNG

Der Aufsatz beschreibt die Ergebnisse von Versuchen, die zur B estim m ung der Frequenz  
der sich von einem K reiszylinder ablösenden W irbel bei überkritischen Reynoldsschen Zahlen 
durchgeführt wurden. D ie M essung der sich ablösenden Wirbel wurde m it druckm essenden  
M em branen, Stroboskop, Schw ingungsm eßkopf und auf die W and des M eßbehälters geklebten  
Dehnungsm eßstreifen durchgeführt. Die Versuche ergaben für den Zusam m enhang zwischen  
der Strouhal-Zahl und der K avitationszah l die Form el S =  C f  ff, die auch durch theoretische  
Überlegungen unterstützt werden kann. Die Verfasser zeigen die Zusam m enhänge zwischen  
Frequenz, Druck und G eschwindigkeit in  einem  Diagramm, w elches auch durch die Meß
ergebnisse bestätigt wird. Sie stellen fest, daß in der Um gebung der kritischen Reynoldsschen  
Zahl und darüber bei K avitationsström ung die' Strouhalsche Zahl eine Funktion der K avi
tationszahl ist, und daß deren W ert n icht durch die Reynoldssche Zahl b estim m t wird. 
Im  B ereich der kritischen Reynoldsschen Zahl beobachteten sie ebenfalls regelm äßige W irbel
ablösung. In der Um gebung der kritischen Reynoldsschen Zahl wird die plötzliche Verringerung 
des W iderstandskoeffizienten ebenfalls von der K avitationszahl bestim m t, und bei gegebener 
K avitationszahl ist der W ert des W iderstandskoeffizienten von der R eynoldsschen Zahl 
unabhängig.

D ÉTER M INATIO N D E  LA FR É Q U E N C E  
D E S TO URBILLO NS SE DÉCOLLANT D ’U N  CY LIN D R E CIRCULAIRE

J . VARGA et GY. SEBESTY ÉN

R ÉSU M É

L’article présente les résultats d’essais effectués aux valeurs supérieures au nombre 
R eynolds critique, pour déterm iner la fréquence de tourbillons se décollant d’un cylindre 
circulaire placé dans un courant. La déterm ination de ces tourbillons a été faite par des 
capteurs de pression à m em brane, des stroboscopes, des capteurs de vibrations et des jauges 
tépic collés sur la paroi de la section de m esure. Pour la relation entre le nombre Strouhal 
et le nom bre de cavitation , les essais ont donné la formule S =  C j/<7, dont la va lid ité  peut 
être égalem ent appuyée par des considérations théoriques. Les relations entre la fréquence, 
la pression et la vitesse sont présentées par les auteurs sous forme de diagram m e, dont la 
réalité a été confirmée par les résultats de m esures. Les auteurs constatent qu’en cas de courant 
de cavitation , au voisinage et au-dessus du nom bre Reynolds critique, le nombre Strouhal
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est fonction du nombre de cav itation  et ce n ’est pas le nom bre R eynolds qui en détermine 
la valeur. Dans le dom aine du nom bre Reynolds critique, on a aussi observé un décollem ent 
régulier de tourbillons. A u voisinage du nombre R eynolds critique, la brusque dim inution  
du coefficient de résistance se trouve égalem ent déterm inée par le nom bre de cavitation, et 
en cas d’un nombre de cavitation  donné, la valeur du coefficient de résistance est indépendante 
du nombre Reynolds.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧАСТОТЫ ВИХРЕЙ, ОТДЕЛЯЮЩИХСЯ ОТ ЦИЛИНДРОВ

Й. ВАРГА и Д. ШЕБЕШТЬЕН

РЕЗЮМЕ

В статье демонстрируются результаты опытов, проведенных в целях определения 
частоты вихрей, отделяющихся от помещенного в поток воды цилиндра, при значениях 
выше критического числа Рейнольдса. Определение вихрей производилось при по
мощи чувствительных к давлению мембран, стробоскопа, виброизмеряющей головки 
и тензометрической марки, наклеенной на стенку измерительного пространства. Опытами 
установлена зависимость между числом Струхаля и кавитационным числом S =  С \п, 
которая зависимость может быть подтверждена также теоретическими соображениями. 
Авторы демонстрируют зависимости частоты, давления и скорости на диаграмме, которую 
подтверждают также результаты измерений. Установлено, что вблизи критического числа 
Рейнольдса и выше его, при кавитационном движении потока, число Струхаля является 
функцией кавитационного числа и его величина определяется не числом Рейнольдса. 
В области критического числа Рейнольдса также наблюдалось правильное отделение 
вихря. Вблизи критического числа Рейнольдса внезапное падение коэффициента сопро
тивления определяется также кавитационным числом, и при данном значении кавита
ционного числа значение коэффициента сопротивления является независимым от числа 
Рейнольдса.
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BERECHNUNG DER ZAHNWURZELDICKE 
AN DER DURCH TROCHOIDEN BEGRENZTEN 

ZAHNWURZEL

F. HORVÁTH
ZENTRAL-FO RSCHU N GSLA BO RATORIU M  F Ü R  O PT IK  U ND FE IN M E C H A N IK , BU DA PEST 

[Eingegangen am 9. März 1964]

In dieser Arbeit wird die Berechnung der nur m it Hilfe der Trochoidengeometrie 
bestim m baren Zahndicke besprochen. Es werden die Bedingungen festgelegt, die für den 
Fall der ausschließlich durch die Trochoidengeom etrie bestim m baren Zahnwurzeldicke bestehen 
bzw. erfüllt werden müssen. Verfasser führt die Berechnung der m it Hilfe der Trochoiden
geometrie bestim m baren Zahnwurzeldicke bis zu einer Verallgem einerung durch, und so 
wird es m öglich, die von Trochoiden begrenzte Zahnwurzeldicke an beliebiger Stelle m it Hilfe 
einer leicht aufstellbaren E xplizitform  aus den Original-Angaben der Verzahnung (Modul. 
Zähnezahl, Profilverschiebungsfaktor) zu berechnen. (Der W erkzeug-K opfspielfaktor und 
der Bezugsprofilw inkel des Zahnstangenwerkzeuges sind in gegebenem  Fall technologische 
K onstanten.) Zum Schluß wird ein Zahlenbeispiel zur Berechnung der von Trochoiden  
begrenzten Zahnwurzeldicke angeführt.

I. E in le itung

Bei B e tra c h tu n g  eines Z ahnprofils, w elches im  A bw älzverfahren  m itte ls  
eines z a h n stan g en p ro filie rten  W erkzeuges e rzeu g t is t, m uß  festg este llt w erden, 
daß  sich dieses P ro fil aus zwei v e rsch ied en artig en  L in ienstrecken  zu sam m en 
setzen lä ß t:  die eine L in ienstrecke  is t die fü r  das eigentliche G etriebe e n t
scheidend w ichtige E v o lv en te , die andere  is t  eine T rochoide an  der Z ah n 
wurzel.

Z ur B estim m u n g  d er du rch  die E v o lv e n te n k u rv e n s trec k e n  beg ren z ten  
Z ahndicke v e rw en d e t m an  die b e k a n n te  R ech en m eth o d e  der so genann ten  
E v o lven tengeom etrie .

W enn  m an  ab er die d u rch  die W urzelste lle  d er — im  B e trieb szu stan d  — 
a u ftre te n d en  größ tm öglichen  S p an n u n g  b e s tim m te  Z ahnw urzeld icke b e s tim 
m en soll, so k a n n  die L ösung allgem ein n u r  m it H ilfe der T rocho idengeom etrie  
gelöst w erden .

Als eine d er w ich tig sten  F es tig k e itsk en n zah len  d er Z ah n rad d im en sio 
n ierung  soll v o r  allem  die Z ahnw urzeld icke , d. h . die Stelle der höchsten  Z ah n 
w u rze lspannung  bzw . d er k ritisch e  Z ah n w u rze lq u ersch n itt b e s tim m t w erden; 
nach  der H oferschen  A uffassung  w ird  der d u rc h  die Sehne b es tim m te  Q uer
sc h n itt als k r itisc h  b e tra c h te t ,  die dem  B e rü h ru n g sp u n k t der u n te r  30° zur 
Z ah n m itte llin ie  ta n g e n tia l zu r T ro ch o id en k u rv e  der Z ahnw urzel gezogenen 
G eraden an g eh ö rt. In  H o fe r’s A rb e it [1] sin d  v e rg rö ß e rte  g raph ische D ar-
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Stellungen m itg e te ilt, u n d  die aus diesen ab lesbaren  A n n äh eru n g sw erte  sind 
in  T abellen  zu sam m en g efaß t, w obei noch  das k ritisch e  S ehnenm aß  als F u n k 
tio n  der Z ähnezah l u n d  des P ro filv e rsch ieb u n g sfak to rs  in  D iag ram m en  d a r 
g este llt ist.О

B ild  1. Evolventenverzahnung m it positiver Profilverschiebung, erzeugt m it eckigem
Abwälzwerkzeug

Die neuerlich  d u rch g e fü h rten  U n tersuchungen  h ab en  e rm ög lich t, die 
Stelle der k ritisch en  Z ahnw urzeld icke  genauer zu b estim m en . In  der A b h a n d 
lu n g  von  J aco b so n  [2] is t a u f  G ru n d  von  optischen  U n te rsu ch u n g en  der 
S pan n u n g en  nachgew iesen, d aß  das M axim um  der W u rze lsp an n u n g  an  jenem  
P ro filp u n k t a u f t r i t t ,  zu dem  ein K reis  gehört, dessen H albm esser u m  1/6 M odul 
g rößer is t als der F u ß k re ish a lb m esse r.

U n te r  B ezugnahm e a u f  B ild  1 folgen h ier die angew endeten  B ezeich
nungen  :
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m Modul;
X Profilverschiebungsfaktor: 
z Zähnezahl; 
ra Grundkreishalbmesser; 
r0 = m  • z/2 Teilkreishalbm esser;
c0 =mcQ, w obei c'0 W erkzeug-K opfspielfaktor, uzw. cö — 0,25;
a 0 H erstelleingriffsw inkel (Bezugsprofilw inkel des Zahnstangenwerkzeuges), uzw. 

a 0 =  20°;
f s = m ( l  -)- c'0 — x) A bstand der K opflinie des W erkzeugs von der Teilgeraden; 
r; = r 0 — f s Fußkreishalbm esser;
гI Halbm esser an dem  zur größten W urzelspannung gehörenden Profilpunkt; 
s, Bogenlänge an dem  Kreis r( , begrenzt durch Zahnwurzelkurven; 
rfj Halbm esser des Grenzkreises, bestim m t durch den Grenzpunkt an der Zahnwurzel 

zwischen E volven te  und Trochoide.

W ie bere its  e rw ä h n t, w ird  n ach  den  von J a c o b s o n  d u rch g e fü h rten  
U n tersu ch u n g en  e n tla n g  der W u rze ls treck e  die S telle  der größ ten  W u rze l
sp an n u n g  m it dem  H albm esser

1
G =  r, +  —  m 

о

b estim m t. L au t B ild  1 gilt fü r  den Fall m 1 m m :

— r l +  —  —  r »  —  fs  +  —  —  - - - - - - ( 1 co) +  x  +  ~  ’ 
О

( l )

rH =  \f{CN  -  C H )2+  rl =

1 1 2 . 1 +  c'o — X 2
+

( г

Г l 2 sin a 0 2

( 2 )

Aus B ild 1 u n d  den oben au fgeste llten  G leichungen g eh t hervor, daß  m it den 
B edingungen  (1) u n d  (2) bei gleichzeitigem  B estehen  von

П <  rH ( 3 )

der zum  H albm esser rt zugeordnete  k ritisch e  W u rze lq u e rsch n itt n u r  m it 
H ilfe der T rocho idengeom etrie  b e s tim m t w erden  k a n n .

W enn

x  0  0 u n d  f s =  r 0 — r( >  C N  sin a 0 =  r 0 sin oc0 , (4)

so w ird  die E v o lv en ten s treck e  von der T ro ch o id en k u rv e  u n te rsc h n itte n . P u n k t  
H  w ird  also n ich t als S c h n ittp u n k t der W erkzeugkopflin ie  u n d  der E in g riffs 
strecke , sondern  als S c h n ittp u n k t der E v o lv e n te  u n d  d e r T rochoide b e s tim m t. 
So k an n  m an also fü r  u n se ren  F a ll ra an sch re ib en , dagegen  ri<^ra cos a 0 is t.
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Aus d iesen  U ngleichungen  k an n  die U ng le ichung

П <  rH

ab g e le ite t w e rd en ; m it a n d e ren  W o rten  b e s te h t  die U ng le ichung  (3) au ch  bei 
E rfü llu n g  d e r B ed ingung (4). In  einem  so lchen  F a ll aber k a n n  m an  n a tü r lic h  
den  W ert гц  in  der e rw äh n ten  W eise a u f  G ru n d  (2) n ic h t m e h r e rrech n en . 
So is t zu r B estim m u n g  des k ritisc h e n  Q u ersch n itte s  auch  d iesm al allein  die 
T ro cho idengeom etrie  an w en d b ar.

W ir h a b e n  uns bei d er B estim m u n g  d e r T rocho idengeom etrie  a u f  den  
F a ll eines scharfeck igen  A bw älzw erkzeuges b esch rän k t. E s is t  e in leu ch ten d , 
d aß  der von T rocho iden  b eg ren z te  W u rz e lq u e rsch n itt an e inem , m it H ilfe eines 
ab g e ru n d e te n , ohne scharfe E ck e  gefo rm ten  S chneidw erkzeuges e rzeu g ten  
Z ahne an  je d e r  beliebigen S telle  g rößer is t  als bei A nw endung  eines eckigen 
W erkzeuges. E s is t aber v o rte ilh a f t , auch  bei d er D im ension ierung  eines m it 
a b g e ru n d e tem  W erkzeugprofil e rzeug ten  Z ahnpro fils , die F e s tig k e itsb e re c h 
n u n g  a u f  d as  eckige W erkzeug  zu beziehen , da  dies e in fach  die S icherhe it 
e rh ö h t. N u n  a b e r is t es o ft ü b lich , die m itte ls  eines ab g e ru n d e ten  W erkzeuges 
e rzeug ten  Z äh n e  zu h ä r te n  u n d  m it scharfeck igen  Schleifscheiben n a c h z u 
schleifen. A lso is t  die F e s tig k e itsk o n tro llre c h n u n g  solcher Z ahnpro file  au ch  
n u r  m itte ls  d e r  T rocho idengeom etrie  d u rc h fü h rb a r .

W ir w ollen  je tz t  an  die B erech n u n g  des du rch  die T ro ch o id en g eo m etrie  
b e s tim m ten  Z ah n w u rze lq u ersch n itte s  h e ran g eh en . Die U n te rsu c h u n g  soll v e r 
a llgem einert w erden , um  den  von  T ro cho iden  beg renzten  Z a h n w u rz e lq u er
sc h n itt  fü r  je d e n  beliebigen H albm esser e rrech n en  zu k ö n n en .

II. Entstehung der Trochoide während des Abwälzverfahrens

W enn w ir die re la tiv e  B ew egung des v e rzah n ten  Z ah n rad es  u n d  des 
Z ahnstangenw erkzeuges im  B ild  2 verfo lgen , so sehen wir, d aß  die T e ilg e rad en 
streck e  QR  des A bw älzw erkzeuges an  dem  U m fang  des T eilkreises m it dem  
H albm esser r 0 ( lau t B ild in  p o s itiv e r  D reh rich tu n g ) d e ra r t  ab w ä lz t, d aß  d er 
B e rü h ru n g sp u n k t der T eilgeraden  R  in  die L age R ' , u n d  d e r P u n k t  Q in  den 
B e rü h ru n g sp u n k t Q' ge lang t. G leichzeitig  w ird  der S c h n ittp u n k t P  der u n te r  
dem  N eigungsw inkel ocu an ge leg ten  F lan k en g erad en  m it d e r T e ilgeraden  in  
den  P u n k t P '  verleg t. N un  sollen die K o o rd in a te n  des in  B ew egung b e f in d 
lichen P u n k te s  P'  b e rech n e t w erden .

N ach  B ild  2 sind diese K o o rd in a ten  a u f  G rund des d u rch

Xp,  =  Q7!  — OB  ,

Y P, =  BQ' +  Л Р '
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au sg ed rü ck ten  geom etrischen  Z usam m enhanges zu b e rech n en . M it R ü ck sich t 
a u f  die A bw älzbew egung is t

QR =  Q 'R ' =  Q'R  =  r 0 $ , (7)

m it $  als V erdrehungsw inkel.

B ild  2. Abwälzbewegung des zahnstangenprofilierten W erkzeuges

S trecke  R P  is t in  der A usgangsposition :

R P  =  R ’P ' =  r0 ta n  a 0 . (8 )

M it R ücksich t a u f  Q'P'  =  Q 'R'  +  R 'P '  lä ß t sich  aus (7) u n d  (8 ) die 
F orm el

Q'P' =  r 0( ta n  =c0 +  0) (9)

ansch re iben .
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Aue den F orm eln  (9), (5) u n d  (6 ) e rh ä lt m an:

Q'A =  Q’P '  cos & =  r 0(ta n  * 0 -f- #)'cos &,

0 B =  r0 sin # ,

BQ' =  r0 cos # ,

A P '  =  @ 'P ' sin § — r 0( ta n  oc0 - f  #) sin $  •> 

w obei nach  E in se tzu n g  d ieser W erte  in (5) u n d  (6 ) gilt:

Xp,  =  r 0[( ta n  flc0 +  $ ) cos #  — sin # ] , (10)

Y P. =  r 0[(tan  x u +  #) sin & -f- cos )9] . (11)

Mun verfolgen w ir die im  Bild 3 d argegeste llte  Lage. H ier ist OÏ ra 
d e r H albm esser des G rundkre ises, w obei I  zugleich den F u ß p u n k t einer, vom  
P u n k te  R  fü r  (u n te r  dem  W inkel a 0 gelegte) G erade OP  sen k rech t gezogenen 
G eraden  b e d e u te t. D ieser P u n k t I  als P u n k t des G rundkreises is t G ren zp u n k t 
des U n terschneidens, falls sich  die F lan k en g erad e  h ier en d e t.

E in  A bw älzen d er T eilgeraden  an dem  T eilkreis (m it dem  H albm esser r„), 
uzw . la u t  B ild  3 in  n e g a tiv e r  D reh rich tu n g , so w ird die F lan k en g erad e  m it 
dem  E n d p u n k t I  zugleich die vom  G ru n d k re isp u n k t 1 (des G rundkreises ra) 
ausgehende E v o lv en te  hü llen  (Satz  von  D is t e l i [3]).

N un w ählen  w ir als E n d p u n k t der F lan k en g erad en  a n s ta t t  1, den P u n k t 
U , w obei OU  <  O P  d. h . OU <C ra. W ä h re n d  des A bw älzens der T eilgeraden  
an  dem  Teilkreis (au f dem  B ild  in  p o sitiv e r D reh rich tu n g ) w ird  u n te rh a lb  des 
e rzeug ten  E v o lv en ten p ro fils  bzw . u n te rh a lb  der G eraden 0 1  von dem  E n d 
p u n k t U' der sich bew egenden  F lan k en g erad en  P 'U '  eine U n te rsc h n ittsk u rv e  
beschrieben.

Es lä ß t  sich le ich t nachw eisen , d aß  die du rch  den  sich bew egenden 
P u n k t Г  beschriebene K u rv e  u n d  die an d ere , d u rch  den P u n k t  U' beschriebene 
derselben  K u rv e n a r t angehören . D er einzige U n tersch ied  b e s te h t darin , daß  
hei einer F lanken  geraden  m it dem  E n d p u n k t in I  das E v o lv en ten -Z ah n p ro fil 
von  der durch  den P u n k t I  besch riebenen  K urve  n ich t u n te rsc h n itte n  w ird . 
Diese (von Г  bzw . von  U' beschriebene) K u rv e n a rt is t die sogenann te  Tro- 
choide.

Aus dem  an g e fü h rten  Z u sam m en h an g  g eh t es k la r h e rv o r, daß  eine u n te r 
scheidende T rochoide n u r  im  Falle e n ts te h t, wenn für irgendeinen  [ / '-P u n k t  
d er K urve  die U ngle ichheit

Y,„
</ ta n

Li r
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erfü llt w ird. Ohne E rfü llu n g  dieser B ed ingung  k an n  ein U n te rsc h n itt  n ic h t 
e n ts teh en .

W ir wollen n u n  bei B e tra c h tu n g  von  Bild 3 u n d  im  A nsch luß  an  eine 
Z ahnw urzeld icke, die n u r  m it H ilfe d er T rocho idengeom etrie  b e s tim m t 
w erden  kan n , die vom  P u n k te  U' beschriebene K u rv e  fü r den a llgem einen  
B ew egungsfall u n te rsu ch en .

Bild 3. E ntstehung der Trochoide während des Abwälzens

L a u t B ild 3 sind  die K o o rd in a ten  des P u n k te s  1Г

Xu-  =  Xp.  +  U 'P '  cos (л  — у ) , (12)

Yu-  =  Y P. — U 'P '  sin (л  — у) ; (13)

л у о  у  den W inkel b e d e u te t, den die v e rd re h te  F lan k en g erad e  m it d e r w aage
re c h te n  R ich tung  e in sch ließ t, d. h.

У -  —  + &  —  * 0 - ( 3 4 )
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In  den G leichungen (12) u n d  (13) is t

U 'P '  =  U P  =
UD

cos <x0
(15)

F ü r den allgem einen  F a ll m uß  m an bei B erech n u n g  d e r W erkzeugkopf
h öhe  f s =  UD  se lb s tred en d  dem  P ro filv e rsch ieb u n g sfak to r x  au ch  R echnung  
trag en .

Is t näm lich  x  =  0 , so g ilt

fs  =  m - f  c 0 =  m -+- mc'0 =  m (l - f  c’0) ;

w enn  aber x  <[ 0, so w ird  die W erkzeugkopf höhe (gegenüber den F a ll 
x  =  0) m it d er e ffek tiv en  P ro filversch iebung , d. h . m it mx  g rößer. U m g ek eh rt, 
b e i x  >  0, w ird  diese H öhe u m  denselben B e tra g  k le iner. D em zufolge g ilt:

fs  =  UD  =  m (l +  c'0 — x) . (16)

D urch  E insetzen  in  (15) e rh ä lt m an :

U 'P '
m( 1 -(- c'0 — x) 

cos x0
(17)

M it H ilfe der A u sd rücke  (10), (11) u n d  (14), lassen  sich die frü h e re n  G leichun
gen (12) und  (13) fü r  die K o o rd in a ten  eines belieb igen  P u n k te s  U' d e rT ro ch o id e  
folgenderw eise besch re iben :

Xu-  =  r 0[( ta n  эс0 -f- &) cos & — sin #] + ------— —-°------ — sin — a 0) , (18)
cos a 0

Yu- =  r 0[( ta n  x 0 +  &) sin û  -f- cos ê ] ------------- l t _ 0----- )— c o s ($ _  . ( 1 9 )
cos a 0

III . B erechnung  der Z ahnw urzeld icke

Die A ufgabe is t o ffen b ar gelöst, w enn die von  T ro cho iden  b eg renz te  
B ogenlänge s am  K re isu m fan g  zu einem  belieb ig  gew äh lten  K re isha lbm esser 
и b e k a n n t is t, da  aus der G röße s auch  die dazugehörige Sehnen länge, d. h . 
die Z ahnw urzeld icke einfach e rrech n e t w erden  k an n .

W ir w ollen die e n ts ta n d e n e  T rochoide u n te rsu ch en . Im  Bild 4 s ind  
d ie  beiden K u rv e n , näm lich  die Z ah n p ro filev o lv en te  u n d  die Z ahnw urzel-
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B ild  4. Durch Abwälzen erzeugtes E volventen-Zahnprofil m it anschließender Trochoide als
Zahnwurzelprofil

B ild  5. Zur Geometrie der Zahnwurzeldicke
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tro ch o id e  d a rg es te llt. S e lb stred en d , falls и =  г / , wo г/ den F u ß k re ish a lb m esse r  
b e d e u te t, so b e fin d e t sich der M ax im alw ert d er B ogenlänge s genau  an  d ie 
sem  K reis.

D er F u ß k re is  is t e igentlich  ein so lcher K reis von dem  m in im alen  H a lb - 
m esser nmin, w elcher sich zur T rocho ide  (zu  den T rochoiden) ta n g e n tia l  a n 
sch ließ t.

W ie m an  dies aus B ild 5 k la r  sehen  k a n n , is t der rad ia le  A b s ta n d  zw ischen 
d em  T eilkreis u n d  dem  P u n k t U d e r S ch n e id k an ten p ro jek tio n  (F la n k e n 
gerade) des in  G rundp o sitio n  b e find lichen  A bw älzw erkzeuges am  g rö ß ten , w enn 
w ir  die T eilgerade an  dem  T eilkreis d e ra r t  abw älzen lassen , d aß  der P u n k t  
D  a n  der T e ilgeraden  m it dem  B e rü h ru n g sp u n k t D' des T eilkreises an  d er T e il
g e rad en  zu sam m en fä llt; in  diesem  F a ll g e lan g t P u n k t U in den  P u n k t U' am  
F u ß k re is . Im  S inne der G leichung (16) is t:

fs =  UD =  m (l +  có — x) , 

u n d  A b stan d  R D  an  der T eilgeraden :

R D  =  R P  -  D P  ,
wo

u n d

d. h.

R P  — r0 ta n  x u

DP  =  UD  ta n  sc0 =  f s ta n  * u ,

RD  =  (r„ — fs)  ta n  a„ . ( 20 )

D a infolge d e r A bw älzbew egung

R D  =  R D '  =  r0 ,

so n im m t die G leichung (20) die F o rm  an :

r o#i =  (r o — / s ) t a noc„ • (2 1 )

Z u m  Zwecke u n se re r  w eiteren  Ü berlegungen  is t es ra tsa m  den  T e ilk re ish a lb 
m esser r 0 m it d e r E in h e it g leichzuste llen . W ir haben  also m it =  1 fü r  
d ie  K opfhöhe:

/ S(i) =  ’ (22)
ro

b zw . nach  E in se tzen  d er W erte :

f s -- m( 1 +  có — x)
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N ach D u rch d iv id ie ren  m it r 0 e rh a lte n  w ir aus (21)

=  ( !  —  fs(») t a n  « 0

bzw. n ach  E inse tzen  in  (23)

*« = 1
2 (1 +  co ~  * )

z
ta n  a 0

(24)

(25)

L a u t B ild  6  k ö n n en  w ir den W inkel ß zw ischen d er A bszisse u n d  der 
G eraden  OU  b estim m en , w enn w ir u n s  v o r A ugen h a lte n , d aß  P u n k t U der
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T rochoide an einem  K reis  m it dem  H albm esser и lieg t:

ß +  со =  +  (rj ~  à , ) ,
Z

u n d  d ah er is t:

ß =  у  -  («> -  V +  0 / ) , (26)

wo also со den W inkel zw ischen den G eraden  u =  OU  u n d  r 0 =  OQ' •> tj den 
A bw älzw inkel zum  B ogen  D'Q'  u n d  den  m it (24) b e s tim m te n  W inkel 
b e d e u te t. Infolge der A bw älzbew egung d er T eilgeraden  an  dem  Teilkreis g ilt:

Wd =  QW =  r 0 n .

Z ur E rrech n u n g  der W in k e l со u n d  t] [in Gl. (26)] w ollen w ir die geom etrische 
F ig u r (OUDQ') n ä h e r ana lysie ren  (B ild 7).

F ü r  den W inkel e zw ischen der G eraden  UD — fs  u n d  UQ' g ilt:

u n d  m it Gl. (22) e rh a lte n  w ir:

V — fs{l) ta n  e • (27)

Infolge der A bw älzbew egung g ilt la u t B ild  7

r0 Г) =  и sin CO

u n d  u n te r  Z uh ilfenahm e des au f den E in h e itsh a lb m esse r des T eilkreises 
red u z ie rten  K reishalbm essers

u 2 U
M(D — -----— --------r0 mz

gilt
. Vсо =  arc  s in ------  .

“ ( i )

(28)

U n te r  E inbeziehung  d e r W e rte  f s (als W erkzeugkopf höhe) u n d  die Ab w älz
s trecke  r 0 t] g ilt aus dem  D reieck  UTO  fü r  den H alb m esser и

u2 =  r'o r f  +  ( r 0 — f s)2

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



BERECHNUNG DER ZAHNWURZELDICKE 121

N ach  D u rch fü h ru n g  der O pera tio n en  u n d  au f den  E in h e its te ilk re is  
red u z ie rt h ab e n  w ir:

u (l) =  ri2 +  f s h  ~  2  fs(l) +  1 •

N ach dem  E insetzen  d e r F o rm el (27) fü r  rj e rh a lten  w ir: 

u(i) =  /s(i) (1  +  ta rne) — -j- 1 ,

D

B ild  7. Teilkonstruktion zu Bild 6, zur Berechnung der Zahnwurzeldicke 

u n d  daher

tan £ =  & - Л ( 1 ) + 2 / к й - 1  =  H ) - ( / s ( D -  l ) 2
fs(1) fs(1)

N ach E in se tzu n g  des ob igen  A usdruckes fü r  ta n  e in  die G leichung (27) is t

V =  R i )  -  ( / ,( i )  -  l ) 2, (29)

u n d  n ach  E insetzen  in  (28) is t

«  =  arc  sin У“*» ~  { L m  -  1)2 . (30)
UW

M it H ilfe d ieser F o rm eln  k ö n n en  wir den  W inkel ß aus den  b ek an n ten  Z a h n 
ra d p a ra m e te rn  in B og en m aß  errechnen, w en n  w ir näm lich  die A usdrücke aus
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(24), (29) u n d  (30) in  die Gl. (26) e in se tzen :

a rc  ß

bzw .

a rc  ß

“ ( 1 )

+  (1  fs( , ) ) t a n a 0

Л 1 mz 2
{arc sin —

2  1 Г 2  и
2(1 +  co ~  x )

2 и 2 ( 1  +  c0 — x) j  2 , у _ 2  (1  eg — x)

( 31 )

(32)

ta n  x0 l .

M it H ilfe d er B eziehungen  im  B ild  8  können  w ir nachw eisen , d a ß  m it 
dem  e rh a lten en  B ogenw erte  ß die am  K reisum fang  m it dem  H alb m esse r и 
zw ischen den T rocho iden  befind liche B ogenlänge s bzw . die Z ahnw urzeld icke  
als Sehne einfach b e s tim m t w erden k ö n n en .

Die B ogenlänge s 0 am  T eilk re isum fang  ist b ek an n te rw e ise :

m 2  x  ta n  <z0 7 (33)

u n d  der dazu  gehörende W inkel is t:

Wo (34)

N u n  können  w ir den  W inkel Ô aus B ild  8  e infach b estim m en :

arc  ô =  —-----arc  a 0 — arc ß , (35)

da d ieser W inkel von  der G eraden  0 1  u n d  OU' g eb ild e t is t, w obei I  den  
A n fa n g sp u n k t der Z ahnpro filev o lv en te  u n d  U ’ den P u n k t  der T ro ch o id e  
beze ich n et.

F ü r  den W inkel Ф, der zum  Bogen J J '  am  K re isu m fan g  ra gehört, e rg ib t 
sich die Beziehung:

arc Ф — 2 arc  y>0 -|- 2 inv  a 0 . (36)

D em zufolge k an n  fü r  den W inkel (9

arc 0  =  a rc  Ф — 2 arc ö (37)
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geschrieben  w erden , da dieser W inkel zu dem  K reisbogen  s =  U 'U "  g eh ö rt, 
gem essen am  K re isum fang  m it dem  H alb m esser и zw ischen den T rocho id - 
p u n k te n  U \ U " . D em zufolge is t das B o g en stü ck  s an  einem  K reis m it einem  
belieb igen  H albm esser u:

s =  it a rc  0  . (38)

B ild  8. Zur Berechnung des von Trochoiden begrenzten Zahnwurzelbogens

N ach E in se tzen  aller oben e rh a lte n e n  A usdrücke e rh a lten  wir

2 и
-)- 2 X ta n  x0

a r c  s i n
mz 1“ I 2  (1  4 -  Cq —  X) 

2  и (39)

/

иi
s

I

2  ( 1 +  c o —  x ) -i
2

1 2  ( 1  +  co — *) ta n  Xg -|-
/ mz 1 z z

-f- in v  «o +  arc  x0
In  e inem  gegebenen Y erzahnungssystem  sind  die W erte

inv acu +  a rc  x 0 ~  k i , 

ta n  Xg =  k..
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k o n s ta n t u n d  in  den  übrigen  G liedern  der Gl. (39) hab en  w ir als neue A ngabe 
zu r B estim m u n g  d er T rochoide n u r  den H a lb m esse r u, da alle anderen  G rößen 
als Z a h n ra d p a ra m e te r  gegeben s in d  (Z äh n ezah l, M odul, P ro filv e rsch ieb u n g s
fak to r).

IV. Zahlenbeispiel

Es seien die Angaben einer Verzahnungs-K onstruktion:

Z
z  =  17; m =  10 mm; r0  =  m —— =  85 mm;

X =  0,4716; f s =  m (l -f- c0 — x) — 7,7838 mm;

Г[ =  r 0  — f s =  77,2162 mm.

E s soll die B ogenlänge zwischen den Profilkurven an der Stelle der größten Zahnwurzel
spannung berechnet werden. Nach J a c o b s o n  ist d iese Stelle, laut (1) und für m =  10 mm , 
m it dem Kreishalbm esser

щ =  rt =  ri -}---- — m  =  78,883 mm

bestim m t. Ferner m it f s <  r0  sin2 a 0  kom m t der Fall (4) nicht in  Betracht. Wir finden laut 
(2), im  Falle m =  10 mm, für

rH — m 1 +  Co
V ^ T + ( “^ cosa'’) = 8 0 ’123

und offenbar is t  die Bedingung rt <  r^  erfüllt, d. h. die W urzeldicke läß t sich nur nach den 
Sätzen der Trochoidengeom etrie errechnen. H iezu soll nun die Gleichung (39) herangezogen  
werden, d. h.:

+  0,9432 • 0,36397
— arc sin157 7 7  j 1 ’ 5 7 0 8

17

l/l 1 5 7 ’ 7 7 ) 2
I 1,5568 iT Г] 1,5568

П  170) ) 17 J L 17
-  I 0,36397 +  0,014904 +  0,349066

D as Endergebnis ist:
st =  20,412 mm ,

und dieser W ert stim m t m it der an der geom etrisch konstruierten Profilzeichnung gem essenen  
Länge überein (siehe Bild 1).
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CALCULATION OF TOOTH-THICKNESS  
AT T H E  ROOT PORTIO N B E T W E E N  TROCHOIDS

F. HORVÁTH

SUM M ARY

This paper deals w ith  the calculation of tooth  thickness on the basis of relations that 
can on ly  be determ ined b y  geom etrical analysis of trochoids. Author establishes the general 
conditions and finds the formulas suitable for the calculation o f tooth  thickness at any chosen  
point or radius respectively  along the trochoidal root curve, b y  fina lly  deducing the real 
explicit form. In other words, the value w anted  can be com puted i f  only the m ain parameters 
(m odule, number o f  teeth , addendum coefficient) are given. T ooth  clearance and pressure 
angle are considered as technological param eters. F inally , a num erical exam ple is given.

CALCUL DE L’É P A IS SE U R  DES P IE D S D E  DEN T LIM ITÉS PA R  D E S TROCHOÏDES

F. HORVÁTH

RÉSU M É

L ’étude traite du calcul de la surface de base de la dent déterm inable par la seule 
géom étrie des trochoïdes. L’auteur précise aussi les conditions dans lesquelles la surface de 
hase critique ne peut être déterminée que par ce m oyen. A u cours du calcul de la  surface 
de base déterm inable par la géométrie des trochoïdes, les exam ens sont généralisés par l’auteur, 
de sorte que la surface de base lim itée par des trochoïdes peut se calculer en n’importe quelle 
position . L’auteur exam ine la courbe trochoïde produite au cours de la génération et reçoit, 
au cours du calcul de la  surface de base lim itée par des trochoïdes, une expression explicite  
facile à calculer. Celle-ci perm et de déterm iner la surface de base de la dent en connaissance 
du m odule, du nom bre de dents et du coefficient de déport (le facteur de vide et l’angle de 
flanc de l ’outil générateur sont, dans le cas donné, des constantes technologiques). L’étude 
se term ine par un exem ple m ontrant le calcul de l’épaisseur du pied de dent lim ité par des 
trochoïdes.

РАСЧЕТ ТОЛЩИНЫ ЗУБЬЕВ, ОГРАНИЧЕННЫХ ТРОХОИДАМИ

Ф. ХОРВАТ

РЕЗЮМЕ

Работа занимается только расчетом сечения основания зубьев, определенных тро- 
хоидной геометрией. Приведены условия, при удовлетворении которых критическое сече
ние основания зуба может быть определено только при помощи трохоидной геометрии. 
Автор в процессе расчета сечения основания зуба, определяемого при помощи трохоид
ной геометрии, проводил исследования, которые он обобщил, таким образом сечение осно
вания зуба, ограниченного трохоидами, может быть вычислено в произвольном месте. 
В статье исследуются трохоидные кривые, образующиеся при обработке, и в процессе 
расчетов толщины основания зубьев, ограниченных трохоидами, в конечном результате 
получается легко вычислимое явное выражение. В этом случае — если известны модуль, 
число зубьев и коэффициент деления профиля — можно вычислить сечение основания 
зубьев, соответствующее произвольно заданному радиусу. В работе, наконец, приведены 
примеры расчетов толщины основания зубьев, ограниченных трохоидами.
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АНАЛИЗ СПЛАВА RC 49 РАСТВОРЕННЫМ СПОСОБОМ 
СПЕКТРАЛЬНОЙ РЕНТГЕНОФЛЮОРЕСЦЕНЦИИ

Ш. СЕЙМАН
ЦЕНТРАЛЬНАЯ ЗАВОДСКАЯ ЛАБОРАТОРИЯ МЕТАЛЛУРГИЧЕСКОГО КОМБИНАТА ЧЕПЕЛЬ

[Поступило 8-го апреля 1964 г.]

В производственной практике металлы и сплавы анализируются рент
генофлюоресцентным способом в металлическом состоянии. Пробу отли
вают в кокили, испытуемую поверхность обрабатывают до получения плос
кости а затем шлифуют при помощи шкурки соответствующей тонины.

Отбор, подготовка и хранение металлической пробы просты, проба во 
время испытаний не расходуется и не преобразуется. Анализ происходит 
быстро и его можно повторить.

Во время анализа измеряют характерную интенсивность излучения 
определяемого элемента пробы и на эталонной диаграмме отсчитывают его 
процентное содержание.

Продолжительность времени анализа зависит от анализируемого эле
мента и процентного содержания. Измерение вместе с оценкой занимает 
2 3  минуты.

Эталонная диаграмма строится на основе данных измерений ряда 
сплавовов известного состава.

Интенсивность в литературе обычно дают в имп/сек. Значение вели
чины имп/сек кроме содержания легирующего вещества зависит также от 
многих факторов: температуры, атмосферного давления, колебания напря
жения, износа рентгеновской трубки, неточной установки угла и т. д.

На практике величину интенсивности оказывается лучше давать как 
частное интенсивности Ка применяемого для сравнения эталона и одних и 
тех же элементов пробы, так как это частное не чувствительно к упомянутым 
выше факторам.

Если построить диаграмму интенсивности — концентрации некоторой 
двухкомпонентной системы, тогда от места, занимаемого этими двумя эле
ментами в периодической системе, получатся вогнутые или выгнутые кривые 
(рис. 1).

Линейную интерполяцию между О Ч- 100% можно применять только 
в тех случаях, в которых диаграмму можно считать еще прямой. На прак
тике же используют только небольшой участок диаграммы интенсивности 
концентрации.
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В сплаве ВС 49 изменения происходят в пределах Ni =  41,5 ~  43,5%, 
Мп =  0,3 ч- 1,0% (Си остальное).

Диаграмма интенсивность — концентрация в пределах, указанных 
выше, может быть принята в качестве прямой, следовательно можно при
менять линейную интерполяцию.

Построена эталонная диаграмма Си и Ni сплава ВС 49 (рис. 2 и 3), 
точки диаграммы не размещаются на одной прямой. Химический анализ и 
измерение интенсивности были повторены несколько раз, а результат остался 
одним и тем же.

На рис. 2 и 3 видно, что три точки, обозначенные через X, сильно от
клоняются от прямой. (Точки, обозначенные через X, дают значения Си — Ni 
трех различных проб.) Во время микроскопического исследования устано
влено, что пробы не имели трещин, газовых раковин и ликваций. При иссле
довании причин имевших место отклонений был применен растворный спо
соб рентгенофлюоресцентного спектрального анализа.

А. Ганс—-И. Гонбарт [3] говорят, что данный способ чувствителен к 
изменению концентрации кислоты исследуемого раствора так как различ
ные кислоты имеют различный и зависящий от присутствующей концент
рации показатель массовой абсорбции. Равномерное содержание кислоты 
достигается тем, что после растворения с летучими кислотами (HCl, H N03) 
к раствору немедленно добавляют фосфорную, серную или хлорную кислоту. 
Летучие кислоты удаляются путем выпаривания до начала дымления и после 
этого раствор разбавляется водой до необходимого объема.

Исследовано влияние соляной, азотной и серной кислот и раствора 
NaCl на интенсивность Ка растворенного металла. Для этой цели был из
готовлен кювет, из плексигласса с внутренним диаметром 29 мм и толщиной 
стенки 1 мм, а донная часть заклеена фольгой из миларда. Раствор иссле
довался в этом кювете. Влияние концентрации кислоты было исследовано 
следующим образом (таблица I).

Таблица I
Влияние концентрации кислоты

Обозна
чение Раствор Интенсивность

имп/сек

1 5 мл раствора CuCl2 + 5  мл диет, воды 6095
2 „ + 5  мл 1% раствора НС1 5912
3 „ + 5  мл 5% 5589
4 „ + 5  мл 10% 5109
5 „ + 5  мл 20% „ 4309
6 „ + 5  мл 40% 3450
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интенсивность
Рис. 1. Диаграмма интенсивности — концентрации двухкомпонентных сплавов
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Рас. 2. Диаграмма интенсивности, эт[пр — Ni %

Рис. 3. Диаграмма интенсивности, эт/пр — Си%
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Интенсивность измерялась по линии Ка-Си. Упомянутые выше иссле
дования проведены для H N03, H2S04 и раствора NaCl (рис. 4).

На интенсивность менее всего действует изменение концентрации 
H N 03, а сильнее всего H2S04. В процессе исследования установлено, что 
соляная кислота разлагается под воздействием рентгеновских лучей. От 
действия рентгеновских лучей изменяется концентрация соляной кислоты 
и это, в свою очередь, является причиной роста интенсивности. Если, напри
мер, 5 мл СиС12 +  5 м  5% раствора НС1 подвергнуть облучению рентгенов
скими лучами в течение 15 мин, тогда Ка интенсивность Си возрастет на 
1/3. Поэтому солянокислый раствор непригоден для рентгенофлюоресцент
ного спектрального анализа.

Вследствие того, что H N03 под воздействием рентгеновского облуче
ния не разлагается, то изменение его концентрации влияет на интенсивность 
меньше всего, а растворение сплава RC49 происходит в ней лучше всего, 
таким образом эту кислоту мы и использовали при растворении сплава.

В дальнейшем было исследовано, какое действие оказывает изменение 
концентрации H N 03 на Ка интенсивность Cu, Ni, Mn сплава RC 49.

6x1  г стружек сплава RC 49 было растворено в 10 мл 1,25-ной H N03, 
затем растворы были выпарены почти досуха, к остатку добавлено 3, 5, 10, 
15 и 20 мл 1,25-ной H N 03 и 1С0 мл дестиллированной воды. После чего из
мерена Ка интенсивность Cu, Ni, Mn растворов с различной концентрацией 
H N 03, которые отображены в функции концентрации кислоты на рис. 
5 и 6.

На рисунках видно, что Ка интенсивность Си и Ni при изменениях 
концентрации кислоты в пределах 3 -г 5% остается неизменной, а Ка ин
тенсивность Мп даже при изменении концентрации кислоты порядка 20% 
остается приближенно идентичной. Это происходит потому, что сплав содер
жит 0,7 Мп, и вследствие большого разбавления нельзя измерить действие 
изменения концентрации кислоты. Если навески сплава RC 49 в 1 г во всех 
случаях растворять в 10 мл 1,25-ной кислоты H N03 и этот раствор доводить

Таблица II
Состав эталонных растворов

Обозначение Ni % Cu % M n %

1 38,0 61,4 0,6

2 40,0 59,4 0,6

3 42,0 57,4 0,6
4 44,0 55,4 0,6

5 46,0 53,4 0,6

6 48,0 51,4 0,6
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5 мл СиС/г +5 мл кислот  с  различным 
проц. разбавления

Рис. 4. Абсорбционное действие 5 мл СиС12 +  5 мл различно разбавленных кислот на
интенсивность Ка-Си

Рис. 5. Абсорбционное действие различно разбавленных HN03 на интенсивность Ka-N
и Ка-Си

кмгусек 

600 -

х>Мп

500 -------------------1------------------- 1-----------
10 Ж  HN03%

Рис. 6. Абсорбционное действие различно разбавленных HN03 на интенсивность Ka-Ми

до 100 мл, тогда происходящее таким образом изменение концентрации 
кислоты будет ниже 0,5%, а это не влияет на измерение интенсивности.

Приготовление эталонных растворов для Си и Ni. Для приготовления 
растворов достаточна навеска вещества в 1 г. Эталонные растворы п р и с
тавляются с навеской в 1 г, они растворяются 10 мл H N03 и доводятся дестил- 
лированной водой до объема 100 мл (таблица II).

Используя раствор 4 в качестве эталонного, построены диаграммы Ка 
интенсивности (эталон/проба) концентрации Си, Ni приведенных выше 
растворов (рис. 7 и 8).
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Из рисунков видно, что точки измерения располагаются на прямой. 
Из 10 проб металла, выбранных для эталона, было отобрана навеска метал
лической стружки также в 1 г, которая растворена в 10 мл 1,25-ной H N 03 
и полученный раствор разбавлен дестиллированной водой до 100 мл. При 
измерении интенсивности упомянутых выше 10 растворов в качестве исход
ного эталона использовался также раствор 4. Для всех 10 растворов было 
определено частное эталон/проба и по диаграммам 7 и 8 отсчитывались зна 
чения процентного содержания.

Данные растворного способа рентгеноспектроанализа и химического 
анализа приведены в таблице III.

Рис. 7. Диаграмма интенсивности, эт/пр — Си% эталонных растворов

Даныне таблицы отображены на диаграммах рис. 9 и 10. На диаграм
мах результаты химического анализа обозначены крестиками, а данные раст
ворного рентгеновского способа — точками.

Таблица III

Данные растворного способа

Обозна
чение Ni % (рентг.) Ni % (химич.) Cu % (рентг.) Cu %(химич.)

ТС 3 53,2 53,5 45,5 45,0
12 50,4 50,2 48,3 48,0
12 A 43,6 43,1 55,4 55,6
20 47,8 47,8 52,4 52,2
27 50,6 50,9 47,4 47,5
29 45,3 44,8 55,0 55,0

101 40,9 40,4 56,0 55,9
132 44,3 44,0 55,0 54,6
98 44,6 44,1 54,8 54,5

128 45,3 45,1 54,7 54,5
135 44,8 44,65 54,3 54,0
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Рис. 8. Диаграмма интенсивности, эт/пр — Ni% эталонных растворов

Рис. 9. Диаграмма интенсивности, эт/пр — Ni% металлических эталонов
Точка О — процентное содержание, определенное растворным рентгеновским методом! 

Точка 5 — процентное содержание, определенное химическим анализом

Рис. 10. Диаграмма интенсивности эт/пр — Си% металлических эталонов
Точка О — процентное содержание, определенное растворным рентгеновским методом; 

Точка ö — процентное содержание, определенное химическим анализом
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Проводились измерения для определения того, что получится ли мень
ший разброс в случае хронометража, необходимого при отсчете1 х , 2 х ,  З х ,  
4 х ,  5х256 0СО импульсов.

После двухкратного измерения получены уже удовлетворительные 
результаты. Пределы разброса 360 измерений раствора с содержанием 
40% Ni вычислялись при помощи следующей формулы:

а  — 4 -  í.(N)

Г  N 
У2  &

г = 1__
N — 1 ’

где 8 отклонение от средней величины;
((дг) при 95% надежности, 1,95;

N  число измерений.

Вычислением получено следующее значение 

■ « =  ±  0,4% Ni.

Определение 40% Ni в присутствии 59,4% Си с указанной выше точ
ностью является удовлетворительным результатом.

Из таблицы, а также диагр. 9 и 10 видно, что значения, полученные при 
помощи растворного метода рентгеноспектроанализа и химического анализа, 
располагаются очень близко друг к другу. На диагр. 9 и 10 значения для 
Си и Ni в случае пробы (помеченные через О ) располагаются на относительно 
большом расстоянии от прямой. Также на большом расстоянии распола
гаются значения, полученные при помощи растворного рентгеновского 
метода.

Таблица IV

Процентные данные железа и марганца

Обозначение Mn % Fe % Fe+ Mn %

TC 3 1,23 0,06 1,29
12 A 1,20 0,04 1,24
20 0,05 0,10 0,15
27 1,05 0,40 1,45
29 0,05 0,10 0,15
98 1,15 0,06 1,21

101 1,36 0,26 1,62
128 0,28 0,14 0,42
132 1,05 0,34 1,39
135 1,47 0,08 1,55
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Ф. Р. Барехам и Й. Г. М. Фокс пишут, что в сплаве Cu—Ni—Fe изме
нение Fe сильно действует на определение Си и Ni. Fe имеет большую 
абсорбцию к изулучениям Си-Ка и Ni-Ka.

В сплаве ВС 49 Fe присутствует в качестве примеси. Показатель ослаб
ления массы железа и марганца является приближенно идентичным для 
Си и Ni, поэтому влияние Fe и Мп исследуется вместе. Показатель ослаб
ления массы Fe для Си равен 324, a Ni 397 г-1 см1, показатель ослабления 
массы для Си 284, Ni 348 г~1 см2.

Процентные данные железа и марганца приведены в таблице IV.

Рис. 11. Погрешность от содержания Fe +  Мп, отклоняющегося от эталонного содер
жания, в ±  Ni %-ах

Содержание Fe +М п у проб 20, 29 и 128 прибл. на 1% ниже, чем у 
исходной эталонной пробы за номером 98.

На рис. 9 и 10 можно найти три точки, обозначенные через О и откло
няющиеся от прямой, они дают значения Си, Ni проб 20, 29 и 128. Значения 
Си, Ni не расположены на прямой для тех проб, в которых содержание 
Fe +  Мп меньше, чем в исходном эталоне 98.

В дальнейшем исследовано, каким образом действует изменение Fe -j- 
+  Мп на определение Ni.

Подобрано 8 таких проб сплава ВС 49, в которых содержание Ni 
было идентичным, а содержание Fe +  М переменным. Значение содержания 
Ni этих проб определено по среднему значению 15 измерений при помощи 
рентгенофлюоресцентного метода.

Если содержание Fe +  Мп пробы больше чем у эталона, тогда полу
чается значение меньше действительного содержания Ni, а в том случае, 
когда Fe +  Мп меньше, тогда значение будет больше действительного.

Отклонение, вызванное Fe +  Мп, показано в процентах на рис. 11.
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А если содержание Fe +  Mn некоторой пробы больше чем у эталона, 
тогда в точке диаграммы, соответствующей Fe +  Mn, отсчитывается, какое 
количество Ni необходимо добавить к результату, или же, если Fe +  Mn мень
ше, сколько необходимо вычесть из результата.

ВЫВОДЫ

а. Отклонения происходят не от ошибок при анализе, так как при 
помощи двух различных методов получены идентичные результаты.

б. Причиной отклонения было действие матрицы Fe +  Mn.
в. Растворный рентгеновский спектральный анализ весьма пригоден 

для эталонного анализа. В растворе можно получить любой сплав, и при 
поддерживании концентрации кислоты данный метод дает точный результат,

г. Предлагаемый метод непригоден для выполнения экспресс-анализа, 
так как приготовление раствора требует 1-го часа времени.
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X -R A Y  FLUO RESC ENCE SPECTROCHEM ICAL AN ALYSIS OF RC 49 ALLOY  
B Y  T H E  SOLUTION M ETHOD

S. SZEIM AN

SUM M ARY

Under service conditions RC 49 alloy is analyzed by X -ray fluorescence analysis of 
m etallic specim ens. D evelopm ent of the X -ray fluorescence solution m ethod of alloy analysis 
becam e necessary because of 1 — 2 % discrepancies betw een the results o f chem ical and of 
X -ray fluorescence analysis. D evelopm ent of the solution m ethod made clear that the dis
crepancies are due to the im purities in the alloy. B y  the solution m ethod the correction diagram  
for Fe +  Mn im purities was established, which m ust be considered in the analysis o f Cu-Ni 
alloys.

E IN E  M ETH O DE F Ü R  D IE  A N A L Y SE  IN  LÖSUNG D E R  L E G IE R U N G  RC 49 
MITTELS RÖ NTG E N FL U O R E SZ E N Z

S. SZEIMAN

ZUSAM M ENFASSUNG

In der B etriebspraxis wird die Legierung RC 49 m ittels Röntgenfluoreszenz an m etalli
schen Proben analysiert. Ausarbeitung des Verfahrens der Röntgenfluoreszenz-A nalyse in 
Lösung war notw endig, weil bei gewissen Proben 1 — 2% Unterschied zwischen den Ergebnissen  
der chem ischen und denen der R öntgenanalyse auftrat. B ei der Ausarbeitung des M eßver
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fahrens für die gelöste Legierung zeigte es sich, daß die Unterschiede durch die Verunreini
gungen der Legierung verursacht werden. M ittels des Verfahrens der gelösten  Legierung wurde 
das Korrektionsdiagram für Fe - f  Mn ausgearbeitet, welches bei der A nalyse der Cu-Ni 
Legierungen in Betracht gezogen werden muss.

LA M ÉTHODE D ’AN A L Y SE  E N  SO LUTIO N D E  L’ALLIAGE RC 49 PAR  
FLUO RESC ENCE D E S RAYO NS X'

S. SZE1MAN

RÉSU M É

Dans la pratique industrielle, l ’alliage RC 49 est analysé par la m éthode de la fluores
cence des échantillons m étalliques soum is aux rayons X . L’élaboration de la m éthode d’analyse  
de l ’alliage en solution par fluorescence des rayons X  devenait nécessaire, parce que pour 
certains échantillons, il y  a va it des écarts de N i e t  Cu de 1—2% entre les résultats de 
l’analyse par fluorescence des rayons X  et de l ’analyse chimique. Par le développem ent 
de la m éthode «en solution» on a pu éclaircir que les écarts étaient causés par les im puretés 
de l’alliage. On a établi, par la m éthode «en solution», le diagramme des corrections pour 
les im puretés Fe +  Mn, qu’il faut prendre en considération lors de l ’analyse des alliages 
Cu—N i.
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BESTIMMUNG
DES AUSGEGLICHENEN RELATIVEN GLEITENS 

DER PLANETENGETRIEBE MIT DOPPELEINGRIFF 
DES EINSTUFIGEN PLANETENRADES

Z. T E R P L Â N

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN
LEHRSTUHL FÜR MASCHINENELEMENTE 

TECHNISCHE UNIVERSITÄT FÜR DIE SCHWERINDUSTRIE. MISKOLC

[Eingegangen am  3. Mai, 1964]

Bei den Zahnradplanetengetrieben erfordern die Ausführungen m it Planetenrädern  
von doppeltem  Eingriff die Lösung von  speziellen Problem en. Im  Rahm en dieser Problem e  
untersucht die vorliegende Studie die M öglichkeit des ausgeglichenen relativen Gleitens. 
Sie w eist nach, daß von  den an vier Stellen auftretenden relativen Gleiterscheinungen die 
eine unberücksichtigt bleiben kann; von  den übrigen drei können zwei ausgeglichen werden, 
wogegen die Abstum pfung des K opfes des innenverzahnten E ingriffs leicht entworfen werden  
kann. Anhand der vorliegenden Studie kann auch das für eine Nullverzahnung entworfene  
Planetengetriebe in eine V-N ullverzahnung um geändert, und dam it günstigere B etriebseigen
schaften erreicht werden (z. B. größere übertragbare L eistung, kleinere A bnutzung und  
niedrigere Temperatur).

B ild  1 g ib t die schem atische Z usam m enfassung  d er e in fachsten  A u fb a u 
e lem en te  der Z ah n rad p lan e ten g e trieb e . W enn  m an diese E lem en te  vom  S ta n d 
p u n k t des E ingriffs d er Z ah n räd er u n te rsu c h t, d an n  m u ß  a u f B ild  1 die m it 
c bezeichnete  A usfü h ru n g  als eine besondere  angesehen w erden , m it R ü ck sich t 
d a ra u f, d aß  sie von  doppeltem E in g r iff  is t (d. h . derselbe Z ahn des P la n e 
te n ra d e s  k äm m t w äh ren d  einer U m d reh u n g  einm al m it dem  a u ß en v e rzah n ten , 
e inm al m it dem  in n en v e rzah n ten  S o n n en rad ). D ieser U m stan d  w irft v e rsch ie 
dene F rag en  der F es tig k e it, d er A bm essungen  [4] u n d  des E ingriffs au f, von  
denen  diese S tud ie  die M öglichkeit d er Lösung des ausgeglichenen G leitens 
u n te rsu c h t.

B ild 2 v e ran sch au lich t das B ild  lc  e ingehender, m it zwei D arste llu n g en . 
An d er E ingriffslin ie  w urden  die S c h n ittp u n k te  d er K opfkreise  b eze ich n et, 
d. h . die A nfangs- u n d  E n d p u n k te  des Angriffs.

B ild  3 zeigt das Bild 2 in  d e r zw eckm äßigerw eise v e rä n d e rten  F o rm , 
bei d er u m  die H o rizo n ta le , die d u rc h  den  P u n k t 0 3 g eh t, die m it 2 — 3 beze ich 
n t e n  E ingriffe sp iegelbild lich  d a rg es te llt sind (C =  С2з — C34). D ad u rch  
fallen die E in g riffsp u n k te  fe2, k3, /c3 u n d  k i au f eine L inie u n d  die G le itv e r
hä ltn isse  können  ü b ersich tlich er u n te rs u c h t w erden.

A us dem  S c h rif ttu m  [2, 3, 6 , 7] is t es b e k a n n t, d aß  m an u n te r  dem  B e
griff Gleiten (у ) an  dem  u n te rsu c h te n  E in g riffsp u n k t jen e  V erh ä ltn iszah l, die 
g rößer als eins is t, ve rs teh e , in d er d er Q u o tien t von  E vo lv en t-B o g en län g en , 
die g leichzeitig  g le iten d  abro llen , e n th a lte n  is t. D er B egriff relatives Gleiten
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Lj® Lj "© п ! я 1

3 f к JTL3'j
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2

ТШ }/™-r 
■1 1 ' J

2 tZáJ LJ 

1 1

к
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B ild  1. Skizzen der Elem ente von  Zahnradplanetengetrieben
a) Räderpaar und Kurbelarm mit Außenverzahnung; b) Räderpaar und Kurbelarm mit Innenverzahnung; c) Planetenge- triebeausfiihrung mit Doppeleingriff; d) —f )  zweistufiges Planetengetriebe mit einem außenverzahnten, gemischtverzahntenund innenverzahnten Eingriff

B ild  2. Zwei D arstellungen der Skizze eines U m laufgetriebes (Bild lc )  m it einem  Planetenrad  
von  Doppeleingriff (unter W eglassen der Zähne), m it eingezeichneten Eingriffslinien und 
Eingriffspunkten vom  Anfang und vom  Ende, die von den Kopfkreisen ausgeschnitten sind

(k.,, k 3, k'j und k 4)
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( rj) b e d e u te t dagegen das u m  eins v e rm in d e rte  Gleiten. W en n  daher w ä h re n d  
d er Z e it At das m it 2 beze ichnete  S o n n en rad  um  den W inkel Acp2, das m it 
3 b eze ichnete  P la n e te n ra d  u m  den W inke l Acp3, u n d  das m it 4 beze ichnete

B ild  3. Änderung des Bildes 2 wobei die m it 2  und 3 bezeichneten Eingriffe um eine durch  
0 3  gehende Horizontale spiegelbildlich dargestellt sind. Das Bild en thält die für den E ntw urf  
der G leit-H yperbeln erforderlichen Pole (P2, P's, P's und P 4), ferner das m it Hilfe der Vörös’- 
sehen M ethode [7] entworfene relative G leiten an den Eingriffsgrenzen (f]s, >/3, >/3 und »/,)

S o n n en rad  u m  den W inkel A(p4 sich v e rd re h t, d ann  k a n n  m a n  m it den B eze ich 
n u ngen  des B ildes 4 in  dem  E in g riffsp u n k t k2 zuerst das V erhältn is  d e r  im  
A ugenb lick  k äm m enden  E v o lv en ten b o g en  anschre iben :

У 2
(a o sin ao — Qi) Л<р2

d arau s  w ird

J 2 +

Q 2 A ( p 3

1

«0  sin «0 - Qi
Q 2 U 2 3

sin  an
const.
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u n d  wir e rh a lte n  zw ischen q.2 u n d  v2 -f- 1 /u 23 eine gleichseitige H yperbel von  
obiger G esta lt. In  K e n n tn is  d er Ä nderung  des Gleitens k a n n  m an  die B eziehung  
f]2 = y 2 — К  fe rn e r in  äh n lich e r W eise d as  relative Gleiten d e r übrigen  E in -

Bild 4. Erklärende Darstellung für das relative Gleiten

g riffspunk te  ansch re iben  :

\O
i

IIC4 1 = («o sin xo Qi) ЛФг
1 — «0 sin CC0 — q2

l ; ( 1 )
вз^Фз Qi U2S

Vs =  Уз - 1 = Qs ^Фз — 1 = вз U 2 S - l ; (2 )
(«о sin xu -  Qs) ЛФз «0 sin *0  — Qs

Vs =  Уз - 1 = Qs ^ Фз 1 - t?3 U43 -  i ; (3)
(a0 sin x n +  Q3)A<p4 «0  sin «o +  Q3

Va = y* 1 == К  *in *o +  Qa) ЛФа 1 —
«0  sin a 0 +  q4

— 1 . (4)
Q , A 09, Ql U,o
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Diese F älle  des relativen Gleitens k a n n  m a n  n ach  der M ethode von  V ö r ö s  
[7] schnell en tw erfen  (B ild 3). D er N achw eis der Pole P 2, P'3, P 3 u n d  P 4 sind  
im  B ild  5, wogegen der E n tw u rf  der herausgegriffenen  %  u n d  rj3 in  den  B il
dern  6  u n d  7 zu sehen.

P,

B ild  5. Beweis für den E ntw urf der Pole P 2, P 3, P ’i  und P i

Die m eisten  Z ah n rad p lan e ten g e trieb e  sind  von e iner Nullverzahnung, 
d ah e r is t es w ahrschein lich , d aß  im  k o n k re te n  P la n e ten g e tr ieb e  das re la tiv e  
G leiten  sehr u n te rsch ied liche  W erte  lie fert. Im  V erlau f e in er F ach p rü fu n g  
e rgaben  sich z. B . bei den zwei in  R eihe g esch a lte ten  E in h e iten  des im  B ild  lc  
darg este llten  P lan e ten g e trieb ee lem en tes  [5] die E rgebn isse  in  T afel I.

Tafel I

1. Stufe 1,3 3,9 0 , 2 0,4

2. Stufe 2,33 5,86 0,29 1,5
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Bild 7. B ew eis für den E ntw urf von  rj3  (siehe auch Bild 3)
( In  der Gleichung i s t  1-j-u s ta t t  1 — u  richtig)
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I n  e iner D ip lo m arb e it [1] e rgaben  sich sehr günstige, ab er im  V ergleich 
zu e in an d e r gleichfalls S treu w erte  (siehe T afe l II) .

D as ausgeglichene relative Gleiten b e s itz t günstige  B e trieb se ig en sch aften . 
E n tsp re c h e n d  dem  N achw eis von I. B o t k a  [2] b e s itz t näm lich  das au sg e

glichene G leiten einen dreifachen A usgleich, d. h . das A usgleichen von  rj is t  
v e rb u n d e n  m it dem  A usgleich des P ro d u k ts  aus der H e rtz 'sc h e n  S p an n u n g  u n d  
der G le itgeschw ind igkeit (des sog. A lm en’schen P ro d u k ts ) , fe rn e r m it dem

Tafel II

1. Stufe 1,65 0 , 8 6 0 , 2 1 0,29

2. Stufe 1,15 1,15 0,40 0,15
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A usgleich  der sog. K o n ta k tte m p e ra tu r  (d e r B lo k ’schen T em p era tu r). E s w äre 
d a h e r  zw eckm äßig, d a s  ausgeglichene Gleiten d ieser P la n e te n g e tr ie b ea r t d u rch  
eine V -N ull-V erzahnung  in  der W eise zu  lösen , daß  n eb en  zwei A usgleichen  
die b e id en  anderen  k le in e r  sein sollen, o d e r eine von  ihnen  ebenfalls au sg e
g lichen  sei.

U n tersuchen  w ir  zuerst das V erh ä ltn is  %p =  173/ 973. N ach  den  obigen 
B eisp ie len  is t dieses V erh ä ltn is  im m er g rö ß er als eins. W enn  die B eziehungen  
(2) u n d  (3) d a rg e s te llt w erden , d an n  e rh ä lt  m an  H y p erb e ln  (B ild 8 ), deren

B ild  9. D ie  f  = / ( » )  K urve zum  N achw eis von  rf3 >  щ

G leichung auch e in fa c h e r angeschrieben  w erden  k a n n . U n te r  V erw endung  der 
B ezeichnungen  d er A b b ild u n g  e rg ib t sich die G leichung d er H y p erb e l (7 ) ' in 
dem  K o o rd in a te n sy s te m  Y3 — X 3 :

Y3 X 3 =  ua0 sin oc0 , (5)

w o и =  u23 =  z2/z3 d ie  sog. geom etrische Ü b erse tzu n g , oder das Z äh n ezah l
v e rh ä ltn is  b e d e u te t.

D ie G leichung d e r  m it (js)" b eze ich n e ten  H y p erb e l w ird  im  K o o rd in a te n 
sy s te m  Y3 — X 3

У 3 X S  =  — U43 «ii sin *0 » (6)

wo u 43 =  z4/z3 die geom etrische  Ü b erse tzu n g  oder das Z äh n ezah lv erh ä ltn is  des 
in n en v e rzah n ten  E in g riffs  b ed eu te t.

E s sei der e rs te  D iffe ren tia lq u o tien t der G leichungen (5) u n d  (6 ) an g e 
sch rieb en :

d Y ' 

dX'3 “

uau .
-------- -  sin xn :V'2 ü (7a)

dY" sin а (7b)
dX"

ü H J T T X í.  •

X''2
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Die beiden  K u rv en  schneiden sich in dem  ü b e r dem  W älzp u n k t gelege
nen E in h e itsp u n k t; seine Abszissen la u te n :

X i  = Г (io S in
1 -1- U

X 3 =  i r 02 ~f“ 2 гпз) sin «o
2  +  u 
1 +  u

sin a 0 .

W enn m an  diese W erte  in die G leichungen (7a — 7b) e in se tz t, d ann  e rh ä lt m an  
die R ich tu n g stan g en ten  dieser W ä lz p u n k tta n g en ten  d e r beiden  H y p e rb e ln .

B ild  10. E ntw urf des ausgeglichenen G leitens, wenn rj2  >  t/4. Grunddaten nach [5]
E n tw u r f s v e r la u f  :

1. Auf der Achsengeraden die M ittelpunkte 0 2, 0 3 und 0 4 (der letztere is t im Bild n icht zu sehen) und der W älzpunkt C ;
2. durch C  gehend, zur H orizontalen um dfn  W inkel a 0 geneigt die Eingriffslinie, au f ih r die G rundpunkte iV2, N 3 und iV4;
3. für den Fall x  =  0 (N ullverzahnung) m it hk =  2 m  gem einsam er Zahnhöhe, die m it den Kopfkreisen angegeben Eingriffs

abschnitte ;
4. Angabe einer m it der Eingriffslinie parallelen Geraden im E inheitsabstand, dann folgt der E n tw urf der Pole P 2, P 3, P J  und  P 4:
5. E ntw urf von 7]s, 773, 773 und  rji  nach der Methode von V ö rö s  (s. die m it fetter Linie ausgezogenen O rdinaten);
6. durch Iteration  zum Ausgleich von Г]2 =  T]'2 (г]'л und ту4 <  Г)3 =  773, s. die gestrichelten O rdinaten) Ablesung der spezifischrn

Profilverschiebung x
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U n te r  B erücksich tigung  des A usdrucks u 43 =  2 -f- и w ird  das E rgebn is:

ta n  y>3 ■ 

ta n  v»;

ua„
u- aj-J

(1 + и)2
sin a n

sm *an

(2  +  u ) a 0 (1  +  u)2^ i n a o

(1 + » ) 2 . . » 
uaQ sin a 0

(1  +  u f
(2 +  u)2 ag sin2 a 0 ( 2  -f- w) % sin a o

(9)

(8)

B ild  11. E ntw urf des ausgeglichenen Gleitens, wenn »/, >  Verlauf des Entwurfes nach
Bild 10

w obei das en tgegengesetzte  V orzeichen d u rc h  die en tgegengese tz ten  R ich tu n g en  
v o n  den X -A chsen  der be id en  K o o rd in a ten sy stem e  e n ts te h t. S te llt m an  das 
V erh ä ltn is  d er B eziehungen  (8 ) u n d  (9) m it dem  gleichen V orzeichen d a r, d ann  
e rh ä lt m an :

ta n %  ( 1  +  u)'1 ( 2  +  u) a0 sin  a 0

ta n  y>"3 ua{) sin oc0 ( 1  -(- u ) 2
1 + ( 10)
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D ie T atsache , d aß  |  bei jed em  beliebigen W ert von  и g rößer is t als die 
E in h e it (B ild  9), b e d e u te t, d aß  r\3 im m er g rößer is t als r]3, w egen d er im  V er
gleich zu r T angen te  en tg eg en g ese tz ten  K rü m m u n g  der K u rv en . D as b e d e u te t 
g leichzeitig , daß  von dem  A usgleich d er v ie r re la tiv en  G le iten  rj3 w eggelassen 
w erden  k a n n , da es im m e r k le iner is t als r]3.

In  den  m eisten F ä llen  is t ц2 r)4, so d aß  von  den d re i re la tiv en  G leiten 
der A usgleich von r{3 u n d  rj2 au sre ich t (B ild  10). W enn щ  >  r}2, d an n  ist es

,©

B ild  12. Maß der Drehbearbeitung des K opfkreises Дгу4, w enn /y4  >  rj2 =  rfa. Die Grunddaten 
stim m en m it denen des B ildes 11 überein

zw eckm äßig , den A usgleich  von i;4 u n d  »73 v o rzunehm en  (B ild 11). D as Spiegel
b ild  is t au ch  dazu geeignet, daß  die K opfhöhe des in n en v e rzah n ten  R ades im  
F alle  des ausgeglichenen r)2 u n d  rj3 jedoch  bei einem  größeren  t)4 v e rm in d e rt 
w ird  (S tu m p fv erzah n u n g  d u rch  V ergrößerung  des K opfkre ises, m itte ls  D reh 
b ea rb e itu n g ). H ierfür ze ig t das B ild  12 eine K o n stru k tio n slö su n g . (Es m uß 
b e m e rk t w erden , daß in  den  B ildern  и desw egen u n te r  N 3 an ste lle  von N 2 (wie 
in  den vo rhergehenden  B ildern ) ge langt, weil h ie r r 02 <  r 03 is t). D ie aus den
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d re i B ildern e rsich tlichen  p u n k tie r te n  K urven  b ed eu ten  die en tsp rech en d  
bezeichneten  H y p e rb e ln  des re la tiv en  Gleitens.

Die allgem eine, tab e lla risch e  A usarb e itu n g  dieses P rob lem enkreises m it 
den  Bereichgrenzen d e r S tirn  V erzahnung ist im  G ange.
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T H E  COM PENSATED SLIDING  OF PL A N E T A R Y  SP U R  G EAR T R A IN S  
W ITH D O U B L E  ENGAGEM ENT

z. terplá n

SUM M ARY

Amongst spur gear planetary trains, those with double engagem ent planetary gears 
require the solution o f  special problem s. From  am ongst these problem s the paper exam ines 
the possibility of equilibrated relative sliding. It is shown that from the relative slidings 
arising at four points, one need not be taken into consideration, two am ongst the other three 
can be com pensated, w hile the addendum  decrease at the internal-gear contact can easily  
be found graphically. On the basis o f the present paper the planetary drive designed with  
elem entary gearing can also be easily changed to com pensated gearing and thus more 
favourable operating characteristics can be obtained (e.g. greater transm itted power, smaller 
w ear and lower tem perature).

GLISSEM ENT COM PENSÉ D E S ENG REN AG ES P L A N É T A IR E S  
A E N G R È N E M E N T  BIN A IR E

Z. TE R PL Á N

RÉSUM É

Les engrenages p lanétaires ayant des satellites à engrènem ent binaire nécessitent la 
so lu tion  de problèmes spéciaux. Parm i ceux-ci figure la possibilité du glissem ent relatif com 
pen sé, examinée par l ’auteur. Il dém ontre que des glissem ents relatifs se produisant en quatre
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points l ’un peut être négligé, deux autres peuvent être compensés, enfin  l ’am ortissem ent 
de tê te  de l’engrènem ent à denture intérieure peut être aisém ent assuré. Sur la base de l’étude, 
l’engrenage planétaire projeté pour une denture norm ale peut être adapté aussi à une denture 
com pensée, ce qui perm et d’obtenir des caractéristiques bien meilleures (plus grande puissance 
transm ise, usure et tem pérature m oindres, etc.).

УРАВНЕННОЕ СКОЛЬЖЕНИЕ ШЕСТЕРЕНЧАТЫХ ПЛАНЕТАРНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ С ДВОЙНЫМ ЗАЦЕПЛЕНИЕМ

3. ТЕРПЛАН

РЕЗЮМЕ

Среди шестеренчатых планетарных механизмов, решения специальных проблем 
требуют те, которые обладают планетарными колесами с двойным зацеплением. Среди этих 
проблем в работе исследуется возможность уравненного относительного скольжения. 
Доказывается, что среди относительных скольжений, возникающих в четырех местах, 
одно скольжение не следует принимать во внимание, из числа остальных трех два можно 
уравнить, а скашивание вершин зубьев внутреннего зацепления можно легко определить 
построением. На основе данной работы планетарный механизм, сконструированый, исходя 
из элементарных зубьев, можно переделать на компенсированные зубья и этим добиться 
более выгодных эксплуатационных условий (наир, большая передаваемая мощность, 
меньший износ и более низкая температура).
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INFLUENCE OF MANUFACTURING INACCURACIES 
ON THE CHARACTERISTICS OF PUMPS

F. STVRTECZKY and Á. SZABÓ
DEPARTM ENT O F H YD RA ULIC M ACHINES, TECHNICAL U N IV ER SITY  BU DA PEST 

[M anuscript received May 6, 1964]

In order to throw ligh t on the effect exerted  upon the pum p service by m anufacturing  
inaccuracies, authors had im pellers made w ith  defects of workm anship brought about in ten 
tionally . All the im pellers had three blades o f identical shape. For experim ental purposes, 
the actual impeller was alw ays characterized by only one kind of defect, keeping all other 
dim ensions true to specification. The test served to plot the characteristic curves of 18 
im pellers having the described intentional defects; in addition, m easurem ents o f the suction  
head were also carried out. A ll the results were compared w ith  the respective reference data 
of a “ true shaped” m aster impeller. W e could state that even relatively  sm all deviations 
o f the dimensions of an im peller already caused well observable changes in the characteristic  
curves and in the values o f the suction head. F inally , by  assum ing a perm itted deviation of 
the delivery head am ounting to 2% , it  w as possible to state  the lim its o f defects of w ork
m anship that m ight be tolerated in the case o f the described im peller typ e  according to 
standard specifications.

Symbols and denominations

jD, in let diameter of the impeller;
D 2 outlet diam eter of the impeller;
H  head of delivery;
Q rate of flow ; 
b impeller width; 
r] pump efficiency;
y  specific gravity  of the delivered water;
(p capacity ratio; 
xp head ratio;
о  critical cavitation  factor at an efficiency decrease of 3% r.p .m .; 
n  speed;
p о atmospheric pressure; 
p s pressure in  the suction pipe; 
hs suction head; 
h' loss in the suction pipe;
Pg pressure of saturated vapour; 
cs flow  speed in  the suction pipe;
0 height of the in let edge over the axis on the top;
e deviation in  % of the delivery head of the im peller as com pared to the m aster 

impeller;
Zlg angular shifting of the blade;
Лr, radial shifting of the inlet edge; 
a* a lower lim it o f the cavitation factor; 
rig specific speed.

Subscripts

E  m aster impeller;
1 serial number o f the “ impeller having inaccurate w orkm anship” ; 

opt. water delivery of the master im peller at the optim um  efficiency;
f  running conditions w ithout cavitation .
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I. In tro d u c tio n

In  the  course o f  pu m p  te s ts  c a rried  o u t a t  th e  D e p a rtm e n t of H y d rau lic  
M achines, T echnical U n iv e rsity  B u d a p e s t, th e  p u m p  im pellers w ere m a n u 
fa c tu re d  in the  w o rkshops of th e  D e p a rtm e n t. T his w ork  is done b y  fo rm ing  
b lad es  of sheet m a te r ia l  b y  m eans o f a m a s te r  p la te , a n d  b y  b raz in g  th e  b lades 
o n to  th e  disk. I t  once h ap p en ed  th a t  th e  b lades — d u rin g  th e  position ing  
b efo re  being b razed  — were a d ju s te d  b y  u n in te n tio n a l in accu racy . W hen th is

F ig . 1. In tentionally  m ade defects o f  workm anship

f a u lty  w orkm anship  w as observed , a n o th e r  im peller w as m ade a n d  a p p ro p ria te  
m easurem ents w ere ca rried  o u t in o rd e r to  in v es tig a te  th e  effects o f d im ensional 
d ev ia tions. These re su lts  are re p o rte d  in  a p ap e r p u b lish ed  in  th e  Acta Techn. 
Hung. [2, 3].

This firs t te n ta t iv e  w ork  o f co m p ara tiv e  m easu rem en ts  w as m ade a t  
a r a th e r  a n tiq u a te d  m easuring  s ta tio n  o f our D e p a rtm e n t, w here th e  a d ju s t
m e n t was cum bersom e and  ted io u s especially  for th e  d e te rm in a tio n  of sucking  
c a p ac ity . Thus we fe lt com pelled to  develop an d  to  e rec t o u r new  m easu ring  
s ta tio n , type  RS a d ju s te d  fo r sem i-au to m a tic  o p e ra tio n  [4]. W ith  th is  new  
m easu ring  e q u ip m e n t we reached  a position  fo r ca rry in g  o u t m ore precise 
investiga tions in o rd e r  to  clear up th e  in fluence of m an u fa c tu rin g  inaccuracies.

For th is p u rp o se , 19 im pellers w ere designed a n d  m ade. T hree  b lades, 
in  form  of a lo g a rith m ic  sp iral o f 15°, w ere a rran g ed  on each im peller. In  th is  
g ro u p , 1 im peller w as m ade as a m a s te r  w heel in  co n fo rm ity  w ith  th e  designed 
accu racy , and  th e  o th e r  18 w ere fo rm ed  w ith  som e in te n tio n a l dev ia tio n  from  
th e  tru e  geom etrical shape, h av in g  som e “ m an u fa c tu rin g  in a c c u ra cy ” . T hus 
we provided a p p ro p ria te  ob jec ts fo r ca rry ing  o u t m easu rem en ts  th a t  could
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p ro b a b ly  th ro w  som e lig h t on th e  in fluence  exerted  b y  th e  defects of w o rk 
m an sh ip  on pum p efficiency. W ith  th e  in te n tio n  to  h av e  a se p a ra te  in sigh t 
in to  th e  effect of th is  or t h a t  k in d  of defec t, each te s t w as a rran g ed  so as to  
in v e s tig a te  th e  in fluence o f on ly  one special dev ia tion . I n  each  im peller tw o 
b lad es w ere m an u fac tu red  w ith o u t a n y  d ev ia tio n ; every  th ird  one was fo rm ed  
w ith  one of th e  follow ing th re e  inaccuracies:

a)  T he  whole of th e  cam b er of th e  b lad e  was k e p t in  its  o rig inal form  
acco rd in g  to  th e  above m en tio n ed  sp ira l: th e n , th e  b lade  w as som ew hat d is
p laced  from  its  original position  in such  a w ay, th a t  m a in ta in in g  th e  in le t 
e n d p o in t as a fu lcrum , th e  b lad e  was tu rn e d  aw ay to  th e  le f t or to  th e  rig h t 
in  o rd e r to  have  its  o u tle t  en d p o in t sh ifted  a t  an  angle  o f ^  A p2 from  its  
o rig inal p itc li po in t. T hese im pellers are  re fe rred  to  as “ sh ifted  b y  an angle
±A&.

b) In  an  analogous w ay  as befo re , th is  3rd b lade was tu rn e d  aw ay, a ro u n d  
its  o u tle t  en d p o in t as a fu lc ru m  in  o rd e r to  h av e  th e  in le t e n d p o in t sh ifted  
from  its  orig inal p itch  p o in t b y  an  angle o f ± A qv These im pellers are  re ferred  
to  as “ sh ifted  b y  an angle  o f Ai A qI-

c)  T he  in le t edge of th e  b lad e  was sh ifted  in  th e  ra d ia l d irec tio n  a t  a d is
p lacem en t of A:Ar{. These im pellers are  re fe rred  to  as “ sh ifted  b y  AzAr'[.

II. Measuring results

T h ro u g h  th e  w hole te s t  series th e  im peller speed w as m ain ta in ed  a t  
n =  2000 rp m . M ain p a ra m e te rs  of th e  m a s te r  im peller:

Tiq =  28; ligopt. — 11,85 m ; @£opt. =  8,15 1/s; ngcpt. == 0,74.

B esides th e  u su a l ch a ra c te ris tic s , th e  curves of su c tio n  cap ac ity  are  
p lo tte d , to o . In  carry in g  o u t  ou r te s ts , we w ere confined to  som e reasonable  
lim its  because  of the  open ty p e  of our eq u ip m en t, and  in  consequence of th e  
r a th e r  sm all delivery  h ead  o f our pum p.

T he m easu rem en ts se rv ed  to  d e te rm in e  th e  following fu n c tio n s : H  versus 
Q, r} ve rsu s  Q, and rj v e rsu s  ht. O ur ca lcu la tio n s were b a se d  on th e  follow ing 
e q u a tio n s:

60 Qw -=------------- ,
л 2 D2 bn

V =  

a =

7,2 • 103 gH
л 2 D \ n2 ’

( Ps  Ро) /У +  cs/(2 g) -  e
H

8 tfyopt *

- ^ E o p t  V

100% .
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A great m a n y  d iag ram s w ere p lo tte d . F o r th e  sake  of a sh o rte r w ay  of 
t r e a t in g  th is su b jec t, th e  six  m ost im p o r ta n t ones are  i llu s tra te d  here.

Fig. 2 shows th e  d iag ram  гр ve rsu s  <p for th e  m a s te r  im peller an d  fo r th a t  
sh if te d  a t  an  a n g u la r  d isp lacem en t o f -\-A q2. T he  cu rv es refer to  im pelle r 
N o. 4 sh ifted  b y  20°. H ere , dev ia tio n s are sign ifican t as a consequence of 
th e  channel being re s tr ic te d , as is w ell observable  in  th e  d iagram . The w heels 
w ith  a sh ifting an g le  o f  10° an d  5° are  ch a rac te rized  b y  a stepw ise a p p ro x i
m a tio n  to  the  fe a tu re  o f  th e  m a s te r  w heel. T he sam e ho lds tru e  w ith  re sp ec t 
to  efficiency.

F ig. 2. Characteristic curves o f the im pellers marked 4 — 5 — 6  — E  ; positive angular 
sh ifting  on the ex it edge of one blade: + Д ? 2 °

In  th is f ig u re , th e  critica l c a v ita tio n  n u m b e r о is also n o ted  fo r th e  
sam e four im pellers. T hese curves, d raw n as a fu ll line , are  p lo tted  a t  s teps 
o f 3%  decrease o f  efficiency. In a sm u ch  as th e  in v es tig a tio n  of c a v ita tio n  
effects was n o t th e  o b je c t of ou r research  w ork, th is  ra th e r  a rb itra ry  choice 
o f steps of 3%  is n o t  assum ed  as hav in g  influence on th e  resu lts  e lab o ra ted  
fo r th e  com parison o f  wheels h av in g  various m a n u fa c tu rin g  inaccuracies. T his 
m ag n itu d e  of 3 %  h a s  been  chosen w ith  th e  assu m p tio n  th a t  m easuring  errors 
do n o t transgress th is  lim it, even in  th e  m ost u n fav o u rab le  case.

There w ere som e im pellers th a t  were n o t su ita b le  fo r th e  o b se rv a tio n  
o f cav ita tio n a l b re a k  dow n even w ith  th e  sm allest d e liv e ry  values, since our 
eq u ip m en t was su ita b le  for th e  perfo rm ance of a su c tio n  head  of a b t. 8,2 -t 
-t- 8,3 m. On th e  o th e r  h an d , w hen  w orking w ith  g re a te r  delivery  vo lum es, 
th e  extension of m easu rem en ts  up  to  th e  c a v ita tio n a l b re a k  down w as lim ited
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because  of th e  increased  pipe resis tan ce  caused  b y  th e  th ro ttle  effect on th e  
suc tion  side.

T he values o f th e  c ritica l c a v ita tio n  n u m b e r a are  p lo tte d  in  th e  d ia 
g ram s o f im pellers m ade w ith  a fa u lty  w o rk m an sh ip , only  w ith in  th e  b o u n 
daries of w a te r q u a n t i ty  w ith in  w hich  th e  efficiency decrease of 3%  w as observ 
ab le . T here w ere som e im pellers u n d e r te s t  w ith  w hich we n e v e r reached  
a su c tio n  head  h ig h  enough to  b rin g  ab o u t an  efficiency decrease o f  3% .

w
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Fig. 3. Suction head curves o f the im pellers marked 13 — 14 — 15 — E  ; e fficiency rjj versus 
hs and efficiency o f an operation free of cavitation

W hen te s tin g  th e  m as te r  im peller, th e  c ritica l a va lue  could be  d e te rm ined  
up  to  th e  range o f <p =  0,24 -t- 0,35. In  o rder to  c rea te  som e p ra c ticab le  basis 
o f com parison  w ith  la rg e r cp values, we ca lcu la ted  a low -lim it v a lue  o f a* w ith  
an  assum ed  m ax im u m  v a lu e  of th e  suction  h ead  hs t h a t  was still m easu rab le  
w ith o u t causing  an  effic iency  decrease of 3% . T his section is illu s tra te d , in 
th e  d iag ram , b y  a d o tte d  line.

O f course, i t  is n o t possib le to  d e m o n s tra te  all th e  19 curve  d iag ram s 
rj versu s hs, an d  we choose to  i l lu s tra te  th e  fu n c tio n  =  f (h s) fo r 4 im 
pellers w ith  a v a ry in g  flow  ra te  as p a ra m e te r  (F ig . 3).

In  Fig. 4 th e  c h a ra c te ris tic  curves of im pellers w ith  b lades sh ifted  a t 
th e  o u te r  tip  b y  —-zlp2 are  show n. As can be  seen, th e  channel sec tion  of th e  
im p e lle r is less re s tr ic te d  b y  th e  fa u lty  b lades, a n d  th e  curves ip =  f((p) and  
rj =  f(rp) show , in  com parison  to  those  in  F ig . 2, a ra th e r  sm all dev ia tio n  
fro m  th e  m a s te r  im peller.

In  Fig. 5 th e  ch a rac te ris tic  curves of im pellers w ith  b lades sh ifted  a t 
th e  in n e r tip  b y  - j - J g j  are  show n. T he res tr ic tio n  o f channel sec tion , caused
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b y  th e  fau lty  im pellers, is neg lig ib le . D ev iations in  th e  tre n d  o f th e  curves are  
re la tiv e ly  sm all.

In  Fig. 6 c h a ra c te ris tic  cu rves of im pellers w ith  b lades sh ifted  a t  th e  
in n e r tip  b y  —A q\ a re  show n. T h e  channel sec tion  res tr ic tio n  caused  b y  fa u lty  
b lad es is sign ifican t. D ev ia tio n s in  th e  tre n d  o f  th e  curve гр =  f(cp )  are  here

F ig. 4. Characteristic curves o f the im pellers marked 7 — 8  — 9 E  ; negative angular 
sh ifting on the ex it  edge of one blade: — Д р 2°

Fig. 5. Characteristic curves o f the im pellers marked 10 — 11 — 12 — E  ; positive angular 
shifting on the entry  edge o f one blade: -f-Д 0 [°
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on th e  w hole, id en tica l w ith  those in  Figs 5 an d  6. A gain , considering  th e  
curves rj =  f(q>) a n d  especially  a =  f(cp) th e  d ev ia tio n s caused b y  th e  b lad es 
w ith  a sh ift in  th e  d irec tio n  —A qv  is considerab le  g re a te r  th a n  w ith  b lad es 
sh ifted  in  th e  d irec tion  -|-zl 01-

In  Figs 7 an d  8 we will find  th e  e ffec t w hich w as observable  on im pellers 
w ith  b lades sh ifted  in  th e  d irection  o f -\-Arx an d  — Arx respective ly . W ith  
b lades sh ifted  in d irec tio n  —Arv  th e  d ev ia tio n s of a a re  g rea ter, th o se  o f 1p 
an d  rj are  less th a n  w ith  blades sh ifted  in  d irec tion  -\-Arv

Fig. 6. Characteristic curves o f the impellers m arked 13 — 14 — 15 — E  ; negative angular  
sh ifting on the entry edge o f one blade: — A ?i°

In  F ig . 9, th e  d iag ram  shows in  cu rves as fu n c tio n s  of Aq an d  A i\, th e  
p lo tte d  dev ia tio n s (e % ) of th e  d e liv ery  h e a d  of all th e  im pellers u n d e r  te s t  
as com pared  to  th e  d e liv e ry  head  of th e  m a s te r  im p elle r, alw ays w ith  a w a te r  
delivery  co rrespond ing  to  th e  m ax im u m  effic iency  o f th e  m aste r im p elle r. 
F rom  th is  d iag ram , th e  following can be  s ta te d :

1. In  re la tio n  to  th e  vertica l th ro u g h  th e  p o in t o f zero sh ift, th e  cu rv es  
correspond ing  to  th e  sam e abso lu te  v a lu es  in  th e  p o sitiv e  and  th e  n e g a tiv e  
sh ifting  d irec tions, a re  n o t sym m etrica l.

O therw ise, th is  can  be follow ed from  th e  d iffe ren t re s tric tio n  va lu es  
of th e  im peller ch an n e l as m en tioned  before.

2. T he m ost o u ts ta n d in g  decrease o f  th e  de livery  h ead  is observed  w ith  
b lades sh ifted  in  th e  ra d ia l direction .

3. U n d e r th e  g iven  conditions, th e  less sig n ifican t dev ia tions are  th o se  
caused b y  im pellers w ith  blades h av in g  an  an g u la r sh if t a t  the  e n try  edge.
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In  th e  u su a l accep tan ce  specifica tions fo r  p u m p s, th e  a llow ed  dev ia tio n  
o f th e  delivery  h e a d  caused b y  m a n u fa c tu r in g  defects a m o u n ts  to  2 % . In  
F ig . 9, a d o tte d  h o rizo n ta l line illu s tra te s  th e  level o f th is  2 % .

Fig. 7. Characteristic curves o f the im pellers m arked 16 — 17 — 18 —• E  ; positive radial 
shifting on the inner tip o f one blade: + Д Г ;

Fig. 8. Characteristic curves o f the im pellers m arked 19 - -  20 — 21 — E  ; negative radial 
shifting on the inner tip  o f one b b d e: — A rt
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In  considering w h a t is to ld  in  th e  above ex p o sitio n , th e  im peller ty p e  
app lied  in our re sea rch  w ork can be considered as accep tab le  w ith  th e  fo llow 
ing  inaccuracies o f  w o rk m an sh ip :

a)  W ith  a ra d ia l sh ift o f 3 m m  in th e  p o sitiv e , an d
b) of 4,4 m m  in  th e  n eg a tiv e  d irection .
c) A t th e  o u tle t  d iam ete r, w ith  an  an g u la r sh if t o f 7° in positiv e ; an d
d)  8,5° in n eg a tiv e  d irec tion .
e) A t th e  in le t d iam ete r, w ith  an  an g u la r sh if t o f 9° in  th e  p o sitiv e ;

an d
f )  o f 10° in th e  neg a tiv e  d irection .

Fig. 9. Variation of the delivery head in % depending on the various inaccuracies o f
workmanship

Plotted + points: values for angular shift on the inlet edge; plotted о points: values for angular shift on the inlet edge; plotted X points: values for radial shift of the inner blade tip

O f course, th e  te s te d  pieces hav ing  an  in te n tio n a l defect com prise only 
a sm all group in com parison  to  th e  v a s t v a r ie ty  of p ro b ab le  erro rs. W e n ev er 
th o u g h t i t  possible to  include in  ou r research  w ork th e  to ta l i ty  of all chances; 
in  th e  ra th e r  n a rro w  fie ld  o f a c tu a l in v es tig a tio n , we h a d  to  ca rry  o u t an  
u n u su a l large w ork (because of 19 various im pellers a n d  a lo t o f 1600 m easu red  
po in ts).

In  o rder to  h a v e  a th o ro u g h  in sig h t in to  th e  effect of m an u fac tu rin g  
inaccuracies, th e  w ork  to  be done is im m ense. I t  is im p o r ta n t  to  include in to  
th is  research  a c tiv ity  th e  p rob lem  o f surface roughness an d  form  dev ia tio n  
o f b lades. As i t  is p ro b ab le , change of im peller d im ensions an d  change of speed  
w ould  b rin g  a b o u t re su lts  th a t  m uch differ from  th e  here  described  ones. 
I t  is to  be u n d ers to o d  th a t  we sha ll and  will con tinue  o u r w ork  in  a sy s tem a tic  
w ay.
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E IN FL U SS D E R  F E R T IG U N G SU N G E N A U IG K E IT  A U F  D IE  
PU M PE N C H A R A K T E R IST IK

F. STVRTECZKY und  Á. SZABÓ

ZUSAM M ENFASSUNG

Um  den Einfluß von  Erzeugungsfehlern auf die Pum pencharakteristik zu erforschen, 
h a tten  die Verfasser zw eckbew ußt m it vorgeschriebenen Form fehlern behaftete Schau
felräder hergestellt. Zu den Versuchen wurden Laufräder m it je 3 Schaufeln von  dersel
ben geom etrischen G estalt hergestellt. Für die Prüfung wurde im m er nur je  eine Schaufel 
fehlerhaft gesta ltet, alle anderen D im ensionen blieben vorschriftsgetreu. Es wurden für 18 
Schaufelräder, die m it der absichtlich vorgeschriebenen Form fehler verfertigt wurden, die 
Charakteristik-K urven, und auch die K urve der Saugfähigkeit (Saughöhe) durch Messen 
aufgenom m en. Alle diese Ergebnisse h atte  m an m it den bezüglichen K ennzahlen des einen, 
form getreu gestalteten  Schaufelrades verglichen. Man konnte feststellen , daß bereits relativ  
kleine Formfehler leicht beobachtbare Abweichungen in den Charakteristik-K urven verur
sachten. Abschließend wurde norm gem äß eine zuläßige Abweichung der Lieferhöhe von  2%  
angenom m en und m it H ilfe dieser K oordinatenhöhe für die untersuchte Laufradbauart die 
Grenzen der noch ertragbaren M aßabweichungen aus dem Diagram m  festgestellt.

L ’E F F E T  DES D É F A U T S DE FABRICATIO N SU R  LES CA RACTÉRISTIQ UES D E  LA
POM PE

F. STVRTECZKY e t Â. SZABÓ

RÉSUM É

Les auteurs cherchant à élucider l ’effet que les im précisions survenues en cours de 
fabrication peuvent avoir sur les caractéristiques de la pom pe, ont fabriqué intentionnellem ent 
avec défauts des roues ayant trois aubes de forme identique. En vue des essais, on a veillé à ce 
que le défaut ne porte que sur une des dim ensions de l’aube, les autres ayant été respectées. 
Les auteurs ont relevé les courbes caractéristiques et mesuré la capacité d ’aspiration des 
18 roues défectueuses pouvant être classées en trois groupes principaux. Les résultats ont été 
com parés ensuite à ceux des m esures fa ites sur la roue étalon d’une fabrication  «sans défaut». 
Les auteurs ont constaté que des écarts m ême faibles dans les dim ensions de la roue à 
aubes provoquent des variations apparentes dans les courbes caractéristiques et la capacité 
d’aspiration. L’étude adm ettant une dim inution de 2% de la hauteur de levage prévue, passe 
en revue, pour la roue exam inée, les défauts de fabrication encore acceptables en vertu des 
norm es de réception.
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ВЛИЯНИЕ ДЕФЕКТОВ ОБРАБОТКИ НА ПОКАЗАТЕЛИ НАСОСОВ

Ф. ШТВРТЕЦКИ и А. САБО

РЕЗЮМЕ

Для выяснения влияния, оказываемого на показатели насосов неточностями, воз
никающими в процессе обработки, авторы искусственно изготовили «дефектные» рабочие 
колеса, оснащенные тремя идентичными по форме лопастями каждое. Исследования про
изводились так, что отклонение допускалось только по одному размеру одной из лопастей, 
а остальные размеры соблюдались. Характеристики 18 дефектных рабочих колес, кото
рые можно сгруппировать в три основных группы, были сняты авторами, и насосы были 
подвергнуты также испытанию всасывающей способности. Полученные результаты были 
сравнены с данными измерений, выполненных при помощи «недефектного» эталонного ра
бочего колеса.

Установлено, что даже относительно небольшие отклонения, допущенные в раз
мерах рабочего колеса, вызывают заметные изменения характеристик и всасывающей спо
собности. Допуская падение расчетного напора порядка 2%, в работе перечислены все те 
производственные неточности, которые в случае замеренного рабочего колеса еще допу
стимы на основе приведенных выше технических условий приемки.
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PARTICULAR PROBLEMS IN CHIP-ROOT RESEARCH

Á. K A R D O S and P. STAHL
TECHNICAL U N IV ER SITY  BUDAPEST 

[M anuscript received May 8 , 1964]

Object o f this paper is one of the m ain problems of m achining research, especially  
the preparation of chip-root m icrosections. After a short review of m ethods for the breaking  
off o f  chip formation, author gives a description of a new break o ff apparatus, its function  
and a calibrating process based on electric records. As can be seen from  the results o f the  
experim ents this apparatus is suitable for testing  purposes w ith an accuracy generally obtained  
in laboratorv works.

I. Introduction

W hen s tu d y in g  prob lem s on m ach in ing , special a t te n tio n  should  be p a id  
to  th e  fo rm ation  of ch ip -ro o t. I t  is T im e  [1 ]  who was th e  f i r s t  to  m ake researches 
in  th is  field . The p rincip les la id  dow n in  his w ork served  as b as is  for P i i s p a n e n  
[2] an d  Me r c h a n t  [3] fo r fu r th e r  ex p erim en ts .

T he estab lished  re la tio n s w ere o b ta in ed  b y  th e o re tic a l considera tions 
an d  p rac tica l co n tro l-te s ts  as well. O ne o f th e  usual e x p e rim e n ta l p rocedures 
is th e  analysis o f th e  ch ip -ro o t-fo rm atio n . T he above m en tio n ed  researchers 
have  based  th e ir  a n a ly tic a l w ork  also on th e  s tu d y  o f th e  ch ip -roo t. H ere  in  
H u n g a ry , it  was L . K a z in c z y  [4] th e  f irs t to  m ake ch ip -ro o t te s ts  as th e  
basis of m achin ing  research .

G enerally , th e re  a re  fou r accep ted  w ays for ch ip -ro o t te s ts :
a) O bserva tion  of th e  face on th e  m achined  w orkp iece  [5];
b) s tress-op tica l te s ts  [6];
c) quick p h o to g ra p h y  on film s [7];
d) p rep a ra tio n  of g round  m icro-sections [8].

T his la s t m ethod  will be d ea lt w ith  in th is  p aper.
F o r th e  p u rpose  of ch ip -roo t re sea rch , th e  m ach in ing  o p era tio n  h as  to  be 

b ro k en  off a t  th e  v e ry  m o m en t w hen  th e  chip has n o t b een  to rn  off y e t. T h u s, 
a f te r  hav ing  cu t o u t th e  p o rtio n  a ro u n d  th e  ch ip -roo t, th e  p ic tu re  of th e  chip 
being  connected  w ith  th e  w ork-p iece ap p ears  in th e  m icro -section , show ing 
th e  effects of defo rm atio n .

T he whole p ro ced u re  of p rep a rin g  such  a m icro-section  can be considered  
as ro u tin e  w ork, ex cep t for th e  b re a k  o ff o f th e  o p e ra tio n  th a t  calls fo r th e  
so lu tion  of some fu r th e r  p rob lem s. N am ely , in o rder to  o b ta in  th e  p ic tu re
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describ ed  above, th e  to o l h as  to  be w ith d ra w n  a t  a speed  su rpassin g  th e  c u t
tin g  speed. R esearchers h a v e  developed  severa l m e th o d s  o f b reak  off. Som e 
o f th e m  th a t  were consid ered  as b e ing  re le v a n t fo r th e  p u rp o se  of fu r th e r  
im p ro v em en t are described  below .

II. Methods of break off

Som e of th e  devices fo r b re a k  o ff a re  show n in F ig . 1.
System  PÁ t k a y , 1928 [9]: In  th is  d rilling  device, th e  cy lindric  w ork- 

piece is fa s ten ed  b y  a f ix in g  p in ; th is  p in  w hen  s tru ck  off, th e  cy lindric  w ork- 
piece tu rn s  to g e th e r , w ith  th e  ro ta tin g  d rill, th u s  th e  to o l ceases ch ipp ing . 
T he v u ln e rab le  p o in t is t h a t  th e  ro ta tio n  of th e  w orkp iece  slowly reaches 
th e  speed  of th e  drill, co n seq u en tly , chip  bu ild ing , e spec ia lly  th e  fo rm atio n  
of th e  ch ip -roo t is c a rried  o u t a t  v a ry in g  speeds; th e se  n o t  qu ite  perfec t 
re la tio n s are  u n avo idab le  because  of th e  ex isting  g eo m etric  cond itions an d  
th e  ra th e r  low speed of s tr ik in g  off.

System  W a l l ic h s  — O p it z , 1933 [10]: T he ex p e rim en ts  were m ade b y  
m eans o f a chuck h av in g  p n eu m a tic  or h y d rau lic  co n tro l. T h rough  a quick  
chuck  release th e  w orkpiece ceases ro ta tin g , since th e  ch ip  gets cau g h t on 
th e  too l. T he w eak p o in t is th e  sam e as w ith  th e  Patkay system . B ecause 
of in e r tia  an d  e lastic ity  ch a rac te ris tic s  of th e  p n eu m atic  o r h y d rau lic  system ,

Fig. 1. T ypes of break o ff apparatuses
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no in s ta n ta n e o u s  b re a k  off of th e  o p e ra tio n  is possib le. C lam ping  force de
creases g rad u a lly , an d  so does th e  ro ta tio n  of th e  p iece, u n ti l  th e  f in a l s top .

System  B o rchers  —N e u m a n n , 1940 [11]: B reak  o ff is s im p ly  m ade b y  
a su d d en  backw ards stroke  on th e  to o l. A v e ry  sim ple m e th o d , a lth o u g h  its  
d raw b ack  is th a t  a t  th e  v e ry  m o m en t of th e  w ith d raw al th e  piece does n o t 
cease ro ta tin g  an d  th u s  th e  fin a lly  d e tach ed  chip is f lu n g  ag a in s t th e  tool 
face, w h ich  exerts a bend in g  effo rt on th e  u n d e tach ed  ch ip . C onsequen tly , 
a reg u la r roo t-fo rm ing  can n o t be assum ed .

System  I s s a y e v , 1949 [12]: A device, th a t  differs fro m  th e  fo rm er ones 
in asm u ch  as th e  too lho lder is o f th e  sw ivelling ty p e ; a tr ig g e r  w hen  sw ung 
aside serves to  b re a k  off th e  su p p o rtin g  action  ex e rted  on th e  to o l ag a in st 
th e  c u ttin g  force. B y  s trik in g  of th e  trig g e r, th e  m ach in in g  o p era tio n  can be 
b ro k en  o ff a t  an y  given m om ent. T he com m on g rav ity  cen tre  of th e  tool-tool- 
h o ld e r sy stem  is be tw een  th e  p o in t o f  app lica tion  of th e  c u ttin g  force and  
th e  fu lc ru m  pin ; th ere fo re , b o th  th e  c u ttin g  force an d  th e  w eigh t o f th e  tool- 
to o lh o ld e r system  a c t in  fav o u r o f a q u ick  b reak  off. W ith  th is  k in d  o f device, 
th e  re a l cu ttin g  cond itions are , as fa r  as ch ip-root fo rm a tio n  is concerned , 
possib ly  assu red . A ltho u g h  i t  ta k e s  a l i t t le  tim e  u n til  th e  speed  of th e  falling 
to o l eq u a ls  th e  speed  of th e  w orkpiece. T h e  m ain  ta sk , th e  a u th o r  in ten d ed  
to  solve b y  m eans o f th is  device, is th e  inv estig a tio n  o f th e  b u ilt-u p  edge.

System  L o l a d z e , 1952 [13]: T h is device is designed  on th e  p rincip le  
o f th e  fa lling  too . In  o rder to  increase  th e  speed of th e  s trik in g -o ff ac tion , 
a p re s tre ssed  pressing  sp ring  an d  a fa lling  w eight are p ro v id ed . T he too lho lder 
is su p p o rte d  b y  a so-called b reak -p in , hav in g  dim ensions th a t  suffice for th e  
com bined  load  fo rm ed  b y  th e  c u ttin g  force an d  by  th e  p re s tre ssed  sp ring . A gain, 
u n d e r  th e  action  o f th e  falling  w eig h t, th e  b reak -p in  fa ils , an d  th e  sum m ed 
effect o f th e  c u ttin g  force, th e  sp rin g  force an d  th e  d y n am ic  shock  gen
e ra te d  b y  th e  falling  w eigh t causes th e  too lho lder and  th e  to o l to  sw ivel dow n
w ards. In  th e  p a p e r b y  L o l a d z e  th e o re tic  calcu la tions b ased  on geom etric  
a n d  k in em a tic  re la tio n s are given in  o rd e r to  analyze th e  v e lo c ity  a n d  accele
ra tio n  re la tio n s, an d  to  fin d  th e  tim e  d u rin g  w hich th e  to o l ceases c u ttin g . I t  
seem s t h a t  to o l-roo t p ic tu res  o b ta in e d  b y  th e  L o l a d z e  sy s te m  closely ap p ro ach  
rea l m ach in in g  cond itions. O nly, th e  p ro p e r assem bly  o f a 3 m  long guide tu b e  
fo r  th e  falling  w eigh t is ra th e r  in co n v en ien t, an d  v ib ra tio n s  ex c ited  b y  th e  
fa lling  w eigh t m ay  e x e rt som e u n d esirab le  influence.

System  S z a k á c s , 1953 [14]: As th e  a u th o r  exp la ins, th is  device rep resen ts  
an  im p ro v em en t o f th e  L o l a d z e  a p p a ra tu s . As a fe llow -w orker of th e  B esearch  
I n s t i tu te  o f th e  Iro n  In d u s try  in  B u d a p e s t S za k á c s  ca rried  o u t som e sim plifi
ca tio n s. F irs t , fo r th e  falling  w eigh t a n d  th e  h eav y  tu b e , a s trik in g  h am m er 
w as su b s titu te d . W ith  resp ec t to  th e  re la tiv e ly  sm all d y n am ic  shearin g  force, 
th e  b re a k  p ins are  d im ensioned  s tr ic tly  fo r th e  shearin g  lim it. A nyhow , th e  
h am m er s tro k e  is like ly  to  excite  tro u b leso m e  v ib ra tio n s .
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A fter a th o ro u g h  an a ly tic a l s tu d y  of th e  devices described  afore, even 
o f o th e rs  m ade kn o w n  b y  o th e r scientific  a u th o ritie s , we decided  to  e lab o ra te  
a new  ty p e  of a p p a ra tu s  fo r th e  b reak in g  up  o f ch ipp ing  o p era tio n , nam ely , 
to  c rea te  a device b y  w h ich  th e  b reak  off does n o t ex c ite  v ib ra tio n s , easy  to  
o p e ra te , th e  k in e m a tic  processes being  c learly  d e te rm in ed , an d  b y  w hich 
c u ttin g  operations w ith  re la tiv e ly  g rea te r speeds can  be  b ro k en  off w ith o u t 
troub lesom e effects.

III. Development of a new testing apparatus

T his a p p a ra tu s  h as  b een  e lab o ra ted  w ith  a v iew  to  c rea te  a device th a t  
is su itab le  for ap p lic a tio n  on a la th e  ty p e  E U  500. O ur a p p a ra tu s  can be 
m o u n ted , a fte r h av in g  rem o v ed  th e  h a n d  slide an d  th e  to o l ho lder, d irec tly  
o n to  th e  cross slide. F o r  te s tin g  purposes, a free recessing  opera tion  w as 
choosen as su itab le  fo r o b ta in in g  a regu lar ch ip -ro o t fo rm a tio n . This choice 
is eq u a lly  favourab le  in  v iew  of a sim ple design of th e  device and  to  ensure 
an  easy  rem oval o f th e  ch ip -ro o t from  th e  w orkpiece.

In  Fig. 2, th e  sch em a tic  d iagram  of th e  a p p a ra tu s  is show n.
T he cu ttin g  to o l 1 is fixed  in to  th e  crad le  ty p e  to o lh o ld e r 2. A p iv o t 

fu lc ru m  axis, su p p o rte d  b y  b a ll bearings, serves to  t i l t  th e  c rad le  dow nw ards. 
A doub le  coil spring  В , m o u n ted  b e n e a th  th e  crad le  an d  b ea rin g  up  aga in st 
th e  crad le  fram e, is a rra n g e d  so as to  increase th e  t i ltin g  speed. T he sup p o rtin g

Fig. 2. N ew  type of break o ff  apparatus, developed at the D epartm ent of Technology of  
Machine P roduction , Technical U niversity B udapest
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effect is secu red  by  th e  trig g e r 3, w elded to  th e  crad le  an d  p ro p p ed  up  b y  
bridge 4, t h a t  ac ts a g a in s t th e  c u ttin g  force an d  th e  sp ring . T his b rid g e  is 
sm oo th ly  gu ided  b y  th e  side Avails of th e  fram e  w hich are fin ished  b y  la p p in g ; 
th u s , th e  b rid g e  can easily  be m oved in feed  d irection  to  an d  fro. On th e  
ex tension  p in  o f th e  b rid g e  a steering  groove 6 is p ro v id ed , w ith  a s tee ring  
screw  — p lu g  7 m o u n ted  in  a con tro lling  ro ta ta b le  ring . T h e  s teering  m ech an 
ism  is designed  to  con tro l th e  m ovem ent o f th e  bridge. A t a given m o m en t — 
d e te rm in ed  b y  th e  p o sition  of th e  s tee rin g  p in  and  th e  s tee ring  groove — 
th e  b rid g e  (to g e th e r w ith  th e  steering  groove) is su d d en ly  push ed  fo rw ards 
b y  th e  coil sp rin g  5. This coil is fixed  b y  its  re a r  end on to  th e  crossbar in  th e  
m ain fram e.

T he w hole device w as b u ilt  to  ca rry  o u t th e  follow ing sequence o f o p e
ra tio n s : in  th e  u p p e r p o sitio n  of th e  crad le , tr ig g e r  3 is k e p t  in  fixed  position  
b y  th e  b rid g e . T hus, th e  m ach in ing  o p e ra tio n  can  be done reg u la rly . In  o rder 
to  b re a k  o ff th e  m ach in ing , a knob  h an d le  is m o u n ted  on to  th e  re a r  w all 
of th e  device. B y  tu rn in g  th is  hand le , a ta p e re d  ring , in  w hich th e  s tee ring  
screw pin 7 is fix ed , serves to  tu rn  th e  s tee rin g  groove 6 ro u n d . A t th e  v e ry  
m om en t w hen  th e  screw -plug reaches th e  ax ia l s tra ig h t p o rtio n  of th e  s tee rin g  
groove, th e  pressing  sp ring  5 is freed  from  com pression  a n d  th e  w hole b ridge  
is pu sh ed  fo rw ard . By th is  m o tion  trig g e r 3 is freed  w ith o u t th e  su p p o rtin g  
surface an d  th e  cradle, to g e th e r  w ith  th e  to o l, tilts  dow nw ards because  th e  
su p p o rtin g  force was b ro k en  off, u n d er th e  su m m ed  action  of th e  c u ttin g  force 
an d  th e  force o f  spring  8. T he  tiltin g  m o v em en t of th e  crad le  is lim ited  b y  
a cy lindric  cross beam  below  th e  fram e; a ru b b e r  sheet is a rran g ed  in  o rd er 
to  absorb  th e  energy  of th e  falling  cradle a n d  to  p ro tec t th e  fram e from  fa ll
ing  chips. In  o rd e r to  lif t th e  cradle in to  its  w ork ing  positio n , a screwr b o lt 
is a rran g ed  a t  th e  re a r  side o f  th e  fram e, th e  section  of w hich  is a ided  b y  a 
fem ale screw  th a t  pushes th e  b rack e t. W hen  to o l 3 is lif ted  an d  reaches th e  
n ecessary  h e ig h t, th e  knob  h an d le  is tu rn e d  to  th e  w an ted  position  in  w hich 
th e  stee ring  groove gives wra y  to  th e  bridge  fo r b e ing  pu lled  b a c k  in to  w ork ing  
position  an d  to  th e  steering  screw  p lug for be ing  b ro u g h t in to  fa s ten in g  position . 
O f course, d u rin g  th e  follow ing c u ttin g  o p e ra tio n , th e  ti l t in g  dow n o f th e  
cradle can  be  ca rried  o u t b y  an  a p p ro p ria te  tu rn in g  of th e  knob  hand le .

T he a p p a ra tu s  is designed  for a c u ttin g  force of 150 k p ; th e  p restressed  
spring (8) ex e rts  a force of 250 kp .

IV. Investigation of the break off procedure

T he u su a l e s tim a tio n  o f th e  ch ip -roo t sec tio n  alone does n o t suffice fo r 
th e  th o ro u g h  fu n c tio n a l analy sis  o f th e  b reak  o ff device. An a d d itio n a l in v e s ti
ga tion  of th e  k in e tic  ch a rac te ris tic s  of th e  fa lling  too l is m ost necessary . To th is
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en d , m ain ly  to  f in d  th e  basis fo r a w ell fo u n d ed  m a th e m a tic a l d ed u e tio n , 
we h ad  to  develop th e  a p p ro p ria te  m easu rin g  m eth o d  a n d  th e  in s tru m e n ts , to o , 
w hich  w ould  be  th e  m o st su itab le  fo r co n tro l purposes.

A t th e  v e ry  m o m en t of b re a k  off, th e  too l begins to  m ove fro m  a zero 
v e lo c ity  an d  i t  ta k e s  som e tim e  u n til  i t  ceases cu ttin g , w h a te v e r ty p e  o f  b re a k  
o ff device is used . P ra c tic a lly , th e re  is no  possib ility  to  ensu re  an  in s ta n ta n e o u s  
b re a k  off, how ever low  th e  c u ttin g  speed  m a y  be. W e can  n o t  b u t  com prom ise  
b y  accep ting  th e  fo rm a tio n  of ch ip -ro o t w ith  som e m in u te  dev ia tio n  fro m  th e  
ab so lu te ly  id ea l case, depend ing  on speed  an  accelera tion  of th e  to o l d u rin g  
th e  b reak  off.

The device a p p lie d  shall be considered  as being  th e  m ore sa tis fa c to ry , 
th e  less th e  p e rcen tag e  d ev ia tion  o f th e  ch ip -ro o t is.

K in em atica l cond itions o f th e  b re a k  o ff p rocedure  h av e  been s tu d ie d  b y  
L o l a d z e  [13]. F o r o u r purposes, we re ly  up o n  his line o f  th o u g h t. T h is can 
be  followed b y  considering  Fig. 3.

W e d en o te  th e  cen tre  of ro ta tio n  o f th e  w orkpiece b y  0 V th e  fu lc ru m  
o f th e  too l in  th e  t i l t in g  device sha ll be  0 2 a n d  th e  p o in t a t  w hich  th e  edge 
o f th e  tool is w o rk in g  a t  a given m o m en t o f o p era tio n , is d eno ted  b y  0 .  L e t th e  
d istance  00,2 be  R , th e  o th e r d is tan ce  0 0 2 be r. T he ra d ia l feed of recessing  is e.

L et th e  c u tt in g  speed be v, t h a t  is, o f course, a t  th e  s ta r tin g  m o m en t 
o f  tool tiltin g  g re a te r  th a n  th e  s ta r t in g  speed  o f tiltin g ; th e  la t te r  b e in g  zero. 
C onsequently , a t  th is  v e ry  m om en t, th e  to o l is pu sh ed  b y  th e  chip, i.e. th e  ro o t 
is sub jec t to  som e ad d itio n a l d efo rm atio n .

Some p o in t M  is to  be assum ed  in  w hich  th e  too l ju s t  reaches th e  c u ttin g  
speed, and , o f course, a t  po in ts  o f a la rg e r rad iu s , th is  to o l speed is g re a te r  
th a n  th e  c u ttin g  speed ; th e  increase  o f to o l speed b e ing  th e  re su lt o f too l
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acce lera tion . A long th e  section  Ae, i.e. in  m oving u p  to  p o in t M , th e  tool is 
in  c o n ta c t w ith  th e  ch ip . A ssum ing  a given c u ttin g  speed, th e  add itio n a l 
specific deform ation  o f  th e  ro o t is th e  less, th e  less th e  ra tio  o f Ae/e is.

To s ta r t  w ith , i t  shall be  assum ed  th a t  a t  p o in t 0 ,  th e  to o l is un d er 
th e  ac tio n  of a c o n s ta n t c u ttin g  force and  of a c o n s ta n t sp rin g  force. Only, 
th e  sp ring  force decreases du ring  th e  tiltin g , p ro p o rtio n a lly  to  sp rin g  elongation . 
N evertheless, d u rin g  th is  v e ry  sm all d isp lacem en t of th e  to o l, i.e. w hen it  
ceases cu ttin g , w hen  th e  an g u la r d isp lacem ent ta k e s  on ly  5 — 6 m in u tes , th e  
sp ring  force m ay be  ta k e n  as c o n s ta n t. As fa r as th e  c u ttin g  force is concerned, 
cond itions are m ore com plica ted . N am ely , th e  m o v em en t o f th e  too lho lder 
is su b jec t to  th e  a c tio n  of th e  c u ttin g  force as long  as th e  fa lling  speed 
o f th e  too l (ve) has a co m p o n en t coinciding w ith  th e  d irec tio n  o f  th e  surface 
speed  o f th e  w orkpiece, th is  being  eq u a l to  surface speed  m easu red  a t  th e  sam e 
p o in t M , i.e. v' == V or, in  sca lar q u an titie s :

V — ve • cos (cp1 -j- cp -|- a) .

B earing  in m in d  th a t  th e  ro ta ry  m ovem ent o f to o lh o ld e r, w hen  tiltin g  
dow n a ro u n d  the  fu lc ru m  0 2, is ch a rac te rized  b y  a u n ifo rm  acce le ra tio n , th is 
m o v em en t can be  d e te rm in ed  b y  th e  d ifferen tia l e q u a tio n  o f  th e  ro ta ry  
m ov em en t:

Я . * *в
d t 2

=  M n

w here

0  is the axia l m om ent of inertia  o f the toolholder for the axis o f rotation 0 2; 
d2fp/dt2 is the angular acceleration o f the body; and
M 0  is the applied m om ent having arm R  and acting on the toolholder.

F ro m  th e  d iffe ren tia l eq u a tio n , as above, th e  fa lling  tim e  o f th e  too l for 
an  an g u la r d isp lacem en t cp:

an d  th e  falling v e lo c ity :

=
2 R 2 <p • M 0

where <p equals the angular displacem ent during the tim e t.

W ith  due  considera tion  o f a given d ev ia tio n  Ae, th e  angle cp can  be  d e te rm in ed :

r2 +  2(iff - f  r2) • (R 2 — H-) r ■ Ae — rR
R 2  _|_ r  ] / R 2  H i

(All sym bols are in com pliance  w ith  Fig. 3.)
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I t  is obvious, fro m  th e  p reced in g  line of th in k in g  th a t  we can  determ ine, 
fro m  th e  geom etrical a n d  m ech an ica l ch a rac te ris tic s  o f th e  device, th e  speed 
a t  p o in t M, i.e. th e  lim it o f th e  c u ttin g  speed, up  to  w h ich  th e  a p p a ra tu s  works 
w ith  a given d ev ia tio n  Ae, w hen  on ly  th e  ra tio  o f  Aeje, n am e ly , th e  allowed 
specific  add itio n a l d e fo rm a tio n  of th e  roo t as a p recen tag e  of th e  c u ttin g  feed 
is p red e te rm in ed .

As has a lre a d y  been  s ta te d , in  o rder to  en su re  a b re a k  o ff w ith  a roo t 
d e fo rm ation  w ith in  a g iven  lim it, i t  is ind ispensab le  fo r th e  to o lh o ld e r to  have 
a fa lling  speed of ve t h a t  has a co m p o n en t ta n g e n tia l  to  th e  w orkpiece surface 
a t  p o in t M  w hich equals th e  su rface  speed v' a t  th e  sam e p o in t.

A ccording to  th e se  s ta te m e n ts , we o b ta in , w h en  estab lish in g  th e  calcu
la tio n  for a given case, th e  fo llow ing resu lts: we assu m e a feed e =  0,25 m m /rev , 
a n d  a dev ia tion  lim it Aeje • 100 =  2 %  (in o th e r w ords, ta k e n  from  p o in t 0 , 
th e  leng th  along w hich  th e  to o l is in  co n tac t w ith  th e  ch ip -ro o t, is equal 
to  0,005 mm), a n d  from  th ese  th e  perio d  of tim e  o f b re a k  off is t =  0,00022 sec, 
th e  angu lar d isp lacem en t d u rin g  b re a k  off is <p =  0° I I '  a n d  th e  speed lim it 
is v' — 86 m /m in.

A lte rn a tiv e ly , w ith  an  allow ed  dev ia tion  of 4 % , (i.e. Aeje ■ 100 =  4 % ,  
or Ae =  0,01 m m ) we o b ta in : t =  0,00029 sec, <p =  0° 11 ' an d  v' =  118 m /m in.

For a th o ro u g h  in v e s tig a tio n  o f th e  b re a k  o ff p ro ced u re  w e are com 
p e lled  to  m ake fu r th e r  s tu d ie s  in  o rder to  disclose th e  possib ilities  o f tw o 
k in d s  of dev ia tions.

One of th e  possib le d ev ia tio n s  m ay occur in  connec tion  w ith  th e  con
s ta n t  rad ia l feed of th e  too l. As is u n d e rs tan d ab le , th e  feed speed  vs rem ains 
th e  sam e h o rizo n ta lly  ra d ia l v e c to r  a fte r  th e  b re a k  o ff as before  i t  was. T hen 
accord ing  to  fo rm er s tip u la tio n s , th e  v ertica l v e lo c ity  co m p o n en t ta n g e n tia l 
to  th e  w orkpiece su rface  o f th e  fa lling  tool re su lts  from  th e  p e rip h e ra l velocity  
ve o f th e  ro ta ry  m o v em en t ro u n d  th e  fu lcrum  0 2 a n d  th e  h o riz o n ta l feed speed 
vs. In  th e  critical positio n  a t  p o in t M , th e  r e s u lta n t  ta n g e n tia l  com ponen t 
sh o u ld  equal th e  c u ttin g  sp eed  v '  a t  th e  sam e p o in t. L e t us now  p u t th e  
q u estio n  how th e  feed  speed  vs cou ld  have a b e a rin g  on co n d itio n s of b reak  
o ff an d  on th e  c o m p u tab le  re su lts .

A nother possib le  d e v ia tio n  o rig inates from  th e  v a r ia tio n  o f th e  grinding 
ang les of the  too l d u rin g  th e  t i l t in g  of th e  to o lh o ld e r. M ore p recisely , these  
v a ria tio n s  occur w hen  th e  to o l is tiltin g  dow nw ards an d  ceases being  in  th e  
h o rizo n ta l p o sitio n ; n am ely , a long  th e  p o rtio n  o f d isp lacem en t (Ae) during  
w hich  the  c o n ta c t be tw een  to o l a n d  piece co n tinues, th e  tru e  ra k e  angle varies. 
T h u s , we ough t to  k now  how  th is  v a ria tio n  m ay  in fluence  th e  p rocedure  of 
m ach in ing  an d  especia lly  th e  fo rm a tio n  of th e  ch ip -ro o t. (H ere  we have to  
re m a rk  th a t  in th e  case of ex p e rim en ts  carried  o u t b y  K a z in c z y  [4 ] , th e  above 
m en tio n ed  tw o possib le  d ev ia tio n s  are  n o t su pposed  to  have  o b serv ed  b y  him .)

I t  can easily  be u n d e rs to o d  th a t  for b o th  possib ilities o f d ev ia tions th e

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



PARTICULAR PROBLEMS IN CHIP-ROOT RESEARCH 173

c ritica l p o in t is a t  M . T h is is obvious because , accord ing  to  our fu n d a m e n ta l 
d efin itio n s, th e  position  of p o in t M , or, in  o th e r w ords, th e  v alue  of th e  c ritica l 
speed, h as  to  be ca lcu la ted  on th e  b as is  of th e  r e s u lta n t  speed v ec to r , th a t  
is d e te rm in ed  b y  th e  v ec to rs  ve an d  vs. O f course, th e  m ax im u m  d efo rm atio n  
of th e  g rin d in g  angles w ill occur a t  p o in t M , th is  being  th e  v e ry  la s t m o m en t 
of c o n ta c t betw een  to o l an d  piece. W e w ill here d e te rm in e  th is  d ev ia tio n  for 
th e  fo rm erly  cited  n u m erica l exam ples.

In  o rd er to  fin d  th e  effective v e lo c ity  of th e  too l m otion , we h av e  to  
d e te rm in e  th e  re s u lta n t  v ec to r of th e  effec tive  tiltin g  speed  of th e  to o l ve an d  
of th e  feed  speed vs, w ith  th e  follow ing equations:

and

2 R 2q>M0 
в

n • e
Ï0 0 0  ’

w here n  deno tes th e  n u m b e r of rev o lu tio n s  of th e  w orkpiece. F o r ve, th e  k n o w 
ledge o f th e  geom etric p a ram ete rs  of th e  device suffices. F o r  th e  v a lu e  o f vs, 
we h a v e  to  m ake som e assum ptions, viz: th e  rad ius of th e  w orkpiece r  =  100 m m ; 
feed /rev . e — 0,25 th u s  fo r an  allow ed c ritic a l dev ia tio n  p ercen tag e  we o b ta in  
vs — 0 ,034 m /m in, a n d  fo r a p e rcen tag e  dev ia tion  o f 4 %  we o b ta in : vs =  
=  0,047 m /m in . W ith  th e se  com ponen ts, th e  re su lta n t d ev ia tio n  of th e  velocity  
v' from  th e  critical v a lu e  as ca lcu la ted  in  th e  given exam ples, is less th a n  
0,01 m m .

B ased  on th e  re la tio n s given in  F ig . 3, th e  effective tru e  rake  angle can 
be ca lcu la ted . In  m ach in in g  position , th e  basic p lane  is de te rm in ed  b y  th e  
h o rizo n ta l th ro u g h  OxO an d  the  tool p o in t is a t  p o in t 0. In  th e  critica l position  
of b re a k  off, the  b asic  p lan e  is tu rn e d  in to  ОгМ  and  th e  to o l p o in t is d isp laced  
into M . T h u s, th e  d ev ia tio n  of th e  tru e  rak e  angle as well as th a t  o f th e  relief 
angle is equal to  th e  sum  of <p -f- cpv  p rec ise ly  th e  new  v a lu e  of th e  effective 
tru e  ra k e  angle is: ym =  у — ((f T  tyq), a n d  th e  effective re lie f angle is : x m =  
=  a  (99 -j- (px) . W e o b ta in  th e  v a lu e  o f у  by  using  th e  equa tion  as given 
above fo r ve; again fo r cp1 th e  follow ing eq u a tio n  can be used:

<Fi =  arc sin

[2  Ä s in 99/ 2 ] sin 90° +  — , • H4- a rc  s i n ----
2 R

r —|— Ae

W hen m ak in g  use o f th e  num eric ex am p les  as q u o ted  ab o v e , th e  m ax im um  
d ev ia tio n s of th e  angles are  th e  fo llow ing: w ith  an  allow ed ro o t form  d ev ia tion  
Ae =  2 % , th e  angle d ev ia tio n  is 0° 1 2 ', a n d  for Zle =  4 % , th e  angle dev ia tio n
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is 0° 2 1 ', as co m p ared  to  th e  orig inal g rin d in g  angles of th e  too l. I t  is to  be 
rem a rk e d , these  d ev ia tio n s  are  w ith in  th e  too l g rind ing  to le ran ces.

O ur ca lcu la tio n s a re  m ade w ith  som e suppositions a n d  neglections. Since 
w e h av e  no in fo rm a tio n s  on ex p erim en ts  th a t  m ig h t he ca rr ied  o u t b y  m ak ing  
u se  o f contro l reco rd s , so th e  m ore we in te n d  to  m ake th e se  co n tro l m easu re 
m e n ts .

V. Measurements on the apparatus designed for chip-root examinations

F o r m easu ring  p u rposes, a m easu rin g  b lock  was a t ta c h e d  to  th e  b reak  o l f  
a p p a ra tu s . This b lo ck  is m o u n ted  in  th e  p lace o f one b ea rin g  cup  of th e  m ain  
fram e . The b lock  is fa s te n e d  o n to  th e  sh a ft o f th e  to o lh o ld e r; w hen th e  too l-

M easuring block

h o ld e r is tiltin g  dow n w ard s, th e  b lock  tu rn s  aw ay , to g e th e r  w ith  th e  sh a f t. 
T h e  angu la r v e lo c ity  o f th is  tu rn in g  m otion  is th e  sam e as th a t  of th e  to o l- 
tiltin g . B y m easu rin g  th e  an g u la r v e lo c ity  o f th e  block, th e  tiltin g  ve lo c ity  
o f  th e  tool is g iven a n d  th u s  th e  k in em a tica l ca lcu la tion  is m ad e  possible.

Fig. 4 show s th e  schem atic  d iag ram  o f th e  m easu rin g  block. A flan g e  
ty p e  cover 1 serves to  fa s ten  th e  b lock  on to  th e  m ain fram e . T he block sh a f t
2 is fixed  as an  ex ten s io n  to  th e  p iv o tin g  sh a ft of a p p a ra tu s . The p o in te r
3 tu rn s  aw ay a t  th e  sam e angle as th e  t iltin g  angle of th e  p iv o tin g  sh a f t .F o r  
m easu ring  p u rp o ses , in s tead  o f an  arc  scale, th e  b lock b ea rs  an arc piece
4 w hich  is com posed  o f cond u c tiv e  a n d  in su la tin g  e le m e n ta ry  segm ents t h a t  
a re  m ou n ted  a l te rn a te ly  w ith  each  o th e r, th e  con d u c tiv e  elem ents fo rm ing
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an  in teg ra l copper u n it . B y  co n n ec tin g  th e  p o in te r to  one pole, a n d  th e  copper 
a rc  piece to  th e  o th e r pole o f an  elec tric  c ircu it, we o b ta in  a sy s tem  in w hich 
th e  m ovem en t of th e  p o in te r  a long  th e  copper arc  closes o r b reak s  off th e  
c ircu it. T hus, e lectric  im pulses a re  excited , an d  b y  m ak in g  use  o f an  oscillo
g rap h  th e  whole p rocedure  o f th e  to o l m ovem ent can be an a ly zed .

This m easuring  b lock  serves to  ca lib ra te  th e  w hole a p p a ra tu s , in  position  
w hen n o t m ach in ing  an d  d u rin g  m ach in ing  as well. O f course, b o th  m ethods 
of ca lib ra tio n  shou ld  be  ca rried  o u t w ith  an  a p p a ra tu s  fix ed  to  th e  la th e  in its  
t ru e  position .

Fig. 5 shows th e  m easu rin g  schem e. The te s tin g  a p p a ra tu s  1 is m o u n ted  
o n to  th e  la th e . A low  ten sio n  c u rre n t is connected  to  th e  te rm in a ls  of th e  
m easu ring  block 2 an d  th e  signals p ro d u ced  are  lead  in to  th e  loop oscillograph 3.

Fig. 5. Schem e o f the com plex m easuring aggregate

T his oscillograph is o p e ra te d , h av in g  in se rted  sw itch  resis tan ces , b y  a m ain 
c u rre n t. In  Fig. 6, th e  p h o to  o f  th e  assem bled a p p a ra tu s  is illu s tra te d . In  th is  
fig u re , 1 denotes th e  t i l t in g  a p p a ra tu s  to g e th e r  w ith  th e  m easu rin g  block, 
an d  2 denotes th e  reco rd in g  oscillograph .

In  Fig. 7 we h av e  a c a lib ra tin g  oscillogram . On th e  le f t, th e  signals on 
scale a rep resen t th e  freq u en cy  m eterin g  scale (co rrespond ing  to  500 Hz). 
T he signal d istance  is eq u a l to  0,002 sec. The g rap h  b is th e  oscillogram  tak en  
from  th e  m easuring  b lock . P o in ts  o f th e  c u rre n t b reak s o ff a re  d eno ted  b y  
A rab ic  figures. T he decreasing  t r e n d  of th e  d istances b e tw een  these  po in ts  
is th e  p roo f of th e  acce le ra tio n  o f th e  falling to o l; th e  signals c learly  show th a t  
th e  w hole m ovem ent o f th e  to o l la s ts  0,005 sec.

The curves of v e lo c ity  a n d  accelera tion  of th e  too l p o in t can  be p lo tted  
w ith  th e  aid  of th e  oscillogram . F ig . 8 shows th e  v e lo c ity  c u rv e , an d  Fig. 9 
show s th e  accelera tion  cu rv e . B o th  re fer to  ca lib ra tio n  w ith o u t c u ttin g  oper
a tio n .
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T he velocity  d iag ram  serves as a reliable basis fo r th e  assessm ent of th e  
su ita b ility  of the  b re a k  off a p p a ra tu s . As can be seen from  th is  d iag ram , — 
a lth o u g h , as a lread y  m en tio n ed , i t  refers to  a ca lib ra tio n  p ro ced u re  w ith o u t 
m ach in ing  — velocity  v a lu es  a re  rem ark ab le  enough, a lre a d y  a t  th e  beginning  
jieriod  of th e  b reak  o ff ac tio n . In  te s ts  carried  o u t w ith  m ach in ing , p ro b ab ly  
g re a te r  velocity  values could  be observed , b u t these  a re  a lth o u g h  if  th e y  could

F ig. 6. Photoprint o f the whole assem bly
1 M easuring block m ounted on the  break off apparatus; 2  oscillograph

be considered  as m ore fav o u rab le , h igh ly  d ep en d en t on c u ttin g  cond itions; 
th is  is th e  reason w hy w e a re  n o t in  th e  position  to  ta k e  th e se  re su lts  as decisive 
fo r th e  assessm ent of th e  fitness o f th e  ap p a ra tu s .

W e quo te  here , o n ly  fo r th e  sake  of som e usefu l in fo rm a tio n , th e  
follow ing num erical re su lts : w ith  a tiltin g  of th e  to o lh o ld e r a t  an  angle 
o f 1,5°, th e  velocity  o f th e  too l p o in t is 262 in /m in , its  accelera tion  is 
5000 m /sec2, w ith o u t m ach in ing . W ith  m achining, b o th  values are  p ro b ab ly  
som ew hat higher.

As has a lread y  been  m en tio n ed , m easu rem en ts  w ere ca rried  ou t for 
th e  p u rpose  of checking  — th ro u g h  exp erim en ta l re su lts  — th e  v a lid ity  of
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th e o re tic  calcu lations. B ased  on th e  o b ta in ed  m easu rem en ts , we proceeded  to  
ca lcu la te  th e  effective a d d itio n a l specific defo rm ation  fo r th e  case w hen th e  
assum ed  p a ram ete rs  a re  feed  e =  0,25 m m /rev , a d d itio n a l ro o t-d e fo rm atio n

Fig. 7. Oscillogram of a break off process, made w ithout m achining
ci) Time recording frequency signals (distance between two peaks equals 0,002 sec); b) break off process signals

Fig. 8. V elocity  diagram of the break off process 
V velocity; cp tilting angle of the toolholder

zJe/e =  2 % , and  w ith  a c u ttin g  speed of 86 m /m in as w as p rev io u sly  d e te r
m ined . B y our ca lcu la tions from  ac tu a l re su lts  th is  speed  is reach ed , w ith o u t 
m ach in ing , a t  an  an g u la r d isp lacem en t of 0° 10 ', an d  acco rd in g ly , th e  a d d i
tio n a l specific d e fo rm ation  is a b t. 4 % , th a t  is to  say  th a t  fo r  th is  assum ed
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ex am p le , the c o n ta c t b e tw een  to o l a n d  chip ex ists, a f te r  th e  m om ent o f b reak  
off, a t  a length  o f  a b t .  0,01 m m . I t  is to  be n o ted  th a t  th is  v a lue  in  itse lf  is 
to  b e  considered as th e  m ost fav o u ra b le , b u t i t  is g re a te r  th a n  th e  th eo re tic  
one.

As a m a tte r  o f  fa c t, re su lts  o b ta in e d  b y  th e  u su a l th e o re tic  calcu la tions 
a re  exaggerated  v a lu e s . W ith o u t dealing  w ith  th e  e rro rs  th a t  are su re ly  to  
b e  found  in s ta r t in g  a ssu m p tio n s  o f th e  th eo re tic  ca lcu la tio n s  an d  in  th e  
neg lections, we feel com pelled  to  declare  th a t  th e o re tic  calcu la tions u n 
q u estio n ab ly  call fo r a checking  b y  experim en ts. A lth o u g h , th e  con tro l te s tin g

Fig. 9. Acceleration diagram  of the break off process
a  acceleration; (p tilting angle of the toolholder

m eth o d s are n o t free  from  possib le  e rro rs, m ain ly  b ecau se  th e  tra n s ie n t p ro 
cesses after b re a k  o ff c an n o t be  p rec ise ly  observed  a n d  d e te rm in ed , n e v e r th e 
less , experim en ta l re su lts  an d  m easu rem en ts  can be considered  as a b e tte r  
ap p ro x im atio n  o f  a c tu a l re la tio n s  th a n  th e  th eo re tic  ca lcu la tions.

VI. R eview  of results

W hen rev iew ing  th e  te s tin g  m eth o d s of c h ip -fo rm a tio n , special im p o r
ta n c e  has to  be a sc rib ed  to  g ro u n d  m icro-sections. B y  m ean s o f these , we are 
ab le  to  reveal th e  changes t h a t  occu r on th e  ch ip -roo t.

As was s ta te d  above, i t  is th e  m ost d ifficu lt ta sk , w hen  try in g  to  get 
a tru e  p icture  o f ch ip -ro o t fo rm a tio n , to  ca rry  o u t a rea lly  in s tan tan eo u s  
b re a k  off. We h a v e  seen, in  w h a t was s ta te d  in th e  in tro d u c tio n , th a t  all 
th e  previously dev e lo p ed  m eth o d s a n d  devices invo lve  a m ore or less a f te r 
defo rm ation  of th e  ch ip -roo t.

Ju s t  th is s ta te m e n t has le ad  us to  develop a new  a p p a ra tu s  for th e  
rea liza tio n  of b re a k  off, th a t  allow s to  p rep are  ch ip -roo ts of a g rea te r accu racy .
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Fig. 11. Chip-root m icro-section o f steel “ C35”
Feed e — 0,25 mm rev; cut depth /  — 3 mm; cutting speed v = 50 m/min; magnification 100 x

Fig. 10. Chip-root m icro-section of steel “ C35”
Feed e = 0,25 mm rev; cut depth/ =3 mm; cutting speed v — 63 m/min; magnification 100 x
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F ig. 12. Chip root m icro-section of alum inium  alloy
Feed e =  0,3 m m  rev ; cu t depth /  =  3 mm; cu tting  speed v =  32,5 nx/min; magnification 63 X

F ig. 13. Chip root m icro-section of alum inium  alloy
Feed e =  0,3 m m  rev ; cu t depth /  =  3 mm ; cu tting  speed t; =  45 m /m in; magnification 63 x
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T h e  e rro r or d ev ia tio n  th a t  occurs w hen  th e  ch ip -ro o t is p rep a red  a t  
a g iven  c u ttin g  speed , can  be d e te rm in ed  w ith  th e  a id  of o u r e lab o ra ted  
c a lcu la tin g  m eth o d , on th e  basis of a th e o re tic  d educ tion .

T he ca lib ra tio n  m eth o d , e la b o ra te d  on th e  basis o f e lec tric  reco rd ing , 
is — as can  be in fe rred  from  sc ien tific  in fo rm atio n s — th e  f ir s t  to  be  on th e  
tra c k  o f th e  w hole b re a k  off process.

T h u s, th is  a p p a ra tu s  is su itab le  fo r th e  purpose o f rep ro d u c ib le , co n tro ll
ab le series of m easu rem en ts  w ith  an  accu racy  to  be o b ta in e d  in  lab o ra to rie s  
ju s t  in  th is  cen tra l p rob lem  of m ach in in g  research : in v e s tig a tio n  of ch ip -roo t.

W ith o u t try in g  to  ev a lu a te  th e  ch ip -ro o t p ic tu res , we shall d raw  th e  
a t te n tio n  to  som e m icro-sections, th a t  h av e  been p rep a red , b y  m eans o f th e  
described  a p p a ra tu s , from  free c u ttin g  steel, and  a lu m in iu m  alloy  u n d e r 
th e  sam e m ach in ing  cond itions, b y  c u ttin g  a 3 m m  th ic k  chip.

T ests on a steel “ C35” , true rake angle o f  the tool y  =  14°: F igs 10 and 11.
T ests on an alum inium -alloy (Cu 2,8% , H B  =  61 kp/mm2), true rake angle o f the  

tool y  =  30°: Figs 12 and 13.

F ro m  sim ple v isu a l o b se rv a tio n  one can easily s ta te , how  th e  chip 
fo rm a tio n  is d iffe ren t, on th e  one h an d , w hen  th e  m ach ined  m a te r ia l is s tee l, an d  
on th e  o th e r, w hen a lu m in iu m  alloy  is m ach ined ; o th e r  k in d s of dev ia tio n s 
are  obv ious w hen co m p arin g  vario u s m ach in in g  p a ra m e te rs : va lues o f speed 
an d  c u t d e p th . T he respec tive  v alues are  g iven in  th e  fig u res  q u o ted .
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E IN IG E  F R A G E N  D E R  SPA N W U R Z E L -U N T E R SU C H U N G

Á. KARDOS und P. STAHL

ZUSAM M ENFASSUNG

In dieser A bhandlung besprechen die Verfasser die H erstellung von M ikroschliffen 
an der Spanwurzel, um  dadurch zur besseren F insicht in die Zerspanungsvorgänge zu gelan
gen. Nach Ü bersicht der bisher bekannten M ethoden der Unterbrechung der Spanbildung 
wird hier eine neue B auart eines Unterbrecherapparates, seiner Funktionsw eise und auch  
eine elektrisch betriebene Registriervorrichtung zur K alibrierung des Apparates besprochen. 
D ie Untersuchungsergebnisse zeugen dafür, daß wir hier m it einem  Apparat und einem  
Verfahren zu tun haben , m it deren Hilfe verläßliche M eßergebnisse m it der üblichen Labo
ratorium sgenauigkeit erzielt werden können.

Q UELQ UES P R O B L È M E S RELATIFS A L’EXA M EN DE LA B A SE  DES CO PEAUX

Á. KARDOS et P. STAHL

RÉSUM É

L’article étudie la production de micropolissures perm ettant l’étude du processus de 
form ation des copeaux. Les principales m éthodes d’interruption de la coupe sont exam inées 
par les auteurs, qui décrivent aussi un nouvel appareil interrupteur, en analysent le fonction 
nem ent et font connaître le d ispositif d’enregistrem ent servant à l’étalonnage de l’appareil. 
Les données obtenues perm ettent de conclure que l’appareil se prête aussi à des mesures 
e n  série d’une précision de laboratoire.

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ИССЛЕДОВАНИЯ КОРНЯ СТРУЖКИ

А. К А Р Д О Ш  и П . С Т А Л Ь

РЕЗЮМЕ

Статья посвящена одному из методов исследования корня стружки в процессе ее 
образования, а именно изготовлению микрошлифов. Рассматриваются важнейшие .методы 
прерывания снятия стружки. Описывается новое устройство для прерывания снятия 
стружки. Дается анализ процессов движения приспособления. Излагается метод, разра
ботанный для выверки с регистрацией приспособления. На основе полученных данных 
можно установить, что приспособление пригодно также для выполнения серийных изме
рений лабораторной точности.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



THEORETISCHE UND EXPERIMENTELLE 
UNTERSUCHUNG DER RILDSAMEN STAUCHUNG 

VON PRISMEN MIT RECHTECKIGER RASIS

J. GULYÁS
TECHNISCHE U NIV ERSITÄ T F Ü R  SC H W ER IN D U STR IE, MISKOLC 

[Eingegangen am 18. Mai, 1964]

Bei der Stauchung rechteckiger Prismen m it ungleich langen Seiten zwischen parallelen 
Druckflächen kann die Analyse der auftretenden Spannungen und Form änderungen nur auf 
Grund einer räum lichen Betrachtung erfolgen. D ie Zusam m enhänge zwischen Spannungen  
und Form änderungen in gegebenen Punkten des verform ten Körpers werden vom  Verfasser 
versuchsm äßig nachgewiesen. Auf Grund der versuchsm äßig festgelegten Zusam m enhänge 
werden weiter die Spannungen und Form änderungen in  Abhängigkeit von  den Raum koor
dinaten des Probekörpers und den äußeren U m ständen unter Annahm e gewisser Vereinfachun
gen bestim m t.

Bezeichnungen

h H öhenm aß des Probekörpers in  irgendeinem  Zeitpunkt, mm; 
kj Verform ungsfestigkeit, kg/m m 2;
n =*о/Уо, Verhältniszahl der Seitenkanten des rechteckigen Prismas;
R  ]
S J Polynom e Funktionen der Raum koordinaten und des Reibungskoeffizienten;
T j
x () Ausgangsm aß des Probekörpers in R ichtung der я-Achse (Länge), mm;
y 0 Ausgangsm aß des Probekörpers in R ichtung der y-A chse (Breite), mm;
z 0 Ausgangsm aß des Probekörpers in R ichtung der «-Achse (H öhe), mm;
X x-K oordinate der Punkte auf der Oberfläche des Körpers;
у  y-K oordinate der Punkte auf der Oberfläche des Körpers;
z «-K oordinate der Punkte auf der Oberfläche des Körpers;
a W inkel zwischen x -Achse und der Verschiebung eines gegebenen Punktes auf der

Oberfläche des Probekörpers;
ju R eibungskoeffizient zwischen den D ruckplatten und den Flächen des gestauchten  

Körpers;
et- beliebig gerichtete Formänderung;
ex
ev Form änderungen des aus dem Probekörper geschnittenen elem entaren Prismas 
ez m it quadratischer Basis in Richtung der x-, y -, «-Achse;
\ x
8y G eschwindigkeit der Formänderungen in R ichtung der x-, y-, «-Achse;
ez
Oi beliebig gerichtete Spannung;
сjx Spannung im  Probekörper in  Richtung der x- Achse, kg/m m 2;
Oy Spannung im  Probekörper in Richtung der y-A chse, kg/m m 2;
oz Spannung im  Probekörper in Richtung der «-Achse, kg/m m 2;
o m m ittlere Spannung in irgendeinem Punkt des Probekörpers;
Tx äußere Schubspannung auf der Oberfläche des Probekörpers in R ichtung der 

jc-Achse, kg/m m 2;
Ту äußere Schubspannung auf der Oberfläche des Probekörpers in Richtung der 

y-A chse, kg/m in2;
Ax Dehnung des Probekörpers in der ^-Richtung, mm;
Ay Dehnung des Probekörpers in der y-R ichtung, mm.
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I. Einleitung

Die E rsch e in u n g en  bei d er S ta u c h u n g  zw ischen para lle len  P la t te n , d. h. 
die dab e i a u f tre te n d e n  S pan n u n g en  u n d  F o rm än d eru n g en  lassen  sich im  V er
gleich zu den ü b rig en  F o rm u n g sm eth o d en  am  ein fachsten  d a rs te llen . D er 
G ru n d  fü r  diese E in fa c h h e it u n d  Ü b e rs ich tlich k e it b e s te h t d a rin , d aß  w äh ren d  
d e r F o rm u n g  in  e in em  gegebenen Z e itp u n k t die in  R ich tu n g  d er S tau ch u n g  
w irk en d e  H a u p tfo rm ä n d e ru n g , a u f  den ganzen R a u m in h a lt bezogen , n ah ezu  
k o n s ta n t  b le ib t.

D ieser T a tsa c h e  is t es zuzusch re iben , d aß  die E rscheinungen  bei der 
S ta u c h u n g  zw ischen para lle len  P la t te n  sehr viele th eo re tisch e  L ösungen  gefu n 
den  h ab en , die d u rc h  ausgiebige V ersuchsergebnisse  beleg t sind  [1, 2, 3, 7].

Die b isherigen  A nsätze g ingen  im m er von  einem  zw eid im ensionalen  
F o rm ä n d e ru n g sz u s ta n d  aus u n d  k ö n n en  d em en tsp rech en d  die W irk lich k e it 
n u r  be i der S ta u c h u n g  k re issy m m etrisch er K ö rp e r oder d an n  d a rs te llen , w enn 
sich  irgendeine d e r H au p td im en sio n en  des g e s tau ch ten  K örpers w äh ren d  der 
S ta u c h u n g  n u r  in  einem  v e rn ach läss ig b aren  M aße oder ü b e rh a u p t n ic h t 
ä n d e r t . B e k an n te rm aß en  is t d er le tz te re  F a ll d an n  gegeben, w enn  die beiden  
A bm essungen  des g e s tau ch ten  K ö rp ers , die n o rm al zur S ta u c h ric h tu n g  sind , 
v o n e in an d e r w esen tlich  abw eichen.

B ei K ö rp ern  m it anderen  V erh ä ltn issen  ergeben  die a u f  G ru n d  zw ei
d im ensionaler F o rm ä n d e ru n g sz u s tä n d e  abg e le ite ten  A nsätze gewisse A bw ei
chu n g en  von  den  ta tsä c h lic h e n  V erhä ltn issen .

In  le tz te r  Z e it b e faß ten  sich  h au p tsä c h lic h  sow jetische F o rsch er m it der 
U n te rsu ch u n g  d e r E rsch e in u n g en  hei der S tau ch u n g  e llip tischer oder p r is 
m a tisc h e r K ö rp er. Diese U n te rsu ch u n g en  w aren  jedoch  d a ra u f  g e rich te t, die 
K ö rp e r, von zw eid im ensionalen  F o rm än d e ru n g szu s tän d en  ausgehend , in  Teile 
m it zw eid im ensionalen  F o rm än d eru n g en  zu zerlegen, u n d  a u f  diese W eise 
A n sä tze  fü r die gegebenen F rag en  zu fin d en  [2, 8].

Obwohl d iese A nsätze g egenüber d er einseitigen zw eid im ensionalen  
B e tra c h tu n g  eine A n n äh eru n g  an  die W irk lich k e it b ed eu ten , w eisen sie n ic h t 
a u f  den  gegenseitigen Z u sam m en h an g  zw ischen S pannungen  u n d  F o rm ä n d e 
ru n g en  hin . D em en tsp rech en d  s in d  sie auch  n ic h t geeignet, die W irk u n g en  
d e r äußeren U m stä n d e  (R eibung) in  einen o rganischen  p h ysischen  Z usam 
m en h an g  m it d e r F o rm än d e ru n g  u n d  den a u ftre te n d en  S p an n u n g en  zu 
b rin g en .

D er Zweck d e r vorliegenden  A rb e it is t eine A nalyse der E rsche inungen  
bei d er b ild sam en  S tau ch u n g  v o n  P rism en  m it rech teck ig er B asis, bei v e r
sch iedenen  V erh ä ltn issen  der K a n te n , zw ischen paralle len  P la t te n , im  H in 
b lick  a u f  die räu m lich en  F o rm än d e ru n g en  u n d  die an g en äh e rte  D arste llu n g  
d e r räum lichen  F o rm än d eru n g en  u n d  S pan n u n g en  bei k o n k re ten  äußeren  
geom etrischen  u n d  techno log ischen  B edingungen .
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Die a n n ä h e rn d e n  A nsätze d e r  vorliegenden  A rb e it ergeben zw ar keine 
ex ak ten  R e su lta te , sind  aber gee igne t, die w ah ren  V erhältn isse  ü b ersich tlich  
d a rzuste llen . Z ugleich  weisen sie den  W eg fü r eine dreid im ensionale  A nalyse 
anderer, k o m p liz ie rte r  F o rm u n g sv erfah ren .

II. Grundlegende Zusammenhänge zwischen dreidimensionalem Spannungs
und Formänderungszustand

Bei d e r b ild sam en  S tau ch u n g  p rism atisch er K ö rp er m it rech teck ig er 
Basis, bei denen  die V erh ä ltn iszah l d e r S e iten k an ten  des R ech tecks zwischen 
5 und  1 lieg t, is t  zu r B estim m ung  d e r V erte ilung  d e r  S pannungen  die K enn tn is  
der F o rm än d e ru n g en  unerläß lich . B ei der S tau ch u n g  solcher K ö rp e r zwischen 
para lle len  P la t te n  e rg ib t sich die spezifische K ra f t  aus der S um m e der zur 
F läche n o rm a len  S pannungen . F a lls  die S ta u c h u n g  zw ischen vo llkom m en 
g la tte n  O berflächen  erfo lg t, e n ts te h t  im  K ö rp er e in  einachsiger S p an n u n g s
zu stan d , u n d  die F o rm än d eru n g en  in  den span n u n g sfre ien  R ich tu n g en  sind 
e in an d er gleich, w ie es von  N a d a i  [5 ] nachgew iesen  w orden is t.

W enn  die F o rm än d eru n g en  m it ex, sy, ez b eze ich n e t u n d  d ie Achsen 
in  der S y m m etrieach se  angenom m en w erden , e rg ib t sich  der fo lgende Z usam 
m enhang :

ex =  £y . (1)

D em n ach  is t  die gesam te D eh n u n g  in  den e inzelnen  S e iten rich tu n g en

—  £x x o 1 

/.y =  Ey У 0

u n d  d em en tsp rech en d  das V erh ä ltn is  der D ehnungen

_ x o
К  Уо

D as b e d e u te t, d a ß  die G renzlin ien  des R ech tecks au ch  w eite rh in  G erade 
b leiben  m üssen  (B ild  1).

E ine  R e ib u n g  e n ts te h t  aber au ch  be i den am  b e s te n  b ea rb e ite ten  F lächen , 
u n d  der R e ib u ngskoeffiz ien t e rh ö h t sich  m it der V ersch lech teru n g  d e r O ber
fläch en g ü te . D u rch  den  E in flu ß  d e r R eibung  e n ts te h e n  in R ic h tu n g  der 
X -  u n d  y -A chsen  S p an n u n g en , die m it den  o b erfläch lichen  R eib u n g sk rä ften  
im  G leichgew icht s teh en . Die S p an n u n g en  w iederum  b ew irken , daß  d e r W erk 
s to ff in  den einzelnen  R ich tu n g en  m it u n te rsch ied lich e r G eschw indigkeit

( 2 )
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f lie ß t. D as h e iß t, d aß  nach  einer gew issen Zeit a u c h  die F o rm än d e ru n g en  in 
den  einzelnen  R ich tu n g en  v e rsch ied en  sein w erden .

D er Z u sam m en h an g  zw ischen F o rm än d e ru n g en  und  S p an n u n g en  lä ß t 
sich d u rch  das G esetz von Mises au sd rü ck en :

Fi =  J  a(öí — am) dt +  C , (3)

w orin  d e r F a k to r  A eine vom  O rt u n d  von  der Z eit abhäng ige  P ro p o r tio n a litä ts 
k o n s ta n te  u n d  die K o n s ta n te  C die F o rm än d e ru n g  vor der Z e it t is t  [7].

D arau s fo lg t, daß  jed em  P u n k t  des b ild sam  g estau ch ten  p rism atisch en  
K ö rp e rs  ein v o m  S p an n u n g szu stan d  ab h än g ig e r F o rm än d e ru n g szu s tan d  
z u g eo rd n e t is t. So e rg ib t sich im  G ru n d riß  die b ek an n te  au sg eb au ch te  F o rm  
des P ro b ek ö rp e rs  (B ild  2). W en n  m an  die a x ia l gerich tete  F o rm än d e ru n g en  
eines e lem en ta ren  S to ffp rism as an  der y -A chse  u n te rsu c h t, f in d e t m an , 
d a ß  d er g rö ß te  Teil des W erk sto ffes  in R ic h tu n g  der y -A ch se  fließ t, ein 
a n d e re r , geringerer Teil v e rsc h ie b t sich in  R ic h tu n g  der ж-A chse. Je  m eh r 
m a n  sich von  d e r y-A chse e n tfe rn t,  um  so m e h r v e rrin g ert s ich  die D ehnung  
in  d e r y -R ic h tu n g , w äh ren d  sich  o ffenbar die V ersch iebung in  der я -A chse
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v e rg rö ß e rn  m uß, da sich ja  der R a u m in h a lt des b ild sam en  K örpers n ic h t 
ä n d e rt. Die F o rm  d er S e iten k an te  zw ischen den P u n k te n  a — b lä ß t  sich 
n u r  a u f  diese W eise erk lären . D a rau s  ers ieh t m an, d aß  die F o rm  der S e iten 
k a n te  m itte lb a r  vom  d re id im ensionalen  S p an n u n g szu stan d  b e s tim m t w ird.

E in  belieb iger P u n k t des g e s ta u c h te n  K örpers e rre ic h t den b ild sam en  
Z u stan d  u n te r  der B edingung, d aß  die zw eite In v a r ia n te  des D ev ia to r-S p an - 
n u n g sten so rs  größer w ird  als der W e rt d er P lastiz itä tssch w elle  des e inachsigen 
S p an n u n g szu stan d es [6]:

3 Фа (fid 8 ТщХ ; 0 . (4)

In  K om p o n en ten  zerlegt u n d  gem äß den H a u p tsp a n n u n g s r ic h tu n g e n  
aufgeschrieben , e rg ib t sich d arau s das P la s tiz itä tsk r ite r iu m  n ach  H u b e r  — 

M i s e s  — H e n c k y  :

( ° i  — Fi)2 +  (o-, — <73)2 +  ( o 3 — a j 2 ;>  8 ifnax . (5)

D ieses P la s tiz itä tsk r ite r iu m  s e tz t  die K en n tn is  d er R eihenfolge der 
S p an n u n g en  n ich t v o rau s, dem nach  is t  seine A nw endung bei d er F es ts te llu n g  
eines d reiachsigen  F o rm än d e ru n g szu stan d es  im  allgem einen g ü n stig e r [6].

Die B estim m ung  der S p an n u n g en  erfo lg t du rch  L ösung  des P la s t iz i tä ts 
k rite r iu m s, der G leichgew ich tsbed ingungen  u n d  der K o n tin u itä ts -(In k o m p a ti-  
b ilitä ts-jG le ichungen . Beim  A nsatz d e r G leichgew ichtsgleichungen se tz t m an vo r
aus, d aß  sich die S pannungen  ax, ay u n d  az in R ich tu n g  d er Z-A chse, d. h. 
in R ic h tu n g  des H öhenm aßes der K ö rp e r n ich t än d ern . D iese V orau sse tzu n g  
is t bei v e rh ä ltn ism äß ig  n iedrigen P ro b ek ö rp e rn  e rfü llt.

A us dem  Bilde d er G rundfläche  des v erfo rm ten  K ö rp ers  (B ild  2) ers ieh t 
m an , d aß  der K ö rp er in der x  — у  Achse zwei S y m m etrieach sen  h a t. Im  
w eiteren  genüg t es also, die A nalyse an  einem  V ierte l des K ö rp ers  d u rc h 
zu füh ren . W enn  m an irgendw o im  K ö rp e r  einen d u rch  die K o o rd in a ten  x, у  
festgeleg ten  P u n k t an n im m t, is t d ieser P u n k t der M itte lp u n k t eines e lem en
ta re n  P rism as m it d er K an ten län g e  a (B ild  3). A uf die obere F läch e  des P r is 
m as w irk t die S p an n u n g  crz. Die m o m en tan e  V ersch iebung des M itte lp u n k tes  
des P rism as sch ließ t m it der x'-Achse den  W inkel tx ein. In  d ieser R ich tu n g  
w irk t eine oberfläch liche R e ib u n g ssp an n u n g  fi oz . Ih re  K o m p o n en te  in  R ich 
tu n g  x  is t

rx =  fi az cos а  , (6)

die K o m p o n en te  in  R ich tu n g  y:

Ту =  fi az sin x  . (7)
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W enn  m an die m ittle re n  G leichgew ichtsg leichungen  fü r  die x-, y -g e rich te ten  
S eiten  des P rism as au fsch re ib t:

h cfx — 2 f cos a  dx (8)

hcty =  2  J o [iaz sin а  dy (9)

e rg ib t sich eine M öglichkeit zu r B estim m u n g  der S p an n u n g en  [1].

D er W inkel oc in  G leichungen (8) u n d  (9) is t irgende ine  F u n k tio n  des 
S p an n u n g szu stan d es. E r  w eist a u f  die V ersch ieb u n g srich tu n g  der P u n k te  a u f  
d e r O berfläche des K ö rp ers  h in . Die V ersch iebung  eines gegebenen P u n k te s  
a u f  der O berfläche des K ö rp ers  h ä n g t n ach  G leichung (3) m it den S p an n u n g s
zu s ta n d  zusam m en.

W enn m an  aus dem  V ierte l des p rism atisch en  K ö rp ers  n ach  Bild 3 in  
dem  durch  die K o o rd in a te n  x, y  b e s tim m te n  P u n k t ein P rism a  m it q u a d ra 
tisch e r Basis d er K a n te n lä n g e  a u n d  H öhe h au ssch n e id e t, k a n n  m an m it 
H ilfe des W erksto ff-F lusses die G röße des R ich tungsw inke ls u n te rsu ch en . A us 
dem  Bild ers ieh t m an , daß

oey
ta n  x =

aEx
N ach  dem  M ises-K rite rium  (3) is t

< 7 y   ̂m —  1

ax am =  •

(1 0 )
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D er Q u o tien t der be iden  G leichungen e rg ib t das V erhä ltn is  der F o rm än d e ru n g s
geschw indigkeiten :

a y  — a n
( 11)

A nstelle  der F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k e iten  d a rf  m an , w enn es sich 
u m  kleine F o rm än d eru n g en  h a n d e lt, auch  schreiben:

A t

Ae..
ta n  a.

D em nach  k an n  m an  G leichung (11) fo lgenderm aßen  schreiben:

ta n  oc. ( 12)

A u f G rund der G leichungen (5), (8), (9) u n d  (12) k an n  m an  die S pannungen  
u n d  die F o rm än d eru n g  des P ro b ek ö rp ers  bestim m en .

III. Versuchsmässige Bestimmung der beim Stauchen auftretenden Kräfte und
F or mänder ungen

D er w ichtigste  Zw eck der V ersuche b e s ta n d  in der F estleg u n g  der a u f
tre te n d e n  K rä fte  u n d  d e r F o rm än d eru n g en  in  den beiden  H a u p tr ic h tu n g e n  
bei d er S tau ch u n g  von  P ro b ek ö rp ern  m it gleichem  R a u m in h a lt u n d  gleicher 
H öhe, ab e r versch iedenem  V erh ä ltn is  d er K an ten län g en .

E in e  andere  V ersuchsserie  bezw eck te  die B estim m ung  d er K om p o n en ten  
d er oberfläch lichen  R e ib u n g sk ra ft in  R ich tu n g  d er x- u n d  y - A chse, gleichfalls 
bei P ro b ek ö rp ern  m it w echselndem  K a n te n v e rh ä ltn is . D iese V ersuchsserie 
g ib t A u sk u n ft über den  R ich tu n g sw in k e l ct d e r R e ib u n g sk ra ft (T s) u n d  den 
W ert des m ittle ren  R eibungskoeffiz ien ten  (B ild 4).

Z um  N achw eis d er W irk u n g  des R eibungskoeffiz ien ten  w urde ein 
e rg än zen d er V ersuch m it v e rr in g e rtem  R eibungskoeffiz ien ten  bei einem  W ert 
n ah ezu  gleich 0 d u rch g e fü h rt.

D er W erksto ff d er P ro b ek ö rp er w ar w eiches H ü tten b le i.
D as Blei h a t bei 20° C eine genügend  große R ekrista llisa tio n sg esch w in 

d ig k e it u n d  dem nach  be i k o n tin u ie rlich e r V erfo rm ung  eine genügend geringe 
A u fh ä rtu n g , d. h. die R ic h tu n g s ta n g e n te  der B erü h ren d en  d er K u rv e  a' — e 
is t  gering , so daß seine E ig en sch aften  denen  des vo lls tän d ig  b ild sam en  K örpers 
n ah es teh en .
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Im  V erlaufe d er V ersuche w urden  P ro b ek ö rp er m it fü n f versch iedenen  
K a n te n v e rh ä ltn isse n  eingesetz t. D ie M eßzahl des K an ten v e rh ä ltn isse s  is t

D as K a n te n v e rh ä ltn is  der P ro b e k ö rp e r b e tru g  d er R eihe n ach  n == 1; 
1,4; 2; 2,72; 3,56.

Die H öhe der P ro b ek ö rp er w ar 20 m m , die F läch e  der Basis 1800 m m 2. 
Die V ersuche w urden  a u f  e iner 35 t  h y d rau lisch en , un iversellen  Z er

re ißm aschine, F a b r ik a t  A m sler, d u rch g e fü h rt. Die F orm änderungsgeschw in - 
d igkeit bei der S ta u c h u n g  b e tru g  ez =  0,0270/s. Die K ra f t  bei der S tau ch u n g
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w urde d u rch  die S ch re ib v o rrich tu n g  der Z erreißm aschine in  F u n k tio n  der 
H ö h en v erm in d eru n g  au fg e trag en . Die g rö ß te  H ö h en v erm in d eru n g  b e tru g  bei 
der V ersuchsserie Ah =  6 m m .

B ild  6

Die e rs te  V ersuchsserie w urde  an P ro b ek ö rp e rn  m it den K a n te n v e rh ä lt
nissen n =  1, 2, 3,56 vorgenom m en.

Die M essung der oberfläch lichen  R e ib u n g sk ra ft erfo lg te  m it e inem  
v erh ä ltn ism äß ig  einfachen A p p a ra t (B ild  5). D er A p p a ra t b e s ta n d  im  W esen 
aus einem  S tah lb lech , dessen F läch e  m it den D ru c k p la tte n  id en tisch  geschliffen,
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in  d er M itte in  zw ei H ä lften  g esch n itten  u n d  so rg fä ltig  lücken los zu sam m en 
g e p a ß t w urde. D ie au s zwei H ä lfte n  b esteh en d e  S ta h lp la tte  w ird  d u rc h  ein 
Jo c h  verb u n d en , dessen  beide S tü tzb ü g e l als B iegem eßkörper ausgeb ilde t sind .

Im  V erlaufe d e r S tau ch u n g  w erden die zwei F läch en  des zw ischen zwei 
P ro b ek ö rp ern  u n te rg e b ra c h te n  A p p ara tes  d u rch  die W irk u n g  einer K o m p o 
n e n te  der oberfläch lichen  R e ib u n g sk rä fte  ause inandergeschoben . D ie S ch u b 
k rä f te  w erden m it  M eßstreifen  gem essen, w elche a u f die M eßkörper g ek leb t

1 2 3 4  5  6
Ah (mm)

B ild  7

sind . W enn m an  den  A p p a ra t zwischen zwei P ro b ek ö rp e rn  in R ich tu n g  der 
an d eren  S y m m etrieach se  a n b rin g t, k an n  m a n  d a m it die in  der an d eren  R ich 
tu n g  w irkende K o m p o n en te  der R e ib u n g sk rä fte  m essen. Im  V erlaufe des 
S tauchvorganges w urde  die D ru c k k ra ft in  F u n k tio n  d er H ö h en v erm in d eru n g  
Ah  gem essen, w ä h re n d  die R e ib u n g sk ra ft in  F u n k tio n  der Zeit festge leg t 
w urde . Die V ersu ch san o rd n u n g  zur B estim m u n g  der R e ib u n g sk rä fte , die 
In s tru m e n te  u n d  die Z erreißm asch ine sin d  im  B ild 6 zu sehen.

D er E in flu ß  d er R eibung  a u f  die F o rm ä n d e ru n g  w urde  bei der S tau ch u n g  
von  B leikörpern , die a u f  be iden  O berflächen  m it B ienenw achs geschm iert 
w aren, u n te rsu c h t.

Die E rg eb n isse  der so d u rch g e fü h rten  V ersuche b e s tä tig te n  die V o rau s
se tzungen  des A b sch n itte s  I I  ü b e rd e n  d re id im ensiona len  F o rm än d eru n g s- u n d  
S p an n u n g szu stan d .
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Im  B ild  7 is t die Ä n d eru n g  der D ru c k k ra f t in  F u n k tio n  d er H öhen
verm inderung  u n d  der Ä n d eru n g  des K a n ten v e rh ä ltn isse s  zu sehen. Aus 
diesem  D iag ram m  ersieh t m an  k la r , daß  bei k o n s ta n te r  F läche die au ftre ten d e  
K ra ft m it d er V erringerung  des K an te n v e rh ä ltn isse s , d. h. m it E rhöhung  
der B reite  des P ro b ek ö rp ers  zu n im m t. Diese Z u n ah m e  erfo lg t jed o ch  n ich t 
in  dem  M asse, wie es bei e iner zw eid im ensionalen  F o rm ä n d e ru n g  zu  e rw arten  
wäre.

B ild  8

Die D ehnungen  in  R ic h tu n g  der beiden S ym m etrieach sen  (x , y )  ersieht 
m an im  B ild  8 an  den P h o to g rap h ien  der g e s ta u c h te n  P ro b en  des Types 
c (n =  2) ohne S chm ierung  u n d  bei Schm ierung m it  B ienenw achs.

D as B ild  zeig t die F o rm en  von  P ro b e k ö rp e rn  bei V erfo rm u n g  m it 
versch iedenen  H ö h en v erm in d eru n g en . Die S e iten u m risse  der P ro b e n  m it 
tro ck en er O berfläche h ab en  eine ovale F orm  u n d  zeigen d eu tlich , daß  die 
D ehnungen  in  R ich tu n g  d er k ü rze ren  S y m m etrieach se  m it d er E n tfe rn u n g  
vom  M itte lp u n k t m onoton  ab n eh m en , d. h ., d a ß  au c h  in  d iesem  A b sch n itt 
ein F ließen des W erkstoffes in  R ich tu n g  der län g e ren  Achse e in tr i t t .  D em 
gegenüber b lieben  die U m risse  d er geschm ierten  P roben  gerad e  u n d  die 
F o rm än d eru n g en  w aren  in  beiden  R ich tungen  n a h e z u  gleich. D a ra u s  folgt, 
daß  im  Falle eines n iedrigen  R eibungsbeiw ertes b is  zu  einer gegebenen  V er
form ung die Z usam m enhänge  la u t  G leichungen (1) u n d  (2) gü ltig  sind . D em 
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n a c h  sind  die h ie rvon  abw eichenden  Form en ein  E rgebn is des in fo lge  der 
oberfläch lichen  R eib u n g  a u fg e tre ten e n  dreiachsigen  S p an n u n g szu stan d es .

D ie gem essenen M itte lw erte  d e r  oberfläch lichen  R e ib u n g sk rä fte  und  
d er zug eo rd n e ten  D ru ck k rä fte  s in d  in  Tafel I  in  F u n k tio n  des K a n te n 
v e rh ä ltn isses  u n d  d er H ö h en v e rm in d e ru n g  angegeben . Diese V ersuchsserie  
ze ig t e indeu tig , d aß  m it der Z u n ah m e  des K an ten v e rh ä ltn isse s  die R e ibungs
k ra f t  in  R ich tu n g  d er k ü rzeren  A chse , verg lichen  m it den R e ib u n g sk rä ften  
in  R ic h tu n g  der län g eren  Achse, zu n im m t. Das b e d e u te t, daß  d e r R ic h tu n g s
w inkel x  der re su ltie ren d en  R e ib u n g sk ra ft einen  W ert a n n im m t, d er 45° 
im m er ü b e rsch re ite t (B ild  9).

In  Tafel I sind  die T an g en ten  der m ittle ren  R ich tu n g sw in k e l (x m) der 
aus den R eib u n g sk rä ften  e rm itte lte n  oberfläch lichen  R e ib sp an n u n g en  ange
geben. In  der g leichen Tabelle f in d e t  m an die aus den  D ru c k k rä fte n  u n d  den 
R e ib u n g sk rä ften  b e rech n e ten  R eibungsbe iw erte . M an ersieh t, d aß  d e r R eibungs- 
b e iw ert von  der F o rm  des P ro b ek ö rp e rs  u n ab h än g ig  is t u n d  am  A nfang  der 
S tau ch u n g  schneller, sp ä te r  lan g sam  zun im m t. D ie le tz te re  E rsc h e in u n g  ist 
v e rs tän d lich , da am  A nfang  der S ta u c h u n g  wegen d e r m ik roskop ischen  U neben
h e it der O berfläche n ic h t die ganze O berfläche au flieg t, u n d  so z u r p lastischen  
V erfo rm ung  der h e rau srag en d en  T eile  eine geringere K ra f t n o tw e n d ig  ist. 
M it dem  F o r ts c h r i t t  der S ta u c h u n g  verschw inden  die U n e b e n h e ite n , das 
M etall lieg t m it seiner ganzen O b erfläche  au f den  U n eb en h e iten  des W erk
zeuges auf, die G eschw indigkeit des F ließens n im m t zu, u n d  — d a  es sich 
u m  ein weiches M etall h an d e lt — es tre te n  ö rtliche  V erschw eißungen  a u f  [4]. 
D em en tsp rech en d  e rh ö h t sich d e r  R e ibungsbe iw ert. Als G ru n d lag e  der fol
genden  B erechnungen  d ien t d er au s  den E rg eb n issen  e rm itte lte  R eibungs
b e iw ert Ц =  0,211. D ieser W ert is t  in  g u te r Ü b ere in stim m u n g  m it den  E rg eb 
nissen an d ere r V ersuche zur F e s ts te llu n g  des R eibungsbe iw ertes be i B lei und  
äh n lich er O berflächengü te  [9].
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F ü r  die im  w eiteren  m itg e te ilten  B erechnungen  w urde die V erfo rm u n g s
fe s tig k e it von Blei bis 25 %  V erfo rm ung  ex p erim en te ll e rm itte lt .

M it den versu ch sm äß ig  e rh a lten en  Z ah lenergebn issen  (K ra f t-F o rm 
än d e ru n g ) w urde die R ich tig k e it d er im  n äch s ten  K ap ite l angegebenen  F o r
m eln  k o n tro llie rt.

IV. Theoretische Ermittlung der Kennzeichen des räumlichen Spannungs- und
F ormänderungszustandes

D ie S pan n u n g en  u n d  F o rm än d e ru n g en  w äh ren d  d er S tau ch u n g  sollen 
u n te r  n ach steh en d en  V orausse tzungen  b e s tim m t w erden :

a)  D as M etall is t ein vo llkom m en p las tisch e r W erksto ff;
b)  der g e s tau ch te  K ö rp e r h a f te t  an  k e in e r Stelle am  W erkzeug , d. h ., 

das K rite riu m  \XGZ ]> K f  is t  fü r  die ganze O berfläche gü ltig ;
c)  die H a u p tsp a n n u n g s r ic h tu n g e n  fallen  m it den S ym m etrieach sen  des 

K ö rp ers  zusam m en;
d)  bei V ernach lässigung  der Ä nd eru n g en  der S pan n u n g en  (ox, ay, az) 

in  R ich tu n g  d er K o o rd in a te  z  b ilden  ih re  m ittle ren  W erte  die G rund lage  
d er B erechnungen ;

e)  in jed em  belieb igen  Z u s ta n d  der S tau ch u n g  is t die P la s t iz i tä ts 
schw elle ( r max) des W erksto ffes im  ganzen R a u m in h a lt gleich d er ha lb en  
V erfo rm ungsfestigke it (т тах =  kf/2) .

D ie E rm ittlu n g  d e r S p an n u n g en  k a n n  in  zwei S tu fen  erfo lgen. M it 
H ilfe  d er G leichungen (5), (8) u n d  (9) w erden  die drei S pan n u n g en  in  F u n k tio n  
d e r  K o o rd in a ten  x,  y ,  des F estig k e itsk o effiz ien ten  u n d  der geom etrischen  
A bm essungen  des W erk stü ck es b e rech n e t. Sodann  k a n n  m an  m it H ilfe  der 
S p an n u n g en  und  G leichung (12) in jed em  P u n k t des K örp ers  den die R ich tu n g  
d er V ersch iebung bestim m en d en  W inkel x  e rm itte ln .

W enn  m an aus den  G leichgew ichtsg leichungen  (8) u n d  (9) die In te g ra le  
d e r D ru ck sp an n u n g en  m it fo lgenden lin ea ren  F u n k tio n e n  erse tz t

о

e rh ä lt  m an die fo lgenden  zwei m ittle re n  G leichgew ichtsg leichungen:

Gr =  —  cos x  • xo, h----— cos а  • x  k i ,
h h

(13)

Gy —  —  sin x - y  az -\------sin x ■ y k f  .
h h

( 1 4 )
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W enn inan G leichung (13) u n d  (14) in G leichung (5) e in se tz t, e rh ä lt 
m an fü r die D ru ck sp an n u n g  folgenden A usdruck :

wo

er, =
s S 2 Г]Р

------- h / —
2 R 1 2 R R

R  = / i ( / '>  x ,y ,  x , Л) ,

s =  fAvix’ h) >

T  =  f 3(p , x ,y ,  a , A) .

(15)

Die F u n k tio n  (15) k an n  d u rch  eine einfache H y p erb e l a n g e n ä h e rt w erden, 
w enn m an  heim  E inse tzen  in G leichung (5) die G lieder e rs ten  G rades durch  
m ittle re  K o n s ta n te n  e rse tz t. Diese A n n äh eru n g sfu n k tio n  is t die fo lgende:

1.25 - f  (/л/h) (x  cos x  -)- y  sin a)
k f ---------------------------------------- - •

1.25 — (ft/h) (x cos x  +  y  sin a)
( 16)

W enn m an  dies in  G leichung (13) u n d  (14) e in se tz t, e rh ä lt m an  die G leichun
gen der beiden  anderen  S p an n u n g en :

2,5 (/л/h) x  cos x
(17)a x  —  K j

1,25 —  (/л/h) (x  cos x  -)- у  sin x)

2,5 • (/л/h) у  sin  x (18)а  у  — k f

1,25 —  (/i/h)(x  cos x  -|- у  sin x)

Die m ittle re  S p an n u n g  k a n n  aus G leichungen (16), (17) u n d  (18) e rm itte lt  
w erden:

=  A
0,41 +  1,16 (/л/h) (x c o s o c + y  sin ос)

1,25 — (/л/h) (x  cos x  -)— у  sin x)
(19)

W enn  m an  zur B estim m u n g  des b ish er u n b e k a n n te n  W inkels x  die 
G leichungen (17), (18) u n d  (19) in  die F u n k tio n  (12) e in se tz t, e rh ä lt  m an:

1.34 (/t/A)y sin x  -j~ 1,16 (/л/h) x cos x  0,41 (20)
1.34 (/л/h) x  cos x  — 1,16 (/л/h) y  sin x  — 0,41

G leichung (20) e rg ib t fü r  jed e  W in k e lfu n k tio n  des W inkels x  eine gem ischte 
G leichung v ie rten  G rades, deren  W urzeln  aus sehr verw icke lten  A usd rücken  
b e rech n e t w erden  können . D ie S eparierung  der W erte  d er e inzelnen  W urzeln 
n ach  einer C ardano-L ösung  sch e in t fa s t unm öglich . Z ur V erm eidung  dieses
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P rob lem s w urde  ein v e rh ä ltn ism ä ß ig  e in facher Q u o tien t aus W inkelfunk  
tio n e n  geb ildet:

ta n  x 
t a n  oc/2

'2 ,1 5 ,

w o x  <  45° ist. D ieser Z u sam m en h an g  is t b is 45° m it e inem  F eh ler von  10%  
gü ltig . W enn m an  die W in k e lfu n k tio n en  d er G leichung (20) in  F u n k tio n en  
v o n  ta n  x  u n d  ta n  a/2 v e rw a n d e lt, e rh ä lt m an  eine einfache L ösung fü r  den 
W inkel x:

X  =  a rc  ta n
1,34 fi(x - y )  — 0,47 h

2,327«%

1
1,34 fi(x — y)  0,47 h 2 t л 1,16 fix  0,47 h

1Д 6 fiy 1 .1 6 Д
2 J

( 21)

Die F u n k tio n  (21) e rla u b t, fü r  jed en  P u n k t d e r O berfläche des K örpers die 
R ich tu n g  der V ersch iebung  in  d e r E bene x  — y  w äh ren d  d er S tau ch u n g  zu 
b estim m en . N ach  dem  E in se tz e n  dieser W erte  des W inkels x  in  F u n k tio n  
(16) lä ß t sich d ie  V erte ilu n g  d e r D ru ck sp an n u n g en  en tlan g  der g ed rü ck ten  
F lä c h e  e rm itte ln . Im  B ild  9 is t  a u f  einem  V ierte l d er O berfläche  eines K örpers 
m it dem  K a n te n v e rh ä ltn is  n =  2 die O berfläche  d er b e rech n e ten  D ru ck 
spann u n g en  d a rg es te llt.

Bei U n te rsu ch u n g  der F o rm e l (21) s ieh t m an , d aß  der W ert von  ta n  x 
n u r  in  geringem  M aße von  d e r H öhe des P ro b ek ö rp e rs  a b h ä n g t. M it ab n e h 
m en d er H öhe v e rsc h ie b t sich d e r W ert des W inkels x  en tlan g  der längeren  
S eite  gegen 90°. D a rau s  fo lg t, d aß  der zw eid im ensionale  F o rm än d e ru n g s
z u s ta n d  um  so eh e r a n g e n ä h e rt w ird , je  k le in e r die H öhe des P ro b ek ö rp ers  
im  V erhältn is  zu  den  K en n zah len  d er B reite  w ird . D er E in flu ß  des R eibungs- 
be iw ertes w ird  e in d eu tig  d u rc h  G leichung (20) angegeben .

W enn der W e rt von  fi gegen 0 k o n v erg ie rt, n im m t G leichung (20) folgende 
F o rm  an:

ta n  x =  I .

D em nach  is t d er R ich tu n g sw in k e l x  in  einem  einachsigen  S p an n u n g szu stan d  
in  jed em  P u n k t 45°, d. h ., d ie F o rm än d eru n g  in  beiden  R ich tu n g en  (ex, ey) 
is t  g leichförm ig [G leichung (1) u n d  (2)]. Bei e inem  R e ib u n g sh e iw ert g rößer 
als 0 ä n d e rt sich d er W ert von  ta n  x  in der E b en e  x  — y  von  P u n k t zu P u n k t 
n a c h  G leichung (21). Im  B ild  10 sieh t m an a u f  d er g ed rü ck ten  F läche  eines 
K ö rp ers  m it dem  K a n te n v e rh ä ltn is  n =  2 die aus G leichung (21) b erechne ten  
V ersch ieb u n g srich tu n g en . A us d er A bbildung  e rs ieh t m an , d aß  en tlan g  der
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G eraden , die aus den E ck p u n k te n  des P ro b ek ö rp ers  u n te r  45° ausgehen , die 
V ersch iebungen  m it d er x-, y -A chse einen W inkel von  45° einsch ließen; links 
davon  s in d  die W erte  des W inkels a  k le iner als 45°, rech ts  davon , gegen die 
M itte  des P ro b ek ö rp ers  zu, w erden  sie größer.

D ie M itte lw erte  der die V ersch ieb u n g srich tu n g  der P u n k te  der O b er
fläche bezeichnenden  W inkel % fa llen  in die R ich tu n g  der R esu ltie ren d en  
der a u f  die O berfläche w irkenden  R eib u n g sk rä fte . Im  ß ild  11 sieh t m an  die 
versu ch sm äß ig  e rm itte lten  u n d  b e rech n e ten  M itte lw erte  der W inkel cc bei 
P ro b ek ö rp e rn  m it versch iedenen  K an ten v e rh ä ltn issen .

Die F o rm än d eru n g  der g e s tau ch ten  P ro b en  k an n  in K en n tn is  der 
R ich tungsw inke l x re la tiv  e infach  b e s tim m t w erden . A uf G rund  der G leichung 
(10) u n d  d e r K o n stan z  des R au m in h a lte s  lassen sich die F o rm än d eru n g en
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in  einem  gegebenen P u n k t des P ro b ek ö rp e rs  fo lgenderm aßen  au sd rü ck en :

1 +  ta n  «
ex = ---------------

2 ta n  <x

ey =  ' t a n sc. (23)

0 70 20 00 40 50 60
I— *— i— »— i— I___I__ I___I___»___l___ I I

berechnete Formänderung

Probekörper Typ n -  2  m it 
Bienenwachs geschmiert

p-0,00

1 -f- ta n  <x 

2 ta n  a
+

(1 +  e,) ta n  «
( 22)

berechnete Formänderung
Probekörper Typ n=2  
zwischen trockenen 
Platten gestaucht 

/ 1= 0,211

Bild 12

W enn m an die F läche  eines gegebenen K örpers in  der x — у  E bene 
in  k leine Q u ad ra te  zerleg t, k ö nnen  m it H ilfe d er G leichungen (22) u n d  (23) 
die D ehnungen  d ieser k le inen  Teile in  den R ich tu n g en  x, у  b e s tim m t w erden.

D urch  S um m ierung  der e lem en ta ren  D ehnungen  in den R ich tungen  
x , у  k an n  m an  die U m riß lin ien  des g e s tau ch ten  K örpers in  der E bene  x  — у  
e rm itte ln . Im  B ild  12 is t der V ergleich  der ta tsäch lich en  F orm en  d er P ro b e 
k ö rp e r nach  der S tau ch u n g  m it den d u rch  B erechnung  e rh a lten en  U m riß 
lin ien  darg este llt.

D ie b e rech n e te  L inie fo lg t der R an d lin ie  des g estau ch ten  P ro b ek ö rp ers  
re c h t g u t, w odurch  die in  dieser S tu d ie  vo rau sg ese tz ten  V orstellungen  ü b e r 
die räu m lich en  F o rm än d eru n g en  u n te r s tü tz t  w erden.
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D ie a u f die O berfläche w irkende D ru c k k ra f t k ann  d u rch  S um m ierung  
der a u f  die F läche w irkenden  D ru c k sp an n u n g en  (az) e rm itte lt  w erden . D ie 
fü r  versch iedene P ro b e k ö rp e rty p e n  b e re c h n e ten  K rä fte  u n d  die v e rsu ch s
m äßig  gefundenen  W erte  s ind  im  Bild 13 d a rg es te llt. Die b e re c h n e ten  W erte  
w eisen eine gu te  Ü b ere in stim m u n g  m it den  M eßw erten auf.

A u f G rund  der v o rau sg eh en d en  A u sfü h ru n g en  d a rf  m an  fests te llen , daß  
einzelne verw ickelte  A ufgaben  aus dem  G ebie te  der b ild sam en  F o rm u n g

•------- berechnet

m it en tsp rech en d en  A n n äh eru n g en  v e rh ä ltn ism äß ig  leicht zu lösen sind , falls 
m an  den  A nspruch  a u f  eine e x a k te  m a th em a tisch e  Lösung au fg ib t, die m it 
dem  d erzeit verfügbaren  m a th em a tisch en  A p p a ra t restlos n ic h t e rre ich b ar is t.
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der Stauchung von  prism atischen Körpern zwischen parallelen Druckflächen) M üsz. 
Tud. Oszt. Közlem ényei, 1964.

TH EO R ETIC AL AN D  E X P E R IM E N T A L  INVESTIGATION  
OF T H E  PLASTIC SW ELLING  OF PRISMS W ITH RECTANGULAR BASES

J . GULYÁS

SUM M ARY

The investigation  of the stresses and strains arising during the swelling of rectangular  
prisms betw een parallel p lates is possible only on the basis o f special considerations. 
The relations between the stresses and the strains in a given  point of the bod y are 
experim entally proved by the author. On the basis o f the experim entally proved relations 
the author then determ ines the stresses and the strains as functions of the coordinates and 
of external conditions, using sim plifying assum ptions.

É T U D E  T H É O R IQ U E  ET E X P É R IM E N T A L E  
D U  GONFLEM ENT PLASTIQUE DES PRISM ES RECTANG ULAIRES

J . GULYÁS

RÉSUM É

Au gonflem ent p lastique entre plaques parallèles des prism es rectangulaires, l ’exam en  
des tensions et déform ations produites ne peut se faire que sur la base de considérations 
spatiales. Les rapports des tensions et déform ations dans certains points données du corps sont 
dém ontrés expérim entalem ent par l’auteur. Sur la base des relations démontrées par voie  
expérim entale, l ’auteur déterm ine aussi les tensions et déform ations en fonction des coor
données de position et des conditions extérieures, en adm ettant des conditions de sim pli
fication  dans son calcul.

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ПЛАСТИЧНОЙ РАЗДАЧИ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДОВ

Й . Г У Я Ш

РЕЗЮМЕ

Исследование напряжений и деформаций, возникающих при раздаче неравнобоких 
четырехугольных призм, зажатых между параллельными плитами, возможно только на 
основе пространственных соображений. Автор экспериментальным порядком доказывает 
зависимость напряжений и деформаций в заданных ,точках тела. На основе эксперимен
тально установленных зависимостей автор в дальнейшем определяет напряжения и де
формации в функции местных координат тела и наружных условий при упрощающих 
условиях.

Acta Technica Academiae Seien tiarum Hungaricae 53 (1966)



GEOMETRISCHE GRUNDLAGEN ZUR HERSTELLUNG 
EINER WILDHARER —NOWIKOW-VERZAHNUNG 

AUF DER FORSTER-WÄLZFRÄSMASCHINE

I. DRAHOS
TECHN ISCHE U N IV ERSITÄ T FÜ R  S C H W ER IN D U STR IE , MISKOLC 

[E ingegangen am 23. Mai, 1964]

Die auf der Forster-W älzfräsm aschine erzeugten Stirnräder sind durch Eingriffs
verhältnisse gekennzeichnet, die der Eingriffsweise der nach dem verein igten  Theorem von  
W i l d h a b e r — N o w i k o w  verfertigten Räder ähnlich sind. In diesem  Falle entsprechen die W erk
zeugflächen je  einer R otations-K reisringfläche, die sich entlang eines R otationskreises berühren. 
Auch können die Zahnflanken ebenso m it kreisprofilierten Topfscheiben fertiggeschliffen  
werden. Der Verfasser behandelt noch die Fragen des E ingriffswinkels, die Krüm m ungs
verhältnisse der Stirnprofile, die Eingriffslinie und die Bedingungen eines kontinuierlichen  
Eingriffs.

Es k a n n  fe s tg e s te llt w erden , daß  die N ow ikow -Y erzahnung an  der 
» In te rn a tio n a len  K onferenz  Z a h n rä d e r u n d  Z ahnradge triebe«  1960 in  Essen 
erstm als G egenstand  einer in te rn a tio n a le n  W ertu n g  w ar [7, 18, 24]. A uch 
w urden  diesm al — m it R ü ck sich t a u f  eine d er NowiKOW schen ähnliche, von  
W i l d h a b e r  b ere its  frü h e r  als P a te n t  angem eldete  V erzahnung  [12, 28] — die 
beiden  Y erzah n u n g sa rten  gem einsam  als »W N -V erzahnung« e rw ä h n t u n d  
b eh an d e lt.

D urch  die W ild h ab ersch e  K o n s tru k tio n  [29] w urde  die M öglichkeit 
einer zy lindrischen  V erzah n u n g  erw iesen, in  w elcher e inerse its die N orm al
p ro filk u rv en  der in  E in g riff  s teh en d en  Z ah n flan k en  aus K reisbögen  bestehen , 
anderse its  die a rb e iten d en  Z ah n flan k en , e n tla n g  je  eines N orm alpro filk re ises 
(und  k o n tin u ie rlich  jew eils e n tla n g  eines an d eren  N orm alpro filk re ises), m it
e inander in  augenb lick licher B e rü h ru n g  sind.

W eiters w urde d u rch  die N ow ikow sche K o n s tru k tio n  [2, 13, 14] die 
M öglichkeit erw iesen, eine zy lindrische  V erzah n u n g  zu b a u e n , in  w elcher 
s te ts  eine Z ahnflanke  von  k o n v ex em  P ro fil m it der anderen  von  konkavem  
P ro fil in p u n k tfö rm ig e r B e rü h ru n g  in E in g riff  ist.

M an h a tte  die Id ee  von  W i l d h a b e r  in d er Z ähneerzeugung  n ich t ange
w endet; sie fan d  ab e r eine g u te  V erw endung heim  B au  von  S ch rau b en p u m 
pen [26], da sich h ie r die B erüh rungslin ie  d e r Z ahn flan k en  als verläß liche 
A b sperrung  des L iefervo lum ens b e w ä h rt h a t.

F e rn e r w ird  in  der L ite ra tu r  d a rü b e r b e r ic h te t [8, 18, 27], daß  die 
Z ah n räd e rp aa re  d er N ow ikow -V erzahnung sich m it einem  gü n stig en  T ragb ild , 
m it einer höheren  O b erfläch en festig k e it, m it einem  g ü nstigen  S chm iereffek t
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u n d  einer im  V erg leich  zu ev o lv e n tv e rz ah n te n  R ä d e rn  v ielfachen  B e last
b a rk e it  auszeichnen . Im m erh in  k a n n  m an es n ich t u n b em erk t lassen , daß  die 
In fo rm ationen  e in a n d e r  oft w id ersp rechen . Da a b e r die nach  d iesem  P rinzip  
au sg efü h rten  B a u a r te n  als erfo lg reich  anzusehen  sin d , m uß  m an die R ich tig 
k e it  dieses L e itp rin z ip s  an n eh m en . U n g each te t d e r ev en tu e ll feh le rh a ften  
K o n stru k tio n en , s in d  die U rsach en  der V ersager in  den techno log ischen  
E rzeugungs- u n d  M ontage-S chw ierigkeiten  zu suchen , die m eistens infolge 
d e r  strengeren  E in b au b ed in g u n g en  en ts teh en .

@  ©

B ild  2

Als Z usam m enfassung  b e id e r P rin z ip ien  k a n n  fe s tg e s te llt w erden , daß  
es m öglich is t, e ine zy lindrische V erzah n u n g  he rzu ste llen , in  w elcher die 
N o rm alp ro filk u rv en  d e r  zu r E rzeu g u n g  von  m ite in a n d e r a rb e iten d en  Z ah n 
fla n k e n  ben ö tig ten  B ezu g szah n stan g e  (B ild 1) aus sich  b e rü h ren d en , au f 
derse lben  Seite d er gem einsam en T a n g e n te n  liegenden  K reisbögen  besteh en . 
D iese geom etrische F o rm  soll im  fo lgenden  als M erkm al des gem einsam en 
W ild h a b e r—N ow ikow schen  P rin z ip  gelten .

M it R ü ck sich t a u f  die E rzeugung ssch w ierig k eiten  d er b ish er b e k a n n te n  
B a u a r te n , die a u f  G ru n d  des oben  au fg este llten  P rin z ip s  g eb au t w orden  sind, 
d rä n g t sich sozusagen  von  se lb st die Idee  auf, ein  V erzah n u n g sv erfah ren  
g leichfalls nach dem  W ild h a b e r—N ow ikow schen P rin z ip  zu fin d en , w elche 
eine einfachere T echnologie , eine bessere  Q u a litä t u n d  eine ausg ieb igere  
P ro d u k tio n  sichert.

M it H ilfe d er F o rs te r-W älzfräsm asch ine  [22] k a n n  m an im  W ege einer 
en tsp rech en d en  M odifizierung des M esserkopfes eine neue V erzah n u n g  ver-
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w irk lichen , die dem  W i l d h a b e r — N o w n to w sch en  P rinz ip  e n tsp ric h t. Es fo lg t 
aus dem  A u fb au  d e r F örster-M asch ine, d aß  die F lanken lin ie  d er B ezugszahn
s tan g e  ein K reis is t. W enn m an also im  M esserkopf M esser m it einem  e n tsp re 
ch en d en  K re isp ro fil an b rin g t, so e rh ä lt m an  als W erkzeugfläche eine R o ta tio n s- 
K reisring fläche  [4].

Im  V ergleich m it der b e k a n n te n  N ow ikow -V erzahnung, b ie te t diese 
B a u a r t  den  V orte il, d aß  m an die Z ah n flan k en  im  Ab w ä lzverfah ren  m it H ilfe 
v o n  k re isp ro filie rten  T opfscheiben fertigsch leifen  k an n . E in  N ach te il, daß  die 
m ite in a n d e r a rb e iten d en  Z ah n räd e r n ich t m itte ls  e infacher, ax ia le r V ersch ie
b u n g  e n tk o p p e lt w erden  kö n n en . D er Z ah n rad k ö rp e r k a n n  sy m m etrisch  
(B ild  2a), a sy m m etrisch  (Bild 2b), oder aus zwei a sy m m etrisch en  H ä lften  
zu sam m en g ese tz t w ieder sy m m etrisch  (Bild 2c) au sg efü h rt sein.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



2 0 6 I. DRAHOS

In  dieser A b h a n d lu n g  sollen die geom etrischen  G rund lagen  d er soeben 
gesch ilderten  V e rz a h n u n g sa rt u n te rsu c h t u n d  au sg e a rb e ite t w erden.

1. F ü rs  e rs te  soll die G eom etrie  eines F o rs te r-Z ah n rad p aa re s  a u f G ru n d  
des W ildhaberschen  P rin z ip s  b e h a n d e lt w erden .

Die A xoide A l2 des k leinen  Z ah n ra d s  m it der A chse I ,  bzw . jen e  A.n 
des großen Z ah n rad s  m it der Achse I I  is t  je  eine D rehzy linderfläche  m it dem  
H albm esser rgl bzw . rg2 [1, 16, 19] (B ild  3). D ie A xoide d er B ezugszahnstange

t

zu r E rzeugung  v o n  m ite in an d e r in  E in g riff  a rb e iten d en  Z ah n flan k en  beider 
Z ah n räd e r is t die E b en e  A 31 =  A 32 =  A 312 . D ie A xoiden  A 12 =  A i3, A 2i =  A.i3 
u n d  A 312 b e rü h re n  sich  en tlan g  d er H a u p tg e ra d e n  f 123 u n d  ro llen  au fe in an d er 
ohne G leiten ab . D er P u n k t ^123 d er H a u p tg e ra d e n  is t  ein H a u p tp u n k t in 
d er M itte lebene d e r B ad k ö rp er. D ie Z ahnfläche  Ф3 d e r zum  A bw älzen der 
Z ahnfläche Фх des k le inen , bzw. der Z ahnfläche  Ф2 des großen Z ah n rad es 
geeigneten  (geom etrisch  einzigen) B ezugszahnstange  is t eine K reisringfläche  
m it dem  M itte lk re is  к in  der E bene  A 3V1 . H a lbm esser dieses M itte lk reises ist
K . D er H alb m esser des N orm alpro fils als K reislin ie is t  q. (A uf d iesem  Bild 
u n d  auch  in  a llen  folgenden is t d er R a d k ö rp e r sym m etrisch .) D ie au g en 
b lickliche Lage d er Z ahnfläche  Ф3 w äh ren d  der A bw älzbew egung w ird  du rch

Acta Technica Academiae Scienliarum Hungaricae 53 (1966)



HERSTELLUNG EINER WILDHABER—NOWIKOW-VERZAHNUNG 2 0 7

die re la tiv e  V erschiebung r  =  Fl23 M  d e r Z ah n stan g e  gegenüber der H a u p t
geraden  / 123 b estim m t. Im  F alle  r  =  0 is t  P u n k t M  der E bene  A 312 m it 
dem P u n k t  -̂ 123 iden tisch .

I s t  jrj <( K , so h a t  d e r M itte lk re is к d e r Z ahnfläche  Ф3 m it der H a u p t
geraden  / 123 zwei P u n k te  (B ild  4) gem ein. Diese S c h n ittp u n k te  1 u n d  2 sind  
zugleich M itte lp u n k te  d er N orm alp ro filk re ise  e u n d  e* d e r Z ah n fläch e  Ф3, 
w obei diese K reislin ien  die gem einsam en augenb lick lichen  B erüh rungslin ien  
der Z ahnflächen  Ф15 Ф2 u n d  Ф3, an d ere rse its  zugleich L inien  der E ingriffs-

fm

fläche von  Ф15 Ф2 u n d  Ф3 sind , u n d  au ch  als N orm alpro filk re ise  von  Фх u n d  
Ф2 g e lten . E s sind n äm lich  die H albm esser der K reise e u n d  e* e inerseits 
N orm alen  zur Z ahnfläche  Ф3, an d ererse its  b ilden  sie S c h n ittp u n k te  m it der 
H a u p tg e ra d e n  / 123, d. h . sie sind  die gem einsam en augenb lick lichen  E in g riffs
no rm alen  der Z ahnflächen  Ф15 Ф2 u n d  Ф3 [9]. Im  F alle  |т| =  К  fa llen  die 
K reise e und  e* (in dem  H au p tp ro filk re is  in  e iner zu / 123 n o rm alen  E bene) 
zusam m en , u n d  w enn |т| К , so v e rschw inden  sie beide.

W äh ren d  des A bw älzens der B ezugszahnstange  w a n d e rt d er P u n k t  M , 
m it d e r Ä nderung  von  t ,  en tlan g  der G eraden  i, w elche in  d er E bene  A 3V1 
durch  -^l 23 z u r / 123 n o rm al lieg t. G leichzeitig  g leiten  die P u n k te  1 u n d  2 en tlan g  
der G eraden  / 123 (B ild 5), u n d  die K reise e u n d  e* ve rsch ieben  sich  a u f  der 
E ingriffsfläche. Die P u n k te  des K reises e besch re iben , allgem ein , eine E llipse 
[5]. F ü r  die K o n tu re llip sen  in  der E b en e  A 3l2 gelten  die großen  H albm esser 
K  g bzw . К  — g, u n d  d e r gem einsam e k leine H albm esser g . Zwei P u n k te  
des K reises e, in einem  A b s ta n d  gleich g von  der E bene A 312, beschre iben  je  
eine gerad e  S trecke von  d e r L änge 2K .  Z u r E ingriffsfläche gelten  als S y m 
m e trie -E b en en  die E b en e  A 3V1 u n d  jene  zu M312 no rm alen  E b en en , die d u rch  
f n3 bzw . i gehen.
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M it der Z ah n fläch e  Ф3 b ild e t die S y m m etrie -E b en e  der R ad k ö rp e r zwei 
S ch n ittlin ien , n äm lich  zwei H au p tp ro filk re ise . In  d er von  der S ym m etrie- 
E bene  in  e inem  A b s ta n d  6/2 befind lichen  S tirn eb en e  В  e n ts te h t eine soge
n a n n te  C assin i-K urve  v ie r te r  O rd n u n g  [10], als S c h n itt der Z ahnfläche  Ф3 
(B ild 6).

D er E ing riffsw inke l ocb des S tirn p ro fils  zum  allgem einen P u n k te  E  der 
Z ahnfläche Ф3 in  der S tirn eb en e  В  lä ß t  sich fo lgenderw eise b estim m en . D er 
m it dem  H a u p tp ro filk re is  geb ildete  S c h n ittp u n k t des du rch  den P u n k t  E  
gelegten R o ta tio n sk re ise s  q vom  H albm esser Q is t  [Е ]. Die H a u p tp ro f il
norm ale [re] d u rc h  [E ] g eh t d u rch  den  M itte lp u n k t 3 des H au p tp ro filk re ises , 
u n d  h a t  m it d e r A chse t von  Ф3 den  S c h n ittp u n k t 4. D er W inkel а  =  
==arc cos [(() — K )/ q] zw ischen d er G eraden  [re] u n d  der E bene  А ш  is t zugleich 
d er E ingriffsw inkel des H au p tp ro filk re ise s  in [Е]. Die G erade re d u rch  E  
u n d  4 is t  zugleich  die N orm ale  zu r F läch e  Ф3 im  P u n k te  E. D ie N o rm a l
p ro jek tio n  V d e r G eraden  re a u f  E b en e  В  is t  zugleich die N orm ale des S tirn 
profils im  P u n k te  E. M it R ü ck sich t au f

K(?2 — (6/2)2 . ta n  <xb =  Q ta n  а  ,

g ilt fü r den E in g riffsw inke l des S tirnp ro fils

ocb — arc  ta n  (2Q ta n  а / ]f 4 Q2 — b2). (1)

D ie T an g en te  t] des S tirnp ro fils  im  P u n k t  E  lieg t n o rm a l zu r G eraden  v in 
d er E bene B.

D er K rü m m u n g sh a lb m esse r gb des S tirn p ro fils  im  P u n k t E  lä ß t  sich 
folgenderw eise b e s tim m en : Die N orm alp ro fileb en e  lä ß t  sich als eine H a u p t
k rü m m u n g seb en e  d er F läch e  Ф3 d u rch  den  P u n k t E  legen, u n d  als zw eite 
H a u p tk rü m m u n g seb en e  g ilt eine, d u rch  die N orm ale  re gelegte, zu r ers ten  
H au p tk rü m m u n g seb en e  n o rm ale  E b en e  [21]. Als e rs te r  H a u p tk rü m m u n g s
kreis gilt der N o rm alp ro filk re is ; der M itte lp u n k t des zw eiten  H a u p tk rü m m u n g s
kreises is t — im  S inne des M eusnierschen  Satzes [21] — d er S c h n ittp u n k t 
4 der N orm alen  re m it der Achse t . D ie zugehörigen  K rü m m u n g sh a lb m esser 
s ind  also

Qi =  Ql cos oc

und

Qu =  Q •

(Zur r ic h tig e n  W ah rn eh m u n g  d er K rü m m u n g sv erh ä ltn isse  im  P u n k te  
E  d ien t die I n d ik a tr ix  von  D u p i n  [6, 10, 17, 21] . Diese K u rv e  is t  im  B ild  6 
d e ra r t  d a rg e s te llt, d aß  m an  die B erü h ru n g seb en e  zu P u n k t E  in  eine z u r
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E bene  A sl2 para lle le  L age u m leg t. U m  diese B erü h ru n g seb en e  in  diese para lle le  
Lage um zulegen , b ed ienen  w ir uns je n e r  G eraden  als S chw enkachse, w elche 
einerseits d u rch  den  S c h n ittp u n k t 5 der zu E  gehörenden  T an g en ten  des

N orm alpro filk reises m it d er Achse t d u rch g eh t, u n d  andererse its  m it d er zu 
E  gehö renden  T a n g e n te n  des K reises q p a ra lle l lieg t. Diese Schw enkachse 
h a t  m it d er G eraden  t) in  6 einen S c h n ittp u n k t. D a d er P u n k t E  e inen e llip 
tisch en  P u n k t  der F läch e  Ф3 d a rs te llt, so is t  in  d iesem  F alle  die gesuch te  
In d ik a tr ix  eine E llipse. E s sei g als M aßeinheit fü r  die In d ik a tr ix  gew äh lt, 
so is t der k leine H albm esser der E llipse ]/g =  1 =  g , u n d  der große H alh -
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m esser der E llip se : [ /^  =  g Yq] • D ie W urzel von gj lä ß t sich  du rch  eine 
geom etrische K o n s tru k tio n  bestim m en  [4, 15].)

W enn m an  d u rch  die F läche Ф3 den  S ch n itt m it e iner E bene  b ild e t, 
w elche die G eraden  n u n d  r) e n th ä lt , so lä ß t  sich in  diesem  S c h n itt der K rü m 
m u n g sha lbm esser on m it H ilfe  der E u le rsch en  G leichung [21] bestim m en :

1 cos2 cp s in 2 <p

Qn Qi Qi i

wo cp den W inkel zw ischen d e r G eraden  t] u n d  der zum  K reis q im  P u n k te  
E  gezogenen T an g en ten  b e d e u te t. A us dem  D reieck der P u n k te  E, 5 und  
6 e rh ä lt m an :

Ql sin  а
sin qj = --------------------- =  cos a ft/cos а .

Q co t а /cos а 6

So sind  die gesuch ten  K rü m m u n g sh a lb m esse r

Qi =  Ql cos а  u n d  Qu =  g ■

M it R ücksich t a u f  die B eziehungen

u n d
Q — q  cos а  =  К

sin cp =  cos a 6/cos а

e rh ä lt  m an aus der E u le rschen  G leichung:

Q p cos2 а
Qn =  — —------- 5 -----------------------

К  cos2 x b - ( -  Q  cos3 а

(F ü r  die In d ik a tr ix  lä ß t sich  der H albm esser a u f  der G eraden  ( rj) als 
ansch re iben . H ierh in  k an n  m an  gn m it H ilfe e iner geom etrischen  K o n s tru k tio n  
bestim m en  [15].)

N un w ollen w ir die G röße gn — in dem  rich tig en  Sinn — a u f  die G erade 
n vom  P u n k te  E  aus au ftra g e n , u n d  den  gew onnenen  P u n k t 7 a u f  die G erade 
V  in  rech tem  W inkel p ro jiz ie ren . D er gew onnene P u n k t G is t  im  Sinne des 
M eusnierschen  Satzes der K rü m m u n g sm itte lp u n k t des S tirn p ro fils , u n d  der 
A b s tan d  gb= E G  is t  der K rü m m u n g sh a lb m esse r des S tirnp ro fils  im  P u n k te  E. 
D a nun

Qi '• Qn =  ( Qi s>n * /sin x b) : gb , 
d. h. gb =  gn sin а /sin  я ь
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is t, so gilt fü r den K rü m m u n g sh a lb m esse r:

Q@ cos2 a  sin oc 

(К  cos2 xb -j- Q cos3 a) sin %h
( 2 )

Die S tirn p ro filk u rv en  der Z ah n fläch en  Фг und  Ф2 sind  in der E b en e  
В  m it der S tirn p ro filk u rv e  der Z ahnfläche  Ф3 im  E ing riff. Also b e s te h t d er 
E in g riff  zw ischen dem  P u n k te  E  des S tirnp ro fils  Ф3 u n d  dem  P u n k te  E 1

des S tirnp ro fils  Фх bzw . dem  P u n k te  E 2 des S tirnp ro fils  Ф2 in jenem  Z e it
p u n k t, w enn die zum  P u n k te  E  g ehö rende  G erade v d ie H au p tg e rad e  f vn 
sch n e id e t [3, 25] (B ild  7). In  diesem A ugenb lick  is t die G erade v die m o m en 
ta n e  N orm ale a ller d re i S tirnprofile , u n d  a u f  dieser G eraden  befinden  sich 
die K rü m m u n g sm itte lp u n k te  G (für P u n k t  E), Gx (fü r P u n k t E x) u n d  G2 
(für P u n k t E 2). M it R ücksich t a u f  d ie Id e n ti tä t  E  =  E x =  E 2 u n d  in 
K en n tn is  der Lage des P u n k tes  G k a n n  m an die P u n k te  Gx u n d  G2 m it 
H ilfe d e r K o n stru k tio n sm e th o d e  von E u l e r — S a v a r y  bestim m en  [3, 11, 23].

D er S c h n ittp u n k t des aus dem  P u n k te  G au f die E b en e  A 312 gefallenen 
Lotes m it der zur G eraden  v no rm alen  u n d  durch  die G erade f l23 gelegenen 
E bene  is t P u n k t 8. D ie von  dem  P u n k te  8 a u f  die A chse I  no rm al gezogene 
G erade b ild e t m it d er G eraden v den  S c h n ittp u n k t Gx, u n d  von dem selben  
P u n k t a u f  die Achse I I  no rm al gezogene G erade b ild e t den  S c h n ittp u n k t G2. 
A us der A bbildung  ergeben sich fü r die K rüm m u n g sh a lb m esser:

1

B ild  7

°Ы =  u n d  6b2 =  E 2G2
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fo lgende F o rm eln : 

u n d
tv : rgl =  ( q„ — ßbl) : (Qbl —L \sin ocb) ,

™ - rgi =  (Qbi — Qb) : ( Qbi — L/sin *ь); 

fe rn e r ßb =  w sin  x b -f- L j  sin a 6 ,

w obei noch  aus B ild  6  die G leichung h e rv o rg eh t:

L  =  f e 2 — (Q — K f .

N ach  D u rch fü h ru n g  d er an g ed eu te ten  O pera tio n en  e rh a lte n  w ir zum  P u n k te  
E i d e r Z ahnfläche  Фг als K rü m m u n g sh a lb m esse r des S tirn p ro fils :

rgl oh sin 3 x b +  L(Jb sin xh — L2
Qbi — rgl sin3 x b +  Ob sin 2 Xb — L  sin x b 

u n d  fü r  den  P u n k t  E 2 in  der Z ah n fläch e  Ф2

rg2 Qh sin3 xb —- L  Qb sin  xb 4- L 2

(3)

Qbi
Tgi sm-> x b Qb sin 2 Xb -\- L  sin xb

(4)

(Z ur rich tig en  V ersinnb ild lichung  d e r K rü m m u n g sv erh ä ltn isse  der Z a h n 
fläch en  Ф1 bzw . Ф2 in  dem  P u n k te  E x bzw . Е.г k an n  m an  die en tsp rech en d en  
D u p in -In d ik a trice s  k o n stru ie ren . F ü r  den  F a ll von  Ф1 ze ig t B ild  8  die b e re its  
besch riebene geom etrische  K o n s tru k tio n . In  der u m g ek eh rten  R eihenfolge 
als v o rh e r an g e d e u te t, k a n n  m an  aus Qbl d ie G rößen gni u n d  \ q nl b estim m en . 
I n  dem  id en tisch en  P u n k te  E  E x h ab e n  die In d ik a tr ic e s  fü r  Ф3 u n d  Ф1 
einen  gem einsam en k le inen  H alb m esser, da die N orm alpro filk re ise  au ch  
id en tisch  sind , d. h ., d ie ers ten  H a u p tk rü m m u n g seb en en  u n d  d a rin  die H a u p t
k rü m m u n g sh a lb m esse r sind  die g leichen [6 ]. In  K en n tn is  des k leinen H a lb 
m essers u n d  des H albm essers |/gnl k a n n  m an  fü r F läch e  Фг die In d ik a tr ix  
im  P u n k te  E { a u f  geom etrischem  W ege bestim m en  [5, 30].)

In  den  Z ah n fläch en  Фг, Ф2 u n d  Ф3 sind  die H a u p tk rü m m u n g sh a lb 
m esser qh2 =  Qu =  g id en tisch . M it R ücksich t a u f  die Z usam m en
h än g e :

Qni =  Qbi sin x blsin « bzw . Qni =  Qbi sin x blsin  x

k a n n  m an  die H a u p tk rü m m u n g sra d ie n  qIx u n d  Qj2 m it H ilfe  der E u lerschen  
G leichung e rrech n en :

I cos2 cp 

Qn

sin 2 Cp

Qm Qm
1 cos2 <p s in 2 cp

Qn 2 Ql2 Qn 2
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U n te r  B en ü tzu n g  der F o rm eln :

sin q} =  cos <xblcos a
und

Qi n  =  Qu2 =  Q ’

t

e rh ä lt m an :
Q ■ pnl(cos2 a  — cos2 a.b)

Qi  1  ——  t
q • cos2 a  — Qnl cos2 a 6

q • Qn2(cos2 a  — cos2 a b)
Q12 — •

q cos2 a  — gn2 cos2 ocb

2. W ir e rh a lten  eine Lösung, in  w elcher die P rin z ip ien  von W il d 
h a b e r  u n d  N o w i k o w  zugleich geltend  gem ach t w erden , indem  w ir z u r
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E rzeu g u n g  der Z ah n fläch e  Ф1 bzw . d e r Z ahnfläche Ф2 je  eine R o ta tio n s- 
K reisringfläche  Ф3, bzw . Ф3' als A bw älzw erkzeug  verw enden , w elche die 
Z ah n fläch e  Ф3 e n tla n g  des R o ta tio n sk re ise s  q b e rü h re n  (B ild 9), u n d  fü r 
w elche die N orm alp ro filh a lb m esser p ' u n d  q" v o n e in an d e r abw eichen. A llge
m ein  is t q" ^> g ', d . h ., m an w äh lt zw eckm äßigerw eise fü r  das k leine R a d  
eine  konvexe, fü r  d as  große R ad  eine k o n k av e  Z ahnfläche , uzw. in  U bere in -

t

S tim m ung  m it d er b e k a n n te n  N ow ikow -V erzahnung [20]. M an k ann  eine der 
F läch en  von Ф 3 u n d  Ф 3 m it Ф3 id e n tis c h  annehm en , also k an n  au ch  d er 
en tsp rech en d e  K rü m m u n g sh a lb m esse r p ' oder p" gleich p sein.

D er M itte lk re is  к  d e r »theoretischen« Z ahnfläche  Ф3 schne ide t die H a u p t 
g e rad e  / 123 — im  F a lle  |r | <C К  — in  zw ei P u n k te n . D iese S c h n ittp u n k te  1 
u n d  2  sind  zugleich  M itte lp u n k te  v o n  N o rm alp ro filk re isen  der Z ahnfläche  
Ф3, w obei diese N orm alp ro filk re ise  m it  dem  K reise q d ie S c h n ittp u n k te  E  
u n d  E*, zugleich als gem einsam e, augenb lick liche  B e rü h ru n g sp u n k te  d er 
Z ahn fläch en  Фх, Ф.,, Ф 3, ф 3 und  Ф3 b ild en .

Die N orm alen  n  (zw ischen den P u n k te n  E  u n d  1) u n d  n* (zwischen den  
P u n k te n  E* u n d  2) h ab e n  m it der A chse t den gem einsam en S c h n ittp u n k t 4.
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In  der augenb lick lichen  Lage g ib t es fü r die Z ahnflächen  Ф1? Ф,, Ф'3, Ф§ u n d  
Ф3, au ß e r den  e rw äh n ten  N o rm alen  n u n d  n*, keine an d ere  gem einsam e 
N orm ale , w elche die H a u p tg e ra d e / 123 schneiden  w ürde. So is t also die B e rü h 
ru n g  zw ischen Ф1 u n d  Ф2 als p u n k tfö rm ig e  erw iesen. Im  F alle  von  |rj == К  
sind  die P u n k te  E  u n d  E* m ite in a n d e r id en tisch  u n d  fallen m it dem  in  der 
S y m m etrieeb en e  d er R ad k ö rp e r liegenden P u n k te  des K reises q zu sam m en. 
Im  F alle  jrj >  К  kom m en E  u n d  E* zum  V erschw inden.

fm

W äh ren d  d e r A bw älzbew egung bew egt sich  der P u n k t M  — bei g le ich 
zeitiger Ä n d eru n g  des A bstandes r  — en tlan g  d e r G eraden i, w obei der P u n k t  
1 (und  au ch  2) en tlan g  der H a u p tg e ra d e n  / 123 w e iterg le ite t (B ild  10), au ch  
w ird  zugleich d u rc h  den P u n k t E  (bzw. E*) d ie  E ingriffslin ie d er Z ah n fläch e  
Ф1 (bzw. Ф2) beschrieben . D ie E ingriffslin ie  is t  eine E llipse [5], m it dem  
kle inen  H a lb m esse r gleich Q — К  und  dem  großen  H albm esser Q .

F ü r den  E ingriffsw inkel d e r S tirnp ro file  g ilt auch d iesm al die u n te r  (1) 
ab g e le ite te  G le ichung , jedoch  m it der E in sch rän k u n g , daß  infolge der p u n k t
förm igen  B e rü h ru n g  sinngem äß  n u r  ein e inziger W ert dem  E ingriffsw inkel 
zugeschrieben  w erden  k an n , n äm lich  fü r einen b es tim m ten  W ert Q =  k o n s ta n t. 
A uch  sollen d ie K rü m m u n g sh a lb m esser g'bl bzw . gb2 d e r S tirn p ro file  der 
Z ah n fläch en  Ф1 u n d  n u r  be i Q =  k o n s ta n t, d. h. in  einem  einzigen B e rü h 
ru n g sp u n k t b e s tim m t w erden (B ild  11). N ach  en tsp rech en d er U m form ung  
der G leichungen  (2, 3 und  4) e rh ä lt  m an:

rgl gb s in 3 xb +  Lgb s in  ccb — L2
Qbi —  ■ ■ ~ ~ I ~ ~ 1

rgi s in 3 <xb -|- oh sin2 x b — L  sin IXb

,, _  rg 2 Qb s in 3 xb — L qI sin  x„ +  L 2
Qb 2 — ----------- Г *rg2 s in 3 x b — ql sin2 x b -(- Lsin xb

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



2 1 6 I. DRAHOS

H ierin  h ab en  w ir fü r  die K rü m m u n g sh a lb m esse r g'b u n d  gb d e r F lächen  
Фà und  Ф3 die F o rm eln :

Qg’ c o s 2 x  sin X 

(К ' cos2 x b -f- g ' c o s 3 x ) sin  x b

Qq" c o s 2 X sin  X 

(K "  cos2 x b -f- g" cos3 x ) sin  x b

w ofür den H alb m esser des M itte lkreises von  Ф3 die G leichung

K ' =  Q — g' cos x ,

u n d  fü r den H a lb m esse r des M itte lk re ises von  Ф3 die G leichung

K "  =  Q — g "  cos x
g elten  (Bild 9).

N un w ollen w ir gem äß d er B ild  12 die B ed ingungen  eines k o n tin u ie r 
lichen  E ingriffs b e s tim m en . E s seien die zum  M itte lk re is  k1 k o o rd in ie rten  
A u s tr i t tsp u n k te  (B e rü h ru n g sp u n k te ) am  R an d e  des R ad k ö rp ers  E  u n d  E *, 
so is t die D ifferenz

К  — Tj =  K (1 — cos e) , 

u n d  die R ad b re ite  is t  b =  2Q sin e .
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U m  einen k o n tin u ie rlich en  E in g riff  zu  erzielen, m u ß  m an  erre ichen , d aß  
in  d em  A ugenblick , wo die zu  den  S c h n ittp u n k te n  11 u n d  12 d e r K reislin ie 
ky m it  der H a u p tg e ra d e n  f m  k o o rd in ie rten  P u n k te  E  u n d  E*  a u s tre te n , v o m  
M itte lk re is  k2 d er n ä c h s te n  Z ah n fläch e  b e re its  m it der H a u p tg e ra d e n  / m  die 
S c h n ittp u n k te  21 u n d  22 e rzeu g t w erden sollen. D er A b s ta n d  zw ischen den 
K re ism itte lp u n k te n  M r u n d  M 2 (zu k{ u n d  kz) is t gleich d er S tirn te ilu n g  t/,. 
W enn  also

К  [1 -  V Î -  67(4<?)] >  t„,

so h ab en  w ir einen  k o n tin u ie rlich en  E ing riff. I s t  sogar

K [  1 -  b2/(4<?2) ] > z - < „ ,

so sind  gleichzeitig z Z ähne im  E ingriff.
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T H E  BASES OF T H E  GEOM ETRY OF W IL D H A B E R  NOVIKOV G EARING  
WHICH CAN B E  M ANU FA C TU R ED  ON F O R ST E R -T Y PE  M ACHINES

I . DRAHOS

SUMMARY

On a F orster-type machine a pair o f spur gears can be m anufactured the sw itching  
of which is similar to th a t o f a pair of gears w ith  W ildhaber—N ovikov  gearing. The tooth  
surfaces of the generating racks are surfaces o f  circular annuli, w hich are in contact along 
their rotational circles. I t  is also possible to m achine the teeth  b y  generating w ith a cup wheel 
having a circular section . The paper deals w ith  the exam ination o f the pressure angle, the  
curvature of the norm al profiles, the line of thrust and the conditions for continuous 
engagem ent.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



HERSTELLUNG EINER WILDHABER—NOWIKOW-VERZAHNUNC 219

FO N D EM EN TS GÉOM ÉTRIQUES D E  L ’USINAGE D E  D E N T U R E S  
W IL D H A B E R — NOVIKOV SU R  LES M ACHINES DE T Y P E  FORSTER

I. DRAHOS

RÉSUM É

Sur les m achines de type Forster, on peut faire des couples d ’engrenages cylindriques 
dont l ’engrènem ent est celui des roues produites selon le théorème de W ildhaber—N ovikov. 
Les surfaces des dents des outils crémaillères générateurs correspondent alors à des surfaces 
d’anneaux circulaires de rotation , qui viennent en contact le long de leur cercle de rotation. 
Les dents peuvent aussi être usinées par meulage à développante au m oyen  de meules boisseaux  
de profil circulaire. L ’article étudie encore les problèm es de l’angle de pression, de la courbure 
des profils frontaux, de la ligne d’action et des conditions de l ’engrènem ent permanent.

ОСНОВЫ ГЕОМЕТРИИ ЗАЦЕПЛЕНИЯ ВИЛЬДГАБЕРА—НОВИКОВА, 
ИЗГОТОВЛЯЕМОГО НА СТАНКЕ ТИПА ФОРСТЕР

И. ДРАХОШ

РЕЗЮМЕ

На станке типа Форстера можно изготовить такую пару цилиндрических зубчатых 
колес, сцепление которой аналогично сцеплению пары зубчатых колес зацепления Вильд- 
габера—Новикова. Поверхности зубьев двух обрабатывающих реек в этом случае имеют 
поверхность кольца вращения, которые соприкасаются друг с другом по кругу вращения. 
Зубья можно обработать также путем шлифования обкаткой кругом круглого профиля. 
Статья занимается исследованием угла сцепления, кривизны лобовых профилей, линий 
зацепления и условий непрерывного сцепления.
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ПРЕДЕЛ НАГРУЗКИ ЭЛЕКТРОПРИВОДОВ СТАНОВ 
ТРИО И ДУО С РЕГУЛЯТОРАМИ СКОЛЬЖЕНИЯ

Д. ТЕВАН
КАФЕДРА ЭЛЕКТРОТЕХНИКИ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ТЯЖЕЛОЙ ПРОМЫШЛЕН

НОСТИ, Г. МИШКОЛЫД

[Поступило 10-го июня 1964 г.]

В статье рассматривается вопрос максимальной нагрузки стана трио, приводи
мого асинхронным двигателем с регулируемым скольжением, с учетом того условия, что 
в плане пропусков указаны не данные времени пропуска, а длины заготовок после про
катки. При исследовании максимальной нагрузки ильгнерного привода с регулируемым 
скольжением в работе учитывается также действие, оказываемое снижением числа обо
ротов генератора постоянного тока на число оборотов серводвигателя прокатного стана. 
Дается приближенное, сравнительно легко доступное решение дифференциального урав
нения проблемы. Приведенный метод пригоден не только для проверки осуществимости 
заданного плана пропусков при помощи имеющегося электропривода, но может быть 
использован также при проектировании электрического привода.

I. Электропривод стана трио с регулятором скольжения

В данном случае стан трио приводится от асинхронного двигателя с 
контактными кольцами. Регулятор вводит в цепь ротора добавочное сопро
тивление, обеспечивающее номинальную величину тока в двигателе (или, 
по временам, меньше номинального). Положительная или отрицательная 
разница между моментом нагрузки и постоянным моментом двигателя ком
пенсируется массой маховых частей (двигатель, валки -f- маховик). Эта 
компенсация возможна именно из-за введения сопротивления ротора, или 
из-за отключения его, так как при этом снижается, или возрастает число 
оборотов. Внутреннее сопротивление ротора не может быть отключено и 
поэтому регулятор после достижения внутреннего сопротивления уже не 
обеспечивает постоянства величины тока. Этот случай наблюдается при про
катке тогда, когда между двумя пропусками число оборотов асинхронного 
двигателя превышает номинальное значение. Такое же положение в про
межутке времени между выдачей одной полосы и задачей следующей.

Для ускорения процесса прокатки новую полосу можно задавать уже 
в момент достижения агрегатом номинального числа оборотов; кроме этого 
так как задачей является определение предела нагрузки, принимается такая 
нагрузка, которая полностью использует двигатель и, таким образом, даже 
между пропусками число оборотов не превышает номинального значения. 
Итак, двигатель будет всегда развивать номинальный момент, если только
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временем регулирования можно пренебречь по сравнению с временем про
пусков, и регулирование астатическое. (Последнее справедливо в случае 
регуляторов Thoma.) В случае периодической прокатки, при изложенных 
выше условиях, может быть вычерчен график момента двигателя для одного 
периода, показанный на рис. 1.

Ввиду того, что результирующий динамический момент (разность меж
ду моментом двигателя Мт и моментом нагрузки Mt) постоянен по участкам, 
угловая скорость на каждом участке является линейной функцией времени.

Рис. 1

В начальный и конечный моменты периода угловая скорость равна номи
нальной угловой скорости асинхронного двигателя (как следствие изло
женного), и таким образом, если известен момент инерции на валу двига
теля, изменение угловой скорости во времени может быть рассчитано и 
изображено на графике (рис. 2). Достаточно определить точки вершин углов 
графика функции, имеющей форму ломаной линии.

Применяя обозначения рис. 1 и 2 имеем:

и

М, Мп =  в  1
ti

Мп М„. =  в  — 2 юч 
t'i

( 1 )

( 2 )

Время пропусков, однако, зависит от угловой скорости, так как из расчета 
программы прокатки могут быть получены длины полосы после отдельных
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пропусков. Обозначив эту длину через /,, передачное число между двига
телем и валками через а, радиус валка — через г; имеем

1 г ши-1  +  ш2i __ h_ 
а 2 í, ’

и подставив это в (1):

М , -  М „ =  ■
в  г 
2 /, а

{ o i l i - i  —  í«1í ) ,

со

откуда :

и из (2):

о>2/ = со;ii-1 - Ц ? - ( М , - М п)

со2/+1 =  со2/ +  -J -  (Af„ — М 5).

(За)

( 36)

Из уравнений (За) и (36) последовательно можно рассчитать угловые ско
рости в начале и в конце участков; исходным значением является =  со„. 
Если число пропусков принять равным а, то время, обозначенное на графике 
через t0, будет:

0(соп C02g)

Мп - м ,
( 4 )
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При расчете диаграммы угловых скоростей для заданной программы про
катки необходимо провести следующие исследования:

1. Если под знаком корня в (За), для какого-нибудь промежутка вре
мени прокатки получается отрицательное значение, то заданная программа 
не выполнима на данном стане: двигатель останавливается.

2. Если случай 1 и не имеет место, то резкое снижение угловой ско
рости является вредным ввиду роста времени прокатки.

3. Замедление хода агрегата снижает коэффициент полезного действия. 
Для подтверждения последнего примем во внимание, что мощность,

забираемая из сети, постоянна и значение ее

D  __  P h __  P hn _  М п Ып
■*б —' — — »

У Уп Уп

где г)п — номинальный коэффициент полезного действия двигателя при 
выключенном сопротивлении. Полезная мощность в любое время будет:

Ph =  Mn(o,

и, таким образом, коэффициент полезного действия:

h О)
р :1?л—  =  Д  а>„

а>

Уп

(5)

На рис. 2 нанесено значение соп/»?п, а отнесенное к нему значение со дает 
коэффициент полезного действия. На основе соображений 2. и 3., принимая 
во внимание экономичность, в каждом конкретном случае необходимо иссле
довать целесообразность проведения прокатки на данном стане.

Если в задание входит проектирование электропривода, то маховик,
— после определения мощности двигателя в соответствии с потребностью 
наиболее жесткой программы прокатки и учтя прописанное время прокатки,
— рассчитывается таким образом, что при различных значениях 0,  для наи
более жесткой программы вышеизложенным способом определяется диаг
рамма угловой скорости в функции времени, и выбирается подходящий 
вариант. При малом 0  затраты на маховик малы, однако, ввиду снижения 
значения со возрастают время между пропусками и потери в цепи ротора. 
При большом 0  потери меньше, однако увеличиваются затраты на маховик.

II. Привод Ильгнера с регулятором скольжения

Принципиальная схема показана на рис. 3. К регулятору скольжения 
и агрегату, состоящему из асинхронного двигателя и генератора постоян
ного тока, здесь проявляются те же условия, что и в случае I. Таким
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образом двигатель забирает от сети постоянную мощность, и развивает по
стоянный момент, который соответствует номинальному току асинхронного 
двигателя. Итак, предполагается нагрузка, полностью использующая асин
хронный двигатель. (При проектировании номинальную мощность асин
хронного двигателя следует выбирать в соответствии с наиболее жесткой 
программой прокатки с учетом необходимого перерыва между полосами.)

Изменение угловой скорости приводного двигателя прокатного стана 
Q принимаем линейным; в этом случае момент двигателя, являющийся сум
мой постоянного по участкам момента прокатки и значения 0 m-düldt 
постоянного по участкам в соответствии с изложенным выше, также будет

постоянным по участкам. Данное предположение может быть сделано по
тому, что посредством возбуждения генератора всегда можно обеспечить 
равномерное ускорение, замедление и реверсирование. Если в приводе име
ется также и токовая отсечка, то на участках ограниченного тока ток якоря, 
а при постоянном возбуждении и момент его постоянны, и на этом участке 
приведенное выше условие выполняется автоматикой. На основе средне
квадратичного значения момента двигателя можно решить, перегружает 
ли работа по данной программе (которая содержит и прописанное измене
ние числа оборотов) двигатель и генератор или нет. Если на двигателе 
применяется и ослабление поля, то для двигателя решающим становится 
средне-квадратичное значение фиктивного момента, т. е. момента, увели
ченного пропорционально ослаблению поля. При расчетах номинальный 
момент приводного двигателя и главного генератора определяется сред
не-квадратичным значением (фиктивного) момента двигателя для наи
более тяжелой программы прокатки.

Таким образом, момент приводного двигателя прокатного стана во 
время прокатки может рассматриваться как постоянный по участкам, угло
вая же скорость его — линейно-переменной; отсюда и полезная мощ
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ность его является линейной функцией времени по участкам. По участкам 
ток двигателя постоянен (изменяется в крайнем случае при ослаблении поля), 
поэтому потери двигателя и генератора по участкам могут приниматься 
приблизительно постоянными. Таким образом необходимая для привода 
главного генератора мощность во времени по участкам меняется линейно:

Р = Р к +  {Рк- Р к) Л ---- b ^ ^ A t + B ,  (6а)
t v - h

где Рк принадлежащее началу участка t =  tk, a принадлежащее конеч
ному моменту участка t — tv значение мощности, и

р _  р
А =  А*------— , (66)

h  -  h

в  =  р , +  (Рк -  Р„)—Ь— =  Р*Ч1=-Р»Ч-  . (бв)
tv tk tv tk

Кроме мощности по (ба), введенной в генератор, полезной мощности двига
теля, необходимо подавать и мощность на ускорение масс:

Phm — Pg +
d со 
dt

Поскольку P hm — M n со, где М п — номинальный момент асинхронного 
двигателя (это значение момента асинхронного двигателя поддерживается 
регулятором скольжения), то

всо —  =  Мп со -  Р. ; 
dt g

подставив (ба) получим:

в ы —  =  Мпш -  В -  At . (7)
dt

Решение этого дифференциального уравнения при t =  tk, со =  сок даст 
изменение угловой скорости агрегата асинхронный двигатель — главный 
генератор на соответствующем участке. На первом участке начальное зна
чение угловой скорости будет номинальным шп, на каждом же последую
щем участке начальное значение определяется угловой скоростью конца 
предыдущего участка. После выхода готовой полосы для восстановления 
номинальной угловой скорости требуется время t0. Это значение t0 и сейчас 
рассчитывается по (4), с той лишь разницей, что Ms теперь не момент трения
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стана, а момент трения агрегата асинхронный двигатель — маховик — 
генератор, вместо же а>26 подставляется значение угловой скорости конца 
последнего участка.

Дифференциальное уравнение (7) хотя и может быть решено в замкну
той форме, однако при этом получается трудная и неявно выраженная функ
циональная зависимость между угловой скоростью и временем. Поэтому 
применяется следующее приближенное решение.

Рис. 4

Введем в начале новую переменную

т2 =  у .  (8 )

Подставив в (7), получим

—  — М п Уу =  -  В -  A t . (9)
2 dt

Значение ]/ÿ может быть приближенно определено посредством такой линей
ной функции, относительная погрешность приближения которой равна по 
обоим краям участка от

у  — (0,5 со0)2 до у  =  ,

причем эта относительная погрешность равна и противоположна по знаку 
крайнему значению относительной погрешности, принятой для этого участка 
(на практике с уверенностью можно утверждать, что скольжение никогда 
не достигает 50%-ов, обычно максимум скольжения равен 20%-ам; Рис. 4). 
Здесь со0 представляет синхронную скорость вращения. По расчетам, не 
приведенным со всеми подробностями, эта линейная функция будет:

4 (3 2 ][2)
У + 0,6864 У +  9,5 а>0
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Таким образом

Yy c±t - ° ,686-— у  0,3432 а>0 . (10)
сои

Наибольшее значение относительной погрешности равно 2,96%. Подставив 
приближенное значение (10) в (9), получим линейное дифференциальное 
уравнение с постоянными коэффициентами:

О d y  0,6864 М„ 
2 dt со»

у  =  0,3432 М п со0 — В A t. ( П )

Частное решение неоднородного уравнения имеет форму ур =  С +  Dt, 
подставив которое имеем:

? - D
2

0,6864Мп 0,6864Мп _ лплпаЛГ --------------- С — -------- Dt =  0,3432 М п а>0 — В  — A t,

откуда

D = А со,,

0,6864 М п
„ В — 0,3432 М . со„, и С = ------------------------------------------------------ --— -  ео„

+
0СО„

2 • 0,6864 М п 

и таким образом

Ур — С  -(- D t =

D ==
СОЛ

+
В  со,,

0,6864 М п

, 9°>1
0,6864 М„ 2 (0,6864 М„)2

0,6864 М п
В +  А 0 O J ,,

2-0,6864 Мп
+  Ч*

Подставив значения (бб) и (бв) получим:

_ ____<»о I -fit t̂> 1»
' Р '  0,6864 М „ I tv ~ t k

h  _ J _  P, ~~ Pk t T
0a>n

2 • 0,6864 Mn

Решение однородной части (11), при введения обозначения

0ш.,

будет:
2 - 0,6864 М п

Уп — Ке,,т.

=  Т (13)

(14)

Таким образом у =  ул +  ур, а также на основе (8), (12), (13) и (14):

со2 =  К е ‘ 7 +
2 Т

~ 0 ~
Pk tv - P vh (t +  T)
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Так как при t =  tk, си =  шк (значение угловой скорости в начале участка), 
то

А У *7 =  ш\ 2 Т
A 11,-2 в

произведя обратную подстановку в предыдущее выражение « 2:

(О

U +  * .  - p  +  P« r ) l  e<'-'*>;74-
2 в <0 -  tfc j j

2 Т P, — R  í ,  Р„ Р„L к  vv  x v l k

tr t, lu

(15)

Функция угловая скорость-время, таким образом, по участкам представляет 
из себя корень квадратный, извлеченный из суммы линейного и экспонен
циального членов. Изобразить ее просто: нужно сложить прямую с экспо
ненциальной кривой, построенной по шаблону, а из этой суммы определить 
квадратный корень. Подчеркиваем, что уравнение (15) дает правильный 
результат лишь в том случае, если регулятор скольжения действует, т. е. 
если асинхронный двигатель не ускоряется сверх номинальной угловой 
скорости. Если же регулятор скольжения уже не действует, то мощность, 
отданная двигателем, будет не Мп со, а Мп ып (со0—^/(«^о—^п)-

Дифференциальное уравнение для этого случая может быть разрешено 
подобным же способом. Здесь не останавливаемся подробнее на этом, так 
как в основу анализа нагружаемое™ следует брать такую программу про
катки, которая обеспечивает полное использование оборудования, а регу
лятор скольжения действует постоянно.

Предположим, что программа прокатки, взятая в основу исследования 
не перегружает приводной двигатель прокатного стана и генератор. Асин
хронный двигатель не перегружается, так как этому препятствует регулятор 
скольжения. Может, однако, выдаться такой случай, когда угловая ско
рость асинхронного двигателя резко снизится. Это может оказаться вредным 
с двух точек зрения:

а) снижается коэффициент полезного действия;
б) в отдельных случаях становится невозможным достижение пред

писанной программой прокатки числа оборотов, так как главный генератор, 
ввиду снижения числа оборотов, не может обеспечить нужного напряжения. 
Что касается а), то укажем лишь на зависимость (5), которая действительна 
и в этом случае. Имеет ли место случай б), или нет, можно заключить из 
следующего ниже. Если пренебречь падением напряжения, э. д. с. привод
ного двигателя стана и генератора одинаковы:

Се фе ш —  С,п Ф,п Ü .
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Предписанные ü  =  Q(t) и, следующее отсюда, со =  co(t) соблюдается 
в том случае, если

Q    С  g  Ф а  ^  C g 0 g MaKC.

(г> Ст Фт Ст Фтмин.

где Фг„акс. — наибольший поток генератора, Фтмин.. же — наименьший 
допустимый поток двигателя. Приведенное выше условие может быть за
писано и в виде следующего неравенства, которое, таким образом, должно 
удовлетворяться за все время прокатки:

. Ст Фтмин. гл / 1 £\С0>  ------------------  ÍJ. (16)
Cg Ф й  макс.

Э т о  м о ж н о  п р о в е р и т ь  п о с р е д с т в о м  г р а ф и ч е с к о г о  и з о б р а ж е н и я  ф у н к ц и й

СО : co(t)
и

Ст фщ  мин. @(t)
Г  Ф ’'-'g 'л'g макс.

причем последняя имеет только прямолинейные участки. Функции изобра
жаются в одной системе координат. Если две кривые пересекаются, прог
рамма прокатки неосуществима. Если заданием является проектирование 
маховичка, то, построив кривую со =  co(t) для разных значений 0,  следует 
выбрать кривую наиболее близко расположенную к кривой

СтФт мин. Q(t) 
Cg Фg макс.

но не пересекающую ее, и принадлежащее к этой кривой 0.  Наиболее 
близко расположенная кривая обеспечит наименьшие затраты на маховик. 
Однако, если при этом значении 0  коэффициент полезного действия очень 
малый, то необходимо выбрать большое значение 0,  принимая во внимание 
экономичность.
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T H E  L O AD-C ARR YIN G  CAPACITY  
OF TW O -HIGH  A N D  T H R E E -H IG H  SL IP-R E G U L A T E D  MILL DRIVES

GY. TEVAN

SUM M ARY

The paper deals w ith  the load carrying capacity o f a three-high rolling mill driven 
by a slip-regulated asynchronous m otor, taking into consideration that in the rolling schedule  
are given not the rolling tim es, bu t the length  of the workpieces after rolling-out. W hen 
investigating the load carrying capacity  o f the slip-regulated lign er drive, in  the relatively  
easily treated approxim ate solution o f the differential equation o f the problem the influence 
of the speed drop of the d.c. generator on the r.p.m. of the roll drive m otor is taken into account. 
The m ethod is su itable not only  for checking the possib ility  o f realizing a given rolling plan 
w ith  an existing electric drive, but it  can also be used for the design of an electric drive.

D IE  B E L A ST B A R K E IT  VON A N T R IE B E N  
FÜ R  TRIO - U N D  DU O STRASSEN MIT SC H L U PF R E G U L IE R U N G

GY. TEVAN

ZUSAM M ENFASSUNG

In der Arbeit wird die B elastbarkeit der von einem  schlupfgeregelten Asynchronm otor 
angetriebenen Triostraße behandelt und zwar für den F all, daß im  Stichplan nicht die Stich
zeiten , sondern die Längen der Stücke nach dem Ausw alzen angegeben sind. B ei der U nter
suchung der B elastbarkeit des Ilgner-Antriebs m it Schlupfregulierung berücksichtigt die 
Arbeit, verm ittels einer relativ  le ich t lösbaren N äherungslösung der Differenzialgleichung  
des Problems, die W irkung der Drehzahlverringerung des G leichstromgenerators auf die 
Drehzahl des W alzstraßenantriebs. Das angegebene Verfahren ist nicht nur geeignet, die 
Verwirklichbarkeit eines gegebenen Stichplans m it einem  gegebenen elektrischen Antrieb 
zu untersuchen, sondern es kann auch bei der K onstruktion des elektrischen Antriebs 
benützt werden.

CAPACITÉ D E  CHARGE D E  L’E N T R A ÎN E M E N T  D E S T RA INS TRIO ET DUO  
A R É G U L A T E U R  D E  GLISSEM ENT

GY. TEVAN

RÉSUM É

La lim ite de charge des trains trio entraînés par des m oteurs asynchrones à régulateur 
de glissem ent est exam inée en ten an t com pte de ce que le projet de passage comporte les 
longueurs après lam inage des pièces, au lieu des tem ps de passage. A l’exam en de la capacité 
de charge de l ’entraînem ent ligner à régulateur de g lissem ent, l’étude tien t com pte aussi 
de l’effet de la réduction de la v itesse  du générateur à courant continu sur le nombre de tours 
du moteur d’entraînem ent du train  de laminoir, au m oyen d’une solution approchée relati
vem ent simple de l ’équation différentielle du problèm e. La solution présentée perm et non 
seulem ent d’exam iner la possib ilité  de réalisation d’un projet de passage donné avec un, 
entraînem ent électrique ex istan t, m ais peut s’appliquer aussi lors de la construction de- 
l’entraînem ent électrique.
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RECHENMETHODE 
ZUR ANGENÄHERTEN BESTIMMUNG 
VON MASSENTRÄGHEITSMOMENTEN

I. THAMM

Die Berechnung von  M assenträgheitsm om enten bei den M assen eines Drehschw in
gungen ausführenden M assensystem s ist m eistens eine schwierige und langwierige Arbeit, 
und sind die zu der Berechnung nötigen Angaben lückenhaft, so ist die genaue Berechnung 
überhaupt nicht m öglich. D ie im  Aufsatz entw ickelte R echenm ethode schafft insofern eine 
Erleichterung, da sie aus verhältnism äßig wenigen Angaben die Berechnung von  oberen 
und unteren Schrankenwerten der gesuchten Trägheitsm om ente erm öglicht. Zu der Berech
nung der Schrankenwerte ist ein H üllkörper zu wählen, welcher die vorliegende Masse m ög
lichst gut um schließt und dabei eine geom etrisch m öglichst einfache G estalt besitzt. Die 
Schrankenwerte werden nun als Trägheitsm om ente dieses H üllkörpers bei einfach anzu
gebenden M assenverteilungen berechnet. B ei der Berechnung wird eine H ilfsfunktion 4* ver
w endet, welche nur von  den die M assenverteilung kennzeichnenden zwei dim ensionslosen  
Param etern abhängt und durch die W ahl des Hüllkörpers bestim m t ist. Anhand von  Zahlen
beispielen wird gezeigt, daß bei der Berechnung der Schranken werte Fehler von  unter 1%  
erreichbar sind.

I. E in fü h ru n g

B ei der B erechnung  d er E igenschw ingungszah len  v o n  M assensystem en, 
w elche D rehschw ingungen  au sfü h ren , m üssen  die T räg h e itsm o m en te  der 
M assen des jew eiligen S ystem s b e k a n n t sein. S ind die als M assen w irkenden  
O b jek te , wie S chw ungräder, Schiffspropeller, ew. ganze M aschinen in  Z eich
n u n g en  angegeben, die G ew ich tsd a ten  sowie die spez. G ew ichte d er e in g eb au 
te n  M ateria lien  b e k a n n t, so sind  die b e n ö tig ten  T räg h e itsm o m en te  b e rech en 
b a r. Bei zu sam m engese tz te ren  G ebilden d ieser A rt k a n n  ab e r die genaue 
B erechnung  zuweilen seh r langw ierige B ech en arb e iten  ben ö tig en .

Teilw eise aus d iesem  G runde, teilw eise ab e r, weil solche B erechnungen  
m eistens d ann  a u szu fü h ren  sind , w enn die D isposition  des Schw ingungs
sy stem s noch  n ich t en d g ü ltig  festlieg t, dem zufolge also a u ß e r  einigen G ew ichts
an g ab en , U m rißze ichnungen  sowie S ch w erp u n k tsk o o rd in a ten  u n d  Schw er- 
ach srich tu n g en , w eitere  au sfüh rlichere  A ngaben  noch  feh len , sch e in t das A us
a rb e ite n  einer N äh eru n g srech n u n g  w ünschensw ert, w elche aus den v o rh a n d e 
nen  — zu r genauen R ech n u n g  n ic h t ausre ichenden  — A ngaben  w enigstens 
N äherungs- bzw . S ch ran k en w erte  d er b en ö tig ten  T räg h e itsm o m en te  zu b e re c h 
nen g e s ta tte t .

E in  solches R ech en v e rfah ren , w elches in  einem  frü h e ren  A ufsa tz  [1] 
schon  v e rö ffen tlich t w u rd e , b e s te h t d arin , d aß  m an zu d er jew eiligen schw in-
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genden  Masse einen H ü llk ö rp e r  m öglichst e in facher F o rm  au fsu ch t, dessen 
Schw erlin ien  dieselben sind , w ie die der schw ingenden  M asse. D ie T räg h e its 
m om en te  dieses H ü llk ö rp ers  w erden  n u n  aus zwei, die M ate ria lv e rte ilu n g  
b e tre ffen d en  A n n ah m en  b e re c h n e t. U. zw. w ird  e rstens angenom m en , daß  
das M ateria l der schw ingenden  M asse den  H ü llk ö rp e r bei g leichm äßiger V er
te ilu n g  ausfü llt. D as so e rh a lte n e  T räg h e itsm o m en t w ird  n a c h  den  A u sfü h ru n 
gen des frü h eren  A ufsatzes ein  u n te re r  S ch ran k en w ert fü r  das gesuchte  genaue 
T räg h e itsm o m en t der jew eiligen  schw ingenden  M asse.

Zw eitens w ird  angenom m en , daß  im  H ü llk ö rp e r ein k o ax ia le r H o h lraum  
v o rh an d en  is t, dessen äu ß ere  B egrenzung  dem  H ü llk ö rp e r geom etrisch  ä h n 
lich  is t. D as M ateria l der schw ingenden  M asse fü llt j e tz t  n u r  den  R a u m in h a lt 
zw ischen der äußeren  B eg ren zu n g  des H ü llk ö rp ers  u n d  dem  H o h lrau m e aus, 
be i ebenfalls g leichm äßiger V erte ilu n g . N ach  den F es ts te llu n g en  des frü h eren  
A ufsatzes w ird  das aus le tz te re r  A nnahm e b erech n e te  T rä g h e itsm o m e n t des 
H ü llk ö rp ers  eine obere S ch ran k e  des u n b e k a n n te n  gen au en  W ertes.

Zweck vorliegender A rb e it is t  die Ü b erp rü fu n g  d er frü h e ren  E rgebn isse ; 
insbesondere  soll u n te rsu c h t w erd en , u n te r  w elchen E in sch rän k u n g en  die au f 
die an g ed eu te te  W eise e rh a lte n e n  R echenergebnisse  fü r  die b en ö tig ten  T rä g 
h e itsm o m en te  w irklich  S ch ran k en w erte  liefern , u n d  wie g u t die e rre ich te  
A n n äh eru n g  ausfallen  k an n .

II. Die grundlegenden Zusammenhänge der Näherungsrechnung

Es sei das G ew icht d e r schw ingenden  M asse (M asch inen te il, k o m p le tte  
M aschine usw .), deren  a u f  eine gegebene Schw erlin ie bezogenes T rä g h e its 
m o m en t gesuch t w ird , m it Q [kp] bezeichnet. D as d a rin  e n th a lte n e  M ateria l 
h ab e  die W ich te  von  ya [k p /m 3]. D as V olum , w elches das M ateria l der Masse 
lückenlos u n d  h o h irau m fre i be i W ich te  ya ausfü llen  w ü rd e , sei V 0 [m 3], der 
R a u m in h a lt des e n tsp re c h e n d  gew äh lten  H ü llk ö rp ers  w erde m it V  [m 3] 
bezeichnet. D a in  den M asch inen  u n d  M asch inen teilen  usw . m eistens einge
schlossene H oh lräu m e v o rh a n d e n  sind , u n d  d a rü b e r h in au s  d er H ü llk ö rp e r 
die schw ingende Masse au ch  n ic h t  lückenlos bedecken  w ird , so w ird  o ffenbar

E s sei die scheinbare  W ich te , m it w elcher bei g le ichm äß iger V erte ilung  
das M ateria l — also das G ew ich t Q — den  In h a lt  V  des H ü llk ö rp e rs  ausfü llen  
w ü rd e , ys [kp /m 3J, so w ird

V 0 <  V .

Q = V 0 ya =  Vys ( 1 )
u n d  d arau s:

( la )
V  Уа
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Die dim ensionslose V erhä ltn iszah l v w ird  bei den fo lgenden  R ech n u n g en  als 
H ilfsv a riab le  herangezogen.

N ach  obigem  w ird  das a u f  die gegebene Schw erlin ie der schw ingenden  
M asse bezogene T räg h e itsm o m en t des m it M ateria l v o n  der W ich te  y s a u s 
gefü llten  V olum ens V  eine u n te re  S ch ran k e  des u n b e k a n n te n  genauen  T rä g 
h e itsm o m en tes  sein.

Z u r B erech n u n g  des oberen  S ch ran k en w ertes  w erden  v o re rs t die lin ea ren  
A bm essungen  u n d  der In h a lt  des dem  V olum  V  geom etrisch  ähn lichen  H o h l
rau m s Vh b e n ö tig t, w elcher im  In n e rn  des H ü llk ö rp ers  angenom m en w ird. 
Die V erh ä ltn iszah l zw ischen den lin ea ren  A bm essungen  des H oh lraum s Vh u n d  
denen  des H ü llk ö rp ers  V  sei p , also

F ü r  diese k a n n  n ach  der z itie r ten  A rb e it geschrieben w erden:

3

Ya
V i —  V =  ( 1  -  V ) ! / 3 . ( 2)

W ie ersich tlich , is t die le tz te re  V erh ä ltn iszah l p  n u r  vom  G ew icht Q der 
schw ingenden  M asse u n d  vom  V olum  des gew ählten  H ü llkö rpers bzw . n u r  vbn 
dem  P a ra m e te r  v abhäng ig , is t  also d u rch  die W ahl von  V  e indeu tig  b e s tim m t.

B ei d e r B erechnung  des oberen  S ch rankenw ertes w ird  noch angenom m en , 
d aß  das M ateria l — vom  G ew ich t Q — w elches j e tz t  den Z w ischen raum  
zw ischen d e r äu ß eren  B egrenzung des H ü llk ö rp ers  u n d  dem  inneren  H o h lrau m  
gle ichm äßig  au sfü llt, ebenfalls die W ich te  ya h a t.

W ird  die geom etrische F o rm  des H ü llk ö rp ers  m öglichst einfach gew ählt, 
so k a n n  d e r u n te re  S ch rankenw ert des T räg h e itsm o m en tes  m it H ilfe d er in  den 
H an d - u n d  T aschenbüchern  e n th a lte n e n  F o rm elsam m lungen  m eistens le ich t 
b e re c h n e t w erden . W ird  d ieser u n te re  S ch ran k en w ert m it J u b eze ich n e t, so 
e rg ib t sich d'er obere Schranken  w ert J n nach  den A usfüh rungen  der schon  oben 
z itie r ten  frü h eren  A rbeit [1] wie fo lg t:

Jo =  Ju-~ ---------~  =  y>Ju- (3)
1 -  ^

D an ach  is t  also J 0 verh ä ltn isg le ich  m it J u, u n d  die V erh ä ltn iszah l yj is t  n u r 
vöm  P a ra m e te r  /1, d. h. n u r  von  vom  W ich tev e rh ä ltn is  v =  yslya abhäng ig .

E s k a n n  gezeigt w erden , d a ß  der W erteb ere ich  des P a ra m e te rs  yj =  
=  (1 — — I«3) b e sc h rä n k t is t , insofern  zu v =  1 der W ert грт-т =  1,
u n d  zu v =  0 d er W ert y>max =  1,6667 zugeo rdne t is t. D ies b ed eu te t ab e r, daß
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d er u n b e k a n n te  genaue W ert des T räg h e itsm o m en tes  n a c h  der z itie rten  
R echnungsw eise je d e rz e it zw ischen zwei end lichen  und  v o n  e in an d er n ic h t 
w eit e n tfe rn te n  S ch ran k en w erten  eingeschlossen ist.

In  d er P rax is  w ird  m an  b em ü h t sein, d iese S chranken  m öglichst n ah e  
zu sam m enzubringen . D ie M öglichkeit dazu  is t  he i der W ah l des H ü llkö rpers 
gegeben. W enn  es näm lich  geling t, einen H ü llk ö rp e r zu fin d en , bei w elchem

d an n  w ird 

u n d

V =  ^  0,875 ;
Ya

/j <, 0,5 ,

V <  1Д1 •

(4)

D anach  w erden  also die Schranken  w erte  n u r  h öchstens u m  11%  v e r
sch ieden  sein.

Die angegebenen  W erte  der V erh ä ltn iszah len  sind e rre ich b ar, w enn das 
V olum  des H ü llk ö rp e rs , u n te r  B en ü tzu n g  der in  [2] angegebenen  Z usam m en
h än g e , wie fo lg t, gew äh lt w ird :

Bei G rauguß

V ^ Q
6400

[m 3]; (5)
u n d  bei S tah lg u ß

6900
[m 3] .

Bei B ronze u n d  K upferleg ierungen

bei A lum inium

V < Q [m 3] ;
7600

V  <" Q [m 3] .v ^
2450

E s soll d abei noch  b e m e rk t w erden, d aß  d e r In h a lt  des H ü llk ö rp ers  auch  
einen  u n te ren  S ch ran k en w ert b e s itz t. D ieser k a n n  näm lich  n u r  g rößer als 
V о =  Qlya sein. D ies k a n n  wie fo lg t b eg rü n d e t w erden . Das V olum  d er schw in
genden  M asse, fü r  deren  T räg h e itsm o m en t ein  N äh eru n g sw ert g esuch t w ird , 
is t  o ffensich tlich  se lb st g rö ß er als das sich  so ergebende V 0. U nd  da der 
H ü llk ö rp e r die schw ingende M asse w irk lich  einhüllen  m u ß , u n d  h e ra u s
rag en  dürfen  keine , in sbesondere  von der jew eiligen  Schw erlinie e n tfe rn te r  
liegenden  Teile (welche zum  T räg h e itsm o m en t ew. größere B e iträg e  liefern  
w ü rden ), so is t es v e rs tä n d lic h , d aß  n u r

K > —  (5a)
Ya

gew äh lt w erden k an n .
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I I I . D ie G ültigkeitsgrenzen  der m it H ille  der angegebenen M ethode berechneten  
S ch rankenw erte  fü r  das T rägheitsm om en t

V or den  w eiteren  E rö rte ru n g e n  soll d a ra u fh in g e w iesen  w erden , d aß  die 
G üte  d e r A nn äh eru n g  d er du rch  obiges V erfah ren  b e rech n e ten  S ch rankenw erte  
in  e rs te r  L inie von d er rich tig en  W ah l des H ü llkörpers a b h ä n g t. D er H ü ll
k ö rp e r  m u ß  die schw ingende M asse g u t um sch ließen , ohne d aß  M assenteile 
v o n  B elan g  u n v e rh ü llt, also au ß en  b le ib en . D abei is t es au ch  w ich tig , daß  
keine  v e rm eid b aren  L u fträ u m e  m it eingeschlossen w erden , da  d ad u rch  die 
W ah l eines m öglichst k le inen  H ü llvo lum ens b eh in d e rt w ürde . N u r die durch  
w ied erh o lte  A nw endung  des V erfah rens e rre ich te  Ü b u n g  k a n n  das rich tige  
V orgehen  sichern .

G anz unab h än g ig  von  der v o rangegangenen  B em erk u n g  schein t es nö tig  
zu se in , zu  u n te rsu ch en , ob die a u f dem  gegebenen W ege e rh a lten en  Schran- 
k e n w e rte  ih re  E igen sch aften  als obere u n d  u n te re  S ch ran k e  u n te r  allen U m 
s tä n d e n  beib eh a lten .

Ü b e r die obere S ch ranke  lä ß t  sich  diese F rage  v e rh ä ltn ism äß ig  le ich t 
b e a n tw o r te n . Diese obere S ch ranke  e rg ib t sich — wie oben  gezeig t — d ad u rch , 
d aß  m an  das M ateria l d er schw ingenden  M asse im  H ü llk ö rp e r n ah e  den 
ä u ß e ren  B egrenzungsflächen  in  g le ichm äß iger V erte ilung  an g eo rd n e t an n im m t. 
D a d e r H ü llk ö rp e r die schw ingende M asse n ic h t ü b era ll g enau  decken w ird, 
so d a ß  stellenw eise (k leinere) L u fträ u m e  m it eingeschlossen w erden , welche 
je tz t  m it  M ateria l ausg efü llt g ed ach t sin d , u n d  bei der B erech n u n g  des T räg 
h e itsm o m en tes  — infolge ih re r E n tfe rn u n g  von  der jew eiligen  Schw erlinie — 
ew. b e trä c h tlic h e  B e iträg e  liefern , so is t  es v e rs tän d lich , d a ß  die so berechnete 
Schranke jederzeit ein größeres Trägheitsmoment liefern wird wie die schwingende 
Masse selbst.

B ei dem  u n te ren  S ch ran k en w ert is t  die F rage n ic h t so le ich t zu k lä ren . 
Bei den m öglichen M a te ria lv e rte ilu n g en  d er schw ingenden  M asse kön n en  ew. 
au ch  solche V orkom m en, bei w elchen der genaue Wert des Trägheitsmomentes 
unter die — laut obigem —• berechnete untere Schranke zu liegen kommt. D ie R ich 
tig k e it  d ieser B eh au p tu n g  k a n n  a u f  fo lgende W eise p lau sib e l gem ach t w erden . 
D en k b a r is t  auch  eine solche M a te ria lv e rte ilu n g  der schw ingenden  M asse, bei 
w elcher das M ateria l h au p tsä c h lic h  in  der N ähe der Schw erlin ie k o n z e n tr ie r t 
is t , u n d  die äußere B egrenzung  n u r  v o n  einer d ü n n en  S ch ich t von M ateria l 
g e liefert w ird , w elche von  den  ü b rig en  M ateria lte ilen  d u rch  eine d ickere L u ft
sch ich t a b g e tre n n t is t. In  solchen F ä llen  m u ß  es als m öglich  angesehen  w erden , 
d aß  d e r H ü llk ö rp er, m it e tw as g rößerem  In h a lt  als d e r d er schw ingenden 
M asse, b e i g leichm äßiger M a te ria lv e rte ilu n g  ein größeres T räg h e itsm o m en t 
e rg ib t, als dieses bei d er schw ingenden  Masse d u rch  genaues A usrechnen  
gefunden  w ürde.

D ie vielerlei m öglichen M ate ria lv e rte ilu n g en  bei d e r schw ingenden  Masse 
m a th e m a tisc h  einfach »abzubilden«, is t  n a tü r lic h  n ic h t m öglich. D eshalb  m uß
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als G rundlage d e r w eite ren  U n te rsu ch u n g en  eine solche g ed ach te  bzw. »ideali
sierte« M ate ria lv e rte ilu n g  d ienen , w elche als ein g ed ach te r  m öglicher G renz
fa ll anzusehen is t ,  dab e i eine m a th em a tisch e  B eh an d lu n g  e r la u b t u n d  so zur 
K lä ru n g  der h ie r  aufgew orfenen  F ragen  b e itrag en  k an n .

Diese »idealisierte« M ate ria lv e rte ilu n g  k a n n  wie fo lg t besch rieben  w erden . 
W ie bei der B e rech n u n g  des oberen  S ch rankenw ertes angenom m en  w urde, d aß  
das in  der schw ingenden  M asse en th a lte n e  M ateria l n u r  in  d e r N ähe der äu ß e 
re n  G renzflächen des H ü llk ö rp e rs  an g eo rd n e t is t, u n d  im  In n e rn  ein k o ax ia le r 
H o h lrau m  e n ts te h t , so soll j e tz t  — in  V e rtre tu n g  gew isser ex trem er M a te ria l
v e rte ilungen  — angenom m en  w erden , d aß  ein d u rch  die V erhä ltn iszah l 
9  ( °  ^  97 <  1) g ek en n ze ich n e te r Teil des M ateria ls d er schw ingenden  M asse 
in  der Nähe der jew eiligen  Schw erlinie so an g eo rd n e t is t, d a ß  d ieser einen dem  
H üllk ö rp er g eo m etrisch  ähn lichen  u n d  ebenfalls k o ax ia len  R au m  bei gleich
m äß iger V erte ilung  m it der W ich te  ya k p /m 3 ausfü llt. D as üb rige  M ateria l — 
also  das durch die V e rh ä ltn iszah l (1 — 99) b estim m te  G ew ich t— soll in  der selben 
W eise angeo rdne t sein , wie bei der oberen  S chranke angenom m en , d. h . in 
d e r N ähe der A u ß en fläch en  des H ü llkö rpers. E s e rsche in t n aheliegend , d aß  m it 
d e r  V erhä ltn iszah l 97 n ic h t n u r  die ob en erw äh n ten  ex trem en , sondern  au ch  
diesen  n ah esteh en d e  F älle  d er M ate ria lv e rte ilu n g  m a th e m a tisc h  gekennzeich
n e t  bzw. b e h a n d e lt w erden  können .

Die w eitere  U n te rsu c h u n g  w ird  n u n  d a rin  b es teh en , d aß  das T rä g h e its 
m o m en t des H ü llk ö rp e rs  be i der le tz t  beschriebenen  »idealisierten« M assen
v e rte ilu n g  au f G ru n d  d er im  ö fte r z itie rten  A ufsa tz  b esch riebenen  M ethode 
b e rech n e t und  m it dem  fü r die u n te re  S ch ranke e rh a lten en  E rg eb n is  verg lichen  
w ird .

Es sei n u n  eine H a u p tab m essu n g  der äußeren  B egrenzung  des gew äh lten  
H ü llkö rpers a0, d a n n  k a n n  das V olum  V  o ffenbar geschrieben  w erden:

V =  К  «о3 . (6)

H ie r b ed eu te t k, e inen  dim ensionslosen F a k to r , w elcher n u r  die V erh ä ltn is 
zah len  der ü b rigen  A bm essungen  des H ü llk ö rp ers  e n th ä lt . D er F a k to r  k, is t 
n u r  von  der g eom etrischen  F o rm  abh än g ig  u n d  is t fü r  geom etrisch  ähnliche 
V olum ina gleich g roß .

W enn la u t ob igem  vorgeschrieben  w ird , daß  ein d u rc h  die V erh ä ltn is 
zah l (1 — 97) fe s tg e se tz te r  A n te il des in  d er schw ingenden  M asse (m it dem  
G ew icht Q) e n th a lte n e n  M ateria ls in  der N ähe der ä u ß e ren  B egrenzung des 
H ü llkörpers bei W ic h te  ya so v e r te ilt  w ird , d aß  ein geom etrisch  ähn licher 
H o h lrau m  V1 — m it d er g le ichartig  o rien tie rten  H au p ta b m e ssu n g  ai e n ts te h t, 
d a n n  w ird e rh a lte n :

(V  -  V & a  =  K (a30 -  al)y  =  (1 -  V)Q .
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A ndererse its  fo lg t aus der geom etrischen  Ä h n lich k e it des H o h lrau m s

u n d

a i — /h  «о

К  =  А  ■ V ,

wo /ij ein noch  zu b es tim m en d er P ro p o r tio n a litä ts fa k to r  is t. M it d iesem  e rg ib t 
sich

V (l -  A)Va  =  (1 -  <p)Q •

D arau s fo lg t bei V erw endung  des u n te r  1. angegebenen  Z u sam m enhanges:

= (1 ~q>) [1 (1 — (f)v]1/3- ( ? )

Ä hnlicherw eise k a n n  das V olum  V2 des in  der N ähe d er Schw erlinie 
a n g e b ra c h t g ed ach ten —-, d u rch  die V erh ä ltn iszah l cp fe s tg ese tz ten  M a te ria l
an te ils  au sg ed rü ck t w erden . D a la u t  obigem  au ch  V2 dem  H ü llk ö rp e r geom etr. 
ähn liche  G esta lt hab en  soll, so w ird  m it der zu a 0 gleich o rie n tie rte n  H a u p t
abm essung  a2:

К  У а — a2 ya =  cpQ .

Die geom etrische Ä hn lichkeit w ird  h ie r m it dem  P ro p o r tio n a litä ts fa k to r  цг 
wie fo lg t angegeben:

a2 =  И12 °0 •

D am it Tvird

/ 4  =
<pQ

К  «0 • У а

L a u t Gl. (6) k an n  s ta t t  k { «q : V  u n d  s ta t t  Q la u t  Gl. (1) Vys geschrieben  
w e rd e n ,so  daß

/“ 2 --
Уа

1/3
=  (<pvyi3. ( 8 )

A u f diese W eise k o n n te n  /r, u n d  /л2 d u rch  die V erh ä ltn iszah len  v u n d  
cp au sg ed rü ck t w erden . M it H ilfe d ieser F a k to re n  w ird  es n u n  erm ö g lich t, das 
T räg h e itsm o m en t des a u f  angegebener W eise m it M ateria l be leg ten  H ü ll
k ö rp ers  — bezogen a u f  die angegebene Schw erlinie — zu berechnen .

D azu  k an n  m an  fo lgenderw eise Vorgehen. W enn  ein K ö rp e r v o n  gegebe
nem  In h a l t  u n d  geom etr. F o rm  m it M ateria l von  d er W ich te  у  g leichm äßig  
ausgefü llt gegeben is t, u n d  eine k a ra k t .  H au p tab m essu n g  — wie oben — m it
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a () b ezeichnet w ird , so k a n n  das T räg h e itsm o m en t J  — bezogen a u f  eine gege
b en e  Schw erlinie — wrie fo lg t geschrieben w erden :

J  =  —  k4a^. (9)
g

H ie r b e d e u te t g d ie S chw erebesch leun igung , u n d  fc, is t ein zw eiter, ebenfalls 
d im ensionsloser F a k to r , w elcher n u r  von d er F o rm  des K örpers u n d  von  der 
R ich tu n g  der gegebenen  Schw erlin ie a b h ä n g t u n d  die V erh ä ltn iszah len  der 
lin ea ren  A bm essungen  des K ö rp ers  e n th ä lt.

Im  vorliegenden  F alle  is t  ein V olum  V  b e s tim m te r  geom etrischer Form  
gegeben, in  w elchem  M ateria l e rstens zw ischen den  äußeren  B egrenzungs
fläch en  u n d  dem  geom etrisch  ähn lichen  und  k o ax ia len  H oh lraum  Vx u n d  zwei
te n s  in  dem  in n e ren , ebenfalls k o ax ia len  u n d  geom etrisch  ähn lichen  R aum  
V2 bei g leichm äßiger V erte ilu n g  u n d  W ich te  ya a n g eo rd n e t is t. W enn  die geo
m etrisch  gleich o rie n tie rte n  H a u p tab m essu n g en  d ieser d re i R äu m e — wie 
oben  — m it a 0, ax u n d  a2 b eze ich n e t w erden , d a n n  k a n n  das T räg h e itsm o m en t 
J \  des a u f besch riebene  W eise m it M ateria l b e leg ten  K örpers geschrieben 
w erden :

J ,  =  ÏS -  k , a° -  1 s .  к., a l +  ^ k 2 aii 
g g g

—  К  (aj; -  of +  al), 
g

( 10)

B ei V erw endung d er u n te r  (7) u n d  (8) angegebenen  V erhä ltn iszah len  {1Л und  
fi2 fü r  a, u n d  a2 e rg ib t sich:

u n d  w eiter:

Л  =  —  M o(i — Iм* +  /4 )
g

J k =  —  K a &0 j l  — [1 — ( 1 — <p)v]5l3 4-  (<pvfi3}. 
g

(10а)

D as oben als u n te re  S ch ranke  defin ie rte  T räg h e itsm o m en t J u des je tz t  
a b e r  m it M ateria l von  d er W ich te  ys g le ichm äßig  ausgefü llt g ed ach ten  V olu
m ens V  fü r dieselbe Schw erlin ie k a n n  geschrieben  w erden:

J u =  ^ k 2a l .  (11)
g

B ei V erw endung le tz te re r  G leichung k a n n  aus Gl. (10a) d er F a k to r  k2 e lim i
n ie r t  w erden u n d  es w ird  so fü r  J k e rh a lten :

J k =  J uï ° - {  1 [1 - ( î - ç O r ] » /» +  (? •» ’)*'*}. (10b)
7s
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W ie ersich tlich , is t  auch  J k m it  J u ve rh ä ltn isg le ich . D er P ro p o rtio n a li
tä ts fa k to r , der im  w eite ren  m it W  b eze ich n e t w erden  soll, k an n  geschrieben 
w erden:

V  =  {1  — [ 1 —( 1 —cp) „] i5/3 +  (n )5/3} =  —  {1 -  [ 1 - (  1 - y ) v]®/8 +  (94»)5'3} . ( 1 2 )
Ys v

D ie oben aufgew orfene F rage  k a n n  n u n  v e rm itte ls  e iner U n te rsu ch u n g  
des W ertebere iches v o n  W  erled ig t w erd en . W enn W  als F u n k tio n  von  v u n d  
<p auch  W erte  u n te r  1 annehm en  k a n n , d ann  is t es o ffen b ar m öglich, daß

J к J и

w ird. In  diesem  F alle  w ird  also J u n ic h tm e h r eine u n te re , sondern  eine obere 
S ch ranke, u n d  die R olle einer u n te re n  S chranke w ird  v o n  J k ü b ern o m m en .

D er U n te rsu ch u n g  des W ertebere iches d er F u n k tio n  W  w ird  ab e r zw eck
m äßig  eine K on tro lle  d er Form el (12) v o ran g eh en . E in e  e rs te  K on tro lle  e rg ib t 
sich d a rau s , d aß  im  F a lle  von <p =  0 — w enn also im  In n e rn  des H ü llk ö rp ers  
kein  M ateria l als K ern  v o rh an d en  is t  — sich das u n te r  (3) angegebene E rgebn is 
herau sste llen  m uß . In  diesem  F alle  v e re in fa ch t sich W  w ie fo lg t:

—  [ i -  ( 1 - v ) 5/3] =  —  [ l -  ( 1 - f ) 5/3] • (13)
Ys v

N ach E inse tzen  der u n te r  (2) angegebenen  S u b s titu tio n  w ird  aus (13):

* V 0) =  — ( i - / ^ 5)-

Aus (2) fo lg t ab e r noch  w eiter, daß

Ya_ _
Ys

also

W
( . 9 = 0 )

1 — f/,5
1 -  pfi

(13a)

is t. D as is t ta tsä c h lic h  das u n te r  (3) als F orm el des F a k to rs  гр angegebene 
E rgebn is, w ie es sein m uß.

Im  zw eiten  G renzfall, w enn q> =  1 w ird , d. h . das M ateria l gänzlich  im  
inneren  K ern  an g eo rd n e t is t, k an n  d ie K on tro lle  wie fo lg t d u rch g e fü h rt w erden .
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D ieser G renzfall is t  im  ü b rig en  d a d u rc h  gekennzeichnet, d a ß  das M ateria l 
be i g leichm äßiger V erte ilu n g  u n d  W ich te  y a bei der gegebenen F o rm  des H ü ll
k ö rp e rs  die m öglichst n ah e  A n o rd n u n g  zu r Schw erlinie e rh ä lt.

D ie F o rm el (12) fü r  W  v e re in fa ch t sich  im  Falle <p — 1; be i V erw endung 
v o n  ( la )  w ird  näm lich

* V i )  =
7a_ v5i3 _ «o|4

7s 7a

2/3
—  v 2/3 _ (14)

B ei d ieser A n o rd n u n g  des M ateria ls  vom  G ew icht Q k an n  a b e r  das T räg h e its 
m o m en t n ach  A nalogie von  (10) geschrieben  w erden:

[Л](*=1) =  — M < w l 5-
g

H ie r b e d e u te t a (ï,=1) die lin ea re  H a u p ta b m e ssu n g  bei d e r besch riebenen  
M a te ria lan o rd n u n g , w elche sich  wie fo lg t e rg ib t:

u n d  d arau s
Q =  7aki  K T = i ) ] 3  =  7sk 1 ° o

«(*=!) =  «„-»’1/3-

A ndererse its  w ird  die u n te re  S ch ran k e  des T räg h e itsm o m en tes  im  Sinne der 
F o rm eln  (9) u n d  (11)

7s
g

k i «o-

N ach  den m öglichen S u b s titu tio n e n  e rg ib t sich aus obigem :

7s_
7a

2/3

=  Л * 2/3- (14a)

D ieses E rgebn is b e s tä tig t  also die in  (14) e rh a lten e  Form el fü r  ï /(çl=i) .
Aus der F o rm el (14a) lä ß t  sich sogleich fo lgern , da im  allgem einen

7s <  7a 1

d aß
< J u

is t.
U nsere obige A n n ah m e, d aß  J k au ch  k leinere  W erte  als J u annehm en  

k a n n , is t also fü r  den  G renzfall von  <p =  1 b e s tä tig t.
B ezüglich d er F u n k tio n  4J k ö n n en  w eitere  A ufschlüsse d a d u rc h  e rh a lten  

w erd en , d aß  m an  deren  W erte  im  F alle  v =  0 b e rechne t. D ieser G renzfall h a t
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n a tü r lic h  keine p rak tisch e  B ed eu tu n g , da dies e inen  H ü llk ö rp e r m it M aterial 
von  d e r W ichte  ys =  0 ausg efü llt, d. h. ohne M a te ria l b ed eu ten  w ürde . T ro tz 
dem  ergeben sich a u f  d iesem  W ege w eitere K en n tn isse  über denW ertebere ich  
von  ¥ .

A us der zw eiten F orm el fü r  ¥  in  (12) e rg ib t diese F u n k tio n  b e i v =  0 den 
u n b estim m ten  A u sd ruck  0/0. D er Z ähler u n d  d e r N enner d er F o rm el separa t 
n ach  v d ifferenziert u n d  die e rh a lten en  A usd rücke w ieder als Z äh le r und  N en
n e r eines B ruches genom m en, erg ib t

l i m ï /^ 0= y ( l - 9 ? ) ,  (15)

w oraus fü r den G renzfall v =  0 sich die Z ah len w erte  in Tafel I  ergeben.

Tafel I

cp =  0 0 , 1 0,2 0,3 0,4 0,5 0 , 6 0,5 0,8 0,9 1 , 0

¥ V o ) =  1*6667 1,5 1,3333 i , i 6 6 6 1 , 0 0,8333 0 , 6 6 6 6 0,5 1 0,3333 0,1666 0

W ie ersich tlich , s in k t der W ert von ¥  b e i cp >  0,4 u n te r  die E inheit. 
D ieses E rgebn is w ird  s tren g  genom m en n u r  b e i den g em ach ten  A nnahm en, 
d .h .  einem  geom etrisch  ähn lichen  K ern  in  H ü llk ö rp e r rich tig  sein . Als A nnähe
ru n g  w ird  es ab e r auch  fü r  w eniger regelm äßige K ern e  gelten  k ö n n en .

Im  übrigen  soll b e m e rk t w erden , daß  bei rea lis ie rb aren  W e rte n  der V er
h ä ltn iszah len  v u n d  cp ein W ert von  ¥ =  1 au ch  soviel b e d e u te t, d aß  der nach 
d er V orsch rift des schon z itie r ten  A ufsatzes b e rech n e te  u n te re  S ch rankenw ert 
seine diesbezügliche E ig en sch aft verlieren  k a n n , u n d  es w ird  v o n  den  übrigen 
U m stän d en  ab h än g en , ob d ieser als u n te re r  o d er als oberer S ch rankenw ert 
zu gebrauchen  sein w ird.

W eitere A ufschlüsse ü b e r den W erteb ere ich  d er F u n k tio n  ¥(v,cp) erg ib t 
das B ild  1, in w elcher die d u rch  die F u n k tio n  b e s tim m te  F läche  axonom etrisch  
d a rg es te llt ist. D ie S c h n ittk u rv e n  der F läche m it den E benen  v =  konst, und  
cp — k onst, sind eingezeichnet. D arg este llt is t au ß erd em  noch  (d u rch  den m it 
K re isen  u n te rb ro ch en en  L in ien zu g : —О — O — O — ) die S ch n ittlin ie  der 
F läch e  m it der zu r h o rizo n ta len  K o o rd in a ten eb en e  (r, cp) para lle len  und  
u m  die E in h e it h ö h er liegenden  E bene. D iese S ch n ittlin ie  v e r lä u f t  gänzlich 
zw ischen den L inien cp =  0,4 u n d  cp =  0,5, w oraus zu ersehen is t , daß ¥  bei 
cp >  0,5 sicher k le inere  W erte  als 1 an n im m t.

Dies b e d e u te t aber, d aß  bei cp >  0,5 das m it ¥ =  1 b e rech n e te  T rägheits
m o m en t sicher eine obere Schranke ergeben w ird . Als u n te re  S ch ran k e  w erden 
in  diesen F ällen  n ach  A ussage dem  Bild 1 die m it den zu cp =  1 gehörigen 
F u n k tio n sw erten  b e rech n e ten  T räg h e itsm o m en te  zu g eb rauchen  sein.
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L au t obigem  en tsp rich t d e r  V erhä ltn iszah l cp =  1 eine solche M aterial- 
an o rd n u n g , bei w elcher die M asse des schw ingenden K örpers — fü r  dessen 
T räg h e itsm o m en t e in  N äh e ru n g sw ert gesucht w ird  — in g leichm äßiger V er
te ilu n g  bei W ich te  ya in  einem  d em  gew ählten  H ü llk ö rp e r ähn lichen  k oax ia len  
k le ineren  R aum  u n te rg e b ra c h t is t. B ei gegebener H ü llk ö rp e rfo rm  u n d  gegebe
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n er W ich te  ya erg ib t s ich  a u f  diese W eise das m öglichst k le in s te  T räg h e its 
m o m en t. Dieses w ird also  sicherlich  einen  unteren Schrankenwert da rs te llen .

Z usam m enfassend  k a n n  also fo lgendes fe s tg es te llt w erden. D ie zu 
cp — 0 gehörigen W erte  d er F u n k tio n  W w erden  T räg h e itsm o m en te  berechnen  
lassen , w elche jed e rze it als sichere obere Schrankenwerte angesehen w erden 
können .

D ie sich m it W =  1 b e rech n e ten  T räg h e itsm o m en te  — welche in  d e r  
m eh rm als  z itie rten  A rb e it als u n te re  S ch ran k en  b eze ich n et w urden  — w erden  
diese E ig en sch aft la u t  obigen A u sfüh rungen  n u r  d ann  b e ib eh a lten , w enn das 
M ateria l des schw ingenden  K örpers sich  n ic h t in der N äh e  der jew eiligen 
Schw erlin ie a n h äu ft. W ird  die M assenverte ilung  m it d e r Y erh ä ltn iszah l cp 

g ek ennze ichne t, so m u ß
<p <  0,4

b le ib en , d am it das m it У7 =  1 b erech n e te  T rä g h e itsm o m en t des H üllkörpers 
ta tsä c h lic h  eine u n te re  S ch ranke  abgeben  k a n n . Bei e iner M ateria lverte ilung , 
bei w elcher cp 0,5 w ird , e rg ib t sich s t a t t  e iner u n te re n  eine obere Schranke.

E in e  sichere u n te re  S chranke b le ib t schließlich  das T räg h e itsm o m en t 
des H ü llk ö rp e rs , w elches m it zu cp =  1 gehörigen W-W erten  berechne t w orden 
ist.

D ie zu den W erten  von q> =  0 u n d  cp =  1 gehörigen F u n k tio n sw erte  von 
W, in  A bhäng igke it v o n  der anderen  u n ab h än g ig en  V ariab len  v, e n th ä lt die 
Z usam m enste llung  in T afe l I I .

Tafel II

V •i
' II О y (? = l)

0 1 , 6 6 6 6 0

0 , 1 1,6105 0,2154

0 , 2 1,5529 0,3420

0,3 1,4939 0,4480
0,4 1,4329 0,5429

0,5 1,3702 0,6300

0 , 6 1,3047 0,7113

0,7 1,2365 0,7883

0 , 8 1,1645 0,8618

0,9 1,0872 0,9321

1 , 0 1 , 0 1 , 0

U m  auch  Zw ischen w erte  le ich te r  ab greifen zu  k ö n n en , w urden  die 
cp =  k o n s t. K urven  d er F u n k tio n  W, in  e iner E bene e ingezeichnet, im  B ild 2 
angegeben . Aus le tz te re r  is t u n te r  an d e rem  ersich tlich , d aß  bei zw ecken!-
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sp rech en d  an g en o m m en er H ü llk ö rp e rfo rm , w enn es z. B . ge ling t, n ach  (4) die 
Y erh ä ltn iszah l v <C 0,875 zu e rre ichen , die W erte  von  4J — in  A b h äng igke it 
v o n  der fü r die M ate ria lv e rte ilu n g  ch a rak te ris tisch en  Y erh ä ltn iszah l <p — 
zw ischen den G renzen  von  0,915 u n d  1,1 verbleiben.

A uf G rund  ob iger A usfüh rungen  w ird , w enn ein T rä g h e itsm o m en t m it 
d e r beschriebenen  A n n äh e ru n g  b e rech n e t w erden soll, d e r e rs te  S ch ritt zw eck
m äßigerw eise d a rin  b es teh en , d aß  m an  sich K la rh e it ü b e r  die die M a te ria l
v e rte ilu n g  des b e tre ffen d en  O b jek tes (M aschinenteil, o d e r ein A ggregat usw .) 
kennzeichnende V erh ä ltn iszah l v ersch afft. In  den m eisten  p rak tisch en  F ä llen  
— wie auch in  den  w. u . fo lgenden  B eispielen  — is t diese Z ah l en tw eder gen au  
o d e r w enigstens a n n ä h e rn d  be rech en b ar.
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In  den F ällen , wo es sich u m  ganze M aschinen oder A ggregate h an d e lt, 
w ird  die B estim m ung  von  <p schon  etw as schw ieriger. In  solchen F ä llen  weiß 
m an a b e r im  vo rau s, d aß  diese Z ah l — infolge d er im  H ü llk ö rp e r u n v e rm e id 
b a ren  L u fträu m e  — im  allgem einen  klein ausfa llen  w ird . A usnahm en  können  
sich in  d ieser H in s ich t ew. bei e lek trischen  M aschinen (D ynam os u n d  M otoren) 
g ed rungener B auw eise ergeben.

N ach  der G röße der b e rech n e ten  oder g e sch ä tz ten  V erh ä ltn iszah l <p w ird 
m an  n u n  als obere S ch ranke en tw ed er das m it dem  zu (p =  0 gehörigen  W- 
W ert b erechnete  T räg h e itsm o m en t oder das m it W  =  1 b e rech n e te  nehm en, 
je  n ach  dem , ob

< p 3 = 0 , 4 ~ 0 , 5  (16)

is t. Als u n te re  S ch ranke  w ird  im  ers ten  Falle das sich  m it W — 1 ergebende, 
im  zw eiten  Falle  dagegen  das m it dem  zu <p =  1 gehörigen  4*- W ert berech n e te  
T räg h e itsm o m en t zu verw enden  sein.

D ie e rrech n eten  S ch ranken  w erte  k ö nnen  gleich als N äh erungsw erte  
b e n ü tz t w erden, oder m an  w ird  rich tig e r den  a lgeb ra ischen  M itte lw ert der 
beiden  S chranken  als N äh eru n g sw ert verw enden . B ei e in igerm aßen  rich tig  
angenom m ener H ü llk ö rp e rfo rm  u n d  In h a lt  w ird  d er le tz te re  M itte lw ert dem  
u n b e k a n n te n  genauen  W ert des T räg h e itsm o m en tes  am  n äch sten  kom m en.

IV. Beispiele zur angenäherten Berechnung von Massenträgheitsmomenten

Als p rak tisch e  A nw endung  d er obigen A u sfü h ru n g en  soll im  folgenden 
die B erechnung  des T räg h e itsm o m en tes  eines S chw ungrades n n d  eines Schiffs
propellers m itg e te ilt w erden . D iese zwei Beispiele w u rd en  schon in  d er z itie r
ten  frü h eren  A rb e it herangezogen . Im  V ergleich zu den  dortigen  A ngaben  ist 
je tz t  insofern  ein U n tersch ied  v o rh an d en , da  d iesm al die S ch rankenw erte  
m it H ilfe der F u n k tio n  W  b e re c h n e t w erden.

1. Das als erstes B eispiel dienende Schwungrad ist  aus B ild 3 ersichtlich, die Maße 
sind darin eingetragen. D ie genaue Berechnung des G ew ichtes und des auf die Drehachse 
bezogenen Trägheitsm om entes ist im  W erk [2] enthalten. D anach ist bei ya =  7300 [kp/m3] 
W ichte das G esam tgewicht Q =  4262 [kp]; der m it M aterial ausgefüllte Raum  berechnet 
sich zu V„ =  Ql'/a =  0,5838 [m3], und der genaue W erte des T rägheitsm om entes ergab sich 
zu J  =  729,477 [kp m  sec2] bzw. [kg m 2].

Als Hüllkörper werden die im  B ild 4 gezeigten beiden — durch je zw ei parallele 
Ebenen und zwei Zylinderflächen gebildeten — Ringe gewählt. Bei dem äußeren wird vor
geschrieben, daß dessen Außendurchm esser und die B reite die gleichen sind, w ie beim  Kranz 
des Schwungrades. Der R aum inhalt des äußeren R inges wird etwas größer angenom m en  
wie der des Schwungradkranzes. Beim  inneren Ring wird bei gleicher Nabenbreite und innerer 
Bohrung der R aum inhalt zur Berücksichtigung der R adspeichen so gewählt, daß das Gesam t
volum  der beiden R inge den obigen Bedingungen (5) und (5a) entspricht.

Mit den in den Abbildungen eingetragenen B ezeichnungen und Abm essungen wird:

о a 0 2    О 0 2
F, =  ■ ’ ’ n  • 0,36 =  0,46552 [m 3] ,

К, =  0 ’ 8 8  ~  0 , 2 2 2  л • 0.34 =  0,15798 [m 3];4
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also
F, +  Уг =  0,62345 [m 3J .

D ies entspricht offenbar den B edingungen unter (5) und (5a), da

V 0 =  0,5838 <  0,62345 <  (1/6400 =  0,667 [m3] ist. 

Zu dem gewählten Hüllkörpervolum  ergibt sich die Verhältniszahl r:

V
V0

V, +  V,
0,5838

0,62345
0,9364 .

B ild  3

A us diesem  zu 1 naheliegenden W erte kann schon gefolgert werden, daß die beiden zu berech
nenden Schrankenwerte nur wenig versch ieden sein werden.

D ie die M aterialverteilung kennzeichnende V erhältniszahl <p kann hier sow ohl für das 
Schwungrad wie für den Hüllkörper le ich t berechnet werden. Für den H üllkörper ergibt sich:

V.,
^  “  Vy +  V,

0.15798
0 , 6 2 3 4 5

0,253 .

B eim  Schwungrad ergibt sich ein noch kleinerer W ert. M it den Abm essungen auf Bild 3 
gerechnet wird der R aum inhalt der Schwungradnabe, welche je tz t  als K ernstück anzusehen ist:

V„ =  3,3276 ■ 10 - 2  [m3] .
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D am it ergibt sich m it V 0 — 0,5838 [m3] als G esam tvolum  des Schwungrades:

<Pr =
3,3276 • IO " 2 

0,5838
=  0,057 .

Beide errechneten W erte bleiben unter 0,4. Daraus folgt, daß die obere Schranke des T räg
heitsm om entes m it dem  W ert =0 j, die untere Schranke m it 4* 1 zu berechnen sein
wird; letztere wird also das Trägheitsm om ent J u des Hüllkörpers bei gleichmäßiger M assen
verteilung.

B ild  4

Zu der Berechnung von werden noch benötigt:

0  4262
*  =  - v ^ T v :  =  M 2 3 4 5 -  =  6835’7 •

—  =  ^  =  696,81 [kg/m 3] . 
g  9,81

M it diesen, unter Verwendung bekannter Form eln, ergibt sich:

Y±.
2 [(̂Г+(“ПV.,

2 ш+mri 710,26 [kg/m 2] .
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Der zu V — 0,9364 gehörige W ert von  9/(?)_ 0) errechnet sich nach der Form el (13):

* V « >  =  V  Í 1 -  (Ï -  v)5/3}  =  - Ö ^ W i 1 -  [ !  “  0 ,9 3 6 4 ]« }  =  1,05687 . 

D am it wird als obere Schranke erhalten:

J0 =  SV») • Л  =  1,05687 • 710,26 =  750,65 [kg m2] .

Der M ittelw ert der beiden Schranken wird schließlich:

Jи F  J a 
2

710,26 +  750,65
2 =  730,45 [kg m2] .

D ies ist ein sehr guter Näherungswert, da er zum  genauen W ert von  729,477 [kg m2] 
nur einen Fehler von  1,33%0 aufw eist.

B ild  5

2. Als zweites B eispie l soll der im  Bild 5 dargestellte  Schiffspropeller herangezogen 
werden; sein T rägheitsm om ent auf die Drehachse bezogen ist bekannt, näm lich J  =  3,96
[kg m2] Bem erkenswert ist hier die von  Beispiel 1 ganz verschiedene M aterialverteilung. 
Das M aterial des Propellers is t  Sonderm essingguß m it y a =  8400 [kp/m3] W ichte. Das gem es
sene Gewicht beträgt Q =  336 [kp] .
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Als H üllkörper wird hier der im  Bild 6  im  M eridianschnitt gezeigte Um drehungs
körper gewählt. D ieser setzt sich erstens aus zw ei m it den B odenflächen gegeneinander 
gestellten  K egelstüm pfen und einer dazwischenliegenden dünnen K reisscheibe, zweitens aus 
einem  die N abe vertretenden m it koaxialer Bohrung versehenem  Zylinder zusam m en.

Die A bm essungen des Hüllkörpers ergaben sich auf Grund folgender B etrachtungen. 
An der äußeren Begrenzungslinie der Propellerflügel m ußte nach M öglichkeit dieselbe M aterial
verteilung hergestellt werden wie beim  Propeller selbst. D a die D icke der F lügel am äußeren  
Rand 8  m m  beträgt und zum äußeren Bogen des F lügels der Zentriw inkel 36° 45' gehört, 
so würde sich bei am ganzen Um fang verteiltem  M aterial als R anddicke des Hüllkörpers 
beim  vierflügeligen Propeller

8 • =  3’26 fmH

ergeben. D a aber die Flügeln aus der zur Drehachse rechtw inkliggestellten Ebene zur Errei
chung der Steigung herausgedreht sind, und außerdem  die Flügelränder etw as abgeschärft 
sind, so wird sta tt  3,26 [mm] der nach unten abgerundete W ert von  3 [mm] genom m en.

D ie sich beim  Anschluß der beiden K egelstüm pfe des Hüllkörpers an den die N abe  
vertretenden Zylinder ergebende Abm essung s wurde auf Grund folgender B etrachtung  
berechnet. Der Anschlußquerschnitt der Propellerflügel zu der Nabe beträgt im  Zylinder
schn itt vom  H albm esser 151 [m m ] lau t D etailzeichnungen 122,4 [cm 2]. An dieser Stelle  
wurde der Zentriw inkel der F lügeln in  der zur D rehachse normalen Ebene zu 58° gem essen. 
Die größte Länge des Anschlußquerschnittes ist la u t Zeichnung 300 mm =  30 [cm ], also 
ergibt sich als m ittlere Dicke

=  4,08 [cm ] .
122,4

30
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D iese Dicke soll auch gleichm äßig auf den ganzen Viertelkreis verteilt werden, also wird wie 
oben:

4,08 ^  =  2,63 [cm] .90 J

A us dem  gleichen Grunde — wie oben — wird auch hier nach unten abgerundet, d. h., es 
wird s =  2,5 [cm] =  25 [m m ] genom m en.

Für den an Stelle der Nabe in B etracht gezogenen Zylinder werden solche A bm essungen  
gew ählt, daß dieser die N abe vollständig einhüllt. D ie darin angebrachte Bohrung — als am  
w enigsten  wichtige A bm essung — wird m it dem  M ittelw ert der tatsächlich  konischen B ohrun
gen der Nabe in  R echnung gestellt.

Der so berechnete R aum inhalt des H üllkörpers muß auch hier die unter (5) und (5a) 
gestellten  Bedingungen erfüllen.

D ie im Bild 6  angegebenen Teilinhalte berechnen sich nun wie folgt:

Vi

V,

1,512 -  0,3242
n ■ 0,003 =  0,005125 [m 3] ,

я(0,025 -  0,003) 1,51 V  , 1,51 • 0,324

-  2

im
p T 3 2 £ j - J  =  0 0U 741 [m s] <

=
0,3242 -  0Д 282 

4
. л  • 0,3 =  0,020874 [m3] .

A lso ist L  V  =  Vx +  V2 +  V3 =  0,04074 [in3] .
Da jetzt V0 — Q /ya — 336/8400 =  0,04 [m 3] und nach der Bedingung unter (5)

— -  =  =  0,4421 fm 3]
7600 1 1

st , so sind die B edingungen (5) und (5a) gleichzeitig  befriedigt, da

0,4 <  £ V  =  0,04074 <  0,04421 
ist.

Mit den erhaltenen Zahlenwerten ergeben sich weiter

336
0.04074

8247,42 [kp/m 3] ,

Va
8247,42  
~ 8400

=  0,9818 .

Für den Propeller errechnet sich die Verhältniszahl <f> m it dem  separat berechneten  
N abengew icht von 133,27 [kp] zu

<Pp, =
133,27

336
0 ,4 .

Für den H üllkörper kann dieselbe Verhältniszahl m it den errechneten T eilinhalten  
erhalten  werden:

0,020874
0,04074

e* 0,512 .

D ie letzten beiden Zahlenwerte lassen darauf schließen, daß für den ins Auge gefaßten  
Propeller, bei der in der Zeichnung angegebenen M aterialverteilung, das zu dem W erte Ч3 - 1 
gehörige Trägheitsm om ent J n des Hüllkörpers n icht unbedingt ein unterer Schrankenwert 
sein wird. Wenn noch

y s _  8247,42 
T  “  9 • 81

840,716 [kg/m 3]
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berechnet wird, und die im  zitierten vorangegangenen Aufsatz angegebene Formel zur Berech
nung des T rägheitsm om entes des Hüllkörpers verwendet wird, so ergibt sich J 0 zu

J .  =  840,716 { - £ -  (0,755 2  +  0,1622) +  n  • (0,025 -  0,003) ( A - . _  °0’̂ - -

-  •— 6— j +  А а (0,1622 +  0,0642)J =  3,9336 [kg m2] .

W ie ersichtlich, lieg t dieser Wert dem  genauen Trägheitsm om ent des Propellers von  
3,96 [kg • in2] schon ziem lich nahe und k ö n n te  als gute Annäherung verw endet werden. 
Da aber bei der norm alen Verwendung der Näherungsrechnung der genaue W ert offensichtlich  
nicht bekannt sein wird, also man nicht w issen  kann, wie nahe der berechnete J 0-W ert dem  
genauen W ert zu stehen kom m t, so wird offenbar das richtige Vorgehen darin bestehen, daß 
man die zu der jeweiligen Verhältniszahl v gehörige ^(^= 0 ) und 1 ) W erte und m it diesen  
den je tz t gültigen oberen Näherungswert

Job J 0  *  ^ * ( < p = 0 )  ’

sowie den je tz t sicheren unteren N äherungswert

Junt —  Jofunt
berechnet.

N ach Formel (13) errechnet sich hier:

(9-O

« V o = 4  0  - 11 -  ’’M = - ö M ü  i 1 - [1 -  ü’9818f /3} =

und nach Form el (14):
^ V -I )  =  »,2 / 3  =  0,98 1 8 2 / 3  =  0,98785 . 

Mit diesen beiden W erten wird erhalten:

J„b =  3,9336 • 1,0172 =  4,00125 [kg m 2] , 

Junt =  3,9336 • 0,98785 =  3,8858 [kgm2] .

Der M ittelwert dieser beiden wird schließlich

Job 4,00125 +  3,8858 
2 =  3,9435 [kg m2] .

Im  gegebenen Falle muß letzterer Wert als der durch die Näherungsrechnung gelieferte beste  
W ert angesehen werden. D ie erreichte Annäherung ist auch hier gut, da der prozentuale  
Fehler nur

3,96 -  3,9435 
3,96

100 =  0,417%  =  4,17»/,,,,

beträgt. A lso auch hier genügt die erreichte Annäherung den Anforderungen der schw ingungs
technischen Aufgaben.

V. Schlußfolgerungen

D ie d u rch g erech n e ten  B eispiele d ü rf te n  bew iesen h ab en , d aß  das oben 
m itg e te ilte  N äh eru n g sv erfah ren  bei B erech n u n g  von  M assen träg h e itsm o m en 
te n  fü r  die P rax is  seh r w ohl b ra u c h b a re  N äh eru n g sw erte  liefern  k an n . E s m uß  
aber au ch  diesm al noch  d a rau f h ingew iesen  w erden , daß  die e rre ich b are  
G enau igkeit bzw . die G üte  der A n n ä h e ru n g  an  den  u n b e k a n n te n  genauen
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W e rt seh r s ta rk  von  d er r ich tig en  W ah l des H ü llk ö rp ers  a b h ä n g t. S icherlich 
is t  d azu  eine gewisse P ra x is  n ö tig , diese k a n n  ab er v e rh ä ltn ism äß ig  le ich t 
erw orben  w erden . In  den au fg e fü h rten  B eispielen w aren  w ir b em ü h t, die 
G esich tsp u n k te  h e rv o r tre te n  zu lassen , n ach  w elchen die W ah l d e r H ü llk ö rp e r
fo rm  zu erfolgen h a t.

Es d a rf  n a tü r lic h  n ic h t verschw iegen  w erden , daß  die e rre ich te  G enauig
k e it des V erfahrens n ic h t im m er so gu t sein w ird , wie bei den  angefü h rten  
B eispielen. J e  k o m p liz ie rte r  die räu m lich e  A no rd n u n g  u n d  M ateria lv erte ilu n g  
d e r jew eils ins A uge g e faß ten  schw ingenden  M asse is t, um  so schw ieriger w ird  
es sein, gu te  N äh eru n g sw erte  zu e rh a lten . Es soll ab er d a ra u f  hingew iesen 
w erden , daß  in solchen schw ierigen F ä llen  eben n u r  das b esch riebene V erfahren  
irgendw elche a n n e h m b a re  N äh eru n g sw erte  in  k ü rze re r Z eit u n d  m it n ich t 
zu großem  R ech en au fw an d  liefern k an n .
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A M ETHOD FO R  T H E  A PPR O X IM A T E  DETER M INATIO N  
OF MASS MOMENTS OF IN E R T IA

I. THAMM

SUM M ARY

The calculation of the m om ents o f inertia of individual masses, in system s of m asses 
carrying out torsional vibration  which occur in  applied m echanical engineering, is m ostly  
a very awkward, and very fastidious task for less sim ple shapes. If the data are incom plete  
som etim es it is even im possib le to carry out these calculations. The m ethod presented in 
the paper — which is the further developm ent of an approxim ate m ethod published in S ch iff  
und H afen  15 (1963), No. 8  — aids for overcom ing these difficulties, inasm uch as from  
relatively  few data the lower and the upper lim its o f the required m om ent of inertia can 
be calculated. In order to determ ine the lim it values an enveloping body m ust be chosen  
which envelopes the body in question to the greatest possible, this having as simple a 
shape as possible. The lim it values are the m om ents of inertia of this enveloping body for 
different distributions of m aterial which can easily be defined. In the calculations an auxi
liary function is used which depends only on two dim ensionless param eters characterizing 
the distribution of m atter and which is determ ined according to the selection of the envelop
ing body. The author also presents three num erical exam ples which show  that the error 
com m itted  by calculating and using the lim it values, can be below 1 % w ith  respect to the  
exact value of the m om ent of inertia.
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U N E  M ÉTH O DE PO U R  LA DÉT E R M IN A T IO N  A PPR O C H É E  
DES MOMENTS D ’IN E R T IE  D E  MASSE

I. THAMM

RÉSUM É

Les systèm es de m asses fa isant des oscillations de torsion, assez fréquents dans la 
pratique de l’ingénieur, nécessitent, pour le calcul des m om ents d’inertie des m asses ind ivi
duelles, un travail qui est la plupart du temps com pliqué et devient fastid ieux quand il s’agit 
de figures géom étriques moins sim ples, voire m êm e im possible quand les données sont 
incom plètes. La m éthode présentée — qui n’est que le développem ent d’un calcul approché 
publié dans la revue S ch iff und Hafen  15 (1963), N o. 8  — perm et de surm onter ces difficultés 
en tan t qu’elle rend possible de calculer les lim ites supérieure et inférieure du m om ent d’inertie 
cherché, à partir de données relativem ent peu nom breuses. Pour calculer les valeurs lim i
tes, il faut choisir un corps enveloppant qui entoure aussi bien que possible la masse en 
question et dont la forme est sim ple. Des valeurs lim ites sont calculées com m e les m om ents 
d’inertie de ce corps enveloppant pour différentes distributions de la m atière, lesquelles 
peuvent être défin ies de façon sim ple. Au cours du  calcul, on utilise une fonction auxiliaire 
ï^ q u i ne dépend que de deux paramètres sans dim ensions caractérisant la distribution de la 
m atière, et qui se trouve définie par le choix du corps enveloppant. L’auteur présente aussi 
trois exem ples num ériques, qui m ontrent que l ’erreur com m ise par le calcul et l’utilisation  
des valeurs lim ites peut être inférieure à 1 % par rapport à la valeur exacte du m om ent 
d’inertie.

МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПРИБЛИЗИТЕЛЬНОГО ЗНАЧЕНИЯ МОМЕНТОВ
ИНЕРЦИИ МАССЫ

И. ТАММ

РЕЗЮМЕ

В практике инженера-механика расчёт моментов инерции при вращательных 
колебаниях отдельных масс, в большинстве своем сложной геометрической формы, явля
ется очень длительным процессом, а в отдельных случаях при отсутствии некоторых 
данных и невыполнимым. Показанный в работе метод, — который уже ранее был опуб
ликован в журнале «Шифф унд Хафен» за 1963 г. № 15 и давал дальнейшее развитие 
приближенного расчёта, — с точки зрения затронутых трудностей облегчает задачу рас
чёта тем, что при сравнительно малом количестве данных для получения величины момен
та инерции, дает значение ее верхних и нижних границ. В целях определения верхней 
и нижней границ значения момента инерции необходимо выбрать такой эквивалент 
массы, размеры которого хорошо охватывают размеры испытуемого тела и в то же вре
мя являются простыми по форме. Ограничивающие значения момента инерции экви
валента массы получаем из определения момента инерции при имеющем место в дан
ном случае простом распределении материала. При расчете пользуются вспомогательной 
кривой, которая выражает зависимость между двумя безразмерными параметрами, пока
зывающими распределение материала, и определяется при выборе эквивалента массы. 
В работе представлены три примера расчета, которые показывают, что ошибка 
при расчете и применении ограничивающих значений момента инерции эквивалента 
массы по отношению к точному значению момента инерции испытуемой массы может быть 
ниже 1 %.
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WINDKANALVENTILATION IN ORTSVORTRIEBEN 
WARMER BERGWERKE

I. T A R JÁ N
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

TECHNISCHE UNIVERSITÄT FÜR SCHWERINDUSTRIE, MISKOLC

[E ingegangen am 28. Juli, 1964]

In der Abhandlung werden die therm ischen Bedingungen der W indkanalventilation  
m it blasender und saugender W etterführung erörtert. Es wird ein für praktische Zwecke 
geeignetes Berechnungsverfahren entw ickelt, m it dessen  Hilfe die Erwärmung des W indes 
erm ittelt werden kann und das auch dem  U m stand Rechnung trägt, daß die V entila tion s
dauer der Strecke von  der O rtvortriebsgeschw indigkeit und Streckenlänge abhängt. Aus den  
Untersuchungen ging die bedeutsam e F eststellung hervor, daß bei größeren V entila tion s
windm engen und längeren Strecken die klim atischen Bedingungen im  Bergwerk am Strecken
ende annährend gleich bleiben, w enn die zugeführte W indmenge der Streckenverlängerung  
direkt proportional erhöht wird. Als ein  weiteres, w esentliches Ergebnis der U ntersuchung  
konnte der B ew eis geführt werden, daß am Streckenende in den praktisch vorkom m enden  
Fällen bei saugender W etterführung im  W indkanal die W indtem peratur höher als bei blasender  
W etterführung liegt.

I. E in fü h ru n g

Die L ü ftu n g  von  O rtsv o rtr ieb en  w arm er B ergw erke s te llt  ein w esentliches 
k lim atisches P ro b lem  unserer Z eit d ar. Bei r ic h tig  gew äh lte r W ette rm en g e  oder 
u n te r  E in sa tz  k ü n s tlic h e r K lim aan lag en  lassen  sich d u rch  die W in d k a n a l
v en tila tio n  günstig e  k lim atisch e  B ed ingungen  schaffen. D ie a u f  dem  G ebiet 
der W in d k a n a lv e n tila tio n  d u rch g e fü h rten  F o rsch u n g sa rb e iten  h aben  gezeigt, 
daß  das P ro b lem  du rch  A n w endung  der b lasen d en  W e tte rfü h ru n g  im  L u f t
k an a l w irtsch a ftlich  gelöst w erden  k an n  [1], doch is t aus G ründen  d er B erg 
sicherheit o ft n u r  die saugend  w irkende  V e n tila tio n  zulässig  [2].

Bei b la se n d e r W e tte rfü h ru n g  im  W in d k a n a l gelang t d er W ind  ü b e r den  
W indkana l an  den  O rt u n d  z ieh t en tlan g  d e r S trecke w ieder ab. D er W ind  
w ird im  L aufe  se iner R ü ck strö m u n g  von  d er W ärm e, die vom  G estein  aus 
in das S treck en in n ere  h in e in s trö m t, e rh itz t. D er über die S trecke d a h in s trö 
m ende w ärm ere  W in d  und  die v o n  der G este in sw and  in B ich tu n g  W in d k a n a l 
au sg estrah lte  W ärm e  w ird  den sich  im  W in d k a n a l fo rtbew egenden  W in d  ü b e r 
die W in d k an a lw an d , in  folge v o n  W ärm ed u rch g an g , erw ärm en . Bei S a u g v e n ti
lation  is t die S trö m u n g srich tu n g  der v o ran g eh en d  gesch ilderten  en tg eg en 
gesetzt.

D urch  diese kom plexe W ä rm e ü b e rtra g u n g  w ird  die rechnerische E rfa s 
sung des V organgs w esentlich  erschw ert. D ennoch  gelang es, das P ro b lem  
u n te r  gew issen vere in fachenden  V orau sse tzu n g en  zu lösen [3, 4].
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Bei d er B erechnung  d e r gegenseitigen th erm isch en  W irkungen , die der 
im  W in d k an a l u n d  en tlan g  d e r S trecke d ah in s trö m en d e  W ind au fe in an d er 
ausüben , b ra u c h t  m an fü r  die A ufste llung  des W ärm ed u rch g an g sfak to rs  
die W ärm ele itu n g , die in d e r W an d  des W in d k an a ls  v o r sich  geh t, n ic h t  zu 
b e rü ck sich tig en ; es w ird  fe rn e r  angenom m en, d aß  die T e m p e ra tu r  der S treck en 
w and  und  die des en tlan g  d e r S trecke  d ah in s trö m en d en  W indes e inander gleich 
sind ; zu r B erech n u n g  der th e rm isch en  V erh ä ltn isse  im  W in d k an a lin n e rn  w ird  
n u r  der W ärm ed u rch g an g sfak to r der au fgezw ungenen  S trö m u n g , fü r  d ie  der 
A ußenfläche des W indk an a ls  n u r  der der sp o n ta n  vor sich gehenden A ufw ärts-

/ / / / / / / / / / / / / / /
TK

V / / / / / / / / / / / / / / / Z .
X

—
‘/P

г-----------

/
Г 777777777777777 

^ -------------------------- L m

/ / /

Bild 1

Ström ung herangezogen . M essungsergebnisse [3, 5] sowie th eo re tisch e  Ü b e r
legungen  [6] h ab en  gezeigt, d a ß  in B ezug a u f  diese V ernach lässigungen  keine 
B edenken  zu besteh en  b ra u c h e n , fü r  diese sprechen  ab e r auch  die a u f  diese 
W eise e rh a lten en  re la tiv  e in fachen  Z usam m enhänge.

E ine w eite re  V ere in fachung  e rfu h r die B erechnung  der W in d k a n a l
v e n tila tio n  im  O rtsv o rtrieb  d a d u rc h , d aß  bei der E rm ittlu n g  der W ärm e , die 
vom  G estein aus in die S treck e  e in s trö m t, die Z e itd au er d er V en tila tio n  (das 
A lte r der S trecke) m it e inem  k o n s ta n te n  D u rc h sc h n ittsw e rt b e rü ck sich tig t 
w urde . Diese V ernach lässigung  k o n n te  ab e r n ich t g e rech tfe rtig t w erden . 
M it fo rtsch re iten d em  V o rtrieb  wird am  S treck en en d e  die Z e itd au er d er V e n ti
la tio n  t =  0 b e tra g e n  u n d  d ie L eb en sd au er des A nfan g sab sch n itts  der S trecke  
von  der G eschw indigkeit des O rtv o rtr ie b s  (v) u n d  der L änge der S treck e  (L) 
abhäng ig  sein:

t _
v

In  einem  beliebigen P u n k t  der S trecke , wie ihn  die K o o rd in a te  x  k e n n 
zeichnet (B ild  1), w ird  also d ie  Z e itd au er d er V en tila tio n  be i g leichb le ibender 
O rtvo rtriebsgeschw ind igke it

v v

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



WINDKANALVENTILATION IN ORTSVORTRIEBEN 2 5 9

b e tra g e n . In  einem  beliebigen P u n k t d e r S trecke h ä n g t also die Z e itd au er, 
das A lte r der V en tila tio n , von  der G eschw indigkeit des O rtv o rtr ie b s  u n d  der 
Z e it ab , die seit B eginn des O rtv o rtr ie b s  v e rs trich en  is t .

U n te r  d er A n n ah m e, d aß  d e r W ä rm e ü b e rtra g u n g s fa k to r  zw ischen dem  
e n tla n g  d er S trecke  d ah in s trö m en d en  W in d  und  d er S treck en w an d  unen d lich  
is t , u n d  die län g sg erich te te  W ärm eströ m u n g  in der S treck en w an d  a u ß e r  a ch t 
gelassen w ird  [1, 3, 5], k a n n  die W ärm em enge  [7], w elche v o n  den um gebenden  
G estein  aus in eine S tre c k e n a b sc h n ittse in h e it e in strö m t, m it H ilfe der G leichung

q =  lF(rp){TK -  T 0)

e r fa ß t w erden , wo T K [°C] die A u sg a n g s te m p e ra tu r  des G esteins u m  die 
S treck e , A  [kcal/m , h , °C] der W ärm e le itu n g sfak to r des G esteins u n d

8
F(y.) =  —  ------- --------------

л ) д  I l {ß)  +  Yl (ß)

dß

T
ein d im ensionsloses In te g ra l is t, in  dem  y> =  а ■ At /R2 d ie F o u rie r-Z ah l, а 
[m 2/h ] der T e m p e ra tu rle itu n g s fa k to r des G esteins, At  [h] die V en tila tio n s
d a u e r  irgendeines beliebigen P u n k te s  d e r S trecke u n d  R  [m ] den  R ad iu s  der 
S treck e  d a rs te llt. D ie F u n k tio n  F(ip), in  w elcher I n u n d  Y ü B esse l-F u n k tio n en  
e rs te r  u n d  zw eiter A rt u n d  О-te r  O rd n u n g , ß die V a ria n te  des In te g ra ls  sind , 
s in d  tab e lla risch  zu sam m en g efaß t [7].

Ü b er die F o u rie r-Z ah l is t die W irk sam k eit d e r  in  W arm b erg w erk en  
an g ew an d ten  W in d k a n a lv e n tila tio n  v o n  der G eschw ind igkeit des S treck en 
v o rtr ie b s  abhäng ig . Die K lä ru n g  d er au c h  ansonsten  v e rw ick e lten  th e rm isch en  
U m stän d e , wie sie bei w in d k an a lb e lü fte ten  S treck en v o rtr ieb en  von  B erg 
w erk en  m it k lim atisch en  S chw ierigkeiten  obw alten , w ird  d u rch  diesen neuen , 
b ish e r u n b e a c h te ten  F a k to r  noch  zu sä tz lich  erschw ert. Zw ecks der re la tiv  
e in facheren  L ösungsm öglichkeit w ird  das Z eita lte r d e r S treck e  m it der L änge 
L  m it d er H ä lfte  des W ertes b e rü c k s ic h tig t, der m an a u f  G ru n d  d er S treck en 
v o rtrieb sg esch w in d ig k e it e rm itte lt  w o rd en  is t; fe rner w ird  angenom m en , daß  
d e r a u f  diese W eise begangene F eh le r vern ach lässig t w erd en  k a n n . In  diesem  
F a ll is t

/1 f _  L
^ D u r c h s c h .  “  л  —  ~Z '2 2v

D ie F ourie r-Z ah l k a n n  som it fo lgenderm aßen  au fgesch rieben  w erden:

ab
гр =  ---------  .

2 v R 2
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Im  B ild  2 is t fü r  versch iedene S treck en v o rtrieb sg esch w in d ig k e iten  die F u n k 
tio n  F(y>) in  A b h än g ig k e it von  d e r S trecken länge  bzw . dem  d u rch sch n ittlich en  
S treck en ze ita lte r d a rg es te llt. Im  B ild  2 is t  d er T e m p e ra tu r le itfa k to r  a =  
=  2,8 • 10_3 m 2/h , d er R ad ius d er S trecke  R  =  1 m . A us dem  D iagram m  
g eh t k la r  h ervo r, d aß  bei G eschw ind igkeiten , w ie sie im  B e rg b a u  V orkom m en, 
F(ip) fü r S treck en , deren  L änge ü b e r 200 m  lieg t, zw ischen 3 u n d  6 v a r iie r t, 
h a n d e lt es sich h ingegen  u m  S treck en , die k ü rz e r  als 200 m  sind , u n te rlieg t 
F(xp) g rößeren S chw ankungen .

Iiild 2

N un soll u n te r  den v o ran g eh en d  gesch ilderten  U m stä n d e n  der von der 
W in d k a n a lv e n tila tio n  a u f die L ü ftu n g  von  S tre c k e n v o rtr ie b en  in H eißberg 
w erken  au sg eü b te  E in flu ß  u n te rs u c h t w erden .

Die zu e ra rb e iten d en  R e su lta te  lassen  auch  Schlüsse in  Bezug au f die 
in  dieser A b h an d lu n g  n ich t an g esch n itten en  P rob lem e d e r k ü n stlich en  K ü h 
lu n g  zu.

II. W in d k an a lv en tila tio n  m it b lasender W e tte rfü h ru n g

N ach  den B ezeichnungen  a u f  B ild  3 s trö m t im  L u f tk a n a l m it der L änge 
L  u n d  dem  H alb m esse r r die W indm enge V. D er den W in d k a n a l b e tre te n d e  
W ind  h a t  die T e m p e ra tu r  T ;u, diese e rh ö h t sich a u f  dem  W ege zur A u s tr i t ts 
stelle  des W indes u n d  b e trä g t  d o rt T L. D ie E n d te m p e ra tu r  des über die 
S trecke  zu rü ck strö m en d en  W indes b e trä g t T 0(). D ie u rsp rü n g lich e  T e m p e ra tu r  
des G esteins, das die S trecke u m g ib t, b e trä g t  T K. E in fach h e itsh a lb e r w ird  
angenom m en, d aß  d er W in d k an a l k o n zen trisch  zur S trecke  lie g t, die ein K re is
p ro fil h a t.
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Die W ärm em enge, w elche v o n  einem , in  d er L ängsachse des W in d k an a ls  
liegenden  E le m e n ta rab sch n itt aus in  den L u ftk a n a l h in e in s trö m t, b e trä g t:

dqt =  2лr • d* • k ( T 0 — T;) . (1)

D er W ärm ed u rch g an g sfak to r к in  d er G leichung (1) e n th ä lt  den W ä rm e 
ü b e rtra g u n g s fa k to r  der S tra h lu n g  zw ischen S treck en w an d  u n d  A ußenfläche  
des W in d k an a ls , ferner para lle l (oc1 +  a 2) den  W ärm eü b erg an g sfak to r zw ischen 
dem  W ind , der en tlang  der A ußenfläche  des W indkana ls ab z ieh t u n d  dem

s

TK \

f /г VoM TL
А

//
\■УПL “ * /

J
/
/
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/
" TIM _____

/ / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / .

L

7 7 /

Bild 3

W in d k an a l sowie den W ä rm e ü b e rtra g u n g s fa k to r  zw ischen dem  sich im  W in d 
k an a l bew egenden  W ind u n d  d e r In n en fläch e  des W indkana ls (a2); som it is t [6]

<X1 +  Xs OCo

W ie dies bei dünnw an d ig en  R ö h ren  ü b lich  is t, w urde die W ärm ele itu n g , 
die in n e rh a lb  der K an a lw an d  erfo lg t, u n b e rü ck s ich tig t gelassen.

Bei d e r B erechnung d e r W ä rm e ü b e rtra g u n g sfa k to re n  d er G leichung 
(1) w urde  angenom m en, d aß  d ie  T e m p e ra tu r  d er S treck en w an d  d er des W indes 
in  d er S treck e  gleich ist.

D ie W ärm em enge dqi e rh itz t  den sich  im  W in d k an a l bew egenden  W ind

dq, =  cpy V  ■ dT,  . (2)

In  d er G leichung b eze ich n e t cp die spezifische W ärm e des W indes, у  is t 
das a u f  G ru n d  der D u rc h sc h n itts te m p e ra tu r  e rm itte lte  spezifische G ew icht.

D er in  der S trecke rü c k s trö m e n d e  W in d  höherer T e m p e ra tu r  g ib t im 
W in d k an a l die W ärm em enge

dqv =  2 лг  ■ dx ■ h ( T 0 — T/) (3)
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ab . S e lb s tv e rs tän d lich  e rfa ß t der W ärm ed u rch g an g sfak to r h die W ä rm e 
s tra h lu n g  n ic h t, sie lä ß t  sich  m it H ilfe d er fo lgenden G leichung b e rech n en :

X1 X2

D er in  d er S treck e  in  R ü ck strö m u n g  begriffene W ind  w ird  d u rc h  die 
vom  G estein aus in  die S treck e  h in e in strö m en d e  W ärm e e rh itz t. Diese b e re c h 
n e t  sich m it d er G leichung:

dq =  l  ■ F(y ){ TK — T 0) dx. (4)

Die W ärm em enge, die den  en tlan g  des W in d k an a ls  d ah in s trö m en d en  W ind 
e rw ärm t, b e trä g t:

dq — dqv =  — cpy V  ■ d T a . (5)

(Die S trö m u n g srich tu n g  des sich über die S trecke  h in  bew egenden W indes is t 
d er positiven  R ic h tu n g  d e r A chse x  en tg eg en g ese tz t, d a h e r das n eg a tiv e  V o r
zeichen.)

Aus den G leichungen  (1) u n d  (2) e rh ä lt  m an die folgende D iffe ren tia l
gleichung:

Cp y F  ̂  ̂ d T J . r p __ rji

2 лгк dx  "

w äh ren d  aus den G le ichungen  (3), (4) u n d  (5) u n te r  H eran z ieh u n g  der B ezeich
nungen

а = cpY  
2 л г к

u n d

die R elation

2 л  r

n k V  а —  у
h

dTu T
| 1 + t ) + t ' = -

b rp
dx Jo h K

(7)

h e rv o rg eh t.
D urch E lim in a tio n  von  T u aus den G leichungen (6) u n d  (7) e rh ä lt m an 

die folgende inhom ogene D ifferen tia lg leichung  zw eiter O rdnung :

d2T, m  — n dT, m ■ n
dx2 V  dx V 2

m • n
y i (8)
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in  der G leichung (8) w urden d ie  fo lgenden B ezeichnungen  an g ew an d t: 

b +  h — к
2 ak

b +  h - k  
2 ak

1 +

r1 +

4 bk
(6 +  h -  k)2 

4 bk
(b +  h  -  fc)2

+ 1

1

Die c h a rak te ris tisch e  G leichung des hom ogenen Teils der G leichung 
(8) is t, wie folgt:

„ m — n m • n
r , 2 -----------------------n ------------------ —  0

V  V 2

D ie Lösung d e r G leichung zw e iten  G rades la u te t :

m n

E in e  p a r tik u la re  Lösung der inhom ogenen  G leichung ist:

T , =  T K .

Die allgem eine L ösung der D iffe ren tia lg le ich u n g  (8) is t also:

TK T  =  A e0lX +  B 2 e-jX =  A  ex p  (mx/V)  +  В  exp  ( -nx/V ) .

D ie T e m p e ra tu r  des über die S treck e  d ah in s trö m en d en  W indes k a n n  
also a u f  G rund der G leichung (6) aus d e r  fo lgenden R e la tio n  b erech n e t w erden :

T K — T 0 =  A (  1 -f~ та) exp ( m x /V )  +  ß ( l  — na) exp  ( — nx/V)  .

Die In te g ra tio n sk o n s ta n te n  A  u n d  В  w erden u n te r  der B ed ingung  
e rm itte lt ,  daß  an  d e r  Stelle, wo x  == L  is t, also am  E n d e  des W in d k an a ls , 
die T e m p e ra tu r  des s ich  im  W in d k an a l u n d  die des in d er S trecke  bew egenden 
W indes e inander g leich  sind:

T,(L) =  T 0 (L) =  T l

Ti(x), d. h . die T em p era tu r des W indes im  W in d k an a l, k a n n  also aus 
d er G leichung

TK — Ti(x) _  m n  j exp [m(x  — L) /V]  e x p [ — n(x — L)/V] 
TK — Tf m -\- n \ m n (9)
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Т п(ж), die T e m p e ra tu r  des W indes in d er S trecke, aus d e r G leichung

T o ( x ) rn n I 1 -f- rna
exp [m(x — L ) / V ]

( 10)

1----- na^ eXp j и(дс L)/V)\
n

fü r  jede  beliebige Stelle e rm itte lt  w erden .
M eistens is t  die T e m p e ra tu r  T 0(0) =  T (IU des an  d e r S telle x =  0 den 

W in d k an a l b e tre te n d e n  W indes b e k a n n t, u n d  es w ird  die T e m p e ra tu r  gesuch t, 
die am  S treckenende  h e rrsc h t. D ie E rm ittlu n g  dieses W ertes  erfo lg t be isp ie ls
w eise, w enn Ti  b e k a n n t is t, u n te r  H eran z ieh u n g  der G leichung  (9) a u f  G ru n d  
d e r folgenden R ela tion :

TK Tl __ m +  n  ......................  1
TK — Tle m n  exp( — mL/V) exp(nL/V)

m n

Die T e m p e ra tu r  T 00 des in  der S trecke  rü ck strö m en d en  W indes lä ß t  sich  
u n te r  V erw endung  der G leichungen  (9) u n d  (10) m it H ilfe  der fo lgenden 
R e la tio n  berech n en :

f  та  1 na , ,
-------- e x p ( m L /V )  -|----------------exp  (nL /V)m ix

---- exp  ( — mL/V )  -|----- — exp (nL /V)
m n

( 12)

III. Windkanalventilation mit saugender Wetterführung

Bei d er W in d k a n a lv e n tila tio n  m it saugender W e tte rfü h ru n g , wie sie 
d as  B ild 4 d a rs te llt , is t die S trö m u n g sric h tu n g  des am  S treckene ingang  e in 
tre te n d e n  W indes übera ll d er d e r  W in d k an a lv en tila tio n  m it b lasen d er W e tte r 
fü h ru n g  en tgegengesetzt.

D er W in d , der den W in d k a n a l d u rc h s trö m t, g ib t an  die S trecke die 
W ärm em enge

dqi =  2 лг ■ dx ■ k ( T ; — T„) (13)

ab . D as ü b e r die bei der b lasen d en  W e tte rfü h ru n g  an g ew an d ten  B ezeichnun
gen G esagte h a t  auch  h ier G ü ltig k e it.
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D u rch  E n tz u g  d e r W ärm em enge dq, k ü h lt sich der im  W in d k a n a l 
bew egende W ind  a b :

dqi =  cp y V  ■ dTi  . (14)

(D a es sich  h ie r um  eine A bkühlung  h a n d e lt , so llte  ein negatives V orzeichen 
angew endet w erden , doch  infolge des S trö m u n g sv erlau fs , der der p o sitiv en  
R ich tu n g  der Achse x  en tgegengese tz t is t , w ird  das positive  V orzeichen b e i
b eha lten .)

D er W ind , der d ie  S trecke d u rc h s trö m t, w ird  von  der G esteinsw ärm e 
e rh itz t:

dq =  ?.F(x)(TK -  T 0)dx . (15)

Im  gleichen Sinne w irk t sich auch die aus dem  W in d k an a l erha ltene

dq0 =  2rrr • dx ■ h ( T , — T 0) (16)

W ärm em enge aus; die Sum m e derse lben  fü h r t  zur E rh itz u n g  des sich ü b e r 
die S trecke  h in  bew egenden  W indes:

dq +  dqv =  cp y V  ■ d T „ . (17)

Aus den G leichungen 
gleichung:

(13) u n d  (14) e rh ä lt  m an  die folgende D ifferen tia l-

CpYV 
2 n rk

dT,
dx

+  Tr i m

w ährend  aus den G leichungen (15), (16) u n d  (17) die D ifferen tia lg leichung

k V — a —  V
h

dTn
dx

-  T 1 + T , = (19)

herv o rg eh t.
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Die G leichungen  (18) u n d  (19) lassen  sich d u rch  E lim in a tio n  von T u in  
eine lineare , inhom ogene  D iffe ren tia lg le ichung  zw eiter O rd n u n g  um fo rm en :

d2 Tl m  — n
h x 2 "  V ~

dT,
dx

m ■ n
V 2

T ,=
m ■ n

V 2
T ( 20 )

D ie G rößen m  u n d  n in den G le ichungen  kön n en  m itte ls  den  R ela tio n en  
e rrech n e t w erden , die a n h a n d  der D arleg u n g  der V en tila tio n  m it b la sen d e r 
W e tte rfü h ru n g  a u fg es te llt w orden sind .

Die c h a ra k te ris tisch e  G leichung des hom ogenen  Teils der G leichung (20) 
is t  w ie fo lg t:

ft)2 +
m  — n
----------- со

V
m ■ n

V 2
=  0 .

Die L ösung  d e r D iffe ren tia lg le ich u n g  zw eiten  G rades la u te t :

n m

Die p a r tik u la re  L ösung der inhom ogenen  D ifferen tia lg leichung  is t:

T  — T  —  1 k -

U n te r E in se tz u n g  d er W erte  co1 u n d  co2 sowie B each tu n g  der B ed ingung , 
d a ß  an  der S telle  x  =  L,  1 \(L)  =  T 0(L) =  T L is t , e rg ib t sich fü r  die W in d 
k a n a lv e n tila tio n  m it saugender W e tte rfü h ru n g  die T e m p e ra tu r  des den W in d 
k a n a l d u rch strö m en d en  W indes zu

TK — 1 i(x ) 
TK -  TL

m  • n 
m n

exp [ — m(x L ) / V ] ! e x p [n(x —L)/V]  
m n

( 21 )

Die T e m p e ra tu r  des ü b er die S treck e  d ah in strö m en d en  W indes k a n n  fü r  
jed e  beliebige S telle  m itte ls  der G leichung

TK — T0(x) m ■ n 11

к

+

m -f- n

1

e x p [—m(x—L)/V]  +

na
exp  [n (x  — L)/V]

(22)

e rm itte lt w erden .
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In  K en n tn is  d er T em p era tu r  T 00 des W indes, der die S trecke b e t r i t t ,  
k a n n  die T e m p e ra tu r  T L am  S treck en en d e  a u f  G rund  d e r fo lgenden G leichung 
e rm itte lt w erden:

t k ~ t l

TK -  Tw
m  4- n 1

ma
exp  (mL/V)

1 — na ■ (23)
exp  ( — nL/V )

Die T e m p e ra tu r  des im  W in d k an a l rü ck strö m en d en  W indes lä ß t s ich  m it 
H ilfe der G leichung

----- exp  (mL /V)  -j----- — exp  ( — nL /V )
m n

T  _ T  1 4 -  ma , ,rr. 1 — na
XK ou ------ — exp (mL/V)- \-------------- ex p ( — nL/V)

TK ~ T lo _
(24)

berechnen .

IV. Bestimmung der erforderlichen Menge an Ventilationswind für die Wind
kanalventilation mit blasender und saugender Wetterführung

A n h an d  d er E rm ittlu n g  der V en tila tio n sd au e r w u rd e  fe s tg es te llt, daß  
in  A b h än g ig k e it von  der G eschw indigkeit des S treck en v o rtrieb s  u n d  der 
S treck en län g e  d e r U m stan d  a n n ä h e rn d  b e rü ck sich tig t w erden  k an n , d a ß  m it 
fo rtsch re iten d en  O rtsa rb e iten  die V en tila tio n sd au e r an  je d e r  S telle u n te r 
schiedlich  is t; m it anderen  W orten  a u sg ed rü ck t, v a r iie r t die zur gleichen Zeit 
vom  G estein aus in  die S trecke gelangende W ärm em enge v o n  einem  S tre c k e n 
a b sc h n itt zum  an d eren .

B ei der B erechnung  der E rw ä rm u n g  des in  der S trecke  bzw. im  W in d 
k a n a l d ah in s trö m en d en  W indes im  F all, daß  F(xp) =  f (v ,  L)  b e k a n n t is t, 
k ö n n en  m  u n d  n fü r  einen gegebenen S treck en h a lb m esser u n d  T e m p e ra tu r 
le itu n g sfa k to r  b e s tim m t w erden.

W enn  der B ad ius des W in d k an a ls  r =  0,2 m  u n d  d er W ärm e le itu n g s
koeffiz ien t des G esteins À =  1,7 k ca l/m  h  °C is t, w erd en  die W ä rm e d u rch 
g an g sfak to ren  in n e rh a lb  der W ertg ren zen  h  =  1 b is 2 k ca l/m 2 h °C u n d  k =  
=  4 bis 6 k cal/m 2 h  °C liegen [4, 6]. F ü r  diesen F a ll s ind  die F u n k tio n e n  
m =  m[F(xp)] u n d  n =  n[F(гр)] aus dem  B ild  5 ersich tlich . Aus den B ildern  
2 u n d  5 geh t h e rv o r, daß  sich die F u n k tio n  n[F(y>)] in  A b h äng igke it v o n  der 
V en tila tio n sd au e r, d aß  h e iß t der G eschw ind igkeit des S treck en v o rtrieb s , k au m  
ä n d e r t;  den h au p tsäch lich s ten  E in flu ß  a u f sie ü b t  d e r W ä rm ed u rch g an g s
fa k to r  aus; die Ä n d eru n g  von  m[.F(i/>)] als F u n k tio n  v o n  F(ip) k an n  m it g u te r 
A p p ro x im atio n  als lin ear angesehen  w erden , von  den  W ä rm ed u rch g an g s
fa k to re n  is t sie jed o ch  n u r  in  geringem  M aße ab h än g ig . Die d u rc h  die
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G eschw indigkeit des S treck en v o rtrieb s  u n d  der V en tila tio n sk an a llän g e  b e 
s tim m te  V en tila tio n sd au e r ü b t  daher bei d e r W in d k an a lv en tila tio n  ü b er die 
F u n k tio n  m =  m\F(ip)] E in f lu ß  au f die E rw ä rm u n g  des W indes aus.

W enn  die S treck en v o rtrieb sg esch w in d ig k e it, geom etrischen  D im ensionen 
u n d  geo therm ischen  D a te n  gegeben sind , k a n n  a u f G rund  d er B ilder 2 u n d  
5 die T em p era tu r  des O rtes  oder die T e m p e ra tu r  an  e iner beliebigen Stelle 
d e r  S trecke als F u n k tio n  d e r S trecken länge e rm itte lt w erden.

Zwecks A nw endung  d e r vorangehend  gesch ilderten  B erechnungsm ethode  
w erden  fü r die S treck en v o rtrieb sg esch w in d ig k e it v =  100 m /M onat u n te r  
H eran z ieh u n g  der G le ichungen  (11) u n d  (23) die F u n k tio n en

u n d

V h, =  V h L,

V  =  Vr S -----  ’ s L,

b e s tim m t (Bild 6 u n d  7), w obei Vbl und  F s die fü r  die W in d k an a lv en tila tio n  
m it b lasen d er bzw . sau g en d e r W e tte rfü h ru n g  erforderlichen  W indm engen  
bezeichnen .
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B ild  7

W ie aus dem  B ild  6 e rsich tlich  is t, kann  die d arg este llte  F u n k tio n  fü r 
W in d k a n a lv e n tila tio n  bei besonders großen  S trecken längen  u n d  V e n tila tio n s
w indm engen  in der folgenden F o rm  aufgeschrieben  w erden  :
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Dieselbe F e s ts te llu n g  t r i f f t  au ch  fü r  die a u f  dem  B ild  7 d a rg este llte  W in d 
k an a lv en tila tio n  m it sau g en d er W e tte rfü h ru n g  zu, wo

ist.

=  gs
TK - T L
TK — 1ад ,

Im  a llgem einen  d ü rfte  dies au ch  aus d e r T a tsach e  h erv o rg eh en , daß sich 
m  und  n in den  G leichungen  (11) u n d  (23) bei g roßen  W indm engen  und  S trek- 
kenlängen  k a u m  ä n d e rn , som it kom m en  die G rößen  V  u n d  L  n ic h t gesondert, 
sondern  n u r in  F o rm  des Q u o tien ten  V/L v o r.

40

‘C
36

32

28 

24 

20
0 50 700 150 200 L 250 300 350 4 00  m 450

B ild  8

Es k ann  also  das b ed eu tsam e  R e su lta t fe s tg e s te llt w erden , d aß  besonders 
be i größeren W in d m en g en , bei w achsender S treck en län g e  die k lim a tisch en  B e
d ingungen im  B ergw erk  am  S treckenende  so g u t wie u n v e rä n d e rt b leiben , w enn 
die V en tila tionsw indm enge der S trecken länge  d ire k t p ro p o rtio n a l e rh ö h t w ird.

Aus den B ild e r (6) u n d  (7) geh t h e rv o r, d a ß  bei einer zulässigen H ö ch st
te m p e ra tu r  des O rtes  T L =  28 °C, e iner u rsp rü n g lich en  G este in s tem p era tu r  
T K =  40 °C u n d  w enn  die T e m p e ra tu r  des e ingeblasenen  bzw . e ingesaugten  
W indes Tiobi =  T 00s =  20 °C is t, fü r  eine S trecken länge v o n  L  =  400 m  
in  b lasender W e tte r fü h ru n g  im  W in d k an a l die W indm enge V  =  7400 m 3/h  
erforderlich  w äre , w ird  h ingegen saugende W e tte rfü h ru n g  v e rw en d e t, so lä ß t  
sich  die A ufgabe d u rc h  E rh ö h u n g  der W indm enge  ra tio n a l g ar n ic h t m ehr 
lösen , denn die n ö tig e  W indm enge V  w ü rd e  in  diesem  F a ll m ehr als 
20 000 m 3/h  sein.

A uf B ild 8 w u rd e  die V erän d eru n g  d er T em p era tu ren  T l0(x) u n d  T 00(x) 
en tlan g  des W in d k a n a ls  bzw . der S treck en län g e  fü r  den F a ll e ingezeichnet,
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daß  die b e fö rd e rte  W indm enge V  =  6000 m 3/h , die T e m p e ra tu r  des zuge
fü h rte n  W indes 20 °C u n d  die u rsp rü n g lich e  G es te in s tem p era tu r  =  40 °C 
b e tru g . D ie jiu n k tie r te n  L inien zeigen die T em p era tu ren  des im  W in d k an a l, 
die g estrich e lten  die des en tlan g  d er S trecke  d ah in s trö m en d en  W indes an ; 
die k o n tin u ie rlich e  L inie s te llt die T e m p e ra tu ren  d ar, die sich am  S treck en 
ende bei der V en tila tio n  m it b lasen d er bzw . sau g en d er W e tte rfü h ru n g  e in 
ste llen .

D er S ch luß , der sich h ieraus ziehen lä ß t , h a t  fü r  den gesch ilderten  Fall 
u n d  au ch  im  allgem einen G ü ltig k e it: be i e iner W in d k a n a lv e n tila tio n  m it

sau g en d er W e tte rfü h ru n g  liegt die W in d te m p e ra tu r  am  S treck en en d e  in  den 
p ra k tisc h  v o rk o m m en d en  F ällen  h ö h er als bei b lasen d er W e tte rfü h ru n g . 
Diese F e s ts te llu n g  k an n  auch  d u rch  D iv id ieren  d er G leichungen (11) u n d  (23) 
b e leg t w erden . S ind  näm lich  die T e m p e ra tu ren  des in  b lasen d er bzw . saugender 
W e tte rfü h ru n g  eingeblasenen W indes e in an d er gleich (T /0;,; =  T 00s), so k an n  
die fo lgende U ngleichung au fgeste llt w erden :

1 +  ma 1 — na
------------ exp ( m L / V ) -|---------------- exp  ( — nL jv  )

4 M

4s -  exp  ( — m L/V )  -\— — exp  (n L / V ) 
m n

> 1 .  (25)

D ie U ngleichung  (25) lä ß t  sich fo lg en d erm aß en  u m form en :

na )>
exp  (nL/V)  — exp ( — nL/V)  
exp  (mL/V)  — exp ( — nL/V)

n
m

exp (mL/V)  — ex p  ( — mL/V)  
exp  (mL/V)  — exp  ( — nL/V)

- ^ e x p  (nL /V)  . 
n

(26)
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A uf Bild 9 is t  die a u f der re c h te n  Seite der U ngleichung  (26) befind liche 
F u n k tio n  /( ra /n , en Z ) fü r versch iedene  W erte  von  en LV im  In te rv a ll 
1 <  e n L <  4 in A b h än g ig k e it von  m/n e ingezeichnet. In  den F ällen , wo 
m /n  >  1 ist — diese kom m en in der P rax is am  h äu fig sten  v o r — h a t  die 
F u n k tio n  den W e r t  / (m /n , en"  ) <  0, dann  e rfü llt sich also die U ngleichung, 
weil der links s teh en d e  A usd ruck  positiv  ist. In  dem  p ra k tisc h  se ltenen  F a ll, 
d aß  0 <  m/n <  1 is t, geh t die E rfü llu n g  der U ng le ichung  aus B ild 9 h e rv o r.
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VENTILATIO N OF AIR C H A N N E L S FOR D R IFT S IN  HOT M INES

I. TA RJÁN

SUM M ARY

Thermic conditions prevailing in drift advances of hot m ines having forcing ventilation  
du ct are investigated . A m ethod su itab le for the practical purposes of determ inating air 
heating is worked out tak ing that fact in to  consideration, that the tim e needed for ventilation  
is both  a function of the ve loc ity  the heating is driven w ith and the length  of the heading  
as well. The investigations carried out lead to the im portant result, that w ith a higher v en 
tila tion  air rate and longer headings clim atic conditions prevailing at the end of the coal 
face keep approxim ately constant, if  the air rate fed in is enlarged proportionately to the  
len gth  of the heading. Another im portant result that em erged from the investigations w7as 
th a t it  could be proved; ventilation  w ith  suction air supply in  cases relevant for practical 
work is able to guarantee higher air tem perature at the dean than one working w ith a blowing 
air supply.

VENTILATIO N PA R  CO NDUITES D ’A IR  DANS LES EXPLO ITATIO NS PA R  TAILLE
EN ATM O SPH ÈRE CH AUDE

I. TA RJÁ N

RÉSUM É

L’étude exam ine les conditions therm iques de l’aérage par soufflage et par aspiration  
au creusem ent des galeries en atm osphère chaude. Elle propose une m éthode de calcul rapide 
perm ettant de déterm iner réchauffem ent de l’air, com pte tenu du fait que la durée d’aérage
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de la galerie est fonction de la vitesse de l’avancem ent et de la longueur de la galerie. 
L’exam en aboutit à une constatation im portante, à savoir qu’en cas d’un débit d’air 
frais e t d ’une longueur de galerie plus grands, les conditions clim atiques restent approxim a
tivem en t identiques au fond de la galerie, si l’augm entation  du débit d’air est directem ent 
proportionnelle à celle de la longueur de galerie. U n autre résultat essentiel de l’étude a 
été de démontrer qu’au fond de la galerie la tem pérature de l’air est supérieure, dans les 
cas pratiques, en cas de ventilation  aspirante, à celle observée en cas d’aérage soufflant.

ВЕНТИЛЯЦИЯ ВОЗДУШНЫМИ КАНАЛАМИ ПРИ ПРОХОДКЕ ШТРЕКОВ 
НА ШАХТАХ С ВЫСОКОЙ ТЕМПЕРАТУРОЙ

И. ТАРЬЯН

РЕЗЮМЕ

В работе исследуются термические условия вытяжной и нагнетательной венти
ляции по вентиляционным каналам при проходке штреков в пихтах с высокой темпера
турой. Приводится метод, пригодный для выполнения практических расчетов по опре
делению температуры воздуха, учитывая при этом также и то обстоятельство, что про
должительность вентиляции штрека является функцией скорости проходки штрека и 
длины штрека. В результате проведенного исследования сделан важный вывод, что при зна
чительных количествах вентилирующего воздуха и длине штрека в рабочем месте, в конце 
штрека климатические условия шахты остаются приближенно одинаковыми, если с 
увеличением длины штрека прямо пропорционально увеличивается количество ветиля- 
ционного воздуах. Другим существенным результатом данной работы является доказательст
во того, что при вентиляции вентиляционным каналом вытяжной системы в конце штрека, во 
в стречающихся в практике случаях, температура воздуха является более высокой, чем 
при вентиляции по нагнетательной системе.
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A PRACTICAL DETERMINATION METHOD 
FOR BENDING MOMENTS IN STRAIGHT BARS 

UNDER COMBINED BENDING AND COMPRESSION

J. SZIDAR O V SZK Y
M INISTRY OF COMMUNICATION, BUDAPEST 

[Manuscript received Decem ber 9, 1960]

One of the m ethods used to determ ine bending m om ents arising in a laterally loaded  
com pressed bar, calculates the bending m om ents in the non-com pressed bar and m ultiplies 
the so obtained result w ith  an increasing factor.

This m ethod was proved in the past for bars o f constant section only. This study proves 
th is m ethod for bars having a variable section  and, to evaluate the increasing factor, proposes 
a num erical m ethod presenting more exact results.

1.0 Introduction

A freq u en t p rob lem  in  en g ineering  p rac tice  is to  design bars u n d e r  
com bined  com pression and  bend ing .

T here ex ists a m a th e m a tic a l an d  p ra c tic a l so lu tion  for b a rs  o f c o n s ta n t 
sec tion  under sim ple load ing  (e.g. in  H u n g a ria n  S pecifications for Highway- 
B ridges). For a v a riab le  section  or an  u n u su a l load ing , th e  design ing  eng ineer 
has to  ap p ly  som e a p p ro x im a tiv e  m e th o d  [2], [3].

One of these ap p ro x im a tiv e  m eth o d s is t h a t  b y  V ianello , w ith  the  basic  
fo rm u la  of

M  — M g P  • y g (1.1)

w here M g and  y g are th e  bend in g  m o m en t a n d  th e  d eflec tion  resp ., due to  
tra n sv e rse  load ing , an d  P  th e  com pression .

A no ther, w idely  app lied  m e th o d  is to  d e te rm in e  th e  b en d in g  m o m en t 
in  an  uncom pressed  b a r  and  m u ltip ly  i t  b y  a coefficient

( U )

H ere P  is th e  com pressive force, a n d  Pcr th e  f ir s t ,  leas t c r itic a l force. A pp li
ca tio n  o f th is m e th o d  is verified  o n ly  for b a rs  o f c o n s tan t sec tion  [5]. Below , 
its  v a lid ity  to  bars o f  v ariab le  sec tio n  will be d e m o n s tra te d  an d  a sim ple 
m e th o d  for re fin in g  i t  w ill be p re sen ted .
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2.0  Increasing  th e  bending m om en t

In  a b a r  o f  s tr a ig h t  axis b e tw een  su p p o rts , th e  b en d in g  m o m en t due 
to  th e  tran sv erse  lo a d  is (F ig. 1)

M  =  M , +
M r — M,

l
x  +  M s

w here  M ; an d  M r are  m om ents a t  th e  left-side an d  rig h t-s id e  su p p o rts  re sp ., 
M s is a sim ple b eam  m om en t due to  la te ra l  load , an d  l is th e  sp an . T his b a r  
m a y  be a m em ber o f  a con tinuous g ird e r or a fram ew ork . A cted  u p o n  b y  an  
a x ia l com pressive force P , its  m o m en t will increase to  (F ig. 2)

V/ _ M
M  =  M,- \ ------ r— -̂-----i  x  +  M s + P - y ,

w here y  is th e  d eflec tio n . Since

M  =  - E l  ■ y "

a n d  in tro d u c in g  sy m bo l

, ,  M r — M,  , , . .
M„ — -------------- X -)- Mi  +  M s ,
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d iffe ren tia l equation

or

/ '  +
E I •y = — ■

M g
E I

M"
E I

■ m  =  m :

(2Д)

( 2 , 2)

is o b ta in e d . I f  no tra n sv e rsa l load  is a c tin g , tw ice d iffe ren tia tin g  (2,1) an d
(2,2), le a d s  to  d iffe ren tia l equations

or

* * + r , *  1 V n 
dx2 dx2 E I

(2,1a)

M ' ; +  =  0 
E I

(2,1b)

a p p ro p r ia te  to  d e te rm in e  th e  critical force.
I f  second  d e riv a tiv e  of th e  b en d in g  m o m en t due to  th e  tra n sv e rse  load  

is a ffin  to  th e  p ro d u c t o f  com pressive force P  by  th e  »i«-th b u ck lin g  m om en t 
rrij a n d  b y  th e  in v e rte d  p ro d u c t of f le x u ra l r ig id ity , we o b ta in

щ  =
P  • Ttlj 

E I
(2,3)

S u b s titu tin g  th is re la tio n  in to  (2,2), re la tio n sh ip

M"  -f- ——— (Mj  +  ml) — 0 
E I

(2,4)

can be ded u ced . C om paring  (2,4) an d  (2 ,1b) leads to  th e  id e n tity

Pi ■ Mi =  P(Mi +  mi)
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to  give

M , =
Pi — P

Mi +  ш, = Pi
P i - P

S u b s titu tin g  th is  re la tio n sh ip  in to  (2,4), expression

Pt ■ P m2
M"i =

P i -  P E l

can  be deduced  fo r th e  b en d in g  m om en t increased  b y  com pression. C om paring  
th is  re la tionsh ip  to  (2,3) leads to

M l  =  ■
P , - P

■ M"

or, in teg ra tin g  tw ice , to

Mi = M.  = -----{—  ■
P i - P  s Vi -  1

fo rm ida of increased  b en d in g  m om en t, w ith

P,

(2 ,5)

( 2 ,6 )

as safe ty , ag a in s t th e  »i«-th c ritica l force.
E x p an d in g  in to  series m om ent Mg in  an  u n com pressed  b ar w ith  re sp ec t 

to  th e  »i«-th b u ck lin g  m o m en ts , we o b ta in :

O O

и (2 ,7 )

an d
00 V

M ---- 2  Щ . (2 ,8)

Com pressive force P causes in itia l b en d in g  m o m en t Mg to  increase  to
its  X fold, th a t  is

O O

M =  X • Mg =  к • mi .
i = l
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These tw o re la tio n sh ip s  give

V

C O

1 = 1

(2 ,9)

T heore tically  E q . (2,9) a c cu ra te ly  dete rm in es th e  m u ltip ly in g  coeffic ien t, u n 
fo r tu n a te ly , how ever, i t  does n o t lend  itse lf  to  p rac tica l co m p u ta tio n , req u irin g  
know ledge o f critica l forces an d  o f buck ling  shapes on one h a n d , these  being  
ted ious to  com pu te , a n d  ex p an d in g  m o m en t M g in to  series w ith  re sp ec t to  
m om ents p e rta in in g  to  th e  c ritica l force, a labo rious process, on th e  o th e r h a n d . 
T herefo re, in  w h a t follow s, a m ore p rac tica l an d  sim ple a p p ro x im a tiv e  fo rm ula  
will be deduced , r a th e r  th a n  to  th eo re tica llv  express th e  m u ltip ly in g  coefficient.

3.0 Another term for the multiplying coefficient

M ultip ly ing  coeffic ien t я can  be w ritte n  as:

vi +  ß
Pi -  1

(ЗД)

In  th is  fo rm ula , th e  un k n o w n  ß is a coefficient d epend ing  on b o th  th e  
tran sv e rse  load  an d  th e  com pressive force. In  usual a p p ro x im a tiv e  co m p u 
ta tio n s , th e  ß  v a lue  is zeroed  (see E q . (1,2)).

C om paring  (2,9) a n d  (3,1) leads to

o o

V -

vi +  ß =  К  — !)
1 = 1 Vj — 1

O O

J 2 mi
1 = 1

i ~\ Vj — 1oo
V  m,

i=i

giving

O O

2i=i
vi - 1
Vi -  1

■ V, —  V,
° °  V .
V _ i -

h~2 Vi — 1

2 m ii=l

oo
2 m i
1 =  1

(3,2)
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S u b s titu tin g  fo r m ag n itu d es  ß in  E q . (3,2) th e  re le v a n t te rm s u n d e r 
(2,6), expression

00 Р , — P ,

ß =
У  —  m  p ,  -  poo

1-1

(3,3)

is o b ta in ed .

4 .0  The ß  v a lue  in  special cases

F ro m  re la tio n sh ip  (3,3) i t  c lea rly  ap p ears  th a t  m em b er ß in  th e  m u lt i
p ly in g  coefficient as exp ressed  in  (3,1), depends on th e  fo rm  o f m om en t M g, on 
th e  given sec tion  on th e  f lex u ra l r ig id ity  o f th e  b a r  an d  on th e  com pressive 
force, so i t  is n o t a c o n s ta n t.

E x p ression  (3,3) gives an  e x a c t v a lue  for ß, b u t  i t  is n o t a p ra c tic a l 
fo rm ula .

T erm  in  (3,2) for ß  leads to  th e  expression

w ith

o o

1
v i

i~ ~ 2  V i  —  1 v i

m i

^  V ,
O O

2
1 = 1

m {
Ú V i  -  1

m, V1 m i P , -  P 1 TTli

vi.
oo n 00

1 = 1
p > 2 " ь

1 = 1

a d im ensionless m a g n itu d e  of m o m en t ch a rac te r .
D eno ting  b y  ß 0 th e  ß  value for P  =  0, on th e  basis o f th e  above re la tio n  

sh ips i t  is

“ P , P ,
> -----------~ m i

Ú  P i

OO P

«■=1 “loo
m i

i' = i

oo
2  m i
1=1

(4Д)

B y  com paring  th e  tw o  expressions above

O O

ßo =  J>™i
i =  2
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is o b ta in e d  and  th is  is th e  m o m en t developing in  an  uncom pressed  b a r . In  
i ts  ex p ressio n  ex p an d ed  in to  series o f  buckling  m o m en ts  th e  f irs t  is a b se n t ; 
ß is th e  value of th is  m o m en t in c rea sed  b y  th e  com pressive  force.

M om ent

O O

ß o  =  Щ
1= 2

lack in g  th e  f irs t buck ling  m om en t, w ill be b u t  s ligh tly  increased  b y  a co m p res
sive force sign ifican tly  low er th a n  th e  f i r s t  critical fo rce .T herefo re  w ith  some 
re se rv a tio n s  to  be d iscussed  la te r  — a su ffic ien tly  a c c u ra te  re su lt w ill be ob 
ta in e d  b y  tak in g  ß Q in s te a d  of ß.

A m a tte r  of im p o rtan ce  is t h a t  ß 0 can be d e te rm in ed  w ith o u t e x p an d in g  
th e  m o m en t in to  series w ith  resp ec t to  th e  buck ling  m o m en t.

R ela tionsh ip  for s tra ig h t-a x e d  b a rs  can be w ritte n  as

E l  ' У" =  -  Щ

w hich , w hen  su b s titu te d  in to  (2,1a) gives

d- m d2 Pj
-------------------- L ------------------ L  . y  =  0

dx2 E l  dx2 E l

an d  th u s

Pi d x2 d x2 E l
(4,2)

D iffe ren tia tin g  tw ice  and  a p p ly in g  princip le o f su p erp o sitio n , yealds 
id e n ti ty

OO P

2 !
i=i “ f

— — dx dx =  P x ■ y g ,
E I

(4,3)

w here y g denotes f ic titio u s  deflec tion  due  to  m om ent

M g =  m,- .
f=i

T his is b y  no m eans a rea l d eflec tion , since a t in te g ra tio n , b o th  in te g ra tio n  
c o n s ta n ts  are to  be d e te rm in ed  from  th e  b o u n d ary  co n d itions o f th e  f le x u ra l 
m o m en t, in stead  of fro m  those o f th e  deflection . T h a t is, th e  bend ing  m o m en t
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is to  be dete rm in ed  from  E q . (4 ,3), due to  m ,/E J  d is tr ib u te d  lo ad s. S u b s titu tin g
(4,3) in to  (4,1) th e  exp ression

ß° =  ~ r L ~  1 (4.4)
M g

is o b ta in e d  for.
L e t us determ ine now  v a lu e  of difference ß  — ß 0. F ro m  (3,3) and  (4,1) 

we o b ta in

Aß =  ß

y  P1(Pi -  Л )  

Ü  Pi (Pi -  P)
■m,

C O

2 m i

(4,5)

D eno ting  value o f A ß  fo r  P  — P1 b y  A ßx, i t  is

4 » i  =  -

O r else, from  (4,3) 

H en ce , for P  =  Py

с о  ТУ

У  — — m,
Ä  Pi

C O

2  m'
/  =  1

Mg

Aßi — ~z~~ _ л -

Mg M,

оо ТУ

2  - у  т ‘1 = 1 Г I
м.

ß ^ ß o  +  A ß ^ - ^ - -  1 .
М„

T he va lu e  ß1 can  also be e x p re ssed  from  (3,2) (Рх =  P )  as

(4,6)

(4,7)

CXD

i=i

th e  sam e as (4,7).
A ccording to  (4,6), A ß  is an  increm ent o f  m o m en t ß 0 due to  th e  com pres

sive force. This m om ent in c re m e n t m onotonously  increases w ith  increase of th e  
com pressive  force. T hus, th e  values ß range fro m  ß 0 to  ßv  since 0 < P ^ P v  
H ence it  is

\ ß o \ < \ ß \ < \ ß 1\ (4,8)

w here  ß1 can  be d e te rm in ed  from  (4,6) or (4,7).
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5.0 Approximation of the multiplying coefficient

From  te rm  for ßx in  (4,6) it  appears th a t ,  if  in. th e  fo rm  of M g, ex p an d ed  
in to  series w ith  re sp ec t to  th e  b u ck ling  m om en ts, th e  f ir s t  buck ling  m o m en t 
is p red o m in a tin g , th e n  th e  value  A ß  is a low  one. N am ely , in  th e  expression  
(4,6) the  n u m e ra to r  does n o t inc lude  th e  f irs t buck ling  m o m en t, while tho se  
o f  a higher o rd e r h av e  to  d iv ide b y  ever increasing  d en o m in a to rs . T herefo re , 
in  th is  case A ß  is sm all an d  can be neg lected  as co m p ared  to  buck ling  sa fe ty  
Pj in  the  form  to  (3,1) o f th e  m u ltip ly in g  coefficient. I f  th e re fo re  such a t r a n s 
v e rsa l load causes a defo rm atio n , in  w hich th e  f irs t  b u ck ling  m om en t p re 
d o m in a tes , p ra c tic a lly  accu ra te  re su lts  are m e t by  th e  a p p ro x im a tiv e  m eth o d  
w here ß 0 is ta k e n  for ß.

In  w h a t follow s, m ethod  in  (1,1) an d  (1,2) will be com pared  w ith  the  
d iscussed  one.

1. F rom  E q . (1,1):

M  =  M g +  P  - yg . (5Д)

T hus
M

a  +  ß0) =

(5,2)

К - l )  ^  +

p ,  —  1

2. F rom  E q . (1,2):

(5,3)

a n d

M  = -

o r, in  an o th e r fo rm

M  =  M  A------- -------M
vi -  1

(5,4)

3.

(5,5)
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v1 +  _  1

M  =  x  M„ =  Vl +  ßo M„ = ------------ M g ---------
* i — 1

1 P
=  M „ + --------------- ' - P

° vt -  1 P

vi ~  1

■yg’

M g =

to  give

M  =  M  -(------- i—— P  -ye .
Vl -  1

vi + ß i
X

1 1

an d

th u s

M  =  x M g = v i  +  ß i  

v > -  1

M„ 1
— 1

V1 - 1
Mg,

M  =  M a + m, .g 1 !  " ' 1

V1 -  1

(5,6)

(5,7)

(5,8)

As to  th e  f irs t m e th o d , com parison  o f  (5,2) to  (5,5) an d  (5,7) clearly  show s 
t h a t  w ith  increasing  force P , th e  fo rm ula  looses accuracy .

As to  th e  second m eth o d , com parison  o f (5,4) w ith  (5,8) d em o n stra te s  
th a t  in stead  of th e  to ta l  bend in g  m om en t, only  p a r t o f i t ,  inc lud ing  th e  f irs t 
b u ck ling  m om ent, has to  increase.

Com parison o f (5,1) w ith  (5,6) c learly  shows th e  d ifference betw een  th e  
f i r s t  m ethod  [E q . (1,1)] an d  th e  p roposed  one, to  consist in  th e  fac t th a t  th is  
l a t te r  takes in to  co n sid e ra tio n  th e  b u ck ling  accord ing  to  th e  second m eth o d  
m u ltip lied  b y  th e  m u ltip ly in g  coefficient suggested  in  th e  f irs t m eth o d  [E q. 
(1.2)].

6.0 Exam ples

6.1 Assum e an ax ia lly  compressed two-hinged bar o f constant section acted upon in the 
m iddle by transversal force Q — 1 t.

This problem could be solved more sim ply than  to be described here, bu t by th is occa
sion illustration and com parison w ill be aimed at.

Buckling shape is a sine curve, hence m om ent expanded into  Fourier-series will be

= 21
Зл X

32
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The m om ent at m iddle, at x =  1/2 is

{ I 'l 21 (  1  1  i  2 1  я 2  1 . .

Or the same, w ritten  in decimals

. ~  11,00000 +  0,11111 +  0,40000 +  0,02041 +  0,01235 +  0,00826 +

+  0,00592 +  0,00444 +  0,00346 +  0,00277 +  0,00227 +  . . . j =  (6,2)

21
=  —  1,23370 =  0,25 1.

F ig . 3

And the deflection at the same spot:

yg (4 H J M ,  , 2 1 3

(■ +  :E l E i n 1

2 13 n x l 3
E l  я 4 96 48 E l

M oment increased b y  the effect of axia l force P  is

—  --------------- f -  -32 (+  -  1) 52 (ps — 1)
M f ±  )  =  * L  ( v' + _ _ _ _ ü _ _ _ _ + _ _ _ _ b  +  ■

The first critical force

From  (4,4) and (4,8) resp.,

Л  =
л 2 E l  

i2

д -  . 1
Po M„

F
n 2 E l  ~48 E l

l2 ‘ “ T i " 1
0,178 ,

(6,3)
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and

T hus

A M„

21
Л 2

-  1 =  ~  — 1 =  — 0,189 .

0,178 1 ^  0,189 .

From  (3,1) is calculated the increased value of m om ent for P  =  0,5 P „  i.e. =  2

2 — 0,178 l , ,  2 — 0,189 Í
—  >  M  >

2 - 1  4 2 — 1 4 ’

1,822 4 - >  M  >  1,811 4 - .4 4

Proportional difference betw een m om ents com puted w ith ß 0 and resp. is

1,822 — 1,811
1 0 0  -  1 . 8 Г Г -  =  ° ’ 6 1 %

i.e . less than 1  per cent.
Critical forces in a bar of constant section increase as squares o f integer num bers, i.e. : 

jq =  2; i>2  =  2 • 2- =  8 ; v3 =  2 • 32  =  18; . . . 

and from  (6,3) the increased m om ent is

M I t ]  3t f  2 18 50 Л
{ 2 ) ~  пг { 2 — 1 +  3Z (18 — 1) +  5J (50 — 1) 4  J ~

= *L(  J ____I 1 I 1 I )
Л2 U  — 0,5 ^  32  — 0,5 ^  52  — 0,5 'r  J

=  ~  ( 2 ,0 0 0 0 0  +  0,11765 +  0.04082 +  0,02062 +  0,01242 +
71i  V

+  0,00830 +  0,00593 +  0,00445 +  0,00345 +  0,00277 +

+  0,00227 4------ j  =  ^  2,24142 =  0,4542 l.

(6 .4)

Expressions (6,2) and (6,4) show how  m arkedly the increase of higher harm onics slows 
dow n, so that their effect m ay be neglected.

(6,2) and (6,4) give exact value for the m ultiplying coefficient as

0,4542
0,25

1,817

show ing a proportional difference of

100
1,822 — 1,817 

1,817
=  0,28 %
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hence taking ß 0 for an exact va lue ß  produces an error less than 0,3% .
M ultiplying coefficient com puted by formula (1,1), is, on the basis o f Eq. (5,2):

* =  1 +  ~  a + /*.) = 1  +  8 =  i,4 ii

i nstead of 1,817, leading to an error percentage of:

—  100
1,411 — 1,817

I d U 7
22,3 %

From  formula (1,2), the m ultiplying coefficient will be:

causing an error of

2 ,

100
2 — 1,817
“ 1,817 10%

6.2
(F ig . 4 ).

Determine moment at m idspan in the same bar acted upon by end moment M  =  1

M*1

In this case the m om ent shape will be quite different from the first buckling shape. 
M oment developing in the uncompressed beam is

2 ЛХ
sin l

2

Moment and deflection at m iddle are

" < (т )-4 (1- т  + т - - )  = 1 й
( -1 )*

П  2 k+ 1
n

T

( l ) _  f f  M dr dr ^ ’ I[ l  1 - 1Ы  JJ E l dxdx~ Е 1 л з \l1 33  + S3 J
2l2 ( ~ l ) k 2 Í2  n 3 l-

E i n 3 “ o ( 2 fc +  l ) 3 E l  n 3 25 16 E l  '
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(4,4) and (4,7) resp., give

л 2 E l  l2

/»„ =  - ' L _ i ^ L _ 1 = ^ _  1 =  0,234 ,

A - - Î 1 = -------  1 = 0 ,2 7 3 .
л

Hence, from (4,8)

0,234 < > ß  <  0,273 .

Again, let the com pressive force be half the critical force, then assum ing r, .=  2, and 
the m ultiplying coefficient com puted w ith  ß 0 and ß { is respectively

and

*u =  ^ 1  =  2,234

2 +  0,273 ^  2,273.
2 —  1

Difference percentage will again be as low as

2,273 — 2,234100
2,234

=  1 ,75% .

This coefficient, com puted from  (1,1), and applying (5,2), will be

к =  1 1  +  ßn 
П

1 +  0,234
1,617

leading to a difference of

100
2,234 — 1,617 

2,234
28,6 % .

Com puting w ith (1,2)

=  2,0

lead ing to an error percentage of

100
2,234 — 20 

2,234
10,5 % .

6.3 Let us determine m idspan moment o f a beam o f  horizontal axis, spanning l =  800 cm, 
acted upon by uniform ly distributed vertical load q =  250 t/m , and b y  a horizontal central
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com pressive force P  =  30 t (Fig. 5). The left-side 300 cm  length  of the beam  is o f a r igid ity  
E l  — 4,055 106  Mp cm 2 and the right-side 500 cm len gth  is E l  — 8,632 10e Mp cm2. This 
numerical exam ple, giving a num erical result of

M  ( y j  =  M  (400) =  2,85 M p m (6,5)

has been discussed in  references [2] and [3].

30 t

£

q=0,25 t/m

Il 11 II 11111111 II 111 II 111 ! 11 MII 111111111 ! 11111M1 ! IM ! IÏÏÏÏ

^ 777' l-SOOcm

300cm 500cm

EJ=4,055 106t  cm EJ= 8,632 106 t  cm 2

F ig. 5

[  G= 7  4=0,25
Il I I I  ! I ! ! 11111 ! ! I l  11111 TTTTTTTi 1111111 П  111111111  M 1 1 Т П Т Т Т П

30t

Fig. 6

In the uncom pressed bar there is a m om ent diagram  as

M g (x) =  -§-*(I -  *) =  -* î-*  -  - J  **,

and in the m iddle

M g (400) =  £ ------- -- - - -  =  =  ° ,2 g 8  - =  2,0Mp m  =  200Mp cm .

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



2 9 2 J. SZIDAROVSZKY

D eflection at m idspan due to a virtual force Q — 1 t acting at m idspan will be deter
m ined by means of principle o f  virtual works (F ig. 6 ):

for
* ^ T ’

MQ =  ^ ( l - x ) for 2 ’

У?»
M Q 'M e j  __ 1

(•300 Q 9
E l  4,055 •10« Jo 2 2

X  • x ( l  —  x )  d x  -f- • 1 f"800 Q
8,632-10« J 400 2

( / - * ) •  f x ( l  -  X) dx  =

3 ,2344-106 +  (3 ,4323-10« +  6,6667-106) =
4,055-10« 8 ,632-106

=  0,7976 +  1,1699 =  1,968 cm.

Critical force can be determ ined from equation [4]

w ith

—  tan cl -a l -(- tan  c 2 *a2 =  0

a, =  300 cm, a2  =  500 cm.

c2 аг — 0,6854 Cj a 2  =  0,6854 5 9 9  ct a t =  1,1423 c, ,

and so

Its first root will be

hence

0,685 tan  Cj ■ at =  — tan 1,1423 ct a, . 

ct a t — 1,4851 , 

c t =  0.495 • 10 - 2  cm - 1

and the first critical force

P, =  c\ • E l  =  0 ,495 2  • 10-* • 4,055 ■ 10« =  0,9752 • 102  =  97,52 Mp .

Thus

97,52
30

3,256

from  (4,4)
1,968

!° ~  97,52 ~iöö—  1 =  °’9596 ~~ 1 =  — °’040 •
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T hereby the increased m om ent at the m iddle will be about

M 3,256 — 0,040 
3,256 — 1.0—

2,855 Mpm

in close agreem ent w ith  the value at (6,5).
6.4 Determine flex u ra l moments at m idspan and at both ends resp., in a beam  fix ed  at 

b o th  ends, acted upon b y  a uniform ly d istributed load (F ig. 7).

The flexural m om ent will be [4]

'(t ) =
and

where

For

M  \ — ) =  6 (i» — sin !')
24 /«2 's in /t

ql2 3(tan p  — u)M ( 0) =
1 2  p 2-\.anp

p  =  7t
f .

=  4 , ( 6 ,6)

and

Ц  = 2 ’

M
qr-

Í J - )  =  1 ,3 „ „ — - ,  
l  2  J 24 ’

qV-
M (  0) =  — 1,216 12

(6.7)

( 6 .8)
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M om ent in the uncom pressed bar will be ( 6 )

M.  = ql2 (  1

Thus

M Ш -

f_L_JL + +  .
I б г ^  / 2  )

ï ll  m (ol =  -  -q—  
24 ’ 12 ’

^  < * >  =  Ж  J J  Me (*) dx d* =  Ж  Ж  ( ж  -

_______2x?_ x1
~a JT +  ~jT

B ecau se  of sym m etry, с, =  0. I f  y  g is assumed to be a m om ent, then

Г  |*-«fa =  0 .Jo El
H ence

to  g ive

thus

Since

y  g (°) =  -

4 4 )

J»0 (0) =

A t )
M«(4)

Рг-ygW 
M ' (  0)

2 «P ( X 3 * 4

24 { 3P 21*

c., - 1

30 ’

P 1 g l~
E l 30 1 2

) . ql2 l2 7
J 24 E l 240

P i n 2 E l
“ l l2

—  1
In 2

-  1  =
60

+  C2

in!
4 o

1 =  1 ,1515-1

— 1 =  0,6580 -  1 =

From (6 ,6 )

,  - A - 4*i — p  — ’ »

and so we obtain

1 1 )  _ V, + ß  4 +  0,1515
1 384l  2 J * i - l 4 — 1

vt +  ß  4 — 0,3420
=  1,219

V, — 1 4 — 1

+ + *  +

-)

0,1515,

— 0,3420
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Comparing these values w ith  (6,7) and ( 6 , 8 ) resp., a difference less than 3%  will appear. 
For (1,1) there is a m ultiplying coefficien t of

According to ( 6 )

At

V. =  1

* = i + 4 ^ -M g
i + —!  Px-yt

y  g (*) =
ql2 l2 í  x 2 xa X*
"24Г ЁГГ _  1 +  1*

qr-
24 ’

Ï Ф2
) 24

i2
EI

4л 2 E I ql2 l2 1

1  r- 24 E I  16
- = 1 +- Л2

4 qi2 16
24

leading to an error of 16,5% .
A t X  =  0 there is =  0, hence

*(0) =  1 +  0 =  1.

There is a deviation of 17,5% .
In the case of (1 ,2 ),there is

leading to an error of 4%  and 9,5%  resp.
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E IN  PR A K TISC H ES V E R F A H R E N  F Ü R  D IE  RESTIM M UNG  
DES BIEG EM OM ENTS IN  EINEM  GLEICHZEITIG A U F  B IE G U N G  UN D  

D R U C K  B E A N SP R U C H T E N  G E R A D E N  STAB

J. SZIDAROVSZKY

ZUSAM M ENFASSUNG

Bei einem der praktischen Verfahren für Bestim m ung des M om ents, welches in  einem  
gleichzeitig auf B iegung und Druck beanspruchten Stab entsteht, wird das M oment für den 
n ich t gedrückten Stab bestim m t, und das Ergebnis wird m it einem  Vergrößerungsfaktor 
m ultipliziert. D ie R ich tigkeit des Verfahrens wurde bis je tz t  bloß für Stäbe von konstantem  
Q uerschnitt bewiesen. D ie Arbeit bew eist die R ichtigkeit dieser M ethode für den allgemeinen  
F all und em pfiehlt für die B estim m ung des Vergrößerungsfaktors ein w esentlich genaueres 
Berechnungsverfahren.

M ÉTHODE P R A T IQ U E  P O U R  LA D ÉTER M INATIO N D E S MOMENTS 
FLÉCH ISSANTS D E  B A R R E S DROITES SOUMISES A DES  

F L E X IO N S ET COMPRESSIONS SIM ULTANÉES

J. SZIDAROVSZKY

RÉSUM É

Pour la déterm ination du m om ent produit dans une barre soum ise à des flexions et 
à des compressions sim ultanées, on dispose d’une m éthode pratique donnant le m om ent pour 
la  barre non com prim ée et m ultip liant le résultat obtenu par un facteur de majoration. La 
ju stesse  de cette m éthode n’avait été vérifiée que pour une section constante. L ’étude actuelle 
la  dém ontre égalem ent pour un cas général et propose, pour déterm iner le facteur de majora
tio n , une m éthode de calcul garantissant des résultats bien plus précis.

П РА К ТИ Ч ЕС К И Й  М ЕТОД О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  И ЗГИ БАЮ Щ И Х МОМЕНТОВ, 
О БРАЗУЮ Щ ИХСЯ В П О Д ВЕРГН У Т О М  О ДН О В РЕ М Е Н Н О  И ЗГ И Б У  И 

СЖАТИЮ  ПРЯМООСНОМ СТ Е РЖ Н Е

Я. СИДАРОВСКИ

РЕЗЮ М Е

Один из практических методов, служащих для определения моментов, образую
щихся в подвергнутом одновременно изгибу и сжатию стержне, определяет момент для 
не сжатого стержня и полученный результат умножает на увеличивающий коэффициент. 
Правильность этого метода доказана лишь для неизменного сечения. Работа дает доказа
тельство для общего случая и предлагает более точную методику расчета увеличивающего 
коэффициента.
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NEW METHOD FOR THE DETERMINATION 
OF THE LIMIT BEARING FORCE 

BY USING THE PROBABILITY CALCULUS
E. MISTÉTH

PLANING IN ST IT U T E  OF HYDRAULIC CONSTRUCTIONS, BU DA PEST 

[M anuscript received May 6 , 1963]

The value of the u ltim ate hearing forces to  be expected can always be produced by a 
function-connection. The independent variables are the ultim ate stresses and geom etric jdata 
of the cross section; the m ost reliable values o f same and their mean errors can alw ys be 
elaborated. W ith the aid of the theorem  referring to the m ean error of the function-value, the  
mean error of the ultim ate bearing force to  be expected can alw ays be determ ined. However, 
the theorem  in question should be com pleted, as for different elem ents the m ean errors might 
even exceed 20% . K nowing the m ean error of the ultim ate bearing force and the accepted  
risk, the lower threshold-value of the former, i.e ., the lim it bearing force can he com puted.

D epending on the jo in t m agnitudes of the direct and the engendered dam age the value 
of the optim um  risk m ight be com puted.

The idea that the lim it bearing force can also be determ ined by form ing the cross sec
tional dim ensions and constitu ting  the lower threshold-value of the ultim ate stress incom pliance  
w ith  the acceptance of the specified risk, then substituting these values in to  the formula of 
the ultim ate bearing force, is erroneous. The so obtained value does not supply th e  lim it bearing 
force, but gives, in general, a lower value.

The relation of the m ean error of the u ltim ate bearing force does not m erely supply the  
measure o f same but also g ives inform ation on those elem ents, the inaccuracy of which is the  
source of the mean error.

An econom ic and appropriate increase of the lim it bearing force could be achieved, 
not so m uch by the use of better m aterials but rather by applying more reliable ones.

I. In troduction

W hen  designing an  eng ineering  s tru c tu re , th e  designed d im ensions have 
to  sa tisfy  th e  follow ing in eq u a lity :

в ( v Y d +  I Y con +  I m p  Y p) ^ Y L . ( 1 )

T he le ft-h an d  side o f th e  above re la tio n  deno tes th e  c o m p e te n t bearing  
force, w hile th e  r ig h t-h a n d  side th e  lim it bearing  force. As is w ell-know n, 
th e  above le tte r  sym bols den o te :

Y,; the bearing force com puted from dead load,
Won the bearing force com puted from constant loads, 
Y„ the bearing force com puted from occasional loads, 
Y i_ the lim it bearing force,
y> the dynam ic factor,
n the safety factor,
V the factor of dispersion,
Q the factor of destination .
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In  th e  p resen t p a p e r  th e  fa c to rs  v an d  n o f  th e  co m p e ten t bearing  force 
s ta n d in g  on th e  le f t-h a n d  side o f in e q u a lity  (1) w ill n o t he d ea lt w ith , an d  
solely th e  lim it b ea rin g  force s ta n d in g  on th e  r ig h t-h a n d  side of sam e w ill 
be determ ined .

F irs t of all th e  n o tio n  o f th e  lim it b ea rin g  force is to  be exp la ined .
T h a t u ltim a te  b ea rin g  force, w hich in  th e  case o f th e  m ost d isa d v a n 

tageous g rouping  o f a ll fac to rs  in flu en c in g  th e  b e a rin g  force m ig h t come in to  
being , an d  at an afore given probability m igh t conduce  to  th e  collapse o f th e  
s tru c tu re , is called limit bearing force.

I f  th e re  is a po ssib ility , th e n  th e  b est w ay  fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  
lim it b earin g  force is te s tin g . In  th is  resp ec t p recise  specifications can be 
fo u n d  in  an y  m a th e m a tic a l or s ta tis t ic a l  h an d -b o o k .

In  th e  case of n u m ero u s  te s ts  i t  m igh t be assu m ed  th a t  th e  m easuring  
resu lts  a lread y  give a n o rm a l d is tr ib u tio n  an d  th e n  th e  average  value of 
th e  u ltim a te  b earin g  force is g iven  b y  th e  fo rm u la :

Y u = ^ - ,  i = l ,  2 , . . . , N .  (2)

T he m ean  e rro r or d ispersion , re spec tive ly , o f one m easu rem en t is

f  £ ( Y U — Ÿ  i f
I N  - l

1 2 ; N (3)

a n d  th e  low er th re sh o ld  va lu e  b e ing  a t  th e  sam e tim e  also th e  lim it b ea rin g  
force is

Y l =  Y u -  m-[xy . (4)

L e tte r  sym bols fig u rin g  in  fo rm ulae  (2) — (4) d en o te :

Y u the value of the u ltim ate bearing force to be expected ,
У, one m easuring result,
N  >  30 the num ber of m easurem ents, 
fly the mean error of one m easurem ent,
Y l the lim it bearing force,
m  the factor depending on the accepted risk.

R isk 1/r : 5,10~2 1 0 - 2 i o - 3 io - 4 io-® io - 6
m  : 1,65 2,32 3,09 3,72 4,26 4,75

The degree o f r isk  shou ld  be specified b y  d iffe ren t s ta n d a rd s , its m ag 
n itu d e  should  depend  on th e  to ta l  am o u n t of th e  d irec t a n d  in d irec t d a m 
age occurring  on th e  co llapse o f th e  s tru c tu re . E .g ., in  th e  Sov ie t U nion th e  
low est risk  re ferring  to  h y d ra u lic  co n stru c tio n s is 4 .1 0 “ 4, th e  value o f m 
belong ing  to  sam e is m  =  3,35 [3].
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II. E conom ically  m ost favourable risk

I f  th e  risk  w ere n o t p rec ise ly  s tip u la te d , th e  v a lu e  of sam e could  be 
d e te rm in ed  b y  th e  follow ing, m ere ly  econom ical co n sidera tion .

I f  th e  reco n stru c tio n a l cost o f  th e  s tru c tu re  (s tru c tu ra l p a r t)  a t  a risk  
of 1 /ris  p ( r ) ; a n d Ç t h e  dam age occu rrin g  owing to  th e  fa ilu re  o f th e  s tru c tu re  
(s tru c tu ra l p a r t) , th e n  th e  to ta l  co st E  can be exp ressed  b y  th e  re la tio n

E  =  P ( r ) +  1 [p(r) +  Q] +  Q.
Г

The m in im al cost can on ly  arise  a t  th e  p o in t, w here th e  v alue  o f th e  
f irs t  d ifferen tia l q u o tie n t o f th e  co st-fu n c tio n  accord ing  to  r equals zero, th u s :

4 “  = P ' ( r ) ------+  ^  +  — P ' ( r )-dr r1 r

A fter red u c tio n , m u ltip lica tio n  b y  r2 an d  se ttin g  eq u a l to  zero, th e  ab o v e  
re la tio n  tak es  th e  form

r2 p'(r)  +  rp'(r) -  p(r)  =  Q. (5)

The so lu tion  of eq u a tio n  (5) gives th e  m ost econom ical risk ; as th e  
second d iffe ren tia l q u o tien t is n e g a tiv e , th e  ex trem e  value  is m in im um .

r is genera lly  g rea te r th a n  100, co n sequen tly , th e  value of te rm  r can  
be d isregarded  beside th a t  o f r2. I n  th is  case

r - . l  Ip W  +  Q
p '( r )

(5a)

A ssum ing th a t  th e  p e rcen tile  increase o f p (r)  com plies w ith  th a t  show n 
in  Fig. 1, re la tio n s

p (r)  =  V(c0 +  c log r)
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a n d

p' (r ) =  V Cx • loge
r

h o ld  w ith  good a p p ro x im a tio n . H ere  V  is th e  v alue  o f th e  s tru c tu re  a t  a risk 
o f  10“ 2, c0 an d  сг are c o n s tan ts , th e  va lu es  of w hich depend  on th e  s tru c 
tu r e  itse lf  an d  on in te rn a l forces w hich are  th e  basis of d im ensioning . (E .g ., 
in  th e  case show n in  F ig . 1 c0 =  0,96, cx =  0,02)

R ep lacing  th e  above expressions in to  eq u a tio n  (5) th e  eq u a tio n

ho lds.

r _  l o g r  
log e

Q _ _ _ _ 1
V  Cy • log e e j - l oge

-  1

T he v alue  o f th e  above eq u a tio n  v aries , as a ru le , be tw een  100 and  
1000, th u s

l o g r

b g e
6 .

I f  th e  va lu e  o f  cu is ta k e n  as being  0,95, th e n  w ith  good ap p ro x im a tio n  
fo r  r th e  re la tio n

2,31 / Q + 1 (5b)

is o b ta in ed . T he v a lu e  o f rmax w hich can  be com p u ted  from  eq u a tio n  (5b) is

1000.

In  th e  P ro b a lity  C alculus [7] tho se  occurrencies, th e  p ro b a b ility  o f 
w h ich  is sm aller th a n  0,00135 =  1/740 are reg a rd ed  as to  be p ra c tic a lly  im pos
sib le . The fac to r  m  belonging  to  sam e is m =  3, from  here  issues th e  e s ta b 
lish m e n t o f th e  T h eo ry  of E rro rs  th a t  th e  m ax im al erro r is 3 [i, consequen tly  
th e  th reefo ld  of th e  m ean  error.
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The w ell-know n bell-curve is to  be seen in  Fig. 2. The m easu rin g  resu lts  
a re  p lo tte d  on th e  abscissa, w hile th e  percen tile  freq u en cy  of m easu rin g  resu lts  
is p lo tte d  on th e  o rd in a te . In  th e  cases in  q u estio n  th is  be ll-cu rve  is on ly  excep
tio n a lly  sym m etric , because i t  does n o t c o n ta in , in  general, th e  d isad v an 
tag eo u s values belonging  to  m a te ria ls  (s tru c tu re s) w hich has n o t b een  accepted .

III . The m ean e rro r o f the  u ltim ate  bearing  force

H ow ever, th e  a fo rem en tio n ed  d irec t te s t  series re fe rrin g  to  th e  u ltim a te  
b ea rin g  force can  be carried  o u t v e ry  ra re ly , an d  m erely  w ith  m a n u fac tu red  
p re c a s t m em bers. In d ire c t te s ts , on  th e  o th e r  h a n d , are n o t o n ly  possible, 
b u t  a g rea t n u m b er o f te s ts  of th is  k in d  h a d  a lread y  been ca rried  ou t so far. 
The u ltim a te  b ea rin g  force is, in  genera l, alw ays co m p u tab le , th e  va lu e  of sam e 
depends on th e  u ltim a te  stress a n d  th e  d im ensions o f th e  cross section . The 
value  o f th e  u ltim a te  bearing  force to  be ex p ec ted  shou ld  be

Ту =  G ( x X 2, . . ., xn)4 (6)

w here x v  xv  . . ., xn are  va riab le  q u a n titie s  d e te rm in in g  th e  u ltim a te  bearing  
force. The m ost re liab le  values Z15 Z2, . . ., ln o f sam e an d  th e  m ean  errors /xx, 
/x.2, . . ., /x„ of th e  la t te r  shou ld  be given.

R eferring  to  th e  q u a n ti ty  x t th e  m ost re liab le  va lues Z, a n d  th e  m ean  
e rro rs  /г,- of th e  la t te r  can be d e te rm in ed  on th e  base of m easu rem en ts  c a r
r ie d  o u t on h ith e r to  fin ished  s tru c tu re s . T his h a d  a lread y  been  done b y  D r. Im re  
K o r á n y i  referring  to  th e  y ield  p o in t, u ltim a te  ten s io n a l s tre n g th  an d  elon
g a tio n  o f steel A 36.24. The e la b o ra tio n  o f th e  sam e d a ta  re fe rrin g  to  s tru c tu ra l 
stee ls h av in g  o th e r s tre n g th  is also in  progress.

In  ad d itio n , on th e  base o f te s ts  ca rried  o u t u p  till now , th e  u ltim a te  
s tre n g th , th e  low er an d  u p p er lim it of th e  u ltim a te  e long a tio n  belonging to  
concre tes of d iffe ren t qualities shou ld  also be d e te rm in ed , as well as th e  
u lt im a te  s tre n g th , y ield  p o in t a n d  u ltim a te  e longa tion  of d iffe ren t steels used  
fo r re in fo rcem en t an d  stressing  w ires. T h e rea fte r, th e  e s ta b lish m e n t of th e  
s tress-e longa tion  d ia g r a m /  =  /( e )  p e rta in in g  to  b o th  m a te ria ls  w ill be possible.

S im u ltaneously  to  th e  e la b o ra tio n  of te s ts , th e  m ean  erro rs o f th e  q u a n ti
tie s  in  question  can also be d e te rm in ed . U n til th e  m easu ring  resu lts  have  
n o t y e t been e lab o ra ted , in s te a d  o f  m ean  erro rs re fe rrin g  to  th e  d im ensions 
th e  to le rances o f sam e m igh t also be ta k e n  in to  co n sid e ra tio n . N am ely , th e  
to le ran ce  is alw ays g rea te r th a n  th e  m ean  e rro r, i.e .,

/X <  i (7)

T h is follows from  th e  n a tu re  o f th e  to le ran ce , because if  th e  to le ran ce  is n o t 
observed , th e  accep tance  o f th e  re sp ec tiv e  d im ension  or m a te r ia l has to  be
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re fused . The sam e m easu rem en ts  h a v e  to  be ca rr ied  o u t re fe rrin g  to  tim b e r , 
s tones and  b rick s  as b u ild ing  m a te r ia ls , fu rth e rm o re , in  re sp ec t to  soils, to o .

The fo llow ing  cond itions sh o u ld  be assum ed:
a)  The fu n c tio n  Y u g iven in  (6) is con tinuous a n d  can  be d iffe ren tia ted , 

a n d  th e  d iffe ren tia l q u o tien ts  o f sam e are also co n tin u o u s.
b) The m o s t re liab le  va lu es  Z15 Z2, . . ., ln o f  q u a n titie s  xv  x 2, . . ., xn 

c o n s titu tin g  th e  u lt im a te  b ea rin g  force are in d e p e n d e n t of each o th e r, as 
w ell as the  m easu rin g  errors o f sam e.

c) The m easu rin g  resu lts  c o n ta in  only irreg u la r  erro rs, th e  m ean  v alue  
o f  w hich equals zero , i.e ., if  th e  v a lu e  of one e rro r  is e,-, th e n  27e,■ =  0.

d)  The e rro rs  of q u a n titie s  x v  х г, . . ., xn g ive a n o rm al d is tr ib u tio n , 
i.e ., 27efn+]) =  0, a n d  e\ — 3 /uf.

e) The m ean  erro rs . . ., gn are sm all, th u s  th e  h igher pow ers
o f sam e can be  neg lec ted .

f )  The in v e s tig a tio n  refers to  th e  failure o f s tru c tu re s , th u s  in  th e  case 
o f  s ta tic a lly  d e te rm in e d  s tru c tu re s  an  u n in te r ru p te d  cross section  m u s t fail, 
n o t  only a p a r t  o f  sam e, e.g., a c u rre n t m eter.

g)  In  th e  case o f s ta tic a lly  r e d u n d a n t s tru c tu re s  th e  failu re  of sam e is 
in sep arab le  fro m  th e  s im u ltan eo u s fa ilu re  of m ore  th a n  one cross sec tion  
(p lastic ity ).

As th e  in v e s tig a tio n  re fers to  th e  s ta te  im m ed ia te ly  before fa ilu re , 
co n d itio n  g)  sh o u ld  alw ays be ta k e n  in to  acco u n t. E .g ., in  th e  in te rm e d ia te  
f ie ld  of a c o n tin u o u s  b eam  th re e  cross sections m u s t fa il so as to  cause th e  
collapse of th e  beam .

I f  cond itions a ) —g)  are sa tis f ied , th e n  th e  m ean  e rro r Y u o f th e  u lt im a te  
b ea rin g  force is g iven  b y  th e  fo llow ing  eq u a tio n :

H-l  =  Щ  j(G,^,)2 +  Y  ( G i i r f ) 2 +  ( G i j / * i H j ) 2 +  G / t G j j t f f i ]J (8)

r  9 G
,r ' ~  ~dXj

i=f=j
Xi =  /j

x2 =  l2

xn =  /̂1

i =  1 , 2 , . . ■ , n

С э’ с ■ xi — hdxj

xn =  ln
i =  1 , 2 ,  . . . , n
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i =hj
i =  1 ,2 , . . . , n 
j  =  1, 2, . n .

I f  th e  m ean  erro rs are sm aller th a n  20% , th e n  th e  second, th ird  
an d  fo u r th  te rm  of re la tio n  (8) can be neg lec ted . The f irs t  te rm  is th e  fo r
m ula u sed  in geodesy, w hich is w ell-know n u n d e r th e  nam e , th e  m ean  erro r 
o f th e  fu n c tio n -v a lu e  [4].

T he d e te rm in a tio n  o f th e  second, th ird  an d  fo u rth  te rm  can  be ach ieved  
in  such  a w ay  th a t  on deducing  th e  m ean  e rro r of th e  fu n c tio n -v a lu e  th e  
second te rm  o f th e  T ay lo r-series is also ta k e n  in to  co n sidera tion .

T he p ro o f o f re la tio n  (8):
T h e  m ost re liab le  v a lues of th e  in d e p e n d e n t v ariab les  o f fu n c tio n  Y u =  

=  G(x l , х г, . . ., x n) shou ld  be 1г, lz, . . . , / „  an d  th e  m ean  erro rs o f th e  la t te r  
jttj, . . ., ц п; th e  v alue  of th e  fu n c tio n  shou ld  be L u, th e  erro rs m ade in  
one m easu rem en t e15 e2, . . ., en. I f  ey is th e  e rro r w hich occu rred  w hen  d e te r 
m in ing  th e  v a lu e  of th e  fu n c tio n , th e n

l 'a  +  — G (Zj -f- , /2 +  e.,, . . . ,  ln -)- £„) ,

E x p a n d in g  fu n c tio n  Y u a t  X( =  /, in to  a T ay lo r-series:

(6a)

(6b)

G

Qx  ̂dxn e l  e n  +  • • • +
_ < 3 iG

Qxn
en +  M .

I f  co n d itio n  e) is sa tisfied , M  — 0. 
U sing n o ta tio n s  in tro d u c e d  p rev iously

(7a)
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T urn ing  from  Sy to  th e  m ean  e rro r, fxy =  ef an d  /jf =  e f :

1 "— G2i ef + 2 2  Gj GjSjSj -(- — 2  Gft ef -f-
i=i i=l i*j 4 Д

+ V Gj G ü ëj ef + 2  G a Gn ef ef + >’ Gfj If ef +
i = i  i = i  i # y  ; = i  i # j
7 = 1 7=1 J=1

+  2 2  G k G j j  e k e,- ë j  +  2  G kk G j j  ë k  ë j  ë j  +
í = l  <#7 
7=i 
fc =  l

í = l il4
7 =1
k = l

(7b)

2 y G i (CÍ7 ^ k / i  c í e 7 6  к e /i • • • •
i=l í#7 
7 =  1 k / f t  
k = 1 
h =  l

The prev ious re la tio n  was se t u p  b y  ap p ly in g  th e  cond itions 1. th e  m ean  
v a lu e  of a sum  is e q u a l to  th e  sum  o f th e  m ean  values o f th e  ad d ab le  sum s,
2. th e  m ean v alue  o f  a p ro d u c t is eq u a l to  th e  p ro d u c t of th e  m ean  va lu es  
o f  i ts  factors — p ro v id ed  th e  fac to rs  are in d ep en d en t o f  each o ther. 

S atisfy ing co n d itions c)  an d  d)  :

2  Gj Gj £, ëj =  0 , 
i = l  Z#7 
7 = 1

2  Gj Gjjëjëf  =  0 ,
1 = 1 
j=1

П

^  Gk Gij Gk Gf G j  =  0 ,
i=i wj=1k = 1

Gij*k =  0 » 
i = l  
7=1 
k = l

n
2  Gij Gkh ëj ëj ëk ëh =  0.
í = l  i#7
7 =  1
k = l  k # / i
/1 =  1

Satisfying co n d itio n  d^):

1

4 1

П

y  GH 2  Gfi ,
1=1
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th u s , re la tion  (7b) ta k e s  the  fo rm

or

( 8 )

R elation  (8) does n o t give o n ly  th e  m ag n itu d e  o f th e  m ean  e rro r p e r
ta in in g  to  th e  u lt im a te  bearing  fo rce , b u t  also gives in fo rm a tio n  on tho se  
e lem en ts the  in a c c u ra cy  of w hich is th e  source o f th e  m ean  e rro r , th u s , w hich 
s tru c tu ra l  elem ent or p a r t  of th e  s t ru c tu re  should be ca rried  o u t m ore carefu lly .

F orm ulae (3), (6) an d  (8) c le a rly  ind ica te  t h a t  th e  increase  o f th e  lim it 
b ea rin g  force can  be ach ieved  n o t  o n ly  b y  using  b e t te r  m a te ria ls , b u t  i t  is 
fa r  m ore desirable to  lessen th e  v a lu e s  o f цу, i.e., to  use m ore re liab le  m ateria ls . 
G. K a z i n c z y  was th e  f irs t , who a p p lie d  th e  th eo rem  o f th e  m ean  e rro r of th e  
fu n c tio n  value for de te rm in in g  sa fe ty .

— The follow ing p rinc ipa l e s ta b lish m e n ts  w ill be e lu c id a ted  b y  a n u m b er 
o f num erica l exam ples referring  to  v a rio u s  a lread y  fin ish ed  s tru c tu re s . F irs t 
th e  p recas t p o s ts tre ssed  girders o f th e  ro ad  bridge  over th e  in u n d a tio n  area  
o f th e  river Tisza a t  Szolnok, will be  in v es tig a ted . In  th e  cross sec tion  of th e  
b rid g e  in  question  e ig h t girders w ere  p laced , these  can  be seen in  Fig. 3.

The bridge consists o f 15 fields, each spanning 15,70 m. I f  the specified risk of the bridge 
in question is 1 0  ~4, then  the risk referring to  one field consisting of eight sim ply supported  
girders is 10~4/15, because th e  8  girders in  th e  transversal direction are stressed to each other, 
thus, th ey  have to be treated  as an in tegrated  cross section. For the sam e reason the lim it 
m om ent of the cross section  shown in F ig . 3 should also be com puted on the base of a risk  
1 0 _4/15 , the coefficient m  belonging to th is risk  is m — 4,36.

The values taken over from the sta tica l calculation of the bridge are the following:
Competent m om ent Afcom =  209,3 M pm ,
m om ent w ithout tak ing  increasing factors into consideration M  =  151,6 Mpm.
The lim it m om ent com puted on th e  base of the H ungarian Code of Road Bridges is 

M L =  206,5 Mpm. The tw o te st  girders fa iled  at a moment of 400 and 440 Mpm, respectively, 
the m om ent M cra =  250 Mpm causing the cracking of the girder, was also greater than the  
lim it m om ent. In the case o f one of the tw o  te s t  girders it  was also established that in spite of 
a not quite perfectly successfu l injecting o f  the cable casings, at failure the girder behaved  
in the sam e way as a prestressed girder w ith  a reinforcem ent bound to  the concrete. From the  
view -point of the u ltim ate m om ent foreign Codes do not m ake any difference between pre- 
and poststressed girders.

The lim it m om ent o f the girder th e  cross section of w hich is shown in F ig. 3 should be 
determ ined by the afore-described m ethod. I t  should be assum ed th at B ernoulli—Navier's 
hypothesis is valid , i.e ., th a t at failure th e  cross sections also rem ain plane (F ig. 4).

According to the F ig.:

IV. Application to a poststressed concrete structure
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fre is the stress w hich rem ains after stressing.
Fig. 5 shows th e  diagram f s =  / ( e s) o f the steel wire 150 • 50 K B X , w hile Fig. 6  the  

diagram /,. =  g(sc) o f  th e  concrete C. 400.

T he stressing wires are m ade of steel 150,50 K B X
The area of the reinforcem ent is As =  28,22 c2

The quality of the concrete is C 400
The useful depth o f  the girder is h’ =  h — A — 103 cm

According to  F ig. 5:

/ s i  =  E ' • es M p/cm 2  if  cs <; 8 % 0  ,

/ s 2  =  A  +  a ■ es M p/cm 2  if  8  <  es <  32»/00 , (10)

f a  =  fu  M p/cm 2  i f  es >  32»/00

( /„  denotes the u ltim ate stress.)
Thus, the diagram  f s =  / ( e s) is approached by three straight lines. In the present case 

A  — 10,2, a =  0,15, E '  =  1,425 a n d /u =  15,0, all expressed in  Mp/cm2.

The diagram  f c =  f ( e c) was p lo tted  according to J ä g e r  [2]. The first section of the  
diagram  presented in  F ig. 6  is assum ed to  he a parabola of the third order, while the second  
section  is a horizontal straight line, th is representing the section of the p lastic  compression of 
concrete. In rem iniscence of steels, th is section  w ith increasing strength  shows a decreasing 
tendency.
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Fig. 5

Transforming Jäger’s formulae:

ec

у. =
( i i )

In the present case г0  =  2.
According to the H ungarian Standard MSZ 4715 the prism -strength referring to concrete

In com pliance w ith the diagram f c =  g (ec), the stress distribution developing in the  
concrete at the very m om ent of failure consists o f a constant section and another shaped  
according to  a parabola of the third order.

Fig. 6
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T he com pressive force developing in  the concrete is (Fig. 7):

N  =  N ' +  N "  =  - j - f e ■ bx( 1 -  0,5f c) . 

The distance of the com pressive force from  the com pressed edge is

_ 0 ,2 /f  — 0 ,5 /c +  0,5
У 1 -  0,5 f c

T he tensional force develop ing in the cables is:

H~ M A +  a f4' +  a  ( 4 -  -  •

The above relation is based on the assum ption that the u ltim ate  elongation of stee l is 
0 S i es iS  32. I f  the e longation  of steel depending on its percentage is ss 8  or es < . 32, 
respectively, then the values o f the tensional force to  be taken in to  consideration are

or
H ”  =  A sf su ,

respectively. The percentages of steel can be com puted in advance, but the present paper  
does not wish to deal w ith  th is question.

On the base of w hat has been said the ultim ate m om ent can be determined from  th e  
follow ing formula:

= A x h

where

(B  +  Ÿ &  +  C) -  (в *  +  -£ -  +  B Ÿ B *  + c

В  =  A +

С =
3 £ 0  abh f f c ( 1  — 0 ,5 / с)

f i f e )  =
2 (0 ,2 / с2  — 0,5/<■ +  0 ,5) 

3 /с(1  -  0,5 f c f  ~

( 12)

The rather com plicated relation (12) of the ultim ate m om ent is essentially noth ing else  
but M örsch’s ultim ate m om ent. In the case o f the bridge over the inundation area o f  the
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river Tisza at Szolnok the elem ents constituting the ultim ate m om ent and the mean errors 
belonging to same are the following:

d = 0,5 cm Hd = 0,005 Hung. Stand. MSZ 5720
n = 144 item s H n = 2

A = 1 0 , 2 Mp/cm 2 i“ A = 0,3
a = 0,15 Mp/cm 2 И а = 0,03
Es = 3,9 0 /

/ 0 0 HE's = 0 , 2

h = 1 1 0 cm Hh 1,4 Hung. Code of Road Bridges Chapter К
A == 7 cm И Л = 1 , 0 -  J
b = 142 cm И ь = 1 , 6 « К
fc = 0,4 Mp/cm 2 Hfc = 0,06 Hung. Stand. MSZ 4715
eo = 2 % o Ию = 0 , 2

From the above 10 variables four can be unified into 2:

from n  and d A s = n  —--— —  =  28,22 cm 2  [iAs =  0,686

from h and Ah' = h — A =  103 cm =  1,72

The mean errors belonging to the above 8  variables were taken either as being identical 
w ith  tolerances given in  the Codes, or th ey  are assum ed values. It was also assumed that from  
the 144 wires to be placed into the 8  cables, by chance the slipping in  of two item s were for
gotten . A onefold mean error of values A  and a m ight cause a decrease of the ultim ate strength  
by 1,26 Mp/cm2.

On the base of the above data the num erical values are the follow ing. The value of the  
ultim ate m om ent to be expected is Mp =  39 900 Mpcm. This value is smaller than that com 
puted on the base of the actually  measured strength data of stressing wires used for the test  
girders of the bridge over the inundation area at Szolnok. This com putation made by the  
Second Departm ent of Bridge Construction of the Technical U n iversity  o f Architecture, 
Building, Civil and Transport Engineering in B udapest, gave for the ultim ate m om ent the  
value of 42 000 Mpcm.

The squares of mean errors com puted on the base of formula ( 8 ) taking only the first 
term  into consideration are compiled in the following table.

Thus, the lim it m om ent is even greater by 3% than that com puted according to the  
Hungarian Standard MSZ 15 026 valid for prestressed structures.

A good view  on the m agnitude of the second, third and fourth term s figuring in formula  
( 8 ) could be obtained by constituting that part of those members of the mean error which  
appear in the greatest percentage and are to be found in the second, third and fourth term s of 
formula ( 8 ):

3
4

Г Э2 M u ,, 2
[ 8o2 Va 1

32 M u
a ( h 'f

13 590 , 

14 ,

Э2 Mu
Qh' da Vh' Va 2385 .

As can be seen the 64 expressions figuring in the second, third and fourth terms o f  
formula (8 ) am ount to 64 • 2000 =  128 000, this increases the square of the above mean error 
at m ost by 2,2% , while the am ount of the mean error itse lf by  not more than ~ 1 % . Accepting  
the lim it m om ent of 295 Mpm the girder in  question would even be adequate to bridge a span  
of 19,0 m.

Lessening the cube strength of the concrete to C 280, the ultim ate m om ent will be 
M u =  379,4 Mmp, while the mean error =  22,00 Mpm and the lim it moment M L =  
=  283,4 Mpm.
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Table o f  M ean Errors

8 Mu 
9*i P i

/  8M„ \* %

9 M u 
9 A s

1042 0,686 510 000 9 , 2 0

69,20

dM u

9 д
2045 0,30 376 000 6,78

9 M u 
9 «

57384 0,03 2 950 000 53,15

M u
del 307 0,20 3 800 0,07

9 M u 
Vc

11026 0,06 436 000 7,88

17,68
Ш и
de„ 3687 0,20 544 000 9,80

9 M u 
8 W

491 1,72 715 000 12,80

13,12
9M„ 

8 b
73 1,60 13 600 0,32

1
5 548 400 100,00 100,00

/ 5  548 400 =  2355 Mpcm 
M L =  397,7 — 4,36 • 23,55 =  2 9 5  M p m

V. A pplication to a m a n u fac tu red  prestressed s tru c tu re

T he follow ing exam ple  re fers to  th e  in v es tig a tio n  o f a m a n u fa c tu red  
p re s tre sse d  concre te  floo ring  p lan k , th e  cross section  of w hich can be seen in  
F ig . 8. The cost o f  th e  flooring  p la n k  in  question  a m o u n ts , a t  a risk  
o f  10-2  to  1470 F t ,  w hile a t a r isk  o f  10~3 to  1502 F t. T he fa ilu re  of a 
p la n k  is followed b y  an  expense o f  10 000 F t.

Cross -  sect ion
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The floor of the storehouse is designed to bear a load of 2,0 Mp/m2, the com petent 
m om ent belonging to  sam e is M com =  7,10 Mpm. The structure w as designed to  be made of 
concrete C 400, the quality  of the steel wires is 150 • 50 K B , the area of the bottom  wires is 
A s =  24 0  5 =  4,70 cm 2, th a t o f the top  ones is A's =  7 0  5 =  1,37 cm2. The lim it m om ent 
according to  the H ungarian Standard MSZ 15 026 M i  =  7,30 Mpm.

According to formula (5a):

p(r) =
1470 +  1502

2
=  1486 F t ,

P'(r)
1502 -  1470 1

900 ~  2 8 Д ~ ’

Q =  10 000 Ft ,

r
1486 +  10 000 

28,1
=  568 ,

1
r

1
568

1,77 • 1 0 - 3 .

The value m pertaining to the m ost favourable risk of 1,77 • 10 ~3 is m =  2,92.
The ultim ate m om ent can be determ ined on the base of formula (12), the value of same 

is M u =  8,905 Mpm. The com puted m ean error of the ultim ate m om ent is /nu =  0,585 Mp. 
H erefrom  the lim it m om ent:

M L =  8,905 — 2,92 • 0,585 =  7,095 Mpm .

VI. Application to a reinforced concrete cantilever

T he th ird  exam ple refers to  th e  in v es tig a tio n  of an  in s itu  m ade reinforced  
concre te  b a lco n y -can tilev er. (P ro tru s io n  L  =  1,15 m , sp an  l =  1,05 • 1,15 =  
=  1,21 m ). The cross sec tion  is p resen ted  in  F ig . 9. T he specified r isk  should  
he IO "3.

Fig. 9

The com petent load is given by the following data:

g =  1,10 ■ 0,35 =  0,385 Mp/m2, p  =  1,30 • 0,40 =  0,52 M p/m 2,

Mcom =  (0,385 +  0,52) • 1,40 • l,212/2 =  0,924 Mpm.

The strength data of the structure are: concrete C 140, round steel В 60,40 • A s =  
=  13 0  8 =  6,50 cm2. The uncertain ty  in  placing of the reinforcem ent is now taken into  
consideration only w ith  a third of the specified tolerance because otherwise the value obtained  
for the lim it m om ent would be quite im possible, thu s p, =  2,0/3 =  0,7 cm.
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The ultim ate m om ent can be com puted on the base of formula (12), m erely the auxiliary  
q u a n tity  В  is som ew hat different, nam ely

В  =  A

are:

The f s =  / ( e s) diagram  belonging to  the used steel bars is given in Fig. 10.
The elem ents constitu ting the u ltim ate m om ent and the mean errors belonging to  same

d =  0,8 cm and fxd =  0,05, herefrom p s --- 0,82 ,

furtherm ore,
Fig. 10

A
a

fc
«0
h

A
b

- - 6,50 cm 2
=  3,902 M p/cm2 
=  0,025 M p/cm2 
=  0,140 M p/cm2
—  2 ° /*voo
=  10 cm  

=  1,4 cm  
=  140 cm

h' =  8,6 cm

Os
OA
Oa
Ofc
Otn
Oh

Oa
Ob

0,82
0,3
0,005
0,025
0,2
0,7

0,7
1,63

Oh' =  0.99

M p m .
On the base of the above 7 variables the value of the ultim ate m om ent is M u =  2,154 

0%t — 1607,0

Pnf =  /1607 ,0 =0 ,401  Mpm

M L =  2,154 -  3,09 • 0,401 =  0,915 Mpm =  91,5 Mpcm 

According to the H ungarian Standard MSZ 15 022:

(
1 49 .

6 , 6 ------’2 ) =  122,0 Mpcm

As can be seen the latter value is b y  34% greater than that com puted according to the  
here presented m ethod.

This means th at the design according to the at present valid Standard conduces to an 
underdim ensioning. T his m ight be one o f the very reasons w hy so m any collapsed balconies 
are to  be found in B udapest. The here presented dim ensioning m ethod im plies a risk of not 
m ore than 1%.
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Table o f  Mean Errors

a m„
aTT j 1

гам„ ]*
L a*i J %

3 Mu 
dA, 27.10 0,82 494.0 30,74

39,75dM„ 
9 A

38,66 0,3 134,0 8,34

3 Mu _
9 a

653,0 0,005 10,7 0,67

3 M„
3/c

276,0 0,025 47,5 2,95

3,12
3 Mu 
9e0

8,2 0,2 2,7 0,17

II

Jslii 
; 

£
 ^ 30,6 0,99 917,7 57,11

57,13
9M„ 
9 b

0,35 1,63 0,4 0,02

Sum 1607,0 100,00 100,00

V II. Application to steel structures

In  th e  fo u rth  exam ple  con tin u o u s steel b eam s h av in g  10 fields are to 
be in v es tig a ted . The f irs t s tru c tu re  m ade o f stee l A 37.12 (F  22) S should be 
a c ra n e -trac k  g irder o f a m ach in e  house, th e  second  m ade o f steel 36.24. S 
a s trin g er of a ra ilw ay -b rid g e  (F ig . 11).

T
I

T
I

■7Г
I

?  w
I 70x7,0=70,0 I

Fig-11

The risk referring to the structure should be 10 ~ 3, sm aller than  for reinforced concrete  
girders, because in  a steel girder stresses higher than the y ield point m ight also develop, as a 
steel girder does not even then  fa il i f  subjected to the y ield  stress.

Assum ing th at the cross section  in  the field  is independent o f th a t at the support, 
then the probability o f failure referring to a cross section  ly in g  in  th e  outerm ost field  is 
(2/2,2) • 10~ 3 =  0,5 • 1 0 ~3. The sam e referring to a cross section ly in g  in  one of the inter
m ediate fields is (3/2,8) • 1 0 -3  =  0,188 ■ 10-3 , while the value o f th e  factor m belonging to  
th is risk is m =  3,56.

Furtherm ore, it  should also be assum ed that the steel stress develop ing in  the outerm ost 
fibre of the web of the cross section reaches the lower threshold-value of th e  y ield  point, thus 
the flange p late is subjected to  a stress corresponding to  the y ield point.

The value of the ultim ate m om ent is:

M u =  f y ■ b ■ v(h +  ti) - f  a ■ f y  ■ № g  (13)
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In the case o f the crane-track girder in a machine house corrosion is not taken  into  
consideration , because the girder is located  in a roofed room. The m ean error referring to  the 
dim ension of the profile is taken  as being equal to  the dim ensional tolerance, w hich assum ption  
serves the benefit o f safety . The y ield  point is assum ed as to be equal to  the warranted value 
o f  sam e, i .e . , f y =  2,2 M p/cm2 w ith  a m ean error of fijy — 0,15 M p/cm 2.

The geom etrical dim ensions and strength  characteristics o f the profile in question are 
th e  following (Fig. 12):

h =  70 cm Til =  0,7
g =  1,2 cm

P t
=  0,06

b =  25 cm Hb =  0,4
V =  2 cm =  0,1
a =  0,23 Ha =  0,02

fy =  2,2 M p/cm2 Hfy =  0,15
M u =  108, Mpm

Table o f M ean Errors

9 Mu 
Э*» 14

/ЭМ„ \» 
\  9*i ' n ) %

9 M u
Sfy

Mu

f y
4950 0,15 551 000 65,50 1

J  73,42

I
9 Mu

da fyV g 12930 0,02 66 500 7,92

9 M u 
9 h

f y(bv +  2agh) 195,3 0,70 18 700 2,23

9 M u 
9g

f yah2 2480 0,06 22 150 2,64

26,58
9 M u 

Э b
fyv(h  +  v) 317 0,40 16 050 1,91

9M „
dv

f yb(h +  2v) 4070 0,10 166 100 19,80

840 500 100,00 100,00

ц м  =  j/840 500 =  917 Mpcm
M„ =  108,9 — 3,56 • 9,17 =  76,3 Mpm

The com puted section m odulus is К  =  4430 cm 3, while the stress com puted from  the 
lim it bearing force is /  =  7630/4430 =  1,725 Mp/cm2.

As can be seen the assum ed value of the lim it stress, i.e ., / /  =  1950 Ivp/cm2 does not 
conduce to satisfactory dim ensions. The m ean error of the u ltim ate m om ent com puted on 
th e  base of the dim ensional tolerance of the profile has an effect o f 26,58% .

Thereafter, the structure having the sam e scheme should be assum ed as being the 
stringer of a railway-bridge m ade of steel 36,24 S.

According to K o r á n y i ’s data [5] referring to the m aterial m anufactured before 1948 :

f y =  2,805 M p/cm2 , fif  =  0,175 .

The lack of m aintenance is taken  in to  consideration by assum ing a corrosion w hich is
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equal to the dim ensional tolerance of the profile.
The value of the u ltim ate m om ent to  be expected is M u =  138,8 Mpm.
The stress determ ined on the base o f  the com puted section modulus (К  =  4430 cm 3) 

is /  == 2,125 Mp/cm2.
According to K o r a n y i ’s data [ 6 ]  referring to m aterials m anufactured after 1948 

f y =  2,868 M p/cm 2 , fij =  0,260 .

Table o f  M ean Errors

э m u
Qx i

Г9М„ T»
L 3x< 1

0//0

3 M u
3f y

4950 0,175 747 000 47,29
54,12

™ u _
да

16500 0,02 108 000 6,83

3 Mu 
3g

3160 0,06 36 000 
36 000 4,55

3 M u 
dh

249 0,7 30 500 
30 500 3,86

45,88
3 M„ 

db
404 0,4 26 200 

26 200 3,32

3 M„ 
01)

5195 0,1 269 500 
269 500 34,15

1 579 400 100,00 100,00

И м  =  1 1 579 400 =  1258 Mpcrn
M L =  138,8 — 3,56 ■ 12,58 =  94,00 M pm .
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Table o f  Square M ean Errors 
(Second, third and fourth terms)

8'MU
14

з л т  у 8 ‘Mu 8‘M , ,  ,
9 dxj 4 ' 8*2 ' ' U s * / ' " ’) 9*? dxj ' 1

V M U

9 /;
— — 0,26 — — —

9Ш и 
За2

— — 0,02 — — —

д т и
dk- 2fy ag 1,578 0,7 — 0,5 — —

д т и
dg2

— 0,06 — — — —

9-M u 
db2

— — 0,4 — — —

9 гМ и 
a«2

ЧуЬ 143,4 0,1 — 1,5 1,1

д т „
9/уЗа

h?g 5860 0,260 0,02 — 1 /2 x 4 6 5 ,0

9 2М„
dfydh

2ahg 38,7 0,260 0,7 — 49,3 —

9 гМ и ah2 1125 0,260 0,06 — 306,0 —

WMU
dfydb

c(/i +  f) 144 0,260 0,4 — 224,0 —

9 *MU
dfydv

b(h +  2c) 1850 0,260 0,1 — 2310,0 —
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dadh 2fyhg 4 8 2 0 , 0 2 0 , 7 4 5 , 5 —

Э  » M „

dadg fyh2 1 4 0 7 0 0 , 0 2 0 , 0 6 — 2 8 5 , 0 —

9 -M,,
dadb — — 0 , 0 2 0 , 4 — — —

dm,,
dadv — — 0 , 0 2 0 , 1 — — —

pm„
dadg 2fyah 9 2 , 4 0 , 7 0 , 0 6 1 5 , 0 —

dm,,
dhdb fyv 5 , 7 4 0 , 7 0 , 4 — 2 , 6 —

dm,,
dhdv fyb 7 1 , 6 0 , 7 0 , 1 — 2 5 , 1 —

dm,,
dgdb — — 0 , 0 6 0 , 4 —

_
—

dm,,
dgdv — — 0 , 0 6 0 , 1 — — —

dm,,
dbdv fy(h +  2v) 2 1 2 , 5 0 , 4 0 . 1 — 7 2 , 2 —

2 , 0 3 7 9 9 , 7 1 , 1
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The lack of m aintenance is now taken  in to  consideration as in the previous exam ple, 
i .e .,  b y  assum ing the corrosion as being equ iva len t to  the dim ensional tolerance of the profile.

The value of the ultim ate m om ent to  be expected  is M y =  141,9 Mpm.
Taking the second, third and fourth  term s of the m ean error into account

ц*м  =  2 529 606 , 

fiM — 15,82 Mpm ,

M L =  141,9 — 3,56 • 15,82 =  85,60 Mpm .

T he second, third and fourth term s of the m ean error, to be considered are com piled in the  
fo llow in g  table.

Profile-tolerance and corrosion together:

(2,0 +  3799,7 +  1.1) • 2 =  7606 .

The above value is not more than 3%0 o f the square of the entire mean value //'(, =  
=  2 529 606.

As can be seen, it  is sufficient m erely to  take the first term  of m ean error of the function- 
value in to  account.

Referring to investigations of steels it  has to  be established, if  according to  the elabo
ration  of m aterial te sts  between steels A 37.12 S and 36.24 S differences would be observed  
w h ich  have also to be expressed in the lim it stress, then the lim it stress of steel A 37.12 S should  
be low ered.

V III. Criticism  of m ethods used for the  determ ination  
o f the lim it bearing  force

I t  is an  erroneous idea  th a t  in  th e  ca lcu la tio n  o f th e  lim it m o m en t th e  
m e a n  e rro r belonging  to  each fa c to r  w hich  influences th is  m o m en t, shou ld  be 
ta k e n  w ith  its  m ost d isad v an tag eo u s  v a lu e , in to  acco u n t (e.g., w ith  an  e rro r- 
v a lu e  o f  1 °/oo).

N am ely , in  th is  case th e  m ost d isad v an tag eo u s  g rouping  o f erro rs occu r
r in g  a t  a p ro b a b ility  o f 1 °/00, s till d ep en d in g  on th e  n u m b er of v a riab le s , is 
o n ly  possible a t  a lesser p ro b ab ility , th u s , th e  a c tu a l p ro b ab ility  w ill, in  general, 
be  less th a n  l° /00. T his e s tab lish m en t is v a lid  fo r engineering  s tru c tu re s  m ade 
o f  w h a te v e r  m a te ria l. The above d e lib e ra tio n  com plies w ith  K a z i n c z y ’s 

e a r lie r  e s tab lish m en ts  [8 ].
A ll m ean erro rs figu ring  in  th e  exam ple  p rev iously  d ea lt w ith  re fe rring  

to  a  stee l s tru c tu re  should  now  be m u ltip lied  b y  m =  3,09. C om puting  th e  
n ew  profile  c o n s titu te d  on th e  base  o f  th ese  to  th e  3,09-fold increased  m ean  
e rro rs  an d  th e  lim it m om ent belong ing  to  th is  new  profile, th e  follow ing 
re s u lts  are  o b ta in ed :

f y =  2,2 -  3,09 • 0,15 =  1,737 M p/cm 2,

a =  0,23 3,09 • 0,02 =  0,168 M p/cm 2,

h =  70,0 3,09 • 0,7 =  67,84 cm

g =  1,2 -  3,09 • 0,06 =  1,015 cm

b - 25,0 — 3,09 • 0,4 =  23,76 cm
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V =  2,0 — 3,09 • 0,1 =  1,691 cm

M'L =  1,737 [23,76 • 1,691(67,84 +  1,691) +

+  0,168 • 1,015 • 6 7 ,842] =  61,90 M pm .

m M U- M ' L
M

108,90 -  61,90 

9,17

w hile th e  risk  belong ing  to  th is  v a lu e  is 0,15 • 10- 6 .
I t  can be p ro v ed , in  general, t h a t  if  th e  n u m b e r o f variab les is n, th e n  

re la tio n

H ere, K o r Á n y i ’s s ta te m e n t [ 6 ]  th a t  th e  d ia g ra m  of the  a c tu a l d is tr i
b u tio n  of errors is s te e p e r  th a n  th a t  o f th e  no rm al d is tr ib u tio n , sh o u ld  also 
be m en tioned . T his m ean s th a t  th e  lim it bearin g  force de te rm in ed  on th e

in  th e  case of an  m -tim es su b tra c te d  m ean  erro r th e  r isk  is sm aller th a n  th a t  
w hich  can be d e te rm in e d  on th e  b a se  of th e  n o rm a l d is tr ib u tio n  o f  erro rs. 

Proof o f relation (15):
S u b trac tin g  th e  m -fold of all assum ed m ean  erro rs from  m easu rin g  

re su lts , the  in accu ra te  lim it bearing  force will be:

The values o f th e  m-fold m ean  errors are sm all in com parison  to  Z(, 
th e re fo re , th e  th ird  a n d  h igher pow ers of m ■ fi, c an  a lready  be n eg lec ted ,

m
holds.

base  o f deductions d e a lt  w ith  in  th is  p a p e r  still invo lves an  ad d itio n a l sa fe ty ;

Y'l =  G ( f  — mfiv  Z2 -  т/г2, . . . ,  ln — т/лп) .

E x p an d in g  fu n c tio n  G a t  i =  1, 2, . . ., n in to  a series:

i i Bxt 9 xj 
j =1 i * j

th u s  M  =  0.

m

b u t
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a n d

Py = 2i = i
j= 1

[G, Hi]2 +  -  [G,, w ]2 +  G,7 Gjj rf h) +  [G,j ni Hj]2
4

*7

th e re fo re
m ' /1

m B
w here

Л = 2 ,  G> Pi — — m 2  G„ HÎ ~  ™ 2 ;  GH Pi Pi

B  = У  [G, A*/]2 +  -  [G,7 /t2]2 +  G,7 G ni H] +  [G/; /U, /*,]2 . 
1 4

>#7 i*j
1 =  1 
7=1

The u p p e r th resho ld  o f  th e  above re la tio n  is

<  1in
m
m

b ecau se  th e  re la tio n  m '/m  h as  a n  ex trem e v a lu e  (m axim um ) i f

a n d
Hi =  Иг =  • • • =  Ип =  H

G1 =  G2 =  . . .  =  Gn =  G'

In  ad d itio n , if  in  th e  n u m e ra to r  of f ra c tio n  m '/m  te rm s to  be neg lected , 
a n d  in  th e  d en o m in a to r o f sam e te rm s  to  he a d d e d , are d isreg a rd ed , th e n  th is  
f ra c tio n  ta k e s  th e  form

nG' и
=  =  \n  ■
'  . . nm |/n  [G' h Y

The low er th resh o ld -v a lu e  o f th e  above re la tio n  m '/m  is generally  1. 
A ssum ing  th a t  цх =  И a n d  Иг — Из =  • • • =  Ип =  0, th e n

m
m

Gi И -  —  mGn h1

[G,HY +  { - [G u  h2]2
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b u t as according to  a ssu m p tio n  /i4 can  be neglec ted

1 - m a ~  1 ,
2 G,

1 <  —  <  í n -
m

I t  should  be m en tio n ed  th a t  in  th e  case of one single variab le , if  sam e 
is n o t a linear fu n c tio n  o f the  u ltim a te  b ea rin g  force, an d  a t  th e  sam e tim e  
th e  v alue  of th e  m ean  e rro r is h igh , th e n  i t  m igh t ev en  occur th a t

m ' <  m .

This m eans th a t  w hen com pu ting  th e  lim it m o m en t in  such a w ay  th a t  in  
re sp ec t to  th e  one single v ariab le  th e  m ost d isad v an tag eo u s  value (i — m p) 
is considered  in ad v an ce , fu rth e rm o re , if  th is  v a riab le  is n o t a lin ea r fu n c tio n  
of th e  u ltim a te  b ea rin g  force, th e n  th e  so o b ta in ed  lim it m om ent im plies an  
e rro r to  th e  d e tr im e n t o f safe ty . T hus, th e  n u m erica l exam ple p re sen ted  in  
th is  p a rag rap h  on page  318 b y  all m eans conduces to  a fa u lty  lim it b ea rin g  
force.

m
m

i.e ., in  general

IX . Conclusions

F ro m  th e  in tro d u c e d  four exam ples th e  fo llow ing conclusions h av in g  
genera l v a lid ity  can  be  draw n.

1) E xam ples re fe rrin g  to  s tressed  an d  re in fo rced  concrete  alike in d ica te  
th a t  th e  m agn itu d e  o f  th e  m ean e rro r o f th e  u ltim a te  m om ent depends f irs t  
o f all on all s tre n g th  ch a rac te ris tic s  an d  geom etrica l dim ensions o f stee l b y  
m ore th a n  50% . C onsequen tly , in  re sp ec t to  steel f ir s t  o f all mean errors o f 
dimensions should be lessened, fu rth e rm o re , for th e  p u rpose  of re in fo rcem en t 
steel b a rs  hav ing  a more reliable yield  point and ultimate strength are re q u ire d .

2) The second a n d  aston ish ing  re su lt is, th a t  in  th e  case of b e n t b eam s 
th e  s tre n g th  and  re lia b ility  of concre te  p lays a m uch  sm aller role — m a x i
m um  b y  15%  — as h a d  p rev iously  been  assum ed.

3) The increase o f concrete s tre n g th  — exced ing  th a t  o f C 400 — for 
b e n t beam s is in e ssen tia l superfluous, as accord ing  to  J ä g e r  for a concre te  
C 500 the  p lastic  d e fo rm atio n  of concre te  ta k in g  p lace  during  failu re  a lread y  
v an ishes (x =  2fc =  1 i f  th e  cube s tre n g th  o f concre te  is 0,5 M p/cm 2). H ow ever, 
if  on ly  a sm aller s tru c tu ra l  d ep th  is ava ilab le , or i f  fo r aesth e tic  reaso n s th e  
d e p th  of a beam  shou ld  be lessened, th e n  th e  in crease  of concrete  s tre n g th  
m ig h t be exped ien t.
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4) In  re sp e c t to  th e  m ean  e rro r o f co n cre te  cube s tre n g th  it is sufficient 
to observe a dispersion o f 15%  as specified in  the Hungarian Standard M S z  
4715. T his is th e  v e ry  reaso n  w h y  h ith e r to  a decrease in  co n cre te  cube s tre n g th  
o r a d ispersion  o f sam e w ith in  ce rta in  lim its  d id  n o t cause serious tro u b le .

5) O f course , th e  ap p lic a tio n  of con cre tes  hav in g  a low er s tre n g th  is 
fo llow ed b y  a  decrease o f  th e  lim it m o m en t, b u t  th e  la t te r  is ra th e r  in sig 
n if ic a n t. H ow ever, in  such  a case th e  im p o rta n c e  of th e  re lia b ility  of concrete  
s tre n g th  increases. E .g ., i f  th e  g irders o f th e  bridge  over th e  in u n d a tio n  area  
a t  Szolnok show n in  F ig . 3 w ere designed  to  be m ade of co n cre te  C 280, th e  
p ro b ab le  decrease in  th e  v a lu e  of th e  lim it m o m en t w ould  n o t have  been  
m ore  th a n  4 % . Ow ing to  th is  fac t, th e  te s t  beam s of th e  b rid g e  in  q uestion , 
th e  concre te  s tre n g th  o f w hich  was o n ly  340 — 380 K p/cm 2, s till gave a good 
v a lu e  for th e  u ltim a te  m o m en t.

6 ) A fu r th e r  increase  o f  th e  acc u ra cy  o f concrete  d im ensions is on ly  
n ecessa ry  fo r sm all d ep th s . T he w id th  h as  h a rd ly  an y  im p o rtan ce . O n th e  
o th e r  h a n d , th e  m ean  e rro r due to  an  in a c c u ra te  o b se rv a tio n  of th e  beam  
d e p th  is im p o r ta n t , th e re fo re , item s th e  d e p th  o f w hich is less th a n  2 0  cm  
sh o u ld  be p re fab rica ted .

7) E x am p les  ta k e n  from  th e  fields o f stee l s tru c tu re s , re in fo rced  co n 
c re te , s tressed  concrete  in d ic a te  th a t  for d iffe ren t m ateria ls  th e  risk  is n o t 
th e  sam e. E n g in eerin g  s tru c tu re s  m ade o f  stee l are designed b y  ta k in g  a 
r isk  of m ore th a n  1 ° /00 in to  co n sid era tio n . On th e  o ther h a n d , th e  risk  co n 
s id ered  for re in fo rced  concre te  an d  s tre ssed  concrete  s tru c tu re s  — p ro v id ed  
th e  d e p th  o f  sam e exceeds 1,0 m  — is even  less th e n  l° /00. I t  m ig h t be d esir
ab le  to  e lim in a te  th is  s lig h t c o n tra d ic tio n  ex is tin g  betw een  Codes. T he Code 
o f  F o u n d a tio n  E n g ineering  also involves a g re a te r  p recau tio n  th a n  th a t  w hich 
is ab so lu te ly  necessary .

On th e  base  of th e  ab o v e  p rincip les th e  lim it bearing  c a p a c ity  can  be 
d e te rm in ed  fo r eng ineering  s tru c tu re s  m ade o f  w h a tev er m a te ria l. This re la 
tiv e ly  co m p lica ted  ca lcu la tio n  im plies m u ch  less sub jec tive  fac to rs  th a n  th e  
h i th e r to  u sed  m eth o d . T h u s , i t  is p a r tic u la r ly  ap p ro p ria te  to  he used  for 
la rg e r eng ineering  s tru c tu re s . In  such a case w hen  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  
co m p e te n t b e a rin g  force req u ires  a c o m p u ta tio n  ex ten d in g  to  m ore th a n  
1 0 0 — 2 0 0  pages, i t  m akes no difference, w h e th e r th e  d e te rm in a tio n  of lim it 
b ea rin g  forces ex ten d s  over 5 or 20 pages.

The lim it b earin g  forces o f m a n u fa c tu red  p recas t m em bers a n d  s tru c tu ra l 
d im ensions o f s ta n d a rd iz e d  designs shou ld  also be dete rm in ed  on th e  base of 
co n sid era tio n s ex p o u n d ed  in  th is  paper.

O f course, for sm aller a n d  less im p o r ta n t  engineering s tru c tu re s  lim it 
b e a rin g  forces could  ex p e d ie n tly  he d e te rm in ed  on th e  base o f th e  h ith e r to  
u sed  m ethods accord ing  to  Codes, b u t lim it s tresses an d  d im ensional to lerances to  
be  ap p lied  sh o u ld  be m odified  accord ing  to  th e  prev iously  o u tlin ed  p rincip les.
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T he effect o f inaccuracies occasionally  occu rring  in  s ta tic a l calcu la tions 
m ig h t be e lim in a ted  b y  ap p ro ach in g  a\\ f s =  f ( e s) d iag ram s b y  b ro k en  s tra ig h t 
lines, th is  m ean ing  an  ad d itio n a l sa fe ty  o f  2 — 3%  w hen d e te rm in in g  th e  
u lt im a te  b ea rin g  force. The in a ccu racy  in v o lv ed  in  ca lcu la tio n s is generally  
less th a n  th e  a fo rem entioned  v a lue .

F in a lly , i t  shou ld  again  be em p h asized , th a t  th e  ex p o u n d ed  es tab lish 
m en ts  refe r on ly  to  th e  lim it b ea rin g  force. H ow ever, th e  sam e considera tions 
m ig h t also be app lied  to  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  co m p e ten t b ea rin g  force 
s ta n d in g  on th e  le ft-h an d  side of eq u a tio n  (1 ).

I t  is im possib le  th a t  a sa fe ty  fac to r  o f 1,4 used  in  th e  ca lcu la tio n  o f a 
sim p ly  su p p o rte d  beam  should  also be ap p lied  to  th e  ca lcu la tio n  of a sec- 
tionw ise  load ed  con tinuous b eam  over 4 or ev en  m ore su p p o rts . F in a lly , i f  on 
th e  le f t-h a n d  side of eq u a tio n  (1 ) th e  d ead  lo ad  is ca lcu la ted  b y  using  a d is
persion  fac to r  re su ltin g  from  th e  increase  o f  dim ensions an d  specific  w eight, 
th e n  i t  seem s im possible to  assum e th e  c o n tra ry  in  re sp ec t to  th e  rig h t- 
h a n d  side.
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N E U E  M ETHO DE ZUR BESTIM M UNG D E R  G R E N Z B E A N SPR U C H U N G E N  
U N T E R  A N W E N D U N G  D E R  W A H R SC H E IN L IC H K E IT SR E C H N U N G

E. M ISTÉTH

ZUSAM M ENFASSUNG

Der zu erwartende W ert der Bruchbeanspruchung kann m it H ilfe einer Funktionsver
bindung jederzeit gebildet werden. Als unabhängige Veränderliche fungieren die Bruch
spannungen und die geom etrischen D im ensionen des Querschnittes, deren verläßlichste  
W erte und ihre M ittelfehler m it Hilfe des statistischen  Sam m elns der A ngaben aufgearbeitet 
werden können. Mit Hilfe des Satzes vom  M ittelfehler des Funktionw ertes kann der zu er
w artende M ittelfehler des Wertes der Bruchspannung ebenfalls bestim m t werden. Der Satz 
bedarf aber der Ergänzung, da die M ittelfehler der verschiedenen E lem ente sogar 20% über
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ste igen  können. In K en ntn is des M ittelfehlers der Bruchspannung und des eingegangenen  
R isikos kann der W ert der unteren Schranke der ersteren, d. h ., die Grenzbeanspruchung  
berechnet werden.

Der Wert des vorteilhaftesten  R isikos kann in der A bhängigkeit von der Gesam tgröße 
des unm ittelbaren und des verursachten Schadens berechnet werden.

D ie Anschauung, daß die G renzbeanspruchung auch so bestim m t werden kann, daß 
m an der Übernahme des vorgeschriebenen R isikos entsprechend die Querschnittsabm essungen  
und den Wert der unteren  Schranke der Bruchspannung bildet und diese W erte dann in die 
F orm el der Bruchbeanspruchung einsetzt, is t  irrtüm lich. Dieser W ert liefert nicht die Grenz
beanspruchung, sondern im  allgem einen einen kleineren W ert.

E s können allgem eine Schlüsse gezogen werden, da der Zusam m enhang des M ittel
fehlers der Bruchbeanspruchung nicht bloß dessen Maß liefert, sondern auch bezüglich der 
G rößen Aufklärung g ib t, deren U ngenauigkeiten  den M ittelfehler ergeben.

Bezüglich der A rt und Weise der Steigerung der Grenzbeanspruchung sei festgestellt, 
daß diese ökonom isch und richtig eher durch die Verwendung zuverlässigerer als besserer 
B austoffe  erreicht w erden soll.

U N E  N O UV ELLE M É T H O D E  D E  DÉTER M IN A TIO N  D E S SOLLICITATIONS LIM ITÉS 
PA R  APPLICATIO N D U  CALCUL DES PR O BABILITÉS

E. M ISTÉTH

RÉSU M É

La valeur probable de la sollicitation à la rupture peut être toujours obtenue par une 
relation  fonctionnelle, les variables indépendantes étant: les contraintes de rupture et les 
dim ensions géom étriques de la section; les valeurs les plus sûres et les erreurs m oyennes de 
celles-ci peuvent être déterm inées par une étude statistique.

A  l’aide du théorèm e de l’erreur m oyenne des valeurs d ’une fonction, on peut aussi 
déterm iner l’erreur m oyenne probable de la sollicitation à la rupture. Le théorème a besoin  
d’être complété, car les erreurs m oyennes peuvent dépasser 20% pour les différents élém ents. 
E n connaissance de l ’erreur moyenne de la sollicitation à la rupture et si on connaît le risque 
adm is, il est possible de calculer la valeur lim itée inférieure de celui-ci, qui est la sollicitation  
lim itée.

En fonction de la valeur d’ensem ble de la détérioration directe et indirecte, on peut 
calculer la valeur du risque optimal.

Il est erroné de croire que la sollicitation  lim itée peut être déterminée en calculant les 
valeu rs lim itées inférieures des dim ensions sectionnelles et de la sollicitation à la rupture con
form ém ent au risque prescrit, et en su bstitu ant ces valeurs dans la formule de la sollicitation  
à la  rupture. Le résultat ainsi obtenu est une valeur généralem ent inférieure à la sollicitation  
lim itée.

La relation de l ’erreur moyenne de la  sollicitation à la rupture donne non seulem ent la 
valeur de cette erreur m oyenne, mais renseigne aussi sur les quantités, dont l’inexactitud e  
produit l’erreur m oyenne.

L’augm entation de la sollicitation lim itée  devient plus économ ique par l’em ploi non pas 
ta n t de m atériaux de plus haute qualité, m ais de m atériaux offrant une chance de sécurité 
plus grande.
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НОВЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ НАГРУЗОК С ПОМОЩЬЮ 
РАСЧЕТА ПО ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТИ

Э. М И Ш Т Е Т

РЕЗЮМЕ

Ожидаемое значение дробящей нагрузки всегда может быть представлено функ
циональной зависимостью. Независимые переменные: дробящие напряжения и геомет
рические размеры сечения; наиболее верные значения их и средние погрешности могут 
быть обработаны путем статистического подбора данных.

С помощью теоремы средней погрешности значения функции можно определить и 
среднюю погрешность ожидаемого значения дробящей нагрузки. Теорема требует допол
нения, так как для различных элементов средние погрешности могут превысить также 
20% . Если известны средняя погрешность дробящей нагрузки, а также принятый риск, 
можно определить нижнее крайнее значение его, которое и будет предельной нагрузкой.

На основе зависимости от общей величины непосредственных и причиненных по
терь, можно рассчитать значение оптимального риска.

Неправильным является взгляд, что предельная нагрузка может быть рассчитана 
также путем преобразования размеров поперечного сечения и нижнего предельного зна
чения дробящей нагрузки соответственно предписанному риску, и подстановки этих зна
чений в формулу дробящей нагрузки. Это действие даст не предельную нагрузку, а во
обще некоторое меньшее значение.

Зависимость средней погрешности дробящей нагрузки позволяет получить не 
только размер ее, а освещает также и то, что от неточности каких именно данных проис
ходит средняя погрешность.

Метод повышения предельных нагрузок правильно может быть выбран не в на
правлении применения лучших материалов, а по пути использования более надежных 
материалов, что и будет более экономичным и правильным.
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MODÈLES ÉLECTRIQLES ANALOGUES 
POUR LE CALCUL DES OSSATURES

M. RÓZSA

CANDIDAT D ES SCIENCES TECHN IQ UES 
IN ST ITU T SC IEN TIFIQ U E DU BÂTIMENT, B U D A P E S T

[Manuscrit reçu ie 26 décembre 1963]

L’étude fait connaître deux m odèles électriques analogues de structures hyperstatiques 
form ées de barres droites. Dans le premier systèm e, les analogues des m om ents fléchissants 
son t des tensions électriques, ceux des angles de rotation et des déplacem ents sont des in ten 
sités de courant, enfin ceux des raideurs de barres sont des résistances ohm iques. Dans le 
second systèm e, les m om ents fléchissants on t pour analogues des intensités de courant, les 
angles de rotation et les déplacem ents des tensions et les raideurs de barres des conductiv ités  
électriques.

In tro iluc tion

Le calcul des s tru c tu re s  h y p e rs ta tiq u e s  e s t lo n g  e t fa s tid ieu x , ca r la  
d é te rm in a tio n  des forces in te rn es  nécessite  la so lu tio n  d ’un  systèm e d ’éq u a 
tio n s  linéaires à p lu s ieu rs  inconnues. Les calculs se p ro lo n g en t encore du  fa it 
que les dim ensions des sections d o iv en t ê tre  choisies d ’ab o rd  em p iriq u em en t. 
Si ces dim ensions ne  co n v ien n en t pas selon le calcul, elles do iv en t ê tre  m odifiées 
e t  to u t  le calcul d o it  ê tre  rep ris .

P o u r d é te rm in e r  les forces in te rn e s , on p e u t au ss i se serv ir de m odèles 
é lec triques analogues re m p la ç a n t le calcul. Ces in s ta lla tio n s  fo n c tio n n en t su r 
le p rin c ip e  su iv a n t: on é ta b lit  un  systèm e de c ircu its  é lec triques dans lequel les 
q u a n tité s  é lec triques p ré se n te n t e n tre  elles une r e la t io n  id en tiq u e  à celle qui 
e x is te  en tre  les q u a n tité s  m écan iques du problèm e o rig in a l. De ce tte  m an iè re , 
le p rob lèm e est r e p ro d u it  p a r le m odèle analogue e t  les q u an tité s  inconnues 
p e u v e n t ê tre  d é te rm in ées  p a r  des m esures é lec triq u es.

Le p résen t t r a v a i l  fa it  co n n a ître  des m odèles é lec triq u es  analogues d o n t 
le m o n tag e  s’effec tue  selon des règles b ien  sim ples, en  p a r ta n t  de la  form e géo
m é triq u e  de l ’o ssa tu re . P o u r é ta b lir  les c a ra c té ris tiq u e s  électriques des m o
dèles (résistances, ten s io n s , ra p p o rts  de tra n s fo rm a te u rs ) , il ne fa u t d é te rm in e r 
que les q u an tité s  s e rv a n t  de p o in t de d é p a rt au  ca lc u l s ta tiq u e  (ra id eu r des 
b a rre s , m om ents d ’e n c a s tre m en t p a rfa it ,  etc .).

Le prem ier c h a p itre  de l ’é tu d e  fa it  connaître  les é q u a tio n s  fo n d am en ta les  
des m odèles é lec triq u es. Le second ch ap itre  p résen te  d e u x  systèm es duels d ’a n a 
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logies é lectriques. Les tro is ièm e e t . q u a trièm e  ch ap itres o ffre n t enfin  une 
d esc rip tio n  détaillée  des m odèles basés su r ces analogies.*

1. Les équa tions se rv an t de base aux  analogies é lec triques

Lors de la  d éd u c tio n  des éq u a tio n s re la tiv e s  au x  o ssa tu re s , les défo rm a
tio n s  axiales e t celles dues a u x  effo rts  t ra n c h a n ts  son t nég ligées, e t Гоп ne 
t i e n t  com pte que des seules défo rm atio n s p ro d u ite s  p a r les m o m en ts  fléchis
s a n ts . La section  des b a rres  p e u t  ê tre  v a riab le .

Les po in ts d ’in te rse c tio n  des axes de d eu x  ou p lu sieu rs  b a rre s  e t les 
p o in ts  d ’appui so n t considérés com m e des noeuds. Im ag inons les noeuds ainsi 
défin is rem placés p a r  des articulations re lia n t les b arres  ensem ble o u  au x  appuis 
f ix e s . Le systèm e de b arres  a in si o b ten u , que nous nom m erons p a r  la  su ite  
ossature à noeuds articulés, p e u t ê tre  cinématiquement déterminé ou indéterminé.

Si l’ossa tu re  à noeuds a rticu lés  est c in ém a tiq u em en t in d é te rm in ée , on 
in tro d u it  — en p rin c ip e  a rb itra ire m e n t — le p lus p e tit  nom bre  de barres su p 
p lém en ta ires fic tiv es , nécessaire  p o u r la  ren d re  c in é m a tiq u e m e n t dé term inée. 
P a r  l’in tro d u c tio n  des b arres  su p p lém en ta ires , l ’o ssa tu re  à n o eu d s  articu lés 
d ev ien t iso sta tique .

Lors de l’é tab lissem en t des analogies é lec triques, il e st u ti le  d ’in trodu ire  
la  no tio n  de longueur fictive des barres. C ette  longueur fic tiv e  se d é fin it de la 
fa ç o n  su ivan te . A u cas d ’un  racco u rc issem en t A k de la  b a rre  su p p lém en ta ire  k, 
la  b a rre  U V  re lia n t les a r tic u la tio n s  U e t F  de l ’ossa tu re  à n o eu d s  articu lés 
to u rn e  d ’un  angle Cet ang le  de ro ta tio n  e s t considéré com m e p o sitif  si le 
sens de ro ta tio n  co rresp o n d  à celui des aiguilles d ’une m o n tre . Le ra p p o rt

Wu»
i kluv ( 1 )

e s t  nom m é longueur fictive  de la  b a rre  U V  ra p p o rté e  à la  b a rre  su p p lém en ta ire  
k. L a  longueur f ic tiv e  d ’une b a rre , ra p p o rté e  à l ’une  des b arres  su p p lém en ta ires , 
e s t donc la réc ip roque  de l ’angle de ro ta tio n  de ce tte  b a rre , p ro d u it  p a r le 
racco u rc issem en t u n ita ire  de la  b a rre  su p p lém en ta ire  en q u e s tio n .

A près l ’in tro d u c tio n  de la  n o tio n  de lo n g u eu r fic tiv e  des b a rre s , on p eu t 
p a sse r  à l ’é tab lissem en t des é q u a tio n s . Celles-ci ex p rim en t les co n d itio n s  d ’équ i
lib re  p a r  des d éfo rm atio n s.

* Ces dernières années, de nom breux travaux ont été consacrés, à l’étranger, aux  
m odèles électriques analogues des ossatures. Le couplage en étoile servant de base à tous ces 
m odèles a été décrit pour la première fois par l’auteur en 1948 [4]. La présente  étude contient 
l ’essentiel de sa thèse de candidature présentée le 18 octobre 1955 et sou ten ue le 22 mai 1958, 
don t le manuscrit se trouve déposé à la B ibliothèque de l ’Académie des Sciences de Hongrie.
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Les m om ents ag issan t sur les ex trém ité s  de la  b a r re  U V  sous l ’e ffe t de la 
charge ex té rieu re  p e u v e n t être calculés à l’aide des formvdes connues:

M

Xvu =

buvß

b uc ß

V U  ’  

U V  ’

( 2 )

ou

x uy, X m

-М"иг,, M m —

ßuv-> ßvu

a U V -

a v ü
_

buv —

sont les moments d*extrémité de la barre U V  aux poin ts resp. U  et V. Le m om ent 
est positif s’il tend à faire tourner le noeud dans le sens horlogique; 
les moments d'encastrement aux points resp. U  e t  V  de la barre U V  considérée  
comme une poutre à deux appuis parfaitem ent encastrée à ses deux extrém ités  
et soumise à la charge extérieure donnée;
les angles d'inclinaison  que la tangente à l’axe de la barre U V  forme a u x  poin ts  
resp. U  e t F , avec la droite reliant les points U  e t V  (Fig. 1). L’angle ß  est 
positif si la tangente tourne dans le sens horlogique par rapport à la  drob Ъ U V . 
est le moment au point U  de la  poutre à deux appuis non chargée, supposée  
encastrée à son point F, m om ent qui provoque, au point [/, la rotation  n éga
tive unitaire de la tangente à l’axe de la barre; 
le même moment rapporté au point F
le moment agissant au point F  de la poutre à d eux  appuis non chargée, sup
posée encastrée à son point F , quand il ex iste , au point С/, un m om ent auv 
provoquant la rotation négative unitaire de la tangente  à l’axe de la barre. 
En vertu du théorème de M axwell, bUv = bvU.

Fig. 1. Axe d’une barre après déform ation

Si une barre  e s t articulée à l ’une  des e x trém ité s , alors les é q u a tio n s  (2 ) 
des m om ents d ’e x trém ité s  de la b a rre  se m odifien t. Supposons que la  barre  
U V  es t a rticu lée  au  p o in t K, c’es t-à -d ire

X vu =  0 .

E n  in tro d u isa n t les n o ta tio n s

M ’ — M  ___^u— M1VJ UV   1Y± uv 1V1VU
®vu

e t
6 2/ __ ___ _uv_

a U V    a uv  9
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on re ç o it:
X uv M  uv auv ßu ( 2 a)

E n  cas de barres de section constante, les é q u a tio n s  (2 ), re sp . (2 a) p eu v en t 
s ’écrire sous u n e  form e plus s im p le . E n  effe t, chez les b arres  de section  con
s ta n te

où

4 2 I U»E

luv — est la  longueur effective de la barre U V ;
I uv — le m om ent d’inertie de la  section  de la barre f /  V: 
E  — le m odule d’élasticité du m atériau de la barre.

E n  in tro d u is a n t  les n o ta tio n s  m uv =  I uvlluv, ß ' =  2Eß, les m o m en ts  ag issan t 
su r  les e x tré m ité s  aux  noeuds rig id es  de la  b a rre  de section c o n s ta n te  se ro n t:

X uv — M uv mur (2ß’uv - f  /?,',„), 

X m =  M vu mur (2ß'eu +  ß'uv) .
( 2 b)

Chez la b a rre  U V  de section  c o n s ta n te , à n o eu d  articulé au  p o in t  V

ou

Ayp — M uv 1,5 niLlv ßuv, 

X vu =  0 ,

M'uv =  M m — 0,5 M m .

(2c)

De l ’é q u ilib re  des noeuds de l ’ossa tu re  il s ’en su it que la som m e algébrique 
des m o m en ts  d ’ex trém ité  des b a rre s  co n co u ran t à un  m êm e n o e u d  est zéro. 
E n  n ’im p o rte  q u e l noeud:

2 x un =  o ,  (3)

N — est le nombre des barres concourant au noeud U.

E n tre  les m om ents d ’e x tré m ité  de la  b a rre , d ’au tres re la tio n s  nous so n t 
fourn ies p a r  la  cond ition  que les forces d ’ap p u i ag issan t su r les b a rre s  su p p lé 
m en ta ire s  im ag in a ire s  son t égales à zéro:

X,. x r, =  0 , (4)
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OÙ

P k — est la force d 'a p p u i , que les forces extérieures données agissant sur l’ossature 
à noeuds articulés produisent dans la barre supplém entaire «/c»; le signe de P k 
est positif si une traction se produit dans cette  barre supplém entaire; 

r — est le nombre total des barres de l’ossature.

Les angles ß f ig u ra n t dans les form ules (2) des m om ents d ’ex trém ités  des 
barres p eu v en t ê tre  ex p rim és p ar les angles de ro ta t io n  des noeuds e t les r a c 
courcissem ents des b a rre s  su p p lém en ta ires . O n suppose  que, sous l ’effet de 
la  charge, la ba rre  U V  occupe une positio n  U' V  (fig. 1). De la  figure , il re sso rt 
que

ßuv =  Фи Wuv ’

ßvu =  <Pv - Wuv ■>
OÙ

Фи Фь- — sont les angles de rotation des noeuds J7, resp. F,
4}uv — l’angle de rotation de la droite reliant les points U  et F.

L ’angle de ro ta tio n  ifLlv e s t la  som m e des ro ta tio n s

fuv =  - y

produ ites p a r  les raccourcissem en ts Ak des b a rre s  su p p lém en ta ires . Si nous d é 
signons p a r  m le nom bre  to ta l  des b a rre s  su p p lém en ta ire s  de l ’ossa tu re , nous 
avons:

m m Д
Wuv =  2  wL =  - i f  ■

îTl k~l ikm-

E n  y  s u b s ti tu a n t  la  v a le u r  ci-dessus de yjuv:

m Д
ßuv =  Vu -  y  ’ 

к = 1 lu»

2L A k
(5)

ßvu — Vv J k  '

ft = l luv

On su b stitu e  m a in te n a n t ces valeurs de ßuv e t  ßvu en (2), e t l ’on reço it:

m /̂j
X uv =  M uv ^игФ и b u v (pv (&uv ~Ь ^ uv) ’

k=  1 luv

m /\
XVU --- M-vu d-VU f v  b u v<pu “b {dvu  “b  ^uv)

k= 1 luv

( 6 )
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E n  éc riv an t les éq u a tio n s  (3) p o u r  p  noeuds, e t les éq u a tio n s (4) p o u r  m  
b a rre s  su p p lém en ta ires , on o b tie n t a u  to ta l  p  -f- m éq u a tio n s. E n  s u b s t i tu a n t  
les v a leu rs  selon (6 ) de X uv, X vu . . . dan s ces éq u a tio n s, on a u ra  (p  -f- m) 
in co n n u es (cpv  ç>2, . . cpp, Av  A2, . . . A m) dans les (p  -[- m) éq u a tio n s . E n  réso l
v a n t  ce systèm e d ’é q u a tio n s  à (p  -f- m) inconnues e t s u b s ti tu a n t  les v a leu rs  
de celles-ci dans les éq u a tio n s (6 ), on  re ç o it les m om ents au x  n o eu d s  X uv 
cherchés.

2. Les deux systèm es d’analogies électriques

Les m odèles é lec triq u es que nous allons décrire se b a se n t sur deux  sy stèm es 
d ’analog ies, que nous appellerons analogies «A » et «B». D ans ces sy s tèm es a n a 
logues, a u x  q u a n tité s  m écaniques co rresp o n d en t les q u a n tité s  é lec triq u es 
su iv a n te s :

Q uantité  mécanique
Q uantité électrique

Analogie «A» Analogie «B»

Moment ; Force Tension Intensité
Déplacem ent ; Rotation Intensité Tension

Raideur de barre Résistance Conductivité

A insi q u ’il resso rt de ce ta b le a u , l ’analog ie  «B» est le duel de l ’ana lo g ie  «A», 
d o n t elle ne diffère que p a r  le ch an g em en t de rôle de l ’in te n s ité  e t de la  ten s io n .

P a r  la su ite , les q u a n tité s  é lec triq u es  seron t désignées p a r  les m êm es 
sym bo les que les q u a n tité s  m écan iques analogues. U ne q u a n tité  é lec triq u e  e t  
u n e  q u a n tité  m écan ique analogue se ro n t appelées égales q u an d  elles p ré se n te n t 
des va leu rs num ériques égales dans u n  systèm e d ’un ités de m esures q u e lco n q u e .

3. Les m odèles d’ossa tu res  basés su r l’analog ie  «A»

D ans le m odèle b asé  sur l ’analog ie  «A», à n ’im p o rte  quelle b a rre  U V  de 
sec tio n  v ariab le  co rrespond  u n  quadripole actif selon la  figure 2 a , que nous 
ap p e lle ro n s le bloc analogue de la  b a rre  U V. Le bloc est fo rm é p a r  les ré s is tan ces  
oh m iq u es buv, auv — buv, am — buv couplées en éto ile , e t  les forces é le c tro 
m o trices  M uv, M vu. S u r le côté U d u  b loc, la  tension  au x  bornes e s t désignée 
p a r  X uv, e t le co u ran t d ’en trée , re sp . de so rtie  p a r  ßuv. De m êm e, su r  le cô té  V, 
la  ten s io n  aux  bornes e s t désignée p a r  X m, e t le c o u ran t d ’e n tré e , re sp . de 
so rtie  p a r  ßvu. Les c o u ra n ts , tensions e t forces é lectrom otrices se ro n t considérés 
com m e positifs dans la  d irec tion  m arq u ée  su r la figure  p a r  une f lèch e . P o u r
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le c ircu it du  cô té U, resp . V, les re la tio n s  su iv an tes  p e u v e n t ê tre  écrites en v e r tu  
de la  loi de K irchhoff:

^  UV M u v  a uv ßuv ^  uv ßvu ч

X - V l l  ^ V U  « T O  ß v u  b uv ß uv .

Les équa tions ci-dessus son t id en tiq u es  aux  é q u a tio n s  (2), donc le quadripo le  
selon la  figure 2a est un m odèle analogue de la  b a rre  UV. Les tensions aux  
bo rn es X uv, X vu so n t les analogues électriques des m om ents d ’ex trém ité s  de 
b a rre  X uv, X vu, les résistances auv, avu, bUi) so n t les analogues des ra ideu rs 
de b a rres , en fin  les in ten sité s  de c o u ran t ßuv, ßvu co rresp o n d en t a u x  angles de 
ro ta t io n  ßUv, ßvu-

Si l ’une des ex trém ités  de la  b a rre  UV, p a r  ex . le p o in t V, e s t a rticu lée , 
on o b tie n t un  q u ad rip o le  analogue p lus sim ple en  in te rc a la n t su r  le  côté U la 
force é lec tro m o trice  M'uv =  M m — (b uvl a vu) M vu e t  la  résistance  a'uv — auv — 
— (blvlavu) (figure  2b). D ans le c ircu it du côté U, la  re la tio n  (2a) es t alors 
v a lab le  en v e r tu  de la  loi de K irchhoff, donc ce m o n tag e  est b ien  l ’analogue 
é lec triq u e  de la  b a rre  U V  a rticu lée  au  po in t V.

L ’analogue d ’une barre  U V  de section constante, à noeuds rigides aux deux 
extrémités, es t le q uad ripo le  selon la  figure 2 c, d o n t  les q u a n tité s  électriques 
sa tis fo n t l’éq u a tio n  (2b). A insi q u ’il a p p a ra ît su r  la  figu re , les tro is  résistances 
m on tées en  éto ile  so n t égales, aussi le u r  réglage p e u t- il  se faire s im u ltan ém en t.

Si l ’une des ex trém ité s  de la  b a rre  U V  de sec tio n  co n s ta n te , le p o in t V  
p a r  exem ple, e s t articulée, il fa u t u tilise r  le schém a selon la figu re  2 d corres
p o n d a n t à l ’é q u a tio n  (2 c).

P assons m a in te n a n t a u x  analogues électriques des noeuds. L ’analogue 
é lec triq u e  de n ’im p o rte  quel noeud  U p eu t ê tre  o b te n u  si on connecte  en série 
des so rties U des b locs analogues des barres U1, U2, . . ., U V, . . . ,U N  ab o u 
t is s a n t au  noeud  U  (figure 3). Le c irc u it fermé p ro d u it  p a r  le couplage en série 
e s t l ’analogue é lec triq u e  du n oeud . D ans ce c irc u it, selon la loi de K irchhoff:

X u N  — 0 •
N

C ette  éq u a tio n  e s t  id en tiq u e  avec l ’équation  (3), qu i exprim e la  cond ition  
d ’équ ilib re  des m om en ts ag issan t su r  le noeud U, donc  ici encore, l ’analogie 
ex is te  en tre  la  te n s io n  aux  bornes des blocs e t les m om en ts d ’ex trém ité s  des 
b a rres . L ’in te n s ité  d u  co u ran t tr a v e r s a n t  le c ircu it analogue du  noeud  U est 
— com m e nous le dém o n tre ro n s p lus lo in  — l’an a lo g u e  de l ’angle de ro ta tio n  
(pu du  noeud.

A une b a rre  su p p lém en ta ire  «k» quelconque de l ’o ssa tu re  co rrespond  le 
c irc u it selon la  f ig u re  4, que nous appellerons d o n c  Fanalogue électrique de la
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barre supplémentaire «fe». Ce c irc u it sera  é tab li de la  m anière su iv a n te . Aux 
so rties  des blocs analogues des b a rre s  de n om bre  r on  relie, de ch aq u e  côté, 
l’en ro u lem en t p rim aire  d ’un  transformateur idéal a y a n t  u n  r a p p o r t  de tension

j~

Xuv \U} i ’ , a'w __ X XvumO

ß w  L .

ßuv Г

Puv i-
Fig. 2a. L’analogue A d’une barre de section variable
Fig. 2b. L’analogue A d’une barre de section variable, articulée au poin t V
Fig. 2c. L’analogue A d’une barre de section constante
Fig. 2d. L’analogue A d’une barre de section constante, articulée au point t

lkur : 1. Les en rou lem en ts seconda ires de ces m êm es tra n s fo rm a te u rs  son t con
nectés en série en tre  eu x  e t avec  la  force é lec tro m o trice  Pk, qu i e s t  l ’analogue 
de la force d ’ap p u i Pk a g issa n t su r la  ba rre  su p p lém en ta ire  «k».

E n  a p p liq u a n t la  loi de K irch h o ff au  c ircu it de la force é lec trom otrice  
P k, on reço it l ’éq u a tio n  su iv a n te :

X ,

lkLtl1)

=  0
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C ette  éq u a tio n  e s t id en tiq u e  à l ’éq u a tio n  (4) éc rite  pour la b a rre  sup p lém en ta ire  
«k», donc le c ircu it rep ré sen té  su r la  figu re  4 e s t b ien  l ’analogue é lec trique  de la 
b a rre  sup p lém en ta ire  «k».

Pu

r_J--------- 1- ,
1 U 1

! 1 

TT
Fig.

&Kt

I ■'Ч/2Т T "UV T aUN

г -------- - Ц  [—*---------- L- ,  i— -------- ' - i
U 1 1 U 1 1 U 1 

I l  I I  1 
i l  1 ! 1 
I l  1 1 
I l  1 1! ! ! i !

? \ 1 y  ! ] N !

T T  Г Г  Г Т
3. L ’analogue A.  d’un noeud 

X.UV
4v

10000 1 i o o o o l  lf

A
rfU W V  l y /1

- Ц  A l i
p s t ) ö ¥

г1--------
1 1 
1 1

; 1 1 

p 1 m  jr K Щ ! !
i i

j <r) !

I
'" lo o o o l

L  v

1 а ш 1  L í s L * .» 7 Ü
^ __ j  doö'ö“Y_

X v u

T T

Fig. 4. L ’analogue A d’une barre supplém entaire

A ux so rties des blocs il fa u t, de ch aq u e  côté, co n n ec te r en  parallèle les 
p rim aires  d ’a u ta n t  de tra n s fo rm a te u rs  q u ’il fa lla it  de b a rre s  supp lém en ta ires  
p o u r p ro d u ire , p a r  leu r racco u rc issem en t, la  ro ta tio n  de la  b a rre  co rresp o n d an t 
au  b loc. D onc si la ro ta t io n  de la  b a rre  U V  e s t due au racco u rc issem en t de «m» 
b a rres  su p p lém en ta ires , il fa u d ra  co n n ec te r «m» tra n s fo rm a te u rs  au x  sorties 
de chaque cô té  du bloc ana logue  de la  b a rre  UV.

E n  d és ig n an t p a r  A k le c o u ran t d ans le c irc u it analogue de la  ba rre  su p p lé 
m en ta ire  «k», on a:

ß ur  —  Фи 

ßvu =  <Pv

m A  иV к

k=  1 ü*uv
m А , .V к

k=  1 l iiv

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



3 3 6 M. RÓZSA

Ces équations so n t id en tiq u es  avec les équations (5), donc les in te n s ité s  de 
c o u ra n t cpu, 9>v co rre sp o n d e n t a u x  angles de ro ta tio n  cpu, <p„ des noeuds U, V, 
e t  l ’in ten s ité  A k  e s t l ’analogue d u  raccourc issem en t A k  de la  barre  su p p lé m e n 
ta ire  «k».

Si aucun  racco u rc issem en t de b a rre  su p p lém en ta ire  ne fa it to u rn e r  la 
b a rre  UV, il ne f a u t  p as  re lier de tra n sfo rm a te u rs  id éa ls  a u x  sorties des cô tés 
U  e t  F  du bloc an a lo g u e . Chez les m odèles é lec triques des ossatures à noeuds 
san s dép lacem en t il n ’es t donc p as  besoin  d ’em p lo y er des tra n s fo rm a te u rs  
id éa ls .

Nous avons d é m o n tré  que les q u an tité s  é lec triq u es  du  m o n tag e  ci- 
dessus décrit s a tis fo n t les éq u a tio n s  d édu ites po u r les q u a n tité s  s ta tiq u e s  des 
o ssa tu re s , donc ce m o n tag e  es t b ie n  l ’analogue é lec tr iq u e  de ces de rn ie rs .

Exemples. N ous p ré sen to n s  c i-ap rès les m odèles électriques de d eu x  
o ssa tu res . Le sch ém a  à l ’in té r ie u r  des blocs rep résen tés  p a r  des t r a i ts  d isco n 
t in u s  est v isib le s u r  les figures 2 a — d.

A l ’o ssa tu re  à noeuds a rticu lés  d u  p o rtiq u e  à dép lacem en t h o riz o n ta l, 
rep ré sen té  figu re  5a, a p p a r t ie n t  la b a rre  su p p lém en ta ire  I  soum ise à l ’ac tio n  
d ’u n e  force d ’a p p u i H j. S u r le m odèle é lectrique v isib le  fig u re  5b, a u x  blocs 
analogues des m o n ta n ts  1—4, 2 — 5 e t  3 — 6  son t re lié s , de chaque cô té , des 
tra n s fo rm a te u rs  d ’u n  ra p p o r t  de te n s io n  égale à la  v a le u r  réciproque des lo n 
gueu rs  de b a rres  co rre sp o n d an te s . Les p o u tres  1 — 2, 2 — 3 ne to u rn e n t pas à 
la  su ite  de racco u rc issem en ts  de la  b a rre  su p p lém en ta ire , aussi ne re lie -t-o n  
p a s  de tra n s fo rm a te u rs  au x  so rties  de leurs blocs analogues. Les c ircu its  
c o rre sp o n d an t a u x  n o eu d s 4, 5, 6  so n t coupés co n fo rm ém en t à l ’en c a s tre m en t 
p a r fa i t  des m o n ta n ts . Le b a rre  su p p lém en ta ire  I  a p o u r  analogue le c ircu it 
é lec triq u e  I  t ra v e rs é  p a r  u n  c o u ra n t A j.

Le m odèle an a lo g u e  de l ’o ssa tu re  de la  figure 6 a e s t rep résen té  su r  la  
fig u re  6 b.

4. M odèles d’ossatu res basés sur l’analog ie  «B»

Lors de l ’é ta b lisse m e n t des m odèles s ta tiq u es  b asés  su r l’analogie  B, 
les équa tions (1), (3), (4), (5) so n t u tilisées sans au cu n e  m od ifica tion , m ais les 
é q u a tio n s  (2) d o iv e n t ê tre  tran sfo rm ées . D ans ce b u t ,  résolvons le sy s tèm e  
d ’éq u a tio n s  (2 ) p o u r  ß uv e t  ßvu:

ß u v  =
м„ b„„ м„

x„ _

о  _ a uv ^ v u
lJ VU

b uv M u

- b l v blv
■x„

a uv a vu büv
x„
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Fig. 5b. L’analogue A du portique de la fig. 5a
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O n in tro d u it les n o ta tio n s  su iv an tes :

a vu ^  UV b uv M vu

a uv a vu ^uv
У vu

« »  M vи Kv Мж
»2

a uv a vu °uv

» 2
a uva vu ®ïiv i  a  — b “ ’*uv иvu Uuv a uv a vu buv

( 7 )

A vec ces n o ta tio n s , les équa tions ci-dessus p o u rro n t s ’écrire:

ßuv У UV Cuv X Uv H“ d uv X vu ,

ßvu У VU CVU -̂ -VU H- d uv X uv .

Un m odèle de  b a rre  U V  de section  v a riab le , basé  su r l’analogie «B», est 
rep ré sen té  su r la  f ig u re  7. Ce m ontage  sera appelé  bloc a n a lo g u e  de la ba rre  U V .  
A la  différence des b locs de l ’analogie «A», le bloc com prend  ici le tra n sfo rm a 
te u r  idéal fa isa n t p a r t ie  du  c ircu it é lec trique  analogue de la ba rre  supp lém en 
ta ir e , aussi a u ra - t- i l  six  sorties au  to ta l ,  y  com prises les d eux  sorties du  t r a n s 
fo rm ateu r. Les q u a n t i té s  é lectriques so n t désignées su iv a n t la  figure. E n  v e rtu  
de la loi de K irc h h o ff , la  tension  en tre  les p o in t 0 e t A , resp . 0 e t B  sera:

ßuv У UV

ßvu У vu

r  Xc uv yy-uv -j- d uv X vu , 

x w +  d uv X .uv,
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OÙ
Cun CVW> “Ht? 

У u n  У vu 
Хщп Xvu

son t les résistances ohm iques, 
les forces électrom otrices,
l ’in tensité  du courant au côté U, resp. V  du bloc.

Si l ’une des e x tré m ité s  de la  b a rre  U V  e s t articulée, le c ircu it do it être 
co u p é  su r le côté co rre sp o n d an t d u  b loc. E n  cas d ’e n c a s tre m en t p a rfa it, on 
co u rt-c ircu ite  le cô té  co rresp o n d an t.

Le ra p p o rt de la  tension  seconda ire  A k e t de la  ten s io n  p rim aire  ipuv du 
tra n s fo rm a te u r  id éa l a p p a r te n a n t  a u  bloc est:

A
Wuv

lk

E n tre  les ten s io n s  ßuv, ßvu e t les tensions au x  b o rn es <pm (pv du  côté U, 
re sp . V  du  bloc e x is te n t  les re la tio n s  su iv an tes :

ßuv =  <Pu

ßvu =  <Pv

A n ’im porte q u e l noeud  U co rresp o n d  le m ontage  en  para llè le  des sorties, 
au  cô té  U , des blocs analogues des b a rre s  a b o u tissa n t à ce noeud  (figure 8 ). 
La som m e algébrique des co u ran ts  é ta n t  zéro au x  p o in ts  de dé riv a tio n ,

X u N  — ^ •N

A une barre  su p p lém en ta ire  «k» quelconque de l ’o ssa tu re  à noeuds a r t i 
culés correspond le sch ém a  selon la  f ig u re  9. La ten sio n  A k e s t d é term inée  p a r

A  
L  ’ 

à*
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k

Fig. 8. L ’analogue B d’un noeud
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F ig. 9. L’analogue B d’une barre supplém entaire
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Fig. 10. L’analogue B du portique de la fig . 5a

la  cond ition , q u ’il f a u t  a lim e n te r  une in te n s ité  P k donnée , qu i est l ’analogue 
de la  force d ’a p p u i de la  b a rre  su p p lém en ta ire . C om pte te n u  de ce que le cou
r a n t  fourni p a r  le  secondaire  d u  tra n s fo rm a te u r  du  bloc U V  es t (figure 7):

lkl uv
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on a , en v e rtu  de la  loi de K irchhoff:

P к  +  У
V  _ i _  y
y *-uv 1 -ул-уI

lk
=  0  .

Les équa tions c i-dessus décrites p o u r  les q u an tité s  é lec triq u es so n t id en tiq u es 
à celles qui e x is te n t e n tre  les q u a n tité s  m écaniques des o ssa tu res .

Exemple. Le m odèle  de l ’o ssa tu re  de la  fig u re  5a, b asé  su r l ’analogie 
«B», e s t rep résen té  f ig u re  10. Les secondaires des tra n s fo rm a te u rs  des blocs 
1 — 2 e t  2 — 3 é ta n t  co u rt-c ircu ités , ces deux  tra n s fo rm a te u rs  so n t in u tile s  
d an s ce m ontage. O n n ’a besoin en to u t  que de tro is  t ra n s fo rm a te u rs , à l ’en 
c o n tre  du  m ontage selon la figure 5b , b asé  sur l’analogie  «A», qui en  nécessite 
six .
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ELECT RIC AL ANALOGY FO R  BAR STR UCTU RES
M. RÓZSA

SU M M AR Y

T his paper has been concerned with tw o system s of electrical analogs for hyperstatical 
structures composed of stra ight bars. In the f ir s t  system , analogs o f flexural m om ents are 
electric tensions, those o f angular rotations and of displacem ents current intensities, and 
of bar rigidities ohmic resistances. In the second system , analogs o f flexural m om ents are 
current intensities, those o f angular rotations and of displacem ents tensions, and of bar rigid
ities electrical conductivities.
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E L E K T R ISC H E  ANALOGM ODELLE F Ü R  ST A B W E R K E

M. RÓZSA

ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz befaß t sich m it zwei System en der elektrischen Analogm odelle für statisch  
unbestim m te Stabw erke aus geradachsigen Stäben. Im  ersten System  sind die Analogen der 
Biegem om ente elektrische Spannungen, die der W inkelverdrehungen und der Verschiebungen  
Strom stärken und der Stabsteifigkeiten  ohmische W iderstände. Im  zw eiten System  sind die 
A nalogen der B iegem om ente Strom stärken, die der W inkelverdrehungen und der Verschie
bungen Spannungen und die der Stabsteifigkeiten elektrische L eitfähigkeiten.

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ АНАЛОГОВЫЕ МОДЕЛИ СТЕРЖНЕВЫХ КОНСТРУКЦИЙ

М . Р О Ж А

РЕЗЮМЕ

В работе излагается две различных системы электрических аналоговых моделей 
статически неопределенных конструкций, собранных из прямоосных стержней. По первой 
системе аналогами изгибающих моментов являются электрические напряжения, анало
гами угловых поворотов и смещений — силы тока, аналогами же жесткости стержней 
— омические сопротивления. По второй системе аналогами изгибающих моментов явля
ются — силы токов, аналогами угловых поворотов и смещений — электрические напря
жения, а аналогами жесткости стержней — электрические проводимости.
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NICHTLINEARE BIEGUNGSTHEORIE 
VON SANDWICH-PLATTEN*

T E IL  I. D IE  SA N D W IC H -PLA TTE MIT SE H R  D Ü N N E N  AUSSENSCH ICH TEN  

V. D U N D R O V Á  -  V. K OVARIK -  P. SL A PÁ K

PRAG

[E ingegangen am 1. Juli 1964J

Im  vorliegenden Teil I. dieser Arbeit beschäftigen wir uns speziell m it einer R echteck
p latte m it dünnen äußeren Schichten, wobei der K ern als nachgiebig betrachtet wird. Alle 
Schichten werden als isotrop vorausgesetzt. Die Theorie geht von den L am éschen Gleichungen  
für räum liche Körper aus. D ie nichtlinearen geom etrischen B eziehungen werden nur bei den 
äußeren Schichten angewandt. Durch geeignete Um wandlungen ist es gelungen, die N ich t
linearität nur auf die Randbedingungen zu beschränken, während die Grundgleichungen 
linear bleiben. Die Auflösung wird durch schrittweise Annäherung durchgeführt, wobei die 
Zwischenergebnisse eine bestim m te physikalische B edeutung haben.

1. F o rm u lie ru n g  des Problem s

In  diesem  T eil un se re r A rb e it führen  w ir eine a n n ä h e rn d e  Theorie ein , 
deren  B enü tzu n g  a u f  die S an d w ich -P la tten  m it le ich tem  K e rn  und  d ü nnen  
A ußensch ich ten  b eg ren z t is t. D er U rsp rung  d er B esch rän k u n g  lieg t darin , daß  
im  K erne  n u r lin eare  B eziehungen  b e tra c h te t  w erden. V on  dem  m a th e m a ti
schen  S ta n d p u n k t aus fü h r t  die V o rausse tzung  von  der G ü ltig k e it der k leinen 
bzw . großen D u rchb iegungen  zu  einem  W idersp ruch , dessen  C h arak te r geo
m etrisch  is t: Im  K erne  n im m t m an  lineare B eziehungen  zw ischen  Verschie- 
bungs- und  D efo rm atio n sk o m p o n en ten , w ährend  die an a lo g en  G leichungen 
in  d en  A ußensch ich ten  n ic h tlin e a re  F orm  h ab en . In  H in s ic h t d a rau f, d aß  die 
T heorie  fü r S an d w ich -P la tten  m it  v e rh ä ltn ism äß ig  le ich tem  K e rn , von dem  
v o r a llem  S ch u b sp an n u n g en  ü bernom m en  w erden , zu sam m en g este llt is t, k an n  
m an  die gegebene V o rau sse tzu n g  als an n eh m b ar u n d  d en  W id ersp ru ch  als 
unw esen tlich  bezeichnen .

Die g rund legenden  B ezeichnungen  sind  aus Bild I . 1 zu  ersehen .

* In der vorliegenden Arbeit knüpfen wir an die lineare Theorie der Sandw ich-Platten, 
welche wir in den vorhergehenden Jahren bearbeitet und an verschiedenen Stellen veröffent
licht haben [1 — 3].

Unsere Arbeit gliedert sich in  drei Teile, von w elchen hier der erste m itgeteilt wird. 
Die weiteren Teile werden in nachfolgenden H eften dieser Zeitschrift erscheinen.

In allen drei Teilen dieser A rbeit wird dasselbe Zahlenbeispiel berechnet, wodurch die 
M öglichkeit geschaffen wird, interessante Vergleiche zu machen.
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D as G leichgew icht eines K ern e lem en tes  lä ß t  sich  a u f  G rund  der b e k a n n 
te n  B eziehungen d er E la s tiz itä ts th e o rie  d u rch  die L am ésch en  G leichungen

L q и -j— L  ̂V -|— L g w 0,

L x и -f- L 2 V -)- L 5 ív =  0, (1)

it —к D5  ^ ~l- - ^ 4  ^  0

au sd rü ck en , wo L, die lin ea ren  D iffe ren tia lo p era to ren

Э 2 T —
02

- +
G

0 * 3y
Lj0 ----

dx2 a — G

0 2 Г — 02
. _1_

G
dx  0 z 3y2

l
a G

Э 3 T —
02

+  -
G

dy  0 z 0Z2 a G

( 2 )

b ed eu ten  und  u, v , w die K o m p o n en ten  des V ersch iebungsvek to rs (B ild 1) sind .
M it R ü ck sich t a u f  die V orausse tzungen  k a n n  d as  G leichgew icht der 

äu ß eren  S chich ten  fü r  die ganze S ch ich tendicke t a n g e fü h r t  w erden (B ild  2). 
D as K o o rd in a ten sy stem  se tzen  w ir v e rb u n d en  m it e inem  E lem en t der äußeren  
S ch ich t voraus.
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F ü r  2 =  S g ilt

t13 =  ± « D )+ ^ T )) í ± F Í Í(D)’

т,з =  ±  K (D) +  ^ D)) t ± P ? (D). (3)

° з  —  i  7>3/( D )  d h  * K H (D )  w x x  +  2 t » < d > +  o f (D ) w y y ) ,

wo p fd  p f  (i =  1, 2, 3) die L a s tk o m p o n en ten  in  d e r R ich tu n g  der A chse x, y ,  z 
b ed eu ten .

D ie oberen In d izes  H  oder D  zeigen an, d a ß  der W ert zu r o b eren  oder 
u n te re n  Schich t g eh ö rt. Die W erte  ohne Ind izes bez iehen  sich a u f den  K ern  der 
P la tte . M it dem  u n te re n  In d e x  x, y ,  z bezeichnen  w ir die partie lle  D eriv a tio n  
n a c h  d en  V erän d erlich en  x, y ,  z.

D ie B ed ingungen  an den  S ch ich teng renzen  fü r  z =  ^  s sch re ib en  w ir 
in  d er F orm

an .

и =  U H <Û > , V =  , w =  wH<D>,

аз =  a3 (D) »
T  _  T H (D )  
T 13 — T13 » t — TH(D) 

b23 — *23

( 4 )
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A uf G runde  d e r G leichungen  (4) u n d  d er geom etrischen  u n d  p h y sik a li
schen  Z usam m enhänge

<r3 =  äwz +  b (u x +  vy) , 

r13 =  G (u z +  wx) ,

Чз =  G (vz +  vy)

lassen  sich die S p a n n u n g sk o m p o n en ten  in  d en  ä u ß e ren  Schich ten  d u rch  die 
e n tsp rech en d en  Y ersch ieb u n g sk o m p o n en ten  des K ernes au sd rü ck en . Die 
G leichungen (3), w elche fü r  z =  4 :s ge lten , w erd en  n ach  E in se tzen  folgende 
F o rm  an n eh m en :

G(uz +  wx) =j= t [auxx +  bvxy +  G(uyy +  vxy) +  äwx wxx +  bwy wxy +
+  G(u)y wxy +  wx wyy)] =  ±  p [HD),

G(vz - f  wy) =p t[d  vyy +  buxy +  G(vxx +  uxy) +  äwy wyy +  bwx wxy +

+  G(wx wxy +  Wy iexx)] =  ±  p .f (D), (5)

awz +  b(ux +  vy) t[(äux +  bvy) wxx +  2G(uy 4 - t;x) wxy 4-

+  (bux +  àvy) Wyy] =  ±  P3 (D).

H ie r b ed eu ten  a , b, bzw . o, b M a te ria lk o n s ta n te n  des K ernes bzw . d e r äußeren  
S ch ich ten , w elche d u rc h  die B eziehungen

a „  Щ 1 - Ё) h ^  Е/л
(1 4- p)  (1 — 2fi) ’ (1 4 - j«) (1 -  2/t) ’

-  Ё  t  E p
1 -  p2 1 — p 2

gegeben sin d . W e ite r  b ed eu ten  E,  G, p  bzw . E ,  G, ~p E la s tiz itä tsm o d u ln , 
S chubm odu ln , P oissonsche Z ah len  (p  <[ 1/2) des K ernes bzw . d er äußeren  
Schich ten .

Die G le ichungen  (5) k a n n  m an  als R an d b ed in g u n g en  des System s (1) 
fü r  z =  au ffassen .

N un  is t  es n ö tig , die R an d b ed in g u n g en  fü r  die E benen  x  — 0, x  =  lx 
u n d  у  =  0, у  =  Z2 zu  defin ieren . B ei der gew öhnlichen  k o n s tru k tiv e n  A usbil
dung  der S a n d w ic h -P la tte n  en tsch e id e t ü b e r d en  C h arak te r der A uflagerung
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die B efestigung  d er R än d e r der ä u ß e ren  S ch ich ten . In  dem  B ild  3 is t  die V er
b in d u n g  d e r R ä n d e r x  =  0, x  =  en tw ed er d u rc h  V erm itte lu n g  v o n  T an g en 
t ia lk rä f te n  iV^(D) oder d u rc h  N o rm a lk rä fte  N„(D\  a n g e d e u te t.
Die p o sitiv e  R ich tu n g  dieser K rä f te  sei gleich der, der Achsen x ,y ,  z. Ä hnlich  
k an n  m an  die V erb in d u n g  d er R ä n d e r y  =  0, y  =  l2 m itte ls  d er K rä f te  
jVs"<D>, bzw . < (D), Nn-2 °^ an n eh m en . M it R ü ck sich t a u f die V o rau sse tzu n g

B ild  3

t->  0 is t es n ic h t n ö tig , die W irk u n g  der K rä f te  iV^(0> von  N ^ D) bzw . iV0(D) 
von  N ^ D) zu u n te rsch e id en , u n d  d a ru m  w erden  w ir w eiter n u r die B ezeichnung  
jV"<D>, N 'i<D> b e n ü tz e n  u n d  w ir g liedern  es in  das Sym bol für äußere  B e lastu n g  
p f (D) (i =  1 ,2 ) ein.

Die verschiedenen Arten der Auflagerung für x  =  0 bzw. y  =  0 unterscheiden sich 
durch die Größe der K om ponenten lV f? V  Im  Falle freier Auflagerung =  IV? =  0, im  Falle  
elastischer Einspannung N H — — A 'f , 2NjS  =  M[,  im  Falle vollkom m ener E inspannung fo lgt 
die Größe der K räfte IVf ̂  bzw. IV f ̂  aus den B edingungen uH^  =  0 für x =  0 bzw. 
j,H(D) _  о fji г y  — о. Ähnliche Zusam m enhänge lassen sich für die Ränder x  — /, und y  — /■. 
für die K räfte anschreiben.

Die R an d b ed in g u n g en  d e fin ie ren  w ir d a n n  fü r die b e tra c h te te n  A rten  
der A uflagerung  m it den  B eziehungen

w — 0 ,
a1 =  0 , crf =  0 , fff =  0

I , fü r  x  =  0  und  x  = ( 6 )
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u n d  ähnlich

w  =  0 ,

a2 =  0, a2 — 0, crf =  0 ] ’
fü r y  =  0  u n d  у  =  /2. ( ? )

W enn  w ir die B ed in g u n g en  m itte ls  d e r V ersch iebungskom ponen ten  aus- 
d riicken , e rh a lte n  w ir

ív =  0 ,
aux -f- b(vy -(- wz) =  0 ,

, fü r  X =  0, X =  lv

I 1 •ur -\------ük
2

( 8 )

vy -|- —- Wy J =  0 , fü r X =  0 , X =  lx und z =  -f- s ,

äh n lich  e rh a lte n  w ir

w =  0,
avy - f  b(ux - f  wz) — 0

fü r у  =  0 , у  =  /2,

(9)
1 о _ 1 .)

а l’y H------M’y
2  У

+  b «x  +  —  
£

=  0  , fü r  у  =  0  , у  =  /j u n d  z =  —|— s .

Die B ean sp ru ch u n g  u n d  die V erfo rm ung  e in er rech teck igen  Sandw ich- 
P la t te  m it v e rsch ied en en  A u flagerbed ingungen  m it seh r d ü nnen  A ußensch ich 
te n  lä ß t sich also d u rc h  A uflösung eines System s lin e a re r  D ifferen tia lg le ich u n 
gen  (1) an geben , w obei die R an d b ed in g u n g en  d u rc h  die gew öhnlich  n ic h t
lin earen  D ifferen tia lg le ich u n g en  (5), (8 ) u n d  (9) gegeben  sind.

2. L ösung

Die A ufgabe lösen w ir d u rch  sch rittw eise  A n n äh eru n g . Als e rs te  A n
n äh e ru n g  b e tra c h te n  w ir die Lösung des lin ea ren  P rob lem s. W ir b e s tim m e n  
also  zu n äch st die L ösung  des System s (1) u n te r  V ernach lässigung  d e r n ic h t
lin ea ren  G lieder in  d en  R an d b ed in g u n g en  (5), (8 ) u n d  (9). Diese L ösung  suchen  
w ir in  der F o rm

u =  ^ u mn, V =  j £ v mn, U> =  j ? w mn, (m , n =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,  (10)
m ,n  m ,n  m ,n

W O

umn =  Z mn(z) COS Xm X sin COn y  ,

Gnn =  Z 2mn(.z ) s in  Am X  cos cony  , (11)

m n  —  Am X  sin (On  у
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is t u n d  w eiter
_  тпл ü)n

П71

k
( 12)

D ie F u n k tio n  (11) e rfü llt augenschein lich  die R a n d b ed in g u n g en  der lin e 
a re n  A ufgabe fü r  X =  0, x  =  lx u n d  y  =  0, y  =  / 2 u n d  n a c h  E in fü h ru n g  d ieser 
A usd rücke in  (1) e rh a lte n  w ir ein  S ystem  gew öhnlicher D iffe ren tia lg leichungen  
fü r  die F u n k tio n e n  Z imn, Z2mn, Z3mn (m , n =  0, 1, 2 . . .). D ie A uflösung  dieses 
S ystem s w ird  die F o rm

z vnn =  (Ulmn +  U3mnz) eQ"mZ +  (U2mn +  Uimnz) e-«"">z ,

Z 2 m n = ( V w m  +  К  m n * ) # " *  +  ( V2 m n  +  ^ и * ) « " 8“ ' .  ( 1 3 )

Z 3 m n  =  { Щ т п  +  Щ т п  z )  ^  +  ( W 2m n  +  W m n  2 )  e ~ BmnZ •

h ab en , wo

omn =  I R  +  СО* I (14)

is t u n d  w obei Uimn, V imn, W imn (i =  1 b is 4) gewisse K o n s ta n te n  sind , die 
w ir aus dem  S ystem  (1) u n te r  R an d b ed in g u n g en  (5) b es tim m en .

N ach  E in fü h ru n g  v o n  (13) in  (1) e rh a lte n  w ir die B eziehungen

U =  W^  3 m n  r r 3 m n  t
Q m n

V  — . w.n w  (15)
Q m n

^ 3 m n  =  УГ  ( ^ m  m n  ~ Ь  ш п ^ 1  m n  Q m n ^ i m n )  •>а +  G

u n d

К  лтп — wrr i m n  >

V  — ___ rr 4mn ? (16)

wrr  Amn
a — G 
a +  G

( A m  U 2 m n  Ч -  <!>r: ^ 2 m n  A  Q m n  ^ 2 m n )
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N ach  E in fü h ru n g  in  (5) en tw ick e ln  w ir die F u n k tio n  in  do p p e l
trig o n o m etrisch e  R e ih e 1 m it H ilfe v o n  o rth o g o n a len , in  dem  In te rv a ll 
0 <  X <  lv  0 <  y  <  l2 vollen  S y stem en  von  F u n k tio n e n  [4]

P i (D) =  J E  Pinm) cos Xm X  sin  con у ,
m,n

P2 (D) =  ^  P2Ä%) s i n *mXcosa)ny ,  (m,n  =  0 ,1 ,  2 , . . .  ) (17)
m,n

P 3 (D) =  J E  Рз™ sin Xm X  sin  wny  .
m,n

W ir e rh a lte n  fü r  z —

G(Zimn +  4 ^ 3/nn) z t  * [(®^m +  @ ) %imn +  (Ö — ö )  Am COn Z 2mn] =  z tP lm n ) ,

G(Z'2 mn +  wn %3 mn) i t  1 [(® ып +  @^m) %2 mn +  (a — G) Wn Xm Z lmn] =  ^zP^Án^ i

aZ'3mn — b(XmZ lmn +  (°nZ 2mn) =  dzPsmn1 ■ (18)

W en n  w ir die B ezeichnung

Qmn ^ lm n  H- Ijn

^ 2 m n  '  A m  U 2 rnri d 1- ^ 2 m n  *

c  — _L_ и^ З т п  .  ^  l m n
“m

(19)

Г  — —— TÏ^ i m n  —  . *-'2 m n
Ám

wr

1

w „

V
r l  mn 1

Vr2mn

e in fü h ren , kön n en  w ir s t a t t  (18) ein  e in facheres System  a lgeb ra ischer G leichun
gen ansch re iben  (sieh T abelle I) u n d  aus ihnen

4 * 1  mn —  ( Q m n  " f "  t O n  C 3mn)
Qmn

u 0

(Cx 12 1 n
л т  ^ 3 m n /  „  1

( ^ 2 mn “ t-  ^ 4 m n )

( 2 0 )

Qmn

bestim m en .

1 Siehe Anhang

l^mn — (C2mn Cmn ) " •
Qmn
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Tafel I

(C3 -  Q) tQ-

(Cs +  Q (1 + ' 4 ) - " - ( 1- ‘4 )

- Щ  [ y  (Pimn -  Pimn) -  ~  (p?mn ~  P?mn)]

[ y  (Pi" n +  Pimn) -  ~ ( P Hmn +  P iSn)]

linke Seite erstes Glied 

(C t +  C2) • Koeffizient

linke Seite zweites Glied 

(B7l — W 2) q • Koeffizient
rechte Seite

K
oe

ff
iz

ie
nt

en

[G +  Qs(a — G)]eeS +  [G — gs(a — G)]e ®s
[a — gs(a — G)]e?s -f- [«  +  

+  Qs(a — G )]e~eS {pimn -  p L n )

[2aG +  toä(a  - f  G) +  (» -  G) (2 G +  

+  tg5)gs] e®S — [2aG — tgo(a +  G) — 

-  (a -  G) (2G -  igd)gs] e~es

[2G2 — (a -  G) (2G +  tgä) os ] e*s — 

-  [2G2 +  (a -  G) (2G -  iQb) o s ]e -es [Ч Р т п +  Pimn) +  ы(Ргтп +  P?mn)] ß

linke Seite erste Glied 

(Ct — C2) * Koeffizient

linke Seite zweites Glied 

(W ,  +  W 2)q  • Koeffizient
rechte Seite

K
oe

ff
iz

ie
nt

en [G  +  os(a -  G)]ees -  [G -  gs(a -  G)]e-«s [a — gs(a — G)]eeS — [a +  (?s(a — G)]e~es (рзтп ~Ь Psmn) ^Q

[2aG - f  toa(a  -(- G) - f  (o — G) (2G -f- 
+  ioä)os] eQS -f- [2aG — tgä(a  +  G) — 

-  (a -  G) (2G -  ii>ä)os]e-eS

[2G2 -  (a -  G) (2G +  toà) gs]esS +  

+  [2G2 +  (a -  G) (2G -  tgä) gs]e-«s [KPlmn -  Pimn) +  °Á Pimn ~  Pimn)}“— —

B ei den K onstanten  C(-, If7,-, Л, со, g sind zur Ü bersichtlichkeit die Indizes m, n w eggelassen

N
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A u f diese A rt h ab e n  w ir die V ersch iebung  in  e rs te r  A n n äh eru n g  (nach 
d e r  lin ea ren  Theorie) b e s tim m t. I n  zw eite r A n n äh eru n g  fü h ren  w ir die so 
e rh a lte n e n  W erte  in  v o lls tän d ig e r F o rm  in  die R a n d b ed in g u n g en  e in . Diese 
B ed in g u n g en  w erden  n ic h t e rfü llt se in . D ie V ersch iebungen , w elche in  e rs te r 
A n n ä h e ru n g  b e rech n e t w urden , e n tsp re c h e n  im  allgem einen  den B elastu n g en  

u n d  e in er gew issen E in sp a n n u n g  der A u ß en sch ich ten  d u rc h  die 
K rä f te  A N ^ d  ̂bzw . d iV f^D\  H ier b e d e u te n  d p , die U n te rsch ied e  der B e lastu n g  

n ach  G leichung (5) die G röße d e r K rä fte  A N f 1̂  bzw . ZliVf^D) e rg ib t sich 
au s  d en  B ed ingungen  (8 ) u n d  (9).

W enn w ir die B erech n u n g  au sfü h re n , e rh a lten  w ir fü r  z =

z lp f (D) =  ^  t {Z \mn [ — äPm cos Xm x  sin  l m X s in 2 шп у  - f
m  n

-(- bXm (x>\ sin  Xm X cos Xm X cos2 mn у  -f-

-|- GXm a>% (s in  Am X cos Xm X cos2 mn y  —  sin Am x  cos Xm x  sin2 mn j ) j J , 

A p P D) =  2  t { z î mn[ — am\  sin2 Xm x  sin mn y  cos mny
m ,n

+  WS, a>n cos2Xmx  • sin  mn y  cos con y  -f-

4 - GX^m n(cos2 Xm x  sin mny  cos mny -  sin2 Am x  s in  mny  cos mn y)]}, (2 1 )

t {Zgmn [(a Z imn Xm -f- bZ2mn mn) Xm sin- Xm x  sin- mny  -f-
m,n

+  2G (mn Z lmn +  Am Z 2mn) Xm mn cos2 Am x  cos2 mn y  +

+  (b Z lrnn Am +  a Z 2mn mn) <w2 sin2 Am x  sin2 mn j]}  ;
u n d

A N “1-1»  =  — J g  - i - 1 Z \mn a À2m sin 2 шп у  ,
т ,п  z*

Л N ^ D) =  — £  ~  * Z \ т п  а  со2 sin 2 Am х  ,
т ,п  £

d i V f  “  * Z 3mn «  * 2m S in 2 Шп у  ,
т ,п  Л

A N li,(D'> = 2  ~ ~  t Zlmn a ml  s in 2 Am x  ,
т .п  £

(m, =  n 0 , 1 , 2 , . . . ) . ( 22 )

M it R ü ck sich t a u f  die V o rau sse tzu n g  t —► 0 n eh m en  w ir in  n ach steh en d e r 
B e rech n u n g  die N o rm alk rä fte  d iV f^D  ̂u n d  zUV,H<D'a ls  äu ß e re  B elastu n g  a n  und  
u m  die K onvergenz zu  besch leun igen , rechnen  w ir n ic h t  m it e iner L in ien 
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b e las tu n g , so n d e rn  m it d er B e lastu n g  A N ^ 0 ,̂ w elche a u f  d er F läch e  von  d er 
B reite  yli w irk t, also m it

A N H(°)
AnVW) = ------ ------- m it dem  In te rv a l l  {0, y /,) ,

yli

A n ^ 1-0  ̂=  0 m it dem  In te rv a ll  <(y/,-, /,( 1 — y )) , (i =  1,2)

A N  VW)
AnVW) — ------!-----  m it dem  In te rv a ll  <7,- (1 — y), /,)). (23)

yli

Die V ersch iebungen  in  d er zw eiten A n n äh e ru n g  berechnen  w ir n ach  der 
lin ea ren  T heorie  fü r die B e la s tu n g 1

W)pH(D) =  p H(D) _ (1 )p H(D) _  Ц)„H(D) ( f =  1, 2, 3). (24)

M it e iner neu erlich en  W iederho lung  des V organges bekom m en w ir die d r it te  
A nnäherung

(3)p H(D) =  p H(D,  _ (2)p H(D,  _  (2) n H(D) (25)

usw .
D er obere Z ah len in d ex  b e d e u te t h ier die Z ahl der S ch ritte  zu r A n n äh e

rung . G ew öhnlich  gen ü g t es jed o ch , den V organg  n u r  einm al zu  w iederholen . 
W eil es n ö tig  is t , die B e las tu n g  w ieder in  F ourie r-re ih en en tw ick lu n g  zu
b en ü tzen , s ind  im  N a c h tra g  a u ß e r den  K oeffiz ien ten  fü r p ^ (D̂ au ch  die E n tw ic k 
lungen  fü r A p f1('D) u n d  А щ ^  angegeben.

3. N achtrag

Die K o effiz ien ten  d er F o urie rre ihen  s in d :

4 Г*1 fü
p f i ?  =  ——  p " (D) cos l m X sin con у  dx  dy ,

*2 J o  J  0

PionD) =  ( ( P i (D) sin (Ony  dx  dy ,
*1 /‘2 J  о J o

P2 mn) =  - J 1- [  ( P 2 (D) sin km x cos w m у  d x d y  ,  

*1 *2 j  0 Jo

P m '  =  Д  Í I P i (D) sin  Am X dx  dy  ,
*1 *2 j  0 J o

4 г li
p "™ ’ =  - r —  p " (D) sin Am ж sin cony  d x  dy  ;

*1 *2 Д 0 J  0

1 m i t  B e z e i c h n u n g  /1 n ^ D) == о

fü r m ={= 0

fü r n =f= 0 (26)
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A p ^ D) =  ^  Аргмм  cos Хм X sin  Ü)N y ,  
M , N

ДР2 Ф) =  ^  л sin  Лм X cos coN y ,
M , N

Д р з (а) =  2  ̂ P s m n  s in  *  s i n  w n J  ■>
M , N

A n ? (D) =  Д « Îaw  COS Xm X sin  coN y  , 
M , N

A n 2 (D) =  A T l^ N  sin  XM X COS (oN y
M , N

( M , N =  1, 3, 5, . . . ) ;

в  = —  £  ‘ 
2̂ m,n=0,l,2,...

z = s
( z = - s )

[ — aPm I 1 m n M N +

Д р ? №  =

+  CO^ J - 2 m n M N  “ t”  ( -^2m n M N  ^ i m n A i J v ) ]  ’

4 f

2̂ m,11=0,1,2,. .
z = s
( z = - s )

[ — e ^ m  13 m n M N +

- f -  6  СОn I ^ m n M N  “Ь  № n ( I ï m n M N  ^  з т п М ы ) ]  ’

Др з мы  =  I T- ^  Z3mn|z=s {[(aZimn Am-)-
' l  m , i ï = 0 ,1,2 .  . .  | ( z =  — s)

+  bZimn œn) Kn +  l m n  “ I “  a 2̂mn ® n )  * n

: = - s )

“I m n  ® n )  ^ n ] 1 z = s  
1( 2 =  - S )

l m  с о „ , г = , I ß m n M N }  ’

1( 2 = - )

H ier b ed eu ten

f / ,  г/.
I v n n M N  =  cos Ят  я; sin Ят  ж sin 2 ß)„ j  cos Ям  я; sin twN y d x d y  =

Jo Jo

2 M m  4 n 2 1

I i m n M N = J  JJo Jo

4m 2 — M 2 JV2 —. 4n 2 Ям coN

Zi ! и
sin Ят  я: cos Ят  я; cos2 w„ у  cos Ям  я: sin wN у  dx d y  =

2 M m
4m 2 — M 2

"h Cb

ÍV2

4 n 2 — iY2 Ям  coN

/ *1 I ‘2
13 m n M N  =  I sin2 Ят  я: sin a>„ у  cos у  sin  Ям  я: cos у  dx dy  =  

Jo Jo

4 m2 2 N n
M 2 — 4m 2 4 n 2 — ÍV2 Ям содг

(27)

(28)

(29)

(30)
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f4mnMN =  f Í cos2 К  x  sin ып у  cos con у  s in  Ам X cos wN у  d x d y  =  
Jo Jo

1 -
M 2

4m 2 — M 2

2 N n
4 n 2 — N 2 AM a>N

h ri.
h m n M N  =  sin2 l m X sin2 C0ny  sin AM X sin  coN у  d x d y  =

4m2 4n 2 1

M 2 — 4m 3 N 2 — 4n 2 Ам соM UJN

(30)

f6m„MN =  ( Í  cos2 Am x  cos2 u>ny  sin XM X sin (oNу  dx  d y  ■■ 
J 0 Jo

M 2 ДГ2

WN4 m2 — M 2 4 n2 — N 2

fü r  u n g e rad e  M  u n d  ungerade  N  (für gerade M  oder gerade N  I jmn m n  =  0).

n n l MN

a n l MN —

1 2  ^
---7----T~ï~ ta ^y l  1 *1 *2 m ,n  =  0 ,1,2,. .

- . ta 2 ,  z *mn 
y l2 ll 2 m,n—0,1,2,. .

■z = s  ^m J-TnMN 1
0 =-«)

z=s IgmMN »
( z = - s )

(31)

H  ier b e d e u te n

rU Г Л
G n M N =  sin 2 a)n j  sin  а)дг j  d y  cosAM * d *  

J о LJo

il

<i(i-y)
cos ^Л1 л: dx

8  n 2 1

(ÍV2 -  4n2) " n
sinA Myí1 ,

(32)

'8  mMN-
r h Г  гЛ  rh 1

sin 2 Am x  sin  AM x  dx cos (üN y d y  — cos wN y  dy
Jo Jo 1 Ц 1 - У )

8  m 2 1

(M 2 -  4m2) A
sin  Шдг y l2

M "’N

fü r  u n g erad e  M  u n d  ungerade  N  (fü r gerade M  oder gerade N  Iimn m n  =  0).
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4. Zahlenbeispiel

Rechteckige, frei gelagerte Sandw ich-P latte m it isotropen Schichten, m it O berflächen
belastung

p  31 =  sin Л, X sin co1 y  .

Geometrische und physikalische Charakteristiken der P latte:

/, =  200 cm , 

i =  0 ,04 cm,

Ê  =  7 • 103 k p /cm 2,

E  =  104 k p /cm 2 ,

/2 =  100 cm, 

s =  5,0 cm,

G =  Ë  , /« =  0 ,3 ,  d =  7,6923’103 k p /cm 2, 

6 =  2,3077 • 105 k p /cm 2 ,

G =   ̂ E  , /« =  0,3 , a =  140 kp/cm 2, 

b =  60 kp/cm 2 .

Wir suchen die Lösung nach A bsatz 2. Zuerst bestim m en wir als erste Annäherung  
die Verschiebung nach  der linearen Theorie, das ist m it Vernachlässigung der nichtlinearen  
Glieder in den B eziehungen (5), (8) und (9). Zum Vergleich bestim m en wir außer den M axim al
w erten der Durchbiegungen auch die M axim alwerte der N orm alspannungen für Рз,ц =  1 kp/cm 2. 
D ie  Durchbiegungsfläche und die Norm alspannungen in der Ober- bzw. U ntersch ich t sind 
durch

w =  —  7 ' l m n > s i n  X m  x  s i n  m n  -V m ,n

a 2 (D) =  -  -1' Cb к  Z fäf?) +  5 0>n Z»£>) sin K l  * sin to„ у
m n

(m, n =  0, 1, 2, . . .) (33)

gegeben, wo Z,mn(i =  1, 2, 3) die Funktionen sind, die durch (13) definiert und von  den K on
stanten  U/mn, Vjmn, Wjmn ( i — 1, 2, 3, 4) abhängig sind. Im  gegebenen Beispiel bekom m en  
wir als Ergebniss der linearen Theorie für x =  IJ2, у  =  IJ2, z  =

max te =  w H =  2,467 cm, 

max a  =  a 2 =  1703 kp/cm 2, 

miner =  ff2 =  — 1746 kp/cm 2.

D iese Werte fassen wir als erste Näherung der genaueren Theorie auf.
Durch Einführung der Funktionen Z j1) ^  in (21) bis (32) bekom m en wir neue B elastungs

werte
In der zw eiten Annäherung bestim m en wir die F unktionen Z^lu) für ^ P i  mn - M it R ück

sicht auf die lineare A bhängigkeit und den sich wiederholenden Algorithm us für verschiedene  
m, n K om binationen is t  es nützlich, ein Programm für einen Rechenautom aten zu benützen.

Durch Einführung der Funktion Z^fi^  in (33) bekom m en wir in der zw eiten  Annähe
rung für x =  /[/2, у  =  LJ2, z =

max w =  w H — 2,465 cm, 

max aH =  <7̂  =  1859 kp/cm 2, 

min aD =  ff2 =  —1609 kp/cm 2.

In den w eiteren Annäherungen (wenn eine genügende Zahl von K om binationen von  
m, n benützt wurde), ändern sich diese W erte praktisch n icht mehr.
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NON-LINEAR BENDING THEORY OF SANDWICH PLATES. I.

V. DUNDROVÂ, V. K OV A RIK, P . SLAPÁK

SUMMARY

This paper consists o f three parts, each of them  containing a separate fin ite-deflection  
theory o f sandwich plates. These theories differ not on ly  by their structure and manner of  
derivation , but also by the possibility o f their application.

In  Part I, the problem  of bending of a rectangular plate w ith  isotropic core and very  
1 hin transversally isotropic faces is form ulated , fin ite-deflection  relations being considered 
in the faces only. In  this form ulation basic equations are linear while som e of the boundary  
conditions show to be non-linear ones. The solution is sought by m eans o f the m ethod o f  
successive approxim ations.

THÉORIE D E LA FLEXION DES PLAQUES SANDWICH. I.

V. DUNDROVA, V. KOVARIK, P . SLAPÄK

RÉSUMÉ

L ’ouvrage est divisé en trois chapitres. Chaque chapitre contient une théorie originale 
des plaques de type «sandwich», considérant les grandes déformations. La différence entre 
ces théories ne porte pas uniquem ent sur le procédé de leur construction, m ais aussi sur les 
possib ilités d’application qu’elles com portent.

Le premier chapitre contient la  défin ition  du problèm e et la solution du cas de la plaque  
rectangulaire à cellule isotropique. Les couches fines extérieures — isotropiques aussi —, 
présenten t de grandes déformations. Les équations fondam entales du problèm e sont linéaires, 
tand is que les conditions au contour sont définies par l ’interm édiaire de relations non-linéaires. 
La so lu tio n  est obtenue par la m éthode des approxim ations successives.

НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ИЗГИБА SANDWICH-PLATES I.

В . Д У Н Д Р О В А , В . К О В А Р И К , П . Ш Л А П А К

РЕЗЮМЕ

Настоящая работа состоит из трех частей, каждая из которых содержит самостоя
тельную теорию трехслойных пластинок с большим прогибом. Отличие этих теорий за
ключается не только в способе их вывода, но и в возможности их применения.

В первой части сформулирована и решена проблема изгиба прямоугольной плас
тинки с изотропным заполнителем и очень тонкими трансверсально-изотропными 
внешними слоями. Конечные прогибы учитываются только в этих внешних слоях. В фор
мулировке проблемы основные дифференциальные уравнения являются линейными, 
но некоторые из краевых условий нелинейны. Решение ищется методом последователь
ного приближения.
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STABILITY ANALYSIS OF THIN ANNULAR PLATES 
COMPRESSED ALONG THE OUTER OR INNER EDGE 

BY UNIFORMLY DISTRIBUTED RADIAL FORCES

M. RÓZSA

CAND. OF TECHN. SC.

BU ILD ING  RESEA R C H  IN STITU TE, BU DA PEST 

[M anuscript received Ju ly  8, 1964]

The problem of lateral buckling o f th in  annular plates com pressed by uniform ly d is
tributed radial forces along the outer or inner edge has been reduced to the eigenvalue problem  
o f a series of integrodifferential equations. The calculated values o f the critical com pressive  
forces are shown in tables and in diagram s.

In tro d u c tio n

T here are tw o kinds o f b u ck lin g  for an n u la r p la te s  under un ifo rm ly  
d is tr ib u te d  ra d ia l lo ad : b u ck lin g  m a y  occur e ith e r la te ra l ly  or in  th e  p lane 
o f  th e  p la te . The f i r s t  case o f b u ck lin g  occurs for th in  a n n u la r  p la te s . The second 
case o f buckling  m ay  occur fo r a n n u la r  p la tes th ic k  in  th e  ax ia l d irec tio n .

H ere th e  s ta b ili ty  analysis  o f a n n u la r  p la tes th in  in  ax ia l d irec tion  will he 
d e a lt w ith , th ere fo re  only  th e  r isk  o f la te ra l  buck ling  is ta k e n  in to  co n sid era
tio n . The f irs t p a r t  o f th is  p a p e r  deals w ith  th e  s ta b il i ty  analysis o f a n n u la r  
p la te s  u n d er ra d ia l com pression  a long  th e  o u te r edge, w ith  free in n er edge, 
an d  its  second p a r t  w ith  s ta b ili ty  analy sis  o f an n u la r p la te s  u n d e r rad ia l com 
pression  along th e  in n e r edge, w ith  free o u te r edge.

S ta b ility  p ro b lem  of a n n u la r  p la te s  com pressed b y  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  
equal ra d ia l forces along th e  o u te r  and  in n e r edges has been  d e a lt w ith  b y  W . R . 
D e a n  [1] and  N . Y a m a k i  [2]. Y a m a k i  gave th e  c ritica l va lu es  o f th e  co m p res
sive forces for a ll possible cases o f  edge conditions in  ta b le s  an d  ch arts . H ence 
th is  s ta b ility  p ro b lem  has been  fu lly  so lved , i t  is needless to  resum e it.

S ta b ility  o f  a n n u la r  p la te s  ra d ia lly  com pressed a t  th e  o u te r (c lam ped 
or sim p ly  su p p o rted ) edge an d  free fro m  lo ad  a t  th e  in n e r  free b o u n d a ry  was 
s tu d ie d  b y  E . M e i s s n e r  [3 ] .  H is ca lcu la tions were b a se d  on th e  a ssu m p 
tio n  th a t  th e  b u ck led  surface o f th e  a n n u la r  p la te  is a surface of re v o 
lu tio n . N evertheless th is  a ssu m p tio n  is n o t alw ays co rrec t fo r p la te s  c lam ped  
a t  th e  o u te r b o u n d a ry , as w as a lre a d y  assum ed by  T i m o s h e n k o  ( [ 4 ] ,  p p . 391  
to  3 9 2 ) .  N am ely , a f te r  h av in g  p re se n te d  th e  re su lt o f M e i s s n e r ’s calcu la tion , 
T i m o s h e n k o  s ta te s  in  his bo o k :
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“ It must be noted , how ever, that, in  this discussion buckling sym m etrical w ith respect 
to  th e  center of the p late is assum ed while for b/a (b — radius of the inner boundary, a — radius 
o f  th e  outer boundary) approaching u n ity  the conditions for a com pressed ring w ith outer 
b ou nd ary  clamped are analogous to  those of a long compressed rectangular plate clamped  
along  one side and free along the other. Such a p late buckles in  m any w aves (see p. 364); 
w e should expect that in  th e  case o f  a narrow ring also several w aves along th e  circumference 
w o u ld  be formed during buck ling and th at the values o f к obtained on th e  assum ption of  
sym m etrical buckling w ould  g ive  exaggerated values for (N r)cr”

This a ssu m p tio n  o f  T i m o s h e n k o  has fu lly  been  su p p o rte d  b y  calculations 
p re se n te d  in  th is  p a p e r . T he assu m p tio n  o f M e i s s n e r  is o n ly  co rrec t if  b/a <  
<  0,46. For b/a ^> 0 ,46 , th e  b u ck led  surface o f  th e  p la te  is n o t  a surface o f 
re v o lu tio n , because th e  in n e r  edge o f th e  a n n u la r  p la te  b uck les in to  a sine curve 
o f  one or m ore w av es. W ith  th e  increasing  ra tio  b/a th e  n u m b e r of w aves 
in c rea se s , th e  d ifference  b e tw een  th e  c ritica l value o f th e  com pressive forces 
a n d  th e  values p re se n te d  b y  M e i s s n e r  becom ing  even g re a te r .

F o r a sim ply  su p p o r te d  o u te r  b o u n d a ry  com pressed b y  u n ifo rm ly  d is tr ib 
u te d  rad ia l forces th e  case is d iffe ren t. N am ely , in  th is  case th e  lim it process 
o f  T i m o s h e n k o  re fe rr in g  to  th e  above c ita tio n  tu rn s  an  e le m e n ta ry  p la te  sec to r 
in to  a long rec tan g le  in  lo n g itu d in a l com pression , w ith  one side para lle l to  th e  
com pressive forces s im p ly  su p p o rte d , an d  th e  o th e r side free . Such  a p la te  will 
a lw ay s  buckle in  one h a lf-w av e , in d e p e n d e n t o f  th e  side ra t io  (see e.g. p . 362 
o f  [4]). H ence th e  b u ck led  su rface  of a n n u la r  p la tes sim p ly  su p p o rted  a t  th e  
o u te r  bo u n d ary , com pressed  b y  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  ra d ia l forces, is alw ays 
a  surface of rev o lu tio n , th u s  th e  assu m p tio n  o f M e i s s n e r  is ju s tif ie d . Therefore, 
s ta b il i ty  analysis o f  s im p ly  su p p o rte d  a n n u la r  p la te s  w ill n o t  be d e a lt w ith  here .

U p to  now  no  p a p e r  on  th e  s ta b ility  o f a n n u la r  p la te s  com pressed  a t  th e  
in n e r  bo u n d ary  a n d  free  from  rad ia l forces a t  th e  ou te r b o u n d a ry  has been p u b 
lish e d , except for th e  sp ec ia l case o f a p la te  w ith  an  in fin ite  o u te r  d iam eter [5].

I. Buckling of annular plates compressed by uniformly distributed 
radial forces along the outer boundary

1. Derivation o f the integrodifferential equations 
of the buckled surface o f annular plates

The ou ter b o u n d a ry  o f rad iu s  a of th e  a n n u la r  p la te  is lo a d e d  by  un ifo rm ly  
d is tr ib u te d  ra d ia l com pressive  forces N  (F ig . 1). This b o u n d a ry  is assum ed 
to  be  clam ped a g a in s t la te ra l  buck ling . T he in n e r b o u n d a ry  o f  rad iu s  b of th e  
a n n u la r  p la te  is n o t  su p p o rte d  an d  free from  rad ia l forces. F o r  th e  sake o f 
s im p lic ity  i t  is a ssu m ed  th a t  a — 1.
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R a d ia l stresses ay an d  hoop  stresses a v in  a p la te  su b je c te d  to  rad ia l 
com pressive forces are given b y  th e  L amé fo rm ulae :

w here

h plate thickness; 
r d istance from the

Fig. 1. Annular p late  compressed along the outer boundary

Fig. 2. E lem entary sector of an annular plate

To derive th e  eq u a tio n  o f  th e  buck led  su rface , f irs t we h a v e  to  consider 
th e  eq u ilib riu m  conditions fo r th e  e lem ent A BCD  of th e  p la te  (F ig . 2). The de
flec tio n  o f th e  p la te  from  its  o rig in a l p lane is d en o ted  b y  z. T h e  com ponen ts 
o f th e  n o rm a l forces ac tin g  on  sec tions CD an d  AB in  the  d irec tio n  o f th e  n o r
m al to  th e  o rig inal p lane are :

1 1 Э* 
\harr — d < p  —

Í, 9*1
h  arr —

{  0rJr + d r CD

d(P =  h - ^ r \ ar r —dr 8r
dr •dcp.
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Sim ilarly , for sec tions B D  an d  AC:

^ _ ± L |
r  d<plv+dr

dr - %  3z
r 893

dr =  h ^ * - ~ d r d c p .  
r 89,2

Sum m ing up  b o th  expressions an d  d iv id ing  th e  sum  by th e  a rea  of the  
e lem en t r dtp • dr, we o b ta in  th e  in te n s i ty  o f fic tiv e  lo a d  q ac ting  on th e  buck led  
p la te  :

4 =
h 8

г Эг
ar r

dz
dr

h 8 2 z
—  -----

Э9 2
( 2 )

The eq u ih b riu m  co n d itio n  for th e  rad ia l co m p o n en ts  of the  forces ac ting  
on  e lem ent ABCD is:

8
dr

( r a r) =  V

S u b s titu tin g  th is  expression  in to  th e  fo rm ula ab o v e  we o b ta in :

82 г 

0 r2

. 1 Эг 1 8 2 2 

r2 9 <p2

We su b s titu te  exp ressions (1) o f  stresses oy a n d  av in to  (2*):

4 =
N

1 - 62
b2 9 2 z

8 r2
+

b2_
r2

1 Э* 1 32г
r dr r2 dtp2 )

( 2*)

(3)

The eq u ilib riu m  co n d itio n  o f th e  p la te  lo ad ed  b y  fic tive  lo ad  q is ex 
p ressed  b y  th e  p la te  e q u a tio n  w ritte n  in  po lar co o rd in a tes :

9 r2 r dr г2 Э9 2

N
D( 1 -  6 2)

1
62

8 2 г 

8 r2 

Э2 z
8 r2

+

dz _L_ l

8  r
1

r2

ft2 ) 1 dz
r2 J r dr

1 Э2 z
r2 8 ç?2

( 4 )

w here D =  J5/i3/[1 2 (l — /z2)] — b en d in g  stiffness o f  th e  p la te . 1

H ence each  N  e igenvalue  and  th e  p e rta in in g  z(r, 99)  function  m u st sa tisfy  
d iffe ren tia l eq u a tio n  (4); o f course z(r, 99)  has to  sa tis fy  b o u n d a ry  cond itions too . 

L et us assum e th a t  th e  p la te  buck les in  n w aves, such as:

z — wn (r) cos re 99 (re =  0, 1, 2, 3, . . .) . (5)

1 This equation had been deduced in  other form in a paper by Meissn e r  [3].
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S u b s titu tin g  th is  expression  in to  (3) an d  in tro d u c in g  n o ta tio n

Pn =  

we o b ta in :

б2

r2
d2 u>n

dr2
+ U + 62 ( 1 dwn

\ r dr

q =  p n cos nq .

(6)

( 7 )

A ccording to  (7), fic tiv e  load  q is a lw ays th e  sam e fu n c tio n  o f  angle q> 
as d eflec tion  z.

S u b s titu tin g  exp ression  (5) in to  (4) and  ta k in g  in to  accoun t (6), we ob
ta in :

d2 1 d n2 12 ^  _  jo,,

dr2 r dr r2 ' n D
(n =  0 , 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  ( 8 )

or in  d e ta il:

d* te,I

dr4

2 d 3  wrl 1  +  2n2 d2 wn
■ +

Г dr3 r2 dr2

n 4 — 4 n 2 C

£

■1 I1£ > ( 1  -  6 2 )  1

1 +  2 re2 

r3

b2 \ d2 w
r2 j dV2

dwr,
dr

1
62 1 dwn n2
r2 Г dr r2

( 8*)

F unctio n s wn sa tis fy  o rd in a ry  d iffe ren tia l e q u a tio n s  (8) and  th e  follow ing 
b o u n d a ry  cond itions: 
c lam ped  edge a t  r =  1:

( M;n ) r = 1 ~  8 ,  ( a )

-^ = -1  =  0 ; (b)
dr )r=i

free edge a t  r =  6:
ra d ia l m om ent equals zero, i. e.

d2 1
dr

- +  P
1 dwn 
r dr

w r: =  0 .
. r=b

sh ea rin g  force equals zero:

Э r r dr dcp
1 dz У
r 9 rp j j r = 6

0 .

( c )
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S u b s titu tin g  exp ression  (5) a n d  ex ecu tin g  in v o lv ed  o p era tio n s we o b ta in :

d>WJL +  J _  . ^  ,1 +  2 „> ±
dr3 dr2

dw
dr-  +

(3n2 — ц п 2) ■ =  0 . ( d )
. r=fr

In  the  fu r th e r  ca lcu la tions th e  value o f ц  — 1/3  is ta k e n , co rresp o n d in g  
to  w h a t ta k e n  b y  M e i s s n e r  [3 ] .

D iffe ren tia l eq u a tio n s (8), to g e th e r  w ith  b o u n d a ry  cond itions (a) th ro u g h  
(d) co n stitu te  eigenvalue problems concern ing  “ d eflec tio n -am p litu d e”  func tions 
w 0, wv  w2, . . . wn. To each  e ig en v a lu e  p ro b lem  belongs som e e ig en v a lu e  N 0, 
iVj, N 2 . . . N n. T h e  ac tu a l b u c k lin g  alw ays occurs a t  th e  com pressive  force 
Ni (in  form  o f i sine w aves) w h ich  is th e  le a s t am ong  N 0, Nv N 2 . . . N n for 
th e  given ra tio  b/a.

Now Ni is to  be d e te rm in e d .
The p re sen ted  eigenvalue p rob lem s are  f irs t  to  be d e m o n s tra te d  to  be 

self-adjoint. To th is  a im  d iffe ren tia l e q u a tio n  (8) w ill be m u ltip lied  b y  r  to  p u t 
i t  to  th e  form :

d2 Í _ d2 wn d j 1 -f- 2 n2 dwn j

dr2 1 dr2 dr  1 r dr j

N n d
ír 62 dwn

D( 1 -  b2) dr г dr

All te rm s in  th is  eq u a tio n  a re  se lf-ad jo in t [6, 7], hence th ese  e igenvalue 
p rob lem s are also  se lf-ad jo in t.

In  se lf-ad jo in t e igenvalue p rob lem s th e  le a s t eigenvalue can  be d e te r
m in ed  by  m eans o f  th e  iteration method [7]. I f  th is  m eth o d  w ould  be app lied  
to  th e  p roblem  g iven  by  d iffe re n tia l eq u a tio n s (8) an d  cond itions (a) th ro u g h  
(d ), th en  for each  step  o f i te ra t io n  one inhom ogeneous E u le r  d iffe ren tia l 
e q u a tio n  of th e  fo u r th  o rder co u ld  be solved. I t  is know n th a t  th e  so lu tion  
o f  an  inhom ogeneous lin ea r d iffe ren tia l e q u a tio n  can be red u ced  b y  th e  
m e th o d  of v a r ia tin g  th e  c o n s ta n ts  to  the  so lu tio n  o f  a hom ogeneous eq u a tio n . 
H ow ever, for th is  p rob lem  th is  m e th o d  w ould  lead  to  v e ry  cum bersom e cal
cu la tio n s, s till fu r th e r  co m p lica ted  b y  th e  necessity  of so lv ing  a sy stem  of 
l in e a r  equ a tio n s in  four u n k n o w n  co n stan ts  o f  in te g ra tio n  for each  s tep  of 
ite ra tio n .

The here t r e a te d  e igenvalue  p rob lem  can  be reduced  to  th e  e igenvalue 
p ro b lem  of a hom ogeneous F re d h o lm  in te g ra l eq u a tio n  of th e  second  k in d . 
H ow ever, from  th e  p o in t o f v iew  o f  so lu tion  th is  F redho lm  in te g ra l e q u a tio n
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is n o t ad v an tag eo u s , ex cep t fo r th e  case o f  sy m m etrica l b u ck ling  (n =  0). 
The m en tio n ed  in te g ra l eq u a tio n  fo r n =  0 is d eriv ed  in  th e  A ppend ix .

H ere th is  e igenvalue  p ro b lem  will be red u ced  b y  m eans of th e  influence 
function  (G reen’s fu n c tio n ) o f th e  deflec tio n  a m p litu d e , to  th e  eigenvalue 
p rob lem  of an  integrodifferential equation, w h ich  can  be ad v an tag eo u sly  
so lved  b y  th e  m eth o d  of ite ra tio n .

Before deriv ing  th is  in teg ro d iffe ren tia l eq u a tio n , th e  in fluence  functions 
of d e flec tio n -am p litu d e  wn (g, r) =  K n (g, r) are to  be d e te rm in ed , (r =  rad iu s  
o f th e  circle a t  w hich  th e  lo ad  is ap p lied ; g =  rad iu s  o f th e  circle a t  w hich 
th e  deflec tion  is ca lcu la ted .) In flu en ce  fu n c tio n s, as is know n from  th e  th eo ry  
o f th e  G reen fu n c tio n s, sa tis fy  th e  follow ing co n d itions:

I . E x c e p t fo r p o in t q =  r, th e y  sa tis fy  th e  hom ogeneous eq u a tio n  
co rrespond ing  to  d iffe ren tia l eq u a tio n s  (8):

Э2 1
8g2 g

а я 2 ~\2

■-“ - H  x - ( e . 0  =  ° ,
8 g в2 J

(в =  0 , 1 , 2 , . . . )

(9)

I I .  A t g =  1 an d  g =  6 th e y  sa tisfy  hom ogeneous b o u n d a ry  conditions 
(a), (b), (c), (d) w r it te n  dow n for wn.

I I I .  A t g =  r th e  in fluence  functions a n d  th e ir  f ir s t  tw o d e riv a tiv es  w ith  
re sp ec t to  g are co n tin u o u s, th e ir  th ird  d e riv a tiv e  is d isco n tinuous, co rrespond
ing to  th e  co n c e n tra ted  lo ad  p n =  1. In  p a r tic u la r :

[Kn (Q, r)] Q=r—о =  [Kn (g, r)]e=r+0 ,

" 9 K n (Q,r) ' 9 K n (g, r) "

8g e=r-o 8g

( e )

( f )

Э2 K n (g , r ) ' Э2 K n (g,r)  '
8g2 Q =  r — 0 8g2 (g)

& K n (Q,r)l
+  ~  =

эз к л (е ,г )1
8 g3 e=r—o D 8g3

( h )

To calcu la te  th e  in fluence  fu nc tions, general so lu tions o f th e  hom ogeneous 
E u le r d iffe ren tia l eq u a tio n s  (9) w ill be w ritte n : 
for n =  0

к  о (e, r) =  A 0 ( r ) +  B 0 (r) g2 +  C0 (r) g2 In g +  D0 (r) In g; 

for n =  1

K l (g, r) =  A f l r ) g  +  (r) —  +  Cx (r) g3 +  Dx (r) g In g ; (10)
e

fo r n >• 1

Kn (e, r) =  A n (r) e" +  B n (r) g -" +  Cn (r) g"+2 +  D n (r) g -"+ 2 .
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B o u n d a ry  cond itions fo r sec tio n s 6 <[ q r an d  r  q 1 re sp ., being 
d iffe ren t, c o n s ta n ts  .4 , В, C, D  a re  also d ifferen t for these  sections. T h u s tw o 
d iffe ren t expressions w ill be o b ta in e d  for K ( q, r), for q <Ç r an d  for r <] q 
re sp . The e ig h t c o n s ta n ts  are  d e te rm in ed  b y  a sy stem  o f lin ea r  eq u a tio n s  
d eriv ed  from  co n d itions (a) th ro u g h  (h). By solving these  system s o f eq u a tio n s  
fo r values n =  0, n =  1 an d  n  4> 1, an d  su b s titu tin g  th e  o b ta in e d  values of 
th e  co n stan ts  in to  eqs. (10), th e  expressions for th e  in fluence fu n c tio n s w ill be 
as follows:

For n — 0:

a ) Q <  r

k 0 (e,r) =
D( 8 +  16 62)

[(1 +  462) +  ( -  1 462) r 2 _|_ (2 4- 462) r2 In r +

-j- 462 In r -)- (1 — r2 -1- 2 ln  r) q2 -f- (462 —  462r2 -f- 862 In r) In g] ;
(11a)

Ь )  в >  r

K o(Q’ r) = [(1 +  462) +  r2 +  462l n r  -
D( 8 +  1662)

( 1 -|- 462 +  r2 -)- 462 In r) q2 -f- (2 -{- 462) o2 In q 

-|- (462 — 2 r2 -j~ 862 In r) In g].

For n =  1:

a) Q >  r

к Л е , г )  = D( 16 +  8064)

2 r3 — (4 +  2064) r In  г

+  |2 r  — - L -  r=

( — 2 +  1064) r — 1064 ---------b
r

— 10 64 r -)- 564-------b 564 r3
r

—  +
Q

( l i b )

b ) q >  r

KyiQ, r) =
D{ 16 +  8064)

( — 2 +  1064) r - 1064 —  +  2 r3
r

+ -  1064r-b  564 ----- F
Г

+

2r +  564-------- r3
Г

Q3 (4 -b 20 64) rg ln g  I .
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+ » +  Л ^ 1 6>
n +  1 n n(n  + 1 )

ß-2n+2 rn+2 _

—  (62 -f- 562Л + 2) +
П

" 2 +  24 64 + _ 1 _ Ь2П+2
re2 (re -)- 1) n -f- 1

Q~n +

+ —  (62 +  56_2n + 2) rn -------- Î —  (1 +  56-2П+2) rn+2 +
n n  4- 1

+  (1 -  62) r - " + 2 

5

" - 1 1. +  " ’ +  24 »  +

+

+

£2n + 2 pn + 2 +
n(n  + 1 )

n2 +  24 

n(n  — 1) n(n  — 1)

n(n  -f~ 1) 

—— —— —— 6 2  - I

64 + 6 - 2П + 2 Г" +  (1. -  62) rn+2 +

H------------—  ( 1  +  5b2n+2) r~n+2 ---------( f e 2 5b2n+2) r~n
n — 1 n

, — n+ 2

W e shall p ro v e  now  th a t

K n (Q, r) —

is a sy m m etrica l fu n c tio n  o f v a riab les  q an d  r. N am ely  th e  w ork  done b y  lo a d  
q = 1  • cos ncp ac tin g  a t  rad iu s  q due to  th e  deflec tion  z =  K n (q, r) cos ncp p ro 
d u ced  b y  th e  lo ad  q =  1 • cos ncp a c tin g  a t  rad iu s  r  is:

M e ~  L  Z'q'Q d<P = JT-o C0S П<??1 Í1 cos Q d < p = n K n (q, r) q .

S im ilarly , th e  w o rk  done b y  lo ad  q =  1 • cos ncp ac tin g  a t  rad iu s  r due  
to  th e  deflection  z =  K n (r, q) c o s  ncp p ro d u ced  by  th e  lo ad  q == 1 • cos ncp 
a c tin g  a t  rad ius r is:

M r =  л K n (r, q) ■ r.

A ccord ing  to  B e tt i’s th eo rem , M r =  M g, hence:

K n (q, r) • —  =  K n ( r , p ) —  . (12)
r Q

T h e re b y  sy m m etry  o f  th e  above m en tio n ed  influence fu n c tio n  has b een  
p ro v ed .
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F u n c tio n s (11), calcu la ted  in d e p e n d e n tly  of ea c h  o th e r, sa tisfy  cond ition
(12), th e re b y  p ro v in g  th e  correctness o f  th e  ca lcu la tions.

B y  m eans o f  th e  influence fu n c tio n  K n ( q, r) th e  deflec tio n -am p litu d e  
wn ( q) for buck lin g  in  n  waves can be  w ritte n  as:

«’n ( e ) = \ 1f=bK n (e ,r )pn ( r )d r .  (13)

S u b s titu tin g  expression  (6) o f th e  fic tiv e  lo ad  p n (r) in to  eq. (13) we o b 
ta in :

wn ( q) = N n
1 -  b2 J"J  r=l

к п (e , r)

dw n (r) 

dr

6 2 d2 w n(r)
T 2 dr2

7l2
—  « 'Л '-) d r ,

(n =  0, 1, 2, . . .). (13*)

The e igenvalue  p roblem  w r itte n  in  th e  fo rm  o f hom ogeneous in teg ro - 
d iffe ren tia l e q u a tio n s  (13*) is id e n tic a l to  th e  e igenva lue  prob lem  defined  b y  
d iffe ren tia l e q u a tio n s  (8*) and  b y  th e  b o u n d a ry  cond itions (a) th ro u g h  (d). 
In  eq . (13*) th e  b o u n d a ry  cond itions are  im p lic ite ly  g iven by  th e  in fluence 
fu n c tio n s.

2. Solution of the integrodifferential equations

The le a s t e igen v a lu e  of in teg ro d iffe ren tia l eq u a tio n s  (13*) w as d e te r
m ined  b y  i te ra tio n  [7]. I te ra tio n  w as execu ted  b y  m eans of th e  recursive 
fo rm u la :

n° (e) =  — т ~ ь Г  Í
1 — O2 J  г=Ь

+ 1 +  — —  ( r ) - - ^ - « # - i > ( r ) l
r2 r dr r2 )

ir ; (14)

(n =  0, 1, 2, 3, . . .), (i =  1, 2, 3, . . .).

The in itia l fu n c tio n  te® (r) can  be a rb itra r ily  assum ed, w ith  th e  l im ita 
tio n  th a t  i t  c a n n o t be  orthogonal to  th e  f irs t e igen func tion . F o r th e  buckling  
o f a n  a n n u la r  p la te  o f  d iam eter a =  1 in  n w aves th e  least e igenvalue  N n is 
g iven  b y  th e  fo llow ing  form ula:

N П D - lim 1} (b)

4 °  ( b )
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I t  is easy  to  p rove  th a t  in  th e  general case w here a  ^  1, th e  above fo r
m u la  assum es th e  fo rm :

w here

N„ =  k„- D

кП
^  (b)

ib)

(15)

(16)

C oefficient k n w as d e te rm in ed  for cases n  =  0, 1, 2, 3 a n d  fo r  d ifferen t 
v a lu es  o f ß =  bja . To sh o rten  th e  ca lcu la tio n s , fu n c tio n  w® (r) h as  been  so as
su m ed  as to  m ake th e  p e rta in in g  f ic tiv e  load  be equal to  u n ity  t h a t  is:

D . b2 d2

dr2
w( 0 ) (r)+ 1 + 62

- ~ ч ° )  м - 4r dr r1
w.( 0 ) (0 =  1

B y th is  a ssu m p tio n  fo rm ula  (14) tak es  th e  following s im p le r  form  fo r 
th e  f irs t  s tep  o f i te ra tio n :

4 :) (q) =  J 4  K n (o, r) ■ dr .

The convergence o f the  i te ra t io n  being  ra p id , we o b ta in ed  a f te r  th e  second 
i te ra tiv e  step  (i =  2) a good a p p ro x im a tio n  for k,  hence i te ra tio n  w as n o t con
tin u e d .

The values o f  kn o b ta in ed  a f te r  th e  second ite ra tiv e  s tep  in  fu n c tio n  o f 
ß  =  b/a are g iven  in  T ables I , I I ,  I I I ,  IY . In  d iag ram s of Fig. 3 th e  m ore illu s
t r a t iv e  fc(l — ß) va lues have been p lo tte d  in s te a d  o f k. Table I  a n d  F ig . 3 also 
show  values c a lcu la ted  b y  Me i s s n e r  [3] for n =  0 (sy m m etrica l buckling). 
D ev ia tio n  b e tw een  th e  above i te ra t iv e  values a n d  those g iven  b y  Me i s s n e r  
is th ro u g h o u t less th a n  per c en t.

(N ote , h o w ev er, th a t  Me is s n e r  d e te rm in e d  th e  v a lu e  of k 0 b u t  fo r ce rta in  i r r a 
t io n a l  ß  v a lues, so t h a t  here  the  Me is s n e r  va lues are  o n ly  ap p ro x im atio n s  o b ta in ed  b y  
in te rp o la tio n .

F or an  a n n u la r  p la te  w ith  a sm all ra tio  o f w id th  to  ra d iu s , (ß 1) 
acco rd ing  to  T i m o s h e n k o ’s co n sid e ra tio n  m en tio n ed  p rev iously , ca lcu la tion  
o f  th e  c ritica l force can  be reduced  to  th e  s ta b il i ty  analysis o f a n  e longated , 
re c ta n g u la r  p la te , w ith  one of th e  sides, p a ra lle l to  th e  com pressive force, 
c lam ped , th e  o th e r  one w hich is p a ra lle l free. (E dge conditions a lo n g  th e  o th e r  
tw o  sides do n o t in fluence  th e  v a lu e  o f th e  c ritic a l force due to  th e  h ig h ly
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e lo n g a ted  fo rm  o f th e  p la te ). U n d e r these  cond itions b u ck lin g  occurs in  a g rea t 
n u m b e r o f w aves (n —► oo). V alue o f th e  c ritica l com pressive force p e rp e n 
d icu la r to  th e  ra d iu s  can easily  be co m p u ted  from  a tra n sc e n d e n ta l eq u a tio n  
g iven  in  th e  l i te ra tu re  ([4] p . 363):

=  к 'л*
D

(a b)*

• Values obtained by iteration 
о Values according to Meissner

Fig. 3. Diagram for the determination of the critical value of the compressive forces acting 
along the outer boundary of an annular plate

F ro m  th e  tra n sc e n d e n ta l e q u a tio n  for fi =  1/3 a va lu e  o f  fe’ =  1,25 is ob 
ta in e d , i.e .:

P .  =  12,3
D

(a -  6)3

F rom  th e  eq u ilib riu m  co n d itio n  th e  critica l va lu e  o f th e  rad ia l com 
pressive force ac tin g  along rad iu s  a is:

/V _  p  « - b  _  12,3 D
’ 03 -*• 00 „

a 1 — ß a-

o r, to  th e  an a lo g y  of (15):

N „  =  K -  —
a1
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w here

* .  (1 -  ß )  *  12,3.

T hus in  F ig . 3 to  th e  v a lu e  ß  ^  1 th e  p o in t d en o ted  b y  X  o f  th e  o rd in a te  
k„ (1 — ß )  =  12,3 w ill p e r ta in .

The s tra ig h t lin e  p a ra lle l to  th e  abscissa axis passing  th ro u g h  p o in t X ,  
as can  be seen, n e a r ly  coincides w ith  th e  h o rizo n ta l ta n g e n t  to  th e  curve k3 
correspond ing  to  n =  3. E v id e n tly , th e  m in im um  va lu es  o f  th e  fu n c tio n s к

Table I

Values o f  coefficien t k 0  ( n  — 0)

ß 0.0 0.1 0,2 0.3 0.4 0.5

k 0 14,7 13,8 13,3 14,6 18,1 24,3

k „  (according to Me is s n e r ) 14,7 13,9
* •

13,4 14,7 18,3 24,8

Table II

Values o f coefficient к , (« =  1)

ß 0.4 0.5 0.6 0.7

*=1 19,8 23,6 34,2 59,7

Table III

Values o f coefficient fe2 (n =  2 )

ß 0.547 0.632 0.707 0.775

k 2 28,8 35,5 53,1 90,3

Note : To shorten calcu lations, for n =  2, th e  values o f fc2 have been determ ined for ß 2 =  0,3, 
0,4 , 0,5 and 0,6.

Table IV

Values o f  coefficient k 3 ( n  =  3)

ß 0.6 0.7 0.8

h 31,4 43,6 94,2
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p e rta in in g  to  3 also lie n e a r ly  on th is  s tra ig h t lin e , in  o th e r  w ords th is  
s tr a ig h t  line is th e  envelope of th e  curves к of th e  o rd er n — 3, 4, 5 . . . W ith  
in creasin g  n, th e se  curves being  ev er n ea re r to  each  o th e r, th e  form ula к =  
=  12,3/(1 — ß) w ith  increasing  ß approaches th e  effective v alue  of k. T his 
fa c t m akes ca lcu la tio n  of к cu rves fo r n >  3 superfluous.

II. Buckling of annular plates compressed by uniformly distributed 
radial forces along the inner boundary

The inner b o u n d a ry  of ra d iu s  a of th e  a n n u la r  p la te  is ac ted  upon  b y  
u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  rad ia l com pressive forces N  (F ig . 4). T h is b o u n d a ry  is

Fig. 4. Annular plate com pressed along the inner boundary

assum ed  to  be c lam ped  aga in st la te ra l  buckling . The o u te r  b o u n d a ry  of rad iu s  
b o f  th e  a n n u la r  p la te  is u n su p p o rte d , and  free from  ra d ia l forces. F o r th e  sake  
o f  s im p lic ity  — sim ila rly  to  a n n u la r  p la te s  loaded  a t  th e  o u te r  edge — i t  is 
assu m ed  th a t  a =  1.

I t  is easy  to  d em o n stra te  th a t ,  using n o ta tio n s  as before , th e  L a m é  
e q u a tio n s  (1), d iffe ren tia l eq u a tio n s  (8), b o u n d a ry  cond itions (a) th ro u g h  (d) 
a n d  in teg ro d iffe ren tia l eq u a tio n s (13*) are va lid  in  th e ir  u n ch an g ed  fo rm . 
T herefo re , th e  c ritic a l com pressive force was de te rm in ed  b y  m eans of th e  r e 
cu rsion  fo rm ula (14) applied  ab o v e . H ere also, ite ra tio n  has on ly  been  con tin u ed  
up  to  th e  second s tep .

In  spite  o f th e  id e n tity  o f  th e  form ulae, a n n u la r  p la te s  com pressed 
a t  th e  inner b o u n d a ry , c o n tra rily  to  those com pressed a t th e  o u te r b o u n d a ry , 
a lw ays buckle symmetrically  w ith  re sp ec t to  th e  cen te r o f th e  p la te . N am ely , 
in  a n n u la r  p la te s  com pressed a t  th e  in n er b o u n d a ry , acco rd ing  to  (1), th e  hoop 
s tre ss  a у is ten s io n , since b >  1. In  case of buck ling  in  one or m ore w aves, th is  
ten s ile  stress w ou ld  produce a f ic tiv e  load  ten d in g  to  c o u n te ra c t buck ling . 
T herefo re  here b u ck led  surface is alw ays sy m m etrica l (n =  0).
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F or n =  0, v a lu e s  of th e  coeffic ien t к in fo rm ula  (15) as a fu n c tio n  of 
ß =  b/a are given in  T ab le  Y. F igu re  5, s im ilarly  to  F ig . 3 for a n n u la r  p la tes 
com pressed  along th e  o u te r  b o u n d a ry  show s values o f  k ( ß  — 1). As is to  be 
seen , i f  ß  approaches u n i ty ,  th e  v alue  o f к increases b ey o n d  all lim its . O f course, 
in  re a lity  the v a lu e  o f  th e  c ritica l force will n o t increase  to  in fin ity , the  
describ ed  m ethod  o f c a lcu la tio n  being  v a lid  in  th e  e la stic  range  only . Besides

1 2  3  4  5 6  7  S S W

a Values obtained by Iteration 
о Values according to Mansfield (6 r - - < 3p)

Fig. 5. Diagram for th e  determ ination o f the critical value o f the com pressive forces actin  
along the inner boundary of an annular plate

fo r  ß  ^  1, buckling  in  th e  p lane  o f th e  an n u la r p la te  m ay  occur in stead  of la 
te r a l  buckling.

Up to  now  no  p a p e r  ana ly sin g  th e  s ta b ility  o f a n n u la r  p la te s  u n d er 
r a d ia l  com pression a lo n g  th e  in n e r, c lam ped  b o u n d a ry , an d  free from  rad ia l 
fo rces along the  free b o u n d a ry  has been  pub lished . A so m ew hat re la ted  p ro 
b lem  has been tr e a te d  b y  M a n s f i e l d  [5], th e  case o f th e  a n n u la r  p la te  u n d er 
ra d ia l  com pression a long  its  in n e r c lam ped  b o u n d a ry  o f rad iu s  a, and  under

Tabic V

V alues o f coefficient к for ß  >  1 (л =  0)

ß 1,4 2,0 3,0 5,0 10,0

к 63,0 15,0 6,56 3,63 2,33
к  (Mansfield) 30 8,0 3,8 2,5 1,75
к  (Mansfield)/fe 0,47 0,53 0,58 0,69

'
0,75
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ra d ia l com pression  N(a/b)2 a long  its  o u te r  free b o u n d a ry  o f ra d iu s  b. T hen, 
accord ing  to  L a m e ’s fo rm ula , in  all p o in ts  o f th e  p la te  i t  is ar =  — av. The values 
of к o b ta in e d  by  M a n s f ie l d  are show n in  T able У, while th e  values o f k(ß  — 1) 
are p lo tte d  w ith  d o tte d  lines in  F ig . 5. D ue to  th e  com pressive forces acting  
along th e  o u te r  b o u n d a ry , th e  v a lu e  o f th e  c ritica l force is s ig n ifican tly  low er 
th a n  for an  o u te r  b o u n d a ry  free from  com pressive forces. W ith  th e  increase 
o f th e  o u te r  d iam e te r o f th e  a n n u la r  p la te , th e  com pressive forces iV(o/6)2 
ac tin g  along  th e  o u te r b o u n d a ry  co n tin u o u sly  decrease, an d  th e re fo re  the  ob
ta in e d  va lu es  ap p ro ach  tho se  for an  o u te r  b o u n d a ry  free from  com pressive 
forces, (see la s t  row  of T ab le  V). F o r an  in fin ite  o u te r  d iam e te r  th e  difference 
w ould decrease to  zero.

A P P E N D IX

Integral equation of the symmetrical buckled surface 
of an annular plate under radial compression along one boundary

F or sy m m etrica l b u ck lin g  (n =  0), accord ing  to  eqs. (5) an d  (7) i t  is:

z =  w an d  q =  p.

T he in te n s i ty  o f th e  fic tiv e  lo ad  is, acco rd ing  to  (2):

h d
°r  r

div(r)
dr

dr

d
dr

ar r
dw(r)

dr
dr .

P(r) = r ar

In tro d u c in g  th is  expression  in to  (13):

Me) =  h f  k u (q, r) —  •
J r=b r

A ccord ing  to  (12), te rm

Ко ( e ,r )  —
r

is a sy m m etrica l fu n c tio n  o f v ariab les  q an d  r. W e in tro d u ce  n o ta tio n

1

hence

M e)

L ( e ,r )  = K 0(q, t)-

=  h I M e , r) TJr=b dr
dw(r)

dr
dr
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D iffe ren tia tin g  th e  e q u a tio n  w ith  re sp ec t to  g:

dw  (o)

dQ
f 1 d L ( g ,  r) d dw(r)

J r = b  d g  dr dr
d r .

P a r tia lly  in te g ra tin g :

dw (g) 
dg

h
9L(g,  r) dw(r)
---- —— — ar r ----- —

dr

l

r = b

f 1 92L{g,r) dw (r)
—- —  ar r ----- - t - d r

J r=b do dr dr

Since a t r =  b i t  is or =  0 (free b o u n d a ry ), w hile a t  r  =  1, due to  th e  
r e s tra in t ,  dw/dr =  0, th e  f irs t te rm  on th e  r ig h t-h a n d  side van ishes. S u b s titu tin g  
expression  (1) o f  th e  s tress oy, we o b ta in :

dw( g) 
dg

N  f 1 Э2 L ( g ,  r) l  
1 — b- J r=b d g  dr

L e t us in troduce  fu n c tio n

rj{r) =
dw(r)

dr
1

B y  th is  m eans we can  w rite  th e  above eq u a tio n  as:

v ( q )
\ Г1 92 Ц е , r )

I b2 b2

J  r=b dodr
Q g r

rj(r) dr .

T his is a hom ogeneous F red h o lm  in te g ra l e q u a tio n  w ith  a sy m m etrica l core. 
I t  can  be p roved  t h a t  for b << 1 a n d  b 1 th e  in te g ra l e q u a tio n  is alw ays 
a positive  defin ite  one , th u s  sy m m etrica l buck ling  can  only  occur for p o sitiv e  
v a lu es  of N.
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STA BILITÄ TSU N TER SU C H U N G  D E R  AM Ä U ßE R E N  O DER IN N E R E N  RAND  
IN  R A D IA L E R  RICH TUNG  DREHSYM M ETRISCH G E D R Ü C K T E N

R IN G PL A T T E N

M. RÓZSA

ZUSAM M ENFASSUNG

Das Problem der A usbeulung der am Außen- oder Innenraud in radialer Richtung  
drehsym m etrisch gedrückten dünnen R ingp latten  wird auf die E igenw ertbestim m ung einer 
Reihe von Integrodifferentialgleichungen zurückgeführt. D ie berechneten kritischen W erte 
der Druckkräfte sind in Tabellen und Diagram m en zusam m engestellt.

AN A L Y SE  D E  LA STA BILITÉ D E S PLAQ UES MINCES A N N U L A IR E S SOUS CHARGE  
R A D IA L E  U N IFO R M ÉM ENT R É P A R T IE  AGISSANT SUR LE B O R D  E X T É R IE U R

OU IN T É R IE U R

M. RÓZSA

RÉSUM É

Le problèm e du flam bem ent latéral des plaques annulaires m inces sous charge radiale 
uniform ém ent répartie agissant sur le bord intérieur ou extérieur, est réduit à la déterm ination  
des valeurs propres d ’une série d ’équations intégro-différentielles. Les valeurs critiques des 
forces com pressives sont données dans des tableaux et des diagrammes.

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЬЦЕОБРАЗНЫХ ПЛАСТИН, 
СЖАТЫХ ЦЕНТРАЛЬНОСИММЕТРИЧНО ПО НАРУЖНОМУ ИЛИ 

ВНУТРЕННЕМУ КРАЮ

М . Р О Ж А

РЕЗЮМЕ

В работе проблема прогиба перпендикулярного плоскостям кольцеобразных плас
тин, сжатых центральносимметрично по наружному или внутреннему краю, сводится к 
определению собственного значения серии интегрально-дифференциальных уравнений. 
Результаты расчетов, полученные для критической силы сжатия, сведены в таблицы и 
диаграммы.
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ÉTUDE NUMÉRIQUE DE PLAQUES ENCASTRÉES 
SUR DEUX CÔTÉS OPPOSÉS ET REPOSANT 

LIBREMENT SUR LES DEUX AUTRES CÔTÉS

K. SZMODITS

D O CTEU R ÊS SCIENCES TE C H N IQ U E S 
IN ST IT U T  SC IEN TIFIQ U E DU BA TIM EN T, BU DA PEST

[M anuscrit présenté le 5. aoû t 1964]

La m éthode présentée est basée sur l ’extension au x  fonctions nodales du théorèm e de 
Goursat. Par l ’em ploi de ce théorèm e et la  superposition de deux solutions connues, on peut 
obtenir la solution d’une p laque parfaitem ent encastrée le long d’un bord et reposant librem ent 
sur les bords voisins. La satisfaction  des conditions d’encastrem ent du côté situé en face du 
côté encastré se fait par une itération rapidem ent convergente, en superposant des solutions  
déjà connues.

1. Introduction

L ’éq u a tio n  b ih a rm o n iq u e  d é te rm in a n t l ’é ta t  de c o n tra in te s  d ’une 
p laque rec tan g u la ire  re p o sa n t lib rem en t sur son  p o u r to u t  p e u t ê tre  décom po
sée, com m e on sa it, en  d eux  éq u a tio n s  h a rm on iques inhom ogènes d o n t la  réso 
lu tion  e s t a isém en t o b ten u e  p a r re lax a tio n . E n  cas de p laques en castrées  en 
b o rd u re , la  décom p o sitio n  n ’est pas possible. D an s ce cas, la  m é th o d e  n u m é 
rique nécessite  la  ré so lu tio n  d ’éq u a tio n s d ifféren tie lles com pliquées, re m p la ç a n t 
l’éq u a tio n  b ih a rm o n iq u e , les av an tag es  de la ré so lu tio n  p a r re la x a tio n  ne p o u 
v a n t pas ê tre  m is à p ro f it.

P a r  la m éthode  qu i va ê tre  présen tée , la  d é te rm in a tio n  de la  surface 
é lastique  d ’une p laq u e  rec tan g u la ire  reposan t lib re m e n t su r d eux  cô tés opposés 
e t en castrée  su r les d e u x  au tres  cô tés, est ram en ée  à la  ré so lu tion  d ’éq u a tio n s 
p o ten tie lles  inhom ogènes. De ce tte  m anière, le p ro b lèm e  p e u t se réso u d re  p a r  
re lax a tio n .

2. Application du théorème de Goursat aux fonctions nodales

A u cours d u  ca lcu l, on u tilise  l ’ex tension  d u  théorèm e de G o u rsa t (1) 
aux  fonc tions nodales. Selon ce théo rèm e, si w(x, y )  est une fo n c tio n  h a rm o 
n ique, c’est-à-d ire  Aw  =  0, alors xw  est une fo n c tio n  b ih a rm o n iq u e , c’est-à-d ire  
AA(xw) — 0.

Le théorèm e de G oursa t est va lab le  non seu lem en t pour la  fo n c tio n  con
tin u e  w(x, y) ,  m ais au ssi p ou r la  fonction  n o d a le  w(xn, y m) défin ie dans les
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n o eu d s  n, m d ’u n  ré se a u  q u a d ra tiq u e . P o u r le d ém o n tre r, p a r to n s  de l ’ex
p re ss io n  écrite  avec des différences fin ies (figure 1):

d4 AAw aiCM ws d -  W g +  wk d -  w 0 — 4 wt  d -

d -  wg +  Wv +  W f w y — 4 wn +

+  wk d -  wr +  wp d -  wt — 4 wi -\~

+  wk +  w 0 +  wp +  wu —  4 wm —
— 4 wn— 4му — 4му —  4wm4~ 16му.

g

f  1 
1

n r  1

S /' к
(

/  ! t

0 m
?1

p

U

1
1
1

Fig. 1

Si l ’axe des abscisses est choisi de façon  te lle  que le p o in t v se s itu e  au 
lie u  X — 1 , e t le p o in t n au  lieu  x  =  2, les éq u a tio n s  ci-dessus s’é c r iro n t dans 
ce systèm e de coordonnées sous la  form e su iv a n te :

d4 AA(xw)  =  3ws -j- 2iVg -)- Зм;^ +  4ie0 — 12м>,- -f- :

+  2wg +  wv +  2му -j- Зиу — 8wn +

—{— 3 wk -j— 2  м у  — 3 ujf —[- 4 Wp —  12wl —

—{— Зму -j- 4 му -f7 4Wp -j” 5му 16wm
— 8wn — 12му 12ic; — 16wm -f- 48му.

E ta n t  donné que Aw =  0, en  su p p rim a n t les expressions écrites avec des 
d ifférences fin ies, on  o b tie n t:

d1 AA(xw) =  ws +  Wk -j- 2 wn — 4му +

-f- Wg +  w r +  2му — 4wn +  

d -  ivk d -  lvt d -  2ivp —  4m ’; +  

d -  w 0 +  wp +  2wu — 4wm —

— 4 му — 4 w{ — 8ivm -f- 16му.

Comme les som m es des va leu rs w de chaque ligne d isp a ra issen t en  raison 
de la  cond ition  Aw =  0, on tro u v e  que dans le systèm e de coordonnées ci-dessus, 
AA(xw)  =  0.
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M ais il e s t év id en t que la  d é m o n s tra tio n  p récéd en te  e s t in d é p e n d a n te  
du  cho ix  de l ’orig ine d u  systèm e de coordonnées, car si l ’origine se tro u v e  
à une  d is tan ce  c du  p o in t 0 ci-dessus, a lors

AA\(c  +  дг)гс] =  AAciv -f- AA(x%v) =  Zl[c(zhe)] +  AA(xw)  =  0.

P a r  là , le th éo rèm e  e s t dém ontré .

3 8 1

3. Solution du  problèm e

La so lu tio n  consiste  essen tie llem en t à d é te rm in e r, po u r une charge  
donnée , la  su rface é la stiq u e  w de la  p la q u e  re p o sa n t lib re m e n t su r son p o u rto u r , 
e t à sa tisfa ire  la  co n d itio n  au  co n to u r des côtés en castrés  en  fa isan t la  som m e 
de c e tte  fo n c tio n  iv e t  des fonctions n o d a les  b ih a rm o n iq u es , p rodu ites à l ’aide 
du  th éo rèm e  ci-dessus.

L a fo n c tio n  nodale  c a ra c té r isa n t la  su rface é lastiq u e  de la  p laque l ib re 
m en t ap p u y ée  se calcule en d éco m p o san t, de la  m an ière  connue, l ’é q u a tio n  
de p laq u e  AAw  =  p l K  en  A M  =  —p  e t A w =  —M /К.  L a so lu tion  n u m ériq u e  
de ces d eu x  dern ières équations e s t o b ten u e  p a r  com binaison  linéaire  des 
fonctions nodales — déterm inées selon 2 — des m em branes chargées en  ce r
ta in s  p o in ts .

A fin  de te n ir  com pte  de l ’e n c a s tre m en t, on d é te rm in e  une p a r  u n e  les 
fonctions nodales R k re la tives a u x  v a le u rs  au  co n to u r A k dans les p o in ts  
ex té rieu rs  x  =  — 1 e t y  =  1, 2, 3, . . . k, . . . n,  voisins d u  co n to u r du  rec tan g le  
donné. C ette  fois encore, on fa it u sage  de la  m éthode  [2]. Donc si les côtés 
de la  base rec tan g u la ire  donnée so n t a =  md, b =  nd,  où  d =  1 est l ’in te rv a lle  
de d iv ision  de n o tre  réseau  q u a d ra tiq u e , les côtés du  rec tan g le  co rre sp o n d an t 
a u x  v a leu rs  au  co n to u r se ron t:

a =  (m -f- 1 )d; b — nd .

Des fonctions nodales h a rm o n iq u es  R k, les fo n c tio n s nodales b ih a rm o 
n iques O*. =  x R k so n t form ées s u iv a n t le théo rèm e ci-dessus (figure 2).

A u cours de la  m u ltip lica tio n  p a r  x , les cond itions au  co n tou r de l ’ap p u i 
lib re  ne se m od ifien t pas au x  lieu x  y  =  0 e t  y  =  b. Q u a n t au x  co n d itions au  
co n to u r de l ’en c a s tre m en t, elles so n t d é term inées a u x  p o in ts  x  =  0, y  =  k, 
resp . x =  a, y  =  0, p a r  les éq u a tio n s su iv an te s :

-Aß +  ^  Ân ykn =  A°k -\- ^  A n <*n +  ^  Än ßn ,
n  n  n

Â k -  Â% +  2  An ykn =  Â \ +  2  À n *kn +  An ß kn .
n  n  n

(n =  1, 2, 3, . k =  1, 2, 3, . . .)
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où A°k resp . À ük so n t les v a leu rs  des fo n c tio n s nodales de la  p laq u e  lib re m e n t 
ap p u y ée , a u x  lieu x  x  =  1, y  =  k, resp . x  =  m, y  — k, A n, resp . À n é ta n t  les 
va leurs au  co n to u r a u x  lieu x  x  =  —1, y  =  n , resp . x  =  m  -f- 1. Les éq u a tio n s  
(1) ex p rim en t que les va leu rs nodales — som m es de p lusieu rs so lu tions — qui 
en c a d re n t la  v a le u r nu lle  des côtés en cas tré s , so n t id en tiq u es .

Les é q u a tio n s  (1) d é te rm in e n t, d ’u n e  faço n  u n iv o q u e , les va leu rs au  
co n to u r in connues A n, A n. D ans ces é q u a tio n s , les coeffic ien ts des te rm es

0 7 2 3 4 5 6

 ̂ 6
X

0 2
h

2
h

2
h 4 4 0 ----------bг

5 0 0 0 0 0 0 0

4 0 P? P l P l P l P l 0

3 0 0 a

2 0 0

7 0 4 4 4 4 0

0 0 0 0 0 0 0 0

-1 0 0 Аг 0 0 0 0 ---------->V

Fig. 2

d iag o n au x  o n t u n e  v a leu r n e tte m e n t su p érieu re  à celles des au tre s  coefficients, 
de so rte  que les éq u a tio n s  p e u v e n t ê tre  réso lues rap id em en t p a r  ité ra tio n . L a 
fonc tion  nodale  cherchée e s t la  som m e de l ’éq u a tio n  de la  p laq u e  lib rem en t 
appuyée  e t des fo nc tions nodales c o rre sp o n d an t au x  d ifféren tes valeurs au  
con tou r.

4. Exem ple n u m ériq u e

Déterm inons la  fonction  nodale de la surface élastique d’une plaque quadrangulaire 
de côté a =  5 d, encastrée sur ses côtés horizontaux, reposant librem ent sur ses côtés verti
caux et soum ise à l ’action d’une charge unitaire s’exerçant en quatre noeuds intérieurs 
sym étriques.

En déterm inant par relaxation la  fonction nodale de la m em brane, correspondant 
à la  valeur encadrée sur le tableau ci-dessous, on reçoit:
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0 0 0 0 0 0
°

6

0 3,27589 4,92671 4,84248 3,63997 1,91011 0 5

0 8,17689 11,58846 10,80325 7,80731 4,00045 0 4

0 17,84320 22,44701 18,97475 12,78557 6,28438 0 3

0 40,70489 41,38161 29,86316 18,07584 8,35151 0 2

0 103,77087 72,46736 41,02043 21,30312 9,04625 0 1

0 301,86716 103,69654 40,44809 17,07037 6,53511 0 0

0 1000,00000 0 0 0 0 0 - 1

7 De là, on peut obtenir par la m éthode (2) les fonctions nodales de nouvelles valeur 
au contour:

0 0 0 0 0 0 0 6

0 4,92671 8,11837 8,56668 6,75259 3,63997 0 5

0 11,58846 18,98014 19,39577 14,80370 7,80731 0 4

0 22,44701 36,81795 35,23258 25,25913 12,78557 0 3

0 41,38161 70,56805 59,45745 38,21467 18,07584 0 2

0 72,46736 144,79130 93,77048 50,06668 21,30312 0 1

0 103,69654 342,31525 120,76691 46,98320 17,07037 0 0

0 0 1000,00000 0 0 0 0 - 1

0 0 0 0 0 0 0 6

0 4,84248 8,56668 10,02848 8,56668 4,84248 0 5

0 10,80325 19,39577 22,98059 19,39577 10,80325 0 4

0 18,97475 35,23258 43,10233 35,23258 18,97475 0 3

0 29,86316 59,45745 78,91956 59,45745 29,86316 0 2

0 41,02043 93,77048 153,83755 93,77048 41,02043 0 1

0 40,44809 120,76691 348,85036 120,76691 40,44809 0 0

0 0 0 1000,00000 0 0 0 - 1
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Si on déterm ine, de ces solutions, la fonction nodale de la surface de la membrane 
chargée en ses quatre po in ts intérieurs encadrés, et si on considère cette  fonction nodale 
com m e la somme des m om ents m x my  — M  de la plaque élastique, on a alors, pour la plaque 
élastique: â w  =  —M /к.  E n résolvant cette  équation par les calculs ci-dessus de la membrane 
chargée en certains p o in ts , on obtient pour la surface élastique u> de la plaque:

0 0 0 0 0 0 0

0 0 , 2 8 1 2 5 0 , 5 0 0 0 0 , 5 6 2 5 0 0 , 5 0 0 0 0 , 2 8 1 2 5 0

0 0 , 5 0 0 0 0 0 , 9 0 6 2 5 1 , 0 0 0 0 0 0 , 9 0 6 2 5 0 , 5 0 0 0 0

0 0 , 5 6 2 5 0 1 , 0 0 0 0 1 , 1 2 5 0 0 1 , 0 0 0 0 0 , 5 6 2 5 0 0

0 0 , 5 0 0 0 0 0 , 9 0 6 2 5 1 , 0 0 0 0 0 , 9 0 6 2 5 0 , 5 0 0 0 0 0

0 0 , 2 8 1 2 5 0 , 5 0 0 0 0 0 0 , 5 6 2 5 0 , 5 0 0 0 0 , 2 8 1 2 5 0

0 0 0 0 0 0 0

Le long des côtés de plaques reposant librem ent sur leur pourtour, les valeurs des points 
intérieurs et extérieurs encadrant les poin ts au contour w  =  0 sont identiques, mais des signes 
contraires. Pour les cô tés librem ent appuyés, nous n’avons pas fa it figurer les valeurs situées 
au delà du contour sur les tableaux des fonctions nodales.

Vu la double sym étrie, les fonctions nodales biharm oniques sont obtenues par som m a
tion  des fonctions nodales sym étriques. Ces fonctions doublem ent sym étriques sont les su i
vantes:

0 - 1 0 3 6 , 3 0 2 0 —  5 9 , 9 6 6 7 6 —  6 7 , 7 9 4 7 2 - 5 9 , 9 6 6 7 6 - 1 0 3 6 , 3 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 1 3 8 , 7 4 7 1 2 1 3 6 , 6 0 3 8 8 1 3 0 , 4 6 5 6 6 1 3 6 , 6 0 3 8 8 1 3 8 , 7 4 7 1 2 0

0 1 4 6 , 8 2 2 1 6 1 9 6 , 4 9 7 9 8 2 0 5 , 8 7 8 6 4 1 9 6 , 4 9 7 9 8 1 4 6 , 8 2 2 1 6 o

0 1 4 4 , 7 6 5 4 8 2 1 1 , 3 9 5 4 8 2 2 7 , 6 9 7 0 2 1 1 , 3 9 5 4 8 1 4 4 , 7 6 5 4 8 0

0 1 4 6 , 8 2 2 1 6 1 9 6 , 4 9 7 9 8 2 0 5 , 8 7 8 6 1 9 6 , 4 9 7 9 8 1 4 6 , 8 2 2 1 6 0

0 1 3 8 , 7 4 7 1 2 1 3 6 , 6 0 3 8 8 1 3 0 , 4 6 5 6 6 1 3 6 , 6 0 3 8 8 1 3 8 , 7 4 7 1 2 0

0 0 0 0 0 0 0

0 —  1 0 3 6 , 3 0 2 0 - 5 9 , 9 6 6 7 6 —  6 7 , 7 9 4 7 2 - 5 9 , 9 6 6 7 6 —  1 0 3 6 , 3 0 2 0 0
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0 -5 9 ,9 6 6 7 6 — 1104,09672 -1 1 9 ,9 3 3 5 2 -1 1 0 4 ,0 9 6 7 2 -5 9 ,9 6 6 7 6 0

0 0 0 0 0 0 0

0 136,60388 269,21278 273,20776 269,21278 136,60388 0

0 196,49798 352,70080 392,99596 352,70080 196,49798 0

0 211,39548 372,46248 422,79096 372,46248 211,39548 0

0 196,49798 352,70080 392,99596 352,70080 196,49798 0

0 136,60388 269,21278 273,20776 269,21278 136,60388 0

0 0 0 0 0 0 0

0 -5 9 ,9 6 6 7 6 — 1104,09672 -1 1 9 ,9 3 3 5 2 -1 1 0 4 ,0 9 6 7 2 -5 9 ,9 6 6 7 6 0

0 -3 3 ,8 9 7 3 6 -5 9 ,9 6 6 7 6 -1 0 7 0 ,1 9 9 3 6 -5 9 ,9 6 6 7 6 -3 3 ,8 9 7 3 6 0

0 0 0 0 0 0 0

0 65,23283 136,60388 203,97995 136,60388 65,23283 0

0 102,93932 196,49798 249,76148 196,49798 102,93932 0

0 113,84850 211,39548 258,61398 211,39548 113,84850 0

0 102,93932 196,49798 249,76148 196,49798 102,93932 0

0 65,23283 136,60388 203,97995 136,60388 65,23283 0

0 0 0 0 0 0 0

0 -3 3 ,8 9 7 3 6 -5 9 ,9 6 6 7 6 -1 0 7 0 ,1 9 9 3 6 -5 9 ,9 6 6 7 6 -3 3 ,8 9 7 3 6 0

Compte tenu des trois tableaux précédents, les équations exprim ant les conditions  
d’encastrem ent seront:

1175,04912 xt +  196,57064 *2 л+  99,13019 x3 +  0,5625 =  0

196,57064 x, +  1373,30950 *2 +  196,57064 x3 +  1,0000 =  0

198,26038 *, +  393,14128 *, +  1274,17931 x3 +  1,1250 =  0

D ’où l ’on reçoit, par itération:

X[ =  —3,25360 I O “ 4; x3 =  -5 ,8 8 4 5 2  10"4; x3 =  -6 ,5 0 6 3 9  10~4

En m ultipliant par x,, x2, x3 les fonctions nodales précédentes, et en les additionnant à celle 
de la plaque reposant librem ent sur son pourtour, on obtient:
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0 0,11327 0,20825 0,22655 0,20825 0,11327 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0,11327 0,20825 0,22655 0,20825 0,11327 0

0 0,27027 0,50691 0,53923 0,50691 0,27027 0

0 0,31693 0,57449 0,63384 0,57449 0,31693 0

0 0,27027 0,50691 0,53923 0,50691 0,27027 0

0 0,11327 0,20825 0,22655 0,20825 0,11327 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0,11327 0,20825 0,22655 0,20825 0,11327 0

Par là, le problème est résolu.
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NUM ERICAL INVESTIG ATIO N OF A PLATE F IX E D  
ON TWO OPPO SITE SID E S A N D  SIM PLY SU PP O R T E D  

ON T H E  TWO O TH ER  SIDES

K . SZMODITS

SUM M ARY

The m ethod presented by the author is based on the generalization of the G o u r s a t  
theorem to la ttice  functions. B y applying this theorem  and summarizing two know n solutions, 
the solution for a plate perfectly fix ed  on one side and sim ply supported on the two neighbour
ing sides can be worked out. The conditions of constraint for the side opposite to the fixed  
one can be satisfied  by the quickly converging iteration  of the sum m ation o f know n solutions.

NU M ER ISC H E U N T E R SU C H U N G  E IN E R  A U F  ZW EI G E G E N Ü B E R L IE G E N D E N  
SE IT E N  E IN G E SPA N N T E N , A U F  D E N  ZW EI A N D E R E N  SE IT E N  

FR E I A U F  L IE G E N D E N  PLATTE

K. SZMODITS

ZUSAM M ENFASSUNG

Die M ethode beruht auf der V erallgem einerung für G itterfunktionen eines Satzes von  
G o u r s a t . M ittels Anwendung dieses Satzes und der Sum m ierung von zwei bekannten L ösun
gen kann die Lösung für eine einseitig  vollkom m en eingespannte, an den anderen Seiten frei 
aufliegende P la tte  dargestellt werden. D en Einspannbedingungen für die der eingespannten  
P lattenkante gegenüberliegende Seite wird durch rasch konvergierende Iteration  der Sum m ie
rung von bekannten Lösungen G enüge getan.
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ЧИСЛОВОЙ АНАЛИЗ ПЛАСТИНЫ, ДВЕ ПРОТИВОПОЛОЖНЫЕ СТОРОНЫ 
КОТОРОЙ ЗАЖАТЫ И ДВЕ ДРУГИЕ СТОРОНЫ КОТОРОЙ СВОБОДНО

ОПЕРТЫ
К . с м о д и ч

РЕЗЮМЕ

Продемонстрированный метод основывается на обобщении теоремы Гурсат на ре
шетчатые функции. Применением этой теоремы и сложением двух известных решений 
можно получить решение пластины, в совершенстве зажатой вдоль одного края, а вдоль 
смежных краев свободно опертой. Удовлетворение условий зажатия стороны, противо
лежащей зажатой стороне, производится быстро конвергирующейся итерацией, выпол
няемой суммированием известных решений.
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THEORIE DER DÜNNWANDIGEN AUF ELASTISCHER 
UNTERLAGE GERETTETEN STÄBE

V. PANC

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 
INSTITUT FÜR THEORETISCHE UND ANGEWANDTE MECHANIK 

DER TSCHECHOSLOWAKISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, PRAG

[E ingegangen am 7. A ugust 1964]

Es wird eine allgem eine Theorie der dünnwandigen, prism atischen, elastisch gebetteten  
Stäbe m it starren, hinsichtlich der vertikalen  Achse sym m etrischen Q uerschnitten entwickelt. 
Im  Vergleich m it der klassischen Theorie des Trägers auf elastischer U nterlage ist in der ange
führten Grundgleichung des gestellten  Problem s noch ein Glied enthalten , das den in der 
M ittelfläche auftretenden Schub Verzerrungen entspricht. Aus den gew onnenen Formeln folgt, 
daß bei dünnwandigen K onstruktionen der untersuchte Einfluß keinesw egs vernachlässigt 
werden kann.

1. Einleitung

In  der vo rliegenden  A b h an d lu n g  w ird  eine allgem eine Theorie des 
S pannungs- u n d  V erfo rm ungszustandes v o n  dü n n w an d ig en  p rism atisch en  
K o n s tru k tio n e n  m it s ta rre n , h in s ich tlich  d e r v e rtik a le n  Achse sy m m etrisch en  
Q u e rsch n itten  en tw ick e lt, die u n s  in s ta n d  se tz t , versch iedene dünnw and ige , 
e lastisch  g eb e tte te  T räg er m it o ffenem  oder geschlossenem  Q u ersch n itt, T rag 
w ände und  R o h rle itu n g en  a u f  beliebige, in  d er v e rtik a len  S ym m etrieebene 
der K o n s tru k tio n  einw irkende B e las tu n g  zu  u n te rsu ch en .

In  der M onographie [1] is t  gezeigt w orden , d aß  bei d er L ösung  von  d ü n n 
w and igen , a u f  zu sam m engese tz te  B iegung u n d  A bscherung  b ean sp ru ch ten  
K o n s tru k tio n e n  d er E in flu ß  d er in  der M itte lfläche  a u ftre te n d e n  S chubver
zerrungen  eine w ich tige Rolle sp ie lt. D a in  d e r k lassischen  T heorie  des T rägers 
a u f  e lastischer U n te rlag e  [2] n u r  die B iegungsverfo rm ungen  b e a c h te t w erden , 
e ignet sich diese Theorie im  a llgem einen  F a ll keinesw egs zu r B erechnung  
der d ü n n w an d ig en , e lastisch  g e b e tte te n  K o n s tru k tio n e n .

U m  eine v e rsch ä rfte  T heorie  des g es te llten  P rob lem s zu en tw ickeln , 
m uß  allerd ings zusam m engese tz te  B iegung u n d  A bscherung  b e tra c h te t  w er
den, w om it die gew onnene G rundg le ichung , die d an n  eine V erallgem einerung  
der k lassischen  v o rs te llt , noch  e in  den  S ch u b v erze rru n g en  en tsp rechendes 
G lied an n im m t. A us den  th eo re tisch en  U n te rsu ch u n g en  v o n  ein igen  allgem ei
nen  P rob lem en  fo lg t, daß  die A n w endung  d e r k lassischen  T heorie  au f die 
Lösung der d ü n n w an d ig en , e la s tisch  g e b e tte te n  K o n s tru k tio n e n  zu  ziem lich 
großen  F eh le rn  fü h re n  k an n .

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 53 (1966)



3 9 0 V. PANC

2. Bezeichnungen
Z, s

Ox, Oy 

*(«)> y (s)
Ö(s)
F
S(s)

I
V(,*)
V s)’ Vt(z)

<r(*)
/i(z, s), v(z, s) 

a(z, s)
o a(z, s), <rT(z, s)

t ( z ,  s )  

q(z), m(z)

p (2)
M (z), « , )
ß
0 (s )
E , G
V
к

4 ________

r =  Ÿ4EI/k
C =  zjr
* =  ß l /k E l /G F

K oordinaten eines beliebigen Punktes M  der M ittelfläche,
K oordinate eines Q uerschnittes des Stabes, 
krum m linige K oordinate einer Erzeugenden der M ittelfläche, 
H auptträgheitsachsen des Querschnittes; Achse Oy  sei die vertikale Sym 

m etrieachse des Q uerschnittes,
K oordinaten des Punktes M  im K oordinatensystem  Oxy,
W anddicke,
säm tliche Q uerschnittsfläche der K onstruktion,
statisches M oment des Q uerschnittsteiles an einer Seite des Punktes M  in 

bezug auf die Achse Ox,
H auptträgheitsm om ent des Querschnittes zur Achse Ox, 
elastische Verschiebung des Schwerpunktes О in Richtung der Achse Oy, 
der B iegung und Abscherung entsprechende K om ponenten der V erschie

bung 7/,
Q uerschnittsverdrehung um  die Achse Оя,
elastische Verschiebungskom ponenten des P unktes M  in Richtung der Achse 

Oz und der Tangente zur Q uerschnittsm ittellinie,
N orm alspannung in R ichtung der Achse Oz,
K om ponenten der Spannung er, die der reinen B iegung und den in der M ittel

fläche auftretenden Schubverzerrungen entsprechen,
Schubspannung,
stetige  Quer- und M om entenbelastung, die in  der Sym m etrieebene Oyz  der 

K onstruktion einwirkt,
W iderstand der elastischen Unterlage,
B iegungsm om ent und Querkraft in der Ebene Oyz,
Schubkoeffizient für die Verformung in der Ebene Oyz,
Funktion der Querschnittswölbung,
Zug- und Schubm odul,
Querdehnungszahl,
B ettungsziffer gültig für die gegebene K onstruktion,

Param eter von D im ension der Länge, 
dim ensionslose K oordinate des Querschnittes, 
dim ensionsloser Param eter.

3. Grundgleichungen des Spannungs- und Verformungszustandes

Als eine A usgangsh y p o th ese  d er vorliegenden T heorie  soll die W l a s s o w - 
sche A nnahm e d e r s ta r re n  Q u ersch n itte  [3] b e n u tz t w erden . W enn w ir d ann  
v o m  S u p erp ositionsp rinz ip  G ebrauch  m achen , so g ilt fü r  das geste llte , zur 
Oyz E bene sy m m etrisch e  P rob lem

V  =  V a +  V r ,  <? =  ° o  +  o T ,  U  =  U a  +  U T ,  V = ■ v„ +  vx =  Г)  dylds , (1)

w obei die S p an n u n g sk o m p o n en te  aa u n d  die V ersch ieb u n g sk o m p o n en te  r)a 
d u rc h  folgende b e k a n n te  B eziehungen  defin ie rt w erden

( 2)

D iesen  Form eln  e n tsp rech en  allerd ings N ullw erte  von  S chuh v erzerru n g en .
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Die N orm alsp an n u n g en  a sind  m it den S ch u b sp an n u n g en  r  d u rch  die 
G le ichgew ichtsbedingung eines ab g e tren n ten  E lem en tes  d er W and

+  J L ( T<5) =  0 (3)
dz 8s

v e rb u n d en . W ählen  w ir den p o sitiv en  Sinn der s ta tisc h e n  G rößen  M  und  Q 
n ach  B ild  1, so fo lg t aus den G leichgew ich tsbed ingungen  eines ab g e tren n ten  
E lem en tes der K o n s tru k tio n

Q ' = p - q ,  M '  =  Q +  m.  (4)

Bild 1. B elastung eines abgetrennten E lem entes des Trägers

Die S ch u b sp an n u n g  r  e rg ib t sich  d an n  nach den F o rm eln  (2) b is (4) in  der F orm

t <5 =
Q +  m

I
S , (5)

w obei m it S  =  S(s) die Q u e rsch n itts fu n k tio n

s = £ =0 y ö d s

b eze ich n et w ird. A n fan g sp u n k t M n (s =  0) d ieser F u n k tio n  soll in  einem  
P u n k te  der Q u ersch n ittsm itte llin ie  gew ählt w erden , wo g ilt т =  0, d. i. e n t 
w eder in  einer freien  K o n s tru k tio n sk a n te  bei den  offenen Q u ersch n itten  oder 
in  e inem  S c h n ittp u n k te  der S ym m etrieachse Oy m it d er geschlossenen Q uer
sch n ittsm itte llin ie .

D urch  die S ch u b sp an n u n g  (5) w ird die Q u ersch n ittsw ö lb u n g

u
M '  r s ds 

G l  _ s=o à
Vr (У -  T o )
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hervorgerufen., der die zu sä tz lich e  N o rm alsp an n u n g

a = E
M"
Gl j  s  -у - -  v ' {У -  Jo) (8)

e n tsp r ic h t. In  den B ez iehungen  (7) u n d  (8) b e d e u te t ur0 =  uT0 (z) die zu sä tz 
liche  V erschiebung des A n fan g sp u n k te s  M 0, u n d  y 0 i s t  se ine  H a u p tk o o rd in a te . 
D a  die G leichgew ich tsbed ingungen  eines a b g e tren n ten  K o n stru k tio n se lem en te s  
schon  durch  die S p an n u n g en  (2) b efried ig t w erden , m u ß  die S p an n u n g  (8) 
d en  B edingungen

J F ат d F  =  0 , J F axy d F  =  0 (9)

genügen , in  den  die ang eze ig ten  In te g ra tio n e n  m it dem  In d e x  F  a u f  die ge
sa m te  Q uerschn ittsfläche  bezogen  w erden . B ezeichnet m a n  m it ß  den  B eiw ert

ß -TriS'L’T -H О
( 10)

so fü h r t  die zw eite B ed in g u n g  (9) n a c h  E in se tzen  von  (8) zu  d er G rundgleichung 
fü r  die du rch  S ch u b v erze rru n g en  hervo rgeru fene  V erfo rm ung

w obei die erste  B ed ingung  (9) g ib t

л
GF

M " ,

M"
GF

d F Г S ^ - ß y »
J  s=o à

( i i )

( 12)

N a c h  den B eziehungen  (8), (10) u n d  (12) können  w ir also die F u n k tio n  0(s) 
d e r Q u erschn ittsw ö lbung  in  d e r F o rm

Ф =  —
I

ds
S

s=o à
d F \ S ,

Js=o

ds
+  ß y

ansch re iben  u n d  fü r  die re su ltie ren d e  N o rm alsp an n u n g  d a n a c h  g ilt

M  n/1 4 M" .a = -----y — 2(1 -b v ) ------- Ф .
I  F

(13)

(14)

W enn  a u f  eine d ü n n w an d ig e  K o n s tru k tio n  n u r  eine s te tig e  Q uer
b e la s tu n g  q e in w irk t, so ru fen  die S ch u b v erzerru n g en  in  d er M itte lfläche  eine 
zusä tz liche  N o rm a lsp an n u n g  h e rv o r, die n ach  den  F o rm e ln  (4) u n d  (14) 
fo lgende W erte  a n n im m t:

<rT =  2(1 +  v)■$■---- — Ф .
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Bei B elastu n g  d u rch  E in ze llas ten  Pi e rse tzen  w ir die in  d er F orm el (14) e n t 
h a lte n e  zw eite A b le itung  der F u n k tio n  M(z)  d u rch  den A u sd ru ck

m ax  M" =

B ild  2. Schubkoeffizienten und Verlauf der W ölbung für verschiedene dünnwandige Quer
schnitte

so d a ß  die zusätzliche N o rm alsp an n u n g  im  Q u ersch n itte  Z[ aus der F orm el

о =  2(1 +  v ) ----- -— Ф
’ FAzj

fo lg t. H ier b e d e u te t A z ,• die Y erte ilungslänge d er E in ze lla s t P ,. Die d u rch  
E in ze lla s ten  hervo rgeru fenen  zusä tz lichen  N o rm a lsp an n u n g en  können  im  
V erg leich  m it dem  e rs ten  Glied der F orm el (14) ziem lich  b ed eu ten d e  W erte  a n 
n eh m en , so d aß  sie im m er b e a c h te t w erden sollen.

B ild  2 g ib t die W erte  v o n  S chubkoeffiz ien ten  u n d  den  V erlau f von  
F u n k tio n e n  Ф(в) fü r  versch iedene dünnw and ige  Q u e rsch n itte  an .
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4. Gruiidgleichungen eines dünnwandigen, elastisch gebetteten Trägers

W ir b e tra c h te n  e inen  g e rad en  w aag erech ten , e la s tisch  g eb e tte ten  
T räg e r u n te r  der gegebenen, in  d er S ym m etrieebene Oyz e in w irk en d en  B elastung  
(B ild  3). D ie V erfo rm ung  des T räg ers  w ird  d u rch  die F u n k tio n  rj(z) d er e la s ti
sch en  D urchb iegung  n ach  d er e rs te n  B eziehung (1) u n d  d u rch  die F u n k tio n  
(p(z) d e r V erdrehung  von  Q u e rsc h n itte n  um  die A chse Ox gekennzeichnet, 
w obei o ffenbar g ilt1

<P(Z) =  Va (z)- (15)

pdz

Bild 3. B elastung eines elastisch gebetteten  Trägers

M it A nw endung derselben  V o rau sse tzu n g en  wie in  d er k lassischen  T heorie [2] 
w ird  fü r den W id erstan d  p(z) d er e lastischen  U n terlage  fo lgende vere in fach te  
B eziehung  e ingeführt

p =  k r ]  =  k ( r ) a +  7k)- ( 1 6 )

1 Die Verdrehung cp wird durch die Formel

w = ------Г и у  (IF
J  J f

definiert. Nach den Beziehungen (2), (11) und (14) gilt

8м 1 „ _

M it H ilfe der Gleichungen (10) und (13) ergibt sich

( Фу d F  =  0  ,
J f  j

so daß der differentiale Zusam m enhang zwischen den Funktionen 9 ?, und rjT die folgende 
einfache Form annimmt:

<p' =  n'v = >  <P = v'<r +  C -
Man kann sich überzeugen [1], daß eine von  Null verschiedene In tegrationskonstante C aus
schließlich dem  Fall eines durch Randbiegungsm om ente beanspruchten Stabes entspricht, 
der auf elastischer Unterlage und außerdem  noch auf einzelnen Stü tzen  gelagert ist.
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Aus den F o rm eln  (2), (4), (11) u n d  (16) fo lg t d a n n  die G rundg le ichung  
des gegebenen P rob lem s in der F o rm :

M i v - Ü - M '
GF E J

M  = m (17)

N ach  E in fü h ru n g  des d im ensionslosen  P a ram e te rs

x =  J - {k E J ) > = ß k ' '
GF 2 GF

(18)

k a n n  m an m it d er neu en  d im ensionslosen  V ariab len  ;

4 E J  i 

к
(19)

die G rundg le ichung  (17) fü r eine n u r  d u rch  R an d b e la s tu n g  b e a n sp ru c h te  
K o n s tru k tio n  in d er folgenden F o rm  anschre iben

d4 M  „ d ß M
d l 4 d t }

4M  =  0 . ( 20 )

Diese B eziehung u n te rsch e id e t sich  also von d er G rundgleichung d e r k lassi
schen  Theorie d a d u rc h , daß  h ie r au ch  die zw eite A bleitung d er F u n k tio n  
M ( t )  m it dem  B eiw erte  2x e n th a lte n  is t. D urch  dieses Glied w ird d e r  E in flu ß  
von  S ch u b v erze rru n g en  g ek en n ze ich n e t, dessen B ed eu tu n g  m it w achsendem  
W ert des P a ra m e te rs  x zu n im m t. A us d er F orm el (18) fo lg t, daß  d er P a ra m e te r  
у. e inen  beliebigen n ic h tn e g a tiv e n  W e rt an n eh m en  k a n n , so daß  es keinesw egs 
m öglich is t, die V orausse tzung  x =  0 d er k lassischen  Theorie im  a llgem einen  
F a ll anzuw enden . B ei genügend g ro ß em  W ert des P a ra m e te rs  x k an n  im  G egen
te il das e rste , d er B iegung der K o n s tru k tio n  en tsp rech en d e  Glied d e r G leichung 
(20) v e rn ach läss ig t w erden . G em äß  d er F orm el (18) w ächst der E in f lu ß  von 
S chubverzerrungen  m it zunehm endem  W ert des Schubkoeffiz ien ten  ß u n d  m it 
w achsenden  Q u o tien ten  ]f l / F ,  |IkE/G.

5. A llgem eine L ösung des P roblem s

Die F o rm  d e r a llgem einen Lösung der hom ogenen  G rund g le ich u n g  
(20) h ä n g t a llerd ings vom  n u m erisch en  W ert des P aram eters  x ab . W enn  
x <  2, d a n n  s in d  die W urzeln  d e r c h a ra k te ris tisch e n  G leichung, die der
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D iffe ren tia lg le ich u n g  (20) e n tsp r ic h t, paarw eise  k o n ju g ie rt-k o m p lex  und  m it 
B ezeichnungen  a, b d e r reellen  K o n s ta n te n

'2 +  x
( 21)

k a n n  das allgem eine In te g ra l d er G rund g le ich u n g  (20) in  der fo lgenden  F orm  
d a rg e s te llt  w erd en

M  =  J ?  Cn e ±(a±i,')î ' (22)
n  =  l

w obei Cx bis C4 In te g ra tio n sk o n s ta n te n  b e d e u te n . F ü r x =  0 (a =  b — 1) 
v e rb le ib t a lle rd ings n u r  die k lassische Lösung.

F ü r X =  2 n im m t d an n  die L ösung d er G rundgleichung (20) die F o rm 2

M  =  2 Cn e±űlí +  C 2  C" e± °lC ’ «1 =  K2 (23)
n = 1 n = 3

a n , u n d  fü r к 2 h ab e n  alle v ie r  W urzeln  d er ch a rak te ris tisch en  G leichung 
ree lle  W erte , so d a ß  d er G leichung (20) die F u n k tio n

M  =  j ? C n e ^ + 2 ; C n e ±M  (24)
n =  1 n  =  3

m it den  In te g ra tio n sk o n s ta n te n  Cx b is C4 g en ü g t. H ie r a2 und  b2 b e d e u te n  reelle 
K o n s ta n te n

a., =  [x +  (x2 — 4 ) j ] l . b2 =  [x — (x2 — 4 ) ф . (25)

Z ur w eite ren  L ösung des g e s te llten  P ro b lem s w erden w ir die A nfangs
w ertm e th o d e  n a c h  [1] u n d  [3] b e n u tz e n .3 E rse tz e n  w ir die in  den  B eziehungen

2 Die Fälle x j> 2 finden ihre praktische Anwendung z. B. bei der U ntersuchung von  
dünnwandigen Stahlkonstruktionen, die au f B eton oder F elsen gelagert sind.

3 Für x <  2 kann die allgemeine Lösung (22) auch in  der Form

M  =  A 1 sinh a £  sin b£ - f  A 2 sinh aC cos b£ +  A 3 cosh aC sin +  A 4 cosh a£ cos 6£.
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(22) bis (24) en thaltenen , beliebigen K o n s ta n te n  Cn d u rch  die A nfangsw erte  
r/0, q>0, M 0 u n d  Q0 d e r gesuchten  F u n k tio n e n  »)(£), ç>(t), M(C) u n d  0(C), so 
e rh a lte n  w ir fü r  x <  2

rt =  cosh oC cos К  А--------- sinh uC sin  6C
u I 9пЪ2 ab

b sinh aC cos i»C)

-|--------- <p0 (a cosh aC sin i»C -+-
2ab

abk r2
M 0 sinh aC sin 6C

1

fcr <?o
1 %

cosh aC sin 6C
1 +  ^

sinh aC cos ЬС

ç? = ---------- rj0 (a cosh aC sin bÇ — b sinh aC cos b£) +
abr

+  99o cosh aC cos b C ----------sinh aC sin i»C
2 ab

kr3
1 — x

b
cosh aC sin feC —  sinh aC cos 6C

(26a)

ab kr-
Q0 sinh aC sin 6C ,

m it reellen K onstanten  _31 b is .3, angeschrieben werden. Aus den Beziehungen (2), (4) und  
(16) folgt dann:

Q =  M '  =  — [(— A 2 b +  A 3 a) sinh a f  sin  b f +  ( A t b +  A t a) sinh a f  cos b t  +

-j- (A  j a — A 3 b) cosh o f sin b t  +  (A 2 a +  A 3 b) cosh a t  cos b f] , 

p  =  кг/ =  Q' =  ~  [ ( ^ i  *  — d 4 1' 4 — x 2) sinh a t  sin bt  +  ( A 2 x  +

-j- А з — X2) sinh a t  cos bt  +  ( A 3 X — A 2 \  — X2) cosh o f  sin b t  +

+  (a 4 X +  A 3 / 4  — x 2) cosh a f cos b t ) ,

rfa  =  9 ? = -----2 ~ë j  [ (A 3 a A~ A 2 b) sinh a f  sin  b t  +  ( A t  a — А г b) sinh a f cos b t  +

A~ (A i a +  A t b) cosh  a f  sin bf +  ( A 2 a — A 3 b) cosh a f  cos b f] .

Für f  =  0 ergeben sich also die folgenden Zusam m enhänge zwischen den Anfangswerten und  
Integrationskonstanten:

M 0 =  A x , Q0 =  —  ( A 2  а +  A 3 b ) ,

Vo  =  ( A i  *  +  A i  Ÿ *  -  *2) , <Po =  —  2 E J  ^ 2  “  — A 3 b)-

Analoge B eziehungen können allerdings auch für x !> 2 hergeleitet werden.
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fü r  X

V

<P

M

Q

М  — ------ r]0 s inh  aÇ s in  -\— (a cosh a i  sin bÇ
2ab 4ab

b sinh  a i  cos 6Í) +  M n ^cosh a i  cos i» i----------sinh  a i  sin bÇ
I 2 ab

2 ab
Q„ (a cosh a i  sin  bÇ -f- b s inh  a i  cos &Í),

kr
Q — ------ r/0 (a cosh a i  sin bÇ -(- b s inh  a í  cos fei) +

2 ab

kr2 1
-|---------<p0 sinh  a i  sin 6 Í -----------M 0 (a cosh a i  sin bÇ —

2ab abr

b s inh  a£ cos 6Í) +  Ç0 cosh aC cos b i +  —  sinh  a i  sin 6Í
2 ab

=  r/0 cosh a tÍ  -|------ a tÍ  sinh  ax Í H------- *- ^ ( a j i  cosh a ti  sinh  ax Í)
2 a t

----- M 0a , i  sinh  a xi  -)-------  @0 (aj Í  cosh ax Í  -)- 3sinh ax Í) ,
kr2 аг fcr

%  (a1i  cosh O ji — sinh a xi )  +  cosh axC

--------sinh a t i  -)- - 1 M 0 (axÍ  cosh a t i  -  3sinh a t i )

kr'2
Qu a 1Í  sinh  aj Í  , (26b)

------ i/o a t Í  sinh  a x Í  -f-----------9?0 (axÍ  cosh a ti  — sinh a x
4 4ax

M 0 jcosh a j i  a x Í sinh  axÇ
2 a t

@0(a j i  cosh a xi- |-  s inh  a xi ) ,

kr kr2
------- rj0 (ax Í  cosh a 1 Í  +  sinh  aj Í) -)-------- 9?0 a^i sinh ayC
2a, 4

1
M 0(a1Í  cosh a Li  — sinh  a xÍ)  --

<?o cosh a -|-------a x Í  sinh  a t Í
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u n d  fü r  и >  2

1
V = rj„ (a\ cosh a 2 £ — Щ cosh b\ £)

« 1 - 6 1  

—  6 2 sinh 6 2 £ ) — 

1

«1 Щ
cp„ (a2 sinh a 2 £ —

+
(a | 6 2) kr

2

6 | )  fer-

Q0 (a 2 sinh a2£ 6 2 s in h 6 2£ ),

M 0( c o s h a 2£ c o s h 6 2£)

1
9 3 = -------------------- rj() (6 2 s inh  a2£ a 2 s in h  6 2 £)-|----------------g?0 (« | cosh 62 £ —

(as — fc2) r “ " " a| — 62

— 6 |  cosh « 2 £) +
(a ; 6 2) /er3

Af0 (6 2 s inh  a2 £ — a |  sinh  62 £)

(a ; — 6 ij) kr2
Q0 (cosh a 2 £ — cosh 6.2 £ ) , (26c)

/сг^
M  =  —  -  —- Tj0 (cosh a 2 £ -  cosh b., £) +  sinh  a 2 <

a 2 — 65 2 ( a | — 6 2)

a., sinh  62 £) -|------- M 0 (a§ cosh 62 £ - 6 2 cosh a 2 £) -+
a? -  6;

-|-------------- Q„ (a 2 s inh  a 2 £ 6 2 s in h  6 2 £ ) ,
as — b'i

Q =  —---------  rjn (a2 s inh  a 2 £ — 62 sinh  6 2 £) -|-------------- f 0 (cosh a 2 £ —
a | — 65 a§ — 6 |

— cosh 6 2 £) — ------  M 0 (6 ., s inh  a 2 £ a 2 sinh  62 £) -f-
(aj; — 6s)r

-)-------------- Q0 ( a | cosh « 2 £ — 6 |  cosh  62 £ ).
a2 — 6|

In  diesen B eziehungen  sp ielen  die A nfangsw erte  r/0, rp0, M 0 u n d  Q0 die Rolle 
von  w illkü rlichen  K o n s ta n te n . K in em atisch e  G rößen sin d  dabei die D u rc h 
b iegung  rj0 u n d  die V erd reh u n g  f 0 des A n fan g sq u e rsch n itte s  £ =  0, s ta tisch e  
G rößen  sin d  die A nfangsw erte  M 0 des B iegungsm om en tes u n d  Qu der Q uer
k ra f t . Die F o rm eln  (26) g e s ta tte n  es, alle  g esu ch ten  F u n k tio n e n  im  beliebigen 
Q u e rsch n itte  £ der K o n s tru k tio n  zu b e s tim m e n , die n u r  im  A n fan g sq u er
sc h n itte  b e la s te t w ird. W enn  a u f  die K o n s tru k tio n  im  S c h n itt £ =  £x eine 
w eitere B e lastu n g  e in w irk t, d an n  gelten  die F o rm eln  (26) n u r  fü r 0 <  £ <  £t .
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W ird die u n te rsu c h te  K o n s tru k tio n  in  ih ren  Q u e rsch n itten  Ci (t =  1, 2 ,...) 
d u rc h  B iegungsm om ente М,- u n d  E in ze lla s ten  P , b e la s te t, so is t es n ö tig , bei 
x  < C  2 die F u n k tio n e n  (26a) fü r  C ^  C i d u rch  folgende A usdrücke zu  e rg än zen

У  m p  —  ~

1 n
i r 2 pkr i — 1

Mj  s in h  a ( C  — Ci) sin  b(C —  t / )  +  

cosh a(C — Cj) sin  b(C — Ci) -

abkr2 fTn

1 — X

1 +  X
sinh  a (C — Ci) cos b(C — Ci

1  - \ -  X  .

1 — X

cosh a(C — Ci) sin  b(C —  C,) +

sinh  a(C — Ci) cos b(C — £,)j +
---------, У  P , s in h  a(C — Ci) sin  b(C — Ci),
abkr2

MMP — ^
i=i

cosh a(C — Ci) cos 6(C — Ci)

---------- s inh  a(C —  Ci) sin  b(C — Ci)
2 ab

(27)

J ?  Pi  [a c°sh  a(C — Ci) sin  b(C — Ci) +
2 ab

+  6 s in h  a(C — C,) cos b(C — £ ,)],

Q m p  = ----------M i [a c o s h  a (C  —  t i)  s i n  Щ  -  ti)abr i = i

— b s in h  a(C — Ci) cos b(C — £,)] —

2 р *i=i
cosh a(C — Ci) cos b(C — Ci) +

------ sinh  a(C — Ci) s in  b(C —  Ci)
2 ab

u n d  analoge B eziehungen lassen  sich  au ch  fü r  x Ç> 2 ansch re iben . D ie in  d en  
F o rm e ln  (27) angezeig ten  S u m m atio n en  beziehen  sich n a tü r lic h  a u f  säm tlich e  
B iegungsm om ente  M, u n d  E in z e lla s te n  P ,,  die links vom  u n te rsu c h te n  Q u er
s c h n i t t  £ >  f  „ angre ifen . Die E in f lu ß fu n k tio n e n  der L as tg rö ß en  M j  u n d  P ,
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ergeben  sich  dabei aus den  E in f lu ß fu n k tio n e n  d er A n fan g sp aram eter M 0 u n d  
Q0, u n d  da der K o n s tru k tio n s te il £ =  0 , £ b e tra c h te t  w ird , a u f  den  die A n
fa n g sq u e rk ra ft Q0 u n d  die E in ze lla s ten  Р,- im  u m g ek eh rten  S inn  angre ifen , 
h a b e n  die E in f lu ß fu n k tio n e n  der G rö ß en  Q0 u n d  M , gegenseitig  u m g ek eh rte  
V orzeichen.

D ie in  den F o rm e ln  (27) e n th a lte n e n  E in flu ß fu n k tio n en  g e s ta tte n  es, 
die K o n s tru k tio n  au c h  fü r  beliebige s te tig e  Q uer- u n d  M om en ten b e lastu n g  zu 
berechnen . W enn a u f  die u n te rsu ch te  K o n s tru k tio n  zw ischen ih re n  Q u er
sc h n itte n  £j  u n d  Ck s te tig e  M o m en ten b e lastu n g  m(£) =  m(t) u n d  Q u erb e las
tu n g  q(C) — q(t) e in w irk t, wobei t eine n e u e  dim ensionslose V ariab le  b e d e u te t, 
so m üssen  bei x <£ 2 die F u n k tio n en  (26a) fü r  £y £> £ £& du rch  die fo lgenden
A usdrücke e rg än z t w erden

»t = t
Vmq

+

abkr

11 r r=!

T J <=c,

1 -f- X

Г 4m(t) sinh a(b
Jt=cf 

1

t) s in  h(£ — t )d t  -(-

q(t) cosh a(£  — t) sin  h(£ — t) —

s i n h  a ( C  —  t )  c o s  b ( C  — t) 

1 -

d t ,

c o s h  a ( £  —  i )  s i n  h ( £  —  t )  - f -

- J - - - — —  s i n h  a ( £  —  ( )  c o s  h ( £  —  t )

+

а
2 ■<=c

M

abkr J  t = t f  
■t=i

q(t) s i n h  a(

dt +

i )  s i n  h ( £  — t)dt  , (28)

mq =  r \
Jt=C,

m(t) c o s h  a ( £  —  t) c o s  h ( £  —  t )

и

2ah
r2

s i n h  а ( £  —  t )  s i n  h ( £
*=c

0 r f t

g(í) [a cosh a(£ — t) sin  h(£ — í) +
2ah J i= j;.

-f- b s inh  a(£ - - í) cos h(£ — i)] d t ,

1  f í = { :Qmq = ---------m(t) [a cosh a(£  — í) sin  h(£ — t)
ah J<=í,

r‘=C
cosh a (£ —f) cos h(£—t) -{-— b sinh  a (£ —í)cos h(£- t)]dt — r J g(í)

Jt=tj

-|-------- s in h  a(£ -  t) sin h(£ — t) d t ,
2 ah
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die aus den F o rm e ln  (27) folgen. F ü r  £ £fc sollen d ann  die A usdrücke (28) 
m it der k o n s ta n te n  oberen  In te g ra tio n sg re n ze  t — £ft an g ew an d t w erd en .

Die in  d en  F u n k tio n e n  (26) e n th a lte n e n  A n fan g sp aram eter m üssen  au s  
den  R an d b ed in g u n g en  an  d en  E n d en  der K o n s tru k tio n  b e s tim m t w erd en , 
w obei fü r jedes E n d e  gew öhnlich  zwei B edingungen vorgesch rieben  s in d . 
Zwei von  den v ie r  gesuch ten  P a ra m e te rn  e rgeben  sich d an n  u n m itte lb a r  au s  
d en  fü r den A nfangs q u e rsc h n itt  vo rg esch rieb en en  B ed ingungen , u n d  die ü b r i 
gen  beiden  P a ra m e te r  f in d e t m an  aus den  R an d b ed in g u n g en , die am  a n d e re n  
E n d e  der K o n s tru k tio n  gegeben sind.

6. Beispiel

Als B eispiel b e tra c h te n  w ir e inen  u n b eg ren z ten , e lastisch  g e b e tte te n  
T räg e r u n te r  dem  A ngriff v o n  E in ze lla s t P  im  beliebigen Q u e rsch n itt, d e r a ls  
A n fan g sq u e rsch n itt £ =  0 g ew äh lt w ird . W egen der b esteh en d en  S y m m etrie  
des gegebenen P ro b lem s h in sich tlich  der E b en e  £ =  0 m uß  gelten

*o =  0, <?0 =  - P / 2 .  (29)

D ie übrigen  P a ra m e te r  r]u u n d  M 0 e rgeben  sich  dann  aus den  B ed in g u n g en  
r) =  0, cp =  0, M  =  0 u n d  Q =  0 fü r  £ —► oo in  der F o rm

Ъ
/cr[2(2 -|- *)]-

P, M n
2[2(2 +  x ) ] i

(30)

fü r  jed en  W ert des P a ra m e te rs  x.
Setzen w ir die G rößen (29) u n d  (30) in  die F orm eln  (26) ein , so e rh a lte n  

w ir fü r x <C 2

V =
2 kr

Pe
1 -)- x

cos 6£
1 — к

- sin  6£

cp = 1

abkr2
Pe № sin 6£ ,

fü r  x =  2

—-— P e " oi (b cos bC a sin 6£).
4 ab

—  P e - ai cos 6£
X
—  sin К

2 2 ab

1
Pe~aiC(3 «i C),

2 kr

<p = ------1 P£e "F ,
d j  k r 2

(3 1 a)
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Bild 4. Verlauf der gesuchten Funktionen auf einem unbegrenzten, elastisch gebetteten  
Träger unter dem Angriff von E inzellast für x =  0 (klassische Lösung) und für 

X =  1, 2, 3. (Die Abszisse J ist hier in Graden angegeben)
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u n d  fü r x >  2

M  =  —  P e - « i t ( l _ a i Ç ) ,
4ax

(> =  -  —  Pe a (2 -  a x 0  
4

»? =
1

9  =

2 (o | — 6|) kr

2

P(a\e~â — e~b* ') ,

(a | — 6|) ^ r2
P ( . -ftjt - a 2C )  f

M  =

Q =  -

2 (a | — />|) 

1

2 (o | b?,)

P(a2 e“°2Î — b2 e~biC) , 

P  (al e -°2Î — Ь\ е -Ы ) .

(31b)

(31c)

Im  B ild  4 is t d er V erlau f der aus den  F o rm eln  (31) folgenden dim ensionslosen  
F u n k tio n e n

_  kr
*l =  ~ r i

Vr2 _ 1 _  I
9 = ----------tp, M  =  —  M ,  Q =  — ~— Q

P  Pr  P

fü r  X =  0 (k lassische Lösung) u n d  fü r  x =  1, 2, 3 angegeben. D ie an g efü h rte  
A bb ild u n g  d o k u m e n tie rt den b e d e u te n d e n  E in flu ß  der in  der M itte lfläche  au f
tre te n d e n  S chubverzerrungen .
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T H E O R Y  O F T H IN -W A L L E D  BEAM S ON ELASTIC FO U N D A T IO N

V. PANC

SUM M ARY

The paper contains a general theory of thin-w alled, prismatic, e lastica lly  supported  
beam s w ith rigid cross sections sym m etrical to the vertical axis. As com pared to  the classical 
theory of the e lastica lly  supported beam , the basic equation of the problem contains one more 
m em ber corresponding to the shear strains in the m iddle plane. The worked out formulae 
prove that for th in-w alled structures the influence which is investigated b y  the author cannot 
be neglected.
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T H É O R IE  DES B A R R E S A PAROIS MINCES SU R  FO N DATIO N ÉLASTIQ UE

V. PANC

RÉSUM É

L ’auteur expose une théorie générale des barres prism atiques à parois m inces reposant 
sur des fondations élastiques, dont les sections rigides sont sym étriques par rapport à l ’axe  
vertical. E n com paraison avec la théorie classique des poutres sur fondation élastique, l ’équa
tion fondam entale du problèm e posé contient un membre supplém entaire, qui correspond  
à la rupture de cisaillem ent se produisant dans la superficie m oyenne. Des formules obtenues 
il ressort que dans les constructions à parois m inces, l’influence cherchée ne saurait être négli
gée en aucun cas.

ТЕОРИЯ ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ, ЛЕЖАЩИХ НА УПРУГОМ
ОСНОВАНИИ

в. ПАНЦ

РЕЗЮМЕ

Приводится общая теория тонкостенных призматических стержней, лежащих на 
упругом основании и являющихся жесткими и симметричными по отношению к верти
кальной оси. В сравнении с классической теорией балки на упругом основании в при
веденном основном уравнении содержится еще один член данной проблемы, который 
соответствует искажению деформации, возникающей в средней плоскости. Из получен
ных формул вытекает, что в случае тонкостенных конструкций исследованное воздей
ствие ни в коем случае не следует упускать из виду.
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BERECHNUNG VON SEILTRÄGERNETZEN
I. TEIL*

B. RO LLER

TECHN ISCHE U N IV ERSITÄ T F Ü R  BAU- U ND V ER K EH R SW ESEN , BU DA PEST 

[E ingelangt am  14. Septem ber 1964]

D ie Steifigkeit eines Seilträgernetzes ist bedeutend grösser als die eines gewöhnlichen  
K abeldaches und es benötigt eine kräftigere Abtrum m ung nur an den kürzeren Seiten des 
Grundrisses; doch das benötigte Baum aterial is t  wesentlich weniger als bei einem  Trägerrost, 
da das Trägernetz auf B iegung beanspruchten Bauelem ente nur in  einer R ichtung enthält.

Zur Berechnung g ilt ausser den bei Kabelbrücken üblichen A nnahm en noch die Vor
aussetzung, dass die versteifende Trägerschar aus unendlich v iel Gliedern besteht. Als zu
fällige L ast wird eine to ta le , gleichm ässige oder nur halbseitig w irkende Schneelast, oder 
eine einfach oder doppelt antim etrische gleichm ässige W indlast beziehungsw eise eine K om bi
nation der letzteren angenom m en.

Allgem ein erfolgt die Berechnung der Aufgabe m it Hilfe einer elektronischen R echen
m aschine. D as Programm der Berechnungsoperationen für die G leichgew ichtsbedingungen  
kann aus fertigen Subrutineinheiten , die zu jeder in  der Praxis bereits verbreiteten Maschine 
m itgeliefert werden, zusam m engestellt werden. Prinzipiell ist die Lösung der V erträglichkeits
gleichungen eine Verallgem einerung des für die Kabelbrücken entw ickelten  Rechenganges.

1. Einleitung: Voraussetzungen zum Rechengang

W ir w ollen uns m it d er s ta tisc h e n  B erechnung v o n  H än g ed äch ern  von  
v iereck igem  G rundriss befassen , an  denen  als H a u p tträ g e r  v e ra n k e rte  K ab e l, 
u n d  als Q u erträg e r geradachsige B alk en  an g eo rd n e t sin d . D ie V eran k eru n g  
d er K abel k a n n  en tw ed er an  den  geraden  R än d ern  se lb st, oder ab e r an  über 
diese h in d u rch g e fü h rten  K ab eln  be iderse itig  an  dem  B a u te rra in , ev en tu e ll 
am  U n te rb a u  an g eo rd n e t w erden . Die beiden  E n d en  d er Q u erträg e r w erden  
an  dem  bogenförm igen  O berte il der S tirnw ände  a b g e s tü tz t  (B ild  1.). Alle 
T räg ere lem en te  sind  g leichm ässig  v e ro rd n e t.

W ir gehen aus d en  fo lgenden  V orausse tzungen  aus:
1. D ie V erb in d u n g en  zw ischen L ängskabe ln  u n d  Q u e rträg e rn  sind  d e r

a r t  au sg e fü h rt, dass n u r  v e rtik a le  (doch au fw ärts  wie a b w ä rts  g erich te te ) 
K rä f te  ü b e rtra g e n  w erd en , dass also die Q uerträger v o n  e iner S augw irkung  
n ich t abgehoben  w erden  können .

2. Die Q u erträg e r liegen a u f  der S tirn w an d  frei a u fg e s tü tz t, m it einer 
V erb in d u n g , die g leichfalls n u r  v e rtik a le  K rä fte  ü b e r trä g t.

3. Die R a n d trä g e r  s ind  vo llkom m en steif.

* Das Schrifttum sverzeichniss, sowie die englische, französische und russische Zusam 
m enfassungen sind am E nde des II. Teiles zu finden.
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4. D er K a b e lq u e rsc h n itt  bzw . das T räg h e itsm o m en t d er Q u erträg er is t 
k o n s ta n t  und  fü r alle E lem en te  gleich.

5. A uf die K a b e l w irken  n u r  Z u g k räfte .
6. Die K abe l liegen  in  s a n ft an ste ig en d er L age, also g elten  h ier die fü r 

f la c h e  Bögen zugelassenen  geom etrischen  A nn äh eru n g en .
7. Die R ic h tu n g  d er K ab e l s t im m t m it der L än g srich tu n g  des G ru n d 

risses überein , d. h ., d ie A nzahl d er Q uerbalken  is t  b e d e u te n d  grösser als die 
d e r  K abel; dabei w ollen  w ir — aus B e rech n u n g sg rü n d en  — die Z ahl der

B ild  1

B alk en  als unen d lich  an n eh m en . U nser M odell is t n u n  ein zy lindrisches K o n 
tin u u m , durch  w enige, dazw ischen  gelegte K ab e l u n te r s tü tz t ,  u n d  zw ar gegen 
B iegung  n u r in  d en  v e r tik a le n  E b en en  d er E rzeu g en d en  s te if  au sg efü h rt, n ich t 
a b e r  in  den v e r tik a le n  E b en en  d er L e itk u rv e n . A uch  b e s itz t unser M odell 
ke in e  D rillste ifigkeit.

8. Im  G run d riss  gesehen, is t  die to ta le  u n d  au ch  die partie lle  L a s tv e r
te ilu n g  gleichm ässig. N ach  u n se re r V o rste llung  sin d  die la s tü b e rtra g e n d en  
D eckenelem ente an  d en  v ie r E ck en  a b g e s tü tz t, u n d  dem zufolge fassen w ir die 
G esam th e it der B e lastu n g se lem en te  als eine in  der K abe lebene  k o n zen trie rte , 
a u f  das K abel an  e in e r K a n te  v e r te il t  w irkende L a s t auf.

9. Die s tän d ig e  L a s t soll — ähn lich  den  fü r  die K ab e lb rü ck en  allgem ein 
angenom m enen  th e o re tisc h e n  V o rau sse tzu n g en  — alle in  v o n  den K abeln  
au fgenom m en w erd en . D ie K ab e l n eh m en  d a d u rc h  die G es ta lt einer P a rab e l 
zw eiten  Grades an .

10. Die zufällige L a s t w ird  d u rch  die B alken  a u f  die K ab e l ü b e rtrag en .
11. D er B a u s to ff  is t  d u rch  lineare  E la s t iz i tä t  gekennze ichne t.
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2. Bezeichnungen

g In ten sität der ständigen Belastung  
p  In ten sitä t der zufälligen Belastung  

p s In ten sität der Schnee-Last 
p w In ten sitä t der W ind-L ast

Die In tensitätsgrössen sind als m it den sta tu ten m ässig  festgesetzten  Faktoren m ultipliziert 
zu verstehen, m it der D im ension Mp/m2.

2lT Trägerlänge 
2lj< Spannw eite der K abel

If horizontale Projektion der verankerten K abelstrecke  
a A bstand der Querträger im  Grundriss 
b A bstand der K abel
/  Pfeilhöhe des K abels unter Einwirkung der ständigen L ast 

Hg horizontale Projektion der K abelkraft un ter  Einwirkung der ständigen Last 
H n horizontale Projektion der K abelkraft an dem n-ten K abel unter Einwirkung  

der V ollast
jET E lastizitätsm odul eines Querträgers 
E ft E lastizitätsm odul eines K abels 
, ) j  Trägheitsm om ent des Querträgers 
FK Q uerschnittsfläche des Kabels 
&K W ärm edehnungskoeffizient des K abelm aterials 

t° Tem peraturänderung
Für die B ezeichnung der Spaltenvektoren verw enden wir kleine, fe tte  Buchstaben und für 
die (quadratischen) M átrixé grosse, fe tte  B uchstaben.

E E inheitsm atrix r-ter Ordnung
e r-dim ensionaler Spaltenvektor aus E inheitselem enten
m  Spaltenvektor der Stützpunktm om ente eines Trägerstreifens m it Einheitsbreite  
w Spaltenvektor der Stützpunktverschiebungen.

3. Gleichgewichtsbedingungen

3.1 Einwirkung der ständigen Last a u f  die Kabel 

D urch  die s tän d ig e  L ast b ed in g te  F o rm gle ichung  d er K abel is t

* = / 1 ч
rabéi

/  =
gbll
2 H n

( 1 )

( 2 )

D araus lä s s t sich  H g e rrech n en ; d ieser W e r t  is t fü r jed es  einzelne K ab el 
derselbe.

3.2 E inwirkung der veränderlichen Last a u f  die Querträger, 
Bestimmung des Verbindungs-Kräftesystems

U n te r  E in w irk u n g  d er v e rän d e rlich en  L a s t w irken  die Q u erträg e r als 
k o n tin u ie rlich e  T rä g e r m it v e rsch ieb b a ren  in n e re n  S tü tz p u n k te n . Diese V er
sch iebungen  s ind  e lastisch , jed o ch  d er L a s t n ic h t  p ro p o rtio n a l.
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U m  die G le ichgew ich tsbed ingungen  ab le iten  zu  k ö n n en , wollen w ir  v o r 
e r s t  die G leichung des Z usam m enhanges zw ischen den  S tü tzp u n k t-M o m en ten  
e in ze ln e r Q u e rträ g e r u n d  den D urch b ieg u n g en  d ieser P u n k te  ansch re ib en . 
D iese r A usd ruck  is t  in  der b e k a n n te n  C lapeyronschen  G leichung gegeben 
(B ild  2.); im  S inne  u n se re r oben a n g e fü h rte n  V orausse tzungen  e n th ä l t  die 
re c h te  Seite d ieser G leichung n u r  d ie  aus den  S tü tzp u n k t-V ersch ieb u n g en  
s tam m en d en  V erd reh u n g en . F erner, in  Ü b ere in stim m u n g  m it der V orste llu n g  
eines »gleichm ässig v e rte ilte n  T rägerw erkes«  s teh en  fü r  die M om ente eben

B ild  2

spezifische W erte  v o n  der D im ension M pm /m , u n d  fü r  die B iegungsste ifigkeit 
s te h t  E TJ Tla.

E  J
mn- 1 +  4m „ +  m n + i  =  6 (» „ - !  — 2wn +  wn+1) . (3)

ab1

D ie M atrizenform  des m itte ls  (3) h e rg e le ite ten  lin ea ren  G leichungssystem s is t:

Mm =  -  6 E t J t Cw , (4)
ab2

w o rin
4 1 0 ° ] —2 1 0 0
1 4 1 0 0 1 - 2 1 0 0

, c  =

0 0 1 4 1 0 0 1 - 2 1
0 0 1 4 0 0 1 - 2

(5)

w obei m  der S p a lte n v e k to r  der S tü tzp u n k t-M o m en te  b e d e u te t, u n d  w is t  der 
S p a lte n v e k to r d e r S tü tzp u n k t-V ersch ieb u n g en  aus r E lem en ten  (r is t die A n
zah l der in n e ren  S tü tz p u n k te .)

M it R ü ck s ich t a u f

M =  С +  6E

e rh a lte n  w ir aus (4)

m  =  -  6 (C +  6 E )- i  C w .
ab2

( 6)

(7)
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Aus der M atrizen -G leichung  (7) k a n n  m an  die S tü tz p u n k tm o m e n te  aus 
den  angegebenen  V ersch iebungsw erten  e rrech n en ; u n te r  [2] h ab e n  w ir die 
e rs te  ungarische  Quelle fü r  (7) angefüh rt.

M it einem  H inw eis a u f  B ild  3. e rh a lten  w ir den  Z u sam m en h an g  zw ischen 
den  (ebenfalls spezifischen) A uflager-Z w angsk räften  u n d  M om enten , u n d  zw ar 
m it H ilfe der M om en teng le ichungen  fü r das G ru n d sy stem  bzw . im  W ege der 
E rrech n u n g  u n d  S um m ierung  d er au f den gem einsam en A u flagern  des G ru n d 
system s a u f tre te n d e n  T e il-R eak tio n en .

An der n - te n  A n g riffsk an te  hab en  w ir:

4n =  Ç* +  q** 1

b ( m n- 1 2mn +  mn+1) +  p n .

Bild 3

( 8 )

Die fü r die F älle  n =  1, 2, . . . r gültigen G leichungen la u te n  in  M atrizen 
schreibw eise

q =  * C m  +  p . (9)
0

H ier is t q der S p a lte n v e k to r der In te n s itä t  der A u fla g e r-K an tk rä fte  u n d  p der 
S p a lten v ek to r d e r In te n s i tä t  d er äusseren K rä f te  (der zu fälligen  L asten ), 
Ih re  E lem ente h ab en  die D im ension  M p/m . V o rd erh an d  se tzen  w ir n ich t v o rau s, 
dass die E lem en te  von  p u n te re in a n d e r gleich sind .

N ach E in fü h ru n g  der B ezeichnung

C(C - f  6E )_1 C =  К  (10)

und  nach  E in se tzen  d er re c h te n  Seite von (7) in  die M atrizeng le ichung  (9), 
e rh a lten  wir

q = - 6  — — K w  +  p (11)
ab3

als A usdruck  des Z usam m enhanges zw ischen A u flag e rk rä ften  u n d  V erschie
bungen . (Siehe z. B . [10]).
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3.3. Die Wirkung der zufälligen Last a u f  die Kabel.
Grundgleichung des Gleichgewichts

N un wollen w ir u ns m it der B estim m u n g  d er G le ichgew ich tsgesta lt der 
K a b e l, die u n te r  d er W irk u n g  der zufälligen  L as ten  e n ts te ll t , befassen .

Bezeichnen w ir den  D u rch h an g  des n -te n  K abels m it wn(x). D ies g leicht 
d e r  V erschiebung des n -te n  Z w isch en stü tzp u n k te s  eines Q u erträg e rs , dessen 
A chse du rch  die V erän d erlich e  x  angeze ig t w ird . Die G le ichgew ichtsbedingung 
a m  K abel w ird d u rc h  die fo lgende D iffe ren tia lg le ichung  b es tim m t:

(2 +  M>„)" =  —
gb ±  q„ (x)

н п
( 12)

oder

M it R ücksich t a u f

nwn +  J k  
H n

=  -
H n

z" =  - 2 J L u n d H s z" =
Цс

dieser A u sd rücke  in  (13):

// ln _ K [ \  « ,wn г
H n ~ 1 1 1 я ;

(13)

(14)

(15)

D iese G leichung b e h ä lt  dieselbe F o rm  d u rch  Ä n d eru n g  des Ind izes »n« von  1 
b is r, fü r  säm tliche K ab e l. In  M atrizenschreibw eise la u te t  sie fo lgenderm assen :

w obei

H

1 =  2 —  
II

( E Hg  H 1) e , (16 )

' 1 1 1 \
(17)• • —— )  •

Ж  ' ' ' H r /

U n te r  E inbeziehung  v o n  (11), u n d  gleichzeitiger U m ste llu n g  der S tö rfu n k tio n  
a u f  die rech te  Seite:

w" {x) -  6 E T J t  H - i К  w ( * )  =  2 -Î -  (E -  Я „  H “ 1) e -  H 1 p . (18)
ab3 II

Die M atrizen-G leichung (18) is t  der A usd ruck  fü r  die defo rm ierte  G esta lt 
d e r K abel und  is t zug leich  die G leichgew ich tsbed ingung  des h än g en d en  D ach-
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Werks. N ach  ih re r  Lösung e rh a lte n  w ir m it H ilfe von  (7) die M om entend ia- 
g ram m e der e inzelnen  T räger, u n d  d u rch  E inbez ieh u n g  von  (9) w ird  es m öglich , 
au ch  das S ystem  der V erb in d u n g sk rä fte  (der A u flag er-R eak tio n en ) bzw . die 
Q u e rk ra ftsd iag ram m e der e inzelnen  Q u erträg e r zu b estim m en .

D a die R ä n d e r  als s te if  angenom m en  sin d , g ilt fü r  (18) als R an d b ed in -
gung;

w ( Z , ) = w ( - / , )  =  o .  (19)

Ä hnlicherw eise  wie bei d er M elanschen D ifferen tia lg leichung  d er K a b e l
b rü c k e n  [6], u n d  bei der F o rm g le ich u n g en  d er d o p p e ltg ek rü m m ten  K a b e l
däch er [7], [11], [12], is t auch  das S ystem  [18] an  u n d  fü r  sich  s ta tis c h  u n 
b e s tim m t, da  sow ohl die F u n k tio n  w (^), wie auch  die E lem en te  d er fü r  die 
K a b e lk rä fte  k en nze ichnenden  M a trix  H  u n b e k a n n t sind .

4. V erträg lichkeitsbed ingungen

U m  die U m b es tim m th e it au fzu lösen , m üssen die V e rträ g lic h k e its 
bed in g u n g en  d er K ab e l au fg es te llt w erden . Diese sind  g le ich b ed eu ten d  m it 
d er F es ts te llu n g , dass die Sum m e der P ro je k tio n e n  in  R ich tu n g  x  d e r e la s ti
schen  L än g en än d eru n g en  fü r jed es  einzelne K ab e l gleich N ull is t , da  die zwei 
E n d p u n k te  eines K abels an  je  e in  steifes B au e lem en t v e ra n k e rt sind .

M an v e rw en d e t bei der B erech n u n g  d er K ab e lb rü ck en  V erträg lich k e its - 
G leichungen  äh n lich e r A rt. Solche w u rd en  in  versch iedener F o rm  v e rö ffe n t
lic h t:  d er U n te rsch ied  b e s te h t in  d er W ah l ih re r  geom etrischen  V ere in fach u n 
gen bzw . V ernach lässigungen . H ie r  soll die V erträg lich k eitsg le ich u n g  der 
T heorie  von  M e l a n — L i e  an g ew en d et w erden  [6].

N u n  g ilt es fü r  das n -te  K ab e l

H n -  II  g

zb a к

f  f 1.

h  1 +  2

h 1 +

Я  

4

I f
з И

+
It

cos;’ ±

+ lî
C O S-

- -  í  Vin{x) dx  =  0 
lk J - h

(wobei fü r (p das B ild  1 m assgebend  is t).
F ü h ren  w ir folgende v ere in fach en d e  A usdrücke ein :

(20 )

h
f  2

1 +  2 ± —
4c .

=  /,( e )  1

4 f 2
1 + —  J—

3 II
+

IÎ
V )  '

( 21)
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Z ugleich  sollen aus (20) die T em p e ra tu rän d e ru n g e n  au sg ed rü ck t w erden :

± t ° /

xk Ч V )

wn (я) dx (H n — H g) l(e)

x k E  к F  к I (и)
( 22 )

F ü r  den  S onderfall von  t° =  0, g ilt:

H n =  H g +  - L  Г  „„(* ) dx  . (23)
‘ (e) lk J -  h

A us den  le tz te n  zwei F o rm eln  lä ss t sich a u f  fo lgende Fo lgerungen  schliessen: 
fa lls  die F läche im  D efo rm atio n sd iag ram m  des K abels infolge der b esteh en d en  
A n tim e trie  gleich N u ll is t , so k an n  m an  (allenfalls in n e rh a lb  der E in sc h rä n 
k u n g e n , die infolge d e r geom etrischen  V ernach lässigung  in  der angew endeten  
V erträg lich k e itsb ed in g u n g  gebo ten  sind) den  W ert H n bei gegebener T em p era 
tu rä n d e ru n g  im  v o rau s , von  den  G leichgew ich tsbed ingungen  ganz u n ab h än g ig , 
e rrech n en . I s t  ab e r eine T e m p e ra tu rän d e ru n g  n ich t v o rh an d en , so is t  H n =  
=  Hg. Also e n ts te h t  au ch  u n te r  E in w irk u n g  der zufälligen  L ast in  dem  
K ab e l keine S p an n u n g sän d e ru n g .

D ie G leichungen  (22) u n d  (23) k ö n n en  fü r  jedes einzelne K abel d u rch  
Ä n d eru n g  des In d e x e s  n v o n  1 bis r in  derse lben  F o rm  au fgeste llt w erden , 
also lassen  sich  alle V erträg lich k e itsb ed in g u n g en  in  e iner einzigen M atrizen- 
G leichung  vere in igen .

N ach E in fü h ru n g  der K urzzeichen:

2 /

Xk Я 1(a)
=  &;

e rh ä l t  m an  gem äss (22)

«  _  у  .--  А 9
Xk Ek Ek a)

M / .  =  e
«*(.)

(24)

± t ° e

bzw . gem äss (23)

Z(h H g e), (25)

(26)

wo h  den  S p a lte n v e k to r d er K a b e lk ra ftp ro jek tio n e n  b ed eu te t.
D ie M atrizeng le ichungen  (25) und  (26) s te llen  die V e rträg lich k e itsb ed in 

gu n g  der T räg ern e tze  d a r , u n d  e n th a lte n  d ieselben  u n b e k a n n te n  S kalargrössen  
wie (18). Die U n b e s tim m th e it is t h ied u rch  au fg e lö st; das V erb u n d sy stem  e n t
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h ä lt  2 r S k a la rg le ichungen . D em gegenüber is t  die Zahl d er u n b e k a n n te n  
V ersch ieb u n g s-F u n k tio n en  bzw . der u n b e k a n n te n  K ab e lk ra ftp ro jek tio n e n  
eben 2r. E s so ll b e to n t w erd en , dass m it im  v o rau s  b es tim m ten  H n-W erten  
die M atrizen -G leichung  (18) a n  u n d  fü r sich l in e a r  is t , (25) u n d  (26) s ind  aber 
allgem ein  n ic h t  linear.

D as g esam te  System  is t  se lb stredend  a u c h  n ich t lin ea r, doch  k a n n  die 
A ufgabe im  S inne des V orher gesagtes du rch  lin ea re  S uperposition  gelöst w er
den, falls die zufällige L ast an  d en  K abeln  a n tim e tr isc h  is t.

Z u sä tz lich  k a n n  noch b e rech tig te rw eise  zu  der v e rän d erlich en  L a s t eine 
w eitere , jed en fa lls  eine an tim e trisc h e  L ast a u fg e h ä u ft w erden.

Die w e ite ren  A ufgaben  s in d  die fo lgenden : die Lösung v o n  (18), u n te r  
der V o rau sse tzu n g  von  b e k a n n te n  W erten  fü r  H n; die h ie rau s ab ge le ite te  
E rrech n u n g  d e r In teg ra le  in  d en  G leichungen (25) u n d  (26); die L ösung  der 
M atrizeng le ichung  (26) fü r die r ich tig en  G rössen von  H n; die endgü ltig e  B e
s tim m u n g  d e r D urch b ieg u n g en  d u rc h  R ück e in se tzu n g  derselben  in  die F orm el 
(18).
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THEORETISCHE UNTERSUCHUNGSMETHODEN 
DER IM ERDBODEN ENTSTEHENDEN 

PLASTIZITÄTSBEREICHE

L. RÉTH ÁTI

KANDIDAT D E R  TECHNISCHEN W ISSENSCHAFTEN 
TECHN ISCHE U NIV ERSITÄ T FÜ R BAU- UND V E R K E H R SW E S E N  BUDAPEST

[Eingegangen am 15. O ktober 1964]

Man kann eine allgem ein gefaßte Gleichung (4) der Spannungen, die P lastiz itä ts
bereiche verschiedener Ausbreitung hervorrufen, auch in  Analogie zu der für die Bruchtrag
fähigkeit von B u i s m a n — S c h u l t z e  aufgestellten Form el anschreiben. Nachweisbar sind die 
in  üblicher W eise definierten Tragfähigkeitsfaktoren nur von  dem R eibungsw inkel rp abhän
gig. Der Verfasser w eist nach, daß in  Bezug auf die Bruchbelastung im  Falle <p — 0 m it der 
sogenannten »kritischen Spannung« nur ein Sicherheitsgrad v gleich 1.64 erreicht wird, und  
für tiefere Fundam ente ist v <  1.64. Im  Falle <p =  0 wird die Bruchbedingung bei Spannungen, 
die einen bestim m ten kritischen W ert übertreffen, entlang von  zwei konjugierten K reisbögen  
erfüllt, die leicht zu konstruieren sind.

E inleitung

Bei B e tra c h tu n g  der B e rech n u n g sm eth o d en  der zulässigen B odenpres
sung k a n n  m an  n ach  B a l l a  [1] drei G ruppen  u n te rsch e id en .

— 1. D ie A nhänger des P la s tiz itä tsp r in z ip s  b au en  a u f  die V o rau s
se tzung , daß  die B ru ch b ed in g u n g  in  jed em  P u n k t  der la s ttra g e n d e n  B oden
m asse e rfü llt is t , d aß  also in  jed em  P u n k t zwei F läch en  ü b ere in an d er ru tsch en . 
E s g ib t ab e r n u r  drei spezielle Fälle , fü r  w elche eine einw andfreie  Lösung zu 
fin d en  is t ;  diese s ind : die ebene B u tsch fläch e  ( R a n k i n e , 1 8 5 6 ) ,  die h y p o th e 
tisc h  gew ichtslose Masse ( P r a n d t l , 1 920) u n d  d e r vo llkom m en p la s tisch e r 
Boden (J á k y , 1 9 4 8 ) .

— 2. D ie a u f  der G rund lage  der P rü fu n g  d e r ru tsch en d en  Masse ausge
a rb e ite ten  M ethoden  sind  an  gewisse V o rb ed ingungen  b etreffs  G esta lt der 
G leitfläche gebunden , u n d  es w ird  dabei das G leichgew icht der a u f  die ru tsc h e n 
de E rdm asse  als einen  e inhe itlichen  K ö rp er w irk en d en  K rä fte  g ep rü ft (T e r - 
z a g h i , M i z u n o , M e y e r h o f , B a l l a  u s w . ) .

— 3. D ie A nhänger d er d r i t te n  M ethode b e tra c h te n  das P ro b lem  u n te r  
V erkn ü p fu n g  d er P rin z ip ien  der E la s tiz itä ts le h re  u n d  der P la s tiz itä ts le h re : 
die S p an n u n g en  w erden im  S inne der E la s tiz itä ts th e o rie  aus der M ichellschen 
F orm el ab g e le ite t, u n d  die e rh a lten en  W erte  w erden  in  die C oulom bschen 
B ruch b ed in g u n g en  e in g ese tz t; die U n te rsu ch u n g en  dienen der B estim m u n g  
d er V orbed ingungen , die n o tw en d ig  sind , u m  in  d en  einzelnen M assenpunk ten  
des B odens den  G ren zzu stan d  des B ruches zu  e rre ich en , u n d  u m  die P la s tiz i
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t ä t s b e r e i c h e  z u  b i l d e n  ( F r ö h l i c h ,  M a a g ,  P u s i r j e w s k i j ,  M a s l o w ,  J a r o -  

p o l s k i j ,  S c h e l j a p i n ) .

Die »D im ensionierung a u f  G ru n d  des e rs te n  G renzzustandes«  b e s te h t 
d a r in , daß  die h o rizo n ta len  D im ensionen  des G rundkörpers m it H ilfe  d e r im  
W ege einer d er d re i oben e rw ä h n te n  M ethoden  e rrech n e ten  »zulässigen B ean 
spruchung«  b e s tim m t w erden. — M an k a n n  aber, d a n k  der W eite ren tw ick lu n g  
d e r th eo re tisch en  B odenm echan ik  bzw . der d u rch g efü h rten  E x p e rim e n te  u n d  
B eo b ach tu n g en  die »D im ensionierung a u f  G rund  des zw eiten  G renzzustandes«  
stufenw eise e in fü h ren , indem  jen e  B o d en b ean sp ru ch u n g  bzw . jen e  K o m b in a 
t io n  derselben  als zulässig b e tra c h te t  w ird , d u rch  w elche die F o rm än d e ru n g en  
im  O berbau  eines B auob jek tes u n te r  einem  b es tim m ten  k ritisc h e n  W ert 
b le iben . Dieses P rin z ip  w ird au ch  in  den  S ta tu te n  d er Sow ietischen  B a u v e r
o rd n u n g  befo lg t [3].

Es u n te r lie g t keinem  Zw eifel, d a ß  der V ersuch  eine D im ension ie rungs
m eth o d e  a u f  G ru n d  des zw eiten  G renzzustandes anzuw enden  n o ch  viele 
ungelöste  P rob lem e aufw irft. D a rau s  lä ß t  es sich  e rk lä ren , daß  die e rw äh n ten  
B erech n u n g sm eth o d en  derzeit n och  in  b ed eu ten d em  M aße fü r die B erech n u n g  
bzw . D im ension ierung  der F u n d a m e n te  v e rw en d e t w erden . In  der sow ietischen  
B au v e ro rd n u n g  fin d en  w ir h iezu ein  in te re ssan te s  B eispiel: im  S inne d er S ta 
tu te n  k an n  die B erechnung  der S e tzu n g  a u f  G rund des zw eiten  G ren zzu stan d es 
n u r  d an n  n ach  den  P rinzip ien  der E la s tiz itä ts le h re  erfo lgen, w enn die effek tive 
S oh lsp an n u n g  u n te r  jenem  b e s tim m te n  W ert b le ib t, w elcher m it H ilfe  einer 
in  d er d r it te n  (kom bin ierten ) M ethode gegebenen F orm el e rrech n e t w ird . Es 
w ird  von  m an ch en  F orschern  die d u rc h  A nw endung eines k o m b in ie rte n  V er
fah ren s  e rh a lten e  S pannung  als zulässige B odenpressung  angenom m en .

Die V orau sse tzu n g  bzw. A rb e itsh y p o th ese , n ach  w elcher d u rc h  die au f 
G ru n d  der M ichell-C oulom bschen S ätze au fg este llten  th eo re tisch en  F o rm eln  
die Grenze d er lin ea ren  F o rm än d e ru n g  b e s tim m t w ird , is t geeignet, die A n
w endung  d ieser M ethode au szu d eh n en . (Diese F rag e  gew innt eine gewisse 
A k tu a li tä t ,  da in  der derzeit in  B e a rb e itu n g  gezogenen N orm  der R .G .W . v e r
m u tlic h  diese H y p o th ese  anem pfoh len  w erden  d ü rfte .)  N ach  einer k u rzen  Ü b er
s ic h t der b e k a n n te n  th eo re tisch en  A nsch au u n g en  wollen w ir die Z u sam m en 
h änge  m it den  B ru ch th eo rien  p rü fen , das V erhä ltn is  d er m it H ilfe d ieser th e o 
re tisch en  V orausse tzungen  e rre c h n e te n  S pannungsw erte  zu den B ru c h sp a n 
n u n g en  e rm itte ln  u n d  den Spezialfall cp =  0 b eh an d e ln .

1. B eziehungen  zw ischen den  T heorien  einzelner F orscher

Die G rundfo rm el b e ru h t a u f  d en  fo lgenden V orausse tzungen :
a) unsere  B e tra c h tu n g  b e tr if f t  ein  unen d lich  langes S tre ifen fu n d am en t 

m it der B re ite  2b;
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b)  die S o h lspannung  is t  g leichm äßig  v e r te ilt , m it e iner der v e rte ilten  
ä u ß e ren  B elastu n g  q g le ichw ertigen  In te n s i tä t ;

c) die H a u p tsp a n n u n g e n  sind  aus der M ichellschen F o rm el e rrech en b ar;
d)  die E igen g ew ich tssp an n u n g en  sind  h y d ro s ta tisc h e r N a tu r  u n d  können  

n a c h  dem  P rin z ip  der S u p erp o sitio n  den  H a u p tsp a n n u n g e n  zugefüg t w erden;
e) fü r  das V erh ä ltn is  der H a u p tsp a n n u n g e n  is t  die C ou lom b-R ank ine

sche B ru chbed ingung  m aß g eb en d .

B ild  1. Entscheidende Größe der P lastizitätsbereiche nach Auslegung einzelner Autoren

Die H a u p tsp a n n u n g e n  in  e iner beliebigen T iefe z lassen  sich m it den 
B ezeichnungen  des B ildes 1 fo lgenderm aßen  au sd rü ck en :

ffi , 2  =  - -----—  (2« ±  sin  2e) +  (D - f  z ) y . (1)
Л

Im  Sinne des C ou lom b-R ank ineschen  Satzes g ilt:

°1 °2 

ai +  °2

A us (1) u n d  (2) e rh a lte n  w ir fü r  z

sin  cp . (2)

_  g — Д у
л  ■ у

sin  2e

sin cp
2e — D

c co t <p

У
(3)

w obei das le tz te  G lied als A u sd ru ck  der so g en an n ten  »E rsa tz tie fe  der K o h ä 
sion« b e k a n n t is t.

In  den  versch iedenen  th eo re tisch en  B e trach tu n g en  w ird  die A usdehnung  
eines P lastiz itä tsb e re ich es  d u rch  die O rd in a te  (zm) des tie fs te n  P u n k te s  gekenn
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zeichnet. Dies e rg ib t sich  aus der D ifferenzierung  der Gl. (3) n ach  s bei R ü ck 
e in se tzu n g  des e rh a lte n e n  W ertes von  e.

Es lä ß t  sich  le ic h t bew eisen, d a ß  diese T ie fp u n k te  an  einem  K reisbogen 
m it dem  P erip h eriew in k e l 2e =  90° — <p liegen; h ie raus e rg ib t es sich fü r q:

q =  Ф  Y +  Zmy +  C-COUp)n_ +  l )y  (4)

co t Cp -\- w ----------
2

Das is t also d e r A u sd ruck  e in er v e rte ilte n  B e lastu n g  q, w enn  die G rü n 
dungstiefe  D, d e r R e ibungsw inke l cp, die K ohäsion  c u n d  das R au m g ew ich t y  
b e k a n n t sind , w obei die P la s tiz itä tsb e re ich e  sich b is zu  e iner T iefe zm au sb il
d en . Gl. (3) is t e in  A u sd ru ck  des Z usam m enhanges zw ischen den  dre i G rößen 
q, z u n d  e; d .h ., w en n  h ievon  zw ei b e k a n n t sind , k a n n  die d r i t te  e rrech n e t 
w erden .

M it H ilfe d e r F o rm el (4) h a b e n  P u s ir je w s k ij  [9] u n d  F röhlich  [5] 
je n e n  W ert der B e la s tu n g  e rre c h n e t, bei w elchem  die B ru ch b ed in g u n g  n u r  in  
d en  zwei E c k p u n k te n  des S tre ifen fu n d am en ts  e rfü llt is t  (zm =  0). M an k an n  
nachw eisen  [10], d a ß  in  den F o rm eln  an d ere r F o rsch er n u r  die e rs te n  zwei 
G lieder im  Z äh le r v o n  denen d er Gl. (4) abw eichen. In  d iesem  Sinne w urde 
T afe l 1 zusam m en g este llt. D ie r ich tig e  W ertu n g  der »Grenztiefe« is t  aus B ild 1 
ersich tlich .

F ü r den A u sd ru ck  der k ritisc h e n  B elastung  h a tte  J Á K Y  [ 6 - ]  einen  anderen  
W eg eingeschlagen . Seine F o rm el la u te t :

4
n
2

1 — sin Cp
cos cp— (л/2—cp) sin cp • ad +  d 7 (5)

wo ad die D ru ck fe s tig k e it b e d e u te t.
N ach der B ew eisfüh rung  v o n  V arga  [10] is t F o rm el (5) m it der obigen 

Gl. (4) g leichw ertig , m it dem  einzigen  U n tersch ied , d aß  die Sum m e Dy  -j- zm у 
im  Z ähler der Gl. (4) k o n k re t v o rk o m m t, h ingegen feh lt sie im  Z äh le r in  Gl. (5) 
(s. T afel I). D ies r ü h r t  daher, d aß  bei JÁKY die E ig en g ew ich tssp an n u n g  v e r
nach lässig t is t.

Tafel I

Die ersten zw ei Glieder im Zähler der Formel (4 ) nach den verschiedenen Autoren

Autor Wert des Ausdruckes 
Dy  +  % Г

JÁKY ...........................................
Pusirjewskij, Fröhlich ............

0
D - y

D y  2 6 tan cp

D y  +  b tan (45° -f- <p/2)Jaropolskij ...............................
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E rw äh n en sw ert is t  n o ch  die F orm el v o n  S c h e l j a p i n ;  dies g ilt fü r den  
F all, wo sich  die P la s tiz itä tsb e re ich e  ü b e rsch n e id en ; fü r  die en tsp rechende 
k ritisch e  B e la s tu n g  g ilt:

=  [ü y  +  by co t (ß/2) +  c ■ c o t ср\ л  _ (6)
s in  ß/sin cp — ß

H ier b e d e u te t ß den W inkel, d er von  den V erb in d u n g sg erad en  zw ischen einem  
E c k p u n k t d e r G rundfläche  u n d  je  einem  S c h n ittp u n k t d e r G renzkurven  
geb ilde t is t.

A us d er Gl. ( 6 )  von  S c h e l j a p i n  lä ß t  s ich  die F orm el v o n  J a r o p o l s k i j  

le ich t ab le iten . F ü r  d iesen  F a ll is t näm lich  ß  =  90° — cp (B ild  1), und  d e r 
N enner a u f  d er rech ten  S eite  in  Gl. (6) lä ß t  s ich  folgenderw eise anschre iben :

sin ß  sin (90° —  c p )  Л

sin  cp sin  cp 2 <P =  cot cp -j- cp----

ferner is t die K re isfu n k tio n  im  2-ten  G lied des Zählers (bei S c h e l j a p i n )  

iden tisch  m it dem  en tsp rech en d en  Glied in  d e r Form el v o n  J a r o p o l s k i j ,  

näm lich  ta n  [45° — cp/2].
E s s te h t  also fest, d a ß  die von  den v e rsch ied en en  A u to ren  in  den le tz ten  

40 Ja h re n  m itg e te ilten  F o rm e ln  alle a u f  eine u n d  dieselbe G rundfo rm el zu rü ck 
zu führen  s in d ; es k an n  zw ischen diesen D arste llu n g en  k eine  prinzipielle 
A bw eichung e n td e c k t w erden . N ur e n ts te h t h ie r  die F rage: w ie s te h t es u m  
die Ü b ere in stim m u n g  der T heorie  m it der W irk lich k e it?  In  e in e r A rbeit [4] 
b e h a u p te t F l o r i n  u n te r  B eru fu n g  a u f  e in  Z ah lenbeisp iel, d a ß  m an  m it d er 
V orau sse tzu n g  d er h y d ro s ta tisc h e n  N a tu r  d e r  E igengew ich tsspannungen  
keinen  g roßen  F eh ler b eg eh t. Doch is t d iese B eh au p tu n g  fü r  die A nnahm e 
einer g leichm äßigen  V erte ilu n g  der S o h lsp an n u n g  n ich t m eh r s tich h ä ltig . 
B ekann terw eise  g ilt dies n u r  in  A u sn ah m efä llen ; allgem ein  k a n n  die A b
w eichung b e d e u te n d  sein.

2. Zusammenhang zwischen der die Plastizitätsbereiche 
hervorrufenden Spannung und der Bruchspannung

U n a b h ä n g ig  d avon , ob die aus Gl. (4) e rh a lte n e n  W erte  in  gewissem 
Sinne als die zulässige B e las tu n g  des B odens au fgefaß t w erden  oder n ich t, 
is t es jed en fa lls  in te re ssa n t, d en  Z usam m enhang  zu  erforschen, w elcher zw ischen 
diesen g -W erten  u n d  den aus den  B ru ch th eo rien  abgele ite ten  k ritisch en  B elas
tu n g sw erten  b es teh en  d ü rfte .

In  der M ehrzahl der B ru ch th eo rien  lä ß t  s ich  die B ru ch trag fäh ig k e it m it 
H ilfe d er allgem einen  F o rm el (nach B u i s m a n — S c h u l t z e )  au sd rü ck en , u.zw .

P, =  b y N y +  D y N q +  c N t . (7)
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N ach  A nnahm e d e r  Bezeichnung

N  — - n
c o t (p -\- <p — —

lä ß t  sich Gl. (4) in  folgender F o rm  an sch re ib en :

(8)

q =  zmy N  +  D y ( N  -F 1) -F c • co t <p ■ N  , 

d . h ., die e inzelnen  T ra g fäh ig k e its fak to ren  sind:

(9)

II (10a)

Ng =  N  +  1, (10b)

N c =  N  • cot cp. (10c)

W enn m an  es v o r  Augen h ä lt ,  d a ß  die Größe zm bei den z itie rten  A u to ren  
( P u s i r j e w s k i j — F r ö h l i c h ,  M a s l o w  u n d  J a r o p o l s k i j )  gleichsam  als eine 
lin ea re  F u n k tio n  v o n  b erschein t, so i s t  es k lar, d aß  d e r A usd ruck  N y v o n  der 
B re ite  b des F u n d a m e n tk ö rp e rs  u n a b h ä n g ig  ist. Also is t  jed e r einzelne d e r drei 
T ra g fä h ig k e its fak to re n  n u r von  d e m  R eibungsw inkel abhäng ig , in  vo ller 
Ü b e re in s tim m u n g  m it den th e o re tisc h e n  B ruchbed ingungen .

Die drei e rw ä h n te n  th e o re tisc h e n  B edingungen  u n te rsch e id en  s ich  v o n 
e in a n d e r  n u r in  d em  A usdrucke v o n  N Y:

n a c h  P u s i r j e w s k i j — F r ö h l i c h : 

n a c h  M a s l o w : 

n a c h  J a r o p o l s k i j : 

n a c h  J a k y :

N y =  0,
Ny =  2 ta n  (p • N,
Ny =  ta n  [45° +  <pl2]N, 
N y =  0, N q =  1.

Die F u n k tio n sk u rv e n  N  =  f(cp) s in d  in  dem  B ild  2 dargeste llt. 
In te re ssa n t i s t  noch, die e in ze ln en  F a k to re n  d e r B e lastu n g sfäh ig k e it 

m ite in a n d e r zu verg le ichen . Aus (10b) u n d  (10c) e rh ä lt  m an :

N c =  ( N q — 1) cot cp. ( И )

N ach E in se tz u n g  (in die Gl. 10a) der W erte zm la u t  der A n n ah m e von 
M a s l o w  bzw. v o n  J a r o p o l s k i j ,  e rh ä l t  m an fü r N y:
( M a s l o w ) :  N ™ =  2 ta n  <p • N,
( J a r o p o l s k i j ) :  N(, =  ta n  [45 ° +  W2]JV.
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I s t  rp =  0, so g ilt N  =  0 (Gl. 8), u n d  d ah e r is t:

N M J  =  N M j  _  j  (12)

(im Falle M a s l o w  is t  diese G leichheit au ch  bei cp =  26°33 ' gültig).
Die A usd rü ck e  la u t  Gl. (11) u n d  (12) e n tsp re c h e n  den  b e k a n n te n  Z u 

sam m en h än g en , die sich  aus den als th eo re tisch  r ic h tig  a n e rk a n n te n  B ru ch -

B ild  2. Tragfähigkeitsfaktoren als Funktion des Reibungsw inkels

bed ingungen  nach  P r a n d t l — Ca q u o t  bzw . aus der v o n  J á k y  a u sg ea rb e ite ten  
P la s tiz itä tsm e th o d e  fü r  cp =  0 ab le iten  lassen . D a rau s , d aß  die Gl. (12) n ic h t 
n u r fü r  <p =  0 sondern  — im  Sinne der V erh ä ltn isse  im  B ild  2 — a n n ä h e ru n g s 
weise au ch  fü r  den B ere ich  cp ^  0 gü ltig  is t, k a n n  m an  die G ru n d b ed in g u n g  v o n  
B r i n c h - H a n s e n  [2] gew isserm aßen  als b e g rü n d e t b e tra c h te n , u n d  au ch  
die d arau s ab ge le ite te  folgende G leichung d er B ru ch b e la s tu n g  an e rk e n n e n :

Pt =  ibr  +  c cot cp) (N q — 1) +  Dy N q . (13)

3. D as P ro b lem  der S icherheit gegen G rundbruch

Die F rag e  des S icherheitsg rades gegen G ru n d b ru ch  bei rich tig e r W e rtu n g  
der aus Gl. (4) e rre c h n e te n  k ritischen  B e la s tu n g  w a r te t  sozusagen im m er n och
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a u f  B e an tw o rtu n g . Die A n tw o rt fä ll t  n ic h t le ic h t, da uns d e r genaue W ert d er 
B ru c h b e la s tu n g  u n b e k a n n t is t.

E s g ib t n u r  e inen  einzigen  F a ll, fü r  w elchen  die S ich erh e it n u m erisch  
fe s tg e s te llt w erden  k a n n . F ü r  cp =  0 s te h t  n äm lich  die lücken lose  th eo re tisch e  
L ösung  fest, n ach  w elcher die F o rm el d er B ru c h tra g fä h ig k e it fo lgenderw eise 
an g esch rieb en  w erden  k a n n :

Pt =  (я  +  2)c +  Dy. (14)

D u rch  V erg leich  d ieser G röße m it dem  W e rt aus Gl. (4) fü r  den  F all tp =  0, 
e rh ä lt  m a n  den  g esu ch ten  S ich erh e itsg rad .

W e n n  m a n  den Z äh le r u n d  den  N en n er in  Gl. (4) d u rch  co t cp d iv id ie rt, 
e rh ä lt  m a n :

9 =

nD y  
co t cp

+
cot cp

-\- n -  c

1 + <P
co t Cp

Л

2 c o t cp

-j- D y .

F ü r  cp =  0 n eh m en  die zwei e rs te n  G lieder im  Z äh le r den W ert N u ll an , u . zw. fü r  
je d e n  belieb igen  W ert v o n  zm; dies fo lg t aus den fo lgenden  G ren zw ert
g le ichungen :

л  • 2b ■ ta n  cp „ . „ n .
J im ------------------- =  2 лb ■ lim  ta n 2 cp =  U, u n d
<p -+o co t cp <P-*о

j. я: • 6 • ta n  (45 ° +  ff/2)
<p-*0  co t cp

= л b • lim  ta n  (45° tp/2) ■ ta n  cp =  0 .
(p—>0

A uch  das 2. u n d  3. G lied im  N enner is t g leich  N ull. (F ü r das zw eite G lied is t 
d ies a u f  G ru n d  des P H o sp ita lsch en  Satzes nachw eisbar.) So is t  fü r  cp =  0 die 
»kritische B elastung«:

q =  л  c +  Dy,  (15)

u n d  der gesuch te  S ich erh e itsg rad :

y =  ( "  +  2)c  +  Dy  , ( 16)
лс  -f- Dy

d. h ., bei e in e r G rü n d u n g  an  d er O berfläche  is t  v =  1,64, u n d  fü r  D 0 is t 
V <  1,64. D iese S ich erh e itsw erte  s ind  ü b e rra sc h e n d  niedrig .
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4. N ähere P rü fu n g  des F alles cp =  0

D er S inn  d er G leichung (15) s te h t m it d en  aus dem  P la s tiz itä tsp r in z ip  
abg e le ite ten  th eo re tisch en  B ru ch b ed in g u n g en  in so fern  im  E in k lan g , daß  die 
k ritische  B e lastu n g  von der B re ite  des G rundkörpers u n ab h än g ig  is t.

N un  is t  ab e r la u t Gl. (15) ü b errasch en d , d aß  d er W ert q a u c h  vom  T iefen
m aß  zm, also au ch  von  der P la s tiz itä tsb e re ich e  u n a b h ä n g ig  is t. D iese paradoxe  
E rsche inung  e rh e isch t eine tie fe rg eh en d e  P rü fu n g  der Z usam m enhänge.

D a die F o rm el (15) e ig en tlich  n u r einen G renzübergang  des allgem einen 
Falles cp 0 d a rs te llt , is t es n ic h t  u n v o rs te llb a r, d a ß  die F u n k tio n  allgem einer 
N a tu r  bei cp =  0 einen s in g u lä ren  P u n k t au fw eist. U m  uns h iev o n  überzeugen  
zu können , w ollen w ir die A usgangsbed ingung  dem  Falle cp =  0 en tsp rech en d  
a b än d e rn . So w ill also die B ru ch b ed in g u n g  an  S telle der Gl. (2) die folgende 
F o rm  an n eh m en :

(17)

In  diesem  S inne e rh a lten  w ir u n te r  V erw endung d er Gl. (1) als H älfte  d er 
D ifferenz ax — a2 (die dabei c g leichgestellt w ird ):

bzw .

D r sin 2 e =  c
71

? —
C 71

sin  2e
+  D y  . (18)

Diese F orm el k o rresp o n d ie rt e igen tlich  der Gl. (4) m it der en tsch e id en d en  
A bw eichung, d aß  in  Gl. (4) au ch  die Größe z v o rk o m m t, in  F o rm el (18) ab er 
n ich t.

W enn w ir die Form eln  (18) u n d  (15) m ite in a n d e r verg le ichen , so können  
w ir fü r diese fü r  2e =  90° die I d e n t i tä t  fes ts te llen . N un fra g t es sich, ob die 
B elastu n g  bei d iesem  W in k e lw ert als die k ritisch e  Größe e rk a n n t w erden 
k a n n ?  Bei n ä h e re r  B e tra c h tu n g  d er Gl. (18) lä ß t  s ich  die A n tw o rt h ie rau f 
fin d en . Es is t näm lich  ohne W eite res  offenkundig , d aß  die F u n k tio n  q =  f(e)  
an  der Stelle 2s =  90° einen  e x tre m e n  W ert, u . zw. ein  M inim um  aufw eist. 
So e n tsp r ic h t also der W ert l a u t  Gl. (15) d er m in im alen  B e las tu n g , du rch  
w elche bere its  P la s tiz itä tsb e re ich e  hervo rgeru fen  w erden . W äh ren d  ab er fü r den  
F a ll cp 7̂  0 das zu e rs t en ts teh en d e  P la s tiz itä tsb e re ic h  n u r  einen  einzigen  P u n k t 
d a rs te llt , is t dasselbe fü r d en  F a ll cp — 0 ein H a lb k re is , n ach d em  die B ru ch 
bed ingung  im  Sinne der Gl. (18) fü r  einen b e s tim m te n  q- W ert en tlan g  eines 
H alb k re isu m fan g es erfü llt w ird .
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W ährend  e in e r S te igerung  d er B e lastu n g  b e g in n t eine A u sb re itu n g  des 
e ind im ensionalen  p la s tisc h e n  B ereiches. Die B ru ch b ed in g u n g  is t  an  je  zwei 
H a lb k re islin ien  e rfü llt , fü r w elche die Sum m e d e r P erip h erie -W in k el 180°

B ild  3. B ildung der p lastischen Bereiche für den Fall <p =  0

B ild  4. K onjugierte Kreise im Falle <p =  0

b e tr ä g t ,  wobei d er eine H albk re is  o b erh a lb , der an d ere  u n te rh a lb  des k ritisch en  
H alb k re ises  lieg t (B ild  3).

Das A uffinden  d e r k o n ju g ie rten  K reise is t e in fach . Es sei e in  gegebener 
K re isbogen  einem  gew issen B e lastu n g sw ert q zu g eo rdne t, dessen Peripherie- 
W in k e l gleich 2ex is t  (s. Gl. 18). U n te r  A nnahm e eines belieb igen  P u n k tes
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soll der S chenkel BCX des au fgezeichneten  W inkels <£ ACjB =  2ex v e r lä n 
g ert, u n d  e n tla n g  dieses Schenkels der A b s ta n d  ACX a u fg e trag en  w erden (B ild  
4). D a nun  AC^Cj =  180° — 2s1 is t, so lieg t P u n k t C2 an  je n e m  K reisbogen , 
en tlan g  dessen  — fü r denselben  B e lastu n g sw ert q — die B ru ch b ed in g u n g  
e rfü llt is t. D ie A u sb re itu n g  d er P la s tiz itä tsb e re ich e  is t  v e rsch iedener N a tu r  in  
den F ä llen  cp 7  ̂ 0 e inerse its  u n d  cp =  0 an d erse its . H ied u rch  is t  ab er die T a t 
sache, daß  die Gl. (18) e ffek tiv  den W ert d er k ritisch en  B e la s tu n g  b e s tim m t, 
ü b e rh a u p t n ic h t  b e rü h r t .  Also k a n n  m an  d en  in  dem  v o ran g eh en d en  A b sc h n itt 
e rrech n e ten  S ich e rh e itsg rad  m it R ech t als eine fü r  die h ie r an a ly s ie rten  th e o 
re tisch en  B ed in g u n g en  spezifische K ennzah l in  der U m gebung  cp =  0 b e tra c h 
ten .

UNTERSUCHUNGSMETHODEN DER IM ERDBODEN ENTSTEHENDEN PLASTIZITÄTSBEREICHE 4 2 7

5. Schlußfolgerungen

U m  die u n te r  dem  E in flu ß  der B e lastu n g  im  B oden  en ts teh en d en  
P la s tiz itä tsb e re ic h e  zu b estim m en , verfügen  w ir d erze it ü b e r th eo re tisch e  
B ed ingungen  fü r  die E la s tiz itä ts le h re  u n d  das P la s tiz itä tsp r in z ip  als k o m b i
n ie rte  G rund lage  v e rw en d e t w erden. Alle F o rm eln  zur B estim m ung  d e r 
Größe des B ereiches, in  w elchem  die B ru ch b ed in g u n g  e rfü llt is t, lassen  sich  
in  e iner gem einsam en  F o rm  (Gl. 4.) an sch re ib en ; eine A bw eichung b e s te h t 
in  der B ew ertu n g  v o n  zwei — bzw . w enn m an  v o n  der F orm el J á k y , in  w elcher 
das E igengew ich t v e rn ach läss ig t w ird, a b s ie h t — v o n  n u r  einem  a d d itiv e n  
Glied (Tafel I).

O bw ohl dieses so g en an n te  »kom binierte« Y erfahren  b ed e u te n d  von  d en  
a u f G rund  e in e r G leitfläche bzw . G le itfläch en sch ar au fg eb au ten  M ethoden  
abw eich t, b e s te h t zw ischen den  beiden ein  enger, fo rm aler Z u sam m enhang . 
D ieser m a n ife s tie r t sich e inerse its d a rin , d a ß  m an die »kritische S pannung«, 
d u rch  w elche die P la s tiz itä tsb e re ich e  h e rv o rg eru fen  w erden , jew eils als eine 
F u n k tio n  an sch re ib en  lä ß t, fü r  deren  A u sd ru ck  im m er d ieselben  — und  n u r  
von  dem  R eibu n g sw in k e l ab h äng igen  — B e la s tu n g sp a ra m e te r  (b, D, c) d ien en  
(Gl. 7., B ild  2), an d ere rse its  auch  d a rin , d a ß  der Z u sam m en h an g  zw ischen 
diesen P a ra m e te rn  als T rag fäh ig k e its fak to ren  im  F alle  cp =  0 derselbe b le ib t 
(Gl. 11 u n d  12.). D ieser U m sta n d  t r ä g t  v ie l d azu  bei, die A rb e itsh y p o th ese  
einzelner F o rsch er als eine reelle G rundlage an zu erk en n en , la u t  w elcher irg e n d 
ein G renzw ert d er k ritisch en  S p an n u n g  als zulässige B o d enpressung  b e tra c h te t  
w erden  k an n .

D er U n te rsch ied  zw ischen  den h ie r b eh a n d e lte n  F ä llen  b e s te h t d a r in , 
daß  die A u sb re itu n g  des P la s tiz itä tsb e re ich es  bei cp ^  0 n u r  e in  P u n k t i s t ,  
u n d  fü r cp =  0 is t  es ein  K reisbogen  m it dem  P eripherie -W inkel 2e — 90°. 
N achw eisbar e n tsp r ic h t diese F es ts te llu n g  dem  singu lä ren  P u n k t  der a llgem ei
nen  F orm el in  m a th em a tisch em  u n d  au ch  in  p hysika lischem  Sinne. W en n  
im  Falle cp =  0 die B e las tu n g  geste igert w ird , so e n ts te h t — von dem  F a lle
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(p 0 abw eichend  — so fo rt ein zu sam m en h än g en d es P la s tiz itä tsb e re ic h  
(B ild  3). A uch k a n n  nachgew iesen  w erd en , d aß  im  F alle  <p =  0, ähn lich  dem  
P rin z ip  der B ru ch b ed in g u n g , die k r itisc h e  S pannung  v o n  d er B re ite  des 
F u n d a m e n te s  u n a b h ä n g ig  is t ;  fe rn er s te h t  noch  — fü r  d en  F a ll cp =  0 — fest, 
d a ß  im  V erhältn is  zu  dem  klassisch  b e rech n e ten  W e rt der B ru ch sp an n u n g  
d e r  S ich erh e itsfak to r d e r k ritisch en  S p an n u n g  v <1 1,64 is t , je n ach d em  der 
W e rt D 0 is t.

A llerdings s ind  die h ie r b esch rieb en en  V erfah ren  n ich t ohne gewisse 
M ängel, die se lb s tred en d  aus den  G ru n d v o rau sse tzu n g en  folgen. In  d er W irk 
lic h k e it is t kein  F u n d a m e n t u n en d lich  la n g , auch  is t die V erte ilung  d er S ohl
sp a n n u n g  n iem als g le ichm äß ig , u n d  die E ig en g ew ich tssp an n u n g en  s in d  n ic h t 
v o n  h y d ro s ta tisc h e r N a tu r . A uch is t  die C ou lom b-R ank inesche th eo re tisch e  
B ru ch b ed in g u n g  — in sb eso n d ere  bei fe s te n  B o d en arten  — keine reelle D a r
s te llu n g  der S ch erersch e in u n g en ; d ieser S a tz  is t eher eine A n n äh eru n g  ohne 
d ie  gew ünschte E in d e u tig k e it. Im m e rh in  sind  w ir b e re its  in  d er L age, fü r 
gew isse Fälle  die F ra g e n  d er B ild u n g  d er P la s tiz itä tsb e re ic h e  im  W ege 
e in e r  genaueren  F es tleg u n g  d er p rin z ip ie llen  V orausse tzungen  lösen zu k ö n n en .
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O N T H E TH EO R ETIC A L M ETHODS OF ANALYZIS OF PLASTICITY ZONES
IN  T H E  SOIL

L. R É T H Á T I

SU M M AR Y

The general equation o f the stresses creating p lasticity  zones o f varying ex ten t can be 
estab lished  also as an analogy to the B u ism an—Schultze form ula, for the stresses causing  
fracture in the soil. I t  can he proved that the usual load carrying factors depend only on the  
angle  o f friction (cp). The author shows that the “ critical stress”  g ives for <p =  0 only 1.64 safety
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against breaking; for deepened foundations the safety is still lower. For <p =  0 and for values 
greater than a certain critical stress the condition  of fracture is satisfied  along tw o conjugated  
arcs o f circle which can be traced by a sim ple method.

DES M ÉTHODES D ’EX A M E N  T H É O R IQ U E  D E S ZONES PLA STIQ U ES  
SE FO R M A N T DANS LE SOL

L. R ÉT H Á TI

RÉSUM É

L ’équation générale des contraintes provoquant l’exten sion  des zones p lastiques peut 
aussi s’écrire sur l’analogie de la form ule de Buism an  — Schultze, établie pour les contraintes 
provoquant la rupture à l ’intérieur du sol. II peut être dém ontré que les facteurs in fluant sur 
la  force portante, définis de la façon usuelle , ne dépendent que de l’angle de frottem ent (<p). 
L ’auteur démontre que pour le cas <p=0, la  «contrainte critique» ne représente qu’une sécurité 
contre la rupture égale à 1.64 et une valeur encore moindre quand il s’agit de fondations 
profondes. Dans le cas de q> =  0, la condition  de la rupture se trouve satisfaite, pour les valeurs 
dépassant une certaine contrainte critique, le long de deux arcs de cercle conjugués faciles 
à construire.

О МЕТОДЕ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО ИССЛЕДОВАНИЯ ПЛАСТИЧЕСКИХ ЗОН, 
ВОЗНИКАЮЩИХ В ГРУНТЕ

Л . Р Е Т Х А Т И

РЕЗЮМЕ

Общее уравнение напряжений, создающих распространение пластических зон, 
различных размеров можно вывести также по аналогии формулы B uism an— Schultze 
напряжений, создающих в грунте излом. Можно доказать, что факторы допускаемой 
нагрузки, определяемые обычным образом, являются функцией угла трения (<р). Автор 
в дальнейшем показывает, что «критическое напряжение» в случае q> =  0 дает запас проч
ности по отношению к излому только порядка 1,64, а для случая углубленного фунда
мента запас прочности получается еще меньшим. В случае <р = 0 при значении, превы
шающем определенное критическое напряжение, условие излома удовлетворено вдоль 
двух конъюгированных дуг, которые можно построить просто.
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SETZUNGSVORHERSAGE 
AUS ZEIT-SETZUNGSMESSUNGEN

Dr. rer. nat. H .-J. SC H A FFN E R

FORSCHUNGSANSTALT F Ü R  SC H IFFA H R T , W ASSER- UND G RU N D BAU  BERLIN * 

[E ingegangen am 10. Dezem ber 1964]

Es wird das Problem  der E xtrapolation  von  empirischen Zeitsetzungskurven behandelt. 
V oraussetzung dazu ist die Vorgabe eines analytischen Ausdruckes für den Zeitsetzungsver- 
lauf, der durch die Beziehung e =  A — В  exp ( — oft'3) beschrieben w erden soll. E xtrapolatio
nen durch numerische Verfahren sind m öglich, aber aufwendig, w ie an einem  Beispiel gezeigt 
wird. Der Aufwand erscheint ungerechtfertigt, w enn man die U ngenauigkeit der Ausgangs
daten berücksichtigt. Für die Praxis werden zw ei einfache A bschätzverfahren vorgeschlagen, 
die eine Eingrenzung des gesuchten Grenzwertes E  =  lim  £ für t -* °° gestatten  und h in 
reichend zuverlässige E xtrapolationen für endliche Zeitintervalle erm öglichen.

1. E in le itu n g

D er P ra k tik e r  w ird  h äu fig  v o r die A ufgabe g es te llt, aus em pirisch  
gew onnenen  Z e itse tzu n g sk u rv en  V orhersagen  fü r den  w eite ren  S e tzungs
v e r la u f  zu tre ffen . B eispiele lie fern  S etzungsm essungen  a n  B auw erken  u n d  
D äm m en , sowie die E rgebn isse  von  R e ta rd a tio n sv e rsu c h en  an  M ateria lp roben  
v e rsch ied en ste r A rt, w ozu auch  die K o n so lid ie rungstests  in  d e r B o denm echan ik  
gehören.

Die P ro b le m a tik  so lcher E x tra p o la tio n e n  w ird  o ffenkund ig , w enn m an  
die V orgänge der so g en an n ten  S ek u n d ärk o n so lid ie ru n g  b e tra c h te t ,  fü r  die 
h ä u fig  eine B eziehung  d e r F o rm  e =  А  В  ln  t angegeben  w ird . Wie b e re its  
in  [2] und [6] fe s tg es te llt w urde, is t diese B eziehung fÜT E x trap o la tio n szw eck e  
sch lech t geeignet, da  in  d iesem  F a ll

lim  e  =  o o

fo lg t.
S etz t m an h ingegen

в — А  — В  exp  (—a tß)

a n , so e rg ib t sich
lim  в =  E  ~  A .

* 1017 Berlin, A lt-Stralau 44/45.
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Beispiele fü r  d ie vielseitige V e rw en d b ark e it d ieser F u n k tio n  sind in  [4] 
fü r  das V erha lten  v o n  ro lligen  E rd s to ffe n  bei d y n am isch e r B e lastung , in  [3] 
fü r  das V erhalten  v o n  B e to n p ro b en  b e i s ta tisc h e r u n d  d y n am isch e r V erd ich 
tu n g  u n d  in  [1], [7] u n d  [9] fü r das G eb ie t der M a te ria lp rü fu n g  chem ischer 
P ro d u k te  e n th a lte n . F ra g e n  der A u sw ertu n g  u n d  z u g eo rd n e te  rheologische 
M odelle w erden in  [5] u n d  [6] b e h a n d e lt. E ine  R eihe v o n  B eispielen  a u f  dem  
G eb ie t des G ru n d b au es e n th ä lt  [8].

Ziel der v o rlieg en d en  A rb e it i s t  es, die B ra u c h b a rk e it versch iedener 
V e rfah ren  zur A b sc h ä tz u n g  des G renzw ertes E  zu u n te rsu c h e n .

2. Berechnung des Grundwertes E durch Näherungsverfahren

2.1 Theorie

E s sei v o ra u sg e se tz t, daß  d er S e tzu n g sv erlau f d e r F u n k tio n

e =  A  — В  ex p  (—a t^)

fo lg t u n d  im  B ereich tl <7 t2 t3 als M eßkurve  vorliege. D ie G rößen  a , ß  u n d  
А  =  E  sind u n b e k a n n t. W eiter soll А  =  В  ge lten ; d e r  allgem einere F a ll 
A  =f= В  w ird in  [6] d is k u tie r t .  U m  die M eßkurve d u rch  eine G erade der F o rm  
Y  =  ß X  ln  oc m it Y  — ln  [—ln  (1 — e/E )] u n d  X  =  ln  t ap p ro x im ie ren  
zu  k ö n n en  (vergl. [4]), m u ß  E  vo rgegeben  w erden.

W ir b e n u tz e n  zur B estim m u n g  von  E  das G leichungssystem

7 n =  ln  (1 — eJE) =  — x t ßn , n =  1 ; 2 ; 3

au s  dem  die G rößen а  u n d  ß e lim in ie rt w erden  können . M an e rh ä lt:

а д  =  (hihf
u n d

а д  =  (*1/*з).

N ach  D ivision der lo g a rith m ie r te n  B eziehungen  fo lg t m it 

C =  ln  ty — ln t2 u n d  D =  ln ij — ln  f 3

c • in  ( а д )  =  d  • in  ( z x/ z 2),

bzw .

(ZßZ3)c =  ( В Д ) ° .
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U m  diese G le ichung  lösen zu k ö n n en , e rin n ern  w ir uns, daß  e =  e(t) im  Z e it
in te rv a ll tx t t3 b e k an n t se in  soll; t2 is t in n e rh a lb  dieses B ereichs frei 
w ählbar.

S e tz t m an  D /C  =  2, so e rg ib t sich Zx • Z 3 =  Z\,  wobei t2 aus d er B ed in 
gung

t2 — (h  ' *з)

zu e rm itte ln  is t .  D ie Größe E  k a n n  aus der gew onnenen  tra n sz e n d e n ten  Glei
chung

№  =  Z x(E) • Z 3(E) -  [Z2(E )Y  =  0,

z. B. m itte ls  lin e a re r  In te rp o la tio n  (regula falsi) b e s tim m t w erden . M an e rh ä lt 
in  e rste r N ä h e ru n g  fü r  die G röße E  den  W ert

E , =  « -  / ( « ) •
a — h

w enn a u n d  b so gew ählt w u rd en , d aß  E  zw ischen  diesen angenom m enen  
G rößen lieg t.

2.2 B eispiel

A usgangsdaten (Tafel I):

Tafel I

n En

1 10°- 0,0995
2 7 • 103 0,80262

3 4,9 ■ 105 5,03415

(D ie Meßwerte en wurden aus s =  £ [ 1  — exp ( —ai*3)] m it a =  10 ~3, ß  =  0.5 und E  =  10 
barechnet.)
Gesucht: E.
Annahm en für a und 6 und Ergebnisse (Tafel II).

Tafel II

m а /(<■) b -/(6 ) • 10» Em

l 12 4,97 11,2995
2 E , 4,01 10,8170
3 8 TоTPCOСЧ Е г 2,96 10,5008
4 È3 2,03 10,3012
5 e 4 1,31 10,1793
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2.3 Diskussion

W ie aus T afel I I  h e rv o rg eh t, b e w irk t die E rse tz u n g  von E  d u rc h  a bzw. b 
in  der F u n k tio n  f ( E )  =  0 n u r geringe A bw eichungen  von  N ull. (f(b) =  5 ■ 10 “ 5 
fü r  b =  1,2 E.)

D am it e n tfä l l t  die M öglichkeit, die B eziehung

z 2 =  f z ,  -T 3

g rap h isch  m it gen ü g en d er G en au ig k e it au szu w erten  und E  als S c h n itt der 
F u n k tio n  Z2 =  f (e )  u n d  Zi • Z 3 =  g(s) zu e rm itte ln , wozu die M öglichkeit, 
g(e) als geom etrisches M ittel v o n  Z 1 u . Z3 zu k o n stru ie ren , fo rm alen  Anreiz 
lie fe rt.

H ierzu  k o m m t, daß  die A u sg an g sd a ten  sn au ch  nach  A usgleichung 
vo rliegender M eß d a ten  n ich t m it d er G enau igkeit angegeben w erden  können , 
die zu r zuverlässigen  E rm ittlu n g  des E n d w ertes  E  no tw end ig  sin d . D abei is t 
zu  b erü ck sich tig en , d a ß  die re su ltie ren d e  G en au igke it von  der B re ite  des zur 
V erfügung  s te h e n d e n  Z e itin te rv a lls  t3 — tx u n d  v o m  V erhältn is  s J E  ab h än g t. 
A us diesen G rü n d en  e rsche in t es zw eckm äßig , gegebenenfalls a u f le ic h t d u rch 
zu fü h ren d e  A b sch ä tzu n g en  zu rü ck zu g re ifen , die im  folgenden darg este llt 
w erden .

3. E in g ren zu n g  von E du rch  g raph ische V erfahren

3.1 Wendepunktmethode

W ir b en u tz e n  die übliche h a lb lo g arith m isch e  D arste llung  e =  £ (ln t) 
u n d  schre iben

U =  e/E =  {1 — exp [ — (ехрж)^]}.

D abei is t

X =  ln  t ' ,  t' =  a 1 '' • t.

D ifferenziert w ird

dU/dx =  ß ex p  [ — exp  ß x  -f- ß x] 

u n d  d-U/dx2 — ß2 (1 — ex p  ß x) exp ( — exp  ß x  ß x).

A m  W en d ep u n k t g ilt

d2U/dx2 =  (1 -  t '~ ß) =  0 und  t' =  1 fü r alle ß.

E in g ese tz t fo lg t

Uw =  0,6321.
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D am it w ird  es m öglich , ohne vorherige  K en n tn is  d e r  K u rv e n p a ra m e te r  
a  u n d  ß  ab zu sch ä tzen , w elchen  M indestw ert E  e tw a e rre ich en  w ird, in d em  
m an  die Lage des W en d ep u n k tes  £„, a b sc h ä tz t u n d  E  =  £„,/0,6321 b e rech n e t. 
D as V erfah ren  v e rsag t be i k le in en  /3-W erten , fü r  die näherungsw eise  s =  A  -f- 
+  В  • lg  t g ilt (Vergl. [6]), sow ie in  den  F ä llen , wo d e r K u rv e n la u f  v o r E r 
reichen  des W en d ep u n k tes  ab b ric h t.

3.2 Graphische Eingrenzung des Wertes E

W ir b ilden  —lg (1 — e/E ) =  F(t) m it w illkü rlich  vo rgegebenen  E  u n d  
tra g e n  diese F u n k tio n  a u f  d o p p e ltlo g arith m isch em  P a p ie r  a u f  (Vergl. A b
sc h n itt 2.1).

D abei w ird  v o rau sg ese tz t, daß  unsere  M eßw erte d u rc h  die b eh an d e lte  
E x p o n e n tia lfu n k tio n  d a rg e s te llt w erden k ö n n en . Als E rg eb n is  e rh ä lt m an  
beispielsw eise eine der im  B ild  1 da rg este llten  K u rv en , d ie  dem  Gesetz

e =  (1 — e x p ( — t ' 0'5))

genügen, jed o ch  u n te r  fa lschen  A nnahm en  E s s t a t t  E  =  1 a u fg e trag en  w urden . 
C h arak te ris tisch e  M erkm ale a lle r K u rv en  m it E sjE  als K u rv e n p a ra m e te r  s in d :

a)  D ie S teigung s tr e b t  m it k ü rzer w erdenden  Z eiten  a sy m p to tisch  dem  
W ert ß =  ta n  cp =  0,5 zu.

b)  M it zu n eh m en d en  Z e iten  w ächst die S te igung , w en n  Es E  g ilt 
u n d  n im m t ab , w enn E s E  angenom m en w urde .

P u n k t a b esch re ib t die M öglichkeit, den  W ert ß  zu  erfassen , w äh ren d  
P u n k t b zu r E in g ren zu n g  v o n  E  du rch  E s l  <  E  •< E s 2 u n d  zu r F estleg u n g  
von  ß b e n u tz t w erden  k an n .
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Tafel III

«M
1 3 1 • I f 8,4 1,4 ■ 107 1,7 2,1 2,4

c[m m ] 0 3,6 7,5 8,1
•

10,5 13,2

W ie aus B ild  1 h e rv o rg eh t, k a n n  ß  im  Q u a d ra n te n  X  <  —1, Y  <  — 1 
fü r  alle F eh lan n ah m en  zw ischen  0,1 <[ E s/E  -< 100 m it h in re ich en d e r S ich er
h e i t  e rm itte lt  w erden . D arau s fo lg t, d a ß  b e i sehr früh  v o r  E rre ich en  des E n d 
b e tra g e s  E  abgeb rochenen  M eßkurven  au ch  bei g rößeren  F eh le in sch ä tzu n g en  
b ezü g lich  E  d e r /?-W ert angegeben  w erd en  k an n . D ie F e h le in sch ä tzu n g  des 
W erte s  E  w irk t s ich  im  b eze ich n e ten  Q u a d ra n te n  fa s t  aussch ließ lich  in  der 
G röße x  aus.

G eling t es, aus th e o re tisc h e n  E rw äg u n g en  oder em p irisch en  V erg leichs
d a te n , den v e rm u tlich en  B e tra g  v o n  x  ab zu sch ä tzen , so w ird  a u f  G ru n d  der 
fe s tg es te llten  K o p p lu n g  zw ischen x  u n d  E  zugleich E  fe s tge leg t.

W ir verw eisen in  d iesem  Z u sam m en h an g  a u f  die M öglichkeit,

x  =  r~^

zu  se tzen  (vergl. [1], u m  z. B . a u f  th e rm o d y n am isch e  R e la tio n en  t  =  r  (U) 
(Í7  — A ktiv ierungsenerg ie) als zu sä tz lich e  B estim m u n g sstü ck e  zurückgre ifen  
zu  können .

3.3 Beispiel

Setzungsm essungen am Bunkerschwerbau eines Kraftwerkes (vergl. Beispiel 1 in  [8]) 
ergaben die in Tafel III zusam m engestellten W erte.

Aus der halblogarithm ischen A uftragung fin d et man ew 19 mm . Daraus fo lgt nach 
A b schn itt 3.1 der W ert E  »» 30 mm.

lg (1-e/E-s)
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3,0 3,2 3,9 4,2 5,0 6,4 7,0 8,4 V© О О

14,4 15 15 16,5 19,2 24,3 24,3 27 27

Trägt man die Meßwerte entsprechend Abschnitt 3.2 in  der Form — ln  (1 — f/30) =  
=  F(t) au f doppeltlogarithm ischem  Papier auf (Bild. 2), dann läß t sich eine Ausgleichsgerade  
zeichnen, die die gesuchten Param eter a  u. ß  des zugrundegelegten E xponentialansatzes  
liefert. Auftragungen m it anderen E -W er ten liefern charakteristisch gekrüm m te K urven ähn
lich B ild 1 und bestätigen  die Brauchbarkeit der zuerst getroffenen Annahm e E  =  30 m m .

Für die praktische Begutachtung ergibt sich der Schluß, daß im  diskutierten F all bei 
gleichbleibenden äußeren Bedingungen (statische u. dynam ische Last) keine w esentlichen  
Setzungen mehr zu erwarten sind.

4. Z usam m enfassung

D ie B erechnung  des ze itlich en  E ndw ertes v o n  R e ta rd a tio n sk u rv e n  is t  
m itte ls  des v ie lfach  e rp ro b ten  A nsa tzes

e =  A — В  (exp —* tp)

d u rch  sukzessive N äh eru n g  th e o re tisc h  m öglich, sch e ite rt jed o ch  in  d er 
P rax is  infolge d er U ngenau ig k e it d er M eßdaten . Als N äh eru n g sv erfah ren  
ko m m en  in  b e tra c h t:

a)  die W en d ep u n k tm e th o d e  m it der R e la tio n  E  =  £,*,/0,6321 falls in  
d er A u ftrag u n g  e =  e (ln t) ein  W en d ep u n k t lo k a lis ie rt w erden k a n n .

b)  die g raph ische  E in g ren zu n g  des W ertes E  m itte ls  d er d o p p e lt-  
lo g a rith m isch en  A u ftrag u n g  d er F u n k tio n  —lg (1 — e/E ) =  F(t), w obei a n 
ste lle  v o n  E  zwei W erte  a und  b (a <f E  <  b) e in zu se tzen  sind . D as V erfah ren  
lie fe rt die Größe ß au ch  in  u n g ü n s tig e n  Fällen, bei d enen  zur F estleg u n g  v o n  E  
eine H ilfsan n ah m e fü r  a  n o tw en d ig  w ird.
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T H E  FORECASTING OF SET TLING  BA SED  ON T H E  PROGRESS OF SETTLING
W ITH TIME

H. J . SCHAFFNER

SUMM ARY

The problem  of the extrapolation  of empirical progress o f settling graphs is treated. 
A condition  for the m ethod is the assum ption of an analytic  expression for the settlin g  process, 
w hich is supposed to obey the law  £ — A  — В  exp ( —a t1®). Extrapolations b y  num eric methods 
are possible but laborous; as is shown by an exam ple. The am ount of work appears to be 
unjustified  i f  the errors o f the in itia l data are considered. For practical purposes two simple 
estim ation  m ethods are proposed w hich perm it to lim it the sought for lim it va lue E  — lim e l> 
and w hich perm it su fficien tly  reliable extrapolation for fin ite tim e intervals.

ÉVALUATION PR É L IM IN A IR E  DES TASSEM ENTS A P A R T IR  
D E  M ESURES D E  TASSEM ENT E N  FONCTION DU TEM PS

H. J . SCHA FFNER

RÉSUM É

Le problèm e de l’extrapolation  des courbes de tassem ent empiriques relevées en fonc
tion  du tem ps est exam iné par l’auteur. La condition de l ’extrapolation est la possession d’une 
expression analytique pour le processus de tassem ent, qui peut s’exprim er par la relation 
s  =  A  — B  exp ( —at*5). Des extrapolations sont bien possibles par l’em ploi de procédés 
num ériques, m ais elles sont laborieuses, comme le dém ontre l ’auteur par un exem ple présenté 
dans l ’étude. Leur utilisation  paraît injustifiée si l ’on considère les erreurs des données ini
tiales. Pour la  pratique, l’auteur propose deux m éthodes d’évaluation bien sim ples, qui per
m etten t de délim iter la valeur lim ite  E  =  lim £<] cherchée et rendent possible d ’obtenir des 
extrapolations assez satisfaisantes pour des intervalles de tem ps finis.

ПРОГНОЗ ОСАЖДЕНИЯ ПО ДАННЫМ ИЗМЕРЕНИЙ ОСАЖДЕНИЯ В
ФУНКЦИИ ВРЕМЕНИ

X . И . Ш Е Ф Ф Н Е Р

РЕЗЮМЕ

Обсуждается проблема экстраполяции эмпирических кривых время-осаждение- 
Условием этого является наличие заданного аналитического выражения для хода осаж
дения по времени, которое должно быть описано функцией e =  А  — В  exp (—d/^). Воз
можна экстраполяция посредством числовых методов, однако, таковые весьма сложны, 
как это и показано на примере. Сложность кажется неоправданной, если принять во вни
мание неточность исходных данных. Для практического применения предлагается два 
метода оценки, позволяющих ограничить предельные значения в рамках E =  lim е О ,  и 
дающих возможность проводить достаточно точную экстраполяцию для конечных интер
валов времени.
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DIE STABILITÄT DER BAUWERKE 
MIT HOCHLIEGENDEM SCHWERPUNKT

E. DULÁCSKA*

ENTWURFSBUREAU DER STADT BUDAPEST 

[E ingegangen am 7. Jäner 1965]

Diese Arbeit befaßt sich m it dem  Stabilitätsproblem  der Bauwerke m it hochliegendem  
Schwerpunkt. Der Boden wird durch einen elastischen H albraum  ersetzt. D ie  Formänderung 
des Bauwerkes wird angenähert berechnet, und so ergibt sich eine geschlossene Formel für 
den kritischen W ert der H orizontalkraft.

1. Einleitung

Es feh lte  bis je tz t  eine h in re ichende  B eh an d lu n g  des S tab ilitä tsp ro b lem s 
d er B auw erke m it h o ch liegendem  S ch w erp u n k t. D ieser M angel e rk lä rt sich 
e inerseits d ad u rch , d aß  m an  den  W inkel der d u rc h  das D re h m o m e n t h erv o r
gerufenen  S chiefste llung  des G ru n d k ö rp ers  n ic h t berechnen  k o n n te ,  anderseits 
d ad u rch , daß  die strenge  m ath em a tisch e  B eh a n d lu n g  des P ro b lem s zu einer 
D ifferen tia lg leichung  fü h r t ,  d ie m it einer v erw ick e lten  R an d w ertau fg ab e  
v e rk n ü p ft is t.

D a die A usfüh rung  v o n  H ochhäuser e ine zeitgem äße B au au fg ab e  is t, 
lo h n t es sich  der M ühe, d aß  w ir u ns m it dem  S ta b ilitä tsp ro b le m  dieser B au 
w erke beschäftigen . Im  U n g a rn  gew inn t dieses P ro b lem  eine b eso n d ere  B edeu
tu n g , denn  w ir haben  oft m it  w eichen  B oden (Schlam m - u n d  T onerde) zu tu n .

B eim  a u sm ittig  b e la s te te n  G ru n d k ö rp er, gem äß  der u n g a risch en  B au
v o rsch riften , d a rf  die E x z e n tr iz i tä t  der re su ltie ren d en  K ra ft n ic h t  größer sein 
als e in  D ritte l der B re ite  d er G rundfläche , u n d  die K an ten p re ssu n g  d a rf  n ich t 
g rößer sein als der u m  3 0 %  v erg rößerte  W e rt d er G ren zsp an n u n g . Diese 
V orsch rift g ew ährt im  a llgem einen  die nö tige S icherheit im  F a lle  von n ich t
hohen  B auw erken , ab er im  F a lle  von  tu rm a r tig e n  B auw erken  e rfü llt  sie n ich t 
die S ich erhe itsan fo rderung  gegen  das U m kippen , d enn  in  d iesem  Falle dürfen 
die sek u n d ären  F o rm än d e ru n g en  n ich t v e rn ach lä ss ig t w erden .

2. Bezeichnungen
P  die Resultierende der H orizontalkräfte,
G die Resultierende der Vertikalkräfte,
/  der von der Bodenfläche gem essene Arm der K raft P,

* Dulácska Endre, X II. R áth  G yörgy u. 64, B udapest, Ungarn.
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h der von der Bodenfläche gem essene Abstand des M ittelpunktes der V ertikalkräfte, 
В  die Breite der Grundfläche,
L  die Länge der Grundfläche,
a0 die A nfangsexzentrizität der K raft G,
a, die durch die horizontale K raftw irkung und Form änderung hervorgerufene Zu

nahm e der E xzen trizitä t der K raft G,
e die gänzliche E x zen triz itä t der K raft G nach der Form änderung des Bodens, 
s die B reite der gedrückten Grundfläche,
<p der W inkel der durch das D rehm om ent hervorgerufene Schiefstellung des Grund

körpers,
в д  die K antenpressung des B odens, 

о BQ die G renzspannung des B odens,
E ß  der E lastizitä tsm odul des B odens.

B ild  1

3. Grundlegende Beziehungen

Als A usgang d ien t die D ifferen tia lg leichung

) £ - , ( / - , ) +  J V f ,  (1)
d x6 d x  dx

w o b ei p  =  K o n s t, u n d  q =  K o n s t, s in d . Die B ezeichnungen  sind  gem äß  des 
B ildes 2 zu v e rs te h e n . Als R an d b ed in g u n g en  sind

d 2 у  л
-------=  0 , fü r  X =  Z ,
dx2

y  ~  0 , fü r  X =  0 ,

k Í L  = ^ e i :fiL, für* = 0
d x  dx2
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zu erfü llen . D er h ie r vo rk o m m en d e  W ert К  =  K (N , q, y )  is t  jenes D reh m o 
m en t, w elches den V erd reh u n g sw in k e l 1 des G ru n d k ö rp ers  h e rv o rru ft.

D ie L ösung is t  d a d u rc h  erschw ert, d a ß  m a n  den w irk lich en  W ert v o n  К  
n ich t b estim m en  k a n n . К  h ä n g t näm lich  n ic h t n u r  von  d en  B o d en k o n stan ten  
ab , so n d ern  auch  v o n  d e r v e rtik a len  L a s t u n d  von d e r gesuch ten  V ersch ie 
b u n g  y .  D a ein W ert v o n  K ,  der bei der B erech n u n g  b e n ü tz t  w ird, w egen der 
u nsicheren  A nnahm e d e r B o d en k o n stan ten , b is a u f 50%  fe h le rh a ft sein k a n n , 
v erz ich ten  w ir a u f  die s tren g e  Lösung u n d  b eg n ü g en  w ir u ns m it der V o rfü h ru n g  
eines a n g e n ä h e rten  V erfah rens .

N

Bild 2

4. Voraussetzungen

1. E s w ird  v o ra u sg e se tz t, daß  der B o d en  ein e la s tisch e r H a lb rau m  is t.
2. In  der e rs ten  A n n äh eru n g  w ird  es v o rau sg ese tz t, d a ß  das tu rm a r tig e  

B auw erk  vo llkom m en  s ta r r  is t. Die B e n ü tz u n g  dieser A nnäherung  sch e in t 
zw eckm äßig  zu sein, d a  die p rim äre  F o rm ä n d e ru n g  als A n fan g sex zen tr iz itä t 
in  d ieser W eise in  die R echnung  e in g e fü h rt w erden  k a n n . D ann  k a n n  m an  
du rch  sch rittw eise  A n n äh eru n g en  die F o rm ä n d e ru n g  des B auw erkes belieb ig  
genau  b erech n en .

3. E s w ird  v o ra u sg e se tz t, das die G ru n d fläch e  des B auw erkes ein R e c h t
eck is t.

4. E s w ird  v o ra u sg e se tz t, daß  die E x z e n tr iz itä t  d er R esu ltan te  g rö ß er 
als das K e rn m aß  d er G ru n d fläch e  is t.

5. E s w ird  v o ra u sg e se tz t, d aß  die S p an n u n g sv e rte ilu n g  über dem  w irk 
sam en Teil der G ru n d fläch e  lin ear is t.
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5. Die Herleitung der Berechnungsformeln

D er G ru n d k ö rp e r, dessen G ru n d fläch e  ein R ech teck  is t , s tü tz t  sich  a u f  
d ie  O b erfläche  des e la s tisch en  H a lb ra u m e s . W irk t a u f ih n  e in  D reh m o m en t M , 
so e r fä h r t  e r eine V erd reh u n g  [1, 2]

12

Q

M
E B L s2 '

(2)

D ab e i is t  M  a u f  den  S ch w erp u n k t des w irk sam en  Teiles d e r G rundfläche  b e 
zogen. q is t  gem äß  d er F o rm el

Q =  3,14 +  1,09 —
L

(3)

u  b e rech n en  [3]. D ie F orm el

M  =  ^ ~  
2

s2 L
6

g ib t das D reh m o m en t M  als F u n k tio n  d e r K an ten p re ssu n g  a B an. W ird  diese 
in  (2) e in g e fü h rt, so e rg ib t sich  die F o rm el

<P =
Q Е е

(4)

E in e  G le ich g ew ich tsb e trach tu n g  (B ild  1) lie fe rt die M om enteng leichung

- G e  +  P f + G a  +  (phG =  0. (5)

N ach h e r se tzen  w ir den  A usd ruck

9ÍZ
(6)

3 L В
2

in  die F o rm el (4) ein . D en  e rh a lten en  W e rt von  cp füh ren  w ir in  (5) ein , u n d  so 
gelangen  w ir zu e iner G leichung, w oraus P  s ich  berechnen lä ß t . Die B erech n u n g  
fü h r t  zum  W ert

G e — a 2 hG

f 3 L E B l B- - e
l 2

( 7 )

D a m it e rsch e in t P  als eine F u n k tio n  v o n  e. B erechnet m an  den W e rt v o n  
P  an  m eh re ren  S tellen  des In te rv a lls  В / 6 <  e <  Б /2 , so s ieh t m an , d a ß  P  
in  d iesem  In te rv a ll  ein M axim um  b e s itz t. D ieses M axim um  is t die k ritisch e
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K ra f t Pcr. D ie E x z e n tr iz itä t  ecr w ird  d ah er aus der E x trem u m b ed in g u n g

( 8)

b e rech n e t. So e rg ib t sich

] [ j2 H G  
2 \ 3L E BQ

(9)

W ird  (9) in  (7) e in g ese tz t, so w ird

P,
G В
—  __ — а — 2
f  I 2

2hG 
ЪЬЕВ Q

( 10)

D a m it h ab e n  w ir die F o rm el fü r die k ritisch e  K ra f t  e rh a lten .
W enn  die E x z e n tr iz itä t  ih ren  k ritisch en  W ert ecr e rre ich t, so e rre ich t 

auch  die K a n te n sp a n n u n g  ih ren  k ritisc h e n  W ert a B. Bei der s ta tisc h e n  B erech
n u n g  m üssen  zwei F älle  u n te rsch ied en  w erden.

Der Fall I  is t d a d u rc h  gekennze ichne t, d aß  der b e rech n e te  W ert o B 
n ic h t g rö ß er als der gegebene W ert o B q  is t. In  d iesem  Falle is t die Stabilitäts
bedingung m aß g eb en d . Aus den  G leichungen  (6) u n d  (9) w ird  je n e  K a n te n 
sp an n u n g  b e rech n e t, w elche beim  E rre ich en  der k ritisch en  E x z e n tr iz itä t  e n t 
s te h t. D iese B erechnung  lie fe rt die F orm el

I 2GEBq 
' 3 LA

( И )

Die k ritisch e  B reite  B cr d e r G ru n d fläch e  w ird  aus (10) b e rech n e t, indem  d o rt 
В  — B cr geschrieben  w ird . S om it is t

Bfr =  2 2/
+  «

2hG 
3 L E b q

( 12)

Der Fall I I  is t  d a d u rc h  gekennze ichne t, d aß  der b erech n e te  W ert aB 
größer als d e r gegebene W ert aBG is t . In  diesem  Falle is t der Grenzspannungs
zustand  m aß g eb en d . D ieser Z u s ta n d  t r i t t  ein , w enn die K ra f t P  den  W ert P G 
a n n im m t, fü r  w elchen oB zu aBG w ird . P G w ird  also aus (6) u n d  (7) b e rech n e t. 
D a je tz t  P G <^ Pcr is t , b en ö tig en  w ir n ich t P G, sondern  die h ie rzu  gehörende 
G renzb re ite  B G der G ru n d fläch e . So e rg ib t sich

B G — 2
aBG

P f  , „ , h a BG
G f  ^  E bQ _ ■

(13)

Die B reite  В  der G rundfläche  soll d a h e r so gew ählt w erden, d aß  die B ed ingung  
В  >  B G e rfü llt sei.
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TH E STA BILITY  OF STRUCTURES W ITH H IG H  CENTER OF GRAVITY

E. DULÁCSKA

SUM M ARY

The paper deals w ith  the questions o f stab ility  o f structures having a high center 
o f  gravity. The soil is replaced by an elastic half-space and the deform ation of the structure 
itse lf  is taken into consideration by approxim ation. Thus a closed formula can be deduced  
for the critical value o f the horizontal force.

STABILITÉ D E S CONSTRUCTIONS A  CENTRE D E  GRAVITÉ É L E V É

E. DULÁCSKA

RÉSUM É

L’étude traite des problèm es de stab ilité  des constructions à centre de gravité élevé. 
E lle remplace le sol par un  demi-espace élastique et considère la  déform ation propre de la  
construction d’une façon  approchée. Par cette  m éthode, une formule fermée peut être déduite  
pour la  valeur critique de la  force horizontale.

СТАБИЛЬНОСТЬ ПОСТРОЕК С ВЫСОКИМ ЦЕНТРОМ ТЯЖЕСТИ
Э. ДУЛАЧКА

РЕЗЮМЕ

Работа занимается вопросом стабильности построек с высоким центром тяжести. 
Грунт замещается упругим условием и собственная деформация постройки учитывается 
приближенно. В такой форме представляется возможным вывести замкнутую формулу 
для критического значения горизонтального усилия.
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This problem  has been solved using simple equilibrium  considerations b y  taking  
exact values for distortion o f the bar axis, instead o f the approxim ative form ula found in  
the literature. I t  is dem onstrated that if  the bar was in  an elastic state before buckling, the  
state of equilibrium  of the bar rem ains indifferent w ith  increasing buckling, as long as the bar 
undergoes no p lastic  deform ation.

The paper is com pleted w ith  diagrams perm itting the direct determ ination of critical 
values o f tw isting couple and o f specific angle of distortion.

1. In tro d u c tio n

I t  is know n  [1 — 3] t h a t  for som e c h a ra c te r is tic  va lues o f  th e  tw is tin g  
couple M  a c tin g  on th e  ends o f a s tra ig h t-a x e d  b a r , th e  s ta te  o f  equ ilib riu m  
becom es u n s tab le . T h e reu p o n  th e  orig inally  s tra ig h t  b a r  axis m ay  assum e a 
helical c u rv a tu re , g iv ing  rise  to  flex u ra l n o rm a l stresses, in  ad d itio n  to  to rs io n a l 
shearing  stresses in  th e  b a r  sections.

H elical d is to rtio n  — th e  so called budding  — o f th e  b a r  p roceeds d iffer
e n tly , d ep en d in g  on w h e th e r im m ed ia te ly  befo re  buck lin g  th e  b a r  was 
com pletely  in  th e  c la stic  ran g e  or in  some b a r  p a r ts  p las tic  d e fo rm ations have 
a lread y  developed . In  th e  li te ra tu re  only  th e  f i r s t  o f  these  tw o cases has been 
tre a te d , w hile th e  second one n o t y e t. B elow , b o th  cases o f b u ck lin g  will he 
d ea lt w ith  a n d  th e  c r itic a l v a lue  of th e  tw is tin g  couple w ill be de te rm in ed  
for b o th  cases b y  help  o f  sim ple equ ilib rium  co n sid e ra tio n s. The ap p lied  m eth o d  
o f t re a tm e n t m akes i t  u n n ecessa ry  to  se t u p  th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  of th e  
d is to rte d  ax is  lin e , a n d  to  solve i t  a p p ro x im a te ly . T his m e th o d  deserves 
a tte n tio n  also because th e  ex am in ed  p ro b lem  is p e rh ap s  th e  on ly  case of b u c k 
ling  w here th e  so-called  th e o ry  of th e  th ird  o rd e r re su lts  in  a closed so lu tion .

2. A ssum ptions, n o ta tio n s

The follow ing co n sid e ra tio n s refer to  a s tra ig h t-a x e d  c ircu la r b a r  loaded  
accord ing  to  F ig . 1. I ts  le n g th  is deno ted  b y  Z, a n d  th e  rad iu s  o f  its  section  
b y  a. B ar m a te r ia l is considered  to  be e la s to -p la s tic , an d  i t  is assum ed  th a t  
th e  p lastic  range  is reach ed  w hen th e  H uber-M ises y ie ld  co n d ition  is m e t w ith .
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I t  is assum ed  t h a t  th e  v ec to rs  o f  th e  tw is tin g  couples a c tin g  on th e  b a r  
en d s  keep th e ir  o rig in a l d irec tio n s th ro u g h o u t th e  w hole b u ck lin g  process. 
I t  is fu r th e r  assum ed  th a t  b a r  ends a re  re s tra in e d  so as n o t to  in h ib it  b a r  axis 
to  ho ld  an  oblique p o sitio n , n e ith e r  do th e y  re s tra in  th e  b a r  ends from  a p p ro a c h 
in g  each  o ther.

H elically  d is to r te d  b a r  ax is is show n in  F ig . 2. F o r th e  sake o f  i llu s tra tio n , 
h e re  th e  helical line  is tra c e d  to g e th e r  w ith  th e  c ircu la r cy lin d er t h a t  can  be

Fig. 1. Bar under torsion

la id  across it. This f ig u re  p resen ts  th e  sim p lest case o f  buck ling , th a t  is th e  case 
w here  th e  d is to r te d  ax is  line in c lu d es o n ly  a single th re a d . In  g enera l cases 
th e  d is to rted  ax is line m ay  consist o f  several com plete  th re a d s .

Angle in c lu d ed  b e tw een  th e  ta n g e n ts  o f th e  d is to r te d  b a r  ax is  a n d  th e  
o rig in a l axis d irec tio n  0 —0  w ill be d en o ted  b y  a , e la s tic ity  c o n s ta n ts  o f  th e  
b a r  m a te ria l b y  E  a n d  G, re sp ec tiv e ly , an d  specific  angle o f d is to r tio n  b y  i). 
M agnitudes a , $  an d  M  will be ta k e n  as p ositive  in  th e  cases p re se n te d  in 
F ig s . 1 and  2.

3. State of the bar immediately before buckling

T w isting  couple  M  p roduces shearin g  stresses in  b a r  sec tio n s. T heir 
v a lu es  increase to g e th e r  w ith  th e  tw is tin g  m o m en t b u t  c an n o t exceed  th e  
v a lu e  Tp p ro d u c in g  y ie ld . The v e ry  m o m en t p ro duc ing  th e  sh ea rin g  s tre ss  Tp 
a t  th e  section  edge can  be co m p u ted  from  th e  w ell-know n s tru c tu ra l  fo rm u la :

я r  xc(F / 1 \
M E - — t f (1)
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F o r M  M e , shearing  stresses developing in  b a r  sections, a t  d is tan ce  r 
from  th e  b a r  ax is, are

г =
M

2T a
Г, ( 2)

an d  th e  specific  angle o f d is to rtio n  is:

Fig. 3. Stresses in  bar sections before buckling

a)  for M  <, M e
b)  for M  >  M E

F o r M e , on ly  sec tion  p a r ts  w ith in  a circle of rad iu s  r  <  b are  in
e lastic  s ta te  before buck ling  (F ig. 3). T hen:

xF , for r~ > b ,

— r F , for r < ; ь . 
b

(4)

R ad iu s  b o f th e  circle se p a ra tin g  section  p a r ts  in  e lastic  ran g e  from  
those  in  p lastic  ran g e , can  be co m p u ted  from  e q u a tio n

M =  I T rd A  =  —  (4a3J(A> 6
ь3) r F

exp ressin g  e q u a lity  be tw een  m o m en ts  p ro d u ced  b y  e x te rn a l a n d  in te rn a l 
forces. H ence

b (5)
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K now ing  th is , th e  specific  angle o f  d is to rtio n  can  be d e te rm in ed  from  the  
fo rm ula

0  =
T F

T g ‘
( 6)

O f course, e q u ilib riu m  is on ly  possible so long  as b 0. V alue o f  couple M  
fo r lim iting  s ta te  b =  0 is:

2  я в 3 4
M F = -------- r F =  —  M F .

3 3 ( ? )

F o r M  =  M p, th e  e n tire  cross-section  is in  p la s tic  s ta te . This is th e  possible 
u p p e r  lim it o f th e  lo a d  bearing  c a p a c ity  o f th e  b a r . H ere th e o re tic a lly  •& —  o o ,

4. S ta te  o f  the  b ar in  th e  in itia l m o m en t of buckling

L et us ex am in e  now , w h e th e r or n o t eq u ilib riu m  m ay  e x is t i f  th e  axis 
line  of the  b a r  is he lica lly  d is to r te d  accord ing  to  F ig . 4, while e x te rn a l forces 
ac tin g  on th e  b a r , fu r th e r  th e  specific  d is to rtio n  o f th e  b a r , an d  th e  a rc  leng th  
o f  its  axis line re m a in  in v a riab le . In  th is  case c u rv a tu re  of th e  b a r  ax is will be 
(F ig . 4)

. sin2 aк =  ----------,
6

a n d  com ponents o f  th e  e x te rn a l couple M  in  th e  cross-sectional p lanes and  
n o rm a lly  to  th e m  a re :

M t =  M  cos X, (9)

M n =  M  sin oc.

Fig. 4. D eveloped  v iew  of th e  d is to r te d  b a r axis a n d  o f th e  cylinder la id  across i t
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O f course, eq u ilib riu m  can  on ly  ex ist, if  couples M n an d  M t eq u a l 
couples M ' an d  M " , p ro d u c e d  b y  stresses r an d  a re sp ec tiv e ly , ac tin g  in  th e  
cross-sections:

M ' =  M t,  (10)

M "  =  M n .

C onfining our e x am in a tio n s  to  th e  in itia l m o m en t o f buck ling , E q . (9) 
can  be rep laced  b y

M , G±i M ,

acco rd ing ly , f irs t co n d itio n  in  (10) can be re w ritte n  as:

M ' =  M.

In  our case, e v id e n tly , th is  cond itio n  is e s tab lish ed , an d  only  th e  second 
one in  (10) has to  be ex am in ed . This cond ition  can  be fo rm u la ted , ta k in g  in to  
acco u n t (9), as:

M "  =  M  sin a . (11)

D eno ting  th e  f le x u ra l resistance  o f th e  b a r  (m om en t o f couple p ro duc ing  
u n it  c u rv a tu re ) b y  E J ,

M "  =  к E J ,

or, ta k in g  in to  acco u n t re la tio n sh ip  (8):

M "
sin 2 oc

Q
E J .

S u b s titu tin g  th is  va lue  in to  (11), equ ilib riu m  co n d itio n  w ill be expressed  b y  
th e  fo rm ula :

M  =  -Sin^  E J .
в

Sin  a  can assum e d iffe ren t v a lu es , depend ing  on how  m an y  th re a d s  are 
to  be fo u n d  in  th e  h e lica lly  d is to rte d  b a r  axis b e tw een  its  en d  po in ts . A ccord
in g ly , th e  d is to rte d  b a r  m ay  have  severa l eq u ilib riu m  s ta te s . A m ong th e m , 
we are  on ly  in te re s te d  in  th e  case co rrespond ing  to  th e  le a s t value M . This is 
th e  case w here th e  helico id  form ed b y  th e  b a r  ax is has o n ly  a single th re a d . 
T hen

2 лр
sin  a  =  -— —
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acco rd in g ly , c ritica l v a lu e  o f  th e  couple M  is:

M cr =
2л E J

I
(13)

The value E J  in  (13), as i t  w as s ta te d  fo rm erly , is th e  f le x u ra l resistance  
o f  th e  b a r  in  th e  m o m en t of buck ling . O f course, on ly  tho se  p a r ts  o f  th e  b a r  
sec tio n s are in v o lved  in  th e  f le x u ra l res is tan ce  w hich are  in  e las tic  s ta te  a t  th e  
m o m en t o f buck ling , n am ely  in  p la s tic  s ta te  of th e  b a r  sec tio n  no fu r th e r

Fig. 5. D iagram  serving to establish  p lasticity  degree o f sections

stre sses  can develop d u rin g  buck ling . A ccord ingly , in  cases, w here im m ed ia te ly  
b efo re  buck ling , th e  b a r  was in  a p e rfec tly  e lastic  s ta te ,

E J  =  E J a= E ü £ - t (14)
4

w hile  in  cases w here b a r  p a r ts  o u ts id e  a cy linder o f rad iu s  r =  b w ere in  th e  
p la s tic  range a lread y  before buck ling ,

E J  =  E J b =  E —  . (15)
4

In  o rder to  c lear u p , w eth er or n o t, a tw is tin g  couple — n o t g rea te r  th a n  
M  — m ay  produce  b u ck lin g  f ir s t  o f  all th e  rad iu s  b o f th e  e la stic  cy linder is 
to  be de te rm ined  usin g  fo rm u la  (5). T h en , th e  value E J  is to  be c o m p u ted  from  
(14) or (15) d epend ing  on w h e th e r b j>  a o r b a. F in a lly , th e  va lu e  M cr is 
to  be  dete rm in ed  fro m  (13) an d  co m p ared  w ith  th e  g iven  va lu e  M . T here is a 
r is k  o f buckling  if

M  >  M c r ,
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because th e n  th e  successive lo ad  in c rem en ts  m ay  fina lly  le ad  to  a s ta te  w here 
th e  to rq u e  ju s t  equals M cr.

In  th is  t re a tm e n t, th e  ra tio n  6/a ch arac teriz in g  p la s tic ity  ra te  a o f th e  
sec tio n , in  fu n c tio n  o f th e  p a ra m e te r

A =
г F  
л Е

I
a

(16)

can  be d e te rm in ed  e ith e r  b y  m eans o f fo rm ula  (5) or fro m  th e  d iag ram  in 
F ig . 5. The cu rv ilinear p a r t  o f th e  d iag ram  section  is exp ressed  b y  th e  im p lic it 
e q u a tio n :

3 64/« 4
4 — b3Ja3

A ^ l .

To de te rm ine  m ag n itu d e  o f couple M cr able to  p roduce b u ck lin g  accord ing  
to  th e  deduced  fo rm u lae , d iag ram  in  F ig . 6 can be ap p lied . T his g rap h  is
exp ressed  by :

Í -  Í 4
b3

M 6 Г a\
a3 Tp л 2 E 1

2t f l/a

A ^  1 ;

O n th e  o th e r h a n d , v a lu e  of th e  specific  d is to rtio n  angle, t h a t  is th e  critica l 
va lu e  &cr can be d irec tly  found  from  d iag ram  in Fig. 7. E q u a tio n  o f  th is  g rap h  is:

IG
л Е

§ СГ

363/a 3 

4 — b3/a3 ’ 
1

A < ;  1 ; 

A 1 .

5. State of the bar in case of an increased buckling

In  th e  c h a p te r  before, th e  f ir s t  co n d itio n  in  (10), t h a t  is th e  a p p ro x i
m a tio n  M t =  M  h ad  been  used , hence th e  invo lved  s ta te m e n ts  are  va lid  only 
to  th e  in itia l m om en t o f buck ling . H ow ever, w ith  increased  buck ling , th is  
ap p ro x im a tio n  looses i ts  v a lid ity , an d  th e  ex ac t form ulae (9) are  to  be app lied  
in s tead .

In  our re le v a n t ex am in a tio n s  on ly  th e  case of e la s tic  buck ling  will be 
considered , i.e. only  th e  case w ill be d e a lt w ith  w here all p o in ts  o f th e  b a r  are 
in  e las tic  s ta te  before buck ling . W ith  increased  buckling , th is  case passes in to  
th e  case o f elasto-plastic buckling. I n  th e  lim itin g  s ta te  b e tw een  b o th , a p lastic
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s ta te  develops o n ly  a t  tw o b o u n d a ry  p o in ts , fa r th e s t  fro m  th e  n e u tra l ax is  
o f  bend ing  of th e  b a r  sec tion . N am ely , th e  sh earin g  s tresses are p ro p o rtio n a l 
to  th e ir  spacing r  f ro m  th e  b a r  ax is , an d  no rm al stresses to  th e ir  d istances fro m

th e  n eu tra l axis (F ig s . 6 and  7). I n  b o th  po in ts , fa r th e s t  from  th e  n e u tra l ax is  
o f  bending , th e  s tre s s  co m p o n en ts  are

G  p  —  ■

T p  —

Mn
J

M l
2 J

M  sin oc

J

M  cos a
a -

2  J
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Fig. 6. Graph for determ ining M cr

Fig. 7. Graph for determ ining &cr



TORSIONAL BUCKLING OP STRAIGHT-AXED BARS 4 5 3

or, ta k in g  in to  con sid era tio n  (12) a n d  (13),

4л2 E quOr? --
l2

jiE a
Tp =

l
1 -

4л:2 Q2
Z2

S u b s titu tin g  these  la t te r  in to  e q u a tio n

a2 +  3t2 =  3r2/

(17)

(18)

(19)

expressing  th e  H uber-M ises y ie ld  cond ition , th e  rad iu s  of b u ck lin g  cy linder 
in  th e  lim itin g  s ta te  of e las tic  b u ck lin g  is expressed  by

Qe
2л

т), Г-
л 2 Е 2 о2

o r in  o th e r  te rm s , in  view  of th o se  in  (16):

Qe  =  Ü  I

F o r such  a buck ling  ra te , th e  s tre ss  m ax im a in  th e  b a r  sec tions w ill be:

crH =  2 1/3 xp

r R =  2 r f I
1

Д2 ’
(20)

3

4
(21)

I t  shou ld  be n o ted  th a t  is n o t id en tica l to  the  m a x im u m  shearing  
s tre ss  ac tin g  in  th e  in itia l m o m en t o f  buck ling . This one can be co m p u ted  from  
fo rm u la  (18) by  su b s titu tin g  q =  0, to  give

лЕ а

or, ta k in g  in to  co nsidera tion  re la tio n sh ip  (16):

-  TF ( 22 )

C om paring  values in  (21) to  th o se  in  (22), i t  can  be concluded  th a t  w ith  in 
creasing  buck ling , th e  values o f th e  shearing  stresses decrease.

I t  shou ld  be p o in ted  o u t t h a t  in  case o f e lastic  buck lin g , fo rm ula (13) 
rem ains va lid  n o t only  in  th e  in it ia l  m om en t o f buck ling , b u t  also a t  its  in 
crease. I n  o th e r  w ords, couple M  w hich  is to  be app lied  on th e  b a r  ends, is
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c o n s ta n t, in d e p e n d e n t o f th e  buck lin g  ra te , hence, th e  d isto rs io n  of th e  b a r 
ax is  m ay increase w ith o u t m odify ing  th e  value o f th e  e x te rn a l couple. T hen, 
as long  as th e  b a r  undergoes no p las tic  d efo rm atio n , i t  is in  an  indifferent s ta te  
o f  equ ilib rium . A fte r p las tic  defo rm atio n s has se t in , th is  co n d ition  becom es 
unstable.
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A U SK N IC K E N  E IN E S A U F  V E R D R E H E N  B E A N SP R U C H T E N  
G ERAD ACH SIG E N R U N D ST A B E S

P. CSONKA

ZUSAM M ENFASSUNG

Diese Aufgabe wird auf Grund einfacher G leichgew ichtsüberlegungen gelöst, und zwar 
derartig, daß die Verkrüm m ung der Stabachse, anstatt der in der Literatur üblichen Annähe
rungsform el, m it einem  exakten  W ert angenom m en wird. War der Stab vor dem Ausknicken  
in  einem  rein elastischen Zustand, so bleibt der G leichgew ichtszustand des ausgeknickten  
Stab es indifferent solange, bis der Stab keiner plastischen Verform ung untergeht.

Der Aufsatz is t  m it Schaubildern ergänzt, die erm öglichen, den kritischen W ert des 
Drillungsm om entes bzw . des spezifischen VerdrehungsWinkels unm ittelbar abzulesen.

LE FLA M BA G E D Û  A LA TORSION D E  B A R R E S DROITES  
D E  SECTION CIRCULAIRE

P. CSONKA

RÉSUM É

L’auteur partant de considérations d’équilibre bien sim ples, résout le problèm e en 
utilisan t la valeur exacte  de la courbure de la barre, au lieu de la  formule d’approxim ation  
connue de la littérature. Il dém ontre que dans les cas où la  barre éta it élastique avant le 
flam bage, l’état d’équilibre de la  barre reste indifférent pendant l ’accroissem ent du flam bage  
ju sq u ’au moment où la  barre subit une déform ation plastique.

L’étude est com plétée par des diagram m es, à l ’aide desquels le couple de torsion, 
resp. la valeur critique de l ’angle de torsion spécifique peuvent se lire directem ent.

ПРОГИБ ПРЯМООСНОГО СТЕРЖНЯ КРУГЛОГО СЕЧЕНИЯ ОТ КРУЧЕНИЯ
П. Ч О Н К А

РЕЗЮМЕ

Автор решает эту задачу при помощи простых равновесных соображений так, что 
кривизна оси стержня учитывается вместо используемой в литературе приближенной 
формулы точными величинами. Показано, что в таких случаях, когда стержень перед 
прогибом находился в упругом состоянии, равновесное состояние стержня при росте 
прогиба остается индифферентным до тех пор, пока стержень не претерпевает пластичной 
деформации.

Работа дополняется диаграммами, при помощи которых представляется возможным 
непосредственно отсчитать данные крутящей силовой пары, соотв. критическое значение 
удельного угла кручения для различных значений отношения наименьшего и наиболь
шего диаметров стержня.
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G ábor K a z i n c z y , der B eg rü n d er des m odernen  T rag la s tv e rfah ren s  
w u rd e  am  19. J a n u a r  1889 in  Szeged (U ngarn ) geboren. Seine S tu d ie n  h a t  er 
an  d er T echnischen  U n iv e rs itä t in  B u d a p e s t abso lv ie rt u n d  d o rt 1911 das 
In g en ieu rd ip lo m  erw orben . Als ju n g e r  In g en ieu r t r a t  er in  d en  D ien st der 
H a u p ts ta d t  u n d  es w ar seine w ich tig ste  A ufgabe, die s ta tisc h e n  B erechnungen  
d er B u d a p e s te r  N eu b au ten  zu  k o n tro llie ren . 1931 e rw arb  K az in czy  a u f  der 
T ech n isch en  U n iv e rs itä t B u d ap est den  T ite l eines D ok to rs u n d  1939 w urde er 
zum  P r iv a td o z e n t e rn a n n t. Am  26. M ai 1964 s ta rb  er in  M otala  in  Schw eden, 
im  75. L eb en sjah r.

Seine w issenschaftliche T ä tig k e it is t a u f  zah lreichen  G eb ie ten  d er Theorie 
d er T ra g k o n s tru k tio n e n  von g run d leg en d er B edeu tung . Seine e rs te , 1912 im  
d re iu n d zw an zig sten  L eb en sjah r geschaffene w issenschaftliche A rb e it g a lt der 
B e rech n u n g  e lastisch  gelagerter d u rch lau fen d er T räger. Sein V erfah ren  g ib t 
eine stu fenw eise  A n n äh eru n g  d er A ufgabe an , u n d  die gesuch te  L ösung  w ird 
als G ren zw ert der einzelnen  B erech n u n g sstu fen  gew onnen.

N och im  gleichen J a h r  kam  er im  V erlau f der A usw ertung  e in er am tlich en  
P ro b e b e la s tu n g  zu der beach tlich en  F es ts te llu n g , d aß  die T ra g fä h ig k e it e in 
g e sp a n n te r  W alz träg er beim  E rre ich en  d er F ließgrenze noch  n ic h t e rsch ö p ft 
is t . D iese in te re ssan te  F es ts te llu n g  v e rö ffen tlich te  er in  den  N u m m e rn  4, 5 
u n d  6 d er un g arisch en  F ach ze itsch rift Betonszemle von 1914 u n d  gab auch 
g le ichzeitig  die E rk lä ru n g  fü r  diese E rsch e in u n g . E r v e r t r a t  die A nsich t, 
d aß  in  den  Q u ersch n itten  des T räg ers , in  denen  d u rch  die B e la s tu n g  die F ließ 
grenze e rre ic h t w urde , ein so g en an n tes  plastisches Gelenk e n ts te h t .  D ie B e
la s tu n g  des T rägers w ird  solange n ic h t e rsch ö p ft, b is er sich d u rc h  die s tu fe n 
weise e n ts te h e n d e n  G elenke in  eine gelenkige S ta b k e tte  v e rw a n d e lt. D urch  
diese E rk e n n tn is  u n d  d u rch  seine d a m it v erb u n d en e  E rk lä ru n g  w urde  D r. 
K a z i n c z y  d er B eg rü n d er eines W issenszw eiges, des T ra g la s tv e rfah re n s , das 
se itd em  s ta rk  en tw ick e lt w urde. Seine In it ia tiv e , h au p tsäch lich  n a c h  N . J .  J .  
H o f f s  diesbezüg licher V erö ffen tlichung  (A n E v a lu a tio n  o f P la s tic  A nalysis 
as A pp lied  to  S tru c tu ra l D esign. The Welding Journal Research Supplement. 
J a n u a ry  1954) w ird auch  im  A usland  allgem ein  a n e rk a n n t u n d  gew ürdig t.
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D r. K a z i n c z y  v e ra llg em ein erte  seine u rsp rü n g lich  n u r  fü r  e ing esp an n te  
T rä g e r  en tw icke lte  T heorie  au ch  a u f  sonstige s ta tis c h  u n b es tim m te  K o n s tru k 
tio n en . E r  e rk lä r te  seine d iesbezüg lichen  F o rschungsergebn isse  zum  e rs te n  M al 
v o r  der in te rn a tio n a le n  Ö ffen tlich k e it a u f  dem  W iener K ongreß  1929, wo er 
V ersuchsergebn isse  des S tu t tg a r te r  P rofessors M a i e r — L e i b n i t z  ü b er d u rc h 
gehende T räg er b e k a n n t gab , be i denen  von  der E la s tiz itä ts le h re  abw eichende 
E rgebn isse  e rz ie lt w urden . V on d a  an , in  e rs te r  L in ie  se it dem  K o ngreß  in  
L iège 1930, a u f  d em  in  B ezug a u f  das T rag la s tv e rfah ren  eine fü r D r. K a z i n c z y  

g ü n stig  endende D iskussion  g e fü h rt w urde, b e sc h ä ftig te n  sich F achkre ise  
im m er in ten s iv e r m it der B estim m u n g  der T rag fäh ig k e it s ta tis c h  u n b e s tim m te r 
T rä g e r a u f  G ru n d  d e r K az in czy sch en  T heorien .

Sehr b e a c h tlic h  is t  auch  D r. K a z i n c z y s  ganz u n d  g ar neue F e s ts te llu n g , 
d a ß  das T ra g la s tv e rfah re n  n ic h t n u r  fü r S ta h lträ g e r , so n d e rn  auch  fü r  S ta h l
b e to n trä g e r  an g ew en d e t w erden  k a n n . U ber seine d iesbezüg lichen  V ersuchs
ergebnissen  b e r ic h te te  er zu e rs t a u f  dem  P arise r K o n g reß  1931 und  d a n n  1933 
in  den  S p a lten  d e r  Z e itsch rift Beton und Eisen. E s is t  geradezu  verw underlich , 
d a ß  das p lastisch e  V erh a lten  des S tah lb e to n s als M ateria l bis d ah in  v o r den 
F ach k re isen  u n g e k lä r t  b lieb , obgleich  m it S ta h lb e to n k o n s tru k tio n e n  in  allen  
T eilen  der W elt zahlreiche u n d  eingehende V ersuche an g este llt w urden .

D r. K a z i n c z y  le is te te  a u f  d em  G ebiet d er B estim m u n g  der B e la s tb a rk e it 
d u rch g eh en d er T rä g e r  m it w echselnder B elastu n g  P io n ie ra rb e it, er v e rö ffen t
lic h te  seine U n te rsu ch u n g se rg eb n isse  im  J a h rg a n g  1931 d er u ngarischen  Z e it
sc h rif t Technika.

E r h a t  a u c h  e ingehende U n te rsu ch u n g en  an g es te llt, u m  zu en tsch e id en , 
ob das T ra g la s tv e rfah re n  au ch  zu r B erechnung  g e n ie te te r  F a ch w erk träg er 
angew endet w erd en  k an n . Ü b er seine h ie ra u f  b ezüg lichen  U n te rsu ch u n g en  
b e r ic h te t er im  Ja h rg a n g  1938 d e r Z e itsch rift Der Bauingenieur.

A uch die F e s ts te llu n g e n  D r. K a z i n c z y s  ü b e r die S icherheit der K o n s tru k 
tio n en  und  im  allgem einen  ü b e r die D efin ition  d er S ich erh e it sind  sehr b ed e u 
te n d . W ohl b e fa ß te  er sich in  d en  Ja h re n  des e rs te n  W eltk rieges m it d er F rage  
d e r S icherheit, se ine E rk e n n tn isse  h a t  er ab er zum  e rs te n  M al a u f  dem  W iener 
K ongreß  1929 m itg e te ilt. D iese F rage h a t  e r in  m eh re ren  A rbe iten , u n te r  
an d eren  in  den  u n te r  dem  T ite l »Sicherheit d er T rag k o n stru k tio n en «  als P r iv a t 
d o zen t g eh a lten en  V orlesungen  au sfüh rlicher g e k lä rt. D as M ateria l seiner 
V o rträg e  is t a u c h  in  B uchfo rm  ersch ienen . M it d er gleichen F rage b e faß te  sich 
sein 1952 a u f  d em  C am bridge-L ondon-K ongreß  g eh a lten e r V ortrag .

U n te r d en  zah lre ichen  A rb e iten  D r. K a z i n c z y s  v e rd ie n t seine S tu d ie  
ü b e r die B erech n u n g  der K reiszy lin d ersch alen  eine ganz besondere A u fm erk 
sam k eit, die in  d e r schw edischen  Z eitsch rift Betong e rsch ienen  is t u n d  in  der 
e r gleichzeitig  m it L ü NDG RE N das V erh a lten  d er K re iszy linderschalen  b e h a n 
de lte , u n te r  d e r V o rau sse tzu n g , d aß  der B eton  keine Z ugfestigkeit au fnehm en  
k an n .
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Seine le tz te  A rb e it is t  in  der Bautechnik  e rsch ienen . E r  g ib t d a rin  ein  
v e rh ä ltn ism ä ß ig  einfaches V erfah ren  zu r B erechnung  v o n  S ta h lb e to n q u e r
s c h n itte n  an , die a u f  schiefe B iegung b e a n sp ru c h t sind .

D r. G ábor K a z i n c z y  w ar einer je n e r  u n g arisch en  In g en ieu re , die a u f  
zah lre ich en  G ebieten  u n d  m it ganz u n d  gar n euen  F es ts te llu n g en  die In g e 
n ieu rw issen sch aft be re ich e rten . D er E rfo lg  seiner A rb e it w ar au ß e r seiner 
E rfin d u n g sg ab e  v o r allem  dem  g lück lichen  U m stan d  zu  v e rd a n k e n , d aß  sich  
ih m  infolge seiner b eru flich en  E in te ilu n g  h äu fig  die G elegenheit b o t, das 
V e rh a lte n  der T ragw erke bei m an n ig fach en  P ro b eb e la s tu n g en  g rü n d lich  
k en n en zu le rn en . T ro tz  des von  ih m  eingeschlagenen  n euen  W eges sich e rten  
ih m  die E rk en n tn isse  d ieser V ersuche die R e a litä t  u n d  den  b le ib en d en  W ert 
se iner F ests te llu n g en . W ir b licken  a u f  seine T ä tig k e it m it E h rfu rc h t zu rü ck  
u n d  b e tra c h te n  seine E rfolge im m er m it Stolz als die unsrigen .
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27. A betonkocka szilárdsága (F estigkeit des B etonw ürfels). Építőipar-Építőművészet  39

(1915) , 14— 15
28. A Putiloff-m űvek (D ie Putiloffw erke). Építőipar-Építőművészet  39 (1915), 34
29. Hideg-meleg okozta kiterjedések (Über W ärm e-Ausdehnungen). Építőipar-Építőművészet

39 (1915), 34
30. A hengerelt vastartók  m éretezése (B em essung gew alzter Stahlträger). É pítő ipar-É p í tő 

művészet 39 (1915), 92
31. A cement m eghatározása lek ötött betonban (B estim m ung des Zem entgehaltes im  gebun

denen B eton). Építőipar-Építőművészet  39 (1915), 290
32. Röntgen fényképezés és a vasbeton  építés (R öntgenfotografie und Stahlbetonbau). É p í tő 

ipar-Építőművészet  40 (1916), 22
33. A német új vasb eton szabályzat (N eue deutsche Stahlbetonnorm ). Építő ipar-Építőművé

szet 40 (1916), 1 9 0 - 1 9 1 ,  197— 198, 2 1 0 - 2 1 1 ,  215— 216, 220— 221, 234
34. Az építkezés olcsóbbá téte le  és a lakásbérek (Verbilligung des B auens und die W ohnungs

mieten). Építő ipar-Építőművészet  41 (1917), 33
35. Az építkezések fellendítése (Aufschwung der B autätigkeit). Építőipar-Építőművészet  41

(1917), 56— 57
36. Az építkezések olcsóbbá tétele (Verbilligung des Bauens). Építőipar-Építőművészet  41

(1917); 62— 63
37. A téglafalazat anyagainak m ely tulajdonságai m értékadók a falazat szilárdságára (W elche

Eigenschaften der Stoffe von  Ziegelm auern bestim m en ihre Festigkeit). Anyagvizsgá
lók Közlönye  4 (1917), 115

38. Kísérletek vasb eton  m edence sarkokkal (Versuche m it Ecken von  Stahlbetonbecken).
A Magyar Mérnök- és Építész  Egylet Közlönye  51 (1917), 78— 83

39. Néhány adat a téglam éret kérdéséhez (E inige D aten  zur Frage der Ziegelabm essungen).
Építőipar-Építőművészet  42 (1918), 131, 139, 147, 155— 156, 163

40. A biztonság fokáról (Über den Sicherheitsgrad). Építőipar-Építőművészet  44 (1921), 78—
79, 86 — 87

41. Logaritmikus szám olólécek használata, kön yv  és papírlogarléc (B enutzung logarithm ischer
Rechenschieber, Buch- und Papierrechenschieber). N ém eth József K önyvkiadó. 
Budapest 1921

42. Még egyszer a téglam éretről (Nochm als Z iegelabm essungen). Építőipar-Építőművészet  45
(1922), 3 — 4

43. Jelentés a Székesfőváros polgárm esteréhez: a lakáskérdés N ém etországban 1922 év  első
feléig (M eldung an den Bürgerm eister der H auptstadt: Die W ohnungsfrage in D eutsch
land bis zur ersten  H älfte 1922). Steindruck, 92 Seiten

44. Javaslatok az ép ítkezés biztosabbá tételére és a balesetek elkerülésére (Vorschläge zur
Erhöhung der Sicherheit und zur Verm eidung von  U nfällen beim  Bauen). Vállalkozók 
Lapja  49 (1928), 2 1 - 2 8

45. Jobbat olcsóbban (Besser aber billiger). É pítő ipari  Szemle I  (1928), 259— 260,
2 9 1 -2 9 3

46. Hozzászólás Gehler előadásához: (Beitrag zum  Vortrag Gehlers) Internationale Tagung
für Brückenbau und H ochbau, Schlußbericht. W ien, 1928

47. Bem essung von  statisch  unbestim m ten K onstruktionen unter B erücksichtigung der blei
benden Form änderungen. Vortrag auf dem K ongreß L üttich, 1930

48. A végeiken részlegesen befogott kéttám aszú födém tartók m éretszám ítása (Bem essung
der an beiden E nden teilweise eingespannten Deckenbalken). É pítő ipari  Szemle 5 
(1931), 7 — 8

49 . A végeiken befa lazott hengerelt kéttám aszú vasfödém gerendák m éretezése a maradó
alakváltozások figyelem b evételével (Berechnung von  gew alzten Stahlträgern, die an 
beiden E nden eingem auert sind, unter B erücksichtigung bleibender Verform ungen). 
Dissertation, B udapest 1931
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50. S tatisch  unbestim m te Tragwerke unter Berücksichtigung der P la stiz itä t. Der Stahlbau
4 (1931), 5 - 8

51. B eitrag zum Vortrag S p i n d e l  über den Feinheitsm odul, auf dem  in Zürich 1931 abge
haltenen internationalen K ongreß über M aterialprüfung, Band II. 476

52. B eitrag zum Vortrag Gehler auf dem  gleichen Kongreß wie oben: Über die P lastizität
v o n  Stahlbeton, B and I. 1169

53. A nedvesség káros hatása  a betonra (Schädliche W irkung der F eu ch tigk eit auf den Beton).
Építőipar-Építőművészet  5 5  (1931), 159— 160

54. D ie W eiterentwicklung der P lastizitätslehre. Technika 12 (1931), 168— 172
55. Stahlbetondecken an W alzträgern. Internationale Vereinigung für B rückenbau und H och

bau, Pariser K ongreß  1932, Schlußbericht  564
56. S tatika i értelem ben határozatlan szerkezetek m éretezése a maradó alakváltozások fig y e

lem bevételével (Bem essung statisch  unbestim m ter K onstruktionen unter Berücksich
tigung bleibender Form änderungen). A  Magyar Mérnök és É pítész  Egylet Közlönye  66 
(1932), 4 1 - 4 5 ,  57— 61

57. Profilträger, kom biniert m it B eton oder E isenbeton, auf B iegung beansprucht. In ter
nationale Vereinigung für B rückenbau und Hochbau, K ongreß  London 1932. Schluß-  
bericht, 564

58. Jelentés a bauxitcem enttel végzett k ísérletek  eredm ényeiről és az ép ítkezésnél te tt m eg
figyelésekről (M eldung über die Ergebnisse von  m it B auxitzem ent angestellten Versu
chen und über die während des B auens gewonnenen Erfahrungen). Steindruck, B uda
pest 1932

59. V asbeton koszorúgerendába befalazott vastartók méretezésre szolgáló képletek (Berech
nungsformeln für in  Stahlbetonringträger eingespannte Stahlträger). M. kir. József 
M űegyetem , 1932

60. Beszám oló az A nyagvizsgálók N em zetközi Szövetségének 1931-ben Zürichben tartott
kongresszusáról (B ericht über den  vom  Internationalen V erband der Materialprüfer 
1931 in Zürich abgehaltenen K ongreß). Anyagvizsgálók Közlönye  11 (1933), 141 — 159

61. D ie P lastizität des Eisenbetons. Beton und Eisen 32 (1933), 7 4 —80
62. D ie Bemessung unvollkom m en eingespannter Stahl »I«-Deckenträger unter Berücksichti

gung der plastischen Form änderungen. Internationale V ereinigung für Brückenbau und  
H ochbau »Abhandlungen« 2 (1933 — 34), 249— 256

63. Laboratóriumi próbák soklyukú téglákkal (Laboratorium sversuche m it W abenziegeln).
Építő ipari  Szemle  7 (1934), 2— 11

64. Ü ber die neuen ungarischen Vorschriften für geschweißte Stah lhochbauten (als M itarbei
ter m i t  Dr. C s o n k a  u n d  Dr. Z o r k ó c z y ) .  Der Stahlbau 7  ( 1 9 3 4 ) ,  8

65. A ,,Citadur” védjegyű  bauxitcem ent gyakorlati alkalm azásának fe lté te le i (Die prakti
schen Anwendungsbedingungen v o n  B auxitzem ent der Schutzm arke »Citadur«). Vállal
kozók Lapja  5 5  ( 1 9 3 4 ) ,  6

66. B ebetonozott vastartók  (E inbetonierte Stahlträger). Epítőgyakorlat  1 (1935), 27
67. Az építm ényekre ható szélterhelés S c h o e m a k e r  és W o u t e r s  alapján (A uf Bauwerke

wirkende W indbelastung nach S c h o e m a k e r  und W o u t e r s ). M agyar Mérnök és Építész  
Egylet Közlönye  69 (1935), 333— 338

68. K ritische B etrachtungen zur P lastizitätstheorie. Internationale Vereinigung für Brücken
bau und H ochbau. Berlin 1936. Schlußbericht, 56—69

69. The Modular Ratio. Concrete and Constructional Engineering 42 (1937), 489
70. A biztonság fokának értelm ezése és pon tos m eghatározása épületszerkezetekben (D efin i

tion  und genaue Bestim m ung des Sicherheitsgrades von B aukonstruktionen). Technika 
18 (1937), 98 — 100

71. A vasbetontartó m éretezésének alapvető  kérdései (Grundlegende Fragen der Bem essung
von  Stahlbetonträgern). Anyagvizsgálók Közlönye  16 (1938), 55 — 96

72. Teherbírásszám ítás (Tragfähigkeitsberechnung). M ö l l e r  К . É pítési Zsebkönyv 2. A u fl.
Band I. (1938), 293 — 305

73. Versuche mit innerlich statisch  un bestim m ten  Fachwerken. Der Bauingenieur  19 (1938),
236 — 245

74. N égyzet- és körkeresztm etszetű vasak fo lyási határának m eghatározása az építkezés hely
színen (Bestim m ung der F ließgrenze von  Vierkant- und R undeisen an der Baustelle). 
Budapesti Építőmesterek Ipartestületének Évkönyve  11 (1939), B udapest

75. K ísérletek „Szigm a” csavartvassal szerelt vasbetongerendákkal (Versuche m it S tah l
betonbalken, die m it dem tordierten Stahl »Sigma« armiert sind). B udapesti É p ítő 
m esterek Ipartestü lete, 1939

76. T est on Beams Reinforced w ith H igh-T ensile and Mild Steel. Concrete and Constructional
Engineering 4 5  (1940), 223
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77. A lakóházak légo lta lm a (L uftschutz der W ohnhäuser). M érnöki T ovábbképző In tézet
(1941), Band 3. H eft 16 S. 27

78. Determ ining the Y ield  P oint o f S teel Bars on the Site. Concrete and Constructional Engineer
ing 46 (1941), 123

79. Az anyagok képlékenységének je len tősége a tartószerkezetek teherbírása szem pontjából
(Bedeutung der P lastiz itä t der Stoffe vom  Standpunkt der Tragfähigkeit der Trag
konstruktionen). Mérnöki T ovábbképző K iad. (1942), B and III. H eft 13. 107 (1944), 
Band X IX . H eft 49. 44

80. D ie Berechnung der Faltw erke nach dem  Traglastverfahren. Internationale Vereinigung
für Brückenbau und H ochbau. K ongreß 1948 L üttich . Schlußbericht, 613—621

81. Beräkning av cylindriska skal m ed hänsyn tili den arm erade betongens egenskaper
(Berechnung der K reiszylinderschalen m it Rücksicht au f die E igenschaften  des S tah l
betons). Betong 34 (1949), 239— 261

82. Zulässigkeit der A nw endung des Traglastverfahrens bei Stah lbeton . Internationale Ver
einigung für Brückenbau. Schlußbericht, London 1952. 135

83. Berechnung rechteckiger Stahlbeton-Q uerschnitte bei zw eiachsiger Biegung, m it oder
ohne Längskraft, nach dem Traglast-Verfahren. Bauplanung-Bautechnik  11 (1958),
2 5 4 -2 5 8

84. Bemessung von  Stah lbeton-Q uerschn itten  bei schiefer B iegung. Die Bautechnik  36 (1959),
138—143
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BOOK REVIEW — BUCHBESPRECHUNG — 
COMPTE RENDU DE LIVRES — ОБЗОР КНИГ

W. Nowacki:

T H E O R IE  DES K R IE C H E N S. L IN E A R E  VISCOELASTIZITÄT
(THEORY OF CREEP, LINEAR VISCOELASTICITY).

Franz D euticke, W ien 1965, p. 224, Fig. 63, Table 1.

This book was originally published in 1964 under the title  Teória Pelzania  in the  
Polish language. In the mean tim e, it  was also edited in the French language. The introduction  
to the present German edition was w ritten  by Prof. H. P a r k u s .

The book deals w ith a special chapter of rheology, the problems o f linear v iscoelasticity . 
W hile rheology exam ines the dependence on the tim e factor of the physical properties o f 
structural m aterials, the theory of linear v iscoelasticity  is only concerned w ith  phenom ena  
conform  to the Boltzmann  principle o f superposition. T hat means, it only treats cases in  which  
the resultant o f deform ations caused by tw o or more load system s is identical w ith the defor
m ation caused by the resultant o f the sam e loads.

Linear viscoelasticity  is gradually becom ing more and more significant by the ever 
greater popularity of different new (m ainly syn thetic) structural m aterials. I t  has also great 
im portance in  the theory of concrete and reinforced concrete structures. This is w hy it  seem ed  
necessary to summarize all the results of v iscoelasticity  research, published in the colum ns 
of different reviews, in a com prehensive scien tific  book. The illustrious author of this book, 
Professor N o w a c k i , ordinary m ember of the P olish  Academ y of Sciences, m eant his work 
to serve th is purpose.

The book is divided into six  chapters. The first of these deals w ith  the fundam ental 
properties o f linearly v iscoelastic bodies and gives the m athem atical m odels appropriate for 
their description. The second chapter deduces the basic equations of the m athem atical 
m odels appropriate for their description. The second chapter deduces the basic equations 
of the theory of elasticity  and those of linear v iscoelasticity , as well as the so-called elastic- 
viscoelastic  analogy. The third chapter treats the quasi-statical problem s of the theory of 
viscoelasticity . These are: the problem  of beam s and plates made of viscoelastic  m aterial 
subjected to bending forces, and the problem  of viscoelastic  rods subjected to excentric com 
pression. The subject of the fourth chapter are the stationary and instationary vibration  
phenom ena of beam s, plates and rods. Chapter f iv e  analyzes some spatial problems of the  
theory of linear viscoelasticity , while chapter six  expounds the behaviour of v iscoelastic  
bodies exposed to the im pact o f heat.

The Appendix of the book offers a short introduction to the theory of Laplace’s trans
form ation, indispensable in the course of the discussions. It gives a detailed table o f the trans
form ation formulae to be applied in the calculations. The unit-functions used in  the discussions 
of the book are also presented in the Appendix.

E ven this short sum m ary proves th a t Professor N o w a c k i’s book comprises all the  
problems of linear v iscoelasticity  which have any significance for engineering practice. All 
these problem s are dealt w ith in a m asterly w ay, more than once w ith  higher m athem atical 
pretentions, but always w ith a very clear train of thought, easy to follow . I t  m eans a special 
value of this wok that a considerable part o f the task s it  deals w ith were resolved by Professor 
N o w a c k i  him self and are being published for the first time on these pages.

In consequence, there is no doubt th a t Professor N o w a c k i’s book, owing to its subject, 
as well as to its concise and clear sty le , w ill be indispensable for all those who w ish to study  
v iscoelastic ity  on a scientific level.

P . Csonka
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K .  Szmodits:

ST A T IK  D E R  SC H A L E N K O N ST R U K T IO N E N

B. G. Teubner V erlagsgesellschaft, Leipzig. Akadém iai K iadó, B udapest 1966; 455 Seiten , 
136 Abbildungen, zahlreiche Tabellen.

Zur Überdachung großer Räum e, zur H erstellung von Stützm auern und Behältern, 
sowie auch zu anderen Zwecken werden in dem  m odernen Ingenieurbau Schalenkonstruktionen  
in  ständig zunehm endem  M aße verwendet. D ie K onstruktion und Berechnung dieser w irft 
zahlreiche Probleme auf, die von  der Alltagspraxis der Statiker vielfach  abweichen und deren  
Lösung die Erwerbung besonderer, die üblichen statischen K enntnisse übertreffender F ach
kenntnisse erfordert.

Das Buch von  K . S z m o d i t s  versucht in dieser H insicht dem  K onstrukteur von Schalen
konstruktionen H ilfe zu leisten .

Der einführende Teil  des Buches m acht den Leser auf 47 Seiten  m it den Grundbegriffen 
der Schalenstatik und den G rundgleichungen der Schalentheorie bekannt. Der Verfasser fängt 
die Erläuterung m it der A ngabe der allgem einen G estalt der Grundgleichungen an. Zuerst 
schreibt er sie in einem  Flächenkoordinatensystem , gebildet von den H auptkrüm m ungslinien, 
auf, nachher ste llt er sie in einem  rechtwinkligen K oordinatensystem  dar, die ausführliche 
Ableitung beiseitelassend. Zwar erm öglicht diese Art der B ehandlung — nämlich das V oraus
schicken des allgem einen F alles und die H erleitung der Sonderfälle aus diesem — eine kurz
gefaßte, einheitliche D arstellung ohne W iederholungen, doch wäre es unserer Ansicht nach  
zweckmäßiger gewesen, die gutbew ährte M ethode der Lehrbücher zu befolgen, das heißt, aus 
den einfacheren F ällen  ausgehend zum Allgem einfall fortzuschreiten. Den Ansprüchen des 
Anfängers hätte diese B ehandlungsart jedenfalls besser entsprochen.

Das Buch w idm et 92 Seiten  dem Problem  der Zylinder schalen, näm lich der D arstellung  
der Membrantheorie und Biegungstheorie dieser Schalen. Es bringt mehrere Lösungen der 
inhom ogenen D ifferentialgleichung der Biegungstheorie von Kreiszylinderschalen; nachher 
wird die Lösung der hom ogenen Differentialgleichung angegeben für den Fall, in welchem  die 
geraden bzw. die gebogenen Schalenränder belastet sind. Diese M ethoden sind, wie bekannt, 
zu kompliziert für die P raxis. Aus diesem  Grunde wurden von verschiedenen Verfassern T abel
len  zur Lösung dieser A ufgabe aufgestellt. Sehr richtiger W eise, len kt das Buch die A ufm erk
sam keit des Lesers au f diese T abellen und gibt auf Grund von einigen, der Praxis entnom m enen, 
Zahlenbeispielen eine Erklärung zur Anwendung der w eitgehend verbreiteten R andw ert
tabellen von R ü d i g e r — U r b a n  bzw. Manuel A s c e . Sehr interessant und nützlich sind die 
Ausführungen des B uches, die sich auf die Berechnung der durch Randbalken gestü tzten  
Tonnenschalen aus Stah lb eton  beziehen. Diese erm öglichen eine bedeutende Vereinfachung der 
sonst sehr um ständlichen Berechnungen.

Die Frage der zylindrischen Behälter wird vom  Buch auf 20 Seiten  erörtert. Hier gelangt 
außer dem Fall von  B ehältern  m it konstanter W anddicke auch der Fall von Behältern m it 
linear veränderlicher W anddicke zu Behandlung. All dies wird ergänzt durch die Angabe der 
Berechnungsm ethode der Silowände, sowie der Berücksichtigung der auf die W ände der 
zylindrischen Behälter w irkenden W indbelastung.

Das Problem der Rotationsschalen wird auf 134 Seiten des B uches behandelt. Von diesen  
letzteren befassen sich 64 m it der M embrantheorie. Außer dem  Fall der kreissym m etrischen  
Belastung erstreckt sich die Erörterung auch auf den Fall der periodisch verteilten B elastung. 
Erwähnt wird auch der F all der an vereinzelten Punkten gestü tzten  Kugelschale, sowie das 
Problem der nach einer R ingfläche m it waagrechter Achse geform ten Schalen, ein T yp , der 
sich zur Vorfertigung besonders eignet. Die Berechnung dieser le tzten  wird durch Zahlenbei
spiele erläutert. — A uch m it der Biegetheorie der R otationsschalen befaßt sich das Buch  
ausführlich und ganz besonders m it dem Problem  der an ihrem  Rand kreissym m etrisch  
belasteten K ugelschale. Da die Lösung dieses Problem s die Sum m ierung äußerst langsam  
konvergierender R eihen erfordert, bringt das B uch zur Erleichterung der Berechnung T abellen, 
die mit Hilfe von R echenm aschienen ausgearbeitet wurden. Es befaßt sich auch eindringlich  
m it den Vereinfachungen, die im  Fall von steilen, bzw. flachen K ugelschalen zulässig sind. 
Ein besseres Verständnis des Vorgetragenen wird durch ein reiches Beispielm aterial befördert.

Die Frage der Schalen von allgemeiner Form  wird im  B uch auf 73 Seiten behandelt, 
und zwar durch die Puchersche Projektionsm ethode. Hier werden mehrere Verfahren zur 
Lösung des Problem s der über einem  Rechteckgrundriß konstruierten elliptischen Paraboloid- 
schale behandelt. V on diesen dürften die A useinandersetzungen bezüglich der Frage der 
Ecksingularität besonderes Interesse beanspruchen. Auch das Problem  der über einen R ech t
eckgrundriß konstruierten Sattelschale, bzw. windschiefen V iereckschale wird behandelt. Die
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Erörterung wird durch die Darlegung der W lassow schen Theorie der flachen Schalen ergänzt. 
Als praktisches Beispiel dient die Berechnung der über einen Rechteckgrundriß konstruierten  
elliptischen Paraboloidschale, und der über eine E llipse konstruierten elliptischen bzw. hyper
bolischen Paraboloidschale. D iese und die, die Anwendung der D ifferenzenm ethode erläutern
den Aufgaben bieten dem Ingenieur der Praxis eine nützliche H ilfeleistung.

Außer dem  Erwähnten werden im  B uch auch die Stabilitätsprobleme der Schalen, sowie 
die Frage der Faltwerke und Hängedächer kurz behandelt. All diese Aufgaben besitzen  vom  
G esichtspunkt der Praxis aus große W ichtigkeit, folglich ist ihre Behandlung äußerst gerecht
fertigt.

Aus dieser kurzgefaßten Besprechung geht bereits hervor, daß das Buch von  K. S z m o - 
DITS ein, das ganze Gebiet der Schalenstatik  um fassendes Fachwerk ist, das zahlreiche Fragen  
behandelt, die bisher in den allgem ein benützten  Fachbüchern nicht erörtert wurden. Leider 
gesta ttete  der enge Rahm en des B uches keine M öglichkeit, jede der aufgeworfenen Fragen in  
ihren säm tlichen Einzelheiten klar darzulegen, und so m ußte sich der Verfasser dam it begnügen, 
die Problem e bloß in wenigen W orten zu skizzieren, anstatt sie ausführlich auseinander
zusetzen. Darum  wäre es zweckm äßig gewesen, sich von  Fall zu Fall darauf zu berufen, wo 
eine ausführliche Darlegung der bezüglichen Problem e zu finden ist.

Zusam m enfassend kann festgestellt werden, daß das Buch von  K. S z m o d it s  durch seinen  
A ufbau und seine Behandlungsweise als ein Fachbuch betrachtet werden kann, das haupt
sächlich diejenigen m it Gewinn lesen können, die bereits über Vorkenntnisse auf dem  Gebiet 
der Schalenstatik verfügen. D iese letzteren  erhalten m it dem B uch von K. S z m o d it s  ein gut 
geschriebenes, schön ausgestattetes, die aktuellen Probleme der Praxis um fassendes Werk, 
das eine vorzügliche Hilfe zur Vertiefung ihrer theoretischen K enntnisse b ietet und gleich
zeitig  zur fachgem äßen Lösung der sich in  der Praxis ergebenden verschiedenen Aufgaben  
beiträgt.

P. Csonka
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